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Notations

N Ensemble des entiers naturels,
R Ensemble des nombres réels,
R, Ensemble des nombres réels positifs,
R” Espace vectoriel de dimensiongonstruit sur le corps des réels,
Rm*m Ensemble des matrices:dignes etm colonnes a coefficients réels,
1, Vecteur colonne dont tous les éléments sont égalyx a
I, Matrice identité de dimension,
0n.m Matrice nulle d’ordren x m,
AT Transposée de la matrick
At Inverse de la matricd,
diag(Aq,---,A,) Matrice diagonale par blocs avelg, - - - , A, sur la diagonale principale,
A>0 Matrice carrée symétrique définie positive,
A<O Matrice carrée symétrique définie négative,
A>0 Matrice carrée symétrique semi-définie positive,
A<O0 Matrice carrée symétrique semi-définie négative,
A<B Matrice A — B carrée symétrique définie négative,
rang(A) Rang de la matricel,
|z || Norme Euclidienne du vecteurc R",
| Al Norme matricielle ded induite par la norme Euclidienne,
by Valeur propre d’'une matrice,
vp(A) Spectre d'une matricd, i.e.vp(A) = | J{\i},
=1
p(A) Rayon spectral d’'une matricg, i.e. max |Ail,
JiZ Matrice de transition d’'un modea un mode’ accompagnée d’un sajit
x(t7) 5—}(%%>0 x(t —9).
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Introduction générale

Cdte these est dédiée a la prise en compte des échelles de temps multiples a travers
la notion de perturbations singulieres dans les systemes dynamiques hybrides et les
systémes multi-agents. Elle aborde la question de I'analyse de stabilité des systéemes li-
néaires hybrides singulierement perturbés en présence des commutations, des sauts sur
I'état et d’'un changement de la nature des variables a chaque événement. Elle traite éga-
lement le probléme de synchronisation a colt garanti des systemes multi-agents décrits
par des dynamiques singulierement perturbés. L'objectif est d’assurer la synchronisa-
tion, ou d’'une maniére générale le consensus, avec un seuil de performance prédéfini a
travers la synthese de lois de commande décentralisées.

Contexte de la thése

Classe de systemes hybrides singuilerement perturbés

D’une maniére générale, le caractere mixte des systemes hybrides fait appel explicite-
ment et simultanément a des processus continus qui interagissent avec (ou sont supervi-
sés par) des processus discrets. Cette classe de systémes englobe de nombreuses classes

| Systemes dynamiques continu|§~ ..

N
N

e 1 Systemes dynamiques discreqs

’

\ ’
\ ’

u(t - y(t AL V ]
Systémes dynamiques hybrides

1
1
1
\ 1 ’
1
1

Equations d’évolution de I'état en temps continu Etats discretg1, 2,3}

FIGURE 1: Couplage continu-discret au sein d'un systéme hybride
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de systemes dynamiques hybrides. C’est le cas des systemasrautation a temps
continu composés d’'une famille de sous-systémes a dynamique continue et d’'une lo-
gique qui indigue a chaque instant le sous-systeme actif. C’est aussi le cas des systemes
impulsifs qui constituent une classe particuliere de systémes hybrides caractérisée par la
combinaison d’un processus continu décrit par des équations différentielles et de sauts
sur |'état (impulsions). Ces phénomenes discrets peuvent étre associés a des conditions
temporelles périodiques ou événementielles en relation avec les sous-systemes continus

(1.

Pa ailleurs, la théorie des perturbations singulieres permet la prise en compte de la
présence de différentes échelles de temps et donne lieu a des approches basées sur le
découplage des dynamiques, c’est-a-dire, la séparation des variables lentes et des va-
riables rapidesd, 27, 46, 60]. Or, I'association des perturbations singuliéres et des
dynamiques hybrides donne lieu a des difficultés importantes liées a la complexité de
certaines propriétés a analyser telles que la stabilité globale du systeme par exemple.
En effet, la stabilité de tous les sous-systemes ne garantit pas forcément la stabilité
du systéme global et en particulier quand le signal de commutation est arbig@ire [

Des résultats de stabilité et de stabilisation des systémes a commutation en présence des
perturbations singuliéres ont été proposés da#hs3p|. Dans le cas des systemes singu-
lierement perturbés impulsifs, des techniques d’analyse de stabilité ont été considérées
dans [, 56]. Néanmoins, il existe peu de résultats dans le cas d’'unemrés®mnjointe

des commutations et des impulsions comme c’est le cas dans plusieurs domaines d’ap-
plication allant de la biologieZ3, 29] a I'ingénierie 33, 55]. Ce type de problemes se
traduit par un modéle hybride singulierement perturbé.

Ainsi, I'étude de cette classe générale de systémes est motivée autant sur le plan théo-
riqgue que pratique. Plus particulierement, le travail de recherche lié a cette thése est
motivé par des problemes rencontrés dans le pilotage de procédés sidérurgiques dans le
cadre de contrats industriels avec ArcelorMittal. Le procédé ou I'on rencontre a la fois
I'aspect échelles de temps multiples et I'aspect hybride (commutations) est le controle
du déport de bande dans le laminage a ch@a{ [

Un des objectifs majeurs dans I'analyse du procédé de laminage consiste a maintenir
la bande métallique parallele a I'axe du laminoir lors de son passage d’un rouleau a
un autre. Le modele mathématique du systeme a piloter présente des échelles de temps
différentes. En effet, la dynamique lente est relative au déplacement latérale de la bande
et la dynamique rapide est relative a I'angle que fait la bande avec I'axe du laminoir.
L'aspect hybride intervient durant la derniére phase de laminage ou la queue de la bande
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Cylindres

Bande a une épaisseur intiale Bande a une épaisseur réduite

FIGURE 2: Principe du laminage : le métal subit une réduction d'épaisseur par écrase-
ment entre les deux cylindres.

a laminer passe d’'une cage a une autre. Cela se traduit par des commutations dans le
modeéle mathématique. Durant cette phase, un autre phénoméne important intervient :

la nature des dynamiques change. En effet, durant cette phase, I'absence de traction
fait que la queue de bande est livrée a elle méme. De ce fait, les composantes lentes
et rapides et les dimensions du vecteur d’état peuvent changent, ce qui accentue la
complexité du modeéle et son analyse.

Synchronisation de systémes singuilerement perturbés

Un systéme multi-agents est un systéme composeé d’'une multitude d’entités ou d’agents
congus pour résoudre un probleme global a travers leur coopération et le partage de
leurs ressources. Le but de chaque agent est d’effectuer localement la tache qui lui est
assignée et se coordonner avec ses semblables pour qu’ils puissent s'accorder sur une
valeur finale : un lieu de rendez-vous, une répartition de la charge de travail,. . .

Cette coordination, fondée sur une information locale qui ramene tous les agents a un
accord par rapport a I'objectif, est appet@msensusu encoresynchronisation

Le probléme du consensus se pose dans différentes disciplines comme la bifipgie [

51], la sociologie B, 20, 41], 'économie ], I'ingénierie [8], les réseaux sociauwb|

62]. Pour répondre aux besoins de ces communautés, le probléidéagément traité

pour des systéemes multi-agents déployant des dynamiques liné2dke$0] 52] et

non linéaires telles que les oscillateurs coupl&g, 42, 57] et les robots non holo-
nomes B, 59]. D’autre part, la topologie des interactions entre les agduntréseau est

un critere déterminant dans I'analyse du consensus. Ces interactions sont modélisées
par des graphes dont la topologie peut étre fixe ou varigéb@0[ 41, 61].

Une des approches mises en avant dans I'étude des systemes multi-agents est I'approche
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de commande décentralisdel] 24, 47, 52]. L'idée est que chaque agent utilise unique-

ment des échanges avec ses voisins pour évoluer. Elle s’oppose a une approche centra-
lisée ou les entités communiquent directement avec toutes les autres ou a travers une
entité principale. Elle présente notamment des avantages majeurs tels que la robustesse,
la rapidité d’exécution et la réduction des colts de communicasignlfa synchroni-

saion des systemes multi-agents décrits par des dynamiques évoluant selon une unique
échelle temps a donné lieu a de nombreuses contribu@n3§, 42, 49, 58]. La notion
deperturbations singuliéres a été utilisée dans le cadre multi-agents pour I'étude des ré-
seaux électrigues de grande dimensigrlfl, 53]. Néanmoins, les auteurs considérent

des dynamiques individuelles évoluant selon une seule échelle de temps.

Par ailleurs, on trouve également des contributions qui prennent en compte la minimisa-
tion d’un critére de performance. Le probléme du consensus optimal pour des systemes
multi-agents linéaires en temps discret a été étudié dan8(]. Le contréle optimal li-

néaire quadratique pour les systemes multi-véhicules ayant une dynamique de type "in-
tégrateur" a été traité dang] en temps continu et discret. Cependant, la problématique
gue nous abordons dans cette thése et qui concerne la synchronisation décentralisée a
co(t garanti au sein des systemes multi-agents ayant des dynamiques singuliéerement
perturbés reste un probleme ouvert et non trivial.

Organisation de la these

Ce manuscrit est organisé de la maniere suivante.

Le chapitrel introduit les concepts mathématiques requis a la bonne ctapsén de
la thése.

Le chapitre2 est dédié a I'analyse de stabilité des systemes hybridesligregnent
perturbés en mettant I'accent sur le fait que la nature et la dimension du vecteur d’état
peuvent changer lors des commutations. La modélisation mathématique de cette classe
de systéemes et le probléme de stabilité sont présentés et des conditions suffisantes de
stabilité en termes de temps de séjour minimum séparant deux événements consécutifs
sont développées. Tout au long du chapitre, nous établissons le lien entre cette classe
générale de systéemes a plusieurs échelles de temps et les différentes sous-classes de
systémes singulierement perturbés qui en découlent.
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Ces résultats sont étendus dans le chaifveur développer une approche permettant
la synthése de séquences stabilisantes avec un temps de séjour minimum suffisamment
petit.

Le chapitre4 a pour but d’étudier la synchronisation au sein d’'un systémé-agents
singulierement perturbé avec colt garanti. Nous développons les conditions d’existence
d’une loi de commande qui garantit la synchronisation des dynamiques des agents. Puis,
nous montrons qu’en modélisant les propriétés topologiques du graphe d’interactions
comme étant des parametres incertains, on peut garantir a la fois I'aspect décentralisé
de la loi de commande et satisfaire un niveau de performance global requis.

Dans le chapitré, nous présentons les conclusions générales et nous metténs en
dence les contributions principales tout en proposant quelques pistes pour la recherche
future.

Contributions et Publications

Motivés par la prise en compte des échelles de temps multiples dans les systemes dyna-
miques hybrides et les systémes multi-agents, nos proposons dans cette thése plusieurs
contributions.

0 En ce qui concerne la stabilité des systémes hybrides singulierement perturbés,
les contributions sont :

e une modélisation générale qui correspond a une classe de systemes hybrides
singulierement perturbés dont la nature des variables d’état peut changer aux
instants de commutations,

e des conditions suffisantes d’analyse de stabilité de cette classe de systemes
en termes de temps de séjour minimum,

e et une méthode de synthése de séquences stabilisantes.

0 En ce qui concerne la synchronisation des systemes singulierement perturbés, les
contributions sont :

¢ des conditions d’existence d’une loi de commande décentralisée en vue de la
synchronisation au sein d’un systeme multi-agents singulierement perturbé,

e et une approche permettant la synthése de lois de commande décentralisées
avec codt garanti global.
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Ces contributions ont donné lieu aux publications suivantes.

Revues internationales

e J. Ben Rejeb , I-C. Marrescu , A. Girard and J. Daafouz, "Stablity analysis of a
general class of singularly perturbed linear hybrid systesmImis pour publi-
cation a Automatica.

e J. Ben Rejeb , I-C. Marrescu and J. Daafouz, "Control design with guaranteed
cost for synchronization in networks of linear singularly perturbed systesng®,
mis pour publication & Automatica.

Conférences internationales

e J. Ben Rejeb , I-C. Marrescu and J. Daafouz, "Decentralized guaranteed cost
control for synchronization in networks of linear singularly perturbed systems",
European Nonlinear Dynamics Conference (ENOC), June 2017, Budapest, Hun-

gary.

e J. Ben Rejeb, I-C. Marrescu , A. Girard and J. Daafouz, "DesigniiE) dwell-
time graph for stability of singularly perturbed hybrid linear systemsterican
Control Conference (ACC), May 2017, Seattle USA.

e J. Ben Rejeb, L. Busoniu, I-C. Marescu and J. Daafouz, "Near-optimal control
of nonlinear switched systems with non-Cooperative switching rubesigrican
Control Conference (ACC), May 2017, Seattle USA.

e J. Ben Rejeb , I-C. Marescu , A. Girard and J. Daafouz, "Stablity analysis of
singularly perturbed switched and impulsive linear systei@shference on De-
cision and Control (CDC), Dec 2016, Las Vegas USA

e J. Ben Rejeb , I-C. Marrescu and J. Daafouz, "Synchronization in networks of
linear singularly perturbed system#merican Control Conference, (ACC), Jul
2016 Boston USA

e J. Ben Rejeb , I-C. Marrescu and J. Daafouz, "Event triggering strategies for
consensus in clustered networkisiropean Control Conference, (ECC), Jul 2015
Linz, Austria
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Revues et conférences nationales

e J.Ben Rejeb, I-C. Maarescu et J. Daafouz, "Stratégies événementielles de réini-
tialisation pour un consensus dans les systemes multi-agéotstyal Européen
des Systémes Automatisés JESA JDMACS 2016 Volume 49,.93-113

e J. Ben Rejeb , I-C. Marrescu et J. Daafouz, "Stratégies événementielles de ré-
initialisation pour un consensus dans les systémes multi-agéft§'Journées
Doctorales - Journées Nationales MACS, JD-JN-MACS 2015 Bourges, France
Jun 2015






Chapitre 1
Notions introductives

Afin de faciliter la lecture de ce mémoire, dans ce chapitre introductif, nous présentons
guelques notions et concepts d’automatique qui sont utilisés par la suite.

Dans un premier temps, nous rappelons quelques notions générales pour la stabilité et
la stabilisation des systemes linéaires en temps continu, particuliéerement la théorie de
Lyapunov et les technigues de commande linéaire quadratique LQ. Ensuite, nous intro-
duisons les systémes singulierement pertrubés et nous mettons I'accent sur I'analyse de
commande LQ par découplage des dynamiques lentes et rapides. Une section de ce cha-
pitre est dédiée aux prérequis sur les systemes hybrides . Finalement, la derniére section
fournit une vue d’ensemble sur la théorie du consensus. Nous donnons des définitions et
résultats fondamentaux dans le cas ou le réseau est statique et la dynamique de chaque
agent est continue.

1.1 Stabilité et stabilisation des systemes linéaires

1.1.1 Eléments de théorie de Lyapunov

La stabilité est une question majeure pour I'étude des systémes en automatique. Avant
de traiter la stablité des systémes linéaires hybrides, celle des systemes linéaires en
temps continu est rappelée.

Considérons le systeme linéaire autonome invariant dans le temps suivant

i(t) = Ax(t). (1.1)
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Définition 1.1. Un point d’équilibrez, du systemé€l.1) est dit

e stable siVe > 0, il existe uny > 0, tel que

|2(0) — x| <d = z(t) —z. ||<€, VE>0

e asymptotiquement stable,xsi est stable et s’il existé > 0, tel que

| (0) —z. |[|[< § = tlggo z(t) = x.
e globalement asymptotiquement stable sest stable et pour toute condition ini-
tiale z(0) € R",

fim a(0) =

e exponentiellement stable s’il existe trois réels positifs et o tels que

Vilzo —ze I< e, | 2(t) — v I< K || 2(0) — 2 || €

e instable s’il n’est pas stable.

Le point d’équilibre est souventramené a l'origine par translation, ce qui simplifie I'ana-
lyse de stabilité.

D’autre part, la notion de stabilité est étroitement liée a la théorie de stabilité de Lya-
punov qui est fondée sur I'examen de I'énergie totale du systéme : si I'énergie totale
d’'un syseme se dissipe continuement alors ce systéme tend a se ramener vers un état
d’équilibre.

Nous énoncons les principaux théorémes, devenus classiques dans la littérature, pour
'analyse de stabilité des systemes linéaires en temps continu.
Définition 1.2. Une fonctionV/(x) : R — R est dite définie positive (respectivement
semi-définie positive) si :

e V(0)=0

e V(z) >0 (respectivemenit’(z) > 0) pourtoutr € R*.

Théoreme 1.1.Soit le systém¢l.1) ayant un point d’équilibrer, = 0 et soit une
fonctionV (z) : R — R.



1.1 Stabilité et stabilisation des systemes linéaires 11

e si V(z) est définie positive &t () < 0 alors0 est un point d’équilibre stable.

e si V(z) est définie positive éf () < 0 alors0 est un point d’équilibre asympto-
tiguement stable.

La fonctionV (x) est appelée fonction de Lyapunov.

Une classe de fonctions souvent utilisée pour I'analyse des systéemes dynamiques est
celle des fonctions quadratiques donnéesipar) = =" Px ol P est une matrice sy-
métrique définie positive.

Théoréme 1.2.Le point d’équilibrez, = 0 du systemdl.1) est asymptotiquement
stable si et seulement si, pour toute matrige= Q7 > 0, il existe une matrice® =
PT > 0 vérifiant 'équation de Lyapunov suivante

ATP+PA+Q=0.

1.1.2 Commande linéaire quadratique LQ

En automatique, la commande linéaire quadratique, dite commande LQ et initié par Kal-
man 5], est une méthode qui permet de calculer la matrice de gaime@ommande
par retour d’état satisfaisant un critere quadratique donné. Ceci revient a chercher une
configuration optimale d’'un systéme parmi toutes les configurations possibles par rap-
port a ce critére, qui est généralement une somme pondérée de I'énergie de I'état de la
commande.
La commande linéaire quadratique a horizon infini pour un systéme linéaire temps-
invariant :

t(t) = Az(t) + Bu(t), zo = x(0). (1.2)

consiste a déterminer la commangde) qui maintienne I'état proche de son état d’équi-
libre 0 avec une dépense modérée en énergie de commande.

Supposons que la paifel, B) est stabilisable et soit le critére & minimiser :
J = / (z(t) T Qx(t) + u(t) " Ru(t))dt (1.3)
0

aveCR=R" >0etQ=Q" > 0.

Remarque 1.1.Le critére LQ peut étre percu comme un compromis entre la perfor-
mance décrite par le terme enet I'énergie de la commande décrite par le terme en
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u. Si, dans7, I'énergie dex est privilégiée, celle ci va étre minimisée au détriment
de I'énergie de la commande. Dans le cas ou I'énergie de la commande est privilégiée
dans.7, nous mettons I'accent sur 'économie d’énergie de commande et la dynamique
en boucle fermée sera lente. De ce fait, le choix des matrices de pondérAteng

joue un réle important dans la conception de la commande.

Le probleme de minimisation d€ sans contraintes consiste a trouver la commande
u*(t) € R™tel queJ (u*(t)) < J(u(t)) pour toutu(t) € R™. Cela revient a chercher
la fonction de Lyapunov quadratiqu&z) = z(t) " Pz(t) qui satisfait

min (z(t)"Qu(t) + u(t) Ru(t) + V(t)) =0

u(t)eER™

C'est-a-dire :

min (z(t)"Qu(t) + u(t)"Ru(t) + &(t) " Pa(t) + z(t)" Pi(t)) =0

u(t)ER™

Soit encore

min (z(t) " Qu(t)+u(t) " Ru(t)+(Az(t)+Bu(t)) " Px(t)+z(t)" P(Az(t)+Bu(t))) = 0

u(t)ER™

En utilisant 'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman suivante :

H(z,u,t) = 2(t) " Qu(t)+u(t) " Ru(t)+(Az(t)+Bu(t)) " Px(t)+x(t) " P(Ax(t)+Bu(t))

(1.4)
la commande optimale*(¢) est donnée par la condition de stationnarité
Vu(t)H(x, u,t) =0
qui implique
2Ru*(t) + 2B Pz =0
d'ou
u*(t) = —R™'B" Px(t) (1.5)

En substituant I'équation de la commande5 dans (.4), nous avons I'équation de
Riccati suivante :
A"P+PA—-2PBR'B'P+Q=0
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Il en découle le systéme en boucle fermée de la forme :
i(t) = (A— BR'BTP)x(t).

Remarque 1.2.Si la paire( A, B) est stabilisable, alors le criterg’ a une valeur finie.
Si de plus, la paird A, C') est observable, la solution stabilisankede I'équation de
Riccati est unique.

Dans la suite de ce manuscrit, nous utlisons le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.Le probleme LQ défini pafl.3) pour le systémél.2) admet une solu-
tion
u(t) = —R™'BT Px(t) (1.6)

ou K = —R'BTP est le gain de la commande Bt € R"*" est une matrice symé-
trique définie positive solution de I'équation de Riccati :

A"P+PA—-2PBR'P+Q =0 (1.7)

Par conséquent, le systéme dynamique en boucle fermée est asymptotiquement stable
avec un colt optimal :
J* = x4 Pxy.

Certains travaux visent a assurer un co(t garanti en termes de performance plutét que
de résoudre un probleme d’optimisation classiqgue notamment en présence d’incerti-
tudes B1, 44]. Cette approche fournit des bornes qui encadrent la trajeaptimale
souhaitée, c’est a dire que la valeur du critére en boucle fermée reste au-dessous d’'une
borneJ. En ce sens, I'équation de Riccati ) décrivant le probléme de minimisation
de 7 devient :

PA+A"P-2PBR'P+Q <0

dont la solution? € R™*™ symétrique définie positive assure un codt garanti

J* <z Prg 2 J.

1.1.3 Systémes singulierement perturbés

La notion de perturbations singulieres signifie la présence de différentes échelles de
temps selon lesquelles évoluent les dynamiques du systéme. L'analyse de ces systemes
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est devenue un sujet de recherche en constante évolution.réeseps travaux re-
montent aux années) précisement aux travaux de Tikhonov, puis les travaux de Ko-
kotovic et Khalil [26, 27]. La théorie des perturbations singulieres fournit un ensemb
d’outils d’analyse fondés sur la séparation d’échelles de temps et I'approximation des
solutions du systéme par le découplage des dynamiques lentes et r&piti6().

Considérons le systeme singulierement perturbé linéaire suivant :

ouz(t) € R™ etz(t) € R" représentent les états lents et rapides du systerest,
un réel strictement positif et;, A5, A1, Ay sont des matrices de dimensions appro-
priées.

Opérant dans deux échelles différented 7 = <t, les dynamiques rapides émergent
pendant la phase transitoire tandis que le régime permanent est régi par les dynamiques
lentes. En effet, poser= 0 dans (.9 et siA,, existe, la racine de I'équatiori (9) est :

2(t) = — Ay Anay(t). (1.10)

La substitution de la solution ci-dessus dah$)donne le modele réduit (modele lent)
suvant :
Ts(t) = Apxs(t). (1.11)

avec la condition initiale:,(0) = 2(0) et Ay = A1, — Ajp Ay Agy.

Quant a la couche limite qui décrit la dynamique rapide @d¢ elle est donnée par :
€Zf(t) = Agng(t). (112)

dont la condition initiale est;(0) = 2(0) + Ay, Az 2,(0).

Le théoreme suivant donne les conditions d’approximation de la solution du systéeme
singulierement perturbé (8)-(1.9) issues de I'analyse des dynamiques lentes et rapides
séparément.

Théoreme 1.4.[27] Si les valeurs propres de la matrick,, sont a partie réelle stricte-
ment négative alors il existe¢ > 0 tel que, pour tout € (0, *] et pour toutt € [0, 7],
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la solutionz etz du systéme origing[1.8)-(1.9) est approximée par

x(t) = x4(t) + O(e), (1.13)
2(t) = — Ay Az (t) + 25(t) + O(e). (1.14)

ou z4(t) etzy(t) sont les solutions du modéle réd(it11) et du modéle rapidé€l.12)
respectivement. De plus, si les valeurs propres de la matfigsont a partie réelle
strictement négative, alors I'approximati¢h.13-(1.14) est valide pour tout € R™*.

Il en suit le résultat de stabilité asymptotique suivant.

Théoréme 1.5.[27] Si A, existe et si les matricesl, et A, sont Hurwitz, alors
il existec* tel que pour tout € (0,e*], le systéemg1.8)-(1.9) est asymptotiguement
stable.

Nous présentons dans ce qui suit, la méthodologie de conception d’une loi de commande
par retour d’état pour un systéme singulierement perturbé en temps continu.

Soit le systeme singulierement perturbé sous une loi de comménde R™ :

A I'issu du découplage des dynamiques lentes et rapides, le systeme réduit est :

Ts(t) = Aoxs(t) + Bous(t), x5(0) = x(0)
zs(t) = _A2_21 (A2174(t) + Baus(t)),
avec
Ao = Ay — A1n Ay Ay, By = By — A1p Ay Bo. (1.17)
et la couche limite est décrite par :
e25(t) = Agzp(t) + Boug(t), 2¢(0) = 2(0) — 2,(0).
OU z(t) = 2(t) — 24(t) etuy(t) = u(t) — us(t) désignent les composantes rapides des

variables: etu.

Proposition 1.1. [27] Si la paire (Ay, By) €t la paire (Ax, By) sont stabilisables, il
existec* > 0 tel que le systéme origindll.15-(1.16) est stabilisable pour tout €
(0, e*].
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D’apres la propositior..1, la commandabilité du systéme original est déduite a partir
des paires(Ag, By) et (Ay, By) relatifs aux sous-systemes découplés. Soiéntet

K, deux gains relatifs respectivement aux composantes lentes et rapides de la loi de
commande par retour d’étaft) tels que :

Les deux lois de commande découplées sont congues séparément pour chacune des deux
échelles de temps. Il en découle une loi de commande composée de la forme :

u(t) = us(t) + us(t)

En remplacant; par z — z,, la loi de commandel(18) relatif au systeme original
(1.195-(1.16 s’exprime en: etz comme suit :

u(t) = Kox(t) + Ko (2(t) + Agy (Ana(t) + BoKox(t)))
= <(Im + Ky Ay, By) Ko + K2A2_21A21)x(t) + Koz(1).

1.1.4 Commande LQ pour des systemes singulierement perturbes

L'approche de la commande optimale des systémes singulierement perturbés peut se
faire de deux maniéres différentes : la premiere résulte d’'une décomposition de I'équa-
tion de Riccati relative au systeme original. La seconde se base sur le découplage des
échelles de temps développée dans la sous-seLtloBet conduit a une complete sé-
paration des problemes d’optimalité.

Considérons le systeme singulierement perturbé

y(t) = Cll’(t) + CgZ(t).

avecz(t) € R™ etz(t) € R" sont les états lents et rapides du systemig, € R™ est
la commande ej(t) € R est la sortie mesurée du systéme.
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L'étude concerne la détermination de la commande a horizameipermettant de mi-
nimiser le critére suivant :

1

J= 3 /OOO ()" Qy(t) + u(®) " Ru(t))dt (1.20)

avecQ =Q" >0etR=R" > 0.

1.1.4.1 Méthode par décomposition de I'équation de Riccati

La solution du probléme d’optimisation décrit parZ0 est donnée par(6) ou B =
(B 1B, ] etl'équation de Riccati.7) se met sous la forme :

p All A12 Airl 5_114;—1 p p BlR_lB;— €_lBlR_lB;—
-1 -1 Tl aT it N -1 “1pT -2 I
g A21 £ A22 A12 £ A22 £ BQR Bl £ BQR 32
T
+(01 02) Q<01 02):0 (1.21)

Pour éviter une divergence de la solution de I'équation ci-dessous lorsqoe vers),
[54] propose une solutiof’ ayant la forme suivante :

Pu(e) 5P12(5)>

P=Fe)= <5P1T2(5) Py (e)

dans laquelleP;, Pi», Ps1, Psy sont des matrices de dimensions appropriées dépendant
du parametre tel que :

Vi,j=1,2  Pyle)=)_ Pl (1.22)
k=0

L'équation (L.21) est équivalente a un systéme de trois équations matricmllegour
simplifier les expressions, le paramétrest omis.

Py Ay + APy + PoAy + A P, — PWBIR'B/ P,y — P yBR'B, P},

— PuByR'B Py, — PyBoR™'BoR™'B, P+ O QCL =0 (1.23)
Py A + PiaAgs + A;1P22 — P11BlR_lBgTP22 — P1zB2R_lBgTP22 + CIQCE
+eAl,Py —eP BI\R'B] Piy — eP3ByR'B] Py = 0 (1.24)

Py Agy + AgyPay — PooByR™'B) Pay + C) QCy + €Al Pry + P AL
— eP,BiR'B) Pyy — ePyyBoR'B Py — e*PL,BiR™'B] P)y = 0 (1.25)
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Par identification des termes enon déduit les coefficients des expressions asympto-
tiques (.22 donnantP(¢). Dans la plupart des cas, la connaissanc&ge I'ordre 0
suffit ce qui nous raméne a la résolution d’équations de Riccati relative & dans

(2.23-(1.25, données par :

PyyAgy 4+ AJy Py — Pyy BoR7' By Pay + Cy QCy =0
PHA\—FA\TPH —PHER_l./B\TPH‘i‘@:O
Py =P E, — E,

avec

Ay + B Ay + BIRT'B, E) + E\B,R'B, E;
B, + E\B,

—Ey Ay — A E] — E,B,R™'BE] +C/QCy
Ey = (BiR7'B] Py, — A15)(Agy — BoR7' B, Pyy)™*
Ey = (AJ, Py + C] QCY)(Agy — BoR7'By Pyy) 7.

Q) W
I

Les dynamiques du systeme commandé sont régies par I'équation d’état :

QE(t) = .Alllt(t) + Algz(t)
52(25) = Aglx(t) -+ AQQZ(t)

avec

A=Ay — BIR7'B/ P, — BiR™'B, P},

Aia = Ay — BIR'B) Pyy — B R'B/ Py,
Ay = Ay — (BIR'B))" P,y — B,R™'B, P},
Agy = Agy — ByR™'B) Pyy — e(BiR'B,) )" Ps.

1.1.4.2 Meéthode par découplage des dynamiques

Le point de vue de cette approche repose sur 'utilisation de I'approximation temporelle

ennoncée par le Théorérel.
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Le découplage des dynamiques singulierement perturliéed @onnent deux sous-
systemes lent et rapide décrits par :

jf’s(t) = AOxs(t> + BOUS(t)
ys(t) = Coxs(t) + Dous(t).

(1.26)

2y (1) = Agazy(t) + Boug(t)
yr(t) = Cazys(1).

ol A, et By sont données pall(17), Cy = C; — CoAy, Ay €t Dy = —Cy A5, Bs.

(1.27)

Proposition 1.2. [54] Soit le systéme singulierement pertur{iél9 tel que les paires
(Ao, Bo) et (As, Bs) sont stabilisables. Alors, il existé tel que pour tout € (0, ]
et sous la loi de command.19);

La commande pouvant étre séparée en une partie lente et une partie rapide, le probléme
d’optimisation du critére}.20 se décompose alors en deux sous probléemes :

Minimisation deJ, = %/ (ys(t) " Qus(t) + us(t) T Ruy(t))dt pour le systémel(26).
0

Minimisation deJ; = %/ (y7(t) T Qus(t)+uy(t) " Rug(t))dt pour le systemel(27).
0

Sila paire( Ay, By) est stabilisable, la solution optimale relative au systeme rét@ig)y
ed donnée par
us(t) = —Ry ' (Dy QCy + By Py)w4(t)

ol Ry = R+ DJ QD, et P, est solution de I'équation de Riccati suivante

(Ag — BoRy'Dy QCo) " Py + Py(Ayg — BoRy* Dy QCy) — PyByRy ' By Py
—Cy ST(I, — SDyR;*Dy ST)SCy =0, ou Q=S5"S.

Si la paire(As, By) est stabilisable, la solution optimale relative au systéme rapide
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(1.27) est donnée par
up(t) = —R ™ B] Pyzy(t)

ou P, est solution de I'équation de Riccati suivante
P2A22 - A;;Pg - PQBQR_IB;—PQ —|— C;—QCQ - 0
La commande composite obtenue est

u(t) = — ((Im — R'By PyAy) Bo)RyY(Dy QCo + By Py) + R™'B, PQAQ—;AQI)x(t)

— R7'B,) Pyz(t).
(1.28)

Remarque 1.3.D’aprés [10], la valeur optimale du criterg1.20 par la commande
(1.28) est approchée a u@(s?) pres.

1.2 Systemes hybrides

Considérons l'inclusion différentielle linéaire suivante :

{ z(t) e C  i(t) € F(x(t)), F(z(t)) ={A'2(t), A%z(t),..., APz(t)}
z(ty) € D x(ty) € G(z(ty)), Gxt) ={J'z(t), J2z(t),..., ™z(t)}
(1.29)

ouz(t) € R" est le vecteur d’état €t ),>o est une séquence d’événements discrets.
La notationz (¢, ) dénote la limite & gauche deent, i.e. 5—}3%>0x(tk — 0). Les en-
sembles{ A, A%, ... AP} et{J' J? ..., J™} sont deux familles de matrices carrées.
Les ensemble§’ et D, appelés respectivemetitow set"et "jump set’, conditionnent
I'évolution des états continus et discrets.

Le systeme ainsi décrit est un systeme hybride composé de dynamiques continues qui
commutent entre plusieurs modes de fonctionnement ou chaque mode est régi par une
équation différentielle:(t) = A’z (t), € {1, ..., p} faisant intervenir des dynamiques
continues propres au mode de fonctionnement activé. Quahd D, les dynamiques
discrétes sont induites par une matri€e j € {1,...,m} décrivant le changement
discret instantané de I'état.

Les dynamiques hybrides décrites ph20 englobent diverses classes de systéemes :
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e Systemes linéaires & commutation péir) = o :

2(t) € C @(t) € F(z(t)), F(a(t) ={A'z(t), A%(t),. .., APx(t)}.

e Systemes linéaires impulsifs pofir= & :

x(ty) € D x(ty) € G(z(ty)),  Gzt) ={J'a(t), J2x(t),...,J™x(t)}.

e Systémes linéaires en temps continy= @ etG(.) = @ :

2(t) €C @(t) € F(z(t), Fla(t) = {Az(t)}).

Dans la sous-sectioh.1.1, nous avons enoncé plusieurs critéres de stabilité basés sur

la théorie de Lyapunov pour des systemes en temps continu. Toutefois, ces conditions
de stabilité s’averenet insuffisantes pour I'analyse des systemes hybrides qui requiert
I'étude des changements brusques des dynamiques aux instants d’événements et de leur
influence sur les dynamiques continues. Des résultats largement connus dans la littéra-
ture [L9] traitent les systémes hybrides. Dans le cas linéaire, noussae théoreme
suivant.

Théoréme 1.6.[22] Considérons le systeme hybri@le 29 avec(tx),>o Une séquence
d’événements. Le point d’équilibre = 0 est globalement exponentiellement stable
si et seulement si il existe une fonction définie positive R” — R* donnée par
V(z)=2"Px, i€ {l,...,p}ouP; =P >0etV(0) = 0telle que

Via(ten)) < V(z(ty)), Va(t) £0, k € N. (1.30)

L'intérét de I'approche du Théorénie6 est d’analyser I'évolution de la fonction de
Lyapunov aux instants discrets. Autrement dit, la décroissandé mlest pas requise
durant la phase continue mais elle est nécessaire aux ingtaits N. En effet, siV/
satisfait la condition1.30), il existe une enveloppe décroissante qui borne la trajectoi
deV comme le montre la Figure L

Le résultat du Théoreme.6 s’applique difficilement dans le cas des commutations ou
d’impulsions arbitraires. Contréler le temps d’activation d’'un mode de fonctionnement
ou d’'une impuslion présente une alternative pour garantir la conditi@o)(
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Enveloppe

tp—2 tro1 ty try1

FIGURE 1.1: Trajectoire d’'une fonction de Lyapun®di(x) relative au systéme hybride

(1.29.

Définition 1.3. Un réel positift est appelé "temps de séjour" d’'une séquence d’événe-
mentst; )0, Si l'intervalle de temps entre deux instants disctgts — ¢, est supérieur

aT.

Dans la suite, nous nous intéressons aux systemes a commutation qui représentent une
classe particuliere des systemes dynamiques hybrides £ @ dans (.29).

Un systéme a commutation est composé d’une famille de sous-systéemes a dynamique

continue et une loi logigue qui indigue le sous-systeme actif.
Formellement, un systeme a commutation est défini par :

i(t) = A'a(t) (1.31)

oui: Rt — 7 = {1,2,..., N} est le signal de commutation qui prend des valeurs
dans un ensemble d'indi@ z(t) € R" est I'état du systéme et’ pour touti € Z sont
des matrices d’état décrivant 185 N* modes de fonctionnement du systéme.

Un article de référencep] énumére quelques problémes liés a la stabilité des systemes
a ommmutation.

e Probleme A: Trouver des conditions de stabilité telles que le systéme est asymp-
totiguement stable quelle que soit la loi de commutation.

e Probleme B : Identifier les classes de lois de commutation pour lesquelles le
systéme a commutation est asymptotiquement stable.
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e Probléme C: Concevoir un signal de commutation qui rend le systéme asympto-
tiguement stable.

En se référant au Théorerheb, le systeme a commutatioh.B1) est asymptotiquement
stable s'il existe une famille de fonctions définies positives, chacune est associée a un
sous-system¥ (r) = " Pz, Vi € Z et qui est strictement décroissante aux instants de
commutation. Toutefois, si pour toutj € Z, P, = P;, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 1.1. Considérons le systeme a commutatibr8l). S’il existe une matrice
P telle queP = PT > 0, solution des LMIs

(AYTP+PA <0, €I

alors la fonction quadratiqué’/(z) = z" Px est une fonction de Lyapunov pour le
systemd1.31) et le point d’équilibrex, = 0 est globalement exponentiellement stable.

Des conditions pour vérifier si une fonction de Lyapunov commune existe ont été énu-
meérés dans7]. On y trouve également des criteres LMI pour vérifier qu’unectmn

de Lyapunov quadratique commune n’existe pas pour une classe de systemes. Jusqu’a
présent, trouver une fonction de Lyapunov commune reste un probléme ouvert dans le
cas général.

1.3 Systemes multi-agents

Cette section présente une vue d’ensemble de la théorie de consensus et des graphes
associés aux systemes multi-agents.

Définition 1.4. Un graphe d'intéractionsj est donné par la paird), &) ou V =
{1,...,n} désigne 'ensemble des sommetg et V x V représente 'ensemble des
arétes joignant les sommets a leurs voisins.

Définition 1.5. Un grapheg est non-orienté si pour tout sommetsg € V;
(i,4) € € & (j,i) € E.

Sinon, le graphe est orienté.

Définition 1.6. Un chemin de longueurp dans un graph&; est I'union des liaisons
b _(ix, jx) tel queig, = ji pour toutk € {1,...,p — 1}.
Dans un graphe dirigé, on dit que le sommest parent dg si (i, j) € £.
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Définition 1.7. Un graphe connexeest tel que n'importe quelle paire de sommets est
connectée. Un sommet V estconnectéa ' € V dans un graplyy = (V, £) s'il existe
au moins un chemin dargsqui reliei a i'.

4 5

FIGURE 1.2: Exemple d’'un graph& non-orienté connexe.

On dit qu’'un graph& n'admet aucune boucle, si poue V, (i,1) ¢ £.

Définition 1.8. Pour un graphe donn§ = (V, &), le sous-graphéduit par un sous-
ensemble de sommetsC V est le grapheif, £ N (U x U)).

Pour un graphe donn§ = (V, ), un sous-grapheouvrant # = (V, F) est donné
par tous les sommets deet un sous-ensemble des aréfes” £.

Définition 1.9. La distanced(i, j) entre deux sommeiset j dans un graphe est le
nombre d’arétes du plus court chemin entre ces deux sommetmrétre d’'un graphe

A(G) = max; ; d(i, j) est la plus grande distance possible qui existe entre deux de ses
sommets et ;. Le diamétreA(G) d’'un graphe connexe est fini.

Définition 1.10. Matrice d’adjacence
Les pondérations des liaisons entre les agents au sein d’'un galoat décrites par
la matrice d’adjacencé& = [g;;] € R™*" telle que :

Gij > 0 si (Z,j) e&

gi;; =0 sinon.

Définition 1.11. Matrice Laplacienne
La matrice Laplacienne associée au graghest notée pat. = [/;;] € R"*" telle que :

liz’:zgij> VZzl,,n
j=1

lij=—gij Sli#]
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Si g est non-orienté, est symétrique et la somme de chacune dexdigies est nulle.

Consensus dans les systemes multi-agents

Considérons un systeme deagents interconnectés décrit par un graghe (V, )
non-orienté fixe dans le temps. La dynamique de chaque entité constituant le systeme
multi-agents est régie par :

() = D giils(t) — (1)), (1.32)
1,jEV
ouz;(t) € R est I'état de I'agent et g;; est la pondération relative a la matrice d’adja-
cence associée a la liaisary € £. Ainsi, la dynamique globale du systéme est décrite
par :
x(t) = —Lx(t) (1.33)

avecL est la matrice Laplacienne donnée par la définifidrl. Ce protocole, largement

utilisé pour modéliser le processus du consensus dans le cas linéairepdsdatiémes

qui interagissent les uns avec les autres pour finalement converger vers un méme accord
final :

«

lim z;(t) = x
t—o00

ou z* est la valeur du consensus.
Définition 1.12. [37] La valeur du consensus® appartient au sous-espace vectoriel
span{1,} tel que

" € {x e R"|x; =z, Vi,j € V}. (1.34)

Théoreme 1.7.[37] Soit G un graphe non-orienté connexe. Alors le protodd&3)
converge vers la valeur du consensus

Théorie spectrale

La théorie spectrale des graphes s’intéresse aux spectres des matrices décrivant les
graphes, qui sont simplement I'ensemble de leurs valeurs propres. Dans ce qui suit,
on ne s’intéresse qu’aux matrices symétriques, donc aux graphes non orientés.
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Remarque 1.4.[18] Soit un graphej non-orienté connexe et soit les valeurs propres
\; relatives a sa matrice Laplaciendeclassées par ordre croissant :

AMS A< <A,

Alors, les affirmations suivantes sont vraies :
e \; = 0 est une valeur propre simple deassociée au vecteur propie.
e La seconde plus petite valeur propxe est positive ;L. est semi définie positive.

e )\; = 0 est une valeur propre de multiplicitéde la matriceL ® I, et elle admets
r vecteurs propres distincts définis phy ® e;, i = 1,...,r ole; € R" est le
vecteur colonne dont i€™eélément est égal & 1 et les éléments restants sont nuls.

e |l existe une matrice orthonormalg € R™*"; qui vérifieTT" = T'T = 1,,
telle que
TLT" = D = diag(\1, Mo, ..., \p)

De plus, la seconde valeur propre conditionne la vitesse de convergence dans un graphe
non-orienté, connue comme étant la connectivité algébrique d’'un graphe.

Théoréme 1.8.[37] Soit G un graphe non-orienté connexe. Le protocole de consenus
(1.33) converge vers I'accordl.34) avec un taux de convergence donné par

Proposition 1.3. [15] Soit un grapheg non-orienté connexe. Supposons que les pon-

dérations non nulles de la matrice Laplacienne qui lui est associée satisfaient
9m < Gij < gu, avec 0 < g, < gu.
Alors, les valeurs propres de sont bornées telles que :
A< A< <A, <N (1.35)

avec
N 92 a o2
A Im °A L. g
2(n —1)n? o
Remarque 1.5.[ 39] Soit un graphe&j non-orienté ayant sommets. Siles pondérations
g.; € {0,1}, alors les valeurs propres de vérifient I'inégalité(1.35 avec

g \° £,
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De plus, si le graph€ eg connexe alors le diamétia(G) ne peut exéceder la valeur
den — 1 etil en résulte dans ce cas:

4 A yx o s
n(n_l)_)\ e N2 (1.36)






Chapitre 2

Analyse de stabilité des systemes
hybrides singulierement perturbés

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons une classe de systémes hybrides singulierement
perturbés plus générale que les classes existantes puisque la nature et les dimensions
des variables d’états sont susceptibles de changer lors des commutations. Cette classe
est motivée par une problématique industrielle : le contrdle de déport de bande dans
un laminoir a chaudd3]. Dans un premier temps, nous nous concentrons sur le chan-
gement de nature des variables d’états et nous supposons que la dimension du vecteur
d’état restent inchangée au fil des commutations. Nous réecrivons le systéme sous une
forme classique dans laquelle les variables d’états de méme nature de variation sont re-
groupées a travers un changement de variables et le vecteur d’état est ainsi réorganisé a
chaque commutation. Ensuite, nous abordons le probleme de stabilité et nous mettons
en oeuvre les outils d’analyse classiques pour les systémes linéaires singulierement per-
turbés. Ces outils, fondés sur la séparation des échelles de temps, sont combinés aux
résultats existants concernant les systemes hybrides pour établir des conditions suffi-
santes de stabilité au sens de Lyapunov. En d’autres termes, nous évalutamps de

séjour minimum'$éparant deux événements consécutifs de maniere a ce que la fonction
de Lyapunov ait une dérivée négative entre les événements et que les sauts de cette fonc-
tion aux instants d’évenements soient compensés par sa décroissance entre ces instants.
Par la suite, nous développons la méthode a adopter pour traiter le cas des dimensions du
vecteur d’état variantes dans le temps et nous montrons que I'analyse se ramene au cas
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des dimensions invariantes par I'ajout de variables artifgssecomplémentaires. Des
exemples illustratifs accompagnent cette étude pour valider et tester les performances
des résultats obtenus tout au long du chapitre.

2.2 Positionnement du probleme

Le modéle que nous proposons, fait intervenir la séparation des échelles de temps entre
les dynamiques lentes et rapides a travers un petit paramétre pesitiagactérisant

la vitesse d’évolution des dynamiques rapides par rapport aux dynamiques lentes. Nous
introduisons également les matrices diagonBiggour touti € Z, ouZ est un ensemble

fini d’indices, afin de modéliser les changements de nature des variables relatives a
chague commutation. Précisement, les éléments diagonaux de la m¥tsioat égaux

soit ac soit a1 et sélectionnent ainsi les variables lentes et rapides du vecteur d’état
aprés chaque commutation.

Par conséquent, notre étude se ramene au systéme a commutation suivant :
D7x(t) = A%x(t), Vit € [tr, tyr1), K €N (2.1)
ayant une dynamique impulsive décrite par :
x(ty) = J*x(ty), VE>1 (2.2)

oux(t) € R"x, Vt € [tg,trs1), k € N, estle vecteur d'état 6t=t, < t; < ... décrit

une séquence strictement croissante d’instants discrets. La variable digceefeest

vue comme une variable de contrdle ayant une évolution imposée de maniere exogéne.
De mémey, € J, ouJ est un ensemble fini d’indices, conditionne I'impulsion don-
née aux dynamiques et la nouvelle valeur qui leur est attribuée par la métrice
R"™ = *"x—1 Pour toutk € N, la matriceA°* décrit les dynamiques continues relatives

au mode de fonctionnemennt activé durant I'intervalle de temgs;, tx11), k € N.

Pour un mode de fonctionnement donné= : :

e le h®™Me élément du vecteux représente une variable rapide sih" élément
diagonal deD’ est égal &,

e le h°™ élément du vecteur représente une variable lente shi& élément dia-
gonal deD? est égal 4.
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La principale contribution dans la modélisation introduiée (2.1)-(2.2) consiste a for-
mdiser le probléeme d’une maniere générale de fagon a ce que I'on obtienne un modéle
a commutation impulsif singulierement perturbé qui inclut différentes classes de sys-
temes et dont I'analyse de stabilité que nous établissons dans ce chapitre s’y adapte
aisément. Ces classes de systémes peuvent étre décrites comme suit :

(i) Classe des systemes linéaires hybrides singulierement perturbés classiques
Supposons quBb’ = D7, Vi, j € Z et quex etz sont, respectivement, les com-
posantes lentes et rapides du vecteur d€tailors, les dynamiques2(1)-(2.2)
s’écrivent :

) , Vte [tk,tk+1), keN
2.3)

(i) Classe des systemes linéaires singulierement perturbés a commutation
C'est le cas si uniguement des commutations sont susceptibles de se produire a
l'instantt; cn. Ceci revient a considérer toutes les matrices de Bautgales a
la matrice identité dan(3).

(iii)y Classe des systemes linéaires singulierement perturbés impulsifs
C’est le cas si uniqguement des impulsions sont susceptibles de se produire a
l'instantt;, ren. Ceci revient a considérer une seule dynamique contisipe=(
orx+1, k € N) dans 2.3).

(iv) Classe des systemes linéaires singulierement perturbés en temps continu
Si les deux conditions citées dans les éléméntst (iii) sont vérifiees, les dyna-
miques R.3) se raménent a des dynamiques purement continues singudigrem
perturbées.

Dans un premier temps, nous nous intéressons au cas des systemes avec une dimension
du vecteur d’état invariante dans le temps.(n;, = n, Vi € Z) et un nombre de
variables rapides et lentes inchangé tout au long du process. Autrement dit, le nombre
des composants des matrid@s égales & est constant, noté, < n pour tout; € Z.

Ainsi le vecteurx admetn, variables rapides et, = n — n, variables lentes . Nous
étenderons par la suite les résultats obtenus au cas des dimensiord n,, variantes

au cours du temps et nous montrerons dans la sous-s&c8dnque ceci peut étre
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ramené au cas classique des dimensions fixes, par une augored¢ata dimension du
vecteur d'état et I'introduction de variables artificielles.

2.2.1 Mise sous la forme classique des systemes singulierement per-
turbeés

Une étape primordiale dans notre analyse est de réécrire le sys2etiR€2(2) sous

la forme classique des systemes singulierement perturbés dont la nature des variables
d’état reste inchangée. Précisement, les variables d’état lentes et rapides conservent la
nature de leurs variations temporelles indépendamment des commutations.

Pour ce faire, nous introduisons les matrices de permutéatiovti € 7 telles que :
S,D'ST = ( g 1 : ) , VieZ (2.4)
Nay,Ny € Nz

et le changement de variable suivant :

< 1383 ) = Sokx(t), Vt & [tk,tk+1), ]C & N (25)

ouz(t) € R™ etz(t) € R"=. En d’autre termes, les matricEsassurent le réarrange-
ment des composantes du vecteutans chague mode de fonctionnement, tel que les
premiéres:, composantes sont lentes et tescomposantes restantes ont une variation
rapide.

En utilisant le changement de variabR5), nous réecrivons les matrices du systéeme
(2.D-(2.2 comme suit :

A= SA'ST,  JM = 5,387, Vi el jed. (2.6)

et en considérant le réarrangement des variables énnoncé par I'ég@atjple$ dyna-
miques continues a commutation initialement définies pd) ée mettent sous la forme

( #(t) ) — A% ( #(t) ) LV E [t tesr), k€N 2.7)

suvante :

ez(t) 2(t)
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D’une maniéere analogue, les dynamiques discretg3 deviennent :

( x(tk‘) ) — JkalﬂgUk < x(tlz> ) , Vl{,‘ 2 1 (28)
Z(tk) Z(tI;)

Remarque 2.1.A un instant donné, :
e Sio, =0y, et Jok-150 =+ 1I,,, alors un saut se produit a I'instam.

e Sil, ¢ {J"i”"\ i,i' € I,j € J}, Jok-190k I, eto, # o041, alors une
commutation se produit & I'instam.

e Sioy # 041 €t Jok1-50 # 1,,, alors une commutation et un saut se produisent
simultanément a I'instarti,.

Ainsi, une commutation et un saut peuvent théoriguement se produire au méme instant.
Néanmoins, il existe un laps de temps entre les deux événements sur le plan pratique
qui peut dans certains cas étre infiniment petit.

Etant donné I'aspect hybride des dynamiques, I'analyse de stabilité du sy&ére (

(2.8) ne peut se restreindre a I'analyse du systeme découplé ganfeésysteme réduit

et la couche limite. Ceci a été illustré dans I'étude des systemes a commutation sin-
gulierement perturbé8§] ou les auteurs montrent numériquement que la stabilité des
systemes découplés, relatifs aux dynamiques lentes et ceux relatifs aux dynamiques
rapides séparement, n'assure forcément pas la stabilité du systeme a commutation ori-
ginal singuliéerement pertubé. En effet, une loi de commutation arbitraire est susceptible
de déstabiliser les dynamiques particulierement quand la fréquence des commutations
est élevée et que les dynamiques continues ne disposent pas suffisamment de temps
pour compenser le changement subit aux instants de commutation. Par conséquent, un
intervalle de temps suffisamment large séparant deux événements conseécutifs assurera
la décroissance de la fonction de Lyapunov associée au systéme et ainsi sa stabilité.
Pour mettre en exergue ce phénomeéne, nous revenons dans la souszdciisuar
I'exemple traité dans3B]. Dans ce qui suit, nous présentons une nouvelle méthodolo-

gie basée sur les techniques des perturbations singuliéres afin de formuler des conditions
de stabilité en termes de temps de séjour minimum en tenant compte de la présence des
échelles de temps différentes et des dynamiques mixtes (continues, commutatives et
impulsives).
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2.2.2 Separation des échelles de temps

Dans la littérature, I'analyse des systémes singulierement perturbé linéaires ou non li-
néaires 7] passe par le découplage des dynamiques. Le principe de sépatas
échelles de temps permet de définir deux sous-systemes, correspondant aux dynamiques
lentes et rapides du systeme. La stabilité asymptotique de chacun d’eux en temps conti-
nue impligue la stabilité asymptotique du systéme original pour de petites valeurs du
parametre de perturbatian

Ainsi, considérons les matrices suivantes, poidre Z, j € J :

)

(A KA . 1—>1 1—>1

Al — A Al Jz'in" _ Ji1 Jia
Al Al ’ Jz'in" Jz'i}z"

21 o9 21 22

. Y , . . G A G , ,
OUAL, Ji" € Rraxna et Ab,, Al,, AL, Jiy", Jiy’", Ji"" sont de dimensions appro-
priées.

Conformément a l'analyse standard des systémes linéaires singulierement perturbés
[27], nous énoncons I'hypothése suivante.
Hypothése 2.1.4%, est inversible pour tout € 7.

Par la suite, nous définissons le changement de variable suivant :

( z(t) ) - P, ( x(tz ) LVt E [t tir), k€N (2.9)

y(t) 2(t

tel que, pour tout € 7

Pi= i \—1 Ai 7 ’

Remarquons que la matrié¢é est inversible par définition et que pour towt 7 ;

P_l_ Inz Onz,nz
Z —(Ajp) 7' Ay, L. )

En utilisant .9), les dynamiques continue®.{) deviennent :

(t) _ Agt By* x(t)
< ey(t) ) - < eBg* A +eB3* ) ( y(t) ) , V€ [ty tri1), k€N (2.10)
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ou pour touti € 7

Aé = Aill - AilQ(AéQ)_lA;la
B = A,

B; = (A3) Ay Ay,

B:Z); = (AQQ)_IAélAiQ‘

(2.11)

Similairement, les dynamiques discret8s3[ se réecrivent en fonction des variables

( z(tx) ) _ Rok15a < w(ty) ) . VE>1 (2.12)

ou pourtouti,i' € Z, j € 7,

ety comme suit :

Gy G
1—>1 1—>1
Rll R12

G G
=" 131 -1 __

R =P/ J7"P = i i

Rz—)z Rz—>z
21 22

(2.13)

avec

N . J . L J . .
=1 Tt 11 1 \—1 g2
Rll - Jll - J12 (A22) A217
. J . N
1" i
R12 - J12 )
. J . . . N N . . N N . .
11" i \—1 gt 11 11 i \—1 gt 11 11 i \—1 gt
R21 - (A22) A21(‘]11 - ‘]12 (A22) AQI) + ‘]21 - ‘]22 (A22) A21>

iy y iy i
Y " \—1 g7 131 131
Ryt = (A) Ay iy + ™"

Rappelons que le modeéle réduit relatif aux dynamiques hybrides singulierement per-
turbé @.10 et (2.12 est obtenu pout — 0. Formellement, le systeme réduit obtenu
est régi par une seule échelle de temps ayant une dynamique hybride :

P(t)=  ATx(t),  VEE[tnten), k€N (2.14)

Uk—lﬁa'k

z(ty) = R} z(ty), Vk=>1. (2.15)

Nous évoquons dans la sous-secf2oB.4 les conditions de stabilité du systeme réduit
etnous montrons que I'analyse de stabilité du systé&i@ ét (2.8), qui est entre autres
éaquivalente a celle des dynamiques10-(2.12 est fortement liée a celle du modéle
réduit (2.14-(2.159.
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2.2.3 Analyse de stabilité des systemes singulierement penbés

Dans cette sous-section, nous nous intéressons a I'analyse de stabilité des systemes
linéaires singulierement perturbés en temps continu en supposant qu’aucune commuta-
tion ni impulsion n’intervienne. Cette étude présente des outils d’analyse préliminaires
fondés sur la théorie de Lyapunov permettant de conclure quant a la stabilité d’'un point
d’équilibre du systéme. Ces résultats seront utilisés dans la suite du chapitre pour I'ana-
lyse du systeme hybride singulierement pertuéb@4{(2.8) durant les phases continues.

Sat le systeme singulierement perturbé suivant :

.I'(t) = Anx(t) + Algz(t)
ez(t) = Anz(t) + Agnz(t)

(2.16)

oux(t) € R"™, z(t) € R" ete > 0 le parametre de perturbation singuliére.
Considérons le changement de varia®) pour un seul mode de fonctionnement :

z(t) | | 0,1, x(t)
y(t) ApAn 1, o(t) )
Le systeme s’exprime en fonction des variahtext ;; comme suit :

i(t) = Aoz(t) + Biy(t)
ey(t) = Agy(t) + e(Bax(t) + Bay(t))

(2.17)

avec

Ay = Ayl — Ap Ayt Ag,
By = Ay,

By = Ajy An A,

By = Ay Ay Ay,

Dans ce qui suit, nous supposons que les dynamiques découplées sont asymptotique-
ment stables. Ceci se traduit par I'hypothése suivante :
Hypothése 2.2.Les matricesd, et A,, sont Hurwitz.

Alors, il existe deux matrices symétriques définie positives> 1,,,,Q; > I, et deux
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réels\; > 0, Ay > 0 sdisfaisant :

A(—)I—Qs + QSAO < _2)\st
ApQf + Q Az < —2XQ;

1 1 1 _1 1 1
Soient les constantes = || Q2 B1Q, * ||, b, = ||QF B2Qs *|| eths = ||QFQBsQ, |-
Proposition 2.1. Supposons que I'hypothéae est satisfaite, alors la fonction donnée
par :

Vie,y) =2'Qur+y' Qpy
est une fonction de Lyapunov pour le systéeng?) pour toute € (0,¢,] avec

Af

- (b1+b2)2

€1 = —5—.

(2.18)

Preuve. La dérivée temporelle de la fonction de Lyapumorelative aux dynamiques
(2.17) s’écrit sous la forme suivante :

V=22"TQ +2y" Qs
2
= Ql’TQSA()JI + gyTQnggy + QxTQsBly + QyTQfBQJI -+ QyTQfBgy

2\
< =202 Qo — ?fyTny +2(b1 + b)) VT Qszr/JyTQry + 2b3yTny

Ainsi, il en résulte

V(22 gp LT .
= ( 9 2b3 2)\5 Y ny

Alors, pour toute € (0,e4] , V' < 0. De plus,V étant définie positive, elle est une
fonction de Lyapunov pour le systef2el?). |

Pa ailleurs, il est nécessaire d’évaluer les dynamiques découplées en termes d’évolution
de leurs fonctions de Lyapunov respectives. Pour ce faire, nous introduisons deux fonc-
tions de Lyapunov relatives aux dynamiques lemtést) = /x(t) T Q,z(t) etrapides

Wi(t) = y() T Qsy(t).

Proposition 2.2. Supposons que I'hypothé2g est satisfaite, soit; donné par(2.19),

alors pour tout= € (0,¢;] ett > 0

W (t) < Wi (0)e 7t +21/V(0)



38 Chapitre 2. Analyse de stabilité des systemes hybrideslgngment perturbés

\/b3+b3
avecs; = baths

Af
Preuve. La dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov découplée relative aux

dynamiques rapides vérifie :

2y Qyy
2y Qyy
—2yTQsy +y" Qp(Bax + Bsy)
Yy Qry
< —%Wf + by W, + bW

)‘f /12 2 /1172 2

A
?fo + b% + b%\/v

W; =

<

< —
D’apres la Propositior2.1, nous avons pour tout> 0,
Wi(t) < ——Wf + /b2 + 2\/V(0).
Ainsi,
Wi(t) < Wf(())e-¥t +4/0% + bgm/ot e~

< W 0)e 4 VB +b3\/ 0)(1 — e 1)

Proposition 2.3. Supposons gue I'hypothé2e est satisfaite, soit; donné par(2.18
etsoitey € (0,e1] N (0, i—f) alors pour touts € (0, 5] ett > 0

W (t) < W,(0)e ™! + 2B, W (0) + €834/ V(0)

avec, =

b1
1 — b
Nr—cahs etfs = s "

Preuve. La preuve de cette proposition est similaire a celle de la Proposgi@nEn



2.3 Analyse de stabilité 39

effet, la dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov ddéeurelative aux dyna-
miques lentes s’écrit sous la forme suivante :

27Qui _ A\ Qur + 2T QuBy
2¢/2 T Qs h vVl Qsx

< =AW, + by Wy

W, =

D’aprés la Propositior2.2, nous avons :
. U
Wo(t) < — AWi(t) + bW H(0)e = + by B/ V(0).
Ainsi,

o t

Ws(t) < e_)\Sth(O) + lef(O)/ e_?fse_)‘s(t_s)ds —+ Eblﬁl\/ V(O)/ e_AS(t—S)dS
0 0

by

< e MWL(0) + Y

£

—1V5(0) (e—Ast . e—%‘t) + d’;ﬂ L/V(0) (1 . e—*st).

S
En prenants < g5 < i—f il en découle

ebi B
As

b1€
)\f — 82)\3

W,(t) < e "W, (0) + W, (0) + V(0).

2.3 Analyse de stabilité

Nous traitons dans cette section, la stabilité du systeme hybride singulierement perturbé
(2.10-(2.12 en exploitant les résultats de la sous-secfdh3 Nous établissons les
résultats principaux de ce chapitre pour ensuite en déduire les conditions de stabilité
des dynamique2(1)-(2.2) ou (2.7)-(2.8).

Dans la suite, nous considérons I'hypothese suivante.
Hypothese 2.3.Les matricesA) et A%, sont Hurwitz pour tout € 7.

Analoguement aux résultats de la sous-section précédente, il existe des matrices syme-
triques définie positiveQ’ > 1,,,, Q} > L,.., i € Z, et des réels positifs, , \’ tels que

7
s
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pourtout; € 7 :

Ay QL+ QuA) < 200,
iT i i g i i (2.19)
A5 QY + QF Ay < =200

Pour chague mode de commutatioa Z, nous définissons :
b= (@ BI(Q,J‘%
b =@ 232 .
b = /(@ QfBg(Qf> 2.

)

De plus, nous introduisons = r?elexbi» i=1,....3, ) = ngzn)\ et = rzrélzn A

Afin d’assurer la décroissance de la fonction de Lyapunov relative au sysieht}y (
durant les phases continues, nous utilisons les résultats préliminaires de la sous-section
2.2.3 relatives a I'analyse des systemes singulierement pegulbdsiques en temps
continu. Précisément, nous appliquons le résultat de la Propo&itiopour chaque

mode de fonctionnemerite 7.

Sous I'hypothés@.3et pour tout € (0, £4], il existe une fonction de Lyapunov dépen-

dante du mode :
Viz,y)=z'Qx+y Qjy
ou e, est donné par 18 et tel que les dynamiques continu@sl() sont stables.
Ensuite, nous nous intéressons aux variations de la fonction de Lyapunov aux instants

discrets. Pour ce faire, nous définissons les fonctions de Lyapunov découplées relatives
aux dynamiques lentes et rapides et dépendantes du mode suivantes :

Wi(t) = 2(t) T Qix(t)
Wi (t) = \/y(t)TQyy(t)

, Vt € [tk,tk+1), ke N. (220)

Lemme 2.1. Soite € (0,¢,] et soitt, = tx1 — &, pour une séquence d’événements
(tr)r>0 donnée. Supposons que I'hypoth2stest vérifiée. Alors, pour tout € N,

Wi(t k-',—l) Wi(te)(e e M 4 eB3) + We(ty)e(Ba + )
Witi,,) < Walti)efs + Wyt (& 2% + )

oley € (0,e1] N (0, i—:) etpi1, B2, B3 sontintroduites dans les PropositioR2et2.3.
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Preuve. La démonstration découle des Propositi@®et2.3en utilisant :
VV < W, + W,

Afin de compléter la caractérisation de la variation des foncfignand W, aux ins-
tants discrets, nous définissons les constantes suivantes :

= max |[(Q)FRT(Q) 7,

i,i'eT,jET
1 N . 1
m2 = max |[(Q5)ZRy"(Q%) 7|,
i €L,je€T
. 2.21
=, jua H(Qfd%R%Qf)—% .
Y21 = Z.,Z.,Ignzfgj f 21 s )
1= max [|(Q))F Ry (@5)2|

Lemme 2.2. Pour toute séquence d’événemefitg;o et pour toutk > 1

W(tr) <yuWi(ty) +12We(ty)
Wi(tr) <yaaWilty) + v22Wi(ty )

Preuve. Nous démontrons la premiere inégalité :

=/2(tx)T Q% (tr)

=[|(@7)2a ()]
<[l @) (R alty) + R y(a)|
<@t Pt + @)
<[l(@): R 1_@%@% D) + Q2 RT @) W)
SmWilty) + 72 Wi (1, ).
La preuve de la seconde inégalité suit les mémes lignes. |

Afin de faciliter les notations dans ce qui suit, nous définissons les matrices suivantes :

e T 4 +
M B3 e(ﬁ; Bs) e =™ ") (@22
- e 2

Soulignons que la matrickl,, paramétrée en > 0, est définie positive.
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En utilisant les notations introduites précédemment, naldiésons le lemme qui suit
caractérisant I'évolution des fonctions de Lyapunov aux instants discrets.

Lemme 2.3. Soients € (0,¢e3), ett, = {41 — tx pour une séquence d’événements
donnégt;)r=o. Supposons que I'hypothéd8 est vérifiée, alors pour tout € N,

W (t Wi(t
(ti) | ¢y (o0
Wi(tri1) Wi (tx)
Preuve. En utilisant le Lemme.2 et la définition de la matricd’, nous écrivons
I'inégalité comparant les fonctions de Lyapunov aux instants dis¢retset celles aux

(mmm><r<m@@>.

Wi (te+1) Wi (tii1)

De la méme maniéere et en utilisant la matrikg, énoncée par I'équatio(.22), nous
réecrivons I'inégalité du Lemniz1comme suit :

( Ws(tl;-i-l) ) < M ( Ws(tk) ) )
Wilte) )\ Wi(t)

Par conséquent, la preuve du Lemth@découle de la combinaison des deux inégalités

instantst, . , :

précédentes. |

Ainsi, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.4.Soient: € (0, 5] ett* > 0 tels que la matrice positivEM .- est Schur. Si
I'hypothése?.3est verifiee, alors pour toute séquence d’événentents., satisfaisant
la condition du temps de séjour minimam > t*, pour toutk € N, le system¢2.10)-
(2.12 est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. En se référant au Lemn23, pour toutk € N, les fonctions de Lyapunov
découplées satisfaient :

(www><thum%<ww@>
Wy (t) Wi (to)

Or les coefficients de la matricel, sont décroissants en alors il existe unt* > 0 tel

( W(tx) ) < (FMT*)k< Wi(to) ) .
Wi (tk) Wi (to)

que :
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Ainsi, si la matrice définie-positivieM.- eg Schur, alors les séquencgd’,(t;))x=o €t
(W (tk))k=0 convergent ver$ et la stabilité asymptotique globale du systéfRd 0-
(2.12 est assurée. |

Le Lemme2.4met I'accent sur le fait que la stabilité des dynamiqze$@-(2.12) peut

étre analysée en évaluant les proprietés du rayon spectral de la niatficell est im-

portant de souligner que les valeursdepour lesquelle$ M. est Schur donnent des
majorants du temps de séjour minimum séparant deux événements consecutifs.

En effet, cette matrice conditionne les sauts des dynamiques a tout istartd ma-

joration de son rayon spectral caractérise des bornes sur les amplitudes des sauts et des
impulsions. Cette contrainte se traduit par une contrainte temporelle assurant une durée
de temps suffisamment grande pour stabiliser les dynamiques hybrides singulierement
perturbés.

Cependant, la matrideM/- s'écrit sous la forme suivante :

—AsT* —ﬁ'r*
S eT 4 ed
M, = Y11€ €01 M2€ ; €02 (2.23)

_ * _ A =
Ya21€ AsT +€§3 Yo2€ e v +€(54

01 =183 + 71281, 02 = y11(B2 + Bs) + 11251,
03 = Y2103 + Y2201, 04 = Vo1 (B2 + P3) + Y2251.

(2.24)

Ainsi, I'étude spectrale de la matri¢el/.- fait intervenir un large panel de paramétres.
Néamoins nous allons montrer qu’il y a principalement trois cas a considérer selon la
valeur du parametre;.

Dans la suite, nous détaillons le calcul de la valeur du temps de séjour ré@lisous
établisssons les conditions suffisantes pour le garantir.

231 Casln>1

Théoréme 2.1.Supposons que I'’hypothé&e3 est satisfaite et soit;; > 1. Alors, il
existe une constantg > 0 et une fonction); : (0,e}) — R* oun(e) = Ofe),
tels que pour tout € (0,¢7), et pour toute séquence d'événements$;-, le systéme
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(2.10-(2.12 est globalement asymptotiquement stable pour un temps minimum de sé-
jour satisfaisantr, > t*, pour toutk € N, avec
. In(y)

T > T +771(€)

Preuve. La preuve fait usage des propriétés de la matrice positivé. donnée par
(2.23. Cette matrice est Schur si seulement si il existeR?, tel que(FMT*)Tp <p

(voir [50]). On est ainsi amené a chercher le parameétrsaus la forme(1, ae) " avec
a > J, solution du probléme. L’ingéalit(éFMT*)Tp < p peut étre réecrite comme

e T 4 e + acye ™Y +acg?d; < 1
Y11 \ 1 a1 " 3 (2.25)
Vg€ =T 4 €0y + acympe =T 4+ ag?dy < ae.
La premiere inégalité du syster(iz25 est équivalente a
-1 1 — &b — acg’d, In(y11)
™ > ln< ) = +m(e
As Y11 + agyer As m(e)
ou .
m(e) = A-(ln(l + agwl) —1In(1 —ed; — a€253)). (2.26)
s Y11

D’abord, il est clair quern, (¢) = O(e). De plus, la fonction), (¢) n’est définie que si
1 — &6, — ag?53 > 0, qui revient a majorer le parameétre des perturbations singulieres

_ —51 + \/ (5% + 4&(53 (2 27)

2@53
D’autre part, la seconde inégalit®.25 implique

- 26y — g2
> " <a€ i 4) — T > i<ln <—%2 T+ ac72 ) — ln(e)).
)\f Y12 + AgYa2 )\f a — 0y — agdy

pare < g5 avec

€3

et puisquer* > 1 4 g, (2) > 011 glors linégalité ci-dessus est vérifiée si

111(’}/11) g < Y12 + agy22

o (R ) ) 2.28
)\s )\f t a — (52 - CL€54 n(g) ( )

Nous remarquons que le terme du coté droit de I'inégalité tend(vgtends tend vers
0, d’'ou I'on peut déduire qu'’il existe, > 0 tel que pour tout € (0,¢,), 'ingéalité
(2.28) est vérifiée et le résultat du théoréme est obtenu en fixaat min(eq, €3, 4).
[
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Le Théoreme2.1 montre que la condition du temps de séjour minimum assurant la
stabilité du systeme hybride singulierement pertuthd@-(2.12 peut s’écrire comme
étantla somme d’'une constad¥§f—1) etd’une fonctiony, (¢), qui converge verg quand

¢ tend verd). Intrinséquement, la constante dépendget~;;, et peut étre determinée
uniguement a partir du modele réduwit14-(2.15.

232 Cas2:y;=1

Pourv;; = 1, deux cas se présentent en fonctionygde# 0 ou 2 = 0.

Théoréme 2.2.Supposons que I'hypothé3e3 est satisfaite et soit;; = 1 ety # 0.
Alors, il existe une constantg > 0 et une fonction), : (0,&3) — RT avecn,(c) =

O(e), tels que pour tout € (0,¢%), et pour toute séquence d’événemeints:~o, le
systemé¢2.10-(2.12) est globalement asymptotiquement stable pour un temps minimum
de séjour satisfaisant, > t*, Vk € N, avec

—&
T > —lIn(e) + na(e).
Af
Preuve. Similairement a la preuve du Théorer@d, il suffit de démontrer que les
inégalités du 2.25 sont satisfaites. Puisqug; = 1, la premiére inégalité est vérifiee
si et seulement si* > 7, (). En outre, la seconde inégalité est satisfaite si et seulement

Si
™ > - In(e) + n2(e),
Af
ou
€ Y12 + AEY22
=—In(——). 2.29
72(#) Af n(a—ég—a€54> ( )

Il est clair queny(e) = O(e). De plus, la fonction, () n’est définie que si
a— 0y —acdy >0

alors le parameétre des perturbations singuliéres est majorépar:; avec

a—52

e = (2.30)

&(54

Et commey, (¢) = O(¢), il existess > 0 tel que pour tout € (0, ¢),

me) < ;—;eln(g).
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Le théoreme est ainsi prouvé en fixaht= min(es, €5, £¢). |

Dans le second cag, = 0, les dynamiques rapidesn’influent pas les dynamiques
lentesx aux instants de sauts. En d’autre termes, la composq’fffé de la matrice

J7 est nulle pour tout, ' € Z, j € J.

Théoréme 2.3.Supposons que I'hypothé3e3 est satisfaite et soit;; = 1 ety = 0.

Il existe une constantg;, > 0 et une fonctionm); : (0,e%) — RT ouns(e) = O(e),

tels que pour tout € (0,<3), et pour toute séquence d’événeménis;-, le systéme
(2.10-(2.12 est globalement asymptotiquement stable pour un temps minimum de sé-
jour satisfaisantr, > t*, Vk € N, avec

™ > n3(e).

Preuve. D’une maniere analogue a la preuve du Théoréirk il suffit de démontrer
les inégalités duZ.25. Or, pour~;; = 1, la premiére inégalité est vérifiee seulement si
™™ > 1 (¢). De plus, ayant;; = 0, la seconde inégalité est satisfaite si et seulement si

a — 09 —a554>.

N —€
T >—ln<
a7y22

Af

En associant), (¢) définie par I'équation(2.26) et le minorant obtenu par I'inégalité
précédente, nous définissons

B —€ a — 0y — agdy
773(5) = Imax <771(€), )\—f In <T>> (231)
Cette fonction vérifies(c) = O(e) et elle est définie pour tout< min(es, €5).
Enfin, la preuve du théoréme s’achéve en fixgnt min(eq, €3, €5). n

Les théorémes précédents montrent que, peur= 1, le temps de séjour minimum
assurant la stabilité du systéme (2-1.12) poury;, # 0 ety;, = 0 décroiten—< In(e)

et enc respectivement. Il est important de souligner que dans ce cas, pour tout signal
de commutation n’ayant aucune contrainte temporelle le modéle redidj(2.15 est
globalement asymptotiquement stable et qu’il ne requiert aucune condition de temps de
séjour minimum. Ce résultat est détaillé dans la sous-se2iBa

Deplus, remarquons ques In(e) converge vers plus lentement que Par conséquent,

un temps de séjour minimum plus important est requis dans tg gas 0 pour garantir

la stabilité du systéme. En d’autre termes, un intervalle de temps plus large est requis
pour stabiliser les variables rapidesfin qu’elles ne déstabilisent pas les dynamiques
lentes durant les phases impulsives.
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233 Cas3n1<1

Pour~;; < 1, nous distinguons deux cas qui font intervenir les paramétrgsy,; et

Y22-

Théoreme 2.4.Supposons que I'hypothé2e3 est satisfaite et soif;; < 1. Alors, il

existe une constante, > 0 et une fonction), : (0,e5) — RT oum(e) = O(e),

tels que pour tout € (0, c}) et pour toute séquence d’événements;-o, le systéme
(2.10-(2.12 est globalement asymptotiquement stable pour un temps de séjour mini-
mum satisfaisant, > t*, Vk € N, avec

™ > ny(e).

Preuve. Rappelons que notre objectif est de rendre la matfidé .- Schur, ce qui
revient & prouver I'existence d’un vectepre R?, tel que(FMT*)Tp < p (voir [50).
Sdt p sous la formg1,a)" oda > 0. Alors, (FMT*)Tp < p peut se réecrire sous la
forme comme suit

Y116 T €8y 4+ avyaie™" +agdy < 1
A A
’}/126_%17 + €0y + cnge_?fT +agdy < a

qui est équivalente a

* 1 Y11+ay21
T > In < 1—aegd3—ed )

£ Y12+avy22
Af In (a—eég —agdy ) :

(2.32)
T*

Etant donné que;; < 1, il est possible de choisir > 0 tel quey;; + avs; < 1.

Par conséquent, la premiere inégalité est satisfaite pour tout 0 et pour toutzs €

(0,e6) avec

I =y —ayn
= e 2.33
I A (2:33)
Quant a la seconde inégalité, il revient de considérer- 7, (c) avec
€ Y12 + a2
= —In( ). 2.34
774(5> )\f H a — 852 - a5(54 ( )

Analoguement aux preuves précédentes, il est clairgue = O(e) et qu'elle est

définie pour tout < 7 ou
a

€7

Pour conclure, le résultat du théoréme est vérifié en choisiggantmin(eq, €6, 7). B
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Théoréme 2.5.Sipposons que I'hypothése3 est satisfaite et soit;; < 1, v90 < 1

et% < 1. Alors, il existest > 0 tel que pour tout € (0,¢?) et pour toute

séquence d’événemelits),>o, le systemé2.10-(2.12) est globalement asymptotique-
ment stable.

Preuve. Similairement a la preuve du ThéorerBe,, il suffit de démontrer que les

inégalités R.32 sont vérifiees. danslecas oy < 1,722 < 1 et% <1,le

parameétrex > 0 peut étre choisi de maniére a ce gu'il vérifie :

1 —
Y12 ca< 711‘

I — 2 V21

Il en résulte que la premiére inégalité est vérifiée pour tout 0 ete € (0, 4).
Concernant la seconde inégalité, il suffit de prendre> 0 ete € (0, e5) avec

a — Y12 — a722

2.
(52 + CL(54 ( 36)

g —

La preuve s’acheve en prenatit= min(es, €4, £3). [

Les théorémes précédents montrent que, peur< 1, le temps de séjour minimum
assurant la stabilité du systeme hybride singulierement pert2rb@+(2.12 est égal a
0 outend verd) quand: tend vers).

2.3.4 Analyse de stabilité du modele réduit

Nous avons vu a travers les résultats précédents qu’un temps de séjour minimum requis
pour assurer la stabilité du systénzel())-(2.12 est la somme de deux termes. D’une
pat, un terme indépendant du paramétresa valeur est pour~;; < 1 et elle est

de “&ﬁ pour v, > 1. D’autre part, le second terme dépend du parameéétil tend

vers(0 quande tend versd. Nous avons mentionné précédemment que l'interprétation
du premier terme est fortement liée au systeme ré@uldl-(2.15. Dans ce qui suit,

nous étudions les conditions nécessaires qui garantissent la stabilité du modele réduit
(2.14-(2.15 et nous interprétons la relation entre les bornes supésealiréemps de
séjour minimum qui stabilise le systeme réduit a celles qui stabilise le modéle original
(2.10-(2.12.

Proposition 2.4. Supposons que I'hypothé2e est vérifiée et soit;; > 1. Alors, pour

toute séquence d’événemets);-o, le systéeme rédui2.14-(2.15 est globalement
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asymptotiquement stable pour un temps minimum de séjouiessdistt, > t*, k € N

avect > 2,

Preuve. Considérons la fonctiokl’; donnée par
Wi(t) = Vx(t) TQTFx(t) Vt € [tg,tks1), k € N.

En utilisant I'hypothes@.3, il en découle :

Wit 1) < Wilty)e ™.
De plus, la définition de;; dans(2.21) implique que pour tout € N,

Wi(trs1) < Wty )71
Par conséquent, pour todte N,

Wi(thsr) < Wi(te) e ™. (2.37)

D’autre part, puisquek € N, 1, > T avect* > ln(j—“) il en résulte qual(t;)
tend vers) quandk tend vers+oo et le systeme rédu(®.14)-(2.15 est globalement
asymptotiguement stable. |
Proposition 2.5. Supposons que I'hypothe8e est vérifiée et soit;; < 1. Alors, pour
toute séquence d'événements non borfigg.-o, le systéme réduif2.14-(2.15 est
globalement asymptotiguement stable.

Preuve. En utilisant I'équation(2.37) et le fait quey;; < 1 pour toutk € N, on a
Wi(thi1) < Wil(ty)e 2™,
Par la suite, pour tout € N,
Wi(tr) < Wi(0)e s,

Puisque la séquendg;),-o est non bornéel,;, tend verstoo et Wi(t,) tend vers.
Donc, la stabilité asymptotique globale du modéle rédit4)-(2.15 est garantie.

Les propositions précédentes montrent que la condition du temps de séjour minimum
établie pour le systeme hybride singulierement pertugb&)-(2.12 dans les Théo-
remes2.1, 2.2, 2.3, 2.4 et 2.5 coincide quand tend vers0 avec la condition du temps
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de séjour minimum du systeme réduit14)-(2.15. Le Tableal2.1résume les résultats

principaux.
Y11 Y12, Vo1, Y22 Condition pour 2.10-(2.12 | Condition pour 2.14-(2.15
Y11 > 1 - T > L(JH) + O(E) T > L():Y:l)
=1 - T > -5 In(e) + O(e)
T2 =0 v > 0() T >0
Y <1 v
22 < L, (1*7?12)?121*722) <1 20

TABLEAU 2.1: Tableau résumant les résultats des conditions de temps de séjour mini-
mum requis a la stabilisation des dynamiqu2a4d.Q-(2.12 et du modéle réduit;14)-

(2.15.

Remarque 2.2. Le paramétre des perturbations singulieeedtant suffisamment petit,

il est judicieux de noter qu’une source potentielle de conservatisme dans la condition du
temps de séjour estimé pour le systéme hybride singulierement pe(uiiip(2.12
provient de la condition du temps de séjour établie pour stabiliser le modéle réduit. En
effet, les bornes sur le temps de séjour minimum obtenues dans les Thédrehés

font usage des majorations sur les parametfes 12, V21, Y22 qui a leur tour font
intervenir les matrices de Lyapundy. et Q%, i € Z. Pour un choix aléatoire de ces
parameétres, ces majorations risquent d’étre conservatives.

2.3.5 Extension au cas des dimensions variantes dans le temps

Dans les sections précédentes, nous nous sommes intéressés a I'analyse de stabilité du
systéme hybride singulierement perturbé dans le cas des dimensions fixes des variables
lentes et rapides. Nous montrons ici que ces résultats se généralisent au cas ou les di-
mensions des variables d’état du systeth&){(2.2) varient dans le temps.

Nous rappelons que pour totie [t,tx+1), le vecteur d’étak(¢) du systemeZ.1) est
dedimensionn; pour un mode commutation donag = i. Nous rappelons aussi que

les matriced?, i € 7 introduites dans la Sectich2fixent la nature de la variation des

états du systéeme2(1). Pour touti € Z, nous considérons que; € N est le nombre
déléments déD? égal as etn,; = n; — n.;. En d'autre termes, pour, = i, n;, n.;

andn,; sont le dimensions du vecteur d’'état, les variables rapides et les variables lentes
respectivement.
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Avec les notations introduites précédemment, nous défirsskorystéme augmenté
suivant :
D7%x(t) = A% x(t),

. vVt € [tk,tk+1), keN (2.38)
D7%x(t) = —Ax(t),

oun, = WAX i, Tg = MAX Ty etn = n, + n., la matriceD? € R(»—ni)x(n—ni) agt
définie similairement a la matrid®’ comme étant une matrice diagonale dont les élé-
ments sont égaux soitaou al afin de sélectionner les variables lentes et rapides des
composantes artificielles du vecteur d'état

Précisement, pour toute Z, nous considérons qu®’ admetn, — n.; éléments diago-
naux égaux a. Par conséquent, le vecteur augm n;% ) admet un nombre invariant

de composantes lentes et rapides qui sgnét n. respectivement. Alors, le modeéle
(2.38 se raméne a la forme du modé1) et la dimension de son vecteur d’état ainsi
gue le nombre de ses variables lentes et rapides sont constants. En outre, le parameétre
A est un réel positif, choisi plus grand guget A, afin d’assurer une vitesse de conver-
gence plus grande des dynamiques continues de la variable auxligifgar rapport a
celles de la variable().

Similairement, nous définissons les dynamiques discrétes pour le vecteur augmenté :

X(ty) = J"x(ty)
X(ty) = 0

La variable auxiliaire est mise(daux instants de saut de telle sorte que les dynamiques

(2.39)

discrétes de la variable auxiliakét) convergent plus rapidement que la variab(e).

Pour illustrer cette approche, nous considérons un exemple des systemes singuliére-
ment perturbés qui commutent entre deux modes de fonctionnement pour lesquels les
dimensions et la nature des variables change lors d’'une commutation d’'un mode a un
autre :

e Mode de fonctionnement | :
Les dynamiques sont décrites par= 2 variables d’étatp,, = 1 etn,, = 1:

D! ( at) ) — A ( ult) ) avec D' — ( ¢ 0 ) . (2.40)
o(t) v(t) 0 1

e Mode de fonctionnement Il :
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Les dynamiques sont décrites par= 4 variables d’étatp,, =2 etn,, = 2:

a(t) u(t) 1000

p2| YWz | Y] e p2o| 0€ 00 (2.41)
w(t) w(t) 0 e 0
C(t) ¢(t) 0001

Ayantn = n, + n, = 4, 'augmentation du vecteur d'état consiste a rajouter des
variables artificielles telles que le vecteur augmenté obtenu soifRfans

u(t)

( x(1) ) | v
x(1) w(t)
¢(t)

Etant donné que le vecteur d’état relatif au second mode de fonctionnement est complet,
(la matriceD? est non-définie), nous considérons :

I_)l_eO
01/

Alors, la dynamique continue relative a chacune des configurations peut se mettre sous
la forme du modeleZ.39) :

diag(D', DY) ( zig ) — diag(Al, ~\I,_,.) ( zig ) L e {1,2). (242

De méme, les dynamiques discretes s’écrivent sous la fd2rB8 comme suit :

x(ty) , x(;))
= diag(J", 0p—p, ) 2.43
<X(tk) ) 9( )(X(t;) ) (2.43)

Cette modélisation invoque le fait que le systeme augmeng®)((2.39 est globale-

=

ment asymptotiguement stable si seulement si le systeme ori@iri(@.2) I'est aussi.

Ainsi, I'analyse de stabilité de2(38-(2.39 est conforme a celle présentée dans les
sections précédentes. Ce résultat est validé par un exemple numérique traité dans la
sous-sectio2.4.2
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2.4 Exemples illustratifs

Cédte section vise a illustrer les résultats théoriques obtenus a travers I'analyse de sta-
bilité de la classe des systémes hybrides introduite dans ce chapitre. Nous considérons
un systeme a commutation impulsif singulierement perturbé de petite dimension, préci-
sement les variables lentes et rapides sont données par des scalaires et dont les modes
de commutation possibles sont dans I'enserfible {1, 2}. Nous admettons que la na-

ture des variables peut changer aux instants discrets tandis que la dimension du vecteur
d’état reste inchangée. L'objectif est, donc de tester I'efficacité de la condition du temps

de séjour minimum des Théoren&4-2.5qui garantit la stabilité des dynamiques. Par

la suite, nous revenons sur un exemple qui illustre la méthodologie a adopter dans le cas
des dimensions variantes dans le temps.

Dans un premier temps, nous évoquons lI'approche des changements de variables en-
noncé dans les sous-sectidhg.1et 2.2.2dans le but de réécrire les dynamiques sous

la forme classique des systemes singulierement perturbés. Par la suite, nous analysons
les conditions eny; pour sélectionner le théoréme a appliquer et qui fournit la valeur
adéquate du temps de séjour minimum. Dans la seconde sous-section, nous illustrons
les trajectoires du systeme considéré et nous évaluons sa stabilité au sens de Lyapunov
pour un intervalle de temps satisfaisant la contrainte temporelle.

2.4.1 Application a des systémes décrits par des dynamiques sca-
laires

Soient les dynamiques suivantes :

u(t) = ayu(t) + byo(t)

L€ [tar tansa) K €N (2.44)
ev(t) = cru(t) + dyo(t)

et
eu(t) = agu(t) + bav(t)

' t € [tog+1,tons2), k €N (2.45)
0(t) = cou(t) + dav(t)
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ou la nature des étatset v permute a chaque commutation. Nous introduisons la va-
riablex = (u,v)" et les matrices

Al a; by . D= 10 CAZ= as by Do e 0
Cldl 0 ¢ CQdQ 01

permettant la réecriture des dynamiquegl{-(2.45 sous la forme du systemz. ().

D’abord, en utilisant les matrices de permutatton= I, et.S, = ({}) , nous définis-
sons le changement de variab?e5) comme étant

(z,2)" = 9ix, t € [tor, tors1), k €N,

(7,2)" = Sox, t € [tog+1,tons2), k € N

Il est important de noter que, par définition, le systéme décrit @st un systéeme a
commutation et gu'il n’est soumis & aucune impulsion. Ceci est équivalgnta{1}
etJ! = I, dans I'équationZ.2). Néanmoins, I'aspect impulsif intervient dans les dy-
namiques R.44-(2.45 exprimées erfx, z)". Car, en prenany = {1} et en utilisant
(2.6), nous avong/'=? = J21 = G,

Pa conséquent, le system.44)-(2.45 peut se mettre sous la forme suivante

< j“"'(t) ) — A% ( #(t) ) L VEE [t test), k€N
ez(t) 2(t)

avec une dynamique impulsive donnée par :

o) ) _ oo S s

2(tr) 2(1y,)
ou le signal de commutation, € Z = {1, 2}, le signal d'impusliorv, € J = {1},
Al = 51ALS] = Al et A% = 5,A%5] = (2 2).

bs as
Par la suite, nous adoptons le changement de varidlfedxprimé par :
y(t) = z(t) + —=x(t), t € [tr,thr1), kK €N,

(2.46)
y(t) = Z(t) + —Jf(t), t e [t2k+1,t2k+2), k € N.
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Cependant, I'hypothész3requiert les inégalités suivantes :

b
A(l):a,l—cll—Cl<O, A%2:d1<0,
bé (2.47)
A2 = dg—%<o, A%, = ay < 0.
2

Ainsi, les matrices de Lyapunay’, Q}, i € 7 peuvent étre choisies comme des sca-
laires positifs et nous avons :

)\, = min (b;ﬁ gy e d2) . Ay = min(—di, —ay). (2.48)

1 a2

Comme précédemment décrit, les valeurs des composﬁﬁt’ésat]i’%l jouentun réle
primordial dans le calcul de la constante de temps séparant deux événements consécu-
tifs, qui est fortement lié a la valeur dg,. En effet :

Rl—>2 C_l R2—1>l _ b2

etla définition @.21) implique

c b
Vi1 = max( “ , = ) (2.49)

dy qas
olg = g—§ De ce fait, il convient de minimiser la valeur deg,, ceci est concevable
pourg = 'flb? donnant :

= |c1bs]
11 — .
|dias|

Alors, la conditiony;; < 1 est verifiée si seulement%% < 1. En appliquant le Théo-
reme2.4, un temps de séjour de I'odre d¢) sufit pour stabiliser les dynamiques.
Quands — 0, les trajectoires des dynamiques44-(2.45 sont stables et convergent
vers le point d’équilibre zéro pour toute loi de commutation. Dans ce cas, aucune condi-
tion temporelle sur l'intervalle de temps entre deux événements n’est requise. Ce ré-
sultat est illustré par la Figur2.1 ayant les deux variétés lentes relatives au systeme
(2.449-(2.45 comme suit :

au(t)+dw(t) =0 et au(t)+ byv(t) = 0.

Par ailleurs, I’inégalité#f&—ff?'| < 1 indique que la pente de la variété lente associée au
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premier mode de commutatiop.g4) est plus petite que celle attribuée a la variété lente
dusecond mode de commutatidh45).

v

FIGURE 2.1: La variété lente associéeZa44) et celle associée & @45 sont représen-

tées respectivement en bleu et en rouge H@% < 1. Les trajectoires du systéme

a commutation sont représentées en lignes oiiscontinues pour une condition initiale
(up, vp) quandz — 0.

ba|
as|

équivalent a considérer que la pente de la variété lente associée au second mode de

Inversement, la condition;; > 1 est vérifi€ée si et seulement bz > 1, ceci est
commutation2.45 est plus petite que celle attribuée a la variété lente du gremode

de commutationq.44). Dans ce cas, le temps de séjour minimum est donné par le Théo-
reme2.1, qui est de I'ordre dé‘”%l) + O(e). Par conséquent, en absence de cette condi-
tion, les variétés lentes des dynamiquesi{)-(2.45 données par la Figurg.2 sont
instables et divergent dans le cas des commutations arbitraires (sous aucune contrainte
temporelle ou avec un temps de séjour minimum de I'ordr@@s).

2.4.2 Exemples numériques

Dans ce paragraphe, nous évaluons numériquement les résultats de ce chapitre. D’apres
les théoremes énoncés dans la SecBidla borne sur le temps de séjour minimum
stabilisant les dynamiques hybrides singulierement perturbées dépend de la valeur du
parametrey;;. Les exemples numériques traitent deux choix différents,get cor-
respondent a un résultat distinct parmi les Théorémg{.5. Ensuite, nous illustrons

les résultats obtenus pour un exemple numérique relatif a la sous-s2@&ibtraitant

le cas ou les commutations engendrent également des changements des dimensions du
vecteur d’état.
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S O

FIGURE 2.2: La variété lente associéeZa44) et celle associée & @45 sont représen-

tées respectivement en bleu et en rouge H@iﬁj > 1. Les trajectoires du systéme
i

Y - 7 7 . 1a2 - . - .
a commutation sont representees en Ilgnes scontinues pour une condition initiale

(uop,v0) quands — 0.
Exemple 1:v1; <1

Soient les dynamique® @44)-(2.45 données par les matrices suivantes :

~1 05 —25 —2
Al = . AZ= : (2.50)
1 -2 31

L'application numérique des inégalitéx47)

b

a — 2N 195 <0 dy=—-2<0,
dy
b

dy— 22 = 14<0 ay=-25<0.
a2

saisfaient les conditions de I'hypothé&e3.

Ense reférant a 'equatior2(48), nous fixons les parametrés = 1.25 et Ay = 2. Nous
_ /@2 _ [ldiba| _ 2 _ fleabs] - [2

obtenong; = or = ,/‘611&; = 2\/; ety = ,/|d1a22‘ = \/;

Pa conséquent, nous nous placons dans leygas< 1 et il convient d’appliquer le

Théoréme2.4 pour déduire la borne sur le temps de séjour minimum requissjuwes

l'ordre deO(e).

Nous choisissons une valeurde- 102 et les coordonnées du vecteur des états initiaux
xg = (2, 1). La valeur de la borne sur le temps de séjour minimum donnée par le
Théoreme2.4est de6.1679 - 1074 = O(e).
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— u(t) 1
=== ()

-0.5¢ " " " " i i ]
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014

Temps (s)

FIGURE 2.3: Trajectoires des dynamiques44)-(2.49
avect | —tp = 7 = 6.1679 - 107 sec

Les trajectoires des variable®tv du systemeZ.44)-(2.45 représentées dans la Figure
2.3 montrent qu’un intervalle de temps de l'ordre deséparant deux commutations
consécutives, qui tend vers zéro quartdnd vers zéro, ne déstabilise pas le systéme.

Nous évaluons par la suite, I'évolution des dynamiques au fil des commutations dans le
plan de variétés lentes données par :

—u(t) —2v(t) =0
— 2.5u(t) — 2v(t) = 0.

La trajectoire du systéme dans le planv) pour un signal de commutation périodique
de périodes.1679 - 10~ sec est illustrée par la Figurg.4.

Al : (31U<t) + dl’U(t)

0.5F ; 4

-0.5

-1

FIGURE 2.4: Trajectoires des dynamiquek44)-(2.45 dans le plar{u, v)
avect 1 —ty =7 = 6.1679 - 10~ sec

La trajectoire des dynamique?.44-(2.45 commute périodiquement entre les deux
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droites représentant les deux variétés lentes avant de ganwers I'origine. Nous re-
marquons également que, la période de commutation choisie ne permet aux trajectoires
ni rester ni de glisser sur une variété donnée et ceci est di aux commutations rapides.
En effet, le temps entre deux commutations est de I'ordreddé sec. Néanmoins, la
stabilité est assurée pour toute loi de commutation arbitraire.

Nous illustrons dans les figures qui suivent, le fait qu’en prenant des périodes tempo-
relles plus larges, la stabilité du systéme est maintenue et les trajectoires du systeme ont
tendance a rester plus longtemps sur une variété, pour ensuite commuter vers la variété
suivante et glisser jusqu’a atteindre le point d’équilibre.

Ay :asu(t) + bav(t)

1 h 1
(o] 0.5 1 1.5 2 2.5
u

Ay :cru(t) + dio(t)

Ag tazu(t) + bav(t)

0o 0.5 1 1.5 2 25
u

FIGURE 2.5: Trajectoires des dynamiquex44)-(2.45 dans le plar{u, v) avec :
Enhaut ity —tpr=7=2- 1073 sec, En bas trr1 —tp =7 =0.2sec

Exemple 2 :v1; > 1

Considérons un autre choix des matrices d’éfatsA, dans le systeme d’équations

(2.44-(2.49 :
Al ( ~1 05 ) A < —25 —4 ) | 251)
3 -2 105
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Les inégalitésZ.47) vérifient 'hypothése.3:

b
a — 2 — 175 <0, d=-2<0,
dy
b
dy— 22 — 11<0, ay=-25<0.
a2

La définition .48 donne\, = 1.1 et \; = 2 et ainsiqg = ’/Q_é =\ Taas] = 715"

De plus, on ay;; = ,/“512" = 2\@ d’aprés I'équation4.49. Nous nous retrouvons
ainsi dans le cas oty; > 1 etle Théorém@.1accorde un temps de séjour minimum de
Iaforme%JrO(s). L'application numérique fournit une valeur éfé“—l) = 0.40sec.

A cette constante se rajoute le terme®fx) qui prend la valeur dé - 1073 sec.

Soit la condition initialex, = (2, 1) ete = 1072, nous illustrons I'évolution des
dynamiques au fil des commutations dans le plan des variétés lentes données par :

—3u(t) —2v(t) =0
— 2.5u(t) — 4v(t) = 0.

Afin de mettre I'accent sur I'indispensabilité d’'un temps de séjour suffisamment large
pour assurer la stabilité des dynamiques, nous simulons le systéme en prenant un inter-
valle de temps plus petit séparant les commutations de la valeus=d@ 16 sec.

1 2 3 4 5 6 7

FIGURE 2.6: Trajectoires des dynamiquex44)-(2.45 dans le plar{u, v)
avecty 1 —ty =7 = 0.16 sec

La Figure2.6illustre les trajectoires du systéme au fil du temps. La pérameom-
mutation choisie n’est pas négligeable et permet aux dynamiques de rester durant un
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certain intervalle de temps sur une variété avant de passecandgmode de fonction-
nement. Mais, il s’avere que cet intervalle temporel est insuffisant pour stabiliser les
dynamiques au fil des événements et la divergence des trajectoires est évidente.

Par ailleurs, un temps de séjour minimum; — t, = 7 = 0.406 sec est nécessaire
pour la stabilisation comme le montre les Figuzeset 2.8

—‘u(t)
2 --- V()

S e e S

P L R b

PRYPT LR
L

T S L A R
Temps (s)

FIGURE 2.7: Trajectoires des dynamiques44-(2.45

avectyy1 — ty = 7 = 0.406 sec

AQ : agu(t) + bg/U(t)

Ay cru(t) + dio(t)
5 0 0.5 1 15 2 2.5

FIGURE 2.8: Trajectoires des dynamiquek44)-(2.45 dans le plar{u, v)
avecty 1 —tp = 7 = 0.406 sec

Afin de clarifier le comportement des dynamiques dans le plan), nous simulons
dans la Figur@.9'évolution des dynamiques pour deux commutations consésiti
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Ag :agu(t) + bav(t)

Ay cpu(t) + dyo(t)

o 05 1 . 15 2 25
FIGURE 2.9: Agrandissement de la FiguPeB en considérant deux commutations

Exemple 3 : Cas des dimensions variantes dans le temps

Considérons le systemg.()-(2.2) qui commute entre deux modes de fonctionnement
7 = {1, 2} décrits par les équation®(40-(2.41) avec :

4 -2 -1 3
Al —0.5 0.5 A2 1 -3 0 -55
1 -2 ) 0 -1 -1 -2

1 2 -4 =2

Les dynamiques discretes du systeme sont régies par le signal d'impuglians
'ensemble” = {1, 2} tels que :

04 —2
J1:<1 05), J2 =1,

Une premiére étape consiste a réecrire les dynamiques sous la fadfe(R.43 qui
aboutit a un systeme augmenté d’ordrePar la suite, nous procédons au changement
de variablesZ.5) relatif & chague mode de fonctionnement par la définition desces

de passage :
0 001 10 00
0100 0 001
Slz 752:
1000 0100
0010 0010

et nous introduisons les matrices®) qui permettent la réecriture des dynamiques sous
laforme Q.7)-(2.8).
Cechangement de variable raméne I'étude du syst&rig(2.2) dont les dimensions
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des variables varient a chaque instant de commutation, adtefigstéme présenté dans
la Section2.3.

Ayant la forme singulierement perturbée classique du systéme, nous procédons a la
séparation des échelles de temps et le calcul du temps de séjour minimum.
D’abord, nous vérifions les conditions de I'hypoth@sgavec

-\ 0 ~4.33 6.83
A = , A= ,
0 -1 3 -5
—0.5 0 -3 0
AL, = AL = .
(0 0) e (D0

En fixant le parameétre des perturbations singulieres10~3 et les paramétres, = 1,

Ar = 0.5 etA = 2, nous nous retrouvons dans le cas)pl= 1 ety = 0.

En se référant au résultat du Théorei® la borne inférieure qui doit étre satisfaite par
I'intervalle de temps séparant deux événements consécutifsest des - 10~ 3sec.

Prenant une condition intialex,, o) = (2, —3,4, —2), la figure qui suit illustre I'évo-
lution des dynamiques du systeme décrit précédemment.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
Temps (s)

—u(y
-
—w()
--- &)

FIGURE 2.10: Trajectoires des dynamiqueés40-(2.41)
avect, | —tp =7 = 1.6-1073 sec.

Al'instantt, = 7, les dynamiques subissent simultanément une commutation du mode
de fonctionnemen®(40) vers le modeZ.41) accompagnée d’'une impulsion régie par la
matrice de saufil. Ainsi, les variables: etv changent de nature et les dynamiques des
variablesw et&, qui constituaient des variables artificielles durant le premier mode, sont
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régies par la matriceA? durant le second mode. A l'instant = 27, une commutation
se produit faisant intervenir & nouveau le mad#écrit par la matric@iag(A', —\I,)
relative a la dynamique continu2.42. Le comportement ainsi illustré montre la conver-
gence des dynamiques au fil des événements pour un temps deséjoué- 102 sec.

2.4.3 Discussion

L'étude de stabilité établie dans ce chapitre invoque un choix rigoureux des différents
parametres réduisant ainsi le conservatisme qui peut affecter la précision de la borne
obtenue sur le temps de séjour minimum. Dans un premier temps, Nous revenons sur
le conservatisme et nous montrons numériquement qu’un temps de séjour légérement
inférieure a la borne obtenue par I'un des Théoreth&L.5 pourrait étre valide pour

la stabilisation. En second lieu, nous nous intéressons aux deux termes composant le
temps de séjour minimum résultant et nous évaluons leur nécessité dans lI'analyse de la
classe des systemes hybrides singulierement perturbés étudiée.

2.4.3.1 Sources de conservatisme

Nous soulignons que les majorations et le choix des patametres;, Q- Qic dans
(2.2)) fait partie des sources de conservatisme. Nous avons mdndréess les exemples
1 et2 que ces parametres peuvent étre calculés a partir des équatidnse( (2.49.
Paurtant, d’aprés la simulation des dynamiques de I'exerdplgant les mémes valeurs
dee etx, et sous une loi de commutation périodique de périgde — ¢, = 0.37 sec,
plus petite que celle énoncée par le Théor@nigles trajectoires des dynamiques sont
convergentes.

— u(t)
2 -=- V()

“‘lknnn.

NAAAA &
““1‘\v“‘v“‘:“:“:‘:~

A A E i " eoiers

1007,
- « ."l'

’
LY i:'.,':l'." yv?l L
L]

1‘5 26 2‘5 3‘0 3‘5 40
Temps (s)
FIGURE 2.11: Trajectoires des dynamiques44-(2.45
avecty 1 —ty =7 = 0.37 sec
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Or, en atténuant la période des commutationg,a — ¢, = 0.3 sec, la stabilité des
dynamiques n’est plus garantie comme le montre la Figur2

Temps (s)

FIGURE 2.12: Trajectoires des dynamiques44-(2.45
avecty —tp =7 =0.3 sec

Cette analyse numérique montre que la borne sur le temps de séjour minimum donnée
par les Théoremeg.1-2.5, garantit la stabilité asympotique globale des dynamiques
hybrides singlierement perturbées étudiées mais que, dans certains cas, la stabilité peut
étre assurée pour un temps de séjour légerement inférieur a cette borne. Cette situation
est plus prévisible lorsque les parameétres en question sont choisis aléatoirement.

2.4.3.2 Temps de séjour de l'ordre d&) (<)

Revenons sur I'expression du temps de séjour minimum qui est :
7 > max{O(1) + O(e), O(¢)}.

Nous avons vu précédemment que le termé&gh) est nécessaire pour stabiliser les
dynamiques du modéle réduit. Cette valeur, non négligeable par rappedta®ssen-

tielle pour la stabilisation du system2.{4)-(2.15 et ainsi pour la stabilisation de tout
systeme linéaire impulsif a commutation dont les dynamiques évoluent selon une seule
échelle temporelle. D’autres part, les dynamiques rapides a leurs tour, nécessitent un
temps de séjour de I'ordre du parametre des perturbations singuliéres.

Dans I'exemple qui suit, nous évoquons la nécessité de ce terme infiniment petit dans
'analyse de stabilité de la classe de systemes étudiée.
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Nous reprenons le systeme singulierement perturbé a comanutiaité dans33) :

( j".(t) ) — Ao ( #(t) ) , V€ [tetig), k€N (2.52)
ez(t) 2(t)

ou le signal de commutation esf € Z = {1,2} et les matrices d’'état sont données

TR e U IR e S
5 -1 )7 0 —1

Pour assurer la conformité a I'exemple @8], nous admettons que la nature des va-

par :

riables est inchangée telle que la mattice 1 or — I, et nous nous appuyions sur les
résultats de la Sectidh3pour en déduire les conditions suffissantes de stabilité asymp
totique globale du systemg.62. En premier lieu, nous nous assurons que I'’hypothese
2.3est valide.

Eneffet, les matricesl; = A2 = —1 et A}, = A3, = —1. D’autre part, nous supposons

gue les dynamiques lentes et rapides admettent une fonction de Lyapunov commune
donnée par:

Wi(t) = /x(t) T=(t)
{ Wi (t) = y(t) Ty(t)
Ceci revient a considérer les parametfis= Q2 = 1 etQ} = Q3 = 1 dans £.20) et
nous procédons au changement de variadl@ @vec les matrices de passage suivantes :

1 0 10
PIZ ) P2: .
-5 1 0 1

En utilisant la définitionZ.13), la dynamique discréte est régie par les matrices de saut :

R1—>2: ]‘ 0 R2—>1: ]‘ 0 )
5 1) -5 1

Par conséquent, nous nous retrouvons dans le cag del et~;, = 0 et I'application

) vt € [tk>tk+1)7 ke N.

du Théoreme.3fournit une condition sur le temps de séjour de I'ordrede

Cerésultat est prévisible selon I'analyse de stabilité établie dans la SetBoge-
pendant, la détermination de la valeur devient renforcer les résultats existants dans

la littérature en donnant une valeur plus raffinée du temps requis entre deux commuta-
tions. En effet, les auteurs d&3 ont évoqué le fait que la stabilité des sous-systemes
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n’est pas une condition suffisante pour garantir la stabilitéystéme commutatif com-

plet et ont également établit une condition de temps de séjour minimal de la valeur de
7 = 0.7001 sec poure = 0.076.

4.5

— x(t)
- Z(t)

N
-

w
o
=
-'--

FIGURE 2.13: Trajectoires des dynamiqueés32 avec des commutations périodiques
depériodety 1 — tx = 7 = 0.7001 sec.

15

—
- 20)

-

10f

0 2 4 6 8 10 12
Temps (s)

FIGURE 2.14: Trajectoires des dynamiquesi2 avec des commutations périodiques
depériodet; 1 — tx = 0.35 sec inférieure &r.

Or, les résultats que nous présentons dans ce travail appréhendent une relation entre la
borne sur le temps de séjour et la différence des échelles de temps. Ceci est illustré par
les valeurs numériques obtenues par le Théo2@pour différentes valeurs de:

e [0076[76-103] 1073 76-107
7 (sec) | 0588 | 0.106 | 1.43-10 2| 1.08-10 2

Remarquons que pour= 0.076, le Théoreme.3donne une valeur de temps de séjour

de0.588 sec. En outre, il est claire que plusest petit plus la valeur du temps de séjour
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minimum est petite. Ceci est en accord avec I'approximatiotad®srne établie dans

le Théoréme2.3 et qui assure la convergence des dynamiques a commutatki). (

De plus, ceci révele que tant que les différentes dynamiques du systeme admettent une
fonction de Lyapunov commune et tant que les dynamiques découplées sont stables, la
convergence globale au fil des commutations "requiert” un temps de séjour minimum
infiniment petit voire négligeable quandend verg).

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, le probléme de stabilité des systemes hybrides singulierement pertur-
bés a été traité. Dans un premier temps, nous avons présenté une approche innovante
de modelisation des systemes dont la nature de ses variables est susceptible de changer
au cours du temps. L'idée déployée a été de mettre en ceuvre les différents outils de la
théorie des perturbations singuliéres pour réecrire le systéme sous une forme classique.
Nous avons mis I'accent sur la contribution majeure de cette modélisation qui présente
une classe générale de systémes englobant plusieurs sous-classes de systémes singulie-
rement perturbés.

En second lieu, nous avons exploité le modeéle obtenu pour I'analyser et montrer com-
ment obtenir des conditions suffisantes en termes de temps de séjour minimum pour
assurer sa stabilié. Nous avons développé les résultats principaux pour garantir la stabi-
lité a travers la valeur de la borne que doit satisfaire I'intervalle de temps séparant deux
événements conseécutifs. Nous avons tenu, tout au long de cette étude, a rapeller le lien
entre la classe des systémes hybrides singulierement perturbés étudiée et les différentes
sous-classes qui en découlent et nous avons présenté les approximations a établir pour
particulariser les résultats aux systémes consideérés.

Le schéma qui suit récapitule les différentes étapes de I'analyse proposée.
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Classe de systéemes hybrides singulierement perturbés

x1(2) ex1(t)
t exs(t
:63_( ) Possibilité de changement de nature 13( )
: """ aufil des commutations :
ETp—2 (t) ETm—2 (t)
Tnfl(f) Im,fl(t)
EJZ'n(t) neN* ”L'm(t) meN*
Dimensions variantes du vecteur d’'états Dimensions invariantes du vecteur d’'étatg
n#m n=m

Réecriture du systeme sous la forme class|que
des systémes singulierement perturbés

< a(t) ) < x(t) )
ez(t) en- ez(t) e
I
- v
Séparation des échelles de temps :
Systéeme lent &  Systéme rapide

'

Analyse de stabilité

/\

| Systéme frontiere |«————{  Systéme réduit |

A 4
Adaptation de la méthodolog|id—

\ 4
| Analyse de stabilité du systeme global |

\ 4
Conditions suffisantes de stabilité pour

Validation numérique par simulationf—— toute séquence d'événements satis-
faisant un temps de séjour minimum.

FIGURE 2.15: Graphe décrivant la méthodologie adoptée pour I'analyse de la classe
de systémes hybrides singulierement perturbés considérée.






Chapitre 3

Un O(e)-sous-graphe stabilisant pour
des systemes hybrides linéaires
singulierement perturbés

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la recherche de séquences d’événements sta-
bilisantes pour le systéme hybride singulierement perturbé suivant

( i(t) ) e ( x(t) )  Vielttin) kN (3.1)

ez(t)

( #(t) ) L ( 2ty ) CVE>1 (3.2)

z(tr) 2(ty,)

oux(t) € R™ etz(t) € R" désignent respectivement les variables lentes et rapides et
0 =ty < t; < ... décrit une séquence strictement croissante d’instants discrets. Les
variables discretes, € 7 etvy, € J représentent respectivement les lois de commu-
tation et d'impulsion aved et 7 les ensembles d’indices correspondants. La matrice
Jor1bor ¢ Rraxn: conditionne 'impulsion donnée aux dynamiques et la nouvelle
valeur qui leur est attribuée suite & une commutation, une impulsion ou les deux simul-

tanément. Pour tout € N, la matriceA? décrit les dynamiques continues relatives au
mode de fonctionnement, activé durant I'intervalle de temps,, t.1), k € N.

Dans le Chapitre, les résultats montrent que la stabilité du systéeme singutiént
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perturbé 8.1)-(3.2) requiert un temps de séjour minimum satisfaisant :
7 > max{O(1) + O(e),O0(e) }.

Nous avons également mis I'accent sur I'importance du tefifie relatif a la stabil-

siation du modéele réduit associé a1)-(3.2). La question a laquelle nous tachons de
répondre est la suivante : quelles restrictions supplémentaires doit-on imposer sur la
succession des événements afin de garantir la stabilité du systéme en présence d’'un
temps de séjour négligeable, de I'ordre@g) ?

Le probléme ainsi formulé consiste a étendre les résultats du Ch2pirda construc-

tion de séquences d’événements stabilisantes. La synthése de telle séquence consiste a
développer une loi de commutatiofis. rcn) d’'un mode & un autre et une loi d'impul-

sion (v, ken) qui garantissent la stabilité asymptotique globale de la classe de systemes
hybrides singulierement perturbés considérée. En d’autre termes, nous revenons sur les
résultats de la Sectidh 3 et nous construisons une suite d’événements admissibles qui
relache la contrainte du temps de séjour minimum.

En un premier temps, nous attribuons une représentation graphigue aux séquences d'évé-
nements au sein d’'un systeme a commuation impulsif. Ensuite, nous établissons I'ana-
lyse de stabilité de cette classe de systeme fondée sur les résultats du chapitre précédent
pour en déduire une séquence d’événements admissibles qui stabilise les dynamiques
singuilierement perturbée8.()-(3.2). Par la suite, nous développons la méthodologie

a aopter pour traiter différentes classes particulieres de systémes et nous validons I'ap-
proche proposée par un exemple illustratif.

3.2 Représentation graphique des systemes a commuta-
tion impulsif

Nous appelons "transition" tout événement discret qui se produit a I'ingtant

Pour exemple, une commutation d'un made Z a un mode’ € Z accompagnée d’un

saut; € J est appelée transition. Pour alléger les notations et pour assurer la clarté de
I'analyse, nous nous proposons de représenter ces transitions par un graph&|ayant
sommets relatifs aux différents modes de fonctionnement. Les liaisons qui relient un
sommet a un autre peuvent étre associées a deux types d’événements. Le premier décrit
une commutation d’'un modea un mode’ accompagnée d’'une impulsion relative a
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I'une des matrices de sauit, v € 7. Ce type d’événements est représenté par des arcs
dirigés dont le nombre ne peut excé¢l€t arcs dans le graphe. D’autre part, le second
type d’événements est relatif aux commutations, telles que la matrice dé'saufl

et I'arc associé décrit le passage du somnael sommet’. De plus, le graphe peut
contenir des arcs en boucles, au glds — 1 boucles relatives aux impulsions décrites
parJ”, v € J \ {1} et pour lesquelles le mode de fonctionnement reste inchangé.
Exemple 3.1.Nous proposons un exemple qui permet de mieux illustrer la construc-
tion du graphe décrit précédemment. Soit les ensembles des ifddiee$1, 2, 3} et

J = {1,2}. Les arcs représentant les événements purement commufatifsI) sont
illustrés par la Figure3.1 en bleu. Quant aux événements combinés, ou une commu-
tation et une impulsion se produisent simultanémefit £ 1), ils sont illustrés par

des arcs rouges. Enfin, les arcs ayant les mémes extrémités désignent les événements
impulsifs.

FIGURE 3.1: Schéma illustratif de toutes les transitions possibles associées au systeme
hybride @.1-(3.2) ayant trois modes de commutation et deux types d’impulsioss p
sibles. Les arcs en bleu décrivent les événements associées d et ceux en rouge

sont associés &% # 1.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a la recherche du sous-graphe des transitions
possibles qui conservent la stabilié du systef&){(3.2). Précisement, nous recher-
chons les séquences qui, en présence d’'un temps de séjour de I'or@e destabi-

lisent le systéme hybride singuliéerement perturbé. Le sous-graphe qui en découle est
nommeéQ (e)-sous-graphe

Un O(e)-sous-graphepossible du graphe de I'exemel peut étre représenté par la
figure suivante.
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FIGURE 3.2: Schéma illustratif d'urD(e)-sous-graphe associé au systéme hybride

(3.D-(3.2 ayant trois modes de commutation et deux types d'impulsiassiples.

Les arcs en bleu décrivent les événements associgés-a1 et ceux en rouge sont
associés a2 # 1.

Remarque 3.1.Dans la Figure3.2, le sous-graphe induit est couvrant et fortement
connexe. Il s’agit d’'un sous-graphe qui contient tous les sommets du graphe initial
mais généralement, @ (=)-sous-graphe induit est un sous-graphe couvrant mais pas
nécessairement fortement connexe. En effet, étant donné un mode igitiakt sous

la contrainte temporelle séparant deux événements conséO(tifsl'analyse révélera

qgue certaines transition8 # i, i/ € 7 sont déstabilisantes et ainsi suspendues du
graphe.

3.3 Analyse duO(e)-sous-graphe stabilisant

Nous suivons la méthodologie d’analyse proposée dans la S@cBehnous réecrivons
les dynamiques3.1)-(3.2) en utilisant le changement de variabked) sous la forme :

( g‘c_(t> >: ( AGF By ) (x(t) ) Vt € [tr,tis1), (3.3)
ey(t) eBy*  AJh + 5ng y(t)
(t

( (ty,) ) _ Roi1 o ( o(t;) ) . OVE>1 (3.4)
y(te) y)

ou pour touti, 7’ € Z, j € J, les matricesd}, B:, B, B sont données pa2(11) et la
matrice R~ est définie parZ.13.

Nous admettons que les matricés et A, soient telle que I'hypothesz 3 est vérifiée
pour tout: € 7.



3.3 Analyse dwO(e)-sous-graphe stabilisant 75

Afin d’accéder aux transitions stabilisantes possibles iaddamment, nous revenons
sur la définition des/ 1, 712, 721, 722 €noncée dan(21) pour attribuer a chaque évé-
nement une composante qui lui est propre. Pour ce faire, pour chagueZ nous
redéfinissons

b} = H Bl QZ _%
b’2 = H 2 _% ,
by = [|(Q Qst @72
Enoutre, soit} donné par
i )‘f
1= +b i ” (3.5)

alors la Propositior2.1 implique que lei®™ sous-systéme (3)3st stable pour tout
e € (0,¢}]. De plus, soit, € (0, min(e%)] N (0, i—’;) nous introduisons

)\f — 62)\57

(b5)* + (b5)°
Af ’

ho
As

B = By = By =
Nous associons aux dynamiqués3j-(3.4) les fonctions de Lyapunov decouplég20)
etnous adaptons le résultat du Leméhé aux définitions précédentes :

Lemme 3.1. Soite € (0, ¢5) et soitt, = t,11 — ¢ pour une séquence donnée d'événe-

ments(tx )x>0. SUpposons que I'hypothé8s est vérifiée. Alors, pour tout € N,

Wiltipr) < Walti) (€ + e65%) + Wie(ty)e(B5* + 65°)
Wi(teyr) < Witr)eB* + Wi(te) (e 4 + 56%)

L'unique différence du Lemma&.1 par rapport au Lemm@.1 est que les nouvelles
définitions dess sont dépendantes du mode et contribuent ainsi a la réduction du degré
de conservatisme évoqué dans la Sec?a@n3

Ceci nous amene a redéfinir les parametres suivants, pout, bt Z etj € 7

= @R @),
i _ i\ R’ (i )3 ’
bl @ @
5= @R (@),

v = QN RL Q)72
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Pareillement au lemme précédent, nous réécrivons le Leththde la maniére sui-
vante :
Lemme 3.2. Pour toute séquence d'événeme(i}s; o et pour toutk > 1,

Wi(t) A0 WD) + A% T W ()

Wylte) A% T Wit) + 73 W (t).

La preuve du Lemme.2 est identiqgue a celle du Lemni2, seules les variables
Y11, V125 Va1, Y22 SONtremplacees respectivement*pférll’”’f ; 73_1_%% ; VST_I_%IC ; 755_1_%16-
Les matrices définies pa2.2 deviennent des matrices paramétréesen( ,i € 7

et j € J comme suit :

M=

T

- i i i . TENTEESEEN
e T 4 ef] 5(?2 + 53) pii _ '711_> M2
B e TT4es )

LGy
Vit i

Ainsi, nous ajustons le Lemn&3 caractérisant I'’évolution des fonctions de Lyapunov
aw instants discrets.

Lemme 3.3.Soite € (0,&,) etty = tx1 — tx pour une séquence d’événements donnée
(tr)r>0 - Supposons que I'hypothé8& est vérifiée, alors pour tout € N,

( Ws(tk) ) g Fak,lﬁgokMg:fl ( Ws(tk—l) ) ]
Wf(tk) Wf(tk—l)

La matriceFZ'i”"Mi caractérise le comportement des dynamiq3eB+3.2) quand un

événement % i a lieu a l'instantt, satisfaisant la durée temporelle desecondes
requise dans le modeavant de permuter vers le modeA partir de I'expression de
cette matrice, nous étudions dans la suite les événements qui rendent la matrice
T Mi Schur pour tout = O(e).

En se référant a I'analyse de stabilité établie dans la Se2tBta contrainte temporelle

su le temps de séjour est dans le voisinage dians deux cas de figures traités dans
les sous-sectiora 3.2et2.3.3 Alors, la recherche de la séquence stabilisante se limite
aux événements appartenant a 'ensemble défini par :

E={i2 16" <V (6F =DA6R"=0)}
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Proposition 3.1. Saus I'hypothése.3, il existec; > 0 tel que pour tout: € (0,¢3) ,
la stabilisation des dynamiqugs. 3) (3.4) requiert un temps de séjour minimum=
n(e) = O(e) quirend la matrice " M SchurV i L eé.

Preuve. Remarquons que

_ G G

P [ RN e T e

T . L Jo.y __' N

’YZ?Z AsT + 553—% ,yégn =T + 662—)2
avec

. J .y .

P = i B iy B

J ey . . .
£ = i (B + B) + i B
. J . .

P = i B+ vy B

ENT =i’ [ D1 7 =i’ 1
oy " —72? (62"‘53)"‘72; B

(3.7)

La matrice positiveFii>i'Mi n’est Schur que si seulement si il existe R, tel que
(Fiin"Mi) Tp <p.

Supposons queest sous la forme du vectefir, a) " aveca > 0, 'inégalité (Fii”"Mi)Tp <
p S’écrit comme suit :

_ _ . J .
'Vil—n )\ST+€6Z—)Z +a,yz—>z )\ST+Q€6§_>Z < 1

A, .
__ __f - e
7:7[;7, T _|__ 662—)2 _|__ a,yl—)l = T + ag(s;i—)l < a

qui est équivalent a

1 1—>1
T > _)\1 In (—7“ 9721 )
s z—n z—n
1 55 a55 ) (38)

T > £n ( i et Zlﬂwﬁz )

>\f a—&éé‘” —aa&}l_”l
Nous nous apercevons que les termes du coté droit des inég@igssont définis
seulement pour les valeurs ddel que

. J . N N - J
1—e0]" —aedy " >0 et a—edy ™" —acdy " >0.
En définissant

G
J; = max (V_” Js = max (V_” ds = max 5’_” 0y = max 4y "
i/ €LjET 1,i'€L,jET 1,i'€L,jET ' €L jET
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les inégalitég3.8) sont vérifiées si satisfait
1—¢e6 —acds >0 et a—edy —acdy >0 (3.9)

Ainsi, les condition$3.9) définissent la valeur de; telle que pour tout € (0,¢3) la
matricel" M est Schur pout = n(c)

7(e) = max {in ( i o ) ot + oy )}
ce WA N gt aegit )N N — e acsi

iLitef a
(3.10)

Une derniére étape est de montrer gqie) = O(¢). Deux situations se présentent :

° Swl—” < 1, il existea > 0 tel que% gt cw’—” < 1. Dans ce cas,

1 i’ z—>z
ey o
)\5 1 — a€52—>z _ 51—)1’

AH< %7+WH.)ZO@.

s
a— 5(55_” —asdy "

En conséquence(s) = O(¢).

° Swl—” = 1, nous pouvons choisir = ac = O(e) aveca > 0 afin d’avoir

im(1%ﬂ+mm.)20@.

N =
— 0} — aed}

Orswg>Z #0,0na

,yi?l + a,,yl—)l B
Ml( _)_O@m@y

j .
a— 555_”' — agdi

Sinon swz—” = 0 et puisque

(Rl ) ek
_ 55—>z’ _ Q&?(Sﬁ;i"',

J. .
a— 565‘”' — agdi?

il en découle

Z—)Z Z—)Z

l ( Vi~ T a9
Af

i
- 555_” — agd "

) = O(e).
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|
Théoréme 3.1.Sous I'hypothés@.3, il existec; > 0 tel que pour tout: € (0,¢3), le
graphe(Z, £) est unO(s)-sous-graphe pour le systér(®1)-(3.2).
Preuve. La synthése de la loi de commutation stabilisante revient a I'analyse du sys-
teme discret suivant :

Ws(tk) < Fak—lﬂakMUk—l Ws(tk_l) ]

Wi (tr) ’ Wi (te-1)
ou les composantes de matridé’s{”"MTi sont positives pour touti' € Z, j € J.
Ainsi, selon 0], il suffit de prouver I'existence d'un vecteur commug R? satisfai-

sant ‘
T MY p<p, Vidie(LE). (3.11)

Soites vérifiant(3.9), un vecteup = (1,a)" = (1,a¢) " satisfait(3.11) aveca > 0.

Le temps de séjour minimum résultant est 7(c) avecr(e) est une fonction définie
par (3.10. Similairement a la preuve de la Propositi@l, nous choisissong > 0
sufisamment petit et tant qugli” < 1, nous avons :

N Ly < 1, W i e (T,E)

Alors,n(e) = O(e).

En revanche, i/’ = 1 et~i," = 0, comme dans la preuve de la Propositidn,
nous avons)(¢) = O(e). [

Il est évident que sous I'hypothé&e3, 0 est un point d’équilibre stable du systeme a
commutation impulsif 8.1)-(3.2) si une contrainte temporelle de la forme; — ¢, =

O(1) est imposée. Or, le Théoremel assure que pour un temps de séjour minimum
dety1 — trx = O(e), la stabilité est assurée si 'ensemble des événements admissibles
est défini par ur(¢)-sous-graphe dont les sommets et les arcs sont inclug@afs
Remarque 3.2.Les transitions du type RN représentent le fait qu’aucun événe-
ment n'a lieu et qu’a cet instant discret les dynamiques gardent leur évolution continue
jusqu’au prochain événement. Ainsi, ces transitions sont incluses par défaut dans le
O(e)-sous-graphe.
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3.4 Classes particulieres de systemes

Dans cette partie, nous allons raffiner les résultats obtenus dans la Se8tpmur trai-

ter trois cas particuliers. D’abord, nous traitons le cas des systemes a commutation sin-
gulierement perturbés. Par la suite, nous négligeons la différence des échelles de temps
pour analyser les systémes a commutation classiques. Enfin, nous généralisons 'ana-
lyse par I'étude des systemes a commutation impuslif dont les dynamiques continues
évoluent selon une seule échelle temporelle.

3.4.1 Systemes a commutation singulierement perturbés

Considérons le systéeme a commutation singulierement perturbé décrit par :
r(t t
( (1) ) — A% ( =(t) ) L VEE [t tesn), k€N (3.12)

ez(t) 2(t)

ouz(t) € R",z(t) € R"=, sont les variables lentes et rapidess t, < t; < ... sont

les instants de commutationsmgt € 7 est le signal de commutation.

Ceci revient a considérer 'ensemble des indices relatives aux impulsions comme étant
J = {1} etJ' = I dans 8.1)-(3.2). Par conséquent, la matrié&—" déinie par .13

s’écrit comme
o, I 0
i—1 N N,z
R - i—si! I
21 Nz

/

= (@

Corollaire 3.1. Le O(¢)-sous-graph¢Z, £) fortement connexe associé au systésntd)

entrainant
2(QD)72, AT =0, Vi el

eg décrit par les sommets représentant les modes de commutation pour lesquelles les
dynamiques du modele réduit correspondant admettent une fonction de Lyapunov com-
mune.

Preuve. Soitld C 7 le sous-ensemble maximal des sommets représentant les modes
de commutation pour lesquelles les systemes réduits ont une fonction de Lyapunov com-
mune. De maniére équivalentg, = Q" Vi, € U correspond &i7" = 1, Vi, € U.
Utilisant le fait quey!;”” = 0, V4,4’ € Z, la Proposition3.1implique que/ x U C £ et

ainsii/ est un sous-ensemble de sommets qui sont fortement corifie&es

Inversement, soit/ un ensemble de sommets fortement conn@xed). A partir de la
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Proposition3.1, on avi7?" < 1, Vi — ¢ € £. Supposons que les systémes réduits rela-

tifs aux modes commutations dans I'ensembiéadmettent pas de fonction de Lyapu-

nov commune. Il en découle I'existence d’au moins une paire de sofiméts U x U

telle que|| Q7 (Q1)~!|| < L et]|QL(Q%)~!|| > 1, ce qui est équivalent au fait qu'il existe
forcément un chemin déa i dans(Z, £). Ceci est en contradiction avec le fait que les
sommets d& sont fortement connexes.

En conclusion, les systemes réduits correspondants aux modes de commutation appar-
tenant a 'ensembl& ont une fonction de Lyapunov commune. |

3.4.2 Systemes a commutation

Quand les dynamiques du system3el@) évoluent selon une seule échelle de temps,
elles peuvent étre décrites par :

x(t) = Aokx(t), vVt € [tk,tk+1), keN (313)

oul =ty < t; < ... sont les instants de commutationsgt € Z est le signal de
commutation.

Dans ce cas, la contrainte temporelle est écartée et le probleme se raméne a la recherche
d’un O(0)-sous-graphe au lieu d@(s)-sous-graphe. En effeR"~" = I,,_ et le Corol-

laire 3.1se réecrit comme sulit.

Corollaire 3.2. Le O(0)-sous-grapheg(Z, £) fortement connexe associé au systéme
(3.13 est décrit par les sommets représentant les modes de commutation pour lesquelles
les dynamiques admettent une fonction de Lyapunov commune.

Preuve. La preuve s’établit de maniere analogue a celle du Coroll&irken rempla-
cantQ’, i € Z par @', i € Z puisqu’il s’agit de dynamiques évoluant selon une seule
échelle de temps. |

3.4.3 Systemes hybrides

Considérons les dynamiques hybrides suivantes :

#(t) = A% a(t)

, Vt € [tk,tk+1), keN (314)
w(te) = Ja(ty)
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oul =ty < t; < ... sontles instants d’événements (commutation, impulsion ou les
deux simultanément);, € Z, v, € J sont les signaux relatifs aux commutations et
aux impulsions respectivement aveet .7 sont des ensembles finis d’indices.

Dans ce cask’™ = Ji et la Propositior8.1 se réecrit de la maniéere suivante :
Corollaire 3.3. Sous I'hypothés@.3, le O(0)-sous-graphe associé au systefBel4)
contient toutes les transitions i satisfaisant

Q") 77 (Q) 2| < 1

avec ()’ est la matrice de Lyapunov correspondante au mode de commutati@n

3.5 Exemple illustratif

Soient les dynamiques du systéme hybride singulierement peturbé suivant :
x(t) _af® t
ez(t) t

(
(
e\ 2) |
<zw>>_J<z@v>’ h=lied

Considérons I'ensemble des indices relatifs aux commutafiead 1, 2, 3, 4} décrites

i ) , Vit € [tk,tk+1), 1€1

N

(3.15)

=

par les matrices suivantes :

g 205 e (105 12 (=25 1)
—0.5 -1 -3 —1 1 0.5 2 -2

et les deux matrices de saut suivantes :

0.4 0.5
J' =1y, J2:<04 03); avec J = {1,2}

En appliquant I'approche de I'analyse proposée dans la SextBpnous établissons le
tableau suivant qui récapitule les données du systeme ayanat2.25 et \; = 0.5.
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Ay A | Qs Qf B B2 33 €1

Mode 1| —2.25 | —1 1 1 2.3 1.01 | 0.512 | 0.9201
1

1

Mode2| —2.5 | —1 1.1 |16.09 | 0.95| 34 0.053
Mode3| -3 | —0.5 1 14.42 | 4.01 | 12.81 | 0.05
Mode4| —35 | —2 | 1.2 |1.05| 6.87 | 2.14 | 3.23 | 0.158

En fixant le parametre des perturbations singuliéresl 02 et en appliquant le résultat
de la Propositior8.1, nous relevons les tansitions admissibles du grdphé) :

E={131,152 1232153133 134251,253,351,352,

451,431,452 432 453,433,434}

La représentation d@(=)-sous-graphe obtenu est donneé par la Figuse

3

FIGURE 3.3: Schéma illustratif de toutes les transitions associées au systeme a com-

mutation .15 ayant 4 modes de commutation et 2 types d'impulsions possibés

arcs en bleu décrivent les événements associgés-al et ceux en rouge sont associés
aJ?#£1.

En présence d'un temps de séjour 1.8 - 1072 sec, donné par I'équatior3(10, nous
utilisons des transitions de I'ensemiglgour simuler les dynamique3.(5 ayant pour
condition intiale(x, zo) = (—0.5, 1.5).
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FIGURE 3.4: La séquence d’événement est donnée par la répétition des transitions
. 1 1 1 2 1 2
suivantes2 -3 —+2—>1>4—1—>2

Les trajectoires des dynamiques sont illustrées par la Figjdret la stabilité du point
d’équilibre0 est assurée pour toute séquence de transitions de I'ensémbeeplus,
I'ajout d’événements qui n'appartiennent pas a I'ensemble des transitions pogsibles

affecte la convergence des trajectoires et déstabilise le systeme comme le montre la
Figure3.5.

0 ;
— x(t)
_10 -
_20 L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
Temps (s)
20
— z(t)
0
_20,
| | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
Temps (s)

FIGURE 3.5: La séquence d’événement est donnée par la répétition des transitions
. 1 2 1 2 2 2
suivantes4 -3 —>1—=-3>3—=>4>1
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu les résultats du Chamitrer traiter un exemple
d’application qui consiste a rechercher des séquences stabilisantes pour une classe géné-
rale de systémes hybrides singulierement perturbés. Nous avons associé aux différentes
combinaisons d’événements au sein du systéme hybride une représentation graphique
gue nous avons caractérisé a travers les outils liés a la théorie des graphes introduits
dans le Chapitrd. Ensuite, nous avons établit 'analyse de stabilité par laatérisa-

tion d’'une séquence de transitions possibles en présence d’'un temps de séjour de I'ordre
dec. Egalement, nous avons montré que I'approche proposée s’adapte a des classes par-
ticulieres de systémes hybrides et nous avons détaillé la méthodologie a adopter pour
chaque cas. Enfin, nous avons présenté un exemple illustratif qui valide les résultats
théoriques.






Chapitre 4

Synchronisation avec un cout garanti
dans un Systeme Multi-agents
Singulierement Perturbé (SMSP)

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la synchronisation dans un systeme multi-agents singu-
lierement perturbé avec un codt garanti sur I'effort de contrdle requis. Pour ce faire, il est
nécessaire de mettre en oeuvre les outils d’analyse des systémes multi-agents combinés
aux résultats existants quant a la théorie des perturbations singuliéres afin de concevoir
une loi de commande décentralisée qui synchronise les dynamiques des agents avec un
seuil prédéfini sur le colt énergétiqgue de commande.

En premier lieu, nous étudions le probléme de synchronisation sans contrainte d’opti-
misation. Nous montrons que ce probléme peut étre reformulé comme un probleme de
stabilisation simultanée de plusieurs systemes linéaires ayant une structure particuliére
et nous concevons une loi de commande stabilisante de ces systémes. La complexité
réside dans le fait de rechercher une commande commune a tous les systémes étant
donné que les dynamiques des agents sont initialement homogénes. Pour y répondre,
nous détaillons les conditions d’existence de cette commande et nous établissons le lien
entre le colt garanti global requis a la synchronisation et celui requis a la stabilisation
simultannée. Par la suite, nous montrons que la décentralisation de la commande et les
contraintes du coUt garanti global font appel au formalisme des systemes singulierement



88 Chapitre 4. Synchronisation avec un co(t garanti dans unFSMS

perturbés incertains. Nous présentons les résultats pauncige ce chapitre en propo-

sant une approche de conception de la commande et nous détaillons son implémentation
numeérique. Enfin, des exemples illustratifs seront proposés afin de valider et tester les
performances des résultats obtenus.

4.2 Positionnement du probleme

Considérons un systeme multi-agents dont les dynamiques des agents sont identiques et
singulierement perturbés. Chaque agent, labélisé par un indeesy = {1,...,n},

est décrit par un vecteur d’étét; (¢), z;(t)) € R"*", Les dynamiques dif™®systéme

sont données par :

€Zz(t) = Agll’l(t) + Aggzi(t) + Bgul(t)

(4.1)

avece > 0, u; € R™ est la commande relative a I'agenet les matrices d’état du
systeme sont de dimensions appropriées :

All c anxnz7 A12 c anxnz’ Bl c anxm’
A21 c anxnz7 A22 c anxnz’ 32 c anxm7

avecrang(B;) = rang(By) = m.

Conformément a I'analyse standard des systémes linéaires singulierement perturbés in-
troduite dansZ7], nous énoncons I’hypothése suivante.
Hypothése 4.1.La matrice Ay, est inversible.

En premier lieu, nous utilisons les outils liés a la théorie des graphes présentés dans la
Sectionl.3pour associer au systeme multi-agents, un graphe d’interactidonné par

la paire(V,£) ouE C V x V désigne I'ensemble des arétes joignant les agents a leurs
voisins et modélisant les différentes interactions au sein du réseau. Nous admettons
que le graphe&; est non-orienté sans aucune boudle. (i,7) ¢ £). De plus, nous
associons au grapldeune matrice pondérée d’adjaceriee= [g;;] € R"*" etla matrice
Laplaciennel = [I;;] € R**" correspondante, voir respectivement les Définitibri®

et 1.11 Nous rappelons également que la mattices symeétrique par définition pour

un graphe non-orienté donné et que la somme de chacune déigeass est nulle.
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Nous supposons qu’il existe toujours un chemin qui relie tpaiee de sommets dis-

tincts du graphe. Cette condition est classique dans I'analyse du consensus et de la syn-
chronisation au sein des systemes multi-agents puisqu’elle assure l'atteinte d’'un accord
global pour toute condition initiale. D’ou I'hypothése suivante.

Hypothése 4.2.Le graphe non-orient§ est connexe et toutes les pondérations non
nulles de la matrice Laplacienne qui lui est associée verifignt< ¢, ; < g avec

gnm > Gm > 0.

Etant donnée I'hypothése ci-dessus, nous rappelons que selon la Propb4tilms
valeurs propres relatives a la matrice Laplaciehrgatisfont :

2
g N A
—m =N <. <N <A =En-gy. 4.2
2(n — 1)n2 2 n-gm (4.2)
D’autre part, nous avons également vu que ces bornes s’adaptent avec les propriétés du
graphe et de la matrice Laplacienne associée. En effet, la Remhfseuligne que
dans le cas ou les pondérations < {0, 1}, les valeurs propres desont bornées par

ﬁéA*<A2<...<)\n<X’én. (4.3)
Une fois traitées les questions de modélisation du systeme et de ses propriétés, nous
nous intéressons a I'étude de la synchronisation avec un codt garanti du systéme singu-
lierement perturbé4(1) qui passe par plusieurs étapes. D’abord, nous nous penchons
su les questions d’existence d’une loi de commande décentralisée qui synchronise les
dynamiques au sein du réseau.

Définition 4.1. Lesn systéemes singuliérement perturlédsl) atteignent une synchro-
nisation asymptotique décentralisée s’il existe une commande par retour d’état de la

forme :
wi(t) = K1) gi(a(t) —2;(0) + Ko Y gij(z:(t) — 2(1))
j=1 j=1
K, e R™" K, € R™*"= (4.4)
qui satisfait

lim [Jo;(t) —2; ()] =0 et lim ||z(t) — 2 ()] = 0.

t—o00 t—o00

Il est important de remarquer que la définition ci-dessus évoque I'aspect décentralisé
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de la loi de commande proposée. Cet aspect est fondamentdlatzaigse que nous
proposons. En effet, I'équatiod @) est conditionnée par les interactions existantes de
I'agent; au sein du graphe. Sa loi de commande est calculée uniqguement a travers ses
échanges avec ses voisins, décrits par les pondératioes0 si (i,5) € £. De plus,

cette définition requiert des gains commufiset K relatives aux dynamiques lentes

et rapides respectivement. Certes, les dynamiques singulierement perturbées des agents
sont identiques mais explicitement ces gains sont communs a tous les agents dans

et doivent garantir leur synchronisation pour tout graphe satisfaisant I'’hypctizse

toute condition intiale.

Soientz(t) = (x1 ()7, ..., 2, (1)) T € R*™ etz(t) = (z21(1)7, ..., 2.(H)T) T € R*™=
les vecteurs regroupant les états lery{s) et rapides:;(t) desn agents constituant le
réseau. Nous introduisons également le vectétir = (u.(t)",... u,(t)")" € R*™
qui collecte les commandes individuellest) relatives a chaque agent V.

Le probleme de commande optimale que nous nous proposons de résoudre, revient a dé-
terminer la loi de commandeg(t) qui maintienne le vecteur d'étét(t), z(t)) " proche

de la dynamique synchronisée avec une dépense modérée d’énérgie de commande.
Ceci se traduit mathématiquement par la minimisation de la fonction codt suivante :

J = / 2(t) (L@ I,)z(t) + 2(t)" (L@ Ln,)2(t) + u(®) (I, ® R)u(t)dt (4.5)
0
ou R € R™*™ est une matrice symétrique définie positive qui pénalise I'énérgie de la
commande requise a la synchronisation.

Notre objectif est de concevoir les lois de commande décentralis@ey(ii assurent la
synchronisation des dynamiques des agehth ivec un colt garanti global. Autrement
dit, 'énergie de commande globale requise a la synchronisdtidonnée par4.5) ne
peut excéder un seuil fixé pak, qui sera caractérisé dans la Sectdoh

4.3 Reformulation du probleme dans le cadre de la sta-

bilisation simultanée

Dans un premier temps, nous reformulons le probleme de synchronisation en un pro-
bléme de stabilisation simultanée de systémes linéaires. Par la suite, nous établissons le
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lien entre le probleme de la synchronisation et celui de lal&ation simultannée en
termes de loi de commande requise et colt garanti associé.

4.3.1 Changement de variables et découplage des dynamiques col-
lectives

D’abord, nous réecrivons les dynamiques collectives en boucle fermée en introduisant
I'expression de la loi de commande locaded) dans I'équation des dynamiques indivi-
duelles @.1) :

(4.6)

avec
An=1, A, — (I, ® BK))(L®1,,),
Ap=1,® A — (I, ® BiK>)(L® I,,.),
Ay =1, ® Agy — (I, ® BoK)(L® I,,),
Ay =1, ® Agy — (I, ® BoKo) (L ® I,.).

Il est important de signaler que la matride, peut étre singuliére. Afin d'utiliser I'ap-
proche classique pour I'analyse des perturbations singuliéres, on va devoir choisir le
gain de la commandA&, pour assurer son inversibilité.

D’autre part, notons que la synchronisation des systefmasrévient a satisfaire :

lim (L® I, )z(t)=0, et lim (L®I,)z(t) =0.

t—o00 t—o0

Or, en se référant aux propriétés algébriques relatives a la théorie des graphes présentées
dans la Chapitrd, il existe une matrice orthonormale ¢ R™*" qui vérifie TT"T =
T'T = I, ettelle que

TLT" = D = diag(\y, Mg, - .., An)-
Par conséquent, la condition de synchronisation peut s’écrire également comme :

lim (D ® I,,) (T ® I,)z(t) =0 et lim (D® 1, )(T®1I,)zt) =0 (4.7)

t—o00 t—o00
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Cette réflexion nous méne a introduire un changement de vaudata forme :
i(t) = (T ® I, )z(t) et Z2(t) = (T ® I,) 2(t) (4.8)

gui permet de remplacer la matrice Laplacietingar la matriceD qui, étant diagonale,
rend plus facile la manipulation des propriétés spectrales du graphe.
En effet, la condition4.7) peut étre vue comme :

lim (D®1I,,)z(t) =0 et lim (D®I, )i(t)=0.

t—o0 t—o0

Or, ayantD = diag(0, \a, ..., \,), elle est aussi équivalente a :

tligloxz(t) =0 et tliglozi(t) =0, i=2,...n
Par conséquent, le probleme de synchronisation des dynamigigsdus la loi de
commande par retour d’état décentraliséed)( devient un probléme de stabilisation

simultanée dex — 1 systémes.

D’autre part, un second intérét issu du changement de variah®®6t le découplage
des dynamiques collectivegl ). Effectivement, ces dynamiques peuvent se réecrire

comme suit : ) )
(t) = f}llf(t) + {1122(15) 4.9)
eZ(t) = AnZ(t) + AxnZ(t)
avec
An=1,® A, — (I, o BBK))(D® I,,.),
Ap=1,® Ay — (I, ® BIK>) (D ® I,,.),

( ) )
( ) )
Ay =1, ® Ay — (I, @ BoKy) (D ® 1),
Agy =1, ® Agy — (I, ® BoyKy) (D ® 1,,.).

Pour évaluer la dynamique individuelle en boucle fermée dés, (rous utilisons le

fait que la matriceD soit diagonale et les propriétés du produit de Kronecker pour
découpler le systéme ensous-systemes singulierement perturbés.

Pour toutes matriced/ et N de dimensions appropriées, nous avons :

:diag(M,...,M) —diag(AlN,...,)\nN)
= diag(M — \N,...,M — \,N).
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Il en découle la diagonalisation des matrices du systeme qaiigent sous la forme
Suivante :

An = diag(An — M BiKy, ..., Al — A\ BiKY),
Alg = diag(A12 - AlBlKg, ceey A12 - )\nBlKg
(Ao1 — MBoKy, ..., Ay — M\ Bo Ky

AQQ = dZCLg A22 — >\1B2K2, ey A22 — )\nBQKQ .

Agl = dZCLg

Nous en déduisons la dynamique individuelle relative au systérfe: (

Zi(t) = (A1g — MBI K1) %(t) + (As — \iB1K5)%(t)

. (4.10)
€5Z(t) = (Agl — )\ZBQKl)iz(t) + (A22 — )\ZBQKQ)ZZ(t), Z € V

Le changement de variable évoqué dah$)(a permis non seulement de découpler

les dynamiques des agents mais également de remplacer les pondérations relatives a la
matrice Laplacienne dans I'équation de la comma#dd§ par lesn valeurs propres du
systeme. En outre, nous soulignons gue= 0 meéne a I'annulation du terme relatif a

la loi de commande pour= 1 dans £.10. Par conséquent, le systéme en question est

un systéme autonome.

Remarque 4.1.La dynamique relative a = 1 dans(4.10 caractérise la variété de
synchronisation des systemes décrits p&4.1). Si le systeme

T1(t) = Ay (t) + Az (1)

. (4.11)
621 (t) = Aglfl (t) + Agggl (t)

admet un point d’équilibre stablg*, z*), alors les systemdd.1) convergent asympto-
tiguement vers un accord global ayant une valeur finie : un consensus.

Si le systemé4.1]) est instable alors les dynamiqu@sl) se synchronisent selon une
trajectoire divergente.

Il est également judicieux de revenir sur le probléme d’inversibilité des matrices posé
pour le systeme4(6). Nous remarquons que poir= 1, le probleme est résolu sous
I’hypothése4.1 Tandis que pour les — 1 systemes restantgl (10, le gain de la loi

de commandek’, doit étre choisi de maniere a ce que la matrise — \; By K, Soit
inversible pour tout = 2, ... n.
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4.3.2 Loide commande stabilisante et cout garanti relatif

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la réécriture de la loi de commande relative
au systeme4.6) et le colt garanti qui lui est associé suite au changementribies

(4.9

Le vecteuru(t) regroupant les lois de commande individuelles se met par définition,
sous la forme :

u(t) = —(I, ® K1) (L & I,)x(t) — (I, ® Ks)(L ® I, ) (%) (4.12)

Cette expression montre que le probléme d’optimisation lié au codt garanti fait appel

a la matrice Laplacienne décrivant le graphe d’interactions. Ainsi, la loi de commande
dépend des liaisons établies au sein du systéme multi-agents et par conséquent de la
topologie du graphe qui le décrit. Il est aussi important de spécifier que I'effort de la
commande requis a la synchronisation differe d’un agent a un autre. Ce qui nous in-
téresse est plutdt de satisfaire une performance gloable sur cette éfiergig sans

pour autant se soucier de sa répartition au sein du réseau. En effet, la quantité d’effort
réclamée par chaque agent dépend de ses conditions initiales, ses interactions et ses
échanges avec ses semblables pour atteindre leur objectif final.

Etant donné que le probleme consiste a présent en un probléme de stabilisation simul-
tanée, il revient de reformuler I'expressioh12 a I'aide du changement de variable
(4.8) pour ensuite la découpler et aboutir a une loi de commandiistaibe des: — 1
systemes équivalentd.(0.

D’apreés la définition de la matri@e le changement de variable&®) est équivalent a :

a(t)= (T"®1,,)i(t) e z(t)=(T"®I,)Q1).

Par une simple manipulation du produit de Kronecker, la commande glebaRe geut
étre exprimée en fonction des variablest Z comme suit :

u(t) = —(LT" @ K))i(t) — (LT" @ K3)3(t) (4.13)
= (T"D® K)i(t) — (T"D ® K,)4(t)
= —(TT @ L) [(D® K1)Z(t) + (D ® Ky)2(t)].

Ensuite, en définissant le vecteur de la comman(de= (u,(¢t)",...,u,(t)")" avec
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nous déduisons
u(t) = (T ® Iy)u(t). (4.15)

Par conséquent, I'analyse va porter sur la conception de la loi de commande stabilisante
définie ci-dessus et le calcul des gains commidhset K, relatifs aux dynamiques
lentes et rapides respectivement. Par ailleurs, la relatidrif)(entrew () et u(t) pour

une matricel’ donnée, assure le passage de la loi de commande synchronisante a celle
stabilisante et vice-versa.

De plus, les propriétés de la matri¢epermettent d'établir le lien entre la quantité
d’effort de commande relativeid(t) et celle relative a la stabilisation individuelig?) :

u(t) (I, ® R)u(t) = u(t) (TT" @ R)u(t)
u(t) (I, ® R)u(t)

—~

—~

w;(t) " Rug(t)

-

i=1

Cette expression souligne que I'effort globale attribué & la commaftden’est autre
gue la somme des efforts individuels liés a la stabilisation des sous-syst#h@s (
pénalisés par la matricB. En effet, la fonction du co(t globdlénoncée dans I'équation
(4.5) s’écrit en utilisant le changement de variabkes) sous la forme :

J = /OO i) (D ®I1,)7t) + 2(t) (D ® L) 2(t) + a(t) " (I, ® R)u(t)dt

= zn: / N NZi (0) T3 () + NZi(t) T E() + () T Rug(t)dt (4.16)

=1
_ 7
=1
avec -
= / M (0T E() + NE ()5 + ()T Rig ()t (4.17)
0

Ainsi, assurer un co(t global sur la fonctionrevient a garantir un seuil sur I'effort
individuel J; pour touti = 2, ..., n.
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4.4 Conception de la loi de commande décentralisée

Dans cette section, nous traitons le probleme de synchronisation au sein du systeme
multi-agents singulierement perturbé décrit dans la Sedtidan négligeant la contrainte

du co(t garanti global. Nous revenons en premier lieu, sur le probléme de stabilisation
simultanée et nous démontrons la faisabilité du probléme par I'existence des gains com-
muns K; et K, qui rendent la loi de commande stabilisante pourdes 1 systemes
(4.10. Ensuite, nous exploitons la théorie des perturbationutigrgs et les résultats

de la littérature pour découpler les dynamiques lentes et rapides et calculer explicite-
ment les expressions des gains relatifs.

4.4.1 Conditions d'existence d’'une loi de commande commune

Véritablement, la stabilisation simultanée constitue généralement un probleme indéci-
dable qui a recu une attention considérable2fl]. Néanmoins, le probléme de stabili-
saion simultanée que nous nous posons est particulier et peut étre formulé comme suit.
Probléme (a) :

Pour toutes matricesl € RP*?, B € RP*™ données eb < Ay < A3 < ... < A,
trouvons le gainK € R™*? qui rend les matricesA — \; BK Hurwitz, pour tout

1=2,...,n.

Il est évident que le probleme admet au moins une solution dans le cas ou les variables
d'étatz;(t) et z;(t) sont de nature scalaire. Dans ce cas, il s’agit de rendre négatifs les
scalairesA — \,BK et A — \,, BK. Tandis que pour des variables d’état vectorielles, le
probleme consiste a rendre kes- 1 matricesA — \; BK Hurwitz simultanément.
Proposition 4.1. Si la paire (A, B) est stabilisable alors il existe un gaild solution

du Probleme (a).

Preuve. Sila paire(A, B) est stabilisable alor§A, \* B) est stabilisable également.
Par conséquent, il existe des matrides= P > 0 et K € R™*? satisfaisant :

(A= XNBK)"P+ P(A— \BK) <0. (4.18)

De plus, puisqueP > 0 alors P est inversible. Notons dans la suité, = P! et
W = KS, lI'inégalité (4.18 est équivalente a une inégalité matricielle linéaire (LMI)
de laforme :

SAT + AS —X*(W'BT + BW) <0,
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qui peut se réecrire aussi comme :

AT A
+—=S—(W'BT + BW) <0.

5 A* N

En se référant aux résultats dé,[Section 2.6.2], I'inégalité précédente est équivalente
a I'existence d’'un réel positif > 0 telle que

AT A

S— +—-S—0BB'" <0. (4.19)

A¥
Le fait que la pairg A, B) est stabilisable implique I'existence de> 0 etS = ST > 0
satisfaisan{4.19. Par ailleurs, une loi de commande par retour d’état stabilisante de
la paire (A, \*B) est donnée par un gaik = %BTS‘l. D’autre part, l'inégalité
(4.19 implique que

SAT + AS < NoBB' < MjoBB', i=2,...,n,

Alors, .
A A
;y +)\—iS—aBBT<O, i=2,...,n,

S

Pour conclure, K = %BTS‘l ed un gain stabilisant relatif & la loi de commande par
retour d’état pour toutes les pairési, \;B) aveci = 2,...,n. |

La Propositiont.1donne les conditions d’existence du gain commun stabilisdntien
duProbleme (a)Par la suite, nous nous proposons d’'appliquer ce résultat paurés
systemes singulierement perturbés décrits par les dynamigdéks (

44.2 Conception de la loi de commande stabilisante par décou-
plage des dynamiques singulierement perturbées

Dans cette partie de I'étude, nous développons I'approche du calcul des gains de la com-
mande et nous mettons en oeuvre les résultats existants dans la litté2 @@ dé-

coupler les dynamiques de chacun desl systéemes singulierement perturbés. La sépa-
ration des échelles de temps définit deux sous-systemes relatifs aux dynamiques lentes
et rapides et permet d’approximer la solution du systeme original. Ainsi, la conception
des lois de commande pour chacun des deux sous-systéemes permet d’approcher la loi
de commande relative au systeme original.
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La séparation des échelles de temps des dynamigue3 ¢énére une dynamique lente
ayant la forme :

Tis(t) = (Ag — NiBoKo) T (1), T:.(0) = (0
s(t) = (Ao 0H0) Tis(t) 5(0) = 2;(0) (4.20)
Zio(t) = =A%y (Aar — NBoKo)Tis(t) i€V
et une dynamique rapide donnée par :
ezi1(t) = (Age — NiBaK3) 2, 1(1),  Zi4(0) = %(0) — Z;,4(0) (4.21)

avec
Ay = Ay — ApAyt Ay, By = By — Ap Ay By,

L'existence de tels gains requiert une condition standard donnée par I'hypdtBese
Hypothese 4.3.Les paire§ Ay, By) et (Asy, By) sont stabilisables.

En se référant a la Propositidnl, nous établissons le résultat suivant.
Théoréme 4.1.Sous I'hypothésé.3, il existe K, et K tels que pourtout =2,...,n
les matricesdyy — \;Bo K5 et Ag — \; By K sont Hurwitz. De plus, il existe® > 0 tel
que pour tout: € (0,¢*], la loi de commande par retour d'été4.4) ayant pour gain
K et

Ky = (I, — KA, Bo) Ko + Ky Ay Asy. (4.22)

garantit, d'une maniere décentralisée, la synchronisation asymptotique des dynamiques
singulierement perturbggl.1).

Preuve. Le choix des gain¥, et K, fixé par le Théoremd.1rend, respectivement,

les matricesAy — \; By Ky et Ayy — \; Bo K, Hurwitz afin de garantir la stabilisation

des systémes découplés lgdt0 et rapideq4.21) pour touti = 2, ..., n.

Selon la théorie des perturbations singuliéres classique des systemes lin@d|rak |
existec* > 0 tel que pour tout € (0,<*], la solution du systéme est approximée par :

-%i (t) -%z}s(t) + 0(5)7
Zi(t) = —Az (A — NiBaKo) % 5(t) + Zi 4 (t) + O(e). (4.23)

Ainsi, en se référant aZ7], nous en déduisons le gail; donné par(4.22 qui, as-
socié avec le gaink,, garantit la stabilisation des systémes originai#x10 pour

1=2,...,n.
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D’autre part, rappelons que la synchronisation est équiveden

lim (L® I, )z(t)=0 et lim(L®I,)z() =0

t—o00 t—o00

Or, cette condition est satisfaite sous une loi de commande par retour d’état ayant pour
gains K et K, introduits précédemment. Ceci découle du fait que

0

et

(t) =

A

(L@ I, )z(t)=(D®1,,)

Le Théorémet.1 montre que la synchronisation des systende$) fepose sur la syn-
chronisation des dynamiques lentes et rapides séparement. De plus, la synchronisation
est assurée de maniere décentralisée au sein du systeme multi-agents. En effet, selon
la Propositiord.1 et sous I'hypothesé.3, le calcul des gaing’; et K, communs aux
systemes4.10 requiert uniguement la valeur dé.

Remarque 4.2. Notons que la résolution numérique de l'inégalité matriciéhel9

pour A, B et \* données et en utilisant un méme solver LMI sous Matlab donne un
résultat similaire pourS et ¢ qui engendre des gains,, K, et K; similaires pour les

n systémes. Ceci justifie le choix des gains communs initialement imposé.

Corollaire 4.1. Soit K, tel que pour toui = 2, ..., n, les matricesd, — \; By K sont
Hurwitz. Si, de plus, la matricely; est Hurwitz, les lois de commande individuelles
(4.4) avecK; = Ky &t Ky = 0,,4,,., garantissent la synchronisation asymptotique des
systemes singulierement perturl§ésl).

Preuve. Dans le cas ou la matricely; est Hurwitz, les dynamiques rapidés21])
st asymptotiquement stables. Il convient de considé&ree= 0,,..,,. et de chercher
un gain K, qui stabilise uniquement les dynamiques leie20).

D’autre part, la valeur nulle du gairk’; dans(4.22) implique K; = K, solution a la
stabilisation des dynamiqué$.10). |
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Le corollaire précédent traite le cas lorsque la matreg est Hurwitz par définition,
cecirevient a ce que les dynamiques rapides sont initialement stables. Par conséquent, la
conception de la commande se restreint au calcul dulgastabilisant les dynamiques
lentes, plus précisement les dynamiques du modele reda) (

45 Codt garanti global requis a la synchronisation au
sein du SMSP

Dans cette section, nous revenons sur les résultats établis précédemment pour y rajou-
ter la contrainte du critére sur I'effort globale de commande. Nous étendons I'approche
de sycnhronisation décentralisée au sein du systeme multi-agents singulierement per-
turbés (SMSP) traitée dans la Sectibd en assurant un seuil de performance donné
enterme d’énergie de commande. Une premiére étape dans cette analyse est d'établir
le lien entre le colt garanti global requis a la synchronisatiomdagents avec ceux
relatives a la stabilisation simultannée des- 1 systémes équivalents. Ensuite, nous
détaillons la méthodologie de la conception de la loi de commande stabilisante et nous
montrons que le probleme d’'optimisation classique est transformé en un probléeme de
co(t garanti. Précisement, nous modélisons les paramétres du systéme liés a la struc-
ture du graphe d’interactions, comme étant des incertitudes afin d’assurer un contréle
décentralisé. Cette approche permet de contourner I'utilisation d’informations globales
au sein du systéme multi-agents qui rend le contréle purement centralisé. Le probleme
se raméne alors a la recherche d’'une loi de commande décentralisée stabilisante avec un
co(t garanti en présence des perturbations singulieres et des incertitudes. Pour détermi-
ner un majorant du cot garanti, nous avons choisi une classe de fonctions de Lyapunov
guadratiques permettant d’'une part de prouver la stabilité asymptotique et d’autre part
de majorer le colt garanti par la valeur initiale de cette fonction de Lyapunov. Enfin,
nous détaillons la méthodologie a adopter pour détourner les problémes liés a I'implé-
mentation numérique de la solution.
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4.5.1 Cout garanti global pour la stabilisation simultanée

Sat le systeme singulierement perturlBeX0 mis sous la forme suivante :

(%"(t) ) — ( A A ) (fji(t) ) + ( b )m(t), i€V (4.24)
Zi(t) e Ay e 1Ay Zi(t) e~ 'B,

oue > 0 est le paramétre des perturbations singuliéigg) € R"= z;(t) € R"= sont
les composantes des vecteurs d’états définish@rdtu; € R™ ed la loide commande
donnée par4.14).

Regpellons que le probleme de synchronisation des dynamigqusest transformé en
un probléme de stabilisation simultanée des systemd$)(ou d’'une maniére équiva-
lente celle des systeme$.24). De plus, comme a été démontré par I'équatibi§), la
fonction du co(t global associée a la synchronisation est la sommeatggs garantis
individuels requis a la stabilisation des systeme4(@. Or, étant donné qug; = 0,

il en résulte que le systéme qui lui est associé est autonogie et 0. Ainsi, nous
réecrivons la fonction du co(f; pour lesn — 1 systemes restants comme suit :

7= / T RO TR + T TREW)d,  i=2,...n (4.25)
0

avecx;(t) = (7;(t)7,z(#)")T € Rx=netn: R ¢ R™*™ est une matrice symétrique
définie positive et les valeurs propres de la matrice Laplacienne associée au SMSP sa-
tisfont \* < \; < A\° pour touti = 2,..., n.

Tout d’abord, nous utilisons les différentes notions introduites dans le Chagiter

définir le colt garanti individuel lié a la stabilisation de chacun des systéen24 ue

Nous Nous proposons de caractériser.

Définition 4.2. Un réel 3; est un codt garanti pour |&€™esystémé4.24) sous la loi de
commandey;(t), sila valeur de la fonction colt garant.25 satisfait I'inégalité

Ji < Bi.

Ensuite, nous établissons mathématiquement a travers la proposition qui suit, le lien
entre le colt garanti global et les colts garantis individuels pouri = 2, ..., n.
Proposition 4.2. S’il existe un codt garanti; > 0 tel que la fonction du co(.25
enboucle fermé satisfaif; < ; pour tout: = 2,...,n, alors un colt garanti global
J&(n-1) _max (6;) est requis a la synchronisation des dynamiq{4es).

..... n
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Preuve. Notons paru(t) € R™™ le vecteur regroupant les commandes individuelles
définies pan(4.14)
a(t) = ()", ..., u.(t)")"

ayant pour gaingd<; et K, donnés par le Théoremkl

La commande individuellg;(¢) garantit la stabilisation du®™®systéme dont les dyna-
migues sont données pét.24). Supposons qu'il existe > 0 tel que la fonction codt
individuel (4.25) satisfait :

Ji< B, Vi=2,....n (4.26)

En sommant les colts garantis individuels des systemes comme l'indique I'inégalité
(4.16 allant de: = 2 jusqu’ai = n et en utilisant la majoration introduite pai.26),
nous obtenons le colt garanti global suivant :

1=2,...,n

J:i:ji <(n—1) max (8;) = J.
i=2

Il est important de souligner que les lois de commar&4 dont les performances

sont conditionnées par la Propositidn2, requiérent les valeurs propres relatives a la
matrice Laplacienne décrivant le graphe. Or, cette dépendance contredit I'approche dé-
centralisée que nous nous proposons de développer pour la conception de la commande
relative a la synchronisation et qui minimise la fonction cdddans 4.5). De plus,

dans certains cas, seule I'information concernant la connectivité au sein du réseau est
accessible. Pour y remédier, nous supposons que le graphe non-orienté en question est
connexe et nous revenons sur la modélisation du systéme singulierement perturbé en
introduisant des incertitudes paramétriques qui correspondent aux valeurs propres de
valeurs qui requiérent la connaissance des propriétés topologiques du graphe.

4.5.2 Loide commande décentralisée avec un colt garanti

Dans le but d’écarter la dépendance de la loi de commahdé) @ux valeurs propres

de L, nous modélisons ces paramétres comme étant des incertitudes bornées affectant
le systeme et nous attribuons un modéle incertain aux dynamiques singulierement per-
turbés des — 1 systémes. Par conséquent, notre étude sera fondée principalement sur
'approche d’analyse des systeme incertall §13].
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Afin de simplifier les notations, nous introduisons les masrg@vantes :

A A B
AE _ 11 12 7 B&- _ 1 ‘
5_11421 6_11422 8_132

En premier lieu, nous réecrivons le systeme{) comme suit :
Xi(t) = AX(t) + Bau(t), Vi=2,....n (4.27)
avec une loi de commande par retour d’état de la foipie = Fju,(t) ou
wi(t) = =K x4(t), (4.28)
tel quek = [K;, K3] € R™*"™x et F; € R™*"= définie par
F, =\, (4.29)

En utilisant les propriétés de la matrice Laplaciednenous concluons que pour un
graphe non-orienté donné, composé d®mmmets, nous avons :

(N, < F'E <\, i=2,...,n (4.30)
Par conséquent, une maniére générale d'analyser le systeP1p 6ans pour autant
awir acces a toute les matricéy est d’étudier le systeme incertain de la forme :

Xi(t) = A () + BoFya(t) (4.31)

avec F; est une matrice d’incertitudes satisfaisant I'inégalté3(). Cette condition
garantit le fait que la matrice d’incertitudes; soit bornée en norme ce qui permet
d’obtenir un systeme singulierement perturbé incertain dont on sait analyser la stabilité
[16, 43).

Théoreme 4.2.Considérons le systéme incertain singulierement pert(4s]).

Saus les hypothések2 et 4.3 il existes* > 0 tel que pour tout € (0, %], I'équation

de Riccati suivante :

PA.+AP.—2(\N) P.B.R'B/P. + X°I,,, =0 (4.32)

admet une solution matricielle symétrique définie positive
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En outre, la loi de commande
u(t) = =\ R'B]P.x,(t), Yi€2,...,n (4.33)
garantit la stabilisation des*™ dynamique$4.27) avec un co(t garanti
B; = %,;(0) T P.x,(0).

Preuve. Nous divisons la preuve du théoréme précédent en deux parties.

Une premiére étape consiste a rechercher et définir une fonction de Lyapunov commune
qui garantit la stabilité des systemg&27). Dans la seconcde partie, nous y rajoutons

la contrainte d’optimisation d’énergie de la commande obtenue et nous détaillons la
méthodologie a adopter pour d’'une part, atteindre un codt garanti global mais aussi
décentraliser la loi de commande finale.

|. D’abord, nous recherchons une fonction de Lyapunov quadratique commune pour les
systemes singulierement perturt§é27) de la forme
V(t, %) =%;(t) P.x(t)

qui vérifie le critére de minimisation :

Sous I'hypothéesd.3 et pour touts € (0,c*], la paire (A., B-) est stabilisable. Alors,
il existe une matrice symétrique définie positRetel que pour tout € (0,<*], nous
avons :

AlP.+ P.A. —2(\*)*P.B.R'B P. + \°1,, = 0. (4.35)

D’autre part, sous I'hypothés&.2, I'inégalité (4.2) est vérifiée pour tout= 2,..., n.
Il en découle :
(\)?B.R™'B! < B.F,RF,"B]

Par conséquent, pour toate (0, <*| et pour touti = 2, . .., n, la solution de I'équation
(4.39 vérifie I'inégalité de Riccati suivante :

P.A.+AlP. —2P.B.F;R'F," B! P. + \;I,,, <0 (4.36)

Alors, pour toute € (0,<*] et tout au long de I'évolution des dynamiquéds2?), la



4.5 Co0t garanti global requis a la synchronisation au sein\iars 105

fonction de Lyapunov énoncée précédemment satisfait :

Trouvons maintenant une loi de commande stabilisante qui régb@4.
Pour ce faire, nous définissons le Hamiltonien relatif:4t¢ systéme4.27) :

Hi(Xi, U, t) = MXs () X (8) + @(t) TRu (1) + x:(8) TPX (1) + %) T Px(¢)
qui est équivalent a

Hi(X;, Wiy t) = AX(8) TXi(8) + (1) T R (t) + [AX;(t) + Baﬂai(t)}—rpaii(t)
+%i(t) " Po[AX(t) + B-Ftii(t) ] (4.37)

La condition nécessaire d’optimalité
Vi, Hi(X;,u;,t) =0
implique que
2F," Bl P.x(t) + 2Ru;(t) = 0
Ainsi, une loi de commande optimale associée*&tisystéme4.27) est donnée par :
ui(t) = —R'F,B] P.x,(t) = —=\;R™' B P.x,(t) (4.38)

Il. Sous la contrainte du criter@.25), la loi de command&t.38) est optimale mais loin
d'étre décentralisée. Ainsi, il est indispensable de relacher la contrainte d’optimalité
imposée en assurant un codt garanti qui fait appel a une commande décentralisée au
sein du systeme multi-agents. Dans ce cas, la loi de commande devient :

ur(t) = —\"R7'BI P.xy(t).

Cette loi de commande satisfait I'équation de Ric¢atB5 et par conséquen(.36).
Nous déduisons alors un codt garanti individuel requis a la stabilisatiotf@tsystéme
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donné par :
Fi= [ RO + 5 Rin)d
<V(0,%,(0) =%;(0) " PX;(0), Vi=2,....n
avecx;(0) = [#;(0)7, z(0)T]". n

Remarque 4.3.11 est important de mentionner que les fonctions du codt individiel
dans(4.25 dépendent des valeurs propresEn revanche, les colt garantis individuels

3; et le colt garanti global/ qui en découle ne dépendent queXdeAlors, les lois de
commandd4.33 sont décentralisées et les colts garantis qui leurs sont associés sont
indépendnats des valeurs propres de la matrice Laplacienne et ne dépendent que du
nombre d’agent: constituant le systéeme multi-agents.

Remarque 4.4.Soulignons que le colt obtertiy dans le Théoremé.2 dépend des
conditions intialesz;(0) et z;(0). Cette dépendance peut étre écartée en supposant
que les conditions initiales sont des variables aléatoires ayant une moyenne nulle avec
E[%;(0) x;(0)T] = I,,,, (voir par exemple43)).

Une étape essentielle dans cette analyse consiste a rechercher une Rajticesous

les conditions énoncées par le Théorefr® détermine une solution au probléme de

la conception de la loi de commande satisfaisant la contrainte du colt garanti. En effet,
I'équation de Riccati4.32) est initialement résolue pouit pour, par la suite, en déduire

les gains de la commande en substituant la solution de I'équation de Riccati&8)s (

45.3 Approche de I'implémentation numérique de la solution de
Riccati

La détermination de la matricB solution issue de la résolution de I'équation de Ric-

cati dévoile des problemes numériques dds a la différence d’amplitudes des coefficients
dans §.32 sous l'effet du paramétre Pour y remédier, nous nous inspirons des tra-
vaux de B5] et nous développons une approche qui décompose I'équati®icdati
complete 4.32 en des équations de Riccati relatives aux dynamiques lentapides
découplées indépendantesadéNous montrons par la suite qu’en résolvant les équa-
tions découplées obtenues, une solution stabilisante au probleme du co(t garanti relatif
au systeme incertaid (31) peut étre déduite.



4.5 Codt garanti global requis a la synchronisation au seinMifiFs 107

Nous présentons le lemme suivant utile pour le découplageédedtion de Riccati
compléte 4.32.

Lemme 4.1. L’équation algébrique de Riccaf#.32 est équivalente a I'équation de
Riccati suivante :

PA+ATP —2(\)?PBR'B"P + X\°I,, =0 (4.39)
ou

Nz,Nx E:]nz

_ —1 o _ o [nz Onzynz
P - Fg Paa A - F€A€7 B - F€B€7 FE - 0 )

P Py P, =P}
etP. — e ) eiqued M pour toute € (0, £*].
ePy Py Py = Py,

En outre, le gain de la loi de commande par retour d’aB3 s’écrit

K=[K,, Ky)=R'B"P. (4.40)

La preuve du Lemmé.1est analogue a celle du Lemraielans [44].

Remarquons que la matrice = I'! P = P T, est symétrique tandis que la matriee
ne 'est pas. L'équation de Ricca#t.39 peut étre partitionnée comme suit

P A+ AlTlpll + P2T1A21 + AQTle - P11§11P11 - P2T1§1T2P11 — P11§12P21

— Py S9sPoy + A1, =0 (4.41)

ePy A + PoadAoy + APy + AgyPay — Py Si1Piy — Py S1oPo1 — PanS1a Py

— P3SasP =0 (4.42)

Py A1y + AL Py 4 PagAgy + AgyPay — €2Py1S11 Pyy — PSPy — €Pa1S12 Py

— P3ySoa Poy + NI, =0 (4.43)
avec

~ Sy S
S=2\)BR'B = 0 7|
Sy S22
Similairement a la preuve du Théoremdans 5], nous appliquons le théoreme de la
fonction implicite [L3] pour démontrer I'existence d’une solutiéhbornée au voisinage

dee = 0.
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D’abord, commencgons par mettre— 0 dans les équationgi(41)-(4.43) :

—T — —T — - ~ — —T ~r— - ~ =
P A+ A1T1P11 + Py Aoy + A2T1P21 — P11S11 P — P2151TQP11 — P11S12Py

— P8Py + XL, =0 (4.44)
—T — — ~ o~

PyyAg + AngPu + Angpzl — P2T2512P11 — P93559 P91 =0 (4.45)
_T R N ~ R °

PoyAgs + AjyPay — P33 S0y Poy + A1, =0 (4.46)

ou P11, Py, Py sOnt les solutions limites quared— 0.
Par la suite, définissons I'ensemble des cardinaux des graphes possibles satisfaisant
I'équation @.46) :

L; = {n > 1, tel que I'équation de Riccat#(46 admet une solution définie positive

Pusque la matricedy; — §22?22 est inversible, les équationd.@4)-(4.46 deviennent :

P Ay + Ag?n - ano?n + @0 =0 (4.47)
Py =—N, + N/ Py, (4.48)
PagAgy + A2T2?22 — F22§22F22 +X\°1,, =0 (4.49)
avec
Nl - _D1D2_17
T

Qo = NI, — NyAy — AL NS — NySpuNJ |
Ag = Ap+ NiAg + §12N2T + N1§22N2T,
So = Si+ NSS4 SN + NySyuNJ,
Dl - A12 - §12?22>
D2 = A22 - §22F22-
D’autre part, définissons I'ensemble des cardinaux des graphes possibles satisfaisant
'équation @.47) :

L, ={n > 1, tel que I'équation de Riccat#(47) admet une solution définie positive

Enfin, nous établissons le résultat qui suit.
Théoreme 4.3.Pour toutn € £, (") Ly, il existe0 < & < ¢* tel que pour tout € (0, £,
I'équation algébrigue de Riccati généralis@e39 admet une solution définie positive
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de la forme
b Put0() Py +O()
?21 + 0(6) ?22 + O(E)

De plus, une loi de commande satisfaisant un codt garanti est donngd 38 avec
P. = T'I P, une matrice symétrique définie positive solution de I'équation de Riccati

(4.32.

Le Théoremet.3 conditionne la résolution de I'équation de Riccati telle qgi¢équa-

tion (4.39 admet une solution définie positive alors la soultionP. de @.32 fournit

le plus petit codt garanti relatif au criteré.R5).

En outre, la loi de commande! 33 qui en découle stabilise simultanémenttes 1
systemes4.27) avec un colt garanti de la valeur fg Par conséquent, les systemes
singulierement perturbég.(l) atteignent une synchronisation asymptotique sous la loi
de commande par retour d’état.@)) ayant pour gain4.40 avec une énégrie de com-
mande globale qui ne peut excéder la valgue (n — 1) max (Bi)-

1=2,...,

4.6 Exemples illustratifs

Cette section vise a illustrer les résultats théoriques des SedtibatA.5.

D’abord, nous nous intéressons a la synchronisation des agents décrits par des dyna-
miques singulierement perturbés sans contrainte d’effort de commande. Nous évoquons
I'approximation de la solution du systeme pdtZ3 issue du découplage des dyna-
miques ¢.10 et nous montrons que la loi de commande obtenue par la stdigihs
simultannée, synchronise les dynamiques des agents constituant le systeme intercon-
necté. Egalement, nous mettons I'accent sur le réle que joue le systeme labélisé par
i = 1, évoquée dans la Remargdid, dans le conditionnement de la trajectoire de syn-
chronisation. Dans une seconde partie, nous évaluons lI'approche de la conception de la
loi de commande en y rajoutant la contrainte du cot garanti et nous comparons numé-
riguement les performances du systeme, en termes de temps de convergence et d’effort
requis a la synchronisation, pour différentes pénalisations de I'effort de la commande
(différentes valeurs dB). Nous verrons que les constatations recueillies sont conformes
aux résultats classiques dans le cadre de la théorie d’optimisation linéaire quadratique.
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Tout au long de cette étude numeérique, nous considérons wnsysaulti-agents com-
posé de: agents dont les dynamiques sont données4dy évec

2.5 —6 2 3 2
All — ( ) ) A12 — ( ) ) Bl - ( ) ) (450)
-2 2 0 -2 1
0.5 2 -2 1 1
A21 = ( ) ) A22 = ( ) ) B2 = ( ) .
-1 1 0 -1 1

Ainsi, nous attribuons a chaque agent un vecteur d’état composé de 4 états relatifs aux
dynamiques lentegr; ;, x;2)" et celle rapidegz;;, 2z)" pour touti € V. Nous

fixons le paramétre des perturbations singuliere 10~2 et nous évaluons I'évolution

des dynamiques des agents au sein du réseau sous une loi de commande congue selon
I'analyse que nous proposons dans les Sectdofist4.5.

4.6.1 Synchronisation sans contrainte d’effort de commande

SoitV = {1,2,3} et soient les conditions initiales suivantes, pour chacun des trois
agentg2.5, 2, —0.5, —1.5), (1.5, 1, 4, —2) et (0.5, —1, 3, 1) respectivement.

La communication au sein du systeme est décrite par un graphe non-orienté cgnnexe
dont la matrice Laplacienne est :

3 -1 =2
L=1-1 3 =2
-2 =2 4

ayant pour valeurs propreés., = {0,4,6}.

Tout d’abord, remarquons que la matridg, est Hurwitz par définition, nous nous
placons dans le cas du Corolla#tel sous I'hypothésd.3 et nous recherchons le gain
K, qui stabilise les dynamiques lentesZ0 avec

-1 0 7
Ay = et By = .
0 O -1
Il en résulte le gaink, = [-0.0051, —0.0171] tel que

’Up(AO — AgBQKg) = {—084, —0081} et Up(A() — AgBQKg) = {—075, —013}
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Puis, nous simulons le comportement des dynamiques indilédues deux systémes
(4.10 et leurs approximationg(23 issues du découplagé.20-(4.21).

—Ts,21 |
— 522 |
—Ts,31

— 5,32 7]

1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Temps(s)

FIGURE 4.1: Trajectoires des dynamiques originaiggtraits discontinus)
et approximativeg;  (traits continus).

—Z2.1

—2Z22 |
—231

— 232

1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Temps(s)

FIGURE 4.2: Trajectoires des dynamiques originategtraits discontinus)
et approximatives; ; + z; s (traits continus).

Les Figurest.1 et 4.2 montrent que les trajectoires des systende$s( et (4.23 sont

non seulement asymptotiquement stables pour la loi de commande congue mais égale-
ment coincident pour ainsi valider le modeéle approximatif établi par la séparation des
échelles de temps des dynamiqus singulierement perturbés.

Par la suite, nous nous intéressons au comportement des dynandiddie®(s la loi
de commande individuelle4(4) avec les gainds; = K, et K5 = 0,4, iSsus de la
résolution du probléme de la stabilistion simultannée.
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---Agent 1| afy : : ---Agent 1]
— Agent 2 — Agent 2
- = Agent 3 | 3l - = Agent 3 |

6 1‘0 2‘0 éO 46 50 0 1‘0 2‘0 .?;0 46 50
Temps (s) Temps(s)

FIGURE 4.3: Trajectoires des dynamique&1). A gauche : Les trajectoires des dyna-
miques lentes:(¢). A droite : Les trajectoires des dynamiques rapidgs.

La figure précédente valide la loi de commande congue par la synchronisation des dy-
namiques singulierement perturbées originade$) ( Plus précisement, les dynamiques
atteignent un consensus eret enz ; chacune des variables lentes et rapides convergent
avec ses semblables vers un accord final qui leurs est propre :

Ti; — xj

(21, 73, 4, 25)" =
Zij = %} vie{1,2,3}, j € {1,2}.

Afin d'illustrer la synchronisation finale enet enz, nous représentons les trajectoires
des dynamiques des agendslj dans le plan: et z.

4+ ===Agent1
. —Agent 2
C\? Qs e e e == Agent 3 1
R o @ams=S
OF wmml l
_2 | | \- -‘-‘-‘-\-‘ | | | | |
-1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3 35
L1,j
L T | T
1 remimm i mm—— —---"_":‘_"_"-"’\"" - - -Agent 1
- ot B EIE T L A . — Agent 2
C\? B S~ ! == Agent 3
N -1F '." \__—" __________ i
—2"\\— 1 I i |
-2 -1 0 1 2 3 4

FIGURE 4.4: Consensus des trajectoires des dynamiglidsdans le plan: et z.
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Pour mettre I'accent sur I'évolution relativement rapides dariables:(¢) par rapport
a celle des variables lente§t), nous illustrons les variétés qui leurs sont attribuées par

la Figure4.5.
4T 3
A
= 2r b
=
&L i
-2t i i I i i i 3
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5
x]"j
1F T T T |
. oF : : : 4
c\? —Agent 1
N ap 1 —Agent 2
-2t i I i I | | | _Agent 3
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2
2,5

FIGURE 4.5: Variétés lentes et rapides relatives aux dynamigdids. (

Les trajectoires évoluent initialement, a partir des conditions initiales fixées, avec une
dynamique relativement rapide pour ensuite converger vers les variétés lentes associées.

Le paramétre des perturbations singulieres joue un rdle majeur dans les variations des
dynamiques rapides. En simulant le systeme pour différentes valeurdegefigures

qui suivent montrent la convergence des dynamiques rapides découbERvérs la

valeur nulle avec une vitesse de convergeh@e fois plus rapide pous = 0.001 que

poure = 0.01.

- Agcnt 1
— Agent 2
- - Agent 3

T e e,

14 i i i i i i i i
¢} 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045
Temps (s)

FIGURE 4.6: Trajectoires des dynamiques rapides, j = 1,2 poure = 0.01.
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== Agent 1
- — Agent 2
4k, == Agent 3]
_4 Il Il Il Il L L L L
[0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Temps (s) x107°

FIGURE 4.7: Trajectoires des dynamiques rapides, j = 1,2 poure = 0.001.

Dans la suite, nous nous intéressons a la variété du systefr qui conditionne la
naure de la synchronisation.

Considérons un exemple ou le systéime 1 n'admet pas de point d’équilibre et éva-
luons les dynamiques sous une loi de commande congue pour le sydténavéc les
matrices définies pai(50 ou nous changeons uniguement la matrge :

1 0 2 3 2

, Alg = ) B, = )
2 =15 0 -2 1
0.5 2 -2 1 1

A21 - ( ) ) A22 = < ) 9 B2 = < ) .
-1 1 0 -1 1

Les trajectoires dans le plaret z sont illustrées par la Figure 8.
Conformément a ce qui a été conclu dans la Remarglieles trajectoires se sychro-

All

nisent selon une trajectoire divergente dans le cas ou le systemen’admet pas de
point d’équilibre.

15

10

=== Agent1l
—Agent 2
- == Agent 3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
21,5

FIGURE 4.8: Synchronisation des trajectoires des dynamigdes (
dans le planz et z.
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4.6.2 Synchronisation avec contrainte d’effort de commande

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au co{t garanti atteint par la synchronisation
au sein d’un systeme multi-agents composé dgents décrits par les dynamiquésly

etles matrices4.50).

Sat pour chacun des quatre agents dans- {1,2,3,4}, les conditions initiales sui-
vantes(2.5, 2, —0.5, —1.5), (1.5, 1, 4, —2), (0.5, —=2.5, 3, 1) et(—3, 3.5, 2, —1).

Le graphe des échanges au sein du réseau est décrit par la matrice Laplacienne suivante :

2 0 -1 -1
0o 2 -1 -1
-1 -1 2 0
-1 -1 0 2

L —

D’abord, nous réecrivons les dynamiques sous la fodr/( vérifiant I'hnypotheset.3

et nous définissons les incertitudes par, 54 € {2 x Iy, 4 x I4}. Il est important

de souligner que les pondérations de la matrice Laplacienne vérifie les conditions de la
Remarquel.5 et par conséquent les valeurs propkeweérifient I'inégalité @.3) pour

tout: € {2,3,4} avecA* = 0.334 et \° = 4.

Une premiere étape est de fixer la matri¢e= 1 pour la fonction co(t4.25. Appli-

guons le Théoremd.2 pour déduire une commande décentralisée ayant pour majorant
du colt global7 que nous définissons au fur et & mesure de la résolution du probléme
et des équations de Riccati correspondantes.

Remarque 4.5.1l est a noter que la valeur de considérée dans cet exemple permet
la résolution numeérique classiqgue sous MATLAB de 'équation de Ri¢E8®) sans

pour autant avoir recours a la résolution des équations découpeds)-(4.49.

Nous résolvons I'équation de Ricca#i.32 pour obtenir :

2.1945  2.5668 0.0152 —0.0181
2.5668  43.8466 0.0515 —0.6679
0.0152  0.0515 0.0094 0.0010
—0.0181 —-0.6679 0.0010 0.0283
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Ensuite, en utilisant le Lemm&1, nous obtenons

2.1945 2.5668  0.0152 —0.0181
2.5668  43.8466 0.0515 —0.6679
1.5168 5.1491  0.945  0.0983
—1.8145 —66.7874 0.0983  2.83

La matrice des gains de la loi de commandl&® qui en découle est donnée par :

Ky = [6.6581 , —12.6581],
Ky = [1.1250 , 2.2242].

K =[K; K, avec

Nous illustrons dans le Figure4.9) et (4.10 les trajectoires des dynamiques lentes et
rapides respectivement sous la loi de commande stabilisante ainsi obtenue.

T |
--Ta22
T3
--T3,2 ]
Tan
- == Ta,2

o 5 1 5 20 25

o 1
Temps (s)

FIGURE 4.9: Trajectoires des dynamiques lenigs

—Z21

12 14 16 18 20

8 10
Temps (s)

FIGURE 4.10: Trajectoires des dynamiques rapides

La stabilisation simultanée est assurée sous la loi de commande décentralisée ainsi
congue. Maintenant, appliquons la loi de commantié) (ayant pour gainC au sys-
teme @.1).
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5 ‘ ;
——Agent 1 —Agent 1
4 — Agent 2 | 15 — Agent 2 |
—Agent 3 —Agent 3
3 — Agent 4 | — Agent 4
10j; 1
2
1 51
0 =
Q
0
_5,
-3
-4 1 -10f
-5 i i i i i
0 10 20 30 0 10 20 30
Temps(s) Temps(s)

FIGURE 4.11: Synchronisation des dynamiquéslj sous la contrainte du colt ga-
ranti. A gauche : Les trajectoires des dynamiques lentés A droite : Les trajectoires
des dynamiques rapidest).

La Figure4.11 montre que les trajectoires des états du systéme en bouclédetn
teignent un consensus final avec un co(t global garanti majoré par524.4 selon la
Propositiord.2

Afin de mettre I'accent sur l'influence du choix de la matriegui pénalise I'effort
de la commande requise a la sychronisation, nous représentons dans ladFlgure
I' évolution temporelle de la loi de commandegpourR = 1 et R = 10.

—R=1
5 ---R=10

1 1
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

FIGURE 4.12: Evolution de la loi de commandgcy pour R = 1 en trait continu
rouge et pouR = 10 en trait discontinu bleu.
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Ce résultat numérique est largement investigué dans laalitiér, précisement dans
I'analyse des problemes d’optimisation quadratique. Quand la valeur de la miatrice
augmente, les gains de la commande diminuent engendrant une amplitude plus faible
de la commande.

- -R=10
—
3
0 ‘ |
0.06 0.08 o4
-05 ‘ ‘
.
o
sl ‘ |
6 8 10
’ x10°
el
s ———— .
PN alalaleii Co |
6 8 10
x107°
A 7
i b T TR
3
0 ‘ |
6 8 10
Temps (5) x10°

FIGURE 4.13: Agrandissement de la Figudel2

En effet, la résolution de I'équation de Riccadi.89 pour R = 10 donne

2.8376 1.1781 0.0268 0.0555
1.1781 50.5896 0.0285 —0.8932
0.0268 0.0285 0.0102 0.0034
0.0555 —0.8932 0.0034 0.0414

et un gain

Ky = [1.5087, —3.3526],
K =[K; Ky] avec

K, =1[0.1441, 0.3706].
Par conséquent, les systemésl) requierent un temps plus long pour se synchroniser
avec un co(t garanti qui est au plus égal & 1881.1.

Pour approfondir cette constatation, nous évaluons les performances de notre approche
pour différentes valeurs de la matri¢e pénalisant I'effort de la commande dans le
critere @.5). Pour chacune des valeurs Beconsidérée, nous prélevons les valeurs des
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co(ts garantis individuels et les temps de convergencefselatthaque composante
synchronisée du vecteur d'état. Soient

te, = irtlf{t > 0lw(t) — 2 <eVieV,j=1,2}

t,, = iItlf{t > 0]z;5(t) —2; <e,VieV,j=1,2}

Nous fixonse = O(1073) et nous récapitulons les résultats obtenus par le tableau sui-
vant.

‘ H 62 ‘ 63 ‘ /64 H t:c1 ‘ th ‘ tz1 ‘ tz2 ‘
R=1 60.1 270.88 508.136 || 28.94 | 25.9 | 23.29 | 25.2
R =10 64.57 318.27 627.25 24.76 | 21.32 | 19.43 | 21.03
R =100 100 275.2 1183.5 21.92 | 20.05 | 13.62 | 19.25

Comme prévu, quand la pénalisation de I'effort de la commatadeesntue, les dyna-
miques requierent plus d’énergie qui induit un temps de convergence ou de synchroni-
sation plus grand.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous traitons le probléme de synchronisation avec un codt garanti au
sein d’'un systeme multi-agents singulierement perturbé décrit par un graphe non-orienté
connexe.

Dans un premier temps, nous avons écarté la contrainte de performance pour s’intéres-
ser a la synchronisation et rechercher les conditions nécessaires d’existence de la loi de
commande décentralisée. D’abord, nous avons réécrit le probleme de synchronisation
desn agents constituant le réseau sous la forme d’un probléme de stabilisation simul-
tanée den — 1 systemes équivalents singulierement perturbés. Nous avons détaillé les
conditions d’existence d’'une loi de commande commune a la stabilisation qui abou-
tissent a une condition de commandabilité d’un seul systéme linéaire. Par la suite, nous
avons présenté la méthodologie de la conception de la loi de commande stabilisante
fondée sur le principe de découplage des dynamiques et la séparation des échelles de
temps R7].

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous avons reconsidéré cette problematique en
y rajoutant la contrainte de performance. Cette contrainte consiste a assurer un seull
donné sur I'effort global de la commande concgue, concrétisé par un critére quadratique
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relatif a la synchronisation. Dans ce cadre, I'analyse édldnt compte parallélement

de I'aspect décentralisé de la commande et du critere d’optimisation a satisfaire. Pour

ce faire, le lien entre le critere de performance global requis a la synchronisation et ceux

individuels relatifs a la stabilisation des- 1 systemes a été établi. L'idée est de formu-

ler le probleme comme étant un probléme de stabilisation avec un co(t garanti pour un

systéme singulierement perturbé incertain ou les incertitudes paramétriqgues modélisent
les propriétés topologiques du graphe. Enfin, nous avons développé I'approche de la
conception de la loi de commande en question et nous avons détaillé son implémenta-
tion numérique que nous avons validé a travers des exemples illustratifs.



Chapitre 5
Conclusion générale et perspectives

Les travaux de cette thése sont consacreés a la prise en compte des échelles de temps
multiples dans les systémes dynamiques hybrides et les systémes multi-agents a travers
la notion de perturbations singuliéres.

Dans une premiere partie, nous avons étudié une classe de systemes hybrides singulié-
rement perturbés dont la nature des variables d’états peut changer a chaque événement.
Nous avons développé un modele mathématique hybride qui fait appel simultanément
a des processus continus singulierement perturbés combinés avec des dynamiques dis-
cretes modélisant les changements de nature des variables d’état. Cette modélisation
aboutit a une classe générale de systémes qui englobe plusieurs classes existantes telles
gue les systemes a commutations, les systemes implusifs, les systémes singulierement
perturbés en temps continu . ..

L'analyse de stabilité de cette classe de systémes requiert la mise en oeuvre d'outils
d’analyse classiques des systemes linéaires singulierement perturbés et des résultats
existants concernant les systemes hybrides. Nous avons proposé des conditions suffi-
santes de stabilité en termes de temps de séjour minimum. Cette contrainte temporelle
est la somme de deux termes : un termé&Xi) nécessaire pour garantir la stabilité du
modele réduit et un terme &fl(c) essentiel pour la stabilité des dynamiques rapides.

Par la suite, nous avons présenté I'extension de ces résultats en relachant la condition
du temps de séjour minimum a une valeur de I'ordre @& nous avons présenté une
meéthode de recherche de séquences stabilisantes.

Dans la deuxiéme partie, nous avons considéré le probléme de synchronisation avec
co(t garanti au sein des systémes multi-agents décrits par des dynamiques singuliere-
ment perturbés. A notre connaissance, il n’existe pas de travaux antérieurs traitant cette
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problématique. Nous avons exploité les propriétés algébsigu graphe lié au systeme
multi-agents, étant fixe et non-orienté, pour transformer le probleme de synchronisation
en un probléme de stabilisation simultanée. Le probleme de stabilisation simultanée
d’'un ensemble de systémes linéaires a fait I'objet de nombreuses études dans la litté-
rature et il est considéré comme indécidable. Cependant, dans notre cas, les systemes
linéaires a stabiliser simultanément présentent une particularité qui permet de contour-
ner cette difficulté. En effet, la solution proposée implique la satisfaction d’une condi-
tion de stabilisabilité d’'un seul systéme. Nous avons ensuite développé une approche de
synthése de lois de commande décentralisées avec colt garanti. Pour garantir 'aspect
décentralisé, nous avons modélisé les propriétés topologiques du graphe comme des
incertitudes paramétriques bornées en norme et nous avons utilisé le formalisme des
systemes singulierement perturbés incertains pour décrire les dynamiques des agents.
Enfin, nous avons caractérisé la valeur du colt garanti.

Les problemes que nous avons traités dans cette thése donnent lieu a de nombreuses
perspectives.

Un premier point a développer est I'application des résultats de stabilité des systemes
hybrides singulierement perturbés au systéme industriel du laminage a chaud dont nous
nous sommes inspirés. L'idée serait d’exploiter le modele mathématique développé dans
[33] et de garantir un temps de séjour minimal séparant deux nuedEsctionnement
consécutifs. En d’autre termes, le passage de la bande métallique dans le laminoir est
contraint par une condition temporelle qui régit les commutations et les changements
de nature des variables.

Un second point intéressant et accessible consiste a étudier la synchronisation avec
co(t garanti pour un systeme multi-agents décrit par un graphe orienté ayant une topo-
logie commutative. Résoudre cette problematique revient a imposer que le graphe soit
connexe pour toute commutation de la topologie. Enfin, la synchronisation des systemes
multi-agents singulierement perturbés avec retour de sortie décentralisé est un probleme
difficile et ouvert sur lequel il n’existe aucun résultat a I'neure actuel.




Annexe A

Outils

Afin de faciliter la lecture de ce mémoire, nous rappelons quelques notions et concepts
mathématiques.

Définition A.1. Matrice définie positive
Une matrice symeétriquel € R™*" est dite définie positive (semi-définie positive) si
pour tout vecteur colonne # 0, 2" Ax est strictement positif (positif).

Définition A.2. Matrice de Hurwitz
Une matriceA € R™*" est dite matrice de Hurwitz si toutes les valeurs propreside
ont une partie réelle strictement négative.

Définition A.3. Matrice de Schur
Une matrice carréed est dite matrice de Schur sile module de toutes les valeurs propres
de A est inférieur a 'unité.

Des résultats existants dans la littérature présentent des propriétés diverses des matrices
de Schur. Dans ce cadre, nous citons la proposition suivante.

Proposition A.1. [50] Soit une matriceA € R}*", les affirmations suivantes sont
équivalentes :

e La matriceA est Schur.
o Il existep € R tel queAp < p.
e |l existe une matrice diagonal > 0 telle queA™ PA < P.

Remarque A.1.[50] Si A est Schur alorsd” I'est aussi; il existep € R” tel que
ATp < p.
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Définition A.4. Norme d’un vecteur
La norme Euclidéenne d’'un vecteur= (x4, ..., x,) € R" est

n , %
||xr|=(2\a:i\).
=1

Dans ce mémoire, la norme matricielle utilisée est la no2metée patf| . || et rappelée
ci-dessous.

Définition A.5. Norme matricielle

La norme2 d’'une matriced € R™*" est définie paf| A ||= \/p(ATA).

Définition A.6. Produit de Kronecker
Soient deux matriced € R"*™ et B € R"*¢ aveca;; = [A];; etb;; = [B];;.
Leur produit de Kronecker est la matrick® B de taillemp x nq définie par

CLHB algB e e almB

O'QlB aggB e e CLQmB
A®B = : : ' :

amB apB ... ... amB

Définition A.7. La notation O(.)
Soit deux fonctiong et g définies surS C R, on dit quef est dominée pag en un
pointxg, notéf(x) = O(g(x)), si et seulement si il existe un voisinade- S dex, et
un réelx > 0 tels que

[f(@)| < klg(x)]  Vze.

Définition A.8. Théoréme des fonctions implicites
Soiti/ un ouvert deR™ x R? et f = (fi, fo,..., fp) : U — RP une application de
classeC*, aveck > 1. Notons

Doften) = (5en) - D)= (G

] SISp '
1<j<sm 1<<p

S

Soit(a,b) € R™ x R? tel que f(a,b) = 0 et la différentielle partielleD, f (a, b) est
inversible. Alors il existe un voisinageéde a dansR™, un voisingagéV deb dansR?
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et une application : V — W de classe’* tels queV x W C U et
VeeV, YyeW, f(r,y) =0 < y=0o¢x).
En outre, pour tout pointa, b) € V x W tel quef(a,b) =0,
Dgy(a) = =D, f(a, ¢(a)) o D, f(a, $(a))

ou Dy(x) est la matrice

8¢1 89251
Em (z,y) ... —axm(x,y)
0, : o, :
0—y1(x’y) 0xm(x’y)

Pour plus de détails sur les fonctions implicites et leurs propriétés, le lecteur pourra

consulter L3].
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Résumeé

Les travaux de cette these portent sur I'analyse de stabilité et la synthese de con
pour les systémes singulierement perturbés. Dans une premiere partie, nous pré
et analysons une classe générale de systemes linéaires hybrides singulieremen
bés dans lesquels la nature lente et rapide des variables d’état dépend du mode
tionnement. L'analyse de stabilité est fondée sur des résultats classiques de la the
Lyapunov pour les systemes singulierement perturbés.

mande
sentons
t pertur-
e fonc-
2orie de

Une deuxieéme partie de ce travail présente la conception d’'une loi de commangde dé-

centralisée qui garantit la syncrhonisation des systémes multi-agents singulie
perturbés avec un colt global garanti. Afin de contourner I'utilisation d’informat
centralisées liées a la structure du réseau d’interconnexion, le probleme est ré
reformulant le probleme de synchronisation comme un probléme de stabilisatiol
systéme linéaire incertain singulierement perturbé.

Mots clés Systemes singulierement perturbés ; Systemes dynamiquedds/blemps

ement
ons
50lu en
1 d’'un

de séjour minimum; Commande décentralisée ; Systéme multi-agents; codt garaHnti.

Summary

This PhD thesis is dedicated to the study of stability and control design for singt
perturbed systems. In the first part, we introduce and analyze a general class of
larly perturbed linear hybrid systems, in which the slow or fast nature of the vari
is mode-dependent. Our stability analysis is based on classical results of Lyap
theory for singularly perturbed systems.

A second part of this work presents the design of a decentralized control strateg
allows singularly perturbed multi-agent systems to achieve synchronization with ¢
performance guarantees. To avoid the use of centralized information related to

terconnection network structure, the problem is solved by rewriting the synchroniz
problem in terms of stabilization of a singularly perturbed uncertain linear system

Keywords :Singularly perturbed systems ; Hybrid dynamical systems ;|Btivee ; De-

centralized control; Multi-agent systems; Guaranteed cost.
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