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Analyse de stabilité et synchronisation
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2, avenue de la forêt de Haye 54516 Vandœuvre-lès-Nancy

Tél.+33 (0)3 83 59 59 59 Fax +33 (0)3 83 59 56 44





A mes parents, ma soeur et mon chéri

i





Remerciements

Nombreux sont ceux à qui je dois des remerciements pour m’avoir aidé, soutenu ou

accompagné durant ces trois années de thèse. C’est pour leur montrer ma gratitude et

ma reconnaissance que je leur dédie cette page. Premièrement, je remercie M. Irinel

Constantin Mor̆arescu, mon co-directeur de thèse pour son enthousiasme, ses conseils,

sa patience, sa confiance et son assistance constante durant ces trois années. Je remercie

M. Jamal Daafouz, mon directeur de thèse pour les discussions scientifiques fructueuses

et tous les conseils dont il m’a fait bénéficier. Je leur suis reconnaissante pour la forma-

tion que j’ai pu acquérir durant cette thèse.

Je tiens à exprimer ma gratitude à M. Luca Zaccarian et Mme. Gabriela Iuliana Bara

d’avoir accepté d’être les rapporteurs de ce travail. L’attention et l’intérêt qu’ils ont

portés à mon travail m’honorent. Je remercie M. Antoine Girard président du jury, M.

Rapahel Jungers pour leur participation au jury. Je leurs suis reconnaissante pour la

lecture attentive de mon manuscrit, pour leurs remarques et leurs compliments.
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Notations

N Ensemble des entiers naturels,

R Ensemble des nombres réels,

R+ Ensemble des nombres réels positifs,

R
n Espace vectoriel de dimensionsn construit sur le corps des réels,

R
n×m Ensemble des matrices àn lignes etm colonnes à coefficients réels,

1n Vecteur colonne dont tous les éléments sont égaux à1,

In Matrice identité de dimensionn,

0n,m Matrice nulle d’ordren×m,

A⊤ Transposée de la matriceA,

A−1 Inverse de la matriceA,

diag(A1, · · · , An) Matrice diagonale par blocs avecA1, · · · , An sur la diagonale principale,

A > 0 Matrice carrée symétrique définie positive,

A < 0 Matrice carrée symétrique définie négative,

A > 0 Matrice carrée symétrique semi-définie positive,

A 6 0 Matrice carrée symétrique semi-définie négative,

A < B MatriceA− B carrée symétrique définie négative,

rang(A) Rang de la matriceA,

‖ x ‖ Norme Euclidienne du vecteurx ∈ R
n,

‖A‖ Norme matricielle deA induite par la norme Euclidienne,

λi Valeur propre d’une matrice,

vp(A) Spectre d’une matriceA, i.e.vp(A) =
n⋃

i=1

{λi},

ρ(A) Rayon spectral d’une matriceA, i.e. max
i=1,...n

|λi|,

J i
j→i′ Matrice de transition d’un modei à un modei′ accompagnée d’un sautj.

x(t−) lim
δ→0, δ>0

x(t− δ).
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Introduction générale

Cette thèse est dédiée à la prise en compte des échelles de temps multiples à travers

la notion de perturbations singulières dans les systèmes dynamiques hybrides et les

systèmes multi-agents. Elle aborde la question de l’analyse de stabilité des systèmes li-

néaires hybrides singulièrement perturbés en présence des commutations, des sauts sur

l’état et d’un changement de la nature des variables à chaque événement. Elle traite éga-

lement le problème de synchronisation à coût garanti des systèmes multi-agents décrits

par des dynamiques singulièrement perturbés. L’objectif est d’assurer la synchronisa-

tion, ou d’une manière générale le consensus, avec un seuil de performance prédéfini à

travers la synthèse de lois de commande décentralisées.

Contexte de la thèse

Classe de systèmes hybrides singuilèrement perturbés

D’une manière générale, le caractère mixte des systèmes hybrides fait appel explicite-

ment et simultanément à des processus continus qui interagissent avec (ou sont supervi-

sés par) des processus discrets. Cette classe de systèmes englobe de nombreuses classes

Systèmes dynamiques continus

Système
u(t) y(t)

Equations d’évolution de l’état en temps continu

Systèmes dynamiques discrets

1

2 3

Etats discrets{1, 2, 3}

Systèmes dynamiques hybrides

FIGURE 1: Couplage continu-discret au sein d’un système hybride
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de systèmes dynamiques hybrides. C’est le cas des systèmes à commutation à temps

continu composés d’une famille de sous-systèmes à dynamique continue et d’une lo-

gique qui indique à chaque instant le sous-système actif. C’est aussi le cas des systèmes

impulsifs qui constituent une classe particulière de systèmes hybrides caractérisée par la

combinaison d’un processus continu décrit par des équations différentielles et de sauts

sur l’état (impulsions). Ces phénomènes discrets peuvent être associés à des conditions

temporelles périodiques ou événementielles en relation avec les sous-systèmes continus

[1].

Par ailleurs, la théorie des perturbations singulières permet la prise en compte de la

présence de différentes échelles de temps et donne lieu à des approches basées sur le

découplage des dynamiques, c’est-à-dire, la séparation des variables lentes et des va-

riables rapides [3, 27, 46, 60]. Or, l’association des perturbations singulières et des

dynamiques hybrides donne lieu à des difficultés importantes liées à la complexité de

certaines propriétés à analyser telles que la stabilité globale du système par exemple.

En effet, la stabilité de tous les sous-systèmes ne garantit pas forcément la stabilité

du système global et en particulier quand le signal de commutation est arbitraire [33].

Des résultats de stabilité et de stabilisation des systèmes à commutation en présence des

perturbations singulières ont été proposés dans [34, 35]. Dans le cas des systèmes singu-

lièrement perturbés impulsifs, des techniques d’analyse de stabilité ont été considérées

dans [1, 56]. Néanmoins, il existe peu de résultats dans le cas d’une présence conjointe

des commutations et des impulsions comme c’est le cas dans plusieurs domaines d’ap-

plication allant de la biologie [23, 29] à l’ingénierie [33, 55]. Ce type de problèmes se

traduit par un modèle hybride singulièrement perturbé.

Ainsi, l’étude de cette classe générale de systèmes est motivée autant sur le plan théo-

rique que pratique. Plus particulièrement, le travail de recherche lié à cette thèse est

motivé par des problèmes rencontrés dans le pilotage de procédés sidérurgiques dans le

cadre de contrats industriels avec ArcelorMittal. Le procédé où l’on rencontre à la fois

l’aspect échelles de temps multiples et l’aspect hybride (commutations) est le contrôle

du déport de bande dans le laminage à chaud [33].

Un des objectifs majeurs dans l’analyse du procédé de laminage consiste à maintenir

la bande métallique parallèle à l’axe du laminoir lors de son passage d’un rouleau à

un autre. Le modèle mathématique du système à piloter présente des échelles de temps

différentes. En effet, la dynamique lente est relative au déplacement latérale de la bande

et la dynamique rapide est relative à l’angle que fait la bande avec l’axe du laminoir.

L’aspect hybride intervient durant la dernière phase de laminage où la queue de la bande
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Cylindres

Bande à une épaisseur intiale Bande à une épaisseur réduite

FIGURE 2: Principe du laminage : le métal subit une réduction d’épaisseur par écrase-
ment entre les deux cylindres.

à laminer passe d’une cage à une autre. Cela se traduit par des commutations dans le

modèle mathématique. Durant cette phase, un autre phénomène important intervient :

la nature des dynamiques change. En effet, durant cette phase, l’absence de traction

fait que la queue de bande est livrée à elle même. De ce fait, les composantes lentes

et rapides et les dimensions du vecteur d’état peuvent changent, ce qui accentue la

complexité du modèle et son analyse.

Synchronisation de systèmes singuilèrement perturbés

Un système multi-agents est un système composé d’une multitude d’entités ou d’agents

conçus pour résoudre un problème global à travers leur coopération et le partage de

leurs ressources. Le but de chaque agent est d’effectuer localement la tâche qui lui est

assignée et se coordonner avec ses semblables pour qu’ils puissent s’accorder sur une

valeur finale : un lieu de rendez-vous, une répartition de la charge de travail,. . .

Cette coordination, fondée sur une information locale qui ramène tous les agents à un

accord par rapport à l’objectif, est appeléeconsensusou encoresynchronisation.

Le problème du consensus se pose dans différentes disciplines comme la biologie [48,

51], la sociologie [6, 20, 41], l’économie [2], l’ingénierie [8], les réseaux sociaux [6,

62]. Pour répondre aux besoins de ces communautés, le problème a été largement traité

pour des systèmes multi-agents déployant des dynamiques linéaires [24, 40, 52] et

non linéaires telles que les oscillateurs couplés [17, 42, 57] et les robots non holo-

nomes [8, 59]. D’autre part, la topologie des interactions entre les agents du réseau est

un critère déterminant dans l’analyse du consensus. Ces interactions sont modélisées

par des graphes dont la topologie peut être fixe ou variable [6, 20, 41, 61].

Une des approches mises en avant dans l’étude des systèmes multi-agents est l’approche
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de commande décentralisée [14, 24, 47, 52]. L’idée est que chaque agent utilise unique-

ment des échanges avec ses voisins pour évoluer. Elle s’oppose à une approche centra-

lisée où les entités communiquent directement avec toutes les autres ou à travers une

entité principale. Elle présente notamment des avantages majeurs tels que la robustesse,

la rapidité d’exécution et la réduction des coûts de communication [36]. La synchroni-

sation des systèmes multi-agents décrits par des dynamiques évoluant selon une unique

échelle temps a donné lieu à de nombreuses contributions [28, 38, 42, 49, 58]. La notion

deperturbations singulières a été utilisée dans le cadre multi-agents pour l’étude des ré-

seaux électriques de grande dimension [4, 11, 53]. Néanmoins, les auteurs considèrent

des dynamiques individuelles évoluant selon une seule échelle de temps.

Par ailleurs, on trouve également des contributions qui prennent en compte la minimisa-

tion d’un critère de performance. Le problème du consensus optimal pour des systèmes

multi-agents linéaires en temps discret a été étudié dans [12, 30]. Le contrôle optimal li-

néaire quadratique pour les systèmes multi-véhicules ayant une dynamique de type "in-

tégrateur" a été traité dans [9] en temps continu et discret. Cependant, la problématique

que nous abordons dans cette thèse et qui concerne la synchronisation décentralisée à

coût garanti au sein des systèmes multi-agents ayant des dynamiques singulièrement

perturbés reste un problème ouvert et non trivial.

Organisation de la thèse

Ce manuscrit est organisé de la manière suivante.

Le chapitre1 introduit les concepts mathématiques requis à la bonne compréhension de

la thèse.

Le chapitre2 est dédié à l’analyse de stabilité des systèmes hybrides singulièrement

perturbés en mettant l’accent sur le fait que la nature et la dimension du vecteur d’état

peuvent changer lors des commutations. La modélisation mathématique de cette classe

de systèmes et le problème de stabilité sont présentés et des conditions suffisantes de

stabilité en termes de temps de séjour minimum séparant deux événements consécutifs

sont développées. Tout au long du chapitre, nous établissons le lien entre cette classe

générale de systèmes à plusieurs échelles de temps et les différentes sous-classes de

systèmes singulièrement perturbés qui en découlent.
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Ces résultats sont étendus dans le chapitre3 pour développer une approche permettant

la synthèse de séquences stabilisantes avec un temps de séjour minimum suffisamment

petit.

Le chapitre4 a pour but d’étudier la synchronisation au sein d’un système multi-agents

singulièrement perturbé avec coût garanti. Nous développons les conditions d’existence

d’une loi de commande qui garantit la synchronisation des dynamiques des agents. Puis,

nous montrons qu’en modélisant les propriétés topologiques du graphe d’interactions

comme étant des paramètres incertains, on peut garantir à la fois l’aspect décentralisé

de la loi de commande et satisfaire un niveau de performance global requis.

Dans le chapitre5, nous présentons les conclusions générales et nous mettons enévi-

dence les contributions principales tout en proposant quelques pistes pour la recherche

future.

Contributions et Publications

Motivés par la prise en compte des échelles de temps multiples dans les systèmes dyna-

miques hybrides et les systèmes multi-agents, nos proposons dans cette thèse plusieurs

contributions.

� En ce qui concerne la stabilité des systèmes hybrides singulièrement perturbés,

les contributions sont :

• une modélisation générale qui correspond à une classe de systèmes hybrides

singulièrement perturbés dont la nature des variables d’état peut changer aux

instants de commutations,

• des conditions suffisantes d’analyse de stabilité de cette classe de systèmes

en termes de temps de séjour minimum,

• et une méthode de synthèse de séquences stabilisantes.

� En ce qui concerne la synchronisation des systèmes singulièrement perturbés, les

contributions sont :

• des conditions d’existence d’une loi de commande décentralisée en vue de la

synchronisation au sein d’un système multi-agents singulièrement perturbé,

• et une approche permettant la synthèse de lois de commande décentralisées

avec coût garanti global.
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Ces contributions ont donné lieu aux publications suivantes.

Revues internationales

• J. Ben Rejeb , I-C. Mor̆arescu , A. Girard and J. Daafouz, "Stablity analysis of a

general class of singularly perturbed linear hybrid systems",soumis pour publi-

cation à Automatica.

• J. Ben Rejeb , I-C. Mor̆arescu and J. Daafouz, "Control design with guaranteed

cost for synchronization in networks of linear singularly perturbed systems",sou-

mis pour publication à Automatica.

Conférences internationales

• J. Ben Rejeb , I-C. Mor̆arescu and J. Daafouz, "Decentralized guaranteed cost

control for synchronization in networks of linear singularly perturbed systems",

European Nonlinear Dynamics Conference (ENOC), June 2017, Budapest, Hun-

gary.

• J. Ben Rejeb , I-C. Mor̆arescu , A. Girard and J. Daafouz, "Design ofO(ε) dwell-

time graph for stability of singularly perturbed hybrid linear systems",American

Control Conference (ACC), May 2017, Seattle USA.

• J. Ben Rejeb , L. Buşoniu , I-C. Morărescu and J. Daafouz, "Near-optimal control

of nonlinear switched systems with non-Cooperative switching rules",American

Control Conference (ACC), May 2017, Seattle USA.

• J. Ben Rejeb , I-C. Mor̆arescu , A. Girard and J. Daafouz, "Stablity analysis of

singularly perturbed switched and impulsive linear systems",Conference on De-

cision and Control (CDC), Dec 2016, Las Vegas USA.

• J. Ben Rejeb , I-C. Mor̆arescu and J. Daafouz, "Synchronization in networks of

linear singularly perturbed systems",American Control Conference, (ACC), Jul

2016 Boston USA.

• J. Ben Rejeb , I-C. Mor̆arescu and J. Daafouz, "Event triggering strategies for
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Chapitre 1

Notions introductives

Afin de faciliter la lecture de ce mémoire, dans ce chapitre introductif, nous présentons

quelques notions et concepts d’automatique qui sont utilisés par la suite.

Dans un premier temps, nous rappelons quelques notions générales pour la stabilité et

la stabilisation des systèmes linéaires en temps continu, particulièrement la théorie de

Lyapunov et les techniques de commande linéaire quadratique LQ. Ensuite, nous intro-

duisons les systèmes singulièrement pertrubés et nous mettons l’accent sur l’analyse de

commande LQ par découplage des dynamiques lentes et rapides. Une section de ce cha-

pitre est dédiée aux prérequis sur les systèmes hybrides . Finalement, la dernière section

fournit une vue d’ensemble sur la théorie du consensus. Nous donnons des définitions et

résultats fondamentaux dans le cas où le réseau est statique et la dynamique de chaque

agent est continue.

1.1 Stabilité et stabilisation des systèmes linéaires

1.1.1 Eléments de théorie de Lyapunov

La stabilité est une question majeure pour l’étude des systèmes en automatique. Avant

de traiter la stablité des systèmes linéaires hybrides, celle des systèmes linéaires en

temps continu est rappelée.

Considérons le système linéaire autonome invariant dans le temps suivant

ẋ(t) = Ax(t). (1.1)
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Définition 1.1. Un point d’équilibrexe du système(1.1) est dit

• stable si∀ǫ > 0, il existe unδ > 0, tel que

‖x(0)− xe‖ < δ ⇒‖ x(t)− xe ‖< ǫ, ∀t > 0

• asymptotiquement stable, sixe est stable et s’il existeδ > 0, tel que

‖ x(0)− xe ‖< δ ⇒ lim
t→∞

x(t) = xe

• globalement asymptotiquement stable sixe est stable et pour toute condition ini-

tiale x(0) ∈ R
n,

lim
t→∞

x(t) = xe

• exponentiellement stable s’il existe trois réels positifsc,K etα tels que

∀ ‖ x0 − xe ‖6 c, ‖ x(t)− xe ‖6 K ‖ x(0)− xe ‖ e−αt

• instable s’il n’est pas stable.

Le point d’équilibre est souvent ramené à l’origine par translation, ce qui simplifie l’ana-

lyse de stabilité.

D’autre part, la notion de stabilité est étroitement liée à la théorie de stabilité de Lya-

punov qui est fondée sur l’examen de l’énergie totale du système : si l’énergie totale

d’un sysème se dissipe continuement alors ce système tend à se ramener vers un état

d’équilibre.

Nous énonçons les principaux théorèmes, devenus classiques dans la littérature, pour

l’analyse de stabilité des systèmes linéaires en temps continu.

Définition 1.2. Une fonctionV (x) : Rn → R est dite définie positive (respectivement

semi-définie positive) si :

• V (0) = 0

• V (x) > 0 (respectivementV (x) > 0) pour toutx ∈ R
∗.

Théorème 1.1.Soit le système(1.1) ayant un point d’équilibrexe = 0 et soit une

fonctionV (x) : Rn → R.
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• si V (x) est définie positive eṫV (x) 6 0 alors0 est un point d’équilibre stable.

• si V (x) est définie positive eṫV (x) < 0 alors0 est un point d’équilibre asympto-

tiquement stable.

La fonctionV (x) est appelée fonction de Lyapunov.

Une classe de fonctions souvent utilisée pour l’analyse des systèmes dynamiques est

celle des fonctions quadratiques données parV (x) = x⊤Px oùP est une matrice sy-

métrique définie positive.

Théorème 1.2.Le point d’équilibrexe = 0 du système(1.1) est asymptotiquement

stable si et seulement si, pour toute matriceQ = Q⊤ > 0, il existe une matriceP =

P⊤ > 0 vérifiant l’équation de Lyapunov suivante

A⊤P + PA+Q = 0.

1.1.2 Commande linéaire quadratique LQ

En automatique, la commande linéaire quadratique, dite commande LQ et initié par Kal-

man [25], est une méthode qui permet de calculer la matrice de gains d’une commande

par retour d’état satisfaisant un critère quadratique donné. Ceci revient à chercher une

configuration optimale d’un système parmi toutes les configurations possibles par rap-

port à ce critère, qui est généralement une somme pondérée de l’énergie de l’état de la

commande.

La commande linéaire quadratique à horizon infini pour un système linéaire temps-

invariant :

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x0 = x(0). (1.2)

consiste à déterminer la commandeu(t) qui maintienne l’état proche de son état d’équi-

libre 0 avec une dépense modérée en énergie de commande.

Supposons que la paire(A,B) est stabilisable et soit le critère à minimiser :

J =

∫ ∞

0

(
x(t)⊤Qx(t) + u(t)⊤Ru(t)

)
dt (1.3)

avecR = R⊤ > 0 etQ = Q⊤ > 0.

Remarque 1.1.Le critère LQ peut être perçu comme un compromis entre la perfor-

mance décrite par le terme enx et l’énergie de la commande décrite par le terme en
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u. Si, dansJ , l’énergie dex est privilégiée, celle ci va être minimisée au détriment

de l’énergie de la commande. Dans le cas où l’énergie de la commande est privilégiée

dansJ , nous mettons l’accent sur l’économie d’énergie de commande et la dynamique

en boucle fermée sera lente. De ce fait, le choix des matrices de pondérationsR etQ

joue un rôle important dans la conception de la commande.

Le problème de minimisation deJ sans contraintes consiste à trouver la commande

u∗(t) ∈ R
m tel queJ (u∗(t)) 6 J (u(t)) pour toutu(t) ∈ R

m. Cela revient à chercher

la fonction de Lyapunov quadratiqueV (x) = x(t)⊤Px(t) qui satisfait

min
u(t)∈Rm

(
x(t)⊤Qx(t) + u(t)⊤Ru(t) + V̇ (t)

)
= 0

C’est-à-dire :

min
u(t)∈Rm

(
x(t)⊤Qx(t) + u(t)⊤Ru(t) + ẋ(t)⊤Px(t) + x(t)⊤P ẋ(t)

)
= 0

Soit encore

min
u(t)∈Rm

(
x(t)⊤Qx(t)+u(t)⊤Ru(t)+(Ax(t)+Bu(t))⊤Px(t)+x(t)⊤P (Ax(t)+Bu(t))

)
= 0

En utilisant l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman suivante :

H(x, u, t) = x(t)⊤Qx(t)+u(t)⊤Ru(t)+(Ax(t)+Bu(t))⊤Px(t)+x(t)⊤P (Ax(t)+Bu(t))

(1.4)

la commande optimaleu∗(t) est donnée par la condition de stationnarité

∇u(t)H(x, u, t) = 0

qui implique

2Ru∗(t) + 2B⊤Px = 0

d’où

u∗(t) = −R−1B⊤Px(t) (1.5)

En substituant l’équation de la commande (1.5) dans (1.4), nous avons l’équation de

Riccati suivante :

A⊤P + PA− 2PBR−1B⊤P +Q = 0
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Il en découle le système en boucle fermée de la forme :

ẋ(t) =
(
A− BR−1B⊤P

)
x(t).

Remarque 1.2.Si la paire(A,B) est stabilisable, alors le critèreJ a une valeur finie.

Si de plus, la paire(A,C) est observable, la solution stabilisanteP de l’équation de

Riccati est unique.

Dans la suite de ce manuscrit, nous utlisons le théorème suivant.

Théorème 1.3.Le problème LQ défini par(1.3) pour le système(1.2) admet une solu-

tion

u(t) = −R−1B⊤Px(t) (1.6)

oùK = −R−1B⊤P est le gain de la commande etP ∈ R
n×n est une matrice symé-

trique définie positive solution de l’équation de Riccati :

A⊤P + PA− 2PBR−1P +Q = 0 (1.7)

Par conséquent, le système dynamique en boucle fermée est asymptotiquement stable

avec un coût optimal :

J ∗ = x⊤
0 Px0.

Certains travaux visent à assurer un coût garanti en termes de performance plutôt que

de résoudre un problème d’optimisation classique notamment en présence d’incerti-

tudes [31, 44]. Cette approche fournit des bornes qui encadrent la trajectoire optimale

souhaitée, c’est à dire que la valeur du critère en boucle fermée reste au-dessous d’une

borneJ̄ . En ce sens, l’équation de Riccati (1.7) décrivant le problème de minimisation

deJ devient :

PA+ A⊤P − 2PBR−1P +Q 6 0

dont la solutionP ∈ R
n×n symétrique définie positive assure un coût garanti

J ∗ 6 x⊤
0 Px0 , J̄ .

1.1.3 Systèmes singulièrement perturbés

La notion de perturbations singulières signifie la présence de différentes échelles de

temps selon lesquelles évoluent les dynamiques du système. L’analyse de ces systèmes
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est devenue un sujet de recherche en constante évolution. Les premiers travaux re-

montent aux années50 précisement aux travaux de Tikhonov, puis les travaux de Ko-

kotovic et Khalil [26, 27]. La théorie des perturbations singulières fournit un ensemble

d’outils d’analyse fondés sur la séparation d’échelles de temps et l’approximation des

solutions du système par le découplage des dynamiques lentes et rapides [3, 46, 60].

Considérons le système singulièrement perturbé linéaire suivant :

ẋ(t) = A11x(t) + A12z(t) (1.8)

εż(t) = A21x(t) + A22z(t). (1.9)

où x(t) ∈ R
nx et z(t) ∈ R

nz représentent les états lents et rapides du système,ε est

un réel strictement positif etA11, A12, A21, A22 sont des matrices de dimensions appro-

priées.

Opérant dans deux échelles différentest et τ = εt, les dynamiques rapides émergent

pendant la phase transitoire tandis que le régime permanent est régi par les dynamiques

lentes. En effet, poserε = 0 dans (1.9) et siA−1
22 existe, la racine de l’équation (1.9) est :

zs(t) = −A−1
22 A21xs(t). (1.10)

La substitution de la solution ci-dessus dans (1.8) donne le modèle réduit (modèle lent)

suivant :

ẋs(t) = A0xs(t). (1.11)

avec la condition initialexs(0) = x(0) etA0 = A11 − A12A
−1
22 A21.

Quant à la couche limite qui décrit la dynamique rapide dez(t), elle est donnée par :

εżf (t) = A22zf(t). (1.12)

dont la condition initiale estzf (0) = z(0) + A−1
22 A21xs(0).

Le théorème suivant donne les conditions d’approximation de la solution du système

singulièrement perturbé (1.8)-(1.9) issues de l’analyse des dynamiques lentes et rapides

séparément.

Théorème 1.4.[27] Si les valeurs propres de la matriceA22 sont à partie réelle stricte-

ment négative alors il existeε∗ > 0 tel que, pour toutε ∈ (0, ε∗] et pour toutt ∈ [0, T ],
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la solutionx et z du système original(1.8)-(1.9) est approximée par

x(t) = xs(t) +O(ε), (1.13)

z(t) = −A−1
22 A21xs(t) + zf(t) +O(ε). (1.14)

où xs(t) et zf (t) sont les solutions du modèle réduit(1.11) et du modèle rapide(1.12)

respectivement. De plus, si les valeurs propres de la matriceA0 sont à partie réelle

strictement négative, alors l’approximation(1.13)-(1.14) est valide pour toutt ∈ R
+.

Il en suit le résultat de stabilité asymptotique suivant.

Théorème 1.5. [27] Si A−1
22 existe et si les matricesA0 et A22 sont Hurwitz, alors

il existeε∗ tel que pour toutε ∈ (0, ε∗], le système(1.8)-(1.9) est asymptotiquement

stable.

Nous présentons dans ce qui suit, la méthodologie de conception d’une loi de commande

par retour d’état pour un système singulièrement perturbé en temps continu.

Soit le système singulièrement perturbé sous une loi de commandeu(t) ∈ R
m :

ẋ(t) = A11x(t) + A12z(t) + B1u(t) (1.15)

εż(t) = A21x(t) + A22z(t) + B2u(t). (1.16)

A l’issu du découplage des dynamiques lentes et rapides, le système réduit est :

ẋs(t) = A0xs(t) + B0us(t), xs(0) = x(0)

zs(t) = −A−1
22 (A21xs(t) + B2us(t)),

avec

A0 = A11 −A12A
−1
22 A21, B0 = B1 − A12A

−1
22 B2. (1.17)

et la couche limite est décrite par :

εżf (t) = A22zf(t) + B2uf(t), zf (0) = z(0)− zs(0).

où zf (t) = z(t) − zs(t) etuf(t) = u(t)− us(t) désignent les composantes rapides des

variablesz etu.

Proposition 1.1. [27] Si la paire (A0, B0) et la paire (A22, B2) sont stabilisables, il

existeε∗ > 0 tel que le système original(1.15)-(1.16) est stabilisable pour toutε ∈
(0, ε∗].



16 Chapitre 1. Notions introductives

D’après la proposition1.1, la commandabilité du système original est déduite à partir

des paires(A0, B0) et (A22, B2) relatifs aux sous-systèmes découplés. SoientK0 et

K2 deux gains relatifs respectivement aux composantes lentes et rapides de la loi de

commande par retour d’étatu(t) tels que :




us(t) = K0xs(t),

uf(t) = K2zf (t).

Les deux lois de commande découplées sont conçues séparément pour chacune des deux

échelles de temps. Il en découle une loi de commande composée de la forme :

u(t) = us(t) + uf(t)

= K0xs(t) +K2zf(t). (1.18)

En remplaçantzf par z − zs, la loi de commande (1.18) relatif au système original

(1.15)-(1.16) s’exprime enx etz comme suit :

u(t) = K0x(t) +K2

(
z(t) + A−1

22 (A21x(t) + B2K0x(t))
)

=
(
(Im +K2A

−1
22 B2)K0 +K2A

−1
22 A21

)
x(t) +K2z(t).

1.1.4 Commande LQ pour des systèmes singulièrement perturbés

L’approche de la commande optimale des systèmes singulièrement perturbés peut se

faire de deux manières différentes : la première résulte d’une décomposition de l’équa-

tion de Riccati relative au système original. La seconde se base sur le découplage des

échelles de temps développée dans la sous-section1.1.3et conduit à une complète sé-

paration des problèmes d’optimalité.

Considérons le système singulièrement perturbé

ẋ(t) = A11x(t) + A12z(t) + B1u(t)

εż(t) = A21x(t) + A22z(t) + B2u(t)

y(t) = C1x(t) + C2z(t).

(1.19)

avecx(t) ∈ R
nx et z(t) ∈ R

nz sont les états lents et rapides du système,u(t) ∈ R
m est

la commande ety(t) ∈ R
p est la sortie mesurée du système.
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L’étude concerne la détermination de la commande à horizon infine permettant de mi-

nimiser le critère suivant :

J =
1

2

∫ ∞

0

(
y(t)⊤Qy(t) + u(t)⊤Ru(t)

)
dt (1.20)

avecQ = Q⊤ > 0 etR = R⊤ > 0.

1.1.4.1 Méthode par décomposition de l’équation de Riccati

La solution du problème d’optimisation décrit par (1.20) est donnée par (1.6) oùB⊤ =

[B⊤
1 ε−1B⊤

2 ] et l’équation de Riccati (1.7) se met sous la forme :

P

(
A11 A12

ε−1A21 ε−1A22

)
+

(
A⊤

11 ε−1A⊤
21

A⊤
12 ε−1A⊤

22

)
P − P

(
B1R

−1B⊤
1 ε−1B1R

−1B⊤
2

ε−1B2R
−1B⊤

1 ε−2B2R
−1B⊤

2

)
P

+
(
C1 C2

)⊤
Q
(
C1 C2

)
= 0 (1.21)

Pour éviter une divergence de la solution de l’équation ci-dessous lorsqueε tend vers0,

[54] propose une solutionP ayant la forme suivante :

P = P (ε) =

(
P11(ε) εP12(ε)

εP⊤
12(ε) εP22(ε)

)

dans laquelleP11, P12, P21, P22 sont des matrices de dimensions appropriées dépendant

du paramètreε tel que :

∀i, j = 1, 2 Pij(ε) =
∞∑

k=0

P k
ijε

k. (1.22)

L’équation (1.21) est équivalente à un système de trois équations matriciellesoù, pour

simplifier les expressions, le paramètreε est omis.

P11A11 + A⊤
11P11 + P12A21 + A⊤

21P
⊤
12 − P11B1R

−1B⊤
1 P11 − P11B1R

−1B⊤
2 P

⊤
12

− P12B2R
−1B⊤

1 P11 − P12B2R
−1B2R

−1B⊤
2 P

⊤
12 + C⊤

1 QC1 = 0 (1.23)

P11A12 + P12A22 + A⊤
21P22 − P11B1R

−1B⊤
2 P22 − P12B2R

−1B⊤
2 P22 + C⊤

1 QC2

+ εA⊤
11P12 − εP11B1R

−1B⊤
1 P12 − εP12B2R

−1B⊤
1 P12 = 0 (1.24)

P22A22 + A⊤
22P22 − P22B2R

−1B⊤
2 P22 + C⊤

2 QC2 + εA⊤
12P12 + εP⊤

12A12

− εP⊤
12B1R

−1B⊤
2 P22 − εP22B2R

−1B⊤
1 P12 − ε2P⊤

12B1R
−1B⊤

1 P12 = 0 (1.25)
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Par identification des termes enε, on déduit les coefficients des expressions asympto-

tiques (1.22) donnantP (ε). Dans la plupart des cas, la connaissance dePij à l’ordre0

suffit ce qui nous raméne à la résolution d’équations de Riccati relative àε = 0 dans

(1.23)-(1.25), données par :

P22A22 + A⊤
22P22 − P22B2R

−1B⊤
2 P22 + C⊤

2 QC2 = 0

P11Â+ Â⊤P11 − P11B̂R−1B̂⊤P11 + Q̂ = 0

P12 = P11E1 − E2

avec

Â = A11 + E1A21 +B1R
−1B⊤

2 E
⊤
2 + E1B2R

−1B⊤
2 E

⊤
2

B̂ = B1 + E1B2

Q̂ = −E2A21 −A⊤
21E

⊤
2 − E2B2R

−1B⊤
2 E

⊤
2 + C⊤

1 QC1

E1 = (B1R
−1B⊤

2 P22 − A12)(A22 −B2R
−1B⊤

2 P22)
−1

E2 = (A⊤
21P22 + C⊤

1 QC2)(A22 − B2R
−1B⊤

2 P22)
−1.

Les dynamiques du système commandé sont régies par l’équation d’état :

ẋ(t) = A11x(t) +A12z(t)

εż(t) = A21x(t) +A22z(t)

avec

A11 = A11 − B1R
−1B⊤

1 P11 − B1R
−1B⊤

2 P
⊤
12

A12 = A12 − B1R
−1B⊤

2 P22 − εB1R
−1B⊤

1 P12

A21 = A21 − (B1R
−1B⊤

2 )
⊤P11 −B2R

−1B⊤
2 P

⊤
12

A22 = A22 − B2R
−1B⊤

2 P22 − ε(B1R
−1B⊤

2 )
⊤P12.

1.1.4.2 Méthode par découplage des dynamiques

Le point de vue de cette approche repose sur l’utilisation de l’approximation temporelle

ennoncée par le Théorème1.4.
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Le découplage des dynamiques singulièrement perturbées (1.19) donnent deux sous-

systèmes lent et rapide décrits par :




ẋs(t) = A0xs(t) + B0us(t)

ys(t) = C0xs(t) +D0us(t).
(1.26)




żf(t) = A22zf (t) + B2uf(t)

yf(t) = C2zf(t).
(1.27)

oùA0 etB0 sont données par (1.17), C0 = C1 − C2A
−1
22 A21 etD0 = −C2A

−1
22 B2.

Proposition 1.2. [54] Soit le système singulièrement perturbé(1.19) tel que les paires

(A0, B0) et (A22, B2) sont stabilisables. Alors, il existeε∗ tel que pour toutε ∈ (0, ε∗]

et sous la loi de commande(1.18) ;

x(t) = xs(t) +O(ε)

z(t) = zs(t) + zf(t) +O(ε)

u(t) = us(t) + uf(t) +O(ε)

y(t) = ys(t) + yf(t) +O(ε) ∀t ∈ R
+.

La commande pouvant être séparée en une partie lente et une partie rapide, le problème

d’optimisation du critère (1.20) se décompose alors en deux sous problèmes :

Minimisation deJs =
1

2

∫ ∞

0

(
ys(t)

⊤Qys(t) +us(t)
⊤Rus(t)

)
dt pour le système (1.26).

Minimisation deJf =
1

2

∫ ∞

0

(
yf(t)

⊤Qyf(t)+uf(t)
⊤Ruf(t)

)
dt pour le système (1.27).

Si la paire(A0, B0) est stabilisable, la solution optimale relative au système réduit (1.26)

est donnée par

us(t) = −R−1
0 (D⊤

0 QC0 +B⊤
0 P0)xs(t)

oùR0 = R +D⊤
0 QD0 etP0 est solution de l’équation de Riccati suivante

(A0 − B0R
−1
0 D⊤

0 QC0)
⊤P0 + P0(A0 − B0R

−1
0 D⊤

0 QC0)− P0B0R
−1
0 B0P0

− C⊤
0 S

⊤(Ip − SD0R
−1
0 D⊤

0 S
⊤)SC0 = 0, où Q = S⊤S.

Si la paire(A22, B2) est stabilisable, la solution optimale relative au système rapide
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(1.27) est donnée par

uf(t) = −R−1B⊤
2 P2zf (t)

où P2 est solution de l’équation de Riccati suivante

P2A22 −A⊤
22P2 − P2B2R

−1B⊤
2 P2 + C⊤

2 QC2 = 0.

La commande composite obtenue est

u(t) =−
(
(Im −R−1B⊤

2 P2A
−1
22 B2)R

−1
0 (D⊤

0 QC0 +B⊤
0 P0) +R−1B⊤

2 P2A
−1
22 A21

)
x(t)

− R−1B⊤
2 P2z(t).

(1.28)

Remarque 1.3.D’après [10], la valeur optimale du critère(1.20) par la commande

(1.28) est approchée à unO(ε2) près.

1.2 Systèmes hybrides

Considérons l’inclusion différentielle linéaire suivante :

{
x(t) ∈ C ẋ(t) ∈ F (x(t)), F (x(t)) = {A1x(t), A2x(t), . . . , Apx(t)}
x(tk) ∈ D x(tk) ∈ G(x(t−k )), G(x(t)) = {J1x(t), J2x(t), . . . , Jmx(t)}

(1.29)

où x(t) ∈ R
n est le vecteur d’état et(tk)k≥0 est une séquence d’événements discrets.

La notationx(t−k ) dénote la limite à gauche dex en tk i.e. lim
δ→0, δ>0

x(tk − δ). Les en-

sembles{A1, A2, . . . , Ap} et {J1, J2, . . . , Jm} sont deux familles de matrices carrées.

Les ensemblesC etD, appelés respectivement"flow set"et "jump set", conditionnent

l’évolution des états continus et discrets.

Le système ainsi décrit est un système hybride composé de dynamiques continues qui

commutent entre plusieurs modes de fonctionnement où chaque mode est régi par une

équation différentiellėx(t) = Aix(t), i ∈ {1, . . . , p} faisant intervenir des dynamiques

continues propres au mode de fonctionnement activé. Quandx(t) ∈ D, les dynamiques

discrètes sont induites par une matriceJ i, j ∈ {1, . . . , m} décrivant le changement

discret instantané de l’état.

Les dynamiques hybrides décrites par (1.29) englobent diverses classes de systèmes :
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• Systèmes linéaires à commutation pourG(.) = ∅ :

x(t) ∈ C ẋ(t) ∈ F (x(t)), F (x(t)) = {A1x(t), A2x(t), . . . , Apx(t)}.

• Systèmes linéaires impulsifs pourF = ∅ :

x(tk) ∈ D x(tk) ∈ G(x(t−k )), G(x(t)) = {J1x(t), J2x(t), . . . , Jmx(t)}.

• Systèmes linéaires en temps continuF = ∅ etG(.) = ∅ :

x(t) ∈ C ẋ(t) ∈ F (x(t)), F (x(t)) = {Ax(t)}.

Dans la sous-section1.1.1, nous avons enoncé plusieurs critères de stabilité basés sur

la théorie de Lyapunov pour des systèmes en temps continu. Toutefois, ces conditions

de stabilité s’avèrenet insuffisantes pour l’analyse des systèmes hybrides qui requiert

l’étude des changements brusques des dynamiques aux instants d’événements et de leur

influence sur les dynamiques continues. Des résultats largement connus dans la littéra-

ture [19] traitent les systèmes hybrides. Dans le cas linéaire, nous avons le théorème

suivant.

Théorème 1.6.[22] Considérons le système hybride(1.29) avec(tk)k≥0 une séquence

d’événements. Le point d’équilibrexe = 0 est globalement exponentiellement stable

si et seulement si il existe une fonction définie positiveV : R
n → R

+ donnée par

V (x) = x⊤Pix, i ∈ {1, . . . , p} oùPi = P⊤
i > 0 etV (0) = 0 telle que

V (x(tk+1)) < V (x(tk)), ∀x(tk) 6= 0, k ∈ N. (1.30)

L’intérêt de l’approche du Théorème1.6 est d’analyser l’évolution de la fonction de

Lyapunov aux instants discrets. Autrement dit, la décroissance deV n’est pas requise

durant la phase continue mais elle est nécessaire aux instantstk, k ∈ N. En effet, siV

satisfait la condition (1.30), il existe une enveloppe décroissante qui borne la trajectoire

deV comme le montre la Figure1.1.

Le résultat du Théorème1.6 s’applique difficilement dans le cas des commutations ou

d’impulsions arbitraires. Contrôler le temps d’activation d’un mode de fonctionnement

ou d’une impuslion présente une alternative pour garantir la condition (1.30).
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t

V (x)

tk−2 tk−1 tk tk+1

•

•

••

•

•

Enveloppe

FIGURE 1.1: Trajectoire d’une fonction de LyapunovV (x) relative au système hybride
(1.29).

Définition 1.3. Un réel positifτ est appelé "temps de séjour" d’une séquence d’événe-

ments(tk)k≥0, si l’intervalle de temps entre deux instants discretstk+1−tk est supérieur

à τ.

Dans la suite, nous nous intéressons aux systèmes à commutation qui représentent une

classe particulière des systèmes dynamiques hybrides (G(.) = ∅ dans (1.29)).

Un système à commutation est composé d’une famille de sous-systèmes à dynamique

continue et une loi logique qui indique le sous-système actif.

Formellement, un système à commutation est défini par :

ẋ(t) = Aix(t) (1.31)

où i : R+ → I = {1, 2, . . . , N} est le signal de commutation qui prend des valeurs

dans un ensemble d’indiceI. x(t) ∈ R
n est l’état du système etAi pour touti ∈ I sont

des matrices d’état décrivant lesN ∈ N
∗ modes de fonctionnement du système.

Un article de référence [32] énumère quelques problèmes liés à la stabilité des systèmes

à commutation.

• Problème A : Trouver des conditions de stabilité telles que le système est asymp-

totiquement stable quelle que soit la loi de commutation.

• Problème B : Identifier les classes de lois de commutation pour lesquelles le

système à commutation est asymptotiquement stable.
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• Problème C: Concevoir un signal de commutation qui rend le système asympto-

tiquement stable.

En se référant au Théorème1.6, le système à commutation (1.31) est asymptotiquement

stable s’il existe une famille de fonctions définies positives, chacune est associée à un

sous-systèmeV (x) = x⊤Pix, ∀i ∈ I et qui est strictement décroissante aux instants de

commutation. Toutefois, si pour touti, j ∈ I, Pi = Pj, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 1.1. Considérons le système à commutation(1.31). S’il existe une matrice

P telle queP = P⊤ > 0, solution des LMIs

(Ai)⊤P + PAi < 0, i ∈ I

alors la fonction quadratiqueV (x) = x⊤Px est une fonction de Lyapunov pour le

système(1.31) et le point d’équilibrexe = 0 est globalement exponentiellement stable.

Des conditions pour vérifier si une fonction de Lyapunov commune existe ont été énu-

mérés dans [7]. On y trouve également des critères LMI pour vérifier qu’une fonction

de Lyapunov quadratique commune n’existe pas pour une classe de systèmes. Jusqu’à

présent, trouver une fonction de Lyapunov commune reste un problème ouvert dans le

cas général.

1.3 Systèmes multi-agents

Cette section présente une vue d’ensemble de la théorie de consensus et des graphes

associés aux systèmes multi-agents.

Définition 1.4. Un graphe d’intéractionsG est donné par la paire(V, E) où V =

{1, . . . , n} désigne l’ensemble des sommets etE ⊂ V × V représente l’ensemble des

arêtes joignant les sommets à leurs voisins.

Définition 1.5. Un grapheG est non-orienté si pour tout sommetsi, j ∈ V ;

(i, j) ∈ E ⇔ (j, i) ∈ E .

Sinon, le graphe est orienté.

Définition 1.6. Un chemin de longueurp dans un grapheG est l’union des liaisons
⋃p

k=1(ik, jk) tel queik+1 = jk pour toutk ∈ {1, . . . , p− 1}.

Dans un graphe dirigé, on dit que le sommeti est parent dej si (i, j) ∈ E .
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Définition 1.7. Un graphe connexeest tel que n’importe quelle paire de sommets est

connectée. Un sommeti ∈ V estconnectéà i′ ∈ V dans un graphG = (V, E) s’il existe

au moins un chemin dansG qui relie i à i′.

1

2 3

4 5

FIGURE 1.2: Exemple d’un grapheG non-orienté connexe.

On dit qu’un grapheG n’admet aucune boucle, si pouri ∈ V, (i, i) /∈ E .

Définition 1.8. Pour un graphe donnéG = (V, E), le sous-grapheinduit par un sous-

ensemble de sommetsU ⊆ V est le graphe
(
U , E ∩

(
U × U

))
.

Pour un graphe donnéG = (V, E), un sous-graphecouvrant H = (V,F) est donné

par tous les sommets deG et un sous-ensemble des arêtesF ⊂ E .

Définition 1.9. La distanced(i, j) entre deux sommetsi et j dans un graphe est le

nombre d’arêtes du plus court chemin entre ces deux sommets. Lediamétre d’un graphe

∆(G) = maxi,j d(i, j) est la plus grande distance possible qui existe entre deux de ses

sommetsi et j. Le diamétre∆(G) d’un graphe connexe est fini.

Définition 1.10. Matrice d’adjacence

Les pondérations des liaisons entre les agents au sein d’un grapheG sont décrites par

la matrice d’adjacenceG = [gij] ∈ R
n×n telle que :




gij > 0 si (i, j) ∈ E
gij = 0 sinon.

Définition 1.11. Matrice Laplacienne

La matrice Laplacienne associée au grapheG est notée parL = [lij ] ∈ R
n×n telle que :





lii =

n∑

j=1

gij , ∀i = 1, . . . , n

lij = −gij si i 6= j
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SiG est non-orienté,L est symétrique et la somme de chacune de sesn lignes est nulle.

Consensus dans les systèmes multi-agents

Considérons un système den agents interconnectés décrit par un grapheG = (V, E)
non-orienté fixe dans le temps. La dynamique de chaque entité constituant le système

multi-agents est régie par :

ẋi(t) =
∑

i,j∈V
gij(xi(t)− xj(t)). (1.32)

oùxi(t) ∈ R est l’état de l’agenti et gij est la pondération relative à la matrice d’adja-

cence associée à la liaisoni, j ∈ E . Ainsi, la dynamique globale du système est décrite

par :

ẋ(t) = −Lx(t) (1.33)

avecL est la matrice Laplacienne donnée par la définition1.11. Ce protocole, largement

utilisé pour modéliser le processus du consensus dans le cas linéaire, décritn systèmes

qui interagissent les uns avec les autres pour finalement converger vers un même accord

final :

lim
t→∞

xi(t) = x∗

oùx∗ est la valeur du consensus.

Définition 1.12. [37] La valeur du consensusx∗ appartient au sous-espace vectoriel

span{1n} tel que

x∗ ∈ {x ∈ R
n|xi = xj , ∀i, j ∈ V}. (1.34)

Théorème 1.7.[37] Soit G un graphe non-orienté connexe. Alors le protocole(1.33)

converge vers la valeur du consensus

x∗ =
1
⊤
nx(0)

n
1n.

Théorie spectrale

La théorie spectrale des graphes s’intéresse aux spectres des matrices décrivant les

graphes, qui sont simplement l’ensemble de leurs valeurs propres. Dans ce qui suit,

on ne s’intéresse qu’aux matrices symétriques, donc aux graphes non orientés.
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Remarque 1.4.[18] Soit un grapheG non-orienté connexe et soit les valeurs propres

λi relatives à sa matrice LaplacienneL classées par ordre croissant :

λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn

Alors, les affirmations suivantes sont vraies :

• λ1 = 0 est une valeur propre simple deL associée au vecteur propre1n.

• La seconde plus petite valeur propreλ2 est positive ;L est semi définie positive.

• λ1 = 0 est une valeur propre de multiplicitér de la matriceL⊗ Ir et elle admets

r vecteurs propres distincts définis par1n ⊗ ei, i = 1, . . . , r où ei ∈ R
r est le

vecteur colonne dont leièmeélément est égal à 1 et les éléments restants sont nuls.

• Il existe une matrice orthonormaleT ∈ R
n×n ; qui vérifieTT⊤ = T⊤T = In,

telle que

TLT⊤ = D = diag(λ1, λ2, . . . , λn)

De plus, la seconde valeur propre conditionne la vitesse de convergence dans un graphe

non-orienté, connue comme étant la connectivité algébrique d’un graphe.

Théorème 1.8.[37] Soit G un graphe non-orienté connexe. Le protocole de consenus

(1.33) converge vers l’accord(1.34) avec un taux de convergence donné parλ2.

Proposition 1.3. [15] Soit un grapheG non-orienté connexe. Supposons que les pon-

dérations non nulles de la matrice Laplacienne qui lui est associée satisfaient

gm 6 gij 6 gM , avec 0 < gm < gM .

Alors, les valeurs propres deL sont bornées telles que :

λ∗ 6 λ2 6 . . . 6 λn 6 λ◦ (1.35)

avec

λ∗ ,
g2m

2(n− 1)n2
et λ◦ , n · gM .

Remarque 1.5.[39] Soit un grapheG non-orienté ayantn sommets. Si les pondérations

gi,j ∈ {0, 1}, alors les valeurs propres deL vérifient l’inégalité(1.35) avec

λ∗ ,
4

n∆(G) et λ◦ , n.
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De plus, si le grapheG est connexe alors le diamétre∆(G) ne peut exéceder la valeur

den− 1 et il en résulte dans ce cas :

4

n(n− 1)
, λ∗ et λ◦ , n. (1.36)





Chapitre 2

Analyse de stabilité des systèmes

hybrides singulièrement perturbés

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons une classe de systèmes hybrides singulièrement

perturbés plus générale que les classes existantes puisque la nature et les dimensions

des variables d’états sont susceptibles de changer lors des commutations. Cette classe

est motivée par une problématique industrielle : le contrôle de déport de bande dans

un laminoir à chaud [33]. Dans un premier temps, nous nous concentrons sur le chan-

gement de nature des variables d’états et nous supposons que la dimension du vecteur

d’état restent inchangée au fil des commutations. Nous réecrivons le système sous une

forme classique dans laquelle les variables d’états de même nature de variation sont re-

groupées à travers un changement de variables et le vecteur d’état est ainsi réorganisé à

chaque commutation. Ensuite, nous abordons le problème de stabilité et nous mettons

en oeuvre les outils d’analyse classiques pour les systèmes linéaires singulièrement per-

turbés. Ces outils, fondés sur la séparation des échelles de temps, sont combinés aux

résultats existants concernant les systèmes hybrides pour établir des conditions suffi-

santes de stabilité au sens de Lyapunov. En d’autres termes, nous évaluons"un temps de

séjour minimum"séparant deux événements consécutifs de manière à ce que la fonction

de Lyapunov ait une dérivée négative entre les événements et que les sauts de cette fonc-

tion aux instants d’évènements soient compensés par sa décroissance entre ces instants.

Par la suite, nous développons la méthode à adopter pour traiter le cas des dimensions du

vecteur d’état variantes dans le temps et nous montrons que l’analyse se ramène au cas
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des dimensions invariantes par l’ajout de variables artificielles complémentaires. Des

exemples illustratifs accompagnent cette étude pour valider et tester les performances

des résultats obtenus tout au long du chapitre.

2.2 Positionnement du problème

Le modèle que nous proposons, fait intervenir la séparation des échelles de temps entre

les dynamiques lentes et rapides à travers un petit paramétre positiveε charactérisant

la vitesse d’évolution des dynamiques rapides par rapport aux dynamiques lentes. Nous

introduisons également les matrices diagonalesD
i pour touti ∈ I, oùI est un ensemble

fini d’indices, afin de modéliser les changements de nature des variables relatives à

chaque commutation. Précisement, les éléments diagonaux de la matriceD
i sont égaux

soit àε soit à1 et sélectionnent ainsi les variables lentes et rapides du vecteur d’état

après chaque commutation.

Par conséquent, notre étude se ramène au système à commutation suivant :

D
σk ẋ(t) = A

σkx(t), ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (2.1)

ayant une dynamique impulsive décrite par :

x(tk) = J
νkx(t−k ), ∀k ≥ 1 (2.2)

oùx(t) ∈ R
nσk , ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N, est le vecteur d’état et0 = t0 < t1 < . . . décrit

une séquence strictement croissante d’instants discrets. La variable discrèteσk ∈ I est

vue comme une variable de contrôle ayant une évolution imposée de manière exogéne.

De même,νk ∈ J , oùJ est un ensemble fini d’indices, conditionne l’impulsion don-

née aux dynamiques et la nouvelle valeur qui leur est attribuée par la matriceJ
νk ∈

R
nσk

×nσk−1 . Pour toutk ∈ N, la matriceAσk décrit les dynamiques continues relatives

au mode de fonctionnementσk activé durant l’intervalle de temps[tk, tk+1), k ∈ N.

Pour un mode de fonctionnement donnéσk = i :

• le hème élément du vecteurx représente une variable rapide si lehème élément

diagonal deDi est égal àε,

• le hème élément du vecteurx représente une variable lente si lehème élément dia-

gonal deDi est égal à1.
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La principale contribution dans la modélisation introduite par (2.1)-(2.2) consiste à for-

maliser le problème d’une manière générale de façon à ce que l’on obtienne un modèle

à commutation impulsif singulièrement perturbé qui inclut différentes classes de sys-

tèmes et dont l’analyse de stabilité que nous établissons dans ce chapitre s’y adapte

aisément. Ces classes de systèmes peuvent être décrites comme suit :

(i) Classe des systèmes linéaires hybrides singulièrement perturbés classiques

Supposons queDi = D
j , ∀i, j ∈ I et quex et z sont, respectivement, les com-

posantes lentes et rapides du vecteur d’étatx. Alors, les dynamiques (2.1)-(2.2)

s’écrivent :





(
ẋ(t)

εż(t)

)
= A

σk

(
x(t)

z(t)

)
, ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N

(
x(tk)

z(tk)

)
= J

νk

(
x(t−k )

z(t−k )

) (2.3)

(ii) Classe des systèmes linéaires singulièrement perturbés à commutation

C’est le cas si uniquement des commutations sont susceptibles de se produire à

l’instant tk, k∈N. Ceci revient à considérer toutes les matrices de sautJ
νk égales à

la matrice identité dans (2.3).

(iii) Classe des systèmes linéaires singulièrement perturbés impulsifs

C’est le cas si uniquement des impulsions sont susceptibles de se produire à

l’instant tk, k∈N. Ceci revient à considérer une seule dynamique continue (σk =

σk+1, k ∈ N) dans (2.3).

(iv) Classe des systèmes linéaires singulièrement perturbés en temps continu

Si les deux conditions citées dans les éléments(ii) et (iii) sont vérifiées, les dyna-

miques (2.3) se ramènent à des dynamiques purement continues singulièrement

perturbées.

Dans un premier temps, nous nous intéressons au cas des systèmes avec une dimension

du vecteur d’état invariante dans le temps (i.e. ni = n, ∀i ∈ I) et un nombre de

variables rapides et lentes inchangé tout au long du process. Autrement dit, le nombre

des composants des matricesD
i égales àε est constant, noténz 6 n pour touti ∈ I.

Ainsi le vecteurx admetnz variables rapides etnx = n − nz variables lentes . Nous

étenderons par la suite les résultats obtenus au cas des dimensionsn, nz etnx variantes

au cours du temps et nous montrerons dans la sous-section2.3.5 que ceci peut être
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ramené au cas classique des dimensions fixes, par une augmentation de la dimension du

vecteur d’état et l’introduction de variables artificielles.

2.2.1 Mise sous la forme classique des systèmes singulièrement per-

turbés

Une étape primordiale dans notre analyse est de réécrire le système (2.1)-(2.2) sous

la forme classique des systèmes singulièrement perturbés dont la nature des variables

d’état reste inchangée. Précisement, les variables d’état lentes et rapides conservent la

nature de leurs variations temporelles indépendamment des commutations.

Pour ce faire, nous introduisons les matrices de permutationSi, ∀i ∈ I telles que :

SiD
iS⊤

i =

(
Inx

0nx,nz

0nz,nx
εInz

)
, ∀i ∈ I (2.4)

et le changement de variable suivant :

(
x(t)

z(t)

)
= Sσk

x(t), ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (2.5)

où x(t) ∈ R
nx et z(t) ∈ R

nz . En d’autre termes, les matricesSi assurent le réarrange-

ment des composantes du vecteurx dans chaque mode de fonctionnement, tel que les

premièresnx composantes sont lentes et lesnz composantes restantes ont une variation

rapide.

En utilisant le changement de variable (2.5), nous réecrivons les matrices du système

(2.1)-(2.2) comme suit :

Ai = SiA
iS⊤

i , J i
j→i′ = Si′J

jS⊤
i , ∀i, i′ ∈ I, j ∈ J . (2.6)

et en considérant le réarrangement des variables énnoncé par l’équation (2.4), les dyna-

miques continues à commutation initialement définies par (2.1) se mettent sous la forme

suivante : (
ẋ(t)

εż(t)

)
= Aσk

(
x(t)

z(t)

)
, ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (2.7)
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D’une manière analogue, les dynamiques discrètes (2.2) deviennent :

(
x(tk)

z(tk)

)
= Jσk−1

νk→σk

(
x(t−k )

z(t−k )

)
, ∀k > 1 (2.8)

Remarque 2.1.A un instant donnétk :

• Siσk = σk−1 etJσk−1

νk→σk 6= In, alors un saut se produit à l’instanttk.

• Si In ∈ {J i
j→i′| i, i′ ∈ I, j ∈ J }, Jσk−1

νk→σk = In et σk 6= σk−1, alors une

commutation se produit à l’instanttk.

• Siσk 6= σk−1 et Jσk−1

νk→σk 6= In, alors une commutation et un saut se produisent

simultanément à l’instanttk.

Ainsi, une commutation et un saut peuvent théoriquement se produire au même instant.

Néanmoins, il existe un laps de temps entre les deux événements sur le plan pratique

qui peut dans certains cas être infiniment petit.

Etant donné l’aspect hybride des dynamiques, l’analyse de stabilité du système (2.7)-

(2.8) ne peut se restreindre à l’analyse du système découplé donnépar le système réduit

et la couche limite. Ceci a été illustré dans l’étude des systèmes à commutation sin-

gulièrement perturbés [33] où les auteurs montrent numériquement que la stabilité des

systèmes découplés, relatifs aux dynamiques lentes et ceux relatifs aux dynamiques

rapides séparement, n’assure forcément pas la stabilité du système à commutation ori-

ginal singulièrement pertubé. En effet, une loi de commutation arbitraire est susceptible

de déstabiliser les dynamiques particulièrement quand la fréquence des commutations

est élevée et que les dynamiques continues ne disposent pas suffisamment de temps

pour compenser le changement subit aux instants de commutation. Par conséquent, un

intervalle de temps suffisamment large séparant deux événements consécutifs assurera

la décroissance de la fonction de Lyapunov associée au système et ainsi sa stabilité.

Pour mettre en exergue ce phénomène, nous revenons dans la sous-section2.4.3sur

l’ exemple traité dans [33]. Dans ce qui suit, nous présentons une nouvelle méthodolo-

gie basée sur les techniques des perturbations singulières afin de formuler des conditions

de stabilité en termes de temps de séjour minimum en tenant compte de la présence des

échelles de temps différentes et des dynamiques mixtes (continues, commutatives et

impulsives).
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2.2.2 Séparation des échelles de temps

Dans la littérature, l’analyse des systèmes singulièrement perturbé linéaires ou non li-

néaires [27] passe par le découplage des dynamiques. Le principe de séparation des

échelles de temps permet de définir deux sous-systèmes, correspondant aux dynamiques

lentes et rapides du système. La stabilité asymptotique de chacun d’eux en temps conti-

nue implique la stabilité asymptotique du système original pour de petites valeurs du

paramètre de perturbationε.

Ainsi, considérons les matrices suivantes, pouri, i′ ∈ I, j ∈ J :

Ai =

(
Ai

11 Ai
12

Ai
21 Ai

22

)
, J i

j→i′ =


 J i

j→i′

11 J i
j→i′

12

J i
j→i′

21 J i
j→i′

22


 ,

oùAi
11, J

i
j→i′

11 ∈ R
nx×nx, etAi

22, A
i
12, A

i
21, J

i
j→i′

22 , J i
j→i′

12 , J i
j→i′

21 sont de dimensions appro-

priées.

Conformément à l’analyse standard des systèmes linéaires singulièrement perturbés

[27], nous énonçons l’hypothèse suivante.

Hypothèse 2.1.Ai
22 est inversible pour touti ∈ I.

Par la suite, nous définissons le changement de variable suivant :

(
x(t)

y(t)

)
= Pσk

(
x(t)

z(t)

)
, ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (2.9)

tel que, pour touti ∈ I

Pi =

(
Inx

0nx,nz

(Ai
22)

−1Ai
21 Inz

)
.

Remarquons que la matricePi est inversible par définition et que pour touti ∈ I ;

P−1
i =

(
Inx

0nx,nz

−(Ai
22)

−1Ai
21 Inz

)
.

En utilisant (2.9), les dynamiques continues (2.7) deviennent :

(
ẋ(t)

εẏ(t)

)
=

(
Aσk

0 Bσk

1

εBσk

2 Aσk

22 + εBσk

3

)(
x(t)

y(t)

)
, ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (2.10)
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où pour touti ∈ I

Ai
0 = Ai

11 − Ai
12(A

i
22)

−1Ai
21,

Bi
1 = Ai

12,

Bi
2 = (Ai

22)
−1Ai

21A
i
0,

Bi
3 = (Ai

22)
−1Ai

21A
i
12.

(2.11)

Similairement, les dynamiques discrètes (2.8) se réecrivent en fonction des variablesx

ety comme suit :

(
x(tk)

y(tk)

)
= Rσk−1

νk→σk

(
x(t−k )

y(t−k )

)
, ∀k > 1 (2.12)

où pour touti, i′ ∈ I, j ∈ J ,

Ri
j→i′ = Pi′J

i
j→i′P−1

i =


 Ri

j→i′

11 Ri
j→i′

12

Ri
j→i′

21 Ri
j→i′

22


 (2.13)

avec

Ri
j→i′

11 = J i
j→i′

11 − J i
j→i′

12 (Ai
22)

−1Ai
21,

Ri
j→i′

12 = J i
j→i′

12 ,

Ri
j→i′

21 = (Ai′

22)
−1Ai′

21(J
i
j→i′

11 − J i
j→i′

12 (Ai
22)

−1Ai
21) + J i

j→i′

21 − J i
j→i′

22 (Ai
22)

−1Ai
21,

Ri
j→i′

22 = (Ai′

22)
−1Ai′

21J
i
j→i′

12 + J i
j→i′

22 .

Rappelons que le modèle réduit relatif aux dynamiques hybrides singulièrement per-

turbé (2.10) et (2.12) est obtenu pourε → 0. Formellement, le système réduit obtenu

est régi par une seule échelle de temps ayant une dynamique hybride :

ẋ(t) = Aσk

0 x(t), ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (2.14)

x(tk) = R
σk−1

νk→σk

11 x(t−k ), ∀k > 1. (2.15)

Nous évoquons dans la sous-section2.3.4, les conditions de stabilité du système réduit

etnous montrons que l’analyse de stabilité du système (2.7) et (2.8), qui est entre autres

équivalente à celle des dynamiques (2.10)-(2.12) est fortement liée à celle du modèle

réduit (2.14)-(2.15).



36 Chapitre 2. Analyse de stabilité des systèmes hybrides singulièrement perturbés

2.2.3 Analyse de stabilité des systèmes singulièrement perturbés

Dans cette sous-section, nous nous intéressons à l’analyse de stabilité des systèmes

linéaires singulièrement perturbés en temps continu en supposant qu’aucune commuta-

tion ni impulsion n’intervienne. Cette étude présente des outils d’analyse préliminaires

fondés sur la théorie de Lyapunov permettant de conclure quant à la stabilité d’un point

d’équilibre du système. Ces résultats seront utilisés dans la suite du chapitre pour l’ana-

lyse du système hybride singulièrement perturbé (2.7)-(2.8) durant les phases continues.

Soit le système singulièrement perturbé suivant :





ẋ(t) = A11x(t) + A12z(t)

εż(t) = A21x(t) + A22z(t)
(2.16)

oùx(t) ∈ R
nx, z(t) ∈ R

nz et ε > 0 le paramètre de perturbation singulière.

Considérons le changement de variable (2.9) pour un seul mode de fonctionnement :

(
x(t)

y(t)

)
=

(
Inx

0nx,nz

A−1
22 A21 Inz

)(
x(t)

z(t)

)
.

Le système s’exprime en fonction des variablesx ety comme suit :




ẋ(t) = A0x(t) + B1y(t)

εẏ(t) = A22y(t) + ε(B2x(t) + B3y(t))
(2.17)

avec

A0 = A11 − A12A
−1
22 A21,

B1 = A12,

B2 = A−1
22 A21A0,

B3 = A−1
22 A21A12.

Dans ce qui suit, nous supposons que les dynamiques découplées sont asymptotique-

ment stables. Ceci se traduit par l’hypothèse suivante :

Hypothèse 2.2.Les matricesA0 etA22 sont Hurwitz.

Alors, il existe deux matrices symétriques définie positivesQs > Inx
,Qf > Inz

et deux
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réelsλs > 0 , λf > 0 satisfaisant :

A⊤
0 Qs +QsA0 6 −2λsQs

A⊤
22Qf +QfA22 6 −2λfQf

Soient les constantesb1 =
∥∥Q

1

2

s B1Q
− 1

2

f

∥∥, b2 =
∥∥Q

1

2

f B2Q
− 1

2

s

∥∥ et b3 =
∥∥Q

1

2

fQfB3Q
− 1

2

f

∥∥.

Proposition 2.1.Supposons que l’hypothèse2.2est satisfaite, alors la fonction donnée

par :

V (x, y) = x⊤Qsx+ y⊤Qfy

est une fonction de Lyapunov pour le système(2.17) pour toutε ∈ (0, ε1] avec

ε1 =
λf

(b1+b2)2

4λs
+ b3

. (2.18)

Preuve. La dérivée temporelle de la fonction de LyapunovV relative aux dynamiques

(2.17) s’écrit sous la forme suivante :

V̇ = 2x⊤Qsẋ+ 2y⊤Qf ẏ

= 2x⊤QsA0x+
2

ε
y⊤QfA22y + 2x⊤QsB1y + 2y⊤QfB2x+ 2y⊤QfB3y

6 − 2λsx
⊤Qsx− 2λf

ε
y⊤Qfy + 2(b1 + b2)

√
x⊤Qsx

√
y⊤Qfy + 2b3y

⊤Qfy

Ainsi, il en résulte

V̇ 6 −
(
2λf

ε
− 2b3 −

(b1 + b2)
2

2λs

)
y⊤Qfy.

Alors, pour toutε ∈ (0, ε1] , V̇ 6 0. De plus,V étant définie positive, elle est une

fonction de Lyapunov pour le système(2.17). �

Par ailleurs, il est nécessaire d’évaluer les dynamiques découplées en termes d’évolution

de leurs fonctions de Lyapunov respectives. Pour ce faire, nous introduisons deux fonc-

tions de Lyapunov relatives aux dynamiques lentesWs(t) =
√

x(t)⊤Qsx(t) et rapides

Wf(t) =
√
y(t)⊤Qfy(t).

Proposition 2.2.Supposons que l’hypothèse2.2est satisfaite, soitε1 donné par(2.18),

alors pour toutε ∈ (0, ε1] et t > 0

Wf (t) 6 Wf (0)e
−λf

ε
t + εβ1

√
V (0)
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avecβ1 =

√
b2
2
+b2

3

λf
.

Preuve. La dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov découplée relative aux

dynamiques rapides vérifie :

Ẇf =
2y⊤Qf ẏ

2
√
y⊤Qfy

6
−λf

ε
y⊤Qfy + y⊤Qf (B2x+B3y)√

y⊤Qfy

6 −λf

ε
Wf + b2Ws + b3Wf

6 −λf

ε
Wf +

√
b22 + b23

√
W 2

s +W 2
f

6 −λf

ε
Wf +

√
b22 + b23

√
V .

D’après la Proposition2.1, nous avons pour toutt > 0,

Ẇf (t) 6 −λf

ε
Wf (t) +

√
b22 + b23

√
V (0).

Ainsi,

Wf(t) 6 Wf(0)e
−λf

ε
t +
√

b22 + b23
√

V (0)

∫ t

0

e−
λf

ε
(t−s)ds

6 Wf(0)e
−λf

ε
t + ε

√
b22 + b23
λf

√
V (0)

(
1− e−

λf

ε
t
)

6 Wf(0)e
−λf

ε
t + ε

√
b22 + b23
λf

√
V (0).

�

Proposition 2.3. Supposons que l’hypothèse2.2est satisfaite, soitε1 donné par(2.18)

et soitε2 ∈ (0, ε1] ∩ (0,
λf

λs
), alors pour toutε ∈ (0, ε2] et t > 0

Ws(t) 6 Ws(0)e
−λst + εβ2Wf (0) + εβ3

√
V (0)

avecβ2 =
b1

λf−ε2λs
etβ3 =

b1β1

λs
.

Preuve. La preuve de cette proposition est similaire à celle de la Proposition2.2. En
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effet, la dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov découplée relative aux dyna-

miques lentes s’écrit sous la forme suivante :

Ẇs =
2x⊤Qsẋ

2
√
x⊤Qsx

6
−λsx

⊤Qsx+ x⊤QsB1y√
x⊤Qsx

6 −λsWs + b1Wf .

D’après la Proposition2.2, nous avons :

Ẇs(t) 6 − λsWs(t) + b1Wf(0)e
−λf

ε
t + εb1β1

√
V (0).

Ainsi,

Ws(t) 6 e−λstWs(0) + b1Wf (0)

∫ t

0

e−
λf
ε
se−λs(t−s)ds+ εb1β1

√
V (0)

∫ t

0

e−λs(t−s)ds

6 e−λstWs(0) +
b1

λf

ε
− λs

Wf (0)
(

e−λst − e−
λf

ε
t
)
+

εb1β1

λs

√
V (0)

(
1− e−λst

)
.

En prenantε 6 ε2 <
λf

λs
, il en découle

Ws(t) 6 e−λstWs(0) +
b1ε

λf − ε2λs

Wf(0) +
εb1β1

λs

√
V (0).

�

2.3 Analyse de stabilité

Nous traitons dans cette section, la stabilité du système hybride singulièrement perturbé

(2.10)-(2.12) en exploitant les résultats de la sous-section2.2.3. Nous établissons les

résultats principaux de ce chapitre pour ensuite en déduire les conditions de stabilité

des dynamiques (2.1)-(2.2) ou (2.7)-(2.8).

Dans la suite, nous considérons l’hypothèse suivante.

Hypothèse 2.3.Les matricesAi
0 etAi

22 sont Hurwitz pour touti ∈ I.

Analoguement aux résultats de la sous-section précédente, il existe des matrices symé-

triques définie positivesQi
s > Inx

, Qi
f > Inz

, i ∈ I, et des réels positifsλi
s , λi

f tels que
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pour touti ∈ I :

Ai⊤

0 Qi
s +Qi

sA
i
0 6 −2λi

sQ
i
s

Ai⊤

22Q
i
f +Qi

fA
i
22 6 −2λi

fQ
i
f .

(2.19)

Pour chaque mode de commutationi ∈ I, nous définissons :

bi1 =
∥∥(Qi

s)
1

2B1(Q
i
f)

− 1

2

∥∥,
bi2 =

∥∥(Qi
f )

1

2B2(Q
i
s)

− 1

2

∥∥,
bi3 =

∥∥(Qi
f )

1

2QfB3(Q
i
f )

− 1

2

∥∥.

Deplus, nous introduisonsbj = max
i∈I

bij , j = 1, . . . , 3 , λs = min
i∈I

λi
s etλf = min

i∈I
λi
f .

Afin d’assurer la décroissance de la fonction de Lyapunov relative au système (2.10)

durant les phases continues, nous utilisons les résultats préliminaires de la sous-section

2.2.3, relatives à l’analyse des systèmes singulièrement perturbés classiques en temps

continu. Précisément, nous appliquons le résultat de la Proposition2.1 pour chaque

mode de fonctionnementi ∈ I.

Sous l’hypothèse2.3et pour toutε ∈ (0, ε1], il existe une fonction de Lyapunov dépen-

dante du mode :

V (x, y) = x⊤Qi
sx+ y⊤Qi

fy

où ε1 est donné par (2.18) et tel que les dynamiques continues (2.10) sont stables.

Ensuite, nous nous intéressons aux variations de la fonction de Lyapunov aux instants

discrets. Pour ce faire, nous définissons les fonctions de Lyapunov découplées relatives

aux dynamiques lentes et rapides et dépendantes du mode suivantes :





Ws(t) =
√

x(t)⊤Qi
sx(t)

Wf (t) =
√

y(t)⊤Qi
fy(t)

, ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N. (2.20)

Lemme 2.1. Soitε ∈ (0, ε2] et soitτk = tk+1 − tk pour une séquence d’événements

(tk)k≥0 donnée. Supposons que l’hypothèse2.3est vérifiée. Alors, pour toutk ∈ N,

Ws(t
−
k+1) 6 Ws(tk)(e

−λsτk + εβ3) +Wf(tk)ε(β2 + β3)

Wf (t
−
k+1) 6 Ws(tk)εβ1 +Wf(tk)

(
e−

λf

ε
τk + εβ1

)

où ε2 ∈ (0, ε1] ∩ (0,
λf

λs
) etβ1, β2, β3 sont introduites dans les Propositions2.2et 2.3.
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Preuve. La démonstration découle des Propositions2.2 et 2.3en utilisant :

√
V 6 Ws +Wf .

�

Afin de compléter la caractérisation de la variation des fonctionsWs andWf aux ins-

tants discrets, nous définissons les constantes suivantes :

γ11 = max
i,i′∈I,j∈J

∥∥(Qi′

s )
1

2Ri
j→i′

11 (Qi
s)

− 1

2

∥∥,

γ12 = max
i,i′∈I,j∈J

∥∥(Qi′

s )
1

2Ri
j→i′

12 (Qi
f )

− 1

2

∥∥,

γ21 = max
i,i′∈I,j∈J

∥∥(Qi′

f )
1

2Ri
j→i′

21 (Qi
s)

− 1

2

∥∥,

γ22 = max
i,i′∈I,j∈J

∥∥(Qi′

f )
1

2Ri
j→i′

22 (Qi
f )

− 1

2

∥∥.

(2.21)

Lemme 2.2.Pour toute séquence d’événements(tk)k>0 et pour toutk > 1,

Ws(tk) 6γ11Ws(t
−
k ) + γ12Wf(t

−
k )

Wf(tk) 6γ21Ws(t
−
k ) + γ22Wf(t

−
k ).

Preuve. Nous démontrons la première inégalité :

Ws(tk) =
√

x(tk)⊤Q
σk
s x(tk)

=
∥∥(Qσk

s )
1

2x(tk)
∥∥

6
∥∥(Qσk

s )
1

2

(
R

σk−1

νk→σk

11 x(t−k ) +R
σk−1

νk→σk

12 y(t−k )
)∥∥

6
∥∥(Qσk

s )
1

2R
σk−1

νk→σk

11 x(t−k )
∥∥+

∥∥(Qσk
s )

1

2R
σk−1

νk→σk

12 y(t−k )
)∥∥

6
∥∥(Qσk

s )
1

2R
σk−1

νk→σk

11 (Qσk−1

s )−
1

2

∥∥Ws(t
−
k ) +

∥∥(Qσk
s )

1

2R
σk−1

νk→σk

12 (Q
σk−1

f )−
1

2

∥∥Wf (t
−
k )

6γ11Ws(t
−
k ) + γ12Wf(t

−
k ).

La preuve de la seconde inégalité suit les mêmes lignes. �

Afin de faciliter les notations dans ce qui suit, nous définissons les matrices suivantes :

Mτ =

(
e−λsτ + εβ3 ε(β2 + β3)

εβ1 e−
λf

ε
τ + εβ1

)
et Γ =

(
γ11 γ12

γ21 γ22

)
. (2.22)

Soulignons que la matriceMτ, paramétrée enτ > 0, est définie positive.
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En utilisant les notations introduites précédemment, nous établissons le lemme qui suit

caractérisant l’évolution des fonctions de Lyapunov aux instants discrets.

Lemme 2.3. Soientε ∈ (0, ε2], et τk = tk+1 − tk pour une séquence d’événements

donnée(tk)k>0. Supposons que l’hypothèse2.3est vérifiée, alors pour toutk ∈ N,

(
Ws(tk+1)

Wf(tk+1)

)
6 ΓMτk

(
Ws(tk)

Wf (tk)

)
.

Preuve. En utilisant le Lemme2.2 et la définition de la matriceΓ, nous écrivons

l’inégalité comparant les fonctions de Lyapunov aux instants discretstk+1 et celles aux

instantst−k+1 :

(
Ws(tk+1)

Wf (tk+1)

)
6 Γ

(
Ws(t

−
k+1)

Wf(t
−
k+1)

)
.

De la même manière et en utilisant la matriceMτk
énoncée par l’équation(2.22), nous

réecrivons l’inégalité du Lemme2.1comme suit :

(
Ws(t

−
k+1)

Wf (t
−
k+1)

)
6 Mτk

(
Ws(tk)

Wf(tk)

)
.

Par conséquent, la preuve du Lemme2.3découle de la combinaison des deux inégalités

précédentes. �

Ainsi, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.4.Soientε ∈ (0, ε2] etτ∗ > 0 tels que la matrice positiveΓMτ
∗ est Schur. Si

l’hypothèse2.3est vérifiée, alors pour toute séquence d’événements(tk)k>0 satisfaisant

la condition du temps de séjour minimumτk > τ
∗, pour toutk ∈ N, le système(2.10)-

(2.12) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. En se référant au Lemme2.3, pour toutk ∈ N , les fonctions de Lyapunov

découplées satisfaient :

(
Ws(tk)

Wf (tk)

)
6 ΓMτk−1

. . .ΓMτ0

(
Ws(t0)

Wf(t0)

)
.

Or les coefficients de la matriceMτ sont décroissants enτ, alors il existe unτ∗ > 0 tel

que : (
Ws(tk)

Wf(tk)

)
6
(
ΓMτ

∗

)k
(

Ws(t0)

Wf(t0)

)
.
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Ainsi, si la matrice définie-positiveΓMτ
∗ est Schur, alors les séquences(Ws(tk))k>0 et

(Wf(tk))k>0 convergent vers0 et la stabilité asymptotique globale du système(2.10)-

(2.12) est assurée. �

Le Lemme2.4met l’accent sur le fait que la stabilité des dynamiques (2.10)-(2.12) peut

être analysée en évaluant les propriètés du rayon spectral de la matriceΓMτ
∗. Il est im-

portant de souligner que les valeurs deτ
∗ pour lesquellesΓMτ

∗ est Schur donnent des

majorants du temps de séjour minimum séparant deux événements consécutifs.

En effet, cette matrice conditionne les sauts des dynamiques à tout instanttk et la ma-

joration de son rayon spectral caractérise des bornes sur les amplitudes des sauts et des

impulsions. Cette contrainte se traduit par une contrainte temporelle assurant une durée

de temps suffisamment grande pour stabiliser les dynamiques hybrides singulièrement

perturbés.

Cependant, la matriceΓMτ
∗ s’écrit sous la forme suivante :

ΓMτ
∗ =


 γ11e

−λsτ
∗

+ εδ1 γ12e
−λf

ε
τ
∗

+ εδ2

γ21e
−λsτ

∗

+ εδ3 γ22e
−λf

ε
τ
∗

+ εδ4


 (2.23)

où

δ1 = γ11β3 + γ12β1, δ2 = γ11(β2 + β3) + γ12β1,

δ3 = γ21β3 + γ22β1, δ4 = γ21(β2 + β3) + γ22β1.
(2.24)

Ainsi, l’étude spectrale de la matriceΓMτ
∗ fait intervenir un large panel de paramétres.

Néamoins nous allons montrer qu’il y a principalement trois cas à considérer selon la

valeur du paramètreγ11.

Dans la suite, nous détaillons le calcul de la valeur du temps de séjour requisτ
∗ et nous

établisssons les conditions suffisantes pour le garantir.

2.3.1 Cas 1 :γ11 > 1

Théorème 2.1.Supposons que l’hypothèse2.3 est satisfaite et soitγ11 > 1. Alors, il

existe une constanteε∗1 > 0 et une fonctionη1 : (0, ε∗1) → R
+ où η1(ε) = O(ε),

tels que pour toutε ∈ (0, ε∗1), et pour toute séquence d’événements(tk)k>0 le système
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(2.10)-(2.12) est globalement asymptotiquement stable pour un temps minimum de sé-

jour satisfaisantτk > τ
∗, pour toutk ∈ N, avec

τ
∗ >

ln(γ11)

λs

+ η1(ε).

Preuve. La preuve fait usage des propriétés de la matrice positiveΓMτ
∗ donnée par

(2.23). Cette matrice est Schur si seulement si il existep ∈ R
2
+, tel que

(
ΓMτ

∗

)⊤
p < p

(voir [50]). On est ainsi amené à chercher le paramètrep sous la forme(1, aε)⊤ avec

a > δ2 solution du problème. L’ingéalité
(
ΓMτ

∗

)⊤
p < p peut être réecrite comme

{
γ11e

−λsτ
∗

+ εδ1 + aεγ21e
−λsτ

∗

+ aε2δ3 < 1

γ12e
−λf

ε
τ
∗

+ εδ2 + aεγ22e
−λf

ε
τ
∗

+ aε2δ4 < aε.
(2.25)

La première inégalité du système(2.25) est équivalente à

τ
∗ >

−1

λs

ln
(1− εδ1 − aε2δ3

γ11 + aεγ21

)
=

ln(γ11)

λs

+ η1(ε)

où

η1(ε) =
1

λs

(
ln(1 +

aεγ21
γ11

)− ln(1− εδ1 − aε2δ3)
)
. (2.26)

D’abord, il est clair queη1(ε) = O(ε). De plus, la fonctionη1(ε) n’est définie que si

1 − εδ1 − aε2δ3 > 0, qui revient à majorer le paramètre des perturbations singulières

par ε < ε3 avec

ε3 =
−δ1 +

√
δ21 + 4aδ3

2aδ3
. (2.27)

D’autre part, la seconde inégalité(2.25) implique

τ
∗ >

−ε

λf

ln
(aε− εδ2 − aε2δ4

γ12 + aεγ22

)
⇐⇒ τ

∗ >
ε

λf

(
ln
( γ12 + aεγ22
a− δ2 − aεδ4

)
− ln(ε)

)
.

et puisqueτ∗ > ln(γ11)
λs

+ η1(ε) ≥ ln(γ11)
λs

, alors l’inégalité ci-dessus est vérifiée si

ln(γ11)

λs

>
ε

λf

(
ln
( γ12 + aεγ22
a− δ2 − aεδ4

)
− ln(ε)

)
. (2.28)

Nous remarquons que le terme du coté droit de l’inégalité tend vers0 quandε tend vers

0, d’où l’on peut déduire qu’il existeε4 > 0 tel que pour toutε ∈ (0, ε4), l’ingéalité

(2.28) est vérifiée et le résultat du théorème est obtenu en fixantε∗1 = min(ε2, ε3, ε4).

�
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Le Théorème2.1 montre que la condition du temps de séjour minimum assurant la

stabilité du système hybride singulièrement perturbé (2.10)-(2.12) peut s’écrire comme

étant la somme d’une constanteln(γ11)
λs

etd’une fonctionη1(ε), qui converge vers0 quand

ε tend vers0. Intrinséquement, la constante dépend deλs etγ11, et peut être determinée

uniquement à partir du modèle réduit (2.14)-(2.15).

2.3.2 Cas 2 :γ11 = 1

Pourγ11 = 1, deux cas se présentent en fonction deγ12 6= 0 ouγ12 = 0.

Théorème 2.2.Supposons que l’hypothèse2.3est satisfaite et soitγ11 = 1 etγ12 6= 0.

Alors, il existe une constanteε∗2 > 0 et une fonctionη2 : (0, ε∗2) → R
+ avecη2(ε) =

O(ε), tels que pour toutε ∈ (0, ε∗2), et pour toute séquence d’événements(tk)k>0, le

système(2.10)-(2.12) est globalement asymptotiquement stable pour un temps minimum

de séjour satisfaisantτk > τ
∗, ∀k ∈ N, avec

τ
∗ >

−ε

λf

ln(ε) + η2(ε).

Preuve. Similairement à la preuve du Théorème2.1, il suffit de démontrer que les

inégalités du (2.25) sont satisfaites. Puisqueγ11 = 1, la première inégalité est vérifiée

si et seulement siτ∗ > η1(ε). En outre, la seconde inégalité est satisfaite si et seulement

si

τ
∗ >

−ε

λf

ln(ε) + η2(ε),

où

η2(ε) =
ε

λf

ln
( γ12 + aεγ22
a− δ2 − aεδ4

)
. (2.29)

Il est clair queη2(ε) = O(ε). De plus, la fonctionη2(ε) n’est définie que si

a− δ2 − aεδ4 > 0

alors le paramètre des perturbations singulières est majoré parε < ε5 avec

ε5 =
a− δ2
aδ4

. (2.30)

Et commeη1(ε) = O(ε), il existeε6 > 0 tel que pour toutε ∈ (0, ε6),

η1(ε) <
−1

λf

ε ln(ε).
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Le théorème est ainsi prouvé en fixantε∗2 = min(ε2, ε5, ε6). �

Dans le second casγ12 = 0, les dynamiques rapidesy n’influent pas les dynamiques

lentesx aux instants de sauts. En d’autre termes, la composanteJ i
j→i′

12 de la matrice

J i
j→i′ est nulle pour touti, i′ ∈ I, j ∈ J .

Théorème 2.3.Supposons que l’hypothèse2.3est satisfaite et soitγ11 = 1 etγ12 = 0.

Il existe une constanteε∗3 > 0 et une fonctionη3 : (0, ε∗3) → R
+ où η3(ε) = O(ε),

tels que pour toutε ∈ (0, ε∗3), et pour toute séquence d’événements(tk)k>0, le système

(2.10)-(2.12) est globalement asymptotiquement stable pour un temps minimum de sé-

jour satisfaisantτk > τ
∗, ∀k ∈ N, avec

τ
∗ > η3(ε).

Preuve. D’une manière analogue à la preuve du Théorème2.1, il suffit de démontrer

les inégalités du (2.25). Or, pourγ11 = 1, la première inégalité est vérifiée seulement si

τ
∗ > η1(ε). De plus, ayantγ12 = 0, la seconde inégalité est satisfaite si et seulement si

τ
∗ >

−ε

λf

ln
(a− δ2 − aεδ4

aγ22

)
.

En associantη1(ε) définie par l’équation(2.26) et le minorant obtenu par l’inégalité

précédente, nous définissons

η3(ε) = max
(
η1(ε),

−ε

λf

ln
(a− δ2 − aεδ4

aγ22

))
. (2.31)

Cette fonction vérifieη3(ε) = O(ε) et elle est définie pour toutε < min(ε3, ε5).

Enfin, la preuve du théorème s’achève en fixantε∗3 = min(ε2, ε3, ε5). �

Les théorèmes précédents montrent que, pourγ11 = 1, le temps de séjour minimum

assurant la stabilité du système (2.10)-(2.12) pourγ12 6= 0 etγ12 = 0 décroit en−ε ln(ε)

et enε respectivement. Il est important de souligner que dans ce cas, pour tout signal

de commutation n’ayant aucune contrainte temporelle le modèle réduit (2.14)-(2.15) est

globalement asymptotiquement stable et qu’il ne requiert aucune condition de temps de

séjour minimum. Ce résultat est détaillé dans la sous-section2.3.4.

Deplus, remarquons que−ε ln(ε) converge vers0 plus lentement queε. Par conséquent,

un temps de séjour minimum plus important est requis dans le casγ12 6= 0 pour garantir

la stabilité du système. En d’autre termes, un intervalle de temps plus large est requis

pour stabiliser les variables rapidesy afin qu’elles ne déstabilisent pas les dynamiques

lentes durant les phases impulsives.
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2.3.3 Cas 3 :γ11 < 1

Pour γ11 < 1, nous distinguons deux cas qui font intervenir les paramétresγ12, γ21 et

γ22.

Théorème 2.4.Supposons que l’hypothèse2.3 est satisfaite et soitγ11 < 1. Alors, il

existe une constanteε∗4 > 0 et une fonctionη4 : (0, ε∗4) → R
+ où η4(ε) = O(ε),

tels que pour toutε ∈ (0, ε∗4) et pour toute séquence d’événements(tk)k>0, le système

(2.10)-(2.12) est globalement asymptotiquement stable pour un temps de séjour mini-

mum satisfaisantτk > τ
∗, ∀k ∈ N, avec

τ
∗ > η4(ε).

Preuve. Rappelons que notre objectif est de rendre la matriceΓMτ
∗ Schur, ce qui

revient à prouver l’existence d’un vecteurp ∈ R
2
+, tel que

(
ΓMτ

∗

)⊤
p < p (voir [50]).

Soit p sous la forme(1, a)⊤ où a > 0. Alors,
(
ΓMτ

∗

)⊤
p < p peut se réecrire sous la

forme comme suit

{
γ11e

−λsτ
∗

+ εδ1 + aγ21e
−λsτ

∗

+ aεδ3 < 1

γ12e
−λf

ε
τ
∗

+ εδ2 + aγ22e
−λf

ε
τ
∗

+ aεδ4 < a

qui est équivalente à 



τ
∗ > 1

λs
ln
(

γ11+aγ21
1−aεδ3−εδ1

)

τ
∗ > ε

λf
ln
(

γ12+aγ22
a−εδ2−aεδ4

)
.

(2.32)

Etant donné queγ11 < 1, il est possible de choisira > 0 tel queγ11 + aγ21 < 1.

Par conséquent, la première inégalité est satisfaite pour toutτ
∗ ≥ 0 et pour toutε ∈

(0, ε6) avec

ε6 =
1− γ11 − aγ21

aδ3 + δ1
. (2.33)

Quant à la seconde inégalité, il revient de considérerτ
∗ > η4(ε) avec

η4(ε) =
ε

λf

ln
( γ12 + aγ22
a− εδ2 − aεδ4

)
. (2.34)

Analoguement aux preuves précédentes, il est clair queη4(ε) = O(ε) et qu’elle est

définie pour toutε < ε7 où

ε7 =
a

aδ3 + δ1
. (2.35)

Pour conclure, le résultat du théorème est vérifié en choisissantε∗4 = min(ε2, ε6, ε7). �
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Théorème 2.5.Supposons que l’hypothèse2.3 est satisfaite et soitγ11 < 1, γ22 < 1

et γ12γ21
(1−γ11)(1−γ22)

< 1. Alors, il existeε∗5 > 0 tel que pour toutε ∈ (0, ε∗5) et pour toute

séquence d’événements(tk)k≥0, le système(2.10)-(2.12) est globalement asymptotique-

ment stable.

Preuve. Similairement à la preuve du Théorème2.4, il suffit de démontrer que les

inégalités (2.32) sont vérifiées. dans le cas oùγ11 < 1, γ22 < 1 et γ12γ21
(1−γ11)(1−γ22)

< 1, le

paramètrea > 0 peut être choisi de manière à ce qu’il vérifie :

γ12
1− γ22

< a <
1− γ11
γ21

.

Il en résulte que la première inégalité est vérifiée pour toutτ
∗ ≥ 0 etε ∈ (0, ε6).

Concernant la seconde inégalité, il suffit de prendreτ
∗ ≥ 0 et ε ∈ (0, ε8) avec

ε8 =
a− γ12 − aγ22

δ2 + aδ4
. (2.36)

La preuve s’achève en prenantε∗5 = min(ε2, ε6, ε8). �

Les théorèmes précédents montrent que, pourγ11 < 1, le temps de séjour minimum

assurant la stabilité du système hybride singulièrement perturbé (2.10)-(2.12) est égal à

0 ou tend vers0 quandε tend vers0.

2.3.4 Analyse de stabilité du modèle réduit

Nous avons vu à travers les résultats précédents qu’un temps de séjour minimum requis

pour assurer la stabilité du système (2.10)-(2.12) est la somme de deux termes. D’une

part, un terme indépendant du paramétreε, sa valeur est0 pour γ11 ≤ 1 et elle est

de ln γ11
λs

pour γ11 > 1. D’autre part, le second terme dépend du paramétreε et il tend

vers0 quandε tend vers0. Nous avons mentionné précédemment que l’interprétation

du premier terme est fortement liée au système réduit (2.14)-(2.15). Dans ce qui suit,

nous étudions les conditions nécessaires qui garantissent la stabilité du modèle réduit

(2.14)-(2.15) et nous interprétons la relation entre les bornes supérieures du temps de

séjour minimum qui stabilise le système réduit à celles qui stabilise le modèle original

(2.10)-(2.12).

Proposition 2.4.Supposons que l’hypothèse2.3est vérifiée et soitγ11 > 1. Alors, pour

toute séquence d’événements(tk)k>0, le système réduit(2.14)-(2.15) est globalement
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asymptotiquement stable pour un temps minimum de séjour satisfaisantτk > τ
∗, k ∈ N

avecτ∗ > ln(γ11)
λs

.

Preuve. Considérons la fonctionWs donnée par

Ws(t) =
√

x(t)⊤Qσk
s x(t) ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N.

En utilisant l’hypothèse2.3, il en découle :

Ws(t
−
k+1) 6 Ws(tk)e

−λsτk .

De plus, la définition deγ11 dans(2.21) implique que pour toutk ∈ N,

Ws(tk+1) 6 Ws(t
−
k+1)γ11.

Par conséquent, pour toutk ∈ N,

Ws(tk+1) 6 Ws(tk)γ11e
−λsτk . (2.37)

D’autre part, puisquek ∈ N, τk > τ
∗ avecτ∗ > ln(γ11)

λs
, il en résulte queWs(tk)

tend vers0 quandk tend vers+∞ et le système réduit(2.14)-(2.15) est globalement

asymptotiquement stable. �

Proposition 2.5. Supposons que l’hypothèse2.3est vérifiée et soitγ11 6 1. Alors, pour

toute séquence d’événements non bornée(tk)k>0, le système réduit(2.14)-(2.15) est

globalement asymptotiquement stable.

Preuve. En utilisant l’équation(2.37) et le fait queγ11 6 1 pour toutk ∈ N, on a

Ws(tk+1) 6 Ws(tk)e
−λsτk .

Par la suite, pour toutk ∈ N,

Ws(tk) 6 Ws(0)e
−λstk .

Puisque la séquence(tk)k>0 est non bornée,tk tend vers+∞ et Ws(tk) tend vers0.

Donc, la stabilité asymptotique globale du modèle réduit(2.14)-(2.15) est garantie.�

Les propositions précédentes montrent que la condition du temps de séjour minimum

établie pour le système hybride singulièrement perturbé (2.10)-(2.12) dans les Théo-

rèmes2.1, 2.2, 2.3, 2.4 et 2.5 coincide quandε tend vers0 avec la condition du temps
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de séjour minimum du système réduit (2.14)-(2.15). Le Tableau2.1résume les résultats

principaux.

γ11 γ12, γ21, γ22 Condition pour (2.10)-(2.12) Condition pour (2.14)-(2.15)
γ11 > 1 – τ

∗ > ln(γ11)
λs

+O(ε) τ
∗ > ln(γ11)

λs

γ11 = 1
– τ

∗ > − ε
λf

ln(ε) +O(ε)

τ
∗ > 0γ12 = 0

τ
∗ > O(ε)

γ11 < 1
–

γ22 < 1, γ12γ21
(1−γ11)(1−γ22)

< 1 τ
∗ > 0

TABLEAU 2.1: Tableau résumant les résultats des conditions de temps de séjour mini-
mum requis à la stabilisation des dynamiques (2.10)-(2.12) et du modèle réduit (2.14)-

(2.15).

Remarque 2.2. Le paramètre des perturbations singulièresε étant suffisamment petit,

il est judicieux de noter qu’une source potentielle de conservatisme dans la condition du

temps de séjour estimé pour le système hybride singulièrement perturbé(2.10)-(2.12)

provient de la condition du temps de séjour établie pour stabiliser le modèle réduit. En

effet, les bornes sur le temps de séjour minimum obtenues dans les Théorèmes2.1-2.5

font usage des majorations sur les paramètresγ11, γ12, γ21, γ22 qui à leur tour font

intervenir les matrices de LyapunovQi
s et Qi

f , i ∈ I. Pour un choix aléatoire de ces

paramètres, ces majorations risquent d’être conservatives.

2.3.5 Extension au cas des dimensions variantes dans le temps

Dans les sections précédentes, nous nous sommes intéressés à l’analyse de stabilité du

système hybride singulièrement perturbé dans le cas des dimensions fixes des variables

lentes et rapides. Nous montrons ici que ces résultats se généralisent au cas où les di-

mensions des variables d’état du système (2.1)-(2.2) varient dans le temps.

Nous rappelons que pour toutt ∈ [tk, tk+1), le vecteur d’étatx(t) du système (2.1) est

dedimensionni pour un mode commutation donnéσk = i. Nous rappelons aussi que

les matricesDi, i ∈ I introduites dans la Section2.2fixent la nature de la variation des

états du système (2.1). Pour touti ∈ I, nous considérons quenzi ∈ N est le nombre

d’éléments deDi égal àε et nxi = ni − nzi. En d’autre termes, pourσk = i, ni, nzi

andnxi sont le dimensions du vecteur d’état, les variables rapides et les variables lentes

respectivement.
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Avec les notations introduites précédemment, nous définissons le système augmenté

suivant : 


D

σk ẋ(t) = A
σkx(t),

D̄
σk ˙̄x(t) = −λx̄(t),

∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (2.38)

où nz = max
i∈I

nzi, nx = max
i∈I

nxi et n = nx + nz, la matriceD̄i ∈ R
(n−ni)×(n−ni) est

définie similairement à la matriceDi comme étant une matrice diagonale dont les élé-

ments sont égaux soit àε ou à1 afin de sélectionner les variables lentes et rapides des

composantes artificielles du vecteur d’étatx̄.

Précisement, pour touti ∈ I, nous considérons quēDi admetnz − nzi éléments diago-

naux égaux àε. Par conséquent, le vecteur augmenté
(

x(t)
x̄(t)

)
admet un nombre invariant

de composantes lentes et rapides qui sontnx et nz respectivement. Alors, le modèle

(2.38) se ramène à la forme du modèle (2.1) et la dimension de son vecteur d’état ainsi

que le nombre de ses variables lentes et rapides sont constants. En outre, le paramètre

λ est un réel positif, choisi plus grand queλs etλf afin d’assurer une vitesse de conver-

gence plus grande des dynamiques continues de la variable auxiliairex̄(t) par rapport à

celles de la variablex(t).

Similairement, nous définissons les dynamiques discrètes pour le vecteur augmenté :

{
x(tk) = J

νkx(t−k )

x̄(tk) = 0
(2.39)

La variable auxiliaire est mise à0 aux instants de saut de telle sorte que les dynamiques

discrètes de la variable auxiliarēx(t) convergent plus rapidement que la variablex(t).

Pour illustrer cette approche, nous considérons un exemple des systèmes singulière-

ment perturbés qui commutent entre deux modes de fonctionnement pour lesquels les

dimensions et la nature des variables change lors d’une commutation d’un mode à un

autre :

• Mode de fonctionnement I :

Les dynamiques sont décrites parn1 = 2 variables d’état ;nx1
= 1 etnz1 = 1 :

D
1

(
u̇(t)

v̇(t)

)
= A

1

(
u(t)

v(t)

)
avec D

1 =

(
ε 0

0 1

)
. (2.40)

• Mode de fonctionnement II :
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Les dynamiques sont décrites parn2 = 4 variables d’état ;nx2
= 2 etnz2 = 2 :

D
2




u̇(t)

v̇(t)

ẇ(t)

ζ̇(t)




= A
2




u(t)

v(t)

w(t)

ζ(t)




avec D
2 =




1 0 0 0

0 ε 0 0

0 0 ε 0

0 0 0 1




. (2.41)

Ayant n = nx + nz = 4, l’augmentation du vecteur d’état consiste à rajouter des

variables artificielles telles que le vecteur augmenté obtenu soit dansR
4 :

(
x(t)

x̄(t)

)
=




u(t)

v(t)

w(t)

ζ(t)




Etant donné que le vecteur d’état relatif au second mode de fonctionnement est complet,

(la matriceD̄2 est non-définie), nous considérons :

D̄
1 =

(
ε 0

0 1

)
.

Alors, la dynamique continue relative à chacune des configurations peut se mettre sous

la forme du modèle (2.38) :

diag(Di, D̄i)

(
ẋ(t)

˙̄x(t)

)
= diag(Ai,−λIn−ni

)

(
x(t)

x̄(t)

)
, i ∈ {1, 2}. (2.42)

De même, les dynamiques discrètes s’écrivent sous la forme (2.39) comme suit :

(
x(tk)

x̄(tk)

)
= diag(Jνk , 0n−ni

)

(
x(t−k )

x̄(t−k )

)
. (2.43)

Cette modèlisation invoque le fait que le système augmenté (2.38)-(2.39) est globale-

ment asymptotiquement stable si seulement si le système original (2.1)-(2.2) l’est aussi.

Ainsi, l’analyse de stabilité de (2.38)-(2.39) est conforme à celle présentée dans les

sections précédentes. Ce résultat est validé par un exemple numérique traité dans la

sous-section2.4.2.
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2.4 Exemples illustratifs

Cette section vise à illustrer les résultats théoriques obtenus à travers l’analyse de sta-

bilité de la classe des systèmes hybrides introduite dans ce chapitre. Nous considérons

un système à commutation impulsif singulièrement perturbé de petite dimension, préci-

sement les variables lentes et rapides sont données par des scalaires et dont les modes

de commutation possibles sont dans l’ensembleI = {1, 2}. Nous admettons que la na-

ture des variables peut changer aux instants discrets tandis que la dimension du vecteur

d’état reste inchangée. L’objectif est, donc de tester l’efficacité de la condition du temps

de séjour minimum des Théorèmes2.1-2.5qui garantit la stabilité des dynamiques. Par

la suite, nous revenons sur un exemple qui illustre la méthodologie à adopter dans le cas

des dimensions variantes dans le temps.

Dans un premier temps, nous évoquons l’approche des changements de variables en-

noncé dans les sous-sections2.2.1et 2.2.2dans le but de réécrire les dynamiques sous

la forme classique des systèmes singulièrement perturbés. Par la suite, nous analysons

les conditions enγ11 pour sélectionner le théorème à appliquer et qui fournit la valeur

adéquate du temps de séjour minimum. Dans la seconde sous-section, nous illustrons

les trajectoires du système considéré et nous évaluons sa stabilité au sens de Lyapunov

pour un intervalle de temps satisfaisant la contrainte temporelle.

2.4.1 Application à des systèmes décrits par des dynamiques sca-

laires

Soient les dynamiques suivantes :





u̇(t) = a1u(t) + b1v(t)

εv̇(t) = c1u(t) + d1v(t)
t ∈ [t2k, t2k+1), k ∈ N (2.44)

et 


εu̇(t) = a2u(t) + b2v(t)

v̇(t) = c2u(t) + d2v(t)
t ∈ [t2k+1, t2k+2), k ∈ N (2.45)
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où la nature des étatsu et v permute à chaque commutation. Nous introduisons la va-

riablex = (u, v)⊤ et les matrices

A
1 =

(
a1 b1

c1 d1

)
, D

1 =

(
1 0

0 ε

)
, A

2 =

(
a2 b2

c2 d2

)
, D

2 =

(
ε 0

0 1

)

permettant la réecriture des dynamiques (2.44)-(2.45) sous la forme du système (2.1).

D’abord, en utilisant les matrices de permutationS1 = I2 etS2 = ( 0 1
1 0 ) , nous définis-

sons le changement de variable (2.5) comme étant




(x, z)⊤ = S1x, t ∈ [t2k, t2k+1), k ∈ N,

(x, z)⊤ = S2x, t ∈ [t2k+1, t2k+2), k ∈ N.

Il est important de noter que, par définition, le système décrit enx est un système à

commutation et qu’il n’est soumis à aucune impulsion. Ceci est équivalent àJ = {1}
et J1 = I2 dans l’équation (2.2). Néanmoins, l’aspect impulsif intervient dans les dy-

namiques (2.44)-(2.45) exprimées en(x, z)⊤. Car, en prenantJ = {1} et en utilisant

(2.6), nous avonsJ1
1→2 = J2

1→1 = S2.

Par conséquent, le système (2.44)-(2.45) peut se mettre sous la forme suivante

(
ẋ(t)

εż(t)

)
= Aσk

(
x(t)

z(t)

)
, ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N

avec une dynamique impulsive donnée par :

(
x(tk)

z(tk)

)
= Jσk−1

νk→σk

(
x(t−k )

z(t−k )

)
, ∀k ≥ 1

où le signal de commutationσk ∈ I = {1, 2}, le signal d’impuslionνk ∈ J = {1},

A1 = S1A
1S⊤

1 = A
1 etA2 = S2A

2S⊤
2 =

(
d2 c2
b2 a2

)
.

Par la suite, nous adoptons le changement de variable (2.9) exprimé par :

y(t) = z(t) +
c1
d1

x(t), t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N,

y(t) = z(t) +
b2
a2

x(t), t ∈ [t2k+1, t2k+2), k ∈ N.
(2.46)
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Cependant, l’hypothèse2.3requiert les inégalités suivantes :





A1
0 = a1 −

b1c1
d1

< 0, A1
22 = d1 < 0,

A2
0 = d2 −

b2c2
a2

< 0, A2
22 = a2 < 0.

(2.47)

Ainsi, les matrices de LyapunovQi
s, Q

i
f , i ∈ I peuvent être choisies comme des sca-

laires positifs et nous avons :

λs = min

(
b1c1
d1

− a1,
b2c2
a2

− d2

)
, λf = min(−d1,−a2). (2.48)

Comme précédemment décrit, les valeurs des composantesR1
1→2

11 etR2
1→1

11 jouent un rôle

primordial dans le calcul de la constante de temps séparant deux événements consécu-

tifs, qui est fortement lié à la valeur deγ11. En effet :

R1
1→2

11 = − c1
d1

, R2
1→1

11 = − b2
a2

et la définition (2.21) implique

γ11 = max

(∣∣∣∣
qc1
d1

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
b2
qa2

∣∣∣∣
)

(2.49)

où q =
√

Q2
s

Q1
s
. De ce fait, il convient de minimiser la valeur deγ11, ceci est concevable

pourq =
√

|d1b2|
|c1a2| donnant :

γ11 =

√
|c1b2|
|d1a2|

.

Alors, la conditionγ11 < 1 est vérifiée si seulement si|c1b2|
|d1a2| < 1. En appliquant le Théo-

rème2.4, un temps de séjour de l’odre deO(ε) suffit pour stabiliser les dynamiques.

Quandε → 0, les trajectoires des dynamiques (2.44)-(2.45) sont stables et convergent

vers le point d’équilibre zéro pour toute loi de commutation. Dans ce cas, aucune condi-

tion temporelle sur l’intervalle de temps entre deux événements n’est requise. Ce ré-

sultat est illustré par la Figure2.1 ayant les deux variétés lentes relatives au système

(2.44)-(2.45) comme suit :

c1u(t) + d1v(t) = 0 et a2u(t) + b2v(t) = 0.

Par ailleurs, l’inégalité|c1b2||d1a2| < 1 indique que la pente de la variété lente associée au
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premier mode de commutation (2.44) est plus petite que celle attribuée à la variété lente

du second mode de commutation (2.45).

u

v

a 2
u
+
b 2
v
=
0

c1u
+ d1v

= 0

(u0, v0)

FIGURE 2.1: La variété lente associée à (2.44) et celle associée à (2.45) sont représen-
tées respectivement en bleu et en rouge pour|c1b2|

|d1a2| < 1. Les trajectoires du système
à commutation sont représentées en lignes discontinues pour une condition initiale

(u0, v0) quandε → 0.

Inversement, la conditionγ11 > 1 est vérifiée si et seulement si|c1b2|
|d1a2| > 1, ceci est

équivalent à considérer que la pente de la variété lente associée au second mode de

commutation (2.45) est plus petite que celle attribuée à la variété lente du premier mode

de commutation (2.44). Dans ce cas, le temps de séjour minimum est donné par le Théo-

rème2.1, qui est de l’ordre deln(γ11)
λs

+O(ε). Par conséquent, en absence de cette condi-

tion, les variétés lentes des dynamiques (2.44)-(2.45) données par la Figure2.2 sont

instables et divergent dans le cas des commutations arbitraires (sous aucune contrainte

temporelle ou avec un temps de séjour minimum de l’ordre deO(ε)).

2.4.2 Exemples numériques

Dans ce paragraphe, nous évaluons numériquement les résultats de ce chapitre. D’après

les théorèmes énoncés dans la Section2.3, la borne sur le temps de séjour minimum

stabilisant les dynamiques hybrides singulièrement perturbées dépend de la valeur du

paramètreγ11. Les exemples numériques traitent deux choix différents deγ11 et cor-

respondent à un résultat distinct parmi les Théorèmes2.1-2.5. Ensuite, nous illustrons

les résultats obtenus pour un exemple numérique relatif à la sous-section2.3.5traitant

le cas où les commutations engendrent également des changements des dimensions du

vecteur d’état.
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u

v

c 1
u
+
d 1
v
=
0

a2u
+ b2v

= 0

(u0, v0)

FIGURE 2.2: La variété lente associée à (2.44) et celle associée à (2.45) sont représen-
tées respectivement en bleu et en rouge pour|c1b2|

|d1a2| > 1. Les trajectoires du système
à commutation sont représentées en lignes discontinues pour une condition initiale

(u0, v0) quandε → 0.

Exemple 1 :γ11 < 1

Soient les dynamiques (2.44)-(2.45) données par les matrices suivantes :

A
1 =

(
−1 0.5

−1 −2

)
, A

2 =

(
−2.5 −2

3 1

)
. (2.50)

L’application numérique des inégalités (2.47)





a1 −
b1c1
d1

= −1.25 < 0 d1 = −2 < 0,

d2 −
b2c2
a2

= −1.4 < 0 a2 = −2.5 < 0.

satisfaient les conditions de l’hypothèse2.3.

Ense référant à l’équation (2.48), nous fixons les paramètresλs = 1.25 etλf = 2. Nous

obtenonsq =
√

Q2
s

Q1
s
=
√

|d1b2|
|c1a2| = 2

√
2
5

etγ11 =
√

|c1b2|
|d1a2| =

√
2
5
.

Par conséquent, nous nous plaçons dans le casγ11 < 1 et il convient d’appliquer le

Théorème2.4 pour déduire la borne sur le temps de séjour minimum requis qui est de

l’ordre deO(ε).

Nous choisissons une valeur deε = 10−3 et les coordonnées du vecteur des états initiaux

x0 = (2, 1). La valeur de la borne sur le temps de séjour minimum donnée par le

Théorème2.4est de6.1679 · 10−4 = O(ε).
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FIGURE 2.3: Trajectoires des dynamiques (2.44)-(2.45)
avectk+1 − tk = τ = 6.1679 · 10−4 sec

Les trajectoires des variablesu etv du système (2.44)-(2.45) représentées dans la Figure

2.3 montrent qu’un intervalle de temps de l’ordre deε séparant deux commutations

consécutives, qui tend vers zéro quandε tend vers zéro, ne déstabilise pas le système.

Nous évaluons par la suite, l’évolution des dynamiques au fil des commutations dans le

plan de variétés lentes données par :





− u(t)− 2v(t) = 0

− 2.5u(t)− 2v(t) = 0.

La trajectoire du système dans le plan(u, v) pour un signal de commutation périodique

de période6.1679 · 10−4 sec est illustrée par la Figure2.4.

0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1

∆1 : c1u(t) + d1v(t)

∆2 : a2u(t) + b2v(t)

u

v

FIGURE 2.4: Trajectoires des dynamiques (2.44)-(2.45) dans le plan(u, v)
avectk+1 − tk = τ = 6.1679 · 10−4 sec

La trajectoire des dynamiques (2.44)-(2.45) commute périodiquement entre les deux
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droites représentant les deux variétés lentes avant de converger vers l’origine. Nous re-

marquons également que, la période de commutation choisie ne permet aux trajectoires

ni rester ni de glisser sur une variété donnée et ceci est dû aux commutations rapides.

En effet, le temps entre deux commutations est de l’ordre de10−4 sec. Néanmoins, la

stabilité est assurée pour toute loi de commutation arbitraire.

Nous illustrons dans les figures qui suivent, le fait qu’en prenant des périodes tempo-

relles plus larges, la stabilité du système est maintenue et les trajectoires du système ont

tendance à rester plus longtemps sur une variété, pour ensuite commuter vers la variété

suivante et glisser jusqu’à atteindre le point d’équilibre.

0 0.5 1 1.5 2 2.5
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

∆1 : c1u(t) + d1v(t)

∆2 : a2u(t) + b2v(t)

u

v

0 0.5 1 1.5 2 2.5
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−0.5

0

0.5

1

∆1 : c1u(t) + d1v(t)

∆2 : a2u(t) + b2v(t)

u

v

FIGURE 2.5: Trajectoires des dynamiques (2.44)-(2.45) dans le plan(u, v) avec :
En haut :tk+1 − tk = τ = 2 · 10−3 sec , En bas :tk+1 − tk = τ = 0.2 sec

Exemple 2 :γ11 > 1

Considérons un autre choix des matrices d’étatsA1,A2 dans le système d’équations

(2.44)-(2.45) :

A
1 =

(
−1 0.5

−3 −2

)
, A

2 =

(
−2.5 −4

1 0.5

)
. (2.51)
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Les inégalités (2.47) vérifient l’hypothèse2.3:





a1 −
b1c1
d1

= −1.75 < 0, d1 = −2 < 0,

d2 −
b2c2
a2

= −1.1 < 0, a2 = −2.5 < 0.

La définition (2.48) donneλs = 1.1 etλf = 2 et ainsiq =
√

Q2
s

Q1
s
=
√

|d1b2|
|c1a2| =

4√
15

.

De plus, on aγ11 =
√

|c1b2|
|d1a2| = 2

√
3
5

d’après l’équation (2.49). Nous nous retrouvons

ainsi dans le cas oùγ11 > 1 et le Théorème2.1accorde un temps de séjour minimum de

la forme ln(γ11)
λs

+O(ε). L’application numérique fournit une valeur deln(γ11)
λs

= 0.40sec.

A cette constante se rajoute le terme enO(ε) qui prend la valeur de6 · 10−3 sec.

Soit la condition initialex0 = (2, 1) et ε = 10−3, nous illustrons l’évolution des

dynamiques au fil des commutations dans le plan des variétés lentes données par :





− 3u(t)− 2v(t) = 0

− 2.5u(t)− 4v(t) = 0.

Afin de mettre l’accent sur l’indispensabilité d’un temps de séjour suffisamment large

pour assurer la stabilité des dynamiques, nous simulons le système en prenant un inter-

valle de temps plus petit séparant les commutations de la valeur deτ = 0.16 sec.

0 1 2 3 4 5 6 7
−10

−8

−6

−4

−2

0

2

∆1 : c1u(t) + d1v(t)

∆2 : a2u(t) + b2v(t)

u

v

FIGURE 2.6: Trajectoires des dynamiques (2.44)-(2.45) dans le plan(u, v)
avectk+1 − tk = τ = 0.16 sec

La Figure2.6 illustre les trajectoires du système au fil du temps. La périodede com-

mutation choisie n’est pas négligeable et permet aux dynamiques de rester durant un
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certain intervalle de temps sur une variété avant de passer au second mode de fonction-

nement. Mais, il s’avère que cet intervalle temporel est insuffisant pour stabiliser les

dynamiques au fil des événements et la divergence des trajectoires est évidente.

Par ailleurs, un temps de séjour minimumtk+1 − tk = τ = 0.406 sec est nécessaire

pour la stabilisation comme le montre les Figures2.7et 2.8.
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FIGURE 2.7: Trajectoires des dynamiques (2.44)-(2.45)
avectk+1 − tk = τ = 0.406 sec
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FIGURE 2.8: Trajectoires des dynamiques (2.44)-(2.45) dans le plan(u, v)
avectk+1 − tk = τ = 0.406 sec

Afin de clarifier le comportement des dynamiques dans le plan(u, v), nous simulons

dans la Figure2.9 l’évolution des dynamiques pour deux commutations consécutives.
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FIGURE 2.9: Agrandissement de la Figure2.8en considérant deux commutations

Exemple 3 : Cas des dimensions variantes dans le temps

Considérons le système (2.1)-(2.2) qui commute entre deux modes de fonctionnement

I = {1, 2} décrits par les équations (2.40)-(2.41) avec :

A
1 =

(
−0.5 0.5

1 −2

)
, A

2 =




−4 −2 −1 3

1 −3 0 −5.5

0 −1 −1 −2

1 2 −4 −2




.

Les dynamiques discrètes du système sont régies par le signal d’impuslionνk dans

l’ensembleJ = {1, 2} tels que :

J
1 =

(
0.4 −2

1 0.5

)
, J

2 = I4.

Une première étape consiste à réecrire les dynamiques sous la forme (2.42)-(2.43) qui

aboutit à un système augmenté d’ordre4. Par la suite, nous procédons au changement

de variables (2.5) relatif à chaque mode de fonctionnement par la définition des matrices

de passage :

S1 =




0 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0




, S2 =




1 0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0




.

et nous introduisons les matrices (2.6) qui permettent la réecriture des dynamiques sous

la forme (2.7)-(2.8).

Cechangement de variable ramène l’étude du système (2.1)-(2.2) dont les dimensions
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des variables varient à chaque instant de commutation, à celledu système présenté dans

la Section2.3.

Ayant la forme singulièrement perturbée classique du système, nous procédons à la

séparation des échelles de temps et le calcul du temps de séjour minimum.

D’abord, nous vérifions les conditions de l’hypothèse2.3avec

A1
0 =

(
−λ 0

0 −1

)
, A2

0 =

(
−4.33 6.83

3 −5

)
,

A1
22 =

(
−0.5 0

0 −λ

)
, A2

22 =

(
−3 0

−1 −1

)
.

En fixant le paramètre des perturbations singulièresε = 10−3 et les paramètresλs = 1,

λf = 0.5 etλ = 2, nous nous retrouvons dans le cas oùγ11 = 1 etγ12 = 0.

En se référant au résultat du Théorème2.3, la borne inférieure qui doit être satisfaite par

l’ intervalle de temps séparant deux événements consécutifs est deτ = 1.6 · 10−3sec.

Prenant une condition intiale(x0, x̄0) = (2,−3, 4,−2), la figure qui suit illustre l’évo-

lution des dynamiques du système décrit précédemment.
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FIGURE 2.10: Trajectoires des dynamiques (2.40)-(2.41)
avectk+1 − tk = τ = 1.6 · 10−3 sec.

A l’instant tk = τ , les dynamiques subissent simultanément une commutation du mode

de fonctionnement (2.40) vers le mode (2.41) accompagnée d’une impulsion régie par la

matrice de sautJ1. Ainsi, les variablesu etv changent de nature et les dynamiques des

variablesw etξ, qui constituaient des variables artificielles durant le premier mode, sont
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régies par la matricesA2 durant le second mode. A l’instanttk = 2τ , une commutation

se produit faisant intervenir à nouveau le mode1 décrit par la matricediag(A1,−λI2)

relative à la dynamique continue (2.42). Le comportement ainsi illustré montre la conver-

gence des dynamiques au fil des événements pour un temps de séjourτ = 1.6 ·10−3 sec.

2.4.3 Discussion

L’étude de stabilité établie dans ce chapitre invoque un choix rigoureux des différents

paramètres réduisant ainsi le conservatisme qui peut affecter la précision de la borne

obtenue sur le temps de séjour minimum. Dans un premier temps, nous revenons sur

le conservatisme et nous montrons numériquement qu’un temps de séjour légérement

inférieure à la borne obtenue par l’un des Théorèmes2.1-2.5 pourrait être valide pour

la stabilisation. En second lieu, nous nous intéressons aux deux termes composant le

temps de séjour minimum résultant et nous évaluons leur nécessité dans l’analyse de la

classe des systèmes hybrides singulièrement perturbés étudiée.

2.4.3.1 Sources de conservatisme

Nous soulignons que les majorations et le choix des patamètresλs, λf , Q
i
s, Q

i
f dans

(2.21) fait partie des sources de conservatisme. Nous avons montré àtravers les exemples

1 et 2 que ces paramètres peuvent être calculés à partir des équations (2.47) et (2.48).

Pourtant, d’après la simulation des dynamiques de l’exemple2 ayant les mêmes valeurs

deε etx0 et sous une loi de commutation périodique de périodetk+1 − tk = 0.37 sec,

plus petite que celle énoncée par le Théorème2.1, les trajectoires des dynamiques sont

convergentes.
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FIGURE 2.11: Trajectoires des dynamiques (2.44)-(2.45)
avectk+1 − tk = τ = 0.37 sec
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Or, en atténuant la période des commutations àtk+1 − tk = 0.3 sec, la stabilité des

dynamiques n’est plus garantie comme le montre la Figure2.12.
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FIGURE 2.12: Trajectoires des dynamiques (2.44)-(2.45)
avectk+1 − tk = τ = 0.3 sec

Cette analyse numérique montre que la borne sur le temps de séjour minimum donnée

par les Théorèmes2.1-2.5, garantit la stabilité asympotique globale des dynamiques

hybrides singlièrement perturbées étudiées mais que, dans certains cas, la stabilité peut

être assurée pour un temps de séjour légèrement inférieur à cette borne. Cette situation

est plus prévisible lorsque les paramètres en question sont choisis aléatoirement.

2.4.3.2 Temps de séjour de l’ordre deO(ε)

Revenons sur l’expression du temps de séjour minimum qui est :

τ ∗ > max{O(1) +O(ε),O(ε)}.

Nous avons vu précédemment que le terme enO(1) est nécessaire pour stabiliser les

dynamiques du modèle réduit. Cette valeur, non négligeable par rapport àε est essen-

tielle pour la stabilisation du système (2.14)-(2.15) et ainsi pour la stabilisation de tout

système linéaire impulsif à commutation dont les dynamiques évoluent selon une seule

échelle temporelle. D’autres part, les dynamiques rapides à leurs tour, nécessitent un

temps de séjour de l’ordre du paramètre des perturbations singulières.

Dans l’exemple qui suit, nous évoquons la nécessité de ce terme infiniment petit dans

l’analyse de stabilité de la classe de systèmes étudiée.
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Nous reprenons le système singulièrement perturbé à commutation traité dans [33] :

(
ẋ(t)

εż(t)

)
= Aσk

(
x(t)

z(t)

)
, ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (2.52)

où le signal de commutation estσk ∈ I = {1, 2} et les matrices d’état sont données

par :

A1 =

(
−1 0

5 −1

)
; A2 =

(
−1 5

0 −1

)

Pour assurer la conformité à l’exemple du [33], nous admettons que la nature des va-

riables est inchangée telle que la matriceJσk−1

νk→σk = I2 et nous nous appuyions sur les

résultats de la Section2.3pour en déduire les conditions suffissantes de stabilité asymp-

totique globale du système (2.52). En premier lieu, nous nous assurons que l’hypothèse

2.3est valide.

Eneffet, les matricesA1
0 = A2

0 = −1 etA1
22 = A2

22 = −1. D’autre part, nous supposons

que les dynamiques lentes et rapides admettent une fonction de Lyapunov commune

donnée par : {
Ws(t) =

√
x(t)⊤x(t)

Wf(t) =
√
y(t)⊤y(t)

, ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N.

Ceci revient à considérer les paramètresQ1
s = Q2

s = 1 etQ1
f = Q2

f = 1 dans (2.20) et

nous procédons au changement de variable (2.9) avec les matrices de passage suivantes :

P1 =

(
1 0

−5 1

)
, P2 =

(
1 0

0 1

)
.

En utilisant la définition (2.13), la dynamique discrète est régie par les matrices de saut :

R1→2 =

(
1 0

5 1

)
, R2→1 =

(
1 0

−5 1

)
.

Par conséquent, nous nous retrouvons dans le cas deγ11 = 1 etγ12 = 0 et l’application

du Théorème2.3fournit une condition sur le temps de séjour de l’ordre deε.

Ce résultat est prévisible selon l’analyse de stabilité établie dans la Section2.3. Ce-

pendant, la détermination de la valeur deτ vient renforcer les résultats existants dans

la littérature en donnant une valeur plus raffinée du temps requis entre deux commuta-

tions. En effet, les auteurs de [33] ont évoqué le fait que la stabilité des sous-systèmes
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n’est pas une condition suffisante pour garantir la stabilité du système commutatif com-

plet et ont également établit une condition de temps de séjour minimal de la valeur de

τ = 0.7001 sec pourε = 0.076.
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FIGURE 2.13: Trajectoires des dynamiques (2.52) avec des commutations périodiques
depériodetk+1 − tk = τ = 0.7001 sec.
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FIGURE 2.14: Trajectoires des dynamiques (2.52) avec des commutations périodiques
depériodetk+1 − tk = 0.35 sec inférieure àτ .

Or, les résultats que nous présentons dans ce travail appréhendent une relation entre la

borne sur le temps de séjour et la différence des échelles de temps. Ceci est illustré par

les valeurs numériques obtenues par le Théorème2.3pour différentes valeurs deε :

ε 0.076 7.6 · 10−3 10−3 7.6 · 10−4

τ (sec) 0.588 0.106 1.43 · 10−2 1.08 · 10−2

Remarquons que pourε = 0.076, le Théorème2.3donne une valeur de temps de séjour

de0.588 sec. En outre, il est claire que plusε est petit plus la valeur du temps de séjour
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minimum est petite. Ceci est en accord avec l’approximation dela borne établie dans

le Théorème2.3 et qui assure la convergence des dynamiques à commutation (2.52).

De plus, ceci révèle que tant que les différentes dynamiques du système admettent une

fonction de Lyapunov commune et tant que les dynamiques découplées sont stables, la

convergence globale au fil des commutations "requiert" un temps de séjour minimum

infiniment petit voire négligeable quandε tend vers0.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, le problème de stabilité des systèmes hybrides singulièrement pertur-

bés a été traité. Dans un premier temps, nous avons présenté une approche innovante

de modèlisation des systèmes dont la nature de ses variables est susceptible de changer

au cours du temps. L’idée déployée a été de mettre en œuvre les différents outils de la

théorie des perturbations singulières pour réecrire le système sous une forme classique.

Nous avons mis l’accent sur la contribution majeure de cette modèlisation qui présente

une classe générale de systèmes englobant plusieurs sous-classes de systèmes singuliè-

rement perturbés.

En second lieu, nous avons exploité le modèle obtenu pour l’analyser et montrer com-

ment obtenir des conditions suffisantes en termes de temps de séjour minimum pour

assurer sa stabilié. Nous avons développé les résultats principaux pour garantir la stabi-

lité à travers la valeur de la borne que doit satisfaire l’intervalle de temps séparant deux

événements consécutifs. Nous avons tenu, tout au long de cette étude, à rapeller le lien

entre la classe des systèmes hybrides singulièrement perturbés étudiée et les différentes

sous-classes qui en découlent et nous avons présenté les approximations à établir pour

particulariser les résultats aux systèmes considérés.

Le schéma qui suit récapitule les différentes étapes de l’analyse proposée.
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Classe de systèmes hybrides singulièrement perturbés
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FIGURE 2.15: Graphe décrivant la méthodologie adoptée pour l’analyse de la classe
de systèmes hybrides singulièrement perturbés considérée.





Chapitre 3

Un O(ε)-sous-graphe stabilisant pour

des systèmes hybrides linéaires

singulièrement perturbés

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la recherche de séquences d’événements sta-

bilisantes pour le système hybride singulièrement perturbé suivant

(
ẋ(t)

εż(t)

)
= Aσk

(
x(t)

z(t)

)
, ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (3.1)

(
x(tk)

z(tk)

)
= Jσk−1

νk→σk

(
x(t−k )

z(t−k )

)
, ∀k > 1 (3.2)

oùx(t) ∈ R
nx et z(t) ∈ R

nz désignent respectivement les variables lentes et rapides et

0 = t0 < t1 < . . . décrit une séquence strictement croissante d’instants discrets. Les

variables discrètesσk ∈ I et νk ∈ J représentent respectivement les lois de commu-

tation et d’impulsion avecI etJ les ensembles d’indices correspondants. La matrice

Jσk−1

νk→σk ∈ R
nx×nz conditionne l’impulsion donnée aux dynamiques et la nouvelle

valeur qui leur est attribuée suite à une commutation, une impulsion ou les deux simul-

tanément. Pour toutk ∈ N, la matriceAσk décrit les dynamiques continues relatives au

mode de fonctionnementσk activé durant l’intervalle de temps[tk, tk+1), k ∈ N.

Dans le Chapitre2, les résultats montrent que la stabilité du système singulièrement



72 Chapitre 3. UnO(ε)-sous-graphe stabilisant.

perturbé (3.1)-(3.2) requiert un temps de séjour minimum satisfaisant :

τ ∗ > max{O(1) +O(ε),O(ε)}.

Nous avons également mis l’accent sur l’importance du termeO(1) relatif à la stabil-

siation du modèle réduit associé à (3.1)-(3.2). La question à laquelle nous tâchons de

répondre est la suivante : quelles restrictions supplémentaires doit-on imposer sur la

succession des événements afin de garantir la stabilité du système en présence d’un

temps de séjour négligeable, de l’ordre deO(ε)?

Le problème ainsi formulé consiste à étendre les résultats du Chapitre2 par la construc-

tion de séquences d’événements stabilisantes. La synthèse de telle séquence consiste à

développer une loi de commutations(σk, k∈N) d’un mode à un autre et une loi d’impul-

sion(νk, k∈N) qui garantissent la stabilité asymptotique globale de la classe de systèmes

hybrides singulièrement perturbés considérée. En d’autre termes, nous revenons sur les

résultats de la Section2.3et nous construisons une suite d’événements admissibles qui

relâche la contrainte du temps de séjour minimum.

En un premier temps, nous attribuons une représentation graphique aux séquences d’évé-

nements au sein d’un système à commuation impulsif. Ensuite, nous établissons l’ana-

lyse de stabilité de cette classe de système fondée sur les résultats du chapitre précédent

pour en déduire une séquence d’événements admissibles qui stabilise les dynamiques

singuilièrement perturbées (3.1)-(3.2). Par la suite, nous développons la méthodologie

à adopter pour traiter différentes classes particulières de systèmes et nous validons l’ap-

proche proposée par un exemple illustratif.

3.2 Représentation graphique des systèmes à commuta-

tion impulsif

Nous appelons "transition" tout événement discret qui se produit à l’instanttk.

Pour exemple, une commutation d’un modei ∈ I à un modei′ ∈ I accompagnée d’un

sautj ∈ J est appelée transition. Pour alléger les notations et pour assurer la clarté de

l’analyse, nous nous proposons de représenter ces transitions par un graphe ayant|I|
sommets relatifs aux différents modes de fonctionnement. Les liaisons qui relient un

sommet à un autre peuvent être associées à deux types d’événements. Le premier décrit

une commutation d’un modei à un modei′ accompagnée d’une impulsion relative à
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l’une des matrices de sautJν , ν ∈ J . Ce type d’événements est représenté par des arcs

dirigés dont le nombre ne peut excéder|J | arcs dans le graphe. D’autre part, le second

type d’événements est relatif aux commutations, telles que la matrice de sautJ1 = I

et l’arc associé décrit le passage du sommei au sommeti′. De plus, le graphe peut

contenir des arcs en boucles, au plus|J | − 1 boucles relatives aux impulsions décrites

parJν , ν ∈ J \ {1} et pour lesquelles le mode de fonctionnement reste inchangé.

Exemple 3.1.Nous proposons un exemple qui permet de mieux illustrer la construc-

tion du graphe décrit précédemment. Soit les ensembles des indicesI = {1, 2, 3} et

J = {1, 2}. Les arcs représentant les événements purement commutatifs (J1 = I) sont

illustrés par la Figure3.1 en bleu. Quant aux événements combinés, où une commu-

tation et une impulsion se produisent simultanément (J2 6= I), ils sont illustrés par

des arcs rouges. Enfin, les arcs ayant les mêmes extrémités désignent les événements

impulsifs.

1

23

FIGURE 3.1: Schéma illustratif de toutes les transitions possibles associées au système
hybride (3.1)-(3.2) ayant trois modes de commutation et deux types d’impulsions pos-
sibles. Les arcs en bleu décrivent les événements associées àJ1 = I et ceux en rouge

sont associés àJ2 6= I.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons à la recherche du sous-graphe des transitions

possibles qui conservent la stabilié du système (3.1)-(3.2). Précisement, nous recher-

chons les séquences qui, en présence d’un temps de séjour de l’ordre deO(ε), stabi-

lisent le système hybride singulièrement perturbé. Le sous-graphe qui en découle est

nomméO(ε)-sous-graphe.

Un O(ε)-sous-graphepossible du graphe de l’exemple3.1 peut être représenté par la

figure suivante.
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1

23

FIGURE 3.2: Schéma illustratif d’unO(ε)-sous-graphe associé au système hybride
(3.1)-(3.2) ayant trois modes de commutation et deux types d’impulsions possibles.
Les arcs en bleu décrivent les événements associées àJ1 = I et ceux en rouge sont

associés àJ2 6= I.

Remarque 3.1.Dans la Figure3.2, le sous-graphe induit est couvrant et fortement

connexe. Il s’agit d’un sous-graphe qui contient tous les sommets du graphe initial

mais généralement, leO(ε)-sous-graphe induit est un sous-graphe couvrant mais pas

nécessairement fortement connexe. En effet, étant donné un mode initiali ∈ I et sous

la contrainte temporelle séparant deux événements consécutifsO(ε), l’analyse révélera

que certaines transitionsi′ 6= i, i′ ∈ I sont déstabilisantes et ainsi suspendues du

graphe.

3.3 Analyse duO(ε)-sous-graphe stabilisant

Nous suivons la méthodologie d’analyse proposée dans la Section2.3et nous réecrivons

les dynamiques (3.1)-(3.2) en utilisant le changement de variable (2.9) sous la forme :

(
ẋ(t)

εẏ(t)

)
=

(
Aσk

0 Bσk

1

εBσk

2 Aσk

22 + εBσk

3

) (
x(t)

y(t)

)
, ∀t ∈ [tk, tk+1), (3.3)

(
x(tk)

y(tk)

)
= Rσk−1

νk→σk

(
x(t−k )

y(t−k )

)
, ∀k ≥ 1 (3.4)

où pour touti, i′ ∈ I, j ∈ J , les matricesAi
0, B

i
1, B

i
2, B

i
3 sont données par (2.11) et la

matriceRi
j→i′ est définie par (2.13).

Nous admettons que les matricesAi
0 etAi

22 soient telle que l’hypothèse2.3est vérifiée

pour touti ∈ I.
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Afin d’accéder aux transitions stabilisantes possibles indépendamment, nous revenons

sur la définition desγ11, γ12, γ21, γ22 énoncée dans (2.21) pour attribuer à chaque évé-

nement une composante qui lui est propre. Pour ce faire, pour chaquei ∈ I nous

redéfinissons

bi1 =
∥∥(Qi

s)
1

2B1(Q
i
f)

− 1

2

∥∥,
bi2 =

∥∥(Qi
f )

1

2B2(Q
i
s)

− 1

2

∥∥,
bi3 =

∥∥(Qi
f )

1

2QfB3(Q
i
f )

− 1

2

∥∥.

En outre, soitεi1 donné par

εi1 =
λf

(bi
1
+bi

2
)2

4λs
+ bi3

(3.5)

alors la Proposition2.1 implique que leième sous-système (3.3) est stable pour tout

ε ∈ (0, εi1]. De plus, soitε2 ∈ (0,min(εi1)] ∩ (0,
λf

λs
) nous introduisons

βi
1 =

√
(bi2)

2 + (bi3)
2

λf

, βi
2 =

bi1
λf − ε2λs

, βi
3 =

bi1β
i
1

λs

.

Nous associons aux dynamiques (3.3)-(3.4) les fonctions de Lyapunov decouplées (2.20)

et nous adaptons le résultat du Lemme2.1aux définitions précédentes :

Lemme 3.1.Soitε ∈ (0, ε2) et soitτk = tk+1 − tk pour une séquence donnée d’événe-

ments(tk)k≥0. Supposons que l’hypothèse2.3est vérifiée. Alors, pour toutk ∈ N,

Ws(t
−
k+1) 6 Ws(tk)(e

−λsτk + εβσk

3 ) +Wf (tk)ε(β
σk

2 + βσk

3 )

Wf (t
−
k+1) 6 Ws(tk)εβ

σk

1 +Wf (tk)
(
e−

λf

ε
τk + εβσk

1

)
.

L’unique différence du Lemme3.1 par rapport au Lemme2.1 est que les nouvelles

définitions desβ sont dépendantes du mode et contribuent ainsi à la réduction du degré

de conservatisme évoqué dans la Section2.4.3.

Ceci nous amène à redéfinir les paramètres suivants, pour touti, i′ ∈ I et j ∈ J

γi
j→i′

11 =
∥∥(Qi′

s )
1

2Ri
j→i′

11 (Qi
s)

− 1

2

∥∥,

γi
j→i′

12 =
∥∥(Qi′

s )
1

2Ri
j→i′

12 (Qi
f)

− 1

2

∥∥,

γi
j→i′

21 =
∥∥(Qi′

f )
1

2Ri
j→i′

21 (Qi
s)

− 1

2

∥∥,

γi
j→i′

22 =
∥∥(Qi′

f )
1

2Ri
j→i′

22 (Qi
f)

− 1

2

∥∥.

(3.6)
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Pareillement au lemme précédent, nous réécrivons le Lemme2.2 de la manière sui-

vante :

Lemme 3.2.Pour toute séquence d’événements(tk)k≥0 et pour toutk ≥ 1,

Ws(tk) 6γ
σk−1

νk→σk

11 Ws(t
−
k ) + γ

σk−1

νk→σk

12 Wf (t
−
k )

Wf(tk) 6γ
σk−1

νk→σk

21 Ws(t
−
k ) + γ

σk−1

νk→σk

22 Wf (t
−
k ).

La preuve du Lemme3.2 est identique à celle du Lemme2.2, seules les variables

γ11, γ12, γ21, γ22 sont remplacées respectivement parγ
σk−1

νk→σk

11 , γ
σk−1

νk→σk

12 , γ
σk−1

νk→σk

21 , γ
σk−1

νk→σk

22 .

Les matrices définies par (2.22) deviennent des matrices paramétrées enτ > 0 , i ∈ I
et j ∈ J comme suit :

M i
τ
=

(
e−λsτ + εβi

3 ε(βi
2 + βi

3)

εβi
1 e−

λf

ε
τ + εβi

1

)
, Γi

j→i′ =


 γi

j→i′

11 γi
j→i′

12

γi
j→i′

21 γi
j→i′

22


 .

Ainsi, nous ajustons le Lemme2.3caractérisant l’évolution des fonctions de Lyapunov

aux instants discrets.

Lemme 3.3.Soitε ∈ (0, ε2) etτk = tk+1− tk pour une séquence d’événements donnée

(tk)k≥0 . Supposons que l’hypothèse2.3est vérifiée, alors pour toutk ∈ N,

(
Ws(tk)

Wf (tk)

)
6 Γσk−1

νk→σkMσk−1

τk

(
Ws(tk−1)

Wf(tk−1)

)
.

La matriceΓi
j→i′M i

τ
caractérise le comportement des dynamiques (3.1)-(3.2) quand un

événementi
j→ i′ a lieu à l’instanttk satisfaisant la durée temporelle deτ secondes

requise dans le modei avant de permuter vers le modei′. A partir de l’expression de

cette matrice, nous étudions dans la suite les événementsi
j→ i′ qui rendent la matrice

Γi
j→i′M i

τ
Schur pour toutτ = O(ε).

En se référant à l’analyse de stabilité établie dans la Section2.3, la contrainte temporelle

sur le temps de séjour est dans le voisinage deε dans deux cas de figures traités dans

les sous-sections2.3.2et 2.3.3. Alors, la recherche de la séquence stabilisante se limite

aux événements appartenant à l’ensemble défini par :

Ē =
{
i

j→ i′ | (γi
j→i′

11 < 1) ∨
(
(γi

j→i′

11 = 1) ∧ (γi
j→i′

12 = 0)
)}
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Proposition 3.1. Sous l’hypothèse2.3, il existeε3 > 0 tel que pour toutε ∈ (0, ε3) ,

la stabilisation des dynamiques(3.3)-(3.4) requiert un temps de séjour minimumτ =

η(ε) = O(ε) qui rend la matriceΓi
j→i′M i

τ
Schur∀ i

j→ i′ ∈ Ē .

Preuve. Remarquons que

Γi
j→i′M i

τ
=


 γi

j→i′

11 e−λsτ + εδi
j→i′

1 γi
j→i′

12 e−
λf

ε
τ + εδi

j→i′

2

γi
j→i′

21 e−λsτ + εδi
j→i′

3 γi
j→i′

22 e−
λf
ε
τ + εδi

j→i′

4




avec

δi
j→i′

1 = γi
j→i′

11 βi
3 + γi

j→i′

12 βi
1,

δi
j→i′

2 = γi
j→i′

11 (βi
2 + βi

3) + γi
j→i′

12 βi
1,

δi
j→i′

3 = γi
j→i′

21 βi
3 + γi

j→i′

22 βi
1,

δi
j→i′

4 = γi
j→i′

21 (βi
2 + βi

3) + γi
j→i′

22 βi
1.

(3.7)

La matrice positiveΓi
j→i′M i

τ
n’est Schur que si seulement si il existep ∈ R

2
+, tel que

(
Γi

j→i′M i
τ

)⊤
p < p.

Supposons quep est sous la forme du vecteur(1, a)⊤ aveca > 0, l’inégalité
(
Γi

j→i′M i
τ

)⊤
p <

p s’écrit comme suit :





γi
j→i′

11 e−λsτ + εδi
j→i′

1 + aγi
j→i′

21 e−λsτ + aεδi
j→i′

3 < 1

γi
j→i′

12 e−
λf
ε
τ + εδi

j→i′

2 + aγi
j→i′

22 e−
λf
ε
τ + aεδi

j→i′

4 < a

qui est équivalent à 



τ > 1
λs

ln
(

γi
j
→i′

11
+aγi

j
→i′

21

1−εδi
j
→i′

1
−aεδi

j
→i′

3

)

τ > ε
λf

ln
(

γi
j
→i′

12
+aγi

j
→i′

22

a−εδi
j
→i′

2
−aεδi

j
→i′

4

) . (3.8)

Nous nous apercevons que les termes du coté droit des inégalités(3.8) sont définis

seulement pour les valeurs deε tel que

1− εδi
j→i′

1 − aεδi
j→i′

3 > 0 et a− εδi
j→i′

2 − aεδi
j→i′

4 > 0.

En définissant

δ1 = max
i,i′∈I,j∈J

δi
j→i′

1 , δ2 = max
i,i′∈I,j∈J

δi
j→i′

2 , δ3 = max
i,i′∈I,j∈J

δi
j→i′

3 , δ4 = max
i,i′∈I,j∈J

δi
j→i′

4
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les inégalités(3.8) sont vérifiées siε satisfait

1− εδ1 − aεδ3 > 0 et a− εδ2 − aεδ4 > 0 (3.9)

Ainsi, les conditions(3.9) définissent la valeur deε3 telle que pour toutε ∈ (0, ε3) la

matriceΓi
j→i′M i

τ
est Schur pourτ = η(ε)

η(ε) = max
i
j→i′∈Ē

{ 1

λs

ln
( γi

j→i′

11 + aγi
j→i′

21

1− εδi
j→i′

1 − aεδi
j→i′

3

)
,
ε

λf

ln
( γi

j→i′

12 + aγi
j→i′

22

a− εδi
j→i′

2 − aεδi
j→i′

4

)}
.

(3.10)

Une dernière étape est de montrer queη(ε) = O(ε). Deux situations se présentent :

• Siγi
j→i′

11 < 1 , il existea > 0 tel queγi
j→i′

11 + aγi
j→i′

21 < 1. Dans ce cas,

1

λs

ln
( γi

j→i′

11 + aγi
j→i′

21

1− aεδi
j→i′

3 − εδi
j→i′

1

)
= O(ε)

ε

λf

ln
( γi

j→i′

12 + aγi
j→i′

22

a− εδi
j→i′

2 − aεδi
j→i′

4

)
= O(ε).

En conséquence,η(ε) = O(ε).

• Siγi
j→i′

11 = 1, nous pouvons choisira = aε = O(ε) aveca > 0 afin d’avoir

1

λs

ln
( γi

j→i′

11 + aγi
j→i′

21

1− εδi
j→i′

1 − aεδi
j→i′

3

)
= O(ε).

Or si γi
j→i′

12 6= 0 , on a

ε

λf

ln
( γi

j→i′

12 + aγi
j→i′

22

a− εδi
j→i′

2 − aεδi
j→i′

4

)
= O(ε ln(ε)).

Sinon siγi
j→i′

12 = 0 et puisque

ln
( γi

j→i′

12 + aγi
j→i′

22

a− εδi
j→i′

2 − aεδi
j→i′

4

)
= ln

( aγi
j→i′

22

a− δi
j→i′

2 − aεδi
j→i′

4

)
,

il en découle
ε

λf

ln
( γi

j→i′

12 + aγi
j→i′

22

a− εδi
j→i′

2 − aεδi
j→i′

4

)
= O(ε).
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�

Théorème 3.1.Sous l’hypothèse2.3, il existeε3 > 0 tel que pour toutε ∈ (0, ε3), le

graphe(I, Ē) est unO(ε)-sous-graphe pour le système(3.1)-(3.2).

Preuve. La synthèse de la loi de commutation stabilisante revient à l’analyse du sys-

tème discret suivant :

(
Ws(tk)

Wf (tk)

)
6 Γσk−1

νk→σkMσk−1

τk

(
Ws(tk−1)

Wf(tk−1)

)
.

où les composantes de matricesΓi
j→i′M i

τ
sont positives pour touti, i′ ∈ I, j ∈ J .

Ainsi, selon [50], il suffit de prouver l’existence d’un vecteur communp ∈ R
2
+ satisfai-

sant

(Γi
j→i′M i

τ
)⊤p < p, ∀i j→ i′ ∈ (I, Ē). (3.11)

Soitε3 vérifiant(3.9), un vecteurp = (1, a)⊤ = (1, aε)⊤ satisfait(3.11) aveca > 0.

Le temps de séjour minimum résultant estτ = η(ε) avecη(ε) est une fonction définie

par (3.10). Similairement à la preuve de la Proposition3.1, nous choisissonsa > 0

suffisamment petit et tant queγi
j→i′

11 < 1, nous avons :

γi
j→i′

11 + aγi
j→i′

21 < 1, ∀i j→ i′ ∈ (I, Ē)

Alors,η(ε) = O(ε).

En revanche, siγi
j→i′

11 = 1 et γi
j→i′

12 = 0, comme dans la preuve de la Proposition3.1,

nous avonsη(ε) = O(ε). �

Il est évident que sous l’hypothèse2.3, 0 est un point d’équilibre stable du système à

commutation impulsif (3.1)-(3.2) si une contrainte temporelle de la formetk+1 − tk =

O(1) est imposée. Or, le Théorème3.1 assure que pour un temps de séjour minimum

detk+1 − tk = O(ε), la stabilité est assurée si l’ensemble des événements admissibles

est défini par unO(ε)-sous-graphe dont les sommets et les arcs sont inclus dans(I, Ē).
Remarque 3.2. Les transitions du typei

1→ i représentent le fait qu’aucun événe-

ment n’a lieu et qu’à cet instant discret les dynamiques gardent leur évolution continue

jusqu’au prochain événement. Ainsi, ces transitions sont incluses par défaut dans le

O(ε)-sous-graphe.
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3.4 Classes particulières de systèmes

Dans cette partie, nous allons raffiner les résultats obtenus dans la Section3.3pour trai-

ter trois cas particuliers. D’abord, nous traitons le cas des systèmes à commutation sin-

gulièrement perturbés. Par la suite, nous négligeons la différence des échelles de temps

pour analyser les systèmes à commutation classiques. Enfin, nous généralisons l’ana-

lyse par l’étude des systèmes à commutation impuslif dont les dynamiques continues

évoluent selon une seule échelle temporelle.

3.4.1 Systèmes à commutation singulièrement perturbés

Considérons le système à commutation singulièrement perturbé décrit par :

(
ẋ(t)

εż(t)

)
= Aσk

(
x(t)

z(t)

)
, ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (3.12)

oùx(t) ∈ R
nx,z(t) ∈ R

nz , sont les variables lentes et rapides,0 = t0 < t1 < . . . sont

les instants de commutations etσk ∈ I est le signal de commutation.

Ceci revient à considérer l’ensemble des indices relatives aux impulsions comme étant

J = {1} etJ1 = I dans (3.1)-(3.2). Par conséquent, la matriceRi→i′ définie par (2.13)

s’écrit comme

Ri→i′ =

(
Inx

0nx,nz

Ri→i′

21 Inz

)

entraînant

γi→i′

11 =
∥∥(Qi′

s )
1

2 (Qi
s)

− 1

2

∥∥, γi→i′

12 = 0, ∀i, i′ ∈ I.

Corollaire 3.1. LeO(ε)-sous-graphe(I, Ē) fortement connexe associé au système(3.12)

est décrit par les sommets représentant les modes de commutation pour lesquelles les

dynamiques du modèle réduit correspondant admettent une fonction de Lyapunov com-

mune.

Preuve. SoitU ⊂ I le sous-ensemble maximal des sommets représentant les modes

de commutation pour lesquelles les systèmes réduits ont une fonction de Lyapunov com-

mune. De manière équivalente,Qi
s = Qi′

s , ∀i, i′ ∈ U correspond àγi→i′

11 = 1, ∀i, i′ ∈ U .

Utilisant le fait queγi→i′

12 = 0, ∀i, i′ ∈ I, la Proposition3.1implique queU ×U ⊂ Ē et

ainsiU est un sous-ensemble de sommets qui sont fortement connexes(I, Ē).
Inversement, soitU un ensemble de sommets fortement connexes(I, Ē). A partir de la
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Proposition3.1, on aγi→i′

11 6 1, ∀i → i′ ∈ Ē . Supposons que les systèmes réduits rela-

tifs aux modes commutations dans l’ensembleU n’admettent pas de fonction de Lyapu-

nov commune. Il en découle l’existence d’au moins une paire de sommets(i, i′) ∈ U×U
telle que

∥∥Qi′

s (Q
i
s)

−1
∥∥ < 1 et

∥∥Qi
s(Q

i′

s )
−1
∥∥ > 1, ce qui est équivalent au fait qu’il existe

forcément un chemin dei′ à i dans(I, Ē). Ceci est en contradiction avec le fait que les

sommets deU sont fortement connexes.

En conclusion, les systèmes réduits correspondants aux modes de commutation appar-

tenant à l’ensembleU ont une fonction de Lyapunov commune. �

3.4.2 Systèmes à commutation

Quand les dynamiques du système (3.12) évoluent selon une seule échelle de temps,

elles peuvent être décrites par :

ẋ(t) = Aσkx(t), ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (3.13)

où 0 = t0 < t1 < . . . sont les instants de commutation etσk ∈ I est le signal de

commutation.

Dans ce cas, la contrainte temporelle est écartée et le problème se raméne à la recherche

d’un O(0)-sous-graphe au lieu deO(ε)-sous-graphe. En effet,Ri→i′ = Inx
et le Corol-

laire3.1se réecrit comme suit.

Corollaire 3.2. Le O(0)-sous-graphe(I, Ē) fortement connexe associé au système

(3.13) est décrit par les sommets représentant les modes de commutation pour lesquelles

les dynamiques admettent une fonction de Lyapunov commune.

Preuve. La preuve s’établit de manière analogue à celle du Corollaire3.1en rempla-

çant Qi
s, i ∈ I par Qi, i ∈ I puisqu’il s’agit de dynamiques évoluant selon une seule

échelle de temps. �

3.4.3 Systèmes hybrides

Considérons les dynamiques hybrides suivantes :





ẋ(t) = Aσkx(t)

x(tk) = Jνkx(t−k )
, ∀t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (3.14)
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où 0 = t0 < t1 < . . . sont les instants d’événements (commutation, impulsion ou les

deux simultanément),σk ∈ I, νk ∈ J sont les signaux relatifs aux commutations et

aux impulsions respectivement avecI etJ sont des ensembles finis d’indices.

Dans ce cas,Ri
j→i′ = J j et la Proposition3.1se réecrit de la manière suivante :

Corollaire 3.3. Sous l’hypothèse2.3, le O(0)-sous-graphe associé au système(3.14)

contient toutes les transitionsi
j→ i′ satisfaisant

‖(Qi′)
1

2J j(Qi)−
1

2

∥∥ 6 1

avecQi est la matrice de Lyapunov correspondante au mode de commutationi ∈ I.

3.5 Exemple illustratif

Soient les dynamiques du système hybride singulièrement peturbé suivant :

(
ẋ(t)

εż(t)

)
= Ai

(
x(t)

z(t)

)
, ∀t ∈ [tk, tk+1), i ∈ I

(
x(tk)

z(tk)

)
= J j

(
x(t−k )

z(t−k )

)
, ∀k ≥ 1, j ∈ J

(3.15)

Considérons l’ensemble des indices relatifs aux commutationsI = {1, 2, 3, 4} décrites

par les matrices suivantes :

A1 =

(
−2 0.5

−0.5 −1

)
, A2 =

(
−1 0.5

−3 −1

)
, A3 =

(
1 −2

1 −0.5

)
, A4 =

(
−2.5 −1

2 −2

)
,

et les deux matrices de saut suivantes :

J1 = I2, J2 =

(
0.4 0.5

0.4 0.3

)
; avec J = {1, 2}

En appliquant l’approche de l’analyse proposée dans la Section3.3, nous établissons le

tableau suivant qui récapitule les données du système ayantλs = 2.25 etλf = 0.5.
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A0 A22 Qs Qf β1 β2 β3 ε1
Mode 1 −2.25 −1 1 1 2.3 1.01 0.512 0.9201
Mode 2 −2.5 −1 1 1.1 16.09 0.95 3.4 0.053
Mode 3 −3 −0.5 1 1 14.42 4.01 12.81 0.05
Mode 4 −3.5 −2 1.2 1.05 6.87 2.14 3.23 0.158

En fixant le paramètre des perturbations singulièresε = 10−3 et en appliquant le résultat

de la Proposition3.1, nous relevons les tansitions admissibles du graphe(I, Ē) :

Ē = {1 2→ 1, 1
1→ 2, 1

2→ 2, 1
1→ 3, 1

2→ 3, 1
2→ 4, 2

1→ 1, 2
1→ 3, 3

1→ 1, 3
1→ 2,

4
1→ 1, 4

2→ 1, 4
1→ 2, 4

2→ 2, 4
1→ 3, 4

2→ 3, 4
2→ 4}.

La représentation duO(ε)-sous-graphe obtenu est donneé par la Figure3.3.

1

2

3

4

FIGURE 3.3: Schéma illustratif de toutes les transitions associées au système à com-
mutation (3.15) ayant 4 modes de commutation et 2 types d’impulsions possibles. Les
arcs en bleu décrivent les événements associées àJ1 = I et ceux en rouge sont associés

àJ2 6= I.

En présence d’un temps de séjourτ = 1.8 · 10−3 sec, donné par l’équation (3.10), nous

utilisons des transitions de l’ensembleĒ pour simuler les dynamiques (3.15) ayant pour

condition intiale(x0, z0) = (−0.5, 1.5).
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FIGURE 3.4: La séquence d’événement est donnée par la répétition des transitions

suivantes :2
1→ 3

1→ 2
1→ 1

2→ 4
1→ 1

2→ 2

Les trajectoires des dynamiques sont illustrées par la Figure3.4et la stabilité du point

d’équilibre0 est assurée pour toute séquence de transitions de l’ensembleĒ . De plus,

l’ajout d’événements qui n’appartiennent pas à l’ensemble des transitions possiblesĒ
affecte la convergence des trajectoires et déstabilise le système comme le montre la

Figure3.5.
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
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FIGURE 3.5: La séquence d’événement est donnée par la répétition des transitions

suivantes :4
1→ 3

2→ 1
1→ 3

2→ 3
2→ 4

2→ 1
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu les résultats du Chapitre2 pour traiter un exemple

d’application qui consiste à rechercher des séquences stabilisantes pour une classe géné-

rale de systèmes hybrides singulièrement perturbés. Nous avons associé aux différentes

combinaisons d’événements au sein du système hybride une représentation graphique

que nous avons caractérisé à travers les outils liés à la théorie des graphes introduits

dans le Chapitre1. Ensuite, nous avons établit l’analyse de stabilité par la caractérisa-

tion d’une séquence de transitions possibles en présence d’un temps de séjour de l’ordre

deε. Egalement, nous avons montré que l’approche proposée s’adapte à des classes par-

ticulières de systèmes hybrides et nous avons détaillé la méthodologie à adopter pour

chaque cas. Enfin, nous avons présenté un exemple illustratif qui valide les résultats

théoriques.





Chapitre 4

Synchronisation avec un coût garanti

dans un Système Multi-agents

Singulièrement Perturbé (SMSP)

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la synchronisation dans un système multi-agents singu-

lièrement perturbé avec un coût garanti sur l’effort de contrôle requis. Pour ce faire, il est

nécessaire de mettre en oeuvre les outils d’analyse des systèmes multi-agents combinés

aux résultats existants quant à la théorie des perturbations singulières afin de concevoir

une loi de commande décentralisée qui synchronise les dynamiques des agents avec un

seuil prédéfini sur le coût énergétique de commande.

En premier lieu, nous étudions le problème de synchronisation sans contrainte d’opti-

misation. Nous montrons que ce problème peut être reformulé comme un problème de

stabilisation simultanée de plusieurs systèmes linéaires ayant une structure particulière

et nous concevons une loi de commande stabilisante de ces systèmes. La complexité

réside dans le fait de rechercher une commande commune à tous les systèmes étant

donné que les dynamiques des agents sont initialement homogènes. Pour y répondre,

nous détaillons les conditions d’existence de cette commande et nous établissons le lien

entre le coût garanti global requis à la synchronisation et celui requis à la stabilisation

simultannée. Par la suite, nous montrons que la décentralisation de la commande et les

contraintes du coût garanti global font appel au formalisme des systèmes singulièrement
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perturbés incertains. Nous présentons les résultats principaux de ce chapitre en propo-

sant une approche de conception de la commande et nous détaillons son implémentation

numérique. Enfin, des exemples illustratifs seront proposés afin de valider et tester les

performances des résultats obtenus.

4.2 Positionnement du problème

Considérons un système multi-agents dont les dynamiques des agents sont identiques et

singulièrement perturbés. Chaque agent, labélisé par un indicei dansV = {1, . . . , n},

est décrit par un vecteur d’état(xi(t), zi(t)) ∈ R
nx+nz . Les dynamiques duièmesystème

sont données par :





ẋi(t) = A11xi(t) + A12zi(t) + B1ui(t)

εżi(t) = A21xi(t) + A22zi(t) + B2ui(t)
(4.1)

avecε > 0, ui ∈ R
m est la commande relative à l’agenti et les matrices d’état du

système sont de dimensions appropriées :

A11 ∈ R
nx×nx , A12 ∈ R

nx×nz , B1 ∈ R
nx×m,

A21 ∈ R
nz×nx , A22 ∈ R

nz×nz , B2 ∈ R
nz×m,

avecrang(B1) = rang(B2) = m.

Conformément à l’analyse standard des systèmes linéaires singulièrement perturbés in-

troduite dans [27], nous énonçons l’hypothèse suivante.

Hypothèse 4.1.La matriceA22 est inversible.

En premier lieu, nous utilisons les outils liés à la théorie des graphes présentés dans la

Section1.3pour associer au système multi-agents, un graphe d’interactionsG donné par

la paire(V, E) oùE ⊂ V × V désigne l’ensemble des arêtes joignant les agents à leurs

voisins et modélisant les différentes interactions au sein du réseau. Nous admettons

que le grapheG est non-orienté sans aucune boucle (i.e. (i, i) /∈ E). De plus, nous

associons au grapheG une matrice pondérée d’adjacenceG = [gij] ∈ R
n×n et la matrice

LaplacienneL = [lij ] ∈ R
n×n correspondante, voir respectivement les Définitions1.10

et 1.11. Nous rappelons également que la matriceL est symétrique par définition pour

un graphe non-orienté donné et que la somme de chacune de sesn lignes est nulle.
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Nous supposons qu’il existe toujours un chemin qui relie toutepaire de sommets dis-

tincts du graphe. Cette condition est classique dans l’analyse du consensus et de la syn-

chronisation au sein des systèmes multi-agents puisqu’elle assure l’atteinte d’un accord

global pour toute condition initiale. D’où l’hypothèse suivante.

Hypothèse 4.2.Le graphe non-orientéG est connexe et toutes les pondérations non

nulles de la matrice Laplacienne qui lui est associée vérifientgm 6 gi,j 6 gM avec

gM > gm > 0.

Etant donnée l’hypothèse ci-dessus, nous rappelons que selon la Proposition1.3, les

valeurs propres relatives à la matrice LaplacienneL satisfont :

g2m
2(n− 1)n2

, λ∗ 6 λ2 6 . . . 6 λn < λ◦ , n · gM . (4.2)

D’autre part, nous avons également vu que ces bornes s’adaptent avec les propriétés du

graphe et de la matrice Laplacienne associée. En effet, la Remarque1.5 souligne que

dans le cas où les pondérationsgi,j ∈ {0, 1}, les valeurs propres deL sont bornées par

4

n(n− 1)
, λ∗ 6 λ2 6 . . . 6 λn < λ◦ , n. (4.3)

Une fois traitées les questions de modélisation du système et de ses propriétés, nous

nous intéressons à l’étude de la synchronisation avec un coût garanti du système singu-

lièrement perturbé (4.1) qui passe par plusieurs étapes. D’abord, nous nous penchons

sur les questions d’existence d’une loi de commande décentralisée qui synchronise les

dynamiques au sein du réseau.

Définition 4.1. Lesn systèmes singulièrement perturbés(4.1) atteignent une synchro-

nisation asymptotique décentralisée s’il existe une commande par retour d’état de la

forme :

ui(t) = K1

n∑

j=1

gij(xi(t)− xj(t)) +K2

n∑

j=1

gij(zi(t)− zj(t))

K1 ∈ R
m×nx , K2 ∈ R

m×nz (4.4)

qui satisfait

lim
t→∞

‖xi(t)− xj(t)‖ = 0 et lim
t→∞

‖zi(t)− zj(t)‖ = 0.

Il est important de remarquer que la définition ci-dessus évoque l’aspect décentralisé
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de la loi de commande proposée. Cet aspect est fondamental dansl’analyse que nous

proposons. En effet, l’équation (4.4) est conditionnée par les interactions existantes de

l’ agenti au sein du graphe. Sa loi de commande est calculée uniquement à travers ses

échanges avec ses voisins, décrits par les pondérationsgij 6= 0 si (i, j) ∈ E . De plus,

cette définition requiert des gains communsK1 etK2 relatives aux dynamiques lentes

et rapides respectivement. Certes, les dynamiques singulièrement perturbées des agents

sont identiques mais explicitement ces gains sont communs à tous les agents dansV
et doivent garantir leur synchronisation pour tout graphe satisfaisant l’hypothèse4.2et

toute condition intiale.

Soientx(t) = (x1(t)
⊤, . . . , xn(t)

⊤)⊤ ∈ R
n·nx et z(t) = (z1(t)

⊤, . . . , zn(t)
⊤)⊤ ∈ R

n·nz

les vecteurs regroupant les états lentsxi(t) et rapideszi(t) desn agents constituant le

réseau. Nous introduisons également le vecteuru(t) = (u1(t)
⊤, . . . , un(t)

⊤)⊤ ∈ R
n·m

qui collecte les commandes individuellesui(t) relatives à chaque agenti ∈ V.

Le problème de commande optimale que nous nous proposons de résoudre, revient à dé-

terminer la loi de commandeu(t) qui maintienne le vecteur d’état(x(t), z(t))⊤ proche

de la dynamique synchronisée avec une dépense modérée d’énérgie de commande.

Ceci se traduit mathématiquement par la minimisation de la fonction coût suivante :

J =

∫ ∞

0

x(t)⊤
(
L⊗ Inx

)
x(t) + z(t)⊤

(
L⊗ Inx

)
z(t) + u(t)⊤

(
In ⊗ R

)
u(t)dt (4.5)

oùR ∈ R
m×m est une matrice symétrique définie positive qui pénalise l’énérgie de la

commande requise à la synchronisation.

Notre objectif est de concevoir les lois de commande décentralisée (4.4) qui assurent la

synchronisation des dynamiques des agents (4.1) avec un coût garanti global. Autrement

dit, l’énergie de commande globale requise à la synchronisationJ donnée par (4.5) ne

peut excéder un seuil fixé par̄J , qui sera caractérisé dans la Section4.5.

4.3 Reformulation du problème dans le cadre de la sta-

bilisation simultanée

Dans un premier temps, nous reformulons le problème de synchronisation en un pro-

blème de stabilisation simultanée de systèmes linéaires. Par la suite, nous établissons le
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lien entre le problème de la synchronisation et celui de la stabilisation simultannée en

termes de loi de commande requise et coût garanti associé.

4.3.1 Changement de variables et découplage des dynamiques col-

lectives

D’abord, nous réecrivons les dynamiques collectives en boucle fermée en introduisant

l’expression de la loi de commande locale (4.4) dans l’équation des dynamiques indivi-

duelles (4.1) : 



ẋ(t) = Ā11x(t) + Ā12z(t)

εż(t) = Ā21x(t) + Ā22z(t)
(4.6)

avec

Ā11 = In ⊗ A11 − (In ⊗ B1K1)(L⊗ Inx
),

Ā12 = In ⊗ A12 − (In ⊗ B1K2)(L⊗ Inz
),

Ā21 = In ⊗ A21 − (In ⊗ B2K1)(L⊗ Inx
),

Ā22 = In ⊗ A22 − (In ⊗ B2K2)(L⊗ Inz
).

Il est important de signaler que la matricēA22 peut être singulière. Afin d’utiliser l’ap-

proche classique pour l’analyse des perturbations singulières, on va devoir choisir le

gain de la commandeK2 pour assurer son inversibilité.

D’autre part, notons que la synchronisation des systèmes (4.1) revient à satisfaire :

lim
t→∞

(
L⊗ Inx

)
x(t) = 0, et lim

t→∞

(
L⊗ Inz

)
z(t) = 0.

Or, en se référant aux propriétés algébriques relatives à la théorie des graphes présentées

dans la Chapitre1, il existe une matrice orthonormaleT ∈ R
n×n qui vérifie TT⊤ =

T⊤T = In et telle que

TLT⊤ = D = diag(λ1, λ2, . . . , λn).

Par conséquent, la condition de synchronisation peut s’écrire également comme :

lim
t→∞

(
D ⊗ Inx

)(
T ⊗ Inx

)
x(t) = 0 et lim

t→∞

(
D ⊗ Inz

)(
T ⊗ Inz

)
z(t) = 0 (4.7)
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Cette réflexion nous méne à introduire un changement de variable de la forme :

x̃(t) =
(
T ⊗ Inx

)
x(t) et z̃(t) =

(
T ⊗ Inz

)
z(t) (4.8)

qui permet de remplacer la matrice LaplacienneL par la matriceD qui, étant diagonale,

rend plus facile la manipulation des propriétés spectrales du graphe.

En effet, la condition (4.7) peut être vue comme :

lim
t→∞

(
D ⊗ Inx

)
x̃(t) = 0 et lim

t→∞

(
D ⊗ Inz

)
z̃(t) = 0.

Or, ayantD = diag(0, λ2, . . . , λn), elle est aussi équivalente à :

lim
t→∞

x̃i(t) = 0 et lim
t→∞

z̃i(t) = 0, i = 2, . . . n

Par conséquent, le problème de synchronisation des dynamiques (4.1) sous la loi de

commande par retour d’état décentralisée (4.4) devient un problème de stabilisation

simultanée den− 1 systèmes.

D’autre part, un second intérêt issu du changement de variables (4.8) est le découplage

des dynamiques collectives (4.6). Effectivement, ces dynamiques peuvent se réecrire

comme suit : 



˙̃x(t) = Ã11x̃(t) + Ã12z̃(t)

ε ˙̃z(t) = Ã21x̃(t) + Ã22z̃(t)
(4.9)

avec

Ã11 = In ⊗ A11 − (In ⊗B1K1)(D ⊗ Inx
),

Ã12 = In ⊗ A12 − (In ⊗B1K2)(D ⊗ Inz
),

Ã21 = In ⊗ A21 − (In ⊗B2K1)(D ⊗ Inx
),

Ã22 = In ⊗ A22 − (In ⊗B2K2)(D ⊗ Inz
).

Pour évaluer la dynamique individuelle en boucle fermée dans (4.9), nous utilisons le

fait que la matriceD soit diagonale et les propriétés du produit de Kronecker pour

découpler le système enn sous-systèmes singulièrement perturbés.

Pour toutes matricesM etN de dimensions appropriées, nous avons :

In ⊗M − (In ⊗N)(D ⊗ Im) = In ⊗M −D ⊗N

= diag
(
M, . . . ,M

)
− diag

(
λ1N, . . . , λnN

)

= diag
(
M − λ1N, . . . ,M − λnN

)
.
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Il en découle la diagonalisation des matrices du système qui s’écrivent sous la forme

suivante :

Ã11 = diag
(
A11 − λ1B1K1, . . . , A11 − λnB1K1

)
,

Ã12 = diag
(
A12 − λ1B1K2, . . . , A12 − λnB1K2

)
,

Ã21 = diag
(
A21 − λ1B2K1, . . . , A21 − λnB2K1

)
,

Ã22 = diag
(
A22 − λ1B2K2, . . . , A22 − λnB2K2

)
.

Nous en déduisons la dynamique individuelle relative au système (4.9) :





˙̃xi(t) = (A11 − λiB1K1)x̃i(t) + (A12 − λiB1K2)z̃i(t)

ε ˙̃zi(t) = (A21 − λiB2K1)x̃i(t) + (A22 − λiB2K2)z̃i(t), i ∈ V.
(4.10)

Le changement de variable évoqué dans (4.8) a permis non seulement de découpler

les dynamiques des agents mais également de remplacer les pondérations relatives à la

matrice Laplacienne dans l’équation de la commande (4.4) par lesn valeurs propres du

système. En outre, nous soulignons queλ1 = 0 mène à l’annulation du terme relatif à

la loi de commande pouri = 1 dans (4.10). Par conséquent, le système en question est

un système autonome.

Remarque 4.1.La dynamique relative ài = 1 dans(4.10) caractérise la variété de

synchronisation desn systèmes décrits par(4.1). Si le système





˙̃x1(t) = A11x̃1(t) + A12z̃1(t)

ε ˙̃z1(t) = A21x̃1(t) + A22z̃1(t)
(4.11)

admet un point d’équilibre stable(x̃∗, z̃∗), alors les systèmes(4.1) convergent asympto-

tiquement vers un accord global ayant une valeur finie : un consensus.

Si le système(4.11) est instable alors les dynamiques(4.1) se synchronisent selon une

trajectoire divergente.

Il est également judicieux de revenir sur le problème d’inversibilité des matrices posé

pour le système (4.6). Nous remarquons que pouri = 1, le problème est résolu sous

l’hypothèse4.1. Tandis que pour lesn − 1 systèmes restants (4.10), le gain de la loi

de commandeK2 doit être choisi de manière à ce que la matriceA22 − λiB2K2 soit

inversible pour touti = 2, . . . , n.
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4.3.2 Loi de commande stabilisante et coût garanti relatif

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la réécriture de la loi de commande relative

au système (4.6) et le coût garanti qui lui est associé suite au changement de variables

(4.8).

Le vecteuru(t) regroupant les lois de commande individuelles se met par définition,

sous la forme :

u(t) = −(In ⊗K1)(L⊗ Inx
)x(t)− (In ⊗K2)(L⊗ Inx

)z(t). (4.12)

Cette expression montre que le problème d’optimisation lié au coût garanti fait appel

à la matrice Laplacienne décrivant le graphe d’interactions. Ainsi, la loi de commande

dépend des liaisons établies au sein du système multi-agents et par conséquent de la

topologie du graphe qui le décrit. Il est aussi important de spécifier que l’effort de la

commande requis à la synchronisation diffère d’un agent à un autre. Ce qui nous in-

téresse est plutôt de satisfaire une performance gloable sur cette énergieJ 6 J̄ sans

pour autant se soucier de sa répartition au sein du réseau. En effet, la quantité d’effort

réclamée par chaque agent dépend de ses conditions initiales, ses interactions et ses

échanges avec ses semblables pour atteindre leur objectif final.

Etant donné que le problème consiste à présent en un problème de stabilisation simul-

tanée, il revient de reformuler l’expression (4.12) à l’aide du changement de variable

(4.8) pour ensuite la découpler et aboutir à une loi de commande stabilisante desn− 1

systèmes équivalents (4.10).

D’après la définition de la matriceT , le changement de variables (4.8) est équivalent à :

x(t) =
(
T⊤ ⊗ Inx

)
x̃(t) et z(t) =

(
T⊤ ⊗ Inz

)
z̃(t).

Par une simple manipulation du produit de Kronecker, la commande globale (4.12) peut

être exprimée en fonction des variablesx̃ et z̃ comme suit :

u(t) = −(LT⊤ ⊗K1)x̃(t)− (LT⊤ ⊗K2)z̃(t) (4.13)

= −(T⊤D ⊗K1)x̃(t)− (T⊤D ⊗K2)z̃(t)

= −(T⊤ ⊗ Im)
[
(D ⊗K1)x̃(t) + (D ⊗K2)z̃(t)

]
.

Ensuite, en définissant le vecteur de la commandeũ(t) = (ũ1(t)
⊤, . . . , ũn(t)

⊤)⊤ avec

ũi(t) = −λiK1x̃i(t)− λiK2z̃i(t), ∀i ∈ V. (4.14)
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nous déduisons

ũ(t) = (T ⊗ Im)u(t). (4.15)

Par conséquent, l’analyse va porter sur la conception de la loi de commande stabilisante

définie ci-dessus et le calcul des gains communsK1 et K2 relatifs aux dynamiques

lentes et rapides respectivement. Par ailleurs, la relation (4.15) entreũ(t) et u(t) pour

une matriceT donnée, assure le passage de la loi de commande synchronisante à celle

stabilisante et vice-versa.

De plus, les propriétés de la matriceT permettent d’établir le lien entre la quantité

d’effort de commande relative àu(t) et celle relative à la stabilisation individuelleũi(t) :

u(t)⊤(In ⊗R)u(t) = ũ(t)⊤(TT⊤ ⊗R)ũ(t)

= ũ(t)⊤(In ⊗ R)ũ(t)

=
n∑

i=1

ũi(t)
⊤Rũi(t)

Cette expression souligne que l’effort globale attribué à la commandeu(t) n’est autre

que la somme des efforts individuels liés à la stabilisation des sous-systèmes (4.10),

pénalisés par la matriceR. En effet, la fonction du coût globalJ énoncée dans l’équation

(4.5) s’écrit en utilisant le changement de variables (4.8) sous la forme :

J =

∫ ∞

0

x̃(t)⊤
(
D ⊗ Inx

)
x̃(t) + z̃(t)⊤

(
D ⊗ Inx

)
z̃(t) + ũ(t)⊤

(
In ⊗R

)
ũ(t)dt

=

n∑

i=1

∫ ∞

0

λix̃i(t)
⊤x̃i(t) + λiz̃i(t)

⊤z̃i(t) + ũi(t)
⊤Rũi(t)dt (4.16)

=

n∑

i=1

J̃i

avec

J̃i =

∫ ∞

0

λix̃i(t)
⊤x̃i(t) + λiz̃i(t)

⊤z̃i(t) + ũi(t)
⊤Rũi(t)dt. (4.17)

Ainsi, assurer un coût global sur la fonctionJ revient à garantir un seuil sur l’effort

individuel J̃i pour touti = 2, . . . , n.
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4.4 Conception de la loi de commande décentralisée

Dans cette section, nous traitons le problème de synchronisation au sein du système

multi-agents singulièrement perturbé décrit dans la Section4.2en négligeant la contrainte

du coût garanti global. Nous revenons en premier lieu, sur le problème de stabilisation

simultanée et nous démontrons la faisabilité du problème par l’existence des gains com-

munsK1 et K2 qui rendent la loi de commande stabilisante pour lesn − 1 systèmes

(4.10). Ensuite, nous exploitons la théorie des perturbations singulières et les résultats

de la littérature pour découpler les dynamiques lentes et rapides et calculer explicite-

ment les expressions des gains relatifs.

4.4.1 Conditions d’existence d’une loi de commande commune

Véritablement, la stabilisation simultanée constitue généralement un problème indéci-

dable qui a reçu une attention considérable [5, 21]. Néanmoins, le problème de stabili-

sation simultanée que nous nous posons est particulier et peut être formulé comme suit.

Problème (a) :

Pour toutes matricesA ∈ R
p×p, B ∈ R

p×m données et0 < λ2 6 λ3 6 . . . 6 λn,

trouvons le gainK ∈ R
m×p qui rend les matricesA − λiBK Hurwitz, pour tout

i = 2, . . . , n.

Il est évident que le problème admet au moins une solution dans le cas où les variables

d’étatxi(t) et zi(t) sont de nature scalaire. Dans ce cas, il s’agit de rendre négatifs les

scalairesA− λ2BK etA−λnBK. Tandis que pour des variables d’état vectorielles, le

problème consiste à rendre lesn− 1 matricesA− λiBK Hurwitz simultanément.

Proposition 4.1. Si la paire(A,B) est stabilisable alors il existe un gainK solution

du Problème (a).

Preuve. Si la paire(A,B) est stabilisable alors(A, λ∗B) est stabilisable également.

Par conséquent, il existe des matricesP = P⊤ > 0 etK ∈ R
m×p satisfaisant :

(A− λ∗BK)⊤P + P (A− λ∗BK) < 0. (4.18)

De plus, puisqueP > 0 alors P est inversible. Notons dans la suite,S = P−1 et

W = KS, l’inégalité (4.18) est équivalente à une inégalité matricielle linéaire (LMI)

de la forme :

SA⊤ + AS − λ∗(W⊤B⊤ +BW ) < 0,
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qui peut se réecrire aussi comme :

S
A⊤

λ∗ +
A

λ∗S − (W⊤B⊤ +BW ) < 0.

En se référant aux résultats de [7, Section 2.6.2], l’inégalité précédente est équivalente

à l’existence d’un réel positifσ > 0 telle que

S
A⊤

λ∗ +
A

λ∗S − σBB⊤ < 0. (4.19)

Le fait que la paire(A,B) est stabilisable implique l’existence deσ > 0 etS = S⊤ > 0

satisfaisant(4.19). Par ailleurs, une loi de commande par retour d’état stabilisante de

la paire (A, λ∗B) est donnée par un gainK =
σ

2
B⊤S−1. D’autre part, l’inégalité

(4.19) implique que

SA⊤ + AS < λ∗σBB⊤ 6 λiσBB⊤, i = 2, . . . , n,

Alors,

S
A⊤

λi

+
A

λi

S − σBB⊤ < 0, i = 2, . . . , n,

Pour conclure,K =
σ

2
B⊤S−1 est un gain stabilisant relatif à la loi de commande par

retour d’état pour toutes les paires(A, λiB) aveci = 2, . . . , n. �

La Proposition4.1donne les conditions d’existence du gain commun stabilisant solution

duProblème (a). Par la suite, nous nous proposons d’appliquer ce résultat pour lesn−1

systèmes singulièrement perturbés décrits par les dynamiques (4.10).

4.4.2 Conception de la loi de commande stabilisante par décou-

plage des dynamiques singulièrement perturbées

Dans cette partie de l’étude, nous développons l’approche du calcul des gains de la com-

mande et nous mettons en oeuvre les résultats existants dans la littérature [27] pour dé-

coupler les dynamiques de chacun desn−1 systèmes singulièrement perturbés. La sépa-

ration des échelles de temps définit deux sous-systèmes relatifs aux dynamiques lentes

et rapides et permet d’approximer la solution du système original. Ainsi, la conception

des lois de commande pour chacun des deux sous-systèmes permet d’approcher la loi

de commande relative au système original.
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La séparation des échelles de temps des dynamiques (4.10) génére une dynamique lente

ayant la forme :





˙̃xi,s(t) =
(
A0 − λiB0K0

)
x̃i,s(t), x̃i,s(0) = x̃i(0)

z̃i,s(t) = −A−1
22

(
A21 − λiB2K0

)
x̃i,s(t) i ∈ V

(4.20)

et une dynamique rapide donnée par :

ε ˙̃zi,f(t) =
(
A22 − λiB2K2

)
z̃i,f(t), z̃i,f (0) = z̃i(0)− z̃i,s(0) (4.21)

avec

A0 = A11 − A12A
−1
22 A21, B0 = B1 − A12A

−1
22 B2.

L’existence de tels gains requiert une condition standard donnée par l’hypothèse4.3.

Hypothèse 4.3.Les paires(A0, B0) et (A22, B2) sont stabilisables.

En se référant à la Proposition4.1, nous établissons le résultat suivant.

Théorème 4.1.Sous l’hypothèse4.3, il existeK2 etK0 tels que pour touti = 2, . . . , n

les matricesA22 − λiB2K2 etA0 − λiB0K0 sont Hurwitz. De plus, il existeε∗ > 0 tel

que pour toutε ∈ (0, ε∗], la loi de commande par retour d’état(4.4) ayant pour gain

K2 et

K1 = (Im −K2A
−1
22 B2)K0 +K2A

−1
22 A21. (4.22)

garantit, d’une manière décentralisée, la synchronisation asymptotique des dynamiques

singulièrement perturbés(4.1).

Preuve. Le choix des gainsK0 etK2 fixé par le Théorème4.1 rend, respectivement,

les matricesA0 − λiB0K0 et A22 − λiB2K2 Hurwitz afin de garantir la stabilisation

des systémes découplés lents(4.20) et rapides(4.21) pour touti = 2, . . . , n.

Selon la théorie des perturbations singulières classique des systèmes linéaires [27], il

existeε∗ > 0 tel que pour toutε ∈ (0, ε∗], la solution du système est approximée par :

x̃i(t) = x̃i,s(t) +O(ε),

z̃i(t) = −A−1
22

(
A21 − λiB2K0

)
x̃i,s(t) + z̃i,f(t) +O(ε). (4.23)

Ainsi, en se référant à [27], nous en déduisons le gainK1 donné par(4.22) qui, as-

socié avec le gainK2, garantit la stabilisation des systémes originaux(4.10) pour

i = 2, . . . , n.
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D’autre part, rappelons que la synchronisation est équivalente à

lim
t→∞

(
L⊗ Inx

)
x(t) = 0 et lim

t→∞

(
L⊗ Inz

)
z(t) = 0

Or, cette condition est satisfaite sous une loi de commande par retour d’état ayant pour

gainsK1 etK2 introduits précédemment. Ceci découle du fait que

(
L⊗ Inx

)
x(t) =

(
D ⊗ Inx

)
x̃(t) =




0

λ2x̃2

...

λnx̃n




et

(
L⊗ Inz

)
z(t) =

(
D ⊗ Inz

)
z̃(t) =




0

λ2z̃2
...

λnz̃n



.

�

Le Théorème4.1 montre que la synchronisation des systèmes (4.1) repose sur la syn-

chronisation des dynamiques lentes et rapides séparement. De plus, la synchronisation

est assurée de manière décentralisée au sein du système multi-agents. En effet, selon

la Proposition4.1 et sous l’hypothèse4.3, le calcul des gainsK1 etK2 communs aux

systèmes (4.10) requiert uniquement la valeur deλ∗.

Remarque 4.2. Notons que la résolution numérique de l’inégalité matricielle(4.19)

pour A,B et λ∗ données et en utilisant un même solver LMI sous Matlab donne un

résultat similaire pourS et σ qui engendre des gainsK0, K2 etK1 similaires pour les

n systèmes. Ceci justifie le choix des gains communs initialement imposé.

Corollaire 4.1. SoitK0 tel que pour touti = 2, . . . , n, les matricesA0 − λiB0K0 sont

Hurwitz. Si, de plus, la matriceA22 est Hurwitz, les lois de commande individuelles

(4.4) avecK1 = K0 et K2 = 0m×nz
, garantissent la synchronisation asymptotique des

systèmes singulièrement perturbés(4.1).

Preuve. Dans le cas où la matriceA22 est Hurwitz, les dynamiques rapides(4.21)

sont asymptotiquement stables. Il convient de considérerK2 = 0m×nz
et de chercher

un gainK0 qui stabilise uniquement les dynamiques lentes(4.20).

D’autre part, la valeur nulle du gainK2 dans(4.22) impliqueK1 = K0, solution à la

stabilisation des dynamiques(4.10). �
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Le corollaire précédent traite le cas lorsque la matriceA22 est Hurwitz par définition,

ceci revient à ce que les dynamiques rapides sont initialement stables. Par conséquent, la

conception de la commande se restreint au calcul du gainK0 stabilisant les dynamiques

lentes, plus précisement les dynamiques du modèle réduit (4.20).

4.5 Coût garanti global requis à la synchronisation au

sein du SMSP

Dans cette section, nous revenons sur les résultats établis précédemment pour y rajou-

ter la contrainte du critère sur l’effort globale de commande. Nous étendons l’approche

de sycnhronisation décentralisée au sein du système multi-agents singulièrement per-

turbés (SMSP) traitée dans la Section4.4 en assurant un seuil de performance donné

en terme d’énergie de commande. Une première étape dans cette analyse est d’établir

le lien entre le coût garanti global requis à la synchronisation desn agents avec ceux

relatives à la stabilisation simultannée desn − 1 systèmes équivalents. Ensuite, nous

détaillons la méthodologie de la conception de la loi de commande stabilisante et nous

montrons que le problème d’optimisation classique est transformé en un problème de

coût garanti. Précisement, nous modélisons les paramètres du système liés à la struc-

ture du graphe d’interactions, comme étant des incertitudes afin d’assurer un contrôle

décentralisé. Cette approche permet de contourner l’utilisation d’informations globales

au sein du système multi-agents qui rend le contrôle purement centralisé. Le problème

se raméne alors à la recherche d’une loi de commande décentralisée stabilisante avec un

coût garanti en présence des perturbations singulières et des incertitudes. Pour détermi-

ner un majorant du coût garanti, nous avons choisi une classe de fonctions de Lyapunov

quadratiques permettant d’une part de prouver la stabilité asymptotique et d’autre part

de majorer le coût garanti par la valeur initiale de cette fonction de Lyapunov. Enfin,

nous détaillons la méthodologie à adopter pour détourner les problèmes liés à l’implé-

mentation numérique de la solution.
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4.5.1 Coût garanti global pour la stabilisation simultanée

Soit le système singulièrement perturbé (4.10) mis sous la forme suivante :

(
˙̃xi(t)

˙̃zi(t)

)
=

(
A11 A12

ε−1A21 ε−1A22

)(
x̃i(t)

z̃i(t)

)
+

(
B1

ε−1B2

)
ũi(t), i ∈ V (4.24)

où ε > 0 est le paramètre des perturbations singulières,x̃i(t) ∈ R
nx , z̃i(t) ∈ R

nz sont

les composantes des vecteurs d’états définis par (4.8) et ũi ∈ R
m est la loi de commande

donnée par (4.14).

Rapellons que le problème de synchronisation des dynamiques (4.1) est transformé en

un problème de stabilisation simultanée des systèmes (4.10) ou d’une manière équiva-

lente celle des systèmes (4.24). De plus, comme a été démontré par l’équation (4.16), la

fonction du coût global associée à la synchronisation est la somme desn coûts garantis

individuels requis à la stabilisation des systèmes (4.10). Or, étant donné queλ1 = 0,

il en résulte que le système qui lui est associé est autonome etJ̃1 = 0. Ainsi, nous

réecrivons la fonction du coût̃Ji pour lesn− 1 systèmes restants comme suit :

J̃i =

∫ ∞

0

(
λix̃i(t)

⊤
x̃i(t) + ũi(t)

⊤Rũi(t)
)
dt, i = 2, . . . , n (4.25)

avecx̃i(t) = (x̃i(t)
⊤, z̃i(t)

⊤)⊤ ∈ R
nx=nx+nz , R ∈ R

m×m est une matrice symétrique

définie positive et les valeurs propres de la matrice Laplacienne associée au SMSP sa-

tisfontλ∗ 6 λi 6 λ◦ pour touti = 2, . . . , n.

Tout d’abord, nous utilisons les différentes notions introduites dans le Chapitre1 pour

définir le coût garanti individuel lié à la stabilisation de chacun des systèmes (4.24) que

nous nous proposons de caractériser.

Définition 4.2. Un réelβi est un coût garanti pour leièmesystème(4.24) sous la loi de

commandẽui(t), si la valeur de la fonction coût garanti(4.25) satisfait l’inégalité

J̃i 6 βi.

Ensuite, nous établissons mathématiquement à travers la proposition qui suit, le lien

entre le coût garanti globalJ et les coûts garantis individuels̃Ji pouri = 2, . . . , n.

Proposition 4.2. S’il existe un coût garantiβi > 0 tel que la fonction du coût(4.25)

enboucle fermé satisfait̃Ji 6 βi pour touti = 2, . . . , n, alors un coût garanti global

J̄ , (n− 1) max
i=2,...,n

(βi) est requis à la synchronisation des dynamiques(4.1).
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Preuve. Notons par̃u(t) ∈ R
n·m le vecteur regroupant les commandes individuelles

définies par(4.14)

ũ(t) = (ũ1(t)
⊤, . . . , ũn(t)

⊤)⊤

ayant pour gainsK1 etK2 donnés par le Théorème4.1.

La commande individuellẽui(t) garantit la stabilisation duièmesystème dont les dyna-

miques sont données par(4.24). Supposons qu’il existeβi > 0 tel que la fonction coût

individuel(4.25) satisfait :

J̃i 6 βi, ∀i = 2, . . . , n. (4.26)

En sommant les coûts garantis individuels des systèmes comme l’indique l’inégalité

(4.16) allant dei = 2 jusqu’ài = n et en utilisant la majoration introduite par(4.26),

nous obtenons le coût garanti global suivant :

J =
n∑

i=2

J̃i 6 (n− 1) max
i=2,...,n

(βi) = J̄ .

�

Il est important de souligner que les lois de commande (4.14) dont les performances

sont conditionnées par la Proposition4.2, requièrent les valeurs propres relatives à la

matrice Laplacienne décrivant le graphe. Or, cette dépendance contredit l’approche dé-

centralisée que nous nous proposons de développer pour la conception de la commande

relative à la synchronisation et qui minimise la fonction coûtJ dans (4.5). De plus,

dans certains cas, seule l’information concernant la connectivité au sein du réseau est

accessible. Pour y remédier, nous supposons que le graphe non-orienté en question est

connexe et nous revenons sur la modélisation du système singulièrement perturbé en

introduisant des incertitudes paramétriques qui correspondent aux valeurs propres deL,

valeurs qui requièrent la connaissance des propriètés topologiques du graphe.

4.5.2 Loi de commande décentralisée avec un coût garanti

Dans le but d’écarter la dépendance de la loi de commande (4.14) aux valeurs propres

deL, nous modélisons ces paramètres comme étant des incertitudes bornées affectant

le système et nous attribuons un modèle incertain aux dynamiques singulièrement per-

turbés desn − 1 systèmes. Par conséquent, notre étude sera fondée principalement sur

l’approche d’analyse des système incertains [16, 43].



4.5 Coût garanti global requis à la synchronisation au sein du SMSP 103

Afin de simplifier les notations, nous introduisons les matrices suivantes :

Aε =

(
A11 A12

ε−1A21 ε−1A22

)
, Bε =

(
B1

ε−1B2

)
.

En premier lieu, nous réecrivons le système (4.24) comme suit :

˙̃xi(t) = Aεx̃i(t) + Bεũi(t), ∀i = 2, . . . , n (4.27)

avec une loi de commande par retour d’état de la formeũi(t) = Fiûi(t) où

ûi(t) = −K x̃i(t), (4.28)

tel queK = [K1, K2] ∈ R
m×nx etFi ∈ Rnx×nx définie par

Fi = λiInx
. (4.29)

En utilisant les propriétés de la matrice LaplacienneL, nous concluons que pour un

graphe non-orienté donné, composé den sommets, nous avons :

(λ∗)2Inx
6 F⊤

i Fi 6 (λ◦)2Inx
, i = 2, . . . , n (4.30)

Par conséquent, une manière générale d’analyser le système (4.27), sans pour autant

avoir accès à toute les matricesFi, est d’étudier le système incertain de la forme :

˙̃xi(t) = Aεx̃i(t) + BεFiûi(t) (4.31)

avecFi est une matrice d’incertitudes satisfaisant l’inégalité (4.30). Cette condition

garantit le fait que la matrice d’incertitudesFi soit bornée en norme ce qui permet

d’obtenir un système singulièrement perturbé incertain dont on sait analyser la stabilité

[16, 43].

Théorème 4.2.Considérons le système incertain singulièrement perturbé(4.31).

Sous les hypothèses4.2et 4.3, il existeε∗ > 0 tel que pour toutε ∈ (0, ε∗], l’équation

de Riccati suivante :

PεAε + A⊤
ε Pε − 2 (λ∗)2 PεBεR

−1B⊤
ε Pε + λ◦Inx

= 0 (4.32)

admet une solution matricielle symétrique définie positivePε.
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En outre, la loi de commande

ũi(t) = −λ∗ R−1B⊤
ε Pε x̃i(t), ∀i ∈ 2, . . . , n (4.33)

garantit la stabilisation desièmedynamiques(4.27) avec un coût garanti

βi = x̃i(0)
⊤Pεx̃i(0).

Preuve. Nous divisons la preuve du théorème précédent en deux parties.

Une première étape consiste à rechercher et définir une fonction de Lyapunov commune

qui garantit la stabilité des systèmes(4.27). Dans la seconcde partie, nous y rajoutons

la contrainte d’optimisation d’énergie de la commande obtenue et nous détaillons la

méthodologie à adopter pour d’une part, atteindre un coût garanti global mais aussi

décentraliser la loi de commande finale.

I. D’abord, nous recherchons une fonction de Lyapunov quadratique commune pour les

systèmes singulièrement perturbés(4.27) de la forme

V (t, x̃i) = x̃i(t)
⊤Pεx̃i(t)

qui vérifie le critère de minimisation :

min
ũi

(
λix̃i(t)

⊤
x̃i(t) + ũi(t)

⊤Rũi(t) + V̇ (t, x̃i)

)
= 0. (4.34)

Sous l’hypothèse4.3 et pour toutε ∈ (0, ε∗], la paire (Aε, Bε) est stabilisable. Alors,

il existe une matrice symétrique définie positivePε tel que pour toutε ∈ (0, ε∗], nous

avons :

A⊤
ε Pε + PεAε − 2(λ∗)2PεBεR

−1B⊤
ε Pε + λ◦Inx

= 0. (4.35)

D’autre part, sous l’hypothèse4.2, l’inégalité (4.2) est vérifiée pour touti = 2, . . . , n.

Il en découle :

(λ∗)2BεR
−1B⊤

ε 6 BεFiR
−1F⊤

i B⊤
ε

Par conséquent, pour toutε ∈ (0, ε∗] et pour touti = 2, . . . , n, la solution de l’équation

(4.35) vérifie l’inégalité de Riccati suivante :

PεAε + A⊤
ε Pε − 2PεBεFiR

−1F⊤
i B⊤

ε Pε + λiInx
6 0 (4.36)

Alors, pour toutε ∈ (0, ε∗] et tout au long de l’évolution des dynamiques(4.27), la
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fonction de Lyapunov énoncée précédemment satisfait :

V̇ (t, x̃i) 6 −λix̃i(t)
⊤
x̃i(t)− ũi(t)

⊤Rũi(t), ∀i = 2, . . . , n.

Trouvons maintenant une loi de commande stabilisante qui résoud(4.34).

Pour ce faire, nous définissons le Hamiltonien relatif auièmesystéme(4.27) :

Hi(x̃i, ũi, t) = λix̃i(t)
⊤
x̃i(t) + ũi(t)

⊤Rũi(t) + ˙̃xi(t)
⊤Pεx̃i(t) + x̃i(t)

⊤Pε
˙̃xi(t)

qui est équivalent à

Hi(x̃i, ũi, t) = λix̃i(t)
⊤
x̃i(t) + ũi(t)

⊤Rũi(t) +
[
Aεx̃i(t) + BεFiũi(t)

]⊤
Pεx̃i(t)

+ x̃i(t)
⊤Pε[Aεx̃i(t) + BεFiũi(t).] (4.37)

La condition nécessaire d’optimalité

∇ũi
Hi(x̃i, ũi, t) = 0

implique que

2F⊤
i B⊤

ε Pεx̃i(t) + 2Rũi(t) = 0

Ainsi, une loi de commande optimale associée auièmesystéme(4.27) est donnée par :

ũi(t) = −R−1F⊤
i B⊤

ε Pεx̃i(t) = −λiR
−1B⊤

ε Pεx̃i(t) (4.38)

II. Sous la contrainte du critère(4.25), la loi de commande(4.38) est optimale mais loin

d’être décentralisée. Ainsi, il est indispensable de relâcher la contrainte d’optimalité

imposée en assurant un coût garanti qui fait appel à une commande décentralisée au

sein du système multi-agents. Dans ce cas, la loi de commande devient :

ũ∗
i (t) = −λ∗R−1B⊤

ε Pεx̃i(t).

Cette loi de commande satisfait l’équation de Riccati(4.35) et par conséquent(4.36).

Nous déduisons alors un coût garanti individuel requis à la stabilisation duièmesystéme
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donné par :

J̃i =

∫ ∞

0

(
λix̃i(t)

⊤
x̃i(t) + ũi(t)

⊤Rũi(t)
)
dt

6 V (0, x̃i(0)) = x̃i(0)
⊤Pεx̃i(0), ∀i = 2, . . . , n

avecx̃i(0) = [x̃i(0)
⊤, z̃i(0)

⊤]⊤. �

Remarque 4.3.Il est important de mentionner que les fonctions du coût individuelJ̃i

dans(4.25) dépendent des valeurs propresλi. En revanche, les coût garantis individuels

βi et le coût garanti global̄J qui en découle ne dépendent que deλ∗. Alors, les lois de

commande(4.33) sont décentralisées et les coûts garantis qui leurs sont associés sont

indépendnats des valeurs propres de la matrice Laplacienne et ne dépendent que du

nombre d’agentn constituant le système multi-agents.

Remarque 4.4.Soulignons que le coût obtenuβi dans le Théorème4.2 dépend des

conditions intialesx̃i(0) et z̃i(0). Cette dépendance peut être écartée en supposant

que les conditions initiales sont des variables aléatoires ayant une moyenne nulle avec

E[x̃i(0) x̃i(0)
⊤] = Inx

(voir par exemple [43]).

Une étape essentielle dans cette analyse consiste à rechercher une matricePε qui, sous

les conditions énoncées par le Théorème4.2, détermine une solution au problème de

la conception de la loi de commande satisfaisant la contrainte du coût garanti. En effet,

l’équation de Riccati (4.32) est initialement résolue pourPε pour, par la suite, en déduire

les gains de la commande en substituant la solution de l’équation de Riccati dans (4.33).

4.5.3 Approche de l’implémentation numérique de la solution de

Riccati

La détermination de la matricePε solution issue de la résolution de l’équation de Ric-

cati dévoile des problèmes numériques dûs à la différence d’amplitudes des coefficients

dans (4.32) sous l’effet du paramètreε. Pour y remédier, nous nous inspirons des tra-

vaux de [45] et nous développons une approche qui décompose l’équation deRiccati

complète (4.32) en des équations de Riccati relatives aux dynamiques lentes et rapides

découplées indépendantes deε. Nous montrons par la suite qu’en résolvant les équa-

tions découplées obtenues, une solution stabilisante au problème du coût garanti relatif

au système incertain (4.31) peut être déduite.
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Nous présentons le lemme suivant utile pour le découplage de l’équation de Riccati

complète (4.32).

Lemme 4.1. L’équation algébrique de Riccati(4.32) est équivalente à l’équation de

Riccati suivante :

PA+ A⊤P − 2(λ∗)2PBR−1B⊤P + λ◦Inx
= 0 (4.39)

où

P = Γ−1
ε Pε, A = ΓεAε, B = ΓεBε, Γε =

(
Inx

0nx,nz

0nz,nx
εInz

)
,

etPε =

(
P11 εP⊤

21

εP21 εP22

)
tel que




P11 = P⊤

11

P22 = P⊤
22

pour toutε ∈ (0, ε∗].

En outre, le gain de la loi de commande par retour d’état(4.33) s’écrit

K = [K1, K2] = R−1B⊤P. (4.40)

La preuve du Lemme4.1est analogue à celle du Lemme3 dans [44].

Remarquons que la matricePε = Γ⊤
ε P = P⊤Γε est symétrique tandis que la matriceP

ne l’est pas. L’équation de Riccati (4.39) peut être partitionnée comme suit

P11A11 + A⊤
11P11 + P⊤

21A21 + A⊤
21P21 − P11S̃11P11 − P⊤

21S̃
⊤
12P11 − P11S̃12P21

− P⊤
21S̃22P21 + λ◦Inx

= 0 (4.41)

εP21A11 + P22A21 + A⊤
12P11 + A⊤

22P21 − εP21S̃11P11 − εP21S̃12P21 − P22S̃12P11

− P22S̃22P21 = 0 (4.42)

εP21A12 + εA⊤
12P

⊤
21 + P22A22 + A⊤

22P22 − ε2P21S̃11P
⊤
21 − εP⊤

22S̃
⊤
12P

⊤
21 − εP21S̃12P22

− P22S̃22P22 + λ◦Inz
= 0 (4.43)

avec

S̃ = 2(λ∗)2BR−1B⊤ =

(
S̃11 S̃12

S̃⊤
12 S̃22

)
.

Similairement à la preuve du Théorème2 dans [45], nous appliquons le théorème de la

fonction implicite [13] pour démontrer l’existence d’une solutionP bornée au voisinage

deε = 0.
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D’abord, commençons par mettreε → 0 dans les équations (4.41)-(4.43) :

P
⊤
11A11 + A⊤

11P 11 + P
⊤
21A21 + A⊤

21P 21 − P 11S̃11P 11 − P
⊤
21S̃

⊤
12P 11 − P 11S̃12P 21

− P
⊤
21S̃22P 21 + λ◦Inx

= 0 (4.44)

P
⊤
22A21 + A⊤

12P 11 + A⊤
22P 21 − P⊤

22S̃12P 11 − P 22S̃22P 21 = 0 (4.45)

P
⊤
22A22 + A⊤

22P 22 − P 22S̃22P 22 + λ◦Inz
= 0 (4.46)

oùP 11, P 21, P 22 sont les solutions limites quandε → 0.

Par la suite, définissons l’ensemble des cardinaux des graphes possibles satisfaisant

l’équation (4.46) :

Lf = {n > 1, tel que l’équation de Riccati (4.46) admet une solution définie positive}.

Puisque la matriceA22 − S̃22P 22 est inversible, les équations (4.44)-(4.46) deviennent :

P 11Ā0 + Ā⊤
0 P 11 − P 11S̃0P 11 + Q̃0 = 0 (4.47)

P 21 = −N⊤
2 +N⊤

1 P 11 (4.48)

P 22A22 + A⊤
22P 22 − P 22S̃22P 22 + λ◦Inz

= 0 (4.49)

avec
N1 = −D1D

−1
2 ,

N2 = A⊤
21P 22D

−1
2 ,

Q̃0 = λ◦Inx
−N2A21 −A⊤

21N
⊤
2 −N2S̃22N

⊤
2 ,

Ā0 = A11 +N1A21 + S̃12N
⊤
2 +N1S̃22N

⊤
2 ,

S̃0 = S̃11 +N1S̃
⊤
12 + S̃12N

⊤
1 +N1S̃22N

⊤
1 ,

D1 = A12 − S̃12P 22,

D2 = A22 − S̃22P 22.

D’autre part, définissons l’ensemble des cardinaux des graphes possibles satisfaisant

l’équation (4.47) :

Ls = {n > 1, tel que l’équation de Riccati (4.47) admet une solution définie positive}.

Enfin, nous établissons le résultat qui suit.

Théorème 4.3.Pour toutn ∈ Ls

⋂
Lf , il existe0 < ε̄ < ε∗ tel que pour toutε ∈ (0, ε̄],

l’équation algébrique de Riccati généralisée(4.39) admet une solution définie positive
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de la forme

P =

(
P 11 +O(ε) εP

⊤
12 +O(ε2)

P 21 +O(ε) P 22 +O(ε)

)

De plus, une loi de commande satisfaisant un coût garanti est donnée par(4.33) avec

Pε = Γ⊤
ε P , une matrice symétrique définie positive solution de l’équation de Riccati

(4.32).

Le Théorème4.3conditionne la résolution de l’équation de Riccati telle que,si l’équa-

tion (4.39) admet une solution définie positiveP alors la soultionPε de (4.32) fournit

le plus petit coût garanti relatif au critère (4.25).

En outre, la loi de commande (4.33) qui en découle stabilise simultanément lesn − 1

systèmes (4.27) avec un coût garanti de la valeur deβi. Par conséquent, lesn systèmes

singulièrement perturbés (4.1) atteignent une synchronisation asymptotique sous la loi

de commande par retour d’état (4.4) ayant pour gain (4.40) avec une énégrie de com-

mande globale qui ne peut excéder la valeurJ̄ = (n− 1) max
i=2,...,n

(βi).

4.6 Exemples illustratifs

Cette section vise à illustrer les résultats théoriques des Sections4.4et 4.5.

D’abord, nous nous intéressons à la synchronisation des agents décrits par des dyna-

miques singulièrement perturbés sans contrainte d’effort de commande. Nous évoquons

l’approximation de la solution du système par (4.23) issue du découplage des dyna-

miques (4.10) et nous montrons que la loi de commande obtenue par la stabilisation

simultannée, synchronise les dynamiques des agents constituant le système intercon-

necté. Egalement, nous mettons l’accent sur le rôle que joue le système labélisé par

i = 1, évoquée dans la Remarque4.1, dans le conditionnement de la trajectoire de syn-

chronisation. Dans une seconde partie, nous évaluons l’approche de la conception de la

loi de commande en y rajoutant la contrainte du coût garanti et nous comparons numé-

riquement les performances du système, en termes de temps de convergence et d’effort

requis à la synchronisation, pour différentes pénalisations de l’effort de la commande

(différentes valeurs deR). Nous verrons que les constatations recueillies sont conformes

aux résultats classiques dans le cadre de la théorie d’optimisation linéaire quadratique.
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Tout au long de cette étude numérique, nous considérons un système multi-agents com-

posé den agents dont les dynamiques sont données par (4.1) avec

A11 =

(
2.5 −6

−2 2

)
, A12 =

(
2 3

0 −2

)
, B1 =

(
2

1

)
, (4.50)

A21 =

(
0.5 2

−1 1

)
, A22 =

(
−2 1

0 −1

)
, B2 =

(
1

1

)
.

Ainsi, nous attribuons à chaque agent un vecteur d’état composé de 4 états relatifs aux

dynamiques lentes(xi,1, xi,2)
⊤ et celle rapides(zi,1, zi,2)

⊤ pour touti ∈ V. Nous

fixons le paramétre des perturbations singulièreε = 10−2 et nous évaluons l’évolution

des dynamiques des agents au sein du réseau sous une loi de commande conçue selon

l’analyse que nous proposons dans les Sections4.4et 4.5.

4.6.1 Synchronisation sans contrainte d’effort de commande

Soit V = {1, 2, 3} et soient les conditions initiales suivantes, pour chacun des trois

agents(2.5, 2, −0.5, −1.5), (1.5, 1, 4, −2) et (0.5, −1, 3, 1) respectivement.

La communication au sein du système est décrite par un graphe non-orienté connexeG
dont la matrice Laplacienne est :

L =




3 −1 −2

−1 3 −2

−2 −2 4


 .

ayant pour valeurs propresλi∈V = {0, 4, 6}.

Tout d’abord, remarquons que la matriceA22 est Hurwitz par définition, nous nous

plaçons dans le cas du Corollaire4.1 sous l’hypothèse4.3 et nous recherchons le gain

K0 qui stabilise les dynamiques lentes (4.20) avec

A0 =

(
−1 0

0 0

)
et B0 =

(
7

−1

)
.

Il en résulte le gainK0 = [−0.0051, −0.0171] tel que

vp(A0 − λ2B0K0) = {−0.84, −0.081} et vp(A0 − λ3B0K0) = {−0.75, −0.13}
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Puis, nous simulons le comportement des dynamiques individuelles des deux systèmes

(4.10) et leurs approximations (4.23) issues du découplage (4.20)-(4.21).
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FIGURE 4.1: Trajectoires des dynamiques originalesx̃i (traits discontinus)
et approximatives̃xi,s (traits continus).
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FIGURE 4.2: Trajectoires des dynamiques originalesz̃i (traits discontinus)
et approximatives̃zi,s + z̃i,f (traits continus).

Les Figures4.1 et 4.2 montrent que les trajectoires des systèmes (4.10) et (4.23) sont

non seulement asymptotiquement stables pour la loi de commande conçue mais égale-

ment coincident pour ainsi valider le modèle approximatif établi par la séparation des

échelles de temps des dynamiqus singulièrement perturbés.

Par la suite, nous nous intéressons au comportement des dynamiques (4.1) sous la loi

de commande individuelle (4.4) avec les gainsK1 = K0 et K2 = 01×2 issus de la

résolution du problème de la stabilistion simultannée.
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FIGURE 4.3: Trajectoires des dynamiques (4.1). A gauche : Les trajectoires des dyna-
miques lentesx(t). A droite : Les trajectoires des dynamiques rapidesz(t).

La figure précédente valide la loi de commande conçue par la synchronisation des dy-

namiques singulièrement perturbées originales (4.1). Plus précisement, les dynamiques

atteignent un consensus enx et enz ; chacune des variables lentes et rapides convergent

avec ses semblables vers un accord final qui leurs est propre :

(x∗
1, x

∗
2, z

∗
1 , z

∗
2)

⊤ =




xi,j → x∗

j

zi,j → z∗j ∀i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2}.

Afin d’illustrer la synchronisation finale enx et enz, nous représentons les trajectoires

des dynamiques des agents (4.1) dans le planx et z.
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FIGURE 4.4: Consensus des trajectoires des dynamiques (4.1) dans le planx etz.
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Pour mettre l’accent sur l’évolution relativement rapides des variablesz(t) par rapport

à celle des variables lentesx(t), nous illustrons les variétés qui leurs sont attribuées par

la Figure4.5.
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FIGURE 4.5: Variétés lentes et rapides relatives aux dynamiques (4.1).

Les trajectoires évoluent initialement, à partir des conditions initiales fixées, avec une

dynamique relativement rapide pour ensuite converger vers les variétés lentes associées.

Le paramètre des perturbations singulières joue un rôle majeur dans les variations des

dynamiques rapides. En simulant le système pour différentes valeurs deε, les figures

qui suivent montrent la convergence des dynamiques rapides découplées (4.21) vers la

valeur nulle avec une vitesse de convergence100 fois plus rapide pourε = 0.001 que

pourε = 0.01.
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FIGURE 4.6: Trajectoires des dynamiques rapidesz̃f,j, j = 1, 2 pourε = 0.01.
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FIGURE 4.7: Trajectoires des dynamiques rapidesz̃f,j , j = 1, 2 pourε = 0.001.

Dans la suite, nous nous intéressons à la variété du système (4.11) qui conditionne la

nature de la synchronisation.

Considérons un exemple où le systèmei = 1 n’admet pas de point d’équilibre et éva-

luons les dynamiques sous une loi de commande conçue pour le système (4.1) avec les

matrices définies par (4.50) où nous changeons uniquement la matriceA11 :

A11 =

(
1 0

2 −1.5

)
, A12 =

(
2 3

0 −2

)
, B1 =

(
2

1

)
,

A21 =

(
0.5 2

−1 1

)
, A22 =

(
−2 1

0 −1

)
, B2 =

(
1

1

)
.

Les trajectoires dans le planx et z sont illustrées par la Figure4.8.

Conformément à ce qui a été conclu dans la Remarque4.1, les trajectoires se sychro-

nisent selon une trajectoire divergente dans le cas où le systèmei = 1 n’admet pas de

point d’équilibre.
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FIGURE 4.8: Synchronisation des trajectoires des dynamiques (4.1)
dans le planx etz.
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4.6.2 Synchronisation avec contrainte d’effort de commande

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au coût garanti atteint par la synchronisation

au sein d’un système multi-agents composé de4 agents décrits par les dynamiques (4.1)

et les matrices (4.50).

Soit pour chacun des quatre agents dansV = {1, 2, 3, 4}, les conditions initiales sui-

vantes(2.5, 2, −0.5, −1.5), (1.5, 1, 4, −2), (0.5, −2.5, 3, 1) et (−3, 3.5, 2, −1).

Le graphe des échanges au sein du réseau est décrit par la matrice Laplacienne suivante :

L =




2 0 −1 −1

0 2 −1 −1

−1 −1 2 0

−1 −1 0 2




.

D’abord, nous réecrivons les dynamiques sous la forme (4.27) vérifiant l’hypothèse4.3

et nous définissons les incertitudes parFi=2,3,4 ∈ {2 × I4, 4 × I4}. Il est important

de souligner que les pondérations de la matrice Laplacienne vérifie les conditions de la

Remarque1.5 et par conséquent les valeurs propresλi vérifient l’inégalité (4.3) pour

tout i ∈ {2, 3, 4} avecλ∗ = 0.334 etλ◦ = 4.

Une première étape est de fixer la matriceR = 1 pour la fonction coût (4.25). Appli-

quons le Théorème4.2pour déduire une commande décentralisée ayant pour majorant

du coût globalJ̄ que nous définissons au fur et à mesure de la résolution du problème

et des équations de Riccati correspondantes.

Remarque 4.5. Il est à noter que la valeur deε considérée dans cet exemple permet

la résolution numérique classique sous MATLAB de l’équation de Riccati(4.32) sans

pour autant avoir recours à la résolution des équations découplées(4.47)-(4.49).

Nous résolvons l’équation de Riccati (4.32) pour obtenir :

Pε =




2.1945 2.5668 0.0152 −0.0181

2.5668 43.8466 0.0515 −0.6679

0.0152 0.0515 0.0094 0.0010

−0.0181 −0.6679 0.0010 0.0283




.
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Ensuite, en utilisant le Lemme4.1, nous obtenons

P =




2.1945 2.5668 0.0152 −0.0181

2.5668 43.8466 0.0515 −0.6679

1.5168 5.1491 0.945 0.0983

−1.8145 −66.7874 0.0983 2.83




.

La matrice des gains de la loi de commande (4.33) qui en découle est donnée par :

K = [K1 K2] avec




K1 = [6.6581 , −12.6581],

K2 = [1.1250 , 2.2242].

Nous illustrons dans le Figures (4.9) et (4.10) les trajectoires des dynamiques lentes et

rapides respectivement sous la loi de commande stabilisante ainsi obtenue.
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FIGURE 4.9: Trajectoires des dynamiques lentesx̃i.
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FIGURE 4.10: Trajectoires des dynamiques rapidesz̃.

La stabilisation simultanée est assurée sous la loi de commande décentralisée ainsi

conçue. Maintenant, appliquons la loi de commande (4.4) ayant pour gainK au sys-

tème (4.1).
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FIGURE 4.11: Synchronisation des dynamiques (4.1) sous la contrainte du coût ga-
ranti. A gauche : Les trajectoires des dynamiques lentesx(t). A droite : Les trajectoires

des dynamiques rapidesz(t).

La Figure4.11montre que les trajectoires des états du système en boucle fermée at-

teignent un consensus final avec un coût global garanti majoré parJ̄ = 1524.4 selon la

Proposition4.2.

Afin de mettre l’accent sur l’influence du choix de la matriceR qui pénalise l’effort

de la commande requise à la sychronisation, nous représentons dans la Figure4.12,

l’ évolution temporelle de la loi de commandeui pourR = 1 etR = 10.
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FIGURE 4.12: Evolution de la loi de commandeui∈V pour R = 1 en trait continu
rouge et pourR = 10 en trait discontinu bleu.
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Ce résultat numérique est largement investigué dans la littérature, précisement dans

l’analyse des problèmes d’optimisation quadratique. Quand la valeur de la matriceR

augmente, les gains de la commande diminuent engendrant une amplitude plus faible

de la commande.
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FIGURE 4.13: Agrandissement de la Figure4.12.

En effet, la résolution de l’équation de Riccati (4.39) pourR = 10 donne

Pε =




2.8376 1.1781 0.0268 0.0555

1.1781 50.5896 0.0285 −0.8932

0.0268 0.0285 0.0102 0.0034

0.0555 −0.8932 0.0034 0.0414




et un gain

K = [K1 K2] avec




K1 = [1.5087 , −3.3526],

K2 = [0.1441 , 0.3706].

Par conséquent, les systèmes (4.1) requièrent un temps plus long pour se synchroniser

avec un coût garanti qui est au plus égal àJ̄ = 1881.1.

Pour approfondir cette constatation, nous évaluons les performances de notre approche

pour différentes valeurs de la matriceR pénalisant l’effort de la commande dans le

critère (4.5). Pour chacune des valeurs deR considérée, nous prélevons les valeurs des
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coûts garantis individuels et les temps de convergence relatifs à chaque composante

synchronisée du vecteur d’état. Soient

txj
= inf

t
{t > 0|xi,j(t)− x∗

j < ǫ, ∀i ∈ V, j = 1, 2}

tzj = inf
t
{t > 0|zi,j(t)− z∗j < ǫ, ∀i ∈ V, j = 1, 2}.

Nous fixonsǫ = O(10−3) et nous récapitulons les résultats obtenus par le tableau sui-

vant.

β2 β3 β4 tx1
tx2

tz1 tz2

R = 1 60.1 270.88 508.136 28.94 25.9 23.29 25.2
R = 10 64.57 318.27 627.25 24.76 21.32 19.43 21.03
R = 100 100 575.2 1183.5 21.92 20.05 13.62 19.25

Comme prévu, quand la pénalisation de l’effort de la commande s’accentue, les dyna-

miques requièrent plus d’énergie qui induit un temps de convergence ou de synchroni-

sation plus grand.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous traitons le problème de synchronisation avec un coût garanti au

sein d’un système multi-agents singulièrement perturbé décrit par un graphe non-orienté

connexe.

Dans un premier temps, nous avons écarté la contrainte de performance pour s’intéres-

ser à la synchronisation et rechercher les conditions nécessaires d’existence de la loi de

commande décentralisée. D’abord, nous avons réécrit le problème de synchronisation

desn agents constituant le réseau sous la forme d’un problème de stabilisation simul-

tanée den − 1 systèmes équivalents singulièrement perturbés. Nous avons détaillé les

conditions d’existence d’une loi de commande commune à la stabilisation qui abou-

tissent à une condition de commandabilité d’un seul système linéaire. Par la suite, nous

avons présenté la méthodologie de la conception de la loi de commande stabilisante

fondée sur le principe de découplage des dynamiques et la séparation des échelles de

temps [27].

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous avons reconsidéré cette problèmatique en

y rajoutant la contrainte de performance. Cette contrainte consiste à assurer un seuil

donné sur l’effort global de la commande conçue, concrétisé par un critère quadratique
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relatif à la synchronisation. Dans ce cadre, l’analyse établie tient compte parallélement

de l’aspect décentralisé de la commande et du critère d’optimisation à satisfaire. Pour

ce faire, le lien entre le critère de performance global requis à la synchronisation et ceux

individuels relatifs à la stabilisation desn−1 systèmes a été établi. L’idée est de formu-

ler le problème comme étant un problème de stabilisation avec un coût garanti pour un

système singulièrement perturbé incertain où les incertitudes paramétriques modélisent

les propriétés topologiques du graphe. Enfin, nous avons développé l’approche de la

conception de la loi de commande en question et nous avons détaillé son implémenta-

tion numérique que nous avons validé à travers des exemples illustratifs.



Chapitre 5

Conclusion générale et perspectives

Les travaux de cette thèse sont consacrés à la prise en compte des échelles de temps

multiples dans les systèmes dynamiques hybrides et les systèmes multi-agents à travers

la notion de perturbations singulières.

Dans une première partie, nous avons étudié une classe de systèmes hybrides singuliè-

rement perturbés dont la nature des variables d’états peut changer à chaque événement.

Nous avons développé un modèle mathématique hybride qui fait appel simultanément

à des processus continus singulièrement perturbés combinés avec des dynamiques dis-

crètes modélisant les changements de nature des variables d’état. Cette modélisation

aboutit à une classe générale de systèmes qui englobe plusieurs classes existantes telles

que les systèmes à commutations, les systèmes implusifs, les systèmes singulièrement

perturbés en temps continu . . .

L’analyse de stabilité de cette classe de systèmes requiert la mise en oeuvre d’outils

d’analyse classiques des systèmes linéaires singulièrement perturbés et des résultats

existants concernant les systèmes hybrides. Nous avons proposé des conditions suffi-

santes de stabilité en termes de temps de séjour minimum. Cette contrainte temporelle

est la somme de deux termes : un terme enO(1) nécessaire pour garantir la stabilité du

modèle réduit et un terme enO(ε) essentiel pour la stabilité des dynamiques rapides.

Par la suite, nous avons présenté l’extension de ces résultats en relâchant la condition

du temps de séjour minimum à une valeur de l’ordre deε et nous avons présenté une

méthode de recherche de séquences stabilisantes.

Dans la deuxième partie, nous avons considéré le problème de synchronisation avec

coût garanti au sein des systèmes multi-agents décrits par des dynamiques singulière-

ment perturbés. A notre connaissance, il n’existe pas de travaux antérieurs traitant cette
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problématique. Nous avons exploité les propriétés algébriques du graphe lié au système

multi-agents, étant fixe et non-orienté, pour transformer le problème de synchronisation

en un problème de stabilisation simultanée. Le problème de stabilisation simultanée

d’un ensemble de systèmes linéaires a fait l’objet de nombreuses études dans la litté-

rature et il est considéré comme indécidable. Cependant, dans notre cas, les systèmes

linéaires à stabiliser simultanément présentent une particularité qui permet de contour-

ner cette difficulté. En effet, la solution proposée implique la satisfaction d’une condi-

tion de stabilisabilité d’un seul système. Nous avons ensuite développé une approche de

synthèse de lois de commande décentralisées avec coût garanti. Pour garantir l’aspect

décentralisé, nous avons modélisé les propriétés topologiques du graphe comme des

incertitudes paramétriques bornées en norme et nous avons utilisé le formalisme des

systèmes singulièrement perturbés incertains pour décrire les dynamiques des agents.

Enfin, nous avons caractérisé la valeur du coût garanti.

Les problèmes que nous avons traités dans cette thèse donnent lieu à de nombreuses

perspectives.

Un premier point à développer est l’application des résultats de stabilité des systèmes

hybrides singulièrement perturbés au système industriel du laminage à chaud dont nous

nous sommes inspirés. L’idée serait d’exploiter le modèle mathématique développé dans

[33] et de garantir un temps de séjour minimal séparant deux modesde fonctionnement

consécutifs. En d’autre termes, le passage de la bande métallique dans le laminoir est

contraint par une condition temporelle qui régit les commutations et les changements

de nature des variables.

Un second point intéressant et accessible consiste à étudier la synchronisation avec

coût garanti pour un système multi-agents décrit par un graphe orienté ayant une topo-

logie commutative. Résoudre cette problèmatique revient à imposer que le graphe soit

connexe pour toute commutation de la topologie. Enfin, la synchronisation des systèmes

multi-agents singulièrement perturbés avec retour de sortie décentralisé est un problème

difficile et ouvert sur lequel il n’existe aucun résultat à l’heure actuel.

——————————————–



Annexe A

Outils

Afin de faciliter la lecture de ce mémoire, nous rappelons quelques notions et concepts

mathématiques.

Définition A.1. Matrice définie positive

Une matrice symétriqueA ∈ R
n×n est dite définie positive (semi-définie positive) si

pour tout vecteur colonnex 6= 0, x⊤Ax est strictement positif (positif).

Définition A.2. Matrice de Hurwitz

Une matriceA ∈ R
n×n est dite matrice de Hurwitz si toutes les valeurs propres deA

ont une partie réelle strictement négative.

Définition A.3. Matrice de Schur

Une matrice carréeA est dite matrice de Schur si le module de toutes les valeurs propres

deA est inférieur à l’unité.

Des résultats existants dans la littérature présentent des propriétés diverses des matrices

de Schur. Dans ce cadre, nous citons la proposition suivante.

Proposition A.1. [50] Soit une matriceA ∈ R
n×n
+ , les affirmations suivantes sont

équivalentes :

• La matriceA est Schur.

• Il existep ∈ R
n
+ tel queAp < p.

• Il existe une matrice diagonaleP > 0 telle queA⊤PA < P .

Remarque A.1. [50] Si A est Schur alorsA⊤ l’est aussi ; il existep ∈ R
n
+ tel que

A⊤p < p.
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Définition A.4. Norme d’un vecteur

La norme Euclidéenne d’un vecteurx = (x1, . . . , xn) ∈ R
n est

‖ x ‖=
( n∑

i=1

| xi |2
) 1

2

.

Dans ce mémoire, la norme matricielle utilisée est la norme2 notée par‖ . ‖ et rappelée

ci-dessous.

Définition A.5. Norme matricielle

La norme2 d’une matriceA ∈ R
n×n est définie par‖ A ‖=

√
ρ(A⊤A).

Définition A.6. Produit de Kronecker

Soient deux matricesA ∈ R
n×m etB ∈ R

n×q avecaij = [A]ij et bij = [B]ij.

Leur produit de Kronecker est la matriceA⊗ B de taillemp× nq définie par

A⊗B =




a11B a12B . . . . . . a1mB

a21B a22B . . . . . . a2mB
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

an1B an2B . . . . . . anmB




.

Définition A.7. La notation O(.)

Soit deux fonctionsf et g définies surS ⊆ R, on dit quef est dominée parg en un

pointx0, notéf(x) = O(g(x)), si et seulement si il existe un voisinageV ⊂ S dex0 et

un réelκ > 0 tels que

|f(x)| 6 κ|g(x)| ∀x ∈ V.

Définition A.8. Théorème des fonctions implicites

SoitU un ouvert deRm × R
p et f = (f1, f2, . . . , fp) : U 7→ R

p une application de

classeCk, aveck > 1. Notons

Dxf(x, y) =

(
∂fi
∂xj

(x, y)

)

16i6p
16j6m

Dyf(x, y) =

(
∂fi
∂yj

(x, y)

)

16i6p
16j6p

.

Soit (a, b) ∈ R
m × R

p tel quef(a, b) = 0 et la différentielle partielleDyf(a, b) est

inversible. Alors il existe un voisinageV dea dansRm, un voisingageW deb dansRp
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et une applicationφ : V 7→ W de classeCk tels queV ×W ⊂ U et

∀x ∈ V, ∀y ∈ W, f(x, y) = 0 ⇔ y = φ(x).

En outre, pour tout point(a, b) ∈ V ×W tel quef(a, b) = 0,

Dφ(a) = −D−1
y f(a, φ(a)) ◦Dxf(a, φ(a))

oùDφ(x) est la matrice




∂φ1

∂y1
(x, y) . . .

∂φ1

∂xm

(x, y)

...
...

∂φp

∂y1
(x, y) . . .

∂φp

∂xm

(x, y)




Pour plus de détails sur les fonctions implicites et leurs propriétés, le lecteur pourra

consulter [13].





Bibliographie

[1] M. Abdelrahim, R. Postoyan, and J. Daafouz. Event-triggered control of nonli-

near singularly perturbed systems based only on the slow dynamics.Automatica,

52 :15–22, 2015.

[2] J.-M. Andreoli. Coordination as negotiated transactions.Object Orientation with

Parallelism and Persistence, pages 151–173, 1995.

[3] M. Balachandra and P. R. Sethna. A generalization of the method of averaging

for systems with two time scales.Archive for Rational Mechanics and Analysis,

58(3) :261–283, 1975.

[4] E. Bıyık and M. Arcak. Area aggregation and time-scale modeling for sparse

nonlinear networks.Systems & Control Letters, 57(2) :142–149, 2007.

[5] V. Blondel. Simultaneous stabilization of linear systems, volume 191 ofLecture

Notes in Control and Information Sciences. Springer-Verlag, 1994.

[6] V. D. Blondel, J. M. Hendrickx, and J.N. Tsitsiklis. On Krause’s multi-agent

consensus model with state-dependent connectivity.IEEE Trans. on Automatic

Control, 54(11) :2586–2597, 2009.

[7] S. Boyd, L. El Ghaoui, E. Feron, and V. Balakrishnan.Linear Matrix Inequalities

in system and control theory. SIAM, 1994.

[8] F. Bullo, J. Cortés, and S. Martinez.Distributed Control of Robotic Networks. A

Mathematical Approach to Motion Coordination Algorithms. Princeton University

Press, 2009.

[9] Y. Cao and W. Ren. Optimal linear-consensus algorithms : An LQR perspec-

tive. IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics, Part B (Cybernetics),

40(3) :819–830, June 2010.

127



128 Bibliographie

[10] J. H. Chow and P. V. Kokotovic. A decomposition of near-optimum regulators for

systems with slow and fast modes. In1976 IEEE Conference on Decision and

Control including the 15th Symposium on Adaptive Processes, pages 219–224,

Dec 1976.
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Résumé

Les travaux de cette thèse portent sur l’analyse de stabilité et la synthèse de commande

pour les systèmes singulièrement perturbés. Dans une première partie, nous présentons

et analysons une classe générale de systèmes linéaires hybrides singulièrement pertur-

bés dans lesquels la nature lente et rapide des variables d’état dépend du mode de fonc-

tionnement. L’analyse de stabilité est fondée sur des résultats classiques de la théorie de

Lyapunov pour les systèmes singulièrement perturbés.

Une deuxième partie de ce travail présente la conception d’une loi de commande dé-

centralisée qui garantit la syncrhonisation des systèmes multi-agents singulièrement

perturbés avec un coût global garanti. Afin de contourner l’utilisation d’informations

centralisées liées à la structure du réseau d’interconnexion, le problème est résolu en

reformulant le problème de synchronisation comme un problème de stabilisation d’un

système linéaire incertain singulièrement perturbé.

Mots clés :Systèmes singulièrement perturbés ; Systèmes dynamiques hybrides ; Temps

de séjour minimum; Commande décentralisée; Système multi-agents ; coût garanti.

Summary

This PhD thesis is dedicated to the study of stability and control design for singularly

perturbed systems. In the first part, we introduce and analyze a general class of singu-

larly perturbed linear hybrid systems, in which the slow or fast nature of the variables

is mode-dependent. Our stability analysis is based on classical results of Lyapunov’s

theory for singularly perturbed systems.

A second part of this work presents the design of a decentralized control strategy that

allows singularly perturbed multi-agent systems to achieve synchronization with global

performance guarantees. To avoid the use of centralized information related to the in-

terconnection network structure, the problem is solved by rewriting the synchronization

problem in terms of stabilization of a singularly perturbed uncertain linear system.

Keywords :Singularly perturbed systems; Hybrid dynamical systems; Dwell-time; De-

centralized control ; Multi-agent systems; Guaranteed cost.
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