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Introduction Générale

"La complexité laisse vite place a ’erreur, et dans l'erreur,
nous sommes toujours victimes de préjugés".

Genesis - Bernard BECKETT

Une fois qu’on sait reconnaitre un systéme complexe, on en voit partout. Nous, les individus
sommes-nous méme des étres complexes. La complexité de la nature humaine se reflete dans
sa constitution multidimensionnelle ot les secrets sont loin d’étre livrés. Notre comportement,
notre biologie, notre société, bref tout ce que nous entoure est complexe. Il est donc assez logique
qu’'un tel systéme complexe ne congoit que des systémes artificiels ol le degré de complexité n’a
pas cessé de croitre depuis plus d’un siécle. Les avions, les sous-marins, les navettes spatiales,
les réseaux électrique, la télécommunication, sont tous des systémes complexes se caractérisant
par leur grande dimension. L’explosion au niveau dimensionnel de tels systémes a poussé les
chercheurs a introduire une nouvelle formulation depuis 1960. Cette formulation est appelée
systéme de grande dimension (Large Scale systems (LSS) en anglais). Comme le souligne
un grand nombre de travaux liés a cette thématique, les problémes de modélisation, conception,
analyse et commande des systémes complexes de grande dimension ont été largement traités ces
sept derniéres décennies. La modélisation d’un systéme de grande dimension aboutit souvent & des
structures de grande dimension, ce qui pose des problémes au niveau de son analyse et commande.
L’insuffisance des moyens de simulations conduisent a poser des hypothéses de modélisation qui
sont généralement restrictives. Quant a la conception d’un tel systéme, elle s’avére une tache
difficile puisqu’un systéme de grande dimension est généralement délocalisé géographiquement
(cas des systémes électriques par exemple). Au niveau de la problématique de commande des
systémes de grande dimension, les théoriciens se sont divisés en deux groupes : Quelques uns ont
choisi d’appliquer les techniques standards développées en mathématiques appliquées et analyse
numeérique. Les autres ont développé une nouvelle thématique de commande appelée commande
décentralisée. De plus, le concept orthodoxe d’un systéme de grande dimension piloté par un
ordinateur central est devenu obsoléte. Les nouvelles notions émergentes sont les sous-systémes
et les interconnexions.

En effet, des techniques de décomposition des systémes de grande dimension ont été élaborées
pour contourner le probléme de complexité. Aprés décomposition, une structure avec un nombre
fini de sous-systémes interconnectés entre eux est établie. Dans certains cas, une telle décom-
position peut étre dérivée directement de la description physique du probléme, ce qui suggére
un regroupement naturel des variables d’état. Le plus souvent, la seule information disponible
portant sur la dynamique du systéme provient d’'un modéle mathématique dont les propriétés
fournissent peu ou pas d’informations sur la facon de choisir les sous-systémes. Afin de traiter ces
problémes de maniére systématique, il convient de développer des algorithmes de décomposition
reposant exclusivement sur la structure des équations sous-jacentes.
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Introduction Générale

Le probléme le plus fréquent pour I'analyse des systémes dynamiques en général réside dans
le manque de mesures complétes du vecteur d’état. Ceci est dii & des raisons de faisabilité et
du coiit d’installation des capteurs utilisés. Ces mesures sont généralement indispensables pour
la synthése de la loi de commande et 'analyse de stabilité du systéme. Il est donc nécessaire
de modifier la conception. Une approche utile consiste a utiliser des estimations d’états a la
place des variables d’état réelles. Ces estimations sont issues d’un observateur : c¢’est un moyen
de mesure informatique qui permet de retrouver tous les états d’un systéme en disposant du
minimum d’informations sur ces états. En ce qui concerne l'estimation d’état des systémes de
grande dimension, la plupart des travaux se sont basés sur la synthése d’un observateur local
propre a chaque sous-systéme. Estimer 1’état du systéme global revient donc & estimer 1’état
de chaque sous-systéme & part. Pour 'autonomie du sous-systéme dont 1’état doit étre estimé,
I’observateur associé doit calculer I'estimation en utilisant uniquement les informations locales.
Etant donné que le sous-systéme est lié & d’autres sous-systémes & travers des interconnexions,
son comportement est influencé par leurs comportements adjacents inconnus de 1’observateur
local. Par conséquent, ’estimation de 1’état n’est pas une téche facile dans le cas décentralisé.

L’émergence des techniques de résolutions des LMI (Inégalité Linéaire Matricielle) au début
des années 1990 a poussé les chercheurs & aborder le théme de la commande décentralisée. Dans le
cas de la commande décentralisée pour les systémes interconnectés, il est généralement nécessaire
que non seulement le systéme global en boucle fermée soit stable, mais aussi les sous-systémes
en boucle fermée soient autonomes. En outre, la stabilité est souhaitable méme lorsque des
perturbations se produisent au niveau des interconnexions entre les sous-systémes.

Les travaux de cette thése s’intéressent a l’estimation et & la commande décentralisée des
systémes de grande dimension avec une application aux réseaux électriques. Il s’agit de faire
I’analyse et la synthése d’estimateurs et lois de commande décentralisés pour les systémes de
grande dimension décomposés en N sous-systémes interconnectés. Ces sous-systémes sont couplés
et un échange d’informations entre ces sous-blocs est possible. Elaborer donc une commande
décentralisée signifie la synthése de N lois de commande locales. Chaque loi de commande est
congue en se basant sur la nature du sous-systéme auquel elle est associée.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Dans un premier temps, on commence dans le chapitre 1 par définir les problématiques liées
aux systémes de grande dimension. Quelques définitions relatives aux systémes interconnectés
ainsi que les outils de décentralisation des systémes ont été présentés. Le probléme de stabilité et
commande de ces types de systémes a été discuté. Ensuite la modélisation des réseaux électriques
composés de trois machines interconnectées a été étudiée.

Le chapitre 2 est dédié a la présentation des notions de stabilité et d’observabilité des
systémes dynamiques. Un état de 'art sur les différentes méthodes de conception d’observateur
et commande pour les systémes linéaires et non linéaires a été présenté. Enfin, quelques méthodes
existantes de synthése de loi de commande pour les systémes interconnectés sont détaillées.

Dans le chapitre 3, une nouvelle approche de synthése de commande décentralisée basée
observateurs pour les systémes non linéaires interconnectés est présentée. Les interconnexions
entre les sous-systémes seront supposées brrnées et incertaines. Le but est d’estimer ’état de
chaque sous-systéme par des observateurs locaux qui vont étre par la suite utilisés dans la syn-
thése du correcteur local associé au sous-systéme. L’utilisation du principe du DMVT introduit
des conditions de synthése non restrictives pour la fonction non linéaire. Des conditions suffi-
santes exprimées sous forme d’inégalités matricielles linéaires (LMI) sont élaborées pour assurer
la stabilité asymptotique du systéme global et pour calculer les gains des observateurs et de
commande. Tout d’abord, une méthode de synthése d’une loi de commande décentralisée basée
observateur pour les systémes non linéaires interconnectés est présentée. La démarche d’élabora-
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tion d’une loi de commande optimale basée observateur est par la suite détaillée. Le travail est
étendu ensuite aux systémes non linéaires interconnectés avec des interconnexions non linéaires
et au cas discret. L’efficacité des approches proposées est mise en évidence par des applications
numériques sur un modéle de réseau électrique.

Le chapitre 4 est consacré & la commande basée sur un filtre Ho, pour les systémes inter-
connectés. Les résultats obtenus sont étendu a la synthése d’une commande robuste décentralisée
de type Hinfini pour les systémes non linéaires interconnectés en présence d’incertitudes para-
meétriques.

La plupart des approches développées le long de ce travail sont validées sur un systéme
électrique composé de trois générateurs interconnectés.
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Chapitre 1

Définitions et problématiques

"La complexité des choses ou de I'univers est égale a la simplicité de celui qui 'observe.".

Bernard Laurent
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Chapitre 1. Définitions et problématiques

1.1 Introduction

Ce premier chapitre est consacré a la présentation des concepts élémentaires des classes des
systémes de grande dimension étudiées dans cette thése. Le chapitre commence par un rappel des
définitions liées aux systémes complexes. Vu la richesse de la littérature, on s’est contenté de pré-
senter les définitions qui vont aider & la compréhension de ce travail. Ces définitions conduisent
a définir les problémes liés & la grande dimension en matiére de modélisation, stabilisation et
commande. Ensuite, les méthodes de décomposition des systémes complexes en sous-sytémes
interconnectés sont détaillées. Ces méthodes ont permis de définir trois classes de systémes non
linéaires interconnectés. Quelques exemples réels des systémes de grande dimension sont déve-
loppés. Sans perte de généralité, nos travaux développent 'exemple d’un systéme électrique. Un
apercu sur le modeéle éléctrique étudié est détaillé et une discussion sur la problématique de
stabilité et commande de ce type de systéme est proposée.

1.2 Généralités

1.2.1 Grande dimension

Les terminologies utilisées dans la littérature pour décrire la classe des systéme étudiées

sont diverses. Les auteurs ont eu recours aux notions de systéme complexe, systéme de grande
dimension, systéme inter-connecté et systéme structuré. Le terme Systéme de Grande Dimension
(SGD) (Large Scale System en anglais, LSS) a été utilisé pour la premiére fois depuis presque
six décades. Certains nombre d’équipes de recherche et universités a travers le monde se sont
intéressés a la modélisation, I'analyse et la commande des systémes complexes depuis 1960. On
peut citer par exemple I’équipe de recherche MIT, les Universités de Torento, Illinois et Verginia.
En 1978, dans une édition spéciale de IEEE transaction on Automatic Control (Volume AC-
23,1978), le controle des systémes complexes a été qualifié par sa nouvelle appellation "Controle
des systémes de grande dimension". En essayant d’extraire les définitions de ces termes &
partir des ouvrages existants, il nous a parait évident de rassembler les définitions en une seule
liée & la problématique de ce mémoire.
De ce fait, un grand systéme est un systéme de grande taille décrit par un grand nombre d’états
(certains auteurs suggérent que le nombre d’états soit supérieur a 100). Le modéle d’un systéme
de grande dimension se distingue souvent par une répartition spatiale étendue. Pour répondre aux
exigences de sa conception, sa gestion et sa commande, ce type de systéme nécessite généralement
une décomposition.

1.2.2 Complexité

Le mot complexité vient du latin complexus qui signifie tissé ensemble et de complecti "ce

qui contient des éléments différents" ([For05] p.16). Les scientifiques adoptent deux approches
vis-a-vis la complexité d’un systéme donné. Certains cherchent a le comprendre en observant son
comportement et par 'expérience (le cas du systéme nerveux par exemple), d’autres cherchent
des méthodes et des algorithmes applicables & ce processus.
La complexité d’un systéme se caractérise par la difficulté de le modéliser en utilisant des outils
mathématiques ordinaires. Il est généralement décrit par des équations & dérivées partielles, des
équations fortement non linéaires, etc [BT82|. Selon Siljak [Sil91], ces types de systémes doivent
présenter des incertitudes et des contraintes sur les informations entrantes et sortantes pour lui
attribuer ’étiquette de complexité.
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1.2. Généralités

Trois caractéristiques fondamentales de cette complexité sont souvent citées dans les publications
scientifiques :

— la dimension;;

— les incertitudes et/ou perturbations;

— les informations sur les contraintes structurelles.
Pour faire face au probléme de complexité, plusieurs méthodes ont été élaborées. La majorité de
ces méthodes font parties de I'un de ces trois groupes :

— simplification du modéle;

— décomposition ;

— décentralisation.

1.2.2.1 Simplification du modéle

L’idée de simplification du modéle est de trouver un modéle réduit qui conserve ou hérite
la plupart des principales caractéristiques ou modes dominants du systéme original & grande
dimension / complexe [Mah11].

1.2.2.2 Décomposition d’un systéme a grande dimension

Depuis les années 1970, les travaux dédiés aux systémes de grande dimension n’ont pas cessé
d’augmenter. Les premiéres réflexions que Mesarovic [MMT70], Pearson [Pea71] et Singh [Sin80]
(respectivement en 1970, 1971 et 1980) se basent principalement sur des méthodes de décom-
position et de résolution des problémes numériques développées en mathématiques appliquées
pour des fins de commande [Jabl1]. La décomposition physique ou mathématique d’un modéle
a grande dimension en un ensemble de N sous-systémes S; (i = 1,..,n) interconnectés rend les
structures plus facile & manipuler. Il s’est avéré que la décomposition ne représente qu’une partie
de la procédure en deux étapes, dont la seconde est la coordination qui revient a la synthése de
la solution globale & partir des solutions générées des sous-systémes (sous-solutions).

Soit S un systéme de grande dimension définit par

S={X,UY,f g1t} (1.1)

UxxLx x4y

ol X, U et Y sont respectivement 1’état, ’entrée et la sortie. Le systéme S va étre décomposé
en N sous-systéme S;, i € {1,..,N} :

Il existe deux facons de décomposer un systéme de grande dimension.

— une décomposition horizontale qui se base sur des critéres structurels ainsi que sur des
conversions mathématiques suivies par le partitionnement et la décomposition paramé-
trique [Lun92]. Le résultat n’est obtenu que lorsque toutes les liaisons de couplage direct
entre les sous-systémes sont utilisées ;

— une décomposition verticale qui se référe principalement a l'unité de commande. Elle
conduit & une structure hiérarchique comprenant habituellement trois couches : la couche
opérationnelle, la couche de planification et la couche stratégique.
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1.2.2.3 Décentralisation

1l existe deux aspects de décentralisation. Le premier porte sur la structure d’information in-
dispensable a la résolution de probléme de contréle et fait référence & la subdivision du processus
selon les buts de conception. Le deuxiéme est associé au flux d’informations en ligne des états et
de la commande pour générer la loi de contréle décentralisée. Beaucoup de raisons motivent la
décentralisation d’un processus telles que le couplage faible des sous-systémes, la trés grande di-
mension du systéme, les taches contradictoires des sous-systémes, I'affectation des sous-systémes
a différentes autorités, etc [Mahl1].

1.2.3 Modéle interconnecté
1.2.3.1 Définition

L’appellation modéle interconnecté est associée a tout modéle faisant apparaitre un nombre
fini de sous-systémes faiblement couplés ou fortement couplés par des interconnexions. Ce modéle
dépend généralement de la nature du systéme physique lui méme et de la nature du probléma-
tique a résoudre. En général, les modéles qui ne sont pas interconnectés de nature peuvent subir
des changement de base dans I'espace d’état afin de concevoir un modéle interconnecté.

1.2.3.2 Structure de ’interconnexion

Les approches liées aux systémes de grande dimension sont classées en deux catégories :

— approche dont les sous-systémes sont fortement couplés, qui englobe les sous-systémes
couplés, les sous-systémes chevauchés, et les systémes symétriques ;

— approche dont les sous-systémes sont faiblement couplés, qui inclut les systémes multi-
agents et les systémes structurés hiérarchiquement.

1.2.3.3 Modélisation

Dans le cas d’une structure interconnectée, le systéme se décompose en N sous-systémes
interagissant entre eux a travers des signaux internes [Sco97]. Chaque sous-systéme a ses propres
entrées et sorties, et sa dynamique est affectée a la fois par les entrées locales et les interactions
avec les autres sous-systémes.

Soit un systéme de grande dimension S dont la représentation d’état globale est la suivante :

{ i(t) = Az(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) (1:3)

oz € R" u € R™ et y(t) € RP sont respectivement les vecteurs d’entrée, de commande et
de sortie. A € R™*" B € R™™ et C' € RP*™ sont les matrices qui décrivent la dynamique du
systéme.

Un systéme interconnecté composé de N sous-systémes est décrit par :

yi(t) = Cra(t) (14)

ouni € {l,..,N}. z; yu; et y; sont respectivement les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie.
La matrices A; est la matrice de la dynamique, B; et C; sont les matrices d’entrée et sortie
respectivement.

Si la représentation du systéme étudié n’est pas naturellement interconnectée, elle peut étre
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1.8. Décomposition d’un systéme complexe

transformée en une structure interconnectée en appliquant le changement de base adéquat dans
I’espace d’état. Les méthodes de décomposition d’un systéme de grande dimension en N sous-
systémes interconnectés sont détaillées dans la section suivante.

1.3 Décomposition d’un systéme complexe

1.3.1 Structure générique

Plusieurs techniques ont été élaborées afin de décomposer les systémes complexes en plusieurs
structures dynamiques plus simples et de dimensions réduites. Le principe de décomposition a
été introduit depuis plus d’un demi-siécle, a 'origine pour résoudre des systémes d’équations
mathématiques et pour I'analyse de réseaux électriques. Si on considére le systéme global (1.3)
par exemple, une décomposition des vecteurs d’état, d’entrée et de sortie ainsi que les matrices
A, B et C aboutit & un systéme interconnecté décomposé de N sous-systémes interconnectés.

Les trois vecteurs peuvent s’écrire respectivement de la facon suivante : 27 () = [le x%],

N
ut'(t) = [ul .. uk] et y7(t) = [y] ... yk] tels que z; € R™, u; € R™ et y; € RPi (Y n; =
i=1

N N
i=1 i=1

Le résultat de aécomposition des matrices A, B et C est donné par les matrices suivantes :

[ Ay o Ay Ay ] [ Biy ... By ... Bin ]
A—| Ay A o Aw | s B=| Ba .. Be ... Bu
A Awe s Awy | | Bai ... Bui ... Buw

[ C1y Chi Cin ]

C=| Ca Cu Cin

Cri .. Chi o Caw

A partir de cette décomposition,_ la représentation d’état (1.3) peut étre reformulée comme un
ensemble de N systémes interconnectés de la maniére suivante :

N
$i(t) = Auxi(t) + Biui(t) + 3 (Aijz;(t) + Biju;(t))
j=1
N i (1.5)
yi(t) = Cuzi(t) + X Cijz;(t)
j=1
J#i
Ay, By et Cy; sont respectivement la matrice de la dynamique, la matrice d’entrée et la matrice

de sortie. Ces matrices forment la partie nominale de sous-systéme. A;;, B;; et C;; sont les
matrices d’interconnexions entre les sous-systémes.
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1.3.2 Décomposition par les modes
Cette méthode consiste & trouver une transformation de similarité S permettant de transfor-
mer un systéme non interconnecté en un systéme interconnecté. Une forme diagonale ou diagonale

par bloc est alors établie pour la matrice A.
Soit le systéme (1.3). La forme diagonale de la matrice A est donnée par :

A11 0 0
S1As = 9 422 (; (1.6)
0 0 ANN

le modéle interconnecté équivalent au modéle global (1.3) est donné par :

{ I(t) = Az (t) + Bu(t) )
y(t) = Cx(t)
Le vecteur d’état du systéme global devient
Z1
%
T = ,2 =Sz
TN
avec
B1
B
B= , =SB e C=0CS
Bn

1.3.3 Décomposition par les sorties

Une décomposition en forme canonique observable est aussi possible pour le systéme (1.3).
L’application de la transformation de Luenberger |[Luc66] sur la paire observable (C, A) donne :

All All “ee AlN
A21 A22 .. A N
s7las = | T4 oTE o (1.8)
An1t An2 ... Ann
011 0 Ce 0
cs = 0 Co2 (1.9)
: . . 0
0 e 0 CynN
La nouvelle représentation d’état issue aprés transformation est :
. N
zi(t) = AuZi(t) + Biui(t) + > Aijij(t)
= ie{l,..,N} (1.10)

j=1
R J#i
yi(t) = CuZi(t)
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T Y1 By
T2 Y2 B

avec I = =51z, y= , B= . =SB et C=CS.
IN YN By

1.3.4 Reéalisation partitionnée Entrée/Etat/Sortie

Selon [Cla05], le sous-systéme (1.4) peut s’écrire sous forme d’une réalisation partitionnée
Entrée/Etat /Sortie comme suit :

N
z;(t) = A“xz(t) + B“ul(t) + Z (é%’”Aij:cj (t) + é%uBijUj (t))
=1
N i (1.11)
yi(t) = Ciizs(t) + 3 (agcfcijxj(t)) . ie{l.N}
=1
i
La représentation (1.11) peut étre réécrite sous la forme compacte :

{ i = (Ap + Ac(E)z + (Bp + Be(E))u

Y= (Cp + Co(B))a (1.12)

ou

[ Ap 0 [ Bi1 0 0
(*) AQQ (*) BQQ
Ap = ; Bp= :
. . 0 : . . 0
L (*) .. (*) ANN_ L (*) (*) BNN_
Cii 0 0 |
(x) Co
Cp =
: 0
(*) (*) CNN ]

et AE) = (@A) )iz yen + BelB) = (@ Bi))izagan et CelB) = (@5 C) )iz sen
) J#i J#i J#
sont les matrices de couplages.
Les quantités *®, ™™ et e¥* quantifient 'ampleur de l'interconnexion. Les valeurs de ces

quantités sont attribuées de la maniére suivante :

xj influe sur o;

egjﬂv:{(l)

z; n'influe pas sur i;

u; influe sur &;
uj ninflue pas sur i;

xj influe sur y;
Py
x; n'influe pas sur y;

(1.13)
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La matrice fondamentale d’interconnexion macroscopique F, qui met 'accent sur la structure
des interconnexions des sous-systémes aprés décomposition, est donnée par [Ste62, Sil91] :

E=] 0 0 0 (1.14)
e 0 0
£ J# J#i

1.4 Structures des systémes interconnectés

Afin de mieux présenter le modéle étudié, cette section s’intéresse & la représentation d’état
d’un systéme de grande dimension interconnecté. Trois types de représentation sont possible. La
premiére est une représentation non structurée dite compacte dont sa décomposition donne résul-
tat aux deux autres modéles : le modéle orienté entrée/sortie et le modéle orienté interconnexion.
Les structure de ces trois modéles sont présentées dans la figure 1.1 :

a) b)
Systéme Global Systéme Global
U ¥y <) U V1 Uz Y2 Un ¥
Interconnexions
zZq l S

a1 g V2 Uz Y U

FIGURE 1.1 — Structures des systémes interconnectés : a) Modéle non structuré b)Modéle orienté
Entrée/Sortie ¢) Modéle interconnecté.

1.4.1 Modéle non structuré

Soit le modeéle donné par (1.3). Ce modéle est qualifié de grande dimension si le nombre
d’entrées, sorties et états est grand, ce qui rend son étude impraticable. Malgré 1'utilisation
trés fréquente de cette structure dans la théorie des systémes multivariables, elle revét d’une
importance mineure pour les systémes de grande dimension car elle n’ajoute rien sur les sous-
systémes.

8



1.5. Classe des systemes non linéaires interconnectés

1.4.2 Structure orientée Entrée/Sortie

Dans le cas des systémes multi-agents, les vecteurs d’entrées/sorties sont décomposés en sous-
vecteurs (u? = [u] ... wk]ety?(t)=[y] .. yX]) alors que le systéme est représenté par une
structure compacte. Dans ce cas de figure, le centre de controle décentralisé génére la commande
u; et accéde aux mesures de sortie y;. Contrairement au modele (1.3), le modéle décrit ci-dessous
rend les contraintes structurelles du contréle décentralisé accessibles.

N
i) = Av)+ X Buu)

& (1.15)
Yi (t) = Cﬂ:(t)

1.4.3 Modéle orienté interaction

Beaucoup de systémes de grande dimension résultent des relations complexes entres des
agents de méme environnement. Ces relations sont basées sur un nombre d’interactions entre les
différents agents et peuvent avoir plusieurs formes différentes, comme un échange d’énergie ou
de flux d’informations... Ce type de modéle est utilisé principalement dans la modélisation des
phénoménes sociaux et dans la programmation des logiciels. Les interactions sont représentées par
des signaux a travers lesquels les sous-systémes interagissent entre eux. Ces signaux additionnels
sont les signaux internes h; et z; représentés dans le modéle de sous-systéme comme suit :

9i(t) = Cizi(t) + Fihi(t) (1.16)
Zi(t) = Cuzi(t) + F.ihi(t)

€

x; est le vecteur d’état du ¢°"° sous-systéme. Si les interactions entre les N sous-systéme sont

négligées, le systéme (1.16) devient isolé et a comme représentation :

yi(t) = Cizi(t)
L’ensemble d’interconnexions des sous-systémes est décrit par ’équation suivante :
h=Hz (1.18)
on h=[nl Bl .. h%]T et 2 =[] 2 ... zjj\}]T sont composés respectivement par les

entrées h; et les sorties z; d’interconnexions des sous-systémes.
La matrice H qui est partitionnée selon la structure de h et z s’écrit de la fagon suivante :

Hy ... Hy ... Hin
H=| Hy ... Hy; ... Hy (1.19)
_HNl ... Hpy; ... HNN_

1.5 Classe des systémes non linéaires interconnectés

Dans cette section, les classes des systémes non linéaires interconnectés ainsi que les hypo-
théses sur les non-linéarités sont présentées. L’interconnexion entre les sous-systémes est supposée
incertaine et peut varier dans le temps. Selon [Mahl1], ce type des systémes peut étre écrit sous
la forme de 'une des trois classes suivantes :
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1.5.1 Premiére classe

Selon cette premiére classe, un systéme interconnecté non linéaire est composé d’un nombre
fini N de sous-systémes décrits par la représentation d’état suivante :

{ i (t) = Ajzi(t) + Biui(t) + hi(t, z) ie{l,..,N} (1.20)

Y (t) = szz (t)

avec z;(t) € R™, u;(t) € R™ et y;(t) € RP* désignent respectivement les vecteurs d’état, d’entrée

et de sortie de chaque sous-systéme.
N

aT(t) = [2](t) ... X (t)] est le vecteur d’état global avec Y n; =n . hi(t,z) : R" — R™
i=1

est une fonction vectorielle continue par morceaux qui satisfait dans son domaine de continuité

I'inégalité quadratique suivante :
hE(t, z)hi(t, ) < o2’ HI Hx (1.21)

avec o; > 0, H; une matrice constante et ¢ = 1, ..., N.
Le systéme global interconnecté S peut étre représenté comme suit :

{ i = Az + Bu + h(t,x) (1.22)

y=Cx

on uwt)l =[uf(t) ... uL(@®)], ") = [y (@) ... yh(t)] et RT(t,z) = [ (t,z) ... hk(t 2)]
sont respectivement les vecteurs globaux d’entrée, de sortie et d’interconnexion, avec

N
domi=m
=1

N

Y pi=p
=1

A = diag(Aq, ..., AN)
B = diag(B, ..., BN)
C = diag(Ch,...,CN)

Il es toujours possible de trouver deux matrices H et I' telles que
I (t,z)h(t,z) < 2TH'T'Hz (1.23)

ou H = diag(H{ , ..., HY), T = diag(a; 1, ...,ay*I) et i=1,..., N.

La premiére classe des systémes considérés permet de développer des LMIs qui facilitent la
stabilisation par retour d’état (surtout par une commande basée observateur avec u = — K1)
ou par retour de sortie de ce type des systémes interconnectés. Ces systémes sont composés de
sous-systémes linéaires liés avec des interconnexions non linéaires [ZP07, FTBA16]. D’ailleurs,
dans la plupart des systémes réels, les informations sur les sous-systémes sont bien précises pour
permettre la linéarisation des parties non linéaires, et en méme temps les interconnexions sont
inconnues (seules leurs limites sont disponibles). Donc, la méthode LMI s’avére la plus efficace.
De plus, la maximisation des limites d’interconnexions est bien possible avec cette méthode et la
stabilité du systéme en boucle fermée est garantie. Ce choix est I'un des choix possible. Mais il
existe encore d’autres fagons pour résoudre ce type de probléme. Pour plus de détail, le lecteur
peut voir les références suivantes |[GSJ12, WHGI8, GWHOO].
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1.6. Commande des systéemes de grande dimension

1.5.2 Deuxiéme classe

Dans cette deuxiéme classe, les systémes considérés sont des systémes non linéaires de grande
dimension composés chacun de N sous-systémes interconnectés, soit avec des perturbations non
linéaires, des paramétres inconnus variant dans le temps ou bien les deux ensembles. Un sous-
systéme S; est représenté sous la forme suivante :

(% = fio(zi, i) + gio(zi, Tio, Zi, Yi; 0)zi1
41 = w2+ 9i1(2i, Ti1, Zi, Y53 0)
Tio = 23+ 9i2(2, T2, 23, Y53 0)
: (1.24)
Tipim1 = Tigy + Piri—1(20, Tip,—1, Zi, Y35 0)
Tir, = Ui+ @iy (21, Tir;, Zi, Yi; 0)
\ Yi = T
avec Tiy = [xi1 i ... xip) , Zi = (24 24 o2t 2hy 2] Y=y v s et Wi - Y]

Ti0 = Ti1 , T = Tip; , 2 € R™MTT

(zi,x;), ¥9; € R et y; € R sont respectivement 'état, la commande et la sortie du €™
systéme.

6 est un vecteur variable dans le temps des paramétres continus et/ou perturbateurs inconnus.

€ sous-

1.5.3 Troisiéme classe

Cette classe est représentée par un systéme non linéaire de grande dimension composé de
N sous-systémes interconnectés avec des parameétres inconnus variant dans le temps et/ou des
perturbations entrant de maniére non linéaire dans ’équation d’état. Le ¢°"*¢ sous-systéme est

représenté sous la forme suivante :

{ &; = Fi(x;) + Gi(zi)u; + i (y1, - yn)zi + o (1, .. yn )wi (1.25)

yi = hi(z;)

oul <i<N.

z; € R u; € R, y; € Ret w; € R™: représentent respectivement le vecteur d’état, la commande
unique, la sortie unique et la perturbation. F;, G;, h;, II;; et II;5 sont des fonctions lisses (c’est
a dire de classe C*°).

Dans ce genre de systéme, les interactions entre les systémes locaux sont solides.

L’absence des termes II;; et II;5 transforme le systéme précédent en un systéme SISO (Single
Input-Single Output, une seule entrée et une seule sortie).

1.6 Commande des systémes de grande dimension

L’une des meilleures fagons de controler un systémes de grande dimension interconnecté est
I'utilisation de la commande décentralisée puisqu’elle est basée uniquement sur des informations
locales de chaque sous-systéme. La commande doit étre robuste pour compenser les imperfections
liés & la modélisation des sous-systémes.

1.6.1 Problématique

Un probléme de conception d’une loi de commande est organisé autour de trois éléments
principaux :

11



Chapitre 1. Définitions et problématiques

— un modéle & controler;

— mesures de contrdle admissibles ;

— un comportement désiré du systéme.

Le probléme le plus général est de concevoir une commande, basée sur le modéle disponible en
respectant les exigences définies dans le cahier de charge. Parmi les objectifs habituels de la
synthése d’un contréle des processus :

— l'amélioration de la régulation a 1’état d’équilibre;

— le perfectionnement de la production en réduisant la consommation d’énergie, les cotits

et en performant les qualités ;

— l’adaptation en un temps fini aux changements brusque de régime de fonctionnement.

Apres avoir défini les objectifs de commande, le but est de traduire les exigences en un objectif
mathématique bien défini. Vient ensuite ’étape de synthése de régulateur. Deux catégories de
difficultés auxquelles le concepteur de commande est confronté :

— Les difficultés de conception :

e ’absence d’un critére unique qui réunit tous les objectifs de commande ;
e la structure des systémes complexes.
— Les difficultés numériques :
e le temps de calcul, ’espace mémoire ... ;
e la complexité de probléme d’optimisation & résoudre.

Afin de résoudre cette problématique, certains scientifiques ont proposé des méthodes de
simplification de modéle [Che04], d’autres se sont penchés sur la formulation de probléme de
commande en utilisant la commande multi-critéres connue sous le nom de la théorie des jeux
[HMO4]. Certains d’autres se sont intéressés a la manipulation du modéle et la synthése d’une
loi de commande adaptée [Cla05].

1.6.2 Commande centralisée vs Commande décentralisée

La centralisation et la décentralisation sont deux types de structures, qui peuvent étre trou-
vées dans les organisation, les gouvernements, les banques, etc. La centralisation de 'autorité
signifie que le pouvoir de la planification et de la prise de décision est exclusivement entre les
mains de la haute direction. Il fait allusion & la concentration de tous les pouvoirs au niveau
du sommet. En automatique, la plus part des approches se basent sur un modéle de controle
centralisé oli un composant est désigné comme controleur et est responsable de la gestion de
I’exécution d’autres composants.

Le cadre le plus simple pour la commande d’un systéme est 1'utilisation d’un seul controleur.
De nombreuses méthodes de conception de lois de commande centralisées ont été élaborées pour
les systémes linéaires depuis des décennies.

Pour des raisons numériques et/ou de conception, les approches et outils classiques de la
résolution de probléme de commande ne permettent pas de résoudre un probléme de commande
assez complexe. La transmission d’informations contenant un grand nombre de mesures d’entrées
et de sorties vers un seul controleur est une tache trés difficile surtout pour les systémes délocalisés
géographiquement. Des chercheurs comme Siljak [Z510a], Bernusseau [BT82] et Claveau [Cla05]
ont conclu que la solution réside dans la décomposition de probléme de commande sur le niveaux
conceptuels afin de régler les obstacles liés & la modélisation et aux objectifs de commande, et
sur le niveau numérique pour simplifier la synthése des lois de commande.

Dans la section qui suit, un bref rappel des stratégies de décomposition du probléme numérique
est proposé.
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1.6. Commande des systéemes de grande dimension

1.6.3 Décomposition du systéme de commande

1.6.3.1 Décomposition verticale

Systeme de commande
Organisation
Structures »lr T
Adaptation
Paramétres *Ir T .
Optimisation
Consignes l T
m Régulation
Commandes I Mesures

A A A

:> Systéme de grande dimension :>

FIGURE 1.2 — Décomposition verticale d’un systéme de commande

La décomposition verticale est apparue aux années 80 [FBB80|. Elle est aussi appelée dé-
composition temporelle. La structure du systéme de commande est donnée dans la figure 1.2. Il
s’agit de quarte niveaux communiquant entre eux. Le procédé est connecté au premier niveau du
systéme de pilotage. Ce niveau Régulation regoit, du systéme a commander, les mesures et lui
envoie les signaux de commande. Le niveau Optimisation envoie des consignes d’optimisation
des performances au niveau Régulation et recoit les paramétres de la part du niveau Adap-
tation. Le role de ce niveau est 'adaptation des paramétres des modeéles de références ou du
régulateur. Cette stratégie hiérarchique se termine par le niveau d’Organisation qui est I'organe
de décision ot la décision sur le mode de fonctionnement ainsi que les algorithmes de commande
sont prises. C’est & ce niveau aussi que 'opérateur intervient pour valider certaines décisions.

1.6.3.2 Deécomposition horizontale

Dans ce paragraphe, une méthode de décomposition dite horizontale ou spatiale est détaillée
[Ben07, Sch02]. Cette décomposition associe a chaque sous-systéme un sous probléme de com-
mande propre a lui (figure 1.3). Un controleur local est alors associé a chaque sous-systéme et la
satisfaction du critére de commande global passe par ’échange d’information entre les différents
sous-systémes & travers les interconnexions.

1.6.3.3 Décomposition mixte

La décomposition mixte associe les deux décompositions verticale et horizontale. Le résultat
est une stratégie de décomposition pyramidale & deux niveaux (figure 1.4). Les régulateurs locaux
issus de la décomposition horizontale sont coordonnés par un coordinateur d’ott I'appellation
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g ,
KN
Systéeme de g K? |
commande K : %
K A
Systéme de grande S S
U dimension S y ) N
L N
w |15 U
—— > Sz
_______________________ eN-1
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D{__'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'::.‘ SN —
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FI1GURE 1.3 — Décomposition horizontale d’un systéme de commande de grande dimension

multi-level. Cette commande a été initialement développée par Mesarovic en 1970 [MMT70] et a
été trés sollicitée jusqu’a 1980 [Pea7l, Sing0).

NIV UIP.L00))

Systéme de
pilotage

—
N Adaptation
du modéle

FIGURE 1.4 — Décomposition mixte d’un systéme de commande

1.7 Commande basée observateur des systémes interconnectés

La capacité a controéler un systéme interconnecté par commande de retour d’état décentralisée
dépend essentiellement de la disponibilité des mesures d’états dans chaque sous-systéme. Dans la
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1.8. Problématique de stabilité des systéemes interconnectés

plupart des cas pratiques, les mesures des états complets des sous-systémes ne sont pas accessibles.
Deux solutions sont possibles face a ce probléme.
— Synthétiser une loi de commande par retour d’état décentralisée en se basant uniquement
sur les mesures disponibles ;
— Concevoir des observateurs décentralisés pour estimer les états des sous-systémes indivi-
duels qui peuvent étre utilisés pour la synthése de commande par retour d’état.
L’objectif est de construire un observateur décentralisé avec lequel la détermination de ’état
s’effectue de maniére décentralisée. Fournir alors un observateur pour chaque sous-systéme rend
les états disponibles localement pour chaque contréleur local.

1.8 Problématique de stabilité des systémes interconnectés

L’un des problémes les plus fondamentaux dans la théorie de controle est la stabilisation.
Dans le cas de la commande décentralisée des systémes interconnectés, il est généralement néces-
saire que le systéme global en boucle fermée soit stable, mais aussi les sous-systémes en boucle
fermée soient autonomes. En outre, la stabilité est souhaitable méme lorsque des perturbations se
produisent au niveau des interconnexions entre les sous-systémes. Ce type de stabilité robuste est
appelé stabilité connective [[ke89]. La stabilité connective est alors une technique qui permet
de garantir la stabilité locale de chaque sous-systéme et la stabilité globale du systéme global
tout en tenant compte des interactions des sous-blocs.

L’étude de la stabilité connective des systémes interconnectés consiste a assurer la stabilité du
systéme global, ce qui assure par conséquent la stabilité de tous les sous-systémes. Siljak [Sil91]
a fait appel au vecteur de Lyapunov dont chaque composante est une fonction scalaire associée
& un sous-systéme. Pour en déduire sur la stabilité du systéme, une analyse conjointe de chaque
fonction scalaire du vecteur de Lyapunov est appliquée.

1.9 Structure interconnectée d’un réseau électrique

Cette section commence par présenter quelques systémes réels dont la structure est complexe.
Puis le modéle d’un réseaux éléctrique sera détaillé. Ce dernier sera utilisé tout au long de ce
mémoire.

1.9.1 Exemple des Systémes d’ingénierie complexes
1.9.1.1 Systémes de télécommunication

La télécommunication consiste a I’émission, la transmission et la réception des différents
types de données (texte, image, vidéo, signal, etc.). Un média de transmission peut étre un
fil électrique, une liaison optique, etc. Un systéme de télécommunication est considéré comme
un systéme complexe et & grande dimension. Ce systéme est délocalisé géographiquement et
constitué d’un ensemble de sous-systémes interconnectés.

1.9.1.2 Avion

Les commentaires ont joué un réle majeur dans le développement du contréle des vols. Les
avions avec les pilotes automatiques ont été utilisés dés 1912. Les premiers modéles étaient assez
simples, mais les structures sont devenues trés complexes grace au développement technologique.
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La fabrication des avions a considérablement évolué ces derniéres années. Le Boeing 777 par
exemple compte plus de 3 millions de piéces et plus de 150 000 sous-systémes distincts.

1.9.1.3 Automobile

Il existe de nombreux exemples de systémes complexes dans l'industrie automobile. Une
conséquence de la mondialisation est que la conception et la production sont distribuées sur de
nombreux pays. Des logiciels complexes sont nécessaires pour gérer ces taches. La production
est également trés automatisée. L’industrie automobile est le plus grand utilisateur de robots
industriels. Dans les années 1970, les processus séquentiels ont été remplacés par des ordinateurs
spécialisés appelés automates programmables industrielles (API). La complexité des produits
a augmenté également. Des nouveaux microprocesseurs dotés d’installations de communication
avec capteurs se sont émergés. Le développement trés actif des capteurs et des actionneurs a
préparé la scéne pour l'utilisation des systémes contrélés par ordinateur dans les automobiles.
Une voiture moderne peut avoir jusqu’a 40 microcontroleurs assimilés & des sous-systémes et qui
sont connectés a des capteurs et actionneurs, généralement en communication réseaux. Parmi les
fonctions exercées par ces systémes on cite : le controle du moteur, le contrdle de traction et la
suspension, le contréle climatique, le contréle de la transmission, la régulation de vitesse, etc.

1.9.1.4 Systéme électrique

Le premier systéme d’alimentation électrique était constitué d’un générateur a vapeur qui
alimente 59 clients dans une zone d’un rayon d’environ 1,5 km. Aprés, les systémes d’alimenta-
tion électrique se sont transformés en une des plus grandes industries avec des réseaux couvrant
pratiquement tout le monde. Ces systémes sont trés complexes & cause des vastes réseaux de
distribution. Ils doivent étre en mesure de répondre & des exigences trés sévéres pour satisfaire
tous les clients. Au début, cela exigeait que les générateurs fonctionnent & vitesse constante.
Le développement scientifique a permis de déterminer des lois de commandes qui peuvent ré-
soudre ce probléme de maniére trés efficace. Les premiers systémes électriques ont été & base du
courant continu (DC), mais ils ont rapidement changé au courant alternatif (AC) qui présente
des avantages significatifs par rapport au courant continu. Par contre l'utilisation du courant
alternatif nécessite que les générateurs soient synchrones. Pour satisfaire ce critére, des lois de
commande sont utilisées pour controler la fréquence et les tensions fournis par les générateurs
dans les centrales électriques et aussi dans le controle des lignes de transmission et des réseaux.

La conception d’un systéme interconnecté de grande dimension assurant un fonctionnement
stable & un cotit minimal est un probléme trés complexe. Du point de vue de la théorie du contréle,
le systéme électrique est un processus multi-variables de grande dimension fonctionnant dans un
environnement en constante mutation. En raison de la grande dimension et de la complexité du
systéme, il est essentiel de poser des hypothéses de simplification. Cela nécessite la maitrise des
caractéristiques du systéme global ainsi que de celles de ses éléments secondaires.

1.9.2 Sur la stabilité et commande des réseaux électrique
1.9.2.1 Concept de stabilité des réseaux électriques

Le réseau électrique est un systéme fortement interconnecté. Ses performances dynamiques
sont influencées par une large gamme de périphériques avec des caractéristiques de réponses
différentes. La stabilité d’un tel systéme doit étre alors étudiée en tenant compte de tous les
aspects possibles.
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La stabilité d’un réseau électrique peut étre définie par sa capacité de rester dans un état
d’équilibre pendant les conditions de fonctionnement normales et de retrouver un état acceptable
d’équilibre aprés avoir subi une perturbation.

L’instabilité dans un réseau électrique peut se manifester de différentes fagons en fonction de
la configuration du systéme et du mode de fonctionnement. Traditionnellement, le probléme de
stabilité consiste & maintenir un fonctionnement synchrone. Etant donné que les réseaux élec-
triques reposent sur des machines synchrones pour générer de ’énergie électrique, une condition
nécessaire pour un fonctionnement satisfaisant du systéme est que toutes les machines synchrones
restent en synchronisme. Cet aspect de la stabilité est influencé par la dynamique des angles du
rotor du générateur et les relations d’angle de puissance.

Afin d’évaluer la stabilité, le comportement du réseau électrique est soumis a une perturbation
transitoire. L’ampleur de la perturbation peut étre faible ou importante. Les petites perturba-
tions sous forme de changements de charge se déroulent continuellement et le systéme s’ajuste a
ces changements. Il doit aussi pouvoir fonctionner de maniére satisfaisante dans ces conditions
et fournir avec succés la quantité maximale de charge. Ce méme systéme doit étre capable de
survivre & de nombreuses perturbations de nature sévére, comme un court-circuit sur une ligne
de transmission ou une perte de connexion entre deux sous-systémes délocalisés géographique-
ment. De nombreuses hypothéses sont généralement supposées pour simplifier le probléme et
se concentrer sur les facteurs influencant le probléme de stabilité. Les formes de problémes de
stabilité des réseaux électriques sont classées dans la Figure 1.5 [PJG94].

1.9.2.2 Commande des réseaux électrique

La fonction d’un systéme électrique est de convertir I’énergie de I'une des formes naturel-
lement disponibles en une énergie électrique et de la transporter aux points de consommation.
L’énergie est rarement consommée sous la forme électrique, mais est plutdt convertie en d’autres
formes telles que la chaleur, la lumiére et ’énergie mécanique. L’avantage de la forme électrique
de I'énergie est qu’elle peut étre transportée et controlée facilement et avec un haut degré d’effi-
cacité et de fiabilité. Un systéme électrique correctement congu et commandé doit répondre aux
exigences suivantes :

— le systéme doit pouvoir répondre & la demande de charge. Contrairement & d’autres types
d’énergie, I’électricité ne peut pas étre stockée en quantités suffisantes. Par conséquent,
une quantité de réserve adéquate de la puissance active et réactive doit étre maintenue et
correctement controlée a chaque instant ;

— le systéme doit fournir de I’énergie & un cotit minimum ;

— la qualité de 'alimentation électrique doit satisfaire certaines normes comme :

e une fréquence constante (50 Hz en Europe, Asie, Afrique, contre 60 Hz en Amérique

du Nord par exemple) ;

e une tension constante au point de consommation (généralement 230 V) ;

e le niveau de fiabilité en matiére de sécurité et d’adéquation [Bat87].
Des niveaux de controles sévéres impliquant un ensemble complexe d’appareils sont utilisés (Fi-
gure 1.6 [PJG94]) . Ces controles contribuent au bon fonctionnement du systéme électrique en
maintenant les tensions, la fréquence et d’autres variables du systéme dans leurs intervalles accep-
tables. Ils ont également un effet profond sur la performance dynamique du systéme de puissance
et sur sa capacité a faire face aux perturbations. Les objectifs de contrdle dépendent de I’état de
fonctionnement du systéme d’alimentation. Dans des conditions normales, I'objectif de controle
est de fonctionner aussi efficacement que possible avec des tensions et une fréquence proches des
valeurs nominales. Lorsqu’une condition anormale se développe, de nouveaux objectifs doivent
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Stabilité d’un systéme électrique
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FI1GURE 1.5 — Probléme de stabilité d’un systéme électrique

étre respectés pour rétablir le fonctionnement normal du systéme.

1.9.3 Modélisation d’un systéme électrique interconnecté

Le systéme électrique étudié dans ce travail est composé de N machines interconnectées avec
commande de vanne & vapeur. La dynamique des différents composants de ce systéme électrique
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FIGURE 1.6 — Les sous-systémes électriques et leurs controles associés

multi-machines est détaillée dans les travaux de [WHGO8], [TB09] et [SZ05].
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1.9.3.1 Classe du systéme étudié

Considérons un systéme interconnecté. La structure non linéaire générale du systéme est
décrite par :
Az(t) + Bu(t) + h(t, )

Calt) (1.26)

/_/H
NN
TN N
S+~
N—"
I

ou z(t) € R™ est I'état, u(t) € R™ est 'entrée et y(t) € RP est la sortie. Les matrices A, B et C
sont des matrices réelles et constantes telles que A € R™" A € R™™ et C' € RP*™. h(t,x) est
une fonction non linéaire continue par morceaux en ¢ et x tel que h(t,0) = 0.

Comme discuté précédemment, il est plus utile d’axer I’étude sur les sous modéles qui incluent
la commande décentralisé. Chaque sous-systéme S; est alors décrit par :

l‘z(t) :Aixi(t)—i—B,;ui(t)—i—hi(t,x) 1=1,...,N
(1.27)
En absence d’interconnexion, les sous-systémes sont linéaires variant dans le temps :
i=1,...,N 1.28
\ o) ot 1.2
N N N
ou x;(t) € R™, u;(t) € R™ et y;(t) € RPi (> n; = n,Y. my = m,y. p; = p) sont respecti-
i=1 i=1 i=1
vement les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie. Les fonctions non linaires h;, i € {1,..., N}

sont les interconnexions entre les sous-systémes. Les paires (A;, B;) et (C;, A;) sont assumées
d’étre respectivement stabilisable et détectable. La fonction non linéaire h;(t,x) est supposée
étre incertaine et satisfait I'une des conditions suivantes [PZ04, TB09] :
- inégalité quadratique h;(t,z)Thi(t, ) < oo H;H} x;
- La fonction norme ||h;(t, x)|| < a4|z]|.
ol a > 0 est le paramétre d’interconnexion et H; est une matrice pré-fixée.
Le systéme global peut étre alors écrit sous forme compacte de la fagon suivante :

i=1,...,N (1.29)

{ 2(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

ot z(t) € R™, u(t) € R™ et y(t) € RP sont respectivement les vecteurs d’état, d’entrée et
de sortie. A = diag(Ai,...,An); B = diag(Bi,...,By); C = diag(Cy,...,Cy) sont des ma-
trices constantes de dimensions appropriées. La fonction d’interconnexion non linéaire h(t, x) =
[hi(t,2)T ... hxn(t,z)T]" est bornée de la maniére suivante :

h(t,z)Th(t,z) < o*2T HH 2. (1.30)
1.9.3.2 Modéle d’un réseau électriques a N machines interconnectées

Avant de procéder a I’élaboration du modéle électrique, il est judicieux de présenter les no-
menclatures suivantes :
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1.9. Structure interconnectée d’un réseau électrique

H; La constante d’inertie du ¢*™® machine, en seconde;

D,  Coefficient d’amortissement du ¢ machine, en pu;

T.ni  Constante du temps de la turbine du ¢¢*¢ machine, en seconde;
K,,; Gain de la turbine du €™ machine;

Réactance de I'axe direct du ¢*™° machine, en pu;

Xél_ Réactance transitoire & axe direct du ¢“® machine, en pu;
Réactance du transformateur du ¢¢™¢ machine, en pu;

Tei Constante du temps du générateur de vitesse du ¢
K.; Gain du gouverneur de vitesse du ¢ machine

R; Constante de régulation du ¢*™ machine, en pu;

B;;  Susceptibilité nodale du "¢ et j*® machines en pu;
wo Vitesse de la machine synchrone, wy = 27 fy, en radian/s;

E . Tension transitoire interne du "¢

machine, en seconde;

machine, en pu, supposée étre constant ;
E . Tension transitoire interne du j¢"*¢ machine, en pu, supposée étre constant.
Considérons N machines électriques intreconnectées avec commande de vanne & vapeur. La
dynamique du générateur est décrite par [Sil91] :

52' = wj
Miw; = Ppn, — Pez((s) — D;w; (131)
avec .
Pei((s) = Z EQiE(Ij [GijCOS(di — (5]) + Bijsin(éi — 5])] (1_32)

j=1

La turbine est supposée étre de type non-réchauffée et est modélisée par 1’équation suivante :
TMZsz =—P,;+X; (133)

Le régulateur de vitesse mécanique / hydraulique est représenté par un systéme de premier ordre
comme suit :
TeiXio=—-X;, — wl/RZ + PmZ'O =+ u; (134)

Les modeéles réels des régulateurs peuvent inclure des limites en X;o et X;o. Ces limites ne sont
pas considérées pour des raisons de simplification.

Le terme u; représente le signal du commande. Suivant la méme démarche utilisée dans [JCDQ97],
la loi du commande correspondante peu avoir la forme suivante :

ui = —ki1(0i0 — 0;) — kia(wio — wi) — kig(Pm0 — Pm,) — kia(Xio — X;) (1.35)

ot (80, wio, Pmio, Xeio) représentent les valeurs des états en équilibres.
Le vecteur d’état du i€ sous-systéme est définit par :

Ad;(t)
wi(t)
iUz(t) = APmi(t)
AXi(t)
o — AG;i(t) = 6;(t) — b0 ;
— Apmz@) = sz(t> — Prio
— AXu(t) = Xei(t) — Xeio;
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Chapitre 1. Définitions et problématiques

u;(t) est le vecteur de controle du i“™¢ sous-systéme, u;(t) = AX,;(t);

— 0;(t) est 'angle du rotor du ¢“¢ machine, en radian;

— wj(t) est la vitesse relative du i€ machine, en radian/seconde;

— Ppi(t) est la puissance mécanique du ¢ machine, en pu;

— X,;(t) est la vanne a vapeur du " machine, en pu;

Le vecteur de sortie du i¢™¢ sous-systéme est y;(t) = Ad;(t) .

Le systéme obtenu peut étre écrit sous la forme de (1.27), ot h; = P.,(0) — P,,(0) et :

0 1 0 0
0 S a0
A; = 0 0 7?,131 ;;::Z (1.36)
—Ke; —1
0 Tm‘Ri’uJQ O Tei
0
0
B, = 0 (1.37)
1
Tei
1
cr—|° (1.38)
0
0
Notns d; = 6; — ;5. Le terme non linéaire peut étre décrit explicitement par :
N
hi(t ) = > piiGijgij(zi, z)) (1.39)
=1,
ou
9ij (.CC,‘, {L'j) = sm(él(t) — (5j (t)) — sm(él — (5]' (1.40)
et
0
woE,,E. . Bi;
Gij = qZH;U - (1.41)
0
0

Le terme p;; désigne la constante de 1 ou 0 (F;; = 0 signifie que la j*™¢ machine n’a aucun lien
avec la i machine).
Le réseaux électrique étudié est composé de trois générateurs interconnectés (Figure 1.7). Le
troisiéme générateur est un bus infini qui a la méme dynamique que le deuxiéme générateur.
Les paramétres des trois systémes d’alimentation interconnectés [WHGI8] sont résumés dans
le tableau 1.1.
Selon le modeéle étudié, le systéme électrique & trois générateurs peut étre décrit par les
équations d’états suivantes :

i:l(t) = All‘l(t) + Biuq (t) + Glgglg(l‘l(t), xg(t)) + G13913(1‘1(t), xy,(t))
¢2 (t) = AQ.%'Q(t) + Bousy (t) + Gglggl(xQ(t), .Tl(t)) + G23923(£C2 (t), .%'3(15)) (1.42)
x3(t) = Asxs(t) + Bsus(t) + Gs1g31(z3(t), x1(t)) + Gaagsa(zs(t), z2(t))
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1.9. Structure interconnectée d’un réseau électrique

FIGURE 1.7 — Systéme électrique & trois générateurs

Paramétres | Générateur 1 | Générateur 2 | Générateur 3
Xa(pu) 1.863 2.36 2.36
X, (pu) 0.257 0.319 0.319
Xr(pu) 0.129 0.11 0.11
Xaa(pu) 1.712 0.712 0.712
Ty (pu) 6.9 7.96 7.96

H(s) 4 5.1 5.1
D.(pu) 5 3 3
Tin(s) 0.35 0.35 0.35
Te(s) 0.1 0.1 0.1

R 0.05 0.05 0.05

K, 1 1 1

K. 1 1 1
wo(rad/s) 314.159 314.159 314.159

TABLE 1.1 — Paramétres des trois systémes électriques interconnectés

1o = gy = —27.49;

o Gij=1[0 ai; 0 0]T et cj est le centre de

/

/
woE ,E ;Bij

2H;

les valeurs des parameétres «;; sont égales a [GWHO0, WHG98] -

9] = (ro3 = 3] = aizo = —23.10
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Les interconnexion non linéaires des trois sous-systémes s’écrivent de la fagon suivante :

0 0 0
)= | "2 ) = | "2 ) = | (1.43)
0 0 0

avec
hi2 = c2g12(x1, x2) + 13913(21, 3)
has = ao1921(x2, 1) + 23923 (22, T3) (1.44)
h3a = as1931(23, x1) + 32932(x3, T2)

1.10 Conclusion

Ce chapitre a permis de présenter une vision d’ensemble sur les problémes de modélisation,
stabilité et commande des systémes interconnectés. Des définitions fondamentales concernant
les systémes de grande dimension on été abordées. Quelques outils de décompositions et de
structuration ont été proposés afin de simplifier au plus le probléme de commande. Le résultat
est un ensemble de sous-systémes de complexité réduite. Ces outils ont permis de mieux présenter
les classes des systémes non linéaires interconnectés qui vont étre étudiées dans les prochains
chapitres. Une attention particuliére a été portée aux problémes de modélisation décentralisée
des systémes électriques.

Afin d’aborder au mieux ces problématiques et proposer notre contribution, le prochain cha-
pitre propose un état de I’art sur les méthodes de construction d’observateurs et de la commande
décentralisée pour les systémes interconnectés.
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Chapitre 2

Etat de I’art sur ’estimation et la
commande des systémes interconnectés

"C’est la théorie qui décide de ce que nous pouvons observer".

Albert Finstein
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Chapitre 2. Etat de l’art sur ’estimation et la commande des systémes interconnectés

2.1 Introduction

La commande par retour d’état statique ou dynamique repose implicitement sur I’hypothése
que tout ’état est connu a chaque instant. Généralement, la dimension du vecteur de sortie est
inférieure a la dimension du vecteur d’état pour plusieurs raisons (réalisation technique, coiit,
etc.). Par conséquent, & un instant donné ¢, I’état ne peut pas étre déduit algébriquement a
partir des mesures de sortie. Le but d’un observateur est de donner une estimation de la valeur
courante de I’état en fonction des entrées et sorties du systéme. Pour les systémes linéaires, la
résolution du probléme d’observation et la résolution du probléme de commande peuvent étre
traitées indépendamment. C’est le principe de séparation. Pour le cas des systémes non linéaires,
la résolution du probléme d’observation ne peut pas en général se faire indépendamment de celui
de la commande pour deux raisons principales :

— la reconstruction de I’état dans le cas non linéaire peut dépendre des entrées considérées
ce qui n’est pas le cas pour les systémes linéaires. Dans ce cas, ’'observabilité du systéme
dépend de I'entrée.

— le principe de séparation n’est pas vérifié en général, méme si le systéme est observable
pour la loi de commande appliquée.

Ce chapitre présente des rappels sur les notions et propriétés de stabilité et d’observation
des systémes dynamiques. Ces rappels constituent une introduction au probléme de syntheése
de commande basée observateur pour les systémes de grande dimension abordée dans les deux
chapitres suivants. Un état de l'art regroupant quelques méthodes de synthése d’observateurs
pour les systémes linéaires et non linéaires est présenté. La fin du chapitre aborde la commande
décentralisée basée observateur pour les systémes interconnectés.

2.2 Notion de stabilité

La premiére partie de ce chapitre présente les différentes notions de stabilité. Dans un premier
temps, la stabilité des systémes & temps continu est rappelée puis celle des systémes a temps
discret.

Pour utiliser les définitions suivantes, il est primordial de résoudre les équations différentielles
(2.1) et (2.2) décrites ci dessous.

2.2.1 Stabilité des systémes a temps continu

Soit un systéme non linéaire a temps continu représenté par les équations suivantes :

z(to) = zo
avec x(t) € R™ et f:R"™ x RT — R™ une fonction non linéaire continue.
Soit x. un point d’équilibre de (2.1) tel que f(ze,t) = 0, Vt > tg et z(t,to, o) la solution de
(2.1) a t > tp initialisée en xg a to.
Dans la suite, on assume que (2.1) posséde un seul point d’équilibre z. = 0. Les définitions de la
stabilité sont présentées autour de 1’origine.

Définition 2.2.1 (Stabilité) si Ve >0, Yto > 0, il existe un scalaire a(e,ty) > 0 tel que
” Zo H< a(é‘,to) = H l‘(t,to,l’o) H< g, Vit > tg ,
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2.2. Notion de stabilité

alors lorigine est un point d’équilibre stable au sens de Lyapunov pour (2.1). Si non, on parle
d’une origine instable. |

Définition 2.2.2 (Stabilité uniforme) si Ve > 0, il eziste un scalaire a(e) > 0 tel que
[z [<ale) = [ z(tto, o) [[<e, V= to,

alors lorigine est un point d’équilibre uniformément stable pour (2.1). |

Définition 2.2.3 (Attractivité) si Ve > 0, il existe un scalaire ae) > 0 tel que

H To ||< a(t()) = lim Hf(t,to,mo) =0, vt > to,

t——+o0
alors lorigine est un point d’équilibre attractif pour (2.1).

L’origine est globalement attractive si a(tg) = +oo. [ |

Définition 2.2.4 (Stabilité asymptotique) Si l'origine est stable et attractive alors elle est
un point d’équilibre asymptotiquement stable pour (2.1).

St Dorigine est stable et globalement attractive alors elle est un point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable pour (2.1). |

Définition 2.2.5 (Stabilité exponentielle) S’il existe deuz constantes f > 0 et v > 0 telles
que

|| x(t,to,l'o) ”§ 66_7('5_750), Vit > tg, Yo € B,
alors lorigine est un point d’équilibre localement exponentiellement stable pour (2.1).
Lorigine est dite globalement exponentiellement stable si B, = R". ]

2.2.2 Stabilité des systémes a temps discret

Soit un systéme non linéaire & temps discret décrit par les équations suivantes :

{ w(k+1) = f(x(k), k) (2.2)

l‘(k)g) = X0

avec (k) € R" et f: R™ x RT — R™. Soit x(k, ko, 7o) la solution de (2.2) a k > k¢ initialisée
en ro a ko.

Les définitions de la stabilité, la stabilité uniforme, lattractivité et la stabilité asymptotique
restent valables dans le cas des systémes & temps discret. Seule la définition de la stabilité
exponentielle change.

Définition 2.2.6 (Stabilité exponentielle) sl existe deux constantes f > 0 et 0 < v < 1
telles que

H x(k7k07$0) HS 6 ” Zo H ’Y(kiko)v Vk > kO >0 ) Vﬂ?o € BTa

alors lorigine est un point d’équilibre localement exponentiellement stable pour (2.2).
L’origine est dite globalement exponentiellement stable si B, = R™. |
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2.2.3 Meéthode directe de Lyapunov

Souvent, la résolution des équations différentielles (2.1) et (2.2) est soit tres difficile, soit
impossible. Pour faire face & ce probléme, la méthode de Lyapunov peut étre utilisée. Cette
méthode consiste a chercher une fonction particuliére qui garantit la stabilité du systéme.

Définition 2.2.7 Soit une fonction continue V(x,t) : R" x RT — R*. Cette fonction est propre
définie positive si

1/ VteR", V(z,t)=0 = =0,

2/ VteRT VreR" 240 V(x,t)>0, u
3/ VteRT, | lHlm V(z,t) =00 .
T||—00

Définition 2.2.8 (Lyapunov : Méthode directe) Si les systémes (2.1) et (2.2) admettent
une fonction de Lyapunov locale au sens large alors 'origine est un point d’équilibre localement
stable.

De méme, si les systémes (2.1) et (2.2) admettent une fonction de Lyapunov locale au sens strict
alors Dorigine est un point d’équilibre asymptotiquement stable. |

Définition 2.2.9 (Stabilité exponentielle) S’il existe des constantes o, 3,7 > 0, p > 0 et
V(x,t) : g x RT — R une fonction de classe C' telle que Vz € v,

1 alz|P<V(z,t) <l l]",
2/ V(z,t) < —yV(z,t) .

alors lorigine du systéme (2.1) est localement exponentiellement stable.
L’origine du systéeme (2.1) est globalement exponentiellement stable, si vy = R™. |

Remarque 2.2.1 (Cas des systémes linéaires a temps continu) Soit le systéeme linéaire

temps continu suivant
z(t) = Ax(t)
o= cute 23

Soit la fonction de Lyapunov

N

V(t) = 2T () Pa(t) (2.4)

avec P = PT > 0. Alors,
V(t) = &7 (t)Px(t) + 2T (t)Pi(t) = 2T (t)(ATP + PA)x(t) (2.5)

Dans ce cas, le systeme (2.3) est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov si, et seulement
st, 4l existe une matrice P > 0 tel que

V(it)<0 & ATP+PA<O (2.6)

Remarque 2.2.2 (Cas des systémes linéaires a temps discret) Soit le systéme linéaire
temps discret suivant

x(k+1) = Az(k)

2.7

| o) = et 2D
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2.8. Syntheése d’observateur

Soit la fonction de Lyapunov
V (k) = 2T (k) Px(k) (2.8)

avec P = PT > 0. Alors,
AV (k) =V (k+1) = V(k) = 2T (k)(ATPA — P)x(k) (2.9)

Dans ce cas, le systéme (2.7) est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov si, et seulement
st, il existe une matrice P > 0 tel que

AV(k)<0 & ATPA-P<0 (2.10)
]

2.3 Synthése d’observateur

La plupart des concepts dans la théorie du contréle sont basés sur 1'utilisation des capteurs
pour mesurer les parameétres sous controle, tel que la température, le flux de chaleur, le débit et
la pression du fluide, la tension et le courant. En fait, la théorie du controle est souvent enseignée
a supposer la disponibilité de signaux de capteurs.

Malheureusement, une telle hypothése est souvent invalide. Les capteurs physiques pro-
voquent des défauts qui peuvent aller jusqu’a dégrader un systéme de contréle. Il existe au moins
quatre problémes communs causés par des capteurs. Tout d’abord, certains signaux ne sont
pas pratiques & mesurer. Les paramétres & mesurer peuvent étre inaccessibles pour des raisons
telles que les environnements difficiles et le mouvement relatif entre le contréleur et le capteur
(par exemple, en essayant de mesurer la température d’un rotor du moteur). Deuxiémement,
les capteurs entrainent généralement des erreurs importantes telles que le bruit stochastique.
Troisiemement, les capteurs sont cofiteux. Le colit du capteur peut considérablement augmenter
le cotit total d'un systéme de controle. Dans de nombreux cas, les capteurs et leurs cablages
associés sont parmi les composants les plus chers du systéme. Quatriémement, les capteurs et
leurs cablages associés réduisent la fiabilité des systémes de controle.

Les observateurs (Figure 2.1) peuvent étre utilisés pour augmenter ou remplacer les cap-
teurs d’'un systéme de controle. Ce sont des algorithmes qui combinent des signaux détectés
avec d’autres connaissances du systéme de controle pour produire des signaux observés. Ces si-
gnaux observés peuvent étre plus précis, moins cotiteux a produire et plus fiables que les signaux
mesurés.

Depuis les travaux fondateurs de Luenberger en 1966, des trés nombreux travaux concernant
le développement d’observateurs pour tout type de systémes ont été réalisés. Le premier cas
étudié correspond aux observateurs de Luenberger [LLue66] pour les systémes Linéaires & Temps
Invariant (LTI) dans le cadre déterministe. Tandis que le second concerne les observateurs de
Kalman [[KKBG1] pour les systémes Linéaires & Temps Variant LTV dans le cadre stochastique.
Pour étudier les systémes non linéaires, 1'idée repose sur la linéarisation du modéle autour d’un
point de fonctionnement et d’appliquer par la suite 1'observateur de Luenberger. Les sections
suivantes présentent les différentes structures des observateurs utilisés dans la littérature pour
les systémes dynamiques linéaires et non linéaires [BG88, CP99, DBGR92, LN73, LN74].

2.3.1 Observabilité

Le but de cette section est de présenter des conditions d’observabilité requises sur le systéme
pour surmonter le probléme de synthése d’observateur.
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Entrée u(t) Systeme Sortie y(£)
x(t) g
3 Observateur Etat estimé x(r)\
e -

FIGURE 2.1 — Principe de l'observateur

2.3.1.1 Observabilité des systémes a temps continu

Les définitions présentées dans cette section sont basées sur les travaux de [Bes07], [Son84]
et [Mar03]. Soit le systéme non linéaire suivant :

y(t) = g(=(t))
avec z(t) € R™, u(t) € R™ et y(t) € RP désignent, respectivement, I’état, 'entrée et la sortie.
Soit Xy, la solution & I'instant ¢ du systéme (2.11) soumis & la commande Upg 4.

Définition 2.3.1 (Indiscernabilité) Soit yo(t) et yi(t) deux sorties générées par ’entrée u(t)
pour t > 0 avec les conditions initiales xo et x1.
o et x1 sont indiscernables si, et seulement si :

Yo(t) =wyi(t) , Vt>0

St cette égalité ne peut pas étre vérifie alors xg et x1 sont discernables. |

Définition 2.3.2 (Observabilité) si zg est discernable Vxg € R™, alors le systéme (2.11) est
observable en xy. |

Définition 2.3.3 (Entrée universelle) Lorsque le systéme (2.11) est excité par une entrée
u(t), cette entrée est dite universelle, pour le systéme considéré, dans l'intervalle [0,t] si tout
couple d’états initiaux distincts peut étre discernable sur le méme intervalle. |

Définition 2.3.4 (Observabilité uniforme) Le systéme (2.11) est uniformément observable,
i.e observable pour toute entrée u(t), si toutes ses entrées u(t) soient universelles. [
2.3.1.2 Observabilité des systémes a temps discret

En analogie avec la section précédente, cette section rappelle les définitions de stabilité pour
les systémes a temps discrets. Ces définitions sont issues des travaux de [NIJ82, Zem04, Bou04].
Soit le systéme non linéaire & temps discret suivant :

w(k+1) = f(z(k), u(k))
{ y(k) = g(z(k)) (2.12)
ou z(k) € R, u(k) = [u1(k) ... wun(k)] € R™ et y(k) € RP désignent, respectivement, 1’état,

I’entrée et la sortie. XU[o, ; est la solution a l'instant k& du systéme (2.12) soumis a U, 0,¢] €t issue
de la condition initiale pour k£ = 0.
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Définition 2.3.5 (Indiscernabilité) SiVk € N et YUy, les trajectoires g(xuy, ,_, (k, 0,2(0))
et g(XU[O’k_l](k:,O,:E(O))) sont différentes sur leur domaine de définition commun, alors x(0) et
z(0) € R™ sont discernables.

Si Uensemble des états indiscernables de x(0) ne contient que z(0), alors le systéme (2.12) est
observable en x(0) € R™ . [ |

Définition 2.3.6 (Observabilité uniforme) si Vz(0) € R", Vk = 0,..N et YUjgy, il eviste
un entier N € [n — 1,00] et une fonction o : R™ — RT continue et croissante (0(0) = 0) telles
que

o 190wy (K, 0,2(0))) = g(xwyg oy (: 0,2(0))) | = ell(0) — 2(0)]

alors le systéme (2.12) est N-uniformément observable en 2:(0) € R™. Si le systéme (2.12) est
N-uniformément observable pour tout x(k) € R™, alors il est dit N-uniformément observable. W

2.3.2 Observateurs des systémes linéaires

Il est évident que les difficultés de synthése des observateurs pour les systémes non linéaires
n’apparaissent pas dans le cas des systémes linéaires. Néanmoins, ils constituent une étape im-
portante & partir de laquelle des extensions seront réalisées.

2.3.2.1 Observateur de Luenberger

Soit le systéme a temps continu décrit par les équations suivantes :

{ z(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

ou z(t) € R™, u(t) € R™ et y(t) € RP représentent, respectivement, le vecteur d’état, le vecteur
d’entrée et le vecteur de sortie. A € R™*" B € R™™ et C' € RP*™ sont des matrices constantes
et connues du systéme.

La théorie de l'observation de Luenberger se base sur les techniques de placements de poles.
L’observateur proposé (Figure 2.2) pour la classe des systémes donnée par 1'équation (2.13) est
décrit par :

(2.13)

B(t) = Ad(t)+ Bu(t) + Lly(t) — ()
{yu) - Ci(t) (214)

Cet observateur est dit observateur de Luenberger (asymptotique). Z(t) est I'état estimé de
x(t) et L est un gain a chercher tel que

Vz(0) , 2(t) € R™, lim (a(t) — &(t)) =0 (2.15)

t—-00
L’erreur d’estimation entre 1'état réel z(t) et I’état estimé (t) est donnée par :
e(t) = x(t) — z(t) (2.16)
La dynamique de 'erreur d’estimation s’écrit sous la forme suivante :
e =(A—-LC)e(t) (2.17)
Donc t_lgrnoo e(t) = 0 pour toute valeur initiale (0) si et seulement si la matrice A—LC est Hurwitz

(ses valeurs propres sont strictement négatives). La synthése d’un observateur asymptotique
revient alors & trouver un gain L telle que toutes les valeurs propres de A — LC' soient strictement
négatives.
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FIGURE 2.2 — Structure de l'observateur de Luenberger a temps continu

2.3.2.2 Filtre de Kalman

Dans de nombreuses situations pratiques, trés peu d’états d’un systéme dynamique peuvent
étre mesurés directement sans erreur. En général, cela se produit parce que les états ou les
mesures des états (ou le plus souvent, les deux) sont affectés par le bruit. Alors, il est raisonnable
de chercher une estimation optimale de tous les états du systéme afin de résoudre le probléme des
mesures bruyantes de certains ou de tous les autres états. L’un des modéles mathématiques le plus
utilisé est appelé filtre de Kalman (Figure 2.3). Ce filtre se base sur un algorithme performant de
suppression du bruit. Les filtres de Kalman sont actuellement utilisés dans de nombreux systémes
de controle tels que les systémes de navigation pour les avions, les navires, les engins spatiaux,
ete.

Cas des systémes a temps continu

Soit le systéme LTV suivant :

{ @(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) +wi(t) (2.18)
y(t) = C()x(t) + wa(t)
ou les variables wi(t) et wy(t) sont des bruits gaussiens & moyenne nulle, avec Flw;(t)] =
Elwy(t)] = 0.

Le filtre de Kalman standard associé au systéme (2.18) est donné par :

z(t) = A(t)a(t) + P()CT (1) R™H(t) (y(t) — C()2 (1) (2.19)
oit P(t) = PT(t) > 0 est la solution de I’équation de Riccati suivante :
P(t) = A(t)P(t) + P(t) AT (t) + Q(t) — P()CT ()R~ (t)C(t)P(t) (2.20)
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wy (£) w (1)
iSysteme | T
u(ﬂi B(t) c(t)
AN cit)
i Observateur i

FIGURE 2.3 — Structure du filtre de Kalman & temps continu

Le gain de Kalman est donné par :

K(t)=Pt)C{Ht)R™ (1) (2.21)

Cas des systémes a temps discret

Considérons le systéme LTV suivant :

{ Tpt1 = Apzp + Brug +wy g (2.22)

Yk = Crp + wak

ot les variables wy j et ws  sont des bruits gaussiens & moyenne nulle, avec Ew, x| = Elws ] = 0.
Le filtre de Kalman standard associé au systéme (2.22) est donné par :

Tr1 = Zp1 i + K1 (Uke1 — Crrrpga /i) (2.23a)
Tri1/k = AxZk + Brug (2.23b)

Plp1 = (Pz;ll/k + Cg+1RE+110k+1>_1 (2.23¢)
Pioy1/s = AxPLAY + Qx (2.23d)

Kit1 = Pop1inCiin (Crra PeyayuCig + Rk+1)_l (2.23¢)

avec Py = ad,, > 0.
ZTk41 est Uestimation de x4 1. i‘k+1/k est la prédiction de xpy1. Pk:-',—l/k: et Pyy1 sont, respective-
ment, les matrices de variance - covariance de I'erreur de prédiction et de 'erreur d’estimation.
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Q. et Ry sont des matrices de covariance des bruits qui dépendent de wy j et wo i, avec
T
Qr = Elwy pwy ]
Ry = B 3 o+1]
k+1 W2, k+1W3 41

2.3.3 Observateurs des systémes non linéaires

En égard la grande variété des systémes non linéaires, il existe plusieurs types d’observateurs.

2.3.3.1 Observateur de Thau (Observateur de Lipschitz)

Ce type d’observateur est proposé par Thau en 1973 [THAT73|. Cet observateur convient pour
les systémes non linéaires utilisant les méthodes de Lyapunov. Le travail de [SRPF97] propose
une application & I'observateur de Thau.

L’approche de thau est proposée pour un systéme composé de deux parties : une partie linéaire
qui est supposée observable et une partie non linéaire qui satisfait souvent 1'inégalité de Lipschitz.
Soit le systéme non linéaire décrit par les équations suivantes :

z(t) = Ax(t) + Bu(t) + f(x(t))
{zxw::Cx@> (2:24)

ot z(t) € R™, u(t) € R™ et y(t) € RP représentent, respectivement, le vecteur d’état, le vecteur
d’entrée et le vecteur de sortie. A € R™*™, B € R™™ et C' € RP*™ sont des matrices constantes
et connues du systéme. f : R” — R™ est une fonction Lipschitizienne connue.

Remarque 2.3.1 f est Lipschitz par rapport a x(t), c’est a dire

[f(z1) = fz2)l| < aflr — 22 (2.25)

pour tout r1,x2 € R™, ot « est la constante de Lipschitz. |

Si la paire (A, C') est observable, alors il existe une matrice K telle que les valeurs propres de
(A — LC) se situent dans le demi-plan complexe gauche.
L’observateur de Thau a la forme suivante :

F(t) = Ai(t) + Bult) + F(:() + L(y() — 9(0)
{mw Ci(t) (2:26)

ou Z(t) représente 'estimé de 'état x(t).
L’erreur d’estimation est définie par £(t) = z(t)—(¢). Alors la dynamique de l’erreur d’estimation
est décrite par I’équation suivante :

£(t) = (A= LO)e(t) + f(2(t) — f(=(1)) (2.27)

Si (A — LCO) est stable, donc V @ définie positive, il existe une matrice P > 0 unique telle que
I’égalité de Lyapunov suivante soit vérifiée :

(A—LC)'P+ P(A - LC) = —2Q (2.28)
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Théoréme 2.3.1 Si on choisit L telle que (A — LC') peut donner une solution de ’égalité de
Lyapunov (2.28) et satisfaisant :

— e >« (2.29)
P
ot v est la constante de Lipschitz,
alors l'observateur de Thau (2.26) est asymptotiquement stable. |

Preuve. Soit la fonction de Lyapunov suivante :
V(t) = el (t)Pe(t) (2.30)
La dérivée de V(t) est donnée par :

V(t) = ET(t)Pe(t) + e (t)Pe(t)
= el(t) [(A— LC)TP+ P(A—LO)| e(t) + 2T (t) P [f(x(t)) — f(2(1))] (2.31)
= =27 (1)Qe(t) + 2T (1) P [f(x(t)) — f(2(1))]
Supposant que le systéme (2.24) est Lipschitz, la condition (2.25) est vérifiée, d’ot :
V() < +2ale@]Plllle@)]l
< =20 (@)@ + 2alle@) ||| Pllle @) (2.32)
< =2 Pnin(Q) — o P} [e@)]?

Si V() <0 & Aun(Q -a|P| <0 & Ama@s g "

2.3.3.2 Observateur de Luenberger étendu

L’observateur de Luenberger étendu généralise le cas linéaire. Il est basé sur une linéarisation
du modéle non linéaire au tour de chaque estimation de 1’état.
Soit le systéme non linéaire suivant :

@(t) = f(z(t),u(t))
{ y(t) = g(x(t), u(t)) (2.33)

ou x(t) € R™, u(t) € R™ et y(t) € RP représentent, respectivement, le vecteur d’état, le vecteur
d’entrée et le vecteur de sortie. f: R" x R™ — R” | g : R™ x R™ — RP sont deux fonctions non
linéaires.

L’observateur de Luenberger étendu est décrit par les équations suivantes :

2(t) = f(@(), u(t) + L&), u®)) (y(t) — §(t))
{ y(t) = g(&(t),u(t)) (2.34)

ou L(Z(t),u(t)) est le gain d’observateur. Le calcul de ce gain respecte une certaine condition :

les valeurs propres de (M — L(z, u)%) doivent étre stables.

ox

2.3.3.3 Filtre de Kalman étendu (FKE)

Le processus de filtrage de Kalman a été congu pour estimer le vecteur d’état dans un modéle
linéaire. Si le modéle se révéle non linéaire, une procédure de linéarisation est habituellement
effectuée pour dériver les équations de filtrage. Cette procédure consiste en une approximation
linéaire au sens de Taylor des fonctions non linéaires du systéme (d’état ou de sortie). Le filtre
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de Kalman ainsi obtenu sera appelé le filtre de Kalman étendu. A noter que peu de preuves
de la stabilité de ce type de filtre existent actuellement. Cependant, une preuve de convergence
locale a été établie par Boutayeb et al. [BRD97, BA99| pour le cas déterministe des systémes
discrets. La liste des travaux qui traitent ce sujet est longue, et le lecteur est invité a les consulter
pour plus de recours sur ce sujet [BAD97, BRD97, BA99, Bro9s, GA93, ABDOI].
Cas des systémes a temps continu
Considérons le systéme LTV suivant :
{ 50 = 1) s 0.35)
y(t) = g(@(t), u(t)) + wa(t)

ou les variables wi(t) et wa(t) sont des bruits gaussiens & moyenne nulle, avec Efwi(t)] =
Elws(t)] = 0.
Le filtre de Kalman étendu associé au systéme (2.35) est donné par :

2(t) = f(@(t),u(t)) + P(OG@(), u(t) R~ (1) (y(t) — g(&(t), u(t))) (2.36)
ott P(t) = PT(t) > 0 est la solution de I’équation de Riccati :

P(t) = F(&(t), u(t)) P(t) + P(&) FT (&(t), u(t) +Q(t) = P()G" (2(t), u(t) R~ ()G(&(t), u(t)) P(t)

(2.37)
avec
P(a().u(t) = O (2(0),ut)
9 - ax 9
. 99 , .
G(&(t), u(t) = 5 (2(t), u(t)
x
Cas des systémes a temps discret
Considérons le systéme LTV suivant :
{ Th+1 = f(xkv uk‘) + W1,k (2 38)
Uk = g(Tp, up) + wak '

ol les variables w j et ws j sont des bruits gaussiens & moyenne nulle, avec Ew, 1] = Elws ] = 0.
Le filtre de Kalman étendu associé au systéme (2.38) est donné par :

Trt1 = Brg1 ks + Kirtr (k1 — 9( i1 k> Urs1)) (2.39a)
i‘k—&-l/k = f(.i’k,Uk) (239b)
Py = (In — Kp1Grt1) Pryaye (2.39¢)
Piy1ji = Fr P FL + Qp, (2.39d)
1
Ki1 = PosiyiGry (Ges1 Pros1 kGt + Rig) (2.3%)
avec a
Fy, = F(&,u) ({)‘i(@kyuk)
Gr = G(&p,up) = g‘z(ﬂ?k,uk)
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et Py=al, >0.
Q) et Ry4+q sont des matrices de covariance de wy i, et wa j, avec

Qr = Elwy jwi ]
Ryy1 = E[w2,k+1wg,k+1]

2.3.3.4 Observateur a grand gain

L’utilisation d’observateurs a grand gain a évolué comme 'une des techniques la plus impor-
tante pour la conception de la commande par retour de sortie des systémes non linéaires. Cette
approche, initialement évoquée par [THAT3|, était le sujet d’un grand nombre de travaux de re-
cherches. Le nom grand gain est di au fait que le gain de ’observateur est choisi suffisamment
grand pour compenser la non linéarité du systéme.

L’observateur a grand gain s’applique pour les systémes non linéaires s’écrivant sous la forme :

@(t) = fa(t) + h(z(t))u(t)
{ y(t) = g(z(1)) (2.40)

ou z(t) € R™, u(t) € R™ et y(t) € RP désignent, respectivement, 1’état, l'entrée et la sortie.
f:R" > R" h:R" -5 R"” xR™ et g: R — RP sont des fonctions non linéaires.
Soit le difféomarphisme ¢ tel que

¢ = : (2.41)

En utilisant le difféeomarphisme ¢, le systéme (2.40) peut s’écrire comme suit :

( i1(t) za(t) ha(z1(t))
do(t) z5(t) ha(21(t), z2(t))
i(t) = S N I z u(t)
dn—1(t) Tn(t) hn—1(z1(t), -+ s @n—1(1))
.’En(t) ] L ¢($(t)) | | hn(xl(t)a T ,.’En(t)) 4 (2.42)

y(t) = Ca@t) = n(t)

hi(z;) est globalement Lipschitz, avec z; = [x1 ... =],
1 est une fonction globalement Lipschitz et de classe C.

Si le systéme (2.40) est uniformément observable, alors I'observateur a grand gain s’écrit comme
suit :

&(t) = f(@(1) + h(2()u(t) — S'CT(Ca(t) — y(t)) (2.43)

Sso est la solution de I’équation suivante :
— WS — ATS — S A+ CTC =0 (2.44)
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avec
C=[10 0] eRP
[0 1 0 0 0]
0 0 1 0 0
0 -+ v ... 0 1
0 - e e e 0

La variable w est choisie suffisamment grande pour régler la vitesse de convergence et elle vérifie
I'inégalité suivante :

lé() = o) < K (w)eap (=5) [2(0) = 2(0)] (2.45)

avec K(w) > 0.

En augmentant w, I'observateur a grand gain donne une réponse exponentielle plus rapide. Ce
type d’observateur est souvent utilisé puisqu’il présente des conditions suffisantes de convergence
de Z(t) vers z(t).

Contrairement au filtre de Kalman étendu, ces observateurs sont des observateurs globaux a
convergence exponentielle. En revanche, ils ne s’appliquent qu’a une classe restreinte de systémes
non linéaires. Aussi, malgré la popularité de I'observateur a grand gain, le choix du gain reste
un peut difficile. En effet en augmentant le gain pour gagner en rapidité, ’observateur devient
de plus en plus sensible aux bruits de mesures.

2.3.3.5 Observateur a mode glissant

Toutes les approches présentées précédemment supposent que le modéle d’un processus est
bien connu, alors que 1’observateur & mode glissant est un observateur robuste contre les erreurs
de modélisation et les incertitudes paramétriques [[KSCT96, SR92, SS83].

Soit un systéme de la forme suivante :

a(t) = f(a(t), u(t))
{ y(t) = g(z(t)) (2.46)

ou z(t) € R™, u(t) € R™ et y(t) € RP désignent, respectivement, I’état, 'entrée et la sortie.
iR X R™ — R"™ et g: R® — RP sont deux fonctions non linéaires.
L’observateur a mode glissant (Figure 2.4) associé au systéme (2.46) est décrit par :

e

(t)) — A sign (y(t) —9(1)) (2.47)

ou &(t) désigne l'état estimé. A est le terme de correction proportionnel a la fonction sign
appliquée a 'erreur de sortie e,.
La surface de glissement est donnée par S = g, (t) = y(t) — §(t).
L’observateur & mode glissant posséde plusieurs avantages :
— la convergence vers une surface nulle S avec une évolution selon une dynamique n — 1;
— une robustesse garantie contre les perturbations externes et les erreurs de modélisation
grace a la fonction sign ;
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u(t) 3| Systéme y(t)

S| F@,u®)] O g(2)

sign(.)

Observateur

[ e o

FIGURE 2.4 — Structure d’un observateur & mode glissant

— les dimensions du systéme d’observation peuvent étre réduite a n — 1.

L’erreur d’estimation est donnée par e(t) = z(t) — 2(t). Cette erreur converge vers la valeur
d’équilibre, a partir de la valeur initiale £(0), en deux étape. La premiére appelée mode d’at-
teinte, pendant laquelle la trajectoire de £(t) évolue vers la surface de glissement tel que e,(t) = 0.
Pendant la deuxiéme étape, souvent appelée mode de glissement, la trajectoire de ’erreur d’es-
timation glisse avec des dynamiques imposées et annule toutes les erreurs d’estimation.

En présence d’un défaut, cet observateur est le mieux adapté pour résoudre ce genre de probléme
[CS01, ESPO00).

2.3.3.6 Observateur par intervalle

La notion d’observateur par intervalles est trés récente. Elle a été introduite pour la pre-
miére fois par Gouzé et al. en 2000 [GRHS00|. Cette technique d’estimation d’état est basée
sur des méthodes garanties et consiste en un systéme dynamique auxiliaire fournissant une
borne supérieure et une borne inférieure pour les solutions du systéme considéré. Les bornes
pour la condition initiale et pour les quantités incertaines sont considérées connues. Une telle
méthode permet de surmonter des perturbations importantes. Cette approche est fondamen-
talement différente des techniques classiques d’analyse de stabilité robuste ou de construc-
tion des lois de commande pour des systémes perturbés & temps continu et & temps discret
[EPRZ13b, EPRZ13a, GWB09, MBG09, GRHS00].

Cette section se limite a présenter les définitions générales d’observateurs par intervalle pour les
systémes & temps continu et & temps discret.

Soit le systéme a temps continu décrit par les équations suivantes :

i(t) = f(x(t),ut), wt)), z(0)=xo
{ y(t) = h(z(t),v(t)) (2.48)

avec x € R, y € RP, 4 € R™ sont respectivement 1’état, la sortie et 'entrée du systéme. f et
h sont deux fonction et w € R", v € R? sont respectivement les perturbations de 1’état et de la
sortie. xg est I’état initial supposé inconnu. Les perturbations et 1’état initial sont bornés par des
quantités connues telles que pour tout ¢ > 0 :

w™(t) < w(t) < wh(t) (2.49)
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v (1) < w(t) < vt (1) (2.50)
g < o < 2 (2.51)
xt
0 >
> 2 <
Systéme
u : y
> _ —
X
0* <
> S -
—

FIGURE 2.5 — Structure de I'observateur par intervalles

Soit le systéme autonome en temps continu (Figure 2.5) avec les conditions (2.49), (2.50) et
(2.51).
Soit le systéme d’équations différentielles suivant :

Z+ = f+(Z_,Z+,’U) ,w"',v ,U 7U7y)7 Z(—)‘r:g—i_(xavxa—)

z- = f+(z_,z+,w_,w+,v_,v+,u,y), Za :g (I‘a,l‘ar) (2 52)
x+ = f+(z 7z+7w 7w+7v 7(U+7u7y) .
'1:_ = f+(Z_,Z+,U) 7w+7/v ’U 7u7y)

ou f*, f~,h™, h™, g", g~ sont des fonctions dans les domaines appropriés, est un encadreur du
systéme (2.48) si pour toute condition initiale z; < z¢ < g, linégalité 27 (t) < z(t) < 2T (¢)
est vérifiée.

Le systéme d’équation (2.52) est un observateur par intervalle associ¢ au systéme (2.48) si
dans le cas ot w = v =0, et pour T > 0, il existe un réel positif M tel que :

() =z~ ()] < M (2.53)

2.4 Commande des systémes dynamiques

Le premier but de 'automatique est de manoeuvrer 'entrée de commande u(t) d’un systéme
donné de maniére & amener sa sortie y(t) a une valeur spécifiée. L’opérateur agit donc sur le
systéme via l'entrée u(t) pour satisfaire certains objectifs.

Dans ce qui suit, des définitions et types de commande relatives aux systémes dynamiques
sont présentés.
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2.4.1 Commandabilité
Soit le systéme suivant :

{ i(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.54)

y(t) = Cx(t)

avec x € R", u € R™ et y € RP sont respectivement 1’état, la sortie et ’entrée du systéme. A, B
et C sont des matrices de dimensions appropriées.

Définition 2.4.1 Le systéme (2.54) est dit commandable s’il peut étre ramené a un état prédéfini
x(ty) a partir d’un état initial x(t;) en un temps fini a Uaide d’une commande admissible u(t)
appliquée sur un intervalle [t; ty]. [ |

Définition 2.4.2 (Critére de Kalman) Le systéme (2.54) est dit commandable si et seule-
ment st

rang ([B AB .. A" 'B])=n

Done, la paire (A, B) est commandable.
La matrice [B AB ... A""B] est appelée matrice de commandabilité. Elle se calcule d’une
facon itérative, c’est o dire ATIB = A x A'B. [ |

2.4.2 Synthése du gain de commande par la méthode LMI

La méthode LMI permet de résoudre un systéme d’inégalité matricielle.
On considére, par exemple, le systéme décrit par les équations suivantes :

{ i(t) = Ax(t) (2.55)

Le systéme (2.55) est asymptotiquement stable si V xz # 0, il existe une fonction de Lyapunov
V(x) > 0 telle que V(0) = 0 et V() < 0.
La fonction quadratique

P(x) = a:T(t)Px(t)

ot P = PT >0 permet de garantir la positivité de la fonction de Lyapunov V(). En méme
temps la matrice P doit garantir la négativité de la dérivée de V(x) :

V(z)>0 < zl(t)Pz(t) = P=PT>0 (2.56a)

V(iz)<0 = ATP+PA<O (2.56b)

Avant I’apparition de la méthode LMI, la résolution de ce type de probléme ne pouvait pas se faire
en gardant I’équation (2.56b) sous forme d’inégalité. Alors, il s’avérait nécessaire de transformer
(2.56b) en une égalité en utilisant une matrice ) supposée positive. Ainsi, on obtient :

ATP+PA+Q=0 (2.57)
avec P > 0.
Avec la méthode LMI, les inégalités (2.56) peuvent se résoudre directement, et on trouve ainsi la

matrice P recherchée |[BGFBI|.
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2.4.3 Commande rétroactive

Sans systémes de controle, il ne peut y avoir ni fabrication, ni véhicules, ni ordinateurs, etc,
en bref, pas de technologie. Les systémes de controle sont ceux qui font fonctionner les machines.
Ces systémes reposent le plus souvent sur le principe de rétroaction : le signal & controler est
comparé 4 un signal de référence souhaité. La différence entre les signaux est utilisée pour calculer
I’action du controle correctif.

Trois types de commande retroactive existent : la commande par retour d’état (Figure 2.6-a), la
commande par retour d’état estimé (appelée aussi commande basée observateur)(Figure 2.6-b)
et la commande par retour de sortie (Figure 2.6-c).

v(t) u(t) Systéme sortie J_f(tj
Ftats mesurés x(t)
Commande K, |,

a)

(t) ¥ t tie y(t
v u E sartie y
. (t) | Systeme > ()
Commande K; ()| ppservateur [

b)
vt u(t p sortie v(t
(t) (1) Systeme .'-‘—[: )

Commande K, |
L

c)

FIGURE 2.6 — Les types de commande retroactive

Commande par retour d’état

Le controle par retour d’état est un controle en boucle fermée. Il consiste a implémenter une
loi de commande u(t) qui prend en considération les différentes valeurs de I’état & un instant ¢.

Considérons le systéme décrit par 'ensemble des équations (2.54), la loi de commande appli-
quée a ce systéme a la forme suivante :

u(t) = —Kpa(t) + v(t) (2.58)

ou K, € R™" et v(t) représentent respectivement, le gain de commande et la consigne. Par
contre avec ce type de commande, on a besoin d’avoir les mesures de tous les états pour pouvoir
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appliquer la commande, ce qui est presque impossible d’un c6té pratique.

Commande basée observateur

La conception du régulateur linéaire optimal nécessite la connaissance des mesures de tous
les états du systéme. Dans de nombreuses applications pratiques, cela n’est pas possible en rai-
son du cott élevé des mesures de ’état ou de 'inaccessibilité de la mesure de certains états du
systéme. Le moyen standard pour surmonter ces difficultés est de reconstruire le vecteur d’état
complet & partir des mesures disponibles par la conception d’un observateur d’état (Luenberger
par exemple, ou le filtre de Kalman si les mesures sont bruitées).

La loi de commande basée observateur s’écrit de la maniére suivante :
u(t) = —Kzz(t) +v(t) (2.59)

oll Z est 'estimé de 1’état x.

Commande par retour de sortie statique

La synthése du commande par retour de sortie statique est I'un des probléme centraux de la
théorie de commande [Ber92, BGLI5, Gu90, Gu90, 1595, SADGI7, TNKI3, BB04, BB05, BBOG].
Les méthodes de reconstruction de I’état & base d’observateur introduisent un systéme dynamique
supplémentaire. C’est pourquoi, au début des années 1970, une attention particuliére a été portée
au probléme de la conception des régulateurs par retour de sortie ot un nombre trés limité de
mesures d’états sont disponibles [LA70, LJATI, Men74, PR79]. La solution optimale & ce pro-
bléme de controle est obtenue en termes d’équations algébriques & matrice non linéaire de grand
ordre. Les complexités de convergence des algorithmes suggérés pour la solution de ces équations
ont empéché depuis longtemps une application plus large de cette technique.

Dans le cas d’'une commande par retour de sortie, le vecteur d’entrée u(t) s’écrit sous la forme
suivante :
u(t) = —Kyy(t) +v(t) (2.60)

2.4.4 Commande décentralisée des systémes interconnectés : vue d’ensemble

Les systémes de grande dimension nécessitent des lois de commande dont le calcul est efficace
et dont la mise en oeuvre implique une quantité minimale d’échange d’informations entre les
sous-systémes. Afin de concevoir de telles lois, il est nécessaire de développer des algorithmes
polyvalents pouvant intégrer une large gamme de contraintes de structure d’information. Ce
probléme a regu une attention considérable ces derniéres années,(voir, par exemple, [BGFB94,
GBP94, EGN00, OGBO00, dCP02, LCD04, SZ05, ZS08]) ou la synthése de la loi de commande
passe par la résolution d’une inégalité linéaire matricielle (LMI). Ce paragraphe présente quelques
résultats utilisant I'optimisation LMI pour obtenir des lois de commande qui conviennent aux
systémes complexes.

Soit la classe des systéme non linéaires interconnectés suivante :

{ I'Z(t) = Aliﬂz(t) + Bluz(t) + hi(t, :U)
yz(t) = C,xl(t)

ou z;(t) € R™ est l'état, u;(t) € R™ est entrée et y(t) € RP est la sortie. h;(t, z) représente le

terme d’interconnexion non linéaire du "¢ sous-systéme avec les autres sous-systémes ainsi que

(2.61)
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. . . N A T 52 \
I'incertitude dynamique du sous-systéme lui méme. z = [xlT xg e m%] est ’état du systéme

global. La fonction h;(t,z) est bornée et incertaine. Il est assumé que cette fonction satisfait la
contrainte quadratique suivante [ZS510b, ZP07, SS09] :

hi(t,2)Thi(t,z) < o2 HI Hix (2.62)

ol a; > 0 est le coefficient d’interconnexion. H; est une matrice bornée. On assume que les paires
(A;, B;) et (Cj, A;) sont respectivement contrdlables et observables pour tout i € {1,2,..., N}.
Le systéme global lié & (2.61) s’écrit comme suit :

(t) = Ax(t)+ Bu(t) + h(t,x)
Lu) = ento (269
ou A = diag (Ay,... ,AN),TB = diag (B1,...,Bn), C :Tdiag (C1,...,Cn), .
u(t)y=[ul @) ... K@) ,y@) =[yIt) ... yh(®)] eth(t,z)=[rl(t,z) ... L (t,2)] .

L’interconnexion non linéaire h(t,x) est bornée comme suit :

h(t,z)Th(t,z) < <Za2HTH> (2.64)

L’inégalité (2.64) peut étre réécrite de la maniére suivante :

[ﬂT [‘0‘251 TH RS (2.65)

Comme chaque sous-systéme est commandable et observable, la paire (A, B) est alors controlable
et la paire (C, A) est observable.

L’objectif est de synthétiser un controleur totalement décentralisé qui régule de maniére ro-
buste I’état du systéme global sans échange d’informations entre les sous-systémes. Etant donné
que le systéme (2.63) est linéaire avec des interconnexions non linéaires, la question qui se pose
est "dans quelles conditions pouvons-nous concevoir un contréleur linéaire décentralisé qui sta-
bilisera le systéme en présence d’interconnexions bornées ?".

Trois choix de commande sont possible :

— une commande décentralisée par retour d’état ;
— une commande décentralisée basée observateur ;
— une commande décentralisée par retour de sortie.

2.4.4.1 commande décentralisée par retour d’état

Dans le cas d’'une commande décentralisée par retour d’état, le i€ sous-systéme (2.61) est
controlé par une loi de commande locale de type

U; = Kixi (2.66)

ol K est une matrice constante de dimension m; x n;. La loi de commande du systéme global
(2.63) s’écrit sous la forme suivante :

u=Kzx (2.67)
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ot K = diag(Ky,...,Ky) est une matrice constante de dimension m x n.
Le systéme en boucle fermée peut s’écrire alors comme suit :
t=(A+ BK)x+ h(t,x) (2.68)

La stabilité asymptotique globale du systéme (2.63) peut étre établie en utilisant la fonction de
Lyapunov suivante :

V(z) = 2" Px (2.69)

olt P est une matrice symétrique définie positive (P > 0). Pour assurer la stabilité du sys-
téme(2.68), il faut assurer que la dérivée de V(x) soit négative pour toute solution de (2.68).
Cette condition peut étre exprimée comme suit :

P>0
1T [ATP+PA Pl [z (2.70)
WS <

ol A = A+ BK. Si 'inégalité (2.65) est vérifiée, la S—procédure [Yak71] implique que la
condition (2.70) est équivalente a I'existence d’une matrice P et un scalaire 7 > 0 telles que

P>0
~ ~ 2.71
ATP+ PA+7a?HTH P (271)
<0
(%) -7l

Cette inégalité n’est pas linéaire en P et K puisque le terme ATP 4+ PA contient le produit
PBK et son transposé. Pour surmonter ce probléme, un changement de variable KY = L, ou
Y = 7P7!, est proposé [BPG89, SS00]. Ce changement de variable permet d’écrire équation
(2.71) comme suit :

Y >0
7- ATy—l + Y—lA + o2HTH Y1 “0 (272)
y-! -1
Etant donné que 7 > 0 et Y doit étre une matrice symétrique définie positive, I’application de
la lemme de Schur sur 'inégalité (2.72) donne

Y>0
YAT + AY +~y'"HTH I 0 (2.73)
I -1 0 |<0
0 0 —I
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La conception de la loi de commande stabilisant le systéme (2.63) peut étre alors exprimée
sous la forme d’un probléme d’optimisation LMI de la maniére suivante :

Minimiser ~ en respectant

Y >0
(2.74)
AY +YAT + BL+L"B" 1 YHT
I —1I 0 <0
HY 0 —I
Le gain de commande K est donné par :
K=Ly ! (2.75)

En appliquant la lemme de Schur, le probléme (2.74) peut étre reformulé dans le contexte dé-
centralisé comme suit :

N
Minimiser >
i=1

en respectant

Y >0
(2.76)
W I YHI - YHE]
I -1 0 0
HY 0 —mI --- 0 <0
|HyY 0 0 o =N |
avec W = AY + Y AT + BL+ L"B” et v = 5.
Le gain K = diag(K;), i = 1,.., N s’exprime par :
K=Ly ! (2.77)

2.4.4.2 Commande décentralisée basée observateur

Commander un processus par retour d’état estimé pour les systémes interconnectés revient
& construire un observateur local pour chaque sous-systéme. Cet observateur décentralisé estime
les états de chaque sous-systémes sans tenir compte des échanges d’informations avec les autres
sous-systémes.
Le sous-systéme (2.61) est un systéme linéaire avec des interconnexions non linéaires. Le but est
de synthétiser un observateur linéaire décentralisé qui estime les états du systéme en présence
des interconnexions quadratiques bornées.

L’observateur local est décrit par les équation suivantes :

zi(t) = Auii(t) + Byui(t) + Li [y (t) — 9:(0)]
{ gi(t) = C;zi(t) (2.78)

ot L; € R™ x RPi est le gain d’observateur du ¢ sous-systéme et z; est 1’état estimé du ™
sous-systéme.
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L’observateur décentralisé du systéme global (2.63), composé de N observateurs locaux, est donné
par :

(40 = 400+ 50+ L) =50 2
y(t) = Cz(t)
ot #(t) = [i{(t) @%(t)]T est I’état d’observateur du systéme global et L = diag(L;),

pour i € {1,..., N}, est le gain d’observateur du systéme global.

Dans le cas d’'une commande décentralisée basée observateur, le ¢

sous-systéme (2.61) est
commandé par :

U; = Kii‘i (2.80)

ol K est une matrice constante de dimension m; x n;. La loi de commande du systéme global
(2.63) s’écrit sous la forme suivante :

u=Kz (2.81)

on K = diag(Ky,...,Kn) estle gain du contrdleur global.
Le systéme en boucle fermée est de la forme suivante :

Z(t) = (A+ BK)z(t) — BK)e(t) + h(t,x) (2.82)
La dynamique de l'erreur d’estimation &(t) = x(t) — &(¢) est formulée par I’équation ci dessous :
e(t) = (A— LC)e(t) + h(t, ) (2.83)

La stabilité asymptotique globale du systéme (2.63) peut étre établie en utilisant la fonction de
Lyapunov suivante :

_ T T
) - C o .
V(z,e) =a" Px+ ¢ Pye (2.84)

avec P.>0et P, > 0.
La dérivée de la fonction de Lyapunov V(z,e) tout au long des trajectoires du (2.84) est donnée
par :

T

. P ATP.+ P.A ~-P.BK P [z
V(z,e) = |e ~KT - BTP. ATP,+P,A P,| |¢ (2.85)
h P. P, 0] [h

La stabilisation du systéme (2.82) nécessite que la dynamique de la fonction de Lyapunov
vérifie

V(z,e) <0 (2.86)

pour tout x et € # 0.

Les techniques de synthése développées par Pagilla et al. [ZP07] formulent le probléme de stabili-
sation du systéme de grande dimension interconnecté (2.61) par commande basée observateur en
un probléme d’optimisation. Le but de ce probléme d’optimisation est de trouver ; = $ > 0,

Vie{l,...,N}.
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En outre, si le probléme d’optimisation suivant

N
Minimiser > ~y; en respectant
i=1

Y >0, P,>0 et

(W. YH{ --- YHL —-BK 1] (2.87)
() —mI -~ 0 0 0
. : : <0
(x) (x) —wI 0 0
() 0 0 W, P,
() 0 0 (x) -~

ol
W, = ATP.+ P.A + (P.BK)" 4 (P.BK)
W, =ATP.+ P.A— P,LC — (P,LC)T
est faisable, alors les gains des matrices d’observation et commande sont données par :
L=P/'N
K=My!
oY = P,' M =KY et N = P,L.

2.4.4.3 Commande décentralisée par retour de sortie statique

Peu de travaux ont abordé la commande par retour de sortie statique pour les systémes de
grande dimension.
Etant donné le systéme (2.63), 'objectif est de déterminer une loi de commande de type

u= Ky (2.88)
ou le systéme en boucle fermée
t=(A+ BKC)+ h(t,z) (2.89)

est stable pour toutes les non linéarités d’interconnexions satisfaisant l'inégalité (2.64).
Selon Siljak [Z510a], I'idée est de modifier le probléme d’optimisation (2.76) de la fagon permet-
tant de factoriser le produit LY ~! de la maniére suivante :

Ly '=KcC (2.90)

La démarche développée dans [Z510a| assume que le probléme d’optimisation (2.76) est faisable
avec Y et L de la forme suivante :

Y = pYy + QYoQT (2.91)
L=LcUT (2.92)

ol p (un paramétre de relaxation), Yq et Lo sont les variables de LMI. Les matrices Yy, Q et U
sont des matrices constantes qui satisfont :

U=Y,ct (2.93)

48



2.5. Conclusion

et
QTcT =0 (2.94)

La loi de commande
u=KCx (2.95)

avec K = p~!'Lc, stabilise le systéme (2.63) pour toutes les non linéarités d’interconnexions
satisfaisant la contrainte quadratique (2.64). La preuve de cette démarche est développée dans
[ZS10a].

2.5 Conclusion

Ce chapitre a présenté quelques définitions et outils fondamentaux nécessaires pour 1'étude
de stabilité et 'estimation d’état des systémes linéaires et non linéaires. Le chapitre a commencé
par un rappel de quelques notions et définitions structurelles liés au probléme d’observabilité. En
deuxiéme temps, un état de 'art regroupant la majorité des techniques de conception d’obser-
vateurs dans le cas continu et discret a été présenté. Ce chapitre a été cloturé par un bref rappel
des types de commandes des systémes dynamiques et systémes interconnectés. A ce stade, il est
important de signaler la dépendance de l’observabilité des systémes non linéaires vis-a-vis de
I’entrée, ce qui explique I'inéxistance d’'une méthode universelle pour la synthése d’observateurs.
Les chercheurs ont eu recours & des méthodes basées sur la linéarisation autour d’un point de
fonctionnement ou des algorithmes non linéaires spécifiques a chaque classe étudiée.
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Chapitre 3

Observation et commande décentralisée
des systémes interconnectés

"Quant & la théorie, c’est quand on sait tout et que rien ne fonctionne. La pratique, elle, c’est
quand tout fonctionne et que personne ne sait pourquoi. Evidemment, si la pratique et la
théorie sont réunies, rien ne fonctionne et on ne sait pas pourquoi.”

Albert Finstein
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Chapitre 8. Observation et commande décentralisée des systéemes interconnectés

3.1 Introduction

De nos jours, les systémes sont de plus en plus complexes. Pour les systémes interconnectés,
le contréle décentralisé présente un avantage puisqu’il surmonte les limites liées & la commande
centralisée traditionnelle nécessitant une bande passante de communication suffisamment impor-
tante pour échanger des informations entre les sous-systémes. Une motivation importante pour la
conception d’une structure décentralisée est que les systémes interconnectés peuvent étre décom-
posés en sous-systémes de faible ordre. Par conséquent, la procédure de conception est simplifiée
et la tache de commande peut étre partagée par tous les controleurs des sous-systéme. En outre,
dans divers domaines comme les systémes électriques, la robotique et les structures spatiales, les
systémes interconnectés sont délocalisés géographiquement.

Dans de nombreux cas, les sous-systémes sont déconnectés et reliés & nouveau de maniére
imprévisible et incertaine pour effectuer des taches programmées [SS01]. Dans une telle confi-
guration structurelle, il faut une stratégie de contrdle qui peut garantir la stabilité connective
du systéme global [Sil91, SS01] ou peut atteindre une performance de robustesse souhaitée en
présence d’interconnexions incertaines |Gon95, Jia0O0|. La plupart des stratégies de commande
supposent que les états des sous-systémes sont disponibles [GS89, GWNM96]. Des limitations de
type économiques ou technologiques font que cette hypothése n’est pas toujours vraie. Une so-
lution & ces limitations réside dans 'utilisation des capteurs logiciels, connus sous le nom des
observateurs / estimateurs. La synthése d’observateur pour les systémes interconnectés a attiré
I’attention de la communauté automatique durant les trois derniéres décennies.

Ce chapitre propose une nouvelle approche de synthése de commande décentralisée basée
observateur pour les systémes non linéaires interconnectés. Ces interconnexions seront supposées
incertaines. Le but est alors d’estimer les états de chaque sous-systémes par des observateurs
locaux qui vont étre par la suite utilisés dans la synthése du correcteur local associé au sous-
systéme en utilisant le DMVT. Les conditions de synthése établies sont exprimées sous forme des
inégalités matricielles (LMI) non restrictives par rapport a d’autres approches dans la litérature.

Le chapitre commence par synthétiser une commande décentralisée basée observateur pour
les systémes non linéaires interconnectés et le cas d’'une commande optimale de méme type sera
aussi abordé. Ensuite, Ensuite, le travail est étendu aux systémes non linéaires interconnectés
avec des interconnexions non linéaires et au cas temps discret. Chaque méthode de synthése est
validée par un exemple numérique.

3.2 Commande décentralisée basée observateur pour les systémes
interconnectés a temps continu

Dans cette partie, le probléme de la commande basée observateur pour les systémes intercon-
nectés a temps continu va étre traité.

3.2.1 Position du probléme
Considérons un systéme non linéaire interconnecté composé d’un nombre fini N de sous-
systémes. Chaque sous-systéme S; est représenté par les équations suivantes :
{ l’z(t) = All'l(t) + Blul(t) + hi(t, ZL')
yz(t) = szl(t)
avec z;(t) € R™, u;(t) € R™ et y(t) € RP représentent respectivement 1’état, I’entrée et la sortie
du i°™¢ sous-systéme. A;, B; et C; sont des matrices constantes de dimensions adéquates. h;(t, x)

ie{l,.., N} (3.1)
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représente le terme d’interconnexion non linéaire de chaque *™° sous-systéme.
Le systéme interconnecté global S peut étre représenté sous la forme suivante :

{x@ = Az(t) + Bu(t) + h(t, z) (3.2)

y(t) = Cx(t)

. T T T )
ou z(t) = [z](t) ... 2N ()], w(t) = Wl () ... uk(®)] et y(t) = [yi () ... y&(t)]" repré-
sentent respectivement le vecteur d’état global, le vecteur d’entrée et le vecteur de sortie, tels

que
N
Yni = n
i=1
N
d.mp = m (3.3)
i=1
N
lez = p
et
A = diag(Al,...,AN)
B = diag(Bl,...,BN) (34)
C = diag(Ch,...,Cn)
h(t,z) = [h{ (t,z) ... hi(L, x)]T représente le vecteur non linéaire d’interconnexion.

Les paires (A;, B;) et (A;, C;) sont supposées étre, respectivement, stabilisable et détectable.
Supposons que la matrice jacobienne de h;(t, x) satisfait la condition suivante :

6hij (t, (IZ) < —i

hje < =5 =T (3.5)
avec
, [ on.(t,2)
by = ggﬁg( der (Z)>
— Ohy. (t2)
hy = %%( &k(@)

Remarque 3.2.1 [Z7B09] L’inégalité (3.5) implique que la fonction différentiable h; est o-
Lipschitz avec

q n
ai= [ DD max(] hy [2,| Ry |2) (3.6)

j=1k=1
[ ]

L’observateur décentralisé associé au systéme global (3.2), composé de N observateurs locaux,

est donné par : )
{@@ = A&(t) + Bu(t) + L(y(t) — §(1)) (3.7)
a0 = i) '
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avec Z(t) et L désignent, respectivement, I’état estimé du systéme global et la matrice du gain
d’observateur, tel que L = diag(L;), i € {1,...,N}.

Le probléme d’estimation consiste a déterminer un gain L telle que 'erreur d’estimation e(t) =
x(t) — Z(t) converge asymptotiquement vers zéro.

La dynamique de l'erreur d’estimation globale est exprimée comme suit :

E(t) = (A — LO)e(t) + h(t, ) (3.8)

Remarque 3.2.2 Dans la synthése d’observateur local, la fonction non linéaire h n’est pas consi-
dérée puisqu’elle est supposée incertaine. La structure d’observateur du systéme mon linéaire in-
terconnecté global est totalement décentralisée. |

On choisit d’appliquer une loi de commande locale basée sur I’estimation d’état de chaque sous-
systéme. Cette commande a la forme suivante :

uz(t) = —Ki:f}i(t) (3.9)

avec K; € R™i*™ egt la matrice de gain de commande du i sous-systéme.
La loi de commande du systéme global (3.2) est donnée par :

u(t) = —K&(t) (3.10)
avec K = diag(K;), i€ {1,....,N}.

Le développement du systéme non linéaire interconnecté global S en boucle fermée meéne a

{ i(t) = (A- BE)a(t) + BK<(t) + h(t.z) (3.11)

y(t) = Cux(t)

Par conséquent, le nouveau systéme augmenté comprenant le systéme global (3.11) et la dyna-
mique de Perreur d’estimation globale (3.8) est donné par la représentation d’état suivante :

A N

Le systéme résultant peut étre réécrit sous la forme suivante :

(t) = Az(t)+ Uh(t,x)
{x@) — () (3.13)
avec o [ Lo }
I,
v= |7

Le but est de trouver un moyen d’obtenir un gain de commande K et un gain d’observation L
pouvant assurer la stabilité du systéme global.

N.B. Dans ce qui suit, z(t), Z(t), Z(t), u(t) et h(t, ) sont remplacés respectivement par z, Z, &,
u et h.
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3.2. Commande décentralisée basée observateur pour les systémes interconmectés a temps continu

3.2.2 Commande décentralisée basée observateur

Dans la suite, la procédure de synthése d’une loi de commande décentralisée basée observa-
teur assurant la stabilité au sens de Lyapunov du systéme (3.2) est détaillée.

3.2.2.1 Analyse de stabilité
Au départ, la fonction candidate de Lyapunov V(Z) est définie par :
V(%) =z Pz (3.14)

ou la matrice de Lyapunov P est une matrice symétrique définie positive, écrite sous la forme :

P = { ]SC 120 ] (3.15)

avec P, = PI' = diag(P.1, ..., P.n) et P, = PI' = diag(Py1, ..., P,n) sont des matrices symétriques
définies positives.
L’objectif, dans ce qui suit, est de déterminer les conditions pour lesquelles

d_, .
V@ <o (3.16)

En se basant sur (3.14), le développement de l'inégalité(3.16) donne :
(Az +h)TPi+ZTP(AZ +h) <0 (3.17)
L’équation (3.17) peut étre réécrite comme suit :

#T(ATP+ PA)i + hTPz + 7T Ph <0 (3.18)

Proposition 3.2.1 Soit l’ensemble Mé\fn tel que

N N ; i - . .
My, ={v= (V11 ey 01, ...,v;n, ey Vgn) PR <V <hgi=1,. N;j=1,.,¢k=1,..,n,}
(3.19)
L’ensemble Mé\fn est un domaine convexe délimité dont l'ensemble des sommets est défini par :
1 1 1 N j i 7l
VM{;{n ={v =01 Mns - Yano - Van) + vig € {hij hajt} (3.20)
[

Par analogie a 'approche de [ZBB08, ZB09], et en appliquant le principe du DMVT (Annexe A)
sur la fonction h;, on déduit qu’il existe z; € Co(z,0), pour tout j = 1...q, tel que :

q,n o i
it ) = it0) = | D eI 52 ) | (o —0) (3:21)
k=1

En admettant que h;(¢,0) = 0, puis en utilisant la Proposition 3.2.1 et 'équation (3.21), on
obtient :

q,n o "
it = | Y el 52 )|+ (3:22)
k=1
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Chapitre 8. Observation et commande décentralisée des systéemes interconnectés

Soit le changement de variable suivant

Oh; .
mijk = W,ﬁ(zﬂ) avec m; = (miua ey My -"7miqn) (323)

La fonction non linéaire d’interconnexion peut alors s’écrire sous la forme suivante :

hit, ) = B, (m;)z (3.24)
avec
2. (my) = eq(d)eh (k)= () (3.25)
k=1 O

La fonction globale d’interconnexion h(t,z) peut étre réécrite comme suit :

h(t,z) = E,(m)z (3.26)

— - — T
avec E.(m)=[ZEl (m) ... EI (my) |

Remarque 3.2.3 [TB09, ZP07, S509], Considérons une transformation du terme T Pz+zT Ph
de Uéquation (3.18). Le but est d’exprimer cette expression sous la forme d’une inégalité quadra-
tique.

Pour faire face a cette restriction, et en utilisant l’équation (3.13), on obtient :

h=T(m)i (3.27)
avec T'(m) =VE,(m)L. [

La condition garantissant la stabilité asymptotique avec un niveau de performance est donnée
par :

iT(ATP + PA+T(m)TP+ PI'(m)) < 0 (3.28)

Théoréme 3.2.1 Le systéeme global est stable en boucle fermée au sens de Lyapunov s’il existe
des matrices P, = PI' >0, P. = P >0, W = P"1, Y et Z de dimensions appropriées telles
que

Premaére étape. La LMI suivante est faisable

. Ngn
D'mg(F(’yl),...,F(’y2 ™) <0,
v e VMé\’n pour i =1,...,2Nm

(3.29)
avec

F(y') = WAT 4+ AW — YT BT — BY + WET(y}) + E,()W < 0

Ensuite, le gain du controleur est donné par K = YW ™! on K = diag(K1, ..., Ky).
Deuziéme étape. En remplacant le gain K et les matrices Y et W par leurs valeurs trouvées, la
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3.2. Commande décentralisée basée observateur pour les systémes interconmectés a temps continu

LMI suivante devient faisable

Diag(F(y'), ..., F(y*"™")) < 0,

v e VMéVn pour i =1,...,2Nm
avec (3.30)
, (1,1) BK + WEL' ()P,
7\ — z
FW)( (*) ATP,+PA-CT2T +zC ) <
et ‘ ‘
(1,1) = WAT + AW —YTBT — BY + WEL (1)) + 2. (v )W
Ensuite, le gain d’observateur est donné par L = P, YZ ou L = diag(Ly, ..., Ly). |

Preuve. Le développement de I'inégalité (3.28) peut aboutir a cette forme :

X111 X2 >
<0 3.31
< Xo1 X2 (3:31)

ou
X1 =A"P.+ P.A— K'BTP, — P.BK + ZI'(m)P. 4+ P.Z,(m)
X12 = P.BK + ZI'(m)P,
Xoo =ATP, + P,A-CTLTP,— P,LC

Notons qu’il n'y a pas d’algorithmes efficaces pour résoudre simultanément le probléme de
controle et celui d’observateur dans le cas continu. Ainsi, pour résoudre ces deux problémes,
nous procédons en deux étapes : résoudre d’abord les paramétres de la commande, puis résoudre
les paramétres de I'observateur [TB09)].

La premiére étape consiste a multiplier le c6té gauche et le coté droite de I'inégalité matricielle

(3.31) par :
< ‘gf ? ) (3.32)

avec W =WT = P71 >0.
L’équation (3.31) devient

Y Yig + WEI (m)P,
= i 0 3.33
< Yo + P,E.(m)W Yoo < (3:33)
En utilisant les notations Y = KW et Z = PyL, on obtient :
Y11 = WAT + AW —YTBT — BY + W= (m) + Z,(m)W
Yi2 = BK

3.34
Y'21 —_ Ylg ( )

Yoo = ATP, + P A—CTZT — ZC

Maintenant, la détermination des paramétres de commande (décrite par les matrices W et Y)
provient de la résolution de I'inégalité matricielle Y7; < 0.
La résolution de cette LMI donne la matrice de gain de commande

K=yw™! (3.35)
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Chapitre 8. Observation et commande décentralisée des systéemes interconnectés

La deuxiéme étape consiste a trouver le gain d’observation L.
Pour déterminer P, et Z, les paramétres obtenus de la premiére étape sont remplacés dans la
LMI (3.33). Aprés résolution de cette LMI, le gain d’observateur est déduit de cette expression :

L=P 'z (3.36)

3.2.2.2 Reésultats de simulation

Les résultats de simulation donnés ci-dessous concernent ’exemple du réseau électrique décrit

dans le Chapitre 1.
Les matrices de gains du contrdleur et d’observateur obtenues apreés la résolution des LMIs (3.29)
et (3.30) sont :

K = diag(K;)

L = diag(L;)
pour i = 1,2, 3 et tel que

K1 = [ 531.7855 54.9790 130.4770 7.5280 ]

Ky = [ 437.8670 52.7522 105.6699 6.7756 ]
K3 = [ 437.8670 52.7522 105.6699 6.7756 ]

5.204
2.036
0.179
| —4.219 |

Ly =103

4.762
1.933
0.174

| —3.887 |

Ly =10°

4.762
1.933
0.174

| —3.887 |

Ly =10°

Les résultats de la simulation sont donnés par les figures 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5.

Les états x11, T12, T13, T14, et leurs éstimés 11, 12, T13, T14 sont présentés, respectivement,
dans les figures 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4. La méthode proposée assure la convergence de I’état observé
vers ’état du systéme réel.

La figure 3.5 montre I’évolution de l'erreur entre les quatre composantes de 1’état réel et de
I’état estimé du sous-systéme 1 moyennant I’observateur décentralisé proposé. La convergence de
Ierreur d’estimation vers 0 est assurée en 0.5s.

Remarque 3.2.4 La méthode proposée fournit des solutions méme pour des grandes valeurs de
la constante de Lipschitz. |
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FIGURE 3.1 — Sous-systéme 1 : réponse de I'état x1; et de son estimé
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0.1

Tempss]
FIGURE 3.5 — Sous-systéme 1 : comportement de la norme de 'erreur d’estimation

3.2.3 Commande optimale décentralisée basée observateur

Dans cette partie, le probléme de la commande basée observateur en respectant un critére
d’optimisation est traité.
3.2.3.1 Analyse de stabilité

Commengons par une analyse de stabilité du systéme en boucle fermée.
On considére le critére (quadratic cost performance) suivant :

J = /Oo(:vTQx + u” Ru)dt (3.37)
0

ot Q =QT >0et R=R" > 0 sont des matrices de pondération constantes.
En utilisant la commande par retour d’état u = —K&, la fonction du cott (3.37) peut étre
réécrite comme suit :

00 T T
5 7| Q@+ K'RK —K'"RK | .
J—/O z { _KTRK  KTRK |% dt (3.38)
Q
La commande u(t) = —K&(t) est dite une commande de cotits quadratique pour le systéme

augmenté (3.12) et le critére quadratique (3.38), si :
e le systéme en boucle fermée est stable;

61



Chapitre 8. Observation et commande décentralisée des systéemes interconnectés

e la valeur en boucle fermée de la fonction du coits (3.37) satisfait Vinégalité J < J pour
toutes les non-linéarités admissibles.
Considérons la fonction candidate de Lyapunov définie par (3.14).
L’objectif, dans ce qui suit, est de déterminer les conditions pour lesquelles

d

—V(@) + #'Qi <0 (3.39)
En utilisant les équations (3.16) et (3.39), I'inégalité suivante est obtenue :
(Az + ) TPi+iTP(Ai+h) +i7Qz <0 (3.40)

L’équation (3.40) peut étre réécrite comme suit :
iT(ATP+ PA)E +i7Qz + hT Pz + 3 Ph <0 (3.41)

En appliquant la Proposition 3.2.1 et le DMVT (Annexe A) sur la fonction h;, on conclut qu’il
existe un certain z; € Co(x,0), pour tout j = 1...q, tel que :

q,m 8 is
it ) = hit0) = | D e S ) | (o= 0) (3.42)
Jk=1

Admettons que h;(t,0) = 0. En utilisant la Proposition 3.2.1 et I’équation (3.42), la fonction
d’interconnexion du sous-systéme peut étre écrite comme suit :

q,1 o i
mit.) = | Y el 52 )|+ (3.43)
k=1

En se basant sur les équations (3.23),(3.24) et (3.25), la fonction h(t,z) devient

h(t,x) = E,(m)x (3.44)

- - - T
avec Z;(m) = [ EL (m1) ... EI (mp) |

En utilisant la Remarque 3.2.3, la condition de la stabilité asymptotique avec un niveau de
performance garanti est la suivante :

i"(ATP+ PA+Q+TT(m)P+ PT'(m))Z <0 (3.45)

Théoréme 3.2.2 Le systéeme global est stable en boucle fermée au sens de Lyapunov et les per-
formances du coit (3.37) sont garanties s’il eviste des matrices P, = PI > 0, P. = P > 0,
W =P ' Q, R, Y et Z de dimensions appropriées telles que

Premiére étape. La LMI suivante est faisable

. Ngn
Diag(F(v'), ..., F(*™"")) <0,
V€ Vpmy, pour i=1,..., oNan

avec

' WAT + AW —YTBT — BY + WEL () + E,(v}))W W vt
F(y') = (%) Q" 0 <0
(%) (x) -R7!
(3.46)
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Le gain du controleur est donné par K = YW ™! ot K = diag(K1, ..., Ky).
Deuziéme étape. En remplacant le gain K et les matrices Y et W par leurs valeurs trouvées, la

LMI suivante devient faisable

. Ngn
Diag(F(y'), ... F(*™™")) <0,
7 € Vmy, pour i =1, ..., 2Nan

avec (3.47)
Flo) = (1,1) BK —YTRK + WEL ()P, -0
T\ %) ATPy+ Py A-CTZT — ZC + KTRK
et ' '
(1,1) = WAT + AW —YTBT - BY + WL () + Z.(y")W + WQW + YT RY
Le gain d’observateur est donné par L = P, *Z ou L = diag(Ly, ..., Ly). [ |

Preuve. Le développent de (3.45) donne

X111 X2 >
<0 3.48
( Xo1 X2 (348)

avec

X1 =AT"P.+ PPA— K'"BTP. - P.BK + EI'(m)P. + P.Z.(m) + Q + KTRK
X153 = P.BK — KTRK + =T (m)P,

Xo1 = XL = KTBTP. — KTRK + P,=,(m)

Xow=ATP,+ P,A-CTLTP,— P,LC + KTRK

Comme dit précédement ’absence des outils de simulation pouvant résoudre simultanément
le probléme d’observation et de contrdle poussent & résoudre le probléme d’observation et de
commande 'un aprés 'autre.

La premiére étape consiste a multiplier le coté gauche et le coté droite de (3.48) par :

< ‘gf ; ) (3.49)

telles que W = WT = P71 > 0.
L’équation (3.48) devient

YH Y12 + WE?(ITI)PO
( Y21 + POEZ(m)W Y22 <0 (350)

avec

Vi1 = WAT + AW —YTBT — BY + WEL (m) + Z,(m)W + WQW + YT RY

Yis = BK —YTRK

Yo = Yfg

Yoo = ATPy+ PyA—CTZT — ZC + KTRK
et

Y =KW
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Z="P,L

Les parameétres W et Y sont déterminés & partir de la résolution de 'inégalité Yi; < 0.
En appliquant la lemme de Schur, 'inégalité Y11 < 0 peut étre réécrite sous la forme suivante :

WAL + AW —YTBT - BY + WET (m) + Z,(m)W W '
(*) Q' 0 <0 (3.51)
(%) () —R7

Ensuite, la matrice de gain de controle est alors donnée par :
K=yw! (3.52)

Les matrices P, et Z sont déterminées en remplagant les paramétres obtenus de la premiére étape
et en résolvant la LMI (3.50). Le gain d’observateur est déduit de I’expression suivante :

L=P 'z (3.53)

3.2.3.2 Résultats de simulation

On considére I'exemple du réseau électrique décrit dans le Chapitre 1.
Les valeurs des matrices de pondération sont fixées comme suit :

Q=10"%I, , R=10"3I3
Les matrices du gain de commande et du gain d’observateur trouvées sont les suivantes :
Ky =[462.321 81.115 229.122 19.084 |

Ky =[459.784 81.491 211.049 18.536 |
K3=[459.784 81.491 211.049 18.536 |

99.1663 ]
97.3051
1.5329

—7.6471 |

Ly =

88.2933 ]
75.1120
1.3593
—6.7894 |

88.2933 ]
75.1120
1.3593
| —6.7894 |

avec K = diag(K;) et L = diag(L;) pour i =1,2,3.
La figure 3.6 illustre 'erreur d’observation de ’angle du rotor des trois sous-systémes.
Le comportement de la valeur de ||x — Z|| est donné par la figure 3.7.

L3 =
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FIGURE 3.6 — Evolution de l’erreur d’estimation
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La figure 3.6 montre que I’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zéro avec une
trés faible variation (de I'ordre de 5.1073).
Il est clair que la stabilité et la convergence des états du systéme sont assurées par la méthode
proposée.
Quant a la figure 3.8, elle présente I’évolution de la valeur de ’angle estimé du rotor Ady avec une
comparaison aux résultats de [TB09]. La figure 3.8 montre clairement la contribution ajoutée par
notre méthode proposée. En effet, cette méthode réduit I’évolution des pics, pendant le régime
transitoire, et le temps de convergence qui est défini comme 'instant ou ’état atteint une valeur
de £+ 5% du point d’équilibre.

0.25 ‘
——Méthode proposée
N - = Méthode de [TB09]

e
AV
T
-~
-
|

o

fu—

ot

-
|

0.05 So |

Variation de I'angle du rotor|radian]
(e
—
T
-

-
e

-0.05 I I I I

Temps|[sec]

FIGURE 3.8 — Evolution de I'angle estimé du rotor Ady

Pour prouver la contribution acquise du point de vu temps de convergence, les résultats sont
comparés au méthodes de |[WHG98, SS00, GWHO00, TB09]. Les valeurs du temps de convergence
des cinq méthodes sont données dans la table 3.1.

Méthode proposée 0.3 s
Wang|WHGI8] 1.6s
Siljack[SS00] 1.6s
Guo|GWHO0] 1.8s
TIlili[ TB09) 24s

TABLE 3.1 — Temps de convergence

D’apres la table 3.1, Il est évident que la méthode proposée assure une convergence plus
rapide par rapport aux autres méthodes.
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Remarque 3.2.5 1[I est évident que le codt de résolution des probléemes d’optimisation basée sur
la minimisation d’un critére est élevé. Cependant, utilisation de l'approche DMVT donne une
condition de synthése des LMIs moins restrictive.

Pour la méthode proposée (et toutes les approches basées sur les LMI), le gain d’observateur est
calculé hors ligne. Ainsi, il convient aux applications en temps réel. |

Remarque 3.2.6 Dans [GCWHO0] et [SS00], la loi du commande locale de chaque sous-systéme a
besoin de la connaissance de l’état, tandis que la loi de commande locale proposée dans ce travail
est basée sur l’estimation de [’état. Les observateurs décentralisés sont congus pour estimer l’état
des sous-systémes et utilisés pour la synthése d’une commande de rétroaction. |

3.3 Commande décentralisée basée observateur pour les systémes
interconnectés a temps discret

Dans cette section, les détails de la conception de loi de commande décentralisée basée ob-
servateur dans le cas des systémes a temps discret sont présentés.

3.3.1 Position du probléme

Un systéme linéaire avec des interconnexions non linéaires composé de IN sous-systémes S;
peut étre décrit dans le cas du temps discret comme suit :

yi(k) = Cizi(k) ; ie{l,..,N} (3.54)

ou z;(k) € R™, u;(k) € R™ et y;(k) € RPi désignent, respectivement, I’état, I’entrée et la sortie.
A, B et C sont des matrices constantes de dimensions adéquates.

w; : R" — RY est le vecteur non linéaire qui représente le terme d’interconnexion non linéaire
de chaque sous-systéme.

Le systéme global S interconnecté est représenté par 'ensemble des équations suivantes :

{ z(k+ 1) = Az (k) + Bu(k) + o(k, ) (3.55)
y(k) = Cx(k) '
T T T
w(k) = [z1(k) ... 2L (k)] , uk) = [ul (k) ... L (k)] et y(k) = [y (k) ... yL (k)] sont,
respectivement, 1’état global, le vecteur d’entrée global et la sortie globale.
N N N
On définit Y n;=n, > mi=m, Y. pi=p, A= diag(As,...,Ax) , B = diag(B, ..., By) ,
i=1 i=1 i=1
C = diag(C1,...,CN).
o(k,z) = [cpr{(k‘, x) ... go%(k‘, ZE)]T est la fonction d’interconnexion non linéaire globale.
On suppose que la paire (A;, B;) est stabilisable et la paire (A;, C;) est détectable.
N.B. Pour plus de simplicité, on note z(k + 1) par zx11, u(k) par ug, @(k, z) par ¢ et y(k) par
Y-
Ce qui suit concerne la reformulation du probléme de synthése d'une commande basée observateur
en un probléme d’optimisation & base de LMI. Cette reformulation est plus facile a résoudre avec
les outils logiciels existants.
On suppose que la fonction @; satisfait la condition suivante :

, Op;. .
—o0< ¢, < (%’: <Pl < 400 (3.56)
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avec

Remarque 3.3.1 La fonction p; est a;-Lipschitz avec

q n
ai= | > > maz(l g, %@ ?) (3.57)

j=1h=1
[ |

On propose un observateur de Luenberger décentralisé pour le systéme global (3.55) décrit comme
suit :

{ Tpy1 = A2y + Bug + L(yx, — Ur) (3.58)

Uk = Ciy,
avec 2y, désigne l'estimation de I’état du systéme global xy.
Cet observateur est composé de N observateurs locaux et sa matrice du gain L a la forme

suivante :
L =diag(Ly, ..., LN)

L’estimation d’un systéme consiste & calculer un gain L qui permet de rapprocher 1’état estimé
Zi le plus possible de I'état réel x; et donc assurer la convergence asymptotique de l'erreur
d’estimation e = xj — Tp vers zéro.

Ainsi, la dynamique de I'erreur d’estimation globale est définie par :

eht1 = (A= LO)ek, + i, (3.59)

Remarque 3.3.2 La fonction o est supposée étre incertaine, donc elle n’est pas considérée dans
la synthése du gain d’observateur. L’observateur du systéme non linéaire interconnecté global est
totalement décentralisé et il n’y a pas d’échange d’informations entre les sous-systémes. |

Affin d’assurer la stabilité, une loi de commande est appliquée sur chaque sous-systéme. L’ex-
pression de cette loi de commande locale est donnée par :

Ui = — IG5 (3.60)

ou K; € R™*™ représente la matrice du gain de commande de chaque sous-systéme.
Pour le systéme global, la loi de commande est exprimé par :

U = —K{i‘k (3.61)

avec K = diag(Ki, ..., Kn).
En utilisant 'expression de la commande (3.61), le systéme non linéaire global interconnecté aura
la structure suivante :

{ rp11 = (A— BK)xp + BKey + oy, (3.62)

yr = Cxy,
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Le systéme augmenté s’écrit comme suit :

Th+1 . A— BK BK Tk In
[ €kt } - { 0  A-LC || e || 1 |? (3:63)
—_———— ~ —_—— —

Th41 A Tp Pk

Ce systéme peut étre réécrit sous la forme suivante :

Tpp1 = AZy + Pp
.64
{ xkzﬁick (36 )

onl=[1I, 0],¢r="Cppet¥=[1I1, I,
Pour assurer la stabilité du systéme global, les gains K et L doivent étre calculés.

]T

3.3.2 Analyse de stabilité

Dans cette partie, 'analyse de stabilité du systéme en boucle fermée sera prouvée.
La fonction de Lyapunov V (Z) est définie par :

V(Z) = &L Py, (3.65)
avec
P. 0
P10 5]

ott P, = PI' = diag(P.1, ..., P.x) et P, = PI' = diag(Py, ..., P,n) sont des matrices de Lyapunov
symétriques et définies positives.
L’objectif est d’établir les conditions pour lesquelles
V(Zge1) = V(Z) <0 (3.66)
D’aprés (3.65) et (3.66), on obtient :
i (ATPA — P)iy + 2L AT P@y + ¢L PAZy + ¢L Py, < 0 (3.67)

Proposition 3.3.1 L’ensemble W

q,n

est défini par

N 1 1 1 Ny, i S S i o
Wy = {v = (V11, -+, Vi -0y Ugns ""an)fé‘h <V <Pp,i=1.,N;j=1,..,¢h=1..n}

(3.68)
L’ensemble Wé\fn est un domaine convexwe borné.
L’ensemble des sommets est défini par
Vs, = {7 = (310 Vs oo Yano Vo) * Vi € {85, @i} (3.69)
Ny y e fIny o gno qn jh Xin’ Jjh

En appliquant le DMVT sur la fonction ¢;, on déduit qu’il existe zf € Co(z;,0) pour tout
j=1l.n, o

q,n 8 is
eile) = @i(0) = | D ealien G 2 () | (= 0) (3.70)
jh=1

69



Chapitre 8. Observation et commande décentralisée des systéemes interconnectés

On assume que ¢;(0) = 0. En utilisant la proposition 3.3.1, on obtient :

q?n

dpi;

pi(x) = | Y eq(@en ()5 (2) | @ (3.71)
jh=1 h
Opi.. . .
Le parameétre ai " (zf) évolue dans le domaine convexe délimité Wé\fn dont les 2V9" ¢léments
sont définis dans I’ensemble des sommets VWéVn'
Soit la notation suivante : ’
8<pi .
n, = W}f(zf) avec Mg = (M, .y My s ooy i) (3.72)
Le vecteur ¢;(x) peut étre réécrit comme suit :
pi(z) = I (n)z (3.73)
avec
q,n 890
. (23
1L () = | 3 )l 5 () (374
J:h=1
Ensuite, ¢(z) est donnée par I’équation suivante :
o(z) =1 (n)z (3.75)
T
avec IL(n)=[ L (n) ... IIL (nn) |

Théoréme 3.3.1 Le systéme global interconnecté S est stable en boucle fermée au sens de Lya-
punov s’il existe des matrices P, = PCT >0, P, = POT >0,U, R etY de dimensions appropriées
telles que

P.B=BU
I I1-U
{(ﬂ I ]>°

. Ngn
Diag(F(y"), ..., F(»*™™")) < 0,
7 € Yy, pour i =1, ..., 2Nan

(1,1) 1,7 (') (P,A — YC) (PBA—R+PIL()T 0
n | () ATPA—-ATYC -CTYTA RT OTyT
FO=1 ® P, 0o | <
) () (+) P,
(3.76)

ou (1,1) = HZT('Yi)PoHZ('Vi)-
Le gain d’observateur est donné par L = P; 'Y ou L = diag(Ly, ..., Ly). Le gain du contréleur
est donné par K = U™ R tel que K = diag(K1, ..., Ky). |

70
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Preuve. L’idée est d’exprimer 1’équation (3.67) sous une forme quadratique.
En utilisant I’équation (3.64), on obtient :

¢ =T%(n)z (3.77)

avec 'Y = WIIL(n)L.
En utilisant le principe de convexité [BGEFB94], la condition de la stabilité asymptotique (3.67)
devient

;ﬁ(ﬂ?A—P+AﬁT%@+Fﬂmﬂ%+meﬂT%®>m<O (3.78)

Le théoréme 3.3.1 peut étre prouvé avec la transformation de 'inégalité (3.78) en LMI.

A partir de (3.78) on obtient :
M1 Mg
<0 3.79

< Moy Moo ) (3:79)

avec

My, = (A—BK +T0,(n)" P.(A - BK +IL,(n)) + I, (n)" P11, (n)
M (A— BK +1I,(n))"P.BK + 11,7 (n) P,(A — LC)

Moy KTBTP,(A— BK +11,(n)) + (A — LC)TP,I1,(n)

My, = (A—-LC)'P,(A-LC)+ K'BTP.BK

(3.80)

Cependant, I'inégalité matricielle (3.79) est une BMI. Dans la littérature récente [AM16, BBZ12],
de nombreuses activités de recherche ont été proposées pour surmonter cette difficulté. Ainsi, on
considére les changement de variables suivants :

P.B = BU
R=UK
Y = P,L

Donc, I'équation (3.80) se transforme en

Ni1 Ny
<0 3.81
< No; N > (3:81)

avec
Ni = (P.A-BR+PILW) P (PA~ BR + RIL(n)) + IL.” (0 PIL (n)
Nig = (PA—BR+ PIL(n))" P7'BR+ (1] (n) P,) P, (P, A = Y O)

Noy = Npf
Ny = (PB,A-YO)'P,Y(P,A-YC)+ RT'BTP'BR

(3.82)

En appliquant la lemme de Schur, la LMI (3.81) devient faisable et équivalente a (3.76), ce qui
compléte la preuve. |
3.3.3 Reésultats de simulation

Afin d’évaluer les performances de la commande proposée, on considére ’exemple suivant qui
contient deux sous-systémes non linéaires continus :

{ .CI}Z(LL) = Acil‘i(t) + Bciui(t) + hci(’i, x)
y(t) = Ceizi(t)
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0 1

e

Ca=[1 0]

pour ¢ = 1,2 avec

N
hei= Y piGijgij(wi, z))
=Lt

o2

gij(l’i,iﬂj) = sin(wij — l‘ji)

— pi; est une constante qui peut étre 1 ou 0; p;; = 0 signifie que le i et le j°™¢ sous-
systémes n’ont aucun lien entre eux;
— fl =—15et .52 =-1.5
hei(k, z(k)) est une fonction non linéaire qui refléte I'interconnexion entre les sous-systémes.
Aprés la discrétisation de ce systéme avec la méthode d’Euler, le systéme a temps discret résultant
est décrit comme suit :

xi(k + 1) = A;x; + Bzuz(k) + hi(k, x)

avec A; = Ir + TeAci7 B; =T.B;, C;=C, et hi(k‘, x(k‘) = Tehci(t, l’(t))

La fonction d’interconnexion non linéaire est exprimée par :

(8] me-[ ]

{ hia = Teé1g12(x1, 2)
hag = Tebag21 (22, 1)

avec

En utilisant le solveur de LMI approprié, la solution faisable du théoréme 3.3.1 est
— Pour la commande

K =diag(K;) ; i=1,2

Ky =1[04456 1.5157 |

Ky =] 04456 1.5157 |
— Pour 'observateur

L =diag(L;) ; i=1,2

[ 0.8925 ]
L=

0.4075

0.8925
L= [ 0.4075 ]
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—_—2T11
- = -fi/'ll ]
-04 L L 1 1
0 2 4 6 8 10
Temps|s]
FIGURE 3.9 — Réponse de x11 et de son estimé Z11
2
—_—22
- = ‘%22 I
1t i
15) f
_2 L L L L
0 2 4 6 8 10

Temps|s]

FIGURE 3.10 — Réponse de x92 et de son estimé Zoo
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25} —
—E&12 = X12 — T12

—cy1 = To] — Fa1

1.5} .

Temps]s]

FIGURE 3.11 — Evolution des erreurs d’estimation 14 et 91

Les figures 3.9 et 3.10 montrent, respectivement, I’évolution de ’état x1; et son estimé Z1;
et celle de x99 et son estimé Zos.
La figure 3.11 présente la dynamique de 'erreur d’estimation des deux composantes de 1’état du
sous-systéme 1. Comme le montrent ces trois figures, 1’état est trés bien estimé.
Le temps d’échantillonnage T, est choisi égal & 0.1s.

Remarque 3.3.3 La méthode proposée fournit des solutions méme pour des grands parameétres
de délimitation des interconnexions. Dans cet exemple , Augmenter les limites | & | 10 fois est
toléré par ce systéeme, et sa stabilité reste assurée. |

3.4 Commande des systémes interconnectés non linéaires avec
une dynamique non linéaire

Dans cette partie, une approche de conception d’une commande décentralisée basée obser-
vateur pour une classe de systémes interconnectés composés de sous-systémes non linéaires liés
par des interconnexions non linéaires variables dans le temps est présentée. La non-linéarité
de chaque sous-systéme est supposée Lipschitzienne et les non-linéarités d’interconnexion sont
assumeées incertaines.
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3.4. Commande des systémes interconnectés non linéaires avec une dynamique non linéaire

3.4.1 Position du probléme

Soit une classe de systéme interconnecté non linéaire composée de N sous-systémes S5; décrits
comme suit :

{ Ti(t) = Ajzi(t) + Biui(t) + @i(ws) + hi(t, x) i€ {1.N} (3.83)

yi(t) = Cizi(t) ;

ot x;(t) € R™, w;(t) € R™ et y;(t) € RP" désignent respectivement les vecteurs d’état, d’entrée
et de sortie de chaque sous-systéme. A;, B; et C; sont des matrices constantes de dimensions
adéquates. @; : R" — R™ est un vecteur non linéaire. h; : R™ — R™ est le terme d’intercon-
nexion qui symbolise la non-linéarité du "¢ sous-systéme.

On suppose que @;(x;) et hi(t, x) sont différentiables par rapport a z(t).

Le systéme interconnecté global S peut étre représenté par :

(3.84)

{ #(t) = Ax(t) + Bu(t) + o(x) + h(t, )
y(t) = Cx(t)

N T T T
ot z(t) = [ (t) ... L ()], u(t) = [uf(t) ... w§@)]" et yt) = [yI () ... y& ()] sont
respectivement, les vecteurs globaux d’état, d’entrée et de sortie.

N N N
avec » . n; =mn, y.m; =m, y.p; = p, A= diag(As,...,Ax), B = diag(By,...,By), C =
i=1 i=1 i=1

diag(ZCl, -, CN).
o(z) =[] (1) ... (pjj\}(SUN)]T et h(t,z) = [hi(t,z) ... hi(t, x)]T sont respectivement le
champ vectoriel non linéaire et la fonction d’interconnexion non linéaire globale.
Les paires (A;, B;) et (A;, C;) sont supposées étre commandable et observable, respectivement.
Les étapes de l'approche proposée et les conditions de la convergence asymptotique sont
fournies ci dessous.
Supposons que les matrices jacobiennes de ¢; et h; satisfont les conditions suivantes [ZBB0g] :

i< 0pi; (i)

—0 S S =g s Pl < +00 (3.85)
. Ohi(x)
— 00 < Ry < 8;% < Ry < 400 (3.86)
avec
8@2"(332)
(3 — . J Z
ik = Jul ( ooy D)

Sojk = ;ne%%% 81‘k (Z)
Oh; (t,z)
(2 . J
by, = min < . (Z)>
— 8hiv(t, x)
J
= s (T )
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Remarque 3.4.1 En utilisant les inégalités (3.85) et (3.86), on déduit que les fonctions diffé-
rentiables p; et h; sont respectivement, «;-Lipschitz et B;-Lipschitz avec :

q n
ai= | > > maz(l g, 171 ) (3.87)
\ j=1k=1
q n B
Bi= | D_ D max(| by | i [2) (3.88)
j=1 k=1
|

L’observateur décentralisé proposé pour le systéme global (3.84) est donné par :
{ B(1) = Ad(t) + Bu(t) + o(@) + L(y(t) — (1)) 550
g(t) = Ci(t)

ou Z(t) désigne I'état estimé du systéme global et L la matrice du gain d’observateur tel que
L = diag(Ly, ..., Ly).

Le gain de l'observateur L doit assurer la convergence asymptotique de 'erreur d’estimation
e(t) = x(t) — z(t) vers zero.

La dynamique de I'erreur d’estimation globale est exprimée comme suit :

E(t) = (A — LO)e(t) + Ap(x) + h(t, z) (3.90)

avec Ap = p(z) — ().

Remarque 3.4.2 La fonction non linéaire h n’est pas considérée dans la synthése du gain de
l’observateur puisqu’elle est supposée incertaine et l’observateur utilisé est totalement décentra-
lisé. |

La loi de commande & utiliser est celle donnée par les équations (3.9) et (3.10).
En utilisant cette loi de commande, le systéme global (3.84) peut étre réecrit comme suit :

{ 2(t) = (A — BK)z(t) + BKe(t) + ¢(z) + h(t,z)
y(t) = Cx(t)

Par conséquent, le systéme augmenté est donné par la représentation d’état suivante :

[ng)) ] :[A_OBK ALEIEC]'[:ES)]*[Ig}‘ﬂ(fﬂ”[[{l}Aw(t)Jr“:]h(t,x)
—— ~———

-~

(3.91)

2

) A (t) @(2) Ag h(t,%)
(3.92)
Le systéme résultant est donné par les équations d’état suivantes :

{ z(t) = AB(t) + S (x(t)) + Adp(a(t) + Yh(t, x(1)) (3.93)

0 I I
Pour assurer la stabilité du systéme global en boucle fermée, une nouvelle LMI est formulée afin
d’obtenir le gain du commande K et le gain d’observateur L. 3
N.B. Dans la suite, Z(t), ¢(Z) et h(t,Z) sont notés respectivement par Z, ¢ et h.

avec L=[1, 0], _[ }7/\_[0],@_[]”]

76



3.4. Commande des systémes interconnectés non linéaires avec une dynamique non linéaire

3.4.2 Analyse de stabilité

Dans cette section, le probléme de la stabilité du systéme (3.84) en boucle fermée est abordé.
Considérons la fonction de Lyapunov V(Z) donnée par '’équation (3.14).
L’objectif est de déterminer les conditions pour lesquelles

d
— V(& 94
V(@) <0 (3.94)
De (3.14) et(3.94), on obtient :
(At + ¢+ Ap+ TP+ 3 P(Ai+ ¢+ Ag+h) <0 (3.95)

L’équation (3.95) peut étre réécrite comme suit :

iT(ATP+ PA)i + TPz + TPy + AT Pi+ 2T PAG + hT Pi+ 2T Ph < 0 (3.96)

Proposition 3.4.1 Soit les ensembles Mé\fn et Wé\fn décrits comme suit :
N 1 1 1 N j i =i :
My, = {0 = (V11505 Vs oy Vg -0 Ugn) :fék SV S Pjpi=1,..,N;j=1,..,¢;k=1,..,n,}
(3.97)
; T ,
Wé\fn = {v = (v}y,...,0],, ...,v;n, ...,vé\,fl) Ch < vy <hji=1,. N;j=1,..,¢k=1,.,n,}
(3.98)

N

Les ensembles My,

sont définis par :

et Wévn sont deux domaines convexes bornés dont les ensembles de sommets
)

VM{;{” = {7 = (7111’ "'a711n7 ‘."7(}”7 7(;\7[1) : 7;] € {ﬂjaﬁg}} (399)
Vo, = {7 = (Bls o Blns s Bans - Ban) : Bl € {hi hiz}} (3.100)
|

En appliquant le DMVT sur les fonctions ;, Ap; et h;, on déduit qu’il existe z}p € Co(x;,0),

ZJ-ASO € Co(z;, 2;) et zjh € Co(z;,0), pour tout j = 1...n, ou

q,n o i
i) = 9i0) = | D e (DR ZE2(D) | (@i - 0) (3.101)
J,k=1
AN al N T &sz Agp ~
pi(zi) = i(@) = | D eqli)en (k) i (2577) | (@i — 24) (3.102)
3,k=1
l Oh;,
altiz) = hi(t.0) = | D el )52 60 | (@ -0) (3.103)
3,k=1

©i(0) et h;(t,0) sont supposées nulles. En utilisant la proposition 3.4.1, on obtient :

88%

i) = colf)en (k) 52 (7) | wi (3.104)
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N gn ' Tk@goij A '

o= | X el o
— N T ahij h

hi(t,z) = j;leq(j)en(k)amk(zj) T

0p; .
A 5P
Le parameétre - (z;

sont définis dans ’ensemble des sommets Vmy, -

(3.105)

(3.106)

) évolue dans le domaine convexe délimité Mé\fn dont les 2V ¢léments

(3.107)

Oh; ; . RTNT
De méme, le paramétre 8951,: (zjh) évolue dans le domaine convexe délimité Wé\,f’l’l dont les 2Van
éléments sont définis dans I’ensemble des sommets Vyn .
q,n
On note :
_ %% 0 —
nijk = Txk(zj) avec n; = (nin,...,niln,...,niqn)
Oh;
"% (h - . ) )
M, = g (2]) avec Wy = (Mg, .0y Mgy, ey My, )

Les vecteurs @;(z;) et hi(t,z) s’écrivent alors comme suit :

pi(wi) = =% (ni)

avec _

Cl . i

=7 (ny) = eq(j)ef(k’)aT](zf)
k=1 k
A . i,

25P) = | D eqlien (k)5 2 (557%)

k=1 K
o Ohi,

2 (m;) = eq(d)eh( )&CJ (=)
k=1 K

avec .
—_ — T —_ T
=) = [ 25 (), . EE(nn) |
:Acp o r—\A(,DT HAC,OT T
=y (n) = { i (nl)7 vy Sy (I‘lN) }
—_ —_hT —_hT
=h(m) = [ :Zl (my), ..., :ZN(mN) }
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3.4. Commande des systémes interconnectés non linéaires avec une dynamique non linéaire

Les fonctions ¢ et h sont données par :
o =I%n)z (3.118)

h=T"m)z (3.119)

avec

Une reformulation de l'inégalité (3.96) est possible de la maniére suivante :

7T (ATP + PA+T9" (n)P + PI?(n) + " (m)P + PFh(m)) F<0 (3.120)
avec
i_[A-BK BK
- 0 A+ 22 (n) — LC

Théoréme 3.4.1 Le systéme global est stable en boucle fermée au sens de Lyapunov s’il existe
des matrices Py = P >0, P.= PL >0, W = P71, Y et Z de dimensions appropriées telles
que

Premiére étape. La LMI suivante est faisable

Diag(F(y,8Y), ... F(y*"", p*"™)) <0,
vt € VM(]]\{R pour i =1,...,2Nm
B € Yy, pour i =1,..., 2N (3.121)
avec
F(y,p) = WAT + AW —YTBT — BY + WE¢' () + Z£(v)W < 0

Le gain du controleur est donné par K = YW~ tel que K = diag(K1, ..., Kyn).
Deuxieme étape. En remplacant le gain K et les matrices Y et W par leurs valeurs trouvées, la
LMI suivante est faisable

Diag(F(v',8Y), ..., F(*"™", 2"™)) < 0,

vt e Vf‘/lé\fn pour i =1,..., 2N

Bt e ngn pour i =1,...,2Nm

avec (3.122)

F(’yi,ﬁl) — ( (t;;) BK—FWEQ <5i)Po ) <0

(2,2)
on
T . .
(1,1) = WAT + AW —YTBT — BY + WEY TW) +EL(y)W
(2,2) = ATP, + P,A— CT 2T — 2C + WE2¥" (41)P, + P,E2¢ (v} )W
Le gain d’observateur est donné par L = P; 17 tel que L = diag(Ly, ..., Ly). |
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Preuve. Le développement de l'inégalité (3.120) donne :

< 21 féz ) <0 (3.123)
avec
X11 = (A—BK)TP.+ P.(A— BK)+E¢ ()P, + P.ES(n) + =" (m) P, + P.E"(m)
X1 = P.BK+ZM (m)P,
Xy = Xl =KTBTP.+ P,E!(m)
Xos = (A—LC)TP, + Py(A— LC) +E2¢" (n)P, + P,E2%(n)

La synthése des gains d’observateurs et de commande se fait en deux étapes : La premiére consiste
a chercher le gain K et la deuxiéme aboutit aux paramétres de gain d’observateur L.

On procéde a la multiplication du coté gauche et du c6té droite de 'inégalité matricielle (3.123)
par

(‘g/ ?.) , W=wT=pP1>0 (3.124)
L’équation (3.123) sera exprimée de la fagon suivante :
Y, Yig + WE (m)P,
N 2t W () A <0 (3.125)
(x) Yoo + WEZ¥ (n)P, + P27 (M)W

En utilisant les notations Y = KW et Z = P,L, on obtient :

Yii = WAT + AW — YTBT — BY + WE?' (m) + E¢(m)W
Yio = BK

Yor = Yfg

Yoo = ATP,+ P,A—-CTZT — zC

La détermination de K provient de la résolution de I'inégalité matricielle Y11 < 0 :
WAT + AW —YTBT — BY + WE?" (m) + Z2(n)W < 0 (3.126)
Ainsi on obtient le gain K en résolvant 1’expression suivante :
K=yw™! (3.127)

L’étape suivante consiste a calculer le gain L & partir de (3.125). La valeur de L est alors déduite
de I’équation suivante :
L=P 'z (3.128)

3.4.3 Reésultats de simulation

Dans cette section, efficacité de la commande décentralisée proposée est vérifiée sur un
exemple numeérique.
Considérons trois sous-systémes continus non linéaires sous la forme de (3.83) avec

~10 1 0 0 1
486 —1.26 486 0 0
Ai = 0 0 —22 1 Bi=1
1.95 0 —195 —6 0.5
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3.4. Commande des systémes interconnectés non linéaires avec une dynamique non linéaire

0
0 100 0
i) = 0 Ci_[o 10 0]

3.205 sin(x;3)

1=1,2,3

— hi(t,z) = Eé\le ki Pijgij (i, x;) est un vecteur non linéaire caractérisant I'interconnexion
entre les sous-systémes ;
— pij est une constante de 1 ou 0;
— pij = 0 signifie que le i sous-systéme n’a aucun lien avec le 7¢¢ sous-systéme ;
— 9ij (@i, x5) = sin(xiz — x;53).
Les fonctions d’interconnexion non linéaire des trois sous-systémes peuvent étre exprimées comme
suit :

0 0 0
0 0 0
h(x) =1 ha(z) = hs(z) =
hi14 haa haa
avec
hia = a12g12(x1, 2) + 13913(21, *3)
hos = a21921(x2, 1) + (23g23(2, x3)
hsq = az1931(x3, 1) + a32932(23, T2)
ajo = ajz3 = —13.10 ; a9 = asg = az; = aze = —8.05

Les matrices des gains de commande et d’observateur calculés par la résolution des LMI (3.121)-
(3.122) sont

Ky =[ —39.3644 —1.2102 48.8901 —0.1335 |
Ko = —39.3644 —1.2102 48.8901 —0.1335 |
K3 =[ —39.3644 —1.2102 48.8901 —0.1335 |
[ —9.496 —24.396 ]
;o_ | 23224 —12.469
L= 1 -6.263 25210
| 13112 21.420 |
[ —9.496 —24.672 ]
;. _ | —22.931 —16.912
27 | —8.6290 25.462
| 13128 32.750 |
[ —9.496 —24.672
I._ | —22.931 —16.912
37 | —8.6290 25.462
13.128  32.750

avec K = diag(K;) et L = diag(L;) pour ¢ € {1,2,3}.
Les figures 3.12 et 3.13 présentent 1’évolution des états x11, 12 et leurs estimés respectifs

T11, Z12.
Les figures 3.14, 3.15, 3.16 et 3.17 montrent I’évolution de la norme de 'erreur d’estimation
des quatre composantes de I'état du 1" sous-systéme.
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3.4. Commande des systémes interconnectés non linéaires avec une dynamique non linéaire

1.2

0.8}

0.6

0.4

0.2

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3 {

0.2

0.1

— llz11 = 2
1 2 3 4 5
Temps|s]
FIGURE 3.14 — Evolution de ||z11 — Z11]]
—llz2 — 2| |
1 2 3 4 5
Temps]s]

FIGURE 3.15 — Evolution de ||z12 — Z12]]

83



Chapitre 8. Observation et commande décentralisée des systéemes interconnectés

0.6

— [|z13 — @3]
0.5 i

0.4} N

0.3} i

0.2} N

0.1 N

Tempss]

FIGURE 3.16 — Evolution de ||z13 — Z13]]

0.9+ N .
— l|lz1a — Z14]|
0.8 - i

0.7+ i

ool |

0.5 i

0.4 N

0.3 i

0.2+ i

0.1+ N

Tempss]
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3.5. Conclusion

Les résultats de simulation montrent des bonnes performances au niveau de la convergence.

3.5 Conclusion

Ce chapitre s’intéresse a la commande décentralisée basée observateur pour une classe de sys-
témes non linéaire interconnectés a grande dimension. Les interconnexions non linéaires entre les
sous-systémes ont été supposées bornées et incertaines. Pour synthétiser la commande par retour
d’état locale, des signaux de sortie locaux de chaque sous-systéme sont requis. Une connaissance
exacte des interconnexions non linéaires n’est pas nécessaire pour 'approche proposée.

Dans un premier temps, une approche de synthése de loi de commande basée observateur est
développée. Des conditions de synthése non restrictives pour la fonction d’interconnexion non
linéaires sont synthétisées en utilisant le principe de DMVT. Ces conditions sont exprimées en
terme de contraintes LMI. Le deuxiéme volet de ce chapitre est consacré a la synthése d’une
commande optimale basée sur un critére de cotlits quadratique. Une extension vers les systémes
a temps discret a été par la suite présentée.

Le chapitre se termine par la synthése d’une loi de commande basée observateur pour les sys-
témes non linéaires interconnectés par des interconnexions non linéaires. De nouvelles conditions
exprimées sous forme de LMI ont été élaborées en utilisant le DMVT.
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Chapitre 4

Commande décentralisée de type Ho
pour les systémes interconnectés

"Nous souhaitons la vérité, et ne trouvons en nous qu’incertitude."

Blaise Pascal

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . @ & @ @ i i i i i i it e e e e e e e e e e 88
4.2 Commande décentralisée basée sur un filtre H,, . . . ... ... ... 88
4.2.1 Position du probléme . . . . . . . ..o 88
4.2.2 Analyse de stabilité . . . .. ... L oL 90
4.2.3 Résultats de simulation . . . . . ... ... ... ... ... .. ..., 94
4.3 Commande robuste décentralisée basée sur un filtre H, . . ... .. 95
4.3.1 Position du probléme . . . . . ... ..o o 95
4.3.2 Analyse de stabilité . . . . . ... o 97
4.3.3 Résultats de simulation . . . . ... ... ... ... ... ... ..., 101
4.4 Conclusion . . . . . . i i i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 105

87



Chapitre 4. Commande décentralisée de type Hoo pour les systémes interconnectés

4.1 Introduction

Un modéle mathématique différe forcément d’un systéme physique réel soit pour des raisons de
modélisation (erreurs d’estimation, paramétres incertains), soit pour des raisons de simplification
volontaire au moment de la modélisation (position d’hypothéses, approximation). La question
cruciale pour un ingénieur qui souhaite synthétiser un contréleur pour un systéme physique est
donc de savoir si ce correcteur, congu pour assurer au modéle certaines propriétés, sera capable
de les garantir au systéme réel. Si c’est le cas, le correcteur est dit robuste. La majorité des
systémes physiques sont en interaction avec leur environnement, et une perturbation extérieure
peut souvent affecter son fonctionnement. Filtrer ou amortir ’effet de cette perturbation est une
tache nécessaire pour garantir les performances désirées.

Dans ce chapitre, on va traiter le cas des systémes non linéaires interconnectés en présence de
perturbations aléatoires et bornées. Une loi de commande H., décentralisée basée observateur est
synthétisée. Des conditions suffisantes de stabilité sous forme de LMI sont élaborées en analysant
la stabilité au sens de Lyaounov et en appliquant le principe du DMV'T sur la fonction non linéaire
incertaine variante dans le temps. Le travail est ensuite élargi pour les systémes non linéaires
interconnectés en présence des incertitudes paramétriques affectant I’entrée et la sortie, ainsi que
des perturbations au niveau de la dynamique du systéme et au niveau des mesures de sortie.
Une loi de commande robuste H, décentralisée basée observateur est par la suite présentée. Les
résultats obtenus sont validés sur le modéle électrique présenté dans le premier chapitre.

4.2 Commande décentralisée basée sur un filtre H

Dans cette partie, le probléme de la commande basée sur un filtre H,, pour les systémes
interconnectés a temps continu sera traité.

4.2.1 Position du probléme

Considérons un systéme non linéaire interconnecté composé d’un nombre fini N de sous-
systémes. Chaque sous-systéme S; est représenté par les équations suivantes :

{ @i (t) = Aswi(t) + Biui(t) + fi(t, ) + Diw;(t) ie{l,.,N} (4.1)

yl(t) = C@l‘l(t) + Eiwi(t) ;

avec z;(t) € R™ w;(t) € R™, y(t) € RPi et w(t) représentent respectivement ’état, 'entrée,
la sortie et la perturbation du ¢ sous-systéme. A;, B; et C; sont des matrices constantes de
dimensions adéquates. f;(t,x) représente le terme d’interconnexion non linéaire variant dans le
temps de chaque sous-systéme. Cette fonction est bornée et assumée d’étre incertaine.

Le systéme interconnecté global S peut étre représenté sous la forme suivante :

{ (t) = Az(t) + Bu(t) + f(t,2) + Dw(t) (4.2)
y(t) = Cz(t) + Fw(t) '
ol N .
— e eR Ym=n, o) = [t{(1) .. af(0)
N T
—u® eR™, Smi=m, ut) = [ () - uR(?)]
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4.2. Commande décentralisée basée sur un filtre Hso

— w(t) € RS, g: si=s, w(t)=[w](t) .. w%(t)]T

) R, sz poy®) =[] (1) - wk®]"

— f(t,x) = [flT(t, x) ... fN(t,:L‘)}T est la fonction d’interconnexion non linéaire globale
— A =diag(Ai,..., AN)

— B =diag(By, ..., BN)

— C = diag(C1,...,Cn)

— D =diag(D7,...,Dn)

— E = diag(Ex, ..., Ex)

— flt,z) = [ff(t,z) ... fE(t x)}T représente le vecteur non linéaire d’interconnexion.

Les paires (4;, B;) et (A;, C;) sont supposées étre, respectivement, stabilisable et détectable.
Supposons que la matrice jacobienne de f;(¢, x) satisfait la condition suivante :

Bﬁ]@ $) —1
T < Fi (4.3)

7 . afz(tur)
ijk = m1n< T (Z)>

—i
fjk =

)
<

avec

Remarque 4.2.1 L’inégalité (4.3) implique que la fonction différentiable f; est o;-Lipschitz avec

n

MQ

maz(| £, %] Fix [?) (4.4)

ay =
7j=1 k=1

Compte tenu du systéme dynamique (4.1), Z;(t) désigne 'état estimé de i“™ sous-systéme obtenu

& partir d’un observateur de la structure suivante :

{ i(t) =
gi(t) =
ou L; désigne la matrice de gain d’observation du ¢¢”*¢ sous-systéme.

L’observateur associé au systéme global (4.2), composé de N observateurs locaux, est donné par :

{ 2(t) = A2(t) + Bu(t) + L(y(t) — §(t))

Ai®i(t) + Byui(t) + Li(yi(t)

— 4i(t)) (4.5)

(4.6)
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Chapitre 4. Commande décentralisée de type Hoo pour les systémes interconnectés

avec L = diag(L;),i =1,..,N et &(t) = [2] () ... i:?:,(t)]T
L’erreur d’observation entre 1’état réel et I'état estimé du 7" sous-systéme est donnée par

gi(t) = zi(t) — &;(t) (4.7)
La dynamique de l'erreur d’estimation est décrite alors comme suit :
€i(t) = (Ai — LiCy)ei(t) + (D; — LiEy)wi(t) + fi(t, ) (4.8)
Ainsi, la dynamique de l'erreur d’estimation globale est exprimée par :
E(t) =(A—-LC)e(t) + (D — LE)w(t) + f(t, ) (4.9)

avec £(t) = z(t) — z(t).
On propose d’appliquer une commande par retour d’état estimé sur chaque sous-systéme. La
forme de la loi de commande appliquée est la suivante :

ui(t) = —KiZi(t) (4.10)

ol Kj; est la matrice de gain de commande du ¢ sous-systéme.
La loi de commande du systéme global est exprimée comme suit :

u(t) = —Ki(t) (4.11)

ou K = diag(K;), i € {1,..., N} désigne la matrice diagonale du gain de commande. Le dévelop-
pement du systéme non linéaire global interconnecté (4.2) en utilisant la loi de commande (4.11)
conduit &

{ i(t) = (A — BK)x(t) + BKe(t) + Dw(t) + f(t, ) (4.12)

y(t) = Cx(t) + Ew(t)

4.2.2 Analyse de stabilité

L’objectif est de déterminer les gains de commande K; pour i € {1,...,N} et les gains
d’observateur L; pour ¢ € {1,..., N} en tenant compte des conditions suivantes :
— pour w(t) = 0, le systéme en boucle fermée et 'observateur (4.6) sont asymptotiquement
stables ;
— En présence de perturbations, le systéme en boucle fermée satisfait le critére Ho.

Théoréme 4.2.1 Pour un niveau d’atténuation des perturbations A > 0, le probléeme de la com-
mande décentralisée basée sur un filtre Hy, correspondant au systéme (4.2), l'observateur (4.6)
et la commande (4.11), est soluble s’il existe m; > 0 et des matrices P = PT >0, R= RT >0,
W =P~ 1Y et Z de dimensions appropriées telles que

Premiére étape. La LMI suivante est faisable

. Ngn
Diag(F(y'), ..., F(*™"")) <0,
v e vMé\’n pour i =1,...,2Nm

(4.13)
avec

F(v) = WA +TIL(H)T - YTBT + (A+1L,(7))W — BY <0
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4.2. Commande décentralisée basée sur un filtre Hso

Ensuite, le gain du controleur est donné par K = YW ™! tel que K = diag(K1, ..., Ky).
Deuziéme étape. En remplacant le gain K et les matrices Y et W par leurs valeurs trouvées, la

LMI suivante devient faisable

min A en respectant
Diag(F(+), .. F(+*"™)) <0,

Y e VMév,n pour i =1,..., 2N
avec (4.14)
A Y11 Y12 Y3
F(y')=] () T2 X3 | <0
() (x) X33
et ) .
(1= W(A+IL®Y) - BK)" + (A+1L.(y') - BK)W
212 = BK + WHZ(’YI)R
Yi3= D
Yoo = (A — LC)TR+ R(A — LC) + I,
Yo3= R(D - LE)
[ X33 = —M\2
Ensuite, le gain d’observateur est donné par L = P, 'Z tel que L = diag(L1, ..., Ly). |

Preuve. Le probléme de la commande décentralisée basée sur un filtre H., consiste a trouver une
matrice L telle que I'erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zero en respectant le
critére Ho,. C’est a dire, chercher un gain de commande K et un gain d’observateur L satisfaisant
la condition suivante :

lz(t) = 2@, < Mlw®)lli, , for £(0)=0 (4.15)

avec un niveau d’atténuation des perturbations (A > 0) qui sera minimisé.
Dong, il suffit de trouver une fonction de Lyapunov V' [ZBB08] pour que

A= %‘;( )+ el (H)e(t) — N2wT (Hw(t) < 0 (4.16)

ou la fonction quadratique de Lyapunov est considérée comme suit :
V(z) = 27 (t)Px(t) + T (t)Re(t) (4.17)

avec P=PT >0et R=R" >0.

Cette fonction de Lyapunov est bien connue dans la littérature pour cette classe de systéme
[Lie04].

Par conséquent, le développement de V(z) donne :

V(z) = (t) [(A— BK)TP + P(A — BK)] =(t ) + 2T (t)PBKe(t) + 2T (t)Pf(t, )
(t)PDw( )+l () KTBTPx(t) + T(t) [(A— LO)TR+ R(A — LC)] £(t)
eT()Rf(t,z) + ¢ ( YR(D — LE)w(t) + fT(t,z)Px(t) + fT(t,z)Re(t)

—I-wT (t)DT Px(t) + wT (t)(D — LE)T Re(t)
(4.18)
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Proposition 4.2.1 L’ensemble Wgn est défini par

Wé\fn = {v=(viy,..., 1, ...,v;n,...,vé\;)f < ’u]k < fjk,z =1,.,.N;j=1,..,¢;k=1,...,n,}
(4.19)
L’ensemble WN est un domaine convexe borné.
L’ensemble des sommets est défini par

VWé\fn = {7 = (7111a "'7’71177,’ "'77(}717 ’Vé\rfz) : 7]1:k € {i;kvfzkz}} (420)

En appliquant le principe du DMVT décrit dans 'annexe A sur la fonction f;, on déduit qu’il
existe z; € Co(z;,0) pour tout j = 1...n, ot

q,n a i
A = 50 = | X @052 ) | @ -0 (1.21)
k=1

On assume que f;(0) = 0. En utilisant la proposition 4.2.1, on obtient

q,n 8 .
filz) = Zeq(j)eg(k:)a;z(zj) x (4.22)
k=1

ofi; . : iz A1
Le paramétre 7z~ L (z;) évolue dans le domaine convexe délimité Wé\fn dont les 29" ¢léments sont
définis dans Pensemble des sommets Vwx, -
Pour des raisons de simplification, on pose la notation suivante :

Ofi;
N = gop (%)) avee My = (Niyy, oy gy, ooy By, ) (4.23)

Le vecteur f;(x) peut étre réécrit comme suit :
filz,t) =1L, (n;)x (4.24)

avec
o o
I () = | 2 ealDef (15525 (1.25)

=1

gk
La fonction d’interconnexion globale f(z) s’écrit sous cette forme :
f(z,t) =T (n)x (4.26)

T
avec II(n)=[ I (ny) ... HZN(nN) ]
L’équation (4.18) peut alors se réécrire sous la forme suivante :

V(z) = 27(t) [(A+1.(n) — BK)'P + P(A+1.(n) — BK)] 2(t) + 2T (t) PDw(t)
+27(t) [PBK + I (n)R] &(t) + &7 (t) [(PBK)T + RIL,(n)] (t)
+eT () [(A— LO)TR+ R(A— LC)] e(t) + T () R(D — LE)w(t)
wl'(t)DT Px(t) + Wt (t)(D — LE)T Re(t)

(4.27)

Donc, en utilisant (4.27) et (4.16), on obtient I'inégalité suivante :

T

A < e(t) Q| ) (4.28)
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ot (1,1) PBK +TIZ(n)R PD
Q=1 (% (2,2) R(D - LE) (4.29)
(%) (%) NI,

(1,1) = (A+1.(n) — BK)TP + P(A+1I,(n) — BK)
{ (2,2)= (A-LC)Y'R+ R(A—LC) +1,

En multipliant la matrice Q donnée par I’équation (4.29) des deux cotés par :

W 0 0
0 I 0 (4.30)
0 0 I
avec W = W7 = P~ on obtient l'inégalité suivante :
Y Y2 Y3
(*) 222 223 <0 (431)
(x)  (*) X3
avec
Y11= W(A+TL(n)— BK)T + (A+1,(n) - BK)W
212 = BK+ WH?(‘(I)R
Si3= D
Yoo = (A—LO)Y'R+ R(A-LC)+ I,
Yo3= R(D - LE)
[ Y33 = M2

A ce stade, un changement de variable est nécessaire pour contourner le probléme de BMI causé
par les expressions KW et RL. Le changement de variable choisi est :

Y =KW

Z =RL

A P’aide de ces changements de variables, I'inégalité (4.31) peut se réécrire sous la forme suivante :

Y11 Y12 Y3
(*) Yoo 293 <0 (4.32)
(%) (%) X3
avec
Y= WA+I, ()T —YTBT + (A+1,(n))W — BY
Y12 = BK+WIIIn)R
Yi3= D

Y= ATR—-CTZT + RA—ZC +1,
Yo3= RD—-ZE
g3 = —AI

La résolution de la LMI 317 < 0 permet de calculer les deux variable W et Y. La valeur du gain
K est alors calculée aprés résolution de I’équation suivante :

K=w"y (4.33)
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En changeant les variable W, Y et K par leurs valeurs dans 'inégalité (4.32), les valeurs de R
et Z seront calculés aprés résolution du probléme d’optimisation (4.14) .
Ainsi la valeur du gain L sera déterminée aprés résolution de I’équation suivante :

L=R1'Z (4.34)
|

4.2.3 Reésultats de simulation

L’exemple du réseau électrique décrit dans le Chapitre 1 est considéré. Pour tester Iefficacité
de la commande type H,, proposée dans cette section, un bruit w(t) va étre injecté pour affecter
létat x(t)

Deux matrices D = diag(D;) et E = diag(F;),i = 1,2,3 vont s’ajouter pour que le modéle aura
la forme du systéme (4.2).
Considérons les valeurs suivantes pour les matrices D; et F;, i € {1,2,3} :

Ei=0
0
1
Di= |,
0

Les matrices du gain de commande et d’observateur calculées a partir de la résolution des
LMI (4.13)-(4.14) sont les suivantes :

Ky =[450.091 62.589 141.492 8.790 |

Ky = [ 402.7640 58.533 109.701 6.988 ]
K3 = [ 402.7640 58.533 109.701 6.988 ]
avec K = diag(K;) pour i € {1,2,3} et
4.320
—245.336

14.026
—31.449

L=

15.0636
—226.4469
11.5793
—28.829

15.0636
—226.4469
11.5793
—28.829

L3 =

avec L = diag(L;) pour i € {1,2,3}.

On remarque & partir de la figure 4.1 qu’en présence de bruit, I'état estimé n’a pas été affecté
par ces perturbations. Une fois que le bruit s’atténue (vers la seconde 4), l'erreur d’estimation
devient presque nulle. La loi de commande basée observateur synthétisée a bien montré son
efficacité.
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FIGURE 4.1 — Générateur 2 : réponse de x99 et de son estimé en présence d’un bruit

4.3 Commande robuste décentralisée basée sur un filtre H,,

Dans cette partie, le probléme de la commande basée sur un filtre Hy, pour les systémes
interconnectés & temps continu qui présentent des incertitudes de modélisation sera abordé.

4.3.1 Position du probléme

Considérons un systéme non linéaire interconnecté composé d’un nombre fini N de sous-
systémes. Chaque sous-systéme S; est représenté par les équations suivantes :

{ T (t) = (A + AA)x;(t) + Biu,(t) + fi(t, z) + Diw;(t)

yi(t) = (C; + ACi)z;(t) + Ewi(t) ; ie{l,..,N} (4.35)

avec x;(t) € R™, u;(t) € R™, y(t) € RPi et w(t) représentent respectivement ’état, 'entrée,
la sortie et la perturbation du iemne sous-systéme. A;, B; et C; sont des matrices constantes
de dimensions adéquates. f;(t,x) représente le terme d’interconnexion non linéaire de chaque
sous-systéme. AA; et AC; sont des incertitudes paramétriques variables en fonction du temps et
supposées avoir les structures suivantes :

AA; = My F;(t)Ny; (4.36)
AC; = MQiFi(t)NQZ‘ (4.37)

My, Mo, Ni; et No; sont des matrices constantes de dimensions appropriées. F;(t) est une
fonction matricielle inconnue avec des éléments mesurables Lebesgue et satisfait :

FR()Fi(t) < I (4.38)
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Le systéme interconnecté global S s’écrit sous la forme suivante :

z(t) = (A+ AA)xz(t) + Bu(t) + f(t,x) + Dw(t) (4.39)
y(t) = (C + AC)z(t) + Ew(t) '
ou N .
o z(t) € R", ;nl =n, z(t)=[2]@) ... 251)]
N T
o u(t) € R™, Z:lmz =m, u(t)=[uf(t) ... ul(t)]
N :
o w(t) e R%, Z si=s, w(t)=[w](t) ... wh ()]
C U0 €R Spi=p o0 = [0) . (0]
o flt,x)=[fl(t,x) ... fL(L, :):)]T est la fonction d’interconnexion non linéaire globale

o A=diag(A1,...,AN), B =diag(By,...,Bn), C = diag(Cy,...,Cy), D = diag(D1, ..., Dy)
et £ = diag(En, ..., En)
AA et AC sont des incertitudes paramétriques pour I'ensemble du systéme. Ces incertitudes
sont représentées sous la forme suivante :

AA = M F(t)\q (4.40)
AC = MoF (t) N> (4.41)
FT)Fit)<I (4.42)

avec  AA = diag(AAy,...,AAyN), AC = diag(ACy,...,ACy), M; = diag(Mi1, ..., Min),
My = diag(May, ..., Man), N1 = diag(N11, ..., Nin), Nz = diag(Na1,...,.Non) et F =
diag(Fl, ceny FN)

ftz) = [fL(tz) ... fL(, x)]T représente le vecteur non linéaire d’interconnexion.

Les paires (A;, B;) et (A;, C;) sont supposées étre, respectivement, stabilisable et détectable.

La fonction f(t,z) garde ses deux propriétés présentées dans I’équation (4.3) et la remarque
4.2.1.
Compte tenu du systéme dynamique (4.35), #;(t) désigne I'état estimé de i
obtenu & partir d’un observateur de la structure suivante :

{ 2i(t) = Ai@i(t) + Biwi(t) + Li(yi(t) — 6i(t)) (4.43)

1“M¢ sous-systéme

Ui (t) = Cix(t)
oul L; désigne la matrice de gain d’observation du ¢ sous-systéme.
L’observateur associé au systéme global (4.39), composé de N observateurs locaux, est donné
par : ‘
{ B(t) = Ad(t) + Bu(t) + L(y(t) - §(1)) (4a4)
g(t) = Ci(t)
. . T
avec L = diag(L;) pour i € {1,..,N} et &(¢t) = [2](t) ... 2K ()] .
L’erreur d’observation entre 1’état réel et I’état estimé du +*"*° sous-systéme est donnée par :

ei(t) = i(t) — #4() (4.45)
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La dynamique de l'erreur d’estimation est décrite comme suit :
gi(t) = (A; — LiCy)ei(t) + (AA; — LiAC)zi(t) + (D; — LiE;)w;(t) + fi(t,x) (4.46)
Ainsi, la dynamique de I'erreur d’estimation globale est exprimée par :
E(t)y=(A—LO)e(t) + (AA — LAC)z(t) + (D — LE)w(t) + f(t,x) (4.47)

avec £(t) = z(t) — z(t).
La loi de commande par retour d’état appliquée sur chaque sous-systéme a la forme suivante :

u;(t) = —Kidi(t) (4.48)

ou Kj; est la matrice de gain de commande du % sous-systéme.
La loi de commande du systéme global est exprimée comme suit :

u(t) = —K#(t) (4.49)

ou K = diag(K;) pour i € {1,.., N} désigne la matrice diagonale du gain de commande.
Le développement du systéme non linéaire global interconnecté (4.39) en appliquant la loi de
commande (4.49) conduit &

{ &(t) = (A+ AA — BK)xz(t) + BKe(t) + Dw(t) + f(t,z) (4.50)
y(t) = (C+ AC)z(t) + Ew(t) '

4.3.2 Analyse de stabilité

Notre objectif est de déterminer les gains de commande Kj; et les gains d’observateur L;, pour
i€ {l,...,N}, en tenant compte des conditions suivantes :
— pour w(t) = 0, le systéme en boucle fermée et 'observateur (4.44) sont asymptotiquement
stables ;
— En présence de perturbations, le systéme en boucle fermée satisfait le critére H.o.

Théoréme 4.3.1 Pour un niveau d’atténuation des perturbations A > 0, le probléeme de la com-
mande décentralisée basée sur un filtre Hoo correspondant au systéme (4.39), Uobservateur (4.44)
et la commande (4.49), est soluble s’il existen; > 0,19 > 0 etn3 > 0 et des matrices P = PT > 0,
R=RT >0, W =P 'Y et Z de dimensions appropriées telles que

Premiére étape. La LMI suivante est faisable

. Ngn
Diag(F ('), ... F(*™™")) <0,
7 € Vmy, pour i = 1,..,2Nam

avec (4.51)
' 21171 W./V’lT WN2T
Fyy=| ) =t +mHl 0 <0
() (%) —n3 T

avec Y111 = W(A+TL(H)T —=YTBT + (A+1L,(+*))W — BY + mMiMT.
Ensuite, le gain du controleur est donné par K = YW1 tel que K = diag(Ky, ..., Kn).
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Deuzieme étape. En remplagant le gain K et les matrices Y et W par leurs valeurs trouvées, la
LMI suivante devient faisable

min A en respectant
Diag(F(vY), ..., F(’yQNqn)) <0,
Y e VMéVn pour i =1,...,2Nm

avec
(4.52)
Y Y12 Y13 0 0
(*) 222 223 R./Vll ZMQ
F(y)=| () () Xz 0 0 <0
(x) () () —ml 0
*) ) ) ) —ml
et
Y= WA+ILE)T =YTBT + (A+IL(Y)W = BY +mMMT + -WNSNoW
+(m )W/\/TN1W
Yo = BK + WHT( DR
Yi3= D
Yoo= ATR-CTZT + RA—ZC +1,
Yo3= RD—-ZF
Ya3 = —A2I,
Ensuite, le gain d’observateur est donné par L = P, 17 tel que L = diag(Ly, ..., Ly). |

Preuve. L’idée derrieére 'utilisation d’un observateur H,, est de trouver une matrice L telle
que l’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zero en respectant le critére Ho,. Ceci
revient & chercher un gain L qui satisfait la condition suivante :

lz(t) = 2@, < Mlw®)lli, , for £(0)=0 (4.53)

avec un niveau d’atténuation des perturbations (A > 0) qui sera minimisé.
L’idée est de trouver une fonction de Lyapunov V' [ZBB08] pour que

A= 88‘;( )+ el ()e(t) — N2wT (Hw(t) < 0 (4.54)

La fonction quadratique de Lyapunov est considérée de la forme suivante :
V(z) = 27 (t)Px(t) + T (t)Re(t) (4.55)

avec P:PT>OetR:RT>0.
Le développement de V(x) donne :

V(x) xT( ) [(A+AA—-BK)TP+ P(A+AA - BK)] (t)
+27(t) [PBK+(AA LAC)TR] e(t) + 2T (t)Pgy(t, x)
+2T(t)PDw(t) + €7 (t) [(PBK)" + R(AA — LAC)] (t) (4.56)
+eT(t) [(A - LC)TR+R(A LC) e(t) + T (t)Ry(t, z) '
+el (R(D — LE)w(t) + g" (t, x) Pa(t) + (t z)Re(t)
+wT'(t) DT Px(t) + (t)(D—LE)TRs()
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La fonction d’interconnexion non linéaire garde ses propriétés garanties par la proposition 4.2.1
et les équations (4.21), (4.22), (4.23), (4.24), (4.25) et (4.26).
L’équation (4.56) peut se réécrire sous la forme suivante :

V(x) xT( t) [(A+ AA+1.(n) — BK)TP+ P(A+ AA+11.(n) — BK)] x(t)

zT(t) [PBK + (AA — LAC)'R + TIE (n)R] e(t) + 2T (t) PDw(t)

eT(t) [(PBK)T + R(AA — LAC) + RIL.(n)] z(t) (4.57)
el(t) [(A= LOYTR+ R(A— LC)] e(t) + T (t)R(D — LE)w(t)

wl'(t)DT Px(t) + Wt (t)(D — LE)T Re(t)

++++

En utilisant (4.40) et (4.41), on obtient :

V(z) xT( t) [(A+T0,(n) — BK)TP + P(A +10,(n) — BK)] 2(t) + 227 (£) PM, F (£) N1z (t)
+z7(t) [PBK + HT( n)R] e(t) + 2e7 (t) RM F(t)N12(t) — 2¢7 (t) RLMo F (1) Naa(t)
+2T(t)PDw(t) + €7 (t) [PBK +TIT ()R] " 2(t) + e!

D

)R(D — LE)w(t)
+eT(t) [(A— LC)TR+R(A LO)) e(t) + w7 (t) DT Px

(t) + wT'(t)(D — LE)T Re(t)
(4.58)
Dans le cas des systéme présentant des incertitudes paramétriques, le but est de synthétiser
des lois de commande qui permettent de dépasser les erreurs de modélisation. Ainsi, les termes
représentant ces erreurs ne doivent pas figurer dans le résultat final.
Des lemmes de majoration ont été présentées dans la littérature pour surmonter cette restriction
[Pet87].
Dans la suite, la lemme de majoration citée dans ’Annexe A sera appliquée sur les trois
termes 2x7 (t)PM1F(t)N1x(t), 26T () RM1F () N1z (t) et 26T (1) RLMoF(t)Nax(t), ce qui per-

met d’introduire les inégalités suivantes :

T(t
P

T OPMEONi2(t) < ma™ () PMMT Pa(t) + 7711:1:T(t)/\/'1T Naz(t)  (459)
el () RMF(t)N1z(t) < moel () RMiMT Re(t) + 771233T(t)/\/'f Niz(t) (4.60)

—2eT(t) RLMoF () Noz(t) < mael (t)RLMoME LT Re(t) + ;:::T(t)/\/;f Nox(t) (4.61)
3

Ainsi, en développant I’équation (4.58) et en utilisant (4.59), (4.60) et (4.61), on obtient I'inégalité
suivante :
Viz) < 2T(t) [(A +10L.(n) — BK)TP+ P(A+1L,(n) — BK) + mPMiM{ P + - NJ Ny
+(& + LINTN | 2(t) + 27 (1) [PBK + T ()R] (1) + 7 (t) PDw(t)
+eT(t) [PBK + HzT(n)R]T z(t) + el (t)R(D — LE)w(t) + w? (t)(D — LE)T Re(t)
(

+e?(t) [(A—= LC)TR + R(A — LC) + naRMyMT R + nsRLMaMEI LT R] £(t)
Wl (t)DT Px(t)
(4.62)
Donc, d’aprés (4.54) et (4.62), I'inégalité suivante est obtenue :
w(t) 1" [ ()
A < e(t) Q| e(t) (4.63)
w(t) w(t)
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ot (1,1) PBK +TIZ(n)R PD
Q=] (2,2) R(D — LE) (4.64)
(%) (%) NI,

(1,1) = (A+1L(n) = BK)TP+ P(A+11.(n) — BK) + mPMiM{ P+ LNTN:
—i—(n% + 7712)/\[1TN'1
(2,2)= (A—LC)'R+ R(A— LC) + mRMiMTR + nsRLMsMELTR + 1,

En multipliant la matrice 2 donnée par ’équation (4.64) des deux cotés par :

w
0
0

O~ O

0
0 (4.65)
I

avec W =WT = P~! on obtient I'inégalité suivante :

Y11 Y12 Y13
(*) Yoo Yo <0 (466)
(*) (%) Xa3

avec

Y11= W(A+,(n) — BK)T + (A+,(n) - BK)W + mMiMT + W—ZWNQTNQW
+(oh ) WNT MW

212 = BK+ WHZ(‘G)R

Yi3= D

Yoo = (A—LO)T'R+ R(A— LC) + maRMiMI R+ nsRLMoMELTR + 1,

Y93 = R(D— LE)

Yag = —NI,

On remarque ici qu'on est en présence d’un probléme de BMI causé par certains termes. La
solution pour ramener (4.66) & une écriture LMI facile a résoudre réside dans 'application de la
Lemme de Schur deux fois. Ceci donne :

Y11 Y12 Y13 0 0

(*) 222 223 RM1 RLMQ

(*)  (*) Xas3 0 0 <0 (4.67)
) (x) () —-ml 0

) (0 ) ) —msl

avec

Siu= W(A+IL®) - BK)" + (A+IL(n) - BE)W +mMiM{ + - WNSNoW
+( + WA MW

212 = BK+ WHZ(I’I)R

Yi3= D

Yoo = (A-LO)'R+ R(A—-LO)+1,

Y93 = R(D— LE)

Y33 = —A2,
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Deux changements de variables sont proposés :
Y =KW

Z =RL

L’application de ces changements de variables sur 'inégalité (4.67) donne :

Y11 Y12 Y13 0 0

(*) 222 223 RM 1 ZMQ

%) (%) T3 0 0 | <o (4.68)
() (x) () —-ml 0

k) 0 ) )  -mal

avec

Sn= WA+IL)" = YTBT + (A+1L,(n))W - BY + m MiM{ + WNTNoW
+( + WA MW

212 = BK+ WHZ(‘G)R

Yi3= D

Yoo= ATR-CTZT + RA—ZC + 1,

Y93 = RD—ZFE

Yag = —N2I,

L’idée consiste a résoudre I'inégalité 317 < 0 pour déterminer les parameétres W, Y et K qui
vont étre par la suite intégrés dans I'inégalité (4.68) pour déterminer le paramétre L.
Pour pouvoir résoudre 17 < 0, il faut réécrire cette BMI sous forme de LMI en utilisant la
Lemme de Schur. Aprés calcul, on obtient 'inégalité suivante :

21171 W./\/-lT WNQT
(*) =t +mHI 0 <0 (4.69)
(%) (%) —n3 T

avec Y111 = W(A+TIL )T —YTBT + (A+1L.(n))W — BY + mMiMT.

Pour calculer les deux variable W et Y, il suffit de résoudre la LMI (4.69), et pour avoir le
gain K du controleur, il suffit de résoudre I’équation qui suit :

K=w"ly (4.70)

Les valeurs de R et Z sont obtenues aprés résolution de l'inégalité (4.68). A partir de ces
valeurs, le gain de I'observateur global L peut étre déduit de I’équation suivante :

L=R1Z (4.71)

4.3.3 Reésultats de simulation

Considérons I'exemple du réseau électrique décrit dans le Chapitre 1. Un bruit w(t) est
injecté et affecte l'état x(t) et la sortie y(t). Les matrices D et E ainsi que les incertitudes
paramétriques décrites ci-dessous vont étre ajoutées pour que le modéle aura la structure décrite
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dans (4.39).
Les variables D; et E; sont choisies de la maniére suivante :
0
1
D; = 1
0
E;=0

pour i € {1,2,3}.
L’incertitude paramétrique associée & la matrice d’état A; du i€ générateur est exprimée
comme suit :
— Pour le générateur 1 :
o AAy = M1 F1Nyy
o M11=1[0 0141 | pup | O]
o F1(t)=1[0 0 —‘0-707|#f1\ —0-707|uf1|]
Nf1|ma:z: ‘Nfl‘max
e Ny = diag(1,1,1,1)
— Pour les générateur 2 :
o AAy = My F1Ny
® M12 = [0 01.41 ’ ,uf2 ‘ 0]
» Bat) = [0 0 Trrel okl
e Ny =diag(1,1,1,1)
Apreés résolution des LMI (4.51)-(4.52), les valeurs des gains de commande locaux K; et les
valeurs des gains d’observateurs locaux L; obtenues sont :

Ky = [ 3825776 52.3508 120.2573 7.4256 |

Ko =[ 318.1824 46.2414 86.6694 5.2808 |

K3 =[ 3181824 46.2414 86.6694 5.2808 |
avec K = diag(K;) pour i € {1,2,3} et

1.8127
—31.0545
1.7755
—3.9810

—0.2958 ]|
32.9288
—4.7511
13.5423

—0.2958
32.9288
—4.7511
13.5423

Ly =

Lo

L3 =

avec L = diag(L;) pour i € {1,2,3}.

Dans les figures 4.2, 4.3, 4.4 et 4.5, il est visible que 1’état estimé converge asymptotiquement
vers I'état d’origie malgré les perturbations qui ont affecté la machine électrique entre 1.8s et
3.7s. La figure 4.6 montre I’évolution des signaux de commande des trois générateurs connectés.
L’efficacité de la commande de type Hoo proposée dans cette section est alors bien montrée.
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FIGURE 4.2 — Comportement de I’état x3;1(f) et de son estimé Z31(¢) dans un contexte de per-
turbation avec w(t) = 0 pour ¢t < 1.8s et t > 3.7s

0.4

0.2 4

—T32
-0.8 - - = T32

Magnitude [radian/sec]

-1.2+ -

-1.4 1 1 1 1 1 I I

Temps|sec|

FIGURE 4.3 — Comportement de I'’état x32(t) et de son estimé Z32(¢) dans un contexte de per-
turbation avec w(t) = 0 pour t < 1.8s et t > 3.7s
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FIGURE 4.4 — Comportement de I’état x33(f) et de son estimé Z33(¢) dans un contexte de per-
turbation avec w(t) = 0 pour ¢t < 1.8s et t > 3.7s
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FIGURE 4.5 — Comportement de I’état x34(t) et de son estimé Z34(¢) dans un contexte de per-
turbation avec w(t) = 0 pour t < 1.8s et t > 3.7s
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FIGURE 4.6 — Evolution du signal de commande u pour les trois sous-systémes

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode de synthése d’'une commande basée observateur de type Hy a
été développée pour les systémes non linéaires interconnectés en présence de bruits. Cette com-
mande a pour but d’atténuer 'effet du bruit affectant la dynamique du systéme. Un probléme
d’optimisation sous forme de LMI a été présenté. Dans un deuxiéme temps, une extension aux
cas des systémes non linéaires interconnectés incertains a été faite. La loi de commande décen-
tralisée obtenue a pour but I'attenuation des effets des bruits extérieurs, mais aussi garantir une
robustesse vis-a-vis de I’ensemble des incertitudes paramétriques présentes dans le modéle étudié.

105



Chapitre 4. Commande décentralisée de type Hoo pour les systémes interconnectés

106



Conclusion

Dans ce mémoire, des méthodes de synthése de commande basée observateur pour les sys-
témes de grande dimension ont été proposées. L’idée principale pour assurer la stabilité d'un
tel systéme est de le décomposer en sous-systémes interconnectés. Ensuite, un observateur local
associé a chaque sous-systéme est synthétisé. Les états estimés issus de cet observateur sont
utilisés pour synthétiser une commande décentralisée par retour d’état estimé qui stabilise le
sous-systéme lui-méme tout en garantissant la stabilité du systéme global. L’étude a porté sur
une classe des systémes non linéaires interconnectés ot I'interconnexion est supposée étre incer-
taine.

Le chapitre 1 présente les définitions et les problématiques liées aux systémes complexes. Des
outils de décompositions des systémes de grande dimension ainsi que les différentes classes des
systémes interconnectés ont été présentés. Les problématiques de commande et de stabilité de
ces types des systémes ont été discutés. A la fin du chapitre, la structure interconnectée d’un
systéme de réseaux électriques est détaillée. Ce modéle a servi comme un exemple numérique
tout au long de ce travail.

Afin de situer au mieux notre travail, le chapitre 2 a été consacré a faire un état de l'art
concernant ’estimation et la commande des systémes interconnectés. Les notions d’observabilité
et de stabilité ainsi que les approches de synthése des observateurs dans les deux cas, linéaire et
non linéaire ont été rappelés. Ce chapitre s’est terminé par un rappel des méthodes existantes
de commande des systémes interconnectés.

Ensuite, le chapitre 3 a proposé des méthodes de synthése de commande décentralisée basée
observateur pour les systémes interconnectés. L'une des contributions principales de ce travail
de recherche est I'utilisation du théoréme d’accroissement fini sur le terme d’interconnexion non
linéaire, ce qui a permis la formulation des conditions de stabilité non restrictives sous forme
d’inégalités linéaires matricielles (LMI). Des outils de linéarisation ont été utilisés pour aboutir
a une formulation LMI. La résolution de ces LMIs permet de déterminer les matrices de gain
d’observateur et de commande de chaque sous-systéme. Ces gains vont assurer la stabilité globale
du systéme entier. L’approche a été validée sur le modéle du réseau électrique composé de trois
générateurs connectés.

Une méthode de commande optimale décentralisée basée observateur avec minimisation d’un
critére a été développée dans le deuxiéme volet de ce chapitre. Des conditions suffisantes pour
la stabilisation asymptotique ainsi que la stabilisation du critére du cotit par commande dé-
centralisée basée observateur ont été formulées sous forme d’un probléme d’optimisation LMI.
Cette approche a été testée sur le méme modéle électrique interconnecté détaillé dans le premier
chapitre.

Le travail a été étendu au cas temps discret d’un systéme non linéaire interconnecté. La
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stabilité des sous-systémes est assurée par une commande décentralisée basée observateur. Un
probléme d’optimisation LMI a été formulé pour ce cas de figure. La méthode proposée est testée
sur un exemple numeérique.

Ensuite, Le cas des systémes non linéaires avec des interconnexions non linéaires a été abordé.
La formulation LMI basée sur I’approche de stabilité au sens de Lypunov est déduite aprés utili-
sation du DMVT sur les deux fonctions non linéaires. La capacité d’'une commande décentralisée
basée observateur & assurer la stabilité d’un tel systéme a été discutée. Les inégalités matricielles
linéaires (LMIs) sont utilisées pour le calcul des gains de I'observateur et de la commande. L’ap-
proche présentée est validée par un exemple numérique.

Dans le chapitre 4, I’étude a portée sur les systémes non linéaires interconnectés en présence
de perturbation. Une commande basée observateur type Hoo a été développée. Des conditions
suffisantes pour la synthése d’observateur et la commande décentralisée ont été synthétisées. Le
résultat a été étendu pour les systémes non linéaires interconnectés en présence des incertitudes
paramétriques et en présence de perturbations. LLa méthode de synthése de commande robuste
H . décentralisée basée observateur a été développée pour assurer la stabilité asymptotique d’une
telle structure. Les résultats de la simulation numérique ont confirmé 'efficacité de ’approche
proposée.
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Anneze A. Compléments mathématiques

Dans cette annexe, des rappels sur les notions mathématiques utilisées dans ce mémoire sont
présentés.

A.1 Théorie des matrices

Définition A.1.1 Soit une matrice symétrique M € R™*". Cette matrice est dite :

e semi-définie négative M <0 ssixT Mz <0,V € R", 2 #0;
e définie négative M <0 ssixT Mz <0,Vz €R™, 2 #0;
e semi-définie positive M>0 ssixt Mx>0,Ve €R®, 2 #0;
e définie positive M >0 ssi Mz >0, Ve € R, z # 0. |

Lemme A.1.1 (Matrice inversible) Une matrice M est dite inversible (non-singuliére) si elle
vérifie l'inégalité suivante :
[I I_Q}>o (A1)

() I
m

A.2 Inégalité matricielle

Lemme A.2.1 ([BBZ12]) SoitY et Z deux matrices réelles, alors ¥ n >0, on a :

1
YZT + 2vT <nzz¥ + = vvy7T (A.2)
U

A.3 Complément et Lemme de Schur

Définition A.3.1 (Complément de Schur [BGFB94]) Soit une matrice A inversible. Le
complément de Schur de A, dans la matrice M donnée par :

w=le o)

est la matrice D — CA™1'B. [ |

Lemme A.3.1 (Lemme de Schur [BGFB94]) Pour A= AT et C = C7,
A B
o] >0
581
C—BTA™'B si A>0
ou, Ssi

A—BTC1BT s C>0
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A.4. Ensemble et fonction convexes

A.4 Ensemble et fonction convexes
Définition A.4.1 (Ensemble Convexe) Un ensemble E est dit conveze si
A1+ (1—Nzy € FE
Vi, zo € FEet VO< A1

ceci signifie, géométriquement, que tout segment liant deuzr points quelconques appartenant & un
ensemble conveze est inclus dans cet ensemble. |

Définition A.4.2 (Fonction Convexe) Soit ¢ : R™ — R. Cette fonction est dite convexe si :
¢ (A1 + (1 — Nz2) < Ad(z1) + (1 — A)d(22)

pour tout x1 , x2 € R™ et pour tout 0 < X < 1.
La fonction ¢ est dite strictement convexe ssi :

¢ (Az1 + (1= A)z2) < Ag(z1) + (1 = A)d(z2)

pour tout x = w3 € R™ et pour tout < A < 1. |

A.5 Théoréme d’accroissement fini (DMVT)

Pour les fonctions scalaires, le théoréme d’accroissement fini est donnée par :
Théoréme A.5.1 (DMVT pour les fonctions scalaires) Soit la fonction :

6: R* » R
r = ¢x)

Soit x1 , w9 € R", supposons que ¢ est différentiable sur Co(x1,x2). Alors, il existe une constante
z € Co(x1,m2), 2z # x1, 2 # T2 telle que :

o) — d2) = 22(2) (1 — ) (A3)

ox
|
Pour les fonctions vectorielle, le théoréme d’accroissement fini est donnée par :

Théoréme A.5.2 (DMVT pour les fonctions vectorielles) Soit la fonction :

¢ : R* — RY

Soit ©1 € R™, 9 € R™, supposons que ¢ est différentiable sur Co(xy,x2). Alors, il existe des
constantes z1,...,zg € Co(x1,x2), 2; # 1, 2 # x2, 1 = 1,...q telle que :

P(21) — ¢(x2) = Z eq(i)ez(j)(%j(zj) (z1 — x2) (A4)
ij=1
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. T
lth

~~
eqi)=10,..,0, 1,0,...,0 € RY est un vecteur de la base canonique de RY

q — components

. T
ith

~~
en(@)=10,..,0, 1,0,..,0 € R"™ est un vecteur de la base canonique de R™

n — components

Co(z1,72) = {Az1 + (1 — N)x2,0 < X < 1} est le domaine conveze de x1, 3.

A.6 Lemme de majoration

Lemme A.6.1 ([Pet87]) Soit Y, Z et F trois matrices réelles avec FTF < I, alors ¥ 1 > 0,

on a :
1

22TYFZy<nalyYYTa+ = 47272y (A.5)
n
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Résumé

Les travaux de cette thése portent sur 'estimation et la commande décentralisée des sys-
témes de grande dimension. L’objectif est de développer des capteurs logiciels pouvant produire
une estimation fiable des variables nécessaires pour la stabilisation des systémes non linéaires
interconnectés. Une décomposition d’un tel systéme de grande dimension en un ensemble de n
sous-systémes interconnectés est primordiale. Ensuite, en tenant compte de la nature du sous-
systéme ainsi que les fonctions d’interconnexions, des lois de commande décentralisées basées
observateurs ont été synthétisées. Chaque loi de commande est associée & un sous-systéme qui
permet de le stabiliser localement, ainsi la stabilité du systéme global est assurée. L’existence
d’un observateur et d’un contréoleur stabilisant le systéme dépend de la faisabilité d’un pro-
bléme d’optimisation LMI. La formulation LMI, basée sur ’approche de Lyapunov, est élaborée
par l'utilisation de principe de DMVT sur la fonction d’interconnexion non linéaire supposée
bornée et incertaine. Ainsi des conditions de synthése non restrictives sont obtenues. Des mé-
thodes de synthése de loi de commande décentralisée basée observateur ont été proposées pour
les systémes non linéaires interconnectés dans le cas continu et dans le cas discret. Des lois de
commande robuste Hy, décentralisées sont élaborées pour les systémes non linéaires interconnec-
tés en présence de perturbations et des incertitudes paramétriques. L’efficacité et la validation
des approches présentées sont testées sur un modéle de réseaux électriques composé de trois
générateurs interconnectés.

Mots-clés: Systéme de grande dimension, Systéme non linéaire interconnecté, Commande basée obser-
vateur décentralisée, Théoréme d’accroissement fini, Optimisation LMI, Stabilité au sens de Lyapunov,
Commande robuste, Filtrage Heo.

Abstract

This thesis focuses on the decentralized estimation and control for large scale systems.
The objective is to develop software sensors that can produce a reliable estimate of the variables
necessary for the interconnected nonlinear systems stability analysis. A decomposition of a such
large system into a set of n interconnected subsystems is paramount for model simplification.
Then, taking into account the nature of the subsystem as well as the interconnected functions,
observer-based decentralized control laws have been synthesized. Each control law is associated
with a subsystem which allows it to be locally stable, thus the stability of the overall system
is ensured. The existence of an observer and a controller gain matrix stabilizing the system
depends on the feasibility of an LMI optimization problem. The LMI formulation, based on Lya-
punov approach, is elaborated by applying the DMVT technique on the nonlinear interconnection
function, assumed to be bounded and uncertain. Thus, non-restrictive synthesis conditions are
obtained. Observer-based decentralized control schemes have been proposed for nonlinear inter-
connected systems in the continuous and discrete time. Robust Ho, decentralized controllers are
provided for interconnected nonlinear systems in the presence of perturbations and parametric
uncertainties. Effectiveness of the proposed schemes are verified through simulation results on a
power systems with interconnected machines
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Differential Mean Value Theorem, LMI optimization, Lyapunov Stability, Robust control, H, filtering.
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