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1. fejezet

Bevezetés

Fizikai rendszerek széles korében lehetiink tanui kritikus jelenségeknek. Legismertebb
példa erre a folyadék-gaz vagy a paramégneses-ferromagneses atalakul4as. T6bb kompo-
nenst folyadékok és Gtvozetek, szupravezetSk, polimerek viselkedései és szdmos més a
természetben elGfordulé anyagok és folyamatok szolgaltatnak tovabbi példakat fazisata-
lakulasra.

A kezdeti elméletek az adott probléméaban szereplé szabadsagi fokok redukaléséval
probalkoztak. Igy kialakulo atlagtér elmélet segftségével van der Waals [108] a folyadék-
gaz atalakulast magyarazta. Az atlagtér elmélet a kritikus jelenségek leirdsara Landau
munkéssaga soran csticsosodott ki [71, 70]. A mésodrendi fazisatalakuldsokkor a kiilén-
b6z fizikai mennyiségek szingularitasat a rendparaméter szerinti sorfejtésiikbsl hatérozta
meg. Az atlagtér elmélet azonban elhanyagolja a rendszerben 1év6 fluktuaciokat.

A kritikus pontban a korrelaciés hossz végtelenbe tart, és a megjelens fluktuéciok
minden skildn ugyanolyan arculatot mutatnak. Azaz a rendszer invaridnsan viselkedik a
skala megvaltoztatisaval szemben. Ez a felismerés vezetett a kritikus jelenségek skalazasi
elméletéhez [112], valamint a Wilson &ltal kidolgozott renormaélési csoporthoz [114], mely
segitségével a fazisatalakulasra josolt viselkedés tObbnyire Gsszecseng a kisérleti eredmény-
ekkel. A renormaélési csoport altalanos keretet szolgéltat a kritikus exponensek kiszé-
mitasdhoz, tovibb4 az azonos kritikus tulajdonsiggal biré rendszerek eltéré univerzalis
osztalyainak értelmezéséhez. '

A konform invariancia jelentGsen megnovelte a kritikus pont természetérdl alkotott
ismereteinket. Ketténél magasabb dimenziékban az els6é eredmények Polyakov nevéhez
fiiz6dnek [91]. Kétdimenziéban a konform leképezések csoportja izomorf a komplex anali-
tikus fiiggvények csoportjaval [54, 14]. A skala invariancia segitségével a rendszert néhany
tulajdonsiga alapjan, agymint a teljes szimmetridja, a rendparaméter komponenseinek
szama és a tér dimenzidja, adott univerzélis osztélyba sorolhatjuk. Ugyanakkor kétdimen-
zioban a konform invariancia elméletét hasznalva a kritikus pont particios fiiggvényeit is
osztalyozhatjuk, mely altal pontosan meghatarozhatjuk a kiilénb6z6 kritikus exponensek
értékeit. Ugyanezen elmélet keretein beliil egy konform transzformécié esetén a rendpa-
raméterhez tartozo tobb pontl korrelacids fiiggvény pontos alakja is kiszamithato.

Az analitikus eredményekkel parhuzamosan fejlédtek a numerikus szamolasi technikak
is. Koziiliik mindenképpen meg kell emliteni a Monte Carlo modszert [83], mellyel nagy
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6 FEJEZET 1. BEVEZETES

szabadséagi fokkal rendelkez$ rendszerek vizsgalata valt lehetségessé. Az eljaras nume-
rikusan generalt valoszintiségi eloszlasokat hasznal statisztikai fluktuéciok szimulalasara.
Az els6 publikilt algoritmus Metropolis és munkatérsai nevéhez kotédik [80]. Mara a
szamitastechnika rohamos fejlédésével az alkalmazasi teriilete lényegesen kiszélesedett.

A fizika minden teriiletén a homogén rendszerek egyszer(i tulajdonsaggal birnak, emi-
att sajatos szerepet toltenek be. Ugyanakkor a valos rendszerekben valamilyen mértékben
megjelenik az inhomogenitas. Szokasos példa erre a kristalyokban megfigyelheté atomi
szennyezGdések, valamint a racshibak [119]. A val6s rendszerek ezen tulajdonsiga indi-
totta el a rendezetlenséget tartalmazé modellek vizsgalatét.

A rendezetlen rendszereken belill nagy hangsaly helyez6dik a fazisatalakulassal bir6
modellekre. Ezen rendszereknél elsGsorban azt a kérdéskort jarjak koriil, hogy a homo-
gén rendszerhez képest milyen mértékben valtozik meg a modell viselkedése inhomogén
perturbéiciék hatésira. FEléfordulhat, hogy a fazisadtalakulasi pont megsziinik, vagy a
fazisatalakulas rendje megvaltozik, esetleg a modell viselkedését Gj univerzalis osztaly
hatarozza meg.

Harris fogalmazott meg el@szor higitott rendszerekre egy heuresztikus kritériumot a
rendezetlenség stabilitdsara vonatkozolag [53]. A rendezetlenség relevans voltat a megfe-
lel§ tiszta rendszer fajhjének exponensével hozta kapcsolatba. Gondolatmenetét azota
szamos folytonos fazisatalakulassal biré modell kiilonb6z§ tipust rendezetlenségére al-
taldnositottdk. Ezen eredmények nyoméan intenziv numerikus és analitikus vizsgilatok
kezdGdtek meg az egyes véletlen modellek univerzalis osztélyainak vizsgalatara.

Az inhomogenitasra talan az egyik legegyszertibb példa a szabad hatarfelillet. Ezt
a homogén rendszerbdl Ggy kaphatjuk meg, hogy végtelen sok kitést kettévagunk. Egy
stk mentén elhelyezked§ feliilet hatdsat a tombi fazisatalakuldsra elGszor a kétdimenzios
Ising modellnél vizsgalték |17, 38]. Megallapitottak, hogy a feliilethez kapcsol6dé kritikus
exponensek értékei kiilonb6znek a rendszer belsejében megfigyelhet6 tombi értékektdl.

A kotésekben meglévd perturbacid is eredményezheti, hogy a rendezetlen rendszer kri-
tikus viselkedése eltér a tiszta rendszerét6l. Ekkor tobbnyire feltételezik, hogy az adott
problémat leir6 paraméterek fiiggetlen azonos eloszlast véletlen valtozok, melyek kdzott
nincs korreldci6. Ugyanakkor léteznek olyan rendszerek, ahol a véletlen valtozok kozott
felléps korrelaciok megvaltoztatjak a korrelalatlan rendezetlenséghez képest a fazisatala-
kulas univerzalis osztalyat [76, 77].

Az el6bbiekhez képest mésfajta rendezetlenséggel van dolgunk, ha két kiilénboz6 tombi
illetve feliileti kritikus tulajdonsaggal biré modell sszekapcsolasakor kialakul6 hatéarfeli-
letet vizsgalunk. Az ilyen fajta inhomogenités hataséara kialakul6 lokalis viselkedés eléggé
Osszetett lehet amennyiben a két alrendszer kritikus hémérséklete megegyezik, vagy csak
kismértékben tér el egymastol. Ebben az esetben a hatarfeliilet viselkedését a két kiilon-
b6z6 univerzalis osztalyba tartozé alrendszer kozotti kdlesonhatés vagy versengés haté-
rozza meg.

A dolgozat a fent emlitett harom kiilonb6z6 fajta rendezetlenség egy-egy specidlis
esetét vizsgélja diszkrét spinrendszerek esetén. A 2. fejezetben rovid betekintést nyeriink
a kritikus jelenségek elméletébe. Ezen beliil el6szor ismertetiink néhany, a statisztikus
fizikdban hasznélt modellt. Majd réviden bemutatjuk az atlagtér elmélet, a renormalési
csoport valamint a konform invariancia moégott meghtaz6dd alapveté gondolatokat. A



fejezetet a kés6bbiek soran tobbszor is hasznalt, a rendezetlenség relevans voltat eldontd,
Harris kritérium ismertetésével zarjuk.

A 3. fejezetben Osszefoglaljuk a Monte Carlo eljarasok alapelveit. Spin rendszerekre
vonatkozoban részletesen ismertetiink harom algoritmust, melyeket a modellekben jelent-
kez6 inhomogenitasok vizsgalatara hasznalunk. Koziiliik az elsé a Metropolis algoritmus,
mely egy egyszerti spin flip algoritmus. Eppen ezért tobbnyire a kritikus ponttél tévo-
labb lejatszodo jelenségek szimuldciojara alkalmas. A mésik két algoritmussal (Wolff,
Swendsen-Wang) azonos irdnyba mutat6, klasztert alkoté spineket lehet egyszerre atfor-
gatni. Emiatt els6sorban ezeket a kritikus pont koriili folyamatok analizalasara hasznal-
jak.

A 4. fejezetben a kétdimenzios Ising modellt vizsgaljuk. A szabad hatarfeliiletéhez zé-
rus varhato értékkel rendelkezd véletlen feliileti teret kapcsolunk [88]. A Harris kritérium
értelmében ez marginalisan irrelevans perturbaciot okoz. Kovetkezésképpen a rendezetlen
modell felilletének kritikus tulajdonsagait a tiszta modell logaritmikus korrekciokat tar-
talmaz6 exponensei hatarozzik meg. Ennek ellensrzését tiizziik ki célul. Ehhez Monte
Carlo szimulaciok segitségével mérjiik a hémérséklet fiiggs effektiv feliileti magnesezett-
ségi exponensét. Ugyanakkor a véges méret okozta korlatok cstkkentésére magaban a
kritikus pontban is meghatarozzuk a rendparaméter profiljat. A korrelacios hossz és a re-
dukalt hémérséklet kozott fennédllé relacidval kapcesolatot teremtiink a két mérési eredmény
kozott.

Az 5. fejezetben kéttengelyl korrelalt rendezetlenség hatasat vizsgaljuk kétdimen-
zios Ising modell esetén [5]. Az altalunk bevezetett inhomogenités a Harris kritérium
értelmében relevans perturbéciot okoz. Mivel a kotésekben jelentkezd rendezetlenség pa-
rametrizdlasat agy valasztottuk meg, hogy a rendszer 6ndudlis lett, igy az egzaktul meg-
hatérozhaté kritikus pontban kiilonbozs fizikai mennyiségek szingularitédsat vizsgaljuk.
Skalatorvények felhasznélasaval pontosan meghatarozzuk a modell kritikus exponenseit.
A méagnesezettségi és energia siiriségi profilok konform tulajdonsigéat is tanulményozzuk.

A 6. fejezetben két kiilonboz6 univerzalis osztalyba tartozd, de azonos fazisatalakulasi
hémeérséklettel rendelkezs félvégtelen alrendszer 6sszekapcsolasakor keletkezd hatérfeliilet
kritikus viselkedését analizaljuk |[6]. A problémat el6szor analitikusan, az atlagtér elmélet
segitségével oldjuk meg. Majd az igy kapott eredményeket felhasznaljuk a fenomenolo-
giai skalazashoz. A hatarfeliilet eltérd kritikus viselkedését numerikusan is ellendrizziik.
Ehhez a kétdimenzios ¢ allapota Potts modellt hasznaljuk, ahol 2 < ¢ < 4. A hatéarfelii-
leten az alrendszerek kiilonb6z6 erdsségii Osszecsatolasa hatésara valtozé rendparaméter
profiljanak simasagat is vizsgaljuk.
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2. fejezet

Fazisatalakulasok statisztikus fizikaja

2.1. Modellek

2.1.1. Ising modell

A statisztikus fizika egyik legalapvet&bb és legtobbet vizsgalt modellje az Ising modell [62].
Leggyakrabban egytengelyt, anizotrop mégneses anyagok jellemzésére hasznaljak. Jelen-
tGsége abban rejlik, hogy elGszor ebben a modellben irtak le analitikusan fazisatalakulést
185].

Az Ising modell egy tetsz6leges d-dimenzids réacson értelmezett. A racspontokban Ising
spinek helyezkednek el, amelyek két kiilonb6zs értéket vehetnek fel. Az Ising spinek,
hasonléan a magneses anyagokban megtalalhaté dipolusokhoz, egymaéssal kolesénhatnak.
A legegyszeriibb esetben ez a kdlcsonhatés csak a legkdzelebbi szomszédokra terjed ki, és
mindig azonos nagysigt. A modell Hamilton operatora ekkor a kiovetkezs alakot o6lti

H=-J 005 — HZO’Z', (21)
(i) ¢

ahol H a kiils6 méigneses teret, o; az i-edik racsponton elhelyezkedd Ising spint jeldli,
o; = +1. Els6 szomszéd kolecsénhatés esetén csak a kbzvetlen racsszomszédokra kell az
els6 tagban Gsszegezni, ezt a (i, j) modon jelslik. A spinek kozotti kicserélédési energiat J
szimbolizélja, amennyiben pozitiv J > 0, a spinek arra torekszenek, hogy azonos iranyba
alljanak. Ekkor a modell ferromégneses anyagok jellemzésére szolgil. Negativ J esetén
a rendszer a spinek ellentétes iranyba torténé beallasat favorizalja. Ez esetben az anti-
ferromégnesességet modellezi. Amennyiben a kicserélgdési energia zérus, J = 0, akkor a
paramagnesességet kapjuk vissza.

A modell fazisdiagramja pozitiv J esetén egynél magasabb dimenziéban a 2.1.1 4bran
szemléltetjiik. Alacsony hémérsékleten, kiils6 magneses tér hisnyaban két rendezett ferro-
magneses fazis létezik. Az azonos iranyaba 4ll6 spinek makroszkopikusan is megfigyelhetd
M teljes magnesezettséget eredményeznek. A rendszerben hosszi tévia rend uralkodik.
Ezen a hémérsékleti tartomanyban elsérendd fazisatalakulast figyelhetiink meg, amikor
gyenge kiils6 magneses tér hatasidra M megvaltoztatja elGjelét. Magas h&mérsékleten
egy rendezetlen fazis létezik H = 0 esetén. A spinek méar véletlenszertien veszik fel a
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10 FEJEZET 2. FAZISATALAKULASOK STATISZTIKUS FIZIKAJA

H | M

2.1. 4bra. Az Ising modell fazis diagramja. A bal oldali 4bréan a szaggatott vonalat keresz-
tezve els6rendi fazisdtalakuldsonak lehetiink tandi, mig 7T,-ben az atalakulas folytonos.
A jobb oldali 4bréan kiilsé tér hidnyaban a kritikus hémérséklet alatt megjelens +M(T)
spontan magnesezettség hémérséklet fiiggését kovethetjiik nyomon.

két kiillonboz6 lehetséges értékiiket, melynek kovetkeztében a rendszer teljes magnesezett-
sége eltinik. A modellben ezen hémérsékleti tartoméanyon révid tavia rend uralkodik. A
rendezett és a rendezetlen fazist a kritikus pont koti Gssze.

Az egydimenzio6s Ising modellben véges hémérsékleten nem jelenik meg spontan még-
nesezettség, ily modon nincs ferromagneses fazis sem. Ennek kévetkezménye, hogy T # 0
esetben nem zajlik le fazisatalakulds. A kétdimenziés Ising modell egzakt megoldésat
kiils6 mégneses tér hidnydban elGszor Onsager szolgéltatta 1944-ben [85]. A modell ekkor
a kritikus pontjaban méasodrendi fazisatalakuldssal bir. A haromdimenzités Ising mo-
dell kiilss tér jelenlétében, illetve annak hidnydban még megoldatlan probléma [117, 63|,
habar jollehet szamos numerikus eljaras ismert a kritikus jelenségeket leiré exponensek
meghatarozaséra.

2.1.2. Potts modell

Az Ising modell egyfajta altalanositdsanak tekinthetd a Potts modell [92, 116]. Domb
javasolta doktori témaként didkjanak. Hasonléan az Ising modellhez a ¢-allapoti Potts
modell is egy racson értelmezett. A racspontokban elhelyezkedd o; spinek diszkrét valto-
zOk, amelyek g kiilonb6z6 értéket vehetnek fel, o; = 0,1,...,g — 1. A modell Hamilton
operdtora a kovetkezs:

H=—J (@00, —1) = H (9650 1), (2.2)
) A

(irj

ahol § a Kronecker delta, 6,,,, eggyel egyenlé amennyiben o; = o, és nulla kiilonben. Az
els6 Osszegzést ismét csak a szomszédos spinekre kell elvégezni.

Ferromégneses kdlcsonhatés esetén, J > 0, a Hamilton operator elsé tagja egy olyan
allapotot tiintet ki, ahol minden spin azonos értéket vesz fel. Ez az allapot ¢ szorosan
degeneralt. Pozitiv H esetén a spinek arra torekszenek, hogy a kiils§ térrel azonos irdnyba
alljanak, azaz minden spin a 0 értéket akarja felvenni.
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Akarcsak az Ising modell, a Potts modell is kiils6 méagneses tér hidnyadban magas
hémérsékleten rendezetlen, mig alacsony hémérsékleten rendezett fazissal bir. A magne-
sezettséget, mint 0 és 1 kozotti értéket felvevs rendparamétert egy N spinbdl 4116 rendszer
esetén a kovetkezdképpen definidlhatjuk:

q (pa> -1 1
(m) = g—1 (ps) = N zi:‘srfi,m (2.3)
ahol o az az érték, amellyel a legtébb spin rendelkezik.

A Potts modellben a fazisitalakulas fligg a g értékétsl. Kétdimenzidban az alacsony
hémérsékleten meglévs ferromagneses fazisbol a kritikus hémérséklet feletti paramagneses
fazisba az 4tmenet elsérendi g > 4, tovabba méasodrendii ¢ < 4 esetén. Abban a speciélis
esetben, amikor ¢ = 2 a Potts modell megfelel az Ising modellnek.

2.1.3. Egyéb spinmodellek

A statisztikus fizika keretein beliil vizsgalt szdmos modell koziil az alabbiakban néhany
révid ismertetésére keriil sor. Koziiliik az els6 a perkolacié [104]. A modell a korabbiakhoz
hasonlbéan egy tetsz6leges dimenziés racson értelmezett. A racspontok p valoszintiséggel
vannak bet6ltve. Kérdésként meriil fel, hogy mekkora a P(p) valoszintisége annak, hogy
egy végtelen, Osszefiiggd klaszter alakul ki. Megmutathato, hogy a racs szerkezetétdl
fiiggGen egy kritikus p, alatt P(p) értéke zérus, mig p > p. esetén ez az érték nem tiinik
el, vagyis kialakulhat a kivant Gsszefiiggs alracs. Ily médon P(p) a méagneses modelleknél
bevezetett rendparaméter szerepét tolti be ebben a rendszerben.

A fentebb definialt modell a csiics perkoléacio, melyhez teljesen hasonléan értelmezhets
az €l perkolacio is. Ez esetben minden racspont be van t6ltve, és az els6 szomszédok kozott
p valdszintiséggel 1étesiil kotés, ugyanakkor 1 — p valészintiséggel nem alakul ki kozottilk
kapcsolat. Formaélisan megmutathaté, hogy a g allapotd Potts modell ¢ — 1 hataresetben
az él perkolacioval egyezik meg [116]. Meglehet a cstcs és az él perkolaciohoz tartozo p.
érték &ltalaban kiilonb6z6, mindazonaltal a modellekben 1évg kritikus jelenségeket leird
exponensek megegyeznek.

A Baxter-Wu modell [12], mely a kétdimenzios haromszogracson értelmezett, az eddig
emlitett modellekhez hasonléan diszkrét spin modell. Az i-edik racspontban elhelyezkedd
spin az Ising modellnek megfelelen két értéket vehet fel, o; = +1. A rendszer Hamilton
operatora a H kiils6 magneses tér jelenlétében az aldbbiak szerint definalt:

H=-J Z 0,00 — HZO’i, (24)
{6.5,k) g
ahol az els6 tagban az Osszegzést a racsot alkoté haromszogekre kell elvégezni, valamint
a kolcsonhatési energia nem negativ, J > 0.

A haromszogracs harom, egymaéssal ekvivalens alracsra bonthaté agy, hogy tetszéleges
haromszog minden csticsa pontosan az egyik alrdcsba tartozik. Igy kiils6 tér hisnysban a
racié rendelhet hozza. Hiszen valamely két alracson egyszerre megvaltoztatva a spinek
értéket (2.4) valtozatlan marad, j6llehet a rendszer teljes magnesezettsége megvaltozik.
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A Baxter-Wu modell fazis diagramja hasonlit az Ising modelléhez, vagyis alacsony
hémérsékleten ferromégneses fizis 1étezik, amely négyszeresen degenerdlt. Azonban a
magnesezettség a fentebb elmondottak miatt nem paros fiiggvénye a kiilsG térnek. Ma-
gas hémérsékleten a rendszer paraméagneses fazissal bir. A kritikus h6mérsékleten, mely
megegyezik az Ising modell kritikus h&mérsékletével, a fazisatalakulas masodrendd [13].

Akarcsak a négyzetracson értelmezett Ising modell a Baxter-Wu modell is 6nduélis a
kritikus pontjaban. Kritikus exponensei [12] megegyeznek a kétdimenziés négy allapoti
Potts modell kritikus exponenseivel [116, 39]. Emiatt, valamint azt a tényt is felhasz-
nalva, hogy mindkét modell alapallapota négyszeresen degeneralt, adodik, hogy egyazon
univerzalis osztalyba tartoznak. Jollehet numerikus vizsgalatok esetén a fazisdtalakulasi
pont kérnyékén a Potts modellnél logaritmikus korrekcidk 1épnek fel [26, 3], ami azonban
nem tapasztalhat6é a Baxter-Wu modellnél.

Mivel az Ising modellben a spinek csak két értéket vehetnek fel, ezért az altala leirt
magnesek erdsen anizotrop szerkezetliek. A valés rendszerek ennél bonyolultabb 6sszeté-
teltiek, ezért azok jellemzésére sokkal alkalmasabb az alabbi Hamilton operator [117]:

H=-J> G5i—-HY & (2.5)
(.5 s

Ez esetben a racspontokban elhelyezked§ spinek n dimenzi6s normélvektorok. A szuprave-
zet6k kritikus viselkedését leird XY modellt kapjuk n = 2-re, mig n = 3 esetén az izotrép
magneseket jellemz§ klasszikus Heisenberg modellhez jutunk. Amennyiben n — oo az
egzaktil megoldhat6 szférikus modell adodik vissza [103]. Ugyanakkor n = 1-re az Ising
modell esetén a (2.1)-ben megfogalmazott Hamilton operator jelenik meg.

A (2.5)-tel jellemzett modellekben n > 2 esetén kétdimenzioban a Mermin-Wagner
elmélet értelmében [79] nem alakul ki hosszt tava rend véges h6mérsékleten. Ugyanakkor
az XY modell egy speciélis, tgynevezett Kosterlitz-Thouless [68] fazisatalakulassal bir,
mely soran a korrelacios fiiggvény lecsengése megvaltozik.

2.2. Elméleti leiras

A tovabbiakban 4attekintjiik a legfontosabb statisztikus fizikai fogalmakat, hogy ezéltal
részletesen megismerhessiik a magneses rendszerekben megfigyelhet kritikus jelenségeket.

Kanonikus leirast hasznélva egy N ponta rdcs 7 hémérséklettsl és H kiils6 magneses
tértdl fliggd allapotisszege a kovetkezs:

Zy(T,H) =) _exp(—BE,), (2.6)

ahol 8 = 1/kT, k a Boltzmann-alland6. Az Osszegzés az Osszes lehetséges y mikroalla-
potra torténik, spinrendszerek esetén ez az Osszes lehetséges spin konfiguraciot jelenti. A
rendszerhez tartozé szabadenergia

F = —kTn 2y, (2.7)
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melyb6l minden termodinamikai mennyiség levezethets [102]. Igy kapjuk meg a rendszer
teljes M méagnesezettséget és xr szuszceptibilitist egy adlland6 hémérsékleten:

valamint az dllandé mégnesezettséghez tartozo teljes S entropiat és C fajhst:

orF oS

Ha a szabadenergiat a racsok szaméval normaljuk, akkor a szabadenergia striségfiigg-
vényéhez jutunk:

) 1
f(T,H) = —kT 1\;1-];20 N In Zy (2.10)

Ebbdl a fenti definicidkat figyelembevéve meghatarozhatjuk az egy spinre esé fizikai meny-
nyiségeket.
Egy tetsz6leges X fizikai mennyisége atlagit a kovetkez6képpen értelmezziik:

() = 5 3" Xuexp(~BE,), (2.11)

ahol X, az adott u spinkonfiguraci6 esetén mért X mennyiséget jelenti.

Spinrendszerek esetén a spinek viselkedésére hasznalt fontos mennyiség az Osszekap-
csolt korrelacids fiiggvény. Ising modell tekintve jel6ljiik az r;-edik racsponton elhelyez-
keds spint o;-vel, mig az rj-edik rdcsponton megtalalhatot o;-vel. Ekkor a G(r;,ry)
Osszekapcsolt korrelacids fiiggvény a spinek kozotti fluktuaciok korreléciojat méri. Abban
az esetben, ha a tavolsag novekedésével gyors lecsengést mutat, akkor a tavolabbi spinek
korrelalatlanok, a rendszerben révid tdva rend uralkodik. Ugyanakkor a lasst lecsengés
azt jelenti, hogy az egymastol tavolabb elhelyezked spinek nagy mértékben korreldltak.

G(rs, m5) = ((0: — (04))(0; = () (2.12)

Amennyiben a rendszer transzlaci6 invarians, azaz (0;) = (0;) = (o), és rotaci6 invaridns
az Osszekapesolt korrelacios fiiggvény nem a két spin helyétsl, hanem a két spin r = |r;—r;|
tavolsagitol fiigg,

G(ri, 5) = G(r) = {0i0;) — {0)>. (2.13)

A kritikus ponttél téavolabb a spinek korrelalatlanni valnak és a fiiggvény nulldba
tart, ha r — oco. Ekkor az a racsallandonél nagyobb tavolsagok esetén, r/a > 1, G(r) a
kovetkezé alakot 6lti:

G(r) ~r"exp(—r/§), (2.14)

ahol £ = £(T, H) a korrelacios hossz, amely a korrelalt, azonos irAnyba mutato6 spinek altal
létrehozott klaszterek atlagos méretét jellemezi [117]. A 7 lecsengési exponens fiigghet
attol, hogy a hémérséklet alacsonyabb vagy magasabb a kritikus hémérsékletnél.
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2.1. tablazat. Az alapvet kritikus exponensek

mégnesezettség m~[t)f, m~ B
szuszceptibilitas x~ [t

fajhs C~ |t
korrelaci6s hossz E~ T, E~ BT
korrelacios fiiggvény G(r) ~ r=(@=24m

Ezek utén hasonl6 modon torténik tetszéleges modellben a ¢(r) rendparaméter stri-
ségfiiggvényéhez tartozo G(ry,re) Osszekapcsolt korrelacios fiiggvény definidlasa:

G(r1,72) = ($(r1)(r2)) — (B(r1))((r2)). (2.15)

A kritikus ponttél valé tavolsagot a skilamezdkkel mérjiik. Magneses rendszerek esetén
ez a t redukalt h6mérséklet és a h redukilt magneses tér. Az els§ a bels6 energia, a mésodik
pedig a rendparaméter konjugéltja. A kovetkez6képpen definidljuk Gket:

_IT-T. B = H (2.16)

t T, ’ kT,

ahol T, a kritikus h6mérsékletet jeldli. Inhomogén esetben méas skilamezéket is be kell
vezetni, melyek az adott perturbaciotdl fiiggnek.

A kritikus pont koriil a megfigyelt fizikai mennyiségek hatvanyfiiggvényszeriden visel-
kednek [65]. Ezen tulajdonsigokat leir6 exponenseket kritikus exponenseknek nevezziik.
Egy X (¢) fizikai mennyiség kritikus exponense w, ha

v — lim In X (%)

= 2.17
t>0 In |¢] (2.17)

hatarértek létezik és véges. Ekkor X (t) kritikus viselkedését az X (t) ~ [t|“ kifejezéssel
jellemezhetjiik, ami azonban ritkan teljesiil. Helyette egy sokkal altalanosabb formulat
kell tekinteniink:

X(t) ~ Al (1+ Bt +...), (2.18)

ahol a korrekci6s tagok nem véltoztatjak meg a kritikus exponens értékét.

A kisérleti és az analitikus eredmények egyiittesen azt a feltevést tdmasztjak ala, hogy
a kritikus hémérséklet feletti és alatti exponensek értéke megegyezik. A (2.18) kifejezés-
ben a két kiilonb6z6 hémérsékleti tartomanyban &ltalaban csak az egyiitthato térnek el
egyméstol. Elég kozel a kritikus ponthoz a sorfejtésben a legnagyobb tag dominal, igy
log-log skalan &dbrazolva a mérési adatokat a kritikus exponens meghatérozhaté anélkiil,
hogy magat a fizikai mennyiséget leir6 fiiggvény konkrét alakjat ismernénk.

A kiilonbozé fizikai mennyiségek és a hozzajuk tartozé kritikus exponenseket a 2.1
tablazat foglalja 0ssze. A kritikus exponensek nem teljesen fiiggetlenek egymaéstol, szamos
relaci6 van koztik, lasd 2.2 tablazat.
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2.2.1. Atlagtér elmélet

Fazisatalakulasok kvalitativ megértésében egyik alapvet§ eszkdz az atlagtér elmélet. Ere-
detileg az az elv htzédik meg benne [33, 111}, hogy a részecskék kozotti bonyolult kol-
csOnhatasokat minden egyes részecske esetén egyetlen kdlcsonhatéssal helyettesitik, mely
a tobbi részecske egyiittes hatésat hivatott képviselni. Ezéltal lényegesen leegyszertsodik
az adott probléma, és igy viszonylag kisebb erdfeszitések aran nyerhetiink betekintést a
rendszer viselkedésébe.

Az atlagtér elmélet nagy hidnyossiga is ugyanebbdl fakad, hiszen azaltal, hogy egy
effektiv teret hasznal, elhanyagolja a rendszerben 16v6 fluktuiciokat. Eppen ezért csak
magasabb dimenzidkban, illetve olyan modellek esetén ad helyes becslést a rendszer vi-
selkedésére, ahol a fluktuéciok nem jelentSsek.

Landau elméletében a fazisatalakulasok fenomenologiai megkozelitését a rendszer szim-
metridjara alapozva javasolta |71, 70]. A szabadenergiat vizsgilva feltételezte, hogy az
a lokalis rendparaméter fiiggvénye, F' = F(4(r)). A kritikus pont kdzelében, egyensily
esetén ¢(r) fiigghet a helyvektortol, r-t6l, ha a rendszer inhomogén, példaul feliilet vagy
szennyezGdés jelenlétében. A szabadenergia ismeretében méar meghatarozhatoak a rend-
szer termodinamikai tulajdonsagai.

Miként a Hamilton operatornak, a szabad energidnak is meg kell &rizni a rendszer
szimmetridjat. Landau F-et a lokdlis szabadenergia, stirtiségfiiggvényének, f(¢(r)-nek az
integraljaként irta fel.

Homogén esetben a rendparaméter konstans, ¢ = ¢(r). Inhomogén esetben, az ebbdl
szirmaz6 energiavaltozéas miatt, az integral egy (Vé(r))? taggal is b6viil. Magneses rend-
szerek esetén a rendparaméter az egy spinre es§ mégnesezettség, ¢(r) = m(r), igy ilyen
rendszereknél a szabadenergia a kovetkez6képpen néz ki:

F(m(r)) = / (g (Vm (r))2 +f(m(r))—H(r)m (r)) dr, (2.19)

ahol C egy pozitiv konstans, H(r) pedig a kiils6 magneses tér. A kritikus pont kdrnyékén
a magnesezettség kicsi, ezért f-et a rendparaméter szerint Taylor sorba fejthetjiik.

Ferroméagneses modellek esetén a sorfejtésben nem jelenik meg a linearis tag, ugyanis
H = g_rj:ﬂ és a kritikus pont felett kiilsé tér hidnydban a rendszer méagnesezettsége el-
tiinik. Mivel a Taylor sorban szerepld Gsszes tagnak tiikroznie kell a rendszer Hamilton
operatoranak szimmetridjat, ezért Ising modell esetén a paratlan kitev4jid hatvanyok nem
jelenhetnek meg. Hiszen a rendszer Hamilton operatora invaridnsan viselkedik azzal szem-
ben, ha a modell Gsszes spinjét egyszerre ellentettjére valtoztatjuk. Ekkor a szabadenergia
siiriiségfiiggvénye:

Flm(r) = FO) + SmP(r) + Smi(r) + .. (2.20)
A kiilonb6z6 egyiitthatok fiigghetnek a hémérséklettsl és az adott problémaban szerepld
egyéb paraméterektsl.

Homogén esetben a negyedik hatvanyig kell figyelembe venni a sorfejtést. Ekkor
A= —at (a > 0,t =T, —T) negativ, feltételezve T < T, és a kritikus ponttol mért
tavolsdgot hivatott kifejezni. A pozitiv egyiitthatoval, B > 0, rendelkezd utolsé tag bizto-
sitja a rendszer stabilitdsat a rendezett fazisban. Az egyiitthatok pontos ismerete nélkiil
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is jol lefrhato a modell kritikus viselkedése. Ez jol tiikr6z6dik a 6 fejezetben, ahol el6-
szOr az dtlagtér elméletet hasznéljuk két kiilonb6z6 rendszer Osszekapcsolasakor keletkezd
hatarfeliilet kritikus viselkedésének analizilaséhoz.

2.2.2. Fluktuacidk, homogenitas

A kritikus pont megkozelitése fluktuacidk megjelenésében nyilvanul meg, mely a rendszer-
ben levé tipikus méretig, azaz a £ korrelaciés hossz nagysagaig terjednek. A fluktuicidk
hierarchikusak, azaz fluktuaciok vannak a fluktuiciokon beliil, valamint 6nhasonloak. Az
Onhasonlosag azt jelenti, hogy a rendszer ugyantgy néz ki az a racsallandoja és a & kor-
relacios hossz kozott valasztott barmely skalan. Magaban a kritikus pontban £ divergél,
ezért a rendszer invaridnsan viselkedik a benne 1év§ skala megvaltoztatasaval szemben,
vagyis minden skilan ugyanazt az arcdt mutatja. Ez a tulajdonsag jellemzi a fraktalokat
is [74].

A masodrendi atalakulasi pont kornyékén a mégnesezettség fluktuécioi fraktal struk-
tarat mutatnak. Egy d dimenzios rendszer esetén a korrel4cids hossznél kisebb sugart R
gébmbon beliil a teljes mégnesezettség R-rel az alabbiak szerint valtozik:

M(R) ~ R¥, (2.21)

ahol y, a magnesezettség fraktal dimenzidja, y, < d. A kritikus fluktuscidk ugyanis a &9
térfogaton beliil szétromboljak a rendszer extenzivitasat.

Azon rendszer, amelynek L line4ris mérete nagyobb a korrelaciés hossznal, £¢ térfogatt
részrendszerekre bonthatd. Az igy képzett blokkok mar fraktal struktirat mutatnak, azaz
mindegyik &Y» méagnesezettséggel bir. A kritikus pont felett a kiilénb6z6 részrendszerek
korrelalatlanok, melynek kovetkezménye, hogy a rendszer teljes mégnesezettsége eltiinik.
A kritikus pont alatt azonban a blokkok azonos irdnyba mutatnak, a rendszerben megje-
lenik egy spontan mégnesezettség. A részrendszerek n szaméanak segitségével, n = L4 /&9,
meghatarozhatjuk a teljes magnesezettséget

M(L) = ng¥% = L4, (2.22)

ahonnan a méagnesezttség stirtiségére a kovetkezs adddik:
_ M)
L4

A belsGenergia fluktuaciéi is teljesen hasonléan viselkednek. Ezen fizikai mennyiség egy
szingulris és egy regularis részre bonthatd. A szinguléris rész a kritikus pont kornyékén
a & korrelacits hossznal kisebb R sugart gémbo6n beliil fraktal struktarat mutat

= gond, (2.23)

Eying(R) ~ RY, 9.24
g

ahol y; a belsGenergia fraktil dimenzidja. Az el6z&ekhez analég modon egy L lineéris
méretii rendszer belsGenergia stirtiségére a kovetkez6t kapjuk

. Esing(L)

esing - Ld == €yr—d. (225)
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Tekintsiink egy a racsallanddji racsot, ahol a-t egységnyinek valasztjuk. Ekkor az
L hosszii rendszer mérete L = La. Noveljiikk meg az a racsidllanddt egy b > 1 tégitési
faktorral oly moédon, hogy a koztes racspontokat elemindljuk. A miivelet végrehajtésa
soran a rendszer hossza L' lesz, L'a’ = La. Ezek utén az 6j o' = ab racsallandot egységnek
valasztva a rendszer mérete a b-vel forditottan ardnyosan csokken L' = L/b.

A kezdetben V térfogaton elhelyezked6 F' szabadenergia a transzformécié utan V' =
V/b? térfogathoz fog tartozni. A rendszer szabadenergia stirtisége emiatt a kovetkezékép-
pen valtozik: . .

! d _1d
f'= g = = (2.26)

A fenti mivelet soran tetszéleges x hosszisig b-vel ardnyosan csbkken, z' = z/b.
Specialisan ez a korrelacios hosszrol is elmondhato, £ = £/b. Emiatt egy olyan rendszer,
amely nem a kritikus pontjaban volt, ¢ # 0, h # 0, egyre jobban tavolodni fog attoél.

Magéban a kritikus pontban a korrelaciés hossz végtelen, és ez nem is valtozik meg a
transzformaci6 soran, vagyis £ invarians a skala megvaltoztatasaval szemben. A korrelacios
hossz ezen tulajdonsagabol meghatarozhaté a skidlamezGk viselkedése, ugyanis

t h

g—ee) =Y g ey =t
b b

A 2.1 tablazat adatai szerint tudjuk, hogy & ~ ¢ illetve & ~ h™". Ezeket a (2.27)

egyenletbe behelyettesitve adédik, hogy

(2.27)

' =b""t K =b/"p (2.28)
A kritikus pont kérnyékén a szabadenergia siirfiségfiiggvénye két részre bonthato:
f(T,H) = freg(T, H) + fsing(T, H), (2.29)

ahol az els6 tag regularis, mig a méasodik szingularis. A regularis rész analitikus a ma-
sodrendd atalakulés soran, és hatdsa nem jelentSs. A szinguléris rész az, amely ekkor
meghatérozza a kiilonboz§ fizikai mennyiségek viselkedését. Figyelembe véve a (2.26)
egyenletet, valamint azt, hogy fy;,, = feing(t', h') és a skdlamezdre fentebb kapott ered-
ményt, a kovetkez6 adddik:

fsing (ta h) = b_dfsing(bl/yta bl/uhh) (230)

Azaz a miivelet soran a szabadenergia stirtiségének szingularis része homogén fiiggvényként
viselkedik. A megfelel§ derivaltakbdl a kiilonb6z6 termodinamikai mennyiségeket, mint a
skdlamezdk homogén fiiggvényét lehet meghatirozni.
Ha a (2.30) egyenletet ¢ szerint derivaljuk, akkor a belsé energia siirtiségére a kovetkezst
kapjuk:
6sing(ta h) = b_d+1/yesing (bl/yta bl/yh h) (231)

A h-t nullanak, b-t t~-nek valasztva

esz’ng(ta h) = tVdW1esing(17 O) ~ tu(d—yt)’ (232)
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2.2. tablazat. A kritikus exponensek kozotti skalatorvények

a+28+~v=2 (Rushbrooke)
v=p8(6—-1) (Widom)
y=v(2-n) (Fisher)
a=2-—vd (Josephson)

ahol az utols6 részben a (2.25) egyenletben kapott eredményt hasznaltuk. Mindezekbdl

az adodik, hogy

1
V= — 2.33
Yt ( )

A szabadenergia stirtiségének szingularis részét h szerint derivilva a magnesezettségre
az alabbi Gsszefiiggést kapjuk:

mt, h) = b= m(b1/t, /70 h). (2.34)
At=0¢ésab=h"" ~&(h) valasztas esetén az adodik, hogy

m(0, h) = K4 1m(0,1) ~ A¥»d-8), (2.35)

ahol felhasznaltuk a (2.23) egyenletet, és igy

1
v, = —. 2.36
h Yn ( )

Végiilis minden kritikus exponens kifejezhets a d dimenzid, valamint y; és y;, segitsé-
gével.

d d— %, —
a=2-2 g=dTU g W 2T o oy (237)
Yt Yt d— yp Yt

A kritikus exponensek kozott szdmos relacié all fent, melyek egy része a (2.37)-bdl kifejez-
het. Ezeket skdlatorvényeknek nevezik. A legismertebb skdlatorvényeket a 2.2 tablazat-
ban foglaltuk 6ssze. Joshephson toérvényében megjelenik a tér dimenzi6ja. Ezt a torvényt
hiper skilazési torvénynek is nevezik, érvényessége azon dimenziokra terjed ki, ahol az
atlagtér elmélet keretin beliil jol leirhatok a jelenségek, azaz a kritikus dimenziéban és a
felett.

2.2.3. Renormalasi csoport

A relativisztikus térelméletre alapulé renormélési csoport elmélet [64, 113, 114, 73] a sta-
tisztikus fizikdban szdmos korabban felmeriilt kérdésre adott valaszt. Tobbek kozott jo
magyarazatot szolgaltat arra, hogy a méisodrendd atalakulasok kritikus pontja kérnyékén
a kiilonb6z6 termodinamikai mennyiségek miért viselkednek homogén fiiggvényként.
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Tekintsiink egy a paraméterd racson elhelyezkedd rendszert, melynek Hamilton ope-
ratorat a kovetkez$ alakban irhatjuk:

—BH = KO, (2.38)

ahol K-k a kezd§ kotések, O,-k az ezekhez tarozd konjugalt operdtorok.

Ising modell esetén K-k a kiils6 magneses teret, valamint a spinek kdzotti kicseréldési
energiat reprezentaljak. A hozzajuk tartozé konjugélt operatorok az els§ esetben a ) . 0;,
mig a masodikban 3, ., 0i0;.

Transzforméljuk 4t a rendszert egy 1j o' = ab racsélland6ja halora az el6z6 fejezetben
leirtak alapjan. Ennek kovetkeztében kikiiszoboljiik az o'-ig terjedd fluktuaciokat. A
leképezéssel szemben az alabbi elvarasokat tessziik [49].

A transzforméci6 hataséra a rendszerben 16v6 adott z hossztisag

z = % b>1 (2.39)

modon viltozik, mikdzben csokken a rendszer szabadsagi fokainak szama,

N

ahol d az euklideszi dimenziot jeloli. A renormalési transzforméaci6é soran a kezdeti és a

vég allapothoz tartozéd allapotosszeg valtozatlan marad:
Zn(H) = Zn(H). (2.41)

A renormaélasi csoport egy 1épésének végrehajtasakor keletkezett 1j rendszer ' Hamilton
operatoranak kotései fiiggnek az el6z6 rendszer kitéseitsl:

{K.} = Ry[{Ka}]- (2.42)

Altalaban 1j tagok jelennek meg, melyeket a kiindulési rendszerben értelemszertien nul-
lanak valasztjuk, azaz { K} és {K,} azonos dimenzi6ja vektorok. Ha figyelembe vessziik
a (2.40)-t és a (2.41)-t, akkor azt kapjuk, hogy a szabadenergia sfirtisége a renormélési
transzformacié hatésara a (2.26) egyenlettel dsszhangban a kovetkezSképpen valtozik:

FUELY) = b f({Ka})- (2.43)

Amennyiben egy rendszer eredetileg nem a kritikus pontjaban volt, akkor a renormé-
l4si eljaras folyaméan tavolodni fog attol, hiszen mint minden hosszisag, a korrelaciés hossz
is csokken egy 1épés végrehajtasa sordn. A kritikus pontjiban 1év6 rendszer viszont inva-
ridnsan viselkedik a skala megvaltoztatésaval szemben. Ez megfelel annak, hogy a kotések
altal meghatérozott térben a renormaélési transzformaciénak van egy { K} fixpontja:

{Ko} = R[{KL}. (2.44)
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A renormalasi transzforméaciét egymés utan ismételve a kotések terében kiilonb6z6
fixpontokhoz juthatunk. Ezek egy része trivialis, mely altaldban az adott probléma vala-
mely paraméterének szélsGértékeihez (példaul nulla vagy végtelen hémérséklet) fiizddik.
A nem trivialis fixpontok mas-més univerzilis osztalyt jellemeznek.

A fixpont kézelében a rendszer Hamilton operatorat az alabbi forméaban irhatjuk le:

—BH({Ka}) = —BHUKLY) + D AKuO., (2.45)
ahol
AK, =K, - K. (2.46)
A renormadlési transzformécio végrehajtasa utan a kovetkezd adodik:
AK] =K, — K. (2.47)

Amennyiben az eredeti és a renormadlt rendszernek a fixpontt6l valé tavolsaga kicsi, akkor

“p 0.

asaval.

AK, =) Tas(b)AK, (2.48)
B

K
P7 (k)

Mivel két egymast kovets by és by tagitasi faktorral rendelkez6 renormaélés helyettesit-
het6 egyetlen transzforméciéval Ry, Ry, = Rp,p,, ezért a T méatrix i-edik sajatvektordhoz
tartozd A; sajatértéke, i = 1,2,..., sziikségképpen a kovetkezé modon viselkedik:

Ai(b1)Ai(b2) = Ai(b1be), (2.50)

amibél az adodik, hogy
Xi(b) = b¥, (2.51)

ahol y; mar fiiggetlenek a b tagitasi faktor értékétsl. A (2.46) egyenlGséget a T métrix
{e'} sajatvektoraival is kifejezhetjiik:

AK, = Zgieg)a (252)

ahol g; az i-edik skdlamez6t jeloli. Figyelembe véve (2.48)-t valamint a sajatértékekre a
(2.51)-ben megfogalmazott tulajdonsigot a renormalasi transzformacié utan a kovetkezo
adodik:
AKL =) gib%el). (2.53)
%

Vagyis a fixpont kérnyékén az e® iranyhoz tartozé g; skdlamezs az alabbi médon valtozik
a leképezés hatéasara:
g, = b¥%yg;, (2.54)
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y; az i-edik skdlamezd fraktal dimenzidja.

Ha y; > 0, akkor ¢; novekeszik a renormaléas hatésara, és a rendszer tévolodni fog a
fixponttol. Ebben az esetben relevans skilamezdrsl beszéliink.

Ha y; < 0, akkor a skdlamez§ irrelevans. Az egymast kovets renormalési transzformé-
cidk sorén a rendszer a fixpont felé halad.

Amennyiben y; = 0, a fixpont kérnyékén a rendszer els6 megkozelitésben nem véltozik,
a lineéris tagokon kiviil mas tagokat is figyelembe kell venni. Ilyen esetben marginéalis ska-
lamezor6l beszéliink, amelyet tovibbi vizsgalodasok alapjan marginalisan relevans, illetve
margindlisan irrelevans skalamez6re bonthatunk. Az ut6bbi esetben a rendszer viselkedé-
sét a tiszta rendszer logaritmikus korrekciokat tartalmazo exponensei hatarozzak meg.

A renormalési transzformécié fixpontja kérnyékén a szabadenergia szinguléris részét a
i skdlamezékkel is kifejezhetjiik. Figyelembe véve a (2.43)-t, valamint a (2.54)-t az fsing
viselkedésére a renormélas hatasara a kovetkezs adodik:

fsing(gla ge, .. ) ~ b_dfsing(bylgla byzg27 .. ) (255)

Mégneses rendszerek esetén mindig relevans skdlamezd a redukalt hémérséklet és a
kiils6 mégneses tér, vo. (2.30). Ugyanakkor irrelevansak a tévolabbi szomszédok kozdtti
kélcsonhatasok. Azok a rendszerek, amelyek csupén irrelevans skdlamezSkben kiilonboz-
nek egymastol azonos fixponttal birnak, ezért a kritikus exponenseik értéke megegyezik,
vagyis ugyanazon univerzélis osztalyba tartoznak.

2.2.4. Konform invariancia

Tudjuk, hogy a kritikus pontjaban 1év§ rendszer invaridnsan viselkedik a dilatacioval szem-
ben (r — v’ = r/b). Ezen tulajdonsig alapjaul szolgal a renormélési csoport elméletének,
mely fontos allomas a kritikus jelenségek megértésében.

A konform elmélet a rendszer skilaval szembeni invariancidjanak altalanositésa [54,
29], mely azon nyugszik, hogy a kritikus pontban a rendszer invaridnsan viselkedik a
konform transzformaciokkal szemben. Meg kell azonban jegyezniink, hogy egy rendszer
skalainvariancidjabél nem minden esetben kivetkezik, hogy konform invarianciaval is ren-
delkezik [96].

Konform transzforméacioban r — r/(r) a réacs lokalis struktaraja nem valtozik meg,
mig a hosszisag ujraskalazo faktora b(r) a hely sima fiiggvénye. Geometriailag azon le-
képezések tartoznak ide, ahol az r és az v 4ltal meghatérozott cos(f) = 7 - v/ /(r?r'?)1/2
szog valtozatlan marad. A konform transzforméaciék csoportot alkotnak. Abban az eset-
ben, amikor d > 2 (d a rendszer euklideszi dimenzi6ja), ez a csoport véges dimenzios.
Rotéaciok, transzlaciok, dilatacidk, inverzok és speciélis transzforméciok

! T

altal generalt, mely utébbi egy inverziobdl, egy eltolasbdl és egy Gjabb inverziébol tevédik
Osszege.

Kétdimenziéban, d = 2, a konform csoport sokkal gazdagabb [14]. Izomorf a vég-
telen dimenzi6és komplex analitikus fiiggvények csoportjaval. Eppen ezért természetes a
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komplex koordinaték hasznélata. Ismert eredmény [29, 54|, hogy egy z — w(z) konform
leképezés esetén a ¢;(z;, Z;) operatorokhoz tartozé korrelacios fiiggvény az al4bbi médon
transzforméalodik:

(b1(21, 21)pa2(20, 22) ... ) = H ' (z) | W' (73) |2
X (p1(w(z), 0(21))p2(w(22), B(Z))...) (2.57)

ahol a hossztisag lokélis tjraskaldzasi faktora |w'(2)|™!, tovabba z; = A; + A; a ¢(2i, %)
operator skalazéasi dimenzidja.

Logaritmukus transzforméci6

Igen gyakran hasznalt konform leképezés kétdimenzidban a logaritmikus transzformécio

L
= = —1 2.58
w(z) =u+ w o n(z), (2.58)
mely a teljes komplex sikot egy L széles periodikus csikra képezi le, (u,v) € (—o0;00) X
[0; L]. Alkalmazva a (2.57)-ban ismertetett Osszefiiggést, a kétpont korrelacios fiiggvény
az j rendszerben

(2r /L)
(P(ur, v1)$(uz, v2)) = - — e 2.59)
(2 cosh (27 (w1 — up)) — cos (27 (vy — ,02))) ¢ (
amely nagy tévolsdgokban, |u; — ug| > L, exponenciélis lecsengést mutat
o\ ey
(@(ur, v1)p(ug, v2 = v1)) ~ (f) g™ T (w—u) (2.60)

Ebbdl kovetkezik a & korrelacios hossz és a csik L szélessége kozott megfogalmazott egy-

szer( Osszefiiggés [25]:

L
e, 2.61
27Ty ( )

Schwarz-Christoffel transzformacid

Itt kell emlitést tenniink az 5. fejezetben hasznalt Schwarz-Christoffel leképezésrél. Ez a
komplex transzformécié a felsg félsikot képezi le egy tetszGleges poligon belsejébe. Mind-
ezt olymoédon teszi, hogy a vizszintes tengelyen elhelyezked§ pontok a poligon hatarara
keriilnek.

Az altalanos formulatél eltekintve, csak azt az esetet targyaljuk, amikor a z = x +
iy fels6 félstkot a 2.2 abran lathaté moédon egy négyzetre képezziik le. Ez az alabbi
transzforméci6 végrehajtasaval valosithaté meg:

w(z) = %(k)ﬁ’(z, k), z=sn (ﬂ{Tw) , (2.62)
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2.2. abra. A fels6 félsik konform leképezése egy négyzetbe. A hatarfeltételek (szabad,
rogzitett) mind a két rendszerben megegyeznek.

ahol w(z) = u + iv és

. dt
F(z, k) = /O e (2.63)

a k egylitthatoja els6rendd elliptikus integral, tovabba K (k) = F(1, k) a k egyiitthatoju
komplett elsérendi elliptikus integral, valamint sn a Jakobi-féle elliptikus szinusz fiigg-
vény. A (2.62) konform leképezés az y = I(z) > 0 félsikot a ~L/2 <u < L/2,0<v <L
négyzetre képezi, amennyiben K(k)/K(v1 — k?) = 1/2 teljesiil [51].

2.3. Rendezetlen rendszerek

2.3.1. Rendezetlenség tipusai

Fizikai rendszerek esetén rend alatt valamely szabalyossagot példaul kristalyos szerkezetet,
atomi Osszetevék rendjét értjilk. A rendezetlenséget a rend gyengiilésével mérjitk [119].
Mégneses rendszerek estén a szerkezete adott. Klasszikus rendszereknél T = 0, i = 0
feltételek mellett az energia minimum meghatarozza a magneses momentumok kapcsolé-
dasat. Ett6l a rendtdl valo eltérésnek alapjaban véve két forrdsa van, az egyik a termikus
fluktuacidk, a masik a kvantum ingadozasok. '

Klasszikus spinrendszerek esetén a hémérséklet okozta ingadozasok mellett méas ren-
dezetlenséget is bevezethetiink [105]. Ennek az egyik legegyszertibb realizaci6i a higitott
modellek. Az Ising modellnek a (2.1)-ben szerepl§ Hamilton operatora ekkor a kovetkezs
alakot olti:

H=-> Jijloie)(os€;), (2.64)
(6.5)
ahol kotési higitas esetén minden ¢; azonosan eggyel egyenld, mig p val6szintiséggel J; ; = 0,
és 1—p a valoszintiséggel annak, hogy J; ; = J > 0. Betoltési higitas esetén J; ; és ¢; szerepe
felcserélsdik, azaz J;; = J, és p valdszintiséggel ¢, = 0, valamint 1 — p valdszintiséggel
€ = 1.

Mindkét esetben a rendszer két relevans véaltozoja a T hémérséklet és a higitas p kon-

centracidja. A modell fazisdiagramja ezen valtozék fiiggvényében a 2.3 dbran lathaté. A
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T
T, P

0 b 1 p

2.3. abra. A higitott ferromagneses modell fazisfiagramja. F a ferromagneses, mig P a
paramagneses fazist jeloli.

T = 0 esetben a perkolacié probléméja adodik vissza, azaz p értékét egyrdl csdkkentve egy
bizonyos p, koncentracié esetén jelenik meg elGszor egy végtelen, Gsszekapcsolt spinekbdl
all6 klaszter. Ez a szinguléris pont a folytonos fazisatalakulasok geometriai analdégonja.

A p,. alatti koncentraciéknal kell6en alacsony h6mérsékleten a rendszerben hosszi tava
rend uralkodik, azaz itt ferromégneses fazis van. Mindazonaltal magasabb h6mérsékleten
ez a rend megsziinik, és a rendszer paramégnesként viselkedik. A két fazist keresztezve
fazisatalakulasnak lehetiink tantdi, mely kiillénb6z6 univerzalis osztélyokba tartozik, T = 0
a perkolacid, a p = 0 a tiszta ferromagneses rendszer osztalyat szolgaltatja. A koéztes
régidban 0 < p < p. a kritikus exponensek konstansok. Amennyiben a higitis irrelevans
a tiszta rendszer kritikus pontja hatirozza meg az atalakulas voltat. Ellenkezd esetben,
mint példaul a haromdimenziés Ising modell, a fazistérben 1j fixpont jelenik meg, mely
az eddigiekt6] kiilonb6zé kritikus exponenseket eredményez.

A kotési higitas tovabb altalanosithato a véletlen ferromégneses modellre. Ekkor a
Ji,; > 0 kotések fiiggetlen, azonos eloszlasu, pozitiv varhat6 értékkel rendelkezd vélet-
len valtozok. A hémérséklet mellett a rendszer mésik relevans paramétere az eloszlas A
szélessége. Spinvaltozokat tartalmaz6 modellek esetében az is elgfordulhat, hogy megval-
tozik a ferro- és a paraméagneses fazis kozotti 4tmenet [8], nevezetesen elsérendii dtalakulés
relevans higitas esetén masodrendiivé valik.

A rendezetlenség azonban nem csak a kritikus pontban alakithatja 4t lényegesen a
rendszer viselkedését. Griffiths kotési higitassal rendelekzé Ising modellt vizsgalt abban
az esetben, amikor a (2.64) Hamilton operatorban szerepld J;; kicserél6dési energia p
valoszintiséggel vette fel a J; illetve 1 — p valdszintiséggel a J, értéket, ahol J; > Jo > 0.
Azt tapasztalta, hogy néhany fizikai mennyiség nemcsak a kritikus pontban, hanem a kri-
tikus hémérséklet koriil egy kiterjedt tartomanyban is szingularis. Ezt a Griffiths fazist
azon ritka domének okozzak, amelyek lokalisan a kritikus pont ttloldalan 1év6 fazisban
vannak. A kizarélag rendezetlen rendszerekben megfigyelhetd Griffiths-McCoy szingu-
laritasok a klasszikus modellekkel szemben lényegesen nagyobb hangsillyal jelentkeznek
kvantummechanikai rendszerekben, ahol a dinamika és a sztatika Gsszekapcsolédik.

A rendezetlenség egy masik fajtajat a spiniivegek [47] szolgaltatjak. A spiniiveg &t-
alakulés soran a relaxécids idé jelent&sen megnd, mely igen nehézzé teszi laboratoriumi
keretek kozott az egyenstlyi allapot vizsgalatat. Az Ising spiniivegek Hamilton operatora
abban kiilonbozik a kotési higitds (2.64) Hamilton operatoratol, hogy J; ; kicserélédési en-
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2.4. dbra. A haromdimenzi6s Ising spiniiveg fazisdiagramja. A ferroméagneses (F) és az
antiferromégneses (AF) kozott jelenik meg a spiniiveg fazis (S), ahol a magnesezettség
méasodik momentuma nem tiinik el. P a paraméagnese fazist jeloli.

regiak kozott egyarant megjelennek pozitiv és negativ értékek. Abban az esetben, amikor
p illetve 1 — p valoszintséggel J; ; = £J, a modell fazisdiagramja a 2.4 4bran lathato.

A rendszer fazisdiagramja gazdagabb a higitott modell fazisdiagramjanal. A paraméag-
neses és a ferromégneses fazis mellett kell6en alacsony hémérsékleten megjelenik a spin-
iiveg fazis is. Itt a kdtések véletlenszertiségébdl, valamint az ebbdl adddo frusztracidobol
kovetkezik, hogy lokélis ferroméigneses szigetek alakulnak ki. Mindemellett hossza tava
rend nem jelenik meg. A rendszer teljes mignesezettsége ugyanigy zérus, mint a para-
maéagneses fazisban, azonban a rendparaméter masodik momentum nem tfinik el.

Emlitést kell tenniink a véletlen teri modellekrél is. Ising rendszer esetén a kovetkezd
Hamilton operatort kell tekinteniink:

H = "ngiaj - Z hiO'i, (265)
(i,) i

ahol spinenként valtozo, kiils6 magneses teret reprezentald h;-k fiiggetlen, azonos eloszlast
véletlen valtozok, zérus varhatd értékkel. A hé&mérséklet mellett a kiilsé tér h szorasa
a masik relevans véaltozé a modellben. Amennyiben h alacsony, akkor a spinek T =
0 esetén valtozatlanul azonos irAnyba &llnak. Mig erSs véletlen tér jelenlétében ezen
hémérsékleti tartomanyban is megsziinik a rend. A rendszer fazisdiagramja hasonlit a
higitott modellnél latottakhoz (p-t h-re kell felcserélni), vagyis itt is paramégneses és
ferromAgneses fazis van jelen.

A rendezetlen rendszerek elméleti leirasa soran kiilon kezelendGek azon rendszerek,
ahol a rendezetlenséghez tartoz6 relaxéacios id6 lényegesen nagyobb a termikus szabadsagi
fokokhoz tartozo6 relaxécio id6hoz képest. Az ilyen rendszereket agynevezett "befagyott”
rendezetlenség(i modelleknek nevezziik. Benniik a kiilonb6z6 fizikai mennyiségek termikus
varhato értéke fiigg a rendezetlenség konkrét realizdciojatoél. Ilyen modellekben el6for-
dulhat, hogy bizonyos mennyiségek nem Onétlagolok, azaz az atlagos és tipikus értékek
kiilonboznek. Ezen mennyiségek jellemzésére a teljes eloszlasuk ismerete sziikséges.

2.3.2. Feliiletek viselkedése

Amikor elméleti Gaton kozelitjiik meg a fazisatalakuldsokat, elGszor mindig homogén mo-
delleket tekintiink. Elhanyagoljuk a feliiletek jelenlétét, és csupén a tombi tulajdonsagokra
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fogalmazunk meg allitasokat. Mindez els kozelitésben jogos is, hiszen egy N részecskébdl
4ll6 d dimenzi6s rendszer esetén a feliileten elhelyezkedd részecskék relativ aranya N9,
mely nagy N esetén igen kicsi.

Miésodrendd fazisatalakulasok sorén a korrelacios hossz végtelenbe tart, igy a feliiletek
hatésa a rendszer tombi tulajdonsigara sokkal jelentGsebb. A véges méretbsl adodéan
eltolédhat a rendszer kritikus hémérséklete. Magaban a kritikus pontban pedig 1j, a
t0mbitdl kiilonbozd, a felilletet jellemz6 lokélis kritikus exponensek jelenhetnek meg.

A feliiletek jelenlétére a legegyszertibb példa a szabad hatéarfeliilet, amelyet egy d di-
menzio6s rendszerbdl azaltal kapunk meg, hogy egy d—1 dimenziés hipersikkal kettévagjuk.
Elgszor a kétdimenziés Ising modell esetén vizsgaltak a szabad hatarfeliletet [78, 17, 38].

A rendszer szabadenergiaja a szabad hatarfeliilet miatt egy @j taggal modosul [48, 24].
Landau-féle atlagtér megkozelitésben ez a kovetkezGt jelenti:

F(m(r)) = /V folm(r)) AV + / fu(m(r)) dS (2.66)

ahol m(r) a rendparaméter, mely a rendezett fizisban nem tiinik el. A jobb oldalon 4ll6
els6 tag a rendszer V' térfogatara vonatkozo integral, ez az Ising modell esetén megegyezik
a (2.19) és (2.20)-ben megfogalmazottakkal.

1 1 1
Fom(r)) = £5(0) + SO(Vm(r) + S Am?(r) + ;B (r) = H(r)m(r),  (267)
ahol H a rendszer Gsszes spinjére hato kiils6 magneses tér. A (2.66)-ben szerepls masodik
integral, mely az S feliiletre vonatkozik, hatarozza meg a feliilet viselkedését. Az ehhez
kapcsolodod f feliileti szabadenergia siirtiség ismét a rendparaméter sorfejtésébsl adodik:

flm(r)) = £,00) + 20" H (), (268

itt Hy csak a feliileten elhelyezkedd spinekre hat, igy ezekre egyiittesen a H + H; kiils6
magneses tér fejti ki hatasat. A hosszisig dimenzidéja A az extrapolacios hossz.

A rendparaméter egyensilyi értéke minimalizalja a (2.66)-ben leirt szabadenergia ér-
tékét. Ez a felilletre vonatkozoan a kovetkezd Ginzburg-Landau egyenletet jelenti [17]:

m(r) _H,
A C,’

n-Vm(r) = (2.69)
ahol 71 a felillet normél egységvektor, mely a rendszer belseje felé mutat. Ebbdl a diffe-
rencidlegyenletbdl kiindulva lehet a Landau-féle atlagtér elmélet keretein beliil a feliiletre
vonatkozo kiilonbozd kritikus exponenseket megkapni, tovabba a rendszer méagnesezett-
ségi profiljat meghatarozni, részletes lasd a 6.2.2 szakaszt.

Abban az esetben, amikor az Ising modellben a spinek kézott mindenhol azonos erds-
ségli kotések szerepelnek, a magnesezettség csak a feliilett6l mért z tavolsagtol fiigg,
m(r) = m(z). Ekkor a (2.69) egyenlet az alabbira egyszertisddik:

om(z) m(z) H,
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2.5. 4bra. A A extrapolécids hossz kiilonbozé értékei mellett a félvégtelen rendszer feliileti
fazis atalakulasai [17].

Azt feltételezve, hogy nincs jelen kiilsé magneses tér, H = H, = 0, az extrapolacidés hossz
elGjelétdl fiiggGen kiilonbozéféle magnesezettségi profilokat kapunk. A feliilet fazisdiag-
ramjat a 2.5 dbran tiintettiik fel.

Pozitiv extrapolacios hossz esetén alacsony hdmérsékleten a feliilet kozelében a mag-
nesezettség mindaddig novekszik, mig el nem éri a tOmbi magnesezettség értékét. Ilyenkor
a feliiletnek a rendezetlen fazisb6l a rendezett fazisba val6 d&tmenete ugyanazon 7, kriti-
kus hémérsékleten torténik, mint a rendszer belsejében, ezt rendes feliileti atalakulasnak
nevezziik, ordinary transition.

Negativ extrapolcios hossz esetén magas hdmérsékleten mind a feliilet, mind a rend-
szer belseje rendezetlen. A feliilethez tartozoé fazisatalakulas, surface transition, a tombi
kritikus hémérsékletnél magasabban megy végbe, Ty, > T,.. A T, és T, kzotti h6mérsék-
leti tartoményon a feliilet mar rendezett, ugyanakkor a feliilettsl tavol még nincs rend.
Amikor a rendszer eléri a tombi kritikus h6mérsékletet, a belsejében megjelenik a rend, a
korrelacios hossz végtelenbe tart, mely a feliileti mennyiségek viselkedésében szingularita-
sokat eredményez, ezt rendkiviili feliileti atalakulédsnak nevezik, ezxtraordinary transition.
A T, alatti hémérsékleteken a magasabb felilleti magnesezettségrdl indulva a méagnese-
zettség monoton csokken mindaddig, amig el nem éri a tombi magnesezettség értékét.

A fentebb emlitett harom felillethez tartozd fazisatalakulds mindazonaltal egyetlen
pontban talalkozik . Itt az extrapolaciés hossz végtelen, a feliilethez tartozé mégnese-
zettség megegyezik a tombi magnesezettség értékével és a profilban mindenhol ez az érték
szerepel. A feliilet ugyanazon kritikus hémérsékleten rendezédik, mint a rendszer belseje,
ez a specialis fellileti atalakulas, special transition.

A szabad hatarfeliilettel rendelkez6 rendszer részletesebb fazisdiagramja fiigg H és H,
értékétdl, azaz a kiils6 magneses tért6l [82]. Mindemellett a feliilet okozta inhomogenités
lehet més geometriai jellegii, vagyis a feliiletet nem egy hipersik, hanem méas gdérbe haté-
rozza meg [58]. Ugyanakkor a kotések erGssége is kiilonb6z6 modon valtozhat a feliilettsl
tavolodva, melynek hatésa hasonl6 a kordbban vazoltakhoz.
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2.3.3. Relevancia-irrelevencia kritériumok

A homogén rendszer viselkedése megvaltozik a perturbéaciok hatasara. Az ilyen rendsze-
reket a renormalési csoport keretein beliil vizsgalva megallapithatjuk, hogy kellen erds
rendezetlenség kovetkeztében a modell kritikus viselkedését 1) fixpont hatérozza meg.
Ennek kovetkezménye, hogy a tiszta rendszerhez tartozo6 kritikus exponensek értékei meg-
valtoznak.

A tiszta rendszer fixpontjanak stabilitasat elészor Harris [53] vizsgalta higitott mo-
dellek esetén. Mindazonaltal maga az elv masodrendd atalakuléssal rendelkezé modellek
esetén a kotésekben meglévs tetszéleges rendezetlenségre altaldnosithato.

Annak a tartoménynak a nagysaga, ahol a spinek korrelaltak, d dimenziés modell
esetén megegyezik £%-val. Ekkor egy A szorassal biré rendezetlenség hatasira az atlag
kotéstsl valo eltérés €%/2A-val valtozik. Ezért a kotések szaméval normalizalva ezt a
mennyiséget megkaphatjuk, hogy a lokalis csatolasi dllandok milyen mértékben téritik el
ezt a tartoményt az atlag h6mérséklettdl:

fd/Q A B ,
5t(€) ~ T ETY2A ~ A, (2.71)
Ezt kell a kritkus ponttél valé tavolsaggal 6sszevetni
% ~ tVd/Q—l ~ twa/Q’ (2-72)

ahol az utols6 atalakitis sordn a 2.2 tablazatban szereplé Josephson térvényt hasznal-
tuk. A Harris kritérium értelmében a rendezetlenség relevans, amennyiben a fajhs kri-
tikus exponense pozitiv. Ekkor a rendszer egy 4j fixpont felé halad a paramétertérben.
Amennyiben « negativ a rendezetlenség hatasara a kritikus viselkedés nem valtozik meg, a
perturbécid irrelevans. Mig marginalis esetben, o = 0, tovabbi vizsgalodéasra van sziikség.

A Harris kritérium mellett meg kell emliteniink Imry és Ma eredményét is [61], mely vé-
letlen tér okozta inhomogenitésok hatisanak vizsgalatara vonatkozik. Tekintsiik az Ising
modellt alacsony hémérsékleten. Feltételezziik azt, hogy rendelkeziink két, szomszédos, L
linearis méret, kiilonb6z6 irdnyba mutatd spineket tartalmaz6é doménnel. Ekkor a rend-
szer energia vesztesége a doménfalak hataran 16v6 kotésekbol szarmazik és E gy ~ 2JL971-
vel ardnyos. Ugyanakkor a zér6é varhaté értékkel, h szordssal rendelkezs véletlen térnek
egy domén méretein beliili fluktuaciojabol szarmazé energia nyereség E,; ~ hL%2-vel
aranyos. Ezt a két mennyiséget Osszevetve

Efal J d/2—
t LU fE 2.73
i (2.73)

megéallapithat6, hogy amennyiben L végtelenbe tart, ketténél alacsonyabb dimenzi6 eset-
én, zérus hémérsékleten is megsziinik a ferromégneses alapallapot.

Amennyiben a tiszta rendszer els6rendi fazisatalakulassal bir, a helyzet sokkal bonyo-
lultabb. Ekkor nem létezik a fentiekhez hasonlé relevancia kritérium. Bar kétdimenziéban
megmutathato [2], hogy a rendezetlenséghez tartoz6 konjugalt stirfiség a termodinamikai
paraméterek folytonos fliggvényévé valik. Betoltési higitas esetén a konjugalt siirtiség az
energia, mig véletlen tér jelenlétében ez a mennyiség a méignesezettség.



3. fejezet

Monte Carlo médszer

3.1. Monte Carlo szimulacié alapelvei

Statisztikus fizikai rendszerek esetén a Monte Carlo eljarasok szokasos célja, hogy valamely
X fizikai mennyiség (X) varhaté értékét szamoljék ki [18]. Ferromagneses rendszereknél
ez Altaldban a rendparaméter, azaz az egy spinre es6 magnesezettség, tovabba a belsd
energia, valamint az ezekbdl szdrmazé egyéb termodinamikai mennyiségek.

Az adott mennyiség varhatd értékét a rendszer minden lehetséges p 4llapotara vett
atlagbol kapjuk meg a (2.11) formula felhasznélasaval. Ez azonban csak kisméreti rend-
szerek esetén konnyen kivitelezhet§. Nagyobb rendszereknél az atlagolast csak a lehetsé-
ges Allapotok egy részére végezhetjiik el, ami sziikségképpen pontatlanné teszi a virhato
értéket.

A Monte Carlo szimuléciok véletlenszertien vilasztjak a lehetséges allapotok egy részét
az altalunk el6irt p, valoszintiségi eloszlassal. Abban az esetben, ha mintaul a pq, ..., s
allapotokat tekintettiik a szimulécié sorén, akkor az X mennyiségre a kovetkezd becslést
kapjuk:

_ Zi\il me;ile_ﬂE”"

i Pyt e
Nyilvanvald, ha néveljiik a mintaul vett allapotok M szdmét, akkor igy egyre pontosabb
becslését kapjuk az (X) varhato értékének.

Mindazonéltal a p, val6szin(iségi eloszlas meghatérozasa fontos kérdés, hiszen ez 1é-
nyegesen befolyésolja a (3.1)-ben szereplé szumma értékét. Amennyiben p, minden p-re
azonos, akkor a fenti becslés a kovetkezékre redukalodik:

X (3.1)

— Zz]\il Xuie_ﬂEui
Dy €A
Ez a valasztas 4ltaldban nem tal hatékony. Példanak vegyiik az Ising-modellt egy ha-
romdimenziés ricson, amelynek a mérete 10 x 10 x 10. Igy a rendszer Gsszes lehetséges
dllapotainak a szdma 2190 ~ 103% azaz ennyi az Ssszes lehetséges spin kiosztas az adott

racson. Ekkor egy gyors szamitégépen futatott, 108 darab 4llapotot mint4ul vett numeri-
kus szamolas néhany 6raig tart. A szamunkra oly soknak t{in6 mintak szama viszont csak

X (3.2)

29



30 FEJEZET 3. MONTE CARLO MODSZER

azt jelenti, hogy minden 10?%® allapotot vennénk bele a mintdk sorozatiba. Ez aranyait

tekintve roppant kevés, és ha ezek az allapotok nem a rendszerre tipikus allapotai, akkor
a fenti becslés igen gyenge kozelitése az (X)) varhat6 értéknek.

A (3.2) képlet mégis jol helyettesiti az eredeti (2.11) formulat, hiszen a (2.11) szummaé-
jaban csak nagyon kevés tag domindl, az 6sszes tobbi elhanyagolhaté médon jarul hozz4 a
végosszeghez. Ennek megértéséhez tekintsiik az el6z6 rendszert igen alacsony hémérsék-
leten. Nyilvanvald, hogy minél kézelebb keriiliink a zérus hémérséklethez, annél nagyobb
szerepet tolt be a Hamilton-operatorban a kicserélgdési energia, igy majdnem minden spin
ugyanabba az irdnyba fog mutatni. A varhat6 értéket csak néhany szdz, vagy még ennél
is kevesebb tag hatarozza meg. Hiszen nincs elég energia a rendszerben, hogy 4tmenjen
magasabb gerjesztett allapotokba. Ebbdl az adédik, hogy csak az alapallapotban, vagy a
legalacsonyabb gerjesztett allapotok egyikében lehet.

Amennyiben tudjuk, hogy mely allapotok hatarozzik meg a (2.11) szummajét, és csak
ezekbdl valasztjuk ki a mintdinkat, az 6sszes tobbit figyelmen kiviil hagyjuk, akkor a (X}
varhatoértéknek egy igen jo kozelitését kapjuk. Pontosan ez hizodik meg vezérelvként a
Monte Carlo eljarasok mogott. Magat azt a technikit, amikor a sok lehetséges allapot
koziil csak a leglényegesebbeket valasztjuk ki, fontossagi mintavételezésnek (importance
sampling) nevezziik [83].

3.1.1. Fontossagi mintavételezés

Az a tartomdany, amelyben egy Atlagos rendszer energidja valtozik, egyensiily esetén na-
gyon kicsi a teljes energidjahoz képest. Ugyanezt mondhatjuk el a rendszer més fizikai
mennyiségeir6l. Ennek oka, hogy a rendszer a rendelkezésére all6 6sszes lehetséges allapo-
tot nem egyenld valoszintiséggel veszi fel, hanem az allapotok kivalasztisa a Boltzmann
eloszléssal van 0sszhangban. Amennyiben ezt az effektust beépitjuk a szimulaciénkba, ak-
kor az energia és mas fizikai mennyiségek egy sz(ik tartomanyban fognak valtozni, ezéltal
pontosabba valik varhato értékiik meghatarozasa.

Eppen ezért, amikor egy rendszerrsl mintékat vesziink valamely fizikai mennyiség vér-
hat6 értékének meghatérozasahoz, akkor a becsléshez mintdul vett M allapotot p, = e_Zﬁi“
valoszintiségekkel kell megvalasztanunk. Ezt behelyettesitve a (3.1) képletbe a varhato ér-
tékre a kovetkezd formula adédik:

1 M
XM=-M;X, (3.3)

Ezaltal a Boltzmann faktorok mind a szamlaloboél, mind a nevez6bdl eltiinnek. Ennek
hatékonysaga kiilondsen akkor tiikrozddik, ha a rendszer idejének nagy részében csak
kevés szdmi allapotban lehet, minthogy ezek pontosan azok az &llapotok, amelyekbdl a
legt6bbszor akarjuk a mintékat vételezni.

Markov folyamatok

A legnehezebb része a Monte Carlo szimulacidknak, hogy a Boltzmann eloszlassal Ossz-
hangban véletlenszertien valasszuk ki az allapotok egy részét. Ha csak taldlomra tekinte-
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nénk egy p allapotot, és azt e #P+ aranyban vennénk be a mint4k sorozataba, akkor nem
sokra mennénk, hiszen ez az arany exponenciilisan kicsi.

Maga a Markov folyamat egy mechanizmus, amely az adott rendszert egy p allapotbél
véletlenszertien 4tviszi egy v allapotba. Igy az allapotok egy sorozatéat kapjuk, amelyben
nem feltétleniil kell mindig ugyanannak az allapotnak szerepelnie.

Annak a valészintiségét, hogy a rendszer p &llapotban van és atmegy v allapotba
P(u — v) atmeneti valoszintiségnek nevezziik. Egy folyamat akkor valik Markov fo-
lyamattéd, ha eleget tesz a kovetekez6 két feltételnek: egyrészt a P(u — v) atmeneti
valészintiség nem fiigg az id6t6l, méasrészt nincs hiszterézis, azaz annak a val6sziniisége,
hogy a rendszer p Allapotbdl atmegy v allapotba nem fiigg attdl, hogy kordbban milyen
allapotokban volt.

Az dtmeneti valoszintiségeknek sziikségszertien ki kell elégiteniiik a kdvetkezd egyenls-
séget:

ZP(M —v)=1, (3.4)

ahol az 6sszegzést az Osszes lehetséges llapotra végezziik. Meg kell jegyezni, hogy annak
a valdszintisége, hogy a rendszer ugyanabban az 4llapotban maradt, mint amiben volt,
nem feltétleniil nulla.

Markov lancnak nevezziik a Markov folyamat altal generalt allapotok sorozatat, ha
a rendszer mar elérte az egyensulyt. Azaz a Markov lanc a Markov folyamat azon ré-
sze, ahol az allapotok mar Boltzmann eloszldsiak. Magit a Markov folyamatot Ggy kell
megvalasztani, hogy a o kiindulési allapottél fiiggetleniil elérje az egyenstlyt, és ezutan

Boltzmann eloszlasa allapotokat generaljon. A Markov lancba 1év§ allapotok Boltzmann
eloszlasat két feltétellel biztositjuk: az egyik az ergodicitas, a masik a részletes egyenstily.

Ergodicitas

Egy rendszer akkor ergodikus, ha barmely u kiindulasi allapotboél tetszéleges v végal-
lapotba el6bb vagy utobb eljut a Markov folyamat segitségével. Ez a kritérium csak
sziikséges, de nem elegendd feltétele annak, hogy biztosftsuk Markov folyamatunkban a
Boltzmann eloszlast. A Boltzmann eloszlasban ugyanis minden v allapot nullatél kiilon-
b6z6 p, valdszintliséggel szerepel.

Az ergodicitds nem azt jelenti, ha a P(y — v) 4tmeneti valészintiség nulla, akkor
1 allapotbdl v allapotba valé &tmenet nem létezik. Valos rendszereknél a legtdbb u, v
allapotparra a P(u — v) = 0, mégis van az allapotoknak egy olyan sorozata, amelyben
a kezdd allapot a u, a végallapot v, és kézben a megfelel§ dtmeneti valészintiségek nem
nullak.

Reészletes egyensily

A részletes egyensiily azt biztositja, hogy a rendszer egyensilyi allapotanak elérése utan
a Monte Carlo szimulaciok a Boltzmann eloszlasnak megfelelGen generaljak az 6j allapo-
tokat.
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Egy rendszer akkor van egyensiilyban, ha minden allapotirdl elmondhaté, hogy ugy-
anakkora aranyban keriil bele, mint amekkora ardnyban elhagyja azt. Matematikailag ezt
a kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg:

> puP(p—v)=> p,Pv— p). (3.5)

Az dtmeneti valoszintiségekre megfogalmazott (3.4) egyenl8séget figyelembe véve a fenti
képlet a kovetkezére egyszertistdik:

Py = Zp,,P(V — ). (3.6)

Mindez azonban nem biztositja, hogy tetszdleges allapotbél indulva elérjiik az egyen-
silyt. Ezért a kovetkezg feltételt koveteljiik meg a Markov folyamatunkkal szemben:

puP(p—v) =p,P(v — p), (3.7)

és ezt nevezziik részletes egyensilynak,detailed balance. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy
a rendszer atlagosan olyan siiriin keriil x4 &4llapotbél a v allapotba, mint amilyen gyakran
a v-b6l atmegy a p-be. Valds rendszerek mindig ecleget tesznek a részletes egyenstly
feltételének. Nyilvanvalo, ha atmeneti valészintiségek tetszéleges sorozata kielégiti a (3.7)
egyenletet, akkor eleget tesz az egyensulyt kifejez8 (3.6) egyenletnek is.

Mivel a Markov folyamatunkban megkoveteljuk, hogy az allapotok p, valésziniiségi
eloszlésa kielégitse a részletes egyensily feltételét, tovabba azt szeretnénk, hogy egyen-
stily elérése utdn ez az eloszlas a Boltzmann eloszlassal legyen 6sszhangban, igy a (3.7)
egyenletet dtrendezve az dtmeneti valoszintiségekre a kovetkezd adodik:

Plp=v) _ P _ -pm-na) (3.8)

Plv—p) pu

A fenti formula, valamint a Markov folyamatokkal szemben tamasztott (3.4) egyenle-
tiink korlatozzak valamilyen mértékben az 4tmeneti valdszintiségeket. Ha kielégitjiik ezen
feltételeket, és a rendszeriink ergodikus, akkor Markov folyamatunk egyenstlyi eloszlasa
mar biztosan Boltzmann eloszlasa lesz.

3.1.2. Elfogadasi arany

Az altalunk vizsgalt probléma minnél hatékonyabb megoldésa végett az Atmeneti valoszi-
niiségeket tovabbi tényez8k szorzatara szokas bontani.

Py — p) = glv = p)A(v — p) (3.9)

A g(v — p) tényez6t kivalasztéasi valoszintiségnek nevezziik, és azt mutatja meg, ha a
rendszer a p allapotban van, akkor mennyi annak a valészintisége, hogy az algoritmusunk
a v allapotot fogja generalni. Az A(u — v) tényez6 az elfogadasi ardny. Azt demonstralja,
hogy ha a p allapotbél indulva a v allapotot allitottuk els, akkor mekkora aranyban
fogadjuk azt el kovetkezé allapotnak.
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A részletes egyensuly feltételének atalakitasdval kapott (3.8) egyenlet a kivéalasztasi
valdszintiség és az elfogadési arany segitségével a kovetkez6képpen néz ki:

Pv = p) _ 9w = wAW = p) _ _sm.-5,)

Plu—v) glp—v)Alp—v)

(3.10)

A fenti formulédban vagy a kivalasztési valoszintiségek vagy az elfogadéasi val6szintiségek
aranyait szabadon vélaszthatjuk nulla és végtelen kozott, a méasikat csak hozz4 kell igazi-
tani.

Ha az elfogadési arany nagyon alacsony, akkor a szimuléciénk sordn a rendszer nagyon
sok ideig van ugyanabban az allapotban. Ez hatalmas idGveszteséget okozhat, s6t az is
eléfordulhat, hogy mintavételezés soran a rendszer nem keriil ki egy adott allapotbél.
Ezaltal csak arrél vesziink mintét, holott mi pont azt szeretnénk, ha az algoritmusunk
gyorsan végigmenne az allapottéren, és minél t6bb, kiilonb6z6 4llapotot vehetnénk be a
kivant fizikai mennyiség varhaté értékének becslésébe.

A fenti probléméat elkeriilhetjiik, ha az elfogadasi aranyokat minél kézelebb valasztjuk
egyhez. A legegyszeriibb modszer erre, ha csak az ::&::f g aranyt rogzitjiik barmely két
allapot kozotti atmenet esetén. Ezek utdn a szdmlalét és a nevezét is ugyanazzal a
szdmmal megszorozva elegendGen nagy valoszinfiségi értékeket kaphatunk. Altaliban a,
nagyobb elfogadasi valészintiséget egynek vilasztjdk, a masikat pedig ehhez igazitjk. Igy
tovabbra is teljesiilnek az elgirt feltételek, és maga a szimuléci6 is elég hatékonnya valik.

3.2. Algoritmusok

Miel6tt hozzakezdenénk a kiilonb6z8 algoritmusok részletes targyalasdhoz, a Monte Carlo
eljaras soran végrehajtott mérés egyéb feltételeirsl kell beszélniink. LegelGszor definidlni
kell azt az N méretli racsot, amelynek minden egyes pontjat egy spin foglalja el. Ezt a
programozas folyaméan egy tombbel lehet megvalésitani. Ising modell esetén a tombdot
két fajta egész szdmmal t6ltjiik fel, mely azt jelképezi, hogy az adott spin melyik irdnyba
mutat.

Mivel N sziikségképpen véges, ezért nekiink kell meghatarozni, hogy mi torténjen a
hatarokon. Amennyiben minden egyes hatdron elhelyezked& spin a récson vele szem-
ben 1évS spinnel is kolcsénhatasban van, akkor periédikus hatarfeltételrsl beszéliink. Ez
azt biztositja, hogy geometriailag nincsenek kitiintetett spinek, mindegyiknek ugyanannyi
szomszédja van. EzAltal a rendszer teljesen transzlaci6 invaridns. Ha a széleken elhelyez-
kedd spineket nem kapcsoljuk Gssze, akkor szabad hatérfeltételrsl beszéliink.

Fontos dolog a spinek kezdeti értékének megadéisa. Bar tudjuk, hogy minden egyes
kezd§ Allapotbdl el6bb vagy utébb eljutunk az egyensilyi allapotba. A ferroméagneses
Ising-modell esetén alacsony hémérsékleten érdemesebb az egyik alapallapotboél indita-
nunk a szimulaciét. Ugyanakkor magasabb hémeérsékleten végrehajtott vizsgalatok sorén
hatékonyabb a rendszert tigy inicializalni, hogy a spinek véletlenszeriien mutatnak vala-
melyik irdnyba.

Ebben a részben els6sorban az Ising modellre fogalmazzuk meg allitasainkat, de meg
kell jegyezniink, hogy az itt leirtak 4tvihet6k més spin rendszerekre is [11].
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Termikus egyensiilly esetén a rendszer energidja egy sziik sdvban ingadozik, azaz az
egymést kovets Allapotok energetikailag alig kiilonboéznek egymaéstol. Az Ising modell
esetén ennek a legegyszertibb médja, ha az Gjonnan kivéilasztott allapot csak egy meg-
forditott spinben kiilonbozik a régit6l. Azokat az algoritmusokat, amelyek ezen az elven
miikddnek, mint példaul a Metropolis algoritmus [80], egyszerd spin flip algoritmusoknak
nevezziik.

A fazisatalakulas kozelében a rendszerben a korrelaciés hossz végtelenné valik, hatal-
mas klaszterek alakulnak ki. Ha ezen a hémérsékleti tartoméanyon egy spint szeretnénk
atforditani, akkor azt tapasztaljuk, hogy az t6bbnyire egy klaszteren beliil helyezkedik el,
ezért a Metropolis algoritmusban az elfogadési arany roppant kicsivé valik amiatt, hogy az
adott spin minden szomszédja vele megegyezs irdnyba mutat. Annak sokkal nagyobb az
esélye, hogy egy kalszter hataran elhelyezked6 spint forditunk &t, hiszen ez kisebb energia
ugréast okoz a rendszerben.

Egy egyszert spin-flip algoritmus esetén az el6bb vazolt okok miatt egy teljes klaszter
atforditasa rengeteg id6t vesz igénybe. Ebb6] adédik a kritikus jelenségek Monte Carlo
moédszerrel torténd vizsgilata soran tapasztalt kritikus lelassulas. Ahogy a kritikus pont-
hoz kozelediink, a & végtelenbe tartidsa miatt egyre tobb spint kell atforgatnunk, hogy
fiiggetlen mintakat kapjunk. Az ezt jellemzs 7 korrelaciés id§ a kovetkezSképpen divergél

T~ & (3.11)

ahol a z dinamikai exponens értéke fiigg az adott algoritmustoél, lasd 3.1 tablazat. Mivel
egy szimuldcid sordn mindig véges rendszereket vizsgilhatunk, ezért £ a rendszer L linearis
méretével ardnyos. Vagyis a rendszer méretének ndvelésével megné az a 1 idGintervallum,
amelyen beliil a Markov-lancban levé mintdk korreldltak.

A kritikus lelassulas okozta problémét a klaszter algoritmusok, mint példaul a Swend-
sen-Wang [106], a Wolff algoritmus [115] megjelenés tompitotta. Ezek soran a kritikus
pont kérnyékén kialakult klaszterek egy részét nem spinenként, hanem egyszerre forditjak
at.

dimenzi6é | Metropolis Wolft Swendsen-Wang
2 2.167+£0.001 | 0.25 +0.01 0.25+£0.01
3 202+0.02 |0.33+0.01 0.54 £0.02
4 - 0.25 £ 0.01 0.86 + 0.02

3.1. tablazat. Monte Carlo algoritmusok dinamikai exponensei kiilonb6z6 dimenziékban

3.2.1. Metropolis algoritmus

Az egyik legismertebb és legtébb teriileten hasznalt Monte Carlo szimuléci6é a Metropolis
algoruitmus [80]. Folyadékok modellezésére hasznaltak el6szor, de spinracsok, polimerek,
rendezetlen rendszerek statisztikus fizikai tulajdonsagainak meghatarozaséra is alkalmas-
nak bizonyult.
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A Metropolis algoritmus esetén egyméas utan fordithatjuk at a spineket. A g(p —
v) kivalasztasi valoszintiségeket azonos nagysaginak véalasztjuk, ha a két allapot csak
egy spin elforgatidsaban kiilonbozik egymaéstol, ellenkezs esetben értékiik zérus. Ha a
modelliinket egy N pontbdl 4ll6 racson értelmezziik, akkor egy p allpotbol indulva egy
spin atforgatasaval csak N kiildnbdzé allapotba juthatunk. Igy a nullatél kiilénbozs
kivilasztasi valészintségek szdma N, értékiik:

on—v)= 1 (3.12)

Ezen valasztas esetén a (3.10) valamelyest egyszertisodik is.

Pv—p) _gvopAlv—p) Al =) _ _ps-n,
Plu—v) glp—-v)Alp—v) Alp—v)

(3.13)

Ahogy korabban emlitettiik az elfogadasi valoszintiségek leghatékonyabb megvalasz-
tésa, ha a két elfogadési ardny koziil a nagyobbat egynek valasztjuk, a kisebbet pedig
ehhez igazitjuk gy, hogy ardnyuk kielégitse a részletes egyensily feltételét. Az elfogadasi
ardny Metropolis algoritmus esetén a kdvetkezSképpen néz ki:

~AE=Bu) ha E,—E, >0
] e a Iy u >
Alp = v) = { 1 kiilsnben (3.14)
Szemléletesen ez azt jelenti, hogy minden olyan d4tmenetet elfogadunk, amely a rend-
szer energidjat csokkenti. Ellenkezs esetben az elfogadéas valdszintisége megegyezik a fen-
tebb megemlitett értékkel. Ezek utdn a Metropolis algoritmussal megvalésitott Markov
folyamat a kovetkezs 1épések ismétlésébdl tevodik dssze.

1. Kivalasztunk egy spint. Kiszamoljuk, hogy az adott spin atforditasa esetén mennyi-
vel valtozna meg a rendszer energidja, legyen ez AFE. Ezek utdn meghatarozzuk a
kovetkezs értéket: r = e FAE

2. Generalunk egy z véletlen szamot, és ezt 6sszehasonlitjuk r-rel.
3. Ha r > z, akkor az adott spint atforditjuk.

4. A rendszernek az igy kapott 1j allapotat alapul véve kiszamoljuk a kivant termodi-
namikai mennyiséget, és feljegyezziik annak értékét.

A spin kivalasztasa torténhet akar véletlenszertien akar egy el6re meghatarozott szisz-
téma alapjan. Meg kell jegyezniink, hogy az energiakiilonbség kiszamolasanal nem célszeri
minden egyes lépésben kiilon-kiilon kiszamolni a rendszer energiajat. Hiszen a kezdeti és a
végallapot csak egy atforgatott spinben kiilonbozik egyméstél. Igy elegends azt vizsgalni,
hogy az egyes spinek milyen szomszédokkal rendelkeznek. Ugyanis a Hamilton operétor-
ban a kolcsénhatési energia csak a legk6zelebbi szomszédokra vonatkozik, emiatt a vizsgalt
spint6l tavol levd spinek 4ltal behozott tagok mind a kezdeti, mind a végallapotban azo-
nosak, ezért az energiakiilénbség meghatarozasanal kiesnek. Metropolis algoritmus esetén
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3.1. abra. Egy klaszter atforditasa a kétdimenzi6s Ising modellben. Az iires karikdk a
felfelé, a teli karikdk a lefelé mutat6 spineket szimbolizaljak [83].

egy Monte Carlo 1épésnek azt az esetet tekintjiik, amikor az 8sszes spinnek adtunk esélyt
az atfordulasra.

A rendszer temodinamikai egyenstlyanak elérése utan érdemes csak mintakat venni.
Azonban itt is figyelni kell arra, hogy ezek az allapotok fiiggetlenek legyenek egyméast6l. A
Markov lancunkbél kivett mintak atlagabol kapjuk meg a kivant fizikai mennyiség varhato
értékét.

3.2.2. Wolff algoritmus

A Wolff [115] algoritmus egy klaszeter algoritmus, mely egy Monte Carlo 1épés keretein
beliil egy klaszterbe tartozé spineket fordit at. Ezaltal csokken az egyszerti spin-flip
algoritmusok esetén a kritikus pontban tapasztalt kritikus lelassulés.

A rendszer egy adott allapotdn beliil viszonylag konnyen taldlhatunk klasztereket.
Hiszen kivalasztunk egy kezdd spint, megnézziik a szomszédjat, ha az vele azonos irdnyba
mutat, akkor ugyanazon klaszteren beliil helyezkednek el. Majd megvizsgiljuk annak a
spinnek a szomszédjat, és igy tovabb. Le kell sz6gezniink, hogy a Wolff algoritmus nem
akarjuk az Gsszes, a kezd6 spinnel azonos irdnyba mutato6 spint atforditani. Azt szeretnénk,
hogy az atforditandé klaszterek mérete a hémérséklet cstkkenésével névekedne, mivel ez
van 6sszhangban az Ising modellel.

Tekintsiik a rendszer két allapotat u-t és v-t, melyek csak egy azonos irdnyba mu-
tato spinekbdl 4ll6 klaszter atforditasaban kiilonbozzenek egymastol, (3.1 dbra). Mindkét
allapotban eldfordulhat, hogy néhany spin a klaszter kiils6 hataran a klaszter spinjeivel
azonos irdnyba mutat. Ha &atforditjuk a klasztert, akkor ezen spinek és a klaszter spin-
jei kozotti kotések megsziinnek. Nyilvanvald, hogy a klaszter hatarain 1év6 kétések vagy
u-bél v-be valé Atmenetkor, vagy a klaszter visszaforditasa esetén sziinnek meg.

Tegyiik fel, hogy p-b6l v-be valé atmenetkor a klaszter atforditasaval m kotés bomlik
fel. Ez azt jelenti, hogy a klaszter kivilasztisa soran m darab olyan spint nem vettiink
hozzé a klaszterhez, amelyek a klaszter spinjeivel azonos irdnytiak. Annak a valdszintisége,
hogy egy spint nem adunk hozz4 az atforditandé klaszterhez, éppen 1 — P,4;. Vagyis a
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g{p — v) kivalasztasi valoszintiség aranyos (1 — Pygg)™-mel. Tegyiik fel, hogy a klaszter
visszaforditasaval n darab kotés szlinik meg. A fentebb elmondott érvek értemében ekkor
a g(v — p) kivalasztéasi valoszintiség (1 — P,qq)"-nel ardnyos. Ezek alapjin a részletes
egyenstilyra megfogalmazott (3.10) egyenlet a kovetkez&képpen néz ki:

9(p = v)A(p - v)
9(v = p)A(v — p)

A=Y s,
= 1 — Pa m—n — ﬁ(EV Eu) 1
( ad) Ao ° : (3.15)

ahol A(u — v) és A(v — p) a két atforditas elfogadési valoszindisége. A két allapot
kozotti energiakiilonbség szintén csak a klaszter hataran 1évs spinektél fiigg. Azok a
kétések, amik a u-bél v-be valé Atmenetkor sztinnek meg +2.J, amelyek ekkor keletkeznek
—2J energiavaltozast okoznak:

E,— E, =2J(m —n) (3.16)
Ezt figyelembe véve, és az €l6z6 formulat atrendezve a kovetkezd feltétel adodik:

Alp — v)

A o ) = 7 A P (3.17)

Ha most P,4; hozzdadasi valészintiséget a kovetkez6képpen valasztjuk:
Pua=1—e7 (3.18)

akkor az el6z§ egyenlet jobb oldala mindig 1, fiiggeltleniil a p, v allapotoktél, a hémér-
séklettsl, vagy barmi mastol. Igy valaszthatjuk mindkét irdnyt dtmenetre az elfogadési
valoszintiseget egynek, amely azt jeleni, hogy minden 1épést elfogadunk. Az Ising modellre
alkalmazott Wolff-algoritmus a kovetkezs 1épések ismétlésébdl all:

1. Valasszunk ki a racson egy kezdeti spint.

2. Vizsgaljuk meg sorra ennck a spinnek a szomszédjait. Ha ugyanabba az irdnyba
mutatnak, akkor P,y = 1 — e~?# valészintiséggel adjuk Sket a klaszterhez.

3. Vizsgaljuk meg az el6z6 lépésben a klaszterhez adott spinek szomszédjait, ha ugyan-
abba az ir&nyba mutatnak, akkor ugyanazzal a P,4q val6szintiséggel adjuk ket a
klaszterhez. Ezt a lépést addig ismétejuk, amig nem marad olyan spin a klaszter-
ben, amelynek a szomszédjait nem vizsgaltuk meg.

4. Forditsuk at a klaszteren beliil kivalasztott spineket.

Erdemes észrevenniink, hogy P,4 novekszik a hdmeérsékelet csékkenésével. gy a Wolff
algoritmussal magas h&mérsekleten a kivalasztott klaszterek csak egy-két spinbél allnak.
Alacsony hémérsékleten, mivel a rendszerben a spinek tSbbnyire azonos irdnyba mutat-
nak, és a hozzdadasi valdészintiség viszonylag magas, ezért egy lépésen belill majdnem
minden spin dtfordul. Ezekben az esetekben a t6bbi algoritmussal hasonlé hatékonysaga.
Az igazi jelentGsége viszont a kritikus pont koriill mutatkozik, amikor sokkal gyorsabb az
egyszeri spin flip algoritmusoknal. Wolff algoritmus esetén egy Monte Carlo 1épés alatt
egyetlen klaszter atforditasat értjiik.
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3.2. 4bra. A teljes spinmezén klaszterek kialakitésa [11].

3.2.3. Swendsen-Wang algoritmus

A Metropolis és a Wolff algoritmusok utan talan a legjelentGsebb a Swendsen és Wang
[106] altal 1987-ben megalkotott algoritmus. Ez is egy klaszter algoritmus, mely hamarabb
jelent meg mint a Wolff algoritmus. Valéjaban Wolff az algoritmusaban szerepl§ oGtletet
innen meritette.

A Swendsen-Wang algoritmus sorén altalaban t6bb klasztert forditunk at egyidejtleg.
Egy adott spinkonfiguréciobél kiindulva el8szér az azonos irdnyba mutato, szomszédos
spinek kozott alakitunk ki kapcsolatokat. Ez teljesen hasonlé a moédon mikodik, mint
ahogy a Wolff algoritmus esetén egy klasztert kialakitasat elvégeztiik. Azaz itt is ugyan-
azzal a Pogg = 1 — e 287 hozzéadasi valoszintiséggel teremtiink kapcsolatot a szomszédos,
azonos irdanyba all6 spinek kozott. Az egész a perkolacidhoz hasonlit. Miutan a teljes
spinmez6t ilymédon felosztottuk, végigmegyiink az Osszes kialakitott klaszteren és % va-
lésziniiséggel atforditjuk Sket. Swendsen-Wang algoritmusnél egy Monte carlo 1épésnek
tekintjiik, ha minden klaszternek adtunk esélyt az atfordulésra.

A Wolff algoritmus soran mindig teljesiil a részletes egyensiily feltétele, hiszen ahhoz
igazitottuk az elfogadasi aranyt és a P34 hozzdadési valoszintiséget. Ugyanez mondhatd
el a Swendsen-Wang algoritmusrél is, ugyanis azaltal, hogy minden klasztert % aranyba
forditunk 4t, a (3.17) egyenlet bal oldalan tovibbra is egy szerepel. Az ergodicités is
megvalosul mindkét algoritmus esetén, mert minden 1épésen beliil van annak esélye, hogy
egy spint hozzévegyiink egy adott klaszterhez, majd atforditsuk. Igy alkalmas soroza-
tot valasztva, véges 1épésen beliil eljuthatunk barmely allapotbél egy tetszéleges mésik
allapotba.

A két algoritmus koz6tt a nagy kiilonbséget a dinamikai exponens jelenti, mely alapjan
magasabb dimenziékban a Wolff algoritmus hasznalata preferilt. Mindazonaltal meg kell
jegyezniink, hogy kétdimenzioban barmely jellegii kiils6 tér esetén a Sewndsen-Wang al-
goritmus hatékonyabb. Ekkor a kiil6 magneses térrel valo kdlcsonhatasbél szérmazo AEy,
energiavaltozist mindkét metédusnél az elfogadési ardnyokba lehet beépiteni a Metropo-
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lis algoritmusnél latottak szerint. Mivel itt egy exponencialis tag szerepel, ezért nagyon
lecs6kken annak az esélye, hogy egy klasztert atforditsunk. Emiatt a Wolfl algoritmus
tobb lépésen keresztiil lehet ugyanabban az allapotban. Ugyanakkor a Swendsen-Wang
algoritmussal egy 1épés keretein belill egyszerre t6bb klaszter is &tfordulhat, ami altal
megné a valdszintisége, hogy 1j spinkonfiguracid alakul ki.
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4. fejezet

Ising modell véletlen feluleti tér
jelenlétében

4.1. Bevezetés

A véletlen feliileti tér okozta inhomogenités relevanciajat a 2.3.3 részben leirt Harris kri-
térium [53] segitségével lehet elemezni. A d—1 dimenzi6s hipersikon jelenlévs perturbacio
irrelevans voltit ez esetben a tiszta rendszerhez tartozd rendparaméter korrelacids fiigg-
vényének a feliilettel parhuzamos 7y kritikus exponensével lehet kifejezni [37]. A véletlen
tér irrelevans amennyiben

m > 1. (4.1)

Szamos esetben, mint példaul a kétdimenzios Ising modell, ahol n = 1/4, a rendszer
belsejében elhelyezkedd véletlen tér relevans perturbaciot okoz. Ennek kovetkeztében 1j
fixpont jelenik meg, amely a rendszer kritikus viselkedését kontrollalja. Az varhato, hogy
ez az 0j fixpont feliileti jellegfi, hiszen a véletlen tér szétrombolja a lokalis rendet, és ezaltal
a rendszer belsejében végrehajtott effektiv vigast eredményez.

A feliileten elhelyezkedd véletlen tér irrelevans a haromdimenziés Ising modell esetén.
Ezt Monte Carlo szimuléciok segitségével végrehajtott vizsgalatokkal erSsitették meg [81].
Kiilonos a helyzet a folytonos szimmetridval rendelkezd modelleknél, melyre j6 példat
szolgaltat a haromdimenziés Heisenberg modell. Itt a véletlen feliileti tér Imry és Ma
érveit figyelembe véve [61] megsziinteti a rendszer belsejében meglevs hosszii tava rendet
[45]. Ugyanakkor a perturbécié a (4.1) alapjan irrelevans a feliileti fazisatalakulas soran.

A kétdimenziés Ising modellnél a korrelacios fliggvénynek a feliilettel paArhuzamos le-
csengési exponense eggyel egyezik meg, 7 = 1,[78]. Ez esetben térelméleti vizsgdlodasok
[27, 59] azt josoljak, hogy a véletlen feliileti tér marginalisan irrelevans perturbaciot ered-
ményez. Ennek kévetkezménye, hogy a feliilet fazisatalakulaséat leir6 kritikus exponense-
ket a tiszta rendszerhez tartozd, logaritmikus korrekciokat tartalmazo kritikus exponensek
szolgéltatjak.

Ezen elméleti joslat numerikus szdmolésokkal torténd ellendrzését tiiztiik ki célul ebben
a fejezetben. Mindazonéltal meg kell jegyezniink, hogy logaritmikus korrekcidk vizsgalata
igen nehéz feladat. Mint ahogy azt a higitott kétdimenzi6s Ising ferromégnes példaja is
mutatja, ahol a szingularitas pontos alakja sokaig vitatott volt [41, 99, 109, 69, 87, 97].

41
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4.2. A modell

Az altalunk vizsgalt kétdimenzids Ising modell egy L x M négyzetracson van értelmezve.
A rendszer Hamilton operatora a kovetkezs:

L-1 M M
H=—J) Y (0041 + 0i0i501) = D (ha(§)ors + hr(i)owy). (4.2)
i=1 j=1 j=1

ahol 0, ; = +1 az Ising spineket, J az elsé szomszédokra vonatkozé kicseréldési ener-
giat jeldli. A véletlen tér a felilleten, vagyis az els6, i=1, és az utolsd, i=L, oszlopban
elhelyezkedd spinekkel 41l kdlesénhatésban, by varhato értékkel és h szorassal rendelkezik.

) hs + h 1/2 valoszinfiséggel
m) = { / B8 (43)

hs —h  1/2 valésziniiséggel

Periodikus hatérfeltételt alkalmaztunk a fiigg6leges irdnyban, azaz o, pr+1 = 051. A szi-
mulaciék sordn az egy oszlopra es6 m; dtlagmagnesezettséget tekintettiik.

A feliilethez tartoz6 mégnesezettség értéke, m; = my = my, tiszta rendszer esetén,
azaz hs; = h = 0, pontosan ismert [78]. Ez termodinamikai hataresetben (L, M — oo) az
alabbi médon valtozik:

sinh(2K) —1]?

M tisata, = |COth(2K) W ;

(4.4)
ahol K = J/kgT, T a homérséklet. A kritikus pont K segitségével is kifejezhetd,
sinh(2K.) = 1. Itt a feliileti magnesezettség a kdvetkezGképpen tiinik el:

ms,tiszta, R m0t1/27 (45)

ahol t a (2.16) egyenletben megfogalmazott redukalt h6mérséklet, tovibba m2 = 4(v/2 +
1)K .In(2K.). Ahogy kordbban méar emlitettiik, a kritikus tartoményban az egyetlen
relevans hosszlisag a tombi korrellaciés hossz. Ennek pontos alakja is kifejezheté K segit-
ségével [12], amennyiben ¢ > 0,

¢ = [2In(sinh(2K))] ™" . (4.6)

A korrelacios hossz a kritikus pontban a végtelenbe tart. Ezt a divergenciat a redukalt
hémérséklet segitségével jellemezve kapjuk, hogy & ~ [2v/2K t]™'. Ebbél leolvashato a
korrelacios hossz és a redukalt hdmérséklet kozott fennalls relacié:

—Int~ 913+ 1n¢. (4.7)

Véletlen feliileti tér jelenlétében azonban nincs egzakt eredmény. Ez esetben a replika
triikkot szoktak alkalmazni. Ekkor n darab félsikon értelmezett Ising modellt tekintenek,
ahol a kiilonbo6z6 feliileteken elhelyezkedd spinek kozott els6 szomszéd kolcsénhatés van.
A hatarokon a csatolasok Gauss eloszlast kovetnek, és erésségiik aranyos h%-tel. Az egy-
maéssal ekvivalens félvégtelen modellek esetén a particiés fiiggvények atlagat kell vizsgélni.
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Ugyanis a (In Z) = lim,, o (znn)-1 azonossag miatt a véletlen feliileti térrel rendelkezé mo-
dell szabad energiajat az n — 0 hataresetben kapjuk vissza [59].

A rendszer feliileti viselkedését két kiilonb6z4 eljaras keretein beliil vizsgaltak. Mindkét
modszer a renorméalisi csoporton alapszik. A rendszerben 1év6 hossziisagokat a b = €
faktorral skalazzdk tjra. A renormaélas sordn az n darab félsik kozott meglévs feliileti
kotések az alabbi médon valtoznak:

h2

R2(l) = T (4.8)

Az elsé megkozelités sordn [59] a véletlen tér homogén részét zérusnak tekintették,
hs = 0. Magéban a kritikus pontban a (2.58)-ben 1év6 konform leképezést hajtottak
végre, amelynek hatasira az n félsikot n darab végtelen hossziisagi, L szélességl csikba
transzformaltak. A csikok mindkét feliiletiikén h2-tel ardnyos kotésekkel kapcsolodtak.
A korrel4ciés hossz inverzének viselkedését vizsgaltak a csikokon. Az € = L faktorral
ujraskalazva, n = 0 esetben, a gap exponens relaciét hasznélva [25], a korrelaciés hossz
7| lecsengési exponensére egy L-t logaritmikus korrekciéként tartalmazé kifejezés adodik

1
=1+—. 4.9
m=1+7 (4.9)

A masik megkozelités [27] a feliileti tér homogén részének viselkedését vizsgélta. Ez
az jraskalazéas soran az alabbi médon valtozik

hsel/2

hsll) = o ey

(4.10)

Mindekdzben a felillethez tartozd szabadenergia striiség a (2.55) egyenlet értelmében a
kovetkezék szerint transzformalodik:

fs(t hs, B%) = e f[eVt, Bs(1), P (D)] (4.11)

ahol v a korrelacios hossz exponense. Innen a (4.10)-t kihasznalva a feliileti mégnesezett-
ségre azt kapjuk, hogy

af. e l/?
2y 8 _
ms(t,h) = 3. o (L KR |

et h2(1)] . (4.12)

Az twjraskalazas faktoranak a korrel4cios hosszt valasztva, e = £ ~ ¢V, ahol a (4.6)
alapjan v = 1, tovabb4 a magasabb rendd korrekcidkat elhanyagolva

t1/2

2

0<tkl. (4.13)

Vagyis a véletlen feliileti tér jelenlétében a feliileti mégnesezettség kritikus viselkedése a
tiszta rendszer kritikus viselkedésébdl logaritmikus korrekci figyelembe vételével adodik.
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Mivel a szimulacionk soran csupan diszkrét hgmérsékleteken hajthatunk végre méréseket,
ezért bevezetjiik a hdmérséklettsl fliggs effektiv exponenst

_ Infrms(t(1 1 6)) /ma(t(1 — 9))]
B0 = =T 0/0 -0

Amennyiben § — 0, a (4.14) tartalmazza a (4.13) megfogalmazott logaritmikus korrekciot.

1 1
ﬂs=§(1+m+"'>. (415)

Figyelembe véve a kritikus exponensek koz6tt meglévs azonossagot, vagyis n = 26;/v,
azt kapjuk, hogy a (4.15)-ban és a (4.9)-ban szerepl§ effektiv exponensek Gsszhangban
vannak. Hiszen a két rendszerben meglévs relevans hossztisig kdzott a L — & ~ ¢71
relacié 4ll fent.

(4.14)

4.3. Effektiv exponensek

A feliilethez tartozo effektiv exponenseket az egy oszlopra esé atlagmégnesezettség hGmér-
sékletfiiggésébdl hataroztuk meg [89]. A véletlen feliileti tér két részbdl tevédott 6ssze. A
homogén részét a szimuliciék soran mindig zérusnak valasztottuk, ks = 0. Ugyanakkor a
véletlen tér erdsségét h = 0.6 és h = 1.5 kozott valtoztattuk. Kiilonbozg érétkek mellett
hajtottunk végre mérési sorozatokat pozitiv redukalt hdmérsékleteken, ¢ > 0.

Olyan négyzetracson értelmezve a modellt ahol a rendszer vizszintes kiterjedése na-
gyobb a fiiggbleges kiterjedésével szemben, M < L, elkeriilhetjiik a véges méretbsl adodo
mérési hibdka. Ekkor azonban a feliileti spinek aranya sokkal kisebb, amibé&l kévetkezik,
hogy lényegesen t6bb futtatasra van sziikség. Ezért mindvégig olyan négyzetracson értel-
mezett modellt tekintettiink, ahol a rendszer fiigg6leges és viszintes kiterjedése egybeesett,
M = L. A mérés sorén az L lineéris mérete 50 és 1000 kozott valtozott.

A szimulacidk soran Metropolis algoritmust hasznaltunk, 1asd 3.2.1 szakasz. Rogzitett
hémérséklet mellett a véletlen feliileti tér egy adott s mintdjara, az egyensilyi allapot
elérése utan, tobb mint 7 = 10* Monta Carlo lépésre végeztiink termikus atlagolast

N I~ s . 1 &,
<m§’>:;k§:;m§)<k>, m§’<k>=—ﬂ\;a§,}(k>1, (4.16)

ahol a§fj) (k) az s minta esetén az (4, j) racsponton elhelyezkedd spin értéekeét jeldli a k-adik
lépésben. Az oszlopokhoz tartozé m,; atlagmégnesezettség értékét a véletlen tér legalabb
ns = 1000 realizaciojahoz tartozéd (mgs)) termikus atlagok atlagolasabdl hataroztuk meg

1 5,
W=;me. (4.17)
§ g=1

A mérés sordan a rendszer mindkét végére a véletlen tér ugyanazon realizcidja keriilt.
Ezek utén a feliilethez tartozo effektiv exponensek az ¢ = 1, illetve az ¢ = L oszlopra es6
atlagmagnesezettség homérsékletfiiggésébdl kapjuk a (4.14) formula felhasznalasaval.
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4.1. abra. A véletlen feliileti tér kiilonb6z& erdsségeihez tartozd magnesezettségi profilok
t = 0.05 és t = 0.02 redukalt homérséklet esetén. Az adatok 300 x 300 rendszerbél
szérmaznak.

A 4.1 abran a rendszer magnesezettségi profilja lathaté ¢ = 0.05 és ¢ = 0.02 esetén.
A véletlen tér kiilonb6z6 erdssége mellett feltiintettiik a tiszta rendszerhez, hy = h = 0,
tartozd profilt is. Eléggé nagy rendszerméret esetén az adott ¢ redukilt hémérsékleten,
h értékétol fiiggetleniil, i = L/2 koriil egy széles plat6é alakul ki. Itt a méagnesezettség
értéke megegyezik a tiszta rendszernek a termodinamikai hataresetben meghatérozhato
my, tOmbi mégnesezettség érétkével. A feliilet felé kozeledve, i, L —i < £ elériink a feliileti
régidba, ahol a magnesezettség érétke az m; értékrél hirtelen csokkenve felveszi a felii-
leti magnesezettség m, értékét. Jol lathatd az abran, hogy a véletlen tér h erdsségének
novelésével csokken my, értéke, és né a feliileti régio kiterjedése.

A kritikus pont kdzelében nagy rendszerek esetén, a feliileti magnesezettség az alabbiak
szerint viselkedik a véges méret skilazas értelmében:

m,(t) ~ t* f(E/L), (4.18)

ahol az f(x) skalafiiggvény kis = mellett konstans érétket vesz fel. Az &ltalunk végzett
szimulaciok sordn csak olyan hémérsékleti tartomanyban végeztiink méréseket, ahol a
véges méretbdl ad6do hibakat ki tudtuk keriilni. Ekkor az effektiv feliileti exponenst a
(4.14) formula felhasznalaséval hatarozhatjuk meg.

A véges méret okozta hibak elkeriilése érdekében egy adott hémérsékleten egyszerre
két rendszerméretre vonatkozdan is méréseket végeztiink, majd az igy kapott adatokat
Osszehasonlitottuk. Ezek a kritikus ponttél tadvol mindaddig megegyeztek, amig a korrela-
ci6s hossz kisebb volt a kisebbik rendszerméretnél. A kritikus ponthoz kézeledve azonban
a & korrel4cios hossz névekszik, és valamelyik ¢ hémérsékleten a kisebbik rendszer L lineé-
ris kiterjedésével 6sszemérhetdvé vélik. Ebbd6] kovetkezik, hogy a fazisatalakulasi ponthoz
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4.2. abra. Az effektiv feliileti exponensek a véletlen feliileti tér kiilonbozé erdsségei mellett.
A szaggatott vonalak a (4.19) szerepl§ formula illesztésébsl szarmazé adatok, mig az
egyenes vonal a tiszta rendszer effektiv exponensének hémérsékletfiiggését jeloli. A h =1
esetben az elsé két pontot a 4.4 részben leirtak alapjan kaptuk meg. A bels6 adbran a
tiszta és a véletlen feliileti térhez tartozo effektiv exponensek kiilonbsége lathato h = 1
esetén, az egyenes vonal az elméleti titon meghatarozott vezets logaritmikus korrekciot
mutatja.

kozeledve a véges méretbdl szarmazo hibak hatésara az effektiv exponens hirtelen elkez-
denek csokkeni [90]. Ezért a kisebbik rendszerre vonatkozéan abbahagyjuk a mérést, és
az elgzdeknél nagyobb rendszerméretet kezdiink el vizsgilni. Ezt mindaddig folytatjuk,
mig a két kiilonboz6 rendszerméret esetén azonos effektiv exponensekhez jutunk. Bar agy
tinik, hogy ezen eljaras hosszadalmas, mégis megéri a faradozést, hisz a mérés végére
biztosak lehetiink, hogy az adataink nem tartalmazzak a véges méretbsl ad6dé hibakat.

A véletlen tér kiilonboz6 erdsségei mellett a 4.2 4bran tiintettiik fel az dltalunk mért
effektiv feliileti exponenseket. Hogy a (4.9) és a (4.13) kifejezésekben megfogalmazott
logaritmikus korrekeiot ellendrizziik,a §; értékeit 1/|in(t)| fiiggvényében dbrazoltuk. Mi-
ként az varhato egy adott redukalt h6mérsékleten nagyobb h hatésara az effektiv exponens
novekszik, hiszen az erGsebb véletlen tér sokkal jobban csokkenti a lok4lis rendet.

Adott h esetén B,(t) el6szér monoton névekszik a redukalt hmérséklet csbkkenésével.
Egy bizonyos ponton tulhalad a tiszta rendszer feliileti exponensének 1/2 értékénél, majd
eléri maximuméat. Ez a telit6dés a legerdsebb véletlen feliileti tér esetén jol 1athat6. Ezek
utén az varhat6, hogy a redukalt h6mérséklet tovabbi csokkenésével az effektiv exponens
is monoton csokkenni kezd, mignem a kritikus pontban, ¢ = 0, felveszi az 1/2 értéket.
Sajnos a méretbsl adodo korlatok miatt ezen hémeérsékleti tartomanyban nem tudtunk
méréseket végezni.

Az elméleti joslatok és numerikus adatok dsszehasonlitdsa, valamint mért adatainknak



4.3. EFFEKTIV EXPONENSEK 47

w

L] 1 I L] ' T I 1 l 1 Il
K2R _
10 L} 1 ¥ I L] l |4_ oo o
& h=1.5 L m N |
- 0 h=1.0 = am, g,
B h=0.8 g3 @, 8
8" o h=06 =t T
B A 2= 2,58 -
A IR P-
_ 6 A A 4 35 3 25 2 A5 |05
=y Int
C\l::'/ ] A ]
4+ A . NS
| o A
© o
2 n = B g o (o} =
¢ o B 0 o
! ¢ o o 88 581
0 1 | L 1 1 ] 1 | L 1 1 1
4 -3.5 -3 2.5 -2 1.5 -1
Int

4.3. dbra. A tiszta rendszer és a véletlen térrel rendelkez8 modell feliileti mégnesezettségei-
nek (4.20) egyenletben megfogalmazott r (¢, ) hanyadosénak négyzete In(t) fiiggvényében.
A meredekségek h2-tel aranyosak, ami a belsgabran lathato

a t — 0 val6 extrapolalasa végett a kovetkezd illesztést hasznaltuk:

12 1tat

A+ b (4.19)

A fenti formula egyarant tartalmazza a (4.4)-ben szerepld analitikus korrekciot és a fix-
pont szingularitdsahoz tartozo, (4.13) megfogalmazott logaritmikus korrekciot. Fontos
megjegyezni, hogy a két korrekcié kiilonbo6z6 elGjelti, melynek kdszonhetSen egyiittesen
azt eredményezik, hogy a f, effektiv feliileti exponens hémérséklettsl valo fiiggése nem
monoton.

A véletlen tér adott erdssége esetén a mért feliileti magnesezettségekre illesztettiik a
(4.19) formul4t, ahol a és b szabad paraméterek voltak. Az igy kapott gorbékbdl a (4.14)
képletet felhasznalva kaptuk meg a h6mérséklet fiiggs effektiv feliileti exponenseket, 3, (t).
Ezek a (4.2) Abran szaggatott vonallal vannak feltiintetve. Jol 1athat6, hogy az illesztésbél
szarmaz6 adatok egy tallovési effektus utan a tiszta rendszerhez tartozo6 feliileti exponens
értékéhez extrapolalnak, B jis:ta = 1/2. Teljesen hasonlé a helyzet, mint a kétdimenzi6s
véletlen kotést Ising modell tombi mégnesezettségi exponensének vizsgalatanal [109]. A
mi mérésiinkben h > 1 esetén azonban eljutottunk a maximum értékhez, ami a véletlen
kétésti modellnél nem tértént meg.

A vezet6 logaritmikus korrekcié ellendrzése végett az alabbi elemzést hajtottuk végre.
El6szor meghataroztuk [;is.q(t)-t, a tiszta rendszer feliileti exponensének h&mérséklet
fiiggését. Ehhez a (4.14) formulat hasznaltuk, ahol a feliileti magnesezetiség értékei a
(4.4) képlet felhasznalasaval adodtak. Majd a mérési adatokbol, illetve az illesztésbdl
szarmazd effektiv exponensek és ;s 1isuq(t) kiilonbségét tekintettiik. Mivel ez mar nem
tartalmaz analitikus korrekci6kat, ezért azt varjuk, hogy a (4.15)-ban megfogalmazott
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logaritmikus korrekcié kimutathaté. A B,(t) — B; 4is.t0(t) killonbséget igy 1/2|In(t)| figg-
vényében abrazoltuk. A h = 1 esetben a 4.2 abra a belsejében vannak feltiintetve az
adatok. Jol lathaté, hogy a korrekciok Gsszhangban allnak az elmélettel, noha sokkal
kisebb hémérsékleten kellene mérést végezni ahhoz, hogy az aszimptotikus tartoményt
elérjiik.

A logaritmikus korrekcidk vizsgélatat egy méasik analizis segitségével is elvégeztiik. A
tiszta rendszer és a véletlen térrel rendelkez6 modell feliileti magnesezettségének hénya-
dosat tekintettiik e

r(t, h) = —52 (1 4+ bInt)?, (4.20)

mg

ahol My issta & (4.4) formulabol adodik, ms pedig a mért adatok. Ily moédon a vezetganali-
tikus korrekciot eleminaljuk. A (4.3) abran lathaté, hogy r(¢, k) négyzete aszimptotikusan
lineris fliggést mutat Ini-t6l. A gorbék meredeksége véletlen tér er6sségének négyzetével
ardnyos. Eppen ezért az r(t, h)/h négyzete kiilonbdzs h-k esetén azonos meredekséget kell
rendelkeznie, ahogy ez a 4.3 abra belsején is lathat6. Mindez teljesen 6sszhangban van a
(4.13) formulaban megfogalmazott elméleti allitassal.

4.4. Kritikus profilok

Ebben a részben magaban a kritikus pontban, ¢ = 0, végrehajtott méréseket elemezziik. A
véletlen feliileti tér homogén részét zérustoél kiilonbdzének valasztottuk, h; # 0, &m értéke
mindvégig kisebb maradt a véletlen tér erGsségénél, h, < h. Megvaltoztattuk a rend-
szer geometridjat is, vagyis olyan négyzetracson vizsgalédtunk, ahol a vizszintes irdnyd
kiterjedés nagyobb fiiggéleges iranytinal, M <« L. A rendszer magnesezettségi profilja-
nak meghatarozasakor a (4.16)-ben szerepl$ termikus atlagolas soran eltekintettiink az
abszolat érték hasznalatatol, hiszen a véletlen tér varhato értéke zérustol kiilonbozik.

Hogy elkeriiljiik a kritikus lelassulast a szimulaci6k sordn a Swendsen-Wang klaszter
algoritmust hasznaltuk, lasd 3.2.3 szakasz. Minden rendszerméret esetén a véletlen tér
legalabb 1000 realizaci6jat tekintettiik. Egy adott minta esetén az egyenstily elérése utan
kériilbeliil 3 - 10° Monte Carlo lépésre végeztiik el a termikus atlagolast. A modell egy
tipikus magnesezettségi profilja a 4.4 abra belsejében l4thato.

Abban az esetben, amikor csupan homogén feliileti tér van jelen, A = 0, a méagnese-
zettségi profil alakja jol ismert [34]. El8szor a feliilethez kizeli tartoményban monoton
novekszik, majd a maximumaénak elérése utdn a magnesezettség z,, = 1/8 skalazasi di-
menzibjival kezd el csokkeni. Maga a magnesezettség az Gjra skalédzis sordn az alabbiak
szerint viselkedik:

m(M, hs) = b=""m(b/M, b¥sh,), (4.21)

ahol y,, a homogén feliileti tér fraktal dimenzidéja. Abban az esetben, ha a b tagitasi
faktort i-nek valasztjuk, b = 4, ahol ¢ a feliilett6l mért tavolsagot jel6li, az alabbiakhoz
jutunk:

mq(M, hs) = i~ m;(i/M,i*""mhy). (4.22)

Itt 7, afeliileti mignesezettség skalazasi dimenzidja, és azt hasznaltuk ki, hogy =} +yn, =
dy, ahol d, a feliilet dimenziéja. A (4.22)-b8l adodik, hogy a nem eltiing hg feliileti tér
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4.4. dbra. A véletlen és a homogén feliileti térhez tartoz6 magnesezettségi profilok hé-
nyadosa, Ay = 0.01, A = 1. A kezd6 meredekség az effektiv exponensek kiilonbségét
szolgaltatja. A bels§ abran a véletlen feliileti tér esetén a magnesezettségi profil elsg fele
lathato.

egy 1j, kizardlag a feliilethez kapcsolodo I hosszlisdgot vezet be, hiszen

. 1—z$ RN L 4
‘1_:1;;% _ 7 m _ 1 m
P = (h;”“‘””%’) - (l> ' (4.29)

Vagyis a kétdimenzios Ising modell esetén az I feliileti hossztsag h;? ardnyosan skilazo-
dik, hiszen z5 = fB;/v = 1/2. Az l5 pontosan azon részéhez tartozik a méagnesezettségi
profilnak, ahol méagnesezettség értéke monoton né.

A profil kezd6 része, i € M, s, ezek utdn a véges méret skilazas elmélete alapjan az
alabbiak szerint viselkedik

mi(M,ls) = i7" g(i/M,i/ls) . (4.24)
Amennyiben a g skilafiiggvény argumentumaiban kis értékek szerepelnek, faktorizalhato
9(i/M,i/ls) ~ go(i/M)g,(i/1). (4.25)

A csupan homogén feliileti teret tartalmazoé kétdimenzios Ising modell esetén a méasodik
tag logaritmikus jellegi [10]

gs(i/ls) ~ hg ln(i/ls) ~ hg ln(ih?). (4'26)

Ugyanakkor a véletlen feliileti tér jelenlétében az els6 tag a kovetkezSk szerint irhato fel

i/

0W) ~ A gy

(4.27)
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Ez a formula tartalmazza a feliileti magnesezettségre a (4.13) kifejezésben megfogalmazott
logaritmikus korrekciot. A (4.14) formuldhoz hasonl6an definialhatjuk az effektiv feliileti
exponenst

Auly) _ Inlgo(y(1 — 0))/g0(y(1 + ) (4.28)

v In[(1+6)/(1—9)]
mely abban az esetben, ha y <« 1 a fS,(M) fiiggvénye lesz, ahol a modell fiiggsleges
kiterjedése a rendszerben 1évé korrelacios hosszal aranyos, M ~ &.

Feltételezhetjiik, hogy g¢s(i/l;) mind a homogén, mind a véletlen feliileti tér esetén
ugyanazon logaritmikus korrekciét tartalmazza. Ezért a két modellhez tartozé méagnese-
zettségi profilok hanyadosat tekintettiik. Igy nemcsak a véletlen feliileti térre vonatko-
zban kellet m;(M)-t meghatarozni, hanem a homogén tér esetén is el kellett végezni a
mérést, hogy m; sis.ia(M)-t megkapjuk. Az utobbi esetben sincs egzakt formula. Mivel
m;(M)/m tisze MAr nem tartalmazza g,-t, ezért a hanyados a véletlen feliileti térhez, vala-
mint a homogén feliileti térhez tartozoé effektiv exponensek kiilonbségé szerint skalazodik,
ABs (M) = /BS(M) - ﬂs,tiszta(M)-

A szimulaciok sordn azt az esetet tekintettiik, amikor a hy = 0.01, és a véletlen tér
erGssége eggyel egyenls, h = 1. A rendszer fligg6leges iranyba valo M kiterjedése 16 és
64 volt. Az L linearis méretet az o = L/M kiilonb6z6 egész értékei mellett valtoztattuk.
A profilok kezdeti része oo = 4 és o = 8 esetén megegyeztek. A véletlen és a homogén
feliileti térhez tartozd magnesezettségek hanyadosédnak meghatirozisa sorin mindig a
nagyobbik o-t tekintettiik. Az adatokat logaritmikus skélan a (4.4) abran tiintettiik fel.
A hényados kezd6 meredekségébdl szarmazo6 effektiv exponensek kiilonbsége a kovetkezd
értékeket szolgaltatta:

ABs(16) = 0.08(1)
ABs(64) = 0.07(1). (4.29)

Azért, hogy az ily médon meghatéarozott adatainkat Gsszehasonlitsuk az el6z6 fejezet mé-
rési eredményeivel a (4.7) egyenletet hasznaltuk. A rendszer fiigg6leges méretébdl, mely
a korrelacibs hosszt szolgaltatja, M ~ &, egy pozitiv redukalt h6mérséklet adédik. Mivel
ezen a hémérsékleten a tiszta rendszer effektiv exponense pontosan ismert, igy a AS;
kiilonbség mérésébdl a véletlen térhez tartozd effektiv feliileti magnesezettségi exponens
szamolhato. Ezek azok a pontok, amelyek a (4.3) abran sziirkén vannak feltiintetve.
Ahogy lathaté igen j6l illeszkednek az illesztésbdl szdrmazé gorbére. Tovabbé azon hé-
mérsékleti tartomanyban helyezkednek el, ahol a véges méretbdl szérmazé korlatok miatt
mi mar nem tudtunk méréseket végezni.

4.5. Osszefoglalas

Marginalisan irrelevans operatorok logaritmikus korrekciékat okoznak, melynek alakjat
gyakran térelméleti szamitasokkal és konform invraiancia felhasznal4saval lehet meghaté-
rozni. A méasodrendd perturbacié elmélet értelmében a kétdimenziés Ising modell feliileti
fixpontjanal a véletlen feliileti tér marginalisan irrelevans operator. Ezt a replika triikkon
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alapulé sejtést viszgaltuk Monte Carlo szimulécidk segitségével valtozo erésségil rendezet-
lenség esetén.

A feliileti magnesezettség effektiv exponesének analitikus és logaritmikus korrekci6i
ellenkez§ elGjelék. Ezért a redulélt hdmérséklettl nem monoton médon fiigg, ¢ csikke-
nésével elGszor névekszik, majd csokkenést mutat. Méréseink sordn a legerésebb feliileti
tér esetén sikeriilt a telit§dést elérniink. Majd tobbféleképpen is kimutattuk a vezets
logaritmikus korrekci6t.

Magéban a kritikus pontban is megvizsgaltuk a modellt. Itt a méagnesezettségi profil
a feliilett6l tavolodva el&szor novekszik, majd maximumat elérve monoton csokkenve tart
a tombi értékéhez. A kezdeti novekedést meghatarozé effektiv feliileti exponens fiigg
a véges rendszer méretétSl. Kihasznalva a korrelaciés hossz és a redukélt hémérséklet
kozott fennallo kapcesolatot a kritikus pontban adott mérethez tartozo feliileti exponensbdl
adott hémérséklethez tartozd effektiv feliileti magnesezettségi exponenshez jutunk. Az
ily m6don nyert eredményeink abba a kritikus ponthoz kézeli tartoméanyba szolgéltatnak
adatokat és illeszkednek jol az elméleti uton meghatarozott gérbére, ahol a véges méretbsl
ad6do korlatok miatt nem tudtunk hémeérséklett6l fiiggs effektiv feliileti exponenst mérni.
Az eredmények a [88] cikkben lettek kozolve.
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5. fejezet

Korrelalt rendezetlenség Ising
modellben

5.1. Bevezetés

A val6s mégnesek elkeriilhetetlen velejardja a befagyott rendezetlenség valamely forméja.
A kiilénb6z6 modellekben a véletlen perturbaci6é drasztikusan megvaltoztathatja a rend-
szer fizikai tulajdonsagait. Kiilonosen jelentds valtozas allhat be a kritikus pont kérnyékén,
ahol el6fordulhat, hogy a perturbalt rendszer fazisatalakulasat leir6 kritikus exponensek
eltérhetnek a tiszta rendszer exponenseitél. Mindez azt jelenti, hogy a rendezetlenség a
Harris kritérium értelmében, relevans perturbaciét okoz, lasd 2.3.3 szakasz.

A rendezetlen rendszerek vizsgélata soran tobbnyire feltételezik, hogy az adott prob-
lémat leird paraméterek (kotések, kiilss tér) fliggetlen, azonos eloszlasi véletlen valtozok,
melyek kézott nincs korrelacio. Mindazonaltal 1éteznek olyan rendszerek, ahol a véletlen
valtozok kozott valamely mértékben korrelacié all fenn. Ennek kdvetkezménye lehet, hogy
a korrelalt rendezetlenséggel bird rendszer univerzalis osztalya megvaltozik a korrelalatlan
perturbéacidhoz képest.

Ergsen korrelalt rendezetlenségre kvantum mégnesek szolgaltatnak példat 7" = 0 hé-
mérsékleten, ahol a rendezetlenség az id6 koordinataban szigortian korrelalt. Az ilyen
rendszerek kritikus viselkedése meglehetdsen szokatlan képet mutat [56]. Ezen kvantum
modellek klasszikus megfeleljében a rendezetlenség egy térbeli iranyban korrelalt, amely
a McCoy és Wu altal bevezetett és részben egzaktul megoldott modellhez vezet [76, 77, 75].
A kés6bbi altalanositasokban a rendezetlenség szigordan egy d' < d dimenzi6s altérben
korrelalt, ahol d a rendszer dimenzi6jat jeldli [40, 21, 72, 20, 101].

A véletlen valtozok kozotti korrelacio lehet izotrop. Erre jo példa talalhato a [107, 55]-
ben, ahol a kisérleti megfigyelések azzal a feltevéssel magyardzhaték [4], hogy a minta-
ban véletlen vonalak mentén van jelen a rendezetlenség. Ugyancsak néhiny kvantum
mégnesben [95] és az f-elektron 6tvozetek nem Fermi folyadék viselkedésében [31, 36] a
hosszt tavii Ruderman-Kittel-Kasuya-Yoshida kolcsénhatas miatt izotrop korreldlt ren-
dezetlenség megjelenése varhatd. Az ilyen tipust perturbaciok esetén a kotéserdsségek-
ben meglévs rendezetlenséget, AK(r) = K(r) — K(r), a korrelaciés fiiggvény jellemzi,
G(r —r') = AK(r)AK ("), mely feltételezhet8en izotép, G(r) = G(|r|), és nagy értékek

33
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esetén algebrai lecsengést mutat, G(r) ~ =% Abban az esetben péld4ul, amikor a ren-
dezetlenség véletlen irdnyt egyenesek mentén jelentkezik az a korrelaciés exponens értéke
d—1.

Az n komponenst vektor modell kritikus viselkedését vizsgilta Weinrib és Halperin
Gauss-féle rendezetlenség esetén [110]. Azt az esetet targyaltdk, amikor a korreldcids
fiiggvény hatvany fiiggvény szrd lecsengést mutat, G(r,r’') = |[r —v'|7™* Az e=4—d és
d = 4—aq valtozok szerint, ahol d a rendszer dimenzidja, térelméleti eljarasok keretein beliil
kettss sorfejtést alkalmazva kiterjesztették a Harris kritériumot. Amennyiben a > d a
korrelalt rendezetlenség val6jaban a révid tavi perturbéaciot okoz, és csak abban az esetben
relevans, ha a tiszta rendszer fajh§jének kritikus exponense pozitiv [53]. Ekkor a modell
kritikus viselkedését a tiszta rendszer fixpontjatol kiilonbozd rovidtava rendezetlenségi
fixpont irja le. Ha a < d és n = 1 (Ising modell), a perturbécié relevans voltdnak
feltétele, hogy a korrelacios fiiggvény lassi lecsengést mutasson:

2

7
Vshort

a <

(5.1)

ahol vt a révid tavil rendezetlenség fixpontjadhoz tartozé korrelacios hossz kritikus ex-
ponense. A kritikus jelenséget egy tijabb fixpont, a hosszitédvi rendezetlenség fixpontja
hatérozza meg. Amennyiben ezen fixpont stabil a korrelacios hossz exponense megvalto-
zik:

v=2/a, 2/a> Vsor - (5.2)

Mindemellett a méignesezettség kritikus exponense, valamint skilazési dimenzidja, z,, =
B/v egyarant fiigg a-t6l és a d-t6l.

Haromdimenziés rendszerek skala fiiggvényének direkt renormalizicios analizise so-
ran Pade-Borel szummécios technikit hasznalva meghatirozték o kiilonbozs értékeihez
tartozé kritikus exponenseket. A vizsgélat eredményeként megkérd6jelezték az (5.2)-ben
megfogalmazott skilazasi Gsszefliggés helyességét [93]. Ugyanakkor szamos olyan korrelalt
rendezetlenséggel bird rendszer 1étezik (perkolaci6 [110], haromdimenzi6s Ising modell [7],
polimerek [19], kvantum Ising modell [95]), ahol numerikus valamint térelméleti szamita-
sok igazoljak az (5.2) kifejezésben megfogalmazott allitést.

Meg kell azonban jegyezniink, hogy abban az esetben, amikor az Ising modellben a racs
tengelyeivel pArhuzamos irdnyokban, véletlenszertien meghatéarozott egyenesek mentén je-
lentkezik a rendezetlenség [7], mely altal a rotécios szimmetria sériil, a rendszer kritikus
viselkedése megegyezik az a = 2-hoz tartozé6 Gauss-féle korrelalt rendezetlenségli model-
léval. Ez az eredmény azt mutatja, hogy korrelalt rendezetlenség esetén a modell részletei
latszolag irrelevansak. A kritikus viselkedést elsGsorban a rendezetlenséghez tartoz6 kor-
relacids fiiggvény lecsengése hatarozza meg. Ugyanakkor a korreldlt rendezetlenség miatt
maga a kritikus pont nem minden esetben ismert pontosan. Ez ersen behatarolja a
numerikus szamitasok pontossigat.

Ebben a fejezetben a kétdimenzids négyzetracson értelmezett Ising modellt vizsgaljuk.
Benne kéttengelyl korrelalt rendezetlenséget vezetiink be oly médon, hogy a rendszer
ondualis marad. Ennek kiovetkezménye, hogy a kritikus pont egzaktul meghatarozhato.
Modelliink a Ballesteros és Parisi 4ltal bevezetett véletlen diszlokacios modell [7] kétdimen-
zi6s, 6nduélis verziojanak tekinthetS. A kritikus pont kérnyékén a korreléciés hossznak
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megfelels skalan vizsgalhatjuk a modell tulajdonsigait. A korrelacios fiiggvény expo-
nensét, a = 1, nagy rendszerméret esetén a rendezetlenségnek kiilonb6z6 blokkokra vett
integral4sabol hatarozhatjuk meg. Igy modelliink ezen a paraméterti Gauss-féle korrelalt
rendezetlenséggel Gsszehasonlithato.

A kétdimenziés Ising modellnél a lokilis energiastirtiségben jelentkezs korrelalatlan
rendezetlenség, mint példaul higitas vagy véletlen ferromégneses kotések, marginalisan
irrelevins perturbéciot okoznak [42, 43, 100, 98]. Ennek kovetkezményeként a kritikus vi-
selkedést a tiszta rendszer logaritmikus korrekciékkal béviils exponensei hatarozzak meg.
A korrelacibs hossz exponense, Vgorg, azonban megtartja a tiszta rendszerhez tartozo érté-
ket, vy = 1. Ezért a kiterjesztett Harris kritérium (5.1) feltétele teljesiil, igy modelliinkben
a korrelalt rendezetlenség relevans perturbéaciot okoz. Az egzaktul ismert kritikus pontban
Monte Carlo szimulaciokat végziink, és véges méret skildzassal meghatarozzuk a rendszer
kritikus exponenseit, valamint ellendrizziik az (5.2) kifejezésben szerepls allitast. A mo-
dell magnesezettségi és energia profiljat is vizsgaljuk azon oknal fogva, hogy ellendrizziik,
vajon a konform eljarésok igazak maradnak-e a véletlen rendszernél a rendezetlenségre
torténd atlagolas utén.

5.2. Az ondualis kéttengelyli korrelalt rendezetlenség
modellje

5.2.1. Véletlen kotésid Ising modellek

A négyzetracson értelmezett kétdimenzios Ising modellt vizsgaljuk, melynek Hamilton
operatorat az alabbi egyenlet hatarozza meg:
L
—BH = > (K§0i0i415 + KY0i130i411) (5.3)

=1 j=1

)

ahol 8 = 1/kgT. K és KJ; az (i,j) récsponton elhelyezkedd o;; spinnek a vizszintes
irdnyban 18v6 0,4 ;, valamint a fiigg6leges irdnyban taldlhat6 o; ;41 els6 szomszédai ko-
z6tti véletlen kotést jeloli. A kovetkezd paraméterezést hasznaljuk

i —1 =221 r =gy (5.4)

A dualis transzformacio soran [12] a fiiggSleges és a vizszintes tengely felcserélédik, mely-
nek kévetkeztében az alabbi egyszert relacio all fent a uf; és uf; valtozok kozott

x yx __ T

e uf; — ug = —ug; (5.5)

15

ahol x a duélis valtozot jeloli. Az u]; kiilonbozs eloszlésaihoz mas-mas modellek tartoznak.
Abban az esetben, amikor uf; = u® és uf] = u¥, a véletlen perturbaciot nem tartalmazdé

modellhez jutunk. Ennek kritikus pontjaban az (5.5) egyenlet értelmében u® = —u?.

Izotrépia esetén a kritikus pontot az u® = u¥ = 0 egyenlGség szolgéltatja. Ekkor a

kritikus exponensek jol ismertek [12], v =1 és z,,, = 8/v =1/8.
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Véletlen modell korreldlatlan rendezetlenséggel

Amennyiben u]; paraméterek fiiggetlen, azonos eloszlasti valésziniiségi valtozok, a rend-
szer korrelalatlan rendezetlenséggel bir. A kritikus pontban az eloszlas P(u) stirtiség
fiiggvénye szimmetrikus [67], P(u) = P(—u), mely egyben az 6ndualitast kifejez8 (5.5)
egyenlet kovetkezménye is. A rendezetlenség erdsségét A-val jeloljiik, A? = u2. Amennyi-
ben a rendszer mérete elég nagy, gy azt L linearis méretii cellikra bonthatjuk. Ezen
blokkokhoz 4 valtozét rendelhetiink, o' = L™ u;;, ahol az dsszegzés a cella L tér-
fogatara vonatkozik. Az 1j véltozok esetén a rendezetlenség erdssége: A' = AL™%2
Ahhoz, hogy eldontsiik a perturbécié relevans voltat, Harris gondolat menetét kévetve,
lasd 2.3.3 szakasz, az L = £ ~ ¢t skalan A'/t hanyadost kell vizsgalnunk, ahol ¢ a re-
dukalt hémérséklet, a kritikus ponttél mért tavolsigot méri. Az elvégzett analizis szerint
a kétdimenziés Ising modellnél ezen rendezetlenség marginalisan irrelevans perturbaciét
okoz. Ennek kovetkezménye, hogy a kritikus viselkedést a tiszta rendszer logaritmikus
korrekcidkkal b6viils exponensei hatarozzak meg [42, 43, 100, 98].

Véletlen modell izotrép korrelalt rendezetlenséggel

Ebben az esetben az u]; paraméterek olyan véletlen viltozok, amelyek a kiilénb6z6 récs-
pontokban korrelaltak. A koztiik 16vS korrelacié nagy térbeli tdvolsag esetén a kovetkezd
moédon cseng le:

Uty ~ [ — i)+ (5 — 5')°] 2 (5.6)

Ha nagy kiterjedésti rendszert vizsgalunk, akkor azt cellakra bonthatjuk, és ez esetben
a rendezetlenség erGsségét a korrelalatlan modellhez képeset a Al = A.L™, egyenlet
hatarozza meg [110], ahol w = min(d, a)/2. Ekkor a rendezetlenségben 1év6 hosszi tava
korrelaciok csak a < d esetben okoznak relevans perturbéciét. Igy a kétdimenziés Ising
modellnél ¢ < 2 lecsengési korrelacié relevans, és ekkor a modell v kritikus exponensét
az (5.2) egyenlet hatarozza meg. Mindazon4ltal az izotr6p korrelalt rendezetlenség esetén
maga a kritikus pont nem ismert egzaktul, ami nehézzé teszi a numerikus szadmolasokat.

McCoy-Wu modell

A McCoy-Wu modell esetén a rendezetlenség szigortian csak az oszlopokban (vagy a so-
rokban) korrelalt

u; = b5 (= a5), ufy = af(=1bj), (5.7)

ahol a b7, af (a7, b?) paraméterek fiiggetlen azonos eloszlast véletlen valtozok. Amennyi-
ben ismét kellen nagy rendszert tekintiink, gy azt Gjra L linearis méret cellikra
bonthatjuk. Ezen blokkokra 1] valtozékat bevezetve a rendezetlenség Anw erdsségét
a Al = Ay L2 egyenlettel jellemezhetjiik. A McCoy-Wu modell 16v3 relevins per-
turbacié erésen anizotrop skalazasi tulajdonsaggal bir [46]. Ezért In&; ~ /€, ahol € a nem
transzlaci6 invaridns, £, pedig a transzlacié invarians iranyban jel6li a korrelaciés hosszt.
A modell kritikus exponensei ismertek [46], a v = 2 és z,, = (3 — v/5)/4 egyenletekbél

valamint a skéalatorvényekbdl pontosan meghatarozhatok, lasd a 2.2 tablazatot.
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5.1. dbra. A kéttengely korrelalt rendezetlenség parametrizacidja

5.2.2. Kéttengelyl korreldlt rendezetlenség

Az altalunk vizsgélt korrelalt rendezetlenséggel szemben elvarjuk, hogy az = és y tengely
felcserélésére szimmetrikus legyen, 6ndualitassal birjon, és a véletlen diszlokaci6és modell
[7] kétdimenzios valtozatat adja vissza. Hogy mindennek eleget tegyiink a kovetkezd
parametrizalast haszniljuk

ug; = b + af, uf; = af + by, (5.8)

ahol valtozdink egy oszlopok és egy sorok mentén rendezetlen McCoy-Wu modell kité-
seinek az Osszege, ahogy az az (5.7) egyenletekbdl leolvashaté. A konnyebb elképzelés
érdekében érdemes megtekinteni a 5.1 abrat. A parametrizicié kévetkezménye, hogy a
rendezetlenség erdssége a McCoy-Wu modellnél 1atottak szerint skalazodik Aj = A, L~1/2,
Masfel6l az u]; valtozok kozotti tlagos korreléciok aszimptotikusan izotrop tulajdonségot
mutatnak. Magét a kritikus viselkedést varhatoéan a rendezetlenség korrelacios fiiggvé-
nyének lecsengése hatarozza meg. Ahogy azt kés6bb latni fogjuk a kéttengelyt korrelalt
rendezetlenség relevans perturbéciét okoz. Modelliinkben a korrel4cids fiiggvény hasonlo
tipust, mint a Ballesteros-Parisi féle hairomdimenzios diszlokaciés modellben, és azon v
kritikus exponenst szolgaltatja, mint amellyel az (5.6) egyenletben, az a = 1 paraméterrel
leirt izotrop korrelélt rendezetlen modell rendelkezik.

Az (5.8)-ben hasznélt parametrizicionak egyik nagy elénye, hogy a kotések kielégitik
az (5.5)-ben szereplS dudlis reléciot. Ezért ha az af,af, b7, b véletlen valtozokat kells
modon vélasztjuk meg, a rendszer 6nduélis lesz. Ezt tobbféleképpen is elérhetjiik, ese-
tiinkben mindegyikhez ugyanazon szimmetrikus és uniform valészintségi stirtiségfiiggvény
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tartozik:

0 |s| > A
s = a,a], b7, b (5.9)

[ et i A R B

P(s) = p(_s):{ﬁ —A<s<A

Igy a kritikus pontban a récs tengelyeihez tartozé két irany statisztikailag egymassal ekvi-
valensé valik. A kotések K, atlagos erdsségének, valamint a hozzé tartozé AK standard
eltérésnek a strfiségfiiggvény A félszélessége szerinti valtozasat kovethetjiilk nyomon az
5.2 Abrén.

AK = 165764 + .000085A3 + .000010A% + O(A7), (5.10)

Miként a fenti sorfejtésbdl is latszik a standard eltérés majdnem linedris A-ban. Ennek
kovetkezménye, hogy a rendezetlenség AK/K,, relativ er6ssége monoton né az eloszlas-
fiiggvény szélesedésével.

3.0

251 ax ]

1.0 ¢

0.5 b

0.0

5.2. dbra. A K, atlag kotéser6sség és a hozza tartozé AK standard eltérés a valészintiségi
stirtiségfiiggvény A félszélességének a fiiggvényében. A standard eltérés kozel linedris A-
ban.

5.2.3. Relevancia-irrelevencia kritérium

Korrel4lt rendezetlenség esetén a tiszta rendszer fixpontjanak stabilitdsat a Harris krité-
rium segitségével elemezhetjiik, lasd 2.3.3 szakasz. Az adott L nagysagn skaldn az atlag
kotéstdl valo eltérés Osszege tipikusan AL3/? szerint ng, hiszen a 2L fiiggetlen valtozo
zérus varhaté értékkel rendelkezik, valamint az L oszlop és az L sor kozotti korrelacidk
miatt mindegyik AL mértékben jarul hozzi a szummahoz. Ha ezt az értéket elosztjuk a
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kotések szdamaval, akkor megkapjuk az atlagos hémérséklettsl vald tipikus eltérést

ot(L NAE-/ENAL“W 5.11
(L) ~ 75 = - (5.11)

Ezek utan, ha a perturbéacié relevans voltat akarjuk eldonteni, akkor a kévetkez§ hanyados
viselkedését kell elemezniink abban az esetben, amikor megkozelitjiik a kritikus pontot,

t— 0. 5t
(fﬂ) -~ t——1+110/2’ foox t™0, (5.12)

A fenti formuladban & a korrelacios hosszt,mig vy a tiszta rendszerhez tartozo6 kritikus
exponenst jeldli. A perturbéci6 akkor relevéans, ha a ¢~'**0/2 hanyados divergsl a kritikus
pontban, azaz ha vy < 2. Ezért a kétdimenzios Ising modellnél, ahol vy = 1, a kéttengelyd
korrelalt rendezetlenség relevins perturbiciét okoz.

Ugyanezen eredményhez jutunk, ha A skélazéasi dimenzi6jat vizsgaljuk. Kiindulasnak
tekintsiik az (5.11) kifejezést. Amennyiben a hosszisagi skalat egy b tagitasi faktorral
noveljiik, akkor a 0t a kovetkezSképpen transzformalodik

§t' = A'L7Y2 = pl/ngt = pt/vo ALY, (5.13)

ahol dt-hez az vy = 1/vy skalazéasi dimenzi6 tartozik. Az L' helyére L/b-t helyettesitve
adodik, hogy

AT =1A, yA=2_V0

.14
, (5.14)

azaz a Gjra skdlazas sorén a rendezetlenség eréssége csak abban az esetben né, ha vy < 2.

A Gauss-féle korrelalt rendezetlenség fixpontjanak stabilitdsara a = 1 esetén ugyanaz
az eredmény adodik az (5.1) egyenletben, mint amit a modelliinkre vonatkozéan az imént
kétféleképpen is megallapitottunk. Ez abbél kévetkezik, hogy mindkét modell esetén egy
L hosszi skalan a rendezetlenség korrelacids fiiggvénye hasonlé médon viselkedik. Ezért a
kéttengely( korrelalt rendezetlenséget tgyis prezentidlhatnank, mintha egy effektiva =1
paramétertd korrel4ciés exponenssel rendelkezne. A tovabbiakban azt is megvizsgaljuk,
hogy vajon a két modell koz6tt szorosabb kapcsolat is talalhat6. Azaz az (5.2) egyenletben
a v kritikus exponensre vonatkoz6 allitas teljesiil-e a kéttengelyd korrelalt rendezetlenség
esetén is.

5.3. Véges méret skilazas a kritikus pontban

5.3.1. A mérés menete

Kiilonb6z6 fizikai mennyiségekhez tartozé kritikus exponenseket hataroztunk meg azil-
tal, hogy kihasznéltuk az adott mennyiségnek a kritikus pontban jelenlevd véges méretbél
szarmazé skalazési tulajdonsagit. A mérés soran egyre névekvsd L X L méretd négyzetra-
csot tekintettiink, és minden irdnyban periodikus hatarfeltétellel éltiink.

A Wolff algoritmust hasznaltuk, lasd 3.2.2 szakasz, hogy ezéltal is cs6kkentsiik a kri-
tikus pontban tapasztalhato lelassulast. Minden rendszerméret esetén megvizsgaltuk a 7,
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equilibracids id6t. Ehhez a rendszert két lényegesen kiilonb6z6 allapotbél inditottuk. Az
els6 esetben minden spin azonos irdnyba mutatott, amely megfelel a 7 = 0 h6mérséklet-
nek, majd a spinek véletlenszeriien vettek fel értékeket, amely a végtelen hémérsékletnek
megfelels allapotot szolgaltatja. Az equilibraciés id6t azon Monte Carlo lépések szadma
szolgaltatja, amely a két kiilonboz6 allapotbdl indulva az egyensily elérésének megtételé-
hez sziikséges. Mind a magnesezettségre, mind az energidra vonatkozéan meghatéroztuk
T-t. Ugyanezen mennyiségek esetén mértiik az autokorrelicios id6t is, hogy egy adott
minta esetén az idére vett atlagolas statisztikus hibajat meghatarozhassuk.

A szimulaciok soraAn minden mintanél el6sz6r 107, id6t vartunk. Ez rendszermérettsl
fiiggSen 103 Monte Carlo lépéstsl egészen 5 x 10* 1épésig terjedhetett. Ezutan az adott
minta esetén a kiilonboz6 fizikai mennyiségeknek meghataroztuk a termikus atlagét. Itt
a megtett lépések szdma ismét csak mérettdl fiiggden 7 = 10%-t61 7 = 2.5 X 10° Monte
Carlo lépésig terjedt. Nagysagrendileg a rendezetlenség ns ~ 10* mint&jat tekintettiink.
Ez az érték tgy lett meghatarozva, hogy az eltérd mennyiségek mérési hibaja 1% koriili
legyen.

A fluktuéacié-disszipacié reléciot hasznaltuk, hogy meghatarozzuk a fajhét és a még-
neses szuszceptibilitast. Az X mennyiség varhato értékét a termikus atlagoknak a rende-
zetlenség ng szaml mintdjira vett atlaga szolgéltatja.

Ey=—5(x@),  (xO)= %ixﬁ . (5.15)

A rendszer teljes M magnesezettségét és teljes F energiajat az alabbiak szerint definialjuk:

L L
M=3 o0y, E=-=Y (0i0015+0i0u41) - (5.16)
2,5=1 t,j=1

A szimulaciok soradn a kovetkez6 mennyiségeket mértiik:
e Az egy spinre juté p-edik magneses momentum, (p = 1,2, 3, 4):

mp = <’gzl)p> ) my=m. (5.17)

e Az egy spinre jutéd szuszcebtibilités:

AM?
X=(L2X AM? = (M — (M))?. (5.18)
e Az egy spinre jutd fajhé:
AE?
C:<B>, AE? = (E - (E))*. (5.19)

e A szuszceptibilitds logaritmusdnak hémérséklet szerinti derivaltja:

(AE AM?)
(AM?)

U =

.,  AE=E—(E). (5.20)
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A=9

A=0

T/T,=0.8 T =1 T/T =2

5.3. 4bra. Pillanatfelvétel az egyenstilyi spin konfiguraciérdl a pertubdlt (A = 9) és a
tiszta rendszer (A = 0) esetén a rendezett fazisban (T = 0.87¢), a kritikus pontban,
valamint a paramégneses fazisban (7" = 2T¢).

5.3.2. Szimulaciék eredményei

Az 5.3 abran a kéttengelyii korrelalt rendezetlenség egyensilyi spinkonfiguracijat hason-
litjuk Gssze a tiszta rendszerével. Harom kiilonb6z6 hdmérsékleti tartoményt tekintiink. A
rendszer méret mind a A = 9 erSsségli rendezetlen, mind a tiszta modell esetén 116 x 116.

4.0
<
o o © o ©
O
W e o o |
- o <
o
<>
O 3.0 -
a - - T - ooooTw
25_=D= OA=3 4
o A=4
DA=9
2.0 '
2 3 4 5

In(L)

5.4. 4bra. Az egy spinre es6 fajhs véges méret viselkedése a kritikus pontban semi-
logaritmikus skalan abrazolva. A fajhé o kritikus exponense negativ, ezért a C viselke-
dését nagy L rendszerméret esetén a regularis része hatarozza meg.
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In( m, Vp

In( mp)/p
L
é{% /

In( m, Wp

A p=4

In(L)

5.5. dbra. Az egy spinre juté mégneses momentumok véges méret skalazasa a kritikus
pontban. Az egyenesek a linearis illesztésbél szairmaznak.

Jol lathat6, hogy az alacsony és magas hémérsékleti fazisban a perturbalt modellben a
klaszter méretek nagyobbak. Méasfel6l a kritikus pontban hozzavet6leg ugyanazon hosszi
tavia rend van jelen.

A fajhének, a magnesezettség stiriségének kiillonb6z6 momentumainak, a szuszceptibi-
litdsnak, az In y h6mérséklet szerinti derivaltjanak kritikus pontban jelenlevd véges méret
tulajdonsagét figyelhetjiik meg az 5.4-5.7 4brakon. Egyre nagyobb rendezetlenség mellett
A = 3,4,9, a rendszer linearis méretét L = 8-t6l L = 116-ig valtoztattuk.

A fajh& nagyobb rendszerméret estén telitédik, amely azt mutatja, hogy a reguléris
része dominal a szingularissal szemben. Tudjuk, hogy a szinguléris rész L®/” szerint
skalazodik. Ezért a telit6dés azt jelenti, hogy a fajhé o kritikus exponense negativ.
Tulajdonképpen ez az oka annak, hogy a szuszceptibilitds logaritmusinak h&mérséklet
szerinti derivaltjat vizsgaltuk.

A véges méret skilazas szerint a rendszer L lineéris méretével az alabbi mennyiségek
a kritikus pontban a koévetkez6képpen viselkednek:

my o 1,-pa® ’ oV =z, =B/v,
x o« L, v/v=d— 22, =2(1 - z,),
v ox LY,  1jv=y. (5.21)

A log-log skalan valoban megfigyelheté az elvart lineéris tulajdonsag, jol lehet ¥ esetén
kis rendszerméreteknél észreveheten eltér ett6l, valamint a meredekség enyhén fiigg A
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In(L)

5.6. Abra. Az egy spinre jutd szuszceptibilitis véges méret skilédzésa a kritikus pont-
ban. Mivel az adatok A-val alig valtoznak, igy az egyenes az 6sszes pontra vett linearis
illesztésbdl szarmazik.

értékétsl. Eppen ezért a mégnesezettség és a szuszceptibilitds exponenseinek meghaté-
rozdsdhoz egyszer(d lineéris illesztést alkalmaztunk, ugyanakkor a W-hez tartoz6 mérési

In(L)

5.7. abra. Az (5.20)-ben definiélt U véges méret skalazésa a kritikus pontban. A goérbék
a (5.22) egyenlettel meghatarozott illesztésbdl szarmaznak.
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0.55

0.53

VY

0.51 ¢

0.49

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
1/A

5.8. dbra. A végtelen rendezetlenséghez tartozé 1/v meghatarozasa linearis extrapolacio-
val.

adatokra az aldbbi gorbét illesztettiik
1
In(¥) = A+ " In(L) +In (1+ BL™) . (5.22)

Az 5.1 tablazat tartalmazza a rendezetlenség kiilonboz6 erdsségeihez tartozé kritikus ex-
ponenseket. Mivel A névelésével nincs jelentss eltérés 8/v és v/v értékében, ezért ezek
atlagat tekintettiik, mely az alabbi értékeket szolgaltatta:

g = 2,, = 0.1299(12), % = 1.7419(20). (5.23)

Az azonban nem teljesen vildgos, hogy a méagnesezettség xﬁ,’;) momentumai miért csék-

kennek p névekedésével. ValbsziniisithetGen crossover hatés, hiszen mindez kell6en erds
rendezetlenségnél, A = 9, eltinik.

A W-hez tartozd 1/v exponens is valtozik a rendezetlenség kiilonb6z6 értékeinél. Mi-
képpen az az 5.8 abran is lathat6é a csokkenés linearis 1/A-ban. Innen extrapolaci6val
meghatarozhaté a végtelen nagy rendezetlenséghez tartozé érték:

1
= =y, = 0.4988(13) . (5.24)

12

5.4. Kritikus profilok

A kritikus pontba Monte Carlo eljarassal meghatirozott profilokbél konform leképezések
segitségével megkaphatjuk a modellhez tartozo feliileti és témbi exponenseket [32, 94, 15].
A kéttengely korrelalt rendezetlenséggel rendelkez6 modellre a replika triikkot alkalmazva,
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5.1. tablazat. Az 5.5-5.7 adbrakon lathato véges méret skilazasi adatokra torténd illesz-
tésbol szarmazo effektiv kritikus exponensek. Az utols6 sorban a W-re illesztett (5.22)
gorbében szerepl§ korrekcios kitevs értékei szerepelnek.

A=3 A=4 A=9

B/v 01312(13) 0.1292(10) 0.1294(14)

2 0.1283(10) 0.1279(8)  0.1309(11)
23 0.1259(8)  0.1264(8)  0.1310(9)
Zw) 0.1238(7)  0.1249(7)  0.1305(8)
v/v 1.7435(21) 1.7442(17) 1.7381(22)
1/v 0.5368(9) 0.5268(10) 0.5115(8)
w  0.737(7)  0.573(6)  0.569(7)

olyan effektiv Hamilton operatorhoz jutunk, ahol hosszl tavia koles6nhatasok lépnek fel
az egyes replikdk kozott. Ebbdl adodéan, szemben a korrelalt rendezetlenséggel [32], nem
varjuk, hogy az altalunk vizsglt rendszer konform invarianciaval birjon a fazisatalakulasi
pontban. Mindazonéltal feltételezziik, hogy modelliink kritikus profiljai mégis rendelkez-
nek ezen tulajdonsiggal. Hasonlé esetre j6 példat szolgaltat a kiils6 térrel rendelkezs
véletlen Ising lanc, ahol a kritikus pontban a profilok majdnem pontosan kévetik a kon-
form elmélet altal meghatarozott gorbéket [57], noha a rendszer erds anizotrop skilazasi
tulajdonsidga miatt nem konform invarians [46, 118|.

5.4.1. Strdségek konform transzformaéacidja

Rogzitett hatarfeliilettel rendelkezd félvégtelen kritikus rendszer magnesezettségi profilja
jol ismert. A feliilettél y tavolsagra az alabbi lecsengést mutatja [50]

(M (Y ixea = Am Y™™, Tm = B/v, (5.25)

ahol z,, a tombi magnesezettségi siiriség skiladzasi dimenzidja.

A fels6 komplex félsikot a (2.62)-ben leirt Schwarz-Christoffel transzformécié segit-
ségével konform moédon leképezhetjiik egy négyzetre, 1asd 2.2 4bra. A megvaltozott geo-
metridban a magnesezettség stirtisége a (2.57) egyenlet értelmében, a 2.2.4 rész jeloléseit
hasznalva, az alabbiak szerint viselkedik:

(m))ggea = b(2)" (M(2))gxea>  b(2) = [w'(2)|
w'(z) = . (5.26)

Bevezetve egy 1j, redukalt valtozét

(&Y

Slz(w)]
((w) = : (5.27)
V=2 -7




66 FEJEZET 5. KORRELALT RENDEZETLENSEG ISING MODELLBEN

In(m)
|

In(m)

In(m)

In(Q)

5.9. dbra. A méagnesezettségi strtiség konform profiljai kiilonb6z6 L rendszerméretés A
rendezetlenség esetén. A szaggatott vonalak —f3/v meredekségei a véges méret skalazasbol
szdrmaznak.

a méagnesezettség slirisége ¢ hatvanyaként valtozik

m = (m(C)>ﬁxed (68 C_mm - (528)
Hasonl6 lecsengést kapunk az energiastirtiség szingularis részének viselkedésére
<6(C)>Sing X C—Jie I Ze = 2 - 1/V . (529)

Ekkor azonban eleminalni kell az energiastirtiség regularis részét. Ezt gy valésithatjuk
meg, hogy megvaltoztatott a peremfeltételekhez tartozoé energiastriiségek de kiilonbségét
tekintjiik. Nevezetesen a szabad hatarfeliilet esetén mért egeo(w) értékbdl kivonjuk a
rogzitett hatarfeltétel soran kapott esyeq(w) értéket, mely az alabbiak szerint viselkedik

b = (efrec(C)) — (€nxea(C)) o< ¢ (5.30)

Ugyanis a két hatéarfeltételnél a szingularis rész egylitthatoja ellentétes elgjeld [66, 15],
mig a tOombi regularis részé egyiitthatéja valtozatlan, ezért a kiilonbség képzésekor ezen
utébbi tag kiesik.

5.4.2. A mérés eredménye

A Monte Carlo technikival végrehajtott mérés soran kiilonb6z6 hatarfeltételekkel rendel-
kez6 négyzetracsot tekintettiink. A Swendsen-Wang algoritmust hasznaltuk, lasd 3.2.3
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In(de)

In(de)

In(de)

In(C)

5.10. abra. Az energiastrfiség konform profiljai kiilonb6z8 L rendszerméretés A rendezet-
lenség esetén. Az egyenesek az adatokra val6 lineris illesztésb6l szarmaznak.

szakasz, mivel ez sokkal hatékonyabbnak bizonyult rogzitett hatart modell estén a Wolff
algoritmussal szemben. Héarom kiilonb6z6 racsméreten (L = 16, 32, 64) vizsgaltunk ha-
rom kiilonb6z6 erésséghez taroz6 rendezetlenséget (A = 7, 9, 11). Minden minta esetén
7. = 5.10% Monte Carlo 1épés megtétele utdn 7 = 6.10* 1épésre hataroztuk meg a termikus
atlagot. A vizsgalt mintdk ng szdma mérettd] fiiggben valtozott, a legkisebb rendszernél
ns = 2.10%, a legnagyobbnal ng = 2.103 volt.

A maégnesezettség profiljanak mérésekor a feliileti spineket +1 értékkel rogzitettiink.
Az energiastiriiség szingularis részének meghatarozasahoz az (5.30) kifejezést hasznaltuk
oly mé6don, hogy ugyanazon mintékra tekintettiik a két kiillénbozé hatarfeltételhez tartozé

5.2. tablazat. Az energiastriség z. skalazéasi dimenzibja, az 5.10 Abran szerepls adatokra
torténd linedris illesztés meredekségébdl meghatarozva.

L A=7 A=9 A=11

16 1.5435(9) 1.5377(9) 1.5177(10)
32 1.5241(9) 1.5207(6) 1.5110(9)
64 1.5209(6) 1.5182(4) 1.5002(8)
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5.3. tdblazat. A modell magnesezettség és az energia skilédzési dimenzidi, valamint a
kritikus exponensei a skalatorvények felhasznalasaval, ahol /v, v/v az (5.23) mig 1/v
az(5.24) egyenlet hatarozza meg.

2 [0.1204(7)
ze | 1.5012(13)
o [-2.01(1)

8 | 0.2604(31)
v | 3.492(13)
5 | 14.46(8)

v | 2.005(5)

n | 0.2588(14)

profilokat.

A mérés eredményeként kapott gorbék ( fiiggvényében log-log skalan az 5.9-5.10 4b-
rakon lathatok. A méagnesezettség stiriség profiljainal erés korrekcidk lépnek fel, azonban
a redukalt valtozé kis értékei miatt nem talaltunk megbizhat6é nem linearis illesztés. A
szaggatott vonallal jelzett gorbe meredeksége a véges méret skalazas soran az (5.23) egyen-
letben szerepls 3/v értéke. Ez azt mutatja, hogy aszimptotikusan a két eredmény osszeér.

Az 5.10 abran lathaté energia profilok esetén gyenge korrekcidk lépnek fel, igy itt al-
kalmazhato a linearis illesztés z, meghatarozasara. Az a par pont, mely nem az egyenesen
helyezkedik el kis  esetén jelentkezik. Ezek kizarolag a feliilethez kapcsolédnak, és nem
nagy stullyal birnak az illesztéskor. Az 5.2 tablazatban az egyre nagyobb L rendszerméret
és az egyre erGsebb A rendezetlenség sordn meghatéarozott z, értékeket tiintettiik fel. Jol
lathato, hogy mind L, mind A névekedésével az energia skalazasi dimenzidja fokozatosan
csOkken.

5.5. Osszefoglalas

Az altalunk vizsgalt kéttengelyii korrelalt rendezetlenséggel bir6 modell kritikus exponen-
seit az 5.3 tablazatban foglaltuk 6ssze. A méagnesezettség skalazasi dimenzidja kozvetleniil
adodik a (5.23) egyenletbsl. Azonban /v ismeretében a v/v = d — 2z, skila térvény
segitségével is kifejezhets, ekkor z,, = 0.1291(10). A tablazatban a két érték kozos kon-
fidencia intervalluméanak kézepe szerepel. Mivel ez kdzel van a tiszta kétdimenzios Ising
modellhez tartozo z,, = 1/8 értékhez, igy elmondhaté, hogy a két modellben a mégnese-
zettség majdnem ugyanolyan fraktaldimenzi6val rendelkezik. Ez az oka annak, hogy az
5.3 a kritikus pontban az egyenstlyi allapotok azonos képet mutatnak. A méagnesezettség
skalazasi dimenzi6jabol a skalatorvények segitségével kapjuk, hogy n = 22, +2—d = 2z,,
és 0 = —1+d/zy,.

A korrelaciés hossz v kritikus exponensének értékét az (5.24) egyenlet segitségével
hatarozhatjuk meg. J6l lathato, hogy a numerikus becslés a hibahataron beliil 6sszhang-
ban van az a = 1-hez tartoz6 Gauss-féle izotrép rendezetlenségre vonatkozoéan az (5.2)
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egyenletben lefrtakkal. A fajhé o kritikus exponensét a Josephson torvény segitségével
hatarozhatjuk meg, lasd a 2.2 tablazat. A rendezetlen és a tiszta rendszer v exponense
k6zotti kiilonbség magyarazza, hogy az 5.3 4bran a kritikus ponton kiviili tartomanyokban
a kéttengelyd korrelalt rendezetlenséghez tartozo klaszterméretek nagyobbak.

Az energiastirfiség z. skilazasi dimenzibja az . = d — 1/v egyenlet felhasznalasival
adédik. Osszevetve az 5.2 téblazat eredményivel 14that6, hogy konform transzformécié
utén a kritikus profilok vizsgalatabol hasonlé eredményre jutottunk.

Osszegezve eredményeinket, mely a [5] cikkben talalhatok meg, a négyzetracson értel-
mezett Ising modellt viszgaltuk kéttetengelyii korrelalt rendezetlenség jelenlétében. Az
altalunk valasztott parametrizacid miatt a rendszer 6nduélis, igy a kritikus pontja egzaktil
meghatarozhato. A Harris kritérium értelmében az Ising modellbe bevezetett perturbécio
relevéns. A kritikus pontban kiterjedt Monte Carlo szimulaciok segitségével meghataroz-
tuk a rendszer kritikus exponenseit, melyek konzisztensek voltak egymassal. A korrelacids
hossz v exponense megegyezik a Gauss féle izotrép korrelalt rendezetlenség esetén vér-
takkal, ugyanakkor a méagnesezettség x,, skilazasi dimenzidja nincs messze a tiszta és a
korrelalatlan rendezetlen rendszerhez tartozo6 értéktsl.
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6. fejezet

Csatolt modellek hatarfelulete

6.1. Bevezetés

o2

Mésodrendii atalakuldsoknal a korrelaciés hossz végtelenbe tart. Emiatt mikroszkopikus
inhomogenitasok és véges méreti defektusok nem valtoztatjak meg a rendszer kritikus
viselkedését [23]. Més a helyzet amennyiben a rendezetlenség végtelen kiterjedésti, mint
példaul feliilet jelenléte [17, 38, 89] vagy esetleg egy altéren végightizodé defektus [22]
esetén. Ekkor a rendszer lokalis kritikus viselkedése a korrelciios hosszal karakterizalt
tartomanyban megvaltozhat. Szokisos példa erre a magnesezettség, amely a rendszer
belsejében a fazisatalakulasi pont felé haladva m ~ (T,—T)” lecsengést kovet, ugyanakkor
a feliileten my ~ (T, —T)P" szerint valtozik, ahol a két kritikus exponens, § és f;, altalaban
kiilonb6z6.

Az inhomogenit4soknak tobb altalanos forméja is van, dgymint sarkok [30, 9, 35, 1],
szegélyek, parabolikus alakzatok [86] stb., melyek gyakran kiilonleges kritikus viselke-
dést okoznak [58]. Eléfordulhat, hogy a lokalis exponensek néhany paramétertdl fiiggéen
folytonosan valtoznak, vagyis a lokalis kritikus viselkedés nem univerzilis.

Két kiilonbozs tombi illetve feliileti kritikus exponensekkel biré rendszer osszekap-
csolasa is inhomogenitast eredményez a hatarfelilleten. Amennyiben a két alrendszer
kritikus hémérséklete lényegesen kiilonbozik, akkor a hataron a fazisatalakuldsa hasonlit
a feliiletek viselekdéséhez [16]. Az alacsonyabb kritikus h6mérsékleten a a hatérfeliilet
rendezett marad, mivel az egyik alrendszer feliilete még rendezett. Elérkezve a nagyobb
kritikus h6mérsékletre mint ahogy az egész rendszerben, Ggy a hataron is megsziinik a
rend. A jelenség a rendes feliileti Atalakulashoz hasonlit. Ugyanakkor ketténél magasabb
dimenzidban és elég erds kapcsolas esetén lehetséges egy hatéarfeliileti 4talakulas. Ennek a
kritikus viselkedése attol fiigg, hogy az sszekapcsolt modellek mely univerzalis osztélyba
tartoznak.

Kétdimenzidban a hatarfeliilet viselkedése sokkal Osszetettebb, ha a két alrendszer
kritikus hémérséklete egybeesik, vagy csak kis mértékben tér el. Ebben az esetben a
két kiilonb6z6 alrendszer tombi, illetve feliileti kritikus tulajdonsigainak versengése vagy
kolcsonhatéasa a hatéarfeliilet teljesen Gj tipusi viselkedését eredményezheti. Ebben a feje-
zetben analitikusan és numerikusan is tanulmanyozziik az uté6bb emlitett inhomogenitéast.

71
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6.2. Atlagtér elmélet

6.2.1. A ¢* modell tulajdonsagai
Szabad energia

A Landau-féle atlagtér elmélet keretein belill, lasd 2.2.1 rész, a V térfogattal és az S
feliilettel rendelkez8 rendszert vizsgalunk. A teljes szabad energia a skalar mennyiségd
©(r) rendparaméter fiiggvénye, mely témbi és feliileti részre bonthaté [17, 38, 89):

Flg] = /(V) fololdV + /(S) f2leldsS . (6.1)

A mésodrend fazisatalakulési pont kérnyékén a rendparaméter értéke kicsi, ezért az fi[y]
tombi szabadenergia striiségfiiggvénye sorba fejthet6. A sorfejtésben a rendparaméter
gradiense mellett a kovetkezd tagokra szoritkozunk:

A
ﬁMzﬁM+§W@”~¢+EW~W- (6.2)

2 k

A pozitiv egyiitthatoji, C > 0, mésodik tag a rendparaméter térbeli valtozdsa miatt lép
fel. A kritikus pont alatt, T < T, a negativ A a kritikus ponttél valé tévolsdgot méri,
A= —at (a >0,t=T,—T). A kovetkez8 tag, B > 0 feltétel mellett biztositja a
rendszer stabilitdsat a rendezett fazisban. Az utolsd tag a kiils6 magneses teret jeloli.
Amennyiben k péaratlan a rendparaméter csak nem negativ értéket vehet fel, kiilonben a
rendszer instabilla valik.

A fentiekhez hasonlé moédon a feliilethez tartozé szabadenergia stirtiségfiiggvénye az

alabbiak szerint irhato
C, ¢?
Fslel = fs [0+ 5 (6.3)
ahol ¢ a rendparaméter értéke az S feliileten, lasd 2.3.2 szakasz. A C; konstans pozitiv, a
A az extrapolécios hossz, mely a rendszer mikroszkopikus Hamilton operdtoraban a tombi

és feliileti kotéseikkel all kapcsolatban [17] .

Ginzburg-Landau egyenlet

Az atlagtér elméletben a rendparaméter egyenstlyi értéke, ¢(r), minimalizilja a (6.1) e-
gyenlettel kifejezett teljes szabadenergiat. Emiatt a szabadenergia 6 F'[p] valtozasa nullat
eredményez, amennyiben a rendparamétert az egyensilyi értékétsl egy kis dp(r) értékkel
eltéritjiik és ezen véltozé szerint elsé hatvanyig sorba fejtjiik. A (6.1-6.3) egyenleteket
hasznalva a kovetkez6 adédik:

OF[p] = / [CV - Vg + (Ap + Bo* ™ — h)dp] dV +/
W

3 (cs{i) §pdS.  (6.4)

A térfogat integralban az elsé tagot a kovetkezs azonossig szerint atalakithatjuk

CV ¢ -Vép =V -(CépV ) — CopV%p (6.5)
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és Gauss tételét alkalmazva az elsd részt feliileti integralként irhatjuk fel. Ekkor a szaba-
denergia valtozasa

(—Cn Ve+ Csf) 5pdS, (6.6)

§Fyp] = /( V)(—C’V2g0+Ago+ Bt —h)spdV + / 1

(5)

ahol n a feliilett6l a rendszer belseje felé mutaté egységvektor. Egyensily esetén a teljes
szabadenergia els6rendd valtozasa eltiinik, ezért a fenti egyenletben a térfogatintegral az
alabbi Ginzburg-Landau egyenlethez vezet

—CV2%p(r) + Ap(r) + Bo* ! (r) = h(r), (6.7)

amely a rendparaméter tombi viselkedését hatarozza meg. A feliileti integral az alabbi
peremfeltételt szolgiltatja a rendparaméter hataron 1év6 profiljara:

r
Cn Vo) =0, A7) . (6.8)
(s

Témbi kritikus viselkedés

Mivel a feliillettsl tavol a rendszert homogénnek tekintjiik, ezért a (6.7) egyenlet elsd
tagja nem jelenik meg amennyiben a tombi viselkedést analizdljuk. A kritikus pont felett,
kiils§ tér hianyadban a magnesezettség eltiinik, ugyanakkor a rendezett fazisban, (T' < T,
h = 0), az alabbiak szerint valtozik

B
at 1
fed JE— = '8 = —
%—(B) pot”,  B=—p (6.9)

A tOombi viselkedéshez tartozé Ginzburg-Landau egyenletet megoldva hatarozhatjuk
meg a Osszekapcsolt korrelacios fiiggvényt

(6.10)

ahol ¢(r) a rendparaméter egyensilyi értéke. A 6.7 egyenlet funkcionlis derivaltjat
tekintve a kovetkezdt kapjuk

—CViG(r,v") + [A+ (k — 1) B AG(r,7') = kgT(r — ') (6.11)
Atrendezve adédik, hogy

(V2 4+ HG(r, 7)) = %6& -7, (6.12)

ahol a £ tombi korrelacios hosszt a rendezett fazisban a (6.9) és (6.11) egyenletek felhasz-
nalasaval fejezhetjiik ki

£ = [(k - z)%q U, w=l (6.13)
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Rendparaméter profilok

A tovabbiakban félsikokat vizsgalunk, azaz szdmitésaink soran mindig feltételezziik, hogy
a rendszerhez tartozo feliilet a z = 0 helyen talalhato. A profilokat a ¢ = ¢(z) koordi-
natazassal frjuk le. A ¢ = ¢/, normalast bevezetve a (6.7), (6.9) és (6.13) egyenleteket
hasznalva a rendparaméter profiljat a kévetkezé differencil egyenlet megoldasidbol hatoz-
hatjuk meg
P*¢ A B youa_ ¢ -9
FE R ANCAC AN e V2R

Mindkét oldalt 2d@/dz szorozva és figyelembevéve, hogy a rendszer belsejében d@/dz — 0,
amennyiben ¢ — 1, fenti differencial egyenlet els6 integralja az alabbi egyenlethez vezet

@)2__ 20K — k@® + k-2
dz) k(k—2)¢&

(6.14)

(6.15)

A tovabblépésnél mar szamitasba kell venni k konkrét értékét. Nem szabad elfelejtkezni
a feliilet altal meghatarozott peremfeltételrsl sem. Hiszen a feliilet lehet rendezettebb,
(¢(0) > 1) , vagy kevésbé rendezettebb, (¢(0) < 1), mint a rendszer belseje. Az alabbi-
akban felsoroljuk a (6.15) egyenlet kiilonboz6 megoldasait, amelyekre a kés6bbiek soran
lesz sziikségiink. A ¢, (z) (¢_(z)) jelolést hasznaljuk abban az esetben, amikor a rendszer
a z > 0 (z < 0) koordinatakkal jellemzett félsikban helyezkedik el. Az I, (I_) integracios
konstanst a z = 0 peremfeltétel segitségével hatarozhatjuk meg.

e % model, $(0) > 1:

P.(z) = % [?moth2 (%) - 1] ,

dp. 3 (li). _3(@)
—= = ——cosh { — | sinh — 6.16
dz 0 :FQ@: 2§i 2& ( )

e ©° model, $(0) < 1:

¢.(2) = % [3tanh2 (%) - 1] ,

d@i 3 . ( l:l: ) -3 ( l:i: )
—= = 4+ ——sinh [ —— } cosh — . 6.17
dz |, 28s 2¢, 28, ( )

e ©* model, ¢(0) > 1:

dp.
dz

1 !
= T sinh™? (J—i) ) 6.18
O $2€i (6.18)
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e ! model, $(0) < 1:

~ yA :{Z l:}:
= 4+
0:(2) tanh( = ) |

+-L cosh™? ( : ) : (6.19)

dos _ L3
0 2. 2.

dz

e % model, $(0) > 1:

pule) = V2 [stant? (i) = o

28,
dpy 3V2 . (l:t ) _3( Ly )
—| = F sinh | —— } cosh —
dz 0 26, 26, 2¢,
an —-3/2
X {3tanh* { — | — 1| . 6.20
o (55.) | 020

e % model, $(0) < 1:

R B . zE1, ..o 2l 371712

9i(z) = ismh( %, ) |:smh ( 2, ) + E] ,

dg.| | 3 LN of b 37732

E— . = i@ cosh (£> {Slﬂh (2—&:‘:‘) + §:I . (621)
6.2.2. Feliiletek kritikus viselkedése

A tovabbiakban attekintjiik a feliilet kritikus viselkedését, v6 2.3.2 szakasz. Mindvégig
feltételezziik, hogy a rendszer a rendezet fazisaban van, (T' < T), és a pozitiv félsikban
helyezkedik el, z > 0. Ezért itt nem alkalmazunk a korabban bevezetett kett&s jelolést,
elhagyjuk a + indexet, azaz példaul ¢(z)-t hasznalunk ¢, (z) helyett. Ezen geometria
esetén a (6.8) peremfeltétel egyszertisodik

©(0) do
=0 22 6.22
¢ A ¢ dz ( )

Az aldbbiakban ismertetjiik az ! integraci6s konstanst, valamint a rendparaméter ¢(0)
értékét.
A ©® modellhez tartozoé feliilet

e A<O:

Ekkor rendkiviili feliileti atalakulasnak lehetiink tanti, azaz a feliilet rendezett ma-
rad a tombi kritikus pontban. A rendparaméter profiljat a (6.16) egyenlet irja le.
Mivel a korrelacios hossz a kritikus pontba végtelenbe tart, ezért 1/§€ < 1. Azl
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integracios konstanst a (6.22) egyenlet mindkét oldalanak /€ szerinti sorfejtésébél
hatarozhat6é meg, a vezetd rendig tekintve adddik, hogy

C
[ = QE‘A‘ (6.23)
és s )
0(0) = 3 ( C|/§\0|) o . (6.24)
e A > 0:

Ebben az esetben a rendparaméter értéke kisebb a feliileten, mint a rendszer bel-
sejében. Mindamellett ugyanazon 7T, hémérsékleten jelenik meg a rend az egész
rendszerben, vagyis rendes feliilelti atalakulassal van dolgunk. A profilt a (6.17)
egyenlettel jellemezhetjiik, ahol azzal a feltevéssel éltiink, hogy I/ konstans. A
részletes szamolasok megtalalhatok a [6] cikkben. A (6.22) egyenletben megfogal-
mazott peremfeltétel teljesiil, amennyiben

| =2tanh™! (%) Eot™1/2 (6.25)
és igy:
(0) = 1 OA e (6.26)
4 \/g C1350 o ) )

A rendparaméter feliileti exponense, 5; = 3/2, nagyobb a tombi exponensnél, 5 = 1.

e A — oo

Ekkor a profilt az [ — oo feltétel mellett egyarant meghatarozza a (6.16) és a (6.17)
egyenlet. A rendparaméter konstans, azaz értéke a rendszer belsejétél haladva a fe-
lilletig valtozatlan, p(0) = @, = @ot. Ezen a specialis feliileti 4talakulason egyazon
hémérsékleten jelenik meg a rend mindenhol a rendszerben, tovibba a rendparamé-
ter feliileti és tombi kritikus exponense is megegyezik.

A ¢* modellhez tartozé feliilet
e A<O:

Ahogy az el6z6 részben mar lattuk, ekkor a felillet rendezettebb, és fazisatalakula-
sahoz tartozo kritikus hémérséklet magasabb a témbinél. A rendparaméter profiljat
a (6.22) egyenlet hatarozza meg. Az integraciés konstansra a (6.22) egyenlet altal
megkovetelt 1/€ < 1 feltételt figyelembevéve adodik, hogy

C
= —|A|. 2
1= oAl (6:27

A rendparaméter feliilethez kapcsol6do vezets részére az aladbbiakat kapjuk

Cs&)

=2——p.

(6.28)
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e A > 0:

Ekkor a rendes feliileti 4talakulasnal a rendszer profiljat a (6.19) egyenlettel irhatjuk
le. Amennyiben /€ < 1 a peremfeltétel teljesiil, és igy

C

l=—=A. 6.29
G (6.29)
A feliileten a rendparaméter a kritikus pont kézelében az aldbbiak szerint viselkedik
1 CA
0) = =——pot. 6.30
©(0) 203§0<P0 (6.30)

Ebbé6] megint az adédik, hogy a feliileti exponens, §; = 1, nagyobb a t6mbi expo-
nensnek a (6.14) egyenletben meghatarozott értéknél, g = 1/2.
e A — oc:

Itt a (6.22) hatarfeltétel miatt az integracits konstans a végtelembe tart, { — oco. A
specialis atalakulas sorén mind a feliileten, mind a rendszer belsejében ugyanakkora
a rendparaméter értéke, ©(0) = pot'/2.

A % modellhez tartozé feliilet

e A<O:

A rendkiviili feliileti 4talakulas soran a profilt a (6.20) egyenlet irja le. Ebben az
esetben a (6.22) hatarfeltétel akkor teljesiil, ha az [/¢ hanyados konstans értéket
vesz fel, ami a kovetkez6khoz vezet

1
! =2tanh™ (—) 12 6.31
\/g 50 ( )
Ebbél meghatarozhatjuk a rendparaméter feliileti viselkedését
0350 12
0)=1{2v3 . 6.32

e A>0:

Miként a korabbi esetekben is lattuk rendes feliileti atalakulas zajlik le. A rendpa-
raméter profiljat (6.21) hatarozza meg. A peremfeltétel abban az esetben teljesiil,
amennyiben [/¢ < 1. Ekkor az ad6dik, hogy

C

l=—A. 6.33

c (6:33
A feliileten a kritikus pont kozelében a rendparaméter a t6mbi 8 = 1/4 exponenshez
képest 51 = 3/4 exponenssel valtozik,

1 CA s

(6.34)
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e A — oo:

Ahogy a tobbi modellnél, itt is specialis atalakulés van, [ végtelen, valamint a feliilet
ugyaniigy viselkedik, mind a rendszer belseje, ©(0) = @ot*/*.

Jol lathato, hogy a karakterisztikus hossz kiilonb6z6 értékei mellett a rendparaméter
By feliileti és 8 tombi kritikus exponensei kozott az alabbi 6sszefiiggések 16pnek fel:

Br=pB+v (rendes atalakulas), (6.35)

Br=p (specialis atalakulas) . (6.36)

Ezen skalazasi relaciok azonban csak az atlagtér elmélet keretein beliil maradnak igazak
[17].

6.2.3. Hatarfeltiletek kritikus viselkedése

Ebben a részben két kiilonb6z6 univerzilis osztalyba tartozé rendszer oOsszekapcsolasa
sorén létrejovd hatarfeliilet kritikus viselkedését analizaljuk a rendezett fazisban, T' < T..
Eppen ezért a két alrendszer szabadenergia stirliségét a (6.2) egyenletben mas-més k
hatarozza meg. Maga a hatéarfeliilet a z = 0 koordinatan val6sul meg, és az 0sszekapcsolas
az alabbi tagot jeleni az szabadenergia stirtiségfiiggvényében:
2

Rl =5+ S (6.37)
Szamitasaink sordn azzal a feltevéssel éliink, hogy a pozitiv féltérben azon alrendszer
helyezkedik el, amely belsejében a kritikus pont alatt nagyobb rend uralkodik, azaz g+ <
B~. A rendparaméter profiloknak, z > 0 esetén o (z)-nek valamint z < 0 esetén ¢_(z)-
nek, eleget kell tenniiik az alabbi egyenleteknek:

©(0) = ¢.(0) =p_(0),
_o B

.90(0) _ n
Ci A s 0 T odz

- (6.38)

0
A fenti hatarfeltételek a (6.22) egyenletnek az dsszekapcsolasra vonatkozo altalanositasai.
A megfelel§ derivaltak az adott alrendszer feliileti integraljahoz kapcsolédnak.

Amikor két alrendszert 6sszekapcsolunk a (6.38) egyenletben szerepls hatarfeltételek
hatarozzak meg az l. integraci6s konstansok értékét, és eziltal a teljes rendparaméter
profiljat. A tovabbiakban kiilonb6z6 univerzalis osztalyok mellett ismertetjiik az integra-
cios konstansokat valamint a rendparaméter hatarfeliilethez tartozo értékét. A szamitasok
technikai részletei megtalalhato a [6] cikkben.

Ahogy a feliileteknél is lattuk a A karakterisztikus hossz értéke hatarozza meg a kriti-
kus viselkedését. Amennyiben A negativ a hatarfeliilet rendezett marad a témbi kritikus
pont elérésekor, ekkor rendkiviili hatarfeliileti atalakulasrél beszéliink. Ha kett6nél maga-
sabb dimenziéju rendszert tekintiink, d > 2, akkor a tombi kritikus hémérséklet felett a
feliileten jelenlévs rend egy A-t6l fiiggs hémérsékletig megmarad. Ezen atalakulast, mely
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mindig megjelenik az atlagtér elmélet keretein beliil, azonban nem vizsgaljuk. Amennyi-
ben A pozitiv a hatérfeliileten a rend a tombi kritikus pontban ¢ hatvanya szerint tiinik el,
ezt az esetet rendes hatarfelilleti atalkulasnak nevezziik. A fentebb emlitett két dtalakulas
a (T,1/A) fazisdiagramban a 7' =T, 1/A = 0 pontban talalkozhat 8ssze, ekkor specialis
hatarfeliileti 4talakulasrél beszéliink, lasd 2.5 4bra.

A ©® — ¢! hatarfeliilet
e A<O:

Ekkor a két alrendszer erds csatolassal kapcsolodik 6ssze. Mindkét alrendszerben
a rendparaméter novekszik a hatarfeliilet felé haladva, igy a ¢_(2)-t a (6.16), mig
@, (2)-t a (6.18) egyenlet jellemzi. Az integracios konstansokra az alabbiakat kapjuk

C_
l~ - fa|A'7
1t ( C’_A)z
I, = —— 1, 6.39

ahol

=1-4+4/14+3—, = 6.40
! A Croles (640
A rendparaméter dominans része a hatarfeliileten
1046\
- 6.41
o0 =6 (1052 . (6.41)

nem tartalmazza a ¢ redukalt h6mérsékletet, igy a hatarfeliilet rendezett marad a
tombi kritikus pontban. A (6.40) és (6.41) formulak felhasznalasaval meghataroz-
hatjuk a |A|-ban valé aszimptotikus viselkedést

Al7Z A > AF
QD(O) X { |}A|~—1 |A’ & A* (642)

e A>0:
Ebben az esetben a két alrendszer gyengén kapcsol6dik 6ssze. Amennyiben

Civg

O0<A<A, =2
Cipg

& s (6.43)

a rendparaméter a hatérfeliilet felé haladva fokozatosan csokken, és igy ¢_(z)-t a
(6.17), mig ¢, (2)-t a (6.19) egyenlet irja le, ahol

I = 2tanh™ (\/1—123&/—[\2) gt

I, = %A . (6.44)
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6.1. abra. A ¢® — ¢* hatarfeliileten a ¢ = p(z)/p; redukalt rendparaméter profilja ¢ =
z/€, fiiggvényében kiilonbo6z6 A = A/Ef értékeknél, ahol fentrdl lefelé haladva 1/A = —0.2,
—0.1, 0, 0.1, 0.5. A belsg abraban a A > 0 és ¢ < 0 eset van kinagyitva, ismét csak fentrgl
lefelé haladva 1/ = 0, 0.1, 0.5, 1 és 10. Mindkét alrendszerben minden més paraméter
ugyanaz: C, = C_ = Cj, p§ = ¢y, &§ = & valamint ¢ = 107

Ha A = A, akkor [_ divergal, aminek kovetkezményeként ¢_(z) konstans és minden

z < 0-ra a tombi értéket veszi fel.

Amennyiben A, < A < 00, ¢, (2)-t még mindig a (6.19) egyenlet hatarozza meg,
és I, is tartja a (6.44)-ben leirt értékét. Azonban ¢_(z) a hatarfeliilet felé haladva
novekszik és igy (6.16) egyenlettel jellemezhetjiik, ahol

[1+2A7A,
=2 C()thm1 ( —i‘“g/—) fat—l/2 . (645)

A rendparaméter a hatdron 0 < A < oo esetben egyazon egyenlet irja le

1CA
= _ T . 4

e A — o

A profil monoton moédon névekszik, és ugyanazon egyenletekkel jellemezhet§, mint
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az el6bb A > A, esetben, noha most az integraciés konstansok értéke valtozik

- 1/3
L= 2 (s58g) @,

Cipp
_ 1/3 2/3
feeeud 90_0 + gt - _1/3 4
L= (3%¢) (C_fo) i (6.47)
és igy:
0) = 1 —\1/3 +§o 2/3
o(0) = 5 o) (Gere "o, (6.48)

A o* — % hatarfeliilet
e A<O:

A hatarfeliilet sokkal rendezettebb mint az alrendszerek belseje, ezért ¢_(2)-t a
(6.18), mig ¢, (2)-t a (6.20) kifejezéssekel jellemezhetjiik. Ezekben az integracios
konstansok a kdvetkezGképpen néznek ki

L= 1%,
I, = 2{tanh_1 (%) ()] gtY2,
) = g(%f;f-'—é—‘f):w, (6.49)

ahol

_ 8 A* * _ CiC+(§05€_)2
- R 7 620

Itt és a késGbbiekben a (6.57) formula esetén h(t) a masodik vezets hatvanyig tekin-
tettiik [,-ban. Erre azért van sziikség, hogy a hataron a profil form4jat meg tudjuk
hatarozni z = kornyékén. A hataron a rendparaméter dominans része konstans

_4 050 o (6.51)

A-ban az aszimptotikus tulajdonsigat a (6.50) és a(6.51) egyenletek segitségével

hatarozhatjuk meg
A7 Al > AT
QO(O) x { |A‘~1/2 IA] < A* (6.52)
e A>0:

A rendparaméter értéke barmelyik alrendszer fel6l kozelitve is meg a hatarfeliiletet
csokkenést mutat. Ezért a profil ¢_(2) részét a (6.19), ¢, (z) szakaszat pedig a
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6.2. dbra. A ¢! — ® hatarfeliileten a ¢ = ¢(2)/y; redukélt rendparaméter profilja ¢ =
z/&, figgvényében kiilonboz6 A = A/} értékeknél, ahol fentrdl lefelé haladva 1/A = —0.1,
—0.05, —0.03, 0, 0.1. A bels6 abraban a A > 0 és ( < 0 eset van kinagyitva, ismét csak
fentrél lefelé haladva 1/A = 0, 0.01, 0.02, valamint 0.1. Mindkét alrendszerben minden
mAas paraméter ugyanaz és a redukalt hémérséklet £ = 1075.

(6.21) formula segitségével jellemezhetjiik, ahol az integracios konstansokra az alabbi
értékek adodnak:

I = \/§C+SO§_€£)__ At_1/4 ,
3 Civy&o
C
I, = ZEA. 6.53
Az bsszekapcsolasnal a rendparaméter a kovetkezd egyenlet szerint viselkedik
1 CA
ot (6.54)

"0 = 508"

e A — o0:

Ebben az esetben, ahogy méar korabban is lattuk, a profil monoton névekedést mu-
tat. Az alabbi konstansokat figyelembevéve ¢_(2)-t a (6.18),mig ¢, (2)-t a (6.21)
egyenletekkel irhatjuk le.

C o 1/2
[ = (2\/6*:—06-_6_}-) t—3/8,
Cripg 00

I, = (2\/6

X 1/2
+%0 #— —3/8
C_%fosaf) % (6.55)
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A hatéaron a rendparaméter az alabbiak szerint tiinik el

1/2
20,6
0(0) = (\/; O_g% %*) 38, (6.56)

A 3 — % hatarfeliilet
e A <O:

Szokasos moédon ebben az esetben a hatér rendezett marad az alrendszerek témbi
kritikus pontjaban. Eppen ezért a teljes profilt a ¢_(2)-t jellemz (6.16) és a ¢, (2)-t
determin4l6 (6.20) egyenletek segitségével kapjuk meg.(6.20). Az I_ meghatarozsa-
hoz egy negyedfoki egyenletet kell vizsgélni. Az aldbbiakban csak A hatareseteiben
kozoljiik a megoldast

C
I~ 2—JA Al>A
Gl A

-C; »Ar) ( 5)1/2 )
I~ V27 = A A
- (2 ngo 8_ g() I | l << 9

I, = 2[tanh_1( \f> ()} 2
o - S (ER) () e o

9 \ Ci&
LG A] 4
h(t) = 2 Al < A*. 6.57
0 = ioE A< (6:57
A crossover a kovetkez$ értéknél zajlik le
_\ 2/3 1/3 ;o\ 4/3
* Yo C+) (50 )
N =C; | — s > . 6.58
(%*) (50* C (6:38)
A két hataresetben a feliileti rendparaméter viselkedés:
& 50 - *
Cigs \"*
p(0) ~ (2\/§C_|/_\_|) of,  A[<AT, (6.59)
+

e A>0:

A rendparaméter profilja monoton névekedést mutat, ¢_(2)-t és ¢, (2)-t a (6.16) és
a (6.21) egyenletek hatrozzak meg a kdvetkezd integracios konstansokkal

I = (fo C%&) &8,
+ Po
C

L= SA. (6.60)




84 FEJEZET 6. CSATOLT MODELLEK HATARFELULETE
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6.3. abra. A ¢® — ® hatarfeliileten a ¢ = ¢(2)/¢;f redukélt rendparaméter profilja
¢ = z/&, fiiggvényében kiilonbo6z6 A = A/€] értékeknél, ahol fentrdl lefelé haladva 1/A =
—0.2, —0.05, —0.02, 0, 1. A bels6 dbraban a A > 0 és { < 0 eset van kinagyitva, ismét
csak fentrdl lefelé haladva 1/A = 0, 0.2, 0.5, 1, 10. Mindkét alrendszerben minden més
paraméter megegyezik és a redukalt hémérséklet ¢ = 107°.

A kritikus pontban a rendparaméter az alabbiak szerint valtozik

1 C,A

= JioE oit®t (6.61)

©(0)

e A — oo

A profilt tovabbra is a (6.16) és a (6.21) egyenlet irja le, &m ez esetben a konstansok

értéke
Coz 13
. = 12\/6 0 5_ 2€+:| t 1/4’
[ C+90(J)r( o)
10\ 23 o 3
L, = x/é(ﬁj) [5(“);(50)253} A (6.62)

A hatarfeliileten a kritikus viselkedés

C.6 2/3
o0 = (582 01) " oy, (6:63)
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6.3. Skalazasi Osszefiiggések

Az tovabbiakban altalanositjuk az Atlagtér elmélet keretein beliil kapott eredményeket.
Elgszor egy félsikban elhelyezked§ rendszer paraméter profiljat vizsgaljuk szabad és rogzi-
tett hatarfeltétel esetén. Majd az igy kapott eredményeket hasznaljuk fel két Gsszekapcsolt
alrendszer hatarfeliiletén felléps jelenségek skalazasi tulajdonsiganak megallapitiséra.

6.3.1. Rendparaméter profilok

Az altalunk vizsgalt rendszerrdl feltételezziik, hogy a pozitiv félsikban helyezkedik el,
z > 0, valamint a rendszer belseje a rendezett fazisban van, T < T,.. Ahogy az atlagtér
elméletnél is lattuk a rendparaméter o(z) értéke fiigg a feliilettd] mért z tavolsagtol. Minél
beljebb vagyunk a rendszerben, z/£ > 1, annél inkabb kozeliti meg a témbi értéket, mely
a kritikus pont kozelében ¢, ~ t? szerint valtozik. Ugyanekkor tudjuk, hogy a témbi
korrel4ci6s hossz aszimptotikusan & ~ ||~ szerint viselkedik.

Szabad hatarfeltétel

Szabad hatarfeltétel esetén a feliileten hianyz6 kétések miatt a lokalis rend kisebb, mint a
rendszer belsejében. Az egész rendszerben ugyanazon hémérsékleten zajlik le a fazisata-
lakulés, azaz rendes feliileti dtalakuléssal van dolgunk. A feliileten a rendparaméter ekkor
©(0) ~ P szerint valtozik, ahol altaldban B, > B. A rendszer belseje és a feliilet kozott
a rendparaméter az alabbi skalazési tulajdonsaggal bir [17, 38, 89]

0(2) = @ fora (ZTH) , (6.64)

ahol a f,.q(y) skalafiiggvény yP1—F)/" szerint valtozik kis értékek esetén, y < 1.

Rogzitett hatarfeltétel

Rogzitett hatarfeltétel esetén a feliilet rendkiviili fazisatalakulédssal bir, vagyis a feliileti ré-
gi6 rendezett marad a témbi kritikus pont elérésekor. Mindez azt jelenti, hogy amennyiben
z K & és t — 0, a rendparaméter p(z) = O(1) szerint valtozik. Formaélisan ez megfe-
lel annak, hogy feliilleti exponens zérus, 51 = 0. A rendparaméter profiljit a kovetkezd
egyenlettel jellemezhetjitk [17, 38, 89]

¢(2) = @ fext (ZTH) , (6.65)

itt a fes(y) skalafiiggvény aszimptotikus viselkedése y < 1 esetben az el6z6hoz képes
megvaltozik, fou(y) ~ y /7 szerint cseng le [50].

6.3.2. Hatarfeliiletek kritikus tulajdonsagai

A tovabbiakban két félvégtelen alrendszert kapcsolunk Ossze. A hatarfeliileten vizsgéljuk
a rendparaméter kritikus viselkedését. Altalanossagban azt véarjuk, hogy a hataron 1évé
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kotések erdsségétdl fiiggben a tombi kritikus h6mérséklet kozelében més-mas jelenséget
figyelhetiink meg. Amennyiben a két alrendszer gyenge kotésekkel kapcsoljuk 6ssze, akkor
a hatarfeliilet rendezetlen lesz a tombi kritikus pontban. Ez megfelel az dtlagtér elméletnél
a pozitiv A soran latottakkal. Er8s kapcsolédasnal a hatarfeliilet rendezett marad, miként
A < 0 esetén. A hatérfeliilet ezen két kritikus viselkedését szeparélja a speciélis atmenet,
mely az atlagtér elméletben a A — oo esetben tapasztaltunk.

Az Gsszekapcesolt rendszereknél a rendparaméter vizsgalata soran a két alrendszer pro-
filjaAbol indulunk ki. Megkoveteljiik, hogy a hatéron, z = 0, a teljes rendszer profilja
folytonos legyen, és az alrendszerek profiljainak z = 0-ra vonatkozo6 derivaltjai az atlagtér
elméletnél hasznalt (6.38) egyenlethez analog feltételeket elégitsenek ki. Amikor a két
alrendszert gyenge illetve erds kotésekkel kapcsoljuk Gssze, akkor feltételezziik, hogy a
(6.38) bal oldala véges. Ebbd&l kovetkezik, hogy a teljes rendszer profiljahoz tartozd deri-
valt fiiggvényvénynek szakadasa van z = 0-ban, és igy a két extrapolécids hossz koziil, [, ,
legalabb az egyik O(1) viselkedést mutat. Méasfelsl a speciélis &tmenetnél a (6.38) egyen-
let baloldala zérus, és igy az extrapolaciés hosszakat az alrendszerek derivalt profiljainak
egyenl@ségébdl hatarozhatjuk meg. Mindamellett a kritikus pont kozelében [, ~ ¢77£4%
ahol 0 < w, < 1.

Amikor az egyik alrendszer, z > 0, a tombi kritikus pontban teljesen rendezetlené
valik, a hatérfeliilleten a rendparaméter kritikus viselkedését a (6.64) és a (6.9) egyenletek
segitségével hatarozhatjuk meg

¢(0) ~ %, = (1 —w)B +wiBy, (6.66)

ahol 3, < §; < 8. Ezen kritikus viselkedés azonban megvaltozik, ha az egyik alrendszer,
z < 0, hatara rendezett marad a toémbi fazisatalakuldsnal. Ekkor az 6sszekapcsolasnal a
rendparaméter a skalazasat a (6.65) és a (6.9) egyenletek felhasznalasaval kapjuk

Bi=w_p- . (6.67)

Nyilvanval6é, hogy a hatérfeliilethez tartozdé §; kritikus exponens mindkét alrendszerre
vonatkozb6an ugyanazon értéket jelenti. A fenti konstrukcié kdvetkezménye, hogy az
Osszekapcsoldsnal a rendparaméter profilja sima lesz, valamint az alrendszerekhez tar-
toz6 extrapolacios hosszak legfeljebb a korreldcios hossz nagysigrendéig névekedhetnek,
max(l,,l_) < min(&,, & ), melybdl adodik, hogy

max(w, v, w_v_) < min(v,,v.) . (6.68)

Ellenkez8 esetben a teljes rendszer profiljaban min(€,, £_) hosszisag skalan tekintve a kri-
tikus pont felé haladva szakadés 1ép fel. Meg kell jegyezniink, hogy az &tlagtér elméletben
vy, =v_ és wy < 1, valamint a profil mindig sima.

Relevancia-irrelevancia kritériumok

A rendszer belsejében egy altér mentén elhelyezkeds gyengébb kotések hatasara 1étrejovs
defektus analizdlasa soradn hasznalt relevancia kritériumot [22] &ltalanositjuk. Amennyi-
ben a két kiilonb6zd kritikus rendszer gyengén van Gsszek6tve, akkor a csatolashoz kap-
csolodd operator a két feliileti magnesezettség operatordnak szorzata. Ebb6l adddik,
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hogy az z; anomAlis dimenzidja a két feliileti operdtor anomaélis dimenzi6janak Osszege,
z; = z7 + zf, ahol 2 = Bf/v,. A d dimenziés rendszerben a defektus y; skalazasi
exponense

8t 6

yi:di—xi=d~1~— .
v, v_

(6.69)
ahol d; = d — 1 a hatéarfeliilet dimenzi6ja.

Amennyiben y; < 0 a gyengén sszekapcsolt alrendszerek irrelevins perturbaciot okoz-
nak, és ezen defektus a teljes rendszerben egy effektiv vagast eredményez. Ebb&l ko-
vetkezik, hogy a hatarfeliileten a rendparaméter viselkedése ugyanaz, mintha félsikban
elhejezkedd rendszereket tekintenénk. A maéagnesezettség B; kritikus exponensét a lokali-
san nagyobb rendet biztosité alrendszer exponense hatarozza meg, azaz §; = min(5y).
Amennyiben y; > 0 az Gsszekapcsolasnél 16v6 kotések relevans perturbaciot okoznak, és a
hatérfeliilet kritikus viselkedését egy 1j fixpont hatarozza meg.

Meg kell jegyezniink, hogy a kétdimenziés g-allapott Potts modell esetén, ahol 2 <
g < 4, a feliilethez tartoz6 anomalis dimenziora mindig teljesiil, hogy z; > 1/2 [28]. Azaz
a két kiillonboz6 univerzalis osztélyba tartozé modell gyenge erdsségii kotésekkel torténd
osszecsatolasakor keletkezd perturbacio a (6.69) egyenlet szerint irrelevans.

Az atlagtér elméletben amennyiben egy skalazasi relacidban megjelenik a d dimenzio,
akkor azt a Josephson-féle hiperskilazasi torvényt, lasd 2.2 tablizat, kielégit6 d. felsé
kritikus dimenzioval kell helyettesiteni. Jollehet esetiinkben ezen d. alrendszerenként
eltér, igy a (6.69) egyenlet kétértelmd. Mindamellett a korabbi analitikus eredmények
azt mutatjak, hogy a hatérfeliileten 1év4 gyenge kotések irrelevansak az atlagtér elmélet
keretein beliil altalunk vizsgélt esetekben.

Gyengén kapcsolt rendszerek

Amikor a két alrendszert gyenge kotésekkel kapcsoljuk 6ssze, akkor azt varjuk, hogy a
rendparaméter a hatarfeliileten nem veszi fel a maximumat. A 3,, B_, By, B; kritikus
exponensek relativ nagysagitol fliggben a magnesezettség elérheti minimuméat, vagy a
profil monoton névekedést mutathat. A korabban bevezetett jelolésekkel éliink, azaz a
pozitiv féltérben azon alrendszer helyezkedik el, amely belsejében a kritikus pont alatt
nagyobb rend uralkodik, 8t < 8~. Ekkor a kovetkez6 lehetséges esetek alakulhatnak ki.

e B, < B <P <pr:

Ebben az esetben a teljes rendszer magnesezettségi profiljat megkaphatjuk a két sza-
bad hatarfeltétellel rendelkezé alrendszer (6.64) egyenlettel leirt profiljanak ossze-
kapcsolasabol. A gyenge csatolds a rendezettebb alrendszer, z > 0, aszimptotikus
tulajdonsagat nem valtoztatja meg. Ezért ¢(0) ~ o7, I, = O(1) és w, = 0. Ko-
vetkezésképpen £; = f;, valamint a (6.66) egyenletben leirt exponensek kozotti
Osszefiiggést hasznalva,

w. =P (6.70)

S B -8

A fenti eredményeket figyelembevéve, amennyiben a (6.68) szerint w_v_ < v, telje-
siil, akkor a rendparaméter profilja sima lesz a hatarfeliilleten. Ezt a fajta viselkedést
kapjuk vissza &tlagtér elméletben a ©?* — 8 hatérfeliiletnél A > 0 esetén.
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e B, < B < By <pf:
Ekkor is a hatiron feszi fel a minimuméat a rendparaméter, 4m a viselkedését méar
a z < 0 alrendszer hatarozza meg. Hiszen ennél a hatiron nagyobb a lokalis rend.
Kovetkezésképpen ¢(0) ~ ¢7, I_ = O(1) és w_ = 0, valamint §; = S7. Ismét a
(6.66) Osszefiiggést hasznalva kapjuk, hogy
B — B¢
Wy = = . 6.71)
= B =B, (

A rendparaméter profilja akkor lesz sima, ha w,v, < v_. Ez az eset azonban sosem
lehetséges az atlagtér elmélet keretein beliil.

e B, < B <B.<Pr:

Ekkor a rendparaméter monoton névekszik és a teljes rendszer profiljat agy kaphat-
juk, hogy arendkiviili feliileti Atalakulassal biré alrendszer, z < 0, (6.65) egyenlettel
leirt profiljadhoz hozzékapcsoljuk a rendes Atalakuléssal rendelkez§ alrendszer, z >
0, (6.64) skalafiiggvénnyel jellemzett profiljat. A hatarfelilleten a mégnesezettség
kritikus viselkedését a rendezettebb rendszer hatirozza meg. Ezért ¢(0) ~ o7,
I, = O(1) és w, = 0, amibél kivetkezik, hogy §; = 5. A (6.66)-b6l kapjuk, hogy
w_ = By /B_. Az atlagtér elmélet soran ezt a viselkedést a ¢® — ¢°® hatéarfeliileténél
pozitiv A esetén kapjuk vissza.

Speciilis Atmenet

A rendparaméter profilja ebben az esetben monoton novekedést mutat. A kevésbé rende-
zett alrendszer, z < 0, magnesezettségét a (6.65) egyenlettel irhatjuk le. Ehhez kapcso-
16dik a rendezettebb alrendszer, z > 0, (6.64) egyenlettel meghatarozott rendparaméter
profilja oly médon, hogy a teljes rendszerre vonatkozoan a monotonitis megmaradjon.
Miként mar koradbban emlitettiik az extrapolacios hossz és az ebbél ado6do kritikus ex-
ponenst azon igényiink hatirozza meg, hogy a hatéron, z = 0, nemcsak a profil, hanem
annak derivaltja is folytonos. Kovetkezésképpen I, ~ [_, és igy

Vi =WV, = wW_v_ . (6.72)
A feliileti exponenst a fenti elvarasok miatt a (6.66) és (6.67) egyenlGségébdl kapjuk
Bi=fw = (1-w)B+ B, , (6.73)

A (6.73) és (6.72) egyenleteket megoldva a kritikus exponensekre adodik, hogy

B B

N it S Iy 6.74
T T B v (6.74)
vy v_

A fenti eredmények birtokdban a (6.68) egyenlet segitségével analizalhatjuk a hatarfelii-
leten a profil viselkedését
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e U_ >V,

A profil simasagi feltétele ekkor a S_/v_ > B, /v, kifejezésre egyszertisddik. Ahogy
azt a kovetkez6 fejezetben is latjuk kétdimenzidéban a 3 és 4 allapoti Potts modell
Osszekapcsolasakor ezen feltétel teljesiil, ezért a profil varhatéan sima lesz. Ugyan-
akkor az Ising és a 3 allapotd Potts modell Gsszekapcsolasanal a feltétel nem 4ll, igy
a kritikus pontban a profilban szakadas lép fel. Végezetiil az Ising és a Baxter-Wu
(4 allapotti Potts) modell esetén a (6.68) kifejezésben csak egyenlSség van, ami a
margindlis esetnek felel meg.

e v <V

Ebben az esetben a (6.68) kifejezést a fenti eredmények birtokaban atalakitva profil
simaségi feltételére az alabbi egyenléStlenség adodik

b- _ B+
Bt <T—1- (6.75)
V_ v

Azonban ez kevésbé gyakori a valés anyagokban.

Erésen kapcsolt rendszerek

Az er6s csatolds miatt a hatarfeliillet rendezett marad a tombi kritikus h&mérsékleten.
Ezért a teljes rendszerre vonatkozéan a rendparaméter profiljat gy kaphatjuk meg, hogy
két, a (6.65) egyenlettel leirt profilt Gsszekapcsolunk. A hatarfeliilet kritikus viselkedése,
tehat megegyezik két fiiggetlen rendkiviili feliileti fazisatalakuldssal rendelekz6 rendszer
kritikus viselkedésével.

6.4. Numerikus vizsgalatok

A tovabbiakban numerikusan analizaljuk a kiilonboz6 allapoti Potts modellek Gsszekap-
csolasakor kialakulé hatarfeliilet kritikus viselkedését. Az egyes alrendszerek mindig négy-
zetracson helyezkednek el. Els6sorban a ¢ = 2 allapotit Potts modellre, mely az Ising
modellnek felel meg, valamint a ¢ = 3 és a ¢ = 4 Potts modellekre koncentralunk [116].
Ezen modellek kétdimenzidban méasodrend( fazisatalakulassal birnak kritikus pontjukban,
mely pontos érétke az énduélitds ismeretében hatarozhaté meg, e?%e =1 + V-

Az elemzéshez sziikséges kritikus exponensek ¢ = 2 (8 = 1/8, v = 1, 81 = 1/2) ese-
tén egzaktak [12], mig ¢ =3 (B =1/9, v =5/6, /1 =5/9) és ¢ =4 (8 = 1/12v =
2/3,8; = 2/3) esetben a Coulomb-gaz leképezés [84] és konform invariancia [29] felhasz-
nalasaval allapithatok meg. Mindamellett a Baxter-Wu modellel is foglalkoztunk [13]. A
haromszogracson értelmezett harom spin kélesénhatéissal rendelkez6 modell is 6ndualis, és
méasodrendii fazisdtalakulasa az Ising modell kritikus h6mérsékletén zajlik le. Az egzaktul
megoldott modell [12] ugyanazon univerzalis osztalyba tartozik, mint a 4 allapotta Potts
modell, azonban skalizés soran nem lépnek fel logaritmikus korrekcidk, mely megkonnyiti
a numerikus analizist.
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6.4. abra. A ¢ = 3 — 4 hatéarfeliileten a kiilonboz6 erdsségl felilleti kotések esetén
a rendparaméter profiljai £ = 0.06 redukalt h&mérsékletnél. Fentrdl lefelé haladva
A =2.0,11,1.0,0.9,0.5 értékeket vesz fel. A bels§ Abran a specidlis 4tmenetnél, A = 1,
a magnesezettség hdmérséklet fiiggését kovethetjiik nyomon, ami azt sejteti, hogy az fa-
zisdtalakulasnél a profil sima marad.

Monte Carlo szimulaciéink soran az alrendszerek egy-egy L x L kétdimenzios négyzet-
racson voltak értelmezve. A hatérfelilleten 16v6 spinek kozotti kolesonhatés K; erdsségét
A-val mértiik, ahol K;/K, = A. Itt K, a nagyobb tombi méagnesezettséggel bir6 al-
rendszer spinjei k6zotti kotést jeloli. Esetiinkben ez mindig a nagyobb ¢ allapott Potts
modellnek felel meg. A korabbi jelolésekkel konzisztens moédon ezen alrendszer helyezkedik
el a pozitiv félsikban.

Mindkét iranyba periodikus hatarfeltételt alkalmazva az alrendszerek magnesezettségi
profiljat mértiik. A szimul4cidk sordn a Swendsen-Wang klaszter algoritmust hasznéaltuk,
lasd 3.2.3 szakasz. A ¢ redukalt hémérséklettsl valamint A értékétsl fiiggGen egészen
L = 300-ig noveltiik az alrendszerek linedris méretét. Az egyenstlyi allapot eléréséhez
5—20 x 10* Monte Carlo 1épést tettiink meg. Az adott hmérséklettel és rendszermérettel
valtozva a magnesezettségi profil meghatarozésahoz 6 — 20 x 108 1épést hasznaltunk.

Minden egyes redukalt hmérsékleten ellendriztiik, hogy a profil nem tartalmaz véges
méret effektust. A hatarfelillet magnesezettségi adatit valamint a (4.14) formulat hasznal-
tuk fel az effektiv exponens mérésére. Az Ising és Baxter-Wu modell 6sszekapcsolasakor
magaban a kritikus pontban is végeztiink méréseket. Ennek célja a véges méret(i profilok
Osszeskalazasédnak vizsgalata. A tovabbiakban a ¢ = 2—3, ¢ = 3—4 allapoti Potts modell
valamint az Ising és a Baxer-Wu modell 6sszekapcsolasa sordan kapott szimulaciés ered-
ményeinket ismertetjiik. Mindegyik esetben a hatéarfelillet A értékétdl fiiggGen més-mas
kritikus viselkedést mutat.
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6.5. 4bra. A ¢ = 3 — 4 hatarfeliiletnél a magnesezettség effektiv exponense harom lénye-
gesen kiilonboz6 csatolas esetén. A specialis Atmenetnél, A & 1, a (6.74) kifejezés szerint
meghatarozott érték egy vonallal van feltiintetve.

6.4.1. A g = 3 — 4 hatarfeliilet

A 6.4 abran a tombi kritikus pont kozelében a hatarfelillet magnesezettségi profilja figyel-
heté meg kiilonb6z6 A esetén a kétdimenzids 3 és 4 allapott Potts modell Gsszekapcso-
lasakor. Jollathato, hogy amennyiben az Osszecsatolasnal gyenge kotések vannak, akkor
a hataron a rendparaméter gyorsabban tlinik el, mint az alrendszerek belsejében, vagyis
rendes hatérfeliileti talakulés zajlik le. Ugyanakkor erds csatolas soran a kritikus pont-
ban a hataron a magnesezettség véges marad, azaz redkiviili dtalakuldsnak lehetiink tanti.
Ezt a két kritikus viselkedést szeparalja a A = 1. koriili értéknél 1évG specislis 4tmenet.

A 6.4 4bra belsejében a specidlis &tmenethez tartozé mégnesezettségi profil valtozasat
kovethetjiik nyomon a tombi kritikus pont felé haladva. A 3 és 4 allapota Potts modell
osszekapesolasakor S_/v_ = 2/15 > B, /v, = 1/8. Mindez a numerikus vizsgalatainkkal
Osszhangban azt jelenti, hogy a profil simma marad.

A hémérséklettl fliggs effektiv exponens harom kiilénb6z6 A esetén a 6.5 4bran lathaté.
Ezek a fentebb leirt harom feliileti viselkedésre vonatkoznak. LAthatéan erSs crossover
hatés tapasztalhat6 kis ¢ esetén, hiszen a skalazas értelmében az effektiv exponens értéke
gyenge csatolasnal, A < 1, 8 = B1(qg = 3) = 5/9, erls csatolasnal, A > 1, pedig §; = 0.
Sajnalatosan a véges méret gatolt meg minket abban, hogy a kritikus ponthoz kdzelebbi
hémérsékleten is méréseket végezziink. Ugyanakkor a specidlis 4&tmenetnél a crossover
hatas enyhébb, és az effektiv exponens kézel van a (6.74) egyenletben j6solt elméleti
értékhez, 5; = 32/363 = 0.088.
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6.6. dbra. A ¢ = 2 — 3 hatarfeliileten a kiilonb6z6 erésségil feliileti kotések esetén a
rendparaméter profiljai ¢ = 0.06 redukéalt hémérsékletnél. Fentrdl lefelé haladva A =
2.0,1.0,0.9,0.85,0.8 értékeket vesz fel. A bels6 abran a specialis 4tmenetnél, A ~ 0.85, a
magnesezettség hmérséklet fliggését kivethetjiik nyomon, ami azt sejteti, hogy a kritikus
pont elérésekor a profilban szakadas lép fel.

6.4.2. A g = 2 — 3 hatarfeliilet

A 2 és 3 allapota Potts modell 6sszekapcsolasakor a hatérfeliilet az el6z6 részben leirtakhoz
hasonlit. Az eredmények a 6.6 és 6.7 abrakon vannak Osszegezve. A magnesezettségi
profilban itt is harom kiilonb6z6 viselkedés figyelhetd meg. A specidlis Atmenet azonban
kisebb, A =~ 0.85 értékhez tarozik.

A 6.6 abra belsejében a speciélis 4&tmenet sordn a rendparaméter profiljaAban a hé-
mérséklet hatdsira bekovetkezd valtozésokat érzékeltetjiik. Jol lathato, hogy az elézé
részhez képest sokkal Osszetettebb esettel allunk szembe. A profil fejlédése azt sugallja,
hogy a tombi kritikus pontban szakadis keletkezik. Mindez (sszhangban van a skilazasi
eredményeinkkel, hiszen (6.68) kifejezésnek erre az esetre vonatkozo6 simasagi feltétele nem
teljesiil, mert S_/v_ =1/8 < 8, /v, = 2/15.

A profilban felléps szakadas egytttal azt is magéval vonja, hogy nehéz pontosan meg-
hatarozni azon A értéket, melyhez a specidlis 4tmenet tartozik. Emiatt §; mérése is
pontatlanné valik. A 6.7 4bran a harom kiilénbozd feliileti fixponthoz tartozé effektiv
exponens van feltiintetve. Noha a crossover hatis ismét erds, a specidlis dtmenethez
tartozo mért érték kompatibilis a (6.74) egyenletben meghatarozott felilleti exponenssel,
B; = 25/237 = 0.105.
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6.7. abra. A ¢ = 2— 3 hatéarfeliiletnél a magnesezettség effektiv exponense harom lényege-
sen kiilonb6z6 csatolas esetén. A specidlis Atmenetnél, A ~ 0.85, a (6.74) kifejezés szerint
meghatarozott érték egy vonallal van feltiintetve.

6.4.3. Az Ising Baxter-Wu hatarfeliilet

Az Ising és a Baxter-Wu modell 6sszekapcsoldsa igen sajatos arculatot mutat. Ez tobb-
nyire annak tulajdonithat6, hogy a két alrendszer tombi magnesezettsége ugyanazon ano-
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6.8. dbra. Az Ising és a Baxter-Wu modell Gsszekapcsolasakor a méagnesezettségi pro-
fil a kritikus pontban két szimmetrikusan elhelyezked6 hatarfeliilet esetén kiilonb6zé A
értékeknél.
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6.9. dbra. Az Ising és a Baxter-Wu modell Gsszekapcsolasakor a kritikus pontban a kiilon-
b6z6 rendszermérethez tartozo, L = 90,120,150, 210, 300, dsszeskalazott magnesezettségi
profilok. A két alrendszerben a rendparaméterek maximuméanak egyenlésége hatarozza
meg a specidlis Atmenethez tartozé A, (L) értéket. A belsd abran ezen értékeket abrazol-
tuk a rendszerméret inverzének fiiggvényeként.

maélis dimenzi6val rendelkezik, S_/v_ = B, /v, = 1/8. Kovetkezésképpen a kritikus pont-
ban a rendparaméter profiljanak véges mérettsl valod fiiggését lehet tanulményozni. Az
feltételezhetd, hogy ez m(z, L) = L™/ f(z/L) szerint viselkedik. Az f(y) skalafiiggvény
a hatarfeliileten 16v6 kotések erésségétdl fligghet.

A 6.8 4bran A kiilonbo6z6 értékeihez tartoz6 magnesezettségi profilok lathatok a kriti-
kus pontban. A gdrbék alakzatja és az alrendszerekben a profilok relativ magassaga valto-
zik a hatarfeliileten 16v6 kotés erfsségével. Amennyiben A < A, = 1. a hatar rendezetlen
, és a kritikus viselkedését az Ising modellhez tartozo feliileti exponens hatirozza meg,
hiszen a két alrendszer koziil ennek nagyobb a belsejében a rend. Amennyiben A > A,
a hatérfeliilet rendezett marad a t6mbi kritikus pontban. Ekkor a mégnesezettség értéke
fokozatosan csékken az alrendszerek belseje felé haladva.

A specislis 4tmenetnél, A = A, a rendparaméter az L'/3m(z/L) fiiggvény segitségé-
vel tudjuk Gsszeskalazni. Ez lathat6 a 6.9 abran, ahol az adott méretre vonatkozd A.(L)
érétkét abbdl a feltételbsl hataroztuk meg, hogy a két alrendszerben a mégnesezettség
maximuma megegyezik. Az &bra belsejében a rendszer méretétdl fiiggs A (L) értékek
vannak feltiintetve. Ugy ttinik, hogy hatéresetben A, ~ 1.. Az 6sszeskalazott magnese-
zettségek a két kiilonbozs alrendszerben méas-méas képet mutatnak. A Baxter-Wu modell
esetén a kisebb korrelaciés hossz miatt a profil egyenletesen valtozik. Ezzel ellenkezfleg az
Ising modellnél a hatarfeliileten mintha szakadés 1épne fel, mely val6sziniileg kapcsolatban
van azzal, hogy a (6.68) feltételben egyenl6ség 4ll fent.



6.5. OSSZEFOGLALAS 95

6.5. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben két mésodrendd fazisatalakulassal biré modell 6sszekapcsolasanél ki-
alakul6 hatérfeliilet kritikus viselkedését tanulméinyoztuk. Feltételeztiik, hogy az alrend-
szerek belsejében ugyanazon hémérsékleten jelenik meg a rend, am kritikus exponenseik
kiilonbo6z6ek, ezért eltérd univerzalis osztalyba tartoznak. A hatérfeliileten a kotések erés-
ségét valtoztatva a rendparaméter profiljat analizdltuk a kritikus pont kézelében. ElGszor
az atlagtér elmélet keretein beliil analitikusan vizsgaltuk a probléméat. A két félvégtelen
alrendszer rendparaméter profiljainak Gsszekapcsolasa az extrapolécios hosszon keresztiil
tortént. Hasonld mbdszert kovettiink a fenomenologiai skalazas soran is. Eredményiil a
hatarfeliilet harom kiilonboz6 kritikus viselkedése adédott.

Amennyiben a két alrendszert gyenge kotésekkel kapcsoljuk 6ssze, akkor a renormali-
zacios folyamatban a hatarfelillet egy effektiv vagasként hat. Kovetkezésképpen a rend-
paraméter a kritikus pontban gyorsabban ti{inik el a hataron. Er&s csatolas esetén a
renormalizicids folyamat végteleniil nagy lokalis kotéseket eredményez, és igy a hatarfelii-
let rendezett marad a tOmbi fazisatalakulas soran. Ezt a két esetet szeparalja a specialis
Atmenet, amikor is a rendparaméter monoton ndvekedést mutat. A hatarfeliilethez kap-
csoloddan Gj fixpont jelenik meg. Az ehhez tartozé kritikus exponenseket a skalazasi
elmélet szerint a félvégtelen alrendszerek tombi és feliileti exponenseinek segitségével tud-
juk kifejezni.

A fenti eredménycket Monte Carlo szimuléciok segitségével ellendriztiik. Vizsgalat-
ainkhoz a kétdimenzids Ising, Potts és Baxter-Wu modell haszniltuk. A szimulécios
eredmények Osszhangban 4alltak az analitikus elvarasokkal.
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7. fejezet

Befejezés

Jelen dolgozatban kétdimenzios rendezetlen rendszereket tanulményoztunk. A vizsgélt
perturbacidk relevans voltit a Harris kritérium segitségével analizaltuk. A kiilonb6z6
analitikus eredményeket széles korti Monte Carlo szimuléiciékkal igazoltuk.

El6szor a kétdimenzios Ising modellt vizsgaltuk. A szabad hatérfeliiletéhez zérus véar-
hat6 értékkel rendelkezé véletlen feliileti teret kapcsoltunk. A kétdimenzios Ising modell
esetén ezen perturbicié margindlisan irrelevans, emiatt az inhomogén rendszer feliileti
viselkedését a tiszta rendszer logaritmikus korrekcidkkal bévilg kritikus exponensei hata-
rozzdk meg. A rendezetlenség erdsségét a feliileti tér szérasaval mértiik.

Replika triikkot hasznéalva, majd a renormaélési csoportelméletet segitségiil hivva meg-
hatarozzuk a feliileti magnesezettség kritikus exponensének a vezets logaritmikus korrek-
ciot is tartalmazé alakjat. Széles kord Monte Carlo szimulaciokkal tanulményoztuk az
elméleti becslést.

Mivel az analitikus és logaritmikus korrekciok ellenkezs elGjeliiek, ezért a bevezetett,
hémérséklettsl fiiggs effektiv exponens nem monoton. A kritikus pont felé haladva el6-
szOr monoton novekszik, majd maximuméan talhaladva csokkenve tart a tiszta rendszer
feliileti exponensének értékéhez. Méréseink soran a legerGsebb rendezetlenség mellet sike-
riilt a telitGdést elérniink. A kiilonb6z8 nagysagi feliileti terek esetén tébbféleképpen is
kimutattuk a vezet§ logaritmikus korrekciot.

Magéaban a kritikus pontban is megvizsgaltuk a modellt. Itt a magnesezettség profilja
a feliilett6l tavolodva el8szor novekszik, majd maximumaét elérve monoton csokkenve tart
a tombi értékéhez. A kezdeti novekedést meghatérozo effektiv feliileti exponens fligg
a véges rendszer méretétsl. Kihasznalva a korrelaciés hossz és a redukilt hémérséklet
kézott fennalld kapcesolatot a kritikus pontban adott mérethez tartozoé feliileti exponensbdl
adott h&mérséklethez tartozé effektiv feliileti magnesezettségi exponenshez jutunk. Az
ily médon nyert eredményeink abba a kritikus ponthoz kozeli tartoméanyba szolgaltatnak
adatokat és illeszkednek jol az elméleti iton meghatarozott gorbére, ahol a véges méretbél
ado6dé korlatok miatt nem tudtunk hémérséklettol fiiggd effektiv feliileti exponenst mérni.

A mésodik altalunk vizsgalt inhomogén perturbéacid is az Ising modellre vonatkozott.
Kéttengelyd korrelalt rendezetlenséget vezettiink be a spinek kozétti kotésekbe. A ko-
rabbi eredmények alapjan tudjuk, hogy a kétdimenziés Ising modellnél a lokalis energi-
astirtiségben jelentkezd korreldlatlan rendezetlenség marginalisan irrelevans perturbaciot
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okoz. Ilyen esetekben a korrelaciés hossz exponense megtartja a tiszta rendszerhez tar-
tozo értékét. Emiatt a kiterjesztett Harris kritérium értelmében a kéttengely( korrellt
rendezetlenség relevans perturbéciét eredményez.

A vizsgalt inhomogenités soran olyan parametrizalast hasznaltunk, ami miatt a modell
ondualis volt. Ennek koszonhetGen a rendezetlenség minden egyes realizici6ja esetén
egzaktul meghatarozhatd a fazisatalakulési pont.

A négyzetracson értelmezett kéttengelyi korrelalt rendezetlenséggel bir6 Ising modell
kritikus pontjaban széles kord Monte Carlo szimulaciokat végeztiink. Ennek soran az egy
spinre juté magneses momentumokat, szuszceptibilitast, fajh&t, valamint a szuszcepti-
bilitas logaritmusanak hémérséklet szerinti derivaltjat mértiikk. Véges méret skalazassal
meghataroztuk az adott fizikai mennyiségek kritikus exponensét. Mérési adataink kon-
zisztensek voltak, igy a skalatorvények segitségével kifejeztiik a modell tébbi kritikus
exponensét.

Bér el6z6leg nem vartuk, mégis a kéttengelyd korrelalt rendezetlenséggel bir6 Ising
modell konfrom invarians. A kritikus pontban mért energia profilb6l a Schwarz-Christoffel
transzformécié segitségével meghataroztuk az energiasiriség skalazasi dimenzidjat. Az
igy kapott érték osszhangban volt a véges méret skaldzéds soran kapott eredménnyel.

Végezetiil két kiilonbozd kritikus exponensekkel rendelkezs félvégtelen rendszer dssze-
kapcsolasakor kialakuld hatarfeliilet viselkedését tanulmanyoztuk. Amennyiben a két al-
rendszer kritikus h6mérséklete lényegesen kiilonbozik, akkor a hataron a fazisatalakulés
hasonlit a feliiletekéhez. Kétdimenzioban a hatarfeliilet a rendparaméter viselkedése 6ssze-
tett, ha a két alrendszer kritikus hémérséklete egybeesik.

A problémat elgszor a ¢F modellt hasznalva az atlagtér elmélet keretein beliil analizal-
tuk. A két félvégtelen alrendszer rendparaméter profiljainak 6sszekapcsoldsa az extrapo-
lacios hosszon keresztiil tortént. Az itt nyerteredményeket felhasznaltuk a fenomenolégiai
skalazas soran is. A hatarfeliilet fazis dtalakulasihoz tartozé magnesezettségi exponenst a
két félvégtelen alrendszer tombi és feliileti exponenseinek segitségével fejeztiik ki. A profil
simasagara is megfogalmaztunk feltételeket. Elméleti Gton harom lényegesen kiilonb6z8
kritikus viselkedés adédott.

Amennyiben a két alrendszert gyenge kdtésekkel kapcsoljuk Gssze, akkor a hatarfe-
lilet egy effektiv vigisként hat. Kovetkezésképpen a rendparaméter a kritikus pontban
gyorsabban tiinik el a hataron, azaz rendes hatéarfeliileti 4talakulésnak lehetiink tandi.
Erss csatolas esetén a hatar rendezett marad a tombi fazisatalakulas soran, ekkor rend-
kiviili atalakulast tapasztalhatunk. A rend egy magasabb hdmérsékleten tiinik el. Ezt a
két esetet szeparalja a specialis &tmenet, amikor is a rendparaméter monoton névekedést
mutat.

A fenti eredményeket Monte Carlo szimulaciok segitségével ellendriztiik. Vizsgalat-
ainkhoz a kétdimenzi6s Ising, Potts és Baxter-Wu modell hasznéltuk. A szimulacidk
soran a hémérséklet fiiggs effektiv hatarfeliileti exponenst mértiik. A kiilonb6z6 erdsségi
csatolasok mellet kapott értékek konzisztensek voltak a skalédzis soran meghatarozott
értékekkel. Mindamellett a rendparaméter profiljanak simaségi feltételét is ellendriztiik.
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Kétdimenzioés modellek kritikus viselkedése
inhomogén perturbacidok esetén

Osszefoglalss

A fizika minden teriiletén a homogén rendszerek egyszer( tulajdonsiggal birnak, emi-
att sajatos szerepet toltenek be. Ugyanakkor a valés rendszerekben valamilyen mértékben
megjelenik az inhomogenitas. Szokésos példa erre a kristdlyokban megfigyelheté atomi
szennyez$dések, valamint a racshibak. A valds rendszerek ezen tulajdonsaga inditotta el
a rendezetlenséget tartalmaz6 modellek vizsgalatat.

A rendezetlen rendszereken beliil nagy hangsily helyezddik a fazisatalakuldssal bir6
modellekre. Ezen rendszereknél elsGsorban azt a kérdéskort jarjak korill, hogy a homo-
gén rendszerhez képest milyen mértékben valtozik meg a modell viselkedése inhomogén
perturbaciok hatasara. El6fordulhat, hogy a fazisatalakulasi pont megsziinik, vagy a
fazisatalakulas rendje megvaltozik, esetleg a modell viselkedését 1j univerzilis osztaly
hat4rozza meg.

Harris fogalmazott meg el6szor higitott rendszerekre egy heuresztikus kritériumot a
rendezetlenség stabilitdsara vonatkozblag. A rendezetlenség relevans voltat a megfele-
16 tiszta rendszer fajh8jének exponensével hozta kapcsolatba. Gondolatmenetét azbta
szamos folytonos fazisatalakulassal biré modell kiillonb6zd tipust rendezetlenségére Aal-
talanositottak. Ezen eredmények nyomén intenziv numerikus és analitikus vizsgalatok
kezd6dtek meg az egyes véletlen modellek univerzalis osztélyainak vizsgélatara.

Az inhomogenitasra talan az egyik legegyszertibb példa a szabad hatarfelillet. Ezt a
homogén rendszerbdl Ggy kaphatjuk meg, hogy végtelen sok kotést kettévagunk. Egy sik
mentén elhelyezked§ feliilet hataséat a tombi fazisdtalakuldsra el6szér a kétdimenzios Ising
modellnél vizsgaltak. Megéallapitottak, hogy a feliillethez kapcsol6do kritikus exponensek
értékei kiilonboznek a rendszer belsejében megfigyelhetd tombi értékektsl.

Egy altéren végightiz6do véletlen tér is inhomogenitast eredményez. A rendszer bel-
sejében ez tébbnyire relevins perturbiciét okoz, ahogy az a kétdimenziés Ising modell
esetén ismert. Uj fixpont jelenik meg, amely feliileti jellegi. Hiszen a véletlen tér szét-
rombolja a lokélis rendet, és ezaltal a rendszer belsejében végrehajtott effektiv vagést
jelent. Maésfel6l a véletlen tér nemcsak a rendszer belsejében, hanem a szabad hatéarfe-
liilleten is jelentkezhet. Ekkor a perturbéacio relevins voltat a tiszta rendszerhez tartozéd
lokalis rendparaméter korrelacios fiiggvényének feliilettel parhuzamos kritikus exponense
hatirozza meg.

A koétésekben meglévs perturbéacié is eredményezheti, hogy a rendezetlen rendszer kri-
tikus viselkedése eltér a tiszta rendszerétsl. Ekkor tobbnyire feltételezik, hogy az adott



problémét leiré paraméterek fiiggetlen azonos eloszlast véletlen valtozok, melyek kozott
nincs korrelaci6. Ugyanakkor léteznek olyan rendszerek, ahol a véletlen valtozok kozott
fellep6 korrelaciok megvaltoztatjak a korrelalatlan rendezetlenséghez képest a fazisatala-
kulas univerzélis osztalyat.

Az el6bbiekhez képest masfajta rendezetlenséggel van dolgunk, ha két kiilonb6z6 tombi
illetve feliileti kritikus tulajdonsiggal biré modell 6sszekapcsoldsakor kialakulé hatarfe-
liletet vizsgalunk. Amennyiben a két alrendszer kritikus hémérséklete 1ényegesen kii-
16nbozik egyméstol, akkor a hataron a fazisatalakulas feliileti jellegi. Ugyanakkor az
ilyen fajta inhomogenitas hatésara kialakul6 lokalis viselkedés eléggé Osszetett lehet, ha a
két alrendszer kritikus h6mérséklete megegyezik, vagy csak kismértékben tér el egymastol.
Ebben az esetben a hatéarfeliilet viselkedését a két kiillonb6z6 univerzélis osztalyba tartozéd
alrendszer k6zotti kolesonhatés vagy versengés hatarozza meg.

Jelen dolgozatban a fent emlitett inhomogenitasokat tanulményoztuk kétdimenzibs
modellek esetén. Vizsgalataink sorén az alabbi eredményeket értiik el.

A/1 A kétdimenzios Ising modell szabad hatarfeliiletéhez zérus varhat6 értékkel rendel-
kez& véletlen feliileti teret kapcsoltunk. Ezen marginélisan irrelevans perturbéci6
esetén meghatéaroztuk a feliileti magnesezettség kritikus exponensének vezet§ loga-
ritmikus korrekcitkat is tartalmaz6 alakjat. Homérsékletfiiggs effektiv feliileti expo-
nens bevezetésével széles kortd Monte Carlo szimulécidkon keresztiil tanulméanyoztuk
az elméleti becslést. A kiilonb6z6 erésségii feliileti terek esetén tobbféleképpen is
kimutattuk a vezet§ logaritmikus korrekciot.

A/2 A fenti modellt a kritikus pontjaban is megvizsgaltuk. A magnesezettségi profil
kezdeti névekedést meghatéarozo effektiv feliileti exponens fligg a véges rendszer mé-
retét6l. Kihasznéalva a korrelaciés hossz és a redukalt h6mérséklet kozott fennalld
kapcsolatot a kritikus pontban adott mérethez tartozo feliileti exponensbgl adott
hémérséklethez tartozé effektiv feliileti magnesezettségi exponenshez jutunk. Az ily
moédon nyert eredményeink abba a kritikus ponthoz kozeli tartoméanyba szolgéltat-
nak adatokat és illeszkednek jol az elméleti uton meghatarozott gérbére, ahol a véges
méretbdl adodo korlatok miatt nem tudtunk hémérséklettsl fiiggs effektiv feliileti
exponenst mérni.

B/1 Kéttengelyl korrelalt rendezetlenséggel bir6 Ising modellt vizsgaltuk. A paramet-
rizalas kovetkezményeképpen a rendszer 6nduélis maradt. A modell egzaktul meg-
hatarozhato kritikus pontjaban Monte Carlo szimuldciokat hajtottunk végre. Ezek
soran az egy spinre jutdé méagneses momentumokat, szuszceptibilitast, fajhét, va-
lamint a szuszceptibilitds logaritmusanak h&mérséklet szerinti derivaltjat mértiik.
Véges méret skalazéssal meghataroztuk az adott fizikai mennyiségek kritikus ex-
ponensét. Mérési adataink konzisztensek voltak, igy a skalatorvények segitségével
kifejeztiik a modell tobbi kritikus exponensét.

B/2 A kéttengelyt korrelalt rendezetlenséggel rendelkezd Ising modell konform invari-
ancidjat tanulményoztuk. A kritikus pontban mért energia profilb6l a Schwarz-
Christoffel transzforméacié segitségével meghataroztuk az energiastiriség skalazasi

ii
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dimenzi6jat. Az igy kapott érték 6sszhangban volt a véges méret skalazas sordn ka-
pott eredménnyel. Hasonldé megallapitasra jutottunk a méagnesezettségi profil vizs-
galatakor.

Végezetiil két, masodrend fazisdtalakulassal biré6 modell 6sszekapcsolasanal kia-
lakul6 hatarfeliilet kritikus viselkedését tanulményoztuk. Feltételeztiik, hogy az
alrendszerek belsejében ugyanazon hémérsékleten jelenik meg a rend, 4m eltérs
univerzalis osztalyba tartoznak. A hatérfeliileten a kotések erdsségét valtoztatva a
rendparaméter profiljat analizdltuk a kritikus pont kdzelében. A ¢* modellt hasz-
nalva az atlagtér elmélet keretein beliil analitikusan vizsgéltuk a problémét. A két
félvégtelen alrendszer rendparaméter profiljainak Gsszekapcsolasa az extrapolécios
hosszon keresztiil tortént. Harom, lényegesen kiilonbozd kritikus viselkedés adé-
dott.

Az analitikus Gton nyert eredményeket felhasznaltuk a fenomenolégiai skilazés so-
ran. A hatéarfeliilet fazis 4talakulasdhoz tartoz6 méignesezettségi exponenst a két
félvégtelen alrendszer tombi és feliileti exponenseinek segitségével fejeztiik ki. A pro-
fil simasagéra is megfogalmaztunk feltételeket. Az elméleti eredményeinket Monte
Carlo szimulécidk segitségével ellendriztiik. Vizsgilatainkhoz a kétdimenzids Ising,
Potts és Baxter-Wu modell hasznaltuk. A szimuliciés eredmények 6sszhangban
alltak az analitikus elvirasokkal.

iii
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Abstract

In the two-dimensional Ising model weak random surface field is predicted to be
a marginally irrelevant perturbation at the critical point. We study this question
by extensive Monte Carlo simulations for various strengths of disorder. The
calculated effective (temperature or size-dependent) critical exponents fit with
the field-theoretical results and can be interpreted in terms of the predicted
logarithmic corrections to the pure system’s critical behaviour.

PACS numbers: 05.70.Jk, 05.50.+q

1. Introduction

In an inhomogeneous system the local critical behaviour near localized or extended defects
may differ considerably from the bulk critical behaviour in the regular lattice (for a review, see
[1]). One possible source of inhomogeneity is quenched (i.e., time-independent) randomness,
which can be localized at the surface of the system (fluctuating surface coupling constants
[2-6], microscopic terraces at the surface [7]) or at a grain boundary in the bulk of the system.
It is known experimentally [8—10] that impurities may diffuse from inside the sample and
segregate on the surface or at grain boundaries. In adsorbed systems, quenched disorder is
naturally present since adatoms may bind randomly on equivalent surface sites [11].

In a theoretical description of the local critical behaviour of these systems, close to the bulk
critical point, one can use a coarse-grained picture in which quenched randomness couples to
some local operator. The local operator considered in this paper is the surface order parameter,
hence the perturbation is described by the introduction of random fields (RFs) localized at the

0305-4470/04/378801-+09$30.00 © 2004 IOP Publishing L.td Printed in the UK 8801
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surface. Usually the RF has zero mean and its variance is used to characterize the strength of
disorder.

In the weak-disorder limit, the relevance or irrelevance of the perturbation can be analysed
by making use of a Harris-type criterion [12]. The condition for the irrelevance of RFs on a
defect with dimension d — 1 can be expressed in terms of the decay exponent for the local
order parameter correlations in the pure system [2] as

n = 1 (D

A plane of RFs in the bulk often constitutes a relevant perturbation as it is the case for
the two-dimensional (2D) Ising model with 7 = 1/4. Thus a new fixed point appears, which
controls the local critical behaviour. This fixed point is expected to be a surface one since RFs
tend to destroy the local order and the bulk defect then acts as an effective cut.

Surface RFs are irrelevant for the 3D Ising model as noted and demonstrated through
Monte Carlo (MC) simulations [13]. Curiously, in the case of a system with continuous
symmetry, like the 3D Heisenberg model, surface RFs destroy the bulk long-range order
[14] according to Imry—Ma arguments [15], although the perturbation is irrelevant at the
ordinary surface transition according to (1). Among 2D systems the Ising model represents
the borderline case, since n = 1 [16]. For this model, field-theoretical investigations [11, 17]
predict that the weak surface RF is a marginally irrelevant perturbation. Consequently, the
surface critical properties of the random model are characterized by the critical singularities
of the pure model supplemented by logarithmic corrections to scaling.

These theoretical predictions have not yet been confronted with the results of numerical
calculations. In general, the observation and characterization of logarithmic corrections to
scaling by numerical methods are notoriously difficult tasks, particularly in systems with
quenched disorder. In this respect, a well-known example is the diluted 2D ferromagnetic
Ising model, for which the accurate form of the singularities was long debated [18-23].

In this paper we present the results of a numerical study of the surface critical behaviour
of the 2D Ising model in the presence of random surface fields. In section 2 we present the
model and the known results about its critical properties. Then, through intensive Monte Carlo
simulations, we determine effective surface magnetization exponents in two different ways.
In section 3, they are obtained as a function of the deviation from the critical temperature.
In section 4, we use a small homogeneous surface field at the critical point to deduce size-
dependent exponents from the magnetization profiles. In section 5 we discuss the agreement
between theoretical and numerical results.

2. The model and its predicted surface critical properties

We consider the Ising model on a L x M square lattice with the Hamiltonian

-1 M M

H=-J Z Z(si,jsiﬂ,j +87,78i,j+1) — Z(hl(j)sl,j +hr(j)se,j)
fz==l je=1 j=1

hy+h with probability p =1/2

2
hs—h with probability p =1/2, @

Si,M+1 = Si1, hi(j) = {
where 5; ; = £1. J is the first-neighbour exchange interaction. The RF & & £ acts on the
surface spins in the columns at i = 1 and i = L and periodic boundary conditions are used in
the vertical direction. Our main interest is to calculate the averaged magnetization per column,

mi = (|3, 515()/ M.
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For the pure system, i.e. with vanishing surface field, the surface magnetization,
mgs = m; = my, is exactly known in the thermodynamic limit (L, M — oc) [16]:
sinh2K) — 172
cosh(2K) — 1 ’
in terms of K = J/kgT, where T is the temperature. At the critical point with sinh(2K;) =1
the surface magnetization vanishes as

~ 1/2
Mg pure ~ mot / s (4)

Mg pure = [coth(ZK) 3

in terms of the reduced temperature, t = (T, — T)/T;, and m3 = 4(+/2 + 1) K. In(2K.). The
relevant length scale is the bulk correlation length which, for ¢ > 0, is given by [24]

£ = [2In(sinh2K))] ™, ®

with the lattice constant for unit length. The correlation length diverges at the critical point as
& n [24/2K,¢]7). Thus the reduced temperature and the length scale are related by

—Inr >~ 0913 +1Iné&. (6)

In the presence of random surface fields there are no exact results available. In this case one
can use the replica trick to transform the semi-infinite system with a random surface field into
n semi-infinite replicas, coupled two-by-two through their surface spins, via nearest-neighbour
interactions proportional to 42, The average properties of the random system are obtained in
the limitn — 0.

The surface critical properties of the system have been studied via two different methods,
both using the differential renormalization group (RG) techniques where the lengths are
rescaled by a factor e'. The surface coupling between the replicas transforms as

h2
1+xh?l’ ™

In the first approach [17] a conformal mapping is used at the bulk critical point, with
hs = 0, to transform the n semi-infinite replicas into »n infinite strips with width L, which are
coupled to each other at both surfaces through 42. The behaviour of the inverse correlation
length is studied using degenerate perturbation theory to second order in #%. From the
transformation of the inverse correlation length on the strips under rescaling by ¢/ = L, with
n = 0, and using the gap-exponent relation [25], one can identify the L-dependent, effective
decay exponent 7; which is given by

() =

=1 (®)

+—,
InL
to leading logarithmic order.
In the second approach [11] the behaviour under rescaling of the homogeneous part of
the surface field is determined as

hy e/

h(l) = ————5. 9
@ (1 +xh2)1/2 ©)
The surface free energy density transforms as
fo(t, he, By = 7! [V, b, (D], (10)
where v is the correlation length exponent. Using (9), the surface magnetization reads
3 —1/2
my(e, i) = -5 . ms[e'”t, (D). an

|y g (1+xh2D)12
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Withe! = & ~ ¢t and v = 1 according to (5), ignoring higher order correction, one obtains
(172

(1 — k1h2Inn)l/2’

Thus the critical singularity of the pure model is supplemented by a logarithmic correction

to scaling. From a practical point of view, one can define temperature-dependent effective
exponents through

ms(t, B2) ~ 0<t<kl. (12)

_ Inlm (1 +8))/mc=80] _ 1/ 1
Put) = In[(1 +8)/(1 — 8)] "2<1+llntl+ ) )

with § — 0. The last expression gives the leading logarithmic correction following from
equation (12).
Taking into account the scaling relation ) = 28,/v with v = 1, the effective exponents
in equations (13) and (8) correspond in terms of the relevant length scales, L — & ~ 1/¢.
The following two sections are devoted to a numerical test of the validity of these
theoretical results.

3. Effective exponents

The surface critical exponents are deduced from the temperature dependence of the
magnetization m; in the surface layers (for a review, see [26]). We set the homogeneous
surface field to zero, i = 0, the strength of the random surface field ranging from # = 0.6
to i = 1.5, and take a finite reduced temperature, f > 0. Systems of square and rectangular
shapes containing L x M spins, with L and M ranging from 50 to 1000, have been studied using
the standard single-spin-flip method. Although systems with rectangular shapes (M < L) lead
to reduced finite-size effects, the fraction of surface spins is smaller than for a square system
and more runs are needed to achieve the same accuracy for the surface magnetization which is
self-averaging. Thus we worked with square systems to spare computer time. The final data
are obtained after averaging over at least 1000 different runs with different realizations of the
random surface field. For every run, time average has been taken over a few 10* Monte Carlo
steps per spin after equilibration.

As an illustration we present m; att = 0.05 and ¢ = 0.02 in figure 1 for different strengths
of the RF. The profile of the pure system is shown for comparison. For a given ¢ and different
values of 4, m; displays a plateau around i = L/2 for large enough systems. It corresponds to
the bulk magnetization, my, since its height is independent of 4. If we approach the surfaces
close enough, i, L —i < &, we enter in the surface region where the value of the magnetization
is rapidly decreasing to its surface value, ms. As seen in figure 1, for a given ¢ the surface
magnetization m, and the inverse size of the surface region are decreasing with increasing
disorder strength 4.

According to finite-size scaling, in a large but finite system, sufficiently close to its critical
point, m,(¢) behaves as (—£)% f(£/L), where the scaling function, f(x), tends to a constant
for small values of its argument. In the actual calculations, we approach the transition point
only to such a distance that the finite-size effects remain negligible and effective surface
exponents are calculated using (13). In practice, finite-size effects have been circumvented
by adjusting the size of the sample in a standard approach [4]. For a given value of ¢, data
obtained for different system sizes are compared. Away from the critical point these data
agree as long as the correlation length is less than the extent of the smaller system. Closer
to T the correlation length increases and at some stage it gets comparable to the size of the
smaller system. Finite-size effects then show up by a characteristic fast drop of the effective
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Figure 1. Magnetization profiles with random surface fields 2 = 0, 0.5 and 1 at r = 0.05 and
¢t = 0.02. The data have been obtained for a system with 300 x 300 spins.

exponent [4]. The smaller system is then discarded and the procedure is continued with two
system sizes which still yield identical data at that temperature. This approach is somehow
cumbersome but assures that the final data are essentially free of finite-size effects.

The effective exponents are shown in figure 2 for different values of the strength of the
RF. Here, in order to check the form of the logarithmic corrections in equations (8) and (12),
Bs is plotted as a function of 1/|In¢|. For a given ¢ the effective exponents are increasing
with % as expected since RFs decrease local order. On the other hand, for a given &, Bs(¢)
first shows a monotonic increase when ¢ decreases and its value passes over the pure system’s
suiface exponent, B; = 1/2. Then, by further decreasing the reduced temperature, Sq(f)
seems to approach a maximum value. This saturation effect is more evident for large values
of h. Unfortunately, the size limitation did not allow us to approach the transition point close
enough to follow the predicted decrease of the effective exponent.

Here, in order to compare the numerical results with the theoretical predictions and to
extrapolate our data to ¢ — 0, we use the following expression,

1+at
_ 1/2
) =mot o — o , 14
ms(t) = mot L a2 19
which contains the leading analytic correction which follows from equation (3) and the
leading logarithmic corrections to the fixed-point singularity given by (12). Note that the

two corrections have different signs and their competing effect results in the non-monotonic

temperature dependence of the effective exponent, Ss(¢). For a given RF, we have fitted the -

surface magnetization data to the form given in (14) with the amplitudes a and b as free
parameters. From this, the effective surface magnetization exponent was calculated and used
to extrapolate the data points in figure 2. The data extrapolate to the value of the pure system
Bspure = 1/2 after an ‘overshooting effect’. A quite similar tendency was observed in [20]
for the bulk magnetization exponent of the 2D random bond Ising model. In our calculations,
however, the maximum value is almost reached for 2 > 1, which was not possible for the
random bond model.

In order to check the leading logarithmic correction to the effective exponent, we have
calculated the difference of Bc(¢) and its value in the pure system, S pure(t), as calculated
from (3) via equation (13). This difference, which is plotted in the inset of figure 2, no longer

TOE0L48
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Figure 2. Effective surface exponent for different strengths of the random surface field. The two
first points (grey circles) for £ = 1 were deduced from the short-distance behaviour of the critical
profiles discussed in section 4. The broken lines fitting the numerical data correspond to the
formula in equation (14), with a = —0.60, 5 = —0.23 (h = 0.6),a = —0.53,b = —040 (h =
0.8),a = —0.40,b = —0.47 (h = 1.0) and ¢ = —0.47,b = —0.72 (h = 1.5). The inset gives
the difference between the effective exponents for the random (% = 1) and the pure systems. The
straight line gives the predicted leading logarithmic correction.

contains the leading analytic correction; therefore, we expect to be able to compare it with
the theoretical prediction in equation (13). As seen in the inset for the random surface field,
h = 1, the corrections are compatible with theory, although much larger systems are needed
in order to reach the asymptotic regime.

The form of the logarithmic corrections has been analysed in still another way by forming
the ratio, r (¢, h) = M pure/ M5, Of the surface magnetizations in the pure and in the disordered
systems. In this way the leading analytic correction to scaling is eliminated. As shown in
figure 3, the square of 7 (¢, 4) has an asymptotic linear dependence on In?, the slope of which
is proportional to /42, as shown in the inset of figure 3. This is in complete agreement with the
theoretical prediction in equation (12).

4. Critical profiles

In this section we study the system at the critical point, ¢ = 0; however, in the presence of
a small homogeneous surface field, #; < h. A typical magnetization profile in the system
with M <« L is shown in the inset of figure 4. These data have been obtained with the
Swendsen—Wang algorithm with a layer of ghost spins next to the surface [27]. At least 1000
runs with different realizations of the random surface field were performed, the time average
of every run resulting from typically 3 x 10° MC updates.

As known from an analysis of the non-random system [27] the profile first increases close
to the surface and then decreases in the bulk. The surface critical exponent, S, influences
the form of the initial part and can be extracted from it. The non-vanishing surface field &,
introduces a new surface length scale, [;, which in 2D is given by I; ~ kg YA=m/D and scales
as ~h;2 for the Ising model.
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Figure 3. Square of the ratio r (#, h) of the surface magnetizations in the pure and in the disordered
Ising model as a function of Inz. The slopes are proportional to 42 as shown in the inset. Error
bars are much smaller than the symbol sizes.
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Figure 4. Ratio of the initial part of the critical magnetization profiles calculated in the random
and in the pure system in the presence of a small homogeneous magnetic field. The initial slope
in the log—log plot corresponds to the difference in the effective magnetization exponents (see the
text). Inset: one half of the magnetization profile in the random systermn.

The initial part of the profile is restricted to i <« M, I and, according to finite-size scaling
theory it behaves as

mi(M, 1) =i g(i/M,i/l), s)

where x,, = B/v = 1/8 is the bulk magnetization scaling dimension. For small values of its
arguments the scaling function g is expected to factorize as go(i /M) gs(i/Is). For the pure 2D
Ising model the second term is logarithmic [28], gs(i/15) ~ In(i/l5) ~ In (ihﬁ), which makes
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the numerical analysis difficult. For the Ising model with RF on the surface, the first term is
expected to behave as
yi72

- 16
(1+xh2Iny)l/2 (16)

8o(y) ~
This form incorporates logarithmic corrections which, withi = 1and M ~ £, are in agreement

with the form of the surface magnetization given in equation (12). Now, in analogy with (13),
an effective surface magnetization exponent can be defined as

Bs(y) _ Infgo(y(d — 8))/go(y(1 +6))
v In[(1 +8)/(1 - 4)]

an

which, finally when y <« 1, will be a function 8,(M) of the characteristic length of the
problem.

In order to get rid of the logarithmic factor, g;(i/l;), we have calculated the ratio
mi(M)/m; pue(M) of the initial profiles in the random and pure systems. Assuming that
&s has the same logarithmic singularity for both, we arrive at the conclusion that the ratio of
profiles scales with the difference of the effective exponents, ABs (M) = B(M) — Bs pure (M).

In the actual calculation we set 2, = 0.01 and 2 = 1, and performed MC simulations
on systems with sizes M = 16 and 64 and different aspect ratios « = L/M. Fora = 4
and 8, the initial part of the profiles turned out to be indistinguishable. The ratios calculated
for the largest « are presented in figure 4 and, from the extrapolated initial slopes in a log—
log plot, the differences of the effective exponents take the values AB;(16) = 0.08(1) and
ABs(64) = 0.07(1). In order to compare these estimates with the effective exponents obtained
in section 3 with a finite 7, we use the correspondence of equation (6) with M = £. The
data points obtained in this way are inserted in figure 2. They seem to fit very well with the
predicted theoretical curve and are located in the descending part of the curve. Therefore this
calculation gives further support to the theoretical results about the form of the logarithmic
corrections.

5. Discussion

Marginally irrelevant operators are responsible for logarithmic corrections to scaling, the form
of which can often be predicted by field theory and conformal invariance. According to the
second-order perturbation theory, the random surface field is expected to be such a marginally
irrelevant operator at the surface fixed point of the 2D Ising model. This conjecture, which is
made on the basis of the replica trick and in the weak disorder limit, is confronted here with
the results of extensive MC simulations for varying strength of the disorder. The calculated
effective surface magnetization exponent, which depends either on the distance ¢ from the
critical point or on the finite size M of the critical system, varies with these parameters. Since
this variation is non-monotonic, a direct extrapolation to the fixed-point values cannot be made
from the data available on finite systems. However, the variation of the effective exponents is in
good agreement with the theoretical form, which contains the predicted logarithmic correction
to scaling to the pure systems critical behaviour. For the Jargest systems and for the strongest
random fields, the numerical results are not too far from that obtained perturbatively in linear
order. Therefore we interpret our results as numerical evidence in favour of the validity of the
field-theoretical predictions.
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We consider the Ising model on the square lattice with biaxially correlated random ferromagnetic couplings,
the critical point of which is fixed by self-duality. The disorder, which has a correlator, G(r) ~ 7", represents
a relevant perturbation according to the extended Harris criterion. Critical properties of the system are studied
by large scale Monte Carlo simulations. The correlation length critical exponent v=2.005(5) corresponds to
that expected in a system with isotropic correlated long-range disorder, whereas the scaling dimension of the
magnetization density x,,= 8/ v=0.1294(7) is somewhat larger than in the pure system. Conformal properties of
the magnetization and energy density profiles are also examined numerically. '

DOI: 10.1103/PhysRevB.72.094202

L. INFRODUCTION

The presence of quenched disorder of different types is an
inevitable feature of real materials. The effect of randomness
on the physical properties of systems is often dramatic, in
particular in the vicinity of singular points, such as for clas-
sical phase transitions at finite temperature or for quantum
phase transitions at 7=0. In a random system the set of criti-
cal exponents associated with a phase transition can be com-
pletely different from that in the nonrandom system, which
means that disorder can be a relevant perturbation in the
sense of the Harris criterion.! In most of the studies of dis-
ordered systems the parameters (couplings, longitudinal or
transverse fields, etc.) are expected to be independent and
identically distributed random variables among which there
is no correlation.

There are, however, systems in which the random vari-
ables exhibit some kind of correlations, the effect of which
can even change the random universality class of the phase
transition. Examples of systems with strongly correlated dis-
order are random quantum magnets at 7=0, in which the
disorder is strictly correlated in the temporal direction. In-
deed the critical properties of such a type of random systems
are quite unusual, for a review see Ref. 2. In the classical
counterpart of these quantum systems, the disorder is strictly
correlated in one direction, which leads to models introduced
and partially exactly solved by McCoy and Wu.? In a further
generalization, the disorder can be strictly correlated in a
d’ <d dimensional subspace, where d is the dimension of the
system.*®

Correlations between random variables can also be isotro-
pic. One example is presented in Ref. 9 in which the experi-
mental observations are explained'® with the assumption of
the presence of randomly oriented dislocation lines in the
sample. Also in some random quantum magnets!! and in the
non-Fermi liquid behavior of f-electron compounds!? the
disorder is expected to be isotropically correlated due to
long-ranged Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY) inter-
actions. In a coarse-grained picture, the disorder in some
coupling strength AK(r)=K(r)—K(r) is characterized by its
correlator, G(r~r’')=AK(r)AK(xr'), which is expected to be
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isotropic, G(r)=G(|1]), and to decay algebraically for large
arguments: G(r)~r% TFor example, randomly oriented
straight dislocation lines are associated with a correlator ex-
ponent a=d-1.

The influence of Gaussian disorder with power-law corre-
lations on the critical behavior of the m-component vector
spin model has been studied in Ref. 13 by field-theoretical
methods using a double expansion in e=4—d and d=4-a.
Extending the Harris criterion, correlated disorder with a
= is found to be effectively short range and thus relevant
only when the pure system has a positive specific heat
exponent.! When a <d and m=1 (Ising model) the correlated
disorder is shown to be a relevant perturbation at the short-
range-disorder fixed point, provided the correlator decays
sufficiently slowly, i.e., when

2

a <

M

b
Yshort

where vy, i the correlation length exponent of the system
with short-range disorder. At the stable long-range-disorder
fixed point the correlation length critical exponent is found to
be given by
v=2a, 2la> vy 2)

This result is argued to be exact and thus the extended Harris
criterion in Eq. (1) is marginal when the long-range nature of
the correlations is relevant. On the other hand the magnetic
exponents, such as x,,=/v, depend on both a and d.

Recently, the validity of the scaling relation (2) has been
questioned on the basis of a direct renormalization analysis
of the scaling functions for the 3d system in the two-loop
approximation, using a Pade-Borel summation technique to
evaluate the critical exponents for different values of a.

Numerical and field-theoretical calculations on different
types of systems with correlated disorder (percolation,’
three-dimensional (3D) Ising model,'¢ polymers,'” quantum
Ising model,!! etc.) seem to be in overall agreement with the
prediction of Eq. (2).
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Here we should make, however, two remarks. First, in the
case of the Ising model with randomly distributed dislocation
lines, oriented along the lattice axes,'® for which rotational
symmetry is broken, the critical behavior was found to be the
same as for the model with Gaussian correlated disorder
when a=2. This shows that the details of the model of cor-
related disorder are seemingly irrelevant, the critical behav-
ior being essentially governed by the decay of the disorder
correlations. Our second remark concerns the fact that, in
systems with correlated disorder, the location of the critical
point is generally not known exactly, which introduces a
limitation on the accuracy of the numerical calculations.

In the present paper, our aim is to increase the numerical
accuracy of the calculation in a statistical mechanical system
with correlated disorder and address also such questions (c.f.
critical point density profiles, validity of conformal invari-
ance, etc.) which have not been considered previously. For
this purpose, we consider the two-dimensional (2D) square
lattice Ising model and introduce a type of biaxially corre-
lated disorder which preserves self-duality, thus the critical
point is exactly known. Our model can be considered as a 2D
self-dual version of the random dislocation model of Balles-
teros and Parisi.!® In the vicinity of the critical point the
properties of the system are explored at the scale of the (di-
verging) correlation length. A correlator exponent a=1 can
be deduced from the integral of the disorder correlator inside
a large square of linear size L. Thus at a coarse-grained level
our model can be compared to a model with Gaussian corre-
lated disorder for the same value of a.

For the 2D Ising model uncorrelated disorder coupled to
the local energy density (such as dilution or random ferro-
magnetic  couplings) is a marginally irrelevant
perturbation,'®® hence crilical singularities of the pure sys-
tem are supplemented by logarithmic corrections. In particu-
lar the correlation length exponent vy, keeps its unper-
turbed value yy=1. As a consequence from Eq. (1) the
biaxially correlated disorder of our model is expected to be
relevant. In order to explore the critical properties of the
system and to check the validity of Eq. (2) we perform large
scale Monte Carlo simulations. In particular the critical ex-
ponents are deduced from the finite-size scaling behavior of
various magnetic and thermal quantities at the critical tem-
perature, which is exactly known. We also determine the
critical profiles of the magnetization and energy densities in
order to check whether the forms obtained for the profiles
through conformal methods remain valid in the random sys-
tem after averaging over the disorder.

The structure of the paper is the following. The model, its
self-duality, and the relevance-irrelevance criterion are de-
scribed in Sec. II. Finite-size scaling calculations of the criti-
cal exponents are presented in Sec. III and the critical pro-
files are studied by conformal methods in Sec. I'V. Our results
are discussed in Sec. V.

II. MODEL OF SELF-DUAL BIAXIALLY CORRELATED
DISORDER
A. Random-bond Ising models

We study the spin 1/2 2D Ising model on a square lattice
with Hamiltonian

PHYSICAL REVIEW B 72, 094202 (2005)

L L
—,BH=Z; 2‘; (K507 011 j+ Ko 0 1) 3
=1 j=
where B=1/kgT. The Ising spin o;;==1 is associated with
the site (i,/), located at the intersection between column i
and line j. K7; and K7, denote the random couplings between
o;; and its first-neighbors oy, ; in the horizontal direction
and o; ;. in the vertical direction, respectively. In the follow-
ing we use the parametrization:

T T
eZKij 1= 21/2+uij, (4)

with 7=x,y. Under duality transformation?® the horizontal
and vertical directions are exchanged and we obtain a simple
relation between the uj; and uly] variables

*
oy == ()

yE_ _ %

Uy~ =—u

ij ij
where the superscript * is used to denote dual variables.
With different distributions of u; and thus Kf] different
models are defined, which we list below.

1. Nonrandom model

The nonrandom model with ui}:ux and u,Y]:uy has its
critical point at u*=—u”, which follows from self duality in
Eq. (5). For the isotropic model the critical point is at u*

=u?=0. The critical exponents are?® y=1 and x,=8/v=1/8.

2. Random model with uncorrelated disorder

In this case the u]; parameters are independent and iden-
tically distributed (iid) random variables, which are taken
from a distribution P(u). At the critical point of the model
the distribution is symmetric,2! P(u)=P(~u), which is also a
consequence of self-duality, see Eq. (5). The strength of dis-
order A is measured by A?=y?. In a coarse-grained picture
cells, of linear size L, are defined with cell variables u’
=L S u;;, where the sum runs over L9 sites, and d=2 is the
dimension of the system. In the coarse-grained description
we have A'=AL~%2, To decide about relevance-irrelevance
of a perturbation according to Harris! one should consider
the ratio A’/t at a length-scale, L=§&~ %, where ¢ measures
the distance from the critical point. For the 2D Ising model
this analysis predicts a marginal effect of the disorder, actu-
ally a marginally irrelevant one. As a consequence critical
singularities of the nonrandom model are supplemented by
logarithmic corrections. 819

3. Random model with isotropically correlated disorder

In this case the u;; parameters are random numbers which
are correlated at different sites and we have for large spatial
separation

gy ~ [ =0+ (=T, (6)

The strength of disorder in the coarse-grained picture reads
as!® Al=A_L™*, with o=min(d,a)/2, thus long-range corre-
lation in the disorder can be relevant for a <d. Indeed for the
2D Ising model with a<2 this type of perturbation is rel-
evant, see Eq. (1) and the correlation Iength critical exponent
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FIG. 1. Parameters entering in the definition of the correlated
disorder.

is conjectured to be exactly given by Eq. (2). For isotropic
correlated disorder the location of the critical point is not
known exactly which makes it difficult to analyze numerical
results in the critical regime.

4. McCoy-Wu model

In the McCoy-Wu model® the disorder is strictly corre-
lated in columns (or lines)

u=bi=a), u=al(=b)), 7

where the parameters b], a} (aj,b]y- ) are iid random variables.
Now in the coarse-grained description with cells of size L,
the disorder strength behaves as Aj=Aywl 2 This type
of disorder represents a relevant perturbation. According to
exact and conjecturedly exact results, this model displays a
strongly anisotropic scaling behavior,2? so that In &, ~ VE,
where &&,) is the correlation length in the nontranslation-
ally invariant (translationally invariant) direction. The criti-
cal exponents?? are given by: =2 and x,,=(3—y5)/4.

B. Biaxially correlated disorder

Here we introduce a type of correlated disorder which is

e Symmetric, with respect to the interchange of the x and
y axis,

¢ Has a duality symmetry, and

e Represents a 2D version of the random dislocation
model.'

To be concrete we use the parametrization

uy="bj+aj, ulj=al + b, (8)

(see Fig. 1), which is the local average (for each bond) of the
couplings in two McCoy-Wu models where the disorder is
along the x and the y axis, respectively, see Eq. (7). Conse-
quently the strength of disorder is rescaled as in the
McCoy-Wu model A;=A,L~'/2, but the system has isotropic
scaling, as far as the asymptotic behavior of the average
correlations is considered. This type of perturbation is rel-
evant (see Sec. II C) and has the same scaling exponent as
the isotropically correlated random perturbation with the cor-
relation parameter a=1 in Eq. (6). We expect that the critical
behavior is dictated by the averaged decay of the disorder
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0.0

FIG. 2. Variation with A of the average value K, and the stan-
dard deviation AK of the couplings. The standard deviation is al-
most linear in A.

correlations. As for the 3D random dislocation model'
where the dislocation lines are located along the lattice axes,
the breaking of rotational symmetry (before averaging over
the quenched disorder) should not change the universality
class. The present model, which has the same type of disor-
der correlations as the Ballesteros-Parisi dislocation model,
should also display the same critical behavior as the model
with isotropically correlated disorder discussed in Ref. 13.

An important advantage of the parametrization used in
Eq. (8) is that the couplings obey the duality relation in Eq.
(5) and thus the system is self-dual for an appropriate choice
of the coupling parameters a?, aj, b}, and b’. Self-duality can
be realized in different ways, leading to a critical system in
which both lattice directions are statistically equivalent or
not. Here we study the geometry of disorder with the highest
symmetry, i.e., with the same symmetric and uniform prob-
ability density for all the random variables:

1
— —Asg=sA
P(s)=P(-s)=424
0 |sj>A
s=aly,a;~“,bf,b}'. (9)

The evolution of the average value K,, and the standard de-
viation AK of the coupling as a function of the half-width A
of the probability density is shown in Fig. 2. The standard
deviation, with the expansion

AK =0.165 764A + 0.000 085A% + 0.000 010A° + O(AT),
(10)

is almost linear in A. Evidently the relative strength of the
disorder AK/K,, is monotonously increasing with A.

C. Relevance-irrelevance criterion

The stability of the fixed point governing the critical be-
havior of the pure 2D system in the presence of correlated
disorder can be analyzed as by Harris.1'!® At the length scale
L, the sum of the deviations from the average coupling grows
typically like AL?? since it contains 2L independent random
variables with a vanishing average, each variable being of
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order AL due to the correlations along the L lines and the L
columns. Dividing by the number of couplings one defines a
typical deviation from the average temperature as

372
SH(L) =~ A—LT = AL, 11

The relevance of the perturbation depends on the behavior of
the ratio

&) T . e (12)
t

when one approaches the critical point (r—0). Here
t=|T-TJ|/T, is the reduced temperature, &, the correlation
length, and v, the correlation length exponent of the unper-
turbed system. The perturbation is relevant when this ratio
diverges at the critical point, i.e., when vy<<2. Thus the bi-
axial correlated disorder is a relevant perturbation in the case
of the 2D Ising model for which vy=1.

Alternatively the same conclusion can be drawn from the
value of the scaling dimension of A following from Eq. (11).
Under a change of the length scale by a factor b, &, which is
a thermal perturbation, has a scaling dimension y=1/v, and
thus transforms as

St = A/LI—IIZ - bl/voat - bI/VOAL_I/Z. (13)
With L"=L/b one obtains

A’ = BPA, 2%

ya= , (14)

21/0
so that, in agreement with the previous result, one finds that
the strength of the disorder increases under rescaling when
Yy <2.

Here we remind that the biaxial correlated disorder, which
is considered in this paper, can be represented by an effective
correlator exponent a=1. Indeed, the stability limit of the
fixed point for Gaussian correlated disorder in Eq. (1) with
a=1 is the same as the one obtained here for biaxial corre-
lations. As mentioned in the Introduction, this result follows
from the comparison of the integral of the disorder correlator
at a length scale L for both models. The possible universality
of the critical properties of the system with respect to the
form of correlated disorder, in particular the validity of the
result predicted for the correlation length critical exponent in
Eq. (2) will be studied in the following sections.

III. FINITE-SIZE SCALING AT THE CRITICAL POINT
A. Monte Carlo technique

We study the finite-size scaling behavior of different mag-
netic and thermal quantities at the critical point. We work on
a square-shaped system with size L and we use periodic
boundary conditions in both directions.

In order to limit the effects of the critical slowing down,
the Monte Carlo simulations are performed using the Wolff
cluster algorithm.?? In order to estimate the equilibration
time 7, measured in cluster flips units, we compared the evo-
lution of the energy and the magnetization toward equilib-
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rium starting either from a random initial state or from an
ordered initial state. We have also studied the autocorrelation
time for the energy and the magnetization at equilibrium, in
order to evaluate the statistical errors on the time averages.

The time averages are calculated during a time 7=10° to
2.5X 10° Monte Carlo steps (MCS) after a waiting time of
the order of 107, (10° to 5X 10* MCS). The disorder aver-
ages are taken over n,~ 10* samples. These values were cho-
sen in order to obtain a precision close to 1% for the different
quantities studied.

The simulations are performed in a vanishing external
field and we use the fluctuation-dissipation relations to
evaluate the specific heat and the magnetic susceptibility.
The averaged value of a quantity X is the result of a time
average for a sample s followed by an average over ng real-
izations of the disorder so that:

T=L3 o, x=1Sx0. )

Ng s=1 i=1
The total magnetization M and the total energy E are defined
as

L

L
M=2 o, E=- > (0101 + 01001 (16)
ij=1 ij=1

The quantities studied are the following:
» The moments of the magnetization per site

my=m. (17

» The susceptibility per site

(AM?)
X= 12

. AM?=(M - (D)2 (18)

» The specific heat per site

(AE?)
C="——, AE*=(E - (E))%. (19)

¢ The temperature derivative of the logarithm of the sus-
ceptibility

A=9

A=0

/T.=0.8

T =1

FIG. 3. Snapshots of equilibrium spin configurations for the
random system (A=9) and the pure system (A=0) in the ordered
phase (T=0.8T,), at the critical point and in the paramagnetic phase
(T=2T,).
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FIG. 4. Semilogarithmic plot of the finite-size behavior of the
specific heat per spin at the critical point. The specific heat expo-
nent « is negative and the behavior of C is dominated by its regular
contribution for large values of L.
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ok AE=E - (E). (20)

B. Simulations results

In Fig. 3 equilibrium spin configurations for the system
with biaxially correlated disorder at A=9 are compared to
the corresponding pure system configurations in the low-
temperature phase, at the critical point and in the high-
temperature phase for a system with size 116X 116 with pe-
riodic boundary conditions. In the off-critical systems, spin
clusters are larger for the disordered system whereas the
long-range aspect is roughly the same for both systems at the
critical temperature.

The finite-size behaviors at the critical point of the spe-
cific heat C, the moments of the magnetization density m,,
the susceptibility y, and the temperature derivative of In y,
W, are shown in Figs. 4-7 for three values of the disorder
amplitude A=3, 4, and 9, and for ten sizes ranging from L
=8 to L=116.
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FIG. 5. Finite-size scaling of the moments of the magnetization
density at the critical point. The lines correspond to linear fits of the
data.
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FIG. 6. Finite-size scaling of the magnetic susceptibility per
spin at the critical point. The influence of A is quite small and the
line gives the linear fit of all the data.

The specific heat saturates at large system size, which
indicates that the regular contribution dominates the singular
one. The singular contribution, behaving as L**, vanishes at
large system size, i.e., the specific heat exponent « is nega-
tive. This is the reason why we studied the finite-size behav-
ior of ¥ which diverges with the size of the system, thus
allowing us to estimate the thermal exponent 1/v».

According to finite-size scaling theory, the following be-
haviors are expected for a large critical system with size L:

(p)
my o< P, 1) =x, = Blv,

x* L, ylv=d-2x,=2(1-x,),

YL 1v=y, (21)

The log-log plots for (mp)”P, x> and ¥ display the expected
linear behavior, although with noticeable deviations at small
size and a slightly A-dependent slope for W. Thus the mag-
netization and susceptibility exponents were simply obtained
through linear fits, whereas we used a nonlinear fit of the
data for ¥

In(L)

FIG. 7. Finite-size scaling of W, temperature derivative of the
magnetic susceptibility at the critical point. The lines are the non-
linear fits of the data as explained in the text.
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TABLE 1. Effective critical exponents deduced from the fits of
the finite-size scaling data in Figs. 5-7. The last line gives the
values of the effective correction-to-scaling exponent for ¥ defined
in Eq. (22).

A=3 A=4 A=9

Blv 0.1312(13) 0.1292(10) 0.1294(14)
22 0.1283(10) 0.1279(8) 0.1309(11)
P 0.1259(8) 0.1264(8) 0.1310(9)
xﬁ:’ 0.1238(7) 0.1249(7) 0.1305(8)
yiv 1.7435(21) 1.7442(17) 1.7381(22)
1/ 0.5368(9) 0.5268(10) 0.5115(8)
w 0.737(7) 0.573(6) 0.569(7)

1
In(¥)=A + ~ In(L) + In(1 + BL™®). (22)
14
The exponents are collected in Table I for the three values of
the disorder strength. There is no significant variation of /v
and y/v with A, Taking the average of the exponents ob-
tained for the three values of A leads to

By —0120912). Y=17419020).  (23)
v 14

There is no clear evidence of multiscaling: The slow decay
@) e . .
of x,’ with increasing p is probably due to a crossover effect
since it disappears at A=9 when the disorder is sufficiently
strong.
The variation of 1/v with A is significant. As shown in
Fig. 8 it is linear in 1/A and the extrapolation leads to

=y,=0.4988(13), 24)

<

at infinite disorder strength.

IV. CRITICAL PROFILES

The analysis of Monte Carlo data for the critical profiles
using the tools of conformal theory provides an efficient
method for the determination of bulk and surface critical

e)(p(>nents.24‘26
0.55
. H/I
0.53
T
Z - -
~ 7
0:51 =
//”
0.49
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

1/A

FIG. 8. Linear extrapolation of 1/v to infinite disorder
strength.
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FIG. 9. (Color online) Conformal transformation of the half-
plane into a square. The boundary conditions, free or fixed, are the
same on both systems.

Using the replica trick for a system with biaxially corre-
lated disorder leads to an effective Hamiltonian with long-
range interactions between the replicas. Thus we do not ex-
pect our system to be conformally invariant at its new fixed
point as it seems to be the case for uncorrelated disorder.”
Nonetheless, in this section we assume that the critical pro-
files have a leading behavior which is the same as for a
conformally invariant system. In both cases the form of the
profiles is constrained by covariance under global scale
transformations and by the values of surface and bulk expo-
nents. We know of at least one example, the random Ising
chain in a transverse field, for which the critical profiles fol-
low quite accurately the conformal predictions,”’ although
the system cannot be conformally invariant since it displays
a strongly anisotropic scaling behavior.?>28

A. Conformal transformation of the densities

On a semi-infinite critical system with fixed boundary
conditions, the form of the magnetization profile is fixed, up
to a constant amplitude, by translational, rotational, and glo-
bal scale invariance. It decays as a power of the distance y
from the surface®

<m(y)>ﬁxed :Amy_xm’ Xm = Blv, (25)

where the exponent x,, is the scaling dimension of the bulk
magnetization density.

Let us consider the Schwarz-Christoffel transformation of
the half-plane z=x+iy such that

wiz) = %(IC)F(z,k), z= sn(zKTw) , (26)

where w(z)=u-+iv and

F( k)—fz—-d—t“—— 27
O ) Ja-Aa -2

is the elliptic integral of the first kind with modulus k.
K(k)=F(1,k) is the complete elliptic integral of the first kind
and sn is the Jacobian elliptic sine.

This conformal transformation maps the half-plane y
=J(z)=0 onto the interior of the square with ~L/2<uy
<L/2,0<v<L (see Fig. 9) when the modulus k verifies the
relation K(k)/K(V1—k*)=1/2 (see, e.g., Ref. 30).

In the new geometry the magnetization density is given
by

(mW)Yixea = P (M(2))ixess b2 =W (@)™
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FIG. 10. Conformal profiles of the magnetization density for
different system sizes L and disorder strength A. The dashed lines
indicate the slope — B3/ v expected from the finite-size scaling results.

ey L
Vo= 2K(V(1 - 2)(1 - k2% 9
Finally, introducing the reduced variable
J
£w) = [z(w)] (29)

Na -1 -2

the magnetization density varies as a power of {

m = (m({))ixea © L. 30)

The same behavior is obtained for the singular part of the
energy density, for which

<e(g)>sing x §_Xe’ Xe = 2-1/w. (31)

In this case one needs to eliminate the regular contribution to
the energy density. The regular part can be canceled by tak-
ing the difference e between the energy density profiles
obtained on a system with either free boundary conditions
eiree(w) oOr fixed boundary conditions eg,q(w) and then

Se = (efree({)) — {efixeal 0)) ¢ L7 (32)

The amplitudes of the singular parts have opposite signs with
the two types of boundary conditions,?6=! thus in the differ-
ence the singular contribution is amplified and the bulk regu-
lar contribution is eliminated.

B. Monte Carlo simulations

We work on a square lattice with either fixed or free
boundary conditions using the Swendsen-Wang -cluster
algorithm® which is more efficient than the Wolff algorithm
with fixed boundary conditions. The simulations were per-
formed for three lattice sizes (L=16,32,64) and three values
of the couplings (A=7,9,11). After a waiting time 7,=5
X 10° MCS, the time averages are taken during a time 7=6
X 10* MCS. The disorder averages are taken over a number
of samples ranging from n,=2 X 10* for the smaller systems
to ny=2 X 103 for the larger ones.
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FIG. 11. Conformal profiles of the singular part of the energy
density for different system sizes L and disorder strength A. The
lines correspond to the linear fits of the data.

For the magnetization density profiles all the surface spins
are fixed in the +1 state. The behavior of the singular part of
the energy density is obtained by taking the difference of Eq.
(32) between two systems with either free or fixed boundary
conditions for the same realizations of the disorder, which
considerably reduces the statistical noise.

The log-log plots for the magnetization and the energy
densities are shown in Figs. 10 and 11 as functions of the
reduced conformal variable ¢ defined in Eq. (29).

The magnetization density profiles show strong correc-
tions to scaling and due to the small values of { we were
unable to find a reliable nonlinear fit of our data. Neverthe-
less, the dashed lines indicate that the asymptotic slopes are
in agreement with the value of B/v obtained by finite-size
scaling and given in Eq. (23).

On the contrary, the corrections are very weak for the
energy density profiles in Fig. 11 so that the slopes could be
obtained with a good accuracy through a linear fit of the
data. The small deviations from linearity occur close to the
surface for small values of . Only a few points are con-
cerned and their weight in the fit is negligible. The values of
x, are collected in Table II for the different values of L and
A. They are slowly decreasing when A or L increases.

V. DISCUSSION
Our results are collected in Table III. The scaling dimen-
sion of the magnetization density x,, is directly given by 8/v

TABLE II. Scaling dimension of the energy density x, deduced
from the linear fits of the conformal profiles in Fig. 11.

L A=7 A=9 A=11

16 1.5435(9) 1.5377(9) 1.5177(10)
32 1.5241(9) 1.5207(6) 1.5110(9)
64 1.5209(6) 1.5182(4) 1.5002(8)
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TABLE HI. Critical exponents deduced from the scaling laws using the finite-size scaling results for B/ v,

v/ vin Bq. (23) and 1/» in Eq. (24) as inputs.

xm XE 44 B

Y é v Ui

0.1294(7)  1.5012(13)  —2.01(1)

0.2604(31)

3492(13)  14.46(8) 2.005(5)  0.2588(14)

in Eq. (23). Alternatively, it can estimated using /v together
with the scaling law y/v=d-2x,, which gives x,
=0.1291(10). The value in Table I corresponds to the center
of the confidence interval which is common to the two esti-
mates. It is quite close to the value for the pure 2D Ising
model x,=1/8. Thus the magnetization in the random and
pure systems have almost the same fractal dimensions. This
explains why both systems in Fig. 3 have roughly the same
aspect at the critical point. The value of x, was used to
calculate 7=2x,,+2~d=2x,, and §=—1+d/x,,

The value of v following from Eq. (24) is such that, ac-
cording to Eq. (14), the disorder is itrelevant at the new fixed
point, as required for its stability. Furthermore the numerical
estimate of v, within the error of the calculation corresponds
to the prediction in Eq. (2) with the effective correlator ex-
ponent, a=1. The estimate of v leads to the value of the
specific heat exponent through the Josephson scaling law «
=2-dv. The correlation length diverges more strongly in the
random system with v close to 2 than in the pure system with
v=1, this might explain the difference in the cluster sizes for
the off-critical systems in Fig. 3.

The scaling dimension of the energy density x, is obtained
using the scaling law x,=d-1/v. The values of x, deduced
from the conformal profiles, collected in Table II, are close to
this estimate for large sizes and strong enough disorder.

To summarize we have studied the critical behavior of the
square lattice Ising model with biaxially correlated disorder
by large scale MC simulations. The different estimates of the
critical exponents give a consistent picture, in which v seems
to be the same as for isotropic Gaussian correlated disorder,

whereas x,, is not very far from the pure and uncorrelated
random systems values.

One important technical simplification of the model is its
self-duality property, which is used to locate exactly the criti-
cal point. The same type of parametrization, as given in Eq.
{8) can be used to preserve self-duality in the g-state Potts
model, for any value of .33 An investigation of these models
could provide further information about the nature of the
phase transition in disordered systems. For example, g=1 is
equivalent to the percolation problem,> whereas the phase
transition in the pure system is of first order for ¢=>4.% In
the latter problem, due to uncorrelated disorder, the transition
is softened into a second-order one,3® with a correlation
length exponent vy~ 1.37 Consequently, according (o the
extended Harris criterion in Eq. (1), the phase transition is
expected to belong to a g-dependent universality class. If the
limiting behavior for large g can be predicted, as for uncor-
related disorder® remains the subject of a separate study.

ACKNOWLEDGMENTS

‘We thank Christophe Chatelain for useful discussions and
Bertrand Berche for giving us his tabulated values of £
F.A.B. thanks the Ministére Francais des Affaires Ftrangres
for a research grant. This work has been supported by the
Hungarian National Research Fund under Grant Nos. OTKA
T0O34183, TO37323, TO48721, MO45596, and M36803. In-
tensive simulations have been performed at CINES Montpel-
Lier under Project No. pnm2318. The Laboratoire de Phy-
sique des Matériaux is Unité Mixte de Recherche CNRS No.
7556.

*Electronic address: turban@lpm.u-nancy.fr

Electronic address: igloi @szfki.hu

LA, B. Harris, J. Phys. C 7, 1671 (1974).

2F. Igléi and C. Monthus, Phys. Rep. 412, 277 (2005).

3B. M. McCoy and T. T. Wu, Phys. Rev. 176, 631 (1968); 188,
982 (1969); B. M. McCoy, ibid. 188, 1014 (1969).

48. N. Dorogovtsev, Fiz. Tverd. Tela (Leningrad) 22, 321 (1980)
[Sov. Phys. Solid State 22, 188 (1980)]; Phys. Lett. 76A, 169
(1980).

>D. Boyanovsky and J. L. Cardy, Phys. Rev. B 26, 154 (1982).

6J. C. Lee and R. L. Gibbs, Phys. Rev. B 45, 2217 (1992).

7V. Blavats’ka, C. von Ferber, and Yu. Holovatch, Phys. Rev. B
67, 094404 (2003).

8R. Sknepnek and T. Vojta, Phys. Rev. B 69, 174410 (2004).

°T. R. Thurston, G. Helgesen, J. P. Hill, D. Gibbs, B. D. Gaulin,
and P. J. Simpson, Phys. Rev. B 49, 15 730 (1994); K. Hirota,
G. Shirane, P. M. Gehring, and C. E Majkrzak, ibid. 49, 11967

(1994).

10M. Altarelli, M. D. Ntifiez-Regueiro, and M. Papoular, Phys. Rev.
Lett. 74, 3840 (1995).

Y. Rieger and F. Igléi, Phys. Rev. Lett. 83, 3741 (1999).

2A. H. Castro Neto, G. Castilla, and B. A. Jones, Phys. Rev. Lett.
81, 3531 (1998); M. C. de Andrade, R. Chau, R. P. Dickey, N.
R. Dilley, E. J. Freeman, D. A. Gajewski, M. B. Maple, R.
Movshovich, A. H. Castro Neto, G. Castilla, and B. A. Jones,
ibid. 81, 5620 (1998).

13A. Weinrib and B. 1. Halperin, Phys. Rev. B 27, 413 (1983).

14y, V. Prudnikov, P. V. Prudnikov, and A. A. Fedorenko, Phys.
Rev. B 62, 8777 (2000).

15 A. Weinrib, Phys. Rev. B 29, 387 (1984).

16H. G. Ballesteros and G. Parisi, Phys. Rev. B 60, 12912 (1999).

7V, Blavats’ka, C. von Ferber, and Yu. Holovatch, Phys. Rev. E
64, 041102 (2001).

18yik. §. Dotsenko and V1. S. Dotsenko, Adv. Phys. 32, 129

094202-8



TWO-DIMENSIONAL ISING MODEL WITH SELF-DUAL...

(1983); V. Dotsenko, Usp. Fiz. Nauk 165, 481 (1995); B. N.
Shalaev, Phys. Rep. 237, 129 (1994).

19W. Selke, L. N. Shchur, and A. L. Talapov, in Annual Reviews of
Computational Physics, Vol. 1, edited by D. Stauffer (World
Scientific, Singapore, 1994), p. 17.

208Gee R. J. Baxter, Exactly Solved Models in Statistical Mechanics
(Academic Press, London, 1982).

21W. Kinzel and E. Domany, Phys. Rev. B 23, 3421 (1981).

22D, S. Fisher, Phys. Rev. Lett. 69, 534 (1992); Phys. Rev. B 51,
6411 (1995).

23U. Wolff, Phys. Rev. Lett. 60, 1461 (1988).

24C. Chatelain and B. Berche, Phys. Rev. E 60, 3853 (1999).

251, Re¥ and J. P. Straley, Phys. Rev. B 61, 14425 (2000).

26B. Berche, J. Phys. A 36, 585 (2003).

27, Tgl6i and H. Rieger, Phys. Rev. B 57, 11404 (1998).

28 A. P. Young and H. Rieger, Phys. Rev. B 53, 8486 (1996).

M. E. Fisher and P. G. de Gennes, C. R. Seances Acad. Sci., Ser.

PHYSICAL REVIEW B 72, 094202 (2005)

B 287, 207 (1978).

308, A. Fuchs and B. V. Shabat, Functions of a Complex Variable
{Pergamon, Oxford, 1964).

31D, Karevski, P. Lajk6, and L. Turban, J. Stat. Phys. 86, 1153
(1996).

32R. H. Swendsen and J.-S. Wang, Phys. Rev. Lett. 58, 86 (1987).

BE Y. Wu, Rev. Mod. Phys. 54, 235 (1982).

34p, W. Kasteleyn and C. M. Fortuin, J. Phys. Soc. Jpn. 46 (suppl.),
11 (1969).

35R. 1. Baxter, J. Phys. C 6, L445 (1973).

36M. Aizenman and J. Wehr, Phys. Rev. Lett. 62, 2503 (1989); 64,
1311(E) (1990).

37For a review, see I. L. Cardy, Physica A 263, 215 (1999).

383.-Ch. Angles d’ Auriac and F. Igl6i, Phys. Rev. Lett. 90, 190601
(2003); M.-T. Mercaldo, J.-Ch. Anglés d’Auriac, and E. Igléi,
Phys. Rev. E 69, 056112 (2004).

094202-9



PHYSICAL REVIEW B 73, 144419 (2006)

Critical behavior at the interface between two systems belonging to different universality classes

Farkas A. Bagaméry,!? Loic Turban,®* and Ferenc Igl6i*"f
Unstitute of Theoretical Physics, Szeged University, H-6720 Szeged, Hungary

2Laboratoire de Physique des Matériaux, Université Henri Poincaré (Nancy 1), BP 239, F-54506 Vandeeuvre lés Nancy Cedex, France

3Research Institute for Solid State Physics and Optics, H-1525 Budapest, P.O. Box 49, Hungary
(Received 13 January 2006; published 17 April 2006)

We consider the critical behavior at an interface which separates two semi-infinite subsystems belonging to
different universality classes, thus having different sets of critical exponents, but having a common transition
temperature. We solve this problem analytically in the frame of ¢* mean-field theory, which is then generalized
using phenomenological scaling considerations. A large variety of interface critical behavior is obtained which
is checked numerically on the example of two-dimensional g-state Potts models with 2 <g=<4. Weak interface
couplings are generally irrelevant, resulting in the same critical behavior at the interface as for a free surface.
With strong interface couplings, the interface remains ordered at the bulk transition temperature. More inter-
esting is the intermediate situation, the special interface transition, when the critical behavior at the interface
involves new critical exponents, which, however, can be expressed in terms of the bulk and surface exponents
of the two subsystems. We discuss also the smooth or discontinuous nature of the order parameter profile.

DOL: 10.1103/PhysRevB.73.144419 PACS number(s): 05.50.+q, 75.40.Cx, 75.70.Cn, 75.40.Mg

L INTRODUCTION

Systems which undergo a second-order phase transition
display singularities in different physical observables which
have been the subject of intensive research, both experimen-
tally and theoretically.! At the critical temperature, T',, due to
the existence of a diverging correlation length &~ |T—T,|™,
microscopic inhomogeneities and single defects of finite size
do not modify the critical singularities which are observed in
the perfect systems.? However, inhomogeneities of infinite
extent, such as the surface of the sampleﬁ“5 internal defect
planes,’ etc., may modify the local critical properties near the
inhomogeneity, within a region with a characteristic size
given by the correlation length. For example, the magnetiza-
tion m, which vanishes in the bulk as m~ (T.—T)?, behaves
as my~(T.~T)P at a free surface®> and the two critical
exponents § and B, are generally different.

Inhomogeneities having a more general form, such as
localized” and extended defects,® corners,” wedges and
edges, parabolic shapes,'© etc., often have exotic local criti-
cal behavior; for a review, see Ref. 11. The local critical
behavior can be nonuniversal, so that the local exponents
vary continuously with some parameters, such as the opening
angle of the comner,” the amplitude of a localized,” or ex-
tended defect.® The inhomogeneity can also reduce the local
order to such an extent that the local magnetization vanishes
with an essential singularity, as observed at the tip of a
parabolic-shaped system.'® On the contrary, for enhanced lo-
cal couplings, a surface or an interface may remain ordered
at or above the bulk critical temperature,> which in a two-
dimensional (2D) system leads to a discontinuous local
transition.'?

In the problems we mentioned so far the inhomogeneities
are embedded into a critical system the bulk properties of
which govern, among others, the divergence of the correla-
tion length and the behavior of the order-parameter profile.
There is, however, another class of problems, in which two

1098-0121/2006/73(14)/144419(15)/$23.00
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{or more) systems meet at an interface, each having different
types of bulk (and surface) critical properties. In this respect
we can mention grain boundaries between two different ma-
terials or the interface between two immiscible liquids, etc.

If the critical temperatures of the two subsystems are
largely different, the nature of the transitions at the interface
is expected to be the same as for a surface.!> At the lower
critical temperature, due to the presence of the nearby or-
dered subsystem, the interface transition has the same prop-
erties as the extraordinary surface transition.>= At the upper
critical temperature, the second subsystem being disordered,
the interface transition is actually an ordinary surface
transition.3> If the dimension of the system is larger than 2
and if the interface couplings are strong enough, one expects
an interface transition in the presence of the two disordered
subsystems whose properties should depend on the univer-
sality classes of these two subsystems.

Even in 2D, the local critical behavior at the interface can
be more complex if the critical temperatures of the sub-
systems are the same or if their difference is much smaller
than the deviation from their mean value. In this case an
interplay or competition between the two different bulk and
surface critical behaviors can result in a completely new type
of interface critical phenomena. In this paper we study this
problem, assuming that the critical temperatures of the two
subsystems are identical.

The structure of the paper is the following. The mean-
field solution of the problem including ¢°, ¢*, and ¢° theo-
ries and the interface between them is presented in Sec. II.
The mean-field results are generalized in Sec. IIT using phe-
nomenological scaling considerations. In Sec. IV these re-
sults are confronted with Monte Carlo simulations in 2D for
interfaces between subsystems belonging to the universality
classes of the Ising model, the three- and four-state Potts
models, as well as the Baxter-Wu (BW) model. Our results
are discussed in Sec. V and some details about the analytical
mean-field calculations are given in the Appendixes A and B.

©2006 The American Physical Society
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II. MEAN-FIELD THEORY
A. Properties of the ¢* model
1. Free energy

‘We consider a system with volume V limited by a surface
S in the Landau mean-field approximation. The total free
energy is the sum of bulk and surface contributions which
are functionals of the scalar order parameter ¢(r) so that:3-

flelds. (1

Flg]= j Fleldv+
W) )

Near a second-order transition, the order parameter is small
and the bulk free energy density f,[¢] is written as an ex-
pansion in the order parameter and its gradient, limited to the
following terms:

HO1=F01+ S (VeP + S+ Sk —ho. ()
The second term, with C>0, gives a positive contribution
associated with the spatial variation of the order parameter.
A=—at (a>0, t=T,-T) is negative when T<<T, and mea-
sures the deviation from the critical point. The next term
with B> 0 ensures the stability of the system in the ordered
phase. In the last term, 4 is the bulk external field. When & is
odd, the order parameter is supposed to take only non-
negative values; otherwise, the system would be unstable.
In the same way the surface free energy density is written
as

¢

flel=£L0]+ S A

©)
where ¢ is the value of the order parameter on (S). The
constant C; is positive and A is a characteristic length related
to the surface and bulk couplings of the corresponding mi-
croscopic Hamiltonian of the system.>

2. Ginzburg-Landau equation

The mean-field equilibrium value of the order parameter,
¢(r), minimizes the free energy in (1). It is obtained through
a variational method by calculating 5F[ ¢}, the change of the
free energy, which vanishes to first order in the deviation
S¢(r) of the order parameter from its equilibrium value. Us-
ing Egs. (1)—(3), one obtains

SFle]= f [CVe-Vép+(Ap+ B —h)SpldV
W)

L4
+ J;S) (CSA>6¢dS. (4)

The first term in the volume integral may be rewritten as
CVe-VY8p=V-(CpV ) - CSpV?, (3)

and the contribution to (4) of the first term on the right can
be transformed into a surface integral through Gauss’ theo-
rem. Then

PHYSICAL REVIEW B 73, 144419 (2006)
SFl¢]= f (- CV?0+Ag+ B — h)SpdV
)

+ f (- Cn-Vo+ csﬁ’i) S¢dS, 6)
©) A

where n is a unit vector normal to the surface and pointing
inside the system.

At equilibrium, the first-order variation of the free energy
vanishes. The volume integral leads to the Ginzburg-Landau
equation

- CV%¢(r) + Ag(r) + B¢* ' (r) = h(r) 7

governing the equilibrium behavior of the order parameter in
the volume of the system and the surface integral provides
the boundary condition:

o(r)

. ®)

Cn- V(p(r)l(s) = CS -
(8)

3. Bulk critical behavior

In the bulk, the first term in (7) vanishes. The zero-field
magnetization vanishes when 7> T, and is given by

1
B k-2’
in the ordered phase (T'<T,, h=0).

The connected part of order-parameter two-point correla-
tion function is given by

B
%:(a_t) =q@tf, B=—7 )

Sg(r)
Shr')’

where ¢(r) is the equilibrium order parameter, solution of the
Ginzburg-Landau equation. Taking the functional derivative
of Eq. (7), one obtains

—CV2G(r,r') +[A + (k— D)Be 21G(r,r") = kg TSr —1').
(11)

Glr,r')=kgT (10)

This may be rewritten as
kT
-V +E9Glrr) == ol -1, (12)

where the expression of the bulk correlation length £ follows
from Eqs. (9) and (11) and reads

§=[(k—2>%’}

in the ordered phase.

t 4
= got—v, V=

(13)

4. Order parameter profiles

We now assume that the surface of the system is located
at z=0 so that ¢=¢(z). Then, according to Egs. (7), (9), and
(13), the zero-field normalized order-parameter profile
=@/ ¢, is the solution of the following differential
equation:

1444192



CRITICAL BEHAVIOR AT THE INTERFACE BETWEEN...

dz‘?’ A B 2 Qak_l_é’
=—A+— YT = . 14
de C¢ C¢b ¢ (k_z)gz ( )

Multiplying by 2d@/dz and taking into account the bulk
boundary condition, d$/dz— 0 when $-— 1, a first integra-
tion leads to

dp\* 26— k¢ +k-2

(.2) 2k ko2 as)
dz k(k—2)&

To go further we have to specify the value of k and to dis-
tinguish between surfaces (or interfaces) which are more or-
dered [$(0)>1] or less ordered [$(0)<<1] than the bulk.
Below we list the solutions of Eq. (15) which will be needed
in the sequel. We use the notation $,(z) [$_(z)] for a system
located in the z>0 [z <<0] half-space. The values of the in-
tegration constants /, and /_ are determined by the boundary
conditions at z=0.
¢ model, &(0)>1:

1 *[,
$.(2) = 5[3 COch(zzgj - 1],

=3 i cosh<—l5>sinh_3<l_i>- (16)

¢ model, $(0)<1:

==+ 3 sinh(zl—gi>cosh‘3<il§:>. a7

¢* model, $(0)>1:

7+l
A+ =z th = s
$u0) = =co (2& )

+

do.
dz

=7 é sinh'2<§l§—>. (18)

¢* model, $(0)<1:

+1,
$u(2) = :ctanh<z )

cosh‘z(l—i>. (19)

¢° model, $(0)>1:

o e 22) 1|

28,
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o] 3B (ol )
pa 0- ¥ 2% sinh 2¢. cosh 2%,
o L -3/2
X |:3 tanh (2_§¢> —1:| . (20)

¢ model, $(0)<1:

zxl, zxl, 3|12
5.(z) = +sinh + s 12 + 2 i
$.(z)= xsi ( 2% )[smh ( 2. >+ 2]

do.| _ 3 osh(l_i)[mz(iayér”
o ag O 2g, 26,) 2]

(21)

B. Surface critical behavior

In this section we briefly consider, for later use, the criti-
cal behavior at the surface when the bulk is in its ordered
phase (T<T,). We suppose that the system is located in the
z>0 half-space. Since there is no ambiguity here, we drop
the index + so that, for example, ¢(z) stands for ¢,(z). In this
geometry, according to Eq. (8), the boundary condition reads

50) _

dé
-c &

C .
dz |,

A (22)
Below we list the values obtained for the integration constant
I and the surface order parameter ¢(0).

1. & surface

a. A<<0. When A <0, the surface remains ordered at the
bulk critical point, which corresponds to the extraordinary
surface transition. Thus, the order parameter profile is given
by Eq. (16) and [ is obtained by expanding both sides of Eq.
(22) in powers of [/ £<1. To leading order, one obtains

/= zém (23)
and
3 CSSO 2

b. A>0. In this case the surface is less ordered than the
bulk and we have an ordinary surface transition. The profile
is given by Eq. (17) and the solution is obtained by assuming
that the ratio I/ § is a constant. Details of the calculation are
given in Appendix A. The boundary condition in (22) is sat-
isfied with

1
I=2tanh™ ( $> &t 12, (25)
so that
1 CA
@(0) = =——¢ot>"”. (26)
\/5 Cst

Thus the surface exponent, 8,=3/2, is larger than the bulk
exponent, S=1.

144419-3
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c. A— o, The profile is given by either (16) or (17) with
[ — 0. Then the order parameter is constant, keeps its bulk
value until the surface and ¢(0)=¢,=¢,t. We have a special
surface transition, which corresponds to a multicritical point
where the lines of ordinary and extraordinary transitions
meet with the line of surface transition® in a (T,1/A) dia-

gram,

2. & surface

a. A<<0. This corresponds as above to the extraordinary
transition where the surface remains ordered at the bulk criti-
cal point. The profile is given by Eq. (18) and the boundary
condition in (22) requires I/¢<€1 so that one obtains

C
I=—[A]. 2
il @)

The leading contribution to the surface order parameter is
given by

CSEO

b. A>0. At the ordinary surface transition, the profile is
given by Eq. (19). Here the boundary condition is satisfied
with I/ £<€1, which gives

@(0)=2 (28)

I=—A. (29)

s

The surface order parameter vanishes as

1CA

0) = ~—— oyt
@(0) AL

(30)

Thus, the surface exponent is ;=1 to be compared to the
bulk exponent, S=1/2.

¢. A— o, Here too, the boundary condition in (22) leads
to [— o and the surface order parameter keeps the bulk value
@(0)= o'’ at the special surface transition.

3. ¢ surface

a. A<0. Once more we have an extraordinary surface
transition with a profile given by Eq. (20). As shown in Ap-
pendix A this is another instance where the boundary condi-
tion in (22) is satisfied with a constant value of the ratio I/ &
Thus, as in (25), we have

1=2 tanh‘1<%)§ot‘”2. (31)

The leading contribution to the surface order parameter is
then

172
(0) = <2J§ gli0|> 0. (32)

b. A>0. The profile at the ordinary surface transition is
given by Eq. (21). Here we have the standard behavior, I/ £
<1, with

PHYSICAL REVIEW B 73, 144419 (2006)

C
I=—A. 33
C. (33)
The surface order parameter displays the following behavior:
1 CA
0) = =——q,t>"*. 34
#(0) \/g C., %o (34)

Thus the surface exponent is 8,=3/4 whereas f=1/4 in the
bulk.

c. A— o, As for the other models, the length [ is infinite
at the special transition and the surface order parameter has
the bulk value, ¢(0)= o4

Although the characteristic length / sometimes remains
finite and sometimes diverges at the critical point, the expo-
nent B, at the ordinary surface transition always satisfies the
scaling relation:

Bi=pB+v (ordinary transition). (35)
In the same way, at the special transition, we have
B1=pB (special transition). (36)

One should notice that these scaling relations are only valid
in mean-field theory.?

At the extraordinary transition the singular term, govern-
ing the approach to the constant value at 7, of the surface
order parameter, appears at the next order in the expansion. It
vanishes linearly in  for the > and ¢* models and as '/ for
the ¢® model. We do not give further details since we shall
not need it in the following. For the same reason, we did not
examine the properties of the surface transition which occurs
in the surface region, above the bulk critical temperature,
when A <0.

C. Interface critical behavior

In this section, we consider the critical behavior at the
interface between two systems, belonging to different univer-
sality classes, in their ordered phase (T<T,). Thus the free
energy densities of the two subsystems are given by (2) with
different values of k. They are coupled through an interface
at z=0 with free energy density

2

C.
flel=flo1+ 2. (37)
We assume that the positive half-space corresponds to the
system which is the more ordered in the bulk when T, is
approached from below so that 8*<C 8~. The order parameter
profiles, ¢,(z) for z>>0 and ¢_(z) for z<<0, have now to
satisfy

#(0) = ,(0) = ¢_(0),

'(P(O) de,
dz

de-

-C

0 dz (38)

0
These boundary conditions generalize Eq. (22) for the inter-

face geometry where each subsystem contributes a normal
derivative to the surface integral in Eq. (6).
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FIG. 1. Reduced order parameter profile ¢=o(z)/ goz at the
¢*-¢* interface as a function of {=z/£, for different values of
A=A/E; with 1/A=-0.2, -0.1, 0, 0.1, and 0.5, from top to bottom.
The behavior for A=0 and {<0 is enlarged in the inset where
1/A=0, 0.1, 0.5, 1, and 10, from top to bottom. One may notice the
change of behavior at 1/\,= &/ A, =1/2. All other parameters have
the same values in the two subsystems: C,=C_=C;, ¢{=¢p, &
=¢&;, and r=107%

When two subsystems are coupled, the boundary condi-
tions in Eq. (38) determine the integration constants /,—i.e.,
the complete order parameter profile. In the following, we
give these integration constants as well as ¢(0), the value of
order parameter at the interface, for the different types of
interface considered. Technical details about the calculations
can be found in Appendix B.

As in the surface case, depending on the value of A, dif-
ferent types of interface critical behaviors are obtained (see
Figs. 1-3). When A <0, the interface remains ordered at the

FIG. 2. Reduced order parameter profile ¢=¢(z)/ ¢, at the ¢*
-¢0 interface as a function of {=z/&, for different values of
A=A/§ with 1/A=-0.1, -0.05, -0.03, 0, and 0.1, from top
to bottom. The behavior for A=0 and { <0 is enlarged in the inset
where 1/A=0, 0.01, 0.02, and 0.1, from top to bottom. All other
parameters have the same values in the two subsystems and
t=1075.
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FIG. 3. Reduced order-parameter profile ¢=¢(z)/¢; at the
©>-¢® interface as a function of {=z/&, for different values of
A=A7E with 1/A=-0.2, -0.05, —0.02, 0, and 1, from top to bot-
tom. The behavior for A=0 and {<0 is enlarged in the inset where
1/A=0,0.2, 0.5, 1, and 10, from top to bottom. All other parameters
have the same values in the two subsystems and =103,

bulk critical point and we have an extraordinary interface
transition. When d>2, the local order persists above the
bulk critical temperature until a A-dependent irterface tran-
sition temperature is reached. This transition, which always
occurs in mean-field theory, will not be discussed further
here. When A >0 the interface order parameter vanishes at
the bulk 7, as a power of ¢. This corresponds to the inferface
ordinary transition. When parametrized by 1/A, these two
transition lines meet, together with the interface transition
line when it exists, at a multicritical point corresponding to
the special interface transition located at 1/A=0,T=T.,.

1. ¢*-¢* interface

a. A<0. This corresponds to strong couplings at the in-
terface. The order parameter increases when the interface is
approached so that ¢_(z) and ¢,(z) are given by (16) and
(18), respectively. To leading order in z, we have

C
I_=f—I|A|,
Fem
1et( C_A\?
z+=——%<f—) &, (39)
3990 Ci&
where
A . C.Cipp(&)?
F=1+q1+375, A =+—2%;(@ (40)
|A] Cieos

The leading contribution to the order parameter at the inter-
face,

1 afa)2

0)=6{——) ¢, 41
¢(0) ( cor) @ (41)
is also independent of #; i.e., the interface remains ordered at
the bulk critical point.
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According to (40) and (41), the asymptotic dependence on
|A] is the following:

0o A A=A )
o4 .
¢ A Al <A

b. A>0. This corresponds to weak couplings between the

two subsystems. When

0<A<A.=2

Cipg
= &, 43)

+Po

the order parameter decreases from both sides towards the
interface. Then ¢_(z) is given by (17) and ¢,(z) by (19) with

1+2A/A,
=2 tanh-1< A/ —3~>§5t‘1’2,

I,=—A. (44)

i

I_ diverges when A=A_. Then ¢_(z) is a constant and keeps
its bulk value for any z=<0.

When A, <A <o, ¢,(z) is still given by (19) and [, keeps
the value given in'Eq. (44) but now ¢_(z), which increases, is
given by Eq. (16) with

[1+2A/A
I.=2 coth_1< *‘%) &2, (45)

For 0 < A <o, the order parameter at the interface is always
given by

@(0) = (46)

1C,A
Yoyl
¢. A— . The profile remains monotonously increasing
and keeps the same functional form as for A > A although [_
and [, are now given by

C_go_ 1/3 ~
l _2(3C 3%—5) (5(—))2/31, 1/3,

— 113 213
I, = (33’12—55) (Q§a> 1, 47)

so that

C 2/3
+_0€°3> 28 (48)

0= 260 & .
-5o

2. ¢*¢ interface

a. A<0. The interface is more ordered than the bulk.
Thus ¢_(z) is given by (18) and ¢,(z) by (20) with

PHYSICAL REVIEW B 73, 144419 (2006)

L= G
o
gilA| )
h()_ ( l‘POg_ ’ (49)
where
_ [, 8A . CCler&)
f=1+ 1+\/§|A|’ A= (c_gog)Zgg . (50)

Here and below in Eq. (57) we keep the next-to-leading term
h(r) in L,. This correction is actually needed to obtain the
correct form of the profile in the vicinity of z=0.

The leading contribution to the order parameter at the
interface is constant:

4Gk

@(0) = 0 (51
Fein®
Its asymptotic behavior
©) AT Al AT, 52)
e
M UV VTR

follows from Egs. (50) and (51).

b. A >0. The profile is always decreasing when the inter-
face is approached. Thus ¢_(z) is given by (19) and ¢,(z) by
(21) with the following expressions for the integration con-

stants:
I = \/§~—C+¢§§6At‘”4,
3 Ci¢0§5

C
I, = —C%A. (53)

The interface order parameter behaves as

1 CA +t3’4.
“Vecg ™

¢. A —, Then the profile increases monotonously with z.
¢_(z) is given by (18) and ¢,(z) by (21) with

C g 12
I = 2\/8 +§6§6 38
Ciep

¢(0) (54)

C+QD6 1/2 s
[ = 2\/EC Osgr] R, (55)
-%y

The interface order parameter vanishes as

172
¢(0) = ( \E g ‘;905403) P, (56)
-%0
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3. &>-¢8 interface

a. A<0. As usual in this case, the interface is more or-
dered than the bulk. The profiles ¢_(z) and ¢,(z) are given
by Egs. (16) and (20). The calculation of I_ involves the
solution of an equation of the fourth degree (see Appendix
B). Here we only report the limiting behavior for large and
small values of |Af:

C .
L~=|A], [Al>AT,
G

|A| 1/4 -\ 1/2
(2J— +£*) (¢> & A=A
0

(L) s

e [

1C .
h(t) =~ A |t”2 |A] <A, (57)
4 CE
The crossover is taking place around
—\ 2/3 13 43
C
ce2 G o
Po & c
The interface order parameter reads
%’) _ .
0) ~ = —= A=A,
12
¢(0)~< 3 |A1> ¢ IAl<A’, (59)
+

b. A>0. The profile is monotonously increasing. ¢_(z)
and ¢,(z) have the form given in Egs. (16) and (21) with the
following values of the constants:

C‘P0§+> (318
(M can O

A. (60)

I, =

oo

z

The interface order parameter vanishes as

1 CA
0 et 61
#(0) = \/— C. f" (61)
c. A— ., The profile is still given by Egs. (16) and (21)
with the following values of the constants:

PHYSICAL REVIEW B 73, 144419 (2006)
C_QD_ 1/3
= [12\/-6—___%(5)265:‘ t_1/4,
C+‘PO

- 1/3
) | Fe] e
- 0

At the interface we obtain

2/3
#(0) = (;g . ) (62112, (©3)

L. SCALING CONSIDERATIONS

Here we generalize the mean-field results obtained in the
previous section. First, we consider the order-parameter pro-
files in semi-infinite systems with free and fixed boundary
conditions. These results are used afterwards to study the
scaling behavior at an interface, which separates two differ-
ent semi-infinite systems.

A. Order-parameter profiles in semi-infinite systems

We consider a semi-infinite system, which is located in
the half-space z>0 and which is in its bulk-ordered phase
(T<T,); see in Sec. Il B. As in mean-field theory, the order
parameter ¢(z) depends on the distance from the surface, z,
and approaches its bulk value ¢,~# for z/£> 1. The bulk
correlation length asymptotically behaves as £~ [f|™. These
expressions generalize the mean-field results in Eqgs. (9) and

(13).
1. Free boundary conditions

At a free surface, due to the missing bonds, the local order
is weaker than in the bulk. The surface order parameter dis-
plays the so-called ordinary transition with the temperature
dependence ¢(0)~ 81, where generally B,> 8. The profile
©(z), which interpolates between the surface and bulk values
has the scaling form®->

z+1
QD(Z) ¢bford< f )’ (64)
and the scaling function, f,.4(y), behaves as yB=#/" for y
<1.

2. Fixed boundary conditions

For fixed boundary conditions, the system displays the
extraordinary surface transition and stays ordered in the sur-
face region at the bulk critical temperature, so that ¢(z)
=0(1) as t— 0, and z <€ & This behavior is formally equiva-
lent to having a surface exponent, 3,=0. The magnetization

profile can be written into an analogous form>? as in Eq.
(64):

ol2) = %fext(zgl ) (65)

however, now the scaling function f,(y) has the asymptotic
behavior,'® £, (y) ~y#", for y<1.
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B. Interface critical behavior

Now we join the two semi-infinite systems and study the
behavior of the order parameter in the vicinity of the inter-
face. In general we expect that, depending on the strength of
the interface coupling, at the bulk critical temperature the
interface (i) can stay disordered for weak couplings, which
corresponds to the A >0 case in mean-field theory, or (ii) can
stay ordered for stronger couplings, which is the case for
A <0 in mean-field theory. These two regimes of interface
criticality are expected to be separated by a special transition
point, which corresponds to A— o in mean-field theory.

To construct the order-parameter profile we start with the
profiles in the semi-infinite systems and join them. First we
require continuous behavior of the profile at z=0, like in
mean-field theory. The second condition in mean-field theory
in Eq. (38) cannot be directly translated; here, we just use its
consequencies for the extrapolation lengths. In the weak- and
strong-coupling regimes in mean-field theory the left-hand
side of Eq. (38) is finite so that the derivative of the profile is
discontinuous at z=0 and at least one of the extrapolation
lengths I, is O(1). The same behavior of [, is expected to
hold in scaling theory, too. On the other hand, at the special
transition point in mean-field theory the left-hand side of Eq.
(38) is zero and the extrapolation lengths are divergent. In
scaling theory the asymptotic form of the extrapolation
lengths is expected to be deduced from the same condition—
i.e., from the equality of the derivatives of the profiles. This
leads to a relation [~ 7+“+, in which O< w, =<1 is defined
later.

If the subsystem—say, at z>0—displays an ordinary
transition, the interface magnetization follows from Eq. (64)
as

(p(O) ~ tﬁi, Bi=(1- w+)ﬁ;— +w.B,, (66)

and B, =< B;=< 7. On the other hand, if the subsystem—say,
at z<<0—has an extraordinary transition, the interface mag-
netization exponent follows from Eq. (65) as

Bi=w_p_. (67)

Evidently, B; calculated form the two joined subsystems
should have the same value. This type of construction of the
order-parameter profiles will lead to a smooth profile at the
interface provided the extrapolation lengths are smaller or, at
most, of the same order than the correlation lengths,
max(/,,l_) Smin(&,, &), which holds provided

max(w,v,, o_v_) < min(v,,v_). (68)

Otherwise, the profile measured in a length scale,
min(¢,,£), has a sharp variation at the interface and as the
critical temperature is approached the profile becomes dis-
continuous. Note that in mean-field theory, with v,=v»_ and
w, =<1, the profile is always smooth.

1. Relevance-irrelevance criterion

Here we generalize the relevance-irrelevance criterion
known to hold at an internal defect plane with weak defect
couplings.® TIf two different critical systems are weakly
coupled, the operator corresponding to the junction is the

PHYSICAL REVIEW B 73, 144419 (2006)

product of the two surface magnetization operators. Conse-
quently, its anomalous dimension x; is given by the sum of
the dimensions of the two surface operators, x;=x7+x7,
where x7= 57/ v.. Then the scaling exponent of the defect, y;,
in a d-dimensional system is given by

Bi_B
o

yi=di—x;=d-1-—" (69)

Vy
where d;=d—1 is the dimension of the interface.

For y;<0 the weak interface coupling is irrelevant so that
the defect coupling renormalizes to zero and the defect acts
as a cut in the system. Consequently the interface critical
behavior is the same as in the uncoupled semi-infinite sys-
tems and the interface magnetization exponent is pS;
=min(B7) since the stronger local order manifests itself at
the interface. In the other case, y;>0, the coupling at the
interface is relevant and the interface critical behavior is ex-
pected to be controlled by a new fixed point.

For the 2D g-state Potts model with 2=<<g<4 we have!®
x,=1/2; thus, weak interface coupling is expected to be
irrelevant according to Eq. (69).

In mean-field theory, when d appears in a scaling relation,
it has to be replaced by the upper critical dimension d, for
which hyperscaling is verified. However, we have here dif-
ferent values of d, for the two subsystems so that there is
some ambiguity for the value of 4 in Eq. (69). The analytical
results of Sec. I C show that a weak interface coupling is
also irrelevant in all the cases studied in mean-field theory.

2. Weakly coupled systems

For weak interface coupling the order parameter profile is
not expected to display a maximum at the interface. Depend-
ing on the relative values of the critical exponents 8,, 8.. 57,
and @ it can be either a minimum or an intermediate point
of a monotonously increasing profile. We use the same con-
vention as in Sec. I C, that 8*<< 8-, and treat separately the
different cases.

a. B,< B_<B;<p;. The order-parameter profile is ob-
tained by joining two ordinary surface profiles in Eq. (64)
both for z<<0 and for z>0. In this case the weak coupling
does not modify the asymptotic behavior of the more or-
dered, z>0 subsystem. Consequently we have ¢(0)~ ¢7,
1,=0(1), and w,=0; thus, B;=;. From Eq. (66) we obtain

BB

Bi-B.
Note that the above reasoning leads to a smooth order-
parameter profile at the interface if according to Eq. (68) we
have w_v_<w,. This type of behavior is realized in mean-
field theory for the ¢*-¢° interface for A>0, see in Sec.
nmca.

b. B,<B_<B{<pi. In this case the profile is obtained
from two ordinary subprofiles. The order parameter is still
minimum at the interface, but it is determined by the z<<0
subsystem, which has the larger surface order parameter.
Consequently, ¢(0)~ ¢7, I_=0(1), and w_=0; thus, 8;=5].
From Eq. (66) we obtain

.

(70)
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_Bi-A

BT - B+
and the order-parameter profile is smooth if w, v, <wv_. This
type of behavior is never realized in mean-field theory; see
the exponent relation in Eq. (35).

¢. B, < B; < B_< B;. In this case the order-parameter pro-
file is monotonously increasing and obtained by joining an
extraordinary profile in Eq. (65) for z<<0 with an ordinary
profile in Eq. (64) for z>>0. The order parameter at the
interface is determined by the surface order parameter of
the z>>0 subsystem. Then we have ¢(0)~ ¢7, ,=0(1) and
w,=0; thus, B;=B;. From Eq. (66) we obtain w_=8;/B_ and
the interface is smooth, provided w_v_<v,. In mean-field
theory this type of behavior is realized for the ¢*-¢®interface
for A>0; see in Sec. II C 3.

(71)

+

3. Special transition point

In this case the profile is monotonously increasing and it
is constructed by joining an extraordinary subprofile in Eq.
(65) for z<<0 with an ordinary subprofile in Eq. (64) for z
>0. As we argued before, the extrapolation lengths and the
corresponding exponents are obtained (i) from the continuity
of the profile at z=0,

Bi=B.w_=(1-w)p] + B.o,, (72)

and (ii) from the continuity of the derivative at z=0, which
leads to the condition [, ~ I_—consequently,

V=0V, = 0_V_. (73)
The solution of Eqgs. (72) and (73) is given by
v = _@1““ Bi= "B‘:Vi- (74)
Bi - B + E:_ &
v, v_

Let us now analyze the condition for the smooth or discon-
tinuous nature of the interface given in Eq. (68).

a. v.=zv,. In this case the condition is equivalent to
B_/v_>B./v,. As we will discuss in Sec. IV this condition
is satisfied in 2D for the three- and the four-state Potts (or
BW) models so that the profile is predicted to be smooth. On
the contrary for the Ising and three-state Potts models this
condition does not hold; thus, the profile is probably sharp
and becomes discontinuous at the critical temperature. Fi-
nally, for the Ising and BW models the relation in Eq. (68) is
just an equality, so that we are in a marginal situation.

b. v_<w,. In this case the profile is smooth, provided

< BIv—BJv,

A -1y, ~

(75)

This type of situation seems to be less common in real sys-
tems.

4. Strongly coupled systems

In this case the interface stays ordered at the bulk critical
temperature, so that the profile is expected to be composed
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from two extraordinary subprofiles. As a consequence the
interface critical behavior is the same as in two independent
semi-infinite systems, both having an extraordinary surface
transition.

IV. NUMERICAL INVESTIGATIONS

We have studied numerically the critical behavior at the
interface between two g-state Potts models on the square
lattice, with different values of g for the two subsystems. For
a review of the Potts model, see Ref. 16. In particular
we considered the value g=2, which corresponds the Ising
model, as well as g=3 and g=4. All these systems display
a second-order phase transition for a value of the coup-
ling given by e?e=1 +\/E, which follows from self-duality.
The associated critical exponents are exactly known'® for
g=2 (B=1/8, v=1, and B;=1/2) and have been conjectured
for g=3 (B=1/9, v=5/6, and B,;=5/9) and g=4 (B=1/12,
v=2/3, and B,=2/3), where they follow from conformal
invariance®® and the Coulomb-gas mapping.”?! We have also
considered the BW model,!” which is a triangular lattice
Ising model with three-spin interactions on all the triangular
faces. This model is also self-dual and has the same critical
coupling as the Ising model. This model is exactly solved,'®
and it belongs to the universality class of the g=4 state Potts
model, but without logarithmic corrections to scaling, which
facilitates the analysis of the numerical data.

We have performed Monte Carlo simulations on 2D sys-
tems consisting of two L X L subsystems which interact di-
rectly through interface couplings K; (between adjacent spins
of the two subsystems) such that K;/K,=A. Here K, is the
coupling in the half-space z>0, which corresponds to the
subsystem having the larger value of g, thus the larger mag-
netization. Periodic boundary conditions are applied in both
directions. Using the Swendsen-Wang cluster-flip
algorithm'® we have calculated the magnetization profile in
systems with size up to L=300 for different values of the
reduced temperature t=(T,—T)/T, and coupling ratio A. De-
pending on the size of the system and the temperature we
have skipped the first 5-20X 10* thermalization steps and
the thermal averages were taken over 620X 10° MC steps.
We have checked that the magnetization profiles, at the re-
duced temperatures we used, does not show any noticeable
finite-size effects. From the magnetization data at the inter-
face we have calculated effective, temperature-dependent in-
terface exponents given by

In[m(t + 8)/m(t - 5)]
PO =t -1 (76)

which approach the true exponents as 6— 0 and r— 0. For
the Ising-BW interface, we have also made calculations at
the critical temperature in order to check the finite-size scal-
ing properties of the profiles. In the following we present the
numerical results for the g=2-3, g=3—4, and Ising-BW in-
terfaces. In each case we have a different type of special
transition, separating the ordinary and the extraordinary tran-
sition regimes.
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FIG. 4. Order-parameter profiles of the g=3-4 interface at the
reduced temperature 1=0.06 and for different values of the interface
coupling ratio, A=2.0,1.1,1.0,0.9, and 0.5, from top to bottom.
Inset: profiles around the special transition point, A=1, for different
temperatures. The results indicate a smooth profile at the transition
point.

A. g=3-4 interface

We start in Fig. 4 with a presentation of the order-
parameter profiles, in the vicinity of the critical temperature,
for different values of the interface coupling. Here one can
differentiate between the ordinary transition regime for small
A, in which the magnetization at the interface vanishes faster
than in the bulk of the two subsystems, and the extraordinary
transition regime for large A, where the interface magnetiza-
tion keeps a finite value. The special transition separating
these two regimes is located at A==1. The inset of Fig. 4
shows the evolution of the interface at the special transition
point as the bulk transition point is approached. Here the
criterion in Eq. (68) is satisfied, since, as discussed below
Eq. (74), B_/v_=2/15> B, /v,=1/8. Thus the profile is pre-
dicted to be smooth, which is in accordance with the numeri-
cal results.

The values of the effective, temperature-dependent expo-
nents, as defined in Eq. (76), are presented in Fig. 5 for three

0.25
fed
X O A=0.5
0.20 | o] o A=1.0
° o A=20
L]
0.15 ¢
<
5
[»n ¥ <
0.10 o
—o o g .
o
0.05 + o o
G O O < o °
0.00 . :
0 a1 0.2 0.3

t

FIG. 5. Effective magnetization exponents measured on the two
sides of the g=3—4 interface for three different values of the cou-
pling ratio A. At the special transition point A= 1, the theoretical
prediction from Eq. (74) is indicated by a bar.
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FIG. 6. The same as in Fig. 4 for the g=2-3 interface with
interface coupling ratio A=2.0,1.0,0.9,0.85,0.8, and 0.5, from top
to bottom, and #=0.06. Inset: profiles around the special transition
point, A.=0.85, for different temperatures. The results indicate that
the profile becomes discontinuous at the critical temperature.

values of A, corresponding to the different transition re-
gimes. Clearly the values of the effective exponents are af-
fected by strong crossover effects for small #, since the lim-
iting values are B;=8,(¢g=3)=5/9 for A<<1 and B,=0 for
A>1, according to scaling theory. Unfortunately, due to
finite-size effects we could not go closer to the critical point.
At the special transition point, however, the crossover effects
are weaker and the effective exponents are close to the the-
oretical prediction in Eq. (74), B;=32/363=0.088.

B. g=2-3 interface

We have performed a similar investigation for the inter-
face critical behavior of the g=2-3 system and the results
are summarized in Figs. 6 and 7. Here one can also identify
the ordinary and extraordinary transition regimes (see Fig.
6), which are separated by the special transition around
A=0.85. However, as can be seen in the inset of Fig. 6, the
behavior around the special transition point is more complex
than for the g=2-3 interface. The evolution of the profile
suggests the existence of a discontinuity at the transition

0.25 .
o A=0.5
o A=0.85
0.20 o A2
o,
0.15 o 1
N <
= | o |
010 F ooo g < A
L
End
0.05 t =
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0.00 : :
0 0.1 0.2 03
t

FIG. 7. The same as in Fig. 5 for the g=2-3 interface.
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FIG. 8. Critical magnetization profiles in the Ising-BW system
with two symmetrically placed interfaces for different values of the
coupling ratio A.

temperature. This is in accordance with the scaling criterion
in Eq. (68) since, as discussed below Eq. (74), B_/v_=1/8
< B,/v,=2/15 leads to a discontinuous profile. Due to this
discontinuity, it is more difficult to locate precisely the spe-
cial transition point and to determine the associated interface
exponent 3;. The measured effective interface exponents are
shown in Fig. 7 for three values of A corresponding to the
different interface fixed points. The crossover effects are
strong but, at the special transition point, our estimates are
compatible with the scaling prediction in Eq. (74), B;
=25/237=0.105.

C. Ising-BW interface

The interface between the Ising model and BW model (or
the four-state Potts model) has some special features. These
are mainly due to the fact that the anomalous dimension of
the bulk magnetization in the two systems has the same
value, 5_/v_=8,/v,=1/8. Consequently one can define and
numerically study the finite-size scaling properties of the
magnetization profile at the phase-transition point, since it is
expected to scale as m(z,L)=L""3f(z/L). The scaling func-
tion f(y) is expected to depend on the value of the interface
coupling ratio A, and we have studied this quantity numeri-
cally.

The magnetization profiles at the critical temperature for
different values of the interface coupling ratio A are given in
Fig. 8. It is interesting to notice that the shape of the curves
as well as the relative heights of the profiles in the two sub-
systems vary with the interface coupling. For A<<A_=1, the
interface stays disordered and the interface critical behavior
is governed by the surface exponent of the Ising model. The
larger bulk value on the Ising side is understandable since the
profile on the right side is more singular, 87/ v_> B{/v,; see
below Eq. (64). On the contrary, for A>A, the interface is
ordered at the bulk critical temperature and the profiles decay
towards the bulk values.

At the special transition point A=A, the profile has a
universal form in terms of L"3m(z/L). This is illustrated in
Fig. 9, in which for each finite system a critical value A_(L)
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FIG. 9. Scaled magnetization profiles for the coupled Ising-BW
systems at the common critical temperature for L=90-300. The
interface coupling ratio is fixed at the critical value, A (L), for
which the two maxima of the curves are identical. The inset gives
the effective critical interface coupling as a function of the inverse
size.

is calculated from the condition that the two maxima of the
curves have identical values and the profile be measured at
that interface coupling. The size-dependent effective inter-
face coupling ratio A (L), shown in the inset of Fig. 9, seems
to tend to a limiting value, A, =~ 1. The scaled magnetization
profiles have different characteristics in the two subsystems.
In the BW model, having the smaller correlation length, the
profile has a smooth variation. On the contrary, on the Ising
side, the profile has a quasidiscontinuous nature at the inter-
face, which is probably related to the fact that in the criterion
of Eq. (68) the equality holds.

V. DISCUSSION

In this paper we have studied the critical behavior at the
interface between two subsystems displaying a second-order
phase transition. We assumed that the critical temperatures
are identical but the sets of critical exponents (i.e., the uni-
versality classes of the transitions) are different for the two
subsystems. By varying the interface couplings, we moni-
tored the order at the interface and studied the behavior of
the order-parameter profile as the critical temperature is ap-
proached. We provided a detailed analytical solution of the
problem in the framework of mean-field theory, which leads
to a physical picture which is useful for the study of realistic
systems. Solutions of the mean-field equations are obtained
by adjusting the order-parameter profiles of the two semi-
infinite subsystems through the introduction of appropriate
extrapolation lengths on the two sides. The same strategy has
been applied in the frame of a phenomenological scaling
approach. As a result, basically three types of interface criti-
cal behavior are observed. For weak interface couplings the
interface renormalizes to an effective cut and we are left with
the surface critical behavior of the subsystems. In the limit of
strong interface couplings, the renormalization leads to infi-
nitely strong local couplings and thus interface order at the
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bulk critical point. Finally, for some intermediate value of
the interface couplings, the interface displays a special tran-
sition, which is characterized by a new critical exponent for
the order parameter in the interface region. In the scaling
theory this exponent can be expressed in terms of the bulk
and surface exponents of the semi-infinite subsystems.

These results have been tested through large scale Monte
Carlo simulations, in which the critical behavior at the inter-
face between 2D Ising, Potts, and BW models was studied
and satisfactory agreement has been found. However, it
would be interesting to confirm the analytical expressions for
the interface exponents through a field-theoretical renormal-
ization group study, using the methods of Ref. 4.

The results obtained in this paper can be generalized into
different directions. First we mention the case when the criti-
cal temperatures of the subsystems are not exactly equal but
differ by an amount AT, If the deviation in temperature
from the average value, T,=(77,+7)/2, is small but satisfies
T.—T> AT, then our results are still valid. Our second re-
mark concerns 3D systems in which sufficiently enhanced
interface couplings may lead to an independent ordering of
the interface above the bulk critical temperatures. In semi-
infinite systems this phenomena is called the surface
transition.>> At the bulk critical temperature the ordered in-
terface then shows a singularity, which is analogous to the
extraordinary transition in semi-infinite systems. The singu-
larities at the interface and extraordinary interface transi-
tions remain to be determined, even in the mean-field ap-
proach. Third, we can mention that nontrivial interface
critical behavior could be observed when one of the sub-
systems displays a first-order transition. It is known for semi-
infinite systems that the surface may undergo a continuous
transition, which, however, has an anisotropic scaling char-
acter, even if the bulk transition is discontinuous.?>?* Similar
phenomena can happen at an interface, too. Our final remark
concerns the localization-delocalization transition of the in-
terface provided an external ordering field is applied. For
two subsysiems having the same ¢* mean-field theory and
the same?* or different®® critical temperatures, this wetting
problem has already been solved. This solution could be gen-
eralized for subsystems having different field-theoretical de-
scriptions.
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APPENDIX A: SURFACE CRITICAL BEHAVIOR

The calculation of the surface behavior is straightforward
when [/ £— 0 at the critical point. Here we give some details
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about the two cases where the surface boundary condition
leads to a constant value for [/ €.

1. ¢° model with A >0

Using the results of Eq. (17), the boundary condition in
(22) is rewritten as

C, of 1 3c ! _3<l)
2A[3tanh<2§) 1] 2gsmh<2§)cosh 2%

(A1)
Let
3 tanh2< d ) 1=at"?, 3(0)= 242, (A2)
2¢ 2
Then, to leading order,
tanh( zlg) _1\/? cosh‘2<2§) % (A3)

The first relation gives ! in Eq. (25), and Eq. (A1) leads to
2CA

“= \/ECSSO .

Finally, combining Eqgs. (A1) and (A4), one obtains the value
of ¢(0) given in Eq. (26).

(A4)

2. ¢ model with A <9

Since the surface is ordered, the profile is given by Eq.
(17). The boundary condition in (22) translates into

it I
()]

(A5)
The boundary condition is satisfied when
\/3 tanh2< 21 §> 1=ar', (A6)
so that
#(0) = %r““. (A7)

Equation (A6) gives the value of [ in Eq. (31). Using the
values given in (A3) which remain valid here together with
Eq. (A6) in Eq. (A5), one obtains

( 2cl A| )1/2
- \/§ng0
Inserting this expression in (A7) leads to the surface order
parameter given in Eq. (32).

(A8)
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APPENDIX B: INTERFACE CRITICAL BEHAVIOR

In this appendix we give some details about the calcula-
tions of I, and ¢(0), limiting ourselves to three representa-
tive cases. Other results are easily obtained using similar
methods.

1 L/£.<1

This situation is encountered for the ¢-¢* interface with
A<0 and A— = as well as for the ¢*¢° and ¢’-¢® inter-
faces with A>0 and A — . Here we consider as an ex-
ample the ¢3-¢* interface with A <0.

The boundary conditions in Eq. (38) are satisfied with
¢_(z) and ¢.(z) given by (16) and (18) and reads

¢(0) = qootmcoth( 21§ > <P25t{3 coth2<2—l§_—> - 1] ,

C.o5t? 3C_gpt
Tl sinh‘z(l—+>+———"% cosh(l—‘>sinh-3<l‘—)
28, 2¢, 26 28 2¢.

Cz tl/ 2 l
== oth| == 1.
|A| 28,

With [,/£, <1, one may expand the hyperbolic functions
in powers of 1,/(2£,). To leading order, the first equation in

(B1)

(B1) gives
3¢5t(2§_)2 2058
= =) 20050 B2
¢(0) 2\ I, (B2)
so that
I 3¢yl t
RN pa L (B3)
26 4%55

Introducing this result in the second equation, one obtains an
equation of the second degree in x=\7ll'

2, G (@8 CN

+2 20 =0. (B4)
Cé& 3¢, of
Thus we have
=S e6
T CE Vileg
C.Cipy(&)?
f= 1+3%"(§5). (B5)
JPof(;IA!

This last result together with Egs. (B3) and (B2) leads to the
expressions given in (39) and (41).

2.1 /& — const, [,/€, <1

This behavior is obtained only for the ¢*-¢* interface
with A>0. When A is smaller than a critical value A, to be
determined later, the profiles ¢_(z) and ¢,(z) are given by
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(17) and (19). They lead to the following boundary condi-

tions:
2¢anh Pot anh? L ) ]
#(0) = got P1a <2§+> 2 [3 (25 i

C, o5t l 3C_gpt I L
=00 osh? = | 4 Z==20 | == Jcosh}| —=
28, 2¢, 28 28 28
Cz QDS)- 1/2 ( l )
= tanh (B6)
A 28,
With
L K B7)
25_ - <»
the first equation in (B6) gives
I of
(p(O):qogt( x ) Pt (3 tanh’K. - 1). (B8)
265
It follows that
l,= —(3 tanh’K . — 1)&. (B9)
The second equation in (B6) can be rewritten as
Esinh K A
C.on+3C_gp2——1"2 = Cipt 2. B10
%0 %o & cosh®K . TN A ( )

Close to the critical point, the second term can be neglected
so that

o
IL.=—A.
+ C

1

(B11)

Combining this result with (B9), one obtains

1+2A/A Ciep
tanhK<=\/%, Aﬁ%%f& (B12)

+7¥0

Since tanh K= 1, this solution remains acceptable as long
as A< A, Equations (B7), (B8), (B11), and (B12) immedi-
ately lead to the expressions given in (44) and (46).

When A=A, I_ diverges and the order parameter remains
constant, keeping its bulk value on the ¢° side of the inter-
face.

When A> A, the profile is always increasing. Then ¢_(z)
is given by Eq. (16) and the boundary conditions are changed

into
ot 2( I )
3coth*l — | -1},
5 [ co 2%
C,opt'? I 3C_gpt I I
=P osh2| = | = 2220 cosh| — |sinh~?| —
28, 2¢, 2 2¢ 28

C +172 I
Zifol tanh{ —— |.
A 2,

©(0) = ggt mtanh( > §+>

(B13)

Inserting
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l

— =K B14
T (B14)
into the first equation of (B6) leads to
L\ et 5
(0) = ¢t 25{_ (3 coth’K., — 1) (B15)
and
Po 2
l,=— (3 coth®K. - 1)§&;. (B16)
Po
From the second equation in (B13) one deduces
&cosh K- 1
C 3C_¢p 2= Cpt-+, B17
+‘Po Po s b’ K- 0A ( )

where the second term can be neglected close to the critical
point. Thus /, is still given by

L= —*A. (B18)

Comparing with (B16), one obtains

1+2A/A,
cothK. = "—'3— s

with the value of A, given in Eq. (B12). Since cothK.. =1,
this new solution replaces the preceding one when A=A _.
The results given in (45) and (46) follow from Egs. (B14),
(B15), (B18), and (B19).

(B19)

3116 <1,1,/£,— const

This is the situation encountered for the
¢*-¢® and ¢*-¢° interfaces with A<<0. The treatment is
similar in both cases but we give some details for the ¢’
—¢® interface which is a little more complicated. The inter-
face is more ordered than the bulk so that the profiles are
given by (16) for z<<0 and (20) for z>>0. They lead to the
following boundary conditions:

~-1/2
o(0) =2 ¢0t1/4{3tanh2<2 §+> 1]

3\[2—C+¢3t1/4 . Ly S s
————— sinh}{ —— Jcosh™{ ——
2¢, 2¢, 2¢,

l -3/2
x[3 tanhz(—-*—> - 1]
2¢,
+ 3C %t co h( L >s1nh‘3< L )
2 2&. 2&.

\/ECI- (pgtm [ " ( ) :I—l/z
W)

(B20)
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As in Appendix A 2, the solution is obtained by assuming
that close to the critical point:

N 3
2¢,

From this expression one deduces the leading contribution to
1, given in (57).
With I_/£_<1 the first equation in (B20) can be rewritten

as
\/—(Po

2
0= 5 <o )

3\/5a£g
Po

The second equation in (B20) allows us to determine the
value of a. Actually, we obtain the following equation for
x=1/Ver

(B21)

(B22)
Thus we have

(B23)

M +ax-b=0,

a=23/4c-_56 ) b= \/_
Cis Voo +|A|

It is easy to verify that this equation has a single real positive
root xy. Below, we evaluate x, in the two limiting cases x;
<1 and x¢> 1.

When x,<€1, one can iterate the relation

(B24)

b-x3 b $
Xo= x°=—(1—@), (B25)
a a b
following from Eq. (B24). We obtain
b P\l _ Bak  fe_
x0=;|:1+0<;):|=m —=a V2 (B26)

This result is valid as long as b><a*—i.c., when

-\ 2/3 173 4/3
1A|>A*=c,-<%> (gg—f) (%) . (B27)
(¢ 0 -

Combining (B22), (B23), and (B26) one easily obtains the
results given in Eqs. (57) and (59) for |A|> A,

The relation following from Eq. (B24) which is appropri-
ate when xp>1 is

1/4
ax, ax
- b1/4(1 _ _0) ~ b”‘"(l _ _0)’
o b 4b
so that

C-.f* 4
= pl/4 _Zi%0 — 12
Xo=b [1+0(b3/4>:I (\EC_JA]) ae,

(B29)

(B28)

The correction term can be neglected when a*<b’—ie.,
when |A| < A", Then Egs. (B22) and (B23) together with
Eq. (B29) lead to the results given in (57) and (59) for
A <A™
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Résumé

Cette thése est consacrée & 1'étude de I'influence de différentes perturbations inhomogénes sur le comportement

critique de systémes bidimensionnels.

Dans une premiére partie nous considérons le modéle d’Ising 2D placé dans un champ de surface aléatoire qui
constitue une perturbation marginalement non-pertinente au point critique. Nous étudions le probleme & l'aide
de simulations Monte Carlo pour différentes amplitudes de désordre. Nous déterminouns des exposants critiques
effectifs dont la dépendance en gempérature ou en taille est en accord avec les résultats de théorie des champs et

interprétable en termes de corrections logarithmiques au comportement du systéme pur.

Dans la seconde partie, nous étudions le modele d’Ising sur le réseau carré avec un désordre corrélé biaxial qui
constitue une perturbation pertinente d’aprés le critére de Harris étendu. Le probléme est abordé par simulations
Monte Carlo extensives. L’exposant v prend la valeur attendue dans un systéme avec désordre corrélé isotrope
tandis que la densité d’aimantation a une dimension supérieure & celle du systéme pur. Les propriétés conformes

des densités d’énergie et d’aimantation sont aussi examinées.

Finalement, nous considérons le comportement critique & Pinterface entre deux sous-systémes appartenant &
des classes d’universalité différentes mais ayant la méme température critique. Le probléme est étudié dans le
cadre d’une théorie de champ moyen et en utilisant des arguments d’échelle. La grande variété de comportements
d’interface obtenue est confrontée & une étude numériques sur des interfaces de Potts 2D & ¢ états (2<q<4).

Mots-clés

Phénomenes critiques, modele d’Ising, modéle de Potts, systémes désordonnés, simulations Monte Carlo.

Abstract

In this work we study the influence of different inhomogeneous perturbations on the critical behaviour of two-
dimensional models.

In the first part we consider the two-dimensional Ising model in a random surface field which is predicted to be
a marginally irrelevant perturbation at the critical point. We study this question by Monte Carlo simulations. for
various strengths of disorder. The calculated effective (temperature or size-dependent) critical exponents fit with
the field-theoretical results and can be interpreted in terms of the expected logarithmic corrections to the pure

system’s critical behaviour.

In the second part we study the Ising model on the square lattice with biaxially correlated random couplings
which is a relevant perturbation according to the extended Harris criterion. The problem is studied by large scale
Monte Carlo simulations. The correlation length critical exponent has the value expected in a system with isotropic
correlated long-range disorder, whereas the scaling dimension of the magnetization density is larger than in the
pure system. Conformal properties of the magnetization and energy density profiles are also examined.

Finally we consider the critical behaviour at an interface between two subsystems belonging to different
universality classes, but having a common transition temperature. We solve this problem analytically in the frame
" of ¢* mean-field theory and present some phenomenological scaling arguments. A large variety of interface critical
behaviour is obtained which is checked numerically on the example of two-dimensional g-state Potts models with
2<q<4.

Keywords

Critical phenomena, Ising model, Potts model, disordered systems, Monte Carlo simulations.
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