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1. fejezet

Bevezetés

Fizikai rendszerek széles korében lehetünk tanui kritikus jelenségeknek. Legismertebb
példa erre a folyadék-gâz vagy a paramâgneses-ferromâgneses âtalakulâs. Tobb kompo
nensu folyadékok és otvozetek, szupravezet6k, polimerek viselkedései és szâmos mâs a
természetben e16fordu16 anyagok és folyamatok szolgâltatnak tovâbbi példâkat fâzisâta
lakulâsra.

A kezdeti elméletek az adott problémâban szerep16 szabadsâgi fokok redukâlâsâval
pr6bâlkoztak. îgy kialaku16 âtlagtér elmélet segitségével van der Waals [108] a folyadék
gâz âtalakulâst magyarâzta. Az âtlagtér elmélet a kritikus jelenségek leirâsâra Landau
munkâssâga sorân csucsosodott ki [71, 70]. A mâsodrendu fâzisâtalakulâsokkor a külon
boz6 fizikai mennyiségek szingularitâsât a rendparaméter szerinti sorfejtésükb6l hatârozta
meg. Az âtlagtér elmélet azonban elhanyagolja a rendszerben lév6 fluktuâci6kat.

A kritikus pontban a korrelâci6s hossz végtelenbe tart, és a megjelen6 fluktuâci6k
minden skâlân ugyanolyan arculatot mutatnak. Azaz a rendszer invariânsan viselkedik a
skâla megvâltoztatâsâval szemben. Ez a felismerés vezetett a kritikus jelenségek skâlâzâsi
elméletéhez [112], valamint a Wilson âltal kidolgozott renormâlâsi csoporthoz [114], mely
segitségével a fâzisâtalakulâsra j6solt viselkedés tobbnyire osszecseng a kisérleti eredmény
ekkel. A renormâlâsi csoport âltalânos keretet szolgâltat a kritikus exponensek kiszâ
mitâsâhoz, tovâbbâ az azonos kritikus tulajdonsâggal bir6 rendszerek eltér6 univerzâlis
osztâlyainak értelmezéséhez.

A konform invariancia jelent6sen megnovelte a kritikus pont természetér6l alkotott
ismereteinket. Kett6nél magasabb dimenzi6kban az els6 eredmények Polyakov nevéhez
fUz6dnek [91]. Kétdimenzi6ban a konform leképezések csoportja izomorf a komplex anali
tikus függvények csoportjâval [54, 14]. A skâla invariancia segitségével a rendszert néhâny
tulajdonsâga alapjân, ugymint a teljes szimmetriâja, a rendparaméter komponenseinek
szâma és a tér dimenzi6ja, adott univerzâlis osztâlyba sorolhatjuk. Ugyanakkor kétdimen
zi6ban a konform invariancia elméletét hasznâlva a kritikus pont partici6s függvényeit is
osztâlyozhatjuk, mely âltal pontosan meghatârozhatjuk a külonboz6 kritikus exponensek
értékeit. Ugyanezen elmélet keretein belül egy konform transzformâci6 esetén a rendpa
raméterhez tartoz6 t6bb pontu korrelâci6s függvény pontos alakja is kiszâmithat6.

Az analitikus eredményekkel pârhuzamosan fej16dtek a numerikus szâmolâsi technikâk
is. Kozülük mindenképpen meg kell emliteni a Monte Carlo m6dszert [83], mellyel nagy
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6 FEJEZET 1. BEVEZETÉS

szabadsâgi fokkal rendelkez6 rendszerek vizsgâlata vâlt lehetségessé. Az eljârâs nume
rikusan generâlt va16szinuségi eloszlâsokat hasznâl statisztikai fiuktuâci6k szimulâlâsâra.
Az els6 publikâlt algoritmus Metropolis és munkatârsai nevéhez k6tOdik [80]. Mâra a
szâmitâsteehnika rohamos fej16désével az alkalmazâsi területe lényegesen kiszélesedett.

A fizika minden területén a homogén rendszerek egyszeru tulajdonsâggal birnak, emi
att sajâtos szerepet t61tenek be. Ugyanakkor a va16s rendszerekben valamilyen mértékben
megjelenik az inhomogenitâs. Szokâsos példa erre a kristâlyokban meg:figyelhet6 atomi
szennyez6dések, valamint a râeshibâk [119]. A va16s rendszerek ezen tulajdonsâga indi
totta el a rendezetlenséget tartalmaz6 modellek vizsgâlatât.

A rendezetlen rendszereken belül nagy hangsuly helyez6dik a fâzisâtalakulâssal bir6
modellekre. Ezen rendszereknél els6sorban azt a kérdésk6rt jârjâk k6rül, hogy a homo
gén rendszerhez képest milyen mértékben vâltozik meg a modell viselkedése inhomogén
perturbâci6k hatâsâra. E16fordulhat, hogy a fâzisâtalakulâsi pont megszunik, vagy a
fâzisâtalakulâs rendje megvâltozik, esetleg a modell viselkedését uj univerzâlis osztâly
hatârozza meg.

Harris fogalmazott meg e16sz6r higitott rendszerekre egy heuresztikus kritériumot a
rendezetlenség stabilitâsâra vonatkoz61ag [53]. A rendezetlenség relevâns voltât a megfe
le16 tiszta rendszer fajh6jének exponensével hozta kapesolatba. Gondolatmenetét az6ta
szâmos folytonos fâzisâtalakulâssal bir6 modell kül6nb6z6 tipusu rendezetlenségére âl
talânositottâk. Ezen eredmények nyomân intenziv numerikus és analitikus vizsgâlatok
kezd6dtek meg az egyes véletlen modellek univerzâlis osztâlyainak vizsgâlatâra.

Az inhomogenitâsra talân az egyik legegyszerubb példa a szabad hatârfelület. Ezt
a homogén rendszerb61 ugy kaphatjuk meg, hogy végtelen sok k6tést kettévâgunk. Egy
sik mentén elhelyezked6 felület hatâsât a t6mbi fâzisâtalakulâsra e16sz6r a kétdimenzi6s
Ising modellnél vizsgâltâk [17, 38]. Megâllapitottâk, hogy a felülethez kapeso16d6 kritikus
exponensek értékei kül6nb6znek a rendszer belsejében megfigyelhet6 t6mbi értékekt61.

A k6tésekben meglév6 perturbâci6 is eredményezheti, hogy a rendezetlen rendszer kri
tikus viselkedése eltér a tiszta rendszerétOl. Ekkor t6bbnyire feltételezik, hogy az adott
problémât leir6 paraméterek független azonos eloszlâsu véletlen vâltoz6k, melyek k6z6tt
nines korrelâei6. Ugyanakkor léteznek olyan rendszerek, ahol a véletlen vâltoz6k k6z6tt
fellép6 korrelâci6k megvâltoztatjâk a korrelâlatlan rendezetlenséghez képest a fâzisâtala
kulâs univerzâlis osztâlyât [76, 77].

Az e16bbiekhez képest mâsfajta rendezetlenséggel van dolgunk, ha két kül6nb6z6 t6mbi
illetve felületi kritikus tulajdonsâggal bir6 modell 6sszekapesolâsakor kialaku16 hatârfelü
letet vizsgâlunk. Az ilyen fajta inhomogenitâs hatâsâra kialaku16 lokâlis viselkedés eléggé
6sszetett lehet amennyiben a két alrendszer kritikus h6mérséklete megegyezik, vagy esak
kismértékben tér el egymâst61. Ebben az esetben a hatârfelület viselkedését a két kül6n
b6z6 univerzâlis osztâlyba tartoz6 alrendszer k6z6tti k6lcs6nhatâs vagy versengés hatâ
rozza meg.

A dolgozat a fent emlitett hârom kül6nb6z6 fajta rendezetlenség egy-egy speeiâlis
esetét vizsgâlja diszkrét spinrendszerek esetén. A 2. fejezetben r6vid betekintést nyerünk
a kritikus jelenségek elméletébe. Ezen belül e16sz6r ismertetünk néhâny, a statisztikus
fizikâban hasznâlt modellt. Majd r6viden bemutatjuk az âtlagtér elmélet, a renormâlâsi
esoport valamint a konform invarianeia m6g6tt meghuz6d6 alapvet6 gondolatokat. A
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fejezetet a kés6bbiek sorân tobbszor is hasznâlt, a rendezetlenség relevâns voltât eldont6,
Harris kritérium ismertetésével zârjuk.

A 3. fejezetben osszefoglaljuk a Monte Carlo eljârâsok alapelveit. Spin rendszerekre
vonatkoz6an részletesen ismertetünk hârom algoritmust, melyeket a modellekben jelent
kez6 inhomogenitâsok vizsgâlatâra hasznâlunk. Kozülük az els6 a Metropolis algoritmus,
mely egy egyszeru spin flip algoritmus. Éppen ezért tobbnyire a kritikus pontt6l tâvo
labb lejâtsz6d6 jelenségek szimulâci6jâra alkalmas. A mâsik két algoritmussal (Wolff,
Swendsen-Wang) azonos irânyba mutat6, klasztert alkot6 spineket lehet egyszerre âtfor
gatni. Emiatt els6sorban ezeket a kritikus pont korüli folyamatok analizâlâsâra hasznâl
jâk.

A 4. fejezetben a kétdimenzi6s Ising modellt vizsgâljuk. A szabad hatârfelületéhez zé
rus vârhat6 értékkel rendelkez6 véletlen felületi teret kapcsolunk [88]. A Harris kritérium
értelmében ez marginâlisan irrelevâns perturbâci6t okoz. Kovetkezésképpen a rendezetlen
modell felületének kritikus tulajdonsâgait a tiszta modell logaritmikus korrekci6kat tar
talmaz6 exponensei hatârozzâk meg. Ennek ellen6rzését tUzzük ki célul. Ehhez Monte
Carlo szimulâci6k segitségével mérjük a h6mérséklet függ6 effektiv felületi mâgnesezett
ségi exponensét. Ugyanakkor a véges méret okozta korlâtok csokkentésére magâban a
kritikus pontban is meghatârozzuk a rendparaméter profiljât. A korrelâci6s hossz és a re
dukâlt h6mérséklet kozott fennâ1l6 relâci6val kapcsolatot teremtünk a két mérési eredmény
k6z6tt.

Az 5. fejezetben kéttengelyu korrelâlt rendezetlenség hatâsât vizsgâljuk kétdimen
zi6s Ising modell esetén [5]. Az âltalunk bevezetett inhomogenitâs a Harris kritérium
értelmében relevâns perturbâci6t okoz. Mivel a kotésekben jelentkez6 rendezetlenség pa
rametrizâlâsât ugy vâlasztottuk meg, hogy a rendszer 6nduâlis lett, igy az egzaktul meg
hatârozhat6 kritikus pontban kül6nb6z6 fizikai mennyiségek szingularitâsât vizsgâljuk.
Skâlat6rvények felhasznâlâsâval pontosan meghatârozzuk a modell kritikus exponenseit.
A mâgnesezettségi és energia suruségi profilok konform tulajdonsâgât is tanulmânyozzuk.

A 6. fejezetben két kül6nboz6 univerzâlis osztâlyba tartoz6, de azonos fâzisâtalakulâsi
h6mérséklettel rendelkez6 félvégtelen alrendszer 6sszekapcsolâsakor keletkez6 hatârfelület
kritikus viselkedését analizâljuk [6]. A problémât e16sz6r analitikusan, az âtlagtér elmélet
segitségével oldjuk meg. Majd az igy kapott eredményeket felhasznâljuk a fenomeno16
giai skâlâzâshoz. A hatârfelület eltér6 kritikus viselkedését numerikusan is ellen6rizzük.
Ehhez a kétdimenzi6s q âllapotu Potts modellt hasznâljuk, ahol 2 ~ q ~ 4. A hatârfelü
leten az alrendszerek kül6nboz6 er6sségu osszecsatolâsa hatâsâra vâltoz6 rendparaméter
profiljânak simasâgât is vizsgâljuk.
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2. fejezet

Fâzisâtalakulâsok statisztikus fizikâja

2.1. Modellek

2.1.1. Ising modell

A statisztikus fizika egyik legalapvet6bb és legt6bbet vizsgâlt modellje az Ising modell [62].
Leggyakrabban egytengelyu, anizotrop mâgneses anyagok jellemzésére hasznâljâk. Jelen
tOsége abban rejlik, hogy el6sz6r ebben a modellben irtak le analitikusan fâzisâtalakulâst
[85].

Az Ising modell egy tetsz6leges d-dimenzios râcson értelmezett. A râcspontokban Ising
spinek helyezkednek el, amelyek két kül6nb6z6 értéket vehetnek fel. Az Ising spinek,
hasonloan a mâgneses anyagokban megtalâlhato dipolusokhoz, egymâssal k6lcs6nhatnak.
A legegyszerubb esetben ez a k6lcs6nhatâs csak a legk6zelebbi szomszédokra terjed ki, és
mindig azonos nagysâgu. A modell Hamilton operâtora ekkor a k6vetkez6 alakot 6lti

Ji = -fL,aiaj - HLai'
(i,j)

(2.1)

ahol H a küls6 mâgneses teret, ai az i-edik râcsponton elhelyezked6 Ising spint jel6li,
ai = ±1. EIs6 szomszéd k6lcs6nhatâs esetén csak a k6zvetlen râcsszomszédokra kell az
els6 tagban 6sszegezni, ezt a (i, j) modon jel6lik. A spinek k6z6tti kicseré16dési energiât J
szimbolizâlja, amennyiben pozitiv J> 0, a spinek arra t6rekszenek, hogy azonos irânyba
âlljanak. Ekkor a modell ferromâgneses anyagok jellemzésére szolgâl. Negativ J esetén
a rendszer a spinek ellentétes irânyba t6rtén6 beâllâsât favorizâlja. Ez esetben az anti
ferromâgnesességet modellezi. Amennyiben a kicseré16dési energia zérus, J = 0, akkor a
paramâgnesességet kapjuk vissza.

A modell fâzisdiagramja pozitiv J esetén egynél magasabb dimenzioban a 2.1.1 âbrân
szemléltetjük. Alacsony h6rnérsékleten, küls6 mâgneses tér hiânyâban két rendezett ferro
mâgneses fâzis létezik. Az azonos irânyâba âllo spinek makroszkopikusan is megfigyelhetO
M teljes mâgnesezettséget eredményeznek. A rendszerben hosszu tâvu rend uralkodik.
Ezen a h6mérsékleti tartornânyban els6rendu fâzisâtalakulâst figyelhetünk meg, amikor
gyenge küls6 mâgneses tér hatâsâra M megvâltoztatja e16jelét. Magas h6mérsékleten
egy rendezetlen fâzis létezik H = °esetén. A spinek mâr véletlenszeruen veszik fel a
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10 FEJEZET 2. FAzISATALAKULAsOK STATISZTIKUS FIZIKAJA

T

H

t t t
- - - - - - - - ...111----_

! !! Tc

M

T

(2.2)

2.1. âbra. Az Ising modell fâzis diagramja. A bal oldali âbrân a szaggatott vonalat keresz
tezve elsarendu fâzisâtalakulâsonak lehetünk tanui, mig Tc-ben az âtalakulâs folytonos.
A jobb oldali âbrân külsa tér hiânyâban a kritikus hamérséklet alatt megjelena ±M(T)
spontân mâgnesezettség hamérséklet függését k5vethetjük nyomon.

két kül5nb5zalehetséges értéküket, melynek k5vetkeztében a rendszer teljes mâgnesezett
sége eltunik. A modellben ezen hamérsékleti tartomânyon r5vid tâvu rend uralkodik. A
rendezett és a rendezetlen fâzist a kritikus pont k5ti 5ssze.

Az egydimenzi6s Ising modellben véges hamérsékleten nem jelenik meg spontân mâg
nesezettség, ily m6don nincs ferromâgneses fâzis sem. Ennek k5vetkezménye, hogy T =f:. 0
esetben nem zajlik le fâzisâtalakulâs. A kétdimenzi6s Ising modell egzakt megoldâsât
külsa mâgneses tér hiânyâban e16sz5r Onsager szolgâltatta 1944-ben [85]. A modell ekkor
a kritikus pontjâban mâsodrendu fâzisâtalakulâssal bir. A hâromdimenzi6s Ising mo
dell külsa tér jelenlétében, illetve annak hiânyâban még megoldatlan probléma [117, 63],
habâr j611ehet szâmos numerikus eljârâs ismert a kritikus jelenségeket leir6 exponensek
meghatârozâsâra.

2.1.2. Potts modell

Az Ising modell egyfajta âltalânositâsânak tekinthetO a Potts modell [92, 116]. Domb
javasolta doktori témaként diâkjânak. Hasonl6an az Ising modellhez a q-âllapotu Potts
modell is egy râcson értelmezett. A râcspontokban elhelyezkeda (Ji spinek diszkrét vâlto
z6k, amelyek q kül5nb5za értéket vehetnek fel, (Ji = 0,1, ... , q - 1. A modell Hamilton
operâtora a k5vetkeza:

1l = -JL(qOui,Uj -1) - HL(qOui,O -1),
(i,j)

aholO a Kronecker delta, OUi,Uj eggyel egyen16 amennyiben (Ji = (Jj, és nulla kül5nben. Az
elsa 5sszegzést ismét csak a szomszédos spinekre kell elvégezni.

Ferromâgneses k5lcs5nhatâs esetén, J > 0, a Hamilton operâtor elsa tagja egy olyan
âllapotot tüntet ki, ahol minden spin azonos értéket vesz fel. Ez az âllapot q szorosan
degenerâlt. Pozitiv H esetén a spinek arra tOrekszenek, hogy a külsa térrel azonos irânyba
âlljanak, azaz minden spin a 0 értéket akarja felvenni.
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Akârcsak az Ising modell, a Potts modell is külsô mâgneses tér hiânyâban magas
hômérsékleten rendezetlen, mfg alacsony hômérsékleten rendezett fâzissal bfr. A mâgne
sezettséget, mint 0 és 1 k6z6tti értéket felvevô rendparamétert egy N spinbôl â1l6 rendszer
esetén a k6vetkezôképpen definiâlhatjuk:

(2.3)

ahol (J az az érték, amellyel a legt6bb spin rendelkezik.
A Potts modellben a fâzisâtalakulâs függ a q értékétôl. Kétdimenzi6ban az alacsony

hômérsékleten meglévô ferromâgneses fâzisb6l a kritikus hômérséklet feletti paramâgneses
fâzisba az âtmenet elsôrendu q > 4, tovâbbâ mâsodrendu q :::; 4 esetén. Abban a speciâlis
esetben, amikor q = 2 a Potts modell megfelel az Ising modellnek.

2.1.3. Egyéb spinmodellek

A statisztikus fizika keretein belül vizsgâlt szâmos modell k6zül az alâbbiakban néhâny
r6vid ismertetésére kerül sor. K6zülük az elsô a perkolâci6 [104]. A modell a korâbbiakhoz
hason16an egy tetszôleges dimenzi6s râcson értelmezett. A râcspontok P va16szfnuséggel
vannak bet6ltve. Kérdésként merül fel, hogy mekkora a P(p) va16szfnusége annak, hogy
egy végtelen, 6sszefüggô klaszter alakul ki. Megmutathat6, hogy a râcs szerkezetétôl
függôen egy kritikus Pc alatt P(p) értéke zérus, mfg p > Pc esetén ez az érték nem tunik
el, vagyis kialakulhat a kfvânt 6sszefüggô alrâcs. Ily m6don P(p) a mâgneses modelleknél
bevezetett rendparaméter szerepét t6lti be ebben a rendszerben.

A fentebb definiâlt modell a csucs perkolâci6, melyhez teljesen hason16an értelmezhetô
az él perkolâci6 is. Ez esetben minden râcspont be van t6ltve, és az elsô szomszédok k6z6tt
p va16szfnuséggellétesül k6tés, ugyanakkor 1 - p va16szfnuséggel nem alakul ki k6z6ttük
kapcsolat. Formâlisan megmutathat6, hogy a q âllapotu Potts modell q -+ 1 hatâresetben
az él perkolâci6val egyezik meg [116]. Meglehet a csucs és az él perkolâci6hoz tartoz6 Pc
érték âltalâban kül6nb6zô, mindazonâltal a modellekben lévô kritikus jelenségeket lefr6
exponensek megegyeznek.

A Baxter-Wu modell [12], mely a kétdimenzi6s hâromsz6grâcson értelmezett, az eddig
emlitett modellekhez hason16an diszkrét spin modell. Az i-edik râcspontban elhelyezkedô
spin az Ising modellnek megfelelôen két értéket vehet fel, (Ji = ±1. A rendszer Hamilton
operâtora a H külsô mâgneses tér jelenlétében az alâbbiak szerint definâlt:

'fi = -J L (Ji(Jj(Jk - HL (Ji, (2.4)
(i,j,k)

ahol az elsô tagban az 6sszegzést a râcsot alkot6 hâromsz6gekre kell elvégezni, valamint
a k61cs6nhatâsi energia nem negatfv, J > O.

A hâromsz6grâcs hârom, egymâssal ekvivalens alrâcsra bonthat6 ugy, hogy tetszôleges
hâromsz6g minden csucsa pontosan az egyik alrâcsba tartozik. îgy külsô tér hiânyâban a
spinek bârmely konfigurâci6jâhoz tovâbbi hârom, energetikailag teljesen azonos konfigu
râci6 rendelhetâ hozzâ. Hiszen valamely két alrâcson egyszerre megvâltoztatva a spinek
értéket (2.4) vâltozatlan marad, j611ehet a rendszer teljes mâgnesezettsége megvâltozik.
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A Baxter-Wu modell fâzis diagramja hasonlit az Ising modelléhez, vagyis alacsony
homérsékleten ferromâgneses fâzis létezik, amely négyszeresen degenerâlt. Azonban a
mâgnesezettség a fentebb elmondottak miatt nem pâros függvénye a külso térnek. Ma
gas homérsékleten a rendszer paramâgneses fâzissal bir. A kritikus homérsékleten, mely
megegyezik az Ising modell kritikus homérsékletével, a fâzisâtalakulâs mâsodrendu [13].

Akârcsak a négyzetrâcson értelmezett Ising modell a Baxter-Wu modell is onduâlis a
kritikus pontjâban. Kritikus exponensei [12] megegyeznek a kétdimenzios négy âllapotu
Potts modell kritikus exponenseivel [116, 39]. Emiatt, valamint azt a tényt is felhasz
nâlva, hogy mindkét modell alapâllapota négyszeresen degenerâlt, adodik, hogy egyazon
univerzâlis osztâlyba tartoznak. Jollehet numerikus vizsgâlatok esetén a fâzisâtalakulâsi
pont kornyékén a Potts modellnéllogaritmikus korrekciok lépnek fel [26, 3], ami azonban
nem tapasztalhato a Baxter-Wu modellnél.

Mivel az Ising modellben a spinek csak két értéket vehetnek fel, ezért az âltala leirt
mâgnesek erosen anizotrop szerkezetliek. Avalos rendszerek ennél bonyolultabb osszeté
telUek, ezért azok jellemzésére sokkal alkalmasabb az alâbbi Hamilton operâtor [117]:

1i = -JL~aj - iiL~
(i,j)

(2.5)

Ez esetben a râcspontokban elhelyezkedo spinek n dimenzi6s normâlvektorok. A szuprave
zetOk kritikus viselkedését leiro XY modellt kapjuk n = 2-re, mig n = 3 esetén az izotrop
mâgneseket jellemzo klasszikus Heisenberg modellhez jutunk. Amennyiben n ---+ 00 az
egzaktul megoldhat6 szférikus modell adodik vissza [103]. Ugyanakkor n = 1-re az Ising
modell esetén a (2.1)-ben megfogalmazott Hamilton operâtor jelenik meg.

A (2.5)-tel jellemzett modellekben n > 2 esetén kétdimenzioban a Mermin-Wagner
elmélet értelmében [79] nem alakul ki hosszu tâvu rend véges homérsékleten. Ugyanakkor
az XY modell egy speciâlis, ugynevezett Kosterlitz-Thouless [68] fâzisâtalakulâssal bir,
mely sorân a korrelâcios függvény lecsengése megvâltozik.

2.2. Elméleti leîrâs

A tovâbbiakban âttekintjük a legfontosabb statisztikus fizikai fogalmakat, hogy ezâltal
részletesen megismerhessük a mâgneses rendszerekben megfigyelhetO kritikus jelenségeket.

Kanonikus leirâst hasznâlva egy N pontu râcs T homérséklettOl és H külso mâgneses
tértol függo âllapotosszege a kovetkezo:

ZN (T, H) = L exp(-;JE/J,
ft

(2.6)

ahol ;J = l/kT, k a Boltzmann-âllando. Az osszegzés az osszes lehetséges p, mikroâlla
potra torténik, spinrendszerek esetén ez az osszes lehetséges spin konfigurâciot jelenti. A
rendszerhez tartozo szabadenergia

F = -kTlnZN, (2.7)
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melyb61 minden termodinamikai mennyiség levezethetO [102]. îgy kapjuk meg a rendszer
teljes M mâgnesezettséget és XT szuszceptibilitâst egy âlland6 h6mérsékleten:

(2.8)

valamint az âlland6 mâgnesezettséghez tartoz6 teljes S entr6piât és C fajh6t:

(2.9)

(2.10)f(T, H) = -kT lim NI ln ZN
N-+oo

Ha a szabadenergiât a râcsok szâmâval normâljuk, akkor a szabadenergia suruségfügg
vényéhez jutunk:

Ebb61 a fenti definici6kat figyelembevéve meghatârozhatjuk az egy spinre es6 fizikai meny
nyiségeket.

Egy tetsz6leges X fizikai mennyisége âtlagât a kovetkez6képpen értelmezzük:

(2.11)

ahol XJ.t az adott J.L spinkonfigurâci6 esetén mért X mennyiséget jelenti.
Spinrendszerek esetén a spinek viselkedésére hasznâlt fontos mennyiség az osszekap

csolt korrelâci6s függvény. Ising modell tekintve jeloljük az ri-edik râcsponton elhelyez
ked6 spint cri-vel, mig az rredik râcsponton megtalâlhat6t crrvel. Ekkor a G(ri,rj)
osszekapcsolt korrelâci6s függvény a spinek kozotti f1.uktuâci6k korrelâci6jât méri. Abban
az esetben, ha a tâvolsâg novekedésével gyors lecsengést mutat, akkor a tâvolabbi spinek
korrelâlatlanok, a rendszerben rovid tâvu rend uralkodik. Ugyanakkor a lassu lecsengés
azt jelenti, hogy az egymâst61 tâvolabb elhelyezked spinek nagy mértékben korrelâltak.

(2.12)

Amennyiben a rendszer transzlâci6 invariâns, azaz (cri) = (crj) = (cr), és rotâci6 invariâns
az osszekapcsolt korrelâci6s függvény nem a két spin helyétOl, hanem a két spin r = Iri-rj 1

tâvolsâgât61 függ,
(2.13)

A kritikus pontt61 tâvolabb a spinek korrelâlatlannâ vâlnak és a függvény nullâba
tart, ha r -+ 00. Ekkor az a râcsâlland6nâl nagyobb tâvolsâgok esetén, ria» 1, G(r) a
kovetkez6 alakot olti:

G(r) rv r-T exp(-r/ç), (2.14)

ahol ç = ç(T, H) a korrelâci6s hossz, amely a korrelâlt, azonos irânyba mutat6 spinek âltal
létrehozott klaszterek âtlagos méretét jellemezi [117]. A T lecsengési exponens függhet
att61, hogy a h6mérséklet alacsonyabb vagy magasabb a kritikus h6mérsékletnél.
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2.1. tablazat. Az alapvetû kritikus exponensek

magnesezettség
szuszceptibilitas
fajho
korrelaci6s hossz
korrelaci6s függvény

m rv Itl ti , m rv Ihl 1/d

X rv Itl-I

C rv Itl-a

ç rv Itl-V, ç rv Ihl-Vh

G(r) rv r-(d-2+1))

Ezek utan hasonl6 m6don t5rténik tetszOleges modellben a 4>(1') rendparaméter suru
ségfüggvényéhez tartoz6 G (1'1, 1'2) 5sszekapcsolt korrelaci6s függvény definialasa:

(2.15)

A kritikus pontt61 val6 tavolsagot a skalamezokkel mérjük. Magneses rendszerek esetén
ez a t redukalt homérséklet és a h redukalt magneses tér. Az elso a belso energia, a masodik
pedig a rendparaméter konjugaltja. A k5vetkezoképpen definialjuk oket:

T-Tc
t= T '

c

H
h= kT'

c
(2.16)

ahol Tc a kritikus homérsékletet jel5li. Inhomogén esetben mas skalamezoket is be kell
vezetni, melyek az adott perturbaci6t61 függnek.

A kritikus pont k5rül a megfigyelt fizikai mennyiségek hatvanyfüggvényszeruen visel
kednek [65]. Ezen tulajdonsagokat leir6 exponenseket kritikus exponenseknek nevezzük.
Egy X(t) fizikai mennyiség kritikus exponense w, ha

W = lim InX(t)
HO ln Itl (2.17)

hatarértek létezik és véges. Ekkor X(t) kritikus viselkedését az X(t) rv Itl W kifejezéssel
jellemezhetjük, ami azonban ritkan teljesül. Helyette egy sokkal altalanosabb formulat
kell tekintenünk:

X(t) rv A Itl W (1 + B ItlE + ... ), (2.18)

ahol a korrekci6s tagok nem valtoztatjak meg a kritikus exponens értékét.
A kisérleti és az analitikus eredmények együttesen azt a feltevést tamasztjak ala, hogy

a kritikus homérséklet feletti és alatti exponensek értéke megegyezik. A (2.18) kifejezés
ben a két kül5nb5zo homérsékleti tartomanyban altalaban csak az együtthat6 térnek el
egymast61. Elég k5zel a kritikus ponthoz a sorfejtésben a legnagyobb tag dominaI, igy
log-log skalan abrazolva a mérési adatokat a kritikus exponens meghatarozhat6 anélkül,
hogy magat a fizikai mennyiséget leir6 függvény konkrét alakjat ismernénk.

A kül5nb5zo fizikai mennyiségek és a hozzajuk tartoz6 kritikus exponenseket a 2.1
tablazat foglalja 5ssze. A kritikus exponensek nem teljesen függetlenek egymast61, szamos
relaci6 van k5ztük, lasd 2.2 tablazat.
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2.2.1. Âtlagtér elmélet
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(2.19)

Fâzisâtalakulâsok kvalitativ megértésében egyik alapveta eszk6z az atlagtér elmélet. Ere
detileg az az elv huz6dik meg benne [33, 111], hogy a részecskék k6z6tti bonyolult k61
cs6nhatâsokat minden egyes részecske esetén egyetlen k61cs6nhatâssal helyettesitik, mely
a t6bbi részecske együttes hatâsât hivatott képviselni. Ezâltallényegesen leegyszerfis6dik
az adott probléma, és igy viszonylag kisebb erôfeszitések ârân nyerhetünk betekintést a
rendszer viselkedésébe.

Az âtlagtér elmélet nagy hiânyossâga is ugyanebbôl fakad, hiszen azâltal, hogy egy
effektiv teret hasznâl, elhanyagolja a rendszerben lévô fluktuâci6kat. Éppen ezért csak
magasabb dimenzi6kban, illetve olyan modellek esetén ad helyes becslést a rendszer vi
selkedésére, ahol a fluktuâci6k nem jelent6sek.

Landau elméletében a fâzisâtalakulâsok fenomenol6giai megk6zelitését a rendszer szim
metriâjâra alapozva javasolta [71, 70]. A szabadenergiât vizsgâlva feltételezte, hogy az
a lokâlis rendparaméter függvénye, F = F( c/J(1')). A kritikus pont k6zelében, egyensuly
esetén c/J(1') függhet a helyvektort61, 1'-t61, ha a rendszer inhomogén, példâul felület vagy
szennyezôdés jelenlétében. A szabadenergia ismeretében mâr meghatârozhat6ak a rend
szer termodinamikai tulajdonsâgai.

Miként a Hamilton operâtornak, a szabad energiânak is meg kell ôrizni a rendszer
szimmetriâjât. Landau F-et a lokâlis szabadenergia sfirfiségfüggvényének, f(c/J(1')-nek az
integrâljaként irta fel.

Homogén esetben a rendparaméter konstans, c/J = c/J(1'). Inhomogén esetben, az ebbôl
szârmaz6 energiavâltozâs miatt, az integrâl egy (Vc/J(1'))2 taggal is b6vül. Mâgneses rend
szerek esetén a rendparaméter az egy spinre esô mâgnesezettség, c/J(1') = m(1'), igy ilyen
rendszereknél a szabadenergia a k6vetkezôképpen néz ki:

F(m(1')) = J(~ (Vm (1'))2 + f (m (1')) - H (1') m (1')) d1',

ahol C egy pozitiv konstans, H(1') pedig a külsô mâgneses tér. A kritikus pont k6rnyékén
a mâgnesezettség kicsi, ezért f-et a rendparaméter szerint Taylor sorba fejthetjük.

Ferromâgneses modellek esetén a sorfejtésben nem jelenik meg a lineâris tag, ugyanis
H = %~, és a kritikus pont felett külsô tér hiânyâban a rendszer mâgnesezettsége el
tfinik. Mivel a Taylor sorban szerepl6 6sszes tagnak tükr6znie kell a rendszer Hamilton
operâtorânak szimmetriâjât, ezért Ising modell esetén a pâratlan kitev6jfi hatvânyok nem
jelenhetnek meg. Hiszen a rendszer Hamilton operâtora invariânsan viselkedik azzal szem
ben, ha a modell 6sszes spinjét egyszerre ellentettjére vâltoztatjuk. Ekkor a szabadenergia
surfiségfüggvénye:

A B
f(m(r)) = f(O) + 2m2(r) + 4m4(1') +... (2.20)

A kül6nb6zô együtthat6k függhetnek a h6mérséklettal és az adott problémâban szereplô
egyéb paraméterektôl.

Homogén esetben a negyedik hatvânyig kell figyelembe venni a sorfejtést. Ekkor
A = -at (a > 0, t = Tc - T) negativ, feltételezve T < Tc, és a kritikus pontt61 mért
tâvolsâgot hivatott kifejezni. A pozitiv együtthat6val, B > 0, rendelkez6 utols6 tag bizto
sitja a rendszer stabilitâsât a rendezett fâzisban. Az együtthat6k pontos ismerete nélkül
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is j61 leirhat6 a modell kritikus viselkedése. Ez j61 tükr6zodik a 6 fejezetben, ahol elo
sz6r az âtlagtér elméletet hasznâljuk két kü16nb6zo rendszer 6sszekapcsolâsakor keletkezo
hatârfelü1et kritikus viselkedésének analizâlâsâhoz.

2.2.2. Fluktuâci6k, hornogenitâs

A kritikus pont megk6zelftése fluktuâci6k megjelenésében nyilvânul meg, mely a rendszer
ben levo tipikus méretig, azaz a t, korrelâci6s hossz nagysâgâig terjednek. A fluktuâci6k
hierarchikusak, azaz fluktuâci6k vannak a fluktuâci6kon belü1, valamint 6nhasonl6ak. Az
6nhasonl6sâg azt jelenti, hogy a rendszer ugyanugy néz ki az a râcsâlland6ja és a t, kor
relâci6s hossz k6z6tt vâlasztott bârmely skâlân. Magâban a kritikus pontban t, divergâl,
ezért a rendszer invariânsan viselkedik a benne lévo skâla megvâltoztatâsâval szemben,
vagyis minden skâlân ugyanazt az arcât mutatja. Ez a tulajdonsâg jellemzi a fraktâlokat
is [74].

A mâsodrendu âtalakulâsi pont k6rnyékén a mâgnesezettség fluktuâci6i fraktâl struk
turât mutatnak. Egy d dimenzi6s rendszer esetén a korrelâci6s hossznâl kisebb sugaru R
g6mb6n belü1 a teljes mâgnesezettség R-rel az alâbbiak szerint vâltozik:

(2.21)

ahol Yh a mâgnesezettség fraktâl dimenzi6ja, Yh < d. A kritikus fluktuâci6k ugyanis a t,d
térfogaton belü1 szétromboljâk a rendszer extenzivitâsât.

Azon rendszer, amelynek L lineâris mérete nagyobb a korrelâci6s hossznâl, t,d térfogatu
részrendszerekre bonthat6. Az igy képzett blokkok mâr fraktâl strukturât mutatnak, azaz
mindegyik t,Yh mâgnesezettséggel bir. A kritikus pont felett a kü16nb6zo részrendszerek
korrelâlatlanok, melynek k6vetkezménye, hogy a rendszer teljes mâgnesezettsége eltUnik.
A kritikus pont alatt azonban a blokkok azonos irânyba mutatnak, a rendszerben megje
lenik egy spontân mâgnesezettség. A részrendszerek n szâmânak segitségével, n = Ld/t,d,
meghatârozhatjuk a teljes mâgnesezettséget

ahonnan a mâgnesezttség suruségére a k6vetkezo ad6dik:

m = M(L) = CYh-d
Ld <" •

(2.22)

(2.23)

A belsoenergia fluktuâci6i is teljesen hasonl6an viselkednek. Ezen fizikai mennyiség egy
szingulâris és egy regulâris részre bonthat6. A szingulâris rész a kritikus pont k6rnyékén
a t, korrelâci6s hossznâl kisebb R sugaru g6mb6n belül fraktâl strukturât mutat

Esing(R) cv RYt, (2.24)

(2.25)

ahol Yt a belsoenergia fraktâl dimenzi6ja. Az e16zoekhez anal6g m6don egy L lineâris
méretU rendszer belsoenergia suruségére a k6vetkezot kapjuk

. _ E sing (L) _ CYt-d
esmg - Ld - <" •
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Tekintsünk egy a râcsâlland6ju râcsot, ahoi a-t egységnyinek vâIasztjuk. Ekkor az
L hosszu rendszer mérete L = La. N6veIjük meg az a râcsâlland6t egy b > 1 tâgitâsi
faktorrai oly m6don, hogy a k6ztes râcspontokat eleminâIjuk. A miivelet végrehajtâsa
soran a rendszer hossza L' Iesz, L'a' = La. Ezek utân az uj a' = ab râcsâlland6t egységnek
valasztva a rendszer mérete a b-vei forditottan arânyosan cs6kken L' = L/b.

A kezdetben V térfogaton eIheIyezkedo F szabadenergia a transzformâci6 utân V' =
V/bd térfogathoz fog tartozni. A rendszer szabadenergia siiriisége emiatt a k6vetkezokép
pen vâItozik:

l' = F = bd
F

= bdf (2.26)
V' V

A fenti miivelet sorân tetsz61eges x hosszusâg b-vei arânyosan cs6kken, x' = x/b.
SpeciâIisan ez a korreIâci6s hosszr61 is elmondhat6, 1;,' = ç/b. Emiatt egy olyan rendszer,
amely nem a kritikus pontjâban volt, t =j:. 0, h =j:. 0, egyre jobban tâvolodni fog att61.

Magâban a kritikus pontban a korreIâci6s hossz végteIen, és ez nem is vâltozik meg a
transzformâci6 sorân, vagyis çinvariâns a skâIa megvâltoztatasâvai szemben. A korreIâci6s
hossz ezen tuIajdonsâgâb61 meghatârozhat6 a skâIamezok viselkedése, ugyanis

1;,' = ç(t') = ç(t)
b

ç' = ç(h') = ç~). (2.27)

A 2.1 tâbIâzat adatai szerint tudjuk, hogy ç f"V t-V illetve ç t'V h-Vh . Ezeket a (2.27)
egyenietbe behelyettesitve ad6dik, hogy

(2.28)

A kritikus pont k6rnyékén a szabadenergia siiriiségfüggvénye két részre bonthat6:

f(T, H) = freg(T, H) + fsing(T, H), (2.29)

ahoi az eiso tag reguIâris, mig a mâsodik szinguIâris. A reguIâris rész analitikus a mâ
sodrendii âtalakuIâs sorân, és hatâsa nem jeIent6s. A szinguIâris rész az, amely ekkor
meghatârozza a kül6nb6zo fizikai mennyiségek viselkedését. Figyelembe véve a (2.26)
egyenietet, valamint azt, hogy f~ing = fsing(t', h') és a skâIamezore fentebb kapott ered
ményt, a k6vetkezo ad6dik:

(2.30)

Azaz a miivelet sorân a szabadenergia siiriiségének szinguIâris része homogén függvényként
viselkedik. A megfeIe16 derivâItakb6I a kül6nb6zo termodinamikai mennyiségeket, mint a
skâIamezok homogén függvényét Iehet meghatârozni.

Ha a (2.30) egyenietet t szerint derivâIjuk, akkor a beiso energia siiriiségére a k6vetkezot
kapjuk:

esing(t, h) = b-d+l/Vesing(bl/Vt, b1/Vhh).

A h-t nullânak, b-t t-V -nek vâIasztva

(t h) - t vd- 1 (1 0) tv(d-Yt)esing, - esing, f"V ,

(2.31)

(2.32)
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2.2. tablazat. A kritikus exponensek kozotti skalatorvények

cr + 2;1 + 'Y = 2
'Y = ;1(0 - 1)
'Y = v(2 - Tl)
cr = 2 - vd

(Rushbrooke)
(Widom)
(Fisher)
(Josephson)

ahol az utoIs6 részben a (2.25) egyenletben kapott eredményt hasznaltuk. Mindezekb6I
az ad6dik, hogy

1
v= -

Yt
(2.33)

A szabadenergia sürüségének szingularis részét h szerint derivalva a magnesezettségre
az alabbi osszefüggést kapjuk:

m(t, h) = b-d+l/Vm(bl/Vt, b1/Vhh).

A t =°és a b = h-Vh
f'.J ç(h) valasztas esetén az ad6dik, hogy

m(O, h) = hVhd-1m(O, 1) f'.J hVh(d-Yh ),

ahol feIhasznaItuk a (2.23) egyenletet, és igy

1
Vh= -.

Yh

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Végülis minden kritikus exponens kifejezhetO a d dimenzi6, valamint Yt és Yh segitsé
gével.

d
cr = 2 --,

Yt

d- Yh
;1= ,

Yt
0- Yh

- d- Yh'
2Yh - d

1'=
Yt

Tl = d + 2 - 2Yh . (2.37)

A kritikus exponensek koz6tt szamos reIaci6 aH fent, melyek egy része a (2.37)-b6I kifejez
het6. Ezeket skâIat6rvényeknek nevezik. A Iegismertebb skaIat6rvényeket a 2.2 tablazat
ban foglaltuk 6ssze. Joshephson t6rvényében megjelenik a tér dimenzi6ja. Ezt a t6rvényt
hiper skalazasi t6rvénynek is nevezik, érvényessége azon dimenzi6kra terjed ki, ahol az
atlagtér eIméIet keretin beIül j6I leirhat6k a jelenségek, azaz a kritikus dimenzi6ban és a
felett.

2.2.3. Renormâlâsi csoport

A relativisztikus téreIméIetre aIapuI6 renormalasi csoport eIméIet [64, 113, 114, 73] a sta
tisztikus fizikaban szamos korabban feImerült kérdésre adott valaszt. T6bbek k6z6tt j6
magyarazatot szolgaltat arra, hogy a masodrendü ataIakuIasok kritikus pontja k6rnyékén
a kül6nb6z6 termodinamikai mennyiségek miért viselkednek homogén függvényként.
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Tekintsünk egy a paraméteru racson elhelyezkedo rendszert, melynek Hamilton ope
ratorat a k5vetkezo alakban irhatjuk:

(2.38)

ahol Ka-k a kezdo k5tések, Oa-k az ezekhez taroz6 konjugalt operatorok.
Ising modell esetén Ka-k a külso magneses teret, valamint a spinek k5z5tti kicserélôdési

energiat reprezentaljak. A hozzajuk tartoz6 konjugalt operatorok az elso esetben a 2.::i ai,

mig a masodikban 2.::(i,j) aWj'

Transzformaljuk at a rendszert egy uj a' = ab racsalland6ju hal6ra az elôzo fejezetben
leirtak alapjan. Ennek k5vetkeztében kiküsz5b5ljük az a'-ig terjedo fluktuaci6kat. A
leképezéssel szemben az alabbi elvarasokat tesszük [49].

A transzformaci6 hatasara a rendszerben lévo adott x hosszusag

1 X
X = b' b>l (2.39)

m6don valtozik, mik5zben cs5kken a rendszer szabadsagi fokainak szama

1 N
N = bd' (2.40)

ahol d az euklideszi dimenzi6t je151i. A renormalasi transzformaci6 soran a kezdeti és a
vég allapothoz tartoz6 allapot5sszeg valtozatlan marad:

(2.41)

A renormalasi csoport egy lépésének végrehajtasakor keletkezett uj rendszer 1{' Hamilton
operatoranak k5tései függnek az elôzo rendszer k5téseitOl:

(2.42)

Altalaban uj tagok jelennek meg, melyeket a kiindulasi rendszerben értelemszeruen nul
lanak valasztjuk, azaz {K~} és {Ka} azonos dimenzi6ju vektorok. Ha figyelembe vesszük
a (2.40)-t és a (2.41)-t, akkor azt kapjuk, hogy a szabadenergia surusége a renormalasi
transzformaci6 hatasara a (2.26) egyenlettel 5sszhangban a k5vetkezoképpen vâltozik:

f ({K~}) = bdf ({Ka} ). (2.43)

Amennyiben egy rendszer eredetileg nem a kritikus pontjaban volt, akkor a renorma
lasi eljaras folyaman tavolodni fog att61, hiszen mint minden hosszusag, a korrelaci6s hossz
is cs5kken egy lépés végrehajtasa soran. A kritikus pontjaban lévo rendszer viszont inva
riansan viselkedik a skala megvaltoztatasaval szemben. Ez megfelel annak, hogy a k5tések
altal meghatarozott térben a renormalasi transzformaci6nak van egy {K~} fixpontja:

(2.44)
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A renormalasi transzformaci6t egymas utan ismételve a k6tések terében kül6nb6z6
fixpontokhoz juthatunk. Ezek egy része trivialis, mely altalaban az adott probléma vala
mely paraméterének széls6értékeihez (példaul nulla vagy végtelen h6mérséklet) fuz6dik.
A nem trivialis fixpontok mas-mas univerzalis osztalyt jellemeznek.

A fixpont k6zelében a rendszer Hamilton operatorat az alabbi formaban irhatjuk le:

ahol
.6..Kœ = K œ - K~.

A renormalasi transzformaci6 végrehajtasa utan a k6vetkez6 ad6dik:

.6..K~ = K~ - K~.

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.49)

(2.48)

Amennyiben az eredeti és a renormalt rendszernek a fixpontt6l val6 tavolsaga kicsi, akkor
(2.46) és (2.47) 6sszekapcsolhat6k a renormalasi csoport transzformaci6janak linearizal
asaval.

.6..K~ = LTœfJ (b).6..KfJ
fJ

(OK')TœfJ(b) = oK
œ

fJ {K*}

Mivel két egymast k6veté5 b1 és b2 tagitasi faktorral rendelkez6 renormalas helyettesit
het6 egyetlen transzformaci6val Rb1 Rb2 = Rb1b2 , ezért a T matrix i-edik sajatvektorahoz
tartoz6 Ài sajatértéke, i = 1,2, ... , szükségképpen a k6vetkez6 m6don viselkedik:

amib6l az ad6dik, hogy
À·(b) - bYi

% - ,

(2.50)

(2.51)

ahol Yi mar függetlenek a b tagitasi faktor értékété5l. A (2.46) egyen16séget a T matrix
{e i } sajatvektoraival is kifejezhetjük:

(2.52)

ahol gi az i-edik skâlamez6t jel61i. Figyelembe véve (2.48)-t valamint a sajatértékekre a
(2.51)-ben megfogalmazott tulajdonsagot a renormalasi transzformaci6 utan a k6vetkez6
ad6dik:

(2.53)

Vagyis a fixpont k6rnyékén az e(i) iranyhoz tartoz6 gi skalamez6 az alabbi m6don valtozik
a leképezés hatasara:

g' = bYig.% %, (2.54)
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Yi az i-edik skalamez6 fraktal dimenzi6ja.
Ha Yi > 0, akkor t i n6vekeszik a renormalas hatasara, és a rendszer tavolodni fog a

fixpontt61. Ebben az esetben relevans skalamez6r6l beszélünk.
Ha Yi < 0, akkor a skalamez6 irrelevans. Az egymast k6vetO renormalasi transzforma

ci6k soran a rendszer a fixpont felé halad.
Amennyiben Yi = 0, a fixpont k6rnyékén a rendszer els6 megk6zelitésben nem valtozik,

a linearis tagokon kîvül mas tagokat is figyelembe kell venni. Ilyen esetben marginalis ska
lamez6r6l beszélünk, amelyet tovabbi vizsgalodasok alapjan marginalisan relevans, illetve
marginalisan irrelevans skalamez6re bonthatunk. Az ut6bbi esetben a rendszer viselkedé
sét a tiszta rendszer logaritmikus korrekci6kat tartalmaz6 exponensei hatarozzak meg.

A renormalasi transzformaci6 fixpontja k6rnyékén a szabadenergia szingularis részét a
gi skalamez6kkel is kifejezhetjük. Figyelembe véve a (2.43)-t, valamint a (2.54)-t az Ising

viselkedésére a renormalas hatasara a k6vetkez6 ad6dik:

(2.55)

(2.56)

Magneses rendszerek esetén mindig relevans skalamez6 a redukalt h6mérséklet és a
küls6 magneses tér, v6. (2.30). Ugyanakkor irrelevansak a tavolabbi szomszédok k6z6tti
k61cs6nhatasok. Azok a rendszerek, amelyek csupan irrelevans skalamez6kben kül6nb6z
nek egymast6l azonos fixponttal bîrnak, ezért a kritikus exponenseik értéke megegyezik,
vagyis ugyanazon univerzalis osztalyba tartoznak.

2.2.4. Konforrn invariancia

Tudjuk, hogy a kritikus pontjaban lév6 rendszer invariansan viselkedik a dilataci6val szem
ben (1' -+ 'l" = 'l'lb). Ezen tulajdonsag alapjaul szolgal a renormalasi csoport elméletének,
mely fontos allomas a kritikus jelenségek megértésében.

A konform elmélet a rendszer skalaval szembeni invarianciajanak âltalanosîtasa [54,
29], mely azon nyugszik, hogy a kritikus pontban a rendszer invariansan viselkedik a
konform transzformaci6kkal szemben. Meg kell azonban jegyeznünk, hogy egy rendszer
skalainvarianciajab6l nem minden esetben k6vetkezik, hogy konform invarianciaval is ren
delkezik [96].

Konform transzformaci6ban l' -+ 1"(1') a racs lokalis strukturaja nem valtozik meg,
mîg a hosszusag ujraskalaz6 faktora b(1') a hely sima függvénye. Geometriailag azon le
képezések tartoznak ide, ahol az l' és az 'l" altal meghatarozott cos(e) = l' ·r'l(r2r'2)1/2
sz6g valtozatlan marad. A konform transzformaci6k csoportot alkotnak. Abban az eset
ben, amikor d > 2 (d a rendszer euklideszi dimenzi6ja), ez a csoport véges dimenzi6s.
Rotaci6k, transzlaci6k, dilatâci6k, inverz6k és speciâlis transzformaci6k

1" l'

(r')2 = r2 + a

altal generâlt, mely ut6bbi egy inverzi6b6l, egy eltolâsb6l és egy ujabb inverzi6b6l tev6dik
6sszege.

Kétdimenzi6ban, d = 2, a konform csoport sokkal gazdagabb [14]. Izomorf a vég
telen dimenzi6s komplex analitikus függvények csoportjaval. Éppen ezért természetes a
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komplex koordinatak hasznalata. Ismert eredmény [29, 54], hogy egy Z -+ w(z) konform
leképezés esetén a cPi(Zi, Zi) operatorokhoz tartoz6 korrelaci6s függvény az alabbi m6don
transzformal6dik:

(q\, (z" i, )q\,(z" h) ... } = [If Iw'(z,) 1'" 1w' (2;) 1"']

X (cPl(W(Zl)' W(Zl))cP2(W(Z2)' W(Z2))"') (2.57)

ahol a hosszusag lokalis ujraskâlazasi faktora Iw'(z)I-t, tovabba Xi = .6..i + LS.. i a cPi(Zi, Zi)
operator skâlazasi dimenzi6ja.

Logaritmukus transzformâciô

Igen gyakran hasznalt konform leképezés kétdimenzi6ban a logaritmikus transzformaci6

. L
w(Z) = U+ w = -ln(z),

27f
(2.58)

mely a teljes komplex sikot egy L széles periodikus csikra képezi le, (u, v) E (-00; (0) x
[0; L]. Alkalmazva a (2.57)-ban ismertetett 6sszefüggést, a kétpont korrelaci6s függvény
az uj rendszerben

amely nagy tavolsagokban, lUI - u21 » L, exponencialis lecsengést mutat

(2.60)

Ebb61 k6vetkezik a ç korrelaci6s hossz és a csik L szélessége k6z6tt megfogalmazott egy
szeru 6sszefüggés [25]:

ç=~.
27fx<j;

Schwarz-Christoffel transzformâciô

(2.61)

Itt kell emlitést tennünk az 5. fejezetben hasznalt Schwarz-Christoffelleképezésr61. Ez a
komplex transzformaci6 a fels6 félsikot képezi le egy tetsz6leges poligon belsejébe. Mind
ezt olym6don teszi, hogy a vizszintes tengelyen elhelyezked6 pontok a poligon hatarara
kerülnek.

Az altalanos formulat61 eltekintve, csak azt az esetet targyaljuk, amikor a Z = x +
iy fels6 félsikot a 2.2 abran lathat6 m6don egy négyzetre képezzük le. Ez az alabbi
transzformaci6 végrehajtasaval val6sithat6 meg:

L
w(z) = 2K(k) F(z, k) , (2.62)
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2.2. âbra. A fels6 félsik konform leképezése egy négyzetbe. A hatârfeltételek (szabad,
r6gzitett) mind a két rendszerben megegyeznek.

ahol w(z) = u + iv és

F(z k) - r dt (2 ), - Jo J(1 - t2)(1 _ k2t2) .63

a k együtthat6ju els6rendü elliptikus integrâl, tovâbbâ K(k) = F(1, k) a k együtthat6ju
komplett els6rendü elliptikus integrâl, valamint sn a Jakobi-féle elliptikus szinusz függ
vény. A (2.62) konform leképezés az y = S'(z) ~ 0 félsikot a -L/2 ::; u ::; L/2, 0::; v ::; L
négyzetre képezi, amennyiben K(k)/Kh/1 - k2) = 1/2 teljesül [51].

2.3. Rendezetlen rendszerek

2.3.1. Rendezetlenség tfpusai

Fizikai rendszerek esetén rend alatt valamely szabâlyossâgot példâul kristâlyos szerkezetet,
atomi osszetev6k rendjét értjük. A rendezetlenséget a rend gyengülésével mérjük [119].
Mâgneses rendszerek estén a szerkezete adott. Klasszikus rendszereknél T = 0, fi = 0
feltételek mellett az energia minimum meghatârozza a mâgneses momentumok kapcso16
dâsât. Ett61 a rendtOl va16 eltérésnek alapjâban véve két forrâsa van, az egyik a termikus
fluktuâci6k, a mâsik a kvantum ingadozâsok.

Klasszikus spinrendszerek esetén a h6mérséklet okozta ingadozâsok mellett mâs ren
dezetlenséget is bevezethetünk [105]. Ennek az egyik legegyszerübb realizâci6i a higitott
modellek. Az Ising modellnek a (2.1)-ben szerep16 Hamilton operâtora ekkor a kovetkez6
alakot olti:

1-l = - L Ji,j(aiEi) (ajEj), (2.64)
(i,j)

ahol k6tési higitâs esetén minden Ei azonosan eggyel egyen16, mig p va16szinüséggel Ji,j = 0,
és I-p a va16szinüséggel annak, hogy Ji,j = J > O. Betoltési hfgitas esetén Ji,j és Ei szerepe
felcseré16dik, azaz Ji,j = J, és p va16szinüséggel Ei = 0, valamint 1 - p va16szinüséggel
Ei = 1.

Mindkét esetben a rendszer két relevâns vâltoz6ja a T h6mérséklet és a higitas p kon
centrâci6ja. A modell fâzisdiagramja ezen vâltoz6k függvényében a 2.3 âbrân lathat6. A
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T

o Pc 1 P

2.3. âbra. A higitott ferromâgneses modell fâzisfiagramja. F a ferromâgneses, mig P a
paramâgneses fâzist jeloli.

T = 0 esetben a perkolâci6 problémâja ad6dik vissza, azaz P értékét egyr61 csokkentve egy
bizonyos Pc koncentrâci6 esetén jelenik meg e16szor egy végtelen, osszekapcsolt spinekb6l
âll6 klaszter. Ez a szingulâris pont a folytonos fâzisâtalakulâsok geometriai anal6g6nja.

A Pc alatti koncentrâci6knâl kell6en alacsony h6mérsékleten a rendszerben hosszu tâvu
rend uralkodik, azaz itt ferromâgneses fâzis van. Mindazonâltal magasabb h6mérsékleten
ez a rend megszunik, és a rendszer paramâgnesként viselkedik. A két fâzist keresztezve
fâzisâtalakulâsnak lehetünk tanui, mely külonboz6 univerzâlis osztâlyokba tartozik, T = 0
a perkolâci6, a P = 0 a tiszta ferromâgneses rendszer osztâlyât szolgâltatja. A koztes
régi6ban 0 < P < Pc a kritikus exponensek konstansok. Amennyiben a higitâs irrelevâns
a tiszta rendszer kritikus pontja hatârozza meg az âtalakulâs voltât. Ellenkez6 esetben,
mint példâul a hâromdimenzi6s Ising modell, a fâzistérben uj fixpont jelenik meg, mely
az eddigiekt6l külonboz6 kritikus exponenseket eredményez.

A kotési higitâs tovâbb âltalânosithat6 a véletlen ferromâgneses modellre. Ekkor a
Ji,j :2:: 0 kotések független, azonos eloszlâsu, pozitiv vârhat6 értékkel rendelkez6 vélet
len vâltoz6k. A h6mérséklet mellett a rendszer mâsik relevâns paramétere az eloszlâs .6.
szélessége. Spinvâltoz6kat tartalmaz6 modellek esetében az is e16fordulhat, hogy megvâl
tozik a ferro- és a paramâgneses fâzis kozotti âtmenet [8], nevezetesen els6rendu âtalakulâs
relevâns higitâs esetén mâsodrenduvé vâlik.

A rendezetlenség azonban nem csak a kritikus pontban alakithatja ât lényegesen a
rendszer viselkedését. Griffiths kotési higitâssal rendelekz6 Ising modellt vizsgâlt abban
az esetben, amikor a (2.64) Hamilton operâtorban szerepl6 Ji,j kicseré16dési energia p
val6szinuséggel vette fel a J1 illetve 1 - p val6szinuséggel a J2 értéket, ahol J1 > J2 > O.
Azt tapasztalta, hogy néhâny fizikai mennyiség nemcsak a kritikus pontban, hanem a kri
tikus h6mérséklet korül egy kiterjedt tartomânyban is szingulâris. Ezt a Griffiths fâzist
azon ritka domének okozzâk, amelyek lokâlisan a kritikus pont tuloldalân lév6 fâzisban
vannak. A kizâr6lag rendezetlen rendszerekben megfigyelhetO Griffiths-McCoy szingu
laritâsok a klasszikus modellekkel szemben lényegesen nagyobb hangsullyal jelentkeznek
kvantummechanikai rendszerekben, ahol a dinamika és a sztatika osszekapcsol6dik.

A rendezetlenség egy mâsik fajtâjât a spinüvegek [47] szolgâltatjâk. A spinüveg ât
alakulâs sorân a relaxâci6s id6 jelent6sen megn6, mely igen nehézzé teszi laborat6riumi
keretek kozott az egyensulyi âllapot vizsgâlatât. Az Ising spinüvegek Hamilton operâtora
abban külonbozik a kotési higitâs (2.64) Hamilton operâtorât6l, hogy Ji,j kicseré16dési en-
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2.4. âbra. A hâromdimenzi6s Ising spinüveg fâzisdiagramja. A ferromâgneses (F) és az
antiferromâgneses (AF) k6z6tt jelenik meg a spinüveg fâzis (8), ahol a mâgnesezettség
mâsodik momentuma nem tünik el. P a paramâgnese fâzist je16li.

regiâk k6z6tt egyarânt megjelennek pozitiv és negativ értékek. Abban az esetben, amikor
p illetve 1 - p val6szinuséggel Ji,j = ±J, a modell fâzisdiagramja a 2.4 âbrân lâthat6.

A rendszer fâzisdiagramja gazdagabb a higitott modell fâzisdiagramjânâl. A paramâg
neses és a ferromâgneses fâzis mellett kell6en alacsony h6mérsékleten megjelenik a spin
üveg fâzis is. Itt a k6tések véletlenszeruségéb61, valamint az ebb61 ad6d6 frusztrâci6b61
k6vetkezik, hogy lokâlis ferromâgneses szigetek alakulnak ki. Mindemellett hosszu tâvu
rend nem jelenik meg. A rendszer teljes mâgnesezettsége ugyanugy zérus, mint a para
mâgneses fâzisban, azonban a rendparaméter mâsodik momentum nem tUnik el.

Emlitést kell tennünk a véletlen teru modellekr61 is. Ising rendszer esetén a k6vetkez6
Hamilton operâtort kell tekintenünk:

1-l = -J L O"Wj - L hiO"i,

(i,j)

(2.65)

ahol spinenként vâltoz6, küls6 mâgneses teret reprezentâl6 hi-k független, azonos eloszlâsu
véletlen vâltoz6k, zérus vârhat6 értékkel. A h6mérséklet mellett a küls6 tér h sz6râsa
a mâsik relevâns vâltoz6 a modellben. Amennyiben h alacsony, akkor a spinek T =
o esetén vâltozatlanul azonos irânyba âllnak. Mig er6s véletlen tér jelenlétében ezen
h6mérsékleti tartomânyban is megszunik a rend. A rendszer fâzisdiagramja hasonlit a
higitott modellnél lâtottakhoz (p-t h-re kell felcserélni), vagyis itt is paramâgneses és
ferromâgneses fâzis van jelen.

A rendezetlen rendszerek elméleti leirâsa sorân kül6n kezelend6ek azon rendszerek,
ahol a rendezetlenséghez tartoz6 relaxâci6s id6lényegesen nagyobb a termikus szabadsâgi
fokokhoz tartoz6 relaxâci6 id6h6z képest. Az ilyen rendszereket ugynevezett "befagyott"
rendezetlenségu modelleknek nevezzük. Bennük a kül6nb6z6 fizikai mennyiségek termikus
vârhat6 értéke függ a rendezetlenség konkrét realizâci6jât6l. Ilyen modellekben el6for
dulhat, hogy bizonyos mennyiségek nem 6nâtlagol6k, azaz az âtlagos és tipikus értékek
kül6nb6znek. Ezen mennyiségek jellemzésére a teljes eloszlâsuk ismerete szükséges.

2.3.2. Felületek viselkedése

Amikor elméleti uton k6zelitjük meg a fâzisâtalakulâsokat, e16sz6r mindig homogén mo
delleket tekintünk. Elhanyagoljuk a felületek jelenlétét, és csupân a t6mbi tulajdonsâgokra
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fogalmazunk meg allitasokat. Mindez els6 k6zelitésben jogos is, hiszen egy N részecskéb6l
a1l6 d dimenzi6s rendszer esetén a felületen elhelyezked6 részecskék relativ aranya N-l/d,
mely nagy N esetén igen kicsi.

Masodrendu fazisatalakulasok soran a korrelaci6s hossz végtelenbe tart, igy a felületek
hatasa a rendszer t6mbi tulajdonsagara sokkal jelentOsebb. A véges méretb6l ad6d6an
eltol6dhat a rendszer kritikus h6mérséklete. Magaban a kritikus pontban pedig uj, a
t6mbitOl kül6nb6z6, a felületet jellemz6 lokalis kritikus exponensek jelenhetnek meg.

A felületek jelenlétére a legegyszerubb példa a szabad hatarfelület, amelyet egy d di
menzi6s rendszerb6l azaltal kapunk meg, hogy egy d-1 dimenzi6s hipersikkal kettévagjuk.
E16sz6r a kétdimenzi6s Ising modell esetén vizsgaltak a szabad hatarfelületet [78, 17, 38].

A rendszer szabadenergiaja a szabad hatarfelület miatt egy uj taggal m6dosul [48, 24].
Landau-féle atlagtér megk6zelitésben ez a k6vetkez6t jelenti:

(2.66)

ahol m(r) a rendparaméter, mely a rendezett fazisban nem tlinik el. A jobb oldalon a1l6
els6 tag a rendszer V térfogatara vonatkoz6 integral, ez az Ising modell esetén megegyezik
a (2.19) és (2.20)-ben megfogalmazottakkal.

111
fb(m(r)) = fb(O) + 2C(Vm(r))2 + 2Am2(r) + 4,Bm4 (r) - H(r)m(r), (2.67)

ahol H a rendszer 6sszes spinjére hat6 küls6 magneses tér. A (2.66)-ben szerep16 masodik
integral, mely az S felületre vonatkozik, hatarozza meg a felület viselkedését. Az ehhez
kapcsol6d6 fs felületi szabadenergia suruség ismét a rendparaméter sorfejtésébOl ad6dik:

(2.68)

itt H s csak a felületen elhelyezked6 spinekre hat, igy ezekre együttesen a H + H s küls6
magneses tér fejti ki hatasat. A hosszusag dimenzi6ju A az extrapolaci6s hossz.

A rendparaméter egyensulyi értéke minimalizalja a (2.66)-ben leirt szabadenergia ér
tékét. Ez a felületre vonatkoz6an a k6vetkez6 Ginzburg-Landau egyenletet jelenti [17]:

m(r) H s
n.Vm(r)=~- Cs' (2.69)

ahol fi a felület normal egységvektor, mely a rendszer belseje felé mutat. Ebb6l a diffe
rencialegyenletb6l kiindulva lehet a Landau-féle atlagtér elmélet keretein belül a felületre
vonatkoz6 kül6nb6z6 kritikus exponenseket megkapni, tovabba a rendszer magnesezett
ségi profiljat meghatarozni, részletes lasd a 6.2.2 szakaszt.

Abban az esetben, amikor az Ising modellben a spinek k6z6tt mindenhol azonos er6s
ségu k6tések szerepelnek, a magnesezettség csak a felülettOl mért z tavolsagt6l függ,
m(r) = m(z). Ekkor a (2.69) egyenlet az alabbira egyszerus6dik:

om(z)
oz

m(z) H s

~-Cs·
(2.70)
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2.5. âbra. A A extrapolâei6s hossz külonbozo értékei mellett a félvégtelen rendszer felületi
fâzis âtalakulâsai [17].

Azt fe1tételezve, hogy nines jelen külso mâgneses tér, H = Hs = 0, az extrapolâei6s hossz
e16jelétol függoen külonbozoféle mâgnesezettségi profilokat kapunk. A felület fâzisdiag
ramjât a 2.5 âbrân tüntettük fel.

Pozitiv extrapolâei6s hossz esetén alaesony homérsékleten a felület kozelében a mâg
nesezettség mindaddig novekszik, mig el nem éri a tombi mâgnesezettség értékét. Ilyenkor
a felületnek a rendezetlen fâzisb61 a rendezett fâzisba val6 âtmenete ugyanazon Tc kriti
kus homérsékleten torténik, mint a rendszer belsejében, ezt rendes felületi âtalakulâsnak
nevezzük, ordinary transition.

Negativ extrapolâci6s hossz esetén magas h6mérsékleten mind a felület, mind a rend
szer belseje rendezetlen. A felülethez tartoz6 fâzisâtalakulâs, surface transition, a tombi
kritikus h6mérsékletnél magasabban megy végbe, Tcs > Tc. A Tcs és Tc kozotti h6mérsék
leti tartomânyon a felület mâr rendezett, ugyanakkor a felülettOl tâvol még nines rend.
Amikor a rendszer eléri a tOmbi kritikus h6mérsékletet, a belsejében megjelenik a rend, a
korrelâei6s hossz végtelenbe tart, mely a felületi mennyiségek viselkedésében szingularitâ
sokat eredményez, ezt rendkivüli felületi âtalakulâsnak nevezik, extraordinary transition.
A Tcs alatti h6mérsékleteken a magasabb felületi mâgnesezettségr61 indulva a mâgnese
zettség monoton esokken mindaddig, amig el nem éri a tOmbi mâgnesezettség értékét.

A fentebb emlitett hârom felülethez tartoz6 fâzisâtalakulâs mindazonâ1tal egyetlen
pontban talâlkozik. Itt az extrapolâei6s hossz végtelen, a felülethez tartoz6 mâgnese
zettség megegyezik a tombi mâgnesezettség értékével és a profilban mindenhol ez az érték
szerepel. A felület ugyanazon kritikus h6mérsékleten rendez6dik, mint a rendszer belseje,
ez a speciâlis felületi âtalakulâs, special transition.

A szabad hatârfelülettel rendelkez6 rendszer részletesebb fâzisdiagramja függ H és Hs

értékét61, azaz a küls6 mâgneses tért61 [82]. Mindemellett a felület okozta inhomogenitâs
lehet mâs geometriai jellegu, vagyis a felületet nem egy hipersik, hanem mâs gorbe hatâ
rozza meg [58]. Ugyanakkor a kotések er6ssége is külonboz6 m6don vâ1tozhat a felülettOl
tâvolodva, melynek hatâsa hasonl6 a korâbban vâzo1takhoz.
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2.3.3. Relevancia-irrelevencia kritériumok

A homogén rendszer viselkedése megvâltozik a perturbâci6k hatâsâra. Az ilyen rendsze
reket a renormâlâsi csoport keretein belül vizsgâlva megâllapfthatjuk, hogy ke1l6en er6s
rendezetlenség kovetkeztében a modell kritikus viselkedését uj fixpont hatârozza meg.
Ennek kovetkezménye, hogy a tiszta rendszerhez tartoz6 kritikus exponensek értékei meg
vâltoznak.

A tiszta rendszer fixpontjânak stabilitâsât e16szor Harris [53] vizsgâlta hfgftott mo
dellek esetén. Mindazonâltal maga az elv mâsodrendu âtalakulâssal rendelkez6 modellek
esetén a kotésekben meglév6 tetsz6leges rendezetlenségre âltalânosfthat6.

Annak a tartomânynak a nagysâga, ahol a spinek korrelâltak, d dimenzi6s modell
esetén megegyezik E,d_val. Ekkor egy .6. sz6râssal bfr6 rendezetlenség hatâsâra az âtlag
kotést61 val6 eltérés E,d/2.6.-val vâltozik. Ezért a kotések szâmâval normalizâlva ezt a
mennyiséget megkaphatjuk, hogy a lokâlis csatolâsi âlland6k milyen mértékben térftik el
ezt a tartomânyt az âtlag h6mérséklett61:

cd/2.6.
<5t(E,) rv 7 rv E,-d/2.6. rv t vd/2.6..

Ezt kell a kritkus pontt61 val6 tâvolsâggal osszevetni

ot rv tvd/2- 1 rv rO:/2
t '

(2.72)

ahol az utols6 âtalakftâs sorân a 2.2 tâblâzatban szerep16 Josephson tOrvényt hasznâl
tuk. A Harris kritérium értelmében a rendezetlenség relevâns, amennyiben a fajh6 kri
tikus exponense pozitfv. Ekkor a rendszer egy uj fixpont felé halad a paramétertérben.
Amennyiben a negatfv a rendezetlenség hatâsâra a kritikus viselkedés nem vâltozik meg, a
perturbâci6 irrelevâns. Mfg marginâlis esetben, a = 0, tovâbbi vizsgâl6dâsra van szükség.

A Harris kritérium mellett meg kell emlftenünk Imry és Ma eredményét is [61], mely vé
letlen tér okozta inhomogenitâsok hatâsânak vizsgâlatâra vonatkozik. Tekintsük az Ising
modellt alacsony h6mérsékleten. Feltételezzük azt, hogy rendelkezünk két, szomszédos, L
lineâris méretU, külonboz6 irânyba mutat6 spineket tartalmaz6 doménnel. Ekkor a rend
szer energia vesztesége a doménfalak hatârân lév6 kotésekb61 szârmazik és E jal rv 2JLd-l_
vel arânyos. Ugyanakkor a zér6 vârhat6 értékkel, h sz6râssal rendelkez6 véletlen térnek
egy domén méretein belüli fluktuâci6jâb61 szârmaz6 energia nyereség Erj rv hLd/2-vel
arânyos. Ezt a két mennyiséget osszevetve

E jal
rv {Ld/ 2- 1 (2.73)

Erj h

megâllapfthat6, hogy amennyiben L végtelenbe tart, kett6nél alacsonyabb dimenzi6 eset
én, zérus h6mérsékleten is megszunik a ferromâgneses alapâllapot.

Amennyiben a tiszta rendszer els6rendu fâzisâtalakulâssal bfr, a helyzet sokkal bonyo
lultabb. Ekkor nem létezik a fentiekhez hasonl6 relevancia kritérium. Bâr kétdimenzi6ban
megmutathat6 [2], hogy a rendezetlenséghez tartoz6 konjugâlt suruség a termodinamikai
paraméterek folytonos függvényévé vâlik. BetOltési hfgftâs esetén a konjugâlt suruség az
energia, mfg véletlen tér jelenlétében ez a mennyiség a mâgnesezettség.



3. fejezet

Monte Carlo m6dszer

3.1. Monte Carlo szimulâciô alapelvei

Statisztikus fizikai rendszerek esetén a Monte Carlo eljarasok szokâsos célja, hogy valamely
X fizikai mennyiség (X) varhato értékét szamoljak ki [18]. Ferromagneses rendszereknél
ez altalaban a rendparaméter, azaz az egy spinre es6 magnesezettség, tovabba a bels6
energia, valamint az ezekb6l szarmazo egyéb termodinamikai mennyiségek.

Az adott mennyiség varhato értékét a rendszer minden lehetséges j1, allapotara vett
atlagbol kapjuk meg a (2.11) formula felhasznalasaval. Ez azonban csak kisméretii rend
szerek esetén k6nnyen kivitelezhetO. Nagyobb rendszereknél az atlagolast csak a lehetsé
ges allapotok egy részére végezhetjük el, ami szükségképpen pontatlanna teszi a varhato
értéket.

A Monte Carlo szimulaciok véletlenszenlen valasztjak a lehetséges allapotok egy részét
az altalunk e16irt PM valoszinüségi eloszlassal. Abban az esetben, ha mintaul a j1,1, ..• , j1,M

allapotokat tekintettük a szimulacio soran, akkor az X mennyiségre a k6vetkez6 becslést
kapjuk:

,,\,M X -1 -fJEw
X _ L.d=l MiPMi e '

M-
"\'~ p-1e-fJEJ.'i
L...,~=1 Mi

(3.1)

(3.2)

Nyilvanvalo, ha n6veljük a mintaul vett allapotok M szamat, akkor igy egyre pontosabb
becslését kapjuk az (X) varhato értékének.

Mindazonaltal a PM va16szinüségi eloszlas meghatarozasa fontos kérdés, hiszen ez lé
nyegesen befolyasolja a (3.1)-ben szerep16 szumma értékét. Amennyiben PM minden j1,-re
azonos, akkor a fenti becslés a k6vetkez6kre redukalodik:

"\'~ X .e-fJEJ.'i
X - L...,~=1 M,

M-
,,\,M e-fJEw
L...,i=l '

Ez a valasztas altalaban nem tul hatékony. Példanak vegyük az Ising-modellt egy ha
romdimenzios racson, amelynek a mérete 10 x 10 x 10. îgy a rendszer 6sszes lehetséges
allapotainak a szama 21000

l'V 10300 , azaz ennyi az 6sszes lehetséges spin kiosztas az adott
racson. Ekkor egy gyors szamitogépen futatott, 108 darab allapotot mintaul vett numeri
kus szamolas néhany oraig tart. A szamunkra oly soknak tün6 mintak szama viszont csak

29



30 FEJEZET 3. MONTE CARLO MODSZER

azt jelenti, hogy minden 10298 âllapotot vennénk bele a mintâk sorozatâba. Ez aranyait
tekintve roppant kevés, és ha ezek az âllapotok nem a rendszerre tipikus âllapotai, akkor
a fenti beeslés igen gyenge k5zelitése az (X) vârhat6 értéknek.

A (3.2) képlet mégisj61 helyettesiti az eredeti (2.11) formulât, hiszen a (2.11) szumma
jaban esak nagyon kevés tag dominâl, az 5sszes t5bbi elhanyagolhat6 m6don jârul hozza a
vég5sszeghez. Ennek megértéséhez tekintsük az e16zo rendszert igen alaesony homérsék
leten. Nyilvânval6, hogy minél k5zelebb kerülünk a zérus homérséklethez, annâl nagyobb
szerepet tOIt be a Hamilton-operatorban a kieserélodési energia, igy majdnem minden spin
ugyanabba az irânyba fog mutatni. A vârhat6 értéket esak néhany szâz, vagy még ennél
is kevesebb tag hatârozza meg. Hiszen nines elég energia a rendszerben, hogy atmenjen
magasabb gerjesztett allapotokba. Ebbol az ad6dik, hogy esak az alapâllapotban, vagy a
legalaesonyabb gerjesztett âllapotok egyikében lehet.

Amennyiben tudjuk, hogy mely âllapotok hatârozzak meg a (2.11) szummâjât, és esak
ezekbol vâlasztjuk ki a mintâinkat, az 5sszes t5bbit figyelmen kivül hagyjuk, akkor a (X)
vârhat6értéknek egy igen j6 k5zelitését kapjuk. Pontosan ez huz6dik meg vezérelvként a
Monte Carlo eljârâsok m5g5tt. Magat azt a teehnikât, amikor a sok lehetséges âllapot
k5zül esak a leglényegesebbeket vâlasztjuk ki, fontossâgi mintavételezésnek (importance
sampling) nevezzük [83].

3.1.1. Fontossâgi mintavételezés

Az a tartomâny, amelyben egy âtlagos rendszer energiâja vâltozik, egyensuly esetén na
gyon kiesi a teljes energiajâhoz képest. Ugyanezt mondhatjuk el a rendszer mâs fizikai
mennyiségeirol. Ennek oka, hogy a rendszer a rendelkezésére a1l6 5sszes lehetséges allapo
tot nem egyen16 val6szimlséggel veszi fel, hanem az allapotok kivâlasztâsa a Boltzmann
eloszlâssal van 5sszhangban. Amennyiben ezt az effektust beépitjuk a szimulâei6nkba, ak
kor az energia és mâs fizikai mennyiségek egy szuk tartomânyban fognak vâltozni, ezâltal
pontosabba valik vârhat6 értékük meghatarozâsa.

Éppen ezért, amikor egy rendszerrol mintâkat veszünk valamely fizikai mennyiség var
hat6 értékének meghatarozâsâhoz, akkor a beesléshez mintâul vett M âllapotot pp, = e-;:Jk
val6szinuségekkel kell megvâlasztanunk. Ezt behelyettesitve a (3.1) képletbe a vârhat6 ér
tékre a k5vetkezo formula ad6dik:

(3.3)

Ezâltal a Boltzmann faktorok mind a szâmlâl6b61, mind a nevezobol eltunnek. Ennek
hatékonysâga kül5n5sen akkor tükr5zodik, ha a rendszer idejének nagy részében esak
kevés szamu allapotban lehet, minthogy ezek pontosan azok az âllapotok, amelyekbol a
legt5bbsz5r akarjuk a mintâkat vételezni.

Markov folyamatok

A legnehezebb része a Monte Carlo szimulâei6knak, hogy a Boltzmann eloszlâssal 5ssz
hangban véletlenszeruen vâlasszuk ki az âllapotok egy részét. Ha esak talâlomra tekinte-
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nénk egy p, aJlapotot, és azt e- f3E" arânyban vennénk be a mintâk sorozatâba, akkor nem
sokra mennénk, hiszen ez az arâny exponeneiâlisan kicsi.

Maga a Markov folyamat egy mechanizmus, amelyaz adott rendszert egy p, âllapotb61
véletlenszenlen âtviszi egy 1/ âllapotba. îgy az âllapotok egy sorozatât kapjuk, amelyben
nem feltétlenül kell mindig ugyanannak az âllapotnak szerepelnie.

Annak a val6szimlségét, hogy a rendszer p, âllapotban van és âtmegy 1/ âllapotba
P(p, --+ 1/) âtmeneti val6szimlségnek nevezzük. Egy folyamat akkor vâlik Markov fo
lyamattâ, ha eleget tesz a kovetekezo két feltételnek: egyrészt a P(p, --+ 1/) âtmeneti
val6szinuség nem függ az idot6l, mâsrészt nines hiszterézis, azaz annak a val6szinusége,
hogy a rendszer p, âllapotb61 âtmegy 1/ âllapotba nem függ att61, hogy korâbban milyen
âllapotokban volt.

Az âtmeneti val6szinuségeknek szükségszeruen ki kell elégiteniük a kovetkezo egyen16
séget:

L P(p, --+ 1/) = 1,
v

(3.4)

ahol az osszegzést az osszes lehetséges âllapotra végezzük. Meg kell jegyezni, hogyannak
a val6szinusége, hogy a rendszer ugyanabban az âllapotban maradt, mint amiben volt,
nem feltétlenül nulla.

Markov lâncnak nevezzük a Markov folyamat âltal generâlt âllapotok sorozatât, ha
a rendszer mâr elérte az egyensulyt. Azaz a Markov lâne a Markov folyamat azon ré
sze, ahol az âllapotok mâr Boltzmann eloszlâsuak. Magât a Markov folyamatot ugy kell
megvâlasztani, hogy a P,o kiindulâsi âllapott61 függetlenül elérje az egyensulyt, és ezutân
Boltzmann eloszlâsu âllapotokat generâljon. A Markov lâncba lévo âllapotok Boltzmann
eloszlâsât két feltétellel biztositjuk: az egyik az ergodicitâs, a mâsik a részletes egyensuly.

Ergodidtâs

Egy rendszer akkor ergodikus, ha bârmely p, kiindulâsi âllapotb61 tetszoleges 1/ végâl
lapotba e16bb vagy ut6bb eljut a Markov folyamat segitségével. Ez a kritérium esak
szükséges, de nem elegendo feltétele annak, hogy biztositsuk Markov folyamatunkban a
Boltzmann eloszlâst. A Boltzmann eloszlâsban ugyanis minden 1/ âllapot nullât61 külon
b6zo Pv val6szinuséggel szerepel.

Az ergodieitâs nem azt jelenti, ha a P(p, --+ v) âtmeneti val6szinuség nulla, akkor
p, âllapotb61 1/ âllapotba val6 âtmenet nem létezik. Val6s rendszereknél a legt6bb p,,1/
âllapotpârra a P(p, --+ 1/) = 0, mégis van az âllapotoknak egy olyan sorozata, amelyben
a kezdo âllapot a p" a végâllapot 1/, és k6zben a megfele16 âtmeneti val6szinuségek nem
nullâk.

Részletes egyensûly

A részletes egyensuly azt biztositja, hogy a rendszer egyensulyi âllapotânak elérése utân
a Monte Carlo szimulâci6k a Boltzmann eloszlâsnak megfele16en generâljâk az uj âllapo
tokat.
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Egy rendszer akkor van egyensulyban, ha minden allapotar61 elmondhat6, hogy ugy
anakkora aranyban kerm bele, mint amekkora aranyban elhagyja azt. Matematikailag ezt
a kôvetkezoképpen fogalmazhatjuk meg:

(3.5)
v v

Az atmeneti val6szinuségekre megfogalmazott (3.4) egyen16séget figyelembe véve a fenti
képlet a kôvetkezore egyszerusôdik:

(3.6)
v

Mindez azonban nem biztositja, hogy tetszoleges allapotb61 indulva elérjük az egyen
sulyt. Ezért a kôvetkezo feltételt kôveteljük meg a Markov folyamatunkkal szemben:

(3.7)

(3.8)

és ezt nevezzük részletes egyensulynak, detailed balance. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy
a rendszer atlagosan olyan surun kerm ft allapotb61 a v allapotba, mint amilyen gyakran
a v-bol atmegy a ft-be. Val6s rendszerek mindig eleget tesznek a részletes egyensuly
feltételének. Nyilvanval6, ha atmeneti val6szinuségek tetszoleges sorozata kielégiti a (3.7)
egyenletet, akkor eleget tesz az egyensulyt kifejezo (3.6) egyenletnek is.

Mivel a Markov folyamatunkban megkôveteljuk, hogy az allapotok Pp, val6szinuségi
eloszlasa kielégitse a részletes egyensuly feltételét, tovabba azt szeretnénk, hogy egyen
suly elérése utan ez az eloszlas a Boltzmann eloszlassal legyen ôsszhangban, igy a (3.7)
egyenletet atrendezve az atmeneti va16szinuségekre a kôvetkezo ad6dik:

P(ft --+ v) = Pv = e-/3(Ev -EJl-)

P(v --+ ft) Pp, .

A fenti formula, valamint a Markov folyamatokkal szemben tamasztott (3.4) egyenle
tünk korlatozzak valamilyen mértékben az atmeneti val6szinuségeket. Ha kielégitjük ezen
feltételeket, és a rendszerünk ergodikus, akkor Markov folyamatunk egyensulyi eloszlasa
mar biztosan Boltzmann eloszlasu lesz.

3.1.2. Elfogadâsi arâny

Az altalunk vizsgalt probléma minnél hatékonyabb megoldasa végett az atmeneti val6szi
nuségeket tovabbi tényezok szorzatara szokas bontani.

P(v --+ ft) = g(v --+ ft)A(v --+ ft) (3.9)

A g(v --+ ft) tényezot kivalasztasi val6szinuségnek nevezzük, és azt mutatja meg, ha a
rendszer a ft allapotban van, akkor mennyi annak a val6szinusége, hogy az algoritmusunk
a v allapotot fogja generalni. Az A(ft --+ v) tényezo az elfogadasi arany. Azt demonstralja,
hogy ha a ft allapotb61 indulva a v allapotot allltottuk elo, akkor mekkora aranyban
fogadjuk azt el kôvetkezo allapotnak.
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A részletes egyensuly feltételének âtalakftâsâval kapott (3.8) egyenlet a kivâlasztâsi
val6szfmlség és az elfogadâsi arâny segftségével a k6vetkezoképpen néz ki:

P(v ---+ j.1) = g(v ---+ j.1)A(v ---+ j.1) = e-fJ(Ev-EI")

P(j.1 ---+ v) g(j.1---+ v)A(j.1---+ v)
(3.10)

A fenti formulâban vagy a kivâlasztâsi val6szfmlségek vagy az elfogadâsi val6szfmlségek
arânyait szabadon vâlaszthatjuk nulla és végtelen k6z6tt, a mâsikat csak hozzâ kell igazf
tani.

Ha az elfogadâsi arâny nagyon alacsony, akkor a szimulâci6nk sorân a rendszer nagyon
sok ideig van ugyanabban az âllapotban. Ez hatalmas idoveszteséget okozhat, sot az is
elofordulhat, hogy mintavételezés sorân a rendszer nem kerül ki egy adott âllapotb6l.
Ezâltal csak arr61 veszünk mintât, holott mi pont azt szeretnénk, ha az algoritmusunk
gyorsan végigmenne az âllapottéren, és minél t6bb, kül6nb6zo âllapotot vehetnénk be a
kivânt fizikai mennyiség vârhat6 értékének becslésébe.

A fenti problémât elkerülhetjük, ha az elfogadâsi arânyokat minél k6zelebb vâlasztjuk
egyhez. A legegyszerubb m6dszer erre, ha csak az ~~~=:~l arânyt r6gzftjük bârmely két
âllapot k6z6tti âtmenet esetén. Ezek utân a szâmlâl6t és a nevezot is ugyanazzal a
szâmmal megszorozva elegendoen nagy val6szfnuségi értékeket kaphatunk. Âltalâban a
nagyobb elfogadâsi val6szfnuséget egynek vâlasztjâk, a mâsikat pedig ehhez igazftjk. îgy
tovâbbra is teljesülnek az elOfrt feltételek, és maga a szimulâci6 is elég hatékonnyâ vâlik.

3.2. Algoritmusok

Mielott hozzâkezdenénk a kül6nb6zo algoritmusok részletes târgyalâsâhoz, a Monte Carlo
eljârâs sorân végrehajtott mérés egyéb feltételeirol kell beszélnünk. LegelOsz6r definiâlni
kell azt az N méretU râcsot, amelynek minden egyes pontjât egy spin foglalja el. Ezt a
programozâs folyamân egy t6mbbel lehet megval6sftani. Ising modell esetén a t6mb6t
két fajta egész szâmmal t6ltjük fel, mely azt jelképezi, hogy az adott spin melyik irânyba
mutat.

Mivel N szükségképpen véges, ezért nekünk kell meghatârozni, hogy mi t6rténjen a
hatârokon. Amennyiben minden egyes hatâron elhelyezkedo spin a râcson vele szem
ben lév6 spinnel is k6lcs6nhatâsban van, akkor peri6dikus hatârfeltéteirol beszélünk. Ez
azt biztosftja, hogy geometriailag nincsenek kitüntetett spinek, mindegyiknek ugyanannyi
szomszédja van. Ezâltal a rendszer teljesen transzlâci6 invariâns. Ha a széleken elhelyez
kedo spineket nem kapcsoljuk 6ssze, akkor szabad hatârfeltételr61 beszélünk.

Fontos dolog a spinek kezdeti értékének megadâsa. Bâr tudjuk, hogy minden egyes
kezdo âllapotb61 elobb vagy ut6bb eljutunk az egyensulyi âllapotba. A ferromâgneses
Ising-modell esetén alacsony homérsékleten érdemesebb az egyik alapâllapotb61 indfta
nunk a szimulâci6t. Ugyanakkor magasabb homérsékleten végrehajtott vizsgâlatok sorân
hatékonyabb a rendszert ugy inicializâlni, hogy a spinek véletlenszeruen mutatnak vala
melyik irânyba.

Ebben a részben elsosorban az Ising modellre fogalmazzuk meg âllftâsainkat, de meg
kell jegyeznünk, hogy az itt lefrtak âtvihetOk mâs spin rendszerekre is [11].
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Termikus egyensuly esetén a rendszer energiâja egy szuk sâvban ingadozik, azaz az
egymâst k6vet6 âllapotok energetikailag alig kü16nb6znek egymâst61. Az Ising modell
esetén ennek a legegyszerubb m6dja, ha az ujonnan kivâlasztott âllapot csak egy meg
forditott spinben kül6nb6zik a régitOl. Azokat az algoritmusokat, amelyek ezen az elven
muk6dnek, mint példâul a Metropolis algoritmus [80], egyszeru spin flip algoritmusoknak
nevezzük.

A fâzisâtalakulâs k6zelében a rendszerben a korrelâci6s hossz végtelenné vâlik, hatal
mas klaszterek alakulnak ki. Ha ezen a h6mérsékleti tartomânyon egy spint szeretnénk
âtforditani, akkor azt tapasztaljuk, hogy az t6bbnyire egy klaszteren belü1 helyezkedik el,
ezért a Metropolis algoritmusban az elfogadâsi arâny roppant kicsivé vâlik amiatt, hogy az
adott spin minden szomszédja vele megegyez6 irânyba mutat. Annak sokkal nagyobb az
esélye, hogy egy kalszter hatârân elhelyezked6 spint forditunk ât, hiszen ez kisebb energia
ugrâst okoz a rendszerben.

Egy egyszeru spin-flip algoritmus esetén az el6bb vâzolt okok miatt egy teljes klaszter
âtforditâsa rengeteg id6t vesz igénybe. Ebb61 ad6dik a kritikus jelenségek Monte Carlo
m6dszerrel t6rtén6 vizsgâlata sorân tapasztalt kritikus lelassulâs. Ahogy a kritikus pont
hoz k6zeledünk, a ç végtelenbe tartâsa miatt egyre t6bb spint kell âtforgatnunk, hogy
független mintâkat kapjunk. Az ezt jellemz6 T korrelâci6s id6 a k6vetkez6képpen divergâl

(3.11)

ahol a z dinamikai exponens értéke függ az adott algoritmust61, lâsd 3.1 tâblâzat. Mivel
egy szimulâci6 sorân mindig véges rendszereket vizsgâlhatunk, ezért ç a rendszer L lineâris
méretével arânyos. Vagyis a rendszer méretének n6velésével megn6 az a T id6intervallum,
amelyen belü1 a Markov-Iâncban lev6 mintâk korrelâltak.

A kritikus lelassulâs okozta problémât a klaszter algoritmusok, mint példâul a Swend
sen-Wang [106], a Wolff algoritmus [115] megjelenés tompitotta. Ezek sorân a kritikus
pont k6rnyékén kialakult klaszterek egy részét nem spinenként, hanem egyszerre forditjâk
ât.

dimenzi6 Metropolis Wolff Swendsen-Wang
2 2.167 ± 0.001 0.25 ± 0.01 0.25 ± 0.01
3 2.02 ± 0.02 0.33 ± 0.01 0.54 ± 0.02
4 - 0.25 ± 0.01 0.86 ± 0.02

3.1. tâblâzat. Monte Carlo algoritmusok dinamikai exponensei kü16nb6z6 dimenzi6kban

3.2.1. Metropolis algoritmus

Az egyik legismertebb és legt6bb terü1eten hasznâlt Monte Carlo szimulâci6 a Metropolis
algoruitmus [80]. Folyadékok modellezésére hasznâltâk e16sz6r, de spinrâcsok, polimerek,
rendezetlen rendszerek statisztikus fizikai tulajdonsâgainak meghatârozâsâra is alkalmas
nak bizonyult.
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A Metropolis algoritmus esetén egymâs utân fordithatjuk ât a spineket. A g(1l ---+
v) kivâlasztâsi val6szinuségeket azonos nagysâgunak vâlasztjuk, ha a két âllapot csak
egy spin elforgatâsâban külonbozik egymâst61, ellenkezo esetben értékük zérus. Ha a
modellünket egy N pontb61 â1l6 râcson értelmezzük, akkor egy Il allpotb61 indulva egy
spin âtforgatâsâval csak N külonbozo âllapotba juthatunk. îgy a nullât61 külonbozo
kivâlasztâsi val6szinuségek szâma N, értékük:

1
g(1l ---+ v) = N'

Ezen vâlasztâs esetén a (3.10) valamelyest egyszerusodik is.

P(v ---+ Il) = g(v ---+ Il)A(v ---+ Il) = A(v ---+ Il) = e-f3(Ev -EJL)

P (Il ---+ v) g(Il ---+ v)A(Il ---+ v) A(Il ---+ v)

(3.12)

(3.13)

Ahogy korâbban emlitettük az elfogadâsi val6szinuségek leghatékonyabb megvâlasz
tasa, ha a két elfogadâsi arâny kozül a nagyobbat egynek vâlasztjuk, a kisebbet pedig
ehhez igazitjuk ugy, hogy arânyuk kielégitse a részletes egyensuly feltételét. Az elfogadâsi
arâny Metropolis algoritmus esetén a kovetkezoképpen néz ki:

_ {e- f3(Ev- EJL ) ha Ev - Ef-t > 0
A(Il---+ v) - 1 k··l·· bu on en

(3.14)

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy minden olyan atmenetet elfogadunk, amely a rend
szer energiajât csokkenti. Ellenkezo esetben az elfogadâs val6szinusége megegyezik a fen
tebb megemlitett értékkel. Ezek utân a Metropolis algoritmussal megval6sitott Markov
folyamat a kovetkezo lépések ismétlésébol tevodik ossze.

1. Kivâlasztunk egy spint. Kiszâmoljuk, hogy az adott spin âtforditâsa esetén mennyi
vel vâltozna meg a rendszer energiâja, legyen ez !:lE. Ezek utân meghatârozzuk a
kovetkezo értéket: r = C f3 t:..E

2. Generâlunk egy z véletlen szâmot, és ezt osszehasonlitjuk r-rel.

3. Ha r > z, akkor az adott spint âtforditjuk.

4. A rendszernek az igy kapott uj âllapotât alapul véve kiszâmoljuk a kivânt termodi
namikai mennyiséget, és feljegyezzük annak értékét.

A spin kivâlasztâsa torténhet akâr véletlenszeruen akar egy €lore meghatârozott szisz
téma alapjân. Meg kelljegyeznünk, hogy az energiakülonbség kiszâmolâsânâl nem célszeru
minden egyes lépésben külon-külon kiszâmolni a rendszer energiâjât. Hiszen a kezdeti és a
végâllapot csak egy âtforgatott spinben külonbozik egymâst61. îgy elegendo azt vizsgâlni,
hogy az egyes spinek milyen szomszédokkal rendelkeznek. Ugyanis a Hamilton operâtor
ban a ko1csonhatâsi energia csak a legkozelebbi szomszédokra vonatkozik, emiatt a vizsgâlt
spintûl tâvol levo spinek âltal behozott tagok mind a kezdeti, mind a végâllapotban azo
nosak, ezért az energiakülonbség meghatârozâsânâl kiesnek. Metropolis algoritmus esetén
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3.1. abra. Egy klaszter atfordftasa a kétdimenzi6s Ising modellben. Az üres karikak a
felfelé, a teli karikâk a lefelé mutat6 spineket szimbolizaljak [83].

egy Monte Carlo lépésnek azt az esetet tekintjük, amikor az 6sszes spinnek adtunk esélyt
az atfordulasra.

A rendszer temodinamikai egyensulyanak elérése utan érdemes csak mintakat venni.
Azonban itt is figyelni kell arra, hogy ezek az allapotok függetlenek legyenek egymast6l. A
Markov lancunkb61 kivett mintak atlagab61 kapjuk meg a kivant fizikai mennyiség varhat6
értékét.

3.2.2. Wolff algoritmus

A Wolff [115] algoritmus egy klaszeter algoritmus, mely egy Monte Carlo lépés keretein
belül egy klaszterbe tartoz6 spineket fordft at. Ezaltal cs6kken az egyszeru spin-flip
algoritmusok esetén a kritikus pontban tapasztalt kritikus lelassulas.

A rendszer egy adott allapotan belül viszonylag k6nnyen talalhatunk klasztereket.
Hiszen kivalasztunk egy kezdo spint, megnézzük a szomszédjat, ha az vele azonos iranyba
mutat, akkor ugyanazon klaszteren belül helyezkednek el. Majd megvizsgaljuk annak a
spinnek a szomszédjat, és igy tovabb. Le kell sz6geznünk, hogy a Wolff algoritmus nem
akarjuk az 6sszes, a kezdo spinnel azonos iranyba mutat6 spint atforditani. Azt szeretnénk,
hogy az atfordftand6 klaszterek mérete a homérséklet cs6kkenésével n6vekedne, mivel ez
van 6sszhangban az Ising modellel.

Tekintsük a rendszer két allapotat p,-t és v-t, melyek csak egy azonos iranyba mu
tat6 spinekbol a1l6 klaszter atforditasaban kül6nb6zzenek egymast61, (3.1 abra). Mindkét
allapotban elofordulhat, hogy néhany spin a klaszter külso hataran a klaszter spinjeivel
azonos iranyba mutat. Ha atforditjuk a klasztert, akkor ezen spinek és a klaszter spin
jei k6z6tti k6tések megszunnek. Nyilvanval6, hogy a klaszter hatarain lévo k6tések vagy
p,-bol v-be val6 atmenetkor, vagy a klaszter visszaforditasa esetén szunnek meg.

Tegyük fel, hogy p,-bol v-be val6 atmenetkor a klaszter atfordftasaval m k6tés bomlik
fel. Ez azt jelenti, hogy a klaszter kivalasztasa soran m darab olyan spint nem vettünk
hozza a klaszterhez, amelyek a klaszter spinjeivel azonos iranyuak. Annak a val6szinusége,
hogy egy spint nem adunk hozza az atforditand6 klaszterhez, éppen 1 - Paddo Vagyis a
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(3.15)

g(/J ----+ v) kivâlasztâsi val6szfnuség arânyos (1 - Padd)m-mel. Tegyük fel, hogy a klaszter
visszafordftâsâval n darab kôtés szunik meg. A fentebb elmondott érvek értemében ekkor
a g(v ----+ /J) kivâlasztâsi val6szinuség (1 - Padd)n-nel arânyos. Ezek alapjân a részletes
egyensulyra megfogalmazott (3.10) egyenlet a kôvetkez6képpen néz ki:

g(/J----+ v)A(/J ----t v) _ (1 _ P )m-nA(/J----+ v) _ -fJ(Ev-EI')---:----'--'-----------,-- - add - e ,
g(v ----+ /J)A(v ----t /J) A(v ----+ /J)

ahol A(/J ----+ v) és A(v ----+ /J) a két âtfordftâs elfogadâsi val6szimlsége. A két âIlapot
k6z6tti energiakül6nbség szintén csak a klaszter hatârân lév6 spinektOl függ. Azok a
k6tések, amik a /J-b61 v-be val6 âtmenetkor szunnek meg +2J, amelyek ekkor keletkeznek
-2J energiavâltozâst okoznak:

Ezt figyelembe véve, és az el6z6 formulât âtrendezve a k6vetkez6 feltétel ad6dik:

A(/J ----+ v) = [ 2fJJ(1 _ P )Jn-m
A(v ----+ Jt) e add·

Ha most Padd hozzâadâsi val6szinuséget a k6vetkez6képpen vâlasztjuk:

Padd = 1 - e-2fJJ ,

(3.16)

(3.17)

(3.18)

akkor az e16z6 egyenlet jobb oldala mindig 1, függeltlenül a /J, v âllapotokt61, a h6mér
séklett61, vagy bârmi mâst61. îgy vâlaszthatjuk mindkét irânyu âtmenetre az elfogadâsi
val6szinuseget egynek, amely azt jeleni, hogy minden lépést elfogadunk. Az Ising modeIlre
alkalmazott Wolff-algoritmus a k6vetkez6 lépések ismétléséb61 âIl:

1. Vâlasszunk ki a râcson egy kezdeti spint.

2. Vizsgâljuk meg sorra ennek a spinnek a szomszédjait. Ha ugyanabba az irânyba
mutatnak, akkor Padd = 1 - e-2fJJ val6szinuséggel adjuk 6ket a klaszterhez.

3. Vizsgâljuk meg az el6zé5lépésben a klaszterhez adott spinek szomszédjait, ha ugyan
abba az irânyba mutatnak, akkor ugyanazzal a Padd val6szinuséggel adjuk 6ket a
klaszterhez. Ezt a lépést addig ismétejuk, amig nem marad olyan spin a klaszter
ben, amelynek a szomszédjait nem vizsgâltuk meg.

4. Forditsuk ât a klaszteren belül kivâlasztott spineket.

Érdemes észrevennünk, hogy Padd n6vekszik a h6mérsékelet cs6kkenésével. îgy a Wolff
algoritmussal magas h6mérsekleten a kivâlasztott klaszterek csak egy-két spinb61 âIlnak.
Alacsony h6mérsékleten, mivel a rendszerben a spinek t6bbnyire azonos irânyba mutat
nak, és a hozzâadâsi val6szfnuség viszonylag magas, ezért egy lépésen belül majdnem
minden spin âtfordul. Ezekben az esetekben a t6bbi algoritmussal hasonl6 hatékonysâgu.
Az igazi jelentOsége viszont a kritikus pont k6rül mutatkozik, amikor sokkal gyorsabb az
egyszeru spin flip algoritmusoknâl. Wolff algoritmus esetén egy Monte Carlo lépés alatt
egyetlen klaszter âtforditâsât értjük.



38 FEJEZET 3. MONTE CARLO MODSZER

3.2. âbra. A teljes spinmez6n klaszterek kialakitâsa [11].

3.2.3. Swendsen-Wang algoritmus

A Metropolis és a Wolff algoritmusok utân talân a legjelent6sebb a Swendsen és Wang
[106] âltal1987-ben megalkotott algoritmus. Ez is egy klaszter algoritmus, mely hamarabb
jelent meg mint a Wolff algoritmus. Val6jâban Wolff az algoritmusâban szerepl6 5tletet
innen meritette.

A Swendsen-Wang algoritmus sorân âltalâban t5bb klasztert forditunk ât egyidejuleg.
Egy adott spinkonfigurâci6b61 kiindulva el6sz5r az azonos irânyba mutat6, szomszédos
spinek k5z5tt alakftunk ki kapcsolatokat. Ez teljesen hasonl6 a m6don muk5dik, mint
ahogy a Wolff algoritmus esetén egy klasztert kialakftâsât elvégeztük. Azaz itt is ugyan
azzal a Padd = 1 - c 2f3J hozzâadâsi val6szfnuséggel teremtünk kapcsolatot a szomszédos,
azonos irânyba â1l6 spinek k5z5tt. Az egész a perkolâci6hoz hasonlft. Miutân a teljes
spinmez6t ilym6don felosztottuk, végigmegyünk az 5sszes kialakitott klaszteren és ~ va
16szfnuséggel âtfordftjuk 6ket. Swendsen-Wang algoritmusnâl egy Monte carlo lépésnek
tekintjük, ha minden klaszternek adtunk esélyt az âtfordulâsra.

A Wolff algoritmus sorân mindig teljesül a rész1etes egyensuly feltétele, hiszen ahhoz
igazftottuk az elfogadâsi arânyt és a Padd hozzâadâsi val6szfnuséget. Ugyanez mondhat6
el a Swendsen-Wang algoritmusr61 is, ugyanis azâltal, hogy minden klasztert ~ arânyba
fordftunk ât, a (3.17) egyenlet bal oldalân tovâbbra is egy szerepel. Az ergodicitâs is
megval6sul mindkét algoritmus esetén, mert minden lépésen belül van annak esélye, hogy
egy spint hozzâvegyünk egy adott klaszterhez, majd âtforditsuk. îgy alkalmas soroza
tot vâlasztva, véges lépésen belül eljuthatunk bârmely âllapotb61 egy tetsz6leges mâsik
âllapotba.

A két algoritmus k5z5tt a nagy kül5nbséget a dinamikai exponens jelenti, mely alapjân
magasabb dimenzi6kban a Wolff algoritmus hasznâlata preferâlt. Mindazonâltal meg kell
jegyeznünk, hogy kétdimenzi6ban bârmely jellegü küls6 tér esetén a Sewndsen-Wang al
goritmus hatékonyabb. Ekkor a kül6 mâgneses térrel val6 k5lcs5nhatâsb61 szârmaz6 !::lEk

energiavâltozâst mindkét met6dusnâl az elfogadâsi arânyokba lehet beépfteni a Metropo-
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lis algoritmusnâl lâtottak szerint. Mivel itt egy exponenciâlis tag szerepel, ezért nagyon
lecs6kken annak az esélye, hogy egy klasztert âtfordftsunk. Emiatt a Wolff algoritmus
t6bb lépésen keresztü1 lehet ugyanabban az âllapotban. Ugyanakkor a Swendsen-Wang
algoritmussal egy lépés keretein belü1 egyszerre t6bb klaszter is atfordulhat, ami âltal
megn6 a val6szfnîisége, hogy uj spinkonfigurâci6 alakul ki.
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4. fejezet

Ising modell véletlen felületi tér
jelenlétében

4.1. Bevezetés

A véletlen felületi tér okozta inhomogenitas relevanciajat a 2.3.3 részben leirt Harris kri
térium [53] segitségévellehet elemezni. A d-1 dimenzi6s hipersikon jelenlévo perturbaci6
irrelevans voltat ez esetben a tiszta rendszerhez tartoz6 rendparaméter korrelaci6s függ
vényének a felülettel parhuzamos 7]11 kritikus exponensével lehet kifejezni [37]. A véletlen
tér irrelevans amennyiben

7]11 ~ 1. (4.1)

Szamos esetben, mint példaul a kétdimenzi6s Ising modell, ahol 7] = 1/4, a rendszer
belsejében elhelyezkedo véletlen tér relevans perturbaci6t okoz. Ennek k6vetkeztében ûj
fixpont jelenik meg, amely a rendszer kritikus viselkedését kontrollalja. Az varhat6, hogy
ez az ûj fixpont felületi jellegu, hiszen a véletlen tér szétrombolja a lokâlis rendet, és ezaltal
a rendszer belsejében végrehajtott effektiv vagast eredményez.

A felületen elhelyezkedo véletlen tér irrelevans a haromdimenzi6s Ising modell esetén.
Ezt Monte Carlo szimulaci6k segitségével végrehajtott vizsgalatokkal erositették meg [81].
Kül6n6s a helyzet a folytonos szimmetriaval rendelkezo modelleknél, melyre j6 példat
szolgaltat a haromdimenzi6s Heisenberg modell. Itt a véletlen felületi tér Imry és Ma
érveit figyelembe véve [61] megszünteti a rendszer belsejében meglevo hosszû tavû rendet
[45]. Ugyanakkor a perturbaci6 a (4.1) alapjan irrelevans a felületi fazisatalakulas soran.

A kétdimenzi6s Ising modellnél a korrelaci6s függvénynek a felülettel parhuzamos le
csengési exponense eggyel egyezik meg, 7]11 = 1,[78]. Ez esetben térelméleti vizsgal6dasok
[27, 59] azt j6soljak, hogy a véletlen felületi tér marginalisan irrelevans perturbaci6t ered
ményez. Ennek k6vetkezménye, hogy a felület fazisatalakulasat leir6 kritikus exponense
ket a tiszta rendszerhez tartoz6, logaritmikus korrekci6kat tartalmaz6 kritikus exponensek
szolgaltatjak.

Ezen elméleti j6slat numerikus szamolasokkal t6rténo ellenorzését tUztük ki célul ebben
a fejezetben. Mindazonaltal meg kell jegyeznünk, hogy logaritmikus korrekci6k vizsgalata
igen nehéz feladat. Mint ahogy azt a higitott kétdimenzi6s Ising ferromagnes példaja is
mutatja, ahol a szingularitas pontos alakja sokâig vitatott volt [41, 99, 109, 69, 87, 97].

41
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4.2. A modell

Az âltalunk vizsgâlt kétdimenzi6s Ising modell egy L x M négyzetrâeson van értelmezve.
A rendszer Hamilton operâtora a k6vetkez6:

L-l M M

1-l = -J2: 2: (O"i,jO"i+l,j + O"i,jO"i,j+l) - 2:(hl (j)O"l,j + hL (j)O"L,j). (4.2)
i=l j=l j=l

ahol O"i,j = ±1 az Ising spineket, J az els6 szomszédokra vonatkoz6 kicserél6dési ener
giât jel6li. A véletlen tér a felü1eten, vagyis az els6, i=l, és az utols6, i=L, oszlopban
elhelyezked6 spinekkel âll k6lcs6nhatâsban, hs vârhat6 értékkel és h sz6râssal rendelkezik.

h.( .) = { h s + h
~J hs-h

1/2 val6szinuséggel
1/2 val6szinuséggel

(4.3)

(4.4)

Periodikus hatârfeltételt alkalmaztunk a függ6leges irânyban, azaz O"i,M+l = O"i,l' A szi
mulâci6k sorân az egy oszlopra es6 mi âtlagmâgnesezettséget tekintettük.

A felülethez tartoz6 mâgnesezettség értéke, ms = ml = mL, tiszta rendszer esetén,
azaz hs = h = 0, pontosan ismert [781. Ez termodinamikai hatâresetben (L, M ----+ (0) az
alâbbi m6don vâltozik:

[
sinh(2K) - 1] 1/2

ms,tiszta = eoth(2K) eosh(2K) _ 1 '

ahol K = J/kBT, T a h6mérséklet. A kritikus pont K segitségével is kifejezhet6,
sinh(2Kc) = 1. Itt a felü1eti mâgnesezettség a k6vetkez6képpen tlinik el:

m ,-...- t l / 2
s,tiszta ,-...- mo , (4.5)

ahol ta (2.16) egyenletben megfogalmazott redukâlt h6mérséklet, tovâbbâ m5 = 4(0 +
1)Kc In(2Kc ). Ahogy korâbban mâr emlitettük, a kritikus tartomânyban az egyetlen
relevâns hosszusâg a t6mbi korrellâei6s hossz. Ennek pontos alakja is kifejezhet6 K segit
ségével [12], amennyiben t > 0,

ç = [2In(sinh(2K))r l . (4.6)

A korrelâci6s hossz a kritikus pontban a végtelenbe tart. Ezt a divergeneiât a redukâlt
h6mérséklet segitségével jellemezve kapjuk, hogy ç ~ [20Kct1-l. Ebb61 leolvashat6 a
korrelâei6s hossz és a redukâlt h6mérséklet k6z6tt fennâ116 relâei6:

-ln t ::::::: .913 + ln ç . (4.7)

Véletlen felü1eti tér jelenlétében azonban nines egzakt eredmény. Ez esetben a replika
trükk6t szoktâk alkalmazni. Ekkor n darab félsikon értelmezett Ising modellt tekintenek,
ahol a kü16nb6z6 felü1eteken elhelyezked6 spinek k6z6tt els6 szomszéd k6lcs6nhatâs van.
A hatârokon a esatolâsok Gauss eloszlâst k6vetnek, és er6sségük arânyos h2-tel. Az egy
mâssal ekvivalens félvégtelen modellek esetén a partiei6s függvények âtlagât kell vizsgâlni.
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Ugyanis a (ln Z) = limn-+o (zn~-l azonossâg miatt a véletlen felületi térrel rendelkezô mo
dell szabad energiâjât az n -+ 0 hatâresetben kapjuk vissza [59].

A rendszer felületi viselkedését két külonbozô eljârâs keretein belül vizsgâltâk. Mindkét
m6dszer a renormâlâsi csoporton alapszik. A rendszerben lévô hosszusâgokat a b = el

faktorral skâlâzzâk ujra. A renormâlâs sorân az n darab félsik kozott meglévô felületi
kotések az alâbbi m6don vâltoznak:

(4.8)

Az elsô megkozelités sorân [59] a véletlen tér homogén részét zérusnak tekintették,
hs = O. Magâban a kritikus pontban a (2.58)-ben lévô konform leképezést hajtottak
végre, amelynek hatâsâra az n félsikot n darab végtelen hosszusâgu, L szélességu csikba
transzformâltâk. A csikok mindkét felületükon h2-tel arânyos kotésekkel kapcsol6dtak.
A korrelâci6s hossz inverzének viselkedését vizsgâltâk a csikokon. Az el = L faktorral
ujraskâlâzva, n = 0 esetben, a gap exponens relâci6t hasznâlva [25], a korrelâci6s hossz
r;11 lecsengési exponensére egy L-t logaritmikus korrekci6ként tartalmaz6 kifejezés ad6dik

1
r;11 = 1 + ln L . (4.9)

A mâsik megkozelités [27] a felületi tér homogén részének viselkedését vizsgâlta. Ez
az ujraskâlâzâs sorân az alâbbi m6don vâltozik

(4.10)

Mindekozben a felülethez tartoz6 szabadenergia suruség a (2.55) egyenlet értelmében a
kovetkezôk szerint transzformâl6dik:

(4.11)

ahol v a korrelâci6s hossz exponense. Innen a (4.1O)-t kihasznâlva a felületi mâgnesezett
ségre azt kapjuk, hogy

( 2 Bis 1ms t, h ) = Bh
s hs=O

(4.12)

Az ujraskâlâzâs faktorânak a korrelâci6s hosszt vâlasztva, el = ç f'.J t-V
, ahol a (4.6)

alapjân v = 1, tovâbbâ a magasabb rendu korrekci6kat elhanyagolva

(4.13)

Vagyis a véletlen felületi tér jelenlétében a felületi mâgnesezettség kritikus viselkedése a
tiszta rendszer kritikus viselkedésébôllogaritmikus korrekci6 figyelembe vételével ad6dik.
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Mivel a szimulaci6nk soran csupan diszkrét h6mérsékleteken hajthatunk végre méréseket,
ezért bevezetjük a h6mérséklett61 függ6 effektiv exponenst

(3 ( ) = In[m8 (t(1 + 8))/m8 (t(1- 8))]
8 t In[(l + 8)/(1 - 8)] .

(4.14)

(4.15)

Amennyiben 8 ---+ 0, a (4.14) tartalmazza a (4.13) megfogalmazott logaritmikus korrekci6t.

~ = ~ (1 + _1_ + ... )
8 2 lIn tl .

Figyelembe véve a kritikus exponensek k5z5tt meglév6 azonossagot, vagyis '1711 = 2(38/11,
azt kapjuk, hogy a (4.15)-ban és a (4.9)-ban szerep16 effektfv exponensek 5sszhangban
vannak. Hiszen a két rendszerben meglév6 relevans hosszusag k5z5tt a L ---+ ç rv rI
relaci6 all fent.

4.3. Effektivexponensek

A felülethez tartoz6 effektiv exponenseket az egy oszlopra es6 atlagmagnesezettség h6mér
sékletfüggéséb61 hataroztuk meg [89]. A véletlen felületi tér két részb61 tev6d5tt 5ssze. A
homogén részét a szimulaci6k soran mindig zérusnak valasztottuk, hs = O. Ugyanakkor a
véletlen tér er6sségét h = 0.6 és h = 1.5 k5z5tt valtoztattuk. Kül5nb5z6 érétkek mellett
hajtottunk végre mérési sorozatokat pozitiv redukalt h6mérsékleteken, t > O.

ülyan négyzetracson értelmezve a modellt ahol a rendszer vizszintes kiterjedése na
gyobb a függ6leges kiterjedésével szemben, M < L, elkerülhetjük a véges méretb61 ad6d6
mérési hibaka. Ekkor azonban a felületi spinek aranya sokkal kisebb, amib61 k5vetkezik,
hogy lényegesen t5bb futtatasra van szükség. Ezért mindvégig olyan négyzetracson értel
mezett modellt tekintettünk, ahol a rendszer függ6leges és viszintes kiterjedése egybeesett,
M = L. A mérés soran az L linearis mérete 50 és 1000 k5z5tt valtozott.

A szimulaci6k soran Metropolis algoritmust hasznaltunk, lasd 3.2.1 szakasz. R5gzftett
h6mérséklet mellett a véletlen felületi tér egy adott s mintajara, az egyensulyi allapot
elérése utan, t5bb mint T = 104 Monta Carlo lépésre végeztünk termikus atlagolast

M

m~s)(k) = ~ILa},1(k)l,
j=1

(4.16)

ahol a}1 (k) az s minta esetén az (i, j) racsponton elhelyezked6 spin értékét jel5li a k-adik
lépésben. Az oszlopokhoz tartoz6 mi atlagmagnesezettség értékét a véletlen tér legalabb
ns = 1000 realizaci6jahoz tartoz6 (m~s)) termikus atlagok atlagolasab61 hataroztuk meg

(4.17)

A mérés soran a rendszer mindkét végére a véletlen tér ugyanazon realizaci6ja került.
Ezek utan a felülethez tartoz6 effektfv exponensek az i = 1, illetve az i = L oszlopra es6
atlagmagnesezettség h6mérsékletfüggéséb61 kapjuk a (4.14) formula felhasznalasaval.
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4.1. abra. A véletlen felületi tér kül6nb6z6 er6sségeihez tartoz6 magnesezettségi profilok
t = 0.05 és t = 0.02 redukâlt h6mérséklet esetén. Az adatok 300 x 300 rendszerb61
szarmaznak.

A 4.1 abran a rendszer magnesezettségi profilja lathat6 t = 0.05 és t = 0.02 esetén.
A véletlen tér kül6nb6z6 er6ssége mellett feltüntettük a tiszta rendszerhez, hs = h = 0,
tartoz6 profilt is. Eléggé nagy rendszerméret esetén az adott t redukâlt h6mérsékleten,
h értékét61 függetlenül, i = L/2 k6rül egy széles plat6 alakul ki. Itt a magnesezettség
értéke megegyezik a tiszta rendszernek a termodinamikai hataresetben meghatarozhat6
mb t6mbi magnesezettség érétkével. A felület felé k6zeledve, i, L - i < ç elérünk a felületi
régi6ba, ahol a mâgnesezettség érétke az mb értékr61 hirtelen cs6kkenve felveszi a felü
leti magnesezettség ms értékét. J61 lathat6 az abran, hogy a véletlen tér h er6sségének
n6velésével cs6kken ms értéke, és n6 a felületi régi6 kiterjedése.

A kritikus pont k6zelében nagy rendszerek esetén, a felületi magnesezettség az alâbbiak
szerint viselkedik a véges méret skâlazas értelmében:

(4.18)

ahol az j(x) skâlafüggvény kis x mellett konstans érétket vesz fel. Az altalunk végzett
szimulaci6k soran csak olyan h6mérsékleti tartomanyban végeztünk méréseket, ahol a
véges méretb61 ad6d6 hibakat ki tudtuk kerülni. Ekkor az effektiv felületi exponenst a
(4.14) formula felhasznalasaval hatârozhatjuk meg.

A véges méret okozta hibak elkerülése érdekében egy adott h6mérsékleten egyszerre
két rendszerméretre vonatkoz6an is méréseket végeztünk, majd az igy kapott adatokat
6sszehasonlitottuk. Ezek a kritikus pontt61 tâvol mindaddig megegyeztek, amig a korrela
ci6s hossz kisebb volt a kisebbik rendszerméretnél. A kritikus ponthoz k6zeledve azonban
a çkorrelâci6s hossz n6vekszik, és valamelyik t h6mérsékleten a kisebbik rendszer L linea
ris kiterjedésével 6sszemérhet6vé valik. Ebb61 k6vetkezik, hogy a fazisatalakulasi ponthoz
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4.2. abra. Az effektiv felületi exponensek a véletlen felületi tér kül6nb6z6 er6sségei mellett.
A szaggatott vonalak a (4.19) szerepl6 formula illesztéséb61 szarmazo adatok, mig az
egyenes vonal a tiszta rendszer effektiv exponensének h6mérsékletfüggését jel6li. A h = 1
esetben az els6 két pontot a 4.4 részben leirtak alapjan kaptuk meg. A bels6 abran a
tiszta és a véletlen felületi térhez tartozo effektiv exponensek kül6nbsége lathato h = 1
esetén, az egyenes vonal az elméleti uton meghatarozott vezetO logaritmikus korrekciot
mutatja.

k6zeledve a véges méretb61 szarmazo hibak hatasara az effektiv exponens hirtelen elkez
denek cs6kkeni [90]. Ezért a kisebbik rendszerre vonatkozoan abbahagyjuk a mérést, és
az el6z6eknél nagyobb rendszerméretet kezdünk el vizsgalni. Ezt mindaddig folytatjuk,
mig a két kül6nb6z6 rendszerméret esetén azonos effektiv exponensekhez jutunk. Bar ugy
tiinik, hogy ezen eljaras hosszadalmas, mégis megéri a faradozast, hisz a mérés végére
biztosak lehetünk, hogy az adataink nem tartalmazzak a véges méretb61 adodo hibakat.

A véletlen tér kül6nb6z6 er6sségei mellett a 4.2 abran tüntettük fel az altalunk mért
effektiv felületi exponenseket. Rogy a (4.9) és a (4.13) kifejezésekben megfogalmazott
logaritmikus korrekciot ellen6rizzük,a 13s értékeit l/lln(t)1 függvényében abrazoltuk. Mi
ként az varhato egy adott redukâlt h6mérsékleten nagyobb h hatasara az effektiv exponens
n6vekszik, hiszen az er6sebb véletlen tér sokkal jobban cs6kkenti a lokâlis rendet.

Adott h esetén 13s(t) el6sz6r monoton n6vekszik a redukalt h6mérséklet cs6kkenésével.
Egy bizonyos ponton tulhalad a tiszta rendszer felületi exponensének 1/2 értékénél, majd
eléri maximumat. Ez a telit6dés a leger6sebb véletlen felületi tér esetén jollathato. Ezek
utan az varhato, hogy a redukâlt h6mérséklet tovabbi cs6kkenésével az effektiv exponens
is monoton cs6kkenni kezd, mignem a kritikus pontban, t = 0, felveszi az 1/2 értéket.
Sajnos a méretb61 adodo korlatok miatt ezen h6mérsékleti tartomanyban nem tudtunk
méréseket végezni.

Az elméleti joslatok és numerikus adatok 6sszehasonlitasa, valamint mért adatainknak
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4.3. âbra. A tiszta rendszer és a véletlen térrel rendelkez6 modell felületi mâgnesezettségei
nek (4.20) egyenletben megfogalmazott r(t, h) hânyadosânak négyzete ln(t) függvényében.
A meredekségek h2-tel arânyosak, ami a bels6âbrân lâthat6

a t -+ 0 val6 extrapolâlâsa végett a kovetkez6 illesztést hasznâltuk:

( )
_ 1/2 1 + a t

ms t - mot (1 + b ln t)1/2 . (4.19)

A fenti formula egyarânt tartalmazza a (4.4)-ben szerep16 analitikus korrekci6t és a fix
pont szingularitâsâhoz tartoz6, (4.13) megfogalmazott logaritmikus korrekci6t. Fontos
megjegyezni, hogy a két korrekci6 külonboz6 e16jelU, melynek koszonhetOen együttesen
azt eredményezik, hogy a f3s effektiv felületi exponens h6mérséklettûl val6 függése nem
monoton.

A véletlen tér adott er6ssége esetén a mért felületi mâgnesezettségekre illesztettük a
(4.19) formulât, ahol a és b szabad paraméterek voltak. Az igy kapott gorbékb61 a (4.14)
képletet felhasznâlva kaptuk meg a h6mérséklet függ6 effektiv felületi exponenseket, f3s(t).
Ezek a (4.2) âbrân szaggatott vonallal vannak feltüntetve. J611âthat6, hogy az illesztésb61
szârmaz6 adatok egy tullovési effektus utân a tiszta rendszerhez tartoz6 felületi exponens
értékéhez extrapolâlnak, f3s,tiszta = 1/2. Teljesen hasonl6 a helyzet, mint a kétdimenzi6s
véletlen kotésu Ising modell tombi mâgnesezettségi exponensének vizsgâlatânâl [109]. A
mi mérésünkben h ;:::: 1 esetén azonban eljutottunk a maximum értékhez, ami a véletlen
kotésu modellnél nem tortént meg.

A vezetû logaritmikus korrekci6 ellen6rzése végett az alâbbi elemzést hajtottuk végre.
El6szor meghatâroztuk f3s,tiszta(t)-t, a tiszta rendszer felületi exponensének h6mérséklet
függését. Ehhez a (4.14) formulât hasznâltuk, ahol a felületi mâgnesezettség értékei a
(4.4) képlet felhasznâlâsâval ad6dtak. Majd a mérési adatokb61, illetve az illesztésb61
szârmaz6 effektiv exponensek és f3s,tiszta(t) külonbségét tekintettük. Mivel ez mâr nem
tartalmaz analitikus korrekci6kat, ezért azt vârjuk, hogy a (4.15)-ban megfogalmazott
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logaritmikus korrekci6 kimutathat6. A 13s(t) - 13s,tiszta(t) kül6nbséget igy 1/2Iln(t)1 függ
vényében abrazoltuk. A h = 1 esetben a 4.2 abra a belsejében vannak feltüntetve az
adatok. J61 lathat6, hogy a korrekci6k 6sszhangban allnak az elmélettel, noha sokkal
kisebb h6mérsékleten kellene mérést végezni ahhoz, hogy az aszimptotikus tartomanyt
elérjük.

A logaritmikus korrekci6k vizsgalatat egy masik analizis segitségével is elvégeztük. A
tiszta rendszer és a véletlen térrel rendelkez6 modell felületi magnesezettségének hanya
dosat tekintettük

r(t,h) = ms,tiszta t'V (1+blnt)1/2, (4.20)
ms

ahol ms,tiszta a (4.4) formulab61 ad6dik, ms pedig a mért adatok. Ily m6don a vezetlZlanali
tikus korrekci6t eleminaljuk. A (4.3) abran lathat6, hogy r(t, h) négyzete aszimptotikusan
linearis függést mutat ln t-t61. A gorbék meredeksége véletlen tér er6sségének négyzetével
aranyos. Éppen ezért az r(t, h)/h négyzete kü16nb6z6 h-k esetén azonos meredekséget kell
rendelkeznie, ahogy ez a 4.3 abra belsején is lathat6. Mindez teljesen 6sszhangban van a
(4.13) formulaban megfogalmazott elméleti allitassal.

4.4. Kritikus profilok

Ebben a részben magaban a kritikus pontban, t = 0, végrehajtott méréseket elemezzük. A
véletlen felületi tér homogén részét zérust61 külonb6z6nek valasztottuk, hs =1= 0, am értéke
mindvégig kisebb maradt a véletlen tér er6sségénél, hs ~ h. Megvaltoztattuk a rend
szer geometriajat is, vagyis olyan négyzetracson vizsga16dtunk, ahol a vizszintes iranyu
kiterjedés nagyobb függ61eges iranyunal, M ~ L. A rendszer magnesezettségi profilja
nak meghatarozasakor a (4.16)-ben szerep16 termikus atlagolas soran eltekintettünk az
abszolût érték hasznalatat61, hiszen a véletlen tér varhat6 értéke zérust61 kül6nb6zik.

Rogy elkerüljük a kritikus lelassulast a szimulaci6k soran a Swendsen-Wang klaszter
algoritmust hasznaltuk, lasd 3.2.3 szakasz. Minden rendszerméret esetén a véletlen tér
legalabb 1000 realizaci6jat tekintettük. Egy adott minta esetén az egyensûly elérése utan
k6rülbelül 3 . 105 Monte Carlo lépésre végeztük el a termikus atlagolast. A modell egy
tipikus magnesezettségi profilja a 4.4 abra belsejében lathat6.

Abban az esetben, amikor csupan homogén felületi tér van jelen, h = 0, a magnese
zettségi profil alakja j61 ismert [34]. E16sz6r a felülethez k6zeli tartomanyban monoton
n6vekszik, majd a maximumanak elérése utan a magnesezettség X m = 1/8 skalazasi di
menzi6javal kezd el cs6kkeni. Maga a magnesezettség az ûjra skalazas soran az alabbiak
szerint viselkedik:

(4.21)

ahol Yhs a homogén felületi tér fraktal dimenzi6ja. Abban az esetben, ha a b tagitasi
faktort i-nek vâlasztjuk, b = i, ahol i a felülett61 mért tâvolsagot je16li, az alabbiakhoz
jutunk:

(4.22)

Itt x:n a felületi mâgnesezettség skâlazasi dimenzi6ja, és azt hasznâltuk ki, hogy x:n +Yhs =
ds, ahol ds a felület dimenzi6ja. A (4.22)-b61 ad6dik, hogy a nem eltlin6 hs felületi tér
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4.4. âbra. A véletlen és a homogén felü1eti térhez tartoz6 mâgnesezettségi profilok hâ
nyadosa, hs = 0.01, h = 1. A kezdo meredekség az effektîv exponensek külonbségét
szolgâltatja. A belso âbrân a véletlen felü1eti tér esetén a mâgnesezettségi profil elso fele
lâthat6.

egy uj, kizâr6lag a felü1ethez kapcsol6d6 ls hosszusâgot vezet be, hiszen

(

. ) l-x:'" ( . ) l-x:,..'l-x' ~ ~
~ mhs = h-;l/(l-X:"') = ~ (4.23)

Vagyis a kétdimenzi6s Ising modell esetén az ls felü1eti hosszusâg h-;2 arânyosan skâlâz6
dik, hiszen x:n = f3s/v = 1/2. Az ls pontosan azon részéhez tartozik a mâgnesezettségi
profilnak, ahol mâgnesezettség értéke monoton no.

A profil kezdo része, i ~ M, ls, ezek utân a véges méret skâlâzâs elmélete alapjân az
alâbbiak szerint viselkedik

(4.24)

Amennyiben a g skâlafüggvény argumentumaiban kis értékek szerepelnek, faktorizâlhat6

(4.25)

A csupân homogén felü1eti teret tartalmaz6 kétdimenzi6s Ising modell esetén a mâsodik
tag logaritmikus jellegu [10]

(4.26)

(4.27)

Ugyanakkor a véletlen felületi tér jelenlétében az elso tag a kovetkezok szerint îrhat6 fel

yl/2

go (y) "" (1 + K,h2ln y)1/2 .



(4.28)
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Ez a formula tartalmazza a felületi mâgnesezettségre a (4.13) kifejezésben megfogalmazott
logaritmikus korrekciôt. A (4.14) formulâhoz hasonlôan definiâlhatjuk az effektiv felületi
exponenst

f3s(Y) In[go(y(l- 6))/go(y(1 + 6))
v In[(l + 6)/(1 - 6)]

mely abban az esetben, ha y « 1 a f3s(M) függvénye lesz, ahol a modell függ6leges
kiterjedése a rendszerben lév6 korrelâciôs hosszal arânyos, M rv ç.

Feltételezhetjük, hogy gs(i/ls) mind a homogén, mind a véletlen felületi tér esetén
ugyanazon logaritmikus korrekci6t tartalmazza. Ezért a két modellhez tartozô mâgnese
zettségi profilok hânyadosât tekintettük. îgy nemcsak a véletlen felületi térre vonatko
zôan kellet mi(M)-t meghatârozni, hanem a homogén tér esetén is el kellett végezni a
mérést, hogy mi,tiszta(M)-t megkapjuk. Az utôbbi esetben sincs egzakt formula. Mivel
mi(M)/mi,tiszta mâr nem tartalmazza gs-t, ezért a hânyados a véletlen felületi térhez, vala
mint a homogén felületi térhez tartozô effektiv exponensek külonbségé szerint skâlâzôdik,
/}.f3s(M) = f3s(M) - f3s,tiszta(M).

A szimulâciôk sorân azt az esetet tekintettük, amikor a hs = 0.01, és a véletlen tér
er6ssége eggyel egyen16, h = 1. A rendszer függ6leges irânyba valô M kiterjedése 16 és
64 volt. Az L lineâris méretet az Œ= L/M külonboz6 egész értékei mellett vâltoztattuk.
A profilok kezdeti része Œ = 4 és Œ = 8 esetén megegyeztek. A véletlen és a homogén
felületi térhez tartozô mâgnesezettségek hânyadosânak meghatârozâsa sorân mindig a
nagyobbik Œ-t tekintettük. Az adatokat logaritmikus skâlân a (4.4) âbrân tüntettük fel.
A hânyados kezd6 meredekségéb61 szârmazô effektiv exponensek külonbsége a kovetkez6
értékeket szolgâltatta:

0.08(1 )

0.07(1). (4.29)

Azért, hogy az ily môdon meghatârozott adatainkat osszehasonlitsuk az el6z6 fejezet mé
rési eredményeivel a (4.7) egyenletet hasznâltuk. A rendszer függ6leges méretéb61, mely
a korrelâciôs hosszt szolgâltatja, M rv ç, egy pozitiv redukâlt h6mérséklet adôdik. Mivel
ezen a h6mérsékleten a tiszta rendszer effektiv exponense pontosan ismert, igy a /}.f3s
külonbség méréséb61 a véletlen térhez tartozô effektiv felületi mâgnesezettségi exponens
szâmolhatô. Ezek azok a pontok, amelyek a (4.3) âbrân szürkén vannak feltüntetve.
Ahogy lâthatô igen jôl illeszkednek az illesztésb61 szârmazô gorbére. Tovâbbâ azon h6
mérsékleti tartomânyban helyezkednek el, ahol a véges méretb61 szârmazô korlâtok miatt
mi mâr nem tudtunk méréseket végezni.

4.5. Osszefoglalâs

Marginâlisan irrelevâns operâtorok logaritmikus korrekciôkat okoznak, melynek alakjât
gyakran térelméleti szâmitâsokkal és konform invraiancia felhasznâlâsâvallehet meghatâ
rozni. A mâsodrendu perturbâciô elmélet értelmében a kétdimenziôs Ising modell felületi
fixpontjânâl a véletlen felületi tér marginâlisan irrelevâns operâtor. Ezt a replika trükkon
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alapul6 sejtést viszgâltuk Monte Carlo szimulâci6k segitségével vâltoz6 er6sségu rendezet
lenség esetén.

A felületi mâgnesezettség effektiv exponesének analitikus és logaritmikus korrekci6i
ellenkez6 el6jelék. Ezért a redulâlt h6mérséklett61 nem monoton m6don függ, t csokke
nésével el6szor novekszik, majd csokkenést mutat. Méréseink sorân a leger6sebb felületi
tér esetén sikerült a telit6dést elérnünk. Majd tobbféleképpen is kimutattuk a vezet6
logaritmikus korrekci6t.

Magâban a kritikus pontban is megvizsgâltuk a modellt. Itt a mâgnesezettségi profil
a felülett61 tâvolodva e16szor novekszik, majd maximumât elérve monoton csokkenve tart
a tombi értékéhez. A kezdeti novekedést meghatâroz6 effektiv felületi exponens függ
a véges rendszer méretétû1. Kihasznâlva a korrelâci6s hossz és a redukâlt h6mérséklet
kozott fennâ1l6 kapcsolatot a kritikus pontban adott mérethez tartoz6 felületi exponensb61
adott h6mérséklethez tartoz6 effektiv felületi mâgnesezettségi exponenshez jutunk. Az
ily m6don nyert eredményeink abba a kritikus ponthoz kozeli tartomânyba szolgâltatnak
adatokat és illeszkednek j61 az elméleti uton meghatârozott gorbére, ahol a véges méretb61
ad6d6 korlâtok miatt nem tudtunk h6mérséklett61 függ6 effektiv felületi exponenst mérni.
Az eredmények a [88] cikkben lettek kozolve.
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5. fejezet

Korrelâlt rendezetlenség Ising
modellben

5.1. Bevezetés

A val6s mâgnesek elkerülhetetlen velejâr6ja a befagyott rendezetlenség valamely formâja.
A külonboz6 mode11ekben a véletlen perturbâci6 drasztikusan megvâltoztathatja a rend
szer fizikai tulajdonsâgait. Külônosen jelent6s vâltozâs â11hat be a kritikus pont kornyékén,
ahol elOfordulhat, hogy a perturbâlt rendszer fâzisâtalakulâsât leir6 kritikus exponensek
eltérhetnek a tiszta rendszer exponenseit61. Mindez azt jelenti, hogy a rendezetlenség a
Harris kritérium értelmében, relevâns perturbâci6t okoz, lâsd 2.3.3 szakasz.

A rendezetlen rendszerek vizsgâlata sorân tobbnyire feltételezik, hogy az adott prob
lémât leir6 paraméterek (kotések, küls6 tér) független, azonos eloszlâsû véletlen vâltoz6k,
melyek kozott nincs korrelâci6. Mindazonâltal léteznek olyan rendszerek, ahol a véletlen
vâltoz6k kôzôtt valamely mértékben korrelâci6 â11 fenn. Ennek kôvetkezménye lehet, hogy
a korrelâlt rendezetlenséggel bir6 rendszer univerzâlis osztâlya megvâltozik a korrelâlatlan
perturbâci6hoz képest.

Er6sen korrelâlt rendezetlenségre kvantum mâgnesek szolgâltatnak példât T = 0 h6
mérsékleten, ahol a rendezetlenség az id6 koordinâtâban szigorûan korrelâlt. Az ilyen
rendszerek kritikus viselkedése meglehet6sen szokatlan képet mutat [56]. Ezen kvantum
mode11ek klasszikus megfelel6jében a rendezetlenség egy térbeli irânyban korrelâlt, amely
a McCoy és Wu âltal bevezetett és részben egzaktul megoldott mode11hez vezet [76,77,75].
A kés6bbi âltalânositâsokban a rendezetlenség szigoruan egy d' < d dimenzi6s altérben
korrelâlt, ahol d a rendszer dimenzi6jât jeloli [40, 21, 72, 20, 101].

A véletlen vâltoz6k kozotti korrelâci6lehet izotr6p. Erre j6 példa talâlhat6 a [107, 55]
ben, ahol a kisérleti megfigyelések azzal a feltevéssel magyarâzhat6k [4], hogy a mintâ
ban véletlen vonalak mentén van jelen a rendezetlenség. Ugyancsak néhâny kvantum
mâgnesben [95] és az f-elektron otvozetek nem Fermi folyadék viselkedésében [31, 36] a
hosszu tâvû Ruderman-Kittel-Kasuya-Yoshida ko1csonhatâs miatt izotr6p korrelâlt ren
dezetlenség megjelenése vârhat6. Az ilyen tipusu perturbâci6k esetén a kotéser6sségek
ben meglév6 rendezetlenséget, tlK(r) = K(r) - K(r), a korrelâci6s függvény je11emzi,
G(r - r') = tlK(r)tlK(r' ), mely feltételezhet6en izot6p, G(r) = G(lrl), és nagy értékek
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esetén algebrai lecsengést mutat, G(r) rv r-a . Abban az esetben példâul, amikor a ren
dezetlenség véletlen irânyu egyenesek mentén jelentkezik az a korrelâci6s exponens értéke
d -l.

Az n komponensu vektor modell kritikus viselkedését vizsgâlta Weinrib és Halperin
Gauss-féle rendezetlenség esetén [110]. Azt az esetet târgyaltâk, amikor a korrelâci6s
függvény hatvâny függvény szru lecsengést mutat, G(r, r') = Ir - r/l-a . Az E = 4 - d és
fJ = 4-a vâltoz6k szerint, ahol d a rendszer dimenzi6ja, térelméleti eljârâsok keretein belül
kettos sorfejtést alkalmazva kiterjesztették a Harris kritériumot. Amennyiben a 2:: d a
korrelâlt rendezetlenség val6jâban a rovid tâvu perturbâci6t okoz, és csak abban az esetben
relevâns, ha a tiszta rendszer fajhojének kritikus exponense pozitiv [53]. Ekkor a modell
kritikus viselkedését a tiszta rendszer fixpontjât61 külonbozo rovidtâvu rendezetlenségi
fixpont irja le. Ha a < d és n = 1 (Ising modell), a perturbâci6 relevâns voltânak
feltétele, hogy a korrelâci6s függvény lassu lecsengést mutasson:

2
a<--,

Vshort
(5.1)

ahol Vshort a rovid tâvu rendezetlenség fixpontjâhoz tartoz6 korrelâci6s hossz kritikus ex
ponense. A kritikus jelenséget egy ujabb fixpont, a hosszutâvu rendezetlenség fixpontja
hatârozza meg. Amennyiben ezen fixpont stabil a korrelâci6s hossz exponense megvâlto
zik:

v = 2/a, 2/a> Vshort . (5.2)

Mindemellett a mâgnesezettség kritikus exponense, valamint skâlâzâsi dimenzi6ja, X m =
f3 / v egyarânt függ a-t61 és a d-toI.

Hâromdimenzi6s rendszerek skâla függvényének direkt renormalizâci6s analizise so
rân Pade-Borel szummâci6s technikât hasznâlva meghatâroztâk a külonbozo értékeihez
tartoz6 kritikus exponenseket. A vizsgâlat eredményeként megkérdojelezték az (5.2)-ben
megfogalmazott skâlâzâsi osszefüggés helyességét [93]. Ugyanakkor szâmos olyan korrelâlt
rendezetlenséggel bir6 rendszer létezik (perkolâci6 [110], hâromdimenzi6s Ising modell [7],
polimerek [19], kvantum Ising modell [95]), ahol numerikus valamint térelméleti szâmitâ
sok igazoljâk az (5.2) kifejezésben megfogalmazott âllitâst.

Meg kell azonban jegyeznünk, hogy abban az esetben, amikor az Ising modellben a râcs
tengelyeivel pârhuzamos irânyokban, véletlenszeruen meghatârozott egyenesek mentén je
lentkezik a rendezetlenség [7], mely âltal a rotâci6s szimmetria sérül, a rendszer kritikus
viselkedése megegyezik az a = 2-hoz tartoz6 Gauss-féle korrelâlt rendezetlenségu model
lévaI. Ez az eredmény azt mutatja, hogy korrelâlt rendezetlenség esetén a modell részletei
lâtsz6lag irrelevânsak. A kritikus viselkedést elsosorban a rendezetlenséghez tartoz6 kor
relâci6s függvény lecsengése hatârozza meg. Ugyanakkor a korrelâlt rendezetlenség miatt
maga a kritikus pont nem minden esetben ismert pontosan. Ez erosen behatârolja a
numerikus szâmitâsok pontossâgât.

Ebben a fejezetben a kétdimenzi6s négyzetrâcson értelmezett Ising modellt vizsgâljuk.
Benne kéttengelyu korrelâlt rendezetlenséget vezetünk be oly m6don, hogy a rendszer
onduâlis marad. Ennek kovetkezménye, hogy a kritikus pont egzaktul meghatârozhat6.
Modellünk a Ballesteros és Parisi âltal bevezetett véletlen diszlokâci6s modell [7] kétdimen
zi6s, onduâlis verzi6jânak tekintheto. A kritikus pont kornyékén a korrelâci6s hossznak
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megfelelo skâlân vizsgâlhatjuk a modell tulajdonsâgait. A korrelâci6s függvény expo
nensét, a = 1, nagy rendszerméret esetén a rendezetlenségnek külonbozo blokkokra vett
integrâlâsâb61 hatârozhatjuk meg. Îgy modeIlünk ezen a paraméteru Gauss-féle korrelâlt
rendezetlenséggel osszehasonlfthat6.

A kétdimenzi6s Ising modeIlnél a lokâlis energiasuruségben jelentkezo korrelâlatlan
rendezetlenség, mint példâul higitâs vagy véletlen ferromâgneses k6tések, marginâlisan
irrelevâns perturbâci6t okoznak [42, 43, 100, 98]. Ennek kovetkezményeként a kritikus vi
selkedést a tiszta rendszer logaritmikus korrekci6kkal bovülo exponensei hatârozzâk meg.
A korrelâci6s hossz exponense, Vshort, azonban megtartja a tiszta rendszerhez tartoz6 érté
ket, Va = 1. Ezért a kiterjesztett Harris kritérium (5.1) feltétele teljesül, igy modeIlünkben
a korrelâlt rendezetlenség relevâns perturbâci6t okoz. Az egzaktul ismert kritikus pontban
Monte Carlo szimulâci6kat végzünk, és véges méret skâlâzâssal meghatârozzuk a rendszer
kritikus exponenseit, valamint ellenorizzük az (5.2) kifejezésben szereplo âIlitâst. A mo
dell mâgnesezettségi és energia profiljât is vizsgâljuk azon oknâl fogva, hogy ellenorizzük,
vajon a konform eljârâsok igazak maradnak-e a véletlen rendszernél a rendezetlenségre
torténo âtlagolâs utân.

5.2. Az onduâlis kéttengelyü korrelâlt rendezetlenség
modellje

5.2.1. Véletlen kotésü Ising modellek

A négyzetrâcson értelmezett kétdimenzi6s Ising modellt vizsgâljuk, melynek Hamilton
operâtorât az alâbbi egyenlet hatârozza meg:

L L

-{31-l = L L (KtŒi,jŒi+l,j + K[Pi,jŒi,j+l) ,
i=l j=l

(5.3)

ahol {3 = 1/kB T. Kt és K'h az (i, j) râcsponton elhelyezkedo Œi,j spinnek a vizszintes
irânyban lévo Œi+l,j, valamint a függoleges irânyban talâlhat6 Œi,j+l elso szomszédai ko
zotti véletlen kotést jeloli. A kovetkezo paraméterezést hasznâljuk

T = x,y. (5.4)

A duâlis transzformâci6 sorân [12] a függoleges és a vizszintes tengely felcserélodik, mely
nek kovetkeztében az alâbbi egyszeru relâci6 âIl fent a Uij és ufj vâltoz6k kozott

(5.5)

ahol * a duâlis vâltoz6t jeloli. Az uIj külonbozo eloszlâsaihoz mâs-mâs modellek tartoznak.
Abban az esetben, amikor ut = UX és ufj = uY , a véletlen perturbâci6t nem tartalmaz6

modeIlhez jutunk. Ennek kritikus pontjâban az (5.5) egyenlet értelmében U
X = -uY .

Izotr6pia esetén a kritikus pontot az U
X = uY = a egyenloség szolgâltatj a. Ekkor a

kritikus exponensek j61 ismertek [12], v = 1 és X m = {3/v = 1/8.
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V életlen modell korrelâlatlan rendezetlenséggel

Amennyiben u'[j paraméterek független, azonos eloszlâsu va16szinuségi vâltoz6k, a rend
szer korrelâlatlan rendezetlenséggel bir. A kritikus pontban az eloszlâs P(u) suruség
függvénye szimmetrikus [67], P(u) = P(-u), mely egyben az ondualitâst kifejez6 (5.5)
egyenlet kovetkezménye is. A rendezetlenség er6sségét .6.-val jeloljük, .6.2 = u2 • Amennyi
ben a rendszer mérete elég nagy, ugy azt L lineâris méretli cellâkra bonthatjuk. Ezen
blokkokhoz uj vâltoz6t rendelhetünk, u' = L-d L. Uij, ahol az osszegzés a cella L d tér
fogatâra vonatkozik. Az uj vâltoz6k esetén a rendezetlenség er6ssége: .6.' = .6.L-d/2 .

Ahhoz, hogy eldontsük a perturbâci6 relevâns voltât, Harris gondolat menetét kovetve,
lâsd 2.3.3 szakasz, az L = Ç, rv t-V skâlân .6.' It hânyadost kell vizsgâlnunk, ahol t a re
dukâlt h6mérséklet, a kritikus pontt61 mért tâvolsâgot méri. Az elvégzett analizis szerint
a kétdimenzi6s Ising modellnél ezen rendezetlenség marginâlisan irrelevâns perturbâci6t
okoz. Ennek kovetkezménye, hogy a kritikus viselkedést a tiszta rendszer logaritmikus
korrekci6kkal b6vül6 exponensei hatârozzâk meg [42, 43, 100, 98].

V életlen modell izotrôp korrelâlt rendezetlenséggel

Ebben az esetben az u'[j paraméterek olyan véletlen vâltoz6k, amelyek a külonboz6 râcs
pontokban korrelâltak. A koztük lév6 korrelâci6 nagy térbeli tâvolsâg esetén a kovetkez6
m6don cseng le:

[( ' ")2 ( . ")2] -a/2UijUi' j' rv '1, - '1, + J - J . (5.6)

Ha nagy kiterjedésu rendszert vizsgâlunk, akkor azt cellâkra bonthatjuk, és ez esetben
a rendezetlenség er6sségét a korrelâlatlan modellhez képeset a .6.~ = .6.cL-w, egyenlet
hatârozza meg [110], ahol w = min(d, a)/2. Ekkor a rendezetlenségben lév6 hosszu tâvu
korrelâci6k csak a < d esetben okoznak relevâns perturbâci6t. îgy a kétdimenzi6s Ising
modellnél a < 2 lecsengésu korrelâci6 relevâns, és ekkor a modell 1/ kritikus exponensét
az (5.2) egyenlet hatârozza meg. Mindazonâltal az izotr6p korrelâlt rendezetlenség esetén
maga a kritikus pont nem ismert egzaktul, ami nehézzé teszi a numerikus szâmolâsokat.

McCoy-Wu modell

A McCoy-Wu modell esetén a rendezetlenség szigoruan csak az oszlopokban (vagy a so
rokban) korrelâlt

U:J?· = b:J?(= a~) u'!!. = a'!!(= bY.) (5.7)
~J ~ J' ~J ~ J'

ahol a bi, a; (aj, b;) paraméterek független azonos eloszlâsu véletlen vâltoz6k. Amennyi
ben ismét kell6en nagy rendszert tekintünk, ugy azt ujra L lineâris méretli cellâkra
bonthatjuk. Ezen blokkokra uj vâltoz6kat bevezetve a rendezetlenség .6.MW er6sségét
a .6.',v-w = .6.MW L -1/2 egyenlettel jellemezhetjük. A McCoy-Wu modelllév6 relevâns per
turbâci6 er6sen anizotr6p skâlâzâsi tulajdonsâggal bir [46]. Ezért ln Ç,-.L rv ~, ahol Ç, a nem
transzlâci6 invariâns, Ç,-.L pedig a transzlâci6 invariâns irânyban jeloli a korrelâci6s hosszt.
A modell kritikus exponensei ismertek [46], a 1/ = 2 és X m = (3 - V5)/4 egyenletekb61
valamint a skâlatorvényekb61 pontosan meghatârozhat6k, lâsd a 2.2 tâblâzatot.
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5.1. âbra. A kéttengely korrelâlt rendezetlenség parametrizâci6ja

5.. 2.2. Kéttengelyii korrelâlt rendezetlenség

Az âItaIunk vizsgâlt korrelâlt rendezetIenséggel szemben eIvârjuk, hogy az x és y tengely
felcseréIésére szimmetrikus Iegyen, 5nduaIitâssaI birjon, és a véIetIen diszIokâci6s modell
[7] kétdimenzi6s vâltozatât adja vissza. Hogy mindennek eleget tegyünk a k5vetkezo
parametrizâIâst hasznâIjuk

ufj = bf + aj, (5.8)

ahol vâltoz6ink egy oszlopok és egy sorok mentén rendezetlen McCoy-Wu modell k5té
seinek az 5sszege, ahogy az az (5.7) egyenIetekbol leolvashat6. A k5nnyebb eIképzeIés
érdekében érdemes megtekinteni a 5.1 âbrât. A parametrizâci6 k5vetkezménye, hogy a
rendezetlenség erossége a McCoy-Wu modellnéllâtottak szerint skâIâz6dik ~~ = ~bL-1/2.

Mâsfe16I az u[j vâltoz6k k5z5tti âtIagos korreIâci6k aszimptotikusan izotr6p tuIajdonsâgot
mutatnak. Magât a kritikus viselkedést vârhat6an a rendezetlenség korreIâci6s függvé
nyének Iecsengése hatârozza meg. Ahogy azt késobb Iâtni fogjuk a kéttengeIyii korrelâlt
rendezetlenség reIevâns perturbâci6t okoz. Modellünkben a korreIâci6s függvény hasonI6
tipusu, mint a Ballesteros-Parisi féIe hâromdimenzi6s diszlokâci6s modellben, és azon v
kritikus exponenst szolgâltatja, mint amellyel az (5.6) egyenletben, az a = 1 paraméterrel
Ieirt izotr6p korrelâlt rendezetlen modell rendelkezik.

Az (5.8)-ben hasznâlt parametrizâci6nak egyik nagy e16nye, hogy a k5tések kieIégitik
az (5.5)-ben szereplo duâIis reIâci6t. Ezért ha az af, aj, bi, bJ véIetIen vâItoz6kat kello
m6don vâIasztjuk meg, a rendszer 5nduâIis Iesz. Ezt t5bbféIeképpen is eIérhetjük, ese
tünkben mindegyikhez ugyanazon szimmetrikus és uniform vaI6sziniiségi siiriiségfüggvény
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P(s)

s

P(-ç) = { ~~
y x bX bYai' aj , i' j. (5.9)

îgy a kritikus pontban a nies tengelyeihez tartoz6 két irâny statisztikailag egymâssal ekvi
valensé vâlik. A k6tések K av âtlagos erosségének, valamint a hozzâ tartoz6 !:lK standard
eltérésnek a sürüségfüggvény !:l félszélessége szerinti vâltozâsât k6vethetjük nyomon az
5.2 âbrân.

IJ.K = .165764IJ. + .000085IJ.3+ .000010IJ.5 + o (IJ.7) , (5.10)

Miként a fenti sorfejtésbol is lâtszik a standard eltérés majdnem lineâris !:l-ban. Ennek
k6vetkezménye, hogy a rendezetlenség IJ.K/ K av relatfv erossége monoton no az eloszlâs
függvény szélesedésével.
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5.2. âbra. A K av âtlag k6téserosség és a hozzâ tartoz6 IJ.K standard eltérés a va16szfnüségi
sürüségfüggvény IJ. félszélességének a függvényében. A standard eltérés k6zellineâris IJ.
ban.

5.2.3. Relevancia-irrelevencia kritériurn

Korrelâlt rendezetlenség esetén a tiszta rendszer fixpontjânak stabilitâsât a Harris krité
rium segftségével elemezhetjük, lâsd 2.3.3 szakasz. Azadott L nagysâgu skâlân az âtlag
k6téstol va16 eltérés 6sszege tipikusan IJ.L3/2 szerint no, hiszen a 2L független vâltoz6
zérus vârhat6 értékkel rendelkezik, valamint az L oszlop és az L sor k6z6tti korrelâci6k
miatt mindegyik IJ.L mértékben jârul hozzâ a szummâhoz. Ha ezt az értéket elosztjuk a
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k6tések szâmâval, akkor megkapjuk az âtlagos hômérséklettôl val6 tipikus eltérést
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(5.11)

Ezek utân, ha a perturbâci6 relevâns voltât akarjuk eld6nteni, akkor a k6vetkezô hânyados
viselkedését kell elemeznünk abban az esetben, amikor megk6zelitjük a kritikus pontot,
t ----+ O.

6t~ço) ex: C1+vo/2 , ço ex: CVo , (5.12)

A fenti formulâban ço a korrelâci6s hosszt,mig 1/0 a tiszta rendszerhez tartoz6 kritikus
exponenst jel6li. A perturbâci6 akkor relevâns, ha a t-1+vo/2 hânyados divergâl a kritikus
pontban, azaz ha 1/0 < 2. Ezért a kétdimenzi6s Ising modellnél, ahol1/o = 1, a kéttengelyu
korrelâlt rendezetlenség relevâns perturbâci6t okoz.

Ugyanezen eredményhez jutunk, ha ~ skâlâzâsi dimenzi6jât vizsgâljuk. Kiindulâsnak
tekintsük az (5.11) kifejezést. Amennyiben a hosszusâgi skâlât egy b tâgitâsi faktorral
n6veljük, akkor a 6t a k6vetkezôképpen transzformâl6dik

(5.13)

(5.14)

ahol bt-hez az YtO = 1/1/0 skâlâzâsi dimenzi6 tartozik. Az L' helyére L/b-t helyettesitve
ad6dik, hogy

2 - 1/0
YI':>.=-2-'1/0

azaz a ujra skâlâzâs sorân a rendezetlenség erôssége csak abban az esetben nô, ha 1/0 < 2.
A Gauss-féle korrelâlt rendezetlenség fixpontjânak stabilitâsâra a = 1 esetén ugyanaz

az eredmény ad6dik az (5.1) egyenletben, mint amit a modellünkre vonatkoz6an az imént
kétféleképpen is megâllapitottunk. Ez abb61 k6vetkezik, hogy mindkét modell esetén egy
L hosszu skâlân a rendezetlenség korrelâci6s függvénye hasonl6 m6don viselkedik. Ezért a
kéttengelyu korrelâlt rendezetlenséget ugyis prezentâlhatnânk, mintha egy effektiv a = 1
paramétenl korrelâci6s exponenssel rendelkezne. A tovâbbiakban azt is megvizsgâljuk,
hogy vajon a két modell k6z6tt szorosabb kapcsolat is talâlhat6. Azaz az (5.2) egyenletben
a 1/ kritikus exponensre vonatkoz6 âllitâs teljesül-e a kéttengelyu korrelâlt rendezetlenség
esetén is.

5.3. Véges méret skâlâzâs a kritikus pontban

5.3.1. A mérés menete

Kül6nb6zô fizikai mennyiségekhez tartoz6 kritikus exponenseket hatâroztunk meg azâl
tal, hogy kihasznâltuk az adott mennyiségnek a kritikus pontban jelenlevô véges méretbôl
szârmaz6 skâlâzâsi tulajdonsâgât. A mérés sorân egyre n6vekvô Lx L méretli négyzetrâ
csot tekintettünk, és minden irânyban periodikus hatârfeltétellel éltünk.

A Wolff algoritmust hasznâltuk, lâsd 3.2.2 szakasz, hogy ezâltal is cs6kkentsük a kri
tikus pontban tapasztalhat6 lelassulâst. Minden rendszerméret esetén megvizsgâltuk a Te
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equilibraci6s idot. Ehhez a rendszert két lényegesen külonbozo allapotb61 indftottuk. Az
elso esetben minden spin azonos iranyba mutatott, amely megfelel a T = 0 homérséklet
nek, majd a spinek véletlenszerüen vettek fel értékeket, amely a végtelen homérsékletnek
megfelelO allapotot szolgaltatja. Az equilibraci6s idot azon Monte Carlo lépések szama
szolgaltatja, amely a két külonbozo allapotb61 indulva az egyensuly elérésének megtételé
hez szükséges. Mind a magnesezettségre, mind az energiara vonatkoz6an meghataroztuk
Te-t. Ugyanezen mennyiségek esetén mértük az autokorrelaci6s idot is, hogy egy adott
minta esetén az idore vett atlagolas statisztikus hibajat meghatarozhassuk.

A szimulaci6k soran minden mintanal elOszor lOTe idot vartunk. Ez rendszermérettOl
függoen 103 Monte Carlo lépéstol egészen 5 x 104 lépésig terjedhetett. Ezutan az adott
minta esetén a külonb6zo fizikai mennyiségeknek meghataroztuk a termikus atlagat. Itt
a megtett lépések szama ismét csak mérettOl függoen T = 105-tol T = 2.5 X 105 Monte
Carlo lépésig terjedt. Nagysagrendileg a rendezetlenség ns ~ 104 mintajât tekintettünk.
Ez az érték ugy lett meghatârozva, hogy az eltéro mennyiségek mérési hibaja 1% k6rüli
legyen.

A fiuktuâci6-disszipaci6 relâci6t hasznâltuk, hogy meghatarozzuk a fajhot és a mâg
neses szuszceptibilitâst. Az X mennyiség vârhat6 értékét a termikus âtlagoknak a rende
zetlenség ns szâmu mintâjâra vett âtlaga szolgâltatja.

(5.15)

A rendszer teljes M mâgnesezettségét és teljes E energiâjât az alâbbiak szerint definiâljuk:

L

M = L ai,j,
i,j=l

L

E = - "\:' (a- -a-+1 -+ a- -a- -+1) .L...t ~,J ~ ,J ~,J ~,J

i,j=l

(5.16)

A szimulâci6k sorân a kovetkezo mennyiségeket mértük:

1lI Az egy spime jut6 p-edik mâgneses momentum, (p = 1,2,3,4):

(5.17)

• Az egy spime jut6 szuszcebtibilitâs:

(5.18)

.. Az egy spime jut6 fajho:

(5.19)

• A szuszceptibilitâs logaritmusânak homérséklet szerinti derivâltja:

t!.E = E - (E) . (5.20)
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Tff=l
c

Tff=2
c

5.3. âbra. Pillanatfelvétel az egyensulyi spin konfigurâci6r61 a pertubâlt (.6. = 9) és a
tiszta rendszer (.6. = 0) esetén a rendezett fâzisban (T = 0.8Te ), a kritikus pontban,
valamint a paramâgneses fâzisban (T = 2Te).

5.3.2. SûmulâcÏôk eredményei

Az 5.3 âbrân a kéttengelyü korrelâlt rendezetlenség egyensulyi spinkonfigurâci6jât hason
litjuk 6ssze a tiszta rendszeréve1. Hârom kül6nb6z6 h6mérsékleti tartomânyt tekintünk. A
rendszer méret mind a.6. = 9 er6sségü rendezetlen, mind a tiszta modell esetén 116 x 116.
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5.4. âbra. Az egy spinre es6 fajh6 véges méret viselkedése a kritikus pontban semi
logaritmikus skâlân âbrâzolva. A fajh6 Œ kritikus exponense negativ, ezért a C viselke
dését nagy L rendszerméret esetén a regulâris része hatârozza meg.
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5.5. âbra. Az egy spinre jut6 mâgneses momentumok véges méret skâlâzâsa a kritikus
pontban. Az egyenesek a lineâris illesztésb61 szârmaznak.

J61 lâthat6, hogy az alacsony és magas h6mérsékleti fâzisban a perturbâlt modellben a
klaszter méretek nagyobbak. Mâsfel61 a kritikus pontban hozzâvetOleg ugyanazon hosszû
tâvû rend van jelen.

A fajh6nek, a mâgnesezettség sunlségének kül6nb6z6 momentumainak, a szuszceptibi
litâsnak, az ln X h6mérséklet szerinti derivâltjânak kritikus pontban jelenlev6 véges méret
tulajdonsâgât figyelhetjük meg az 5.4-5.7 âbrâkon. Egyre nagyobb rendezetlenség mellett
,6. = 3,4,9, a rendszer lineâris méretét L = 8-t61 L = 116-ig vâltoztattuk.

A fajh6 nagyobb rendszerméret estén telft6dik, amely azt mutatja, hogy a regulâris
része dominâl a szingulârissal szemben. Tudjuk, hogy a szingulâris rész Lalv szerint
skâlâz6dik. Ezért a telft6dés azt jelenti, hogy a fajh6 Œ kritikus exponense negativ.
Tulajdonképpen ez az oka annak, hogy a szuszceptibilitâs logaritmusânak h6mérséklet
szerinti derivâltjât vizsgâltuk.

A véges méret skalâzâs szerint a rendszer L lineâris méretével az alâbbi mennyiségek
a kritikus pontban a k6vetkez6képpen viselkednek:

mp ex L -px};:) x~) = X m = (31 v ,,

X ex L'Ylv [Iv = d - 2xm = 2(1 - x m ),,
\fJ ex Li/v 11v = Yt· (5.21 ),

A log-log skâlân val6ban megfigyelhet6 az elvârt lineâris tulajdonsâg, j61 lehet \fJ esetén
kis rendszerméreteknél észrevehetOen eltér ett61, valamint a meredekség enyhén függ ,6.



5.3. VÉGES MÉRET SKALAzAs A KRITIKUS PONTBAN

9

7
,.-..,
?<
'--
..5

5 0..1.=3
0..1.=4
D ..1.=9

3
2 3 4 5

ln(L)

63

5.6. âbra. Az egy spinre jut6 szuszceptibilitâs véges méret skâlâzâsa a kritikus pont
ban. Mivel az adatok ~-val alig vâltoznak, fgy az egyenes az osszes pontra vett lineâris
illesztésb61 szârmazik.

értékét61. Éppen ezért a mâgnesezettség és a szuszceptibilitâs exponenseinek meghatâ
rozâsâhoz egyszeru lineâris illesztést alkalmaztunk, ugyanakkor a w-hez tartoz6 mérési
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5.7. âbra. Az (5.20)-ben definiâlt 'li véges méret skâlâzâsa a kritikus pontban. A gorbék
a (5.22) egyenlettel meghatârozott illesztésb61 szârmaznak.
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5.8. âbra. A végtelen rendezetlenséghez tartoz6 l/v meghatârozâsa lineâris extrapolâei6
val.

adatokra az alâbbi g6rbét illesztettük

1
ln(w) = A + -ln(L) + ln (1 + BL-W

)

v
(5.22)

Az 5.1 tâblâzat tartalmazza a rendezetlenség kül6nb6z6 er6sségeihez tartoz6 kritikus ex
ponenseket. Mivel ~ n6velésével nines jelentOs eltérés (3/v és 'Y/v értékében, ezért ezek
âtlagât tekintettük, mely az alâbbi értékeket szolgâltatta:

(3
- = X m = 0.1299(12) ,
v

'1 = 1.7419(20) .
v

(5.23)

Az azonban nem teljesen vilâgos, hogy a mâgnesezettség x~) momentumai miért es6k
kennek p n6vekedésével. Val6szinûsithet6en erossover hatâs, hiszen mindez ke1l6en er6s
rendezetlenségnél, ~ = 9, eltûnik.

A w-hez tartoz6 l/v exponens is vâltozik a rendezetlenség kül6nb6z6 értékeinél. Mi
képpen az az 5.8 âbrân is lâthat6 a es6kkenés lineâris 1/~-ban. Innen extrapolâci6val
meghatârozhat6 a végtelen nagy rendezetlenséghez tartoz6 érték:

1
- = Yt = 0.4988(13) .
v

5.4. Kritikus profilok

(5.24)

A kritikus pontba Monte Carlo eljârâssal meghatârozott profilokb61 konform leképezések
segitségével megkaphatjuk a modellhez tartoz6 felületi és t6mbi exponenseket [32, 94, 15].
A kéttengelyû korrelâlt rendezetlenséggel rendelkez6 modellre a replika trükk6t alkalmazva
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5.1. tablazat. Az 5.5-5.7 abrakon lathat6 véges méret skalazasi adatokra tortén6 illesz
tésb61 szarmaz6 effektfv kritikus exponensek. Az utols6 sorban a w-re illesztett (5.22)
gorbében szerepl6 korrekci6s kitev6 értékei szerepelnek.

~=3 ~=4 ~=9

13/v 0.1312(13) 0.1292(10) 0.1294(14)
(2) 0.1283(10) 0.1279(8) 0.1309(11)x m
(3) 0.1259(8) 0.1264(8) 0.1310(9)x m
(4) 0.1238(7) 0.1249(7) 0.1305(8)Xm

I/V 1.7435(21) 1.7442(17) 1.7381(22)
l/v 0.5368(9) 0.5268(10) 0.5115(8)
w 0.737(7) 0.573(6) 0.569(7)

olyan effektfv Hamilton operatorhoz jutunk, ahol hosszu tavu kolcsonhatasok lépnek fel
az egyes replikak kozott. Ebb61 ad6d6an, szemben a korrelalt rendezetlenséggel [32], nem
varjuk, hogy az altalunk vizsgalt rendszer konform invarianciaval bfrjon a fazisatalakulasi
pontban. Mindazonaltal feltételezzük, hogy modellünk kritikus profiljai mégis rendelkez
nek ezen tulajdonsaggal. Hasonl6 esetre j6 példat szolgaltat a küls6 térrel rendelkez6
véletlen Ising lanc, ahol a kritikus pontban a profilok majdnem pontosan kovetik a kon
form elmélet altal meghatarozott gorbéket [57], noha a rendszer er6s anizotr6p skalazasi
tulajdonsaga miatt nem konform invarians [46, 118].

5.4.1. Suruségek konform transzformâcîôja

Rogzftett hatarfelülettel rendelkez6 félvégtelen kritikus rendszer magnesezettségi profilja
j61 ismert. A felülett61 y tavolsagraaz alabbi lecsengést mutatja [50]

X m = 13/v, (5.25)

ahol X m a tombi magnesezettségi sunlség skalazasi dimenzi6ja.
A fels6 komplex félsfkot a (2.62)-ben lefrt Schwarz-Christoffel transzformaci6 segft

ségével konform m6don leképezhetjük egy négyzetre, lasd 2.2 abra. A megvaltozott geo
metrîaban a magnesezettség surusége a (2.57) egyenlet értelmében, a 2.2.4 rész jeloléseit
hasznalva, az alabbiak szerint viselkedik:

(m(w ))fixed

w'(z)

b(z)Xm(m(z))fixed' b(z) = Iw'(z)I-1

L
(5.26)

Bevezetve egy uj, redukalt vâltoz6t

((w) = S'[z(w)] ,
1 J(l - z2)(1 - k2z2) 1

(5.27)
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5.9. âbra. A mâgnesezettségi sürüség konform profiljai külonboz6 L rendszerméretés .6..
rendezetlenség esetén. A szaggatott vonalak -j3/v meredekségei a véges méret skâlâzâsb61
szârmaznak.

a mâgnesezettség sürüsége ( hatvânyaként vâltozik

m = (m(())fixed ex (-Xm
• (5.28)

Rason16 lecsengést kapunk az energiasürüség szingulâris részének viselkedésére

(e(()) sing ex (-Xe, Xe = 2 - l/v. (5.29)

Ekkor azonban eleminâlni kel1 az energiasürüség regulâris részét. Ezt ugy va16sfthatjuk
meg, hogy megvâltoztatott a peremfeltételekhez tartoz6 energiasürüségek 8e külonbségét
tekintjük. Nevezetesen a szabad hatârfelület esetén mért efree(w) értékb61 kivonjuk a
rogzftett hatârfeltétel sorân kapott efixed (w) értéket, mely az alâbbiak szerint viselkedik

(5.30)

Ugyanis a két hatârfeltételnél a szingulâris rész együtthat6ja el1entétes e16jeW [66, 15],
mfg a tombi regulâris részé együtthat6ja vâltozatlan, ezért a külonbség képzésekor ezen
ut6bbi tag kiesik.

5.4.2. A mérés eredménye

A Monte Carlo technikâval végrehajtott mérés sorân külonboz6 hatârfeltételekkel rendel
kez6 négyzetrâcsot tekintettünk. A Swendsen-Wang algoritmust hasznâltuk, lâsd 3.2.3
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5.10. abra. Az energiasl1rl1ség konform profiljai kül6nb6zo L rendszerméretés .6.. rendezet
lenség esetén. Az egyenesek az adatokra val6 linearis illesztésbol szarmaznak.

szakasz, mivel ez sokkal hatékonyabbnak bizonyult r6gzitett hataru modell estén a Wolff
algoritmussal szemben. Harom kül6nb6zo racsméreten (L = 16, 32, 64) vizsgaltunk ha
rom kül6nb6zo erosséghez taroz6 rendezetlenséget (.6.. = 7, 9, 11). Minden minta esetén
Te = 5.103 Monte Carlo lépés megtétele utan T = 6.104 lépésre hataroztuk meg a termikus
atlagot. A vizsgalt mintak ns szama mérettOl függoen valtozott, a legkisebb rendszernél
n s = 2.104 , a legnagyobbnal ns = 2.103 volt.

A magnesezettség profiljanak mérésekor a felületi spineket +1 értékkel r6gzitettünk.
Az energiasl1rl1ség szingularis részének meghatarozasahoz az (5.30) kifejezést hasznaltuk
oly m6don, hogy ugyanazon mintakra tekintettük a két kül6nb6zo hatarfeltételhez tartoz6

5.2. tablazat. Az energiasl1rl1ség Xe skalazasi dimenzi6ja, az 5.10 abran szereplO adatokra
t6rténo linearis illesztés meredekségébol meghatarozva.

L .6..=7
16 1.5435(9)
32 1.5241(9)
64 1.5209(6)

.6.. = 9
1.5377(9)
1.5207(6)
1.5182(4)

.6..=11
1.5177(10)
1.5110(9)
1.5002(8)
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5.3. tablâzat. A modell mâgnesezettség és az energia skâlâzâsi dimenzi6i, valamint a
kritikus exponensei a skâlat5rvények felhasznâlâsâval, ahol 13/v, I/V az (5.23) mig l/v
az(5.24) egyenlet hatarozza meg.

X m 0.1294(7)
Xe 1.5012(13)
lX -2.01(1)

13 0.2604(31)

1 3.492(13)
6 14.46(8)
V 2.005(5)
'!] 0.2588(14)

profilokat.
A mérés eredményeként kapott g5rbék <: függvényében log-log skâlân az 5.9-5.10 âb

râkon lâthat6k. A mâgnesezettség suruség profiljainâl er6s korrekci6k lépnek fel, azonban
a redukâlt vâltoz6 kis értékei miatt nem talâltunk megbizhat6 nem linearis illesztés. A
szaggatott vonallaljelzett g5rbe meredeksége a véges méret skâlâzâs sorân az (5.23) egyen
letben szerep16 13/v értéke. Ez azt mutatja, hogy aszimptotikusan a két eredmény 5sszeér.

Az 5.10 âbrân lâthat6 energia profilok esetén gyenge korrekci6k lépnek fel, igy itt al
kalmazhat6 a lineâris illesztés Xe meghatârozâsâra. Az a pâr pont, mely nem az egyenesen
helyezkedik el kis <: esetén jelentkezik. Ezek kizâr6lag a felülethez kapcso16dnak, és nem
nagy sullyal birnak az illesztéskor. Az 5.2 tâblâzatban az egyre nagyobb L rendszerméret
és az egyre er6sebb .6. rendezetlenség sorân meghatârozott Xe értékeket tüntettük fel. J6l
lâthat6, hogy mind L, mind .6. n5vekedésével az energia skâlâzâsi dimenzi6ja fokozatosan
cs5kken.

5.5. Osszefoglalâs

Az âltalunk vizsgâ1t kéttengelyu korrelâlt rendezetlenséggel bir6 modell kritikus exponen
seit az 5.3 tâblâzatban fogla1tuk 5ssze. A mâgnesezettség skâlâzâsi dimenzi6ja k5zvetlenül
ad6dik a (5.23) egyenletb6l. Azonban I/V ismeretében al/v = d - 2xm skâla t5rvény
segitségével is kifejezhet6, ekkor X m = 0.1291(10). A tâblâzatban a két érték k5z5s kon
fidencia intervallumânak k5zepe szerepel. Mivel ez k5zel van a tiszta kétdimenzi6s Ising
modellhez tartoz6 X m = 1/8 értékhez, igy elmondhat6, hogy a két modellben a mâgnese
zettség majdnem ugyanolyan fraktâldimenzi6val rendelkezik. Ez az oka annak, hogy az
5.3 a kritikus pontban az egyensulyi allapotok azonos képet mutatnak. A mâgnesezettség
skâlâzasi dimenzi6jâb6l a skâlat5rvények segitségével kapjuk, hogy '!] = 2xm + 2 - d = 2xm

és6=-1+d/xm .

A korrelâci6s hossz v kritikus exponensének értékét az (5.24) egyenlet segitségével
hatârozhatjuk meg. J6llâthat6, hogy a numerikus becslés a hibahatâron belül 5sszhang
ban van az a = 1-hez tartoz6 Gauss-féle izotr6p rendezetlenségre vonatkoz6an az (5.2)
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egyenletben leirtakkal. A fajhû a kritikus exponensét a Josephson torvény segitségével
hatarozhatjuk meg, lasd a 2.2 tablazat. A rendezetlen és a tiszta rendszer v exponense
kozotti külonbség magyarazza, hogy az 5.3 abran a kritikus ponton kivüli tartomanyokban
a kéttengelyu korrelalt rendezetlenséghez tartoz6 klaszterméretek nagyobbak.

Az energiasuruség Xe skalazasi dimenzi6ja az Xe = d - l/v egyenlet felhasznalasaval
ad6dik. Osszevetve az 5.2 tablazat eredményivel lathat6, hogy konform transzformaei6
utan a kritikus profilok vizsgaJatab61 hason16 eredményre jutottunk.

Osszegezve eredményeinket, melya [5] eikkben talalhat6k meg, a négyzetraeson értel
mezett Ising modellt viszgaltuk kéttetengelyu korrelalt rendezetlenség jelenlétében. Az
altalunk valasztott parametrizaei6 miatt a rendszer ondualis, igy a kritikus pontja egzaktul
meghatarozhat6. A Harris kritérium értelmében az Ising modellbe bevezetett perturbaei6
relevans. A kritikus pontban kiterjedt Monte Carlo szimulaei6k segitségével meghataroz
tuk a rendszer kritikus exponenseit, melyek konzisztensek voltak egymassal. A korrelaei6s
hossz v exponense megegyezik a Gauss féle izotr6p korrelalt rendezetlenség esetén var
takkal, ugyanakkor a magnesezettség X m skalazasi dimenzi6ja nines messze a tiszta és a
korrelalatlan rendezetlen rendszerhez tartoz6 értéktûl.
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6. fejezet

Csatolt modellek hatârfelülete

6.1. Bevezetés

Mâsodrendu âtalakulâsoknâl a korrelâci6s hossz végtelenbe tart. Emiatt mikroszkopikus
inhomogenitâsok és véges méretli defektusok nem vâltoztatjâk meg a rendszer kritikus
viselkedését [23]. Mâs a helyzet amennyiben a rendezetlenség végtelen kiterjedésu, mint
példâul felület jelenléte [17, 38, 89] vagy esetleg egy altéren végighûz6d6 defektus [22]
esetén. Ekkor a rendszer lokâlis kritikus viselkedése a korrelcâi6s hosszal karakterizâlt
tartomânyban megvâltozhat. Szokâsos példa erre a mâgnesezettség, amely a rendszer
belsejében a fâzisâtalakulâsi pont felé haladva m rv (Tc - T)f3 lecsengést k5vet, ugyanakkor
a felületen ml rv (Tc-T)f31 szerint vâltozik, ahol a két kritikus exponens, 13 és 131, âltalâban
kü15nb5z6.

Az inhomogenitâsoknak t5bb âltalânos formâja is van, ûgymint sarkok [30, 9, 35, 1],
szegélyek, parabolikus alakzatok [86] stb., melyek gyakran kül5nleges kritikus viselke
dést okoznak [58]. E16fordulhat, hogy a lokâlis exponensek néhâny paramétert61 függ6en
folytonosan vâltoznak, vagyis a lokâlis kritikus viselkedés nem univerzâlis.

Két kül5nb5z6 t5mbi illetve felületi kritikus exponensekkel bir6 rendszer 5sszekap
csolâsa is inhomogenitâst eredményez a hatârfelületen. Amennyiben a két alrendszer
kritikus h6mérséklete lényegesen kül5nb5zik, akkor a hatâron a fâzisâtalakulâsa hasonlit
a felületek viselekdéséhez [16]. Az alacsonyabb kritikus h6mérsékleten a a hatârfelület
rendezett marad, mivel az egyik alrendszer felülete még rendezett. Elérkezve a nagyobb
kritikus h6mérsékletre mint ahogy az egész rendszerben, ûgy a hatâron is megszunik a
rend. A jelenség a rendes felületi âtalakulâshoz hasonlit. Ugyanakkor kett6nél magasabb
dimenzi6ban és elég er6s kapcsolâs esetén lehetséges egy hatârfelületi âtalakulâs. Ennek a
kritikus viselkedése att61 függ, hogy az 5sszekapcsolt modellek mely univerzâlis osztâlyba
tartoznak.

Kétdimenzi6ban a hatârfelület viselkedése sokkal 5sszetettebb, ha a két alrendszer
kritikus h6mérséklete egybeesik, vagy csak kis mértékben tér el. Ebben az esetben a
két kü15nb5z6 alrendszer t5mbi, illetve felületi kritikus tulajdonsâgainak versengése vagy
k5lcs5nhatâsa a hatârfelület teljesen ûj tipusû viselkedését eredményezheti. Ebben a feje
zetben analitikusan és numerikusan is tanulmânyozzük az ut6bb emlitett inhomogenitâst.

71
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6.2. Âtlagtér elmélet

6.2.1. A 'Pk modell tulajdonsâgai

Szabad energia

A Landau-féle âtlagtér elmélet keretein belül, lâsd 2.2.1 rész, a V térfogattal és az S
felülettel rendelkez6 rendszert vizsgâlunk. A teljes szabad energia a skalâr mennyiségu
ep(r) rendparaméter függvénye, mely t6mbi és felületi részre bonthat6 [17, 38, 89]:

F[ep] = 1 fb [ep] dV +! fs [ep] dS .
(V) (8)

(6.1)

(6.2)

A mâsodrendu fâzisâtalakulâsi pont k6rnyékén a rendparaméter értéke kicsi, ezért az fb[ep]
t6mbi szabadenergia suruségfüggvénye sorba fejthetO. A sorfejtésben a rendparaméter
gradiense mellett a k6vetkez6 tagokra szorftkozunk:

C 2 A 2 B k
fb [ep] = fb [0] + 2(Vep) + 2ep + kep - hep.

A pozitiv együtthat6ju, C > 0, mâsodik tag a rendparaméter térbeli vâltozâsa miatt lép
fel. A kritikus pont alatt, T < Tc, a negativ A a kritikus pontt61 val6 tâvolsâgot méri,
A = -at (a > 0, t = Tc - T). A k6vetkez6 tag, B > a feltétel mellett biztositja a
rendszer stabilitâsât a rendezett fâzisban. Az utols6 tag a küls6 mâgneses teret jelôli.
Amennyiben k pâratlan a rendparaméter csak nem negativ értéket vehet fel, kül6nben a
rendszer instabillâ vâlik.

A fentiekhez hasonl6 m6don a felülethez tartoz6 szabadenergia suruségfüggvénye az
alâbbiak szerint irhat6

Cs ep2
fs [ep] = fs [0] + 21\ ' (6.3)

ahol ep a rendparaméter értéke az S felületen, lâsd 2.3.2 szakasz. A Cs konstans pozitiv, a
A az extrapolâci6s hossz, mely a rendszer mikroszkopikus Hamilton operâtorâban a t6mbi
és felületi k6téseikkel âIl kapcsolatban [17] .

Ginzburg-Landau egyenlet

Az âtlagtér elméletben a rendparaméter egyensulyi értéke, ep(r), minimalizâlja a (6.1) e
gyenlettel kifejezett teljes szabadenergiât. Emiatt a szabadenergia 8F[ep] vâltozâsa nullât
eredményez, amennyiben a rendparamétert az egyensulyi értékétOl egy kis 8ep(r) értékkel
eltérftjük és ezen vâltoz6 szerint els6 hatvânyig sorba fejtjük. A (6.1-6.3) egyenleteket
hasznâlva a k6vetkez6 ad6dik:

8F[ep] = r [CVep.V8ep+(Aep+Bepk-l_h)8ep]dV+! (Cs~)8epdS. (6.4)
1(V) (8)

A térfogat integrâlban az els6 tagot a k6vetkez6 azonossâg szerint âtalakithatjuk

(6.5)
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és Gauss tételét alkalmazva az elso részt felületi integralként irhatjuk fel. Ekkor a szaba
denergia valtozasa

8F[cp] = r (-C\72cp+Acp+Bcpk-l_h)8cpdV +1 (-Cn. Vcp + Cs ~) 8cpdS, (6.6)
h~ (~

ahol n a felülettol a rendszer belseje felé mutat6 egységvektor. Egyensuly esetén a teljes
szabadenergia elsorendu valtozasa eltünik, ezért a fenti egyenletben a térfogatintegral az
alabbi Ginzburg-Landau egyenlethez vezet

-C'~72cp(r) + Acp(r) + Bcpk-l(r) = h(r), (6.7)

amely a rendparaméter tombi viselkedését hatarozza meg. A felületi integral az alabbi
peremfeltételt szolgaltatja a rendparaméter hataron lévo profiljara:

(6.8)

Tombi kritikus viselkedés

Mivel a felülettOl tavol a rendszert homogénnek tekintjük, ezért a (6.7) egyenlet elso
tagja nem jelenik meg amennyiben a tombi viselkedést analizaljuk. A kritikus pont felett,
külso tér hianyaban a magnesezettség eltlinik, ugyanakkor a rendezett fazisban, (T ~ Tc,
h = 0), az alabbiak szerint valtozik

(at) /3
'Pb = B = CPo t/3 ,

1
/3= k-2' (6.9)

A tombi viselkedéshez tartoz6 Ginzburg-Landau egyenletet megoldva hatarozhatjuk
meg a osszekapcsolt korrelaci6s függvényt

(6.10)

ahol cp(1') a rendparaméter egyensulyi értéke. A 6.7 egyenlet funkcionalis derivaltjat
tekintve a kovetkezot kapjuk

-C\7;G(r, 1") + [A + (k - 1)Bcp~-2]G(r, 1") = kBT8(r - 1").

Âtrendezve ad6dik, hogy

(6.11)

(6.12)

ahol a ç tombi korrelaci6s hosszt a rendezett fazisban a (6.9) és (6.11) egyenletek felhasz
nalasaval fejezhetjük ki

1
v=

2'
(6.13)
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Rendparaméter profilok

A tovâbbiakban félsikokat vizsgâlunk, azaz szâmitâsaink sorân mindig feltételezzük, hogy
a rendszerhez tartoz6 felület a z = 0 helyen talâlhat6. A profilokat a cp = cp(z) koordi
nâtâzâssal irjuk le. A rjJ = cp/CPb normâlâst bevezetve a (6.7), (6.9) és (6.13) egyenleteket
hasznâlva a rendparaméter profiljât a k6vetkez6 differenciâl egyenlet megoldâsâb61 hatoz
hatjuk meg

Ak-l Acp - cp
(k - 2) ç2 . (6.14)

Mindkét oldaIt 2drjJ/dz szorozva és figyelembevéve, hogy a rendszer belsejében drjJ/dz ---t 0,
amennyiben rjJ ---t 1, fenti differenciâl egyenlet els6 integrâlja az alâbbi egyenlethez vezet

2rjJk - krjJ2 + k - 2

k(k - 2) Ç2
(6.15)

A tovâbblépésnél mâr szâmitâsba kell venni k konkrét értékét. Nem szabad elfelejtkezni
a felület âItal meghatârozott peremfeItételr61 sem. Hiszen a felület lehet rendezettebb,
(rjJ(O) > 1) , vagy kevésbé rendezettebb, (rjJ(O) < 1), mint a rendszer belseje. Az alâbbi
akban felsoroljuk a (6.15) egyenlet kül6nb6z6 megoldâsait, amelyekre a kés6bbiek sorân
lesz szükségünk. A rjJ+(z) (rjJ_(z)) je161ést hasznâljuk abban az esetben, amikor a rendszer
a z > a (z < 0) koordinâtâkkal jellemzett félsikban helyezkedik el. Az l+ (L) integrâci6s
konstanst a z = 0 peremfeltétel segitségével hatârozhatjuk meg.

«II cp3 model, rjJ(O) > 1:

drjJ± 1

dz 0

.. cp3 model, rjJ(O) < 1:

drjJ± 1

dz 0

CIl cp4 model, rjJ(O) > 1:

1 [ 2 (z ± l±) ]"2 3coth ~ -1 ,

3 ( l±). 3 ( l± )=F 2ç± cosh 2ç± smh- 2ç±

1 [ 2 (z ± l±) ]"2 3tanh ~ -1 ,

3 . (l±) 3 ( l± )± 2ç± smh 2ç± cosh- 2ç±

(6.16)

(6.17)

drjJ±1
dz 0

(
z ± l±)±coth ~ ,

1 . 2 ( l± )=F-smh- -
2ç± 2ç±

(6.18)
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1Il 1.fJ4 model, ep(O) < 1:

75

.. 1.fJ6 model, ep(O) > 1:

dep± 1

dz 0

(
z ± l±)±tanh ~ ,

1 2 ( l± )±-cosh- -
2ç± 2ç±

(6.19)

dep± 1

dz 0

• 1.fJ6 model, ep(O) < 1:

dep±1
dz 0

[ (
± l) ]-1/2V2 3 tanh2 z 2ç±± - 1 ,

3V2. (l±) 3 ( l± )=f-ç- smh - cosh- ---c
2<,,± 2ç± 2<,,±

[ (l) ]-3/2
X 3tanh

2
2;± -1 .

( ±l ) [ (± l) 3] -1/2
±sinh z 2ç± ± sinh

2
z 2ç±± +"2 '

3 (l) [ (l) 3] -3/2
± 4ç± cosh 2;± sinh

2
2;± +"2.

(6.20)

(6.21)

6.2.2. Felületek kritikus viselkedése

A tovâbbiakban âttekintjük a felület kritikus viselkedését, vo 2.3.2 szakasz. Mindvégig
feltételezzük, hogy a rendszer a rendezet fâzisâban van, (T ::::; Tc), és a pozitiv félsikban
helyezkedik el, z > O. Ezért itt nem alkalmazunk a korâbban bevezetett kett6s jelolést,
elhagyjuk a + indexet, azaz példâul l.fJ(z)-t hasznâlunk 1.fJ+(z) helyett. Ezen geometria
esetén a (6.8) peremfeltétel egyszerusodik

Cs ep(O) = C dep 1 .

A dz 0
(6.22)

Az alâbbiakban ismertetjük az l integrâci6s konstanst, valamint a rendparaméter 1.fJ(0)
értékét.

A 1.fJ3 rnodellhez tartoz6 felület

.. A < 0:

Ekkor rendkivüli felületi âtalakulâsnak lehetünk tanui, azaz a felület rendezett ma
rad a tombi kritikus pontban. A rendparaméter profiljât a (6.16) egyenlet irja le.
Mivel a korrelâci6s hossz a kritikus pontba végtelenbe tart, ezért l/ç ~ 1. Az l
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integrâci6s konstanst a (6.22) egyenlet mindkét oldalânak l/ç szerinti sorfejtésébol
hatârozhat6 meg, a vezetO rendig tekintve ad6dik, hogy

és

( )

2
3 Csço

'P(O) ="2 CIAl 'Po·

(6.23)

(6.24)

(6.25)

és fgy:

IID A> 0:

Ebben az esetben a rendparaméter értéke kisebb a felületen, mint a rendszer bel
sejében. Mindamellett ugyanazon Tc homérsékleten jelenik meg a rend az egész
rendszerben, vagyis rendes felülelti âtalakulâssal van dolgunk. A profilt a (6.17)
egyenlettel jellemezhetjük, ahol azzal a feltevéssel éltünk, hogy l/ç konstans. A
részletes szâmolâsok megtalâlhat6k a [6] cikkben. A (6.22) egyenletben megfogal
mazott peremfeltétel teljesül, amennyiben

l = 2tanh- l (~) çor l/2

_ 1 CA 3/2
'P(Ü) - V3 Csço 'Pot . (6.26)

A rendparaméter felületi exponense, f3l = 3/2, nagyobb a tombi exponensnél, f3 = 1.

e A -+ 00:

Ekkor a profilt az l -+ 00 feltétel mellett egyarânt meghatârozza a (6.16) és a (6.17)
egyenlet. A rendparaméter konstans, azaz értéke a rendszer belsejétol haladva a fe
lületig vâltozatlan, 'P(O) = 'Pb = 'Pot. Ezen a speciâlis felületi âtalakulason egyazon
homérsékleten jelenik meg a rend mindenhol a rendszerben, tovâbba a rendparamé
ter felületi és tombi kritikus exponense is megegyezik.

A 'P4 modellhez tartozô felület

GD A < 0:

Ahogy az elozo részben mar lâttuk, ekkor a felület rendezettebb, és fâzisâtalakulâ
sahoz tartoz6 kritikus homérséklet magasabb a tombinél. A rendparaméter profiljât
a (6.22) egyenlet hatarozza meg. Az integrâci6s konstansra a (6.22) egyenlet âltal
megkovetelt l/ç ~ 1 feltételt figyelembevéve ad6dik, hogy

C
l = Cs lAI·

A rendparaméter felülethez kapcsol6d6 vezeto részére az alâbbiakat kapjuk

(6.27)

(6.28)
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(6.29)

.. A> 0:

Ekkor a rendes felületi atalakulâsnâJ a rendszer profiljat a (6.19) egyenlettel irhatjuk
le. Amennyiben l/ç ~ 1 a peremfeltétel teljesül, és igy

C
l = Cs A.

A felületen a rendparaméter a kritikus pont kozelében az alabbiak szerint viselkedik

1 CA
cp(O) = 2" Csço CPot . (6.30)

Ebbal megint az ad6dik, hogy a felületi exponens, /31 = 1, nagyobb a tombi expo
nensnek a (6.14) egyenletben meghatarozott értéknél, /3 = 1/2.

• A -t 00:

Itt a (6.22) hatarfeltétel miatt az integraci6s konstans a végtelembe tart, l -t 00. A
specïalis atalakulas sorén mind a felületen, mind a rendszer belsejében ugyanakkora
a rendparaméter értéke, cp(O) = CPot1/ 2 .

A cp6 modellhez tartozô felület

• A < 0:

A rendkivüli felületi atalakulas soran a profilt a (6.20) egyenlet irja le. Ebben az
esetben a (6.22) hatarfeltétel akkor teljesül, ha az l/ç hanyados konstans értéket
vesz fel, ami a kovetkezakhoz vezet

l = 2 tanh-1 (Js) çor 1
/
2

Ebbal meghatarozhatjuk a rendparaméter felületi viselkedését

(
Csço ) 1/2

cp(O) = 2y'3CIAl CPo·

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

GD A> 0:

Miként a korabbi esetekben is lattuk rendes felületi atalakulas zajlik le. A rendpa
raméter profiljat (6.21) hatarozza meg. A peremfeltétel abban az esetben teljesül,
amennyiben l/ç ~ 1. Ekkor az ad6dik, hogy

C
l = Cs A.

A felületen a kritikus pont kozelében a rendparaméter a tombi /3 = 1/4 exponenshez
képest /31 = 3/4 exponenssel valtozik,

)
_ 1 CA 3/4

cp(O - V6 Csço CPot .
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.. A ---+ 00:

Ahogy a t6bbi modellnél, itt is specialis atalakulas van, l végtelen, valamint a felület
ugyanugy viselkedik, mind a rendszer belseje, rp(O) = rpot 1/

4
.

J61 lathat6, hogy a karakterisztikus hossz kül6nb6zo értékei mellett a rendparaméter
f31 felületi és f3 t6mbi kritikus exponensei k6z6tt az alabbi 6sszefüggések lépnek fel:

f31 = f3 + v (rendes atalakulas) ,

f31 = f3 (specialis atalakulas) .

(6.35)

(6.36)

(6.37)

Ezen skâlazasi relaci6k azonban csak az atlagtér elmélet keretein belül maradnak igazak
[17].

6.2.3. Hatârfelületek kritikus viselkedése

Ebben a részben két kül6nb6zo univerzalis osztalyba tartoz6 rendszer 6sszekapcsolasa
soran létrej6vo hatarfelület kritikus viselkedését analizaljuk a rendezett fazisban, T ~ Tc.
Éppen ezért a két alrendszer szabadenergia sunlségét a (6.2) egyenletben mas-mas k
hatarozza meg. Maga a hatarfelület a z = 0 koordinatan va16sul meg, és az 6sszekapcsolas
az alabbi tagot jeleni az szabadenergia suruségfüggvényében:

Ci rp2
Ji [rp] = Ji [0] + 21\ .

Szamltasaink soran azzal a feltevéssel élünk, hogy a pozitiv féltérben azon alrendszer
helyezkedik el, amely belsejében a kritikus pont alatt nagyobb rend uralkodik, azaz f3+ <
f3-. A rendparaméter profiloknak, z > 0 esetén rp+(z)-nek valamint z < 0 esetén rp_ (z)
nek, eleget kell tenniük az alabbi egyenleteknek:

rp(O)

C. rp(O)
~A

(6.38)

A fenti hatarfeltételek a (6.22) egyenletnek az 6sszekapcsolasra vonatkoz6 altalanosltasai.
A megfelelO derivaltak az adott alrendszer felületi integraljahoz kapcso16dnak.

Amikor két alrendszert 6sszekapcsolunk a (6.38) egyenletben szereplo hatarfeltételek
hatarozzak meg az l± integraci6s konstansok értékét, és ezaltal a teljes rendparaméter
profiljat. A tovabbiakban külônb6zo univerzalis osztalyok mellett ismertetjük az integra
ci6s konstansokat valamint a rendparaméter hatarfelülethez tartoz6 értékét. A szamltasok
technikai részletei megtalalhat6 a [6] cikkben.

Ahogy a felületeknél is lattuk a A karakterisztikus hossz értéke hatarozza meg a kriti
kus viselkedését. Amennyiben A negatfv a hatarfelület rendezett marad a t6mbi kritikus
pont elérésekor, ekkor rendkfvüli hatarfelületi atalakulasr61 beszélünk. Ha kettOnél maga
sabb dimenzi6ju rendszert tekintünk, d > 2, akkor a t6mbi kritikus homérséklet felett a
felületen jelenlévo rend egy A-t61 függo homérsékletig megmarad. Ezen atalakulast, mely
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mindig megjelenik az âtlagtér elmélet keretein belül, azonban nem vizsgâljuk. Amennyi
ben A pozitiv a hatârfelületen a rend a tombi kritikus pontban t hatvânya szerint tlinik el,
ezt az esetet rendes hatârfelületi âtalkulâsnak nevezzük. A fentebb emlitett két âtalakulâs
a (T, 1/A) fâzisdiagramban a T = Tc, 1/A = 0 pontban talâlkozhat ossze, ekkor speciâlis
hatârfelületi âtalakulâsr6l beszélünk, lâsd 2.5 âbra.

A 'P3 - 'P4 hatârfelület

CD A < 0:

Ekkor a két alrendszer eros csatolâssal kapcsol6dik ossze. Mindkét alrendszerben
a rendparaméter novekszik a hatârfelület felé haladva, igy a cp_(z)-t a (6.16), mig
'P+(z)-t a (6.18) egyenlet jellemzi. Az integrâci6s konstansokra az alâbbiakat kapjuk

L

(6.39)

ahol

CA:f = 1 + V1 + 3TA1 ' (6.40)

A rendparaméter dominâns része a hatârfelületen

(
1Uç_)2

'P(O) = 6 7d_l 'Po , (6.41)

nem tartalmazza a t redukâlt homérsékletet, igy a hatârfelület rendezett marad a
tombi kritikus pontban. A (6.40) és (6.41) formulâk felhasznâlâsâval meghatâroz
hatjuk a lAI-ban val6 aszimptotikus viselkedést

(6.42)

• A> 0:

Ebben az esetben a két alrendszer gyengén kapcsol6dik ossze.Amennyiben

(6.44)

(6.43)

L

A A - 2Ci 'Po c+0< < c- -0+<"0'
+'Po

a rendparaméter a hatârfelület felé haladva fokozatosan csokken, és igy 'P- (z)-t a
(6.17), mig 'P+(z)-t a (6.19) egyenlet irja le, ahol

h-1 (J1 + 2A/Ac) ç- -1/22tan 3 °t ,

C+
AU·

~
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0.00 L-...--L~--'-~---'-------'-----':oJ.......,-'---'

-4 -3 -2 -1 0
ç

0.04

,-.. 0.03
3J':e:

0.02
4

5

1

o
-1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

6.1. abra. A rp3 - rp4 hatarfelületen a cP = rp(z)/rpt redukâlt rendparaméter profilja ( =
z/ç+ függvényében kül6nb6zo'\ = A/çt értékeknél, ahol fentrollefelé haladva 1/,\ = -0.2,
-0.1,0,0.1, 0.5. A belso abraban a ,\ ~ 0 és ( < 0 eset van kinagyîtva, ismét csak fentrol
lefelé haladva 1/,\ = 0, 0.1, 0.5, 1 és 10. Mindkét alrendszerben minden mas paraméter
ugyanaz: C+ = C_ = Ci, rpt = rpo, çt = Çü valamint t = 10-4

.

Ha A= Ac, akkor L divergâl, aminek k6vetkezményeként rp_ (z) konstans és minden
z ~ O-ra a t6mbi értéket veszi fel.

Amennyiben Ac < A< 00, rp+(z)-t még mindig a (6.19) egyenlet hatarozza meg,
és l+ is tartja a (6.44)-ben leîrt értékét. Azonban rp_ (z) a hatarfelület felé haladva
novekszik és îgy (6.16) egyenlettel jellemezhetjük, ahol

(6.45)

A rendparaméter a hataron 0 < A < 00 esetben egyazon egyenlet îrja le

(6.46)

lB A -+ 00:

A profil monoton madon novekszik, és ugyanazon egyenletekkel jellemezheto, mint
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az el6bb A > Ac esetben, noha most az integrâci6s konstansok értéke vâItozik

81

L

(6.47)

és igy:

(6.48)

A cp4 - cp6 hatârfelület

lIIl A < 0:

A hatârfelület sokkal rendezettebb mint az alrendszerek belseje, ezért cp_(z)-t a
(6.18), mig cp+(z)-t a (6.20) kifejezéssekel jellemezhetjük. Ezekben az integrâci6s
konstansok a k6vetkez6képpen néznek ki

ahol

h(t)

1=1+
8 A*

1+ vi3TAT'

(6.49)

(6.50)

Itt és a kés6bbiekben a (6.57) formula esetén h(t) a mâsodik vezet6 hatvânyig tekin
tettük l+-ban. Erre azért van szükség, hogy a hatâron a profil formâjât meg tudjuk
hatârozni z = k6rnyékén. A hatâron a rendparaméter dominâns része konstans

(6.51)

A-ban az aszimptotikus tulajdonsâgât a (6.50) és a(6.51) egyenletek segitségével
hatârozhatjuk meg

(6.52)

CD A> 0:

A rendparaméter értéke bârmelyik alrendszer fe16l k6zelitve is meg a hatârfelületet
cs6kkenést mutat. Ezért a profil cp_(z) részét a (6.19), cp+(z) szakaszât pedig a
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6.2. âbra. A rp4 - rp6 hatarfelületen a cf> = rp(z)/rpt redukalt rendparaméter profilja ( =
z/ç+ függvényében külonbozô À = A/çt értékeknél, ahol fentrôllefelé haladva l/À = -0.1,
-0.05, -0.03, 0, 0.1. A belsô abraban a À ~ 0 és ( < 0 eset van kinagyitva, ismét csak
fentrôl lefelé haladva l/À = 0, 0.01, 0.02, valamint 0.1. Mindkét alrendszerben minden
mas paraméter ugyanaz és a redukâlt hômérséklet t = 10-6 .

(6.21) formula segitségével jellemezhetjük, ahol az integraci6s konstansokra az alabbi
értékek ad6dnak:

L ~C+rp~ç~ Ar1/ 4 ,
V3Cirpoço

l+ ~: A. (6.53)

Az osszekapcsolasnal a rendparaméter a kovetkezô egyenlet szerint viselkedik

_ 1 C+A + 3/4
rp(O) - J6 ciçt rpo t . (6.54)

Il A -+ 00:

Ebben az esetben, ahogy mar korabban is lattuk, a profil monoton novekedést mu
tat. Az alabbi konstansokat figyelembevéve rp_(z)-t a (6.18),mig rp+(z)-t a (6.21)
egyenletekkel irhatjuk le.

L (
C - ) 1/22V6 -rpo c- c+ r 3 / 8
C m+~o~o ,

+rO

(
C - ) 1/22V6 +rpO c- c+ r 3/ 8
C_rpt ~o ~o

(6.55)
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A hataron a rendparaméter az alabbiak szerint tlinik el

(6.56)

A 'P3
- cp6 hatârfelület

GD A < 0:

Szokasos m6don ebben az esetben a hatar rendezett marad az alrendszerek t5mbi
kritikus pontjaban. Éppen ezért a teljes profilt a cp_(z)-t jellemzo (6.16) és a cp+(z)-t
determinal6 (6.20) egyenletek segitségével kapjuk meg.(6.20). Az L meghatarozasa
hoz egy negyedfoku egyenletet kell vizsgalni. Az alabbiakban csak A hatareseteiben
k5z5ljük a megoldast

L rv 2~~ 1AI, 1A1 ~ A*,

~ (2v'276~~1r( :~ r~o, lAI ~ A'

l+ 2 [tanh-1 (~) + h(t)] çtr1
/

2
,

h(t) 2V3 (C_I~I)4 ('P~)2 t1/ 2 , lAI ~ A*,
9 CiÇo 'Po

h(t) ~ C+IAI t 1/ 2 lAI ~ A* (6.57)
4 ciçt' .

A crossover a k5vetkez6 értéknél zajlik le

A' = C, (:D 2/3 (~i) 1/3 Œ)1/3

A két hataresetben a felületi rendparaméter viselkedés:

(6.58)

cp(O)

cp(O)

lAI ~A*,

lAI ~A*, (6.59)

EIl A> 0:

A rendparaméter profilja monoton n5vekedést mutat, cp_ (z)-t és 'P+(z)-t a (6.16) és
a (6.21) egyenletek hatarozzak meg a k5vetkezo integraci6s konstansokkal

L (
C -c+)1/26V6 icpO <"0 c-r3/ 8
C cp+A <"0 ,

+ 0

C+ ACi . (6.60)
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6.3. abra. A c.p3 - c.p6 hatarfelületen a <p = c.p(z)/c.pt redukalt rendparaméter profilja
(= z/t;,+ függvényében kül5nb5z6 À = A/t;,t értékeknél, ahol fentr61lefelé haladva l/À =

-0.2, -0.05, -0.02, 0, 1. A bels6 abraban a À ~ 0 és ( < 0 eset van kinagyitva, ismét
csak fentr61lefelé haladva l/À = 0, 0.2, 0.5, 1, 10. Mindkét alrendszerben minden mas
paraméter megegyezik és a redukalt h6mérséklet t = 10-6 .

A kritikus pontban a rendparaméter az alabbiak szerint valtozik

_ 1 C+A + 3/4
c.p(0) - V6 Cit;,t c.po t . (6.61)

• A ---+ 00:

A profilt tovabbra is a (6.16) és a (6.21) egyenlet irja le, am ez esetben a konstansok
értéke

L [12v'6~:~~ ((;o)'(;t] ' /3 cil' ,

1+ = v'6 G~:r [~~((;0)'(;f3 C
'/4

.

A hatarfelületen a kritikus viselkedés

(6.62)

(6.63)
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6.3. Skâlâzâsî osszefüggések

Az tovâbbiakban âltalânositjuk az âtlagtér elrnélet keretein belül kapott eredrnényeket.
Elosz6r egy félsfkban elhelyezkedo rendszer pararnéter profiljât vizsgâljuk szabad és r6gzf
tett hatârfeltétel esetén. Majd az fgy kapott eredményeket hasznâIjuk fel két 6sszekapcsolt
alrendszer hatârfelületén fellépo jelenségek skâlâzâsi tulajdonsâgânak rnegâllapftâsâra.

6.3.1. Rendparaméter profilok

Az âltalunk vizsgâlt rendszerrol feltételezzük, hogy a pozitfv félsfkban helyezkedik el,
z > 0, valamint a rendszer belseje a rendezett fâzisban van, T :::; Tc. Ahogy az âtlagtér
elrnéletnél is lâttuk a rendparaméter cp(z) értéke függ a felülettOl rnért z tâvolsâgt61. Minél
beljebb vagyunk a rendszerben, zif;, » 1, annâl inkâbb k6zeliti rneg a t6rnbi értéket, mely
a kritikus pont k6zelében cpb rv t f3 szerint vâltozik. Ugyanekkor tudjuk, hogy a t5mbi
korrelâci6s hossz aszirnptotikusan f;, rv Itl-V szerint viselkedik.

Szabad hatârfeltétel

Szabad hatârfeltétel esetén a felületen hiânyz6 k6tések miatt a lokâlis rend kisebb, rnint a
rendszer belsejében. Az egész rendszerben ugyanazon homérsékleten zajlik le a fâzisâta
lakulâs, azaz rendes felületi âtalakulâssal van dolgunk. A felületen a rendpararnéter ekkor
cp(O) rv t f31 szerint vâltozik, ahol âltalâban ;31 > ;3. A rendszer belseje és a felület k6z6tt
a rendparaméter az alâbbi skâlâzâsi tulajdonsâggal bfr [17, 38, 89]

(
z + l)cp(z) = CPbford -f;,- ,

ahol a fard (y) skâlafüggvény y(f31 -(3)/v szerint vâltozik kis értékek esetén, y « 1.

(6.64)

(6.65)

Rogzitett hatârfeltétel

R6gzftett hatârfeltétel esetén a felület rendkfvüli fâzisâtalakulâssal bfr, vagyis a felületi ré
gi6 rendezett rnarad a t6rnbi kritikus pont elérésekor. Mindez azt jelenti, hogy arnennyiben
z « f;, és t ---+ 0+ a rendparaméter cp(z) = 0(1) szerint vâltozik. Forrnâlisan ez megfe
leI annak, hogy felületi exponens zérus, ;31 = o. A rendparaméter profiljât a k6vetkezo
egyenlettel jellemezhetjük [17, 38, 89]

cp(z) = cpdext (z; l) ,
itt a fext(Y) skâlafüggvény aszirnptotikus viselkedése y « 1 esetben az e16zoh6z képes
rnegvâltozik, fext (y) rv y-Nv szerint cseng le [50].

6.3.2. Hatarfelületek kritikus tulajdonsagai

A tovâbbiakban két félvégtelen alrendszert kapcsolunk 6ssze. A hatârfelületen vizsgâljuk
a rendpararnéter kritikus viselkedését. Altalânossâgban azt vârjuk, hogy a hatâron lévo
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k6tések er6sségét61 függ6en a t6mbi kritikus h6mérséklet k6zelében mâs-mâs jelenséget
figyelhetünk meg. Amennyiben a két alrendszer gyenge k6tésekkel kapcsoljuk 6ssze, akkor
a hatârfelület rendezetlen lesz a t6mbi kritikus pontban. Ez megfelel az âtlagtér elméletnél
a pozitiv A sorân lâtottakkal. Er6s kapcsol6dâsnâl a hatârfelület rendezett marad, miként
A < 0 esetén. A hatârfelület ezen két kritikus viselkedését szeparâlja a speciâlis âtmenet,
mely az âtlagtér elméletben a A -+ 00 esetben tapasztaltunk.

Az 6sszekapcsolt rendszereknél a rendparaméter vizsgâlata sorân a két alrendszer pro
filjâb61 indulunk ki. Megk6veteljük, hogy a hatâron, z = 0, a teljes rendszer profilja
folytonos legyen, és az alrendszerek profiljainak z = O-ra vonatkoz6 derivâltjai az âtlagtér
elméletnél hasznâlt (6.38) egyenlethez anal6g feltételeket elégitsenek ki. Amikor a két
alrendszert gyenge illetve er6s k6tésekkel kapcsoljuk 6ssze, akkor feltételezzük, hogy a
(6.38) bal oldala véges. Ebb61 k6vetkezik, hogy a teljes rendszer profiljâhoz tartoz6 deri
vâlt függvényvénynek szakadâsa van z = O-ban, és igy a két extrapolâci6s hossz k6zül, l±,
legalâbb az egyik 0(1) viselkedést mutat. Mâsfe161 a speciâlis âtmenetnél a (6.38) egyen
let baloldala zérus, és igy az extrapolâci6s hosszakat az alrendszerek derivâlt profiljainak
egyenl6ségéb61 hatârozhatjuk meg. Mindamellett a kritikus pont k6zelében l± t'V t-V±w±,
ahol 0 ~ w± ~ 1.

Amikor az egyik alrendszer, z > 0, a t6mbi kritikus pontban teljesen rendezetlené
vâlik, a hatârfelületen a rendparaméter kritikus viselkedését a (6.64) és a (6.9) egyenletek
segitségével hatârozhatjuk meg

(6.66)

ahol f3+ ~ f3i ~ f3i- Ezen kritikus viselkedés azonban megvâltozik, ha az egyik alrendszer,
z < 0, hatâra rendezett marad a t6mbi fâzisâtalakulâsnâl. Ekkor az 6sszekapcsolâsnâl a
rendparaméter a skâlâzâsât a (6.65) és a (6.9) egyenletek felhasznâlâsâval kapjuk

(6.67)

Nyilvânval6, hogy a hatârfelülethez tartoz6 f3i kritikus exponens mindkét alrendszerre
vonatkoz6an ugyanazon értéket jelenti. A fenti konstrukci6 k6vetkezménye, hogy az
6sszekapcsolâsnâl a rendparaméter profilja sima lesz, valamint az alrendszerekhez tar
toz6 extrapolâci6s hosszak legfeljebb a korrelâci6s hossz nagysâgrendéig n6vekedhetnek,
max(l+, L) ;S min(ç+, ç_), melyb61 ad6dik, hogy

(6.68)

Ellenkez6 esetben a teljes rendszer profiljâban min(ç+, ç_) hosszusâg skâlân tekintve a kri
tikus pont felé haladva szakadâs lép fel. Meg kell jegyeznünk, hogy az âtlagtér elméletben
v+ = v_ és w± ~ 1, valamint a profil mindig sima.

Relevancia-irrelevancia kritériumok

A rendszer belsejében egy altér mentén elhelyezked6 gyengébb k6tések hatâsâra létrej6v6
defektus analizâlâsa sorân hasznâlt relevancia kritériumot [22] âltalânositjuk. Amennyi
ben a két kül6nb6z6 kritikus rendszer gyengén van 6sszek6tve, akkor a csatolâshoz kap
csol6d6 operâtor a két felületi mâgnesezettség operâtorânak szorzata. Ebb61 ad6dik,
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hogy az Xi anomâlis dimenzi6ja a két felületi operâtor anomâlis dimenzi6jânak 6sszege,
Xi = Xl + xt, ahol xt = f3t /v±. A d dimenzi6s rendszerben a defektus Yi skâlâzâsi
exponense

(6.69)

ahol di = d - 1 a hatârfelület dimenzi6ja.
Amennyiben Yi < 0 a gyengén 6sszekapcsolt alrendszerek irrelevâns perturbâci6t okoz

nak, és ezen defektus a teljes rendszerben egy effektiv vâgâst eredményez. Ebb61 k6
vetkezik, hogy a hatârfelületen a rendparaméter viselkedése ugyanaz, mintha félsikban
elhejezked6 rendszereket tekintenénk. A mâgnesezettség f3i kritikus exponensét a lokâli
san nagyobb rendet biztosit6 alrendszer exponense hatârozza meg, azaz f3i = min(f3t).
Amennyiben Yi > 0 az 6sszekapcsolâsnâl lév6 k6tések relevâns perturbâci6t okoznak, és a
hatârfelület kritikus viselkedését egy uj fixpont hatârozza meg.

Meg kell jegyeznünk, hogy a kétdimenzi6s q-âllapotu Potts modell esetén, ahol 2 S
q S 4, a felülethez tartoz6 anomâlis dimenzi6ra mindig teljesül, hogy Xl ;:::: 1/2 [28]. Azaz
a két kül6nb6z6 univerzâlis osztâlyba tartoz6 modell gyenge er6sségu k6tésekkel t6rtén6
6sszecsatolâsakor keletkez6 perturbâci6 a (6.69) egyenlet szerint irrelevâns.

Az âtlagtér elméletben amennyiben egy skâlâzâsi relâci6ban megjelenik a d dimenzi6,
akkor azt a Josephson-féle hiperskâlâzâsi t6rvényt, lâsd 2.2 tâblâzat, kielégit6 de fels6
kritikus dimenzi6val kell helyettesiteni. J611ehet esetünkben ezen de alrendszerenként
eltér, igy a (6.69) egyenlet kétértelmu. Mindamellett a korâbbi analitikus eredmények
azt mutatjâk, hogy a hatârfelületen lév6 gyenge k6tések irrelevânsak az âtlagtér elmélet
keretein belül âltalunk vizsgâlt esetekben.

Gyengén ka.pcsolt rendszerek

Amikor a két aIrendszert gyenge k6tésekkel kapcsoljuk 6ssze, akkor azt vârjuk, hogy a
rendparaméter a hatârfelületen nem veszi fel a maximumât. A 13+, 13-, f3t, 131 kritikus
exponensek relativ nagysâgât61 függ6en a mâgnesezettség elérheti minimumât, vagy a
profil monoton n6vekedést mutathat. A korâbban bevezetett jel61ésekkel élünk, azaz a
pozitiv féltérben azon alrendszer helyezkedik el, amely belsejében a kritikus pont alatt
nagyobb rend uralkodik, 13+ < 13-. Ekkor a k6vetkez6 lehetséges esetek alakulhatnak ki.

• 13+ < 13- < f3t < 131:
Ebben az esetben a teljes rendszer mâgnesezettségi profiljât megkaphatjuk a két sza
bad hatârfeltétellel rendelkez6 aIrendszer (6.64) egyenlettel lefrt profiljânak 6ssze
kapcsolâsâb61. A gyenge csatolâs a rendezettebb alrendszer, z > 0, aszimptotikus
tulajdonsâgât nem vâltoztatja meg. Ezért <p(0) rv <pt, l+ = 0(1) és w+ = O. K6
vetkezésképpen f3i = f3t, valamint a (6.66) egyenletben leirt exponensek k6z6tti
6sszefüggést hasznâlva

131 - f3t
w_ = 13

1
_ 13- (6.70)

A fenti eredményeket figyelembevéve, amennyiben a (6.68) szerint w_v_ < v+ telje
sül, akkor a rendparaméter profilja sima lesz a hatârfelületen. Ezt a fajta viselkedést
kapjuk vissza âtlagtér elméletben a <p4 - <pB hatârfelületnél A > 0 esetén.
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!ID (3+ < (3- < (31 < (3t:

Ekkor is a hataron feszi fel a minimumat a rendparaméter, am a viselkedését mar
a z < °aIrendszer hatarozza meg. Hiszen ennél a hataron nagyobb a lokalis rend.
K6vetkezésképpen rp(O) f'V rp1' L = 0(1) és w_ = 0, valamint (3i = (31' Ismét a
(6.66) 6sszefüggést hasznalva kapjuk, hogy

(6.71)

A rendparaméter profilja akkor lesz sima, ha W+lI+ < lI_. Ez az eset azonban sosem
lehetséges az atlagtér elmélet keretein belül.

• (3+ < (3i < (3- < (31:

Ekkor a rendparaméter monoton n6vekszik és a teljes rendszer profiljat ugy kaphat
juk, hogy arendkivüli felületi atalakulassal bir6 alrendszer, Z < 0, (6.65) egyenlettel
leirt profiljahoz hozzakapcsoljuk a rendes atalakulassal rendelkez6 alrendszer, Z >
0, (6.64) skalafüggvénnyel jellemzett profiljat. A hatarfelületen a magnesezettség
kritikus viselkedését a rendezettebb rendszer hatarozza meg. Ezért rp(O) f'V rpt,
l+ = 0(1) és w+ = 0, amib61 k6vetkezik, hogy (3i = (3i- A (6.66)-b61 kapjuk, hogy
w_ = (3i / (3_. Az atlagtér elmélet soran ezt a viselkedést a rp3 - rp6 hatarfelületénél
pozitiv A esetén kapjuk vissza.

Spedâlis âtmenet

A rendparaméter profilja ebben az esetben monoton n6vekedést mutat. A kevésbé rende
zett alrendszer, Z < 0, magnesezettségét a (6.65) egyenlettel irhatjuk le. Ehhez kapcso
16dik a rendezettebb alrendszer, z > 0, (6.64) egyenlettel meghatarozott rendparaméter
profilja oly m6don, hogy a teljes rendszerre vonatkoz6an a monotonitâs megmaradjon.
Miként mar korâbban emlitettük az extrapolâci6s hossz és az ebb61 ad6d6 kritikus ex
ponenst azon igényünk hatarozza meg, hogy a hatâron, z = 0, nemcsak a profil, hanem
annak derivaltja is folytonos. K6vetkezésképpen l+ f'V L, és igy

(6.72)

A felületi exponenst a fenti elvarasok miatt a (6.66) és (6.67) egyenl6ségéb61 kapjuk

(6.73)

A (6.73) és (6.72) egyenleteket megoldva a kritikus exponensekre ad6dik, hogy

(6.74)

A fenti eredmények birtokaban a (6.68) egyenlet segitségével analizalhatjuk a hatarfelü
leten a profil viselkedését
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(6.75)

.. v_ ~ v+:

A profil simasâgi feltétele ekkor a /3_/v_ > /3+/v+ kifejezésre egyszerus6dik. Ahogy
azt a k6vetkezo fejezetben is lâtjuk kétdimenzi6ban a 3 és 4 âIlapotu Potts modell
6sszekapcsolâsakor ezen feltétel teljesül, ezért a profil vârhat6an sima lesz. Ugyan
akkor az Ising és a 3 âllapotu Potts modell 6sszekapcsolâsânâl a feltétel nem âIl, igy
a kritikus pontban a profilban szakadâs lép fel. Végezetül az Ising és a Baxter-Wu
(4 âllapotu Potts) modell esetén a (6.68) kifejezésben csak egyenloség van, ami a
marginâlis esetnek felel meg.

.. v_ < v+:

Ebben az esetben a (6.68) kifejezést a fenti eredmények birtokâban âtalakitva profil
simasâgi feltételére az alâbbi egyenlOtlenség ad6dik

/3- _ /3+

/3
+ v_ v+
1 < 1 1---

v- v+

Azonban ez kevésbé gyakori a val6s anyagokban.

Erosen kapcsolt rendszerek

Az eros csatolâs miatt a hatârfelület rendezett marad a t6mbi kritikus homérsékleten.
Ezért a teljes rendszerre vonatkoz6an a rendparaméter profiljât ugy kaphatjuk meg, hogy
két, a (6.65) egyenlettelleirt profilt 6sszekapcsolunk. A hatârfelület kritikus viselkedése,
tehât megegyezik két független rendkivüli felületi fâzisâtalakulâssal rendelekzo rendszer
kritikus viselkedésével.

6.4. Numerikus vizsgalatok

A tovâbbiakban numerikusan analizâljuk a kül6nb6zo âllapotu Potts modellek 6sszekap
csolâsakor kialakul6 hatârfelület kritikus viselkedését. Az egyes alrendszerek mindig négy
zetrâcson helyezkednek el. Elsosorban a q = 2 âllapotu Potts modellre, mely az Ising
modellnek felel meg, valamint a q = 3 és a q = 4 Potts modellekre koncentrâlunk [116].
Ezen modellek kétdimenzi6ban mâsodrendu fâzisâtalakulâssal birnak kritikus pontjukban,
mely pontos érétke az 6nduâlitâs ismeretében hatârozhat6 meg, eQKc = 1 + v0..

Az elemzéshez szükséges kritikus exponensek q = 2 (/3 = 1/8, v = 1, /31 = 1/2) ese
tén egzaktak [12], mig q = 3 (/3 = 1/9, v = 5/6, /31 = 5/9) és q = 4 (/3 = 1/12,v =
2/3,/31 = 2/3) esetben a Coulomb-gâz leképezés [84] és konform invariancia [29] felhasz
nâlâsâval âIlapithat6k meg. Mindamellett a Baxter-Wu modellel is foglalkoztunk [13]. A
hâromsz6grâcson értelmezett hârom spin k6lcs6nhatâssal rendelkezo modell is 6nduâlis, és
mâsodrendu fâzisâtalakulâsa az Ising modell kritikus homérsékletén zajlik le. Az egzaktul
megoldott modell [12] ugyanazon univerzâlis osztâlyba tartozik, mint a 4 âllapotu Potts
modell, azonban skâlâzâs sorân nem lépnek fellogaritmikus korrekci6k, mely megk6nnyiti
a numerikus analizist.
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6.4. âbra. A q = 3 - 4 hatârfelületen a kül6nb6z6 er6sségu felületi k6tések esetén
a rendparaméter profiljai t = 0.06 redukâlt h6mérsékletnél. Fentr61 lefelé haladva
.6.. = 2.0,1.1,1.0,0.9,0.5 értékeket vesz fel. A bels6 âbrân a speciâlis âtmenetnél, .6.. = 1,
a mâgnesezettség h6mérséklet függését k6vethetjük nyomon, ami azt sejteti, hogy az fâ
zisâtalakulâsnâl a profil sima marad.

Monte Carlo szimulâci6ink sorân az alrendszerek egy-egy L x L kétdimenzi6s négyzet
râcson voltak értelmezve. A hatârfelületen lév6 spinek k6z6tti k6lcs6nhatâs Ki er6sségét
.6..-val mértük, ahol KilK+ =.6... Itt K+ a nagyobb t6mbi mâgnesezettséggel bir6 al
rendszer spinjei k6z6tti k6tést jel6li. Esetünkben ez mindig a nagyobb q âllapotu Potts
modellnek felel meg. A korâbbi je16lésekkel konzisztens m6don ezen alrendszer helyezkedik
el a pozitiv félsikban.

Mindkét irânyba periodikus hatârfeltételt alkalmazva az alrendszerek mâgnesezettségi
profiljât mértük. A szimulâci6k sorân a Swendsen-Wang klaszter algoritmust hasznâltuk,
lâsd 3.2.3 szakasz. A t redukâlt h6mérséklett61 valamint .6.. értékét61 függ6en egészen
L = 300-ig n6veltük az alrendszerek lineâris méretét. Az egyensulyi âllapot eléréséhez
5 - 20 X 104 Monte Carlo lépést tettünk meg. Az adott h6mérséklettel és rendszermérettel
vâltozva a mâgnesezettségi profil meghatârozâsâhoz 6 - 20 X 106 lépést hasznâltunk.

Minden egyes redukâlt h6mérsékleten ellen6riztük, hogy a profil nem tartalmaz véges
méret effektust. A hatârfelület mâgnesezettségi adatit valamint a (4.14) formulât hasznâl
tuk fel az effektiv exponens mérésére. Az Ising és Baxter-Wu modell 6sszekapcsolâsakor
magâban a kritikus pontban is végeztünk méréseket. Ennek célja a véges méretli profilok
6sszeskâlâzâsânak vizsgâlata. A tovâbbiakban a q = 2-3, q = 3-4 âllapotu Potts modell
valamint az Ising és a Baxer-Wu modell 6sszekapcsolâsa sorân kapott szimulâci6s ered
ményeinket ismertetjük. Mindegyik esetben a hatârfelület .6.. értékét61 függ6en mâs-mâs
kritikus viselkedést mutat.
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6.5. âbra. A q = 3 - 4 hatârfelületnél a mâgnesezettség effektiv exponense hârom lénye
gesen kül6nb6zo csatolâs esetén. A speciâlis âtmenetnél, .6.. ~ 1, a (6.74) kifejezés szerint
meghatârozott érték egy vonallal van feItüntetve.

6.4.1. A q = 3 - 4 hatârfelület

A 6.4 âbrân a tOmbi kritikus pont k6zelében a hatârfelület mâgnesezettségi profilja figyel
heM meg kül6nb6zo .6.. esetén a kétdimenzi6s 3 és 4 âllapotu Potts modell 6sszekapcso
lâsakor. J611âthat6, hogy amennyiben az 6sszecsatolâsnâl gyenge k6tések vannak, akkor
a hatâron a rendparaméter gyorsabban tlinik el, mint az alrendszerek belsejében, vagyis
rendes hatârfelületi âtalakulâs zajlik le. Ugyanakkor eros csatolâs sorân a kritikus pont
ban a hatâron a mâgnesezettség véges marad, azaz redkivüli âtalakulâsnak lehetünk tanui.
Ezt a két kritikus viselkedést szeparâlja a .6.. ~ 1. k6rüli értéknéllévo speciâlis âtmenet.

A 6.4 âbra belsejében a speciâlis âtmenethez tartoz6 mâgnesezettségi profil vâItozâsât
k6vethetjük nyomon a t6mbi kritikus pont felé haladva. A 3 és 4 âllapotu Potts modell
6sszekapcsolâsakor f3-/v- = 2/15 > f3+/v+ = 1/8. Mindez a numerikus vizsgâlatainkkal
6sszhangban azt jelenti, hogy a profil sima marad.

A homérséklettl függo effektiv exponens hârom kül6nb6zo .6.. esetén a 6.5 âbrân lâthat6.
Ezek a fentebb leirt hârom felületi viselkedésre vonatkoznak. Lâthat6an eros crossover
hatâs tapasztalhat6 kis t esetén, hiszen a skâlâzâs értelmében az effektiv exponens értéke
gyenge csatolâsnâl, .6.. < 1, f3i = f31(q = 3) = 5/9, eros csatolâsnâl, .6.. > 1, pedig f3i = o.
Sajnâlatosan a véges méret gâtolt meg minket abban, hogy a kritikus ponthoz k6zelebbi
homérsékleten is méréseket végezzünk. Ugyanakkor a speciâlis âtmenetnél a crossover
hatâs enyhébb, és az effektiv exponens k6zel van a (6.74) egyenletben j6soIt elméleti
értékhez, f3i = 32/363 = 0.088.
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6.6. âbra. A q = 2 - 3 hatârfelületen a kül6nb6z6 er6sségu felületi k6tések esetén a
rendparaméter profiljai t = 0.06 redukâlt h6mérsékletnél. Fentr61 lefelé haladva .6. =
2.0, 1.0, 0.9, 0.85, 0.8 értékeket vesz fel. A bels6 âbrân a speciâlis âtmenetnél, .6. ~ 0.85, a
mâgnesezettség h6mérséklet függését k6vethetjük nyomon, ami azt sejteti, hogy a kritikus
pont elérésekor a profilban szakadâs lép fel.

6.4.2. A q == 2 - 3 hatârfelület

A 2 és 3 âllapotu Potts mode1l6sszekapcsolâsakor a hatârfelület az e16z6 részben leirtakhoz
hasonlit. Az eredmények a 6.6 és 6.7 âbrâkon vannak 6sszegezve. A mâgnesezettségi
profilban itt is hârom kül6nb6z6 viselkedés figyelhetO meg. A speciâlis âtmenet azonban
kisebb, .6. ~ 0.85 értékhez tarozik.

A 6.6 âbra belsejében a speciâlis âtmenet sorân a rendparaméter profiljâban a h6
mérséklet hatâsâra bek6vetkez6 vâltozâsokat érzékeltetjük. J61 lâthat6, hogy az e16z6
részhez képest sokkal 6sszetettebb esettel âllunk szembe. A profil fej16dése azt sugallja,
hogy a t6mbi kritikus pontban szakadâs keletkezik. Mindez 6sszhangban van a skâlâzâsi
eredményeinkkel, hiszen (6.68) kifejezésnek erre az esetre vonatkoz6 simasâgi feltétele nem
teljesül, mert /L/v_ = 1/8 < f3+/v+ = 2/15.

A profilban fellép6 szakadâs egyuttal azt is magâval vonja, hogy nehéz pontosan meg
hatârozni azon .6. értéket, melyhez a speciâlis âtmenet tartozik. Emiatt f3i mérése is
pontatlannâ vâlik. A 6.7 âbrân a hârom kül6nb6z6 felületi fixponthoz tartoz6 effektiv
exponens van feltüntetve. Noha a crossover hatâs ismét er6s, a speciâlis âtmenethez
tartoz6 mért érték kompatibilis a (6.74) egyenletben meghatârozott felületi exponenssel,
f3i = 25/237 = 0.105.
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6.7. âbra. A q = 2 - 3 hatârfelületnél a rnâgnesezettség effektîv exponense hârorn lényege
sen kül6nb6z6 csatolâs esetén. A speciâlis âtrnenetnél, .6. ~ 0.85, a (6.74) kifejezés szerint
rneghatârozott érték egy vonaIlal van fe1tüntetve.

6.4.3. Az Ising Baxter-Wu hatârfelület

Az Ising és a Baxter-Wu rnodell 6sszekapcsolâsa igen sajâtos arculatot rnutat. Ez t6bb
nyire annak tulajdonithat6, hogy a két alrendszer t6rnbi rnâgnesezettsége ugyanazon ano-
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6.8. âbra. Az Ising és a Baxter-Wu rnodell 6sszekapcsolâsakor a rnâgnesezettségi pro
fil a kritikus pontban két szirnrnetrikusan elhelyezked6 hatârfelület esetén kül6nb6z6 .6.
értékeknél.
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6.9. âbra. Az Ising és a Baxter-Wu modeIl6sszekapcsolâsakor a kritikus pontban a kül6n
b6z6 rendszermérethez tartoz6, L = 90,120,150,210,300, 6sszeskâlâzott mâgnesezettségi
profilok. A két aIrendszerben a rendparaméterek maximumânak egyenl6sége hatârozza
meg a speciâlis âtmenethez tartoz6 !:l.AL) értéket. A bels6 âbrân ezen értékeket âbrâzol
tuk a rendszerméret inverzének függvényeként.

mâlis dimenzi6val rendelkezik, (Llv_ = (3+lv+ = 1/8. K6vetkezésképpen a kritikus pont
ban a rendparaméter profiljânak véges mérett61 val6 függését lehet tanulmânyozni. Az
feltételezhetO, hogy ez m(z,L) = L-1/ 8 f(zIL) szerint viselkedik. Az f(y) skâlafüggvény
a hatârfelületen lév6 k6tések er6sségét61 függhet.

A 6.8 âbrân !:l... kül6nb6z6 értékeihez tartoz6 mâgnesezettségi profilok lâthat6k a kriti
kus pontban. A g6rbék alakzatja és az alrendszerekben a profilok relativ magassâga vâlto
zik a hatârfelületen lév6 k6tés er6sségével. Amennyiben !:l... < !:l...c :;::::; 1. a hatâr rendezetlen
, és a kritikus viselkedését az Ising modeIlhez tartoz6 felületi exponens hatârozza meg,
hiszen a két alrendszer k6zül ennek nagyobb a belsejében a rend. Amennyiben !:l.. > !:l..c
a hatârfelület rendezett marad a t6mbi kritikus pontban. Ekkor a mâgnesezettség értéke
fokozatosan cs6kken az aIrendszerek belseje felé haladva.

A speciâlis âtmenetnél, !:l.. = !:l..c, a rendparaméter az L 1
/ 8m{z1L) függvény segitségé

vel tudjuk 6sszeskâlâzni. Ez lâthat6 a 6.9 âbrân, ahol az adott méretre vonatkoz6 !:l..c(L)
érétkét abb61 a feltételb61 hatâroztuk meg, hogy a két aIrendszerben a mâgnesezettség
maximuma megegyezik. Az âbra belsejében a rendszer méretét61 függ6 !:l..c(L) értékek
vannak feltüntetve. Ûgy t-anik, hogy hatâresetben !:l..c :;::::; 1.. Az 6sszeskâlâzott mâgnese
zettségek a két kül6nb6z6 alrendszerben mâs-mâs képet mutatnak. A Baxter-Wu modeIl
esetén a kisebb korrelâci6s hossz miatt a profil egyenletesen vâltozik. Ezzel eIlenkez6leg az
Ising modeIlnél a hatârfelületen mintha szakadâs lépne fel, mely val6sziniileg kapcsolatban
van azzal, hogy a (6.68) feltételben egyen16ség âIl fent.
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6.5. Osszefoglalâs

Ebben a fejezetben két mâsodrendu fâzisâtalakulâssal bir6 modell 5sszekapcsolâsânâl ki
alaku16 hatârfelület kritikus viselkedését tanulmânyoztuk. Feltételeztük, hogy az alrend
szerek belsejében ugyanazon homérsékleten jelenik meg a rend, âm kritikus exponenseik
kü15nb5zoek, ezért eltéro univerzâlis osztâlyba tartoznak. A hatârfelületen a k5tések eros
ségét vâltoztatva a rendparaméter profiljât analizâltuk a kritikus pont k5zelében. ElOsz5r
az âtlagtér elmélet keretein belül analitikusan vizsgâltuk a problémât. A két félvégtelen
alrendszer rendparaméter profiljainak 5sszekapcsolâsa az extrapolâci6s hosszon keresztül
t5rtént. Hason16 m6dszert k5vettünk a fenomeno16giai skâlâzâs sorân is. Eredményül a
hatârfelület hârom kül5nb5zo kritikus viselkedése ad6dott.

Amennyiben a két alrendszert gyenge k5tésekkel kapcsoljuk 5ssze, akkor a renormali
zâci6s folyamatban a hatârfelület egy effektiv vâgâsként hat. K5vetkezésképpen a rend
paraméter a kritikus pontban gyorsabban tlinik el a hatâron. Eros csatolâs esetén a
renormalizâci6s folyamat végtelenül nagy lokâlis k5téseket eredményez, és igy a hatârfelü
let rendezett marad a t5mbi fâzisâtalakulâs sorân. Ezt a két esetet szeparâlja a speciâlis
âtmenet, amikor is a rendparaméter monoton n5vekedést mutat. A hatârfelülethez kap
cso16d6an uj fixpont jelenik meg. Az ehhez tartoz6 kritikus exponenseket a skâlâzâsi
elmélet szerint a félvégtelen alrendszerek t5mbi és felületi exponenseinek segitségével tud
juk kifejezni.

A fenti eredményeket Monte Carlo szimulâci6k segitségével ellenoriztük. Vizsgâlat
ainkhoz a kétdimenzi6s Ising, Potts és Baxter-Wu modell hasznâltuk. A szimulâci6s
eredmények 5sszhangban âlltak az analitikus elvârâsokkal.
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7. fejezet

Befejezés

Jelen dolgozatban kétdimenzi6s rendezetlen rendszereket tanulmanyoztunk. A vizsgâlt
perturbaci6k relevans voltat a Harris kritérium segitségével analizaltuk. A kü16nb6z6
analitikus eredményeket széles k6ru Monte Carlo szimulaci6kkal igazoltuk.

E16sz6r a kétdimenzi6s Ising modellt vizsgaltuk. A szabad hatarfelületéhez zérus var
hat6 értékkel rendelkez6 véletlen felületi teret kapcsoltunk. A kétdimenzi6s Ising modell
esetén ezen perturbaci6 marginalisan irrelevans, emiatt az inhomogén rendszer felületi
viselkedését a tiszta rendszer logaritmikus korrekci6kkal b6vül6 kritikus exponensei hata
rozzak meg. A rendezetlenség er6sségét a felületi tér sz6rasaval mértük.

Replika trükk6t hasznalva, majd a renormalasi csoportelméletet segitségül hivva meg
hatarozzuk a felületi magnesezettség kritikus exponensének a vezet6 logaritmikus korrek
ci6t is tartalmaz6 alakjat. Széles k6ru Monte Carlo szimulaci6kkal tanulmanyoztuk az
elméleti becslést.

Mivel az analitikus és logaritmikus korrekci6k ellenkez6 e16jelUek, ezért a bevezetett,
h6mérséklettOl függ6 effektiv exponens nem monoton. A kritikus pont felé haladva e16
sz6r monoton n6vekszik, majd maximuman ttilhaladva cs6kkenve tart a tiszta rendszer
felületi exponensének értékéhez. Méréseink soran a leger6sebb rendezetlenség mellet sike
rült a telitOdést elérnünk. A kül6nb6z6 nagysagti felületi terek esetén t6bbféleképpen is
kimutattuk a vezet6 logaritmikus korrekci6t.

Magaban a kritikus pontban is megvizsgaltuk a modellt. Itt a magnesezettség profilja
a felülett61 tavolodva e16sz6r n6vekszik, majd maximumat elérve monoton cs6kkenve tart
a t6mbi értékéhez. A kezdeti n6vekedést meghataroz6 effektiv felületi exponens függ
a véges rendszer méretét61. Kihasznalva a korrelaci6s hossz és a redukalt h6mérséklet
k6z6tt fenna1l6 kapcsolatot a kritikus pontban adott mérethez tartoz6 felületi exponensb61
adott h6mérséklethez tartoz6 effektiv felületi magnesezettségi exponenshez jutunk. Az
ily m6don nyert eredményeink abba a kritikus ponthoz k6zeli tartomanyba szolgaltatnak
adatokat és illeszkednek j61 az elméleti titon meghatarozott g6rbére, ahol a véges méretb61
ad6d6 korlatok miatt nem tudtunk h6mérséklett61 függ6 effektiv felületi exponenst mérni.

A masodik altalunk vizsgâlt inhomogén perturbâci6 is az Ising modellre vonatkozott.
Kéttengelyu korrelâlt rendezetlenséget vezettünk be a spinek k6z6tti k6tésekbe. A ko
rabbi eredmények alapjân tudjuk, hogy a kétdimenzi6s Ising modellnél a lokâlis energi
asuruségben jelentkez6 korrelâlatlan rendezetlenség marginâlisan irrelevâns perturbâci6t

97
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okoz. Ilyen esetekben a korrelaciôs hossz exponense megtartja a tiszta rendszerhez tar
tozô értékét. Emiatt a kiterjesztett Harris kritérium értelmében a kéttengelyu korrelalt
rendezetlenség relevans perturbaciôt eredményez.

A vizsgalt inhomogenitas soran olyan parametrizalast hasznaltunk, ami miatt a modell
6ndualis volt. Ennek k6sz6nhet6en a rendezetlenség minden egyes realizaciôja esetén
egzaktul meghatarozhatô a fazisatalakulasi pont.

A négyzetracson értelmezett kéttengelyu korrelalt rendezetlenséggel birô Ising modell
kritikus pontjaban széles k6ru Monte Carlo szimulaciôkat végeztünk. Ennek soran az egy
spinre jutô magneses momentumokat, szuszceptibilitast, fajh6t, valamint a szuszcepti
bilitâs logaritmusanak h6mérséklet szerinti derivaltjat mértük. Véges méret skalazassal
meghataroztuk az adott fizikai mennyiségek kritikus exponensét. Mérési adataink kon
zisztensek voltak, igy a skalat6rvények segitségével kifejeztük a modell t6bbi kritikus
exponensét.

Bar e16z6leg nem vartuk, mégis a kéttengelyu korrelalt rendezetlenséggel birô Ising
modell konfrom invarians. A kritikus pontban mért energia profilbôl a Schwarz-Christoffel
transzformaciô segitségével meghataroztuk az energiasuruség skalazasi dimenziôjat. Az
igy kapott érték 6sszhangban volt a véges méret skalazas soran kapott eredménnyel.

Végezetül két kül6nb6z6 kritikus exponensekkel rendelkez6 félvégtelen rendszer 6ssze
kapcsolasakor kialakulô hatarfelület viselkedését tanulmanyoztuk. Amennyiben a két al
rendszer kritikus h6mérséklete lényegesen kül6nb6zik, akkor a hataron a fazisatalakulas
hasonlit a felületekéhez. Kétdimenziôban a hatarfelület a rendparaméter viselkedése 6ssze
tett, ha a két alrendszer kritikus h6mérséklete egybeesik.

A problémat el6sz6r a tjJk modellt hasznalva az atlagtér elmélet keretein belül analizal
tuk. A két félvégtelen alrendszer rendparaméter profiljainak 6sszekapcsolasa az extrapo
laciôs hosszon keresztül t6rtént. Az itt nyerteredményeket felhasznaltuk a fenomenolôgiai
skalazas soran is. A hatarfelület fazis atalakulasahoz tartozô magnesezettségi exponenst a
két félvégtelen alrendszer t6mbi és felületi exponenseinek segitségével fejeztük ki. A profil
simasâgara is megfogalmaztunk feltételeket. Elméleti titon harom lényegesen kül6nb6z6
kritikus viselkedés adôdott.

Amennyiben a két alrendszert gyenge k6tésekkel kapcsoljuk 6ssze, akkor a hatarfe
lület egy effektiv vagasként hat. K6vetkezésképpen a rendparaméter a kritikus pontban
gyorsabban tlinik el a hataron, azaz rendes hatarfelületi atalakulasnak lehetünk tantii.
Er6s csatolas esetén a hatar rendezett marad a t6mbi fazisâtalakulas soran, ekkor rend
kivüli atalakulast tapasztalhatunk. A rend egy magasabb h6mérsékleten tlinik el. Ezt a
két esetet szeparalja a specialis atmenet, amikor is a rendparaméter monoton n6vekedést
mutat.

A fenti eredményeket Monte Carlo szimulaciôk segitségével ellen6riztük. Vizsgalat
ainkhoz a kétdimenziôs Ising, Potts és Baxter-Wu modell hasznaltuk. A szimulaciôk
soran a h6mérséklet függ6 effektiv hatarfelületi exponenst mértük. A kül6nb6z6 er6sségu
csatolasok mellet kapott értékek konzisztensek voltak a skâlazas soran meghatarozott
értékekkel. Mindamellett a rendparaméter profiljanak simasagi feltételét is ellen6riztük.
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Kétdimenzi6s modellek kritikus viselkedése
inhomogén perturbâci6k esetén

Osszefoglalas

A fizika minden terü1etén a homogén rendszerek egyszeru tulajdonsâggal birnak, emi
att sajâtos szerepet t5ltenek be. Ugyanakkor a va16s rendszerekben valamilyen mértékben
megjelenik az inhomogenitâs. Szokâsos példa erre a kristâlyokban megfigyelhet6 atomi
szennyez6dések, valamint a râcshibâk. A va16s rendszerek ezen tulajdonsâga inditotta el
a rendezetlenséget tartalmaz6 modellek vizsgâlatât.

A rendezetlen rendszereken belül nagy hangsuly helyez6dik a fâzisâtalakulâssal bir6
modellekre. Ezen rendszereknél els6sorban azt a kérdésk5rt jârjâk k5rü1, hogy a homo
gén rendszerhez képest milyen mértékben vâltozik meg a modell viselkedése inhomogén
perturbâci6k hatâsâra. E16fordulhat, hogy a fâzisâtalakulâsi pont megszunik, vagy a
fâzisâtalakulâs rendje megvâltozik, esetleg a modell viselkedését uj univerzâlis osztâly
hatârozza meg.

Harris fogalmazott meg e16sz5r higitott rendszerekre egy heuresztikus kritériumot a
rendezetlenség stabilitâsâra vonatkoz61ag. A rendezetlenség relevâns voltât a megfele
16 tiszta rendszer fajh6jének exponensével hozta kapcsolatba. Gondolatmenetét az6ta
szâmos folytonos fâzisâtalakulâssal bir6 modell kü15nb5z6 tipusu rendezetlenségére âl
talânositottâk. Ezen eredmények nyomân intenziv numerikus és analitikus vizsgâlatok
kezd6dtek meg az egyes véletlen modellek univerzâlis osztâlyainak vizsgâlatâra.

Az inhomogenitâsra talân az egyik legegyszerubb példa a szabad hatârfelü1et. Ezt a
homogén rendszerb61 ugy kaphatjuk meg, hogy végtelen sok k5tést kettévâgunk. Egy sik
mentén elhelyezked6 felü1et hatâsât a t5mbi fâzisâtalakulâsra e16sz5r a kétdimenzi6s Ising
modellnél vizsgâltâk. Megâllapitottâk, hogy a felülethez kapcso16d6 kritikus exponensek
értékei kü15nb5znek a rendszer belsejében megfigyelhetO t5mbi értékektOl.

Egy altéren végighuz6d6 véletlen tér is inhomogenitâst eredményez. A rendszer bel
sejében ez t5bbnyire relevâns perturbâci6t okoz, ahogy az a kétdimenzi6s Ising modell
esetén ismert. Ûj fixpont jelenik meg, amely felü1eti jellegu. Hiszen a véletlen tér szét
rombolja a lokâlis rendet, és ezâltal a rendszer belsejében végrehajtott effektiv vâgâst
jelent. Mâsfe161 a véletlen tér nemcsak a rendszer belsejében, hanem a szabad hatârfe
lületen is jelentkezhet. Ekkor a perturbâci6 relevâns voltât a tiszta rendszerhez tartoz6
lokâlis rendparaméter korrelâci6s függvényének felülettel pârhuzamos kritikus exponense
hatârozza meg.

A k5tésekben meglév6 perturbâci6 is eredményezheti, hogy a rendezetlen rendszer kri
tikus viselkedése eltér a tiszta rendszerét61. Ekkor t5bbnyire feltételezik, hogy az adott



problémat leirô paraméterek független azonos eloszlasu véletlen valtozôk, melyek kozott
nines korrelaciô. Ugyanakkor léteznek olyan rendszerek, ahol a véletlen valtozôk kozott
fellép6 korrelaeiôk megvaltoztatjak a korrelalatlan rendezetlenséghez képest a fazisatala
kulas univerzalis osztalyat.

Az e16bbiekhez képest masfajta rendezetlenséggel van dolgunk, ha két kül6nboz6 tombi
illetve felületi kritikus tulajdonsaggal birô modell osszekapesolasakor kialakulô hatarfe
lületet vizsgalunk. Amennyiben a két alrendszer kritikus h6mérséklete lényegesen kü
lonbozik egymastôl, akkor a hataron a fazisatalakulas felületi jellegu. Ugyanakkor az
ilyen fajta inhomogenitas hatasara kialakulô lokalis viselkedés eléggé osszetett lehet, ha a
két alrendszer kritikus h6mérséklete megegyezik, vagy esak kismértékben tér el egymastôl.
Ebben az esetben a hatârfelület viselkedését a két külonboz6 univerzalis osztâlyba tartozô
alrendszer kozotti kolcsonhatas vagy versengés hatarozza meg.

Jelen dolgozatban a fent emlitett inhomogenitasokat tanulmanyoztuk kétdimenziôs
modellek esetén. Vizsgalataink soran az alabbi eredményeket értük el.

Ail A kétdimenziôs Ising modell szabad hatarfelületéhez zérus varhatô értékkel rendel
kez6 véletlen felületi teret kapesoltunk. Ezen marginalisan irrelevâns perturbaeiô
esetén meghataroztuk a felületi magnesezettség kritikus exponensének vezetO loga
ritmikus korrekeiôkat is tartalmazô alakjat. H6mérsékletfügg6 effektiv felületi expo
nens bevezetésével széles koru Monte Carlo szimulaeiôkon keresztül tanulmanyoztuk
az elméleti beeslést. A külonboz6 er6sségu felületi terek esetén tobbféleképpen is
kimutattuk a vezet6 logaritmikus korrekeiôt.

A/2 A fenti modellt a kritikus pontjaban is megvizsgaltuk. A magnesezettségi profil
kezdeti novekedést meghatarozô effektiv felületi exponens függ a véges rendszer mé
retétOl. Kihasznalva a korrelaciôs hossz és a redukalt h6mérséklet kozott fennallô
kapesolatot a kritikus pontban adott mérethez tartozô felületi exponensb6l adott
h6mérséklethez tartozô effektiv felületi magnesezettségi exponenshez jutunk. Az ily
môdon nyert eredményeink abba a kritikus ponthoz kozeli tartomanyba szolgaltat
nak adatokat és illeszkednek jôl az elméleti uton meghatarozott gorbére, ahol a véges
méretb6l adôdô korlatok miatt nem tudtunk h6mérséklett6l függ6 effektiv felületi
exponenst mérni.

BIl Kéttengelyu korrelalt rendezetlenséggel birô Ising modellt vizsgaltuk. A paramet
rizalâs kovetkezményeképpen a rendszer ondualis maradt. A modell egzaktul meg
hatârozhatô kritikus pontjaban Monte Carlo szimulaeiôkat hajtottunk végre. Ezek
sorân az egy spinre jutô magneses momentumokat, szuszceptibilitast, fajh6t, va
lamint a szuszeeptibilitas logaritmusanak h6mérséklet szerinti derivaltjat mértük.
Véges méret skalazassal meghataroztuk az adott fizikai mennyiségek kritikus ex
ponensét. Mérési adataink konzisztensek voltak, igy a skalatorvények segitségével
kifejeztük a modell tobbi kritikus exponensét.

B/2 A kéttengelyu korrelalt rendezetlenséggel rendelkez6 Ising modell konform invari
aneiâjat tanulmanyoztuk. A kritikus pontban mért energia profilbôl a Sehwarz
Christoffel transzformaciô segitségével meghataroztuk az energiasuruség skalazasi

Il



dimenzi6jat. Az fgy kapott érték 6sszhangban volt a véges méret skalazas soran ka
pott eredménnyel. Hasonl6 megallapftasra jutottunk a magnesezettségi profil vizs
galatakor.

C/1 Végezetül két, masodrendu fazisatalakulassal bfr6 modell 6sszekapcsolasanal kia
lakul6 hatarfelület kritikus viselkedését tanulmanyoztuk. Feltételeztük, hogy az
alrendszerek belsejében ugyanazon h6mérsékleten jelenik meg a rend, am eltér6
univerzalis osztalyba tartoznak. A hatarfelületen a k6tések er6sségét valtoztatva a
rendparaméter profiljat analizaltuk a kritikus pont k6zelében. A rjJk modellt hasz
nalva az atlagtér elmélet keretein belül analitikusan vizsgaltuk a problémat. A két
félvégtelen alrendszer rendparaméter profiljainak 6sszekapcsolasa az extrapolaci6s
hosszon keresztül t6rtént. Harom, lényegesen kül6nb6z6 kritikus viselkedés ad6
dott.

C/2 Az analitikus titon nyert eredményeket felhasznaltuk a fenomenol6giai skalazas so
ran. A hatarfelület fazis atalakulâsahoz tartoz6 magnesezettségi exponenst a két
félvégtelen alrendszer t6mbi és felületi exponenseinek segftségével fejeztük ki. A pro
fil simasagara is megfogalmaztunk feltételeket. Az elméleti eredményeinket Monte
Carlo szimulaci6k segftségével ellen6riztük. Vizsgalatainkhoz a kétdimenzi6s Ising,
Potts és Baxter-Wu modell hasznaltuk. A szimulaci6s eredmények 6sszhangban
alltak az analitikus elvarasokkal.

III
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Abstract
In the two-dimensional Ising model weak random surface field is predieted to be
a marginally irrelevant perturbation at the critical point. We study this question
by extensive Monte Carlo simulations for various strengths of disorder. The
calculated effective (temperature or size-dependent) critical exponents fit with
the field-theoretieal results and can be interpreted in terrns of the predicted
logarithmie corrections to the pure system's critieal behaviour.

PACS numbers: 05.70.Jk,05.50.+q

1. Introduction

In an inhomogeneous system the local critical behaviour near localized or extended defects
may differ considerably from the bulk critical behaviour in the regular lattice (for a review, see
[1]). One possible source ofinhomogeneity is quenched (i.e., time-independent) randomness,
whieh can be localized at the surface of the system (fluctuating surface coupling constants
[2-6], microscopie terraces at the surface [7]) or at a grain boundary in the bulk of the system.
It is known experimentally [8-10] that impurities may diffuse from inside the sample and
segregate on the surface or at grain boundaries. In adsorbed systems, quenched disorder is
naturally present since adatoms may bind randomly on equivalent surface sites [lI].

In a theoretical description ofthe local critical behaviour of these systems, close to the bulk
critical point, one can use a coarse-grained picture in which quenched randomness couples to
sorne local operator. The local operator considered in this paper is the surface order parameter,
hence the perturbation is described by the introduction of random fields (RFs) localized at the

0305-4470/04/378801+09$30.00 © 2004 IOP Publishing Ltd Printed in the UK 8801
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surface. Usually the RF has zero mean and its variance is used to characterize the strength of
disorder.

In the weak:-disorder limit, the relevance or irrelevance of the perturbation can be analysed
by making use of a Harris-type criterion [12]. The condition for the irrelevance of RFs on a
defect with dimension d - 1 can be expressed in tenus of the decay exponent for the local
order parameter correlations in the pure system [2] as

(1)

A plane of RFs in the bulk often constitutes a relevant perturbation as it is the case for
the two-dimensional (2D) Ising model with 7] = 1/4. Thus a new fixed point appears, which
controls the local critical behaviour. This fixed point is expected to be a surface one since RFs
tend to destroy the local order and the bulk defect then acts as an effective cut.

Surface RFs are irrelevant for the 3D Ising model as noted and demonstrated through
Monte Carlo (MC) simulations [13]. Curiously, in the case of a system with continuous
symmetry, like the 3D Heisenberg model, surface RFs destroy the bulk long-range order
[14] according to Imry-Ma arguments [15], although the perturbation is irrelevant at the
ordinary surface transition according to (1). Among 2D systems the Ising model represents
the borderline case, since 7]11 = 1 [16]. For this model, field-theoretical investigations [11, 17]
predict that the weak: surface RF is a marginally irrelevant perturbation. Consequently, the
surface critical properties of the random model are characterized by the critical singularities
of the pure model supplemented by logarithmic corrections to scaling.

These theoretical predictions have not yet been confronted with the results of numerical
calculations. In general, the observation and characterization of logarithmic corrections to
scaling by numerical methods are notoriously difficult tasks, particularly in systems with
quenched disorder. In this respect, a well-known example is the diluted 2D ferromagnetic
Ising model, for which the accurate fonu of the singularities was long debated [18-23].

In this paper we present the results of a numerical study of the surface critical behaviour
of the 2D Ising model in the presence of random surface fields. In section 2 we present the
model and the known results about its critical properties. Then, through intensive Monte Carlo
simulations, we detenuine effective surface magnetization exponents in two different ways.
In section 3, they are obtained as a function of the deviation from the critical temperature.
In section 4, we use a small homogeneous surface field at the critical point to deduce size
dependent exponents from the magnetization profiles. In section 5 we discuss the agreement
between theoretical and numerical results.

2. The model and its predicted surface critical properties

We consider the Ising model on a L x M square lattice with the Harniltonian

L-l M M

Ji = -J L L (Si,j Si+l,j + Si,jSi,j+l) - L(h1(j)sl,j + hLCj)SL,j)
i=l j=l j=l

h. ( ') = {hs + h
1 J hs - h

with probability p = 1/2
with probability p = 1/2,

(2)

where Si,j = ±1. J is the first-neighbour exchange interaction. The RF hg ± h acts on the
surface spins in the columns at i = 1 and i = L and periodic boundary conditions are used in
the vertical direction. Our main interest is to calculate the averaged magnetization per column,
mi = (ILjSi,jl)/M.
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For the pure system, Le. with vanishing surface field, the surface magnetization,
ms = ml = mL is exactly known in the thermodynamic limit (L, M ~ 00) [16]:

[
sinh(2K) - 1 ] 1/2

ms,pure = coth(2K) cosh(2K) _ l ' (3)

in terms of K = J j kBT, where T is the temperature. At the critical point with sinh(2Kc) = 1
the surface magnetization vanishes as

'" t I/2
ms,pure '" mû , (4)

in terms of the reduced temperature, t = (Tc - T)jTc, and mô = 4(,J2 + 1)Kc ln(2Kc). The
relevant length scale is the bulk correlation length which, for t > 0, is given by [24]

~ = [2ln(sinh(2K»r I
, (5)

with the lattice constant for unit length. The correlation length diverges at the critical point as
~ ~ [2,J2Kctr I . Thus the reduced temperature and the length scale are related by

-lnt ~ 0.913 + ln~. (6)

In the presence of random surface fields there are no exact results available. In this case one
can use the replica trick to transform the semi-infinite system with a random surface field into
n semi-infinite replicas, coupled two-by-two through their surface spins, via nearest-neighbour
interactions proportional to h2 . The average properties of the random system are obtained in
the lirnit n ~ O.

The surface critical properties of the system have been studied via two different methods,
both using the differential renormalization group (RG) techniques where the lengths are
rescaled by a factor el. The surface coupling between the replicas transforms as

h2

h2(1) = 2 . (7)
1 +Kh l

In the first approach [17] a conformal mapping is used at the bulk critical point, with
hg = 0, to transform the n semi-infinite replicas into n infinite strips with width L, which are
coupled to each other at both surfaces through h2 . The behaviour of the inverse correlation
length is studied using degenerate perturbation theory to second order in h2• From the
transformation of the inverse correlation length on the strips under rescaling by el = L, with
n = 0, and using the gap-exponent relation [25], one can identify the L-dependent, effective
decay exponent 1'J1I which is given by

1
1'J1I = 1 + ln L' (8)

to leading logarithmic order.
In the second approach [Il] the behaviour under rescaling of the homogeneous part of

the surface field is determined as

hs el/2

hs (1) = (1 + Kh2l) 1/2' (9)

The surface free energy density transforms as

where v is the correlation length exponent. Using (9), the surface magnetization reads
-1/2

(1 +eKh2l)I/2mS[eIIVt, h
2
(l)].

(10)

(11)
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(13)

With el = ~ ~ t-V and v = 1 according to (5), ignoring higher order correction, one obtains

t 1/ 2

ms(t, h
2

) ~ (1 _ Klh2Int)I/2 ' 0 < t « 1. (12)

Thus the critical singularity of the pure model is supplemented by a logarithmic correction
to scaling. From a practical point of view, one can define temperature-dependent effective
exponents through

t = In[ms(t(l + 8»/ms(t(1 - 8))] = ~ (1 + _1_ + ...)
f3s( ) ln[(l + 8)/(1 - 8)] 2 \lntl '

with 8 ~ O. The last expression gives the leading logarithmic correction following from
equation (12).

Taking into account the scaling relation 1711 = 2f3s/v with v = 1, the effective exponents
in equations (13) and (8) correspond in terms of the relevant length scales, L ~ ~ ~ 1/ t.

The following two sections are devoted to a numerical test of the validity of these
theoretical results.

3. Effective exponents

The surface critical exponents are deduced from the temperature dependence of the
magnetization mi in the surface layers (for a review, see [26]). We set the homogeneous
surface field to zero, hs = 0, the strength of the random surface field ranging from h = 0.6
to h = 1.5, and take a finite reduced temperature, t > O. Systems of square and rectangular
shapes containing L x M spins, withL andM ranging from 50 to 1000, have been studied using
the standard single-spin-flip method. Although systems with rectangular shapes (M < L) lead
to reduced finite-size effects, the fraction of surface spins is smaller than for a square system
and more runs are needed to achieve the same accuracy for the surface magnetization which is
self-averaging. Thus we worked with square systems to spare computer time. The final data
are obtained after averaging over at least 1000 different runs with different realizations of the
random surface field. For every run, time average has been taken over a few 104 Monte Carlo
steps per spin after equilibration.

As an illustration we present mi at t = 0.05 and t = 0.02 in figure 1 for different strengths
of the RF. The profile of the pure system is shown for comparison. For a given t and different
values of h, mi displays a plateau around i = L /2 for large enough systems. It corresponds to
the bulk magnetization, mb, since its height is independent of h. If we approach the surfaces
close enough, i, L - i < ~, we enter in the surface region where the value of the magnetization
is rapidly decreasing to its surface value, ms. As seen in figure 1, for a given t the surface
magnetization ms and the inverse size of the surface region are decreasing with increasing
disorder strength h.

According to finite-size scaling, in a large but finite system, sufficiently close to its critical
point, ms(t) behaves as (-t)fJ, f(~ / L), where the scaling function, f(x), tends to a constant
for small values of its argument. In the actual calculations, we approach the transition point
only to such a distance that the finite-size effects remain negligible and effective surface
exponents are calculated using (13). In practice, finite-size effects have been circumvented
by adjusting the size of the sample in a standard approach [4]. For a given value of t, data
obtained for different system sizes are compared. Away from the critical point these data
agree as long as the correlation length is less than the extent of the smaller system. Closer
to Tc the correlation length increases and at sorne stage it gets comparable to the size of the
smaller system. Finite-size effects then show up by a characteristic fast drop of the effective
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Figure 1. Magnetization profiles with random surface fields h = 0, 0.5 and 1 at t = 0.05 and
t = 0.02. The data have been obtained for a system with 300 x 300 spins.

exponent [4]. The smaller system is then discarded and the procedure is continued with two
system sizes which still yield identical data at that temperature. This approach is somehow
cumbersome but assures that the final data are essentially free of finite-size effects.

The effective exponents are shawn in figure 2 for different values of the strength of the
RF. Here, in order to check the form of the logarithmic corrections in equations (8) and (12),
fis is plotted as a function of 1/IIntl. For a given t the effective exponents are increasing
with h as expected since RFs decrease local order. On the other hand, for a given h, t3s(t)
first shows a monotonie increase when t decreases and its value passes over the pure system's
surface exponent, fis = 1/2. Then, by further decreasing the reduced temperature, fis(t)
seems to approach a maximum value. This saturation effect is more evident for large values
of h. Unfortunately, the size limitation did not allow us to approach the transition point close
enough to follow the predicted decrease of the effective exponent.

Here, in order to compare the numerical results with the theoretical predictions and to
extrapolate our data to t ---+ 0, we use the following expression,

1/2 1 + at
m (t) = mot --------- (14)

s (l+blnt)I/2'

which contains the leading analytie correction which follows from equation (3) and the
leading logarithmic corrections to the fixed-point singularity given by (12). Note that the
two corrections have different signs and their competing effect results in the non-monotonie
temperature dependence of the effective exponent, fis(t). For a given RF, we have fitted the
surface magnetization data to the form given in (14) with the amplitudes a and b as free
parameters. From this, the effective surface magnetization exponent was calculated and used
to extrapolate the data points in figure 2. The data extrapolate to the value of the pure system
fis,pure = 1/2 after an 'overshooting effect'. A quite similar tendency was observed in [20]
for the bulk magnetization exponent of the 2D random bond Ising mode!. In our calculations,
however, the maximum value is almost reached for h ?:: l, which was not possible for the
random bond mode!.

In arder to check the leading logarithmic correction to the effective exponent, we have
calculated the difference of t3s(t) and its value in the pure system, fis, pure (t), as calculated
from (3) via equation (13). This difference, whieh is plotted in the inset of figure 2, no longer
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Figure 2. Effective smface exponent for different strengths of the random surface field. The two
first points (grey circles) for h = 1 were deduced from the short-distance behaviour ofthe critical
profiles discussed in section 4. The broken lines fitting the numerical data correspond to the
formula in equation (14), with a = -0.60, b = -0.23 (h = 0.6), a = -0.53, b = -0.40 (h =
0.8), a = -0.40, b = -0.47 (h = 1.0) and a = -0.47, b = -0.72 (h = 1.5). The inset gives
the difference between the effective exponents for the random (h = 1) and the pure systems. The
straight line gives the predicted leading logarithmic correction.

contains the leading analytic correction; therefore, we expect to be able to compare it with
the theoretical prediction in equation (13). As seen in the inset for the random surface field,
h = 1, the corrections are compatible with theory, although much larger systems are needed
in order to reach the asymptotic regime.

The form of the logarithmic corrections has been analysed in still another way by forming
the ratio, r(t, h) = ms,pure/ms, of the surface magnetizations in the pure and in the disordered
systems. In this way the leading analytic correction to scaling is eliminated. As shown in
figure 3, the square of r(t, h) has an asymptotic linear dependence on Int, the slope ofwhich
is proportional to h2, as shown in the inset of figure 3. This is in complete agreement with the
theoretical prediction in equation (12).

4. Critical profiles

In this section we study the system at the critical point, t = 0; however, in the presence of
a small homogeneous surface field, hs « h. A typical magnetization profile in the system
with M « L is shown in the inset of figure 4. These data have been obtained with the
Swendsen-Wang algorithm with a layer of ghost spins next to the surface [27]. At least 1000
runs with different realizations of the random surface field were performed, the time average
of every run resulting from typically 3 x 105 MC updates.

As known from an analysis of the non-random system [27] the profile first increases close
to the surface and then decreases in the bulle The surface critical exponent, f3s, influences
the form of the initial part and can be extracted from il. The non-vanishing surface field hs

introduces a new surface length scale, ls, which in 2D is given by ls ~ h-;1/(l-ryll/2) and scales
as ~ h-;2 for the Ising model.
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Figure 4. Ratio of the initial part of the critical magnetization profiles calculated in the random
and in the pure system in the presence of a smalI homogeneous magnetic field. The initial slope
in the log-log plot corresponds to the difference in the effective magnetization exponents (see the
text). Inset: one half of the magnetization profile in the random system.

The initial part of the profile is restricted to i « M, ls and, according to finite-size scaling
theory it behaves as

(15)

where Xm = fi/v = 1/8 is the bulk magnetization scaling dimension. For small values of its
arguments the scaling function g is expected to factorize as go Ci / M) gs Ci / ls)' For the pure 2D
Ising model the second term is logarithmic [28], gsCi / ls) ~ In(i / ls) ~ ln (ih;), which makes
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the numerical analysis difficult. For the Ising model with RF on the surface, the first term is
expected to behave as

(16)

This form incorporates logarithmic corrections which, with i = 1 and M ~ ~, are in agreement
with the form of the surface magnetization given in equation (12). Now, in analogy with (13),
an effective surface magnetization exponent can be defined as

v
ln[go(y(1 - 8))/go(y(1 + 8))

In[(l + 8)/(1 - 8)]
(17)

which, finally when y « 1, will be a function f3s(M) of the characteristic length of the
problem.

ln order to get rid of the logarithmic factor, gs(i / Is), we have calculated the ratio
mi(M)/mi,pure(M) of the initial profiles in the random and pure systems. Assuming that
gs has the same logarithmic singularity for both, we arrive at the conclusion that the ratio of
profiles scales with the difference of the effective exponents, !1f3s(M) = f3s(M) - f3s,pure(M).

ln the actual calculation we set hs = 0.01 and h = 1, and performed MC simulations
on systems with sizes M = 16 and 64 and different aspect ratios a = L/M. For a = 4
and 8, the initial part of the profiles tumed out to be indistinguishable. The ratios calculated
for the largest a are presented in figure 4 and, from the extrapolated initial slopes in a log
log plot, the differences of the effective exponents take the values !1f3s(16) = 0.08(1) and
!1f3s (64) = 0.07 (1). In order to compare these estimates with the effective exponents obtained
in section 3 with a finite t, we use the correspondence of equation (6) with M = ~. The
data points obtained in this way are inserted in figure 2. They seem to fit very well with the
predicted theoretical curve and are located in the descending part of the curve. Therefore this
calculation gives further support to the theoretical results about the form of the logarithmic
corrections.

5. Discussion

Marginally irrelevant operators are responsible for logarithmic corrections to scaling, the form
of which can often be predicted by field theory and conformaI invariance. According to the
second-order perturbation theory, the random surface field is expected to be such a marginally
irrelevant operator at the surface fixed point of the 2D Ising model. This conjecture, which is
made on the basis of the replica trick and in the weak disorder limit, is confronted here with
the results of extensive MC simulations for varying strength of the disorder. The calculated
effective surface magnetization exponent, which depends either on the distance t from the
critical point or on the finite size M of the critical system, varies with these parameters. Since
this variation is non-monotonic, a direct extrapolation to the fixed-point values cannot be made
from the data available on finite systems. However, the variation of the effective exponents is in
good agreement with the theoretical form, which contains the predicted logarithmic correction
to scaling to the pure systems critical behaviour. For the largest systems and for the strongest
random fields, the numerical results are not too far from that obtained perturbatively in linear
order. Therefore we interpret our results as numerical evidence in favour of the validity of the
field-theoretical predictions.
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We consider the Ising model on the square lattice with biaxially correlated random ferromagnetic couplings,
the critical point of whieh is fixed by self-duality. The disorder, which has a correlator, G(r) ~ r-!, represents
a relevant perturbation according to the extended Harris criterion. Critical properties of the system are studied
by large scale Monte Carlo simulations. The correlation length critical exponent v=2.00S(S) corresponds to
that expected in a system with isotropie correlated long-range disorder, whereas the scaling dimension of the
magnetization density xm=,Blv=0.1294(7) is somewhat larger than in the pure system. ConformaI properties of
the magnetization and energy density profiles are also examined numerically.
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where Vshort is the correlation length exponent of the system
with short-range disorder. At the stable long-range-disorder
fixed point the correlation length critical exponent is found to
be given by

This result is argued to be exact and thus the extended Harris
criterion in Eq. (1) is marginal when the long-range nature of
the correlations is relevant. On the other hand the magnetic
exponents, such as xm=f3lv, depend on both a and d.

Recently,14 the validity of the scaling relation (2) has been
questioned on the basis of a direct renormalization analysis
of the scaling functions for the 3d system in the two-Ioop
approximation, using a Pade-Borel summation technique to
evaluate the critical exponents for different values of a.

Numerical and field-theoretical calculations on different
types of systems with correlated disorder (percolation,15
three-dimensional (3D) Ising model,16 polymers,17 quantum
Ising model,H etc.) seem to be in overall agreement with the
prediction of Eq. (2).

isotropie, G(r)=G(lrl), and to decay algebraically for large
arguments: G(r) ~ r-a• For example, randomly oriented
straight dislocation lines are associated with a correlator ex
ponent a=d-l.

The influence of Gaussian disorder with power-Iaw corre
lations on the critical behavior of the m-component vector
spin model has been studied in Ref. 13 by field-theoretical
methods using a double expansion in é=4-d and ô=4-a.
Extending the Harris criterion, correlated disorder with a
~ d is found to be effectively short range and thus relevant
only when the pure system has a positive specific heat
exponent.1When a < d and m = l (Ising model) the correlated
disorder is shown to be a relevant perturbation at the short
range-disorder fixed point, provided the correlator decays
sufficiently slowly, i.e., when

J. INTRODUCTION

The presence of quenched disorder of different types is an
inevitable feature of real materials. The effect of randomness
on the physical properties of systems is often dramatic, in
particular in the vicinity of singular points, such as for clas
sical phase transitions at finite temperature or for quantum
phase transitions at T=O. In a random system the set of criti
cal exponents associated with a phase transition can be com
pletely different from that in the nonrandom system, which
means that disorder can be a relevant perturbation in the
sense of the Harris criterion.1 In most of the studies of dis
ordered systems the parameters (couplings, longitudinal or
transverse fields, etc.) are expected to be independent and
identically distributed random variables among which there
is no correlation.

There are, however, systems in which the random vari
ables exhibit sorne kind of correlations, the effect of which
can even change the random universality class of the phase
transition. Examples of systems with strongly correlated dis
order are random quantum magnets at T=O, in which the
disorder is strictly correlated in the temporal direction. In
deed the critical properties of such a type of random systems
are quite unusual, for a review see Ref. 2. In the classical
counterpart of these quantum systems, the disorder is strictly
correlated in one direction, which leads to models introduced
and partially exactly solved by McCoy and Wu.3 In a further
generalization, the disorder can be strictly correlated in a
d' < d dimensional subspace, where d is the dimension of the
system.4- 8

Correlations between random variables can also be isotro
pic. One example is presented in Ref. 9 in which the experi
mental observations are explained lO with the assumption of
the presence of randomly oriented dislocation lines in the
sample. Also in sorne random quantum magnetsIl and in the
non-Fermi liquid behavior of j-electron compounds12 the
disorder is expected to be isotropically correlated due to
long-ranged Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY) inter
actions. In a coarse-grained picture, the disorder in sorne
coupling strength LlK(r)=K(r)-K(r) is characterized by its
correlator, G(r-r')=LlK(r)LlK(r'), which is expected to be

2
a<--,

Vshort

v=2Ia, 21a ~ Vshort.

(1)

(2)

1098-0121/200S/72(9)/094202(9)/$23.00 094202-1 ©200S The Ameriean Physical Society
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L L

- f31i =~~ (KfpiFi+1,j+ KtO"i./Ti,j+1) , (3)
i=1 j=1

where the superscript * is used to denote dual variables.
With different distributions of Uu and thus KU different

models are defined, which we list below.

with r=x,y. Under duality transformation2o the horizontal
and vertical directions are exchanged and we obtain a simple
relation between the uij and U1j variables

(6)

(5)

(4)e2Kij _ 1 =2112+uij,

--. [(' ")2 (j ")2J-aI2UijUi'j'- 1-1 + -j ..

3. Random model with isotropically correlated disorder

In this case the Uu parameters are random numbers which
are correlated at different sites and we have for large spatial
separation

2. Random model with uncorrelated disorder

In this case the Uu parameters are independent and iden
tically distributed (iid) random variables, which are taken
from a distribution P(u). At the critical point of the model
the distribution is symmetric,21 P(u)=P(-u), which is also a
consequence of self-duality, see Eq. (5). The strength of dis
order à is measured by ,l2=u2. In a coarse-grained picture
cells, of linear size L, are defined with cell variables u'
=L-d"2.,uij, where the sum runs over L d sites, and d=2 is the
dimension of the system. In the coarse-grained description
we have à' =,lL-dI2 . To decide about relevance-irrelevance
of a perturbation according to Harris1 one should consider
the ratio à' It at a length-scale, L=t;~ r V

, where t measures
the distance from the critical point. For the 2D Ising model
this analysis predicts a marginal effect of the disorder, actu
ally a marginally irrelevant one. As a consequence critical
singularities of the nonrandom model are supplemented by
logarithmic corrections. 18,19

The strength of disorder in the coarse-grained picture reads
as13 ,l;=,lcL-w, with w=min(d,a)l2, thus long-range corre
lation in the disorder can be relevant for a < d. Indeed for the
2D Ising model with a < 2 this type of perturbation is rel
evant, see Eq. (1) and the correlation length critical exponent

1. Nonrandom model

The nonrandom model with uij=ux and u~=uY has its
critical point at uX=-uY, which follows from self duality in
Eq. (5). For the isotropic model the critical point is at U

X

=uY=ü. The critical exponents are20 v= land xm =f31 v= 118.

where 13= 11kBT. The Ising spin O";,j= ± 1 is associated with
the site (i,j), located at the intersection between column i
and line j. Kfj and K1j denote the random couplings between
O"i) and its first-neighbors O"i+1,j in the horizontal direction
and O"i,j+1 in the vertical direction, respectively. In the follow
ing we use the parametrization:

A. Random-bond Ising models

We study the spin 112 2D Ising model on a square lattice
with Hamiltonian

II. MODEL OF SELF-DUAL BIAXIALLY CORRELATED
DISORDER

Here we should make, however, two remarks. First, in the
case of the Ising model with randomly distributed dislocation
lines, oriented along the lattice axes,16 for which rotational
symmetry is broken, the critical behavior was found to be the
same as for the model with Gaussian correlated disorder
when a=2. This shows that the details of the model of cor
related disorder are seemingly irrelevant, the critical behav
ior being essentially govemed by the decay of the disorder
correlations. Our second remark concems the fact that, in
systems with correlated disorder, the location of the critical
point is generally not known exactly, which introduces a
limitation on the accuracy of the numerical calculations.

In the present paper, our aim is to increase the numerical
accuracy of the calculation in a statistical mechanical system
with correlated disorder and address also such questions (c.f.
critical point density profiles, validity of conformaI invari
ance, etc.) which have not been considered previously. For
this purpose, we consider the two-dimensional (2D) square
lattice Ising model and introduce a type of biaxially corre
lated disorder which preserves self-duality, thus the critical
point is exactly known. Our model can be considered as a 2D
self-dual version of the random dislocation model of Balles
teros and Parisi. 16 In the vicinity of the critical point the
properties of the system are explored at the scale of the (di
verging) correlation length. A correlator exponent a= 1 can
be deduced from the integral of the disorder correlator inside
a large square of linear size L. Thus at a coarse-grained level
our model can be compared to a model with Gaussian corre
lated disorder for the same value of a.

For the 2D Ising model uncorrelated disorder coupled to
the local energy density (such as dilution or random ferro
magnetic couplings) is a marginally irrelevant
perturbation,18,19 hence critical singularities of the pure sys
tem are supplemented by logarithmic corrections. In particu
lar the correlation length exponent Vshort keeps its unper
turbed value Vo= 1. As a consequence from Eq. (1) the
biaxially correlated disorder of our model is expected to be
relevant. In order to explore the critical properties of the
system and to check the validity of Eq. (2) we perform large
scale Monte Carlo simulations. In particular the critical ex
ponents are deduced from the finite-size scaling behavior of
various magnetic and thermal quantities at the critical tem
perature, which is exactly known. We also deterrnine the
critical profiles of the magnetization and energy densities in
order to check whether the forms obtained for the profiles
through conformal methods remain valid in the random sys
tem after averaging over the disorder.

The structure of the paper is the following. The mode!, its
self-duality, and the relevance-irrelevance criterion are de
scribed in Sec. II. Finite-size scaling calculations of the criti
cal exponents are presented in Sec. III and the critical pro
files are studied by conformaI methods in Sec. IV. Our results
are discussed in Sec. V.

094202-2



TWO-DIMENSIONAL ISING MODEL WITH SELF-DUAL. .. PHYSICAL REVIEW B 72, 094202 (2005)

k

0.5

0.0 cc...~~~~~~~~~~~<--.1
o 2 4 6 8 10 12 14

A

~6
• 1.5

~
1.0

2.0

1

b;
1

~- ~-,,~ oC

x
lu~a j

~~

" 1

j

FIG. 1. Parameters entering in the definition of the correlated
disorder.

FIG. 2. Variation with Ll of the average value K av and the stan
dard deviation LlK of the couplings. The standard deviation is al
most linear in Ll.

The evolution of the average value Kav and the standard de
viation LlK of the coupling as a function of the half-width Ll
of the probability density is shown in Fig. 2. The standard
deviation, with the expansion

LlK = 0.165 764Ll + 0.000 085Ll3 + 0.000 010Ll5 + 0(Ll7),

(10)

correlations. As for the 3D random dislocation modell6

where the dislocation lines are located along the lattice axes,
the breaking of rotational symmetry (before averaging over
the quenched disorder) should not change the universality
class. The present model, which has the same type of disor
der correlations as the Ballesteros-Parisi dislocation model,
should also display the same critical behavior as the model
with isotropically correlated disorder discussed in Ref. 13.

An important advantage of the parametrization used in
Eq. (8) is that the couplings obey the duality relation in Eq.
(5) and thus the system is self-dual for an appropriate choice
of the coupling parameters aI, aj, bt, and br Self-duality can
be realized in different ways, leading to a critical system in
which both lattice directions are statistically equivalent or
not. Here we study the geometry of disorder with the highest
symmetry, i.e., with the same symmetric and uniform prob
ability density for a11 the random variables:

{

1
- -Ll~s~Ll

P(s) =P(- s) = 2Ll

o Isi > Ll

is conjectured to be exactly given by Eq. (2). For isotropie
correlated disorder the location of the critical point is not
lmown exactly which makes it difficult to analyze numerical
results in the critical regime.

4. McCoy-Wu model

In the McCoy-Wu mode13 the disorder is strictly corre
lated in columns (or lines)

uij=bt(=aj), uIj=aI(=b)), (7)

where the parameters bt, aI(aj,bj) are iid random variables.
Now in the coarse-grained description with ce11s of size L,
the disorder strength behaves as Ll~=LlMWL-1I2. This type
of disorder represents a relevant perturbation. According to
exact and conjecturedly exact results, this model displays a
strongly anisotropie scaling behavior,22 so that ln ç~ ~~,
where ç(ç~) is the correlation length in the nontranslation
a11y invariant (translationa11y invariant) direction. The criti
cal exponents22 are given by: v=2 and xm=(3-y5)/4.

B. Biaxially correlated disorder

Here we introduce a type of correlated disorder which is
• Symmetric, with respect to the interchange of the x and

y axis,
• Has a duality symmetry, and
• Represents a 2D version of the random dislocation

model. l6

To be concrete we use the parametrization

(8)

s =aI, aj,bt, b) . (9)

(see Fig. 1), which is the local average (for each bond) of the
couplings in two McCoy-Wu models where the disorder is
along the x and the y axis, respectively, see Eq. (7). Conse
quently the strength of disorder is rescaled as in the
McCoy-Wu model Ll~=Ll,J.--II2, but the system has isotropic
scaling, as far as the asymptotic behavior of the average
correlations is considered. This type of perturbation is rel
evant (see Sec. II C) and has the same scaling exponent as
the isotropically correlated random perturbation with the cor
relation parameter a= 1 in Eq. (6). We expect that the critical
behavior is dictated by the averaged decay of the disorder

is almost linear in Ll. Evidently the relative strength of the
disorder LlKIKav is monotonously increasing with Ll.

C. Relevance-irrelevance criterion

The stability of the fixed point governing the critical be
havior of the pure 2D system in the presence of correlated
disorder can be analyzed as by HarriS. I ,13 At the length scale
L, the sum of the deviations from the average coupling grows
typically like LlL3/2 since it contains 2L independent random
variables with a vanishing average, each variable being of
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(17)

(16)

(15)(x<s) =!± xis).
Ti=1

L

E=- ~ (CTi,jCTi+I.j+CTi,Pi,j+I)'
i,j=1

ns

(X) =~~ (X<s),
nss=1

L

M = '\:' CT"~ l,]'

i';=1

• The specifie heat per site

• The susceptibility per site

The quantities studied are the following:
• The moments of the magnetization per site

FIG. 3. Snapshots of equilibrium spin configurations for the
random system (d=9) and the pure system (d=O) in the ordered
phase (T=0.8Te), at the critical point and in the paramagnetic phase
(T=2Te)·

The total magnetization M and the total energy E are defined
as

• The temperature derivative of the logarithm of the sus
ceptibility

rium starting either from a random initial state or from an
ordered initial state. We have also studied the autocorrelation
time for the energy and the magnetization at equilibrium, in
arder to evaluate the statistical errors on the time averages.

The time averages are calculated during a time T= 105 to
2.5 X 105 Monte Carlo steps (MCS) after a waiting time of
the order of lOTe (loJ to 5 X 104 MCS). The disorder aver
ages are taken over ns = 104 samples. These values were cho
sen in order to obtain a precision close to 1% far the different
quantities studied.

The simulations are performed in a vanishing external
field and we use the fluctuation-dissipation relations to
evaluate the specifie heat and the rnagnetic susceptibility.
The averaged value of a quantity X is the result of a time
average for a sample s followed by an average over ns real
izations of the disorder so that:

(14)

(12)

(11)

m. FINITE-SIZE SCALING AT THE CRITICAL POINT

A. Monte Carlo technique

We study the finite-size scaling behavior of different mag
netic and thermal quantities at the critical point. We work on
a square-shaped system with size L and we use periodic
boundary conditions in both directions.

In order to limit the effects of the critical slowing down,
the Monte Carlo simulations are performed using the Wolff
cluster algorithm.23 In order to estimate the equilibration
time Te measured in cluster flips units, we compared the evo
lution of the energy and the magnetization toward equilib-

when one approaches the critical point (t-+O). Here
t= 1T- Tel/Tc is the reduced temperature, ço the correlation
length, and Vo the correlation length exponent of the unper
turbed system. The perturbation is relevant when this ratio
diverges at the critical point, i.e., when Vo < 2. Thus the bi
axial correlated disorder is a relevant perturbation in the case
of the 2D Ising model for which vo= 1.

Altematively the same conclusion can be drawn from the
value of the scaling dimension of Il following from Eq. (lI).
Under a change of the length scale by a factor b, ôt, which is
a thermal perturbation, has a scaling dimension y IÜ= 1/ Vo and
thus transforms as

8t' =Il'L,-1/2 =b l /v08t =bl/voIlL-1I2 • (13)

With L' =Llb one obtains

The relevance of the perturbation depends on the behavior of
the ratio

2- Vo
Yt.=-2-'

Vo

so that, in agreement with the previous result, one finds that
the strength of the disorder increases under rescaling when
vo<2.

Here we rernind that the biaxial correlated disorder, which
is considered in this paper, can be represented by an effective
correlator exponent a=1. Indeed, the stability limit of the
fixed point for Gaussian correlated disorder in Eq. (1) with
a= 1 is the same as the one obtained here for biaxial corre
lations. As mentioned in the Introduction, this result follows
from the comparison of the integral of the disorder correlator
at a length scale L for both models. The possible universality
of the critical properties of the system with respect to the
form of correlated disarder, in particular the validity of the
result predicted for the correlation length critical exponent in
Eq. (2) will be studied in the following sections.

order ti.L due to the correlations along the L lines and the L
columns. Dividing by the number of couplings one defines a
typical deviation from the average temperature as

L3/2

8t(L) =11-2 = IlL-1I2 .
L
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FIG. 4. Semilogarithmic plot of the finite-size behavior of the
specific heat per spin at the critical point. The specific heat expo
nent a is negative and the behavior of C is dominated by its regular
contribution for large values of L.

FIG. 6. Finite-size scaling of the magnetic susceptibility per
spin at the critical point. The influence of ~ is quite small and the
line gives the linear fit of all the data.

B. Simulations results

(21)

543
1.5 '----~---~------"

2

~
~ 2.5

3.0

3.5 ,---------~-----,

The log-log plots for (mp)l/p, X, and W display the expected
linear behavior, although with noticeable deviations at small
size and a slightly ~-dependent slope for W. Thus the mag
netization and susceptibility exponents were simply obtained
through linear fits, whereas we used a nonlinear fit of the
data for W

The specific heat saturates at large system size, which
indicates that the regular contribution dominates the singular
one. The singular contribution, behaving as L alv, vanishes at
large system size, i.e., the specific heat exponent a is nega
tive. This is the reason why we studied the finite-size behav
ior of W which diverges with the size of the system, thus
allowing us to estimate the thermal exponent 1/ v.

According to finite-size scaling theory, the following be
haviors are expected for a large critical system with size L:

(20)

5432

In Fig. 3 equilibrium spin configurations for the system
with biaxially correlated disorder at ~=9 are compared to
the corresponding pure system configurations in the low
temperature phase, at the critical point and in the high
temperature phase for a system with size 116 X 116 with pe
riodic boundary conditions. In the off-critical systems, spin
c1usters are larger for the disordered system whereas the
long-range aspect is roughly the same for both systems at the
critical temperature.

The finite-size behaviors at the critical point of the spe
cific heat C, the moments of the magnetization density mp'

the susceptibility X, and the temperature derivative of ln X,
W, are shown in Figs. 4-7 for three values of the disorder
amplitude ~=3, 4, and 9, and for ten sizes ranging from L
=8 to L=116.

In(L) In(L)

FIG. 5. Finite-size scaling of the moments of the magnetization
density at the critical point. The lines correspond to linear fits of the
data.

FIG. 7. Finite-size scaling of 'P, temperature derivative of the
magnetic susceptibility at the critical point. The lines are the non
linear fits of the data as explained in the text.
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1
In(\(f) =A + -ln(L) + In(l + Br"'). (22)

v

TABLE 1. Effective critical exponents deduced from the fits of
the finite-size scaling data in Figs. 5-7. The last line gives the
values of the effective correction-to-scaling exponent for 'I}f defined
in Eq. (22).

The exponents are collected in Table 1 for the three values of
the disorder strength. There is no significant variation of f31 v
and yi v with Ll. Taking the average of the exponents ob
tained for the three values of Ll leads to

(m(Y»fixect =AmY-xm, Xm = f3lv, (25)

where the exponent Xm is the scaling dimension of the bulk
magnetization density.

Let us consider the Schwarz-Christoffel transformation of
the half-plane z=x+iy such that

A. Confonnal transformation of the densities

U sing the replica trick for a system with biaxially corre
lated disorder leads to an effective Hamiltonian with long
range interactions between the replicas. Thus we do not ex
pect our system to be conformally invariant at its new fixed
point as it seems to be the case for uncorrelated disorder.24

Nonetheless, in this section we assume that the critical pro
files have a leading behavior which is the same as for a
conformally invariant system. In both cases the form of the
profiles is constrained by covariance under global scale
transformations and by the values of surface and bulk expo
nents. We know of at least one example, the random Ising
chain in a transverse field, for which the critical profiles fol
low quite accurately the conformaI predictions,2? although
the system cannot be conformally invariant since it displays
a strongly anisotropic scaling behavior.22,28

On a semi-infinite critical system with fixed boundary
conditions, the form of the magnetization profile is fixed, up
to a constant amplitude, by translational, rotational, and glo
bal scale invariance. It decays as a power of the distance y
from the surface29

FIG. 9. (Color online) ConformaI transformation of the half
plane into a square. The boundary conditions, free or fixed, are the
same on both systems.

(23)

(24)

1. = 1.7419(20).
v

1
- = Yt =0.4988(13),
v

IV. CRITICAL PROFILES

f3
- =Xm =0.1299(12),
v

at infinite disorder strength.

There is no clear evidence of multiscaling: The slow decay
of x~) with increasing p is probably due to a crossover effect
since it disappears at Ll=9 when the disorder is sufficiently
strong.

The variation of 11 v with Ll is significant. As shown in
Fig. 8 it is linear in 11Ll and the extrapolation leads to

,1=3 ,1=4 ,1=9

f3lv 0.1312(13) 0.1292(10) 0.1294(14)
(2) 0.1283(10) 0.1279(8) 0.1309(1l)Xm
(3) 0.1259(8) 0.1264(8) 0.1310(9)xm
(4) 0.1238(7) 0.1249(7) 0.1305(8)xm

ylv 1.7435(21) 1.7442(17) 1.7381(22)

1/v 0.5368(9) 0.5268(10) 0.5115(8)

w 0.737(7) 0.573(6) 0.569(7)

The analysis of Monte Carlo data for the critical profiles
using the tools of conformaI theory provides an efficient
method for the determination of bulk and surface critical
exponents.24- 26

L
w(z) =2K(k) F(z,k),

where w(z)=u+iv and

(
2KW)

z=sn L ' (26)

0.55 ,------~--~------,

J
z dt

F(z,k) = 22
o ~(1 - r)(1- kt)

(27)

0.5l

0.53 is the elliptic integral of the first kind with modulus k.
K(k)=F(l ,k) is the complete elliptic integral of the first kind
and sn is the Jacobian elliptic sine.

This conformaI transformation maps the half-plane y
=J(z)?O onto the interior of the square with -Ll2~u

~Ll2, O~ v ~L~see Fig. 9) when the modulus k verifies the
relation K(k)IK( 1-k2)=l/2 (see, e.g., Ref. 30).

In the new geometry the magnetization density is given
by

0.40.3O.l
0.49 '----~--~--~-----'

0.0

FIG. 8. Linear extrapolation of 1/ v to infinite disorder
strength.
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FIG. 10. Confonnal profiles of the magnetization density for
different system sizes Land disorder strength ~. The dashed lines
indicate the slope -(3! v expected from the finite-size scaling results.

FIG. 11. Confonnal profiles of the singular part of the energy
density for different system sizes Land disorder strength .i. The
lines correspond to the linear fits of the data.

The same behavior is obtained for the singular part of the
energy density, for which

In this case one needs to eliminate the regular contribution to
the energy density. The regular part can be canceled by tak
ing the difference 8e between the energy density profiles
obtained on a system with either free boundary conditions
efree(w) or fixed boundary conditions efixed(W) and then

v. DISCUSSION

For the magnetization density profiles aIl the surface spins
are fixed in the +1 state. The behavior of the singular part of
the energy density is obtained by taking the difference of Eq.
(32) between two systems with either free or fixed boundary
conditions for the same realizations of the disorder, which
considerably reduces the statistical noise.

The log-log plots for the magnetization and the energy
densities are shown in Figs. 10 and 11 as functions of the
reduced conformaI variable ( defined in Eq. (29).

The magnetization density profiles show strong correc
tions to scaling and due to the small values of ( we were
unable to find a reliable nonlinear fit of our data. Neverthe
less, the dashed lines indicate that the asymptotic slopes are
in agreement with the value of f3/ v obtained by finite-size
scaling and given in Eq. (23).

On the contrary, the corrections are very weak for the
energy density profiles in Fig. 11 so that the slopes could be
obtained with a good accuracy through a linear fit of the
data. The small deviations from linearity occur close to the
surface for small values of (. Only a few points are con
cemed and their weight in the fit is negligible. The values of
Xe are collected in Table II for the different values of Land
6.. They are slowly decreasing when 6. or L increases.

(31)

(30)

(29)
J[z(w)]

Finally, introducing the reduced variable

the magnetization density varies as a power of (

ôe = (efreeW> - (efixedW> ct: ç-xe • (32)

The amplitudes of the singular parts have opposite signs with
the two types of boundary conditions,26,31 thus in the differ
ence the singular contribution is amplified and the bulk regu
lar contribution is eliminated.

TABLE II. Scaling dimension of the energy density Xe deduced
from the linear fits of the confonnal profiles in Fig. 11.

Our results are collected in Table III. The scaling dimen
sion of the magnetization density X m is directly given by f3/ v

B. Monte Carlo simulations

We work on a square lattice with either fixed or free
boundary conditions using the Swendsen-Wang cluster
algorithm32 which is more efficient than the Wolff algorithm
with fixed boundary conditions. The simulations were per
formed for three lattice sizes (L= 16,32,64) and three values
of the couplings (6.=7,9,11). After a waiting time 7e =5
X 103 MCS, the time averages are taken during a time 7=6
X 104 MCS. The disorder averages are taken over a number
of samples ranging from ns=2 X 104 for the smaller systems
to ns=2 X 103 for the larger ones.

L

16

32

64

.i=7

1.5435(9)

1.5241(9)

1.5209(6)

~=9

1.5377(9)

1.5207(6)

1.5182(4)

.i=11

1.5177(10)

1.5110(9)

1.5002(8)
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TABLE III. Critical exponents deduced from the scaling laws using the finite-size scaling results for f31 v,
yi v in Eq. (23) and 11 v in Eq. (24) as inputs.

Xe cr f3 y Ô v rJ

0.1294(7) 1.5012(13) -2.01(1) 0.2604(31) 3.492(13) 14.46(8) 2.005(5) 0.2588(14)

in Eq. (23). Altematively, it can estimated using yi v together
with the scaling law ylv=d-2xm, which gives Xm
=0.1291(10). The value in Table III corresponds to the center
of the confidence interval which is common to the two esti
mates. It is quite close to the value for the pure 2D Ising
model xm= l /8. Thus the magnetization in the random and
pure systems have almost the same fractal dimensions. This
explains why both systems in Fig. 3 have roughly the same
aspect at the critical point. The value of xm was used to
calculate 7J=2xm+2-d=2xm and 8=-I+dlxm.

The value of v following from Eq. (24) is such that, ac
cording to Eq. (14), the disorder is irrelevant at the new fixed
point, as required for its stability. Furthermore the numerical
estimate of v, within the error of the calculation corresponds
to the prediction in Eq. (2) with the effective correlator ex
ponent, a= 1. The estimate of v leads to the value of the
specific heat exponent through the Josephson scaling law cr
=2-dv. The corrélation length diverges more strongly in the
random system with v close to 2 than in the pure system with
v= l, this might explain the difference in the cluster sizes for
the off-critical systems in Fig. 3.

The scaling dimension of the energy density xe is obtained
using the scaling law xe=d-l/v. The values of Xe deduced
from the conformaI profiles, collected in Table II, are close to
this estimate for large sizes and strong enough disorder.

To summarize we have studied the critical behavior of the
square lattice Ising model with biaxially correlated disorder
by large scale MC simulations. The different estimates of the
critical exponents give a consistent picture, in which v seems
to be the same as for isotropic Gaussian correlated disorder,
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We consider the critical behavior at an interface which separates two serni-infinite subsystems belonging to
different universality classes, thus having different sets of critical exponents, but having a common transition
temperature. We solve this problem analytically in the frame of qI mean-field theory, which is then generalized
using phenomenological scaling considerations. A large variety of interface critical behavior is obtained which
is checked numerically on the example of two-dimensional q-state Potts models with 2"'" q ""'4. Weak interface
couplings are generally irrelevant, resulting in the same critical behavior at the interface as for a free surface.
With strong interface couplings, the interface remains ordered at the bulk transition temperature. More inter
esting is the intermediate situation, the special interface transition, when the critical behavior at the interface
involves new critical exponents, which, however, can be expressed in terms of the bulk and surface exponents
of the two subsystems. We discuss also the smooth or discontinuous nature of the order parameter profile.
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I. INTRODUCTION

Systems which undergo a second-order phase transition
display singularities in different physical observables which
have been the subject of intensive research, both experimen
tally and theoreticaIly. l At the critical temperature, Tc, due to
the existence of a diverging correlation length ç~ IT- Tel-v,
microscopic inhomogeneities and single defects of finite size
do not modify the critical singularities which are observed in
the perfect systems.2 However, inhomogeneities of infinite
extent, such as the surface of the sample,3-5 internaI defect
planes,6 etc., may modify the local critical properties near the
inhomogeneity, within a region with a characteristic size
given by the correlation length. For example, the magnetiza
tion m, which vanishes in the bulk as m~(Te-Ti, behaves
as ml ~ (Te - 1)/31 at a free surface3-5 and the two critical
exponents f3 and f31 are generally different.

Inhomogeneities having a more general forrn, such as
10calized7 and extended defects,8 corners,9 wedges and
edges, parabolic shapes,lO etc., often have exotic local criti
cal behavior; for a review, see Ref. Il. The local critical
behavior can be nonuniversal, so that the local exponents
vary continuously with sorne parameters, such as the opening
angle of the corner,9 the amplitude of a 10calized,7 or ex
tended defect. 8 The inhomogeneity can also reduce the local
order to such an extent that the local magnetization vanishes
with an essential singularity, as observed at the tip of a
parabolic-shaped system. lO On the contrary, for enhanced lo
cal couplings, a surface or an interface may remain ordered
at or above the bulk critical temperature,3-5 which in a two
dimensional (2D) system leads to a discontinuous local
transition. 12

In the problems we mentioned so far the inhomogeneities
are embedded into a critical system the bulk properties of
which govern, among others, the divergence of the correla
tion length and the behavior of the order-parameter profile.
There is, however, another class of problems, in which two

(or more) systems meet at an interface, each having different
types of bulk (and surface) critical properties. In this respect
we can mention grain boundaries between two different ma
terials or the interface between two immiscible liquids, etc.

If the critical temperatures of the two subsystems are
largely different, the nature of the transitions at the interface
is expected to be the same as for a surface. 13 At the lower
critical temperature, due to the presence of the nearby or
dered subsystem, the interface transition has the same prop
erties as the extraordinary surface transition.3- 5 At the upper
critical temperature, the second subsystem being disordered,
the interface transition is actually an ordinary surface
transition.3-5 If the dimension of the system is larger than 2
and if the interface couplings are strong enough, one expects
an interface transition in the presence of the two disordered
subsystems whose properties should depend on the univer
sality classes of these two subsystems.

Even in 2D, the local critical behavior at the interface can
be more complex if the critical temperatures of the sub
systems are the same or if their difference is much smaller
than the deviation from their mean value. In this case an
interplay or competition between the two different bulk and
surface critical behaviors can result in a completely new type
of interface critical phenomena. In this paper we study this
problem, assuming that the critical temperatures of the two
subsystems are identical.

The structure of the paper is the following. The mean
field solution of the problem including q;3, q;4, and q;6 theo
ries and the interface between them is presented in Sec. II.
The mean-field results are generalized in Sec. III using phe
nomenological scaling considerations. In Sec. IV these re
sults are confronted with Monte Carlo simulations in 2D for
interfaces between subsystems belonging to the universality
classes of the Ising model, the three- and four-state PoUs
models, as weIl as the Baxter-Wu (BW) model. Our results
are discussed in Sec. V and sorne details about the analytical
mean-field calculations are given in the Appendixes A and B.
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(8)

II. MEAN-FIELD THEORY

A. Properties of the cl model

1. Free energy

We consider a system with volume V limited by a surface
S in the Landau mean-field approximation. The total free
energy is the sum of bulk and surface contributions which
are functionals of the scalar arder parameter rp(r) so that:3- 5

F[rp] = f fb[rp]dV +f fs[rp]dS. (1)
(V) (S)

Near a second-order transition, the order parameter is small
and the bulk free energy density fb[ rp] is written as an ex
pansion in the order parameter and its gradient, limited to the
following terms:

ôF[rp] = f (- CV2rp+Arp + Brpk-l - h)ôrpdV
(V)

+ fs) (- Cn· Vrp + Cs~)OrpdS' (6)

where n is a unit vectar normal to the surface and pointing
inside the system.

At equilibrium, the first-order variation of the free energy
vanishes. The volume integralleads to the Ginzburg-Landau
equation

- CV2rp(r) + Arp(r) + Brpk-l(r) =h(r) (7)

governing the equilibrium behavior of the order parameter in
the volume of the system and the surface integral provides
the boundary condition:

cp(r) 1Cn.Vrp(r)l(s)=cs A .
(S)

in the ordered phase.

This may be rewritten as

2 2 kBT
(-Vr+ç )G(r,r')=Cô(r-r'), (12)

where the expression of the bulk correlation length ~ follows
from Eqs. (9) and (11) and reads

~=[(k-2)~rv=~orv, v=~, (13)

(10)
, ôrp(r)

G(r,r ) =kBT-(')'ôh r

where rp(r) is the equilibrium order parameter, solution of the
Ginzburg-Landau equation. Taking the functional derivative
of Eq. (7), one obtains

- CV;G(r,r') + [A + (k-l)Brp~-2]G(r,r') =kBTô(r-r').

(11)

3. Bulk critical behavior

In the bulk, the first term in (7) vanishes. The zero-field
magnetization vanishes when T> Tc and is given by

rpb = (~r= rpotf3
, f3 = k ~ 2' (9)

in the ordered phase (T~TC' h=O).
The connected part of arder-parameter two-point correla

tion function is given by

(3)

where rp is the value of the arder parameter on (S). The
constant Cs is positive and A is a characteristic length related
to the surface and bulk couplings of the corresponding mi
croscopic Hamiltonian of the system.3

2. Ginzburg-Landau equation

The mean-field equilibrium value of the order parameter,
cp(r), minimizes the free energy in (1). It is obtained through
a variational method by calculating ôF[rp], the change of the
free energy, which vanishes to first arder in the deviation
orp(r) of the order parameter from its equilibrium value. Us
ing Eqs. (1)-(3), one obtains

ôF[rp] = f [CVrp. V ôrp + (Arp + Brpk-l - h)orp]dV
(V)

+ fs) (Cs~)ÔrpdS. (4)

The second term, with C>O, gives a positive contribution
associated with the spatial variation of the arder parameter.
A=-at (a>O, t=Tc-T) is negative when T<Tc and mea
sures the deviation from the critical point. The next term
with B> 0 ensures the stability of the system in the ordered
phase. In the last term, h is the bulk external field. When k is
odd, the order parameter is supposed to take only non
negative values; otherwise, the system would be unstable.

In the same way the surface free energy density is written
as

The first term in the volume integral may be rewritten as

and the contribution to (4) of the first term on the right can
be transformed into a surface integral through Gauss' theo
rem. Then

4. Order parameter profiles

We now assume that the surface of the system is located
at z=O so that rp=rp(z). Then, according to Eqs. (7), (9), and
(13), the zero-field normalized order-parameter profile
rp= rp/ rpb is the solution of the following differential
equation:
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Multiplying by 2dfP/dz and taking into account the bulk
boundary condition, dfP!dz---->O when fP----> 1, a first integra
tion leads to

(14)

(15)

dfP± 1 = =+= 3f2 Sinh( l± )COSh-3( l± )
dz 0 2ç± 2ç± 2ç±

[ ( 1) ]-3/2
X 3 tanh

2
2;± - 1 .

cp6 model, fP(0) < 1:

A • (Z±l+)[. (Z±l+) 3]-112CP±(z) = ± Slnh --- Slnh2 --- + - ,
2ç± 2ç± 2

(20)

To go further we have to specify the value of k and to dis
tinguish between surfaces (or interfaces) which are more or
dered [fP(0) > 1] or less ordered [fP(0) < 1] than the bulk.
Below we list the solutions of Eq. (15) which will be needed
in the sequel. We use the notation fP+(z) [fP-(z)] for a system
located in the z> 0 [z < 0] half-space. The values of the in
tegration constants 1+ and L are determined by the boundary
conditions at z=O.

cp3 model, fP(O) > 1:

(26)

(25)

(23)

(24)

c
1=2-IAI

Cs

3(CsçO)2
cp(O) ="2 ciAl CPO·

and

dA 1 3 (1) [ (1) 3] -3/2
~± 0 = ± 4ç± cosh 2;± sinh

2
2;± +"2 .

(21)

b. A>O. In this case the surface is less ordered than the
bulk and we have an ordinary suiface transition. The profile
is given by Eq. (17) and the solution is obtained by assuming
that the ratio li ç is a constant. Details of the calculation are
given in Appendix A. The boundary condition in (22) is sat
isfied with

so that

B. Surface critical behavior

In this section we briefly consider, for later use, the criti
cal behavior at the surface when the bulk is in its ordered
phase (T';:;' Tc). We suppose that the system is located in the
z> 0 half-space. Since there is no ambiguity here, we drop
the index + so that, for example, cp(z) stands for cp+(z). In this
geometry, according to Eq. (8), the boundary condition reads

Cs fP(O) =C dfP 1 . (22)
A dz 0

Below we list the values obtained for the integration constant
1and the surface order parameter cp(O).

1. ~ surface

a. A < O. When A < 0, the surface remains ordered at the
bulk critical point, which corresponds to the extraordinary
suiface transition. Thus, the order parameter profile is given
by Eq. (16) and 1 is obtained by expanding both sides of Eq.
(22) in powers of li ç<f,i 1. To leading order, one obtains

(19)

(18)

(17)

(16)

(
z ± 1+)

fP±(z) = ± tanh 2ç+- ,

(
z ± 1+)fP±(z) = ± coth 2ç±- ,

1 [ (z ± 1+) ]fP±(z) ="2 3 coth
2

2ç±- - 1 ,

dfP+ 1 1 2( 1+ )
dz- 0 = ± 2ç± cosh- 2(;± .

cp6 model, fP(0) > 1:

dfP+ 1 3 ( 1+ ) 3( 1+ )
dz- 0 = ± 2ç± sinh 2(;± cosh- 2(;± .

cp4 model, fP(O) > 1:

cp4 model, fP(O) < 1:

dfP+ 1 3 ( 1+ ). 3( 1+ )
dz- 0 = =+= 2ç± cosh 2(;± smh- 2(;± .

cp3 model, fP(O) < 1:

Thus the surface exponent, {31 =3/2, is larger than the bulk
exponent, {3= 1.

144419-3
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(33)
c. A ----+ 00. The profile is given by either (16) or (17) with

1----+ 00. Then the order parameter is constant, keeps its bulk
value until the surface and 'P(O) = 'Pb = 'Pot. We have a special
suiface transition, which corresponds to a multicritical point
where the lines of ordinary and extraordinary transitions
meet with the line of surface transition3 in a (T,liA) dia
gram.

C
l=-A.

Cs

The surface order parameter displays the following behavior:

(34)

2. '1'4 surface

a. A< O. This corresponds as above to the extraordinary
transition where the surface remains ordered at the bulk criti
cal point. The profile is given by Eq. (18) and the boundary
condition in (22) requires liç~ 1 so that one obtains

C
l=-IAI·

Cs
(27)

Thus the surface exponent is f31 =3/4 whereas f3= 1/4 in the
bulk.

c. A ----+ 00. As for the other models, the length 1 is infinite
at the special transition and the surface order parameter has
the bulk value, 'P(0) = 'Pot1l4.

Although the characteristic length 1 sometimes remains
finite and sometimes diverges at the critical point, the expo
nent f31 at the ordinary surface transition always satisfies the
scaling relation:

The leading contribution to the surface order parameter is
given by

b. A> O. At the ordinary surface transition, the profile is
given by Eq. (19). Here the boundary condition is satisfied
with liç~ l, which gives

One should notice that these scaling relations are only valid
in mean-field theory.3

At the extraordinary transition the singular term, govem
ing the approach to the constant value at Tc of the surface
order parameter, appears at the next order in the expansion. It
vanishes linearly in t for the 'P3 and 'P4 models and as t1

/
2 for

the 'P6 mode!. We do not give further detai1s since we shall
not need it in the following. For the same reason, we did not
examine the properties of the surface transition which occurs
in the surface region, above the bulk critical temperature,
when A<O.

(35)

(36)

f31 = f3 + lJ (ardinary transition).

In the same way, at the special transition, we have

f31 = f3 (special transition).

(30)

(28)

(29)

1 CA
'P(O) =--'Pot.

2Csço

C
l=-A.

Cs

The surface order parameter vanishes as

The leading contribution to the surface arder parameter is
then

b. A> O. The profile at the ordinary surface transition is
given by Eq. (21). Here we have the standard behavior, liç
~ l, with

Thus, the surface exponent is f31 =1 to be compared to the
bulk exponent, f3= 1/2.

c. A ----+ 00. Here too, the boundary condition in (22) leads
to 1----+ 00 and the surface arder parameter keeps the bulk value
'P(0) ='POtl12 at the special surface transition.

(38)

(37)

C. Interface criticaI behavior

In this section, we consider the critical behavior at the
interface between two systems, belonging to different univer
sality classes, in their ordered phase (T~ TC>. Thus the free
energy densities of the two subsystems are given by (2) with
different values of k. They are coupled through an interface
at z=O with free energy density

'P(O) = 'P+(O) = 'P-<O),

Ci 'P(O) = C+ d'P+ 1 _ c d'P_I .
A dz o dz o

These boundary conditions generalize Eq. (22) for the inter
face geometry where each subsystem contributes a normal
derivative to the surface integral in Eq. (6).

We assume that the positive half-space corresponds to the
system which is the more ordered in the bulk when Tc is
approached from below so that p+ < rr. The arder parameter
profiles, 'P+(z) for z> 0 and 'P-(z) for z < 0, have now to
satisfy

(31)

(32)(
Cç)ll2

'P(O) = 2EcÎ~ 'Po·

3. '1'6 surface

a. A < O. Once more we have an extraordinary surface
transition with a profile given by Eq. (20). As shown in Ap
pendix Athis is another instance where the boundary condi
tion in (22) is satisfied with a constant value of the ratio li Ç.
Thus, as in (25), we have

1=2 tanh-1
( ~ ) çor 1l2

•
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FIG. 3. Reduced order-parameter profile 4>= cp(z) 1cp; at the
cp3_cp6 interface as a function of Ç=zl ç+ for different values of
À=AI ra with 1/À=-0.2, -0.05, -0.02, 0, and 1, from top to bot
tom. The behavior for À;;' 0 and ç< 0 is enlarged in the inset where
1/À=O, 0.2, 0.5, 1, and 10, from top to bottom. AlI other parameters
have the same values in the two subsystems and t= 10-3•

(40)

(39)

f= 1 + ~l +3~1'

where

bulk critical point and we have an extraordinary inteiface
transition. When d> 2, the local arder persists above the
bulk critical temperature until a A-dependent inteiface tran
sition temperature is reached. This transition, which always
occurs in mean-field theory, will not be discussed further
here. When A> 0 the interface arder parameter vanishes at
the bulk Tc as a power of t. This corresponds to the inteiface
ordinary transition. When parametrized by 1/A, these two
transition lines meet, together with the interface transition
line when it exists, at a multicritical point corresponding to
the special inteiface transition located at 1/A=O, T= Te-

l. cr-li interface

a. A < O. This corresponds to strong couplings at the in
terface. The order parameter increases when the interface is
approached so that cpjz) and cp+(z) are given by (16) and
(18), respectively. To leading arder in t, we have

0.10

5 0.8

4
~ 0.06

0.04

0.02
~3
lJ'
'-' ·2 ·1 0.e- S

2

FIG. 1. Reduced order parameter profile 4>= cp(z) 1cp; at the
cp3_cp4 interface as a function of ç=z/ ç+ for different values of
À=AI ra with 1/À=-0.2, -0.1, 0, 0.1, and 0.5, from top to bottom.
The behavior for À;;' 0 and ç< 0 is enlarged in the inset where
l/À=O, 0.1, 0.5,1, and 10, from top to bottom. One may notice the
change of behavior at l/Àc= rai Ac = 1/2. AlI other parameters have
the same values in the two subsystems: C+=C_=Ci, cp~=cpo' ra
=Ç[j, and t=IO-4.

When two subsystems are coupled, the boundary condi
tions in Eq. (38) determine the integration constants l±-i.e.,
the complete order parameter profile. In the following, we
give these integration constants as weIl as cp(O), the value of
arder parameter at the interface, for the different types of
interface considered. Technical details about the calculations
can be found in Appendix B.

As in the surface case, depending on the value of A, dif
ferent types of interface critical behaviors are obtained (see
Figs. 1-3). When A < 0, the interface remains ordered at the

The leading contribution to the arder parameter at the inter
face,

is also independent of t; i.e., the interface remains ordered at
the bulk critical point.

FIG. 2. Reduced order parameter profile 4>= cp(z) 1cp; at the cp4
_cp6 interface as a function of Ç=zl ç+ for different values of
À=AI ra with 1/À=-O.I, -0.05, -0.03, 0, and 0.1, from top
to bottom. The behavior for À;;' 0 and ç< 0 is enlarged in the inset
where l/À=O, 0.01, 0.02, and 0.1, from top to bottom. AlI other
parameters have the same values in the two subsystems and
t= 10-6•

(
1 Ci ço )2

cp(O) =6 f CA CPo, (41)
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According to (40) and (41), the asymptotic dependence on
lAI is the following:

b. A> O. This corresponds to weak couplings between the
two subsystems. When

where

(49)

(43)

(42)

the order parameter decreases from both sides towards the
interface. Then 'fiJz) is given by (17) and 'fi+(z) by (19) with

(53)

(51)

(52)

(50)

lAI pA*,

lAI ~A*,

Its asymptotic behavior

{
IAI- l

'fi(0) ex IAI- I12

fol1ows from Eqs. (50) and (51).
b. A> O. The profile is always decreasing when the inter

face is approached. Thus 'fiJz) is given by (19) and 'fi+(z) by
(21) with the fol1owing expressions for the integration con
stants:

The interface order parameter behaves as

~
8 A* A* = CiC+('fiofrj)2

f= 1 + 1 + {;;3-IAI' 2
'V5 (C_'fi~) ta

Here and be10w in Eq. (57) we keep the next-to-1eading term
h(t) in l+. This correction is actual1y needed to obtain the
correct form of the profile in the vicinity of z=O.

The 1eading contribution to the order parameter at the
interface is constant:

(46)

(44)

(45)( ~1 +2AJA )L = 2 coth-l 3 c frjr ll2
.

( ~1 +2AJA )L= 2 tanh-l 3 C frjr l12
,

L diverges when A=Ac' Then 'fiJz) is a constant and keeps
its bulk value for any z~ O.

When Ac<A <00, 'fi+(z) is still given by (19) and l+ keeps
the value given inEq. (44) but now 'fiJz), which increases, is
given by Eq. (16) with

For 0 < A < 00, the order parameter at the interface is a1ways
given by

1 C+A +
'fi(0) = --'fiot.

2 Cd;~

c. A ---+ 00. The profile remains monotonous1y increasing
and keeps the same functional form as for A> Ac although L
and l+ are now given by

(54)

(47)

so that

() 1 C+A + 3/4
'fi 0 = c----;:+'fio t .

'V6CiSO

c. A ---+00. Then the profile increases monotonous1y with z.
'fiJz) is given by (18) and 'fi+(z) by (21) with

(48)
(

C - )112
l - 2 f(j +'fio Lé'" r 3/8
+- 'Vo C +SOSo .

-'Po
(55)

2. lp4_lp6 interface

a. A < O. The interface is more ordered than the bulk.
Thus 'fi-(z) is given by (18) and 'fi+(z) by (20) with

The interface order parameter vanishes as

(56)

144419-6
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3. ~-'P6 interface

a. A < O. As usual in this case, the interface is more or
dered than the bulk. The profiles 'P-Cz) and 'P+(z) are given
by Eqs. (16) and (20). The calculation of L involves the
solution of an equation of the fourth degree (see Appendix
B). Here we only report the limiting behavior for large and
small values of lAI:

(
1 C )2/3[- ]113

l+={62C: :~(fcï)2to r 1/4
•

At the interface we obtain

(62)

(63)

(64)(
z+ l)

'P(z) = 'PWord T '

A. Order-parameter profiles in semi·infinite systems

We consider a semi-infinite system, which is located in
the half-space z> 0 and which is in its bulk-ordered phase
(T~ Tc); see in Sec. II B. As in mean-field theory, the order
parameter 'P(z) depends on the distance from the surface, z,
and approaches its bulk value 'Pb~ t13 for zl f~> 1. The bulk
correlation length asymptotically behaves as ç~ Itl-v. These
expressions generalize the mean-field results in Eqs. (9) and
(13).

and the scaling function, ford(Y)' behaves as y(131-/3llv, for y
~1.

1. Free boundary conditions

At a free surface, due to the missing bonds, the local order
is weaker than in the bulk. The surface order parameter dis
plays the so-called ordinary transition with the temperature
dependence 'P(O) - t131 , where generally fil> fi. The profile
'P(z), which interpolates between the surface and bulk values
has the scaling fonn3- 5

Here we generalize the mean-field results obtained in the
previous section. First, we consider the order-parameter pro
files in semi-infinite systems with free and fixed boundary
conditions. These results are used afterwards to study the
scaling behavior at an interface, which separates two differ
ent serni-infinite systems.

m. SCALING CONSIDERATIONS

(59)

(58)

(57)

IAI~A*,

IAI~A*,( C.rn )112

'P(O) - 2)3c:lll 'P~,

b. A> O. The profile is monotonously increasing. 'P-(z)
and 'P+(z) have the fonn given in Eqs. (16) and (21) with the
following values of the constants:

The interface order parameter reads

The crossover is taking place around

(
C -t+)112

1 = 6.j6~ e-r3/8
- C +A ~o ,

+'Po

(60)

The interface order parameter vanishes as

2. Fixed boundary conditions

For fixed boundary conditions, the system displays the
extraordinary surface transition and stays ordered in the sur
face region at the bulk critical temperature, so that 'P(z)
=0(1) as t--+O+ and z~Ç. This behavior is formally equiva
lent to having a surface exponent, fil =0. The magnetization
profile can be written into an analogous fonn3- 5 as in Eq.
(64):

(61) (65)() 1 C+A +.1/4
'P 0 = c----;:;'PO' .

'16 Ci<;o

c. A --+ 00. The profile is still given by Eqs. (16) and (21)
with the following values of the constants:

'P(z) = 'PWext( z ; 1);

however, now the scaling function fextCy) has the asymptotic
behavior,14 fextCY) - y-13lv, for y «; 1.

144419-7
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product of the two surface magnetization operators. Conse
quently, its anomalous dimension Xi is given by the sum of
the dimensions of the two surface operators, xi=xï+xi,
where xf=f3f/ v±. Then the scaling exponent ofthe defect, Yi'
in a d-dimensional system is given by

Note that the above reasoning leads to a smooth order
parameter profile at the interface if according to Eq. (68) we
have w_v_ < v+. This type of behavior is realized in mean
field theory for the cp4_cp6 interface for A> 0, see in Sec.
IlC 2.

b. f3+ < f3- <f3ï <.sr. In this case the profile is obtained
from two ordinary subprofiles. The order parameter is still
minimum at the interface, but it is determined by the z< 0
subsystem, which has the larger surface order parameter.
Consequently, cp(O) - cpï, L=O(I), and w_=O; thus, f3i =f3ï.
From Eq. (66) we obtain

(70)

(69).sr f3ïy·-d·-x·=d-l- - --,
1- l l v+ v_

2. Weakly coupled systems

For weak interface coupling the order parameter profile is
not expected to display a maximum at the interface. Depend
ing on the relative values of the critical exponents f3+, f3-, /3i,
and f3ï it can be either a minimum or an interrnediate point
of a monotonously increasing profile. We use the same con
vention as in Sec. II C, that P < {r, and treat separately the
different cases.

a. f3+ < f3- <.sr< f3ï. The order-parameter profile is ob
tained by joining two ordinary surface profiles in Eq. (64)
both for z< 0 and for z> O. In this case the weak coupling
does not modify the asymptotic behavior of the more or
dered, z>O subsystem. Consequently we have cp(O)-cpi,
1+=0(1), and w+=O; thus, f3i=.sr. From Eq. (66) we obtain

f3ï-.srw_=---.
f3ï - f3-

where di=d-l is the dimension of the interface.
For Yi<O the weak interface coupling is irrelevant so that

the defect coupling renorrnalizes to zero and the defect acts
as a cut in the system. Consequently the interface critical
behavior is the same as in the uncoupled semi-infinite sys
tems and the interface magnetization exponent is f3i
=min(f3f) since the stronger local order manifests itself at
the interface. In the other case, Yi> 0, the coupling at the
interface is relevant and the interface critical behavior is ex
pected to be controlled by a new fixed point.

For the 2D q-state Potts model with 2~ q~ 4 we have15

Xl ;:;.112; thus, weak interface coupling is expected to be
irrelevant according to Eq. (69).

In mean-field theory, when d appears in a scaling relation,
it has to be replaced by the upper critical dimension de for
which hyperscaling is verified. However, we have here dif
ferent values of de for the two subsystems so that there is
sorne ambiguity for the value of d in Eq. (69). The analytical
results of Sec. II C show that a weak interface coupling is
also irrelevant in aIl the cases studied in mean-field theory.

(67)

Evidently, f3i calculated forrn the two joined subsystems
should have the same value. This type of construction of the
order-parameter profiles willlead to a smooth profile at the
interface provided the extrapolation lengths are smaller or, at
most, of the same order than the correlation lengths,
max(i+,L):5min(ç+,çJ, which holds provided

max(w+v+,w_v_) ~ min(v+, v_). (68)

Otherwise, the profile measured in a length scale,
min(ç+, ç-J, has a sharp variation at the interface and as the
critical temperature is approached the profile becomes dis
continuous. Note that in mean-field theory, with v+= v_ and
w±~ l, the profile is always smooth.

1. Relevance-irrelevance criterion

Here we generalize the relevance-irrelevance criterion
known to hold at an internaI defect plane with weak defect
couplings.6 If two different critical systems are weakly
coupled, the operator corresponding to the junction is the

cp(O) - rl3;, f3i = (1 - w+).sr + w+f3+, (66)

and f3+ ~ f3i ~.sr. On the other hand, if the subsystem-say,
at z< O-has an extraordinary transition, the interface mag
netization exponent follows from Eq. (65) as

B. Interface criticaI behavior

Now we join the two semi-infinite systems and study the
behavior of the order parameter in the vicinity of the inter
face. In general we expect that, depending on the strength of
the interface coupling, at the bulk critical temperature the
interface (i) can stay disordered for weak couplings, which
corresponds to the A> 0 case in mean-field theory, or (ii) can
stay ordered for stronger couplings, which is the case for
A < 0 in mean-field theory. These two regimes of interface
criticality are expected to be separated by a special transition
point, which corresponds to A ----700 in mean-field theory.

To construct the order-parameter profile we start with the
profiles in the semi-infinite systems and join them. First we
require continuous behavior of the profile at z=O, like in
mean-field theory. The second condition in mean-field theory
in Eq. (38) cannot be directly translated; here, we just use its
consequencies for the extrapolation lengths. In the weak- and
strong-coupling regimes in mean-field theory the left-hand
side of Eq. (38) is finite so that the derivative of the profile is
discontinuous at z=0 and at least one of the extrapolation
lengths 1± is 0(1). The same behavior of 1± is expected to
hold in scaling theory, too. On the other hand, at the special
transition point in mean-field theory the left-hand side of Eq.
(38) is zero and the extrapolation lengths are divergent. In
scaling theory the asymptotic form of the extrapolation
lengths is expected to be deduced from the same condition
i.e., from the equality of the derivatives of the profiles. This
leads to a relation 1±- rV±Cù±, in which 0~ w±~ 1 is defined
later.

If the subsystem-say, at z> O-displays an ordinary
transition, the interface magnetization follows from Eq. (64)
as

144419-8
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4. Strongly coupied systems

In this case the interface stays ordered at the bulk critical
temperature, so that the profile is expected to be composed

(76)
ln[m(t + O)/m(t - 8)]

/3i(t) = ln[(t + 8)1(t - 0)] ,

which approach the true exponents as 8---+ 0 and t ---+ O. For
the Ising-BW interface, we have also made calculations at
the critical temperature in order to check the finite-size scal
ing properties of the profiles. In the following we present the
numerical results for the q=2-3, q=3-4, and Ising-BW in
terfaces. In each case we have a different type of special
transition, separating the ordinary and the extraordinary tran
sition regimes.

IV. NUMERICAL INVESTIGATIONS

We have studied numerically the critical behavior at the
interface between two q-state Potts models on the square
lattice, with different values of q for the two subsystems. For
a review of the Potts model, see Ref. 16. In particular
we considered the value q =2, which corresponds the Ising
model, as well as q=3 and q=4. AlI these systems display
a second-order phase transition for a value of the coup
ling given by eqKc=1+{q, which follows from self-duality.
The associated critical exponents are exactly known18 for
q=2 (/3= 118, v= l, and /31 = 112) and have been conjectured
for q=3 (/3= 119, v=5/6, and /31 =5/9) and q=4 (/3= 1/12,
v=2/3, and /31 =2/3), where they follow from conformaI
invariance20 and the Coulomb-gas mapping.21 We have also
considered the BW model,17 which is a triangular lattice
Ising model with three-spin interactions on all the triangular
faces. This model is also self-dual and has the same critical
coupling as the Ising model. This model is exactly solved,18
and it belongs to the universality class of the q=4 state Potts
model, but without logarithmic corrections to scaling, which
facilitates the analysis of the numerical data.

We have performed Monte Carlo simulations on 2D sys
tems consisting of two LX L subsystems which interact di
rectly through interface couplings Ki (between adjacent spins
of the two subsystems) such that K;IK+=I:i.. Here K+ is the
coupling in the half-space z> 0, which corresponds to the
subsystem having the larger value of q, thus the larger mag
netization. Periodic boundary conditions are applied in both
directions. Using the Swendsen-Wang cluster-flip
algorithm19 we have calculated the magnetization profile in
systems with size up to L= 300 for different values of the
reduced temperature t=(Tc - n/Tc and coupling ratio I:i.. De
pending on the size of the system and the temperature we
have skipped the first 5- 20 X 104 thermalization steps and
the thermal averages were taken over 6-20X 106 MC steps.
We have checked that the magnetization profiles, at the re
duced temperatures we used, does not show any noticeable
finite-size effects. From the magnetization data at the inter
face we have calculated effective, temperature-dependent in
terface exponents given by

from two extraordinary subprofiles. As a consequence the
interface critical behavior is the same as in two independent
semi-infinite systems, both having an extraordinary surface
transition.

(75)

(74)

(73)

(71)

p.= ,
1 p+; - /3+ /3-
---+-

v+ v_

{ft /3jv_ - /3Jv+
P1< .

l/v_ -l/v+

This type of situation seems to be less common in real sys
tems.

p+;-~
w ----

+- /3~ - /3+

and the order-parameter profile is smooth if w+v+ < v_. This
type of behavior is never realized in mean-field theory; see
the exponent relation in Eq. (35).

c. /3+ < p+; < /3-<~. In this case the order-parameter pro
file is monotonously increasing and obtained by joining an
extraordinary profile in Eq. (65) for z<O with an ordinary
profile in Eq. (64) for z>O. The order parameter at the
interface is determined by the surface order parameter of
the z>O subsystem. Then we have 'P(O)-'P~, 1+=0(1) and
w+=O; thus, /3i= p+;. From Eq. (66) we obtain w_= p+;//3- and
the interface is smooth, provided w_v_< v+. In mean-field
theory this type of behavior is realized for the 'P3- 'P6interface
for A> 0; see in Sec. II C 3.

The solution of Eqs. (72) and (73) is given by

3. Special transition point

In this case the profile is monotonously increasing and it
is constructed by joining an extraordinary subprofile in Eq.
(65) for z<O with an ordinary subprofile in Eq. (64) for z
> O. As we argued before, the extrapolation lengths and the
corresponding exponents are obtained (i) from the continuity
of the profile at z=O,

/3i = /3_w_ =(1- w+)P+; + /3+w+, (72)

and (ii) from the continuity of the derivative at z=O, which
leads to the condition 1+ - L -consequently,

Let us now analyze the condition for the smooth or discon
tinuous nature of the interface given in Eq. (68).

a. v_""'" v+. In this case the condition is equivalent to
/3-/ v_> /3+/ v+. As we will discuss in Sec. IV this condition
is satisfied in 2D for the three- and the four-state Potts (or
BW) models so that the profile is predicted to be smooth. On
the contrary for the Ising and three-state Potts models this
condition does not hold; thus, the profile is probably sharp
and becomes discontinuous at the critical temperature. Fi
nalIy, for the Ising and BW models the relation in Eq. (68) is
just an equality, so that we are in a marginal situation.

b. v_ < v+. In this case the profile is smooth, provided
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FIG. 4. Order-parameter profiles of the q=3-4 interface at the
reduced temperature t=0.06 and for different values of the interface
coupling ratio, .6.=2.0,1.1,1.0,0.9, and 0.5, from top to bottom.
Inset: profiles around the special transition point, .6. = l, for different
temperatures. The results indicate a smooth profile at the transition
point.

FIG. 6. The same as in Fig. 4 for the q=2-3 interface with
interface coupling ratio .6.=2.0,1.0,0.9,0.85,0.8, and 0.5, from top
to bottom, and t=0.06. Inset: profiles around the special transition
point, .6.c=0.85, for different temperatures. The results indicate that
the profile becomes discontinuous at the critical temperature.

A. q=3-4 interface

We start in Fig. 4 with a presentation of the order
parameter profiles, in the vicinity of the critical temperature,
for different values of the interface coupling. Here one can
differentiate between the ordinary transition regime for small
Ll, in which the magnetization at the interface vanishes faster
than in the bulk of the two subsystems, and the extraordinary
transition regime for large Ll, where the interface magnetiza
tion keeps a finite value. The special transition separating
these two regimes is located at Ll = 1. The inset of Fig. 4
shows the evolution of the interface at the special transition
point as the bulk transition point is approached. Here the
criterion in Eq. (68) is satisfied, since, as discussed below
Eq. (74), f3.1 v_=2/15 > f3+1 v+= 118. Thus the profile is pre
dicted to be smooth, which is in accordance with the numeri
cal results.

The values of the effective, temperature-dependent expo
nents, as defined in Eq. (76), are presented in Fig. 5 for three
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FIG. 5. Effective magnetization exponents measured on the two
sides of the q=3-4 interface for three different values of the cou·
pling ratio .6.. At the special transition point .6. = 1, the theoretical
prediction from Eq. (74) is indicated by a bar.

values of Ll, corresponding to the different transition re
gimes. Clearly the values of the effective exponents are af
fected by strong crossover effects for small t, since the lim
iting values are f3i=f31(q=3)=5/9 for Ll<l and f3i=O for
Ll> l, according to scaling theory. Unfortunately, due to
finite-size effects we could not go closer to the critical point.
At the special transition point, however, the crossover effects
are weaker and the effective exponents are close to the the
oretical prediction in Eq. (74), f3i=32/363=0.088.

B. q=2-3 interface

We have performed a similar investigation for the inter
face critical behavior of the q=2-3 system and the results
are summarized in Figs. 6 and 7. Here one can also identify
the ordinary and extraordinary transition regimes (see Fig.
6), which are separated by the special transition around
Ll = 0.85. However, as can be seen in the inset of Fig. 6, the
behavior around the special transition point is more complex
than for the q=2-3 interface. The evolution of the profile
suggests the existence of a discontinuity at the transition
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FIG. 7. The same as in Fig. 5 for the q=2-3 interface.
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FIG. 8. Critical magnetization profiles in the Ising-BW system
with two symmetrically placed interfaces for different values of the
coupling ratio ~.

temperature. This is in accordance with the scaling criterion
in Eq. (68) since, as discussed below Eq. (74), f3_/v_=118
< f3+/ v+=2/15 leads to a discontinuous profile. Due to this
discontinuity, it is more difficult to locate precisely the spe
cial transition point and to determine the associated interface
exponent f3i' The measured effective interface exponents are
shown in Fig. 7 for three values of Il corresponding to the
different interface fixed points. The crossover effects are
strong but, at the special transition point, our estimates are
compatible with the scaling prediction in Eq. (74), f3i
=25/237=0.105.

C. Ising-HW interface

The interface between the Ising model and BW model (or
the four-state Potts model) has sorne special features. These
are mainly due to the fact that the anomalous dimension of
the bulk magnetization in the two systems has the same
value, f3-/ v_= f3+/ v+= 118. Consequently one can define and
numerically study the finite-size scaling properties of the
magnetization profile at the phase-transition point, since it is
expected to scale as m(z,L)=L-1I8f(z/L). The scaling func
tion f(y) is expected to depend on the value of the interface
coupling ratio Il, and we have studied this quantity numeri
caIly.

The magnetization profiles at the critical temperature for
different values of the interface coupling ratio Il are given in
Fig. 8. It is interesting to notice that the shape of the curves
as weIl as the relative heights of the profiles in the two sub
systems vary with the interface coupling. For Il < Ile = l, the
interface stays disordered and the interface critical behavior
is govemed by the surface exponent of the Ising model. The
larger bulk value on the Ising side is understandable since the
profile on the right side is more singular, f3ï / v_> f3t/v+; see
below Eq. (64). On the contrary, for Il > Ile the interface is
ordered at the bulk critical temperature and the profiles decay
towards the bulk values.

At the special transition point Il=Ile' the profile has a
universal form in terms of L 1I8m(zlL). This is illustrated in
Fig. 9, in which for each finite system a critical value lle(L)

FIG. 9. Scaled magnetization profiles for the coupled Ising-BW
systems at the common critical temperature for L=90-300. The
interface coupling ratio is fixed at the critical value, ~e(L), for
which the two maxima of the curves are identical. The inset gives
the effective critical interface coupling as a function of the inverse
size.

is calculated from the condition that the two maxima of the
curves have identical values and the profile be measured at
that interface coupling. The size-dependent effective inter
face coupling ratio lle(L), shown in the inset of Fig. 9, seems
to tend to a limiting value, Ile = 1. The scaled magnetization
profiles have different characteristics in the two subsystems.
In the BW model, having the smaller correlation length, the
profile has a smooth variation. On the contrary, on the Ising
side, the profile has a quasidiscontinuous nature at the inter
face, which is probably related to the fact that in the criterion
of Eq. (68) the equality holds.

V. DISCUSSION

In this paper we have studied the critical behavior at the
interface between two subsystems displaying a second-order
phase transition. We assumed that the critical temperatures
are identical but the sets of critical exponents (i.e., the uni
versality classes of the transitions) are different for the two
subsystems. By varying the interface couplings, we moni
tored the order at the interface and studied the behavior of
the order-parameter profile as the critical temperature is ap
proached. We provided a detailed analytical solution of the
problem in the framework of mean-field theory, which leads
to a physical picture which is useful for the study of realistic
systems. Solutions of the mean-field equations are obtained
by adjusting the order-parameter profiles of the two semi
infinite subsystems through the introduction of appropriate
extrapolation lengths on the two sides. The same strategy has
been applied in the frame of a phenomenological scaling
approach. As a result, basically three types of interface criti
cal behavior are observed. For weak interface couplings the
interface renormalizes to an effective cut and we are left with
the surface critical behavior of the subsystems. In the limit of
strong interface couplings, the renormalization leads to infi
nitely strong local couplings and thus interface order at the
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about the two cases where the surface boundary condition
leads to a constant value for li Ç.

Finally, combining Eqs. (Al) and (A4), one obtains the value
of cp(O) given in Eq. (26).

2. '1'6 model with A < 0

Since the surface is ordered, the profile is given by Eq.
(17). The boundary condition in (22) translates into

(A7)

(A6)

(A4)

(A2)

A fi
cp(O) =-t-1I4 •

a

3 tanh2(l:-) - 1 = atl12
2ç ,

so that

Equation (A6) gives the value of 1 in Eq. (31). Using the
values given in (A3) which remain valid here together with
Eq. (A6) in Eq. (A5), one obtains

a = ( 2cIAI ) 112 (A8)
/3csço

fic [ ( 1) ]-112
lAI s 3 tanh

2
2ç - 1

3 fic ( 1) ( 1)[ ( 1) ]-3/2
=~ sinh 2ç cosh-

3
2ç 3 tanh

2
2ç - 1

(A5)

Let

1. q:fl model with A> 0

Using the results of Eq. (17), the boundary condition in
(22) is rewritten as

Cs [3 tanh2(l:-) -1] = 3C Sinh(l:-)COSh-3(l:-).
2A 2ç 2ç 2ç 2ç

(Al)

The boundary condition is satisfied when

~3 tanh
2
(;ç) -1 = at

1l4
,

Then, to leading order,

tanh(~ç)= ~, COSh-2(~ç)=~' (A3)

The first relation gives 1 in Eq. (25), and Eq. (AI) leads to

2CA
a= /3c

s
ço'
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bulk critical point. Finaily, for sorne intermediate value of
the interface couplings, the interface displays a special tran
sition, which is characterized by a new critical exponent for
the order parameter in the interface region. In the scaling
theory this exponent can be expressed in terms of the bulk
and surface exponents of the semi-infinite subsystems.

These results have been tested through large scale Monte
Carlo simulations, in which the critieal behavior at the inter
face between 2D Ising, Potts, and BW models was studied
and satisfactory agreement has been found. However, it
would be interesting to confirm the analytical expressions for
the interface exponents through a field-theoretical renormal
ization group study, using the methods of Ref. 4.

The results obtained in this paper can be generalized into
different directions. First we mention the case when the criti
cal temperatures of the subsystems are not exactly equal but
differ by an amount 1:1L:. If the deviation in temperature
gom the average value, Tc=(T; +T;)/2, is small but satisfies
Tc - T~ I:1Tc, then our results are still valid. Our second re
mark concems 3D systems in which sufficiently enhanced
interface couplings may lead to an independent ordering of
the interface above the bulk critical temperatures. In semi
infinite systems this phenomena is called the suiface
transition.3

-
5 At the bulk critical temperature the ordered in

terface then shows a singularity, which is analogous to the
extraordinary transition in semi-infinite systems. The singu
larities at the inteiface and extraordinary inteiface transi
tions remain to be determined, even in the mean-field ap
proach. Third, we can mention that nontrivial interface
critical behavior could be observed when one of the sub
systems displays a first-order transition. It is known for semi
infinite systems that the surface may undergo a continuous
transition, which, however, has an anisotropie scaling char
acter, even if the bulk transition is discontinuous.22.23 Similar
phenomena can happen at an interface, too. Our final remark
concems the localization-delocalization transition of the in
terface provided an extemal ordering field is applied. For
two subsystems having the same cp4 mean-field theory and
the same24 or different25 critical temperatures, this wetting
problem has already been solved. This solution could be gen
eralized for subsystems having different field-theoretical de
scriptions.

APPENDIX A: SURFACE CRITICAL BEHAVIOR

The calculation of the surface behavior is straightforward
when li ç--+O at the critical point. Here we give sorne details

Inserting this expression in (A7) leads to the surface order
parameter given in Eq. (32).
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(17) and (19). They lead to the following boundary condi
tions:

(B9)

(B8)

(B7)

(BIO)

1+= CP~(3 tanhzK<-l)~.
CPo

The second equation in (B6) can be rewritten as

+ _~sinhK< 1IZ +1+
C+CPo+3C_cpo 3 t =CiCPO-A'

~cosh K<

Close to the critical point, the second tenn can be neglected
so that

~-K
2~_ - <,

the first equation in (B6) gives

cp(O) = cp~t(;to) = cp;t (3 tanhzK< -1).

It follows that

APPENDIX B: INTERFACE CRITICAL BEHAVIOR

In this appendix we give sorne details about the calcula
tions of l± and cp(O), limiting ourselves to three representa
tive cases. Other results are easily obtained using similar
rnethods.

1.1±lg±~1

This situation is encountered for the cp3_cp4 interface with
A < 0 and A ---+ 00 as well as for the cp4_cp6 and cp3_cp6 inter
faces with A> 0 and A ---+ 00. Here we consider as an ex
ample the cp3_cp4 interface with A< O.

The boundary conditions in Eq. (38) are satisfied with
cp_(z) and cp+(z) given by (16) and (18) and reads

cp(O) =cp~tll2coth(~) = cpot[3 cothZ(~) -1],
2~+ 2 2~_

C+cp~tl/Z 'nh-Z( 1+) 3CCPot h( L ) 'nh-3 ( L )SI - +---cos - SI -
2~+ 2~+ 2~_ 2~_ 2~_

CiCP~t1lZ ( 1+ )
=lAI coth 2~+ . (BI)

With 1±1~± ~ 1, one rnay expand the hyperbolic functions
in powers of 1±/(2~±). To leading order, the first equation in
(BI) gives

so that

Thus we have

(B12)

(Bll)

Cornbining this result with (B9), one obtains

~
1 + 2AIAc CiCPo

tanh K< = , Ac =2--+~.
3 C+CPo

Since tanh K<,,;s; l, this solution rernains acceptable as long
as A,,;s;Ac' Equations (B7), (B8), (BU), and (B12) irnrnedi
ately lead to the expressions given in (44) and (46).

When A=Ac, L diverges and the order pararneter rernains
constant, keeping its bulk value on the cp3 side of the inter
face.

When A> Ac, the profile is always increasing. Then cp-<z)
is given by Eq. (16) and the boundary conditions are changed
into

Inserting

(B3)

f= 1 + 3 C+CiCPO(~? (B5)
C:cp~~IAI

This last result together with Eqs. (B3) and (B2) leads to the
expressions given in (39) and (41).

Introducing this result in the second e',]!!ation, one obtains an
equation of the second degree in x= '-/1+:

_ xZ + 2c-IAI ~cp~~ x + C+IAI = O. (B4)
Ci~ 3CPo Ci

2. LIg_-+ const, 1+1 g+~1

This behavior is obtained only for the cp3_cp4 interface
with A> O. When A is srnaller than a critical value Ac to be
determined later, the profiles cp_(z) and cp+(z) are given by
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L
--K
2ç_ - >

into the tirst equation of (B6) Ieads to

and

(BI4)

(BI5)

As in Appendix A 2, the solution is obtained by assuming
that close to the critical point:

~3 tanh2(;.;J -1 = œt1/4 . (B2l)

From this expression one deduces the leading contribution to
l+ given in (57).

With LI ç_~ 1 the tirst equation in (B20) can be rewritten
as

(BI6)

(BI8)

(B22)

(B23)

) ,!2c,o~ _( ÇQ) 2
c,o(O =--=6c,oo -

œ L

Thus we have

L= ÇQ ~3,!2œ 'P~.
'Po

The second equation in (B20) allows us to determine the
value of œ. Actually, we obtain the following equation for
x= l/{;;:

where the second term can be neglected close to the critical
point. Thus l+ is still given by

C+
l+=-A.

Ci

l+ = c,o~(3 coth2K> - I)~.
c,oo

From the second equation in (Bl3) one deduces

+ _~coshK> 1/2 +l+
C+c,oo - 3C_c,oo . 3 t =Cic,oO-A' (BI7)

Ç(jsmh K>

with the value of Ac given in Eq. (B12). Since cothK>;;'l,
this new solution replaces the preceding one when A;;. Ac
The results given in (45) and (46) follow from Eqs. (B14),
(BI5), (B18), and (B19).

(B26)

(B27)

(B24)

This result is valid as long as b3~ é-i.e., when

" (c,oO)2/3( C+) 113( ÇQ )4/3lAI;,> A = c. - - -
'c,ob ~ C

Combining (B22), (B23), and (B26) one easily obtains the
results given in Eqs. (57) and (59) for lA 1 ;,> A*.

The relation following from Eq. (B24) which is appropri
ate when xo;'> 1 is

Xo = b1l4( 1 _ a;o) 114 = b1/4( 1 - :~ ), (B28)

so that

The correction term can be neglected when a4~b3-i.e.,

when lAI ~A*. Then Eqs. (B22) and (B23) together with
Eq. (B29) lead to the results given in (57) and (59) for
IAI~A*.

[ ( )J (
C tci" ) 114114 a iÇO -112

Xo =b 1 + 0 b3/4 = f3 c+IAI = œ .

(B29)

It is easy to verify that this equation has a single real positive
root Xo. Below, we evaluate Xo in the two limiting cases Xo
~ 1 and xo;'> 1.

When Xo~ l, one can iterate the relation

xo=b-X6=~(1_X6), (B25)
a a b

following from Eq. (B24). We obtain

b [ (b3)J f3c i ÇQ ~ -112
Xo =~ 1 + 0 a4 = 23/4cIAI \j~ =œ .

(B20)

(B19)

Comparing with (BI6), one obtains

~
I +2A/Ac

cothK> = ,
3

3. LIg_4.1, 1+1 g+-+ const

This is the situation encountered for the
c,04- c,06 and c,03 - c,06 interfaces with A < O. The treatment is
similar in both cases but we give sorne details for the c,03

- c,06 interface which is a little more complicated. The inter
face is more ordered than the bulk so that the profiles are
given by (16) for z<O and (20) for z>O. They lead to the
following boundary conditions:

c,o(O) = ,!2c,o~t1l4[3 tanh2( ;.;J -1rl/2

= c,o;t [ 3coth2( ;iJ-1].

3,!2C+c,o~tIl4 . (l+) -3( l+ )
--:...=....:<- Slnh - cosh -

2ç+ 2ç+ 2ç+

X [ 3 tanh
2
( ;.;J -1r312

+ 3Cc,oot COSh(~)Sinh-3(~)
2ç_ 2ç_ 2ç_

_ ,!2Cic,o~tIl4[ 2(~) _ ]-112
- lAI 3tanh 2ç+ 1 .
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Résumé

Cette thèse est consacrée à l'étude de l'influence de différentes perturbations inhomogènes sur le comporteII).ent

critique de systèmes bidimensionnels.

Dans une première partie nous considérons le modèle d'Ising 2D placé dans un champ de surface aléatoire qui

constitue une perturbation marginalement non-pertinente au point critique. Nous étudions le problème à l'aide

de simulations Monte Carlo pour différentes amplitudes de désordre. Nous déterminouns des exposants critiques

effectifs dont la dépendance en .température ou en taille est en accord avec les résultats de théorie des champs et

interprétable en termes de corrections logarithmiques au comportement du système pur.

Dans la seconde partie, nous étudions le modèle d'Ising sur le réseau carré avec un désordre corrélé biaxial qui

constitue une perturbation pertinente d'après le critère de Harris étendu. Le problème est abordé par simulations

Monte Carlo extensives. L'exposant v prend la valeur attendue dans un système avec désordre corrélé isotrope

tandis que la densité d'aimantation a une dimension supérieure à celle du système pur. Les propriétés conformes

des densités d'énergie et d'aimantation sont aussi examinées.

Finalement, nous considérons le comportement critique à l'interface entre deux sous-systèmes appartenant à

des classes d'universalité différentes mais ayant la même température critique. Le problème est étudié dans le

cadre d'une théorie de champ moyen et en utilisant des arguments d'échelle. La grande variété de comportements

d'interface obtenue est confrontée à une étude numériques sur des interfaces de Potts 2D à q états (2::;q::;4).

Mots-clés

Phénomènes critiques, modèle d'Ising, modèle de Potts, systèmes désordonnés, simulations Monte Carlo.

Abstract

In this work we study the influence of different inhomogeneous perturbations on the critical behaviour of two

dimensional models.

In the first part we consider the two-dimensional Ising model in a random surface field which is predicted to be

a marginally irrelevant perturbation at the critical point. We study this question by Monte Carlo simulations for

various strengths of disorder. The calculated effective (temperature or size-dependent) critical exponents fit with

the field-theoretical results and can be interpreted in terms of the expected logarithmic corrections to the pure

system's critical behaviour.

In the second part we study the Ising model on the square lattice with biaxially correlated random couplings

which is a relevant perturbation according to the extended Harris criterion. The problem is studied by large scale

Monte Carlo simulations. The correlation length critical exponent has the value expected in a system with isotropie

correlated long-range disorder, whereas the scaling dimension of the magnetization density is larger than in the

pure system. ConformaI properties of the magnetization and energy density profiles are also examined.

Finally we consider the critical behaviour at an interface between two subsystems belonging to different

universality classes, but having a common transition temperature. We solve this problem analytically in the frame

of <pk mean-field theory and present some phenomenological scaling arguments. A large variety of interface critical

behaviour is obtained which is checked numerically on the example of two-dimensional q-state Potts models with

2::; q::; 4.

Keywords

Critical phenomena, Ising model, Potts model, disordered systems, Monte Carlo simulations.
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