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Introduction

Le forage d'un puits de pétrole est suivi d'une procédure dite de cimentation. A
l'intérieur du forage, des tubes en acier assemblés, nommés "casing" sont fixés sur
toute la longueur (le pétrole remonte alors du réservoir à la surface par le tube). Il
e t ensuite nécessaire de consolider la paroi du forage et d'isoler les différentes for
mations environnantes. Pour cela, l'espace annulaire compris entre le tube en acier
et la paroi rocheuse doit être cimenté. Du ciment est alors injecté par l'intermédiaire
du tube depuis la surface ju qu'au fond du puits. Le ciment remonte pal' l'espace an
nulaire déplaçant ainsi hors du puits les boue en circulation qui ressortent par le
haut. La procédure est décrite par le schéma suivant (cf. figure 1). La qualité de la
cimentation, dépend de l'efficacité du déplacement des boues de forage. Les différents
fluides considérés, boues de forage, ciment, sont en fait des fluides complexes, ils sont
rhéofluidifiants, et ils possèdent une contrainte euil d'écoulement. Ils ne s'écoulent en
effet qu'au delà d'une contrainte seuil : on les appelle pour cette raison des fluides
à seuil ou fluides viscoplastiques. Le succès de l'opération de cimentation passe par
une maîtrise du procédé de déplacement d'un fluide viscoplastique par un autre fluide
viscoplastique, et le nettoyage de puits de forage est meilleur pour un écoulement tur
bulent. Or, si l'écoulement laminaire est en général bien connu, les conditions de tran
sition laminaire-turbulent sont en revanche moins bien maitrisées. A titre d'exemple,
les pétroliers utilisent des critère phénoménologiques pour prédire la transition. Des
critères de transition qui reposent sur une expression du nombre de Reynolds critique, à
partir duquel l'écoulement devient instable ont été formulés par divers auteurs. L'étude
bibliographique qui suivra montrera cependant une divergence notable selon les critères.
La formulation de critères de transition est un problème complexe, de par la multitude
de paramètres rhéologiques, dynamiques et géométriques qui interviennent.
Il nous parait utile dans un premier temps, de rappeler les caractéristiques rhéologiques
d'un fluide à seuil.
Globalement, il s'agit de fluides présentant un seuil de contrainte Ta : le fluide se com
porte alors comme un fluide visqueux lorsque la contrainte appliquée T >TO et comme
un solide lorsque T :::; Ta. Bird et Dai ([4],1983) ont donné une liste de fluides allant
des boues de forage au sang en passant par les produits cosmétiques et les produits
agroalimentaires, dont le comportement rhéologique présenterait une contrainte seuil.
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FIG. 1: Cimentation d'un puits d'ap'rès Allouche et al. fl)

L'origine physique de la contrainte seuil s'explique par l'existence au niveau de la micro
structure, d'un réseau de liaisons entre les éléments constitutif du milieu. Ces liaisons
peuvent être dues à un enchevêtrement de chaînes de polymères, tel que les solutions
de Carbopol 940, ou à des forces d'interaction colloïdale entre des particules chargées
en suspension, le suspensions de particules d'argile en sont un exemple classique.
A l état de repo', le matériau se présente comme un gel. Les essais de fluage effectués
à l'aide d'un rhéomètre fonctionnant à couple imposé mettent en évidence différents
comportements selon la valeur de la contrainte appliquée. La Figure (2) montre un
exemple de résultats obtenus pour une suspension de Bentonite à 6% en masse après
un temps de repo de 6 heure . Si la contrainte appliquée, T, est suffi. amment faible,
le milieu se déforme ans que la structure interne du réseau soit modifiée : il s'agit
d'une déformation élastique. Pour une valeur de contrainte supérieure à la limite
élastique Te (T > Te), différentes étapes sont observées : le matériau subit d'abord
une déformation élastique (OA), suivie d'une déformation plastique (AB) ensuit un
fluage vi queux (BC), puis la phase de pré-rupture (CR), et enfin la rupture au point
R. Certains auteurs définissent alors deux contraintes seuil, l'une correspondant à la
déformation élastique limite, et l'autre à la rupture. Dans un écoulement en cisaille
ment non homogène, ces différentes phases peuvent exister simultanément. Qui plus
est, dans certaines situations, les cinétique de déstructuration et de restructuration ne
sont plus négligeables d vanL le tell1jJs ù'écoulement, ce qui néce 'site d'en tenir compte
lors de la modélisation. Dans certaines situations telles que celles correspondantes aux
écoulements établis, il est suffisant de connaître la loi de comportement à l'équilibre.
La figure 3 donne un schéma de l évolution de la contrainte en fonction du gradient de
vitesse en écoulement d cisaillement impIe obtenu à partir d'essais rhéomètriques. Des
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FIG. 3: T en fonction de 'Y à l'équilib're et en écoulement de cisaillement simple

relations empiriques sont proposées dans la littérature pour décrire l'évolution T (1).
Trois modèles sont particulièrement utilisés : les Modèles de Bingham, de Hel' chel
Bulkley (ou Bingham généralisé) et de Casson. En utilisant le critère de Von Mises, le
équations rhéologiques de ces modèles sont données par:
- modèle de Bingham :

i = 0 T ~ TO

(
TO ) •

T = 'Y + J..Lp "'Y T > TO

(1)

(2)
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- modèle de Herschel-Bulkley :

T

- modèle de Cas on :

T > Ta

(3)

(4)

'Y 0 T :::; Ta (5)

T 2 ( ~ + Kc + ( K~70f}'t 7 > 70 (6)

où {lp est la viscosité plastique dans le modèle de Bingham, K et n sont respectivement
la consistance et l'indice de structure dans le modèle de Herschel-Bulkley, Kc est la
consistance dans le modèle de Casson. 'Y est le tenseur des taux de déformations, T le
déviateur du ten eur des contraintes. Les scalaires "y et T sont les seconds invariants
des tenseurs 'Y et T, respectivement. Dans ces modèles : (i) le matériau est supposé
se comporter comme un 'olide indéformable lorsque T :::; Ta, (ii) la viscosité apparente
tend vers l'infini lorsque le cisaillement tend vers zéro, c'est à dire au voisinage de
l'interface. En fait, l'utilisation de modèles précédents est compliquée dans la mesure
où elle nécessite la connaissance à priori de la position de l'interface,

Pour contourner ces difficultés numériques, des modèle régularisants sont introduit
qui consistent globalement à remplacer le comportement solide indéformable par un
comportement Newtonien avec une très grande viscosité. A titre d'exemple, on cite le
modèle de Papanastasiou [49] :

(K Ta(l-exp(-n"y)))_
T= + . ,

"/
(7)

où n est un paramètre qui prend des valeurs très élevées permettant de se rapprocher
le plus possible du modèle de Bingham.

D'autres modèles plus réalistes exi'tent dans la littérature: (i) 10dèle d'Oldroyd([46],
1947), où le comportement de la phase gel est décrit par la loi de Hooke (élasticité
linéaire). Ce modèle n'a jamais été repris ultérieurement, probablement à cause de la
complexité introduite par l'interaction entre un fluide visqueux et un solide élastique;
(ii) Modèles phénoménologiques qui cherchent à relier la loi de comportement aux
évolutions dp,;.; interactions au niveau de la microstructure ( voir par exemple modèle
de Dorémus ([16], 1989), ensuite Coussot et al. ([12],1993). Ces modèles sont assez com
plexes font intervenir plusieurs paramètres, c'est pourquoi, ils n'ont été utili és que
da.n des situa.tion de cisaillement impIe.
Une analyse bibliographique des faits les plus marquants dans l'histoire des fluides à
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seuil, est donnée en annexe A. On constate que très peu de travaux ont été effectués
sur la transition laminaire-turbulents des fluides à seuil.
Dans ce qui suit, une revue bibliographique des principaux travaux sur la transi
tion laminaire-turbulent des écoulements de fluides à seuil est présentée. A partir de
cette analyse, on dégage les problèmes les plus pertinents pour ensuite préci el' la
problématique scientifique de ce travail.



Chapitre 1

Travaux sur la stabilité des,

écoulements de fluides à seuil

L'analyse de la stabilité pour un fluide à seuil n'a reçu que peu d'intérêt à ce jour.
Dans ce qui suit, on passe en revue les principaux travaux antérieurs réalisé , tant
expérimentaux que théoriques sur la transition vers la turbulence pour des fluides à
seuil.

1.1 Aspects théoriques

ne analyse linéaire de stabilité de l'écoulement de Poi euille plan d'un fluide de Bin
gham vis à vis d'une perturbation infinitésimale bidimensionnelle, a été effectuée par
Frigaard et al. [21]. Dans le cadre de cette analyse, il est montré que (i) l'interface ne
subit que de perturbations infinitésimales (ii) la zone bouchon reste intacte, et (iii)
son mouvement n'e t pas perturbé. De manière da sique, la recherche des olutions en
modes normaux, conduit à une équation d'Orr-Sommerfeld similaire à celle obtenue
pour un fluide Newtonien, avec des termes de Bingham supplémentaires. Le problème
aux valeurs propres est résolu numériquement par la méthode de Riccatti, en modifiant
les conditions aux limites à l'interface, pour rester consistant avec un fluide Newtonien,
c'est à dire que les conditions critiques de transition lorsque le nombre de Bingham
rapport B -7 0 doivent tendre vers le nombre de Reynolds critique pour un fluide New
tonien. Les résultats numériques montrent que le nombre de Reynolds critique basé sur
la visco ité plastique augmente avec B, et que pour B ~ 1 Rec évolue pratiquement
linéairement avec B.
Gupta [27] a étendu l'analyse de stabilité linéaire pour les fluide d'Hel' chel-Bulkley
en retenant les mêmes modifications des conditions aux limites à l'interface que celles
de Frigaard et al. [21]. L'équation d'Ou Sommerfeld est traitée numériquement par les
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méthodes de Galerkin et de différences finies. Les auteurs con tatent que la contrainte
seuil a un effet stabilisant et que la rhéofluidification a un effet déstabilisant.
Récemment, Kabouya et Nouar [33] ont effectué une relecture critique des conditions
de stabilité, en analysant la stabilité linéaire d'un fluide de Bingham dans une conduite
annulaire. Ce travail est présenté dans un article situé en Annexe C de ce mémoire.

Comme il n'existe pas d'équivalent du théorème de Squire pour les fluides de Bingham,
une étude tridimensionnelle est nécessaire. Frigaard et ouar [22] ont déterminé pour
une perturbation infinitésimale tridimensionnelle, les conditions de non augmentation
de l'énergie cinétique. La procédure utilisée est une extension de celle proposée par
Synge [61] et reprise ensuite par Joseph [34]. Dans cette étude, les auteurs se sont
attaché à examiner l'influence du nombre de Bingham B sur le nombre de Reynolds
ma.,'CÎmum ReE, au dessous duquel il n'y a pas d'augmentation d'énergie, plutôt qu'à
déterminer une valeur précise de ReE' Un ensemble d'approximations est mis en oeuvre
qui repose sur des inégalité fonctionnelles classique . Parmi les résultats obtenus, ils
trouvent ReE <X B3/4, lorsque B » 1.
En général, pour un fluide Newtonien, une analyse linéaire de stabilité est suivie par une
analyse faiblement non linéaire. Ce développement peut être très complexe dans le cas
d'un fluide à seuil, car le comportement de la zone bouchon vis à vis d'une perturbation
d'amplitude finie reste inconnu: ceci est dû à l'indétermination des contraintes dans la
zone bouchon. Pour contourner cette difficulté, on a recours à des méthode variation
nelles qui ignorent la position de l'interface. Il s agit de la méthode des énergies, établie
par 01'1' (1907)[47] et développée dans les années 60 par Joseph et Carmi(1969) [35], et
Busse (1969) [8]. ouar et Frigaard [44] ont étendu cette méthode à l'écoulement de Ha
gen Poiseuille d'un fluide de Bingham dans le cas d'une perturbation d'amplitude finie.
L'équation de Reynolds-Orr obtenue est traitée par une succession d'approximations
basée essentiellement sur les inégalités de Cauchy- Schwartz et de Poincaré. Le nombre
de Reynolds maximal ReE, assurant la stabilité globale augmente avec le nombre de
Bingham. Les auteurs montrent, en particulier. que lorsque B » 1, ReE = O(B1

/
2

). Il
est important de noter que dans cette étude, l'effet de la contrainte euil a été réduit
uniquement à la modification de la géométrie de la zone où l'écoulement est cisaillé, et
du gradient de vitesse au voisinage de la paroi.
En résumé, la revue bibliographique de études théoriques, révèle qu'on ne dispose
d'aucun résultat précis ou fiable dans certains cas. Seules des tendances sont présentées
pour des nombres de Bingham très supérieurs à l'unité.

1.2 Critères phénoménologiques

Ils sont apparus vers les années 50 et de nouveaux critères sont proposés régulièrement,
notamment dans le Journal of Petroleum Sciences and Engineering. Ce critères sont en
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effet particulièrement utilisés dans l'industrie pétrolière. L'approche générale consiste
à car'actériser la stabilité de l'écoulement par l'intermédiaire d'un rapport entre deux
grandeurs phy iques : l'une favorisant et l'autre freinant le développement des instabi
lités. La valeur critique du paramètre adimensionnel formé, à partir duquel l'écoulement
d'un fluide Newtonien devient instable, est connue ou peut être calculée. Il est ensuite
admis que la même valeur gouverne la tabilité de l'écoulement de Poiseuille pour de
fluide non-newtoniens.
Dans ce qui suit, on décrit brièvement cinq critères ouvent utilisés dans le domaine
pétrolier.

1.2.1 Critère de Hedstrom

D'aprés Hedstrom [32], pour un nombre de Hedstrom, He = Re B donné, la transition
a lieu à l'intersection des courbes du coefficient de frottement Cf(Re) laminaire et
turbulente. En fait, Hedstrom suppose que pour de grands nombres de Reynolds, la
contribution de la contrainte seuil par' rapport à la viscosité effective peut être négligée,
et utilise par' conséquent, la relation de ikuradsé pour le coefficient de frottement en
régime turbulent.

1.2.2 Critère de Metzner et Reed

Metzner et Reed (1955) [42], ont effectué des essais e::\.-périmentaux en conduite cylin
drique pour plusieurs fluide visqueux non-Newtonien. Ils représentent le coefficient de

T.
frottement Cf =~ en fonction d'un nombre de Reynolds dit nombre de Reynolds

2PUd
de Metzner et noté Re', tel qu'en régime laminaire, il retrouvent la même valeur que
pour un fluide Newtonien, Cf = 16/Re'. Les auteurs constatent que la transition ap
paraît lorsque Cf ~ 0.008, ce qui correspond à Re' = 2000. Dans le cas d'un fluide de
Bingham, ce critère peut être exprimé en termes du nombre de Reynolds basé sur la
viscosité plastique. On obtient:

262.5 * B
Rec = A ,

ra
(1.1)

dans le cas d'une conduite cylindrique. L'expression homologue pour l'écoulement de
Poiseuille plan e t

Re
c

= 262.~ * B (1.2)
Ya

où ra est le rayon de la zone non cisaillée et iJa est l'épaisseur de la zone non cisaillée.
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1.2.3 Critère de Ryan et Johnson

9

Ryan et Johnson (1959)[56] suggèrent d'utiliser un critère de transition basé sur le
rapport E entre l'énergie transférée par l'écoulement de base vers la p rturbation par
les contraintes de Reynolds et l'énergie dissipée par frottement. D'après les auteurs, les
instabilités apparaissent d'abord à la position radiale où E est mau"Ximal. Dans le cas
d'un écoulement de Poiseuille, E est donné par

E = pLÛ dÛ
Tp dy'

dans le cas de l'écoulement de poiseuille plan, et

(1.3)

(1.4)

pour un écoulement de Poiseuille dans une conduite cylindrique. Ce critère est supposé
applicable pour tous les fluides visqueux. Comme pour un fluide Newtonien, la transi
tion se produit à Rec = 2100, ce qui conduit à Emax = 808. Finalement, le critère de
transition pour les fluide' vi queux est Emax = 80 ,et le nombre de Reynolds critique
est donné par

4200ro
Rec = B(l - ro)3'

pour l'écoulement en conduite cylindrique et

2100yo
Rec = B( , )31- Yo

pour l'écoulement entre deux plaques planes.

1.2.4 Critère de Hanks

(1.5)

(1.6)

(1.7)

D'après Hanks (1963,1969)([29] et [30]), le mécanisme responsable de la transition
provient du transfert de la quantité de mouvement angulaire. L'auteur suggère alors
de considérer le rapport entre le taux de variation de quantité de mouvement angulaire
et le taux de dissipation de quantité de mouvement par frottement. Tout calcul fait, le
critère de Hank conduit à considérer le rapport EH

1 pB?
EH = 2dpjdz Br (u-).

La quantité EH est évaluée à la position radiale où elle est maximale.
Pour un fluide l ewtonien, EH = 404 à la transition laminaire-turbulent. Comme
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précédemment, il est supposé que cette valeur critique est la même pour tout les fluide'
visqueux. En fait, on montre que ce critère est identique au critère de Ryan et Johnson

à un coefficient (~) près, et conduit exa tement aux mêmes nombres de Reynolds

critiques.

1.2.5 Critère de Mishra et Tripathi

Le critère de stabilité intégrale ou globale a été introduit par Mishra et Tripathi (1971)
[43] et ensuite repris par Turian et al. [66]. Il est basé ur le rapport de l'énergie
cinétique moyenne Em à la contrainte pariétale T p , soit:

1 [R (pu2) Em pUJC
X = (-TrR2Ud)T

p
Jo 2 7rrudr = -:;; = ---;;;-

où C est donné par :

(1.8)

(1.9)

La contrainte pariétale est reliée au coefficient de frottement f par la relation : Tp =
(1/2)Cf pUJ. Comme Cf = 16/Re' , on déduit alors: X = CRe' /8. Pour un fluide
l ewtonien, C = 1 et Re~ = 2100, soit Xc = 262.5. Il est ensuite supposé ci-dessu ,
que la valeur critique X est indépendante du comportement rhéologique. On montre
alors facilement que Re' = 2100/C. Le comportement rhéologique du fluide intervient
via le facteur C. Les nombres de Reynolds critiques pour un fluide de Bingham basé
sur la viscosité plastique pour l'écoulement en conduite cylindrique et en canal plan
s'expriment respectivement par:

R _ 262.5B
ec - AC'ro

1.2.6 Critère de Slatter

R _ 405.5B
ec - YoC (1.10)

Slatter (1999) [60], suggère de ne prendre en compte que la zone cisaillée dans la
détermination du nombre de Reynolds de transition dans une conduite cylindrique. La
zone bouchon est considérée comme un solide indéformable. Tout se passe comme s'il
s'agissait d'un écoulement en conduite annulaire. Il définit un nombre de Reynolds,
Rest, basé sur la vi cosité effective de l'écoulement annulaire, en utilisant le diamètre
hydraulique Dann et un taux de cisaillement effectif. Rest est donné par:

R _ 262.5(B + 8Vann / Dann )
est - V 2

ann
(1.11)
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FIG. 1.1: ombres de Reynolds critiques en fonction du nombre de Bingham dans le cas
de l'écoulement de Poiseuille plan: [44], comparaison des différents critères (l)critère
de Metzner et Reed, (2)critère de Berdstrom, (3)critère de Banks, (5)critère de Slatter.

L'expression homologue pour l'écoulement entre deux plaques planes e t

R _ 262.5(B + 12~nn/Dann )
esl - V 2ann

(1.12)

Les résultats pour les différents critères, sont comparés entre eux et présentés sur la
figure 1.1. Sur cette figure, on montre les variations du nombre de Reynolds critique en
fonction du nombre de Bingham pour un canal plan et une conduite cylindrique. Les
cinq critère montrent que le nombre de Reynolds critique augumente avec le nombre de
Bingham. Ce qui nous semble important est le fait que le critères divergent lorsqu'on
s'écarte suffisamment du comportement ewtonien. Pour le moment, il n'existe aucune
étude théorique qui justifie le choix d'un critère plutôt qu'un autre.

1.3 Etudes expérimentales

Deux difficultés fondamentales sont rencontrées dans les études expérimentales de la
transition laminaire turbulent pour un fluide à seuil. La première difficulté est liée au
choix d'un fluide modèle approprié alL'<: mesures expérimentale dan un laboratoire. Le
fluide doit être: (i) non toxique, (ii) stable au cours du temps et vis à. vis de dégradation
induites par exemple par une pompe et (i-ii) éventuellement translucide pour la mise
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en œuvre de la vélocimétrie laser. La seconde difficulté vient du fait que les fluides
à seuil utilisés présentent en général un caractère viscoélastique non négligeable pour
des cisaillements élevés, tel que c'est le cas lors de la transition laminaire-turbulent.
D'après Bames et al. [3], le caractère viscoélastique doit être pri en compte lorsque
la première différence de contraintes normales, NI, est supérieure à la contrainte de
cisaillement T12. Cette différence de contraintes normales provient de l'anisotropie de
la structure interne. En effet, la structure interne (la macromolécule) est étirée dans le
sens de l'écoulement moyen. La force de rappel élastique est alors plus importante sui
vant cette direction. Les me ures expérimentales effectuées par PeL-xhino [51] indiquent
que NI > ITd à partir d'un cisaillement de l'ordre de 900s-1 . C'est justement cet
ordre de grandeur qui est obtenu au voisinage de la paroi et au début de la transition.
Finalement les conditions de transition observées sont les résultats des éffets combinés
de la contrainte seuil et des caractères viscoélastiques et rhéofluidifiant du fluide. Il est
difficile de pouvoir distinguer l'effet de l'un par rapport à l'autre. Malheureusement,
dans la littérature correspondants aux études expérimentales, très peu d'auteurs four
ni sent une étude rhéologique complète sur les fluides à seuil. La majorité donnent des
courbes d'écoulement sans fournir d'informations sur le caractère viscoélastique (mo
dule de stockage, module de perte, première différence de contrainte normale). Dans ce
qui suit, on fait une synthèse de résultats trouvé dans la littérature.
Les premières études relatives à la transition laminaire-turbulent pour un fluide à seuil,
ont été effectuées par Herdstrom[32], [42] et Hanks[31]. Elles consi tent à mesurer les
pertes de charges pour un fluide à seuil (généralement une suspension de particule ),
en écoulement dans une conduite cylindrique pour différents débits. Le nombre de Rey
nolds à partir duquel les me ure expérimentales commencent à s'écarter de la solution
théorique laminaire est déterminé. Le auteurs indiquent que la contrainte seuil retarde
la transition.

D'autres études expérimentales similaires (perte de charge) ont été effectuées dans les
annnées 60 et 70 et arrivent aux mêmes conclusions. Park et al [50] ont été les premiers
à étudier expérimentalement la transition laminaire turbulent pour un fluide à seuil en
utilisant la vélocimétrie Laser.
Ils ont déterminé le conditions critiques de transition pour une uspension transparente
(particules de silice dans une huile minérale) dont le comportement rhéologique est
décrit par le modèle d'Herschel-Bulkley :

T = 10 + 0.167,,;°·63. (1.13)

La zon d'essai e t une conduite cylindrique de diamètre de 52.mm et de 14.5m de
long, soit 250 diamètres. Les mesures sont effectuées dans la zone où l'écoulement est
supposé établi. A partir des mesures de perte de charge, les auteur constatent que
les mesures expérimentales , 'écartent de la solution théorique laminaire à partir de
8Ud / D = 480s-1 . Cette condition critique a été confirmée à partir des mesures sur
l'axe de la conduite de la composante axiale de la vitesse et des taux de fluctuation
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associé.
Pour 8Ud / D = 480s-1 , le nombre de Herschel-Bulkley, Hb est de 2.93, le rayon de la
zone non ci aillée est de 12.22mm, les nombres de Reynolds de fetzner et Reed, Re' et
de paroi Rep ont 3050 et 5050 respectivement. A partir de ces conditions critiques, le

V0
taux de fluctuation de la composante axiale de la vitesse U(r = 0)' passe brutalement

de 1% à 5%, ensuite décroît et se stabilise à 3.5% en régime turbulent établi.

E cudier et Presti (1996)[20] ont considéré le cas d'une suspension aqueuse de La
ponite (gTade R.D)à 1.5% en masse, en écoulement dans une conduite de diamètre
D = 100mm et de longeur L = 13.35, oit L/D ~ 133. Le comportement rhéologique
du fluide à l'équilibre est décrit par le modèle de Herschel-Bulkley :

T = 4.4 + 0.24-y°·535 (1.14)

Les auteurs ont mesuré des profils de vitess axiale pour différents débits, du régime
laminaire jusqu'au régime turbulent établi. Le résultat est représenté sur la figure 1.2
aimablement transmise par Escudier. Pour un nombre de Reynolds, Rep , le régime est
laminaire et le profil de vitesse axiale est symétrique et très bien décrit par la solution
théorique. Pour 1275 ::; Rep ::; 2900, une asymétrie croissante des profils de vitesse est
observée, avec une zone non cisaillée bien définie. A Rep = 3400, le profil de vitesse
axial ne présente plus de zone non cisaillée. Finalement, à Rep = 25300, le régime est
turbulent et le profil de vite. se axiale redevient symétrique.
Remarque: à Rep = 3400, le taux de fluctuation de la vitesse axiale rapporté à la

vitesse débitante et mesuré à r / R = 0.8 est maximal : V0/Ud ~ 14%. Cette di-
ymétrie des profils de vitesse est complètement différente de celle ob ervée par Draad

et Nieuwstadt [17] pour un fluide Newtonien (eau) qui serait due aux forces de Coriolis
du fait de la rotation de la terre.
Récemment, Peixhino [51] a mené une étude expérimentale sur la transition laminaire
turbulent dans une conduite cylindrique de 30mm de diamètre et de 5.5m de long. Le
fluide utilisé est une solution aqueuse de Carbopol 940 à 0.2% masse, dont le com
portement rhéologique est décrit par le modèle de Herschel-Bulkley. Les paramètre
rhéologiques ont contrôlé régulièrement du fait d'une dégradation mécanique lente
du fluide, dans la mesure où il est soumis à des cisaillements trè élevés.
Des profils de vitesse axiale ont été mesurés dans la zone où l'écoulement est établi
par une très large gamme de débits allant du laminaire au turbulent. Les ré ultat sont
représentés sur la figure 1.3. On retrouve les mêmes tendances décrite par E cudier et
Presti.
En régime laminaire, Rep = 681, le profil de vitesse axiale est symétrique et très bien
décrit par la solution théorique. A partir de Rep = 2700, une asymétrie progressive des
profils de vite se axiale est ob ervée. On pourrait aussi distinguer une "petite" zone
non cisaillée. Pour Rep ~ 5000, le profil de vitesse axiale redevient symétrique.
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L'analyse des taux de fluctuationR rapportée à la vitesse débitante et me urée à

rjR = 0.8, montre que Ju,2jUd commence à augmenter en même temps que l'appari
tition de l'asymétrie des profils de vitesse et lorsqu'il est maximal (10%) à Rep = 5200,
le profil redevient symétrique.
A côté de cela, Peix:hino a déterminé et comparé les conditions critiques de transition
en utilisant trois critères expérimentaux: (i) le nombre de Reynolds Rel à partir du
quel Cf expérimental s'écarte de Cf théorique, (ii) le nombre de Reynolds Re2 à partir
duquel Ue(r = 0) expérimental s'écarte de U théorique, et (iii) le nombre de Reynolds
Re3 à partir duquel vu-r2 lUe commence à augmenter. L'auteur constate que Re3 est
beaucoup plus important que Re2 ((Re3 - Re2)IRe2 ~ 0.3) et Re2 ~ Rel.

Pom expliquer l'écart entre les nombres de Reynolds mesmés par les trois critères
cités, l'autem effectue des mesures de profils de taux de fluctuations de la vite se
axiale, pour différents nombres de Reynolds, reproduits figure 1.4. Pour les paramètres
rhéologiques donnés, le profil obtenu pour Re' = 500, représente le régime laminaire.
Pour Re' = 3200, au coeur de l'écoulement, le taux de fluctuation reste au même niveau
qu'en régime laminaire, tandis qu'il augmente en dehors de cette zone. Pour le troisième
profil mesuré pour Re' = 3200, le taux de flu tuation augmente dans toute la section.
Le profil du taux des fluctuation de la vitesse ~'(iale mesuré pour Re' = 5800, suggère
que l'écoulement peut être instable en présence d'une zone" bouchon". Ce résultat
original e t souligné pour la première fois par l'auteur dan la littérature. Il serait
cependant important d'ajouter, qu'au début de la transition, la zone "bouchon a un
rayon de 0.6mm, tandis que la taille du volume de mesure pom la vitesse par le système
optique utilisé est de 0.5mm. Ceci souligne qu'il est difficile de suivre l'évolution de la
zone bouchon pendant la transition.
L'analyse des fluctuations de la vitesse axiale en un point se trouvant dans une zone
intermédiaire entre la zone bouchon et la paroi, au début de la transition, indique
un signal particulier caractéri é par l'auteur comme un "régime à basse fréquence" de
l'ordre du Hertz.

1.4 Synthèse de l'étude bibliographique

Les principaux problèmes dégagés de cette étude bibliographique sont :
- les critères phénomènologique divergent loI' qu'on s'écarte suffisamment du compor

tement Newtonien et il n'existe aucune étude théorique rigoureuse qui permette de
choisir un critère plutôt qu'un autre.

- d'un point de vue théorique, Frigaard et al.[2l] dans ses travaux n'a pas utilisé les
conditions aux limites appropriées. En outre NouaI' et Frigaard [44] et Frigaard et
NouaI' [22] ont déterminé le comportement des conditions de stabilité en fonction du
nombre de Bingham (contrainte seuil adimensionnée).
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- d'un point de vue expérimental, on note: (i) l'asymétrie du profil du profil de vitesse
axiale lors de la transition, (ii) l'augmentation des taux de fluctuations au voisinage
de la paroi, aloI' qu'une zone beaucoup plus importante que la zone bouchon reste
au niveau laminaire. Dans ce régime particulier, le signal de la composante axiale
présente des fluctuations de basses fréquences de l'ordre du Hertz.

1.5 Motivations de la présente étude

Au vu des différents points exposés précédemment, il nous parait nécessaire d'établir
une base de ré 'ultats théorique' qui permettra de comprendre comment se manifeste
l'effet de la contrainte seuil sur les conditions de tabilité. Trefethen et al. [64], Butler et
Farrell [24], Corbett et Bottaro [7]etc..... , sont unanimes sur l'importance de l'analyse
linéaire de stabilité, particulièrement par une approche non modale.

otre travail a pour but de déterminer et de comprendre l'effet du nombre de Bingham
sur les conditions de stabilité de l'écoulement de Poiseuille plan d'un fluide à seuil vis
à vis d'une perturbation infinitésimale par des approches modale et non modale.
Le document est structuré comme suit : Le chapitre 3 présente une étude modale
de la stabilité de l'écoulement de Poiseuille d'un fluide de Bingham. On rappellera
les caractéristiques de l'écoulement de Poiseuille en régime laminaire d'un fluide De
Bingham. Une perturbation infinitésimale est introduite, les équations sont linéarisées
et les conditions aux limites sont établies, conduisant à une formulation adaptée. Le
problème aux valeurs propres obtenu est résolu par une méthode spectrale de 'olloca
tion basée sur les polynômes de Tchebychev. Le programme établi est basé sur celui
proposé par Reddy. L'effet des condition. aux limites et du nombre de Bingham sur le
comportement asymptotique des perturbations est exploré en comparant les résultats
obtenus au cas bien connu du fluide ewtonien.
La non-normalité de l'opérateur linéaire d'évolution sera vérifiée dans le chapitre 4 où
l'analyse non modale sera effectuée. L'influence du nombre de Bingham et des condi
tion aux limites sur le comportement tran itoire de la perturbation 'era étudié. Les
caractéristiques des perturbations optimales ainsi que les conditions de non augmenta
tion de l'énergie seront déterminées en faisant ressortir dans la mesure du possible l'effet
des conditions aux limites, celui de la dissipation visqueuse et de la rhéofluidification
séparément.
Enfin, les principaux résultats de ce travail sont synthétisés dans la conclusion.



Chapitre 2

Analyse linéaire de stabilité :
approche modale

2.1 Introduction

La première étape dans l'étude de la stabilité d'un écoulement interne ou externe
consiste à examiner le comportement de ce dernier vis à vis d'une perturbation infi
nitésimale en adoptant l'approche modale clas ique : c'est l'objet de ce chapitre.
Ce chapitre est organisé comme suit: le paragraphe 2 est consacré à l'écoulement de
base. Le paragraphe 3 présente les équations linéaJ'isées, exprimées selon trois formu
lations (u, v w, p), (u, v) ou (v, w), selon que l'on retienne les trois composantes de
la vitesse ou uniquement deux composantes. Il ne nous a pas été possible de formuler
le problème en terme de la composante normale de la vitesse et de la vorticité comme
pour un fluide ewtonien. En adoptant une approche modale, un problème aux valeurs
propres est obtenu. La résolution numérique de ce dernier fait l'objet du quatrième pa
ragraphe. Le spectre des valeurs propres, et le suivi des six premières valeurs propres
en situation 2D et 3D sont donnés dans le paragraphe 5. Enfin, on termine par le
paragraphe 6 où on rappelle les résultats les plus significatifs.

2.2 Equations gouvernant l'écoulement de base

On considère l'écoulement de Poiseuille plan d'un fluide à seuil dont le comportement
rhéologique peut être décrit par le modèle de Bingham. De façon classique, les équations
gouvernant le problème ont les équations de conservation de la masse et de la quantité
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de mouvement, soit

\7·Û

(
OÛ A A)

P ai + (U . \7) U

o

V· â(F, Û)

(2.1)

(2.2)

avec
(2.3)

où Û= Ûex+Vey+Wez est le champ de vitesses, ex, ey et ez sont les vecteurs unitaires
des directions a.,'{iale, normale et transversale respectivement. ft est la pression, et f le
déviateur du tenseur des contraintes. La notation n désigne une variable écrite sous
forme dimensionelle.
Les équations constitutives pour un fluide de Bingham basées sur le critère de Von
Mises on été formulées par Oldroyd [46] :

~ ( TO) -:- ~T = IJ-p +;y ,{:=:=} T > TO (2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

~I =

T=

~vec IJ-p la viscosité plastique, E le module de Young, ::y le tenseur des déformations et
'Y le tenseur des taux ~e déformation défini par les composantes 1ij = (Ui,j + Uj,i)' Les
seconds invariants de 'Y et T qui interviennent dans le équations 2.4 et 2.5 sont définis
respectivement par

De façon implifiée, ce modèle suppose que le matériau se comporte comme un solide
élastique lorsque la contrainte appliquée est inférieure à la contrainte seuil et comme
un fluide visqueux dans le cas contraire. Expérimentalement, le module de Young (ou
l'élasticité) peut être mesuré à partir d essais de fluage effectué' à l'aide d'un rhéomètre.
A titre d'exemple, pour une solution de Carbopol 940 à 0.2% en masse, Peixhino
[51] trouve E ~ 2000Pa et une déformation élastique limite "le ~ 2.10-3 . Pour une
suspension acqueuse de Bentonite à 6% en masse complètement structurée, NouaI' et
al.[45] trouvent E ~ 60Pa et "le ~ 6.5.10-2 .

A notre connaissance, le comportement élastique n'a jamais été pris en compte, ceci
est probablement lié au fait que la déformation élastique limite est faible. Finalement,
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les équations constitutives se réduisent à :

21

T
(

TO) -:- ~J.lp + -;y 1 {::::::::} T > TO

o{::::::::} T ~ TO

(2. )

(2.9)

En fait, il a été démontré par Huilgol(1998) [39], que l'on peut prolonger la relation
constitutive 2.8 en f = TO ju qu'à 2y = O.
La relation 2.9 suppose que la phase" gel" où T ~ TO se comporte d'un point de vue
cinématique comme un solide indéformable. Le fluide contenu dans la zone non cisaillée
(où T < TO) est contraint à se déplacer en bloc comme un corps rigide. Le mouvement
de chaque point dans cette zone est la résultante d'un mouvement de translation et
de rotation autour d'un axe. A l'intérieur de cette zone les contraintes sont en général
indeterminées. Dans des situations simples, telle qu'un écoulement de Poiseuille plan,
le champ de contraintes peut être déterminé à l'intériem de la zone non cisaillée.
Le domaine d'écoulement où T > TO et la zone rigide où T ~ TO sont séparés par la
surface non matérielle ou f = fo. Par la suite, cette surface sera appelée interface.
Remarques: Les propriétés suivantes de l'interface et de la zone non cisaillée peuvent
être notées.
- L'interface n'est pas une smface matérielle. Sa vitesse peut être différente de celle des

particule fluides au niveau de cette interface. Ceci est une différence fondamentale
par rapport à l'interface séparant deux fluides non miscibles. en effet dans ce dernier
cas, la vitesse de l'interface est égale à celle des particules fluides.

- Le mouvement de l'interface est contrôlé par 1état des contraintes dan la pha e
liquide.

- Les contraintes O"ij sont continues à travers l'interface.
- Les composantes U, V, W du vectem vitesse sont continues à travers l'interface.
.- Le volume du domaine occupé par la phase non cisaillée peut varier au cours du

temps contrairement au cas d'un olide.

Soit Os le domaine occupé par la phase "gel". L'intégration de l'équation (2.2) dans Os
conduit à :

1 êJijnjds= r p~[Ûi]dO, i=I,2,3, (2.10)
~n. Jn.

où aos est la frontière de Os et les êJij sont déterminés du côté "liquide" puisque
les êJij sont continus à travers l'interface. Dans le cas d·un écoulement en géométrie
cylindrique, la zone non cisaillée peut avoir un mouvement de rotation autour de l'axe
de la conduite. Une équa.tion supplémentaire relative à la con ervation du moment
angulaire est rajoutée:

1 r 1\ Ô" nds = 1fl\p 1t [û]dO, i = 1,2,3,Jan. n.
(2.11)
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Dans le cas d'un écoulement de Poiseuille plan établi et stationnaire, le profil de vitesse
est de la forme Û= Û(y)ex , et seulement une composante Tyx de f est non nulle. Les
équations de conservation de quantité de mouvement se réduisent à :

o dP d (' )
= - di: + dy Tyx (2.12)

Par raison de symétrie, l~ contrainte Tyx est nulle sur l'axe entre les deux plans soit
, ,-dP

Tyx = -poY, où Po = T<'
A la paroi, Tyx = -PoL. Pour qu'il y'ait écoulement, la condition FoL> Ta doit être
satisfaite. Dans ce cas, le fluide subit un cisaillement dans la zone où Iyl > Yo (Yo est
la demi épai seur de la zone non cisaillée), appelée au si zone bouchon.
Dans la zone où Iyl > Yo, la vitesse Û(Y) satisfait l'équation différentielle

rFÛ
dy2

Po
/-lo

(2.13)

Dans la zone où Iyl :S Yo ; on a ~~ = O.

A cela, il faut ajouter les conditions d'adhérence du fluide aux parois, oit

Û(±L) = 0

Tout calcul fait, le profil de vites e Û(Y) est donné par

(2.14)

!
L2 ( , )2TO Yo

, 2/-loYo 1 - L '
U(y) = L2~0 [(1- YO)2 _ (IYI _ YO)2],

2/-loYo L L L

2.2.1 Equations adimensionnelles

O:S Iyl < Yo,

Yo :S Iyl :S L,
(2.15)

Le problème précédent peut être mis sous forme adimensionnelle, en utilisant L, la
demi-distan 'e entre les deux plaques comme échelle de longueur, Ûmax la vitesse maxi
male de l'écoulement de base comme échelle de vitesse et pÛ;"ux pour la contrainte Tij

et la pression. Cet adimensionnement permet de réécrire les équations de con ervation
de la ma se et de la quantité rie mouvement sous la forme:

V'·u=o

au7it + (U· V')U = -V'P + V'. r(U).

(2.16)

(2.17)
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L'intégration de l'équation 2.17 dans Os donne:

(2.1 )

ainsi que la loi de comportement du fluide de Bingham

1 ( B). B
T = ~~a 'Y = Re 1 + "1 ,Ç:::::} T > Re (2.19)

. B
Î = 0 {=} T ~ Re (2.20)

où ~a est la viscosité effective. Les quantités adimensionnelle Re et B désignent re 
pectivement le nombre de Reynolds et le nombre de Bingham, définis par :

Re = pUmaxL
~p

(2.21)

et
B = ToL

~pÛmax

L'expression de la vitesse maximale est donnée pal'

(2.22)

L 2
( A ) 2A Ta Yo

Umax=~ 1-[;
~PYo

(2.23)

Dans le cas d'un écoulement unidirectionnel, la loi de comportement se réduit à

1 ( B) B
T xy = Re 1 + IDUI DU {=} T > Re (2.24)

B
DU = 0 {=} T <

- Re
(2.25)

où DU == ~~.
Finalement, l'expression de la vitesse axiale adimensionnée U(y), est donnée par :

(2.26)
o~ Iyl < Yo

Yo ~ Iyl ~ 1U(y) = { :'_ (IYI- Yo) 2,

1- Yo

Ce profil e t illustré pm' la figure 2.l.
La détermination de la. position Yo de l'interface en fonction de B, peut être obtenue
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y
U(y) =: 1-('yl-YO}2

1- )'0

+l.!---------...,.....~-~----------
Zone cisaillée

Yo~--------------- --------------

o l --~-~~~ .~~1!__~j~~I.l~ç... -----0. ---- -- ------ ---

~ -------------------------------.0

U0')==1
----_•. ------------- -+

Zone cisaillée

-l-------J.......,;:===---------

FIG. 2.1: Eco'u,lement de Poiseuille pOUT un fluide de Bingham

en utilisant l'expression (2.23). Il est montré que la position Yo de la frontière de la
couche non cisaillée est solution de l'equation

B(l - YO)2 - 2yo = O. (2.27)

On en déduit les comportements asympotiques pour de petits et grands nombres de
Bingham:

B B2

B -t 0, (2.28)Yo --- pour
2 2

V2 1
B-too. (2.29)Yo rv 1--+- pour

vfIj B

La figure 2.2 montre l'évolution de Yo en fonction de B en trait continu, ainsi que
les comportements asymptotique en pointillé. Ces tendances asymptotiques ont res
pectée' avec une précision de l'ordre de 1% pour B < 0.2 (2.28) et B > 20 (2.29).

La variation de la viscosité effective J.1.a, définie par J.1.a = (1 + ~) en fonction de

(y - Yo)/(l - Yo) e t repré entée par la figure 2.3 pour troi valems dA Yo, 0.01, 0.5 et
0.8. On peut noter que:
- Pour de très faibles valeurs de Yo, la variation de la viscosité effective est confinée
essentiellement dans une très fine couche de fluide au niveau de l'interface.
- En augmentant Yo, la viscosité plastique Bh devient plu importante et le caractère
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FIG. 2.2: Evolution de Yo en jonction du nomb're de Bingham B
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FIG. 2.3: Variation de la viscosüé effective en jonct'ion de (y - yo)/(l - Yo) pou'r les
vale'urs de Yo = 0.01, 0.5, O.
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rhéofluidifiant devient plus marqué.
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Finalement, sous forme adimensionnelle, l'écoulement de base est contrôlé par un seul
paramètre à savoir le nombre de Bingham. Dans ce qui suit, on étudie l'influence de
ce dernier sur la stabilité de cet écoulement vis à vis d'une perturbation infinitésimale.
En réalité, l'influence de B se manifeste par cinq effets:
- la modification de l'épais'eur de la zone cisaillée (l-yo), où a lieu l'échange d'énergie

entre l'écoulement de base et la perturbation,
- la modification du gradient de vitesse DU,
- le conditions aux limites aux interfaces qui se traduisent par 'Yij (u') 0, où u'

désigne la vitesse de la perturbation,
- l'augmentation de la viscosité,
- la rhéofluidification

2.3 Formulation du problème de stabilité linéaire

De manière classique, à l'écoulement de base on superpose une perturbation infi
nitésimale :

(EU', Ep') = (w'(x, y, z, t), w'(x, y, z, t), EW'(X, y, Z, t), Ep'(X, y, Z, t)) (2.30)

où E« 1 est un petit paramètre sans dimension. L écoulement perturbé est alors décrit
par (U + EU', P + Ep') , avec U =(U(y), 0, 0).
Les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement sont données
par:

V.[U + EU']

EU~ + [(U + EU'). V][U + EU']

0,

-v (P + Ep') + V.T(U + EU').

(2.31)

(2.32)

En ou trayant le équations (??) et (??) de (2.31) et (2.32), et en ne retenant que les
termes d'ordre 1 en E, on obtient:

V.U' = 0

E(u~ + (u'.V) U (U.V) u') = -EVp' + V. (T(U + EU') - T (U))

Dans la zone où T > Ta, on a

et
'Yij (U + EU') = 'Yij (U) + E'Yij (u')

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)



2.3 Formulation du problème de stabilité linéaire 27

(2.37)

Pour ce qui est de la viscosité ~La(U + EU'), on utilise l'équation (2.19) qui après un
développement en série de Taylor à l'ordre 1, donne

B (ÔU' ÔV') B
~a(U + EU') = 1 + IDUI - E ôy + ÔX IDUIDU + O(E

2
)

où D == d/dy. En remplaçant (2.37) et (2.36) daus (2.35), il est aisé de vérifier que l'on
a

et donc de la même façon

hi (U + EU') - Tii (U)I = O(E).

IT (U + EU') - T (U)I = O(E).

(2.3 )

(2.39)

Eta.nt donné que la position de l'interface est contrôlée par T, on peut admettre que
celle ci ne subit qu'une perturbation infinitésimale, que l'on notera Eh (on notera dans
ce qui suit Eh+ et Eh- les perturbations respectives des interfaces situées en +Yo et
-Yo). La position de l'interface perturbée Yi est donc donnée par

y;(U+EU')=±yo ± Eh±(x,z,t) (2.40)

En remplaçant les développements (2.36-2.37) dans (2.34), on déduit les équations aux
perturbations linéarisées, soit:

u' + v' +"W' = 0x y z

B
[

, , '], " , 1 2' Uxx +Uzz - Vyx
Ut = -UUx - v Uy - Px + Re Vu + Re IDUI '

(2.41)

(2.42)

(2.43), ,,1 2' B [d ( 2V~) v~z + "W~z]
v t = -Uvx - Py + Re V v + Re dy IDUI + IDUI '

,,' _ -U " _, ~V2' ~ [~(V~+"W~) "W~x+U~x+2"W~z]
wt - '/Lx Pz + Re W + Re dy IDUI + IDUI .

(2.44)

On introduit la convention de notation de dérivée partielle d'une grandeur f relative

ment à la variable x, selon fx == ~;. Les équations (2.41-2.44) décrivent l'évolution

de la perturbation de la vitesse et de la pression dans les deux régi nt; cisaillées
[-Yo, -1] U[yo, 1].
On complète la formulation du problème par les conditions aux limite' dans ce qui uit.

2.3.1 Conditions aux limites

Les conditions aux limites pour la perturbation sont obtenues à partir de considérations
suivantes:
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- sur les parois, les conditions d'adhérence du fluide donnent:

u'(x, ±1, z) = 0

- à l'interface y = y; = ±Yo ± Eh±(x, z, t), où T = TO on a :

'Yij (U + EU') = 0 , Vi, j = 1, 2, 3
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(2.45)

(2.46)

Les indices 1, 2 et 3 correspondent respectivement aux directions x, y et z.
Un développement de Taylor à l'ordre 1 combiné avec la condition 'Yij(U) = 0 en y = Yo
conduit à

U~(x, ±Yo, z, t) = v~(x, ±Yo,z, t) = w~(x, ±Yo, z, t) = 0,

u~(x, ±Yo, z, t) + w~(x, ±Yo, z, t) = 0,

w~(x, ±Yo, z, t) + v~(x, ±Yo, z, t) = 0,

'( ) '( ) ±2h±(x,z,t)Vx x,±yo,z,t +uy x,±yo,z,t = ( )?'
1 - Yo -

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

A cela, il faut ajouter les trois conditions aux lirnites déduites de l'équation de mouve
ment de la zone bouchon (2.18) combinée avec la continuité des vitesses à la traversée
de l'interface:

B 1 jX j2Ut(x, ±Yo, t) = R 2 XZ [h+(x, z, t) + h-(x, z, t)]dxdz,
eyo -x -2

1 1 jX j2Vt(x,±yo,t) = - XZ [P(x,-yo,z,t) -p(x,yo,z,t)]dxdz,
Yo -x -2

(2.51)

(2.52)

(2.53)

Ces expres ions résultent de la linéarisation de l'équation (2.18), et sont établies dans
l'Annexe B. La perturbation (EU', Ep') est supposée périodique dans les directions x et
z, de périodes respectives 2X et 2Z.
En fait, la zone bouchon ne peut avoir qu'un mouvement de tran 'lation et la 'ondi
tion 'Yij = 0 à l'intérieur de celle ci signifie que les composantes de (U + EU') sont
indépendantes des coordonnées spatiales. En particulier, en utilisant la continuité des
vitesse à travers l'interface (côté liquide), on peut écrire

:x (U + EU') = :z (U + EU') = 0 à Y = y; (2.54)
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En 'ombillant les équations (2.47)-(2.50) et(2.54), les conditions aux limites à l'interface
s'écrivent finalement:

u~(x, ±Yo, z, t) = u~(x, ±Yo, z, t) = 0,

v~(x, ±Yo, z, t) = v~(x, ±Yo, z, t) = v~(x, ±Yo, z, t) = 0,

w~(x, ±Yo, z, t) = w~(x, ±Yo, z, t) = w~(x, ±Yo, z, t) = 0,

1 ±2h±
uy = (1 _ YO)2 .

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

Les équations (2.41)- (2.44) associées aux conditions aux limites aux parois et sur les
surfaces seuil, décrivent complètement l'évolution temporelle et spatiale d'une pertur
bation arbitraire infinitésimale dans les deux régions cisaillées [-1, -Yo] et [Yo, 1].

2.3.2 Problème aux valeurs initiales

Les équations aux perturbations linéarisées (2.41-2.44) étant invariantes dans les di
rections x et z, il s'en suit que toute solution peut être écrite sous la forme d'une
superposition de modes de Fourier complexes

(ul, Vi, Wl, pl, h±) = (u(y, t), u(y, t), w(y, t), p(y, t), h±(t)) ei (ax+13z) , (2.59)

(2.60)

(2.61)

avec u, u, w et p des amplitudes complexes, a et {3 sont les nombres d'onde dans les
directions axiale et transver ale. Ces derniers sont réels lorsqu'il s'agit de la stabilité
temporelle et complexe dan le cas de la stabilité spatiale.
En remplacant (2.59) dans (2.41-2.44), les équations de l'evolution linéaire de la pertur
bation peuvent alors s'écrire ous la forme du problème aux valeur' initiales uivant:

i[au + {3w] + Du = 0,

. . 1 B [_(a2 + 2)U - iaDV]
Ut = -'taUu - uDU - zap + Re Fu + Re IDUI '

. 1 B [ (2 DU) _{32 v + i{3DW]
Vt=-'taUu-Dp+ReFv+Re D IDUI + IDUI ' (2.62)

__ . U -'{3 ~ 'L.. ~ [D (i{3U + Dw) _ (a
2+ {32) W + i{3DU]

Wt - 'ta w 't p+ Re JW + Re IDUI IDUI
(2.63)

avec F == D2 - k2
, et k2 = a2 + {32.

Les conditions aux parois (2.45) et aux interfaces ((2.55)-(2.58)) combinées avec (2.59)
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pour a ou (3 =1- 0, conduisent à

u(±I) = v(±I) = w(±I) = 0,

u(±Ya) = v(±Ya) = w(±Ya) = 0,

DV(±Ya) = DW(±Ya) = 0, DU(±Ya) = -h± D2U(±Ya) ,

associées aux conditions initiales :

U(y, t = 0) = Ua(Y)

V(y, t = 0) = Va(Y) ,

W(y, t = 0) = Wa(Y) .
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(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

On se retrouve avec six conditions aux limites aux interfaces. Les trois conditions aux
limites de type Dirichletu = v = w = 0, proviennent de l'équation du mouvement de la
zone bouchon. Les deux conditions de type Neumann, Dv = Dw = 0, sont nécessaires
pour palier la singularité DU = 0 au dénominateur dans les équations (2.61-2.63). La
dernière condition DU(±Ya) = -h±D2U(±Ya), est en fait une condition sur h et non
sur u. Ainsi, le problème est bien posé.

Il est intéressant de noter que la zone bouchon n'est pas accélérée par une perturbation
infinitésimale du fait de la condition (2.65). Par conséquent, les deux régions [-1, -Ya]
et [Ya, 1] où le fluide est cisaillé sont séparées par la zone bouchon dont le mouvement
n'est pas perturbé. Les deux régions [-1, -Ya] et [Ya, 1] sont donc équivalentes et il
est suffisant, pour examiner le problème de stabilité, de ne considérer que le domaine
[Ya, 1] .

Le système (2.60-2.63) peut être réduit à deux équations qui peuvent s'exprimer en
terme deu et v si (3 =1- 0 ou v et w si a =1- O. En revanche, le système homologue pour
un fluide Newtonien est formul' en fonction de la composante normale de la vitesse

v et de la vorticité normale TJ, définie par TJ = ~~ - ~~, quel que soit (a, (3). Il n'a

pa' été possible dans le cas pré ent d'utiliser cette formulation à cause des termes en
Bingham.
Nous présentons dans ce qui suit les deux formulations, appelées (v, w) et (u, v) :

FO'rmulation (v, w)

En supposant que 0: =1- 0, on élimineu de l'équation (2.60), et la pression résultant de
(2.61) est remplacée dans (2.62) et (2.63). Ce manipulations condui ent aux équations
suivantes formulées seulement en v et w :

(2.70)
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que l'on peut écrire symboliquement

avec les termes
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(2.71)

. [(k
2
+a

2
) D 2 ( 1 )]

L3vw = (3 DF - za(3 Re (U D - DU) - B (3 IDUI + a D IDUI

(2.74)

[
2 D

2
k

4
( 1 ) ]·2 2· a - 2

L4vw = zk F + aReUk + zB IDUI + a D IDUI D (2.75)

On peut noter que lorsque (3 = 0, il n'y a pa de couplage entre les composantes v et
w.

Fo'rmulation (u, v)

De la même manière, le problème peut être écrit en u et v, en élimina.nt w et p dans
les équations (2.60-2.63), avec l'hypothèse que (3 =1= 0 :

. (LIUV L2UV) ( U ) d ( k
2

Re -i a Re D ) ( u )
-z L3uv L4uv V = dt a Re D -i Re (D2 - (32) V

sy tème qui peut encore être mis ous la forme:

(2.76)

(2.77)
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où,

L3uv = i a D F + a 2Re (UD + DU) +

[
D3 - a

2

D (1) (( 1) )]
iaB IDUI + D IDUI F + D D IDUI D

2.3.3 Problème aux valeurs propres
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(2.7 )

(2.79)

(2. 0)

(2. 1)

Les équation et les conditions aux limites as 'ociées décrivent complètement l'évolution
d'une perturbation arbitraire infinitésimale daus le temps et l'espace. L'approche clas
sique pour la résolution de tels problèmes de stabilité est l'approche modale. Elle
consiste à réduire un problème aux valeurs initiales en un problème aux valeurs propres.
Une solution du problème aux valeurs initiales (2.71) ou (2.77) s'écrit sous la forme

q = qexp ( -i Ct) , (2.82)

où le vecteur ij représente le vecteur (û, vl ou (v, wl, qui sont les amplitudes com
plexes de la perturbation. Nous supposons que la perturbation e développe dans le
temps, et donc la fréquence de l'onde C = Cr +iCi est complexe et les nombres d'ondes
a et (3 ont réels. La valeur de Ci est le taux d'amplification ou d'amortissement de

l'onde et (a2~ (32) est sa vitesse de phase. L'angle entre la direction de propagation

de l'onde et la direction axiale x est 4> = arctan((3/a) .
En remplaçant (2. 2) dans (2.77) et (2.71), les problèmes aux valeurs propres suivants
sont obtenus :

[uv (û,vl = C M uv (û,vl,

(2. 3)

(2.84)
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Le concept de la tabilité temporelle dans l'espace spectral est défini comme suit: s'il
existe des valeurs propres complexes C = Cr +i Ci de l'équation (2.83) ou (2.84) telles
que Ci > 0, pour 0: et f3 réels donnés, l'écoulement de base est linéairement instable.
Si Ci < 0, l'écoulement est dit stable pour de petites perturbations. Et finalement, si
Ci = 0, on dit que le système est neutre.

2.4 Résolution numérique

Pour la résolution numérique du problème aux valeurs propres, il existe deux concepts
généraux. La première méthode est une méthode locale. Elle consiste à injecter une
valeur propre approximative dans le problème aux valeurs propre et à résoudre ce der
nier comme un problème aux valeurs initiales. La solution exacte de la valeur propre
est ajustée par une méthode itérative de manière à satisfaire les conditions aux limites.
La procédure d'itération utilisée peut être accélérée par des méthodes d'approxima
tion successives usuelles. Cette méthode présente l'avantage d'être dotée d'une grande
précision, mais elle ne permet de calculer qu'une seule valeur propre à la fois.

La deuxième méthode est une méthode globale. Elle utilise l'opérateur discrétisé qui
est injecté dans un solveur de valeurs propres. Il en résulte un spectre constitué de
l'ensemble des valeurs propres de l'opérateur d'évolution. Les méthodes des différences
finies sont parmi les premières à être mises en oeuvre pour la discrétisation du problème
aux valeurs propres. Thomas[63] fut le premier à résoudre numériquement l'équation
d'Orr-Sommerfeld en utilisant la méthode des différences finies du quatrième ordre. La
ré olution de équations matricielles obtenues a été effectuée paJ'la méthode d'élimination
de Gauss. Bien que les résultats soient satisfaisants comparés aux résultats analytiques
de Lin [37], ces méthodes se sont révélée limitées dans leur utilisation, et des méthodes
plus avancées telles que les éléments finis et des méthodes spectrales ont été propo ées. Il
s'agit de développer la solution approchée cPk de la solution exacte cP en séries tronquées
dans une base appropriée de fonctions connues Ni, c'e t à dire

k

cPk = LaiNi'
i=l

(2. 5)

La substitution du développement 2.85 dans le problème aux valeurs propres, conduit
à une matrice d'un problème aux valeurs propres généralisé de la forme

Ax = /\Bx. (2. 6)

Selon le choix de la base d s fonctions Ni, différents schémas de discrétisation sont
obtenus: le choix d'une base globale de fonctions Ni infiniment différentiables, conduit
aux méthodes spectrales, tandis que la définition d'une base de fonction. Ni locales, est
une caractéristique des méthodes d'éléments finis. Gottlieb et Orszag [23] ont passé en
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(2.87)

revue les différents aspects de la théorie et applications des méthodes spectrales. Parmi
les méthodes spectrales, trois formulations sont couramment utilisées selon le choL,{ des
fonctions test (le fonctions test sont choisies en fonction de la nature de l'opérateur) :
la méthode de Galerkin, la méthode de collocation et la méthode Tau. Orszag [48]
utilise le developpement en polynômes de Tchebychev et la méthode Tau, pour trans
former l équation d'arr-Sommerfeld sous la forme matricielle (2.86), cette dernière est
résolue ensuite par l'algorithme Q-R. Ses résultats sont d'une grande précision; depuis,
cette procédure a été souvent appliquée. En particulier, depuis le développement de
la mise en oeuvre de méthode de transformations rapides, des méthodes spectrales
basées sur les polynômes de Tchebychev sont devenues l'outil favori pour la résolution
des problèmes d'instabilité en mécanique des fluides.

Aussi bien la méthode aux différences finies que la méthode spectrale basée sur les
polynômes de Tchebychev ont été appliquées dans notre situation. L'algorithme basé
sur la méthode des différences finies du quatrième ordre de Kurtz et Crandall [36] a
dejà été utilisée recemment par Kabouya et NouaI' [33] dans le cas de la résolution de
l'équation d'arr Sommerfeld d'un écoulement de Poiseuille en conduite annulaire pour
un fluide de Bingham. Les résultats donnent un accord satisfaisant en comparaison
avec ceux obtenus par les méthodes spectrales pour le cas d'un fluide Newtonieu.
Dan ce qui suit, nous allons décrire l'algorithme de la méthode qui se révèle être la
plus efficace pour la détermination des valeurs propres dans les problèmes de stabilité
hydrodynamique. Il s'agit de la méthode de collocation utilisant les polynômes de Che
bychev. Actuellement, cette méthode constitue l'approche standard pour la résolution
de l'équation d'arr-Sommerfeld en raison de sa rapidité, de sa précision et de la sim
pli 'ité de sa mise en oeuvre. Les polynômes de Chebychev sont définis dans l'intervalle
[-1, 1] par

Si
ç = cosq;, (2.88)

alors (2. 7) s'écrit aussi
Tn(ç) = cosnq; (2.89)

Les points de collocation çj sont detenninés par les extrema du ième polynôme de
Chebychev reteuu de la série tronquée, et sont définis par

7fJçj = cos N j = 0,1, .... , N, (2.90)

où la paroi et l'interface correspondent aux valeurs de j 0 et N respectivement. n po
lynôme d'interpolation est construit en termes de valeurs des variables de l'écoulement
aux points de collocation, en utilisant les séries tronquées de ChelJytllev.
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Nous allons montrer un exemple de l'application de cette méthode: si la variable u est
représentée par :

N

u(ç) = L anTn(ç)·
n=O

la dérivée première de u s'écrit alors

(2.91)

(2.92)

(2.93)

j = 0, ... , N, où A jk et B jk sont les éléments de la matrice dérivée et sont donnés dans
[?] par

(2.94)

(2.95)

avec
(2.96)

et
(2.97)

En utilisant la relation (2.97), les dérivées d'ordre supérieur sont obtenues.
En écrivant les équations (2. 3) ou (2.84) ou (2.64-2.69) en terme de variable de Che
bychev évalués aux points de collocation, on aboutit à. un problème aux valeurs propres
généralisé de la forme

AX=CBX. (2.98)

Le vecteur X est constitué des composantes de (u, V)T, (v, W)T ou (u, v, W, p)T (se
lon la formulation) sur une base de polynômes de Tchebychev. Les matrices A et B
sont des matrices carrées de dimensions 2(N + 1) pour les formulations (u, v) et (v,
w), et 4(N + 1) pour la formulation primitive (u, v, w, p). Les conditions aux limites
sont contenues dans les premières et dernières lignes de la matrice B. Du fait que les
conditions alL'<: limites ne contiennent pas la valeur propre C alors les mêmes lignes
dan la matrice A sont choisies en termes de multiple complexe des lignes de B cor
respondantes. En choisissant correctement le multiple complexe, les valeurs propres
aberrantes associées pourront être facilement localisées dans le plan complexe.
Il est cependant important de noter que pour la formulation (u, v, w, p), la matrice B
est singulière. Une alternative permettant de contourner cette singularité est d'intro
duire un terme ,CPj dCU1S l'équation de continuité (2.60) (Malik et PolI [41]). Ce terme
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supplémentaire rajouté artificiellement transforme entièrement le problème (2.60-2.69)
en problème aux valeurs propres. La valeur attribuée au paramètre 1 est extrêmement
petite, par conséquent cela génère de grandes valeurs pour certaines valeurs propres de
la matrice B-1A. Des tests effectués avec différentes valeurs de 1 ont montré que son
effet est négligeable sur les valeurs propres.
Enfin, le problème aux valeurs propres généralisé résultant est résolu par des soubrou
tines tandaJ'Cls de Matlab. Le code de calcul écrit par S. Reddy est utilisé ici après
quelques légères modifications pour l'adapter à notre problème.

2.4.1 Changement de variables

Le domaine physique dans notre problème étant compris entre Yo et l, des change
ments de variables sont nécessaires afin de pouvoir appliquer la méthode de résolution
numérique. La première étape consiste à transformer le domaine [Yo, 1] en [0,1]. En
effet, du fait de la condition (2.65), les deux régions cisaillées sont découplée ; de plu ,
du fait que la région Yo ne dépend que du nombre de Bingham B, il est pertinent de
transformer le domaine [Yo, 1] en [0, 1]. Les nouveaux paramètres du problème sont,
par conséquent réduits à :

x=x(l-yo), y=y(l-yo)+Yo, z=i(l-yo), t=t(l-yo),

& = Q (1 - Yo), /3 = {3 (1 - Yo), ë = C (1 - Yo) ,

Re = Re (1 - Yo), È = B (1 - Yo)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

L'introduction des variables n ne modifie pas la formulation du problème, mais seule
ment le profil de vitesse de base, qui s'écrira maintenant U = 1 - (Y)2, avec y E [0,1].
La deuxième étape consiste en une simple transformation de la variable y en la variable
Chebychev ç via

ç = 1- 2y (2.102)

Le programme écrit 'ous matlab est celui de Reddy, donné dan [59]. Il a été adapté aux
formulations utilisées, à savoir (u, v, w, p), (u, v) et (v, w) et validé dans U11 premier
temps pour le cas de l'écoulement de Poiseuille plan d'un fluide Newtonien. Les calculs
sont effectués pour Re :s: 4 x 104

, 0.02 :s: È :s: 40, à :s: 10, /3 :s: 10. _ otons que
les solutions abérrantes correspondantes aux conditions aux limites sont certainement
identifiées et par conséquent éliminées. Le nombre de points de collocation utilisé est
suffisant pour obtenir des précisions de 10-6 sur les valeurs de C, et typiquement
N = 75 est un nombre suffisant pour obtenir la. convergence pour Re = 104 à = 1,
/3 = 1 et È = 0.02 ; cependant le nombre de polynômes augmente pour de plu grandes
valeurs de È et de Re.
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La forme de la solution du problème aux valeurs propres, indique que quatre types de
solutions sont possibles selon les valeurs que peuvent prendre les nombres d'onde a et
13:

1. Cas bidimensionnel: a f= 0,13 = 0

li. Cas tridimensionnel: a = 0, 13 f= 0 et a f= 0, 13 f= 0

2.5.1 Perturbation bidimensionelle {3 = 0

Une formulation appropriée pour le cas bidimensionnel /3 = 0, est (v, w). D'après (2.73)
et (2.74), les opérateurs Lcl et Lc2 sont nuls et par conséquent, les opérateurs Los et
L sq sont découplés. Les deux classes de valeurs propres d'Orr-Sommerfeld et de Squire
sont dis ociées, avec

C( -iRe(D2
- (

2
) v

CRea2 w

(2.103)

(2.104)

Les caractéristiques de valeurs propres d'Orr-Sommerfeld et de Squire eront décrites
pour différente valeurs de Ë dans ce paragraphe.

2.5.1.1 Modes d'Orr-Sommerfeld

La figure (2.4) montre les valeurs propres d'Orr-Sommerfeld, pour à 1, /3 = 0,
Re = 104 et Ë = 2, Yo = 0.5; le nombre de polynômes utilisés est N = 75. Trois
familles de modes propres peuvent être distinguées dans le ·pectre. En adoptant la
notation proposée par Mack [40], ces familles sont notée A, P et S. La famille A
est la famille des modes dits pariétaux, ils sont associés aux petites vitesses de phase
(èr ~ 0), rencontrés au voisinage de la paroi. Les valeurs propres de cette famille sont
distribuées le long de deux branches, upérieure et inférieure.
La famille P, correspond à la vitesse de phase (èr ~ 1). Ils sont rencontrés au voisinage
de l'interface et seront appelés par la suite modes d'interface. Comme pour la famille
A, ils sont distribués le long de deux branches, inférieure et supérieure.
Enfin, la famille S est caractérisée par une vitesse de phase (èr = 2/3). Elle représente
les modes transportés par l'écoulement moyen. Le mode le moin stable e t un mode
pariétal appartenant à la branche supérieure de la famille A., et il est donné par
è = 0.2769 - 0.0510i.
Contrairement à l'écoulement de Poi euille plan d'un fluide de Bingham, les modes
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propres de la famille P sont distribués sur une seule branche pour un fluide Newtonien.
En fait, l'apparition d'une seconde branche est une conséquence des conditions aux li
mites imposées sur v, à savoir v = O. En effet, en maintenant les conditions aux limites
associées à un fluide de Bingham et en annulant artificiellement E dans l'opérateur
d'arr-Sommerfeld, le même spectre est obtenu.
Les formes typiques des fonctions propres issues des modes de chaque branche A, P, S,
sont données par la figure (2.5). Nous avons representé les parties réelles et imaginaires
ainsi que leurs modules. Comme on pouvait s y attendre, les fonctions propres de la
famille A, présentent un maximum au voisinage de paroi y = 1, et s'atténuent vers
l'interface. La famille P, présente un maximum au voisinage de l'interface y = 0 et
décroît vers la paroi.

Les variations de taux d'amplification temporelle Ci et de la vitesse de phase Cr des
six premières valeurs propres, sont représentées en fonction du nombre de Reynolds sur
la figure (2.6) pour E = 2 et li = 1.
La méthode utilisée pour le suivi des valeurs propres est la suivante : à des nombres
de Reynolds suffisamment grands, les modes se divisent en deux groupes : soit des
modes rapides A, soit de modes lents P. La distinction entre les delL'C groupes est bien
évidente par leur vitesse de phase. Chaque mode est alors suivi pm' sa vitesse d'onde
(Cr' Ci), au fur et à mesure que Re diminue en préservant bien l'identité de chaque
mode lorsque un mode croise un autre.

- -1/3
On retrouve pour de grands nombres de Reynolds, les évolutions en Re des modes

- -1/2
pariétaux A, et en Re pour les modes d'interface P, et pour de faibles nombres de
Reynolds des évolutions en Re-1. Ces mêmes évolutions sont aussi obtenues dans le
cas du Poiseuille plan ewtonien.
Pour les paramètres utilisés, le mode le moins stable e't un mode pariétal A (voir
courbes (2) de la figure (2.630 et b)) pour Re < 11060, qui devient un mode interfacial
P pour Re > 11060 (voir courbes (1) de la figure (2.6)).

Le nombre de Reynolds pour lequel s'effectue cet échange du mode le moins stable
varie en fonction du nombre de Bingham. En effet, des calculs effectués pour différentes
valeurs de E, indiquent que pour de faibles valeurs de Re, le mode le moins table est
pariétal, et que pour des Re suffisamment grands, le mode le moins stable est interfacial.
Le nombre de Reynolds pour lequel s'effectue l'échange augumente lorsque le nombre
de Bingham augmente également.

Afin d'observer l'eflet du nombre de Bingham sur la distribution des valeurs propres,
nous avons effectué des cal'ul' pour E = 2, 20, 40,(fig 2.7). On note une diminution
importante des valeurs propres des modes P, tandis que les modes il. sont légèrement
sensibles. Ceci n'est pas surprenant, étant donné que la viscosité de l'écoulement de
base e t plus sensible à E à proximité de lïnterfa'e qu'à la pami.
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Les résultats observés précédemment peuvent être illustrés par la. figure (2. ), où l'on
repreésente dans un plan (Re, Ë) le contours ë i . Pour cha.que contour, Re augmente
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avec È. Ce résultat confirme l'effet stabilisant du nombre de Bingham. La modification
des pentes observée sur certains contours isova.leurs de ë i correspond au passage du
mode le moins stable de la famille A à la famille P. Par exemple, pour È = 2, le mode
le moin stable est un mode pariétal pour Re < 11060 et un mode interfacial pour
Re> 11060.

~inalement, pour l~s paramètres donnés précédemment, à savoir Re :S 4 x 104 ,0.02 :S
B :S 40, à :S 10, {3 :S 10, aucune instabilité n'a été trouvée. Notons cependant que
même pour de très faibles valeurs de È i.e. È « l, l'écoulement reste linéairement
stable, aloI' que pour un écoulement plan de Poiseuille d'un fluide l ewtollien B = 0,
un mode pariétal quitte le demi plan Ci < 0, et l'écoulement devient instable pour
Rec = 5772.2, Q = 1.02 (Orszag)[48]. Ce comportement singulier, ou cette disconti
nuité à la limite B = 0, peut s'interpréter par le fait que dans le cadre de la stabilité
linéaire, il est supposé implicitement que la perturbation est infinitésimale par rap
port à toutes les échelles de l'écoulement, en particulier E = o(È). Comme Ya = O(È)
d'aprè (2.2 ), on en déduit alors E = o(Ya). Par conséquent, 1interface e't linéairement
perturbée et la zone isovitesse demeure intacte.
En fait, dans le domaine [0, 1], l'écoulement peut être considéré comme la superpo
sition des écoulements de Couette et de Poiseuille : comme la perturbation est nulle
à l'interface, tout se passe comme si l'interface etait rigide et se déplaçait à vitesse
constante Uc = 1. Ce point de vue nous amène à considérer l'écoulement du fluide de
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Bingham entre l'interface et la paroi comme celui d'un écoulement composé Couette
Poiseuille voir figure (2.9), 1 - y2 = Uc(1- y) + 4Up (Y - y2) avec Uc = 1 et Up = 1/4,
soit un rapport Uc/Up = 4. Il est connu que l'écoulement de Poiseuille est linéairement
instable au-delà d'un nombre de Reynolds Rec = 5772, tandis que l'écoulement de
Couette est linéairement stable et le nombre de Reynolds critique est infini. La com
binaison des deux écoulements est de plus en plus stable, au fur et à mesure que la
compo ante couette Uc augmente depuis la valeur nulle. Potter [52] a étudié la tabi
lité linéaire de l'écoulement de Couette Poiseuille d'un fluide ewtonien dans le cas
d'une perturbation bidimensionnelle. Il a obtenu l'équation d'arr-Sommerfeld associée
aux conditions aux limites suivantes pour la composante normale de la vitesse y = 0,
v = Dv = 0 et en y = 1, v = Dv = O. Il a montré que la superposition de l'écoulement
de Couette et de Poiseuille a un effet stabilisant, gouverné par le rapport Uc/Up : cet
effet e t d'autant plus prononcé que le rapport Uc/Up est grand. En particulier, lorsque
Uc/Up > 0.7, l'écoulement est linéairement stable. On note l'analogie avec l'écoulement
de Poiseuille d'un fluide de Bingham dans la zone cisaillée [0, 1], dont le profil de vi
tesse de base coïncide avec l'écoulement composé dans le cas particulier Uc/Up = 4. Les
conditions aux limites sur la perturbation étant identiques, les conditions de stabilité
sont également les mêmes.
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Les modes de Squire sont calculés à partir de l'équation (2.75) et présentés par la
figure (2.10) pour différents nombres de Bingham, B = 0.2, 2, 20, 40. L'allure du
spectre est classique, c'est à dire qualitativement similaire à celle de l'écoulement de
Poiseuille plan pour un fluide Newtonien. Cependant, le nombre de modes .9iminue au
fur et à mesure que le nombre de Billgham augmente. Par exemple, pour B = 2, nou'
obtenons par le calcul cinq modes sur la branche droite tandis que pour B = 40 nous
obtenons un seul mode. On remarque aus i le déplacement vers l'axe èr = 0 du tronc
(dénomination réservée à la branche verticale du spectre des modes de Squire), lorsque
B augmente. En utilisant une formulation variationnelle similaire à celle de Schmid
et Henningson [59], on montre que les modes de Squire sont toujours amortis. En
multipliant l'équation (2.75) par le complexe conjugué de la composante longitudinale
de la vitesse de perturbation w', et en intégrant ensuite dans un domaine [0, 1], on
montre que

1 11 - - k211---- Dw Dw' di} - -_- ww*dy
Re 0 Re 0

B 11 Dw D'11)* + ww* _
----- 1_ 1 dy < 0,

k2 Re 0 DU

(2.105)

et

è r 11 ww*di} = à 11 Ùww*di}. (2.106)

D'après l'équation (2.105) on déduit que la partie imaginaire des modes de Squire est
toujour négative et que B a un effet de plus en plus stabilisant.

2.5.2 Perturbation tridimensionelle {3 =1- 0

On rappelle que le théorème de Squire ne peut pas être appliqué dans le cas d'un fluide
de Bingham, du fait de la présence des termes en Bingham. On présentera dans un
premier temps les résulat· obtenu pour Q = 0, en uite pour Q 0:1 o.

Cas Q = 0
La formulation (u, v) sera appropriée dans le cas Q = 0; elle se réduit à :

(D2
- (32) lI, - Re DU v = -iReOu +~ {32 u

IDUI

(D' _/3')' v= iCRe (D' -/3') v+ B[(D;;~')'] v

(2.107)

(2.108)
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FIG. 2.10: Spectre des valeurs pmpTes SQ po'u'r a = 1, /3 = 0, Re = 104
, B = 0.2, 2,

20,40

Les modes propres solutions du système sont couplés par le terme (-ReDU), ce qui
implique que la solution de (2.107) dépend de la solution de (2.10 ), sauf si v = O.
Comme pour un écoulement de Poiseuille plan d'un fluide Newtonien, la forme du
spectre consiste en une branche émanant de l'origine, comme le montre l'exemple de
la figure (2.11) pour (3 = 1, Ë = 2 et Re = 10000. En suivant la même méthode que
pour des perturbations axiales, on peut montrer que les solutions des équations (2.107)
et (2.108) sont imaginaires et sont toujours négatives et constituent donc des modes
amortis. Une solution asymptotique peut être obtenue pour des grands nombres de
Reynolds Re et des faibles Ë :
pour les modes de Squire :

. n 2 7[2 + (32
C=-1,---

Re

Pour l'équation (2.108) :

n = 0,1,2... (2.109)

i
C = -- (W2 + (32) ,

Re

où west la solution de l'équation transcendantale:

w tanw - ,6 tanh(3 = 0,

w cotw - (3 coth(3 = O.

(2.110)

(2.111)

(2.112)

Cas (ex =1= 0, (3 =1= 0)
Dans cette situation, les deux formulations sont valables, au si bien (u, ·v) que (v, w)
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et on opte pour la formulation (v, w) dans la suite. Les fonctions propres v et w sont
couplées via les termes de Bingham impliqués dans les Eqs (2.70) et (2.76).
Les figures (2.12) et (2.13) montrent un spectre de valeur propres obtenu respective
ment pour Ë = 0.02 et Ë = 2, et les paramètres suivants Re = 10000, & = !J = l.
Comme pour le cas bidimensionnel, le mode le moins table pour des valeur suffisam
ment grandes de Re est un mode rapide.
Le suivi des valeurs propres est aussi representé sur la figure (2.14). Cette fois ci on
n'observe pas d'échange entre les deux premiers modes les moins stables mais entre le
second et troisième mode. Les modes propres Squire et OS sont couplés, par conséquent
il est difficile de les distinguer. Néanmoins, comme pour la situation bidimensionnelle,
nous n'avons pas trouvé d'in tabilité.

S.C.D. • U.H.P. NANCY 1
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L'écoulement de Poiseuille plan d'un fluide de Bingham e t linéairement stable. Ce
résultat de stabilité peut être généralisé au cas de l'écoulement de Poiseuille d'un fluide
de Bingham dans des conduites circulaires ou annulaires. Il peut être aussi étendu aux
modèles d'Herschel-Bulkley ou de Casson. En fait, ce résultat est Ulle conséquence des
conditions aux limites à l'interface où la perturbation s'annule. L'augmentation du
nombre de Bingham contribue davantage à la stabilité. Le dédoublement de la branche
S du spectre est probablement dû à l'effet de la rhéofluidification. Le comportement
singulier à la limite B = 0 est une conséquence des hypothèses de stabilité linéaire.
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Chapitre 3

Analyse non modale

3.1 Motivations

Lor 'qu'on analyse dans le cas d'une perturbation approximativement linéaire, la réponse
d'un écoulement à une perturbation donnée, il faut considérer deux cas: oit on étudie
la réponse asymptotique à cette perturbation, auquel cas la nature de la perturbation
initiale est secondaire. Il est alors loisible de ne prendre en compte que le mode le moins
stable puisqu'il domine la dynamique asymptotique. Soit on étudie le régime transitoire,
et dans ce cas la nature de la perturbation initiale est importante; la représentation avec
un seul mode fût-il le moins table n'est plus représentative de l'évolution temporelle
de la perturbation. En effet, si l'on désire perturber de manière optimale l'écoulement,
il est préférable de choisir une perturbation initiale qui contienne les autres modes du
spectre plutôt que de concentrer l'énergie initiale dans un seul mode. De telle per
turbations peuvent augmenter de manière significative pendant un temps fini, même
pour des écoulements linéairement stables. Par exemple, dans le ClotS de l'écoulement
de Hagen Poiseuille qui est linéairement stable, Schmid et Henningson [-8] obtiennent
une amplification de l'énergie cinétique de la perturbation d'un facteur de 630 pour
un nombre de Reynolds de 3000. Cette amplification d'énergie a été obtenue pour
des nombres d'onde axial et transversal respectifs Q = 0 et {3 = 2.04, et une durée
égale à 228. Si cette amplification est importante, des ondes non linéaire apparai sent
dans l'écoulernellt. De plus, de telles amplifications peuvent être à l'origine de la tran
sition laminaire turbulent. La croissance transitoire de l'énergie peut être expliquée
en considérant le cas d'une perturbation bidimensionnelle. Dans cette situation, une
perturbation initiale de longueur d'onde 27f / Q peut être décomposée sur un . ba.se de
fonctions propres Vi de l'opérateur d'Orr-Sommerfeld

v = Re [f aj [vJ(y)e-iCjt] eiO:X
]

J=l

(3.1)
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(3.2)u = Re [L ~aj [Dûj(y)e-iCjtJ ei=]
J=l

En pratique, on considère uniquement les N premiers modes rangés dans le sens de plus
grande stabilité. L'amplitude de la perturbation est évaluée par son énergie cinétique
moyenne E sur le volume [Ya, 1] x [0, 2n-ja] x 1

E = t12n

/

Q [i: [u
2+ V2J dY] dx

En utilisant les expressions (3.1) et (3.2), on obtient

(3.3)

(3.4)1 NN . *[ 1 ]
E = 4(1 _ Ya) f; f; aja~e-'(CrCk)t 'Ûj(Y)'ÛZ(y) + a2DÛj (Y) * Dv;(y) dy

On introduit le vecteur 'l/; = (û, 'Û)T et 'l/;j = (Ûj, vjf et on définit le produit scalaire

Ainsi l'équation (3.4) de l'énergie devient

N N

E = L L aja~e-i(ë'j-ëZ)t ('l/;k, 'l/;j).
j=l k=l

(3.5)

(3.6)

Lorsque les modes normaux ont orthogonaux, les produits scalaires ('l/;k, 'I/)j) sont nuls
pour k =1= j et l'énergie cinétique de la perturbation se réduit à la somme des énergies
pour chaque mode. Par contre, lorsque les modes ne sont pas orthogonaux, des in
terférence positives dûe à la différence de phase des perturbations peuvent se pro
duire, condui ant à une augmentation transitoire de l'énergie. Cet accroissement de
l'énergie de la perturbation doit bien sûr être prélevé à l'écoulement de base, ce dernier
étant maintenu grâce à un gradient de pression imposé. ne illustration géométrique
de l'augmentation transitoire d'amplitude de la perturbation est donnée par la figure
(3.1). Elle montre clairement que la somme de deux vecteurs non orthogonaux dont le
module de chacun décroît exponentiellement dans le temp peut avoir un module qui
augmente aux temps courts.
Dans ce chapitre, on se propose de caractériser l'effet du nombre de Bingham sur l'am
plification de l'énergie, caractérisée par le facteur E(t)jE(O). On examine tout d'abord
la nature de l'opérateur d'évolution (2.71) ou (2.77), en utilisant la notion de pseudos
pectre que l'on définira. Ensuite, on pré entera la procédure de calcul de la croissance
transitoire de l'énergie, puis on évalura les perturbations optimales suceptibles de four
nir une croissance transitoire optimale et enfin on présentera leur fürmes en fonction
du nombre de Bingham.
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FIG. 3.1: Illustmtion de l'augmentation de l'énergie tmnsitoi're d'Ûe à la superposition
de deu.'t vecteu'rs (courbe 'rOuge)

3.2 Pseudospectre

ous allon , à présent, rappeller des détails théoriques relatifs à la non normalité, [64],
[65], [55], [5 J. Par définition, l'opérateur 1: est non-normal s'il est constitué d'une base
complète l de vecteurs pl'Opres non orthogonaux, et s'il satisfait la condition

(3.7)

En d'autres termes, 1: ne commute pas avec l'opérateur adjoint as 'ocié. n E-pseudospectre
de l'opérateur 1: est défini comme étant le spectre de tous les opérateurs (1: + E), où
IIEII ::s E, quel que soit E~ 0 [65].

Définition: Le pseudo spectre, noté Ai (1:), est l'ensemble des valeurs complexes z (pa
ramétré par E), satisfaisant à l une ou l'autre des définitions équivalentes uivantes:

Définition 1 : z est une pseudo valeur pl'Opre d'un opérateur A si elle est valeur pl'Opre
de À = A + E, où E est une matrice de perturuation, avec IIEII ::s Epour E~ O.

Définition II : z est une pseudo valeur propre d'ull opérateur A si elle sati fait

(3.8)

1Pour des domaines bornés, la complétude a été prouvée par Schensted [57] et Diprima et
Habetler[14]
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L'équivalence des deux définitions précédentes a été démontrée par Reddy (1995) [54].
En fait, la première définition relie le E-pseudospectre au spectre d'une matrice per
turbée de manière aléatoire. z est une E-pseudovaleur propre de A, si elle est une valeur
propre exacte de A + E, où E est une matrice aléatoire de norme inférieure ou égale à
E. La seconde définition utilise la norme du résolvant R(z) = (zI - A)-I, qui est défini
de manière continue dans le plan complexe à l'exception du spectre de A, car, en ces
points, le résolvant tend vers l'infini. Pour de valeurs finies mais grandes de la nonne
du resolvant, z est définie comme une E- valeur propre de A, telle que E= 1/IIR(z)ll.
Si .c est normal, les pseudospectres sont constitués pal' un ensemble de régions circu
laires de rayon Eet centrées sur les valeurs propres de .c. Si .c est non-normal, alors de
déviations peuvent avoir lieu et, en général, elles sont plus grandes pour un E donné.
Finalement, le pseudospectre e t un moyen pour analyser la nature de l'opérateur mis
en oeuvre.
En utilisant la définition l, nous avons approximé le E-pseudospectre pour E = 10-6 ,

en calculant les valeurs propres d'une centaine de matrices perturbées .c +E, où E et
une matrice complexe aléatoire, telle que IIEI12 = 10-6 Le résultat de ces calculs est
donné par la figure (3.2), pour à = 1, ~ = 1, Re = 104 et pour B = 2. On remarque
que les valeurs propres se trouvant autour de l'intersection des branches A, P et 5,
sont très sensibles à la perturbation E. En effet, une perturbation d'un facteur 10-6 a
modifié ces valeurs propres d un facteur de l'ordre de l'unité 0(1). Pm' contre, les valeurs
propres se trouvant loin de l'intersection, et en particulier les modes les moins stables,
restent pratiquement insensibles à cette perturbation. Si .c est normal, toutes les va
leurs propres de .c +E seraient distantes à moins de 10-6 des valeurs propres de .c. Le .
résultats les plus intéressants que revèle le pseudospectre donné, sont d'une part, que
l'opérateur .c est non-normal, et que d'autre part, les fonctions propres associées aux
valeurs propres autour de l'intersection des trois branches sont presque linéairement
dépendantes.

3.3 Procédure de calcul de la croissance transitoire

L'évolution au cours du temps de la perturbation peut être caractérisée par l'évolution
temporelle de son énergie cinétique, définie dans le premier paragraphe. En se basant
sur la relation (3.3), on introduit

(ql, q2)E = t (U~U2 + V~V2 + W~W2) dy.JyO

(3.9)
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FIG. 3.2: PSe'udospectre pour à = 1, Ï3 = 1, Re = 10000. Superposition de 100 spectres
de L + E, po'u'r IIEI12 = 10-6

.
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Pour la formulation (u, v), on obtient

et pour la formulation (v, w), en éliminant u, on obtient

56

(3.10)

(3.11)

L'analyse est plus simple en utilisant une approximation discrète: une solution q du
problème aux valeurs initiales linéarisé e t projetée sur la base des fonctions propres q
solutions du problème aux valeurs propres. On considère alors l'espace SM généré par
les NI premières fonctions propres qi correspondant aux NI premières valeurs propres
{Cl, C2 , ... , CM} classées dans l'ordre décroissant de Ci, soit

Une perturbation admissible q peut être approximée par une combinaison linéaire des
M fonctions propres q :

M

q(y, t) = L /1;j(t)<t(y)
j=l

(3.12)

avec (i'\,j) les coefficients (dépendants du temps) du développement de q(y, t) daus
la base des fonctions propres. L'évolution temporelle de ces mêmes coefficients est
gouvernée par l'équation différentielle

avec

di'\,
- = -iA.i'\,
dt '

(3.13)

(3.14)

et A. représente la matrice associée à l'opérateur d'évolution linéaire L 1 , projeté sur le 
pace SM. L 1 est l'opérateur du problème aux valeurs propres généralisé correspondant
à (2.83) ou (2.84), i.e.
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On définit alors L1uv et L1vw les opérateurs respectifs pour les formulations (u, v) et
(v, w). La solution de (3.13) est donnée par

r;,(t) = e(-iAt)K.o, K.o = K.(t = 0). (3.15)

La norme énergie et le produit scalaire associé se reformulent alors aussi en termes de
coefficients de projection r;" en utilisant (3.12). Si q1,q2 E SM, on a alors

(Q1,q2)E = 11
Q~MQ1dy = K.: M 1",1 , 1V1 E CMxM

YO
(3.16)

!vI est une matrice Hermitienne définie positive dont les éléments sont calculés à partir
de

Mij = (et, <t)E = 11

<IF M <t dy

En factorisant M selon M = pHF, (3.16) s'écrit

(Q1, Q2)E = K.rFH FK;2 = (r;,1, K,2)E

et finalement

(3.17)

(3.18)

(3.19)

En définitive, la norme énergie prend une forme simple et peut se calculer par rapport
à la norme 2 de (Pr;,).

Le facteur d'amplification E(t)jE(O) est donc donné par:

g(t) = IIQ(t)111
IIQol11 '

(3.20)

Pour des nombres d'onde a et (3 donnés parmi t utes les combinaisons linéaires pos ibles
des fonctions propres, il existe une perturbation qui fournit le maximum d'amplification
C(t) à un instant t fixé, tel que

_ IIQ(t) IlE 11K.(t)IIE
C(t) = C(a, (3, Re, B, t) = max Il ( )Il = max Il (0) Il (3.21)

q(O)#O Q 0 E ,,(0)#0 K, E

et

max i,'~~t~'i,E = Ilexp (-itA) IlE = IlFexp (-itA) p-
1 112' (3.22)

,,(0)#0 r;, 0 E

On notera cmax la fonction telle que

cmax(a,{3, Re, B) = ~~;:-C(a,{3, Re, B, t), (3.23)
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cmax correspond à la perturbation initiale qui, pour a et (3 donnés, fournit le maximum
d'amplification pour tous les temps t, le temps t pour lequel ce mau'Cimum est atteint
est noté tmax '

La norme 2 (euclidienne) d'une matrice peut être évaluée en utilisant la décompo ition
en valeur singulière (SVD) de la matrice (Fexp(-itA)F- I ). Toute matrice A peut
être décomposée selon

AV = UvV,

où V et U sont des matrices unitaires et West une matri 'e diagonale dont les élem nt
sont le valeurs singulières W = ((JI> ... ,(JM), ordonnées dans le sens croissant. Le
scalaire (JI représente la norme 2 de la matrice A, à laquelle on associe respectivement
les deux premières colonnes UI et VI des matrices U et V) telles que

où VI décrit la condition initiale, qui est amplifiée par un facteur (JI. Suivant cette
méthodologie [58], les coefficients

de la projection de la perturbation initiale qui permettent de déterminer les pertur
bations optimales a sociées à une amplification pmticulière C(t) à un instant t donné
sont exprimés par

3.4 Analyse des perturbations optimales

Les perturbations optimales sont les perturbations initiales capables d'exciter de manière
optimale la croi sance transitoire pour des nombres de Bingham et Reynolds donnés,
dans tout l'espace (a, (3, t). En d'autres termes

Copt(Re, B) = max G(a, (3, Re, B) à t = tOpt ,
0.,(3

(3.24)

où topt est le temps nécessaire pour atteindre le maximum de la croissance transitoire
copt .
Dans cette section, nous allons donc procéder à la recherche des perturbations optimales
bidimen ionnelles et tridimensionnelles et analyser leur formes en fonction du nombre
de Bingham.
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3.4.1 Perturbations bidimensionnelles
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L'analyse portera dans un premier temps sur l'effet des conditions aux limites à l'inter
face, puis sur l'influence du nombre de Bingham pour une perturbation bidimension
nelle pour (3 = O.

3.4.1.1 Effet des conditions aux limites

La figure (3.3) compare l'amplification transitoire optimale obtenue pour un fluide de
Bingham avec B = 0.02, avec celle obtenue pour un fluide Newtonien (B = 0), pour un
nombre de Reynold Re = 5000. Pour Ë = 0.02, la perturbation optimale est obtenue
pour & = 2.23 (a = 2.25), et l'amplification optimale Gopt = 17 est atteinte à l'instant
t Opt = 8.91. Pour le fluide ewtonien B = 0, la perturbation optimale est obtenue
pour a = 1.48, Gopt = 45.6 et topt = 13.75. La courbe d'amplification tran itoire
pour la perturbation optimale dans le cas de l'écoulement composé Couette Poiseuille
d'un fluide Newtonien est presque confondue avec celle correspondant à Ë = 0.02.
Elle n'a donc pas été représentée. On peut noter que l'annulation de la perturbation
à l'interface (effet de conditions aux limites) se traduit par une réduction de 62%
de l'énergie par rapport au cas ewtonien. éanmoins, il est intéressant de remarquer
qu'aux temps courts les deux courbes ont confondues, ce qui indique que le mécanisme
d'amplification de l'énergie est le même, qu'il 'agisse d'un écoulement de Poiseuille plan
ou d'un fluide à seuil avec B « 1.

3.4.1.2 Effet de la dissipation visqueuse

En augmentant le nombre de Bingham, on augmente la dissipation visqueu e, ce qui se
traduit par une rédu -tion de Gopt. Ceci est illustré par les figures (3.4) et (3.5), où G est
représenté en fonction du temps i et t respectivement, pour quatre valeurs de B : 0.02,
2, 8 et 18. Les caractéristiques des perturbations optimales associées sont synthétisées
dans le tableau (3.1). La décroissance G avec i est essentiellement gouvernée par le
mode le moin stable Cimax , ce qui explique le faible écart observé entre les courbe
pour Ë = 0.02 et Ë = 8 pendant leur phase de décroissance (cf figure (3.4)).

La figure (3.5) met clairement en évid nce que Gopt et le temps requis topt diminuent
avec la valeur de B. Ce résultat était prévisible dans la mesure où l'augmention de la
dissipation vi queuse et donc de la vitesse de diffusion expliquent la décrois 'ance de
t Opt et de Gopt. On remarque aussi que la lono'ueur d'onde axiale 27r/a est de plu en
plus courte.
L'évolution de la structure de la perturbation optimale au cours du temp' est illustrée
par la figure 3.6 pour B = 0.02. Nous avons représenté dans le plan (x, y) et sur une
longueur d'onde adimensionnelle de la perturbation 0 :::; x :::; 27r/&, les contour' des



~
~-B=O

3.4 Analyse des perturbations optimales

30
t

40 50 60

60

FIG. 3.3: Amplification de l'énergie de la pe'rtu'rbation a'u co'Urs d'u temp pOUT la pe't
turbation optimale, pou'r Re = 5000. (Courbe en tmit cont'inu) B = 0; (co'uTbe en tmd
discontinu) Ë = 0.02.

20

B =0.02

15 B=2

B =8

B =18
10

C,)

5

'l

" "
"" "0 .-......

0 10 20 t 30 40 50

FIG. 3.4: Ampl'ification transitoi,te de l'énergie a'U CO'UTS d'u temps i po'U'r la peTt'UT&ation
optimale Re = 5000



3.4 Analyse des perturbations optimales

20,----,---,-----,---,-----,----,------,

61

15 r \
1

1
1

•
• 1

:'.1

r ... 10 ::''-...) ; 1
. 1.
: ,:

f\/ :
j: 1

5 i.~
!:',I

"(/
"

5 Lü 15

- 8=0.02

- - - 8 =2

8 =8

- - 8=18

20 25 30 35

FIG. 3.5: Amplification transitoire de l'énergie au cours du temps t pou'r la pe-rtu'rbation

optimale à Re = 5000
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O. O. 1.48 45.6 13.75
0.01 0.02 2.25 17 8.9
0.5 2 4.06 15.1 4.5
0.8 8 8.45 11.5 2
0.9 18 12.7 8.3 1.2
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(3.25)

isovaleurs de la composante normale v de la vitesse. Initialement, la perturbation est
orientée dans le sens opposé au gradient de vitesse de l'écoulement de base. Comme
il sera expliqué ci-dessous, cette orientation permet à la perturbation d'extraire de
l'énergie à l'écoulement moyen. Entre les instants t = 0 et t = t Opt

, l'angle d'orientation
de la perturbation diminue jusqu'à obtenir des rouleaux contrarotatifs droits d'axe
transverse z. A partir de l'inst<:înt t = tOpt

, la perturbation est orientée d<:îns le sen du
gradient de vitesse de l'écoulement de base. En se basant sur les travaux de Butler et
Farell [9], l'échange d'énergie entre l'écoulement de base et la perturbation peut être
expliqué en utilisant l'équation de Reynolds-Orr écrite en fluide parfait

aE 111
- = -- U U"v'dyat 2 y ,

YO

où E est l'énergie cinétique moyenne de l<:î perturbation et U'V' la moyenne de u'v'sur
une période 21r/&'. L'échange d'énergie entre la perturbation et l'écoulement de base
est contrôlé par le produit entre le gradient de vitesse de l'écoulement de base et les
contraintes de Reynolds -U' Vi. Si on introduit la fonction 'Ij; définissant la fonction de

l , 1 a'lj; 1 a'lj; l' , . E . l" , 1 1 1courant, connee par u = -a et v = --a ,energ1e augmente SI mtegra e ce a
y x

quantité

~~~~Uy=_(~~)~(~~)2Uy (3.26)

est positive. Par la suite dans le texte, lorsque (~~) ~ Uy < 0, on dira que la pertur

bation est orientée dans la direction opposée au gradient de vitesse de l"écoulement
de base; dans le cas contraire on dira qu'elle est orientée dans la direction du gra
dient de vitesse. Afin de mieux visuali el' ce mécanisme, on considèrf' l'exemple donné
par la figure (3.7) de l'écoulement de Poiseuille d'un fluide de Bingham. Initialement
(t = 0), les lignes de courant repérées par le contour C(O) sont orientées dans la direc
tion opposée au gradient de vitesse de l'écoulement de base. Ceci conduit à un transfert
d'énergie de l'écoulement de base vers la perturbation via la contrainte de Reynolds.
Tout en étant advectée de manière continue par l'écoulement de base, la perturbatioll
s'oriente dans le sens du gradient de vitesse de celui ci. A partir de l'instant t, la quan-

tité (~~)~ Uy > 0, et la perturbation restitue l'énergie ver l'écoulement de base.

Néanmois, ce mécanisme 2D est responsable des croissances tran 'itoires de l'énergie à
courtes durées, mais il ne procure qu'une énergie minime, comparée à celle d'une per
turbation tridimensionnelle, comme il a été montré notamment par Butler et Farrell
(1992), [24], Reddy et Henningson (1993) [55].
Il est au si important de signaler que lorsque Ë = 0(1), le mécanisme responsable de
l'amplification transitoire de l'énergie pour une perturbation bidimensionnelle est le
même que pour Ë « 1 ; par co,?séquent, l'évolution de la stru ·ture de la perturbation
optimale est similaire lorsque B augmente.
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FIG. 3.7: Ill'ustmtion d'u mécanisme Orr, Case(1960)fll}

3.4.2 Perturbations tridimensionnelles

Cette section se propose d'analyser l'amplification de l'énergie de la perturbation en
situation tridimensionnelle, ainsi que les caractéristiques de la perturbation optimale:
a opt

, {30pt, copt
, t Opt

, et les champs de vitesse. Comme en 2D, on commencera pal'
identifier ce qu'on a appellé l'effet des conditions aux limites. Ensuite, l'effet de l'aug
mentation de la dissipation visqueuse sera analysé, et dans la mesure du possible l'effet
de la rhéofluidification.

3.4.2.1 Effet des conditions aux limites

A titre d'exemple, la figure (3.8) représente la croissance transitoire de l'énergie pour
a = /3 = 1, Re = 1000 dans le cas des écoulements de Poiseuille plan d'un fluide
Nevvtonien, et d'un fluide de Bingham avec Ê = 0.02. La courbe correspondant à
l'écoulement de Couette Poiseuille d'un fluide Newtonien n'a pas été représentée car
elle est presque confondue avec Ê = 0.02 : en effet l'écart entre cmax est inférieur à
2%. On note en particulier que l'effet des conditions aux limites se traduit ici par uue
forte réduction de cma

'". Ce résultat est vérifié pour tous les couples (a, /3), comme
l'illustrent les figures (3.9-3.11). Elles donnent dans un plan (a, /3) les contours d'iso
valeurs cmax pour Re = 1000 pour un écoulement de Poiseuille plan et un écoulen~ent

de Couette Poiseuille d'un fluide ne'iovtonien et EPP d'un fluide de Bi~lgham avec B =
0.02 respectivement. Les calculs ont été effectué1i en faisant varier a et {3 par pas de 0.01.
On a représenté en trait gras le contour pour lequel cmax = copt

, dans une situation
2D. A partir de cette valeur particulière, les contours des iso_cmax sont constituées de
deux courbes disjointes. Les caractéristiques des perturbations optimales peuvent être
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identifiées par le figures précédentes, on trouve:
- EPP Newtonien B = 0 : Gopt = 200, aopt 0, /3opt 2.04. (en accord avec la
littérature [59])
-Eep B = 0 : Gopt = 77, aopt = 0, /3opt = 3.40.
-EPP Ë = 0.02 : Gopt = 71, aopt = 0, /3opt = 3.40.
On remarque que le rapport Gopt(ECP)/Gopt(EPP) en 3D est pratiquement le même
qu'en 2.0, soit approximativement 38%.
La croissance transitoire de l'énergie G(t) pour la perturbation optirnale est donnée
p.§l-r la figure (3.12) pour les écoulements de Poiseuille plan (B = 0) et (Ë = 0.02) avec
Re = 5000; on constate que jusqu'à des temps relativement longs -ici t = 77- les deux
courbes sont confondues. Dans cette première phase, le même mécanisme gouvel1le
l'évolution de G pour les deux 'ourbes; il s'en suit une décroissance exponentielle
par le mode le moins stable. On note tOPt(Ê = 0.02) = OA1 x t' ot(B = 0). La
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dépendance de G(t) par rapport au nombre de Reynolds est mise en exergue par la

figure (3.13) qui montre clairement qu'en rapportant G(t) à Re2
et t à Re, les courbes

de croissance transitoire pour différents Re sont parfaitement confondues. Ceci est en
parfait accord avec la littérature, Gustavson [28] et Reddy et Henningson [55] ayant
montré effectivement pour les écoulements cisaillés, dans le cas d'une perturbation
optimale ayant un faible nombre axial, que Gopt Re2 et tOpt ex: Re.
Pour B = 0.02, on trouve en palticulier :

- 2 -Gopt = 0.7110--1 Re et topt = 31.5 Re.

Enfin, on peut remarquer que la variation du mode le moins table en 1/Re pour a = 0
(voir eqt (2.109-2.110)), est cohérente avec l'évolution en t/Re au moins pour la phase
décroissante de l'énergie.
La structure de la perturbation optimale est illustrée par la figure (3.14), où l'on a

représenté le vecteur vitesse (v, w) ainsi que les contours d'iso valeurs de u dans le plan
(y, z), aux instants t = 0 et t = t lYpt . Globalement, il s'agit de tourbillons contrarotatifs
dont l'intensité qui pourrait être caractérisée par le module de Ivlmax , décroît au cours
du temps. Par conséquent ce résultat indique que l'amplification de l'énergie de la
perturbation est contenue uniquement dans la composante axiale u, comme le montre
d'ailleurs la figure (3.15) où l'on a représenté lul max en fonction de t. Finalement, pour
des nombres de Bingham très petits, le mécanisme responsable de l'augmentation de
l'énergie dans le cas optimal, est connu dans la littérature sous le nom de "lift-up".
Des particules fluides sont déplacées des régions de faibles vitesses vers des régions
de grandes vitesses et vice versa, comme cela est schématisé (3.17). Ceci conduit à
la formation de "treak" dont l'amplitude est caractérisée par /ul max . L'évolution
temporelle de la composante axiale de la perturbation u aux temps courts peut être
expliquée en considérant les équations aux perturbations linéarisées à l'ordre principal.
Dans ce cas, et pour une perturbation indépendante de la direction axiale, l'équation
du mouvement axial se réduit à

Ut + vUy = 0 (3.27)

On peut montrer que dans ce cas, la composante de la vitesse normale v est constante
(Elligsen et Palm [19]), et pal' conséquent u augmente linéairement avec le temps, puis
est atténuée par les effets visqueux.

3.4.2.2 Effet de la dissipation visqueuse
et de la rhéofluidification

Dans cette ection on examine l'effet de l'augmentation du nombre de Bingham sur la
croissance transitoire de l'énergie. A chaque fois que cela era po 'sible, on distinguera
l'effet de la dissipation visqueuse de l'effet de la rhéofluidifiaction. La figure (3.18)
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Yo B a ,6 Gopt

0.01 0.02 0 3.40 77
0.5 2 1.1 3.1 10.61

TAB. 3.2: Camctéristiques des pe-rt'urbations optimales tridimensionnelles pour Re =
1000

montre l'effet de B sur la croissance transitoire. On a représenté pour a = il = 1 et
Re = 1000, l'évolution de G(t) pour Ë = 0.02, 2 et 8 : on observe une forte réduction
de l'amplification de l'énergie du fait de l'accroissement de la dissipation visqueuse. La
dépendance de Gmax en fonction de a et {3 peut être appréciée sur la figure (3.19), où
l'on a représenté les contours iso_Gmax dans le plan (a, {3) pour Re = 10~0 et Ë = 2.
On pourra encore une fois noter une très forte réduction de G lorsque B augmente.
Par contre, il est important de remarquer que la perturbation optimale est oblique.
Les résultats numériques sont synthétisés dans le tableau (3.2). Des calculs ont été
effectués pour 0.02 < Ë < 38 et Re = 3000, les résultats sont donnés par les figures
(3.20) et (3.21), où l'on a représenté GO'Pt(Ë) et l'angle cP = arctg(il/a)(Ë) respective
ment. En augmenta,nt Ë, l'angle entre les vecteurs d'onde axial et transverse décroit
à partir de 1f/2. On s'écarte de plus en plus de la structure rouleaux longitudinaux
obtenue pour des nombres de Bingham B « 1. Cette inclinaison est une conséquence
de la rhéofluidification du fluide, qui se traduit ici par une décroissance de la viscosité
effective de l'interface à la paroi (voir figure (2.3)). Afin d'avoir une idée globale sur
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l'évolution au cours du temps de la structure tridimensionnelle de la perturbation opti
male, les champs de vitesses dans les plans (j), z) et (x, y) ont été représentés. Dans ce
qui suit, les résultats sont donnés pour les paramètres È = 2, Re = 3000, éiopt = 0.48
et ffiopt = 3.34. Les variations des caractéristiques de la perturbation optimale avec
Re seront di cutées ultérieurement. La figure 4.22 montre le champ de vitesses (v, w)
ainsi que les contours iso-u, dans les plans (j), i) à x = 0, à quatre instants différents:
t = 0, t = topt12, t = tOpt et t = tOpt3/2. La figure 4.23 montre les contours iso-v dans
un plan (x, y) à z = 0 aux: mêmes iustants. Initialemement, la tructure est orientée
dans la direction opposée au gradient de la vitesse de l'écoulement base (voir fig (4.23)
à t = 0). Cette orientation initiale permet à la structure de récupérer de l'énergie de
l'écoulement de base par l'intermédiaire de la contrainte de Reynolds -u'v' ( décrit au
paragraphe (3.4.1)). Elle tend ensuite à s'orienter dans la direction du gradient de vi
tesse de l'écoulement de base. Simultanément, l'augmentation transitoire de u à partir
de t = 0 (cf figure (4.22)) suggère que la structure optimale reçoit aussi de l'éuergie
par l'effet "lift-up". Les calculs effectués par Ellingsen et PaIm [19] sont étendus au
cas 0: =1- 0 dans le travail de Schmid et Henningson [59]). Pour cela, le système d'axe
(x, z) subit une rotation d'un angle égal à arctg(f310:). Le nouvel axe Xl est suivant la
direction du vecteur d'onde de la perturbation. On peut montrer que la composante
de la perturbation selon Xl augmente linéairement en fonction du temps. En fait, la
majeure partie de l'énergie provient de l'effet" lift-up" et le temps caractéristique de la
croissance transitoire est plus important qu'en présence du mécanisme" Orr" seul. Ceci
est confirmé par l'évolution transitoire de lulmax (voir figure (3.24)) et Ivl max (figure
(3.25)). Le temps caractéristique a 'ocié de la croissance transitoire par le mécanisme
d"'Orr" peut être estimé à partir de l'extremum de Ivlmax .

Dans la gamme des nombres de Reynolds examinés, les résultats numériques des figures
- 2 - -

(3.26) et (3.27), représentant (CIRe ) et tiRe en fonction de B, montrent que les
- 2 -

dépendances en Re de C°pt et de Re en t, sont conservées pour des nombres de
Bingham È = 0(1). Les caractéristiques de la perturbations optimale pour È = 2 et
Ë = 1 pour trois nombre de Reynolds sont résumées dans le ta~leau ci dessous. On
a aussi reporté à titre de compamison les résultats obtenus pour B = 0.02.
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rn Re~ <P (degrés) 1

0.02 1000 0 3.43 90
0.02 3000 0 3.43 90
0.02 6000 0 3.43 90

2 1000 2.2 6.2 70.46
2 3000 0.96 6.68 1.82
2 6000 0.58 6.76 85.1
8 1000 6.8 8.45 51.17
8 3000 7 10.6 56.56
8 6000 4.25 14 73.11

85

TAB. 3.3: Camcté-ristiq'Ues des pe'rt'UTbations optimales tTidimensionnelles PO'UT Re =
1000

En fixant le nombre de Bingham et en augmentant le nombre de Reynolds, on diminue
l'importance du terme en B / Re (dans les équations de perturbation)témoigne du ca
ractère rhéofluidifiant qui est à l'origine des perturbations optimale' obliques; 'est la
raison pour laquelle lorsque Re augmente la perturbation optimale tend à se rappro
cher de la struct~,-tre en rouleaux longitudinaux: par exemple pour iJ = 2, à Re = 1000.
<P = 70.46 et à Re = 6000, <p = 85.1.
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(3.28)

(3.29)

Cette section se propose de déterminer le nombre de Reynolds ReE en dessous duquel
l'énergie cinétique de la perturbation décroît de façon monotone dans le temps. En

d'autres termes, pour un nombre de Bingham donné, on a ~~ ::; 0 pour Re ::; ReE, et

ce quels que soient les nombres d'onde a et {3.

L'énergie cinétique moyenne de la perturbation sur un volume 0 = [0, 2;] x [0, ~] x

[Ya, 1] est donnée par:

1a{3 1 11127r/Ct127r//3'2 '2 '22
E = -2-2 ( _ ) (Ur +Vr +Wr ) dydxdz

47f 1 Ya Yû a a

où u~ est la partie réelle de [u(y, t) exp (iax + i{3z)], de même pour v~ et w~.

En utilisant l'équation de continuité, l'énergie cinétique moyenne E peut s'exprimer
par exemple en fonction des composantes axiale u et normale v de la vitesse selon

E 1 11 [k
2

* * 1 D *D ia (D * *D )] d= 4(1 _ Ya) Yû {32 U U + v v + {32 v v + {32 v u - u v y.

1
Modulo le facteur '( ) ,l'expres ion (3.29) est la norme énergie définie par l'équation

4 1- Ya
(3.10). Ainsi, l'énergie cinétique moyenne E de la perturbation est monotone décroissante
si

dllqll~ = (q Oq) + (Oq q) < 0 (3.30)
dt ' ot ot' ,E E

L'introduction de l'opérateur d'évolution linéaire LI défini par la relation (3.14) permet
de réécrire la relation (3.30) ous la forme:

où lm désigne la partie imaginaire. Aprè quelques manipulations algébriques, on ob
tient

1 1
lm (LI q, qh = I (q) - Re V (q) - Re B (q) .

où les quantités I (q), V (q) et B (q) sont définies par :

(3.31)
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Le terme I (u) représente l'échange d'énergie entre l'écoulement de base et la perturba
tion. Si ce terme est positif, cela signifie que la perturbation peut extraire de l'énergie
de l'écoulement de base. Dans le cas contraire, l'énergie est transférée de la perturba
tion vers l'écoulement de base. Les termes V (q) et B (q) représentent la dissipation
visqueuse de l'énergie dûe d'une part aux termes visqueux purs et d'autre part au terme
de Bingham.
L'équation (3.31) a été obtenue par Frigaard et Nouar (2003) [22] en utili ant la même
procédure que Synge (1938)[61] et Joseph (1968) [34]. Elle peut aussi être obtenue en
appliquant la méthode de l'énergie aux équations de perturbations linéarisées (2.61
2.63). Pour cela, on multiplie chacune des équations par la composante correspondante
de la vitesse (u', v', w'f et on intègre sur le domaine [-X, X] x [Yo, 1] x [- Z, Z]. La
perturbation e t supposée périodique à chaque instant suivant les directions x et z et
de période 2X et 2Z respectivement. Les détails de calcul sont donnés dans la référence
Drazin(1981) [13].
Il est important de noter que, contrairement au cas d'un fluide Newtonien, il n'est pas
possible d'obtenir la même équation (3.31) dans le cas d'une perturbation d'amplitude
finie, bien que les termes non linéaires (u . \7) . u soient conservatifs. Le comporte
ment de la zone non cisaillée vis à vis d'une perturbation d'amplitude finie reste un
problème difficile. Dans l'état actuel des travaux, le terme de dissipation dans l'équation
de Reynolds-Orr ne peut pas être écrit sous forme explicite en fonction des compo
santes de la vitesse ou du gradient de vitesse. Ceci est dû au fait qu'en présence d'une
perturbation d'amplitude finie, on ne peut plu upposer que la zone bouchon soit in
tacte et continue. NouaI' et Frigaard (2001)[44] ont identifié quatre situations possibles,
représentées sur la figure (3.5). La situation la plus simple correspond à Ulle zone ci
saillée qui reste dans un état cisaillé (région notée sur la figure).
La seconde situation correspond à une zone initialement non cisaillée, qui devient ci
saillée (région notée A).
La région notée B reste dans le même état non cisaillé.
La quatrième situation possible notée (C) correspond à la formation d'îlots de zoue llon
ci aillée dans un domaine cisaillé. C'est cette modification de la géométrie des zones
cisaillées et non cisaillées qui est à l'origine de la différence entre les couditions de uon
augmentation d'énergie calculées en présence d'une perturbation infinitésimale et celle
obtenue en présence d'une perturbation d'amplitude finie.
Dans le cas d'une perturbation infinitésimale, le équations (3.30)-(3.31) indiquent qu'il
n'y a pas d'augmentation de l'énergie si le membre de droite de l'expression (3.31) est
négatif. Soit Rel la plus grande valeur du nombre de Reynolds pour lequel cette condi
tion est satisfaite :

1 I (q)
----=sup
Rel(a,f3) q V (q) + B (q) ,

(3.32)
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FIG. 3.2 : Compo'rtement du fluide de Bingham vis à vis d'une perturbation d'amplitude
finie

où li est le champ de vitesse correspondant à une perturbation admissible qui satis
fait l'équation de continuité locale, les conditions aux limites et pour laquelle I (u) > o.
Le problème d'optimisation (3.32) est résolu par une méthode variationnelle; les équations
d Euler résultantes forment le problème aux valeurs propres suivant :

:F2v + BT(u, v) = -~ [k2uDU +iaD(vDU)], (3.33)

2. [k4
u-ia

3
Dv (D(iDv-au))] (32 (3.34)

k :Fu - 'taD (Fu) - B IDUI + aD IDUI = /\2'DUv,

'T( ) = _ k 2D ( Dv ) _. (D2 k2) [D(-au+iDV) +i{32 V ]
ou U,V 4 IDUI 't + IDUI

A ces équations s'associent les conditions aux limites uivante'

y

y

Yo; u = v = Du = 0 ,

1; u = v = Dv = 0 .

(3.35)

(3.36)

Dans le cas particulier {3 = 0, la formulation (v, w) est adoptée. Rel(a, 0, B) t la
pln. petitf' valeur de
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y

y

Ya; v = Dv = 0,
1; v = Dv = O.

(3.3 )

(3.39)

La résolution numérique du problème aux valeurs propres (3.33-3.36) et (3.37-3.39)
repose sur la même procédure que celle décrite dans le paragraphe (2.4). Le domaine
[Ya, 1] est tra.usformé en [0, 1], et le changement de variable (2.99) est utilisé.
Sur les figures (3.29(a-c)), on a représenté pour trois valeurs du nombre de Bingham;
i3 = 0.02, i3 = 8 et i3 = 38 correspondants respectivement à Ya = 0.01 ; 0.8 et 0.95, les
contours des iso-Rel qui séparent la région où il y a augmentation d'énergie de celle
où il n'y a pas d'augmentation d'énergie. ous avons aussi représenté en trait épais le
contour particulier Relp à partir duquel la zone où il y a augmentation d'énergie est
délimitée par deux frontière (une frontière interne pour de faibles valeurs de li et une
frontière externe pour de grandes valeurs de li). On peut aussi noter que pour un nombre
de Bingham donné, Rel(li, fJ) ----? 00 lorsque li, fJ ----? O. Ce resultat peut di.rectement
être mis en évidence à partir des expressions de l (u), V (u) et B (u). En utilisant les
inégalités de Cauchy-Schwartz, Poincaré ainsi que les inégalités triangulaires, Frigaard
et oua.r(2003) ont montré que:

I(u) < B (1 - Ya)2 klo 11lul2 + Iwl2dç , (3.40)
2Ya a

2 ( )2 -2 11
V(u) > 'Tf + 1 - Ya à lul2 + Iwl2dç , (3.41)

Re (1 - Ya) a

2 1

B(u) > 2Y~e k
2 l 1ul2 + Iwl2dÇ. (3.42)

où a = kcos<jJ, (3 = ksin<jJ, <jJ E [0, 'Tf/2], al et 02 sont deux con tantes 0(1). Ainsi, il
n'y a pas d'augmentation d'énergie si

ce qui conduit à

(3.43)

2Ya0
2 )]

1 - Ya
(3.44)

D'après la dernière relation, il est clair que Rel -+ 00 lorsque 0 -+ 0 ou § -+ . Les
résultats numériques montrent que pour de grand nombres de Bingham B, le nombre
d'onde a...xial li évolue en i3-a.5 et le nombre d'onde longitudinal fJ tend ver O. Le
nombre de Reynolds ma..,'(imum ReE = mine;, 13 Rel (li) fJ), etit donné dans le tableau
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FIG. 3.30: Var'iation de ReE en fonction du nomb're de Bingham B, la courbe(1) cor
respond à no résultats et la cou'rbe (2) [22}

(1) avec les nombres d'onde associés. A titre de comparaison, on a reporté les valeurs
de ReE, (XE et fJE obtenues pour un fluide Newtonien en situation d'écoulement de
Poiseuille plan et de Couette Poiseuille avec Uc/Up = 4.
Dans le cas de l'écoulement de Poiseuille plan d'un fluide ewtonien, nos résultats sont
en très bon accord avec ceux donnés par Busse (1969)[8] et Joseph et Carmi (1969)[35].
Pour B = 0.02, nou avons ReE = 82.41 avec ër.E= 0 et !JE = 3.21. Ce valeurs sout
très proches de celles obtenues pour un fluide Newtonien en é 'oulement de Couette
Poiseuille Uc/Up = 4 : ReE = 79.8, (XE = 0 et fJE = 3.18. En augmentant le nombre
de Bingham, ReE augmente du fait de l'accroissement de la dissipation visqueuse. La
courbe (1) de la figure (3.30) montre l'évolution de ReE en fonction de B. Pour des
valeurs de È uffi amment élevés (B > 30 soit Yo > 0.9373) ReE augmente en BO.5.
Ce ré ultat confirme l'approche adoptée par FrigaaJ'd et Nouar (2003). Les auteurs ont
déterminé le nomure d'onde 6pm"" qui nUL'<:imise F(k), et tels que F(6Fn",x) = O. Ils
trouvent ReE ex: B 3/ 4 lorsque B ------+ 00, soit en variable C), ReE ex: Èl/2 Lorsque les
termes de Bingham sont annulés artificiellement, c'est à dire lorsqu'on réduit l'influence
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Ecoulement fiE 1 (JE 1 cP (degrés) 1 ReE 1

EPP(B = 0) 0 1.56 90 20.66
ECPP(B = 0) 0 3.2 90 79.72

EPP(13 = 0.02) 0 3.4 90 82.41
EPP(B = 8) 0.77 2.012 69 493.15

EPP(13 = 38) 0.683 0 0 1342.5

TAB. 3.4: NornbTe de Reynolds c-rit'iq'ue ReE de non a'ugrnentation de l'éneTgie en fonc
tion du nornb're de Bingharn

de B uniquement à la modification de l'épaisseur de la zone ci aillée et qu'on occulte
la dissipatio? visqueuse upplé11lentaire, le calcul numérique donne ReE = 79.72 avec
fiE = 0 et (JE = 3.1 . Ces valeurs ont bien celles qu on obtiendrait pour un fluide
Newtonien en écoulement de Couette Poiseuille. La valeur ReE = 79.72 e t représentée
sur la figure (3.30) en trait discontinu. En termes de variables sans C), ReE = 79.72/(1
Yo) et lorsque B --700, on a ReE t'V 79.72JB/2.
La courbe (2) de la figure (3.30) représente le résultat de la stabilité conditionnelle
obtenue par Nouar et Frigaard (2001). Dans cette analyse, la perturbation est limitée
de telle façon que l'écoulement perturbé comporte une zone bouchon continue intacte;
de plus, l'effet du nombre de Bingham est réduit à la modification de la zone cisaillée. Il
n'est donc pas étonnant de retrouver un résultat de la forme ReE = cste ou ReE ex: B l / 2

lorsque 13 --7 00.

3.5.1 Conclusion

Les principaux résultats de ce chapitre sont les suivants :
- Comme pour les écoulements cisaillés des fluides visqueux, on observe aussi que l'am
plification de l'énergie est plus importante en situation 3D qu'en situation 2D.
- Pour de très faibles nombre de Bingham, le caractère rhéofluidifiant est limité es
sentiellement dans une très fine couche de fluide au voisinage de l'interface, où DU =

O. L'amplification de l'énergie est réduite pratiquement de deux tiers par rapport à
l'écoulement de Poiseuille plan pour un fluide Newtonien. Pour ce qui est de la perturba
tion optimale, celle-ci est constituée de rouleaux longitudinaux qui conduisent par l'effet
"lift up" à la}ormation de "streak". On trouve :cx = 0, /3 = 3.40, Gopt = 71 x 1O-4 Re

2

et t = 32.56Re
- En augmentant le nombre de Bingham, le caractère rhéofluidifiant devient plu im
portaJlt et la dissipation visqueuse augmente. L'amplification de l'énergie diminue, et la
perturbation optima.le devient oblique. La perturbation optimale reçoit simultanément
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de l'énergie par le mécanisme Orr et l'effet "lift up".
- En fL'(ant le nombre de Bingham et en augmentant le nombre de Reynolds, on diminue
l'importance du terme en B / Re (dans les équations de perturb<:1.tion) où apparaît le
caractère rheofluidifiant qui est à l'origine des perturbations optimales obliques; c'est
la raison pour laquelle lorsque Re augmente, la perturbation optim~le tend à ~e rappro
cher de la struct:lre en rouleaux longitudinaux: par exemple pourB = 2, à Re = 1000,
rp = 70.46 et à Re = 6000, rp = 85.1.



Conclusion générale

Ce travail présente une étude détaillée de l'analy e linéaire de stabilité d'un écoulement
de Poiseuille plan d'un fluidp à seuil, dont le comportement rhéologique est décrit par
le modèle de Bingham.
L'influence du nombre de Bingham (rapport de la contrainte seuil et des forces vis
queuses nominales) se manifeste par cinq effets :

1. la modification de l'épaisseur de la zone "bouchon",

2. la modification du gradient de vitesse dans la zone cisaillée,

3. la modification de la dissipation visqueuse,

4. la rhéofluidification,

5. les conditions aux limites à l'interface.

Le but de ce travail a été de pouvoir identifier comment intervient chacun de ces effets
dans les condition de stabilité.
Il est d'abord montré qu'une perturbation infinitésimale ne peut à elle seule perturber
le mouvement de la zone "bouchon", qui se déplace comme un solide rigide: la zone
"bouchon" reste en effet intacte et continue. Les deux zones cisaillées étant équivalentes
et découplées, l'étude peut être restreinte uniquement à. une seule zone. Un changement
d'échelle approprié permet de rendre compte implicitement de la diminution de la zone
cisaillée lorsque le nombre de Bingham augmente. L'analy e se réduit à l'identification
des trois derniers points précédents. L'effet des conditions aux limites peut être analysé
en annulant artificiellement les termes en Bingham dans les équations de perturbations
linéarisées. Par contre, il n'a pas été possible de filtrer l'augmentation globale de la
viscosité pour n'observer que l'effet de la rhéofluidification, c'est pourquoi, l'influence
de ce dernier point n'est décrite que de manière qualitative.
L'analyse linéaire de stabilité se déroule en delL'C parties : une analyse modale qui
consiste à étudier le comportement de la. perturbation sur des temps longs est abordée.
Elle est suivie par une analyse non modale qui permet d'étudier le comportement de
la perturbation 'ur de temps urts.
L'analyse modale a montré que l'écoulement de Poiseuille plan d'un fluide de Bin
gham est linéairement stable. Ce résultat de tabilité peut être généralisé au cas de
l'écoulement de Poiseuille d'un fluide de Bingham da.ns des conduites circula.ires ou



95

annulaires. Il peut aussi être étendu aux modèles de Herschel-Bulkley ou de Casson.
Cependant, dans le cas particulier E « 1 correspondant à la situation où l'épaisseur de
la zone "bouchon" tend vers 0, un comportement discontinu se manifeste par rapport
au ca de l'écoulement de Poiseuille plan d'un fluide Newtonien qui est linéairement
instable au delà du nombre de Reynolds Re = 5772. Ce résultat est une conséquence
de l'analyse linéaire de stabilité qui suppose implicitement que la perturbation est
infinitésimale pal' l'apport à toutes les échelles caractéristiques de l'écoulement de
base. Il est admis que les opérateurs de stabilité lilléai.re des ééOulel1lents cisaillés
peuvent concluire à des solutions qui présentent une croissance transitoire considérable
de l'énergie cinétique de la perturbation, bien que les solutions propres (prises indivi
duellement) de ces mêmes opérateurs soient amorties. Ce phénomène est dû à la non
normalité des opérateurs linéaires, résultant en un ensemble de fonctions propres non
orthogonales. Les résultats déduits de cette approche non-modale sont les suivants:
- le perturbations nulles à l'interface et l'augmentation de la dissipation visqueuse

liée aux termes de Bingham dans l'opérateur d'évolution, réduisent la croissance
transitoire de l'énergie par rapport au cas du fluide ewtonien.

- Pour E « 1, la. condition initiale qui croît le plus dans un intervalle de temps
fini est caractérisée par des tourbillons contrarotatifs longitudinaux avec 5: ~ 0
et /3 ~ 3.40, 5: et /3 étant les nombres d'onde axial et transversal respectivement.
La croissance algébrique de l'énergie cinétique est alors attribuée à l'effet 'lift-up' :
Initialement, l'énergie cinétique est contenue essentiellement dans les composantes
normale et transverse de la vitesse, au temps optimal topt, la perturbation optimale
donne lieu à des treaks, autrement dit une modulation en vitesse 3..,'Ciale selon la

- 2
direction transverse. Les lois d'échelle Re pour le taux de croissance optimal Gopt

et Re pour topt le temps optimal associé, sont conservées.
Les tructures les plus amplifiées initialement longitudinales pour Ë « 1, deviennent
progressivement inclinées au fur et à mesure que Ë augmente, ce qui est probable
ment une ·onséquence du comportement rhéofluidifiant du fluide. La perturbation
optimale extrait d'abord de l'énergie de l'écoulement de base par l'intermédiaire des
contraintes de Reynolds, ensuite son énergie est amplifiée par l'effet" lift-up". En
fait, la première étape sert de "tremplin" pour la seconde, en effet dans la première
étape, la vitesse normale augmente sur un temps court permettant ensuite une am
plification plus importante de l'énergie cinétique.

Les conditions de non augmentation de l'énergie sont examinées: le nombre de Reynolds
maximum, ReE, en dessous duquel il n'y a pas de croissance de l'énergie, est déterminé
pour une large gamme de nombres de Bingham. Les résultats numériques montrent que
E « 1, ReE ~ 79.72, et la perturbation la plus dangereuse est longitudinale, avec
5: = 0 et /J = 3.21. Pour de grands nombres de Bingham E, la perturbation la plus
dangeureuse est obtenue pour /3 = 0, avec ct qui évolue comme B-05.
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L'analyse temporelle effectuée, montre des différences entre les caractéristiques de sta
bilité linéaire d'un écoulement de Poiseuille d'un fluide de Bingham et les écoulements
cisaillés de fluides Newtoniens. Les différences observées sont à notre avis liées au com
portement rhéofluidifiant du fluide et aux conditions d'interfaces.
Nous pensons avoir apporté par cette étude, une contribution à la compréhension des
mécanismes de transition vers la turbulence des écoulements de fluides à seuil. Ce
travail peut être étendu pal' une étude spatiale de l'évolution des perturbations infi
nitésimales se dévelopant sur un profil de vites'e de base de l'écoulement de Hagen
Poiseuille pour un fluide d'Hershel-Bulkley. Afin de mieux se rapprocher des conditions
expérimentales, les incertitudes inhérentes à l'expérience sont introduites en modifiant
le profil de vitesse de base idéal par une déformation axisymétrique invariante (Gavarini
et al [26]). Le but de cette étude est de rechercher la déformation optimale conduisant
à des mode instables.

Par ailleur', le modèle de Bingham ne permet pas de dissocier l'effet rhéofluidifiant de
la dissipation visqueuse. Le modèle de Cross défini par:

1

1 + (Cryr
(3.45)

dans la me ure où il ne prend en compte que la viscosité moyenne, permettrait de
mettre en évidence l'effet spécifique de la dissipation vi queuse.



Annexe A

Bref historique sur les fluides à seuil

l ous rappelons ci-dessous les faits les plus marquants dans l'histoire des fluides à seuil.
- 1922 : Bingham [10]publie un livre où il fait part des courbes d'écoulement qu'il a

obtenu pour une suspension d'argile. Ses résultats expérimentaux sont interpolés par
une droite qui ne passe pas par l'origine: c'est le modèle de Bingham. L'année 1922
correspond aussi à la naissance de la rhéologie. En fait, la notion de contrainte seuil
a été introduite par Schwedoff ([62]) ,1900).

- 1947: Oldroyd [46] utilise le critère de Von- fises et généralise le modèle de Bingham.
- 1954 : Prager [53] donne La formulation variationnelle d'un écoulement lent d'un

fluide de Bingham. Il établit les principes variationels du minimum et du maximum
dans le ca.s de l'écoulement rampant d'un fluide de Bingham.

- 1976 : Duvaut et Lions [18], étendent les résultats de Prager en incluant les termes
d'inertie, en outre ils introduisent les inégalités variationnelles pour la détermination
du champ de vitesses.

- 1980 : Apparition des modèles régularisés, (Bercovier et Engelman [5]), ensuite Do
novan et Tanner ([15], 1984) et Papanastasiou ([49],1987). Ce sont ces modèles qui
sont implémentés dans des codes de calcul existant dans le commerce.

- 1984 : Lipscomb et Denn [3 ]expliquent à l'appui de l'exemple de l'écrasement
d'une couche d'un fluide à seuil entre deux disques pa.rallèles, qu'une zone solide
indéformable ne peut pas exister dans les écoulements g,Taduellement variés: c'est le
paradoxe du modèle de Bingham.

- 1985 : Bames et Walters [2] remettent en cause l'existence d'une contrainte seuil.
- 1985 : Première étude d'un écoulement complexe d'un fluide de Bingham : Chute

d'une bille dans un fluide à seuil, (Beris et al.[6])
- 1991 : Walton et Bittleston [67] étudient l écoulement d'un fluide de Bingham entre

deux cylindres excentrés. Ils montrent qu'il exi'te deux zones bouchon dans le petit et
le g,Tand entrefer reliées entre elles par une pseudo-zone bouchon, où la vitesse axiale
varie graduellement suivant la position azimuthale mais re te constante suivant la
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position radiale. Les résultats obtenus montrent clairement qu'une zone bouchon
peut exister dans des écoulements complexes.

- 1994: Première analyse linéaire de stabilité de l'écoulement de Poiseuille d'un fluide
de Bingham (Frigaard et al.[21])

- 2001 : Première analyse nonlinéaire de stabilité de l'écoulement de Poiseuille d'un
fluide de Bingham, ( ouar et Frigaard [44]).



Annexe B

Conditions aux limites à l'interface

On se propose de démontrer les conditions aux limites à l'interface (2.51-2.53) :
Soit U + EU' la vitesse de la zone "bouchon" qui se déplace en bloc comme un solide
indéformable. L'équation du mouvement de la zone isovitesse B.1 pour l'écoulement
perturbé s'écrit

1 (J'ij (P + EP', U + EU') njds = r dd [U + EU';] dO, i = 1,2,3, (B.1)Jan, lns t

Pour une perturbation périodique, de période (2X, 2Z), on note par Ds le volume de la
zone "bouchon" , delimité par [-X, Xl x [-Yo + Eh-, Yo + Eh+J. L'équation précédente
devient:

Le membre de droite de B.2 s'écrit au premier ordre

j
+X j+Z jYO+€h+ d d

-d uidD = 8XZYo-
d

Ui (x, ±Yo, z, t)
-x -z -w-~- t t

Compte tenu de l'équation d'équilibre pour l'écoulemnt de ba e

a
-(J'ij (P, U) = 0
X·J

et du théorème de la divergence, le membre de gauche de B.2 s'écrit

(B.2)

(B.3)

(BA)



(B.6)

100

Les intégrales sur les bords homologues x = ±X, et z = ±Z s'annulent, en raison de
la périodicité. Il ne reste que les intégrales sur la surface d'écoulement perturbée eu
y = ±Yo ± Eh±. Par conséquent, le membre de droite de B.5, s'exprime selon:

fa 1+x1+z
(Jij (P + p, U + m') njds = [-pc5i2 + Ti2 (U + m') - Ti2 (U) ]Y=Yü+Eh+

an. -x -z

-1+x1+z
[-POi2 + Ti2 (U + m') - Ti2 (U)]y=YO-h-

-x -z
On évalue ensuite par linéarisation les quantités suivantes:
Ti2 (U + m') en y = ±Yo ± Eh± et Ti2 (U) en y = ±Yo ± Eh±. d'où finalement les
conditions (2.51-2.53).
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Publication

On the stability of a Bingham fluid flow in an annular channel
C. R. Mecanique, 331, (2003), (149-156). Cette étude a été réalisée au début de ma
thèse, et a été à l'origine d'une relecture critique des travaux de Frigaard sur la stabilité
linéaire d'un écoulement de Poiseuille plan.
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Version française abrégée

Introduction

N. Kabouya. C NouarlC R. Mecaniqu~ 331 (2003) 149-156

La présente étude est une contribution à l'analyse de la stabilité de l'écoulement de PoiseuiHe d'un fluide de
Bingham, Dans un article récent, une analyse non linéaire a été effectuée par Nouar et Frigaard [1]. Les con
ditions critiques en dessous desquelles l'énergie cinétique d'une perturbation d'amplitude finie décroît en fonc
tion du temps de façon monotone ont été détermjnées. Afin de mieux appréhender les mécamsmes de transition
larillnaüe-turbulent il est nécessaüe d'après Drazin [2], d'examjner le comportement de l'écoulement vis à vis de
perturbations infimtésimales. C'est l'objectif de cet article. Il traüe la stabiJjté de l'écoulement de Poiseuj]]e d'un
ftillde de Bingham dans une condillte annulajre, vis à vis de perturbations infinitésimales. Bien que le théorème
de Sqillre ne s'applique pa à cette étude, seul le cas axisymétrique est considéré. La littérature fourmt de" résul
tats dans deux situations limües. D'abord, dans le cas lirillte d'un f1illde Newtonien en géométrie annulaire; on
retient globalement, que le nombre de Reynolds critique Rec augmente lorsque le rapport des rayons K = RI / R2
dirillnue [3]. Ensillte, dans le cas lirillte de l'écoulement d'un fluide de Bingham entre deux plaques parallèles;
Frigaard et al. [4] ont déterrillné les courbes de stabilité neutre et indiquent que le nombre de Reynolds critique
augmente lorsque le nombre de Bingham B (rapport de la contrillnte seilll à une contrllinte visqueuse nominale)
croît. Ce deuxjème cas lirillte est réexarillné. On montre que les conditions aux limües utiJjsées dan [4] ne sont pas
appropriées et qu'en fillt l'écoulement de Poiseilllle plan d'un fluide de Bingham est Iinéllirement stable. Les ré
sultats obtenus dans le cas d'une condwte annulaire, pour différents rapport de rayons, et pour différentes valeurs
de B indiquent que l'écoulement de PoiseuiHe d'un fluide de Bingham reste stable vis à vis de perturbations in
fimtési males axjsymétriques.

Analyse linéaire de stabilité

On considère l'écoulement d'un fluide de Bingham dans une conduite annulaire Fig. 1. Les rayons adimen
sionnels des cylindres intérieur et extérieur sont notés respectivement RI et R2. En régime larillnaire établi, l'é
coulement est caractérisé par la présence d'une zone dite « zone bouchon» où le matériau e déplace en bloc
comme un solide ligide (modèle de Bingham). Cette zone est délirilltée par les interfaces R- du côté du cylin
dre intérieur et R+ du côté du cylindre extérieur. La dimension relative de la zone bouchon est défime par
ap = (R+ - R-)/(R2 - RI). L'évolution de ap en fonction de B est décrite par a Fig. 2. A l'écoulement de
base, on superpose une perturbation infinitésimale axjsymétrique, Éq. (6). La linéarisation des équations du mou
vement et la décomposition en modes normaux de la perturbation Éq. (13) conduisent à deux problèmes aux valeurs
propres découplés: un problème aux valeurs propres dans la zone interne délimitée par RI et R-, et un autre dan
la zone externe délimitée par R+ et R2. L'écoulement est dit stable lorsque Ci = Im(C) < 0, où C est la vitesse
complexe de l'onde,

Résolution numérique, résultats et discussion

L'équation d'arr-Sommerfeld (15) munie des conditions aux limites (16), est traitée par un schéma aux dif
férences fimes d'ordre 4. Le système aux valeurs propres généralisé obtenu est résolu par la méthode QZ implémen
tée dans MATLAB V. On s'intéresse pamculièrementau mode le moins stable, C.max.. Le code decalcul est d'abord
validé dans le cas pamculier d'un f1illde ewtomen, ap = O. Ensuite, le cas de l'écoulement de Poiseuille plan d'un
fluide de Bingham est réexaminé. Il est montré que les fonctions propres u doivent nécessairement satisfaire les
conditions u = Du = 0 à l'interface liquide-solide, comme indiqué dans la Fig. 3. La représentation Fig. 4 des con
tours de C,max indique que l'écoulement est Jjnéairement stable. Des résultats similllires sont obtenus dans le cas
annulillre pour di fférents rapports de rayons, et pour les zones interne et externe. A titre d'exemple, la Fig. 5 montre
pour K = 0.5 et ap = 0.6, la répartition des contours Ci,max obtenus dans la zone exteme. L'augmentation rapide de
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l'écart entre les différentes courbes lorsque Ci,max croît est caractéristique de la stabilité de l'écoulement. En fait,
dans la gamme considérée de variation du nombre d'onde axial, 0 < ci ::( 5, du nombre de Reynolds, Rê ::( lOs
et pour 0.3 ::( K ::( 0.9 et 0.1 ::( ap ::( 0.9, nous n'avons pas trouvé d'instabilité, L'effet de ap sur la stabilité de
l'écoulement peut être apprécié à travers la Fig. 6. Des contours de Ci,max sont représenté dans le plan (ap, Re)
pour ex = 1. L'allure des courbes montre clairement que l'écoulement est d'autant plus stable que ap est important.

1. Introduction

The present study is a contribution to the stability analysis of the Poiseuille flow of Bingham fluid. Recently,
nonlinear analysis was performed for plane channel and Hagen-PoiseuilJe flows, by Nouàr and Frigaard [1], using
energy method. The critical Reynolds number below which the ki netic energy of any finite amplitude disturbance
decays monotonically in time, was determined. For understanding the mechanisms of laminar-turbulent transition,
according to Drazin [2], it is necessary to analyze the flow stability on the basis of infinitesimal perturbations.

The present papel' deals with the linear stability of the Poiseuille flow of Bingham fluid in an annulaI' duct sub
ject to infinitesimal perturbations. The plane channel geometry is recovered when the radius ratio K = RI / R2 ---* 1.
The Hagen-Poiseuille flow is not relevant, since the Newtonian flow is Iinearly stable, Although Squire's transfor
mation cannot be used for our problem, it is nevertheless easier, to start with axisymetric situation. The literature
provides us stability results for two Iimit situations. The fi l'st one concerns the Newtonian fluid flow in an annulaI'
channel. Mott and Joseph [3] showed that the critical Reynolds number, Re" is a monotonie function of the radius
ratio K, increasing without bound as K ---* 0 (Hagen-Poiseuille flow). The second limit deals with the linear sta
bility of Plane Poiseuille flow of Bingham fluid. Due to inappropriate boundary conditions, Frigaard et al. [4] find
that the flow is Iinearly unstable above a certain Rec . Neutral stability curves are obtained for various values of
Bingham numbers, B (yield stress to nominal viscous shear stress ratio). This second case is revised here by using
the correct boundary conditions. Then after, computations were performed for the annulaI' geometry and severa]
values of K and B, The results indicate that the Poiseuille flow of Bingham fluid in plane channel or in annuJarduct
remains linearly stable to axisymmetric infinitesimal perturbations even when the Bingham number tends to zero.

2. Bingham-Poiseuille flow

We consider the flow of an incompressible Bingham fluid with a yield stress l'; and a plastic viscosity Jlû in an
annulaI' channel. The governing equations in dimensionless form are:

V·V = 0

av
-+(V.V)V = -Vp+V·r(V)at

(1)

(2)

Here V is the velocity, p is the pressure and r is the deviatoric extra-stress tensor. The velocity vector is of the
form V = uer + vee + wez, where u, v, w are the velocity components, and er , ee, ez are unit vectors in the radial
r, circumferential e, and axial z directions, respectively. The above equations are rendered dimensionless using
half width of the annulaI' space (Ri - Ri )/2 as the length scale, the maximum velocity W(; of the basic flow as

velocity scale and p WÔ
2 for stress and pressure scale.

The constitutive equation (Oldroyd [5]), can be written after caling as:

r=~[I+~]D{} B
(3)l'II> -

Re DI! Re

B
(4)Dl! = 0 {} l'II ::( -

Re



152 N. Kabouya. e. Nouarle. R. Mecanique 331 (2003) 149-156

r=R ~2

~ W(r)

r=R lplug zone

r=R-

/
~

'-
..

Fig. L Axial ftow of Bingham fluid between [wo
coax ial cy linders.

Fig. L Écoulement axial d'un Fluide de Bingham
entre deux cylindres coaxiaux.

0.8

0.6
:"

"
DA

0.2

0
10-1 10°

8 101 10'

Fig. 2. Dimensionless plug zone width ap as a function of
Bingham number: K = 0.5.

Fig. 2. Évolution de ap en fonction du nombre de Bingham
pour K = O.S.

(7)

where Du and ru are respectively the second invariant of the strain rate D and of the deviatoric stress tensor T.

The quantity (1 + B/ Da) is a dimensionless effective viscosity. The dimensionless parameter B and Re are
respectively the Bingham and the Reynolds number. They are defined by:

rs (R; - R*I) P W(J* (R; - R*,)
B = - Re = - (5)

2jJ,0 Wô ' 2tLO

For one-dimensional shear flow, only the axial component of velocity W is non-zero, depending on the radial
coordinate. The anaJytical expression of the axial velocity profile W(r) as weil as the details of the calculations
can be found in the paper of Bird et aL [6] and Fordham et al. [7]. An axial velocity profile is illusrrated in
Fig. 1. The dimen ionless radius of the inner and outer cylinders are respectively denoted by RI and R2. At the
interfaces R- and R+, between the liquid-like zone and the solid-like zone: Irrzl = rs. One has to note that the
interface is not a material surface. Fig. 2, shows the evolution of the relative dimension of the plug core defined by
ap = (R+ - R-)/(R2 - Rj) as a fonction of B for K = O.S. Calculations performed for K ranging between 0.1
and 0.9 indicate a very light effect of K on ap.

3. Linear stability analysis

Following the usual linear stability analysi , an infinitesimal perturbation (êY', êp'), having an amplitude
(ê « 1), is imposed on the basic flow (V, P). The perturbed flow is then given by:

(V+êV,p)=(W'.êV',W+êW',P+êp') (6)

Hereafter, it is assllmed that the distllrbance is axisymmetric. Wherever the yield ·tcess is exceeded, the effective
viscosity of the perturbed flow is expanded about the basic flow:

B (aw l au l

) B
jJ,(V +êV) = 1 + IDWI -ê a;- + a::. DWIDWI

where, D == d/dr. It is clear that Irij(V + êV') - rij(V)1 = O(ê), which means that the perturbed flow can only
linearly pertllrb the yield surface position from their initial position:

(8)
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The linear perturbation equations in the two yielded regions are derived by substitution of (7) into the momentum
and continuity equations by retaining only terms of order ê. The boundary conditions, for the perturbation velocity,
are obtained fram the nonslip and nonpenetration conditions at the walls.

U' = Vi = W' = 0 at r = RI and r = R2

The conti nuity of stress at the yield urface requires that Du (V + êV) = O. Therefore,

Dij(V+êv')=O atr=r±, Vi,j

Expanding and lioearising about R± give:

u:r(R±, z, t) = w:z(R±, z, t) = u'(R±, z, t) =0

,± ,± ±d
2

W ±
wr(R ,z,t)+uz(R ,z,t)=h -.,-(r=R ), , dr-

In the normal modes theory, the solutions are of the following form:

(u', v', w', p', h±) = (u(r), ver), w(r), p(r), h±) x eia(z-ct)

(9)

(10)

(II)

( 12)

( 13)

Where, a, is the axial wave number, C = Cr + iCi is the complex wave speed and aCi is the grawth rate of the
perturbation. Substituting Eq. (13) into the linearized perturbation equations and elüTIÏnating the pressure terms,
yields the Orr-Sommerfeld equation for Bingharn fluid in each yielded region. With increasing the Bingham
number, the width (1 - ap) of the sheared fluid zones decreases. To take into account this geometrical effect,
the following reduced parameters are intraduced:

&=ax(l-ap), Re=Rex(l-ap}, B=Bx(l-ap), r=1'/x(l-ap) (14)

This last transformation appears more naturally in the case of plane channel, when the yielded zone is mapped in
[0, 1]. Finally, the Orr-Sommerfeld equation is obtained as follows:

[W - C] Lu + (0; - i52W)u = - &~ L
2
u + 2it[2 :1'/ (~~:~I) - ~ dd1'/ COlWI)]

where, 0 == d/d1'/ and L == (I/1'/)D(1'/O) - a 2 - IIT/2.
The boundary conditions at the walls, 1'/ = 1'/1 and 1'/ = 1'/2, and at the interfaces, 1'/ = 1'/- and 1'/ = 1'/+, are:

u= Du =0

( 15)

(16)

(17)

The substitution of Eq. (13) into Eq. (Il) indicates also that w = 0 at the interfaces. Thus the motion of the
unyielded region of fluid is not perturbed at the leading order. Therefore, the stability prablems (Eqs. (15) and
(16» in the internal fluid region, [1'/1,1'/-], and in the external fluid region, [1'/+,1], are completely uncoupled.
Thus, they can be analyzed separately.

Remark, Sirnilar Orr-Sommerfeld equation can be derived for plane Poiseuille flow [4]:

. ., i., 4ia B [ Du ][W - C][u - (D-W)u = --[-u + --D --
aRe Re IDWI

Here, D == d/dy and [ == D2 - a2. The differential equation (17) is defined in the flow domain D, delimited by the
interfaces at y = ±a and the channel wall at y = ± 1, i.e., D = [-1. -a] U [a, II. The boundary conditions are:

u(±a) = Du(±a) = u(±l) = Du(±I) = 0 ( 18)

Eq. (17) is symmetric and the boundary condi tions ( 18) are homogeneous, then the solution may be split up into an
odd pal1 Ui and an even part up : u = u p + Ui. Hence, if u(±a) = 0, then: up(±a) = 0 and ui(±a) = 0, separately.
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Similarly for the first derivative: i.e., Dup(±a) = 0 and Du; (±a) = O. It is clear that the two fluid regions are
uncoupled and equivalent. Renee, for the Bingham f1uid, it is sufficient to consider only one region, [a, 1] say.
Following previous studies for ewtonian fluids, Frigaard et al. [4] want to focus only on the even modes. For
this, they use the same procedure as for Newtonian f1uids by considering Dup(a) = D 3up (a) = 0, instead of
up (a) = Du p (a) = O. To our best knowledge, the obtained results are not correct for two reasonS: (i) the condition
up(a) = 0 is not satisfied; (ii) the condition D3 up(a) = 0, cannot be used here, since the interface is not a symmetry
axis. Actually, the distinction between the odd and even solutions for the Bingham fluid is not useful, since the two
f1uid region are uncoupled.

4. Numerical method

Following Mott and Joseph's [3] method, the eigenvaJue problem (15), (16) is solved using finite difference
method with a fourth order centered scheme. In the present analysis, C was treated as the eigenvalue for given
value of œ and Re. The resulting generalized eigenvalue problem was solved using QZ-algorithm implemented
in MATLAB V. For a good accuracy, after several tests, it was found that N = 400 is the optimal number of
subdivisions between the two cylinders.

S. Results and discussion

In order to validate our MATLAB code, calculations are first performed for Newtonian fluid (B = 0). The criti
cal Reynolds number is determined for different radii ratio 0.3:( K :( 0.9. The difference between our results and
those obtained by Mott and Joseph [3] is within 0.5%. The case of Plane Poiseuille flow of Bingham f1uid is then
considered using appropriate boundary conditions. Fig. 3 represents the real and imaginary parts of the eigenfunc
tion u for the least stable mode corresponding to ci = l, ap = 0.6 and Re = 104 . The domain [a, Il is mapped into
[0, 1J. For comparison, the corresponding results for Newtonian fluid, unew , are plotted in the same figure. It is
important to note that u new (1J = 0) of 0, however for Bingham fluid u(1J = 0) = O. In Fig. 4, results are displayed
for ap = 0.6, in terrns of contours of C;,max, (Ieast stable mode). For fixed axial wave number, the rapid increase
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in the spacing between the curves as C,max is increa ed, indicates that the f10w is linearly stable. In fact, within
the range of parameters considered here (a :( 5, Re :( L05), instabilities do not exist. Similar resultS are obtained
for an annular duct with different radii ratios, in the internai and external f1uid regions. As an example, Fig. 5 gives
for the extemal f1wd region, contours of C,max, for a radius ratio of 0.5 and ap = 0.6. As for plane channel, the
characteristic of the f10w stability is clearly shawn by the spacing between the contours.

The effect of the plug zone trucknes on the f10w stability for a given perturbation characterized by an axial
wave number ct can be appreciated through Fig. 6. Contours of C,max for ct = 1, are depicted in the plane (ap, Re).
For each contour, Re increases with increased ap, indicating that the larger ap is, the 'tronger the stability. Sim
ilar variations are observed if one considers others values of ct. Let us consider now the case where ap -T 0, i.e.,
B -T O. Fig. 6 shows for the lowest value of ap considered here, ap = 0.005, that the f10w remains linearly stable,
contrary ta the ewtoruan case. We are not surprised by this result, in fact, as long as ap #- 0, there is a plug zone,
and the condition Du = 0 has ta be satisfied at the solid-liquid interface ta ensure continuity of stress. This con
dition leads ta u = 0 at the interface, while for Newtoruan f1uid Unew is maximum as shawn in Fig. 3. Therefore,
the eigenfunction (for the least stable mode) for Bingham fluid as B « 1 is different from that corresponding ta
Newtoruan f1uid (B = 0).

Ta draw the conclusion from the present study, it is found that the Poisewlle f10w of Bingham f1wd is Iinearly
stable ta infirutesimal axisymmetric perturbations, and (8 = 0) is a singularity Iimit. For future work, linear stability
ta asymmetric perturbation will be considered.
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Titre: Influence de la contrainte seuil S'UT la stab'ilité de l'éco'ulement de Poiseu'ille
d'un fl'u'ide viscoplastiq'ue : Et'udes modale et non modale.

Résumé La stabilité linéaire de l'écoulement de Poiseuille d'un fluide de Bingham est
analysée. L'intérêt de cette étude provient des problèmes rencontrés lors de la cüilenta
tion de puits de pétrole; il est iCi nécessaire de connaître la structure de l'écoulement des
fluides (ciment, boues de forage). En particulier, les conditions de transition laminaire
turbulent sont ünportantes. L'écoulement de base est caractérisé essentiellement par la
présence dans sa partie centrale d'une zone iso-vitesse, où la contrainte est inférieure
à un seuil, qui se déplace comme un solide indéformable. L'analyse modale qui repose
sur une perturbation de forme exponentielle montre que l'écoulement est linéaü'ement
stable. Le caractère non normal de l'opérateur linéaire montre qu'une croissance tran-
sitoire de l'énergie de la perturbation,est possible aux temps courts. Les perturbations
optimales ainsi que les conditions de non augmentation de l'énergie sont déterminées,
en fonction du nombre de Bingham.

Mots clés : Stabilité l'inéai're, fluide viscoplastique, fluide de Bingham, éco'ulement de
Poiseuille, pe'rtu'rbations optimales..

Tiltle : Infl'uence of the yield stTess on the stabihty of a Poiseuille fiow of a viscoplastic
fluid : Modal and .non modal appmaches

Abstract The linear stability of the Poiseuille flow of a Bingham fluid is analysed.
The present study is motivated by the problems encountered during the cementation
of oil wells. In such situations, it is mandatory to know the structure of the flow of the
different fluids involved (cement, mud of drilling). More specifically, the conditions of
the transition from the laminar to the turbulent regime are important. The mean flow
is essentially characterized by the presence in its central part of a plug zone, which
moves as a rigid solid. The modal. analysis relies upon an infinitesimal disturbance of
the mean flow of exponential form, and shows that the Poiseuille flow is linearly stable.
The non normal character of the linear operator demonstrates that a transient growth
of the energy associated to the perturbation is possible, for short times. The optimal
disturbances and the conditions of no growth of energy are determined, versus the
Bingham number.
Key words : LineaT stability, viscoplastic fluid, Bingham fluid, Poise'U'ille flow, optimal;
pertu'rbations.
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