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SYMBOLES, NOTATIONS ET ABBREVIATEONS

Symboles, notations et abréviations

Ensembles, classes de fonctions

{N,Z R}
{N, 7z, R}"
{N,Z, R}

R‘n
RnXp
C

B,

€

Cl
Coo

Algébre linéaire

ensemble des nombres {entiers, relatifs, réels},
ensembles des nombres {entiers, relatifs, réels} positifs,
ensembles des nombres {entiers, relatifs, réels}

privés de l’élément 0,

espace réel euclidien de dimension n,

ensemble des matrices réelles de dimension n x p,
inclusion d’un espace dans un autre,

ensemble des z € R™ tels que |[z|| <r, r >0,
appartenance d’un élément & un espace,

classe des fonctions continiment différentiable,

classe des fonctions indéfiniment contintiment différentiables
ou lisses (smooth).

L, (1) matrice identité de dimension n X n (resp. de dimension
appropriée),

0, (0) matrice nulle de dimension n x n (resp. de dimension
appropriée),

M1 inverse de M € R™™" (avec det(M) # 0),

MT (M-T) transposée de M € R"*? (resp. de I'inverse de M € R™*"),

Mt pseudo-inverse de Moore-Penrose de M € R™™",
avec MMM = M,

M>0(M>0) matrice M symétrique définie (resp. semi-définie) positive,

M>N(M2>N) M-—N>0((resp. M =N >0), pour M et N

AM)

symétriques € R™*",
ensemble des valeurs propres de M € R™*",

Amax(M) (Amin(M))  valeur propre maximale (resp. minimale) de M € R™*",

o(M)

ensemble des valeurs singuliéres de M € R"*?,

avec o;(M) = /;(MMT),

Omax(M) (0min(M))  valeur singuliére maximale (resp. minimale) de M € R™?,

det(M)
rang(M)
tr(M)
spec(M)
cd(M)

déterminant de M € R™",

rang de M € R™*?,

trace de M € R™*",

spectre de M € R™ ", avec spec(M) = {X; | 1 <1 < n},
nombre de conditionnement de M € R™**?,

avec cd(M) = omax( M)/ omin(M),

xvii



SYMBOLES, NOTATIONS ET ABBREVIATIONS

diag (m;) matrice diagonale d’éléments diagonaux m; € IR”,

i=1,..,nm

bloc-diag(M;) matrice bloc-diagonale d’éléments diagonaux M; € R™ ",
FE=5 DU )

span(vy,...,v,) sous-espace vectoriel généré par I’ensemble des combinaisons

linéaires du n-uplet de vecteurs (vy,... ,v,),
llvl| norme euclidienne d’un vecteur v € IR",
M| norme euclidienne d’une matrice M € R**".

Algébre de Lie (voir annexe A)

Zrh  dérivée de Lie d’'une fonction h le long d’un champ de vecteurs f,
Z }"' h  dérivée de Lie itérée k fois,

[f,g] e

adlffg cr

ochet de Lie de deux champs de vecteurs f et g,
ochet de Lie itéré k fois.

Opérateurs et notations

cov{.}

zx (2(1))
wg (u(t))
yr (y(1))

espérance mathématique,
covariance ou moment centré d’ordre 2,

vecteur d’état & U'instant courant,
vecteur des entrées & l'instant courant,
vecteur des sorties a l'instant courant,

fler, ur) modéle dynamique du systéme,
h(zg, ug) modele de sortie du systéme,
Th/k—1 vecteur d’état courant prédit & un pas,
Tk (Trsr) vecteur d’état courant estimé (resp. filtré),
We (We) grammien d’observabilité (resp. de commandabilité),
O matrice d’observabilité,
Oe matrice d’observabilité “estimeée”,
M(i,: ) (M(:,1)) ™ ligne (resp. ¢*™¢ colonne) de M € R™*"
8ik symbole de Kronecker, §;; = { (1) : ? ;: Z
e; vecteur unitaire, ;= (0 ... 0 1 0 ... D)T, Punité
se situant en j'*™¢ position.
Abbréviations
ARE Algebraic Riccati Equation - Equation algébrique de Riccati,
EDP Partial Differential Equation - Equation aux Dérivée Partielles,
FK Kalman Filter - Filtre de Kalman,
FKE Fxtended Kalman Filter - Filtre de Kalman Etendu,
LTI Linear Time Invariant - Linéaire Temps Invariant,
LTV Linear Time Varying - Linéaire Temps Variant,
MISO  Multi Input Single Output - Multi Entrées Simple Sortie,
MIMO  Multi Input Multi Output - Multi Entrées Multi Sorties,
OKE FEzxtended Kalman Observer - Observateur de Kalman Etendu,
SISO Single Input Single Outpul - Simple Entrée Simple Sortie.
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Introduction

La demande sans cesse grandissante en terme de qualité et de productivité des systémes
industriels a contraint ’homme a automatiser de plus en plus ses outils de production.
Afin d’assurer une conduite optimale des procédés industriels, la majorité des techniques de
commande (placement de péles, commande optimale, commande linéarisante, ... ) requiert
une connaissance compléte ou partielle de 1’état du systéme & réguler. Sur le plan pratique,
cette hypothése s’avére inconcevable dans la plupart des cas. Plusieurs raisons a cela: d’une
part, les variables d’état n’ont pas toujours une signification physique et leur mesure directe
se révele impossible & réaliser, d’autre part, lorsqu’un état existe physiquement, sa mesure
peut étre délicate & effectuer d’un point de vue technique (les capteurs nécessaires peuvent
ne pas étre disponibles ou de précision insuffisante) et enfin, sur le plan économique, il
est souvent appréciable d’installer un minimum de capteurs de facon & réduire les cofits
d’instrumentation du processus a automatiser.

Par conséquent, dés qu’'une stratégie de commande (ou de diagnostic) requiert 1'utili-
sation de variables d’état non mesurées, il est indispensable de reconstruire (complétement
ou partiellement) le vecteur d’état du systéme. Sous certaines conditions, ce probléme peut
étre résolu en introduisant en paralléle un systéme dynamique auxiliaire, appelé observa-
teur ou estimateur d’état dont la tache sera de fournir une estimation (asymptotique ou
exponentielle) du vecteur d’état du systéme étudié en fonction des informations disponibles
sur ce méme systéme, & savoir les mesures des grandeurs d’entrée et de sortie et le modéle
dynamique du procédé.

La synthése de tels capteurs logiciels retient 'attention de nombreux chercheurs depuis
plus de trois décennies. Dans un premier temps, la recherche s’est orientée de facon naturelle
vers l'estimation de I'état des systémes linéaires. Une solution optimale a été développée
par Luenberger dans un cadre déterministe et Kalman dans un contexte stochastique. Ces
algorithmes sont encore largement utilisés de nos jours mais, les systémes linéaires ne cou-
vrant qu’un faible pourcentage des procédés industriels, des solutions spécifiquement non
linéaires ont rapidement été envisagées. En dépit d’une littérature surabondante sur le sujet
(principalement dans le cas temps-continu), le probléme de la syntheése d’observateurs pour
les systémes non linéaires n’a été que partiellement résolu et demeure un axe de recherche
réguliérement exploré.

De nouveaux problémes sont apparus avec ’émergence des techniques d’observation non
linéaires. Ces difficultés sont essentiellement liées aux différences structurelles existant entre
systémes linéaires et non linéaires. En particulier, il est connu que I'observabilité des sys-
témes non linéaires n’est, dans la plupart des cas, qu’un résultat local et dépend de surcroit
des entrées du systéme. Cette propriété contraste avec le cas linéaire ou tout systéme obser-
vable I'est globalement et indépendamment des entrées (application du critére de Kalman
pour 'observabilité par exemple). Ainsi, la définition “linéaire” de l'observabilité n’est plus
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suffisante pour la syntheése d’observateurs non linéaires. Pour pallier & ce probléme, plusieurs
définitions de 'observabilité des systémes non linéaire ont été introduites (observabilité locale
(resp. globale) faible (resp. forte), espace d’observation, observabilité au sens du rang, ... ).
Certaines notions d’observabilité étant liées & la nature méme des entrées, une classification
rigoureuse de ces derniéres a été réalisée : entrées universelles, réguliérement persistantes ou
singuliéres. Dans cet esprit, certains auteurs se sont attachés & caractériser les systémes,
suivant la nature de leurs entrées. Les classes des systémes uniformément observables (qui
ne possédent pas d’entrées singuliéres) et U-uniformément observables ont ainsi été intro-
duites |WIL77, GAU81, GAU94]. Ces systémes sont ou peuvent se mettre sous une forme
canonique d’observabilité, via un changement de coordonnées local. Le rappel de ces diffé-
rents concepts d’observabilité dans les cas temps-continu et temps-discret sera le théme du
premier Chapitre de ce mémoire.

Les notions d’observabilité en non linéaire étant définies, nous consacrerons le deuxiéme
Chapitre de ce mémoire & une revue bibliographique sur les différentes techniques d’estima-
tion non linéaires. Pour ce faire, nous classerons les différentes méthodes existantes en quatre
groupes principaux, a savoir les techniques de linéarisation exacte ou approchée de 'erreur
d’observation, les observateurs a erreur non linéaire (incluant notamment les observateurs
a grand gain), les observateurs a modes glissants et enfin les estimateurs d’état sur horizon
glissant.

Pour commencer, nous présenterons la classe des estimateurs a erreur d’observation li-
néaire. Cette approche est née avec le souci de nombreux chercheurs d’étendre directement
les techniques d’estimation linéaires aux systémes non linéaires. L’observateur est alors syn-
thétisé, soit sur la base d’une linéarisation exacte du systéme par injection de sortie ou
immersion, soit sur la base d’une linéarisation approchée du systéme autour d’un point (en-
semble) d’équilibre ou le long d’une trajectoire estimée. Toutefois, nous verrons que plusieurs
doutes ont été émis, d’une part, sur 'applicabilité de la premiére stratégie, d’autre part, et ce
malgré une trés large utilisation en pratique, sur les garanties de convergence de la seconde.

La recherche s’est ensuite orientée vers des solutions spécifiquement non linéaires en
considérant le systéme sur toute sa gamme de fonctionnement. Cette approche est fondée
essentiellement sur les algorithmes d’estimation de type “grand gain” introduits par Thau
en 1973 [THAT3|. L’idée avancée est d’utiliser des gains d’observateurs suffisamment im-
portants de fagon & dominer les non linéarités (plus précisément la constante de Lipschitz
de ces derniéres) dans la dynamique non linéaire de I'erreur d’observation. La synthése de
ces observateurs est réalisée indifféremment dans les coordonnées initiales (sous certaines
hypothéses structurelles du systéme) ou dans les bases canoniques associées aux systémes

uniformément observables ott U-uniformément observables.

Nous poursuivrons avec la présentation des observateurs & structure variable. Cette mé-
thode consiste & utiliser de grands gains d’observateur de facon a faire “glisser” I’erreur d’ob-
servation vers un hyperplan de commutation sur lequel 'erreur d’observation est linéaire et
exponentiellement stable. Cette approche ne requiert pas une connaissance exacte des non
linéarités du systéme pour la synthese de 'observateur et permet, le cas échéant, de prendre
en compte d’éventuelles incertitudes de modéle.

Enfin, 'étude des estimateurs sur horizon glissant viendra clore ce chapitre. De nombreux
chercheurs portent un intérét grandissant a cette approche dont l'objectif n’est plus de fournir
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des solutions analytiques, comme précédemment, mais des solutions numériques issues d’al-
gorithmes de minimisation, en transformant le probléme classique d’estimation dynamique
en la résolution, au sens des moindres carrés, d’un systéme d’équations non linéaires.

Aprés avoir passé en revue une grande partie des approches disponibles pour la synthése
d’observateurs des systémes non linéaires temps-continu et temps-discret, le troisiéme Cha-
pitre de ce mémoire sera consacré i I’étude de la classe importante des estimateurs non li-
néaires utilisant le formalisme du filtre de Kalman étendu. Cette approche est & classer parmi
les techniques de linéarisation approchée de 'erreur d’observation et consiste essentiellement
a imiter le filtre de Kalman pour les systémes linéaires en linéarisant, & chaque instant, le
systéme étudié le long des trajectoires estimées. En dépit d’une trés large utilisation en pra-
tique, la convergence de cette catégorie d’estimateurs n’a toujours pas été démontrée (au
sens global!) et demeure un sujet de recherche ouvert et d’un grand intérét.

Dans ce chapitre, aprés avoir démontré la convergence exponentielle globale du filtre de
Kalman en tant qu’observateur pour les systémes linéaires temps-variant, nous apporterons
une preuve de la convergence du filtre de Kalman étendu (FKE) utilisé en tant qu’observateur
(autrement appelé observateur de Kalman étendu (OKE)) pour les systémes non linéaires
temps-discret. Notre approche repose, d’une part sur les résultats antérieurs de Deyst et
Price [DEY68] qui ont démontré la bornitude de la matrice de covariance de 'erreur d’es-
timation sous les conditions d’observabilité et de commandabilité complétes uniformes et,
d’autre part sur une nouvelle technique de linéarisation “exacte” au premier ordre du sys-
téme étudié. Cette méthode consiste a paramétrer 'analyse de convergence de I'observateur
en introduisant des matrices diagonales inconnues modélisant les différents résidus d’ordre
supérieur ou égal & deux, issus de la linéarisation au premier ordre du systéme. Ce paramé-
trage nous permettra de donner des conditions suffisantes de convergence de ’observateur et
d’établir les connections étroites entre le choix de certaines matrices de pondération (tradi-
tionnellement les covariances des bruits de systéme et de mesures dans un cadre stochastique)
et ’amélioration des performances de I'observateur (vitesse de convergence et domaine d’at-
traction).

Nous étendrons ensuite cette approche & la synthése d’observateurs de type-Kalman
étendu d’ordre réduit pour les systémes non linéaires temps-discret. Notre approche concer-
nera la classe des systémes & mesures linéaires. Des conditions suffisantes d’existence des
observateurs synthétisés seront établies et, comme dans le cas d’ordre plein, nous démontre-
rons & quel point le choix de certaines matrices de pondération est important pour améliorer
~ de facon significative les performances des algorithmes proposés.

Puis, comme il existe un certain nombre de situations o les systémes ne sont pas réguliers
(existence de contraintes algébriques ou présence d’entrées inconnues), nous passerons, dans
une troisiéme partie, a la synthése d’un observateur de type Kalman étendu pour la classe
des systémes non linéaires singuliers temps-discret a mesures linéaires. De méme que dans
les parties précédentes, nous établirons des conditions suffisantes d’existence de 'observateur
via l'introduction d’une matrice diagonale inconnue modélisant les différents résidus issus de
la linéarisation au premier ordre du systéme.

Enfin, nous développerons et étudierons la convergence d’un estimateur séparé état/biais
ou état/paramétres de type Kalman étendu pour les systémes non linéaires temps-discret.
Les biais ou paramétres inconnus seront supposés constants. Aprés avoir démontré analyti-
quement 1’équivalence entre 'estimateur séparé proposé et I'observateur de Kalman étendu
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global (lorsque le vecteur d’état est augmenté par le vecteur des biais inconnus), nous énon-
cerons des conditions suffisantes d’existence de l’estimateur. Les conditions de convergence
sont peu restrictives et obtenues en utilisant la technique de linéarisation “exacte” au pre-
mier ordre introduite dans les parties précédentes. En outre, le réle fondamental joué par
certaines matrices de pondération dans I’amélioration des performances de I'estimateur sera
démontré.

Dans le quatriéme Chapitre, la validité et 'applicabilité de notre approche pour la
synthése d’estimateurs de type-Kalman étendu seront démontrées, d’abord par le biais de
simulations numériques sur des problémes et systémes réguliérement étudiés dans la littéra-
ture, puis sur des données réelles issues d’'un procédé test du laboratoire.

La premiére application sera la résolution d’un probléme d’identification non linéaire. Le
systéme étudié est représenté sous la forme d’'un modéle Hammerstein MISO. Cette modéli-
sation consiste a mettre en série un systéme dynamique linéaire avec une caractéristique non
linéaire statique. Ce probléme étant difficilement abordable par les techniques d’estimation
non linéaires classiques (dont le FKE standard), nous synthétiserons un OKE en accord avec
la théorie établie en Chapitre 3 et démontrerons & quel point le choix des matrices de pon-
dération est important pour améliorer la convergence de I'observateur. Les cas de mauvaises
conditions initiales de 'observateur et de caractéristiques non linéaires d’ordres élevés seront
étudiés.

La seconde application traitera le probléme de 'observation d’une machine asynchrone.
Nous chercherons dans un premier temps & estimer les flux rotoriques et la vitesse angu-
laire du rotor & partir des mesures des courants statoriques. Les algorithmes utilisés seront
les OKEs d’ordre plein et d’ordre réduit. Afin d’estimer d’éventuels défauts de capteurs,
nous appliquerons ensuite POKE pour les systémes non linéaires singuliers dans le cadre
de Pestimation conjuguée de 1’état et des entrées inconnues. Enfin, certains paramétres du
moteur étant susceptibles de varier dans le temps (résistance rotorique, couple de charge),
’estimateur état/biais de type Kalman étendu sera appliqué & I'estimation séparée de I’état
et d’éventuels biais ou paramétres inconnus du systéme. Les différents algorithmes seront
testés en simulation et en boucle ouverte.

L’application suivante abordera un probléme fréquemment étudié dans la littérature,
4 savoir celui de la trajectographie passive. Ce probléme consiste a estimer les éléments
cinématiques (position, vitesse, accélération) d’une cible se déplacant dans un espace tri-
dimensionnel & partir des mesures des angles d’azimut et d’élévation effectuées depuis un
“observateur” mobile. Ce systéme est caractérisé par une forte inobservabilité et par une in-
adéquation avec la plupart des techniques d’estimation non linéaires classiques. Aprés avoir
présenté les différentes techniques d’estimation traditionnellement appliquées a ce probléme
(OKE avec pseudo-mesures et OKE & gain modifié), nous montrerons qu’un réglage judi-
cieux des matrices de pondération de ’'OKE classique (pourtant jugé peu performant sur ce
probléme dans la littérature) apporte une solution tout & fait pertinente au probléme.

Puis, dans une quatriéme partie, différentes simulations sur des procédés biotechnolo-
giques seront menées. Nous nous intéresserons dans un premier temps & ’estimation simul-
tanée des concentrations (en biomasse et en substrat) et des lois cinétiques d’un bioréacteur
de base décrivant la croissance d’un unique micro-organisme sur un substrat. Ensuite, nous
passerons a l’étude d’un bioréacteur a culture mixte décrivant la croissance de deux po-
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pulations cellulaires issues de la méme souche mais de sensibilités opposées par rapport a
I’adjonction d’un agent inhibiteur extérieur.

Enfin, notre étude ne saurait étre compléte sans une validation expérimentale sur des
données réelles. Dans une derniére phase, notre approche pour la synthése d’OKE sera donc
validée sur un probléme d’estimation séparée de 1’état et des paramétres d’un robot expéri-
mental plan. Ce systéme constitue ['un des procesus pilotes du laboratoire.

Finalement, nous concluons notre travail par un résumé des principales contributions de ce
mémoire & la théorie de 'observation des systémes non linéaires et par quelques perspectives
de recherches futures.
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Chapitre 1
Rappels et généralités

Ce chapitre a essentiellement pour objectif de présenter quelques rappels mathématiques
indispensables & toute stratégie d’observation et nécessaires a la compréhension de ce mé-
moire. L’étendue de ces notions se limite aux définitions de stabilité (asymptotique, ex-
ponentielle ou au sens de Lyapunov) et d’observabilité (grammien d’observabilité, espace
d’observation, observabilité au sens du rang, ... ). Le role fondamental joué par les en-
trées dans 1’étude de I'observabilité de modeéles non linéaires est mis en avant, les concepts
d’entrées universelles et de systémes uniformément observables sont introduits.

1.1 Sur la stabilité des systémes dynamiques

Dans cette partie, nous rappelons quelques concepts fondamentaux sur la stabilité des
systémes dynamiques temps-continu et temps-discret. Par définition, analyse de la stabilité
d’un systéme dynamique revient a étudier son comportement (sa trajectoire) lorsque son
état initial est proche d’un point d’équilibre. Cette opération devient particuliérement déli-
cate lorsque le modeéle est non linéaire. De nombreux artifices sont cependant donnés dans
la littérature [NIJ90, VID93]. Nous présenterons ici les principales définitions de stabilité
asymptotique, de stabilité exponentielle et de stabilité (exponentielle) au sens de Lyapunov.

1.1.1 Cas des systémes temps-continu

Considérons 'ensemble des systémes non linéaires non autonomes décrits par I’équation
dynamique:

z(t) = f(x(t),1) (1.1)

$(fg) = Zg

ott z(t) € R™et f: R* x RT — IR” est continue. Nous désignons par z. un point d’équilibre
de (1.1) tel que f(z.,t) = 0, V't > to, et par x(t,to, zo) la solution a Vinstant ¢ > #5 du
‘systéme (1.1) initialisée au point z & instant t,.

Comme les définitions qui suivent ne seront utilisées que dans le but d’analyser la dynamique
d’erreurs d’observation, nous nous limiterons a I’étude de la stabilité de (1.1) autour de
I'unique point d’équilibre que constitue 'origine z, = 0.
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Définition 1.1 (Stabilité) On dit que l'origine est un point d’équilibre stable au sens de
Lyapunov pour (1.1) si toute trajectoire initialisée dans un voisinage de x. = 0 &ty en reste
suffisamment proche pour tout t > to, autrement dit si, pour tout ¢ > 0 et ty > 0, il existe
un scalaire positif §(e, to) tel que:

llzoll < 8(esto) = |x(t,to, )]l <& Yt>t, (1.2)

On dit que lorigine est instable dans le cas contraire. v

Définition 1.2 (Attractivité) On dit que lorigine est un point d’équilibre attractif pour
(1.1) sl existe un scalaire strictement positif n(ty) tel que:

lzoll <mte) = lim x(t,t0,20) =0 Vit 2to (1.3)
Lorsque n(to) — oo, on dit que lorigine est globalement attractive. v

Le concept d’attractivité signifie simplement que toute trajectoire du systéme convergera
bien, aprés un certain temps et de possibles larges excursions, vers son état d’équilibre. On
remarque qu'un systéme attractif n’est pas nécessairement stable au sens de la Définition
1.1. On introduit alors la notion de stabilité asymptotique qui garantit que ’état du systéme
converge vers son état d’équilibre sans trop s’en éloigner.

Définition 1.3 (Stabilité asymptotique) On dit que [origine est un point d’équilibre
asymptotiquement (resp. globalement asymptotiquement) stable si elle est stable et attrac-
tive (resp. globalement attractive). v

Dans les définitions précédentes, si les bornes § et n ne dépendent pas de I'instant initial
to, on parlera de stabilité uniforme, d’attractivité uniforme et stabilité asymptotique (glo-
bale) uniforme. En remplagant la convergence asymptotique dans (1.3) par une convergence
exponentielle, on obtient une propriété plus forte que la stabilité asymptotique:

Définition 1.4 (Stabilité exponentielle) On dit que l'origine est un point d’équilibre lo-
calement exponentiellement stable pour (1.1) s’il existe des constantes o et 3 strictement
positives telles que :

[Ix(t;to, zo)|| < avexp(=B(t —to)) Vt>to et Vo €B, (1.4)
Lorsque B, = R", on dit que Uorigine est globalement exponentiellement stable. A 4

L’utilisation des définitions précédentes, pour démontrer la stabilité du systeme (1.1)
autour de 'un de ses points d’équilibre, requiert la résolution explicite de I’équation diffé-
rentielle () = f(z(t),t). Ce calcul est trés difficile voire impossible dans la plupart des
cas. La théorie de Lyapunov (méthode directe) sur la stabilité permet de s’affranchir de ce
dernier calcul. Cette méthode consiste a définir une fonction particuliére avec des propriétés
appropriées dont I'existence garantit le type de stabilité désiré.

Définition 1.5 Soit V(z,t) : R" x RY — RT une fonction continue. V est dite propre
définie positive su:

. VteRY, Ve eR", 240 V(z,t)>0,
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. VfGIR+7 V(:E,f):@ = z =10,
. Vte IR‘}" limﬁmﬁ_mif’ = 0.

v

Définition 1.6 (Fonction de Lyapunov) Une fonction V(z,t) de classe C' est une fonc-
tion de Lyapunov locale (respectivement globale) au sens large pour le systéme différentiel
(1.1) si elle est propre définie positive et s’il existe un voisinage de lorigine Vo tel que
YV € Vg (respectivement x € R"):

T
Vo) = 220 (220 e <o

Si V(x,t) <0, V est appelée fonction de Lyapunov au sens strict pour (1.1). v

Définition 1.7 (Méthode directe de Lyapunov) Si le systéeme différentiel (1.1) admet
une fonction de Lyapunov locale au sens large (respectivement au sens strict) alors Uorigine
est un point d’équilibre localement stable (respectivement asymptotiquement stable).

Ce résultat peut étre validé globalement ¥« € R™. S 4

Définition 1.8 (Stabilité exponentielle) L’origine de (1.1) est localement exponentielle-
ment stable s’il existe des constantes o, 3,7 > 0, p > 0, et une jonctwﬂ V(z,t): Vox RY —
R* de classe C' telles que, Vz € Vy:

ollz|l” < V(a,1) < Bllel”,

i. Viz,t) < —yV(z,t).

Si Vo= R", Uorigine de (1.1) est globalement exponentiellement stable. v

Définition 1.9 (Théoréme inverse (Massera)) Tout systéme de classe C' localement
(respectivement globalement) asymptotiquement stable admet une fonction de Lyapunov lo-
cale (respectivement globale) au sens strict. v

Nous avons énoncé, ci-avant, quelques résultats de stabilité utilisés dans la suite de ce
mémoire pour analyser la stabilité des différents algorithmes d’observation. Le lecteur pourra
se référer a [VID93] pour une synthése plus compléte.

Remarque 1.1 En choisissant la fonction de Lyapunov candidate V(z) = zTPz, P >
0, la classe des systémes linéaires temps invariant (LTI), #(t) = Az(t), est globalement
exponentiellement stable en x = 0 si el seulement si P est la solution définie positive de
Uéquation ATP + PA = —Q, pour une matrice ) définie positive donnée. v
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1.1.2 Cas des systémes temps-discret

Les définitions précédentes restent valables pour les systémes non linéaires non autonomes
temps-discret de la forme:

Trr1 = fzk, k) (1.5)

:Eko = To

ot 7 € R" et f: R"” x RT — R" est continue. Nous supposons que 'origine est I'unique
point d’équilibre de (1.5) tel que f(0,k) =0,V k > ko > 0.

Soit x(k, ko, z0) la solution & I'instant k > ko du systéme (1.5) issue du point z¢ a U'instant
ko. Contrairement au cas temps-continu, x est facilement calculable et I'on a:

X(k7k01:€0) = T
X(k. + 17k>$k) = Tg41 = f(X(k7k05$0),k> mG < IR,n, Yk 2 k‘g 2 0
x(ko, ko, To) = o Vage R", Yk >0

Les définitions 1.1 & 1.3 sont ici directement transposables. Il convient cependant d’ap-
porter les définitions suivantes concernant la notion de stabilité exponentielle.

Définition 1.10 (Stabilité exponentielle) On dit que lorigine est un point d’équilibre
localement exponentiellement stable pour (1.5) s’il existe des constantes o> 0 et 0 < p <1
telles que:

Ix(E, ko, zo)|| < allzollp™™™ Yk > ko 20, Vao € B, (1.6)

Lorsque B, = IR™, Uorigine est globalement exponentiellement stable. v

Théoréme 1.1 (Stabilité exponentielle) L’origine de (1.5) est un point d’équilibre lo-
calement exponentiellement stable s'il existe une fonction propre définie positive Viz, k) :
B, x Rt — R*, V(0,k) =0, et des constantes o, 3 >0 et 0 <7y <1 telles que ¥V xg € B, et
V/‘Z Z k‘g Z 0:

i offzel® < Vi(ww, k) < Bllael’,
ii. La suite de Lyapunov {V(wx, k)},_y, . est strictement décroissante c.-d-d. :

AV(zp, k) = Vix(k+ Lk zi), k+ 1) = V(zg, k)
= V(xfﬂ'hk + 1) - V(:Efm k) < "’ﬂ/(xkvk)'

En effet, & partir de la propriété ii., on a AV(zg_1,k — 1) < —4V(zk_1,k — 1) et on
montre que:

V(:Ck,k:)

=5 V(Jﬁk,k)

(1 =)V (zet, kb — 1)
(1 =) "V (o, ko)

IAIA
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1.2. SUR L’OBSERVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES

Soit, en utilisant 'inégalité i.:

llzkll < \/gﬂwgn(l ) eka)/2

= lIx(k, ko, zo)|| < \/éﬂ%}i(i =R Y k> ko > 0, Vo € B,

d’otr la stabilité exponentielle locale de Porigine de (1.5).

Remarque 1.2 En choisissant la fonction de Lyapunov candidate V(zy) = 2k Pzy, P > 0,
la classe des systémes LTI, xpy1 = Axzy, est globalement exponentiellement stable en 0 si
et seulement si P est la solution définie positive de Iéquation ATPA — P = —Q, pour une
matrice () définie positive donnée. ; v

1.2 Sur Pobservabilité des systémes dynamiques

Préalablement & toute stratégie d’observation d’un systéme dynamique, il est nécessaire
de s’assurer que ’état de ce dernier est effectivement observable & partir des informations
antérieures sur l’entrée et la sortie. L’étude de I'observabilité du systéme apporte une solu-
~ tion & ce probléme. A la différence des systémes linéaires, I'observabilité des systémes non
linéaires est intrinséquement liée aux entrées et aux conditions initiales. Lorsqu’un systéme
non linéaire est observable, il se peut qu’il posséde des entrées qui le rendent inobservable
(entrées singuliéres) et annihilent toute stratégie d’observation. Dans cette section, aprés un
rappel de quelques concepts fondamentaux sur I'observabilité, nous introduirons les notions
d’entrées universelles et de systémes uniformément observables, qui permettent d’éviter les
problémes de singularité liés aux entrées.

1.2.1 Cas des systémes temps-continu

Considérons le systéme non linéaire autonome:

2(t) = f(x(t),u(t)) (1.7a)
y(t) = h(z(?)) (1.7b)

ott u(t) = (wi(t), ... ,un(t))’ € R™, y(t) € R et z(t) € R". Pour tout entrée u € R™
constante, f,(z) = f(z,u)! constitue un champ de vecteurs C* sur R" et les h;, i =1,... ,p,
composantes de & sont des fonctions C* de R" sur R.

Dénotons y.(Z, %o, zo) la solution & I'instant ¢ du systéme (1.7), soumis & la commande u et
issue de la condition initiale zg & instant #g.

Dans le domaine non linéaire, il existe plusieurs facons de définir la notion d’observabilité.
Nous rappelons ici la définition donnée par Hermann et Krener [HER77] en lien avec le
concept d’indistinguabilité des états.

1. Afin d’alléger les différentes écritures mathématiques, nous omettrons réguliérement le temps ¢ dans la
suite de ce mémoire.
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET GENERALITES

Définition 1.11 (Indistinguabilité, [HER77]) Deuz états distincts zo, %o € R™ sont dits
indistinguables si, pour tout t € Jto, T[, T < oo et pour toute entrée admissible u - [to, t]
R™, les trajectoires h(xu(t,to,20)) et h(xu(t,t0,Z0)), respectivement associées @ zq et o,
sont identiques sur leur domaine de définition commun.

Dans le cas contraire, zo et To sont dits distinguables. v

Définition 1.12 (Observabilité) Le systéme dynamique (1.7) est dit observable en zo €
R™ st Uensemble des états indistinguables de xo ne contient que zq.

St cetle propriété est vraie pour tout x € R", le systeme est dit observable. v

Ce dernier concept constitue un concept global d’observabilité, pour lequel il est parfois
nécessaire d’engendrer des trajectoires h(x.(t,%0, o)) et h{xu(t, to, %)) suffisamment éloi-
gnées de xg. En limitant les différentes trajectoires dans un voisinage de zg, nous définissons
la notion d’observabilité locale.

Définition 1.13 (Observabilité locale, [HER77]) Le systéme dynamique (1.7) est dit
localement observable en un point xo € R" s’il existe un voisinage V,, de xo tel que pour
tout To € Vy,, To €t To sont distinguables, les trajectoires h(x.(t,t0, o)) et h{xu(t,to, o))
restant dans V.

Si cette propriété est vraie pour tout x € R", le systéme est dit localement observable. V¥

Les auteurs dans [HER77, SON84]| ont montré que, lorsqu’il s’agit de différencier un état
initial de ses voisins, il est possible d’affaiblir la propriété d’observabilité locale.

Définition 1.14 (Observabilité locale faible, [SON84]) Le systéme dynamique (1.7) est
dit localement faiblement observable en un point xy € R"™ si, pour chaque voisinage V., de
xg, il existe un voisinage f)xo de zg contenu dans V,, tel que Uensemble des états dans f/m
qui sont indistinguables de xo, pour toute trajectoire h(x.(t,to, To)) € Vi avec Tp € f/m, ne
contient que Tg.

Le systéeme dynamique (1.7) est dit localement faiblement observable s’il est localement fai-
blement observable en x pour tout x € R". v

L’observabilité locale faible signifie simplement que tous les états suffisamment proches
de z¢ en sont distinguables, les différentes trajectoires associées restant dans un voisinage de
g

[’exemple suivant illustre facilement ces derniers concepts:

Exemple 1.1 ([HERT77]) Soit le systéme :

T=u ze€R, ueR etyeR?
Yp = Cos T
Yys =sinc

Ce systéme est localement faiblement observable, mais n’est pas observable. En effet, il est
facile de voir que les points xg et xp = xo + 2km sont indistinguables Vo € R, Yk € ZZ.
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1.2. SUR L’OBSERVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES

Veérifier I'observabilité de (1.7) par I'intermédiaire des définitions précédentes, demande
la résolution explicite de 'équation différentielle # = f(z,u). On a noté que ce calcul est tres
difficile voire impossible. 1l est possible d’éviter ce probléme en introduisant une condition
de rang similaire au cas LTI. Cette condition est évidemment de nature locale, et s’appuie
sur le fait que le comportement de la fonction de sortie A, dans un proche voisinage d’un
point nominal (zg, fg), est défini par la fonction elle-méme et ses dérivées successives au point
(zg,t0) (théoréme de Taylor). Autrement dit, il suffit de tester I'injectivité d’une application
particuliére entre les conditions initiales et les dérivées successives de la sortie. On définit
alors le concept d’espace d’observation.

Définition 1.15 (Espace d’observation) L’espace d’observation O(h) du systéme non
linéaire (1.7) est le plus petil sous-espace vectoriel contenant les observations h; et fermé par
différentiation de Lie le long de tous les éléments de F = {f,(.), v € R™} c.-a-d. tous les
champs de vecteurs correspondants @ des entrées constantes:

O(h)(z) = span {ﬁf’fukffuk“l L hiz) | 1<i<p, k> 1wy, u €RT 2 € IR”}

(1.8)
olu gfujhi est la dérivée de Lie de la fonction h; le long du champ de vecteurs f,;. v
Définition 1.16 (Observabilité au sens du rang)
Le systéme dynamique (1.7) est dit observable au sens du rang en zo € R" si:
dimdO(h)(zo) =n (1.9)

ot dO(h)(zo) = {d¥(z0), ¥ € O(h)}.

Le systeme (1.7) est observable au sens du rang s’il I’est pour tout z € R".

Si le systeme (1.7) est observable au sens du rang en zq, alors il est localement faiblement

observable en v ([HERT7]). v

La condition d’observabilité au sens du rang (1.9) est une condition suffisante mais non
nécessaire pour s’assurer de I'observabilité d’un systéme dynamique non linéaire comme le
montre ’exemple suivant :

Exemple 1.2 (|XIA88b]) Soit le systéme,

T = Ty zeR? et ye R
Ty = Ty
y=a{+7;
Comme x, = /(5y —y)/2 et x2 = /(y—3y)/2, ce systéme est observable au sens de

Hermann et Krener, mais n'est pas observable au sens du rang en x = 0 (car O(h)(z) =
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET GENERALITES

Dans le cas particulier des systémes LTI :
z(t) = Az(t) + Bu(t) (1.10a)
y(t) = Ca(t) (1.10Db)

avec z(t) € R”, u(t) € R™ et y(¢) € RP, on remarque que f(z,u) = Az+ Bu = f(z)+g(z)u
avec f(z) = Az, gi(z) = by et hi(z) = c;z oft by, et ¢; représentent respectivement les k™
et 7™ lignes des matrices B et C.

On démontre que:

Lihi(z) = Az et L, Llhi(a) = cAlgy
Dot :
dO(h)(ze) =Im [CT (CA)T ... (CAHT]"
Par conséquent, le systéme (1.10) est localement observable si le rang de la matrice:
[cT (cAT ... (CcAaH)T]"
est égal a n. Cette condition est plus connue sous le nom de critére de Kalman pour Pobser-

vabilité.

Pour les systémes LTI, Pobservabilité ne dépend ni des entrées appliquées au systéme, ni
des conditions initiales: "observabilité locale implique 'observabilité globale.

Dans une derniére partie, intéressons nous & 1’étude de P'observabilité des systémes li-
néaires temps variant (LTV) pour lesquels il est utile d’introduire le concept de grammien
d’observabilité.

Considérons le systéme:

z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) (1.11a)
y(t) = C(t)e(t) (1.11b)

avec z(t) € R™, u(t) € R™ et y(t) € R”.

Définition 1.17 (Observabilité compléte) Le systeme (1.11) est dit complétement ob-
servable s’il existe T > 0 et to > 0 tels que pour toul t > tg, le grammaien d’observabilité :

}V%nt4-T):L[H'@TﬁyﬂCTﬁﬁC@ﬁéﬁyﬂdT (1.12)

est défini positif. ¢(r,t) représente la matrice de transition du systéme homogéne associé a

(1.11):

f;gb(r, t) = A(T)é(7,t) (1.13)
gﬁ(f,t) = I,
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1.2. SUR L’OBSERVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES

Physiquement, le grammien d’observabilité W°(¢,¢ + T') quantifie 'information fournie
par la sortie sur U'intervalle de temps [¢,¢ 4+ T']. On remarque que la condition d’observabilité
compléte n’est pas suffisante pour estimer I’état de (1.11). En effet, W?(t,t +T') peut étre dé-
fini positif tout en s’approchant de zéro. Dans ce cas, I'information fournie par la sortie n’est
plus suffisante pour reconstruire I’état du systéme. Nous sommes alors amenés & introduire
la notion d’observabilité compléte uniforme.

Définition 1.18 (Observabilité compléte uniforme, [BOR89|) Le systéme (1.11) est
dit complétement uniformément observable s’il existe T > 0, n > 0 et tqg > 0 tels que pour
tout t > 1o :

W(t,t+T) > nl, >0 (1.14)

v

1.2.2 Entrées universelles et systémes uniformément observables

L’étude de 'observabilité des systémes non linéaires, comme nous ’avons présentée pré-
cédemment, ne fait pas apparaitre le role des entrées. En effet, alors que 'observabilité des
systémes LTI et LTV ne dépend pas des entrées, ce n’est plus le cas pour les systémes non
linéaires. Il existe des entrées particuliéres rendant ces systémes inobservables. L’exemple
suivant illustre cette propriété:

Exemple 1.3 Considérons un systéme bilinéaire de la forme :

T = ULy teR* uelR e yeR
Ty =10

y=x

Il est clair que ce systéme est observable pour toute entrée u(t) =k, k € ZZ—{0}. Cependant,
Uentrée u(t) = 0 ne pourra distinguer deuz états distincts = (221 a:z)T et T = (531 @2)
tels que 1 = T, et x93 # Tq, les sorties h(xo(t,0,2)) et h(xo(t,0,%)) étant identiques pour
tout t > 0.

Il convient, deés lors, de réaliser une certaine “classification” des entrées. Pour cela, nous
introduisons les notions d’entrées universelles et singuliéres.

Définition 1.19 (Entrée universelle) Une entrée est dite universelle pour le systéme
(1.7) sur un intervalle de temps [to, T] si, pour tout couple d’états initiauz distincts xq et o,
il existe t € [to, T] tel que h(xu(t,to,20)) # h(xu(t,to,Zo)). Une entrée universelle distingue
les états zgo el Tg.

Toute entrée d’un systéme LTI est une entrée universelle. v

Définition 1.20 (Entrée singuliére) Toute entrée non universelle est dite singuliére. W
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET GENERALITES

Il est montré dans [SUS79] que tout systéme non linéaire analytique observable admet des
entrées universelles.

Pour les systémes affines en I’état, I'universalité des entrées peut étre étudiée facilement

a 'aide du grammien d’observabilité [BOR93].

Considérons le systéme affine en ’état :
&(t) = A(u(t))z(t) + Blu(t)) (1.15a)
y(t) = Clu(t))z(t) (1.15b)

ot z(t) € R™, u(t) € R™ et y(t) € R”.

~Le grammien d’observabilité associé a (1.15) est donné par la matrice symétrique:

t+T
Wa(u,t,HT):[ T (1, )C(u)TC(u)du(r, 1) dr (1.16)

ot ¢,(7,1) est la matrice de transition du systéme homogéne associé a (1.15) vérifiant:

(1) = AT (1.17)
bu(t,t) =1,

Définition 1.21 Une entrée u(t) est universelle pour le systéme (1.15) s’il existe T > 0,
to > 0 tels que pour tout t >ty :

Tmin W (u, t,t +T)) >0

Cmin(W?(u,t,t +T)) est appelé indice d’universalité sur [t,t + T1. v

Il est montré dans [BORI3| que les entrées universelles ne suffisent pas a assurer la
convergence d’un observateur pour (1.15). Cette remarque s’appuie sur le fait qu’une entrée
universelle u(t) décalée dans le temps peut perdre son universalité. Dans cette configuration,
certains états du systéme devenant indistinguables, une perturbation se produisant sur I'un
de ces derniers n’influencera pas la sortie y(t) et 'observateur ne pourra “réagir” a cette
perturbation. Pour remédier & ce probléme et garantir une excitation suffisante du systéme,
il est nécessaire d’introduire la notion de persistance réguliére des entrées:

Définition 1.22 Considérons le systeme affine en Uétat (1.15). Une entrée u(t) est dite
régulierement persistante s’il existe to >0, T > 0 et o > 0 tels que pour tout t >ty :

Tmin W (u,t,t+T)) > o

Une entrée régulierement persistante est universelle. v
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a mesure le degré d’universalité, c’est & dire la proximité de u(¢) par rapport a d’éventuelles
entrées singuliéres. Le fait de minorer le grammien d’observabilité W? signifie simplement
que lentrée u(t) n’est pas trop proche d’une mauvaise entrée.

L’étude de I'universalité des entrées permet d’établir une classe particuliérement intéres-
sante de systémes observables sur 'ensemble des entrées admissibles : les systémes uniformé-
ment observables.

Définition 1.23 (Observabilité uniforme) Un systéme est dit uniformément observable
ou observable pour toute entrée si, pour tout t € [to, T, toute entrée admissible u : [to,t] —
R™, est une entrée universelle sur [tg,1]. v

Définition 1.24 (Observabilité uniforme locale) Un systéme est dit localement uni-
formément observable si, pour tout x € Q0 C R", il existe un voisinage V, de x tel que le
systéme restreint a ce voisinage est uniformément observable. v

Ces systémes ont été caractérisés a l'origine par Williamson [WIL77] dans le cas bilinéaire,
puis par Gauthier et al. [GAU81, GAU92| dans le cas non linéaire mono-sortie affine en la
commande.

Théoréme 1.2 ([WIL77|) Tout systéme bilinéaire de la forme:

&= (A+uN)z (1.18a)
y=Cz (1.18b)
oz €R*, ue R™, ye R et A, N, C sont des matrices réelles de dimensions appropriées,

est uniformément observable s’il existe un changement de coordonnées z = Px tel que (1.18)
puisse étre transformé sous la forme canonique observable :

= (A+uN)z (1.19a)
y=Cz (1.19b)
o
0 1 ... 0 ny 0 ... 0
- S : - n n 0
A=PAPT=| = |, N=pNP=| T :
0 ... 0 1
ay a9 ... day Np1y Np2 .. Tpp
C=CP'=(10 ... 0)
|

Théoréme 1.3 (|[GAU8B1|) Tout systéeme non linéaire mono-sortie affine en la commande
de la forme:

= f(z)+ g(z)u (1.20a)
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y = h(z) (1.20b)

ouzx € QCR", uelUCR™ yeR, [ etgsont des applications suffisamment différen-
tiables () : domaine de définition de l’état, U : ensemble des entrées admissibles),
est localement uniformément observable s’il existe un difféomorphisme :

d: R — R"
ez = 0(z) = (h(z), Zh(a),... , L7 h(z))"

qui transforme (1.20) sous la forme canonique observable :

2= Az +7v(2) + ¢¥(z)u (1.21a)
y=Cz (1.21b)
ou
0o 1 0 ... 0 0 i(z1)
N IS I O B
‘ 0 " 1 0 :
0 0 7’1(217"' 72”) ¢n('217"' 7Z'n)
C=( 0 ... 0)
avec 1o (2) = ZLF@7H(2)) et i(z) = ngj“lh(@’l(z)) (i=1,...,n). |
Remarque 1.3 Tout systéeme LTI est uniformément observable. v

Une telle classification pour les systémes non affines en la commande pose beaucoup plus
de problémes. Une solution a été apportée récemment dans [GAU94, BUS96] en introduisant
la notion de U-uniforme observabilité. Ce concept est fondé sur des considérations physiques
et notamment sur le fait que les entrées ne peuvent pas prendre n’importe quelle valeur.

Définition 1.25 (U-uniforme observabilité)
Un systeme est dit U-uniformément observable si et seulement si toute entrée u : [0,T] = U
est universelle sur [0, T] pour tout T' > 0.

De méme, il sera dit localement U-uniformément observable si et seulement si, pour tout
¢ € Q, il existe un voisinage V, de z tel que le systéme restreint a ce voisinage est U-
uniformément observable. v

Le résultat suivant généralise alors le théoréme 1.3:

Théoréme 1.4 ([GAU9%, BER9S])
Tout systéme non linéaire mono-sortie localement U-uniformément observable se met sous
la forme canonique observable suivante :

Ty fl(mbx%u)
i‘i = fi(:cl, NP :E'@‘.H.}u) (1.22&)
T, Y fulz,u)
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1.2. SUR L’OBSERVABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES

y = fo(z1,u) (1.22b)
otz € QCR ,uelUCR" etyeY CR et
af; .
(z1y.. i, w) #0 pour i=0,...,n—1 et V(z,u) e QxU
3$i+1

Ce résultat a été étendu a certaines classes de systémes non linéaires multi-sorties dans

[BUS96].

1.2.3 Cas des systémes temps-discret

Dans cette section, nous étendons les concepts d’observabilité cités précédemment, a la
classe des systémes non linéaires temps-discret décrits par le couple d’équations:

Try1 = f(:z:k, uk) (123&)
yr = h(zk) (1.23b)

otz € R™, up = (ugy, ... ,umk)T € R™ et yr € R”. Pour tout entrée u, € IR™ constante,
Jup () = fxp, ur) est un champ de vecteurs C*° sur R" et les h;, ¢ = 1,... | p, composantes
de h sont des fonctions C* de IR" sur R.

Désignons par Uy p4n—1) une séquence de N entrées admissibles:

Ug
Uk+1 ;
x N
U pen-1] = ; eR" |
Up+N-1

Soit Xt 4y (K, 0,%0) la solution & l'instant k£ > 0 du systéme (1.23) soumis a la commande
Ulo,e—1) et issue de la condition initiale o & l'instant k = 0. :

Définition 1.26 ([NI1J82]) Deux états distincts zg, To € R" sont dits distinguables si, pour
tout k € IN et toute séquence d’entrées admissibles Up k1), les trajectoires h(xu, ,_, (k,0,20))
et (X _yy(k,0,%0)) sont différentes sur leur domaine de définition commun. Dans ce cas,
on dit que Ul p—y) distingue les points xo et Zo.

Le systéme non linéaire (1.23) est dit observable en xg € R", si l'ensemble des états indis-
tinguables de ©o ne contient que xo. v

Nous remarquons que la définition précédente requiert un test infini qui est irréalisable en
pratique. Il semble alors intéressant d’introduire le concept suivant de N-observabilité forte.

Définition 1.27 (N-observabilité forte, [N1J82])

— Le systéme non linéaire (1.23) est dit N -fortement observable ou N-observable en temps
fini en zg € R" si, pour tout k = 0,...,N et toute séquence d’entrées admissibles
Uto -1}, h(XU{O,k—l}(k'iG? o)) = h(XU{e,k-zz(kvga Zo)), o € R", implique zo = Zo. Dans
ce cas, on dit que Ug n_1) est une entrée universelle pour (1.23) sur [0, N —1].
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- Le systéme non linéaire (1.23) est dit N-localement fortement observable en zo € R"
sl eriste un voisinage Vg, de xo tel que pour tout To € V,,, tout k = 0,... ,N el
toute séquence d’entrées admissibles Uy x—11, h(Xvj,,_y (K, 0,20)) = h(Xtg .y (K, 0, Zo))
implique xo = Zg.

— St ces propriétés sont vraies pour tout zo € R", le systéme (1.23) est dit (N -localement)
N -fortement observable. v

Une condition d’observabilité plus forte que la N-observabilité en temps fini peut étre éga-
lement définie.

Définition 1.28 (Observabilité uniforme) Le systéme dynamique (1.23) est dit N -uni-
formément observable en xo € R™ si, pour tout o € R”, tout k =0,... , N et toute séquence
d’entrée admissible Uy y, il existe un entier N € [n —1,00) et une fonction «a : RT - R
tels que:

Z 1h(XUIOka(k’ O’ IO)) - h(XU[O,k](k7 07 :’EG))

k=0

|2 a(llzo = 7l

o la fonction a est continue, croissante avec a(0) = 0.

Le systéeme (1.23) est N-uniformément observable s’il l’est pour tout zr € R™. A 4

Cette condition est une version temps-discret plus faible que celle donnée dans [MIC95]
(rappelée en section 2.4.4.1).

A Vinstar du cas temps-continu, 'observabilité du systéme (1.23) peut étre vérifiée par une
condition de rang trés simple:

Définition 1.29 (Observabilité au sens du rang) Le systéme dynamique (1.23) est dit
observable au sens du rang en g € R" si:

dimdO(h)(zo) = n (1.24)
ot Uespace d’observation O(h)(xy) est défini par:

O(h)(zy) = span {hi(zk), h; 0 fu, (@h)y. .. s hio fu, 0. 0 fu,(zr) | 1 <4 < p,
Uik, - U € R™, xp € ]Rn} (1.25)

avec

dO(h)(zo) = {d¢(z0), ¥ € O(h)}.

Le systéeme (1.23) est observable au sens du rang s’il Uest pour tout x € R™.

Si le systéme (1.23) est observable au sens du rang en zq € R", alors il est localement

fortement observable en To € V., ([SONTY]).

Si le systéme (1.23) est localement fortement observable, alors la condition d’observabilité
au sens du rang est vérifiée sur un ouvert £} de R". v
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Dans le cas des systémes LTV et affines en Iétat, 'observabilité compléte uniforme et la
persistance réguliére des entrées sont facilement vérifiables en utilisant la notion de grammien
d’observabilité.

Définition 1.30 ([MOOR80]) Le systeme LTV, x4y = Arxi+Bruy, yp = Crzp oz, € R”,
ur € R™, yi. € RP, est dit uniformément complétement observable s’il existe un réel 3 > 0
et des entiers N, kg > 0 tels que pour tout k > kq :

k+N

Wi kin) = Z(ﬁi @OTcé > B, (1.26)

avec ¢rip = Aim1Ai—a. .. Ag pour 1>k, et dpp = In. v

Définition 1.31 Considérons le systéme affine en Uétat, xry1 = Alur)zr + Blug), yp =
C(ug)zp. La séquence d’entrées U jyny est dite réguliérement persistante sur [k, k + N| sl
existe une constante o > 0 telle que:

Umin(wgfk,k+Ni) 2 o (127)
avec
k4+N
W;}[k,k-wz Z ¢U[ ¥ )TC( )¢U[;,k] (128)
et duy, 4y = Alwim1)A(uiz) ... A(uk) pour i >k, et ¢y, g = In- 4

La classe des systémes non linéaires temps-discret U-uniformément observables — introduite
initialement par Gauthier et Kupka [GAU94] dans le cas temps-continu — a été caractérisée
récemment par Benamor et al. dans [BEN97a, BEN97b].

1.3 Observateur : formulation

Un observateur O est par définition un systéme dynamique qui, & partir des informations
passées et courantes sur les entrées et sorties d’un systéme S, permet d’en reconstruire asymp-
totiquement (resp. exponentiellement) localement (resp. globalement) I’état. Le schéma de
principe d’un tel systéme est donné par la Figure 1.1.

Puisque les travaux présentés dans ce mémoire ont été réalisés essentiellement dans le
cas temps-discret, nous donnerons la définition suivante:

Définition 1.32 (Observateur) Considérons deuz systémes dynamiques :

| @ppr = flag, ug)
(8) { y: = h($k,":zk)
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Uk S Yk

T état

e
y o

Y

t—) O Tk

zp « état

Figure 1.1: Observateur: schéma de principe.

ot zp € R", up € R™, yp € R?, et:

(0) { Zipr = L2k, Ui, )

T = m(2zp, Yk, uk)
otz €R®, [ R xR x R™ —» R® et m: R* xR x R™ — R".
Soient Xy, .,

k et issues des points xg et zg a Uinstant initial k = ko. Pour simplifier, on notera z =
Vi Ko 80) € 2 = X1 1y o 20, 01 @ lors = e e ) ).

](lc, ko, o) €t Xi’{kg o] ¥ikg et (k, ko, z0) les solutions de ces systémes a l'instant

Si les hypothéses suivantes sont vérifiées :

~

i do =1z = I =) pour tout k > ko et toute séquence d’entrées admissibles,

ii. Il existe un voisinage ouvert @ C R"™ de Uorigine tel que:

Zo—120€Q = & = [lex — &l — 0,
k—s0c0

alors le systéeme O est un observateur asymptotique (local) pour le systéeme S.

Si ||zg — 34| tend exponentiellement vers zéro lorsque k — oo, le systéme O est dit obser-

vateur exponentiel de S.
Lorsque Q = R”, le systéme O est dit observateur global de S.

Selon que la dimension s de O est égale ou inférieure a la dimension n de S, le systéme O
est dit observateur d’ordre plein ou observateur d’ordre réduit de S. A 4

Afin de satisfaire la condition i., il est courant de choisir, d’'une part pour fonction de
sortie m(.,.,.) la fonction identité de sorte que &, = 2z, Vk > ko, d’autre part d’adopter le
choix suivant pour I(.,.,.) (structure de type Luenberger-Kalman):

l(ik’vykvuk) = f(i’ka uk) + K@m@/m%)(% - h(ik, uk))

Lorsque g = xg, on a yo = h(Zg, ug) et 'on démontre par récurrence que & = x, Vk > ko.
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1.4. CONCLUSION

La quasi totalité des algorithmes d’estimation fait ensuite face au méme probléme, a
savoir déterminer un gain K'(Zy, yx, ux) garantissant la convergence de l'observateur, c’est a
dire satisfaisant la condition 7. de la définition précédente. Ce probléme sera le théme du
chapitre suivant.

1.4 Conclusion

Ce premier chapitre a été consacré essentiellement & quelques rappels sur des concepts
fondamentaux relatifs & la stabilité et & I'observabilité des systémes dynamiques non linéaires
temps-continu et temps-discret.

Pour cette classe générale de systémes, nous avons vu que la notion d’observabilité dépend
fortement du type d’entrées appliquées, de “mauvaises” entrées ou entrées singuliéres pouvant
rendre le systéme inobservable. L’existence de “bonnes” entrées ou entrées universelles nous
a permis de définir une classe intéressante de systémes “observables pour toute entrée”. La
définition d’un observateur est venue clore ce chapitre.
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Chapitre 2

Observation des systémes non linéaires:
un état de art

2.1 Introduction

Si, pour les systémes linéaires, une solution au probléme de la synthése d’observateurs a
été apportée dans les années 1960-70 par Luenberger dans un environnement déterministe, et
Kalman dans un environnement stochastique, il n’existe pas, & ce jour, d’approche universelle
pour la construction d’observateurs des systémes non linéaires. Ce probléme reste ouvert et
de nombreux travaux y sont réguliérement consacrés, donnant naissance a un large éventail

¥
d’algorithmes d’estimation.

Chronologiquement, il convient de différencier plusieurs approches. La premiére solution
envisagée a été d’adapter les techniques linéaires au cas non linéaire en linéarisant I'er-
reur d’observation selon deux stratégies: de facon exacte par changement de base ou de
facon approchée par linéarisation au premier ordre autour d’un point de fonctionnement ou
d’une trajectoire. Toutefois, plusieurs doutes ont été émis, d’une part sur ’applicabilité de
la premiére stratégie, d’autre part et ce malgré une trés large utilisation en pratique, sur les
garanties de convergence de la seconde. La recherche s’est ensuite orientée vers des solutions
spécifiquement non linéaires en considérant le systéme sur toute sa gamme de fonctionne-
ment. Cette approche englobe notamment les classes des observateurs & grand gain et des
observateurs a structure variable. Toutefois, en dépit d’un intérét certain, nous remarquons
que ces techniques ne s’adressent qu’a des classes particuliéres de systémes qui ne rendent
pas systématique la synthése de I'observateur. Derniérement, les solutions analytiques ont
été quelque peu délaissées au profit de solutions numériques matérialisées par la classe des
estimateurs sur horizon glissant, cette approche ouvrant, semble-t-il, des perspectives de
recherches intéressantes.

L’objectif de ce chapitre est, aprés un rappel succinct sur 'observation des systémes li-
néaires LTI, LTV et affines en I’état, de passer en revue les différentes techniques d’observa-
tion des systémes non linéaires en exposant, d’une part le principe de base de ces algorithmes
et en s’efforcant, d’autre part de dégager leurs principaux avantages et inconvénients, aussi
bien au niveau performances que simplicité de mise en ceuvre.
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2.2 Observateurs des systémes LTI

Comme nous I’avons mentionné précédemment, il existe une solution simple et opti-
male au probléme de I'observation des systémes linéaires donnée par les estimateurs de type
Luenberger-Kalman. Le principe de 'estimateur de Luenberger est fondé sur les techniques
linéaires de placement de péles [LUE66, LUET1], alors que I'estimateur de Kalman, duali-
sant les résultats de commande optimale, s’appuie sur la résolution d’une équation de Riccati

[KAL60, KAL61, JAZT70].
Considérons un systéme LTI:
&(t) = Az(t) + Bu(t) + Lw(t) z(to) = zo (2.1a)
y(t) = Cx(t) + v(t) (2.1b)
o z(t) € R", u(t) € R™ et y(t) € RP. w(t) € R" et v(t) € R” sont des bruits blancs

gaussiens, de moyennes nulles et de covariances respectives () et R. Les matrices A, B, C et
L ont des dimensions appropriées.

Un estimateur de type Luenberger-Kalman pour (2.1) est de la forme:
B(t) = AZ(t) + Bu(t) + K(t)(y(t) = C#(t))  &(to) = &o (2.2)
La dynamique de Perreur d’observation #(t) = z(¢) — () s’écrit :

(1) = (A= K(t)0)&(t) — K(t)o(t) + Luw(t) (2.3)

Dans un environnement déterministe (i.e. w(t) = v(t) = 0), 'approche de Luenberger
utilise les techniques linéaires de placement de pdles et consiste, de ce fait, a choisir le gain
d’observateur K constant de facon & placer les valeurs propres de la matrice A — K(' dans
un secteur du demi-plan complexe gauche.

[’approche optimale de Kalman se place, quant a elle, dans un environnement stochas-
tique et fait appel aux propriétés statistiques des bruits, le gain de 'estimateur (2.2) s’écri-
vant :

K(t)= P(t)CTR™ (2.4)
oit P(t) est la solution symétrique définie positive de I’équation de Riccati:
P(t) = AP(t) + P(H)AT — P)CTR'CP(t) + LQLT (2.5)

Cette équation résulte de la minimisation par rapport & K(t) de la matrice de covariance
de lerreur d’estimation P(t) = & (2(¢)(t)T). La stabilité du filtre est liée a l'existence
d’une solution stationnaire P(co) = limy. P(t) de 'équation (2.5) qui est assurée sous
les conditions de détectabilité de la paire (A, C) et de stabilisabilité de la paire (A, ') avec
I'TT = LQLT.

2.3  Observateurs des systémes LTV et affines en I’état

La construction d’observateurs pour ces classes particuliéres de systémes a fait 'objet de
multiples travaux tels [YUKT71, IKE75] dans le cas LTV, ou [WIL77, FUN79] et [JAN93] dans
le cas de systémes affines en I’état (incluant notamment la classe intéressante des systémes
bilinéaires). Parmi toutes les approches proposées, une des plus simples & mettre en ceuvre
consiste & utiliser une version déterministe et temps-variant du filtre de Kalman (2.4)-(2.5).
Nous nous limiterons & cette classe d’observateurs dans ce paragraphe.
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2.3.1 Cas des systémes LTV

Dans un premier temps, intéressons nous a la synthése d’observateurs de type Kalman
pour les systémes LTV de la forme:

i(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) (2.6a)
y(t) = C(t)z(t) » (2.6b)

ou z(t) € R", u(t) € R™, y(t) € R et les matrices A(t), B(t) et C(¢) ont des dimensions
appropriées.
D’apres [BOR89, BOR93, JAN93], il est connu que la stabilité d’un observateur de type Kal-

man pour (2.6) est garantie sous la condition d’observabilité compléte uniforme (cf. définition
1.18), et nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2.1 (|[BOR89|) Si le systéme (2.6) est completement uniformément observable
et si les matrices A(t) et C(t) sont bornées, alors le systéme :

2(t) = A(t)a(t) + B(tju(t) + POICT()R™ (1)(y(t) - C(1)&(t)) (2.7)
P(t) = A(t)P(t) + P()AT(t) = P)CT ()R (DO (1) P(1) + Q(t) - 29

est un observateur exponentiel global pour (2.6) avec P(ty) = Py > 0. R(t) et Q(t) sont des
matrices bornées, respectivement définies et semi-définies positives dont les choiz sont libres.

En geneml les matrices de pondération R(t) et Q(¢) sont choisies constantes parmi I’ensemble
des matrices (semi-) définies positives: R(t) = R> 0 et Q(t)=Q > 0.

La démonstration de ce théoréme s’appuie sur la fonction de Lyapunov candidate V/((t),t) =
T (t)P~(t)&(t) (2(t) est erreur d’observation) et utilise la propriété de bornitude de P(t)
sous la condition d’observabilité compléte uniforme de (2.6).

Remarque 2.1 En posant S(t) = P~'(t) et en remarquant que S(t) = —S(t)P(¢)S(t), une
représentation équivalente de lobservateur (2.7)-(2.8) est donnée par :

2(t) = A(t)3(1) + B(t)u( )+ STHHCT (R (y(t) — C(1)(t)) (2.9)
S(t) = —S()A(t) — AT()S(t) + CT(H)R™'C(t) — S(1)QS(t) (2.10)
v

2.3.2 Cas des systémes affines en Pétat

Dans [BOR89]-[BOR93], il est montré que les résultats précédents peuvent étre étendus
facilement a la classe des systémes affines en ’état :

#(t) = A(u(t)2(t) + B(u(1)) (2.11a)
(1) = Clu(®)a(t) - (2.11b)

ou z(t) € R, u(t} € IR,m et y(t) € R”. Nous supposerons les apphca,tlons A(), B(.) et C(.)
continues par rapport & u. y
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Pour toute entrée u fixée et appartenant & I’ensemble des entrées admissibles, le systéme
(2.11) devient un systéme LTV de la forme (2.6) indexé par Iespace des commandes::

i(t) = Au(t)z(t) + Bu(t) (2.12a)

y(t) = Cult)z(t) (2.12b)

Par analogie entre les définitions 1.18 et 1.22, il apparait une propriété intéressante per-
mettant d’étendre aux systémes affines en ’état la synthése d’observateurs de type Kalman :

Théoréme 2.2 (|[BORRS9|) Toute entrée régulierement persistante appliquée au systéme (2.12)
engendre un systeme LTV (2.6) complétement uniformément observable. |

Le résultat suivant est alors immédiat :

Théoréme 2.3 Soit le systeme (2.12) pour lequel les matrices A,(t), Bu(t) et C,(t) sont
uniformément bornées sur le domaine des entrées admissibles. Alors, pour toute entrée régu-
lierement persistante pour (2.12), le systéme :

() = Au()3(t) + Bu(t) + STHOCL (R (y(t) — Cult)(1)) (2.13)
S(t) = =S(t)AL(t) — ALD)S() + CLORTCu(t) = S()QS(1) (2.14)
est un observateur exponentiel global pour (2.12) avec S(tg) = So > 0. R > 0 et ) > 0 sont
des matrices de pondération. | |

Dans [COU88, BOR89, BOR93], il est montré que 'observateur de Kalman (2.13)-(2.14)
peut étre vu comme un probléme de minimisation d’un critére quadratique sur I'erreur de
sortie. Sur la base de cette remarque, une modification intéressante de (2.13)-(2.14) (et donc
du critére & minimiser) incluant un facteur d’oubli exponentiel a été développée. L’idée est
d’estimer ’état initial zg en résolvant le probléme de minimisation suivant:

t

mine (@l = 2o, + [ latr) - Criiliar) @19
G to

ot Sg et R sont des matrices strictement définies positives, § > 0, Hx”éﬂ = 2T Soz, ||z||% =

TRz et ¢,(.,.) est la matrice de transition associée a la partie autonome de (2.11).

Si & désigne la solution unique du probléme de minimisation (2.15), une estimation de I’état
courant de (2.11) est donnée par:

Zo = fg
En dérivant (2.16) par rapport au temps et aprés quelques simplifications, on obtient 1’ob-
servateur de Kalman avec facteur d’oubli exponentiel suivant :

() = Au(D)2(t) + Bu(t) + STHOCL ()R (y(t) — Cult)d(t)) (2.17)
S(t) = —05(t) — S(1)Au(t) — AT()S(t) + CT()R™'C (1) (2.18)

Remarque 2.2 L’introduction du facteur d’oubli exponentiel 6 (initialement di a Ander-
son et Moore [AND7I]) nous permet de choisir, sans perte de généralité, () = 0 dans la
dynamique de Uéquation de Riccati (2.14). C’est Uutilisation de ce facteur d’oubli qui nous
permetira de démontrer la convergence exponentielle de observateur (2.17)-(2.18). v
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La convergence de cet observateur est assurée sous une condition de #-stricte persistance des
entrées de (2.12), rappelée dans la définition suivante [MOR92a]:

Définition 2.1 Une entrée est 0-strictement persistante s’il existe tg > 0, s > 0 tels que
pour § > 0,1t >ty

S(t) = sl,
v

On remarque que cette condition est moins restrictive que la réguliére persistance des
entrées, aussi toute entrée réguliérement persistante sera-t-elle f-strictement persistante.

Le résultat suivant donne les conditions de stabilité de (2.17)-(2.18):

Théoréme 2.4 Pour toute entrée f-strictement persistante, le systéme (2.17)-(2.18) est un
observateur exponentiel global pour (2.12) i.e. il existe to > 0 tel que pour tout t > 1y :

21l < rexp(—0(t —to))

La valeur de la constante « dépend de Uerreur d’estimation initial z(to) — &(to) ainsi que du
minorant s. |

Des résultats similaires peuvent étre établis dans le cas temps-discret, nous y reviendrons
dans le chapitre suivant.

2.4 Observateurs des systémes non linéaires

Les différences structurelles entre systémes linéaires et non linéaires (sensibilité par rap-
port aux conditions initiales, aux entrées, ... ) font qu’il n’existe pas, a 'heure actuelle, de
méthode universelle pour la synthése d’observateurs des systémes non linéaires. Les nom-
breuses recherches menées sur ce sujet (voir [WAL87a, MIS89] pour des études de syntheése)
ont cependant donné naissance & un large éventail d’algorithmes d’observation, que nous al-
lons essayer de classer de facon non exhaustive dans la suite de ce chapitre. La différence sera
faite entre les techniques de linéarisation (exactes ou approchées) de U'erreur d’observation,
les observateurs & grand gain (dans la base initiale ou dans une base canonique observable),
les observateurs a structure variable et enfin les estimateurs sur horizon glissant.

2.4.1 Observateurs & dynamique de ’erreur linéaire
2.4.1.1 Linéarisation exacte de I’erreur d’observation

Les techniques de linéarisation exacte (ou globale) de I’erreur d’observation utilisent les
principes de base des méthodes de commande linéarisante des systémes non linéaires et
cherchent de ce fait si il existe et comment définir un changement de coordonnées trans-
formant un systéme non linéaire en un systéme linéaire modulo une injection de sortie. Si
un “bon” changement de coordonnées existe, ['utilisation d’un observateur de type Luenber-
ger — corrigé par 'injection de sortie — suffira a estimer I’état du systéme dans la nouvelle
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base et conduira & une dynamique linéaire de I’erreur d’observation. Les conditions sous
lesquelles un tel changement de coordonnées existe ont été établies initialement par Krener
et Isidori [KRE83] et étendues par la suite au cas multi-variables par Krener et Respondek
[KRES85, RUDY4|. Une version adaptative de ces résultats est donnée dans [MAR90] sous
couvert que le vecteur des paramétres inconnus intervient linéairement dans la dynamique
de I’équation d’état. Cette approche, dite géométrique, requiert I'intégration d’équations aux
dérivées partielles, qui rendent les conditions d’existence de ces formes canoniques et leurs
calculs souvent trés difficiles & vérifier.

Parallélement et indépendamment a ces travaux, Bestle et Zeitz [BES83] ont proposé,
pour la classe des systémes non linéaires non commandés mono-sortie, une solution construc-
tive basée essentiellement sur des méthodes de synthése linéaires alliant calculs algébriques
et opérateurs différentiels. Les conditions nécessaires et suffisantes d’existence de cette forme
canonique ont été énoncées dans [LI87]. Plusieurs extensions de cette approche au cas des sys-
témes non linéaires commandés et multi-sorties sont données dans [ZEI87b, ZEI87a, BIR88],
|KEL87, PHE91, PRO93] ou [XIA88a, XIA89|. Cette approche a été reprise par Ding et al.
dans [DIN90] pour construire un observateur non linéaire robuste utilisant le principe des
observateurs a entrées inconnues.

Considérons l’ensemble des systémes non linéaires MIMO décrits par le couple d’équa-
tions:

&= f(z,u) z(to) = zo (2.19a)
y = h(z) (2.19b)
ot z € R*, u € R™, y € RP et, pour toute entrée u fixée, les applications f(.,u) et h(.)
sont C* par rapport & leurs arguments. Nous supposons que le systéme (2.19) est localement
observable au sens du rang avec les indices d’observabilité p; > 0,7 =1,... ,p, > 7 p;i =n.

Soit un état initial 2o € R”, le probléme de la linéarisation exacte de ’erreur d’observation
consiste & rechercher (si ils existent) un voisinage V,, de z¢ et un difféomorphisme local :

r=F(z) & z=F'(z)=W(z) (2.20)

tels que, dans les nouvelles coordonnées, le systéme (2.19) se réécrive sous la forme canonique
observable :

t = Az + a(y,u) = g(2,y,) (2.21a)
y=Cz (2.21b)
avec
Z 231
z = : avec z; = : ,
Zp Zipi
0 0 ... 0
g ... 0

A = bloc-diag (A,,) avec A, = Apixp; =

i=1,...,p
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C = bloc-diag (C,,) avec Cp =Cix,, = (0 ... 0 1).

i=1,..,p

Dans cette base, comme le terme non linéaire a : A(V,,) x R” — R" ne dépend que des

vecteurs connus des mesures y et des entrées u, il suffit d’injecter ce dernier dans la dynamique
de l'observateur de facon & linéariser I’erreur d’observation. Un observateur pour (2.21) s’écrit
alors:

P=Atta(y,u)+ K(y—C2) (2.22)
La dynamique de I’erreur d’observation Z = z — Z devient:
i=(A-KO)3

et il suffit de choisir le gain K de facon & placer les valeurs propres de A — KC dans un
secteur du demi-plan complexe gauche pour garantir la stabilité du point d’équilibre = 0.

On notera que I'estimation de I’état dans les coordonnées initiales s’obtient via la relation :

= W(5)

Lorsqu’on utilise cette approche, le challenge consiste donc a déterminer les fonctions
non linéaires a(.,.) et W(.) permettant de se ramener a la forme canonique (2.21).
Pour des raisons de simplicité, nous analysons ce probléme dans le cas sans entrée et démon-
trons la proposition suivante:

Proposition 2.1 ([BIR88, XIA89|) Le systeme (2.19) peut étre transformé en la forme
canonique observable (2.21) si est seulement si W et a vérifient les relations suivantes :

T = — =1,... H = N P .
8zij+1 adfaZ§1 L ) y Py J 17 s Pi 1 (2 23)
oW 0da OW
A Ao T |
5o~ Mg, iTher (221)
1 Ohy OW
jo1Ohe OW o L |
IR v i k05.p: Wk=1,....p; 7=1,...,p; (2.25)

ou &;; dénote le symbole de Kronecker, adsg représente le crochet de Lie de deux champs de
vecteur [ et g, et ad?g la k'™ jtération de ce crochet (cf. Anneze A.2). [ |

Démonstration.
Si la transformation (2.20) existe, les relations suivantes doivent étre vérifiées :

ow
@)= Ltz (2:26)
hiW(2)) = C;z i=1,...,p (2.27)
ot C;=(0 ... 0 1 0 ... 0)estlai®"ligne de C, I'unité se situant en (}7_ pi)me

position.
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En dérivant partiellement chacun des termes de (2.26) par rapport & z;;, nous obtenons:

of(z) B (aw>g( W dg(z,y)

82’1‘]‘ N (92’,'3' 0z Z’y) * _6—2_— 3Zgj

En remarquant par la suite que:

0(z) _ 0f oW
8zij N 8x c‘;lz,-j-

() ey 2 (20) W= (DY) g
82,5 32 g5y = 8;@ ((“/}Zij 8z Y= 01: 8z,-j ‘

ow 1 S 1
s 1 = ‘e . == .. P
()W 89(27,@/) _ azij—{-la i y Py ’ v P
dz  0z; IW Oa : .
: — =1,...,p0 7 =pi
aZ azépi t 9 7p7 ] P

nous démontrons que, déterminer une solution pour (2.26), revient a résoudre le systéme
d’équations différentielles:

oW
oW _ 9f oW d (é?W) f(2)

8z”~+1 8$ 82:” (3513 5;;
82’@]‘
W da__ Of IW “.a_<aw>f(m)
9z 0z,  O0rdz, Oz \ Oz,
ow
= ad =1,... 2.29
. f&zm ¢ ’ P ( )
Soit :
ow - OW
“‘“d" =1 1 =1,... i——l
aZij+1 a faZ“ ¢ 5 5P J 9 Y
oW da 0 OW B
mé;_wﬁzim ad’; P i=1,...,p

Il est alors possible d’exprimer la matrice jacobienne 8W/82 en fonction des vecteurs de

“dép&l’t” QW/aZH, P ,(9W/3zp1 .

ow ow ow _1OW oW L OW
= d cooadf T — —— L adPT —
&z (8211 a f@Zﬂ @ f 8211 8221 @ f 6221
ow -1 OW
cooadPT — .
8Zp1 @ 4 82p1> (2 30)
Nous cherchons désormais & déterminer les vecteurs de “départ” 9W/0z;; (1 = 1,... ,p). Pour

ce faire, nous utilisons la relation d’équivalence (2.27). En dérivant partiellement chacun des
termes de cette équation par rapport & z;;, nous obtenons:

Oh, OW
———_~--«z52- 8, ‘,k'—‘:l,..., 3 lZl,..., i
ax aZ” NN T ¢ by P
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soit, en utilisant (2.28) et la formule de Leibniz (cf. annexe A.2):

1 Ohy, OW : .
Jf lg'ﬁz&ﬁéﬂﬂi Zskr“}a-*-ﬁp; j:},,{}i
Q
Le systéme (2.19) étant observable au sens du rang, on démontre, a partir de (2.25),
que les vecteurs de “départ” OW/0z; (1 = 1,... ,p) sont fonction de 'inverse de la matrice
d’observabilité O(z) (cf. définition 1.16):
aw  ow aw .

Les vecteurs de “départ” 9W /0z; connus, les expressions des applications a et W seront
obtenues par intégration des équations aux dérivées partielles (2.24) et (2.30).

Les conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’un difféeomorphisme local W trans-
formant (2.19) en la forme canonique observable (2.21) sont données dans [XIA89]. Dans le
cas mono-sortie, des conditions analogues ont été établies récemment dans [KAZ95, KAZ98]
en utilisant le théoréme de Lyapunov auxiliaire, qui garantit ’existence et 'unicité de solu-
tions analytiques pour une classe ’EDP. Un observateur de type Luenberger est construit
dans les coordonnées d’origine sous la condition d’observabilité locale en z = 0.

Des résultats analogues & ceux de Bestle et Zeitz, ont été développés pour les systémes
commandés, en modifiant les différents opérateurs différentiels afin de tenir compte de la
dépendance des champs de vecteurs f et g par rapport a v [ZEI87b, BIR88, XIA89]. Dans
[LEE90, CHU90, LEE91], ou plus récemment dans [LIN95, LIL98|, cette approche a été éten-
due au cas des systémes non linéaires temps-discret. Toutefois, il est montré dans [CHU90]
que Vexistence d’une transformation d’état temps-continu linéarisant 'erreur d’observation
d’un systéme, n’implique pas I'existence d’une telle transformation en temps-discret pour le
meéme systéme. 3

Plusieurs extensions des techniques de linéarisation & une injection de sortie prés des
systémes non linéaires ont été proposées dans la littérature. A ce titre, nous citerons les tra-
vaux de Hammouri et al. sur la “bilinéarisation” [HAMS88, HAM92, HAM96] (voir également
[BES96a]) & une injection de sortie prés des systémes non linéaires. L’introduction d’une
forme canonique bilinéaire modulo une injection de sortie présente 'avantage de faire appa-
raitre les problémes d’inobservabilité liés aux entrées. Une transposition de ces techniques
au cas des systémes temps-discret est proposée dans [BES95, BES98].

Notons enfin que les techniques d’immersion d’un systéme non linéaire dans un systéme
linéaire [LEV86], ou dans un systéme bilinéaire [CEL89] s’inscrivent parmi les méthodes de
linéarisation exacte de l’erreur d’observation. On remarque cependant que cette approche,
qui consiste, en fait, a rechercher une transformation non linéaire conservant 'application
entrée/sortie et envoyant un systéme dynamique dans un autre, ne s’applique qu’a une classe
limitée de systémes.

2.4.1.2 Linéarisation au premier ordre de ’erreur d’observation

2.4.1.2.1 Observateur de Luenberger étendu
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Comme nous 'avons démontré précédemment, les techniques de linéarisation exacte de
I'erreur d’observation nécessitent l'intégration d’équations non linéaires aux dérivées par-
tielles. Ce calcul est souvent délicat et n’est réalisable — analytiquement ou numérique-
ment — que pour une classe restreinte de systémes. Lorsque se posent de tels problémes,
I'utilisation de solutions approchées semble indispensable. Il a été montré récemment dans
[BOR95, LYN97] que l'introduction de fonctions d’approximation B-splines permettait de
s’acquitter de cette tache. Une autre approche, développée antérieurement par Bestle et Zeitz
[BES83] et généralisée dans [ZEI87h, BIR8S], propose de calculer le gain de 1’observateur,
appelé observateur de Luenberger étendu, en linéarisant les différentes équations aux dérivées
partielles le long des trajectoires estimées. Dans ce qui suit, nous présenterons succinctement
cette méthode.

La structure de I'observateur de Bestle et Zeitz a d’abord été adoptée par Thau [THAT73|
puis reprise par Kou et al. [KOUT75| pour I'appliquer & une classe de systémes écrits sous
forme canonique. Lorsque le systéme (2.19) (non commandé) est observable, un observateur
de Luenberger s’écrit :

&= (&) + K(&)(y — h(#)) (2.32)

oit le gain K(#) doit assurer la convergence asymptotique de I'erreur d’observation. Afin de
déterminer K (&), réécrivons (2.32) dans la base canonique observable :

= Az +a()) + (av;;z« ))_ K(2)C(z - 2) (2.33)
Posons:
avy —1 _R;I(é)
R = (252) K@) -

et utilisons la structure bloc-diagonale de (2.21) pour sub-diviser le systéme (2.33) en 7 blocs
de dimension p; :

L= A G+ (D) + Ki(3)Cozi—5)  i=1,...,p (2.34)

L’erreur d’observation correspondant au ™ sous-systéme s’écrit :
Zo= A,z + aily) — al§) — Ki(3)C,. (2 — %) (2.35)
Le développement en séries de Taylor de a; (: = 1,... ,p) le long des trajectoires estimées

Ui = Z;,, donne ensuite:
6ai

0%,

) <A"‘ - (E(é) - azi;) Cﬂf) 54 0((Cnz)) (2.36)

Zi= Apk+ ( ) Zip — Ki(3)Cp 2+ O(F))

En omettant le terme résiduel O ((C,,%)?) et en choisissant :

aa@'

0Zip,

Ki(3)=L; + (2.37)
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la dynamique de I'erreur d’observation du ™ sous-systéme est linéaire :
:%i = (Ap — LiC),)% (2.38)

et il suffit de choisir le gain L; = (lﬂ lig ... l,rm)T de facon a placer les valeurs propres
de la matrice (A,, — L;C,,) dans un secteur du demi-plan complexe gauche.
D’une maniére globale, 'observateur (2.33) sera localement convergent s’il existe 7 vecteurs

L; tels que:

| Jspec(4,, = L:iC,) € €~ i=1,...,p

i
Dans les coordonnées initiales, notons enfin que les vecteurs K;(&) s’écrivent :

o ow da;
o) = G (14 721

En utilisant les relations (2.28) et (2.30), le gain K (Z) de 'observateur (2.32) est donné par
la relation :

K(&) = {[lis + lipady +. +llp1a,d"‘"1 +adpl}( Y&)er) ...,
o + lppad + ...+ Lp,ad? ™" 4+ ad ] (071 (2)e,) } (2.39)

ot e; € R" représente le vecteur unitaire.

Remarque 2.3 La construction de l'observateur (2.32) ne nécessite pas le calcul formel
de la fonction non linéaire a(y) dans le base canonique. Cetle approche permet donc de
s’affranchir du caleul explicite de la forme canonique (2.21). v

Remarque 2.4 FEn généralisant U'équation de sortie (2.21b) sous la forme non linéaire :

bl(zlm) Zipy
ba( 215y, 225, z
y = o e ) = b(z) avee 3= | " , Q«é; #0
. . 5’2
bp(Z1pys - - - ?prp) Zppp

il est montré dans [ZEI87h, BIR88| que Uexpression du gain d’observateur (2.39) peut étre
simplifiée analytiguement en prenant :

- 0b
f&](.ﬁ'}} = [511 +l12adf+...+l;mad?’ ! —{—ad‘j,‘] - ! Onl(q%)e; gorey
8z1m

_ by, . AN
o1 + lppady + ...+ 1p,ad? ™" + ad?] ( 82;,,@ ‘(:e)ep)} (-5;> (2.40)

b; , o » o

ot les fonctions PE #01=1,...,p sonl arbitrairement choisies de fagon a simplifier le
Zip; .

caleul des crochets de Lie ad’(.). v
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2.4.1.2.2 Linéarisation étendue et pseudo-linéarisation

Lorsqu’il s’agit d’estimer I’état d’un systéme non linéaire, il s’avére souvent intéressant
de linéariser au premier ordre le systéme directement dans la base d’origine.

A ce titre, considérons le systéme non linéaire MIMO :

= f(z,u) (2.41a)
y = h(z) (2.41b)

otz € R",u e R™, ye R, f(.,.) et g(.) sont des fonctions suffisamment différentiables
par rapport & leurs arguments.

Définissons par &, 'ensemble des points d’équilibre de (2.41):
Eenw = {(z,u) € (R" x R™) | f(z,u) =0} (2.42)

Soit (o, ug) un élément de &,,. Autour de ce point, le modéle linéarisé tangent de (2.41)
s’écrit sous la forme:

§& = Fyda + Godu (2.43a)
dy = Hpdz (2.43b)
N (X0 1 0 [ T

En s’inspirant des techniques d’observation linéaires, il est aisé de construire un observa-
teur de type Luenberger pour (2.43):

62 = Fpdd + Gobu + K(8y — Hodi) (2.44)

ou le gain K permet de placer les poles de la matrice Fy — K Hy.
Un observateur non linéaire local pour (2.41) sera alors:

&= f(2,u)+ K(y — h(&)) (2.45)
ot K a été calculé précédemment.

On voit apparaitre ici la simplicité de mise en ceuvre d’un tel observateur. Malheureuse-
ment, celui-ci n’est valable qu’autour d’un unique point de fonctionnement, et son utilisation
devient vite problématique lorsque le systéme s’éloigne de I’état d’équilibre autour duquel le
placement de poles a été effectué.

Comme dans le cadre de la commande, ce probléme peut étre contourné en utilisant
les techniques de linéarisation étendue ou de pseudo-linéarisation, introduites initialement
dans [BAUS86| et dans [REB84]. Afin d’élargir le domaine de convergence de 'observateur, la
méthode de linéarisation étendue de Baumann et Rugh [BAU86| propose de garder invariant,
par rapport & l'ensemble d’équilibre &, ,, les valeurs propres du linéarisé tangent de 'erreur
d’observation. Dans ce but, la dynamique de l'observateur (2.45) n’est plus corrigée par le
terme linéaire K (y — h(Z)) mals par une fonction non linéaire g(y) — g(h(Z)) ou g est solution
d’une équation différentielle. Les conditions suffisantes d’existence de ¢ sont données dans

[BAUS6|.
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La seconde méthode, dite de pseudo-linéarisation et due a Reboulet et Champetier
[REB84|, a pour objectif quant a elle de linéariser le systéme (2.41), non plus autour d’un
unique point d’équilibre, mais autour de I’ensemble d’équilibre &, ,. Une extension de cette
approche au cas des systémes non linéaires MIMO ainsi qu'un algorithme de synthése de
'observateur ont été développés par Nicosia et al. dans [NIC89b, NIC90]. Leur méthode
utilise des changements de base successifs pour réécrire le systéme d’origine sous une forme
linéarisé, modulo une injection de la sortie et de sa dérivée premiére y. Dans ce paragraphe,
nous ne présenterons que cette derniére approche.

Considérons le systéme non linéaire (2.41). L’approche de Nicosia et al. consiste & recher-
cher ’il existe un changement de coordonnées z = z(z) permettant de réécrire (2.41) sous
la forme:

i = Az + ¢y, y,u) + O* (2.46a)

y=0Cxz (2.46b)
ott y = Lh(z) et la paire (C, A) est sous la forme canonique duale de Brunovsky munie des
indices d’observabilité p; (i = 1,... ,p) (cf. annexe A).

Le terme résiduel O? contient tous les éléments d’ordre supérieur ou égal & deux, issus de la
linéarisation de (2.41) par rapport a I'ensemble des points d’équilibre &, ,,.

Soit &, la projection dans I'espace d’état de I’ensemble d’équilibre &5, :

& ={zeR"|JuecR™| f(z,u) =0} (2.47)

On considére les hypothéses suivantes:

Hypothése 2.1 [l existe un changement de coordonnées w = w(z) et une application ug(y)
tels que:

wy(z) = h(x) (2.48)
Erw ={(z,u) € (R" x R™) | wy(z) =0; v =ue(y)} (2.49)

ot w, et wy désignent respectivement les p premiéres et les n — p derniéres composantes de
w.

Hypothése 2.2 Le systéme (2.41) soumis a Uentrée u = uoly) i.e.:

&= f(z,uo(y)) = fo(z) (2.502)
y = h(z) (2.50b)
y= "ipfsh(x)

est localement observable au sens du rang pour tout © € &, (cf. définition 1.16).

Le résultat suivant donne les conditions d’existence de la forme canonique (2.46) pour le
systéme (2.41):

Théoréme 2.5 ([NIC89b, NIC90])
St les hypotheéses 2.1 et 2.2 sont vérifiées, alors :

i. Il existe un changement de coordonnées w = w(x) tel que, dans celte nouvelle base,
(2.41) s’écrive sous la forme:

W = A(y)w + B(y)u + aly) + O? (2.51a)
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y=Cuw (2.51b)
ou la paire (C, A(y)) est observable pour tout y € R?,

t. Il existe un changement de coordonnées z = z(w) tel que la composition de z = z(w)
avec w = w(z) transforme (2./1) en le systéme (2.46).

Esquisse de démonstration et synthése de la forme canonique

Nous ne donnerons ici qu'une démonstration sommaire de chacune des propriétés de ce théo-
réme en insistant toutefois — ce qui nous semble primordial — sur la méthode de construction
de la fonction ¢(y, ¢, v) dans (2.46a).

Propriété i. Sous 'hypothése (2.1), le changement de coordonnées w = w(z) transforme
(2.41) en:

W= fulw,u) = at;g”) Fle,u) (2.52a)

r=wH{w)

Y= hy(w) = h(a:)}x:w-l(w) = w, (2.52b)

Soit &y = {(w,u) | wy, = 0; u = ug(y)} ensemble des points d’équilibre de (2.52). Le dé-
veloppement en séries de Taylor de f,, autour de &, donne:

w = A(y)w + B(y)(u — uo(y)) + O

y = Cw
w,u) 8f (w U)
3 = On 8fw( : 1 foomed Ww U frmand .
ot A(y) ( P00 |y 0 umue(y) ) B(y) e N et C = (I, 0)

En choisissant —B(y)uo(y) = a(y), ce systéme coincide avec (2.51), 'observabilité de la paire
(C, Ay)) se démontrant assez facilement en utilisant les structures particuliéres des matrices

C et Aly).

Propriété 1i. La démonstration de ce dernier point est basée sur 'existence et l'inversibilité
de la transformation d’état y-dépendante:

2 = Qy)w + aly) (2.53)

qui, lorsqu’on omet le terme O, permet de transformer le systéme (2.51) en le systéme (2.46)
avec:

oy, 4, u) = ®(y)y + n(y, ) + ¥(y, 9, Rw) (2.54)

. . C
ot la matrice B € R™ X" est choisie de facon & ce que rang (R) =n.

Dans (2.53), Q(y) est une matrice non singuliére vérifiant :

Qy)A(y)Qy) ™ = A+ T(y)
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avec I(y) = (T1(y) ... Tp(®)), Ti(y) = (Onx(rict) Yi(¥)nx1)- 7i(y) sont des vecteurs adé-
quats.

Le calcul des fonctions a, @, 7 et ¢ s’effectue par changements de base successifs et ne sera
pas détaillé dans ce qui suit, le lecteur pouvant se référer & [NIC89a] pour une démonstration
compléte. Définissons une matrice non singuliére P vérifiant :

T
P‘”—-—“(el ces  €oyl €yl ree €ope1 €oy €gp)

iéme

ol e; représente la "™ colonne de la matrice identité de dimension n et o; = }7_, p;.
Le vecteur a(y) est alors donné par:

) )= (_g,uy-+v)

ol (J5(y) est issu du partitionnement suivant :

= AN (@(y) Q2(¥) (n=p)x(n—
- P = [ _%1 2\9)(n—p)x(n-p)
Qy) Qy) (R) 0s(¥)pxs 0
En dernier lieu, les expressions de @, 1 et ¢ sont données par :

. . T

n(y,w) =Y %)y + Qy)Bly)u— Q) AW)QW) ™" + Qy)a(y)

1=1
. 7 (0QBi(y)F .
abi(y,y,Rw)zyT(M) Rw i=1,....,n
dy
dans lesquelles ®;, ¥, @ 4; et Qp; représentent respectivement les :*™ lignes de ®, ¢, Q4 et

QB avec Q(y) (g)~ = (QA(%/) QB(??’)) -

Finalement, lorsque les propriétés i. et . du théoréme 2.5 sont vérifiées, un observateur
approché pour (2.51) est donné par:

= Ab+ ¢y, i,u) + K(y — C3) (2.55)

ot le gain K est choisi de fagon & placer le spectre de A — K'C' dans un secteur du demi-plan
complexe gauche.
~ La dynamique de V'erreur d’observation z = z — 2 g’écrit :

F=(A-KC)i+0?

On remarque que la stabilité de U'erreur d’observation n’est assurée que dans le cas ou le
reste O? tend vers zéro. Sur la base de cette remarque, le terme O? n’étant négligeable qu’au-
tour de chacun des points de I'ensemble d’équilibre &, ,, seuls des résultats de convergence
locaux seront garantis. Notons également que d’éventuelles perturbations ou erreurs de mo-
délisation, ainsi que des non linéarités importantes conduiront rapidement & une instabilité
de Palgorithme.
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2.4.1.2.3 Observateur de Ciccarella et al.

L’idée de construire un observateur de type Luenberger & dynamique de I’erreur linéaire
pour les systémes non linéaires a été reprise récemment par Ciccarella et al. dans les cas
temps-continu [CIC93a] (voir également [DALI7, JO97]) et temps-discret [CIC93b, CICI5].
Cette méthode ne nécessite aucun changement de coordonnées et assure la convergence
asymptotique locale de l'erreur d’observation sous la condition d’observabilité uniforme.
Nous ne nous intéresserons ici qu’a 'approche temps-discret s’appliquant & la classe des
systémes mono-sortie:

Tht1 = f($k, uk) (2563)
v = h(zx) (2.56b)

ot z € R™, up € R™ et y, € R.
Soient Upp—pi1,6) € R™™ et Yig_pnt1,6) € R les séquences respectives de n entrées et n sorties
passées :

[ w
Ulpmnt1,4) = :
Uk—n+2
\ Uk-n+1
Yk ho " N &r—nt1, Upmnt1,k-1])
Yk—1 ho "} (Zr-nt1, Ub—nt1,k-2])
Y[k-n+1,k} = : = :
Yk—n+2 ho fY%k-nt1, Upmntt h=nt1])
Kykw—n—’rl h($k~n+1)
= (I)(xk—-n—)-la U[k—n+1,k~l])
oil, pour un entier j > 1, f/(.,.) désigne la j*™° composition de f(.,.) avec elle-méme:

F @k Upegery) = SO (@0, Uporj—11) s Wit s)
Sk Upg) = flar, ur)

Le principe de cet observateur est fondé sur l'existence et I'inversibilité de ’application @
entre un état passé zj_,4q et une séquence de n mesures consécutives. L.’observateur utilise
les séquences Up—ny1 4 €t Yr—ns14 de n entrées et n sorties passées pour estimer 1'état
Tg—pnt1 au début d’une fenétre de n observations sous la condition d’observabilité uniforme
du systéme sur ce méme horizon.

L’estimation de I’état courant du systéme (2.56) est ensuite obtenue par n—1 compositions de
la fonction f appliquée a I'état passé estimé Zj_,41 (c.-a-d. ’état courant de 'observateur).

On construit alors un estimateur de I’état du systéme (2.56) de la forme:

Cnit = f(€ksthmngr) + O (F €y ubmnt1)s Upmngopy) X
{B(yesr = b o £ (&, Upmnirhy)) + K(ykngr — h(€k))} (2.57a)
o= 7 Upongrp-1)) (2.57h)
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pour k > kg =n — 1.
Le gain K de 'observateur est choisi de facon a ce que spec(A — KC) C D(0,1) avec

0 0 ... 0 1
1 0 ... ¢ 0

A= . . O = (0 ... 0 1)et B= | |.O(,.) représente la matrice d’ob-
0 1 0 0

servabilité associée au systéme (2.56).

Le résultat suivant donne les conditions de convergence de (2.57):

Théoréme 2.6 ([CICI3b])
Si les hypothéses suivantes sont vérifiées :

i. Le systéme (2.56) est uniformément observable au sens du rang i.e. O(z,U) = %‘?—(x, U)
x
est de rang pleinVz € R et VU € R™™,

ii. || /77 €k Uppin—2)) — Tho|| <6,

iti. Les applications h et f* o ®~! sont uniformément lipschitziennes pour tout ||uy|| < M,

alors le systéeme dynamique (2.57) est un observateur asymptotique local pour (2.56). |

Démonstration.
La démonstration de ce théoréme utilise les changements de base z;, = ®(zx_y41, U{k-n_pjsk_l}) =

Yigent1.8 (& Thongr = @7 2k, Uppmngro-1)) €t Zx = @(&k, Upemng,e—17)-
Il en résulte les systémes suivants:

| Zpy1 = Azp + By
Yeen+1 = Czy

Zrer = (vt Upmnrany) (2.58)

Considérons la fonction de Lyapunov candidate Vi, = V/ (2, k) = 2f P2y, 2, = 2 — 2, ot P
désigne la solution définie positive de ’équation: :

(A= KC)'P(A—KC)—P=—-Q <0

et montrons que AVy = Vi — Vi < 0.

En utilisant (2.57a), la linéarisation de (2.58) autour de f(£, uk—p+1) donne:

d®(z, Upp—nta2,)

Zee1 = @(f (& Ukont1), U—n2,4y) + = X

= f{Ek Uk ang1)

O™ (f(€ks thnt1), Uppmnsa ) { Brt1 — b o " (k, Upmntr 1))
+ K (Yponsr — h(&))}+ O
= (A~ KC)2 + Byes1 + Kykony1 + O
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oti, pour toute séquence d’entrées bornées et en utilisant I’hypothése iii., le reste O est majoré
comme suit :

101 < Bllzx — 2)I”
f dépend notamment des constantes de Lipschitz de h et f* o &1,
La dynamique de erreur d’observation Z, = z, — 2, est alors linéaire modulo des termes
résiduels d’ordre deux:
Zopr = (A= KC)z + O(|| 2
et AV} s’écrit:
AV = =5 Q% + O Pz + 21, PO - OT PO

Compte tenu du terme quadratique —Z] %, la convergence asymptotique de ’observateur
est garantie localement par ’hypothése ii. pour toute erreur d’observation initiale ||Z, || =

[ @(F" (€ky Uppin-21)) = (ko> Uppn—2)|| < 7a9. Qa

Exemple 2.1 Considérons le systéme dynamique suivant :

Tipsr = a2k(2 + up) — a(z1k + azsy)
Tkt = o + (Tk + T3t + up)’
T3kp+1 = Tik T GT3k
Ye = T3k
On démontre que ce systéme est localement fortement observable Y, € R® pour tout a # 0

et uy # —2. Sur la fenétre d’observation [k — 2,k], les trois sorties prédites de ce systéme a
partir de [’état initial zj_o sont:

azop—o(2 + up_2)
Y[k—Z,k] = (D(i?fk—~27 U[k»«Z,k«-—I}) = k-2 + AT3k—2
T3k—2
En appliquant (2.57), un observateur pour ce systéme s’écrit :

-1

Ek abor(2 + up—2) — a(&r + alsk) 0 a(24 ug—3) 0

fokgr | = aor + (E1k + Esk + up—2)? + 11 0 a X

€3kt Eir + a&sy 0 0 1
1 ky
0 | (ypy1 — alabor + (Evp + Eap + up—2)?) (2 + up—y)) + Zz (Yr—2 — E3k)
0 3

Gk = alabor + (i + ok + ue—2))(2 + uk—1) — a(abor(2 + up)
—a(bir + absr) + al&ue + absr))

Fop = @&k + albip + Eak + we—2)® + (abor(2 + wp—2)
—a(&yg + abar) + Euk + abar + up_y)?

T3 = abor(2 + up—2)

pour k > 2.
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On remarque que cette méthode n’est valable que dans le cas ou algorithme est initialisé

dans un voisinage (souvent restreint) de ’état initial réel. En outre, la construction de I’ob-
servateur devient vite problématique lorsque augmentent la complexité et la dimension des
systémes étudiés.

2.4.2 Observateurs a grand gain

Initialement introduite par Thau [THAT73|, approche “grand gain” pour la construction
d’observateurs non linéaires s’applique & la classe des systémes décomposables en une partie
linéaire et en une partie non linéaire globalement (voire localement) lipschitzienne, de la
forme:

& = Az + ¢(z,u) (2.59a)
y=Cz (2.59b)

otz € R, u € R™ et y € R? représentent respectivement les vecteurs d’état, des entrées et
des sorties. Nous supposons que la paire (C, A) est détectable et que le champ de vecteurs
¢ : R" xR™ — IR" est globalement lipschitzien par rapport & z, uniformément par rapport
sl

au':

|o(z,u) — &(z,u)]| < vollz — || Vz, 7€ R"et VueR™ (2.60)

Les techniques d’estimation “grand gain” s’appuient sur un comportement dominant de
la partie linéaire de (2.59) et consistent, de ce fait, & fixer un gain d’observateur suffisamment
important sur la partie linéaire de facon a éliminer l'effet de la constante de Lipschitz de la
partie non linéaire dans la dynamique de l’erreur d’observation.

Un observateur de type Luenberger pour (2.59) prend la forme:
&= A%+ ¢(&,u) + K(y — C) (2.61)
La dynamique de Ierreur d’observation & = z — & est donnée par:
i=(A-KC)i+ ¢z, u) — d(z — &, u) (2.62)

Désormais, le challenge consiste 4 déterminer un gain d’observateur K € IR”*? garantissant
la stabilité de 'erreur  en zéro.

2.4.2.1 Approche de Thau et ses extensions

La méthode de Thau [THAT73], généralisée par Kou et al. [KOUT75] et Banks [BAN81],
donne une condition suffisante de stabilité asymptotique de U'erreur d’observation (2.62).
Une version adaptative de leurs résultats est donnée dans [RAJ95, CHO97] pour la classe
des systémes possédant des paramétres inconnus, intervenant linéairement dans la dynamique
de I’état.

1. Cette condition n’est satisfaite globalement que pour un nombre limité de systémes physiques (en
robotique par exemple). Dans le cas de non linéarités seulement localement lipschitziennes, il suffira de
s’assurer que 1’état reste uniformément borné.
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Le résultat principal de [THAT73] est illustré par le théoréme suivant :

Théoréme 2.7 ([THAT73]|) Soient le systéme (2.59) et l'observateur (2.61). Si le gain K

est choisi tel que:

Amin(@)

Yo < m (263)

0l Amax(-) € Amin(.) désignent respectivement les valeurs propres maximale et minimale de
(.), P = PT désigne la solution définie positive, pour une matrice Q = QT définie positive
donnée, de l’équation de Lyapunov:

(A-KC)Y'P+ PT(A-KC)=—-Q (2.64)

alors Uerreur d’observation (2.62) est exponentiellement stable. ||

Démonstration.
Considérons la fonction de Lyapunov candidate V = V(&) = T Pz.
La dérivée de cette derniére le long des trajectoires de (2.62) s’écrit :

V=:iT((A= KC)TP + PT(A = KC))# + 22T P(¢(z,u) — (= — 7, u))

Sous la condition de détectabilité de la paire (C, A), il existe un gain d’observateur K per-
mettant de placer le spectre de la matrice A — K dans un secteur du demi-plan complexe
gauche et, pour toute matrice Q = QT > 0, il existe une solution P = PT > 0 a I’équation
de Lyapunov (2.64).

En utilisant cette propriété et la condition (2.60), V se majore comme suit:

V < —37Q# + 2|37 Py, || 3|
< (= Amin(Q) + 29 Amax (P))]|Z ]

ot nous avons utilisé le principe de Rayleigh rappelé en annexe A.1.

- Finalement, sous la condition (2.63), V < 0 et la stabilité asymptotique de I’erreur d’obser-
vation T est établie. a

[’approche de Thau ne constitue en aucune maniére une méthode de synthése, mais permet

simplement de vérifier la stabilité de 'observateur (2.61), a postériori, c’est & dire une fois
le gain d’observateur K fixé. Pour un choix de K, on en déduit la classe des fonctions non
linéaires f vérifiant la condition (2.63). Afin de valider cet observateur pour le plus grand
nombre de fonctions non linéaires possibles, il convient dans un premier temps de rechercher
la valeur optimale de la matrice () maximisant le rapport Amin(@)/2Amax(P). La réponse est
donnée par le théoréme suivant :

’\min(Q)

Théoréme 2.8 ([PATS0]) Le rapport 2max(P)

est mazimal pour Q) = I,. |
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En régle générale, le choix d’un gain K satisfaisant la condition (2.63) est loin d’&tre
trivial. A ce titre, 'approche intuitive qui consiste & décaler le plus possible le spectre de
A — KC vers la gauche dans le plan complexe est globalement fausse. On constate, en effet,
qu’il n’existe pas de relation spécifique entre le spectre de A — KC et Apax(P). Ce dernier
point est illustré par 'exemple suivant :

Exemple 2.2 ([RAG94]) Considérons ’équation de Lyapunov (2.64) avec A~KC = (i ?)
et Q) = [5.

OnaP = (1/2_‘}:/5;/4 E?{f) d’ou, pour tout ¢ > 1, z\max(P) Y %2— mais il est facile de
voir que spec( A — KC‘) = {1,1} Ve. Cet ezemple montre que Apax(P) peut étre modifiée sans
nécessairement affecter les valeurs propres de A — KC.

En s’inspirant des techniques de filtrage H.,, une méthode constructive a été proposée
par Raghavan dans [RAG92, RAG94]. Une solution explicite du gain de I'observateur est
donnée. Cette approche, basée sur la résolution d’une équation algébrique de Riccati, assure
la stabilité asymptotique de 'erreur d’observation :

Théoréme 2.9 ([RAGY4]) S'il existe un réel € > 0 tel que UEFAR :

1
AP+ PAT 4 P (7§In - -E-CTC) P+(14¢)l,=0 (2.65)

. . iy : .1
posséde une solution P symétrique définie positive, alors le gain d’observateur K = —2—~PCT
5

stabilise asymptotiquement la dynamique de Uerreur d’observation (2.62). B

La démonstration compléte de ce théoréme est donné dans [RAG94]. Le calcul du para-
métre e s’effectue par dichotomie.

Malheureusement, cette approche ne fonctionne pas pour toutes les paires (C, A) obser-
vables, et ne donne aucune indication sur les conditions que doit vérifier A— K'C afin d’assurer
la convergence de 'observateur. Dans [RAJ93, RAJ98|, Rajamani a établi récemment le lien
étroit existant entre le conditionnement de A — KC et la convergence de I'observateur (2.61).
En particulier, 'auteur propose une solution numérique pour le calcul du gain de 'observa-
teur par minimisation du rapport Apin(A — KC)/cd(T'), o T est la matrice des vecteurs
propres de A — LC' et ¢d(T) est le nombre de conditionnement de T'. Malheureusement, il
est montré que l'algorithme de minimisation est sous-optimal et ne converge que vers des
minima locaux.

2.4.2.2 Synthése d’observateurs des systémes uniformément observables et U-
uniformément observables

Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, que le choix du gain d’observateur K
garantissant la stabilité de 'erreur d’observation (2.62) n’était pas chose évidente. En ex-
ploitant la propriété d’observabilité uniforme de certains systémes (cf. section 1.2.2), les
auteurs dans [BOR91, GAU92, BOR93] utilisent un changement de coordonnées pour se
ramener & un systéme de la forme (2.59), muni de structures canoniques pour la paire (C, A)
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et le champ de vecteurs ¢. Dans la nouvelle base, la construction d’un observateur de type
grand gain devient quasi systématique. L’application de cette classe d’observateurs a des
procédés biologiques a été étudiée récemment par Bernard et al. dans [BER98]. Dans cette
partie, nous présenterons I'observateur développé par Gauthier et al. [GAU92| et Bornard et
al. [BOR91, BOR93] dans les cas mono-sortie et multi-sorties, et nous généraliserons d’une
certaine maniére ces résultats en donnant la structure d’un observateur pour les systémes
U-uniformément observables développé par Gauthier et Kupka dans [GAU94].

2.4.2.2.1 Approche de Gauthier et al. . Cas mono-sortie

Considérons le systéme non linéaire MISO :

£ = (6) + g()u (2.664)
y = h(¢) (2.66D)

ot £ € R™ représente le vecteur d’état, u € Y CIR™ et y € R.

Si le systéme (2.66) est localement uniformément observable, nous avons vu en section 1.2.2
que, au voisinage d’un point régulier, il existe un difféomorphisme :

— T
T = (I)(é) = (h(f)?gfh(é), fe sgf lh(f))
définissant un nouveau systéme de coordonnées dans lequel (2.66) s’écrit :

&= Az +(z) + VU(2)u = Az + ¢(z,u) (2.67a)
y=Cz (2.67hb)

Les matrices A, C' ainsi que les champs v et W sont définis dans le théoréme 1.3.

Nous énoncons alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.10 ([GAU92, BOR93]) Considérons le systéme (2.67) et Uobservateur (2.61).

Si les conditions suivantes sont vérifiées :
i. u €U un compact de R™,

ii. Le champ ¢ est globalement lipschitzien par rapport & x, uniformément par rapport &
u€el,

alors il existe Ty > 0 tel que, pour tout T vérifiant 0 < T < Ty, le gain d’observateur
K = K(T,L)=A"YT)L avec

T 0 ... 0 I
2 -, : [
o 0 :
0 ... 0 7" ln
stabilise globalement exponentiellement la dynamique de Uerreur d’observation (2.62). M
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Démonstration.
La démonstration de ce théoréme utilise les changements de coordonnées &z = A(T)z et
& = A(T')z pour réécrire le systéme (2.67) et I'observateur (2.61) sous les formes suivantes :

{ =T Az + A(T)p(A~Y(T)z,u)
=T"'Cz

=T A¢ + MTYP(AH (T, u) + TT'KCO(Z — &)

— W

La dynamique de 'erreur d’observation & = z — # vérifie la relation :
=T A~ LO)i+ ATII(A™Y(T)#, ) (2.68)
ot IA™YTz,u) = H(AHT)z,u) — ¢(AHT)Z,u).

Considérons la fonction de Lyapunov candidate V = V(&) = 275%, ott la matrice S désigne
la solution symétrique définie positive de I’équation de Lyapunov :

(A-LCY'S+S(A-LC)+1=0

En utilisant cette derniére relation, la dérivée de V' le long des trajectoires de (2.68) donne:
V= -T"%"5 4 23T SA(T )H(A"i( )i, u)

< — 1” H + ZAmaX(S Yo Z Z X%JTP]HQ:H

=1 j=1

olt 74 est la constante de Lipschitz associée au champ ¢ (respectivement au champ 1),

d
Xi; sont des parameétres binaires tels que x;; = 0 si ——?—1’— =0(,7g=1,...,n)et x5, =1

dz;
autrement. D’aprés la structure triangulaire de ¢ (respectivement de II), on montre que
Xij = 1 pour tout ¢ > j et on a alors y;; 777 < 1 pour tout T' < 1, d’our:

f: it xii 1" < n?
i=1 j=1
V se majore alors comme suit :
V < (=T + 2hmax(S)ren®) |11
soit, en utilisant le principe de Rayleigh (cf. annexe A):

. 71 Amax(5)
V=G

L’erreur d’observation 7 est donc exponentiellement stable:

yer )V

(P) Tﬂl max(s) 2
a0l < 120y 3220 exp (~( s = 2
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’\min(S)

pour tout T' < 3
ZAmax(gg) ’Y¢n2

:Tg,gfzg a

Un choix judicieux du parameétre T' et du gain L permettra de régler la vitesse de conver-
gence de 'observateur. On remarque que le paramétre T permet d’éliminer l'effet de la
constante de Lipschitz de la partie non linéaire dans (2.68), alors que la matrice de gain L
sert a fixer la réponse dynamique de la partie linéaire.

Remarque 2.5 [l s’agit bien ici d’un observateur a grand gain car Uemploi d’un parameétre
T suffisamment petit (T~ suffisamment grand) permet de masquer Ueffet des non linéarités
dans la synthése de 'observateur. v

Remarque 2.6 [l est possible, a partir de 'observateur (2.61), de retrouver U'étal dans les

coordonnées initiales en utilisant 'application é = O~1(%), mais ce calcul est souvent difficile

9e(¢)
9¢

a réaliser. Nous remarquons qu’il suffit de connaitre le jacobien pour réécrire
¢=¢

Uobservateur dans les coordonnées initiales :

~

f:f<é>+g<5>u+(9‘l—g(§l ) A (D) ly — C)

e=¢€

Remarque 2.7 L’approche de Bornard et al. [BOR93] généralise d’une certaine maniére
celle de Gauthier et al. [GAU92], au sens o le gain de l'observateur K(T,L) = A~YT)L
offre deux parameétres de synthése T et K, contre un seul pour la méthode de Gauthier et al.
pour laquelle le gain s’écrit Ky = S;'CT, avec Sy solution de 'équation de Lyapunov avec
facteur d’oubli :

05+ ATS, + S,A-CTC =0

pour 6 > by > 0. 0y dépend de la constante de Lipschitz de ¢ ainsi que des bornes sur u.
On note qu’une solution analytique de Sy est donnée par:

(“1)i+j0q:j1-2 .o n!

T 2 . fL— B

Se(1,7) = —FT Li=1,...,n  avec CP= ST

d’ou le caractére “grand gain” de Uobservateur de Gauthier et al. pour 6 grand. v

2.4.2.2.2 Approche de Bornard et al. . Cas multi-sorties

Les résultats précédents ont été généralisés au cas multi-sorties dans [BOR91]. Considé-
rons ’ensemble des systémes modélisables par la représentation MIMO :

€= f(&) + g(é)u (2.69a)
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y = h(£) (2.69b)

ot £ € Q CR", ueld C R™ y e RP. Nous supposons que ce systéme est observable au
sens du rang pour tout £ € } et que u = 0 en constitue une entrée universelle (cf. section
1.2.2). Par conséquent, au voisinage d’un point régulier, il existe un difféomorphisme local :

z=0(€) = (hl(g),.,%}hl(ﬁ), LT RE), e hy(E), Lrh (£, ,Ef’”'lhp(f))T

définissant un nouveau systéme de coordonnées dans lequel le systéme (2.69) s’écrit :

&= Az +v(z) + ¢(z)u = ¢(z,u) (2.70a)
y=_Cz (2.70b)
oll
Ty Tr1
T = 35'.2 € R? avec z = %2 e R,
Tp Thp;
0 1 0
A = bloc-diag (A,,) avec A, =] =~ € RP#*PE
k=1,..,p 0 ... 0 1
0 0 0
C = bloc-diag (C,,) avec C,, = (1 0 ... 0) € R,
k=1,..,p
/“/1(33’) 0
Yol L . : _ \
o= || avee = | D] et o) = e @)),
()] Ve ()
[o1(2) on ()
a(z) | Pral@) s Ly s
o(z) = 2, avec o(z) = 2‘( et @ni(z) = L2} Yhi(07 (2).

\S‘C’? (37) Pkps (93)
Le p-uplet d’entiers {p1, ps, ... , pp} représente les indices d’observabilité de (2.70) avec p; >
p22 ... 2pp 20,300 pi=n. ‘

Le résultat suivant généralise au cas multi-sorties le théoréme 2.10:

Théoréme 2.11 (|[BORI1}|-[BOR93|) Soit un parametre p défini par pr =1, pp = prg—1 +

pr—1 pour 2 < k < p et soit K = bloc-diag [ka]pkxl) une matrice telle que les matrices
k,_

=1,..,p
(A, — K, C,, ) sont Hurwitz.
St les hypothéses suivantes sont vérifiées :

i. Le champ ¢ est globalement lipschitzien par rapport a x € §), uniformément par rapport
auel,
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u. [l existe deuz ensembles d’entiers o = {oy,... ,0,} et § = {b1,...,68,} avec § > 0,
tels que:
Opptl = Oppti—1 + 0 pourk=1,... petl=1,...,pr—1, (2.71)
D

(7@4-;#0 = o0;2>20; pourt,j=1,...,n, jFuetk=1,...,p, (2.72)
T

alors il existe Ty > 0 tel que, pour tout T', 0 < T < Ty, le systéme dynamique :

&= A&+ ¢(&,u) + AT, 8)K (y — C#) (2.73)

avec

3oLy si) =

T &5 sinon
T 1
751A1(T51) T5k
AT, 6) = avec Ak(Ték) =
TP Ay (T) TSk(ox=1)

est un observateur exponentiel pour le systeme (2.70). |

La démonstration de ce théoréme est méthodologiquement semblable a celle du théoréme

2.10 et utilise la structure bloc-diagonale des systémes étudiés [BOR91]. La fonction de Lya-
P

punov candidate devient V' = Z Vi avec V, = %gSpk;Ek ot Zj est I'erreur d’observation
k=1

correspondante au k™ bloc, et S, est la solution symétrique définie positive de 1’équation

de Lyapunov (A,, — K, Cpk)TSPk + Sp(Apy — K, Co) + 1, = 0.

wrptpE=1 n
Chaque dérivée V; est alors majorée par —T % ||24||* + 2||S,, | Z Z Xi; T2 |k
i=pp g=1
ot x;; = 0 sl 5 ‘=0 ou si J = pr et xi; = 1 autrement. On démontre alors que ;177
zj
; pEtoE—1 n
pour tout 7" < 1, d’ott Z ZXijT“"“"f < NPg.
i=pg j=1
Finalement, V' est majorée par le terme —(T2—2v,5n?)||3||* avec S = sup (||S,, ||, - - , HSpp[D
et § = inf (dy,...,0,), d’ou le résultat de convergence.

Remarque 2.8

~ Les hypothéses structurelles it. du théoréme 2.11 conduisent a une structure triangulaire
inférieure de chacun des blocs diagonauz de 0p/0xz, et définissent des couplages dans
¢ pour lesquels le systéme demeure uniformément localement observable.
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= D’apres la condition (2.71), le choix des ensembles {o1,... ,0,} et {61,...,6,} peut se
réduire i celui de {oy,... 04} et {8,,,...,8,,}, Uensemble des valeurs utiles & tester
est ainsi fini (c¢f. [BORI3] pour un exemple illustrant les mécanismes des conditions

(2.71) et (2.72)).

— A la différence du cas mono-sortie, la forme canonique observable des systéemes mulli-
sorties n'est pas unique et dépend du difféomorphisme choisi. v

Remarque 2.9 Comme dans le cas mono-sortie, cette approche offre plusieurs degrés de
liberté pour la synthése de l'observateur, et généralise de ce fait la méthode de Hammourt et
al. [HAMY4] ou Busawon [BUS96], oi le gain d’observateur est choisi égal & Sy*CT avec

C = bloc-diag (C,, ) et S;1 = bloc-diag ([S——l]pkxpk) ot les matrices Sy, sont les solutions

g%k
i=1,...,p k=1,...p
symétriques définies positives des équations de Lyapunov avec facteur d’oubli exponentiel :
0% Sys, + AL Sps, + Sps Ay — CFC,y =0 k=1,...,p
0% > 6y >0

Cette approche n’offre que les parametres de synthese 0% pour assurer la stabilité et fizer la
vitesse de convergence de ['observateur. v

Des résultats similaires ont été obtenus par Tornambeé dans les cas mono-sortie [TOR89]
et multi-sorties [TOR92]. Son observateur posséde la méme structure & plusieurs degrés de
liberté que celui de Bornard et al. , mais assure uniquement une bornitude arbitrairement
petite de 'erreur d’observation.

2.4.2.2.3 Observateurs des systémes U-uniformément observables

En utilisant la forme canonique associée aux systémes U-uniformément observables et
définie par le théoreme 1.3, Gauthier et Kupka [GAU94] ont proposé un observateur & grand
gain de type Luenberger étendu a convergence exponentielle globale. Cette approche permet
de s’affranchir de la condition d’affinité en la commande et généralise ainsi celle de Gauthier

et al. [GAU92|.

Théoréme 2.12 ([GAU94]) Considérons le systéme (1.22). Sous les hypothéses suivantes :

i. Chaque fonction fi(z1,...,Ti,Ti1,u), i =1,... ,n— 1, est globalement lipschitzienne
par rapport & xq, ... ,x;, uniformément par rapport @ u et r;yq,

i. Il existe des réels a et 3,0 < a < 3 < oo tels que:

afi
<
“= Ozip

(21, ziTip1,u) < B pour i=0,...,n—1,
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alors un observateur exponentiel global pour (1.22) s’écrit :

1 fi(@1, 22, u)
| = | St ) |+ QoK (folen,u) = fo(#,u))
g 0 ... 0 ky
0 % . . | ke ‘ -
avec Ag = | ~ , K =1 . | pour un paramétre 0 > 0. La valeur du gain K
o :
0 ... 0 ¢ e
dépend des bornes o et 3. |

Une démonstration compléte de ce résultat et une procédure de calcul du gain K sont données

dans [GAU94] (voir lemme 4 p. 989).

2.4.3 Observateurs & modes glissants

[’utilisation de systémes dynamiques & modes glissants, en tant qu’observateurs des
systémes non linéaires, a été étudiée initialement et indépendamment par Walcott et al.
[WALS6] et Slotine et al. [SLO8T|. Cette approche a depuis intéressé de nombreux chercheurs
dans des environnements aussi bien déterministes [WAL87a, WAL87b, DAW92, WAT92,
EDWO94| que stochastiques [YAZS88, YAZ92, YAZ93].

Cette méthode consiste & utiliser de grands gains d’observateur de facon & faire “glisser”
Perreur d’observation vers un hyperplan de commutation, sur lequel 'erreur d’observation
est linéaire et exponentiellement stable.

Considérons le systéme non linéaire suivant :

&= Az + Bu+ f(z,u) (2.74a)
y="Cx (2.74b)

otz € R*,ue R™, yeR?, A, B et sont des matrices réelles aux dimensions appropriées
et f: R"xR™ — IR" est une fonction continue en z modélisant indifféremment non
linéarités et incertitudes du systéme.

Nous faisons les hypothéses suivantes:

Hypothése 2.3 La paire (C, A) est détectable, donc il existe une matrice K € R™? per-
mettant de placer les valeurs propres de (A — KC') dans un secteur du demi-plan compleze
gauche.

Hypothése 2.4 La fonction f(.,.) vérifie 'égalité :
flz,u) = P CTE(x,u) (2.75)
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ou &(z,u) : R" x R™ — R" est une fonction inconnue mais bornée :
le(z,u)]| <plu) VzeR", ueR™ett>0 (2.76)
et P € R™" est la solution définie positive de I’équation de Lyapunov:
(A— KC)YTP+ P(A-KC)=-Q <0 (2.77)

pour une matrice ) € R™ " donnée définie positive.
Dénommons S; la surface de commutation associée & 'erreur d’estimation 2 =z — 2 :

S: =ker(Ci)={i e R" | Cz =0} (2.78)
Nous pouvons & présent énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 2.13 ([WAL8Tb]-[WALS8|) Supposons que le systéme non linéaire (2.74) vérifie
les hypothéses 2.3 et 2.4, alors le systéme dynamique :

&= A%+ Bu+ S(¢,u,y)+ K(y— C%) (2.79)
avec
P-—l Tz
Dotaroe) i ¢ |
S(z,u,y) = ICE] | (2.80)
0 st TeS;
reconstruit globalement et exponentiellement Uétat de (2.74). %
S(z,u,y) sera appelée fonction de commutation. ]

Démonstration.

En exploitant les relations (2.74a)-(2.74b), (2.79) et (2.80), la dynamique de I’erreur d’ob-
servation s’écrit :

PICICE

i=(A-KC)i+ f(z,u) - W,@(u}

(2.81)

lorsque & & S;. ;
La démonstration fait appel & la fonction de Lyapunov candidate V = V(&) = T Pz. En
utilisant les égalités (2.75) et (2.77), la dérivée de V' le long des trajectoires de (2.81) donne:

V(&) = ~27Q& + 22T OTE(z, u) — 2| CF|p(u)
[inégalité (2.76) permet de majorer V comme suit :

V < —#Qi +20|C(u) — 2Clp(u) = —37 Qs
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[l vient alors que:

’ )\min(Q)
Vs

en utilisant le principe de Rayleigh (cf. annexe A.1).
La convergence exponentielle de I'observateur (2.79) suit immédiatement :

Jatol < a2 exp (32 2h) - vizo

a

On remarque que la synthése de Pobservateur (2.79) ne requiert pas la connaissance
exacte du systéme, mais uniquement la valeur du majorant p(u) sur les non linéarités ou
incertitudes f(z,u). Il apparait clairement qu’un tel observateur s’avére robuste par rapport
a d’éventuelles erreurs de modélisation bornées.

Cette méthode présente toutefois deux inconvénients majeurs. Le premier réside dans la
difficulté de vérifier en pratique la contrainte structurelle (2.75) (ou matching condition), et
ce notamment lorsque la fonction f modélise des incertitudes de modéle. On remarque que
Slotine et al. dans [SLO87| n’utilisent pas cette condition, mais ils ne peuvent, en contre-
partie, assurer la convergence globale de leur observateur.

Le second probléme provient de la discontinuité de S(&,u,y) sur la surface de commutation
C# = 0, qui a pour conséquence I’apparition d’un régime oscillatoire & hautes fréquences
(ou chattering) dans l'erreur d’observation. On note que ce phénomeéne peut étre atténué
en introduisant une limite de continuité de la fonction de commutation S(&,u,y) dans le

voisinage de & = 0 [WAL87b]:
PCTCap(u)
1CEp(u)|

P-1CTCip(u)
£

p(u) si [[Cap(u)|| > e
S(&,u,y) =

plu) si [[CEp(u)ll <e

avec ¢ € R*.

Le seul probléme est lié au choix de . On remarque que ['utilisation de cette derniére fonc-
tion de commutation n’assurera qu’une bornitude uniforme arbitrairement petite de ’erreur
d’observation (la borne sur Perreur dépendant du parameétre ¢), contre une convergence
exponentielle pour (2.80).

Remarque 2.10 Un autre choiz de S est proposé dans [DAW92] :

P1CTCEp(u)?

B = Gy + e

ot € et 3 sont des scalaires positifs. Les auteurs démontrent que cette fonction de commuta-
tion garantit une convergence exponentielle globale de Uerreur d’observation. v
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2.4.4 Observateurs sur horizon glissant

Le probléme de la synthése d’observateurs des systémes non linéaires a été abordé ré-
cemment sous un angle différent en utilisant les techniques d’estimation sur fenétre glissante
[GRI90, MIC92, MOR94, MIC95, MOR95]. L’objectif de ces méthodes n’est plus de fournir
des solutions analytiques, mais des solutions numériques issues d’algorithmes de minimisa-
tion, en transformant le probléme classique d’estimation dynamique en la résolution, au sens
des moindres carrés, d’'un systéme d’équations non linéaires.

2.4.4.1 Minimisation d’un critére quadratique
Considérons le systéme non linéaire temps-continu suivant :

2(t) = f(z(t), u(t)) (2.82a)
y(t) = h(z(t)) (2.82b)

ot z € R™, u € R™ et y € R”. Nous faisons les hypothéses que u : R — R™ € L
I’ensemble des fonctions mesurables et localement bornées sur R™, et que les fonctions f et
g sont localement lipschitziennes par rapport & leurs arguments avec f(0,0) = 0.

Pour tout état z; € IR”, nous désignons par x.(.,t,z;) la solution du systéme (2.82) soumis

a la commande u et passant par P'état z; a I'instant ¢.

Sur un horizon d’observation [t —T,t], Vobjectif de cette approche est de déterminer une
estimation z(¢t — 7T") de I’état en début d’horizon en minimisant un critére quadratique, qui
est la somme des erreurs de prédiction de la sortie sur cet horizon [MIC92, MIC95]:

min [ l(s) = Bl = T8I ds (2:83)

ot y(.) = h{xu(.,0,20)) est la sortie mesurée du systéme.

Soit #*(¢ — T') la solution du probléme de minimisation (2.83), une estimation de I’état
courant du systéme (2.82) est obtenue a partir de (2.82a) via:

t

)= [ fla(s),u(s))ds (2.84)

ot — T)tf:z*(t ~T)

Le résultat suivant établit les conditions de convergence de cet algorithme :

Théoréme 2.14 ([MIC95]) Pour toute entrée admissible w € L., si les hypothéses sui-
vantes sont vérifiées:

i. Les fonctions [ et g sont localement lipschitziennes par rapport a leurs arguments,

it. Le systéme (2.82) est parfaitement connu et aucun bruit ne le perturbe,
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ui. Le systeme (2.82) est uniformément observable sur [t — T, 1] i.e. il existe un réel v > 0
tel que pour toute paire d’états xy, =5 € R" :

| st = hals bl ds 2 2o -2l @285)

alors Uobservateur (2.83)-(2.84) est exponentiellement convergent. =

La démonstration compléte de ce théoréme se trouve dans [MIC95] et ne sera pas détaillée
dans ce qui suit. L’hypothése ii. de parfaite connaissance du modele et de bruit nul permet de
s’assurer que le minimum du critére (2.83) est un minimum global, et que le vecteur d’état
estimé convergera bien vers le vecteur d’état courant. Dans le cas contraire, I’algorithme
reste stable mais le minimum du critére (2.83) n’est plus nécessairement la solution du pro-
bléme d’observation, un biais apparait sur les états observés. L’hypotheése iii. d’observabilté
uniforme signifie simplement qu’il n’existe pas de paires d’états indistinguables sur la fenétre
temporelle [t — T, t].

Toutefois, nous remarquons que les hypothéses de parfaite connaissance du modéle et
d’absence de bruit sont trés restrictives, et peuvent limiter 1'utilisation pratique de tels
observateurs.

Nous notons que cette approche peut étre aisément transposée au cas temps-discret
[ROB96, HEN97]. A ce titre, considérons le modéle stochastique suivant:

Thyr = f(:l:’k,’b{,k) + wg (286&)
yr = h(zk, ur) + vk (2.86b)

ot 2, € R™, up € R™ ety € RP. wy € R" et v € IR? sont des bruits additifs sur le modéle
et les mesures.

Sur une horizon de N observations, I'objectif est désormais d’estimer I'état x,_ny1/k et

la séquence wy_ny1/k, ..., Wr—1/k par résolution du probléme de minimisation :
k-1
. R . 2 .2
min H&“k-NH/k = TheN+1/k—N || p=1 + Z Wi/kl| =
{B ke N1 Bk = N1 e D “Pk“N“/k‘N i=E-N41 H 2 HQ 1
k
. 2
+ Z Hy@ - h(azi/k, uz’)“R__l (287)
i=k—N+1

o o 2 Tr-1 — 2T p-1
avec Tiy1/k = f(Tiks i) + Digk, ||2]lg-r = 27 Q7 z et ||z g = 2" R7M 2.
. L N . —~1 -1 -1 . . A

Les matrices de pondération R™", Q7" et P\, Jk—n Teprésentent les inverses respectives
des matrices de covariance des bruits wy, vy et de ’état initial estimé en début d’horizon
Tho N41/k=N-

Si {@;_NH/W Wi N1k w;wl/k} désigne la solution optimale du probléme de minimi-
sation (2.87), une estimation de I’état aux instants ko +1, avec kg = k— N +1, est déterminée
a partir de U'expression récursive :

Trotiti/k = f(Zrotifks Ukoti) + Wiy yi/k (2.88)
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A — £ e
xk(}/’k - xkgfk

Dans le cas des systémes LTI stochastiques, Zx_n41/5-n et ngN +1/k-n Sont calculés a
partir du prédicteur de Kalman et servent, & chaque instant, de conditions initiales pour le
calcul de I’estimée courante [ROBY6] :

Th-N+1/k-N = AZk_Nji-N + Bup-n (2.89)
P kN = Plvpnoy + CTRIC (2.90)
P!;—jNﬁ/k—N =™ - Q“lA(P,:_IN/k_N + ATQ%A)AATQ% (2.91)

ott #;_n/k-n est la solution du probléme de minimisation & I'instant k — N et Pr_yy1/p-n =
COV(Zh—N4+1 — Th=N4+1/k=N)-

Cette méthode reste valable dans le cas non-linéaire en utilisant le prédicteur de Kalman

d
étendu, c.-a-d. (2.89)-(2.91) avec Ay_y = gg‘(%k-N/k—Nauk—N) et

oh |
Cr-Ng1 = ‘5;(%-N+1/k-NMk~N+1)-

Cette approche permet également de prendre en compte une connaissance empirique
(ordre de grandeur des variables d’état, des parameétres, ... ) des systémes étudiés grace &
I'adjonction de contraintes physiques (sur I’état et les bruits) au probléme de minimisation
(2.87):

vminsi’i/kgvmax sz”N+1,,k
xmingii/kgxmax Z:—“k“‘N%—l,‘,k
wmini?j}i/kgwmax sz""N*‘!—l,,k—-l

Dans ce cas, il convient uniquement d’utiliser un algorithme de minimisation sous contraintes.

Lorsque le bruit d’état est négligeable et quand les mesures sont uniquement entachées
d’un bruit blanc centré, 'expression de l’estimateur sur horizon glissant (2.87)-(2.88) est
beaucoup plus simple, et se résume a estimer I’état au début de I'horizon d’observation, par
minimisation du critére quadratique suivant sur Perreur de sortie:

k
i :— h(@,u) |l 2.92
NP L G (292)

S1&}_pny1/x est la solution du probléme de minimisation (2.92), une estimation de I'état aux
instants kg + 1, avec kg = k — N + 1, est donnée par:

Lhotiti/k = f(f’?ko+i/k7“ko+é)
. s
Thofk = Tiy/k

Cet estimateur constitue en quelque sorte la version temps-discret de I'observateur (2.83)-
(2.84).
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En conclusion, lorsqu’il existe des méthodes d’optimisation adéquates pour minimiser les
critéres quadratiques (2.83), (2.87) ou (2.92), cette approche nous semble trés intéressante
car elle ne requiert ni linéarisation, ni structure particuliére des systémes étudiés. L’unique
parameétre de réglage est la longueur N de I'horizon d’observation?.

Nous remarquons cependant qu’aucune indication n’est donnée quant a la méthode d’op-
timisation a choisir pour assurer la convergence de ’observateur.

2.4.4.2 Approche algébrique. Méthode de Newton
Une autre méthode, développée dans [GRI90, MOR92b, MOR95] pour les systémes

temps-discret, consiste & ramener le probléme de la synthése d’observateurs sur horizon
glissant en la résolution d’un systéme de N équations non linéaires par la méthode de New-
ton.

Considérons le systéme non linéaire (2.86) avec wy = 0 et vy = 0.
Soient Up—n41,4 et Yje-n41,4 les séquences respectives de N entrées et N sorties passées,
et soit Q(zp—n1, Upe- N+1,k}) la séquence de N sorties passées prédites, générées a partir de
(2.86) pour un état initial zz_n41 et par la séquence d’entrées Up_ny1 4 i-€.:

Uk—-N+1 Ye-N+1
Up—N42 Yk-N4+2
Up-Ny1,5) = : v Ye-N41h = .
Uk Yk
h($k~N+1> Uk-N+1) Yk—N+1
h(f(Th-N+1, Uk=N+1), Uk=N+2) Yk—N+2
P(2p-nNt1, Upp—Nt1,4) = . = )
h(fN"l(wk~N+h U[k—N+1§k—1])7 ) Yk

L’objectif de cette méthode est d’estimer ’état zj_n41, solution du systéme de N équa-
tions non linéaires suivant :

Yie-Nt1) — O(Tp-nNt1, Upp=ngr,0) = 0 (2.93)

Dans le cas oii la matrice jacobienne 99 /dz est carrée®, I’algorithme de Newton apporte une
solution itérative & ce probléme:

ni ni 99 . - ni

f‘”kth—H =Zp_ny T (5‘;(5%«1\1’4-17 Uk)) (Y — @(xk—NHv Ui)) (2.94)
ott Uy = Uy, €6 Ye = Yieona1 -
A partir de (2.94), nous définissons ["application :

09

@U’“Y"(Zk) =z} + (“5-;(21“ Uk)>‘ (Y}c - ‘I)(Zk,Uk)) (295)

2. N représente le nombre minimum de mesures nécessaires pour reconstruire ’état d’un systéme. Dans
[AEY81], il est montré que, génériquement, N peut étre choisi égal & 2n+ 1 oit n est la dimension du systéme
étudié.

3. Lorsque le systéme d’équations (2.93) posséde plus d’équations que d’états (i.e. Np > n), Pinverse dans
(2.94) sera remplacée par une pseudo-inverse.
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Sur un horizon de N observations, une estimation de I'état courant de (2.86) est alors
donnée par le systéme dynamique suivant [MOR95] :

L4 = (@L Yk>(d) (f(zk, uk_~N)) (296&)
2k = N2k, Up—n 1)) (2.96b)

ou z € R" et (@Uk*yk){d) (.) désigne la d*®™¢ composition de OVx¥%(.) avec elle-méme.

Les conditions suffisantes de convergence — quantifiant notamment le nombre minimum
d d’itérations a effectuer et le domaine d’attraction de I'observateur (2.96) — ont été établies
dans [GRI90, MOR95]. On note que seule une convergence asymptotique quasi-locale de
I'algorithme est garantie.

Afin d’étendre le domaine de convergence de I'observateur (2.96), une version hybride
continue-discréte de ce dernier a été développée dans [MOR92b, MOR95].
Considérons a nouveau le systéme (2.86) avec wy = vy = 0, et le systéme (2.93) de N
équations. Si la matrice 9®/dz est carrée, le systéme d’équations Yy — ®(zppn-1,Ux) = 0
peut étre résolu a ’aide de la méthode de Newton discréte munie d’un pas d’échantillonnage
pi

"@

a® - ’“i T
A%-;N 1= xk+N 1T (3:13 (3k+N 19 Uk)) (Ya— Q’(mkwv’-.n k) (2.97)

Lorsque le pas d’échantillonnage p; devient infinitésimal, nous notons que la dynamique de
I’équation (2.97) se rapproche de celle de I’équation différentielle:

Oz

Trpn-1(0) = ?EJZ+N-1

; b - e
buav-s = (Goldv-s,0) (= O(aer, ) (2.98)

Dans ce cas, un observateur hybride continu-discret pour (2.86) est donné par le théoréme
suivant :

Théoréme 2.15 ([MOR92b, MORY5]) Sur un horizon de N observations et sous les hypo-
théses sutvantes :

i. Le systéme (2.86) est globalement N-uniformément observable et satisfait la condziwn
de N-observabilité au sens du rang pour tout x € R",

ii. Les fonction f et h sont C' avec L = SUDPLeR™ weR™ “—g-%(:r,u)n < oo,
—1
3= SUP,eRr, UeR™*N H%%(:c, U)H;< oo et o = SUDP eRn, UeR™*N (g%(at,U)) ” < oo,

alors le systéeme dynamique:

G=K ({Z(f(zk ,Lk)y (Vi — ®(27, Up)) (2.99a)
Z,:(k‘T) = Zk-1
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2k = [z (kT), ue-n+1)
Be = N7 (1, Uk-N42,k-1]) (2.99b)

est un observateur asymptotique global pour (2.86) si

1
K > T log(2Laf3) (2.100)

T est la période d’échantillonnage telle que x) = z(kT) et 2441 = «((k + 1)T). |

En général, les conditions de stabilité ¢. et ii. ne sont vérifiées que localement sur des sous-
ensembles de R" et R™, d’ott une convergence exponentielle locale de ’observateur (2.99).

A chaque itération, on remarque que I'observateur (2.96) demande le calcul explicite de la
matrice Jacobienne 0®/dx. Cette opération étant souvent prohibitive au niveau temps de
calcul, une version modifiée de la méthode de Newton, basée sur une mise a jour itérative

de ® /dz, est proposée dans [MOR95|.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, aprés un bref rappel sur 'observation des systémes linéaires et affines en
’état, nous avons passé en revue une grande partie des approches disponibles pour la synthése
d’observateurs des systémes non linéaires temps-continu et temps-discret. A ce titre, nous
avons successivement présenté les techniques de linéarisation exacte et approchée de l'erreur
d’estimation, les méthodes d’observation a grand gain pour des systémes écrits indifférem-
ment dans les coordonnées initiales ou dans une base canonique observable, les observateurs
4 structure variable et, en dernier lieu, les estimateurs sur horizon glissant. Il convient cepen-
dant de signaler que cette revue bibliographique n’est pas exhaustive, d’autres approches par-
ticuliérement intéressantes, mais difficiles a classer parmi les catégories d’estimateurs décrits
précédemment peuvent étre consultées dans [SCH85, HU91, TSI89, TSI90, ZIM94, XTA97|

pour le cas temps-continu, et dans [SHA97] pour le cas temps-discret.

Bien que trés performantes pour la plupart, il convient de porter un regard critique sur
les techniques d’estimation décrites précédemment. D’une maniére générale, nous remar-
quons que la plupart de ces méthodes: exception faite des estimateurs sur horizon glissant)
ne s’appliquent qu’a des classes particuliéres de systémes (systémes affines en I’état ou en
la commande, systémes & mesures linéaires avec dérive localement ou globalement lipschit-
zienne ou bien systémes pour lesquels une forme canonique observable existe par transforma-
tion d’état. En outre, les conditions d’existence des observateurs présentées sont en général
restrictives (cf. techniques de linéarisation exacte de l'erreur d’observation) et, lorsqu’un
observateur existe pour un systéme donné, la synthése et la mise en ceuvre de ce dernier
s’avérent souvent difficiles voire rédhibitoires.

Ces constatations nous ont conduit & aborder le probléme de I'observation des systémes
non linéaires de la facon la plus générale et la moins restrictive possible. En partant de
considérations pratiques, nous nous sommes orientés, de facon naturelle, vers la classe im-
portante des estimateurs non linéaires utilisant le formalisme du filtre de Kalman étendu.
Cette approche donne des résultats tout a fait satisfaisants, et ne semble pas posséder les
inconvénients des méthodes citées précédemment. Toutefois, un probléme récurrent lié a
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2.5. CONCLUSION

I'utilisation de cette classe d’estimateurs est le fait qu’il n’existe que trés peu de résultats
relatifs quant & leur stabilité. Ce probléme demeure un sujet de recherche ouvert et sera a
Porigine des travaux présentés dans le chapitre suivant.

Nous terminerons par une phrase empruntée & F. Deza dans [DEZ91] résumant bien I’état
actuel de la recherche sur la synthése d’observateurs non linéaires et les axes vers lesquels il
semble naturel de s’orienter: “Pour observer un systéme non linéaire, nous disposons, d’une
part de méthodes théoriques difficilement applicables, d’autre part de méthodes appliquées
mais non justifiées théoriqguement”.
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Chapitre 3

Observateurs de type Kalman Etendu

3.1 Introduction

Le filtre de Kalman étendu (FKE) ou observateur de Kalman étendu (OKE) dans un
contexte déterministe est, sans le moindre doute, 'une des techniques d’estimation de 1’état
des systémes non linéaires les plus fréquemment utilisées en pratique et trouve, & ce titre,
application dans de nombreux domaines tels que le filtrage adaptatif [LJU79, GOO84], I'ob-
servation d’état [MIS89, SON95], la commande robuste [SAF80], le guidage de missiles
[SPE81, SON85], ... . Cette approche est & classer parmi les techniques de linéarisation
au premier ordre de l'erreur d’observation et consiste essentiellement a imiter le filtre de
Kalman pour les systémes LTI en linéarisant, a chaque instant, le systéme étudié le long
des trajectoires estimées. Le FKE s’adresse a une large classe de systémes et ne semble pas
posséder les inconvénients de la plupart des algorithmes présentés dans le chapitre précédent.
Il est cependant connu que la stabilité de cet estimateur n’est généralement pas acquise et
que seuls des résultats locaux de convergence sont garantis.

De nombreuses publications et ouvrages traitent de la synthése de ce filtre [JAZT0,
AND79, CHE93|, mais Ljung [LJU79], puis Ursin [URS80] ont été parmi les premiers auteurs
a étudier les mécanismes de convergence du FKE dans le cadre de l'estimation conjuguée
de état et des paramétres des systémes LTI temps-discret. Un résultat global de conver-
gence a été obtenu sous couvert de quelques modifications de 'algorithme. Une version
temps-continu de leur approche est donnée dans [WOL93]. Plus récemment, Song et Grizzle
[SON92, SON95] et La Scala et al. [LAS95] dans le cas non linéaire temps-discret, Deza et
al. [DEZ91, DEZ92, DEZ93], Reif et al. [REI98, REI99b] et Fromion et Ferreres [FRO97]
dans le cas non linéaire temps-continu ont repris le probléme de I’étude de la convergence du
FKE dans un cadre déterministe. Leurs travaux utilisent les résultats antérieurs de Deyst et
Price [DEY68], Jazwinsky [JAZ70] ou Baras et al. [BARSS| sur la bornitude de la covariance
de P'erreur d’estimation du filtre de Kalman appliqué aux systémes LTV.

Ces résultats trés encourageants sont directement & 'origine de nos travaux. Dans ce
chapitre, aprés avoir démontré la convergence exponentielle globale du filtre de Kalman
en tant qu’observateur des systémes LTV, nous présenterons quelques résultats de stabilité
d’observateurs de type Kalman étendu dts a Deza et al. [DEZ92, DEZ93] et Reif et al.
[REI98, REI99b] avant d’apporter une nouvelle preuve de la convergence de ’'OKE pour les
systémes non linéaires temps-discret [BOU97a, BOU99|. Notre approche repose, d’une part
sur les résultats antérieurs de Deyst et Price [DEY68] et Song et Grizzle [SON95], garan-
tissant la stricte positivité et la bornitude de la solution Pj, de ’équation de Riccati aux
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différences sous la condition d’observabilité uniforme du systéme linéarisé le long des trajec-
toires estimées de ’OKE, d’autre part sur une nouvelle technique de linéarisation “exacte” au
premier ordre récemment développée dans [BOU97d]. Cette méthode consiste & paramétrer
'analyse de convergence de I'OKE en introduisant des matrices diagonales inconnues (no-
tées ay, et fi) quantifiant les différents résidus d’ordre supérieur ou égal a deux, issus de la
linéarisation au premier ordre du systéme. Un tel paramétrage nous permettra d’établir des
conditions suffisantes de convergence de 'OKE et de démontrer le réle fondamental (souvent
délaissé a l'exception prés de [DEZ92, DEZ93, REI98, REI99b]) joué par les matrices de
pondérations () et Ry (les covariances des bruits de systéme et de mesures dans le cas LTV
stochastique) dans I'amélioration de la stabilité et des performances de 'OKE. Un réglage
judicieux de ces matrices permettant d’étendre le domaine de convergence de 'observateur
sera proposé.

Dans une seconde partie, nous passerons & la construction d’observateurs de type Kal-
man étendu d’ordre réduit pour les systémes non linéaires temps-discret [AUB98b]. Notre
approche concerne la classe des systémes & mesures linéaires. L’analyse de la convergence
des deux observateurs proposés suit une méthodologie semblable & celle de 'OKE d’ordre
plein et est, de ce fait, fondée sur une linéarisation “exacte” au premier ordre du systéme.
Nous donnerons des conditions suffisantes d’existence de ces observateurs et démontrerons,
comme dans le cas d’ordre plein, a quel point le choix de certaines matrices de pondération
est important pour améliorer les performances des OKE d’ordre réduit proposés.

Comme il existe des situations oil les systémes ne sont pas réguliers (existence de contraintes
algébriques ou présence d’entrées inconnues), nous formulerons, dans une troisiéme partie,
un observateur de type Kalman étendu pour la classe des systémes non linéaires singuliers
temps-discret & mesures linéaires [BOU97b|. Notre approche utilise la condition d’observa-
bilité & l'infini du systéme étudié et traite le cas ou la matrice F peut étre rectangulaire. De
méme que dans les parties précédentes, nous établirons des conditions suffisantes d’existence
de cet observateur via l'introduction d’une matrice diagonale inconnue [3; modélisant les
différents résidus issus de la linéarisation au premier ordre du systéme.

Enfin, nous développerons un estimateur séparé état/biais de type Kalman étendu pour
les systémes non linéaires temps-discret sujet a des biais constants [BOU97¢, BOUal]. Aprés
avoir démontrer analytiquement I’équivalence entre ’estimateur séparé état/biais proposé et
'OKE global (c.-a-d. lorsque le vecteur d’état est augmenté par le vecteur des biais incon-
nus), nous en étudierons la convergence et énoncerons des conditions suffisantes d’existence.
Les conditions de convergence sont peu restrictives et obtenues en utilisant la technique de li-
néarisation “exacte” au premier ordre déja décrite précédemment. En outre, nous montrerons
que ces conditions dépendent explicitement du choix de certaines matrices de pondération
(nommées Q%, Q% et RY +1) lors de la synthése de I'estimateur. Un exemple illustant cette
propriété sera donné.

3.2 Observateurs de type Kalman pour les systémes LTV
temps-discret
Les résultats présentés dans cette partie constituent en quelque sorte la version temps-

discret de ceux exposés en sections 2.3.1 et 2.3.2 et serviront de base a 'analyse future de la
convergence d’observateurs de type Kalman étendu pour les systémes non linéaires.
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3.2.1 Formulation de ’observateur
Considérons le systéme LTV :

Thyy = Arzp + Brug (3.1&)
yr = Crwk (3.1b)

oit 7 € R”, ur € R™ et yp € R? représentent respectivement le vecteur d’état, d’entrée et

de sortie a l'instant k. (Ax), s (Bk)pxm €t (Ck),, sont des matrices temps-variant.

Nous faisons les hypothéses suivantes :

‘Hypothése 3.1 Aj est inversible et Ay, C) sont uniformément bornées i.e. il existe @,¢ > 0
tels que:

a=supl||As]] <oco et c=sup||Cy < 0
k>0 k20

Au systéme déterministe (3.1), nous associons le systéme stochastique artificiel suivant :

Err = Arr + Brug + Grwy (3.2a)
yr = Cilr + Drvk (3.2b)

o &, € R” wy € R" et vy € R® sont des bruits additifs blancs, mutuellement indépendants
et de covariances unitaires. Gy, et Dy, sont des matrices dépendantes du temps, de dimensions
respectives n X r et p X s.

Pour estimer 1’état de (3.2), nous introduisons P'estimateur & structure classique prédiction-
correction suivant :

rpr = gk+1fk + Kig1(Yrg1 — Ck+1ék+1/fc) (3.3)

Oﬁ la prédiction ék+1/k = Akék + Bruyg.
La dynamique de Perreur d’estimation &, = £ — &, est donnée par:

Erp1 = (Ap — Kig1 Crp1 Ap)ér + (G — Kip1 Cop1 Go)wi — Kipy Digrvpp (3.4)

Le filtre de Kalman pour le systéme stochastique (3.2) que nous utiliserons par la suite
en tant qu’observateur pour le systéme déterministe (3.1) résulte de la minimisation par
rapport & Kyyq € R™? de la covariance de 'erreur d’estimation Py = & {E;;MEEH} et est
donné par®:

Trer = Tpaske + Kipr(Yrer — Crrrdrgayn) (3.5)
Py = (I = K1 Crgr ) Prgayn f (3.6)
= (Pi;;»luk + Clg;lRﬁlckﬂ)"l (3.7)

1. Comme le systéme stochastique (3.2) est purement artificiel, nous remplagons la variable d’état &, par
z sans aucune perte de généralité.
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Trt1/k = Aplr + Brug (3.8)
Poijn = AP AT + Q. (3.9)

avec
Kigr = PepiyCiiy (Cosr Poa Oy + Riyr)™ (3.10)

ot Py = pl, > 0, Zp4y et &pyq/4 représentent estimation et la prédiction de 'état z4yy a
Vinstant £ 4+ 1. Dans un contexte stochastique, 'optimalité (au sens du maximum de vrai-
semblance) du filtre de Kalman pour le systéme (3.2) est garantie lorsque Q¢ et Ry, sont les
covariances des bruits de systéme et de mesures (c.-a-d. Qi = GG} et Rppy = Dy DL, )),
Pry1 et Pryyyr dénotent les covariances des erreurs d’estimation et de prédiction. Dans le
cadre déterministe de notre étude, ) et R4y représenteront des matrices de pondération
dont le choix est libre (un choix usuel est Qy = &11,,, Riy1 = €21, avec 0 < 1,62 < 1), Prya
et Ppyq/k seront appelées “pseudo-covariances” des erreurs d’estimation et de prédiction.

Remarque 3.1 Par analogie avec le cas temps-continu (cf. sections 2.3.1 et 2.3.2), on
démontre que l'observateur (3.5)-(3.10) est la solution du probléeme de minimisation :

k+1

k
min | — Fol [ + Z bl + Z ly; — Ciéill 7 (3.11)

{£0,100 500 20

avec &y = A&y + Bug + 0, Po = pl, >0, Q; > ql, >0 et R, 2 rl, > 0.

Lorsque {5,405, ... , W} désigne la solution optimale du probléme de minimisation (3.11),
Uestimée Tyyy de Uétat de (3.1) est le point final de la trajectoire &1 = A& + Biu; + W}
avec o = &, pour1=0,... k. v
3.2.2 Analyse de convergence

Soient Zjiq et 11/ les erreurs d’estimation et de “prédiction” définies par:

ii‘k+1 = Tht1 — Li‘k_H (312)
Thy1/k = Tht — Thi1/k (3.13)

Considérons la fonction de Lyapunov candidate V : R* x Nt — R™, V(0,k) = 0:
Vi = V(& k) = 3L P73y (3.14)

et montrons que la suite {V;},,, est strictement décroissante, c.-a-d. qu’il existe un réel
¢ €]0,1[ tel que:

Vigr — Vi < =CVi (3.15)

Préalablement & toute étude de convergence, comme la matrice P;' utilisée pour générer
la fonction de Lyapunov Vj est variante dans le temps, il convient de s’assurer de sa positivité
et de sa bornitude afin de valider son choix dans (3.14). Soient W¢ le grammien de comman-
dabilité de la paire (Ay, Qilz) et W? le grammien d’observabilité de la paire (A, R;‘”Ck)
définis par:

k-1

Wieem = Z P+ 1) QD i 1] (3.16)
t=k—M
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Wi-ah Z G CY B Cidrig (3.17)

i=k-M
pour un entier M > 0 et pour tout k£ > M avec:
Pk = Ar—1Ak—a ... A;
Pig = by €6 Sy = In

La bornitude de la matrice de covariance Py est garantie par le lemme suivant :

Lemme 3.1 ([DEY68, SON95|) Considérons la solution P, de l’équation de Riccati auz
différences (3.7). Si les matrices de pondération Q) et Riyi sont définies positives c.-a-
d. Qr > ql, > 0 et Rypyy > 11, > 0, et sile systéme (3.2) est uniformément complétement
commandable et observable, c.-a-d. qu’il existe des nombres réels ay, o, By, B2 > 0 tels que:

orly 2 Wi_yp 2 02ln 0<ay<ap <oo (3.18)
Bl < Wfk..M,k] < B2, 0< ) <f <0 (3.19)
alors :
L+affy ~
—— < || P e 3.20
p= e < IRl < 2 = (3.20)
p@ur k> M. ]

La démonstration de ce résultat important est donnée dans [DEY68, MCGT73] et est rappelée
en Annexe B.

Remarque 3.2 A partir de (3.9) et (3.20), on montre que:
|Pepiesl| < 2" + G = v

De la relation (3.7), il vient que Pyj_y > Py et on obtient alors les bornes suivantes pour la
matrice Prjp_y :

P < || Peppa|| S v
avec0<gﬁp'§u<oo. A\ 4

Remarque 3.3 En ulilisant le probléeme dual de la commande optimale, la bornitude de
la covariance de l'erreur d’estimation a également été démontrée par Baras et al. [BARS2,
BARSS] dans le cas temps-continu. Ce résultat fait appel 4 des définitions sensiblement diffé-
rentes (par rapport & (3.18)-(3.19)) des notions de commandabilité et détectabilité uniformes.
On note que cette approche a été étendue par Song dans [SON92] au cas LTI discret. V¥

La stricte positivité et la bormtnde de Py et Py étant établies, nous pouvons énoncer
le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 Considérons le systéme déterministe (3.1) et le filtre de Kalman (3.5)-(3.10)
pour le systéme stochastique (3.2). Sous les hypothéses 3.1, si le systéme (3.1) est compléte-
ment uniformément observable alors (3.5)-(3.10) est un observateur exponentiel global pour

(3.1). ‘ =
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Démonstration.
A partir de (3.9) et sous la condition d’inversibilité de la matrice A, nous avons:

AT P ik AL = Po+ AP QuART (3.21)

[’utilisation du lemme d’inversion matricielle (cf annexe A.1) permet d’inverser I'expression
précédente et il vient que:

Al P!

1 Ak = Pt = PP + ALQ AN TR (3.22)

En I’absence de bruits et en utilisant (3.1a), (3.4), (3.5) et (3.8), les erreurs (3.12) et (3.13)
s’écrivent :

Tpy1 = (In = Kip1Crpr ) Erg1/k (3.23)
Feripn = Ay (3.24)

En substituant (3.24) dans (3.23) et (3.23) dans (3.14), nous avons:
%—{-1 — % p f{Ag([n — [{k+10k+1) Pk:-{—l([ - Kk+1ck+1)Ak3,k —_ CBk P xk (325)
D’aprés (3.6), nous avons Pk+1/k P (I — K41 Crya) et (3.25) se formule ainsi:

Vigr — Vi = 21 AL(P]

kt1/k — Cin ‘k+1P/;11/k)Akiﬁk — L Pty (3.26)

A partir de (3.10), on démontre que CgHKkHP,:H/k = Ol (Crs1 Pes1/kClyy + Rigr) " Crn
et (3.26) devient:

%€+1 - Vk = :EgAk Pk—}-l/kAkxk - .'Ika .’Ek

i AL OkH(CkH Pk+1/k0k+1 + Riy1) 7 Crpr Agin
< & AL P Ak — 3 P (3.27)

En remplacant (3.22) dans (3.27), il s’en suit que:

Vegr = Vi < =L PO P+ AR QT AR) TP i (3.28)

Sous les hypothéses de bornitude de Py, Qy et Ax, la majoration suivante est alors immeédiate :

_ a? g+ pa’
JaTor 4+ p2t) < 1A + Qi < 5 + & = L2
o
PP PCYATQ A + PEY T Py > {{Pk |
Comme HP};%;ZH > }%Hikﬂ, on obtient:
L.
Vigr = Ve < —&—ﬁgﬂ%ll? (3.29)
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En utilisant le principe de Rayleigh, nous avons I'inégalité:

Lo Lo
Slel” < Vi P_H il (3.30)
Soit, & partir de (3.29):
Vigr — Vi < ==,
b= Ve s =5l (3.31)

2
Comme 0 < _Z% == L4 — < 4 — < 1, en considérant les relations (3.30)-(3.31) et
wp? - Pg+pa?) g+ pa

d’apreés le théoréme 1.1, la dynamique de ’erreur d’observation est uniformément globalement
exponentiellement stable et il vient que:

- (k=M)/2 ‘ ‘
el </l (1 - —%—) pour k> M (3.32)

a

Remarque 3.4 La propriété de régularité de Ay est toujours satisfaite pour les systémes
discrétisés par les méthodes usuelles (Euler, Runge-Kutta, ... ). Nous remarquons cependant
qu il est possible de relazer cette condition afin de démontrer la stabilité du filtre de Kalman
pour les systemes LTV [MOO80, BEN97a]. Nous reviendrons sur ce probléme dans la suite
de ce mémoire. ‘ v

3.2.3 Application aux systémes affines en P’état

Sur la base des résultats présentés dans le cas temps-continu en section 2.3.2, observateur
de Kalman décrit précédemment peut étre facilement étendu aux systémes affines en l’état
de la forme:

Try1 = Alug)zr + B(ug) (3.33a)
y = Clug)zy (3.33b)

ot zx € R"up € R™ et yp € R”. Les applications A(ug), B(ux) et C(ug) sont supposées
continues par rapport a ug.

En remarquant que toute séquence d’entrées réguliérement persistantes, au sens de la
définition 1.31, engendre un systéme LTV uniformément complétement observable, nous
pouvons énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 Soit le systéme (3.33) pour lequel A(uy) est inversible et A(uy), Buy) et
C(ug) sont uniformément bornées sur le domaine des entrées admissibles. Alors, pour toute
séquence d’entrées réguliérement persistantes pour (2.12), le systéme :

Erpr = Trgae + K1 (Urer — Clursa)Begaye) (3.34)
Pk.u = (In - K;C+IC')P1§+1/]§ (335)
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CIA:';Q.H/;@ = A(uk):%;c + B(u;g) (3.36)
Pk:+1/k = A(uk)P;cAT(uk) - Qk (337)

avec
Kyt = PogajiCurgn) (Clursr) PogrsuC(upsr)” + Rigr) ™ (3.38)

est un observateur exponentiel global uniforme pour (3.33), avec Py = pul,, > 0, Qy > ql, > 0
et Rk+1 > Z’_[n > 0. |

La démonstration de ce résultat est analogue a celle du théoréme 3.1.

3.3 Observateurs de type Kalman étendu pour les sys-
témes non linéaires

Dans cette section, nous proposons d’étendre la synthése d’observateurs de type Kalman
a la classe générale des systémes non linéaires. Aprés une présentation succincte de quelques
résultats importants sur la synthése et ['analyse de convergence d’observateurs de type Kal-
man étendu (OKE) [DEZ91, DEZ92, DEZ93, REI98, REI99b], nous apportons une nouvelle
preuve de la convergence de cette catégorie d’estimateur dans le cas temps-discret via 'in-
troduction d’une nouvelle technique de linéarisation “exacte” au premier ordre du systéme le
long des trajectoires estimées. Des conditions suffisantes d’existence de 'OKE sont établies
et le role fondamental joué par les matrices de pondération @) et R dans "amélioration de
la stabilité et des performances de 'OKE est démontré. I’essentiel des résultats présentés a

été publié dans [BOU97a, BOU99).

3.3.1 OKE: approche de Deza et al.

Nous présentons, dans un premier temps, ’observateur développé par Deza et al. [DEZ91,
DEZ92, DEZ93]. Les auteurs utilisent le formalisme du filtre de Kalman étendu et démontrent
qu’il existe un réglage des matrices de pondération () et R permettant d’assurer la conver-
gence exponentielle globale de cet estimateur. Leur méthode s’applique a une large classe
de systémes non linéaires MIMO a structure bloc-diagonale incluant notamment les sys-
témes observables pour toute entrée. Considérons un systéme écrit sous la forme canonique
suivante :

= f(z,u) = Alz,u)r + B(z,u) (3.39a)
y = (xy,... ,33p1+...+p,,-,+1) =z (3.39Db)
onze R, ue R", yc R et ) 7  pi=n.

A(z,u) = bloc-diag(A'(z,u), ... , AP(z,u)) est une matrice bloc-diagonale ou Vi € {1,... , p},
A(z,u) est une matrice de dimension p; x p; avec V 5,k € {1,... ,p;}:

L (@) = 641 0l (2, u)

ai‘(f’fa u) = aj‘(%w...ntpg-ﬁl, e s Doyt i i W)
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B(z,u) = bloc-diag(B'(z,u),... , B?(z,u)) est un vecteur ot Vi € {1,... ,p}, Bi(z,u) est
un vecteur de dimension p; avec Vj € {1,... ,pi}:

B;(l’su) = B;(*sz+...+p,~_1+1’ NN FATRTE 1 1) }

Nous avons alors le résultat suivant:

Théoréme 3.3 (|[DEZ91, DEZ93]) Considérons le systéme (3.39). Si les hypothéses sui-

vantes sont vérifiées:
. Vie{l,...,ptetVye{l,... pi}, i existe v;- et w; tels que:
O<v§<a§(m,u)<w;- VzeR", Yue R™,
ii. A(z,u) et B(z,u) sont globalement lipschitz en x, uniformément en u,

iit. x et u sont bornés,

alors, pour 6 > 0 suffisamment grand, le systéme:

&= f(z,u)+STCTR Yy - Cz) | (3.40)
S =—5Q4S — £ (3,u)S — Sf*(&,u) + CTR;'C (3.41)
avec
A ;
7(@0) = 5@,

est un observateur exponentiel pour (3.39) si les matrices de pondération (Qy et Ry sont
chotsies comme suit :

~ Qs = OATTQAT! 0w Q > 0 et A est une matrice bloc-diagonale dont chaque bloc A;
de dimension p; X p; est donné par:

A = 0% diag(1,1/6,... ,1/6°7)

~ Ry = diag(1/6°17Y2 ... [ 1/6°p~"/?)Rdiag(1/6°17 /% ... ,1/67p~'/%) avec R > 0.

Esquisse de démonstration.
Soit # = z — & erreur d’observation. La démonstration de ce théoréme est fondée sur la
fonction de Lyapunov candidate #7S# et utilise les notations:

I'= f(ﬁc,u)«—f(x,u)~f*(:%,u)5z :
= B(#,u) — B(z,u) — B*(&,u)% + (A(Z,u) — A(z,u))x — (AY(Z,u)T)E,
5(1.0) = TA(f(du) = A(,u) A
S=0ATTSAT" et = AR
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I vient alors que:

d ;= N .

a;(ZTSZ) = —0275Q82 + 2:TSAT — 9(R™V2C2)? (3.42)
S = 0(—5Q8 — (A(%,u) + 8(t,0)7T5 — S(A(&,u) + 6(1,0)) + CTR'C)  (3.43)

Sous les hypothéses . & 77i. et en utilisant les structures triangulaires des champs A et B (et

donc de I'), nous établissons facilement que:

IAT]] < p(1/0)]l=| (3.44)

ott p(1/6) est un polynéme en 1/8 dépendant des constantes de Lipschitz de A et B et des
bornes sur les entrées u.
Le terme positif dans (3.42) est alors majoré comme suit :

|2TSAT| < B(S)p(1/6)275z (3.45)

U

)
)
t

(t/6) et en considérant (3.43), nous avons:

5 /\ma‘(
ot B(S) = ; ((

En posant S(t) =

est un scalaire dépendant du temps qu’il convient désormais de borner.

T e

S = —305 — (A(&,u) + 8(t/0,0)TS — S(A(d,u) + 6(t/6,6)) + CTR™'C  (3.46)

Du fait de la structure bloc-triangulaire inférieure de f*(Z,u) — A(Z,u), 6(¢,8) converge
uniformément en ¢ vers zéro lorsque # tend vers l'infini. Ainsi, sous les hypothéses i. & .
et en utilisant les résultats standards sur les encadrements des solutions des équations de
Riccati (ces résultats ont été présentés en section 3.2 et en annexe B dans le cas LTV temps-
discret, et seront largement utilisés dans la suite de ce mémoire), il existe des réels 5 > 0,

T >0ets,5>0telsque V8 >0y, Vt>T[JAZT0]:
sl, < § <3, (3.47)

De ce résultat, il vient que B(S) < 2 et il existe une constante A > 0 telle que AS < SQS
s

V8 > 0y, ¥Vt > T. Par conséquent, pour tout ¢ > T', nous avons:

%(zng) < — ()\9 — 2\/§p(1 /6)) (z782) (3.48)

3
Finalement, en choisissant § assez grand, nous avons A — 2, /-p(1/8) < 0 et nous pouvons
s \

conclure a la stabilité exponentielle globale de 'erreur z (et donc de i) en vertu du théoréme
g

1.8. ]

L’approche de Deza et al. nous semble particuliérement intéressante dans le sens ou les
connections entre la convergence d’un observateur de type Kalman étendu et le choix des
matrices de pondération (Jy et Ry ont été établies. C’est, & notre connaissance, 'un des
premiers résultats de convergence de cette catégorie d’estimateurs pour une classe assez
large de systémes non linéaires MIMO.
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3.3.2 OKE: approche de Reif ¢t al.

En P'absence d’une forme canonique d’observabilité, la convergence de 'OKE reste a
démontrer. Les observateurs développés par Reif et al. [REI9, REI98, REI99b] proposent
une premiére solution locale & ce probléme?. Sous couvert de quelques modifications de
’équation différentielle de Riccati de 'OKE classique, les auteurs ont étendu I'étude de la
convergence de cet estimateur au cas de systémes non linéaires généraux, et démontré dans
quelle mesure le domaine de convergence de 'OKE pouvait étre aggrandi.

Considérons un systéme non linéaire décrit par le couple d’équations:
= f(z,u) (3.49a)
y = h(z) (3.49Db)

otz € R", ue R™, y € RP. Les fonctions non linéaires f(.,.) et h(.) sont de classe C*.
Pour observer I’état de ce systéme, les auteurs dans [REI98] construisent ’OKE suivant :

&= f(é,u)+ PH(&)TR ' (y — h(2)) (3.50)
P = (F(&,u)+ al,)P + P(F'(2,u) + al,) - PHY(2)R'H(Z)P +Q  (3.51)

avec

=W e 1@ = 2

ot a > 0 est un réel positif, Q) > _q_[n > 0et R > rl, > 0 sont des matrices de pondération
constantes définies positives.

F(Z,u)

Soit & = x — & I'erreur d’observation. Comme f et h sont C', les développements en série
de taylor de ces fonctions en & donnent:

fla,u) = f(#,0) = F(&,u)% + o(z,3,u) (3.52)
h(z) — h(#) = H(2)& + x(z, &) (3.53)

ol ¢ et y sont des termes résiduels d’ordre supérieur ou égal & deux en = — Z.
[’'idée avancée est alors d’étudier la dynamique de I'erreur d’observation “exacte” :

&= (F(#,u)— PHT ()R H(2))% + p(z,%,u) — PHT ()R ' x(x, %) (3.54)

Les conditions de stabilité exponentielle locale du point d’équilibre & = 0 sont alors
données par le théoréme suivant :

Théoréme 3.4 ([REI8|) Considérons le systéme (3.49). Si les hypothéses suivantes sont
vérifiées :

i. Il existe un réel positif b > 0 tel que |H(2)|| < h, ¥Vt >0,

ii. Il existe des réels posilifs €,,6y, Ky, ky > 0 tels que:

lo(e, 2, u)ll < kolle — &°  avee ||z 2| <e, - (3.59)

Ix(z, &)l < mxlle = &*  avec |lz — & < ey (3.56)

2. Une extension de cette approche au cas stochastique temps-discret a été proposée récemment dans

[REI99a].
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tit. La solution P de 'équation différentielle de Riccati (3.51) est bornée via :

pl, < P <pl, avec p,p>0
alors U'EKO (3.50)-(3.51) est un observateur exponentiel local de ’état de (3.49). |

Esquisse de démonstration.

La démonstration de ce théoréme utilise la fonction de Lyapunov candidate V = V(z,1) =
#TP~'%. En utilisant le fait que P71 = —P~1PP~! et I’équation (3.51), la dérivée de V le
long des trajectoires de (3.54) s’écrit :

V = —=20iTP i — 2T(P'QP™' + HY(2)R'H(2))% (3.57)
+2:TP~Yo(z, &, u) — PHT(&)R™"x(z, &) (3.58)

Sous les hypothéses i. & iii., on démontre que:
TP p(z, d,u) — 2T HT (&) R x(z, ) < w|3]° (3.59)

h :
avec k= —£ 4 22X ef pour tout ||z — Z|| < € ot € = min(e,, £y).
p r

En utilisant (3.58) ainsi que la propriété de bornitude de P, la majoration suivante est
immeédiate :

V< -2V + (—5—-—2 + 2@1@;;) 132 (3.60)

Par conséquent, pour [|Z|| < & ot & = min(e, ¢/(4xp)), V est majorée comme suit :

. q .2
Pour tout ¢ > 0, il vient que:
Ve—(2atr i)y (3.62)
2p?

Finalement, nous concluons a la stabilité exponentielle locale de I'erreur d’observation en
vertu du théoréme 1.8. a

Le parameétre de réglage o permet de fixer arbitrairement et a priorila vitesse de conver-
gence de 'OKE (3.50)-(3.51). Lorsque a = 0, 'observateur (3.50)-(3.51) devient 'OKE
classique dont les conditions locales de convergence sont également données par le théoréme

3.4.

La stabilité exponentielle globale de I’équation différentielle (3.54) sera assurée lorsque les
conditions (3.55) et (3.56) sont satisfaites V2 € R". Dans le cas contraire, seuls des résultats
locaux de stablité sont garantis, et 'OKE (3.50)-(3.51) ne pourra tolérer de grandes erreurs
d’initialisation. Les auteurs dans [REI98] ont cependant démontré, par le biais de simulations
numériques, que le domaine de convergence de leur observateur est supérieur a celui de 'OKE
classique. ‘
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En considérant la classe des systémes non linéaires a mesures linéaires (h(z) = Hz dans
(3.49)), Reif et al. [REI99b] ont récemment proposé une variante de 'OKE (3.50)-(3.51) en

lien avec les techniques de filtrage H.,. L’équation de Riccati (3.51) s’écrit sous la forme:
P = F(&,u)P+ PFT(&,u) — P(H'R™'H — \’I,)P + 1i*I, (3.63)

avec P(0) > 0. A > 0 et p > 0 sont des scalaires positifs déterminés a ’aide d’un algorithme
de recherche binaire.

La démonstration de la convergence de cet observateur est analogue — a quelques subtilités
mathématiques prés — & celle de POKE (3.50)-(3.51) et il est démontré qu’un tel paramétrage
de I’équation de Riccati peut étendre de fagon significative le domaine d’attraction de 'OKE.

3.3.3 Sur la synthése d’OKE pour les systémes non linéaires temps-
discret

Dans cette partie, nous analysons les mécanismes de convergence de 'OKE pour les
systémes non linéaires temps-discret. Notre approche généralise d’une certaine fagon celles
de Deza et al. et Reif et al. dans le sens ol nous nous appuyons sur une nouvelle technique
de linéarisation exacte (prise en compte des termes ¢ et y dans ’analyse de convergence),
pour démontrer le role fondamental joué par les matrices de pondération Q) et Rxyy dans
I’amélioration des performances de 'OKE. Un réglage itératif de ces matrices est proposé.

3.3.3.1 Formulation de ’observateur

Considérons la classe générale des systémes non linéaires décrits par le couple d’équations:

Ty = f(xk,uk) (354&)
Y = h(:pk,uk) (364b)

oit 2 € R", upy € R™ et yp € R”. Les fonctions non linéaires f : R" x R™ — R" et
h: R" x R™ — IR? sont supposées de classe C'.

A ce systéme déterministe, nous associons le systéme stochastique virtuel suivant :

k1 = [(&ry ur) + Grwy (3.65a)
Yk = h(&k, ux) + Dyvy (3.65b)

o & € R™. wy € R" et v, € R sont des bruits additifs blancs, mutuellement indépen-
dants et de covariances unitaires. Gy et D sont des matrices temps-variant, de dimensions
respectives n X r et p X s.

Nous introduisons l'estimateur & structure de Luenberger-Kalman suivant :
€rir = Exerpe + Kipr W1 — h(Errrzi urer)) (3.66)

ou la prédiction fk+1/k = f(€p,up).
La dynamique de ’erreur d’estimation & = £, — & s’écrit:

ék+1 = f(fka uk) - f(‘fkauk) - Kk+1(h(‘fk+17uk+l) - h(£k+i/k>uk+1))
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=K1 Dy vy + Grwy (3.67)

Comme f et h sont C ! les développements en séries de Taylor de ces fonctions respectivement
en & et en €gy1/x donnent:

F(Ervur) = f(€ryur) = Frbe + @€k, &, up) (3.68)
R(Ertrs wra) = R(Exr1n, Uha1) = Hipa€hgrse + X(Ersrs Eorr/h, Uktr) (3.69)
avec ’
. 15}
Fy = F(éus) = gfg(&k,uk) (3.70)
A Jh -
Higt1 = H(Epy1/k, Uppr) = 55(5k+1;k,uk+1) (3.711)
\ T T iy
oll Y = (goik c,onk) et Xp+1 = (X1k+1 e ka+1) représentent les termes résiduels

d’ordre supérieur ou égal a deux en &, — & et en £y — Eppr/k-
P + +1/

L’insertion de (3.68) et (3.69) dans (3.67) donne:

Eerr = (Fr — Kipy Hiopr Fi)& + Lot + Mg (3.72)

avec
leps = (In = Kipr Hosr )9 (€, €y un) — Kegr X (Exrts Exrafis upsr) (3.73)
Mgy1 = (Gk — K1 Her Gic)wk — K1 Dpy1vr41 (3'74)

En considérant (3.72) et en négligeant notamment le terme [ry,, le filtre de Kalman
étendu pour le systéme stochastique (3.65), que nous utiliserons en tant qu’observateur pour
le systéme déterministe (3.64), est donné par [JAZT70]:

Tppr = Tpprn + Kiegr€r41 (3.75)
Pevr = (I, — Kk-l-lHkH)PkH/k (3-75)
Eryrsk = f(Zrsur) (3.77)
Pryijk = PP FE + Q (3.78)

avec
Kip = Pk+1/ng+1(Hk+1Pk+1/kle;1 + Rk+1)“1 (3-79)
€it1 = Yrt1 — P(Erg1/k Uks1) (3.80)

ol
. af .
Fk = F(Zﬂk,uk) = «é—gg(:ck,uk) (3.81)
. oh .

Hypy = H($k+i/ksuk+l) = gg(fﬂkﬂ/kaukﬂ) (3-82)
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et Py = pl, > 0. Tpyq et Tpy1/k représentent estimation et la “prédiction” de I'état z44; &
Vinstant k& + 1. Pryy et Pryq/x sont les “pseudo-covariances” des erreurs d’estimation et de
prédiction.

A Pinstar du cas linéaire et bien que l'optimalité du filtre de Kalman étendu pour les
systémes non linéaires stochastiques ne soit pas démontrée, il est courant de choisir en
pratique Qr et Fpy; comme les matrices de covariance des bruits de systéme et de mesures:
Qr = Gng et Rpyr = Dk-HDZiH' Ce choix n’est réellement valable que dans le cas ou
les trajectoires estimées évoluent dans un voisinage des trajectoires réelles (i.e. lpy1 ~ 0)
et n’est évidemment pas unique. En particulier, lorsque le FKE est placé dans un contexte
déterministe (GrGT = 0 et Dy DI = 0), nous montrons que la synthése de Q) et Ry, revét
un caractére primordial dans ’amélioration des performances de cet observateur (notamment
en présence d’erreurs d’initialisation importantes). A ce titre, nous remarquons que plusieurs
alternatives trés intéressantes ont déja été proposées dans [DEZ92, DEZ93, BOU97d, REI98,
REI99b].

Remarque 3.5 La forme récursive (3.75)-(3.82) en deux étapes prédiction/estimation avec
relinéarisation du systéme entre deur mesures n'est pas unique représentation du FKE
temps-discret. Une formulation en une unique étape d’estimation avec linéarisation du sys-
teme autour de l’estimée courante peut également étre utilisée [LIJUT9, GOO84]:

Eppr = [(Er, ue) + Ki(yr — b5, ur))
Kk = FkPng(HkPng + Rk)ul
Pepr = FePoFT + Qp — Ky Hy P FT

avec

af oh
Fry = —(&,u et Hp=—(Zp,u
k 5‘9:( ky Uk) k 8:1?( ks Uk)
Il est signalé dans [LJUT9] que ces deux formulations du FKE possédent des propriétés
de convergence similaires tout en ayant des performances et un comportement transitoire

sensiblement différents. v

3.3.3.2 Analyse de convergence

Cette section est dédiée a I’analyse des mécanismes de convergence du FKE (3.75)-(3.82)
dans un cadre déterministe. Il vient que myy; = 0 dans (3.72) et la dynamique de Perreur
d’estimation I = z; — T s'écrit:

Thit = Tppr/k — Krpr€p41 (3.83)

avec
Trpi/k = Thp1 — Zpprse = F(Tr, un) — f(Zk, up) (3.84)
ert1 = M(Trp1, Ukpr) — P(Ergr/k, Urtr) 3.85)
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Une approche classique pour étudier la convergence de 'observateur de Kalman étendu
consiste a imiter celle de 'observateur de Kalman pour les systémes LTV (cf. section 3.2) en
utilisant une approximation au premier ordre de Zyiq/k €t €jpq:

5)’5:_{_1/]‘: ~ ka{?k (386)
€kt1 ~ Hep1Triasn (3.87)

ot sont négligés les termes résiduels @i, et yry1.

Lorsque les trajectoires estimées &1/, et &) évoluent dans un voisinage des trajectoires
réelles x4, et xy, k > 0, ces approximations sont correctes (i.e. ¢k, xr+1 — 0) et la stabilité
de POKE est assurée sous couvert du méme type d’hypothéses que dans le théoréme 3.1.
Dans le cas contraire, cette approche n’est malheureusement plus concevable et il convient
de mener une analyse de convergence rigoureuse sans aucune approximation en prenant en
compte les résidus de linéarisation ¢r et xp4q €.t

Thir/e = Frip + o(k, B, ur) (3.88)
et = Hip1Zpqa i+ X(Tha1s Thgr ks Uks1) (3.89)

La prise en compte des résidus ¢ et xj41 dans ’étude de la convergence de 'OKE est
délicate et conduit & des conditions d’existence locales et souvent trés restrictives [SON95,

REI98, REI99b).

Afin de s’affranchir de ces difficultés tout en menant une analyse de convergence ri-
goureuse sans aucune approximation, nous introduisons le paramétrage suivant [BOU97d,

BOU99}:
Try1/k = BrFiZr (3.90)
Opp1€ht1 = Hpp1 Teqaye 3.91)

ol

1=1,...,m 1=1,...,n

Pr = diag (B) = diag (Bi(zx, &x, wr))

aprr = diag (ajre1) = diag (o(Tpers Teti/m, trt1))
7=1,...,p 7=%1,..,p

sont des matrices diagonales inconnues intrinséquement liées aux résidus de linéarisation par
les relations:

Xi @kt Brgrsrs k) = (1= @i(@rat, Bog1/rs Uner))€jrst (3.93)
iéme é

avec Fy représentant la i'*™° ligne de F) et e;p41 est le j lément de epqg.

Remarque 3.6 Le paramétrage (3.90)-(3.91) permet de quantifier la qualité de Uapprowi-
mation au premier ordre (3.86)-(3.87). Si V,,,, et Vi, désignent des voisinages des états
réels xyq el xy, deuz cas de figure sont & distinguer:

i Ty € Va, el Tpy1jkp € Vo, Le. les approzimations (3.86)-(3.87) sont correctes, alors :

ﬁkz[n

Qppy ~ Ip
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. B ¢ Ve, et Erpa/k € Vayp, 1€ les approzimations (3.86)-(3.87) ne sont plus correctes,
alors :

fgk ?‘L In
k41 ’ié I,

L’introduction des matrices [ et apyy est la clef de voite de notre approche. Ce paramé-
trage nous permet, d’une part de mener une étude de convergence rigoureuse sans aucune
approzimation alors qu’une linéarisation au premier ordre du systéme est utilisée, d’autre
part et nous le verrons dans la suite de ce mémoire, d’établir le réle fondamental joué par
les matrices de pondération Q. et Ryyq dans Uamélioration des performances de 'OKE. V¥

Remarque 3.7 Pour les systémes linéaires et affines en l’élat, nous avons oyyy = [, et
Op =1, VE>0. v

Considérons & présent la fonction de Lyapunov candidate V : B, x Nt — R*, V(0,k) = 0:
Vi = V(& k) = 2 P73y (3.94)

- Le résultat suivant donne des conditions suffisantes de stricte décroissance de la suite

{yﬁ}kzoz
Lemme 3.2 Si les hypothéses suivantes sont vérifiées:

i. La matrice instrumentale cyyy € RP*P satisfait :

amin(Rk-{—l)
Qg = max |a -1} < =17 3.95
k41— l jh4+1 1 \/Jmax(Hk+1Pk+1/ng+1 + Rk-{»l) k+1 ( )

=1 yone:y

avec 0 < apyy < 00,

i. Il existe un réel ¢ €)0,1] tel que la matrice instrumentale 8, € R™™ satisfasse :

b (1 O'mm(FkPkFT + Qk) 3
= k] < =11 .
B = max_ |Gl < \/ (Omae o)) 2o PF) E (3.96)
avec 0 < [y < 00,
alors la séquence de Lyapunov {Vi} 5, est strictement décroissante. | ]

Démonstration.
A partir de (3.79) et (3.76), nous avons les relations classiques:

Kk-%—l = Pk+1ﬂg+1 ;:_?.1 (3.97)
Pl =Pl + HE R Hi (3.98)
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Par la suite, en substituant (3.97) dans (3.83), et (3.83) dans (3.94), la fonction de Lyapunov
b Erp—
k41 S écrit:

- -1 ~
Vitr = T P T
- -1 ~ ~T T ~1 T -1 ~
= Tepe P Terise = Tyl Bipr et — € By Her1 Srgagn
T -1 T -1
e By Hin Pepr Hiy Ry €k (3.99)

En utilisant (3.98), (3.99) devient:

_ T T et . T T pet |
Vier = Vi + Tpprp i B Hini @rr ke — T e H g Bl €41

T -1 ~ T ~1 T -1
‘*ek+1Rk+1Hk+1$k+1/k + 6k+1Rk+1Hk+1Pfc+1 Hk+1Rk+1€k+1 (3'100)
ou
AT -1 =
Virr/k = Zrp e P Tre1/k

L’utilisation du paramétrage (3.90)-(3.91) permet de réécrire Viyy et Viyi/x sous les formes
non approximeées :

Virr = Vg + eg+1(ak+1R;-ll—lak+l = Oy R;;il - R;ilakﬂ
+ Ry Hip Pep H R e (3.101)
Veprse = 21 F B(FeP Py + Qi)™ BiFad (3.102)

Nous savons que la séquence de Lyapunov {V;},,, est strictement décroissante si il existe
un réel ¢ €0, 1] tel que: -

Vi = 1=V <0
c’est & dire si, en retranchant (1 — {)Vj de chaque coté dans (3.101), nous avons:

Vitr — (1= OVi = Vi + €{+1(ak+lR;:_?_iak+1 — o1 Rty — Rigy e
+ Rt Hipr Pt Hi Bt Jeesn — (1= OV <0 (3.103)

soit, en utilisant (3.102):

"/}c—H — (]. - C)V;c == €g+1(ak+1R;ilak+1 — ak"'lR;}-l —_ R;_*l_lak+1
+ Ry Hipr P Hi Byl e
+] (FLB(FuPLFT + Qi) BeFi — (1 — O)P7Y) & < 0 (3.104)

Une condition suffisante pour satisfaire (3.104) est que le couple d’inégalités matricielles
suivantes soit vérifié:

akp Rl anp — ok By — Ridiann + Rl Hiep P Hiy Ry <00 (3.105)

FlB(FoPeFl 4+ Qi)' Bl — (1= )P <0 (3.106)

Nous remarquons qu’une simple factorisation de (3.105) permet de réécrire:

(akpr — L) Rty (s — 1) — Ripy + RifyHip Pep HE L RiL <0 (3.107)
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soit, en utilisant (3.79) et (3.97),

(ak-f—l - Ip)Rgugl‘l(ak-!—i - Ip) - R};«;-I(IP
—Hi1 Perje HE L (Her Poga e Hi 4 Rien) ™) <00 (3.108)

La substitution de l'identité:
Iy = (Hpp1 PoprjeHly + Ripr)(Hipr Pepre HE g + Risr) ™
dans (3.108) entraine:

(arsr = L) Rty (awys = L) = Ry Rid (Hrwa Pegrje Hiyy + Ripn) ™) <0 (3.109)

Finalement, en utilisant (3.109), la stricte décroissance de la séquence {V}.},., est assurée
sous les conditions suivantes:

(akr = Ip) Riyy (s = L) = (Higr PegayiHiggy + Rign) ™ <0 (3.110)
FLBu(FePeF 4 Qi) BiF — (1 = Q)P <0 (3.111)

Pour démontrer 'existence de (3.110)-(3.111), nous utilisons & présent les conditions de
stabilité (3.95)-(3.96). Comme (axy1 — I,) et Or sont des matrices diagonales, nous avons
max |jrr1— 1] = Omax(psr — 1) €t _max |Bik] = Omax(0r) Yk et, a partir de (3.95)-(3.96),

i=1le

il vient que:

gmin(Rk+1)
Tmax| & — 1))’ =
(Omax(ars1 — Ip)) Omnax(Hir1 Prgi i Hiy | + Rigr)

o 2 (1 - C)o'mm(FkPkFg + Q}c)
( max(/gk)) S (O'max( j}c))zgmax(})k)

En utilisant le fait que omin(M) = pour toute matrice M € R**" inversible, les

1;
O-ma‘x(Mul)
inégalités suivantes sont immédiates:

(Tmax(@rs1 = Lp)) 2 Omax(Rit ) < Omin((His1 PrpjeHiyy + Resr)™)  (3.112)
(C’-max(ﬁk))Q(Jmax(Fk))ngax((FkPkFE + Qk’)ul) § (1 - C)O'min(P;:l) (3113)

D’aprés les propriétés sur la valeur singuliére maximale (équivalente 4 la norme matricielle
induite, cf. annexe A), nous montrons que:

Omax( (kg1 — Ip)Rlxl(C’f’kH — 1)) < (Omax(@hyr — Ip))zamaX(Ri;L) (3.114)
Omax FEBe(Fe P EE + Q1) ' BrFr) < (Omax(Br)) 2 (Tmax(Fi))? Omax((Fr Pe FE + Q1) ™Y)
(3.115)

Finalement, a partir de (3.112)-(3.113) et (3.114)-(3.115), il vient que:

gmaX((akH - [p)R;ji(O‘kH “'!p)) < O"min((HkHPk—H/kHizﬂ + Rkﬂ)“l) (3-116)
Omax( FEB(FrPLEE + Q) B Fr) < (1 = O)0min( PFY) (3.117)
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En utilisant le fait que opax(M) < omin(N) = M > N pour toutes matrices M et N
symétriques définies positive (cf. proposition A.2 en annexe A), l'existence de (3.116)-(3.117)
implique l'existence de (3.110)-(3.111) et donc la stricte décroissance de la séquence de
Lyapunov {Vi},,- d

Remarque 3.8 Dans le cas non linéaire mono-sortie, ayyy et Ripyy sont des scalaires et la
condition suffisante de stabilité (3.95) devient :

s = 1| < /R (i Pega e HE,y + i)~ (3118

avec \/Rk+1(Hk+1pk+1/ng+1 + Rk+1)“1 < 1, VRk+1 > 0. v

Remarque 3.9 Pour les systémes linéaires et affines en U'état, comme apyy = I, et B = I,
Vk >0, les inégalités (3.110)-(3.111) s’écrivent :

(Hi1 PosrjeHyy + Regn)™ 2 0 (3.119)
(FePFT + Qi)™ < (1= O)(FPFT)™ (3.120)

En utilisant le fait que 1 — ¢ < 1 et a partir de (3.120), il vient que :
FoPoFE < (1 = O(FuPFT + Q1) < FLPET + Qy,

On remarque alors que la stricte décroissance de la fonction de Lyapunov Vi est garantie
lorsque Rpyq1 >0 et Q) > 0. v

Malheureusement, le fait d’assurer la stricte décroissance de la séquence de Lyapunov
{Vi} 1> ne suffit pas a garantir la convergence de I'OKE (3.75)-(3.82). Il convient en effet
de faire des hypothéses supplémentaires en lien avec I'observabilité locale du systéme (3.64)
garantissant la bornitude de P;. Pour des raisons de simplicité d’écriture, nous indexons les
fonctions non linéaires f et g par rapport a l'espace des commandes de la fagon suivante:

flzr,ur) = fu (k) et h(zg, ur) = hy, (2r).

La stabilité locale du point d’équilibre &, = 0 est alors donnée par le théoréme suivant :
Théoréme 3.5 Si les conditions (3.95)-(3.96) et les hypothéses suivantes sont vérifiées :

i. Le systéme (3.64) est N-uniformément localement observable au sens du rang, i.e. il
eriste un entier N > 1 tel que la matrice d’observabilité :

Ohe,
Oz () \
8hukw§~1 ; afu )

O[k,k-{—le](xk) — Az (l'k+1) 9 (93&

(3.121)

Mgy Oy 3t
\”“é““(xk—f-N—l)mgi“‘“‘(l'k-pN-z) . g; (-:Ek)/

est de rang n pour tout xp € X un compact de R" et pour toute séquence d’entrées
admissibles Up pyn-1] = (Uk, ..., Uppn—1) €U un compact de R™*N
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it. Fy est inversible, Fy, et Hy sont uniformément bornées ¥V k,

alors Uerreur d’observation est localement exponentiellement stable en zéro. |

Avant de démontrer ce théoréme, il est nécessaire de donner quelques résultats prélimi-
naires liant observabilité de (3.64) et observabilité de ce méme systéme linéarisé le long des
trajectoires estimées de POKE. Pour ce faire, nous faisons appel aux résultats présentés en
section 3.2 sur 'observabilité uniforme des systémes LTV.

D’aprés (3.17) et (3.19), nous savons que le systéme LTV (3.1) est complétement uni-
formément observable §’il existe des réels 31, 32 > 0 et un entier M > 0 tels que pour tout
k> M:

Biln < Wi_mn Z ¢t CT R C; qéM <Bl, 0<pB<fr<oo (3.122)

i=k—-M

olt le grammien d’observabilité Wj,_,,,; peut se réécrire sous la forme:

Weong = (Aror o Aeen) 70y (Aker oo Akonn) "0l gy oo CF) X

CUBERY Phbeit s
: , (3.123)

0 R Cy

En utilisant (3.123) et en supposant que AT A, > kI, > 0, Vk > M, il existe des réels

n1,m2 > 0 tels que la condition d’observabilité (3.122) soit équivalente & la condition suivante:

miln < Of;itTM,k} diag (R y, - R Op g <meln 0<m <my<oo
(3.124)
ou la matrice d’observabilité (9%}?’_ MK s’écrit o
Cr-m
Oy = Ck_M"?Ak"M (3.125)
CrAg-1. . Apen

Afin d’appliquer la condition d’observabilité (3.124) au systéme (3.64) linéarisé le long des
trajectoires de 'EKO (3.75)-(3.82), nous exprimons la matrice d’observabilité Of}i”_ N+14 % en
fonction des matrices jacobiennes 0f/dz et 9h/0x calculées le long des trajectoires estimées

i‘g,i:k——M,... ,k“l,eti%j/j._l,j"-:k——M,... ,k:

Ohuy s .
( = ($k~M/k~M~1) \
8h“k M1 8fuk~M A
Ofk b = “"‘“‘“’b"‘;’“’”“‘(xk M+1/lf M) Iz (ick—M)
8huk ~ 8fuk 1 afus; M

\ e (Zr/k—-1) (Zg-1)-. 50 Ep M))

3. Dans cette section et dans la suite de ce mémoire, la notation O[ez 41 symbolisera la dépendance de la
matrice d’observabilité Oy; ;) par rapport aux estimées de 'OKE.
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Hynm
Hi prp1 Fropr

I

| (3.126)
HyFy o Fro. . Fr_m

En choisissant M = N — 1, lorsque les estimées &; et Z;/;_; sont identiques aux états
réels z; et x5, 0=k —-N+1,... ,k—=1,7=k~—N+1,... ,k, on montre que Ofk_N+1,k] =
Op-nN4+1.4(Zr-~N41) 00 Oponi14)(Zr-n41) est la matrice d’observabilité du systéme (3.64)
évaluée au point Tp_yi1. Par conséquent, si le systéme (3.64) est observable au sens du
rang, ce méme systéme linéarisé le long des trajectoires de 'OKE satisfera la condition
d’observabilité (3.124) lorsque les estimées &; et &;/;_1 évoluent dans un voisinage des états
réels x; et x;. Le résultat suivant formalise ce raisonnement :

Lemme 3.3 Si le systéme (3.64) est N-uniformément observable au sens du rang pour tout
zr € X un compact de R™ et si les estimées T; et &;/;_1 sont suffisamment “proches” des
états réels x; et v; (i=k—-N+1,... ) k—1etj=k—N+1,...,k), alors le linéarisé
tangent de (3.64) le long des trajectoires de 'OKE (3.75)-(3.82) est localement uniformément
observable, i.e. il existe des réels v1,7v2,¢ > 0 et un entier N > 1 tels que, pour toutk > N—1:

eT . — — €
Yiln < Of_ny1 diag (Rk-INHv- - Ry 1) Of-n+1.5) < 721n 0<m <y <oo

(3.127)
pour tout &; € X tel que |lz; — & < e, i =k~ N+1,...,k—1, pour tout 3;/;,_, € X lel
que “m] — ji/j*'l“ <e g=k—N+1,... k et pour toute séquence d’entrées admissibles
U{k—N+1,k] eU C R™*N, [ |

La démonstration de ce résultat est donnée dans [SON95].

Preuve du théoréme 3.5

D’aprés le lemme 3.3, sous les hypothéses i. du théoréme 3.5 et sous la condition de
N-uniforme observabilité au sens du rang de (3.64), pour tout &j,Zxx-1 € X tels que
lzp — 2k]] < e et ka — @k/k—lu <e,e>0,k> N —1, le linéarisé tangent de (3.64) le long
des trajectoires de 'OKE satisfait la condition d’observabilité (3.124) pour tout k > N —1:

k
€T — €
1l <Y Ha e CF BT Cidfi ey < 1 (3.128)
t=k—N+1

ot ¢f, 3 = Fio1Fiea ... F.

Comme le sous-ensemble X' C R" est compact, pour tout £ > N — 1, il vient que:
k-1
e T
ol > Z Bk, ir 1)@k iv1) = C2ln (3.129)
t=k—N-+1

D’aprés [DEY68] (voir également en Annexe B), nous démontrons que la matrice P solution
de ’équation de Riccati aux différences (3.76) est uniformément bornée pour k > N — 1:

pl, < P <pl, 0<p<p<oo
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En utilisant la propriété de bornitude de P et le principe de Rayleigh, il vient que:

Ll < i <

L. 2
P éimll k>N-1

Sous les conditions de stabilité (3.95)-(3.96), nous avons:

Vi = Vier < —(Vis

Soit, pour tout k> N —1:

D’on,
Gy p Foll(1 — ) E-N+V/2
(SIS ’ [ ZlI(1 = Q)

et la convergence de 'erreur d’observation &, vers zéro est assurée pour tout £ > N —1. O

Remarque 3.10 I/ est possible de s’affranchir de [’hypothése d’inversibilité de la matrice Fy,
faste dans le théoréme 8.5. Toutefois, cette condition étant nécessaire pour démontrer l'exis-
tence d’un majorant sur ”P,; 1” (cf. Annexe B), nous montrons que seule une convergence
asymptotique de Ualgorithme sera garantie. En effet, sous la condition d’observabilité locale
(3.127), nous avons dans ce cas “Pk"l“ > p~! > 0. Lorsque la séquence de Lyapunov {Vi}, .,
est strictement décroissante, il vient alors que: N

0 < p Y&l < Vi < (1= O)F N1,

0 <7 lim ||&)* < lim Vi < lim(1 = OV, =0
k-yco k—yo0

koo

et nous avons finalement :

lim [|Z4]] =0 Vk>N-1

k—yoo

v

Remarque 3.11 Dans le cas autonome et mono-sortie, si N = n la dimension du systéme
et si ce dernier est observable au sens du rang, alors Uapplication

2z = ®(zg) = (h(xk),h o f(zg),... ,ho f““i(aek))

est un difféomorphisme local définissant un systéme de coordonnées dans lequel le systéme
(5.64) s’écrit sous la forme canonique observable :

T

Zlk41 = 22k
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(3.130a)
Ln-1)k+1 = Znk
Znk = O(Z1ky Z2ky - - o 4 Znk)
Ye = Zuk (3.130b)

Dans cette nouvelle base, le linéarisé tangent du systéme (3.130) satisfait la condition d’ob-
servabilité uniforme (3.127) pour tout k, i.e. Ok ] = = I,, ce qui n’est pas nécessairement
le cas dans la base initiale. Celte remarque soulzgne la dépendance de UOKE et de la condi-
tion d’observabilité uniforme (3.127) par rapport au systéme de coordonnées dans lequel nous
travaillons. v

Remarque 3.12 (Analogie OKE/Observateur de Newton)
Considérons le systéeme (3.64) dans lequel la sortie y, € R” est remplacée par les N sorties
passées Yy = Yj_ny14 € RPN

N-1
yk“N+1 uk N41 (fU[E, N—{-)lk 1] (wk)
Yk = = = @(:Ek, Uk)
Yk—1 f ' ()
Yk P, (2k)
ot Ux = Um0 = (Uk=N41, .- > Uk) €t =9 représente la 5°™¢ composition de la fonction

inverse f~1 avec elle-méme. Nous supposons que ce systéme est N-uniformément localement

observable (i.e. rang %?(a:k Up) =n) Ve, € X un compact de R™.

P
Appliquons ’OKE (3.75)-(3.82) a ce systéme avec Hiyy = 52 ——(Zpp1/k, Ukgr) et €pgr = Yip1—

O(Zs1/k, Urg1). En choisissant Ryyy = e1lyxn, Qr = €21, €t en utilisant la relation (3.98),
la matrice de covariance Ppyi/i €t le gain Ky de VOKE s’écrivent :

Pryijp = FiPo Rl + 21,

1
= Fu(Pgi_y + - H,’fHk) FE 4 el

- 61Fk<51PIc_/k-1 + H}?Hk) 1Fk + 91,

et
Kiy1 = Pk+1/kH§+1(Hum/ng;l + 51[;;><N)“1
Lorsque €1 — 0, on a Ppyyyr = €21, d'ott Kiyy = 52HE+1(52Hk+1Hg+1) = H,:,{r1 L’OKFE
se réduit alors a la forme:
Erir = Tpprse + Hily (Yepr — @(Epg1/ms Urr ) (3.131)
Trgr/k = fup(Zk) (3.132)

qui n’est rien d’autre que 'observateur de Newton sur horizon glissant (2.96) itéré une seule

fois (d=1). v
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Remarque 3.13 Le paramétrage (3.90)-(3.91) peut également étre utilisé afin de démontrer
la convergence de UOKE pour les systémes non linéaires temps-continu (cf. observateur de
Reif et al. avec o = 0 en section 3.3.2). Dans ce cas, il convient de substituer auz relations

(3.52)-(3.53) c.-a-d. :

les expressions “exactes” :

h(z,u) — h(E,u) = oz, &, u)H(Z,u)E
ot
vilz,z,u) = (Bi(z, 2,u) — 1) Fy(2,u)T i - Iy...,n
Xilz, z,u) = (aj(z, 2,u) — 1) H;(Z,u)& J=1...,p

Comme en section 3.3.2, la démonstration de convergence fait appel a la fonction de Lyapu-
nov candidate V(%,t) = 3T P~'% ou P(t) est uniformément bornée. Les connections entre les
choiz de Q(t) et R(t) et Uextension du domaine d’attraction de 'OKE peuvent étre établies

aisément. v

3.3.3.3 Sur la synthése des matrices de pondération de ’observateur et exemple

De I’analyse quantitative des conditions suffisantes (3.95)-(3.96) de convergence de ’'OKE,
il ressort que le choix des matrices de pondération Ry, et @y est fondamental pour étendre
le domaine d’attraction et améliorer les performances de cet observateur.

Contrairement & 'OKE standard [SON95] dont la convergence n’est assurée que dans
le cas ot agy1 et O (modélisant les différentes erreurs de linéarisation) sont proches de la
matrice identité, 'approche que nous proposons garantit la convergence de I'OKE pour toutes
matrices o4y et [ bornées respectivement par Il | et Hf . Afin d’autoriser des erreurs de
linéarisation importantes (en particulier & 'initialisation de 'algorithme) tout en satisfaisant
les conditions de stabilité (3.95)-(3.96), notre objectif dans cette section est de construire les
matrices de pondération Ry et ¢y de fagon a étendre au maximum les bornes I 4y €t Hf .

Lorsque la convergence de 'OKE est assurée (notamment par un choix judicieux de Ry41
et @ a l'initialisation et pendant la phase transitoire de convergence), alors agyy — I, et
By — 1., les approximations (3.86)-(3.87) deviennent correctes, I'analyse de stablité devient
analogue a celle présentée en section 3.2 pour le cas LTV et le role joué par Ry et Qk
devient second (il suffit uniquement d’en garantir la bornitude et la positivité).

e Sur le choix de (J;

Nous analysons dans un premier temps la condition suffisante de stabilité (3.96).
Comme F}, et P, sont uniformément bornées, et Fj, Py F[l et Q) sont symétriques strictement
définies positives, on démontre que:

- \/<1~<)amm<FkPkFg’+Qk>> \/ (L~ )omin( @)
‘ s )P omar Pe) | (O F)) e (Pe)
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A partir de cette inégalité, il est facile de voir que I'amplitude du majorant Hf évoluera
proportionnellement & celle (en norme) de la matrice de pondération Q.

Sur la base de cette remarque, un choix judicieux mais non unique de Q > 0 est le
suivant :

Qr = veperl, + €l (3.133)

ot e = yp — h(Zp/k—1,ur). v > 0 et € > 0 sont des scalaires fixés par I'utilisateur.

Dans la plupart des cas (en particulier lorsque sont conjuguées mauvaises initialisations
de l'observateur et non linéarités importantes de f et h), le parameétre de syntheése v doit
étre choisi suffisament “grand” de facon & étendre I1?. Le second paramétre ¢ € ]0, 1] ne sert
qu’a éviter tout probléme d’instabilité numérique en assurant la positivité de Q).

L’originalité de (3.133) réside dans D'utilisation du terme vele, > 0 en lien avec l'erreur
de sortie qui permet de contréler automatiquement ’amplitude de la borne Hf en fonction
de e, (amplifiée par le parameétre de synthése v). En effet, lorsque la trajectoire estimée est
éloignée de la trajectoire courante (en particulier & I'initialisation de I'algorithme), le terme
vele, dans Qi et donc le majorant HZ sont “grands”, la condition (3.96) est remplie et le
domaine de convergence de l'observateur est étendu. D’un autre c6té, lorsque I'observateur
converge vers la trajectoire courante du systéme, on a (3 ~ I, le terme vel e, tend alors
vers zéro et ’observateur proposé devient 'OKE classique avec @y = ¢/,,.

e Sur le choix de Ry

Nous analysons désormais la condition de stabilité (3.96). Il apparait clairement que le
choix de Rry1 > 0 est d’une importance capitale pour “étendre” le majorant II,; et donc
satisfaire (3.96).

Compte-tenu de la structure de IIf,, c.-a-d. :

o _ Umin(Rk+1)
kil Umax(Hk+1 Pk—i—l/kH]Z}_l + R;’H-l)

une approche intuitive consiste a choisir Ry, suffisamment “grand” devant Hy iy Py /e H I L1
On remarque, cependant, qu’une pondération importante de 'OKE par le terme Ry peut
considérablement diminuer la vitesse de convergence de ’algorithme (car le gain K., tend
rapidement vers zéro).

Un choix judicieux mais non unique de Ry.; > 0 représentant un excellent compromis entre
vitesse de convergence et stabilité de 'algorithme est:

Rk+1 = )‘Hk—l—l Pk+1/kHE+1 + 5[p (3134)

ol Pyyy/k est la solution de I'équation (3.78), A > 0 et ¢ > 0 sont des scalaires fixés par
Iutilisateur.

D’une maniére générale, il est facile de montrer que I, ; € ]0,1[ quel que soit le choix
de Rpy1 > 0, alors qu’il semble possible “d’étendre & souhait” le majorant Hg par un choix
judicieux de Q. ‘
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En utilisant la propriété de localité de POKE proposé (ex est bornée), nous remarquons
que les structures indiquées pour @y et Ry, garantissent la bornitude de ces matrices de
pondération V k. Cette propriété est fondamentale pour assurer la bornitude de la matrice
Piy1 solution de I'équation de Riccati aux différences (3.76) (et donc de Pyyy/k) sous les
conditions d’observabilité et de commandabilité complétes uniformes du systéme (3.64) li-
néarisé le long des trajectoires de 'OKE.

Les structures que nous proposons pour (Jr et Rryy sont donc trés simples dans le sens ot
seulement deux parameétres de synthése v et A doivent étre sélectionnés afin d’élargir suffisa-
ment les bornes 11}, et 117 dans (3.95)-(3.96), et étendre ainsi le domaine de convergence de
I’OKE. Comme notre approche — bien que locale — concerne une large classe de systéme non
linéaires, nous notons qu’il est trés difficile de donner une valeur @ priori de ces paramétres.
De nombreux critéres de sélection rentrent en compte (conditions initiales, signaux d’entrée,
non linéarités de f et h) et, en pratique, il convient de mener plusieurs expériences avant
d’obtenir une valeur pertinente de vy et A. Nous avons appliqué cette approche avec succés
4 de nombreux exemples de la littérature et, d’aprés notre expérience, v et A sont compris
dans les intervalles [0,10"] et [0, 5].

e Sur I"implantation pratique de POKE

Comme a4 et fi, sont des parameétres inconnus (qui dépendent de nombreux facteurs

tels que les conditions initiales, le degré de non linéarité de f et h ou les signaux d’entrée),
il apparait clairement que les conditions (3.95)-(3.96) de stricte décroissance de la séquence
de Lyapunov {Vi},s, ne peuvent pas étre vérifiées a priori V. — &) € R".
En revanche, 'OKE étant de nature locale, les paramétres a;r4; et (3, sont bornés (par
0 < dpy1 < 00 et 0 < f) < oo dans (3.95)-(3.96)) et nous remarquons qu’il est tout a fait
concevable d’obtenir une estimation a priori et réaliste des bornes @y et By pour un état
initial réel et un état initial estimé donnés. Pour ce faire, il convient de faire appel au savoir-
faire pratique de 'ingénieur qui permet, dans bien des cas, d’avoir une idée de 'ordre de
grandeur de 1’état des systémes physiques observés (courants, flux, vitesse dans les machines
électriques, concentrations dans les bioprocédés, positions et vitesses en robotique, ... ).
[’utilisation des fonctions analytiques f et g nous permettant, par la suite, d’évaluer agqq
et B via les relations (3.90)-(3.91).

Nous terminerons ce paragraphe par quelques remarques relatives aux conditions i. et .
du théoréme 3.5 (assurant la bornitude de Fy, Hy et Py):

— 11 suffit de s’assurer de la bornitude de Fy, H} et Pj récursivement et un pas a ’avance
[SON95] en veillant, cependant, & ce que les bornes sur ces matrices puissent étre
choisies indépendamment du temps k. Pour déterminer les bornes sur Fy, Hy et P,
nous traitons séparément les cas ot 0 < k < N —1 et k > N — 1. Cette division
de I’horizon d’observation est imposée par les N — 1™ jtérations nécessaires a la
construction de la condition de N-uniforme observabilité.

Nous considérons tout d’abord la phase transitoire 0 < £ < N — 1. En utilisant les
relations (3.98) et (3.78), il vient que Pryy = (Pryrn + H§+1R,;_;1Hk+1)*‘ > 0 si
Pryije > 0 c-a-d. si Py > 0 (car @ > 0), les bornes sur Py, Fj et H; sont alors
obtenues en calculant, & chaque itération, les valeurs propres minimale et maximale de
P, et les valeurs singuliéres maximales de Fj et Hy pour 0 <k < N — L.
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Par la suite, lorsque £ > N — 1, la bornitude de P; est assurée par le lemme 3.3 pour
N-1<:<k—-1let N—1<j<ktant que ||z; — 2] < ¢ et nxjw-:%j/j_ln < e,
les bornes sur Fj et Hj découlent quant-a-elle de la compacité de X et du fait que
Bpy Tpyp-r € X

En pratique, la condition de N-uniforme observabilité au sens du rang du systéme
(3.64) peut étre vérifiée, dans un premier temps, de maniére littérale par un test de
rang sur Op_n41,5 définie en (3.121) puis, si cette premiére opération échoue, de
maniére numérique par un test de rang sur Ofk__ N+14] définie en (3.126), k > N — 1.

Enfin, nous remarquons que ’horizon N de construction de la condition de N-uniforme
observabilité n’est pas obligatoirement constant. En effet, il suffit de déterminer a
chaque itération un entier Ny > 1 tel que:

Hk—'Nk+1

Hk-—Nk—i-?.Fk—Nk'*'l —n (3.135)

rang Of,_, 41, = rang :
HyFp 1 Frea ... Fronesa

A chaque itération, Pentier N > 1 peut ainsi étre déterminé par des tests de rang
. : ( His His
successifs sur les matrices Hy, (Hka 1), He s Frs |, ....
- HyFy1 Fy—2

Exemple 3.1 Afin d’illustrer les résultats établis précédemment et notamment le réle fonda-
mental joué par les matrices de pondération Q). et Ry dans Uamélioration des performances
de VOKE (3.75)-(3.82), nous considérons un systéme non linéaire temps-discret décrit par
(3.64a)-(3.64b) avec:

Lok
—T3pTik — TakTok + TspUk
flag, ug) = T3k
T4k
Tk

h(zg, ug) = Tz

ol x3, T4 et x5 représentent en fait des paramélres inconnus constants. Nous appliquons

UOKE (3.75)-(3.82) a ce systéme avec:

0 1 0 0 0

—&3r —Zar —Tip —Tor Uk
Fr=1 0 0 1 0o 01,

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

Hisr = (Zopgayr Sk 0 0 0),

Il est facile de voir que det(Fy) = &3k, Fy est donc inversible Vk > 0 sur tout sous-ensemble
ouvert de R® tel que Zsp # 0. Les tests de bornitude de Fy et Hyyy ainsi que la vérification
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de la condition de N-uniforme observabilité (bornitude de Pjyi) se font récursivement et
numériqguement.

Compte-tenu de la structure de Fy, et Hyyq, Uintroduction du paramétrage (3.90)-(3.91) mene
aux expressions suivantes des matrices instrumentales Oy et apyr, Vi > 0,

‘ fz(zk,uk) - fZ(i'kauk)
= diag(1, fop, 1,11 =
ﬁk 1ag( ;)32;%7 3ty ) avec ﬁ?k sz(fff'k - ik)

Hyq1 (g — 5fk+1/k)

Qpyy =

€k+1

Le calcul explicite de By, et apyy n'est pas requis en pratique, nous ne le donnons ici qu’a
titre indicatif.

Nous avons simulé cet observateur, dans un premier temps en ajustant judicieusement les
matrices de pondération Qy et Ryyq (relations (3.133) et (3.13])) de fagon & satisfaire les
conditions de convergence (3.95) et (3.96), dans un second temps en utilisant la configuration
classique de 'OKE (i.e. Qr = €11, et Ryy1 = 21, avec 0 <ey,e5 < 1),

Les conditions initiales sont :

4 10
) 10
g = 0.3 ) .%() = 2 et Pg = 15
1.1 2
24 2

L’entrée est up = 5+ 2sin(0.15k) + 2sin(0.2k) et les matrices de pondération Qi et Ryiq
sont définies comme suit :

e OKEM* :

Qr = (yr — flk/k—xif?zk/kq)?fs + 10731
Rir = 0-5Hk+1Pk+1/ng+1 +107°

e OKEC® :
Qk = 10“‘3[5, Rk-{»l = 10~3

Les résultats des simulations sont illustrés par les figures 3.1(a) a 3.1(e). Chaque figure laisse
apparaitre trois dynamiques : celle du systéme, celle de 'OKE modifié et celle de 'OKE clas-
sique. En présence de mauvaises conditions initiales, le réle important joué par les matrices
de pondération Q) et Rpy1 dans Uamélioration de la convergence de 'OKE est clairement
visible. Ce résultat est flagrant au niveau de lestimation des états x3 4 x5 (représentant des
paramétres) ow, & la différence de 'OKE classique, les trajectoires estimées de ’OKE modifié
convergent vers les valeurs nominales des paramétres.

4. Observateur de Kalman Etendu Modifié
5. Observateur de Kalman Etendu Classique
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3.3.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons proposé une approche innovante pour la démonstration de
la convergence du filtre de Kalman étendu, utilisé en tant qu’observateur des systémes non
linéaires temps-discret déterministes. L’utilisation d’une nouvelle technique de linéarisation
“exacte” au premier ordre, et I'introduction des matrices instrumentales 3 et aj., nous
ont permis d’établir des conditions suffisantes peu restrictives de stabilité locale de l'erreur
d’observation. En particulier, il a été démontré que la convergence de 'OKE, méme “mal
initialisé”, peut étre assurée par un choix judicieux des matrices de pondération Q) et Ry
de I'observateur.

En outre, il a été démontré que la vérification de la bornitude de la pseudo-covariance
P, de lerreur d’estimation — qui est nécessaire pour assurer la convergence de 'observa-
teur — peut étre réduite a un simple test d’observabilité du systéme linéarisé le long des
trajectoires estimées de ’'OKE. Cette condition d’observabilité du systéme linéarisé est liée
a des propriétés d’observabilité du systéme non linéaire d’origine. Grace a cette relation, il
a été démontré que la stabilité de 'erreur d’observation est assurée lorsque le systéme est
N-uniformément localement observable au sens du rang, et lorsqu’un choix judicieux des ma-
trices de pondération de 'observateur est effectué. L'efficacité et 'intérét de notre approche
pour la synthése de POKE ont été illustrés par un exemple numérique sur un probléme non
linéaire d’estimation combinée de ’état et des paramétres.

Les résultats présentés dans cette section ont apporté une des premiéres bases théoriques
pour la démonstration de la stabilité de ce filtre approché, largement utilisé en pratique mais
avec trés peu de garanties de convergence.
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Figure 3.1: Ftats simulés (—) et estimés. OKE modifié (——) et
OKE classique (—-)
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3.4 Observateurs d’ordre réduit pour les systémes non
linéaires

Les résultats présentés précédemment (chapitre 2 et section 3.2.3) ont démontré exis-
tence d’une panoplie impressionnante de techniques d’estimation pour les systémes non li-
néaires. Toutes ces approches sont dédiées a la construction d’observateurs d’ordre plein
et nous remarquons que trés peu de résultats existent quant & la synthése d’observateurs
non linéaires d’ordre réduit. Ce probléme reste globalement ouvert et les seuls algorithmes
développés a ce jour ne s’adressent qu’a des classes restreintes de systémes non linéaires.
Dans ce cadre, quelques observateurs d’ordre réduit a grand gain ont été proposés dans
[THA73, GAR95, BES96b] pour les systémes non linéaires & mesures linéaires et décompo-
sables en une partie linéaire et en une partie non linéaire lipschitzienne. La synthése d’un
observateur de type Kalman étendu d’ordre réduit a également été étudiée par Nagpal et
Sims [NAGB88] pour une classe de systémes non linéaires temps-continu ot les non linéarités
ne sont fonction que de la partie réduite de I’état que 'on désire estimer.

Dans cette partie, nous proposons deux observateurs de type Kalman étendu d’ordre
réduit pour la classe des systémes non linéaires temps-discret (sans hypothéses structurelles
sur f) & mesures linéaires [AUB98b]. Une analyse de convergence rigoureuse de chacun de
ces observateurs est proposée en utilisant la technique de linéarisation “exacte” présentée
en section 3.3.3 dans le cas d’ordre plein. La stabilité locale de 'erreur d’observation est
garantie sous des conditions peu restrictives et le réle primordial joué par certaines matrices
de pondération dans ['amélioration des performances des différents observateurs développés
est démontré.

3.4.1 Position du probléme

Considérons un systéme dynamique appartenant a la classe des systémes non linéaires a
temps-discret et & mesures linéaires :

Trp1 = f(op, ur) (3.136a)
ye = Hay, (3.136b)

ou zp € R", up € R™ et yp € R? représentent les vecteurs d’état, des entrées et des sorties.
La fonction non linéaire f : R™ x R™ — IR” est supposée étre de classe C1.

Notre but dans ce qui suit est de déterminer un systéme dynamique auxiliaire O, de
dimension réduite n —p permettant d’estimer un vecteur d’état réduit z; = Lz} représentant
une combinaison linéaire de I’état de (3.136). Ce systéme, appelé observateur d’ordre réduit,
devra assurer la stabilité locale de I'erreur d’observation 2z, = zp — Z;. en zéro (cf. figure 3.2).

Nous proposons deux approches pour la construction du systéme O,. Celles-ci différent
dans la maniére d’aborder le probléme et dans ’analyse de la convergence de I’observateur.
Nous verrons que la deuxiéme méthode est une généralisation de la premiére.
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Figure 3.2: Observateur d’ordre réduit : schéma de principe.

3.4.2 OKE d’ordre réduit: premiére approche
3.4.2.1 Formulation de "observateur

~ Dans un premier temps et sans perte de généralité, nous considérons que les p premiéres
variables d’état sont directement mesurées et nous cherchons & reconstruire les n—p variables
restantes. Les matrices H et L sont alors de la forme:

H= (I, 0)
L= (0 In-p)

Nous pouvons ainsi décomposer le systéme (3.136) de la facon suivante:

i1 = fi(@1k, Tk, ur) (3.137a)
Tokpr = fol@ik, T, ur) (3.137b)
Yk = T1k (3.137¢)

oit 711 € R? et zy, € IR"7? représentent respectivement la partie mesurée et la partie non
mesurée de U'état zy, fi(zik, Tak, ur) = (Zp O) X flzg,ur) et folzig, Top, up) = (O L) X

f('xkv uk)
Dans le cas général ou yr = Hzy est une combinaison linéaire de I’état, on note qu'il existe
toujours une transformation d’état linéaire ¢, = T'zy telle que HT ™! = (Ip {)) [O’R83].

Nous nous intéressons uniquement a la dynamique de la partie non mesurée z4; de (3.137)

et scindons ce systéme de la fagon suivante:

Tokt1 = fol @k, Tik, ur) (3.138a)
Yk = fi(@Tar—1, Tik-1, Uk-1) (3.138b)

ol la variable d’état z,; est directement mesurée et est interprétée comme une entrée connue
pour (3.138).
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Le probleme est désormais réduit & la construction d’un observateur pour le systéme
(3.138a)-(3.138b) de dimension n — p. En adoptant une méthodologie semblable & celle des
sections précédentes, nous associons au systéme (3.138) le systéme stochastique artificiel :

Eerr = folbr, 21, ur) + Grwy, (3.139a)
Yo = J1(Ek—1, Trk-1,Uk—1) + Dp_1vp (3.139b)

ou & € R" 7. wp € R" et vy, € R® sont des bruits additifs blancs, mutuellement indépendants
et de covariances unitaires. Gy et Dy, sont des matrices dépendantes du temps de dimensions
respectives (n — p) X r et p X s.

Le filtre de Kalman étendu pour le systéme (3.139) que nous utiliserons en tant qu’ob-
servateur pour le systéme déterministe (3.138) posséde la structure suivante:

Biirt = Yot (3.140)
Foprr = o Bop, Trp, k) + Kpex (3.141)
ol
Ky = F2PFI2 (FEPFR 4+ R)™! (3.142)
Posr = FRPF®" + Q) — K FRPFR" (3.143)
avec
ex = i@ Tie, ur) — f1(Eaks Tk, uk) (3.144)
F? = F™(&op, x1p, up) = ng(xzk,fcm,uk) (3.145)
Fg? = F%(&op, 21k, up) = gi(s?zk,m,uk) (3.146)

et Py = ply—p > 0, Topqq est Uestimation de la partie non mesurée de I’état a I'instant k + 1
et Py représente la “pseudo-covariance” de l'erreur d’estimation Z95. R > 0 et @ > 0 sont
des matrices de pondération dont le choix sera détaillé ultérieurement.

3.4.2.2 Analyse de convergence

Comme Ry et Qp sont les matrices de covariance de bruits de mesure et d’état pure-
ment artificiels, nous choisissons () = 0 dans la suite de ce paragraphe. Afin d’analyser
les mécanismes de convergence de l'observateur (3.140)-(3.146), I'idée est de se ramener,
aprés quelques manipulations linéaires sur l'observateur d’ordre réduit (3.140)-(3.146), & la
structure classique de 'OKE (3.75)-(3.82).

Dans un premier temps, nous faisons ’hypothése de régularité de la matrice jacobienne F??:

Hypothése 3.2 F?* est une matrice inversible uniformément bornée V k.

En utilisant 'expression (3.142) du gain de l'observateur, la relation (3.143) devient:

Pip1 = FEPFP — F2RP R (FRPFR + R F2P R
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Sous 'hypothése 3.2, cette derniére équation s’écrit :

=T

Pos = PR — PR T B (R 2R T R

+Ry) T RRFET FER Y
En notant Pyiq/; = FP2PF, ;EQT, il vient alors que:
Pis1 = Prpijk — Pey17kOF (OkPry1 /x0T + Ri) ™ Ok Pryi i
ot
0, = F2F2
De la méme maniére, sous 'hypothése 3.2, le gain K, se réécrit sous la forme:
- T T -1
Ki = Pry1750 (01 Pret1/50) + Ri)
et la matrice de “covariance” Pryq devient:
Pryr = (In—p — KiOk) Pryayi

T
avec Pryiyr = FPP P

Une fois ces transformations préliminaires opérées, nous remarquons que ’observateur (3.140)-
(3.146) s’écrit sous une forme analogue a ’OKE d’ordre plein: ‘

Tike1 = Ykt (3.147)

Topt1 = Topp1/k + Krer (3.148)

Pk+1 = (In—p - l(k@k)Pk.{.l/k (3.149)

Topsr/k = foZak, Tir, wi) (3.150)

Poprji = FRPFP (3.151)

avec

Ky = Pk+1/k®£(@kpk+1/k®f + RBy)7! (3.152)

€ = fl($2k7 L1k, uk) - fl(ﬁzkv 3»‘1&,%19) (3-153)

ott Op = FRF2™ | F? et F}? sont définies par (3.145) et (3.146).

Nous démontrons ainsi qu’étudier la convergence de 'observateur (3.140)-(3.146) revient
& étudier celle de 'observateur (3.147)-(3.153).
Soit Z; = zj — 7 Uerreur d’estimation telle que:

. Ziks1
Ty = | ~
kL (@k«}-l)

0
= | . . A 3.154
($2k+1;‘k - [ik(fl(il'zk; L1k, uk) - fl(i‘v”zka Tiks uk))) ( )
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aved
Torpr/k = fr(@ak, Tk, uk) — fi(Zak, Tik, ur) (3.155)

A la place d’utiliser les approximations classiques de f; et f; au premier ordre c.-a-d. :

%Zk-{‘l/k ~ F,??CZ'Q]E (3156)
er = Fl2Ey, (3.157)

ott, sous ’hypothese 3.2, ’équation (3.157) est équivalente a:

ex ~ FPPFP 1C7?2k~z~1/k = OrZort1/k (3.158)

nous utilisons la technique de linéarisation exacte présentée en section 3.3.3 et paramétrons
’analyse de convergence de I'observateur (3.147)-(3.153) & 'aide de matrices diagonales
inconnues 3, € R 7x("=7) of o, € RP*? modélisant les différents résidus de linéarisation
de la fagon suivante:

Bakg1/k = PP Tk (3.159)
aker = OpTopir/k (3.160)

L’utilisation du paramétrage (3.159)-(3.160) nous permet d’établir des conditions suffi-
santes de stabilité du point d’équilibre Z4, = 0:

Théoréme 3.6 ([AUBI8b|) Sous lhypothése 3.2, si les conditions suivantes sont satis-
Jaites :

i. La matrice a € RP*? vérifie la condition :

- gmin(Rk)
= e — 1] <
o jf;l,?{,p ok | < \/Umax(@kpk+1/k6)£ + Ry)

=113 (3.161)

avee 0 < ayp < 00,

it. Il existe un réel { €]0,1] tel que la matrice By € R"P*X=P) yeérifie la condition :

_ (1 = Q)omin(Prt1/r) 8
ﬁk ileE-ajf”P tﬁ k‘ - \/ gmax(Pk+l/k) k ( )

avee 0 < B < o0,

iii. Le systeme (3.138) linéarisé le long des trajectoires de ’EKQO d’ordre réduit (3.140)-
(3.146) est N-localement uniformément observable i.e. il existe des réels vy,72,6 > 0
et un entier N > 1 tels que pour tout k> N :

eT BT - - e
Yl < Ofenir i diag(Rilnps o By ) Ofongiyg < volup  (3.163)
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avee 0 < v < 73 <00 et

Of-ni1h = - N+2_ v (3.164)
FPR2 R, P2y
pour tout q; € Xy un compact de R"77 tel que ||zg; — &ol| <€, 29, € Xy, 1 =k — N +

1,... .k, et pour toute séquence d’entrées admissibles U-N+1,1 = (Uk-N41y--- s UE) €
U C IR,mXN et Xl{k N41,E] = (Sﬂzk Netyeo- ,371;;) ety C IRPXN

wv. F?* est inversible et F?, F* sont uniformément bornées pour tout &ox € X, et toute
séquence d’entrées admissibles VEk > 0,

alors limg—eo ||Tor — 2] = 0 et le systeme (3.147)- (3 158) (resp. (3.140)-(3.146)) est un
observateur asymptotique local pour (3.136). | |

Démonstration.
La démonstration de ce théoréme est méthodologiquement semblable a celle du théoréme
3.5. Considérons la fonction de Lyapunov V(Za, k) : B. x N* — R*:

Vi = V(&g k) = &2, P Fgs (3.165)

et démontrons dans un premier temps la stricte décroissance de la suite {Vi},, c.-a-d. qu’il
existe ¢ €]0, 1] tel que: ‘ -

Vipr = Vi £ —(Vi (3.166)

En utilisant conjointement les relations classiques Py = P}, ot OTR;'O et Ki =

P OF R, les équations (3.151), (3.152) et le paramétrage (3.156) (3.157), I'inégalité (3.166)
devient : ‘

Vigr — (1 = OVi = el (xR ay, — xRy — R oy + Ry 01 Py O R ex
L (FE B Pl B F P — (1= QP )52 < 0 (3.167)

Pour satisfaire (3.167), il suffit que les inégalités suivantes soient vérifiées:

kaleak d Ct‘kR;i bl Rgiak + BEIQkPk+1@gRE1 S 0 (3168)
FE 3P B FE = (1= QP <0 (3.169)

(ar — L)Ry (o — L) < Ry — RO, P OL Ry
-1
BeP e < (1=0¢) (F§2P[1F1?2T>
soit, en utilisant l'identité I, = (@kPM/k@f + Rp.) (0 Pry1 /07 + Ri)™

(o — YR (o — 1) < (O Pry1/kOF + Ry) ™ (3.170)
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BrPl B < (1= QP (3.171)

Afin de s’assurer de I'existence de (3.170)-(3.171), nous utilisons a présent les conditions
de stabilité (3.161)-(3.162). Comme (o — [,) et By, sont des matrices diagonales, on démontre
a partir de (3.161)-(3.162) que:

O'min(Rk)
Omax(Ok Pry1/kOF + Ri)
(1- C)Umin(PkH/k)

(Omax(or — Ip))2 <

max 2 <

(U (6k)) a Umax(Pk+I/k)

&
(Umax(ak - [p))za—max(Rlzl) S Gmin((@kpk+1/ke’g + Rk)‘-l)
(Fmax(B1)) 2 Tmax( Pty ) < (1= Q)omin( Py )

Comme

Tmax( (o — [?)Rgl(o‘k = 1)) < (omax(ax — Ip))ZUmM(R;l)
G'max(ﬁkpg;}.ll/klgk) S (Umax(ﬁk))ZUmax(ngl/k)

on montre que:

Umax((ak - IP)REI(O“C - [p)) S O'min((@kpk-}-l/ké)g -+ Rk)wl) (3.172)
O_max(ﬁkp;;_ll/kﬂk) S (1 - g)gmin( k:}»ll/k) (3173)

D’aprés la proposition A.2, I'existence de (3.172)-(3.173) implique existence de (3.170)-
(3.171) et donc la stricte décroissance de la suite de Lyapunov {Vi};,-

Finalement, en utilisant ’hypothése iii. d’observabilité uniforme du systéme linéarisé le
long des trajectoires de TOKE d’ordre réduit (3.140)-(3.146) et 'hypothése iv. d’inversibilité
de Fy; et de bornitude uniforme de F}? et F2* (et donc de ), on démontre que Py est
uniformément bornée et il existe des constantes 0 < p < p < oo tellesque pl,_, < P, < pl,_,
Yk >N —1 (cf. [DEY68, SON95] et section 3.3.3.2). N
Il vient alors que:

1. . 1. .
Enmnz <V < éti 2|
Comme
Vi < (1= Vi
S (1 i C)k—N—H%
On en déduit la majoration
[ gufzon(l — (k=N (3.174)
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et 'on conclut a la stabilité locale de I'erreur d’observation (3.154) Vk > N — 1. a

Remarque 3.14 (Sur le choix de R;) Comme [y et aj; sont des paraméires inconnus
introduits pour quantifier les différentes erreurs de linéarisation induites par les approzi-
mations (3.156) et (3.158), il convient de choisir la matrice de pondération Ry de fagon a
“élargir” le plus possible le majorant 113 et satisfaire ainsi (3.161). D’aprés la structure de
2, une approche intuitive consiste a choisir Ry suffisamment “grand” devant @kPkH/k@f.
Comme dans le cas d’ordre plein, nous remarquons qu’une telle approche dans la construc-
tion de Ry peut sérieusement diminuer la vitesse de convergence de 'OKE d’ordre réduit (le
gain Ky tend alors vers 0).
Un choiz judicieur mais non unique de Ry > 0 représentant un excellent compromis entre
vitesse de convergence et stabilité de algorithme, est alors le suivant :

Ry = MOy Ppyy OF + €1, (3.175)

ou A et € sont des scalaires strictement positifs fizés par Uutilisateur. ‘
D’une maniére générale, nous montrons que les majorants 117 et H’g sont bornés comme suit :

M elo,1] YR,>0
Iy €10, 1]

v

Remarque 3.15 On remarque que la condition (3.163) d’observabilité uniforme du systéme
(3.138) linéarisé le long des trajectoires de 'OKE d’ordre réduit (3.140)-(3.146) est garantie
sous la condition de N-uniforme observabilité au sens du rang du systéme initial (3.136).
Comme nous ['avons souligné dans le cas d’ordre plein, cette condition peut étre vérifiée
de facon littérale par un test de rang sur la matrice d’observabilité du systéme ou de fagon
numérique en vérifiant, & chaque itération, qu’il existe un entier N > 1 tel que la condition
swivante soit satisfaite pour k > N —1:

ye™ _—
rang O[k—N+1,k} =

I 0
11 4 12
11 kaNHm 21 11 12 FkuNﬂm 22
11 )
rang | Feonsafoonet T Felnpa P v Fiing + FiZneFiZng | =n
X X

i1 12
21
Fi Fy
Comme le rang de la matrice OF, n'est pas altéré par des opérations linéaires sur les
g [k~N+1,k] p p p
lignes, il vient que:

ot les partitionnements H = (fp 0) et Fy = ( ) ont été utilisés.

I, 12@
X FeZn
# 12 22
rang Of_yq 4 = rang | X FeZniaFiZnm =n

12 122 22
X FPFEs o FEiN

101



CHAPITRE 3. OBSERVATEURS DE TYPE KALMAN ETENDU

0t OF(3,:) = O (3, )= Pl g Pty x O (1,0 ) = F Ly x O7(2,:)8 ) les N — 3 lignes

restantes étant construites suivant la méme stratégie. Nous démontrons finalement que la
P > * . .
condition rang OfkﬂNH y =n implique

12
Fk-»-N+1

FIZ F22
OF _ k=N+2lk-N41 -
rang Un_nN4i,k) = Fang . =n-p
12 22 22
FeFZ - Bl

v

Remarque 3.16 L’hypothése de régularité de Fyy, et quelques manipulations linéaires nous
ayant permis d’oblenir une structure analogue pour 'OKE d’ordre réduit (3.140)-(3.146) et
VOKE d’ordre plein (3.75)-(3.82), on note une certaine similitude entre les conditions de
stabilité de ces deux observateurs. Toutefois, contrairement au cas linéaire voire non linéaire
avec contraintes structurelles sur f [BES96b], il semble impossible de comparer analytique-
ment les performances (domaine d’attraction, vitesse de convergence) de ’OKE d’ordre plein

et de UOKE d’ordre réduit. v

Remarque 3.17 Considérons la classe des systéemes LTI :
L1k+1 A Ar L1k B,
== =Az+ B
($2k+1) (AZI Azz) (Sﬁzk) + (Bz> e v bu
yr =21 = Cx

ot x1; € IRP et x9p € R"P représentent respectivement les p premiéres variables d’état
mesurées et les n —p derniéres variables d’état non mesurées. Une représentation équivalente
de ce systéme s’obtient facilement :

Tokr1 = Ayr + Agazar + Bauy
Yr = A11Yk—1 + Arexop—1 + Brug—y

L’application de UOKE (3.140)-(3.146) a ce dernier modéle dynamique permet d’observer
['état Lokt <

Topt1 = AnZor + Anyr + Boug + Ki(Yre1 — Arador — Aniyr — Biug)

Nous démontrons facilement que la stabilité de observateur est assurée sous la condition
de détectabilité de la paire (Az, As2) (done de la paire (C,A)) et il existe une solution
stationnaire a Uéquation de Riccati aux différences (3.149):

P — AQQPAg; - AzzPA{Z(Alszr{Z + R)-lAmPA%;
avec Py > 0 et R > 0. Le gain de 'observateur s’écrit alors:

K = AQQ.PAz;(AIQPAE + R)~1

6. O(i,: ) représente la i€ ligne de la matrice O.
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3.4.3 OKE d’ordre réduit: deuxiéme approche

La premiére approche présentée pour la synthése d’observateurs de type Kalman étendu
d’ordre réduit pour les systémes non linéaires est fondée sur une structure particuliére des
matrices H et L. En supposant )y = 0 dans la formulation de POKE d’ordre réduit proposé,
nous avons présenté une analyse de convergence méthodologiquement semblable & celle de
I’OKE d’ordre plein. Malheureusement, le fait de supposer Q) = 0 peut s’avérer relativement
restrictif et limiter, par la méme occasion, les performances de l'observateur. Dans cette
partie, nous généralisons cette approche au cas o H et L sont quelconques et étudions
I'influence des matrices de pondération @y et Ry sur la convergence de ’OKE d’ordre réduit
proposé.

3.4.3.1 Formulation de ’observateur

Considérons le systéme non linéaire temps-discret et & mesures linéaires (3.136). Nous
cherchons & estimer le vecteur d’état réduit z, = Lz}, une combinaison linéaire de ’état de
(3.136) avec dim(zz) =n — p.

Nous faisons ’hypothése suivante:

Hypothése 3.3 L € R"P*"™ ¢st telle que (}{}

) est tnversible.

Sous ’hypotheése 3.3, il existe Ny € R et N, € R™ telles que:

(g;)l — (M N (3.176)

Il vient que:
k H yk - 1<k 2yk *

En multipliant chacun des membres de (3.136a) par (é), on obtient le “nouveau” sys-

téme dynamique:

Zker = LF(2hy ykyun) (3.178a)
yr = H f(zp—1, Yr—1, ur—1) (3.178b)

ott f(2k, Yk uk) = f(Nizk + Nayk, wr).
A ce systéme déterministe, nous associons le systéme stochastique artificiel suivant :

Es1 = LF €k, o wr) + Gruy (3.179a)
Ye = Hf (o1, Yr—1,wpo1) + Dioqvpy (3.179b)
o, € R"P.w, € R" et v, € R’ sont des bruits additifs blancs, mutuellement indépendants

et de covariances unitaires. (G, et Dy, sont des matrices dépendantes du temps de dimensions
respectives (n — p) X r et p x s.
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L’objectif est de construire un estimateur de I’état du systéme réduit (3.179). La dyna-
mique de P'estimateur étudié est de la forme:

Exrr = LI (€xy yrowe) + Ki(yesr — HF (ks yir i) (3.180)
Soit Ek Ierreur d’estimation telle que:
€t = Eip1 — & M
= (L - KiH)Fbp + Ui + my (3.181)
avec
I = (L — K H)o(€k, €k yis ur)

mp = kak - K;chvk

Fy= Ffp,up,up) = %g(ék»yk?uk)

_oll @y désigne des termes résiduels d’ordre supérieur ou égal a deux en & — £ issus de la
linéarisation de f en &.

Le gain K} de l'estimateur de type Luenberger-Kalman (3.180) résulte de la minimisation
(en occultant le terme [ dans (3.181)) de la matrice de covariance de I'erreur d’estimation

Peyi = E{&bln )
Ky = LEP,FTHT(HF P, FTHT + Ry)™! (3.182)
Il vient alors que:
Pyt = (L — K HYFLPEELT + Qi (3.183)
En utilisant (3.182), (3.183) s’écrit sous la forme:
Pupr = LEW(Py — P FFHTY (HF P FTHT + Ry) ' HE PO FTLT + Qe
Soit, & I’aide du lemme d’inversion matricielle (cf annexe A.1):
Popr = LE(P7Y + FFHTRHFE) 7 FILT + Qs (3.184)

Finalement, le filtre de Kalman étendu pour le systéme (3.179) que nous utilisons en tant
qu’observateur pour le systéme déterministe (3.178) est donné par:

Zerr = Lf By yn,up) + Kren (3.185)

ot
Ky = LEP,FTHT(HF,P.FFHT + Ry)™! (3.186)
Py = LEWPT  + FTHTRJUHE) ' FILT + Qs (3.187)

et
ex = H(f (2, Y, ur) — f(ﬁk,yk,uk)) (3.188)
Fr = F(Zr,yp,ur) = %g—(ék,yk, k) (3.189)

avec Py = pul,_, > 0. Ry > 0 et @ > 0 sont des matrices de pondération dont le choix est
arbitraire.

[’estimation de ’état dans la base initiale s’obtient facilement & partir de la relation:

Epp1 = NiZipr + Noyen (3.190)

104



3.:4. OBSERVATEURS. D’ORDRE REDUIT POUR LES SYSTEMES NON LINEAIRES

3.4.3.2 Analyse de convergence

Nous analysons désormais la stabilité du point d’équilibre Z; = 0 dans un contexte
déterministe ( my = 0 dans (3.181)). Nous verrons que la convergence locale de 'OKE
d’ordre réduit (3.185)-(3.189) est assurée sous la condition d’observabilité uniforme de (3.178)
et lorsque les matrices de pondération @), et R sont judicieusement choisies.

En soustrayant z;4; de chaque co6té dans (3.185) et en utilisant conjointement (3.178) et
(3.188), nous obtenons:

§k+1 = Zkt1 5’k+1
= L(f(zkyr, ur) — F(Zrs yos ur)) — K H(F (20 yrs wr) — (2o yi, ur)
= Zx(f 2k Yoo ur) = F(Zks Yo u)) (3.191)

ot = (L — Ky H).

A ce stade de 'analyse, nous utilisons la technique de linéarisation exacte décrite dans
les sections précédentes pour réécrire (3.191) sous la forme:

Zepr = SO by (3.192)
en lieu et place de 'approximation classique au premier ordre:
Zht1 R Eplzy

B = diag,_, . (Bix) = diag,_, _.(Bi(zk, 2k, Yk, ur)) est une matrice diagonale inconnue dont
les éléments diagonaux f;; sont intrinséquement reliés aux résidus de linéarisation ¢y par la
relation : :

©i(2ks 2k Yrs ur) = (Bilz, 2y Yy un) — 1) FirZi (3.193)
ot Fy (i =1,...,n) représente la 1™ ligne de F.

Le paramétrage (3.192) étant effectué, des conditions suffisantes de convergence de 'OKE
d’ordre réduit (3.185)-(3.189) sont données par le théoréme suivant :

- Théoréme 3.7 Si les conditions suivantes sont vérifiées:

i. Il existe un réel ¢ €10, 1] tel que la matrice By vérifie la relation :

Br = max |Bil

t=1,..,n

< 4= Qomin( LEW(P! + FYHTR HE) T FILT + Q4)
- (Umax(Ek)Umax(Fk))zamax(Pk)

avec 0 < (3 < oo,

=117 (3.194)

i. Le systéme (3.178) linéarisé le long des trajectoires de 'OKE d’ordre réduit (3.185)-
(3.189) est N-localement uniformément observable, i.e. il existe des réels v1,v2,6 > 0
et un entier N > 1 tels que pour tout k > N :

el . - - e
Ny < Ofnirg diag(Belnyrs -5 B Ohonsin < v2lny

105



CHAPITRE 3. OBSERVATEURS DE TYPE KALMAN ETENDU

(3.195)

ot 0 < yy,72 < o0 et

HF_ Ny
. HF,_ N+2LFk N1
Ol—n14] = (3.196)

HFkLFk__lLFk-g e LFk-N+1

pour tout z; € Z un compact de R"7? tel que ||z; — 2| < e,z € Z,1=k—-N+1,... ,k
et toute séquence d’entrées/sorties admissibles Up—_ny10 € U C R™N et Yie-~Nt1.4) €
Yy c RV,

ii. LFy est inversible et Fy, est uniformément bornée pour tout 2, € Z et toute séquence
d’entrées/sorties admissibles,

alors 1m0 ||2x — 2i]] = 0 et le systéme (3.185)-(8.189) est un observateur asymptotique
local pour (3.178). L
Démonstration.

Considérons la fonction de Lyapunov V (2, k) : B. x Nt — R*:
Ve = V(i k) = 2F P75 (3.197)
et démontrons la stricte décroissance de la suite {Vi},5, c.-a-d. qu'il existe ¢ €]0, 1] tel que:
Vigr — Vi < —CVi (3.198)
En substituant (3.192) dans (3.197) et (3.197) dans (3.198), il vient que:
Vier — (1= OVi = 2L (F! BEL P BBk By — (1= QP72 <0 (3.199)

Pour satisfaire (3.199) et ainsi démontrer la stricte décroissance de la séquence {Vi},.,, il
suffit que 'inégalité suivante soit vérifiée:

FIBEL PN EBE < (1= ()P (3.200)

Comme (3, est une matrice diagonale, on démontre, & partir de la condition (3.194), que:

(O-ma,x(ﬂk)Gmax(zk)gmax(pk))zginax((LFk(Pj;l
+ETHT R HE) T FTLT + Q) ™) < (1= Oomin( P

En utilisant le fait que:

Umax{pg/gkgg(LFk(Pgi + FgHTREIHFk) ' TLT + Qk) igfcﬁkp) <
(O max(Br) Tmax(Zk) Cmax(Fir)) Omax (LEW(P7Y + FTHTRPHE) T FTLT + Q)™

et en substituant (3.187), on montre finalement que:

Tmax(FL BREL Py ExBieF) < (1= ()omin(Pi) (3.201)
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D’aprés la proposition A.2, 'existence de (3.201) implique U'existence de (3.200) et donc la
stricte décroissance de la suite de Lyapunov {Vi},5,-

Finalement, sous les hypotheéses 1. et iii., on démontre qu’il existe des constantes 0 <

11 vient alors que:

Q@W§ms%mw

|3

Comme Vi, < (1 —()Vi_1, la majoration suivante est immeédiate :

2] < \/ l|Z0]|(1 = ¢)E-N+D)/2 (3.202)

et 'on conclut a la stabilité locale de I'erreur d’observation (3.154) Vk > N — 1. a

Remarque 3.18 (Sur la synthése des matrices de pondération Q; et R;)

Nous analysons quantitativement la condition suffisante de convergence (3.194). Comme les
variables 3;, sont des paramétres inconnus, éventuellement grands, leurs valeurs dépendant de
nombreuz facteurs comme les conditions initiales, le degré de non linéarité de f ou les signauz
d’entrée/sortie, il est clair que nous nous devons de choisir les matrices de pandemtwn Qk,
et a un degré moindre Ry, de facon & étendre au mazimum la borne supérieure H sur By,
dans (3.194).

Comme Fy, Py (et donc Zy) sont uniformément bornées, un choiz simple de Qy et Ry, pour
satisfaire (3.194) et assurer la convergence de 'algorithme est le suivant :

Qk = 76£€k[n~p + 5[n-p (3203)
Ry = \HF P, FTHT + <1, (3.204)

ot ex = H(f(zk,yr,ur) — f(2k, vk, ur)).
v >0, A>0 ete>0 sont des scalaires positifs fixés par Uutilisateur, ¢ est introduit afin
d’assurer la stricte positivité et la régularité des matrices QQy et Ry.

A Uinstar du cas d’ordre plein, l'idée avancée est de contréler adaptativement ['amplitude
(en norme) de Qi et Ry, (et done celle de la borne 112) en fonction de Uerreur de sortie e
de fagon & satisfaire (3.194) ¥ By. Il est, bien entendu, trés difficile de donner une valeur a
priori des parameétresy et A. Ces derniers sont en fait déterminés a l'aide d’un algorithme de
recherche binaire en s’appuyant éventuellement sur une connaissance empirique du systéme
physique étudié (estimation de la borne fBy). En particulier, il semble judicieuz de choisir ~
suffisamment “grand” lorsque sont conjuguées mauvaises conditions initiales et non linéarités
importantes du systéme. v

3.4.4 Conclusion

Dans cette section, nous avons proposé deux observateurs d’ordre réduit pour les systémes
non linéaires temps-discret & mesures linéaires. Tous deux sont fondés sur le formalisme du
filtre de Kalman étendu. Nous nous sommes intéressés plus particuliérement aux mécanismes
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de convergence des algorithmes proposés en introduisant un nouveau paramétrage de 'ana-
lyse de la convergence de cette catégorie d’estimateurs linéarisés au premier ordre.

Cette approche nous a permis, d'une part de dégager des conditions suffisantes d’exis-
tence des observateurs présentés, d’autre part d’établir les liens étroits existants entre le
choix de certaines matrices de pondération (nommées @y et Ry) et 'amélioration des perfor-
mances (élargissement du domaine d’attraction, amélioration de la vitesse de convergence)
des algorithmes proposés.
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3.5 Observateur pour les systémes non linéaires singu-
liers

Il existe un certain nombre de situations ot l'utilisation d’un modéle d’état régulier ne
suffit pas a représenter le comportement dynamique d’un systéme donné. Une modélisa-
tion sous forme singuliére (autrement appelée implicite, généralisée ou algébro-différentielle)
semble alors appropriée. Les systémes singuliers sont particuliérement adaptés pour décrire le
comportement de systémes a entrées inconnues ou de systémes décrits conjointement par des
équations différentielles et des équations (contraintes) algébriques: modeéles mathématiques
de circuits électriques, de procédés biologiques, systémes interconnectés de grandes dimen-
sions, systémes mécaniques avec contraintes holonomiques ou non-holonomiques, systémes
de robotique avec contraintes cinématiques, ... .

Dans le cas LTI, le probléme de la commande et de 'observation des systémes singuliers
a été étudié de maniére intensive ces vingt derniéres années (voir par exemple [LUETT,
VERS6, DAI89, LEW90, LEW92, SHI92, MiL93, DAR95]). A contrario, le cas non li-
néaire est souvent délaissé et nous notons que trés peu de travaux traitent le probléme de
la synthese d’observateurs des systémes non linéaires singuliers. Dans [KAP95], Kaprelian
et Turi ont proposé une technique de linéarisation étendue pour construire un observateur
des systémes non linéaires singuliers lorsque la matrice £ est carrée. Leurs résultats ont
été généralisés au cas ou E peut étre rectangulaire dans [BOU94, BOU95a]. Shields dans
[SHI96, SHI97b, SHI97a] utilise la décomposition en valeurs singuliéres du systéme non li-
néaire singulier initial pour construire des observateurs temps-discret et temps-continu. Dans
[BOU94, SHI96, SHI97b, SHI97a|, nous remarquons que la convergence de ’observateur est
assurée lorsque le champ de vecteur f est globalement lipschitzien.

Dans cette section, nous présentons un observateur pour les systémes non linéaires sin-
guliers temps-discret en utilisant la structure classique de 'OKE [BOU97b]. En paramétrant
I'analyse de convergence de 'observateur grace & la technique de linéarisation “exacte” au
premier ordre décrite dans les sections précédentes, des conditions suffisantes de stabilité de
P’erreur d’observation sont établies et I’accent est mis sur le réle primordial joué par certaines
matrices de pondération dans l'amélioration des performances de 'observateur. Un réglage
empirique de ces matrices est proposé.

3.5.1 Formulation de ’observateur

Considérons un systéme non linéaire singulier temps-discret décrit par le couple d’équa-
tions:

Expyr = f(zp, ug) (3.205a)
yr = Hay (3.205b)

ot E et H sont des matrices d’éléments réels de dimensions ¢ x n et p x n avec rang(E) = r,
zry € R®, up € R™ et yp € IR? sont les vecteurs d’état, des entrées et des sorties. Nous
supposons que la fonction non linéaire f : R™ x R™ — R? est de classe C*.

Remarque 3.19 Le modéle (3.205) constitue bien une représentation unifiée des systémes
dynamiques non linéaires (@ mesures linéaires). Cependant, plusieurs cas sont a distinguer
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selon le rang de E :

—- Sirang(E) =r = g =n, alors E est inversible et (3.205) est un systéme non linéaire
“standard” ou explicite,

— Sirang(F) =r = n < q, alors (3.205a) est décomposable en équations différentielles
et en équations algébriques, et (3.205) est un systéme non linéaire “standard” avec des
contraintes algébriques non linéaires,

- Sirang(E) = r = q < n, alors (3.205) est un systéme non linéaire “standard” &
~ dynamiques partielles (prise en compte d’entrées inconnues par exzemple),

— St rang(E) = r avec v < q et v < n, alors (3.205) est un systéme non linéaire
“standard” @ dynamiques partielles avec des contraintes algébriques non linéaires. 'V

Dans ce qui suit, nous proposons de reconstruire ’état de ce systéme & I’aide d’un obser-
vateur de type Kalman étendu sous une condition de rang classique dans ’étude des systémes
singuliers. Le résultat principal est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 3.8 ([BOU9Th]) Si la condition suivante (observabilité a linfini) est vérifiée:

rang [ff} =n (3.206)
alors un observateur de type Kalman étendu pour (3.205) est donné par:
Z}\Zk+1 = 53}4:4—1/1;: -+ I{k—}-l Ck+1 (3207)
Pk+1 = (I hd I{k-}-l H)Pk+1/k (3208)
s — [E]' [ ) (3.209)
k‘—{—l/k H yk+1 .
Prpiyr = AF P FEAT 4+ Q4 (3.210)
avec
Kipr = Popi e HY (HPyyr o HY + Riy) ™ (3.211)
Cr+1 = Yks1 — Hi’k—ﬂ/k (3212)
et
., Of .
Fk = F(a:k,uk) = —O;’-g—(mk,uk) (3.213)

A= ([ET 7] [EID“IET (3.214)

T ~1
0t [[E{} = ([ET HT] [g}) [ET HT] représente la pseudo-inverse de Moore-Penrose

@ gauche de Py = pl, > 0, Qr et Rpyy sont des matrices de pondération définies

E
H|’

positives dont la synthése sera détaillée ultérieurement. |
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Démonstration.
Sous la condition (3.206), le vecteur d’état zzy; se réécrit sous la forme:

) (o m[g)

-1
) (Zng;$k+1*+'fin{$k+1)

dt= ([ET H7]
(i
= (127 1

En substituant (3.205a) et (3.205b) dans (3.215), nous obtenons le systéme dynamique ré-
gulier: ' ~

R

)4 [ET HT] {fﬁ’gj (3.215)

1
Tiys = {g} [f (;’:Jj")] (3.216a)
yp = Hay e (3.216b)

A ce systéme déterministe, nous associons le systéme stochastique artificiel :

i
o [f] [ vom oam
yr = HE + Dyvy (3.217b)

ol & € R". wy, € R” et vy € R? sont des bruits additifs blanes, mutuellement indépendants
et de covariances unitaires. G et Dy sont des matrices dépendant du temps, de dimensions
respectives n X r et p X s.

Nous cherchons désormais & construire un filtre de type Kalman étendu pour (3.217). La
dynamique de 'estimateur étudié est de la forme:

Exrt = Errrs + Kt Wrer — Hérprye) (3.218)

ott, en utilisant le vecteur de prédiction généralisé By, w=f (ék, uy) et équation de sortie
(3.217b), la “prédiction” €41k est donnée par:

Ervi/n m’ {ffr {f (&, “k)] C(3.219)

Y4

Soient Erp1 et Expr /i les vecteurs d’erreur d’estimation et de prédiction tels que:

écjt} = &m - gk+1
= ([, — Kis1 H)€k+1/k — Kpy10p41 + wi (3.220)

avec

Epsr/k = Ebir — Ersa/i

= (1" HT}z{IEz’Dii(ETEfk+,1,“fﬁ H'yisr)
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_ ([ET HT] {gD”I(ETE&H + H yiya)

- ([ET HT] [nglET(f(ffk’uk)‘f(fmuk))

= A (& ur) = f(}'tk,uk))
= A(Fr&x + o(&ky Eryur)) (3.221)

olt A et Iy sont définies par (3.214) et (3.213) et py représente les termes résiduels d’ordre
supérieur ou égal a deux en & — & issus de la linéarisation de f en ¢.

En négligeant ¢y et en insérant (3.221) dans (3.220), le gain K41 de U'estimateur (3.218)
résulte de la minimisation de la matrice de covariance Ppyy = & {gk+1§g1+l}.

Les équations obtenues so;qt alors celles du filtre de Kalman étendu classique muni de la
IS LUV - —_ E f(élmuk)
prédiction” &ppi/k = [H] { oo
AF, P FTAT 4 Q4. Lutilisation de ce filtre en tant qu’observateur pour le systéme détermi-
niste (3.216) (ou (3.205)) donne 'algorithme (3.207)-(3.214). Q

j[ et de I’équation de Riccati aux différences Prii/r =

3.5.2 Analyse de convergence

Ce paragraphe est consacré a ’analyse des mécanismes de convergence de ['observateur
(3.207)-(3.214) dans un contexte déterministe (i.e. GyGE = 0 et D DT = 0). En imitant les
précédentes études de stabilité de 'OKE, nous paramétrons ['analyse de convergence a ’aide
d’une matrice diagonale inconnue [, modélisant les différents résidus de linéarisation de f
pour établir des conditions suffisantes de convergence de 'algorithme.

Soient Tji; et Typiq/k les erreurs d’estimation et de “prédiction” définies par:

Cﬁkﬂ = T4t — Thtt

(I, = Kpyr H)F 11 (3.222)

Il

et

Sz'k+1/k = Tk41 — Ti41/k

= A(f(zk, u) = f(&k,ur)) (3.223)

Au lieu d’utiliser I'approximation classique au premier ordre f(zg,ur) — f(Zg,ur) =
Fy&y, nous paramétrons ’analyse de convergence de 'observateur & l'aide d’une matrice
diagonale (), = diag;;  ,(Bix) = diag;—;  .(Bi(zk, Lr, ux)) modélisant les différents résidus
de linéarisation ; pour obtenir 'expression exacte:

fler, ue) — f(@r,ur) = Brlris (3.224)

Les substitutions successives de (3.224) dans (3.223) et de (3.223) dans (3.222) meénent a la
dynamique de 'erreur d’observation suivante:

jiﬂ—l = ([n - f{kui’_l’H)Aﬁka:ﬁk (3225)

112



-~ 3.5. OBSERVATEUR POUR LES SYSTEMES NON LINEAIRES SINGULIERS

Les conditions suffisantes de stabilité locale du point d’équilibre &; = 0 sont données par
le résultat suivant:

Théoréme 3.9 Si les conditions suivantes sont satisfaites:

.

Il eziste un réel ¢ €]0,1[ tel que la matrice instrumentale By vérifie la condition :

=TI}

t=1,...,n

3 (1 = Q)omin(Pr1/k + Peprye HT Ry H Pry1/i)
= max |[; < ‘
/@k . ‘,8 kf \/ (Gmax(Fk)C’max(A))ZO'max(Pk)
| (3.226)

avee 0 < fr < oo,

Le systéme (3.216) linéarisé le long des trajectoires de 'OKE (3.207)-(3.214) est N-
localement uniformément observable i.e. il existe des réels vy1,7v,,&€ > 0 et un entier
N > 1 tels que pour tout k > N :
el : - = e
nl, < @{k—N+1,k} dla’g(Rk}.N{-U e 3Rkl)0{k—N+1,k] < vely
(3.227)

ot 0 < 71,72 < 00 el

H
HAF N4

Of-N+14 (3.228)

HAFk_lAFk._Q sie e AFk.,N_}.}

pour tout &; € X un compact de R" tel que ||z; — &i|| <e, z; € X, i =k—=N+1,... k-
1, et pour toute séquence d’entrées admissibles Up_niq1x-11 €U C R™*(N=1)

La matrice AF}y est inversible et uniformément bornée pour toult &), € X et toute
séquence d’entrées admissibles,

alors limg o, ||2x — k|| = 0 et le systeme (8.147)-(8.153) est un observateur asymptotique
local pour (3.136). |
Démonstration.

Considérons la fonction de Lyapunov candidate V(Zy, k) : B, x Nt — R*:

Verr = & P B (3.229)

olt 141 est définie par (3.225) et démontrons qu’il existe un réel ¢ € |0, 1] tel que

Vier — Vi < —CVi (3.230)

En substituant (3.225) dans (3.229), 'inégalité (3.230) devient:

Vier — (1 = QOVi = 2L FEBAT (I — Ky H)T P (I — Kt ) ABRFrik
—(1=Q)F P8 <0 (3.231)
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A partir de (3.208), nous avons:

(In = Krs1) = Pea Pl

et il vient alors que:

Virr = (1= OVi = 3 (B BeAT (P Pent Pl ) ABR R, — (1= OP7)E, < 0
(3.232)

En utilisant (3.232), la stricte décroissance de la séquence de Lyapunov {V;},., est assurée
si: -

FL AT (Py)

Pt P ) ABRF, < (1— QP (3.233)

k+1/k

Pour garantir 'existence de (3.233), nous utilisons désormais la condition suffisante de
stabilité (3.226). Comme f3; est une matrice diagonale, on démontre a partir de (3.226) que:

(L = O)omin(Pesi/e + Py H Ry H Pyy i)

(el B1))? < (o L) )V e )

=4

(Umax(ﬂk)amax(Fk)gmax(A))ZO'max(Pk+1/k + Pk+1/kHTR;j.1HPk+1/k)—l é (1 - C)Gmin(Pl:l)
(3.234)

En utilisant la relation usuelle P 4_11 = P 4_11 it H TR;G'LH , on démontre d’un autre c6té que:

(Plc+1/k + Pk+1/kHTR;i1HPk+1/k)-l = P“11/k(P1;11/k + HTRELH)”IPI;EUIC

k+
= Pl Pen PRl (3.235)

Le remplacement de (3.235) dans (3.234) donne:
(Umax(ﬂk)gmax(Fk)gmax(A))2O'max(P;;—_:1/kPk+1Pg;__:jl/k) S (1 - C)Umin(Pktl)
Comme,

Jrnax(FgﬂkAT(Pi:1/kPk+IP/;;-ll/k)Aﬁka)
< (Umax(ﬂk)amax(Fk)amax(A))zo_max(Pk__:l/kpk-i-l P;‘;_ll/k)

on montre que:
max(Fi Bk AT (P o ot Py i) ABEFr) < (1 = Qomin( PT) (3.236)

D’apreés la proposition A.2, I'existence de (3.236) implique I'existence de (3.233) et donc la
stricte décroissance de la suite de Lyapunov {Vi},.,.

Finalement, en utilisant ’hypothése ii. d’observabilité du systéme linéarisé le long des
trajectoires de 'observateur (3.207)-(3.214) et '’hypothese iii. d’inversibilité et de bornitude
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uniforme de AF, on démontre qu'il existe des constantes 0 < p < p < oo telles que
z)_fn <P <pl,,Vk>N-—1.1l vient que:

Deés lors, en utilisant le fait que V;, < (1 — {)Vi_1, la majoration suivante est immédiate:

[EZY[S \/ij;if%ﬂ(l — () (3.237)
et 'on conclut a la stabilité locale de 'erreur d’observation (3.225). a

Remarque 3.20 (Sur la synthése des matrices de pondération Q) et Ryy;)
Lorsque la trajectoire estimée &) de 'observateur tend vers la trajectoire actuelle zj du
systeme, la matrice By tend vers Uidentité et il est facile de démontrer que la condition
(3.233) de stricte décroissance de la séquence de Lyapunov {Vi},, est satisfaite. En effet,
(3.288) devient dans ce cas:

(AF) " (Pesryi + PoprjeHT Ryl H Peyryi) AR < (1 - Q)P
Soit, sous la condition d’inversibilité de AF, :

AF P (AF)T — ) (Pryase + Pkﬂ/kHTR;iIHPkM/k)

<(1
< Popise + Py H' Rt \ H Py i

En utilisant (3.210), on obtient finalement 'inégalité :
~Qx < PiyrpeH" R H P
qui est vérifiée lorsque Q > 0 et Rpyq > 0.

D’un autre coté, lorsque nous sommes en présence d’erreurs d’initialisation ou de non
linéarités importantes du systéme, la borne By est inconnue, éventuellement “grande” et nous
remarquons alors que le choix de la matrice de pondération Qy, et & un degré moindre Ryyq,
est fondamental pour élargir le majorant H’g et ainsi, vérifier la condition de stabilité 3.226.
En effet, en utilisant (3.210) et le fait que Fy et Py sont bornées, on démontre facilement
que :

e — (1 = Q)omin(Pes1/k + Pepryp HT R H Pryy i) S (1 = ¢)Omin(Prs1/k)
k (U'max(Fk)amax(A))zamax(Pk) - Umax(Fk)Umax(A)) amax(Pk)

— §)min(Q%)
(Jmax(pk Gmax(A>)20max(Pk)

Par conséquent, il est clair que Uamplitude de Hg évoluera proportionnellement & celle (en
norme) de Q.
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Un choix simple empirique mais non unique de Q. est alors le suivant :

Qr = veperl, + ¢l (3.238)

ouy >0 el £ >0 sont des scalaires fixés par lutilisateur.

A Dinstar des OKE d’ordre plein et réduit proposés, l'idée avancée ici est de contréler auto-
matiquement Uamplitude (en norme) de Qy (et donc de 1Y) en fonction de Uerreur de sortie
Ek.

La construction de Ry apparait moins importante que celle de (), mais nous continuons a
choisir:

Ryyr = NH Py p HY + <1, (3.239)

ot A > 0 est un paramétre de synthése fizé par Uutilisateur. v

3.5.3 Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté un observateur pour les systémes non linéaires
temps-discret singuliers & mesures linéaires. L’algorithme développé s’applique au cas général
ol I/ peut étre rectangulaire et s’appuie sur le formalisme du filtre de Kalman étendu sous la
condition d’observabilité a I'infini. Des conditions suffisantes de convergence ont été établies.
Un réglage judicieux des matrices de pondération de 'observateur a finalement été proposé.
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3.6 Estimation séparée de I’état et des biais des systémes
non linéaires

3.6.1 Introduction

L’utilisation des techniques d’observation présentées précédemment requiert une connais-
sance précise des modeles étudiés. Or, cette hypothése s’avére peu réaliste en pratique ot la
plupart des modéles font apparaitre des paramétres sujets a des biais, c’est & dire déviant
d’une quantité inconnue autour de leur valeur nominale (résistance rotorique dans les ma-
chines électriques, coefficients de transfert de chaleur dans les processus chimiques, ... ).
Dans ce cas, 'utilisation des valeurs nominales des paramétres dans une stratégie d’obser-
vation induit des erreurs d’estimation inacceptables ou, dans le pire des cas, une instablité

~de D'algorithme. Il convient alors de réactualiser le modéle a chaque instant en estimant
conjointement ’état et les biais (parameétres) inconnus. Une approche naturelle consiste a
augmenter le vecteur d’état par le vecteur des biais inconnus et & observer le systéme ainsi
étendu. Cette méthode est intéressante lorsque le nombre de biais est faible devant la di-
mension du systéme mais devient vite prohibitive en terme de capacité de calcul lorsque de
multiples biais apparaissent. Afin d’éviter ce probléme, Friedland [FRI69, FRI78] proposa
d’estimer de facon découplée I'état et les biais des systémes LTI stochastiques. Depuis, de
nombreuses extensions prenant en compte biais aléatoires [IGN90, ALO93, HSI99] ou entrées
inconnues [KEL96] ont été développées.

A notre connaissance, le cas non linéaire semble, une nouvelle fois, délaissé: trés peu de
travaux traitent de ’estimation combinée (et encore moins découplée) de I’état et des biais
des systémes non linéaires [SHR74, MEN76, CAG83]. Les algorithmes existants utilisent
principalement le formalisme du filtre de Kalman étendu et sont, de ce fait, confrontés au
probléme récurrent lié a l'utilisation de ce filtre, & savoir, en démontrer la convergence.
Ces estimateurs présentent notamment une trés forte sensibilité par rapport a d’éventuelles
mauvaises conditions initiales, ou biais d’amplitudes importantes. Récemment, Zhou et al.
[ZHO93, ZHA96, ZHO97] ont proposé une modification intéressante de I’équation de Riccati
aux différences (incluant un facteur d’oubli) du FKE appliqué a I'algorithme d’estimation
de Friedland. L’intérét de cette approche est démontré au travers d’exemples numériques
mais auncune démonstration de convergence n’est apportée alors qu’un nombre important
de paramétres de synthése doit étre sélectionné.

L’objectif, dans cette section, sera de formuler et d’analyser les mécanismes de conver-
gence d’un estimateur de type Kalman étendu, découplé état/biais, pour les systémes non
linéaires temps-discret sujets & des bias constants [BOU97c, BOUb, BOUal. L’utilisation de
la technique de linéarisation “exacte” au premier ordre, présentée en section 3.3.3 nous per-
mettra, d’une part d’établir des conditions suffisantes de convergence de I’algorithme, d’autre
part de démontrer le réle fondamental joué par certaines matrices de pondération, nommeées
Q%, Rf,, et R}, dans Pamélioration de la stabilité et des performances de l'estimateur
proposé. La synthése de ces matrices sera analysée et un choix simple, basé sur la sélection
de quelques paramétres de synthése, sera proposé.
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3.6.2 Formulation de I’estimateur global

Considérons un systéme non linéaire temps-discret sujet 4 des biais constants décrit pour
le couple d’équations:

Thyr = flzk, by uk) (3.240a)
Y = bz, uk) (3.240b)
ot zx € R", up € R™, yx € R? et b € R7 représente un biais constant, i.e. bypy = by Vk > 0.

Nous supposons que f: R" x R? x R™ — RR"™ est continfiment différentiable par rapport a
zp et abet que h: R" x R™ — IR? est contintiment différentiable par rapport a z;.

La méthode d’estimation globale consiste & augmenter le vecteur d’état xy par le vecteur
des biais by et & formuler un observateur pour le systéme ainsi étendu. A partir de (3.240),

il vient que:
Ll f(mkvbkauk))
= 3.241
<5k+1> ( by (3.2412)
Y = h(zk, uk) (3.241b)

Dés lors, en suivant une méthodologie analogue & celle des sections précédentes et en
associant au systéme (3.241) le systéme stochastique virtuel suivant :

(mk+1> _ (f(wk,bl;k,uk)> + G (3.242a)

brt1
Y = h(zp, uk) + Dyvy, (3.242b)

ot wr, € R" et vp € IR’ sont des bruits additifs blancs, mutuellement indépendants et
de covariances unitaires, Gy et Dy sont des matrices dépendant du temps, de dimensions
respectives (n + ¢) X r et p x s; le filtre de Kalman étendu pour le systéme (3.242) que nous
utilisons en tant qu’observateur pour le systéme (3.241) s’écrit alors:

<%‘k+1) N (ﬁﬂ/k) + Kkt1€k41 (3.243)

b4t brs/k
Pryr = (Lnyg — K1 Hiy 1) Prya i (3.244)
(?kﬂ/k) _ (f(fk,f;muk)) (3.245)
biti/k b
Pirije = FRPeF 4+ Qu (3.246)
ol
Ki1 = PopieHL (Hign Py HE  + Rigr) ™! (3.247)
ert1 = Ykt — M(Epp1/k, Upr1) (3.248)
avec
af . - af,. -
Fi = Flan o) = (5’5@’“{’5”““’“) a5 '}’b’““k)) (3.249)
q
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. oh ;
Hivr = H(Zpg1/hs k) = (m($k+1/k,uk+1) G) (3.250)

et Py = plury > 0. Q) et Riyy sont des matrices de pondération définies positives dont le
choix est libre. La démonstration de la convergence de cet observateur est analogue & celle
de ’'OKE pour les systémes non linéaires, présentée en section 3.3.3.

Le principal inconvénient de cette approche réside dans le fait méme de devoir augmenter
le vecteur d’état par le vecteur des biais, 'OKE construit étant de dimension n + ¢. Cette
stratégie d’estimation semble donc effective lorsque le nombre de biais est faible devant
la dimension du systéme, mais devient vite problématique en terme de capacité de calcul,
lorsqu’elle s’applique a des systémes de grande dimension, ou sujets & des biais multiples.
Afin d’éviter ce probléme et de limiter les risques d’instabilité numériques inhérents a toute
implantation physique de cet observateur (en particulier pour les systémes mal conditionnés),
il convient de séparer 'estimation de I’état de celle des biais, en appliquant une stratégie
d’observation en deux étapes partiellement découplées [FRI69)].

3.6.3 Formulation de ’estimateur séparé

Considérons le systéme déterministe (3.241). L’algorithme d’estimation proposé consiste
4 estimer séparemment et séquenciellement 1’état et les biais de (3.241) par 'intermédiaire
de deux systémes dynamiques de dimensions respectives n et g.

¢ Estimation de ’état

Bep1 = Tryr/k + Ky een (3.251)

Ki}_l = Skyp1Lps1 (3.252)
Px wa F;L’

pe ., = (F& F? ( ke ’“)( >+Q 3.253

k+1/k ( k k) P}:fb sz F k ( )

Py = if+1/fc - I{lf+1gg+1 (3.254)

e Estimation des biais

) . \
brg1 = bpyryr + Kiyi€rpn

(
K}y = Vigr Lt (3.256)
Py, = B + Q) (3.257)
P1§+1 = P?§+1/k Ek«s-l%ciz (3258)
avec
Ly = (Hi 1 Pyt k+1 + Ri)™ (3.259)
Sear = PiyyHig, (3.260)
T T
Vier = PEbL HE (3.261)
Poy = FEPP + FLPL+ QY (3.262)
pk-H Pku/k - K§+1 Vkﬂ} (3.263)
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et .
x XL 7 a ~ 7 ~ by a ) ~ ~
Fk = F (;rk,bk,uk) = —éé(&‘k,bk,uk), Fls = Fb(azk,bk,uk) = é-é‘-(xk,bk,uk)
(3.264)
e P Sl ah ~
Hip = H(Sppr i ukgr) = 5;($k+1/k3uk+1) (3.265)

ot Tpi1/k, gk_{.}/k et ery1 sont définies par les relations (3.245) et (3.248). Les “pseudo-

covariances” PZ, P} 1 P,ff_l, Pr [k P,i’ 1k €t P;fix /i sont symétriques définies positives

et initialisées comme suit: Py = p7l,, Py = pbl, et P§* = 0 avec =, 1° > 0. Q%, Q4, Q¥°

et R, , sont des matrices de pondération définies positives dont la synthése sera détaillée
ultérieurement.

3.6.3.1 Analogie approche globale/approche décentralisée

Afin de faciliter I’étude de la convergence de l'estimateur découplé état/biais (3.251)-
(3.265), nous démontrons, d’abord, que ce dernier est analytiquement équivalent a 'OKE

global (3.243)-(3.250).

Pour ce faire, nous notons que I'agrégation des relations (3.252), (3.256), (3.259), (3.260)
et (3.261) permet de réécrire les gains d’observateur K7, et K}, sous la forme:

(k) = (e e (HH) ><
LY kail/'k P1§+1/k 0
-1
x be HzT
k+1/k  Tht1/k
De méme, les équations (3.253), (3.257) et (3.262) nous donnent :

Py P Fg F} Pr PP\ (FE F} ! Qi Qf

k+1/k  * k+1/k

Et en dernier lieu, a partir de (3.254), (3.258) et (3.263), nous avons:

Py Pxﬁﬁ) (([n 0) (KfH) ) Pik P
3 - — (k) (mEL, 0 e 3.268
()= ((5 ) (&F) e 0 Pt Py, B2

Adoptons désormais les notations suivantes:

Kir = ( ";'*Zf) (3.269)
+
_ Py Pifil
C/pE Pmb
Peyaji = ( P’;*,;%«/’“ P’;‘“/’*) (3.271)
k+1/k Tkt1/k
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Fk«:(FQ’f f;"f> (3.272)

Hyp = (Hg,, 0) (3.273)
_ [ @& Q?é”)

Qr = (Qiﬂ o (3.274)

En utilisant les notations (3.269) a (3.274), on remarque que les équations (3.266), (3.267)
et (3.268) correspondent aux équations de propagation (3.247), (3.245) et (3.244) de 'OKE
global. " ‘ v

3.6.3.2 Analyse de convergence

Soient Zpy1, Tryi/k les erreurs d’estimation et de prédiction de I'état et byyy lerreur
d’estimation des biais:

5{3&.‘_} = Te41 — ék.{_l (3,275)
The1/k = Thet — Therfk (3.276)
6k+1 = Z} - bk+1 y (3‘277)
En utilisant les relations (3.275) & (3.277) ainsi que (3.251), (3.255) et (3.269), la dynamique
‘de 'erreur d’estimation (gk> est donnée par:
k
L1 Trya/k .
5 = 7 + K 3.278
(ka) ( by ) k+1€k+1 ( )
ol les erreurs Tp41/x €t epyy vérifient:
Erpase = flr, b, ue) = fldk, b i) (3.279)
ert1 = MTrpr, Ukpr) — M Erg/ks Ukg1) (3.280)

Les linéarisations respectives de f autour des estimées 25 de I'état et by des biais, et de h
autour de la prédiction £441/x donnent:
~ ~ by . 4 3
Eeg1/e = FYEe + Fbe + @(k, £k, b, by, ur) (3.281)
Chkt1 = Hfﬂikﬂfk + X(Zkt1, 5fk+1/k,uz:+1) (3.282)
Afin de mener une étude de convergence rigoureuse sans aucune approximation, nous
utilisons la technique de linéarisation exacte détaillée dans les sections précédentes et intro-
duisons, de ce fait, des matrices diagonales inconnues f3{ et of,, permettant de prendre en

compte les résidus de linéarisation ¢, et Xi41. Tryi/k €t epqr s'écrivent alors sous les formes
exactes :

Fryrje = BE(FEae + Fiby) (3.283)
Czi_{,ze;g.;.l = H1f+1ik+1/k (3.284)

en lieu et place des approximations usuelles aux premier ordre suivantes:

Gkyiye R FPE A+ Fiby (3.285)
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Chy1 =~ Hg‘+1:i'k+1/k (3286)
ou les termes résiduels @i et xx41 sont négligés.

Considérons, & présent, la fonction de Lyapunov candidate V : B, x NT s R™, V(0,k) =

Visr = V( ("‘fk“) k4+1) = (‘f’ﬂ“) Pl (wk‘*l) (3.287)
bit1 brt1 bt
et recherchons sous quelles conditions la suite {V}} k>0 €st strictement décroissante.

En utilisant les notations (3.269) & (3.274) et & partir de (3.266) et (3.268), nous notons que
les relations suivantes sont immeédiates :

[(k—!»l Pk+1 Hk+1 k+1 (3.288)
PI;{-I Pu11/k + Hk+1 k+1Hk+l (3289)

De la substitution de (3.288) dans (3.278) et de (3.278) dans (3.287), il vient que:

. - o T
Thtt/k - Tht1/k Thti/k 1
Vir = ( gk/ ) Pk:l ( gk/ ) - ( gk/ ) Hewr Fiprens
=ty z ! gy z~!
”€£+1Rk+1Hk+1 ( kg;/k> + eZ+le+11Hk+lpk+lHZ+1Rk+1€k+1 (3.290)

L’introduction de (3.289) dans (3.290) entraine:

; T 3 5 T
X b X T o
Vitr = Vipe + ( kg;/k> Hifyy k+1ﬂk+1 ( kg;/k) - ( kg]:/k) HE+1Rk+;€k+1

S 7 - -
~6§+1R§§+Z Hiiy ( kg}:/k> + egﬁRk+11Hk+1Pk+IHE+1Rk+1ek+l (3-291)
avec
Thy1/k _ Tryi/k
Vigre = ( b ) Pk+1/k< b, ) (3.292)
En utilisant la forme partitionnée Hyyy = (HE,, 0) ainsi que le paramétrage (3.283)-

(3.284), Viy1 et Viyr/k se réécrivent de la fagon suivante:

. T ¢ =x z=! oz T 21 z
Vitr = Vig1/e + €y (O By 1 Oy — Oy 1l — k+1ak+1
-1

+Rk+15k+1pk+1gk+1 A L (3.293)
. T g8 0 1 (pF 0 Tk
Vitie = (51) Ft <0k [q) (FePe B+ Q) (Ok [q) Fy <bk> (3.294)

Nous savons que la suite de Lyapunov Vi, k > 0, est strictement décroissante s’il existe
un réel ¢ € ]0, 1] tel que:

Vigr = Vi < =V
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soit, en utilisant (3.293) et (3.294):
o1 =1

N & x z=t oz z
Vier —(1 = (Vi = €k+1(0~’k+1 k1@ ™ Xppgdtpy — k+1ak+1

1 z 0
+Ri+1 k+z Pk+1 k+1 k+1)€k+1 + Fk bk X
b 0 I,

(FPeFE + Qi)™ (% ?) Fp—(1- C)P{1> (%:) <0 (3.295)

Une condition suffisante pour satisfaire (3.295) est que le couple d’inégalités suivantes
soit vérifié:

Q’i+1R§;;az-§-l — Oy 2+; $+10‘k+1 + Rk+1 k1 k+1Hk+1 k+1 <0 (3.296)
s (B 0 , - 0 -
Fl (’%’" I ) (FrPF +Qx) (%“ I ) Fe=(1=QP <0 (3.297)
q q

En utilisant la démonstration de "OKE pour les systémes non linéaires (présentée en section
3.3.3), une simple technique de factorisation et la relation (3.288), nous pouvons réécrire
'inégalité (3.296) sous la forme suivante (cf. équations (3.107) a (3.109) en section 3.3.3):

T

x z~! T fiod z -
(af4r — L) Riyi (ki — L) — (Hep Py pHiyy + Ry )™ <0 (3.298)

i ) = 0 sont alors données par
k : ‘

Les conditions suffisantes de stabilité du point d’équilibre (

le théoréme suivant:

Théoréme 3.10 Si les conditions suivantes sont vérifiées :

i. La matrice instrumentale of, € R™" satisfait:

_ | O‘miﬁ(Rﬁﬂ)
Qi-}«l = max Iaﬂ?k+l -1 < k+1
i=lywp 0 Omax(H} P2f+i/ka+1 +1)

(3.299)

avec 0 < ag,, < oo,

ii. Il existe un réel ¢ €]0,1[ tel que la matrice instrumentale 32 € RP*P satisfasse :

- (I = Q)ominl Fr Pk FF + Q1) 5
b < \/ (Umax(Fk))zgmaX(Pk) = (3’366)

avec 0 < 3 = max;=1,... . (|65],1) < oo,

ii. Le systéme augmenté (3.241) linéarisé le long des trajectoires de l'estimateur décou-
plé (3.251)-(3.265) est N-localement uniformément observable i.e. il eviste des réels
V1,72, € > 0 et un entier N > 1 tels que pour tout k > N :

T ., o1 =1
Nlntq € Of_nprpgdiag(Bi_nyrs - BY )Ohongan S 12lntg  (3.301)
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ot 0 < vy,72 < o0 et

Hip-ni1
3 Hy nyo PNyt
N1 = . (3.302)

HyFy1Freg. . . Frong

pour tout &; € X un compact de R tel que ||lz; — || < e, z; € X, 1 =k - N+
... k=1, tout &;/;_1 € X tel que ij“:%j/j_in<e, r, €X,j=k—=N+1,... ,k,

tout b; € O un compact de RY tel que Hbi_i)i“ <e, b€ i=k—-—N+1,... k-1

et toute séquence d’entrées admissibles Up_niyp) = (Uk-N41,--- ,ur) EU C R™*N

. F), est inversible et Fy,, Hy sont uniformément bornées pour tout &y € X, tout Tpjp—1 €
X, tout b, € Q) el toute séquence d’entrées admissibles,

alors limy s ||zx — 2] = 0 et limjoo ||b — bl = 0 et le systeme (3.251)-(3.265) est un
estimateur local découplé de Uétat et des biais du systeme initial (3.240). B

Démonstration. ; ;

 Afin de vérifier les conditions (3.298) et (3.297), garantissant la stricte décroissance de la
suite Vi, k > 0, nous utilisons dans un premier temps les hypothéses (3.299) et (3.300).
Comme (o, — I,) et Bf sont des matrices diagonales, nous montrons & partir de (3.299) et
(3.300) que:

z — x z zT -
(Omax(@pp1 — 1))25maX(Rki1) < Umin((Hk+1Pk+1/ka+1 + Rit1) 1) (3.303)
g 0\’ _ N |
(Jmax (l Ok L;)) (Umax(Fk))QO'max((FkPkFg + Qk) 1) S (1 - (,)O'min(Pk 1) (3304)

En utilisant les inégalités :
Omax((@k11 — 1)R;J§1(C‘f?§+1 —1)) < (Omax(afyy — 1))20max(R;i1)
R Danear (5 0
2
< (ome (§ 7)) nmd B o (PP + @07
nous montrons, & partir de (3.303) et (3.304), que:
Omax((af 41 — DR (0 — 1) < Omax((HEyy Piy e Hi + Bian)™)  (3.305)

Omax (FkT (%’f Z) (FLPeFT + Q)" (%’f Z) Fk> < (1= Qomn(PTY) (3.306)

existence de (3.305)-(3.306) implique l'existence de (3.303)-(3.304) et donc la stricte dé-
croissance de la suite de Lyapunov V) au sens ou:

Vigr — Vi < —CVi (3.307)
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Finalement, sous les hypothéses . du théoréme 3.10 et sous la condition d’observabilité
uniforme (3.301) du systéme (3.241) linéarisé le long de la trajectoire de I'estimateur (3.251)-
(3.265), la bornitude de la matrice Py est garantie (cf. section 3.3.3 et [DEY68, SON95]) et
il existe 0 < p < p < oo tels que, pour k> N —1:

E_In+q S Pk S ﬁﬁﬂ-q
A partir de (3.307) et en utilisant la bornitude de P, il vient que:

Vit < (10"

2
(1 = ¢y

Lo

<

s |

2
< Vi, la majoration suivante est immeédiate:

~

~

1
En utilisant le fait que —

P k
L Pl To k~N+1)/2 3
P £ Il T e el 3.308
i Y N GRS (3.305)
et la convergence de 'erreur d’estimation (gk) vers zéro est assurée pour k > N —1. U

Remarque 3.21 Comme nous ['avons démontré en section 3.53.3, la condition d’observabi-
lité (3.301) est garantie localement sous la condition de N -observabilité au sens du rang du
systeme augmenté (3.241). Toutefois, 'observabilité du systéme initial (3.240) n’implique pas
lobservabilité du systéme augmenté (3.241) et 'on note que cette derniére condition impose
généralement des restrictions sur le nombre de biais ou parameétres identifiables. L’inobser-
 vabilité de (3.240) ou la non identifiabilité de certains biais apparaissent implicitement au
travers de la condition d’observabilité (3.301). En effet, en utilisant les structures partition-

T b
nées Fj, = (Fok ?@) et Hyyy = (HE, 0), la matrice d’observabilité Ofeonyr g S erit:
q

OF&»«N-{—I,K«} = [Oﬁc-Nﬂ,k] O{bk~N+1,kj]

avec
&Z
kaN+1
e r
O . Hk~N+2Fk~N+1
[e~N+1,k] — .
z f+4 x
H!ﬁFk—l "'Fk‘“N'{—I
0
T b
O _ Hk~N+2F k=~N+1
[k=N+1.k] = .

HE (FE o FE oy oy Py Py F e+ + FE))

Si le systéme initial (3.240) n’est pas observable ou si certains biais (ou parametres) ne sont
pas “excités” de fagon persistante, alors rang(Of_y., 4y) <1 ou rang(Of_nyy ) < q et la
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condition d’observabilité (3.301) n’est pas vérifie. En particulier, on remarque que, lorsqu’un
état partant dune condition initiale nulle, n’est pas commandable, alors tout biais multipliant
uniquement cet élat ne sera pas identifiable. Dans ce cas, la colonne correspondant & ce biais

dans F} est nulle et nous avons rang(@{’k“NH,kl) <gq. v

Remarque 3.22 [’ analyse de la convergence — & ce jour non établie — des algorithmes
d’estimation séparée état/biais, proposés dans [CAG83] et [ZHOY3] et qui ne sont que des
extensions de Ualgorithme de Friedland en utilisant le formalisme de filtre de Kalman étendu,
peut étre développée en utilisant la technique de linéarisation “ezacte” proposée. v

Remarque 3.23 L’approche proposée récemment par Haessig et Friedland dans [HAE98]
sur ’estimation séparée état/biais des systémes LTI via lutilisation de filtres de Kalman
d’ordre réduit, peut étre étendue au cas non linéaire déterministe en combinant les OKE
d’ordre réduit proposés en section 3.4 et 'OKFE séparé développé dans cette section. v

3.6.3.3 Sur le choix des matrices de pondération de ’estimateur et exemple

A linstar de I’étude de la convergence de 'OKE classique présentée en section 3.3.3, il
ressort, dans 1’analyse précédente, que le choix des matrices de pondération Q%, Q% et R% 41
est fondamental pour assurer la convergence de l'estimateur séparé (3.251)-(3.265).

Cette remarque est dtie explicitement & 'introduction du paramétrage (3.283)-(3.284) qui,
en quantifiant la validité et la pertinence de la linéarisation au premier ordre du systéme
(3.241) le long des trajectoires estimées, nous a permis de déduire les conditions suffisantes
(3.299)-(3.300) de convergence de I'estimateur séparé.

Par opposition & 'OKE classique dont la convergence n’est assurée que dans le cas ou
B% et af,, sont proches de la matrice identité, la convergence de I'estimateur séparé proposé
(dont nous rappellons qu’il est équivalent & 'OKE classique) est assurée pour I’ensemble

(1 = Q)omin(FePFT + Q)
(Umax(Fk))ZUmax(Pk)

des matrices 5f et af,, bornées respectivement par H’,z = \/ et

€T
Umin(Rk+1)
xr i ZE’T Z
Omax( {1 k+1/ka+1 + Rk+1)
En cas d’erreurs de linéarisation importantes (en particulier a l'initialisation de ’algo-
rithme), il convient de construire les matrices de pondération Q%, Q% et RY +1 de fagon a

o e
k+1

étendre au maximum les bornes II7 | et H’,f , et a satisfaire ainsi les conditions de conver-
gence (3.299)-(3.300).

Par analogie avec 'OKE classique, un choix simple de Q%, Q% et R? 41 représentant un
excellent compromis entre stabilité et vitesse de convergence de 'estimateur est alors:

T=q"¢terl, + €I, (3.309)
Q) ="elerl, + €', (3.310)

L T T .Z‘T

k+1 — AHk+1Pk+1/ka+1 +61, (3.311)

ot er = Yi — f(Tr/b—1,Uk)-
A% >0, > 0 et A > 0 sont des scalaires positifs suffisamment “grands” en cas de mau-
vaises initialisations de I'algorithme ou de non linéarités importantes des fonctions f et h.

1126



3.6. ESTIMATION SEPAREE DE L'ETAT ET.DES BIAIS DES SYSTEMES NON LINEAIRES

e® >0, " > 0 et § > 0 sont des scalaires suffisamment “petits” devant y%ef ey, yoel ey et
g T . . . e e . .
AH PYyy gy introduits pour assurer la stricte positivité des matrices QF, Qb et Ry,

Les remarques, formulées au paragraphe 3.3.3.3, sur les moyens de vérifier en pratique
les conditions de convergence de 'OKE demeurent évidemment valables pour ’algorithme
d’estimation proposé dans la présente section.

Exemple 3.2 Considérons le systéme non linéaire temps-discret suivant :

Tikpr = (01 + by)(23) + x5pmsr) + 0.1y
Tops1 = (02 + 52)(333»% + z1x) + 0.05ux
Takpr = —Lop(T1pZar + 1)

Ye = T1kTok

ot by et by sont des biais quantifiant une dérive constante des paramétres 6y et 0, autour de
leurs valeurs nominales 6, = —0.5 et 8, = —0.1. Afin d’estimer séparément le vecteur d’état
Ty = ($1k Tk azgk)T et le vecteur des biais by, = (blk bgk)T, nous appliguons Uestimateur

découplé état/biais (3.251)-(3.265) avec :

2&1(0; + ?m:) 2% 9k 3k(01 + Z;Uc) 22,00, + ?711:)

Fy = (05 + Z;zk) 289, (0, + i?zk) 0
—ZTorak —(Zyptze + 1) —ZopZ1k
Fp = 0 22+ &k
0 0

HYy = Baksre Eangre 0)

Nous supposons que les biais by et by, tous deux d’amplitude 0.2, interviennent respectivement
auz instants k = 100 et k = 300. Les conditions initiales sont :

0 1
ro= 0], bo= (8) , To= 1 by = <8§)
0 —-0.5 '

P =101, Pl =10"L, PP =0

L’entrée est uy = 5+ 2sin(0.1k) — 3cos(0.2k) et les matrices de pondération QF, Q% et Rf.,
sont définies comme suil :

QF =101+ 107°13
b =100, + 10731,

z xT —
b = Hiy PlonHiyy +107°

ol ep = Yk — Tihp1/kL2kt1/k-

Les résultats des simulations sont présentés sur les figures 3.3 et 3.4. Les états et biais réels
sont représentés en trait plein et les états et biais estimés en trait pointillé.

A titre indicatif et afin d’illustrer Uimportance du choiz des matrices de pondération ()3,
Q! et Ry, ,, nous avons également simulé Uestimateur découplé (3.251)-(3.265) en adoptant
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les choix classiques suivants: Qf = 107°Is, Q% = 10731, et Rf,, = 107 (réponses en
trait discontinu (—-)). Lorsque les matrices Qf, Q% et RE,, sont judicieusement choisies,
la convergence de l'algorithme est rapide (méme lorsqu’un ou plusieurs biais apparaissent),
alors qu’il est facile de constater que les estimations sont biaisées dans une configuration
classique de "OKE. Sur la figure 3.4, il convient de noter Uinfluence mutuelle qu’exerce
Vapparition d’un biais sur l'estimation du second biais et la trés bonne “réaction” de notre
estimateur a ce phénomeéne.

1 - v - s . i
09t , I 09
ogh i | ; j 08f
07k 0.7
06 0.6
05 05
04 04
03 03}

02

02

0.1 R 6.1
. ol K
0(} 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 [} 50 100 150 200 250 300 330 400 450 500
Echantiflons k Echantittons k
, . .
(a) zyk et &1k (b) zok et Zop

O

o1 /’\‘

G241

03

4

.5

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Echantillons k

(c) zak et T

Figure 3.3: Etats simulés (—) et estimés (— —).
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Figure 3.4: Biais simulés (—) et estimés (— —).

3.6.4 Conclusion

Dans ce paragraphe, un estimateur séparé de 1’état et des biais des systémes non linéaires
a été développé. Cet estimateur est mathématiquement équivalent a 'OKE pour le systéme
étendu (c.-a-d. lorsque le vecteur d’état est augmenté par le vecteur des biais), mais se révéle
nettement moins prohibitif en terme de capacité de calcul.
Une analyse de convergence rigoureuse, sans aucune approximation, de I'algorithme a été
développée. Notre approche peut étre utilisée pour générer des systémes de détection de
défauts et de diagnostic des systémes non linéaires et ouvre de ce fait des perspectives de
recherches trés intéressantes.

3.7 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la synthése et & ’analyse des mécanismes de convergence
d’estimateurs non linéaires utilisant le formalisme du filtre de Kalman étendu.

Dans une premiére partie, aprés avoir démontré la convergence exponentielle globale du
filtre de Kalman, utilisé en tant qu’observateur pour les systémes LTV, nous avons proposé
une nouvelle preuve de la convergence de 'observateur de type Kalman étendu pour les sys-
témes non linéaires temps-discret. Notre approche s’adresse & ensemble des systémes non
linéaires de classe C!, et différe en ce sens de la plupart de celles proposées jusqu’ici dans la
littérature ou la convergence de 'OKE n’est démontrée que pour des classes restreintes de
systémes (systémes modifiables ou observables pour toute entrée).

Notre méthode repose sur une technique de linéarisation “exacte” au premier ordre du sys-
téme étudié. Celle-ci consiste & paramétrer ’analyse de convergence de 'OKE a 'aide de
matrices diagonales inconnues () et apy41) permettant de quantifier le degré de linéarité du
modéle. Des conditions suffisantes de convergence ont été établies en lien avec ce paramé-
trage. Les connections entre les choix de certaines matrices de pondération (@) et Riiq1) et
"amélioration des performances (vitesse de convergence et domaine d’attraction) de 'OKE

ont été démontrées.
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La seconde partie a été consacrée a la synthése de deux observateurs de type Kalman
étendu d’ordre réduit pour la classe des systémes non linéaires temps-discret 4 mesures
linéaires. En utilisant une approche analogue & celle développée dans le cas d’ordre plein,
une analyse de convergence rigoureuse de ces algorithmes a été proposée. Des conditions
suffisantes de convergences ont été données.

Le probléme de I'estimation de 1’état des systémes non linéaires temps-discret singuliers
a été abordé dans un troisiéme paragraphe. Un observateur de type Kalman étendu a été dé-
veloppé sous la condition d’observabilité & U'infini. Des conditions suffisantes de convergences
ont été établies.

Un algorithme d’estimation séparée de ’état et des biais des systémes non linéaires temps-
discret a été présenté en dernier lieu. L’estimateur proposé est analytiquement équivalent
a ’OKE appliqué au systéme étendu, lorsque le vecteur d’état est augmenté par le vecteur
des biais. En suivant une méthodologie analogue a celle utilisée pour démontrer la conver-
gence de 'OKE classique, des conditions suffisantes peu restrictives de convergence ont été
données. De l'analyse quantitative de ces conditions, il est ressorti qu’il existe un réglage
pertinent des matrices de pondération Q%, Q% et RY de 'observateur permettant d’améliorer
significativement la convergence de l'erreur d’estimation.

Dans un dernier chapitre, nous allons vérifier, sur quelques applications, le bien fondé de
notre approche pour la synthése d’observateurs approchés de type Kalman étendu.
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Chapitre 4

Applications-Simulations

Dans ce chapitre, nous allons démontrer la validité et applicabilité de notre approche
pour la synthése d’estimateurs de type Kalman étendu. Dans ce but, nous ménerons plu-
sieurs types de simulations et expérimentations en prenant soin, dans la plupart des cas, de
comparer les résultats obtenus avec ceux fournis par le filtre de Kalman étendu classique.

Dans une premiére partie, I'observateur de Kalman étendu modifié, présenté en section
3.3.3, sera testé en simulation sur un probléme d’identification de systémes non linéaires
MISO représentés sous forme de modéles Hammerstein. Le probléme analysé et la classe de
modéles étudiés ne pouvant étre traités par les techniques d’estimation non linéaire temps-
discret présentées en Chapitre 2, nous pourrons juger de 'applicabilité de 'OKE sur ce
probléme et démontrerons, dans le méme temps, le role fondamental joué par les matrices
de pondération () et Rpy, dans "amélioration des performances de 'observateur.

Dans une seconde phase, une série de tests sera effectuée sur une machine asynchrone. Le
modele de sortie étant linéaire, nous nous attacherons & estimer ’état de ce systéme en ap-
pliquant successivement I’'OKE modifié d’ordre plein (section 3.3.3), 'OKE modifié d’ordre
réduit (section 3.4.2), et ’'OKE pour les systémes non linéaires singuliers (section 3.5) utilisé
dans le cadre de 'estimation simultanée de 1’état et d’éventuelles entrées inconnues pertur-
bant le systéme. D’autre part, sachant que certains paramétres du modeéle sont susceptibles
de varier dans le temps, 'estimateur état/biais développé en section 3.6.3 sera appliqué a
Pestimation séparée de I’état et d’éventuels biais ou parameétres inconnus du systéme.

Ensuite, 'OKE modifié sera appliqué & un probléme de trajectographie passive. Ce sys-
téme est caractérisé par une forte inobservabilité, et par une inadéquation avec la plupart
des techniques d’estimation non linéaire classiques (cf. Chapitre 2). Nous montrerons, par
le biais de simulations, que 'approche proposée pour la synthése ’'OKE (principalement au
niveau du réglage des matrices de pondération de I'observateur) permet d’améliorer signi-
ficativement la convergence de cet estimateur jugé peu performant dans la littérature. Des
comparaisons seront effectuées avec les techniques d’estimation utilisées habituellement pour
résoudre ce probléme (OKE avec pseudo-mesures et OKE & gain modifié).

Dans une quatriéme partie, différents tests sur des bioprocédés seront réalisés. Les pre-
miéres simulations seront dédiées & I'estimation simultanée des concentrations (en biomasse
et en substrat) et des lois cinétiques d’un bioréacteur de base, décrivant la croissance d’un
unique micro-organisme sur un substrat. Par la suite, nous nous intéresserons a I’estimation
séparée de ’état et des biais d’un bioréacteur & culture mixte, décrivant la croissance de deux
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populations cellulaires issues de la méme souche, mais de sensibilité opposée par rapport a
I'adjonction d’un agent inhibiteur extérieur.

Enfin, notre étude ne saurait étre compléte sans une validation expérimentale sur des
données réelles. Dans une derniére phase, notre approche pour la synthése d’OKE sera donc
validée sur un probléme d’estimation séparée de I’état et des parameétres d’un robot expéri-

mental de type SCARA.

4.1 Identification des modéles Hammerstein MISO

4.1.1 Introduction

La modélisation et I'identification des systémes dynamiques est, sans aucun doute, un des
thémes de recherche les plus fréquemment explorés jusqu’a nos jours (voir [LJU83, S6D89]
pour des ouvrages de synthése). La majorité des résultats existants sont fondés sur une
représentation linéaire des systémes. Cette hypothése est souvent réductrice, les processus
physiques étant pour la plupart de nature non linéaire, ils ne peuvent pas, en effet, étre
correctement représentés sur toute leur gamme de fonctionnement par des modéeles linéaires.
Compte-tenu des comportements relativement hétérogénes des systémes non linéaires, nous
remarquons qu’il n’existe pas, & 'heure actuelle, de représentation universelle de tels sys-
témes. Les représentations les plus fréquemment étudiées sont les modéles de type Hammer-
stein, Wiener ou Wiener-Hammerstein. Ces derniers se composent de systémes dynamiques
linéaires en série avec des caractéristiques non-linéaires statiques.

[’identification de tels systémes a retenu ’attention de nombreux chercheurs (cf. [BIL82,
HAB90, BAI98, BOU96]| et les références de ces papiers). Nous distinguons généralement
trois approches: ['une, dite itérative [NARG6], une autre, non itérative [CHAT1], qui consiste
essentiellement & transformer la représentation non linéaire en une forme linéaire en para-
métres pour appliquer, par la suite, les méthodes d’identification linéaires classiques. Enfin,
une derniére approche fondée sur les techniques d’estimation étendues [KOR87, BOU95b].
Nous remarquons que la convergence de la premiére approche n’est pas garantie, alors que la
seconde introduit un certain degré de redondance dans l'estimation des différents parameétres.
Les méthodes d’identification récursives étendues semblent surmonter ces problémes, mais
seule une convergence locale est assurée. Dans ce paragraphe, nous verrons que 'OKE, uti-
lisé dans le cadre de ’identification des modéles non linéaires de type Hammerstein, s’insére
dans cette catégorie de méthodes. Nous montrerons également, en accord avec les résultats
théoriques établis en section 3.3.3, comment améliorer les performances de cet estimateur en
présence des mauvaises conditions initiales ou de non linéarités importantes des différentes
caractéristiques non linéaires.

4.1.2 Modéles Hammerstein MISO : description

Par définition, un modéle Hammerstein est composé d’un systéme linéaire en série avec
une caractéristique non-linéaire statique (cf. figure 4.1 dans le cas MISO).
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Figure 4.1: Modéle Hammerstein MISO.

Dans le cas MISO, la sortie y, & l'instant k est la somme des sorties auxiliaires non
mesurées yi; (1 = 1,...,7):

Yr = Zy—ik (4.1)
=1

Bi(q™!)
Ai(g™)

ot chaque variable y;;, est le produit du transfert linéaire et de la caractéristique

non linéaire statique Z; :

L= Bl |
Yik = Ai(qdl)zﬂc (4.2)

Les polynémes A;(¢™') et Bi(¢™") sont donnés par:

Ai(qwl) =14+anqg " +ang?+... + in, g
Bi(q™") = bio + bing™ + biag + .o+ by, g7

et les caractéristiques non linéaires Z;; par,
2 s
Zik = Gaik + Giztjy, + - - + Gis, U,

ot ¢~! représente 'opérateur retard. ,

Nous supposons que les ordres n;, m; et s; (1 = 1,...,r) sont connus, que les fonctions de
Ai(g7t

transfert mi?-:—;—)-

Bi(q™') _

[BOU95b] pour une justification de cette hypothese).

sont stables et, sans perte de généralité, que by = 1 Vi € {1,... ,r} (cf.

Notons § € RY, [ = >7_, (ni + m; + s;), le vecteur des paramétres & estimer :

T
0 = ((Lu‘..dlm eyt o s Qpp, bﬂ...b;mi...bﬂ...brmr gi1 .- o G1sy ,..gﬂ...b,.sr)
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En utilisant les relations (4.1) et (4.2), nous obtenons facilement le modéle entrée-sortie :

Alq Ny = Z Bi(q™") Zix (4.3)

i=1

ott les différents coefficients des polynémes A(g™') et Bi(¢™") sont fonction de 0+

Alg™h) = Ai(g™HAx(¢™h) - AgTh)
=1+a(0)g" +ax(0)g >+ ... +a(0)g"

et

Bi(q™") = Au(q™") ..  Aia(¢7Y) Bilg™ ) A (7). An(g7)
=1+ Bﬂ(@)q~l + Eiz(g)q—ﬂ 4+ Eimi(g)q—m‘

Les ordres n et m; sont donnés par:

n=mny+ny+...+n,

m; =mny+ ...+ 01 +m;+ N1+ .. 0,

En réécrivant, a présent, (4.3) sous la représentation entrée-sortie équivalente suivante :
Yr = =1 (0)yk-1 — ... — @a(0)yk-n + Z Bi(q™") Zan (4.4)
1=1

nous cherchons désormais a identifier le vecteur des paramétres . Comme nous 'avons
souligné en introduction, de nombreuses techniques d’identification permettent de résoudre
ce probléme dans la littérature. Toutefois, afin de valider expérimentalement une partie des
résultats théoriques établis dans le Chapitre 3, nous proposons ici d’identifier le vecteur
des paramétres inconnus ¢ dans (4.4) en utilisant 'OKE modifié (3.75)-(3.82) développé en
section 3.3.3.

Pour ce faire, nous exprimons le modéle entrée-sortie (4.4) dans I'espace d’état en choisissant
comme vecteur d’état le vecteur des parameétres constants 6. Il vient alors que:

Tyt = Tp = Qk (4.5&)
Y = h(‘rk; Yk—15- -+ s Yk-7, uk) (45b)
otz € RY yp € Ret up = (Ugg .. Utherm, -+» Upk... u,k_mr)T € R™+ 474 peprésente le

vecteur des entrées.

Comme x4 = ¥, nous avons Fj, = [; et 'OKE (3.75)-(3.82) s’écrit :

Erpr = Zr + Kipr (Yrsr — P(Zky Yk - -+ 5 Yot Uk)) (4.6)
Kk+1 = (Pk + Qk)HgH(HkH(Pk + Qk)Hg;l + RkH)ml (4-7)
Pepy = (I = K Hiej ) (P + Q) (4.8)
avec
. oh ..
Hk-H = H(mka Yks .- 7yk—-ﬁ+1’uk+1) = 5;(1;"" Ykso oo s Yk—at1s uk+1) (49)
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ou Fo = pl; > 0. Qr et Ry sont des matrices de pondération définies positives, dont le
choix doit étre effectué en accord avec les remarques émises au paragraphe 3.3.3.3.
Un réglage judicieux est alors:

Qr = (Y = h(Frr, Yooty - 5 Yaery ur)) T+ €, (4.10)
Risr = M1 (Pe + Q) HE + 6 (4.11)

ot v,A > 0 et &, A > 0 sont des paramétres fixés par 'utilisateur.

Nous analysons, a présent, les conditions suffisantes de convergence de I’algorithme (4.6)-
(4.9) énoncées en théoréme 3.5. Dans cette configuration de 'OKE, l'introduction du pa-
ramétrage (3.90)-(3.91) donne 8, = I}, Vk > 0, inégalité (3.111) (une des conditions de
stricte décroissance de la séquence de Lyapunov V) est alors vérifiée pour tout ¢ > 0. D’un
autre c6té, il est clair que le paramétre az41 € IR est inconnu (la valeur de ce dernier dépend
notamment des signaux d’entrée uiyq et de sortie yg,... ,yr—n41) €t il convient d’effectuer
un réglage judicieux de la matrice de ponderatlon R4y de facon & étendre le plus possible

la borne IIf = \/Rk+1(Hk+1Pk+1/kH&+1 + Rpy1)~ ! sur apyy (cf. paragraphe 3.3.3.3).

Enfin, puisque Fi = [;, nous notons que la condition (3.127), d’observabilité uniforme
du systéme linéarisé le long des trajectoires de 'OKE, est équivalente ici & la condition
d’excitabilité persistante classique dans les problémes d’identification non linéaire. Cette
remarque s appuie sur le fait que, V> N —1:

Hk:—N+1 Hk-N+1
. Hy Ny Fe-ngr Hy_ N2
Of-ni14y = : = :
HyFy \Freg oo PN Hj,

4.1.3 OKE modifié: simulations et commentaires

Pour ces simulations, nous traitons l'identification d’un modéle Hammerstein & trois
entrées et une sortie, décrit par la relation :

Bi(q™!) Bi(g™"), . Balg)
= Zik + ——=% + 7 4.12
) T A A (1)
, Bi(¢™")
Les fonctions de transfert sont données par,
Ai(q™)
Bi(g™") _ 1+byg7!
A(q™Y) 14 ang +ang?
By(q7") _ 1t bog™' + bzzqug
Ax(q™Y) 1+ annq™ +apg™?

Bs(q™') _ 1
As(g™Y) 14 as1¢g7! + azaq™?

et les caractéristiques non linéaires statiques Z;; par,

2 3 4 5
Zik = g1k + GioUiy + Gisuyy + Gratyy + gisuy,
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2 3 4
Zyk = Ga1tak + gooltiz), + Gzt + gaatyy,

- 2 3 4
Zsk = ga1usk + gagUzy + gaztizy + gagus,
Le vecteur des paramétres a estimer est :

0= (au ayg Gg1 G2 a3t A3z byy by by g1 ...

Gi5 G2t .- Goa Ga1 --. ga1) € R

La formulation du modéle Hammerstein (4.12) dans I'espace d’état donne:

Tpy1 = =0
Uk = M@, Yee1, Yk—2, Yk=3s Yk—1s Yk—5» Yk—6 Uk U2k, Uk )
= —a1(0)yr—1 — @2(0)yr—2 — a3(0)yr—s — @a(0)yr—a — a5(0)ysr—s — Gs(0)yr_s
+ 7k + b11(0) Zymy + b12(0) Zik—2 + b13(0) Z1k—z + b14(0) Zyp—s + bi5(0) Z1—s
+Zok + le(g)ZQk-l + Ezz(g)zzk-z + 523(9)Z2k~3 + 524(9)2%—4 + 525(9)22k-5
+bo6(0) Zog—s + Zag, + b31(0) Zag—1 + bsa(0) Za—s + B33("7’)231«—3 + b34(0) Z—a

ol
a1(0) = as1 + az1 + arr, a2(0) = asy + (@21 + a11)asy + aze + a11a2; + a9,
az(6) = (a2 + an)asz + (a9 + ar1a2; + a12)asiagiase + agzasy,
a4(0) = (ag2 + arraz + arg)asy + (1102 + a12a21)asy + ayzaze,
as(0) = (ayrasg + ar2a21)asy + arza92a31, ae(0) = a12a22a3,

611(9) = a31 + a1 + b1, 512(9) = a3y + ag1a31 + @z + bii(as; + az),
513(9) = ag1asg + ageasy + by1(ass + agias; + az),

bi4(0) = azaass + bii(aaiass + assazi), bis(0) = biiazass,

b21(0) = bay + as1 + a1, b2a(0) = bay + bar(as + ai1) + ass + ariaz + are,
ba3(0) = baa(ast + a11) + bai(ass + arias + aia) + ariasz + ar9az,

bas(0) = baa(azz + arias: + arz) + bar(aniasy + arsasi) + araazs,

bas(0) = baz(ariass + a12as1) + bar@r2ass, bos(6) = byzarzass,

b31(0) = as1 + arr, bsa(0) = azg + ar1aa + ass,

)
533(9) = 11097 + G12d31, E—734(0) = 12033.

Lors des simulations, les valeurs numériques des différents parameétres sont données dans le
tableau 4.1.

ayy | 0.37 {1 by 1 0.75 | gu1 | 3.50 || go1 | 1.20 || g31 | 2.00
ag 1 0.55 {)21 0.60 12 -5.70 g22 6.80 g3z -1.80
a9 065 bzg 0.45 g13 -3.00 923 -2.50 gss 7.00

ass | 0.90 gia | 1.00 || gog | 0.20 || g34 | 0.05
as; | 0.28 g15 | -4.40
asy | 0.60

Tableau 4.1: Paramétres du modéle Hammerstein.
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Les signaux d’entrées uy, ugr et ugy, sont des bruits blancs, de moyenne nulle et de variances
respectives oy = 0.1, 09 = 0.5 et o3 = 0.3.

Les conditions initiales du systéme, de ’observateur (4.6)-(4.9), ainsi que le paramétrage des
matrices de pondération Qy et Rpyq (cf. relations (4.10) et (4.11)) sont successivement :

e Initialisation 1 et paramétrage de 'OKE modifié.
Tg =0
Zg = 0 : toutes les composantes de Z sont initialisées & 0
Py =10"15,
7=10" A=1, et e=6=10"°

e Initialisation 2 et paramétrage de ’OKE modifié.
= ;
Zo = 100 : toutes les composantes de Z sont initialisées & 100
Py =10"1I5
vy=10", A=5, et e=6=10""

Pour les deux initalisations de I'algorithme, nous avons réalisé une comparaison entre ’'OKE
modifié et 'OKE classique lorsque les matrices de pondération QJy et Rpy; sont:

Qk = 0.1/,
Rk+1 = 01

* Les résultats des simulations sont illustrés par les figures 4.2 4 4.10. Les figures 4.2 4 4.5
montrent I’évolution de la norme de 'erreur d’estimation ||z — || de POKE modifié et de
I'OKE classique pour les deux jeux de conditions initiales, alors que I’évolution des différents
paramétres estimés est représentée sur les figures 4.6 & 4.10 (uniquement pour 'OKE modifié
dans le cas de 'initialisation 1).

Nous pouvons remarquer que la convergence de 'OKE modifié est assurée lorsque les
matrices de pondération @y et R4y sont judicieusement choisies et ce, en dépit d’erreurs
d’initialisation importantes ou de “fortes” non linéarités des caractéristiques Z;;, (les valeurs
nominales des paramétres sont atteintes vers k & 1400 pour linitialisation 1 et k& =~ 2500
pour initialisation 2). D’un autre c6té, il est clairement visible que la convergence de 'OKE
classique n’est pas acquise.

4.1.4 Conclusion

Notre approche pour la synthése d’observateurs de type Kalman étendu a été validée sur
un probléme d’identification non linéaire. Les comparaisons effectuées avec ’OKE classique
ont confirmé les résultats théoriques développés dans le chapitre précédent, et ont notam-
ment permis de mettre en évidence le réle fondamental joué par les matrices de pondération
Qr et Rpyy dans amélioration des performances de 'observateur.

Un réglage judicieux et systématique de ces matrices a été proposé. La technique dé-
veloppée est trés simple & mettre en ceuvre, et ne requiert que le choix d’un minimum de
paramétres de synthése (v et A et & un degré moindre € et § dans (4.10)-(4.11)).

137



CHAPITRE 4. APPLICATIONS-SIMULATIONS
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Figure 4.2: Convergence de la norme de Uerreur d’estimation de
Uétat. OKE modifié. Initialisation 1.
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Figure 4.3: Convergence de la norme de [erreur d’estimation de
Uétat. OKE classique. Initialisation 1.
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Figure 4.4: Convergence de la norme de Uerreur d’estimation de
Vétat. OKE modifié. Initialisation 2.
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Figure 4.5: Convergence de la norme de lUerreur d’estimation de
Uétat. OKFE classique. Initialisation 2.
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Figure 4.6: Evolution des paramétres a;; réels (- -) et estimés (—).
OKE modifié. Initialisation 1.
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Figure 4.7: Evolution des paramétres b;; réels (- -) et estimés (—).
OKE modifié. Initialisation 1.
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(8] 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figure 4.8: Evolution des paramétres gy; réels (- -) et estimés (—).
OKE modifié. Initialisation 1.

Wb o N

v

O 500 1 OO0 1500 2000 2500 3000

Figure 4.9: Evolution des paramétres go; réels (- -) et estimés (—).
OKE modifié. Initialisation 1.
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Figure 4.10: Evolution des parameétres gs; réels (- -) et estimés (—).
OKE modifié. Initialisation 1.
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4.2 Application & ’observation d’une machine asynchrone

4.2.1 Introduction

Nous allons, dans ce paragraphe, appliquer les différents algorithmes d’estimation, déve-
loppés en Chapitre 3, & 'observation d’une machine asynchrone. La commande de ce type de
machines électriques a été intensivement étudiée ces derniéres années et la littérature regorge
de publications sur ce sujet. Parmi les algorithmes de commande classiques, nous citerons la
commande vectorielle [MAR93], la commande linéarisante entrée/sortie [KIM90, Von94], les
méthodes utilisant la propriété de passivité du systéme [ORT93] ou les approches fondées
sur les perturbations singuliéres [DJE93]. Les variables régulées sont typiquement les flux
statoriques et rotoriques ainsi que la vitesse angulaire du rotor.

Ces différentes lois de commandes requiérent la connaissance compléte du vecteur d’état.
Les flux n’étant généralement pas mesurés, plusieurs observateurs permettant de reconstruire
ces variables (& partir des grandeurs mesurées qui sont les courants statoriques et la vitesse
angulaire du rotor) ont été proposés. On y trouve notamment ceux issus de la théorie de
estimation linéaire [VERSS], les estimateurs de type Luenberger étendu [DAL93] ou bien
encore le filtre de Kalman étendu [LAC89, SAL93]. Certains parametres du moteur (couple
de charge, résistance rotorique) pouvant étre inconnus ou susceptibles de varier de fagon
significative au cours du temps, on remarque que les techniques de linéarisation exacte de
erreur d’observation (cf. Chapitre 2), qui utilisent un changement de coordonnées dépendant
de ces paramétres, ne sont pas adaptées a 'estimation de ’état de ce type de machines
électriques.

Da,ns; cette section et en accord avec les résultats théoriques développés au Chapitre
3, nous allons démontrer que les différents algorithmes d’estimation proposés, apportent
une solution constructive a ce probléme, tant au niveau de l'observation de I'état que de
Pestimation d’éventuels paramétres ou entrées inconnus.

4.2.2 Description du procédé et modélisation

Un moteur & induction est composé d’un rotor n-phasé et d’un stator m-phasé, le rotor
étant en court-circuit. Le stator est alimenté par des courants inducteurs déphasés de 27 /n
dans le temps alors que les n bobines statoriques sont elles-mémes déphasées de 27 /n dans
Pespace. La variation de flux générée par le stator crée un courant induit rotorique déphasé
de 27 /m. Ceci occasionne des champs magnétiques statoriques et rotoriques tournant a des
vitesses angulaires différentes, le couple délivré par le moteur est alors fonction du différentiel
de vitesse entre les deux champs magnétiques. Cette propriété confére le caractére asynchrone
4 la machine. La valeur efficace du couple peut, par la suite, étre modifiée en jouant sur le
nombre de phases du stator et du rotor.

Dans ce paragraphe, nous étudierons uniquement un moteur & induction triphasé. Afin
de réduire la complexité d’une représentation triphasée, un modéle & deux phases est utilisé
[MAR93]. La dynamique de ce dernier est donnée par:

38150( + Q-SSG! : USCY

Rgfsg R ésg = Ugg (4.13)
th[rd' + érd’ =0 .
Rilyy + g =0 (4.14)
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ou R, I, ¢ et U, représentent respectivement une résistance, un courant, un flux et une entrée
tension appliquée au stator. Les indices s et r représentent le stator et le rotor, («, 3) désigne
les composantes d’un vecteur écrit dans le repére stator fixe, (d’, ¢') désigne les composantes
d’un vecteur écrit dans un repére tournant a la vitesse n,w, ol n, est le nombre de paires
de poles du moteur et w est la vitesse angulaire du rotor.

Le modéle du moteur & induction peut se formuler indifféremment suivant des repéres
fixés par rapport au stator, au rotor ou au champs tournant. Dans le cadre de ce travail,
nous ne nous intéresserons qu’au modéle exprimé dans le référentiel (e, 8) lié au stator.

En définissant 'angle ¢ par:
6 = nyw, 5(0)=0 (4.15)

il est possible de transformer les vecteurs (i 41, irq') €t (¢rar, Pry) dans le repére tournant
(d',q") en (ira,irg) €t (Pra, drp) dans le repére fixe (o, B). On utilise, dans ce but, les relations :

Ira __ [ cos 6 —sind [rd’
(fr,e) B (sin5 cos § ) ([rq) (4.16)
¢ra __ [ cos 6 —sin é ¢)rd’
(qf)r»,a T \sind  cosé ) \ Py (4.17)
En utilisant (4.15) et en substituant (4.16)-(4.17) dans (4.13)-(4.14), il vient que:

Ryloo + bso = Usa

Ryl + ¢sp = Usg

Rolyo + bra + nphrg = 0

Relog + rp — npohra = 0 (4.18)

Sous quelques hypothéses simplificatrices (linéarité des circuits magnétiques, inductances
mutuelles identiques, ... ), les équation magnétiques sont données par [MAR93]:

bsa = Lslso + Mo Lo
$sp = Lslsp + My Lo
bra = My Lo + Lelra
drg = My Isg+ L 1op - (4.19)

ou L, et L, représentent respectivement les auto-inductances statorique et rotorique, M,,
est I'inductance mutuelle stator/rotor.

En éliminant [,,, [, €t ¢sa, ¢sp dans (4.18), et en utilisant (4.19), nous avons:

M, - M\
[ —e | [ =
Rl + I Dra + (Ls I ) sa = Usa

Msr y Msr s
Rsfs[j + Lr ¢r/3 + (Ls - ?) Isﬁ - Usﬁ
Rr Rr M
'l‘-:r_(pra - “E;Msr[sa + qﬁra + npwﬁbr,@ = 0
R, R, .
z‘“érﬁ - “E“Msr[sﬁ + ¢rp + Npwre =0 (4'20)
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Le couple électro-mécanique produit par le moteur étant donné par:

n Msr ,
Te = pL (Qbroelsﬁ - @rﬁlsa)

la dynamique du rotor s’exprime sous la forme:

np Msr T

(‘éroz s8 @rﬁfsa) - ”j”w - J (422)

ot J est le moment d’inertie de 1’eﬁsemb}e (charge + moteur), F, est le coefficient de frot-
tement visqueux de ’ensemble (charge 4+ moteur) et T, est le couple de charge.

w=

En regroupant les équation électro-magnétiques (4.20) avec la dynamique du rotor (4.21), et
en définissant les nouveaux paramétres:
R, M2 M, L:R, + M1R, n, M,

a=go o=l B 7= oLz S EETULL

la dynamique du moteur & induction dans le repére fixe («, ) lié au stator est :

. 1
[zmr = "“'"‘/’Isa + aﬁéra + ﬁnpw¢rﬁ -+ ;‘Z"‘Usa

1
— U,
ol b

js;i’ = “‘71&6 + aﬁ¢r5 - ﬁnpwqﬁ’m +

Cﬁra = C“Msrlsa - ad)ra - npw¢r§

ér,@ - &Msrlaﬁ - Cifﬁérﬁ + n;vw‘;éra
F, Ty

- ra‘s"“r[sa""_" - .
W(Sralss = $rplsa) = —w =~ (4.22)

Ce modéle est particuliérement bien adapté a la synthése de lois de commande linéarisantes
[Von93, Von94], la commande vectorielle classique nécessitant quant a elle la transformation
des vecteurs ([s4, Isp), (&ra,¢rp) dans un repére (d,q) tournant avec le vecteur des flux

(Sra> Brp)-

Remarque 4.1 La transformation, qui permet de représenter le modéle du moteur asyn-
chrone dans un repére tournant (d,q), utilise les relations :

lin\ _ [ cosp sinp\ [l o baa\ _ [ cosp sinp\ (¢
I,z)  \—sinp cosp/) \ Iy ) \—sinp cosp) \ b

ou p = (arctan ¢r5/drq).
Le modele (4.22), réécrit dans un repére tournant (d,q), est alors [MAR93] :

I? 1
Isd = "")/Isai + aﬁérc{ + npwlsq + OfM.ar = e U
Gra oLy
. IIST 1
[sq = _"}ursq - ﬂnpwgbmi - fgnpw[saf - aMsr””g”Sj + ;’Z‘;Usq
c}érd = ”a';ér‘d + aMersd
p = nyw+ aMs,»«{ﬂ
qﬁrd
. Fv TL
W = ﬂ@érd[sq - "j‘w - 7

143



CHAPITRE 4. APPLICATIONS-SIMULATIONS

4.2.3 OKE modifiés d’ordres plein et réduit
4.2.3.1 OKE d’ordre plein

Nous allons, dans un premier temps, construire un observateur de type Kalman étendu
d’ordre plein pour estimer I’état du moteur dans le repére fixe (e, 3). Les mesures utilisées
sont celles des courants statoriques Iy, et I3 [AUB98a]. La mesure de la vitesse angulaire
w étant, en régle générale, fortement entachée de bruit, nous n’utiliserons pas cette sortie
dans la suite de ce paragraphe. On note que cette hypothése est en contradiction avec la
plupart des travaux sur la synthése d’observateurs pour ce type de machines électriques

[VERS8S8, Von93|.
Afin d’appliquer 'OKE (3.75)-(3.82), nous approximons le modéle temps-continu (4.22) a

'aide de la méthode d’Euler. Soit 7 la période d’échantillonnage et soient :

T . T
ee=(zwn zu 3t 2a Tsk) = (Lak Lpk Grak ror wi)

U = (ulk “2k)T ::(Lgak Lgﬁk)T

les vecteurs d’état et de commande du systéme & 'instant courant k.

Une représentation temps-discrét du modeéle (4.22) est alors donnée par:

g1 = (1 = 7y)21k + TaBzsp + 7O, T5rTar + o7 Utk
Topy1 = (1 = 7y)@ok + Tafrar — TONpTs1T3x + oI Usgk
Tapgr = TaMg 21 + (1 — Ta)zsp — TRETsET 4k
Tappr = TaM 29 + (1 — TQ)Tap + TRHT51T3
TF, iy
Tskpr = T(Zaptor — Tap2ir) + (1 — 7 Y5k — N (4.23)
oil les courants statoriques x1 et g sont directement mesurés.
En réécrivant le modele d’état (4.23) sous la forme usuelle:
T = f@g, uk) (4.24a)
ye = Hay, (4.24b)

avec 75 € R®, ur € R? et y, € R?, nous synthétisons 'OKE suivant :

A

Trt1 = Trprse + Kipr (Yo — HEpyagn)
Peyr = (Is = Ky 1 H) Pryaji

fi“k+1/k = f(;%k,uk)
Pepijp = PP EL + Qk

avec

Ky = Pk+1/kHT(HPk+1/kHT + Rk+1)‘1
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1 -7y 0 Taf TBNnpTsk  TOAN,Zak
0 1 -7y —7Bnyisk Taf —TBn,T3k
F, = TaM,, 0 l—71a —mnydsp —TnyZa
0 TaM, — Tn,Zse 1 —-r1a TNy 3k
. . . R TF,
—THZs THZ2E THZ3E —TUT1k 7

1 0000
= (O 1 00 8)
et Py = pls > 0. En accord avec les remarques formulées au paragraphe 3.3.3.3, les matrices
de pondération (J; et R4y sont choisies comme suit :

Qr = v(ye = Heyppor) (s — Hf&/k-.;)fs +els (4.25)
Ry = /\HPk+1/kH + 61, ‘ (4.26)

ot les paramétres de synthése v, A > 0 et ¢,6 > 0 sont fixés par 'utilisateur.

4.2.3.2 OKE d’ordre réduit

Compte tenu de la structure particuliére du systéme (4.24) (mesures linéaires avec H =
(Ig O) ), nous pouvons appliquer 'OKE d’ordre réduit développé en section 3.4. Pour ce
faire, nous décomposons le vecteur d’état z; en une partie mesurée z;, = y; et en une partie
non mesurée I, , de facon & réécrire (4.24) sous la forme équivalente:

T2y = fZ(‘x?k? Yk, uk) ‘ (427&)
Yrs1 = fi(@a,, Ye, wr) (4.27b)
avec
‘ T&Msrylk -+ (1 - ’i‘(l’)il?;zlk = TNpT2 T2y,

Faol@ay, yk,wr) = TaMiryar + (1 = T)oa, + TlpT 20k T2

TTL
T”(x%kyi’?k - 3722;:91&7) + (1 — ):{,23}:
J J
T
: (1 h Tﬁ/)ylk + Taﬁx?lk + T*gnﬁ?m?skx%h + ;’E"ulk
filza,, y, ug) = Ls
(1 - T')’)ka' + Taﬁiﬁ‘gzk — 7/6”593323k3721k + "OTZ—“%

‘iéme

ol xg, représente la i composante du vecteur d’état z,, .

L’OKE d’ordre réduit (3.140)-(3.146) pour le systéme (4.27) est (cf. section 3.4.2):

Toppr = So( &2, Yrs ur) + Ke(filza,, Yo, wr) — fil@2,, yr, ur))
K, = ngpk 12T(F§2Pk 127 + R, )—1
Piyy = FRP,F2 — KkF,«}?PkF”T

oil les matrices jacobiennes F}?? et F!? sont données par:

Il -1 —Tnpty, —TnyTs,
F22 = | T2y, l—71a T2y,

THY2E  —THY1k 7
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Tof TBnypda,,

FIZ — .
—TBn,Zs,, Taf

avec Py = pls > 0. La construction de la matrice de pondération R, est réalisée en accord
avec la remarque 3.14 et il vient que:

Ry = A\FPPF 461,

Tﬁnpiffgzk )

—-Tﬁnpi%zm

(4.28)
ot A>0etd>0.

4.2.3.3 Simulations et commentaires

La commande du moteur & induction (4.22) étant en dehors du propos de notre étude,
nous avons simulé le modéle (4.23) en boucle ouverte dans le repére fixe (o, 3) avec les entrées

Ui = Usar = 350 cos(0.15k) et ugp = Usyr, = 300sin(0.2k).

La période d’échantillonnge est 7 = 0.5 ms.

Les caractéristiques du modéle sont celles de la plate-forme d’essais de 'IRCyN Nantes inté-
grant le GAR PRC “Commande des Machines Electriques”, & savoir, une machine asynchrone
rotor & cage de type Leroy Somer LSFMV3 90L4 dont les différents parameétres sont donnés
par le tableau 4.2 [AUB98a). '

Résistance statorique R 1.47 Q

Résistance rotorique R, 1 0.79 Q
Auto-inductance statorique Ly 0105 || H
Auto-inductance rotorique L. 0094 |H

Inductance mutuelle stator/rotor M, 1 0.094 | H

Moment d’inertie (charge 4+ moteur) J 0.0256 || Nm.rad=1.s™2
Coefficient de frottement visqueux (charge + moteur) || F, | 0.0029 || Nm.rad~'.s™*
Couple de charge T 10 Nm

Nombre de paires de péles P 2

Tableau 4.2: Paramétres moteur.

Les conditions initiales du systéme, des observateurs d’ordres plein et réduit et le paramétrage
des matrices de pondération (4.25)-(4.26) et (4.28) sont les suivants:

¢ OKE d’ordre plein:

0A 100 A
0A 100 A
g = 0 Wb ;%0 = 3 Wb et P[) = 105[5
0 Wb 3 Wb
0 rad/s 100 rad/s
v=10° X=05, et e=6=10"3
¢ OKE d’ordre réduit:
0 Wb 10 Wb
Toy = | 0 Wb Z9y =1 10 Wb et Py=10°1I5
- 200 rad/s

0 rad/s
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A=05 et §=10"°

Les figures 4.11 et 4.12 montrent les résultats des simulations dans les cas d’ordre plein
et réduit. Sur les figures 4.11(a) et 4.12(a) est représentée la norme de I’erreur d’estimation.
Les figures 4.11(b)-(c)-(d) et 4.12(b) illustrent I’évolution des flux rotoriques et de la vitesse
angulaire du rotor simulés et estimés.

Dans un but comparatif, nous avons également testé les OKE d’ordres plein et réduit
proposés dans une configuration classique (avec v = XA = 0 dans (4.25), (4.26) et (4.28)).
Nous remarquons que les modifications apportées a ’OKE dans la construction des matrices
de pondération () et Riy; nous permettent d’améliorer considérablement les performances
de POKE tant au niveau vitesse de convergence (cf. figures 4.11(a) et 4.12(a)) que stabilité de
algorithme (cf. figures 4.11(d) et 4.12(b)). Les résultats obtenus sont tout & fait en accord
avec ceux établis en théorie dans les sections 3.3.3 et 3.4. Ces résultats sont, cependant,
fortement liés au réglage des matrices de pondération (principalement v et A dans (4.25),
(4.26) et (4.28)), et il conviendra, si 'on veut améliorer les différentes observations, d’affiner
encore plus le choix des paramétres de synthése v et A.

kL’étaJpe suivante consistera a valider les différents algorithmes sur des données réelles.
Cette réalisation est prévue sur la plate-forme d’essais de 'TRCyN Nantes dans le cadre du
PRC “Commande des Machines Electriques” dans quelques mois.

4;2.4 Estimation simultanée de I’état et des entrées inconnues
4.2.4.1 Présentation du probléme

Notre objectif, dans ce paragraphe, est d’appliquer 'OKE (3.207)-(3.214), synthétisé
pom‘ les systémes non linéaires singuliers, a I'estimation simultanée de I’état et d’entrées
inconnues de systémes non linéaires modélisés sous la forme:

Thy1 = f(:z:k,dk,uk) (429&)
yr = Cxp + Ndy (4.29b)

ot z; € R™ est le vecteur d’état et dj, € R? représentent le vecteur des entrées inconnues
interprétées indifféremment comme des défauts ou des biais.

Pour estimer simultanément ’état et les entrées inconnues de (4.29), nous définissons le

vecteur d’état augmenté X; = (:z? A dk) € R™ de facon a transformer le systéme régulier
(4.29) en la forme singuliére:

EXpy1 = f( Xk, uk) (4.30a)
ye = HX (4.30b)

ot E=[I, O] et H=[C NJ.

Nous considérons, & présent, le moteur a induction (4.23), et nous supposons que l'un
des capteurs mesurant les courants statoriques est défaillant. [’équation de sortie est alors

donnée par:
1000 0y 1
9’““(0 100 o)xk""(o)d’@
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[~

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.

O 405 .1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 ]

.4

(a) }{;mj;{ (b) Flux ro::;ue (z3)
WA T

100g~

504

‘100 G.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 ASOG 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04
Temps (s} Temps (s)
(c) Flux rotorique (z4) (d) Vitesse angulaire du rotor (zs)

Figure 4.11: Ftats simulés (—) et estimés: OKE d’ordre plein modi-
fié (——) et classique (—-).

ol :ckG}R5 et deIRI.

En introduisant le vecteur d’état augmenté X = (xk dk)T, il est facile de réécrire (4.24)

100001
01 00 0 0}

sous la forme singuliére (4.30) avec F = [[5 05X1] et H = [
L’OKE (3.207)-(3.214) pour le systéme augmenté singulier ainsi généré est :

Ther = Trg1/k + Krpr€r41
Pry1 = (Is — K1 H) Py

(B [ )
CEk—{-l/k - H Vit
Prpyr = AFRP.FFAT + Q)

avec

Ky = Py H (HPoyifp H + Riyr)™"

€1 = Ykyp1 — H«’l?k+1/k
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o

200 P e

156

1o+

L

g 062 004 006 008 01 012 084 0d6 018 02 ) G2 o004 006 G088 01 012 014 016 018 02

Temps (s} Temps {s)
(a) ||z — || (b) Vitesse angulaire rotor (w)

Figure 4.12: Ftats simulés (—) et estimés: OKE d’ordre réduit mo-
difié (— —) et classique (—-).

1 0 000
0 05 0 00
0 0 1 00
A=1o 0 01 0
0 0 001
-1 0 0 00
1—7y 0 Taf Tﬁansk Tﬂan4k 0
0 1 -1y —710n, X5k Taf —70n,Xs, 0
F, = TaM,, 0 l—1a  —mn,Xsp —Tn,Xe 0
0 raM,, ™, X5k l—71a T?’I/ngfc 0
. . : . F,
—TuXg TeXok TuXsak —ruXy 1= TJ 0

et Py = plg > 0. Les matrices de pondération Qi et Ry sont choisies conformément a la
remarque 3.20 émise en section 3.5:

Qk "—"”Yegekfs +ele (4.31)
Rip1 = AH Py HT + 615 (4.32)

ot e = yp — Hip/py avecy,A > 0et £,6 > 0.

4.2.4.2 Simulations et commentaires

Les paramétres du modéle simulé sont identiques & ceux utilisés précédemment (cf. ta-
bleau 4.2). Les entrées appliquées sont toujours uy = 350 cos(0.15k) et ug, = 300sin(0.2k).

La période d’échantillonnage est 7 = 0.5 ms.

Nous supposons que le capteur mesurant le courant statorique zy; devient défaillant au bout

de 50 ms.
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Les conditions initiales du systéme, de I'observateur et le paramétrage des matrices de pon-
dération (4.31) et (4.32) sont:

300 A
0 A 300 A
0 A A 5 Wh
Ty = OWb 5 dg‘—:—OA, ng 5Wb et P0=105[6
0 Wb
0 rad/s 100 rad/s
—200 A

y=10°, A=10"° et e=46=10""

Les résultats des simulations sont reportés sur les figures 4.13(a) et 4.13(d).
En dépit de la défaillance d’un des capteurs et en présence de mauvaises conditions initiales,
I’OKE pour les systémes non linéaires singuliers que nous avons testé, a donné de trés bons
résultats en simulation. La convergence de 1’algorithme est acquise au bout de 100 ms et
une estimation simultanée du vecteur d’état z; (cf. figures 4.13(a) a 4.13(c)) et de l'entrée
inconnue dy (cf. figures 4.13(d)) est obtenue.

30 7
6
25
5
20 4
3
i5
2 4
i 1 37’ 4
A i
~Sﬁ 0.05 0.1 0.15 02 OAIZS 03 .30 0.(’)5 ﬂi 1 6‘1 5 6.2 0.‘25 03
Temps (s} Temps (s)
(a) Flux rotorique (z3) (b) Flux rotorique (z4)
400 : g 300 v
350 200+ N 4
300 _ 100 \ 4
250 B ;’“ e v“
-100F { Ry
200 ! :
200} {
150 7 4 i
1(30~§ 1 400
50" -500
G f" -600
o 508 ] 0.15 02 0.25 03 a0 0.05 0.1 0.15 02 0.5 0.3
Termps (sy Temps (s}
(c) Vitesse angulaire du rotor (z5) (d) Entrée inconnue (d)

Figure 4.13: Ftats simulés (—) et estimés (——). OKE pour les sys-
témes singuliers.
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4.2.5 Estimation séparée de I’état et des biais
4.2.5.1 Présentation du probléme

Comme nous "avons souligné en introduction, certains parameétres de ce type de machines
électriques sont susceptibles de varier de fagon significative dans le temps. En particulier, le
couple de charge est généralement inconnu et la résistance statorique peut fluctuer jusqu’a
+50% autour de sa valeur nominale a cause des variations de température du rotor [MAR93].

Dans ce paragraphe, nous considérons toujours le moteur & induction (4.23) et supposons,
d’une part que la résistance statorique R, dévie d’une constante AR, autour de sa valeur
nominale R,n, d’autre part que le couple de charge constant 7} est inconnu. Nous allons
ensuite, utiliser Ialgorithme d’estimation séparée (3.251)-(3.265) pour estimer conjointement
I’état et les paramétres AR, et T; de (4.23).

En tenant compte de ces différentes incertitudes paramétriques, le modeéle complet du moteur
asynchrone s’écrit :

Tippr = (1 — 7yk)21k + TORT3E + TON Tk T4k + o1 Uik
E]
-
Torpr = (1 — 7yk) 2ok + 704, — TONpT5RT3k + —7 U2k
&
Tappr = TMg gy, + (1 — Tog)Tar — TRpTskTak
Tappr = TMgopzor + (1 — Tag)Tar + TN,2552 3k
TF,, szk
Tsppr = Tp(Taror — Tarrr) + (1 — 7 Tsp — 5
Yk = Tik
Yok = Tak (4.33)

Ron + big Ly S L?R, + M2 (R.n + by)
L, T oL, L2
vecteur des biais (parameétres) constants & estimer.

ou ap = by = b = (AR, TZ)T représente le

En notant le systéme (4.33) sous la forme:

Thy1 = f(;rk,b, uk) (4.34&)
Yk = h(ze,ux) = Hay (4.34b)

nous synthétisons l'estimateur découplé (3.251)-(3.265) avec:

1 — 7% 0 T3éy, TONpTsr  TRNpTak
0 1 =% —1Bny,dse  TPR&k  —TPnydak
Fe = M, 6 0 1 —7ér —TnpZs —TnpZar
e T ~ A A A bl
0 TM b Tn,Tsk 1 —7éy TNpTak
. R . . TF,
—TUTar THTE T T3 —TuZy 1 - 7
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/_ M2 3, O\

7ot + 7 Lok
T‘Mf,.r _— T8, 0
- Lok -+ 5 T4k
sL2 .
R ey g_ (10000
FU mpfeet g —d 0 [ T T 0100 0
I .
Lrif?z;k L. Lok ;
0 —
J
ot dn = B+ b ot 4y — LR+ M2 (Ron + biy)
L T oL, L2 :

Les matrices de pondération QF, Q%, Q%* et RZ,, sont choisies conformément aux remarques
émises en section 3.6.3.3 et possédent les structures temps-variants suivantes:

Qf =y exexls + €15 (4.35)
Qh =etecl; + €1 (4.36)
P=
e = AHPZ,  HT + 61, (4.37)

ot e = yr — Higpy. v°,7°, A > 0 et €%,€°,§ > 0 sont des paramétres & définir.

4.2.5.2 Simulations et commentaires

Les parameétres du moteur & induction simulé sont donnés par le tableau 4.2. Les entrées

sont wyr = 350 cos(0.15k) et ugp = 300sin(0.2k).
La période d’échantillonnge est 7 = 0.5 ms.

Nous supposons, d’une part que la résistance rotorique R, dévie d’une constante AR, = +2 Q
par rapport a sa valeur nominale R,y = 0.79 € au bout de 250 ms (soit plus de 250% par
rapport & R,x), d’autre part que le couple de charge T} est inconnu mais constant (la valeur
réelle étant de 10 Nm).

Pour cette simulation, les conditions initiales du systéme, de I'estimateur et le paramétrage
des matrices de pondération (4.35), (4.36) et (4.37) sont:

0A 5A
0 A 5 A

o= 0Wb | ngb:<1(§)§ ) do=] 1 Wb | et 50:<02Nﬂ>
0 Wh m 1 Wh m
0 rad/s 5 rad/s

PE=10°I5, P:=10"I, et P =0
AT =10°, 4*=10"° X=10"2 et "= =§=10"3

Les résultats des simulations avec 'estimateur découplé état/biais sont illustrés par les
figures 4.14 et 4.15. Les figures 4.14(a) et 4.14(b) représentent I’évolution de la norme des
erreurs d’estimation de ’état et des biais, et les figures 4.14(c) et 4.14(d) font apparaitre les
trajectoires estimées de la résistance rotorique R, et du couple de charge 7.
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Des simulations comparatives ont été réalisées avec le méme estimateur séparé état/biais
utilisant la configuration classique de 'OKE (avec 7% = 4" = A = 0 dans (4.35), (4.36) et
(4.37)). Les résultats des simulations sont en accord avec ceux établis en théorie au Chapitre
3, section 3.6, et démontrent qu’un réglage judicieux des matrices de pondération Q%, Q%
et Rf, , permet d’améliorer significativement la convergence de I'algorithme. Ce résultat est
clairement visible sur la figure 4.14 ou, en dépit de mauvaises conditions initiales et d’une
amplitude importante du biais sur R,, la convergence de 'OKE modifié est assurée, alors
que ce méme observateur utilisé dans une configuration classique ne converge pas (cf. figure

4.15).

Y 70
8,
60
7+
56
6,
5 40
4 30
3
20
2
1
[ -
o h\._‘ " i L i 0 I i i i
"o 005 0.1 015 02 0.25 03 035 04 045 0G5 [ 0.05 0.1 .15 0.2 0.25 03 0.35 404 045 0.5
Temps (s) Temps (s
(a) [lz — 2] (b) [|6— o]
5 60
?r"
e 4Gk 1
0
5 fg‘ﬁ
10 :
-20
-15
40
20 . . . . 60 .
[ .05 0.1 .15 4.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.3 o 0.05 6.1 0.15 02 .25 6.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Temps {8} Temps (s)
(¢) Résistance rotorique (R,) (d) Couple de charge (T7)

Figure 4.14: Etats (biais) simulés (—) et estimés (——). OKE dé-
couplé modifié.

4.2.6 Conclusion

L’approche proposée pour la synthése d’observateurs de type Kalman étendu s’est avérée
particulierement performante sur la machine asynchrone étudiée. Les estimations obtenues
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(a) Résistance rotorique (R,)
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Temps (s}

(b) Couple de charge (17)

Figure 4.15: Biais simulés (—) et estimés (— — ). OKE découplé clas-
stque.

sont tout & fait pertinentes, tant au niveau de 'OKE d’ordre plein, que de 'OKE d’ordre ré-
duit, ou que de 'OKE pour les systémes non linéaires singuliers. En outre, une méthodologie
pour lestimation séparée de 1’état et des biais (ou parameétres) de cette classe de systémes
a été proposée. Les résultats obtenus sont également satisfaisants.

L’étape suivante consistera a intégrer ces résultats dans des stratégies de commande

(OKE d’ordres plein et réduit) ou de diagnostic (estimateur séparé).
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4.3 Application au probléme de trajectographie passive

4.3.1 Introduction

Le probléme de la trajectographie passive consiste & estimer les éléments cinématiques
(position, vitesse, accélération) d’'un corps, appelé cible, se déplacant dans un espace tri-
dimensionnel (ou bidimensionnel) a partir des mesures des angles d’azimut et d’élévation
effectuées depuis un “observateur” mobile. Cette technique est notamment utilisée & des fins
militaires pour les systémes de localisation de sous-marins par sonar [NAR81] ou bien pour
les systémes de guidage automatique de missiles [SON85]. ~

Ce probléme d’estimation s’insére parfaitement dans le cadre de notre étude. En effet,
les méthodes d’observation non linéaires classiques (cf. Chapitre 2) s’avérant pour la plupart
inefficaces, la technique d’estimation traditionnellement appliquée au probléme de trajec-
tographie passive est le filtre de Kalman étendu. Malheureusement, le caractére faiblement
observable de ce systéme (certaines trajectoires de “I’observateur” mobile peuvent rendre
le systéme inobservable [PAY89]) et les problémes classiques liés a ['utilisation de ce filtre
approché (sensiblité par rapport aux conditions initiales et aux non linéarités du systéme)
dégradent considérablement les estimées obtenues. Pour résoudre ce probléme, de nouveaux
algorithmes dérivés du FKE comme le FKE avec pseudo-mesures [SPE81] ou le FKE & gain
modifié [SON85, GAL9I1] ont été développés avec succes.

Dans ce paragraphe, aprés une bréve description du systéme de trajectographie passive,
nous présenterons les techniques d’estimation (FKE ou OKE avec pseudo-mesures et a gain
modifié) habituellement utilisées pour résoudre ce probléme. Ensuite nous montrerons, par le
biais de simulations, que notre approche pour la synthése ’'OKE (notamment au niveau du
réglage des matrices de pondération de I'observateur) permet d’améliorer significativement
la convergence de cet estimateur, pourtant jugé peu performant dans la littérature. Des
comparaisons seront effectuées avec les techniques d’estimation utilisées habituellement pour
résoudre ce probléme.

4.3.2 Modélisation

Dans un espace tridimensionnel, le probléme du guidage automatique de missiles consiste

& aiguiller un missile M, dont les éléments cinématiques sont connus, vers une cible C, a

partir des mesures des angles d’azimut az et d’élévation el. Pour simplifier le modéle, nous
supposerons que la cible se déplace & vecteur vitesse constant (cf. figure 4.16).

Dans le systéme de coordonnées cartésiennes!, le vecteur d’état est composé des trois

o . T . . .
positions relatives z, = (X Y Z) et des trois vitesses relatives v, = (’UX vy vz)T,

le vecteur de commande étant constitué par les composantes de 'accélération du missile

T
U = ap — (CLMX (27 5% CLMZ) B
Le modeéle d’état se met alors sous la forme [SON95]:

4 (03 I3 {03
ouA-(OB 03> eth(Iz).

1. Ce systéme de coordonnées n’est pas unique, un systéme de coordonnées polaires modifiées a notamment
été proposé par Aidala et Hammel dans [AID83].

&= Az + Bu = f(z,u) (4.38)
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Trajectoire Cible Z

~
o b o

\‘
Trajectoire Missile

............................

e -
X
0 = X
Y
Figure 4.16: Schéma de guidage et angles mesurés.
Les mesures des angles d’azimut et d’élévation sont :
Y
Y1 = az = arctan 5= hy(z) (4.39)

Yo = el = arctan (w}é«;\/_———_%) = ho(z) (4.40)

Remarque 4.2 Dans le cas bidimensionnel, le vecteur d’état est z = (X Y vy vy)T et

le modéle d’état s’écrit:
. (0o Iy 0

az = arctan Y
= = arctan | —
v X

N T J . ..
ot U = (aMX aMY) sont les composantes de laccélération du mussile.

Si 7 désigne la période d’échantillonnage, une discrétisation du modeéle (4.38)-(4.40) donne
le systéme:

Tpe1 = Arzr + Brug (4.41)

arctan (—}éﬁ»)
(Yie) _ | ’ —h 4.42
(y%) arctan ( —Zx ) (i) ( )

VX4V 2
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N o 13 ’?"13 o 7'2/2[3
Ol}Ak—(OS [3>eﬁBk-< )
Le schéma d’auto-guidage du missile M est issu de la théorie de la commande LQ et

nécessite la connaissance compléte du vecteur d’état [BRY69]. La synthése d’un observateur
constitue donc une étape indispensable.

Nous notons que les trajectoires entrainant I'inobservabilité de (4.41)-(4.42) ont été ca-
ractérisées dans [NARSIL, PAY89]. 1l est particuliérement facile de montrer que le systéme
devient inobservable dés que P'accélération du missile est nulle. Toutefois, I’étude de 1'ob-
servabilité de (4.41)-(4.42) étant en dehors du propos de notre étude, nous supposerons
qu’il existe certaines trajectoires rendant le systéme réguliérement observable. Comme nous
I’avons spécifié précédemment, la technique d’estimation traditionnellement appliquée a ce
probléme, est le filtre de Kalman étendu. Malheureusement, le caractére faiblement obser-
vable de ce systéme et la sensibilité numérique de ce filtre, par rapport a d’éventuelles erreurs
de linéarisation importantes, dégradent considérablement les estimations obtenues.

Plusieurs solutions ont été envisagées pour pallier & ce probléme. En particulier de nou-
veaux algorithmes, utilisant certaines propriétés structurelles des équations de sortie du
systéme et dérivés du FKE comme le FKE avec pseudo-mesures [SPE81] ou le FKE a gain
modifié [SON85, GAL91], ont été développés avec succes.

4.3.3 OKE avec pseudo-mesures et OKE & gain modifié
4.3.3.1 OKE avec pseudo-mesures

Considérons le modéle d’état (4.41) avec le vecteur des sorties y, = h(z). Par définition,
il est possible de transformer chacune des mesures en pseudo-mesures s’il existe une fonction
z: R? — IR® et une matrice de fonctions H : R — R?*" telles que:

2(yr) = H(yr)zx

Les pseudo-mesures ainsi générées sont affines en 1’état. Puisque les équations d’état en (4.41)
sont linéaires, nous obtenons finalement un systéme non linéaire affine en I’état, pour lequel
il est aisé de construire un observateur de type Kalman étendu (cf. sections 3.2 et 3.2.3). Les
équations de ’OKE avec pseudo-mesures s’écrivent :

Lot = Tpy1/k + K1 (2(yp1) — H(Z/k+1)5?k+1/k)
Pepr = (In — Kipr H(Yr41)) Pryase

Try1/e = ArZr + Brug
Pk = AP AL + Qk
avec
Kppr = Pfc+1/kH(yk+1)T(H(yk+1)Pk+1/kH(yk+i)T + Rk+1)_1

o Py = pl, >0, Qr > 0 et Rryy > 0 sont des matrices de pondération définies positives
dont le choix est libre.
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Pour déterminer les pseudo-mesures z(yx), nous considérons les sorties du systéme (4.41)-

(4.42):
B (xzk)
Y1, = arctan { —
Tik

—T3k
Yok = arctan "“““‘E‘——“—E'-
V Ty T 2

En utilisant quelques identités trigonométriques, on obtient les égalités:

Tk sin(yar) — ok cos(yrx) = 0
21k cos(y1r) sin(yar) + ok sin(yig) sin(yzr) + 23k cos(yax) = 0

a partir desquelles, il est aisé de construire les pseudo-mesures:

(Zl(yk‘)> :< sin(yie) ~ cos(yuk) 0 00 o) .

29(Yk) cos(yix) sin(yar) sin(yix)sin(yax) cos(yze) 0 0 0

— H(y)es = (g) (4.43)

On remarque que les pseudo-mesures z;(y;) sont nulles, V& > 0, le terme de correction dans
'OKE s’écrivant alors — Kpy1 H (Yrg1) i1 /k-

St We = Zf,_f,f‘r g,klﬂ(yz‘)TH(in[i,k} > B, > 0 olt ¢pp est la matrice de transition de la
partie homogéne de (4.41), les conditions de convergence de ’OKE avec pseudo-mesures sont
analogues a celles de 'OKE pour les systémes non linéaires affines en 1’état, et sont données
par le théoréme 3.2 en utilisant les résultats de stabilité de la section 3.2.

Lorsque 'OKE avec pseudo-mesures est utilisé dans un cadre stochastique en tant que filtre,
il est démontré dans [SON85] que les estimées obtenues sont biaisées. Ceci provient du fait
que le gain du filtre (qui tient compte des mesures jusqu’a U'instant & + 1) est directement
corrélé aux bruits de mesures a Uinstant k& + 1.

4.3.3.2 OKE a gain modifié

Song et Speyer dans [SON85, SON86] ont proposé une alternative intéressante a ce pro-
bléme en introduisant le concept de filtre de Kalman étendu a gain modifié. La solution
consiste & modifier le gain du filtre de facon & n’utiliser que les mesures passées. La syn-
theése de leur estimateur fait appel a la notion de fonction modifiable (ou approximativement
modifiable) qu’il convient de définir.

Définition 4.1 (Fonction modifiable, [SON85]) Une fonction h : R"™ — IR? est dite
modifiable s’il existe une matrice de fonctions H : R? x R™ — RP*" telle que:

h(z) = h(2) = H(h(z), &)(z - &)
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Définition 4.2 (Fonction approximativement modifiable, [SON85]) Une fonction h :
R" — IR? est dite approzimativement modifiable s’il existe des matrices de fonctions H :
R? x R" — RP*"™ et ¢ : R” x R™ — RP*" telles que, pour tout z,2 € D C R" :

h(z) — h(2) = (H(h(2),2) + c(z,2 — £))(z ~ 2)
avee limyjp_zj—o || €(z, x — 2)||/||H (h(z), 2)]| — 0. v

Pour formuler le FKE & gain modifié, nous associons au systéme déterministe (4.41)-(4.42),
le systéme stochastique suivant :

Try1 = Arzr + Brug + Grwyg
Yr = h(zg) + Dyog

ot wy € R et vy € IR® sont des bruits additifs blancs, mutuellement indépendants et
de covariances unitaires. GG}, et Dy sont des matrices dépendant du temps de dimensions
respectives 6 X r et 2 X s.

Si la fonction non linéaire A(.) est modifiable (ou approximativement modifiable), le FKE a
gain modifié pour ce systéme s’écrit:

Tpp1 = Ty + Kierr(Yesr — P(Erg1/8))
Prp1 = (L — Kept H(Yrr1, Ergr /) Prgrse

Tre1/k = ApZi + Brug
Pk = APeAT + Q4

avec

e *T ~ ~
Ky = Pk+1/}cH (ykﬂ,$k+1/k)(H*(yk+1>$k+1/k)Pk+1/k X
T ~ -
H* (Yrt1, Fogryk) + Rigr) ™

Mzpr1) = h(@rprse) = H(Yrr1, Srpr/e)(Trar — Trtasn)

. oh . .
H*(Zpq1/1) = gg(fw/k) = H(P(Zr41/8)s Tet1/k)

ol Qk = GkG(,“: et Rk—}-l = Gk—}—iG}:,;.}-

La démonstration de la convergence de cet algorithme est donnée dans [SON85, SON86], et
ne sera pas rappellée dans ce qui suit.

Etude de la modifiabilité de h(z)

Song et Speyer dans [SON85] ont démontré que la mesure de l'angle d’azimut appar-
tient & la classe des fonctions modifiables, alors que la mesure de I'angle d’¢lévation est
approximativement modifiable. En effet, & partir de (4.42), nous avons:

Vi
arctan (—E’i) — arctan (—ﬂii)
k Kip—1

h(xk) - h(xk/kwl) - ~Z ~Zy i1
arctan (T&) — arctan | -4~
k Y fk—1
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arctan

ka/k~1 =X Yk )
Xka/L 1+ka’k/k 1
delk;k F 2y prrdy,
dlkdlk/k 2 ko

- arcta,nak
- a,rctan B

arcta,n

avec dy, = V X;f + Yk2 et Czlk/k-l = \/Xq/k  t Yk/k 1

En utilisant le fait que siny;, = Yi/dy,, cosyir = Xi/di,, sinysr = —Zi/ds, et cosygy, =
dy, [ds, avec dy, = / X} + Y2+ Z} (cf. figure 4.16), nous démontrons que:
ar\ (D, O Xk/k ISInylk"'Yk/k 1 COS Y1k
- (4.44)
B 0 Dy, dlk/k , Sinyap + Zk/lc 1 COS Yak
ol

Dy, = 1/(Xi/h-1 cos yux + Yijro1 sin yix)
Dy, = 1/((1’1“,{“1 COS Yok — ZAk/knl sin yax )

En ajoutant et en retranchant Dy, sinyor/ D1, & Bx dans 'équation (4.44), il vient que:

B = Doy (Xp/p-1 cos yrgsin yar + Vi/k—1 Sin Y1 sin yar
+ Zye -1 €08 Yo + sinyax(dy, ,_, — 1/D1,))

L’équation (4.44) s’écrit alors:

Gpy le 0] . 0
<ﬁk) - ( 0 DQJ H(yr) e + (é(xk’xk C ‘%k/b«l)) (4.45)

ott H(yy) est définie par (4.43) et e(xy, £ — Epjp—1) = Da, sin y%(cilk/k_l —1/Dy,).

Finalement, le terme d’innovation h(zy) — h(&x/k—1) s'écrit:

0
h — W(Zpjpr) = —ErH — gk E . ; 4
(zk) = h(@r/k-1) RH (ye) (2 = Erpp) + k(dfck;xk“‘xk/’kul)/Dzk) (4.46)
ou
- (D, arctan ay)/ oy 0
ke 0 (D, arctan fi)/ Bk

4.3.4 Simulations et commentaires

Nous allons désormais comparer les performances des algorithmes d’estimation décrits
précédemment, avec celles de "OKE muni d’un réglage pertinent des matrices de pondération
Qy et Ryi1. Nous nous plagons dans un cadre d’étude déterministe. La structure de 'OKE
(3.75)-(3.82), appliqué au systéme (4.41)-(4.42), est:

Zprr = Trprse + Kip1 (Y1 — M(Ergaye)
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Pryr = (Ie = Kpy1 Heg1 ) Prgayi
Tryi/e = ArZr + Brug
Pryijr = AP AT + Qi

avec

Kiy1 = Pfs“/r’cﬂgﬂ(HkHPHl/ng;z + Rk%«i)_l
oh .
Hppr = Eg(ﬁkﬂfk)

ott Py = pls > 0. Le choix des matrices de pondération @y et Rjy; est effectué en accord
avec les remarques formulées en section 3.3.3.3 et il vient que:

Qr = YWk — h(Expk-1))" (yr — h(Ersp—1)) 16 + €l (4.47)
Rpyr = M1 Poga i HE + 81 (4.48)

ol les parameétres de synthése v, A > 0 et £, > 0 sont fixés par 'utilisateur.

Nous supposons que la cible, se déplacant au départ a vecteur vitesse constant, adopte

une nouvelle trajectoire & vecteur vitesse constant au bout de 30 secondes (pour éviter
le missile par exemple). Ce changement soudain de trajectoire de la cible (qui peut étre
interprété comme une perturbation) est introduit pour juger des performances de chacun
des algorithmes d’estimation présentés ci-avant.

D’un autre c6té, nous supposons que le missile, se déplacant au départ a vecteur vitesse
constant, enchaine par la suite les phases d’accélération et les phases & vecteur vitesse
constant de facon a alterner les périodes d’observabilité et d’inobservabilité du systéme.

La période d’échantillonnge est 7 =0.02 s.

Les conditions initiales pour le systéme sont :

‘Xg = 3000 m vx, =0 ms"l
Yo = 4000 m vy, = 2 ms™
Zo = 2000 m vz, = 3 ms™!

Les conditions initiales pour les OKE avec pseudo-mesures et & gain modifié sont :

Xo = 1000 m by, = 20 ms™
Yy = 6000 m by, = 20 ms™
Zo = 3000 m b7, = 40 ms™!

avec

Py =10"Is, Qr=Q =10l et Rpyy = R=10"°1,

Les conditions initiales pour 'OKE proposé ainsi que le paramétrage des matrices de pon-
dération (4.47) et (4.48) sont:

Xo = 1000 m bx, = 20 ms™!
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Y5 = 6000 m by, = 20 ms™!
Zo = 3000 m b7, = 40 ms™!
avec
Pg = 1015[6

y=10"% A=3 et e=6=10"°

Les résultats des simulations sont illustrés par la figure 4.17(a) & 4.17(f). Chaque figure
laisse apparaitre les états simulés et estimés & l'aide des trois techniques d’estimation pré-
sentées précédemment, & savoir, I’OKE avec pseudo-mesures, 'OKE a gain modifié et 'OKE
modifié proposé.

Dés que le systéme est observable (au bout de 4 secondes lors de nos simulations), nous
remarquons que la convergence de chacun des algorithmes est assurée. Toutefois, contraire-
ment & 'OKE modifié proposé, nous constatons que 'OKE avec pseudo-mesures et 'OKE
a gain modifié ne peuvent “réagir” a un changement de vitesse soudain de la cible.

4.3.5 Conclusion

Le probléme de la trajectographie passive a été étudié dans ce paragraphe. Ce systéme
se caractérise par une forte inobservabilité et par une inadéquation avec la plupart des
techniques d’observation non linéaires classiques. Notre approche pour la synthése d’OKE a
été comparée aux algorithmes d’estimation traditionnellement utilisés pour reconstruire les
éléments cinématiques de la cible: 'OKE avec pseudo-mesures ou 'OKE & gain modifié. Les
performances des trois observateurs testés sont analogues tant que la cible ne modifie pas sa
trajectoire. Dans le cas contraire, nous avons pu remarquer que les estimations fournies par
les OKE avec pseudo-mesures et a gain modifié étaient biaisées, alors que celles obtenues par
I'OKE modifié demeuraient tout a fait correctes.

A Vinstar des deux applications précédentes, ces résultats de simulation viennent confir-
mer 'importance du choix des matrices de pondération (J; et Rjy; dans 'amélioration des
performances de 'OKE.
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Figure 4.17: Etats simulés (—) et estimés: OKE avec pseudo-
mesures (—-), OKE & gain modifié (---) et OKE mo-

difié (——).
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4.4 Application & 'observation de bioprocédés

Dans cette section, nous allons appliquer une partie des estimateurs de type Kalman
étendu développés en Chapitre 3 & ’observation de deux modéles de bioréacteurs. Nous nous
intéresserons, en premier lieu, a ’estimation simultanée des concentrations (en biomasse et en
substrat) et des lois cinétiques d’un bioréacteur de base. Puis, nous passerons & ’estimation
séparée de I’état et des biais d’un bioréacteur a culture mixte. Ce systéme décrit la croissance
de deux populations cellulaires, issues de la méme souche, mais de sensibilités opposées
par rapport & I'adjonction d’un agent inhibiteur extérieur. Dans les deux cas, nous nous
attacherons & décrire le systéme étudié et les conditions sous lesquelles se déroule la réaction,
puis nous présenterons différents résultats de simulations numériques.

4.4.1 Etude d’un bioréacteur de base
4.4.1.1 Modélisation

Le premier bioprocédé que nous éudierons est issu de [BAS90] et décrit la croissance d’un
micro-organisme sur un substrat dans un réacteur parfaitement agité. Un schéma du procédé
est donné par la figure 4.18.

Sin X, S
; e — o

S
=
|
g |

Figure 4.18: Schéma du bioréacteur de base.

Le bilan de la matiére donne les équations dynamiques:

d(Z;{ L T ¢

d(;/;g) = "'klﬂfVX + EnSin - Fou!;S

dv

— =F, - F, 4.49
dt ‘ (449)

ot X et S représentent respectivement les concentrations en biomasse et en substrat dans le
réacteur et dans le liquide de sortie, V est le volume de liquide contenu dans le réacteur, Si,
est la concentration en substrat dans le liquide d’alimentation dont le débit est Fi,, F,yu est
le débit du liquide de sortie, k; est le coefficient de rendement “consommation de substrat
sur unité de biomasse” et le terme p est appelé taux spécifique de croissance de la biomasse.
Nous supposons que la réaction est continue (Fi, = Foue = V = 0), et que le volume et le
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débit d’alimentation sont mesurés en ligne. Ceci permet de réduire le vecteur d’état a X et
S. En choisissant comme variable d’entrée le taux de dilution D = F},/V/, le systéme (4.49)
se réécrit sous la forme:

dX
ds
- = ~kipX + D(Sn = 5) (4.50)

Nous supposons que la concentration en substrat dans le réacteur est la seule mesure dispo-
nible sur le procédé.

Si 7 désigne la période d’échantillonnage, une discrétisation d’Euler du systéme (4.50) donne:

ch.g_; = (1 +TUE — TD;;)X;G
Sky1 = ~Thipe Xy + (1 — 7Dg)Sk + 75 Dy, (4.51)
Yk = Sk (4.52)

En régle générale, 'évolution des taux spécifiques de croissance est trés délicate a caractériser
et plusieurs lois d’évolution ont été formulées dans la littérature: Monod, Contois, Haldane,
... (voir [BAS90]). En pratique, compte tenu de la dynamique relativement lente de de ces
variables, une approche intéressante consiste & estimer directement les lois cinétiques non
modélisées en utilisant un observateur [BUS96, BUS97].

En adoptant cette stratégie d’estimation et en introduisant le vecteur d’état augmenté zj =
(X ¥ Sk pk) ,notre objectif, dans le paragraphe suivant, sera d’estimer la concentration en
biomasse X} et le taux spécifique de croissance py, & partir de la mesure de la concentration
en substrat du systéme.

4.4.1.2 OKE modifié: simulations et commentaires

En introduisant le vecteur d’état augmenté ¢ = (X k. Sk pk)T, le systéme (4.51)-(4.52)
s’écrit : ‘

X;g,H (?{WPT[,&;GMTDk)Xk

Tht1 = Sk+1 == -Tklﬂk.Xk 4 (1 — TDk)Sk + TSinDk = f(a:*k,uk) (4,53)
Hhk+1 Hk

Y = Sk (4.54)

et 'observateur de Kalman étendu modifié (3.75)-(3.82) pour ce systéme s’écrit :
Trer = f(Zp,ur) + Kit1€p41
avec

Pryijr = Fr P FE + Qi
Kisr = PrpippH oy (Hipr Pogrjn iy + Rid) ™
Pey1 = (Is = Kpp1 Hi1) Pryasi
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oli
L+ 7h, — 7Dy 0 X,
}c - wTkl,ELk 1 - 'i"D;c ~~k1Xk
0 0 1
H=(0 1 0)

€k+1 = Ykt+1 + Tklﬂkf(k —(1- TDk)gk — 75Dk

et Py = pul3 > 0. Les matrices de pondération Qi et Rjyq sont construites en accord avec les
remarques formulées en section 3.3.3.3, et il vient que:

Qr = yererls+els (4.55)
Rpyr = AHPppyp HY 45 (4.56)

ot les paramétres de synthése v, A > 0 et €, > 0 restent a fixer.
Lors de nos simulations, la période d’échantillonnage est 7 = 0.2 h. Afin de générer les

trajectoires simulées du systéme, nous avons successivement modélisé le taux spécifique de
croissance py par les lois de Monod et de Haldane.

La durée de I'expérience est de 200 heures. Les mesures disponibles sont entéchées d’un bruit
blanc, centré et de variance 0.01.

e Modéle de Monod.

Le taux de croissance spécifique de la biomasse est modélisé par 'expression suivante :

;u'maxSiz

1,1,]@ == m (4.57)

ot le taux maximum de croissance est fimax = 0.33 h™', la constante de saturation (ou de
Monod) est Ky = 5 g/l et le coefficient de rendement est ky = 2. La concentration en
substrat dans le liquide d’alimentation est constante et donnée par S;, = 5 g/l, le taux de
dilution est un signal carré représenté en figure 4.19(a).

Les conditions initiales du systéme, de I'observateur et le paramétrage des matrices de pon-
dération (4.55) et (4.56) sont respectivement donnés par:

Xo 3.00 g/l
X, 2.05 g/l :
(50} B <0 9 31) So [ =\ 200/ ) el =107
0 ' fio 0.06 h™*

y=10°, A=0, e=10" et § =10*

¢ Modéle de Haldane.

Le taux de croissance spécifique de la biomasse est modélisé par I’expression suivante:

— ﬂmaxglc
Ky + Sk + S,%/I{g

I3 (4.58)
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Figure 4.20: Etats simulés (—) et estimés: OKE modifié (——) et
OKE classique (—-). Modéle de Monod.

ou les valeurs de pimayx, Kar et ky restent inchangées par rapport a 'expérience précédente.
Nous supposons que le taux de dilution reste constant, Dj = 0.05 h™', alors que la concen-
tration en substrat dans le liquide d’alimentation, S;,, est un signal carré représenté en figure
4.21(a).

Les conditions initiales du systéme, de I'observateur et le paramétrage des matrices de pon-
dération (4.55) et (4.56) ne sont pas modifiés par rapport au modéle de Monod.

Les résultats des simulations sont présentés sur les figures 4.20 et 4.22. Nous remarquons
qu’un réglage judicieux des matrices de pondération () et Ry, lors de la synthése de 'OKE,
nous permet d’assurer la convergence de estimateur, en dépit de mesures fortement bruitées
et de mauvaises initialisations de I'observateur, et méme sans avoir la moindre connaissance
sur les lois d’évolution du taux spécifique de croissance de la biomasse. Ces résultats expéri-
mentaux viennent confirmer ceux établis en théorie au Chapitre 3, sur 'importance du choix
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Figure 4.21: Entrée el sortie simulées. Modéle de Haldane.

des matrices de pondération de 'OKE, dans "amélioration des performances de I'observa-
teur.

D’autre part, il semble intéressant de comparer les performances de 'OKE modifié avec
celles de ce méme OKE utilisé dans une configuration classique (avec v = A = 0 dans (4.55)
et (4.56)). Nous pouvons remarquer, sur les figures 4.20 et 4.22, que les résultats sont biaisés
tant au niveau de l'estimation de la concentration en biomasse que de 'estimation du taux
spécifique de croissance. Ces simulations viennent notamment confirmer des résultats établis
dans [BAS90] mettant en évidence la difficulté d’assurer la convergence du FKE classique
pour cette classe de systémes.

4.4.2 FEtude d’un bioréacteur a culture mixte
4.4.2.1 Modélisation

Le deuxiéme bioprocédé étudié est issu de [HOOB86] et décrit la croissance, dans un méme
environnement, de deux populations cellulaires issues de la méme souche. La croissance d’une
espéce est inhibée par 'adjonction d’un agent extérieur, alors que la croissance de la seconde
espéce a pour effet de rendre inactif ce méme agent inhibiteur. La figure 4.23 représente les
principes d’évolution de chacune des espéces.

Substrat (.5)

X, X2
Déwon IW

Agent inhibiteur (I)

Figure 4.23: Principes d’évolution des populations cellulaires.

168



4.4, APPLICATION A L’OBSERVATION DE BIOPROCEDES

36 - - a6

34 0.14
32
012k
F Gif:
2.8 - “\ s :
26k %

Z4r

22¢

2

13 20 46 60 80 00 120 140 160 180 200 o 20 40 60 80 e 1200 140 160 180 200

Temps (b} Temps (h)
(a) Concentration en biomasse X (g/1) (b) Taux spécifique de croissance pu

(h7")

Figure 4.22: FEtats simulés (—) et estimés: OKE modifié (——) et
OKE classique (—-). Modéle de Haldane.

Nous supposons que la réaction se produit dans un bioréacteur parfaitement agité (le
schéma de ce dernier est semblable & celui représenté en figure 4.18), de volume constant V/,
contenant les populations de cellules résistantes de densité X; et de cellules sensibles a I’agent
mhiblteur de densité X,, un unique substrat de concentration S et un agent inhibiteur de
concentra,tion I. Le liquide d’alimentation, de débit Fi,, injecte dans le réacteur le substrat de
conceﬁtration Sin et Pagent inhibiteur de concentration [;;. Nous supposons qu’il est possible
de céntréler la concentration de I'agent inhibiteur dans le liquide d’alimentation.

A partir des bilans de matiére, le comportement dynamique de la croissance de chacune des
espéces est donné par:

= ()X - 2y,

%ﬁ = p2(S, 1) Xy ~ F{’ft){z

(jli =—pXal + I; Ly — %—5—"-}

%% = —kyp1(S) X1 — kapa(S, 1) X5 + %f‘.gin _ f_{g_;ﬁs

oo (4.59)

ot ky et ky représentent les coefficients de rendement respectifs des espéces 1 et 2 par unité
de substrat. Nous supposons que les cellules résistantes a 'agent inhibiteur désactivent ce
dernier proportionnellement au terme pX;/ ol p est un coefficient strictement positif. En
outre, nous faisons I’hypothése que les taux spécifiques de croissance u;(S) et us(S, I) des
espéces 1 et 2 suivent la loi de Monod:

' maxS
1(S) = Himaxo

Ky + S
= ﬂ’2,m3xS KI
vl ) = SR T
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ott le terme K;/(K7+ I) dans po(S, I) représente I'inhibition de I’espéce 2 par I’agent inhi-
biteur. Comme les cellules proviennent de la méme souche, nous supposons que la constante
de Monod K est la méme pour chacune des espéces.

Nous supposons que la réaction est continue (Fj, = Fuu), le volume et le débit d’alimentation
du réacteur étant mesurés. Ceci permet de réduire la dimension du systéme & 4 variables
d’état: Xy, X5, [ et S. En choisissant comme variables d’entrée, le taux de dilution D =
Fin/V et le taux d'injection de 'agent inhibiteur Dy = DI, le systéme (4.59) se réécrit sous
la forme:

dX

dX

—ER—% B PLZ(Sa 1)X2 - DXz

d7

- = ~pXil = DI+ D;

ds »
- —ky iy (S) Xy — kapa(S, Xy + DSy — DS (4.60)

Nous supposons que les sorties disponibles sur le systéme sont la masse totale des deux
espéces cellulaires et la concentration en substrat du bioréacteur:

y= (X‘ 'g Xz) (4.61)

En désignant par 7 la période d’échantillonnage, une discrétisation d’Euler donne pour le
bioréacteur (4.60)-(4.61) le modeéle suivant:

Xkt (14 mpp — 7Dp) X1k
T . XZI:-{-} . (1 + T2k — TDk)sz
k1 = fgﬂ_l - (1 ~—TpX1kw7‘Dk)[k+TD[k
Sk+1 —Thip1k X1k — ThoporXok + (1 — 7Dg)Sk + 7D1Sin
= f(ar, ux) (4.62)
X+ X
Y = < Sk ) (463)
ou
b maxS ,maxS K
pak = p1(Sk) = Mﬁ et pior = pa(Sk, Ix) = r2 t !

Ky + Sk Ky + St Kr+ 1
Contrairement aux simulations présentées précédemment dans le cadre de ’estimation

de I'état et des lois cinétiques d’un bioréacteur de base, nous supposons ici que les lois

d’évolution des taux spécifiques de croissance des espéces 1 et 2 sont connues analytiquement.

Toutefois, un probléme récurrent lors de ’analyse de tels bioprocédés est apparition de biais
sur les parametres (i1 max €t fi2 max- I effet, il est connu que ces termes sont sensibles a de
nombreux paramétres comme le pH ou la température du bioréacteur.

Sur la base de cette remarque, notre objectif, dans ce qui suit, sera d’utiliser I'algorithme
d’estimation séparée (3.251)-(3.265) pour estimer conjointement ’état et d’éventuels biais
inconnus mais constants sur iy max €t 12 max-
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4.4.2.2 OKE séparé état/biais: simulations et commentaires

En tenant compte de ces incertitudes paramétriques, le modéle complet du bioprocédé est
toujours donné par (4.62)-(4.63), mais avec:

(ﬂ},maxN + blk)sk
Ku+ Sy
(K2,maxn + bar) Sk K
Knr + S Kr+1I

pak = p1(Sk, bix) =

Hok = L‘z(Skayb%) =

Ol {1 maxN €t [t2 max N représentent les valeurs nominales des parameétres /i1 max €t 2 max-

En notant le systéme sous la forme:

LThtr = f($k959 uk:)
Y = h(a:k,uk) == HSEk

ol bry1 = by, nous synthétisons 'estimateur découplé (3.251)-(3.265) en adoptant les struc-
tures temps-variant suivantes pour les matrices de pondération Q%, Q% Q% et RE e

Qi =7 erenls+e°14 - (4.64)
Q) ="ererls + 'L (4.65)
P =
P =AHPL,  HT + 61, (4.66)

ot ey = yr — HIy/k-1, les paramétres de synthése v%,7% X > 0 et £%,&°,8 > 0 restant a
définir.

La durée de I'expérience est de 200 heures, la période d’échantillonnage est 7 = 0.1 h, le
taux de dilution et le taux d’injection de I’agent inhibiteur sont: Dy = 0.3 h™' et Dy =
0.002 gl~'h~!. Les paramétres du modéle sont donnés par le tableau 4.3.

Maximum du taux de croissance - espéce 1 Himaxn || 0.4 H h~t
Maximum du taux de croissance - espéce 2 Uomaxn || 0.5 || h~!
Constante de saturation K 0.05 || g/l
Constante d’inhibition K 0.02 ﬁ g/l
Coefficient de rendement - espéce 1 ky 5
Coeflicient de rendement - espéce 2 ko 6.7
Concentration en substrat dans le liquide d’alim. || S; 2 g/l
Taux de désactivation de I'inhibiteur P 0.5 || hrig™!

Tableau 4.3: Parameétres du bioréacteur & culture mizte.

Les simulations sont effectuées dans un cadre déterministe. Nous supposons, d’une part, que
le parameétre pi; max diminue de 10% par rapport a sa valeur nominale au bout de 20 heures,
d’autre part, que le parameétre pis may diminue de 5% par rapport & sa valeur nominale au
bout de 50 heures.
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Les conditions initiales du systéme, de observateur et le paramétrage des matrices de pon-
dération (4.64), (4.65) et (4.66) sont donnés par:

Xpo | _ [0.10 g/l X | _[030g/1} bio\ _ (0.05 b1
I | “{oorgn) | i | T loosgn| & \b) T owl)
So 0.20 g/l S 0.40 g/1

PF=10"I;, PL=10"1, et PP =0
A =101 42 =10 A=10"2 et &f=e=0=103

Les figures 4.24(a) a 4.24(d) illustrent conjointement I’évolution des trajectoires simulées
du systéme (4.62)-(4.63) et des trajectoires estimées & 'aide de 'OKE séparé état/biais. Les
parametres fi1 max €t fo,max ainisi que leurs estimées sont présentés sur les figures 4.25(a) et

4.25(b).

Les résultats des simulations démontrent, une fois de plus, la pertinence des réglages
proposés pour les matrices de pondération QF, Q% et Rf,, et viennent confirmer, de ce fait,
les “bonnes” performances de notre approche pour la synthése d’estimateurs de type Kalman
étendu.

4.4.3 Conclusion

Dans cette partie, nous avons abordé le probléme de I'observation de deux bioprocédés :
le premier est un bioréacteur de base, décrivant la croissance d’un micro-organisme sur un
substrat et le second est un bioréacteur a culture mixte, simulant la croissance de deux po-
pulations cellulaires de sensibilités opposées par rapport a ’adjonction d’un agent inhibiteur
extérieur.

A travers ces deux applications, les performances de ’OKE d’ordre plein et de 'OKE séparé
état/biais décrits au Chapitre 3, ont pu étre démontrées. Les résultats obtenus sont trés
encourageants et confirment, une nouvelle fois, la validité de la méthodologie adoptée pour
la synthése des matrices de pondération des observateurs. Ces résultats pourraient étre amé-
liorés de facon significative en affinant le choix des paramétres de synthése des observateurs.
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4.5 Application a un robot SCARA. Résultats expéri-
mentaux

Ce dernier paragraphe est dédié & I'application de 'OKE séparé (3.251)-(3.265) sur un
probléme d’estimation conjuguée de I’état et des parameétres d’un robot expérimental SCARA
[BOUDB|. Le robot en question constitue I'un des procédés tests de notre laboratoire pour
I'identification et la commande des systémes non linéaires [KHE95, AUB98c].

4.5.1 Description et modélisation du systéme

Le systéme physique considéré est un robot SCARA expérimental & deux degrés de liberté
se déplacant dans un plan horizontal (cf. figure 4.26).

Ya o

Ty

Figure 4.26: Schéma du robot SCARA plan.

Le robot SCARA est un systéme ouvert, équipé de moteurs auto-synchrones (ou syn-

chrones auto-pilotés) NSK RS 0608F N 001 et NSK RS 1410F N 001, commandés en couple
via un ensemble carte temps-réel Texas Instruments ds1102, basée sur le processeur de si-
gnaux numériques (DSP) a virgule flottante TMS320C31 et interfaces permettant les mesures
des positions, vitesses et couples appliqués.
La programmation de la carte est réalisée par 'intermédiaire des logiciels Scientific Software
Matlab/Simulink /Dspace Real Time Interface qui apportent une interface de programma-
tion conviviale, basée essentiellement sur la synthése de schéma blocs sous Simulink. Ces
programmes sont compilés sur un PC 486-33 MHz, automatiquement transcrits en code C
puis en fichiers objets, fichiers qui seront ensuite chargés dans la carte DSP via une liaison
série et enfin exécutés.

Nous nous intéressons & présent & la modélisation du systéme. Par définition, le modéle
dynamique d’un robot décrit les relations entre les couples appliqués aux actionneurs et les
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positions, vitesses et accélérations articulaires. En régle générale, ce dernier est calculé en
utilisant les formalismes de Lagrange ou de Newton-Euler, et s’écrit ici sous la forme:

[y = (p1 + 2p3 cos(q2))d1 + (p2 + p3 cos(q2)) Gz — p3 sin(gz)¢igo
—pssin(q2)(G1 + ¢2)4z2 + f1(dr) (4.67)
[y = (p2 + ps cos(q2)) s + pada + pssin(qz) gy + f2(G2) (4.68)

ot q; (rad), ¢; (rad/s) et ¢; (rad/s?) (resp. qq, 2 €t ;) désignent respectivement la position,
la vitesse et 'accélération du bras 1 (resp. du bras 2), I'; (resp. I'y) est le couple actionneur
du bras 1 (resp. du bras 2).

p1 (kg.m?), py (kg.m?) et p3 (kg.m?) représentent les paramétres inertiels de base du systéme.
Ces derniers sont obtenus aprés regroupements paramétriques et dépendent de nombreux pa-
rameétres comme les masses, longueurs ou moments d’inertie des bras (voir [KHE95, DAW95]
pour une modélisation détaillée du systéme), fi(¢1) et f2(¢2) désignant, quant & eux, les mo-
déles des frottements.

Afin de faciliter 'implantation de l'algorithme d’estimation, notre étude ne portera que
sur le bras 1 du robot, le bras 2 étant fixé dans une position constante ¢, = 7 et jouant le
réle d’une charge de masse inconnue sur le premier axe.

Dans cette configuration, le modeéle dynamique (4.67)-(4.68) se réduit a 'équation:

Iy = (p1 = 2p3)éi + fi(dq) (4.69)
ott le modéle des frottements retenu est classique, et est donné par la relation:
fild) = furdr + forsgn(dn) (4.70)

ot fy1 (Nm.s/rad) et fs (Nm) représentent les coefficients de frottement visqueux et sec (ou
de Coulomb), sgn(q¢,) désigne la fonction “signe” définie par

. 1 Vi >0
sgn(gy) = { 1 \?’gi =0

) ) T AT ~
En introduisant le vecteur d’état z = (:1:1 :z:2) = (q1 ql) et le vecteur des paramétres

constants § = (6’1 0, ﬁg)T = (p1 —2p3  fa fyi)T, nous obtenons & partir de (4.69) le
systéme dynamique:

Ty =1y
) 1
Ty = b—;(ﬂ — Oyzy — O35gn(zy))

ou la position du bras z; est directement mesurée.

En discrétisant le modéle précédent avec une période d’échantillonnage 7 via la méthode
d’Euler, nous obtenons finalement le modéle d’état temps-discret :

Tik41 = T1k + Tk

-
Tog4r = Lok + 5‘“(“& — O2kzok — O3 sgn(zay))
1k

D1 = Oy - (4.72)

g =216 (4.73)
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4.5.2 Estimation séparée état/paramétres

Dans ce paragraphe, nous considérons le systéme temps-discret (4.72)-(4.73), et nous
appliquons Pestimateur (3.251)-(3.265) pour estimer séparément le vecteur d’état zj et le
vecteur des paramétres 0 :

Estimation de 'état:

Trpr = Tpprsn + Kipy (Yrer — T1p — 7321)

Ky = Skl
PI?Q F:L'T
Pl = (F¥ (’“ k)(’% + Q3
k+1/k ( ) P g Fkﬁ
vt = Dipye — &k+15k+1
Estimation des paramétres:

ék+1 =0y + K}?ﬂ(ykﬂ — T1p — TEok)

[{If-{d = Vit1 Lk

Pif+1/kng+Qi

Pk9+1 = P/f+1/k Ak+1"k+1

avec
T -1 6T o7

Liyr = (prifﬂ/kﬂx + Rﬁﬂ) , Skt = Pk+1/kH y Ve = P;f+1/kH
P = FY PP+ FP +QY, P, = k+1/k - Ki Vil

et

. 1 T
Fk - (0 1"‘792k/61k>

0 0 0
F? = ) s . . s .
g ((—-T/%)(FM — O don — O3 sgn(dar)) —7ox/01r —7 sgn(mzk)/gm)
H* = (1 0)
ot P¥ = p*l, >0, P¢ = I3 > 0 et PF =0.

Les choix des matrices de pondération QF, QY, Q%% et RS +1 est effectué en accord avec la
remarque 3.6.3.3 et il vient que:

Y=y (Y — Brper — Thop1) 2+ €7 (4.74)
Qf = (yk — &1e—1 — TEop1) I + eI (4.75)

-

k+1 = )‘Hpkﬂ/kHT +4 , (4.76)

oit les parameétres de synthése v, 7%, A > 0 et e®,e% § > 0 restent & fixer.

La période d’échantillonnage est 7 = 8 ms, le couple actionneur appliqué au systéme est
représenté en figure 4.27(a).
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Les conditions initiales pour I'algorithme d’estimation séparée état/paramétres décrit précé-
demment sont :

50 kg.m?

Tg = (2?)0;2{;8> , éo = | 50 Nm.s/rad
50 Nm

P¢ =10°I,, P! =10°I; et P =0

Le paramétrage des matrices de pondération (4.74), (4.75) et (4.76) est: v* = 4% = 103,
A=10"ete* =’ =6 =10""

Les résultats sont présentés sur les figures 4.28 et 4.29. La figure 4.28(a) illustre I’évolution de
Perreur d’estimation de la vitesse ¢y, la trajectoire réelle ayant été calculée par différentiation
numeérique, puis par filtrage de la position ¢, représentée par la figure 4.27(b). Afin de juger
au mieux de 'amplitude, tout & fait acceptable, de 'erreur d’estimation en vitesse, nous avons
omis le comportement transitoire de 5 (l'erreur d’estimation initiale est en effet Z, & 20

rad/s).

Les figures 4.28(b), (c) et (d) montrent ’évolution des paramétres estimés 01, 65 et 65. Nous
remarquons que la convergence de chacun de ces paramétres vers une valeur nominale est
assurée en dépit d’erreurs de modélisation et de “mauvaises” initialisations de ’algorithme.
Les valeurs nominales estimées de § sont :

0, = 9.031 kg.m?, 0, = 1.956 Nm.s/rad et 03 = 6.128 Nm

Enfin, dans une derniére étape de validation, nous avons réalisé une validation croisée du mo-
déle sur une autre campagne de mesures. Le couple articulaire appliqué ainsi que les vitesses
réelles et estimées sont présentés sur la figure 4.29. Les résultats confirment unicité de la
solution obtenue lors de 'identification du vecteur des paramétres § et viennent confirmer,
de ce fait, les bonnes propriétés de convergence de I'algorithme.

15 - . ; 180
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Figure 4.27: Entrée et sortie réelles du systéme.
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Figure 4.28: Flat et paramétres estimés.

4.5.3 Conclusion

Les résultats présentés démontrent les “bonnes” performances de ’'OKE séparé état et
paramétres sur le procédé réel étudié. D’une part, le vecteur d’état estimé est relativement
proche du vecteur d’état réel, d’autre part, le modéle identifié a pu étre correctement validé
sur d’autres jeux de données, confirmant ['unicité des solutions obtenues.

[’ajofit d’un troisiéme axe avec préhenseur étant actuellement en phase de réalisation, ['étape
suivante consistera & tester ce méme algorithme sur le robot dans sa configuration globale
et définitive.

En outre, la majorité des modéles non linéaires donnés en pratique étant non déterministes
ou incertains, les conditions d’application de I’algorithme ne sont plus — en théorie — remplies.
Il conviendra donc, dans le futur, de réaliser certaines adaptations de la méthode au cadre
d’étude stochastique.

4.6 Conclusion

Les différentes applications/simulations menées dans ce chapitre nous ont permis de dé-
montrer la validité et 'applicabilité de notre approche pour la synthése d’estimateurs non

178



4.6, CONCLUSION

CHE N

8

Temps {s)

(a) Couple actionneur (Nm)

Temps {s)

(b) Vitesse mesurée (—) et simulée

(=) (rad/s)

Figure 4.29: Validation croisée du modele estimé 0.

linéaires de type Kalman étendu. Des problémes et systémes d’une grande hétérogénéité
ont été abordés: identification des systémes non linéaires MISO, application & ’observation
d’une machine asynchrone, de bioréacteurs ou au probléme de trajectographie passive, et
enfin validation de la méthode sur des données réelles. De par ces applications, plusieurs
propriétés de notre approche ont été mises en avant:

— L’influence du choix des matrices de pondération Q)i et Rpyy sur 'amélioration des
performances de 'OKE (domaine d’attraction et vitesse de convergence) a été mise en
évidence,

~ Nous avons pu juger de la pertinence et de la simplicité des réglages proposés pour les
matrices de pondération de 'OKE. Des comparaisons avec ce méme estimateur dans
une configuration classique ont été effectuées, '

~ Le grand champ d’application (systémes non linéaires sous forme générale de classe C')
et la facilité d’implantation (linéarisation au premier ordre du systéme et choix d’un
minimum de paramétres) de notre approche, ont été démontrés,

En conclusion, les résultats présentés sont venus confirmer I’intérét de notre approche pour la
synthése d’estimateurs de type Kalman étendu et devraient étendre le champ d’application
de cette classe d’estimateurs déja fortement répandue dans le milieu industriel.
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Conclusion générale et perspectives

Ce mémoire est le résultat d’un travail de recherche essentiellement théorique dédié a la
synthése d’estimateurs de 1’état des systémes non linéaires. Afin de situer au mieux notre
apport par rapport aux travaux existants, un état de P'art sur la théorie de l'observation
non linéaire a tout d’abord été proposé. Les contributions personnelles présentées par la
suite abordent le probléme de la synthése et de ’analyse de la convergence d’estimateurs
de type Kalman étendu pour les systémes non linéaires temps-discret déterministes. Leurs
applications & plusieurs systémes réguliérement étudiés dans la littérature et connus pour
leur inadéquation avec cette classe d’estimateurs sont également étudiées.

L’analyse des systémes non linéaires tant au niveau de la commande que de Iobservation
posant de nombreux problémes qui n’apparaissent pas dans le cas linéaire, nous avons été
amenés, dans un premier chapitre, & présenter quelques rappels sur les principales définitions
se rapportant & la stabilité et a l'observabilité des systémes non linéaires, en insistant sur
la notion d’observabilité qui, contrairement aux systémes linéaires, dépend intrinséquement
des entrées du systéme. Les concepts d’entrées universelles et de systémes uniformément
observables ont été introduits.

Le second chapitre a été consacré a une revue bibliographique sur les différentes approches
existantes pour la synthése d’observateurs des systémes non linéaires. Les cas temps-continu
et temps-discret ont été considérés et une classification des différentes méthodes a été réali-
sée: la difference entre les techniques de linéarisation exacte ou approchée de 'erreur d’ob-
servation, les observateurs & erreur non linéaire, les observateurs a4 modes glissants et les
estimateurs d’état sur horizon glissant, a été mise en évidence.

Nos contributions apparaissent dans le troisiéme chapitre de ce mémoire. Nous nous
sommes plus particuliérement intéressés & la synthése et a I'analyse des mécanismes de
convergence d’une classe particuliére d’estimateurs utilisant le formalisme de filtre de Kalman
étendu. Une nouvelle approche pour la démonstration de la convergence de cette catégorie
d’estimateurs (qui sont réguliérement étudiés en pratique en dépit de peu de garanties de
convergence) a été proposée. Plusieurs algorithmes ont été étudiés ou développés:

~ Dans un premier temps, nous nous sommes penchés sur 'analyse de la convergence
du filtre de Kalman étendu classique dans un contexte déterministe. Nos résultats
sont basés sur la théorie de la stabilité au sens de Lyapunov. Aprés avoir démontré
la convergence exponentielle globale du filtre de Kalman en tant qu'observateur pour
les systémes LTV, nous avons apporté une preuve de la convergence des observateurs
de type Kalman étendu pour les systémes non linéaires temps-discret. L’originalité de
notre approche réside dans l'utilisation d’une nouvelle technique de linéarisation “exac-
te” au premier ordre du systéme étudié. Un nouveau paramétrage de l'analyse de la
convergence de l'observateur (via introduction de matrices diagonales inconnues f3;, et
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Qk41), NOUS a permis, non seulement, de donner des conditions suffisantes de conver-
gence de l'observateur, mais aussi, d’établir le réle fondamental joué par les matrices
de pondérations @ et Ry4y dans amélioration des performances de 'observateur (vi-
tesse de convergence et domaine d’attraction). Un réglage judicieux et simple de ces
matrices a été proposé.

— Cette approche a ensuite été étendue & la synthése I’OKE d’ordre réduit pour les
systémes non linéaires temps-discret et & la synthése d’OKE d’ordre plein pour les sys-
témes non linéaires temps-discret singuliers. Seule la classe des systémes non linéaires
a mesures linéaires a été considérée. Une analyse de convergence rigoureuse de chacun
des algorithmes a été effectuée et des conditions suffisantes d’existence des observateurs
ont été données.

— Enfin, un estimateur séparé de 1’état et des biais (ou paramétres) pour les systémes
non linéaires temps-discret a été développé. L’algorithme proposé est analytiquement
équivalent & P'observateur de type Kalman étendu pour le systéme augmenté (lorsque
le vecteur d’état est augmenté par le vecteur des biais inconnus). Les mécanismes de
convergence de l'algorithme ont été analysés en utilisant la technique de linéarisation
“exacte” au premier ordre introduite au début du chapitre. Des conditions suffisantes
d’existence de 'estimateur ont été données.

Dans un dernier chapitre, nous avons appliqué notre approche pour la synthése d’esti-
mateurs de type Kalman étendu & plusieurs systémes en prenant soin, dans la plupart des
cas, de comparer les résultats obtenus avec ceux fournis par ’'OKE classique (essentiellement
au niveau du réglage des matrices de pondération de l'observateur). La premiére applica-
tion traite le probléme de l'identification d’un systéme non linéaire MISO représenté sous
la forme d’un modéle Hammerstein. Les applications suivantes concernent respectivement
I’observation d’une machine asynchrone, un probléme de trajectographie passive et 'obser-
vation de bioprocédés. Enfin, la derniére application nous a permis de valider notre approche
sur un processus réel dans le cadre de 'estimation séparée de I'état et des paramétres d’un
robot plan SCARA. Notre approche s’est avérée particuliérement efficace sur les applications
traitées.

Les résultats présentés dans ce mémoire ont apporté une base théorique pour ’étude de
la convergence d’estimateurs non linéaires de type Kalman étendu et ont, de ce fait, ouvert
plusieurs voies de recherche qu’il conviendrait d’explorer & plus ou moins long terme:

~ Sur le plan méthodologique, le choix des matrices de pondération demeure intuitif et il
serait intéressant d’en affiner encore plus la synthése: définition de critéres permettant
un choix systématique des paramétres de synthése des structures données ou définition
de nouvelles structures de ces matrices,

— La plupart des modéles non linéaires donnés en pratique n’étant pas déterministes,
I’extension de notre approche au cas stochastique constitue la suite logique de nos
travaux. Ce sujet s’avére d’un grand intérét et est actuellement & I’étude,

— Le principe de séparation n’étant pas vérifié pour les systémes non linéaires, I'insertion
des algorithmes d’estimation présentés au Chapitre 3 dans une boucle de régulation
constitue, a notre avis, un théme de recherche trés intéressant,
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— Une généralisation des OKE d’ordre réduit et de 'OKE pour les systémes non linéaires
singuliers au cas de systémes & mesures non linéaires peut étre envisagée, de méme que
la synthése d’OKE fonctionnels pour les systémes non linéaires temps-discret,

~ Enfin, utilisation de 'estimateur séparé état/biais, développé en section 3.6, dans une
stratégie de diagnostic des systémes non linéaires mérite également d’étre approfondie.
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Annexe A

Eléments d’algébre

Cette annexe présente un rappel de quelques notions indispensables d’algebre linéaire et
d’algebre de Lie [HOR87, GOL93, VID93].

A.1 Rappels d’algébre linéaire

A.1.1 Normes vectorielles et matricielles

Une norme vectorielle (ou matricielle) est une fonction de R” (ou de R™*") dans R™*
vérifiant les relation suivantes:

flay>0 & 2#0 (A.1)
fle)=0 & =a2=0 ‘ (A.2)
fla+y) < flz)+ fy) (A3)
flaz) < la] f(z), ea€eR (A4)

pour tout z, y € R™ (ou R™*").
Pour tout vecteur z € R”, nous définissons la classe des p-normes:

i ifp
H:Cnp = (z 1;{74;’) p= 1, 2, ce. , 00 (A5)

i=1

a partir de laquelle nous obtenons les normes particuliéres :

t=l,.0.,n

" » 1/2
el = lail, llzll, = (Z w) =V2Tz et ||z]|,, = max |zi].

i=1 i=1

Pour toute matrice M = (m;;) € R™*", nous définissons la classe des p-normes (ou
normes induites) :

|M]| = max ——% p=1,2,...,0 (A.6)
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Lorsque nous utilisons la norme induite d’une matrice (ou d’un vecteur), l'indice 2 est sous-
entendu. La norme matricielle induite vérifie la relation :

1311 = a0, = mae el — o oraeT) (A7)

Les normes matricielles induites vérifient I'inégalité suivante :

IMN]||, < |M|LIIN, p=1,2,...,00 (A.8)

A.1.2 Inverses et pseudo-inverses

Soit M € IR™*", M' est une pseudo-inverse de M si MMM = M. On remarque qu’il
existe une infinité de pseudo-inverses pour M sauf si celle-ci est non singuliére. Dans ce cas,
pseudo-inverse et inverse sont confondues: Mt = M-,

Soit M € R™™, M' est I'unique pseudo-inverse de Moore-Penrose si:

MMM = M
MMM = M!
(MM = MM
(MM)" = MM

Lemme d’inversion matricielle
Si les matrices réelles A, B, (A — CBD) et (A+ CBD) sont carrées et inversibles, alors:

(A—CBD)™ =A™ + A7'C(B™' = DA™'C)' DA™
(A+CBD)™ = At — A='C(B~' + DA™'C)"'DA™!

A.1.3 Quelques définitions et résultats

Nous énongons désormais quelques définitions et résultats classiques auxquels nous avons
fait appel dans ce mémoire:

Proposition A.1 (Principe de Rayleigh) Soit M € R™™" une matrice hermitienne,
alors la relation suivante est vérifiée :

)\m;n(ﬂff)xTx <z2TMz < }\max(IW)xT.r (A.9)
pour tout © € IR".

Proposition A.2 (Relations sur les valeurs singuliéres) Soient M € R™™ et N €
IR™ ™ deuxr matrices carrées de mémes dimensions, alors:

¢ Onax(MN) < 0max(M)omax(N) (A.10)
¢ Onin(MN) > 0min(M)omin(N) (A.11)
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¢ Onax(M + N) < omax(M) + omax(N) (A.12)
@ Umin(M + A/T) > C"min(M) - gmaX(*N) (Alg)
¢ Onmax(M) <omin(N) = M<IN (A.14)

0U Opmax(.) (T€SP. Omin(.)) désigne la valeur singuliére mazimale (resp. minimale) de (.).
De plus, st M est inversible, alors:

1 )
Omin(M) = m (A.15)

Définition A.1 (Forme canonique duale de Brunovsky) On dit qu’une paire (C, A)
est sous la forme canonique duale de Brunovski avec les indices d’observabilité p; (i =

1,... 7}9}; Zf:}ﬂi =n, 32’:

0 0 0
. 1 0 0
A = bloc-diag (A,,) avee A, = A,xp = _ .
i=1,..,p "L T, .
0 10
C = bloc-diag (C,,) avec C,, = Cixp,=(0 ... 0 1)
1=1,...,p

A.2 Rappels d’algebre de Lie

On appelle dérivée de Lie de la fonction A le long du champ de vecteur f la fonction:

" Oh
Lih(z) = (dh, f) = __a.;f‘l(x) (A.16)
i=1 ¢
La k®™e jtération de cette dérivée de Lie le long du méme champ de vecteur s’écrit :
k k-1 ook
Lih = ZLsh
Lh=h
On défini le crochet de Lie de deux champs de vecteurs f et ¢ par:
af  dg
[, 9l = adsg = 3.9 g;f (A.18)
La k*™e itération de ce crochet s’écrit :
adkg = [f,ad} g (A.19)
adzg = adsg
adlg =g
La relation suivante, appelée formule de Leibniz, est vérifiée:
Liyah = (dh,[f, 9]) = LsLsh — L, Zsh (A.20)
On démontre également que:
dZsh(z) = L5 dh(z) (A.21)
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Annexe B

Sur la bornitude de la covariance de
’erreur d’estimation du filtre de Kalman
appliqué a un systéme LTV

Cette annexe, qui constitue la démonstration du lemme 3.1, présente un résultat primor-
dial sur la bornitude de la covariance Py de Uerreur d’estimation [DEY68, MCG73, ANDS80].
Considérons le systéme stochastique (3.2), le filtre de Kalman (3.5)-(3.10) associé & ce méme
systéme et définissons l'estimateur suivant :

k -1 k
B = ( > hyCr R;lciéy,k;) ( e R;lyi) k>N>0

1=k~ N i=k—N

k

= Wff*:N,k} ( z éf;k]c’? Ry 1%‘) (B.1)
i=k—-N

ot Iy est une estimation de I'état courant z; et W est le grammien d’observabilité de la

paire (Ag, R;"Cy). Comme le filtre de Kalman (3.5)-(3.10) est un estimateur a variance

minimale, il est clair que P, = cov {zp — T} < P, = cov{zr — 1} ol & est estimation

optimale donnée par la filtre de Kalman (3.5)-(3.10).

A Vinstant 7, la sortie y; s’exprime également sous la forme suivante:

k-1
yi = Cizi + v = Cidpmzr + Cidpin z Pl j+1) W5 + V; (B.2)
J=i
L’utilisation de (B.1) et (B.2) donne:
k-1
w ot o o
cov{Zy — zx} = COV{W{kuN,k}(W{kuN,k}$k + W{k-«N,kj Z Ple,j+11W;
J=1
k
+ > GEuCTR ) — 2}
i=k—N
k k-1
ot —
= COV{W{k—N,k] Z <?5§,k10313£ lvi)} + COV{Z é’s{k,ﬁl]“’j} (B.3)
i=k—N i
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En additionnant le terme COV{Z;;E_N @k j+1w;} > 0 dans la partie gauche de (B.3), on
montre que:

k k-1
Py < cov{ij —a} < COV{W&:IN,,C] Z qﬁg’k}CfR;lvi)} + cov{ Z Pk, j+1]W05
i=k-N j=k—N
o=t ¢ I+ alﬂl
= Wi-na + Wi-ng-1) < Tln (B.4)
sous les conditions d’observabilité et de commandabilité uniformes de (3.2).
Considérons & présent la relation (3.7), P;' = PA:/}c—-l + CTR;'Cy et, sous la condition

d’inversibilité de A, définissons la matrice Ly = AETPQIA;"I. A partir de (3.9), nous avons
alors:

Poiy = (L7 + Qr-1)™ (B.5)
Ly = AT P A+ ALTCE R CuAY! (B.6)

Par analogie entre les équations (B.5)-(B.6) et (3.9)-(3.7), P,;}L_I peut étre vue comme la
covariance de l’erreur d’estimation du filtre de Kalman appliqué au systéme LTV :

€1 = A; TG + AT Ol (B.7a)
Yk = & + s (B.7b)

ot cov{w,} = R;' et cov{vy} = Q"

En utilisant la méme méthode que précédemment, on démontre facilement que:

k -1 k-1
Pt < ( > ¢§,21Qf—1¢§¥3;1) + Y Gpnen AT ORI Ciidylyy  (BS)

i=k—N i=k-N

t=k—-N-1 t=k—N

k-1 -1 k-1
P;;/iwl S( Z é[k,iH]QeCﬁﬂ,gH}) + Z ég’k]C?R;ICiQS{i,k} (B.9)

En additionnant C7 R;'Cy de chaque c6té dans (B.9), il vient que:

- - 0 1+ ayf
Pt < W[k—-lN,k~1} +Wheng S “‘”“““‘“ﬁ; “I, (B.10)
Finalement, en combinant (B.4) et (B.10), Py est bornée comme suit:
Pa 1+ a1By
—_— ], <P < —1, B.11
1+ aaf3 ‘ B (B.11)
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“CONTRIBUTION A LA SYNTHESE D’OBSERVATEURS
POUR LES SYSTEMES NON LINEAIRES”

Résumé - L’objectif de cette thése est ’étude et le développement de techniques d’observation des systémes
dynamiques non linéaires.

Aprés avoir rappelé quelques concepts fondamentaux sur la stabilité et I'observabilité des systémes dyna-
miques, puis passé en revue les principales techniques d’observation existantes, nous nous sommes intéressés
4 la synthése d’estimateurs de type Kalman étendu pour les systémes non linéaires temps-discret. Dans ce
contexte, nous avons proposé et étudié la convergence de plusieurs algorithmes: analyse de la convergence du
filire de Kalman &tendu classique dans un cadre déterministe, synthése et étude de la convergence d’observa-
teurs de type Kalman étendu (OKE) d’ordre réduit, synthése et étude de la convergence d’un OKE pour les
systémes non linéalres singuliers; et enfin synthése et 4tude de la convergence d’'un OKE séparé &tat-biais. Les
algorithmes proposés sont simples 4 mettre en ceuvre, fiables, et s’adressent & de larges classes de systémes
non linéaires. L’analyse de la stabilité de chacun d’entre eux repose sur une nouvelle technique de linéari-
sation “exacte” au premier ordre du systéme. La méthode consiste & paramétrer analyse de couvergence
par des matrizes diagonales inconnues, modélisant les différents résidus issus de la linéarisation au premier
ordre du systéme. L'introduction d’un tel paramétrage nous a permis de donner des conditions suffisantes de
convergence, et «1’stablir les connections entre le choix de certaines matrices de ponderatlon et Pamélioration
des performances des sstimateurs.

La validité et Papplicabilité de notre approche ont été démontrées, d’abord en simulationsur un probléme
d'identification ron lineales, puls sur des problémes d’observation de procédés physiques tels que les machines
asynchrones, les bioprocédés ou le probléme de trajectographie passive, et enfin sur des donnees réelles dans
le cadre de Pestimation séparée état-paramétres d’un robot expérimental SCARA.

Motz elés - Filire de Kaiman étendu, Chservateurs non linéaires d’ordre plein et d’ordre réduit, Estima-

tibn séparse ébai-Diass, Systéres non linfaires temps-discret réguliers et singuliers, Analyse de convergence,

s

rear

Tachpigue de Upéarisation “exacte”

“‘CONTRIBUTION TO OBSERVERS DESIGN
FOR NONLINEAR SYSTEMS”

Abstract - The aim of this thesis is the study and the development of observation techniques for nonlinear
dynamical systems. '

After recalling seme basic definitions of stability and observability of dynamical systems, and giving a
survey of the availabie state estimation techniques, we are interested in the problem of extended Kalman-
Lvpe estimators s,iersitfn for nonlinear discrete-time systems. In this context, we have proposed and studied tne
convergence of zeversl algorithms : convergeuce analysis of the classical sxtended Kalman filbzr in a deber-
ministic context, design and convergence analysis of reduced-order extended Kalman-type observers (EKO},
design and convergence as mlysm m an EKG for singular nonlinear systerns and, finally, design aud conver-
genne analysis of a EKQ. The prepns ol aigarxshms are reliable, straigntforward te iroplement
ang anplicable S M g cinases of ”sz“iinéaz systems The stability analvsis of each of thera ir hased an
“moved “exact” st order hm.:arn:«.s“n tachnigue of the wste‘ﬂ By the aid of Lis parametsisation, sufficient
conditions to ensure convergence of the algorithms are estabished, and the connexions between the choice of
some arbitrary weighting matrices »nd the performances improvement 4 tha ¢stimators are pointed out.

The validity and applicability of our approach have been shown, firstly through numerical simulations
on a nonlinear identification problem, secondiy through state estimation problems of pliysical processes like
induction moters, bioprocesses or the bearings-only estimation problem, and finally, with real data through
a combined states and parameters estimation problem of an experimental SCARA rcb@t‘

Keywords ~ Extended Kaiman filter, Full and reduced-order nonlinear abservers Separate-bias estimation,
Regular aizd singular discrete-time nonlinear systems, Convergence analysis, “Exau,L hn@anscxtmn technique.
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