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Chapitre 1

Introduction

1.1 Intégrales d’ordre m et formules d’It6

Dans cette premiére partie, nous présentons des résultats nouveaux reliés & la théorie
du calcul stochastique généralisé développé par Russo et Vallois & partir de 1993.

Nous commencerons par des rappels puis détaillerons les résultats nouveaux que nous
avons obtenus.

1.1.1 Rappels

En 1993, F. Russo et P. Vallois ont jeté les premiéres bases d’un calcul stochastique,
généralisant ceux plus classiques d’Itd et de Stratonovich et dont un des intéréts est qu’il
permet de donner un sens a des intégrales contre des processus qui ne sont pas forcément
des semimartingales.

Les processus gaussiens fournissent de nombreux exemples de processus qui ne sont pas
des semimartingales. Parmi les processus gaussiens, le mouvement brownien fractionnaire
est trés utilisé, sa fonction de covariance étant particuliérement simple. C’est pourquoi, dans
la suite, ce processus sera utilisé pour tester les résultats généraux que nous établirons.

a) Rappels concernant le mouvement brownien fractionnaire

Proposition 1.1.1. 1. Soit X = {Xy,t € R, } un processus gaussien centré, autosimi-
laire d’indice H > 0 (i.e. vérifiant: pour tout ¢ > 0, { Xy, t € R, } et {c¥ X;,t € Ry}
ont la méme loi) et stationnaire (i.e. vérifiant: pour tout b > 0, {Xgpp — Xpn,t € Ry}
et {X¢,t € Ry} ont la méme loi). Alors, nécessairement H € (0,1] et la covariance
de X est de la forme:

Var(X
K7 (s,t) := Cov(Xy,X,) = # (PF st —sPH) st e Ry (L)
2. Pour tout H € (0,1), la fonction K™ définie par (1.1) est une fonction symétrique
de type positif.
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Définition 1.1.2. Soit H € (0,1]. Un mouvement brownien fractionnaire (mbf en abrégé)
d’indice de Hurst H est un processus gaussien continu ceniré, noté B = {BF [t e R, }, de
fonction de covariance K définie par (1.1) et normalisé de telle sorte que Var(Bf) = 1.

Remarquons que le mbf d’indice de Hurst H = 1 est donné par B} = G't avec G une
variable aléatoire normale centrée réduite. C’est pourquoi, quand on étudie le mbf d’indice
H, on écarte en général ce cas peu intéressant et on suppose (ce que 'on fera dorénavant)
que H € (0,1). Quand H = 1, un calcul immédiat implique que B2 n'est rien d’autre que
le mouvement brownien standard. Concernant la régularité des trajectoires d’un mbf, on a
la:

Proposition 1.1.3. Soient H € (0,1) et B un mbf d’indice H. On a, pour tous s,t € R,
E[(Bf — BE)?| = |t — s|*". Par conséquent, les trajectoires de B¥ sont presque toutes
holdériennes d’exposant H — & pour tout € > 0.

1

La proposition suivante montre que, pour intégrer contre un mbf d’indice H € (0,5)U(3,1),
on ne peut pas utiliser le cadre classique d’'Itd ou de Stratonovich:

Proposition 1.1.4. Soient H € (0,1) et B¥ un mbf d’indice H. Alors:
H . . . ) 1
B" est une semimartingale si et seulement si H = 2

H . . 1

B™ est un processus de Markov si et seulement st H = 7

b) Rappels concernant les résultats de Russo-Vallois

Définition 1.1.5. Si X = {X,,t e R, } et Y = {V},t € R, } sont deuzx processus continus,
nous posons, quand la limite existe,

/ Y, d™ X, :1imucp/ Y,
0 e—=0 0

/ Yodt X, = limucp/ Y e
0 e—0 0
Xs-l—e

[ ] [ _ X
/ Y,d°X, = lim ucp/ (Ve + Ye) 5 "ds "intégrale symétrique”,
0 e—0 0 2

Xope — X
+ s Y
e ds "intégrale forward",

Xope — X
Dote T ds "ntégrale backward”,

* (Xoqe — X,)? .
[X,X] = lim ucp / Mds "yariation quadratique”.
£ 0 g

Dans ces quatre définitions, "ucp” signifie convergence uniforme sur les compacts, en proba-
bilité. Rappelons gqu’une famille (X¢).so de processus converge en probabilité vers X quand
e — 0, uniformément sur les compacts, si:

VT >0,¥6>0: limP(sup |Xf—Xt|>5) = 0.

€0 te[0,7]
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Le premier résultat important dans la théorie est que I'intégrale forward (resp. 'inté-
grale symétrique, la variation quadratique) généralise I'intégrale d’It6 (resp. de Stratono-
vich, le crochet) quand Y est adapté et X est une semimartingale (resp. X et Y sont deux
semimartingales, X est une semimartingale): voir [41] pour plus de détails.

Ces intégrales sont le bon outil car, comme dans le cadre classique, elles permettent
d’écrire une formule de type It6:

Proposition 1.1.6. Soit X = {X,t € Ry} un processus continu. L’intégrale forward

Jo F1(X,)d™ X, eziste pour toute fonction f € C*(R;R) si et seulement si X admet une
v(matzon quadratique. Dans ce cas, on a:
F(X) = £(Xo) + / FX)d X, + / FUX)IX, X £ € R, (1.2)

Cette proposition met en évidence un phénomeéne que nous allons retrouver tout au long
de notre étude: D'existence des intégrales [ f'(X,)d*X, ou Jo J/(X,)d°X, est équivalente
a I'obtention d’une formule d’It6.

Lorsque X = B¥ nous avons:

Proposition 1.1.7. Soit BY un mbf d’indice H € (0,1). Alors B¥ admet une variation
quadratique st et seulement st H > % Dans ce cas, elle vaut identité si H = % el est
identiquement nulle si H > 5.

On en déduit que l'intégrale forward fot f/(BE)d=BH existe pour toute fonction f €
C%(R; R) si et seulement si H > 1, et que, dans ce cas:

f(BI) = f(BE) + /f (BHYd~ B + /f” (BMd[BY,B¥),,teR,. (1.3)

D’une maniére analogue, on peut démontrer que si H > 1, 'intégrale symétrique fo f'(BE)d°BH

existe pour toute fonction f € C?(R; R) (la réciproque n est par contre pas vraie, voir juste
aprés) et que, dans ce cas:

f(BH = f(B{H / f'(BEYd’BE t e R;. (1.4)

M. Gradinaru, F. Russo et P. Vallois [26] ont montré que cette derniére formule est encore
vraie pour H > i et f € C*(R;R). Les auteurs ne montrent pas directement Uexistence de
Pintégrale de Stratonovich mais introduisent des intégrales dites d’ordre 3:

Définition 1.1.8. 51 X = {X;,t € R, } et Y = {V},t € R, } sont deuz processus continus,
on pose, quand la limite existe,

t b (Xype — X,)?
/ V. d ¥ X, = liné prob / K%ds "intégrale forward d’ordre 8",
0 £ 0

: L (K — X
/ Y, dt® X, = 1111(1) prob / s+g%ds "intégrale backward d’ordre 3",
0 - 0

(Xs+a - Xs)3

5 ds "intégrale symétrique d’ordre 3".
€

t t
/ Y, d°® X, = lim prob/ (Yeie +Y5)
0 e—0 0
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Ils prouvent que, pour les fonctions localement bornées f, fot F(BH)d*® BY existesi H > 1.

Plus précisément, si H > 1, [7 f(BE)d*®BI existe et vaut 0 et st H = 1, I'intégrale

1 1 1 1
fot f(BH)d®)B{ (resp. fot F(B&HdH® B#) existe mais ne vaut pas 0 en général: si f est de
classe C', nous avons

t 1 1 t 1 1 t 1
[ swha OB = - [ wharosi =3 [ pshas (15)
0 0 0

Par contre, puisque

t i i ‘
Hy po(3) g _ L Y 1—(3) pH Hy 1+(3) pH
[ oy = L ([ swma o [ uneosy)

I’intégrale symétrique d’ordre 3 existe et vaut 0 pour H > i. Ils en déduisent finalement
que la formule d’Tt6-Stratonovich (1.4) a lieu pour toute fonction f € C*(R) si H > 1/4
(voir [26] pour les détails).

1.1.2 La formule d’It6-Stratonovich a lieu si et seulement si H > %

Nous venons d’expliquer que la formule d’Itd (1.3) a lieu si et seulement si H > 1/2 et
que la formule d’It6-Stratonovich (1.4) a lieu si H > 1/4. Il nous a donc paru naturel de
chercher 'ensemble ezact des H pour lequel la formule d’Ito-Stratonovich (1.4) a lieu. Cet
ensemble est en fait ]1/6,1], ce qui constitue un des résultats importants de cette thése.

Expliquons tout d’abord pourquoi la formule d’It6-Stratonovich ne peut avoir lieu si
H <1/6. On a, pour s > 0 et &£ > 0:

BH

(B0 = (B 5 D8 + (P

2

(Bgi—e B Bf)g

2

(B

ste Bf)

En intégrant pour s € [0,t] et en divisant par &, nous obtenons:

[ty - syl = / st [y

BH BH2
:g/o( S+E);_( )(Bg_g /Bﬁ.e_BH d

En faisant € — 0, on en déduit que I’'intégrale symétrique fo (BH)2d° B existe si et seule-
ment si la variation cubique [B¥ B B¥] (dans un sens évident) existe, et que dans ce
cas:
[B n pH pH ls
5 :

Par conséquent, pour que la formule d’It6-Stratonovich (1.4) ait lieu pour la fonction
f(x) = 23, il est nécessaire que l'intégrale symétrique fot (BHE)2d°BE existe et donc que la
variation cubique [BY B BH] existe.

t
(BFYS = (BF)® +3 / (BFY2d°BY —
0
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Or, avec M. Gradinaru [23], nous avons montré le:
Théoréme 1.1.9. Soit m > 3 un entier impair et supposons que H € (0, ] On a

{f/( s+€_BH> ds:t> 0} Y8 L /e uB it > 0he o 0.

Ici {fB; : t > 0} désigne un mowvement brownien standard issu de 0 et la constante stricte-
ment positive cy, g est explicite (nous ne la donnons pas pour simplifier).

En particulier, on en déduit que la varlatlon cubique [B¥ ,B¥ BH] n’existe pas si H <
1/6. En effet, en supposant que ¢ fo 1 — BlI)3du converge en probabilité, quand € — 0,
vers une variable aléatoire Z, on en déduit que

1 oi
85_3H€ / (BY., - Bf)‘o’duQ)O quand € — 0.
0

Mais cette quantité est aussi égale & % fot (W)g du, et converge donc en loi, d’aprés
le théoréme précédent, vers 1/c3 zt N. Nous obtenons une contradiction.

Par conséquent, la formule d’It6-Stratonovich ne peut avoir lieu si H < 1/6. Regardons
maintenant si elle a lieu pour H > 1/6 (le cas limite H = 1/6 se traitant & part) . Avec M.
Gradinaru, F. Russo et P. Vallois [25], nous avons montré que l'intégrale symétrique d’ordre
3: fo BH d°® BH existe pour toute fonction suffisamment réguliére f si H > § et que
dans ce cas, elle est nulle. Signalons que la démonstration est longue et plutdt technlque
(voir Chapitre 2, §2.4). Nous avons aussi montré que l'intégrale symétrique d’ordre 5:
fo f(BH) d°(5)BH existe pour toute fonction f suffisamment réguliére si H > 1—10 et que

dans ce cas, elle est nulle. Or, 4 I'aide de la formule de Taylor valable pour f € C*(R;R):

, "(a ®) ®)(q
) = s+ TOLIC@ gy SOOI,

FO0) + £ (a)
+ 120

nous en déduisons, en posant a = BH b= Bﬁg, en intégrant pour s € [0,¢], en divisant
par € et en faisant ¢ — 0 que, si H > 5.

(b—a)’ +o((b—0a)®),abeR,

t 1 t
s =0+ [ reness - [ owneoss+ o [ o wneoss

120
Puisque les intégrales symétriques d’ordres 3 et 5 sont nulles, la formule précédente se
réduit en fait & (1.4). Par conséquent, nous avons montré que la formule d’It6-Stratonovich
(1.4) a lieu pour toute fonction f suffisamment réguliére (précisément, de classe C®) si
H> .

Notons que ce résultat a été démontré simultanément et indépendamment par P. Che-
redito et D. Nualart [12], en utilisant des techniques liées au calcul de Malliavin.
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1.1.3 Que faire si H < 1/6?

Un des buts de ma thése est aussi d’obtenir des formules de type Itd-Stratonovich dans
le cadre H < 1/6. Ce travail a été mené conjointement, avec M. Gradinaru, F. Russo et P.
Vallois [25].

Comme nous venons de le voir dans la section précédente, l'intégrale symétrique ne
peut pas étre utilisée quand H < 1/6. Il faut donc définir une nouvelle classe d’intégrales.
En fait, nous définissons ces intégrales dans un cadre général. Nous reviendrons ensuite au
cas du mbf. Soit X un processus continu. Un entier m > 1 et une mesure de probabilité v
sur [0,1] étant donnés, nous définissons la v-intégrale d’ordre m de f(X) contre X par

t 1 t 1
/ F(X,)d™ X, = im prob / u(Xse — Xo)™ / F(Xu + a(Xare — Xo))0(do).
0 € 0 0

Ces intégrales prolongent celles introduites par M. Yor [52] dans le cadre des semimartin-
gales X et quand m = 1.

Le premier mérite de cette définition est d’unifier les différentes intégrales que nous
avons rencontrées plus haut. En effet, I'intégrale forward (resp. backward, symétrique)
d’ordre m de f(X) contre X est en fait une v-intégrale d’ordre m, & savoir celle corres-
pondant & v = §y (resp. v = 81, v = %) ol ¢, désigne comme d’habitude la mesure de
Dirac au point a.

Les v-intégrales d’ordre m ol v est symétrique (i.e. v est invariante par la transforma-

tion ¢ — 1 — t) forment une généralisation naturelle de I'intégrale symétrique d’ordre m
précédemment introduite. En fait, nous caractérisons, tout au moins de maniére formelle,
ces intégrales en terme de somme de 6, /o-intégrales:
Proposition 1.1.10. Soit (k,m,n) € N x N* x N* vérifiant k +m > 2n. Supposons que X
admette une (2n)-variation [X,...,X] et que g € C(R) soit une fonction de classe CF. Si
v est une mesure de probabilité symétrique alors, a condition que toutes les intégrales en
jeu sauf éventuellement une existent, cette derniére existe et nous avons

k-1
t [T] 0 t
Mo, , ;
/0 9(X)d Xy = ) (2;)!/0 g (X,)dhmEX, 1 Ry,

=0

avec M = fol (3 — o) v(da) et

Rt:{o sik+m>2n

L’intérét des v-intégrales est qu’elles permettent d’énoncer une formule d’Ité générale:

Théoréme 1.1.11. Soient n el £ deuz entiers strictement positifs. Supposons que v soit
une mesure de probabilité syméitrique sur [0,1] telle que

1
; 1
— 23 —_ -
Mo 1= a“v(da) = — ourj=1,--- £—1
24 /0 (dov) 2]+1P J
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Si f € C*™(R) et si X est un processus continu admettant une (2n)-variation, 4 condition
que toutes les intégrales en jeu sauf éventuellement une existent, cette derniére existe et
nous avons la formule d’Ito:

n—1

t
f(Xt XO / f dl/ 1X + Zku / f(2j+1) (Xu)dél/zﬂj—l—lXu;
0

j=£

ot la somme est nulle par convention si £ > n— 1. Ici, les kj; sont des constantes univer-
selles.

Explorons maintenant I’existence et la non-existence de fot g(Xu)d»™ X, quand X = BH
est un mbf d’indice de Hurst H € (0,1) et v une mesure de probabilité sur [0,1]. Nous
désignons par po, le moment d’ordre 2n de la loi normale centrée et réduite. Le théoréme
suivant donne une description compléte des différents cas possibles:

Théoréme 1.1.12. Soient m > 2 un entier et v une mesure de probabilité sur [0,1].
1. Supposons que m = 2n soit pair el que g soil une fonction localement bornée. Alors

a) st 2nH > 1 alors [ g(BH)d"*"BY eziste et
o

¢ t
/ g(BH)a»*"BY = / g(BM)d[BH|@m) = { fo Mduy si2nH =1
0 0

st 2nH > 1;

b) si2nH < 1 alors [, g(BH)d"*"BE pleziste pas en général.
0
2. Supposons que m = 2n + 1 soil impair, que g soit une fonction de classe C**! et
que v soit symétrique. Alors
a) si (2n+ VH > L alors [f g(BH)d»®" "\ BH existe et s’annule;
0 ° U
b) si (2n+ 1)H < L alors [ g(BE)d»™ ' BHE weriste pas en général.
0 u U
De ce théoréme, nous déduisons le:

Corollaire 1.1.13. Soient n > 1 un entier, g une fonction continue et t > 0. Alors, si
(2n 4+ 1)H > i, pour tout entier £ > n, les intégrales f;g(Bf)d‘sl/Q’%“Bf eristent el
s’annulent.

N N

Par exemple:
~ st H > g, les intégrales f(f g(BH)d®»*BH existent et sont nulles pour tout entier
impair £ > 3.
~ sl 55 < H < g, les intégrales fot g(BHE)d/22 BE nexistent pas en général tandis que
les intégrales fot g(BI)d% 22 BI existent et sont nulles pour tout entier impair £ > 5.
Revenons maintenant & la formule d’It6 pour le mbf. Du Théoréme 1.1.11 et du Corollaire
1.1.13, nous tirons I'important:
Théoréme 1.1.14. 1. Si H > { et si f € C*(R) alors lintégrale [y #(BEd»' BI
existe pour n’importe quelle mesure symétrique v et nous avons

F(Be / 7B B,
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2. Soit v > 2 un entier. Si (2r +1)H > 7 et si f € CY*2(R) alors intégrale

fo f(BEYd"' BE egiste pour toute mesure de probabilité syméirique v vérifiant

1
. 1
;1= % = =1, r— 1L 1.6
Moy /0 av(do) 5711 POUT ] Lyt T (1.6)
De plus, nous avons:
t
FB = £(B) + [ 7B B (1.7

Signalons qu’un exemple de mesure de probabilité satisfaisant (1.6) au sens strict (i.e.
vérifiant (1.6) pour r mais pas pour 7 + 1) est donné par

2 r—l)u—k

Z d; i/(2r—2) AVeC y; = / - du.
0

=0 kit

Les intégrales associées & ces mesures particuliéres seront appelées intégrales de Newton-
Cotes dans la suite (leur définition étant intimement liée & la formule de Newton-Cotes
bien connue en analyse numérique).

Dans la littérature, il existe une seule autre construction (a notre connaissance) d’inté-
grale contre le mouvement brownien fractionnaire permettant de traiter, comme ici, le cas
de tous les indices de Hurst H € (0,1). Elle est due & Christian Bender [6] et utilise entre
autres les notions de S-transformations, de produits de Wick et d’intégrales de Pettis sur
I’espace des distributions d’Hida. Je remercie Peter Imkeller de me I’avoir signalée. Notons
toutefois une différence importante: la formule de changements de variables obtenue par
Bender, 4 savoir

fBF /f dBH+H/ 2L g BHY

est de type It6 alors que la nétre (1.7) est plutdt de type Stratonovich.

1.2 Approximations aux premier et second ordres des
intégrales d’ordre m

Une seconde partie de ma thése a consisté a étudier, avec M. Gradinaru [23], la conver-
gence aux premier et second ordres des intégrales d’ordre m. Nous avons déja vu un des
intéréts de cette étude dans la section précédente (rappelons que nous avons déduit du
Théoréme 1.1.9 que la formule d’It6-Stratonovich (1.4) ne pouvait avoir lieu si H < 1/6).
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1.2.1 Approximation au premier ordre: convergence presque siire

Dans les définitions 1.1.5 et 1.1.8, les limites définissant les intégrales sont en probabilité.
Cela pose la question naturelle: est-il possible de montrer que, sous certaines conditions,
les e-intégrales: e [ Y;(BL, — B¥)™ds convergent presque-sirement? Pour ¥ = 1, on a:

¢ —1+onH (@n)! 4 & ir:
B [e“l / (B ~ B/ )mds] = { L e 2n eat, pair;
0 S1 m est impair.
Quand m est pair, ce calcul immédiat semble indiquer que la bonne quantité & étudier est
H _pH\M
plutét lim, g fot Y, (B”cf—HBs) ds. En fait, nous prouvons (voir le théoréme 3.1.1 plus bas

pour un énoncé précis) que si f appartient a une classe de fonctions suffisamment large
(incluant le cas des fonctions polyndmes) et si Y est un processus continu alors, pour tout
T >0, on a:

t BH o BH t
| v s s B [ Yids,ps (15)
0 0
uniformément en ¢ € [0,7] (avec N une variable aléatoire normale centrée et réduite).

— Commengons par prendre f(z) = z°® avec n > 1. D’aprés (1.8), nous avons:

I o1 (20)1 [ g
pw—/ﬁqm;—Bﬁ%w%%ﬁHlun/ymmﬂ/n@¢a
0 0 0

€ 2npl

En particulier, on en déduit qu'une condition nécessaire et suffisante assurant 1’exis-
tence de fot Y,d M BHds est que 2nH — 1 > 0, c’est-a-dire H > 5-. Dans ce cas, on

a
2n)! rt .
t —(2n) pH (2%2' JoYids siH =5
/ e (1.9)
0 0 si H > L.

Notons que si on fait, ¥ = 1, on retrouve que [B# ]an) existe si et seulement si H > 5=
et que

(B =
0 si H > -
(voir (2.11)).

— Si f est une fonction impaire alors E[f(N)] = 0 et la limite dans (1.8) est nulle. Ceci
suggére que la normalisation retenue n’est pas la bonne. Prenons par exemple les
fonctions f(z) = z?"*! avec n € N. Nous étudions dans la section suivante §1.2.2 le
cas n > 1. Le cas n = 0 est singulier. En effet, nous avons la:

Proposition 1.2.1.
1) Supposons que g € CH(R) et que H € [5,1). Alors, presque sirement, uniformé-
ment sur toul intervalle compact,
t BH . BH

t
. H 5+¢ s — H\ — nH
lim i 9(By ) —ds JC 9(B;)d” B,
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Par conséquent, pour H € [3,1), lintégrale forward fotg(BfI)d_BsH peut étre
définie trajectoire par trajectoire.
2) Supposons que g € C3(R) et que H € [%,1). Alors, presque strement, uniformé-
ment sur tout intervalle compact,
t B BH

t
: H H $+e E] _ Hy jo nH
tim [ (0(B) + a(BIN) =2 —ds = [ o8B

Par conséquent, pour H € [%,1), Vintégrale symétrique fot g(BE)d° B peut étre
définie trajectoire par trajectoire.
Remarque 1.2.2. 1. Dans [3], il est prouvé, pour g suffisamment réguliére, que

t i
/ o(BMyd° B = / o(BMSBY + TxDg(B"),, (1.10)
0 0

oll fo (BIYd B désigne I'intégrale sous forme divergence et TrDg(B™); est défini
comme la hmlte en probabilité, quand € — 0, de

t
oo | B R(s,(5 +€) AD) = Rls(s ) v 0)] ds

avec R(s,t) = Cov(BE BH).

Pour tout H € (0,1), il est aisé de voir que la limite précédente existe presque siire-
ment est qu'elle vaut H fo (BH)s*P~1ds. Par conséquent, en utilisant (1.10) et la
partie 2 de la proposition precedente nous voyons que 'intégrale sous forme diver-
gence fo (BF)SBY peut étre définie trajectoire par trajectoire si H € [5,1).

2. Zshle [54] introduit une intégrale stochastique trajectorielle par rapport a B,
quand l'intégrand a une régularité holdérienne d’ordre v > 1 — H. Quand il est de
la forme g(B}), cette condition sur vy n’est assurée que pour des indices de Hurst
H > L (voir [54] p. 354). Par conséquent, on peut voir les deux premiéres parties
de la proposition précédente comme une amélioration de certains des résultats de [54].

3. Rappelons que 'intégrale forward fo (Bf)d~BY existe si et seulement si H > 1/2.
Par conséquent, si H < 1/2, il ne peut y avoir de convergence p.s. des e-intégrales
forward: e~* [ g(BF)(BE, — BI)ds. Par contre, bien que l'intégrale symétrique
fo (BH)d° BY existe si et seulement si H > + (comme nous ’avons vu dans la section
1.1.2), nous n avons pas reu331 a démontrer la convergence p.s. des e-intégrales symé-
triques: (26)7" [[g(BE,) + g(BM)(BE, — BT)ds quand H € (5,3)- Cette question
reste donc ouverte et semble trés compliquée. O

L’approche que nous avons développée fournit des approximations de certaines inté-
grales stochastiques. Plus précisément, soit Z une martingale locale de la forme Z; =
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Zy + f(f JsdB;. Nous montrons, sous certaines hypothéses (voir le théoréme 3.1.2 pour un
énoncé précis) que si Y est un processus continu alors, presque siirement, pour tout 7° > 0,

! Zs-l—s B Zs !
fo VS s g /0 B [f (J,V)| 5] Yids, (1.11)

uniformément en ¢ € [0,7] (avec N toujours une variable aléatoire normale centrée et
réduite, indépendante de J et {F,}s¢p0,1) la filtration naturelle associée & 7).

1.2.2 Approximation au second ordre: convergence en loi

Nous ne considérons que le cas Y =1 et f(z) = 2™, avec m > 3 un entier impair. Nous
avons déja remarqué que

. H H

( B s+e B s

m
p.s.: lim ds = 0, uniformément sur tout compact.
=0 J, gl
En changeant la normalisation, il est possible d’obtenir une limite non nulle. Mais la conver-
gence a lieu en loi et non plus presque sfirement, ce qui présente une analogie avec la loi
des grands nombres et le théoréme central limite relatifs & des variables aléatoires centrées.

Plus précisément, nous prouvons, lorsque H < 1/2:

t H o\ m .
i/ <ws—> ds:t> O}@cste{ﬁt :t >0}, quand & — 0,
Ve Jo €
avec [ un mouvement brownien standard.
A nouveau, notre approche permet de considérer le cas ot le mbf BY est remplacé par
une martingale de la forme 7, = 7, + fot o(B;)dB;. Nous exprimons alors le processus
limite en terme d’un mouvement brownien standard bidimensionnel. Plus précisément:

{% /t (%)mdgtz O}@{/ta(ﬂgl))md(ﬁlﬁ‘g)+f§2,6§2)) t> 0},
0 0

quand £ — 0, avec x;, ¢ = 1,2 deux constantes et 3@, 1 = 1,2, deux mouvements browniens
indépendants.

1.3 Equations différentielles unidimensionnelles dirigées
par une fonction holdérienne
Dans cette troisiéme partie de la thése, nous avons cherché & utiliser le calcul sto-

chastique généralisé défini dans la section §1.1 pour étudier des équations différentielles
stochastiques unidimensionnelles dirigées par le mbf.
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En fait, notre approche peut étre développée dans un cadre plus général. Nous étudions
des équations différentielles dirigées par une fonction holdérienne g : [0,1] — R d’indice
a € (0,1), c’est-a-dire vérifiant:

AL > 0: Vst € [0,1],]g9: — gs| < L|t — s|°,

et telle que go = 0 (les trajectoires d’un mouvement brownien (multi)fractionnaire sont un
cas particulier de telles fonctions). Plus précisément, nous avons considéré les équations
différentielles unidimensionnelles du type:

{ d:z:t = O'(xt)dgt + b($t)dt,t € [0,1],

2(0) — 29 (1.12)

oll Zp est un réel et o et b sont deux fonctions continues.

Les équations différentielles dirigées par une fonction holdérienne ont déja fait 'objet
de nombreux travaux, notamment probabilistes. On rencontre en effet ce type d’équations
dans ’étude des équations différenticlles stochastiques dirigées par un mouvement brownien
ou plus généralement par un mbf.

Zéhle [54] définit une intégrale fab fdg pour des fonctions f et g satisfaisant certaines
conditions de différentiabilité fractionnaire dans les espaces LP. Dans [55], elle utilise ces
intégrales pour étudier des équations différentielles dirigées par une fonction holdérienne
d’indice strictement plus grand que 1/2.

Ruzmaikina [45] revisite I'intégrale de Young [53] en montrant que fab fdg est définie
pour des fonctions holdériennes f et g d’indices respectifs a et § vérifiant o + 8 > 1.
Elle utilise aussi son approche pour étudier des équations différentielles dirigées par une
fonction holdérienne d’indice strictement plus grand que 1/2.

Partant de I’approche de Zahle, Nualart et Rascanu [39] montrent ’existence et 'unicité
de solutions d’équations différentielles stochastiques multidimensionnelles, dépendant du
temps et dirigées par un mbf d’indice H > 1/2.

Feyel et de La Pradelle [19] ont repris 'approche des trajectoires rugueuses - “rough
paths” en anglais - initiée par Lyons [35] et utilisée par Coutin et Qian [14] dans le cas du
mbf d’indice H > 1/4. Ils définissent une intégrale f7 w pour des formes différentielles w
réguliéres et des courbes v : [a,b] — R” holdériennes d’indice quelconque, mais & condition
que certaines quantités - appelées aires de Lévy - existent a priori. La encore, cette approche
leur permet d’étudier des équations différentielles stochastiques dirigées par un mbf d’indice
H > 1/4.

Dans ce travail, nous considérons des équations différentielles unidimensionnelles diri-
gées par une fonction holdérienne d’indice quelcongue dans (0,1). Ensuite, nous appliquons
notre théorie & I’étude des équations différentielles stochastiques unidimensionnelles di-
rigées par un mbf. L’intérét de notre approche est que nous n’avons pas de restriction
sur 'indice de Hurst du mbf. Par contre, nous ne pouvons considérer que des équations
différentielles stochastiques unidimensionnelles.

Avant toute chose, nous devons préciser le sens donné 4 (1.12). En Iécrivant sous une
forme intégrale, tout revient 4 donner un sens 4 I'intégrale fot o(zs)dgs. Comme nous 1’avons
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déja souligné, nous ne pouvons pas utiliser I'intégrale classique de Stieltjes considérée par
Young [53], g étant seulement supposée holdérienne d’indice o € (0,1). Cest V'intégrale de
Newton-Cotes introduite dans la section 1.1.3 (voir le commentaire juste aprés le théoréme
1.1.14 pour une définition précise) qui va nous permettre de traiter le cas de tous les indices
a. Toutefois, elle ne peut prendre en compte que des intégrands de la forme f(g;,a;) avec
f : R% — R une fonction réguliére et a une fonction & variation bornée. C’est pourquoi nous
devons définir une "bonne" notion de solution avant de commencer ’étude proprement dite
de (1.12). Quelques détails techniques mis & part, on dira que z : [0,1] — R est solution de
(1.12) si

Ty = f(gtaat)7t € [Oal]v (113)

avec f € C(R?) et a:[0,1] — R a variation bornée et si, pour tout ¢ € [0,1], nous avons
¢ t
Ty = Zo +/ o(zs) o dgs + / b(zs)ds, (1.14)
0 0

ou fo o(zs) © dgs est intégrale de Newton-Cotes et fo xs)ds V'intégrale de Stieltjes.

La forme particuliére (1.13) que nous imposons 4 x conduit naturellement & considérer
une solution du type de celle définie par Doss [16] et Sussman [47]. Avec la régle du
changement de variables (voir le Théoréme 4.1.7 pour un énoncé précis), i savoir:

t t
f(gs,04) =f(0,ao)+/ 81f(gs,as)<>dgs+/0 02.f(gs,05)das,

0

il est facile de montrer que z définie par
Ty = u(ghyt))t S [0,1]a (115)

avec u donnée par
Oru=o(u) et Vy €R, u(0y) =y

et y donnée par
dy, = (32U(gt,yt))_1 b o u(gs,y:)dt et yo = o

vérifie (1.14). Nous donnons aussi un théoréme d’unicité (voir le Théoréme 4.3.3 pour
un énoncé précis), valable sous 'hypothése supplémentaire que o est analytique. Plus
précisément, nous démontrons que si & est une autre solution de (1.12) de la forme %; =
f(gt,at) alors nécessairement f = f et a = a, c’est-a-dire z = 7.

Pour finir, nous nous intéressons 3 deux approximations de la solution z donnée par
(1.15). La premiécre est un résultat du type Wong-Zakai et consiste & remarquer que si
{g'¥)} est une suite de fonctions & variation bornée qui converge uniformément vers g et si
£®) est 'unique solution de

t it
xgk) =z +/ a(xgk))dggk) + / b(wﬁ’“))ds,t € [0,1],
0 0
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alors la suite {z*)} converge vers la solution & donnée par (1.15). Ce résultat, classique
quand on résout les équations différentielles par la méthode de Doss-Sussman, est intéres-
sant du point de vue théorique mais n’est pas trés utile en pratique. En effet, en général, il
est impossible de calculer z(*) explicitement. C’est pourquoi, nous avons aussi étudié une
deuxiéme approximation de la solution, & savoir celle donnée par les schémas classiques
d’Euler et Milshtein. Soit ™ I’approximation obtenue en appliquant le schéma d’Euler
classique de pas 1/n:

(n)
= Iy
{ §§“> =300 + 0@ (90 — gryn) + BELL) (t = k/n), ¢ € [k/n,(k+1)/n],

k =0,1,...n — 1. Nous montrons la convergence du schéma d’Euler pour @ > 1/2 avec une
vitesse explicite donnée par

SUpse(o.y 2 — B (1) = (#) (1.16)

ou z est la solution définie par (1.15).
Quand « < 1/2, nous introduisons le schéma de type Milshtein de pas 1/n et d’ordre
m € N*:
~(n)

Ty = Zo
B = 5, + X BB 0009 ) @) 0~ i)

+b(xk/n)(t —k/n),t € [k/n,(k+1)/n],

k=0,1,.,n—1, ot les P; sont des fonctions polynémes explicites (cf. chapitre 4, section
4.2). La vitesse de convergence de ce nouveau schéma est donnée par:

(n 1
Sllpte[o,u’xt — i )(t)i =0 <n—ﬂ> (1.17)

avec f = inf{a,(2m + 1)a — 1}. En pratique, on choisit 1’entier m le plus petit possible
tel que (2m + 1)a — 1 > « pour obtenir la vitesse optimale 8 = « avec le schéma le plus
simple.

Quand g est une trajectoire d'un mbf B¥ d’indice de Hurst H quelconque dans (0,1),
tous les résultats précédents s’appliquent au sens presque siir. Rappelons en effet que
presque toutes les trajectoires d’un mbf d’indice H sont héldériennes d’indice o < H.
Quand H > 1, Lin [34] définit une intégrale contre le mbf pour des intégrands détermi-
nistes. Il démontre d’une part qu'une équation du type (1.12), ot o(z;) est remplacé par
o(t), admet une unique solution dans I’ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R
(cf. [34], Théoréme 4.1) et, d’autre part, que le schéma classique d’Euler associé converge
uniformément en probabilité vers la solution (¢f. [34], Théoréme 4.3). Nos résultats s’ap-
pliquent dans un cadre plus général et précisent les vitesses de convergence. Ils peuvent
aussi &tre utilisés quand g est une trajectoire d’'un mouvement brownien multifractionnaire
de fonction de Hurst A quelconque.
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Il est intéressant de remarquer que les approximations obtenues par les schémas d’Euler
et de Milshtein sont intrinséques et convergent vers x donnée par (1.15), qui est une solution
de (1.14). Ceci met en évidence le role important joué par cette solution.

En pratique, les schémas d’Euler et de Milshtein sont trés faciles & mettre en place pour
obtenir des approximations de solutions d’équations différentielles stochastiques dirigées
par un mbf. Illustrons ceci sur un exemple. Fixons H = 0.6, n = 500 et considérons
I’équation différentielle stochastique:

t
X, = 1+/ X, 0dB%% t c0,1],
0

8

dont la solution donnée par (1.15) est X, = exp{B°}. La figure 1.1 ci-aprés est un exemple
de trajectoire X ™ obtenue en appliquant le schéma d’Euler (I’autre trajectoire correspond
a X). D’aprés (1.16), I'erreur est en O(—57). Pour améliorer cette erreur - la meilleure que

0.8

07

0.6

0.5
0

1 L L ' 1 L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 07 0.8 0g 1

FiG. 1.1 — schéma d’Fuler

I’on peut obtenir étant O(=55) d’aprés (1.17) - il faut utiliser le schéma de Milshtein d’ordre
1. La figure 1.2 ci-aprés est un exemple de trajectoire X obtenue, ’autre correspondant
encore une fois & X. Pour simuler {Bgn,k = 0,...,n}, nous avons utilisé la procédure
Matlab proposé par Coeurjolly [13].

Signalons qu’on ne peut pas appliquer a priori nos deux théories  cet exemple puisque
o(z) = z s’annule en 0 (et nous supposons au début de la section 4.4.2 que inf,cg |o(z)] >
0). Toutefois, les simulations semblent indiquer que cette hypothése n’est pas nécessaire.
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05
]

F1G. 1.2 — schéma de Milshiein

1.4 Absolue continuité dans les é.d.s. unidimensionnelles
dirigées par un mbf

Dans cette quatriéme partie de la thése, fruit d’un travail en cours avec T. Simon, nous
étudions 'absolue continuité de la solution au temps t €]0,1] d’une é.d.s. du type:

t 4
X, = @ + / o(X,) o dBT + / b(X,)ds ,t € [0,1] (1.18)
1] 0

ol b,o sont des fonctions réelles et B un mbf d’indice de Hurst H quelconque dans (0,1).

Comme nous l'avons dit dans la section 1.3, la solution X de (1.18) est donnée par
(1.15).

Nous montrons tout d’abord que X; a une densité strictement positive pour tout ¢ €
10,1] dés que o ne s’annule pas. L’argument principal de la preuve est simple: par une
transformation de Girsanov convenable, on se raméne au cas b = 0. Alors X; = u(B},z)
et il est facile de conclure.

Clairement, cette condition sur ¢ n’est pas optimale. Par exemple, dans le cas du
mouvement brownien classique (correspondant & H = 1/2), il existe un critére optimal dii
a Bouleau et Hirsch. Plus précisément, considérons 1’équation déterministe

¢
T, =To + /b(a:s) ds (1.19)
0
et le temps déterministe:
t
tz = sup{t € [0,1], / lo(zs)|ds = 0} avec la convention sup{@} = 0.
0

Alors, quand H = 1/2, la loi de X; est absolument continue si et seulement si ¢ > ¢, (voir
le théoréme 6.3. dans [10]).
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Dans le cas H # 1/2, nous montrons que le méme critére a lieu quand H > 1/2 ou
quand H < 1/2 et o est analytique.

Remarquons que lorsque o est analytique, £, vaut en général 0 ou 1. En effet, si o(zy) # 0
alors t, = 0. Si o(zg) = 0 et que o n’est pas identiquement nulle, alors il existe un voisinage
Vi de zg tel que o(z) # 0 pour tout z € V, \ {zo}. Si de plus b(zg) # 0 alors ¢, = 0
(sinon, il existerait ¢ €]0,1] tel que o(z,) = 0 pour tout s € [0,¢] et on aurait z, = zy pour
tout s proche de 0; (1.19) impliquerait alors b(zy) = 0). Il reste le cas oi o(zg) = 0 et b
est nulle dans un voisinage de zy. Dans ce cas, il existe € > 0 tel que z est constante pour
te0c)ett, >e.

La preuve du critére de Bouleau-Hirsch dans le cas du mbf consiste tout d’abord &
calculer la dérivée de Malliavin de X; et ensuite d’utiliser le critére de Nualart-Zakai relatif
a ’absolue continuité des processus gaussiens.

1.5 Approximation du coefficient de volatilité et test
d’adéquation

La cinquiéme et derniére partie de la thése a été réalisée en commun avec M. Gradinaru.
Notons qu’elle est totalement indépendante des sections précédentes.
Soit, X le processus de diffusion unidimensionnel défini par:

t i
X, = 30 + / 0(s,X,)dB, + / b(5,X,)ds, ¢ € [0,1], (1.20)
0 0

oll £y € R et B est un mouvement brownien standard unidimensionnel. Supposons que b et
f soient des fonctions inconnues et qu’on observe X aux moments {k‘2_N k=0,...2Y }
de I'intervalle [0,1]. Les deux questions suivantes paraissent naturelles:

1. Est-il possible de construire un estimateur pour le coefficient de diffusion?

2. ¥ étant une fonction donnée, est-il possible de décider si ¢ = 6 ou non?

Il s’agit de deux questions classiques en statistique des processus.

Florens-Zmirou [20] est la premiére & répondre & la premiére question. Dans le cas ou
8(s,x) = 6(z) est une fonction réguliére, elle propose un estimateur pour 8(z)? (quand
la trajectoire de la diffusion visite le point z), basé sur une approximation discréte du
temps local. Elle obtient comme vitesse de convergence approximativement 2¥/3. Quand
f a seulement une régularité de type Besov, des estimateurs asymptotiquement, minimax
peuvent étre construits en utilisant des bases d’ondelettes (cf. Hoffmann [29]) et les vitesses
de convergence sont alors en 2V*/(1429) (5i € B,,,).

Dans le cas plus simple ot le coefficient de diffusion ne dépend pas de X; mais seulement
de t, Genon-Catalot, Laredo et Picard [21] ont construit un estimateur non-paramétrique
pour f(s,x) = 0(s). Les auteurs procédent en deux temps: tout d’abord, ils considérent
Pestimateur de fol h(s)6(s)%ds (h étant une fonction réguliére quelconque) donné par

2V _1
Z h(’LQ_N) (X(i—l—l)Q‘N - XZ‘2~N)2,N = N*, (121)
1=0
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et, ensuite, la fonction #? est reconstruite en utilisant une base d’ondelettes. La vitesse de
convergence obtenue est en 2V/2 (voir aussi Hoffmann [28] pour une étude dans les espaces
de Besov).

Quelle(s) sorte(s) de résultat(s) peut-on obtenir en utilisant ’estimateur (1.21) dans la
situation générale (1.20)? Nous répondons & cette question dans ce travail. En se basant
sur I'observation de X en des moments discrets, nous estimons le processus primitive de
g(taXt)

I(t) := /Ote(S,Xs)QdS,t € [0,1]. (1.22)

Pour cela, nous considérons la famille d’estimateurs donnés par (1.21) avec h = 1joy.
Précisément, nous posons:

2V -1
In@) = > (Xpripv — Xp-n)' € [0,1],N € N, (1.23)

i=0

11 est classique que, pour tout £ > 0, f;(t) converge presque strement vers I(t) (voir, par
exemple, Berman [7], Théoréme 4.1). Nous montrons plus généralement que la suite de
processus {Iy(t),t € [0,1]} converge p.s. vers le processus {I(t), ¢ € [0,1]}, uniformément.
Nous sommes également capables de montrer que, sous une probabilité Q équivalente a la
probabilité P initiale, la suite 2¥/2{ I (t) — I(t),* € [0,1]} converge en loi vers un processus
explicite qui s’exprime en terme d’un mouvement brownien bidimensionnel (voir les Corol-
laire 6.1.3 et Proposition 6.1.4). Nos résultats étendent ceux obtenus dans Genon, Laredo
and Picard [21]. Notons toutefois que notre méthode ne permet pas d’estimer §%(¢,X;),
mais seulement ().

Quant & la construction d’'un test d’adéquation, nous introduisons une statistique de
décision Ty qui permet de tester ’hypothése Hy: 6% = 92 contre ’hypothése Hy: 62 # 02
oil ¢ est une fonction connue. Nous évaluons ’erreur de premiére espéce et prouvons que,
sous Hy, Ty — oo presque stirement, quand N — oo (voir la Proposition 6.2.2).
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Chapitre 2

Intégrales d’ordre m et formules d’Ito

Ce travail, réalisé en collaboration avec M. Gradinaru, F. Russo et P. Vallois, a été
accepté pour publication aux Annales de I'Institut Henri Poincaré Probabalités et Statis-
tiques.

2.1 Notations et rappels de résultats préliminaires

Commencons par rappeler quelques définitions et résultats établis par Russo-Vallois
dans [41, 42, 43, 44]. Dans la suite, X (resp. Y) désigne un processus continu (resp. lo-
calement borné). Nous munissons 1’espace des processus continus C de la topologie de la
convergence uniforme en probabilité sur les intervalles compacts (ucp), ce qui en fait un
espace de Fréchet. L’espace L°(€2) des variables aléatoires est aussi un espace de Fréchet,
s’il est muni de la topologie de la convergence en probabilité.

[’intégrale forward et la covariation sont définies respectivement par

¢ 1 t
/ Y,d~ X, := limucp —/ Yu(Xyre — Xu)du (2.1)
0 €40 €Jo
et
1 t
YYo= limuen - [ (Xure = X)(Vre — Yold (2.2)
&LO € 0
L’intégrale symétrique est définie par
t 1 Y, Y,
/ Y,d°X, = limucp - / Pute T 0u x — X,)du. (2.3)

L’égalité fondamentale suivante a lieu
t ¢
1
/ Y.d°X, = / Vad Xt (XY, (2.4)
0 0

a condition qu’au moins deux quantités sur les trois existent. Notons toutefois (nous le re-
verrons dans la section suivante) que l'intégrale symétrique peut exister sans que I'intégrale
forward et la covariation existent.

23
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Si X est tel que [X,X] existe, on dit que X est un processus & variation quadratique
finie. Si de plus [X,X] = 0, on dit que X est un processus & variation quadratique nulle.
Si X est un processus & variation quadratique finie et si f € C%(R), nous avons la formule
d’It6: ,

N 1
F00) = F06) + [ PR X0+ 100X (2.5)
0
Rappelons que I'ensemble des processus & variation quadratique finie est stable par les
transformations de classe C!. En particulier, si f,g € C! et si le vecteur (X,Y) est tel
que toutes ses covariations mutuelles [X,X], [X,Y] et [Y,Y] existent, alors [f(X),g(Y)], =
fot F1(Xs)g' (Ys)d[X,Y]s. Par conséquent, les formules (2.4) et (2.5) donnent:

F(X0) = F(Xo) + / F(X) X, (2.6)

Remarque 2.1.1. 1. Si X est une semimartingale continue et si ¥ est un processus
prévisible alors fo Y,d~ X, est I'intégrale d’It6 classique (pour les détails, voir Russo-
Vallois [41]).

2. Si X et Y sont des semimartingales continues alors fo Y, d° X, est I'intégrale de Fisk-
Stratonovich et [X,Y] est le crochet ordinaire.
3. Si X = B est le mouvement brownien fractionnaire d’indice H € (0,1), presque
slirement ses trajectoires sont holdériennes d’indice § < H. Par conséquent, il est
1

facile de voir, si H > 3, que B¥ est un processus a variation quadratique nulle.

1 1 1
Quand H = 1, B = B* est le mouvement brownien standard et donc [B*,B*], = t.
En particulier, la formule d’'It6 (2.6) a déja lieu pour H > %
Puisque la variation quadratique de B¥ est infinie quand H < %, nous introduisons
le concept d’a-variation forte (voir Russo-Vallois [44]). Tl s’agit du processus continu et
croissant donné par:

¢ Xu e Xu “
[X]{* .= limucp / Pute = Xul® ) (2.7)
EJ,O 0 €

Notons que, dans Errami-Russo [18], les auteurs ont étudié le cas ol l'intégrateur X
n’est pas un processus & variation quadratique finie. Pour un entier n > 1, ils définissent

la m-covariation [X',...,X™] d’un vecteur continu (X*,...,X") de la maniére suivante:
X — XY (Xt - X
[X',...,X™]; := limucp / Kupe = Xu) - (Ko “)du. (2.8)

Clairement, si n = 2, la 2-covariation [X',X?] est la covariation définie précédemment.
D’autre part, si, dans (2.8), les X* sont tous égaux 4 X, nous obtenons

t X i un
X, ..., X]() :=limucp/ Kute — Xu)"
S—_— €l0 0

n fois

d 2.
—ha, (2.9
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et nous parlons alors de n-variation du processus X. Notons que, de maniére évidente, pour
un entier pair 2n, nous avons [X]?" = [X,...,X]. Pour cette raison, dans la suite, quand
W

on supposera que la 2n-variation de X existe, on aura automatiquement que la 2n-variation
forte existe.

Les propriétés suivantes ont été établies dans Errami-Russo [18]:

Remarque 2.1.2. 1. Sila n-variation forte de X existe, alors, pour tout m > n, [X](™

et [X,...,X] existent et valent 0.

PR S
m 1018
2. Si [X,...,X] et [X]™ existent alors, pour g € C(R),
S— —
n fois
! ute Xo)" g
lim ucp / g(Xu)(XJr—gy)—du :/ g(X)d[X, ... . X]u. (2.10)
& 0 0

De plus, si f1,...,fn € C}Y(R) alors

(X)), fuOO) = / LX) - P X, X ().

n fois

3. Revenons au processus X = B¥. Il admet une 3-variation forte si et seulement si
H > 1. Dans ce cas, méme pour le cas limite H = {, sa 3-variation [B” ,B¥ B"]
existe et vaut 0.

Remarque 2.1.3. 1. Dans Gradinaru et al [26], il est prouvé que, si H > %, la 3-
variation [B¥,B# B existe et vaut 0. En particulier, un processus peut avoir une
n-variation sans avoir une n-variation forte.

2. Dans Russo-Vallois [44], proposition 3.14, p. 22, il est prouvé que, pour tout H € (0,1),
la 1/H-variation forte de B¥ existe et qu'elle vaut w1, gt, ot p, = E[|G|%], avec G
une variable aléatoire de loi normale centrée et réduite. Ainsi,

\ pont st H = ﬁ
(BT = (2.11)
0 siH > L.

2n

Proposition 2.1.4. Soit n > 1 un entier. Si BY est un mouvement brownien fractionnaire
d’indice de Hurst H € (0,1) alors

[g(BH))BHa cee 7BHJ]t = Han

2n

Otg'(Bf)ds si H=,-
0 si H> L

Preuve. C’est une conséquence immédiate des remarques 2.1.2 2) et 2.1.3 2).1

Une extension naturelle de (2.1) et (2.3) est la suivante:
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Définition 2.1.5. Soient X (resp. Y ) un processus continu (resp. localement borné), m > 1
un entier et t > 0 un réel.
L’intégrale symétrique d’ordre m de Y par rapport 6 X est donnée par

b 1 ["Y, + Yo
/ Y,d°*™ X,, = lim prob- / g()(u+g—)(u)f'%iu; (2.12)

a condition que la limite existe.
De méme, on définit la notion d’intégrale forward (resp. backward) d’ordre m:

t 1 4
/ Y, d ™ X, = lim prob= / Vo (Xyre — Xo)™du; (2.13)
0 €40 €Jo

(resp.
t 1 t
/ Y, dHmx, = lii})l probg/ Yire(Xure — Xo)™du). (2.14)
0 & 0

Remarque 2.1.6. a) Nous avons

i t t t
/ Y, d°WVXx, = / Yo d°X,, / Y, d VX, = / Y, d~X,.
0 0 0 0

b) Si X est un processus & variation quadratique finie alors fot Y, d°? X, = fot Vod[ X -
c)SiX =BT .H>1geCR) alors [, g(BI)d*®BY = 0.

Le point a) est un jeu d’écriture, le point b) est de démonstration immeédiate (voir Russo-
Vallois [41]) tandis que la preuve du point c¢) est beaucoup plus compliquée et est obtenue
dans Gradinaru et al [26] en montrant séparément Iexistence des intégrales forward et
backward d’ordre 3 puis en faisant la moyenne: voir (1.5).

Remarque 2.1.7. Soient n,m > 1 deux entiers. A condition que deux quantités au moins
sur les trois existent, la troisiéme existe et nous avons:

¢ t
a) Y,X,...,Xt:/0 yud+(2n—1)Xu_/0 Y,d-CnV X,
2n

[ 1 i t
b) / Y, d°™X, = 5 [ / Y, dtmx, + / Yud*(m)Xu].
0 0 0

Notons, qu’en général, les intégrales forward et backward fot Y, d*™ X, peuvent ne pas
exister tandis que l'intégrale fot Y, d°(™ X, existe.
2.2  v-integrales d’ordre m et formules d’It6

Commencons par préciser le concept de v-intégrale d’ordre m, introduit dans un cas
particulier par Yor [52] p.521. Comme précédemment, X désigne un processus continu.
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Nous nous donnons également une mesure de probabilité v sur [0,1] et nous notons my, :=
fol o*v(da) le k-iéme moment de v.

Définition 2.2.1. Soit m > 1 un entier. Si g : R — R est une fonction localement bornée,
la v-intégrale d’ordre m de g(X) par rapport & X est donnée par

t 1 t 1
/ 9(X,)d X, = limprob / du(Xose — X)™ / (X + 0(Xure — Xo))o(da) (2.1)
0 & 0 0

Remarque 2.2.2. Cette intégrale par rapport & X n’est définie que pour les intégrands de
la forme g(X). Néanmoins, dans certains cas (voir par exemple b), ¢), d) plus bas), nous
pouvons choisir n'importe quel intégrand Y.

Exemple 2.2.3. a) Si g = 1 alors, pour toute mesure de probabilité v, I'intégrale
Jy d“™ X, est la m-variation de X (voir (2.9)).
b) Siv =4y etsime N alors fo »)d"™ X, est Vintégrale forward d’ordre m (voir
la définition 2.1.5).
¢) Siv =4y et sim € N* alors fo w)d"™ X, est 'intégrale backward d’ordre m (voir
la définition 2.1.5).
d) Siv =% ot sim e N* alors [ g(X,)d"™X, est Iintégrale symétrique d’ordre m

(voir la deﬁmtlon 2.1.5).
Dans la suite, nous continuerons & utiliser les notations

t
| at)a ™, (resp. / X)dHmX, / X,)d™X,)
0

t [4 t
/ g(X,)d™X, (resp. / g(X,)d*™X,, / g(X)d 3 X).
0 0 0

La mesure de probabilité v est dite symétrique si elle est invariante par rapport 4 la trans-
formation ¢ — 1 —t de [0,1]. Par exemple, les mesures Jy s, 60;51 ou encore la mesure de
Lebesgue sur [0,1] sont symétriques.

La mesure d1/2 joue un role central par rapport aux autres mesures de probabilité symé-
triques:

Proposition 2.2.4. Soit (k;m,n) € N x N* x N* vérifiant k +m > 2n. Supposons que X
admette une (2n)-variation [X, ..., X]| et que g € C(R) soit une fonction de classe CF. Si
v est une mesure de probabilité syméirique alors, & condition que toutes les intégrales en
jeu sauf éventuellement une existent, cette derniére existe et nous avons

-

! my; " e m+-2i
/ g(Xu)d" "Xy =Y (2—;’), / g% (X,)dm X, 4 R, (2.2)
0 i=0 U0

au lieu de

avec m§ = N oz)j v(da) et
Rt:{o stk+m>2n

(2.3)
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Remarque 2.2.5. 1. Sik =0, la somme dans (2.2) vaut 0 par convention.

2. Notons que, si j est impair, m? vaut 0 grace a la symétrie de v.
Preuve de la proposition 2.2.4.
a) Tout d’abord, nous prouvons (2.2) dans le cas ot k = 0, m > 2n + 1 et g est bornée.
Précisément, nous prouvons que les intégrales fot g(X,)d"™ X, existent et s’annulent. En
effet, nous avons, dans ce cas, en utilisant la partie 1 de la remarque 2.1.2,

1

: /Ot du(Xype — Xo)™ /01 9( Xy + a(Xyre — Xo))v(da)

cst [t
<= / Xupe — Xo|™du — 0,
0

quand ¢ | 0. La convergence en probabilité suit.

b) Ensuite, nous prouvons que les intégrales fot g(X,)d"™ X, existent et s’annulent quand
k= 0et m > 2n+ 1 mais avec g seulement localement bornée. Dans ce cas, nous mettons
en place I’argument de localisation suivant, argument que nous utiliserons plusieurs fois
dans la suite sans plus de justification. Soit 8 > 0. Nous allons montrer que

IimP <
el0

Soient M >0 et Q,, = {w: |X,(w)| < M;Vu € [0,t + 1]}. Sur Q,,, nous avons

L[ =) [ o+ alXuse - Xowtde)| 2 ) =0

g

l / du(Xu—l—e - Xu)m/O g(Xu + a(Xu+€ - Xu))y(da)

€ Jo
1 t 1
T / du(Xyse — Xu)m/ I (X + 0(Xype — Xu))v(der)
0 0

-5)

> ﬁ) +P(Q5,).

ou 9y = gl[—M,M]
Nous pouvons écrire

= /Ot du(Xy e — Xo)™ /01 9(Xu + a(Xuye — Xu))v(da)

1
dl
€
1 [4 1
<p ( - / du(Xore — X,)™ / 0. (Xo + 0(Xuse — X.))0(dat)
0 0
Fixons § > 0 et choisissons M suffisamment grand pour que P(Q¢,) < %. De la convergence
en probabilité pour la fonction gas, nous tirons 'existence de n > 0 tel que le premier terme
dans I'inégalité précédente soit inférieur & g pour tout € < 7.
Finalement, nous avons montré que, pour tous 8 > 0 et § > 0, il existe n > 0 tel que,
si € < n, la probabilité
)

P ( 1/Ot du(Xyre — Xo)™ /01 9(Xu+ a(Xupe — Xo))v(der)

€
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soit 1nfer1eure a 0. En d’autres termes, nous avons obtenu l’existence et la nullité de
v, m
3 9(X)dm X,

¢) Pour le cas général, en utilisant un développement, de Taylor, nous pouvons écrire:

Xu+€ +Xu 1

o+ alure = X)) =g (Z2 L (Lo - )

k—1 el % k

(_1)Z 5 — U i Kuye + Xy i 7 T &

=2 (, ) oo Kt ) (Kuge — Xo) e 0L g, (ot - )1
avec , entre X, et X, .. Puisque mgi +1 = 0 pour tout 7 > 1 (voir la remarque 2.2.5),
nous en déduisons que

: /ot (/01 9(Xu + o Xuyge — Xu))v (da)) (Xutre — Xu)"du

&

2
g [ ([ a9 - o) = X

&

k_
KXupe + X ;
Z | / (21)( re u)(Xu-Fs_Xu)erhdu
Z g
=0

Nous pouvons supposer que gt¥) est bornée, toujours par un argument de localisation. Par
conséquent, le dernier terme du membre de droite converge uniformément sur les compacts
en probabilité vers R (voir la remarque 2.1.2). La preuve de la proposition est maintenant

établie. a

Nous pouvons immédiatement énoncer une formule d’It6 (qui n’est toutefois pas trés utile
en pratique!) sous des hypothéses trés faibles:

Proposition 2.2.6. Choisissons pour v la mesure de Lebesgue sur [0,1]. Si f € C'(R) et
st X est un processus continu alors l’intégrale fot F(Xu)d" X, eziste et nous avons:

F(X) = £(Xo) + / P X, (2.4)

Preuve. Puisque f est de classe C!, nous avons, par une formule de Taylor classique:

F(Xuse) = F(Xa) + (Xupe — Xa) /0 F(Xu+ 0(Xupe — Xo))dar

En intégrant en u sur [0,f] et en divisant par &, nous obtenons:

1 t+e 1 €
./ f(Xu)du—g/O f(X)du
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1 1
T A du(Xuyte — Xu) /0 f’(Xu + O!(Xu+5 - X.))dao.

Le membre de gauche converge, quand € | 0, vers f (Xt) f(Xp). Par conséquent, le membre

de droite est obligé de converger en probabilité vers fo f1(X)d" X, -

Nous sommes maintenant en position d’établir le résultat principal de cette section:
Théoréme 2.2.7. (Formule d’It6)

Soient n et £ deuz entiers strictement positifs. Supposons que v soit une mesure de proba-
bilité symétrique sur [0,1] telle que

1
. 1
v 2j —
Mo, = a”v(da) = —— pour 1,..- £—1. 2.5
= [ aPulda) = o pour - (25)
Si f € C*™(R) et si X est un processus continu admettant une (2n)-variation (forte), &
condition que toutes les intégrales en jeu sauf éventuellement une existent, cette derniére
existe et nous avons la formule d’Itd:

f( XO / f dulX +Zku / f(2j—|—1 d51/2,2j+1X (26)

ot la somme est nulle par convention si £ >n — 1. Ici, les kj ; sont des constantes univer-
selles.

Remarque 2.2.8. Une application significative a lieu quand v = . Nous obtenons
dans ce cas, si f € C*(R) et si X est un processus continu admettant une (2n)-variation,

do+61
2

J(Xe) = J(Xo) / F(X)d X, +Z’ﬂ‘”” / JED(X,)d X, (27)

toujours a condition que toutes les intégrales en jeu (sauf éventuellement une) existent.
Preuve du théoréme 2.6. Remarquons tout d’abord que les identités (2.5) impliquent

1
m; = ] pour tout j =1,---,20—1. (2.8)
En effet, nous avons
1 1 27+1
Maj+1 = / oty (da) = / (1 - a)¥*y(da) = Z(_l)kcgjﬂmk’
0 0 k=0
et, par récurrence,
& 1 1

2majin = DV gy = sy
k=0
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Pour démontrer le théoréme, il suffit de prouver que, pour tous a,b € R,

£(b) = f(@) + (b ) / f(a+ ab — a))v(do) (2.9)
L LT TD0 - 0 ol

ot C' € C(R?) vérifie C(a,a) = 0. En effet, admettons un instant cette formule et posons
a = Xy, b = Xy, intégrons en u sur [0,{] et divisons par €. Nous obtenons:

1 t 1 t 1
g/ (f(Xu—I—e) - f(Xu))du = g/ (Xu+e - Xu) (/ f,(Xu + a(Xu—I—a - Xu))y(da)> du
0 0 0
n—1 t
v 1 25+1 Xu+X'u,+5 254+1
Xk [ e E R (- X
1 t
+- / C( Xy Xute) Xuye — Xo)*du.
0

Par un simple changement de variable, nous pouvons transformer le membre de gauche en

1 t+e 1 €
. /t F(Xu)du— | /0 F(X)du,

qui tend, quand € | 0, vers f(X;) — f(Xo). Par lexistence de la (2n)-variation de X, et
puisque sup,ejo 4 C(Xy,Xu1e) tend vers zéro, le dernier terme du membre de droite dans
I’égalité précédente tend aussi vers zéro. La convergence de tous les termes du membre de
droite (sauf éventuellement un) est assurée par hypothése. Ainsi, le terme qui reste dans
le membre de droite est forcé de converger en probabilité et nous obtenons (2.6).

Revenons 4 la démontration de la formule (2.9). Grace a des développements de Taylor,
nous pouvons écrire:

f() — f(@) — (b ) / F'(a+ (b ~ a))w(do)

P MR En L 1 ! 1\
:;f()( A BT —(1—1)!/0 (O‘—i) v(da)

De plus, puisque v est symétrique, chaque intégrale fol (a — 5)2“1 v(da) s’annule pour
k =0,...,n — 1. D’autre part, en utilisant (2.8), des calculs faciles permettent d’obtenir

que .
1 1 1\ % 1
- — _ ': e_l
(2j>!/o (O‘ 2) V) = i rd =0

Finalement, la formule (2.9) suit et la preuve du théoréme est terminée.

+ O(b — a)™™.
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2.3 Le cas du mouvement brownien fractionnaire

Dans cette section, nous explorons 'existence et la non-existence de fo Xy)d"™ X,
quand X = B est un mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H € (0,1) et v
une mesure de probabilité sur [0,1]. Nous désignons toujours par pg, le moment d’ordre 2n
de la loi normale centrée et réduite. Le théoréme suivant donne une description compléte
des différents cas possibles:

Théoréme 2.3.1. Soient m > 2 un entier et v une mesure de probabilité sur [0,1].
1. Supposons que m = 2n soit pair et que g soit une fonction localement bornée. Alors
(a) si2nH > 1 alors [, g(BI)d»*"BY existe et

¢ ¢
BH\gv2ngH — BEVJIBHE2n) — fo Mydu si2nH =1
| otBie sy = [ gmlanng = o, oy
(2.1)

(b) si2nH <1 alors [ g(BT)d"*BY n'existe pas en général.

2. Supposons que m = 2n + 1 soil impair et que g soit une fonction localement bornée.
Alors

(a) si (2n+1)H >} alors [; g(BH)d%»*+1BI egiste et vaut 0;

(b) si 2n+ 1)H = % alors L [(BE., — BEY™ du converge en loi vers une loi
gaussienne centrée quand € | 0;

(c) si 2n+1)H < L alors [} g(BE)d?»*" 1 BE pegiste pas en général.

3. Supposons que m = 2n + 1 soit impair, que g soit une fonction de classe C**! et
que v soit symétrique. Alors

(a) si (2n+1)H > % alors f(fg(Bf)d”’Q"“Bf eziste et s’annule;
(b) si 2n+1)H < L alors [ g(BF)d**'BI wexiste pas en général.
La preuve de ce théoréme, longue et technique, est repoussée dans la section 7. Pour

Pinstant, contentons-nous de I'utiliser dans des cas particuliers. Nous avons tout d’abord
le:

Corollaire 2.3.2. Soient n > 1 un entier, g une fonction continue et t > 0. Alors, si
(2n + 1)H > &, pour tout entier £ > m, les intégrales [, g(BE)d»?*'BY egistent et
s’annulent.
Par exemple:
—si H > §, les intégrales fot g(BH)d*2* B existent et sont nulles pour tout entier
impair £ > 3.
— si = < H < ¢, les intégrales f(f g(BH)d% 23 BE n'existent pas en général tandis que
les intégrales fot g(BH)d%»*BH existent et sont nulles pour tout entier impair £ > 5.
Du théoréme 2.3.1 découle aussi la généralisation de (1.5) suivante:
Corollaire 2.3.3. Soient n € N* et g € C* 1(R). Supposons que B¥ admette une (2n)-
variation c’est-a-dire que 2nH > 1. Alors, les intégrales forward et backward d’ordre 2n—1
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existent el nous avons:

t t
[ Bl Bl — - [ gl D 22)
0

0

0 si 2nf >1
t
—“%/g'(Bf)du si 2nH=1"
0

oU Lo, désigne le moment d’ordre 2n d’une loi normale centrée réduite.
Preuve. Choisissons v = %1% dans le théoréme 2. 3 1. Puisque g € C*"(R) et (2n —

1)H > i, nous en déduisons que f; g(BY)d°*®*VBY = 0. L'¢galité (2.2) est donc une

conséquence de la remarque 2.1.7 a), b) et de la propos1t10n 2.1.4. -

Revenons maintenant & la formule d’It6 pour le mouvement brownien fractionnaire. Du

théoréme 2.2.7 et du corollaire 2.3.2, nous tirons le résultat principal de cette section:

Théoréme 2.3.4. 1. Si H > % et si f € C¥(R) alors Uintégrale [ f'(BE)d" BY existe
pour n'importe quelle mesure symétrique v et nous avons

1B = 10+ [ ' p(BH)a B (2.3

2. Soit v > 2 un entier. Si (2r + 1)H > L et si f € CY2(R) alors Uintégrale

fo J'(BEYd"'BE eziste pour toute mesure de probabilité symétrique v vérifiant

1
. 1
= Yylda) = ——— =1, —1. 2.4
Ma; /Oau(a) gjpq Powrd =L (2.4)

De plus, nous avons:
f(BE = f(BY + / f{(BHg-'BE, (2.5)

Preuve. Si H > ¢, les intégrales fo FO(BEY@o1 23 BH et f FO(BH)d%25 B existent et
s’annulent (voir le corolla1re 2.3.2). Le théoréme 2.2.7 appliqué & n = 3 et £ = 1 donne
alors (2.3).

Toujours grace au corollaire 2.3.2, si H > 7', les intégrales f fEEN(BHE) o224 BH
existent et s’annulent pour £ > r. Le théoréme 2.2.7 appliqué & n = 2r + 1 et £ = r donne

alors (2.5). -

Remarque 2.3.5. 1. La mesure de probabilité symétrique ‘5"%‘51 vérifie my; = % pour

tout entier 7 > 1. Par conséquent, la deuxiéme partie du théoréme précédent ne

s’applique pas. Toutefois, de la premiére partie, nous tirons que pour H > 1 et

f € C5(R), °
/(B / /(BT B, (2.6)
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Vu ce que nous avons rappelé dans 'introduction, nous obtenons donc que H = %
est la barriére pour la validité de la formule d’It6-Stratonovich, ce qui constitue un
des résultat important de notre travail. En particulier, nous avons obtenu 1’extension

maximale du résultat de Gradinaru et al [26] qui montrait la validité de (2.6) pour

H> >
— 4

2. Un exemple de mesure de probabilité satisfaisant (2.4) est donné par

2(r—1)

2(r — 1 Ju—k
v = Z Y; 0 /(2r—2) avec y; = /0 H du. (2.7)

En effet, on peut écrire, grace a la formule de Newton-Cotes (voir par exemple [46],
p. 118):

P(1) = P(0) + /1 P'(z)v(dz) avec P € Rop_1[X].

En choisissant P(X) = X%*! pour j € {1,...,r — 1}, nous obtenons 1 = (25 + 1)my;,
autrement dit la condition (2.4). Les intégrales associées & ces mesures particuliéres
seront, appelées intégrales de Newton-Cotes dans la suite.

2.4 Preuve du théoréme 2.3.1

Premier pas: preuves des points immédiats du théoréme.

Dans la suite, N désigne une variable aléatoire normale et centrée.

— (preuve de 1) Dans le théoréme 3.2, il est prouvé que, si C est un processus continu,

quand € | 0:
t BH _ pH 2n t
/ C <“+€7H“> du — ,Ltgn/ Cydu
0 € 0

presque siirement uniformément sur chaque intervalle compact. En utilisant ce résul-
tat, nous obtenons facilement, quand ¢ | 0:

1 [t 1 B ¢
[l B [ o8 (.~ BEwde) ~ i [ o8,
0 0 0

presque slirement uniformément (en ¢) sur chaque intervalle compact. Le premier
point du théoréme 2.3.1 en découle.

- (preuve de 2.b) Soit m > 3 un entier impair et supposons que H = ﬁ Fixons t > 0.
Grace au théoréme 3.6, nous savons que, quand € — 0,

1 [ B — B\, (o
/(B;;"g—BQ’" du—\/_/ ( ute ) du e aIN
0 gzm

£

(voir aussi la proposition 2.3 et la remarque 2.4 dans Gradinaru et al [26]).
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— (preuve de 2.c) En supposant que 2 fo (Bl .—BX)™du converge en probabilité, quand
g€ — 0, vers une variable aléatoire Z nous en déduisons que

1 oi
Si_mHg / (B, — BIy™du L) quand € — 0.
0

. ., ., N t {BE _BHN\™ .
Mais cette quantité est aussi égale & ﬁ I (—’ﬁgH—“) du et converge donc en loi,
vu le théoréme 3.2.1, vers \/c,, vt N. Nous obtenons une contradiction.

— (preuve de 3) Dés que le point 2.a) du théoréme sera prouvé, 3) sera une conséquence
directe de la proposition 2.2.4.

Nous procédons maintenant a la preuve du point 2.a)

Deuziéeme pas: premiére réduction.

— Par un argument de localisation (voir par exemple la preuve de la proposition 2.2.4),
nous pouvons supposer que g est bornée.

— Pour simplifier, nous fixons ¢ = 1.
— Nous pouvons supposer que H < = < . En effet, grace 4 I'inégalité suivante

1 BH B
[ o,
g Jo 2

cst [*
- Bf)mdu{ < ?/0 E|BE, — BY|™du = cst ™7,

E

nous obtenons facilement que Iintégrale [ g(B)d®/>™BI existe et s’annule si H >
1

p
Par conséquent, il suffit de démontrer le:

Lemme 2.4.1. Soit m > 3 un entier impair. St g : R —> R est une fonction bornée, alors
Vintégrale fo (BE)d»™BE egiste et s’annule pour 5t < H < L < 1.

— Pour prouver le lemme 2.4.1, nous considérons

1 1 BH . + BH
5g) =+ [ a(Pe Bl - Bl

et nous prouvons que

BLIE™ (9)?) 28)
/ / { BY . + BH)g(Bfie 2+ BH J(BIL — BB - Bgf)m} i

tend vers zéro quand € | 0. Ici, Dy := {0 <u <wv < 1}.
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— Il suffit d’analyser I'intégrale dans (2.8) seulement sur
D, ={e"? <u<wv<1l,e"™? <v—u<1}, avec p > 0 assez petit.

En effet, en utilisant I’hypothése sur g, la valeur absolue de

u€+BH B’Iflé‘—i_‘BH m
) = g [ BoC ) (PR TR Bl — B (BY ~ BIY™dudo

DO\DE
peut étre bornée par
t
@ // (1B, — BI|™ B, — BI|™] dudv < cst ™ 2mes(Dy \ D)
DO\DE

< cste?mH-1=p,

En choisissant 0 < p < 2mH — 1, nous voyons que J'(¢) converge vers 0, quand ¢ | 0.
Ainsi, il suffit de prouver que

1 BH BZ  BH BE
T(E) = o [ [ Bl 5 PP TR BLL, ~ BB, ~ B dude

tend vers zéro quand ¢ | 0.
Troisiéme pas: régression linéaire.

Pour simplifier les notations, nous otons dans la suite 'indice H de B¥. Fixons € > 0
et (u,v) € D,. Considérons le vecteur gaussien centré (G,G2,G3,G4) ol

(G17G27G37G4) = (Bu-l—e + BuanJre + BvaBu—I—e - Buan+s - Bv)~
Sa matrice de covariance est donnée par blocs par
A A3 >
A — 21 ,
< Agr Ag

ol Ay; (resp. Age) est la matrice de covariance de (G1,G2) (resp. (G3,G4)) et

A — Cov(Gs,G1) Cov(G3,G2)
| Cov(Gy,G1) Cov(Gy,Gy) /-

Une régression linéaire implique que

(6)=2(G)+ (%)
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ol (Z3,%4) est un vecteur gaussien centré indépendant de (G1,Gs) et

A= ApA7l.
Nous avons (u) (w0)
Ke(u,u) K°¢(u,v
M =2 (5o o) (29
avec
1 1 1
Ke(uw) = 5((u+6)2H+(v+6)2H+u2H+02H— v —u|* — §|v—u—slw— §|v—u+€|2H).
(2.10)
Notons que lim,_,o K¢(u,v) = Kg(u,v), la covariance de B, et B,. Nous avons
A — a(e,u) aleu) + sa(e,v — u) — sa(—&,v — u)
7 \alew) + Lale,y —u) — La(—ew — u) a(e,v) ’
avec .
alen) = (u+e)*? —u? = suQH“IKII(a), (2.11)

ol ¥ : R — R est une fonction bornée, donnée par ¥(z) = (—1#1

Puisque Aq; est une matrice symétrique définie positive, nous pouvons décomposer Ai; en
MM*, M étant la matrice de Cholesky de A1, c’est-a-dire

K& (u,u)
M :=+?2 K*(u) \/ — Ke(up)?
/K (u,1) Ka(u u)

Ainsi, si nous définissons le vecteur gaussien centré (Ny,N,) par

(&)= (%):

les variables aléatoires Ny et N, sont indépendantes et nous avons

(gi) - (%;) + <§i) ! (2.12)

avec R = Aoy M* ! = {r;;}1<i j<o- Par commodité, nous posons

I's Gy Ny 1 N1 4+ 112Vo
= A =R = . 2.13
<F4) <G2> <N2> (7"21N1 + 7‘22N2> ( )

Quatrieme pas: découpage de J(g) en trois termes.

Nous avons

TE) =5z / {g )G’”Gm}dudv
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/ (oS0 Es + Z)™(Ds + 20" Ydudv = Ti(e) + Fale) + (o),
011
i) = 5 / {g )ZmZm}dudv
G G
Hle) = o / / B{o( 09N 75 2 + TaZ 77~ yaud
et
1 Gl G2mm j rm—j m—k k ym—kpj 7m—]
Ts(€) —2—6—2// {9(5") (7)220 Ck (T 25Tk zin=k 4 Tk Zm—k1d 709\ dudy
D. 7=0 k=2

e Remarquons que J2(¢) = 0.
En effet, par I'indépendance de (G1,G3) et (Z3,24), nous pouvons écrire

Blo( e 2 + Tz 27} = Blo( (s iz 27)
+B{o(a(Pr Bz 2y =0,

comme nous le voyons en appliquant la premiére partie du
Lemme 2.4.2. Soit (Z3,Z,) un vecteur gaussien centré et m > 1 un entier. Alors

E{ZP1Z =0 (2.14)
et
(5] , | |
B{Z3Z7} = Y ¢ B{Zs 2,y Var(Zs) Var(Z,)!, (2.15)
j=0

avec ¢; des constantes universelles.
La preuve de ce résultat est repoussée au cinquiéme pas.

e Nous allons prouver que chaque terme dans J3(¢) tend vers zéro.
[égalité (2.13) implique

E{Z{} = E{G}} — E{T]} < B{G}} =", £ =34. (2.16)

Soient j # 0 et k > 2. Puisque ¢ est bornée, nous pouvons écrire

o / [ |paGho sz rize sy

dudv < —// E{|T%Z5 T8 2% N dudv.
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, le terme précédent est majoré par

cst // (B{1 72m- 2g}]%[E{Pikzgm—%}]%dudu

En utilisant I'indépendance de (G,,G2) et (Z3,24), il vaut aussi

cst 27 2m—2j 2k 2m—2k wdv.
/ / E{TY ) B{Z2" YBT3} B{Z2™ %))} dud

Encore par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, il est inférieur ou égal a

2

et / / E{TYYE{Z>™ %\ dudy / / E{T2 ) E{Z™ %Y dudy
D¢

Par (2.16) et parce que H > ﬁ, nous obtenons la borne suivante:

cst e@mi—kH // E{T3}Ydudv // E{T%*Ydudv | < cste?™i1,
D,

La derniére inégalité est une conséquence du résultat technique suivant, dont la preuve est
repoussée elle aussi au cinquiéme pas:

Lemme 2.4.3. Soit k € {2,...,m} un entier. Alors, pour tout n > 0 assez petit, il existe
cst(n) > 0 telle que

// E{|Ty|F}dudv < cst(n) "™ ¢ =3 4.
D,

Sij=0,k€{2,....m} et n > 0, nous avons

G G
i // 5t6(Gha( G2ty

cst

_ ot / / BT FY B{| 20 Zm* Y dudy < / / [E{Z2™} 3 [B{Z2™ *}]3 B{|T4|*}dudv

dudv < C—“//Eﬂzmrkzm *}dudv

< cst gm-RH-2 // E{|Ty|*}dudv < cst(n) e?™H 1,



40 Chapitre 2. Intégrales d’ordre m et formules d’It6

Ainsi, lim, o J3(¢) = 0 en choisissant 7 > 0 suffisamment petit.

e Démontrons que lim, o J;(¢) = 0.
Par indépendance de (G1,G2) et (Z3,7Z4), nous pouvons écrire

Tie) = 2_; / / E{g(%)g(%)}E{zgnzgn}dudv

et, puisque g est bornée, nous avons
cst

|Ji(e)| < ﬁ/ |E{Z 7} |dudv.

Nous énongcons le résultat suivant dont la preuve est repoussée encore une fois au cinquiéme
pas:
Lemme 2.4.4. Pour tout j € {0,...,”;'}, nous avons

/ IE{Z3Z4}|m_2jdudv < cst gl TAm—2)H
D,

Maintenant, nous pouvons montrer que J;(¢) tend vers zéro quand € | 0 comme suit.
Nous savons que Var(Z;) < €24 = 3,4. En utilisant (2.15) et le lemme 2.4.4, nous pouvons
écrire

| 71(e)] < EQ—Z / dv / du|E{Z3 24} ¥ Var(Zs) Var(Z,)’
=0

~1

3

cst
82

M .

< / dv/ du|E{ZsZ,} ™% < cste?™H 1
2e

.
Il
<o

et J1(¢) tend vers zéro quand € — 0 puisque H > %
Cingquieme pas: preuves des lemmes 2.4.2, 2.4.83 et 2.4.4.

Preuve du lemme 2.4.2.

i) (2.14) découle immédiatement du fait que les vecteurs aléatoires (Z3,724) et (—Z3, — Z4)
ont la méme loi.

ii) Notons 8 = E{Z37,} et 0? = Var(Z;), i = 3,4. A 'aide d’une régression linéaire, nous

pouvons écrire
1
6 2.2 92 2
Zo= " Zy+ <——U3”4 N

2
O3 03
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avec N une variable aléatoire normale centrée réduite indépendante de Z3. Notons ugy le
moment d’ordre 2k de N. Nous avons

m2_1 " ) m—2k 2 k) o_go_z N 92 k
E{Z3Zy} =Y CX <U—§> E{Z3" "} (T) Pk
E=0

m—1

2
Z ok o k)OZkem QkZ eCeH% 2(k—£) 2(k' —£)
k=0 £=0

3

s ‘

I

k
Zc g2 G2 k=0 (2k=0) _ ZC 6% 2% 2.
=0

?r'
O

Le lemme 2.4.2 est donc prouvé.

Preuve du lemme 2.4.3.
Nous avons, par (2.13),

/ / Iy Edudy b < cst / / e [EE{| Ny [F Yo + / P [EE{| N [F dudy
D, D D,

= cst, // |r11|kdudv—l—/ 719 |Fdudy
D. De

et

/ / Iy [Fdudy b < ost / / v [FE{ N [F Ydudy + / Iraa | | No £} dud
D, D De

= cst // ]r21|kdudv+// |70 |Fdudv
D, D,

La preuve sera terminée une fois que nous montrerons
/ |ri;|Fdudv < cste' T (2.17)
De

pour 4,7 € {1,2}. Rappelons que

R — AQIM*—I _ (7’11 7‘12)

To1 Ta2
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avec
1 _ Ke(u,v)
Al - R R ) A (u)
2 K“?(u,u) ’
\/> 0 \/ Af(u,v)
et

A (u,w) == K®(u,u) K¢ (v,0) — K (u,v)?, avec K¢(u,v) donné par (2.10).
De plus, par (2.11),

A21[]- 1] = €U2H 1‘1’(%)
Ao (191 = e 2B 105y 4 Sy — )2E-1 € Clo— )2 H-lg(—_C
all2) = w1 0(E) + S —u? (S ) - u (- ),
Agy[2.1] = e v?H- 1\115 €y — 2H-1g(_& Cly— )21y C
al21] =20 () + S -ty S e ),

Agi[2,2] =€ quH*l\I!(g).

A ce niveau, nous devons établir les estimations suivantes:

Lemme 2.4.5. Il existe des constantes strictement positives ¢; et ¢y telles que, pour tout
e >0 et tout (u,v) € D, nous ayons

o u? < Ko (uu) < cpu?®, K¢(u,v) < cpufo (2.18)
A% (uyw) > ¢ u?H (v —u)?. (2.19)
Gréce au lemme 2.4.5 et au caractére borné de ¥, nous en déduisons
ru] < esteu™ (2.20)
VPH-L (g — ) 2H1
Ira1] < cste < Wi ull > ' (221)
H-1, H 2H—1
u" "ty u
T2] < cste — )t 2.22
ral < ot (Gt e+ 0= (222
3H—-1 2H-1 H H-1
v v (v —u)
T < cste : 2.23
el < e (Gt gt gt ) (229)

L’inégalité (2.17) est maintenant une conséquence directe des quatre derniéres inégalités,
ce qui termine la preuve du lemme 2.4.3. Illustrons, par exemple, pourquoi (2.17) a lieu
pour ¢ = j = 2, ce cas étant représentatif de la difficulté. Grace & (2.23), nous pouvons
écrire

1 1 1
k k
[rao|” < cste [ukH(,U ) FHyk(1=3H) T R (v — w)Fll + (v — u)k(l—H)ukHjl )

pour (u,v) € D,. Soit y > 0 fixé. Posons

dudv dudv dudv
Dy ULTH(v — u)lHpls T ('v—ulﬂvl“ Dy U (v — u)? n <o
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Pour tout € > 0:

dudv dudv dudv
//D ul=r(v — u)l-ryl-r // (v — u)l—Hyl-p // ul=r(v — u)! SM(M)'

En utilisant le fait que e > ¢, il vient:

/ |rasFdudv < cst [gFHT3730 4 ghtTH2=20 4 g2 . (2.24)
De
Il est clair, pour y assez petit, que kH+3—-3u > 1+kH —net2—2u+kH > 1+kH —1.
On a aussi 2 —2u > 1+ kH — n car (cf. les hypothéses du Lemme 2.4.1), H < £ < .
Ainsi, (2.24) implique (2.23). -
Preuve du lemme 2.4.5.
Puisque 0 < 2H < 1, nous avons, pour tous z,y > 0,
1
(a:+y)2H Z 22H_1(332H +’,lj2H) 2 §($2H +y2H)'
Nous en déduisons
3
Ks(u’u) — (u+€)2H +U2H _ 87 Z 5 2H
et
K (u,u) < 2(27 + 1)u?H
puisque u > &'7? > ¢.
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
2K (u,v) = B{G1G5} < Var(G1)?Var(Gy)? = 2K°(u,u)t K*(v,w)s < 4(2% + 1)uv?
Il reste a justifier la minoration pour A®. Posons
A (u,v) )
u?H (v — u)2H - ‘p(&’ﬁ)
avec ¢ : [0,1]x]1, + oo[ définie par
.’E2H(ZE —1— 5)2H (1 + 5)2H£I}2H 1
4op(6,2) = 2 2027 4 2(146)2H +-2(x +0)*H — ——
©(6,x) (@ 1) + (w_ 17 +22%7 +2(140)*" +2(z+9) (&= 1)2H
(= 1) il 4 (14 0)2H(x —1+0)%# _l(x—l—kd)“] _252H(:1:—|—(5)2H
(z—1)2H (x —1)2H 4 (x—1)%H (x —1)%H
1(z—1-6)>* (z -1 2H 1+ 6)2H§2H 1+6
__(‘T ) (CB +5) __2( + ) —($—1+5)2H—({E—1—5)2H 2( + )
2 (z —1)24 (z —1)2H (zx —1)%H
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,’L‘2H(:E — 1+ 5)2H (:E + 5)2H($ 11— 5)2H B 2($ + 5)2Hx2H .y 52Hx2H
(@ — 1) (z—1) (z— 1) (@ — 1)
(240 (=140  (1+0)" (140 (@—1-0 (z—1-3)"
(- 12 @0 T (g1 RSN
1@ —-1-§* Lo (x +6)*7 62 (x —1+4)*# 54
4 (z—1)H (x—1)2H  “(z—1)%H (z —1)2# (z —1)2H
(1 + 6)%H (x + 6)2H N R
Ty T (oo

Remarquons que

. 2H 1 2H 72 2H
4 =9 - —(z— 1D 9242420 _ .
#(0:) (x—l) (x—l) (z=1)7 +2+22 z—1

En fait, si v > u, ¢(0,2)u*" (v — u)*”" = A%u,v) est le déterminant de la matrice de
covariance de (By,B,). Par conséquent,

Vz > 1,¢(0,z) > 0.

Il n’est pas difficile de voir que

lim p(0,z) = hm ©(0,z) = 4.

zll
Nous en déduisons que l'infimum de ¢(0,-) est atteint et est strictement positif. Précisément,
il existe une constante c¢; > 0 telle que, pour tout v > u

v
@(Oaa) Z 2Cl-

Nous obtiendrons la borne inférieure (2.19) en prouvant

€Y~ 000,%)] < e (2.25)

Je,00 > 0,Ve > 0,Y(u,v) € D, :

En effet, si € > 0 est assez petit et si (u,v) € D, alors (2.19) a lieu. Pour montrer (2.25),
NOUS Prouvons

Je,o > 0,6 > 0,V > 1+ 877 ¢ |p(6,3) — ¢(0,3)] < 6% (2.26)

En effet, si (2.26) a lieu, nous avons, en posant z = 2 et § = £,

€V v g\@
Ve > 0,Y(uw) € D, : ’ 2y o0, ‘<c(—) < cer.
(wp) € De: oS0 - g0, < e (5)" <
Pour montrer (2.26), il suffit de prouver que chaque terme dans la définition de ¢(4,z)
vérifie une inégalité du type (2.26). Illustrons-le par exemple pour le premier terme. Nous
avons

iEQH

g?H (g —1— 6)2H  g2H (g 1)2H
(x — 1)2H[(

(z — 1)2H - (z — 1)2H z—1=0)"" —(z - 1)""]

<
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g xH ) 1 \2#
z — 7 —
62 siz>2
= st ’ < cst 627,
_CS{%, siftP<zr—-1<1 =

Dans la troisiéme inégalité précédente, nous avons utilisé le fait suivant:
y>6>0 = |(y+86)*" -1 <205,

Les autres termes se traitent de méme. La preuve du lemme 2.4.5 est donc terminée. -

Preuve du lemme 2.4.4.
Puisque
D.C{e<u<v<lie<v—u<l},

il suffit de prouver que
1 v—€
/ dv/ du|E{ZsZ4} ™% < cst gl P2 200
2e €

Puisque (G1,G3) et (Z3,Z4) sont indépendants, nous avons
E{G3G4} = E{(T3 + Z3)(Ts + Z4)} = E{T3Ty} + E{Z3Z,}
et . . .
|E{Z3Z,}|™ % < cst(|E{G3Gu}|™ ¥ + |E{TsT4}[™7%).

i) Nous pouvons écrire

1 v—€ 1 v—e iy m—2i
/ dv / du| E{T3I',} ™% < / dv / duE{l2} "7 E{r?} 5"
2€ £ 2e €

1 v—€ % 1 v—€ ) %
< ( / dv / duE{rg}m—2j> ( / dv / duE{ri}m*%)
2e € 2e £

1

1 v—¢€ ) % 1 v—e ' 5 .
< cst < / dv / duE{rg‘"‘"”)}) < / dv / duE{ri‘m“”)}> < cst gl P2Am—20)H
2¢ € 2e €

oll la derniére inégalité est obtenue en utilisant le lemme 2.4.3.
ii) Nous avons

1 1 €
F{G3G4} = Q(v —u+e)?H 4 Q(v —u—e)? — (v —u) = (v~ u)QH_Q(I)(m),

ot ® : R — R est une fonction bornée donnée par ®(z) = (H‘B)QHJ;S[”C)M_Q. Nous en

déduisons que

1 v—€ 1 V€
/ dv/ du|B{G5G.}™ % < cst 82(m—2j)/ dv/ du(v — )@ -2(m=2)
2¢ € % 0
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£

1 1 v 1
< cst g2m2) / dv / dv / uPH=2m=21) gy, < cg, 2(m—29) / uCHE=2m=2) gy,
2e 2e €

< cst [€1+2(m~2j)H +€2(m-2j)]-

Puisque H < ; et m —2j > 1, nous avons 1+ 2H (m —2j) < 1+m —2j < 2(m — 24). Par
conséquent,

1 v—€
/ dv/ du|E{G3G}[™ ¥ < cstelt2m—20H
2e €

et la preuve du lemme 2.4.4 est achevée.



Chapitre 3

Approximations aux premier et second
ordres des intégrales d’ordre m

Ce travail, réalisé en collaboration avec M. Gradinaru, a fait 'objet d’un article publié
a Electronic Journal of Probability (2003) 8, no 18.

3.1 Convergence presque sire

Dans la suite, N désigne une variable aléatoire normale centrée et réduite, indépendante
de tous les processus apparaissant. D’autre part, nous notons B¥ un mouvement brownien
1

fractionnaire d’indice de Hurst H et B = B’ un mouvement brownien.

Théoréme 3.1.1. Supposons que H € (0,1). Soit f : R — R une fonction satisfaisant,
pour tous z,y € R,

() = f(y)l < Lz —y|*(1+2° +4°)°, (L > 0,0 <a < 1,0 > 0) (3.1)

et soit {Y; : t > 0} un processus stochastique continu. Alors, presque strement, quand
e —0,

[y B s w o) [ vias 32

uniformément sur tout intervalle compact.

Le résultat suivant contient un énoncé du méme type, mais pour les martingales conti-
nues:

Théoréme 3.1.2. Soit f : R — R une fonction polynomiale. Supposons que {Y; : t > 0}
soit un processus continu et que {J; : t > 0} soit un processus adapté ayant toutes ses
trajectoires localement holdériennes. Soit {Z; : t > 0} une martingale continue donnée par
Zy = Ty + fot JsdB,. Alors, presque sirement, quand € — 0,

/0 Yf(ﬁ—ef;é)dw /0 YL E[F(N)|F ] ds, (3.3)

47
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uniformément sur tout intervalle compact. Ici, {Fs, s > 0} désigne la fillration naturelle
associée o 7.

Remarque: 1. Par exemple, si f(z) = 2™ alors le membre de droite de (3.3) est égal
aE[N™| [l Y, J™ds.
2. Le méme résultat a lieu pour les semimartingales continues du type Z; = Zy+ fot JsdBs+
fot K,ds. En effet, il n’est pas difficile de se convaincre que la partie variation finie fot Kds
n’a pas de contribution sur la limite.

Nota. Je remercie Marc Yor de m’avoir signalé les travaux d’Azais et Wschebor [4, 5]
et de Wschebor [51], qui ont des liens trés étroits avec les théorémes 3.1.2 et 3.1.1 de cette
thése. Dans le corollaire 2.1 de [5], les auteurs prouvent que, pour z € R, A la mesure
de Lebesgue, M une martingale continue de la forme M; = fot JodBs, (F;) la filtration
naturelle associée & M et N ~ N(0,1) une v.a. indépendante de M:

5 limA({ue[OI]'M< ) —/IP(JN< Fdu  (34)
p'.’e—>0 » 1] \/E > —0 ulV = Ty .

(en fait, dans la version originale [5], les auteurs écrivent P(J, N < z) au lieu de P(J,N < z|F,);
ils ont en effet considéré qu’on pouvait faire comme si le crochet était déterministe, leur résultat
étant de nature presque sire.) Formellement, si on choisit Y =1, ¢ = 1 et f = 1)_, 5 dans
(3.3), on retrouve exactement le résultat du corollaire 2.1 de [5], ¢’est-a-dire (3.4). Avec les
mémes choix de Y, t et f, le résultat (3.2) correspond & celui donné dans [4]. Signalons
toutefois qu’une différence importante entre nos résultats et ceux d’Azais et Wschebor est
que la convergence dans les théorémes 3.1.2 et 3.1.1 a lieu en tant que processus (c’est-a-
dire uniformément en t), & I'inverse de ceux contenus dans [4, 5] ou la convergence a lieu
a t fixeé.

3.2 Convergence en loi

Soit m un entier impair. Il est bien connu que le monome ™ peut s’écrire en termes
de polyndmes d’Hermite:

= 22 d*
™ = Zak,mHk(x), avec Hi(z) = (—=1)%e™ e
k=1

(e—é) k=012,... (35)

Notons que la somme commence avec k = 1 puisque m est impair (par exemple z = H;(z),
23 = 3H,(x) + Hs(z) et ainsi de suite).

Théoréme 3.2.1. Soit m > 3 un entier impair et supposons que H € (0,3]. Alors, quand
e — 0,

1 [t/BZ _— BA\™ c
%/ <M> ds:t >0} = {/Cmubi:t> 0} (3.6)
0

H
&
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Ici {B: : t > 0} désigne un mouvement brownien standard issu de 0 et la constante positive
Cm,u €St donnée par

= a/%,m &0 2H 2H ek
Con, B ::22 X [(x—l—l) +lz-1 -2z ] dz,
k=1 V0

ot les coefficient ag ., sont donnés par (8.5).
Remarque 3.2.2. Notons que si H # £,

4+ +z—1" —22" ~ HQH - 1)z, quand z — o0,
et si H = 1,
z+1)" +|z—1" —22"" =0, quand z > 1.
Par conséquent, ¢, i < oo si et seulement si 0 < H < 1. O

Finalement, énongons le résultat concernant les martingales:

Théoréme 3.2.3. Soit m > 3 un entier impair et supposons que o € C*(R;R). Soit
{Z; : t > 0} la martingale continue donnée par Z, = Zy + foto(Bs)st. Alors, quand
e — 0,

{% / | (‘Z%E—Z)m do:12 05 {/ BB + o) 12 0). (37)
0 0

Ict {(Bt(l), t(Q)) : t > 0} désigne un mouvement brownien standard bidimensionnel issu de
(0,0) tandis que k;, i = 1,2 sont des constantes.

Nota. Je remercie Marc Yor de m’avoir signalé le travail de Berzin-Joseph, Leon et
Ortega [8] dans lequel la convergence en loi de ﬁ fot [g (%) - E(g(N))} ds vers un

mouvement brownien indépendant de B est énoncée.

3.3 Preuves des théorémes 3.1.1, 3.1.2 et de la proposi-
tion 1.2.1

La démonstration va consister tout d’abord & vérifier la convergence dans L? et ensuite
combiner un argument de type Borel-Cantelli avec la régularité des trajectoires (voir le
lemme 3.3.1 plus bas).

Pour commencer, rappelons une définition classique: I'indice de Hélder -y d’un processus
continu {W; : t > 0} est le supremum des exposants -y vérifiant, pour tout 7" > 0:

P{w: 3L(w) >0, Vst € [0,T], Wy (w) — Wi(w)| < L(w)|t —s|"}) = 1. (3.8)

Nous pouvons maintenant énoncer le critére de convergence presque sfire suivant, que nous
utiliserons dans les preuves des théorémes 3.1.1 et 3.1.2:
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Lemme 3.3.1. Soient f : R — R une fonction satisfaisant (3.1), {W; : t > 0} un
processus conlinu & trajectoires localement holdériennes d’indice vy et {Vi : t > 0} un
processus continu & variation bornée. Posons
w (¢t /f 3*“ ete — Piygs 4> 0,6 > 0, (3.9)
et supposons que, pour tout t > 0, quand € — 0,
2
HW;f)(t) =V, = O(®), pour un certain o> 0. (3.10)
L

Alors, pour tout t > 0, lim,_, Wg(f) (t) = V; presque sirement et si f est positive, pour tout
processus continu {Y; : t > 0}, alors, presque sdrement, quand € — 0,

£ i
/ Y,dw.” (s) = / Y,dV, (3.11)
0 0

uniformément sur tout intervalle compact.

Preuve. Nous la découpons en plusieurs pas.
Premier pas. Posons, pour n € N*, &, := n~%2. Pour tout § > 0, nous avons
) p ) n 7

cst

P (W0 il > 8) < SB[ - 7] < S

Puisque Y &% < 400, nous en déduisons, par le lemme de Borel-Cantelli, que, pour tout
t>0,
lim W(f)( t) = V(t) presque siirement.

n—00

Deuxiéme pas. Fixons € > 0 et considérons n € N* tel que €,11 < € < &,. Fixons aussi
w € 2. Notons, pour tout ¢t > 0,

W () (w) = W () () + () (@) + Gu(t) (W),

avec

g0

: 5 () — WD (0w D () - WD
G0 = [ {f(WHE( LWy perel) = ”)} ds,

D () - W
G0 = [ [f(W”g"( LW g

Witk ) - W w) )} i
En

Pour obtenir, pour tout ¢ > 0,

lim W, (t) = V(t) presque stirement,

e—0
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il suffit donc de prouver que &,(t)(w) et (,(t)(w) tendent vers zéro quand n — oo. Pour
simplifier les notations, ne précisons plus la dépendance en w et en f dans la suite. Nous
pouvons écrire, pour § > 0,

cst
|£n /|Ws+e" s+6n|

ga’)’o

2 27%
1+ (Ws—}—e_Ws) + <W5+en_Ws> :I dS
£ g

— Ent1 |a Yo— 5)5217(70 9 ¢.

< cst |
— _(a+2b)yo
€n+1

O(n_a,),o_!_d(a_l_ Za-la-4b

Puisque &, — en,41 = O(n~"%%), nous avons |&,(t)| = )) quand n — oco.
Ainsi, imy, o, &,(t) = 0 en choisissant, § assez petit. D’une maniére similaire, nous avons

b
1 a Wu+e - W 2 WS+8n - WS ?
Ca()] < cst <5 - —) / (Wite,—Ws|* |1+ (T) + <T> ds

t 1 1\°
ot (8_ _ %> (a+25)(70—6) 4

2bvo Y0 ]
n—+1 ntl  En

Puisque £,,7° — £, 7% = O(n~172%/2) nous avons |, (t)| = O(n—01ot #3)) quand n — oo.
Encore une fois, nous obtenons lim,, ,, ¢, (t) = 0 en choisissant ¢ suffisamment petit.
Troisiéme pas. Nous montrons que ’ensemble de probabilité 1 oil nous avons la conver-
gence presque siire de W(f)( t) vers V(t) peut étre choisi indépendamment de ¢. Soit 2
I’ensemble de probabilité 1 tel que, pour tout w € * et tout £ € Q NR,, on ait
limg o W (¢)(w) = Vi(w). Fixons un tel w. Soit t € R* et supposons que {s,} et {t,}
soient deux suites de rationnels telles que s, Tt et ¢, | . Clairement, nous avons
W (s0) () < W, (O)@) < W, () (w)-

£

Tout d’abord, en laissant tendre € vers zéro, nous obtenons
b b

Vi, (@) < liminf W, (1) (w) < limsup W,” () @) < Vi, (w),

e—0

et ensuite, en laissant tendre n vers I'infini, nous en déduisons

lim W,” (t) (w) = Vi(w).

Quatriéme pas. Si f est positive, nous pouvons appliquer le théoréme de Dini pour
obtenir que, presque slirement, Ws(f) (t) converge uniformément sur tout intervalle compact
vers V;.

Cinquiéme pas. Nous allons raisonner trajectoire par trajectoire. Nous fixons donc w
(nous ne préciserons plus la dépendance) et nous écrivons des lettres minuscules au lieu
des lettres majuscules. Puisque wéf) converge simplement vers v, la fonction de répartition
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de la mesure dwéf) converge en loi vers la fonction de répartition de la mesure dv. Ainsi,
dwéf) converge faiblement vers dv. Clairement, la mesure dv ne charge pas les points et la
fonction s > ysl[o,t](s) est dv-presque partout continue. Par conséquent,

oo

t
lim [ g 1og(s) duw(s) = /ysdvs.
0

e—0 0

La preuve du critére de convergence presque siire est terminée.

Preuve du théoréme 3.1.1.

Tout d’abord, notons que si f satisfait (3.1) alors il en est de méme pour sa partie
positive f, et sa partie négative f_. Ainsi, par linéarité, nous pouvons supposer que f
est positive. Nous allons utiliser le lemme 3.3.1 avec W = B, le mouvement brownien
fractionnaire. A 1’aide du critére classique de Kolmogorov (voir [40], p. 25), nous savons
que B¥ admet H pour exposant de Holder local. Par conséquent, il ne nous reste plus qu’a
vérifier le controle (3.10). Notons tout d’abord que

Var(BY, — BY) =«

U

2H

et,siu+e <u+/e<u,

28 cste? +H
) < —=x < CS'GS »

Cov(BY,,—BY ,BY —B) = (v—u—¢) H+(v—u+€)2H—2(v—u S w—u)

vte

comme nous pouvons le voir en utilisant un développement de Taylor. Ainsi, 4 1’'aide d’une
régression linéaire classique, nous obtenons, pour u + /¢ < v,

Bﬁe — Bf 1+H 2(14+H)
T‘ = 0(5 )Nu’e -+ (]_ + 0(5 )) M'U,,sa (312)
H
uniformément par rapport & u, ot Ny, = M et M, . sont deux variables aléatoires

normales centrées réduites indépendantes. Nous pouvons écrire

E { [ (2w i) d]} ST+ DO+ T, (319

£

ol
BX —B BH —BH
Ty(e) =2 / / LycocuryeP [f( wke - Buy p(Zoe - )} dudo,
[0,£]2 3 &

B5I+e_B'5[ B’z{{I—e_BH _ 2,2
=2 [ turveal |7 P P2 duay e 1y o= )

En utilisant (3.1) (qui implique en particulier que |f ()| < cst(14]z|*(1+2?)?)) et Vinégalité
de Cauchy-Schwarz, nous obtenons que 7} () = O(/¢). En utilisant encore (3.1) et (3.12),
nous en déduisons que Ty(e) = E[f(N)]* 2 + O(e***™). En remplagant dans (3.13), nous

voyons que (3.10) est vérifiée et donc que le lemme 3.3.1 s’applique. La preuve de (3.2) est

achevée.
O
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Preuve du théoréme 3.1.2.

Par linéarité, il suffit de démontrer le résultat seulement pour f(z) = ™. D’autre part,
par un argument classique de localisation (voir par exemple la preuve de la proposition
2.2.4)), nous pouvons supposer que J est borné.

Grace au théoréme 3.1.1, la convergence (3.3) est valide pour le mouvement brownien

1
B = B*. Plus précisément, presque stirement, quand & — 0,

t B _ m t
/J;" <+—B> ds—)um/ J™ds (3.14)
0 \/g 0

uniformément sur tout intervalle compact.
A ce stade, nous devons établir le lemme technique mais simple suivant:

Lemme 3.3.2. Notons P l'ensemble des suites finies 6 a valeurs dans {1,2}. Pour § € P,
nous désignons par k = k(3) la longueur du support de la suite § et par n(6) := Zf(jl) 3(j).
Soient M une martingale, a < b deuz réels et notons

b 11 te—1
M (1) (5(2) (5(k))
190 = / dM,, am.” . / am, ", (3.15)
avec la convention que dMY) = dM (différentielle d’Itd) et que dM® = d[M,M] (diffé-
rentielle de Riemann-Stieltjes). Alors, pour tout n € N¥,

My — M) = > cald)Iihs, (3.16)

d€P,n(d)=n

0l ¢, (6) est une constante dont la valeur dépend seulement de 6 et de n.

Preuve. Nous faisons une récurrence sur n. Si n = 1, nous avons M, — M, = f: dM;,.
Supposons que (3.16) soit vraie pour U'entier n > 1 et vérifions-la pour V'entier n + 1:

(= o) = (1) [, g, + "0 [, by,

b b
= (n+1) / S 1) | am, M / S @)™ | amm,

§€P,n(d)=n 2 deP,n(d)=n—1
= Z Cn+1 (6)]0(}1;{()5
deP,n(d)=n+1

Par conséquent, ’hypothése de récurrence se transmet et lemme est prouvé. -

Nous pouvons terminer la preuve du théoréme 3.1.2. Gréce a ’égalité (3.16), nous pouvons
écrire

m m m B VA
JS (Bs+e - Bs)m - (Zs—i—e - Zs) = E C((S)(Js I‘g,szl—e,d - Is(,szke,é)’
SeP,n()=m
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olt
m 1(B) (2) EL T s, 6w b2 sGen L eG-1)
Js Is,s+s,<5 - Is,s—l—e,é = Z Js dB (tl) s Js dB (tj—l)
]*1 § 8

B s6) 50 o) B s GG Bt 5wy o)
x/ (J," =y )dB™ (tj)/ Jyr, B (tj+1).../ Jy, dB (tk).
8§ 5 5

Par hypothése, les trajectoires de J sont localement holdériennes et, en utilisant la propriété
d’isométrie de Pintégrale d’It6, nous en déduisons (3.10): quand ¢ — 0,

t _ m t _ m 2 ’
E [/ J" (BS“LE—BE) ds — / (ES—J—FE—Z%) ds] = O(&*) pour un certain a > 0.
0 Ve 0 Ve

Enongons maintenant une modification simple du lemme 3.3.1:

Lemme 3.3.3. Fuisons les mémes hypothéses sur la fonction f et sur le processus W que
dans le lemme 8.3.1. Supposons de plus que {Wt :t > 0} est un autre processus continu
ayant le méme indice de Holder local vy que W. Notons We(f) (t) le processus associé |14
comme dans (3.9). Si f est positive et si, pour tout t > 0, quand € — 0,

2

HW;” @) - W @) LT O(e®) pour un certain o > 0, (3.17)
alors nous avons, presque stirement,
lim (W§”(t) —w? (t)) =0, (3.18)
e—

uniformément sur tout intervalle compact.
La preuve est similaire & celle du lemme 3.3.1 et nous la laissons au lecteur. En utilisant
ce résultat, nous obtenons que, presque siirement,

t B B m t 7 7 m
: s+€ s s+e s
m e e = .19

uniformément sur tout intervalle compact. En combinant (3.19) avec (3.14), nous obtenons

finalement (3.3). -

Preuve de la proposition 1.2.1. Pour démontrer la premiére partie, nous posons Y; =
g (BE) et f(x) = 2? dans (3.2). Ainsi, nous obtenons P’existence presque siire de
t ( BH _ BH )2

: ! H s+e s
lim 9 (Bs) .

ds, uniformément sur tout intervalle compact.

D’autre part, nous pouvons écrire, pour a,b € R,

G(b) = G(a) + g(a)(b—a) +
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avec G une primitive de g et 0, € (a,b). En posant a = BH et b = BZ_, en intégrant en
s sur [0,¢] et en divisant par €, nous obtenons:

t t t
! / (G(BT )—G(BM))ds = - / g(BY)(BY — BM)ds+ / (O g )(BE.— BHY2
E 0 & 0 25 0 ste

Par un changement de variable immédiat, nous pouvons transformer le membre de gauche

en 1 t+e 1 €
~/ G(BSH)ds——/ G(BIds,
t 0

9 £

qui tend, presque slirement, quand ¢ — 0, vers G(B}) — G(0) uniformément sur tout
intervalle compact. Presque stirement, le dernier terme du membre de droite dans I’égalité
précédente converge uniformément sur tout intervalle compact. Par conséquent, le terme
qui reste dans le membre de droite est forcé d’avoir une limite presque sure, uniformément
sur tout intervalle compact.

Montrons la seconde partie. En posant Y, = ¢"(B¥) et f(z) = 2* dans (3.2), nous
obtenons ’existence presque siire de

. ’ n H (Bs-l;{}‘ BH)
hna g"(BI ==t —Z¢ ) g uniformément sur tout intervalle compact.
e=0 J, €
D’autre part, en posant Y, = 1 et f(z) = |z|* dans (3.2), nous obtenons que, presque
slirement,
B
lim/|3+€ |ds<+oo‘v’t>0
e—=0

Par conséquent, il suffit d’utiliser la formule de Taylor

G(b) = Gla) + M(b —a) - 2"—(3’—”)@ —0)*,00s € (a0),

et le théoréme de convergence dominée pour conclure comme précédemment.

3.4 Preuves des théorémes 3.2.1 et 3.2.3

Preuve du théoréme 3.2.1. Tout d’abord, expliquons les idées principales de la preuve
dans la situation plus simple du mouvement brownien (H = %) et quand m = 3. Dans ce
cas, nous étudions M,.(t) = T-/? tT (Bgy1 — B;)® ds et nous pouvons Iécrire, en appli-
quant successwement la formule d’ Ito et la version stochastique du théoréme de Fubini,
comme fo R..(s)dBs plus un reste qui tend vers zéro dans L%. Ensuite, nous montrons que
f(fT R..(s)%ds converge vers cstt. A I’aide du théoréme de Dubins-Schwarz, nous obtenons
que M, — \/cst3, dans le sens de la convergence des marginales de type fini. Finalement,
nous prouvons la tension.
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Dans le cas du mouvement brownien fractionnaire (d’indice 0 < H < ), nous devons
faire face a des difficultés techniques. En effet, le noyau K apparaissant dans la représenta-
tion du mouvement brownien fractionnaire en moyenne mobile B, = fot K (t,s)dB; admet
une singularité aux points s = 0 et s = t.

Encore une fois, nous découpons la preuve en plusieurs pas.

Premier pas. Grace a la propriété d’autosimilarité du mouvement brownien fraction-

naire, c'est-a-dire {Bj; : t > 0}£{c"B; : t > 0} pour tout ¢ > 0, nous pouvons voir
que

{\%/0 (%) ds:t>0) L {f/ B~ BE)"ds:t >0} = {M, (1) : £ > 0},

ol
T
M,(t) := (B2, - B)"ds,t > 0. (3.20)
\/*‘/ s+ s =

Ainsi, pour obtenir (3.6), il suffit de démontrer que

{M,(t) : t> 0} %5 {/Gmu B : t >0}, quand T — oo. (3.21)

Nous allons montrer cette convergence en deux temps:
i) quand T" — oo,
{M,(t) : t > 0} = {\/Cm,zr B : t > 0} en loi, dans le sens des marginales de rang fini;
(3.22)
ii) pour T' > 1,
la famille de processus M, est tendue. (3.23)

Deuxiéme pas. Avant de procéder a la preuve de (3.21), montrons comment la constante
cm, g apparait dans la limite. Nous prouvons que, pour tout ¢ > 0,

lim E [M,.(8)*] = cp,ut. (3.24)

T—o0

Posons Gy = BY,, — BY, G, = BE, | — BY et 0(u,v) = Cov(G1,G5). Nous devons calculer
I'espérance du produit G*G%*. Grace a (3.5), nous avons

3
g

BGTGT = > trmaemBH(G1)Hy(Ga)] =

1<k, i<m k=1
En remplacant ceci dans lexpressmn du second moment de M, ( t21 nous obtenons, en
notant aussi que f(u,v) = L(jv —u+ 1" + v —u— 1’ —2|v—u| )

m 2

SO 1 [ 003

k=1
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t = ai,m Tt-y) 2H 2H an ]k

par le changement de variables x = v — u,y = u/T. En laissant tendre T vers 'infini, nous
obtenons ¢, gt dans le membre de droite de 1’égalité précédente.

Troisiéme pas. Nous introduisons maintenant la premiére notation technique, qui sera,
utile dans le prochain pas. Choisissons un ¢ > 0 arbitraire mais fixé. Notons d’autre part,
que, par (3.24), nous pouvons choisir b > 0 assez petit tel que

lim E [M,.(b)*] <o (3.25)

T—o0

1 tT
— H
=TT e B
Quatriéme pas. Rappelons (voir, par exemple, [2], p. 122) que le mouvement brownien
fractionnaire peut s’écrire sous la forme

— BN ds,t > 0. (3.26)

0 1

H . H- H-1 ¢ H-4
B :At+Bf=7H/ (t—5)""F — (=) 7]st+fyH/(t—s) 4B, >0, (3.27)
0

— 0

ot, ici et dans le reste de la démonstration, nous notons v, la constante I'(H + %)_1. Dans
cette décomposition, notons que le processus A a des trajectoires absolument continues et
que A et B sont indépendants. Nous pouvons écrire MY (t) = MO(t) + DO (1), ot

MO (1) = i/ﬁ (BHl—BH)mds,t> 0 (3.28)
: VT Jor o ? N
et, pour tout ¢ > 0,
lim E [DY(#)?] = lim E [(MP () - MO (¢))?] = 0. (3.29)

T—oo T—=00

En effet, nous avons, grace au changement de variable s — 7,

sT+1 sT+1 sT

D;”)(t):\/T/tKBH - B2)" - (B, — Bl) "] ds

m t ~ % ek
= Z (7;:> \/T/b (AsT+1 - AsT)k (BSHTJrl B B:;) o
k=1

et il suffit d’estimer le second moment de chaque terme. Clairement, par I'indépendance

de A et B, nous avons E[(B” BSHT)Q] < 1, puisque la variable aléatoire gaussienne

sT+1
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centrée BfH — B a pour variance 1. Ainsi, grace a l'inégalité de Jensen et en utilisant
I’indépendance de A et B, nous pouvons écrire

t m— 2 t
(\/T/ (Apys — AsT)Ic (BSHTH — BfT) ¢ ds) } < cstTE [/ (A, — AsT)% ds}
b b

et, par autosimilarité,

2%k
¢ 2%k cst Pl AL — As
[ (s =) dS]ZWE / (—T——— I

avec 2k(1 — H) —1 > 0 pour tout k > 1 (rappelons que H < %) Il suffit de prouver que le
second facteur est borné. Puisque A est absolument continu, nous pouvons écrire

b Agr — Ag * ¢ 2% ! 0 H-§
lim B / Dot TN gl =g / (A1) ds] = cst / ds B[ / (s —w)" B,y
T—o0 b T b b —00

E

2% H 41

= cstT’ E

T

¢ 0 ¢
= cst/ ds (/ (s —u)" *du)k = cst/ s ds < 0.
b b

—o0

Par conséquent,(3.29) est vérifiée.
Cinquiéme pas. Rappelons que, par (3.27) et (3.28), nous avons

10w =2 [ ([T eriowas, - [ow ) 4 @3
=7 e U (s U v ) §—u u s .

v [ ([l r-w"t - - s [T v s
= £ s s+1—u —(s—u T+ s+1—u v .t > 0.
\/T T 0 s

A ce stade, nous devons introduire une seconde notation technique. Notons:

tT s 1 1
N®O () .= o ds(/ s+1—u)" 7 —(s—u)" *|dB, 3.31
2 () JT ) (S_C)VO[( ) (s—u) ] (3.31)

m

s+1 a1
+/ (s+1—u) 7dBu> >0,
8

ol la constante positive c est fixée et sa valeur sera précisée plus loin dans le point a). Nous
allons démontrer successivement les points suivants:

a) pour tout ¢ > 0, il existe ¢ > 0 assez grand tel que

limsup E [(Mg’) (t) — ]\Vféb’c) (t))?] < cstp; (3.32)

T—o0
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b) il existe deux familles de processus {R,(¢) : t > 0} et {S,(¢) : t > 0} telles que, pour

tout £ > 0,
5 T
N (1) = / R.(s)dB, + S,(£), avec lim E[S, (12 =0;  (3.33)
0 T—s00
¢) pour tout ¢ > 0,
T

lim Var </ RT(S)2d8> =0. (3.34)
T—00 0

Sixiéme pas. Supposons un instant que nous ayons démontré a), b), ¢) et finissons la
preuve de la convergence en loi dans le sens des marginales de rang fini (3.22). Tout d’abord,
nous pouvons écrire

2

[ oot —amr= [ motopas - w [ mepasny + w1 [ Ro0am)

—E[MP ()]} + {EMP (1)~ MP (%]} + {E[MP ()° — M, (£)]} + (B [M,(0)%] = cmir 8}

En utilisant (3.34) pour le premier terme, (3.32)-(3.33) pour le second, (3.29) pour le
troisiéme, (3.25) pour le quatriéme et (3.24) pour le cinquiéme, nous obtenons

¢r
lim sup E[(/ R,.(s)%ds — ¢y i )?] < csto,
0

T— o0

ou, de maniére équivalente, pour tout ¢ > 0,

limsup E[(a,, (t) — a(t))?] < cstp, (3.35)

T—o0

X ) T
ol nous avons noté a,, (t) := Ot R.(s)%ds et a(t) := cp mt-

Ensuite, fixons d € N* et 0 < t; < t, < ... < t4 et posons, pour chaque u € R? et
J Ry 2R ue f:= E?zl u; f(t;). Nous considérons les fonctions caractéristiques:

|E [exp(iu @ M,.)] — E[exp(iu e (80 a))]| < E [|exp(iu o (M, — MP)) —1]]
+E [|exp(iu e (MS’) - MS’))) —1|]] +E[|exp(iu e (Mq(f’) - Ng”c))) —1]]
+E[[exp(iue S,) — 1] + [Elexp(iu o /0 R.(s)dB;)] — Elexp(iu e (8 0 a))]|.

Par (3.25), (3.29), (3.32), (3.33) et en utilisant Iinégalité classique |e® — 1| < |z|, nous
obtenons, pour T assez grand, :

|E [exp(iu e M,.)] — E [exp(iu e (o a))]| < cstp (3.36)

+|E[exp(iu o /0. R, (s)dB;s)] — Elexp(iu e (8 0 a))]|.
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A Paide du théoréme de Dubins-Schwarz, nous pouvons écrire, pour tout 7, fo'T R, (s)dBs =

Bery © Gipyy aVEC B,y un mouvement brownien unidimensionnel standard issu de 0. Par

conséquent, nous avons
T
EMWmAfMM&WEMWmWMMI (3.37)

< 2P(la,,, — all > 8) + E | exp(in e (6, 0 ) — exp(in e B, 0 0))| : lagy, ~ all < 4]

2
< S [llag, = alP] + 1Dl EL sup [1(Burs- ) = B )]

llv—wl|<é

En combinant (3.36), (3.37) et en faisant ¢ — 0, la convergence (3.22) suit.
Septiéme pas. Nous montrons (3.23), c’est-a-dire la tension de la famille M. 11 suffit
de vérifier le critére classique de Kolmogorov (voir [40], p. 489):

sup E [(M,.(¢) — M, (s))*] <c,lt — s V0 < st <R (3.38)

T
T>1
Soient s,t € [0,R]. Par (3.20), nous avons
E [(MT(t) - MT(S))4]

|
= J[[[[ . RIB BB - BB~ BT
[Ty T4
1
X (BLL o — BEY™) duschusdusdug = oo / / / / o PG GEGEGT | dundudusd
[sT,tT]*

oll, comme dans le deuxiéme pas, nous notons G; = Bu 1 BZ , + = 1,2,3,4. Posons
également 0;; = Cov(G;,G,), i,j = 1,...,4. Nous devons calculer Iespérance du produit
GTGTGTGY . Rappelons que le mondme ™ peut se développer en terme des polyndmes
d’Hermite
2 dk e
Hy(z) = (~1)fe¥ = (%), k=012,...

en ™ = Y5 apHy(z), avec ay = LE[G™H,(G)] et G une variable aléatoire normale
centrée réduite. Ainsi,
BIGTGRGTGT) = Y Gk 0ky0ny 0k, E [Hi, (G1) Hiy (Ga) Hiy (G) Hyy (Ga)]

kl )kz )k31k421

et nous devons estimer E[Hy, (G1)Hy, (G2) Hy, (Gs) Hy,(G4)]. En utilisant le résultat de [48],
p- 210, nous pouvons écrire

E [Hy, (G1) Hk, (G2) Hyy (G3) Hy, (G4)) (3.39)

— kl'kzz,;’;‘?lk‘l Zl P11+ - quq, si ]Cl + kz + k3 + ]434 = 2(] et 0 < kl,kg,k)g,k4 < q
0 sinon,
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ol Y, est la somme portant sur tous les indices 1,71, .. .,5q.Jq € {1,2,3,4} tels que 4; #
Jis--stqg # Jq et il y a ky indices 1, ..., k4 indices 4. Par exemple

1
E [HI(GI)HI (G2)H1(G3)H1 (G4)] = §(612934 + 013924 + 014023)-

D’une maniére similaire, nous pouvons calculer
E [H;(G1)H3(Go) H3(G3) H3(Gy)]

en termes des 6;;, etc. Puisque les G; ont pour variance 1, nous en déduisons, en utilisant
les conditions sur les indices apparaissant dans (3.39), que

E |Hy, (G1) Hi, (G) Hiy (Ga) Hiy (Ga)l < cst Y 105 Bl
’ {4, A1k, L}

Par conséquent, pour obtenir (3.38), nous devons considérer les deux types de termes
suivants: {4,7} N {k,£} = 0, par exemple i = 1,j = 2,k = 3,£ =4, ou {4,5} N {k,£} # O, par
exemple 1 = 1,7 = 2,k = 1,£ = 3. Clairement, par un changement de variables simple, nous
pouvons écrire

1 1 2
—2//// |012] [034|dus dusdusdu, = (— // |012|du1du2)
T [sT¢T)* T [sT,tT]?

1 2H 2H 2H 2
2T [sTtT)?

1 & (t=s)T 2H 20 2H ’
= —/ du1/ }(x—i—l) +lz—1]" =2z |dx
2T sT 0

2
d:c)

1 o0
< (t—s)? <§/0 ‘(x—l—l)w 4z —1)" —2z™"

1
T2 //[/ 012 |013]dur dusduzduy
[sT,¢T)4
t _fl : // /
4 [sT,tT]3

X ‘IU@, — U + 1‘21{ -+ |U3 — Uy — 1‘21{ — 2|’U,3 — 'U,1|2H‘ duldu2du3

et

|’LL2 — Uy + 1'2H -+ |U2 — U1 — HQH — 2|'LL2 - U1|2H

dz

sT 0

(t=s)T 2H 20 oH
x [+ D)™ +ly = 11"~ 2
0

dy
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2 1 b 2H 2H 2H
<(t-97(5 ‘(:H—l) Yz —1" — 2
0

2
dx) .
Ainsi, (3.38) est vérifiée et la famille M, est bien tendue.
La preuve du théoréme 3.2.1 sera donc terminée une fois que nous aurons prouvé les
points a)-c) du quatriéme pas.
Huitiéme pas. Nous prouvons (3.32) et, par conséquent, nous précisons le choix de la
constante c. Pour simplifier les écritures, nous otons dans la suite les dépendances “(b)” ou
“(b,c)”. En utilisant encore une fois (3.30) et (3.31), nous pouvons écrire

~ ~ m m ~
UACRIEURDY BLE (3.40)
avec
. v tT (s—e)VO0 g1 g1 k
PO = o [ g / (s+1—w)" " = (s—w) " Hdm,
T Jor 0

’ </(3 (e +1-0)"" = (=) FJaB,+ /:ﬂ(s . u)H—%dBu)m_k

v tr (s—c)vO k 541 m—k
= £ ds / K(s,u)dBy [/ IC(s,u)dBu] )

VT Jor 0 ) (s—c)VO
)t

oll nous avons noté

K(s,u) := {

Nous allons démontrer que le moment d’ordre 2 de chaque terme peut étre rendu aussi
petit que ’on veut et (3.32) suivra.
Neuviéme pas. Nous pouvons écrire

L 272 (s—c)v0
E[P®(#)?] = & / / dsds'E / K(s,u)dB,
* T bIr<s<s'<tT 0

« [ /( T K(s,u)dBuJ "

s—c)VO0

2 2 2 2
- ﬁ// dsds'...+i&// dsds'...  (3.42)
T T <s<s' <s+etl T bT<s,s+c+1<s' <t

et nous allons étudier chaque terme. A cet égard, nous aurons besoin du:
Lemme 3.4.1. ] existe une constante positive k telle que, pour tout s > 0,

B [( /0 " IC(s,u)dBu>2

1
(s+1-w)" ?—(s—uw)"?, si0<u<s
H-}

(s+1—u) 7, sis<u<s+1

(3.41)

k

(s'—c)v0
/ K(s',u)dB,
0

m—k

s'+1
/ K(s',u)dB,
(

s'—c)VO

s+1
= / K(s,u)’du < k. (3.43)
0
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Preuve. Par (3.41) et un changement de variable, nous avons

s+1 s -1 _1 s+l 2H-1
/ lC(s,u)Qduz/ [(s+1—u) ° —(s—u)H 2]2du+/ (s+1—u)" "du=
0 0 s

-1 -1 1 _ o0 _1 _1 L—
/ [(U+1)H " E]205114‘/ TR S/ [(U—H)H g §]2d1)+/ 0" v = k < .
0 0

0 0
O

Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz et & (3.43), nous pouvons écrire, pour b7 < s <

s' < (s+c+1)AtT,
k s+1 m—k
[/ K(s,u)dBu]
(s—c)vo

(s—¢)VO0 k
E / K(s,u)dB,
0
2k

(s—c)VO
/ K(s',u)dB,
0

m—k

§'+1 (s—c)Vvo
X / K(s'u)dB, < cstE / K(s,u)dB,
(s'—c)VO0 0

(s’'—c)v0 2k (s—c)Vv0 3 (s'—e)v0
X / K(s'u)dBy < cst / K(s,u)*du / K(s' ) du
0 0 0

par le changement de variables v = s —u et v/ = s — u,

&
ESIE

(eI

!

= cst {/s (v + 1)H7% —vH_%]de}2 {/3 (v + 1)H_% —U'H—%]de'} < cstf(c)®.
Vs cvs!

Ici, nous avons posé
o 1 1
£(0) ;:/ (w41 —0 " Pay, e > 0.
[

La fonction f est bornée par cste’™ °. Par conséquent, nous avons f(c) < cst¢” ~ pour
tout ¢ > 0. En remplagant cette estimation dans le premier terme de (3.42), nous obtenons
Pexistence de ¢ > 0 suffisamment grande pour que

2'721 // ’ 1-2k(1—H)

— dsds ... < cstc < csto,
r bI<s<s'<st+c+1

ceci car 1 — 2k(1 — H) < 0 pour tout k > 1 (rappelons que H < é)

Considérons maintenant le second terme dans (3.42). Puisque m est un entier impair,
I’espérance vaut zéro pour chaque entier pair k, par non-corrélation des intégrales stochas-
tiques sur des intervalles disjoints. Par conséquent, nous pouvons ne considérer que les
entiers k impairs. Nous pouvons écrire, pour b7 < s,s+c+1 < §' < (T,

{s—c)vo k (s'—c)V0 k s+1 m—k
E / K(s,u)dB, / K(s',u)dB, [/ IC(s,u)dBu]
0 0 (s—¢)vo
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s'+1 (s—c)VO k (s'—c)vo
X / K(s'u)dB, = / K(s,u)dB, / K(s'u)dB,
( 0 0

' —c)vVo
s+1 m—k
X [/ IC(s,u)dBuJ E
(s—c)VO0

< estE { XF(X, + Vi)Y k)

m—k k

m—k

s+
/ K(s'u)dB,
(

s'—c)VO

par indépendance et (3.43), on

(s—c)vO0 (s—c)vo
X, = / K(s,u)dBy, X = / K(s'.u)dB,
0 0

et

!

s'—c s+1
Vi ::/ K(s'u)dBy, Ys ::/ K(s,u)dB,.
(

s—c)VO0 (s—c)v0
Nous prouvons le:

Lemme 3.4.2. Soient m et k deuz entiers impairs et supposons que (X1,Xs) et (Y1,Y2)
soient deuz vecteurs gaussiens centrés et indépendants. Alors

|E [XF(Xa+ V)PV *]| < st (16] +... 4 0]%),

avec 6 = Cov(X1,X5).
Preuve. Clairement, nous avons

k k
Bxtee -+ virve4| < 3o (5) e b e < e (4 xex))
§=0 §=0

A Taide d’une régression linéaire, nous avons X, = -% X1 + Z, avec o7 = E[X?] et Z une
1
variable aléatoire gaussienne indépendante de X;. Par conséquent, il vient

3 @ geEgﬂE[Zj_e]

=0

E[XFX]]| = <ecst (|0 +...+16)) .

En effet, le terme correspondant &4 £ = 0 est nul puisque & est impair. Le lemme est donc

rouve.
P 0

Revenons & I’étude du second terme dans (3.42). En utilisant le lemme précédent, nous
pouvons le majorer comme suit:

272 t
A// dsds’...gi// dsds’ (|0] + ... +0%),
T VI'<s,s+c+1<s'<tT T bIr'<s,s+e+1<s' <tT
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avec
(s—c)VO _1 _1 _i 1
9;:/ duf(s+1—uw)"? —(s—w) (¢ +1-u)" " — (s —w)" ?
0
8 H-} H-3 , H-} ' H-}
= dv[(v+1) " —v Cllv+1+5 -5 "—(v+s -5 "]
cA\s
Il suffit donc de montrer qu’il existe ¢ > 0 suffisamment large tel que
1 o .
— 10)7dsds’ < csto,j =1,...,k. (3.44)
T bI'<s,s+c+1<s'<iT
Si j = 1, en faisant successivement les changements de variables y = 7 et z = §' — yT,
nous obtenons
(t— y)T
/ ds/ |9|ds—/dy/
oT +etl
H-} H-3 H-3 H-3
x/ wlw+1)" " = @+ 1) = @)
cvyT
—1 _1 1
<cst/ d:z:/ dvlv K —w+D)" @ +0) =@+ 1),
ol
1 1 o0 _1 _1
/ W - w+1)" i]dv/ (+v)" 7 —@+v+1)" *lde
0 0
200 1 _1 1 1
= cst/ dv[vH T (w+ I)H (v + 1)H+7 — vH+?] < 00,
0
1 _1 1 1 B
puisque [v° * —(w+1)" ] [w+ 1) =0 " *] ~ 0™ * quand v 1 00. Si j > 2, par un

raisonnement similaire, nous pouvons écrire

1 tr & ] fe's}
—/ ds/ 16)7ds’ < cst/ dx
r b s+c+l 0

X /Oo dwlw+1)"F 0" e tur) T C (@)

et, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

/Oooda:
< /Ooodac {/Ooo[(uﬂ)”’“% —UH_%]Qd’U}

Do,

/Oood”[(vﬂ)"_? " Ha+v+1)" — (@4
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puisque [, v du < oo et

0 o 2H -3 } ® ja-m 1
/ dz{/ dv(v + ) } :/ z dm<oo,p0urj22etH<§.
0 0 0

Ainsi, (3.44) est vérifiée et (3.32) suit.

Dixiéme pas. Nous prouvons maintenant le point b) du cinquiéme pas, c’est-a-dire
(3.33). Encore une fois, nous otons la dépendance “(b,c)” dans la preuve. En utilisant
(3.41), (3.31) peut s’écrire:

. v tT s+1 m
N,.(t) = "L ds(/ K(s,u dBu) )
( ) ﬁ bT (s—c)VO ( )

Tout d’abord, nous supposons que m = 3. Par la formule d’Itd classique, nous pouvons
écrire

(/(SH IC(S,U)dBu>3 = 6/(S+1 K(s,u)dB, /u K(s,v)dB, /U K (s,w)dB,

s—c)VO0 s—c)V0 (s—c)VO0 (s—c)VO0

s+1 u s+1 U
43 / K(s.)dB, / K(s,0)2dv + 3 / (s ) 2 / K(s.)dB,.
(

s—¢)VO0 (s—c)vO0 (s—c)v0 (s—c)VO0

Par conséquent, en utilisant la version stochastique du théoréme de Fubini, nous obtenons

. 6y i+l u v (w+e)ALT
N =2 [ gB, / iB, / dB, / 45K (5,) K (5,0)KC (5,10)
ﬁ 0 (u—1—c)VO (u—1—c)VO0 (u—1)VbT

3y 1tT+1 u (v+e)AtT )
+—= dB / dv / dsK(s,u)K(s,v)
ﬁ 0 b (u—1—c)vO (u—1)VvbT

3,.)/ tT+1 v4c+1 (v+e)nT T
430 / iB, / du / dsK(5,1)2K (s,0) = / R, (u)dB, + S, (1),
\/—T 0 v 0

(u—1)VvbT
ou
6’)’ u v (w+e)ALT
R, (u) = 1 iB, / dB, / dsi(s ) K (50K (sw)  (3.45)
\/T (u—1—c)v0 (u—1—c)VO (u—1)VvbT
3,.), U (v+e)AT ) 3,)/ utc+1 (ute)NT )
+—= dv/ dsK(s,u)K(s,v)° + —2% d’u/ dsK(s,v)*K(s,u
ﬁ (u—1—c)vO0 (u—1)VoT ( ) ( ) ﬁ U (v—1)vbT ( ) ( )

et

6’)/ tT+1 U v (wHc)ALT
s.):=" [ 4m, / iB, / dB, / dsKC(5,)KC(5,0)K (5,0)
\/T tr (u—1—c)V0 (u—1—c)v0 (u—1)vbT
(3.46)
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3,), tT+1 U (ve)NT
A dB, / dv / dsK(s,u)K(s,v)?
f ( VO (u—1)vbT

3,)/ tr+1 v+c+1 (v+e)neT )
+—= dBv/ du/ dsK(s,u)*K(s,v).
\/T tr v (

u—1l—c

u—1)vbT
Clairement,
CSt tT+1 (wc)neT
E [S, / du/ / dw/ dsK(s,u)*K(s,0)*K(s,w)?
(u—1—c)Vv (u—1—¢)VO0 (u—1)VoT
cst tT+1 u (v+e)AtT 2
+— du / dv/ dsi(s,u)K(s,v)?
T tT (u—1—c)VO (u—1)VvbT
cst tT+1 vtc+1 (v+e)AtT 2
+— dv / du/ dsK(s,u)*K(s,v)
T tT v (u—1)vbT

en utilisant le théoréme de Fubini,

cst T s+1 U v
= ds/ /C(s,u)2du/ IC(s,v)Zdv/ K(s,w)%dw
T Jer—vywver  Jer (u—1-c)V0 (u—1—c)VO

cst tT+1 (ute)ALT in 2
+ du / K(s,u)ds/ K(s,v)%dv
( (

T tT u—1)vbT s—c)VO
t tT+1 (v+c) /\tT CSt
_,_ﬁ dv / K(sw)ds / K(s, u du —
T Jor (v—1)VBT ST
cst tT+1 (ute)NET cst tT+1 (v+c) /\tT cst
+—— du/ su2ds+ / dv/ ds< -0
(u—1)VbT' (v—1)VbT T

quand 7" — oo. Ici, nous avons successivement utilisé (3.43), 'inégalité de Jensen et a
nouveau (3.43).

Dans le cas olt m est un entier impair strictement supérieur & 3, nous devons utiliser le
lemme 3.3.2 et un raisonnement similaire donne le résultat.

Onziéme pas. Pour finir la preuve du théoréme 3.2.1, il nous reste & vérifier le point c)
du cinquiéme pas, c’est-a-dire (3.34). Supposons que m = 3, le cas général se traitant de
la méme maniére via le lemme 3.3.2. Posons

v

v (wHc)AtT
B(u,v) = 6’YH/ dBw/ dsK(s,u)K(s,0)K(s,w) =/ D (u,v,w)dB,y,
(

(u—1—c)VO0 u—1)veT (u—1—c)v0
et
U (v+e)AtT
Clu) = 37H/ d’u/ dsK(s,u)K(s,v)°
(u—1—c)V0 (u—1)VvbT

RN LAY 1
PHSHE S i &8 SCIENCES
Hue du Jdrdm Botanique
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utct+1 (utc)AtT
+3v, / dv / dsK(s,0)* K (s,u).
u (

v—1)vbT

Alors, par (3.45), nous avons

/ Y Buw)dB, + €(u)} |

(u—1—c)vO0

R = = {

Gréace a la formule d’'Tt6, nous pouvons écrire

7 4T 9 [ [T u
/ R,.(u)’du—E [/ R, (u)Qdu] = [/ du/ B(u,v)dB,
0 0 r 0 (u—1—c)VO0

« /( C ®B(uz)dB, + /0 " duew) /( ) %(u,v)dBU],

u—1—c)V0 u—1—c)v0

puisque € est une fonction déterministe. Appliquons la version stochastique du théoréme
de Fubini & chaque terme de ’égalité précédente. Le deuxiéme terme devient

¢T (vHet1)ALT
/ dB, / duB(u,v)&(u)
0 v

tT (v+e+1INT v
:/ dBv/ du(’l(u)/ D (u,v,w)d By,
0 v (

u—1—c)V0

T v (w+e+1)ALT tr
:/ dBv/ dBw/ du€(u)D(u,v,w) =: ¢(v)dB
0 (v—1—¢c)VO0

v 0

tandis que le premier est transformé en

(z+et+DIALT v z
/ dB, / dB / du/ D (u,v,w)dBy, / D (u,2,y)dBy
(v—1—c)v (u—1—-c)VO (u—1—c)v0

T (z+et+)ALT v w
/ dB, / dB / du{/ @(u,v,w)dBw/ D (u,w,y)dB,
(v—1—c)Vv v (u—1—<c)vo (u—1—c)v0

y ¢
+/ Z)(u,z,y)dBy/ D (u,y,w)dB,, } / dB, /
(u—1—c)V0 (u—1-¢c)VO (v—1—c)V

v w (wtet+1)A(z+c+1)ALT
X / dBw/ dBy/ du® (u,v,w)D (u,w,y)+
( Vo (

v—1—c)V v—1—¢)VO0 v

z y (y+e+)A(z+c+1)ALT
/ dBy/ dBw/ du® (u,y,w)D(u,z,y) / (v
(v—1—¢)VO (v—1-¢)VO0 v
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Autrement dit, nous avons

/0 ) R, (u)’du—E [ /0 "R, (u)Qdu] = /0 " () + §()dB,

N

et, par conséquent,

Var [/OtT R, (u)’d ] < (:F—sl:/ dvE [€(v)” + F(v)?] .

Par la formule d’isométrie, nous obtenons

1 T 1 tT v (wtet1)AET 2
7 | Eleerldo= g5 [ / duw / e () (uo.w)|
0 (v—1—¢ v

En utilisant le théoréme de Fubini, nous pouvons écrire

1 (ute)AtT U (utc)AtT
1wy = / K (s ,u)ds / K(s.0)2dv < & / K (s,u)ds = &(u)
(u—1)vbT (s—c)vO (u—1)VbT

par (3.43). Ainsi, en utilisant cette inégalité et aussi celle de Jensen, nous avons

1 [ st [T v (wtc+1)ALT 2
= /0 B[e()’] dv < o / d /(U_l_c)vo dw / du® (1)D (u,0,)

est v (wHe+1)AET
< — dv/ dw/ du® (v)*D (u,v,w) du
(v—1—c)VO v

cst [ (w+e+1)ALT (utc)ALT
< T dv/ dw/ dU/ K(ou)%d
r (v—-1-c)vO v (u—1)VbT

(wHe)AtT CSt tr
X / dsk(s,u) 2K (5,0)2 K (s,w)? / /
( (v—-1— c)vO

u—1)vbT

(w+c+1)ALT (wH)AT cst
/ du/ dsK(s,u)*K(s,0)°K(s,w)* < T
v (

u—1)vbT
par (3.43), le théoréme de Fubini et & nouveau (3.43) (voir également la méthode utilisée
dans le dixiéme pas). Nous devons exhiber une borne similaire pour le terme contenant
E[F(v)?]. Nous voyons que F(v) est composé de deux termes, disons §1(v) et F2(v). Tou-
tefois, nous illustrons le raisonnement seulement sur 'un d’entre eux. A nouveau, par la
formule d’isométrie et I'inégalité de Jensen, nous avons

1 [T , 1 v v e
b E [ (0)%] dv = — dq;/ dz/ dw/ dy
T2 0 [ ! ] 12 (v—1—¢)V0 (v—1—c)V0 (v—1-c)v0
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(et )A(z+et DAET 2 st [T v v
X / du® (u,0,w)D(u,w,y)| < ﬁ/ dv/ dz/ dw
0 (v—1—¢)VO0 (v—=1—c)VO

w (wet+1)A(z+c+1)AET
X / dy/ du® (u,v,w)*D (u,w,y)>.
(

v—1—¢)V0 v

En utilisant les mémes outils (& savoir 'inégalité de Jensen, le théoréme de Fubini et (3.43)),
nous obtenons la méme borne $¥. Finalement, la convergence dans le point ¢) est terminée.

La preuve du théoréme 3.2.1 est maintenant compléte pour 0 < H < %

Pour H = %, la preuve peut-étre reprise d’une maniére similaire mais avec de nom-
breuses simplifications d’ordre technique (par exemple, il n’y a plus de singularité aux
extremités 0 et ¢, donc il est inutile d’introduire les paramétre b et ¢; le processus B est lui
aussi inutile; il n’y a plus d’estimations compliquées; etc.). Clairement, nous utilisons les
mémes idées que celles du début de la preuve et les détails sont laissés au lecteur.

Preuve du théoréme 3.2.3. Encore une fois, nous découpons la preuve en plusieurs pas.
Comme d’habitude, par localisation, nous supposons que o,0’,0" sont bornées.
Premier pas. Introduisons les processus suivants:

X.(t) := % /Otor(Bs)m <%)mds,t >0 (3.47)

V() = % [/Ot (ﬁ\/;—ZS)mds — /Ota(Bs)m (%)mds] >0, (3.48)

Nous allons démontrer que, quand € — 0,

et

{X() 1t >0} {W /0 tO(ﬂ?’)”‘dﬂﬁ” > 0} (3.49)

et, pour tout T € (0,00),
lim B[ sup |V.(t)|*] = 0. (3.50)
€20 “teqo,1)
Admettons ces deux faits un instant. Nous en déduisons alors (3.7) en utilisant le résultat
classique (et simple) suivant concernant la convergence en loi de la somme de deux familles
de processus stochastiques:
Lemme 3.4.3. Soient {X:(t) : t > 0} et {V:(t) : t > 0} deuz familles de processus
stochastiques continus réels, wssu de 0 et tels que, quand ¢ — 0, X, converge en loi comme
processus vers X et, pour tout T € (0,00), E[sup;eo ) |Ve(t)[!] — 0. Alors, quand & — 0,
X; + V. converge en loi comme processus vers X .
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Preuve. Il est classique de démontrer que, quand ¢ — 0, X 4 ). converge en loi vers X
dans le sens des marginales de rang fini. Par conséquent, il nous reste & vérifier la tension
pour la famille de processus { X;+Y: }c>o. Pour une fonction continue g : [0,00) — R, notons
p"(g;0) := sup{|g(t) — g(s)| : 0 < st < T avec |s — t| < §} son module de continuité.
Puisque le processus X, est issu de 0, pour montrer sa convergence en loi, il faut et il suffit
de vérifier le critére de Prohorov suivant:

pour tout 7,7 > 0, (lsirré limsup P (p"(X.;6) > n) = 0. (3.51)
-

=0

Clairement, par I'inégalité de Markov, nous avons

P (5"(X + Y:38) > ) < P(57(X58) > 1) + 2 B[ sup L(0)])

2 n te[0,7)

La conclusion suit en utilisant & nouveau (3.51) et la convergence vers zéro dans L? de Ve

Deuxiéme pas. Nous prouvons ici (3.49). Par le théoréme 3.2.1, (3.7) est vraie pour la
martingale 7 = B. Cela signifie que, pour tout entier impair m > 3,

(N.(t) 1 ¢ >0} = {%/Ot (BerET;BS)mds:tzo} é{\/c?%ﬁt:tzo}. (3.52)

Nous allons montrer que nous pouvons écrire N.(t) = M.(t) + k1B + Se(t), t > 0, avec
k1 une constante réelle explicite, M, une martingale et S, vérifiant, pour tout ¢ > 0,
lim,_, E[S; (£)?] = 0. De plus, nous allons prouver que:

(i) pour tout ¢ > 0, lim,_,o[M,M.|(£) = k2t dans L? et donc en probabilité (avec ky une

constante positive);

(ii) pour tout ¢ > 0, lim,_,o[B,M.](¢) = 0 en probabilité;

(iii) pour tout ¢ > 0, lim,_,o[B,M] ([Mc,M:]71(¢)) = O en probabilité.
Avant de démontrer (%)-(74), finissons la preuve de (3.7). Notons . le mouvement brow-
nien associé & M, par le théoréme de Dubins-Schwarz. Les points (%)-(iii) et la version
asymptotique du théoréme de Knight (voir [40], pp. 495-496) implique alors que, quand
e — 0,

{(BuBe(t) : >0} 5 {(81,6) : t > 0}

Par (i), nous en déduisons que
{(BuMe(1) : 2> 0} == {(6" kaB() ¢ > 0},

ol {(ﬂt(l) , t(g)) : t > 0} désigne un mouvement brownien bidimensionnel issu de (0,0).
Puisque o est continue, nous en déduisons, quand € — 0,

{(@(B)™ M (t) + #1By) 1 1> 0} 55 {(a(B)™ k1 8" + k2B - ¢ > 0},
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et, grace au lemme 3.4.3, quand ¢ — 0,

{(o(B)™Ne(®) : £ > 0} 55 {(0(B)™ k1 B + £2B57) + > 0},

De plus, Vt > 0,VJ processus prévisible borné par 1, Ve > 0,

t 2 t
1 1 m
P (|/0 Jstg(s)I > R> < EE{ } = EWE {‘/0 JS(BHE — Bs) ds

2 1 | m
= Tt gt // dsds'E [JsJg (Bsse — Bs)™ (Byye — By)™]
€ 0<s<s' <t

cst 1 it
< 5 i / / dsds'E [(Bsie — Bs)*™(Bye — By)*™]?
€ 0<s<s' <s+e<t

ﬁ m+1 // dsds'E [JSJS’ (B5+5 - Bs)m] E [(Bs’+e - Bs’)m] )
€ 0<s<s+e<s <t

par 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le premier terme et par indépendance pour le second

terme,
cst 1 cst
/ / dsds' +0 < —
; R?
0<s<s’ <ste<t

D’oil, en utilisant le résultat concernant la convergence en loi des intégrales stochastiques
(voir [32], p. 125), nous obtenons

{/ta(Bs)mng(s) it > O} £ {/ta(ﬁgl))m(mldﬂgl) + FpdBP) 1t > 0} ,
0 0

autrement dit (3.49).

Troisiéme pas. Nous prouvons la décomposition de N, et les points (%)-(%)-(i11). Comme
précédemment, nous faisons la preuve seulement pour m = 3, le cas général étant similaire.
En utilisant la formule d’It6 et la version stochastique du théoréme de Fubini, nous pouvons
écrire

N, (t) = 52/d8[/ dB/dB/dB / dB/dv+/ dv/dB}
3 t+e WAL
== dBu[ / dB,,/ dBw/ ds+/ dv/ ds
€ Jo (u—e)vo (u—e)Vo (u—e)vO (u—e)Vvo (u—e)vo
ute uAt
+/ dv/ ds] =: M. (¢) + k1 By + S:(t),
U (v—e)VO0

u v w t
M) =2 / iB, / dB, / dB, / ds = / R.(u)dB,,
€ Jo (u—e)vo (u—e)Vvo (u—e)vo 0

¢
JsdNe ()
0

)

avec
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vérifiant E[M,(¢)?] = 3t + O(¢), quand € — 0. Pour vérifier la convergence dans L? de S,
nous procédons comme dans le dixiéme pas de la preuve du théoréme 3.6. Pour vérifier (i),
nous écrivons

/ R, (u)?du — k3t = {/ )Vdu — [/OtRE(u)Zdu]} + {EM.(t)?] — x2t}.

Ici, nous choisissons #xy = /3 pour que le second terme tende vers zéro quand € — 0.
D’autre part, le premier terme est égal & Var ( fot R, (u)2du) et tend vers zéro quand € — 0,

comme nous pouvons le voir en utilisant un raisonnement similaire 4 celui de la preuve
(3.34).
Clairement, nous avons

[BM](t) 2/ du/ dB, / dB,, / ds
T e (u—e)V0 (u—e)V0 (u—e)VO
v w
— dBv/ dBw/ du/ ds
0 (v—e)VO w (u—e)vO

Ainsi, par la formule d’isométrie et 'inégalité de Jensen,

E ([BM,] CSt/ / dw/ du/ ds < cste,
(v—e)VO0 (u—e)vo

et la convergence en probabilité (%) suit. De plus, puisque lim, ,o[M,M](¢) = cst¢, nous
obtenons (4.

Quatriéme pas. Nous procédons maintenant a la preuve de (3.50). A nouveau, suivant
le lemme 3.3.2, nous découpons

1
Vt) = g [ds Y el) [I0s— 0B = Y Y00,

€2 IO 5epn(s)=m S€P,n(6)=m

De plus, nous pouvons écrire Y& (t) = fol) (0. )(t), ou

y(éﬂ :: m+1/ds/ 6(1) <s(1))(t1).'./t7—2U(Bs)au—l)dB(a(j—n)(tj_l)

tj—1 . . .
x/ 0(B)? — o(B,,)""1aB"” (1))

t; . . th—1
( )] 8(k) (8(k))
X / o(By,,)" B (t4) . / o(By,) " dB ™ (t).

Fixons 6 € P tel que n(§) = m et posons 39 = inf{k > 1 : §(k) = 1}. Nous devons
démontrer que, pour tout j € {1,...,k(8)}, pour tout T € (0,00),

lim E[ sup [V ()] = 0. (3.53)

20 Ceefo,1)
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Dans la suite, nous allons distinguer quatre types de termes.
Cinquiéme pas. Supposons que 39 = 1. Nous illustrons la preuve de (3.53) pour m = 3,
6 =(1,2) et j =1, le cas général étant similaire. Dans ce cas,

P2 / ds / B,)|dB, / * o (B,)dv.

Gréace a la version stochastique du théoréme de Fubini et aussi en utilisant les inégalités
de Jensen et de Burkholder-Davis-Gundy, nous avons

B swp P00 <% [ s [ e " istotm) - om))

4
t€[0,T € u—g u—e)V0

)
$,8'€[0,T+1],|s—s'| <&

< cstR { sup |0(Bs) — o(By)I?

puisque o est bornée. Par conséquent, (3.53) est une conséquence du:
Lemme 3.4.4. Sous les hypothéses du théoréme 3.2.3,

< cste.

E [ sup |o(B;) — o(By)I?
s,8'€]

'el0,T+1],|s—s'|<e

Preuve. Nous avons |o(B,) — o(By)|* < ||o'||%,|Bs — Bs|* < cst| B, — By|?. De plus,
par l'inégalité de Doob, E [sup, . |0(B,) — o(By)[*] < cstE [sup, . |B; — By |?] < cste. -

Sixiéme pas. Supposons que 1 < iy < j. Nous faisons la preuve de (3.53) pour m = 5,
§ =(2,1,2) et j = 3. Clairement,

YLDy / ds/ gdu/sua(Bv)dBv /sv[a(Bw)Q—a(Bs)Q]dw

— ye(f12,1,2)’3) (t) + ye(,(22,1:2)>3) (t),

ou

e, / ds / B,)%du / " o (B,)dB, / "l0(By)? — o(B,)duw,

et
ORRIOME / ds / — o(B,)du / " o(B,)dB, / l0(Bu)? — o(B,)dw.

Par la version stochastique du théoréme de Fubini, nous obtenons

((2,1,2),3) 1y 1 [ite v (wAt)+e
Ve,i )= o(B,)dB, dw du
£ 0 (v—€)VO0 v
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X /(w ds o(B,)?[0(By)? — 0(B,)?]

u—e)V0
v (wAt)+e
/ dw / du
(v—€)vO v

sup |o(Bs) — o(By)[*

8,8'€[0,T+1],|s—s'|<e

et

(@1.2)8) 27 Cst [TH )
E[ sup |Vey O] < = dvE € o(B,)
t€[0,T € Jo

b

« /( " dsa(Bs)Q[a(Bw)Q—U(BS)Q]]S}ScstE

u—e)V0

qui tend vers zéro, quand € — 0, grace au lemme 3.4.4. D’une maniére similaire, nous
prouvons que, quand € — 0, E[supt6 0,17 | Ve ((2’1’2) ) )] — o.

Septiéme pas. Supposons que ig = § > 1 et prouvons (3.53) pour m = 3, § = (2,1) et
j =2, le cas général étant similaire. Dans ce cas,

1 t s+e U
o) = 5 [as [ oBufau [ lo(B) - o(B)aB, =YV )+ YG ),
0 S ]

ol

ARRION 52/ ds/ 2du/su[a(Bv)—o(Bs)]dBv

YDA / ds / ~ o(B))du / “10(By) = o(B)]dB,.

Comme précédemment,
2.1), 1 t+e (vAt)+e UAE
V@D () = _2/ dB,,/ du/ ds o (B,)%o(B,) — o(B,)),
€% Jo v (u—e)Vvo

et, grace au lemme 3.4.4, nous montrons que chaque terme tend vers zéro quand € — 0.
Huitiéme pas. Finalement, si 4o > j, nous illustrons la preuve pour m = 3, § = (2,1) et
j = 1. Nous écrivons

ey =2 [ i / ~ ool / o(Baan, = VSOV 0) + VS ),

y((2 1 1) /ds/ du/ oo’) / o(By)dB,
ys(,21 D () - 82/ ds/ du/ oo’) /O'(Bv)dBv.

y§f§ ’1)’1)(15) tend vers zéro quand € — 0 en utilisant encore une fois le lemme 3.4.4, tandis
que, par la formule d’Tto,

1 t s+e U w
(G0 ):?/0 ds/s du/s 2(00’)(Bw)dBw/3 o(B,)dB,

et
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1 t s+¢ u v
+3 ds/ du/ G(Bv)dBv/ 2(00")(By)dBy,
0 s ] K]

et chaque terme tend vers zéro en utilisant les mémes outils.



Chapitre 4

Equations différentielles
unidimensionnelles dirigées par une
fonction holdérienne

Dans ce chapitre, nous étudions les équations différentielles unidimensionnelles dirigées
par une fonction holdérienne g : [0,1] - R d’indice @ € (0,1), c’est-a-dire vérifiant:

AL > 0: Vs,t € [0,1], |g: — 95| < L|t — s|%, (4.1)

et telle que ¢g(0) = 0. Plus précisément, nous sommes intéressés par les équations différen-
tielles formellement données par
{ dz, = o(zs)dgs + b(x;)dt, t € [0,1],

2(0) = o, (4.2)

ol zy est un réel et o et b sont deux fonctions continues.

4.1 Intégrale de Newton-Cotes: rappels

Pour « €]0,1[, C* désigne I’ensemble des fonctions g : [0,1] — R vérifiant (4.1) et telles
que g(0) = 0. Si n > 1 est un entier, C"*(R) désigne ’ensemble des fonctions f : R — R de
classe C". Soit g € C* avec a > 1/2. Pour f € C*(R), on a:

Va,b €R: f(b) = f(a) + f'(a)(b—a) + O ((b—a)?), (4.3)

ol, quand n € N*, O ((b — a)") désigne une fonction s’écrivant sous la forme (b— a)"R(a,b)
avec I une fonction bornée lorsque a et b restent dans un compact. Nous utiliserons cette
notation commode plusieurs fois dans la suite.

Dans (4.3), posons a = g;, b = gs., intégrons sur [0,f] et divisons par €. On obtient:

- e = s as = C [ P o= adds+ - [ 0 ((gure =00 as

£

7
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La fonction g vérifiant (4.1), on en déduit:

t+e e :
é/t f(gs)ds - é[) f(gs)ds = é/o fl(gs) (gs-l-e - gs)dS’ + @) (SQQ—I) .

Sie — 0, alors L [ f(gs)ds — f(0) et 1 j;t+€f(gs)ds — f(g;) uniformément en ¢ € [0,1].
D’ott

lim — /f 9s)(gs+e — gs)ds existe et vaut f(g;) — f(0).

e—=0 €

On vient de démontrer la:
Proposition 4.1.1. Si g € C* avec o > 1/2 et si f € C}(R) alors [, f'(gs)d"gs ewiste et
on a

VtE[Ol] /fgsdgs

Rappelons que l'intégrale forward fo f'(gs)d"gs a été définie dans le chapitre 2, section
2.1.

Lorsque @ < 1/2, Papproche précédente ne s’applique pas, car le développement de
Taylor (4.3) n’est pas adéquat. Pour f € C3(R), on a:

f'(a) + £'(b)

5 (b—a)+0((b-a)®). (4.4)

Va,b € R: f(b) = f(a) +
De la méme maniére que précédemment, on obtient la:

Proposition 4.1.2. $i g € C* avec o > 1/3 et si f € C}(R) alors [; f'(gs)d°gs ewiste et
on a

vt €10,1]: /fgs °s-

Rappelons que l'intégrale symétrique fo f'(gs)d°gs a été définie dans le chapitre 2,
section 2.1.

A nouveau, si @ < 1/3, ’approche précédente ne convient pas. Lorsque o > 1/5 et
f € C*°(R), il faut remplacer (4.4) par la formule de Simpson (qui est un cas particulier des
formules de Newton-Cotes):

f'(a) +47°(%5) + f'(0)
6

Va,b e R: f(b) = f(a) + (b—a)+0((b—a)°). (4.5)

Remarquons que cette formule peut étre écrite sous la forme suivante:
1
Vab €R: J(0) = @)+ (=) [ f(a+Bb-a)m(ds) + O ((b=aF),
0
avec Vy = % {(50 + 4(51/2 + (51}

Pour étudier le cas général, il faut d’une part généraliser (4.3)-(4.5) et d’autre part
définir de nouvelles intégrales stochastiques.
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Commengons par Pextension de (4.5). Si f € C*(R), on a la formule de Newton-
Cotes:

Vab €R: f(b) = f(a) + (b a) / [+ B(b— a)w(dB) + O ((b— a)?™),  (46)

2(N 1)
(‘/0 k#j

Comme précédemment, elle permet d’obtenir la:

Proposition 4.1.3. Sig € C* avec o > 1/(2N+1) et si f € C*NT(R) alors [ f'(gs)ondgs
eziste et on a

avec

—k
U dU) 5j/(2N—2) . (47)

e fa) = 10)+ [ " F(g.) on dge.

La bonne notion d’intégrale associée a (4.7) est I'intégrale de Newton-Cotes d’ordre N
notée fot f(gs) on dgs. Rappelons que cette intégrale a déja été définie dans le chapitre 2
par le deuxiéme point de la Remarque 2.3.5, seulement pour des intégrands du type f(gs)
avec f : R — R réguliére. Dans la suite, nous aurons besoin de considérer des intégrands
plus généraux du type f(gs,a;) avec f : R2 — R réguliére et a & variation bornée. Cest
pourquoi nous devons définir de nouvelles intégrales. Notons BV ’ensemble des fonctions
continues définies sur [0,1] et & variation bornée.

Définition 4.1.4. Soient N € N*, a € BV et f : R2 — R continue. Sous réserve que la
limite existe, intégrale de Newton-Cétes d’ordre N: fot f(gs,as) on dgs est définie par

lelfg - ( / F(gs + B(g(s+eya1 — 9s), as)vN(dﬂ)> (9(st+e)m1 — 9s)ds,
la limite étant uniforme en t € [0,1], 0w vy = £ (8o + 61) et vy est la probabilité sur [0,1]
définie par (4.7) si N > 2.

Remarquons qu’il n’existe a priori aucune raison pour que l'intégrale de Newton-Cotes
d’ordre N existe. Nous verrons un résultat d’existence dans le Corollaire 4.1.8 plus bas.

Exemple 4.1.5. — L’intégrale de Newton-Cotes d’ordre 1: fo. 1(gs,a5)©1dgs est donnée
par

.1
lim _/ (f(937as) + f(g(s+e)A1,as)) (g(s+s)/\1 - gs)ds-
el0 2 J,

Elle coincide avec 'intégrale symétrique fo. f(gs,as)d°gs déja rencontrée.

— Nous avons vy = é ((50 + 461 /9 + (51). Par conséquent, l'intégrale de Newton-Cotes
d’ordre 2: [ f(gs,as) 02 dgs est donnée par

N Y gs + 9(s
lim / (f(gsaafs) + 4f( (ate)al uas) + f(g(s+s)/\1aas)> (g(s+s)/\1 - gs)ds-
€~L0 66 0 2
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Remarque 4.1.6. 1. Si N # 1, nous définissons fot Ys On dgs seulement pour des inté-
grands y de la forme s — f(gs,a,) avec f réguliére et a dans BV. Signalons que cette
notation commode cache le fait que 'intégrale fot ys on dgs dépend de la représenta-
tion y; = f(gs,as) choisie. Autrement dit, si fi(gs,al) = f2(gs,a2) pour tout s € [0,1],
rien n’assure a priori que fot f1(gs,al) on dgs = fot f2(gs,a2) o dgs. Par contre, cette
intégrale ne dépend pas de N. En effet, en utilisant le Théoréme 4.1.7 juste aprés, on
obtient:

t t
/ F(ge25) on dgs = Flgusas) — F(0,a0) — / Oy (gey20)dat
0 0

ot F' est telle que 01 F = f. En fait, 'entier N ne sert qu’a s’assurer que 'intégrale
existe (voir le Corollaire 4.1.8 plus bas).

Nous sommes & présent capables de généraliser les résultats des Propositions 4.1.1 et
4.1.2:

Théoréme 4.1.7. (formule du changement de variables généralisée) Soient o € (0,1),
geC¥et NeNtel quex > 1/(2N +1). Sia € BV et si f € CPN+tL(R?), alors
U'intégrale f0° 01 f(gs,as) on dgs existe et nous avons, pour tout t € [0,1],

f(gtaat) = f(O,ao) +/() 31f(937a's) oN dgs +/0 82f(981as)da’8' (48)

Corollaire 4.1.8. Fizons a € (0,1) et soit N € N* tel que a« > 1/(2N +1). Sia € BV et
si h € C*M(R?), alors Uintégrale [ h(gs,as) on dgs existe.

Preuve. 1l suffit d’appliquer le théoréme précédent & f telle que 01 f = h. -

4.2 Définition de la notion solution pour (4.2)

Hypothése. Dans la suite, nous fixons « € (0,1), g € C* N € N* tel que a > 1/(2N +1),
29 € R, 0,b: R —= R continues et nous écrivons ¢ dg; au lieu de ondg;.
Définition 4.2.1. Une solution & I’équation différentielle (4.2) est une fonction continue
z : [0,1] — R vérifiant

- zy = f(gs,a0),t € [0,1], pour une certaine f € C(R?) et un certain a € BV;

— oo f est suffisamment réguliére pour que !’intégrale

/ J(xs) < dgs = / go f(QSaas) <>dgs
0 0

eziste,
— pour tout t € [0,1], nous avons

¢ ¢
Ty = T -l—/ o(zs) o dgs +/ b(z;)ds. (4.9)
0 0
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4.3 Existence et unicité dans (4.2)

Nous commengons par établir 'existence d’une solution a (4.2):

Théoréme 4.3.1. (ezistence) Supposons que b : R — R soit lipschitzienne et que o €
C*N(R) ait des dérivées premiéres et secondes bornées. Notons u : R2 — R lunique solution
de

ou=o(u); u(0y) =y,y € R (4.10)

Alors Uéquation différentielle (4.2) a au moins une solution donnée par
Ty = u(gt,’yt),t S [0,1], (411)
ol y € BV est I'(unique) solution de I’équation différentielle ordinaire

d .
?i%t = (Byu(gi90)) " (b o w)(g,9e); Yo = %o- (4.12)

Preuve. [’approche est classique et basée sur les transformations de type Doss [16] et
Sussman [47].

— Tout d’abord, remarquons qu’on a existence et unicité dans (4.10) puisque o est
lipschitzienne. De plus, puisque ¢’ et o sont bornées, (Ju)~! et b o u sont dans
I’ensemble des fonctions A vérifiant:

|h(x,y1) — h(x,y2)| < Ln|yr — y2|; —n < x,y1,52 < 1, (4.13)

|h(x,y)] < K1 + Hyly|; x| <n,y €R,

et on a existence et unicité dans (4.12) (voir Karatzas-Shreve [33] p. 296).

— Le deuxiéme point de la définition 4.2.1 est vérifié. En effet, puisque o € C?M(R),
u € C?NTLYR?) et le corollaire 4.1.8 s’applique.

— 1l reste a prouver le troisiéme point de la définition. Par la formule du changement
de variables généralisée, nous avons, pour ¢ € [0,1]:

i t
zy = u(gs,ye) = u(go,y0) + / Ou(gs,ys) © dgs + / Oou(gs,ys)dys
0 0

0 t
=z + / o(zs) odgs + / b(zs)ds.
0 0

O

Exemple 4.3.2. (équations différentielles linéaires) Supposons que o(z) = iz + B (11 #
0) et que b(z) = o + F2. Dans ce cas, u se calcule explicitement:

u(xﬁy) = (y + é) en® — é;
hs! "
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et y également:

t
Y = (SEO —f—/ I:——fhﬂl + (ﬁQ - —72/81> e‘”“ gs:l e s ds) e"’”.
0 B! "

Par conséquent,

t
Ty = { <:vo + / [—Wﬂl + <ﬂ2 - —Wﬂl) e " g“] e ?° ds) e”t 4 &} endt — b
o L M g M N

vérifie
dry = (121 + B1) © dgr + (yexe + B2)dt; 2(0) = z.

Maintenant, intéressons-nous a un résultat d’unicité pour (4.2):

Théoréme 4.3.3. (unicité) Supposons que g ne soit & variation bornée dans aucun inter-
valle non trivial et que b: R — R soit lipschitzienne.

1. Si o est analytique o dérivées premiére et seconde bornées, alors la fonction x définie
par (4.11) est Uunique solution de (4.2) dans la classe des fonctions de la forme
t — f(g,a¢) avec f: R2 — R analytique en la premiére variable vérifiant f(0,y) =y
pour tout y € R et a € BV.

2. Si o € C*N(R) avec des dérivées premiére et seconde bornées, alors la fonction x
définie par (4.11) est U'unique solution de (4.2) dans la classe des fonctions de la
forme t > u(g,a;) avec a € BV et u donnée par (4.10).

Preuve. Commencons par la preuve du premier point.

~ Soit z une solution de (4.2) de la forme z; = f(g;,a;). D’une part, nous avons

t t
Ty = Zo+ / o(zs) o dgs + / b(zs)ds (4.14)
0 0

t t
=Zy+ / oo f(937as) odgs + / bo f(gmas)ds-
0 0

D’autre part, grace 4 la formule du changement de variables (4.8), nous pouvons
écrire

¢ ¢
Ty = Zo + / 01f(gs,as) © dgs + / 02 f (gs,as)das. (4.15)
0 0

De (4.14) et (4.15), nous en déduisons que ¢ — fotgo(gs,as) ¢ dgs appartient & BV
ot ¢ := 01f — o o f. Une application de la formule du changement de variables
implique que ¢ — (g;,a;) appartient & BV oll 9 est telle que 919 = ¢. Fixons
to € [0,1]. Posons (29,%0) = (giy,04,) € R2. Si (20,50) # 0, le théoréme des fonctions
implicites assure I’existence d’un voisinage V de (29,70) et d’une fonction 1p~! tels que
¥ ((x,y),y) = = pour tout (z,y) € V. Nous en déduisons, pour |t — ty| assez petit,
que g; est égal & 1 1(v(gs,as),0:). Ainsi, g est & variation bornée dans un voisinage
de ty: absurde! Nous avons prouvé

Vit €]0,1], o(gs,a:) = 0. (4.16)
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— Nous pouvons obtenir, par un raisonnement similaire,
Yk € N,Vt €]0,1], 0% p(gs,a:) = 0.
Puisque o et f(.,y) sont analytiques, ¢(.,y) est analytique et, nous en déduisons
vt €]0,1[,Vz € R, p(z,a;) = 01 f(z,a;) — o © f(z,a;) = 0. (4.17)

— Rappelons que f(0,a;) = u(0,a;) = a; et que Oyu = o ou. Par unicité du probléme de
Cauchy, nous en déduisons:

Vit € [0,1],Vz € R, f(z,0;) = u(x,a4).
En particulier, nous obtenons
Vt € [0,1],3775 - f(gt,a/t) = U’(gtaat)' (418)

L’identité (4.14) peut donc se réécrire:

¢ t
Ty = To + / o o u(gs,as) © dgs + / b o u(gs,as)ds,
0 0

tandis que la formule du changement de variables appliqué & u(g;,a;) donne:

t t
Ty =T + / 3lu(gsaa’8) © dgs +/ aQU(gs,as)das'
0 0

Nous en déduisons

da -
—dt—t = Bou(gs,a,) " bo u(gs,a). (4.19)
Comme ag = f(0,a0) = zo = ¥o, @& et y vérifient le méme probléme de Cauchy (voir
(4.12) et (4.19)). Donc a est égal & y. Finalement, nous avons z; = u(g,y;) pour tout

t € [0,1], ce qui achéve la démonstration de la premiére partie.

Vi € [0,1] :

La preuve de la deuxiéme partie est facile.

4.4 Approximations de la solution donnée par le théo-
réme 4.3.1

4.4.1 Approximation par des fonctions i variation bornée

Supposons que { g(k)} soit une suite de fonction de BV qui converge, dans un sens approprié,
vers la fonction g. Supposons, de plus, que {x(""')} soit la suite correspondante des solutions
des equations intégrales ordinaires

t t
2 = 2q + / o (2{”)dg{" + / b(w)ds, ¢ € [0,1], (4.20)
0 0
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oil la premiére intégrale est au sens de Riemann-Stieltjes. Nous obtenons que {z{¥} converge
vers x donnée par (4.11). Rappelons que z est une solution de:

¢ ¢
Ty = To + / o(xzs) o dgs + / b(xs)ds,t € [0,1]. (4.21)
0 0

Plus précisément, nous énongons le théoréme de type Wong-Zakai:
Théoréme 4.4.1. Supposons que b : R — R soit lipschitzienne, que o € C*(R) ait ses
dérivées premaere et seconde bornées et que {g(’“)}k>1 soit une suite de BV telle que

lim sup |g(k) —gs| = 0.
k—+00 p<s<1

Soit ) 'unique solution de (4.20). Alors la suite {x(k)}kzl converge uniformément vers
la solution x donnée par (4.11) de l’équation différentielle (4.2).

Preuve. Nous suivons la preuve classique de la Proposition 2.24 de Karatzas-Shreve
[33]. Posons z = (Gyu)~"bou ol u est donnée par (4.10). Soit y*) 'unique solution de
I’équation différentielle ordinaire

k k) (k k
dy = 2(g" ™) dt; o =

Le calcul intégral ordinaire implique que :cgk) = u(gt(k),yt( )) est I'unique solution de (4.20).
Comme z est donnée par z; = u(g;,y:) avec y vérifiant (4.12), le théoréme sera prouvé si
nous montrons que

kli_}rglo SUPg<s<1 |y§k) — ys‘ =0. (4.22)
Fixons t € [0,1], n € N* et € € (0,e7*"*) ou L, est la constante de Lipschitz associée a
z(x,.) et vérifiant (4.13). Posons

Tn=tAInf{0<s<t: |y >n—1oulgl >n-—1},

et
® =tAmf{0<s<t: yP|>n}.

On peut choisir k£ assez grand pour que
Vs € (0,70 AT ¢ 12(98,05) — 2(gs,ys)| < €% et 1giF] < m.

Par conséquent, pour s € [0,7, A (k)],

d
ds((k) y)

Le lemme de Gronwall implique
Vs € [0,7, ATE] 2 [y®) — | < e2ePt <e.

< 12(g® y®) — 2980 ys) | + 12050 ,0s) — 2(9s¥s)| < Lyl — ys| + €2

En particulier, nous en déduisons que 7, < 7, ( ). En laissant déja tendre k£ — +o0 puis
e — 0, on conclut que:

lim sup |yi¥) —y,|=0.
k=00 0<s<r,

Pour n assez grand, nous avons 7, = ¢t et (4.22) suit. La preuve du théoréme est donc

terminée.
EI
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4.4.2 Schémas d’Euler et de type Milshtein

Dans cette section, nous supposons que b : R — R est lipschitzienne et que o € C2V (R).
Nous supposons en outre que inf eg |o(z)| > 0, bien que nous pensons que cette hypothése
est en fait superflue et est seulement d’ordre technique. Notons z la solution de (4.2)
donnée par le théoréme 4.3.1. Soit Z D'approximation de z obtenue en appliquant le
schéma d'Euler classique de pas 1/n:

~n) _
0 Lo
{ﬁ”—é%+o@$mg = Gefm) + bEL) (E = k/n),t € [k/n,(k+1)/n],

k=0,1,....,n — 1. Nous avons le:
Théoréme 4.4.2. Quand n — +oo:

1
supiconfoc — 590 = 0 o). (4.23

En particulier, remarquons que le schéma d’Euler converge toujours pour o > % On
peut améliorer la vitesse obtenue dans ce schéma en utilisant un schéma de type Milshtein
de pas 1/n et d’ordre m € N*:

53(()”) = 2y

V(n) vl(:;)n_lrzfml ;,P(aa Lol 1))(951(9/21)(% — Gi/n)!
+b(wk/n)(t —k/n),t € [k/n,(k +1)/n],

k = 0,1,...,n — 1. Les P; sont les fonctions polynomiales données par 'identité formelle
suivante:

g =fog=VieN, gV =P(ff, ..f9) ogavec P; € R Xp,...X; 1]
Par exemple, nous avons:

g =fog=P =X, cRX|

g =g x(flog)=(ff)og= P= XX, ER[XO,Xl]

g "] (P FM)ogl=(ff?+ f2f") og = Py = Xo X7 + X3 X, € RXo,X1,X)]
etc.

La vitesse de convergence de ce nouveau schéma est donnée par:
Théoréme 4.4.3. Quand n — +oo:

nh

supicloc— 896 = 0 (15 (424)

avec § = inf{e,(2m + 1) — 1}.
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En pratique, il conviendra donc de choisir 'entier m le plus petit possible tel que
(2m 4+ 1)ae — 1 > « pour obtenir la vitesse optimale avec le schéma le plus simple.

Nous faisons seulement la preuve du théoréme 4.4.3, celle du théoréme 4.4.2 se faisant
de méme avec des arguments plus simples.

Preuve. Pour simplifier, nous ne faisons la preuve que pour m = 1.
— On a le:
Lemme 4.4.4. Pour tout k € {0,1,...,n — 1}, on a:

3 _ &) 1 - (n) «(n) An 1
x%Z—)H)/n - xl(cr;n + 5 {O—(xgz-i-l)/n) + U(xk/n)} (g(k-l-l)/n - gk/n) + b(xfg/)n)l/n + O(nﬂ+1)a
(4.25)

le O(#) étant uniforme par rapport a k.
Nous repoussons plus loin la preuve de ce lemme et continuons la démonstration du
théoréme.

— On sait que z; = u(g:,y:) avec u (resp. y) donné par (4.10) (resp. (4.12)). Posons

Ulzy) = (u(z,),y), V(ey) =U"(zy) = (v(z,y)y).

L’existence de V est une conséquence du théoréme d’Hadamard-Lévy (voir, par

exemple, [1] p. 130). Ainsi, on a g; = v(zy,y;) pour tout ¢. Posons g§”) = v(ign),yt).
“(n) _ , (=(n)
On a alors &; = u(g; ,y:) et

. . . (n) <(n « «(n

Appliquons d’une part la formule (4.4) a la fonction z — u(z,ys/n) et d’autre part
Pégalité des accroissements finis 4 la fonction ¢ — u(g((,’jﬂrl) /n,yt). 11 vient:

1
. _u(n «(n) . (n «(n < (n
wEZ)H)/n = xl(c/)n + 2 {alu(gz(c%’yk/n) + 81“(9((k—){~1)/n’yk/”)} (g((lc-)i-l)/n - gl(c/Zz)
. (n . (n y 1
—I—O((g((kll)/n — g,(c/zb)?’) + 82u(gé211)/n,y9)y35 avec 0 €lk/n,(k + 1)/n].

Or, il est facile de voir qu’on a successivement: g((,’:il) = g,(c% =0(L),

(n 1 y 1 1
52“(9((1@11)/71’1/9)1/3;; = 5211(9,(9%,%/71)3/2/715 + O(W)’

et

_(n y - (n y 1
81“(9/&/2,%/71) + 61U(Q€Zi1)/nayk/n) = alu(gls;/zpyk/n) + al“(ﬂé?inmﬂ(kﬂ)/n) + O(ﬁ)
Comme 0ju = o(u), on en déduit (rappelons que 8 = inf{a, 3ac — 1}):

) ) N N 5 1 1
wﬁZH)/n - x§c7;n+§ {J(x(k—i—l)/n) + U(%/n)} (!J(kﬂ)/n—g;(ﬁ)n)+52U(9;(973L,yk/n)y;c/nﬁ+O(;lﬁ),
(4.26)
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le O(=g7r) étant uniforme par rapport & k. En faisant la différence entre (4.25) et

=(n)

(4.26), il vient, en posant f( =¢g:— §; et en se souvenant que infyeg |o(z)| > 0:

L OGN Uk )Yy — SBEDT) 1

f(k—l—l fk/n ( ﬂ+1)'
: {a(xgz)ﬂ /n) + 0(:65!21)} n

(4.27)

On a

D’aprés (4.12), Oou(gs,y)y; = b o u(gs,y:). On a donc

oGy Uk )Yym — D(EGT) = b(@pym) — b(EL) + O£

Mais
b(Tk/m) — b(ﬂﬂ,(c/) ) = bou(gr/n-Yum) — bo U(Q;ﬁ%@/k/n) =O(lf k/n’)
donc
B3 Y)Wy — @) = O( S,
les O étant uniformes par rapport a k.
En faisant la somme dans 1'égalité (4.27), il vient

Posons z, = SUPyy,...k ‘fe(/nr)u :

En particulier, on en déduit, en posant z; = supgc <, | fs(n)], que

[n]

_ cst 1
Zt < Z(ni)+1)/n < Y Z Zg+ 0(@)
=0

([nt]-l—l)/n_ 1 t_ 1
< cst/o Zyudu + O(m) < cst/0 Zudu + O(m),

car ¢t +— Z; est croissant et ft([ntHl)/n Zydu = O(%)

Par le lemme de Gronwall, on obtient Z; = supgc,« | 3™ gl = O(:). Ainsi:

" u(g”

_ 1
- <ol 71 = O(5)

sup Yt) — u(ge,Ys)

0<t<1

= sup
0<t<1

et la preuve du théoréme est terminée.
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Preuve du lemme 4.4.4. Rappelons que, si m = 1, le schéma de Milshtein est le
suivant:
(n) (m) (n) 5 1

. 1 .
0 1y = B+ OE ) (Gar)/m = Gryn) + 500 (@) (94 1y/m — Grn)” + DE)—

8¢

On en déduit:
~ v 7\ 1
(&) = 0 (:cm + 0 (@) (90+1)/m — Gism) + O(W)>

« (T ~ 1
= o(#(),) + (00 (E0) (90-+1ym = 9e/n) + Opriay)-

Ainsi,

L o . (n) NOIN. (n) 1
2 U(%/n) + U(z(k—l—l)/n)] = 0(331:]”) + ‘2‘(00') (%’}n)(gml)/n - gk/n) + O(ninf{l,Za} );

et la conclusion du lemme s’en déduit facilement puisque 1 + inf{1,2a} > g+ 1.
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Chapitre 5

Absolue continuité dans les é.d.s.
unidimensionnelles dirigées par un mbf

5.1 Introduction

Dans ce travail commun avec T. Simon, nous étudions 1’absolue continuité de la solution
au temps ¢ €]0,1] de I’é.d.s. unidimensionnelle:

t i
X, = 20 + / o(X,) o dB¥ + / b(X,)ds ¢ € [0,1] (5.1)
0 0

oil b,o sont des fonctions réelles et B¥ un mbf d’indice de Hurst H quelconque dans (0,1).
Dans (5.1), fot o(X,) © dBX est I'intégrale de Newton-Cotes considérée dans le chapitre
précédent. Dans la suite, nous prendrons pour solution de (5.1) celle donnée par (4.11),

c’est-a-dire:
X; =u(BY;),t € [0,], (5.2)

avec u : R?2 — R donnée par
ou=o(u) et Yy € R, u(0,y) =y
et Y : Q x [0,1] = R donné par
dY, = (8pu(BE,Y,)) " bo w(BI Y,)dt et Yo = .

Le but de ce qui suit est, d’étudier ’absolue continuité par rapport a la mesure de Lebesgue
de X, pour ¢ €]0,1].

Nous montrons tout d’abord que X; a une densité strictement positive pour tout ¢ €
10,1] dés que o ne s’annule pas. L’argument principal de la preuve est simple: par une

transformation de Girsanov convenable, on se raméne au cas b = 0. Alors X, = u(B},z¢)
et il est facile de conclure.

89
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Clairement, cette condition sur o n’est pas optimale. Par exemple, dans le cas du
mouvement brownien classique (correspondant & H = 1/2), il existe un critére optimal di
& Bouleau et Hirsch. Plus précisément, considérons I’équation déterministe

¢
Ty =Ty + /b(xs) ds (5.3)
0
et le temps déterministe:
¢
t, = sup{t € [0,1], / lo(zs)|ds = 0} avec la convention sup{@} = 0.
0 B

Alors, quand H = 1/2, la loi de X, est absolument continue si et seulement si ¢ > ¢, (voir
le théoréme 6.3. dans [10]).

Dans le cas H # 1/2, nous montrons que le méme critére a lieu quand H > 1/2 ou
quand H < 1/2 et o est analytique.

Remarquons que lorsque o est analytique, ¢, vaut en général 0 ou 1. En effet, si o(zg) # 0
alors t, = 0. Si o(zg) = 0 et que o n’est pas identiquement nulle, alors il existe un voisinage
Vi de xg tel que o(z) # 0 pour tout z € V,, \ {zo}. Si de plus b(zg) # 0 alors ¢, = 0
(sinon, il existerait ¢ €]0,1] tel que o(zs) = 0 pour tout s € [0,¢] et on aurait z; = z¢ pour
tout s proche de 0; (5.3) impliquerait alors b(zg) = 0). Il reste le cas olt o(zg) = 0 et b
est nulle dans un voisinage de xy. Dans ce cas, il existe € > 0 tel que z est constante pour
t€[0,e) et ty > €.

La preuve du critére de Bouleau-Hirsch dans le cas du mbf consiste tout d’abord &
calculer la dérivée de Malliavin de X; et ensuite d’utiliser le critére de Nualart-Zakai relatif
a Pabsolue continuité des processus gaussiens.

5.2 Quelques rappels concernant le mouvement brow-
nien fractionnaire

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler quelques faits concernant la structure gaus-
sienne du mbf et sa dérivée de Malliavin. Nous suivons la section 3.1 de [38] et le chapitre
1.2 de [37].

Soit £ 1'ensemble des fonctions étagées [0,1]. Considérons 1'espace de Hilbert A défini
comme la fermeture de £ par rapport au produit scalaire

def
(Log. L), = Bults) = &7 + 27 — |t —s)/2.
Plus précisément, posons
Ky(ts) = D(H+1/2) (¢t = )" V2 F(H -1/2,1/2— H; H+1/2,1 — t/s),

ol F' désigne la fonction hypergéométrique standard. Définissons 'opérateur linéaire K7,
de & vers L*([0,1]) par

(KLe)(s) = Kn(1,s)d(s) + / (6(r) —qs(s))‘?%(r,s) dr.



5.3. Un critére de non-nullité sur le coefficient de diffusion 91

K3, définit une isométrie entre H et L2([0,1]) et on a I'égalité

(bl = / (538) () (i) (s) ds. (5.4)

Le mouvement brownien fractionnaire {BtH , L € [0,1]} est le processus gaussien centré de
fonction de covariance E[Bf Bff| = Ry(t,s), donc son espace gaussien associé est isomé-
trique a H via l'application 14 — Bf.

Soit f : R* — R une fonction réguliére & support compact et considérons la variable
aléatoire F' = f(BF,... ,B{!) (on dit alors que F est une variable aléatoire réguliére). La
dérivée de Malliavin de F' est ’élément, de L?(2,{) défini par

_ N

D F =
’ i=1 O,

(Btl;l, “en ,Btfnl)].[o’ti](S).

En particulier D;Bf = 1p4(s). Comme d’habitude, nous notons D! la fermeture des
variables aléatoires réguliéres par rapport 4 la norme
IFll,, = EF]+E[ID.Fll,].
et D2k est son domaine local associé, ¢’est-a-dire I'ensemble des variables aléatoires F telles
qu'il existe une suite {(2,F},),n > 1} C F x Db vérifiant Q,, 1 Q p.s. et F' = F, p.s. sur
Q,, (voir [37] p. 45 pour plus de détails). Finalement, rappelons le critére suivant qui est
di & Nualart-Zakai (voir le théoréme 2.1.3 dans [37]):
Théoréme 5.2.1. [Nualart-Zakai] Si F € Dy, et si p.s. ||D.F||,, > 0, alors F admet une

loc
densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R.

5.3 Un critére de non-nullité sur le coefficient de diffu-
sion

Le théoréme suivant donne un critére simple et naturel sur ¢ assurant que X; a une
densité strictement positive sur R pour ¢ €]0,1]:
Théoréme 5.3.1. Si o ne s’annule pas, alors X; a une densité strictement positive sur R
pour tout t €]0,1].
Preuve. 1) En considérant —B* au lieu de B¥ si nécessaire, on peut supposer que ¢ > 0.
En se rappelant que v : R? — R est le flot associé & o, il est clair que pour tout
y € R fixé, x — u(z,y) est une bijection sur R. En effet, u(-,y) est clairement crois-
sante et £ = lim, o u(z,y) existe dans R U {4+o00}. Si £ # +o0, alors lim,_,o, O1u(z,y) =
o(€) > 0 et limy_, oo u(z,y) = +00. D'une maniére similaire, nous pouvons montrer que
lim,_, o u(z,y) = —o0, ce qui implique la propriété désirée. Notons v : R — R Dinverse
de u, i.e. v(z,y) est I'unique solution de u(v(z,y),y) = .
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2) Quand b = 0, nous avons facilement X; = u(Bf,xy) pour tout ¢ € [0,1] et nous
pouvons écrire, pour tout borélien A,

1 a
. H — —_
PO € 4) = R0 € wlha) = o [ e (=g ) o

_ \/;rﬁ /A exp <_“(;t—f;)2> (o (u(2,10)) | dz.

Ainsi, X; a une densité strictement positive explicite donnée par:

= L (5.4 —M glul\z,r
o) = e ow (-5 ) lo(ulzan).

3) Quand b # 0, nous avons, pour tout ¢ € [0,1],
Xt = u(BtHaYt) = U(BtH,U/(’U(Y%,iCo),xo)) = U(BtH +'U(}/t,$(]),.’170),

la derniére égalité venant de la propriété de flot de u. Ainsi, grice au théoréme de Girsanov
pour le mbf (voir le théoréme 3.1 dans [38|), nous pouvons écrire

Xt = u(BtH,xO),

avec B un mbf sous une probabilité Q@ équivalente & P vérifiant % =& avec & > 0 p.s.
Ainsi, nous sommes réduits au cas ot b = 0. Grace & ’étude précédente, nous pouvons
conclure que, sous Q, X; a, pour tout ¢ €]0,1], une densité strictement positive sur R.
On déduit du théoréme de Radon-Nykodym que X; admet, sous P, une densité f; pour
tout ¢ €]0,1]. Il reste & voir que cette densité est strictement positive presque partout. Soit
Ay ={z € R: fi(z) = 0}. Supposons, par 'absurde, que A(A;) > 0. Alors Q(X; € A4;) > 0.
De plus, on a:
P(X, € Ay) = Ep(Lixean) = Eo(€7" 1ixeny) > 0.

Donc P(X; € A;) = [, 14,(z)fe(x)dz > 0, ce qui est absurde. La preuve du théoréme est
donc terminée. -

Remarque 5.3.2. Il est clair que notre hypothése sur o n’est pas nécessaire (pensons par
exemple & 1’équation dX, = X, o dBJ!, dont la solution est X, = z¢exp BF). Dans la
section suivante, nous donnons un critére optimal sur o.

5.4 Extension d’un résultat de Bouleau et Hirsch

Considérons 1’équation déterministe

5 = o + / b(z,) ds (5.5)
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et le temps déterministe:

t, = sup{t >0, /0 lo(zs)|ds = 0}

oll o et b sont les mémes que dans (5.1). Quand H = 1/2, il a été prouvé par Bouleau et
Hirsch (voir par exemple le théoréme 6.3. dans [10]) que X; admet une densité par rapport
4 la mesure de Lebesgue si et seulement si ¢ > £,. En particulier, X; a une densité pour
tout ¢ dés que o(zg) # 0 (on peut aussi voir ce fait comme une conséquence de la condition
d’Hormander). Notre but est d’étendre ce résultat au cas du mbf:

Théoréme 5.4.1. Supposons soit H > 1/2, soit H < 1/2 et o analytique. Soit {z;, t > 0},
{Xi,t > 0} et i, définis comme précédemment. Alors la loi de X, est absolument continue
par rapport ¢ la mesure de Lebesgue si et seulement sit > 1.

Remarque 5.4.2. L’hypothése H > 1/2 ou H < 1/2 et ¢ analytique ne sert qu’a assurer
que ’on a un théoréme d’unicité lié aux équations différentielles stochatiques dirigées par
B, Mais, si on remplace I'intégrale de Newton-Cotes par 'intégrale liée aux trajectoires
rugueuses - rough paths en anglais - étudiée par Coutin et Qian [14] dans le cadre des é.d.s.
dirigée par le mbf (et reprise par Feyel et de La Pradelle [19]), la méme démonstration per-
mettrait d’obtenir le théoréme pour H € (1/4,1/2), et ceci sans condition supplémentaire
sur o.

5.4.1 Preuve du Théoréme 5.4.1

Avant de prouver le théoréme, nous commencgons par énoncer un lemme qui étend la
proposition 2.1.2 dans [11], chapitre IV, au mbf:
Lemme 5.4.3. Supposons soit H > 1/2, soit H < 1/2 et 0 analytique. Avec les notations
précédentes, nous avons:

p.s., t, = inf{t €]0,1], o(X;) # 0}, (5.6)

avec la convention inf ) = 1.
Preuve. Fixons w € § et posons 7(w) = inf{t > 0, o(X;)(w) # 0}.
1. Sit < 7(w) alors fota(Xs)(w) o dBf(w) = 0 (rappelons que l'intégrale de Newton-
Cotes est définie trajectoire par trajectoire). Ainsi, si ¢ < 7(w), X;(w) = zo +
fot b(Xs(w))ds et, par unicité, Xy(w) = ;. Par conséquent, pour tout ¢ < 7(w),
o lo(xs)|ds =0, ie. b, > 7(w).
2. Nous avons
o(zs) = 0 pour tout s € [0,¢,). (5.7)

Soit t < t,. Donc z; = zo + [ b(zs)ds + [ o(xs) o dBH (w).
— Cas ou H > 1/2. Dans ce cas, I'intégrale de Newton-Cotes coincide avec I'inté-

grale classique de Stieltjes et le Théoréme d’unicité 4 dans [45] (par exemple)
implique que z; = X¢(w).
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— Cas ou H < 1/2 et o analytique. Puisque z est & variation bornée, le théoréme
d’unicité 4.3.3 du chapitre précédent s’applique. En effet, on peut écrire z; =
f(BE(w),z;) avec f : B2 — R analytique en la premiére variable donnée par
f(a,b) =b. Donc 2y = X (w).

Par continuité de ¢ et de z, nous déduisons de (5.7) que o(X;(w)) = 0 pour tout

t<tg, ie. T(w) > t,. o

Preuve du théoréme 5.4.1.

1. Commengons par introduire des notations que nous garderons tout au long de la
preuve. Soit ¢ > 0 fixé. Rappelons que X, = u(Bf,Y}), ol u est le flot associé & o

u(z,y) = y—l—/oza(u(z,y))dz. (5.8)

D’autre part, Y est 'unique solution de
t
Y, = 2y + / L71b(X,) ds, (5.9)
0

ol nous avons posé, pour tout s > 0,

Bf

L, = 0u(BEY,) = exp {/0 o' (u(z,Ys)) dz| , (5.10)

la seconde égalité étant une conséquence immédiate de (5.8):

{ gﬂ&,jg;):lagu(x,y) o'(u(zy)) _, au(z,y) = exp /0 wg’(u(z,y))dz. (5.11)

Notons que L; > 0 p.s. pour tout s > 0.
Introduisons le processus M; = Oypu(BXY,). Nous avons, grace a (5.11):

By
M, = L, / o (w(2,Y.))Byu(2Y:)dz.
0

2. Maintenant, nous allons dériver au sens de Malliavin les variables aléatoires X, pour
s < t. Dans la suite, 7 € [0,¢] désigne un réel fixe. Comme X, = u(BZY}), la régle
des dérivées composées (voir la proposition 1.2.2 dans [37]) donne

D, X, = (0(Xs)+ LsD,Y;) 1p9,4(7).
En particulier, en posant N, = L; 1D, X, pour tout s < ¢, nous obtenons

Ny = L;'o(X,) + DY, (5.12)
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D’aprés (5.10), la formule du changement de variables (voir le théoréme 4.1.7) im-
plique

t [
L, :1+/ Lo (X,) o dBf+/ M, dY,.
0

On écrit L, 'o(X,) = f(BIY;) avec f(zy) = o(u(z,y))exp{— [ o' (u(zy))dz}.
Puisque 0, f(Bf,Y;) =0 et

(B YD) = |0xu(BI Y00 (u(BIYD) = o(u(BE ) [ o (ule)ou(eYo)dz

xexp{— /0 " ol (u(e,Y))dz) = Lo’ (X)) — o (X)L M, Ly,

la formule du changement de variables fournit:
L'o(Xy) = Lo (X,) + /t (o'(X,s) — L,>M,0(X,)) dYs. (5.13)
r
D’autre part, en appliquant D, de part et d’autre de (5.9), nous obtenons
_ DY, = / D, (L;'5(X,))ds = / ))ds +/ D, ( s)ds.
Mais N, = L;'D, X, et b(X,)ds = L,dY;, donc:
DY, = / Nb' (X ds+/ D, (L;1L,dY,.
Mais L;! = exp{— fOBS o' (u(z,Y;))dz}, d’o:
D,Y; = /]t N,b'(X,)ds — /t (o' (Xs) + L, M, D(Yy)) dY,.
r r
D’aprés (5.12), on a:
D,Y, = /thb'(Xs)ds - /t (o/(X,) — L, My0(X,) + L, MN,) dY,.  (5.14)
r r

D’aprés (5.12), (5.13) et (5.14), nous obtenons
Nt = Lt_IU(Xt) + DTY;

t
= L’lo(X,) + / (V'(Xs) — L;> Mb(X;)) Ny ds.
b
N vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre qui se résout:

N, = L7 'o(X,) exp [ / t (0'(X,) = L;2M,b(X,)) ds| .
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Puisque N; = Lt’lDrXt, on obtient:

i L t
D, X, = o(X,)exp l / v(X,) ds]ziexp [— / L;lMdes].

T

Si on applique la formule du changement de variables & fOBf o'(u(z,Y;))dz, on obtient,
grace a (5.10):

s § B«'?
L, = exp l/ o'(X,) ¢ dBY + / (/ 0" (u(z,Yy))Oau(2,Yy,) dw) dY,
0 o \Jo

= exp {/ o'(X,) o dBE + / L;'M, dYu}.
0 0

Donc : .
DX=olX)ew | [W(x)ds + [F0x)eany]. 619

3. Fixons ¢t > t,. Le lemme 5.4.3 et la continuité p.s. de 7 — o(X,.) assurent qu'il existe
un intervalle non trivial de [0,t] dans lequel la fonction r — D, X; ne s’annule pas.
Avec les notations de la section 5.2, nous en déduisons ||D.X||,, > 0 p.s.. Gréace au
théoréme 5.2.1, nous pouvons conclure que X; a une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue.

4. Fixons t < t,. Par unicité, il suit que X; = z; p.s. ou x; est déterministe, donc X; ne
peut pas avoir de densité.

La preuve du théoréme 5.4.1 est donc terminée.
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Chapitre 6

Approximation du coefficient de
volatilité et test d’adéquation

Ce travail a été réalisé en collaboration avec M. Gradinaru et est totalement indépen-
dant des chapitres précédents.

Dans la premiére section, nous énoncons les résultats concernant les vitesses de conver-
gence. La deuxiéme section contient la construction des tests d’adéquation. Les preuves
sont données dans la troisiéme section.

6.1 Convergence en loi des approximations distribution

6.1.1 Modéle semimartingale

Soit Y la semimartingale donnée par
¢ ¢
Y(t) =z ~|—/ o(s,Bs)dB; +/ Mds,t € [0,1], (6.1)
0 0

ot 0 € CH2([0,1] x R;R) a des dérivées bornées par rapport a la seconde variable et
M est un processus continu adapté. Nous notons Jy et J les processus sur [0,1] donnés
respectivement par

[2V#]-1

. t
In(t) = Z (Y(Hl)g—w - Y;Q—N)Q,N e N, et J(t) ::/ o(s,B,)?ds. (6.2)
0

=0

Notons que, pour t fixé, jj\v(t) est une approximation presque stire de J(t). Par exemple,
quand Y est un mouvement brownien standard, une élégante démonstration de ce fait peut
&tre trouvée dans le cours de 3éme cycle de Jacques Neveu de 1972 “Intégrales stochastiques
et applications” (je remercie Marc Yor de m’en avoir fourni une copie). Une amélioration de
ce résultat est que, presque stirement, Jy converge, comme processus, uniformément vers
J quand N — o0. En effet, il suffit d’utiliser des techniques similaires & celles développées

97
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dans la section 2.5 du chapitre 1. Signalons que, si Y est un mouvement brownien standard
(i.e. 0 = 1 et M = 0), la convergence presque sire de la variation quadratique définie
d’une maniére plus générale que par (6.2) (avec d’autres subdivisions que les dyadiques)
est étudiée de maniére compléte par Dudley [17] et De La Vega [50].

Concernant la convergence en loi, nous avons le:
Théoréme 6.1.1. Quand N — oo,

(T — 1)L /2 / (5,00 ()24 (s), (6.3)

ot B et BP) sont deur mouvements browniens indépendants standards.

Remarquons que la fonction inconnue o apparait dans la limite (6.3). Pour éviter ce
probléme, on peut utiliser la:
Proposition 6.1.2. Posons

[2N¢-1

‘71\\7(75) =2 Z (Y(z’+1)2—N - Y;2—N)

1=0

Y te[0,1],N e N, (6.4)

Alors, nous avons, pour t €]0,1] fizé, quand N — oo,

oN/2 (X//]\v(t)) o (fv(t) _ J(t)) N \/g N(0,1). (6.5)

Signalons que, dans une prépublication non publiée de Jacod [31], des résultats similaires
au Théoréme 6.1.1 et 4 la Proposition 6.1.2 sont démontrés. Nous remercions son auteur
de nous avoir fait part de son travail, aprés que nous lui ayons envoyé une version du notre.

6.1.2 Modéle de diffusion

Tournons-nous maintenant vers I’étude de la solution forte de I’équation différentielle
stochastique (1.20). Ici et dans toute la suite, nous notons (£2,F,P) Pespace de probabilité.
Nous supposons que 8 € C2([0,1] x R;R) a des dérivées bornées par rapport & la seconde
variable et que b € CH1([0,1] x R; R).

Encore une fois, notons que f;, donné par (1.23), converge presque siirement vers le
processus continu I donné par (1.22) (voir par exemple Berman [7], Théoréme 4.1).

Pour étudier la convergence en loi, nous devons supposer de plus que 6 est uniformément
elliptique: inf,cg |6(z)| > 0. Posons

T dy _
g(s,x) = / *,G(S,Zﬂ) = (S,Q(S,ZE)),F(S,LU) =G l(sam) = (S,f(S,.T))- (66)
s 0(5:9)
L’existence de F' est une conséquence du théoréme d’Hadamard-Lévy (voir, par exemple,

[1] p. 130). Posons B, := g(t,X;) ou, de maniére équivalente, X, = f(t,B;). Grace 4 la
formule d’Ito, par (1.20), nous pouvons écrire

t t t it
B, = / Dy(s,X,)ds + / 3xg(s,Xs)dXs+% / O (5,X)d[X, X], = B, — / C.ds,
0 0 0 0
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avec C, := — (5§ — % +0:9)(s,X;). Par conséquent, en appliquant le théoréme de Girsanov

(le critére de Novikov étant facilement vérifié vu les hypothéses sur §), nous en déduisons
que B est mouvement brownien sous la probabilité Q donnée par '

1 1
dQ = exp(/ C,dB; — %/ C2%ds)dP =: exp(Z)dP. (6.7)
0 0

Ainsi, nous pouvons écrire
dX; = 0(t,X,)dB, + b(t,X,)dt = 0(t, [ (t,B,))dB; + Mydt, (6.8)

et X est relié, par un changement de probabilité, & Y donné par (6.1). Ainsi, en utilisant
le théoréme 6.1.1 et la proposition 6.1.2, nous obtenons:

Corollaire 6.1.3. 1. Quand N — oo,
oN/2(Ty ~—>\/_/ 5,f (5,60 (s))2 dBP (s), sous Q. (6.9)

Ici, B9 4 = 1,2, sont deuz mouvements browniens standards indépendants sous Q et
[ est donnée par la derniére égalité dans (6.6).

2. Posons
2N -1

= oV Z (Xsnzv — Xign)*,t € [0,1, N € N, (6.10)

Nous avons alors, pour t E]O,l] fizé, quand N — oo,

9N/ (@(t)) . (IN( \[N 0,1, sous Q. (6.11)

Si on veut continuer d’utiliser la probabilité initiale P, la proposition suivante précise la
vitesse de convergence (en gros, 2"/2) et permet de construire des intervalles de confiance
asymptotiques pour (1):

Proposition 6.1.4. 1. Soit v > 1. Nous avons, pour t €]0,1] fizé:

_1
2

VR>0: lim P (2” (Ov ) * [Tve - 1) = R> -

2. Soit k > 0 tel que Ep(Z?) < k% avec Z donné par (6.7). Soit ¢, : [0,1] — [0,e7%] la
bijection continue donnée par ¢.(z) = xe v=. Nous avons, pour t €]0,1] fizé et pour
tout n > 0:

limsup P <2N/2 (ﬁ]\\[(t)) _%

N -0

In(t) - I(t)} > n) < ¢, (\/—12—_% /|w|>\/3n e”fdx) .

Signalons que nous avons appris, aprés avoir soumis notre travail, 'existence d’un papier
de Delattre et Jacod [15], avec des résultats semblables aux nétres, dans le cas des équations
différentielles stochastiques du type que nous avons étudié.
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6.2 Test d’adéquation

6.2.1 Modéle de semimartingale

Notons Cyo I'ensemble des fonctions analytiques réelles non constantes 1, ayant des
dérivées premiére et seconde bornées et telles que 1(0) = 0.

Nous observons une semimartingale de la forme Y, = ¢(By), ¢ € [0,1], avec ¢ € Cpp
inconnue. Siy € Gy est connue, nous sommes intéressés par tester I’hypothése Hy : ¢(|-]) =
¥(| - |) contre alternative Hy : ¢(] - |) # ¥(] - |). Plus précisément, nous étudions les deux
situations suivantes: 9 est une bijection strictement monotone ou 1 vérifie ¢'? = F(¢),
avec F' une fonction réelle de classe C'.

Remarquons que si 1 est une bijection strictement monotone alors il est classique de
tester si ¢ '(Y;) est un mouvement brownien standard. En effet, il suffit de décider si
(2729 (¥ )22 (V) — 7 (), .. 277207 (V) — 4 (¥; ) est um
échantilllon d’une loi normale centrée réduite. Ici, nous proposons une procédure alternative
qui peut s’appliquer aussi si ¥ n’est pas une bijection.

Si au moins une des valeurs observées {Yjp-~,7 = 0,...,[2V#]—1} n’est pas dans I'image
de la fonction 1, Hy est bien entendu rejetée. Sinon, nous posons, pour ¢ € [0,1] et N € N*:

( N
[2V4]-1
2N Z (1" 0 ™ 1)(Yip-~)?, si 1 est une bijection strictement monotone
- =0
inty(t) == <
[2N¢]-1
o F(Yy-n), si ¢ vérifie 9 = F(1) avec F une fonction C.
\ =0

(6.12)
Si 9 est une bijection strictement monotone qui vérifie aussi une équation du type
W'? = F(3p),on a (y'op~!)2 = F et inty est bien défini. Un exemple de bijection strictement
monotone (resp. de fonction vérifiant 42 = F(3)) auquel on pourra appliquer notre test
est arctan z (resp. sinx).
Rappelons que Ty est donné par (6.2) et Uy par (6.4).
Proposition 6.2.1. Introduisons la statistique de décision:

Tn(t) = \/g2N/2 (ﬁv(t)>_%

1. Supposons que Hy ait lieu. Alors, pour tout t €]0,1]:

Tn(t) — intn(8)|,t € [0,1], N € N". (6.13)

Ty (t) N |G|, quand N — oo, (6.14)

ot G est une variable aléatoire normale centrée réduite.
2. Supposons que Hy ait lieu. Alors, pour tout t €]0,1]:

Tn(t) 25 00, quand N — co. (6.15)
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Exemple. Décrivons un exemple d’application de ce test. Tous les calculs peuvent étre
fait en utilisant, par exemple, une procédure Matlab. Nous observons une trajectoire Y
donnée par la figure 6.1. Notons que Y (¢) € [—1,1] quand ¢ € [0,1]. Ainsi, si nous suspectons

1
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F1G. 6.1 — Semimartingale observée

que Y; = ¢(B;), nous recherchons une fonction ¢ dont 'image est contenue dans [—1,1].
Par exemple, on peut tester Hy avec la bijection strictement monotone 9(z) = 2 arctan z.
Dans ce cas, nous obtenons

e = \/gzm (ﬁv(l)(w))%

Puisque P(|G] > 36,9889) < 1072, nous pouvons rejeter Hy en utilisant (6.14).
Testons maintenant Hy avec ¥(x) = sinz qui vérifie ¥'? = F(1) avec F(z) = 1 — 2.
Nous obtenons

T (1)(w) = \/gzm (V?v(l)(c«)))_

Puisque P(|G| > 0,6759) = 0,5, nous ne pouvons pas rejeter Hy.

Tn()w) - iﬂt}(n(w)’ = 36,9889 .

e

Tn()(w) — intN(l)(w)‘ = 0,6759.

[SI0

6.2.2 Le modéle de diffusion

Notons Cp 1. 'ensemble des fonctions analytiques réelles non constantes avec des dérivées
premiére et seconde bornées, qui ne s’annulent pas.

Supposons que nous observons une diffusion X sous la forme (1.20) avec 6 € Cp 4
inconnue et b € C'(R) connue ou inconnue.

Si 9 € Cy 1 est connue, nous sommes intéressés par tester hypothése Hy : 92 = 62
contre ’hypothése alternative H, : 92 # 07,

Posons
2Ng-1

inty(t) ;=27 Y 9(Xj-n)%t€[0,1, N €N, (6.16)
=0



102 Chapitre 6. Approximation du coefficient de volatilité et test d’adéquation

et rappelons que Ix et Uy sont donnés par (1.23) et (6.10) respectivement.
Proposition 6.2.2. Introduisons la statistique de décision Ty donnée par:

Tn(t) = \/gzm ([m))"%

1. Supposons que Hy ait lieu. Alors, pour tout n > 0 et pour t €]0,1] fizé:

limsupP (Tw(t) > 1) < ¢! (\/% /{a:|277 e_mzzd:v> . (6.18)

N—=oo

T (2) —iﬁt\,v(t)‘ t€l01], N € N (6.17)

2. Supposons que Hy ait lieu. Alors, pour tout t €]0,1]:
T (t) 225 00, quand N — co. (6.19)

Exemple. Décrivons un exemple d’application de ce test. Encore une fois, tous les
calculs peuvent é&tre réalisés en utilisant une procédure Matlab par exemple. Nous observons
une trajectoire X donnée par la figure 6.2. Remarquons que considérer la diffusion sur

I S e L
F1G. 6.2 — Diffusion observée

I'intervalle de temps [0,10] au lieu de [0,1] n’est pas une contrainte. Nous testons Hy avec
Y(z) = 14 2cosz, c’est-a-dire nous suspectons que X vérifie
XO =5 et dXt = (1 + 2COSXt)dBt — dt,t € [0,10]

Dans ce cas, nous obtenons

o) = \/EQN/Z ((fv(lo)(w))_é

et nous avons (voir (6.7)):
10

1 10
Z = C,dB, — 5/ C2%ds, avec |Cy| = ‘
0

0

T (10)(w) — int(10) (w)‘ — 115,2572

1 n cos X,
2 + sin(X5;) 2

et nous pouvons choisir k¥ = 51.

<2
2

Ceci implique que Ep(Z?) < 82440

m2 .
Puisque ¢! (\/%—W f|$,>115 057 e"szzz) < 1072, nous pouvons rejeter Hy.
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6.3 Preuves

Preuve du théoréme 6.1.1. Tout d’abord, en utilisant un argument de localisation,
il n’est pas difficile de prouver que la partie variation finie de ¥ n’a aucune contribution
sur la limite. Par conséquent, dans la suite, nous supposerons que M = 0 dans (6.1).
Nous pouvons écrire

jz\v(t) —J(t) =jn(t) +ra(t)

avec
[2V¢)-1 (i+1)2~N s
In(t) =2 Z a(iQ‘N,BiQMN)Q/ st/ dB,,
=0 2-N 2—N
et
2Ve-1 @r1)2-N .
=2 Z (/ (o(s,B) =0 (127", Bia-n))dB, / (27N, Byp-n)dB,
i2-N

(i4+1)2~ N s t
+/ O(S,Bs)st/ (o(u,By) — (127" ,Bjy-~))dB, —/ o(s,B;)%ds.
i2-N 2-N [2N f2- N

Grace a I'inégalité classique de Burkhélder-Davis-Gundy et en utilisant le fait que o a des
dérivées bornées par rapport & la deuxiéme variable, nous pouvons prouver que

lim E{ sup |2"%ry(t)]?} = 0.
N—=eco  “4efo,1]

Par conséquent, pour obtenir la convergence (6.3), il suffit de montrer que 27/2jy converge
en loi vers V2 f; (5,60 (s))? d6®(s), comme nous pouvons le voir en utilisant le lemme
classique suivant (voir aussi le lemme 3.4.3):

Lemme 6.3.1. Considérons {Xn(t) : t € [0,1]} et {Yn(t) : t € [0,1]} deux suites de
processus stochastiques réels continus, issu de 0, tels que, quand N — oo, Xn converge en
loi vers X comme processus et E{sup,cpo 1 |Vn(t)]*} — 0. Alors, quand N — oo, Xy + Yy
converge vers X en loi, comme processus.

Introduisons, pour N € N*, le processus Zy donné par:

N1 (i1)e-W s V¢~
Zy(t) =2x2V? Y / st/ _dB, =2 > [(B(HI)Q_N — Bypn)" - 2—N] .
=0 i2-N 12~ =0

(6.20)
Nous découpons la preuve de la convergence de 2"2jy = [ o(s,B,)dZy(s) en plusieurs
pas:

a) Convergence dans le cas particulier o1 o = 1.
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Soit {G;}ien une famille de variables aléatoires i.i.d. de loi normale centrée réduite. Nous
avons, pour tout NV € N:

[2Ni-1 [2V -1
2" Z [(B(z‘+1)2—N - BiZ—N)2 - TN] £ g2 Z (G? - 1).
i=0 =0

La convergence en loi dans le cas particulier ot ¢ = 1 découle donc directement du théo-
réme central limite standard fonctionnel.

b) Convergence en loi pour toute fonction o. B
i) Nous pouvons écrire Zy(t) = Zn(t) — Ry(t), ol la martingale Zy est donnée par:

2N _1

Z = 2/ dB; / dBufn(su), fn(su) = N/ Z [zQ—N,(H—l)Q“N)(8)1[2'2“1\’,1](“),

=0

et le reste par Ry (t) := 2 x 2M/2 f[;Nt]z—N dB, f[;Nt]z_N dB,. Il n’est pas difficile de montrer

que limy o0 E{sup;cp 11 [Rn (t)[*} = 0. Encore une fois, par le lemme 6.3.1, il suffit d’étudier

la convergence en loi de Zy. Fixons ¢ € [0,1]. En appliquant successivement la formule d’Tto
et la version stochastique du théoréme de Fubini, la variation quadratique de Zy vérifie

t u t t ]
(Zn,Z5](t) = 8 /0 dB, /0 dB, / ds fn(s,u) f(sw) 44 /O ds /0 du fn(s,u)?

D’une part, notons que
t K]
4/ ds/ dufy(su)® =202N¢27V +2 (¢t - [2Nt]2“N)2 — 2t, quand N — oo.
0 0

Gréace a la formule d’isométrie, nous avons, d’autre part,

E { [ /0 4B, /0 “ap, / ds fu(s,0) fN(s,v)r}
[2V¢]

—1 ai41)2 (i+1)2~—N s
:2><22NZ/ du/ dv/ ds/dw

=0

¢
+2><22N/ du/ d'u/ ds/ dw =0(27"),
[2N ¢)2-N [2N¢)2-

quand N — co. Ainsi, nous en déduisons que L? — limy_,00[Zn,Zn](t) = 2.

ii) En utilisant la version stochastique du théoréme de Fubini, la covariation entre Zn et
B veérifie

(i+1)2-N (a-+1)2—% t t
[Zy,B](t) =2 x 2N/ Z / / ds+/ dBu/ ds

[2N¢]2-V
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Nous en déduisons que

E {[ZN,B]( )* } =4 x 2V Z /(Hl (/H(HUZ_N ds)2 + /[:th_N(t — u)?du

est un O(27%) et tend vers 0 quand N — oo.

iii) Par un raisonnement similaire, nous pouvons prouver que

L — lim [Zy,B)([Zx,2Zn) "' (1)) = 0.

iv) Notons By le mouvement brownien associé 3 Zy quand on applique le théoréme de
Dubins-Schwarz. Par les pas i)-iii) et par la version asymptotique du théoréme de Knight

(voir, par exemple, [40] pp. 495-496), nous en déduisons, quand N — oo, (B,By) — (8M,4®),
ot M) et B sont deux mouvement browniens standards indépendants. Puisque L% —

limN_,oo[ZN,ZN]( t) = 2t,il Vient quand N — oo, (B,Zy) N (8D /2 82). Posons 1; = t,
t € [0,1]. Alors, (t,B,7x) - (1,80,v/2 8®), quand N — oo et, grace au lemme 6.3.1,

(¢,B,Zn) £, (1,80 V2 @), quand N — co. (6.21)

Puisque o est une fonction continue, nous avons (o(¢, B)?, Zy ) —= (0/(1,81)2,v/2 8®), quand
N — oo. En utilisant le résultat concernant la convergence en loi des intégrales stochastique
(voir Jakubowski et al. [32] p. 125), nous obtenons, quand N — oo,

o240 = /. o(s,B,)?dZy(s) —ﬁé\/i/O.a(s,ﬂ(l)(s))Q d,B(Z)(s).

0
En effet, nous vérifions la condition suivante: V¢ > 0, VA processus prévisible borné par 1,
VN € N

d

Par conséquent, la preuve de (6.3) est terminée.

2

1 (271] (i+1)2-V s cst
>R> < B [2x2"? ) AiQ_N/ dBS/ dB, < 2

2 — 2
R i=0 32— N io—N R

/0 4 dZn(s)

Preuve de la proposition 6.1.2. Notons Sy le processus donné par
[2N¥¢-1
4 *
Sv(t)=2" Y (B~ — Big-n) ,t € [0,1], N € N,
i=0
A ce stade, nous avons besoin du:
Lemme 6.3.2. Pour tout t € [0,1], Sy(t) converge vers 3t en probabilité, quand N — co.
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Finissons d’abord la preuve de la proposition 6.1.2 avant de démontrer le lemme.
Puisque Sy (t) converge en probabilité vers une limite déterministe, nous pouvons en dé-
duire, en utilisant (6.21), que, lorsque N — oo,

(l’aB7 ZN) SN) _L—) (Lnﬁ(l)a \/516(2)7 3 [’)a

avec A1) et B toujours deux mouvements browniens standards indépendants et W(t) =t,
t € [0,1]. De plus, par un raisonnement similaire a celui du pas iv) de la preuve du théoréme
6.1.1, pour ¢ € [0,1] fixé, nous obtenons tout d’abord, quand N — oo,

([ ot o), /0 ote B (0 ) £

(\f / (5,69(5))2dBP(s), 3 /0t0(5,5<1>(5))4d8>

et ensuite, quand N — oo,

(22w () - I (1)), T (1)) 5> (\/5 /O  o(5.60(5))2d8(s), 3 /0 ta(s,ﬁ(l)(s))4ds>.

Finalement, puisque la fonction (z,y) — -% est contine sur R x R* , nous en déduisons que,
VY +
lorsque N — o0,

ol /2 (‘//]\V(t))_% (j;( \[fo o(s,80 (s ) 2)()%(2)(;).
(5,801)(s))4ds

Gréace & I'indépendance entre () et 8@ il est facile de voir que, pour tout ¢ €]0,1] fixé,

(1) (
\[fo o(s,6M(s))2dB@ (s ’ \/7]\/’01
(5,80)(s))ds)

La preuve de (6.5) est terminée.

Preuve du lemme 6.3.2. Pour ¢ > 0 fixé, Sy(t) a la méme loi que 27 Zggt]_l G}
avec les GG; des v.a.r. i.i.d. de loi N(0,1). Par la loi des grands nombres, Sy (t) converge
donc en loi vers 3t. La limite étant déterministe, elle converge aussi en probabilité.

Preuve de la proposition 6.1.4. Commencons par énoncer le:
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Lemme 6.3.3. Soit ¢, comme dans la proposition 6.1.4. Nous avons, pour tout événement
AeF,

Q(A) > 6(P(4)) <= P(4) < 6.1(Q(A)). (6.22)

En particulier, si (Ay) est une suite d’événements de F telle que Q(A,) — 0 (resp. — 1),
alors P(A,) — 0 (resp. = 1), quand n — 0.

Finissons la preuve de la proposition 6.1.4. Fixons ¢ €]0,1]. Soit R > 0. Nous pouvons
écrire, pour tout Ny € N et N > N,

Q <27N (@(t))_é

1
2

— R
In(t) —I(t)‘ > W)

Tn(t) — I(t)’ > R> >Q <2N/2 (ﬁl\v(t))

2 R
— Noroo @ (\/;GI > m) —Noroo 1.

Ici et dans la suite de la preuve, nous notons GG une variable aléatoire de loi normale centrée
réduite sous Q. Par conséquent, en utilisant le lemme 6.3.3, nous obtenons la premiére partie
de la proposition 6.1.4. Pour la seconde partie, en utilisant successivement le lemme 6.3.3
et (6.11), nous voyons que

limsup P ((ﬁj\v(t)) K

() - 1] 2 27 ) = o (Q (\/2 G| > ﬁ)) .

O

Tv(o) - 10| 2 p2)

< limsup ¢! (Q ((Uz\v(t))_%

N—oo

Preuve du lemme 6.3.3. Nous avons, en utilisant successivement les inégalités de
Jensen et de Cauchy-Schwarz,

Ep(Z1l,)

Q(A) = Ep(e?14) > P Ja 2P 4) — ¢ 7" P(A) > ¢,(P(A)).

|

Preuve de la proposition 6.2.1. La premiére partie est une simple conséquence de la
proposition 6.1.2 (et aussi du lemme 6.3.1). Nous prouvons la seconde partie en considérant
les deux situations:

i) Cas ou v est une bijection monotone. Nous avons, pour ¢ €]0,1] fixé,

a.s.

P e t
Ta(t) — i (8)| % /0 ((B.)? — (1 0~ 0 0)(Ba)?)du| , quand N — oo,
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Supposons que

P (@B - wovtopmi=0) >0

I1 suit que la loi de la variable aléatoire fot(cp’(Bu)2 — (¢ op™! 0 )(B,)?)du n’est pas
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. A ce stade, nous avons besoin
du:

Lemme 6.3.4. Soit h une fonction réelle analytique et soit T' €]0,1]. La loi de fOT h(By)du
est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue si et seulement si h Z cst.

Admettons un instant ce résultat (sa preuve est repoussée & la fin de cette section).
Nous en déduisons que ¢ — (' op"Lo)? = ¢, ¢ € R. De plus, ¢ = 0 nécessairement parce
que

o< P ([ - @ ov o (BN =0) = P(er=0)

Par conséquent, ¢'? = (0’ o 9p~! 0 )2 Par un argument de connexité, nous obtenons que
@' = eorploy, avec e € {+1}. Ainsi, ¢ est injective et nous avons ¢'op ™! = g)'o1p™! ou,
de maniére équivalente, (o) = e(xy~')". Nous obtenons finalement que ¢~ (z) = £ ()
pour tout z € R, ou de maniére équivalente que ¢(z) = ¥ (ez) pour tout z € R. C'est en
contradiction avec Hy ! Par conséquent, presque siirement fot (@' (By)?—('o1pLow)(By)?)du
ne s’annule pas et (6.15) a lieu.

ii) Cas o 9'? = F(¢)). Dans ce cas:

a.8.

j;z(t) — iﬁ’;v(t) -5 , quand N — oo.

/0 (¢ (Bu)? — F(9)(B.))du

Supposons que

P ([ wmr - Foma=0) >0

Encore une fois, il suit que la loi de la variable aléatoire [)(¢'(By)? — F()(By)?)du nest
pas absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. En utilisant encore une fois
le lemme 6.3.4, nous obtenons que ¢ = F(p) et donc que 2¢'¢" = ¢' F'(p). D’une part,
par Panalycité de ¢, I'ensemble {z : ¢'(z) # 0} est dense dans R, ce qui nous permet de
simplifier: 2¢" = F'(p). D’autre part, nous avons ¢?(0) = F(0) = 4"2(0) et ©(0) = %(0).
Par unicité dans le probléme de Cauchy, nous en déduisons (] - |) = (| - |), qui est en

contradiction avec H;. .

Preuve de la proposition 6.2.2. Si nous supposons que Hy a lieu, alors (6.18) est une
conséquence de la proposition 6.1.4. Supposons que H; ait lieu. Nous avons, pour ¢ €]0,1]
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fixe,

Pp.s.

[ 6002 = 90

0

f;(t) - i;‘;v(t) , quand N — oo.

Supposons que

P </0t(0(Xu)2 — (X)) du = 0) > 0.

Encore une fois, il vient que la loi de la variable aléatoire [ (8(X,,)? —9(X,)?)du n’est pas

absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue. Utilisons un résultat similaire

au lemme 6.3.4:

Lemme 6.3.5. Soit h une fonction analytique réelle et soit T €]0,1]. La loi de fo w)du

est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque si et seulement si h 7—é cst
De ce résultat, on en déduit que 92 — 6?2 = ¢, ¢ € R. De plus, ¢ = 0 nécessairement

parce que

0<P (/Ot(e(xu)2 — 9(X)?)du = 0) =P(ct =0).

C’est en contradiction avec H; !

Preuve des lemmes 6.3.4 et 6.3.5. Nous utilisons le calcul de Malliavin. Le théoréme
2.1.3 dans Nualart, [37] p. 87 nous apprend que si F' € Db? et si fo (D,F)?dt > 0 presque
stirement alors la loi de F' est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue
sur R.

Tout d’abord, si F' = f h(By)du, alors D, F = fo Dy(h(B,))du = ft k' (By)du. Nous
avons P(Vt, D,F = 0) = P(Vt, h’(Bt) = (). Si nous supposons que P(Vt, h’(Bt) =0)>0
alors, en particulier, P(h'(Br) = 0) > 0. Puisque & est analytique et que la loi de la
variable aléatoire By est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, nous
en déduisons que k' = 0. La conclusion du lemme 6.3.4 suit immédiatement.

Ensuite, si F' = fo w)du avec X donnée par (1.20), alors

D.F = /0 Du(h(X.))du = 0(X;) /t B (X.) exp( /O 0/(X,)dB, + /Ou(b’——;—G'?)(Xv)dv)du

et la conclusion du lemme 6.3.5 suit comme précédemment,. -
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