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Chapitre 1

Introduction

1.1 Intégrales d'ordre m et formules d 'Itô

Dans cette première partie, nous présentons des résultats nouveaux reliés à la théorie
du calcul stochastique généralisé développé par Russo et Vallois à partir de 1993.

Nous commencerons par des rappels puis détaillerons les résultats nouveaux que nous
avons obtenus.

1.1.1 Rappels

En 1993, F. Russo et P. Vallois ont jeté les premières bases d'un calcul stochastique,
généralisant ceux plus classiques d'Itô et de 8tratonovich et dont un des intérêts est qu'il
permet de donner un sens à des intégrales contre des processus qui ne sont pas forcément
des semimartingales.

Les processus gaussiens fournissent de nombreux exemples de processus qui ne sont pas
des semimartingales. Parmi les processus gaussiens, le mouvement brownien fractionnaire
est très utilisé, sa fonction de covariance étant particulièrement simple. C'est pourquoi, dans
la suite, ce processus sera utilisé pour tester les résultats généraux que nous établirons.

a) Rappels concernant le mouvement brownien fractionnaire

Proposition 1.1.1. 1. Soit X = {Xt , tE 114} un processus gaussien centré, autosimi­
laire d'indice H > a (i. e. vérifiant: pour tout c > 0, {Xct , t E 114} et {CH X t , t E 114}
ont la même loi) et stationnaire (i. e. vérifiant: pour tout h > 0, {Xt+h - X h, t E 114}
et {Xt , tE 114} ont la même loi). Alors, nécessairement H E (0,1] et la covariance
de X est de la forme:

2. Pour tout H E (0,1], la fonction K H définie par (1.1) est une fonction symétrique
de type positif.

3



4 Chapitre 1. Introduction

Définition 1.1.2. Soit HE (0,1]. Un mouvement brownien fractionnaire (mbf en abrégé)
d'indice de Hurst H est un processus gaussien continu centré, noté BH = {Bf, t E Il4}, de
fonction de covariance K H définie par (1.1) et normalisé de telle sorte que Var(Bf) = 1.

Remarquons que le mbf d'indice de Hurst H = 1 est donné par BI = G t avec G une
variable aléatoire normale centrée réduite. C'est pourquoi, quand on étudie le mbf d'indice
H, on écarte en général ce cas peu intéressant et on suppose (ce que l'on fera dorénavant)
que H E (0,1). Quand H = ~, un calcul immédiat implique que B! n'est rien d'autre que
le mouvement brownien standard. Concernant la régularité des trajectoires d'un mbf, on a
la:

Proposition 1.1.3. Soient HE (0,1) et B H un mbf d'indice H. On a, pour tous s,t E Il4,
E[(Bf - BJI)2] = It - SI2H. Par conséquent, les trajectoires de B H sont presque toutes
holdériennes d'exposant H - c pour tout c > O.

La proposition suivante montre que, pour intégrer contre un mbf d'indice H E (O,~) U(~,1),

on ne peut pas utiliser le cadre classique d'Itô ou de Stratonovich:

Proposition 1.1.4. Soient H E (0,1) et B H un mbf d'indice H. Alors:

1
B H est une semimartingale si et seulement si H = "2'

1
B H est un processus de Markov si et seulement si H = "2'

b) Rappels concernant les résultats de Russo-Vallois

Définition 1.1.5. Si X = {Xt , t E Il4} et Y = {yt, t E Il4} sont deux processus continus,
nous posons, quand la limite existe,

1- d- l' 1- X S+ê
- X Sd " .f "~ X s = lm ucp ~ s intégrale Jorward ,

o ê--+O 0 c

r ~d+X s = lim ucp rYS+ê X S+ê
- X s ds "intégrale backward",Jo ê--+O Jo c

1· 1- x-x~dOX s = lim ucp (~+ê +~) S+ê Sds "intégrale symétrique ",
o ê--+O 0 2c

[X,X] = lim ucp r (XS+ê
- X s )2 ds "variation quadratique ",

ê--+O Jo c

Dans ces quatre définitions, "ucp" signifie convergence uniforme sur les compacts, en proba­
bilité, Rappelons qu'une famille (Xê)ê>O de processus converge en probabilité vers X quand
c -t 0, uniformément sur les compacts, si:

'liT> 0, 'lib > 0 : Hm P (sup IXf - Xtl > b) = O.
ê--+O tE [O,T]
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(1.4)

Le premier résultat important dans la théorie est que l'intégrale forward (resp. l'inté­
grale symétrique, la variation quadratique) généralise l'intégrale d'Itô (resp. de Stratono­
vich, le crochet) quand Y est adapté et X est une semimartingale (resp. X et Y sont deux
semimartingales, X est une semimartingale): voir [41] pour plus de détails.

Ces intégrales sont le bon outil car, comme dans le cadre classique, elles permettent
d'écrire une formule de type Itô:
Proposition 1.1.6. Soit X = {Xt, t E Il4} un processus continu. L'intégrale forward
Io· f'(Xs)d- X s existe pour toute fonction f E C2(~;~) si et seulement si X admet une
variation quadratique. Dans ce cas, on a:

f(Xt) = f(Xo) + t f'(Xs)d- X s + ~ t f"(Xs)d[X,X]s, tE Il4. (1.2)Jo 2 Jo
Cette proposition met en évidence un phénomène que nous allons retrouver tout au long

de notre étude: l'existence des intégrales Io· f'(Xs)d±X s ou Io· f'(Xs)dOX s est équivalente
à l'obtention d'une formule d'Itô.

Lorsque X = B H
, nous avons:

Proposition 1.1.7. Soit B H un mbf d'indice H E (0,1). Alors B H admet une variation
quadratique si et seulement si H ~ ~. Dans ce cas, elle vaut l'identité si H = ~ et est
identiquement nulle si H > ~.

On en déduit que l'intégrale forward I; f'(Bf)d- Bf existe pour toute fonction f E

C2(~;~) si et seulement si H ~ ~, et que, dans ce cas:

f(Bf) = f(Bf!) +it
f'(B:;)d- B:; + ~it

f"(B:;)d[BH,BH]s, tE Il4. (1.3)

D'une manière analogue, on peut démontrer que si H ~ ~,l'intégrale symétrique I; f'(Bf)dO Bf
existe pour toute fonction f E C2(~;~) (la réciproque n'est par contre pas vraie, voir juste
après) et que, dans ce cas:

f(Bf) = f(Bf!) +it
f'(B:;)doB:;, tE Il4.

M. Gradinaru, F. Russo et P. Vallois [26] ont montré que cette dernière formule est encore
vraie pour H ~ i et f E C4(~; ~). Les auteurs ne montrent pas directement l'existence de
l'intégrale de Stratonovich mais introduisent des intégrales dites d'ordre 3:
Définition 1.1.8. Si X = {Xt,t E Il4} et Y = {yt, t E Il4} sont deux processus continus,
on pose, quand la limite existe,

i

t it (X - X)3Ysd-(3) X s = lim prob Ys S+ê S ds "intégrale forward d'ordre 3",
o ê-+O 0 C

i

t it (X - X)3Ysd+(3) X s = lim prob Ys+ê S+ê S ds "intégrale backward d'ordre 3",
o ê-+O 0 C

i

t it (X - X)3Ysdo(3)Xs = limprob (Ys+ê + Ys) S+ê s ds "intégrale symétrique d'ordre 3".
o ê-+O 0 2c
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Ils prouvent que, pour les fonctions localement bornées f, f~ f(B~)d±(3)B~existe si H 2 i·
Plus précisément, si H > i, f~ f(B~)d±(3) B~ existe et vaut 0 et si H = i, l'intégrale

1 1 1 1

f~ f(B])d-(3)Bs" (resp. f~ f(Bnd+(3)Bl') existe mais ne vaut pas 0 en général: si f est de
classe Cl, nous avons

(1.5)

Par contre, puisque

l'intégrale symétrique d'ordre 3 existe et vaut 0 pour H 2 i. Ils en déduisent finalement
que la formule d'ltô-Stratonovich (1.4) a lieu pour toute fonction f E C4 (lR) si H 2 1/4
(voir [26] pour les détails).

1.1.2 La formule d'ltô-Stratonovich a lieu si et seulement si H > i
Nous venons d'expliquer que la formule d'Itô (1.3) a lieu si et seulement si H 2 1/2 et

que la formule d'Itô-Stratonovich (1.4) a lieu si H 2 1/4. Il nous a donc paru naturel de
chercher l'ensemble exact des H pour lequel la formule d'ltô-Stratonovich (1.4) a lieu. Cet
ensemble est en fait ]1/6,1[, ce qui constitue un des résultats importants de cette thèse.

Expliquons tout d'abord pourquoi la formule d'Itô-Stratonovich ne peut avoir lieu si
H :s; 1/6. On a, pour s 2 0 et c > 0:

(BH )3 = (BH)3 + 3 (B~éY + (B~? (BH _ B H) _ (B~ê - B~)3
S+ê S 2 S+ê S 2

En intégrant pour s E [O,t] et en divisant par c, nous obtenons:

~ lt[(B~J3 - (BIi}]ds = ~ lt+ê

(B~ê)3ds - ~ lê

(B~)3ds

= ~ l t
(B~J2 + (B~)2 (BH _ BH)d _ ~ lt(BH _ BH)3 d

c 2 S+ê S s 2'" S+ê S S.o '-' 0

En faisant c -+ 0, on en déduit que l'intégrale symétrique f~(B~?dOB~ existe si et seule­
ment si la variation cubique [BH,BH,BH] (dans un sens évident) existe, et que dans ce
cas:

(B{!)3 = (Bf!)3 + 31t
(B~)2dOB~ _ [BH,B;,BH]t.

Par conséquent, pour que la formule d'Itô-Stratonovich (1.4) ait lieu pour la fonction
f(x) = x3, il est nécessaire que l'intégrale symétrique f~(B~?dOB~ existe et donc que la
variation cubique [B H,BH,BH] existe.
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Or, avec M. Gradinaru [23], nous avons montré le:

Théorème 1.1.9. Soit m 2: 3 un entier impair et supposons que H E (O,~]. On a

t (BH BH)m1 s+€ - S • (loi .{JE1 EH ds . t 2: O}~{~Cm,Hf3t . t 2: O}, E ---+ O.

7

Ici {f3t : t 2: O} désigne un mouvement brownien standard issu de 0 et la constante stricte­
ment positive Cm,H est explicite (nous ne la donnons pas pour simplifier).

En particulier, on en déduit que la variation cubique [BH,BH,B H] n'existe pas si H <
1/6. En effet, en supposant que : f~(B;;+€ - B;;)3du converge en probabilité, quand E ---+ 0,
vers une variable aléatoire Z, on en déduit que

1 3H 1 l t
H H 3 (loi)

E"2 - - (B - B ) du --'------+ 0 quand E ---+ 0
E 0 u+€ U •

Mais cette quantité est aussi égale à ~ f~ (B;t+;;B;tr du, et converge donc en loi, d'après

le théorème précédent, vers ~C3,Ht N. Nous obtenons une contradiction.
Par conséquent, la formule d'Itô-Stratonovich ne peut avoir lieu si H < 1/6. Regardons

maintenant si elle a lieu pour H > 1/6 (le cas limite H = 1/6 se traitant à part) . Avec M.
Gradinaru, F. Russo et P. Vallois [25], nous avons montré que l'intégrale symétrique d'ordre
3: f~ f(B~)do(3)B~ existe pour toute fonction suffisamment régulière f si H > ~ et que
dans ce cas, elle est nulle. Signalons que la démonstration est longue et plutôt technique
(voir Chapitre 2, §2.4). Nous avons aussi montré que l'intégrale symétrique d'ordre 5:
f~ f(B~)do(5) B~ existe pour toute fonction f suffisamment régulière si H > 110 et que
dans ce cas, elle est nulle. Or, à l'aide de la formule de Taylor valable pour f E C6(IR; IR):

f(b) = f(a) + f'(b) + f'(a) (b _ a) _ f(3)(b) + f(3) (a) (b _ a)3
2 12

+ f(5) (b\;;(5) (a) (b _ a)5 + o((b - a)6), a,b E IR,

nous en déduisons, en posant a = B~, b = B~-t€, en intégrant pour s E [O,t], en divisant
par E et en faisant E ---+ 0 que, si H > ~:

Puisque les intégrales symétriques d'ordres 3 et 5 sont nulles, la formule précédente se
réduit en fait à (1.4). Par conséquent, nous avons montré que la formule d'Itô-Stratonovich
(1.4) a lieu pour toute fonction f suffisamment régulière (précisément, de classe C6 ) si
H> ~.

Notons que ce résultat a été démontré simultanément et indépendamment par P. Che­
redito et D. Nualart [12], en utilisant des techniques liées au calcul de Malliavin.
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1.1.3 Que faire si H < 1/6?

Un des buts de ma thèse est aussi d'obtenir des formules de type Itô-Stratonovich dans
le cadre H :s; 1/6. Ce travail a été mené conjointement avec M. Gradinaru, F. Russo et P.
Vallois [25].

Comme nous venons de le voir dans la section précédente, l'intégrale symétrique ne
peut pas être utilisée quand H :s; 1/6. Il faut donc définir une nouvelle classe d'intégrales.
En fait, nous définissons ces intégrales dans un cadre général. Nous reviendrons ensuite au
cas du mbf. Soit X un processus continu. Un entier m 2': 1 et une mesure de probabilité v
sur [0,1] étant donnés, nous définissons la v-intégrale d'ordre m de f(X) contre X par

Ces intégrales prolongent celles introduites par M. Yor [52] dans le cadre des semimartin­
gales X et quand m = 1.

Le premier mérite de cette définition est d'unifier les différentes intégrales que nous
avons rencontrées plus haut. En effet, l'intégrale forward (resp. backward, symétrique)
d'ordre m de f(X) contre X est en fait une v-intégrale d'ordre m, à savoir celle corres­
pondant à v = 00 (resp. v = 01, V = "0;"1) où Oa désigne comme d'habitude la mesure de
Dirac au point a.

Les v-intégrales d'ordre m où v est symétrique (i.e. v est invariante par la transforma­
tion t f----t 1 - t) forment une généralisation naturelle de l'intégrale symétrique d'ordre m
précédemment introduite. En fait, nous caractérisons, tout au moins de manière formelle,
ces intégrales en terme de somme de 01/2-intégrales:

Proposition 1.1.10. Soit (k,m,n) E N x N* x N* vérifiant k + m 2': 2n. Supposons que X
admette une (2n)-variation [X, ... ,X] et que g E C(JR) soit une fonction de classe Ck . Si
v est une mesure de probabilité symétrique alors, à condition que toutes les intégrales en
jeu sauf éventuellement une existent, cette dernière existe et nous avons

[k-l]

l
t ~2 0 lt

g(X )dv,mX = ~ m 2i g(2i)(X )d"I/2,m+2ix + R
u u L.....J (2i)! u u t,

o i=O 0

1 '
avec m~ = fo (~- o:y v(do:) et

{
a si k + m > 2n

Rt = (-l)kmk ft (k)
k! ° Jo g (Xu)d[X,X, ... ,X]u si k + m = 2n.

L'intérêt des v-intégrales est qu'elles permettent d'énoncer une formule d'Itô générale:

Théorème 1.1.11. Soient n et.e deux entiers strictement positifs. Supposons que v soit
une mesure de probabilité symétrique sur [0,1] telle que

11 2' 1
m2' := 0: J V (do:) = pour J' = 1 ... .e - l.

J 0 2j + 1 "
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Si f E c2n(IR) et si X est un processus continu admettant une (2n)-variation, à condition
que toutes les intégrales en jeu sauf éventuellement une existent, cette dernière existe et
nous avons la formule d'Itô:

t n-1 t

1(Xt ) = 1(Xo) +1, 1'(Xu )dv
,lX u + t; ke,; /, 1(2; Il) (Xu ) d"I,,2j+ 1Xu>

où la somme est nulle par convention si .e > n - 1. Ici, les kë,j sont des constantes univer­
selles.

Explorons maintenant l'existence et la non-existence de J~ g(Xu)dv,mX u quand X = B H

est un mbf d'indice de Hurst H E (0,1) et v une mesure de probabilité sur [0,1]. Nous
désignons par J12n le moment d'ordre 2n de la loi normale centrée et réduite. Le théorème
suivant donne une description complète des différents cas possibles:

Théorème 1.1.12. Soient m 2 2 un entier et v une mesure de probabilité sur [0,1].
1. Supposons que m = 2n soit pair et que 9 soit une fonction localement bornée. Alors

(a) si 2nH 2 1 alors J~ g(B:!)dv,2nB:! existe et

f
o

t
g(B;;)dv,2nB;; = f

o

t
g(B;;)d[BH]~2n) = J12n { oJ~ g(B:!)du si 2nH = 1

Jo Jo si 2nH > 1;

(b) si 2nH < 1 alors J~ g(B:!)dv,2nB:! n'existe pas en général.

2. Supposons que m = 2n + 1 soit impair, que 9 soit une fonction de classe c2n+l et
que v soit symétrique. Alors

(a) si (2n + l)H > ~ alors J~ g(B:!)dv
,
2n+l B:! existe et s'annule;

(b) si (2n + l)H < ~ alors J~ g(B:!)dv,2n+1B:! n'existe pas en général.

De ce théorème, nous déduisons le:

Corollaire 1.1.13. Soient n 2 1 un entier, 9 une fonction continue et t 2 O. Alors, si
(2n + l)H > ~, pour tout entier.e 2 n, les intégrales J~ g(B:!)d81/2,2H1B:! existent et
s'annulent.

Par exemple:

- si H > i, les intégrales J~ g(B:!)d81 /2,f.B:! existent et sont nulles pour tout entier
impair.e 2 3.

- si 11
0

< H S; i, les intégrales J~ g(B:!)d81 /2,3 B:! n'existent pas en général tandis que

les intégrales Jot g(B:!)d81 /2,eB:! existent et sont nulles pour tout entier impair .e 2 5.

Revenons maintenant à la formule d'Itô pour le mbf. Du Théorème 1.1.11 et du Corollaire
1.1.13, nous tirons l'important:

Théorème 1.1.14. 1. Si H > i et si f E C6(IR) alors l'intégrale J~ f'(B:!)dV
,lB:!

existe pour n'importe quelle mesure symétrique v et nous avons

f(Bf) = f(O) +it

f'(B;;)dV
,lB;;.
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2. Soit r 2 2 un entier. Si (2r + l)H > ~ et si f E C4r+2(R) alors l'intégrale

J~ f'(B{!)dV ,l B{! existe pour toute mesure de probabilité symétrique v vérifiant

11 2' 1
m2':= cv Jv(dcv) = pour J' = 1 ... r-1.

J 0 2j + 1 "

De plus, nous avons:

(1.6)

(1. 7)

Signalons qu'un exemple de mesure de probabilité satisfaisant (1.6) au sens strict (i.e.
vérifiant (1.6) pour r mais pas pour r + 1) est donné par

2(r-1) 11 2(r - l)u - k
v = L '"'ij Oj /(2r-2) avec '"'ij = II '_k du.

j=O 0 kojj J

Les intégrales associées à ces mesures particulières seront appelées intégrales de Newton­
Côtes dans la suite (leur définition étant intimement liée à la formule de Newton-Côtes
bien connue en analyse numérique).

Dans la littérature, il existe une seule autre construction (à notre connaissance) d'inté­
grale contre le mouvement brownien fractionnaire permettant de traiter, comme ici, le cas
de tous les indices de Hurst H E (0,1). Elle est due à Christian Bender [6] et utilise entre
autres les notions de S-transformations, de produits de Wick et d'intégrales de Pettis sur
l'espace des distributions d'Hida. Je remercie Peter Imkeller de me l'avoir signalée. Notons
toutefois une différence importante: la formule de changements de variables obtenue par
Bender, à savoir

est de type Itô alors que la nôtre (1.7) est plutôt de type Stratonovich.

1.2 Approximations aux premier et second ordres des
intégrales d'ordre m

Une seconde partie de ma thèse a consisté à étudier, avec M. Gradinaru [23], la conver­
gence aux premier et second ordres des intégrales d'ordre m. Nous avons déjà vu un des
intérêts de cette étude dans la section précédente (rappelons que nous avons déduit du
Théorème 1.1.9 que la formule d'Itô-Stratonovich (1.4) ne pouvait avoir lieu si H :::;: 1/6).
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(1.8)

(1.9)

1.2.1 Approximation au premier ordre: convergence presque sûre

Dans les définitions 1.1.5 et 1.1.8, les limites définissant les intégrales sont en probabilité.
Cela pose la question naturelle: est-il possible de montrer que, sous certaines conditions,
les é-intégrales: é-1 J~ YS(B~é - B{!)mds convergent presque-sûrement? Pour Y 1, on a:

E [é-1 t (B H _ BH)mds] = { é-
1
.+

2nH ~~: t si. m = 2n est pair;Jo S+é S a SI m est ImpaIr.

Quand m est pair, ce calcul immédiat semble indiquer que la bonne quantité à étudier est

plutôt limé---to J~ Ys (B:!+;;;B!!) mds. En fait, nous prouvons (voir le théorème 3.1.1 plus bas

pour un énoncé précis) que si f appartient à une classe de fonctions suffisamment large
(incluant le cas des fonctions polynômes) et si Y est un processus continu alors, pour tout
T> 0, on a:

i
t

BH - B
H it

Ys f( S+é H S )ds ---+é---tO E [f(N)] ~ds, p.s.
o é 0

uniformément en t E [O,T] (avec N une variable aléatoire normale centrée et réduite).

- Commençons par prendre f(x) = x2n avec n 2:: 1. D'après (1.8), nous avons:

lit H H 2n 2nH-l (2n)! i t . i t

p.s. : - ~(BS+é - B s ) ds '""'é---tO é -n-' ~ds SI ~ds =1- O.
é 0 2 n. 0 0

En particulier, on en déduit qu'une condition nécessaire et suffisante assurant l'exis­
tence de J~ ~d-(2n)B{!ds est que 2nH - 1 2:: 0, c'est-à-dire H 2:: 2~' Dans ce cas, on
a

it { ~:n~; J~ Ysds si H = 2~
Ysd-(2n) BII ds = .

o a siH>2~'

Notons que si on fait Y 1, on retrouve que [BH]~2n) existe si et seulement si H 2:: 2~
et que

{

(2n)! t
H (2n) 2n n!

[B]t =
a

si H = -.L2n

. H 1SI > 2n'
(voir (2.11)).

- Si f est une fonction impaire alors E[f(N)] = a et la limite dans (1.8) est nulle. Ceci
suggère que la normalisation retenue n'est pas la bonne. Prenons par exemple les
fonctions f(x) = X 2n+1 avec n E N. Nous étudions dans la section suivante §1.2.2 le
cas n 2:: 1. Le cas n = a est singulier. En effet, nous avons la:
Proposition 1.2.1.

1) Supposons que g E C1 (JR) et que H E [~,1). Alors, presque sûrement, uniformé­
ment sur tout intervalle compact,
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Par conséquent, pour H E [~,1), l'intégrale forward J~ g(B~)d- B~ peut être
définie trajectoire par trajectoire.

2) Supposons que g E C2 (IR) et que H E [~,1). Alors, presque sûrement, uniformé­
ment sur tout intervalle compact,

Par conséquent, pour H E [~,1), l'intégrale symétrique J~ g(B~)dOB~ peut être
définie trajectoire par trajectoire. .

Remarque 1.2.2. 1. Dans [3], il est prouvé, pour g suffisamment régulière, que

(1.10)

où Jotg(B~)oB~ désigne l'intégrale sous forme divergence et TrDg(BH)t est défini
comme la limite en probabilité, quand c -+ 0, de

1 t
2c Jo g'(B:1

) [R(s,(s + c) 1\ t) - R(s,(s - c) V 0)] ds

avec R(s,t) = Cov(B~,Bf).

Pour tout H E (0,1), il est aisé de voir que la limite précédente existe presque sûre­
ment est qu'elle vaut H J~ g'(B~)S2H-lds. Par conséquent, en utilisant (1.10) et la
partie 2 de la proposition précédente, nous voyons que l'intégrale sous forme diver­
gence J~ g(B~)oB~ peut être définie trajectoire par trajectoire si H E [~,1).

2. Ziihle [54] introduit une intégrale stochastique trajectorielle par rapport à B H ,

quand l'intégrand a une régularité h6ldérienne d'ordre ry > 1 - H. Quand il est de
la forme g(Bf), cette condition sur ry n'est assurée que pour des indices de Hurst
H > ~ (voir [54] p. 354). Par conséquent, on peut voir les deux premières parties
de la proposition précédente comme une amélioration de certains des résultats de [54].

3. Rappelons que l'intégrale forward J~ g(B~)d-B~ existe si et seulement si H 2': 1/2.
Par conséquent, si H < 1/2, il ne peut y avoir de convergence p.s. des c-intégrales
forward: c-1 J~ g(B~)(B~é - B~)ds. Par contre, bien que l'intégrale symétrique
J~ g(B~)dOB~ existe si et seulement si H > ~ (comme nous l'avons vu dans la section
1.1.2), nous n'avons pas réussi à démontrer la convergence p.s. des c-intégrales symé­
triques: (2ct 1 J~[g(B~J + g(B~)](B~é - B~)ds quand H E (~,V. Cette question
reste donc ouverte et semble très compliquée. 0

L'approche que nous avons développée fournit des approximations de certaines inté­
grales stochastiques. Plus précisément, soit Z une martingale locale de la forme Zt =
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Zo + f; JsdEs· Nous montrons, sous certaines hypothèses (voir le théorème 3.1.2 pour un
énoncé précis) que si Y est un processus continu alors, presque sûrement, pour tout T > 0,

(1.11)

uniformément en t E [O,T] (avec N toujours une variable aléatoire normale centrée et
réduite, indépendante de J et {FS}SE[O,l] la filtration naturelle associée à Z).

1.2.2 Approximation au second ordre: convergence en loi

Nous ne considérons que le cas Y 1 et f(x) = xm , avec m ;:::: 3 un entier impair. Nous
avons déjà remarqué que

1·(EH - EH)mp.s.: lim S+é H S ds = 0, uniformément sur tout compact.
é--+O 0 é

En changeant la normalisation, il est possible d'obtenir une limite non nulle. Mais la conver­
gence a lieu en loi et non plus presque sûrement, ce qui présente une analogie avec la loi
des grands nombres et le théorème central limite relatifs à des variables aléatoires centrées.
Plus précisément, nous prouvons, lorsque H < 1/2:

1 r (EH EH) m (loi)
{y'c Jo S+éé~ S ds : t ;:::: O}~ cste {,6t : t ;:::: O}, quand é -+ 0,

avec ,6 un mouvement brownien standard.
À nouveau, notre approche permet de considérer le cas où le mbf EH est remplacé par

une martingale de la forme Zt = Zo + f; O"(Es)dEs. Nous exprimons alors le processus
limite en terme d'un mouvement brownien standard bidimensionnel. Plus précisément:

quand é -+ 0, avec '""i, i = 1,2 deux constantes et ,6(i), i = 1,2, deux mouvements browniens
indépendants.

1.3 Équations différentielles unidimensionnelles dirigées
par une fonction h6ldérienne

Dans cette troisième partie de la thèse, nous avons cherché à utiliser le calcul sto­
chastique généralisé défini dans la section §1.1 pour étudier des équations différentielles
stochastiques unidimensionnelles dirigées par le mbf.
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En fait, notre approche peut être développée dans un cadre plus général. Nous étudions
des équations différentielles dirigées par une fonction h6ldérienne 9 : [0,1] ---+ IR d'indice
Œ E (0,1), c'est-à-dire vérifiant:

3L> 0: VS,t E [0,1], Igt - gsl :S Lit - sla,

et telle que go = °(les trajectoires d'un mouvement brownien (multi)fractionnaire sont un
cas particulier de telles fonctions). Plus précisément, nous avons considéré les équations
différentielles unidimensionnelles du type:

{
dXt = o-(xt)dgt + b(xt)dt, tE [0,1],
x(O) = xo,

(1.12)

où Xo est un réel et 0- et b sont deux fonctions continues.
Les équations différentielles dirigées par une fonction h6ldérienne ont déjà fait l'objet

de nombreux travaux, notamment probabilistes. On rencontre en effet ce type d'équations
dans l'étude des équations différentielles stochastiques dirigées par un mouvement brownien
ou plus généralement par un mbf.

Zahle [54] définit une intégrale J: fdg pour des fonctions f et 9 satisfaisant certaines
conditions de différentiabilité fractionnaire dans les espaces D. Dans [55], elle utilise ces
intégrales pour étudier des équations différentielles dirigées par une fonction h6ldérienne
d'indice strictement plus grand que 1/2.

Ruzmaikina [45] revisite l'intégrale de Young [53] en montrant que J: fdg est définie
pour des fonctions h6ldériennes f et 9 d'indices respectifs Œ et f3 vérifiant Œ + f3 > 1.
Elle utilise aussi son approche pour étudier des équations différentielles dirigées par une
fonction h6ldérienne d'indice strictement plus grand que 1/2.

Partant de l'approche de Zahle, Nualart et Ràsçanu [39] montrent l'existence et l'unicité
de solutions d'équations différentielles stochastiques multidimensionnelles, dépendant du
temps et dirigées par un mbf d'indice H > 1/2.

Feyel et de La Pradelle [19] ont repris l'approche des trajectoires rugueuses - "rough
paths" en anglais - initiée par Lyons [35] et utilisée par Coutin et Qian [14] dans le cas du
mbf d'indice H > 1/4. Ils définissent une intégrale J'Y w pour des formes différentielles w
régulières et des courbes 1 : [a,b] ---+ IRn h6ldériennes d'indice quelconque, mais à condition
que certaines quantités - appelées aires de Lévy - existent a priori. Là encore, cette approche
leur permet d'étudier des équations différentielles stochastiques dirigées par un mbf d'indice
H> 1/4.

Dans ce travail, nous considérons des équations différentielles unidimensionnelles diri­
gées par une fonction h6ldérienne d'indice quelconque dans (0,1). Ensuite, nous appliquons
notre théorie à l'étude des équations différentielles stochastiques unidimensionnelles di­
rigées par un mbf. L'intérêt de notre approche est que nous n'avons pas de restriction
sur l'indice de Hurst du mbf. Par contre, nous ne pouvons considérer que des équations
différentielles stochastiques unidimensionnelles.

Avant toute chose, nous devons préciser le sens donné à (1.12). En l'écrivant sous une
forme intégrale, tout revient à donner un sens à l'intégrale J; o-(xs)dgs. Comme nous l'avons
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déjà souligné, nous ne pouvons pas utiliser l'intégrale classique de Stieltjes considérée par
Young [53], 9 étant seulement supposée hôldérienne d'indice Œ E (0,1). C'est l'intégrale de
Newton-Côtes introduite dans la section 1.1.3 (voir le commentaire juste après le théorème
1.1.14 pour une définition précise) qui va nous permettre de traiter le cas de tous les indices
Œ. Toutefois, elle ne peut prendre en compte que des intégrands de la forme f(gt,at) avec
f : ~2 ----+ ~ une fonction régulière et a une fonction à variation bornée. C'est pourquoi nous
devons définir une "bonne" notion de solution avant de commencer l'étude proprement dite
de (1.12). Quelques détails techniques mis à part, on dira que x : [0,1] ----+ ~ est solution de
(1.12) si

(1.13)

avec f E C(~2) et a: [0,1] ----+ ~ à variation bornée et si, pour tout t E [0,1], nous avons

(1.14)

où f; a(xs) 0 dgs est l'intégrale de Newton-Côtes et f; b(xs)ds l'intégrale de Stieltjes.
La forme particulière (1.13) que nous imposons à x conduit naturellement à considérer

une solution du type de celle définie par Doss [16] et Sussman [47]. Avec la règle du
changement de variables (voir le Théorème 4.1. 7 pour un énoncé précis), à savoir:

il est facile de montrer que x définie par

(1.15)

avec u donnée par
f.)lU = a(u) et Vy E ~, u(O,y) = y

et y donnée par
dYt = (f.)2U(gt,Yt))-1 b 0 u(gt,Yt)dt et Yo = Xo

vérifie (1.14). Nous donnons aussi un théorème d'unicité (voir le Théorème 4.3.3 pour
un énoncé précis), valable sous l'hypothèse supplémentaire que a est analytique. Plus
précisément, nous démontrons que si x est une autre solution de (1.12) de la forme Xt =
j(gt,(it) alors nécessairement f = f et a = a, c'est-à-dire x = X.

Pour finir, nous nous intéressons à deux approximations de la solution x donnée par
(1.15). La première est un résultat du type Wong-Zakai et consiste à remarquer que si
{g(k)} est une suite de fonctions à variation bornée qui converge uniformément vers 9 et si
x(k) est l'unique solution de
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(1.16)

(1.17)

alors la suite {x(k)} converge vers la solution x donnée par (1.15). Ce résultat, classique
quand on résout les équations différentielles par la méthode de Doss-Sussman, est intéres­
sant du point de vue théorique mais n'est pas très utile en pratique. En effet, en général, il
est impossible de calculer X(k) explicitement. C'est pourquoi, nous avons aussi étudié une
deuxième approximation de la solution, à savoir celle donnée par les schémas classiques
d'Euler et Milshtein. Soit x(n) l'approximation obtenue en appliquant le schéma d'Euler
classique de pas 1/n:

{
x~n) = Xo

x~n) = xiï~ + a(xiï~)(gt - gk/n) + b(xiï~)(t - k/n), tE [k/n,(k + l)/n] ,

k = O,l, ... ,n - 1. Nous montrons la convergence du schéma d'Euler pour a > 1/2 avec une
vitesse explicite donnée par

SUPtE[O,lIIXt - x(n)(t)1 = 0 (n2:-1 ) ,

où x est la solution définie par (1.15).
Quand a ::::; 1/2, nous introduisons le schéma de type Milshtein de pas l/n et d'ordre

mE N*:

{

X
v(n) - X

° - °v(n) _ v(n) 2m 1 , (j-1) v(n) j
Xt - Xk/n + 2:j=l J!Pj(a,a ,... ,0- )(xk/n)(gt - gk/n)

+b(xiï~)(t - k/n), tE [k/n,(k + l)/n] ,

k = O,l, ... ,n - 1, où les Pj sont des fonctions polynômes explicites (cf. chapitre 4, section
4.2). La vitesse de convergence de ce nouveau schéma est donnée par:

SUPtE[O,l] IXt - x(n) (t) 1 = 0 (~f3 )
avec f3 = inf{a,(2m + l)a - 1}. En pratique, on choisit l'entier m le plus petit possible
tel que (2m + l)a - 1 2: a pour obtenir la vitesse optimale f3 = a avec le schéma le plus
simple.

Quand g est une trajectoire d'un mbf EH d'indice de Hurst H quelconque dans (0,1),
tous les résultats précédents s'appliquent au sens presque sûr. Rappelons en effet que
presque toutes les trajectoires d'un mbf d'indice H sont h6ldériennes d'indice a < H.
Quand H > ~, Lin [34] définit une intégrale contre le mbf pour des intégrands détermi­
nistes. Il démontre d'une part qu'une équation du type (1.12), où a(xt) est remplacé par
a(t), admet une unique solution dans l'ensemble des fonctions continues de [0,1] dans IR
(cf. [34], Théorème 4.1) et, d'autre part, que le schéma classique d'Euler associé converge
uniformément en probabilité vers la solution (cf. [34], Théorème 4.3). Nos résultats s'ap­
pliquent dans un cadre plus général et précisent les vitesses de convergence. Ils peuvent
aussi être utilisés quand g est une trajectoire d'un mouvement brownien multifractionnaire
de fonction de Hurst h quelconque.
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Il est intéressant de remarquer que les approximations obtenues par les schémas d'Euler
et de Milshtein sont intrinsèques et convergent vers x donnée par (1.15), qui est une solution
de (1.14). Ceci met en évidence le rôle important joué par cette solution.

En pratique, les schémas d'Euler et de Milshtein sont très faciles à mettre en place pour
obtenir des approximations de solutions d'équations différentielles stochastiques dirigées
par un mbr. Illustrons ceci sur un exemple. Fixons H = 0.6, n = 500 et considérons
l'équation différentielle stochastique:

dont la solution donnée par (1.15) est X t = exp{Bf"6}. La figure 1.1 ci-après est un exemple
de trajectoire x(n) obtenue en appliquant le schéma d'Euler (l'autre trajectoire correspond
à X). D'après (1.16), l'erreur est en O(n~.2)' Pour améliorer cette erreur - la meilleure que

1.1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.50:---0::'c.l-~0.2=----=OL-.3-::'c0.4---:"0.S=----=0"":-.6-""=0.7c--~0.8=----=0"":-.9~

FIG. 1.1 - schéma d'Euler

l'on peut obtenir étant O(n~.6) d'après (1.17) - il faut utiliser le schéma de Milshtein d'ordre
1. La figure 1.2 ci-après est un exemple de trajectoire x(n) obtenue, l'autre correspondant
encore une fois à X. Pour simuler {Bf!;n' k = 0, ... ,n}, nous avons utilisé la procédure
Matlab proposé par Coeurjolly [13].

Signalons qu'on ne peut pas appliquer a priori nos deux théories à cet exemple puisque
a(x) = x s'annule en a (et nous supposons au début de la section 4.4.2 que infxElR la(x)1 >
0). Toutefois, les simulations semblent indiquer que cette hypothèse n'est pas nécessaire.
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1.2,--------,---,-----,----,---,--------.----.--------,----,------,

1.1

0.5 '----------'---_--'-------'-_--'---_L-----'--_--'--------'-_--'-------'
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

FIG. 1.2 - schéma de Milshtein

(1.18)

(1.19)

1.4 Absolue continuité dans les é.d.s. unidimensionnelles
dirigées par un mbf

Dans cette quatrième partie de la thèse, fruit d'un travail en cours avec T. Simon, nous
étudions l'absolue continuité de la solution au temps t E]O,l] d'une é.d.s. du type:

Xt = Xo + l
t
o-(xs) 0 dE:; + ltb(Xs) ds , tE [0,1]

où bp sont des fonctions réelles et EH un mbf d'indice de Hurst H quelconque dans (0,1).
Comme nous l'avons dit dans la section 1.3, la solution X de (1.18) est donnée par

(1.15).
Nous montrons tout d'abord que X t a une densité strictement positive pour tout t E

]0,1] dès que (J ne s'annule pas. L'argument principal de la preuve est simple: par une
transformation de Girsanov convenable, on se ramène au cas b O. Alors X t = u(Efl,xo)
et il est facile de conclure.

Clairement, cette condition sur (J n'est pas optimale. Par exemple, dans le cas du
mouvement brownien classique (correspondant à H = 1/2), il existe un critère optimal dû
à Bouleau et Hirsch. Plus précisément, considérons l'équation déterministe

Xt = Xo + ltb (xs) ds

et le temps déterministe:

ta; = sup{t E [0,1], l t

IO-(x s ) Ids = a} avec la convention sup{0} = O.

Alors, quand H = 1/2, la loi de X t est absolument continue si et seulement si t > ta; (voir
le théorème 6.3. dans [la]).
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Dans le cas H =1- 1/2, nous montrons que le même critère a lieu quand H > 1/2 ou
quand H < 1/2 et (J est analytique.

Remarquons que lorsque (J est analytique, t x vaut en général °ou 1. En effet, si (J(xo) =1- °
alors t x = O. Si (J(xo) = °et que (J n'est pas identiquement nulle, alors il existe un voisinage
Vxo de Xo tel que (J(x) =1- °pour tout x E Vxo \ {xo}. Si de plus b(xo) =1- °alors t x = °
(sinon, il existerait t E]O,l] tel que (J(x s) = °pour tout s E [O,t[ et on aurait Xs = Xo pour
tout s proche de 0; (1.19) impliquerait alors b(xo) = 0). Il reste le cas où (J(xo) = °et b
est nulle dans un voisinage de Xo. Dans ce cas, il existe E > °tel que x est constante pour
tE [O,E) et t x ::::: E.

La preuve du critère de Bouleau-Hirsch dans le cas du mbf consiste tout d'abord à
calculer la dérivée de Malliavin de X t et ensuite d'utiliser le critère de Nualart-Zakai relatif
à l'absolue continuité des processus gaussiens.

1.5 Approximation du coefficient de volatilité et test
d'adéquation

La cinquième et dernière partie de la thèse a été réalisée en commun avec M. Gradinaru.
Notons qu'elle est totalement indépendante des sections précédentes.

Soit X le processus de diffusion unidimensionnel défini par:

X t = Xo +l t

O(s,Xs)dBs +l t

b(s,Xs)ds, t E [0,1], (1.20)

où Xo E IR et B est un mouvement brownien standard unidimensionnel. Supposons que b et
osoient des fonctions inconnues et qu'on observe X aux moments {k2- N , k = 0, ... ,2N }

de l'intervalle [0,1]. Les deux questions suivantes paraissent naturelles:
1. Est-il possible de construire un estimateur pour le coefficient de diffusion?
2. 7'J étant une fonction donnée, est-il possible de décider si 7'J = 0 ou non?

Il s'agit de deux questions classiques en statistique des processus.
Florens-Zmirou [20] est la première à répondre à la première question. Dans le cas où

O(s,x) = O(x) est une fonction régulière, elle propose un estimateur pour 0(X)2 (quand
la trajectoire de la diffusion visite le point x), basé sur une approximation discrète du
temps local. Elle obtient comme vitesse de convergence approximativement 2N

/ 3 . Quand
oa seulement une régularité de type Besov, des estimateurs asymptotiquement minimax
peuvent être construits en utilisant des bases d'ondelettes (cf. Hoffmann [29]) et les vitesses
de convergence sont alors en 2Ns/(l+2s) (si 0 E B spq ).

Dans le cas plus simple où le coefficient de diffusion ne dépend pas de X t mais seulement
de t, Genon-Catalot, Laredo et Picard [21] ont construit un estimateur non-paramétrique
pour O(s,x) = O(s). Les auteurs procèdent en deux temps: tout d'abord, ils considèrent
l'estimateur de Jol h(s )0(s?ds (h étant une fonction régulière quelconque) donné par

2 N -l

L h(i2-N
) (X(Hl)2- N - X i2-N)2 ,N E N*,

i=O

(1.21)
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et, ensuite, la fonction (P est reconstruite en utilisant une base d'ondelettes. La vitesse de
convergence obtenue est en 2N

/
2 (voir aussi Hoffmann [28] pour une étude dans les espaces

de Besov).
Quelle(s) sorte(s) de résultat(s) peut-on obtenir en utilisant l'estimateur (1.21) dans la

situation générale (1.20)7 Nous répondons à cette question dans ce travail. En se basant
sur l'observation de X en des moments discrets, nous estimons le processus primitive de
()(t,Xt )

I(t) := l t

()(s,Xs?ds, tE [0,1]. (1.22)

Pour cela, nous considérons la famille d'estimateurs donnés par (1.21) avec h = l[o,t).
Précisément, nous posons:

(1.23)

Il est classique que, pour tout t 2: 0, Î;;(t) converge presque sûrement vers I(t) (voir, par
exemple, Berman [7], Théorème 4.1). Nous montrons plus généralement que la suite de

processus {Î;;(t) , t E [O,l]} converge p.s. vers le processus {I(t), t E [O,l]}, uniformément.
Nous sommes également capables de montrer que, sous une probabilité Q équivalente à la
probabilité P initiale, la suite 2N

/ 2{Î;;(t) - I(t), t E [O,l]} converge en loi vers un processus
explicite qui s'exprime en terme d'un mouvement brownien bidimensionnel (voir les Corol­
laire 6.1.3 et Proposition 6.1.4). Nos résultats étendent ceux obtenus dans Genon, Laredo
and Picard [21]. Notons toutefois que notre méthode ne permet pas d'estimer ()2(t,Xt ) ,

mais seulement 1(t).
Quant à la construction d'un test d'adéquation, nous introduisons une statistique de

décision TN qui permet de tester l'hypothèse Ho: ()2 = {)2 contre l'hypothèse Hl: ()2 =J {)2

où {) est une fonction connue. Nous évaluons l'erreur de première espèce et prouvons que,
sous Hl, TN -+ 00 presque sûrement, quand N -+ 00 (voir la Proposition 6.2.2).
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Chapitre 2

Intégrales d'ordre m et formules d'Itô

Ce travail, réalisé en collaboration avec M. Gradinaru, F. Russo et P. Vallois, a été
accepté pour publication aux Annales de l'Institut Henri Poincaré Probabalités et Statis­
tiques.

2.1 Notations et rappels de résultats préliminaires

Commençons par rappeler quelques définitions et résultats établis par Russo-Vallois
dans [41, 42, 43, 44]. Dans la suite, X (resp. Y) désigne un processus continu (resp. lo­
calement borné). Nous munissons l'espace des processus continus C de la topologie de la
convergence uniforme en probabilité sur les intervalles compacts (ucp), ce qui en fait un
espace de Fréchet. L'espace LO(D) des variables aléatoires est aussi un espace de Fréchet,
s'il est muni de la topologie de la convergence en probabilité.

L'intégrale forward et la covariation sont définies respectivement par

et 1lt

[X,Y]t := lim ucp - (XU+é - XU)(YU+é - Yu)du.
d·O c 0

L'intégrale symétrique est définie par

l
t

° . 1 l t
YU+é + Yu ( )Yud X u := hm ucp - X U+é - X u du.

o dO c 0 2

L'égalité fondamentale suivante a lieu

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)t YudoXu = t Yud-Xu + ~[X,Y]t,
Jo Jo 2

à condition qu'au moins deux quantités sur les trois existent. Notons toutefois (nous le re­
verrons dans la section suivante) que l'intégrale symétrique peut exister sans que l'intégrale
forward et la covariation existent.

23
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(2.5)

Si X est tel que [X,X] existe, on dit que X est un processus à variation quadratique
finie. Si de plus [X,X] = 0, on dit que X est un processus à variation quadratique nulle.
Si X est un processus à variation quadratique finie et si f E C2 (JR), nous avons la formule
d'Itô:

f(Xt) = f(Xo) + t f'(Xu)d-Xu+ ~[f'(X),XJt.Jo 2

Rappelons que l'ensemble des processus à variation quadratique finie est stable par les
transformations de classe Cl. En particulier, si f,g E Cl et si le vecteur (X,Y) est tel
que toutes ses covariations mutuelles [X,X], [X,Y] et [Y,Y] existent, alors [j(X),g(Y)]t =
f~ f'(Xs)g'(~)d[X,YJs. Par conséquent, les formules (2.4) et (2.5) donnent:

(2.6)

(2.7)

Remarque 2.1.1. 1. Si X est une semimartingale continue et si Y est un processus
prévisible alors f~ Yud- Xu est l'intégrale d'Itô classique (pour les détails, voir Russo­
Vallois [41]).

2. Si X et Y sont des semimartingales continues alors f~ Yudü Xu est l'intégrale de Fisk­
Stratonovich et [X,Y] est le crochet ordinaire.

3. Si X = EH est le mouvement brownien fractionnaire d'indice H E (0,1), presque
sûrement ses trajectoires sont h61dériennes d'indice {) < H. Par conséquent, il est
facile de voir, si H > ~, que EH est un processus à variation quadratique nulle.

1 1 1

Quand H = ~, E = B 2 est le mouvement brownien standard et donc [E 2 ,E 2 ]t = t.
En particulier, la formule d'Itô (2.6) a déjà lieu pour H 2:: ~.

Puisque la variation quadratique de EH est infinie quand H < ~, nous introduisons
le concept d'a-variation forte (voir Russo-Vallois [44]). Il s'agit du processus continu et
croissant donné par:

[X] (Q) '-1' l t IXU +é - XulQdt .- lm ucp u.
dO 0 é

Notons que, dans Errami-Russo [18], les auteurs ont étudié le cas où l'intégrateur X
n'est pas un processus à variation quadratique finie. Pour un entier n 2:: 1, ils définissent
la n-covariation [Xl, ... ,xn] d'un vecteur continu (Xl, ... ,Xn) de la manière suivante:

[Xl X n].= l' C l t
(X~+é - X~) ... (X:;+é - X:;) d, ... , t. lm u p u.

d·O 0 é
(2.8)

Clairement, si n = 2, la 2-covariation [XI ,X2
] est la covariation définie précédemment.

D'autre part, si, dans (2.8), les Xi sont tous égaux à X, nous obtenons

[ ]( ) . l t (XU +é - Xu)nX, ... ,X t := hmucp du,
'--v-" é.j.O 0 é

nfois

(2.9)



2.1. Notations et rappels de résultats préliminaires 25

et nous parlons alors de n-variation du processus X. Notons que, de manière évidente, pour
un entier pair 2n, nous avons [X](2n) = [X, ... ,X]. Pour cette raison, dans la suite, quand

'-----v---"
2nfois

on supposera que la 2n-variation de X existe, on aura automatiquement que la 2n-variation
forte existe.
Les propriétés suivantes ont été établies dans Errami-Russo [18]:
Remarque 2.1.2. 1. Si la n-variation forte de X existe, alors, pour tout m > n, [x](m)

et [X, . .. ,X] existent et valent O.
'-----v---"

mfois

2. Si [X, ... ,X] et [x](n) existent alors, pour g E C(IR),
'-----v---"

nfois

. l t
( ) (XU +é

- Xu)n l t
( ) [ ]hm ucp g Xu du = g Xu d X, ... ,X u.

d·a a c a

De plus, si !I, ... ,fn E Cl(IR) alors

[!I(X), ... ,In (X)]t = t f{(Xu) ... f~(Xu)d [X, ... ,X](u).Ja '-----v---"
nfois

(2.10)

3. Revenons au processus X = B H . Il admet une 3-variation forte si et seulement si
H "2: ~. Dans ce cas, même pour le cas limite H = ~, sa 3-variation [BH,BH,BH]
existe et vaut O.

Remarque 2.1.3. 1. Dans Gradinaru et al [26], il est prouvé que, si H > i, la 3-
variation [BH,BH,BH] existe et vaut O. En particulier, un processus peut avoir une
n-variation sans avoir une n-variation forte.

2. Dans Russo-Vallois [44], proposition 3.14, p. 22, il est prouvé que, pour tout H E (0,1),
la 1/H-variation forte de B H existe et qu'elle vaut J.1l/Hi, où J.1a = E[IGla], avec G
une variable aléatoire de loi normale centrée et réduite. Ainsi,

si H = .l2n
(2.11)

. H 1
SI > 2n'

Proposition 2.1.4. Soit n "2: 1 un entier. Si B H est un mouvement brownien fractionnaire
d'indice de Hurst H E (0,1) alors

[g(BH),B:, ... ,BH)t = J.12n { J~ g'(~{l)ds :~
2n

Preuve. C'est une conséquence immédiate des remarques 2.1.2 2) et 2.1.3 2) .•

Une extension naturelle de (2.1) et (2.3) est la suivante:
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Définition 2.1.5. Soient X (resp. Y) un processus continu (resp. localement borné), m 2: 1
un entier et t 2: 0 un réel.
L'intégrale symétrique d'ordre m de Y par rapport à X est donnée par

l
t

1:7 do(m)x - l' b~ l t
Yu + YU+é(X - X )md '

1 U U- Impro U+é U U,
o dO é 0 2

à condition que la limite existe,
De même, on définit la notion d'intégrale forward (resp. backward) d'ordre m:

(resp,

t Yud+(m) X u = limprob~ t YU+é(XU+é - Xu)mdu).Jo é..(.O é Jo
Remarque 2.1.6. a) Nous avons

(2.12)

(2.13)

(2.14)

l
t

1': do(l)X -lt
1': dOXU U- U u,

o 0 l
t

1': d-(l)X -lt
1': d- XU U- U U·

o 0

b) Si X est un processus à variation quadratique finie alors J~ Yudo(2) X u = J~ Yud[X]u.

c) Si X = B H ,H 2: i,g E C(IR) alors J~ g(B;;)do(3) B;; = O.

Le point a) est un jeu d'écriture, le point b) est de démonstration immédiate (voir Russo­
Vallois [41]) tandis que la preuve du point c) est beaucoup plus compliquée et est obtenue
dans Gradinaru et al [26] en montrant séparément l'existence des intégrales forward et
backward d'ordre 3 puis en faisant la moyenne: voir (1.5).

Remarque 2.1.7. Soient n,m 2: 1 deux entiers, À condition que deux quantités au moins
sur les trois existent, la troisième existe et nous avons:

a) [y,X':.r" ,XJt = l t

Yud+(2n-l) X u-lt
Yud-(2n-l) X u,

2n

b) l t

Yudo(m) X u = ~ [l t
Yud+(m) X u + l t

Yud-(m) X u] .

Notons, qu'en général, les intégrales forward et backward J~ Yud±(m)X u peuvent ne pas

exister tandis que l'intégrale J~ Yudo(m) X u existe.

2.2 v-integrales d'ordre m et formules d'Itô

Commençons par préciser le concept de v-intégrale d'ordre m, introduit dans un cas
particulier par Yor [52] p.521. Comme précédemment, X désigne un processus continu.
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(2.2)

Nous nous donnons également une mesure de probabilité v sur [0,1] et nous notons mk :=

Jal akv(da) le k-ième moment de v.
Définition 2.2.1. Soit m 2': 1 un entier. Si 9 : IR ----+ IR est une fonction localement bornée,
la v-intégrale d'ordre m de g(X) par rapport à X est donnée par

t g(Xu)dv,mX u = limprob~ t du (Xu+c - Xu)m t g(Xu + a(Xu+c - Xu))v(da) (2.1)
Jo c+O c Jo Jo

Remarque 2.2.2. Cette intégrale par rapport à X n'est définie que pour les intégrands de
la forme g(X). Néanmoins, dans certains cas (voir par exemple b), c), d) plus bas), nous
pouvons choisir n'importe quel intégrand Y.
Exemple 2.2.3. a) Si 9 1 alors, pour toute mesure de probabilité v, l'intégrale

J~ dv,mxu est la m-variation de X (voir (2.9)).

b) Si v = 60 et si m E N* alors J~ g(Xu)dv,mX u est l'intégrale forward d'ordre m (voir
la définition 2.1.5).

c) Si v = 61 et si m E N* alors J~ g(Xu)dv,mX u est l'intégrale backward d'ordre m (voir
la définition 2.1.5).

d) Si v = OO~01 et si m E N* alors J~ g(Xu)dv,mX u est l'intégrale symétrique d'ordre m
(voir la définition 2.1.5).

Dans la suite, nous continuerons à utiliser les notations

itg(Xu)d-(m) X u (resp. itg(Xu)d+(m) X u,itg(Xu)do(m) X u)

au lieu de

t t t °OH1Jo g(Xu)doo,mX u (resp. Jo g(Xu)d01,mX u, Jo g(Xu)d-2-,mX u)'

La mesure de probabilité v est dite symétrique si elle est invariante par rapport à la trans­
formation t H- 1 - t de [0,1]. Par exemple, les mesures 61/ 2 , oot01 ou encore la mesure de
Lebesgue sur [0,1] sont symétriques.
La mesure 61/2 joue un rôle central par rapport aux autres mesures de probabilité symé­
triques:
Proposition 2.2.4. Soit (k,m,n) E N x N* x N* vérifiant k + m 2': 2n. Supposons que X
admette une (2n)-variation [X, ... ,X] et que 9 E C(IR) soit une fonction de classe Ck. Si
v est une mesure de probabilité symétrique alors, à condition que toutes les intégrales en
jeu sauf éventuellement une existent, cette dernière existe et nous avons

[k-1]

i
t

-2 a it
g(X )dv,mx = ~ m 2i g(2i)(X )d01/2,m+2ix + R

u u L...J (2i)! u u t,
a i=O a

avec m~ = Jal G- a)j v(da) et

{°Rt = (-l)k m k t (k)
k! 0 Jo 9 (Xu)d[X,X, ... ,X]u

si k + m > 2n

si k + m = 2n.
(2.3)
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Remarque 2.2.5. 1. Si k = 0, la somme dans (2.2) vaut apar convention.
2. Notons que, si j est impair, mJ vaut a grâce à la symétrie de v.

Preuve de la proposition 2.2.4.
a) Tout d'abord, nous prouvons (2.2) dans le cas où k = 0, m ;:::: 2n + 1 et g est bornée.
Précisément, nous prouvons que les intégrales I; g(Xu)dv,mX u existent et s'annulent. En
effet, nous avons, dans ce cas, en utilisant la partie 1 de la remarque 2.1.2,

cst 1t

~ - IXu+c - X uImdu -+ 0,
C 0

quand c {. O. La convergence en probabilité suit.

b) Ensuite, nous prouvons que les intégrales I; g(Xu)dv,mXu existent et s'annulent quand
k = a et m ;:::: 2n + 1 mais avec g seulement localement bornée. Dans ce cas, nous mettons
en place l'argument de localisation suivant, argument que nous utiliserons plusieurs fois
dans la suite sans plus de justification. Soit {3 > O. Nous allons montrer que

11WP (I~1t

du (Xu+c - xu)m11

g(Xu + a(Xu+c - Xu))v(da)1;:::: (3) = O.

Soient M > a et DM = {w: IXu(w) 1 ~ M; Vu E [O,t + l]}. Sur DM' nous avons

l1 t 11

- du(Xu+c - xu)m g(Xu + a(Xu+c - Xu))v(da)
c 0 0

l1 t 11

= - du(Xu+c - xu)m gM(XU + a(Xu+c - Xu))v(da)
c 0 0

où gM = gl[-M,M]'
Nous pouvons écrire

P (1 ~1t

du(Xu+c - xu)m11

g(Xu + a(Xu+c - X u))v(da) 1;:::: (3)

~ P (I~1t

du(Xu+c - xu)m11

gM(XU + a(Xu+c - Xu))v(da)1;:::: (3) + P(D~).

Fixons c5 > aet choisissons M suffisamment grand pour que P(D~J < ~. De la convergence
en probabilité pour la fonction gM, nous tirons l'existence de Tl > atel que le premier terme
dans l'inégalité précédente soit inférieur à ~ pour tout c < Tl.

Finalement, nous avons montré que, pour tous {3 > a et c5 > 0, il existe Tl > a tel que,
si c < Tl, la probabilité



2.2. v-integrales d'ordre m et formules d'Itô 29

o

soit inférieure à 6. En d'autres termes, nous avons obtenu l'existence et la nullité de
J~ g(Xu)dv,mX U'

c) Pour le cas général, en utilisant un développement de Taylor, nous pouvons écrire:

( ( )) (
X U+c + X u 1 ))9 X u + a XU+c - X u = 9 2 - (-2" - a) (Xu+c - X u

= f (-l)i ~~ - a)i g(i) (Xu+c2+ XU)(Xu+
c

_ Xu)i + (_l)k (~ ~!a)kg(k) (()a) (Xu+
c

_ Xu)k

i=O

avec ()a entre X u et X U+c ' Puisque mgi+l = °pour tout i 2: 1 (voir la remarque 2.2.5),
nous en déduisons que

[h;!] 0 t

~ m 2i ~1 (2i) (xu+c + XU)(X - X )m+2id
LJ (2 ') 1 9 2 U+c u U
i=O 't. C 0

+(_l)k~ t ( t g(k)(()a)(~ _ a)kv(da)) (Xu+c - Xu)k+
m

du.
k! Jo Jo 2 c

Nous pouvons supposer que g(k) est bornée, toujours par un argument de localisation. Par
conséquent, le dernier terme du membre de droite converge uniformément sur les compacts
en probabilité vers R (voir la remarque 2.1.2). La preuve de la proposition est maintenant
établie.

Nous pouvons immédiatement énoncer une formule d'Itô (qui n'est toutefois pas très utile
en pratique!) sous des hypothèses très faibles:
Proposition 2.2.6. Choisissons pour v la mesure de Lebesgue sur [0,1]. Si f E Cl(lR) et
si X est un processus continu alors l'intégrale J~ l'(Xu)dv,l X u existe et nous avons:

(2.4)

Preuve. Puisque f est de classe Cl, nous avons, par une formule de Taylor classique:

En intégrant en u sur [O,t] et en divisant par c, nous obtenons:

11t+c 1110

- f(Xu)du - - f(Xu)du
ete 0
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(2.5)

11t 11

= - du(Xu+€ - X u) f'(Xu + Œ(Xu+€ - Xu))dŒ.
é 0 0

Le membre de gauche converge, quand é +0, vers f(Xt )- f(Xo). Par conséquent, le membre
de droite est obligé de converger en probabilité vers J~ f'(Xu )dV

,lX u ' D

Nous sommes maintenant en position d'établir le résultat principal de cette section:

Théorème 2.2.7. (Formule d'Itô)
Soient n et I! deux entiers strictement positifs. Supposons que v soit une mesure de proba­
bilité symétrique sur [0,1] telle que

m2j:= t Œ2j v(dŒ) = ,1 pour j = 1,'" ,I! - 1.Jo 2J + 1

Si f E C2n (R) et si X est un processus continu admettant une (2n)-variation (forte), à
condition que toutes les intégrales en jeu sauf éventuellement une existent, cette dernière
existe et nous avons la formule d'Itô:

où la somme est nulle par convention si I! > n - 1. Ici, les k'é,j sont des constantes univer­
selles.
Remarque 2.2.8. Une application significative a lieu quand v = oo!,h. Nous obtenons
dans ce cas, si f E c2n(R) et si X est un processus continu admettant une (2n)-variation,

toujours à condition que toutes les intégrales en jeu (sauf éventuellement une) existent.

Preuve du théorème 2.6. Remarquons tout d'abord que les identités (2.5) impliquent

En effet, nous avons

1 ,
m· = -- pour tout J = 1 ... 21! - 1.

J j + 1 ' , (2.8)

et, par récurrence,
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Pour démontrer le théorème, il suffit de prouver que, pour tous a,b E lR,

f(b) = f(a) + (b - a) 11 f'(a + a(b - a))1/(da)

31

(2.9)

n-l

+L kLf(2j+l)(a ; b)(b - a)2j+l + (b - a) 2nC(a,b),
j=e

où C E C(lR2
) vérifie C(a,a) = O. En effet, admettons un instant cette formule et posons

a = X u, b = Xu+~, intégrons en u sur [O,t] et divisons par c. Nous obtenons:

n-l t
+~ kl/.~ r f(2 j+l)(XU + Xu+~)(X _ X )2j+ldu

L.J e,] c Jo 2 u+~ u
]=e 0

+~ rC(Xu,Xu+~) (Xu+~ - X u)2ndu.
c Jo

Par un simple changement de variable, nous pouvons transformer le membre de gauche en

1 It+~ 1 1~- f(Xu)du - - f(Xu)du,
ete 0

qui tend, quand c -J.. 0, vers f(Xt ) - f(Xo). Par l'existence de la (2n)-variation de X, et
puisque SUPUE[O,tj C(Xu,Xu+~) tend vers zéro, le dernier terme du membre de droite dans
l'égalité précédente tend aussi vers zéro. La convergence de tous les termes du membre de
droite (sauf éventuellement un) est assurée par hypothèse. Ainsi, le terme qui reste dans
le membre de droite est forcé de converger en probabilité et nous obtenons (2.6).

Revenons à la démontration de la formule (2.9). Grâce à des développements de Taylor,
nous pouvons écrire:

f (b) - f (a) - (b - a) 11 f' (a + a (b - a)) 1/ ( da)

= 2~ f(i) (a + b) (b _ a)i [1 + ~ - ~)i+l _ . 1 t (a _ ~) i-l 1/(da)] + O(b _ a)2n.
~ 2 1,! 2~ (1, - 1)! Jo 2

De plus, puisque 1/ est symétrique, chaque intégrale Jol (a - ~)2k+11/(da) s'annule pour
k = 0, ... ,n - 1. D'autre part, en utilisant (2.8), des calculs faciles permettent d'obtenir
que

1 t (1)2j
1

(2j)!Jo a-"2 1/(da) = 22j (2j+1)l,j=0, ... ,R-1.

Finalement, la formule (2.9) suit et la preuve du théorème est terminée. o



32 Chapitre 2. Intégrales d'ordre m et formules d'Itô

2.3 Le cas du mouvement brownien fractionnaire

Dans cette section, nous explorons l'existence et la non-existence de J~ g(Xu)dv,mX u
quand X = B H est un mouvement brownien fractionnaire d'indice de Hurst H E (0,1) et v
une mesure de probabilité sur [0,1]. Nous désignons toujours par J-t2n le moment d'ordre 2n
de la loi normale centrée et réduite. Le théorème suivant donne une description complète
des différents cas possibles:

Théorème 2.3.1. Soient m 2:: 2 un entier et v une mesure de probabilité sur [0,1].

1. Supposons que m = 2n soit pair et que g sod une fonction localement bornée. Alors

(a) si 2nH 2:: 1 alors J~ g(B:!) dv ,2nB:! existe et

si 2nH = 1
si 2nH > 1;

(2.1)

(b) si 2nH < 1 alors J~ g(B:!)dv
,
2nB:! n'existe pas en général.

2. Supposons que m = 2n + 1 soit impair et que g soit une fonction localement bornée.
Alors

(a) si (2n + l)H > ~ alors J~ g(B:!)dli1 /2,2n+lB:! existe et vaut 0;

(b) si (2n + l)H = ~ alors ~ J~(B:!+E - B:!?n+1du converge en loi vers une loi
gaussienne centrée, quand E: 4- 0;

(c) si (2n + l)H < ~ alors J~ g(B:!)dlil/2,2n+lB:! n'existe pas en général.

3. Supposons que m = 2n + 1 soit impair, que g soit une fonction de classe C2n+1 et
que v soit symétrique. Alors

(a) si (2n+1)H> ~ alorsJ~g(B:!)dV,2n+lB:!existe et s'annule;

(b) si (2n + l)H < ~ alors J~ g(B:!)dv
,
2n+l B:! n'existe pas en général.

La preuve de ce théorème, longue et technique, est repoussée dans la section 7. Pour
l'instant, contentons-nous de l'utiliser dans des cas particuliers. Nous avons tout d'abord
le:

Corollaire 2.3.2. Soient n 2:: 1 un entier, g une fonction continue et t 2:: O. Alors, si
(2n + l)H > ~, pour tout entier R. 2:: n, les intégrales J~ g(B:!)dli1 /2,2e+lB:! existent et
s'annulent.

Par exemple:

- si H > i, les intégrales J~ g(B:!)dli1 /2,eB:! existent et sont nulles pour tout entier
impair R. 2:: 3.

- si 11
0

< H ::; i, les intégrales J~ g(B:!)dli1 /2,3B:! n'existent pas en général tandis que

les intégrales J~ g(B:!)dli1 /2,f.B:! existent et sont nulles pour tout entier impair R. 2:: 5.

Du théorème 2.3.1 découle aussi la généralisation de (1.5) suivante:

Corollaire 2.3.3. Soient nE N* et g E C2n-1(IR). Supposons que B H admette une (2n)­
variation c'est-à-dire que 2nH 2:: 1. Alors, les intégrales forward et backward d'ordre 2n-1
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existent et nous avons:
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(2.2)

D

{

0 SI 2nH> 1

= _fJ,~n l t

g'(B;;)du si 2nH = 1 '

où Jt2n désigne le moment d'ordre 2n d'une loi normale centrée réduite.

Preuve. Choisissons v = OO~Ol dans le théorème 2.3.1. Puisque g E C2n-l (IR) et (2n ­

l)H > ~, nous en déduisons que J~ g(B;;)do(2n-1) B;; = O. L'égalité (2.2) est donc une
conséquence de la remarque 2.1.7 a), b) et de la proposition 2.1.4.

Revenons maintenant à la formule d'Itô pour le mouvement brownien fractionnaire. Du
théorème 2.2.7 et du corollaire 2.3.2, nous tirons le résultat principal de cette section:
Théorème 2.3.4. 1. Si H > i et si f E C6 (IR) alors l'intégrale J; f'(B;;)dV ,lB:! existe

pour n'importe quelle mesure symétrique v et nous avons

f(Bf!) = f(O) +l t

f'(B;;)dV ,lB;;. (2.3)

(2.4)

2. Soit r 2: 2 un entier. Si (2r + l)H > ~ et si f E c4r+2(IR) alors l'intégrale

J~ f'(B;;)dV ,l B:! existe pour toute mesure de probabilité symétrique v vérifiant

m2':= t o?jv(da) = 1 pour j = 1,'" ,r-1.
J Jo 2j + 1

De plus, nous avons:

(2.5)

D

Preuve. Si H > i, les intégrales J~ f(3) (B;;)do1/2 ,3B;; et J~ f(5) (B;;)do1/2 ,5B;; existent et
s'annulent (voir le corollaire 2.3.2). Le théorème 2.2.7 appliqué à n = 3 et i!. = 1 donne
alors (2.3).

TouJ'ours grâce au corollaire 232 si H > _1_ les intégrales ft f(2Hl) (B H )do1 /2 ,2HlB H
.. , 4r+2' Jo u u

existent et s'annulent pour i!. 2: r. Le théorème 2.2.7 appliqué à n = 2r + 1 et i!. = r donne
alors (2.5).

Remarque 2.3.5. 1. La mesure de probabilité symétrique OO~Ol vérifie m2j = ~ pour
tout entier j 2: 1. Par conséquent, la deuxième partie du théorème précédent ne
s'applique pas. Toutefois, de la première partie, nous tirons que pour H > i et
f E C6(IR),

f(Bf!) = f(O) +l t

f'(B;;)dO B;;. (2.6)



(2.7)

34 Chapitre 2. Intégrales d'ordre m et formules d'Itô

Vu ce que nous avons rappelé dans l'introduction, nous obtenons donc que H = ~

est la barrière pour la validité de la formule d'Itô-Stratonovich, ce qui constitue un
des résultat important de notre travail. En particulier, nous avons obtenu l'extension
maximale du résultat de Gradinaru et al [26] qui montrait la validité de (2.6) pour

1
H> -.-4

2. Un exemple de mesure de probabilité satisfaisant (2.4) est donné par

2(r-1) 11 2(r - l)u - k
v = L "(j 6j/(2r-2) avec "(j = II ._k du.

j=O a k:fj J

En effet, on peut écrire, grâce à la formule de Newton-Côtes (voir par exemple [46],
p. 118):

P(l) = P(O) +11 P'(x)v(dx) avec P E lR2r-dX].

En choisissant P(X) = X 2j+1 pour j E {l, ... ,r -1}, nous obtenons 1 = (2j + 1)m2j,
autrement dit la condition (2.4). Les intégrales associées à ces mesures particulières
seront appelées intégrales de Newton-Côtes dans la suite.

2.4 Preuve du théorème 2.3.1

Premier pas: preuves des points immédiats du théorème.

Dans la suite, N désigne une variable aléatoire normale et centrée.

- (preuve de 1) Dans le théorème 3.2, il est prouvé que, si C est un processus continu,
quand ct 0:

t (B H
- BH

)2n t
Jo Cu u+:H u du ---t J12n Jo Cudu

presque sûrement uniformément sur chaque intervalle compact. En utilisant ce résul­
tat, nous obtenons facilement, quand c t 0:

~ t du(B:f+E - B:f)2n t g(B:f + a(B:f+E - B:f))v(da) rv c2nH- 1J12n t g(B:f)du,
c Jo Jo Jo

presque sûrement uniformément (en t) sur chaque intervalle compact. Le premier
point du théorème 2.3.1 en découle.

- (preuve de 2.b) Soit m 2: 3 un entier impair et supposons que H = 2~' Fixons t 2: O.
Grâce au théorème 3.6, nous savons que, quand c ---t 0,

(

1 1 ) m1 t 1 1 mIt B 2m - B 2m (1 .

~1(B~+E - B;j,m) du = VE1 u+:~ u du~ yicm,HtN

(voir aussi la proposition 2.3 et la remarque 2.4 dans Gradinaru et al [26]).
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- (preuve de 2.c) En supposant que ~ f~(B;;+c-B;;)mdu converge en probabilité, quand
é ----+ 0, vers une variable aléatoire Z, nous en déduisons que

1 Hl l t
H H (loi~é 2 -

m - (B - B )mdu 0 quand é ----+ 0
é 0 U+c u .

Mais cette quantité est aussi égale à ~ f~ (B:!+;;;Bt!) m du et converge donc en loi,

vu le théorème 3.2.1, vers ~Cm,Ht N. Nous obtenons une contradiction.

- (preuve de 3) Dès que le point 2.a) du théorème sera prouvé, 3) sera une conséquence
directe de la proposition 2.2.4.

Nous procédons maintenant à la preuve du point 2.a)

Deuxième pas: première réduction.

- Par un argument de localisation (voir par exemple la preuve de la proposition 2.2.4),
nous pouvons supposer que 9 est bornée.

- Pour simplifier, nous fixons t = 1.

- Nous pouvons supposer que H :::; ~ < ~. En effet, grâce à l'inégalité suivante

nous obtenons facilement que l'intégrale fol g(B;;)d81 /2,mB;; existe et s'annule si H >
1
m

- Par conséquent, il suffit de démontrer le:

Lemme 2.4.1. Soit m 2 3 un entier impair. Si 9 : JR ----+ JR est une fonction bornée, alors
l'intégrale r1 g(BH)d81/2,mBH existe et s'annule pour --L < H < l < 1.Jo u u 2m - m 2

- Pour prouver le lemme 2.4.1, nous considérons

et nous prouvons que
(2.8)

= 2~2 11 E {g(B;;+c: B;; )g(B~c: B;; ) (B;;+c - B;;)m(B!!+c - B;;)m} dudv

Do

tend vers zéro quand é -t. o. Ici, Do := {O < u < v < 1}.
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- Il suffit d'analyser l'intégrale dans (2.8) seulement sur

Dé := {c1
-

p < u < v < 1,c1
- P < v - u < 1}, avec p > a assez petit.

En effet, en utilisant l'hypothèse sur g, la valeur absolue de

.1'(c) := 2~2 Il E{g(B:!+é: B:! )g(B~é: B;; )(B:!+é - B:!)m(B~é - B;;)m}dudv

Do\De

peut être bornée par

cst JI- E [IB H - BHlmlBH - BHlm] dudv < cstc2mH- 2mes(D \ D )2 U+é U V+é V - 0 é
C

Do\De

En choisissant a< p < 2mH -1, nous voyons que .1'(c) converge vers 0, quand c -!- O.
Ainsi, il suffit de prouver que

.1(c) := 2~2 Il E{g(B:!+é: B:! )g(B~é: B;; )(B;;+é - B;;)m(B~é - B;;)m}dudv

De

tend vers zéro quand c -!- o.

Troisième pas: régression linéaire.

Pour simplifier les notations, nous otons dans la suite l'indice H de B H . Fixons c > a
et (u,v) E Dé. Considérons le vecteur gaussien centré (G1 ,G2 ,G3 ,G4 ) où

Sa matrice de covariance est donnée par blocs par

où Au (resp. A22 ) est la matrice de covariance de (G1,G2 ) (resp. (G3 ,G4 )) et

Une régression linéaire implique que
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où (Z3,Z4) est un vecteur gaussien centré indépendant de (Gl ,G2) et

A = A21Al"t

Nous avons

37

avec

(2.9)

1 1 1
Kc(u,v) := 2((U+é)2H + (V+é)2H +U2H +V2H -Iv _UI2H - 21v _u_éI2H - 21v _u+éI 2H

).

(2.10)
Notons que limc-to Kc(u,v) = KH(u,v), la covariance de Bu et Bv. Nous avons

A _ ( Œ(é,U) Œ(é,U) + ~Œ(é,V - u) - ~Œ( -é,V - u))
21 - Œ(é,V) + ~Œ(é,V - u) - ~Œ( -é,V - u) Œ(é,V) ,

avec
é

Œ(é,U) = (u + é)2H - U2H = éU2H- l 'lI( -), (2.11)
u

où 'lI : JR ----+ JR est une fonction bornée, donnée par 'lI(x) = (l+x~H -1.

Puisque An est une matrice symétrique définie positive, nous pouvons décomposer An en
MM*, M étant la matrice de Cholesky de An, c'est-à-dire

Ainsi, si nous définissons le vecteur gaussien centré (Nl ,N2 ) par

les variables aléatoires N l et N 2 sont indépendantes et nous avons

(2.12)

avec R = A21 M*-1 = {rijh::;i,j::;2. Par commodité, nous posons

(2.13)

Quatrième pas: découpage de :J (é) en trois termes.

Nous avons

1 Jf G l G2
:J(é) = 2é2 E{g(2 )g(2 )GrGT}dudv

De
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'7()._ 1 !!E{ (G1 ) (G2)~~CjCk(rjzm-jrkzm-k rkzm-krjzm-j)}d d-.13 é .- -2 g - g - L.J L.J m m 3 3 4 4 + 3 3 4 4 U V.2é 2 2
De j=O k=2

• Remarquons que :h(é) = O.
En effet, par l'indépendance de (G1 ,G2 ) et (Z3,Z4), nous pouvons écrire

E{g(~l )g(~2)(r3Zr-lZ~ + r 4Zr Z~-l)} = E{g(~1)g(~2)r3}E{Zr-lZ~}

+E{g(~1)g(~2)r4}E{ZrZ~-1} = 0,

comme nous le voyons en appliquant la première partie du

Lemme 2.4.2. Soit (Z3,Z4) un vecteur gaussien centré et m ~ 1 un entier. Alors

et
[m21]

E{ZrZ~} = L cjE{Z3 Z4}m-2jYar(Z3)jYar(Z4)j,
j=O

avec Cj des constantes universelles.
La preuve de ce résultat est repoussée au cinquième pas.

• Nous allons prouver que chaque terme dans J3(é) tend vers zéro.
L'égalité (2.13) implique

E{Zi} = E{Gn - E{rn ~ E{Gn = é
2H ,R = 3,4.

Soient j =/; 0 et k ~ 2. Puisque g est bornée, nous pouvons écrire

(2.14)

(2.15)

(2.16)

2~2 ff IE{g(~1)g(~2)r~Z;n-jr~Z~-k}' dudv ~ ;2t ff E{lr~z;n-jr~z~-kl}dudv.
De De
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Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, le terme précédent est majoré par

;2t1I[E{r;j zim-2j}]![E{r~kZfm-2k}]!dudv.

De

En utilisant l'indépendance de (G1 ,G2 ) et (Z3,Z4), il vaut aussi

~s2t Il [E{r;j}E{ Zim- 2j }]! [E{r~k}E{ Zfm-2k}]! dudv.

De

Encore par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il est inférieur ou égal à

1 1

~2L ([/ R{r;'}R{Zim- 2'}dUdV) , ([/ H{r~k}R{z~m 2k}dUdV) ,

Par (2.16) et parce que H > 2~' nous obtenons la borne suivante:

1 1

est ,,(2m-j-kIH -2 ([/ R{r;' }dUdV) , ([/ R{r~k}dUdV), <: est ,,2mIl 1
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La dernière inégalité est une conséquence du résultat technique suivant, dont la preuve est
repoussée elle aussi au cinquième pas:

Lemme 2.4.3. Soit k E {2, ... ,m} un entier. Alors, pour tout 'TJ > a assez petit, il existe
cst('TJ) > a telle que

Il E{lrelk}dudv ~ cst('TJ) E;l+kH-77 ,R= 3,4.

De

Si j = 0, k E {2, ... .m} et 'TJ > 0, nous avons

2~2 Il IE{g(~l )g(~2)Zrr~Z~-k}1 dudv ~ ;2t Il E{IZrr~Z~-kl}dudv
De De

= ;2t Il E{lr4Ik}E{IZrZ~-kl}dudv ~ ;2t II[E{z~m}]![E{Zfm-2k}]!E{1f4Ik}dUdV
De De

~ cst E;(2m-k)H-2 Il E{1f4I k}dudv ~ cst('TJ) E;2mH-1-77.

De
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Ainsi, lîmdo ..13(6') = a en choisissant 'ri > a suffisamment petit .

• Démontrons que limé.).o ..71(6') = a.
Par indépendance de (G1,G2) et (Z3,Z4), nous pouvons écrire

1!! G1 G2..71(6') = -2 E{g(-)g(-)}E{ZrZr}dudv
26' 2 2

De

et, puisque g est bornée, nous avons

est!!1..71(6')1 :::; ~ IE{ZrZr}ldudv.
De

Nous énonçons le résultat suivant dont la preuve est repoussée encore une fois au cinquième
pas:

Lemme 2.4.4. Pour tout j E {a, ... ,m;-l}, nous avons

JJIE{Z3 Z4}lm-2j dudv :::; cst6'l+2(m-2j)H.

De

Maintenant, nous pouvons montrer que ..71(6') tend vers zéro quand 6' -!- a comme suit.
Nous savons que Var(Zi) :::; 6'2H, i = 3,4. En utilisant (2.15) et le lemme 2.4.4, nous pouvons
écrire

m-l

1.Ji (E)I :<: ;,1~ [ dv [-Ô duIE{Z3Z4}1"'-'iYar(Z3)iYar(Z,)i

et ..71 (6') tend vers zéro quand 6' --+ a puisque H > 2~'

Cinquième pas: preuves des lemmes 2.4.2, 2·4·3 et 2.4.4.

Preuve du lemme 2.4.2.
i) (2.14) découle immédiatement du fait que les vecteurs aléatoires (Z3,Z4) et (-Z3' - Z4)
ont la même loi.
ii) Notons e= E{Z3Z4} et al = Var(Zi), i = 3,4. À l'aide d'une régression linéaire, nous
pouvons écrire
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avec N une variable aléatoire normale centrée réduite indépendante de Z3. Notons Jl2k le
moment d'ordre 2k de N. Nous avons

m-l
-2- k

_ '" c2kem-2k "'( 1)RCRe 2R 2(k-R) 2(k-R)- L...J Jl2kJl2(m-k) m L...J - k 0"3 0"4

k=O R=O

m-l m-l
-2- k -2-

_ '" '" em-2(k-R) 2(k-R) 2(k-R) _ '" em-2j 2j 2j- L...J L...J Ck,R 0"3 0"4 - L...J Cj 0"3 0"4 .

k=O R=O j=O

Le lemme 2.4.2 est donc prouvé.

Preuve du lemme 2.4.3.
Nous avons, par (2.13),

E { If Ir31'dudv } <: est ([f Ir>Ji'E {I N, I'}dudv +If Ird'H{IN,I'}dudv)

~ est ([f Ir11I'dudv +If Ir"I'dudv)

et

H { If 1l',I'dudv } <: esi ([f Ir 211'E {IN] l' }dudv +If Ir 22I'R{ IN,I'}dudv)

= est ([f Ir21I'dudv +If Irnl'dudv) .

La preuve sera terminée une fois que nous montrerons

o

JJhjlkdudv ~ CStcl+
kH

De

pour i,j E {l,2}. Rappelons que

(2.17)
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avec
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(

l Kê(U,V))
M*-l __1_ VKê(u,u) - VKê(u,u).6.ê(u,v)

- V2 0 Kê(U,U) '
.6.ê(u,v)

~e(u,v) := Ke(u,u)Ke(v,v) - Ke(u,v)2, avec Ke(u,v) donné par (2.10).

De plus, par (2.11),

A2d1,1] = EU2H-IW(~),
u

A2d1,2] = EU2H-IW(~) + ~(v - U)2H-I W(_E_) + ~(v _ U)2H-I W(__E_),
U 2 v-u 2 v-u

A2d2,1] = EV2H-IW(~) + ~(v - U)2H-IW(_E_) + ~(v _ U)2H-IW(__E_),
V 2 v-u 2 v-u

A2d2,2] = EV2H-IW(~).
v

À ce niveau, nous devons établir les estimations suivantes:

Lemme 2.4.5. Il existe des constantes strictement positives Cl et C2 telles que) pour tout
E > 0 et tout (u,v) E De) nous ayons

~e(u,v) ~ Cl U2H (V _ U)2H.

Grâce au lemme 2.4.5 et au caractère borné de 'li, nous en déduisons

(2.18)

(2.19)

Ird <

Irul < cstEuH- I ,

(
V2H- I (v _ U)2H-I)

cstE -H-+ H '
u U

(
UH-IVH U2H- I )

cstE (v _ U)H + (v _ U)H + (v - U)H-I ,

(

V3H-I V2H- I VH(V _ U)H-I)
cst E H ( )H + ( )H + H .U v-u v-u u

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

L'inégalité (2.17) est maintenant une conséquence directe des quatre dernières inégalités,
ce qui termine la preuve du lemme 2.4.3. Illustrons, par exemple, pourquoi (2.17) a lieu
pour i = j = 2, ce cas étant représentatif de la difficulté. Grâce à (2.23), nous pouvons
écrire

Irnl
k ~ cStE

k
[UkH(v _ u~kHVk(I-3H) + Vk(I-2H)~V _ U)kH + (v _ U)k~I-H)ukH] ,

pour (u,v) E De. Soit J.L > 0 fixé. Posons
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Pour tout c > 0:

En utilisant le fait que c1- p 2': c, il vient:

43

(2.24)

D

Il est clair, pour ft assez petit, que kH +3 - 3ft 2': 1 +kH - 'fJ et 2 - 2ft +kH 2': 1 +kH - 'fJ.
On a aussi 2 - 2ft 2': 1 + kH - 'fJ car (cf. les hypothèses du Lemme 2.4.1), H ::; ~ ::; %.
Ainsi, (2.24) implique (2.23).

Preuve du lemme 2.4.5.
Puisque 0 < 2H < 1, nous avons, pour tous x,y > 0,

Nous en déduisons

et

puisque u > c1- p > c.
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

Il reste à justifier la minoration pour ilc. Posons

ilc(u,v) c V

U2H (v - u) 2H = cp (;, ,;,)

avec cp: [O,l]x]l, + oo[ définie par

X2H (X -1- J)2H (1 + J)2HX2H 1
4cp(J,x) := (x -l)2H +2 (x _1)2H +2X

2H
+2(1+J?H +2(X+J)2H - (x _ l)2H

2H X4H (1 + J)2H (x - 1 + J)2H 1 (x - 1 + J)4H J2H (x + J)2H
- (x - 1) - (x _ 1)2H + (x _ 1)2H - 4: (x _ 1)2H - 2 (x _ 1)2H

1 (x - 1- J)2H(X -1 + J)2H (1 + J)2HJ2H 2H 2H (1 + J)2H
-"2 (x -l)2H -2 (x _1)2H -(x-l+J) -(x-l-J) -2(x _1)2H
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X2H (x - 1 + c5)2H (x + c5)2H (x - 1 - c5?H (x + c5?HX2H c52HX2H

+ (X-1)2H + (X-1)2H -2 (X-1)2H -2(x_1)2H

(x + c5)2H (x - 1 + c5?H (1 + c5)4H (1 + c5?H (x - 1 - c5)2H (x - 1 - c5)2H
+ (x - 1)2H - (x - 1)2H + (x - 1)2H + (x _ 1)2H + 2

1 (x - 1 - c5)4H (x + c5)2H c52H (x - 1 + c5)2H c54H

- 4- (x - 1)2H + 2 (x - 1)2H - 2 (x - 1)2H + (x - 1)2H + (x - 1)2H

(1 + c5)2H(X + c5)2H X2H (x + c5)4H
+2 + 2 .(x - 1)2H (x - 1)2H (x - 1)2H

Remarquons que

( )
2H ( 1 ) 2H ( 2) 2H4<p(0,x) = 2 _x_ _ __ _ (x _ 1)2H + 2 + 2X2H _ _x_

x-1 x-1 x-1

En fait, si v > u, <p(0,~)U2H(V - U?H = ~O(u,v) est le déterminant de la matrice de
covariance de (Bu,Bv)' Par conséquent,

Vx > 1, <p(O,x) > O.

Il n'est pas difficile de voir que

lim<p(O,x) = lim <p(O,x) = 4.
x+l xtoo

Nous en déduisons que l'infimum de <p(0,·) est atteint et est strictement positif. Précisément,
il existe une constante Cl > a telle que, pour tout v > U

v
<p(0,-) ~ 2Cl'

U

Nous obtiendrons la borne inférieure (2.19) en prouvant

::3C,Œ > O,Ve > O,V(u,v) E Dé: l<p(~,~) - <p(0,~)1:::; Cea
. (2.25)

u u u

En effet, si e > a est assez petit et si (u,v) E Dé alors (2.19) a lieu. Pour montrer (2.25),
nous prouvons

::3C,Œ> 0, Vc5 > 0, Vx ~ 1 + c51
-

p
: 1<p(c5,x) - <p(O,x)1 :::; cc5a

. (2.26)

En effet, si (2.26) a lieu, nous avons, en posant x = ~ et c5 = ~,

Ve > 0, V(u,v) E Dé: l<p(~,~) - <p(0,~)1 :::; c (~)a :::; cePa
.

Pour montrer (2.26), il suffit de prouver que chaque terme dans la définition de <p( c5,x)
vérifie une inégalité du type (2.26). Illustrons-le par exemple pour le premier terme. Nous
avons

1

2H( 1 À)2H 2H( 1)2H 1 2HX X - - u _ X X - < x [(x _ 1 _ c5)2H _ (x _ 1)2H]
(x - 1)2H (x - 1)2H - (x - 1)2H
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2H (1 )2H< est c52H x = est c52H 1 +--
- (x - 1pH X- 1

{
c52H , si x > 2 x2pH< est 62H. < est u .
6(1 p)2H, SI c5 1

-
p ~ X - 1 ~ 1 -

Dans la troisième inégalité précédente, nous avons utilisé le fait suivant:

Les autres termes se traîtent de même. La preuve du lemme 2.4.5 est donc terminée.

Preuve du lemme 2.4.4.
Puisque

Dé C {c < u < v < 1, c < v - u < 1},

il suffit de prouver que

11 Iv-édv dulE{ Z3Z4} Im-2j ~ est cl+2(m-2j)H.2é é
Puisque (G 1 ,G2) et (Z3,Z4) sont indépendants, nous avons

et
IE{Z3Z4}lm-2j ~ cst(IE{G3G4}lm-2j + IE{f3f 4}lm-2j).

i) Nous pouvons écrire

11 Iv-é 11 I v-édv duIE{f3f 4}lm-2j ~ dv duE{fn m;2j
E{fD m;2j

~ é ~ é

1 1

~ (1: dvlv

-

é

dUE{fnm- 2j ) 2 (1: dvlv

-

é

dUE{fDm-2j) 2
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D

1 1

~ est (1: dv lv

-

é

dUE{f~(m-2j)}) 2 (1: dvlv

-

é

dUE{f~(m-2j)}) 2 ~ cst cl+2(m-2j)H,

où la dernière inégalité est obtenue en utilisant le lemme 2.4.3.
ii) Nous avons

1 2H 1 2H 2H 2 )2H-2 ( c )E{G3G4}=:2(v-u+c) +:2(v-u-c) -(V-u) =c (v-u cI> V-U'

où cI> : ~ -+ ~ est une fonction bornée donnée par cI> (X) = (l+X)2H ~~;_x)2H-2. Nous en
déduisons que

11 Iv-é 11 l v-édv duIE{G3G4}lm-2j ~ cstc2(m-2j) dv du(v _ u)(2H-2)(m-2j)2é é 2é 0
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::::; cst c2(m-2j) t dv t dv l v
U(2H -2)(m-2j) du ::::; cst c2(m-2j) 11 U(2H-2)(m-2j) du

J2E: J2E: E: E:

::::; cst [cl+2(m-2 j )H + c2(m-2j )].

Puisque H < ~ et m - 2j ~ 1, nous avons 1 + 2H(m - 2j) ::::; 1 + m - 2j ::::; 2(m - 2j). Par
conséquent,

11 lV-E:
dv duIE{G3G4 }lm-2j ::::; cst cl+2(m-2j)H

2E: E:

et la preuve du lemme 2.4.4 est achevée. o



Chapitre 3

Approximations aux premier et second
ordres des intégrales d'ordre m

Ce travail, réalisé en collaboration avec M. Gradinaru, a fait l'objet d'un article publié
à Electronic Journal of Probability (2003) 8, no 18.

3.1 Convergence presque sûre

Dans la suite, N désigne une variable aléatoire normale centrée et réduite, indépendante
de tous les processus apparaîssant. D'autre part, nous notons EH un mouvement brownien

1

fractionnaire d'indice de Hurst H et E = E 2 un mouvement brownien.

Théorème 3.1.1. Supposons que H E (0,1). Soit f : JR ---+ JR une fonction satisfaisant,
pour tous x,y E JR,

et soit {yt : t ~ O} un processus stochastique continu. Alors, presque sûrement, quand
é ---+ 0,

l
t

EH EH l t

Ys f( S+é ~ S )ds ---+ E [f(N)] Ysds,
o é 0

(3.2)

uniformément sur tout intervalle compact.

Le résultat suivant contient un énoncé du même type, mais pour les martingales conti­
nues:

Théorème 3.1.2. Soit f : JR ---+ JR une fonction polynomiale. Supposons que {yt : t ~ O}
soit un processus continu et que {Jt : t ~ O} soit un processus adapté ayant toutes ses
trajectoires localement holdériennes. Soit {Zt : t ~ O} une martingale continue donnée par
Zt = Zo + J; JsdEs· Alors, presque sûrement, quand é ---+ 0,

l t

Ysf(Zs+:;i ZS)ds ---+ l t

YsE[f(JsN)IFs]ds,

47

(3.3)

',,' l, '." {''; "'A~'CY 1'·.>A 11 '~.,) ~ ~'",.. , .~ t.~.. ~ (~ ~ k" fJ &'t~ . j~
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uniformément sur tout intervalle compact. Ici, {Fs, s 2 O} désigne la filtration naturelle
associée à Z.

Remarque: 1. Par exemple, si f(x) = x m alors le membre de droite de (3.3) est égal
à E [Nm] f; Ys Jr; ds.

2. Le même résultat a lieu pour les semimartingales continues du type Zt = Zo +f; JsdBs+
f; Ksds. En effet, il n'est pas difficile de se convaincre que la partie variation finie f; Ksds
n'a pas de contribution sur la limite.

Nota. Je remercie Marc Yor de m'avoir signalé les travaux d'Azaïs et Wschebor [4, 5]
et de Wschebor [51], qui ont des liens très étroits avec les théorèmes 3.1.2 et 3.1.1 de cette
thèse. Dans le corollaire 2.1 de [5], les auteurs prouvent que, pour x E 1R, À la mesure
de Lebesgue, M une martingale continue de la forme Mt = f; JsdBs, (Ft) la filtration
naturelle associée à M et N t'V N(O,l) une v.a. indépendante de M:

p.s., lim À ({u E [0,1]; Mu+~ Mu :s: x}) = 11 P(JuN :S: xlFu)du (3.4)
E:---tO E 0

(en fait, dans la version originale [5], les auteurs écrivent P(JuN :::; x) au lieu de P(JuN :::; xIFu);
ils ont en effet considéré qu'on pouvait faire comme si le crochet était déterministe, leur résultat
étant de nature presque sûre.) Formellement, si on choisit Y 1, t = 1 et f = l]-oo,x] dans
(3.3), on retrouve exactement le résultat du corollaire 2.1 de [5], c'est-à-dire (3.4). Avec les
mêmes choix de Y, t et f, le résultat (3.2) correspond à celui donné dans [4]. Signalons
toutefois qu'une différence importante entre nos résultats et ceux d'Azaïs et Wschebor est
que la convergence dans les théorèmes 3.1.2 et 3.1.1 a lieu en tant que processus (c'est-à­
dire uniformément en t), à l'inverse de ceux contenus dans [4, 5] où la convergence a lieu
à t fixé.

3.2 Convergence en loi

Soit m un entier impair. Il est bien connu que le monome xm peut s'écrire en termes
de polynômes d'Hermite:

xm = Eak,mHk(X), avec Hk(x) = (_1)k e"22 d~k (e-"22) ,k = 0,1,2,... (3.5)
k=l

Notons que la somme commence avec k = 1 puisque m est impair (par exemple x = H1(x),
x 3 = 3H1(x) + H3 (x) et ainsi de suite).

Théorème 3.2.1. Soit m 2 3 un entier impair et supposons que H E (O,~]. Alors, quand
E -----t 0,

l
t (BH BH)m1 S+E: - S • L .

{-lE 0 EH ds . t 2 O} -+ {JCm,H{Jt . t 2 O}. (3.6)
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Ici {,Bt : t :::-: O} désigne un mouvement brownien standard issu de 0 et la constante positive
Cm,H est donnée par

m 2 100 kak m 2H 2H 2H

Cm,H := 2~k! 0 [(x + 1) + lx - 11 - 2x ] dx,

où les coefficient ak,m sont donnés par (3.5).
Remarque 3.2.2. Notons que si H f. ~,

(x + 1fH + lx - 1j2H - 2X2H
rv H(2H - l)x -2(1-H), quand x --+ 00,

et si H = ~,
2H 2H 2H

(x + 1) + lx - 11 - 2x = 0, quand x :::-: 1.

Par conséquent, Cm,H < 00 si et seulement si 0 < H :::; ~. 0

Finalement, énonçons le résultat concernant les martingales:

Théorème 3.2.3. Soit m :::-: 3 un entier impair et supposons que a E C2 (~;~). Soit
{Zt : t :::-: O} la martingale continue donnée par Zt Zo + f~ a(Bs)dBs. Alors, quand
E --+ 0,

Ici ((,B?) ,,B?)) : t :::-: O} désigne un mouvement brownien standard bidimensionnel issu de
(0,0) tandis que ""i, i = 1,2 sont des constantes.

Nota. Je remercie Marc Yar de m'avoir signalé le travail de Berzin-Joseph, Leon et

Ortega [8] dans lequel la convergence en loi de ~ f~ [g (Bs+;;iBs) - E(g(N))] ds vers un

mouvement brownien indépendant de B est énoncée.

3.3 Preuves des théorèmes 3.1.1, 3.1.2 et de la proposi­
tion 1.2.1

La démonstration va consister tout d'abord à vérifier la convergence dans U et ensuite
combiner un argument de type Borel-Cantelli avec la régularité des trajectoires (voir le
lemme 3.3.1 plus bas).

Pour commencer, rappelons une définition classique: l'indice de H6lder 10 d'un processus
continu {Wt : t :::-: O} est le supremum des exposants 1 vérifiant, pour tout T > 0:

P ({w: :3 L(w) > 0, 't/s,t E [O,T], IWt(w) - Ws(w) 1 :::; L(w) It - si?}) = 1. (3.8)

Nous pouvons maintenant énoncer le critère de convergence presque sûre suivant, que nous
utiliserons dans les preuves des théorèmes 3.1.1 et 3.1.2:



50 Chapitre 3. Approximations aux premier et second ordres des intégrales d'ordre m

Lemme 3.3.1. Soient f : lR -+ lR une fonction satisfaisant (3.1), {Wt : t ~ a} un
processus continu à trajectoires localement holdériennes d'indice 10 et {Vi : t ~ a} un
processus continu à variation bornée. Posons

et supposons que, pour tout t ~ 0, quand E -+ 0,

(3.10)

Alors, pour tout t ~ 0, limé--+o W;f) (t) = Vi presque sûrement et si f est positive, pour tout
processus continu {yt : t ~ a}, alors, presque sûrement, quand E -+ 0,

l
t lt(f)

o ~dWé (s) -+ 0 ~d~

uniformément sur tout intervalle compact.

Preuve. Nous la découpons en plusieurs pas.
Premier pas. Posons, pour n E N*, En := n-2!a. Pour tout 6 > 0, nous avons

(
(f) ) 1 [(f) 2] cst aP IWén (t) - Vil > 6 ~ 62 E (Wén (t) - Vi) ~ tiEn·

(3.11)

Puisque L E~ < +00, nous en déduisons, par le lemme de Borel-Cantelli, que, pour tout
t ~ 0,

lim W;f) (t) = V(t) presque sûrement.
n--+oo n

Deuxième pas. Fixons E> a et considérons n E N* tel que En+l < E~ En. Fixons aussi
w E O. Notons, pour tout t ~ 0,

(f) (f)
Wé (t)(w) = Wén (t)(w) + çn(t)(w) + (n(t)(w),

avec

çn(t)(w):= rt [f(WH~(w) - Ws(f)(w)) _ f(W~~~n(w) - W}f)(W))] ds,
Jo E'YO E'YO

(n(t)(w):= rt
[f(W~~~n(W) - wF)(w)) _ f(W~~~n(w),: W}f)(W))] ds.

h ~ ~

Pour obtenir, pour tout t ~ 0,

ll·m W(f) (t) -_ V(t) A tpresque suremen ,
é--+O é
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il suffit donc de prouver que çn(t)(w) et (n(t)(w) tendent vers zéro quand n ---+ 00. Pour
simplifier les notations, ne précisons plus la dépendance en w et en f dans la suite. Nous
pouvons écrire, pour cS > 0,

t [ 2 2] b
le (t)1 < est l lW _ W la 1 + (Ws+c - Ws) + (Ws+cn - Ws) ds<"n - a'Yo s+c s+cn 'Yo 'Yo

C 0 C C

< est Ic - C labo-<5)c2bbo-<5) t.- (a+2bho n n+l n
cn+l

Puisque Cn - Cn+l = O(n-1- 2/O:), nous avons lçn(t)1 = O(n-a'YoH(a+2at4b)) quand n ---+ 00.

Ainsi, limn -+oo çn(t) = 0 en choisissant cS assez petit. D'une manière similaire, nous avons

Puisque c:;;'Yo -c~~1 = O(n-1- 2'YO/O:), nous avons l(n(t) 1 = O(n-aH(a+2at4b)) quand n ---+ 00.

Encore une fois, nous obtenons limn -+oo (n(t) = 0 en choisissant cS suffisamment petit.
Troisième pas. Nous montrons que l'ensemble de probabilité 1 où nous avons la conver­

gence presque sûre de W;f) (t) vers V(t) peut être choisi indépendamment de t. Soit 0*
l'ensemble de probabilité 1 tel que, pour tout w E 0* et tout t E Q n Jl4, on ait
limc-+o W;f) (t) (w) = Vi(w). Fixons un tel w. Soit t E JR+ et supposons que {sn} et {tn}
soient deux suites de rationnels telles que Sn t t et tn .} t. Clairement, nous avons

Tout d'abord, en laissant tendre C vers zéro, nous obtenons

et ensuite, en laissant tendre n vers l'infini, nous en déduisons

lim W~f)(t)(w) = Vi(w).
c-+o

Quatrième pas. Si f est positive, nous pouvons appliquer le théorème de Dini pour
obtenir que, presque sûrement, W;f) (t) converge uniformément sur tout intervalle compact
vers Vi.

Cinquième pas. Nous allons raisonner trajectoire par trajectoire. Nous fixons donc w
(nous ne préciserons plus la dépendance) et nous écrivons des lettres minuscules au lieu
des lettres majuscules. Puisque w;f) converge simplement vers v, la fonction de répartition
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de la mesure dw~f) converge en loi vers la fonction de répartition de la mesure dv. Ainsi,
dw~f) converge faiblement vers dv. Clairement, la mesure dv ne charge pas les points et la
fonction S 1----7 Ys l[o,t](s) est dv-presque partout continue. Par conséquent,

lim (JO Ys 1 [O,t] (s) dw~f) (s) = rYs dvs.
10--+0 Jo Jo

La preuve du critère de convergence presque sûre est terminée.

Preuve du théorème 3.1.1.
Tout d'abord, notons que si f satisfait (3.1) alors il en est de même pour sa partie

positive f+ et sa partie négative f _. Ainsi, par linéarité, nous pouvons supposer que f
est positive. Nous allons utiliser le lemme 3.3.1 avec W = B H , le mouvement brownien
fractionnaire. À l'aide du critère classique de Kolmogorov (voir [40], p. 25), nous savons
que B H admet H pour exposant de Bolder local. Par conséquent, il ne nous reste plus qu'à
vérifier le contrôle (3.10). Notons tout d'abord que

( H H) 2HVar BU+f: - Bu = é

et, si u + é :s: u + JE < v,

( H H H H) ( )2H ( )2H ( )2H csté
2

l+HCov BU+f:-BU ,Bv+f:-BV = V-U-é + V-U+é -2 v-u :s: ( )2-2H :s: esté ,
v-U

comme nous pouvons le voir en utilisant un développement de Taylor. Ainsi, à l'aide d'une
régression linéaire classique, nous obtenons, pour U + JE < v,

B:!tf:
é

-;; B:! = O(/+H )Nu ,10 + (1 + O(/(l+H»)) Mu ,10 , (3.12)

uniformément par rapport à u, où Nu 10 = B;;+e;;B!! et Mu 10 sont deux variables aléatoires
'10 '

normales centrées réduites indépendantes. Nous pouvons écrire

(3.13)

o

où

J1 [ B H BH B H B H ] ,._ U+f: - U V+f: - v
Tt(é) .- 2 l u<v<u+0'E f( H )f( H ) dudv,

~A2 é é

() .- Jl [ (B:!+f:-
B

:!) (B:!tf:- B:!)] .- [( )]22T2 é .- 2 lu+0'<vE f H f H dudv et T3 .- -E f Nt.
~A2 é é

En utilisant (3.1) (qui implique en particulier que If(x)l:s: cst(1+lxla (1+x2)b)) et l'inégalité
de Cauchy-Schwarz, nous obtenons que Tt(é) = O(JE). En utilisant encore (3.1) et (3.12),
nous en déduisons que T2(é) = E[j(N)]2 t2+ O(éa

(l+H»). En remplaçant dans (3.13), nous
voyons que (3.10) est vérifiée et donc que le lemme 3.3.1 s'applique. La preuve de (3.2) est
achevée.
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(3.14)

Preuve du théorème 3.1.2.
Par linéarité, il suffit de démontrer le résultat seulement pour f(x) = xm . D'autre part,

par un argument classique de localisation (voir par exemple la preuve de la proposition
2.2.4)), nous pouvons supposer que J est borné.

Grâce au théorème 3.1.1, la convergence (3.3) est valide pour le mouvement brownien
1

B = B 2
• Plus précisément, presque sûrement, quand é -r 0,

l t

Jr; ( Bs+:; Bs) m ds -r flm l t

Jr;ds

uniformément sur tout intervalle compact.
À ce stade, nous devons établir le lemme technique mais simple suivant:

Lemme 3.3.2. Notons P l'ensemble des suites finies 0 à valeurs dans {1,2}. Pour 0 E P,
nous désignons par k = k(o) la longueur du support de la suite 0 et par n(o) := "L,~~{ oU).
Soient M une martingale, a < b deux réels et notons

(3.15)

(3.16)

D

avec la convention que dM(l) = dM (différentielle d'Itô) et que dM(2) = d[M,M] (diffé­
rentielle de Riemann-Stieltjes). Alors, pour tout n E N*,

(Mb - Mat = L cn(O)I~~~,
JEP,n(J)=n

où Cn(0) est une constante dont la valeur dépend seulement de 0 et de n.

Preuve. Nous faisons une récurrence sur n. Si n = 1, nous avons Mb - Ma = J: dMs.
Supposons que (3.16) soit vraie pour l'entier n ~ 1 et vérifions-la pour l'entier n + 1:

(Mb-Ma)n+l = (n + 1) lb (Ms - Ma)ndMs + n(n: 1) lb(Ms - Ma)n-1d[M,M]s

= (n+ 1) lb ( L cn(0)I~~1) dMs+ n(n2+ 1) lb ( L cn(0)I~~1) d[M,M]s
a JEP,n(J)=n a JEP,n(J)=n-l

L Cn+l (0)I~~1·
JEP,n(J)=n+l

Par conséquent, l'hypothèse de récurrence se transmet et lemme est prouvé.

Nous pouvons terminer la preuve du théorème 3.1.2. Grâce à l'égalité (3.16), nous pouvons
écrire

Jr;(BS+é - Bs)m - (ZS+é - Zs)m = L c(o)(Jr;I;~~é,J - I;~~é,J)'
JEP,n(J)=m
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où

Jm1(B) _ 1(Z) = ~ t+é
l(l) dB(O(l)) (t ) rtj

-
2
lU-1)dB(OU-1)) (t. )

S S,S+é,<5 S,S+é,<5 L.J J.ç sI, .. J.ç S J-1
j=l S S

i
tj

-
1
(J0(j) _ JO(j))dB(O(j)) (t.) itj

JO(j+1)dB(O(j+1)) (t.) itk
-
1

JO(k) dB(O(k)) (t )
x S tj J tj+1 J+1 ... tk k .

S S S

Par hypothèse, les trajectoires de J sont localement h6ldériennes et, en utilisant la propriété
d'isométrie de l'intégrale d'Itô, nous en déduisons (3.10): quand E ----t 0,

Énonçons maintenant une modification simple du lemme 3.3.1:
Lemme 3.3.3. Faisons les mêmes hypothèses sur la fonction f et sur le processus W que
dans le lemme 3.3.1. Supposons de plus que {Wt : t ?:: O} est un autre processus continu
ayant le même indice de Holder local 'ro que W. Notons W;fl(t) le processus associé à W
comme dans (3.9). Si f est positive et si, pour tout t ?:: 0, quand E ----t 0,

Il

(fl - (f) 11
2

Wé (t) - Wé (t) L2 = O(EQ:) pour un certain Œ > 0,

alors nous avons, presque sûrement,

lim (W;fl (t) - W;fl (t)) = 0,
é---+O

(3.17)

(3.18)

uniformément sur tout intervalle compact.
La preuve est similaire à celle du lemme 3.3.1 et nous la laissons au lecteur. En utilisant

ce résultat, nous obtenons que, presque sûrement,

lim [ t Jr: (BS+é- Bs)m ds _ t (ZS+é - Zs)m ds] = 0,
é---+O Jo .fi Jo.fi (3.19)

o

uniformément sur tout intervalle compact. En combinant (3.19) avec (3.14), nous obtenons
finalement (3.3).

Preuve de la proposition 1.2.1. Pour démontrer la première partie, nous posons Ys =

g'(Bij) et f(x) = x2 dans (3.2). Ainsi, nous obtenons l'existence presque sûre de

i
t (BH - B H)2

lim g'(B:;') S+é S ds, uniformément sur tout intervalle compact.
é---+O 0 E

D'autre part, nous pouvons écrire, pour a,b E IR,

G(b) = G(a) + g(a)(b - a) + g'(~a'b) (b - a)2,
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avec G une primitive de g et ()a,b E (a,b). En posant a = B~ et b = B~E' en intégrant en
s sur [O,t] et en divisant par E, nous obtenons:

Par un changement de variable immédiat, nous pouvons transformer le membre de gauche
en

~ It+E G(B:')ds - ~ r G(B:')ds,
EtE Jo

qui tend, presque sûrement, quand E ----+ 0, vers G(Bf) - G(O) uniformément sur tout
intervalle compact. Presque sûrement, le dernier terme du membre de droite dans l'égalité
précédente converge uniformément sur tout intervalle compact. Par conséquent, le terme
qui reste dans le membre de droite est forcé d'avoir une limite presque sure, uniformément
sur tout intervalle compact.

Montrons la seconde partie. En posant ~ = g"(B~) et f(x) = x3 dans (3.2), nous
obtenons l'existence presque sûre de

1· lt "(BH ) (B~E - B~)3d 'f ' t t t' t Illm g s s, UnI ormemen sur ou III erva e compact.
E--+O 0 E

D'autre part, en posant Ys 1 et f(x) = Ixl 3 dans (3.2), nous obtenons que, presque
sûrement,

l
t IBH - BHI3

lim S+E s ds < +00, Vt > O.
E--+O 0 E

Par conséquent, il suffit d'utiliser la formule de Taylor

G(b) = G(a) + g(a); g(b) (b - a) - g"r;,b) (b - a)3, ()a,b E (a,b),

et le théorème de convergence dominée pour conclure comme précédemment.

3.4 Preuves des théorèmes 3.2.1 et 3.2.3

o

Preuve du théorème 3.2.1. Tout d'abord, expliquons les idées principales de la preuve
dans la situation plus simple du mouvement brownien (H = ~) et quand m = 3. Dans ce

cas, nous étudions MT (t) = T- I!2 J;r (Bs+! - Bs )3 ds et nous pouvons l'écrire, en appli­
quant successivement la formule d'Itô et la version stochastique du théorème de Fubini,
comme J;r RT(s)dBs plus un reste qui tend vers zéro dans L2 . Ensuite, nous montrons que

J;r RT(s )2ds converge vers cst t. À l'aide du théorème de Dubins-Schwarz, nous obtenons
que MT ----+ .JCSt(3, dans le sens de la convergence des marginales de type fini. Finalement,
nous prouvons la tension.
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Dans le cas du mouvement brownien fractionnaire (d'indice 0 < H < ~), nous devons
faire face à des difficultés techniques. En effet, le noyau K apparaîssant dans la représenta­
tion du mouvement brownien fractionnaire en moyenne mobile B; = J; K(t,s)dBs admet
une singularité aux points s = 0 et s = t.

Encore une fois, nous découpons la preuve en plusieurs pas.
Premier pas. Grâce à la propriété d'autosimilarité du mouvement brownien fraction-

naire, c'est-à-dire {B~ : t 2 O} fi::. {CH B; : t 2 O} pour tout c > 0, nous pouvons voir
que

où
1 I

tT
H Hm

MT(t) := VT 0 (BS+I - B s ) ds, t 2 O.

Ainsi, pour obtenir (3.6), il suffit de démontrer que

Nous allons montrer cette convergence en deux temps:

i) quand T -+ 00,

(3.20)

(3.21)

{MT (t) : t 2 O} -+ {y'Cm,H f3t : t 2 O} en loi, dans le sens des marginales de rang fini;
(3.22)

ii) pour T 2 1,
la famille de processus MT est tendue. (3.23)

Deuxième pas. Avant de procéder à la preuve de (3.21), montrons comment la constante
Cm,H apparaît dans la limite. Nous prouvons que, pour tout t 2 0,

lim E [MT (t)2] = Cm,Ht.
T--;oo

(3.24)

Posons GI = B:!+l - B:!, G2 = B~l - B:! et e(u,v) = CoV(GI ,G2). Nous devons calculer
l'espérance du produit GiG;;:. Grâce à (3.5), nous avons

m a2

E[G~G;n] = L ak,mae,mE[Hk(GI)He(G2)] = L ~'~e(u,v)k.
l::;k,e::;m k=l

En remplaçant ceci dans l'expression du second moment de MT (t)/ nous obtenons, en
notant aussi que e(u,v) = ~(Iv - u + 11 2H + Iv - u - 11 2H

- 21v - uj2 ),
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l
t m 2 lT(t-Y) kak 2H 2H 2H

=2 0 dyt; k'~ 0 [(x+1) +lx-11 -2x ] dx,
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par le changement de variables x = v - u,y = u/T. En laissant tendre T vers l'infini, nous
obtenons Cm,Ht dans le membre de droite de l'égalité précédente.

Troisième pas. Nous introduisons maintenant la première notation technique, qui sera
utile dans le prochain pas. Choisissons un {! > 0 arbitraire mais fixé. Notons d'autre part,
que, par (3.24), nous pouvons choisir b > 0 assez petit tel que

lim E [MT (b)2] ~ {!
T-+oo

1 l
tT

(b)._ H H mMT (t).- lm (ES+1 - Es) ds, t 2:: O.
yT bT

(3.25)

(3.26)

Quatrième pas. Rappelons (voir, par exemple, [2], p. 122) que le mouvement brownien
fractionnaire peut s'écrire sous la forme

où, ici et dans le reste de la démonstration, nous notons 'YH la constante r(H + ~)-l. Dans
cette décomposition, notons que le processus A a des trajectoires absolument continues et
que A et iJ sont indépendants. Nous pouvons écrire M~b)(t) = M~b)(t) + D~b)(t), où

V(b) ._ 11tT
(VH VH)m

MT (t) .- n bT Es+1 - Es ds, t 2:: 0

et, pour tout t 2:: 0,

En effet, nous avons, grâce au changement de variable s H T'

m () t
m k vH vH m-k

= t; k fi1(AST+1 - A sT ) (EsT+1 - EsT) ds

(3.28)

(3.29)

et il suffit d'estimer le second moment de chaque terme. Clairement, par l'indépendance
de A et iJ, nous avons E[(iJ

H
- iJH?J < 1, puisque la variable aléatoire gaussiennesT+l sT -
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centrée Bi!.t-l - B~ a pour variance 1. Ainsi, grâce à l'inégalité de Jensen et en utilisant
l'indépendance de A et E, nous pouvons écrire

et, par autosimilarité,

t [ t (A A)2k ]2kH+l 2k cst s+,j. - s
= cstT E [1 (As+,j. - As) dS] = T2k(1-H)-1 E 1 ~ ds ,

avec 2k(1 - H) - 1 > 0 pour tout k ~ 1 (rappelons que H < ~). Il suffit de prouver que le
second facteur est borné. Puisque A est absolument continu, nous pouvons écrire

lt 10 lt2H -3 -2k(1-H)
= cst ds ( (s - u) du)k = cst s ds < 00.

b -00 b

Par conséquent,(3.29) est vérifiée.
Cinquième pas. Rappelons que, par (3.27) et (3.28), nous avons

(3.30)

1 l tT ({S 1 1 (s+l 1)m
= Ir bT ds Jo [(s + 1 - u(-'J - (s - u(-'J]dBu+ Js (s + 1 - u(-'J dBu ,t ~ o.

À ce stade, nous devons introduire une seconde notation technique. Notons:

(3.31)

+l s

+\s + 1- u(-1 dBu ) m, t ~ 0,

où la constante positive c est fixée et sa valeur sera précisée plus loin dans le point a). Nous
allons démontrer successivement les points suivants:

a) pour tout t ~ 0, il existe c > 0 assez grand tel que

limsupE [(M~b)(t) - N~b,c)(t))2] :::; cstg;
T->oo

(3.32)
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b) il existe deux familles de processus {RT(t) : t 2 O} et {ST (t) : t 2 O} telles que, pour
tout t 2 0,

(3.33)

c) pour tout t 2 0,

lim Var ( t T

RT(S?dS) = O. (3.34)
T-too Jo

Sixième pas. Supposons un instant que nous ayons démontré a), b), c) et finissons la
preuve de la convergence en loi dans le sens des marginales de rang fini (3.22). Tout d'abord,
nous pouvons écrire

lT ~(8)2ds - Cm,Il t = {[T RT(s)'ds - EllT

~(s)2ds]} + {EI(lfI' RT(S)dR.)'1

-E[M~b) (t)2]} + {E[M~b) (t)2 - M~b) (t)2]} + {E[M~b)(t? - MT (t)2]} + {E [MT (t)2] - Cm,H t}.

En utilisant (3.34) pour le premier terme, (3.32)-(3.33) pour le second, (3.29) pour le
troisième, (3.25) pour le quatrième et (3.24) pour le cinquième, nous obtenons

ou, de manière équivalente, pour tout t 2 0,

limsupE[(aCT)(t) - a(t)?] S; cstg,
T-too

(3.35)

où nous avons noté aCT)(t) := JotT RT(s)2ds et a(t) := Cm,Ht.
Ensuite, fixons d E N* et 0 S; t 1 < t 2 < ... < td et posons, pour chaque u E ~d et
f : ll4 ---+ ~, U. f := ~;=l ujf(tj ). Nous considérons les fonctions caractéristiques:

lE [exp(iu. MT)] - E [exp(iu. ((30 a))]1 S; E [1 exp(iu. (MT - M~b))) - 11]

+E [1 exp(iu. (M~b) - M~b))) - 11] + E [1 exp(iu. (M~b) - N~b,c))) - 11]

+E [1 exp(iu. ST) - 11] + IE[exp(iu .1·T

RT(s)dBs )] - E[exp(iu. ((30 a))]I·

Par (3.25), (3.29), (3.32), (3.33) et en utilisant l'inégalité classique leix - 11 S; Ixl, nous
obtenons, pour T assez grand,

lE [exp(iu. MT)] - E [exp(iu. ((30 a))]J S; cstg

+IE[exp(iu .1·T

RT(s)dBs )] - E[exp(iu. ((30 a))]I.

(3.36)
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À l'aide du théorème de Dubins-Schwarz, nous pouvons écrire, pour tout T, f~T RT(s)dBs =
(3CT) a aCT )' avec (3CT) un mouvement brownien unidimensionnel standard issu de O. Par
conséquent, nous avons

IE[exp(iu .l'T RT(s)dBs )] - E[exp(iu. ({3 a a))]1 (3.37)

::::; 2P(llacT) - ail> 0) + E [1 exp(iu. ((3CT) a aCT ))) - exp(iu. (3(T) a a))1 : Ila cT) - ail::::; 0]

2 [2] .::::; 02 E IlacT) - ail + Iluil E[ sup Il ({3Vl" .. ,(3vd) - ({3Wl' ... ,{3wJ Il]·
Ilv-wll<:::"

En combinant (3.36), (3.37) et en faisant g --+ 0, la convergence (3.22) suit.
Septième pas. Nous montrons (3.23), c'est-à-dire la tension de la famille MT' Il suffit

de vérifier le critère classique de Kolmogorov (voir [40], p. 489):

sup E [(MT(t) - MT (S))4] ::::; cRlt - s12, \f0 ::::; s,t ::::; R.
T2':l

Soient s,t E [O,R]. Par (3.20), nous avons

(3.38)

E [(MT(t) - MT(s))4]

= ;2 Jf"rr E [(B~+l - B~)m(B~+l - B~)m(B~+l - B~)m
J J[ST,tTj4

x (B~+l - B~)m] dUldu2duadu4 = ;2 J!"rr E [G~G;nG~G:] dUldu2duadu4
J J[ST,tT]4

où, comme dans le deuxième pas, nous notons Gi = B~+l - B~, i = 1,2,3,4. Posons
également (Jij = Cov(Gi,Gj ), i,j = 1, ... ,4. Nous devons calculer l'espérance du produit
G"fGV!G,,!:G"r. Rappelons que le monôme xm peut se développer en terme des polynômes
d'Hermite

k ",2 dk
( _",2)

Hk(x) = (-1) e 2 dxk e 2 ,k = 0,1,2, ...

en xm = 2::=1 akHk(x), avec ak = tE [GmHk(G)] et G une variable aléatoire normale
centrée réduite. Ainsi,

et nous devons estimer E[Hk1 (Gl)Hk2(G2)Hk3(Ga)Hk4(G4)]' En utilisant le résultat de [48],
p. 210, nous pouvons écrire

(3.39)

={ sInon,
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OÙ 2..::1 est la somme portant sur tous les indices i1,j1, ... ,iq,jq E {1,2,3,4} tels que il i­
j1, ... ,iq i- jq et il y a k1 indices 1, ... , k4 indices 4. Par exemple

D'une manière similaire, nous pouvons calculer

en termes des Oij, etc. Puisque les Gi ont pour variance 1, nous en déduisons, en utilisant
les conditions sur les indices apparaîssant dans (3.39), que

E IHk1 (G1)Hk2 (G2)Hk3(G3)Hk4(G4)1 :::; cst L IOijllOkel·
{i,j}i'{k,e}

Par conséquent, pour obtenir (3.38), nous devons considérer les deux types de termes
suivants: {i,j} n {k,l} = 0, par exemple i = 1,j = 2,k = 3,l = 4, ou {i,j} n {k,l} i- 0, par
exemple i = 1,j = 2,k = 1,l = 3. Clairement, par un changement de variables simple, nous
pouvons écrire

( )

2
1 2H 2H 2H

= -Tf"{ Ilu2- U1+ 11 +IU2- U1- 11 -2Iu2- U11 I du1du2
2 J[ST,tT]2

( )

21 tT (t-s)T
2T IT dU11 l(x+1)2H +lx_ 1

1

2H

_2X
2H

ldx

(1100 )22H 2H 2H
:::; (t - s) 2 "2 0 1(x + 1) + 1x-li - 2x 1 dx

et

;2 ff!" { lod IOddu1du2du3du4
J[ST,tT]4

t - s f!l 1 2H 2H 2H 1=-- IU2- U1+ 11 +IU2- U1- 11 -2Iu2- U11
4T [sT,tTj3

1

2H 2H 2H 1

X IU3 - U1 + 11 + IU3 - U1 - 11 - 21u3 - u11 dU1du2du3

t - S ltT l(t-S)T 1 2H 2H 2H 1

=- dU1 (x+1) +lx-11 -2x dx
4T sT 0

{(t-S)T 1 2H 2H 2H 1

X Jo (y+1) +ly-11 -2y dy
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(1100 )22H 2H 2H

~ (t - s) 2 "2 0 1(x + 1) + 1x-li - 2x 1 dx

Ainsi, (3.38) est vérifiée et la famille MT est bien tendue.
La preuve du théorème 3.2.1 sera donc terminée une fois que nous aurons prouvé les

points a)-c) du quatrième pas.
Huitième pas. Nous prouvons (3.32) et, par conséquent, nous précisons le choix de la

constante c. Pour simplifier les écritures, nous otons dans la suite les dépendances "(b)" ou
"(b,c)". En utilisant encore une fois (3.30) et (3.31), nous pouvons écrire

avec

MT(t) - NT(t) = f (7) P~k)(t),
k=1

(3.40)

(3.41)

rtT (r(s-c)vo 1 1) k
P~k)(t) = Jr JbT ds Jo [(s + 1 - u{-'2 - (s - u{-'2]dBu

x (I S

[(s + 1 - u{-~ - (s - u{-~]dBu + 1s+1

(s + 1 - u{-~ dBu)m-k
(s-c)VO s

=r~ r
tT

ds [l(S-C)VO K(S'U)dBu] k [t+
1

K(s,U)dBu]m-k ,
V T JbT 0 J(s-c)VO

où nous avons noté

V' ( ).= { (s + 1 - u) H - ~ - (s - u) H - ~ , si 0 ~ u ~ S
/\., S,U . H 1

(s + 1 - U) - '2 , si s ~ u ~ s + 1

Nous allons démontrer que le moment d'ordre 2 de chaque terme peut être rendu aussi
petit que l'on veut et (3.32) suivra.

Neuvième pas. Nous pouvons écrire

{[ ]
k[ ]k2 2 (s-c)VO (s'-c)VO

E [P~k)(t)2] = ;H Jr r dsds'E r K(s,u)dBu r K(s',u)dBu
JbT<s<s'<tT Jo Jo

k

[ ]
m-k}s+1 m- s'+1

X [1 K(s,U)dBu] 1 K(s',u)dBu
(s-c)VO (S'-C)VO

2
r2 Jl 2

r2 Jl= -----..!!..- dsds' ... + -----..!!..- dsds' ...
T bT<s<s'<s+c+1 T bT<s,s+c+1<s'<tT

et nous allons étudier chaque terme. À cet égard, nous aurons besoin du:
Lemme 3.4.1. Il existe une constante positive K, telle que, pour tout s :2: 0,

[( tH )2] l S

+
1

E Jo K(s,u)dBu = 0 K(S,U)2du ~ K,.

(3.42)

(3.43)
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Preuve. Par (3.41) et un changement de variable, nous avons
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{s+l {S 1 1 IS+l
Jo JC(s,u)2du = Jo [(S + 1 - ut- 2

- (S - Ut- 2 ]2du + s (S + 1 - U)2H-l du =

t 1 1 t {OO 1 1 t
Jo [(v+1t-:z -vH- 2Fdv+ Jo V

2H
-
1
dv:S Jo [(v+1t-:z -vH- 2]2dv+ Jo V2H-l dv = K, < 00.

D

Grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwarz et à (3.43), nous pouvons écrire, pour bT < s <
s' < (s + e + 1) 1\ tT,

{[ ]
k[ ]k k(s-c)Vo (s' -c)VO s+l m-

E 1 JC(s,u)dBu 1 JC(s',u)dBu [,/s-C)VO JC(S,U)dBu ]

[

'+1 ] m-k} {[ ( )VO ] 2k
X l S

JC(s',u)dBu :S cstE {S-C JC(s,u)dBu
(s'-c)VO Jo

[

{(S'-c)VO ] 2k}! [ {(s-c)VO ] ~ [ {(S'-c)VO ] ~
X Jo JC(s',u)dBu :S cst Jo JC(s,u)2du Jo JC(s',u)2du

par le changement de variables v = s - u et v' = s' - u,

Ici, nous avons posé

f(e) :=100

[(v + 1t-~ - vH-~fdv, e > O.

La fonction l' est bornée par cste2H -3. Par conséquent, nous avons f (e) :S cste2H -2 pour
tout e > O. En remplaçant cette estimation dans le premier terme de (3.42), nous obtenons
l'existence de e> 0 suffisamment grande pour que

2')'2 Jl ,l-2k(1-H)TH dsds ... :S cste :S cstQ,
bT<s<s' <s+c+1

ceci car 1 - 2k(1 - H) < 0 pour tout k 2 1 (rappelons que H < ~).

Considérons maintenant le second terme dans (3.42). Puisque m est un entier impair,
l'espérance vaut zéro pour chaque entier pair k, par non-corrélation des intégrales stochas­
tiques sur des intervalles disjoints. Par conséquent, nous pouvons ne considérer que les
entiers k impairs. Nous pouvons écrire, pour bT < s,s + e + 1 < s' < tT,

{[ ]
k[ ]k k(s-c)VO (s'-c)VO s+l m-

E 1 JC(s,u)dBu 1 JC(s',u)dBu [./s-C)VO JC(s,U)dBu ]
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[ , ]m-k } { [ ]k[ ]ks +1 (s-c)VO (s'-c)VO

X fcs'-c)vO lC(s',u)dBu = E 1 lC(s,u)dBu 1 lC(s',u)dBu

x [l S

+1 lC(s,U)dBu]m-k} E {[1S

'+1 lC(S"U)dBu]m-k}
(s-c)VO (s'-c)VO

:S cstE {X~(X2+ Yl) kY2m -
k}

par indépendance et (3.43), où

r(s-c)VO r(s-c)VO

Xl := Jo lC(s,u)dBu , X 2 := Jo lC(s',u)dBu

et

l
s'-c 1S+l

Yi := lC(s',u)dBu , Y2 := lC(s,u)dBu .
(s-c)VO (s-c)VO

Nous prouvons le:

Lemme 3.4.2. Soient m et k deux entiers impairs et supposons que (Xl ,X2 ) et (Yl ,Y2)

soient deux vecteurs gaussiens centrés et indépendants. Alors

avec () = CoV(Xl ,X2 ).

Preuve. Clairement, nous avons

À l'aide d'une régression linéaire, nous avons X 2 = 82Xl + Z, avec (Ji = E[Xf] et Z une
(Tl

variable aléatoire gaussienne indépendante de Xl. Par conséquent, il vient

En effet, le terme correspondant à e= a est nul puisque k est impair. Le lemme est donc
prouvé.

Revenons à l'étude du second terme dans (3.42). En utilisant le lemme précédent, nous
pouvons le majorer comme suit:

2/,; Jl ,cstJl '(1 1 1Ik )- dsds ... :S - dsds () + ... + () ,
T bT<s,s+c+l<s'<tT T bT<s,s+c+l<s'<tT
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avec

l
s 1 1 1 1

= dv[(v + 1(-2" - vH-2"][(V + 1 + s' - S(-2" - (v + s' - S(-2"].
clis

Il suffit donc de montrer qu'il existe c > 0 suffisamment large tel que

~ J~{ IOljdsds' :s; cst(J,j = 1, ... ,k.
T JbT<s,s+C+l<sl<tT
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(3.44)

Si j = 1, en faisant successivement les changements de variables y = ~ et x = s' - yT,
nous obtenons

litT ltT l t
l(t-Y)T- ds IOlds' = dy dx

T bT s+c+l b cH

où
{OO 1 1 {OO 1 1

Jo [v H-2" - (v + l(-2"]dv Jo [(x + v(-2" - (x + v + l(-2"]dx

fOO H-~ H-~ H+~ H+~
= cst Jo dv[v - (v + 1) ] . [(v + 1) - v ] < 00,

H_ 1 H_ 1 H+l H+l 2H-2
puisque [v 2" - (v + 1) 2"]. [(v + 1) 2" - V 2] l'..J V , quand v t 00. Si j :2: 2, par un
raisonnement similaire, nous pouvons écrire

litT ltT 100

- ds IOljds' :s; cst dx
T bT s+c+l a

11
00

1 1 1 1 I
j

x c dv[(v + 1(-2" - vH- 2][(X + v + 1(-2" - (x +V(-2] ,

et, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
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puisque f100 v2H -3 dv < 00 et

(00 {((x) 2H-3}! (00 -j(l-H) 1
Jo dx Jo dv(v + x) = Jo x dx < 00, pour j :2: 2 et H < 2'

Ainsi, (3.44) est vérifiée et (3.32) suit.
Dixième pas. Nous prouvons maintenant le point b) du cinquième pas, c'est-à-dire

(3.33). Encore une fois, nous otons la dépendance "(b,c)" dans la preuve. En utilisant
(3.41), (3.31) peut s'écrire:

l
tT

(ls+1 )mNT(t) = ry:n ds JC(s,u)dBu
y T bT (s-c)VO

Tout d'abord, nous supposons que m = 3. Par la formule d'Itô classique, nous pouvons
écrire

(l

S

+
1

) 3 l
s
+

1
lU IVJC(s,u)dBu = 6 JC(s,u)dBu JC(s,v)dBv JC(s,w)dBw

(s-c)VO (s-c)VO (s-c)VO (s-c)VO

l
S

+
1 lU l s

+
1 lU+3 JC(s,u)dBu JC(s,v)2dv + 3 JC(s,u)2du JC(s,v)dBv .

(s-c)VO (s-c)VO (s-c)VO (s-c)VO

Par conséquent, en utilisant la version stochastique du théorème de Fubini, nous obtenons

~ 6ryH l tT
+

1
lU l

v 1(w+c)!\tTNT(t) = /iTi dBu dBv dBw dsJC(s,u)JC(s,v)JC(s,w)
y T 0 (u-1-c)VO (u-1-c)VO (u-1)VbT

3ry l tT
+

1
lU 1(v+c)AtT+ .;, dBu dv dsJC(s,u)JC(S,V)2

y T 0 (u-1-c)VO (u-1)VbT

3 l tT
+! l v

+
c
+

1 1(v+c)!\tT l tT

+ ~ dBv du dsJC(S,U)2JC(S,V) = RT(u)dBu + ST(t),
y T 0 v (u-1)VbT 0

où

6ry lU l
v

l(w+C)AtT
RT(u) := .;, dBv dBw dsJC(s,u)JC(s,v)JC(s,w)

y T (u-1-c)VO (u-1-c)VO (u-1)VbT
(3.45)

3ry lU l(v+C)AtT 3ry l u+c+1 l(u+C)AtT
+ .;, dv dsJC(s,u)JC(s,v? + ;, dv dsJC(S,V)2JC(S,U)

y T (u-1-c)VO (u-1)VbT Y T u (v-1)VbT

et

6ry l tT
+! lU l

v
l(w+C)AtT

ST(t):=;' dBu dBv dBw dsJC(s,u)JC(s,v)JC(s,w)
yT tT (u-1-c)VO (u-1-c)VO (u-1)VbT

(3.46)
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31' l tT
+

1
lU l(v+C)l\tT+ ;;, dBu dv dsJC(s,u)JC(S,V)2

v T tT (u-1-c)VO (u-1)VbT

31' l tT
+

1 1v
+

c
+

1 1(v+c)AtT+ .;;, dBv du dsJC(S,U)2JC(S,V).
v T tT v (u-1)VbT

Clairement,
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est l tT
+

1
lU l

v
l(w+C)l\tT

E [ST (t)2] :::; T du dv dw dsJC(S,U)2JC(S,V)2JC(S,W)2
tT (u-1-c)VO (u-1-c)VO (u-1)VbT

[ ]

2est tT+1 u (v+c)l\tT
+T r du r dv r dsJC(s,u)JC(S,V)2

ltT l(U-1-C)VO l(U-1)VbT

[ ]

2est tT+1 v+c+1 (v+c)l\tT

+T r dv 1 du r dsJC(S,U)2JC(S,V)
ltT v l(U-1)VbT

en utilisant le théorème de Fubini,

est l tT 18

+
1

lU l

v

= - ds JC(s,u)2du JC(s,v)2dv JC(s,w?dw
T (tT-1)VbT tT (u-1-c)VO (u-1-c)VO

[ ]

2est tT+1 (u+c)l\tT u

+T r du r JC(s,u)dsl JC(s,v)2dv
ltT l(U-1)VbT (8-C)VO

est l tT
+

1
[l(v+C)l\tT 18+

1
] 2 est+T dv JC(s,v)ds JC(s,u)2du:::; T

tT (v-1)VbT v

est l tT+
1 1(u+c)AtT est l tT

+
1

l(v+C)l\tT est
+T du JC(s,u)2ds + T dv JC(s,v)2ds:::; T ---+ 0

tT (u-1)VbT tT (v-1)VbT

quand T ---+ 00. Ici, nous avons successivement utilisé (3.43), l'inégalité de Jensen et à
nouveau (3.43).

Dans le cas où m est un entier impair strictement supérieur à 3, nous devons utiliser le
lemme 3.3.2 et un raisonnement similaire donne le résultat.

Onzième pas. Pour finir la preuve du théorème 3.2.1, il nous reste à vérifier le point c)
du cinquième pas, c'est-à-dire (3.34). Supposons que m = 3, le cas général se traîtant de
la même manière via le lemme 3.3.2. Posons

l

v
l(w+C)l\tT l

v

93(u,v) = 61'H dBw dsJC(s,u)JC(s,v)JC(s,w) = !j)(u,v,w)dBw
(u-1-c)VO (u-1)VbT (u-1-c)VO

et

l

u 1(v+c)AtT
<t(u) = 31'H dv dsJC(s,u)JC(S,V)2

(u-1-c)VO (u-1)VbT

"'l"'C"'Y' 1. ii'·\·!.lC;',ti
" q ... ;{ v." J1 ~
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l
U+C+1 j(U+C)I\tT

+3rH dv dslC(s,V)2lC(s,u).
U (v-l)VbT

Alors, par (3.45), nous avons

RT(u) = .~ { ru SJ3(u,v)dBv + <t(u)}.
v T J(U-I-C)VO

Grâce à la formule d'Itô, nous pouvons écrire

l
tT [l tT

] 2 [l tT
jURT(u?du - E RT(u)2du = T du SJ3(u,v)dBv

o 0 0 (u-l-c)VO

x r SJ3(u,z)dBz + t T
du<t(u) jU SJ3(u,V)dBv] ,

J(U-I-C)VO Jo (u-l-c)VO

puisque <t est une fonction déterministe. Appliquons la version stochastique du théorème
de Fubini à chaque terme de l'égalité précédente. Le deuxième terme devient

t T l(v+c+l)lItT
Jo dBv v duSJ3(u,v) <t(u)

l
tT 1(v+c+l) litT jV

= dBv du<t(u) !JJ(u,v,w)dBw
o v (u-l-c)VO

l
tT jV l(w+c+l)lItT l tT

= dBv dBw du<t(u)!JJ(u,v,w) =: Œ(v)dBv,
o (v-l-c)VO v 0

tandis que le premier est transformé en

l
tT jV l(z+c+l)lItT jV jZ

dBv dBz du !JJ(u,v,w)dBw !JJ(u,z,y)dBy =
o (v-l-c)VO v (u-l-c)VO (u-l-c)VO

l tT jV l(z+c+l)I\tT {jV jW
dBv dBz du !JJ(u,v,w)dBw !JJ(u,w,y)dBy

o (v-l-c)VO v (u-l-c)VO (u-l-c)VO

+ jZ !JJ(u,z,y)dBy r !JJ(U,y,W)dBw } = rtT dBv jV dBz
(u-l-c)VO J(U-l-C)VO Jo (v-l-c)VO

{j
v jW l(w+C+l)II(Z+C+l)lItT

x dBw dBy du!JJ(u,v,w)!JJ(u,w,y)+
(v-l-c)VO (v-l-c)VO v

j
z jy l(Y+C+l)II(z+C+l)lItT } l tT

dBy dBw du!JJ(u,y,w)!JJ(u,z,y) =: ~(v)dBv'
(v-l-c)VO (v-l-c)VO v 0
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Autrement dit, nous avons

et, par conséquent,

Par la formule d'isométrie, nous obtenons

[ ]

21 tT 1 tT v (w+c+l)l\tT

T2 r E [Œ(V)2] dv = T2 r dv j dw j du([;(u):D(u,v,w)Jo Jo (v-l-c)VO v

En utilisant le théorème de Fubini, nous pouvons écrire

1 j(U+C)l\tT lU j(U+C)l\tT
-([;(u) = JC(s,u)ds JC(s,v)2dv :::; K, JC(s,u)ds =: l!J(u)
3'YH (u-l)VbT (s-c)VO (u-l)VbT

par (3.43). Ainsi, en utilisant cette inégalité et aussi celle de Jensen, nous avons

[ ]

21 tT est tT v (w+c+l)l\tT

T2 r E [Œ(V)2] dv :::; 2 r dv j dw j dul!J(u):D(u,v,w)Jo T Jo (v-l-c)VO v
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est l tT
jV j(W+C+l)I\tT

:::; T2 dv dw dul!J (U)2:D (u,v,w)2du
o (v-l-c)VO v

est l tT jV j(W+C+l)l\tT j(U+C)I\tT
:::; 2 dv dw du JC(a,u)2da

T 0 (v-l-c)VO v (u-l)VbT

j

(W+C)I\tT est l tT
jV

x dsJC(S,U)2JC(S,V)2JC(S,W)2 :::; T2 dv dw
(u-l)VbT 0 (v-l-c)VO

j

(w+C+l)l\tT j(W+C)l\tT est
du dsJC(s,u?JC(S,V)2JC(S,W)2:::; T

v (u-l)VbT

par (3.43), le théorème de Fubini et à nouveau (3.43) (voir également la méthode utilisée
dans le dixième pas). Nous devons exhiber une borne similaire pour le terme contenant
E[~(V)2]. Nous voyons que ~(v) est composé de deux termes, disons ~l(V) et ~2(V). Tou­
tefois, nous illustrons le raisonnement seulement sur l'un d'entre eux. À nouveau, par la
formule d'isométrie et l'inégalité de Jensen, nous avons

1 l tT

1 l tT

jV jV jW2 E [~1(V)2] dv = 2 dv dz dw dy
ToT 0 (v-l-c)VO (v-l-c)VO (v-l-c)VO
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[ ]

2
(w+c+l)/\(z+c+l)/\tT est tT v v

x 1 du;D(u,v,w);D(u,w,y) S T2 r dv r dz r dw
v Jo J(V-l-C)VO J(V-I-C)VO

l
w l(w+c+l)/\(z+c+l)/\tT

X dy du;D (u,v,w)2;D (u,w,yf
(v-l-c)VO v

En utilisant les mêmes outils (à savoir l'inégalité de Jensen, le théorème de Fubini et (3.43)),
nous obtenons la même borne c~t. Finalement, la convergence dans le point c) est terminée.

La preuve du théorème 3.2.1 est maintenant complète pour °< H < ~.

Pour H = ~' la preuve peut-être reprise d'une manière similaire mais avec de nom­
breuses simplifications d'ordre technique (par exemple, il n'y a plus de singularité aux
extremités °et t, donc il est inutile d'introduire les paramètre b et c; le processus fJ est lui
aussi inutile; il n'y a plus d'estimations compliquées; etc.). Clairement, nous utilisons les
mêmes idées que celles du début de la preuve et les détails sont laissés au lecteur.

D

Preuve du théorème 3.2.3. Encore une fois, nous découpons la preuve en plusieurs pas.
Comme d'habitude, par localisation, nous supposons que a,a' ,a" sont bornées.

Premier pas. Introduisons les processus suivants:

() 1 rt ( )m(Bs+€-Bs)m
X€ t := .jE Jo a B s .jE ds, t ~ °

et

() ._ 1 [rt(Zs+€-Zs)m rt
( )m(Bs+€-Bs)m ]

y€ t .- .jE Jo .jE ds - Jo a B s .jE ds ,t ~ O.

Nous allons démontrer que, quand é ---+ 0,

et, pour tout T E (0,00),

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

Admettons ces deux faits un instant. Nous en déduisons alors (3.7) en utilisant le résultat
classique (et simple) suivant concernant la convergence en loi de la somme de deux familles
de processus stochastiques:

Lemme 3.4.3. Soient {X€(t) : t ~ O} et {y€(t) : t ~ O} deux familles de processus
stochastiques continus réels, issu de 0 et tels que, quand é ---+ 0, X€ converge en loi comme
processus vers X et, pour tout TE (0,00), E[suPtE[O,T] Iy€(t) 1

2
] ---+ O. Alors, quand é ---+ 0,

X€ + y€ converge en loi comme processus vers X.
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Preuve. Il est classique de démontrer que, quand é ----+ 0, Xé+ Yé converge en loi vers X
dans le sens des marginales de rang fini. Par conséquent, il nous reste à vérifier la tension
pour la famille de processus {Xé+Yé}é>O' Pour une fonction continue 9 : [0,00) ----+ IR, notons
pT(g; b) := sup{lg(t) - g(s)1 : 0 ~ s,t ~ T avec Is - tl ~ b} son module de continuité.
Puisque le processus Xé est issu de 0, pour montrer sa convergence en loi, il faut et il suffit
de vérifier le critère de Prohorov suivant:

pour tout 'fI,T > 0, limlimsupP (pT(Xé;b) > 'fi) = O.
0-+0 é-+O

Clairement, par l'inégalité de Markov, nous avons

(3.51)

La conclusion suit en utilisant à nouveau (3.51) et la convergence vers zéro dans U de YétJ

Deuxième pas. Nous prouvons ici (3.49). Par le théorème 3.2.1, (3.7) est vraie pour la
martingale Z = B. Cela signifie que, pour tout entier impair m 2: 3,

{Né(t) : t 2: O} := {~lt
(Bs+~ Bs) m ds : t 2: o} ~ {Jem ,! {Jt : t 2: O}. (3.52)

Nous allons montrer que nous pouvons écrire Né(t) = Mé(t) + /'î,lBt + Sé(t), t 2: 0, avec
/'î,l une constante réelle explicite, Mé une martingale et Sé vérifiant, pour tout t 2: 0,
limé-+ oo E[Sé(t)2] = O. De plus, nous allons prouver que:

(i) pour tout t 2: 0, limé-+o[Mé,Mé](t) = /'î,~t dans L2 et donc en probabilité (avec /'î,2 une
constante positive);

(ii) pour tout t 2: 0, limé-+o[B,Mé](t) = 0 en probabilité;
(iii) pour tout t 2: 0, limé-+o[B,Mé] ([Mé,Mé]-l (t)) = 0 en probabilité.

Avant de démontrer (i)-(iii), finissons la preuve de (3.7). Notons {Jé le mouvement brow­
nien associé à Mé par le théorème de Dubins-Schwarz. Les points (i)-(iii) et la version
asymptotique du théorème de Knight (voir [40], pp. 495-496) implique alors que, quand
é ----+ 0,

{(Bt,{Jé(t)) : t 2: O}~ {({Jp) ,{J?)) : t 2: O}.

Par (i), nous en déduisons que

où {({Jp) ,{J~2)) : t 2: O} désigne un mouvement brownien bidimensionnel issu de (0,0).
Puisque a est continue, nous en déduisons, quand é ----+ 0,
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et, grâce au lemme 3.4.3, quand e ---t 0,

De plus, \lt ~ 0, \lJ processus prévisible borné par 1, \le > 0,

+~2 ~+l Jer dsds'E [JsJs,(Bs+E: - Bs)m] E [(Bs'+E: - Bs,)m] ,
e Jo<s<s+E:<s'<t

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le premier terme et par indépendance pour le second
terme,

cst 1Il ,cst< ~- dsds + 0 < ~.
- R2 e O<S<S'<S+E:<t - R2

D'où, en utilisant le résultat concernant la convergence en loi des intégrales stochastiques
(voir [32], p. 125), nous obtenons

{lt
a(Bs)mdNE:(s) : t ~ o} ~ {lt

a(,6~l))m(K;ld,6~l) + K;2d,6~2)) : t ~ o} ,
autrement dit (3.49).

Troisième pas. Nous prouvons la décomposition de NE: et les points (i)-(ii)-(iii). Comme
précédemment, nous faisons la preuve seulement pour m = 3, le cas général étant similaire.
En utilisant la formule d'Itô et la version stochastique du théorème de Fubini, nous pouvons
écrire

3 rt [ls+E: lU lV lS+E: lU lS+E: lV ]
NE:(t) = e2 Jo ds 2 S dBu S dBv S dBw + S dBu S dv + S dv S dBv

avec
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vérifiant E[Mc(t?] = 3t + O(E), quand E -----+ O. Pour vérifier la convergence dans L2 de Sc,
nous procédons comme dans le dixième pas de la preuve du théorème 3.6. Pour vérifier 0),
nous écrivons

Ici, nous choisissons ~2 = V3 pour que le second terme tende vers zéro quand E -----+ O.

D'autre part, le premier terme est égal à Var (f; Rc (U)2du) et tend vers zéro quand E -----+ 0,

comme nous pouvons le voir en utilisant un raisonnement similaire à celui de la preuve
(3.34).
Clairement, nous avons

6lt l v

lt l w

= 2" dBv dBw du ds.
E a (v-c)VO w (u-c)VO

Ainsi, par la formule d'isométrie et l'inégalité de Jensen,

cst l t l v

lt l w

E ([B,Mc ]2(t)) ~ 2 dv dw du ds ~ cstE,
E a (v-c)VO w (u-c)VO

et la convergence en probabilité (ii) suit. De plus, puisque limc-to[Mc,Mc](t) = cst t, nous
obtenons (iii).

Quatrième pas. Nous procédons maintenant à la preuve de (3.50). À nouveau, suivant
le lemme 3.3.2, nous découpons

De plus, nous pouvons écrire y~8)(t) = l:~~{ y~8,j)(t), où

y~8,j)(t):= 2+1 rt ds l s
+

c
a(Bst1)dB(,(l)) (t 1) .. . l tj

-
2

a(Bs)'U-1) dB('U-1)) (t j- 1
)

E 2 Jo s s

x l tj
-
1
[a(Bs)'U) - a(Btj),(j)]dB('U)) (tj)

x l tj
a(BtH1 )'U+1) dB('(H1)\tj+l) .. .l tk

-
1
a(Btktk)dB(,(k)) (tk)'

Fixons 6 E P tel que n(6) = m et posons i o = inf{k ::::: 1 : 6(k) I}. Nous devons
démontrer que, pour tout j E {l, ... ,k(6)}, pour tout T E (0,00),

lim E[ sup ly~8,j)(t)1
2

] = O. (3.53)
c-tO tE[O,T]
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Dans la suite, nous allons distinguer quatre types de termes.
Cinquième pas. Supposons que io = 1. Nous illustrons la preuve de (3.53) pour m = 3,

0= (1,2) et j = 1, le cas général étant similaire. Dans ce cas,

Grâce à la version stochastique du théorème de Fubini et aussi en utilisant les inégalités
de Jensen et de Burkholder-Davis-Gundy, nous avons

cst l T
+

1
{ lU l v

l\t }E[ sup ly~(1,2),1) (t) 1
2] :::; 4 duE [ dva(Bv )2 ds(a(Bu ) - a(Bs)W

tE[O,T] E 0 (U-é)VO (U-é)VO

:::; cstE [ sup la(Bs) - a(Bs') 1
2

] ,
s,s'E[O,T+1],ls-s'l <é

puisque a est bornée. Par conséquent, (3.53) est une conséquence du:
Lemme 3.4.4. Sous les hypothèses du théorème 3.2.3,

E [ sup la(Bs) - a(Bs') 1
2

] :::; cStE.
s,s' E(O,T+1],Is-s'I <é

Preuve. Nous avons la(Bs) - a(Bs')1 2 :::; Ila'II~IBs - B s'I 2 :::; cstlBs - B s'1 2. De plus,
par l'inégalité de Doob, E [suPs,s' la(Bs) - a(Bs') 1

2
) :::; cstE [suPs,s' lBs - B s'1 2) :::; CStE. D

Sixième pas. Supposons que 1 < io < j. Nous faisons la preuve de (3.53) pour m = 5,
0= (2,1,2) et j = 3. Clairement,

= y((2,1,2),3) (t) + y((2,1,2),3) (t)
é,l é,2'

où

et

Par la version stochastique du théorème de Fubini, nous obtenons
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et
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cst l T
+

1
{ [l v

j(Wl\t)+cE[ sup ly~~;,1,2),3)(t) 1
2] ::; -6 dvE a(Bv? dw du

tE [O,T] é 0 (v-c)VO v

X {Wl\t dsa(Bs?[a(Bw)2 _ a(Bs?]]3} ::; cstE [ SUp la(Bs) - a(Bsl) 1
2] ,

J(U-c)VO s,s/E[O,T+1]'ls-s'l<c

qui tend vers zéro, quand é ~ 0, grâce au lemme 3.4.4. D'une manière similaire, nous
prouvons que, quand é ~ 0, E[suPtE[O,T] ly~~,1,2),3) (t)l2] ~ o.

Septième pas. Supposons que io = j > 1 et prouvons (3.53) pour m = 3, 0 = (2,1) et
j = 2, le cas général étant similaire. Dans ce cas,

où

1 l t+c j(Vl\t)+c l vl\t
y~~;,1),2) (t) = 2 dBv du ds a(Bs)2[a(Bv) - a(Bs)],

é 0 v (u-c)VO

et, grâce au lemme 3.4.4, nous montrons que chaque terme tend vers zéro quand é ~ O.
Huitième pas. Finalement, si io > j, nous illustrons la preuve pour m = 3,0 = (2,1) et

j = 1. Nous écrivons

avec
1 l t lS+c lU lU((2,1),1) ._ ,

Yc,l (t) .- 2 ds du 2(aa )(Bw)dBw a(Bv)dBv
é 0 s s s

et
1 l t

lS+c lU lUy~~,l),l)(t) := 2 ds du (aa')'(Bw)dw a(Bv)dBv.
é 0 s s s

y~~,l),l) (t) tend vers zéro quand é ~ a en utilisant encore une fois le lemme 3.4.4, tandis,
que, par la formule d'Itô,
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et chaque terme tend vers zéro en utilisant les mêmes outils. o



Chapitre 4
~

Equations différentielles
unidimensionnelles dirigées par une

fonction hüldérienne

Dans ce chapitre, nous étudions les équations différentielles unidimensionnelles dirigées
par une fonction h6ldérienne 9 : [0,1] ----+ JR d'indice Œ E (0,1), c'est-à-dire vérifiant:

(4.1)

et telle que g(O) = O. Plus précisément, nous sommes intéressés par les équations différen­
tielles formellement données par

{
dXt = (J(xt)dgt + b(xt)dt, tE [0,1],
x(O) = Xo,

où Xo est un réel et (J et b sont deux fonctions continues.

4.1 Intégrale de Newton-Côtes: rappels

(4.2)

Pour Œ E]O,l[, ca désigne l'ensemble des fonctions 9 : [0,1] ----+ JR vérifiant (4.1) et telles
que g(O) = O. Si n 2 1 est un entier, Cn(JR) désigne l'ensemble des fonctions j : JR ----+ JR de
classe Cn . Soit 9 E ca avec Œ > 1/2. Pour j E C2 (JR), on a:

Va,b E JR: j(b) = j(a) + f'(a)(b - a) + 0 ((b - a)2) , (4.3)

où, quand n E N*, 0 ((b - a)n) désigne une fonction s'écrivant sous la forme (b - a)nR(a,b)
avec R une fonction bornée lorsque a et b restent dans un compact. Nous utiliserons cette
notation commode plusieurs fois dans la suite.

Dans (4.3), posons a = gs, b= gS+f;, intégrons sur [O,t] et divisons par é. On obtient:

77
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La fonction g vérifiant (4.1), on en déduit:

Si E -+ 0, alors ~ f; f(gs)ds -+ f(O) et ~ ftH €f(gs)ds -+ f(gt) uniformément en t E [0,1].
D'où litlim - f'(gs)(gs+€ - gs)ds existe et vaut f(gt) - f(O).

€---+o E 0

On vient de démontrer la:
Proposition 4.1.1. Si g E ca avec 0:' > 1/2 et si f E C2 (lR) alors fo· f'(gs)d- gs existe et
on a

Vt E [0,1] : f(gt) = f(O) + l t

f'(gs)d-gs'

Rappelons que l'intégrale forward f; f'(gs)d-gs a été définie dans le chapitre 2, section
2.1.

Lorsque 0:' ~ 1/2, l'approche précédente ne s'applique pas, car le développement de
Taylor (4.3) n'est pas adéquat. Pour f E C3 (lR), on a:

Va,b E lR: f(b) = f(a) + f'(a) + f'(b) (b - a) + 0 ((b - a)3) . (4.4)
2

De la même manière que précédemment, on obtient la:
Proposition 4.1.2. Si g E ca avec 0:' > 1/3 et si f E C3 (lR) alors fo· f'(gs)dOgs existe et
on a

Vt E [0,1] : f(gt) = f(O) +l t

f'(gs)dOgs.

Rappelons que l'intégrale symétrique f; f'(gs)dOgs a été définie dans le chapitre 2,
section 2.1.

À nouveau, si 0:' ~ 1/3, l'approche précédente ne convient pas. Lorsque 0:' > 1/5 et
f E C5 (lR), il faut remplacer (4.4) par la formule de Simpson (qui est un cas particulier des
formules de Newton-Côtes):

Va,b E lR : f(b) = f(a) + f'(a) + 4f'(~) + f'(b) (b - a) + 0 ((b - a)5) . (4.5)
6

Remarquons que cette formule peut être écrite sous la forme suivante:

Va,b E lR: f(b) = f(a) + (b - a) 11 f'(a + f3(b - a))v2(df3) + 0 ((b - a)5) ,

avec V2 = ~ { 150 + 4151/ 2 + t5I}.
Pour étudier le cas général, il faut d'une part généraliser (4.3)-(4.5) et d'autre part

définir de nouvelles intégrales stochastiques.
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(4.7)

Commençons par l'extension de (4.5). Si f E C2N+1 (~), on a la formule de Newton­
Côtes:

Va,b E ~: f(b) = f(a) + (b - a) 11 f'(a + f3(b - a))vN(df3) + 0 ((b - a)2N+1) , (4.6)

avec

2(N-1) (11 2(N - l)u - k )
VN = L II ._k du Oj/(2N-2).

j=O a ki'j J

Comme précédemment, elle permet d'obtenir la:

Proposition 4.1.3. Sig E ca avec Œ > Ij(2N+l) et si f E C2N+1(~) alors fa· f'(gs)oNdgs
existe et on a

Vt E [0,1] : f(gt) = f(O) +l t

f'(gs) ON dgs·

La bonne notion d'intégrale associée à (4.7) est l'intégrale de Newton-Côtes d'ordre N
notée f~ f(gs) ON dgs· Rappelons que cette intégrale a déjà été définie dans le chapitre 2
par le deuxième point de la Remarque 2.3.5, seulement pour des intégrands du type f(gs)
avec f : ~ ----t ~ régulière. Dans la suite, nous aurons besoin de considérer des intégrands
plus généraux du type f(gs,as) avec f : ~2 ----t ~ régulière et a à variation bornée. C'est
pourquoi nous devons définir de nouvelles intégrales. Notons BV l'ensemble des fonctions
continues définies sur [0,1] et à variation bornée.

Définition 4.1.4. Soient N E N*, a E BV et f : ~2 ----t ~ continue. Sous réserve que la
limite existe, l'intégrale de Newton-Côtes d'ordre N: f; f(gs,a s) ON dgs est définie par

la limite étant uniforme en t E [0,1], où VI = ~ (00 + od et VN est la probabilité sur [0,1]
définie par (4.7) si N 2': 2.

Remarquons qu'il n'existe a priori aucune raison pour que l'intégrale de Newton-Côtes
d'ordre N existe. Nous verrons un résultat d'existence dans le Corollaire 4.1.8 plus bas.

Exemple 4.1.5. - L'intégrale de Newton-Côtes d'ordre 1: fa· f(gs,as)Oldgs est donnée
par

Elle coïncide avec l'intégrale symétrique fa· f(gs,as)dOgs déjà rencontrée.

- Nous avons V2 = ~ (00 + 401/2 + 01). Par conséquent, l'intégrale de Newton-Côtes
d'ordre 2: fa· f(gs,a s) 02 dgs est donnée par
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Remarque 4.1.6. 1. Si N #- 1, nous définissons f~ Ys ON dgs seulement pour des inté-
grands Y de la forme s H f(gs,a s) avec f régulière et a dans EV. Signalons que cette
notation commode cache le fait que l'intégrale fat Ys ON dgs dépend de la représenta­
tion Ys = j(gs,as) choisie. Autrement dit, si h(gs,a~) = h(gs,a;) pour tout s E [0,1],
rien n'assure a priori que f~ f1(gs,a~) ON dgs = fat h(gs,a;) ON dgs. Par contre, cette
intégrale ne dépend pas de N. En effet, en utilisant le Théorème 4.1. 7 juste après, on
obtient: l t

f(gs,a s) ON dgs = F(gt,at) - F(O,ao) -lt
02F(gs,as)das

où F est telle que 01F = f. En fait, l'entier N ne sert qu'à s'assurer que l'intégrale
existe (voir le Corollaire 4.1.8 plus bas).

Nous sommes à présent capables de généraliser les résultats des Propositions 4.1.1 et
4.1.2:

Théorème 4.1.7. (formule du changement de variables généralisée) Soient a E (0,1),
9 E ca et N E N* tel que a > 1/(2N + 1). Si a E EV et si f E C2N+1,1(IR2), alors
l'intégrale fa· od(gs,as) ON dgs existe et nous avons, pour tout tE [0,1],

Corollaire 4.1.8. Fixons a E (0,1) et soit N E N* tel que a > 1/(2N + 1). Si a E EV et
si h E C2N,1 (IR2

), alors l'intégrale fa· h(gs ,as) ON dgs existe.

Preuve. Il suffit d'appliquer le théorème précédent à f telle que olf = h.

4.2 Définition de la notion solution pour (4.2)

Hypothèse. Dans la suite, nous fixons a E (0,1), 9 E ca, N E N* tel que a > 1/(2N + 1),
Xo E IR, a,b : IR -+ IR continues et nous écrivons °dgt au lieu de °Ndgt.
Définition 4.2.1. Une solution à l'équation différentielle (4.2) est une fonction continue
x : [0,1] -+ IR vérifiant

- Xt = f(gt,at), tE [0,1], pour une certaine f E C(IR2
) et un certain a E EV;

- a 0 f est suffisamment régulière pour que l'intégrale

existe,
- pour tout t E [0,1], nous avons

(4.9)
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4.3 Existence et unicité dans (4.2)
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Nous commençons par établir l'existence d'une solution à (4.2):

Théorème 4.3.1. (existence) Supposons que b : JR -+ JR soit lipschitzienne et que a E

C2N (JR) ait des dérivées premières et secondes bornées. Notons u : JR2 -+ JR l'unique solution
de

01U = a(u); u(O,y) = y,y E R

Alors l'équation différentielle (4.2) a au moins une solution donnée par

où y E BV est l'runique) solution de l'équation différentielle ordinaire

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Preuve. L'approche est classique et basée sur les transformations de type Doss [16] et
Sussman [47].

- Tout d'abord, remarquons qu'on a existence et unicité dans (4.10) puisque a est
lipschitzienne. De plus, puisque a' et ail sont bornées, (02U)-1 et b 0 u sont dans
l'ensemble des fonctions h vérifiant:

(4.13)

Ih(x,y) 1:s: KI + Hnlyl; Ixl :s: n, y E JR,

et on a existence et unicité dans (4.12) (voir Karatzas-Shreve [33] p. 296).

- Le deuxième point de la définition 4.2.1 est vérifié. En effet, puisque a E C2N (JR),
u E C2N+1,1 (JR2) et le corollaire 4.1.8 s'applique.

- Il reste à prouver le troisième point de la définition. Par la formule du changement
de variables généralisée, nous avons, pour t E [0,1]:

Xt = u(gt,Yt) = u(go,yo) +l t

01U(gs,ys) <> dgs +l t

o2u(gs,ys)dys

= Xo +l t

a(xs) <> dgs +l t

b(xs)ds.

o

Exemple 4.3.2. (équations différentielles linéaires) Supposons que a(x) = ')'l X+ 131 hl i­
0) et que b(x) = ')'2X + 132. Dans ce cas, u se calcule explicitement:

u(x,y) = (Y + 131) e'Y1
X

_ 131,
')'1 ')'1
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et y également:

Yt = (xo +l t
[/~1 + (/12 - '~1) e-'Yl g8] e-'2S ds) e,2 t.

Par conséquent,

Xt = { (xo + l t
[/~1 + (/12 - '~1) e-'l g8] e-'2 s ds) e,2 t + ~~ } e,lgt _ ~~

vérifie
dXt = (,1 Xt + /1d 0 dgt + (,2 Xt + (12)dt; x(O) = Xo·

Maintenant, intéressons-nous à un résultat d'unicité pour (4.2):
Théorème 4.3.3. (unicité) Supposons que 9 ne soit à variation bornée dans aucun inter­
valle non trivial et que b : JR -+ JR soit lipschitzienne.

1. Si a est analytique à dérivées première et seconde bornées, alors la fonction x définie
par (4.11) est l'unique solution de (4.2) dans la classe des fonctions de la forme
tH f(gt,at) avec f : JR2 -+ JR analytique en la première variable vérifiant f(O,y) = y
pour tout y E JR et a E BV.

2. Si a E C2N (JR) avec des dérivées première et seconde bornées, alors la fonction x
définie par (4.11) est l'unique solution de (4.2) dans la classe des fonctions de la
forme t H u(gt,at) avec a E BV et u donnée par (4.10).

Preuve. Commençons par la preuve du premier point.
- Soit x une solution de (4.2) de la forme Xt = f(gt,at). D'une part, nous avons

Xt = Xo + l t
a(xs) 0 dgs + l t

b(xs)ds (4.14)

= Xo + l t
a 0 f(gs,as) 0 dgs +l t

b 0 f(gs,as)ds.

D'autre part, grâce à la formule du changement de variables (4.8), nous pouvons
écrire

Xt = Xo + l t
ad(gs,as) 0 dgs +l t

ad(gs,as)das' (4.15)

De (4.14) et (4.15), nous en déduisons que t H Iot<p(gs,as) odgs appartient à BV
où <p := ad - a 0 f. Une application de la formule du changement de variables
implique que t H 'ljJ(gt,at) appartient à BV où 'ljJ est telle que a1'ljJ = <p. Fixons
to E [0,1]. Posons (zo,Yo) := (gto,ato) E JR2. Si <p(zo,Yo) =1= 0, le théorème des fonctions
implicites assure l'existence d'un voisinage V de (zo,Yo) et d'une fonction 'ljJ-1 tels que
'ljJ-1('ljJ(X,y),y) = x pour tout (x,y) E V. Nous en déduisons, pour It - toi assez petit,
que gt est égal à 'ljJ-1('ljJ(gt,at),at). Ainsi, 9 est à variation bornée dans un voisinage
de to: absurde! Nous avons prouvé

(4.16)
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- Nous pouvons obtenir, par un raisonnement similaire,

Puisque Cf et f(.,y) sont analytiques, rp(.,y) est analytique et, nous en déduisons

83

- Rappelons que f(O,at) = u(O,at) = at et que alu = Cf 0 u. Par unicité du problème de
Cauchy, nous en déduisons:

En particulier, nous obtenons

(4.18)

L'identité (4.14) peut donc se réécrire:

Xt = Xo + l t
Cf 0 u(gs,as) <> dgs +l t

b 0 u(gs,as)ds,

tandis que la formule du changement de variables appliqué à u(gt,at) donne:

Xt = Xo + l t
alu(gs,as) <> dgs +l t

a2u(gs,as)das.

Nous en déduisons

(4.19)

o

(4.20)

Comme ao = f(O,ao) = Xo = Yo, a et y vérifient le même problème de Cauchy (voir
(4.12) et (4.19)). Donc a est égal à y. Finalement, nous avons Xt = u(gt,Yt) pour tout
tE [0,1], ce qui achève la démonstration de la première partie.

La preuve de la deuxième partie est facile.

4.4 Approximations de la solution donnée par le théo­
rème 4.3.1

4.4.1 Approximation par des fonctions à variation bornée

Supposons que {g(k l } soit une suite de fonction de EV qui converge, dans un sens approprié,
vers la fonction g. Supposons, de plus, que {X(k l } soit la suite correspondante des solutions
des equations intégrales ordinaires

x~kl = Xo + l t

Cf(x~kl)dg~kl + l t

b(w~kl)ds, tE [0,1],



(4.22)

o
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où la première intégrale est au sens de Riemann-Stieltjes. Nous obtenons que {x(k)} converge
vers x donnée par (4.11). Rappelons que x est une solution de:

Xt = Xo + lt a(xs) 0 dgs + lt b(xs)ds, tE [0,1]. (4.21)

Plus précisément, nous énonçons le théorème de type Wong-Zakai:
Théorème 4.4.1. Supposons que b : IR -+ IR soit lipschitzienne) que a E C2N (IR) ait ses
dérivées première et seconde bornées et que {g(k)h2: l soit une suite de EV telle que

lim sup Ig~k) - gs 1 = O.
k---++oo O<s<l

Soit x(k) l)unique solution de (4.20). Alors la suite {x(k)h2: l converge uniformément vers
la solution x donnée par (4.11) de l)équation différentielle (4.2).

Preuve. Nous suivons la preuve classique de la Proposition 2.24 de Karatzas-Shreve
[33]. Posons z = (02U)-1 b 0 u où u est donnée par (4.10). Soit y(k) l'unique solution de
l'équation différentielle ordinaire

dy}k) = Z(g}k) ,yt))dt; Y6k) = Xo.

Le calcul intégral ordinaire implique que x~k) = u(g}k) ,y}k)) est l'unique solution de (4.20).

Comme x est donnée par Xt = u(gt,Yt) avec y vérifiant (4.12), le théorème sera prouvé si
nous montrons que

1· 1 (k) 1 - alm sUPO<s<l Ys - Ys - .
k---+oo - -

Fixons t E [0,1], n E N* et E E (O,e- Ln t) où Ln est la constante de Lipschitz associée à
z(x,.) et vérifiant (4.13). Posons

Tn = t 1\ inf {a ~ s ~ t: IYsl 2: n - 1 ou Igsl 2: n - 1},

et
T~k) = t 1\ inf {a ~ s ~ t: Iy~k) 1 2: n} .

On peut choisir k assez grand pour que

Vs E [O,Tn 1\ T~k)] : IZ(g~k) ,Ys) - z(gs,ys) 1 ~ E
2 et Ig~k) 1 ~ n.

Par conséquent, pour s E [O,Tn 1\ T~k)],

1 :s (y~k) - Ys) 1 ~ IZ(g~k) ,y~k)) - Z(g~k) ,Ys) 1 + IZ(g~k) ,Ys) - z(gs,ys) 1 ~ Ln Iy~k) - Ys 1 + E
2

.

Le lemme de Gronwall implique

Vs E [O,Tn 1\ T~k)] : Iy~k) - ysl ~ E
2é n t < E.

En particulier, nous en déduisons que Tn ~ T~k). En laissant déjà tendre k -+ +00 puis
E -+ 0, on conclut que:

lim sup Iy~k) - ysl = O.
k---++oo O::;S::;Tn

Pour n assez grand, nous avons Tn = t et (4.22) suit. La preuve du théorème est donc
terminée.
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4.4.2 Schémas d'Euler et de type Milshtein

Dans cette section, nous supposons que b : IR -t IR est lipschitzienne et que a E C2N (IR).
Nous supposons en outre que infxElR la(x)1 > 0, bien que nous pensons que cette hypothèse
est en fait superflue et est seulement d'ordre technique. Notons x la solution de (4.2)
donnée par le théorème 4.3.1. Soit x(n) l'approximation de x obtenue en appliquant le
schéma d'Euler classique de pas lin:

{

X~(n) - X

° - °
x~n) = xiï~ + a(xiï~)(gt - gk/n) + b(xiï~)(t - k/n), tE [k/n,(k + l)/n],

k = O,l, ... ,n - 1. Nous avons le:

Théorème 4.4.2. Quand n -t +00:

(4.23)

En particulier, remarquons que le schéma d'Euler converge toujours pour Œ > ~. On
peut améliorer la vitesse obtenue dans ce schéma en utilisant un schéma de type Milshtein
de pas l/n et d'ordre m E N*:

{

X~(n) - X

° - °~(n) _ v(n) 2m 1 , (j-1) v(n) j
X t - X k/n + 2:: j=l J[Pj(a,a ,... ,a )(xk/n)(gt - gk/n)

+b(xiï~)(t - k/n), tE [k/n,(k + l)/n],

k = O,l, ... ,n - 1. Les Pj sont les fonctions polynomiales données par l'identité formelle
suivante:

, - f W' ~T* (j) - p·(f f' f(j-1)) p. lIll[X X·]9 - og =} YJ El'!,g - J , , ... , ogavec J Ell'l,. 0,"" J-1'

Par exemple, nous avons:

g' = f 0 9 =} Pl = X o E IR[Xo]
g" = g' X (f' 0 g) = (fI') 0 9 =} P2 = X OX 1 E IR[XO,X1]

g'" = g' X [(f'2 + fI") 0 g] = (f1'2 + PI") 0 9 =} P3 = XoX? + X6X2 E IR[XO,X1 ,X2]
etc.

La vitesse de convergence de ce nouveau schéma est donnée par:

Théorème 4.4.3. Quand n -t +00:

SUPtE[O,l]i x t - x(n)(t) 1 = 0 (~{3)

avec {3 = inf{Œ,(2m + l)Œ - l}.

(4.24)
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En pratique, il conviendra donc de choisir l'entier m le plus petit possible tel que
(2m + l)a - 1 ::::: a pour obtenir la vitesse optimale avec le schéma le plus simple.

Nous faisons seulement la preuve du théorème 4.4.3, celle du théorème 4.4.2 se faisant
de même avec des arguments plus simples.

Preuve. Pour simplifier, nous ne faisons la preuve que pour m = 1.
- On a le:

Lemme 4.4.4. Pour tout k E {D,l, ... ,n - 1}, on a:

~(n) _ ~(n) 1 {(~(n) ) (~(n»)} ( ) b(~(n) )1/ O( 1 )x(k+l)/n - xk/n + 2 a x(k+l)/n + a xk/n g(k+l)/n - gk/n + xk/n n + n f3+l'
(4.25)

le 0 (nl+ 1 ) étant uniforme par rapport à k.

Nous repoussons plus loin la preuve de ce lemme et continuons la démonstration du
théorème.

- On sait que Xt = u(gt,Yt) avec u (resp. y) donné par (4.10) (resp. (4.12)). Posons

U(x,y) := (u(x,y),y), V(x,y) := U-l(x,y) =: (v(x,y),y).

L'existence de V est une conséquence du théorème d'Hadamard-Lévy (voir, par
exemple, [1] p. 130). Ainsi, on a gt = v(Xt,Yt) pour tout t. Posons gin) = v(i;~n) ,Yt).
On a alors i;~n) = u(gin),Yt) et

i;~~~l)/n = i;iï~+ [u(g~~L)/n'Yk/n) - u(giï~'Yk/n)] + [U(g~~~l)/n'Y(k+l)/n) - u(g~~L)/n'Yk/n)] .

Appliquons d'une part la formule (4.4) à la fonction Z H U(Z,Yk/n) et d'autre part

l'égalité des accroissements finis à la fonction t H U(g~~~l)/n'Yt). Il vient:

~(n) _ ~(n) 1 {o (~(n) ) + 0 (~(n) )} (~(n) ~(n»)
x(k+l)/n - xk/n + 2 lU gk/n,Yk/n lU g(k+I)/n,Yk/n g(k+l)/n - gk/n

+O((g~~L)/n - giï~)3) + o2u(g~~L)/n'YIi)Y~~ avec eE]k/n,(k + l)/n[.

O '1 t f '1 d ., . t· ~(n) ~(n) - O( l )r, l es aCI e e vou qu on a succeSSlvemen . g(k+l)/n - gk/n - ne<'

et

1
olu(giï~'Yk/n) + olu(g~~L)/n'Yk/n) = OIU(gt~'Yk/n) + olu(g~~L)/n'Y(k+I)/n) + 0(;;:).

Comme OIU = a(u), on en déduit (rappelons que (J = inf{a, 3a -1}):

1{ ( } 1 1~(n) _ ~(n) ~(n) ~ n) ~(n) ~(n) ~(n) 1 __

x(k+l)/n - xk/n+2 a(x(k+l)/n) + a(xk/n) (g(k+l)/n -gk/n)+02U(gk/n,Yk/n)Yk/n;;:+0(nf3+I)'
(4.26)
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le o (n{3\l ) étant uniforme par rapport à k. En faisant la différence entre (4.25) et

(4.26), il vient, en posant ft(n) = gt - g~n) et en se souvenant que infxEIR la(x) 1 > 0:

On a

[J2u(gkï~'Yk/n)Y~/n = [J2U(gk/n'Yk/n)Y~/n + O(lf~/~I).

D'après (4.12), [J2U(gt,Yt)Y; = b 0 u(gt,Yt). On a donc

Mais

donc

[J2u(gkï~'Yk/n)Y~/n - b(xiï~) = O(lf~/~I),

les 0 étant uniformes par rapport à k.

Posons Zk = sUPe=O,... ,k 1fe7~ 1· En faisant la somme dans l'égalité (4.27), il vient

est k-1 1
Zk ~ - L ze + 0(--(-1-).

n n fJ

e=o

En particulier, on en déduit, en posant Zt = sUPo::;s::;t If~n) l, que

est [nt] 1
Zt ~ z([nt]+!)/n ~ - L Ze + O(fi)

n n fJ

e=o

l ([nt]+!)/n 1 l t 1
~cst zudu+O(fj)~cst zudu+O(fj)'

o non

car t t----+ Zt est croissant et ft([nt]+!)/n zudu = O(~).

Par le lemme de Gronwall, on obtient Zl = sUPO<t<l Ig~n) - gtl = O(~). Ainsi:__ n

et la preuve du théorème est terminée.

o
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Preuve du lemme 4.4.4. Rappelons que, si m = 1, le schéma de Milshtein est le
suivant:

~(n) _ v(n) + (v(n))( ) 1( ')(v(n))( )2 b(~(n))l
X(k+l)/n - X k / n () X k / n 9(k+l)/n - 9k/n +"2 (}() X k / n 9(k+l)/n - 9k/n + X k / n -:;;,·

On en déduit:

( v(n) ) _ (~(n) (v(n))( ) O( 1 ))
() X(k+l)/n - () X k / n + () X k / n 9(k+l)/n - 9k/n + n inf{1,2a}

Ainsi,

1 [ (v(n)) (~(n) )] _ (v(n)) 1 ( ')(v(n))( ) O( 1 )"2 () X k / n + () X(k+l)/n - (j X k / n +"2 (j(j X k / n 9(k+l)/n - 9k/n + ninf{1,2a}'

et la conclusion du lemme s'en déduit facilement puisque 1 + inf{1,2a} ~ (3 + 1. o
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Chapitre 5

Absolue continuité dans les é.d.s.
unidimensionnelles dirigées par un mbf

5 .1 Introduction

Dans ce travail commun avec T. Simon, nous étudions l'absolue continuité de la solution
au temps t E]O,l] de l'é.d.s. unidimensionnelle:

(5.1)

où b,a sont des fonctions réelles et B H un mbf d'indice de Hurst H quelconque dans (0,1).
Dans (5.1), J; a(Xs ) 0 dBJ! est l'intégrale de Newton-Côtes considérée dans le chapitre

précédent. Dans la suite, nous prendrons pour solution de (5.1) celle donnée par (4.11),
c'est-à-dire:

X t = u(Bf,yt), tE [0,1],

avec u : lR2 ---+ lR donnée par

01U = a(u) et Vy E lR, u(O,y) = y

et Y : st x [0,1] ---+ lR donné par

(5.2)

Le but de ce qui suit est d'étudier l'absolue continuité par rapport à la mesure de Lebesgue
de X t pour t E]O,l].

Nous montrons tout d'abord que X t a une densité strictement positive pour tout t E

]0,1] dès que a ne s'annule pas. L'argument principal de la preuve est simple: par une
transformation de Girsanov convenable, on se ramène au cas b O. Alors X t = u(Bf,xo)
et il est facile de conclure.

89
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Clairement, cette condition sur a n'est pas optimale. Par exemple, dans le cas du
mouvement brownien classique (correspondant à H = 1/2), il existe un critère optimal dû
à Bouleau et Hirsch. Plus précisément, considérons l'équation déterministe

(5.3)

et le temps déterministe:

t x = sup{t E [0,1], l t

la(x s ) Ids = O} avec la convention sup{0} = O.

Alors, quand H = 1/2, la loi de X t est absolument continue si et seulement si t > t x (voir
le théorème 6.3. dans [10]).

Dans le cas H #- 1/2, nous montrons que le même critère a lieu quand H > 1/2 ou
quand H < 1/2 et a est analytique.

Remarquons que lorsque a est analytique, t x vaut en général 0 ou 1. En effet, si a(xo) #- 0
alors t x = O. Si a(xo) = 0 et que a n'est pas identiquement nulle, alors il existe un voisinage
Vxo de Xo tel que a(x) #- 0 pour tout x E Vxo \ {xo}. Si de plus b(xo) #- 0 alors tx = 0
(sinon, il existerait t E]O,l] tel que a(xs ) = 0 pour tout s E [O,t[ et on aurait Xs = Xo pour
tout s proche de 0; (5.3) impliquerait alors b(xo) = 0). Il reste le cas où a(xo) = 0 et b
est nulle dans un voisinage de xo. Dans ce cas, il existe E > 0 tel que x est constante pour
t E [O,E) et tx 2 E.

La preuve du critère de Bouleau-Hirsch dans le cas du mbf consiste tout d'abord à
calculer la dérivée de Malliavin de X t et ensuite d'utiliser le critère de Nualart-Zakai relatif
à l'absolue continuité des processus gaussiens.

5.2 Quelques rappels concernant le mouvement brow­
nien fractionnaire

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler quelques faits concernant la structure gaus­
sienne du mbf et sa dérivée de Malliavin. Nous suivons la section 3.1 de [38] et le chapitre
1.2 de [37].

Soit E l'ensemble des fonctions étagées [0,1]. Considérons l'espace de Hilbert 1l défini
comme la fermeture de E par rapport au produit scalaire

(l[o,t],l[O,sJ)1l = RH(t,s) d;j (t2H + S2H - It _ sI2H)/2.

Plus précisément, posons

KH(t,s) = r (H + 1/2)-1(t - S)H-l/2F (H - 1/2,1/2 - H; H + 1/2,1- t/s),

où F désigne la fonction hypergéométrique standard. Définissons l'opérateur linéaire K'k
de E vers L2 ([0,1]) par

t 8K
(K'kc/J)(s) = K H(l,s)c/J(s) + ls (c/J(r) - c/J(s)) 8r

H
(r,s) dr.
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K~ définit une isométrie entre 1i et L2 ([0,1]) et on a l'égalité
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(5.4)

Le mouvement brownien fractionnaire {Bf, t E [0,1]} est le processus gaussien centré de
fonction de covariance lE[BJl Bf] = RH(t,s), donc son espace gaussien associé est isomé­
trique à 1i via l'application 1 [O,t] f----+ Bf.

Soit f : IRn -+ IR une fonction régulière à support compact et considérons la variable
aléatoire F = f (Bt{, ... ,Bt:.) (on dit alors que F est une variable aléatoire régulière). La
dérivée de Malliavin de F est l'élément de L 2 (O,1i) défini par

En particulier DsBf = 1 [O,t] (s). Comme d'habitude, nous notons j[J)l,l la fermeture des
variables aléatoires régulières par rapport à la norme

et j[J)i;~ est son domaine local associé, c'est-à-dire l'ensemble des variables aléatoires F telles
qu'il existe une suite {(On,Fn), n ~ 1} c F X j[J)l,l vérifiant On t 0 p.s. et F = Fn p.s. sur
On (voir [37] p. 45 pour plus de détails). Finalement, rappelons le critère suivant qui est
dû à Nualart-Zakai (voir le théorème 2.1.3 dans [37]) :

Théorème 5.2.1. [Nualart-Zakai] Si F E j[J)i;~ et si p.s. IID.FII1i > 0, alors F admet une
densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur IR.

5.3 Un critère de non-nullité sur le coefficient de diffu-.
SIon

Le théorème suivant donne un critère simple et naturel sur a assurant que X t a une
densité strictement positive sur IR pour t E]O,l]:
Théorème 5.3.1. Si a ne s'annule pas, alors X t a une densité strictement positive sur IR
pour tout t E]O,l].
Preuve. 1) En considérant _BH au lieu de B H si nécessaire, on peut supposer que a > o.
En se rappelant que U : IR2 -+ IR est le fiot associé à a, il est clair que pour tout
y E IR fixé, x f----+ u(x,y) est une bijection sur IR. En effet, u(·,y) est clairement crois­
sante et I!. = limx-++oou(x,y) existe dans IRu {+oo}. Si I!. #- +00, alors limx-+ooolu(x,y) =
a(l!.) > a et limx-++oo u(x,y) = +00. D'une manière similaire, nous pouvons montrer que
limx-+-oo u(x,y) = -00, ce qui implique la propriété désirée. Notons v : IR2 -+ IR l'inverse
de u, i.e. v(x,y) est l'unique solution de u(v(x,y),y) = x.
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2) Quand b 0, nous avons facilement Xt = u(Bf,xo) pour tout t E [0,1] et nous
pouvons écrire, pour tout borélien A,

lP(Xt E A) = lP(Bf E v(A,xo)) = 1 1 exp (-~) dz
V27ft2H v(A,xo) 2t

2H

=~ rexp (_ u(Z,:;)2) ICT(U(Z,xo))ldz.
27ft2H }A 2t

Ainsi, X t a une densité strictement positive explicite donnée par:

1 ( u(Z,XO)2)ft(z) = ~ exp - 2 2H ICT(U(Z,xo))I·
27ft2H t

3) Quand b t 0, nous avons, pour tout t E [0,1],

Xt = u(Bf,yt) = u(Bf,u(v(yt,xo),xo)) = u(Bf + v(yt,xo),xo),

la dernière égalité venant de la propriété de flot de u. Ainsi, grâce au théorème de Girsanov
pour le mbf (voir le théorème 3.1 dans [38]), nous pouvons écrire

-HX t = u(Bt ,xo),

avec EH un mbf sous une probabilité Q équivalente à lP vérifiant ~ = ç avec ç > a p.s.
Ainsi, nous sommes réduits au cas où b O. Grâce à l'étude précédente, nous pouvons
conclure que, sous Q, X t a, pour tout t E]O,l], une densité strictement positive sur lR.
On déduit du théorème de Radon-Nykodym que Xt admet, sous lP, une densité ft pour
tout t E]O,l]. Il reste à voir que cette densité est strictement positive presque partout. Soit
At = {x E lR : ft(x) = a}. Supposons, par l'absurde, que 'x(At) > O. Alors Q(Xt E At) > O.
De plus, on a:

lP(Xt E At) = Ejp(l{XtEAt}) = EiQl(ç-1l{XtEAt}) > O.

Donc lP(Xt E At) = fJR lAt (x)ft(x)dx > 0, ce qui est absurde. La preuve du théorème est
donc terminée.

o
Remarque 5.3.2. Il est clair que notre hypothèse sur CT n'est pas nécessaire (pensons par
exemple à l'équation dXt = Xt 0 dBf, dont la solution est Xt = Xo exp Bf). Dans la
section suivante, nous donnons un critère optimal sur CT.

5.4 Extension d'un résultat de Bouleau et Hirsch

Considérons l'équation déterministe

(5.5)
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et le temps déterministe:
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où rJ et b sont les mêmes que dans (5.1). Quand H = 1/2, il a été prouvé par Bouleau et
Hirsch (voir par exemple le théorème 6.3. dans [la]) que X t admet une densité par rapport
à la mesure de Lebesgue si et seulement si t > tx' En particulier, X t a une densité pour
tout t dès que rJ(xo) 1= a (on peut aussi voir ce fait comme une conséquence de la condition
d'Hormander). Notre but est d'étendre ce résultat au cas du mbf:

Théorème 5.4.1. Supposons soit H > 1/2, soit H < 1/2 et rJ analytique. Soit {Xt, t ;:::: a},
{Xt, t ;:::: a} et tx définis comme précédemment. Alors la loi de X t est absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue si et seulement si t > tx'
Remarque 5.4.2. L'hypothèse H > 1/2 ou H < 1/2 et rJ analytique ne sert qu'à assurer
que l'on a un théorème d'unicité lié aux équations différentielles stochatiques dirigées par
B H

. Mais, si on remplace l'intégrale de Newton-Côtes par l'intégrale liée aux trajectoires
rugueuses - rough paths en anglais - étudiée par Coutin et Qian [14] dans le cadre des é.d.s.
dirigée par le mbf (et reprise par Feyel et de La Pradelle [19]), la même démonstration per­
mettrait d'obtenir le théorème pour HE (1/4,1/2), et ceci sans condition supplémentaire
sur rJ.

5.4.1 Preuve du Théorème 5.4.1

Avant de prouver le théorème, nous commençons par énoncer un lemme qui étend la
proposition 2.1.2 dans [11], chapitre IV, au mbf:

Lemme 5.4.3. Supposons soit H > 1/2, soit H < 1/2 et rJ analytique. Avec les notations
précédentes, nous avons:

p.s., tx inf{t E]O,l], rJ(Xt) 1= a}, (5.6)

avec la convention inf 0 = 1.

Preuve. Fixons W E n et posons T(W) = inf{t > 0, rJ(Xt)(w) 1= a}.
1. Si t < T(W) alors f~ rJ(Xs)(w) 0 dB;r(w) = a (rappelons que l'intégrale de Newton­

Côtes est définie trajectoire par trajectoire). Ainsi, si t < T(W), Xt(w) = Xo +
f~ b(Xs(w))ds et, par unicité, Xt(w) = Xt· Par conséquent, pour tout t < T(W),
f~ IrJ(xs)lds = 0, i.e. tx ;:::: T(W).

2. Nous avons
rJ(Xs) = a pour tout sE [O,tx). (5.7)

Soit t < tx' Donc Xt = Xo + f~ b(xs)ds + f~ rJ(xs) 0 dB;r (w).
- Cas où H > 1/2. Dans ce cas, l'intégrale de Newton-Côtes coïncide avec l'inté­

grale classique de Stieltjes et le Théorème d'unicité 4 dans [45] (par exemple)
implique que Xt = Xt(w).
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- Cas où H < 1/2 et a analytique. Puisque x est à variation bornée, le théorème
d'unicité 4.3.3 du chapitre précédent s'applique. En effet, on peut écrire Xt =
f(Bf(w),xt) avec f : IR2 --+ IR analytique en la première variable donnée par
f(a,b) = b. Donc Xt = Xt(w).

Par continuité de a et de x, nous déduisons de (5.7) que a(Xt(w)) = 0 pour tout
t < t x , i.e. T(W) ~ t x '

Preuve du théorème 5.4.l.

1. Commençons par introduire des notations que nous garderons tout au long de la
preuve. Soit t > 0 fixé. Rappelons que X t = u(Bf,Y,,), où u est le flot associé à a:

u(X,y) = y + lX a(u(z,y)) dz.

D'autre part, Y est l'unique solution de

où nous avons posé, pour tout s ~ 0,

la seconde égalité étant une conséquence immédiate de (5.8):

{
012U(X,y) = 02U(X,y) a'(u(x,y)) ~ ( ) _ lX '( ( ))d
~ (0 ) - 1 ===} U2U x,y - exp a u z,y Z.U2 U ,y - 0

Notons que L s > 0 p.s. pour tout s ~ o.
Introduisons le processus Ms = 022U(B{l,Ys)' Nous avons, grâce à (5.11):

EH

Ms = L s18

ail (u(z,~) )02u(z,Ys)dz.

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

2. Maintenant, nous allons dériver au sens de Malliavin les variables aléatoires X s , pour
s :::; t. Dans la suite, r E [O,t] désigne un réel fixé. Comme X s = u(B{l,Ys), la règle
des dérivées composées (voir la proposition 1.2.2 dans [37]) donne

En particulier, en posant N s = L;lDrXs pour tout s :::; t, nous obtenons

(5.12)
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D'après (5.10), la formule du changement de variables (voir le théorème 4.1.7) im­
plique

Lt = 1 +1t

Ls(/(Xs) 0 dB:; +1t

Ms dYs'

On écrit Lt1a(Xt) = f(Bf,Yt) avec f(x,y) = a(u(x,y)) exp{ - Jox a'(u(z,y))dz}.
Puisque od(Bf,Yt) = 0 et

iJ,f(BiI,y,) = [iJ,U( RiI ,Y,)c1(u(RiI ,Y,)) - a(u(Bf ,Y,)) l Uf
aU(u(z,Y,) )02U(Z,Y,)dZ]

BH

xexp{-1 t a'(u(z,Yt))dz} = [Lta'(Xt) - a(Xt)Lt
1Mt] Lt

1,

la formule du changement de variables fournit:

Lt1a(Xt) = L;:la(Xr) + I t

(a'(Xs) - D;2Msa(Xs)) dYs. (5.13)

D'autre part, en appliquant Dr de part et d'autre de (5.9), nous obtenons

Mais Ns = L-;l DrXs et b(Xs)ds = LsdYs, donc:

DrYt = I t

Nsb'(Xs) ds +I t

Dr(L-;l)LsdYs.

Mais L-;l = exp{- JoB{f a'(u(z,Ys))dz}, d'où:

DrYt = I t

Nsb'(Xs) ds -lt
(a'(Xs) + L;l MsDr(Ys)) dYs'

D'après (5.12), on a:

DrYt = I t

Nsb'(Xs) ds - I t

(a'(Xs) - L;2Msa(Xs) + L;l MsNs) dYs. (5.14)

D'après (5.12), (5.13) et (5.14), nous obtenons

Nt Lt1a(Xt) + DrYt

= L;:la(Xr) + I t

(b' (Xs) - r;2 Msb(Xs)) Ns ds.

N vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre qui se résout:
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Si on applique la formule du changement de variables à JOB~ a'(u(z,~))dz, on obtient,
grâce à (5.10):

T" = exp [[ ,,' (Xu ) 0 dB:! + [(fI! "u (u (z,Y~) )D,u(z,Yu)dw) dYu]

exp [l S

a' (Xu) 0 dB:! + l S

L;:l Mu dYu] .

Donc

DrXt = cr(Xr)exp [it b' (Xs) ds + i
t
a' (Xs) 0 dB~] .

3. Fixons t > tx ' Le lemme 5.4.3 et la continuité p.s. de r M a(Xr ) assurent qu'il existe
un intervalle non trivial de [O,t] dans lequel la fonction r M DrXt ne s'annule pas.
Avec les notations de la section 5.2, nous en déduisons IID.Xt I1 1l > 0 p.s.. Grâce au
théorème 5.2.1, nous pouvons conclure que X t a une densité par rapport à la mesure
de Lebesgue.

4. Fixons t ::::; t x ' Par unicité, il suit que X t = Xt p.s. où Xt est déterministe, donc X tne
peut pas avoir de densité.

La preuve du théorème 5.4.1 est donc terminée. o
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Chapitre 6

Approximation du coefficient de
volatilité et test d'adéquation

Ce travail a été réalisé en collaboration avec M. Gradinaru et est totalement indépen­
dant des chapitres précédents.

Dans la première section, nous énonçons les résultats concernant les vitesses de conver­
gence. La deuxième section contient la construction des tests d'adéquation. Les preuves
sont données dans la troisième section.

6.1 Convergence en loi des approximations distribution

6.1.1 Modèle semimartingale

Soit Y la semimartingale donnée par

(6.1)

où IJ E C1,2([0,1] x IR.; IR.) a des dérivées bornées par rapport à la seconde variable et
M est un processus continu adapté. Nous notons -:f; et J les processus sur [0,1] donnés
respectivement par

~N~_l t

-:f;(t):= L (Y(i+l)2- N - li2- N )2 ,N E N*, et J(t) := llJ(s,Bs)2dS. (6.2)
i=O 0

Notons que, pour t fixé, -:f;(t) est une approximation presque sûre de J(t). Par exemple,
quand Y est un mouvement brownien standard, une élégante démonstration de ce fait peut
être trouvée dans le cours de 3ème cycle de Jacques Neveu de 1972 "Intégrales stochastiques
et applications" (je remercie Marc Yor de m'en avoir fourni une copie). Une amélioration de

...........
ce résultat est que, presque sûrement, JN converge, comme processus, uniformément vers
J quand N -+ 00. En effet, il suffit d'utiliser des techniques similaires à celles développées

97
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(6.3)

dans la section 2.5 du chapitre 1. Signalons que, si Y est un mouvement brownien standard
(i.e. a 1 et MO), la convergence presque sûre de la variation quadratique définie
d'une manière plus générale que par (6.2) (avec d'autres subdivisions que les dyadiques)
est étudiée de manière complète par Dudley [17] et De La Vega [50].

Concernant la convergence en loi, nous avons le:
Théorème 6.1.1. Quand N ----+ 00,

2N / 2(J; - J)~hl· a(s,(3(l) (s))2d(3(2) (s),

où (3(1) et (3(2) sont deux mouvements browniens indépendants standards.

Remarquons que la fonction inconnue a apparaît dans la limite (6.3). Pour éviter ce
problème, on peut utiliser la:
Proposition 6.1.2. Posons

[2 N t]-1

V;;(t) := 2N L (Y(i+1)2- N - Yi2- N )4 ,t E [0,1], NE N*.
i=O

Alors, nous avons, pour t E]O,l] fixé, quand N ----+ 00,

(6.4)

(6.5)

(6.6)

Signalons que, dans une prépublication non publiée de Jacod [31], des résultats similaires
au Théorème 6.1.1 et à la Proposition 6.1.2 sont démontrés. Nous remercions son auteur
de nous avoir fait part de son travail, après que nous lui ayons envoyé une version du nôtre.

6.1.2 Modèle de diffusion

Tournons-nous maintenant vers l'étude de la solution forte de l'équation différentielle
stochastique (1.20). Ici et dans toute la suite, nous notons (fl,F,P) l'espace de probabilité.
Nous supposons que eE C1,2([0,1] x IR; IR) a des dérivées bornées par rapport à la seconde
variable et que b E C1,1([0,1] x IR; IR).

Encore une fois, notons que Î;;, donné par (1.23), converge presque sûrement vers le
processus continu l donné par (1.22) (voir par exemple Berman [7], Théorème 4.1).

Pour étudier la convergence en loi, nous devons supposer de plus que eest uniformément
elliptique: infxElR.le(x)1 > O. Posons

l x dy -1
g(s,x) := o-() ,G(s,x) := (s,g(s,x)),F(s,x) := G (s,x) =: (s,f(s,x)).

Xo s,y

L'existence de F est une conséquence du théorème d'Hadamard-Lévy (voir, par exemple,
[1] p. 130). Posons Et := g(t,Xt) ou, de manière équivalente, X t = f(t,Et). Grâce à la
formule d'Itô, par (1.20), nous pouvons écrire
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avec Cs := -(~ - 0c;/ +osg)(s,Xs). Par conséquent, en appliquant le théorème de Girsanov
(le critère de Novikov étant facilement vérifié vu les hypothèses sur 0), nous en déduisons
que f3 est mouvement brownien sous la probabilité Q donnée par

11 111dQ = exp( Cs dEs - - C;ds)dP =: exp(Z)dP.
0 2 0

Ainsi, nous pouvons écrire

(6.7)

(6.8)

et X est relié, par un changement de probabilité, à Y donné par (6.1). Ainsi, en utilisant
le théorème 6.1.1 et la proposition 6.1.2, nous obtenons:
Corollaire 6.1.3. 1. Quand N ----+ 00,

2N
/ 2(hv - I)~V21- O(S,j(S,f3(l) (S)))2 df3(2) (s), sous Q. (6.9)

Ici, f3(i); i = 1,2, sont deux mouvements browniens standards indépendants sous Q et
f est donnée par la dernière égalité dans (6.6).

2. Posons
[2 N t]-l

û";(t) := 2N L (X(i+1)2- N- X i2-N)4 ,tE [0,1], NE N*.
i=O

Nous avons alors, pour t E]O,l] fixé, quand N ----+ 00,

2N
/
2 (û";(t)) -~ (hv(t) - I(t)) ~~N(O,l), sous Q.

(6.10)

(6.11)

Si on veut continuer d'utiliser la probabilité initiale P, la proposition suivante précise la
vitesse de convergence (en gros, 2N

/
2

) et permet de construire des intervalles de confiance
asymptotiques pour I(t):
Proposition 6.1.4. 1. Soit r > ~. Nous avons, pour t E]O,l] fixé:

\IR> 0: J~ P (2?N (û";(t)) -~ Ihv(t) - I(t) 1:2: R) = 1.

2. Soit", > °tel que Ep (Z2) ~ ",2 avec Z donné par (6.7). Soit epK, : [0,1] ----+ [O,e-K,] la
"bijection continue donnée par epK,(x) = xe- Vi. Nous avons, pour t E]O,l] fixé et pour

tout TJ > 0:

lim sup P (2N
/
2 (û";(t)) -~ Ihv(t) - I(t) 1 :2: TJ) ~ ep;;l ( ~ r e-

x22
dX) .

N-+oo y 21f J1xl?..jf'fJ

Signalons que nous avons appris, après avoir soumis notre travail, l'existence d'un papier
de Delattre et Jacod [15], avec des résultats semblables aux nôtres, dans le cas des équations
différentielles stochastiques du type que nous avons étudié.
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6.2 Test d'adéquation

6.2.1 Modèle de semimartingale

Notons Cb,o l'ensemble des fonctions analytiques réelles non constantes 'lj;, ayant des
dérivées première et seconde bornées et telles que 'lj;(0) = O.

Nous observons une semimartingale de la forme yt = ip(Bt ) , t E [0,1], avec ip E Cb,o
inconnue. Si'lj; E Cb,o est connue, nous sommes intéressés par tester l'hypothèse Ho : ip(I·I) =
'lj;(1 . 1) contre l'alternative Hl : ip(1 . 1) =/= 'lj;(1 . 1)· Plus précisément, nous étudions les deux
situations suivantes: 'lj; est une bijection strictement monotone ou 'lj; vérifie 'lj;,2 = F('lj;),
avec F une fonction réelle de classe Cl.

Remarquons que si 'lj; est une bijection strictement monotone alors il est classique de
tester si 'lj;-l (yt) est un mouvement brownien standard. En effet, il suffit de décider si
(2N/2'lj;-I(Y2_N ),2N/2('lj;-I(Y;x2_N) - 'lj;-I(Y2-N )), ..• ,2N/2('lj;-1(1l) - 'lj;-I(YI_2-N ))) est un
échantilllon d'une loi normale centrée réduite. Ici, nous proposons une procédure alternative
qui peut s'appliquer aussi si 'lj; n'est pas une bijection.

Si au moins une des valeurs observées {li2-N, i = 0, ... ,[2Ntl -1} n'est pas dans l'image
de la fonction 'lj;, Ho est bien entendu rejetée. Sinon, nous posons, pour tE [0,1] et N E N*:

irrt;(t) :=

[2N t]-1

2-N L ('lj;' 0 'lj;-l) (li2-N )2, si 'lj; est une bijection strictement monotone
i=O

[2 N t]-l

2-N L F(li2-N), si 'lj; vérifie 'lj;'2 = F('lj;) avec F une fonction Cl.
i=O

(6.12)
Si 'lj; est une bijection strictement monotone qui vérifie aussi une équation du type

'lj;,2 = F('lj;), on a ('lj;' o'lj;-l? = F et irrt; est bien défini. Un exemple de bijection strictement
monotone (resp. de fonction vérifiant 'lj;,2 = F('lj;)) auquel on pourra appliquer notre test
est arctan x (resp. sin x) .

Rappelons que l; est donné par (6.2) et 11;; par (6.4).
Proposition 6.2.1. Introduisons la statistique de décision:

TN(t) = A,2N/2 (11;; (t)) -! 1l;(t) - i~(t) l, t E [0,1], NE N*.

1. Supposons que Ho ait lieu. Alors, pour tout t ElO,ll:

où G est une variable aléatoire normale centrée réduite.

2. Supposons que Hl ait lieu. Alors, pour tout t ElO,l l:

TN(t) p.s,> 00, quand N -----+ 00.

(6.13)

(6.14)

(6.15)
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Exemple. Décrivons un exemple d'application de ce test. Tous les calculs peuvent être
fait en utilisant, par exemple, une procédure Matlab. Nous observons une trajectoire Y
donnée par la figure 6.1. Notons que Y(t) E [-1,1] quand tE [0,1]. Ainsi, si nous suspectons

O.B

0.6

0.4

FIG. 6.1 - Semimartingale observée

que yt = cp(Bt ), nous recherchons une fonction cp dont l'image est contenue dans [-1,1].
Par exemple, on peut tester Ho avec la bijection strictement monotone 'IjJ(x) = ~ arctanx.
Dans ce cas, nous obtenons

TN (l)(w) = JI2 N
/

2 (f7;;(1) (w)) -~ 1:1;;(1) (w) - iîrt;(l) (w) 1 = 36,9889.

Puisque P(IGI > 36,9889) < 10-2
, nous pouvons rejeter Ho en utilisant (6.14).

Testons maintenant Ho avec 'IjJ(x) = sinx qui vérifie 'IjJ,2 = F('IjJ) avec F(x) = 1 - x2.
Nous obtenons

TN (l)(w) = JI2 N
/

2 (f7;;(1) (w)) -~ 1:1;;(1) (w) - iîrt;(l) (w) 1 = 0,6759.

Puisque P(IGI > 0,6759) = 0,5, nous ne pouvons pas rejeter Ho.

6.2.2 Le modèle de diffusion

Notons Cb ± l'ensemble des fonctions analytiques réelles non constantes avec des dérivées,
première et seconde bornées, qui ne s'annulent pas.

Supposons que nous observons une diffusion X sous la forme (1.20) avec 0 E Cb,±
inconnue et b E Cl (IR.) connue ou inconnue.

Si '13 E Cb,± est connue, nous sommes intéressés par tester l'hypothèse Ho : '132 = 02

contre l'hypothèse alternative Hl : '132 =1- 02
•

Posons
[2 N tJ-I

iîrt;(t) := 2-N 2..: '13 (Xi2-N )2, tE [0,1], NE N*,
i=O

(6.16)
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et rappelons que h:r et U; sont donnés par (1.23) et (6.10) respectivement.
Proposition 6.2.2. Introduisons la statistique de décision TN donnée par:

TN(t) = JI2N/2 (U;(t)) -~ [h:r(t) - i!rt;(t) 1 ' t E]O,l], NE N*.

1. Supposons que Ho ait lieu. Alors, pour tout 'f} > 0 et pour t E]O,l] fixé:

limsupP (TN(t) :::::: 'f}) :::; cjJ;;l ( ~ re-x: dX) .
N-too y 27f J1xl?'f/

2. Supposons que Hl ait lieu. Alors, pour tout t E]O,l]:

TN(t) p.s,> 00, quand N -+ 00.

(6.17)

(6.18)

(6.19)

Exemple. Décrivons un exemple d'application de ce test. Encore une fois, tous les
calculs peuvent être réalisés en utilisant une procédure Matlab par exemple. Nous observons
une trajectoire X donnée par la figure 6.2. Remarquons que considérer la diffusion sur

-2

-4

-6

-8

FIG. 6.2 - Diffusion observée

l'intervalle de temps [0,10] au lieu de [0,1] n'est pas une contrainte. Nous testons Ho avec
'l9 (x) = 1 + 2 cos x, c'est-à-dire nous suspectons que X vérifie

X o = 5 et dXt = (1 + 2 cosXt)dBt - dt, tE [0,10].

Dans ce cas, nous obtenons

TN(10)(w) = JI2N/2 (U;(10)(W)) -~ 1h:r(10)(W) - i!rt;(10)(w)1 = 115,2572

et nous avons (voir (6.7)):

rlO
1 ta 2 1 1 cos X s 1 3

Z = Jo CsdBs - 2Jo Csds, avec ICsl = 2 + sin(Xs) + 2 :::; 2'

Ceci implique que Ep (Z2) :::; 823~40 et nous pouvons choisir K = 51.

Puisque cjJ;;,l (k ~XI?115,2572e-
x
: dx) < 10-2, nous pouvons rejeter Ho.
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Preuve du théorème 6.1.1. Tout d'abord, en utilisant un argument de localisation,
il n'est pas difficile de prouver que la partie variation finie de Y n'a aucune contribution
sur la limite. Par conséquent, dans la suite, nous supposerons que M =0 dans (6.1).

Nous pouvons écrire

avec

et

Grâce à l'inégalité classique de Burkholder-Davis-Gundy et en utilisant le fait que CT a des
dérivées bornées par rapport à la deuxième variable, nous pouvons prouver que

Par conséquent, pour obtenir la convergence (6.3), il suffit de montrer que 2N/2jN converge
en loi vers y'2Jo· CT(S,f3(l) (S))2 df3(2) (s), comme nous pouvons le voir en utilisant le lemme
classique suivant (voir aussi le lemme 3.4.3):

Lemme 6.3.1. Considérons {XN(t) : t E [0,1]} et {YN(t) : t E [0,1]} deux suites de
processus stochastiques réels continus, issu de 0, tels que, quand N ---+ 00, XN converge en
loi vers X comme processus et E{SUPtE[O,l] IYN(t) 1

2
} ---+ O. Alors, quand N ---+ 00, XN+YN

converge vers X en loi, comme processus.

Introduisons, pour N E N*, le processus ZN donné par:

[2 N t]-1 (i+l)2- N s [2 N t]-1

ZN(t) = 2x2
N/

2 t; 12-
N

dBs 12-
N

dBu = 2
N

/
2 t; [(B(i+l)2- N - Bi2-N)2 - 2-

N
] .

(6.20)
Nous découpons la preuve de la convergence de 2N/2jN = Jo· CT(s,Bs)dZN(s) en plusieurs
pas:

a) Convergence dans le cas particulier où CT 1.
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Soit {GdiEN une famille de variables aléatoires i.i.d. de loi normale centrée réduite. Nous
avons, pour tout N E N:

~N~_l ~N~_l

2N/2 L [(B(i+l)2- N - Bi2-N)2 - 2-N] ~ 2-N/2 L (G; - 1).
i=O i=O

La convergence en loi dans le cas particulier où a 1 découle donc directement du théo­
rème central limite standard fonctionnel.

b) Convergence en loi pour toute fonction a.
i) Nous pouvons écrire ZN(t) = ZN(t) - RN(t), où la martingale ZN est donnée par:

et le reste par RN(t) := 2 x 2N/2Ir~Nt]2-N dB8 Ir;Nt]2-NdBu ' Il n'est pas difficile de montrer

que limN--+oo E{SUPtE[O,l] IRN(t) 1

2
} = O. Encore une fois, par le lemme 6.3.1, il suffit d'étudier

la convergence en loi de ZN. Fixons t E [0,1]. En appliquant successivement la formule d'Itô
et la version stochastique du théorème de Fubini, la variation quadratique de ZN vérifie

[ZN,ZN](t) = slt

dBu lU dBv l t
ds fN(S,U) fN(S,V) + 41t

ds18

du fN(S,U?

D'une part, notons que

41t
ds18

dufN(s,u? = 2 [2Nt]2-N + 2 (t - [2Nt]2-N)2 -+ 2t, quand N -+ 00.

Grâce à la formule d'isométrie, nous avons, d'autre part,

[2
N

t]-ll(i+l)2-
N lU 1(Hl)2-

N
1 8

= 2 X 22N L du dv ds dw
i=O i2- N i2- N U u

+2 X 22N r du ru dv l t
ds18

dw = O(TN),
J[2Nt]2-N J[2Nt]2-N U u

quand N -+ 00. Ainsi, nous en déduisons que U -limN--+oo[ZN,ZN](t) = 2t.

ii) En utilisant la version stochastique du théorème de Fubini, la covariation entre ZN et
B vérifie
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Nous en déduisons que
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est un O(2- N ) et tend vers aquand N --+ 00.

iii) Par un raisonnement similaire, nous pouvons prouver que

iv) Notons {3N le mouvement brownien associé à ZN quand on applique le théorème de
Dubins-Schwarz. Par les pas i)-iii) et par la version asymptotique du théorème de Knight

(voir, par exemple, [40] pp. 495-496), nous en déduisons, quand N --+ 00, (B,{3N)~ ({3(1),{3(2)),

où {3(1) et {3(2) sont deux mouvement browniens standards indépendants. Puisque L2 -

limN-too[ZN,ZN](t) = 2t, il vient, quand N --+ 00, (B,ZN)~ ({3(1) ,.;2 {3(2)). Posons &t = t,

t E [0,1]. Alors, (&,B,ZN)~ (&,{3(1) ,.;2 {3(2)), quand N --+ 00 et, grâce au lemme 6.3.1,

(6.21)

Puisque a est une fonction continue, nous avons (O'(&,B?,ZN)~ (O'(&,{3(1))2,.;2 {3(2)), quand
N --+ 00. En utilisant le résultat concernant la convergence en loi des intégrales stochastique
(voir Jakubowski et al. [32] p. 125), nous obtenons, quand N --+ 00,

2N/2jN = 1- O'(s,Bs )2 dZN(s)~hl-O'(s,{3(1)(s))2 d{3(2) (s).

En effet, nous vérifions la condition suivante: 'lit 2: 0, VA processus prévisible borné par 1,
'liN E N*,

Par conséquent, la preuve de (6.3) est terminée.

Preuve de la proposition 6.1.2. Notons SN le processus donné par

(2 N t]-l

SN(t) = 2N I: (B(i+1)2- N - Bi2-N)4 ,t E [0,1], NE N*.
i=ü

o

À ce stade, nous avons besoin du:
Lemme 6.3.2. Pour tout tE [0,1], SN(t) converge vers 3t en probabilité) quand N --+ 00.
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Finissons d'abord la preuve de la proposition 6.1.2 avant de démontrer le lemme.
Puisque SN(t) converge en probabilité vers une limite déterministe, nous pouvons en dé­
duire, en utilisant (6.21), que, lorsque N -7 00,

avec (3(1) et (3(2) toujours deux mouvements browniens standards indépendants et f.,(t) = t,
tE [0,1]. De plus, par un raisonnement similaire à celui du pas iv) de la preuve du théorème
6.1.1, pour t E [0,1] fixé, nous obtenons tout d'abord, quand N -7 00,

(l t

a(s,Bs )2 dZN(s) , l t

a(s,Bs )4 dSN(s) ) ~

(v01t a(s,(3(1)(s))2d(3(2)(s), 31ta(s,(3(1)(s))4dS )

et ensuite, quand N -7 00,

Finalement, puisque la fonction (x,y) H Jy est contine sur lR. x lR.~, nous en déduisons que,
lorsque N -7 00,

Grâce à l'indépendance entre (3(1) et (3(2), il est facile de voir que, pour tout t E]O,l] fixé,

La preuve de (6.5) est terminée.
D

D

Preuve du lemme 6.3.2. Pour t 2: °fixé, SN(t) a la même loi que 2-N L:~::t]-l ct
avec les Ci des v.a.r. i.i.d. de loi N(O,l). Par la loi des grands nombres, SN(t) converge
donc en loi vers 3t. La limite étant déterministe, elle converge aussi en probabilité.

Preuve de la proposition 6.1.4. Commençons par énoncer le:
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Lemme 6.3.3. Soit c/J", comme dans la proposition 6.1.4. Nous avons, pour tout événement
A E:F,

Q(A) 2: c/J",(P(A)) ~ P(A) ~ c/J: 1 (Q(A)). (6.22)

En particulier, si (An) est une suite d'événements de :F telle que Q(An) ---+ 0 (resp. ---+ 1),
alors P(An) ---+ 0 (resp. ---+ 1), quand n ---+ 00.

Finissons la preuve de la proposition 6.1.4. Fixons t E]O,l]. Soit R> O. Nous pouvons
écrire, pour tout No E N et N 2: No,

-+N->oo Q ( ~IGI :> 2b~2)N") -+No'oo 1.

Ici et dans la suite de la preuve, nous notons G une variable aléatoire de loi normale centrée
réduite sous Q. Par conséquent, en utilisant le lemme 6.3.3, nous obtenons la première partie
de la proposition 6.1.4. Pour la seconde partie, en utilisant successivement le lemme 6.3.3
et (6.11), nous voyons que

o
Preuve du lemme 6.3.3. Nous avons, en utilisant successivement les inégalités de

Jensen et de Cauchy-Schwarz,

1 J ()d ( ) Ep(ZlA)
Q(A) = Ep (é lA) 2: eP(A) A Z W P W P(A) = e P(A) P(A) 2: c/J",(P(A)).

o

Preuve de la proposition 6.2.1. La première partie est une simple conséquence de la
proposition 6.1.2 (et aussi du lemme 6.3.1). Nous prouvons la seconde partie en considérant
les deux situations:

i) Cas où 'ljJ est une bijection monotone. Nous avons, pour t E]O,l] fixé,
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D

Supposons que

Il suit que la loi de la variable aléatoire f~(rp'(Bu)2 - ('ljJ' a 'ljJ-I a rp)(Bu)2)du n'est pas
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. À ce stade, nous avons besoin
du:

Lemme 6.3.4. Soit h une fonction réelle analytique et soit T E]O,l]. La loi de fOT h(Bu)du
est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue si et seulement si h t. cst.

Admettons un instant ce résultat (sa preuve est repoussée à la fin de cette section).
Nous en déduisons que rp,2 - ('ljJ' a 'ljJ-I a rp? = c, c E IR. De plus, c = 0 nécessairement parce
que

0< P (l t

(rp'(Bu)2 - ('ljJ' o'ljJ-I orp)(Bu?)du = 0) = P(ct = 0).

Par conséquent, rp,2 = ('ljJ' a 'ljJ-I a rp)2. Par un argument de connexité, nous obtenons que
rp' = E'ljJ'o'ljJ-Iorp, avec E E {±1}. Ainsi, rp est injective et nous avons rp'orp-l = E'ljJ'o'ljJ-I ou,
de manière équivalente, (rp-l)' = E('ljJ-I)'. Nous obtenons finalement que rp-I(X) = E'ljJ-I(X)
pour tout x E IR, ou de manière équivalente que rp(x) = 'ljJ(EX) pour tout x E IR. C'est en
contradiction avec Hl! Par conséquent, presque sûrement f~(rp'(Bu)2-('ljJ'o'ljJ-Iorp)(Bu)2)du
ne s'annule pas et (6.15) a lieu.

ii) Cas où 'ljJ,2 = F('ljJ). Dans ce cas:

Supposons que

Encore une fois, il suit que la loi de la variable aléatoire f~(rp'(Bu? - F(rp) (Bu)2)du n'est
pas absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. En utilisant encore une fois
le lemme 6.3.4, nous obtenons que rp,2 = F( rp) et donc que 2rp'rp" = rp' F' (rp). D'une part,
par l'analycité de rp, l'ensemble {x : rp'(x) #- O} est dense dans IR, ce qui nous permet de
simplifier: 2rp" = F'(rp). D'autre part, nous avons rp'2(0) = F(O) = 'ljJ'2(0) et rp(O) = 'ljJ(0).
Par unicité dans le problème de Cauchy, nous en déduisons rp(1 . 1) = 'ljJ(1 . 1), qui est en
contradiction avec Hl.

Preuve de la proposition 6.2.2. Si nous supposons que Ho a lieu, alors (6.18) est une
conséquence de la proposition 6.1.4. Supposons que Hl ait lieu. Nous avons, pour t E]O,l]
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fixé,

I&(t) - i~(t) 1 p.s.) lit(e(xu)2 - ~(Xu?)dul ' quand N -7 00.

Supposons que

109

P(i t
(e(Xu)2 - ~(Xu)2)du = 0) > O.

Encore une fois, il vient que la loi de la variable aléatoire f;(e(Xu)2 - ~(Xu)2)du n'est pas
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. Utilisons un résultat similaire
au lemme 6.3.4:

Lemme 6.3.5. Soit h une fonction analytique réelle et soit T E]O,l]. La loi de faT h(Xu)du
est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue si et seulement si h t- est.

De ce résultat, on en déduit que ~2 - e2 = c, c E Ilt De plus, c = 0 nécessairement
parce que

o< P (i t
(e(Xu)2 - ~(Xu)2)du = 0) = P(ct = 0).

C'est en contradiction avec Hl! o

Preuve des lemmes 6.3.4 et 6.3.5. Nous utilisons le calcul de Malliavin. Le théorème
2.1.3 dans Nualart [37] p. 87 nous apprend que si F E ]jJ)1,2 et si faT (DtF)2dt > 0 presque
sûrement alors la loi de F est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue
sur nt

Tout d'abord, si F = faT h(Bu)du, alors DtF = faT Dt(h(Bu))du = ,ftT h'(Bu)du. Nous
avons P(Vt, DtF = 0) = P(\ft, h'(Bt ) = 0). Si nous supposons que P(\ft, h'(Bt) = 0) > 0
alors, en particulier, P(h'(BT) = 0) > O. Puisque h est analytique et que la loi de la
variable aléatoire BT est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, nous
en déduisons que h' == O. La conclusion du lemme 6.3.4 suit immédiatement.

Ensuite, si F = faT h(Xu)du avec X donnée par (1.20), alors

et la conclusion du lemme 6.3.5 suit comme précédemment. o
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