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Résumé

L'algèbre universelle est l'un des fondements théoriques de l'informatique. Mais
c'est un calcul insuffisant et trop simple pour au moins deux raisons:
• on ne distingue aucun sous-ensemble du support; il est donc impossible de raisonner

sur telle partie du support à laquelle on s'intéresse;
• on ne considère que des fonctions, confondant ainsi domaine d'une fonction et support

de l'algèbre.
Aussi l'algèbre universelle stricto sensu est-elle inapplicable à l'étude de certains objets
mathématiques (les corps par exemple) et à la modélisation de logiciel (à cause des
exceptions).

On est donc conduit à s'intéresser à des théories plus générales.
• Pour raisonner sur l'inclusion on dispose de l'algèbre ordosortée (order-sorted algebra).
• Pour raisonner sur les semi-fonctions (" fonctions partielles ") on dispose de l'algèbre

partielle.
Malheureusement de nombreux auteurs ne jugent pas la première satisfaisante. Et la
seconde ne connaît pas véritablement le succès.

J'ai donc repris l'étude à la source, pour mettre à jour au bout du compte un
procédé de calcul unique et uniforme, applicable et aux semi-fonctions (algèbre partielle)
et à l'inclusion (algèbre ordosortée) et à l'égalité (algèbre universelle). Ce procédé est
une logique formelle.

Les caractéristiques originales et importantes de l'approche sont celles-ci...
• On interprète tous les termes sans exception. Tout terme dénote un objet. Par

exemple, le terme ri / 01 a un sens! (dénote un objet).
• Toute propriété relative aux objets qu'on désigne par des symboles, on l'exprime par

une formule. On s'abstient de coder certaines informations par des déclarations. Par
exemple, rNat =< Int .1 est une formule (tout entier naturel est un entier relatif).

• Sorter (typer), c'est prouver. Le typage n'est pas une opération statique ou
grammaticale; qu'un terme soit de tel type est un axiome ou un théorème.

La logique proposée a toutes les propriétés souhaitées:
• elle est robuste j on ne peut lui opposer aucun des paradoxes connus;
• elle est complète;
• elle est une généralisation exacte de la logique de l'égalité de l'algèbre universelle;
• enfin, chaque classe de modèles comprend un magma libre et, sous une condition

mineure, un magma initial; ceci est une propriété intéressante pour la spécification
algébrique.



IV

Digest

Universal algebra is one of the theoretical foundations of computer science, especially with
regard to algebraic specification [18,19,21]. But it is an insufficient calculus for at least two
reasons:
• one does not distinguish any subset of the carrier; the only set it is possible to reason about is

therefore the carrier itself;
• one considers only (total) functions; so, whatever the function, its domain is the carrier.

For these reasons, it is not possible to apply universal algebra stricto sensu either to certain
mathematical objects (such as fields) or to many programs (because of exceptions). One has to
look for more general theories, notably these:
• order-sorted algebra [25], to deal with subsets and inclusion;
• partial algebra [14,16,17], to deal with semi-functions ("partial functions").
Unfortunately, order-sorted algebra is a subject of debate [26,28,29,40,31]. And partial algebra
has yet to be widely adopted.

Where can we go from here? Considering that partial algebra lacks the concept of subset,
and order-sorted algebra that of semi-function, 1 have looked for and eventually discovered a
unique and uniform calculus, applicable at the same time to equality (universal algebra), to
semi-functions (partial algebra), and to subsets and inclusion (order-sorted algebra). This
calculus, called "G algebra", is a formal logic.

The original and important characteristics of the approach are these...
• Symbols are not overloaded: one symbol, one object; denotation is functional.
• Each term is interpreted unconditionally, i.e. each term denotes an object. For instance,

fx / y1denotes the semi-function

R2

He,1J) 11J =1 O} :3 (e, 1J)
R

1--+ e/1J

And fi / 01 denotes the empty semi-function RO -,. R (semi-function whose graph is the
empty set). Therefore fi / 01 has a meaning! (denotes an object).

• Each item of information is coded as a formula; not as a declaration to be used at
parsing-time. For example, fiat =< Int .1, f* : Nat Nat » lat .1 and fs 0 : lat ·1
are formulae (any natural is an integer; a product of naturals is a natural; the successor of zero
is a natural). The notion of signature disappears: a specification is nothing but a set ofaxioms.

Because each item of information is coded as a formula, there is only one computing
process: symbolic deduction (controlled by inference rules). This process is uniform, i.e.
identity-formulae are not privileged; the logic is more than a logic of equality.

• Typing is proving. To discover that a term is of a certain type is either to read an axiom or to
formally prove a theorem. Typing is not static, i.e. not connected to parsing.

As a corollary, the static notion of a well-typed term disappears: the relation between a
term and a type is a predicate; a term may have zero, one or several types.

• Any set of formulae is acceptable. For example, this text is a legal specification:
o : Re •
Oi : lm .
o = Oi .

(0 is a real number; Oi is a pure imaginary; "0" et "Oi" are synonyms).

The proposed calculus has aIl the desired properties:
• the logic is robust, i.e. not subject to known paradoxes [28,40];
• the logic is complete (completeness theorem);
• G algebra is a superset of universal algebra;
• and each class of models contains a free algebra and an initial algebra; G algebra is therefore

applicable to algebraic specification ("initial" semantics).
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Motivation - Le problème à résoudre

Les informaticiens ont compris depuis longtemps l'intérêt de l'algèbre
universelle et de l'algèbre hétérogène (many-sorted algebra), en particulier pour
spécifier les types de données [18,19,21].

De cette manière, on décrit très bien les nombres complexes par exemple.

Exemple - Complexe l><l
On considère l'ensemble des réels, qu'on appelle" Reel", et l'ensemble des

complexes, qu'on appelle" Complexe".
On peut désigner un complexe comme un couple de réels (z = x + iy),

c'est-à-dire désigner sa partie réelle, et désigner sa partie imaginaire. On révèle
ainsi trois fonctions :

co Reel Reel -> Complexe
re Complexe -> Reel .
im Complexe -> Reel .

Et on remarque immédiatement ces identités remarquables (lire la première ligne
ainsi: "quel que soit x un réel, quel que soit y un réel, quel que soit z un
complexe") :

x . . Reel y .. Reel z . . Complexe
re ( co x y ) = x
im ( co x y ) = y
co ( re z ) ( im z ) = z

(les parenthèses sont facultatives et n'apparaissent ici que pour la lisibilité; la
notation est " préfixée").

On peut ensuite, par référence à des opérations relatives aux nombres réels,
présenter l'addition des complexes, la multiplication etc.

Il se trouve que cette description algébrique est complète et surtout
abstraite: rien d'important n'est omis, la description n'est pas ambiguë; et on
n'a rien dit du codage informatique des réels et des complexes. 0

X1ll
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Malheureusement l'algèbre universelle et l'algèbre hétérogène stricto sensu
ne suffisent pas dans bien des cas, car rares sont les opérations pour lesquelles on
ne fait pas certaines hypothèses sur les arguments. L'exemple traditionnel est le
type pile: on peut dépiler... sauf si la pile est vide ! (alors qu'on peut extraire
la partie réelle de tout complexe, on ne peut dépiler toute pile).

Pour cette raison on est amené à considérer des sous-ensembles d'arguments
convenables, et à introduire la notion de sous-sorte [25] qui paraît naturelle et
qu'on n'a aucun mal à accepter. Mais elle ne suffit pas, car on trébuche encore
sur le problème du sens des termes.

l><J Exemple - Les entiers naturels et les entiers relatifs
Encore adolescent, on apprend à plonger l'ensemble des nombres entiers

naturels dans celui des entiers relatifs, de manière à pouvoir toujours soustraire
tout nombre à tout nombre:

Nat =< Int .
- . Int Int -) Int .

On étend alors de nombreuses opérations aux entiers relatifs (addition,
multiplication etc.). Certaines restent toutefois attachées aux naturels, par
exemple la factorielle :

fact : Nat -> Nat

(la factorielle de 0 est 1 ; la factorielle de n + 1 est n + 1 fois la factorielle de n).
Considérons alors ces deux nombres :

o : Nat . 1 : Nat .

et tentons d'analyser le terme

fact ( 0 - 1 )

oet 1 sont de sorte Nat, donc de sorte Int ; ils sont donc des arguments
convenables de la soustraction, et ( 0 - 1 ) est de sorte Int.

Or un entier relatif n'est pas un argument convenable de fact ! Le terme
rf act ( 0 - 1 ) ln'est donc pas " sortable " ; il est " mal formé ". Le
garde-fou a bien fonctionné et on est heureux de ne pas se lancer dans le calcul
de la factorielle de -1.

Analysons maintenant le terme

fact ( 1 - 0 )

On raisonne de la même façon pour découvrir que ce terme aussi n'est pas
" sortable", qu'il est" mal formé". Pourtant chacun sait que 1 est un
argument convenable de la factorielle. 0

Ce mécanisme de discrimination n'est donc pas fin ; on rejette plus qu'il
faut. Pour le mettre en œuvre, il a d'ailleurs fallu imaginer des aménagements
opérationnels qui ne sont pas simples (le" retract " [46] par exemple).
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Le retract est cet arrangement opérationnel: puisqu'on doit conserver certains
termes qui sont significatifs bien que mal formés eu égard aux sortes
(tact ( 1 - 0 )), on adopte la règle de ne rien rejeter à l'analyse grammaticale,
mais simplement de marquer les termes problématiques pour un traitement différé
(on les accepte au bénéfice du doute jusqu'à en savoir plus).

Je ne trouve pas ce mécanisme très élégant pour au moins deux raisons.

1 - C'est un mécanisme d'exception. On renonce à un traitement systématique,
uniforme, dont les qualités bien connues sont la simplicité et la solidité.

2 - Cette solution est hétérogène. On greffe un appendice dynamique sur un tronc
statique avec l'espoir de conserver tout ce qu'on peut du typage grammatical,
lequel m'apparaît ici comme une solution rapportée voire forcée.

Qu'on partage ou non ce sentiment, on admettra toutefois qu'avant d'adopter le
procédé il faut prouver qu'il est correct. On ne peut le faire que par référence à un
fondement mathématique (une sémantique) où le retract n'apparaît pas. L'algèbre
G est un candidat bien adapté à cet usage.

Que peut-on conclure? Le seul concept de sous-sorte ne suffit pas. n faut
oser remettre en cause le typage traditionnel, car il est une opération statique,
grammaticale, et sans lien avec cette autre opération importante qu'est la
déduction.

La solution proposée

xv

Ce besoin des sous-sortes n'est semble-t-il qu'un symptôme: c'est le concept
de fonction, hérité de l'algèbre universelle, qui ne suffit pas ; car on n'accepte
plus de confondre support de l'algèbre et domaine de définition d'une opération.
L'introduction du concept de sous-sorte va donc de pair avec l'élargissement du
concept de fonction; ces quasi-fonctions, je les appelle " semi-fonctions " (on dit
couramment" fonction partielle" ; voir p. 9).

On généralise alors l'algèbre universelle pour tenir compte et des
semi-fonetions et des sous-ensembles; on étend en particulier la logique de
l'égalité [9] et l'algèbre partielle [14,16,17]. Ce procédé élargi de calcul, je l'ai
appelé" algèbre G " (" G " est l'abréviation de " galactique" ; " algèbre
galactique " ressemble à " algèbre universelle ").

Quels en sont les ingrédients? L'algèbre G a plusieurs caractéristiques
importantes et originales, qu'on saisira bien si on la compare à des théories
voisines (section D'autres recherches, passées et présentes; voir infra).

• On applique soigneusement un calcul formel (manipulation mécanique des
symboles), qu'on ne confond en aucun cas avec le raisonnement mathématique
traditionnel. On procède ainsi comme un logicien' [6,7].

Un symbole est le nom d'un seul objet (il n'y a pas de surcharge) : la
désignation est fonctionnelle (à chaque symbole correspond un seul objet).

• On trouve et on adopte une interprétation inconditionnelle des termes: tout
terme dénote un objet! C'est possible et cela sera expliqué en détail. Voici l'idée.

Pour interpréter un terme, on peut penser à cette solution: on considère
une certaine valuation des variables, puis, par référence à cette valuation, à
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chaque terme on associe si c'est possible un élément du support (on peut
interpréter ainsi rx / il ; mais pas rx / 01).

La solution proposée est toute autre. À chaque terme on associe une fois
pour toutes une semi-fonetion, éventuellement vide (on n'a pas besoin des
valuations de variables et on les ignore). Par exemple, le terme fx / y1dénote
cette semi-fonction (division) :

R2 -,. R
{(x,y) 1 y =1= D} 3 (x,y) I--r ~

Et fi / 01 dénote la semi-fonction vide RO -,. R (semi-fonction dont le graphe
est l'ensemble vide) ; donc fi / 01 a un sens!

• Toute propriété relative aux objets qu'on désigne par des symboles, toute
information, on l'exprime par une formule et pas autrement. En particulier, on
s'abstient de coder certaines informations par des déclarations qu'on exploiterait
grammaticalement. On adopte ainsi un procédé unique et uniforme de calcul, la
déduction symbolique (déduction par règles d'inférence).

Par exemple, fNat =< Int .1 et f- : Int Int » Int .1 sont des
formules (pas des déclarations). Toutes les formules sont traitées à égalité.

• On abandonne la notion de terme" bien typé". La relation entre un terme et
un type est un prédicat, ce lien n'étant ni fonctionnel, ni grammatical: un terme
peut avoir zéro, un ou plusieurs types; et on sait qu'un terme est d'un certain
type, soit parce qu'on lit un axiome, soit parce qu'on a su prouver formellement
un théorème. Typer, c'est donc prouver; c'est beaucoup plus qu'analyser
grammaticalement.

On note qu'un terme est d'un certain type par une formule, et non par une
annotation du terme. Par exemple, fO : Nat .1 et fs 0 : Nat .1 sont des
formules (0 est un naturel; son successeur est un naturel).

• Le fait fondamental est le typage des variables (tout le monde est d'accord sur
ce sujet) : une variable est le nom d'un élément quelconque d'un certain
sous-ensemble, qu'on désigne. On écrit par exemple, une fois pour toutes,

i :: Nat.

Lire: " Soit i n'importe quel entier naturel. " ou " Quel que soit i un entier
naturel. " Cette formule correspond à un quantification (Vi EN).

Mais ce typage est tout à fait particulier, et on doit bien le comprendre. Par
exemple, de fi:: Nat .1 et fN at =< Int .1 on peut déduire ri: Int .1
(tout naturel est un relatif). Mais en aucun cas fi:: Int .1 ! (un naturel
n'est pas un relatif quelconque).

• On peut écrire toute identité sans restriction. Par exemple, ceci est un texte
tout à fait correct :

o : Reel .
Oi : Im .
o = Oi .

(0 est un réel; Oi est un imaginaire pur ; 0 et Oi sont synonymes).
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Développant la théorie selon ces principes, et ayant résolu le probléme du
sens des termes (chapitre 4), on parvient à dégager un calcul formel (une
logique) qui a les propriétés souhaitées: on énonce un ensemble de règles
d'inférence (chap. 12), et on prouve que le calcul est correct (chap. 15), puis
complet (chap. 17). On vérifie ensuite que la classe des modèles est organisée
comme on le souhaite: on trouve un modèle libre (chap. 19) et un modèle initial
(chap. 20).

Le problème de la spécification équationnelle des types de données par
" sémantique initiale" est donc totalement résolu. Ainsi équipé, on parvient
assez joliment à spécifier les types abstraits rebelles. On peut en juger sur un
exemple; plutôt que de décrire une nouvelle fois la pile, je propose que nous
nous intéressions au type dictionnaire.

Exemple - Dictionnaire [><)

Un dictionnaire est une collection d'articles, chaque article étant repéré par
un identifieur (clef d'accès). Pour prendre connaissance d'un article, il suffit de
désigner au système l'identifieur associé; bien sûr, la demande n'est satisfaite
que si l'article est présent.

On appelle" Di " l'ensemble des dictionnaires, " Ar " l'ensemble des articles,
et " Id " l'ensemble des idenÙfieurs. Il yale dictionnaire vide:

nil : Di .

Et à tout dictionnaire, on peut ajouter un article :

ajo : Ar Di » Di .

(à tout article et à tout dictionnaire correspond le dictionnaire augmenté; on
écrit" » " parce qu'on considère maintenant des semi-fonctions et non des
fonctions; la classe des semi-fonctions est plus large).

On est libre d'ajouter un article dans l'ordre qu'on veut:

xi :: Ar . x2 :: Ar
ajo xi ( ajo x2 y )

y :: Di .
= ajo x2 ( ajo xi y ) .

et il ne sert à rien d'ajouter deux fois le même article:

ajo xi ( ajo xi y ) = ajo xi y .

Comment consulter un dictionnaire? À tout article est attaché un
identifieur :

id : Ar » Id .

Et composer une requête, c'est désigner un identifieur et un dictionnaire:

req : Id Di » Req .

(on appelle" Req " l'ensemble des requêtes). Puis on passe cette requête au
système, qui répond en communiquant l'article si la requête est valide
(c'est-à-dire s'il y a dans le dictionnaire un article dont l'identifieur est
l'identifieur désigné) :
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Req* =< Req
cosu : Req* » Ar .

INTRODUCTION

(on appelle" Req* " le sous-ensemble des requêtes valides; " cosu " est
l'abréviation de " consulter ").

Comment caractériser les requêtes valides? Il faut et il suffit que
l'identifieur désigné soit l'identifieur d'un article du dictionnaire désigné:

xi :: Ar . y :: Di .
req ( id xi ) ( ajo xi y ) : Req* .

Dans ce cas, l'article communiqué est bien celui qu'on attend:

cosu req ( id xi ) ( ajo xi y ) = xi .

On a fini de spécifier le dictionnaire. Voici le texte complet:

xi Ar x2 Ar y .. Di.. . . . ..

nil Di
ajo Ar Di » Di
ajo xi ( ajo x2 y ) = ajo x2 ( ajo xi y )

ajo xi ( ajo xi y ) = ajo xi y

id : Ar » Id .
req : Id Di » Req
Req* =< Req
cosu : Req* » Ar .
req ( id xi ) ( ajo xi y ) : Req*
cosu req ( id xi ) ( ajo xi y ) = xi

On peut maintenant calculer. Soient deux articles et leurs deux identifieurs
(des constantes) :

ai : Ar a2 : Ar
ii : Id i2 : Id
id ai = ii id a2 = i2

On peut montrer que

req ii ( ajo a2 ajo ai nil ) : Req* .

(req i i ( aj 0 a2 aj 0 ai nil ) est une requête bien formée) ; et que

cosu ( req ii ( ajo a2 ajo ai nil ) ) = ai .

Pour cela, on met en œuvre une technique de preuve formelle (logique
généralisée de l'égalité). On prouve d'abord deux lemmes.
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Lemme 1
ajo Ar Di » Di . a2 Ar ni! Di

Di .

______________________ CAPA

ajo a2 ni! Di

Qu'a-t-on vérifié? Le couple (a2, nil) est un élément du domaine de
définition de la semi-fonction aj 0 ; le résultat aj 0 a2 nil est donc un
dictionnaire (" CAPA" signifie" lire une formule-conduit et des
formules-appartenance, écrire une formule-appartenance "). •

Lemme 2

SIn ajo xi ( ajo x2 J ) =ajo x2 ( ajo xi y ) . xi :: Ar . x2 :: Ar . Y :: Di . ai Ar. a2 Ar. nil Di.

ajo ai ( ajo a2 nil ) = ajo a2 ( ajo ai nil ) .

On a instancié une identité générale en respectant la sorte des variables
(substitution sorteé; " SIn" signifie" substituer dans une formule-identité ").•

Tenant compte des axiomes et des deux lemmes, on est maintenant en
mesure de vérifier ce qu'on voulait.

Preuve 1

SAP req ( id xi ) ( ajo xi y ) : Req* . xi :: Ar . Y :: Di . ai : Ar . ajo a2 nil : Di .

req ( id ai ) ( ajo ai ajo a2 nil ) : Req* . id ai = i1 .RAP ----:. ~_-.:.. .,.__-=--------------
req i1 ( ajo ai ajo a2 nil) : Req*

RAP req i1 ( ajo ai ajo a2 nil) : Req*. ajo ai ajo a2 nil =ajo a2 ajo ai nil .

req i1 ( ajo a2 ajo ai nil ) : Req* .

On a d'abord instancié une formule-appartenance (" SAP" signifie" substituer
dans une formule-appartenance ") ; puis on procède en remplaçant un égal par
un égal, deux fois (" RAP " signifie " remplacer à l'identique dans une
formule-appartenance "). •

On vérifie la deuxième propriété de manière similaire.

Preuve 2

sm cosu req ( id xi ) ( ajo xi y ) = xi . xi :: Ar . Y :: Di . ai : Ar . ajo a2 nil

cosu req ( id ai ) ( ajo ai ajo a2 ni! ) = ai . id ai = i1 .RIGA -:-__--:- ---,---,- _

cosu ( req i1 ( ajo ai ajo a2 nil ) ) =ai .

RIGA cosu ( req i1 ( ajo ai ajo a2 nil ) ) = ai ajo ai ajo a2 nil = ajo a2 ajo ai nil

cosu ( req i1 ( ajo a2 ajo ai ni! ) ) =ai .

On a d'abord instancié une identité; puis on procède en remplaçant un égal
par un égal, deux fois (" RIGA" signifie" remplacer à l'identique dans une
formule-identité, à gauche "). •

Pour terminer, on peut déduire cette propriété remarquable: id est
injective, c'est-à-dire il n'y a pas deux articles qui partagent le même nom.
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(0.1)

Cette propriété, on ne s'est pas soucié de l'exprimer lors de la spécification et on
trouvera peut-être surprenant qu'on sache la déduire. En réalité, on ne fait que
révéler une information cachée; cette déduction est un joli exemple de déduction
qui, du point de vue du sens, n'est pas tautologique.

À cet effet, vérifions ceci : si ri1 = i2 .1, alors rai = a2 .1.

Preuve
i - On vient de prouver que

cosu ( req ii ( ajo a2 ajo ai nil ) ) = ai .

On prouverait de la même façon que

cosu ( req i2 ( ajo a2 ajo ai nil ) ) = a2 .

ii - À partir de ri1 = i2 .1, on peut déduire ainsi:

cosu ( req ii ( ajo a2 ajo ai nil ) ) = ai ii = i2 .RIGA _

cosu ( req i2 ( ajo a2 ajo ai nil ) ) = ai (0.2)

(on a remplacé" ii " par son égal" i2 ").

iii - Pour finir, de ces deux formules :

cosu ( req i2 ( ajo a2 ajo ai nil ) ) = a2
cosu ( req i2 ( ajo a2 ajo ai nil ) ) = ai

(0.1 et 0.2), on déduit

ai = a2 .

par transitivité. L'article ai est l'article a2. • o

Qu'a-t-on fait? On a substitué à un raisonnement direct sur des
semi-fonctions et des sous-ensembles, qui est intrinsèquement difficile et délicat
voire impraticable, un calcul portant sur des symboles et des formules. À quoi il
correspond fondamentalement et pourquoi il est juste, c'est tout ce que je veux
expliquer en exposant cette thèse. On verra aussi qu'un tel calcul, parce que
n'étant rien d'autre qu'un enchaînement d'opérations symboliques, est
automatisable en tout ou partie grâce à l'ordinateur (techniques de
démonstration automatique de théorème).

D'autres recherches, passées et présentes

Selon Schmidt-SchauB [26], Oberschelp est le premier à avoir introduit
l'algèbre ordosortée [23]. Mais l'intérêt du sujet n'est devenu évident qu'après
que Goguen puis Meseguer s'y furent intéressés [24,25], à la fois pour spécifier
des types de données et pour programmer [44,45]. Ils considèrent un ensemble
ordonné de symboles de sorte,

E~F
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signifiant que le symbole E dénote un sous-ensemble du dénoté de F. Une telle
information est codée comme une déclaration grammaticale, à exploiter lors de
l'analyse grammaticale pour typer, et non comme un axiome.

Les symboles de fonction sont surchargés, un même symbole f signifiant
autant de fonctions qu'il y a de déclarations

On est donc obligé d'interpréter chaque symbole f en fonction du contexte, l'idée
étant que le dénoté du symbole est le morceau d'une grande fonction jamais
explicitée. Bien sûr, il faut plusieurs conditions syntaxiques désagréables pour
que cette interprétation contextuelle fonctionne et pour recoller convenablement
les morceaux. Ces déclarations de fonction, comme les déclarations de
sous-sorte, sont des déclarations grammaticales et non des axiomes. Chaque
terme bien sorté doit avoir une plus petite sorte (least sort) qu'on détermine
statiquement et qui est immuable; à nouveau, pour qu'on puisse le faire, il faut
une condition syntaxique (régularité).

La théorie apparaît comme un aménagement de l'algèbre hétérogène
(many-sorted algebra) et semble limitée à cause de cela; apparaissent en
particulier des difficultés liés à la surcharge de symbole, aux " retraets " et à la
congruence, qu'ont très bien montrées plusieurs auteurs [40,31]. Enfin on souffre
un peu de l'absence de calcul symbolique stricto sensu, car il y a un mélange
permanent entre opération formelle (manipulation mécanique de symboles) et
raisonnement mathématique traditionnel, sans qu'on puisse bien distinguer les
deux niveaux.

Schmidt-SchauB conserve ce schéma original en corrigeant deux faiblesses :
un symbole de fonction dénote un seul objet; et un homomorphisme est une
seule fonction (et non un faisceau de fonctions). Il introduit la notion de " term
declaration "

a:E

(ce que dénote le terme a est élément de l'ensemble dénoté par E) qui ressemble
à une formule-appartenance (cette thèse) ; mais une telle déclaration n'est pas
traitée comme un axiome. La sorte (d'un symbole, d'un terme) est une simple
annotation, le cadre traditionnel de l'algèbre universelle étant conservé presque
sans changement (la logique de l'égalité est décrite en trois pages !). En fait,
l'intérêt semble porter sur le calcul automatique (computation), les algorithmes
non sortés connus étant adaptés pour tenir compte des capacités discriminantes
de l'annotation de sorte. Les définitions de " algèbre" et de " congruence" sont
très voisines des miennes (j'appelle" magma" ce qu'il appelle" algebra ").

Smolka [28] tente de comprendre, généraliser et simplifier le schéma de
Goguen et Meseguer. Il fait les mêmes corrections que Schmidt-SchauB,
abandonne l'idée que l'algèbre ordosortée est une généralisation de l'algèbre
hétérogène, présente plusieurs paradoxes intéressants (cette thèse; voir p. 131),
et s'intéresse de près aux algorithmes de récriture et d'unification. On retrouve
encore la distinction déclaration-formule: l'inclusion des sortes et les profils des
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fonctions sont des déclarations, qu'on traite grammaticalement; les égalités sont
des formules, qu'on traite par un mécanisme de déduction formelle.

Poigné [29] s'écarte davantage du schéma de Goguen et Meseguer, et
commence à mettre la logique (la déduction formelle) à l'honneur. Il hésite à
s'engager totalement dans le sens de l'algèbre partielle (il reprend la théorie de
la partialité de D. S. Scott) et adopte le paradigme" a un sens ce qui est typé",
en reconnaissant toutefois que le typage est un calcul dynamique et non une
opération grammaticale. Cependant, parce qu'il ne se donne pas un calcul
uniforme de l'inclusion, de l'appartenance et de l'égalité, il n'a pas l'idée de
réduire le typage à une preuve ordinaire (on retrouve encore la distinction
déclaration-axiome). En revanche, il propose plusieurs extension importantes,
notamment les déclarations conditionnelles, la paramétrisation, les types
polymorphiques et les types dépendants. Il fait quelques considérations
catégoriques et montre un intérêt pour le traitement d'erreur: "Erroneous
terms are the most precise error messages. "

Manca, Salibra et Scolo [30] exploitent aussi la veine logique et le paradigme
" est défini ce qui est typé". lis abandonnent la distinction déclaration-axiome
et proposent un calcul formel uniforme qui porte indifféremment sur des
formules-appartenance et des formules-identités. À cause de la difficulté, ils
renoncent à s'engager sur le terrain de l'algèbre partielle, et sont ainsi amenés à
interpréter les types comme des éléments primitifs et non comme des
sous-ensembles (ils introduisent une relation binaire pour coder le lien entre un
élément-élément et un élément-type). Ils ne considèrent pas explicitement la
relation est-tm-sous-type-de, mais il semble qu'on puisse la coder simplement. Ils
annoncent enfin un résultat technique surprenant: une image homomorphe d'un
modèle n'est pas un modèle en général.

À côté de ces contributions majeures, il y a quelques travaux plus
qu'intéressants. Isakowitz et Gallier [40] restent très proches de Goguen et
Meseguer, mais démontrent qu'on complique beaucoup la théorie en
surchargeant les symboles de fonction. Ils proposent un algorithme de clôture
par congruence (découvrir si deux termes sans variables sont égaux).

Waldmann [31] examine attentivement et soigneusement le schéma de
Goguen et Meseguer, et le compare à une option sans surcharge de symbole de
fonction. Il montre avec précision le pourquoi des restrictions initiales (signature
régulière, cohérente, consistante etc.), et présente une solide argumentation
contre la surcharge.

Mosses [32] enfin propose une idée originale et semble-t-il riche: ignorer les
éléments du support et ne considérer que des sous-ensembles, éventuellement des
singletons. On peut de cette façon faire l'économie de toute une catégorie
d'objets, les éléments du support, sans diminuer le pouvoir expressif du langage
semble-t-il. En explorant cette voie, on trouvera peut-être moyen de simplifier
l'algèbre G.

Malgré les incertitudes de l'algèbre ordosortée un important travail
d'automatisation a aussi été accompli (récriture, complétion, unification,
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programmation etc. ordosortées). Cet effort est tout à fait intéressant, car
révélateur des difficultés mais aussi des richesses du domaine (bibliographie,
section Automatiser le raisonnement ordosorté ; voir p. xxviii).

S'il veut en savoir plus ou connaître un autre point de vue, le lecteur aura
plaisir à lire la section Related work du texte de Schmidt-SchauB [26, p. 4].

Guide de lecture

Plan

Le texte est très structuré. Chaque notion importante fait l'objet d'un
chapitre, de telle manière qu'on n'a qu'à consulter la table des matières pour s'y
retrouver. Bien sûr, à cause de cette organisation par sujet certains résultats
sont présentés bien avant d'être exploités. Par exemple, il n'est utile de lire le
chapitre Terme - II (chap. 5) que pour lire le chapitre Le théorème de
correction (chap. 15).

Hors le premier chapitre relatif aux semi-fonctions, qui est une brique de
base, le texte est divisé en trois parties.
• Magma - On prend connaissance des objets sur lesquels portera le

raisonnement. En dehors du développement relatif aux termes, il n'y a aucune
préoccupation logique. On se convaincra sans doute que le raisonnement direct
sur ce sujet est délicat, difficile, voire impraticable.

• Logique - Au raisonnement direct on substitue un raisonnement formel (une
logique), qu'il s'agit de construire. Cette partie culmine avec l'énoncé et la
preuve du théorème de complétude.

• Exploration - Après avoir montré la complétude du calcul, qui est une qualité
primordiale, on explore d'autres parties du sujet. Les deux résultats
fondamentaux sont ceux-ci: le magma-quotient des termes significatifs
(chap. 16) est le magma libre de la classe des modèles; et le magma-quotient
des termes significatifs sans variable est le magma initial de la classe des
modèles (on ajoute s'il le faut des symboles de constante).

On trouve enfin un chapitre Conclusion, discussion, prospective et un index
des termes et des symboles.

Comment lire aussi peu de ce texte qu'il est possible?

Le texte est complet et sans prérequis. Pour cela, j'ai inclus la section
Analyser un terme (chap. 4), qui est la seule partie non originale de cette thèse..
Malgré cela, le pourquoi des choses peut échapper à un lecteur non familier avec
la logique mathématique (dans ce cas, je lui conseille de lire les premiers
chapitres du texte plaisant et passionnant de Hofstadter [12]).

Pour une première lecture, je propose de procéder ainsi.
- Ne pas s'intéresser à la troisième partie dans un premier temps.
- Relire l'introduction en s'intéressant de très près aux exemples. Noter les

points obscurs pour s'interroger plus tard à leur sujet.
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- Adopter pour la suite cet ordre de parcours :
chap. 1, 2, 3, 4, 6 (découverte des magmas) ;
8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 (description de la logique) ;
5, 15 (vers le théorème de correction) ;
7, 16 et 17 (vers le théorème de complétude).

- Lire les débuts de chapitre.
- Lire autant qu'il est possible le chapitre Exposition, et déduction symbolique

- Exemples (chap. 14), en consultant s'il le faut les chapitres Les règles
d'inférence et Déduction symbolique (chap. 12 et 13), et en s'aidant de
l'aide-mémoire Inference rules.

- Lire attentivement les parties formelles (définitions, propositions etc.) et les
exemples; ne pas lire les preuves.

- Lire l'ensemble des parties 1 et II.

N.B. - Les chap. 1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11, 12, 13 et 14 sont avant tout des
descriptions. On réservera donc son effort de lecture pour les chap. 6 ; 5, 15 ; et
7, 16 et 17.

Style et notation

Le style est concis et dépouillé, voire austère. J'ai rédigé de cette façon,
parce que je me suis d'abord soucié d'éviter toute erreur, et de consigner
précisément les résultats au fur et à mesure que je les établissais. J'admets que
j'ai de la sorte négligé le plaisir du lecteur et je le prie de m'en excuser. Malgré
cela, il appréciera le grand nombre d'exemples proposés, chacun d'eux étant
pour l'intuition un aliment plus nourrissant que bien des commentaires.

La notation proposée est une contribution à part entière de cette thèse; elle
a fait de ma part l'objet d'une véritable étude. Je l'ai conçue pour prévenir les
erreurs et les absurdités, si faciles à commettre dans ce domaine, et comme
l'outil sûr dont j'avais besoin pour franchir certains obstacles vertigineux. On en
trouvera une synthèse en annexe (appendice Notation).

Some half dozen pers ons have written technically on combinatory
logic, and most of these, including ourselves, have published
something erroneous. Since some of our fellow sinners are among the
most careful and competent logicians on the contemporary scene, we
regard this as evidence that the subject is refractory. Thus fullness of
exposition is necessary for accuracy ; and excessive condensation
would be false economy here, even more than it is ordinarily.

Haskell B. Curry & Robert Feys (Combinatory logic, préface, 1956)
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Common hypotheses

Let E be an exhibition; E = (V, X, P), V = (S, F, a),
.1' = {Xl hEL'

• a, b, dE I\T(V, X).

• c is a subterm of a; a =a(c).

• E,F,K ES.

• y E X.

• f E F n (n E N*); l = {l, ... ,n}.

• Vi E I, Ei ES.

1 The six simple rules

XIXI $ a(c) .
$ c .

APEX a : E .
$ a .

IDEX a = b .
$ a . $ b

CONFA y :: K .
Y : K .

EXID $ a .
a = a .

4 To code and to decode an
inclusion-formula, a
duct-formula

• [Vi E l, Yi E .1'] and [Vi, i' ri, i' E l, i =f. i'], Yi =f. Yi'] (the
variables Yi (i E 1) are pairwise-differentl).

E =< F . Y :: E .
INAP ----~--

y:F.

IN Y :: E . Y : F .
E =< F .

CONDA f : El » F . fYi :: Ei ·liEI
f YI : F .

CO fYi:: E i ·1 iEl f YI : F .
f : El » F .

Additional hypotheses

• F', G ES.

• Vi E l, E/i ES.

• Vi E l, ai, bi E "T(V, ...1:').

EXAP __$_a_._
a : *** 5 Sorne derived rules

2 To substitute terms to variables

• Var a = {Xj }jEJ (J ç L); Varb = {Xj}jEU (U ç L).

• Vj E JUU, Kj ES.

• Vj E J U U, d j E I\T(V, X).

SEXI $ a . fXj :: K j ·VEJ fdj : K j ·VEJ
$ a{dj@Xj}jEJ'

SAP a : E . fXj :: K j ·VEJ fdj : Kj ·V EJ

a {dj @ Xj hE J : E .

SID a = b . fXj :: K j .VEJUU fdj K j .VEJUU
a{ d j @ Xj }jEJ = b{ dj @ Xj }jEU

3 To replace identically

Replacing in a(c) a certain occurrence of c \Vith d, one gets
the term a'.

REXI $ a(c) . c = d .
$ al .

RAP a( c) : E . c = d
a' : E

RIGA a(c) = b . c = d .
a' = b .

XIVA $ y

ISY a = b .
b = a .

IDET a = b . b = cl .
a = cl

RIDRO b = a(c) . I C = cl
b - a

_ iEI
RERISO $ f al . ra, - b, ·1

f al = f bl

REC $ a(c) . c, = cl
a = a .

INU -;=;----:--
E -< ***

INRE E =< E

INTRA E =< F . F =< G
E -< G .

APINA a : E . E =< F .
a:F.

CAPA f : El » F . rai: Ei ·liEl

f al : F .

f : El » F . rE: =< E; .rEl F =< FI .
CACO --=---..:........:~---;;--~c;-;--~~....L----=:..----

f : E~ » F' .



RÈGLES D'INFÉRENCE - ACRONYMES - 27 juin 1990

Règles premières

APEX - Lire une formule-appartenance, écrire une
formule-exjstence

co - Écrire une formule-conduit

CONDA - Lire une formule-conduit, écrire une
formule-appartenance

CONFA - Lire une formule-confinement, écrire une
formule-appartenance

EXAP - Lire une formule-existence, écrire une
formule-appartenance universelle

EXID - Lire une formule-existence, écrire une
formule-identité

IDEX - Lire une formule-identité, écrire deux
formules-existence

IN - Écrire une formule-inclusion

INAP - Lire une formule-inclusion, écrire une
formule-appartenance

RAP - Remplacer à l'identique dans une
formule-appartenance

REXI - Remplacer à l'identique dans une formule-existence

RIGA - Remplacer à l'identique dans une formule-identité,
à gauche

SAP - Substituer dans une formule-appartenance

SEXI - Substituer dans une formule-existence

SID - Substituer dans une formule-identité

XIXI - Lire une formule-existence, écrire une
formule-exjstence

Règles déduites

APINA - Lire une formule-appartenance et une
formule-inclusion, écrire une formule-appartenance

CACO - Lire une formule-conduit et des
formules-appartenance, écrire une formule-conduit

CAPA - Lire une formule-conduit et des
formules-appartenance, écrire une formule-appartenance

IDET - Écrire une formule-identité par transitivité

INRE - Écrire une formule-inclusion par réfiexjvité

INTRA - Écrire une formule-inclusion par transitivité

INU - Écrire une formule-inclusion universelle

ISY - Écrire une formule-identité par symétrie

• REC - Récrire

RERISO -Récrire en remplaçant à l'identique les
sous-termes du premier niveau

RIDRO - Remplacer à l'identique dans une
formule-identité, à droite

XIVA - Écrire une formule-existence relative à une variable
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Chapitre 1

Semi-fonction

Les concepts de fonction et de semi-fonction sont fondamentaux. Les définitions
de ce chapitre sont compatibles avec celles de N. Bourbaki [1].

1.1 Graphe fonctionnel

Un graphe fonctionnel est un ensemble qualifié de couples.

Définition 1 (Graphe fonctionnel) - On appelle" graphe fonctionnel"
tout sous-ensemble G d'un produit cartésien U1 X U2 qui a cette qualité:

(si un couple (x, y) est élément de G, alors il est le seul couple de G dont la
première coordonnée est x).

Exemple - 0 est un graphe fonctionnel; c'est le graphe fonctionnel vide.

Le domaine d'un graphe fonctionnel est l'ensemble des premières
coordonnées des couples du graphe...

o [><]

Définition 2 (Domaine) - Soit G un graphe fonctionnel; G ç U1 X U2 • Son
domaine est l'ensemble {x E U1 1 3(x, y) E G}.

Notation - Dom G est le domaine du graphe G.

L'empreinte d'un graphe fonctionnel est l'ensemble des secondes coordonnées
des couples du graphe...

Définition 3 (Empreinte) - Soit G un graphe fonctionnel; G ç U1 X U2 •

Son empreinte est l'ensemble {y E U2 1 3(x, y) E G}.

Notation - Emp G est l'empreinte du graphe G.

Exemple - Dom 0 = 0 ; Emp 0 = 0.

3

o [><]
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1.2 Semi-fonction

Le concept de semi-fonction est plus riche que celui de graphe fonctionnel.

Définition 4 {Semi-fonction)
On appelle "semi-fonction "tout triplet (G,E,F),

• G étant un graphe fonctionnel,
• E et F étant des ensembles,
• G ç E x F.

Terminologie - Soit f un semi-fonction ; f . (G, E, F). La base de f est E,
sa cible F. Son graphe est G.

Se mettre en garde - On veillera à ne pas confondre les concepts graphe
fonctionnel et semi-fonction. Une semi-fonction (Gl, El, Fd est identique à
(G2 , E2 , F2 ) si GI = G2 , si El = E2 et si FI = F2 (même base, même cible et
même graphe !).

Notation
1 - Graph f est le graphe de la semi-fonction f.
2 - Pour noter que la base d'une semi-fonction f est un ensemble E et que sa
cible est un ensemble F, on peut écrire:

f:E-.F

Cf est élément de la classe des semi-fonctions base-E-cible-F).

Terminologie et notation - Soit f un semi-fonction ; f = (G, E, F). Vx E E,
il Y a au plus un couple (x, y) E G. Si (x, y) E G, on dit qu'à l'argument x
correspond le résultat y (E F) ; cet y est aussi appelé " f( x) ".

Si la semi-fonction f est définie en x, appliquant f à x on obtient f(x).

Définition 5 (Semi-fonction vide) - On appelle "semi-fonction vide "
toute semi-fonction dont le graphe est l'ensemble vide.

l><l Exemple - Soit E un ensemble; soit F un ensemble; le triplet (0, E, F) est une
semi-fonction vide. TI y a donc une infinité de semi-fonctions vides. Le triplet
(0,0,0) est une semi-fonction vide remarquable. 0

Définition 6 (Domaine et empreinte d'une semi-fonction) - Le
domaine d'une semi-fonction est le domaine de son graphe. L'empreinte d'une
semi-fonction est l'empreinte de son graphe.

Notation - Dom j est le domaine de la semi-fonction f, Emp f son empreinte.

Une semi-fonction j : E -. F est applicable à tout élément x de son
domaine; le résultat j(x) appartient alors à son empreinte.

Attention! deux semi-fonctions distinctes peuvent avoir même graphe.
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Assertion 1 - Soit f = (G, E, F) une semi-fonction. Soient E' et F' deux
ensembles, E ç E' et F ç F'.

Le triplet f' = (G,E',F/) est une semi-fonction,. Graphf' = G = Graphf.

Il Y a donc une infinité de semi-fonctions de même graphe G.

1.3 Fonction

Le domaine d'une semi-fonction peut être inclus dans sa base stricto sensu.

Définition 7 (Fonction) - On appelle "fonction " toute semi-fonction dont
le domaine est identique à la base.

Une fonction est une semi-fonction (G, E, F), Dom G = E.

Notation
1 - Pour noter que la base d'une fonction f est un ensemble E et que sa cible
est un ensemble F, on peut écrire :

f:E--+F

2 - Soit f une fonction; f = (G, E, F). Vx E E, il Y a un unique couple
(x,y) E G; l'élément y qui correspond à x est appelé" f(x)". On peut donc
écrire: y = f(x).
3 - Pour noter que le couple (x, y) E Graph f, on peut écrire :

f:xl-+Y

On désigne parfaitement une fonction en désignant sa base, sa cible et son
graphe fonctionnel.

Exemple - Cette fonction est bien connue:

5

l><l

o
Se mettre en garde - Une fonction n'est pas un ensemble de couples. Quand on
annonce une fonction f sans autre précision, on sous-entend un triplet, en
particulier deux ensembles: la base de f et la cible de f.

Des fonctions distinctes peuvent avoir même graphe.

Assertion 2 - Soit f = (G, E, F) une fonction. Soit F' un ensemble, F ç F'.
Le triplet f' = (G, E, F') est une fonction,. Graph f' = G = Graph f.

Il Y a donc une infinité de fonctions de même graphe G.
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Définition 8 (Surjection) - On appelle "surjection " toute fonction dont
l'empreinte est identique à la cible.

Soit f = (G, E, F) une fonction surjective; Dom f = E et Emp f = F.
L'expression (( fonction surjective " est synonyme de " surjection".

Proposition 1 - Soit G un graphe fonctionnel. n n'y a qu'une surjection dont
le graphe est G.

Preuve - La semi-fonction Sja = (G, Dom G, Emp G) est l'unique fonction
surjective dont le graphe est G. •

On observe que le lien entre graphe fonctionnel et fonction surjective est
biunivoque. Autrement dit, on pourrait confondre la classe des graphes
fonctionnels et la classe des surjections.

,
1.4 A un même graphe correspondent de

nombreuses semi-fonctions

Soit G un graphe fonctionnel. Quelles sont toutes les semi-fonctions dont les
graphes sont G ? quelles sont toutes les fonctions dont les graphes sont G ?
quelles sont toutes les surjections dont les graphes sont G ?

Assertion 3 - Soit G un graphe fonctionnel. La semi-fonction

Sja = (G, Dom G, Emp G)

est une surjection. Elle est l'élément (( minimal" de l'ensemble des
semi-fonctions dont le graphe est G :
• toute semi-fonction dont le graphe est G est un triplet (G, E, F), Dom G ç E

et Emp G ç F j

• toute fonction dont le graphe est G est un triplet (G, Dom G, F), Emp G ç F j

• Sja est l'unique surjection dont le graphe est G.

Exemple - Sj0 = (0,0,0).

Définition 9 (Injection et éjection) - Soit A un ensemble, soit B un
ensemble, A ç B.

L'injection base-A-cible-B est cette fonction:

A -t B
x ~ x

(on dit aussi "injection canonique ").
L'éjection base-B-cible-A est cette semi-fonction :

B A
A3 x ~ x

o
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Notation - InA,B est l'injection base-A-cible-B. EjB,A est l'éjection
base-B -cible-A.

7

Notation - Soit j une semi-fonction E -, F ; soit 9 une semi-fonction F -, H.
L'objet 9 0 j est cette semi-fonction E -, H :
• Dom 9 0 j = {x E Eix E Dom j et j (x) E Dom g} ;
• Vx E Dom 9 0 j, 9 0 j(x) = g( j(x) ).

Théorème 1 (de décomposition) - Soit j = (Graph j, E,F) une
semi-fonction. "Ce diagramme commute... "

Preuve

E

EjE'DOmj~
Domj

j
7 F

tlnEmpj,F

~ Empj
SjGraphj

Vx E Dom j, j(x) E Emp j ç F; donc

j(x) = InEmpj,F 0 SjGraphj 0 EjE,Domj(X)

On vérifie en outre que

Dom(InEmpj,F 0 SjGraphj 0 EjE,Domj) = Dom j

et que
Emp(InEmpj,F 0 SjGraphj 0 EjE,Domj) = Emp j

Le graphe de j et celui de InEmpj,F 0 SjGraphj 0 EjE,Domj sont donc identiques.
Les semi-fonctions j et InEmpj,F 0 SjGraphj 0 EjE, Domj sont donc identiques
(même graphe, même base, même cible). •

On peut être tenté de réduire l'étude des graphes fonctionnels à celle des
fonctions surjectives; on ignorerait ainsi les concepts de semi-fonction et de
fonction non surjective. En pratique, on ne le fait pas; dans bien des cas, le
calcul des domaines et des empreintes est fastidieux et on n'obtient pas des
expressions simples; on préfère alors une forme non réduite mais lisible.
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1.5 Semi-fonction dont la base est un produit
cartésien

Une semi-fonction " de plusieurs variables" est une semi-fonction dont la
base est un produit cartésien d'ensembles:

9 : El X ... X En -r F

nE N, n :::: 2, E ll ... ,En et F étant n + 1 ensembles.

Notation - Tout élément x E El X ... X En est un multiplet (XI, . .. ,xn),
Xi E Ei (1 S; i S; n). Si xE Domg,

(on écrit" g(XI,'" ,xn )" plutôt que" g((XI, ... ,xn )) ").

Définition 10 (Arité) - Soit E un ensemble. Soit 9 une semi-fonetion dont
la base est un produit cartésien En (n E N*). L'E-arité de 9 est n.

r><I Exemple
9 est cette fonction:

N4 -+ N
(i,j,k,l) ~ il+jk

F est le produit cartésien N 4 . - La N-arité de 9 est 4 ; sa F-arité est 1. 0

1.6 Semi-constante

Notation - Soit ~ est un certain élément de l'univers (par exemple l'étoile
Arcturus). Quel que soit 8 un ensemble, 8° = {~}.

Définition Il (Semi-constante) - Soit E un ensemble. On appelle
te E-semi-constante " (semi-constante de E) toute semi-fonetion EO -r E.

Soit E un ensemble. Soit e une E-semi-constante ;
Graph e ç EO X E = {~} xE.

Ou Dom e = 0 ; on dit que e est une semi-constante vide (c'est une
semi-fonction vide).

Ou Dom e = {~} ; à l'argument ~ correspond le résultat e~ E E (une constante).

Ce qu'il est donc important de savoir, c'est si une semi-constante est vide: vide,
elle est un objet peu intéressant; non vide, elle est une constante.
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La E-arité d'une E-semi-constante est, par définition, zéro.

[><] Exemple - Y a-t-il des 0-semi-constantes ?
S'il existait e une telle semi-constante, on vérifierait que

Graph e ç 0° X 0 = {o} x 0 = 0

donc que Graph e = 0.
Sachant cela, on peut maintenant répondre à la question:

0-semi-constante, c'est la semi-constante vide (0, {o}, 0).

1.7 Terminologie

il Y a une unique
o

La terminologie que j'ai adoptée est un compromis entre diverses
terminologies contradictoires.

Semi-fonction (semi-function)

Un terme traditionnel est" fonction partielle". C'est une mauvaise
appellation pour au moins deux raisons.
1 - Un stylo bleu est un stylo qui est bleu. Mais une " fonction partielle" n'est
pas une fonction qui serait partielle... ce n'est pas une fonction du tout! C'est le
contraire qui est vrai: une fonction est une semi-fonction qualifiée.
2 - Bourbaki [1, p. E II.21] appelle" fonction partielle" les fonctions de n
variables obtenues à partir de fonctions de m variables (n < m) quand on fixe la
valeur de certaines d'entre elles. Par exemple, la fonction

N -+ N
x 1--+ x+l

est une fonction partielle de

NxN -+ N
(x,y) 1--+ x+y

(remarquer qu'une fonction Bourbaki-partielle est une fonction). On retrouve
cet emploi de " partiel" dans l'expression" dérivée partielle".

Le choix du préfixe" semi " n'est pas hérétique (considérer" semi-groupe ",
" semi-linéaire " etc.).

Base

N. Bourbaki [1] dit" ensemble de départ".

Cible (target)

N. Bourbaki [1] dit" ensemble d'arrivée". S. Mac Lane et G. Birkhoff [4]
disent" codomaine ". P. M. Cohn [15] dit" target ".
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Fonction (function)

SEMI-FONCTION

D'autres appellations courantes sont" application", "opération" [13],
" transformation", et " mapping ". Le terme" fonction" me semble le plus
répandu et le plus simple. J'évite le subtil distinguo qui consiste à employer tous
ces termes avec des nuances différentes.

Quelques auteurs ne font pas une différence franche entre fonction et graphe
fonctionnel, ou bien rapprochent dangereusement les deux notions. Par exemple,
P. M. Cohn [15] dit " mapping " pour (t fonction "et " function " pour (t graphe
fonctionnel ". J. A. Goguen et J. Meseguer [25] confondent les deux.

Domaine (domain)

N. Bourbaki [1] dit " ensemble de définition" ou " première projection du
graphe". P. M. Cohn [15] dit" source". S. Mac Lane et G. Birkhoff [4], P. R.
Halmos [2] disent " domaine".

Empreinte (range)

N. Bourbaki [1] dit " ensemble des valeurs" ou " seconde projection du
graphe". La majorité des auteurs anglo-saxons dit " range".

Arité (arity)

On francise le mot anglais (t arity ", d'usage courant. On trouve également
" rank " [13].



Partie 1

Magma
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Les objets auxquels on s'intéresse, et sur lesquels on veut raisonner, sont les
magmas (la galaxie des magmas est le sujet de l'étude).

Un magma ressemble beaucoup à une algèbre (au sens de l'algèbre
universelle). Il n'y a que deux différences: on accepte de considérer non
seulement toute fonction mais aussi toute semi-fonetion, ce qui est plus général ;
et on accepte de considérer des sous-ensembles du support, ce qui est nouveau.

Aussi ne s'étonnera-t-on pas de découvrir une parenté entre certains des
concepts fondamentaux de cette étude et les concepts fondamentaux de l'algèbre
universelle: terme, magma de termes; homomorphisme, sous-algèbre,
congruence, magma-quotient; identité, inférence formelle; magma libre, magma
initial.

Pour le confort du lecteur, j'ai fait apparaître cette parenté autant que
possible. Mais parenté n'est pas identité: certains concepts simples de l'algèbre
universelle correspondent à des concepts compliqués de l'algèbre G. Par
exemple, le magma des (V, X)-termes significatifs (chap. 16) est un objet qui
n'est pas du tout élémentaire; or c'est lui (et non A) qu'il faut mettre en
correspondance avec l'algèbre des termes de l'algèbre universelle.



Chapitre 2

Vocabulaire

Puisque la logique proposée est symbolique, pour calculer on aura besoin d'écrire
et de lire des symboles. Il faut donc savoir les reconnaître et en choisir
quelques-uns.

Un vocabulaire est un ensemble fini de symboles: chaque symbole est soit un
symbole de sous-ensemble, soit un symbole de semi-fonetion, soit une variable.

2.1 Qu'est-ce qu'un symbole?

Noircir avec un peu d'encre et d'une certaine façon une partie d'une feuille
vierge de papier blanc, c'est écrire un symbole (ou peut-être plusieurs). Par
exemple j'écris ceci:

#
Puisqu'il reste assez de surface blanche, je peux écrire le même symbole une

deuxième fois :

# #

14
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Combien de symboles apparaissent maintenant sur la feuille? Il n'apparaît
qu'un seul symbole, mais ce symbole apparaît à deux endroits.

À celui qui doute, on peut proposer cette analogie. Je prends deux photographies
d'une même personne, puis je les colle sur une feuille de papier. Combien de
personnes apparaissent sur la feuille?

Il semble donc qu'un symbole soit un objet plus subtil qu'un peu d'encre
déposée sur une feuille.

Qu'est-ce qu'un symbole? Pour tenter de répondre à la question, on peut
faire une petite expérience et raisonner ainsi. On dispose de feuilles vierges de
papier blanc, d'encre noire et de divers outils pour appliquer celle-ci sur celles-là
(stylo-plume, machine à écrire, photocopieuse, imprimante, etc.). On prend une
feuille et, à l'aide de l'un des outils, on y écrit une fois un symbole.

La feuille de papier - C'est un objet tangible, physique. On la reproduit
(photocopie), puis on la range à un certain endroit de manière à ne jamais la
confondre avec aucune autre feuille au monde. L'original et la copie ne sont pas
un même objet-feuille: l'original et la copie sont donc. distincts.

Le dessin - Sur la feuille apparaît un " dessin". Sur toute copie confonne c'est
le même dessin qui apparaît. Ce dessin est un donc objet abstrait, intangible
(" idéal" aurait dit Platon).

La classe des de8sins 8emblables - On peut produire une photocopie réduite ou
agrandie de la feuille. Le dessin original, son réduit, son agrandi sont des dessins
distincts, mais on reconnaît toujours le même symbole: aussi les jugera-t-on
8emblable8. On peut aussi recopier à la main le dessin original j ce nouveau
dessin lui est encore semblable (si l'on sait écrire). Tous ces dessins
correspondent à un unique symbole.

Que conclure? Un symbole serait une classe d'équivalence (un 8ymbole
serait la classe des dessins semblables), et même une classe d'équivalence de
classes d'équivalence (un de88in serait la classe des feuilles qui sont mutuellement
copies confonnes l'une de l'autre). Si l'on en doute, du moins admettra-t-on
qu'un symbole est un objet particulièrement abstrait et qu'il faut être prudent.

On retiendra aussi cette propriété simple mais fondamentale. Pour désigner
un symbole, au lieu de le nommer et d'écrire ce nom, on peut toujours écrire le
symbole lui-même. Ainsi je désigne ma sœur en écrivant " Marika" (et
certainement pas en la faisant apparaître en personne sur le papier) j mais je
désigne le symbole" # " en écrivant directement" # ". C'est très commode.
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2.2 Ce qu'on considérera comme un symbole
(les symboles-objets)

Pour pouvoir communiquer aisément et sans erreur, avec un humain ou avec
un ordinateur, je n'écrirai pas n'importe quel symbole (hiéroglyphes,
idéogrammes, pictogrammes, etc.), mais seulement des symboles-identifieurs :

est considéré comme symbole tout mot qu'on peut écrire en écrivant de
gauche à droite des caractères de cet alphabet :

abc d e f g h i j k l m n 0 p q r s t u v w x y z
ABC D E F G H l J K L MN a P Q R S T U V Wx y z
o 1 2 345 6 789
"#$~&:' ()*+,-./

< = > ? <li

[ \ ] -
{ 1 } -

(cet alphabet est le sous-ensemble des quatre-vingt-quatorze caractères
imprimables de l'alphabet ASCnI ).

l><l Exemple - Voici un symbole: 4a+=truc23 o

Malgré l'apparence cette convention n'est pas contraignante: on dispose
d'une infinité dénombrable de symboles (voir infra), ce qui est suffisant.

Beaucoup de symboles ne sont pas atomiques, mais cela est sans importance
(les symboles atomiques sont les caractères de l'alphabet). La longueur d'un
symbole (nombre de fois qu'on a écrit un caractère) est finie et non nulle: elle
est finie, sinon on ne finirait jamais d'écrire le symbole; elle est non nulle car on
a écrit quelque chose.

Notation
1 - Je dessinerai toujours les symboles de la même façon, comme je le ferai avec
une machine à écrire (juger si deux dessins sont semblables ne sera donc pas
affaire d'expert).
2 - Z est l'ensemble de tous les symboles (de tous les identifieurs qu'on peut
écrire).

Assertion 4 - Z est infini dénombrable.

Choisissant un ordre (l'ordre lexicographique par exemple), on numérote les
éléments de Z une fois pour toutes :

1American standard code for information interchange
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Exemple - Xl = " a " ; X26 = " Z " ; X27 = " A " ; X95 = " aa ". Etc.

,
2.3 Ecrire un symbole, écrire un symbole,

écrire etc.

17
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Pourquoi écrire un symbole, puis à nouveau ce symbole ou un autre, etc. ?
Pour écrire des termes (chapitre 4) et des formules (des" phrases" ; chapitre 8).

Comment écrire un symbole, puis à nouveau ce symbole ou un autre, etc.
sur une même surface ? Adoptant la règle européenne, on écrit la première fois
en haut à gauche; puis on écrit à une petite distance à droite de l'endroit où on
a déjà écrit (on fait apparaître un espace) ou à la ligne suivante; etc. On écrit
ainsi quatre fois le symbole " x "

x x x x

et une fois le symbole " xxxx "

xxxx

2.4 Les huit symboles réservés

On réserve ces huit symboles à un usage particulier et invariable:

*** $ = =< »

Le symbole " *** " dénote l'univers considéré (le support du magma
considéré). Le point" . " est le symbole qu'on écrit en dernier quand on écrit
un formule (terminateur). On écrit" :: " quand on annonce un élément
quelconque d'un certain ensemble (variable). On écrit" $ " pour exprimer qu'un
terme est significatif (les arguments appartiennent aux domaines des
semi-fonctions). Le symbole" : " correspond au signe" E " (appartenance). Le
symbole" = " correspond au signe égale. Le symbole" =< " correspond au signe
" ç " (inclusion ensembliste). On écrit" » " pour décrire une semi-fonction.

Notation - R est l'ensemble des huit symboles réservés.

2.5 Vocabulaire

Un vocabulaire est un ensemble fini de symboles, divisé en deux classes. On
trouve des symboles de sous-ensemble et des symboles de semi-fonction.
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Définition 12 (Vocabulaire) - On appelle (( vocabulaire " tout triplet
(S, F, a) qui a ces qualités:
• S est un ensemble fini de symboles j

• F est un ensemble fini de symboles j

• a est une fonction F ---+ N j

• S n R = {***} j F n R = 0 j S n F = 0.

Notation - V = (S,F,a).

Terminologie - On appelle" symbole de sous-ensemble" tout symbole de S ;
on appelle" symbole de semi-fonetion " tout symbole de F. Vf E F, l'arité de f
est l'entier naturel n = a(f) ; on dit que f est n-aire (nullaire, unaire, binaire,
etc.).

Notation - Soit n E N. Fn est le sous-ensemble des symboles n-aires de F.

Au lieu de " vocabulaire" on pourrait dire " signature". Le vocabulaire (la
signature) est en effet toute l'information dont a besoin l'analyseur grammatical.

Proposition 2 - Quel que soit V = (S, F, a) un vocabulaire, S =/:- 0.

Preuve - *** ES.

l><1 Exemple - Vocabulaire minimal
Voici oV, le plus petit vocabulaire:

.. oV = (oS, oF, a) ;
·oS={***}j
• oF= 0 j

• a est la fonction (0,0, N) (fonction vide).

N.B. - Par économie j'ai écrit ceci:

plutôt que ceci (forme cOl'recte) :

oS = {" *** "}

•

o

l><1

En principe il n'y a pas d'ambiguïté à craindre, car les seuls symboles que je
dessine à la machine à écrire sont les symboles de Z (les symboles-objets). 0

Exemple - Vocabulaire IV

.. IV = (IS ,lF,a) ;
• IS = {***,Nat*,Carre,Prem} ;
• IFO = {a} ;
• IFI = {s,p,rac} ;
• IF2 = {+,-,*,div} ;
• les autres IFi (i EN - {ü, 1,2}) sont vides.

1V est un vocabulaire (vérification triviale).
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2.6 Grand-vocabulaire
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Un grand-vocabulaire est un ensemble fini de symboles, divisé en trois
classes. On trouve à nouveau des symboles de sous-ensemble et des symboles de
semi-fonction. La troisième classe est celle des variables. On a besoin d'écrire
des variables pour écrire des termes (chapitre 4).

Définition 13 (Grand-vocabulaire) - On appelle "grand-vocabulaire "
tout couple (V, X) qui a ces qualités :
• V est un vocabulaire (S,:F, a) ;
• X est un ensemble fini de symboles;
• X n R = X n S = X n:F = 0.

Que X soit fini n'est pas une caractéristique essentielle. J'ai voulu signaler
simplement qu'un X fini suffit (dans toute sa vie un mathématicien ne rencontre
qu'un nombre fini de variables) et qu'il était intéressant de connaître a priori
toutes les variables du raisonnement.

On peut d'ailleurs toujours remplacer un vocabulaire (V, X) par un vocabulaire
plus large (V, X u X'). La seule caractéristique importante est celle-ci: le
classement des symboles est exclusif j tout symbole (autre que" *** ") est ou
réservé ou symbole de sous-ensemble ou symbole de semi-fonction ou variable.

Remarquer - Quel que soit V un vocabulaire, (V, 0) est un grand-vocabulaire.

Exemple - Grand-vocabulaire (1V, IX) l><l
On connaît le vocabulaire IV (voir supra). IX = {z,n,n*,i,j}. - (IV,tX)

est un grand-vocabulaire (vérification triviale). 0

Terminologie - On appelle" variable" tout symbole de X. Si l'expression
abrégée n'est pas ambiguë, on peut dire" vocabulaire" au lieu de
" grand-vocabulaire".

Convention - Numérotation des variables
Une fois X choisi, pour raisonner commodément on a avantage à numéroter

ses éléments, les variables, une fois pour toutes. Comme il se trouve qu'on a déjà
numéroté tous les symboles (2 = {Xn}neN* ; voir p. 16), on peut simplement
attribuer à chaque variable son numéro de symbole. Cette numérotation n'est
pas continue (il y a des entiers naturels qui ne sont pas des numéros de variable),
mais cela n'a aucune importance.

X ç 2 = {Xn}neN*. J'appelle" L " le sous-ensemble {n E N* 1 X n E X} (L
est l'ensemble des numéros de variables). On vérifie immédiatement que

Remarquer - Si X = 0, L = 0.



Chapitre 3

Magma

Un magma ressemble à ce que Gratzer appelle" a partial algebra " [14] : de la
même façon, on désigne un ensemble (le support du magma) et certaines
semi-fonctions relatives à cet ensemble. Mais on désigne en outre certains
sous-ensembles du support.

Pourquoi distinguer ces sous-ensembles? Si l'on s'intéresse à des
semi-fonctions, on est amené à s'intéresser à leurs composées (un terme dénote
une composée de semi-fonctions ; voir infra). Or les domaines de ces composées
ne sont en général pas évidents, ce dont on s'aperçoit déjà en considérant cette
simple composée:

R -r R

x 1---+ JLog x
x-3

Comment vérifier que! est un élément de son domaine? que ~ n'est pas
élément de son domaine? Quel est le domaine ?

Si l'on veut raisonner sûrement et commodément à ce sujet - et non d'une
manière ad hoc - on cherche alors un procédé de calcul. On s'aperçoit bientôt
qu'on a intérêt à distinguer et à nommer certains sous-ensembles.

Terminologie - Au suiet de «magma"

Le nom qu'on entend et qu'on lit le plus souvent est" algèbre" (algebra). Je
préfère" magma", nom choisi par N. Bourbaki [3), pour au moins deux raisons.

1 - Le nom" algèbre" est surchargé. Désigne-t-on un procédé de calcul (résoudre
un problème de géométrie par l'algèbre), un partie des mathématiques (ce qu'on
sait des groupes, anneaux, corps etc.) ou un module-anneau (algèbre de
polynômes, alg. d'endomorphismes) ?

2 - Les significations usuelles de " magma" conviennent: masse épaisse de
consistance pâteuse; mélange confus (Micro-Robert).

20
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3.1 Magma

Se rappeler (notation) - Soit n un ensemble. n° = {o} (voir p. 8).

21

Définition 14 (Magma) - Soit V un vocabulaire,. V = (S,:F,a). On appelle
"V-magma" tout triplet (n, L:, <I»,
• n étant un ensemble,
• L: étant une famille indexée d'ensembles, L: = {as}sES,
• <I> étant une famille indexée de semi-fonetions, <I> = {<Pf }fE.1"'

qui a ces qualités :

i-n=l0,.
ii-a - VS E S, as =10 et as ç n (sous-ensemble non vide de n) ,.
ii-b - a*** = n ,.
iii - Vf E :F, </Jf est une semi-fonetion na(f) ---r n.

Notation - n = (n, L:, <I».

Que, VS E S, (TS soit non vide est une caractéristique essentielle. On s'abstient de
nommer l'ensemble vide, de sorte qu'on n'y quantifiera jamais aucune variable (on
n'envisagera jamais un Vx E 0). On évite ainsi une difficulté colossale. En effet, si
l'on ne prend pas cette précaution, l'égalité n'est plus transitive, donc n'est plus
une relation d'équivalence; et on ne sait plus quel ensemble-quotient puis quel
magma-quotient considérer (section Être affirmatif ou spéculatif; voir p. 213).

Terminologie - Le support du magma n est l'ensemble Q. Les opérations
fondamentales de n sont les <Pf (f E :F).

Remarquer - Ve E :Fo, la semi-fonetion </Je est une Q-semi-constante ; si </Je n'est
pas vide, <Peo est un élément de n.

Indexer et nommer sont deux opérations équivalentes. Si par exemple
" Nombres" est un symbole de sous-ensemble, on peut considérer qu'il est le
nom de l'ensemble aHombres. Ainsi, chaque symbole de S est le nom d'un
sous-ensemble, chaque symbole de :F le nom d'une semi-fonetion.

Un magma est une collection d'objets rangés d'une certaine façon. Il n'y a
par définition que peu de relations entre ces objets: par exemple, tout as est un
sous-ensemble de n. Mais il y a beaucoup d'autres relations possibles, on
l'imagine aisément: l'empreinte de telle semi-fonetion </Jf est-elle incluse dans tel
sous-ensemble as ? ce sous-ensemble aE est-il inclus dans aF ? aE est-il inclus
dans le domaine de telle semi-fonetion unaire <pg ? etc. De telles relations, qu'on
notera en écrivant des symboles, seront examinées plus tard. On pourra alors ne
considérer que certains magmas, ceux ayant certaines propriétés (axiomes), et
donc raisonner plus finement.
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3.2 Exemples

Magma 10

Notation - N est l'ensemble des entiers naturels, N* le sous-ensemble des
naturels non nuls.

On connaît le vocabulaire 1V (voir p. 18). Voici 10 :

... 10 = (lnd~d<I» ; 1~ = {10"S}SE1S ; 1<I> = {l<PrlfEl.1" ;
• ln = N;
• 10"1at* = N* ;
• ~o"carre = {n2

1 n E N} (les carrés) ;
• 10"Prem = {n ENI n est premier} ;
• 1<Po est cette N -semi-constante non vide : 1<PoO = a ;
• 1<Ps est cette fonction (successeur) :

N --+ N
n 1---+ n+1

• 1<Pp est cette semi-fonction (prédécesseur) :

N
N* :3 n 1---+

• l<Prac est cette semi-fonction (racine) :

N
n-1

• 1<P+ est cette fonction :
N 2 --+ N

(n,m) 1---+ n+m

• 1<P- est cette semi-fonction :

N 2
--, N

{(n,m)ln~m}:3(n,m) 1---+ n-m

• 1<P* est cette fonction :
N 2 --+ N

(n,m) 1---+ n X m

• 1<Pdiv est cette semi-fonction :

N 2

{(n, m) 1 m i= a et n est divisible par m} :3 (n, m) 1---+

On vérifie immédiatement que 10 est un 1V-magma.

N
n/m

o
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Magma 2,10

Notation - Q est l'ensemble des nombres rationnels.

2V est ce vocabulaire :
.. 2V = (28, 2F, a) ;
• 28 = {***,E,F} ;
• 2FO = {zero,un,euler};
• 2F2 = {frac} ;
• les autres 2Fi (i E N - {O, 2}) sont vides.

Voici 2,10, un 2V-magma :

.. 2,1 0 = (2,ln'2,1~'2,1<1» ; 2,1~ = h,10"S}sE2S ; 2,1<1> = b,1<PrhE2F;
• 2,1!1 = Q ;
• 2,10"E = Q ;
• 2,lO"F = Q* ;
• 2,1<Pzero n'est pas vide, 2,1<Pzero<> = 0;
• 2,1<Pun n'est pas vide, 2,1<Pun<>= 1;
• 2,1 <Pauler est vide ;
• 2,1 <Pfrac est cette semi-fonction :

Q2 -r Q
Q x Q* 3 (ç,1]) 1-+ ç/1]2

Magma 2,20

Notation - R est l'ensemble des nombres réels.

Voici 2,20, un autre 2V-magma:

.. 2,2 0 = (2,2 n , 2,2~, 2,2<1» ; 2,2~ = {2,20"S}SE2S ; 2,2<1> = {2,2<PrhE2F ;

• 2,2!1 = R;
• 2,20"E = R ;
• 2,20"F = R+. ;
• 2,2<Pzero n'est pas vide, 2,2<Pzero<> = 0 ;
• 2,2<Pun n'est pas vide, 2,2<Pun<> = 1 ;
• 2,2 <Pauler n'est pas vide, 2,2 <Peuler<> = e (e = exp 1) ;
• 2,2<Pfrac est cette semi-fonction :

23
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R
ç+ Log 1]

Comme on examinera cet exemple à nouveau, il est commode d'appeler
simplement " <P " la semi-fonction 2,2<Pfrac et de choisir dès maintenant un
ensemble de variables:

2X = {u, v, x, y, z}

On numérote les variables ainsi : 2X = {XI heL'
• L = {21, 22, 24, 25, 26}, et

• X21 = U, X22 = v, X24 = X, X25 = y, X26 = z.
(2V, 2X) est un grand-vocabulaire (vérification triviale). o
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Terme - 1

On vient d'examiner le magma 2,20 (voir p. 23), dont on a distingué les éléments
0, 1, e, et cette semi-fonction :

R 2
-r R

R x R+ :3 (ç, 17 ) ~ ç + Log 17

Sans faire référence à autre chose, on peut désigner d'autres éléments, par
exemple ceux-ci: (se rappeler que </> = 2,2</>fraJ

2 =l+Loge=</>(l,e)

3 = 2 + Log e = (1 + Log e) + Log e = </>( </>( 1, e), e)

Log 2 = 0 + Log 2 = 0 + Log (1 +Log e) = </>(0, </>(1, e))

et d'autres semi-fonctions, par exemple celle-ci:

R 3
-r R

(ç, 17, () ~ ç +Log (17 +Log () = </>(ç, </>(17, ())

Comment noter ces autres éléments et ces autres semi-fonctions ? En écrivant
des (2V, 2X)-termes, par exemple ceux-ci (un par ligne) :

frac un euler
frac frac un euler euler
frac zero frac un euler
frac x frac y z

Et si par hasard ou par malice on écrivait celui-ci qui paraît aussi normal
que les autres :

frac un zero

A-t-il un sens? Peut-on l'interpréter? N'y a-t-il pas là une difficulté?

En fait, on peut trouver un procédé d'interprétation uniforme, de telle sorte
qu'on ne s'embarrassera pas à juger certains termes" bons" et d'autres
" mauvais". Bons, ils le sont tous...

24
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4.1 Terme
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On écrit un terme en écrivant des symboles de gauche à droite d'une
manière conforme à une certaine règle (définition 15 ; voir infra). On fait ainsi
apparaître une séquence symbolique.

La longueur de cette séquence est le nombre de fois qu'on a écrit un symbole
(on a pu écrire plusieurs fois un même symbole).
Notation - 19l est la longueur de la séquence l.

Exemplé
19 fil x xl = 3
19 fyl = 1 0

Notation - Soit n E N* ; j'appelle" l'' l'ensemble {l, ... ,n}. Vi E I, soit li
une séquence symbolique.

Il est la séquence [lI ... lnl (pour écrire 1[, on écrit h, puis 12 etc.).

Exemple - I= {1,2}, h = fil x xl, b = fyl. -II = fil x x Y1- 0 l><l

Un terme est une séquence symbolique qualifiée.

Définition 15 (Terme) - Soit (V,X) un grand-vocabulaire j V = (S,F,a).
On appelle "(V, X)-terme "

• toute séquence fel, e E Fo j

• toute séquence fxl, x E X j

• toute séquence fr aIl, r E F n (n E N*), l = {l, ... ,n} et [Vi E I, ~ étant un
(V, X)-termej.

Syntaxe B.N.F.

(Terme) (Symbole nullaire de semi-fonction)
(Variable)
(Symbole n-aire de semi-fonction) (Terme) (Terme)

''----_v-----''
n

Notation - "T(V,X) est l'ensemble des (V,X)-termes. Si l'expression abrégée
n'est pas ambiguë, on peut dire" terme" au lieu de " (V, X)-terme " ; et on
peut écrire" "T " au lieu de " "T(V, X) ".

Remarquer
1 - La définition de " terme" est récursive.
2 - Pour écrire une séquence symbolique qui soit un terme, il n'y a qu'une seule
règle grammaticale à respecter. En outre, celle-ci n'est guère contraignante: on
doit simplement faire attention à l'arité des symboles de semi-fonction.
3 - La longueur d'un terme est finie et non nulle: elle est finie, sinon on ne
finirait jamais d'écrire le terme (on n'écrit qu'un symbole à la fois) ; elle est non
nulle car on a écrit au moins un symbole (quel que soit a un terme, 19 a ~ 1).
4 - La syntaxe est" préfixée".
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La syntaxe préfixée suffit pour exposer la théorie. En outre, parce qu'elle est
rudimentaire, on peut vider bien des démonstrations de considération
grammaticale.

Toutefois, il est entendu qu'un langage informatique doit être plus riche. Pour
programmer aisément, on doit pouvoir écrire des termes de manière préfixée,
postfixée, infixée, distribuée, voire graphique.

0
z
s 0
s s i
div n* 0
rac - 0

l><l
Exemple

On connaît le grand-vocabulaire (lV,tX) (voir p. 19). Voici quelques
(1V,tX)- termes (un par ligne)

s 0
+ sOs s j
s + 0 S 0

o

On est libre d'écrire des parenthèses pour que le texte soit plus lisible:

rac ( - 0 ( s 0 ) )
+ ( s 0 ) ( s s j )

Ces parenthèses sont un simple ornement.

Assertion 5 - /\7(V, X) i= 0 {:} Fo U X i= 0.

Définition 16 (Terme atomique) - On appelle "terme atomique " tout
terme dont la longueur est 1.

Le seul symbole d'un terme atomique est un symbole de semi-constante ou
une variable. L'ensemble des termes atomiques est /\7(Fo, X).

Définition 17 (Sous-terme, sur-terme) - Soit a un terme. On appelle
(( sous-terme de a " toute sous-séquence de a qui est un terme. On appelle
(( sur-terme de a " tout terme dont a est une sous-séquence.

Remarquer - Tout terme a est un sous-terme de a.

Assertion 6 - Un terme atomique n'a qu'un seul sous-terme, lui-même. Un
terme non atomique a au moins un sous-terme autre que lui-même j et a au
moins un sur-terme autre que lui-même.
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Cas particulier - Terme sans variable

Soit V un vocabulaire; (V, 0) est un grand-vocabulaire. On peut donc
considérer "T(V, 0).

Notation et terminologie - ~T(V) = "T(V, 0). On appelle" V-terme" tout
élément de ~T(V).

Dans un V-terme n'apparaissent que des symboles de F.

Assertion 7 - ~T(V) =1- 0 {::} F o =1- 0.

4.2 Analyser un terme

J'ai voulu cette section, inspirée du livre de Shoenfield [7], pour que le texte soit
sans prérequis. Le lecteur avisé ne s'y attardera pas (sauf s'il veut mieux
comprendre quelques unes de mes intentions ultimes; comparer alors mon exposé à
l'original).

Ce que j'appelle" terme" est une séquence symbolique (qualifiée). Je n'introduis
pas le concept d'arbre, car on n'a pas besoin ici de cette deuxième représentation
(ce non-besoin du concept d'arbre est courant [6,7,9,13,14, etc.]). Bien sûr, à
chaque terme-séquence-symbolique correspond un et un seul terme-arbre [10].

Pourquoi adopter une syntaxe" préfixée" ? Parce que l'analyse
grammaticale correspondante est simple. Je rappelle quelques propriétés bien
connues [7].

Terminologie - Soit 1 une séquence symbolique non vide j 19l E N*. J'appelle
" R " l'ensemble {1, ... ,lg I}. Soit r E R.
1 - Écrire l, c'est écrire 19l fois un symbole (on écrit de gauche à droite). La r e

fois on écrit donc un certain symbole. Ce symbole, on dit qu'il apparaît dans 1 à
la place numéro r (à la re place).
2 - Soit 11 une séquence symbolique. On dit que 11 apparaît dans 1 à la place
numéro r pour exprimer ceci : (a) r + 19 h - 1 ~ 19l ; (b) écrire le symbole qui
dans 1 apparaît à la place numéro r, puis, si 19 h 2: 2, celui qui apparaît à la
place numéro r + 1, etc., c'est écrire 11 (on écrit 19l1 fois un symbole j donc la
dernière fois on écrit le symbole qui apparaît à la place numéro r +19l1 -1). On
dit aussi que 11 apparaît dans 1 à la zone [r, r + 19 11 - 1]. Si 11 apparaît dans l, 11
est une sous-séquence de l.

[Xl

o

Exemple - rx y1est une sous-séquence de rx y z x y1. Elle y apparaît à la [Xl

première place j elle y apparaît aussi à la 4e place. 0

Définition 18 (Préfixe) - Soit 1 une 's équence symbolique. On appelle
(( préfixe de l " toute sous-séquence qui dans 1 apparaît à la première place.

Notation - Pour noter que 10 est un préfixe de l, on peut écrire: 10L!.

Exemple

ru $ Al L ru $ A *** rel
rx y1Lrx y z x y1
rx1Lrx1
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Lemme 1 - Soit a un terme. Vr E {l, ... ,lg a}, dans a à la place numéro r
apparaît au moins un terme (qui est donc un sous-terme de a).

Exemple - On connaît le vocabulaire 1V (voir p. 18). La séquence
r+ s sOs 01 est un 1V-terme. À la 2e place apparaît le terme rs
4e rOl ; à la Se rs Ol

Preuve du lemme
On raisonne par récurrence.

1 - a est atomique
19 a = 1. Dans a à la première place apparaît a lui-même.

s 01 ; à la
o

2 - a n'est pas atomique
a est une séquence rr aIl, r E:Fn (n E N*), 1 = {l, ... ,n} et [Vi E I, 8.i

étant un terme].

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Vi E I, Vs E {l, ... ,19 8.i}, dans ai à la place
numéro s apparaît un tenne (un sous-tenne de ai)'

19 rr aIl;::: 2. Dans rr aIl à la première place apparaît r ; à la place numéro
rI = 2 apparaît al ; à la place numéro r2 = 2 + 19 al apparaît a2 (si 2 E I) ; etc. ;
à la place numéro rHI = ri + 19 8.i apparaît 8.i+1 (si i, i +1 E I) ; etc.

Soit r E {l, ... ,lg rr aIl}. Ou r = 1, ou r;::: 2.

• r = 1 - Dans rr aIl à la première place apparaît rr aIl lui-même.

• r;::: 2 - Puisque r E {2, ... ,lg rr aIl}, 3io E l,

r - rio + 1 E {l, ... , 19 aio} ; donc dans aio à la place numéro r - rio +1 apparaît
un terme (hypothèse de récurrence). Ce terme apparaît dans rr aIl à la place
numéro r. •

Lemme 2 - Quel que soit a un terme, quel que soit b ur' terme,

aLb => a = b

Preuve
On raisonne par récurrence.

1 -lga = 1
Ou a = rel, e E :Fo ; ou a = rxl, x EX.

• rel Lb - Puisque b est un terme, b = rel = a.
• rxl Lb - Puisque b est un terme, b = rxl = a.

2 -lg a = l;::: 2

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Quel que soit c un tenne, quel que soit d un
tenne, si 19 c < l et si cLd, alors c = d.
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Puisque a est un terme non atomique, a = fr aIl, r E F n (n E N*),
1 = {l, ... ,n} et [Vi E l, ai étant un terme]. Puisque b est un terme et que aLb,
b = fr b I l, [Vi E l, bi étant un terme].

Donc alLbI : ou alLbI, ou blLal' Dans les deux cas, puisque
19 al < 19 a = l, al = b l (hypothèse de récurrence).

Donc a2L fb2 ... bn l : on vérifie de la même façon que a2 = b2. De proche
en proche, on vérifie que ai = bi (i El). Donc a = b. •

Proposition 3 - Soit a un terme. Vr E {l, ... ,lg a}, dans a à la place
numéro r apparaît un unique terme (un sous-terme de a).

Preuve - Dans a à la place numéro r apparaît au moins un terme (lemme 1). Si
à cette place apparaît un sous-terme b l et si à la même place apparaît un
sous-terme b 2, alors ou b l Lb2 ou b2Lbl . Dans les deux cas, b l = b2 (lemme 2).•

Théorème 2 (Analyse grammaticale des termes) - On ne peut produire
deux analyses différentes d'un même terme (un terme n'est jamais ambigu) :
sans jamais avoir à choisir, on reconnaît
soit une séquence fel, e E Fo i
soit une séquence fxl, x E X i
soit une séquence fr aIl, r E F n (n E N*), 1 = {l, ... ,n} et [Vi E l, ~ E AT].

Preuve - On veut vérifier que, si fr aIl = fr bIl, alors [Vi E l, ai = bi].
Soit fr aIl un terme, soit fr bIl un terme, fr aIl = fr bIl Ou alLbl ou

blLal' Donc al = b l (lemme 2) ; et ou a2Lb2 ou b2La2. Donc a2 = b 2. Etc. •

Proposition 4 (Emboîtement) - Soit a un terme i j'appelle uR"
l'ensemble {l, ... ,lg a}. Soit r E R i soit r' ER, r ::; r'. À la place numéro r
apparaît un certain sous-terme b i à la place numéro r' apparaît un certain
sous-terme c (proposition:;).

Ou r + 19 b - 1 < r' (les deux zones sont disjointes).
Ou r' + 19 c - 1 ::; r +19 b - 1 (la deuxième zone est incluse dans la première et

c est donc un sous-terme de b).

Se mettre en garde - Exemple
On considère ce lV-terme:

a=f+ssOsol

À la 2e place apparaît b = fs s 01, à la 5e c = fsOl. Les deux zones [2, 4] et
[5, 6] sont disjointes, mais c est un sous-terme de b ! En effet, c apparaît dans a
à deux endroits: à la zone [3, 4] et à la zone [5, 6]. 0

Preuve de la proposition
On suppose que les deux zones [r, r + 19 b -1] et [r', r' + 19 c -1] ne sont pas

disjointes;
r ::; r' ::; r + 19 b - 1
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Dans b à la place numéro r' - r + 1 apparaît un certain sous-terme b' de b
(proposition 3 ; voir p. 29). Ce b' apparaît dans a à la place numéro r'. Donc
dans a, la zone [r', r' + 19 b' - 1] où apparaît b' est une partie de la zone
[r, r +19 b - 1] où apparaît b ; en particulier,

r' +19 b' - 1 :s; r +19 b - 1

Dans a à la place numéro r' apparaît aussi c. Donc b' = c (proposition 3) ;
et

r' +19 c - 1 :s; r +19 b - 1

•
l><l Exemple - Soit a un terme; b = a est un sous-terme de a ; c = a est un

sous-terme de a. - On vérifie que b est un sous-terme de c (vérification
triviale). o

Théorème 3 (On peut analyser récursivement) - Soit a un terme non
atomique,. a = fr aIl, r E Fn (n E N*), l = {l, ... , n} et [Vi E I, 81 E "T].

Dan8 fr aIl à la première place apparaît r ,. à la place numéro rI = 2
apparaît al ,. à la place numéro r2 = 2 +19 al apparaît a2 (8i 2 E I) ,. etc. ,. à la
place numéro ri+! = ri +19 81 apparaît ai+! (8i i, i +1 E 1) ,. etc.

Soit r' E {l, ... ,lg fr aIl}. À la place numéro r' apparaît un certain
8oU8-terme c (propo8ition 9).

Ou r' = 1 et c = fr aIl: la zone [r', r' +19 c - 1] coincide avec la zone
[l,lg fr aIl].

Ou :lio E I, rio :s; r' et r' +19 c - 1 :s; rio +19 8.io - 1 : la zone [r', r' +19 c - 1] e8t
une partie de la zone [rio, rio +19 810 - 1] ,. en particulier, c e8t un 8ou8-terme
de 810 ,

Preuve

19 fr aIl = rn + 19 an -1. Donc si 2:S; r' (:S; 19 fr aIl),

l><l

:lio E I, rio :s; r' :s; rio + 19 810 - 1

on se rappelle alors que r' +19 c - 1 :s; rio +19 810 - 1 (proposition 4).

Corollaire 1 - Tout 8ou8-terme de fr aIl e8t fr aIl lui-même ou un
8ou8-terme de l'un de8 ai (i E I).

Remarquer - Soit io E I. On vérifie que aio' sous-terme de fr aIl, est bien un
sous-terme de l'un des 81 (il est au moins sous-terme de lui-même).

Exemple
OnadéjàvuleIV-termea= f+ s sOs 01; a= fr aIl,

• r = + E IF2 ,

• l = {l, 2},
• al = fs s 01, et
• a2 = fs ol

fs 01 est un sous-terme de al ; c'est aussi un sous-terme de a2 !

•

o
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On a voulu considérer non seulement les opérations fondamentales d'un
certain magma, mais aussi leurs composées. Aussi, pour désigner celles-ci a-t-on
été amené à écrire des termes.

Un terme est donc le nom d'une certaine composée. Laquelle? Pour savoir,
il faut interpréter le terme.

N.B. - On interprète un terme par référence à un certain magma.

Préliminaires - Notation et convention

Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (8, F, a), FoU X :/= 0 (il Y a au moins
un terme) ; X = {XI}IEL (voir p. 19).

Soit a un (V, X)-terme.
Notation - Var a est l'ensemble des variables qui apparaissent dans le terme a.

J'appelle" J " le sous-ensemble {j E L 1 xi E Var a} ; on peut alors écrire

J'appelle" m " le cardinal de J.

Si a est sans variable, J = 0 et m = O. Sinon, J est un certain sous-ensemble
non vide de L :

Notation
• Si J = 0, XJ = X0 = n(la séquence symbolique vide).
• Sinon, XJ = rXi! .. , Xim l (on écrit une fois chaque variable de a, dans un
certain ordre).

Exemple
Soit (V, X) un grand-vocabulaire qui comporte ces symboles:

• f E F3 ;

• X = {v,u,z,y,x}.
On numérote les variables ainsi :. X = {XI}IEL,

• L = {21,22,24,25,26},et
• X21 = U, X22 = V, X24 = X, X25 = y, X26 = z.

On vérifie très facilement que la séquence rf x z ul est un (V, X)- terme.
Voici l'ensemble de ses variables:

Var rf x z ul = {XiLa, J = {21, 24, 26}

En procédant ainsi, on a classé u première variable du terme (u a le plus
petit numéro), x deuxième, etc. Pour se rappeler ce classement, il suffit de lire la
séquence XJ = ru x zl. 0
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4.3.1 Interpréter un terme sans variable

Interpréter un terme sans variable, c'est lui associer une certaine
semi-constante, qui est une composée d'opérations fondamentales.

Soit V = (S,:F, a) un vocabulaire, :Fo =1- 0 (il existe au moins un V-terme).
Soit n = (n, E, <p) un V-magma.

À tout terme a E Li.T(V), on associe une certaine n-semi-constante

De quelle façon ? On procède par récurrence.

1er cas - a est atomique

Le terme a est une séquence fel, e E :Fo. On lui associe
l'n-semi-constante Te = 1>e.

2e cas - a n'est pas atomique

Le terme a est une séquence fr aIl, r E :Fn (n E N*), l = {l, ... ,n} et
[Vi E I, lli E Li.T(V)].

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Vi E I, au terme lli on a associé une
n-semi-constante Tai'

Au terme fr aIl, on associe cette n-semi-constante Trr aIl
si [3i E I, Dom Tai = 0],
alors Trr aIl = (0, n°, n) (semi-constante vide) ;
sinon

si le multiplet ( TaiO )iEI fi Dom 1>r,
alors Trr aIl = (0,n°,n),
sinon Dom Trr aIl = n° et Trr aIlo = 1>r( TaiO )iEI.

N.B. - Il suffit qu'un seul sous-terme dénote une semi-constante vide pour que
le terme lui-même dénote une semi-constante vide (" strictitude " , monotonie).

[Xl Exemple 1
On connaît le IV-magma ln (voir p. 22). La séquence

* 0 div 1 0

(0 x t) est un IV-terme; fdiv 1 01 est l'un de ses sous-termes.
On vérifie facilement que Trdiv 1 01 est la N-semi-constante vide. Donc

Tr* 0 div 1 01 est aussi la N-semi-constante vide. 0

Morale? Bien que lVn EN, 0 x n =0], on s'abstiendra d'écrire" 0 x i =0 " .
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Exemple 2

Soit V un vocabulaire qui comporte ces symboles:
• f E F 3 ;

• k3, k2, ki E Fo.

La séquence rf k3 k2 kil est un V-terme. L'interpréter (par référence au
magma !l) c'est lui associer l'n-semi-constante

qu'on peut désigner exactement:
si Dom <Pk3 = 0 ou si Dom <Pk2 = 0 ou si Dom <Pki = 0,
alors Trf k3 k2 Ul est l'n-semi-constante vide j

smon
si (<Pk3<>, <Pk2<>, <Pu <» ri. Dom <Pf,

alors Trf k3 k2 kil est l'n-semi-constante vide,
sinon Dom Trf k3 k2 kil = n° et Trf k3 k2 kil <> = <Pf( <Pk3<>, <Pk2<>, <Pki <».

o

4.3.2 Interpréter un terme dans lequel apparaît au moins
une variable

Interpréter un terme dans lequel apparaît au moins une variable, c'est lui
associer une certaine semi-fonction, qui est une composée d'opérations
fondamentales j son arité, c'est le nombre de variables qui apparaissent dans le
terme.

Soit (V, X) un grand-vocabulaire, X =1= 0 (il existe au moins un terme dans
lequel apparaît au moins une variable). Soit !l = (n, L;, CP) un V-magma.

Soit a un (V, X)-terme dans lequel apparaît au moins une variable j

Var a = {Xj}jEJ, Card J = m (m E N*). Au terme a, on associe une certaine
semi-fonction

XJ • om 0
Ta .~" "C'""7'~"

De quelle façon? On procède par récurrence; la seule difficulté, c'est de décrire
précisément Dom T;J (voir infra).
N.B. - Il y a une analogie entre" T;J " et " ). XJ. a " (lambda-calcul). On la
percevra bientôt.

Notation
Soit (çj)J E n m •

1 - (Çj)jE0 = <>.

2 - Soit e une n-semi-constante non vide. e(çj)jE0 = e <> (E n).
3 - Soit b un terme sans variable. T~0 = Tb. Si l'n-semi-constante Tb n'est pas
vide, T~0(çJjE0 = Tb<>.
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I><l

1er cas - a est atomique

Le terme a est une séquence rxl, x EX. On lui associe la fonction
'1; = Idn (fonction identitaire de n).

2e cas - a n'est pas atomique

Le terme a est une séquence rr aIl, rE :Fn (n E N*), 1= {l, ... ,n} et
[Vi E l, ai E "T(V, X)].

Vi E l, j'appelle" Ji " le sous-ensemble {j E J 1 Xj E Var~} ;
Var ai = {Xj}jEJ, ; on vérifie sans peine que J = UJi' J'appelle" mi " le

iEI
cardinal de Ji.

J'appelle" Is " le sous-ensemble {i E l 1Var~ = 0} (ensemble des
indices i, ~ étant sans variable). Puisqu'au moins une variable apparaît
dans rr aIl, 1- Is =1= 0.

Vi E Is, au sous-terme sans variable ai on a associé une n-semi-constante
'la, (voir p. 32).

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Vi E l - Is, au sous-terme ~ on a associé
• or t' XJ. nm· n

une Selll1-10nC lOn 'la,' : H • -, H.

Au terme rr aIl, on associe cette semi-fonction T~JaIl: n m -, n :

(i) Dom T~JaIl = { (çj)J E n m

1 [Vi El, (Çj)jEJ, E Dom T~J,]

et ( T~J, (Çj)jEJ, )iEI E Dom <Pr
}

(ii) V(çj)J E Dom T~JaIl' T~JaIl (çj)J = <pr( T~J'(Çj)jEJ, )iEI.

N.B. - Si::Ji E l, DomT~J, = 0, alors T~JaIl = (0,nm ,n); il suffit qu'un seul
sous-terme dénote une semi-fonction vide pour que le terme lui-même dénote
une semi-fonction vide (" strictitude ", monotonie).

Exemple

Soit (V, X) un vocabulaire qui comporte ces symboles:

• f E :F3 ;

• e E :Fa ;
• x,y EX.
On numérote les variables ainsi: X24 = X, X25 = y.

l - rf y x yl est un (V, X)- terme. L'interpréter (par référence au magma n)
c'est lui associer la semi-fonction

fx Yl . n2 nTff y x yl' -, H,

qu'on peut désigner exactement:
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(j'appelle" D" l'ensemble ((ç,1]) E n21 (1],ç,1]) E Dom <Pd)
si D = 0,
alors Tf; ;\ yl = (0,n2,n) (semi-fonction vide) ;

D rx yl Dsmon om Trf y x yl = ,et
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II - rf y x el est un (V, X)-terme. L'interpréter (par référence au magma 0),
c'est lui associer la semi-fonction

rx yl . 02 0
Trf y x el . H -, H

qu'on peut désigner exactement:
si Dom <Pe = 0,
alors Tf; ;lx el = (0, n2

, n) ;
sinon (j'appelle" D " l'ensemble {(ç,1]) E n 2

1 (1], ç, <Pe<» E Dom <Pd)
si D = 0,
alors Tf; ;lx el = (0, n2

, n) ;
. D rx yl Dsmon om Trf y x el = ,et

o

4.3.3 Bilan - Un procédé uniforme d'interprétation

On peut croire qu'il y a deux procédés d'interprétation: l'un pour les termes
sans variable, l'autre pour les termes où apparaît au moins une variable. En fait,
compte tenu de la notation adoptée, il n'en est rien.

1 - Soit a un (V, X)-terme dans lequel apparaît au moins une variable;
Vara = {Xj}jEJ, Card J = m (m E N*). T;J est une semi-fonction n m

-, n. À
un multiplet (çj)J élément de son domaine correspond le résultat T;J(Çj)J'

2 - Soit a un V-terme. Ta est une n-semi-constante. Ou son domaine est vide,
ou c'est le singleton n° = {<>}. Si <> E Dom Ta, il lui correspond le résultat Ta<>.
Or on sait que

(notation) .

On peut donc raisonner sur un terme a d'une seule façon, que Var a soit vide
ou non; on n'est pas obligé d'envisager deux cas. Toutefois, en le faisant on
expose plus aisément et on vérifie plus sûrement (le texte n'est pas
" multiplexé ").
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4.3.4 L'ordre d'énumération des variables importe peu

Pour interpréter un terme on a besoin de connaître les numéros des variables
(on a numéroté les symboles de X une fois pour toutes; voir p. 19). En effet, si
dans le terme apparaissent au moins deux variables, on doit savoir laquelle est
première (celle dont le numéro est le plus petit; elle représente la première
composante du multiplet-argument), laquelle est deuxième (deuxième
composante), etc.

Le procédé d'interprétation est donc fonction de cette numérotation
arbitraire. Est-il lui-même arbitraire? En fait, non; ce dont on se convainc déjà·
en considérant cet exemple.

Exemple

Soit (V, X) un vocabulaire qui comporte ces symboles :

• f E F3 ;

• X = {v,u,z,y,x}.
On numérote les variables ainsi: X = {Xl}IEL,

• L = {21,22,24,25,26}, et
• X21 = U, X22 = v, X24 = X, X25 = y, X26 = z.

rf x z ul est un (V, X)-terme, dont l'ensemble des variables est
{Xj}J, J = {21,24,26}. Interpréter ce terme c'est lui associer la semi-fonction

U x z
Tf x z U'

Et pourquoi ne pas lui associer Ti : ~ u ? Quel est le lien entre ces deux
semi-fonctions? En fait, l'une n'est guère différente de l'autre. On vérifie
facilement ceci :

• Dom Ti: ~ u = {(Ç26,64, 6d E n3
1 (6b 64, 66) E Dom Tl: i u} ; donc si

l'une est vide, l'autre aussi;

• et (à supposer qu'elles ne soient pas vides)
V(6b 64, Ç26) E Dom Tl: i u, Ti: ~ u(66, Ç24, 61) = Tl: i u(6b Ç24, Ç26)' 0

On considère maintenant le cas général.

Notation
Soit J un sous-ensemble non vide de N* ; J = {it,i2, ... ,jm},

1 ~ it < j2 < ... < jm.
Vj E J, soit Xj un objet et soit lj une séquence symbolique. Soit p une

permutation J f--+ J.
1 - (Xp(j))jEJ est le multiplet (xp(il)"'" xp(jm))'

2 - rlp(j)vEJ est la séquence symbolique rl p(jl) ... lp(jm)l

l><l Exemple (suite)
p est cette permutation J f--+ J (J = {21, 24, 26}) :

p(21) = 26, p(24) = 24, p(26) = 21
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On sait que fXp(j)ljEJ est la séquence

fX p(21) X p(24) X p(26) l = fX26 X24 x211 = fz x ul

(notation). Donc (j'appelle" a " le terme ff x z u1)
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Proposition 5 - Soit (V, X) un grand-vocabulaire, Card X ~ 2. Soit a un
(V, X) -terme dans lequel apparaissent au moins deux variables; Var a = {Xj}J,

Card J = m (m ~ 2). Soit p une permutation J f-? J.
Soit n = (!1, E, CP) un V-magma.

Dom T!XP(i)liEJ = {(Çp(j)jEJ E nm
1 (çj)J E Dom T: J }

et

4.3.5 Le choix des variables importe peu

Un terme est le nom d'une composée d'opérations fondamentales du magma.
Pourtant, alors qu'on note ces opérations fondamentales sans avoir besoin
d'écrire aucune variable (on n'écrit que des symboles de semi-fonction), pour
pouvoir noter les composées on a d'abord besoin de choisir un ensemble de
variables.

Quelle est l'importance de ce choix? Raisonne-t-on sur les termes d'une
manière arbitraire?

En examinant un exemple, on se convainc bientôt que le seul caractère
significatif d'un ensemble de variables est son cardinal.

Exemple

Soient (V, X) et (V, Y) deux grand-vocabulaires,
• bin E F2 ,

• X = {x,z,t}, et
• y = {y,z}.

Examinant le (V, X)-terme fbin x zl, le (V, y)-terme fbin y zl, et
comparant les semi-fonctions T';~ x z et T~~ y z, on est tenté de vérifier que

x z _ Y z
Tbin x z - Tbin Y z

Ce n'est pas très difficile : T';~ x z = <hin = T~~ Y Z' La variable x est
" muette". 0

Voici l'énoncé général...

[Xl
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Proposition 6 - Soit (V, X) un grand-vocabulaire, X =1- 0. Soit a un
(V, X) -terme dans lequel apparaît au moins une variable j Var a = {xi} J,

Card J = m, m E N*.
Soit y un ensemble de symboles qui a cette qualité (Y est un deuxième

ensemble de variables) :
• (V, Y) est un grand-vocabulaire j

• Card Y ~ m (Y est assez nombreux).
Vj E J, soit Yi E y, les Yi étant distinctes deux à deux (on associe Yi à xi)'

Soit n = (n,~,~) un V-magma. On considère le terme a E I\T(V, X), le
terme a{Yi @ xibeJ E I\T(V,Y) (c'est un terme obtenu par subgtitution j voir
p. 40), la semi-fonction r: J : nm

---r n et la semi-fonction
rYJ • (""\m (""\

a{y' @ x.}· .~" ---r ~""J J JeJ
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Terme - II - Théorèmes
fondamentaux

Les termes sont des objets de même nature que les symboles. On peut les écrire
sur du papier j et on peut lire ceux qui sont écrits sur la feuille qu'on tient
devant soi.

On est alors tenté d'écrire" mécaniquement" certains termes qui leurs sont
apparentés :
• (substituer) associer un terme à chaque variable qui apparaît dans le terme

original j .puis recopier le terme mais sans recopier aucune variable j au lieu de
recopier telle variable, écrire à la place le terme qui lui est associé j

• (extraire) écrire un sous-terme du terme;
• (remplacer) repérer une zone du terme original où apparaît un sous-terme;

puis recopier le terme mais sans recopier ce qui apparaît à cette zone ; au lieu
de recopier ce qui apparaît à cette zone, écrire un certain terme.

Par exemple (voir p. 23), sont apparentés au terme rfrac frac x x yl ces
termes-ci:
• rfrac frac zero zero unl (au lieu de recopier " x " écrire chaque fois

" zero " , au lieu de recopier " y " écrire " un ") j

• rfrac x xl (sous-terme) ;
• rfrac euler yl (au lieu de recopier" frac x x " écrire" euler ").

On choisit maintenant un certain magma j interprétant ces termes, à chacun
d'eux on associe une certaine semi-fonction composée (à
rfrac frac zero zero unl on associe Trfrac frac zero zero unl).

Ces composées sont-elles aussi apparentées? Comment le sont-elles? Quelle
parenté mathématique correspond à quelle parenté symbolique ?

Il sera crucial de savoir répondre à ces questions quand on voudra vérifier
qu'une certaine logique est complète (chapitre 15).

39
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5.1 A, un remarquable magma de termes

Pour commencer, il est intéressant de découvrir que l'ensemble des termes
est le support d'au moins un magma. En examinant celui-ci, on conçoit
spontanément l'opération substituer.

Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (S,F,a), FoU X =10 (il existe au
moins un terme). L'ensemble non vide /\T = /\T(V, X) est le support du
V-magma A = (/\T, E, <I» ; E = {O"S}sES, <I> = {<Pelro".

Les sous-ensembles - VS ES, O"S = /\T.

Les semi-constantes - Ve E Fo, <Pe est cette /\T-semi-constante :
(i) Dom <Pe = (/\T)O (= {o}) ;
(ii) <Peo = rel
Les autres semi-fonctions - Vn E N*, Vf E Fn , <Pr est cette semi-fonction
(/\T)n ---r /\T: (j'appelle" 1" l'ensemble {l, ... ,n})
(i) Dom <Pr = (/\T)n ;
(ii) V(lli)I E (/\T)n, <Pr(lli)I = rf aIl·

Chaque sous-ensemble O"s est identique au support, et chaque semi-fonction
<Pr est une fonction. Si on " oublie" les sous-ensembles, ce magma est le magma
des termes de l'algèbre universelle. Il ressemble beaucoup à un autre magma de
termes, le magma $(3, qui a des propriétés fort intéressantes (chapitre 16).

Comment, par référence à A, interpréter les termes ?

Soit a E /\T(V, X) ; Var a = {Xj}J, Card J = m. On lui associe une certaine
semi-fonction T: J : (/\T)m ---r /\T

Cette semi-fonction, on aimerait la décrire concrètement (prendre garde qu'un
terme est équivoque: a est un objet, élément de /\T ; a est aussi le nom de T;J,
semi-fonction relative à ces mêmes objets-termes !).

1er cas - Vara = 0
On vérifie sans peine que Ta est une /\T-semi-constante non vide, et que

TaO = ral
2e cas - Vara =10 (J =10, mE N*)

Notation - Vj E J, soit d j E /\T(V, X).
a{dj@xj}jEJ est le terme qu'on écrit quand on recopie a mais sans

recopier aucune Xj (j E J) ! au lieu de recopier Xj, à la place on écrit le
terme d j (Vj E J, dans a on a " substitué" un d j à chaque Xj).
N.B. - On peut aussi définir" a{ d j @Xj }jEJ " récursivement.

Remarquer - Il n'y a pas de notation standardisée. On trouve aussi ceci:

a[d/x] a[x I-t d]
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En l'occurrence, j'écrirais" a[d @ x] " qui est cousin de " a[d/x] " (j'écris" [ " et
"] " parce que je ne sais pas si Vara = {x}).

41

Terminologie (néologismes) - Pour exposer commodément, j'appelle
a{d j @Xj }jEJ " le .'JUbstituat " (c'est le produit d'une substitution; cf. filtrat,
précipitat, agglomérat, résultat) et d j " un substituande " (cf. opérande,
multiplicande; on peut aussi dire " un substitué" car d j est ce qui est substitué
à Xj).

Proposition 7 - T;J est cette fonction:

(l''T)m ~ AT
(dj)J f--+ a{dj@Xj}jEJ

Preuve

Cette preuve est facile. En la lisant et en la comprenant on saisira à bon marché
l'esprit de l'étude.

On raisonne par récurrence.

1 - a est atomique
a = rxl, x EX. Par définition, T; = Ide'T) ; donc

2 - a n'est pas atomique
a = rr aIl, r E Fn (n E N*), 1 = {l, ... ,n} et, Vi E l, ~ E AT. L'ensemble

des variables du sous-terme ~ est Var~ = {xj}J, ; Card Ji = mi. On vérifie que
Vara = {Xj}J, J = UJi.

iEI

On considère l'ensemble 18 = {i E 1 1 Ji = 0} (ensemble des indices i, ~
étant sans variable). Sachant que a contient au moins une variable, on vérifie
que 1 - 18 =1= 0.

Vi E 18 , Ta, est une AT-semi-constante non vide et Ta,~ = ~ (voir supra) ;
puisque Var~ = 0 (Ji = 0), on peut écrire (appendice Notation; voir p. 218):

V(dj)J E (AT)m, Ta.(dj )jE0 = Ta,~= a= a{dj @Xj}jE0

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Vi E l - 18 , T:'J, est cette fonction:

(AT)m, ~ AT

(dj )J, f--+ ~{dj @Xj }jEJi

On peut alors vérifier que, V(dj)J E (AT)m,

T;J(dj)J = cPr( T:'Ji(dj)jEJ, )iEI = cPr( ~{dj @Xj}jEJ, )iEI

= rr r~{dj @Xj}jEJJiEIl = a{dj@Xj}jEJ

•
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5.2 Interpréter un substituat

Sont liés au terme rfrac x yl le terme rfrac zero unl (substituer zero à
x, et un à y), et le terme rfrac u ul (substituer u à x, et u à y).

On vérifie sans trop de peine que la R-semi-constante Trf rac zero unl n'est
pas vide et que

Trfrac zero unl O = qS(0,1) = T{:r!l x Yl(TzeroO, TunO)

On peut aussi vérifier que, si l'argument ç convient,

T~rac u ul(Ç) = qS(ç,ç) = T{:r!l x Yl(T:(Ç),T:(Ç))

On a peut-être déjà deviné de quelle manière le T d'un terme obtenu par
substitution est lié au T du terme original et aux T des termes substitués aux
variables. Voici l'énoncé général.

Soit (V,X) un grand-vocabulaire, X # 0 ; X = {xlhEL (voir p. 19).
Soit a un (V, X)-terme dans lequel apparaît au moins une variable;

Var a = {Xj bEJ, J # 0, J ç L.
Vj E J, soit d j E IIT(V, X). J'appelle" K j " le sous-ensemble des indices

k E L, Xk apparaissant dans d j ; Vard j = {xkhEKj'

Remarquer - Si aucune variable n'apparaît dans dj, K j = 0.

J'appelle" K " l'union UK j ; j'appelle" q " le cardinal de K. On vérifie
jEJ

sans peme que
Vara{dj @Xj}jEJ = {xk1kEK

Remarquer - Si [Vj E J, K j = 0], alors K = 0 (c'est-à-dire a{ d j @ Xj }jEJ est
sans variable).

Soit n = (n, ~,<p) un V-magma. On considère les semi-fonctions T;J,
XK'

Td J (j E J) et
J

XK nq n
Ta{d @ X} , : ~" --, ~"

J J JEJ

On distingue deux cas.

Théorème 4
1er cas - Var a{ d j @ Xj }jEJ = 0 (Vj E J, dj est sans variable; q = 0)

Si 3j E J, Dom Td = 0,
J

alors Dom Ta{dj @ XjhEJ = 0 ;
sznon

si ( TdjO )jEJ fi. Dom T;J,

alors Dom Ta{dj @ Xj}jEJ = 0,
sinon Dom Ta{dj @ XjhEJ = n° et

Ta{dj @ Xj}jEJO = T:
J

( TdjO )jEJ

(le dénoté du substituat est la composée du dénoté du terme original et des
dénotés des substituandesJ.
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}
et

V(f.k)K E Dom r:{~j @ Xj}jEJ' r:l~j @ xih'E/f.k)K = r: J
( r:j

Kj
(f.k)kEKj )iEJ

(même remarque).

Preuve

Il n'est pas difficile de vérifier que TX{Kd ,.. } est une certaine composée
a j "" Xj jEJ

d'autres fonctions T. Ce qui est difficile, c'est de présenter son domaine.
Pourquoi? Il Y a au moins deux raisons à cela: le domaine étriqué d'une
semi-fonction est un caractère essentiel mais difficile à saisir; et, parce qu'on ne les
connaît que de manière récursive, on ne parvient jamais à contempler les
semi-fonctions T d'un seul coup d'œil.

Cette preuve est très technique. Elle a été pénible à écrire et est probablement
pénible à lire, car on navigue à travers un raisonnement doublement récurrent
(compréhension récurrente de la fonction tau et vérification récurrente du résultat
annoncé). Ne pas la lire avant d'être bien familier avec la notation et le contexte.

Grâce à la notation qu'on a adoptée, on peut confondre les deux cas. On
raisonne par récurrence.

1 - a est atomique

a=fxl,xEX.
r: = r: = Idn. Soit dE "T(V, X) ; Var d = {xkhEK ; Card K = q.

a{d@x} =x{d@x} = d; Vara{d@x} =Vard = {XdK; r:{~@x} = r;K.
On vérifie sans peine que

43

{

1

}

(f.k)K E nq

(f.k)K EDam r;K
et r;K(f.k)K EDam r; = n°

II - a n'est pas atomique

a = fr aIl, r E Fn (n E N*), I= {l, ... ,n} et [Vi E I, <li E "T(V,X)].
Vi E I, j'appelle" Ji " le sous-ensemble {j E J 1 xi E Var ad

Var ai = {xiLEJj'
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On vérifie sans peine que

J'appelle " K( i) " l'union U K j ;

jEJj

Var 81 {d j @ Xj }jEJj = {xkhEK(i)

J'appelle" q(i) " le cardinal de K( i).

On sait que

TERME-II

}

et que

(5.1)

V(f"k)K E Dom r~KaIHdj @ Xj}J'

rf7aIHdj @ Xj})f"k)K = <Pr( r~{~: @ Xj}jEJ, (f"k)kEK(i) )iEI

(voir pp. 32 et 34).

(5.2)

J'appelle" la " le sous-ensemble {i E 1 1 Var 81 = 0}. Puisqu'au moins une
variable apparaît dans rf aIl, 1 - la =1= 0.

Vi E la (81 est sans variable), 81{dj @Xj}jEJ, = ai; K(i) = 0 et q(i) = 0;

d XK(')
one ra-{d- "" x _} _ = ra-·

, J "" J JEJ, '

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Vi E 1 - la,

}

et

11-1 - Dom r~KaIHdj @ Xj}J

J'appelle" Dl " l'ensemble

}
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On veut vérifier que

11-1-1 - Dom r~KaIHdj @ Xj}J ç Dl ?

Si Dom r~KaIHdj @ X}J = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi.

Soit (ek)K E Dom r~KaIHdj @ Xj}J ;

V· 1 (t) D XK(i)
~ E , r."k kEK(i) E om ra-{d @ x}- J

• J J JE i

et

(5.1).

Soit jo E J. Xjo apparaît dans un certain ~o, io E 1 - I s ; jo E Jio ;

K jo ç K(io).
Donc
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(5.3)

(5.4)

(5.3). Donc

(hypothèse de récurrence).

On vient de vérifier que

XK-
Vj E J, (ek)kEKj E Dom rdj J

Pour vérifier que (ek)K E Db il reste donc à vérifier que

c'est-à-dire

et

(voir p. 34) .

• Vi E Is (Ji = 0,K(i) = 0), on sait que ~ E Dom rai (5.3); c'est-à-dire

( XKj (t ) ) D XJ
r dj r."k kEKj jEJi E om rai •

en outre,

(raisonnement trivial).
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(5.3) j donc

et
XJ. ( XKi (è )) XK(i) ( )

Tai' Td l"k kEK,· jEJi = Ta ·{d@X·}·EJÇkkEK(i), ., "i

(hypothèse de récurrence).

Ainsi (considérer les deux cas à la fois)

et

(5.4).
On a fini de vérifier que (Çk)K E Dl'

11-1-2 - Dl ç Dom T~KaIHdi @ xi}J ?

Si Dl = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi.
Soit (Çk)K E Dl,

XK·

Vj E J, (çkhEKi E Dom Tdi '

XK·
donc aucune des Td. ' (j E J) n'est vide.,

donc
(

XK·()) XJ.Vi E l, Td.' Çk kEKi jEJi E Dom Tai 1,
et

(voir p. 34) .

. • Vi E ls (Ji = 0, K( i) = 0), on sait que 0 E Dom Tai (5.7) ; c'est-à-dire

(Çk)kEK(i) E Dom T:/{~j @ xihEJi

En outre

(raisonnement trivial).

(5.6)

(5.7)

(5.8)
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(5.6) et

(5.7). Donc

et

( t ) D XK(')
e"k kEK(i) E om Ta'{d @ x} 'EJ

• J J J •

XK(') (t ) XJ'( XKi(t) )
Taddi @ XihEJ. e"k kEK(i) = Ta.' Tdi e"k kEKi jEJ.

(hypothèse de récurrence).

Ainsi (considérer les deux cas)

V· l (t) D XK(')
Z E , e"k kEK(i) E om Ta'{d' @ x}, J

• J J JE •

et

(5.8).
On vient de vérifier que

(5.1).

11-2 - V(Çk)K E Dom T~KaIHdi @ xi}J'

T~KaIHdi @ xj}/Çk)K = T~JaIle T~;i (çkhEKi )jEJ ?

Si Dom T~KaIHdi @ xi}J = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi.

Soit (Çk)K E Dom T~KaIHdi @ xi}J' On sait que

x (XK' ( XJ' ( XK' ( ))
Tri aIl Tdi J(Çk)kEKi )jEJ = <pr Ta.' Tdi J çkhEKi jEJ. iEI

(voir p. 34). On sait que

<pr( T:/i
( T~Kj (Çk)kEKj )jEJ. )iEI = <pr( T:K{à)@x'}'EJ(ÇkhEK(i))iEI

J • J J J •

(5.5). On sait enfin que

<pr( T:.{àj @ Xj}iEJ.cÇkhEK(i) )iEI = T~KaIHdj @ Xj}/Çk)K

(5.2). Donc

Ouf! •
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5.3 Interpréter un sous-terme

Puisque rfrac x xl est un sous-terme de rfrac frac x x yl, on
soupçonne que le domaine de Trf rac x xl) et celui de Trf rac frac x x Yl) sont liés.
De quelle façon ?

Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (S, F, a), FoU X =1- 0 ; X = {Xl hEL
(voir p. 19).

Soit a E "T(V, X) ; Var a = {Xj}jEJ, Card J = m.
Soit c un sous-terme de a. J'appelle" Ja " (sous-terme) le sous-ensemble

d'indices {j E JI Xj E Varc} ; Varc = {XjLEJ.'

Soit n = (n,~, cI» un V-magma. On considère les semi-fonctions T:Jet T;J·.
Théorème 5
1er cas - Var a = 0 - Si <> E Dom Ta, alors <> E Dom Tc.

2e cas - Vara =1- 0 (J =1- 0, mE N*)

V(Çj)jEJ E nm, (Çj)jEJ EDam T:J * (Çj)jEJ. EDam T;J·
Se rappeler - Ja ç J.

Preuve

Preuve simple et représentative.

Grâce à la notation qu'on a adoptée, on peut confondre les deux cas.

Si Dom T: J = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi.
Dom T: J =1- 0. Soit (çj)J EDam T: J • On veut vérifier que

(çj )jEJ. EDam T;J·. On raisonne par récurrence.

1 - a est atomique
Il n'y a qu'un seul sous-terme de a, a lui-même; donc c = a.

2 - a n'est pas atomique
a = rr aIl, r E Fn (n EN*), 1= {l, ... ,n} et [Vi E I, 8.i E "T(V,X)].
On sait que ou c = a ou c est un sous-terme de l'un des 8.i (i E I)

(corollaire 1 ; voir p. 30).
Si c = a, on a fini.
Si c est un sous-terme de 8.io (io E 1), on procède ainsi.

J'appelle" J io " le sous-ensemble des indices j E J, Xj apparaissant dans
8.io ; Var 8.io = {xj LEJio' J'appelle " mio " le cardinal de J io '

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - V( 'rJj )jEJio E nmio ,

(çj)J E Dom T~JaIl; donc (Çj)jEJio E Dom T~~io (voir p. 34) ; donc

(çj)jEJ. EDam T;J· (hypothèse de récurrence). •
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5.4 Interpréter un remplaçat
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On sait que 0 +Log 1 = O. Donc les deux noms ffrac 0 11 et fol sont
synonymes (magma 2,20 ; voir p. 23). On est alors tenté d'associer au terme
ffrac frac 0 1 xl le terme ffrac 0 xl (on l'écrit en remplaçant ffrac 0 11
par fol dans ffrac frac 0 1 xl). Et on aimerait vérifier que ces deux associés
sont eux-mêmes synonymes, c'est-à-dire vérifier que
Trfrac frac 0 1 xl = Trfrac 0 xl' On peut aussi considérer la situation la plus
générale.

Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (8,:F, a), :FoU X =1= 0 ; X = {XdIEL

(voir p. 19).
Soit a E "T(V, X). Dans a on repère une zone où apparaît un sous-terme,

sous-terme que j'appelle" c ". Soit cl E "T(V, X).

J'appelle" a' " le terme qu'on écrit en recopiant a mais sans recopier ce qui
apparaît à la zone repérée! au lieu de recopier ce qui apparaît à la zone
repérée, on écrit cl (dans a on a " remplacé un c par cl ").

Terminologie (néologismes) - a' est le remplaçat, cl le remplaçande ; c est le
remplacé (voir p. 41).

J'appelle" Js " (sous-terme) le sous-ensemble d'indices
{j EL 1 Xj E Varc} ; Varc = {Xj}jEJ•.

J'appelle" Jr " (reste) le sous-ensemble des indices j E L, Xj apparaissant
dans a hors de la zone repérée. On vérifie sans peine que

Remarquer - Si c apparaît deux fois dans a, Js ç Jr , donc Js n Jr = Js •

J'appelle " J~ " le sous-ensemble des indices j E L, Xj apparaissant dans cl ;
Var cl = {Xj}jEJ~' On vérifie sans peine que

J'appelle" m+ " le cardinal de Js U J~ U Jr .

Soit 0 = (n,~, cI» un V-magma. On considère les semi-fonctions T;J·UJr ,

XJ. xJ~ t XJ~UJr
Tc ,Td e Ta'
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Théorème 6
1er cas - m+ = a
Si ~ E Dom Ta,
si ~ EDam Td et
si Tc~ = Td~,

alors ~ E Dom Ta' et

TERME-II

(si le dénoté du remplaçande coincide avec le dénoté du remplacé, le dénoté du
remplaçat coincide alors avec le dénoté du terme original).

2e cas - m+ E N*
V(Çj)jEJ.UJ~UJr E nm

+,

si (Çj)jEJ.UJr EDam T;J·UJ
r ,

• ( ) x J '
SI çj jEJ~ EDam Td " et

• XJ ( ) X J ' ( )
SI Tc • çj JEJ. = Td • çj jEJ~ ,

XJ'UJ
alors (Çj)jEJ~UJr E DomTa,' r et

(même remarque).

Remarquer - Si (çj)jEJ.UJr EDam T;J·UJ
r , alors (çj)jEJ. EDam T;J·

(théorème 5 ; voir p. 48).

Preuve

Preuve technique, dans le style de la preuve du théorème 4, mais moins complexe.

Grâce à la notation adoptée, on peut confondre les deux cas.

S'il n'y a pas de multiplet (çj )jEJ.UJ~UJr E nm+ qui ait cette qualité:

X J '
• (Çj)jEJ~ EDam Td • et

XJ ( ) x J')
• Tc • çj JEJ. = Td '(çj jEJ~,

on a fini.
Sinon, soit (çj)jEJ.UJ~UJr un tel multiplet. On raisonne par récurrence.

1 - a est atomique
Il n'y a qu'un seul sous-terme de a, a lui-même. Donc c = a et a' = cl

(Ir = 0).

II - a n'est pas atomique
a = fr aIl, r E Fn (n E N*), l = {l, ... ,n} et [Vi E I, ~ E AT(V,X)].
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On sait ceci: ou c = rf aIl; ou :Jia E l, la zone repérée étant une partie de
la zone ho, rio +19 ~o - 1], où apparaît ~o, et c étant un sous-terme de ~o

(théorème 3 ; voir p. 30).
Si c = rf aIl, on a fini (a = c et a' = cl).
Sinon on procède ainsi.

J'appelle" a/io " le terme qu'on écrit en recopiant ce qui apparaît à la zone
ho, rio + 19 aio - 1] mais sans recopier ce qui apparaît à la zone repérée! au lieu
de recopier ce qui apparaît à la zone repérée, on écrit cl (dans ~o on a remplacé
un c par cl).

J'appelle " I~ " le sous-ensemble {i E 1 Il ~ i < ia}, lit le sous-ensemble
{i E Ilia < i :::; n}.

On vérifie immédiatement que

et que

a' = rf aI~ a' io aI, l

Vi [i E l, i =1= ia], j'appelle" Ji " le sous-ensemble des indices j E Jn Xj

apparaissant dans ai ; Var~ = {Xj}jEJ,.

J'appelle" Jr,io " le sous-ensemble des indices j E Jr, Xj apparaissant dans
la zone ho, rio +19 ~o - 1] hors la zone repérée. On vérifie sans peine que

que

et que
Jr = (U Ji~) U Jr,io U (U Ji.)

i~EI~ i,El.

J'appelle " m+,io " le cardinal de Ja U J; U Jr,io'
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(çj) jEJsuJr E Dom 'TrrJ~llr. Donc

• Vi[i E I,i =1= io], (Çj)jEJ. E Dom'T:'Jj

(
1: ) xJsUJr,·o

• '"j jEJsUJr,.o EDam 'Ta.o

xJ., xJsUJr,.o xJ'1 .
• ('Ta., (Çj)jEJ.,,'Ta•o (Çj)jEJsUJr,.O' 'Ta.1 (Çj)jEJ.,)i'EI"iIEI, E Dom<Pr,

XJsUJr(1: )• 'Trr aIl '"j jEJsuJr

XJ., xJsUJr,.o xJ.,
<pr('Ta., (çj )jEJ., ' 'Ta.o (çj )jEJsUJr,.o ,'Ta., (çj )jEJ., )i,EI"iIEII

(voir p. 34).
On déduit que

et que

(hypothèse de récurrence).
On sait maintenant ceci:

• Vi[i E I,i =1= io], (Çj)jEJ. E Dom'T:'J·

(
1: ) D xJ~UJr,.o

• '"J' J'EJ'uJ ' E am 'Ta"$ r,JO '0

XJ' xJ'UJ . XJi
• ( 'Ta.," (çj )jEJ., ' 'Ta'.; r,'o (çj )jEJ~UJr,io' 'Ta., '(çj )jEJi, )i,EI"i,EII

XJ., XJsUJr,.o XJi,
('Ta., (çj )jEJ., ' 'Ta.o (çj )jEJsUJr,.o' 'Tai, (çj )jEJi, )i,EI"i,EI,

EDam <pr.

C'est-à-dire

(voir p. 34). Donc

•



Chapitre 6

La classe des V-magmas - 1

Après qu'on a choisi un vocabulaire V, on peut s'intéresser à la classe des
V-magmas et aux relations entre eux. On est ainsi amené à considérer les
V-magmas qui sont sous-magmas d'un V-magma, les V-magmas qui sont
isomorphes à un V-magma etc. Le concept principal est celui d'homomorphisme.

6.1 Homomorphisme

Notation

Soit bn un ensemble (base) ; soit en un ensemble (cible). Soit a une fonction
bn ~ J1. Soit nE N* ; l = {l, ... ,n} .
• na est cette fonction:

(bn)n ~ (en)n
(çih ~ (a(çi) h

• °a est la fonction identitaire de {o} = (bn)O = (en)O :

Proposition 8 - Soit bn un ensemble j soit en un ensemble. Soit a une
fonction bn ~ en. Soit n E N*.

Preuve
Emp na = {( a(e) )1 1(çh E bnn} ç (Emp a)n.

Réciproque - Soit (rlih E (Emp a)n. Vi E I, :Jç E bn, 'rJi = a(ç). Donc
('rJih = ( a(ç) )1 = na(Ç)I E Emp na. On vient de vérifier que
(Emp a)n ç Emp na. •

Un V-homomorphisme est une fonction dont la base est le support d'un
magma, dont la cible est le support d'un magma, et qui est compatible avec ces
magmas...

53
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[Xl

Définition 19 (Homomorphisme) - Soit V un vocabulaire; V = (S,F,a).
Soit bO un V-magma (base); bO = (bn,b~,b<I». Soit cO un V-magma (cible);
cO = (cn, c~, c<I».

On appelle" V-homomorphisme base-bO-cible-cO " toute fonction
a : bn ~ cn qui a ces qualités : (b~ = {WS}sES ; etc.)

i - VS E S, a(bO"s) ç co"s ;

ii-a - Ve E Fo, Dom b<Pe ç Dom c<Pe ; si Dom b<Pe =1- 0, alors

aÙ<Pe<» = c<Pe<>

ii-b - Vn E N*, Vf E Fn, na(Domb<Pr) ç Domc<pr; et (1 = {l, ... ,n})

V(Çi)I E Dom b<Pr, a 0 b<Pr(çi)I = c<pr( a(çi) )I

Notation - a: bO ~ cO.

Remarquer - Soit a un homomorphisme bO ~ cO. Soit e E Fo. Si b<Pe est une
semi-constante non vide, alors c<Pe elle-même est non vide.

Une composée d'homomorphismes est un homomorphisme...

Proposition 9 - Soit V un vocabulaire. Soient 10 un V-magma, 20 un
V -magma, 30 un V -magma, a un homomorphisme 10 ~ 20 et (3 un
homomorphisme 20 ~ 30,. 10 = (lnl1~l1<I», 20 = (2n'2~'2<I»,

30 = (3n , 3~' 3<I».
La fonction (30 a: ln ~ 3n est un homomorphisme 10 ~ 30.

Preuve
On procède ainsi (définition 19 ; voir p. 19). V = (S,F,a).

i - VS ES, (30 a(lO"S) ç (3(20"S) ç 30"S'

ii-a -. Ve E Fo,
Dom 1<Pe ç Dom 2<Pe ç Dom 3<Pe

si Dom 1<Pe =1- 0,

ii-b - Vn E N*, Vf E F n ,

n((3 0 a )(Dom 1<Pr) = n(30 na(Dom 1<Pr) ç n(3(Dom 2<Pr) ç Dom 3<Pr

et (I = {l, ... ,n}) V(Çi)I E Dom1<Pr,

(30 a 0 l<Pr(çi)I = (3( 2<Pr( a(çi) )iEI ) = 3<Pr( (30 a(çi)I )

Définition 20 (Endomorphisme) - Soit V un vocabulaire. Soit 0 un
V-magma. On appelle" V-endomorphisme de 0 " tout V-homomorphisme
O~O.

Exemple - Quel que soit 0 = (n,~, <I» un V-magma, Idn est un
V-endomorphisme 0 ~ O.

•

o
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6.2 Homomorphisme et semi-fonctions T
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Soit a un terme; soit 0 un magma. Le terme a (interprété par référence à
0) dénote la semi-fonetion Ta. Parce que Ta est une composée d'opérations
fondamentales (une composée de ~), on doit se demander si Ta ressemble aux
semi-fonctions ~, et par quelles propriétés. Considérons celle-ci. ..

Soit a un homomorphisme bO -+ cO. Entre chaque opération fondamentale
de bO (b~r) et celle correspondante de cO (c~r) il y a ce lien:

(définition 19). Y a-t-il un lien semblable entre les composées bTa et cTa ?

Théorème 7 - Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (8,:F, a), :Fo U X ::j:. 0 (il
Y a au moins un terme). Soit a un (V, X)-terme ,. Var a = {xjb, Card J = m.

Soient bO un V-magma, cO un V-magma, a un V-homomorphisme bO -+ cO.
On considère les semi-fonetions bT~J : (bn)m -,. bn et cT~J : (cn)m -,. en.

1er cas - Var a = 0 - Dom bTa ç Dom cTa. Si Dom bTa ::j:. 0, alors
a(bTa~) = cTa~'

2e cas - Vara::j:. 0 (m E N*) - ma(DombT~J) ç DomcT~J ,. et

Preuve

Preuve représentative. On peut voir le premier cas (terme sans variable) comme
une variante simplifiée du second. Aussi suffit-il de lire la première partie (1) qui
est facile pour saisir l'idée. Cette remarque est générale et applicable à beaucoup
d'autres preuves qu'on lira plus loin.

On raisonne par récurrence.

1 - Premier cas - Var a = 0
1-1 - a = rel, e E :Fo

bTe = b~e' et eTe = ccPe (définition). Puisque a est un homomorphisme
bO -+ cO,

Dom bTe = Dom b~e ç Dom ccPe = Dom cTe

si ~ E Dom bTe , alors

1-2 - a= rr aIl, r E Fn (n E N*), l = {l, ... ,n} et [Vi E I,~ E .6.T(V)]
Si Dom bTrr aIl = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi.
DombTrr aIl =1= 0 ; c'est-à-dire [Vi E I, DombTai = bn° (= {~})], le multiplet

(bTai~)r E Dom b~r, et bTrr all~ = b~r(bTai~)I (définition).
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HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Vi E l, DombTai = Dom eTai = {~} et
a(bTai~) = eTai~'

Donc
(eTai~h = ( a(bTai~) h = na(bTai~h E na(Dom b<Pr)

Puisque a est un homomorphisme bO -+ eO, na(Dom bqSr) ç Dom eqSr ; et

(eTai~h E DomeqSr

Donc Dom eT rr aIl =1= 0 (définitian), et

eTrr aIl~ = eqSr(eTai~h = eqSr( a(bTai~) h = a 0 bqSr(bTai~)I = a(bTrr aIl~)

II - Deuxième cas - Var a =1= 0

11-1 - a = rxl, x EX
bT~ = Idbo , et eT~ = Idco (définition). Donc

et

11-2 - a = rr aIl, rE Fn (n E N*), 1= {l, ... ,n} et [Vi E l,éli E "T(V, X)]
L'ensemble des variables du sous-terme éli est Var éli = {Xj}jEJi ;

Card Ji = mi. On vérifie que Var rr aIl = {Xj}J, J = UJi ; Card J = m ~ 1.
iEI

On considère l'ensemble 18 = {i E Il Ji = 0} (ensemble des indices i, ai
étant sans variable). Puisque rr aIl comprend au moins une variable, 1-18 =1= 0.

Si DombTrr aIl = 0, on vérifie trivialement la propriété indiquée. On suppose

maintenant que Dom bTrr aIl =1= 0. Donc (définition; voir p. 34)

• Vi E l, Dom bT~:i =1= 0 ;

D XJ

• am bTrr aIl

{ (çj)J E (bQ)m

1 [Vi E l, (Çj)jEJi E Dom bT~:i] et (bT~:i(çj)jEJi )iEI EDam bqSr
} =1=0;

• V(çJJ E DombTrr aIl' bTrr aIl (çj)J = bqSr( bT~:i(çj)Ji )iEI.

Vi E 18 , on se rappelle que Dom bTai ç Dom eTai (ai est sans variable - voir
supra) ; on déduit alors que
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HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Vi E l - Is, m'a(Dom bT~:') ç Dom eT~.\ et
V(çj)J. E Dom bT~:', a 0 bT~:'(çjh = eT~:' 0 mia(ÇJJi'

Vi E l, Dom bT~:' -1- 0 ; donc

Vi E l, Dom eT~:i -1- 0

(si i E Is, on le sait déjà; sinon on fait l'hypothèse de récurrence).

On vérifie alors que

ma(Dom bTrl aIl)

C {(17j)J E (en)m
1 [Vi E 1 - Is, (17j)jEJi E DomeT~:i] et (eT~:i(r/j)jEJi )iEI E DomeqSf
} = Dom eTrl aIl
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On procède ainsi. Soit (çj)J E Dom bTr! aIl; ma(çj)J = ( a(çj) )J est-il élément
d D XJ ?e om eTrf aIl .

On observe d'abord que ma(çj)J E enm. Puisque,
Vi E 1 - Is, mia(Dom bT~:') ç Dom eT~:i (hypothèse de récurrence),

Enfin, puisque Vi E l, a 0 bT~:i(çj)Ji = eT~:'( a(çj) )Ji (si i E Is, on le sait déjà;
sinon on fait l'hypothèse de récurrence), et puisque na(DombqSf) ç DomeqSf (a
est un homomorphisme), le multiplet

(eT~:i( a(çj) )Ji )iEI = (aobT~:i(çj)Ji )iEI E na(DombqSf) ç DomeqSf

Donc ( a(çj) )J E Dom eTr! aIl' On vient de vérifier que

ma(Dom bTr! aIl) ç Dom eTr! aIl

a 0 bTr! aIl (çj)J

a 0 bqSf( bT~:i(çj)jEJ. )iEI = eqSf( a 0 bT~:i(çj)jEJi )iEI

eqSf( eT~:'( a(çj) )jEJi )iEI = eTr! aIl ( a(çj) )J

•
6.3 Sous-magma

Un sous-magma de n est un magma dont le support est un sous-ensemble du
support de n, et qui est compatible avec n. Gratzer dit" weak subalgebra " [14].
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I><l

Définition 21 (Sous-magma) - Soit V un vocabulaire j V = (S,F,a). Soit
n un V-magma j n = (n,~, <p).

On appelle" V-sous-magma de n "tout V-magma (sn, s~, s<p) qui a ces
qualités : (s~ = {sas}SES j s<P = {s4>r}fEF)

i - \lS E S, sas ç as j

ii - \In E N, \If E F n , Dom s4>f ç Dom 4>f j

ii-a - \le [e E Fo, Dom s4>e =1- 0], s4>eo = 4>eo j

ii-b -\lnEN*, \lfEFn , (I={l, ... ,n})

\I(çih E Dom s4>f, s4>f(f.ih = 4>f(f.ih

Notation
1 - sn = (sn, s~, s<p),
2 - Pour noter que sn est un sous-magma de n, on peut écrire:

3 - Pour noter que sn ç n et que sn =1= n, on peut écrire:

(sn est un sous-magma stricto sensu de n).

Proposition 10 - Soit V un vocabulaire. Soit n un V -magma j

n = (n,~, <p). Soit sn un V -magma j sn = (sn18~' s<p).

sn ç n =} sn ç n

Exemple

Notation - Z est l'ensemble des entiers relatifs.

On considère le vocabulaire 3V :
• 3V = (3S '3F ,a) ;
• 35 = {***, Nombres} ;
• 3F2 = {moins} ;
• les autres 3Fi (i EN - {2}) sont vides.

Puis on considère les 3V-magmas 3,ln et 3,2n :

• 3,ln = (3,ln'3,1~'3,1<P) ; 3,1~ = h,laS}sE3S ; 3,1<P = h,14>f lcE3F ;
• 3,ln = Z ;
• a -N'3,1 Nombres - ,
• 3,14>moins est cette semi-fonction (soustraction relative aux entiers naturels) :

Z2 Z
{(n,m)EN2In~m}3(n,m) f-T n-m

•
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• 3,2{} = (3,2S1 , 3,2~' 3,2 cI> ) ; 3,2~ = h,20"S}SE3S ; 3,2cI> = h,2<Pr}rE3F ;
• 3,2n = Z j

• 3,20"Nombres = Z j

• 3,2<Pmo ÏIJ.s est cette fonction:

Z2 ---+ Z
(n,m) I-t n-m

On vérifie facilement que 3,1 {} et 3,2{} sont distincts j et que 3,1 S1 est un
3V-sous-magma de 3,2S1. On a ainsi vérifié que
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3,l S1 C 3,2{}

Se mettre en garde - 3,ln = 3,2n = Z ; mais 3,lS1 =/:- 3,2S1 ! On aurait tort de
confondre un magma et son support. 0

La relation" est un V-sous-magma de " est une relation d'ordre...

Proposition 11 - Soit V un vocabulaire. Soit 1S1 un V-magma,. soit 2S1 un
V-magma,. soit 3S1 un V-magma.

Preuve
1{} = (l S1,IE'lcI» ; 1~ = {WS}SES, IcI> = h<Pr}rEF. 2{} = (2S1,2~'2cI» ;

2~ = hO"S}SES, 2cI> = h<Pr}rEF' 3{} = (3n '3E '3cI» ; 3~ = hO"S}SES,
3cI> = h<Pr}rEF.

VS ES, 10"S ç 20"S ç 30"S' Et Vn E N, Vf E :Fn ,

Dom l<Pr ç Dom 2<Pr ç Dom 3<Pr·
Donc, Ve E :Fo, si Dom l<Pe =/:- 0, alors Dom 2<Pe =/:- 0 et Dom 3<Pe =1= 0 j dans ce

cas 1<Pe<> = 2<Pe<> = 3<Pe<> (définition).
On vérifie de la même façon que, Vn E N*, Vf E :Fn , (I = {l, ... ,n}) si le

multiplet (çih E Dom l<Pr, alors il est élément de Dom 2<Pr et de Dom 3<Pr j dans
ce cas, l<Pr(çih = 2<Pr(çi)I = 3<Pr(çi)I (définition).

1{} est un sous-magma de 3{)' •

Proposition 12 - Soit V un vocabulaire. Soit 1{} un V-magma,. soit 2{} un
V-magma.

Preuve
1{} = (1S1,I~,IcI» j 1~ = hO"S}SES, IcI> = h<Pr}rEF' 2{} = (2S1'2~'2cI» j

2~ = hO"S}sES, 2cI> = h<PrhEF'

On vérifie sans peine que [VS ES, 10"S = 20"S] ; en particulier que 1S1 = 2S1
(proposition 10). Donc 1~ = 2~'

De la même façon, on vérifie que [Ve E :Fo, l<Pe = 2<Pe] (les semi-constantes
l<Pe et 2<Pe ont même base, même cible et même graphe), et que
[Vn E N*, Vf E :Fn , 1<Pr = 2<Pr] (même raisonnement). Donc 1cI> = 2cI> .

Les sous-magmas 1{} et 2S1 sont identiques. •
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6.4 Sous-magma et semi-fonctions T

Le concept d'homomorphisme et celui de sous-magma se correspondent.

Théorème 8 - Soit V un vocabulaire. Soit n un V-magma; n = (n,~,q.).

Soit sn un sous-ensemble de n (un sous-ensemble du support). Soit sn un
V-magma dont le support est sn.

sn ç n si et seulement si l'injection canonique In.n,n : sn --+ n est un
V -homomorphisme sn --+ n.

Preuve
La preuve est élémentaire. V = (S,F,a). ~ = {O"S}Ses, q. = {<Prhe.1"'

sn = (sn, s~, sq.) ; s~ = {sO"s}Ses, sq. = {s<Pr he.1"·

1 - sn ç n. On vérifie que In.n,n est un homomorphisme sn --+ n
(définition 19 ; voir p. 54)...

i - VS ES, sO"S ç O"S ; donc

In.n,n(sO"s) = sO"S ç o"s

ii-a - Ve E F o, Dom s<Pe ç Dom <Pe. Si Dom s<Pe # 0, s<Pe<> = <Pe<> ; donc

ii-b - Vn E N*, Vf E Fn , Dom s<Pr ç Dom <pr ; donc

n(In.n,n)(Dom s<Pr) = Dom s<Pr ç Dom <Pr

Si Dom s<Pr # 0, V(çih E Dom s<Pr, s<Pr(çih = <Pr(çih ; donc

In.n,n 0 s<Pr(çih = s<Pr(çih = <Pr(çih = <Pr( In.n,n(çi) h

II - In.n,n : sn --+ n est un V-homomorphisme sn --+ n. On vérifie que sn ç n
(définition 21 ; voir p. 58) ...

i - VS E S, so"s = In.n,n(sO"s) ç O"S.

ii-a - Ve E F o, Doms<pe ç Dom<pe. Si Doms<pe # 0, s<Pe<> = In.n,n(s<Pe<» = <Pe<>.

ii-b - Vn E N*, Vf E Fn ,

Dom s<Pr = n(In.n,n)(Dom s<Pr) ç Dom <Pr

Si Dom s<Pr # 0, V(çih E Dom s<Pr,

s<Pr(çih = In.n,n 0 s<Pr(çih = <Pr( In.n,n(çi) h = <Pr(çi)I

•
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Soit a un terme. On l'interprète par référence à un certain magma 0 : on
révèle ainsi une semi-fonction Ta. On l'interprète à nouveau, cette fois par
référence à sO, un sous-magma de 0 : on révèle une semi-fonction sTa.

On se doute que Ta et sTa sont parentes. Quelle est la relation?
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Théorème 9 - Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (S, F, a), Fo U X =1- 0 (il
ya au moins un terme). Soit a un (V,X)-terme; Vara = {Xj}J'

Soit 0 un V-magma. Soit sO un V-sous-magma de O. On considère les
semi-fonctions T: J : n m

---r n et sT~J : (sn)m ---r sn.

i- DomsT~J ç DomT:J.

ii - 1er cas - Var a = 0 - Si Dom sTa =1- 0, alors sTa<> = Ta<>.

ii - 2e cas - Vara =1- 0 - V(çj)J E DomsT~J, sT~J(Çj)J = T:J(Çj)J'

Preuve

o est un V-magma, sO est un V-magma; et In,n,n est un
V-homomorphisme sO -+ 0 (théorème 8).

Ce qu'on cherche à vérifier, on le sait déjà: théorème 7 (bO = so, cO = 0,
0: = In,n,n) ; voir p. 55. •

6.5 Isomorphisme

Un isomorphisme est un homomorphisme qualifié.

Définition 22 (Isomorphisme) - Soit V un vocabulaire. Soit bO un
V-magma; bO = (bn,b'E,b<I». Soit cO un V-magma; cO = (en,e'E,e<I».

On appelle "V-isomorphisme base-bO-cible-eO " toute fonction 0: : bn -+ en
qui a ces qualités:
• 0: est bijective;
• 0: est un V -homomorphisme bO -+ cO ;
• 0:-

1 est un V-honwmorphisme Jl -+ bO.

Notation - 0: : bn H en.

Théorème 10 (Caractérisation équivalente) - Soit V un vocabulaire;
V = (S,F,a). Soit bO un V-magma; bO = (bS1,b'E,b<I». Soit cO un V-magma;
cO = (en, e'E, e<I».

Une bijection 0: : bn H en est un V-isomorphisme bn H cO si et seulement
si elle a ces qualités :

i - VS E S, o:(ws) = eO"S.

ii-a - Ve E Fo, Dom b<Pe = Dom e<Pe' Si Dom b<Pe =1- 0, alors O:(b<Pe<» = e<Pe<>'

ii-b - Vn E N*, Vf E Fn, no:(Domb<Pr) = Dome<pr et (I = {l, ... ,n})
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Preuve

Preuve élémentaire d'équivalence de définitions.
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On observe d'abord que, si a est une bijection bn H en, alors na est une
bijection bnn H enn et (na)-l = n(a-1).

1 - Soit a une bijection qui est un V-isomorphisme. A-t-elle les qualités
décrites?

i - Parce que a est un homomorphisme bO ---r cO, VS ES, a(ws) ç eUS' Parce
que a-1 est un homomorphisme cO ---r bO, VS ES, a(eUS) ç WS' Donc
VS ES, a(ws) = eUS.

ii-a - On raisonne de la même façon: Ve E Fa, Dom b<Pe ç Dom e<Pe et
Dom e<Pe ç Dom b<Pe, donc Dom b<Pe = Dom e<Pe'

ii-b - Soit f E Fn, n ~ 1. Parce que a est un homomorphisme bO ---r cO,
na(Dom b<Pf) ç Dom e<Pf' Parce que a-1 est un homomorphisme cO ---r bO,
n(a-1)(Dom e<Pf) ç Dom b<Pf, donc
Dom e<Pf = na 0 n(a-1 )(Dom e<Pf) ç na(Dom b<Pf)' Donc na(Dom b<Pf) = Dom e<Pf'

II - On suppose que la bijection a : bn H en a la qualité décrite. On observe
immédiatement que a est un homomorphisme bO ---r cO. Il reste à vérifier que
a-1 est un homomorphisme cO ---r bO.

i - Soit SES. Puisque eUS = a(bus) (hypothèse), a-1(euS) = bUS'

ii-a - Soit e E Fa. Si Dome<pe = Domb<Pe =1- 0, alors e<Peo = ab<PeO (hypothèse),
donc a-1e<Peo = b<PeO.

ii-b - Soit f E Fn, n ~ 1. Puisque Dom e<Pr = na(Dom b<Pf) , (hypothèse),
n(a-1)(Dom e<Pf) = Dom (<Pf).

Enfin, V(rlih E Dome<Pf = na(Domb<Pf), il existe (çih E Domb<Pf'
(17ih = (a(çi) )iEI; donc

a-1
0 e<Pf(17ih = a-1

0 e<pf( a(çi) h = a-1
0 a 0 b<Pf(Çih

= b<Pf(Çih = b<Pr( a-1(17i) h

•
Définition 23 (Automorphisme) - Soit V un vocabulaire. Soit 0 un
V-magma. On appelle (( V-automorphisme de 0 "tout V-isomorphisme 0 H O.

1><1 Exemple - Quel que soit 0 = (n,~, cI» un V-magma, Idn est un
V-automorphisme 0 H O.

6.6 L'empreinte d'un homomorphisme est le
support d'un magma

o

Soit V un vocabulaire; V = (S,F,a). Soient bO un V-magma (base), cO un
V-magma (cible), et a un V-homomorphisme a : bO ---r cO.



CHAP.6

Emp 0' est le support du V-magma Emp 0', qui est remarquable;
Emp 0' = (Emp 0', eE,e<p), e E = {eO'S}Ses, e<P = {e<Pr heF'

6.6.1 Le magma Emp a

bn = (b n ,bE, b<P) ; en = (en, cE, e<p).

Le support - Emp 0' = O'(bn).
Puisque bn =1= 0 (bn est un magma), Emp 0' =1= 0.

Les sous-ensembles - VS ES, eO'S = O'(bO'S)'
On vérifie ceci sans peine.

• VS ES, eO'S =1= 0 (car bO'S =f. 0).
• VS ES, eO'S ç Emp 0'.

• eO'*** = O'(bO'***) = O'(bn) = Emp 0'.

Les semi-constantes

Ve E Fo, e<Pe est cette Emp O'-semi-constante :

(i) Dom e<Pe = Dom b<Pe ;

(ii) si Dom e<Pe =1= 0, e<Pe<> = O'(b<Pe<» (E Emp 0').

Les autres semi-fonctions

Vn E N*, Vf E Fn, e<Pr est cette semi-fonction (Emp a? -r Emp 0' :

(I={l, ... ,n})

i - Dom e<Pr = nO'(Dom b<Pr).
On vérifie sans peine que Dome<pr ç Emp(nO') = (EmpO')n. Puisque 0' est

un homomorphisme bn -+ en,

Dom e<Pr ç Dom e<Pr

(définition 19 ; voir p. 54).

ii - V(rlih EDam e<Pr, e<Pr(TJih = e<Pr(TJih·
On veut vérifier que
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V(TJih EDam e<Pr, e<pr(TJi)I E Emp 0'

En effet, V(TJi)I EDam e<Pr = nO'(Dom b<Pr) , 3(Çih EDam b<Pr, Vi E l, TJi = O'(Çi) ;
donc

6.6.2 Propriétés

Proposition 13 - Soit V un vocabulaire. Soient bn un V-magma, en un
V-magma, 0' un V-homomorphisme bn -+ en.

Emp 0' ç en
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Preuve
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i - VS E 5, eO"S = a(bO"S) ç eO"S,

ii-a - Soit e E F o. Dom e<Pe = Dom b<Pe ç e<Pe' Si Dom e<Pe =/:. 0,
e<Pe<> = a(b<Pe~ = e<Pe~'

ii-b - Soit f E Fn, n 2 1. Dom e<Pr = na(Dom b<Pr) ç Dom e<Pr. Enfin,
V(r/i)I E Dome<pr, e<Pr(TJih = e<Pr(TJih (définition).

•
Corollaire 2 - L'injection canonique InEmp Ct, cO : Emp a ---+ en est un
V-homomorphisme Emp a ---+ cO.

Preuve - Emp a ç cO (théorème 8 ; voir p. 60).

,
6.7 Epimorphisme, image V-homomorphe

Un épimorphisme ressemble à un homomorphisme surjectif. À chaque
épimorphisme correspond une image homomorphe et vice versa.

Définition 24 (Épimorphisme) - Soit V un vocabulaire. Soit bO un
V -magma. Soit cO un V -magma.

On appelle "V-épimorphisme base-bO-cible-eO " tout V -homomorphisme
a : bO ---+ cO qui a cette qualité :

Empa = cO

Un épimorphisme est donc une fonction surjective (mais il existe des
homomorphismes surjectifs qui ne sont pas des épimorphismes; voir infra).

Définition 25 (Image homomorphe) - Soit V un vocabulaire. Soit bO un
V-magma.

On appelle" image V-homomorphe de bO " tout V-magma cO qui a cette
qualité : il existe un V -épimorphisme a : bO ---+ cO.

Voici des premiers exemples...

Proposition 14 - Soit V un vocabulaire. Soient bO un V -magma, cO un
V-magma, a un V-homomorphisme bO ---+ cO.

Emp a est une image V-homomorphe de bO.

Preuve

•

On veut vérifier qu'il existe un V-épimorphisme bO ---+ Emp a. Voici un
candidat: la fonction a' : bn ---+ Emp a dont le graphe coïncide avec celui de a.

a' est-elle un homomorphisme bO ---+ Emp a ? Pour le savoir, on procède
ainsi (définition 19 ; voir p. 54).
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• Soit SES; a'(bO"S) = a(bO"S) ; et, par définition, a(bO"s) = eO"S (voir p. 63).

• Soit e E Fo. Par définition, Dom b<Pe = Dom e<Pe (voir p. 63). Si Dom b1>e =1= 0,
a'(b<Pe~) = a(b1>e~) ; et, par définition, a(b1>e~) = e1>e~'

• Soit n E N* ; soit f E F n. n(a')(Dom b<Pf) = na(Dom b1>f) ; et, par définition,
na(Dom b<Pf) = Dom e<Pf (voir p. 63). Soit (çih E Dom b<Pf ;
a' 0 b1>f(Çih = a 0 b<Pf(Çi)r ; parce que a est un homomorphisme bn -+ en,
a 0 b<Pf(Çih = e1>f(Çih ; et, par définition, e1>f(Çi)I = e1>f(Ç;)r·

On vérifie sans peine que Emp a' = Emp a, et que Emp a' = Emp a.
L'homomorphisme a' est donc un épimorphisme bn -+ Emp a. •

Théorème Il (Caractérisation équivalente d'un épimorphisme) - Soit
V un vocabulaire,. V = (S,F,a). Soit bn un V-magma,. bn = (bn,b~,b<.P), Soit
en un V -magma,. en = (en, e~, e<I».

Une surjection a: bn -+ en est un V-épimorphisme bn -+ en si et seulement
si elle a ces qualités :

i - VS E S, a(ws) = eO"S'

ii-a - Ve E Fo, Dom b<Pe = Dom e1>e' Si Dom b1>e =1= 0, alors a(b<Pe~) = e1>e~'

ii-b - Vn E N*, Vf E Fn, na(Dom b1>f) = Dom e1>f et (1 = {l, ... ,n})

Preuve

Preuve ordinaire d'équivalence de définitions.

1 - Si a est un épimorphisme bn -+ en, c'est-à-dire si Emp a = en, alors a a
les qualités décrites. Pour le vérifier, on procède ainsi.

i - VS E S, a(bO"s) = eO"S = eO"S.

ii-a - Soit e E F o. e<Pe = e1>c (hypothèse), donc
Dom b1>e = Dom e1>e = Dom e1>e' On sait déjà que, si Dom b1>e =1= 0, alors
a(b1>e~) = e1>e~ (a est un homomorphisme bn -+ en).

ii-b - Soit f E Fn , n 2': 1. e1>f = e1>f (hypothèse), donc
na(Dom b<Pf) = Dom e<Pf = Dom e1>f' On sait déjà que,
V(çih E Dom b1>f, a 0 b1>f(Çi)r = e1>f( a(çi) )r (a est un homomorphisme
bn -+ en).

II - On suppose que la surjection a : bn -+ en a la qualité décrite; alors a est
épimorphisme bn -+ en. On vérifie immédiatement que a est un
homomorphisme bn -+ en. Il reste à vérifier que Emp a = en. On procède
amsI.

Le support - a est surjective, donc Emp a = en.

Les sous-ensembles - VS E S, eO"S = a(bO"S) = eO"S'
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o

Les semi-constantes - Soit e E :Fo Dom e</>e = Dom b</>e = Dom c</>e' On sait déjà
que, si Dom b</>e =f 0, alors a(b</>e<» = c</>e<> (a est un homomorphisme bO -+ cO).
Donc les deux semi-constantes e</>e et c</>e sont égales (même base, même cible,
même graphe).

Les autres semi-fonction8 - Soit f E :Fn , n ~ 1.
Dom e</>r = n a(Dom b</>r) = Dom c</>r. On sait déjà que,
V(ei)I E Dom b</>r, a 0 b</>r(ei)I = c</>r( a(ei) h (a est un homomorphisme
bO -+ cO). Donc les deux semi-fonctions e</>r et c</>r sont égales (même base,
même cible, même graphe). •

Contre-exemple - On trouve un homomorphi8me surjectif qui n'est pas un
épimorphisme!

On connaît les magmas 3,10 et 3,20 (voir pp. 58 et suivantes). On se
rappelle que 3,10 C 3,20, bien que 3,ln = 3,2n.

La fonction identitaire
Id3,lo : 3,1 n -+ 3,1 n

est surjective (vérification triviale). Parce que 3,ln = 3,2n, cette fonction est
identique à l'injection canonique

In3,lo'3,20 : 3,ln -+ 3,2 n

(même base, même cible, même graphe). Or In3,lo'3,2 o est un homomorphisme
3,10 -+ 3,20, puisque 3,10 est un sous-magma de 3,20 (théorème 8 ; voir p. 60).

La fonction Id3,lo est donc à la fois une surjection et un homomorphisme
3,10 -+ 3,20. Ce n'est pas un épimorphisme 3,10 -+ 3,20 ! En effet,

Emp Id3,lo = 3,1 0

(vérification facile), donc est un sous-magma stricto sensu de 3,20.

Proposition 15 - Un V-i8omorphisme est un V-épimorphisme.

Preuve - On le vérifie immédiatement (théorème 10 et 11 ; voir pp. 61 et 65).•

Un V-magma cO isomorphe à un V-magma 0 en est donc une image
V-homomorphe.

6.8 Magma-produit

Soit V un vocabulaire. Soit mE N*; Vi E {l, ... ,m}, soit iO un V-magma;
iO = (in, iE, icI».

m

Le produit cartésien II in est le support d'un magma remarquable, le
i=l

m

magma-produit 10 x 20 X ... X m O = II iO.
i=l

Je ne présente que le concept magma-produit-binaire. Le lecteur généralisera
sans difficulté.



CHAP.6 67

6.8.1 Magma-produit-binaire

Soit V un vocabulaire; V = (S,:F, a). Soit 10 un V-magma;
10 = (lndI:d~), lI: = {lO"S}SES, 1~ = h<PrhE.1"' Soit 20 un V-magma;
20 = (2n , 2I:, 2~)' 2I: = {20"S}sES, 2~ = h<PrhE.1"·

1n x 2n est le support du V-magma 10 X 20 :

10 X 20 = (ln x 2n,I:,~); I: = {O"S}sES, ~ = {<pr}rE.1"'

Le support

Puisque ln f:. 0 et 2n =1= 0, ln x 2n =1= 0 ; le support n'est pas vide.

Les sous-ensembles

VS ES,

On vérifie facilement ceci...

• VS ES, O"s =1= 0 (car 10"S =1= 0 et 20"S =1= 0).

• VS ES, O"S ç ln x 2n.

• 0"*** = 10"*** X 20"*** = ln x 2n.

Les semi-constantes

Ve E :Fo, <Pe est cette ln x 2n-semi-constante :

(i) Dom <Pe = Dom l<Pe n Dom 2<Pe ;

(ii) si Dom<pe =1= 0, <Pe<> = (1 <Pe<>, 2<Pe<» (E ln x 2n).

Les autres semi-fonctions

Vn E N*, Vf E :Fn, <pr est cette semi-fonetion (ln x 2n)n -,. ln x 2n :
(!={l, ... ,n})

(i) Dom <pr = {( (Çi' 17i) h E (ln x 2n)n 1 (çih EDam l<Pr et (17ih EDam 2<Pd ;

(ii) V( (Çi' 17i) )1 EDam <pr, <pr( (Çi' 17i) h = (l<Pr(çih, 2<Pr(17ih) (E ln x 2n ).

Remarquer- Un magma-produit est la solution d'un problème universel...
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Conjecture - Soit V un vocabulaire. Soit n un V-magma,. soit ln un
V-magma,. soit 2n un V-magma. Quel que soit la un V-homomorphisme
n -+ ln, quel que soit 2a un V-homomorphisme n -+ 2n, il existe un unique
homomorphisme

la X2a : n -+ ln X2n

qui a cette propriété: «ce diagramme commute" (lIT est la projection
10 X 20 -+ 10)...

ln

~ t lIT
la X2a )

n ----- ln X2n

~ l 2IT

2n

6.8.2 Magma-produit et semi-fonctions T

Théorème 12 - Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (8, F, a), Fo U X f= 0
(il Y a au moins un terme). Soit a un (V, X)-terme ; Var a = {Xj}J'
CardJ = m.

Soit lO un V-magma; soit 20 un V-magma. On considère le
magma-produit 0 = ln x 2n et les semi-fonetions 1T~J : (ln)m -r ln,
2T~J : (2n)m -r 2n et T;J : (ln x 2n)m -r ln x 2n.

1er cas -Vara=0 -DomTa=DomlTanDom2Ta. Si Dom Ta f=0, alors

2e cas - Var a#-0
DomT;J = { ((çj,r/j) )jEJ E (ln X2n )m 1(çjh E DomlT~J et (rU)J E Dom2T~J}

et



Chapitre 7

La classe des V-magmas - II 
Congruence et magma-quotient

Les magmas les plus importants qu'on sera amené à considérer sont des
magmas-quotients; aussi ce concept est-il fondamental. Il est directement lié à
celui de congruence. On s'intéresse aussi aux super-congruences; une
super-congruence est une congruence qualifiée.

7.1 Congruence

Une congruence est une relation d'équivalence entre éléments du support
d'un magma qui est compatible avec ses opérations fondamentales.

Définition 26 (Congruence) - Soit V un vocabulaire; V = (S,F,a). Soit 0
un V-magma; 0 = (n,}J,<I».

On appelle "O-congruence " toute n-relation binaire '" qui a ces qualités:

• '" est une relation d'équivalence ('" est réflexive, symétrique et transitive) ;

• Vn E N*, Vf E Fn , (I = {l, ... , n} )

V(çi)r,(rli)r E Dom<Pr,

( Vi E I, Çi ~ 1Ji) =} <pr(çi)I '" <pr(1Ji)I

Exemple 1 - Congruence grossière [Xl

Une relation grossière est une relation binaire par laquelle tout élément est
lié à tout élément. Soit 0 un magma. La relation T :

est une O-congruence (vérification triviale) ; c'est l'O-congruence grossière. 0
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[X] Se mettre en garde - Exemple 2
On connaît le 3V-magma 3,10, dont le support est Z (voir p. 58) ; g:J est cette

Z-relation binaire:

Zg:JZ' {:} :Jq E Z, Z - Z' = 2 x q

(Z - z' est un entier relatif pair). On vérifie facilement que g:J est une relation
d'équivalence; il n'y a que deux classes d'équivalences, 2Z et 2Z +1.

g:J est une 3,lO-congruence. En effet, si (n, m) E Dom3,1<Pmo ins' si
( 1 ') D ). . 1 • 1 1n , m E om 3,1 'f'IIOinS' SI ng:Jn , et SI mg:Jm , a ors

3,1 <Pmoins(n, m) - 3,1 <Pmoins(n', m')

(n - m) - (n' - m') = (n - n') - (m - m')

E 2Z

c'est-à-dire 3,1 <pmoins(n, m) g:J 3,1 <pmoins(n' ,m').

On prendra garde toutefois à ne pas surestimer une congruence! En effet,
(4,3) E Dom 3,1 <Pmoins' 4g:J2 et 3g:J5 ; mais (2,5) ~Dom3,1<Pmoins' On vient de
trouver deux couples congrus, l'un élément d'un domaine de semi-fonetion mais
l'autre pas.
N.B. - On vient en fait de vérifier que g:J n'est pas une super-congruence
(définition 27 ; voir p. 82). 0

Notation - Soit ç E n. Zest la classe d'équivalence de ç. n/fV est l'ensemble
des classes d'équivalence.

Une classe d'équivalence est la classe d'équivalence d'au moins un élément:

, E n/fV * :Jç E n, , = Z

elle n'est donc pas vide.
Soit, E n/fV

• Tout élément de, est solution de l'équation

(trouver un ç dont la classe est une certaine classe d'équivalence ,). Annoncer,
comme ço (la classe de ço), c'est choisir un certain élément ço comme
représentant de la classe ,.

7.2 Congruence et semi-fonctions T

Toute congruence est compatible avec les opérations fondamentales (les
semi-fonctions <p). On se doute qu'elle est aussi compatible avec les
semi-fonetions T (une T est une composée de <p).
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Théorème 13 - Soit (V, X) un grand-vocabulaire, X =1= 0. Soit a un
(V,X)-terme dans lequel apparaît au moins une variable j Vara = {Xj}J =1= 0.

Soit fi un V-magma. Soit l'V une fi-congruence.

V(çj)J' (r/j)J E Domr;J,

(Vj E J, çj ~ r/j) =} r;J(çj)J l'V r;J(1]j)J

Preuve

On raisonne par récurrence.

I-a=rxl,xEX
r; = Idn (définition). Donc, Vç, 1] E n, si ç l'V 1], alors
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II - a = rr aIl, r E Fn (n E N*), l = {l, ... ,n} et [Vi E l,3.i E AT(V,X)]
L'ensemble des variables du sous-terme 3.i est Var 3.i = {Xj}jeJi ;

Card Ji = mi. On vérifie que Var rr aIl = {Xj}J, J = UJi ; Card J = m E N*.
ieI

On considère l'ensemble ls = {i E l 1 Ji = 0} (ensemble des indices i, ai
étant sans variable). Puisque rr aIl comprend au moins une variable, l - ls =1= 0.

Si Dom rft/aIl = 0, on vérifie trivialement la propriété indiquée. On suppose

maintenant que Dom r~JaIl =1= 0.

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Vi E l - ls, V(Çj)Ji E Dom r~J"

V(1]j)J, E Dom r:/i ,
si [Vj E Ji, çj l'V 1]j], alors r~J'(çj)Ji l'V r~Ji(1]j)J,.

Soient (çj)J, (1]j)J E Dom r~JaIl' cette paire de multiplets ayant cette

propriété: Vj E J, çj ~ 1]j. Par définition, les multiplets (r~J'(çj)jeJi )ieI et
(r:/'(1]j)jeJ, )iEl sont des éléments de Dom<Pf, pt

rft/aIl (çj)J = <Pf( r~J'(çj)jeJ, )ieI /\ r~J aIl(1]j)J = <Pf( r~Ji(1]j)jeJ, )ieI

On compare deux à deux chaque composante des multiplets arguments.
Si i E ls, r~Ji(çj)jeJ, = ra,o = r~Ji(1]j)jeJi donc

XJ' (é ) l'V XJ' ( )ra,' ..,j jeJi = ra,' 1]j jeJi

(la relation l'V est réflexive). Si i E l - ls,

XJ'(é) l'V XJ'( )ra,' ..,j jeJ, = rai' 1]j jeJi

(hypothèse de récurrence). Donc

</>r( r:/'(Çj)jeJi )ieI l'V <Pf( r~J'(1]j)jeJ, )ieI

(définition 26 ; voir p. 69) ; c'est-à-dire r~JaIl (çj)J l'V r~JaIl (1]j)J. •
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7.3 Magma-quotient

Soit V un vocabulaire; V = (S,F,a). Soit 0 un V-magma; 0 = (n,Il, cp).
Soit '" une O-congruence.

L'ensemble des classes d'équivalence ni'" est le support d'un V-magma
remarquable, qu'on appelle" le magma-quotient 0/'" ". Ce magma, quel est-il ?
O/~ . (ni"', Il, cp) ; Il = {O'S}sES, cp = {<Pr hE.7="

7.3.1 Magma-quotient

Le support n/~ n'est pas vide

En effet, 3ç En C=I= 0) ; donc 3, Eni'" (considérer, = e)·

Les sous-ensembles

VS ES,

La propriété caractéristique de O's est celle-ci: V, E O's, on peut trouver au
moins un représentant de, qui soit élément de as.

Assertion 8 - ç E as =} eE O's.

Pourquoi s'intéresser à {r E n/~ l'Y n Us f 0} et pas à {r E n/~ l'Y ç uS} par
exemple? Il Ya au moins trois raisons (Sj!:!! est la projection

voir p. 74).

1 - {r E n/~ l'Y n Us =f. 0} ={ë 1ç E uS} (le saturé).

2 - Sj!:!!(uS) ç O'S' Or une qualité de tout homomorphisme a : n -+ n/~ est que
a(uS) ç O's ; on espère bien que Sj!:!! sera un tel homomorphisme.

3 - Si uE ç Dom 1>f' alors O'E ç Dom ~f (conservation).

On vérifie aussi ceci :

• VS ES, as =f 0. En effet, as =f 0 ; il Y a donc un objet ç élément de as ; sa
classe déquivalence eest élément de as ; donc O's =f 0.

• VS E S, O's ç ni"'.
• a*** = {, E ni'" l, n n =f 0} = ni'::::!.·

On vérifie sans peine que
as ç ue

çE<JS

Remarquer - Si '" est la congruence grossière, Ue= n.
çE<JS
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Les semi-constantes

Ve E :Fa, ~e est cette nj""-semi-constante :

Ci) Dom ~e = Dom <Pe ;

CH) si Dom ~e f= 0, <Peo = <Peo CE nj"").

Les autres semi-fonctions

Soit n E N* ; soit f E :Fn . Puisque "" est une congruence, (I = {l, ... ,n})

VCÇi)I E Dom <Pf, V('rJih E Dom <Pf n IIÇi' <Pf('rJi)I "" <Pf(Çih
iEI

Donc, si le multiplet de classes ('Yih E (nj"")n a cette propriété:

Dom <Pf n II 'Yi f= 0
iEI

alors, quel que soit le multiplet ('rJih élément de cette intersection ('rJi est un
représentant de la classe 'Yi), le résultat <Pf('rJih appartient à une classe
d'équivalence unique, qu'on peut nommer:

On vient de révéler cette semi-fonction <Pf : (nj"")n -r nj"" :

Ci) Dom ~f = {('Yih E (nj"")n 1 Dom <Pf n II 'Yi f= 0} ;
iEI
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CH) V('Yih E Dom ~f' ~f('Yih = <Pf(Çih (E nj""), (çih étant n'importe lequel des
multiplets de l'intersection Dom <Pf n II 'Yi·

iEI

On vérifie que Parité de ~f est bien n = a(f).

Assertion 9 - V('Yih E Dom ~f' on peut choisir un représentant Çi E 'Yi (i E 1)
de telle sorte que

7.3.2 Propriétés

Proposition 16 - Soit V un vocabulaire. Soit 0 un V-magma. Soit "" une
o.-congruence. On considère le magma-quotient Oj"".

VnEN*, VfE:Fn , (I={l, ... ,n})

Preuve
On suppose que Dom <Pf f= 0. Soit (çih E Dom <Pf' Par définition

(Çi)I E IIÇi' donc Dom <Pf n il Çi f= 0, c'est-à-dire ( Çi ) E Dom ~f'
iEI iEI
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Puisque (Çi)I E Dom <Pr n II Çi i= 0, par définition 1r( Çi )1 = <pr(çi)I. •
iEI

Se mettre en garde - Exemple
On connaît le 3V-magma 3,ln et la 3,ln-congruence p (voir p. 70). On se

rappelle que 3,ln/p = Z/p = {Z, Z +1} (il n'y a que deux classes d'équivalence).
Les couples

(0,0), (1,0), (1,1), (2,1) E Dom 3,1 <Pmoins

(vérification triviale) ; (0,0) = (2Z, 2Z), (1,0) = (2Z + 1, 2Z),
(1,1) = (2Z + 1, 2Z +1), et (2,1) = (2Z, 2Z +1) ; donc

Dom 3,11moins = Z/p x Z/p

c'est-à-dire 3,1 <Pmoins est une fonction.
En particulier, (0,1) = (2Z,2Z +1) E Dom 3,11moins' Pourtant

(0,1) ri. Dom 3,1 <Pmoins ! On vient de trouver un multiplet (Çi)I,

o

7.4 Magma-quotient et semi-fonctions T

Le quotient d'un magma en est une image homomorphe.

Théorème 14 - Soit V un vocabulaire. Soit n un V-magma; n = (n,}J, <1».
Soit '" une n-congruence. La fonction Sj"", :

est un V-épimorphisme n --+ n/~ ; le magma-quotient n/'" est une image
V-homomorphe de n.

Preuve
Toute classe d'équivalence est la classe d'au moins un élément, donc Sj~ est

surjective.

i - VS E 5, Sj~(as) = {e}eEas = {, E n/'" 1 1 n as i= 0} = as·

ii-a - Ve E Fo, on sait déjà que Dom <Pe = Dom 1e, et que si Dom <Pe i= 0, alors
<Pe<> = 1e<> (définition; voir p. par:alquo:semico).

ii-b - Vn E N*, Vf E F n , n(Sj~)(Dom <Pr) = {( Çi )I 1 (Çi)I E Dom <Pd = {(,i)I E
(n/~)n 1 Dom <Pr n II li i= 0} = Dom 1r. On sait déjà que

iEI
V(Çi)I E Dom <pr, <pr(çi)I = 1r( Çi h·
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Donc Sj~ est un épimorphisme (théorème 11 ; voir p. 65).
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•
Soit a un terme. On l'interprète par référence à un magma j on révèle une

semi-fonction Ta. On interprète ce même terme par référence à un quotient de ce
magma j on révèle une semi-fonction Ta.

Comment sont liés Ta et Ta ? Ce lien ressemble-t-il à celui entre <Pr et ~r ?

Théorème 15 - Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (S,:F,a),:Fa U X=/:. 0.
Soit a un (V, X)-terme ; Var a = {xjb, Card J = m.

Soit 0 un V-magma. Soit rv une O-congruence. On considère le
magma-quotient O/rv, et les semi-fonctions T;J : n m

-r n et
T~J : (n/rv)m -r n/rv .

1er cas - Vara = 0 - Dom Ta ç DomTa. Si Dom Ta =/:. 0, alors

(Ta<» =Ta <>

2e cas - Var a=/:.0 - V(çj)J E Dom T;J,

Preuve
o et O/9i. sont deux V-magmas j et Sj~ est un V-homomorphisme 0 -70/rv

(théorème 14).
Ce qu'on cherche à vérifier, on le sait déjà: théorème 7 (bO = 0,

cO = O/rv, a = Sj~) j voir p. 55. •

Exemple
V est ce vocabulaire :

.. V = (S,:F,a) ;
• S = {***} j

• :Fa = {un, deux} j

• :FI = {rac} j

• les autres :Fi (i E N - {O, 1}) sont vides.

o est ce V-magma:
.. 0 = (n,~,cI» ; ~ = {as}sEs j cI> = {<Pr}rEF;
• n = {1, 2} ;
• <Pun n'est pas vide, <Pun<> = 1 ;
• <PdelU n'est pas vide, <PdelU<> = 2 j

• <Prac est cette semi-fonction (racine carrée) :

On vérifie facilement que Dom Trrac delUl = 0 (semi-constante vide).

l><l



76 MAGMA-QUOTIENT

On considère maintenant l'O-congruence grossière T (voir p. 69). Il n'y a
qu'une seule classe d'équivalence, l'ensemble n lui-même; c'est-à-dire

niT = {n}

(l'ensemble-quotient est un singleton).
On considère ensuite le magma-quotient {lIT. Puisque 1 E Dom <Prae,

n = l E Dom <Prae et

~rae(n) = ~rae(I) = <Prae(1) = l = n

(voir p. 73) ; ~rae est donc la fonction identitaire de {n}.
On sait par ailleurs que ~deux n'est pas vide et que <Pdeux<> = <Pdeux<> = '2 = n

(définition).
On vérifie alors facilement que Dom rrrae deuxl =1= 0, et que

rrrae deuxl<> = ~rae( ~deux<» = ~rae(n) = n

Qu'a-t-on fait? On a trouvé un terme a (a = rrac deux1),
• Dom ra = 0,
• mais Dom ra =1= 0.

o

Se mettre en garde

Soit a un terme dans lequel apparaît au moins une variable. On vérifie que

Domr~J 2 {('Yj)J E (nj"')m 1 Domr;J n II 'Yj =1= 0}
jEJ

(le saturé d'un multiplet élément d'un domaine de semi-fonction r est élément
du domaine de la semi-fonction r correspondante; théorème 15).

Il ne faut pas espérer plus: il n'y a pas identité. Voici un contre-exemple.

l><l Contre-exemple
(V, X) est ce grand-vocabulaire:

• V = (S,F,a) ;
• S = {***} ;
• FI = {f,g} ;
• F 2 = {h} ;
• les autres Fi (i EN - {1,2}) sont vides;

• X = {x}.

o est ce V-magma:
.0= (n,E,<I»; E = {O"S}SES ; <I> = {<Pr}ro";
.n=N;
• <Pi est cette semi-fonction :

N
{2} 3 ç

N
~ ç
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• <Pg est cette semi-fonction :

• <h. est cette fonction:

N -r N
{3} :1 ç f-+ ç

77

N 2 -+ N
(6,6) f-+ 6 x 6

On vérifie facilement que Trf xl = <Pf, que Trg xl = <pg, et que T~ f x g xl est vide.

1- On considère maintenant l'O-congruence grossière T. Il n'y a qu'une classe
d'équivalence j c'est-à-dire

NIT = {N}

On considère ensuite le magma-quotient OiT. On vérifie facilement ceci...

• ~f = Id{N} (~f est la fonction identitaire du singleton {N}).
• ~g = Id{N}.
• ~ est cette fonction:

{N}x{N} -+ {N}
(N, N) f-+ N

II - On s'intéresse alors au terme rh f x g xl, qu'on interprète par référence
à OiT. On procède par étapes:

• T~ xl = ~f = Id{N} j

• Trg xl = ~g = Id{N} ;

• donc DomT~ f x g xl = {N} ; et T~ f x g xl(N) = N.
C'est terminé. On est maintenant capable d'observer ceci:

{N} = DomT~ f x g xl ::> {, E {N} 1 Dom T~ f x g xl n, =1- 0} = 0

{N} et 0 ne sont pas identiques!

7.5 Tout homomorphisme est la composée de
trois homomorphismes remarquables

o

Plusieurs théorèmes fondamentaux de l'algèbre élémentaire sont relatifs à ce
même sujet : en révélant la structure-quotient adéquate, trouver que tout
morphisme est une composée de morphismes élémentaires (par exemple,
théorème fondamental sur les groupes-quotients [4, p. 124]).

On peut vérifier que les objets qu'on a nommés" homomorphisme" (les
morphismes de l'algèbre G) ont une propriété du même genre.
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7.5.1 La congruence liée à l'homomorphisme

Proposition 17 - Soit V un vocabulaire. Soient bn un magma, en un
V -magma, a un V-homomorphisme bn -t en.

Cette bn-relation binaire ~a :

est une bn-congruence.

Preuve

On vérifie trivialement que "'a est une relation d'équivalence. Soit f E Fn ,

nE N*. On suppose que Domb<Pr =1= 0. Soient (Çi)I,("lih E Domb<Pr. On suppose
que, Vi E I, Çi "'a "li, c'est-à-dire a(Çi) = a("li).

On veut vérifier que b<Pr(çih "'a b<Pr("lih, c'est-à-dire

Or a est une homomorphisme bn -t en, donc ( a(çi) h et ( a("li) h sont des
éléments de Dom e<Pr, et

•
, .

7.5.2 A tout homomorphisme correspond un
isomorphisme - L'isomorphisme a

Soit, une classe de bnj"'a (, ç bn). Par définition, Vç,"l E" a(ç) = a("l) ;
Vxi E " le résultat a(ç) est un élément unique, qu'on peut appeler

On vient de révéler la fonction a : bnj'"a-t Emp a, qui a cette propriété
remarquable:

V, E bnj'"a, Vç E " a(,) = a(ç)
Donc Vç E bn, a( ë)= a(e) (raisonnement trivial).

Lemme 3
i - a, fonction bnj~a-t Emp a, est une bijection.
ii - « Ce diagramme commute ... "

a
------7) en

t InEmpa,cO

Empa
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Preuve
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i-a - a est surjective
V1] E Emp a, :Jç E bn, 1] = a(ç). Donc 1] = a( ~ ), ~ E bn/'::t.a •

i-b - a est injective
Soient ,I,,2 E bn/f"Va, a('1) = a('2)' On choisit un représentant de chaque

classe: 6 E,l et 6 E ,2' Par définition, a(,l) = a(6) et a(,2) = a(6), donc
a(ç1 = a(6), 6 f"Va 6, et'l = 6 = 6 = ,2'
ii - U Le diagramme commute "

On vérifie trivialement que Vç E bn, a(Ç) = InEmp a, cO 0 a ( ë ). •

Théorème 16 (Décomposition canonique) - Soit V un vocabulaire. Soient
bO un V-magma, cO un V-magma, a un V-homomorphisme bO ~ cO.

On considère l'bO-congruence f"Va et la fonction a (voir supra).

1 - a, fonction bn/f"Va~ Emp a, est un isomorphisme bO/f"Va~ Emp a.

II - (( Ce diagramme commute... "

Preuve

Cette preuve est un assemblage de sous-preuves indépendantes. On est guidé par
la caractérisation équivalente des isomorphismes.

1 - La fonction a est une bijection bn/f"Vaf-+ Emp a (lemme 3). Est-ce un
isomorphisme bO/Si.a~ Emp a ? Oui. Pour le vérifier, on procède ainsi
(théorème 10 ; voir p. 61).

i - On veut d'abord vérifier que, VS ES,

a(as) = eaS

Or
a( as) = {a(,) l, E as}

et
eaS = a(as) = {a(ç) 1 ç E as}

Il reste à vérifier que

{a(,) l, E as} = {a(ç) 1ç E as}
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Soit, E O's. Par définition, il existe f, E as, , = Z;donc a(,) = a(Ç). On
vient de vérifier que

{ab) l, E O's} ç {a(Ç) 1f, E as}

Réciproque - Soit f, E as. Par définition, ZE O's, et a(f,) = a( Z). Donc

{a(Ç) 1f, E as} ç {a(,) l, E O's}

ii-a - On veut vérifier que, Ve E Fo,

Dom b<Pe = Dom e<Pe

et que, si Dom b<Pe =1= 0, alors

Or
Dom b<Pe = Dom b<Pe = Dom e<Pe

(définition; voir pp. 73 et 63). Si Dom b<Pe =1= 0, alors

b<Pe<> = b<Pe<>

et

Donc

ii-b - Soit n E N* ; soit f E Fn .

• On veut vérifier que
n(a )(Dom b<Pr) = Dom e<Pr

Par définition,
Dom eh = na(Dom b<Pr)

(voir p. 63). Il reste à vérifier que
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On sait que

Dom b<Pr = {('Yi)r E (bnj'"cxt 1 Dom b<Pr n II 'Yi =1= 0}
iEl
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(définition; voir p. 73). On suppose d'abord que Dom b<Pr =1= 0. Soit
('Yi)r E Dom b<Pr ; soit (Çi)r E Dom b<Pr n II 'Yi (intersection non vide - Çi est un

iEl
représentant de la classe 'Yi). On observe que

On vient ainsi de vérifier que

(si Dom b<Pr = 0, on le vérifie immédiatement).

Réciproque - On suppose d'abord que nœ(Dom b<Pr) =1= 0. Soit Tl E nœ(Dom b<Pr) ;
il existe un multiplet (Çi)r E Dom b<Pr, Tl = nœ(Çi)r. On sait que ( Çi )r E Dom b<Pr
(proposition 16 ; voir p. 73). Donc:

On vient de vérifier que

(si nœ(Dom b<Pr) = 0, on le vérifie immédiatement).

• J'appelle" l " l'ensemble {1, ... , n}. On veut vérifier que

Soit ('Yi)r E Dom b<Pr. Par définition, il existe un multiplet (Çi)r E Dom b<Pr,

(Çi est un représentant de la classe 'Yi, i.e. Çi = 'Yi ; voir p. 73).
On vérifie alors que

La fonction œ est un homomorphisme bn -+ en, donc le multiplet
( œ(çi) )r E Dom e<Pr, et
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(définition; voir p. 63). On vérifie enfin que
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II - Sj~a est un épimorphisme bO -+ bO/rvex (théorème 14 ; voir p. 74).
InEmp ex, cf! est un homomorphisme Emp a -+ cO (proposition 13 et théorème 8 ;
voir pp. 63 et 60).

" Le diagramme commute" (lemme 3 ; voir p. 78). •

7.6 Super-congruence

Une super-congruence est une congruence qualifiée. Gratzer dit "strong
congruence" [14].

Définition 27 - Soit V un vocabulaire,. V = (S,F,a). Soit 0 un V-magma;
0= (n,E,q».

On appelle "O-super-congruence " toute n-relation binaire rv qui a ces
qualités:

• ~ est une relation d'équivalence;

• VnEN*, VfEFn , (!={1, ... ,n})

l><l Exemple - Super-congruence identitaire
Une relation identitaire est une relation par laquelle tout élément n'est lié

qu'à lui-même. Soit 0 un magma. La relation 1. :

Vç,'f/ E n, ç1.'f/ <:} ç = 'f/

(1. est identique à =) est une O-super-congruence (vérification triviale) ; c'est
l'fI.-super-congruence identitaire. 0

l><l Contre-exemple
Si le magma fi. comprend au moins une semi-fonction </> qui n'est pas une

fonction, la relation T (relation grossière; voir p. 69), bien qu'étant une
congruence, n'est pas une super-congruence. 0

Assertion 10 - Une super-congruence est une congruence.

On peut donc considérer le magma-quotient fI./rv (voir p. 72) ...
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On sait que, Vn E N*, Vf E Fn , si Dom ~f =1= 0, alors

V(lih E Dom ~f' Dom ~f n II li =1= 0
iEI

(voir p. 73). En fait, il Y a plus.

Proposition 18 - Soit V un vocabulaire. Soit n un V -magma. Soit t'V une
n -super-congruence.

VnEN*, VfEFn , (I={l, ... ,n})

V(lih E Dom ~f' II li ç Dom 1>f
iEI
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Preuve
Soit (lih E Dom ~f' Par définition, il existe un certain multiplet

(çih E Dom 1>f n II li.
iEI

Soit (rlih E II li, Vi E I, Çi E li et TJi E li ; donc Çi t'V TJi. Puisque
iEI

(çih E Dom 1>f, (TJih E Dom 1>f (définition 27). On vient de vérifier que
II li ç Dom 1>f. •
iEI

Corollaire 3 - Soit V un vocabulaire. ,Soit n un V-magma. Soit t'V une
n -super-congruence.

VnEN*, VfEFn , (I={l, ... ,n})

V(çih E nn,
(çih E Dom 1>f Ç} ( Çi h E Dom ~f

Preuve
On sait déjà que (çih E Dom 1>f =? ( Çi h E Dom ~f (proposition 16 ;

voir p. 73).
Réciproque - Si ( Çi h E Dom ~f' alors II Çi ç Dom 1>f (proposition 18). Or

1

(çih E II Çi (Çi E Çi !) ; donc (çih E Dom 1>f. •
1

On peut maintenant vérifier que, si la congruence est une super-congruence,
le lien entre Ta et Ta est juste ce que l'on souhaite (comparer les théorèmes 15 et
17).

Théorème 17 - Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (S, F, a), Fo U X =1= 0.
Soit a E I\T(V, X) ,. Var a = {Xj}J, Card J = m.

Soit n un V-magma. Soit t'V une n-super-congruence.

1er cas - Vara = 0 - Dom Ta = Dom Ta.

2e cas - Vara =1= 0 - V(çj)J E nm ,

(çj)J E Dom T: J Ç} ( çj )J E Dom T~J
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Preuve
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Preuve représentative. On saisira l'idée en lisant la première partie (1), courte et
facile.

On raisonne par récurrence.

1 - Premier cas - Var a = 0

1-1 - a = fel, e E Fo
Par définition, re= <Pe, et Te = 4>e- On sait déjà que Dom 4>e = Dom <Pe

(définition; voir p. 73).

1-2 - a = fr aIl, r E Fn (n E N*), J = {1, ... ,n}, et Vi E J,ai E .t.T(V)
On sait déjà que Dom ra ç Dom Ta (théorème 15 ; voir p. 75). Si

Dom Ta = 0, on vérifie trivialement la propriété annoncée.

On suppose maintenant que DomTrr aIl = (n/"")O ( Jo}) ; c'est-à-dire
Vi E J, DomTaj = (n/"")O, et le multiplet (TajO)I E Dom<Pr.

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Vi E J, Dom Taj = Dom raj'

Donc [Vi E J, Domraj = n° (= {o})] ; et [Vi E J, rajo = TajO] (théorème 15 ;
voir p. 75).

On considère le multiplet (rajo)I. Puisque (rajo)I = (TajO)I E Dom 4>r,

(rajo)I E Dom <Pr

(corollaire 3). Donc Domrrr aIl = n° (= {o}) (voir p. 32).

II - Deuxième cas - Var a # 0

1I-1-a=fxl,xEX
ri = Idn, et T~ = Idn/~ (définition). On vérifie trivialement que, Vç En,

ç E Dom ri, et eE Dom T~.

11-2 - a = fr aIl, r E Fn (n E N*), J = {1, ... ,n} et [Vi E J,~ E I\T(V, X)]
L'ensemble des variables du sous-terme ~ est Var ai = {Xj}jEJj ;

Card Ji = mi. On vérifie que Var fr aIl = {xjb, J = UJi ; Card J = m E N*.
iEI

On considère l'ensemble Ja = {i E J 1 Var ~ = 0} (ensemble des indices i, ai
étant sans variable). Puisque fr aIl comprend au moins une variable, l - Ja # 0.

On sait déjà que V(çjh E Dom r: J , ( çj )J E Dom T~J (théorème 15 ; voir
p. 75). Donc, si Dom T~J = 0, alors Dom r: J = 0 : on vérifie trivialement la
propriété annoncée.

On suppose maintenant que Dom Tf1 aIl # 0. Soit ((j)J E nm ,
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Puisque ( (j )J EDam Tft aIl'

Vi E 1 - la, ( (j )Ji E Dom ~:i

et
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(={O})

(={O})

et
( T~:i ( (j h )iEI E Dom ~f

(voir p. 34). On sait déjà que Vi E la, Dom rai = Dom Tai (ce théorème, premier
cas) ; donc

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Vi E 1 - la, V(Çj)Ji E nmi ,

( çj )Ji E Dom T~:i Ç} (çj )Ji E Dom r~Ji

Donc Vi E 1 - la, ((j )Ji E Dom r~Ji. On considère maintenant les multiplets

(r~Ji((j)Ji )iEI et (r~Ji((j)Ji )iEI, et leurs composantes. Si i Ela,

XJ'(I") --rai' ."j Ji = raiO = raiO

(théorème 15 ; voir p. 75). Si i E 1 - la,

XJ'(I") ....JCJ.( T)rai' ."j Ji = rai' ."j Ji

(théorème 15 ; voir p. 75). Donc

( r~Ji ((j )Ji )iEI = (~:i ( (j )Ji )iEI E Dom ~f

On déduit que le multiplet ( r:/i ((j )Ji )iEI EDam <Pf (corollaire 3 ; voir p. 83).
On a fini de vérifier que ((j)J EDam rr? aIl (voir p. 34). •

Corollaire 4 - Soit (V, X) un grand-vocabulaire, X =f. 0. Soit!l un V-magma.
Soit ~ une !l-super-congruence. Soit a un terme dans lequel apparaît au moins
une variable; Vara = {Xj}J, Card J = m, mE N*.

DomrxJ - 0a - DomTxJ - 0a -

Preuve - Une classe d'équivalence est la classe d'au moins un élément. •

Corollaire 5 - (Mêmes hypothèses) V(çj)J E nm,

si ( çj )J E Dom T~J,

alors (çj)J EDam r;J et

Preuve
Si ( çj )J E Dom T~J, alors (çj)J E Dom r;J (théorème 17). On sait déjà que,

si (çj)J E Domr;J, alors T~J( çj)J = r;J(çj)J (théorème 15; voir p. 75). •
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Chapitre 8

Formule

On ne se contente pas d'écrire des termes; on a aussi besoin d'écrire des
formules. De cette façon, on peut noter sur le papier certaines caractéristiques
de tel magma auquel on s'intéresse, pour se les rappeler et pour raisonner
(raisonnement formel).

Comment écrire une formule? En écrivant des symboles d'une manière
conforme à certaines règles, chaque règle correspondant à un type de formule.
Voici la classification :

• FORMULE-CONFINEMENT

• Formule germinale
- Formule germinale dans laquelle apparaît au moins un terme

· FORMULE-EXISTENCE

· FORMULE-APPARTENANCE

· FORMULE-IDENTITÉ

- Formule germinale sans terme
· FORMULE-INCLUSION

· FORMULE-CONDUIT

On classe les formules-confinement à part (elles ne sont pas germinales), car on
interprète chacune d'elles non comme une propriété d'un magma (une
affirmation) mais comme une convention sémantique (une déclaration) : écrire
une formule-confinement, c'est choisir le sens d'une variable (on convient que la
variable est le nom d'un objet quelconque d'un certain sous-ensemble;
chapitre 9).
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8.1 Formule-confinement

Définition 28 (Formule-confinement) - Soit (V, X) un grand-vocabulaire j

V = (S, F, a). On appelle "(V, X)-formule-confinement " toute séquence

x :: S .

x E X et SES.

Syntaxe B.N.F.

(Formule-confinement) :: = (Variable) :: (Symbole d'ensemble) .

Remarquer
1 - Dans une formule-confinement apparaissent les symboles réservés " : : " et
" "
2 - La longueur d'une formule-confinement est 4 (quatre symboles).

l><l Exemple
Soit (V, X) un grand-vocabulaire qui comprend ces symboles:

eEi,F2ES;
e xi, y2 E X.
Voici deux (V, X)-formules-confinement :

xi .. Ei
y2 :: F2 .

(lire: "Soit xi n'importe quel élément de E1. Soit y2 n'importe quel élément de
F2. "). 0

Toute formule qui n'est pas une formule-confinement est une formule
germinale.

8.2 Formule germinale dans laquelle apparaît
au moins un terme

Une formule germinale dans laquelle apparaît au moins un terme est
soit une formule-existence,
soit une formule-appartenance,
soit une formule-identité.

8.2.1 Formule-existence

Définition 29 (Formule-existence) - Soit (V, X) un grand-vocabulaire. On
appelle "(V, X)-formule-existence " toute séquence

$ a .

a E i\T(V, X).
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Syntaxe B.N.F.

(Formule-existence) :: = $ (Terme) .

Remarquer - Dans une formule-existence apparaissent les symboles réservés
" $ " et" "

Exemple
Soit (V, X) un grand-vocabulaire qui comprend ces symboles :

• 0 E :Fa ;
.sE:FI ;

• xx E X.
Voici quatre (V, X)-formules-existence :

$ 0 .
$ s 0
$ xx .
$ s xx .

(lire: "0 existe. s 0 existe. " ; etc.).
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8.2.2 Formule-appartenance

Définition 30 (Formule-appartenance) - Soit (V, X) un
grand-vocabulaire,. V = (8,:F, a). On appelle (1 (V, X)-formule-appartenance "
toute séquence

a : S .

a E "T(V, X) et S E 8.

Syntaxe B.N.F.

(Formule-appartenance) :: = (Terme) : (Symbole d'ensemble) .

Remarquer - Dans une formule-appartenance apparaissent les symboles
réservés " : " et " . "

Exemple
Soit (V, X) un grand-vocabulaire qui comprend ces symboles:

• El, E2 E 8 ;
• 0 E :Fa ;
• s E :FI ;
• + E :F2 ;

• x,y EX.
Voici quatre (V, X)-formules-appartenance :

o El.

Y E2.
+ sOs s x : E2
s + 0 S 0 El.
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(lire: "0 est élément de E1. y est élément de E2. " ; etc.).

Se mettre en garde - Exemple
Soit (V, X) un grand-vocabulaire qui comprend ces symboles:

eFES;
e xE X.
Malgré la ressemblance, il ne faut pas confondre ces deux formules:

x :: F .
x F.

FORMULE

o

(lire: "Soit x n'importe quel élément de F. [Cet] x est élément de F. ").
L'une est une formule-confinement et l'autre une formule-appartenance ;

elles n'ont pas le même sens (voir p. 99). 0

8.2.3 Formule-identité
On gagne à distinguer " égalité" et " identité". Pourquoi ne pas être précis? On
dira ainsi: "Le nombre + sOs 0 est identique à s s O." (1 + 1 est identique à
2). Mais on dira: " Les termes r+ sOs 01 et rs s 01 sont égaux." (les deux
noms sont synonymes). On dira enfin: " Le terme rs 01 est identique à rs 01- "
L'égalité des termes est donc leur synonymie.

En préférant l'appellation" formule-identité" à " formule-égalité", j'exprime
simplement que je m'intéresse plus aux dénotés des noms qu'aux noms eux-mêmes
(les noms ne sont que des accessoires du raisonnement, me semble-t-il).

Définition 31 (Formule-identité) - Soit (V, X) un grand-vocabulaire. On
appelle" (V, X)-formule-identité " toute séquence

a = b .

a, b E "T(V, X).

Syntaxe B.N.F.

(Formule-identité) (Terme) = (Terme) .

Remarquer - Dans une formule-identité apparaissent les symboles réservés" ="
et " . ".

l><l Exemple
Soit (V, X) un grand-vocabulaire qui comprend ces symboles:

e 0 E :Fo
e s E :FI ;
e + E :F2 ;
e x,y E X.
Voici deux (V, X)-formules- identité :

+ x 0 = x
+ x S y = s + x y .

o
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8.3 Formule germinale sans terme
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On ne gagne aucun pouvoir expressif à écrire des formules germinales sans
terme (voir pp. 101 et 109). Il est toutefois commode de le faire: elles sont
brèves et plus lisibles.

Une formule germinale sans terme est
soit une formule-inclusion,
soit une formule-conduit.

8.3.1 Formule-inclusion

Définition 32 (Formule-inclusion) - Soit V un grand-vocabulaire;
V = (S,F,a). On appelle (( V-formule-inclusion" toute séquence

E =< F 0

E,FES.

Syntaxe BoN.F.

(Formule-inclusion) (Symbole d'ensemble) =< (Symbole d'ensemble) 0

Remarquer
1 - Dans une formule-inclusion apparaissent les symboles réservés" =< " et
" "
2 - La longueur d'une formule-inclusion est 4.

Exemple
Soit V un vocabulaire qui comprend ces symboles :

• E,F,G E S.
Voici deux V-formules-inclusion:

E =< F
E =< G

(lire: "E est inclus dans F. " ; etc.).

8.3.2 Formule-conduit

Définition 33 (Formule-conduit) - Soit V un grand-vocabulaire;
V = (S, F, a). On appelle (( V-formule-conduit " toute séquence

f : El » F

fEFn(nEN*), I={l, ... ,n}, [ViEl, EiES] etFES.

Syntaxe BoNoF 0

D

(Formule-conduit) :: =:

(Symbole n-aire de seri-fonction) (Symbole d'ensemble) (Symbole d'ensemble) » (Symbole d'ensemble)-....------V'y-------'"
n
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Remarquer - Dans une formule-conduit apparaissent les symboles réservés
" : ", " >> " et" "

l><l Exemple
Soit V un vocabulaire qui comprend ces symboles:

• E,Ep,F,Fp,Ea,Eb,Ec,G ES;

• f E :FI ;
• g E :F3 •

Voici trois V-formules-conduit :

f E» F .
f Ep» Fp
g Ea Eb Ec » G .

(lire: "E est inclus dans le domaine de f, et l'image f ( E ) est incluse dans
F. " ; etc.). 0



Chapitre 9

Le sens des formules

Comment déchiffrer une formule? comment la comprendre? Ce n'est pas bien
difficile, peut-être a-t-on déjà deviné. Comme d'habitude, on procède de manière
systématique.

Exemple

On connaît le vocabulaire 1V (voir p. 18) ; et le grand-vocabulaire (1V, IX)
(voir p. 19). On connaît le 1V-magma 10, dont le support est l'ensemble des
nombres entiers naturels (voir p. 22).

Ce magma a des propriétés bien connues (arithmétique élémentaire), qu'on
peut noter en écrivant des (1V, lX)-formules. En voici quelques-unes:
(j'écris chaque fois une séquence symbolique qui signifie la propriété annoncée;
chaque séquence est soit une formule soit une séquence de deux ou plusieurs
formules; se rappeler que" *** " dénote le support du magma, N en
l'occurrence)

(l-a) L'addition est une loi interne.
n :: ***. z:: *** $ + n z .

(1-b) Il existe un prédécesseur de tout entier naturel non nul (n I---t n -1).
n* :: Nat*. $ p n* .

(2-a) Le successeur d'un nombre n'est pas nul.
n :: ***. sn: Nat* .

(2-b) Quatre est un carré.
s s s s 0 : Carre

(3-a) L'addition est commutative.
n :: ***. z:: *** + n z = + zn.

(3-b) La racine carrée du carré d'un nombre est ce nombre.
n :: ***. rac * n n = n .

(4) Un nombre premier n'est pas nul.
Prem =< Nat* .

(5) Un produit de nombres non nuls n'est pas nul.
* : Nat* Nat* » Nat* .

Remarquer - Considérée hors de tout contexte, une formule dans laquelle
apparaît une variable n'a pas de sens. Par exemple, la formule f$ p n* .1,
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parce qu'il y apparaît la variable" n* ", n'a pas de sens. Par contre on saura
bientôt interpréter la longue séquence fn* :: Nat* . $ p n* .1 et vérifier
qu'elle a le sens annoncé (l-b). 0

Cette remarque est mineure et correspond à un choix de vocabulaire. J'appelle en
effet" formule" ce que d'autres appeleraient " sous-formule". Le seul intérêt,
comme on le comprendra bientôt, c'est qu'en faisant appamître des
formules-confinement on s'oblige à choisir le sens de chaque variable une fois pour
toutes (le sens d'une variable est sa quantification). De la sorte, on évite les
collisions de sens et donc le renommage (les changements de variable). Cette
pratique est courante en programmation.

Notation - Pour noter qu'une séquence symbolique A signifie une propriété de
n, on peut écrire :

1Xl Exemple - 10 ~ fn* :: Nat* . $ p n* .1-

9.1 Le sens cl'une formule-existence

Se rappeler- Quel que soit (S,F,a) un vocabulaire, S f:. 0 (voir p. 18).

Définition 34 - Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (S, F, a), Fo U X i= 0
(il Y a au moins un terme). Soit a un (V, X)-terme. Soit n un V-magma.

1er cas - Vara = 0
On dit que la formule

$ a .

signifie une propriété de n pour exprimer que

o

Dom Ta = n°

(Ta est une n-semi-constante ,. voir p. 32).

2e cas - Vara f:. 0 - Vara = {xjLEJ ,. Card J = m, mE N* ,. Vj E J, soit
K j ES.

On dit que la séquence

signifie une propriété de n pour exprimer que

il O"K j ç Dom T: J

JEJ

(T;J est une semi-fonetion nm
--.or n ,. voir p. 34).
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[Xl
Exemple 1

• ei, e2 E Fa,
• div E F 2 •

n F f$ div ei e2 .1 si et seulement si <Pei est une semi-constante non
vide, <Pe2 est une semi-constante non vide, et le couple (<Pei<>, <Pe2<» E Dom <Pdiv.

Dans ce cas, Trdiv ei e21<> = <Pdiv( <Pei <>, <Pe2<»' 0

Exemple 2

• E,F E S,
• e E Fa,
• f E F 3 ,

• x,y EX.

n F fx :: E . Y :: F . $ f Y x e .1 si et seulement si <Pe est une
semi-constante non vide et

V(e,T}) E O"E X O"F, (T},e, <Pe<» E Dom<pf

Dans ce cas, V(e,T}) E O"E X O"F, T{::~el(e,T}) = <Pf(T},e,<Pe<».

L'ordre d'énumération des variables importe peu

Exemple

• E,F E S,
• f E F2 ,

• x,y EX.

Si
n F fx .. E . Y .. F • $ f x y ·1

on se doute que

n F fy :: F . x :: E . $ f x y .1

o

[Xl

et que

o

Proposition 19 - Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (S,F,a),
Card X ~ 2. Soit a un (V, X)-terme dans lequel apparaissent au moins deux
variables j Vara = {Xj}J' Soit p une permutation J f-t J. Vj E J, soit Kj ES.

Soit n un V -magma.

Si l'une ou l'autre de ces deux séquences signifie une propriété de n,

II X) _ rXp(j)pEJ
V(çj)J E O"Kj' Ta J(ej J - Ta ( ep(j) )jEJ

JEJ
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Le choix des variables importe peu

SENS DES FORMULES

l><l
Exemple

• E E S,
.fEF!,

• x,y EX.

Si n 1= rx :: E • $ f x .1, on se doute que n Fry :: E . $ f Y ·1·
En effet... 0

Proposition 20 - Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (S,F,a), X =J. 0.
Soit a un (V, X)-terme dans lequel apparaît au moins une variable;
Vara = {xjb, Card J = m, mE N*. Vj E J, soit K j ES.

Soit y un ensemble de symboles qui a cette qualité (Y est un deuxième
ensemble de variables) :
• (V, Y) est un grand-vocabulaire;

• CardY 2 m.
Vj E J, soit Yj E y, les Yj étant distinctes deux à deux.

Soit n un V -magma.

.. K j . liEJ $ a .1
K ·l jEJ $ { } 1. . j a Yj @ Xj jEJ •

9.2 Le sens d'une formule-appartenance, le
sens d'une formule-identité

9.2.1 Formule-appartenance

Définition 35 - Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (S, F, a), FoU X =J. 0.
Soit a un (V, X)-terme. Soit E ES. Soit n un V-magma.

1er cas - Var a = 0
On dit que la formule

a:E.

signifie une propriété de n pour exprimer ceci:

n F r$ a ·1 et

2e cas - Vara =J. 0 - Vara = {Xj}jEJ ,. Vj E J, soit K j ES.
On dit que la séquence

rX · .. K· ljEJ a . EJ •• J' .,

signifie une propriété de n pour exprimer ceci:

et r: J (II (JKJ ç (JE
JEJ
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Se mettre en garde - Exemple

• E,F E S,
• xE X.

On se gardera de confondre ces deux formules, l'une formule-confinement et
l'autre formule-appartenance :

x :: F .
x : F .

car le sens de l'une n'est pas le sens de l'autre, ce qu'il est facile de percevoir...
On considère par exemple la séquence rx :: E . x : F .1 (une

formule-confinement à gauche, une formule-appartenance à droite).

n F rx :: E . x : F .1
si et seulement si

vç E (TE, ç E (TF

(définition). On vient d'exprimer qu'un élément quelconque de (TE est un élément
de (TF (donc que (TE ç (TF).

Dire qu'un élément quelconque de (TE est un élément quelconque de (TF, ce
n'est pas du tout pareil! (supposer que (TE C (TF)' 0

9.2.2 Formule-identité

Définition 36 - Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (S, F, a), Fo U X =1= 0.
Soit a un (V, X) -terme; soit b un (V, X) -terme. Soit n un V-magma.

1er cas - VaraU Varb = 0
On dit que la séquence

a = b .

signifie une propriété de n pour exprimer ceci :

et

n F f$ a ·1, n F r$ b ·1

TaO = ThO

2e cas - VaraU Varb =1= 0 - Vara = {XjLEJ ; Varb = {XjLEU ; Vj E lu U,
soit K j ES.

On dit que la séquence

rXj :: K j .1jEJUU a = b .

signifie une propriété de n pour exprimer ceci :

et

V(çj)J E il (TK j , T:J(Çj)jEJ = T~U(Çj)jEU'
jEJuU
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Exemple 1

• E E S,
• e E F o,
• f,s E FI,
• xE X.

n F rx :: E . f x = s e .1 si et seulement si
• O"E ç Dom cPf,
• cPe est une semi-constante non vide,
• cPe<> EDam cPs, et
• Ve E O"E, cPf(e) = cPs(cPe<».

SENS DES FORMULES

o

l><l

Exemple 2 - Se mettre en garde
On connaît le IV-magma ln (voir p. 22). La formule

div 1 0 = div 1 0 .

(1/0 = 1/0) ne signifie pas une propriété de If! ! En effet, rrdiv 1 01 est une
semi-constante vide. 0

Remarquer - f! F rrXj :: K j •VEJ $ a .1 si et seulement si
nFrrXj:: K j ·l jEJa =a.1-

9.3 Le sens d'une formule sans terme

Se rappeler- Quel que soit (S,F,a) un vocabulaire, S i= 0 (voir p. 18).

9.3.1 Formule-inclusion

Définition 37 - Soit V un vocabulaire; V = (S,F,a). Soit E ES; soit
FE S. Soit n un V-magma.

On dit que la formule
E =< F .

signifie une propriété de n pour exprimer que O"E ç O"F.

9.3.2 Formule-conduit

Définition 38 - Soit V un vocabulaire, V = (S,F,a), F - Fa i= 0. Soit
f E F -Fa; f E Fn (n E N*). J'appelle" J "l'ensemble {l, ... ,n} ; Vi E J, soit
E i E S. Soit F E S.

On dit que la formule
f : El » F .

signifie une propriété de n pour exprimer ceci:

II O"Ei ç Dom cPf
iEl

et cPf(II O"EJ ç O"F
iEl
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On exprime ceci : tout multiplet ( élément de O"E1 X ... X O"En est un
argument convenable de la semi-fonction <Pr : nn ---r n ;et le résultat <Pr ( est un
élément de O"F.

9.3.3
, .

EquIvalence

S'il Y a assez de variables, on ne gagne aucun pouvoir expressif en écrivant
une formule-inclusion ou une formule-conduit.

Proposition 21 - Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (S,F,a), X =f. 0.
Soient E, F E S. Soit y E X.

Quel que soit 0 un V -magma,

o F rE =< F·l {} 0 Fry .. E . Y F·l

Preuve

Preuve gentille.

o F rE =< F .1 si et seulement si O"E ç O"F (définition).
o Fry :: E . Y : F ·1 si et seulement si [Vç E O"E, ç E O"F] (définition; se
rappeler que Tf = Idn). •

Exemple l><J
On connaît le vocabulaire (1V l1 X) (voir p. 19) et le 1V-magma 10 (voir

p. 22). On sait que
10 F rPrem =< Nat* ·1

(début de ce chapitre; un nombre premier n'est pas nul).
Cette propriété de 10 est aussi signifiée par la séquence

i :: Prem . i : Nat* .

o

Proposition 22 - Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (S,F,a),
F - Fo =f. 0. Soit r E F - Fo ; r E Fn (n E N*). J'appelle (( l " l'ensemble
{l, ... ,n}. Vi E l, soit Ei E S. Soit F E S.

On suppose que Card X 2:: n (il y a au moins n variablesJ. Vi E l, soit
Yi EX, les Yi étant distinctes deux à deux.

Quel que soit 0 un V -magma,

Preuve
Attention! les E i (i E 1) peuvent ne pas être distinctes deux à deux!
o F rr : El » F ·1 si et seulement si Il O"E; ç Dom <Pr et

iEI

<Pr(Il O"EJ ç O"F (définition). 0 1= rrYi :: Ei ·liEI r YI : F .1 si et
iEI
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seulement si II O"Ei ç Dom <pr et V(e)l E II O"Ei' <pr(e)l E O"F ; en effet,
iEI iEI

YI _ A.
Trr YI l - 'fIf·

t><l Exemple
On connaît le vocabulaire (1 V, IX) (voir p. 19) et le 1V-magma 10 (voir

p. 22). On sait que

(début de ce chapitre; un produit de naturels non nul est un naturel non nul).
Cette propriété de 10 est aussi signifiée par la séquence

i :: Nat* . j :: Nat* . * i j : Nat* .

9.4 Propriétés fondamentales

Si A signifie une propriété de 0, alors A signifie une propriété de toute
image homomorphe de 0 (conservation).

•

o

Théorème 18 - Soit (V,X) un grand-vocabulaire; V = (S,F,a). Soit A une
séquence symbolique qui est

soit f fXj :: K j .1 JEJ $ a .1,
a E "T(V, X), Vara = {Xj}J et [Vj E J, K j ES] ;

soit ffXj :: K j ·VEJ a : E .1,
a E "T(V, X), Vara = {Xj}], [Vj E J, K j ES] et E ES;

soit ffXj :: K j ·VEJUU a = b .1,
a, b E "T(V, X), Var a = {Xj}J, Var b = {Xj}jEU et [Vj E J U U, K j ES] ;

soit fE =< F .1,
E,F ES;

soit ff : El » F .1,
f E F n (n E N*), I= {l, .. . n}, [Vi E I, Ei E S] et F E S.

Soit bO un V-magma. Quelle que soit cO une image V-homomorphe de bO,

Preuve

Analyse par cas, sans surprise. Pour saisir l'idée, s'intéresser à A = rE =< F .1
(raisonnement très simple), puis à A = rrXj :: Kj . liEJ $ a .1 (raisonnement
représentatif) .

Puisque cO une image V-homomorphe de bO, il existe un V-épimorphisme
ex : bO ---+ cO.

On suppose que bO 1= A. On veut vérifier que cn 1= A.
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• A= rrXj :: K j ·l jEJ $ a .1
1er cas - Var a = 0

Par hypothèse, bn F r$ a .1, c'est-à-dire DombTa = (bn)O (= {<>}).
Puisque a est un homomorphisme bn ---+ en, DombTa ç DomeTa (théorème 7;
voir p. 55) ; donc DomeTa = {<>} = (en)O, c'est-à-dire en F r$ a .1-
2e cas - Var a =1- 0 (J =1- 0)

Par hypothèse, II bO"Kj ç Dom bT~J. On veut vérifier que
jEJ

II eO"Kj ç Dom eT~J
jEJ

Soit (7]j)J E II eO"Kj" Puisque a est un épimorphisme bn -7 en,
jEJ

Vj E J, eO"Kj = a(WKJ (théorème 11 ; voir p. 65) ; donc
Vj E J, :lçj E bO"Kjl 7]j = a(çj). J'appelle" m " le cardinal de J
(Card J = m E N*). On vérifie alors que

(7]j)J = ma(çj)J E ma(II bO"Kj ) ç ma(DombT~J)
jEJ

Puisque a est un homomorphisme,

(théorème 7; voir p. 55). On vient de vérifier que (7]j)J E DomeT~J .

• A=rrxj :: K j ·VEJ a: E .1
1er cas - Var a = 0

Par hypothèse, Dom bTa = (bn)O et bTa<> E bO"E. Supposant cela, on a déjà
vérifié que Dom eTa = (en)O (cette preuve; voir supra). TI reste à vérifier que

Puisque a est un homomorphisme, eTa<> = a(bTa<» (théorème 7 ; voir p. 55) ;
donc cTa<> E a(bO"E)' Puisque a est un épimorphisme, a(bO"E) = eO"E

(théorème 11 ; voir p. 65). On vient de vérifier que eTa<> E eO"E'

2e cas - Var a =1- 0
Par hypothèse, II bO"Kj ç Dom bT~J, et bT~J(II bO"Kj) ç bO"E' Supposant

jEJ jEJ
cela, on a déjà vérifié que II eO"Kj ç Dom eT~J (cette preuve; voir supra). TI

jEJ
reste à vérifier que

eT~J(II eO"K) ç eO"E
jEJ
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Soit (rli)J E II c(TKj" Puisque a est un épimorphisme,
JEJ

Vj E J, c(TKj = a(WKJ (théorème 11 ; voir p. 65) ; donc (j'appelle" m " le
cardinal de J)

::J(çj)J E II b(TKjl ('r]j)J = ma(çj)J

JEJ

Puisque a est un homomorphisme,

(théorème 7 ; voir p. 55) ; donc cT~J(r}j)J E a(WE)' Puisque a est un
épimorphisme, a(b(TE) = c(TE' On vient de vérifier que cT~J('r]j)J E c(TE .

• A = rrXj :: K j •VEJUU a = b .1
1er cas - Var a U Var b = 0

Par hypothèse, DombTa = ÜQ)O, DombTb = (bQ)O, et bTa<> = bTb<>'

Supposant cela, on a déjà vérifié que DomcTa = (cQ)O et DomcTb = (cQ)O (cette
preuve; voir supra). Il reste à vérifier que

Or a est un homomorphisme, donc

(théorème 7 ; voir p. 55).

2e cas - Var a U Var b =1- 0 (J U U =1- 0)
Par hypothèse, II WKj ç Dom bT~J, II b(TKj ç Dom bT~u, et

JEJ JEU

V(çj)JUU E II b(TKj , bT~J(Çj)J = bT~U(Çj)U
jEJUU

Supposant cela, on a déjà vérifié que II c(TKj ç Dom cT~J et
JEJ

II c(TKj ç Dom cT~u (cette preuve; voir supra). Il reste à vérifier que
JEU

V('r]j)JUU E II c(TKjl cT~J('r]j)J = cT~U('r]j)u
jEJuU

Soit ('r]j )JUU E II c(TKj" Puisque a est un épimorphisme,
jEJUU

Vj E J U U, c(TKj = a(b(TKJ (théorème 11 ; voir p. 65) ; donc (j'appelle " m " le
cardinal de J U U)

3(çj)JUU E II WKjl ('r]j)JUU = ma(çj)JUU
jEJuU
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Puisque a est un homomorphisme,

cT~J (rU)J

cT~J( a(çj) )J = a 0 bT~J(ÇJJ = a 0 bT~U(Çj)U = cT~U( a(çj) )U

cT~U(r/j )u
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• A = fE =< F .1
Par hypothèse, bO"E ç bO"F. Puisque a est un épimorphisme, cO"E = a(bO"E) et

cO"F = a(bO"F) (théorème 11 ; voir p. 65) ; donc

• A = fr : El » F .1
Par hypothèse, II bO"Ei ç Dom b<Pr et b<Pr(II bO"EJ ç bO"F. Soit

iEI iEI

(rli h E II CO"Ei' On veut vérifier que
iEI

et que

Parce que a est un épimorphisme, Vi E l, CO"Ei = a(bO"EJ (théorème 11 ; voir
p. 65) ; donc il existe un certain multiplet

(çih E IIbO"Ei, (fJih = na(çih
iEI

On observe immédiatement que (Çi)l E Dom b<Pr et que b<Pr(çih E bO"F
(hypothèse). Parce que a est un homomorphisme, na(Çi)1 = (fJih E Dom c<Pr et
a 0 b<Pr(çi)1 = c<Pr( a(çi) )1 = c<Pr(fJi)1 (définition 19 ; voir p. 54) ; donc

c<Pr(fJih = a 0 b<Pr(çih E a(bO"F)

Parce que a est un épimorphisme, a(bO"F) = cO"F. On vient de vérifier que
(fJih E Dom c<Pr et que c<Pr(fJi)I E cO"F·

•
Corollaire 6 - Soit (V, X) un grand-vocabulaire. Soit A une séquence
symbolique qui est

soit ffXj :: Kj ·VEJ $ a .1,
a E t\T(V, X), Vara = {Xj}J et [Vj E J, K j E 5],.

soit ffXj :: K j ·VEJ a : E .1,
a E t\T(V, X), Vara = {Xj}J, [Vj E J, K j E 5] et E E 5 ,.
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soit ffxj :: K j .1jEJUU a = b .1,
a, b E "T(V, X), Vara = {Xj}J, Var b = {XjLEU et [Vj E J U U, K j ES] j

soit fE =< F .1,
E,F ES j

soit ff : El » F .1,
fE.rn(nEN*), I={1, ... n}, [ViEl, EiES] etFES.

Soit n un V-magma. Quelle que soit ~ une n-congruence,

n FA:::} ni'" FA

Preuve - ni'" est une image V-homomorphe de n (théorème 14 ; voir p. 74).•



Chapitre 10

Exposition

Depuis longtemps on a compris l'intérêt de distinguer certains ensembles
remarquables de propriétés, et les sous-classes de magmas correspondantes
(groupes, groupes commutatifs, anneaux, types abstraits de données etc.). Pour
noter toutes ces propriétés on pense aussitôt à écrire un texte formel, qu'on
interprète comme un ensemble d'axiomes: on écrit ainsi une séquence de
(V, X)-formules.

Parce que c'est commode, on limite un peu la variété des textes possibles et
on adopte cette règle: n'écrire qu'une seule formule-confinement par variable.
Par exemple, ce texte n'est pas convenable (n'est pas" poli ") :

n .. Nat . $ sn.
n .. Nat* . $ p n .

car" n " n'a pas le même sens d'une ligne à l'autre. On évite ce désagrément en
écrivant par exemple: (l'ordre d'écriture des formules est sans importance)

n :: Nat . n* :: Nat* .
$ sn.
$ p n* .

Ce procédé est simple, gratuit et applicable sans restriction.
À toute variable qui apparaît au sein d'un texte, on n'attache donc qu'un

seul sens i ce sens n'est pas fonction du contexte. Parce qu'on prend cette
précaution, on n'aura jamais besoin de renommer!
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10.1 Exposition

EXPOSITION

Notation - â
Soit V un vocabulaire ; V = (S, F, a). On se rappelle que F est un ensemble

fini (définition).

Si F = 0, â = -1 ;

sinon (F f:. 0), â = max {a(f) 1 f E F} (â est la plus grande arité d'un symbole
de semi-fonction).

Définition 39 (Exposition)
On appelle (( exposition" tout triplet (V, X, P),

• (V,X) étant un grand-vocabulaire, V = (S,F,a), et
• P étant un ensemble de (V, X)-formules,
qui a ces qualités :

i - Vx EX, ::l!S ES, fx :: S .1 E P (chaque variable est associée,
(( confinée ", à un unique symbole d'ensemble) ;

ii - VS ES,

Card{xEX 1 fx :: S .1 EP} 2: max {l,â}

(quel que soit S un symbole d'ensemble, le nombre des variables qui y sont
(( confinées" est assez grand).

Notation et terminologie
Par commodité, j'appellerai " e " toute exposition que je considérerai :

e = (V,X, P)

L'ensemble P de formules est appelé" poème".

Les seules qualités remarquables d'une exposition sont celles-ci: chaque
variable n'est associé qu'à un seul symbole de sous-ensemble (confinement) ; et
l'ensemble des variables est assez nombreux. Malgré l'apparence, ceci n'est pas
une limitation; car on est libre de choisir un ensemble X de variables aussi
grand qu'on veut.

Proposition 23 - Quelle que soit e = (V, X, P) une exposition, X f:. 0.

Preuve - Le symbole *** E S, donc:ly E X, fy :: *** .1 E P (il Y a au
moins une variable associée au symbole ***). •

Corollaire 7 - Quelle que soit e = (V,X, P) une exposition, I\T(V,X) f:. 0.

Preuve - X f:. 0 ; donc I\T(V, X) f:. 0 (assertion 5 ; voir p. 26).

Exemples - Voir pp. 126 et suivantes (chapitre 14).

•
o
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10.2 Confinement, garniture

Je définis ces deux mots pour exposer plus aisément.

Définition 40 (P-confinement d'une variable) - Soit (V,X, P) une
exposition. Soit x E X (une variableJ.

Le P-confinement de x est l'unique formule-confinement de P dans laquelle
x apparaît (c'est donc une formule rx :: S .1 E P).

N.B. - V = (8, F, a) ; et X = {xlhEL (voir p. 19). Le P-confinement de Xl
est une certaine formule

rXI :: Hl ·1
On révèle ainsi une suite 1 t---+ Hl (1 EL) de symboles de 8 ; cette suite est
fonction de P.

Définition 41 (P-garniture d'une formule germinale) - Soit (V, X, P)
une exposition. Soit A une (V, X)-formule germinale.

La P-garniture de A est la séquence

{Xj }jEJ étant l'ensemble des variables qui apparaissent dans A, et
rXj :: H j .1 étant le P -confinement de Xj (j E J).

Notation - XA est la P-garniture de A.

La séquence rXA Al est la clôture universelle de A.

Exemple - On connaît une exposition (V, X, P) relative aux listes de bits (voir l><l
p. 127). La P-garniture de la (V, X)-formule-appartenance
rcons bi 11 : LiBit .1 est la séquence rbi :: Bit. 11 :: LiBit.1- D

Remarquer
1 - La P-garniture d'un formule germinale sans variable est la séquence vide n.
2 - On a numéroté les variables de X (voir p. 19) : X = {xlhEL' La garniture
XA est donc fonction de cette numérotation (choix de l'ordre d'écriture des
formules-confinements).

10.3 Coder une formule germinale sans terme

Une exposition comporte un ensemble suffisant de variables, de sorte qu'on
peut, si on le souhaite, coder toute formule-inclusion ou toute formule-conduit
en une formule-appartenance. Pour effectuer un calcul logique minimal, on
ignorera la notion de formule-inclusion et celle de formule-conduit, qui sont de
simples commodités.
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Je ne le fais pas pour être plus démonstratif. Les théoriciens des types de données
ont en effet spontanément introduit et valorisé ces notions de formule-inclusion et
de formule-conduit (ou des notions semblables) [25].

Proposition 24 - Soit e une exposition,. e = (V, X, P). Quelle que soit A
une (V, X)-formule-inclusion ou une (V, X)-formule-conduit, il existe une
(V, X)-formule-appartenance B qui a cette qualité :
quel que soit n un V-magma, (j'appelle "XB " la P-garniture de B)

Preuve

Preuve gentille.

1 - A = rE =< F .1, E, F E S
Puisque e est une exposition, il existe au moins une variable y E X,

ry:: E ·lEP.
On considère alors la (V, X)-formule ry : F .1 ; sa P-garniture est

ry :: E .1- On sait que

n 1= rE =< F·l {:? n 1= ry .. E . Y F·l

(théorème 21 ; voir p. 101).

II - A = rr : El » F .1, r E F n , 1 ~ n ~ â, l = {l, ... ,n},
[Vi E I, E i E S], F E S

Puisque e est un exposition, on peut trouver une suite de variables
i 1-+ Yi E X (i E 1) ayant cette qualité:
• les Yi sont distinctes deux à deux;

• Vi E I, rYi :: E i .1 E P.
Attention! les E i (i E 1) peuvent ne pas être distinctes deux à deux!

On considère alors la (V, X)-formule rr YI : F .1 ; sa P-garniture est
rYi :: E i ·liEI. On sait que

(théorème 22 ; voir p. 101).

[><] Exemple
On connaît une exposition (V, X, P) relative aux nombres entiers naturels

(voir p. 127). La V-formule-inclusion rNat* =< Nat .1 est traduisible en la
séquence rn* :: Nat* . n* : Nat .1.

En effet, rn* : Nat .1 est une (V, X)-formule ; sa P-garniture est
rn* :: Nat* .1 ; et, quel que soit n un V-magma,

•

n 1= rNat* =< Nat·l {:? n 1= fn* :: Nat* . n* Nat .1

o



Chapitre Il

Modèle

À tout vocabulaire V (chapitre 2) correspond la classe des V-magmas
(chapitre 3). À toute exposition E = (V, X, P) (chapitre 10) correspond une
sous-classe de la classe des V-magmas, la classe des E -modèles.

Il.1 Définition

Un modèle est un magma qualifié: il a certaines propriétés signifiées par des
formules (les axiomes).

Définition 42 (Modèle) - Soit E une exposition,. E = (V, X, P). On appelle
(( E-modèle " tout V-magma n qui a cette qualité:
quelle que soit A une formule germinale de P,

(XA est la P-garniture de A).

Exemple 1

E est cette exposition:

• E = (V,X, P) ; V = (S,F,a) ;

• S = {***,H} ;

• Fo = {el ; FI = {f,g} ; Vn [n E N, n :::: 2], F n = 0 ; on vérifie que â = 1 ;

• X = {x} ;
• P est l'ensemble de ces quatre formules:

x :: H •
f e = e
f x = x .
g x = e .

Un E-modèle est un V-magma qui a les propriétés signifiées par ces trois
séquences:

111
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f e = e .
x .. H fx=x

x::H.gx=e

MODÈLE

[Xl

Un t'-modèle a donc ces trois propriétés:

(1) cPe est une semi-constante non vide; cPe<> E Dom cPf ; et cPf( cPe<» = cPe<> ;

(2) (TH ç Dom cPf ; et [Vç E (TH, cPf(Ç) = ç] ;

(3) (TH ç Dom cPg ; et [Vç E (TH, cPg(ç) = cPe<>].

D

Exemple 2

On connaît une exposition t' relative aux nombres entiers naturels (voir
p. 127). Un t'-modèle est un V-magma qui a les propriétés signifiées par ces six
séquences (une séquence par ligne) :

Nat* =< Nat .
o Nat
s : Nat » Nat*
p : Nat* » Nat
n :: Nat. p s n = n .
n* :: Nat* . s p n* = n*

D

Il.2 La classe des modèles

La classe des modèles est " disciplinée " :
• toute image homomorphe d'un élément de la classe est dans la classe;
• tout produit cartésien fini d'éléments de la classe est dans la classe.

Théorème 19 - Soit t'une exposition; t' = (V, X, P). Soit bn un V-magma.
Quelle que soit cO une image V-homomorphe de bn,
si bn est un t' -modèle,
alors cn est un t' -modèle.

Preuve - On sait déjà que, quelle que soit A une formule germinale (j'appelle
" X A " sa P-garniture), si bn 1= rXA Al alors cn 1= rXA Al (théorème 18 ;
voir p. 102).

Donc, si bO est un t'-modèle, alors cn est un t'-modèle. •

Corollaire 8 - Soit t'une exposition; t' = (V, X, P). Quel que soit bO un
V-magma, quel que soit cn un V-magma V-isomorphe à bn,
bO est un t' -modèle si et seulement si cO est un t' -modèle.

Preuve - Un isomorphisme est un épimorphisme (proposition 15 ; voir p. 66).•
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Corollaire 9 - Soit [ une exposition j [ = (V, X, P). Soit n un V-magma.
Quelle que soit C:::! une n-congruence,
si n est un [-modèle,
alors njrv est un [-modèle.

Preuve - njrv est une image V-homomorphe de n (théorème 14 ; voir p. 74).•

Théorème 20 - Soit [ une exposition j [= (V, X, P). Quel que soit ln un
V -magma, quel que soit 2n un V -magma,
si ln et 2n sont des E-modèles,
alors ln x 2n est un [ -modèle.

Preuve non exposée. On n'a pas besoin de ce résultat pour la suite.

Remarquer - Si n un E-modèle, alors n x n est un [-modèle.



Chapitre 12

Les règles cl 'inférence

On sait mettre en correspondance exacte des objets mathématiques (les magmas
et leurs propriétés) avec des signes tracés sur le papier (les formules et les
poèmes). Pour quoi faire?

D'abord pour se souvenir et pour communiquer.
Mais surtout pour raisonner" mécaniquement", c'est-à-dire non pas en

contemplant et en associant des idées comme à l'habitude, mais en jouant avec
des formes (des symboles). On parvient de cette façon à être très rigoureux. En
outre, tout est prêt pour qu'on puisse déléguer une partie du travail à
l'ordinateur. Car jouer avec des formes, n'est-ce pas ce qu'il fait par excellence,
en virtuose ?

L'une des opérations cruciales, c'est déduire. Au départ, il y a devant soi
une feuille de papier (ou un écran) où apparaissent diverses formules. Les
observant, on recopie certains symboles conformément à certaines règles de jeu,
les règles d'inférence; on écrit ainsi une nouvelle formule. On dit qu'on l'a
déduite par symboles. On répète à loisir.

Pendant tout ce temps, on a ignoré le sens des symboles; on a procédé
comme si l'on agissait sur des choses concrètes (comme si l'on manipulait des
petits cailloux; à ce propos, un calcul n'est-il pas un petit caillou ?).

Il y quatre classes de règles. Trois correspondent àun type d'opération:

• récrire une formule en substituant des termes aux variables ;
• récrire une formule en remplaçant un terme par un terme égal ;
• coder et de décoder une formules sans terme.
Et la quatrième est la classe des autres (section Les six règles simplesJ.
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12.1 Hypothèses générales

Soit E une exposition; E = (V,X, P), V = (S,F,a), X = {Xt}lEL (voir
p. 19).

• a, h, cl E I\T(V, X).

• c est un sous-terme de a ; a = a(c) (en écrivant" a(c) " plutôt que" a " on
signale que c apparaît dans a).

• E,F,K E S.

• yE X.

• f est un symbole n-aire de semi-fonetion ; f E F n (n E N*). l = {l, ... ,n}.

• Vi E I, E i ES.

12.2 Les six règles simples

XIXI - Lire une formule-existence, écrire une formule-existence

$ a(c) .
$ c .

Si un terme dénote une semi-fonction non vide, alors chacun de ses sous-termes
dénote aussi une semi-fonction non vide.

APEX - Lire une formule-appartenance, écrire une formule-existence

a : E
$ a .

Si un terme apparaît dans une formule, alors il dénote une semi-fonction non vide.

IDEX - Lire une formule-identité, écrire deux formules-existence

a = h
$ a $ h

CONFA - Lire une formule-confinement, écrire une formule-appartenance

y :: K
y:K

'VyE K
C'est la règle y E K (autre forme).
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EXID - Lire une formule-existence, écrire une formule-identité

$ a .
a = a .

Si un terme dénote une semi-fonction non vide, alors il est égal à lui-même.

EXAP - Lire une formule-existence, écrire une formule-appartenance
universelle

$ a .

a ***
Tout élément qu'on considère est élément du support du magma.

12.3 Substituer des termes aux variables

Ces trois règles sont trois versions d'un modèle unique (je présente trois
règles, et non une seule, pour exposer plus aisément).

Hypothèses

• Vara= {XjLo (J ç L); Varb = {Xj}jEU (U ç L).

• Vj E J U U, K j ES.

• Vj E J U U, dj E "T(V, X).

SEXI - Substituer dans une formule-existence

$ a . rXj :: K j .JjEJ rdj K j .J jEJ

$ a{dj @ Xj}jEJ .

Si la substitution est convenable (les substituandes ne sont pas n'importe quoi; on
doit tenir compte des" types" des variables du terme original), et si le terme
original dénote une semi-fonction non vide, alors le substituat dénote aussi une
semi-fonction non vide.

Remarquer - La règle SEXI n'est pas intéressante si Var a = 0 (J = 0).

SAP - Substituer dans une formule-appartenance

a : E . rXj :: K j .]J0 rdj K j .JjEJ
a{dj@xj}jEJ : E .

SID - Substituer dans une formule-identité

a = b . rXj :: K j .JjEJUU rdj : K j .JjEJUU

a{dj @ XjLEJ = b{dj @ Xj}jEU

Remarquer - La règle SID n'est pas intéressante si
Var a U Var b = 0 (J U U = 0).



CHAP.12 117

12.4 Remplacer à l'identique

Remplacer à l'identique, c'est lire un terme, puis écrire un terme qui lui
ressemble et qui est un synonyme (voir p. 49). Ces trois règles sont trois versions
d'un modèle unique.

Hypothèse - c est un sous-terme de a. a' est le terme qu'on a écrit en
" remplaçant " dans a un c par d.

REXI - Remplacer à l'identique dans une formule-existence

$ a(c) . c = cl
$ a' .

Si le remplacé est égal au remplaçande, alors le remplaçat hérite des qualités du
terme original.

Remarquer - La règle REXI n'est pas intéressante si c = a.

RAP - Remplacer à l'identique dans un formule-appartenance

a(c) : E . c = cl .
a' : E .

RIGA - Remplacer à l'identique dans une formule-identité, à gauche

a(c) = b . c = cl .
a' = b .

12.5 Coder et décoder une formule-inclusion,
une formule-conduit (formule sans terme)

Hypothèses

• Vi E I, Yi E X .

• Vi, i' li, i' E I, i i= i'], Yi i= Yi' (la suiteI:1 i I---t Yi E X est injective).

INAP - Lire une formule-inclusion, écrire une formule-appartenance

E =< F

Y

IN - Écrire une formule-inclusion

Y .. E .
F

Y :: E Y F.
E =< F
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CONDA - Lire une formule-conduit, écrire une formule-appartenance

f E » F r .. E; .1iEI: 1 . Yi .
f YI : F

co - Écrire une formule-conduit

rYi :: E i .1 iEI f YI : F .
f : El » F .



Chapitre 13

Déduction symbolique

On connaît les règles du jeu (les règles d'inférence; chapitre 12) ; on peut donc
commencer à jouer (déduire), c'est-à-dire à mettre en œuvre la procédure de
déduction symbolique.

13.1 Théorème

Un théorème est une formule originale ou une formule qu'on a déduite.

Définition 43 (Conséquence symbolique) - On appelle "conséquence
symbolique " des formules Pi (i E 1)
• toute formule qu'on peut écrire conformément à une règle d'inférence en ne

regardant que les Pi"
• toute formule qu'on peut écrire conformément à une règle d'inférence en ne

regardant que les Pi et des conséquences symboliques des Pi-

Définition 44 (Théorème) - Soit (V, X, P) une exposition. On appelle
"P-théorème " toute conséquence symbolique de formules de P_

Notation - Pour noter que la formule A est un P-théorème, on peut écrire:

Pf-A

Terminologie - On appelle " axiome intentionnel" toute formule de P ; on
dit aussi "formule initiale" et "hypothèse ". Un axiome intentionnel est un
théorème.

Si l'on respecte les règles d'inférence, on n'écrit (on ne " produit ") que des
formules germinales ...

Proposition 25 - Soit E une exposition,. E = (V, X, P). Toute
(V, X)-formule-confinement qui est un P-théorème est un axiome intentionnel.

Preuve - On considère l'ensemble des règles d'inférence et on vérifie qu'il n'y a
aucune conséquence symbolique qui soit une formule-confinement. •
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13.2 Déductions faciles - Exemples

Soit (V, X) un grand-vocabulaire qui comprend ces symboles:
(V=(S,F,a))
• E ES,
• ei,e2 E Fo,
.f,gEFll

• xE X.

[><]
Exemple A

P est l'ensemble de ces formules:

$ f ei .
ei = e2

La formule r$ f e2 .1 est un P-théorème.

Preuve

ei = e2 .$ f eiREXI _

$ f e2

Un synonyme d'un terme significatif est significatif.

[><]
Exemple B

P est l'ensemble de ces formules:

ei E.
ei = e2 .

La formule re2 E .1 est un P-théorème.

Preuve

E . ei = e2 .

e2 : E

eiRAP _

Qu'un objet soit élément d'un ensemble, voilà une relation qui n'est pas
fonction du nom de l'objet: qu'on l'appelle (( ei " ou (( e2 ", cet objet est
élément de E !
Remarquer - On n'avait pas prévu le " sortage " re2 : E .1-

[><]
Exemple C

P est l'ensemble de cette seule formule:

ei = e2 .
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La formule re2 = ei .1 est un P-théorème.

Preuve

ei = e2IDEX _

EXID _$ ei .

ei = ei ei = e2

ei = e2 .

RIGA _

e2 = ei .

Cette symétrie est tout à fait générale. On le vérifiera bientôt (règle ISY ;
voir infra).

Exemple D

P est l'ensemble de ces quatre formules:

x··E.fx=gx.
ei E.
ei = e2 .

La formule rf ei = g e2 .1 est un P-théorème.

Preuve

f x = g x . x :: E . ei E.SID _

f ei = g ei .RIGA _

f e2 = g ei .

l><l

13.3 Règles d'inférence déduites

Une régIe d'inférence déduite correspond à une famille de preuves (un
schéma de preuve) dont on vérifie la justesse une fois pour toutes.

Théorème 21 - Ces règles d'inférence (voir infra) sont déduites.

Hypothèses - Les hypothèses sont celles que j'ai déjà présentées (chap. 12 ;
voir p. 115), et aussi celles-ci:

• F',G E S.

• Vi E I, E'i ES.

• Vi E I, ~,hi E "T(V, X).

XIVA - Écrire une formule-existence relative à une variable

Se rappeler - y est n'importe laquelle des variables de X.

$ y .
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ISY - Écrire une formule-identité par symétrie

a = b
b = a

DÉDUCTION SYMBOLIQUE

IDET - Écrire une formule-identité par transitivité

a=b b=cl.
a = cl

RIDRO - Remplacer à l'identique dans une formule-identité, à droite

b = a(c) . c = cl
b = a' .

RERISO - Récrire en remplaçant à l'identique les sous-termes du premier
nzveau

$ f al . rai = bi .1 iEI

f al = f bI .

REC - Récrire

$ a(c) . c = cl .
a = a'

INU - Écrire une formule-inclusion universelle

Se rappeler - E est n'importe lequel des symboles de S.

E =< *** .

INRE - Écrire une formule-inclusion par réflexivité

E =< E .

INTRA - Écrire une formule-inclusion par transitivité

E =< F . F =< G .
E =< G .

APINA - Lire une formule-appartenance et une formule-inclusion, écrire une
formule-appartenance

a E. E =< F .
a:F.
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CAPA - Lire une formule-conduit et de8 formule8-appartenance, écrire une
formule-appartenance

f

CAca - Lire une formule-conduit et de8 formule8-appartenance, écrire une
formule-conduit

f El» F . rEi =< E i .1iEl F =< F' .
f : E~ » F' .

Preuve

Cette preuve simple est un excellent exercice de raisonnement symbolique.

On vérifie que les règles XIVA, ISY, RIDRO, IDET, REC, RERISO, INU,
INRE, APINA, INTRA, CAPA, CACO sont déduites (à cause de liens de
dépendance, on considère RIDRO avant IDET, REC avant RERISO, APINA
avant INTRA).

XIVA
f est une exposition; donc Vy E X, ::l!E ES, ry .. E .1 E P

(définition 39 ; voir p. 108).

APEX _

y :: E
CONFA _

y:E

$ y .

ISY

a = b .
IDEX _

$ a .EXID _

a = a . a = b .RIGA _

b = a

RIDRO

b = a
ISY _

a = b c = cl .RIGA _

a' = b

b = a'
ISY _

IDET
C'est une variante" bridée" de la règle RIDRO.
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REG

$ a .
EXID _

a = a c = cl .RIDRO _

a = a' .

RERISO
1= {l, ... ,n}, n ~ 1.

EXID _

f al = alREC _

INU
Puique ê est une exposition, \lE E 5, il Y a au moins une variable

yEX, ry :: E .1 EP(ilyenaautotalmax{l,â}).

APEX

y :: E .
CONFA _

y:E.

$ y .
EXAP _

***yy .. EIN _

E =< *** .
INRE

Puique ê est une exposition, \lE E 5, il Y a au moins une variable
yEX, ry :: E ·1 EP.

y :: E
CONFA _

y .. E. Y EIN _

E =< E

APINA
Puique ê est une exposition, \lE E 5, il y a au moins une variable

yEX, ry :: E ·1 EP.

E =< F Y .. E
INAP

Y F Y .. E a E
SAP

a F
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INTRA
Puique E est une exposition, VE E S, il y a au moins une variable

yEX, fy :: E .1 EP.

E =< F Y .. E
INAP

Y F F =< G
APINA

Y .. E Y G
IN

E =< G

CAPA
On suppose ceci: fr : El » F .1 E P (I = {l, ... ,n}); donc r E Fn ,

1 ~ n ~ â, [Vi E l, E i ES], et F E S.
Puisque E est une exposition, on peut trouver une suite de variables

l ---t X
i f--t Yi

ayant ces qualités:
• les Yi sont distinctes deux à deux (la suite est injective) ;
• ViEl, fYi :: E i ·1 EP.
Note - La situation la plus défavorable est celle-ci: Vi, i' E l,
E i sont identiques).

r : El » F . fYi .. E i .1 iEICONDA _

r YI : F

Ei = E i, (tous les

CAca
On raisonne de la même façon. On suppose que ces formules sont éléments

de P:

• fr : El » F .1 E P, r E Fn , 1 ~ n ~ â, l = {l, ... ,n}, [Vi E l, E i E S], et
F ES;

• Vi El, fE'i =< E i .1 E P.

Puisque E est une exposition, on peut trouver une suite de variables

l ---t X
Z f--t y' i

ayant ces qualités:
• les y'i sont distinctes deux à deux;
• Vi El, fy'i :: E'i ·1 E P.

F =< FI

iE]
·1 INAP

f

rE/i =< Ei ·liE] ry/i :: E/i

f : E] » F ry'i : E i .1iE]CAPA _

f yI] : F .________________________ APINA

f yI] FI

El] » FI .

•



Chapitre 14

Exposition, et déduction
symbolique - Exemples

Relire ce chapitre: un seul exemple vaut mille explications.

14.1 Exposition minimale

Quelle est la plus simple exposition qu'on puisse trouver? À quoi
correspond-elle?

• ot: = (oV,oX,oP) ; oV = (oS, oF, a).

• oS = {***}.

• oF = 0. On vérifie que â = -1.

• oX = {x}.

• P est l'ensemble de cette seule formule:

x :: *** .

Quelles sont toutes les (oV,oX)-formules qu'on peut écrire? Les voici:

x :: ***
$ x
x ***.
x = x .
*** =< ***

Remarquer - On ne peut écrire aucune formule-conduit.

Assertion Il - Tout ensemble non vide est le support d'un °V -magma
(raisonnement trivial).

Assertion 12 - Tout °V -magma est un ot: -modèle.

Proposition 26 - Toute (0V, oX)-formule est un oP-théorème.

Preuve - Considérer les règles XIVA, CONFA, EXID et INU.

126
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14.2 Expositions dont on devine le sens

14.2.1 Les listes de bits

• S = {***,Bit,LiBit}.

• Fo = {a, 1,ni!} ; F 2 = {cons}. Vn [n EN, n #- 0, n =f:. 2], F n = 0. On vérifie
que â = 2.

• X = {t1, t2, b1, b2, 11, 12}.

• P est l'ensemble de ces formules:

a : Bit . 1 : Bit .
ni! : LiBit .
cons : Bit LiBit » LiBit

t1 · . *** t2 .. *** .
b1 · . Bit b2 .. Bit .
11 · . LiBit . 12 . . LiBit

On peut déduire la formule fcons 1 ni1 LiBit .1.
Preuve

cons Bit LiBit » LiBit . 1 : Bit . ni1 LiBit

cons 1 ni1 : LiBit .

14.2.2 Les entiers naturels

CAPA

J'ai trouvé cet exemple par analogie, en considérant un exemple présenté par
A. Poigné [29]. On a ainsi le moyen de comparer les deux approches.

• S = {***, Nat, Nat*}.

• Fo = {a}; F 1 = {s,p}. Vn [n E N, n 2: 2], F n = 0. On vérifie que â = 1.

• X = {z,n,n*}.

• P est l'ensemble de ces formules:

Nat* =< Nat .
a Nat.
s Nat» Nat*
p Nat*» Nat

n :: Nat . n* :: Nat*
p s n = n .
s p n* = n* .

z :: ***

On peut déduire les formules f$ p p s s a .1 et fp p s s a = a .1-
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Lemme 1
s Nat » Nat* . 0

s 0 : Nat* .

Nat

Lemme 2

p s n = n . n .. Nat.

s 0 Nat*. Nat* =< Nat

s 0 : Nat
APlNA

________________________ SID

p s s 0 = s 0 .

Preuve 1

ISY

s 0

psso=so

Nat* . s 0 = p s s 0______________ RAP

p Nat*» Nat . p s s 0 : Nat*
_______________________ CAPA

p P s s 0 Nat

$ p p s s 0 .

Preuve 2

_ SID

_______________________________ RIDRO

$ p p s s 0 . p s s 0 = s O. P s n = n . n :: NatREC _

P p s s 0 = p s 0 p s 0 = 0

p p s s 0 = 0 .

o Nat

14.2.3 Les listes d'entiers naturels

• s = {***, Nat, LiNat}.

• :Fo = {O,nil} ;:F1 = {s, 19} ;:F2 = {+,cons}. Vn [n EN, n 2 3], :Fn = 0. On
vérifie que â = 2.

• X = {i,j,1,zl,z2,12}.

"'! P est l'ensemble de ces formules:

o Nat
s Nat» Nat .

+ : Nat Nat » Nat
i :: Nat . j :: Nat
+ i 0 = i
+ i s j = s + i j .

nil LiNat
cons : Nat LiNat » LiNat .

19 : LiNat » Nat .
19 ni! = 0
l :: LiNat
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Ig cons i 1 = s Ig 1 .

z1 " *** . z2 .. *** .
12 .. LiNat

On peut déduire les formules f+ sOs 0 = s s 0 .1 et fIg cons 0 cons
s 0 nil = s s 0 .1.

Lemme 1
s Nat » Nat . 0

s 0 : Nat .

Nat

Lemme 2
s Nat » Nat . s 0

s s 0 : Nat .

Nat

Preuve 1

lati :: lat . j :: lat . s 0 : lat . 0 : lat + i 0 = i . i :: lat . s 0_____________ SID

+ sOs 0 = s + S 00. + S 0 0 = s 0 ,_______________________________________ RIDRO

SID + i s j =s + i j

+ sOs 0 = s s 0

Lemme 3

cons : lat LUat »LUat . s 0 : lat . nU : LUat
CAPA

19 cons i l = s 19 l , i .. lat . l :: LUat , 0 : lat , cons s 0 nU : LUat .....::.. .....::.. SID

19 cons 0 cons s 0 nil = s 19 cons s 0 nU .

Lemme 4

LiNatNat . nill :: LiNat . s 0i :: Nat19 cons i l =s 19 l_____________________________________ SID

19 cons s 0 nil = s 19 nil

Preuve 2

RIDRO 19 cons 0 cons s 0 nU = s 19 cons s 0 nU , 19 cons s 0 nU = s 19 nU

________l...:g:...-co_ns_o_c_ons__s_O_n1_'l_=_s_s_l...:g:...-n1_'l_, l...:g:...-n_U_=_O_ RIDRO

19 cons 0 cons s 0 nil = s s 0 .

14.2.4 Les booléens

• S = {***,Bool}.

• Fo = {vrai, faux} ; FI = {non}; F2 = {et,ou,implique},
Vn [n E N, n 2: 3], F n = 0. On vérifie que â = 2.

• X={b,b',z1,z2}.

• P est l'ensemble de ces formules



= b
= b
= vrai
b' = eu non b b'
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vrai : Bool . faux : Bool
non : Bool » Boel .
et : Bool Boel » Bool .
ou : Bool Bool » Bool .
implique : Bool Bool » Bool

b :: Bool . b' :: Bool .
non vrai = faux .
non faux = vrai .
et b faux = faux
et b vrai
ou b faux
ou b vrai
implique b

zl :: *** . z2 :: *** .

On peut déduire la formule rimplique vrai faux = faux .1.
Lemme 1

EXEMPLES

SID iJBp1ique b b' = ou non b b' . b :: Bo01 . b' :: Bo01 . vrai: Bo01 . faux : Bo01 .

ilIp1ique vrai faux = ou non vrai faux . non vrai = faux .RIDRü :...--=- _
iJBp1ique vrai faux = ou faux faux .

Lemme 2
ou b faux = b . b :: Boel. faux Bool

Preuve

______________________ SID

ou faux faux = faux .

ou faux faux = faux .implique vrai faux = ou faux fauxRIDRü _

implique vrai faux = faux .

14.2.5 Deux semi-groupes liés par un homomorphisme

• S = {***,Gl,G2}.

• :FI = {hl ';:2 = {*1,*2}. Vn [n E N, n #1, n # 2], :Fn = 0. On vérifie que
â = 2.

• X = {xl,yl,zl,x2,y2,z2,tl,t2}.

• P est l'ensemble de ces formules:

*1 : Gl Gl » Gl
xl Gl. yl :: Gl . zl :: Gl .
*1 xl *1 yl zl = *1 *1 xl yl zl .

*2 : G2 G2 » G2
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x2 .. G2 . y2 :: G2 . z2 :: G2 .
*2 x2 *2 y2 z2 = *2 *2 x2 y2 z2 .

h : G1 » G2
h *1 x1 y1 = *2 h x1 h y1

t1 :: *** . t2 :: *** .

14.3 Les" paradoxes" de G. Smolka

131

14.3.1 Premier" paradoxe"

Gert Smolka [28] a présenté cet exemple pour signaler un défaut de la
théorie proposée par Goguen et Meseguer [25] (si on ne raisonne que
grammaticalement sur le terme rf ecl, on peut le croire mal formé; car on sait
que E2 est inclus dans le domaine de f, mais on ne sait si ec est de type E2).

• S = {***,E1,E2}.

• :Fo = {ea,eb,ec} ;:F1 = {f}. Vn [n E N, n ~ 2], :Fn = 0. On vérifie que â = 1.

• X = {x,y,z}.

• P est l'ensemble de ces formules:

E2 =< E1 .
ec : E1 .
ea : E2 . eb E2.
f : E2 » E2

ea = ec
ec = eb

x .. E1 . Y :: E2 . z :: *** .

On peut déduire la formule rf ea= f eb .1-
Preuve

f E2 » E2 ea E2
CAPA

f ea : E2
APEX

$ f ea
EXID

f ea = f ea ea = ec
RIDRO

f ea = f ec

f ea = f eb

ec = eb
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14.3.2 Deuxième" paradoxe"

Gert Smolka [28] a présenté une variante de cet exemple pour signaler qu'on
ne doit pas raisonner sans précaution si l'un des ensembles qu'on considère est
vide...

Soient ea et eb deux éléments (e a =1= eb) ; Vy E 0,

et

Peut-on en déduire que ea = eb ? Certes non (hypothèse). L'égalité, en
l'occurrence, n'est donc pas transitive.

J'ai contourné l'écueil en m'interdisant de renommer l'ensemble vide: [VS E S,
17S f= 0] (définition 14 ; voir p. 21). Prendre une précaution de ce genre est une
tradition de logicien (le support d'une structure n'est pas vide [7, p. 18]).

• S = {***,E,F}.

• Fa = {ea,eb}. Vn E N*, Fn = 0. On vérifie que â = O.

• X = {x,y,z}.

• P est l'ensemble de ces formules:

x .. E Y .. F z .. ***

ea E eb E
ea = y y = eb

On peut déduire la formule rea = eb .1.

x = eb
Preuve

14.4

ea = xIDET _

ea = eb .

Expositions" sauvages"

Ces expositions, parce qu'elles n'ont pas certaines qualités grammaticales
(régularité, corégularité, décroissance de sorte, cohérence etc.), ne sont pas prises
en considération par Goguen et Meseguer [25]. En effet, de chacune d'elles on ne
parvient à déduire toutes les formules intéressantes que par inférence non triviale
de type, ce que ces auteurs n'ont pas proposé.

C'est la seule raison de l'appellation" sauvage".

14.4.1 Exemple A

• S = {***, E1, E2}.

• Fa = {e1,e2}. Vn E N*, Fn = 0. On vérifie que â = O.

• X={x,y,z}.

• P est l'ensemble de ces formules:
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ai Ei
ai = a2

a2 E2.
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x .. Ei . Y :: E2 . z :: *** .

On peut déduire la formule rai : E2 .1.

Preuve
ai = a2

a2 E2. a2 = ai

ai : E2 .

ISY

RAP

14.4.2 Exemple B

• S = {***,Ei,E2}.

• Fo = {ai,a2}. Vn E N*, F n = 0. On vérifie que â = O.

• X = {x,y,z}.

• P est l'ensemble de ces formules:

ai : Ei
x .. Ei

y .. E2

a2 : E2 .
x = a2 .

z :: ***

On peut déduire les formules rai E2.1 et rEi =< E2 ·1·

Preuve 1

Preuve 2

14.4.3 Exemple C

• S={***,Ei,E2}.

• Fo = {ai, a2} ; FI = if}. Vn [n E N, n ~ 2], Fn = 0. On vérifie que â = 1.

• X = {x, y, z}.

• P est l'ensemble de ces formules:
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E1 =< E2 .
e1 : E1 . e2
f E2» E2
f : E1 » E1

E2 .

EXEMPLES

y .. E2 f Y = f e2

x " E1 . z :: *** .

On peut déduire les formules rf e1 = f e2 .1 et rf
Preuve 1

14.4.4 Exemple D

E2 » E1 .1.

Cet exemple a été trouvé par Claude Kirchner. On considère deux
ensembles, l'un sous-ensemble de l'autre, et une loi interne commutative liée au
plus grand, dont la restriction au plus petit est une loi interne, associative, et
commutative (bien entendu).

• S = {***,E1,E2}.

• :Fa = {e1,e2} ;:F2 = {+}. Vn [n E N, n 1= 0, n 1= 2], :Fn = 0. On vérifie que
â = 2.

• X = {x1,y1,z1,x2,y2,t1,t2}.

• P est l'ensemble de ces formules:

E1 =< E2 .
e1 : E1 . e2 : E2

+ : E2 E2 » E2
+ : E1 E1 » E1

x2 :: E2 . y2 :: E2 . + x2 y2 = + y2 x2 .
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xl .. El . yl :: El . zl .. El . + + xl yl zl = + xl + yl zl .

tl .. *** . t2 :: ***

14.4.5 Exemple E

• S = {***,El,E2}.

• Fo = {ea,eb,ec} ; FI = {f}. Vn [n E N, n 2: 2], F n = 0. On vérifie que â = l.

.X={x,y,z}.

• P est l'ensemble de ces formules:

ea : El eb E2
ec : El ec E2
f El » El
f : E2 » E2

x .. El
Y .• E2

f x = ea
f y = eb

z .. *** .

On peut déduire la formule rea = eb .1.

Preuve
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Le théorème de correction

En procédant par symboles et règles d'inférence (on procède sans se soucier du
sens, " mécaniquement "), déduit-on n'importe quoi, ou ne déduit-on que des
formules vraies? En fait, on peut examiner chaque règle et vérifier que d'un
ensemble de formules vraies on ne déduit jamais de formule fausse. On prouve
ainsi le théorème de correction (on dit aussi" théorème de validité ").

Et on achève de réaliser cette première partie du programme: le procédé
concret auquel on a réduit le raisonnement relatif aux V-magmas est fiable;
celui qui l'applique comme il faut ne commettra jamais d'erreur.

On vérifiera plus tard que ce procédé a cette autre qualité importante: il est
suffisant; tout ce qu'il est souhaitable de déduire, on peut le déduire (théorème
de recouvrement; chapitre 17).

15.1 Deux lemmes

Soit e une exposition; e = (V,X, P), V = (S,F,a), X = {xlhEL (voir
p. 19) ; VI E L, le P-confinement de XI est rXI :: HI .1 (HI E S) (voir p. 109).

15.1.1 Formule-existence vraie et substitution" sortée "

Dans une formule-existence vraie, on substitue des termes aux variables en
respectant la 1( sorte " des variables. La formule-existence obtenue, elle aussi, est
vraIe...

Soit a un (V, X)-terme dans lequel apparaît au moins une variable;
Vara = {Xj}jEJ, J =1=- 0, J ç L.

Vj E J, soit dj E "T(V, X) ; Var dj = {XdkEKj" J'appelle" K " l'union

UKj;
JEJ

Lemme 4 - Quel que soit n un V -magma,

si n 1= rrXj :: H j .F $ a .1, et

si [Vj E J, n 1= rrXk :: H k ·l kEKj d j H j .1 ],
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alors

• n F rrXk :: H k ·l K $ a{d j @Xj}J .1, et

• V( f,k)K E II O"Hk ,

kEK

Preuve

Preuve plus simple qu'elle paraît. On rappelle surtout des souvenirs.

Soit n un V-magma,

et
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(15.1)

Vj E J, n F rrXk :: Hk .1 kEKj d j

(on suppose qu'il existe un tel magma).
On veut vérifier ceci :

et

(15.2)

Soit (f,k)K E II O"H
k

(ce produit est un ensemble non vide). Vj E J,
kEK

(f,k)kEKj E II O"Hk ç DomT:j
Kj

kEKj

et

(15.2). Donc

(15.1). On se rappelle alors que

(f,k)K E Dom T:{~j @ Xj};EJ

et que

T:{~j @ xj};E)6)K = T;J( T:j
Kj

(f,k)kEKj )jEJ

(théorème 4 ; voir p. 42). •
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15.1.2 Formule-existence vraie et remplacement à
l'identique

Dans une formule-existence vraie, on remplace un sous-terme par un terme
identique. La formule-existence obtenue, elle aussi, est vraie ...

Soit a E AT(V, X). Soit c un sous-terme de a. Dans a on repère une zone où
c apparaît (si c apparaît plusieurs fois, on choisit). Soit d E AT(V, X).

a' est le terme qu'on écrit en " remplaçant dans a ce c par d " (voir p. 49).

Varc = {XjLEJs ; Vara = {XjLEJsuJr ; Vard = {Xj}jEJ~ ;

Vara' = {XjLEJ~UJr (voir p. 49).

Lemme 5 - Quel que soit n un V -magma,

si n 1= IIXj .• H j ·ljEJsUJr $ a .1, et

si n 1= IIXj .. H j .1jEJsUJ~ C = d .1,
alors

• n 1= IIXj :: H j ·ljEJ~UJr $ a' .1, et

• V(çj )jEJsUJ~UJr E II aHj ,

jEJsUJ~UJr

Preuve

Preuve plus simple qu'elle paraît. On rappelle surtout des souvenirs.

Soit n un V-magma qui a cette qualité (on suppose qu'il existe une tel
magma) :

II aH· eDam TXJsUJr
J - a

jEJsUJr

• II aHj ç Dom T~Js et
jEJs

• V(çj )jEJsUJ~ E II aHj ,

jEJsUJ~

On veut vérifier ceci:

(II) V(çJjEJsUJ~UJr E II aHj ,

jEJsUJ~UJr

(15.3)
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1 - Soit (rlj)jEJ~UJr E Il O"Hj (ensemble non vide). Puisque [VS E S, o"g =!= 0],
jEJ~UJr

3(çj )jEJsUJ~UJr E Il O"Hj' (çj )jEJ~UJr = ("lj )jEJ~UJr
jEJsUJ~UJr

(si J; U Jr = Ja U J; U Jr , le raisonnement est trivial; sinon, c'est-à-dire si
J; U Jr C Ja U J; U Jn Vj E (Ja U J; U Jr ) - (J; U Jr ) on choisit un élément çj de
O"Hj ).

• (çj )jEJsUJ~ E Il O"Hj; donc
jEJsUJ~

(15.3).

On se rappelle alors que

XJ'UJ
("lj)jEJ~UJr = (Çj)jEJ~UJr E DomTa,s r

(théorème 6 ; voir p. 50) : tout élément ("lj )jEJ~UJr de Il O"H j est élément de
jEJ~uJr

D xJ~UJr d ' fiom Ta' ... On vient e veri er que

II - Soit (ÇJjEJsUJ~UJr E Il O"Hj (le multiplet est quelconque). On
jEJsUJ~UJr

raisonne de la même façon pour observer cette fois que

xJ~UJr((: ) _ XJsUJr ((:)
~, ~j jE~U~ -~ ~ jEhu~

(théorème 6 ; voir p. 50). •
15.2 Le théorème de correction

Soit E une exposition; E = (V, X, P). Tout P -théorème signifie une
propriété de tout E-modèle.

Théorème 22 - Soit E une exposition i E = (V,X, P). Soit A une
(V, X)-formule germinale.

Quel que soit n un E-modèle, (j'appelle "XA " la P -garniture de A)
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Preuve
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Preuve classique, qui est une série de sous-preuves indépendantes et courtes. Lire
trois paragraphes (par exemple XIXI, SEXI et REXI) pour saisir l'idée. Tenir la
fiche Inference ru/es à portée de main.

1 - Principe de la démonstration

1 - On sait que, quelle que soit A une fonnule germinale de P (un axiome),

(0 est un E-modèle ; définition 42, voir p. 111).

2 - La définition de " P-théorème " est récursive; aussi pense-t-on à raisonner
par récurrence.

On considère un~ règle d'inférence à la fois. On veut vérifier que
si chaque fonnule lue (prémisse symbolique) est un P-théorème, et
si chaque formule lue qui est germinale a en outre cette qualité: (j'appelle

" B " un telle fonnule, XB sa P-garniture)

01= rXB B1
alors la fonnule écrite (conséquence symbolique) a cette qualité: (j'appelle
" A " la formule écrite)

II - Remarques préalables

• VI E L, rXI :: Hl .1 est le P-confinement de XI (voir p. 109).

• Quel que soit 0 un V-magma,

Il aHl = {o} = n°
IE0

et
(6)IE0 = 0

(notation; voir p. 218) ; on vérifie que (ÇI)IE0 E Il aHl •

IE0

• a, b E I\T(V,X) ; Vara = {Xj}J (J ç L) ; Varb = {Xj}jEU (U ç L).

III - Les six règles simples

XIXI
Varc = {Xj}jus' On veut vérifier que si 0 1= rrXj .. H j .Vu $ a .1,

c'est-à-dire
Il aHj ç Dom r: J (15.4)
jU

alors 0 F= rrXj .. H j .Vus $ c .1, c'est-à-dire

Il aH j ç Dom r;J s

jEJs
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Soit (çj )jEJ. E II O'Hi (ensemble non vide). Puisque [VS ES, 0'8 =1= 0],
JEJ.

3(1Jj)J E II O'Hi' (1Jj)jEJ. = (çj)jEJ.
JEJ
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(si ls = l, le raisonnement est trivial; sinon, c'est-à-dire si ls C l, Vj E 1 - ls
on choisit un élément 1Jj de O'Hi)'

(1Jj)J E Dom r:J (15.4) ; donc

(çj)jEJ. = (1Jj)jEJ. E Dom r;J·

(théorème 5 ; voir p. 48). On vient de vérifier que II O'Hi ç Dom r;J·.
JEJ.

APEX - Si n 1= rrXj :: H j ·F a : E .1, alors
n 1= rrXj :: H j .liEJ $ a .1 (définition 35 ; voir p. 98).

IDEX - Si n 1= rrXj :: H j .liEJUU a = b .1, alors
n 1= rrXj :: H j .Y $ a .1 et n 1= rrXj :: H j .liEU $ b ·1
(définition 36 ; voir p. 99).

CONFA - Soit ry :: E .1 une formule-confinement, P f- ry :: E ·1·
Cette formule est le P-confinement de y (proposition 25 ; voir p. 119).

r?(O'E) = Idn(O'E) = O'E ç O'E (raisonnement trivial) ; donc
nl=ry::E.y:E·1·

EXID
n 1= rrXj :: H j .Y $ a .1 (hypothèse) ; c'est-à-dire

II O'Hi ç Dom r;J
jEJ

V(çj)J E II O'Hi' r:J(çj)J = r:J(çj)J (raisonnement trivial). On vient de
jEJ

vérifier que n 1= rrXj :: H j .F a = a .1-
EXAP

n 1= rrx J. :: H j .1 J $ a .1 (hypothèse) ; c'est-à-dire

II O'Hi ç Dom r;J
jEJ

r:J(II O'Hi) ç n = 0'*** (raisonnement trivial). On vient de vérifier que
jEJ

n 1= rrXj :: Hj .Y a : *** .1-
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IV - Substituer

Remarques préalables

• Vj E Ju U, Vard j = {XdkEKj'

• Vara{dj @Xj}J = {XdkEK (K = UK j ).

JEJ

• Si a est sans variable (J = 0), a{dj @XjLE0 = a.

SEXI
Vj E I, P f- rXj :: K j .1 (hypothèse) ; donc rXj :: K j .1 est le

P-confinement de Xj (proposition 25 ; voir p. 119) et K j = H j (voir p. 109).
Si n 1= rrXj :: H j •F $ a .1 et si

[Vj E I, n 1= rrXk :: H k .1 kEKj d j : H j .1], alors

n 1= rrXk :: H k ·l K $ a{dj @Xj}J .1
(lemme 4).

SAP
Vj E I, P f- rXj :: K j .1 (hypothèse) ; donc rXj :: K j .1 est le

P-confinement de Xj (proposition 25 ; voir p. 119) et K j = H j (voir p. 109).

Soit n un V-magma,

n 1= rrXj .. H· .1 J a : E ·1 (15.5)J

et
Vj E J, n 1= rrXk .. H k .1 kEKj d j H· ·1 (15.6)J

On veut vérifier que

n 1= rrXk .. H k .1 K a{dj @Xj}J E ·1

n 1= rrXj •• H j •F $ a .1 (définition 35 ; voir p. 9~) ; donc

n 1= rrXk :: H k ·l K $ a{dj@xjb ·1

(lemme 4).
Il reste à vérifier que

Soit (Çk)K E II O"Hk (ensemble non vide). On sait que
kEK

(lemme 4).
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Vj E J, (Çk)kEKj E II (TH k (raisonnement trivial) ; donc
kEKj

(15.6) ; donc
X xK'

Ta J( Tdj J (çkhEKj )jEJ E (TE

(15.5). On vient de vérifier que

SID
Vj E JU U, P f- fXj .. K j .1 (hypothèse); donc fXj :: K j .1 est le

P-confinement de Xj (proposition 25 ; voir p. 119) et K j = H j (voir p. 109).

Soit fi un V-magma,
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et
Vj E JuU, fi F ffxk :: H k ·l kEKj d j : H j .1

J'appelle" K J " l'union UK j • On vérifie sans peine que
JEJ

J'appelle" Ku " l'union U K j . On vérifie sans peine que
JEU

On veut vérifier que

fi F ffXj :: H j .Y $ a .1 et fi F ffXj :: Hj .VEU $ b .1
(définition 36 ; voir p. 99) ; donc

et

(lemme 4).
Il reste à vérifier que V(Çk)kEKJUKu E II (TH k ,

kEKJuKu

(15.7)

(15.8)
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Soit (Çk)kEKJUKu E II O"H k (ensemble non vide). (çkhEKJ E II O"Hk et
kEKJuKu kEK J

(Çk)kEKu E II O"Hk ; donc
kEKu

et

(lemme 4).
Vj E J U U, (Çk)kEKj E II O"Hk ; donc

kEKj

(15.8) ; donc

(15.7). On vient de vérifier que

v - Remplacer

Remarques préalables

• Varc = {Xj}jEJs ; Vard = {Xj}jEJ~'

• Var a = {Xj}jEJsUJr'

• Var a' = {Xj }jEJ~UJr'

REXI - Si n F rrXj :: Hj .1jEJsUJr $ a .1, et si
n F rrXj .. Hj ·VEJsUJ~ C = d .1, alors
n F rrXj :: Hj .VEJ~UJr $ a' .1 (lemme 5).

RAP
Soit n un V-magma qui a cette qualité:

• n F rrXj :: Hj .VEJsUJr a : E .1 ;
• n F rrXj :: Hj .VEJsUJ~ C = d .1.

On veut vérifier que
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n 1= rrXj .. H j .1jEJsUJr $ a .1 (définition 35 ; voir p. 98) ; donc

n 1= rrXj :: H j ·ljEJ~UJr $ a' .1

(lemme 5). TI reste à vérifier que

Soit (r/j )jEJ~UJr E II O"Hj (ensemble non vide). Puisque [VS ES, 0"8 '# 0],
jEJ~UJr

::J(çj)jEJsUJ~UJr E II O"Hj , (Çj)jEJ~UJr = (TJj)jEJ~UJr
jEJsUJ~UJr

On sait que

(lemme 5). Le multiplet (Çj)jEJsUJr E II O"Hj; donc
jEJsuJr

( n 1= rrXj •• H j •VEJsUJr a : E .1 ). On déduit alors que

On vient de vérifier que

RIGA
Soit n un V-magma qui a cette qualité:

• n 1= rrXj :: H j ·ljEJsUJrUU a = b .1
• n 1= rrXj :: H j •VEJsUJ~ C = cl .1.

On veut vérifier que

H j •VEJsUJr $ a .1 (définition 35 ; voir p. 98) ; donc
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(lemme 5). TI reste à vérifier que, V(r/j)jEJ~UJrUU E II O"Hj'
jEJ~UJrUU

Soit ('rJj)jEJ~UJrUU E II O"H j (ensemble non vide). Puisque
jEJ~UJrUU

[VS E 5, O"s ::f 0],

::I(çj)jEJsUJ~UJrUU E II O"Hj' (Çj)jEJ~UJrUU = ('rJj)jEJ~UJrUU
jEJsuJ~UJrUU

(çj)jEJsUJ~UJr E II O"Hj (raisonnement trivial) ; donc
jEJsUJ~UJr

(lemme 5).
(çj)jEJsUJrUU E II O"Hj (raisonnement trivial) ; donc

jEJsuJruU

( n F rrXj :: H j ·VEJsUJrUU a = b .1 ).
(çj )jEU = ('rJj )jEU (raisonnement trivial) ; donc

r~U(çj)jEU = r~U('rJj)jEU

On vient de vérifier que, V('rJj)jEJ~UJrUU E II O"Hjl

jEJ~UJrUU

VI - Coder et décoder les formules-inclusion et les formules-conduit

INAP - n F rE =< F .1 (hypothèse), c'est-à-dire O"E ç: O"F·

P f- ry :: E .1 (hypothèse) ; donc ry :: E .1 est le P-confinement de y
(proposition 25 ; voir p. 119).r:(O"E) = Idn(O"E) = O"E ç: O"F (raisonnement trivial) ; donc

n 1= ry :: E . Y : F ·1
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IN - P f- ry :: E .1 (hypothèse) ; donc ry :: E .1 est le P -confinement de
y (proposition 25 ; voir p. 119).

n 1= ry :: E . Y : F .1 (hypothèse) ; donc O"F 2 rl(O"E) = O"E. On
vient de vérifier que n 1= rE =< F .1.

CONDA
n 1= rr : El » F .1 (hypothèse) ; c'est-à-dire

II O"E; ç Dom rPf
iEl

et

(15.9)

(15.10)rPf(II O"E;) ç O"F
iEl

Vi E l, P f- rYi :: E i ·1 (hypothèse) ; donc rYi :: E i .1 est le
P-confinement de Yi (proposition 25 ; voir p. 119).

Que sait-on de la semi-fonetion r~? YI l ? (prendre note que les Yi (i E 1) sont
distinctes deux à deux). On sait ceci (voir p. 34) :

• r~l YIl est une semi-fonetion nn ---,. n ;
• r Y; - Id .y; - Il,

• Dom rfl YIl = {(f,i)l E nn 1( rl;i(f,i) h = (f,ih E Dom rPd = Dom rPf ;

• V(f,ih E Domrft! YI1'

rfl YI1(f,ih = rPf( r:/(f,i) )iEl = rPr(f,ih

Les semi-fonctions rf? YIl et rPf ont même base, même cible et même graphe;

elles sont donc identiques (rrrI
YI l = rPf)'

II O"E; ç Dom rPf = Dom rrrI YIl (15.9) et
iEl

rrrI
YI l (II O"EJ = rPf(II O"E;) ç O"F

iEl iEl
(15.10) ; c'est-à-dire

CO
Vi E l, P f- rYi :: E i ·1 (hypothèse) ; donc rYi :: E i .1 est le

P-confinement de Yi (proposition 25 ; voir p. 119).
n 1= rrYi :: E i ·F r YI : F ·1 (hypothèse) ; c'est-à-dire (rrrI YIl = rPf)

II O"E; ç Dom rPr
iEl

et
rPr(II O"E;) ç O"F

iEl
C'est-à-dire n 1= rr El» F .1- •
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Soit e une exposition; e = (V, X, P). Si un terme a apparaît dans un
P-théorème, alors la formule f$ a .1 est un P-théorème (considérer les règles
XIXI, APEX et IDEX). Donc, quel que soit n un e-modèle, (j'appelle" X a " la
P-garniture de f$ a .1)

n 1= fXa $ a ·1
(théorème de correction).

Que retenir? Quel que soit le f-modèle considéré, on interprète tout terme
apparaissant dans un P-théorème comme un semi-fonetion non vide (pour cette
raison un terme comme rt / 01 ne peut apparaître dans un théorème).

Par le procédé de déduction symbolique on écrit certes du vrai, mais surtout du
" dense" (une formule qui a rapport à une semi-fonction vide paraît plutôt
" creuse").
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Le magma des termes significatifs

Quelle que soit & = (V, X, P) une exposition, il existe un &-modèle. On trouve
en effet un &-modèle remarquable, le V-magma-quotient $(3/= (ce chapitre).

Le support $8 du magma $(3 est un ensemble de (V, X)-termes qualifiés, les
termes significatifs. $(3 et $(3/_ sont fonctions de & (autant d'expositions,
autant de magmas des termes significatifs).

Notation - I\Y = I\Y(V, X) ; f::.y = f::.Y(V).

16.1 Le magma des termes significatifs, $8

Soit & une exposition; & = (V, X, P). $(3 = $(3(&) = ($8, $'E, $ep) ;
$'E = {$as}SEs, $ep = {$<PdfE.1"'

16.1.1 Le support - Les termes significatifs

Le support de $(3 est l'ensemble des termes significatifs (significant,
meaningful) .

On veut vérifier que ce support n'est pas vide.

Proposition 27 - Quelle que soit & une exposition, $8(&) i= 0.

Preuve - Il existe y E X, fy :: *** ·1 E P ; P ~ fy : *** .1 (règle
CONFA), et P ~ f$ y .1 (règle APEX). Donc la séquence fy1 E $8(&). •

Exemple - Soit (V,X, P) une exposition, fx :: H .1 E P. Les formules I><l
fx : H .1 et f$ x .1 sont des P-théorèmes (règles CONFA et APEX). Le
terme fx1est donc significatif. D

16.1.2 Les sous-ensembles

vs ES,

On vérifie ceci :

149
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• VS E 5, $o-s =1- 0. En effet,

MAGMA DES TERMES SIGNIFICATIFS

VS E 5, :lx EX, fx :: S .1 E P

Cet x est élément de $o-s (règles CONFA et APEX).

• VS E 5, $o-s ç $8 (règle APEX).

• $0-*** = $8 (règle EXAP).

16.1.3 Les semi-constantes

Ve E :Fa, $</>e est cette $8-semi-constante :
si f$ e .1 n'est pas un P-théorème,
alors Dom $).. - 0 .'fie - ,

sinon Dom $</>e = ($8)0 et $</>e<> = fel (E $8).

16.1.4 Les autres semi-fonctions

Vn E N*, Vf E :Fn, $</>f est cette semi-fonction ($8)n --r $8 : (j'appelle" l''
l'ensemble {l, ... ,n})

(i) Dom $</>f = {(aih E (/\T)n 1 P f- f$ f al .n;
(ii) V(aih E Dom $</>f' $</>f(aih = ff aIl (E $8).

On veut vérifier que Dom $</>f ç ($8)n. En effet, si P f- f$ f al .1, alors
[Vi E I, P f- f$ ai .1] (règle XIXI) ; c'est-à-dire [Vi E I, ~ t: $8].

16.2 Interpréter un terme

Soit a un terme, significatif ou non. Que sait-on de la semi-fonction $T: J ?

16.2.1 Interpréter un terme sans variable

Proposition 28 - Soit e une exposition, e = (V, X, P), V = (5,:F, a), :Fa =1- 0
(il Y a au moins un V-terme). Soit a E .6.T(V).

$Ta est cette $8-semi-constante :
si f$ a .1 n'est pas un P-théorème,
alors Dom $Ta = 0 (semi-constante vide) ;
sinon Dom $Ta = ($8)0 et $TaO = a (E $8).

Preuve

Preuve représentative.

On procède par récurrence.

• a est atomique
Le V-terme a est une séquence fel, e E :Fa. On sait que $Te = $</>e (voir

p.32).
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• a n'est pas atomique
Le V-terme a est une séquence rf aIl, f E F n (n E N*), l = {l, ... ,n} et

[Vi E l, ai E 6T(V)].

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE

Vi E l, $rai est cette $8-semi-constante :
si r$ ai .1 n'est pas un P-théorème,
alors Dom $rai = 0 ;
sinon Dom $rai = ($8)° et $rai~ = ai.

On suppose d'abord que r$ f al .1 n'est pas un P-théorème. Donc
(aih rf. Dom $<h. On considère les semi-constantes $rai (i E 1).
- Ou l'une d'elles est vide, c'est-à-dire 3i E l, Dom $rai = 0.
- Ou aucune d'elles n'est vide. On se rappelle alors que, Vi El, $raio = ai

(hypothèse de récurrence) ; donc ($raioh = (~h rf. Dom $<Pr.
Dans l'un ou l'autre cas, $rrr aIl est vide (voir p. 32).

On suppose maintenant que P f- r$ f al .1. Donc (aih EDam $<Pr. Et,
Vi E l, P f- r$ ai .1 (règle XIXI) ; donc Vi E l, Dom $rai = ($8)° et $raio = ai
(hypothèse de récurrence). Le multiplet ($rai~h = (aih EDam $<Pr. On se
rappelle alors que Dom $rrr aIl = ($8)° et que

(voir p. 32).

16.2.2 Interpréter un terme dans lequel apparaît au
moins une variable

Proposition 29 - Soit E une exposition; E = (V, X, P). Soit a un
(V, X) -terme dans lequel apparaît au moins une variable j Var a = {Xj} jEJ,
Card J = m, m E N*.

$r: J est cette semi-fonetion ($8)m -r $8 :

et

Remarquer - L'ensemble {(dj)J E (AT)m 1P f- r$ a{d j @ XjLu .l} est un
sous-ensemble de ($8)m. En effet, si P f- r$ a{d j @ XjLu .1, alors
[Vj E J, P f- r$ d j .1] (règle XIXI) ; c'est-à-dire

Vj E J, d j E $8

•
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Pour saisir l'idée, lire la preuve de la proposition 28, qui est une variante plus
simple.

On raisonne par récurrence.

1 - a est atomique
a= fxl,xEX. $T~=Id($e)' On vérifie que

{dE"TIPf-f$ x{d@x} .l}
= {d E "T 1 P f- f$ d .l} = $8 = Dom $T~

et que

II - a n'est pas atomique
a= ff aIl,fEFn (nEN*),I={l, ... ,n}et [ViEl, ~E"T].
Vi E l, j'appelle" Ji " le sous-ensemble {j E J 1 Xj E Var ad ;

Var ai = {Xj}jEJi' J'appelle" mi" le cardinal de Ji. .
J'appelle" ls " (sans variable) le sous-ensemble {i El 1 Var ai = 0}.

Puisqu'au moins une variable apparaît dans ff aIl, l - ls i= 0.
Vi E ls, on connaît les $Tai (proposition 28 ; voir p. 150).

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Vi El - ls,

(i) Dom $T::i = {(dj)jEJi E ("T)mi 1 P f- f$ ai{dj @Xj}jEJi .l} et

(ii) V(dj)jEJi EDam $T:i\ $T::i(dj)Ji = addj @Xj}jEJi'

II 1 D $ XJ
- - am Trr aIl

On sait que

D $ XJ {
am Trr aIl =

1

}

(voir p. 34). On considère l'ensemble

Dl {(dj)J E ("T)m 1 P f- f$ ff aIl{dj @Xj}jEJ .l}
{(dj)J E ("T)m 1 P f- f$ f fai{dj @Xj}jEJiliEI .l}

O ' 'fi D $ XJ Dn veut ven er que am Trr aIl = 1.

$ XJ
• Dom T rr aIl ç Dl ?

Si Dom $Tr/ aIl = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi.

Soit (dj)J EDam $Tr/ aIl (Ç ($8)m ç ("T)m). [Vi E l, (dj)jEJi EDam $T::i]
et
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- Vi E 18 , $7:.J'(d j )jEJ. = $7a .<> = ai = ~{dj @XjLEJ. (Ji = 0) (proposition 28).

- Vi El - 18 , $7::' (dj)jEJ. = ~{dj @Xj}jEJ. (hypothèse de récurrence).

Donc (ai{dj @XjLEJi )iE[ E Dom $if;f ; c'est-à-dire

On vient de vérifier que (dj)J E Dl'

• Dl ç Dom $771 aIl?

Si Dl = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi.
Soit (dj)J E Dl'

P~f$ fra[1{dj @xjLEJ.1 (16.1)

Vj E J, d j est un sous-terme de fr a[1{dj @xjhEJ; donc P ~ f$ d j .1 (règle
XIXI) ; c'est-à-dire d j E $8.

- Vi E 18 , ~ est un sous-terme de fr a[1{dj @Xj}jEJ ; donc P ~ f$ ai ~1 (règle
XIXI) ; on se rappelle alors que (Ji = 0)

(dj)jEJ. = <> E Dom $7a•

et que

et que

(proposition 28).

- Vi E 1 - 18 , add j @Xj} jEJ. est un sous-terme de fr a[1{d j @Xj} jEJ ; donc
P ~ f$ ai{d j @Xj}jEJ. ·1 (règle XIXI) ; on se rappelle alors que

(d ) D $ XJ.
j jEJ. E om 7a•

$7:.J' (d j )jEJ. = ~{dj @Xj LEJ.

(hypothèse de récurrence).

Donc

(i) Vi E l, (dj)jEJ. E Dom $7::' et

(ii) ($7::'(dj )jEJ. )iE[ = (addj @Xj}jEJ. )iE[ E Dom $if;f (16.1).

On vient de vérifier que

( )
$ XJ

d j J E Dom 7rf aIl
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11-2 - V(dj)J E Dom $Trf aIl' $Trf aIl(dj)J = rr aIl{dj @XjLEJ 7

Si Dom $Trf aIl = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi.

Soit (dj)J E Dom $Trf aIl' On vérifie que

$Tr/ aIl(dj)J = $</>f( $T~:i(dj)jEJi )iEI = $</>f( addj @Xj}jEJi )iEI

(proposition 28 et hypothèse de récurrence). Donc

$Trf aIl (dj)J
$</>f( ai{dj @Xj}jEJi )iEI = rr raddj @Xj}jEJJiE1l

rr aIl{dj @Xj}jEJ

•
Corollaire 10 - (Mêmes hypothèses)

a E $8 {:? (Xj)J E Dom $T~J

Preuve,.- a{xj@xj}jEJ=a.Donc

a E $8

{:? P f- r$ a.l {:? P f- r$ a{xj@xj}jEJ.l {:? (Xj)J E Dom $T~J

•
16.3 Le sens d'une formule-existence

Soit a E I\T ; Vara = {Xj}J' À quelle condition

$E) 1= rrXj :: K j .1jEJ $ a.l 7

(à quelle condition le magma $E) a-t-il la propriété signifiée par la formule
rrXj :: K j ·ljEJ $ a .17).

Se mettre en garde - On ne suppose pas que rXj :: K j .1 E P (que
rXj :: K j .1 est le P-confinement de Xj) ; ou que r$ a .1 E P !

Proposition 30 - Soit E une exposition j E = (V, X, P). Va E .6.T(V),

$E) 1= r$ a·l {:? P f- r$ a·l {:? a E $8

Preuve
On sait que a E $8 {:? P f- r$ a .1 (voir p. 149). Si

$E) 1= r$ a ·1

c'est-à-dire si Dom $Ta = ($8)° ($Ta est une semi-constante non vide), alors
r$ a ·1 est un P-théorème (proposition 28 ; voir p. 150).

Si r$ a .1 est un P-théorème, alors Dom $Ta = ($8)° ; c'est-à-dire
$E) 1= r$ a ·1 (même proposition). •
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Proposition 31 - Soit e une exposition,. e = (V,X, P), V = (S,F,a). Soit a
un (V,X)-terme dans lequel apparaît au moins une variable,. Vara = {xjb,
Card J = m, mE N*. Vj E J, soit Kj ES.

{:} II $(TKj ç Dom $T~J
jEJ

{:} V(dj )JE(I\T)m,
( Vj E J, P f- rd j

Preuve

Preuve représentative, et un bon exercice de navigation à travers les différents
niveaux de raisonnement.

On sait que

$81= rrXj :: K J ·l jEJ $ a·1 {:} II $(TKj ç Dom $T:
J

jE}

(définition 34 ; voir p. 96). On sait aussi que

(proposition 29 ; voir p. 151), et que

(voir p. 149). Donc

II $(TK
J

ç Dom $T~J
jEJ

{:} V(dJJ E (I\T)m,
(VjEJ,pf-rdj

•
Contre-exemple

e est cette exposition:

'" e = (V,X, P) ; V = (S,F,a) ;

• S = {***, Carre} ;

• FI = {rae} ; Vn E N - {1}, F n = 0 ; on vérifie que â = 1 ;

• X = {z,k} ;

• P est l'ensemble de ces formules:

l><l
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z :: *** .
k :: Carre
$ rac k .

MAGMA DES TERMES SIGNIFICATIFS

1- Avec un peu d'attention, on vérifie que

$e = {z,k, rrac kl}

(les termes rrac zl, rrac rac kl, rrac rac z1etc. ne sont pas significatifs) ;
que

et que
Dom $</>rac = {k}

Donc
$e 1= rz :: Carre . $ rac z .1

(définition 34 ; voir p. 96).

II - La formule r$ rac z .1 n'est pas un P-théorème ! Car si elle l'était, tout
t'-modèle n aurait cette propriété:

n 1= rz :: *** . $ rac z ·1

(théorème de correction; remarquer que le P-confinement de la variable z est
rz :: *** .1). Or on trouve un t'-modèle n qui ne l'a pas:

• n = (n,~, cI» ; ~ = {O"S}sES, cI> = {</>r}fEJ'" ;

• n = N (ensemble des entiers naturels) ;

• O"Carre = {n2
1 n EN} ;

• </>rac est cette semi-fonction (racine carrée) :

N N
0"Carre :1 m f--t vrn

III - rz :: Carre . $ rac z .1 est donc une séquence
rrXj :: K j •VEJ $ a .1 qui a ces deux qualités:

• $e 1= r rXj :: K j •VEJ $ a .1 (elle signifie une propriété de $e) ;

• r$ a .1 n'est pas un P-théorème.

On a aussi constaté que rz :: Carre .1 n'est pas le P-confinement de z. Ce
n'est pas par hasard... D

Corollaire 11 - (Mêmes hypothèses) Si en outre rXj •• H j .1 est le
P-confinement de la variable Xj (j E J),
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On sait que P f- r$ a.l {:}

i - On suppose que $8 1= rrXj ..

a E $8 (voir p. 149).

H j .1jEJ $ a .1. Donc

V(dj)J E (/\T)m,

(Vj E J, Pf- rd j : H j ·1) =} Pf- r$ a{dj@xjLEJ ·1

(proposition 31). Le multiplet (dj)J = (Xj)J est-il un bon candidat? Oui : en
effet P f- rXj :: H j .1 (hypothèse), donc P f- rXj : H j .1 (règle CONFA).

Donc P f- r$ a{xj @Xj LEJ ·1, c'est-à-dire P f- r$ a .1-
ii - Réciproque

On suppose que P f- r$ a .1. On vérifie sans peine que

V(dj)J E (/\T)m,

(VjEJ, Pf- rdj : H j ·1) =} Pf- r$ a{dj@xjLEJ ·1

(règle SEXI - P f- rXj :: H j .1 par hypothèse). Donc
$8 1= rrXj :: H j .VEJ $ a .1 (proposition 31). •
16.4 La super-congruence remarquable,

La relation binaire =est une $8-super-congruence remarquable.

Définition 45 (Relation =) - Soit (V,X, P) une exposition. Soit a un
(V, X)-terme ; soit b un (V, X)-terme.

On dit que a est lié à b par =pour exprimer que

P f- ra = b .1

N.B. - On vérifie que, si a = b, a E $8 et b E $8 (règle IDEX).

Théorème 23 - La $8-relation binaire == est une $8-super-congruence.

Preuve

==, $8-relation binaire, est une relation d'équivalence
• Elle est réflexive (règle EXID).
• Elle est symétrique (règle déduite ISY).
• Elle est transitive (règle déduite IDET).

== est compatible ave les opérations fondamentales de $8
On suppose que F - Fa f. 0 (sinon on a fini). On suppose qu'il y a un

symbole f E F - Fa, Dom $<Pr f. 0 (sinon on a fini) ; f E F n (n E N*) ;
I={l, ... ,n}.

Soient (aih E Dom $<pr. On suppose qu'il y a un multiplet (bih E ($8)n,
[Vi E I, ai bi] (sinon on a fini). On veut vérifier que (bi)I E Dom $<Pr et que
$<pr(aih $<Pr(bi)I (définition 27 ; voir p. 82).
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Le multiplet (ai)I E Dom $<Pr, donc

P f- f$ r al ·1

P f- fai = bi ·1
Par conséquent (règle déduite RERISO),

P f- fr al = r b I ·1
donc (règle IDEX)

P f- f$ r bI ·1
c'est-à-dire (bi)I E Dom $<Pr, et $<Pr(ai)I = $<Pr(bi)I.

On peut maintenant considérer le magma-quotient $8/= :

1 $8/= = ($e/=,$~,$<p); $~ = {$O'S}SES' $ep = {$<PrlfE.r·

Voici une propriété particulière du couple ($8, $8/=) qu'on aura bientôt
besoin de connaître.

•

Proposition 32 - Soit E une exposition j E = (V, X, P), V = (5, F, a). On
considère $8 (le V-magma des termes significatifs), =(la $8-super-congruence
remarquable), et $8/-.

VS E 5, Va E $8,

($as est saturé pour =).

Preuve - Si a E $as, alors a E $O's (voir p. 72).

Réciproque - Soit S E 5. Soit a E $8, a E $O's. Il existe b E $8,

b = a 1\ b E $as

(voir p. 72). C'est-à-dire

Pf-fb = a·1 1\ Pf-fb: S·l
Donc P f- fa : S .1 (règle RAP) ; c'est-à-dire a E $as. •
16.5 Un [-modèle remarquable, $8/=
Théorème 24 - Soit E une exposition. Le magma-quotient $8/= (qui est
fonction de E) est un E-modèle.

Pour prouver ce théorème, on prouve d'abord deux lemmes.

Lemme 6 - Soit A une (V, X)-formule germinale qui n'est pas une
formule-identité j sa P-garniture est une séquence XA.
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Preuve

Analyse par cas, chacun d'eux étant indépendant des autres. Cette preuve est
importante; lire au moins quelques paragraphes pour saisir l'idée.
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Soit A une formule germinale qui n'est pas une formule-identité, P f- A. On
veut vérifier que $8 1= rXA Al.
1 - 1er cas - A est une formule-existence

A = r$ a .1, a E I\T.

1-1 - Vara = 0
Puisque P f- r$ a .1, $8 1= r$ a .1 (proposition 30 ; voir p. 154).

1-2 - Vara:f: 0
Vara = {Xj}J' Vj E J, le P-confinement de Xj est rXj :: Hj .1 (H j ES);

XA - rx· .. H· l jEJ
- J" J' .

Puisque P f- r$ a .1, $8 1= rrXj :: H j .1 jEJ $ a .1 (corollaire 11 ; voir
p. 156).

II - 2e cas - A est une formule-appartenance
A = ra : E .1, a E I\T, E E S.

II-1- Vara = 0
Puisque P f- ra : E ·1, P f- r$ a .1 (règle APEX) et a E $O'E'

Donc Dom $ra = ($8)° et $ra~ = a E $O'E (proposition 28 ; voir p. 150).
C'est-à-dire

$8 1= ra : E ·1

II-2 - Var a :f: 0
Var a = {Xj}J. Vj E J, le P-confinement de Xj est rXj .. Hj .1 (H j E S) ;

X -rx ··H· l jEJ
A - j" J' •

On veut vérifier que

Puisque P f- ra : E .1, P f- r$ a .1 (règle APEX) ; donc
$81= rrXj :: H j .VEJ $ a .1 (cette preuve, 1-1). Il reste à vérifier que

$r:J(II $O'HJ ç $O'E

JEJ

Soit (dJ J E II $O'H j (Ç Dom $r:
J

).

jEJ
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(proposition 29 ; voir p. 151). Vj E J, d j E $O'Hj c'est-à-dire P f-- rd j H j .1;
donc P f-- ra{d j @ Xj} J : E .1 (règle SAP) ; c'est-à-dire

III - 3e cas - A est une formule-inclusion
A = rE =< F .1, E,F E S.
Soit a E $O'E' P f-- ra : E .1 et P f-- rE =< F .1 ; donc

pf--ra:F·1

(règle APINA) ; c'est-à-dire a E $O'F'

On vient de vérifier que $O'E ç $O'F ; c'est-à-dire

$8 1= rE =< F ·1

IV - 4e cas - A est une formule-conduit
A= rf : El» F .1,fEFn (nEN*),I={1, ... ,n}, [ViEl, EiES]et

FES.
Soit (di)l E II$O'E;' [Vi El, P f-- rdi E i .1] et P f-- rf : El » F ·1 ;

iEI
donc

P f-- rf dl : F .1

(règle CAPA) ; donc
P f-- r$ f dl ·1

(règle APEX). C'est-à-dire (dih EDam $<Pr et $<Pr(dih = rf d l1E $O'F' On
vient de vérifier que

II $O'Ei ç Dom $<Pr
iEI

et que
$<Pr(II $O'EJ ç $O'F

iEI

c'est-à-dire
$8 1= rf : El » F ·1

•
Lemme 7 - Soit a E "T(V,:t') j Vara = {XjLEJ' Soit b E "T(V,X) j

Varb={Xj}jEU' VjEJUU, le P-confinementde Xj est rXj :: H j .1 (voir
p. 109).
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Preuve

Preuve dans le même esprit que celle du lemme 6, et excellent exercice de
raisonnement sur les classes d'équivalence.

Soit a E I\T, soit b E I\T, P f- fa = b .1. On veut vérifier ceci:

(I-a) $8/= 1= ffxj :: H j .1jEJ $ a .1 et

(I-b) $8/= 1= ffxj :: H j ·ljEU $ b .1 ;
(II) V( 'Yj )jEJUU E II $UHj' $~J ('Yj )jEJ = $~U ('Yj )jEU,

jEJUU
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1 - P f- fa = b .1 ; donc P f- f$ a .1 et P f- f$ b .1 (règle IDEX). Donc

$81= ffxj :: H j ·ljEJ $ a .1 (16.2)

et

(lemme 6). Donc
$8/= 1= ffXj .. H· ·ljEJ $ a ·1J

et
$8/= 1= ffXj .. H· ·ljEU $ b ·1J

(corollaire 6 ; voir p. 105).

(16.3)

(16.4)

(16.5)

II - V(,j)jEJUU E II $UHj' $~J('Yj)jEJ= $~U('Yj)jEU ?
jEJuU

II-1 - 1er cas - Var a U Var b = 0
<> E Dom $'Ta (16.4), <> E Dom $'Tb (16.5), <> E Dom $Ta (16.2) et <> E Dom $Tb

(16.3). On veut vérifier que $'Ta<> = $'Tb<>'
~--..,..

On sait que ($Ta<» = $'Ta <> et que ($Tb<» = $'Tb<> (théorème 15 ; voir p. 75).
On sait que $Ta<> = a et que $Tb<> = b (proposition 28 ; voir p. 150). On sait
enfin que a =b (définition 45 ; voir p. 157) ; c'est-à-dire a = b. Donc

$'Ta<> = ($Ta<» = a = b = ($Tb<» = $'Tb<>

II-2 - 2e cas - Var a U Var b =1- 0 (J U U =1= 0)
Soit

('Yj )jEJUU E II $UH j

jEJuU

Il existe (d j ) jEJuU E II $aHjl
jEJUU

(voir p. 72 ; d j est un représentant de la classe 'Yj).
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('Yj)J E Dom $T~J (16.4), (,j)jEU E Dom $~U (16.5), (dj)J E Dom $T~J (16.2)
et (dj)jEU E Dom $T~U (16.3).

On sait que

et que
$T~U (dj )jEU = $T~U ( rdj 1 )jEU

(théorème 15 ; voir p. 75). On sait que

et que
$ Xu {}
Tb (dj)jEU = b d j @ Xj JEU

(propositions 28 et 29 ; voir pp. 150 et 151).
Vj E J U U, d j E $O'Hj ; c'est-à-dire P f- rd j : H j .1. Donc

(règle SID) ; c'est-à-dire a{dj @ Xj}J = b{d j @Xj}jEU'

Donc

•
Preuve du théorème 24

e = (V, X, P). S'il n'y a pas de (V, X)-formule germinale élément de P, on a
fini. Sinon on procède ainsi.

Soit A E P, A étant une formule germinale. J'appelle " XA " sa
P-garniture.

1 - Si A n'est pas une formule-identité, on sait que $8 1= rXA Al (lemme 6).
Donc

(corollaire 6 ; voir p. 105).

2 - Si A est une formule-identité, on sait immédiatement que

(lemme 7). •
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Le théorème de complétude

Le t'-modèle $8/= est" exemplaire" : toute formule qui signifie une propriété
de $8/= est un P-théorème ! Pour le vérifier, on prouve d'abord deux lemmes.

On prouvera ensuite le théorème de complétude comme un simple corollaire:
en procédant par symboles et règles d'inférence, on peut déduire tout ce que l'on
veut (recouvrement) ; on ne déduit rien d'autre que ce que l'on veut (correction).

C'est d'abord pour prouver le théorème de complétude qu'on a fait l'effort de
révéler un modèle " exemplaire". Cette stratégie est classique [7]. On vérifiera
plus tard que *0/= a cette autre qualité: c'est un modèle" libre" (chapitre 19).

Lemme 8 - Soit t'une exposition, t' = (V, X, P), V = (8,:F, a), :Fa =1= 0 (il Y a
au moins un V-terme). Soit a E .t:.T(V).

On considère $8 (le magma des termes significatifs), =(la
$8-super-congruence remarquable), et $8/=. Et l'on considère $Ta (on a
interprété a par référence à $8/= ,. $Ta est une $8/=-semi-constante).

i - $8/= 1= r$ a·1 {:> P f- r$ a.1 {:> a E $8.

ii - Si $8/= 1= r$ a .1, alors $Ta est une semi-constante non vide et
$TaO = a (classe d'équivalence du terme a).

Preuve

i - On sait que
P f- r$ a.1 {:> a E $8

(définition; voir p. 149). On sait aussi que

P f- r$ a·1 =* $8/= 1= r$ a ·1

puisque $8/ est un t'-modèle (théorème 24 et théorème de correction; voir
pp. 158 et 139). Il reste à vérifier que

$8/ 1= r$ a·1 =* P f- r$ a ·1

163
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Si $8/= F r$ a .1, Dom $Ta = ($8/=)° (= {o}) (définition). Or
Dom $Ta = Dom $'Ta (théorème 17 ; voir p. 83) ; donc Dom $'Ta = {o} = ($8)°,
c'est-à-dire P f- r$ a .1 (proposition 28 ; voir p. 150).

ii - On suppose que $8/= F r$ a .1- On vient d'observer que $Ta et $'Ta sont
des semi-constantes non vides.

Quel est l'objet $TaO ? On sait que $'TaO = a (proposition 28 ; voir p. 150), et
que $'TaO = $TaO (théorème 15 ; voir p. 75). Donc

$- -'TaO = a

•
Lemme 9 - Soit e une exposition,. e = (V, X, P). Soit a un (V, X)-terme
dans lequel apparaît au moins une variable,. Var a = {Xj}J, Card J = m,
mEN*.

Vj E J, le P -confinement de Xj est rXj :: H j .1 (voir p. 109) ,. la
P-garniture de la formule r$ a .1 est donc la séquence rXj :: H j .1 jEJ .

On considère $8/= et la semi-fonetion $T~J : ($8/=)m --r $8/ .

i -$8/_ F rrXj :: H j ·VEJ $ a·1 {:> Pf- r$ a.1 {:> aE$8.

ii - Si $8/= F r rXj :: H j .1 jEJ $ a .1, alors le multiplet de classes
d'équivalence

t $_XJ( -r1) - -e 'Ta Xj jEJ - a.

Preuve

On raisonne de la même façon (preuve du lemme 8 ; voir supra).

i - Il suffit de vérifier que

$8/= F rrXi :: H j ·l jEJ
$ a·1 {:> P f- r$ a ·1

Si $8/= F rfXj :: H j ·VEJ $ a .1,

II $(fHj ç Dom $T: J

jEJ

(définition). Vj E J, fXj :: H j .1 E P, donc P f- fXj : H j .1 (règle
CONFA ; voir p. 115), c'est-à-dire fXj1 E $O"Hj (voir p. 149). Donc fXj1 E $(fHj
(définition; voir p. 72), donc

Puique - est une super-congruence, ( fXj1 )jEJ E Dom $'T~J (théorème 17 ; voir
p. 83), c'est-à-dire
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(proposition 29 ; voir p. 151). Il reste à observer que a {Xj @ Xj}JEJ = a.

ii - On suppose que $8/= 1= r rXj :: H j .VEJ $ a .1- On vient d'observer
que ( rXj1 )jEJ E Dom $r:J et que ( rXj1 )jEJ E Dom $r:J

•

Quel est l'objet $r: J( rXj1 )jEJ? On sait que

$r:
J

( rXj1 )jEJ = a{xj @ Xj}jEJ = a

(proposition 29 ; voir p. 151) ; et que $r~J ( rXj1 )jEJ = $r:J( rXj1 )jEJ
(théorème 15 ; voir p. 75). Donc

•
Remarque relative aux lemmes 8 et 9 - Grâce à la notation qu'on a
adoptée (chapitre annexe" Notation "), on peut ne pas distinguer les cas
Var a = 0 (lemme 8) et Var ai=- 0 (lemme 9). En effet,

( rXj1 )jE0 = <>

Théorème 25 - Soit E une exposition,. E = (V, X, P). On considère $8 (le
magma des termes significatifs), =(la $8-super-congruence remarquable), et
$8/=.

Soit A une (V, X)-formule germinale,. la P-garniture de A est une séquence

XA·

Preuve

Analyse par cas, chacun d'eux étant indépendant des autres. Cette preuve est une
synthèse (il s'agit surtout de rassembler les morceaux).

1 - A est une formule-existence
A = r$ a .1, a E AT(V,X). Vara = {Xj}jEJ (Vara peut être vide 1).

XA = rXj :: H j .1 jEJ
.

Si $8/= 1= rrXj :: H j .VEJ $ a .1, alors P f-- r$ a .1 (lemmes 8 et 9 ;
voir pp. 163 et 164).

II - A est une formule-appartenance

A= ra : E .1,aE AT(V,X),EES). Vara = {XjLEJ'

XA= rXj :: H j ·l jEJ
.

On suppose que

c'est-à-dire

$Q/ 1= rrxJ' .. H
J
' ·l jEJ $ a·1 1\ $_XJ( II $- ) c $-'CI ra O"Hj _ O"E

JEJ
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(17.2)

(définition). Donc a E $8, ( fXjl )jEJ E Dom $T~J, et a = $T~J( fXjl )jEJ E $O'E

(lemmes 8 et 9 ; voir pp. 163 et 164). Donc a E $(TE (proposition 32 ; voir
p. 158), c'est-à-dire

Pl-fa:E·l

(voir p. 149).

III - A est une formule-identité
A = fa = b .1, a, b E AT(V, X). Vara = {Xj}jEJ; Varb = {XjLEU'

XA - fx· " H· ljEJUU- J' • J' •

On suppose que

c'est-à-dire

$8/= I=ffXj .. Hj .1jEJ $ a.l 1\ $8/= FffXj:: H j ·ljEU $ b.l
(17.1)

et
V(-yj )jEJUU E TI $O'Hj , $T:

J
(-yj )jEJ = $T~Uh'j )jEU

jEJuU

On déduit d'abord (17.1) que a E $8, ( fXjl )jEJ E Dom $~J, et
$ XJ -- $ -- $-XUa = Ta ( fXjl )jEJ ; et que b E e, ( fXjl )jEU E Dom 'Tb ,et

b = $T~U( fXjl )jEU (lemmes 8 et 9 ; voir pp. 163 et 164). On déduit maintenant
(17.2) que

a=b

(choisir Ij = fXj1). Donc a = b, c'est-à-dire

PI-fa = b.l

(définition 45 ; voir p. 157).

IV - A est une formule-inclusion
A = fE =< F .1, E, FE S.
Plutôt que de coder la formule-inclusion A en une formule-appartenance et

appliquer ce que l'on sait (proposition 24 ; voir p. 110), je préfère vérifier
directement.

On suppose que
$8/= F fE =< F ·1

c'est-à-dire $O'E ç $O'F. Puisque E est une exposition, on peut trouver une
variable y EX, fy :: E .1 E P ; on sait que P 1- fy :: E .1 (règle
CONFA; voir p. 115), c'est-à-dire fyl E $(TE (voir p. 149). Donc fyl E $O'E ; et
fy1 E $O'F (définition). On déduit que fy1 E $(TF (proposition 32 ; voir p. 158),
c'est-à-dire P 1- fy : F .1. Donc

PI- fE =< F .1

(règle IN ; voir p. 117).
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v - A est une formule-conduit
A = rr : El » F .1, r E Fn (n E N*), l = {1, ... ,n}, [Vi E l, Ei E S] et

FES.
On suppose que

c'est-à-dire
II $O'Ei ç Dom $7$r /\
iEl

$cPr( II $O'Ei ) ç $O'F

iEl

Puisque [ est une exposition, on peut trouver une suite de variables
i 1---+ Yi E X (i E 1) ayant cette qualité:
• les Yi sont distinctes deux à deux;
• ViEl, rYi :: Ei ·1 EP.
On déduit que Vi E l, rYil E $O'E i (règle CONFA ; voir p. 115), puis que
rYil E $O'Ei (définition). Donc

-- $- $- -- $( rYil )iEl E Dom cPr /\ cPr( rYil )iEl E O'F

Parce que est une super-congruence, ( rYil )iEl E Dom $cPr (proposition 3 ;
voir p. 83) ; donc $cPr( rYil )iEl = rr Yll E $8 (définition; voir p. 150) ; et

$- --
cPr( rYil )iEl = $cPr( rYil )iEl = rr Yll

Donc rr Yll E $O'F. Donc rr Yll E $O'F (proposition 32 ; voir p. 158) ;
c'est-à-dire

On se rappelle alors que
P f- rr : El » F .1

(règle CO ; voir p. 118). Ouf !

L'ensemble des théorèmes recouvre celui des formules" vraies" ...

Corollaire 12 (Théorème de recouvrement) - Soit [ une exposition j

[= (V,X, P). Soit A une (V,X)-formule germinale j sa P-garniture est une
séquence XA.

Si, quel que soit n un [-modèle,

alors
Pf-A

•

Preuve - Si, quel que soit n un [-modèle, n 1= rXA Al, alors, puisque $8/=
est un [-modèle (théorème 24; voir p. 158), $8/ 1= rXA Al, Donc P f- A
(théorème 25). •

L'ensemble des théorèmes est l'ensemble des formules" vraies" ...
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Corollaire 13 (Théorème de complét ude) - Soit E une exposition j

E = (V, X, P). Soit A une (V, X)-formule germinale j sa P-garniture est une
séquence XA.

Pf-A

si et seulement si, quel que soit n un E-modèle,

Preuve - Si P f- A, alors, quel que soit n un E-modèle, n 1= rXA Al
(théorème de correction; voir p. 139). Si, quel que soit n un E-modèle,
n 1= rXA Al, alors P f- A (théorème de recouvrement). •
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Chapitre 18

Premiers constats

Être complet, c'est, d'un procédé de calcul formel, une qualité primordiale.
Puisque l'algèbre G a cette qualité (chapitre 17), on pressent qu'elle est
intéressante et on est tenté d'explorer d'autres parties du sujet.

18.1 L'algèbre universelle toute entière est
comprise dans l'algèbre G

L'algèbre universelle toute entière est comprise dans l'algèbre G. En effet, à
chaque magma" universel" correspond un unique V-magma qui a les mêmes
propriétés (on peut plonger l'algèbre universelle dans l'algèbre G).

18.1.1 Coder une théorie égalitaire (algèbre universelle)

On peut coder toute théorie " égalitaire" (algèbre universelle) en une
exposition.

Exemple

La classe des groupes (théorie des groupes) est une classe fameuse de
magmas universels (algèbre universelle). On peut la présenter ainsi ...

La classe des groupes est la classe des F-magmas universels,

.. F = F o U FI U F 2 ,

• Fo = {e}, FI = {inv}, F 2 = {*},

qui ont ces propriétés bien connues [13] : (x, yet z sont trois variables)

* x ( * y z ) = * ( * x y ) z

* x e = x

* e x = x

* x ( inv x ) = e

* ( inv x ) x = e

171
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Cette même classe des groupes, on peut aussi la présenter ainsi. Elle est la
classe des E-modèles, E étant cette exposition:

• E = (V,X, P) ; V = (S,F,a) ;

.S={***};

• P est l'ensemble de ces formules:

x :: ***
$ e .
$ inv x
$ * x y

y :: ***. z" *** .

* x ( * y z ) = * ( * x y ) z

* x e = x

* e x = x

* x ( inv x ) = e

* ( inv x ) x = e

Outre les (cinq) formules déjà vues, il y a trois formules-confinement et trois
formules-existence (premières lignes) : on a précisé le sens de chaque variable ;
et on a exprimé que chaque semi-fonction est une fonction. 0

On pouvait se passer d'écrire f$ e .1 (deuxième ligne), car cette formule est une
conséquence de f* x e = x.1 (règles IDEX et XIXI).

Pour des raisons du même genre, on pouvait aussi se passer d'écrire f$ inv x .1
et f$ * x y .1·

L'algorithme de codage est tout à fait simple.

Algorithme de codage

Arguments
- Un ensemble de symboles d'opération et une fonction arité : (F, a).
- Un ensemble de variables : X*.
- Un ensemble de (F, a, X*)-identités : P*.

Résultat
Une exposition E :

• E = (V,X, P) ; V = (S,F,a).

• S = {***}.

• X* ç X, Card X = â.
Si l'ensemble x* n'est pas assez nombreux, on choisit quelques variables

supplémentaires (se rappeler que â est la plus grande arité d'un symbole de F).

• P = P* U pl, P' étant l'ensemble de ces formules:
- \:Ix EX, rx :: *** .1 EP'.

On écrit une formule-connnement par variable.
- \:le E Fo, r$ e .1 EP'.

On écrit une formule-existence par symbole de semi-constante.
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- Vf E F n (n E N*), (1 = {l, ... ,n}), il existe une suite injective
l 3 i f-+ Yi EX, r$ f YI .1 E P'.

On écrit une fonnule-existence par symbole de semi-fonetion (X est assez
nombreux pour qu'on puisse trouver une suite injective i f-+ Yi).

18.1.2 Un constat inattendu: trois règles suffisent

Par tradition, on choisit comme règles premières de la logique de l'égalité
(algèbre universelle) ces cinq règles d'inférence [13] :
(a est un terme; Vara = {Xj}jEJ; b est un terme; Varb = {Xj}jEU; cl est un
terme; Vj E J U U, d j est un terme; c est un sous-terme de a ; a' est un terme
qu'on écrit en remplaçant dans a un c par cl)

REX - Écrire une identité par réflexivité

a = a .

SY - Écrire une identité par symétrie

a = b
b = a

TRA - Écrire une identité par transitivité

a=b b=cl.
a = d

su - Substituer dans une identité

a = b .

REeR - Récrire
c = cl
a = a'

Or, comparant attentivement l'algèbre universelle et l'algèbre C, on
découvre que ces trois règles suffisent: REX, SU (voir supra), et RA.

RA - Remplacer dans une identité, à gauche

a=b c=cl
a' = b .
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Preuve

• SY est une règle dérivée

REX _

a = a . a = b

PREMIERS CONSTATS

_________ RA

b = a .

• TRA est une règle dérivée

a = bSy _

b = a b = c_________ RA

c = a__________ Sy

a = c

• REeR est une règle dérivée

REX _

a = a . c = cl

18.2

_________ RA

a' = a__________ Sy

a = a'

Quelques traits de la logique présentée

•

Quelles sont les propriétés de la logique présentée? On peut déjà chercher si
elle a certaines propriétés désirables [11].

18.2.1 Qu'est-ce qu'un système formel?

Shoenfield [7] dit" formaI system" ; on peut aussi dire" système
symbolique". Un système formel est un triplet (1:, P,I),
• 1: étant un langage, c'est-à-dire un ensemble de formules (une formule est une

séquence symbolique qualifiée; on dit aussi, pour insister, " formule bien
formée "),

• P étant un ensemble d'axiomes, P ç 1:, et
• I étant une ensemble de règles d'inférence.
On vérifie immédiatement qu'à chaque exposition (V, X, P) correspond un
unique système formel, le système (1:, P,I) : 1: = I:(V, X) est l'ensemble des
(V, X)-formules ; et I est l'ensemble des règles d'inférence qu'on a adoptées une
fois pour toutes (chap. 12).

S'intéressant à l'algèbre G on s'est donc intéressé à une famille de systèmes
formels (considérer toutes les expositions imaginables). Quelles propriétés
chaque système de cette famille a-t-il? Il y a en a plusieurs, dont une qu'on a
déjà découverte: le procédé d'inférence formelle est complet (théorème de
complétude) .
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Une autre famille de systèmes formels, qui est bien connue, est celle des systèmes
du premier ordre (logique du premier ordre) ; ces systèmes sont appelés
" théories" [7].

18.2.2 Toute exposition est sémantiquement cohérente
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On dit qu'un système formel est sémantiquement cohérent pour exprimer
ceci: il y a au moins un objet qui a les propriétés signifiées par les axiomes (il y
a au moins un modèle; l'ensemble d'axiomes n'est pas" délirant ").

On a déjà vérifié (sans le dire) que toute exposition est sémantiquement
cohérente.

Proposition 33 - Quelle que soit [ une exposition, il y a un [-modèle.

Preuve - $8/= est un [-modèle (théorème 24 ; voir p. 158).

18.2.3 Toute exposition est formellement cohérente

•

On dit qu'un système formel est formellement cohérent pour exprimer ceci:
on ne peut inférer à la fois qu'un modèle a telle propriété et qu'il ne l'a pas (il n'y
a pas de formule qui soit un théorème, dont la négation soit aussi un théorème).

y a-t-il des expositions qui ne soient pas formellement cohérentes? Il est
facile de répondre. Quel que soit le langage .c(V, X) adopté, on ne peut
exprimer à la fois qu'un magma a telle propriété et qu'il ne l'a pas; en effet, il
n'y a aucun moyen de dire que ceci n'appartient pas à cela, que ceci n'est pas
identique à cela, etc. (il n'y a pas de négation). Toute exposition est donc
formellement cohérente.

18.2.4 Les expositions totalitaires sont exceptionnelles

On dit qu'un système formel est totalitaire (on peut aussi dire" complet"
se mettre en garde, car il n'y a aucun lien entre cette signification de
" complet " et le théorème de complétude) pour exprimer ceci : toute formule
du langage est soit un théorème soit la négation d'un théorème.

Si le procédé d'inférence est complet (théorème de complétude), cela est
équivalent à ceci: ou toute formule est un théorème ; ou chaque formule qui
n'est pas un théorème ne signifie la propriété d'aucun modèle.

y a-t-il des expositions totalitaires? On en connaît, par exemple
l'exposition Dt: (voir p. 126), dont toute formule est un théorème. Mais ces
expositions sont exceptionnelles:

toute exposition dont l'ensemble des théorèmes est inclus stricto
sensu dans le langage (il y a au moins une formule qui n'est pas un
théorème) n'est pas totalitaire.

En effet, le procédé d'inférence formelle adopté est complet; et toute formule,
théorème ou pas, signifie la propriété d'au moins un modèle...
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Proposition 34 - Soit E une exposition (n'importe quelle exposition) i
E = (V,X, P).

Quelle que soit A une (V, X) -formule, il existe un E-modèle n,
(XA est la P-garniture de A)

(le modèle n a la propriété signifiée par la formule).

Preuve - On considère le triplet (V,X, PU {A}) ; c'est une exposition E+
(vérification triviale). $8(E+)/c::f. est un V-magma qui est un E+-modèle
(théorème 24 ; voir p. 158). C'est-à-dire $8(E+)/':::. est une E-modèle et

•
18.2.5 Il Y a des expositions non solubles

On est souvent amené à s'intéresser à une formule qui n'est pas un axiome,
et dont on ne connaît pas de preuve. Cette formule est-elle un théorème? On
peut chercher à deviner une preuve, mais c'est parfois un mauvais projet: si la
formule n'est pas un théorème, on risque de chercher longtemps et en vain; si
elle l'est, on ne sait rien de l'effort à fournir, ni même si on est capable de
trouver (résoudre un problème difficile n'est jamais garanti).

Ce qu'on aimerait, c'est connaître un procédé grâce auquel on découvrirait à
coup sûr si la formule est un théorème. On dit qu'un système formel pour lequel
il existe un tel procédé est soluble (on dit aussi" décidable ").

Il est d'usage d'admettre la thèse de Church: tout procédé est équivalent par
codage à une fonction N -> N générale-récursive. Si on l'admet, et on a de bonnes
raisons de le faire [6], on peut alors montrer que " soluble" et " calculable" sont
synonymes (est calculable toute opération qu'on sait réaliser par une machine de
Thring ; on peut aussi dire" procédurable " et " algorithmisable "). J'admets la
thèse de Church (le reste de cette section).

Hélas, la plupart des systèmes formels intéressants ne sont pas solubles
(logique du premier ordre, logique de l'égalité de l'algèbre universelle). Puisque
l'algèbre universelle toute entière est contenue dans l'algèbre G, on ne s'étonnera
pas de trouver aussi des expositions non solubles.

Proposition 35 - n y a des expositions non solubles.

Preuve - Il y a des théories" égalitaires" non solubles; on en choisit une (par
exemple la théorie des groupes [13]), qu'on transcode en une exposition (début
de ce chapitre). Cette exposition n'est pas soluble (si cette exposition était
soluble, la théorie originale serait soluble; on peut en effet transcoder toute
preuve" galactique" d'une formule-identité en une preuve" égalitaire" et vice
versa; les formules-existence et les formules-appartenance sont, en l'occurrence,
toutes des théorèmes banals et sans intérêt). •
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Remarquer - On vient d'énoncer ceci: il n'y a, en général, pas de procédé pour
savoir si P 1- A. Pour le montrer, on a trouvé une exposition pour laquelle on est
incapable de découvrir à coup sûr si P 1- ra = b .1 (réduction à l'algèbre
universelle, laquelle n'est pas soluble; les types ne jouent aucun rôle) ; tout laisse
penser qu'il n'y a pas davantage de sous-procédé pour découvrir si P 1- ra : S .1
(on ne saurait" décider" du type d'un terme).
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Chapitre 19

Un magma libre dans la classe
des modèles

19.1 Y-magma-libre d'une classe de V-magmas

Définition 46 (Ensemble générateur) - Soit V un vocabulaire;
V = (S, F, a). Soit CLA une classe non vide de V-magmas. Soit n E CLA ;
n=(n,~,<I».

On appelle (( CLA-ensemble-générateur de n " tout sous-ensemble T du
support n qui a cette qualité :
le seul sous-magma sn = Csn,s~,s<I» de n,
• sn E CLA,
• T ç sn,
• Vv E T, VS E S, v E as * v E sas

(l'n-sortage de v est identique à son sn-sortage),
est sn = n.

Définition 47 (Ensemble générateur et libre) - Soit V un vocabulaire;
V = (S,F,a). Soit CLA une classe non vide de V-magmas. Soit bn E CLA ;
bn = (b n , b~, b<I».

On appelle (( CLA-ensemble-générateur-libre de bn " tout sous-ensemble Y
du support bn qui a ces qualités :

(i) T est un CLA-ensemble-générateur de bn ;

(ii) Ven = (en, e~, e<I» E CLA, quelle que soit K, une fonction Y -t en,
si [Vv E Y, VS ES, v E baS * f);( v) E eas]

(le bn-sortage de v est inclus dans le en-sortage de K,(v) ),
alors il existe un unique prolongement homomorphique prol K, : bn -t en de

K, : T -t en.

Remarquer - prol K, est un prolongement de f); ; c'est-à-dire

Les concepts ensemble générateur et libre et magma libre se correspondent...
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Définition 48 (Magma libre) - Soit V un vocabulaire. Soit CLA une classe
non vide de V-magmas. Soit 0 E CLA ,. 0 = (n,~, cp). Soit Y ç n.

On dit que 0 est un Y -magma-libre de CLA pour exprimer que T est un
CLA-ensemble-générateur-libre de O.

Un magma libre est " unique à isomorphisme près " ...

Proposition 36 - Soit V un vocabulaire. Soit CLA une classe non vide de
V-magmas. Soit 0 E CLA ,. 0 = (n,~, CP). Soit Y ç n.

Si 0 est un Y-magma-libre de CLA, alors Ido est l'unique prolongement
endomorphique 0 --+ 0 de In'T, ° :Y --+ n.

Preuve
1 - In'T,O : T --+ n a cette qualité:

VvEY, VSE5, vEO"s =} In'T,o(v)=VEo"s

Donc il y a un seul prolongement homomorphique 0 --+ 0 de In'T,O : Y --+ n
(défini tion 47 ; voir p. 178).

2 - Ido est un prolongement homomorphique de In'T,O (raisonnement trivial) ;
c'est donc le prolongement cherché. •

Théorème 26 Soit V un vocabulaire,. V = (5, F, a). Soit CLA une classe non
vide de V-magmas.

Si 10 est un 1T-magma libre de CLA, 10 = (ln,l~'lCP),

si 20 est un 2Y -magma libre de CLA, 20 = (2n, 2~, 2CP), et
si 1T et 2Y sont équipotents, l'équipotence b : 1T t-7 2Y ayant cette qualité :

V1vE1Y, VSE5, 1vE10"S =} b(lV)E20"S

(le 10 -sortage de IV est inclus dans le 20 -sortage de b(lv) ),
alors 10 et 20 sont V-isomorphes.

Preuve
Il existe un unique prolongement homomorphique K : 10 --+ 20 de

In(2'T'2o) 0 b : 1Y --+ 2n ; et il existe un unique prolongement homomorphique
K': 20 --+ 10 de Inü'Trlo) 0 b-1 : 2Y --+ ln (définition 47; voir p. 178).

On considère K' 0 K. Composé d'homomorphismes, K' 0 K est un
endomorphisme 10 --+ 10 (proposition 9 ; voir p. 54). V1v ElY'

K' 0 K(lV) = K' 0 b(lV)

K' 0 b(lV) = b-1
0 b(lV) = IV

On vient de vérifier que K' 0 K est un prolongement endomorphique 10 --+ IOde
In(l'Trlo) : 1Y --+ ln.

Donc K' 0 K = Idüo) (proposition 36 ; voir p. 179). On déduit que K est
injective et que K' est surjective.

En raisonnant de la même façon, on vérifie que K 0 K' = Id(2o), Donc K et
K' sont bijectives, et K' = K-1. K est un V-isomorphisme 10 t-7 20
(définition 22 ; voir p. 61). •
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19.2

MAGMA LIBRE

Un magma libre dans la classe des
t'-modèles

et xE 3

Soit E une exposition; E = (V, X, P), V = (5,F, a), X = {XdIEL (voir
p. 19) ; le P-confinement de Xl (l EL) est la formule rXl :: Hl .1 (voir p. 109).

On considère la classe des E-modèles. Y a-t-il un E-modèle qui soit un
magma libre de cette classe?

Notation - MOD(E) est l'ensemble des e-modèles.

On s'intèresse à $8(e)/ qui est un E-modèle (chapitre 16). On considère ce
sous-ensemble 3 ç $8/= :

(de tout 1 E 3 on peut choisir un représentant X EX).

Proposition 37 - Vx E X, (le P-confinement de X est une formule
rx :: H .1)

Preuve
P~ rx :: H ·1 ;doncP~ rx : H .1 (règleCONFA)etP~ r$ X ·1

(règle APEX) ; c'est-à-dire X E $aH ç $8.
On vérifie alors que x E 3 (raisonnement trivial). •

Corollaire 14 - Quelle que soit e une exposition, 3 =1= 0.

Preuve - E est une exposition; donc X =1= 0 (proposition 23 ; voir p. 108). •

l><l Exemple - On connaît oe, qui est une exposition minimale (voir p. 126).
$8 = /\7 = {x} (il n'y a qu'un seul terme) ; et x = {x} ; il n'y a qu'une seule
classe d'équivalence qui est un singleton. 3 = {x} = $8/=.. 0

Théorème 27 - 3 est un MOD(E)-ensemble-générateur de $8/=.

Preuve

Preuve classique d'unicité: on cherche à vérifier qu'un certain magma n'est autre
qu'un magma bien connu. La démarche est guidée par la définition (magma).

Soit sn = (J"2's~,/I» un V-sous-magma de $8/=.,
• sn étant un E-modèle,
• 3 ç sn,
• V, E 3, VS E 5, 1 E $O's =} 1 E sas.
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On veut vérifier que sn = $8/=.

Vi EL,
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XI E $O"H l et XI E 2:

(proposition 37 ; voir p. 180). Donc XI E $O'H
l

(assertion 8 ; voir p. 72) ; donc

(théorème 15 ; voir p. 75).
On sait que

(hypothèse) .
Avant de continuer, on prouve un lemme.

Lemme 10 - Va E I\T(V, X), (Vara = {Xj}J)

( rXjl )J E Domsr~J :::} sr~J( rXjl )J = a

(théorème 9 ; voir p. 61). Puisque = est une super-congruence,
(Xj)J E Dom $r: J (théorème 17 ; voir p. 83) ; et

$_XJ( -r1) $ XJ( )ra Xj J = ra Xj J

$r:
J
(Xj)J = a{xj @ xjb = a

(proposition 29 ; voir p. 151). On vient de vérifier que

Remarquer - Si ( rXjl )J E Dom sr~J, alors a E $8.

(19.1)

•

1 - VS ES, sO"S = $O's ?
Soit SES. On sait que sO"s ç $O's (définition 21 ; voir p. 58). Il reste à

vérifier que
$- CO"S _ sO"s

Soit 1 E $O's. On peut choisir un représentant a de " a E $O"s (voir p. 72) ;
c'est-à-dire P 1- ra : S .1- Vara = {Xj}J'

sn est un t'-modèle; donc
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(théorème de correction). Puisque ( fXj1 )J E II s l7Hj (19.1),
J

et
ST~J( fXj1 )J E s 17s

(définition 35 ; voir p. 98). Or

sT~J( fXj1 )J=3:=,

MAGMA LIBRE

(lemme 10). On vient de vérifier que, E s(/s ; donc que $O'"s ç s17s.

II- sn=$8/=?
On vient de vérifier que VS E 5, s17s = $O'"s. Donc

sn = sl7*** = $0'"*** = $8/=.

III - Vf E F, scPf = $;jf ?
Si F = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi.
Soit f E F. On sait que

$
Dom scPf ç Dom cPf

et que, si ;:; E Dom scPf'

(définition 21 ; voir p. 58).
Il ne reste à vérifier que ceci:

$-
Dom cPf ç Dom scPf

Si Dom $;jf = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi.

1er cas - f = e E Fo
Dom $;je =f. 0 ; donc Dom $cPe =f. 0 (voir p. 73) ; et P 1- f$ e .1 (voir p. 150).
Puisque sn est un t'-modèle,

(théorème de correction) ; c'est-à-dire Dom scPe = (sn)o. On vient de vérifier que

Dom $;je = ($8/=)° = {o} = Dom scPe

2e cas - f E F n (n E N*)
J'appelle" l'' l'ensemble {l, ... ,n}. Dom $;jf =f. 0. Soit (,i)I E Dom $4>f'

Vi E I, on peut trouver un représentant ai (E $8) de ,i, (ai)I E Dom $cPf (voir
p. 73). Var ai = {XjLEJi (i E 1).

On déduit que
P 1- f$ f al ·1
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(voir p. 150) ; donc (j'appelle" J" l'union UJi)
iEI

snl=rrXj :: H j ·l J
$ f aI·1

(théorème de correction). Puisque ( rXj1 )J E IIsaHj (19.1),
J

( rXj1 )J E Domsrfr aIl

(définition 34 ; voir p. 96) ; c'est-à-dire

Vi E I, ( rXj1 )jEJi E Dom sr~/i

et

(voir p. 34).
Or

Vi E I, sr~/i( rXj1 )jEJi = ai =,i
(lemme 10). On vient de vérifier que (,i)I E Dom s4>r ; donc que

$-
Dom 4>r ç Dom s4>r
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•
Se mettre en garde - On trouve des sous-magmas stricto sensu de $0/= qui
n'ont pas toutes les qualités requises ...

Contre-exemple 1

e est cette exposition:

.. e = (V,X, P) ; V = (S,F,a) ;

• S = {***,E} ;

• Fo = {e} ; Vn E N*, Fn = 0 ;

• X = {x,y} ;

• P est l'ensemble de ces trois formules:

x :: *** . y :: E .
e : E .

Puisqu'il n'y pas de formule-identité, la super-congruence - est une relation
discrète (chaque élément n'est lié qu'à lui-même). On peut donc confondre
$0/_ et $0.

l - On vérifie facilement ceci ...
• $8 = {x,y,e}.
• $a*** = $e = {x,y,e}.

[Xl
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• $O"E = {y,e}.
• $<Pe n'est pas vide; $<Pe<> = rel
.3={x,y}.

MAGMA LIBRE

l><l

II - On considère maintenant le V-magma sO :

'" sO = (sn, s~, s<1» ; s~ = {sO"SlsES' s<1> = {s<PdfEJ:' ;
• sn = {x, y} ;
• sO"*** =sn = {x, y} ;
• sO"E = {y} ;
• s<Pe est vide.
Ce magma est un sous-magma stricto sensu de $8 (raisonnement trivial).

On vérifie bien que
(i) 3 ç sn ; que
(ii) le sO-sortage de rx1est identique à son $8-sortage ; et que
(iii) le sO-sortage de ry1est identique à son $8-sortage (rx1et ry1sont les

deux éléments de 3).
Faut-il s'en étonner? Non. sO est certes un sous-magma stricto sensu de

$8 ; mais il n'est pas un E-modèle! (s<Pe est vide alors que P f- r$ e .1). 0

Contre-exemple 2

On considère la même exposition, mais cette fois le V-sous-magma 20 :

'" 20 = (2n,2~' 2<1» ; etc. ;
• 2n = {x, y, e} ;
• 20"*** = 2[2 = {x,y,e} ;
• 20"E = {e} ;
• 2<Pe n'est pas vide; 2<Pe<> = e.

On vérifie bien que
(i) 20 est un E-modèle ; et que
(ii) 3 ç 2n.

20 est certes un sous-magma stricto sensu de $8 ; mais le 20-sortage de ry1
(élément de 3) n'est pas son $8-sortage ! (fy1 E $O"E mais ry1 (j. 20"E)' 0

Théorème 28 - $8/- est un 3-magma-libre de MOD(E).

Preuve

Preuve jolie. Lire le préambule et repérer les étapes du raisonnement (titre des
paragraphes) .

Soit cO un E-modèle. Soit K une fonction 3 -+ en qui a cette qualité:
V, E 3, VS E 5,

1 E $O's =? KCI) E eO"S

(K est une cO-valuation de 3).



CHAP.19

VI E L, XI E $O'H
I

(règle CONFA) ; donc rXl1 E $aH
I

(assertion 8 ; voir
p. 72). Donc

VI E L, 1\;( rXl1 ) E eO'H,

On veut trouver un prolongement
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(19.2)

de 1\; : 2: ~ en, prolongement qui soit un homomorphisme, et comme tel unique.

1 - Un candidat
Soit, E $8/=. On trouve un terme a E, ; a E $8, a =--=, et Vara = {Xj}J.

a E $8, c'est-à-dire P 1- r$ a .1. Puisque en est un e-modèle,

(théorème de correction) ; c'est-à-dire II eO'Hj ç Dom eT~J.
J

Or ( 1\;( rXj1 ) )jEJ E II eO'Hj (19.2) ; il Y a donc un élément
J

Cet élément est-il fonction de a, ou est-il fonction de , (= a) ? Soit b E , ;

b =, (= il) et Var b = {Xj}jEU' En raisonnant de la même façon, on vérifie que

et qu'il y a donc un élément

a E , et b E , ; donc a =b ; c'est-à-dire P 1- ra = b .1. Puisque en est un
e-modèle,

en 1= rrXj :: H j ·VEJUU a = b ·1
(théorème de correction). ( 1\;( rXj1 ) )jEJUU E II eO'Hj (19.2) ; donc

jEJuU

On vient de révéler cette fonction :

K: $8/= ~ en
, H eT~J( 1\;( rX j1 ) )jEJ

a étant n'importe quel représentant de ,.
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On va vérifier que cette fonction est le prolongement cherché.
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Remarquer (cas particuliers)
1 - Si le représentant a de, est sans variable, Dom cTa = (cn)O ; et

2 - Ve E Fo, si e E $8, e E $8/= ; donc

{

Dom c<Pe = Dom eTe = (cn)O
e E $8 => et

K(e) = cTe~ = c<Pe~

II - K est un prolongement de fi,
Soit, E 3. On trouve une variable xE, ; x =,. Donc

III - K est un homomorphisme $(3/= --+ cO
Pour le vérifier, on procède ainsi (définition 19 ; voir p. 54).

(19.3)

III-Î - VS ES, K($0'8) ç c0"8 ?
Soit SES. Soit, E $0'8. On veut vérifier que K(t) E c0"8.

On trouve un représentant a de" a E $0"8 (voir p. 72) ; Vara = {Xj}J' Par
définition de " $0"8 ",

Pl-fa:S·1
Donc

cO f= ffXj :: H j •FaS ·1
(cO est un t'-modèle). Donc

K(,) = cT~J( fi,( fXj1 ) )jEJ E cT~J(rr cO"H) ç c0"8
J

(19.2 ; et définition 35, voir p. 98).

III-ÎÎ-a - On veut vérifier ceci: Ve E Fo, Dom $1>e ç Dom c<Pe ; et si
Dom $1>e =f 0, alors

Si Fo = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi. Soit e E F o. Si Dom $1>e = 0, on
a fini. Sinon on procède ainsi.

Dom $1>e = ($8/ )0; donc Dom $<Pe = ($8)° et

$1>e~ = $<pe<>
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(voir p. 73). Dom $1>e = ($8)° ; donc P f- f$ e .1 et

$1>e<> = e

(voir p. 150). Donc e E $8 et

On se rappelle alors ,(19.3) que

Dom e1>e = (en)O = {~} = ($8/=)° = Dom $Je

et que

III-ii-b - On veut vérifier ceci: Vn E N*, Vf E Fn ,

et (I = {l, ... , n} )

$- $-
V(li)r EDam 1>r, K 0 1>r(,i)r = e1>r( K(li) )iEI
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Si F - Fo = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi. Soit f E F - Fo ;
f E Fn (n E N*). Si Dom $Jr = 0, il n'y a rien à vérifier. Sinon on procède ainsi.

Soit (,i)r EDam $Jr. Vi E I, on trouve un représentant ai de li,
(ai)r EDam $1>r (voir p. 73) ; ai E $8, fail = li et Var ai = {Xj}Ji'

Quel est l'élément nK(,i)I ?

nK(,i)r = (K('i) )iEI = (K( fail ) )iEI = (eT~/i( 1\;( fXjl ) )jEJi )iEI (19.4)

(ai)I EDam $1>r ; c'est-à-dire P f- f$ f al .1 (voir p. 150) ; ff aIl E $8.
Puisque en est un t'-modèle, (j'appelle" J " l'union UJi)

iEI

(théorème de correction). Donc

(19.2 ; et définition 34, voir p. 96) ; c'est-à-dire

Vi E I, (I\;( fXjl ) )jEJi E DomeT~:i

et
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(voir p. 34).
Donc

(19.4).
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On vient de vérifier que

Il reste à vérifier que

(proposition 16 ; voir p. 73). Donc

$- $- -
K 0 <Pr(,ih = K 0 <Pr( fail h = K( fr aIl)

On sait que

K( fr aIl) = cTrl aIl ( K,( fXjl ) )jEJ

(fr aIl E $8 ; voir p. 185) ; que

cTri aIl ( K,( fXjl ) )jEJ = c<Pr( cT~:i ( K,( fXjl ) )jEJi )iEI

(voir p. 34) ; et que

(voir p. 185). Donc

$-
K 0 <Pr({i)I

K( fr aIl) = cTf{ aIl( K,( fXjl ) )jEJ = c<pr( cT~:i( K,( fXjl ) )jEJi )iEI

c<pr( K(li) )iEI

IV - K est unique
Soit K' un homomorphisme $8/= ~ cO, qui a cette qualité:

V, E 3, K'({) = K,({)

Soit 1 E $8/=.. On veut vérifier que K'({) = K(,).
On trouve un représentant a de 1 (a E $8) et on raisonne par récurrence.

1er cas - a = x, x E X
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, = xE 3; donc
K'(,) = ~(,) = K(,)
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2e cas - a = e, e E Fo
e E $8 ; c'est-à-dire P f- r$ e .1. Donc Dom $<Pe = ($8)° et $<Pe\> = e (voir

p. 150). Donc Dom $~e = ($8/=)° et $~e\> = $<Pe\> = e (voir p. 73).
K'(t) = K'(e) = K'($~e\»' Parce que K' est un homomorphisme,

Dom c<Pe = (Jt)O et

Donc

(19.3).

3e cas - a = rr aIl, r E F n (n E N*), 1 = {l, ... ,n} et (Vi E l, ai E "T].
rr aIl E $8 ; c'est-à-dire P f- r$ r al .1. Donc (ai)I EDam $<Pr et

$<pr(aih = [r aIl (voir p. 150).
Donc ( rail hE Dom $<Pr et $~r( rail )I = $<Pr(~h) = rr aIl

(proposition 16 ; voir p. 73).
K.1r2 = K'( rr aIl) = K' 0 $~r( rail h. Parce K' est un homomorphisme,

( K'( rail) )iEI EDam c<Pr et

HYPOTHÈSE DE RÉCURRENCE - Vi E l, K'( rail) = K( rail ).

Donc

On sait d'autre part (K est aussi un homomorphisme) que

$- - -
K(,) = K 0 <Pr( rail h = c<pr( K( rail) )iEI

Donc K'(,) = K(t). •
Remarquer - Pour vérifier qu'il y a un prolongement homomorphique de ~, on
a plusieurs fois considéré cette propriété:

V, E 3, VS E 5, , E $O's :::} ~(t) E co"s

Pour vérifier qu'il n'y a qu'un seul prolongement homomorphique, on ne l'a
jamais considérée.
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Un magma initial dans la classe
des modèles

20.1 Toute bonne tranche d'un magma est le
support d'un sous-magma remarquable

20.1.1 Bonne tranche

Définition 49 (Bonne tranche) - Soit V un vocabulaire,. V = (S, F, a).
Soit n un V-magma,. n = (n,~, cp).

On appelle {( bonne tranche de n " tout sous-ensemble 5 du support n qui a
ces qualités :
i - VS ES, 5 n o"s #- 0 (5 (( coupe" tous les O"s) ,.
ii-a - Ve [e E Fa, Dom <Pe #- 0], <Peo E 5 (les éléments nommés de n sont

éléments de 5) ,.
ii-b - Vn E N*, Vf E F n , <Pr(5 n n Dom <Pr) ç 5 (5 est (( stable par chaque

<Pr ").

Remarquer
1 - Le support d'un magma en est une bonne tranche (n est une bonne tranche
de n).
2 - Grâce à la notation qu'on adoptée, on peut ne pas distinguer Fa et
F n (n E N*) (ii-a et ii-b).

Corollaire 15 - Une bonne tranche n'est pas vide.

Preuve - 5 ç n et n = 0"***. Donc 5 = 5 n n = 5 n 0"*** #- 0. •
Pourquoi s'intéresser aux bonnes tranches? Parce qu'elles sont les supports

de sous-magmas aux propriétés magnifiques; et parce que le sous-ensemble des
termes significatifs sans variable, quand il est une bonne tranche de $E>(E), est
le support d'un magma dont un quotient est un magma initial de la classe des
E-modèles.

190
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20.1.2 Le sous-magma remarquable

Soit V un vocabulaire; V = (S, F, a). Soit n un V-magma; n = (n, E, <I».
Soit S une bonne tranche de n.

S est le support de sn, un V-magma remarquable; sn = (S,sE,s<I»,
sE = {SeTshES' s<I> = {s4>r }ra"

Les sous-ensembles - VS E S, seTs = sn eTs.

On vérifie que seTs =1- 0, que seTs ç S et que seT*** = Sn eT*** = Sn n = s.

Les semi-constantes - Ve E Fa, s4>e est cette S-semi-constante :
Ci) Dom s4>e = Dom 4>e ;
Cii) si Dom s4>e =1- 0, s4>e<> = 4>e<>.

On vérifie que, si s4>e n'est pas vide, s4>e<> = 4>e<> E S (définition 49).

Les autres semi-fonctions - Vn E N*, Vf E Fn, s4>r est cette semi-fonction
sn -"7 S : (1 = {1, ... , n })
Ci) Dom s4>r = sn n Dom 4>r ;
Cii) V(f,ih EDam s4>r, s4>r(çih = 4>r(f,ih·

On vérifie que, V(çih EDam s4>r, s4>r(çih = 4>r(çih E 4>r(sn n Dom 4>r) ç S
(définitian 49).

Corollaire 16 - sn ç n.

Preuve
On procède ainsi (définition 21 ; voir p. 58).

i - VS E S, seTs = Sn eTS ç eTS.

ii - Vn EN, Vf E Fn ,

Dom s4>r = sn n Dom 4>r ç Dom 4>r

ii-a - Ve [e E Fa, Dom s4>e =1- 0], s4>e<> = 4>e<>.

ii-b - Vn E N*, Vf E F n , (I = {1, ... ,n})

V(çih EDam s4>r, s4>r(çi)1 = 4>t(çih

•
Théorème 29 - Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (S,F, a), Fa U X =1- 0.
Soit a un (V,X)-terme j Vara = {Xj}J, Card J = m.

Soit n un V-magma. Soit S une bonne tranche de n. On considère le
V-sous-magma sn, les semi-fonetions T;J : nm

-"7 n et sT~J : sm -"7 S.

1er cas - Vara = 0
Dom STa = Dom Ta. Si Dom STa =1- 0, STa<> = Ta<> j donc Ta<> ES.

2e cas - Vara =1- 0
Dom sT~J = sm n Dom T;J. Si (Çi)J E Dom sT~J,

sT~J(Çih = T;J(Çi)J

Donc T;J(sm n Dom T;J) ç S (S est {( stable par T;J ").
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Preuve

MAGMA INITIAL

Preuve dans l'esprit de l'étude. Le raisonnement est plusieurs fois récursif:
récurrences liées aux fonctions tau, et récurrence liée à la propriété annoncée.

Grâce à la notation qu'on a adoptée, on peut confondre les deux cas. On
raisonne par récurrence.

1 - a est atomique
1-1 - a = e E :Fo

STa = STe = s4>e et Ta = Te = 4>e. On sait que Dom s4>e = Dom 4>e et que, si
Dom s4>e =1- 0, s4>e<> = 4>e<> (voir p. 191).

Donc Dom STe = Dom s4>e = Dom 4>e = Dom Te. Et si Dom STe =1- 0,

Puisque s4>e<> E S (s4>e est une S-semi-constante), on déduit que Te<> = s4>e<> E S.

1-2 - a = x E X
ST~ = sT~ = Ids et T; = T; = Idn. On vérifie que

Dom sT~ = S = S n n = S n Dom T:

et que, si ç E Dom sT~ = S (Ç n),

II - a n'est pas atomique
a = rr aIl, r E:Fn (n E N*), l = {1, ... ,n} et [Vi E I, 3.i E I\T].

Vi E I, Var ai = {XjLEJi ; Card Ji = mi.

On sait que

et que

D XJ {om sTrr aIl =

1

}

(çj)J E sm
Vi E I, (Çj)jEJi E Dom ST~:i

et (ST~iJi(çj)jEJi )iEI E Doms4>r
(20.1 )

V(çj)J E DomsTrl aIl' sTrl aIl (çj)J = s4>r( ST~:i(çj)jEJi )iEI

(voir p. 34).
On sait que

(20.2)

D XJ {om Trr aIl =

1

}

(çj)J E nm

Vi E I, (Çj)jEJi E DomT:/i

et ( T:/i (çj )jEJi )iEI E Dom 4>r
(20.3)
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et que

(voir p. 34).
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(20.4)

II-l - Dom STrr aIl = sm n Dom T~JaIl?

H " V' l D XJ- sm- D XJ-YPOTHESE DE RECURRENCE - Z E , om STai' = • n om Tai 1.

• Dom sTrt aIl ç sm n Dom T~/aIl?

Dom STrt aIl ç sm (raisonnement trivial). Puisque sn ç n,

(théorème 9 ; voir p. 61). Donc Dom sTrr aIl ç sm n Dom T~JaIl'

• sm n Dom T~JaIl ç Dom sTrt aIl?

Si sm n Dom T~JaIl = 0, on vérifie immédiatement l'inclusion. Sinon on
procède ainsi.

Soit (çj)J E sm n Dom T~JaIl' Vi E I, (Çj)jEJi E Smi n Dom T~Ji (20.3) ; donc

Vi E I, (Çj)jEJi E Dom ST~:i

(hypothèse de récurrence). On sait que

ST~:i(çj)jEJi = T~Ji(çj)jEJi

(théorème 9 ; voir p. 61).
On vérifie alors que

( ST~:i(çj)jEJi )iEI E sn

(ST~:i est une semi-fonction smi ---r S) et que

(E S)

(20.3). Donc

(voir p. 191).

( ST~:i (Çj)jEJi )iEI E sn n Dom cPr = Dom scPr

On vient de vérifier que (çj)J E Dom sTrt aIl (20.1) ; donc que

II-2 - On a vérifié que

D XJ sm n D XJom STrr ail = om Trr ail

On vérifie le reste simplement...
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(théorème 9 ; voir p. 61) ; en outre,

(STrr aIl est une semi-fonction sm -,. 5). On vient de vérifier que

donc que

•
Théorème 30 - Soit (V,X) un grand-vocabulaire j V = (S,F,a). Soit A une
séquence symbolique qui est

soit rrXj :: Kj ·ljEJ $ a .1,
a E "T(V,X), Vara = {Xj}J et [Vj E l, K j ES] j

soit rrXj :: Kj .VEJ a : E .1,
a E "T(V, X), Var a = {Xj}J, [Vj E l, K j ES] et E ES j

soit rrXj :: Kj .1jEJUU a = b .1,
a,b E "T(V, X), Vara = {Xj}J, Varb = {Xj}u et [Vj E lu U, K j ES] j

soit rE =< F .1,
E,F E S j

soit rr : El » F .1,
r E F n (n E N*), l = {l, .. . n}, [Vi E I, E i ES] et F E S.

Soit n un V-magma. Soit 5 une bonne tranche de n. On considère le V-magma
sO.

n FA => sn FA

Preuve

Analyse par cas, sans surprise.

On suppose que n 1= A. On veut vérifier que sn F A.

1er cas - A = rrXj :: Kj .VEJ $ a .1
• Vara = 0

n F r$ a .1 ; c'est-à-dire Dom Ta = na. Donc

Dom STa = Dom Ta = na = {o} = 50

(théorème 29) ; c'est-à-dire sn F r$ a .1-
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• Var a =1- 0
J'appelle" m " le cardinal de J. n 1= rrXj :: K j .VEJ $ a ·1

c'est-à-dire
II (JK j ç Dom T: J

jE]

Donc

II S(JKj = II (S n (JKj ) = sm n II S(JKj ç sm n Dom T: J = Dom ST~J
JEJ JEJ JEJ
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(théorème 29) ; c'est-à-dire sn 1= rrXj .. K j ·VE] $ a ·1·

2e cas-A= rrXj :: K j ·ljEJ a : E .1
• Vara = 0

n 1= ra : E .1 ; c'est-à-dire Dom Ta = n° et Ta~ E (JE. On a déjà vérifié
qu'alors Dom STa = SO (cette preuve; voir supra). li reste à vérifier que

Or STa~ E S (STa est une S-semi-constante) ; et STa~ = Ta~ E O'E. Donc

On vient de vérifier que

sn 1= ra E·l

• Vara =1- 0
n 1= rrXj .. K j .VEJ a : E .1 ; c'est-à-dire

II (JKj ç Dom T: J

jE]

et
T:

J(II O'KJ ç O'E
jE]

On a déjà vérifié qu'alors
II S(JKj = Dom sT~J
jE]

(cette preuve; voir supra). li reste à vérifier que

sT~J(II SO'KJ ç SO'E

JEJ

Or d'une part
sT~J(II SO'KJ ç S

jE]
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(sT~J est une semi-fonction sm ~ 5) ; et d'autre part
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sT~J(II SO"KJ = T;J(II SO"KJ ç T;J(II O"Kj) ç O"E
JEJ JEJ JEJ

Donc
sT~J(II SO"KJ ç 5 n O"E = SO"E

JEJ

3e cas -A = rrXj :: K j .1jEJUU a = b .1
• Var a U Var b = 0

n ~ ra = b .1 ; c'est-à-dire Dom Ta = Dom 7b = n° et Ta <> = 7b<>. On a
déjà vérifié qu'alors Dom STa = 50 et Dom STh = 50 (cette preuve; voir .mpra).
Il reste à vérifier que

• Var a U Var b i= 0
n ~ rrXj :: K j •VEJUU a = b .1 ; c'est-à-dire

II O"K j ç Dom T;J,
JEJ

II O"Rj ç Dom T~u
JEU

et
V(Çj)jEJUU E II O"Kj' T;J(Çj)J = T~U(Çj)jEU

jEJuU

On a déjà vérifié qu'alors

II SO"Kj = Dom ST~J et II SO"Kj = Dom ST~u
JEJ JEU

(cette preuve; voir supra). Il reste à vérifier que

V(Çj)jEJUU E II SO"Kp sT~J(Çj)J = sT~U~Çj)jEU
jEJuU

OrV(çj)jEJuuE II SO"Kj(Ç II O"Kj)'
jEJuU jEJUU

4e cas - A = rE =< F .1
n ~ rE =< F .1 ; c'est-à-dire O"E ç O"F ; donc

c'est-à-dire sn ~ rE =< F .1.
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se cas - A = rf : El » F .1
n 1= rf : El » F .1 ; c'est-à-dire

II O"E; ç Dom cPf et cPf(II O"E;) ç O"F
iEI iEI

On déduit d'abord que

II SO"E; = II (S n O"E;) = Sn n II O"E; ç sn n Dom cPf = Dom ScPf
iEI iEI iEI

prus que
scPf(II SO"E;) = cPf(II SO"E;) ç cPf(II O"E;) ç O"F

iEI iEI iEI

Par ailleurs

scPf(II SO"E;) ç S
iEI

(ScPf est une semi-fonction sn -, S) ; donc

scPf(II SO"E;) ç S n O"F = SO"F
iEI

On vient de vérifier que

sn 1= rf El» F ·1
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•
20.2 Le magma des termes significatifs sans

variable, Le
À quelle condition le sous-ensemble

est-il une bonne tranche de $e ? (S est le sous-ensemble des termes significatifs
sans variable).

On trouve en fait des expositions pour lesquelles cet S n'est pas une bonne
tranche.

Contre-exemple - On connaît oE, qui est une exposition minimale (voir p. 126). l><l
Puisque oF = 0, il n'y a pas de terme sans variable (L'>.T(oV) = 0). Par
conséquent L'>.T(oV) n $8(oE) = 0 ; cette intersection n'est donc pas une bonne
tranche (une bonne tranche n'est pas vide; corollaire 15, voir p. 190). 0

On est ainsi amené à s'intéresser à certaines expositions, les expositions
comblées.
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Définition 50 (Exposition comblée) - Soit E une exposition;
E = (V,X, P), V = (S,F,a).

On dit que E est comblée pour exprimer qu'elle a cette qualité:

VS E S, :3a E l::.T(V), P f- ra : S .1
(chaque $(TS comprend au moins un terme sans variable).

Proposition 38 - Si E est comblée, alors l::.T(V) =1= 0.

Preuve - Si E est comblée, :3a E l::.T(V), P f- ra : *** .1- Donc l::.T(V) 1- 0.•

Corollaire 17 - Si E est comblée, alors F o 1- 0.

Preuve - Puisque l::.T(V) =1= 0, F o 1- 0 (assertion 7 ; voir p. 27).

Théorème 31 - Quelle que soit E = (V, X, P) une exposition comblée,
l::.T(V) n $8(E) est une bonne tranche de $E>(E).

Preuve

Preuve guidée par une définition. Le raisonnement est simple, mais important à
bien comprendre car la propriété est essentielle.

On procède ainsi (définition 49).
i - VS ES, :3a E l::.T(V), P f- ra : S .1 (E est comblée); donc

a E l::.T(V) n $(TS

On vient de vérifier que (l::.T(V) n $8) n $(TS = l::.T(V) n $(TS n'est pas vide.

ii-a - Ve [e E Fo, Dom 1Je =1= 0],

$<Pe = e E l::.T n $8

(voir p. 150).

ii-b - Vn E N*, Vf E F n ,

(voir p. 150) ; en particulier, si [Vi E I, ai est sans variable], alors $1Jr(ai)I est
sans variable. On vient de vérifier que

•

•
Si E est comblée, l::.T(V) n $8(E) est une bonne tranche de $E>(E) ; on peut

alors considérer le magma
$1,;\

6Tn$E) '0

C'est le magma des termes significatifs sans variable.

Notation
Soit E une exposition comblée; E = (V,X, P), V = (S,F,a).
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1 - .6.8 = .6.7 n $8.

2 -.6.e est le magma .o.TnSe$e ; .6.e = (.6.8, .6.~, .6.<p), .6.~ = {.6.as}sES'
.6.<p = {.6.4>rho:".

Remarquer

• VS ES, .6.as = .6.7 n $as (voir p. 191).

• Ve E Fo, Dom .6.4>e = Dom $4>e (voir p. 191).

• Vn E N*, Vf E Fn, Dom .6.4>r = (.6.7)n n Dom $4>r (voir p. 191).
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20.3 Un E-modèle remarquable, 68/6

Définition 51 (Relation .6.) - Soit (V, X, P) une expo8ition comblée. Soit a
un V-terme (terme 8an8 variable) j 80it b un V-terme.

On dit que a est lié à b par .6. pour exprimer que

pf-ra=b·l

Remarquer - On vérifie que, si a .6. b, alors a E $8 et b E $8 (règle IDEX) ;

donc a E .6.8 (= .6.7 n $8) et b E .6.8. Par la relation .6., on a880cie de8 élément8
de .6.8.

Assertion 13 - a ~ b :::} a = b.

Assertion 14 - Soit a E .6.8. Soit b E .6.8.

a=b :::}
.6.

a=b

Théorème 32 - La .6.8-relation binaire g e8t une .6.e-8uper-congruence.

Preuve
• .6. e8t réflexive - Soit a E .6.8 (Ç $8). a - a (= est réflexive; théorème 23,

voir p. 157) ; et a est ~ans variable. Donc a .6. a (assertion 14).

• .6. e8t 8ymétrique et tran8itive - On raisonne de la même façon.

• .6. e8t compatible avec le8 opération8 fondamentale8 de .6.e
On veut vérifier que,

Vn E N*, Vf E F n , (I = {1, ... ,n})
V(ai)r E Dom .6.4>r, V(bi)r E (.6.8)n,

si [Vi E I, ai .6. bi], alors (bi)r E Dom .6.4>r et .6.4>r(ai)r ~ .6.4>r(bi )I

(définition 27 ; voir p. 82).

Si F - F o = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi. Soit f E F - Fo ;
f E F n (n E N*). Si Dom .6.4>r = 0, on a fini. Sinon on procède ainsi.
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Soit (ai)I E Dom ~</>r' Soit (bi)I E (~e)n, [Vi E I, ai ~ bi].
On vérifie immédiatement que (aih EDam $</>r, que (bih E ($e)n et que

[Vi E I, ai == bi] (raisonnement trivial).
Puisque == est une $E>-super-congruence (théorème 23 ; voir p. 157), on

déduit déjà que
(bih EDam $</>r et $</>r(ai)I == $</>r(bi)I

Or (bi)I E (~e)n et (ai)I E Dom ~</>r ; donc

(bih E (~et n Dom $</>r = Dom ~</>r

et
~</>r(aih = $</>r(aih =$</>r(bih = ~</>r(bih

Enfin, puisque ~</>r(aih E ~e et ~</>r(bih E ~e,

~</>r(aih ~ ~</>r(bih

(assertion 14 ; voir p. 199).

Notation - Soit a E ~e ; a est la classe des termes b, b ~ a. Ne pas
confondre aet a ; a Ça!

•

Si t: est une exposition comblée, on peut alors considérer le magma-quotient

~ ~-- - --
Notation - ~E>/= = (~e/=, ~~, ~<I», ~~ = {~as}sEs, ~<I> = {~~rlrE.1·'

Théorème 33 - Quelle que soit t: = (V, X, P) une exposition comblée, le

V-magma-quotient ~E>(t:)/~ est un t: -modèle.

Pour prouver ce théorème, on prouve d'abord deux lemmes.

Lemme Il - Soit A une (V, X)-formule germinale qui n'est pas une
formule-identité; sa P-garniture est une séquence XA.

Preuve
P f- A =} $E> 1= rXA Al

(lemme 6 ; voir p. 158). Et

$E> 1= rX A Al=} ~ E> 1= rX A Al

(~e est une bonne tranche de $E> ; théorème 30, voir p. 194).

Lemme 12 - Soit a E "T(V,X); Vara = {XjlJ. Soit b E "T(V,X);
Varb={Xj}jEU' VjEJUU, le P-confinementde Xj est rXj :: H j .1 (voir
p. 109).

P f- ra = b.1 =} ~E>/~ 1= r rXj :: H j .1 jEJuU a = b ·1

•
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Preuve

C'est le cœur de l'argumentation. Le magma des termes significatifs sans variable
ressemble à celui des termes significatifs, et en est un sous-magma; on
particularise donc ce qu'on sait déjà en veillant à la stabilité des propriétés.

Soit a E /\T, soit b E /\T, P f- fa = b .1. On veut vérifier ceci.

(I-a)b.e/~ I=ffXj .. H j .liEJ $ a .1 et

(I-b) b.e/g 1= ffxj .. H j ·liEU $ b .1 ;

( ) W( ) II b.= b.=X J () b.=XU
()II v Ij jEJuU E O"Hj' Ta Ij jEJ = Tb Ij JEU·

jEJUU
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1- P f- fa = b .1 ; donc P f- f$ a .1 et P f- f$ b .1 (règle IDEX). Donc

b.el=ffxj:: H j .1jEJ $ a.l (20.5)

et
(20.6)

(lemme 11). Donc

et
b.e/b. 1= ffXj .. H j ·ljEU $ b .1

(corollaire 6 ; voir p. 105).

(20.7)

(20.8)

W( ) II b.= b.=X J () b.=XU() ?II - v Ij jEJuU E O"Hj' Ta Ij jEJ = Tb Ij JEU .
jEJuU

II-1 - 1er cas - Var a U Var b = 0
Dom b.Ta = Dom b.ra = {o} (20.5 et 20.7) ; Dom b.Tb = Dom b.rb = {o}

(20.6 et 20.8).
Donc

(théorème 15 ; voir p. 75).
On veut vérifier que

Il suffit donc de vérifier que
b. b. b.TaO = TbO

(si leurs classes sont égales, c'est qu'ils sont liés par g).

b. $TaO= TaO=a

(proposition 28 ; voir p. 150).
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On vérifie directement que a E b.e et b E b.e ; donc, puisque
Pf-fa=b .1,

On vient de vérifier que

II-2 - 2e cas - Var a U Var b i 0 (J U U =1= 0)
Soit

('fj)jEJUU E II b.aHj
jEJuU

Vj E J U U, on trouve un terme d j E b.O'H)' d j E Ij (voir p. 72) ; d j E b.e,

fd j 1= Ij'

(,j)J E Dom b.T~J (20.5} ('Yj)jEU E Dom b.~U (20.6), (dj)J E Dom b.T~J

(20.7) et (dj)jEU EDam b.Tb
U (20.8).

Donc

b.=XJ() A XJ(d)Ta Ij J = L..>.Ta j J

(théorème 15 ; voir p. 75).
On veut vérifier que

Il suffit donc de vérifier que

b. XJ(d) b. b. XU(d )Ta j J = Tb j JEU

et
b.T~U(d; )jEU = $T~U (dj )jEU = b{d j @Xj LEU

(proposition 29 ; voir p. 151).
Vj E J U U, d j E b.O'Hj ; c'est-à-dire d j est sans variable et

Pf- fdj : H j .1. Donca{dj@xjbestsansvariable,b{dj@xj}jEuestsans
variable, et

P f- fa{dj @xjb = b{dj @Xj}jEU .1
(règle SID). C'est-à-dire

On vient de vérifier que

•
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Preuve du théorème 33
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S'il n'y a pas de (V, X)-formule germinale élément de P, on a fini. Sinon on
procède ainsi.

Soit A E P, A étant une formule germinale. J'appelle" XA " sa
P-garniture.

1 - Si A n'est pas une formule-identité, on sait que .6.E> l= rXA Al
(lemme 11). Donc

(corollaire 6 ; voir p. 105).

2 - Si A est une formule-identité, on sait immédiatement que

(lemme 12). •
20.4 Un magma initial dans la classe des

t'-modèles

Définition 52 (Magma initial) - Soit V un vocabulaire. Soit CLA une
classe non vide de V -magmas.

On appelle (( magma initial de CLA " tout magma bn E CLA qui a cette
qualité:

Ven ECLA, il existe un unique V -homomorphisme bn ---+ en.

Théorème 34 - Quelle que soit i une exposition comblée, le magma-quotient

.6.E>/~ est un magma initial de MOD(i).

Preuve

Jolie preuve-feuilleton d'existence et d'unicité. On en saisira l'esprit en lisant le
préambule et les titres des paragraphes (les différentes étapes du raisonnement).

Cette preuve ressemble à la preuve du théorème 28 (voir p. 184).

On sait que .6.E>/~ est une i-modèle (théorème 33). Soit en un i-modèle ;
en = (Jl, c~, cep). On veut trouver un homomorphisme

et vérifier qu'il est unique.

1 - Un candidat
Soit, E .6.e/~. li y a au moins un terme a E , (une classe d'équivalence

n'est pas vide) ; a E .6.8, a = ,.
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a E 68 ; donc P f- r$ a .1. Puisque en est un t'-modèle,

(théorème de correction) ; c'est-à-dire

Il Y a donc un élément

Cet élément est-il fonction de a, ou est-il fonction de , (= a') ? Soit b E, ;
b = , (= a). En raisonnant de la même façon, on vérifie que

et qu'il y a un élément
eTb<> E J1

a E , et b E , ; donc a ~ b ; c'est-à-dire

Puisque en est un t'-modèle,

en F ra = b ·1
(théorème de correction) ; donc

On vient de révéler cette fonction:

6
7l' : 68/= --+ en

, 1-+ cTa<>

a étant n'importe quel représentant de ,.

II - 7l' est un homomorphisme 68/
6

--+ en
Pour le vérifier, on procède ainsi (définition 19 ; voir p. 54).

II-i - VS ES, 7l'(60'S) ç eO"S ?

Soit SES. Soit, E 60'S. On trouve un représentant a de " a E 60"S (voir
p.72).
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P f- ra : S .1

Puisque cn est un E-modèle,

cn F ra s·l
(théorème de correction) ; donc

On vient de vérifier que

II-ii-a - On veut vérifier ceci: Ve E :Fo, Dom l:!.=:$e ç Dom c<Pe ; et si
Dom l:!.=:$e =j:. 0, alors
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Si :Fo = 0, on vérifie immédiatement la propriété. Sinon on procède ainsi.
Soit e E :Fo. Si Dom l:!.=:$e = 0, on vérifie immédiatement la propriété. Sinon on
procède ainsi.

- l:!.
Dom l:!.";je = (l:!.ej=)O ; donc Dom l:!.<pe = (l:!.e)O et

(voir p. 73).
Donc Dom $<Pe = Dom l:!.<pe =j:. 0 et

l:!.<peo = $<Pe 0 (= e)

(voir p. 191).
Donc P f- r$ e ·1 ; et cn F r$ e .1 (cn est une E-modèle) ; c'est-à-dire

DomcTe = (cS1)0. On vient de vérifier que

En outre, puisque
l:!.= = =-

<Peo = l:!.<peo = $<Peo = ë

e est un représentant de l:!.7$eo ; donc
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II-ii-b - On veut vérifier ceci: Vn E N*, Vf E F n ,

et (I = {1, ... , n })

MAGMA INITIAL

Si F - Fa = 0, on vérifie la propriété immédiatement (raisonnement trivial).

Sinon on procède ainsi. Soit f E F - Fa ; f E F n (n E N*). Si Dom Do4>f = 0, on
vérifie la propriété immédiatement (raisonnement trivial). Sinon on procède
aInSI.

Soit ("Yih E Dom Do4>f' Vi E I, on trouve un représentant ai de li,
Do' Do =

(~)I E Dom <Pf (vOIr p. 73) ; ai E e, rail = li,
Quel est l'élément n?T(lih ?

n?T(,ih = ( ?T(,i) )iEI = ( cTa;<> )iEI

Puisque (ai)I E Dom Do<Pf = (DoT)n n Dom $<Pf'

P f- r$ f al ·1

(voir p. 150). Donc

cf! F r$ f al ·1
(théorème de correction) ; c'est-à-dire Dom cTrf aIl = (c!1)a. En particulier

( cTa;<> )iEI E Dom c<Pf

(voir p. 32).
On vient de vérifier que

donc que

Il reste à vérifier que

Puisque (ai)I E Dom Do<Pf n II li,
1

(20.9)
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(voir p. 73).
On sait que
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D.<pr(ai)I = $<pr(ai)I = ff aIl

(voir pp. 191 et 150). Donc ff aIl (qui est sans variable) est un représentant de
D.=<Pr(,i)1 ; donc

On sait que

(voir p. 32) et que

(20.9).
On vient de vérifier que

III - 7f est le seul homomorphisme D.e/~ --+ en
Soit 7f' un homomorphisme D.e/D. --+ en. Soit, E D.e/D.. On veut vérifier

que
7f'(,) = 7f(r)

Il Y a au moins un représentant a de , ; a E D.e = D.T n $8, a=,.
a E $8 ; c'est-à-dire P 1- f$ a .1. Donc Dom $Ta =J. 0 et $TaO = a

(proposition 28 ; voir p. 150).
Donc Dom D. T a = Dom $Ta f. 0 et D.T aO = $TaO = a (théorème 29 ; voir

p. 191).

Donc Dom D.Ta :2 Dom D.Ta =J. 0 et a= D.Tao = D.Tao (théorème 15 ; voir
p. 75).

On vient de vérifier que
- D.=, = a = TaO

Puisque 7f' est un homomorphisme D.e/~ --+ en, Dom eT a :2 Dom D.Ta =J. 0 et

(théorème 7 ; voir p. 55).
On vient de vérifier que

donc que 7f' = 7f. •





Partie IV

Finale
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Chapitre 21

Conclusion, discussion,
prospective

Par cette seule étude je ne crois pas avoir épuisé le sujet, qui paraît vaste et
riche. Il subsiste en effet des questions ouvertes, et on imagine aisément la
généralisation et l'automatisation de l'algèbre G.

- Résultats non exposés
- Partie du sujet non explorée (questions ouvertes)
- Augmenter la théorie
- Algèbre G et programmation

Résultats non exposés

On peut toujours combler une exposition

On a vérifié que, quelle que soit E une exposition comblée, le

magma-quotient 1:::.8(E)j 1:::. est le magma initial de la classe des E-modèles
(théorème 34 ; voir p. 203).

Or il y a des expositions non comblées (section Deux semi-groupes liés par
un homomorphisme; voir p. 130). On doit donc se poser cette question: que E
soit comblée, est-ce une condition cruciale ou limitative pour qu'il existe un
magma initial (dans la classe des E-modèles) ?

En fait, non. Car on peut toujours combler une exposition par la technique
de Henkin [7] : on ajoute des symboles de constante et des
formules-appartenance de telle façon que chaque sorte soit Il habitée" par un
terme significatif sans variable; l'exposition augmentée E+ est comblée, et
l'extension conservative.

Chaque substitution" bien sortée " correspond à un endomorphisme
du magma des termes significatifs

On considère une exposition E et une valuation bien sortée des variables,
c'est-à-dire une suite
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(à chaque variable on associe un terme qui a la sorte de la variable; voir pp. 109
et 149).

On peut alors vérifier que la fonction

$8 -+ $8
a 1---+ a{dj@xj}jEJ

(Vara = {Xj}jEJ) est un endomorphisme de $8.

Partie du sujet non explorée (questions
ouvertes)

Peut-on généraliser le grand théorème de Birkhoff ?

Une classe de t'-modèles n'est pas n'importe quelle classe de V-magmas.
Peut-on caractériser une telle classe par ses propriétés, sans faire aucune
référence à t' ?

Procédant par analogie, on cherchera pour commencer à généraliser le grand
théorème de Birkhoff, c'est-à-dire à répondre à cette question:

Une classe de V-magmas qui a ces qualités (une variété) :
• tout sous-magma d'un magma de la classe est dans la classe;
• toute image homomorphe d'un magma de la classe est dans la classe;
• tout produit de magmas de la classe est dans la classe;
est-elle une classe de t'-modèles (t' restant à déterminer) ?

Existence d'un magma libre

Quelle que soit t' une exposition, il y a toujours un magma libre dans la
classe des t'-modèles; $8(t')j = est en effet un 3-magma-libre de la classe des
t'-modèles (théorème 28 ; voir p. 184).

La classe de tous les V -magmas, une sur-classe de la classe des t'-modèles,
est-elle aussi bien organisée? peut-on y trouver un magma libre? Il semble que
non.

Augmenter la théorie

Semi-prédicat

Les seuls prédicats qu'on a considérés sont des prédicats spéciaux:
.1'identitéUa=b .1);
• l'appartenance ( ra : E .1) ;
• l'existence (r$ a ·1)·

Pour marier l'algèbre G avec la logique du premier ordre, on pense aussitôt à
introduire le concept général de semi-prédicat (le domaine d'un semi-prédicat
pouvant être inclus stricto sensu dans le support du magma), et à développer un
langage (formules) et un calcul (règles d'inférence) adéquats. Il y a quelques
jalons [26,27].
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On n'a considéré aucune opération relative aux sortes: ni l'union, ni
l'intersection, ni le complémentaire, ni etc. Or faire apparaître de telles
opérations est bien utile. Par exemple, on constate sans peine que pour décrire
le domaine de toute composée de semi-fonctions il suffit de faire référence à ces
deux seules opérations:
• l'intersection de sous-ensembles (E n F) ;
• la j-l-image d'un sous-ensemble ( j-l(E) ).

Aussi est-on tenté d'enrichir le langage et le calcul à cet effet. Mais il faut
auparavant résoudre une difficulté liée à l'ensemble vide (on n'a considéré que
des sortes non vides; or si l'on accepte de considérer En F, on ne peut exclure
que En F = 0 ; voir infra).

Être affirmatif ou spéculatif

Le problème des sortes vides est un cas particulier d'un problème plus
général, lié à cette opposition:

Doit-on être affirmatif? - On ne raisonne que sur des objets existants; tout
nom est le nom d'un objet.

Ou peut-on être spéculatif? - On raisonne avec des noms. Quand ces noms
désignent des objets, on dit alors quelque chose de correct à leur sujet. Par
exemple, quand on écrit

"Ix E 0, x = x

" x " ne dénote aucun objet, ce n'est qu'un nom.

Si l'on pouvait, on choisirait naturellement d'être toujours affirmatif.
Pourtant on constate qu'il n'y a pas une seule preuve mathématique d'une
certaine ampleur sans raisonnement spéculatif (ne serait-ce qu'à cause
d'ensembles peut-être vides). Est-ce une simple commodité? Ou y a-t-il une
raison fondamentale? Peut-on formaliser d'une manière complète les
raisonnements de ce type?

C'est un proh1ème fascinant mais périlleux: le logicien traditionnel refuse
absolument d'écrire des noms qui ne dénotent rien.

Inclusion et exclusion - Marier l'algèbre G et la théorie des types

La notion originelle de type ('x-calcul typé, théorie des types de Martin-Lof,
types du langage de programmation Pascal) correspond à une intention de
classement exclusif: les ensembles considérés sont deux à deux disjoints (on ne
mélange pas les choux et les carottes) ; en particulier aucun d'eux n'est
sous-ensemble d'un autre. Chaque objet a ainsi un et un seul type, de sorte que
si l'on sait que a a la type A et b le type B, B f. A, alors on peut déduire que
a f. b (on ne confond pas 3 km et 3 kg). Ce classement exclusif est important,
car c'est de cette façon qu'on parvient à " stratifier" l'univers considéré
(individus, fonctions, fonctionnelles, etc.).
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Or l'objet de l'algèbre G est exactement contraire. On veut et on sait
exprimer l'inclusion (rPrimate =< Mammifere .1 ; une carotte est un légume,
est un végétal) ; mais on est incapable cette fois d'exprimer l'exclusion.

Aussi suis-je conduit à imaginer que l'algèbre G et la théorie des types sont
deux instances d'un théorie englobante, par laquelle on rendrait compte et de
l'exclusion et de l'inclusion. Qu'une telle synthèse soit possible est d'autant plus
crédible que de leur côté les théoriciens des types l'envisagent aussi.

Algèbre G et programmation

U ne sémantique de la programmation " objet "

On peut proposer l'algèbre G comme une sémantique des langages de
programmation" objet" et notamment de l'héritage. Dire qu'un objet x de
type automobile est aussi de type véhicule terrestre à moteur (vam), et donc
hérite des propriétés de la super-classe, c'est exactement dire

Automobile =< Vam .

L'héritage correspond donc à l'inclusion.

Automatiser le calcul

L'algèbre G est livrée toute prête à être automatisée: le calcul proposé est
en effet purement symbolique, et l'interprétation de ce calcul nette, satisfaisante
et sans paradoxe connu. Aussi est-qn tenté d'en dériver un outil informatique de
validation-démonstratiàn, voire un langage de programmation [44,45,48].

Il faudra pour cela s'inspirer des algorithmes connus de récriture. Toutefois,
parce qu'on passe de l'algèbre universelle à l'algèbre G par un saut qualitatif (la
logique présentée est beaucoup plus qu'une logique de l'égalité), j'imagine que la
récriture n'est qu'un fragment du mécanisme voulu.
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Appendice A

Notation

A.l Préliminaires - Ensembles d'indices

Soit n un entier naturel non nul (n E N*). On considère cet ensemble
d'indices, qui n'est pas vide:

I={l, ... ,n}

Soit L un sous-ensemble fini de N*. On considère les ensembles d'indices J
et K.

• J ç L ; Card J = m.
Ou J = 0.
Ou J = {jt,j2" .. ,jm}, 1 ~ jl < j2 < ... < jm'

• K ç L ; Card K = q.
Ou K = 0.
Ou K = {kl ,k2 , ••• ,kq }, 1 ~ kl < k2 < ... < kq •

A.2 Notation générale

A.2.1 Produit d'ensembles

Soit <> un élément de l'univers (par exemple l'étoile Arcturus). Soit n un
ensemble.

• n° = {<>}.

• II n = nm
•

jEJ

On vérifie que II n = n° = {<>}.
jE0

On suppose que L =10. Vl E L, soit HI un ensemble.

• Si J =1 0, II H j = Hi! x ... x H jm ·

JEJ
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• IIHj = {o}.
jE0

A.2.2 Ensemble d'éléments désignés

NOTATION

On suppose que L =f. 0. Vi E L, soit Xl un certain objet. Soit X un certain
objet.

• Si J =1=- 0, {Xj}jEJ = {Xjll"" Xjm}'

• {Xj}jE0=0.

• {X,XjLEJ = {x} U {Xj}jEJ.

Si l'expression abrégée n'est pas ambiguë, on peut écrire" {Xj} J " au lieu de
" {XjLEJ " etc.

A.2.3 Multiplet

On suppose que L =f. 0. Vi E L, soit Xl un certain objet. Soit X un certain
objet.

• Si J =1=- 0, (Xj)jEJ = (Xj1"'" Xjm)'

• (Xj)jE0 = o.

• Si J =1=- 0, (x, Xj)jEJ = (x, Xj1"'" Xjm)'

• (x, Xj)jE0 = X.

• Si J =1=- 0 et si K =f. 0, (Xh,X,Xj)kEK,jEJ = (Xkll,,,,Xkq,X,Xjll .. ·,Xjm)·

• Si J =1=- 0, si p une permutation J f-+ J, (Xp(j))jEJ = (X p(j1)"'" xp(jm))'

Si l'expression abrégée n'est pas ambiguë, on peut écrire" (Xj)J " au lieu de
" (Xj)jEJ " etc.

A.2.4 Argument et résultat

Soient f une semi-fonetion, (Yi)iEI un élément de son domaine.
f(Yi)iEI = f(Yb ... ,Yn)' Si l'expression abrégée n'est pas ambiguë, on peut écrire
" f(Yih " au lieu de " f(Yi)iEI ".

On suppose que L =f. 0. Vi E L, soit Xl un certain objet. Soit x un certain
objet.

• Soit e un semi-constante non vide. e( Xj )jE0 = eo.

• Soit g une semi-fonetion, (x, Xj)jEJ étant élément de son domaine. Si J =1=- 0,

g(x,Xj)jEJ = g(X,Xjll' .. ,Xjm) ; sinon, g(X,Xj)jE0 = g(x).

A.2.5 Divers

• Pour noter que l'ensemble E est inclus dans l'ensemble F, on peut écrire:
EÇF.
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• Pour noter que E est inclus dans F et que E et F sont distincts, on peut
écrire: E c F. On ne confond pas les signes (1 ç " et (1 C " !

• Soit [2 un ensemble. Soit P un prédicat relatif à l'ensemble {o}. La formule
" Vo E [20, P(o) " signifie que P(o) (l'élément 0 a la propriété P).

A.3 Désigner des symboles et des séquences
symboliq:ues

A.3.1 Variable syntaxique

On peut désigner un symbole de deux façons:
• soit le montrer, c'est-à-dire l'écrire; on écrit par exemple:

Nat
• soit le nommer; on écrit par exemple:

Soit E un symbole d'ensemble etc.

le symbole E étant a priori quelconque ; en particulier, on peut choisir que E
soit " Nat".

Mais " E " est lui-même un symbole... On est donc amené à distinguer deux
classes de symboles :
• les symboles-objets; je les dessine à la machine à écrire (Nat) ;
• les variables syntaxiques; je les dessine au crayon gras (E).

Il n'y a qu'un petit nombre de variables syntaxiques qui apparaissent dans
ce texte, et elles ont toujours le même sens :

• 0 est un symbole (quelconque) ;

• 1 est une séquence symbolique (quelconque) ;

• E, F, G, H etc. sont des symboles d'ensemble;

• e, el, ez etc. sont des symboles de constante;

• f, g, h etc. sont des symboles de semi-fonction ;

• x, y, z etc. sont des variables;

• a, h, c, cl etc. sont des termes;

• A, B, C, D etc. sont des formules;

• li, V etc. sont des termes ou des formules.
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A.3.2 Variables apparaissant dans un terme ou une
formule - Notation amplifiée

Soit U un terme ou une formule. Si on veut renseigner au sujet des variables
qui apparaissent dans u, on nomme ce terme ou cette formule ainsi :
(r E N* ; Xl, ... ,X r sont r variables)

• U{Xl"'" x r } est un terme ou une formule dont l'ensemble des variables est
{Xl,' .. , x r }. uD est un terme ou une formule sans variable.

• U(Xl"'" x r ) est un terme ou une formule dans lequel apparaissent les
variables Xl, ... ,Xr (mais ne sont peut-être pas les seules).

• u(Xl, ... , x r ) est un terme ou une formule dont toute variable est élément de
l'ensemble {Xl, ... , X r }. u() est un terme ou une formule sans variable (" u() "
et " uD " sont synonymes).

[><] Exemple - On considère un vocabulaire qui comporte ces symboles: "plus"
est un symbole binaire de semi-fonetion ; " i ", " j " et " k " sont des variables.
rplus i jl est donc un terme, qu'on peut appeler au choix: "a", " a{ i, j} ",
"a(i)", "a(j)" ou" a(i,j,k)". D

A.3.3 Concaténation de séquences symboliques

Vi E I, soit li une séquence symbolique et soit Oi un symbole.

• II est la séquence rh 12 ••• In1.
• 10 est la séquence vide n.
• rOi liliEI = rOl h 02 12 ... On lnl- Si l'expression abrégée n'est pas
ambiguë, on peut écrire " rOi liF "au lieu de " rOi li1iEI ".

• rOi li1iE0 = n.
On suppose que L =1= 0. VI E L, soit 1'1 une séquence symbolique.

• Si J =1= 0 (section A.l ; voir p. 217), l'J = rl'JI ... l'jm l-
• Si J =1= 0, si p une permutation J t-+ J, rI'pU)VEJ = rI'p(jll ... l'p(jm)l-

[><]
Exemple

l est l'ensemble {1, 2, 3}. Xl est la variable" x ", X2 la variable" y ", X3 la
variable" z " ; Hl est le symbole d'ensemble" E ", H 2 le symbole" F " et H 3 le
symbole " G ".

• XI est la séquence rx y z1.
• rXi :: Hi·l l est la séquence rx .. E . Y .. F . z .. G .1.

D
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Lexique - Mots anglais proposés

arité
base
cible
domaine
empreinte
fonction
formule-appartenance
formule-conduit
formule-cord1nement
formule-existence
formule-identité
formule-inclusion
garniture
germinale (formule)
graphe fonctionnel
semi-fonction
support
surjection

arity
base
target
domain
range
function
membership-formula
duct-formula
cord1nement-formula
existence-formula
identity-formula
inclusion-formula
trimming (?)
germinal
functional graph
semi-function. .
carner, umverse
surjection, surjective function, function onto
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Index - Symboles
mathématiques

Symboles graphiques

0 7
0 8

r 25

l 25

n 31
c 58, 219
C 58, 218
L 27

4
-+ 5, 54
+--+ 61
f--t 5
C:o:!. 69,82
C:o:!. 78-Ci

- 157
6:. 199-

f- 119

F 96

Symboles-objets

*** 17
17

.. 17
$ 17

17
= 17
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=<
»

17
17

223

Lettres ordinaires - Majuscules

E
EO
F
G
l
18

J
J.

t

Jr

J 8

J'
S

K
K·J
L
5
5°
U

4
8
4
4
217
34
217
43
49
48
49
42
42
19,217
8
8
99

Lettres ordinaires - Minuscules

a 18
a 108
e 8
e(Xj)jE0 218
f 4
f(x) 4

g(Xll···' x n ) 8
l 19
m 217
n 18
q 217
r 27
x 3

(Xp(j))jEJ 218
y 3
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Lettres calligraphiées

E 108
F 18
Fn 18
I 174
.c 174
P 108
R 17
S 18
AT 25
/:;.T 149
AT(V,X) 25
/:;.T(V) 27
X 19
Y 38
Z 16

Lettres épaisses - Majuscules

INDEX

219
219
93
219
219
219
109
109
115
116
22
22
23
23
21

Lettres épaisses - Minuscules

a 219
a' 49
a 158
a 200
~ 25
a{d j @ Xj }jEJ 40
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b 219
c 219
d 219
d· 116J

e 25
f 21, 219
g 219
h 219
1 219
1· 25t

Il 25
rlp(j)l JEJ 36
0 219
li 219
v 219
x 25,219
Xl 19
X n 16
X0 31
XJ 31
y 219
Yi 117

Lettres grecques - Maj uscules

<I> 21
<I> 72
$<I> 149
$<I> 158
~<I> 199
~<I> 200
b<I> 54
e<I> 54
8<I> 58
s<I> 191
K 179
A 40
n 21
n° 32
n 21
ni'::::!. 72
bn 54
en 54
sn 58
sn 191
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lQ x 2Q

~

~

$~

$~

L:l.~

L:l.~

b~

c~

s~

S~
$e
$8
$8/-=
L:l.e
L:l.8

L:l.8/~

Y
...........

67
21
72
149
158
199
200
54
54
58
191
149
149
158
199
199

200
178
180

INDEX

Lettres grecques - Minuscules

a 54
Da 53
na 53

'ri 23
~f 21
~f 72
$~f 149
$-
~f 158

L:l.~f 199
L:l.=
~f 200

b~f 54
c~f 54
s~f 58

S~f 191
1 70
1\, 178
o-s 21
crs 72
$o-s 149
$crS 158
L:l.o-s 199
L:l.=o-s 200
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ws 54
cas 54
sas 58
Ta 32
T XJ 33a
Ta 75
$Ta 150
$- 161Ta
b,Ta 201
b,= 201Ta

bTa 55
cTa 55
sTa 61
V 178
ç 23
ë 70
(çj)J 33
(Çj)jE0 33
( 24

Symboles-mots

Card 217
CLA 178
Dom 3,4
EjBA 7

1

Emp 3,4
Emp 63
Graph 4
Idn 34
InAB 7,
19 25
MOn 180
prol 178
Sja 6
Sj~ 74
Var 31
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Index - Mots

CLA-ensemble-générateur d'un magma ~ 178
CLA-ensemble-générateur-libre d'un magma ~ 178
E-arité ~ 8
t'-modèle ~ 111
E-semi-constante ~ 8
n-aire ~ 18
O-congruence ~ 69
O-sortage ~ 178
O-super-congruence ~ 82
P-confinement d'une variable ~ 109
P-garniture d'une formule germinale ~ 109
P-théorème ~ 119
Y-magma-libre d'une classe de magmas ~ 179
V-automorphisme ~ 62
V-endomorphisme ~ 54
V-épimorphisme ~ 64
V-formule-conduit ~ 93
V-formule-inclusion ~ 93
V-homomorphisme ~ 54
V-isomorphisme ~ 61
V-magma ~ 21
V-sous-magma ~ 58
V-terme ~ 27
(V, X)-formule ~ 17,89
(V, X)-formule-appartenance ~ 91
(V, X)-formule-confinement ~ 90
(V, X)-formule-existence ~ 90
(V, X)-formule-identité ~ 92
(V, X)-terme ~ 17, 25

APEX ~ 115
APINA ~ 122
CACa ~ 123
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CAPA ---+ 123
CO ---+ 118
CONDA ---+ 118
CONFA ---+ 115
EXAP ---+ 116
EXID ---+ 116
IDET ---+ 122
IDEX ---+ 115
IN ---+ 117
INAP ---+ 117
INRE ---+ 122
INTRA ---+ 122
INU ---+ 122
ISY ---+ 122
RAP ---+ 117
REC ---+ 122
RERISO ---+ 122
REXI ---+ 117
RIDRO ---+ 122
RIGA ---+ 117
SAP ---+ 116
SEXI ---+ 116
SID ---+ 116
XIVA ---+ 121
XIXI ---+ 115

appartenance ---+ (V, X)-formule-appartenance
arité ---+ E-arité
atomique ---+ terme atomique
automorphisme ---+ V-automorphisme
axiome ---+ 21, 107, 111
axiome intentionnel ---+ 119
base ---+ 4
bonne tranche d'un magma ---+ 190
cible ---+ 4
classe d'équivalence ---+ 70
cohérent ---+ formellement cohérent
cohérent ---+ sémantiquement cohérent
comblée ---+ exposition comblée
conduit ---+ V-formule-conduit
confinement ---+ P-confinement d'une variable
confinement ---+ (V, X)-formule-confinement
congruence ---+ O-congruence
conséquence symbolique ---+ 119
domaine ---+ 3, 4
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éjection -+ 6
empreinte -+ 3, 4
endomorphisme -+ V-endomorphisme
épimorphisme -+ V-épimorphisme
existence -+ (V, X)-formule-existence
exposition -+ 108
exposition comblée -+ 198
fonction -+ 5
formellement cohérent -+ 175
formule -+ (V, X)-formule
formule-appartenance -+ (V, X)-formule-appartenance
formule-conduit -+ (V, X)-formule-conduit
formule-confinement -+ (V, X)-formule-confinement
formule-existence -+ (V, X)-formule-existence
formule germinale -+ 89
formule-identité -+ (V, X)-formule-identité
formule-inclusion -+ (V, X)-formule-inclusion
garniture -+ P-garniture d'une formule germinale
générateur -+ CLA-ensemble-générateur d'un magma
générateur -+ CLA-ensemble-générateur-libre d'un magma
germinale -+ formule germinale
grand-vocabulaire -+ 19
graphe -+ graphe fonctionnel
graphe fonctionnel -+ 3, 4
graphe fonctionnel vide -+ 3
homomorphisme -+ V-homomorphisme
identité -+ (V, X)-formule-identité
image V-homomorphe -+ 64
inclusion -+ V-formule-inclusion
initial -+ magma initial d'une classe de magmas
injection -+ 6
isomorphisme -+ V-isomorphisme
libre -+ CLA-ensemble-générateur-libre d'un magma
libre -+ Y-magma-libre d'une classe de magmas
magma -+ V-magma
magma -+ Y-magma-libre d'une classe de magmas
magma initial d'une classe de magmas -+ 203
magma-produit -+ 66
magma-quotient -+ 72
modèle -+ t'-modèle
nullaire -+ 18
opération fondamentale -+ 21
place -+ 27
poème -+ 108, 114
préfixe -+ 27
règle d'inférence déduite -+ 121

INDEX
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remplaçande --t 49
remplaçat --t 49
remplacé --t 49
remplacer --t 39, 49, 117, 138
représentant --t 70
sémantiquement cohérent --t 175
semi-constante --t E-semi-constante
semi-constante vide --t 8
semi-fonction --t 4
semi-fonction vide --t 4
semi-fonction tau --t 32, 33
signature --t 18
significatif --t terme significatif
signifier --t 95, 96, 98, 99, 100
sortage --t O-sortage
sous-magma --t V-sous-magma
sous-terme --t 26, 48
sous-terme du premier niveau --t 122
substituande --t 41
substituat --t 41
substitué --t 41
substituer --t 39, 40, 42, 116, 136
super-congruence --t O-super-congruence
support --t 21
surjection --t 6
sur-terme --t 26
symbole --t 14, 16
symbole réservé --t 17
terme --t V-terme
terme --t (V, X)-terme
terme atomique --t 26
terme significatif --t 17, 149
terme significatif sans variable --t 197
théorème --t P-théorème
tranche --t bonne tranche d'un magma
variable --t 14, 17, 19
variable syntaxique --t 219
vocabulaire --t 18
vocabulaire --t grand-vocabulaire
zone --t 27
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Galactic algebra - A formai calculus connected with
semi-functions, inclusion and equality

Universal algebra is one of the theoretical foundations of computer
science. Nevertheless we cannot apply it directIy to reasoning about many
mathematical objects (such as fields) or about most programs (because of
exceptions):
• we cannot consider any proper semi-function (partial function)j
• we cannot distinguish any proper subset of the carrier.
So we would like a more general theory.

After having re-examined partial algebra and order-sorted algebra, each
one being only a part of what is wished for, 1 have looked for and eventually
discovered a broader calculus, G algebra, connected with equality (universal
alg.), semi-functions (partial alg.), subsets and inclusion (order-sorted alg.).

This calculus is a formallogic which has these characteristics:
• each term has a meaning (no nonsense)j
• each item of information is coded as formula (not as a "declaration")j
• typing is proving (not parsing).
And which has these properties:
• the logic is complete (completeness theorem)j
• G algebra is a homogeneous, clean superset of universal algebraj
• in each class of models there are a free algebra and an initial algebra.

Keywords - Universal algebra, logic of equality, partial algebra, order-sorted
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