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Résumé

L’algebre universelle est 'un des fondements théoriques de 'informatique. Mais
c’est un calcul insuffisant et trop simple pour au moins deux raisons :
¢ on ne distingue aucun sous-ensemble du support ; il est donc impossible de raisonner
sur telle partie du support & laquelle on s’intéresse ;
¢ on ne considere que des fonctions, confondant ainsi domaine d’une fonction et support
de ’algebre.
Aussi ’algébre universelle stricto sensu est-elle inapplicable a 1’étude de certains objets
mathématiques (les corps par exemple) et & la modélisation de logiciel (a cause des
exceptions).
On est donc conduit a s’intéresser a des théories plus générales.
e Pour raisonner sur l'inclusion on dispose de I’algébre ordosortée (order-sorted algebra).
e Pour raisonner sur les semi-fonctions (“ fonctions partielles ”) on dispose de I’algébre
partielle.
Malheureusement de nombreux auteurs ne jugent pas la premiére satisfaisante. Et la
seconde ne connait pas véritablement le succes.

J’ai donc repris ’étude a la source, pour mettre & jour au bout du compte un
procédé de calcul unique et uniforme, applicable et auz semi-fonctions (algébre partielle)
et a linclusion (algebre ordosortée) et a I’égalité (algebre universelle). Ce procédé est
une logique formelle.

Les caractéristiques originales et importantes de approche sont celles-ci...

o On interpréte tous les termes sans exception. Tout terme dénote un objet. Par
exemple, le terme [1 / O] a un sens ! (dénote un objet).

o Toute propriété relative aux objets qu’on désigne par des symboles, on Uexprime par
une formule. On s’abstient de coder certaines informations par des déclarations. Par
exemple, [Nat =< Int .] est une formule (tout entier naturel est un entier relatif).

e Sorter (typer), c’est prouver. Le typage n’est pas une opération statique ou

grammaticale ; qu’un terme soit de tel type est un axiome ou un théoreme.
La logique proposée a toutes les propriétés souhaitées :

elle est robuste ; on ne peut lui opposer aucun des paradoxes connus ;

elle est compléte ;

elle est une généralisation exacte de la logique de I’égalité de ’algébre universelle ;

enfin, chaque classe de modeles comprend un magma libre et, sous une condition

mineure, un magma initial ; ceci est une propriété intéressante pour la spécification
algébrique.
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Digest

Universal algebra is one of the theoretical foundations of computer science, especially with
regard to algebraic specification {18,19,21]. But it is an insufficient calculus for at least two
reasons:

o one does not distinguish any subset of the carrier; the only set it is possible to reason about is
therefore the carrier itself;
e one considers only (total) functions; so, whatever the function, its domain is the carrier.

For these reasons, it is not possible to apply universal algebra stricto sensu either to certain
mathematical objects (such as fields) or to many programs (because of exceptions). One has to
look for more general theories, notably these:

e order-sorted algebra [25], to deal with subsets and inclusion;

e partial algebra [14,16,17], to deal with semi-functions (“partial functions”).

Unfortunately, order-sorted algebra is a subject of debate [26,28,29,40,31]. And partial algebra
has yet to be widely adopted.

Where can we go from here? Considering that partial algebra lacks the concept of subset,
and order-sorted algebra that of semi-function, I have looked for and eventually discovered a
unique and uniform calculus, applicable at the same time to equality (universal algebra), to
semi-functions (partial algebra), and to subsets and inclusion (order-sorted algebra). This
calculus, called “G algebra”, is a formal logic.

The original and important characteristics of the approach are these...
e Symbols are not overloaded: one symbol, one object; denotation is functional.
o Fach term is interpreted unconditionally, i.e. each term denotes an object. For instance,

[x / y] denotes the semi-function

R — R
{En)n#0}>En — &/n

And [1 / 0] denotes the empty semi-function R — R (semi-function whose graph is the
empty set). Therefore [1 / 0] has a meaning! (denotes an object).

o Fach ttem of information is coded as a formula,; not as a declaration to be used at
parsing-time. For example, [Nat =< Int .], [* : Nat Nat >> Nat .] and [s 0 : Nat .]
are formulae (any natural is an integer; a product of naturals is a natural; the successor of zero
is a natural). The notion of signature disappears: a specification is nothing but a set of azioms.

Because each item of information is coded as a formula, there is only one computing
process: symbolic deduction (controlled by inference rules). This process is uniform, i.e.
identity-formulae are not privileged; the logic is more than a logic of equality.

e Typing is proving. To discover that a term is of a certain type is either to read an aziom or to
formally prove a theorem. Typing is not static, i.e. not connected to parsing.

As a corollary, the static notion of a well-typed term disappears: the relation between a
term and a type is a predicate; a term may have zero, one or several types.

e Any set of formulae is acceptable. For example, this text is a legal specification:

0 : Re .
0i : Im .
0 =01i.

(0 is a real number; 0i is a pure imaginary; “0” et “0i” are synonyms).

The proposed calculus has all the desired properties:
o the logic is robust, i.e. not subject to known paradoxes [28,40];
e the logic is complete (completeness theoremy);
o G algebra is a superset of universal algebra;
¢ and each class of models contains a free algebra and an initial algebra; G algebra is therefore
applicable to algebraic specification (“initial” semantics).
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Motivation — Le probléme a résoudre

Les informaticiens ont compris depuis longtemps l'intérét de ’algebre
universelle et de ’algebre hétérogéne (many-sorted algebra), en particulier pour
spécifier les types de données [18,19,21].

De cette maniére, on décrit trés bien les nombres complexes par exemple.

Ezemple — Compleze

On consideére ’ensemble des réels, qu’on appelle “ Reel ”| et ’ensemble des
complexes, qu'on appelle “ Complexe ”.

On peut désigner un complexe comme un couple de réels (z = = + ty),
c’est-a-dire désigner sa partie réelle, et désigner sa partie imaginaire. On révele
ainsi trois fonctions :

co : Reel Reel -> Complexe .
re : Complexe -> Reel .
im : Complexe -> Reel .

Et on remarque immédiatement ces identités remarquables (lire la premiére ligne
ainsi : “ quel que soit x un réel, quel que soit y un réel, quel que soit z un
complexe ”) :

x :: Reel . y :: Reel . z :: Complexe .
re (coxy) =x.

im (coxy) =y .

co(rez) (imz ) =2z .

(les parentheses sont facultatives et n’apparaissent ici que pour la lisibilité ; la
notation est “ préfixée 7).

On peut ensuite, par référence a des opérations relatives aux nombres réels,
présenter 'addition des complexes, la multiplication etc.

I1 se trouve que cette description algébrique est compléte et surtout
abstraite : rien d’important n’est omis, la description n’est pas ambigué ; et on
n’a rien dit du codage informatique des réels et des complexes. O

xiil



X1v INTRODUCTION

Malheureusement ’algébre universelle et ’algebre hétérogene stricto sensu
ne suffisent pas dans bien des cas, car rares sont les opérations pour lesquelles on
ne fait pas certaines hypotheses sur les arguments. L’exemple traditionnel est le
type pile : on peut dépiler... sauf si la pile est vide ! (alors qu’on peut extraire
la partie réelle de tout complexe, on ne peut dépiler toute pile).

Pour cette raison on est amené a considérer des sous-ensembles d’arguments
convenables, et a introduire la notion de sous-sorte [25] qui parait naturelle et
qu’on n’a aucun mal a accepter. Mais elle ne suffit pas, car on trébuche encore
sur le probléeme du sens des termes.

Ezemple — Les entiers naturels et les entiers relatifs

Encore adolescent, on apprend & plonger ’ensemble des nombres entiers
naturels dans celui des entiers relatifs, de maniére & pouvoir toujours soustraire
tout nombre a tout nombre :

Nat =< Int .
- ¢ Int Int -> Int .

On étend alors de nombreuses opérations aux entiers relatifs (addition,
multiplication etc.). Certaines restent toutefois attachées aux naturels, par
exemple la factorielle :

fact : Nat -> Nat .

(la factorielle de 0 est 1 ; la factorielle de n + 1 est n + 1 fois la factorielle de n).
Considérons alors ces deux nombres :

0 : Nat . 1 : Nat .
et tentons d’analyser le terme
fact ( 0 - 1)

0 et 1 sont de sorte Nat, donc de sorte Int ; ils sont donc des arguments
convenables de la soustraction, et ( 0 - 1 ) est de sorte Int.

Or un entier relatif n’est pas un argument convenable de fact ! Le terme
[fact ( 0 - 1 )] n’est donc pas “ sortable ” ; il est “ mal formé ”. Le
garde-fou a bien fonctionné et on est heureux de ne pas se lancer dans le calcul
de la factorielle de —1.

Analysons maintenant le terme

fact (1 -0)

On raisonne de la méme fagon pour découvrir que ce terme aussi n’est pas
“ sortable 7, qu’il est “ mal formé ”. Pourtant chacun sait que 1 est un
argument convenable de la factorielle. a

Ce mécanisme de discrimination n’est donc pas fin ; on rejette plus qu’il
faut. Pour le mettre en ceuvre, il a d’ailleurs fallu imaginer des aménagements
opérationnels qui ne sont pas simples (le “ retract ” [46] par exemple).
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Le retract est cet arrangement opérationnel : puisqu’on doit conserver certains
termes qui sont significatifs bien que mal formés eu égard aux sortes

(fact ( 1 - 0 )), on adopte la régle de ne rien rejeter & 'analyse grammaticale,
mais simplement de marquer les termes problématiques pour un traitement différé
(on les accepte au bénéfice du doute jusqu’a en savoir plus).

Je ne trouve pas ce mécanisme trés élégant pour au moins deux raisons.

1 — C’est un mécanisme d’ezception. On renonce & un traitement systématique,
uniforme, dont les qualités bien connues sont la simplicité et la solidité.

2 — Cette solution est hétérogéne. On greffe un appendice dynamique sur un tronc
statique avec 'espoir de conserver tout ce qu’on peut du typage grammatical,
lequel m’apparait ici comme une solution rapportée voire forcée.

Qu’on partage ou non ce sentiment, on admettra toutefois qu’avant d’adopter le
procédé il faut prouver qu’il est correct. On ne peut le faire que par référence a un
fondement mathématique (une sémantique) ot le retract n’apparait pas. L’algebre
G est un candidat bien adapté i cet usage.

Que peut-on conclure ? Le seul concept de sous-sorte ne suflit pas. Il faut
oser remetire en cause le typage traditionnel, car il est une opération statique,
grammaticale, et sans lien avec cette autre opération importante qu’est la
déduction.

La solution proposée

Ce besoin des sous-sortes n’est semble-t-il qu'un symptome : c’est le concept
de fonction, hérité de ’algébre universelle, qui ne suffit pas ; car on n’accepte
plus de confondre support de algébre et domaine de définition d’une opération.
L’introduction du concept de sous-sorte va donc de pair avec 1’élargissement du
concept de fonction ; ces quasi-fonctions, je les appelle “ semi-fonctions ” (on dit
couramment “ fonction partielle ” ; voir p. 9).

On généralise alors ’algebre universelle pour tenir compte et des
semi-fonctions et des sous-ensembles ; on étend en particulier la logique de
Pégalité [9] et I’algébre partielle [14,16,17]. Ce procédé élargi de calcul, je I’ai
appelé “ algébre G ” (“ G ” est I'abréviation de “ galactique ” ; “ algebre
galactique ” ressemble & “ algébre universelle ).

Quels en sont les ingrédients ? L’algebre G a plusieurs caractéristiques
importantes et originales, qu’on saisira bien si on la compare a des théories
voisines (section D’autres recherches, passées et présentes ; voir infra).

e On applique soigneusement un calcul formel (manipulation mécanique des
symboles), qu’on ne confond en aucun cas avec le raisonnement mathématique
traditionnel. On procéde ainsi comme un logicien® [6,7].

Un symbole est le nom d’un seul objet (il n’y a pas de surcharge) : la
désignation est fonctionnelle (& chaque symbole correspond un seul objet).

¢ On trouve et on adopte une interprétation inconditionnelle des termes : tout
terme dénote un objet ! C’est possible et cela sera expliqué en détail. Voici I'idée.

Pour interpréter un terme, on peut penser a cette solution : on considere
une certaine valuation des variables, puis, par référence a cette valuation, a
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chaque terme on associe 3¢ ¢’est possible un élément du support (on peut
interpréter ainsi [x / 1] ; mais pas [x / 0]).

La solution proposée est toute autre. A chaque terme on associe une fois
pour toutes une semi-fonction, éventuellement vide (on n’a pas besoin des
valuations de variables et on les ignore). Par exemple, le terme [x / y| dénote
cette semi-fonction (division) :

R? —
{@y) |y #0} 3 (z,y) = &

Et [1 / 0] dénote la semi-fonction vide R® — R (semi-fonction dont le graphe
est I’ensemble vide) ; donc [1 / 0] a un sens !

&

e Toute propriété relative aux objets qu’'on désigne par des symboles, toute
information, on l’ezprime par une formule et pas autrement. En particulier, on
s’abstient de coder certaines informations par des déclarations qu’on exploiterait
grammaticalement. On adopte ainsi un procédé unique et uniforme de calcul, la
déduction symbolique (déduction par régles d’inférence).

Par exemple, [Nat =< Int .] et [- : Int Int >> Int .] sont des
formules (pas des déclarations). Toutes les formules sont traitées a égalité.

e On abandonne la notion de terme “ bien typé ”. La relation entre un terme et
un type est un prédicat, ce lien n’étant ni fonctionnel, ni grammatical : un terme
peut avoir zéro, un ou plusieurs types ; et on sait qu'un terme est d’un certain
type, soit parce qu'on lit un aziome, soit parce qu’on a su prouver formellement
un théoréme. Typer, c’est donc prouver ; c’est beaucoup plus qu’analyser
grammaticalement.

On note qu’un terme est d’un certain type par une formule, et non par une
annotation du terme. Par exemple, [0 : Nat .] et [s 0 : Nat .] sont des
formules (0 est un naturel ; son successeur est un naturel).

o Le fait fondamental est le typage des variables (tout le monde est d’accord sur
ce sujet) : une variable est le nom d’un élément quelconque d’un certain
sous-ensemble, qu’on désigne. On écrit par exemple, une fois pour toutes,

i :: Nat

Lire : “ Soit 1 n’importe quel entier naturel. ” ou “ Quel que soit i un entier
naturel. ” Cette formule correspond & un quantification (Vz € N).

Mais ce typage est tout a fait particulier, et on doit bien le comprendre. Par
exemple, de [1 :: Nat .| et [Nat =< Int .| on peut déduire [i : Int .|
(tout naturel est un relatif). Mais en aucun cas [i :: Int .] ! (un naturel
n’est pas un relatif quelconque).

e On peut écrire toute identité sans restriction. Par exemple, ceci est un texte
tout a fait correct :

0 : Reel .
0i : Im .
0 =01 .

(0 ést un réel ; 01 est un imaginaire pur ; 0 et 0i sont synonymes).
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Développant la théorie selon ces principes, et ayant résolu le probléme du
sens des termes (chapitre 4), on parvient & dégager un calcul formel (une
logique) qui a les propriétés souhaitées : on énonce un ensemble de regles
d’inférence (chap. 12), et on prouve que le calcul est correct (chap. 15), puis
complet (chap. 17). On vérifie ensuite que la classe des modéles est organisée
comme on le souhaite : on trouve un modéle libre (chap. 19) et un modéle initial
(chap. 20).

Le probléme de la spécification équationnelle des types de données par
“ sémantique initiale ” est donc totalement résolu. Ainsi équipé, on parvient
assez joliment a spécifier les types abstraits rebelles. On peut en juger sur un
exemple ; plutot que de décrire une nouvelle fois la pile, je propose que nous
nous intéressions au type dictionnaire.

Ezemple — Dictionnarre

Un dictionnaire est une collection d’articles, chaque article étant repéré par
un identifieur (clef d’acceés). Pour prendre connaissance d’un article, il suffit de
désigner au systeme 'identifieur associé ; bien siir, la demande n’est satisfaite
que si article est présent.

On appelle “ Di ” I'ensemble des dictionnaires, “ Ar ” I’ensemble des articles,
et “ Id ” Pensemble des identifieurs. Il y a le dictionnaire vide :

nil : Di .
Et & tout dictionnaire, on peut ajouter un article :
ajo : Ar Di >> Di .

(a tout article et a tout dictionnaire correspond le dictionnaire augmenté ; on
écrit “ >> ” parce qu’on considére maintenant des semi-fonctions et non des
fonctions ; la classe des semi-fonctions est plus large).

On est libre d’ajouter un article dans 'ordre qu’on veut :

x1 :: Ar . x2 :: Ar . y :: Di .
ajo x1 ( ajo x2y ) = ajo x2 ( ajo x1 y )

et il ne sert a rien d’ajouter deux fois le méme article :
ajo x1 ( ajo x1 y ) = ajo x1 y .

Comment consulter un dictionnaire ? A tout article est attaché un
identifieur :

id : Ar >> Id .
Et composer une requéte, c’est désigner un identifieur et un dictionnaire :
req : Id Di >> Req .

(on appelle “ Req ” I'ensemble des requétes). Puis on passe cette requéte au
systéme, qui répond en communiquant P’article si la requéte est valide
(c’est-a-dire §'il y a dans le dictionnaire un article dont 1’identifieur est
lidentifieur désigné) :
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Req* =< Req .
cosu : Req* >> Ar .

(on appelle “ Req* ” le sous-ensemble des requétes valides ; “ cosu ” est
I'abréviation de “ consulter ”).

Comment caractériser les requétes valides ? Il faut et il suffit que
l'identifieur désigné soit l'identifieur d’un article du dictionnaire désigné :

x1 :: Ar . y :: Di .
req ( id x1 ) ( ajo x1 y ) : Regx .

Dans ce cas, 'article communiqué est bien celui qu’'on attend :
cosu req ( id x1 ) ( ajo x1 y ) = x1 .

On a fini de spécifier le dictionnaire. Voici le texte complet :
x1 :: Ar . x2 :: Ar .y :: Di .
nil : Di .
ajo : Ar Di >> Di .

ajo x1 ( ajo x2 y ) = ajo x2 ( ajo x1 y )
ajo x1 ( ajo x1 y ) = ajo x1 y .

id : Ar >> Id .

req : Id Di >> Req .

Reg* =< Req .

cosu : Reg* >> Ar .

req ( id x1 ) ( ajo x1 y ) : Regx .
cosu req ( id x1 ) ( ajo x1 y ) = x1 .

On peut maintenant calculer. Soient deux articles et leurs deux identifieurs
(des constantes) :

al : Ar . a2 : Ar .

i1 :+ Id . i2 : Id .

id a1 = i1 . id a2 = i2 .
On peut montrer que

req il ( ajo a2 ajo al nil ) : Regx .
(req i1 ( ajo a2 ajo al nil ) est une requéte bien formée) ; et que

cosu ( req i1 ( ajo a2 ajo al nil ) ) = al .

Pour cela, on met en ccuvre une technique de preuve formelle (logique
généralisée de I’égalité). On prouve d’abord deux lemmes.
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Lemme 1
ajo : Ar Di >> Di . a2 : Ar . nil : Di .

CAPA

ajo a2 nil : Di .

Qu’a-t-on vérifié ? Le couple (a2,nil) est un élément du domaine de
définition de la semi-fonction ajo ; le résultat ajo a2 nil est donc un
dictionnaire (“ CAPA ” signifie “ lire une formule-conduit et des
formules-appartenance, écrire une formule-appartenance ). [ |

Lemme 2

ajoxl ( ajo x2y ) =ajox2 (ajoxly) .x1::Ar . x2 :: Ar .y :: Di . at : Ar . a2 : Ar . nil :

Di .

SID
ajo a1 ( ajo a2 nil ) = ajo a2 ( ajo al mil ) .

On a instancié une identité générale en respectant la sorte des variables
(substitution sorteé ; “ SID ” signifie “ substituer dans une formule-identité ” ).l

Tenant compte des axiomes et des deux lemmes, on est maintenant en
mesure de vérifier ce qu’on voulait.

Preyve 1

APreq(idxi)(ajoxly):Reqt.xl::Ar.y::Di.al:Ax.ajoa2nil:Di.
req ( id a1 ) ( ajo al ajo a2 nil ) : Regs . id a1 = i1 .
req i1 ( ajo al ajo a2 nil ) : Req* .

s

RAP

req il ( ajo al ajo a2 nil ) : Reqx . ajo al ajo a2 nil = ajo a2 ajo ai mnil .
req i1 ( ajo a2 ajo a1l nil ) : Reg* .

RAP

On a d’abord instancié une formule-appartenance (“ SAP ” signifie “ substituer
dans une formule-appartenance ”) ; puis on procéde en remplagant un égal par
un égal, deux fois (“ RAP ” signifie “ remplacer & l'identique dans une
formule-appartenance 7). [ |

On vérifie la deuxiéme propriété de maniére similaire.
Preuve 2

SIDcosureq(idxl)(ajoxly)=x1.x1::h‘.y::Di.al:Ar.ajoa2nil:Di.

RIGA cosu req { id a1 ) ( ajo al ajo a2 nil ) = al . id a1l = it .
cosu ( req i1 ( ajo at ajo a2 mnil ) ) = al .
RiGA SO0 ( req i1 ( ajo al ajo a2 nil ) ) = a1 . ajo al ajo a2 mil = ajo a2 ajo al nil .

cosu ( req il ( ajo a2 ajo al mnil ) ) = al .

On a d’abord instancié une identité ; puis on procéde en remplagant un égal
par un égal, deux fois (“ RIGA ” signifie “ remplacer & l'identique dans une
formule-identité, & gauche ”). |

Pour terminer, on peut déduire cette propriété remarquable : id est
injective, c’est-a-dire il n’y a pas deux articles qui partagent le méme nom.
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Cette propriété, on ne s’est pas soucié de 'exprimer lors de la spécification et on
trouvera peut-étre surprenant qu’on sache la déduire. En réalité, on ne fait que
révéler une information cachée ; cette déduction est un joli exemple de déduction
qui, du point de vue du sens, n’est pas tautologique.

A cet effet, vérifions ceci : si [i1 = i2 .], alors [al = a2 .].

Preuve
i — On vient de prouver que

cosu ( req i1 ( ajo a2 ajo al nil ) ) = al .
On prouverait de la méme fagon que
cosu ( req i2 ( ajo a2 ajo al nil ) ) = a2 . (0.1)
ii — A partir de [i1 = i2 .], on peut déduire ainsi :
cosu ( req i1 ( ajo a2 ajo al nil ) ) = at . il = i2 .
o cosu ( req i2 ( ajo a2 ajo al nil ) ) = al . (0.2)
(on a remplacé “ i1 ” par son égal “ 12 7).
iii — Pour finir, de ces deux formules :
cosu ( req i2 ( ajo a2 ajo al nil ) ) = a2 .
cosu ( req i2 ( ajo a2 ajo al nil ) ) = al .
(0.1 et 0.2), on déduit
al = a2 .
par transitivité. L’article al est 1’article a2. [ | O

Qu’a-t-on fait 7 On a substitué & un raisonnement direct sur des
semi-fonctions et des sous-ensembles, qui est intrinséquement difficile et délicat
voire impraticable, un calcul portant sur des symboles et des formules. A quoi il
correspond fondamentalement et pourquoi il est juste, c’est tout ce que je veux
expliquer en exposant cette thése. On verra aussi qu’'un tel calcul, parce que
n’étant rien d’autre qu’un enchainement d’opérations symboliques, est
automatisable en tout ou partie grace & l'ordinateur (techniques de
démonstration automatique de théoréme).

D’autres recherches, passées et présentes

Selon Schmidt-Schauf} [26], Oberschelp est le premier a avoir introduit
Palgebre ordosortée [23]. Mais 'intérét du sujet n’est devenu évident qu’apres
que Goguen puis Meseguer s’y furent intéressés [24,25], a la fois pour spécifier
des types de données et pour programmer [44,45]. Ils considérent un ensemble
ordonné de symboles de sorte,

E<F
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signifiant que le symbole E dénote un sous-ensemble du dénoté de F. Une telle
information est codée comme une déclaration grammaticale, & exploiter lors de
I’analyse grammaticale pour typer, et non comme un aziome.

Les symboles de fonction sont surchargés, un méme symbole f signifiant
autant de fonctions qu’il y a de déclarations

f:E...E, > F

On est donc obligé d’interpréter chaque symbole f en fonction du contexte, 'idée
étant que le dénoté du symbole est le morceau d’une grande fonction jamais
explicitée. Bien sir, il faut plusieurs conditions syntaxiques désagréables pour
que cette interprétation contextuelle fonctionne et pour recoller convenablement
les morceaux. Ces déclarations de fonction, comme les déclarations de
sous-sorte, sont des déclarations grammaticales et non des aziomes. Chaque
terme bien sorté doit avoir une plus petite sorte (least sort) qu’on détermine
statiquement et qui est immuable ; & nouveau, pour qu’on puisse le faire, il faut
une condition syntaxique (régularité).

La théorie apparait comme un aménagement de l’algébre hétérogéne
(many-sorted algebra) et semble limitée & cause de cela ; apparaissent en
particulier des difficultés liés a la surcharge de symbole, aux “ retracts ” et & la
congruence, qu’ont trés bien montrées plusieurs auteurs [40,31]. Enfin on souffre
un peu de I’absence de calcul symbolique stricto sensy, car il y a un mélange
permanent entre opération formelle (manipulation mécanique de symboles) et
raisonnement mathématique traditionnel, sans qu’on puisse bien distinguer les
deux niveaux.

Schmidt-SchauBl conserve ce schéma original en corrigeant deux faiblesses :
un symbole de fonction dénote un seul objet ; et un homomorphisme est une
seule fonction (et non un faisceau de fonctions). Il introduit la notion de “ term
declaration ”

a:E

(ce que dénote le terme a est élément de I’ensemble dénoté par E) qui ressemble
a une formule-appartenance (cette theése) ; mais une telle déclaration n’est pas
traitée comme un aziome. La sorte (d’un symbole, d’un terme) est une simple
annotation, le cadre traditionnel de l’algébre universelle étant conservé presque
sans changement (la logique de 1’égalité est décrite en trois pages !). En fait,
l'intérét semble porter sur le calcul automatique (computation), les algorithmes
non sortés connus étant adaptés pour tenir compte des capacités discriminantes
de 'annotation de sorte. Les définitions de “ algébre ” et de “ congruence ” sont
trés voisines des miennes (j’appelle “ magma ” ce qu’il appelle “ algebra ).

Smolka [28] tente de comprendre, généraliser et simplifier le schéma de
Goguen et Meseguer. Il fait les mémes corrections que Schmidt-Schau8,
abandonne I'idée que 1’algébre ordosortée est une généralisation de ’algébre
hétérogene, présente plusieurs paradoxes intéressants (cette these ; voir p. 131),
et s’intéresse de pres aux algorithmes de récriture et d’unification. On retrouve
encore la distinction déclaration-formule : 'inclusion des sortes et les profils des
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fonctions sont des déclarations, qu’on traite grammaticalement ; les égalités sont
des formules, qu’on traite par un mécanisme de déduction formelle.

Poigné [29] s’écarte davantage du schéma de Goguen et Meseguer, et
commence & mettre la logique (la déduction formelle) a ’honneur. Il hésite a
s’engager totalement dans le sens de l’algebre partielle (il reprend la théorie de
la partialité de D. S. Scott) et adopte le paradigme “ a un sens ce qui est typé ”,
en reconnaissant toutefois que le typage est un calcul dynamique et non une
opération grammaticale. Cependant, parce qu’il ne se donne pas un calcul
uniforme de l'inclusion, de ’appartenance et de 1’égalité, il n’a pas 'idée de
réduire le typage ¢ une preuve ordinaire (on retrouve encore la distinction
déclaration-axiome). En revanche, il propose plusieurs extension importantes,
notamment les déclarations conditionnelles, la paramétrisation, les types
polymorphiques et les types dépendants. Il fait quelques considérations
catégoriques et montre un intérét pour le traitement d’erreur : “ Erroneous
terms are the most precise error messages. ”

Manca, Salibra et Scolo [30] exploitent aussi la veine logique et le paradigme
“ est défini ce qui est typé”. Ils abandonnent la distinction déclaration-axiome
et proposent un calcul formel uniforme qui porte indifféremment sur des
formules-appartenance et des formules-identités. A cause de la difficulté, ils
renoncent a s’engager sur le terrain de l’algébre partielle, et sont ainsi amenés a
interpréter les types comme des éléments primitifs et non comme des
sous-ensembles (ils introduisent une relation binaire pour coder le lien entre un
élément-élément et un élément-type). Ils ne considérent pas explicitement la
relation est-un-sous-type-de, mais il semble qu’on puisse la coder simplement. Ils
annoncent enfin un résultat technique surprenant : une image homomorphe d’un
modele n’est pas un modéle en général.

A c6té de ces contributions majeures, il y a quelques travaux plus
qu’intéressants. Isakowitz et Gallier [40] restent trés proches de Goguen et
Meseguer, mais démontrent qu’on complique beaucoup la théorie en
surchargeant les symboles de fonction. Ils proposent un algorithme de cloture
par congruence (découvrir si deux termes sans variables sont égaux).

Waldmann [31] examine attentivement et soigneusement le schéma de
Goguen et Meseguer, et le compare & une option sans surcharge de symbole de
fonction. Il montre avec précision le pourquoi des restrictions initiales (signature
réguliere, cohérente, consistante etc.), et présente une solide argumentation
contre la surcharge.

Mosses [32] enfin propose une idée originale et semble-t-il riche : ignorer les
éléments du support et ne considérer que des sous-ensembles, éventuellement des
singletons. On peut de cette fagon faire I’économie de toute une catégorie
d’objets, les éléments du support, sans diminuer le pouvoir expressif du langage
semble-t-il. En explorant cette voie, on trouvera peut-étre moyen de simplifier
Palgebre G.

Malgré les incertitudes de Palgebre ordosortée un important travail
d’automatisation a aussi été accompli (récriture, complétion, unification,
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programmation etc. ordosortées). Cet effort est tout & fait intéressant, car
révélateur des difficultés mais aussi des richesses du domaine (bibliographie,
section Automatiser le raisonnement ordosorté ; voir p. xxviii).

S’il veut en savoir plus ou connaitre un autre point de vue, le lecteur aura
plaisir a lire la section Related work du texte de Schmidt-Schauf 26, p. 4].

Guide de lecture

Plan

Le texte est trés structuré. Chaque notion importante fait objet d’un
chapitre, de telle maniere qu’on n’a qu’a consulter la table des matiéres pour s’y
retrouver. Bien sir, & cause de cette organisation par sujet certains résultats
sont présentés bien avant d’étre exploités. Par exemple, il n’est utile de lire le
chapitre Terme — II (chap. 5) que pour lire le chapitre Le théoréme de
correction (chap. 15).

Hors le premier chapitre relatif aux semi-fonctions, qui est une brique de
base, le texte est divisé en trois parties.

e Magma — On prend connaissance des objets sur lesquels portera le
raisonnement. En dehors du développement relatif aux termes, il n’y a aucune
préoccupation logique. On se convaincra sans doute que le raisonnement direct
sur ce sujet est délicat, difficile, voire impraticable.

o Logiqgue — Au raisonnement direct on substitue un raisonnement formel (une
logique), qu’il s’agit de construire. Cette partie culmine avec ’énoncé et la
preuve du théoréme de complétude.

o Ezploration — Aprés avoir montré la complétude du calcul, qui est une qualité
primordiale, on explore d’autres parties du sujet. Les deux résultats
fondamentaux sont ceux-ci : le magma-quotient des termes significatifs
(chap. 16) est le magma libre de la classe des modéles ; et le magma-quotient
des termes significatifs sans variable est le magma initial de la classe des
modeles (on ajoute s’il le faut des symboles de constante).

On trouve enfin un chapitre Conclusion, discussion, prospective et un index
des termes et des symboles.

Comment lire aussi peu de ce texte qu’il est possible ?

Le texte est complet et sans prérequis. Pour cela, j’ai inclus la section
Analyser un terme (chap. 4), qui est la seule partie non originale de cette these.
Malgré cela, le pourquoi des choses peut échapper a un lecteur non familier avec
la logique mathématique (dans ce cas, je lui conseille de lire les premiers
chapitres du texte plaisant et passionnant de Hofstadter [12]).

Pour une premiére lecture, je propose de procéder ainsi.

- Ne pas s’intéresser a la troisieme partie dans un premier temps.
- Relire I'introduction en s’intéressant de tres prés aux exemples. Noter les
points obscurs pour s’interroger plus tard a leur sujet.



XX1v INTRODUCTION

- Adopter pour la suite cet ordre de parcours :
. chap. 1, 2, 3, 4, 6 (découverte des magmas) ;
. 8,9, 10, 11, 12, 13, 14 (description de la logique) ;
. 5, 15 (vers le théoréme de correction) ;
. 7,16 et 17 (vers le théoréme de complétude).

- Lire les débuts de chapitre.

- Lire autant qu’il est possible le chapitre Ezposition, et déduction symbolique
— Ezemples (chap. 14), en consultant s’il le faut les chapitres Les régles
d’inférence et Déduction symbolique (chap. 12 et 13), et en s’aidant de
Paide-mémoire Inference rules.

- Lire attentivement les parties formelles (définitions, propositions etc.) et les
ezemples ; ne pas lire les preuves.

- Lire ’ensemble des parties I et II.

N.B. — Les chap. 1, 2, 3, 4, 8,9, 10, 11, 12, 13 et 14 sont avant tout des
descriptions. On réservera donc son effort de lecture pour les chap. 6 ; 5, 15 ; et
7,16 et 17.

Style et notation

Le style est concis et dépouillé, voire austére. J’ai rédigé de cette fagon,
parce que je me suis d’abord soucié d’éviter toute erreur, et de consigner
précisément les résultats au fur et & mesure que je les établissais. J’admets que
j’ai de la sorte négligé le plaisir du lecteur et je le prie de m’en excuser. Malgré
cela, il appréciera le grand nombre d’exemples proposés, chacun d’eux étant
pour l'intuition un aliment plus nourrissant que bien des commentaires.

La notation proposée est une contribution a part entiére de cette these ; elle
a fait de ma part ’objet d’une véritable étude. Je I’ai congue pour prévenir les
erreurs et les absurdités, si faciles & commettre dans ce domaine, et comme
Poutil stir dont j’avais besoin pour franchir certains obstacles vertigineux. On en
trouvera une synthése en annexe (appendice Notation).

Some half dozen persons have written technically on combinatory
logic, and most of these, including ourselves, have published
something erroneous. Since some of our fellow sinners are among the
most careful and competent logicians on the contemporary scene, we
regard this as evidence that the subject is refractory. Thus fullness of
exzposition 18 necessary for accuracy ; and excessive condensation
would be false economy here, even more than it i3 ordinarily.

Haskell B. Curry & Robert Feys (Combinatory logic, préface, 1956)
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INFERENCE RULES — June 27, 1990

Common hypotheses

Let £ be an exhibition; £ = (V, X, P), V = (S, F,a),
X ={xiheL-

e a,b,de*T(V,X).

¢ ¢ is a subterm of a; a = a(c).

e EEFKcS.

ey EX.

efecF,(neN*); I={1,...,n}.

eViclI E;€6.

1 The six simple rules

XIXIﬂEl'—
$c .

APEx 2 E .
$ a

a=Db .
IDEX$a.$b.

Ay::K.
CONFA y K.

EXID _$a.
a=a

EXAP —22 -

a o kkkx

2 To substitute terms to variables
o Vara = {x;}jes (J C L); Varb = {x;};cv (U C L).

e VicJUU, K; €8,

e VjeJUU, d; €TV, X).

SEXI $ a . I—X]' M I{] .']jEJ [dl . I(] ."jGJ
$ a{d; ax;}jes - .
a: E . [x; :: K; )¢9 [d; « K; .)€/
SAP i ] j ]
a{dj@Xj}jEJ : E .
SID A= b . [x; :: K; ]9V [4; @ K; .JPEIVU

a{dj @ x;}jes = b{d; e xj}jev -

3 To replace identically

Replacing in a(c) a certain occurrence of ¢ with d, one gets
the term a’.

REXI $ a(c) ./c=d.
$ a
RAPa(c):IE.c=d.

a : E .
RIGA a(c)=/b.c=d.

a =b .

4 To code and to decode an
inclusion-formula, a
duct-formula

o VicI, yi€X]and Vi, &' [i,# € I, i # ), yi # yu] (the
variables y; (i € I) are pairwise-different!).

E=<F.y:: E.

INAP v F .
y:: E.y:F.
N E =< F .
CONDA L Er > F . [yi :: E; .J€f
fyr: F.
[yi :: By ¢ £y : F .
co f:E;r>F.

Additional hypotheses
¢ I, GeS.

eVicl, E €6

eViel, ai,b; € AT(V,/Y).

5 Some derived rules

XIVA

$
a=b.
ISY N
IDET a=b.b=4d
a=d .
RIDRO b = a(c) Ic=d
b= a
$ far . [a =b; .]'¢
RERISO PP —
REC $a(c).c’=d.
a=a .
INU E =< ®xx
INRE < E
E=<F.F=<G.
INTRA < C
APINA 2 E. E=<F
a: P
capa L2 Er > F . [a : E ]!
faI:F.
H ! = ; el = !
CACOf'E’»F'[E‘,(E‘,'] F =< F .
f @ E > F .
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Regles premieres

APEX — Lire une formule-appartenance, écrire une
formule-existence

CO — Ecrire une formule-conduit

CONDA — Lire une formule-conduit, écrire une
formule-appartenance

CONFA — Lire une formule-confinement, écrire une
formule-appartenance

EXAP — Lire une formule-existence, écrire une
formule-appartenance universelle

EXID — Lire une formule-existence, écrire une
formule-identité

IDEX — Lire une formule-identité, écrire deux
formules-existence

IN — Eecrire une formule-inclusion

INAP — Lire une formule-inclusion, écrire une
formule-appartenance

RAP — Remplacer a l'identique dans une

Regles déduites
APINA — Lire une formule-appartenance et une

formule-inclusion, écrire une formule-appartenance

CACO — Lire une formule-conduit et des
formules-appartenance, écrire une formule-conduit

CAPA — Lire une formule-conduit et des
formules-appartenance, écrire une formule-appartenance

IDET — Ecrire une formule-identité par transitivité
INRE — Ecrire une formule-inclusion par réflexivité
INTRA — Ecrire une formule-inclusion par transitivité
INU — Ecrire une formule-inclusion universelle

ISY — Ecrire une formule-identité par symétrie

: REC — Récrire

RERISO — Récrire en remplagant & 'identique les .
sous-termes du premier niveau

RIDRO — Remplacer a l'identique dans une
formule-identité, & droite

formule-appartenance XIVA — Ecrire une formule-existence relative & une variable
REXI — Remplacer a I'identique dans une formule-existence

RIGA — Remplacer a I'identique dans une formule-identité,
& gauche

SAP — Substituer dans une formule-appartenance
SEXI — Substituer dans une formule-existence
SID — Substituer dans une formule-identité

XIXI — Lire une formule-existence, écrire une
formule-existence












Chapitre 1

Semi-fonction

Les concepts de fonction et de semi-fonction sont fondamentaux. Les définitions
de ce chapitre sont compatibles avec celles de N. Bourbaki [1].

1.1 Graphe fonctionnel
Un graphe fonctionnel est un ensemble qualifié de couples.

Définition 1 (Graphe fonctionnel) — On appelle “ graphe fonctionnel ”
tout sous-ensemble G d’un produit cartésien Uy X Uy qui a cette qualité :

V(z1,31) € G, Y(22,y2) €G, z1=22 = Y11=y

(st un couple (z,y) est élément de G, alors il est le seul couple de G dont la
premiére coordonnée est ).

Ezemple — @ est un graphe fonctionnel ; c’est le graphe fonctionnel vide. O

Le domaine d’un graphe fonctionnel est ’ensemble des premieres
coordonnées des couples du graphe...

Définition 2 (Domaine) — Soit G un graphe fonctionnel ; G C U; x Uy. Son
domaine est lensemble {z € U, | I(z,y) € G}.

Notation — Dom G est le domaine du graphe G.

L’empreinte d’un graphe fonctionnel est ’ensemble des secondes coordonnées
des couples du graphe...

Définition 3 (Empreinte) — Soit G un graphe fonctionnel ; G C Uy x U,.
Son empreinte est I’ensemble {y € U, | Az,y) € G}.

Notation — Emp G est Pempreinte du graphe G.
Ezemple — Dom ¢ = ¢ ; Emp ¢ = 0. . o
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1.2 Semi-fonction

Le concept de semi-fonction est plus riche que celui de graphe fonctionnel.

Définition 4 (Semi-fonction)
On appelle “semi-fonction ” tout triplet (G, E, F),
o G étant un graphe fonctionnel,
o E et F étant des ensembles,
e GCEXxF.

Terminologie — Soit f un semi-fonction ; f = (G, E, F'). La base de f est E,
sa cible F. Son graphe est G.

Se metire en garde — On veillera a ne pas confondre les concepts graphe
fonctionnel et semi-fonction. Une semi-fonction (Gy, Ey, F}) est identique &
(G2, Eo, Fy) si G1 = Gy, si Ey = E, et si Fi = F, (méme base, méme cible et
méme graphe !).

Notation

1 — Graph f est le graphe de la semi-fonction f.

2 — Pour noter que la base d’une semi-fonction f est un ensemble F et que sa
cible est un ensemble F', on peut écrire :

f FE—=F
(f est élément de la classe des semi-fonctions base-E-cible-F').

Terminologie et notation — Soit f un semi-fonction ; f = (G, E, F). Vz € E,
il y a au plus un couple (z,y) € G. Si (z,y) € G, on dit qu’a U'argument z
correspond le résultaty (€ F') ; cet y est aussi appelé “ f(z) 7.

Si la semi-fonction f est définie en x, appliquant f &  on obtient f(z).

Définition 5 (Semi-fonction vide) — On appelle “semi-fonction vide ”
toute semi-fonction dont le graphe est Uensemble vide.

Ezemple — Soit E un ensemble ; soit F' un ensemble ; le triplet (8, E, F') est une
semi-fonction vide. Il y a donc une infinité de semi-fonctions vides. Le triplet
(0,0,0) est une semi-fonction vide remarquable. O

Définition 6 (Domaine et empreinte d’une semi-fonction) — Le
domaine d’une semi-fonction est le domaine de son graphe. L’empreinte d’une
semi-fonction est ’empreinte de son graphe.

Notation — Dom f est le domaine de la semi-fonction f, Emp f son empreinte.

Une semi-fonction f : E — F' est applicable a tout élément z de son
domaine ; le résultat f(x) appartient alors & son empreinte.

Attention ! deux semi-fonctions distinctes peuvent avoir méme graphe.
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Assertion 1 — Soit f = (G, E, F) une semi-fonction. Soient E' et F' deuz
ensembles, E C F' et F C F'.
Le triplet f' = (G, E', F') est une semi-fonction ; Graph f' = G = Graph f.

Il y a donc une infinité de semi-fonctions de méme graphe G.

1.3 Fonction

Le domaine d’une semi-fonction peut étre inclus dans sa base stricto sensu.

Définition 7 (Fonction) — On appelle “fonction ” toute semi-fonction dont
le domaine est identique @ la base.

Une fonction est une semi-fonction (G, E, F'), Dom G = E.

Notation
1 — Pour noter que la base d’une fonction f est un ensemble E et que sa cible

est un ensemble F', on peut écrire :
f:E—-F

2 — Soit f une fonction ; f = (G, E,F). Vz € E, il y a un unique couple
(z,y) € G ; I’élément y qui correspond & z est appelé “ f(z) ”. On peut donc
écrire : y = f(z).

3 — Pour noter que le couple (z,y) € Graph f, on peut écrire :

fizmy

On désigne parfaitement une fonction en désignant sa base, sa cible et son
graphe fonctionnel.

Ezemple — Cette fonction est bien connue :

R

_)
r — T

R

2

O

Se mettre en garde — Une fonction n’est pas un ensemble de couples. Quand on
annonce une fonction f sans autre précision, on sous-entend un triplet, en
particulier deux ensembles : la base de f et la cible de f.

Des fonctions distinctes peuvent avoir méme graphe.

Assertion 2 — Soit f = (G, E, F) une fonction. Soit F' un ensemble, F C F'.
Le triplet f' = (G, E, F') est une fonction ; Graph f' = G = Graph f.

Il y a donc une infinité de fonctions de méme graphe G.

A
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Définition 8 (Surjection) — On appelle “surjection ” toute fonction dont
Dempreinte est identique a la cible.

Soit f = (G, E, F) une fonction surjective ; Dom f = E et Emp f = F.
L’expression “ fonction surjective ” est synonyme de “ surjection ”.

Proposition 1 — Soit G un graphe fonctionnel. Il n’y a qu’une surjection dont
le graphe est G.

Preuve — La semi-fonction Sj; = (G, Dom G, Emp G) est 'unique fonction
surjective dont le graphe est G. L

On observe que le lien entre graphe fonctionnel et fonction surjective est
biunivoque. Autrement dit, on pourrait confondre la classe des graphes
fonctionnels et la classe des surjections.

1.4 A un méme graphe correspondent de
nombreuses semi-fonctions

Soit G un graphe fonctionnel. Quelles sont toutes les semi-fonctions dont les
graphes sont G 7 quelles sont toutes les fonctions dont les graphes sont G 7
quelles sont toutes les surjections dont les graphes sont G ?

Assertion 3 — Soit G un graphe fonctionnel. La semi-fonction
Si¢ = (G,Dom G, Emp G)

est une surjection. Elle est I’élément “ minimal 7 de l'ensemble des

semi-fonctions dont le graphe est G :

e toute semi-fonction dont le graphe est G est un triplet (G, E, F), Dom G C E
et EmpGCF;

e toute fonction dont le graphe est G est un triplet (G,Dom G, F'), EmpG C F';

e Sj, est l'unique surjection dont le graphe est G.

Ezemple — Sjy = (0,0, 0). 0

Définition 9 (Injection et éjection) — Soit A un ensemble, soit B un
ensemble, A C B.
L’injection base-A-cible-B est cette fonction :

A —- B

r = X

(on dit ausst “injection canonique ”).
L’éjection base-B-cible-A est cette semi-fonction :

B — A
A3z — 2



CHAP. 1 7

Notation — Iny p est l'injection base-A-cible-B. Ejp 4 est 'éjection
base-B-cible-A.

Notation — Soit f une semi-fonction E — F ; soit g une semi-fonction F' — H.
L’objet g o f est cette semi-fonction E — H :

¢ Domgof={z € E|z €Dom f et f(z) € Domg} ;

e Vz € Domgo f, go f(z) = g( f(z)).

Théoréme 1 (de décomposition) — Soit f = (Graph f, E, F') une
semi-fonction. “ Ce diagramme commudte... ”

E—-—f-—/F

Ei
JE, Dom f l/ /]\InEmp 4F

Dom f —% Emp f
SjGraph f

Preuve

Vz € Dom f, f(z) € Emp f C F ; donc

f(z) = Ingmp 4,7 © SjGraphf o EjE, Domf(w)

On vérifie en outre que

Dom(I'nEmP fFO SjG‘raphf o EJE, Domf) = Dom f

et que
Emp(IIIEmP fLFO SjGraphf 0 E.]E, Domf) = Emp f

Le graphe de f et celui de Ingmp f, 7 © Sjgraph 7 © Ejg, Dom s Sont donc identiques.
Les semi-fonctions f et Ingmp £, F © SjGraph s © EiE, Dom s SOnt donc identiques
(méme graphe, méme base, méme cible). [ |

On peut etre tenté de réduire I’étude des graphes fonctionnels a celle des
fonctions surjectives ; on ignorerait ainsi les concepts de semi-fonction et de
fonction non surjective. En pratique, on ne le fait pas ; dans bien des cas, le
calcul des domaines et des empreintes est fastidieux et on n’obtient pas des
expressions simples ; on préfére alors une forme non réduite mais lisible.
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1.5 Semi-fonction dont la base est un produit
cartésien

Une semi-fonction “ de plusieurs variables ” est une semi-fonction dont la
base est un produit cartésien d’ensembles :

g:Eyx...xE, —F
neN,n>2 E,,...,E, et F étant n+ 1 ensembles.

Notation — Tout élément € E; x ... x E, est un multiplet (z4,...,2,),
z; € E;(1<t<n). Siz € Domy,

g(z) =g(z1,...,2n)
(on écrit “ g(zy,...,z,) ” plutdt que “ g((z1,...,z,)) 7).

Définition 10 (Arité) — Soit E un ensemble. Soit g une semi-fonction dont
la base est un produst cartésien E™ (n € N*). L’E-arité de g est n.

Ezemple
g est cette fonction :

N 5 N
(1,5,k, 1) — i+ jk

F est le produit cartésien N*. — La N-arité de ¢ est 4 ; sa F-arité est 1. O

1.6 Semi-constante

Notation — Soit ¢ est un certain élément de 'univers (par exemple 1’étoile
Arcturus). Quel que soit S un ensemble, S° = {0}.

Définition 11 (Semi-constante) — Soit E un ensemble. On appelle
“ E-semi-constante ” (semi-constante de E) toute semi-fonction E° — E.

Soit E un ensemble. Soit e une E-semi-constante ;
Graphe C E° X E = {0} X E.

Ou Dom e = @ ; on dit que e est une sems-constante vide (c’est une
semi-fonction vide).

Ou Dom e = {¢} ; & l'argument ¢ correspond le résultat e € E (une constante).

Ce qu’il est donc important de savoir, c’est si une semi-constante est vide : vide,
elle est un objet peu intéressant ; non vide, elie est une constante.
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La E-arité d’une E-semi-constante est, par définition, zéro.

Ezemple — Y a-t-il des §-semi-constantes ?
S’il existait e une telle semi-constante, on vérifierait que

Graphe C0°x 0 = {o} x0 =0

donc que Graphe = 0.
Sachant cela, on peut maintenant répondre a la question : il y a une unique
0-semi-constante, c’est la semi-constante vide (8, {¢},0). O

1.7 Terminologie

La terminologie que j’ai adoptée est un compromis entre diverses
terminologies contradictoires.

Semi-fonction (semi-function)

Un terme traditionnel est “ fonction partielle 7. C’est une mauvaise
appellation pour au moins deux raisons.
1 — Un stylo bleu est un stylo qui est bleu. Mais une “ fonction partielle ” n’est
pas une fonction qui serait partielle... ce n’est pas une fonction du tout ! C’est le
contraire qui est vrai : une fonction est une semi-fonction qualifiée.
2 — Bourbaki [1, p. E I1.21] appelle “ fonction partielle ” les fonctions de n
variables obtenues & partir de fonctions de m variables (n < m) quand on fixe la
valeur de certaines d’entre elles. Par exemple, la fonction

N - N
z — z4+1

est une fonction partielle de

NxN — N
(z,y) » z+y

(remarquer qu’une fonction Bourbaki-partielle est une fonction). On retrouve
cet emploi de “ partiel ” dans l'expression “ dérivée partielle ”.

Le choix du préfixe “ semi ” n’est pas hérétique (considérer “ semi-groupe ”,
“ semi-linéaire ” etc.).
Base

N. Bourbaki [1] dit “ ensemble de départ ”.

Cible (target)

N. Bourbaki [1] dit “ ensemble d’arrivée ”. S. Mac Lane et G. Birkhoff [4]
disent “ codomaine ”. P. M. Cohn [15] dit “ target ”.
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Fonction (function)

D’autres appellations courantes sont “ application ”, “ opération ” [13],

“ transformation ”, et “ mapping ”. Le terme “ fonction ” me semble le plus
répandu et le plus simple. J’évite le subtil distinguo qui consiste & employer tous
ces termes avec des nuances différentes.

Quelques auteurs ne font pas une différence franche entre fonction et graphe
fonctionnel, ou bien rapprochent dangereusement les deux notions. Par exemple,
P. M. Cohn [15] dit “ mapping ” pour “ fonction ” et “ function ” pour “ graphe
fonctionnel 7. J. A. Goguen et J. Meseguer [25] confondent les deux.

Domaine (domain)

N. Bourbaki [1] dit “ ensemble de définition ” ou “ premiére projection du
graphe ”. P. M. Cohn [15] dit “ source ”. S. Mac Lane et G. Birkhoff [4], P. R.
Halmos [2] disent “ domaine ”.

Empreinte (range)

N. Bourbaki [1] dit “ ensemble des valeurs ” ou “ seconde projection du
graphe ”. La majorité des auteurs anglo-saxons dit “ range ”.

Arité (arity)

On francise le mot anglais “ artty ”, d’usage courant. On trouve également
“rank ” [13].
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Magma

11






13

Les objets auxquels on s’intéresse, et sur lesquels on veut raisonner, sont les
magmas (la galaxie des magmas est le sujet de 'étude).

Un magma ressemble beaucoup & une algebre (au sens de 'algebre
universelle). Il n’y a que deux différences : on accepte de considérer non
seulement toute fonction mais ausss toute semi-fonction, ce qui est plus général ;
et on accepte de considérer des sous-ensembles du support, ce qui est nouveau.

Aussi ne s’étonnera-t-on pas de découvrir une parenté entre certains des
concepts fondamentaux de cette étude et les concepts fondamentaux de P’algébre
universelle : terme, magma de termes ; homomorphisme, sous-algébre,
congruence, magma-quotient ; identité, inférence formelle ; magma libre, magma
initial.

Pour le confort du lecteur, j’ai fait apparaitre cette parenté autant que
possible. Mais parenté n’est pas identité : certains concepts simples de 1’algebre
universelle correspondent a des concepts compliqués de l'algébre G. Par
exemple, le magma des (V, X')-termes significatifs (chap. 16) est un objet qui
n’est pas du tout élémentaire ; or c’est lui (et non A) qu'il faut mettre en
correspondance avec l'algébre des termes de 1’algébre universelle.



Chapitre 2

Vocabulaire

Puisque la logique proposée est symbolique, pour calculer on aura besoin d’écrire
et de lire des symboles. Il faut donc savoir les reconnaitre et en choisir
quelques-uns.

Un vocabulaire est un ensemble fini de symboles : chaque symbole est soit un
symbole de sous-ensemble, soit un symbole de semi-fonction, soit une variable.

2.1 Qu’est-ce qu'un symbole ?

Noircir avec un peu d’encre et d’une certaine fagon une partie d'une feuille
vierge de papier blanc, c’est écrire un symbole (ou peut-étre plusieurs). Par
exemple j’écris ceci :

#

Puisqu'il reste assez de surface blanche, je peux écrire le méme symbole une
deuxiéme fois :

14
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Combien de symboles apparaissent maintenant sur la feuille ? Il n’apparait
qu’un seul symbole, mais ce symbole apparait & deux endroits.

A celui qui doute, on peut proposer cette analogie. Je prends deux photographies
d’une méme personne, puis je les colle sur une feuille de papier. Combien de
personnes apparaissent sur la feuille 7

Il semble donc qu’un symbole soit un objet plus subtil qu'un peu d’encre
déposée sur une feuille.

Qu’est-ce qu’un symbole ? Pour tenter de répondre & la question, on peut
faire une petite expérience et raisonner ainsi. On dispose de feuilles vierges de
papier blanc, d’encre noire et de divers outils pour appliquer celle-ci sur celles-1a
(stylo-plume, machine & écrire, photocopieuse, imprimante, etc.). On prend une
feuille et, & l’aide de I’'un des outils, on y écrit une fois un symbole.

o

La feuille de papier — C’est un objet tangible, physique. On la reproduit
(photocopie), puis on la range & un certain endroit de maniére & ne jamais la,
confondre avec aucune autre feuille au monde. L’original et la copie ne sont pas
un méme objet-feuille : l’original et la copie sont donc.distincts.

Le dessin — Sur la feuille apparait un “ dessin ”. Sur toute copie conforme c’est

le méme dessin qui apparait. Ce dessin est un donc objet abstrait, intangible
(“ idéal ” aurait dit Platon).

La classe des dessins semblables — On peut produire une photocopie réduite ou
agrandie de la feuille. Le dessin original, son réduit, son agrandi sont des dessins
distincts, mais on reconnait toujours le méme symbole : aussi les jugera-t-on
semblables. On peut aussi recopier a la main le dessin original ; ce nouveau
dessin lui est encore semblable (si 'on sait écrire). Tous ces dessins
correspondent a un unique symbole. ‘

Que conclure ? Un symbole serait une classe d’équivalence (un symbole
serait la classe des dessins semblables), et méme une classe d’équivalence de
classes d’équivalence (un dessin serait la classe des feuilles qui sont mutuellement
copies conformes 'une de l'autre). Sil’on en doute, du moins admettra-t-on
qu’un symbole est un objet particuliérement abstrait et qu’il faut étre prudent.

On retiendra aussi cette propriété simple mais fondamentale. Pour désigner
un symbole, au lieu de le nommer et d’écrire ce nom, on peut toujours écrire le
symbole lui-méme. Ainsi je désigne ma sceur en écrivant “ Marika ” (et
certainement pas en la faisant apparaitre en personne sur le papier) ; mais je
désigne le symbole “ # ” en écrivant directement “ # ”. C’est trés commode.
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2.2 Ce qu’on considérera comme un symbole
(les symboles-objets)

Pour pouvoir communiquer aisément et sans erreur, avec un humain ou avec
un ordinateur, je n’écrirai pas n’importe quel symbole (hiéroglyphes,
idéogrammes, pictogrammes, etc.), mais seulement des symboles-identifieurs :

est considéré comme symbole tout mot qu’on peut écrire en écrivant de
gauche & droite des caractéres de cet alphabet :

abcdefghijklmnopgqrstuvwxyz
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWIXYZ
0123456789

rrshe ()*x+, -/

3 <=>740Q

INT S

{1}

(cet alphabet est le sous-ensemble des quatre-vingt-quatorze caractéres
imprimables de I’alphabet ASCII?).

Ezemple — Voici un symbole : 4a+=truc23 a

Malgré 'apparence cette convention n’est pas contraignante : on dispose
d’une infinité dénombrable de symboles (voir infra), ce qui est suffisant.

Beaucoup de symboles ne sont pas atomiques, mais cela est sans importance
(les symboles atomiques sont les caractéres de ’alphabet). La longueur d’un
symbole (nombre de fois qu’on a écrit un caractére) est finie et non nulle : elle
est finie, sinon on ne finirait jamais d’écrire le symbole ; elle est non nulle car on
a écrit quelque chose.

Notation

1 — Je dessinerai toujours les symboles de la méme fagon, comme je le ferai avec
une machine & écrire (juger si deux dessins sont semblables ne sera donc pas
affaire d’expert).

2 — Z est 'ensemble de tous les symboles (de tous les identifieurs qu’on peut
écrire).

Assertion 4 — Z est infint dénombrable.

Choisissant un ordre (’ordre lexicographique par exemple), on numérote les
éléments de Z une fois pour toutes :

! American standard code for information interchange
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Ezemple — x; =“a” ;X6 =“27 ; Xy = “A7 ; Xo5 = “ a2 ”. Etc. O

2.3 Ecrire un symbole, écrire un symbole,
écrire etc.

Pourquoi écrire un symbole, puis & nouveau ce symbole ou un autre, etc. ?
Pour écrire des termes (chapitre 4) et des formules (des “ phrases ” ; chapitre 8).
Comment écrire un symbole, puis 4 nouveau ce symbole ou un autre, etc.
sur une méme surface ? Adoptant la régle européenne, on écrit la premiére fois
en haut & gauche ; puis on écrit & une petite distance & droite de 1’endroit ot on
a déja écrit (on fait apparaitre un espace) ou & la ligne suivante ; etc. On écrit

ainsi quatre fois le symbole “ x 7 :

X X X X
et une fois le symbole “ xxxx ” :

XXXX

2.4 Les huit symboles réservés

On réserve ces huit symboles & un usage particulier et invariable :

*kk . i $ : = =< >>

Le symbole ¢ *** ” dénote 'univers considéré (le support du magma
considéré). Le point “ . ” est le symbole qu’on écrit en dernier quand on écrit
un formule (terminateur). On écrit “ :: ” quand on annonce un élément
quelconque d’un certain ensemble (variable). On écrit “ $ ” pour exprimer qu’un
terme est significatif (les arguments appartiennent aux domaines des
semi-fonctions). Le symbole “ : ” correspond au signe “ € ” (appartenance). Le
symbole “ =7 correspond au signe égale. Le symbole “ =< ” correspond au signe
“ C 7 (inclusion ensembliste). On écrit “ >> ” pour décrire une semi-fonction.

Notation — R est ’ensemble des huit symboles réservés.

2.5 Vocabulaire

Un vocabulaire est un ensemble fini de symboles, divisé en deux classes. On
trouve des symboles de sous-ensemble et des symboles de semi-fonction.
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Définition 12 (Vocabulaire) — On appelle “ vocabulaire ” tout triplet
(S,F,a) qui a ces qualités :

o S est un ensemble fini de symboles ;

o F est un ensemble fini de symboles ;

® a est une fonction F — N ;

e SNR={xxx} ; FNR=0;SNF=0.
Notation — V = (S, F,a).

Terminologie — On appelle “ symbole de sous-ensemble ” tout symbole de S ;
on appelle “ symbole de semi-fonction ” tout symbole de F. Vf € F, Uarité de £
est Pentier naturel n = a(f) ; on dit que f est n-aire (nullaire, unaire, binaire,
etc.).

Notation — Soit n € N. F, est le sous-ensemble des symboles n-aires de F.

Au lieu de “ vocabulaire ” on pourrait dire “ signature ”. Le vocabulaire (la
signature) est en effet toute 'information dont a besoin 1’analyseur grammatical.

Proposition 2 — Quel que soit V = (S8, F,a) un vocabulaire, S # 0.
Preuve — *xx € S. |

Ezemple — Vocabulaire minimal
Voici ¢V, le plus petit vocabulaire :
* Ov = (08’0f7a) )
o oS = {Hxx};
L] 0.7‘- = 0 )
e a est la fonction (0,0, IN) (fonction vide).

N.B. — Par économie j’ai écrit ceci :
oS = {***}
plutdt que ceci (forme correcte) :
0S = {« kxx ?

En principe il n’y a pas d’ambiguité a craindre, car les seuls symboles que je
dessine 4 la machine & écrire sont les symboles de Z (les symboles-objets). O

Ezemple — Vocabulaire ;V

&V =(85,1F,a);

o S = {**x Nat* Carre,Prem} ;

o 1Fo={0};

o Fi= {s,p,rac} )

o 1'7:2 = {+,-,*,diV} )

o les autres 1F; (: € N — {0,1,2}) sont vides.

1V est un vocabulaire (vérification triviale). o
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2.6 Grand-vocabulaire

Un grand-vocabulaire est un ensemble fini de symboles, divisé en trois
classes. On trouve & nouveau des symboles de sous-ensemble et des symboles de
semi-fonction. La troisiéme classe est celle des variables. On a besoin d’écrire
des variables pour écrire des termes (chapitre 4).

Définition 13 (Grand-vocabulaire) — On appelle “ grand-vocabulaire ”

tout couple (V,X) qui a ces qualités :
o V est un vocabulaire (§,F,a) ;

o X est un ensemble fint de symboles ;
s XNR=XANS=XNF=0.

Que & soit fini n’est pas une caractéristique essentielle. J’ai voulu signaler
simplement qu’un X fini suffit (dans toute sa vie un mathématicien ne rencontre
qu’un nombre fini de variables) et qu’il était intéressant de connaitre a priors
toutes les variables du raisonnement.

On peut d’ailleurs toujours remplacer un vocabulaire (V, X') par un vocabulaire
plus large (V, X U X’). La seule caractéristique importante est celle-ci : le
classement des symboles est exclusif ; tout symbole (autre que “ *** ”) est ou
réservé ou symbole de sous-ensemble ou symbole de semi-fonction ou variable.

Remarquer — Quel que soit V un vocabulaire, (V,0) est un grand-vocabulaire.

Ezemple — Grand-vocabulaire (1V,1X)
On connait le vocabulaire 1V (voir supre). ;X = {z,n,n%,i,j}. — (1V,1X)
est un grand-vocabulaire (vérification triviale). o

Terminologie — On appelle “ variable ” tout symbole de X'. Si ’expression
abrégée n’est pas ambigué, on peut dire “ vocabulaire ” au lieu de
“ grand-vocabulaire ”.

Convention — Numérotation des variables

Une fois X’ choisi, pour raisonner commodément on a avantage & numéroter
ses éléments, les variables, une fois pour toutes. Comme il se trouve qu’on a déja
numéroté tous les symboles (£ = {X, }neN+ ; voir p. 16), on peut simplement
attribuer & chaque variable son numéro de symbole. Cette numérotation n’est
pas continue (il y a des entiers naturels qui ne sont pas des numéros de variable),
mais cela n’a aucune importance.

X C Z = {Xn}nen+. Jappelle “ L” le sous-ensemble {n € N* | x,, € X'} (L
est I’ensemble des numéros de variables). On vérifie immédiatement que

X = {Xz}leL

Remarquer — Si X =0, L = 0.
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Magma

Un magma ressemble & ce que Gratzer appelle “ a partial algebra ” [14] : de la
méme fagon, on désigne un ensemble (le support du magma) et certaines
semi-fonctions relatives & cet ensemble. Mais on désigne en outre certains
sous-ensembles du support.

Pourquoi distinguer ces sous-ensembles ? Si ’on s’intéresse a des
semi-fonctions, on est amené & s’intéresser & leurs composées (un terme dénote
une composée de semi-fonctions ; voir infra). Or les domaines de ces composées
ne sont en général pas évidents, ce dont on s’apercoit déja en considérant cette
simple composée :

R — R

Logz
z—3

T =
Comment vérifier que  est un élément de son domaine ? que 2 n’est pas
élément de son domaine ? Quel est le domaine ?
Si 'on veut raisonner stirement et commodément a ce sujet — et non d’une
maniére ad hoc — on cherche alors un procédé de calcul. On s’apergoit bientot
qu’on a intérét a distinguer et & nommer certains sous-ensembles.

Terminologie — Au sujet de “ magma ”

Le nom qu’on entend et qu’on lit le plus souvent est “ algebre ” (algebra). Je
préfere “ magma ”, nom choisi par N. Bourbaki [3], pour au moins deux raisons.

1 — Le nom “ algebre ” est surchargé. Désigne-t-on un procédé de calcul (résoudre
un probléme de géométrie par 1’algébre), un partie des mathématiques (ce qu’on
sait des groupes, anneaux, corps etc.) ou un module-anneau (algébre de
polynémes, alg. d’endomorphismes) ?

2 — Les significations usuelles de “ magma ” conviennent : masse épaisse de

consistance pateuse ; mélange confus (Micro-Robert).

20
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3.1 Magma

Se rappeler (notation) — Soit  un ensemble. Q° = {0} (voir p. 8).

Définition 14 (Magma) — Soit V un vocabulaire ; V = (S,F,a). On appelle
“V-magma ” tout triplet (Q, X, @),

o 2 étant un ensemble,

o ¥ étant une famille indezée d’ensembles, ¥ = {os}ses,

o & étant une famille indezée de semi-fonctions, ® = {fr}ter,

qui @ ces qualités :

i—Q#0;

ii-a —VS €S, o5 #0 et og CQ (sous-ensemble non vide de Q) ;
ii-b — oxxx =Q ;

iii — VfeF, ¢ est une semi-fonction € — Q.

Notation — Q = (2,2, ).

Que, VS € S, og soit non vide est une caractéristique essentielle. On s’abstient de
nommer Pensemble vide, de sorte qu’on n’y quantifiera jamais aucune variable (on
n’envisagera jamais un Y € ). On évite ainsi une difficulté colossale. En effet, si
I’on ne prend pas cette précaution, ’égalité n’est plus transitive, donc n’est plus
une relation d’équivalence ; et on ne sait plus quel ensemble-quotient puis quel
magma-quotient considérer (section Eitre affirmatif ou spéculatif ; voir p. 213).

Terminologie — Le support du magma € est ’ensemble 2. Les opérations
fondamentales de € sont les ¢¢ (f € F).

Remarquer — Ve € Fy, la semi-fonction ¢e est une §2-semi-constante ; si ¢e n’est
pas vide, ¢e¢ est un élément de 2.

Indezer et nommer sont deux opérations équivalentes. Si par exemple |
“ Nombres ” est un symbole de sous-ensemble, on peut considérer qu’il est le
nom de ’ensemble ojombres. Ainsi, chaque symbole de S est le nom d’un
sous-ensemble, chaque symbole de F le nom d’une semi-fonction.

Un magma est une collection d’objets rangés d’une certaine facon. Il n’y a
par définition que peu de relations entre ces objets : par exemple, tout og est un
sous-ensemble de 2. Mais il y a beaucoup d’autres relations possibles, on
I'imagine aisément : ’empreinte de telle semi-fonction ¢¢ est-elle incluse dans tel
sous-ensemble g 7 ce sous-ensemble og est-il inclus dans or ? og est-il inclus
dans le domaine de telle semi-fonction unaire ¢z ? etc. De telles relations, qu’on
notera en écrivant des symboles, seront examinées plus tard. On pourra alors ne
considérer que certains magmas, ceux ayant certaines propriétés (aziomes), et
donc raisonner plus finement.



22 MAGMA

3.2 Exemples

Magma Q2

Notation — N est ’ensemble des entiers naturels, N* le sous-ensemble des
naturels non nuls.

On connait le vocabulaire 1V (voir p. 18). Voici 182 :
& 1Q=0921%,12) ;1% = {ios}se,s ;1% = {1d¢lte, 7 ;
11 =N
10nats = N* 3
10 ¢carre = {n? | n € N} (les carrés) ;
10pren = {” € N | n est premier} ;
19 est cette N-semi-constante non vide : 160 =0 ;
194 est cette fonction (successeur) :

N - N
n — n+4+1

* 1¢, est cette semi-fonction (prédécesseur) :

N — N
N*sn —» n-1

® 14, est cette semi-fonction (racine) :

® 104+ est cette fonction :
N2 - N
(n,m) = n+m

® ,¢_ est cette semi-fonction :

{(n,m)|n>m}>5(n,m) —» n—m

® 1Px est cette fonction :
N? - N

(n,m) —» nxm

® 1¢4;y est cette semi-fonction :

N? — N
{(n,m) | m # 0 et n est divisible par m} 3 (n,m) — n/m

On vérifie immédiatement que 1 est un ;V-magma. a
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Magma .2
Notation — Q est I’ensemble des nombres rationnels.

2V est ce vocabulaire :
&)= (25,2.7-',a) ;
L4 28 = {***’E,F} )
o 2Fy = {zero,un,euler} ;
o . F, = {frac};
o les autres »F; ( € N — {0,2}) sont vides.

Voici 2,2, un 2V-magma, :
.0 = (2,19, 2,12,2,1‘I’) 218 = {2,105}8628 j21® = {2,1¢f}fezf )

* 210=Q;
® 210 = Q;
® 210 = Q*;
® 21,0, N'est pas vide, 14,0 =0;
® 210, n'est pas vide, 514, ,0=1;
° 2»1¢euler est vide ;
® 3105, €St cette semi-fonction :
Q — Q

QxQ*3(&n) - &/ O

Magma 4,52

Notation — R est ’ensemble des nombres réels.

Voici 22, un autre ;V-magma :
& 2,2Q = (2,29, 2,22, 2,2‘5) 3 2,22 = {2,20'5}Se28 ) 2,2‘1’ = {2,2¢f}f€2.7: 3

2,29 =R )
2,20 = R ;
220 = R:- )

’ * .
212¢zero n’est pas vide, 2v2¢zero° =0,
2,20y, D'est pas vide, 24,0 =1;

? ] .
22Peurer 1'ESt pas vide, 526, .., 0=¢€ (e =exp 1) ;
2,205 €5t cette semi-fonction :

R? — R
RxR; 3 (§n) — &+Logy

Comme on examinera cet exemple & nouveau, il est commode d’appeler
simplement “ ¢ ” la semi-fonction 32¢;,,. et de choisir dés maintenant un
ensemble de variables : :
2X = {uav>an7z}

On numérote les variables ainsi : X = {X;}ier,

o L ={21,22,24,25,26}, et

¢ Xo1 =1, X9 =V, X24 = X, X225 =Y, X926 = Z.

(2V,2X) est un grand-vocabulaire (vérification triviale). O
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Terme — 1

On vient d’examiner le magma ;. (voir p. 23), dont on a distingué les éléments
0, 1, e, et cette semi-fonction :

R? — R
R xR} 3 (n) — {+Logn
Sans faire référence & autre chose, on peut désigner d’autres éléments, par
exemple ceux-ci : (se rappeler que ¢ =396, )
2 =1+ Loge=¢(1,¢)
3 =2+ Loge=(14Loge)+ Loge = ¢(é(1,¢),¢€)
Log2 =0+ Log2 =0+ Log (1 + Loge) = ¢(0,¢(1,e))
et d’autres semi-fonctions, par exemple celle-ci :
R® — R
(§;m,¢) — &+ Log(n+ Log ()= ¢(£ 6(n,())

Comment noter ces autres éléments et ces autres semi-fonctions ? En écrivant
des (pV,2X)-termes, par exemple ceux-ci (un par ligne) :

frac un euler

frac frac un euler euler
frac zero frac un euler
frac x frac y z

Et si par hasard ou par malice on écrivait celui-ci qui parait aussi normal
que les autres :

frac un zero
A-t-il un sens ? Peut-on l'interpréter 7 N’y a-t-il pas 1a une difficulté ?

En fait, on peut trouver un procédé d’interprétation uniforme, de telle sorte
qu’on ne s’embarrassera pas a juger certains termes “ bons ” et d’autres
“ mauvais ”. Bons, ils le sont tous...

24
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4.1 Terme

On écrit un terme en écrivant des symboles de gauche a droite d’une
maniére conforme & une certaine régle (définition 15 ; voir infre). On fait ainsi
apparaitre une séquence symbolique.

La longueur de cette séquence est le nombre de fois qu’on a écrit un symbole
(on a pu écrire plusieurs fois un méme symbole).

Notation — lgl est la longueur de la séquence 1.

Ezemple

lg [f1 x x] =3

lglyl =1 O
Notation — Soit n € N* ; j’appelle “ I ” ’ensemble {1,...,n}. Vi € I, soit 1
une séquence symbolique.

1; est la séquence [1; ... l,] (pour écrire 1j, on écrit Iy, puis 1, etc.).

Ezemple — I ={1,2}, i =[f1 x x|, b =[y]. —li=[f1 x x y]. O
Un terme est une séquence symbolique qualifiée.

Définition 15 (Terme) — Soit (V,X) un grand-vocabulasre ; V = (S, F,a).

On appelle “ (V,X)-terme ”

o toute séquence [e], e € Fy ;

e toute séquence [x], X € X ;

o toute séquence [f aj|, f€ F,(n e N*), I ={1,...,n} et [Vi € I, a; étant un

(V, X)-terme].

Syntaxe B.N.F.

(Terme) := (Symbole nullaire de semi-fonction)
n= (Variable)

i:= (Symbole n-aire de semi-fonction) (Terme) ... (Terme)

N /

-~
n

Notation — "7 (V,X) est ’ensemble des (V, X)-termes. Si I'expression abrégée
n’est pas ambigué, on peut dire “ terme ” au lieu de “ (V, X)-terme ” ; et on
peut écrire “ AT ” au lieu de “*T(V,X) 7.

Remarquer

1 — La définition de “ terme ” est récursive.

2 — Pour écrire une séquence symbolique qui soit un terme, il n’y a qu’une seule
régle grammaticale a respecter. En outre, celle-ci n’est guére contraignante : on
doit simplement faire attention & ’arité des symboles de semi-fonction.

3 — La longueur d’un terme est finie et non nulle : elle est finie, sinon on ne
finirait jamais d’écrire le terme (on n’écrit qu’un symbole & la fois) ; elle est non
nulle car on a écrit au moins un symbole (quel que soit a un terme, lga > 1).

4 — La syntaxe est “ préfixée ”.
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La syntaxe préfixée suffit pour exposer la théorie. En outre, parce qu’elle est
rudimentaire, on peut vider bien des démonstrations de considération
grammaticale.

Toutefois, il est entendu qu’un langage informatique doit étre plus riche. Pour
programmer aisément, on doit pouvoir écrire des termes de maniére préfixée,
postfixée, infixée, distribuée, voire graphique.

Ezemple

On connait le grand-vocabulaire (;V,;X) (voir p. 19). Voici quelques
(1V,1X)-termes (un par ligne) :

0

z

s 0

s s i
div n* 0
rac - 0 s 0
+s50ssj
s +0s0

On est libre d’écrire des parenthéses pour que le texte soit plus lisible :

Ces parenthéses sont un simple ornement.
Assertion 5 —"T(V,X)#0 & FUX #0.

Définition 16 (Terme atomique) — On appelle “terme atomique ” tout
terme dont la longueur est 1.

Le seul symbole d’un terme atomique est un symbole de semi-constante ou
une variable. L’ensemble des termes atomiques est "7 (Fo, X).

Définition 17 (Sous-terme, sur-terme) — Soit a un terme. On appelle
“ sous-terme de a ” toute sous-séquence de a qui est un terme. On appelle
“ sur-terme de a ” tout terme dont a est une sous-séquence.

Remarquer — Tout terme a est un sous-terme de a.

Assertion 6 — Un terme atomique n’a qu’un seul sous-terme, lui-méme. Un
terme non atomique a au moins un sous-terme autre que lui-méme ; et a au
moins un sur-terme autre que lui-méme.-
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Cas particulier — Terme sans variable

Soit ¥V un vocabulaire ; (V,0) est un grand-vocabulaire. On peut donc
considérer "7 (V,0).

Notation et terminologie — 27 (V) = *7(V,0). On appelle “ V-terme ” tout
élément de A7 (V).

Dans un V-terme n’apparaissent que des symboles de F.

Assertion 7 —2T(V)#£0 & Fo#0.

4.2 Analyser un terme

J’ai voulu cette section, inspirée du livre de Shoenfield [7], pour que le texte soit
sans prérequis. Le lecteur avisé ne s’y attardera pas (sauf 8’il veut mieux
comprendre quelques unes de mes intentions ultimes ; comparer alors mon exposé &
Poriginal).

Ce que j’appelle “ terme ” est une séquence symbolique (qualifiée). Je n’introduis
pas le concept d’arbre, car on n’a pas besoin ici de cette deuxiéme représentation
(ce non-besoin du concept d’arbre est courant [6,7,9,13,14, etc.]). Bien siir, &
chaque terme-séquence-symbolique correspond un et un seul terme-arbre [10].

Pourquoi adopter une syntaxe “ préfixée ” 7 Parce que ’analyse
grammaticale correspondante est simple. Je rappelle quelques propriétés bien
connues [7].

Terminologie — Soit 1 une séquence symbolique non vide ; lgl € N*. J’appelle
“ R” lensemble {1,...,1gl}. Soit r € R.

1 — Ecrire 1, cest écrire lg1 fois un symbole (on écrit de gauche & droite). La r®
fois on écrit donc un certain symbole. Ce symbole, on dit qu’il apparait dans 1 ¢
la place numéro r (& la r® place).

2 — Soit 1; une séquence symbolique. On dit que 1; apparait dans 1 @ la place
numéro r pour exprimer ceci : (a) r +1gl; — 1 <lIgl; (b) écrire le symbole qui
dans 1 apparait & la place numéro r, puis, si lgl; > 2, celui qui apparait a la
place numéro r + 1, etc., c’est écrire 1; (on écrit Ig1; fois un symbole ; donc la
derniére fois on écrit le symbole qui apparait & la place numéro r +1gl; —1). On
dit aussi que l; apparait dans 1 & la zone [r,r +1gl; —1]. Sil; apparait dans 1, I;
est une sous-séquence de 1.

Ezemple — [x y| est une sous-séquence de [x y z x y]|. Elle y apparait a la
premiére place ; elle y apparait aussi a la 4° place. O

Définition 18 (Préfixe) — Soit 1 une séquence symboliqgue. On appelle
“ préfixe de 1 ” toute sous-séquence qui dans 1 apparait & la premiére place.

Notation — Pour noter que lp est un préfixe de 1, on peut écrire : 1o/l
Ezemple
[u $ AlZ[u $§ A #**x rc]

[x y]i[x ¥y z x y]
[x]£[x] | O
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Lemme 1 — Soit a un terme. Vr € {1,...,lga}, dans a ¢ la place numéro r
apparait au moins un terme (qui est donc un sous-terme de a).

Ezemple — On connait le vocabulaire 1V (voir p. 18). La séquence

[+ s 8 0 s 0] est un {V-terme. A la 2° place apparait le terme [s 8 0];ala
4° 0] ; a4 1a 5% [s 0]. O
Preyve du lemme

On raisonne par récurrence.
1 — a est atomique

lga = 1. Dans a a la premiére place apparait a lui-méme.

2 — a n’est pas atomique
a est une séquence [f a;],fe F, (ne N*), I ={1,...,n} et Vi€ I, a
étant un terme].

HYPOTHESE DE RECURRENCE — Vi € I, Vs € {1,...,lga;}, dans a; a la place
numéro s apparait un terme (un sous-terme de a;).

lg [f a;] > 2. Dans [f a;| & la premiére place apparait f ; & la place numéro
ry = 2 apparailt a; ; a la place numéro r, = 2+ lg a; apparait a, (si 2 € I) ; etc. ;
a la place numéro ry; = r; +1ga; apparait a;y (sii, ¢+ 1€ I); etc.

Soit r € {1,...,1g [f as]}. Our=1,our >2.

e r=1— Dans [f aj| & la premiére place apparait [f a;| lui-méme.
o r >2 — Puisquer € {2,...,lg [f as]}, Jip € I,

Tip ST STy +lgag, — 1
r—ry,+1€{1,...,lga;}; donc dans a;, a la place numéro r — r;, + 1 apparait
un terme (hypothése de récurrence). Ce terme apparait dans [f aj] a la place

numéro r. |

Lemme 2 — Quel que sott a un terme, quel que soit b ur terme,

ar’b = a=Db

Preuve
On raisonne par récurrence.
I1—lga=1

Oua=[e],eeFy;oua=[x]|,x€eX.
¢ [e]/b — Puisque b est un terme, b = [e] = a.
¢ [x]|/b — Puisque b est un terme, b = [x] = a.
2—lga=12>2

HYPOTHESE DE RECURRENCE — Quel que soit ¢ un terme, quel que soit d un
terme, silgc <! et si c/d, alors ¢ = d.
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Puisque a est un terme non atomique, a = [f aj|, f € F, (n € N¥),
I={1,...,n} et [Vi € I, a; étant un terme]. Puisque b est un terme et que a/b,
b = [f by], [Vi € I, b; étant un terme].

Donc a;Zbj : ou a; /by, ou by/Za;. Dans les deux cas, puisque
lga; <lga =1 a; = b; (hypothése de récurrence).

Donc azZ[b, ... b,] : on vérifie de la méme fagon que a; = b,. De proche
en proche, on vérifie que a; = b; (i € I). Donc a = b. n
Proposition 3 — Soit a un terme. Vr € {1,...,lga}, dans a ¢ la place

numéro v apparait un unique terme (un sous-terme de a).

Preuve — Dans a & la place numéro r apparait au moins un terme (lemme 1). Si
a cette place apparait un sous-terme b et si & la méme place apparait un
sous-terme by, alors ou b;Zb; ou by/b;. Dans les deux cas, b; = b, (lemme 2).0

Théoréme 2 (Analyse grammaticale des termes) — On ne peut produsre
deuz analyses différentes d’un méme terme (un terme n’est jamais ambigu) :
sans jamais avoir ¢ choisir, on reconnait

soit une séquence [e], e € Fy ;

soit une séquence [x]|, x € X ;

soit une séquence [f a;|, fe F,(n e N*), I ={1,...,n} et Vi € I, a; € *T].

Preuve — On veut vérifier que, si [f as| = [f by], alors [Vi € I, a; = by].
Soit [f as| un terme, soit [f by| un terme, [f as] = [f b;]. Ou as/b; ou
b;Za;. Donc a; = by (lemme 2) ; et ou a;/b, ou byZa;. Donc az = by. Ete. W

Proposition 4 (Emboitement) — Soit a un terme ; j'appelle “R 7
Vensemble {1,...,lga}. Soitr € R ; soitr' € R, r <r'. A la place numéro r
apparait un certain sous-terme b ; & la place numéro r' apparait un certain
sous-terme ¢ (proposition 3).

Our+lgb—1<r' (les deuz zones sont disjointes).
Our'+lgec—1<r+1gb—1 (la deuziéme zone est incluse dans la premiére et
¢ est donc un sous-terme de b).

Se mettre en garde — Ezemple
On considére ce 1V-terme :

a=[+s s 0 s 0

A la 2° place apparait b=[s s 0], 41a 5% ¢ = [s 0]. Les deux zones [2, 4] et
[5, 6] sont disjointes, mais ¢ est un sous-terme de b ! En effet, ¢ apparait dans a
¢ deuz endrosts : & la zone [3, 4] et & la zone [5, 6]. O

Preuve de la proposition
On suppose que les deux zones [r,r +1gb — 1] et [r/,r' +1g ¢ — 1] ne sont pas
disjointes ;
r<r’'<r+4lgb-1
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Dans b a la place numéro r’ — r + 1 apparait un certain sous-terme b’ de b
(proposition 3 ; voir p. 29). Ce b’ apparait dans a & la place numéro r’. Donc
dans a, la zone [r',r’ + 1g b’ — 1] ol apparait b’ est une partie de la zone
[r,r +1gb — 1] ou apparait b ; en particulier,

r'+lgh'—1<r+lgb-1

Dans a a la place numéro r’ apparait aussi c. Donc b’ = ¢ (proposition 3) ;

et
r'+lge—1<r+lgh-1
n
Ezemple — Soit a un terme ; b = a est un sous-terme de a ; ¢ = a est un
sous-terme de a. — On vérifie que b est un sous-terme de ¢ (vérification
triviale). O

Théoréme 3 (On peut analyser récursivement) — Soit a un terme non
atomique ; a=[f aj], f€ F, (ne N*), I ={1,...,n} et Vi € I, a; € *T}].
Dans [f aj| & la premiére place apparait £ ; & la place numéro rqy =2
apparait ay ; & la place numéro ry = 2+ 1ga, apparait ay (s12€ 1) ; ete. ; d la
place numéro riyy =r; + g a; apparait a;yy (sii, i+ 1€ 1) ; ete.
Soit ' € {1,...,1g [f a;|}. A la place numéro ' apparait un certain
sous-terme ¢ (proposition 3).

Our'=1etc={[f aj] : la zone [r',r' +1gc — 1] coincide avec la zone

[1,1g [f af]].

OuIigel,ryy, <r'etr'+lgc—1<r, +lga; —1: la zone[r',r' +1gc —1] est
une partie de la zone [ry,r;, +1ga;, — 1] ; en particulier, c est un sous-terme
de a;,.

Preuve

lg[f af] =r, +1ga, — 1. Doncsi2 <7 (<lg[f af]),

digel, ry, <r'<r,+lga, —1
on se rappelle alors que v’ + lgc — 1 < r;, +lg a;; — 1 (proposition 4). [ |

Corollaire 1 — Tout sous-terme de [f aj] est [f aj] lui-méme ou un
sous-terme de U'un des a; (1 € I).

Remarquer — Soit iy € I. On vérifie que a;,, sous-terme de [f ar], est bien un
sous-terme de I'un des a; (il est au moins sous-terme de lui-méme).

Egemple
On a déja vule ;V-termea=[+ s s 0 s 0] ;a=[f af],
o f=+ € 1]:2,

o I ={1,2},
ea =[s s 0],et
e a; = [s 0].

[s 0] est un sous-terme de a; ; c’est aussi un sous-terme de a, ! g
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4.3 Interpréter un terme

On a voulu considérer non seulement les opérations fondamentales d'un
certain magma, mais aussi leurs composées. Aussi, pour désigner celles-ci a-t-on
été amené a écrire des termes.

Un terme est donc le nom d’une certaine composée. Laquelle ? Pour savoir,
il faut interpréter le terme.

N.B. — On interprete un terme par référence ¢ un certain magmea.

Préliminaires — Notation et convention

Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (S8, F,a), FoUX # @ (il y a au moins
un terme) ; X = {x;};er (voir p. 19).

Soit a un (V, X')-terme.
Notation — Var a est 'ensemble des variables qui apparaissent dans le terme a.

Jappelle “ J ” le sous-ensemble {j € L | x; € Vara} ; on peut alors écrire

Vara = {x]'}jej

J'appelle “ m ” le cardinal de J.

Si a est sans variable, J =0 et m = 0. Sinon, J est un certain sous-ensemble
non vide de L :

J={jl’j2,---,jm}, 1<n <j2<...<Jm

Notation
e Si J =0, x; =xp =[] (la séquence symbolique vide).
e Sinon, x5 = [X;, ... X;j,]| (on écrit une fois chaque variable de a, dans un

certain ordre).

Ezemple
Soit (V,X) un grand-vocabulaire qui comporte ces symboles :
o f € .7:3 H
o X= {V7 u,z,y,x}.
On numérote les variables ainsi :- X = {x; }ier,
o L ={21,22,24,25, 26}, et
® X211 =1, Xp=V, X=X, Xp=Y¥, Xp=2

On vérifie trés facilement que la séquence [f x z u] est un (V, X')-terme.
Voici ’ensemble de ses variables :

Var l—f X z 11] = {Xj}jej, J = {21,24,26}

En procédant ainsi, on a classé u premiére variable du terme (u a le plus
petit numéro), x deuxiéme, etc. Pour se rappeler ce classement, il suffit de lire la
séquence x; = [u x z]|. (W
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4.3.1 Interpréter un terme sans variable

Interpréter un terme sans variable, c’est lui associer une certaine
semi-constante, qui est une composée d’opérations fondamentales.

Soit V = (8,F, a) un vocabulaire, Fy # 0 (il existe au moins un V-terme).
Soit = (R, X, ®) un V-magma.
A tout terme a € 2T (V), on associe une certaine 2-semi-constante

Ta:QO—rQ

De quelle facon ? On procéde par récurrence.

1T cas — a est atomique

Le terme a est une séquence [e], e € Fy. On lui associe
I’Q2-semi-constante 7e = ¢e.

2% cas — a n’est pas atomique

Le terme a est une séquence [f aj|, f € F, (n e N*), I = {1,...,n} et
Vi € I, a; € 2T (V)].
HYPOTHESE DE RECURRENCE — Vi € I, au terme a; on a associé une
(2-semi-constante Ty,.

Au terme [f a;], on associe cette Q2-semi-constante T¢ 4,7
si [3: € I, Dom 1, = 0],
alors 7r a1 = (0,9°,9) (semi-constante vide) ;
sinon
si le multiplet ( 7a,0 )ier  Dom ¢y,
alors 7pr 5,1 = (9,0°,Q),
sinon Dom T af] = 00 et TIf aﬂo = ¢f( Ta; < )iEI-

N.B. — 1l suffit qu’un seul sous-terme dénote une semi-constante vide pour que
le terme lui-méme dénote une semi-constante vide (“ strictitude ”, monotonie).

Ezemple 1
On connait le ;V-magma Q (voir p. 22). La séquence

* 0 div 1 0

(0 x §) est un 1V-terme ; [div 1 0] est 'un de ses sous-termes.
On vérifie facilement que 7(asy 1 o] est la N-semi-constante vide. Donc
T[+ 0 aiv 1 o] €st aussi la N-semi-constante vide. O

Morale ? Bien que [Vn € N, 0 x n = 0}, on s’abstiendra d’écrire “0x £ =0".
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Ezemple 2

Soit ¥ un vocabulaire qui comporte ces symboles :
o f€F;,;
o k3, k2, k1 € Fo.

La séquence [f k3 k2 k1] est un V-terme. L’interpréter (par référence au
magma ) c’est lui associer I’Q-semi-constante

T[f k3 k2 k1]

qu’on peut désigner exactement :

31 Dom ¢y3 = 0 ou st Dom dyy = 0 ou s Dom ¢yy = 0,
alors Tz x3 k2 x1] est I’Q-semi-constante vide ;

sinon

81 (Px30, Px20, $x10) & Dom ¢s,

alors T[z x3 x2 x1] est '{2-semi-constante vide,

sinon Dom ¢ x3 x2 k1] = 2° €t T[z x3 k2 k170 = P2(Px30, Px20, Px10).
O

4.3.2 Interpréter un terme dans lequel apparait au moins
une variable

Interpréter un terme dans lequel apparait au moins une variable, c’est lui
associer une certaine semi-fonction, qui est une composée d’opérations
fondamentales ; son arité, c’est le nombre de variables qui apparaissent dans le
terme.

Soit (V,X) un grand-vocabulaire, X’ # @ (il existe au moins un terme dans
lequel apparait au moins une variable). Soit © = (Q, X, ®) un V-magma.

Soit a un (V, X')-terme dans lequel apparait au moins une variable ;
Var a = {x;};es, Card J = m (m € N*). Au terme a, on associe une certaine

semi-fonction
T:'I . Qm — Q

De quelle fagon ? On procéde par récurrence ; la seule difficulté, c’est de décrire
précisément Dom X7 (voir infra).

N.B. — Il y a une analogie entre “ 757 ” et “ Axj.a ” (lambda-calcul). On la
percevra bientot.

Notation
Soit (&;)5 € Q™.
1 — (&)ies = .

2 — Soit e une Q-semi-constante non vide. e(§;);ep = €0 (€ Q).
3 — Soit b un terme sans variable. T;)(” = 7p. SiI’Q2-semi-constante 7, n’est pas

vide, 5,%(¢;)je0 = Tbo-
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1T cas — a est atomique

Le terme a est une séquence [x], x € &. On lui associe la fonction
% = Idg (fonction identitaire de Q).

2¢ cas — a n’est pas atomique

Le terme a est une séquence [f a;],f€ F, (n e N*), I ={1,...,n} et
Vie I, a; € "T(V,X)).

Vi € I, j’appelle “ J; ” le sous-ensemble {j € J | x; € Var a;} ;
Var a; = {X;},es; ; on vérifie sans peine que J = | J J;. Jappelle “ m; ” le
cardinal de J;. e

J’appelle “ I, ” le sous-ensemble {7 € I | Var a; = 0} (ensemble des
indices ¢, a; étant sans variable). Puisqu’au moins une variable apparait
dans [f a], I - I, # 0.

Vi € I,, au sous-terme sans variable a; on a associé une {2-semi-constante
Ta; (voir p. 32).

HYPOTHESE DE RECURRENCE — Vi € I — I, au sous-terme a; on a associé
une semi-fonction 7a;" : (™ — Q.

Au terme [f aj], on associe cette semi-fonction TF;.J an] Q" — Q:
(Z) Dom TF;.JaI.l — { (Ej).] e .
| Vi€l (&)ies € Dom "]
et ( T&;‘J‘(é.j)jGJi )ier € Dom ¢¢

bJ

() Y(&)s € Dom i 1, i a0 (61)s = e( 70" (§))jes Jier-

N.B. — Si d¢ € I, Dom 'r:.J‘ ={, alors T[}-;-Jal] = (0,Q™,Q) ; il suffit qu’un seul
sous-terme dénote une semi-fonction vide pour que le terme lui-méme dénote
une semi-fonction vide (“ strictitude ”, monotonie).

Ezemple

Soit (V,X) un vocabulaire qui comporte ces symboles :
e fcFs;
eec fy;
o x,y € &.
On numérote les variables ainsi : Xg4 = X, X5 =7.

I—[f y x y] est un (V, X)-terme. L’interpréter (par référence au magma Q)
c’est lul associer la semi-fonction

fx ¥yl .02
Tffyxy-I.Q —rQ

qu’on peut désigner exactement :
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(j’appelle “ D ” I’ensemble {(£,n) € Q2| (n,£,n) € Dom ¢¢})

31 D=0,
alors Tfrfx ;ﬂx q = (0,9%,Q) (semi-fonction vide) ;
sinon Dom Tr; ;]x v = D, et

V(ﬁ,ﬂ) € D’ 7-I!-:fx yﬂx y](ﬁan) = ¢f(77’£’77)

II —[f y x e] est un (V, X)-terme. L’interpréter (par référence au magma ),
c’est lui associer la semi-fonction

Tll-fxyy.lx e~l : QZ —rQ

qu’on peut désigner exactement :

st Dom ¢, =0,
alors Trr; :11 q = (0,9%9);

sinon (j’appelle “ D ” Pensemble {(£,7) € Q2 | (n, £, deo) € Dom ¢r})
s1 D=0,
alors Tl'r; yﬂx e] — (0,Q2,Q) )

sinon Dom T[rfx ;]x o = D, et

V(&m) €D, ris I () = p2(n,€, $e0)

4.3.3 Bilan — Un procédé uniforme d’interprétation

On peut croire qu’il y a deux procédés d’interprétation : I'un pour les termes
sans variable, 'autre pour les termes ol apparait au moins une variable. En fait,
compte tenu de la notation adoptée, il n’en est rien.

1 — Soit a un (V, X')-terme dans lequel apparait au moins une variable ; .
Vara = {x;}jes, Card J = m (m € N*). ¥’ est une semi-fonction Q™ — Q. A
un multiplet (¢;)s élément de son domaine correspond le résultat 7X7(€;),.

2 — Soit a un V-terme. T, est une §2-semi-constante. Ou son domaine est vide,
ou c’est le singleton Q° = {0}. Si 0 € Dom 74, il lui correspond le résultat 750.
Or on sait que

Tal(€i)iep = Ta®

(notation).

On peut donc raisonner sur un terme a d’une seule fagon, que Var a soit vide
ou non ; on n’est pas obligé d’envisager deuz cas. Toutefois, en le faisant on
expose plus aisément et on vérifie plus siirement (le texte n’est pas
“ multiplexé ”).
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4.3.4 L’ordre d’énumération des variables importe peu

Pour interpréter un terme on a besoin de connaitre les numéros des variables
(on a numéroté les symboles de X" une fois pour toutes ; voir p. 19). En effet, si
dans le terme apparaissent au moins deux variables, on doit savoir laquelle est
premiére (celle dont le numéro est le plus petit ; elle représente la premiére
composante du multiplet-argument), laquelle est deuxiéme (deuxiéme
composante), etc.

Le procédé d’interprétation est donc fonction de cette numérotation
arbitraire. Est-il lui-méme arbitraire ? En fait, non ; ce dont on se convainc déja
en considérant cet exemple.

Ezemple

Soit (V,X) un vocabulaire qui comporte ces symboles :
o feFs,
o X = {v,u,z2,y,x}.
On numérote les variables ainsi : X = {x;}seL,
o L= {21,22,24,25,26}, et
® X9 =1, Xp2=V, X=X, Xp5=Y, Xo6=2.

[f x z u] est un (V, X)-terme, dont ’ensemble des variables est

{x;}s, J = {21,24,26}. Interpréter ce terme c’est lui associer la semi-fonction

urxz
Tf x z u

Et pourquoi ne pas lui associer 7§ F 2, ¢ Quel est le lien entre ces deux
semi-fonctions ? En fait, "une n’est guére différente de 'autre. On vérifie
facilement ceci :

o Dom 7¢ ¥ 2y = {(€26, €24, €01) € ° | (€21, €24, €26) € Dom 7§ F 7} 5 donc si
’'une est vide, ’autre aussi ;

e et (& supposer qu’elles ne soient pas vides)
V(21,6245 606) € Dom 7 T 2, 7 T 2 u(€26, €24y 621) = 78 £ 7 u(bon, a4, €36). O

On considere maintenant le cas général.

Notation

Soit J un sous-ensemble non vide de N* ; J = {j1,72,...,4m},
1<n<gpe<.c. <Jm.

V3 € J, soit z; un objet et soit 1; une séquence symbolique. Soit p une
permutation J & J.
1 — (zp())jes est le multiplet (2y(;,), - -, Tp(jm))-
2 — [1,()]7€’ est la séquence symbolique oGy -+ Lo

Ezemple (suite)
p est cette permutation J « J (J = {21,24,26}) :

p(21) =26,  p(24) =24,  p(26) =21
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On sait que [X,(;)]7€’ est la séquence

[Xp(zl) Xp(24) Xp(zs)] = [Xg6 Xa4 x21] = I—Z X 11]

{3

(notation). Donc (j’appelle “ a ” le terme [f x z u])

X, JIES
T£ (i) ] — sz

xu
xXzu

Proposition 5 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire, Card X > 2. Soit a un
(V, X)-terme dans lequel apparaissent au moins deuz variables ; Var a = {x;},,
Card J = m (m > 2). Soit p une permutation J « J.

Soit @ =(Q,%,®) un V-magma.

]I€J
Dom 'ra[x’”(’ﬂ = {(&p(5))ies € ™ | (&) € Dom 737}

et
JIEJ
V(&;)s € Dom 77, ra ™ (in)ies = T9(€})s

4.3.5 Le choix des variables importe peu

Un terme est le nom d’une composée d’opérations fondamentales du magma.
Pourtant, alors qu’on note ces opérations fondamentales sans avoir besoin
d’écrire aucune variable (on n’écrit que des symboles de semi-fonction), pour
pouvoir noter les composées on a d’abord besoin de choisir un ensemble de
variables.

Quelle est I'importance de ce choix ? Raisonne-t-on sur les termes d’une
maniere arbitraire ?

En examinant un exemple, on se convainc bientét que le seul caractére
significatif d’un ensemble de variables est son cardinal.

Ezemple

Soient (V, X) et (V,)) deux grand-vocabulaires,
e bin € fz,
o X = {x,2,t}, et
e )= {y,z}'
Examinant le (V, X')-terme [bin x z], le (V,))-terme [bin y z], et
comparant les semi-fonctions 75,2 ; , et Tos y z» on est tenté de vérifier que

X z — Ay Z
7-b'lnxz_Tb]'.nyz

Ce n’est pas trés difficile : 752 , = dpin = Tosn y z- La variable x est
“ muette ”. O

Voici ’énoncé général...
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Proposition 6 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire, X # 0. Soit a un
(V, X)-terme dans lequel apparait av moins une variable ; Vara = {x;},,
Card J = m, m € N*,
Soit Y un ensemble de symboles qui a cette qualité (Y est un deuziéme
ensemble de variables) :
e (V,)) est un grand-vocabulaire ;
e CardY > m () est assez nombreuz).
Vi€ J, soity; €, les y; étant distinctes deux a deux (on associe y; d Xx;).
Soit Q =(,%,®) un V-magma. On considére le terme a € "T(V, X), le
terme a{y; @ X;};ecs € "T(V,Y) (c’est un terme obtenu par substitution ; voir
p. 40), la semi-fonction 757 : Q™ — Q et la semi-fonction
Qm — Q.

T J .
a{y; @ x,},es *

ij |
a a{y; @ x;};es
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Terme — II — Théoremes
fondamentaux

Les termes sont des objets de méme nature que les symboles. On peut les écrire
sur du papier ; et on peut lire ceux qui sont écrits sur la feuille qu’on tient
devant soi.

On est alors tenté d’écrire “ mécaniquemen
apparentés :

e (substituer) associer un terme & chaque variable qui apparait dans le terme
original ;.puis recopier le terme mais sans recopier aucune variable ; au lieu de
recopier telle variable, écrire & la place le terme qui lui est associé ;

e (extraire) écrire un sous-terme du terme ;

e (remplacer) repérer une zone du terme original ol apparait un sous-terme ;
puis recopier le terme mais sans recopier ce qui apparait & cette zone ; au lieu
de recopier ce qui apparait a cette zone, écrire un certain terme.

Par exemple (voir p. 23), sont apparentés au terme [frac frac x x y| ces
termes-ci :

e [frac frac zero zero un] (au lieu de recopier “ x ” écrire chaque fois
“ zero ”, au lieu de recopier “ y ” écrire “ un”) ;

e [frac x x| (sous-terme) ;

e [frac euler y] (au lieu de recopier “ frac x x’

” certains termes qui leurs sont

Y ¢

écrire “ euler ).

On choisit maintenant un certain magma ; interprétant ces termes, a chacun
d’eux on associe une certaine semi-fonction composée (a
[frac frac zero zero un| on associe Tjfrac frac zero zero un])-

Ces composées sont-elles aussi apparentées ? Comment le sont-elles 7 Quelle
parenté mathématique correspond a quelle parenté symbolique ?

11 sera crucial de savoir répondre a ces questions quand on voudra vérifier
qu’une certaine logique est compléte (chapitre 15).

39
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5.1 A, un remarquable magma de termes

Pour commencer, il est intéressant de découvrir que ’ensemble des termes
est le support d’au moins un magma. En examinant celui-ci, on congoit
spontanément 'opération substituer.

Soit (V, X) un grand-vocabulaire, ¥ = (S, F,a), Fo U X # 0 (il existe au
moins un terme). L’ensemble non vide *T = T (V, X) est le support du
V-magma A = ("T,%,®) ; £ = {0s}ses, ® = {dr}rer-

Les sous-ensembles — VS € S, 05 ="7.

Les semi-constantes — Ve € F, ¢e est cette "7 -semi-constante :

(i) Dom ¢e = ("T)° (= {o}) ;

(i) geo = [e].

Les autres semi-fonctions — Vn € N*, Vf € F,, ¢r est cette semi-fonction
(") — AT : (j’appelle “ I ” ’ensemble {1,...,n})

(i) Dom ¢¢ = (" T)" ;

(i) Y(a;)r € ("T)*, de(ai)r = [f ay].

Chaque sous-ensemble og est identique au support, et chaque semi-fonction
¢r¢ est une fonction. Sion “ oublie ” les sous-ensembles, ce magma est le magma
des termes de 1’algébre universelle. Il ressemble beaucoup a un eutre magma de
termes, le magma ¥@, qui a des propriétés fort intéressantes (chapitre 16).

Comment, par référence ¢ A, interpréter les termes ¢

Soit a € AT (V,X) ; Vara = {x;};, Card J = m. On lui associe une certaine
semi-fonction
™ (MY =T
Cette semi-fonction, on aimerait la décrire concrétement (prendre garde qu'un
terme est équivoque : a est un objet, élément de A7 ; a est aussi le nom de 77,
semi-fonction relative ¢ ces mémes objets-termes !).

1°T cas — Vara =0

On vérifie sans peine que 7, est une 7 -semi-constante non vide, et que
Ta® = [a]
2% cas — Vara# 0 (J #0, m e N¥)
Notation — Vj € J, soit d; € *T(V, X).
a{d; @ x;};es est le terme qu’on écrit quand on recopie a mais sans
recopier aucune X; (§ € J) ! au lieu de recopier x;, & la place on écrit le

terme d; (V5 € J, dans a on a “ substitué ” un d; & chaque x;).
N.B. — On peut aussi définir “ a{d; @ x,};cs ” récursivement.

[4

Remarquer — Il n’y a pas de notation standardisée. On trouve aussi ceci :

ax[d]  ald/x] alx—d]
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En Poccurrence, j’écrirais “ a[d @ x| ” qui est cousin de “ a[d/x] ” (j’écris “ [” et
“]” parce que je ne sais pas si Vara = {x}).

Terminologie (néologismes) — Pour exposer commodément, j’appelle

a{d; e x;}jes “ le substituat ” (c’est le produit d’une substitution ; cf. filtrat,
précipitat, agglomérat, résultat) et d; “ un substituande ” (cf. opérande,
multiplicande ; on peut aussi dire “ un substitué ” car d; est ce qui est substitué
a Xj).

Proposition 7 — 757 est cette fonction :

(MT)m — AT
(dj)s — a{d;ex;}jes

Preuve

Cette preuve est facile. En la lisant et en la comprenant on saisira 4 bon marché
Pesprit de I’étude.

On raisonne par récurrence.

1 — a est atomique
a = [x], x € X. Par définition, 75 = Id(r7) ; donc

vd € T, 7X(d) = 7¥(d) =d = x{d e x} = a{d e x}

2 — a n’est pas atomique
a=|[f aj|,feF, (neN*),I={1,...,n}et, Vi€ I, a; € *T. L’ensemble
des variables du sous-terme a; est Var a; = {x;};, ; Card J; = m;. On vérifie que
Var a = {Xj}J, J= U J,'.
i€l
On considére ’ensemble I, = {: € I | J; = 0} (ensemble des indices i, a;
étant sans variable). Sachant que a contient au moins une variable, on vérifie

que I — I, #40.
Vi € I,, Ta; est une "7 -semi-constante non vide et 75,0 = a; (voir supra) ;
puisque Var a; = @ (J; = 0), on peut écrire (appendice Notation ; voir p. 218) :
V(d;)s € ("T)™, mai(dj)jer = Ta0 = a = a{d; 0 X;} e

Ji

N 2’ . X .
HYPOTHESE DE RECURRENCE — Vi € I — I, 15, est cette fonction :

(/\T)m.' —s /\T
(dj)s; = a{djex;}iey

On peut alors vérifier que, ¥(d;); € ("T)™,

X(dj)s = e Ta; (dj)jen ier = e ai{d; @ X;}jen )ier
= [f [a{d; e x;}jes]*T] = a{d; @ x;}jes
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5.2 Interpréter un substituat

Sont liés au terme [frac x y| le terme [frac zero un] (substituer zero &
X, et un & y), et le terme [frac u u] (substituer u & x, et u a y).

On vérifie sans trop de peine que la R-semi-constante T[frac zero un] n’est
pas vide et que

T[frac zero un]® = ¢(07 1) = T[I—fxrzl x y] (Tzerooa Tuno)

On peut aussi vérifier que, si I’argument £ convient,

T]pfrac u u] (é) = ¢(€’£) = Tlffxrayl x y] (Tl.lll(é.))’rlll(é.))

On a peut-étre déja deviné de quelle maniére le 7 d’un terme obtenu par
substitution est lié au 7 du terme original et aux 7 des termes substitués aux
variables. Voici I’énoncé général.

Soit (V, X) un grand-vocabulaire, X # 0 ; X = {x;}ier, (voir p. 19).

Soit a un (V,X)-terme dans lequel apparait au moins une variable ;
Vara = {Xj}je], J 96 w, J __C_ L.

Vj € J, soit d; € "T(V,X). Jappelle “ K; ” le sous-ensemble des indices
k € L, x;, apparaissant dans d; ; Vard; = {Xz}ek,-
Remarquer — Si aucune variable n’apparait dans d;, K; = 0.

J’appelle “ K ” 'union U K; ; jappelle “ ¢ ” le cardinal de K. On vérifie

jeJ
sans peine que €
Var a{d; @ x;}jes = {Xk }rex

Remarquer — Si [V € J, K; = 8], alors K = 0§ (c’est-a-dire a{d; @ X;};¢s est
sans variable).

Soit 2 = (2, X, ®) un V-magma. On considére les semi-fonctions 737,
XK; .
o, (G € T)et
X
Tald; @ x5, 1V €
On distingue deux cas.

Théoréme 4
1°Y cas — Vara{d; e x;};es =0 (Vj € J, d; est sans variable ; ¢ = 0)

Si 3j € J, Dom 74, = §,
alors Dom Ta{d; @ x;}jes — 0 ;
simon
st (74,9 )jes ¢ Dom 7/,
alors Dom Tagd; @ x;}je; = 0,
sinon Dom Ta{d; @ X;}jes = Q° et

— ~XJ .
Tald; @ x;}5es0 = Ta ( Ta;© )ie

(le dénoté du substituat est la composée du dénoté du terme original et des
dénotés des substituandes).
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2° cas — Vara{d; ex;};cs # 0 (¢ € N*)
Dom T:{If(lj @ x;}jes { &)k €
N XK.
| Vi € J, (§k)keKJ- € Dom deK’
Xy
et ( Td,-KJ(fk)keK,- )jes € Dom 1X7

}

(s‘c)li E l' a (l @x ? 1a.{(l @x-} ’(Ek)}( a ( (I ‘(sm)nejij )]GJ

(méme remarque).

Preyve

Il n’est pas difficile de vérifier que 7X% est une certaine composée

a{d; @ x;}jes
d’autres fonctions 7. Ce qui est difficile, c’est de présenter son domaine.

Pourquoi ? Il y a au moins deux raisons & cela : le domaine étriqué d’une
semi-fonction est un caractére essentiel mais difficile & saisir ; et, parce qu’on ne les
connait que de maniére récursive, on ne parvient jamais a contempler les
semi-fonctions 7 d’un seul coup d’ceil.

Cette preuve est trés technique. Elle a été pénible & écrire et est probablement
pénible a lire, car on navigue a travers un raisonnement doublement récurrent
(compréhension récurrente de la fonction tau et vérification récurrente du résultat
annoncé). Ne pas la lire avant d’étre bien familier avec la notation et le contexte.

Grace a la notation qu’on a adoptée, on peut confondre les deux cas. On
raisonne par récurrence.

I — a est atomique
a=[x],xeX.
Ta = ¢ = Idg. Soit d € *T(V,X) ; Vard = {x4}rex ; Card K = gq.
a{dex} =x{dex}=d; Vara{dex} = Vard = {xs}x ; Tafaxy = 72"
On vérifie sans peine que

Dom 7':{’(‘1 a x; = Dom 38 = { (é)k € Q1
| (éx)x € Dom 73
et 73%(€x)x € Dom 75 = Q°

et que, V(& )k € Dom 7':{’3 @x} = Dom 3%,

Tatd @ x3 (§0)x = 73 (§e)x = Ida 0 73 (é)x = Ta( 73" (€x)x )

II — a n’est pas atomique
a=[f aj|,feF,(neN*), I={1,...,n}et Vi€, a, € "T(V,X)].
Vi € I, jappelle  J; 7 le sous-ensemble {j € J | x; € Var a;} ;

Var a; = {Xj}jeji.
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On vérifie sans peine que
[f arl{d; ex;}s = [f [a:{d; @ x;};es]™]

J’appelle “ K(¢) ” 'union U K;;
J€Ji

Var a;{d; @ X;}jes = {Xk}rek()
J’appelle “ ¢(¢) ” le cardinal de K(2).
On sait que

Dom T[);'Kaﬂ{dj 0%}, = { (gk)K € Qe .
| Vi S I, (€k)rex(i) € Dom 7, 14’ o xi}e,

K(¢
et ( Tae{ii,)- @ X;j}jes; (fk)keK(i) )ier € Dom ¢¢

b

(5.1)

et que
V(é)x € Dom 7% 14, @ x;3,
XK(®3)

TF;‘Ka,]{dj Q@ xj}J(fk)K = ¢f( Ta,-{dj @ X;}jes; (Ek)keK(i) )ieI

(voir pp. 32 et 34).

(5.2)

Jappelle “ I, ” le sous-ensemble {z € I | Var a; = §}. Puisqu’au moins une
variable apparait dans [f a;], I — I, # 0.
Vi € I, (a; est sans variable), a;{d; @ x;};es; = a; ; K(:) =0 et ¢(:) =0

XK(9) —
donc 7, (dj @ x;}jes, = T
HYPOTHESE DE RECURRENCE — Vi € I — I,

XK (§)

Dom Tai{d; @ x;}jes; ~ { (r)rerq € 00 .
| Vi€ (§k)rek; € Domy ’

v
Xy .
et ( 'rd;(’ (& )kek; )jex C Dom 7-:."

}

et
XK (i
V(&k)rek) € Dom 7,7 o x;}ien?

XK(i X, XK,
Taef{{fi; @ X;}jey; (€)rexe) = Ta; ( Td; " (Ek)rek; Dies

II-1 — Dom T[);'Kaﬂ{d,- @ x;},
J'appelle “ D, ” ’ensemble

{ (&)K € Q* .
| Vj € J, (& )rek; € Dom 74

XK. !
et ( Td;(](fk)keKj )jes € Dom 7y, o

K;

3
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On veut vérifier que
X
Dom 7% 14d; @ x;3, = D1

Si Dom TF;-KaI-I{dJ_ ax,}, = ¥, on a fini. Sinon on procede ainsi.
Soit (x)x € Dom T arl{d; @ x;}, 5

. Xk(s
Vi€ I, (&)ker) € Dom 7,58 o x,3,c (5.3)

et o
( Tafffij @ xj}je,..(fk)kex(i) )ier € Dom ¢ (5.4)

(5.1).

Soit jo € J. x;, apparait dans un certain a;,, to € I — I, ; jo € Jj, ;

K;, C K(ip).
Donc —
(§k)k€K(io) € Dom Ta,-:({(::g,)' @ Xj}je.l'-o
(5.3). Donc

XK.
(x)rex,, € Dom Td,-OJO

(hypothése de récurrence).

On vient de vérifier que

Vj € J, (€k)k€Kj € Dom T;C_Kj

J

Pour vérifier que (€x)x € Dy, ol reste donc & vérifier que

X .
( 7'deJ (€k)kek; )jes € Dom T[);‘Jaz]

c’est-a-dire N
. K, Xy
Viel, ( de J(fk)kg{j )jeJ" € Dom Ta'-J'

et
, Xg.
( T:lcsj'( TdJ-KJ(fk)keK,- )jed: )ier € Dom ¢y
(voir p. 34).

oVie I, (J;=0,K(:) =0), on sait que ¢ € Dom 74, (5.3) ; c’est-a-dire
XK. .
( deKJ(é.k)kEKj )ies; € Dom T;J'

en outre,

X XK, Xgis
Ta; ' ( Td; ’ (gk)kGKi )ies; = Ta;® = Tai{d; @ x;}jes,® = Taif{(fij)‘ @ xj}jel.'(gk)keK(i)

(raisonnement trivial).
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oVieI-1I,

(€k)rex i) € Dom T:I{(é,) Q@ X;j}ie;
(5.3) ; donc

(74, (€x)kek;, )ies € Dom s,
et

X XK, XK(i
Ta.»J'( de J(ﬁk)keKj )jGJ.‘ = Taglf((i,)' @ X;}jes (é'k)keK(i)

(hypothése de récurrence).
Ainsi (considérer les deux cas & la fois)
Viel, ( T;:(j(fk)kexj )iex € Dom 7"
et
(72 (ra,” (EeJkex; diess dier = (Tared) @ x;};0, (Ek)kek (i) Jier € Dom ge (5.5)

(5.4).
On a fini de vérifier que (é)x € D;.

II-1-2 — Dy € Dom TF;-KaI]{dj ® x,}s ?

Si D; =0, on a fini. Sinon on procéde ainsi.
Soit (éx)x € Ds.
Xy
V] € J, (Ek)kGKj € Dom deK] (56)

donc aucune des T;(:(’ (7 € J) n’est vide.

X
(7q,  (€n)rek; Dies € Dom 7Y, 1

donc . )
. K, )
Vi€ I, (14, (€ )rek; )ies € Dom 7" (5.7)
et . .
(7o (7a,” (€x)kek; )ies ier € Dom ¢g (5.8)
(voir p. 34).

o Viel, (J;=0,K(i) = 0), on sait que © € Dom 7y, (5.7) ; c’est-a-dire

XK(i)
(fk)keK(i) € Dom Tai{d; @ Xj}ies;

En outre

X B X 7. XK.
Tail{{((it: @ Xj}jeJ.'(ﬁk)kEK(i) = Ta;i® = Ta"J‘( T4, J(fk)keKj ien

(raisonnement trivial).

[ ] V’L € I—- Is, X
Vje J;, CJ, (‘Ek)kGKj € Dom Td.:{j
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(5.6) et
XK. .
(7a, (€ )kex; )ies € Dom 7o,
(5.7). Donc
XK (i
(gk)kGK(i) € Dom Tailf((ia)‘ @ x,} ey
et

Xx(i X 2 XK.
Tactd, © x;);e5, (EeDkek (@) = Tai* ( Tq, * (€ )kek; )ik

(hypothése de récurrence).
Ainsi (considérer les deux cas)
. XK
Vi€ I, (§)rex() € Dom Tﬂsi{(flj)' @ x;}je;
et
XK(i XJ; XK,
( Ta.‘I{{flj)' @ x;}jes (Ek)kEK(") Jier = ( Tat’J ( T4; J(Ek)kGKj )jGJ-‘ )ie1 € Dom ¢

(5.8).
On vient de vérifier que

(é.k)K € Dom TI?;'KaI']{dj Q@ Xj}_)

(5.1).
IT-2 — VY(é:)k € Dom TF;'KaI]{dj © x;}0

XK.
T?;'Kag]{dj Q)] xj}J(fk)K = TF;'Ja]]( Td_,' J(ﬁk)kEKJ‘ )jGJ ?

Si Dom T[);'Kaﬂ @ ex}, = 0, on a fini. Sinon on procede ainsi.
Soit (€x)kx € Dom TF;‘KaI]{dj o x,},~ On sait que
XK. X 5. XK.
Tif an)( 7'd,-KJ (€r)rek; )ies = de( ma; ( Tq, (E)kek; Dies: )ier
(voir p. 34). On sait que

Xy, XK; Xk(i
de( 7o (74, (En)kex; Diea Jiet = dt( Tatd) @ x,3;er, (E)heK) Vier

5.5). On sait enfin que
(5.5) q
XK
$e( Ta(d) @ x;,e0, (E0)keK) Diel = Tifa1(q; @ %3, (0K

(5.2). Donc
X,
7o an( Ta, - (Eerek; Dies = T anqa; @ x,1, (0K
Ouf! [ |
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5.3 Interpréter un sous-terme

Puisque [frac x x| est un sous-terme de [frac frac x x y|, on
soupgonne que le domaine de Tgrac x x]) €t celui de Tigrac frac x x y7) sont liés.
De quelle fagon ?

Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (§,F,a), FobUX # 0 ; X = {x; }eL
(voir p. 19).

Soit a € "T(V,X) ; Vara = {x,};es, Card J = m.

Soit ¢ un sous-terme de a. Jappelle “ J; 7 (sous-terme) le sous-ensemble
d’indices {j € J | x; € Varc} ; Var ¢ = {X;}ey,.

Soit 2 = (2, %, ®) un V-magma. On considére les semi-fonctions 7X7 et 7o *.

Théoréme 5
1% cas — Vara=0 — $i ¢ € Dom 7y, alors o € Dom 7.

2° cas — Vara # 0 (J # 0, m € N*)
V(&i)ies € ", (&)jes EDom Y7 = (§)jes, € Dom 7™

Se rappeler — J, C J.
Preuve

Preuve simple et représentative.
Gréce a la notation qu’on a adoptée, on peut confondre les deux cas.

Si Dom 7%’ = 0, on a fini. Sinon on procéde ainsi.
Dom 7X7 # 0. Soit (£;); € Dom 7X7. On veut vérifier que
a X il a q
(&;)jes, € Dom 7¢ . On raisonne par récurrence.

1 — a est atomique
Il n’y a qu’un seul sous-terme de a, a lui-méme ; donc ¢ = a.

2 — a n’est pas atomique

a=[f a|,fe Fu(neN*), I={1,...,n}et Vi€ I, a; € *"T(V,X)].

On sait que ou ¢ = a ou ¢ est un sous-terme de ’'un des a; (¢ € I)
(corollaire 1 ; voir p. 30).

Sic = a, on a fini.

Si ¢ est un sous-terme de a;, (o € I), on procéde ainsi.

J’appelle “ J;; ” le sous-ensemble des indices j € J, x; apparaissant dans
a;, ; Var a,, = {X;}jes, - J'appelle “ my, ” le cardinal de J;,.

HYPOTHESE DE RECURRENCE — VY(7;)jes,, € 2™,

XJ;
(Mi)ies, € Doma,® = (1;)jes, € Dom 7"

(&)s € Dom 7, 4 5 donc (&;)jes;, € Dom riij“ (voir p. 34) ; donc
(&)jes, € Dom To (hypothese de récurrence). |
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5.4 Interpréter un remplacat

On sait que 0 + Log 1 = 0. Donc les deux noms [frac 0 1] et [0] sont
synonymes (magma 3§ ; voir p. 23). On est alors tenté d’associer au terme
[frac frac 0 1 x| le terme [frac 0 x] (on l’écrit en remplagant [frac 0 1]
par [0] dans [frac frac 0 1 x|). Et on aimerait vérifier que ces deux associés
sont eux-meémes synonymes, c’est-a-dire vérifier que
Tltrac frac 0 1 x] = Tjtrac 0 x]- On peut aussi considérer la situation la plus
générale.

Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (S, F,a), FoUX # 0 ; X = {x;}icr
(voir p. 19).

Soit a € AT (V,X). Dans a on repére une zone ol apparait un sous-terme,
sous-terme que j’appelle “ ¢ ”. Soit d € *T(V, X).

Jappelle “ a' ” le terme qu’on écrit en recopiant a mais sans recopier ce qui
apparait ¢ la zone repérée ! au lieu de recopier ce qui apparait a la zone
repérée, on écrit d (dans a on a “ remplacé un ¢ par d ”).

Terminologie (néologismes) — a’ est le remplacgat, d le remplagande ; c est le
remplacé (voir p. 41).

J’appelle “ J, 7 (sous-terme) le sous-ensemble d’indices
{s € L |x; € Varc} ; Varc = {x;}jeu..

J’appelle “ J, ” (reste) le sous-ensemble des indices j € L, x; apparaissant
dans a hors de la zone repérée. On vérifie sans peine que

Var a = {X;}jes,uJ,
Remarquer — Si ¢ apparait deux fois dans a, J, C J,, donc J,N J, = J,.

J’appelle “ J, 7 le sous-ensemble des indices j € L, x; apparaissant dans d ;
Vard = {X;};ey:. On vérifie sans peine que

Vara' = {x;}enuJ,

J'appelle “ m, ” le cardinal de J, U J! U J,.
Soit 2 = (2,2, ®) un V-magma. On consideére les semi-fonctions 7 7*¥’r,

X g X 4/
Xy J Jluy,
Te ’,'r]’et Ta,’ T
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Théoréme 6
1" cas — my =0
Si ¢ € Dom 74,
si ¢ € Dom 14 et
Si T¢0 = 749,
alors ¢ € Dom 7/ et
Ta!O = Tg®

(si le dénoté du remplagande coincide avec le dénoté du remplacé, le dénoté du
remplagat coincide alors avec le dénoté du terme original).

2° cas — my € N*
Y(é;)ier,urug, € Q™

- X

si (§;)jes,us, € Dom 75 V7",
. X

si (§;)jes; € Dom de"’, et
. X xJL

si ¢ (€)ies, = Ta* (€i)jes

Xsug
alors (;)jenus, € Dom 75" et

Xy
1o (€ )ienug, = Ta " (€))jeq00

(méme remarque).

Remarquer — Si (&;)jes,u5, € Dom 7a7*"” | alors (£;);es, € Dom 70
(théoréme 5 ; voir p. 48).

Preuve

Preuve technique, dans le style de la preuve du théoréme 4, mais moins complexe.

Grace a la notation adoptée, on peut confondre les deux cas.
S’il n’y a pas de multiplet (¢;);es,uus, € Q™ qui ait cette qualité :
o (&i)ies,us, € Dom a7,
Xp
¢ (&;)jes: € Dom TdJ’ et
XJs x5
o e (&)ies, = 747" (&)jean

on a fini.

Sinon, soit (§;)jes,unus, un tel multiplet. On raisonne par récurrence.

I -— a est atomique
Il n’y a qu’un seul sous-terme de a, a lui-méme. Doncc=aet a’' =d

(J. =0).

IT — a n’est pas atomique

a=[f aj|,feF,(neN*), I={1,...,n}et Vi€ I, a, € "T(V,X)].



CHAP. 5 51

On sait ceci : ou ¢ = [f aj| ; ou Jigy € I, la zone repérée étant une partie de
la zone [ry,,r;, +1g a;, — 1], ol apparait a;,, et ¢ étant un sous-terme de a;,
(théoréme 3 ; voir p. 30).

Sic=|[f ar|,onafini (a=ceta =d).

Sinon on procede ainsi.

Jappelle “ a’;, ” le terme qu’on écrit en recopiant ce qui apparait a la zone

[Tio>Tio + lg @i, — 1] mais sans recopier ce qui appareit d la zone repérée ! au lieu
de recopier ce qui apparailt a la zone repérée, on écrit d (dans a;, on a remplacé
un ¢ par d).

Jappelle “ I, ” le sous-ensemble {: € I'| 1 <i < ip}, Ij le sous-ensemble
{t€I]ip<i<n}

On vérifie immédiatement que

a=[f a aj;, aj]

et que
a = I—f aj, a.l,'0 a[,]
Vit € I, 1 # ig], j’appelle “ J; ” le sous-ensemble des indices j € J,, X;
apparaissant dans a; ; Var a; = {X;};ey;.
J’appelle “ J,;, ” le sous-ensemble des indices j € J,, X; apparaissant dans:
la zone [ry,, 7, + lga;, — 1] hors la zone repérée. On vérifie sans peine que

Va"r aio = {xj}jGJaUJr,io

que
[
Vara'y, = {x;}enus,

et que

L=(U J)udpu(lU %)

1€, el

J’appelle “ my ; 7 le cardinal de J, U J, U J, ;.

HYPOTHESE DE RECURRENCE — Y(7;)jes,ur1ud,,, € ™%,

. xJ‘gUJr,"o
si (nj)jet,udn;, € Dom T, ",

. X g
si (nj)jes € Dom de’, et

B X
si e (n3)jes, = T (03)jea 5

X
JSUJ,."'O
alors (n;);eJuy,,, € Dom Tar;, et

xJ./sUJr,io AW — xJ’UJrv‘O Y-
Tal;, (n; )JGJ;UJT,.'O = Ta;, (n; )JerUJr,.'o
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(€J)JGJ3UJr e Dom TrfJgj{lr DOIlc

o Vi[i € I,i +# 19], (&;)jes; € Dom T;Ji :

XJgulJ,
(6.7).76'] uJ, 140 E Dom Ta, o ;

] XJsUlJ, ; Xy,
° (Taib‘b (fj)je.]- ,Taios ri0 (é.j)jEJsUJr,io’ Ta‘n'ﬂ (£j)j€J;l )ibelb,iuelu € Dom ¢5 ;

o ey Eiesus

XJsuJ Xy,
= ¢f(’l’a.b (gj)JGng, ato’ rlo(é.J)JeJaUJrlo Ta.n (§J)JEJ.u)tb€Ib,gu€Iu

(voir p. 34).
On déduit que

!
Xnua

(€i)jeaua,, € Dom Tat;,
et que
RVATUAPR XJsu7

Tar,, (é.j)jGJﬁUJr.io = Taj, " (€J)J€J’U‘I’ o

(hypothése de récurrence).
On sait maintenant ceci :

¢ Vt[Z el,i# z'0]’ (‘fj)jEJg € Dom 7';.‘.--,‘ 3

XAul,,
(£J)JEJ Wiy € Dom Tat, o

Xstug, X,
. (Ta;b'b E)ietysTargy °(€i)ieasud s Tay ' (€i)ied, Jieh isely

XJsUd,. X7
(7'81.h (E])JGJ;b Ta.os e (fj)jEJ,qu,.'o,Ta.',"(fj)jel.-u)ibel,,,.',ezu

€ Dom ¢¢.
C’est-a-dire .
!
(€;)ienu, € Dom 7,

(voir p. 34). Donc

Xy
Tar o (&5)jenua,
X5

U J, X, :
= ¢f(7'a.b ('fg )JGJ,b s Tal, N .0 (é] )jEJ'UJr ig? Ta‘-u'ﬂ (é.j).?'EJ.‘lt )ibelb,iue[u

XJsuJ,
= d’f(’ra.b (éj)JEJ.by atos r,t0 (gJ)JGJsUJr'O)Ta‘u (SJ)JGJv“)'bGIb,iuGIu

= 12" (&)ieur



Chapitre 6

La classe des V-magmas — 1

Apres qu’on a choisi un vocabulaire V, on peut s’intéresser a la classe des
V-magmas et aux relations entre eux. On est ainsi amené & considérer les
V-magmas qui sont sous-magmas d’un V-magma, les V-magmas qui sont
isomorphes a un V-magma etc. Le concept principal est celui d’homomorphisme.

6.1 Homomorphisme

Notation

Soit ;2 un ensemble (base) ; soit £ un ensemble (cible). Soit a une fonction
p — . Soit n e N*; I ={1,...,n}.

e " est cette fonction :

G2 — ()"
&)1 — (al&))r

e %a est la fonction identitaire de {0} = (;Q)° = (.Q2)° :

(2" — ()
o = O

Proposition 8 — Soit ,Q2 un ensemble ; soit . un ensemble. Soit o une
fonction ;2 — 2. Soit n € N*,

Emp"a = "a( ()" ) = (Emp a)"

Preuve
Emp "a = {( a(£) )r | (§)r € 42"} € (Emp o).
Réciproque — Soit (7)1 € (Emp o)*. Vi € I, 3¢ € 4Q, n; = a(€). Donc
(mi)r =(a(€) )1 ="a(€); € Emp "a. On vient de vérifier que
(Emp «)™ C Emp "a. [

Un V-homomorphisme est une fonction dont la base est le support d’un
magma, dont la cible est le support d’'un magma, et qui est compatible avec ces
magmas...

53
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Définition 19 (Homomorphisme) — Soit V un vocabulaire ; ¥V = (S, F, a).
Soit Q@ un V-magma (base) ; 2 = (52,5, P). Soit Q un V-magma (cible) ;
= (8,5, :.2).
On appelle “V-homomorphisme base-;€2-cible- £ ” toute fonction
a ) — [ qui a ces qualités : (,X = {40s5}ses ;5 etc.)
i—VSe S, 01(1,0'5) - oS 5
ii-a — Ve € Fy, Dom ¢, C Dom ¢, ; ¢ Dom s # 0, alors
a(b¢e°) = c‘l’e<>
ii-b — Vn € N*, Vf € F,,, "a(Dom 4¢¢) C Dom ¢ ; et (I = {1,...,n})
V(&)1 € Dom pdg, a0 se(€i)r = ope( (&) )1
Notation — a : ;2 — Q.

Remarquer — Soit @ un homomorphisme ;2 — Q. Soit e € Fy. Si ppe st une
semi-constante non vide, alors .¢, elle-méme est non vide.

Une composée d’homomorphismes est un homomorphisme...

Proposition 9 — Soit V un vocabulaire. Soient (£ un V-magma, ;2 un
V-magma, 3 un V-magma, o un homomorphisme .2 — 55) et B un
homomorphisme ;2 — 3 ; 19 = (12,1%,;), .2 = (:9,2%,29),
3l = (39'732)3@)'

La fonction Boa:1Q — 3Q est un homomorphisme 1§ — 35).

Preuve
On procéde ainsi (définition 19 ; voir p. 19). V = (S, F,a).

i—VS €S, foa(ios) C B(20s) C 30s.

1-a — Ve € an
Dom ;¢ C Dom ,¢, C Dom 3¢,

si Dom ¢ # 0,
Boa(19e0) = B2ged) = 3860

ii-b — Vn € N*, Vf € F,,
*(Boa)(Domi¢e) ="Bo"a(Dom 1¢¢) C "f(Dom 2¢¢) € Dom 3¢¢
et (I ={1,...,n}) V(&)r € Dom ;¢¢,
Boaoide(&i)r = B(208( a(&i) Jier ) = 3¢s( B oa(éi)r)

Définition 20 (Endomorphisme) — Soit V un vocabulaire. Soit @ un
V-magma. On appelle “V-endomorphisme de Q ” tout V-homomorphisme

Q- Q.
Ezemple — Quel que soit Q = (2,3, ®) un V-magma, Idg est un
V-endomorphisme €2 — €. O
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6.2 Homomorphisme et semi-fonctions 7

Soit a un terme ; soit £ un magma. Le terme a (interprété par référence a
Q) dénote la semi-fonction 7,. Parce que 1, est une composée d’opérations
fondamentales (une composée de ¢), on doit se demander si 7, ressemble aux
semi-fonctions ¢, et par quelles propriétés. Considérons celle-ci...

Soit & un homomorphisme ;@ — .. Entre chaque opération fondamentale
de 12 (3¢¢) et celle correspondante de . (.¢¢) il y a ce lien :

V(&)1 € Dom pdg, o0 pdp(&i)r = cdp( (&) )1

(définition 19). Y a-t-il un lien semblable entre les composées 75 €t (74 7

Théoréme 7 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (S, F,a), FoUX # 0 (il

y & au moins un terme). Soit a un (V,X)-terme ; Vara = {x;};, Card J = m.
Soient ,Q un V-magma, . un V-magma, a un V-homomorphisme ¢ — S2.
On considére les semi-fonctions p757 : ()™ — 4R et ;757 : (D)™ — .

1°T cas — Vara =@ — Dom 7 C Dom .7a. Si Dom 7a # 0, alors
a(pTa®) = cTao-

2% cas — Vara # 0 (m € N*) — ™a(Dom ;75’) C Dom 7%/ ; et

V(¢;)s € Domy7o”, aosm3?(€5)s = 137 ( alé)) )jes

Preuve

Preuve représentative. On peut voir le premier cas (terme sans variable) comme
une variante simplifiée du second. Aussi suffit-il de lire la premiére partie (I) qui
est facile pour saisir I’idée. Cette remarque est générale et applicable & beaucoup
d’autres preuves qu’on lira plus loin.

On raisonne par récurrence.
I — Premier cas — Vara = {)

I-1 —a=[e], e € Fy
bTe = bPe, €t oTe = P (définition). Puisque « est un homomorphisme
bn - cQa
Dom j7¢ = Dom 3¢ € Dom ¢, = Dom .7¢

si © € Dom 7, alors

a(breo) = a(b¢e°) = c‘]se<> = Te®

I-2 —a=[f aj}|,fe F,(ne N*), I ={1,...,n} et [Vi € I,a; € 2T (V)]

Si Dom y7yf ;1 = @, on a fini. Sinon on procede ainsi.

Dom y7g 4,1 # @ ; cest-a-dire [Vi € I, Dom 75, = p8° (= {0})], le multiplet
(bTa'.O)I € Dom ,¢¢, et bT[F a7]® = b¢f(b7-ai<>)l (déﬁnltlon)
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HYPOTHESE DE RECURRENCE — Vi € I, Dom 7, = Dom .75, = {0} et
a(pTa,0) = cTa, 0

Donc
(cTa.-<>)1 = ( Ol(bTa.-O) = nOt(bTa.-O)I € "a(Dom »¢¢)

Puisque « est un homomorphisme ,Q — .Q, "a(Dom ;¢¢) C Dom .5 ; et
(cTa;0)1 € Dom .¢¢
Donc Dom .7 ¢ 5,1 # @ (définition), et

cTIf af)® = C¢f(cTa;°)I = c¢f( a(bTa.'o) )I =a«o b¢f(b7'a.'°)l = a(bT[f a{|°)

IT — Deuxiéme cas — Vara # 0
II-1 —a=[x],xe X
p7x =Id,q, et .7% = Id o (définition). Donc

a(Dom 7%) = a(,R?) C . = Dom 7%

et
VE €2, a0, 7€) = a(l) = 7 0 a(f)

-2 —a=[f aj],f €Fp (n € N*), I ={1,...,n} et [Vi € I, a; € "T(V, X)]
L’ensemble des variables du sous-terme a; est Var a; = {x;};¢y; ;
Card J; = m;. On vérifie que Var [f a;] = {x;};, J = U Ji;CardJ =m > 1.

icl
On considére 1'ensemble I, = {1 € I | J; = 0} (ensemble des indices 1, a;
étant sans variable). Puisque [f a;| comprend au moins une variable, I — I, # 0.
Si Dom bT)l-ch a] = @, on vérifie trivialement la propriété indiquée. On suppose
maintenant que Dom br’r(f’ a;] # 0. Donc (définition ; voir p. 34)
e Vie I, Dom,ra #0;
o Dom br’r‘f’ arl
= { (&) e ()™ . }
| Vi € I, (&)ies € Doms7a;’] et (7" (€5)jess )ier € Dom sy
} #£0;
X
o V(&)s € Domytiy o1, o7 a7 (&7 = 08e( 670 (§) 5 Dier-
Vi € I, on se rappelle que Dom 7,, € Dom .7,, (a; est sans variable — voir

supre) ; on déduit alors que

Dom 7y, = Dom (7o, = {0} A a(47a,0) = cTa®
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HYPOTHESE DE )I}ECURRENCE —Vie -1, ™a(Dom brﬁf") C Dom (73", et
. X7, X .
V()5 € Dom s, a0 47al (€)= cTa’ 0 ™a(€;);.
Vi € I, Dom 47, # 0 ; donc
Vi € I, Dom .73, # 0
(si ¢ € I,, on le sait déja ; sinon on fait I’hypothése de récurrence).

On vérifie alors que

™e(Dom 77y ar))

< { (e - -
| Vi €I-1I, (nj)jes, € Dom 7a;*] et (.7a; (nj)jes Jier € Dom .P¢
} = Dom cr’rcf’ as]

On procede ainsi. Soit (£;); € Dom 7} a3 (€)= (a§;) )s est-il élément
de Dom CT’[‘f’ ar] ?

On observe d’abord que ™a(§;)s € ™. Puisque,
Vi € I - I,, ™a(Dom 75, *) € Dom T (hypothése de récurrence),

Vie I— 1, (a(é))s, € Dom ,7a)*
Enfin, puisque Vi € I, a0 y7a; (&)5 = cTa ( a(€;) s, (si 1 € I, on le sait déjs ;

sinon on fait ’hypothése de récurrence), et puisque "a(Dom y¢¢) C Dom .d¢ (a
est un homomorphisme), le multiplet

(erar( @(&) )a, dier = (@ 047a; (&) it € "o(Dom pé¢) C Dom g
Donc ( &(¢;) )5 € Dom (7, 1. On vient de vérifier que

"a(Dom ¢ 5 1) € Dom oTIf ar]

On conclut alors que, V(¢;); € Dom b'r’r(f’ ar)

aobTif 4(6)s
= aoupe( sTar (&)jess ier = cbg( @0 yTar (€)ien Vier

= cpg( 07'::«:"( Ol(éj) )jEJ-' Jier = CT}CfJ aI]( a(&;) )

6.3 Sous-magma

Un sous-magma de © est un magma dont le support est un sous-ensemble du
support de €2, et qui est compatible avec Q. Gratzer dit “ weak subalgebra ” [14].
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Définition 21 (Sous-magma) — Soit V un vocabulaire ; V = (S,F,a). Soit
Q un V-magma ; Q = (,%, D).
On appelle “V-sous-magma de Q ” tout V-magma (,2, 2, ®) qui a ces
qualités : (X = {,08}ses ; s® = {s¢¢ }er)
i—VSeS,  05Cos;
ii —Vn €N, Vf e F,, Dom,¢; C Dom ¢5 ;
ii-a — Ve [e € Fy, Dom ¢, # 0], ;6060 = Peo ;
ii-b —VneN*, Vfe F,, (I={1,...,n})

V(&)1 € Dom ¢, ,0¢(6i)r = de(&i)1

Notation
1—,0=(9,,%,9).
2 — Pour noter que ;€2 est un sous-magma de 2, on peut écrire :

SNCN

3 — Pour noter que ,§2 C Q et que ;Q # €2, on peut écrire :
SN C

(5§ est un sous-magma stricto sensu de £2).

Proposition 10 — Soit V un vocabulaire. Soit @ un V-magma ;
Q=(Q,%,®). Soit ,Q un V-magma ; ,Q = (,9,,%,,9).

N0CN = ,QCQ

Preuve — Q0 = ;oxxx C oxxx = . [ |

Ezemple

Notation — Z est Pensemble des entiers relatifs.

On considere le vocabulaire 3V :
& 3V = (35,3F,a);
e 35 = {***,Nombres} ;
¢ 3F, = {moins} ;
e les autres 3F; (¢ € N — {2}) sont vides.

Puis on considere les 3V-magmas 51 et 320 :
& 3,1Q = (3,19,3,12,3,1‘1’) ) 3,1E = {3,103}8633 3 3,1‘1) = {3,1¢f}fe3}" }
[ 3,IQ =7 N
. 3r10Nombres =N )

® 310,,ins €St cette semi-fonction (soustraction relative aux entiers naturels) :

Z? — Z
{(n,m)eN?*|n>m}>3(n,m) —» n—m
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® 550 = (320,32%,32P) ; 32X = {320g}s€s5 5 32D = {329¢}tes7 ;
®3,0=17;

® 320 Nombres — Z; )

® 320.,ins €St cette fonction :

Z? - Z
(n,m) —» n—-m

On vérifie facilement que 5,2 et 3, sont distincts ; et que 3, est un
3V-sous-magma de 32§2. On a ainsi vérifié que

3182 C 320

Se mettre en garde — 312 =322 = Z ; mais 3,0 # 320 ! On aurait tort de
confondre un magma et son support. |

La relation “ est un V-sous-magma de ” est une relation d’ordre...

Proposition 11 — Soit V un vocabulaire. Soit {2 un V-magma ; soit ;€2 un
V-magma ; 30it 3 un V-magma.

(12C22 A Q2C3N) = NCsN

Preuve

192 = (19,12,1@) j120 = {IUS}SGS, 19 = {1¢f}fe}'- 22 = (29,22,2‘1’) )
25 = {208}ses, 2@ = {2¢¢}rer 3 = (32,3%,3®) ; 3% = {305}ses)
3® = {a¢¢}ter

VS €S, 105 C205 C30s. Et Vn € N, Vf € F,,
Dom 1¢f g Dom 2¢f Q Dom 3¢f.

Donc, Ve € Fy, si Dom 1¢, # 8, alors Dom 3¢, # 0 et Dom 3¢, # 0 ; dans ce
cas 10 = 2060 = 3¢ (définition).

On vérifie de la méme facon que, Vn € N*, Vf € F,,, (I ={1,...,n})sile
multiplet (&;); € Dom 1¢¢, alors il est élément de Dom 3¢¢ et de Dom 3¢5 ; dans
ce cas, 16¢(&i)1 = 2¢¢(€i)1 = aép(€i)r (définition).

1§2 est un sous-magma de 3€2. |
Proposition 12 — Soit V un vocabulaire. Soit ;2 un V-magma ; soit ;2 un
V-magma.

(1€ A 0C2) = 0=,0

Preuve

192 = (19,12,1@) j1a = {108}858, 12 = {1¢f}fef- ) = (29,22,2@) ;
2l = {2US}Ses, 2® = {2¢f}fe.1-'~

On vérifie sans peine que [VS € S, 105 = 20g] ; en particulier que 1 = 52
(proposition 10). Donc 1% = o X.

De la méme facon, on vérifie que [Ve € Fy, 1¢o = 2¢,] (les semi-constantes
10e €t 29, ont méme base, méme cible et méme graphe), et que
Vn € N*, Vf € F,, 1¢¢ = 2¢¢] (méme raisonnement). Donc 1@ = ,P.

Les sous-magmas {2 et ;€ sont identiques. |



60 CLASSE DES V-MAGMAS — 1

6.4 Sous-magma et semi-fonctions 7

Le concept d’homomorphisme et celui de sous-magma se correspondent.

Théoréme 8 — Soit V un vocabulaire. Soit @ wn V-magma ; Q = (Q,%, ®).
Soit ,Q un sous-ensemble de Q (un sous-ensemble du support). Soit ;2 un
V-magma dont le support est ,SQ.

s C Q si et seulement s1 linjection canonique In g g : ;82 — Q est un
V-homomorphisme 2 — Q.

Preuve
La preuve est élémentaire. V = (S, F,a). & = {0s}ses, ® = {ds}fer.
sn = (897 32’ s(p) ) 32 = {saS}SG«S’ sq) = {8¢f}f€f'

I— ,Q C Q. On vérifie que In g o est un homomorphisme {2 —
(définition 19 ; voir p. 54)...

i VS €S, o5 Cos ; done
Ing a(,08) = ,05 Cog

ii-a — Ve € Fy, Dom ,¢, C Dom ¢o. Si Dom ,¢, # 0, ;6,0 = ¢eo ; donc

In,0,0(s0e0) = 5660 = ¢eo
il-b — Vn € N*, Vf € F,,, Dom ;¢¢ C Dom ¢5 ; donc
"(In,q,0)(Dom ,¢¢) = Dom ,¢¢ C Dom ¢¢
Si Dom s # 0, V(&)1 € Dom ,¢¢, ¢¢(€:)r = ¢¢(&:)1 ; donce
In,q,0 0 4¢e(§i)1 = +8¢(€i)1r = ¢£(&i)1 = ¢¢( In,0,a(&) )1

II —In,q q Q2 — @ est un V-homomorphisme ,Q2 — 2. On vérifie que ,Q C €2
(définition 21 ; voir p. 58)...

i—VSeS, , 06 =In,ga(s0g) Cos.
ii-a — Ve € Fp, Dom ;¢, C Dom ¢e. Si Dom ;¢ # 0, ;0.0 = In,g o(s$e®) = Peo-
fi-b — Vn € N*, Vf € F,,
Dom ,¢¢ = "(In,q,0)(Dom ,¢¢) C Dom ¢¢
Si Dom ,¢¢ # 0, V(&)1 € Dom , ¢y,
s85(€i)1 = In 0,0 0 50¢(&)1 = ¢2( In 0 o(&) )r = d5(&)1
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Soit a un terme. On Pinterpréte par référence a un certain magma 2 : on
révele ainsi une semi-fonction 7,. On l'interpréte a nouveau, cette fois par
référence a ,£2, un sous-magma de €2 : on révele une semi-fonction ;75.

On se doute que 7, et 4,7, sont parentes. Quelle est la relation ?

Théoréme 9 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (S, F,a), FoUX # 0 (il
Y ¢ au moins un terme). Soit a un (V,X)-terme ; Vara = {x;},.

Soit Q@ un V-magma. Soit 0 un V-sous-magma de Q. On considére les
semi-fonctions T30 1 Q™ — Q et ;757 (L™ — L.

i— Dom ,7%’ C Dom 7}7.

ii — 1% cas — Vara=0 — Si Dom ,7, # 0, alors ;7,0 = 70.
ii — 2% cas — Vara# 0 — ¥(¢;); € Dom,737, o737 ()0 = 727 (€)-

Preuve

Q est un V-magma, ,§2 est un V-magma ; et In g o est un
V-homomorphisme , — € (théoréme 8).

Ce qu’on cherche a vérifier, on le sait déja : théoréme 7 (,©2 = ,Q2, 0 = Q,
a =In,q q) ; voir p. 55. [ ]

6.5 Isomorphisme
Un isomorphisme est un homomorphisme qualifié.

Définition 22 (Isomorphisme) — Soit V un vocabulaire. Soit ;Q un
V-magma ; 3 = (492,32,®). Soit ;2 un V-magma ; Q0 = (2,.X,.P).

On appelle “V-isomorphisme base-;$2-cible-.Q ” toute fonction a : ;Q —
qui @ ces qualités :
o « est byective ;
o « est un V-homomorphisme {2 — K2 ;
o a~! est un V-homomorphisme Q — Q2.

Notation — o : ;2 « ..

Théoréme 10 (Caractérisation équivalente) — Soit V un vocabulaire ;
V = (8,F,a). Soit ;. un V-magma ; Q0 = (422,,2,;®). Soit 2 un V-magma ;
cn = (CQ, cz, cq))

Une bijection « : 2 — 2 est un V-isomorphisme ,§2 «— ) si et seulement
st elle a ces qualités :

1—VSes, a(bds) = .0§.
ii-a — Ve € Fy, Dom 3¢, = Dom .$e. Si Dom yde # 0, alors a(pde®) = Pe0-
ii-b — Vn € N*, Vf € F,,, "a(Dom ¢¢) = Dom .¢¢ et (I ={1,...,n})

V(&)1 € Dom g, a0 pde(&i)r = e a(&) )1
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Preuve

Preuve élémentaire d’équivalence de définitions.

On observe d’abord que, si « est une bijection 2 < ., alors "« est une
bijection ,Q" < Q" et ("a)™! ="(a™).

I — Soit a une bijection qui est un V-isomorphisme. A-t-elle les qualités
décrites ?

i — Parce que « est un homomorphisme ;2 — ., VS € S, a(y0s) C .05. Parce
que a~! est un homomorphisme .Q — ,Q, VS € S, a(.0g5) € 05. Donc

VS €S, a(sos) = .0s.

ii-a — On raisonne de la méme fagon : Ve € F;, Dom ¢, C Dom ¢, et

Dom ¢, C Dom 3¢, donc Dom ;¢ = Dom ,¢,.

ii-b — Soit f € F,,, n > 1. Parce que a est un homomorphisme ;Q — .2,
"a(Dom ,¢¢) C Dom .¢¢. Parce que a~! est un homomorphisme 2 — €2,
"(a™!)(Dom .¢¢) C Dom ¢y, donc

Dom .¢¢ = "a 0 "(a™)(Dom .¢¢) C "a(Dom y¢¢). Donc "a(Dom »¢¢) = Dom .¢s.

IT — On suppose que la bijection « : ;2 < Q2 a la qualité décrite. On observe
immédiatement que « est un homomorphisme ,Q — . Il reste & vérifier que
a~! est un homomorphisme 2 — €.

i — Soit S € §. Puisque .05 = a(y0g) (hypothése), a™!(.05) = 40s.

ii-a — Soit e € F;. Si Dom (¢, = Dom 3¢, # 0, alors ;¢,0 = appeo (hypothese),
donc a0 = yP0.

ii-b — Soit f € F,, n > 1. Puisque Dom .¢¢ = "a(Dom ¢¢), (hypothése),

"(a1)(Dom .¢¢) = Dom (¢¢).
Enfin, ¥(n;); € Dom .¢¢ = "a(Dom »¢¢), il existe (&) € Dom ¢y,

(m:)1r = (@(&) )ier ; donc

a~locde(m)r =a T oode(a(€) )r=aoaosde(&i)r
= ¢¢(&)1 = v @™ (mi) )1

Définition 23 (Automorphisme) — Soit V un vocabulaire. Soit Q un
V-magma. On appelle “ V-automorphisme de 2 ” tout V-isomorphisme 2 « S).

Ezemple — Quel que soit = (2,3, ®) un V-magma, Idg est un
V-automorphisme 2 < Q. O

6.6 L’empreinte d’un homomorphisme est le
support d’un magma

Soit V un vocabulaire ; ¥ = (S, F,a). Soient ,Q un V-magma (base), . un
V-magma, (cible), et @ un V-homomorphisme « : ;@2 — Q.
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Emp « est le support du V-magma Emp «, qui est remarquable ;
Emp a = (Emp «, eEw@)’ ez = {eUS}SGSa eq) = {e¢f}f€}"

6.6.1 Le magma Emp «
3 = (582,25, ®) ; O = (0,5, D).

Le support — Emp a = a(;Q2).
Puisque ;2 # 0 (,€2 est un magma), Emp o # 0.

Les sous-ensembles — VS € S, .05 = a(yos).
On vérifie ceci sans peine.

® VS €S, .05 #0 (car yog #0).

e VS€S, .06 C Empa.

o Txxx = a(p0xxk) = a(p?) = Emp a.

Les semi-constantes

Ve € Fo, P, est cette Emp a-semi-constante :
(i) Dom ¢ = Dom ¢, ;
(ii) si Dom ¢¢e # 0, c¢e® = a($e0) (€ Emp o).

Les autres semi-fonctions

Vn € N*, Vf € F,, .¢¢ est cette semi-fonction (Emp @) — Emp « :
(I={1,...,n})
i — Dom .¢¢ = "a(Dom p¢¢).

On vérifie sans peine que Dom ¢ C Emp("a) = (Emp «)". Puisque « est
un homomorphisme ;2 — .2,

Dom ¢¢ C Dom .¢¢
(définition 19 ; voir p. 54).

il — V(n;)1 € Dom eég, ede(ni)1 = obe(mi)1-
On veut vérifier que

V(n:)r € Dom c¢g, ¢dg(ni)r € Emp o

En effet, V(7)1 € Dom .¢¢ = "a(Dom 3¢¢), (&)1 € Dom g, Vi € I, n; = (&) ;
donc

()1 = obe(mi)r = cde( (&) )r = a0 4d¢(&i)r € Emp o
6.6.2 Propriétés

Proposition 13 — Soit V un vocabulaire. Soient ;@ un V-magma, . un
V-magma, o un V-homomorphisme ,@ — S2.

Emp a C 2
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Preuve

i—VSeS, .05 =a(0s) Cc0s.

ii-a — Soit e € Fy. Dom (¢, = Dom 3¢, C .f. Si Dom ¢, # @,

ePe® = O‘(b‘iseo = P

ii-b — Soit f € F,,, n > 1. Dom ,¢¢ = "a(Dom ,¢¢) C Dom .¢¢. Enfin,
Y(m:)r € Dom ¢, be(mi)1 = be(ni)1 (définition).

|
Corollaire 2 — L ’injection canonique Ingyp,, .0 : Emp a — Q est un
V-homomorphisme Emp a — 2.
Preuve — Emp a C £ (théoréme 8 ; voir p. 60). |

6.7 Epimorphisme, image V-homomorphe

\
Un épimorphisme ressemble 4 un homomorphisme surjectif. A chaque
épimorphisme correspond une image homomorphe et vice versa.

Définition 24 (Epimorphisme) — Soit V un vocabulaire. Soit 1S un
V-magma. Soit .Q un V-magma.

On appelle “V-épimorphisme base-,Q2-cible-. 2 ” tout V-homomorphisme
a2 — S qui a cette qualité :

Empa =

Un épimorphisme est donc une fonction surjective (mais il existe des
homomorphismes surjectifs qui ne sont pas des épimorphismes ; voir nfra).

Définition 25 (Image homomorphe) — Soit V un vocabulaire. Soit ,S2 un
V-magma.

On appelle “image V-homomorphe de ;2 ” tout V-magma . qui a cette
qualité : il existe un V-épimorphisme a : ;@ — 2.

Voici des premiers exemples...

Proposition 14 — Soit V un vocabulaire. Soient Q@ un V-magma, 2 un
V-magma, « un V-homomorphisme ;2 — 2.
Emp «a est une tmage V-homomorphe de 2.

Preuve

On veut vérifier qu’il existe un V-épimorphisme ;2 — Emp a. Voici un
candidat : la fonction o' : ;2 — Emp « dont le graphe coincide avec celui de a.

o/ est-elle un homomorphisme ;@ — Emp « ? Pour le savoir, on procede
ainsi (définition 19 ; voir p. 54).
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e Soit S€ S ; &'(405) = a(yos) ; et, par définition, a(yo5) = .o (voir p. 63).

e Soit e € Fop. Par définition, Dom 4@, = Dom ¢, (voir p. 63). Si Dom 3¢, # 0,
' (5660) = a(s9e0) ; et, par définition, a(pPe0) = cPeo-

e Soit n € N*; soit f € F,,. "(a/)(Dom ¢¢) = "a(Dom p¢s) ; et, par définition,

"a(Dom y¢¢) = Dom (¢ (voir p. 63). Soit (&) € Dom ¢y ;
o' 04¢e(&)1r = a 0 pde(€:)r ; parce que a est un homomorphisme , — .2,

o 0p¢e(&)r = $¢(&)r 5 et, par définition, pe(&i)r = ebe(&i)r-
On vérifie sans peine que Emp o/ = Emp a, et que Emp o/ = Emp «.
L’homomorphisme o’ est donc un épimorphisme ;2 — Emp a. ]

Théoréme 11 (Caractérisation équivalente d’un épimorphisme) — Soit
V un vocabulaire ; ¥V = (S, F,a). Soit ;. un V-magma ; ;@ = (42,,%,,P). Sost
8 un V-magma ; 0 = (.2,.%, D).

Une surjection a : 82 — . est un V-épimorphisme 2 — 2 st et seulement
st elle a ces qualités :
i—VSec S, a(bds) = .0§.
ii-a — Ve € 5y, Dom ¢, = Dom .¢e. Si Dom ¢ # 0, alors a(p0.0) = P
ii-b — Vn € N*, Vf € F,, "a(Dom y¢¢) = Dom .¢¢ et (I ={1,...,n})

V(&)1 € Dom y¢g, a0 3¢e(&i)r = oo (&) )1

Preuve

Preuve ordinaire d’équivalence de définitions.

I — Si a est un épimorphisme ;@ — .2, c’est-a-dire si Emp a = .2, alors a a
les qualités décrites. Pour le vérifier, on procéde ainsi.

i—VSeS, a(hos) =05 =(0s.

ii~a — Soit e € Fy. P = ¢ (hypothese), donc

Dom ¢, = Dom ¢, = Dom .¢,. On sait déja que, si Dom ¢, # 0, alors
a(pPe®) = $e¢ (a est un homomorphisme , — .£2).

ii-b — Soit f € Fp,, n > 1. .¢¢ = .¢¢ (hypothese), donc

"a(Dom p¢¢) = Dom ¢y = Dom .¢¢. On sait déja que,

V(&)1 € Dom yég, a0 4ds(€i)r = de( a(é:) )1 (o est un homomorphisme
p — Q).

IT — On suppose que la surjection « : ;2 — £ a la qualité décrite ; alors « est
épimorphisme ;2 — Q. On vérifie immédiatement que a est un
homomorphisme 8 — . Il reste a vérifier que Emp a = ;2. On procéde
ainsi.

Le support — « est surjective, donc Emp a = 2.

Les sous-ensembles — VS € S, .05 = a(p05) = 0s.
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Les semi-constantes — Soit e € Fy Dom ¢, = Dom ¢, = Dom .¢,. On sait déja
que, si Dom y¢e # 0, alors a(3¢0) = ¢ (@ est un homomorphisme , Q2 — .£2).
Donc les deux semi-constantes @ €t @ sont égales (méme base, méme cible,
méme graphe).

Les autres semi-fonctions — Soit f € F,, n > 1.

Dom (¢ = "a(Dom p¢¢) = Dom .¢¢. On sait déja que,

V(&)1 € Dom s, a0 3¢¢(€:)1 = ode( a(&:) )1 (o est un homomorphisme

52 — N2). Donc les deux semi-fonctions .@¢ et .¢¢ sont égales (méme base,
méme cible, méme graphe). L

Contre-ezemple — On trouve un homomorphisme surjectif qui n’est pas un
épimorphisme !

On connait les magmas 319 et 3, (voir pp. 58 et suivantes). On se
rappelle que 312 C 520, bien que 5;2 = 329.

La fonction identitaire
Ids,lﬂ . 3,19 - 3’1Q
est surjective (vérification triviale). Parce que 310 = 3,0, cette fonction est
identique & linjection canonique

Ins,ln,g,zn : 3,1Q - 3,2Q

(méme base, méme cible, méme graphe). Or In, ,q,,,q est un homomorphisme
3182 — 329, puisque 3, est un sous-magma de 3,9 (théoréme 8 ; voir p. 60).

La fonction Id, ;o est donc a la fois une surjection et un homomorphisme
318 — 3282 Ce n’est pas un épimorphisme 3,80 — 329 ! En effet,

Emp Ida,lﬂ = 3119
(vérification facile), donc est un sous-magma stricto sensu de 3,82. O
Proposition 15 — Un V-isomorphisme est un V-épimorphisme.

Preuve — On le vérifie immédiatement (théoréme 10 et 11 ; voir pp. 61 et 65). W

Un V-magma £ isomorphe & un V-magma Q en est donc une image
V-homomorphe.

6.8 Magma-produit

Soit ¥V un vocabulaire. Soit m € N* ; Vi € {1,...,m}, soit ;£ un V-magma ;
1 =(0,:%,;2).

Le produit cartésien H 2 est le support d’'un magma remarquable, le
=1 m
magma-produit 12 X ;@ X ... X Q= H ;.

1==1
Je ne présente que le concept magma-produst-binaire. Le lecteur généralisera

sans difficulté.
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6.8.1 Magma-produit-binaire

Soit V un vocabulaire ; V = (§,F,a). Soit 1§ un V-magma ;
19 = (192,1%,12), 12 = {105}ses5, 1P = {18¢}fer. Soit 22 un V-magma ;
2§) = (2Q>22’2(I))’ 22 = {208}5687 2(1) = {2¢f}f€]~'-

182 X 282 est le support du V-magma 19 X o2 :
1(2 X 29 = (IQ X ZQa E,(I)) ) r= {US}SGSa ¢ = {¢f}f€.7-'-

Le support
Puisque 12 # 0 et 2Q #£ 0, 192 x 2Q # 0 ; le support n’est pas vide.

Les sous-ensembles

VS eSS,
0g =108 X 20§

On vérifie facilement ceci...
e VS €S, 05 #0 (car yo5 # 0 et 505 # 0).
® VSES, as g19><29.

® Txkk = 1Oxkkk X 204k = 150 X o{2.

Les semi-constantes

Ve € Fy, de est cette 1§ X ,§2-semi-constante :
(i) Dom ¢¢ = Dom ;¢ N Dom 3¢, ;

(ii) si Dom ¢e # 0, Pe0 = (1860, 2060) (€ 12 X 2L).

Les autres semi-fonctions

Vn € N*, Vf € F,, ér est cette semi-fonction (1€ X 2Q2)" — 182 X 02 :

(I={1,...,n})

67

(i) Dom ¢¢ = {( (&, m:) )r € (12 X 2)™ | (&)1 € Dom 1 ¢ et (1)1 € Dom 29} ;

(i) V( (&,m) )1 € Dom ¢,  de( (&, mi) )1 = (16e(&)rs 208(mi)1) (€ 192 X 292).

Remarguer — Un magma-produit est la solution d’un probléme universel...
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Conjecture — Soit V un vocabulaire. Sott & un V-magma ; soit (2 un
V-magma ; soit 282 un V-magma. Quel que soit o un V-homomorphisme
Q — 1, quel que soit 20 un V-homomorphisme @ — 482, il existe un unique
homomorphisme

1(!)(2&29—*19)(29

qui a celte propriété : “ ce diagramme commute ” (111 est la projection

19 X 22— 19Q)...
182
e 4
1 X 9
Q — —> 1§2 X 282
N 1 2]1
282

6.8.2 Magma-produit et semi-fonctions 7

Théoréme 12 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire, ¥V = (S, F,a), FoUX # 0
(il y a au moins un terme). Soit a un (V, X)-terme ; Vara = {x;},
Card J = m.

Soit 12 un V-magma ; sott o2 un V-magma. On considére le
magma-produst & = 1 X 2N et les semi-fonctions 1757 : ({)™ — 14,
27';(" : (2Q)m —r 29 et 7';(" : (19 X 2Q)m — 19 X 29.

1¥T cas — Vara=0 — Dom 7, = Dom 17, N Dom 37,. Si Dom 7, # 0, alors
Ta® = (1730, 2750)

2¢ cas — Vara # 0

Dom7y’ ={ ((&,n5) )jes € (12 x22)™ | (€;)s € Dom7%7 et (n;); € Dom 757}
et

V( (&,n5) )jes € Dom 137, 77 ((&5,m5) )ies = (17a” (€5)as 2757 (1))
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La classe des V-magmas — II —
Congruence et magma-quotient

Les magmas les plus importants qu’on sera amené & considérer sont des
magmas-quotients ; aussi ce concept est-il fondamental. Il est directement lié &
celui de congruence. On s’intéresse aussi aux super-congruences ; une
super-congruence est une congruence qualifiée.

7.1 Congruence

Une congruence est une relation d’équivalence entre éléments du support
d’un magma qui est compatible avec ses opérations fondamentales.

Définition 26 (Congruence) — Soit V un vocabulaire ; V = (S,F,a). Soit
un V-magma ; @ = (Q,%, ®).
On appelle “ Q-congruence ” toute Q-relation binaire = qut a ces qualités :

o = est une relation d’équivalence (& est réflezive, symétrique et transitive) ;

eVneN* VfeF, (I={1,...,n})

Y(&)1,(n:)1 € Dom ¢,
(Viel, &=n) = ¢e(&)r = de(ni)r

Ezemple 1 — Congruence grossiére
Une relation grossiére est une relation binaire par laquelle tout élément est
lié & tout élément. Soit £ un magma. La relation T :

VEeQ, Vne, Ty

est une {2-congruence (vérification triviale) ; c’est I’Q2-congruence grossiére. [

69



70 MAGMA-QUOTIENT

Se mettre en garde — Ezemple 2
On connait le 3V-magma 3,2, dont le support est Z (voir p. 58) ; p est cette
Z-relation binaire :

2p7 & Jq€Z, 2—-2=2xq

(z — 2/ est un entier relatif pair). On vérifie facilement que p est une relation
d’équivalence ; il n’y a que deux classes d’équivalences, 27 et 27 + 1.

p est une 31Q-congruence. En effet, si (n,m) € Domj;¢ , si

(n',m') € Dom3,;¢ si npn’, et si mpm/, alors

moins

moins’

3»1¢moins(n’ m) - 371¢moins(nl’ ml)
= (n—-m)—(n—-m)=(m-n)—(m—-m)

€ 2Z

c’est-a-dire 310, 50.(17, M) P 310, 10s(7, ™).

On prendra garde toutefois ¢ ne pas surestimer une congruence ! En effet,
(4,3) € Dom 31,5, 492 et 3p5 ; mais (2,5)  Doms1¢,,;,,- On vient de
trouver deux couples congrus, I’'un élément d’un domaine de semi-fonction mais
Pautre pas.

N.B. — On vient en fait de vérifier que p n’est pas une super-congruence
(définition 27 ; voir p. 82). O

Notation — Soit ¢ € Q. £ est la classe d’équivalence de ¢. /2 est I’ensemble
des classes d’équivalence.

Une classe d’équivalence est la classe d’équivalence d’au moins un élément :
yeQ/E = e y=¢

elle n’est donc pas vide.
Soit v € /2. Tout élément de « est solution de 1’équation

y=£

(trouver un ¢ dont la classe est une certaine classe d’équivalence ). Annoncer v
comme ¢, (la classe de &), c’est choisir un certain élément € comme
représentant de la classe «.

7.2 Congruence et semi-fonctions 7

Toute congruence est compatible avec les opérations fondamentales (les
semi-fonctions ¢). On se doute qu’elle est aussi compatible avec les
semi-fonctions 7 (une 7 est une composée de ¢).
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Théoréme 13 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire, X # 0. Soit a un
(V, X)-terme dans lequel apparait au moins une variable ; Vara = {x;}; # 0.
Soit Q@ un V-magma. Soit = une Q-congruence.

V(&) (n;)s € Dom 757,
(Vied, &=n) = w36 =2 ()

Preuve

On raisonne par récurrence.

I—a=[x],xeX
X = Idg (définition). Donc, V&, n € Q, si £ 22 7, alors

(&) =¢=n=15(n)

II—a=[f aj|,fe F,(neN*), I={1,...,n}et [Vie [,a; € "T(V,X)]
L’ensemble des variables du sous-terme a; est Var a; = {x;};cs ;
Card J; = m,;. On vérifie que Var [f as] = {x;}s, J = U Ji ; Card J = m € N*.

i€l
On considére I’ensemble I, = {i € I | J; = 0} (ensemble des indices 1, a;
étant sans variable). Puisque [f aj| comprend au moins une variable, I — I, # 0.

Si Dom TF;-J a] = @, on vérifie trivialement la propriété indiquée. On suppose
maintenant que Dom Tr’;-’ a 7 0

HYPOTHESE DE RECURRENCE — Vi € I — I,, ¥(¢;)s; € Dom 7a,%,
¥(n;)s; € Dom T;(.'J"

S ~ Xy ~ _XJ;
si [V € J;, & & n;], alors Ta; &)a & Ta; (m5)a;

Soient (¢;)4,(n;)s € Dom T?;-" a]» cette paire de multiplets ayant cette
propriété : V5 € J, £; = n;. Par définition, les multiplets ( Ta,_(“l‘(é-j)jeJi )ier et
( o (n;)jer; )ier sont des éléments de Dom ¢y, et

T a (€i)s = e(ma” (§)jen Jier A TR an(03)5 = b5(7a" (03)je: dier
On compare deux a deux chaque composante des multiplets arguments.

. xJ.‘ xJi
Si: e Is, Ta; (fj)jej'. = Ty, = Ta, (nj)jeji donc

X 7. X7
Ta; (€;)ien & 7a (1)) i€

(la relation 2 est réflexive). Si¢ e I — I,

X7 X;
Ta; ' (&5)ies = Ta;" (nj)jex

(hypothése de récurrence). Donc
X . Xj.
$e( . (6)5e5: Jier = de( 70 (nj)jen Vet

(définition 26 ; voir p. 69) ; c’est-a-dire TF;.’aﬂ (&) = TI)-;-JaI-l(T]j)J. [ |
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7.3 Magma-quotient

Soit V un vocabulaire ; V = (§,F,a). Soit @ un V-magma ; = (Q, %, ®).
Soit = une {2-congruence.

L’ensemble des classes d’équivalence 2/2¢ est le support d’un V-magma
remarquable, qu’on appelle “ le magma-quotient /= ”. Ce magma, quel est-il ?

Q/2 = (Q/2,%,%) ; T = {Fs}ses, ® = { br}er-

7.3.1 Magma-quotient
Le support /= n’est pas vide
En effet, 3¢ € Q (# 9) ; donc Iy € Q/= (considérer y = £).

Les sous-ensembles
VS € S,
s ={y € Q/= |yNos # 0}

La propriété caractéristique de Tg est celle-ci : Vy € g, on peut trouver au
moins un représentant de v qui soit élément de og.

Assertion 8 —{€os = £€7Ts.

Pourquoi s’intéresser & {y € 2/~ |yNog # 0} et pas & {y € Q/= |y C og} par
exemple ? Il y a au moins trois raisons (Sj, est la projection

£ — ¢
voir p. 74).

1—{y€Q/2 |ynog # 0} = { €| £ € og} (le saturé).

2 — Sju(0g) C Tg. Or une qualité de tout homomorphisme o :  — /2 est que
a(og) C Tg ; on espére bien que Sjo sera un tel homomorphisme.

3 — Si o C Dom ¢4, alors 7 C Dom af (conservation).

On vérifie aussi ceci :

® VS € S,Ts #0. En effet, o5 # 0 ; il y a donc un objet £ élément de og ; sa
classe déquivalence ¢ est élément de Gg ; donc 7g # 0.

e VSe S, 7s CQ/x
o Txxk = {7 €Q/Z |yNQ £ 0} = Q/2

On vérifie sans peine que

Remarquer — Si & est la congruence grossiére, U £=Q.
{€og
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Les semi-constantes

Ve € Fo, fe est cette Q/~-semi-constante :
(i) Dom$e = Dom ¢e ;
(ii) si Dom ¢, # 0, $o0 = eo (€ /).

Les autres semi-fonctions

Soit n € N* ; soit f € F,. Puisque & est une congruence, (I = {1,...,n})

V(&)1 € Dom ¢, V(n:)r € Dom ¢e N[ &,  de(mi)r = de(€i)r

el
Donc, si le multiplet de classes ()1 € (2/%)" a cette propriété :
Dom ¢¢ N [[ v #9

i€l

alors, quel que soit le multiplet (7;); élément de cette intersection (7; est un
représentant de la classe «;), le résultat ¢¢(n;); appartient & une classe
d’équivalence unique, qu’on peut nommer :

be(v)r1
On vient de révéler cette semi-fonction @ : (/)" — Q/= :
(i) Dom ¢¢ = {(7:)r € (/)" | Dom ¢¢ N [] v # 0} ;
1€l

(ii) V(7)1 € Dom ¢¢, de(7:)r = ¢£(&)1 (€ /%), (&)1 étant n’importe lequel des

multiplets de l'intersection Dom ¢¢ N H .
i€l

On vérifie que ’arité de @¢ est bien n = a(f).

Assertion 9 — Y(v;); € Dom @, on peut choisir un representant ey (el
de telle sorte que

(&)1 € Dom ¢¢

7.3.2 Propriétés

Proposition 16 — Soit V un vocabulaire. Soit 2 un V-magma. Soit = une
Q-congruence. On considére le magma-quotient /=,

Vne N, Vfe F, I={1,...,n})
V(&)1 € Dom ¢¢, (&) € Dom g et Ge( & )1 = de(&i)r

Preuve
On suppose que Dom ¢¢ # 0. Soit ({;); € Dom ¢¢. Par définition
(&)1 € [[ &, donc Dom ¢ N[ & # 0, cest-a-dire (& ) € Dom ¢;.

el i€l
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Puisque (&;); € Dom ¢¢ N HE # 0, par définition ¢( & )r = (&)1 n
el
Se mettre en garde — Ezemple
On connait le 3V-magma 3,9 et la 5,Q-congruence p (voir p. 70). On se
rappelle que 3,Q/p = Z/p = {Z,Z + 1} (il n’y a que deux classes d’équivalence).
Les couples
(Oa 0), (1’0), (1’ 1)’ (27 1) € Dom 371¢moi.ns

(vérification triviale) ; (0,0) = (2Z,2Z), (1,0) = (2Z + 1,2Z),
(1,1) = (22 + 1,2Z + 1), et (2,1) = (2Z,2Z + 1) ; donc

Dom 31 @ppins = Z/p X Z/p

c’est-a-dire 3,14, ;,s €t une fonction.
En particulier, (0,1) = (2Z,2Z + 1) € Dom 3;¢,,;,,- Pourtant
(0,1) € Dom 53¢, | On vient de trouver un multiplet (&);,

(& ); € Dom ¢ mais (&)1 € Dom ¢¢

7.4 Magma-quotient et semi-fonctions 7
Le quotient d’'un magma en est une image homomorphe.

Théoréme 14 — Soit V un vocabulasre. Soit @ un V-magma ; 0 = (Q, X, P).
Soit = une Q-congruence. La fonction Sju :

§ = £

est un V-épimorphisme @ — Q= ; le magma-quotient 2/= est une image
V-homomorphe de €.

Preuve
Toute classe d’équivalence est la classe d’au moins un élément, donc S~ est
surjective.

i —VS €S, Sjn(08) = { € Yeeog = {7 €Q/= | 7N 0s # 0} =7Ts.

ii-a — Ve € Fy, on sait déja que Dom ¢¢ = Dom e, €t que si Dom @e # 0, alors
$e® = oo (définition ; voir p. par:alquo:semico).
ii-b — Vn € N*, Vf € F,,, "(Sjx)(Dom ¢r) = {( &)1 | (&) € Dom ¢g} = {(v)1 €
(£2/=)" | Dom ¢¢ N [] 7 # 9} = Dom @¢. On sait déja que

i€l

V(fg)[ € Dom ¢, ¢f(££)[ = gf( E )I‘
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Donc Sj., est un épimorphisme (théoreme 11 ; voir p. 65). [ |

Soit a un terme. On linterpréte par référence a4 un magma ; on révele une
semi-fonction 75. On interpréte ce méme terme par référence a un quotient de ce
magma ; on révele une semi-fonction 7.

Comment sont liés 7, et 7o ? Ce lien ressemble-t-il & celui entre ¢¢ et ¢g 7

Théoréme 15 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire, ¥ = (S, F,a), FoU X # 0.
Soit a un (V,X)-terme ; Vara = {x;};, Card J = m.

Soit @ un V-magma. Soit = une Q-congruence. On considére le
magma-quotient /=, et les semi-fonctions 757 : Q™ — Q et
7o (/)" — Q.

1°T cas — Vara =0 — Dom 74 C Dom 7. §i Dom 74 # 0, alors

(Tao) - 7"&0
2° cas — Vara # § — V(¢;); € Dom 73/,
(&)s €DomTy! et (&) =7a'(& )

Preuve
- Q et /= sont deux V-magmas ; et Sjx est un V-homomorphisme 2 — /22
(théoréme 14).
Ce qu’on cherche & vérifier, on le sait déja : théoréme 7 (;2 = Q,

St = 0/, a = Sju) ; voir p. 55. [ |
Ezemple
V est ce vocabulaire :
dV=(57Fa);
o S = {kxx} ;
e 5o = {un,deux} ;
¢ Fi = {rac};

o les autres F; (1 € N — {0,1}) sont vides.

Q est ce V-magma :
& Q= (Q')za@) ;2= {US}SES ; @ = {¢f}f€}' )
o 2={1,2};
® dun n'est pas vide, gy =1 ;
® dgeux N'est pas vide, Pgeux® = 2 ;
® ¢rac est cette semi-fonction (racine carrée) :

Q — Q
{1}3¢ — V€

On vérifie facilement que Dom T[rac deux] = 0 (semi-constante vide).
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On considére maintenant 1'Q2-congruence grossiére T (voir p. 69). Il n’y a
qu’une seule classe d’équivalence, ’ensemble €2 lui-méme ; c’est-a-dire

Q/T = {Q}

(’ensemble-quotient est un singleton).
On considére ensuite le magma-quotient £2/T. Puisque 1 € Dom ¢y,
Q2 =1¢€ Dom ¢, et

arac(ﬂ) = arac(T) = ¢rac(1) =1=Q

(voir p. 73) ; ¢rac est donc la fonction identitaire de {Q2}.
On sait par ailleurs que @yoy, n'est pas vide et que Pyonr® = Pdeux® = 2 =
(définition).

On vérifie alors facilement que Dom Firac deur] 7# 9, et que

Tlrac deux]® = arac( gdeuxo) = grac(Q) =Q

Qu’a-t-on fait ? On a trouvé un terme a (a = [rac deux]),
e Dom7, =0,
e mais Dom 7, # 0.

Se mettre en garde

Soit a un terme dans lequel apparait au moins une variable. On vérifie que
Dom 73’ 2 {(v;)s € (/%)™ | Dom 5" N [] v; # 0}
JeJ

(le saturé d’'un multiplet élément d’un domaine de semi-fonction 7 est élément
du domaine de la semi-fonction T correspondante ; théoréme 15).
Il ne faut pas espérer plus : il n’y a pas identité. Voici un contre-exemple.

Contre-ezemple
(V, X) est ce grand-vocabulaire :

&)= (Saf?a) )

e S = {***} ;

o Fi = {f,g} ;

o F, ={h};

o les autres F; ( € N — {1,2}) sont vides ;
& X ={x}.

Q est ce V-magma :
& 2=(92,%5,9); Y ={os}ses ; = {¢r}ter ;
o =N

o ¢s est cette semi-fonction :
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o ¢y est cette semi-fonction :

N — N
{8}3¢ = ¢
e ¢y est cette fonction :
N2 - N

(b, &) — &Gx&
On vérifie facilement que 7% 5 = é5, que T, 4 = Pg, et que T}, ¢ y g 5] €5t vide.
I — On considére maintenant 1’€2-congruence grossiére T. Il n’y a qu’une classe

d’équivalence ; c’est-a-dire

N/T = {N}

On considére ensuite le magma-quotient £/ T. On vérifie facilement ceci...

o gf = Id{Ny (s est la fonction identitaire du singleton {IN}).
° fg = IdNy.

e ¢, est cette fonction :
{N} x {N} — {N}
(N,N) —» N

IT — On s’intéresse alors au terme [h f x g x|, qu’on interpréte par référence
a 2/ T. On procede par étapes :

° ?[xg 0 = zg = Id{N} ;

o donc Dom7{ ¢ 5 g = {N} et TR 5 g q(N)=N.

C’est terminé. On est maintenant capable d’observer ceci :
{N} =Dom7l ¢y g D{YE€{N} | Dom 7}, 5 y g y N #0} =0

{N} et @ ne sont pas identiques ! O

7.5 Tout homomorphisme est la composée de
trois homomorphismes remarquables

Plusieurs théoréemes fondamentaux de l’algebre élémentaire sont relatifs a ce
méme sujet : en révélant la structure-quotient adéquate, trouver que tout
morphisme est une composée de morphismes élémentaires (par exemple,
théoréme fondamental sur les groupes-quotients [4, p. 124]).

On peut vérifier que les objets qu’on a nommés “ homomorphisme ” (les
morphismes de ’algebre G) ont une propriété du méme genre.
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7.5.1 La congruence liée a I’homomorphisme

Proposition 17 — Soit V un vocebulaire. Soient ;Q un magma, S un
V-magma, o un V-homomorphisme ;8 — 2.
Cette ,S2-relation binaire =2, :

San @ a(f)=ofn)

est une p{2-congruence.

Preuve

On vérifie trivialement que 2, est une relation d’équivalence. Soit f € F,,
n € N*. On suppose que Dom ,¢; # 0. Soient (&)1, (n;)r € Dom y¢¢. On suppose
que, Vi € I, & =, n;, cest-a-dire a(&;) = a(n;).

On veut vérifier que 3¢¢(€:)r Zo s0¢(n:)1, c’est-a-dire

a0 ye(&i)r = a0 yde(mi)r

Or o est une homomorphisme , — £, donc ( a(é;) ); et (a(n;) )r sont des
éléments de Dom ¢y, et

a0yde(&i)r = opp( a(&) )1 = P a(m:) )1 = a0 pbg(mi)1

7.5.2 A tout homomorphisme correspond un
isomorphisme — L’isomorphisme @
Soit 7 une classe de ,2/=, (v C ). Par définition, V&,n € v, a(é) = o(n) ;

Vi € v, le résultat a(€) est un élément unique, qu'on peut appeler

a(7)

On vient de révéler la fonction @: ,2/~2,— Emp a, qui a cette propriété
remarquable : .

Donc V¢ € 42, @( € ) = a(€) (raisonnement trivial).

Lemme 3
i— @, fonction ,Q2/=,— Emp «, est une bijection.
ii — “ Ce diagramme commute... ”
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Preuve

i~a — @ est surjective

Vn € Emp a, 3¢ € 2, n = a(¢). Donc n =a( £ ), € € ,Q/~,.
i-b — @ est injective

Soient v1,72 € o§2/Z4, @(71) = @(y2). On choisit un représentant de chaque
classe : 1 € 11 et {2 € 72. Par définition, @(v1) = a(&) et @(v2) = a(2), done
oy =a(l), &r Za b et n=L =& =

ii — “ Le diagramme commute ”
On vérifie trivialement que V€ € 42, a(f) = Ingmpa, .00 @ (). ||

Théoréme 16 (Décomposition canonique) — Soit V un vocabulaire. Soient
» un V-magma, . un V-magma, a un V-homomorphisme ;2 — Q.
On considére 1%,Q2-congruence =, et la fonction @ (voir supra).

I — @, fonction y/=,— Emp o, est un isomorphisme /=, Emp «.

II — “ Ce diagramme commute... ”

bn—a%cn

Sle,
S
bﬂ/%’a<——> Emp o
o

Preuve

Cette preuve est un assemblage de sous-preuves indépendantes. On est guidé par
la caractérisation équivalente des isomorphismes.

I — La fonction @ est une bijection /=, Emp « (lemme 3). Est-ce un
isomorphisme /2, Emp a ? Oui. Pour le vérifier, on procéde ainsi
(théoréme 10 ; voir p. 61).

i — On veut d’abord vérifier que, VS € S,
@(Ts) = .05

Or
a(7s) = {a(v) |y € 75}

et
0s = a(os) = {a(f) | £ € os}

Il reste a vérifier que

{@(y) v €7s} ={a(€) | £ € 05}
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Soit y € Gs. Par définition, il existe £ € og, v = & ; donc @(y) = a(¢). On
vient de vérifier que

{a(y) |y €7s} S {a({) | £ € 05}

Réciproque — Soit ¢ € og. Par définition, £ € 7g, et a(€) = @( € ). Donc

{a(§) | € € os} C{aly) | v € o5}

ii-a — On veut vérifier que, Ve € Fy,
Dom ¢, = Dom .,
et que, si Dom @, # 0, alors

a( Jeo) = e¢e°

Or _
Dom y¢o = Dom 3¢, = Dom ¢,

(définition ; voir pp. 73 et 63). Si Dom @, # @, alors

;aeo = ;)_(5;3
et
ePe® = a(b¢e°)

Donc

A(360) = W(36e0 ) = A e®) = Pp®

ii-b — Soit n € N* ; soit f € F,,.

e On veut vérifier que

"(@)(Dom y¢¢) = Dom .d¢

Par définition,
Dom .¢¢ = "a(Dom ,¢y¢)

(voir p. 63). Il reste a vérifier que

™(@)(Dom p¢¢) = "(Dom py)
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On sait que

Dom ;¢¢ = {(7:)1 € (4.Q/%)" | Dom 3¢ N [ % # 0}

i€l

(définition ; voir p. 73). On suppose d’abord que Dom yé¢ # 0. Soit

(7)1 € Dom y¢¢ ; soit (&) € Dom y¢g N H’Yi (intersection non vide — &; est un
i€l
représentant de la classe 4;). On observe que

“@) (v = (%) )1 = (&) )1 = "a(&i)1 € "e(Dom p¢x)
On vient ainsi de vérifier que
™(@)(Dom y¢¢) C "a(Dom sy)

(si Dom ¢ = @, on le vérifie immédiatement).

Réciproque — On suppose d’abord que "a(Dom ;é¢) # 8. Soit n € "a(Dom p¢y) ;
il existe un multiplet (§;); € Dom pd¢, 7 = "a(&;)1. On sait que (& )r € Dom ¢¢
(proposition 16 ; voir p. 73). Donc :

n=(a(&))r= (&) )r="(@)(&)r € "(@) (Dom ¢r)
On vient de vérifier que
"o(Dom y¢¢) C "(@)(Dom ;ér)
(si "a(Dom p¢¢) = 0, on le vérifie immédiatement).
e Jappelle “ I ” I’ensemble {1,...,n}. On veut vérifier que

V(7)1 € Dom g, @0 4@e(v:)1 = e () )1

Soit (v;)r € Dom y¢¢. Par définition, il existe un multiplet (&) € Dom ¢y,

e L D)

(& est un représentant de la classe 7;, i.e. & =~ ; voir p. 73).
On vérifie alors que

@ oy be(7i)r =@ 5b5(€i)1 ) = @ 0 ude(&)r

La fonction « est un homomorphisme ;2 — £, donc le multiplet
(&) )1 € Dom .¢¢, et

a0 3¢5(&)r = B &) )r

Parce que le multiplet ( a(¢;) ); € "a(Dom p¢¢) = Dom . ¢y,

Be( o) )1 = ebe( (&) )1
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(définition ; voir p. 63). On vérifie enfin que

ebr( (&) )1 = ebe( T(& ) )1 = ebe( (7)) )1

IT — Sjo_ est un épimorphisme , — 2/, (théoréme 14 ; voir p. 74).
INEmp o, .0 €st un homomorphisme Emp o — 2 (proposition 13 et théoreme 8 ;
voir pp. 63 et 60).

“ Le diagramme commute ” (lemme 3 ; voir p. 78). n

7.6 Super-congruence

Une super-congruence est une congruence qualifiée. Gratzer dit “ strong
congruence ” [14].

Définition 27 — Soit V un vocabulaire ; V = (S, F,a). Soit @ un V-magma ;
Q=(2,%,8).

On appelle “ Q-super-congruence ” toute 2-relation binaire = qui a ces
qualités :

nY

o = est une relation d’équivalence ;

e Vne N*, Vfe F,, (I={1,...,n})

V(&)1 € Dom ¢¢, Y(n:)r € Q7
(n:)1 € Dom ¢
(Veel, &%2n) = et
é(&)r = de(ni)1

Ezemple — Super-congruence identitaire
Une relation identitaire est une relation par laquelle tout élément n’est lié
qu’a lui-méme. Soit £ un magma. La relation L :

Vf,UGQ, £—L77 < §:77

(L est identique & =) est une Q-super-congruence (vérification triviale) ; c’est
I'Q2-super-congruence identitaire. 0

Contre-exemple

Si le magma £ comprend au moins une semi-fonction ¢ qui n’est pas une
fonction, la relation T (relation grossiére ; voir p. 69), bien qu’étant une
congruence, n’est pas une super-congruence. o

Assertion 10 — Une super-congruence est une congruence.

On peut donc considérer le magma-quotient /2 (voir p. 72)...
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On sait que, Vn € N*, Vf € F,, si Dom ¢; # 0, alors

V(7)1 € Dom @¢, Dom ¢g N ] # 0
i€l

(voir p. 73). En fait, il y a plus.

Proposition 18 — Soit V un vocabulaire. Soit @ un V-magma. Soit = une
Q-super-congruence.

VneN*, VfeF, (I={1,...,n})

V(7)1 € Dom @g, []v C Dom ¢

icl
Preuve
Soit (7)1 € Dom ¢¢. Par définition, il existe un certain multiplet
(&)1 € Dom ¢ N ] 7.

i€l
Soit (n:)r € H')',-. Viel, & € ety € ; done & & n;. Puisque
icl
(&)1 € Dom ¢¢, (7;)1 € Dom ¢¢ (définition 27). On vient de vérifier que
IT+ C Dom ¢s. [ |
i€l

Corollaire 3 — Soit V un vocabulaire. Soit @ un V-magma. Soit = une
Q-super-congruence.
VneN*, VfeF, (I={1,...,n})

v(&')[ € ‘Qna
(5;)1€Dom ¢f =4 (E)[EDomaf
Preuve _ _
On sait déja que (&) € Dom¢s = (& )r € Dom ¢¢ (proposition 16 ;

voir p. 73). _ _ _
Réciproque — Si ( &; ); € Dom ¢, alors [[ & € Dom ¢¢ (proposition 18). Or
I§

(&)1 eJI& (& €& Y); done (&) € Dom 4. n
i

On peut maintenant vérifier que, si la congruence est une super-congruence,

le lien entre 7, et Ty est juste ce que P'on souhaite (comparer les théorémes 15 et
17).

Théoreme 17 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (S, F,a), FoU X # 0.
Soita€ "T(V,X) ; Vara = {x;};, Card J = m.
Soit 2 un V-magma. Soit & une Q-super-congruence.

1°T cas — Vara =@ — Dom 7, = Dom 74.
2° cas — Vara # 0 — V(¢;)s € Q™,

()7 €Dom ¥’ & (& )s € Dom7Ty
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Preuve
Preuve représentative. On saisira l'idée en lisant la premiére partie (I), courte et
facile.
On raisonne par récurrence.
I — Premier cas — Vara =10

I-1—a:[e],e€fo _ _
Par définition, Te = ¢e, €t Te = @o. On sait déja que Dom ¢, = Dom de
(définition ; voir p. 73).

I-2 —a=[f aj],fe F,(ne N*), I ={1,...,n}, et Vi € I,a; € 2T(V)
On sait déja que Dom 75 C Dom 7, (théoréme 15 ; voir p. 75). Si
Dom 7, = §, on vérifie trivialement la propriété annoncée.

On suppose maintenant que Dom T¢ 4,1 = (2/=)° (= {0}) ; c’est-a-dire
Vi € I, Dom7,, = (2/2)°, et le multiplet (To,0); € Dom ¢y.

HYPOTHESE DE RECURRENCE — Vi € I, Dom Ta, = Dom 7a,.

Donc [Vi € I, Dom 7y, = 2° (= {0})] ; et [Vi € I, 7,0 = Ta,0] (théoréme 15 ;
voir p. 75). _
On considére le multiplet (75,0);. Puisque ( 75,0 )1 = (Fa;©)r € Dom ¢y,

(Taio)l € Dom ¢¢

(corollaire 3). Donc Dom 7t 5,1 = Q° (= {0}) (voir p. 32).

II — Deuziéme cas — Vara # §

II'1 —a=[x],xe X
7x = ldq, et Tx = Idg/~ (définition). On vérifie trivialement que, V¢ € 2,

£ € Dom 7¥, et £ € Dom 7%.

II-2 —a=[f aj|,fe F,(ne N*), I={1,...,n} et Vi€ [,a, € "T(V,X)]
L’ensemble des variables du sous-terme a; est Var a; = {X;};es ;

Card J; = m;. On vérifie que Var [f aj| = {x;};, J = U J; ; Card J = m € N*,

i€l
On considére Pensemble I, = {i € I | Var a; = 0} (ensemble des indices 17, a;
étant sans variable). Puisque [f a;] comprend au moins une variable, I — I, # 0.

On sait déja que V(¢;); € Dom 7X7, (&; ); € Dom 7%’ (théoréme 15 ; voir
p. 75). Donc, 8¢ Dom 7’ = §, alors Dom 757 = : on vérifie trivialement la
propriété annoncée.

On suppose maintenant que Dom ?)[(fj ar 7 0. Soit ({;)s € Q™,
(¢; )5 € Dom ?’r‘f’ ar]

Il reste & vérifier que (¢;); € Dom 77, 4
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Puisque ( (; )7 € Dom F)[cfj ar]’

Vi € I""Is’ (g_j)J.' € Dom?:;,i

et
Vi € I,, Dom 7, = (Q/=)° (= {o})
et

(7ai' (G )5, )ier € Dom g¢

(voir p. 34). On sait déja que Vi € I,, Dom 75, = Dom Ty, (ce théoréme, premier

cas) ; donc
Vi€ I, Domm, =0°  (={o})

HYPOTHESE DE RECURRENCE — Vi € I — I, V(§;),, € Q™,

( ZJ- )J.' € Dom ?:e’k < (fj)J,- € Dom 7'!)1{&]‘

Donc Vi € I — I, (¢;)s; € Dom T;J‘. On considére maintenant les multiplets

( T;J‘(Cj),]‘ Yier et ( Ta. (), )iel, et leurs composantes. Si ¢ € I,

Ta, ‘(g = Ta® = Ta©

(théoréme 15 ; voir p. 75). Sii € I — I,

Ta' (C.])Jl Tac (CJ )Ju
(théoréme 15 ; voir p. 75). Donc

(7a (CJ)J« Jier = ( Tau “( CJ )i )ier € Dom ¢f

On déduit que le multiplet ( Ta; %(¢;)a; )ier € Dom ¢¢ (corollaire 3 ; voir p. 83).
On a fini de vérifier que ({;); € Dom TF;‘Jaz] (voir p. 34). n

Corollaire 4 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire, X # 0. Soit Q@ un V-magma.
Soit & une Q-super-congruence. Soit a un terme dans lequel apparait av moins
une variable ; Vara = {x;};, Card J = m, m € N*.

Dom7}' =0 & DomTy’ =

Preuve — Une classe d’équivalence est la classe d’au moins un élément. [ |
Corollaire 5 — (Mémes hypothéses) V(€;)y € Q™,
si (& ); € Dom 7%
alors (§;); € Dom 7X7 et
T2 (&) =1a7(&)s
Preyve

Si (¢ )s € Dom 7%, alors (£;); € Dom X7 (théoréme 17). On sait déja que,
si (¢;)7 € Dom 7X7, alors TX( & )y = 12’ (§;)s (théoréme 15 ; voir p. 75). |
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Chapitre 8
Formule

On ne se contente pas d’écrire des termes ; on a aussi besoin d’écrire des
formules. De cette fagon, on peut noter sur le papier certaines caractéristiques
de tel magma auquel on s’intéresse, pour se les rappeler et pour raisonner
(raisonnement formel).

Comment écrire une formule ? En écrivant des symboles d’une maniere
conforme a certaines régles, chaque régle correspondant a un type de formule.
Voici la classification :

¢ FORMULE-CONFINEMENT
e Formule germinale
— Formule germinale dans laquelle apparait au moins un terme
. FORMULE-EXISTENCE
. FORMULE-APPARTENANCE
. FORMULE-IDENTITE
~ Formule germinale sans terme
. FORMULE-INCLUSION
. FORMULE-CONDUIT

On classe les formules-confinement & part (elles ne sont pas germinales), car on
interpréte chacune d’elles non comme une propriété d’un magma (une
affirmation) mais comme une convention sémantique (une déclaration) : écrire
une formule-confinement, c’est choisir le sens d’une variable (on convient que la
variable est le nom d’un objet quelconque d’un certain sous-ensemble ;
chapitre 9).
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8.1 Formule-confinement

Définition 28 (Formule-confinement) — Soit (V,X) un grand-vocabulaire ;
V =(S,F,a). On appelle “(V,X)-formule-confinement ” toute séquence

x :: S,
xekX etSeES.
Syntaxe B.N.F.
(Formule-confinement) ::= (Variable) :: (Symbole d’ensemble)
Remarquer
1 — Dans une formule-confinement apparaissent les symboles réservés “ :: ” et

13 ”

2 — La longueur d’une formule-confinement est 4 (quatre symboles).

Exemple
Soit (V, X') un grand-vocabulaire qui comprend ces symboles :
o E1,F2€ S ;
e x1,y2 € X.
Voici deux (V, X')-formules-confinement :
x1 :: E1 . \
y2 :: F2 .

(lire : “ Soit x1 n'importe quel élément de E1. Soit y2 n’importe quel élément de
F2. 7). O

Toute formule qui n’est pas une formule-confinement est une formule
germinale.

8.2 Formule germinale dans laquelle apparait
au moins un terme

Une formule germinale dans laquelle apparait au moins un terme est
soit une formule-existence,
so1t une formule-appartenance,
sott une formule-identité.

8.2.1 Formule-existence

Définition 29 (Formule-existence) — Soit (V,X) un grand-vocabulaire. On
appelle “ (V, X)-formule-existence ” toute séquence

$ a.
ac"T(V,X).
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Syntaxe B.N.F.
(Formule-existence) ::= ¢ (Terme) .

Remarquer — Dans une formule-existence apparaissent les symboles réservés
« $ ” et 13 ”

Ezemple
Soit (V, X') un grand-vocabulaire qui comprend ces symboles :
e 0 < fo y
® s €& .7:1 3
o xx € X.
Voici quatre (V, X)-formules-existence :

$0.

$so0.
$ xx .
$ s xx .

(lire : “ 0 existe. s 0 existe. ” ; etc.). O

8.2.2 Formule-appartenance

Définition 30 (Formule-appartenance) — Soit (V,X) un
grand-vocabulaire ; V = (S, F,a). On appelle “(V, X)-formule-appartenance
toute séquence

»

a:S.
ac™(V,X)etSeS.
Syntaxe B.N.F.
(Formule-appartenance) ::= (Terme) : (Symbole d’ensemble) .

Remarquer — Dans une formule-appartenance apparaissent les symboles
réservés “ : 7 et “ . 7.

Ezemple
Soit (V, X) un grand-vocabulaire qui comprend ces symboles :
E1,E2€ S ;
0 e fo N
s € .7:1 3
+€Fy;
x,y € X.
Voici quatre (V, X')-formules-appartenance :
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(lire : “ 0 est élément de E1. y est élément de E2. ” ; etc.). a

Se mettre en garde — Ezemple
Soit (V, X) un grand-vocabulaire qui comprend ces symboles :
eFcS;
exc X,
Malgré la ressemblance, il ne faut pas confondre ces deux formules :

x :: F .
x : F

(lire : “ Soit x n’importe quel élément de F. [Cet] x est élément de F. 7).
L’une est une formule-confinement et I’autre une formule-appartenance ;
elles n’ont pas le méme sens (voir p. 99). O

8.2.3 Formule-identité

On gagne a distinguer “ égalité ” et “ identité ”. Pourquoi ne pas étre précis 7 On

dira ainsi: “ Le nombre + 8 0 s 0 est identiqgue ¢s 8 0.” (141 est identique a
2). Mais on dira : “ Les termes [+ s 0 s 0] et [s s 0] sont égauz. ” (les deux
noms sont synonymes). On dira enfin : “ Le terme [s 0] est identique d [s 0].”
L’égalité des termes est donc leur synonymie.

En préférant ’appellation “ formule-identité ” a “ formule-égalité ”, j’exprime
simplement que je m’intéresse plus aux dénotés des noms qu’aux noms eux-meémes
(les noms ne sont que des accessoires du raisonnement, me semble-t-il).

Définition 31 (Formule-identité) — Soit (V, X) un grand-vocabulaire. On
appelle “ (V, X)-formule-identité ” toute séquence

a=b
a,b e "T(V,X).
Syntaxe B.N.F.
(Formule-identité) ::= (Terme) = (Terme)

Remarquer — Dans une formule-identité apparaissent les symboles réservés “ = ”
et 43 ] ”'

Ezemple
Soit (V,X) un grand-vocabulaire qui comprend ces symboles :
0€ Fo;
S € .7?1 3
+ c .7:2 )
x,y € X.
Voici deux (V, X)-formules-identité :

+ x0=x.
+XxXsy=s+xy.
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8.3 Formule germinale sans terme

On ne gagne aucun pouvoir expressif a écrire des formules germinales sans
terme (voir pp. 101 et 109). Il est toutefois commode de le faire : elles sont
breves et plus lisibles.

Une formule germinale sans terme est
s01t une formule-inclusion,
soit une formule-conduit.

8.3.1 Formule-inclusion

Définition 32 (Formule-inclusion) — Soit V un grand-vocabulaire ;
VYV =(8,F,a). On appelle “V-formule-inclusion ” toute séquence

E =< F .
E,Fes.
Syntaxe B.N.F.
(Formule-inclusion) := (Symbole d’ensemble) =< (Symbole d’ensemble) .

Remarquer

1 — Dans une formule-inclusion apparaissent les symboles réservés “ =< ” et
11 ”

2 — La longueur d’une formule-inclusion est 4.

Ezemple

Soit V un vocabulaire qui comprend ces symboles :
e EF,GES.
Voici deux V-formules-inclusion :

E =<F.
E =<G .

(lire : “ E est inclus dans F. ” ; etc.).

8.3.2 Formule-conduit

Définition 33 (Formule-conduit) — Soit V un grand-vocabulaire ;
V =(8,F,a). On appelle “ V-formule-conduit ” toute séquence

f: Ef > F .
feF,(neN"), I={1,...,n},[Viel, E;€S] et FeS.
Syntaxe B.N.F.

(Formule-conduit) =

(Symbole n-aire de semi-fonction) : (Symbole d’ensemble) ... (Symbole d’ensemble) >> (Symbole d’ensemble) .

'
n
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Remargquer — Dans une formule-conduit apparaissent les symboles réservés
“ ., » « ” [ »
s> et BT

Ezemple
Soit V un vocabulaire qui comprend ces symboles :
e E Ep,F,Fp,Ea,Eb,Ec,GE S ;
o fcF;
o g € F. 3.
Voici trois V-formules-conduit :

f : E> F.
f : Ep > Fp .
g : Ea Eb Ec > G .

(lire : “ E est inclus dans le domaine de £, et I'image £ ( E ) est incluse dans
F.” ; etc.). u



Chapitre 9

Le sens des formules

Comment déchiffrer une formule ? comment la comprendre ? Ce n’est pas bien
difficile, peut-étre a-t-on déja deviné. Comme d’habitude, on procéde de maniere
systématique.

Ezemple

On connait le vocabulaire 1V (voir p. 18) ; et le grand-vocabulaire (1V,1X)
(voir p. 19). On connait le ;V-magma 152, dont le support est ’ensemble des
nombres entiers naturels (voir p. 22).

Ce magma a des propriétés bien connues (arithmétique élémentaire), qu’on
peut noter en écrivant des (11, X)-formules. En voici quelques-unes :

(j’écris chaque fois une séquence symbolique qui signifie la propriété annoncée ;
chaque séquence est soit une formule soit une séquence de deux ou plusieurs
formules ; se rappeler que “ *** ” dénote le support du magma, N en
Poccurrence)

(1-a) L’addition est une loi interne.
Do okkk . oz o okkk . $ +nz .
(1-b) Il existe un prédécesseur de tout entier naturel non nul (n — n —1).
n* :: Nat* . $ p n* .
(2-a) Le successeur d’un nombre n’est pas nul.
n o:: kkk ., s n : Natx .,
(2-b) Quatre est un carré.
s s 850 : Carre .
(3-a) L’addition est commutative.

no:: o kkx oz [ k% ., +nz=+2zn,
(3-b) La racine carrée du carré d’un nombre est ce nombre.
Do k%% . rac *nn=n.

(4) Un nombre premier n’est pas nul.
Prem =< Nat* .

(5) Un produit de nombres non nuls n’est pas nul.
* : Nat* Nat* >> Natx .

Remarquer — Considérée hors de tout contexte, une formule dans laquelle
apparait une variable n’a pas de sens. Par exemple, la formule [$ p n* .},
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parce qu'il y apparait la variable “ n* ”, n’a pas de sens. Par contre on saura

bientot interpréter la longue séquence [n* :: Nat* . $§ p n* .] et vérifier
qu’elle a le sens annoncé (1-b). O

Cette remarque est mineure et correspond a un choix de vocabulaire. J’appelle en
effet “ formule ” ce que d’autres appeleraient “ sous-formule ”. Le seul intérét,
comme on le comprendra bientdt, c¢’est qu’en faisani apparaitre des
formules-confinement on s’oblige & choisir le sens de chaque variable une fois pour
toutes (le sens d’une variable est sa quantification). De la sorte, on évite les
collisions de sens et donc le renommage (les changements de variable). Cette
pratique est courante en programmation.

Notation — Pour noter qu’une séquence symbolique A signifie une propriété de
2, on peut écrire :

QEA

Exemple — Q= [n* :: Natx . $ p nx .]. O

9.1 Le sens d’une formule-existence
Se rappeler — Quel que soit (S,F,a) un vocabulaire, § # § (voir p. 18).

Définition 34 — Sost (V, X) un grand-vocabulaire, ¥V = (S, F,a), FoUX #
(¢l y @ au moins un terme). Soit a un (V,X)-terme. Soit Q un V-magma.

1T cas — Vara=19
On dit que la formule
$ a.

signifie une propriété de 2 pour exprimer que
Dom 7, = ° (= {¢o})

(Ta est une Q-semi-constante ; voir p. 92).

2¢ cas — Vara# 0 — Vara = {x;};es ; Card J =m, m € N* ; Vj € J, soit
KJ' €S.

On dit que la séquence
[Xj i Kj .-Ije‘] $ a .
signifie une propriété de Q pour exprimer que

H oK, € Dom 7
jedJ

(TX7 est une semi-fonction Q™ — Q ; voir p. 84).
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Ezemple 1

e el e2 € Fy,
e div & .7:2.

Q= [$ div el e2 .| siet seulement si ¢e1 est une semi-constante non
vide, dep est une semi-constante non vide, et le couple (Pe10, Pe2¢) € Dom ¢aiy.
Dans ce cas, T[div el e2]© = ¢div(¢e1<>, ¢e2°)- g

Ezemple 2

e EFES,
e ec Fo,
.f€f3,
e x,yc X.

QFE[x :: E.y::F.$fyx e .|sietseulementsi g est une
semi-constante non vide et

V(ﬁﬂ?) € O X OF, ("7’6’ ¢e°) € Dom ¢f

L’ordre d’énumération des variables importe peu
Ezemple

s EFES,
o £ Fy,
e x,yE X.

Si
QE[x :: E.y:: F.$§fxy .]

on se doute que

QkE=[y:: F.x::E. $£fxy.]

et que

V(&,6) € 08 X 0%, s oi1(b,€2) = T 51 (6, €)

Proposition 19 — Soit (V,X) un grand-vocebulaire, ¥V = (S, F, a),

Card X > 2. Soit a un (V, X)-terme dans lequel apparaissent av moins deus

variables ; Var a = {x;};. Soit p une permutation J & J. Vj € J, soit K; € S.
Soit Q un V-magma.

Qklx = K J98a.] & QF[xg  Keg 1 $a ]

Si Uune ou Uautre de ces deuz séquences signifie une propriété de €,

(1I€J
V(&)r € ] ok, ' (&)s = ra ol n(s) Diea
JjedJ
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Le choix des variables importe peu
Ezemple

e EcCS,
.fefl,
e x,y€EX.

SiQfk[x ::E. $£fzx .],onsedouteque [y :: E. $ £y .|
En effet... 0

Proposition 20 — Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (S, F,a), X # 0.
Soit a un (V,X)-terme dans lequel apparait au moins une variable ;
Vara = {x;};, Card J =m, m e N*. Vj € J, soit K; € S.
Soit Y un ensemble de symboles qui a cette qualité (Y est un deuzieme
ensemble de variables) :
e (V,Y) est un grand-vocabulaire ;
e CardY > m.
Vi € J, soity; €Y, lesy; étant distinctes deux a deux.
Soit Q@ un V-magma.

Q=[x :: K; .J¢7 $ a .]
s QF([y; :+ K; )¢ $ a{y;ex;}jes -]

Remarquer — a{y; e X;}jes € "T(V, V).

9.2 Le sens d’une formule-appartenance, le
sens d’une formule-identité

9.2.1 Formule-appartenance

Définition 35 — Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (8, F,a), Fo U X # 0.
Soit a un (V,X)-terme. Soit E € S. Soit Q un V-magma.
1" cas — Vara=10
On dit que la formule
a: E .

signifie une propriété de Q pour exprimer cecs :
Q=[$ a .| et  Ta® € OE

2° cas — Vara# 0§ — Vara = {x;};es ; Vj € J, s0it K; € S.
On dit que la séquence

x; :: K; .]"¢ a: E .
signifie une propriété de Q pour exprimer cecs :

QElx : K; )% $a.] e 1([ox,) Cor
ied
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Se mettre en garde — Ezemple
e EFeS,
excd.

On se gardera de confondre ces deux formules, l'une formule-confinement et
I’autre formule-appartenance :
x :: F .
x : F .
car le sens de 'une n’est pas le sens de 'autre, ce qu’il est facile de percevoir...

On consideére par exemple la séquence [x :: E . x : F .| (une
formule-confinement & gauche, une formule-appartenance a droite).

QE[x :: E. x : F .|
sl et seulement si
V¢ € o, £ € oF

(définition). On vient d’exprimer qu’un élément quelcongue de o est un élément
de of (donc que og C o).

Dire qu’un élément quelconque de og est un élément quelconque de oy, ce
n’est pas du tout pareil ! (supposer que og C oF). O

9.2.2 Formule-identité
Définition 36 — Soit (V, X) un grand-vocabulaire, V = (S,F,a), FoU X # 0.
Soit a un (V, X)-terme ; soit b un (V, X)-terme. Soit Q un V-magma.

1¢T cas — VaraU Varb =0
On dit que la séquence
a=b.

signifie une propriété de  pour exprimer ceci :

QE[$a.], QFE[$b.]

et
Ta<>: Tb<>
2° cas — VaraUVarb # 0 — Vara = {x,};es ; Varb = {x;};ev ; Vi € JUTU,
soit K; € S.
On dit que la séquence
|—Xj Ve Kj .]jeJUU a=Db.

signifie une propriété de €2 pour exprimer cecs :
Q=[x :: K; )¢ $a ], QE[x; :: K; .1V $ b .]

et
V()oe II ok, 7a’(&i)ies = w7 (€i)iev-

jeJUU
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Ezemple 1

e ECS,
096.7:0,
.f,SEf],
e xe X.

QFE[x :: E. £f x =35 e .]|sietseulement si
o o C Dom ¢fa
® ¢, est une semi-constante non vide,
® $o0 € Dom ¢g, et
o V¢ € o, ¢:(£) = ds(e0).

a
Ezemple 2 — Se mettre en garde
On connait le ;V-magma 1§ (voir p. 22). La formule
div 10 =div 1 0 .
(1/0 = 1/0) ne signifie pas une propriété de 1 ! En effet, T[qiv 1 o] est une
semi-constante vide. O

Remarquer — Q = [[x; :: K; .]°¢7 ¢ a .] si et seulement si
QE[[x; :: K; .]'¢ a=a.]

9.3 Le sens d’une formule sans terme

Se rappeler — Quel que soit (S, F,a) un vocabulaire, § # § (voir p. 18).

9.3.1 Formule-inclusion

Définition 37 — Soit V un vocabulaire ; V = (S, F,a). Soit E€ S ; soit
FeS8. Soit Q un V-magma.

On dit que la formule
E =< F .

signifie une propriété de Q2 pour exprimer que og C oF.

9.3.2 Formule-conduit

Définition 38 — Soit V un vocabulaire, V = (S, F,a), F — Fo # 0. Soit
feF-Fy,;feF, (neN*). Jappelle “I ” ’ensemble {1,...,n} ; Vi € I, soit
E, €8. Soit FeS.
On dit que la formule
f: E; > F.

signifie une propriété de Q pour ezprimer cecs :

HUE,- C Dom ¢¢ et <]5f(H og,) C oF
191 1€l
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On exprime ceci : tout multiplet E élément de og, X ... X og, est un
argument convenable de la semi-fonction ¢¢ : Q* —  ; et le résultat ¢¢ € est un
élément de op.

9.3.3 Equivalence

S’il y a assez de variables, on ne gagne aucun pouvoir expressif en écrivant
une formule-inclusion ou une formule-conduit.

Proposition 21 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (S, F,a), X # 0.
Sotent E,F €S, Soity € X.
Quel que soit  un V-magma,

QEE=<F.] & QF[y::E.y: F.]
Preuve

Preuve gentille.

QE[E =< F .] siet seulement si og C o (définition).
QkE[y :: E .y : F .]sietseulement si [V¢ € og, £ € oF) (définition ; se
rappeler que 7y = Idg). [ |

Ezemple
On connait le vocabulaire (;V, &) (voir p. 19) et le ;V-magma § (voir
p. 22). On sait que
19 | [Prem =< Nat* .|

(début de ce chapitre ; un nombre premier n’est pas nul).
Cette propriété de (€ est aussi signifiée par la séquence

i :: Prem . i : Nat*x .

Proposition 22 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire, ¥V = (S, F, a),
F—Fo#0. SotfeF—Fy;feF,(neN*). Jappelle “I ” ’ensemble
{1,...,n}. Vi €I, soit E; € S. Soit F € S.

On suppose que Card X > n (il y ¢ au moins n variables). Vi € I, soit
y; € X, les y; étant distinctes deux a deux.

Quel que soit Q un V-magma,
QE[f:E>»F.] & QF=([yi:: E 1 fy:F .

Preuve
Attention ! les E; (¢ € I) peuvent ne pas étre distinctes deux & deux !
QE[f : Ef >> F .] siet seulement si [] o, C Dom ¢ et
1€l
¢¢(J] or,) C oF (définition). Q@ = [[y; :: E; ] £ y; : F .Jsiet
tel
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seulement si [[ og, C Dom ¢ et V(€); € [[ o, 8¢(€)r € oF ; en effet,
iel iel
ity = 9t n

Ezemple
On connait le vocabulaire (;V, ;&) (voir p. 19) et le ;V-magma 1§ (voir
p. 22). On sait que

12 = [* : Natx Nat* >> Natx .|

(début de ce chapitre ; un produit de naturels non nul est un naturel non nul).
Cette propriété de 1§ est aussi signifiée par la séquence

i :: Nat* . j :: Nat*x . *x i j : Natx .

9.4 Propriétés fondamentales

Si A signifie une propriété de 2, alors A signifie une propriété de toute
image homomorphe de € (conservation).

Théoreme 18 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire ; ¥V = (S, F,a). Soit A une
séquence symbolique qui est

soit [[x; :: K; .]9¢/ ¢ a .],

ae(V,X), Vara= {x;}; et [Vj € J, K; € 5] ;

soit [[x; :: K; .]"¢ a : E .],

ac"T(V,X), Vara={x;};, V€ J, K; €S] et E€S;

soit [[x; :: K; .J9¢/%U a = b .],

a,be " (V,X), Vara={x;};, Varb={x;};cv et [Vj € JUU, K; € 5] ;
soit [E =< F .],

E,Fes;

soit [f : E; >> F .],

feF.(neN*), I={1,...n}, [Vi€l,E;€S] etFeS.

Soit ;2 un V-magma. Quelle que soit S une image V-homomorphe de 52,

bﬂ'ZA = CQ|:A

Preuve

Analyse par cas, sans surprise. Pour saisir 'idée, s’intéresser 4 A = [E =< F .]
(raisonnement trés simple), puis 3 A = [[x; :: K; .]7¢/ $ a .] (raisonnement
représentatif).

Puisque £ une image V-homomorphe de €2, il existe un V-épimorphisme
a2 — Q.
On suppose que ;2 |= A. On veut vérifier que 0 = A.
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e A=[[x; :: K; .J’¥ $ a .]

1T cas — Vara =0

Par hypothése, ;@ |= [$ a .], c’est-d-dire Dom ;7,5 = (,Q)° (= {0}).
Puisque a est un homomorphisme ;2 — ., Dom 7, C Dom .7, (théoréme 7 ;
voir p. 55) ; donc Dom .7, = {0} = (.Q)°, c’est-a-dire 2 =[$ a .].

2% cas — Vara # 0 (J # 0)
Par hypothese, H p0K; C Dom 737, On veut vérifier que
JjeJ

X
H OK; C Dom .73
jedJ

Soit (n;)s € ] 0K, Puisque « est un épimorphisme ;Q — .2,
jeJ
Vi € J, .ok, = a(30K;) (théoréme 11 ; voir p. 65) ; donc
Vi € J, 3; €40k, 1; = a(;). Vappelle “ m ” le cardinal de J
(Card J = m € N*). On vérifie alors que

(nj)s = "a(é;)s € "] s0k,) € "a(Dom 73”)
jeJ

Puisque « est un homomorphisme,
"a(Dom y75’) C Dom .7}’

(théoréme 7 ; voir p. 55). On vient de vérifier que (n;); € Dom 7X7.
e A=[[x; :: K; .1 a: E .]

1T cas — Vara = 0

Par hypothése, Dom 7, = (,2)° et 47,0 € yog. Supposant cela, on a déja
vérifié que Dom .7, = (.02)° (cette preuve ; voir supre). Il reste & vérifier que

Ta® € OE

Puisque « est un homomorphisme, 7,0 = a(37,0) (théoréme 7 ; voir p. 55) ;
donc ;740 € a(y0g). Puisque « est un épimorphisme, a(,0g) = 0E
(théoréme 11 ; voir p. 65). On vient de vérifier que 7,0 € .0E.

2° cas — Vara # () :

Par hypothése, [] oK, C Dom 737, et i’ (] b0K,) C y0E. Supposant

jeJ jeJ
cela, on a déja vérifié que H oK, © Dom .73’ (cette preuve ; voir supra). 1l
jeJ
reste a vérifier que
72 (Il cok,) € ok
jeJ
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Soit (n;)s € ] 0K, Puisque « est un épimorphisme,
j€J
Vj € J, .ok, = a(p0K,) (théoréme 11 ; voir p. 65) ; donc (j’appelle “m ” le

cardinal de J)
3 € [T ook, (m)g ="a(é)s
ieJ

Puisque a est un homomorphisme,

Ta’(mi)s =2’ ( (&) ) = a0z’ (&)

(théoréme 7 ; voir p. 55) ; donc .757(n;)s € a(yog). Puisaue a est un
épimorphisme, a(,0g) = (0. On vient de vérifier que .737(n;)s € .0E.
e A=[[x; :: K; .]"¢%V a=D>b .]
1®T cas — VaraU Varb =

Par hypothése, Dom 7, = (;2)°, Dom ;7 = (32)°, et 4740 = yTpo.
Supposant cela, on a déja vérifié que Dom .74 = (:2)° et Dom .7, = (.Q)° (cette
preuve ; voir supra). Il reste & vérifier que

cTa® = cThe
Or « est un homomorphisme, donc
cTa® = a(p7a0) = a(pTp0) = THo

(théoréme 7 ; voir p. 55).

2¢ cas — VaraU Varb # § (JUU # 0)
Par hypothése, [] sok, € Dom 757, ] sox,; C Dom 717, et
JeJ JjeuU

V(éoww € TI wox;, o787 ()a = o7 (i

jeJUU

Supposant cela, on a déja vérifié que 0k. € Dom .7%7 et
pp : ] q K, a
jeJ '
H «0K; C Dom T (cette preuve ; voir supra). Il reste & vérifier que
jeu

V(T/J')JUU € H cUKja CT::J(T]J')J = chU(T]j)U
jeEJUU

Soit (n;)suu € H oK. Puisque a est un épimorphisme,
jEJUU
Vi€ JUU, ok, = a(10k;) (théoréme 11 ; voir p. 65) ; donc (j’appelle “m ” le
cardinal de JUU)

A¢Naw e T vok,, i) ="a(€;)suu
jeJUU
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Puisque « est un homomorphisme,

CT;U(UJ')J
= 7a'(al) s = a0ty (€)s = a0yl (E)u = 57 () Ju

= oy (i)

¢A=[E =< F .]
Par hypothése, ;o C yop. Puisque o est un épimorphisme, .0 = a(30E) et
c0F = a(por) (théoreme 11 ; voir p. 65) ; donc
OE = &(40g) C a(30F) = OF
e A=[f : E; >» F .]

Par hypotheése, HbUE.- C Dom ¢y et quSf(HbaE'.) C pop. Soit
i€l iel
()1 € [ cog;. On veut vérifier que
i€l
(n:)1 € Dom .¢¢

et que
c¢f(77i)l € OF

Parce que o est un épimorphisme, Vi € I, .og, = a(0g,) (théoreme 11 ; voir
p. 65) ; donc il existe un certain multiplet

)1 € [1oor: (m)r="a(é):
iel

On observe immédiatement que (§;); € Dom y¢¢ et que y¢¢(&i)r € soF
(hypothése). Parce que a est un homomorphisme, "a(&;)r = (n:;)r € Dom .¢5 et

a03¢e(&i)r = obr( (&) )1 = cb¢(n:)r (définition 19 ; voir p. 54) ; donc
cPe(mi)1 = o vde(&i)1 € afyor)

Parce que « est un épimorphisme, a(yo0f) = .op. On vient de vérifier que
(n:)1 € Dom c¢¢ et que cde(ni)r € coF-

Corollaire 6 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire. Soit A une séquence
symbolique qui est

soit [[x; :: K; .]¢ $ a .],

ac T (V,X), Vara={x;}; et [Vj € J, K; € §] ;

soit [[x; :: K; .]¢ a : E .},

ac MV, X), Vara={x,},, Ve J, K, €S| etE€S ;
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soit [[x; :: K; .J"¥%W a = b .],
a,b e T (V,X), Vara= {x;};, Varb = {x; };ev et [Vj € JUU, K; € §] ;

soit [E =< F .],
E,FesS;

soit {f : Ef > F .-|,
feF,(neN*), I={1,...n}, i€el,E; €8] etFeS.

Soit Q@ un V-magma. Quelle que soit = une S2-congruence,
QA = Q/=2EA

Preuve — Q /= est une image V-homomorphe de € (théoréme 14 ; voir p. 74). B



Chapitre 10
Exposition

Depuis longtemps on a compris I'intérét de distinguer certains ensembles
remarquables de propriétés, et les sous-classes de magmas correspondantes
(groupes, groupes commutatifs, anneaux, types abstraits de données etc.). Pour
noter toutes ces propriétés on pense aussitot a écrire un texte formel, qu’on
interpréte comme un ensemble d’axiomes : on écrit ainsi une séquence de
(V, X)-formules.

Parce que c’est commode, on limite un peu la variété des textes possibles et
on adopte cette regle : n’écrire qu’une seule formule-confinement par variable.
Par exemple, ce texte n’est pas convenable (n’est pas “ poli ”) :

n:: Nat . $§sn.
n:: Natx . $§ pn .

car “n” n’a pas le méme sens d’une ligne & ’autre. On évite ce désagrément en

écrivant par exemple : (Vordre d’écriture des formules est sans importance)

n :: Nat . nx :: Nat* .
$ sn .
$ pnx .

Ce procédé est simple, gratuit et applicable sans restriction.

A toute variable qui apparait au sein d’un texte, on n’attache donc qu’un
seul sens ; ce sens n’est pas fonction du contexte. Parce qu'on prend cette
précaution, on n’aura jamais besoin de renommer !
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10.1 Exposition

Notation — a

Soit V un vocabulaire ; V = (S, F, a). On se rappelle que F est un ensemble
fini (définition).
SiF=0,a=-1;
sinon (F # 0), @ = max {a(f) | f € F} (a est la plus grande arité d’un symbole
de semi-fonction).

Définition 39 (Exposition)
On appelle “exposition ” tout triplet (V, X, P),
e (V,X) étant un grand-vocabulaire, ¥ = (S, F,a), et
o P étant un ensemble de (V, X)-formules,
qui a ces qualités :

i—VxeX JSes, [x :: S .] €P (chague variable est associée,
“confinée ”, & un unique symbole d’ensemble) ;

ii —VSes,
Card{x e X |[x :: S .] € P} > max{l,a}

(quel que so0it S un symbole d’ensemble, le nombre des variables qui y sont
“ confinées ” est assez grand).

Notation et terminologie
Par commodité, j'appellerai “ £ ” toute exposition que je considérerai :

E=V,X,P)
L’ensemble P de formules est appelé “ poéme ”.

Les seules qualités remarquables d’une exposition sont celles-ci : chaque
variable n’est associé qu’a un seul symbole de sous-ensemble (confinement) ; et
Pensemble des variables est assez nombreux. Malgré 'apparence, ceci n’est pas
une limitation ; car on est libre de choisir un ensemble X' de variables aussi
grand qu’on veut.

Proposition 23 — Quelle que soit £ = (V, X, P) une exposition, X # §.

Preuve — Le symbole *x*x € S, donc Jy e X, [y :: *xx ] € P (ilyaau
moins une variable associée au symbole *x*). |

Corollaire 7 — Quelle que soit £ = (V, X, P) une ezposition, T (V,X) £ 0.
Preuve — X # 0 ; donc "T(V,X) # § (assertion 5 ; voir p. 26).

Exemples — Voir pp. 126 et suivantes (chapitre 14). O
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10.2 Confinement, garniture
Je définis ces deux mots pour exposer plus aisément.

Définition 40 (P-confinement d’une variable) — Soit (V,X,P) une
ezposition. Soit x € X (une variable).

Le P-confinement de x est I'unique formule-confinement de P dans laquelle
X apparait (c’est donc une formule [x :: S .] € P).

N.B. —V =(S,F,a); et X = {x1}ier (voir p. 19). Le P-confinement de x;
est une certaine formule

(% :: H; ]

On réveéle ainsi une suite ! — H; (I € L) de symboles de S ; cette suite est
fonction de P.

Définition 41 (P-garniture d’une formule germinale) — Soit (V, X, P)
une ezxposition. Soit A une (V,X)-formule germinale.
La P-garniture de A est la séquence

[Xj I HJ' .-|j€J

{x;};es étant Uensemble des variables qui apparaissent dans A, et
[x; :: H; .] étant le P-confinement de x; (j € J).

Notation — X est la P-garniture de A.

La séquence [X 5 A] est la cloture universelle de A.

Ezemple — On connait une exposition (V, X, P) relative aux listes de bits (voir
p. 127). La P-garniture de la (V, X')-formule-appartenance
[cons bl 11 : LiBit .] est la séquence [b1 :: Bit . 11 :: LiBit .]. 0O

Remarquer

1 — La P-garniture d’un formule germinale sans variable est la séquence vide [].
2 — On a numéroté les variables de X (voir p. 19) : X = {x;}ier. La garniture
X A est donc fonction de cette numérotation (choix de l'ordre d’écriture des
formules-confinements).

10.3 Coder une formule germinale sans terme

Une exposition comporte un ensemble suffisant de variables, de sorte qu’'on
peut, si on le souhaite, coder toute formule-inclusion ou toute formule-conduit
en une formule-appartenance. Pour effectuer un calcul logique minimal, on
ignorera la notion de formule-inclusion et celle de formule-conduit, qui sont de
simples commodités.
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Je ne le fais pas pour étre plus démonstratif. Les théoriciens des types de données
ont en effet spontanément introduit et valorisé ces notions de formule-inclusion et
de formule-conduit (ou des notions semblables) [25].

Proposition 24 — Soit £ une ezposition ; € = (V, X, P). Quelle que soit A
une (V,X)-formule-inclusion ou une (V, X)-formule-conduit, il existe une

(V, X)-formule-appartenance B qui a cette qualité :

quel que soit Q@ un V-magma, (7’appelle “ Xp ” la P-garniture de B)

QEA & QF[Xp B]

Preuve

Preuve gentille.

I—A=[E =<F .|, EFeS

Puisque € est une exposition, il existe au moins une variable y € X,
[y :: E .]€P.

On considere alors la (V, X )-formule [y : F .] ; sa P-garniture est
[y :: E .]. On sait que

QE=<F .1 & QF[y::E.y:F.]
(théoréme 21 ; voir p. 101).

II—A=[f: E;>» F .|, feF,,1<n<a I={1,...,n}
Viel, E;€S],FeS
Puisque € est un ezposition, on peut trouver une suite de variables
t—y; € X (i € I) ayant cette qualité :
o les y; sont distinctes deux 4 deur ;
e Viel, fy,- HE DY -I eP.
Attention ! les E; (¢ € I) peuvent ne pas étre distinctes deux & deux !
On considere alors la (V, X)-formule [f y; : F .] ; sa P-garniture est
[y: :: E; .]*¢!. On sait que

Q=[f: Ef>»>F.] & QFE[[yi:: E .J¢fy :F.]
(théoréme 22 ; voir p. 101). ]

Ezemple
On connait une exposition (V, X, P) relative aux nombres entiers naturels
(voir p. 127). La V-formule-inclusion [Nat* =< Nat .] est traduisible en la

séquence [n* :: Nat* . n* : Nat .].
En effet, [n¥ : Nat .| est une (V, X)-formule ; sa P-garniture est
[n* :: Nat* .| ;et, quel que soit € un V-magma,

Q= [Natx =< Nat .| <« Q= [n* :: Nat¥ . nx : Nat .]



Chapitre 11

Modele

A tout vocabulaire V (chapitre 2) correspond la classe des V-magmas
(chapitre 3). A toute exposition £ = (V, X, P) (chapitre 10) correspond une
sous-classe de la classe des V-magmas, la classe des €-modéles.

11.1 Définition

Un modeéle est un magma qualifié : il a certaines propriétés signifiées par des
formules (les axiomes).

Définition 42 (Modele) — Soit £ une exposition ; € = (V, X, P). On appelle
“ E-modeéle ” tout V-magma Q qui a cette qualité :
quelle que so1t A une formule germinale de P,

QE[Xs A]

(X s est la P-garniture de A).
Ezemple 1

& est cette exposition :
*E=V,X,P);V=(S,F,a);
o § = {#xx H};
o Fo={e}; Fi={f,g};Vn[neN,n>2], F, =0 ; on vérifie que a =1 ;
o X ={x};
e P est I’ensemble de ces quatre formules :

x :: H .

fe=¢e.

fx=x

gx=e

Un £-modele est un V-magma qui a les propriétés signifiées par ces trois
séquences :
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e=e .
0 H .o fx
it H.gx

X .

L I =Y

e .

Un £-modele a donc ces trois propriétés :

(1) Pe est une semi-constante non vide ; deo € Dom @5 ; et ¢¢(e0) = e ;
(2) on € Dom ¢ ; et [VE € on, $:(£) =¢] ;

(3) oy € Dom ¢g ; et [VE € ou, ¢g(£) = de0].

Ezemple 2

On connait une exposition € relative aux nombres entiers naturels (voir
p. 127). Un £-modéle est un V-magma qui a les propriétés signifiées par ces six
séquences (une séquence par ligne) :

Nat*x =< Nat .

0 : Nat

s : Nat >> Natx .

p : Nat* >> Nat

n:: Nat . psn=n.

n* :: Nat*x . s p nk = n* .

11.2 La classe des modeles

La classe des modéles est “ disciplinée ” :
e toute tmage homomorphe d’'un élément de la classe est dans la classe ;
o tout produit cartésien fint d’éléments de la classe est dans la classe.

Théoréme 19 — Soit £ une ezposition ; € = (V,X,P). Soit ;N un V-magma.
Quelle que soit K2 une tmage V-homomorphe de 2,

si 5§20 est un &€-modele,

alors .Q est un £-modéle.

Preyve — On sait déja que, quelle que soit A une formule germinale (j’appelle
“Xa 7 sa P-garniture), si ,Q = [Xa A] alors . = [Xa A] (théoreme 18 ;
voir p. 102).

Donc, st ;§2 est un £-modéle, alors £2 est un £-modéle. | |

Corollaire 8 — Soit £ une exposition ; £ = (V, X, P). Quel que soit ;2 un
V-magma, quel que soit S un V-magma V-isomorphe a 2,

» Y est un £-modéle si et seulement si Q est un £-modéle.

Preuve — Un isomorphisme est un épimorphisme (proposition 15 ; voir p. 66). B
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Corollaire 9 — Soit £ une exposition ; € = (V,X,P). Soit @ un V-magma.
Quelle que soit = une Q-congruence,

si €2 est un £-modéle,

alors Q/= est un €-modéle.

Preuve — §2/% est une image V-homomorphe de € (théoréme 14 ; voir p. 74). B

Théoréme 20 — Soit £ une exposition ; £ = (V,X,P). Quel que soit 1 un
V-magma, quel que soit 2§ un V-magma,

si 192 et o€Y sont des £-modéles,

alors 192 X 2Q est un &£-modeéle.

Preuve non exposée. On n’a pas besoin de ce résultat pour la suite.

Remarquer — Si 2 un £-modéle, alors 2 x € est un £-modéle.



Chapitre 12

Les regles d’inférence

On sait mettre en correspondance exacte des objets mathématiques (les magmas
et leurs propriétés) avec des signes tracés sur le papier (les formules et les
poemes). Pour quoi faire ?

D’abord pour se souvenir et pour communiquer.

Mais surtout pour raisonner “ mécaniquement ”, c’est-a-dire non pas en
contemplant et en associant des idées comme & I’habitude, mais en jouant avec
des formes (des symboles). On parvient de cette fagon & étre trés rigoureux. En
outre, tout est prét pour qu’on puisse déléguer une partie du travail a
Pordinateur. Car jouer avec des formes, n’est-ce pas ce qu’il fait par excellence,
en virtuose 7

L’une des opérations cruciales, c’est déduire. Au départ, il y a devant soi
une feuille de papier (ou un écran) ol apparaissent diverses formules. Les
observant, on recopie certains symboles conformément & certaines regles de jeu,
les régles d’inférence ; on écrit ainsi une nouvelle formule. On dit gu’on l’a
déduite par symboles. On répete a loisir.

Pendant tout ce temps, on a ignoré le sens des symboles ; on a procédé
comme si ’on agissait sur des choses concrétes (comme si 'on manipulait des
petits cailloux ; & ce propos, un calcul n’est-il pas un petit caillou ?).

Il y quatre classes de régles. Trois correspondent & un type d’opération :

e récrire une formule en substituant des termes aux variables ;

e récrire une formule en remplagant un terme par un terme égal ;

e coder et de décoder une formules sans terme.

Et la quatriéme est la classe des autres (section Les siz régles simples).
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12.1 Hypotheses générales

Soit £ une exposition ; £ = (V,X,P), V= (S, F,a), X = {xi}her (voir
p. 19).
o ab,d e TV, X).

e c est un sous-terme de a ; a = a{c) (en écrivant “ a(c) ” plutoét que “a ” on
signale que ¢ apparait dans a).

e EFKEeS.

e yceX.

e f est un symbole n-aire de semi-fonction ; f € F,, (n € N*). I = {1,...,n}.
eViel E;eS.

12.2 Les six regles simples

XIXI — Lire une formule-existence, écrire une formule-ezistence

$ a(c) .
$c.

Si un terme dénote une semi-fonction non vide, alors chacun de ses sous-termes
dénote aussi une semi-fonction non vide.

APEX — Lire une formule-appartenance, écrire une formule-existence

a: E .
$ a .

Si un terme apparait dans une formule, alors il dénote une semi-fonction non vide.

IDEX — Lire une formule-identité, écrire deux formules-ezistence

a=b .
$a.$b .

CONFA — Lire une formule-confinement, écrire une formule-appartenance

y :: K .
y : K.

3 s Vy S K
C’est la regle VCK (autre forme).
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EXID — Lire une formule-existence, écrire une formule-identité
$ a .
a=a.

Si un terme dénote une semi-fonction non vide, alors il est égal a lui-méme.

EXAP — Lire une formule-ezistence, écrire une formule-appartenance
universelle

$ a .

a @ kkx |

Tout élément qu’on considére est élément du support du magma.

12.3 Substituer des termes aux variables

Ces trois régles sont trois versions d’un modéle unique (je présente trois
régles, et non une seule, pour exposer plus aisément).
Hypothéses
o Vara= {x;};es (J C L) ; Varb = {x;};ev (U C L).
e VjeJul, K;eS.
e VjeJulU, d; e T(V,X).

SEXI — Substituer dans une formule-ezistence

$ a . I—XJ' N Kj .EGJ |—dj H Kj .-|j€']
$ a{d; e xj}jes -

Si la substitution est convenable (les substituandes ne sont pas n’importe quoi ; on
doit tenir compte des “ types ” des variables du terme original), et si le terme
original dénote une semi-fonction non vide, alors le substituat dénote aussi une
semi-fonction non vide.

Remarquer — La régle SEXI n’est pas intéressante si Vara = § (J = 0).

SAP — Substituer dans une formule-appartenance

a: E . |_XJ' i Kj _'leJ |_dJ : K,

; _'|j€J
a{dj@xj}jeJ : E .

SID — Substituer dans une formule-identité

a=b . |_Xj HIM Kj .]jEJUU [d] : Kj _-IJ'EJUU
a{dj@Xj}jEJ = b{dj@xj}jeU .

Remarquer — La regle SID n’est pas intéressante si

VaraUVarb =0 (JUU = 0).
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12.4 Remplacer a I’identique

Remplacer a I’identique, c’est lire un terme, puis écrire un terme qui lui
ressemble et qui est un synonyme (voir p. 49). Ces trois régles sont trois versions
d’un modéle unique.

Hypothése — c est un sous-terme de a. a’ est le terme qu’on a écrit en
“ remplacant ” dans a un ¢ par d.

REXTI — Remplacer & l'identique dans une formule-existence

$ alc) .c=d .
$ a' .

St le remplacé est égal au remplacande, alors le remplagat hérite des qualités du
terme original.

Remarquer — La regle REXI n’est pas intéressante si ¢ = a.
RAP — Remplacer d lidentique dans un formule-appartenance

alc) : E.c=d .
a: E .

RIGA — Remplacer d l'identique dans une formule-identité, ¢ gauche

12.5 Coder et décoder une formule-inclusion,
une formule-conduit (formule sans terme)

Hypotheéses
eViel y;eX.
o Vi,i'[i,i' €I, i#7], y; £y (lasuite I 37— y; € X est injective).

INAP — Lire une formule-inclusion, écrire une formule-appartenance

E=<F .y::E.

z
IN — FEcrire une formule-inclusion
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CONDA — Lire une formule-conduit, écrire une formule-appartenance

f:E;>»F . '—yt'::E,' .'|i€I
fy[:F.

CO — Ecrire une formule-conduit

I’y,' ::E,' .]ielfyI:F.
f: E; > F .




Chapitre 13
Déduction symbolique

On connait les régles du jeu (les regles d’inférence ; chapitre 12) ; on peut donc
commencer a jouer (déduire), c’est-a-dire & mettre en ceuvre la procédure de
déduction symbolique.

13.1 Théoréeme

Un théoréme est une formule originale ou une formule qu’on a déduite.

Définition 43 (Conséquence symbolique) — On appelle “ conséquence

symbolique ” des formules P; (i € I)

o toute formule qu’on peut écrire conformément ¢ une régle d’inférence en ne
regardant que les P; ;

e toute formule qu’on peut écrire conformément & une régle d’inférence en ne
regardant que les P; et des conséquences symboliques des P;.

Définition 44 (Théoréme) — Soit (V,X,P) une exposition. On appelle
“P-théoreme ” toute conséquence symbolique de formules de P.

Notation — Pour noter que la formule A est un P-théoréme, on peut écrire :

PrA

Terminologie — On appelle “ aziome intentionnel ” toute formule de P ; on

dit aussi “ formule initiale ” et “ hypothése ”. Un axiome intentionnel est un
théoreme.

Si l’on respecte les régles d’inférence, on n’écrit (on ne *

formules germinales...

¢ produit ”) que des

Proposition 25 — Soit £ une ezposition ; € = (V, X, P). Toute
(V, X)-formule-confinement qui est un P-théoréme est un aztome intentionnel.

Preuve — On considere 'ensemble des régles d’inférence et on vérifie qu'il n’y a
aucune conséquence symbolique qui soit une formule-confinement. |
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13.2 Déductions faciles — Exemples

Soit (V,X') un grand-vocabulaire qui comprend ces symboles :
(V=(5F,a))
e EcS,
o el e2 € Fy,
o f7g € fl’
exc X.

Exemple A

P est I’ensemble de ces formules :

$ £ el .
el = e2 .

La formule [$ £ e2 .] est un P-théoréme.

Preyve

$ fel . el =c¢e2.
$ £ e2 .

REXI

Un synonyme d’un terme significatif est significatif.

Exemple B

P est I’ensemble de ces formules :

el : E .
el = e2 .

La formule [e2 : E .] est un P-théoreme.

Preyve

el : E . el = e2 .
e2 : E .

RAP

Qu’un objet soit élément d’un ensemble, voila une relation qui n’est pas
fonction du nom de ’objet : qu’on Uappelle “el ” ou “e2 ”, cet objet est
élément de E !

Remarquer — On n’avait pas prévu le ¢

‘sortage ” [e2 : E .].

Exemple C

P est 'ensemble de cette seule formule :

el = e2 .,
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La formule [e2 = el .] est un P-théoréme.

Preuve

el = e2

IDEX
$ el

EXID

el = el el = e2
RIGA

e2 = el

Cette symétrie est tout a fait générale. On le vérifiera bientot (regle ISY ;
voir infra).
Exemple D

P est ’ensemble de ces quatre formules :

x:: E.fx=gx.
el : E .
el = e2 .

La formule [f el = g e2 .] est un P-théoréme.

Preuve

fx=gx.x:: E.el:E.

e?2 .

fel=gel. el

fe2=gel.

13.3 Regles d’inférence déduites

Une régle d’inférence déduite correspond & une famille de preuves (un
schéma de preuve) dont on vérifie la justesse une fois pour toutes.

Théoréme 21 — Ces régles d’inférence (voir infra) sont dédustes.

Hypothéses — Les hypothéses sont celles que j’ai déja présentées (chap. 12 ;
voir p. 115), et aussi celles-ci :

e 1 GeS.
eVicl E;€S.
o Viel, a;, b, € *T(V,X).

Z . . . .
XIVA — Ecrire une formule-existence relative a une variable

Se rappeler — y est n’importe laquelle des variables de X.

$y .
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ISY — Ecrire une formule-identité par syméirie

a=b .
b=a.

IDET — Ecrire une formule-identité par transitivité

a=b.b=4d.
a=4d.

RIDRO — Remplacer & lidentique dans une formule-identité, & droite
b=a{c.c=d.

RERISO — Récrire en remplacant a l'identique les sous-termes du premier
niveay

$ f ar . |'a,' = b,' _'|1'€I

fa =fDb; .
REC — Récrire
$ alc) . c=d .
a=a

4 . . . .
INU — Ecrire une formule-inclusion universelle

Se rappeler — E est n’importe lequel des symboles de S.

E =< %*%x

rd
INRE — Ecrire une formule-inclusion par réflezivité

E =< E .
INTRA — Ecrire une formule-inclusion par transitivité

E=<F.F=<G.
E=<G.

APINA — Lire une formule-appartenance et une formule-inclusion, écrire une
formule-appartenance
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CAPA — Lire une formule-conduit et des formules-appartenance, écrire une
formule-appartenance

f:E; > F . [a: E; .]'¢
fa[:F.

CACO — Lire une formule-conduit et des formules-appartenance, écrire une
formule-conduit

f:E/ > F . [El =<E; ./ F =< F .
f: E; >»F .

Preuve

Cette preuve simple est un excellent exercice de raisonnement symbolique.

On vérifie que les regles XIVA, ISY, RIDRO, IDET, REC, RERISO, INU,
INRE, APINA, INTRA, CAPA, CACO sont déduites (& cause de liens de
dépendance, on considére RIDRO avant IDET, REC avant RERISO, APINA
avant INTRA).

XIVA
£ est une exposition ; donc Vy € X, IIEe€ S, [y :: E .]€P
(définition 39 ; voir p. 108).

i E .
CONFA
y : E .
APEX
$y .
ISY
a=b .
IDEX
a
EXID
a=a. a=D>b
RIGA
b =a
RIDRO
b =a
ISY
=b . c=d .
RIGA
a=b.
ISy
b = a
IDET

C’est une variante “ bridée ” de la regle RIDRO.
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REC
a
EXID
= a c=d .
RIDRO
a=a
RERISO
I={1,...,n},n>1.
$fa1 .
EXID —
fa1=a1. a1=b1.
REC
fa1=fb1a2...an. a2=b2.
REC
fa1=fb1b2a3 cee Ay .
REC
an = bn
REC
fa =fDb;.

INU
Puique £ est une exposition, VE € S, il y a au moins une variable
yeEX, [y :: E .]€P(ilyena autotal max {1,a}).

INRE
Puique € est une exposition, VE € S, il y a au moins une variable

yeX, [y :: E .]eP.

APINA
Puique € est une exposition, VE € §, il y a au moins une variable
yeX, [y :: E .]eP.
E=<F .y :: E.
y : F . y :: E.a: E.

INAP

SAP
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INTRA
Puique € est une exposition, VE € &, il y a au moins une variable
yeX, [y :: E .]e€P.
E=<F .y ::E.
y : F . F
y : G .
E =< G .

INAP

<G .

APINA

y i+ E .

IN

CAPA
On suppose ceci: [f : Ef >> F .| € P (I ={1,...,n});doncf e F,
1<n<a,Viel, E;eS|,et FeS.
Puisque £ est une exposition, on peut trouver une suite de variables
I - X
7: =y
ayant ces qualités :
e les y; sont distinctes deux a deux (la suite est injective) ;
eViel, [y; :: E; .| eP.
Note — La situation la plus défavorable est celle-ci : Vi, € I, E; = Ey (tous les
E; sont identiques).
f:E>»F. |—y,' P O .-|i€I
fyr:F. [y: :: B; € [a; @ E; .)€
fa : F .

CONDA

SAP

CACO
On raisonne de la méme fagon. On suppose que ces formules sont éléments

de P :
o[f: Ef >»F .JeP,feF,1<n<aI={1,...,n}, [Viel, E; €8], et
FeS;
eViecl, [E; =< E; .]eP.
Puisque £ est une exposition, on peut trouver une suite de variables
I - X
i o~ Y
ayant ces qualités :
o les y’. sont distinctes deux & deux ;
eViel, |y, :+ E; .]eP.
[E; =< E; .)€l [y/, :: B, )

: INAP
CAPAf : B >> F . y'; + B ]!
fy,:F. F =< F .
[y/;, :: E; )¢ fy;,:F.

co

f: Ep > F .

APINA



Chapitre 14

Exposition, et déduction
symbolique — Exemples

Relire ce chapitre : un seul exemple vaut mille explications.

14.1 Exposition minimale

Quelle est la plus simple exposition qu’on puisse trouver ? A quoi
correspond-elle ?

& of = (0V>0X50P) 3 OV = (08,07, a)‘

0 S = {***}
¢ oF = 0. On vérifie que a = —1.
L] 0X = {x}

o P est 'ensemble de cette seule formule :

X s kkk

Quelles sont toutes les (yV, X )-formules qu’on peut écrire ? Les voici :

e kkk

T okkk

L R -
»

=x .
Kkk =< KKk

Remarquer — On ne peut écrire aucune formule-conduit.

Assertion 11 — Tout ensemble non vide est le support d’un oV-magma
(ratsonnement trivial).

Assertion 12 — Tout oV-magma est un o€-modéle.
Proposition 26 — Toute (3V, X )-formule est un ¢P-théoréme.

Preuve — Considérer les regles XIVA, CONFA, EXID et INU.
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14.2 Expositions dont on devine le sens

14.2.1 Les listes de bits
e § = {#*x Bit,LiBit}.

¢ 7o ={0,1,nil} ; F; = {cons}. Vn[n € N, n £ 0, n # 2], F, = . On vérifie

que a = 2.
o X = {t1,t2,b1,b2,11,12}.
o P est I’ensemble de ces formules :

0 : Bit . 1 : Bit .
nil : LiBit .
cons : Bit LiBit »>> LiBit .

1 0 kkk | £2 1 kkx
bl :: Bit . b2 :: Bit .
11 :: LiBit . 12 :: LiBit .

On peut déduire la formule [cons 1 nil : LiBit .].

Preuve

cons : Bit LiBit >> LiBit . 1 : Bit . nil

+ LiBit .

CAPA

cons 1 nil : LiBit .

14.2.2 Les entiers naturels

J’ai trouvé cet exemple par analogie, en considérant un exemple présenté par
A. Poigné [29]. On a ainsi le moyen de comparer les deux approches.

o S = {**x Nat,Natx*}.

o Fo ={0}; Fi={s,p}. Vn[n €N, n>2], F, = 0. On vérifie que & = 1.

o X = {z,n,n*}.

o P est ’ensemble de ces formules :
Nat* =< Nat .
0 : Nat .

s : Nat >> Natx .
p @ Natx >> Nat .

n :: Nat . n* :: Natx .
psn=mn.

S p n¥ = n¥ ,

Z o o kkk

On peut déduire les formules [$ pp s s 0 .Jet[pp ss0=20.]
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Lemme 1
s : Nat >> Nat* . 0 : Nat .
CAPA
s 0 : Natx ,
Lemme 2
s 0 : Natx . Nat* =< Nat .
APINA

psn=mn.n :: Nat . s 0 : Nat .

SID

pssO0=s0.
Preuve 1
=s50.
pssoO s oy
s 0 : Natx . s 0O =pss 0.
RAP
p : Nat* >> Nat . ps s 0 : Nat* .

CAPA
ppss 0 : Nat . \PEX
$ppssoO.

Preuve 2

$ppssO.pssO=s0. psn=n.n:: Nat . O : Nat
o]

RE

ppssO0O=ps 0. psO0=0.

SID

RIDRO

ppssO0=0.

14.2.3 Les listes d’entiers naturels

o § = {*x* Nat,LiNat}.

o Fo={0,nil} ; Ay = {s,1g} ; Fo = {+,cons}. Vn[n e N, n > 3], F, = 0. On

vérifie que a = 2.
o X =1{i,j,1,21,22,12}.
» P est I’ensemble de ces formules :

0 : Nat .
s : Nat >> Nat .

+ : Nat Nat >> Nat .
i :: Nat . j :: Nat .
+1i0=1.
+is j=s+1j
nil : LiNat .

cons : Nat LiNat >> LiNat .

lg : LiNat >> Nat
lg nil = 0 .
1l :: LiNat .
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lg cons i1 =s1lgl

Z1 o kkk |, Z2 1 kokk
12 :: LiNat

On peut déduire les formules [+ s 0 s 0 = 5 s 0 .] et [1lg cons 0 cons
s 0 nil = s s 0 .].

Lemme 1
s : Nat >> Nat . 0 : Nat .
CAPA
s 0 : Nat
Lemme 2
s : Nat >> Nat . s 0 : Nat .
CAPA
s s 0 : Nat
Preuve 1
SID+isj=s+ij.i::lat.j::lat.sO:lat.O:lat. +i0=i.i::lat.sO:lat.SID
+8080=8+800. +800=80. RIDRO
+8080=s8380.
Lemme 8
cons : Nat LiNat >> LiNat . s O : Fat . nil : LiNat * GAPA
lgcons il =81g 1l . i :: Yat . 1 :: LiNat . O : Nat . cons 8 0 nil : LiNat . SID
1g cons O cong 8 O nil = 8 1g cons 8 O nil .
Lemme 4

lg cons i1 =81gl . i :: Nat . 1 :: LiNat . 8 O : Nat . nil : LiNat .
SID

lg cons s 0 nil = s 1g nil .

Preuve 2

1g cons 0 cons 8 O nil = 8 1g cons 8 O nil . 1lg cons 8 O nil = s 1lg nil .

RIDRO
il = il . il = 0 .
1g cons O cons 8 0 nil = s 8 1g nil 1lg ni RIDRO

1g cons 0 cong 8 O nil =8 8 0 .

14.2.4 Les booléens
e S = {**% Bool}.

o Fo = {vrai,faux} ; 1 = {non} ; F, = {et,ou, implique}.
Vn[n € N, n >3], F, = 0. On vérifie que a = 2.

o X ={b,b’,2z1,22}.

o P est I’ensemble de ces formules :
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vrai : Bool . faux : Bool .
non : Bool >> Bool

et : Bool Bool >> Bool .

ou : Bool Bool >> Bool .
implique : Bool Bool >> Bool .

b :: Bool . b’ :: Bool .
non vrai = faux .

non faux = vrai .

et b faux = faux .

et b vrai = b ,

ou b faux = b .

ou b vrai = vrai
implique b b’ = ou non b b’

z1 o kkk . Z2 i okkk

On peut déduire la formule [implique vrai faux = faux .].

Lemme 1
SID implique b b’ = ou non b b’ . b :: Bool . b’ :: Bool . vrai : Bool . faux : Bool .
RIDRO implique vrai faux = ou non vrai faux . non vrai = faux .
implique vrai faux = ou faux faux .
Lemme 2
ou b faux = b . b :: Bool . faux : Bool .
SID
ou faux faux = faux .
Preuve

implique vrai faux = ou faux faux . ou faux faux = faux .
RIDRO

implique vrai faux = faux .

14.2.5 Deux semi-groupes liés par un homomorphisme
o § = {*** G1,G2}.

o Fi=1{h}, Fo={*x1,x2}. Vn[n € N, n #1, n # 2|, F, = 0. On vérifie que
a=2.

o X ={x1,y1,z1,x2,y2,22,t1,t2}.
o P est ’ensemble de ces formules :

*1 : G1 G1 >> G1
x1 :: GL . y1 :: G1 . z1 :: G1 .
*1 x1 *1 y1 z1 = %1 *1 x1 y1 z1 .

¥2 : G2 G2 >> G2
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X2 :: G2 . y2 :: G2 . 22 :: G2 .
*2 x2 *2 y2 z2 = %2 %2 x2 y2 z2 .

h : G1 > G2 .
h *1 x1 y1 = *2 h x1 h y1 .

t1 o kkx | £2 1 okkk |
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14.3 Les * paradoxes ” de G. Smolka

14.3.1 Premier “ paradoxe ”

Gert Smolka [28] a présenté cet exemple pour signaler un défaut de la
théorie proposée par Goguen et Meseguer [25] (si on ne raisonne que
grammaticalement sur le terme [f ec], on peut le croire mal formé ; car on sait
que E2 est inclus dans le domaine de £, mais on ne sait si ec est de type E2).

o S = {**xx E1 E2}.

o Fo = {ea,eb,ec} ; Fy = {f}. Vn[n € N, n > 2], F, = 0. On vérifie que a = 1.

o X ={x,y,2}.
o P est ’ensemble de ces formules :
E2 =< E1 .
ec : E1 .
ea : E2 . eb : E2 .
f : E2 > E2 .
ea = ec .
ec = eb .

x :: E1l .y :: E2 . z :: skkx

On peut déduire la formule [f ea = £ eb .].

Preuve
f : E2 >> E2 . ea : E2 .
CAPA
f ea : E2 .
APEX
$ f ea .
EXID
f ea = f ea . ea = ec .
RIDRO

f ea=1f ec .

RIDRO

f ea =f eb .
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14.3.2 Deuxieme “ paradoxe ”

Gert Smolka [28] a présenté une variante de cet exemple pour signaler qu’on
ne doit pas raisonner sans précaution si I'un des ensembles qu’on considére est

vide...
Soient e, et e, deuz éléments (e, # ey) ; Yy € 8,

€, =Y et Yy=e
Peut-on en déduire que ¢, = e, 7 Certes non (hypothése). L’égalité, en
Poccurrence, n’est donc pas transitive.

J’ai contourné ’écueil en m’interdisant de renommer I’ensemble vide : [VS € S,
og # 0] (définition 14 ; voir p. 21). Prendre une précaution de ce genre est une
tradition de logicien (le support d’une structure n’est pas vide {7, p. 18}]).

o S = {xx* E F}.

o 7, = {ea,eb}. Vn € N*, F, = 0. On vérifie que & = 0.
o X = {x,y,2}.

¢ P est I'ensemble de ces formules :

x :t E. y it F ooz o ke

On peut déduire la formule [ea = eb .].

Preuve

IDET

14.4 Expositions ¢ sauvages ”

Ces expositions, parce qu’elles n'ont pas certaines qualités grammaticales
(régularité, corégularité, décroissance de sorte, cohérence etc.), ne sont pas prises
en considération par Goguen et Meseguer [25]. En effet, de chacune d’elles on ne
parvient a déduire toutes les formules intéressantes que par inférence non triviale
de type, ce que ces auteurs n’ont pas proposé.

C’est la seule raison de I'appellation “ sauvage ”.

14.4.1 Exemple A

o S = {**x E1,E2}.

Fo = {e1,e2}. Vn € N*, F, = 0. On vérifie que @ = 0.
X ={x,y,2}.

P est ’ensemble de ces formules :



CHAP. 14 133

el : E1 . e2 : E2 .
el = e2 .

x 1t E1 .y :: E2 . z 1 kkk |

On peut déduire la formule [el : E2 .].

Preuve
el = e2 .
ISY
e2 : E2 ., e2 = el .
RAP
el : E2 .

14.4.2 Exemple B

o § = {*x* E1,E2}.

o Fo = {el,e2}. Vn € N*, F, = 0. On vérifie que & = 0.
o X ={x,y,z}.

¢ P est 'ensemble de ces formules :

el : E1 . e2 : E2 .
x :: E1 . x = e2 .

y :: E2 .z o okkx

On peut déduire les formules [e1 : E2 .] et [E1 =< E2 .].

Preuve 1
x=e2 .x :: E1 . el : E1 .
SID
el = e2 .
IsY
e2 : E2 . e2 = el .
RAP
el : E2 .
Preuve 2
x = e2
—_—— ISY
e2 : E2 . e2 =x .
RAP
X E1l b d E2
IN
E1 =< E2 .

14.4.3 Exemple C

o § = {#*xx E1,E2}.

o Fo={et,e2}; Fi={f}. Vn[neN, n>2], F, =0. On vérifie que a = 1.
o X ={x,y,z}.

e P est ’ensemble de ces formules :
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El =< E2 .

el : E1 . e2 : E2 .
f : E2 >> E2

f : E1 >> E1

y:: E2 . fy=fe2.
X :: E1l . 2z 11 %kx |

On peut déduire les formules [f el = £ e2 .| et [f : E2 >> E1 .].

Preuve 1
ea : E1 . E1 =< E2 .
APINA
fx=feb . x :: E2 . ea : E2 .
SID
f ea = f eb .
Preuve 2
f : E1 >> E1 . ea : E1 .
CAPA
f ea : E1 . fea=feb. fx=1feb.
RAP IsY
f eb : E1 . f eb=fFfx .
RAP
x :: E2 . f x : E1.
[efe]
f : E2 >> E1 .

14.4.4 Exemple D

Cet exemple a été trouvé par Claude Kirchner. On considére deux
ensembles, I'un sous-ensemble de 'autre, et une los interne commutative liée au
plus grand, dont la restriction au plus petit est une lo: interne, associative, et
commutative (bien entendu).

o S = {*xx E1 E2}.

o Fo={el,e2}; Fo={+}. Vn[n € N, n #0, n # 2], F,, = 0. On vérifie que

a=2.
o X = {x1,y1,21,x2,y2,t1,t2}.
o P est I’ensemble de ces formules :

El =< E2 .
el : E1 . e2 : E2 .

+ : E2 E2 >> E2 .
+ : E1 E1 >> E1 .

x2 11 E2 . y2 :: E2 . 4 x2 y2 = + y2 x2 .
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x1 :: E1 .yl :: E1 . z1 :: E1 . + +x1y1lzl=+zx1+yl 2zl

t1 o0 okkk | £2 1o kkk |

14.4.5 Exemple E

e S = {¥*x E1 E2}.

o Fo={ea,eb,ec} ; F; = {£}. Vn[n € N, n > 2], F, = 0. On vérifie que & = 1.
o X ={x,y,2}.

e P est ’ensemble de ces formules :

ea : E1 . eb : E2 .
ec : E1 . ec : E2 .

f : E1 >> E1 .
f : E2 >> E2 .
b4 E1l f x = ea

Z 1o okkk
On peut déduire la formule [ea = eb .].

Preuve

ea =fx .x::El .ec:El . fy=eb.y::E2. e : E2.

SID SID
ea = f ec . f ec = eb .

ea = eb .

IDET



Chapitre 15

Le théoreme de correction

En procédant par symboles et régles d’inférence (on procéde sans se soucier du
sens, “ mécaniquement ”), déduit-on n’importe quoi, ou ne déduit-on que des
formules vraies 7 En fait, on peut examiner chaque régle et vérifier que d’un
ensemble de formules vraies on ne déduit jamais de formule fausse. On prouve
ainsi le théoréme de correction (on dit aussi “ théoréme de validité ”).

Et on achéve de réaliser cette premiere partie du programme : le procédé
concret auquel on a réduit le raisonnement relatif aux V-magmas est fiable ;
celui qui 'applique comme il faut ne commettra jamais d’erreur.

On vérifiera plus tard que ce procédé a cette autre qualité importante : il est
suffisant ; tout ce qu’il est souhaitable de déduire, on peut le déduire (théoreme
de recouvrement ; chapitre 17).

15.1 Deux lemmes

Soit £ une exposition ; £ = (V,X,P), V =(8,F,a), X = {xi}ier, (voir
p. 19) ; Vi € L, le P-confinement de x; est [x; :: H; .| (H; € §) (voir p. 109).

14

15.1.1 Formule-existence vraie et substitution * sortée ”

Dans une formule-existence vraie, on substitue des termes aux variables en
respectant la “ sorte ” des variables. La formule-existence obtenue, elle aussi, est
vraie...

Soit a un (V, X)-terme dans lequel apparait au moins une variable ;
Vara = {Xj}jeJ, J 7é @, J Cc L.
Vj € J, soit d; € MT(V, &) ; Vard; = {Xi}rek, J’appelle “ K ” 'union
U K;;
jedJ
Vara{d; @ X;}jes = {Xi}rex

Lemme 4 — Quel que soit  un V-magma,
siQ=[[x; 10 H; .77 ¢ a ], et
s1 [Vj eJ, Q |= |—|—Xk i H, .]keKj dj : Hj -| ],

136
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alors
e QE[xx :: Hy .]1¥ $ a{djex;}s .], et
¢ V(ﬁk)K € H OH,)

keK
XK _ Xyl K ,
Ta{dj Q@ Xj}jej(fk)K = Ta ( de (§k)k€Kj )JeJ

Preuve

Preuve plus simple qu’elle parait. On rappelle surtout des souvenirs.

Soit € un V-magma,
QE[[x; :: H; .77 $ a.] (15.1)

et
VieldJ, QE[[xe :: Hy %% d; + H; ] (15.2)

(on suppose qu'il existe un tel magma).
On veut vérifier ceci :

XK
[] o, & Dom Ta{d; @ x;}jes

keK
et .
K.
V(i )x € T om 7ad; @ x,3;0, 60k = 72’ ( 74, (Eedkek; )ies
keK
Soit (éx)x € J[ om, (ce produit est un ensemble non vide). Vj € J,
keK
Xg .
(éx)kek; € ][ on, € Dom Td:(J
keK;
et x .
KA
7q, (Exkek; € 0H,
(15.2). Donc

XK.
( Td,-KJ (€k)rek; )ies € H]UHJ» C Dom 757
J€

(15.1). On se rappelle alors que
()x € Dom T:{Ifia‘ @ x;} e
et que
XK.
Tald; @ x;3,¢, (k)K= 27 (g, (€k)kek; Dies

(théoréme 4 ; voir p. 42). n
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15.1.2 Formule-existence vraie et remplacement a
I'identique
Dans une formule-existence vraie, on remplace un sous-terme par un terme

identique. La formule-existence obtenue, elle aussi, est vraie...

Soit a € *T(V, X). Soit ¢ un sous-terme de a. Dans a on repére une zone ou
c apparailt (si ¢ apparait plusieurs fois, on choisit). Soit d € "7 (V, X).
a’ est le terme qu’on écrit en “ remplagant dans a ce ¢ par d ” (voir p. 49).
Varc = {x;}jes, ; Vara = {x;}jesus, ; Vard = {x;};es; ;
Vara' = {x;};esuy, (voir p. 49).

Lemme 5 — Quel que soit Q@ un V-magma,
siQE[[x; 2 H; Y% ¢ a ], et
siQE[[x; :: H; ]9 ¢ =d ],
alors
Rl i Hy R g a ], e
o V(é)jesunun € [ oH;,

JEJSUJIUJy

X
Ta/J,qu (fj)jeJ;UJr — T;‘Jqur (gj)jerqu

Preuve

Preuve plus simple qu’elle parait. On rappelle surtout des souvenirs.

Soit 2 un V-magma qui a cette qualité (on suppose qu'’il existe une tel
magma) :

X
° H of; € Dom 7o """ 4

JET Uy
o [] o, € Dom Tt et
J€Js
X
° H og; € Dom 4™ ; et
jeJd,
o V(&ienun € I omy,

FEJSUT!

Xy
Te " (€5)ies, = 74 (&)jen (15.3)
On veut vérifier ceci :

(1) TI on; €Dom T;ng, et
JEJIUT,

(ID) Y(¢)jerumus, € I1 oy,

J€JUTIUT,

XJI J,
T (&i)ienus, = 7a """ (€5)jedi
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I — Soit (nj)jesus, € ][ owm, (ensemble non vide). Puisque [VS € S, og # 0],
JEJIUT,

A& jeswnun € I onys (&ienvs, = (0j)sequa,
J€JLJIUT,
(si JIU J, = J,U J] U J,, le raisonnement est trivial ; sinon, c’est-a-dire si
JIUJ, C J,UJluJ,V5e(J,UJ,UJ,)— (JIU J,) on choisit un élément &; de
OH;)-

o ({i)iesu € H of; C Dom Tl

JE€EJUJy
Xy
o (¢)jes € I] on,; € Dom T4
J€Jd;
o (&)jesua e ]I oH; ; donc
JEJSUJT}

Xy
e " (€i)ies, = 74 (&))jen

(15.3).

On se rappelle alors que

X
(T]J)JGJ;UJ,‘ = (EJ)JGJ;UJ,. E Dom Ta,J;UJr

(théoréme 6 ; voir p. 50) : tout élément (n;);esus, de  [] oy, est élément de
JEJUJy

JluJy

X
Dom 7,,° ... On vient de vérifier que

Xslug
sUJr
IT on, € Domr,
€TI0,

IT — Soit (€;)jes,us00, € H og; (le multiplet est quelconque). On
J€TUTIUT,
raisonne de la méme fa¢on pour observer cette fois que

X
T2 (€ jenug, = Ta * Y (€5)jedius,

(théoréme 6 ; voir p. 50). |

15.2 Le théoréeme de correction

Soit € une exposition ; € = (V,X,P). Tout P-théoréme signifie une
propriété de tout €-modéle.

Théoréeme 22 — Soit £ une exposition ; € = (V,X,P). Soit A une
(V, X)-formule germinale.
Quel que soit Q un €-modéle, (jlappelle “X 5 7 la P-garniture de A)

PFrA = QF[Xa A
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Preuve

Preuve classique, qui est une série de sous-preuves indépendantes et courtes. Lire
trois paragraphes (par exemple XIXI, SEXI et REXI) pour saisir I'idée. Tenir la
fiche Inference rules & portée de main.

I — Principe de la démonstration

1 — On sait que, quelle que soit A une formule germinale de P (un axiome),

2 [Xa Al
(2 est un £-modele ; définition 42, voir p. 111).

2 — La définition de “ P-théoréme ” est récursive ; aussi pense-t-on & raisonner
par récurrence.
On considere une regle d’inférence & la fois. On veut vérifier que
si chaque formule lue (prémisse symbolique) est un P-théoreme, et
si chaque formule lue qui est germinale a en outre cette qualité : (j’appelle
“B” un telle formule, Xp sa P-garniture)

Q= [Xp B]

alors la formule écrite (conséquence symbolique) a cette qualité : (j’appelle
“ A" la formule écrite)

QXA A]
II — Remarques préalables
eVic L, [x; :: H; .| estle P-confinement de x; (voir p. 109).
e Quel que soit 2 un V-magma,
H OH, = {0} =Q°
led

et
(Ei)iep =0

(notation ; voir p. 218) ; on vérifie que (&)iep € [] on,-
lep

e a,be"T(V,X); Vara={x;}, (JCL); Varb = {x;};ev (U C L).

IIT — Les sux régles simples

XIXI
Varc = {X;};es,- On veut vérifier que s: Q |= [[x; :: H; .]9¢7 $ a .],
c’est-a-dire
II o, € Dom 7}~ (15.4)
jeJ

alors Q | [[x; 2 H; .19 $ ¢ .], cest-a-dire

X
1T on; € Dom ¢ ™
J€Js
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Soit (€;);es, € [[ on, (ensemble non vide). Puisque [VS € S, og # 0],
JEJs

I(nj)s € H OH;, (n))ied, = (€5)ses,
jed
(si J, = J, le raisonnement est trivial ; sinon, c’est-a-dire si J, C J, Vj € J — J,
on choisit un élément 7; de ogy, ).
(n;)s € Dom 7%’ (15.4) ; donc

(¢)jes. = (n;)jes, € Dom e

(théoréme 5 ; voir p. 48). On vient de vérifier que [] o, C Dom e,
J€J.

APEX —SiQ[[x; :: H; .17 a : E .], alors
QE[[x; :: H; .]%¢ ¢ a .] (définition 35 ; voir p. 98).

IDEX —SiQ |=[[x; :: H; ]V a = b .7, alors
QE[[x; :: H; .17 $a .]etQE[[x; :: H; .]YV $ b .]
(définition 36 ; voir p. 99).

CONFA — Soit [y :: E .| une formule-confinement, P+ [y :: E .].
Cette formule est le P-confinement de y (proposition 25 ; voir p. 119).

3 (og) = ldg(og) = o C og (raisonnement trivial) ; donc
QEjy :: E.y: E ..

EXID
QE[[x; :: H; .17 $ a .] (hypothése) ; c’est-a-dire

II og; € Dom 73’
i€

V(&)s € [ on;, 77 (&5)s = 727 (€;)s (raisonnement trivial). On vient de
jedJ
vérifier que R = [[x; :: H; .]7 a =a .].
EXAP
Q= [[x; :: H;y .17 ¢ a .] (hypothese) ; c’est-a-dire
II on; € Dom 7y’
jed
3(1] on;) € Q = oxxx (raisonnement trivial). On vient de vérifier que

i€J
QE=[lx; :: Hy .]7 a : *xx ].
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IV — Substituer
Remarques préalables

e VjeJUU, Vardj = {xk}keK,--
e Var a{dj @ Xj}_] = {Xk}keK (K = U K])
i€
e Si a est sans variable (J = 0), a{d; @ x;},¢4 = a.
SEXI
VieJ,PF[x; ::+ K; .] (hypothése) ; donc [x; :: K; .] estle
P-confinement de x; (proposition 25 ; voir p. 119) et K; = H; (voir p. 109).
SiQE([[x; :: H; .]7 $ a .Jetsi
Vield, QE[[xy :: Hy .J*% d; : H; .]], alors

Q=[x :: Hy 1% $ a{d; ex;}s -]

(lemme 4).

SAP
ViedJ, PF[x; :: K; .] (hypothése) ; donc [x; :: K; .] estle
P-confinement de x; (proposition 25 ; voir p. 119) et K; = H; (voir p. 109).

Soit 2 un V-magma,

QE=[[x; :: H; .17 a: E .] (15.5)
et
Vied, Q=[x :: Hy .]*% d; : H; .] (15.6)
On veut vérifier que
QlI ”Xk HH Hk .]K a{dj@xj}J : E .|
Q=[[x; :: H; .]7 $ a .] (définition 35 ; voir p. 92) ; donc
Q=[x :: Hy ¥ $ a{d;ex;}; .]
(lemme 4).

Il reste a vérifier que

a{d @x,},y( H aHk) CoE

Soit (é)k € H on, (ensemble non vide). On sait que
keK

XK.
;({Ifi @ xJ},e,(ﬁk)K =7a"( g, (&k)rek; ies

(lemme 4).
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Vj € J, (€)rek,; € || om, (raisonnement trivial) ; donc
keK;

XK.
(7a;’ (€e)rex, )ies € [] om,
J€J
(15.6) ; donc
Xy
7a’(Ta,  (§k)kek; )ies € O

(15.5). On vient de vérifier que

X
Ta{f((ij Q@ Xj}jej(fk)K E UE

SID
Vie JUU,PF [x; :: .] (hypothese) ; donc [x; : .| est le
P-confinement de X; (propos1t10n 25 ; voir p. 119) et K; H (vo1r p. 109).

Soit € un V-magma,

L9 ,= ”X]‘ i Hj .-leJUU a=Db -I (15.7)
et
VieJUuU, Q= [xp :+ He J¥K d; + H; ] (15.8)
J’appelle “ K; ” 'union U K;. On vérifie sans peine que
jeJ

Var a{d,- @ Xj}jeJ = {xk}kGKJ

J’appelle “ Ky ” 'union U K;. On vérifie sans peine que
JeU

Var b{d; e x;};ev = {Xk }rexy
On veut vérifier que

0 }: ”Xk H Hk .-lkeKJUKU a{dj@Xj}_] = b{dj@Xj}jeU -I

QlZZH—Xj M Hj .]J $ a 1 etQIIHXj i Hj .-|j€U $ b _l
(définition 36 ; voir p. 99) ; donc

le ”Xk H Hk .-IkGKJ $ a{dj@xj}J ]

et
Q l= ”xk Hi Hk ._IkEKU $ b{d‘7 Q@ xj}jeU -I
(lemme 4).
Il reste a vérifier que V(&x)rek ,uky € H OH,,
keK jUKy

XK
a{d @ xJ}Je,(fk)keKJ = Tb{d @ x,}JeU(fk)keKU
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Soit (€xkek,uky € ] oH, (ensemble non vide). (€x)kex, € [[ om, et
kEKJUKU kGKJ

(é)keky € 11 om, ; done
keKy

X XK.
Ta{lfij- @ xj}jej(fk)keKJ =727( T4, "(Erek; Dies

et
X XK.
Tb{}iﬁ- @ xj}jeu(fk)keKU =m( T4, (€k)kek; )jev
(lemme 4).
Ve JUU, (fk)keK,- € H OH, ; donc
keK,
X
(7a; (E)rex; Jieawv € I o,
jeJuU

(15.8) ; donc

XK, XK.
T2 (1a, (G dker; Dies = T (1q, " (Eedrex; Diev
(15.7). On vient de vérifier que

XK XK
7-a{de @ xj}jej(é'k)keKJ = 7-b{dl;- Q@ xj}jeu('fk)kGKU

V — Remplacer

Remarques préalables

e Varc = {X;}jes, ; Vard = {x;}jes.
e Vara = {x;};es,uJ,-

e Vara' = {x;}jecsuy,.

REXI—SiQ = [[x; :: H; . § a ], etsi
QE[[x; :: H; .]9¢Y%% ¢ = d .7, alors
QE[[x; :: H; 1959 ¢ a’ ] (lemme 5).
RAP

Soit 2 un V-magma qui a cette qualité :
e Q= [[x; :: H; ] a1 E .];
e Q= [[x; :: H; ]9 ¢ =4 .].

On veut vérifier que

Q=[x :: H .J€%Y o' @ E ]
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QE[[x; :: H; .J¢%Y" ¢ a .] (définition 35 ; voir p. 98) ; donc

Q= [[x; o0 Hy N ¢ ]

(lemme 5). Il reste & vérifier que

T;Jgujr( H UHj) Cog
JeJiudy

145

Soit (n;)jesus € ]I on, (ensemble non vide). Puisque [VS € S, as # 0],

JEJLUIy

Aé)jeronun € II owyy Eiieasus, = (03)ienur,

JEJUJI U,

On sait que
Xy
Ta,J,qu (éj)jeJ;UJr — T:Jaqu (é.j)]'EJaUJr

(lemme 5). Le multiplet (¢;);es,us, € [] om, ; done
jeJaUJr

X
7a """ (&;)iet.us, € OF

(E[[x; :: H; .]°¢" a : E .]). On déduit alors que

Xstusy

Ta (Uj)jeJQUJr
X
— Ta’J‘-I;UJr (Ej)jeJ;UJr — T;(JSUJT (é‘] )jeJ,UJ,-
€ OE

On vient de vérifier que

T:’Jéujr( H O'HJ) g O'E
jEJQUJr

RIGA

Soit 2 un V-magma qui a cette qualité :
e Q=[[x; :: H; .Ji€IU 54 = p ]
o Q|=[[x; :: H; ]9V ¢ = d .].

On veut vérifier que

o, n

Q=[x :: H; JEY 5 = b ]

Q= [[x; :: H; ]85 § a .] (définition 35 ; voir p. 98) ; donc

Q=[x :: H JY% ¢ a ]
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(lemme 5). Il reste & vérifier que, ¥(;);esiur,0u € H OH;
FEJIUIUU

Xy
i UJr(nJ)JEJ'UJr = Tb (nJ)JGU

Soit (1;)jesiuauu € H on, (ensemble non vide). Puisque

jeJIUJuU
[VS € Sa as 7é @],

A&jesununuw € I on;, &ienvnowv = (nj)jenuiuu
JEJLUJIUJ LU

(&5)ienur, = (nj)jeriug, (raisonnement trivial) ; donc

X X
Ta JIUJT(TIJ)JGJ'UJ = Ta JIUJT(fJ)JeJ'uJ

(&)icqwmus, € [I  oH, (raisonnement trivial) ; donc
JEJ VTV,

X
T (€D semug, = Ta* 7 (&) jeu

(lemme 5).

(éi)ieqwsov € [ om, (raisonnement trivial) ; donc
JETUJ,UU

7a " (€)jeaua, = o7 (&)jev

(QE[[x; :: H; €U0 a4 = b 1),

(&)jev = (nj);jev (raisonnement trivial) ; donc
" (€)iev = 15" (0;)jev
On vient de vérifier que, V(n;)jenus,ov €  [[  on,s
JEJLUIIU

X 4 -
he (nJ)JEJ'UJr = 7-b (T]J)JEU

VI — Coder et décoder les formules-inclusion et les formules-conduit

INAP — Q E [E =< F .] (hypothese), c’est-a-dire og C oF.
Pl ]y :: E .| (hypothése) ; donc [y :: E .| estle P-confinement de y
(proposition 25 ; voir p. 119).

5 (0g) = Idg(og) = og C oF (raisonnement trivial) ; donc

QE=y :: E .y : F .]
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IN—PF [y :: E .| (hypothése) ; donc [y :: E .] est le P-confinement de
y (proposition 25 ; voir p. 119).

QkE[y :: E. y: F .] (hypothése) ; donc of 2 7§(0E) = 0E. On
vient de vérifier que @ |= [E =< F .].

CONDA
QE[f : E; >> F .] (hypothése) ; c’est-a-dire
[IoE: € Dom ¢¢ (15.9)
1€l
et
#e([Los,) C ov (15.10)
1€l

Viel, PFJy; ::+ E; .] (hypothése) ; donc [y; :: E; .] estle
P-confinement de y; (proposition 25 ; voir p. 119).

Que sait-on de la semi-fonction Tr’}’ v ! (prendre note que les y; (i € I) sont
distinctes deuz & deuz). On sait ceci (voir p. 34) :

. 7‘?;-1 v est une semi-fonction 2" — §2 ;

o i =1dg ;

e Dom i 1 ={(&)r € 2" | (§i(&) ) = (&)1 € Dom ¢¢} = Dom ¢ ;
. V(fi)j € Dom T?;-I vl

i y (61 = de( V(&) Vier = ¢e(&)r
Les semi-fonctions Tl-);-l vil et ¢¢ ont méme base, méme cible et méme graphe ;
elles sont donc identiques (7’?;-1 yi] = ér)-

[] oE; € Dom ¢¢ = Dom T?;-’ vy (15.9) et
1€l
T?;'IYI](H OE,;) = ¢f(H oE,) C oF
el el
(15.10) ; c’est-a-dire

QE(ly; :: E; ) fy : F.]

CO

Viel, Pk ly; :: E; .] (hypothese) ; donc [y; :: E; .] estle
P-confinement de y; (proposition 25 ; voir p. 119).

Q= (ly; :: E; ] £ yr : F .] (hypothese) ; c’est-a-dire (T[’;’yﬂ = ¢r)

II ok, € Dom ¢¢
i€l
et
de([ o) C oF
i€l
Cest-a-dire Q@ = [f : E; > F .]. [
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15.3 Remarquer

Soit £ une exposition ; £ = (V, X, P). Si un terme a apparait dans un
P-théoréme, alors la formule [$ a .] est un P-théoreme (considérer les regles
XIXI, APEX et IDEX). Donc, quel que soit © un £-modele, (j’appelle “ X, ” la
P-garniture de [$ a .])

QF[Xa $a ]

(théoréme de correction).

Que retenir ? Quel que soit le £-modéle considéré, on interpréte tout terme
apparaissant dans un P-théoréme comme un semi-fonction non vide (pour cette
raison un terme comme [1 / 0] ne peut apparaitre dans un théoréme).

Par le procédé de déduction symbolique on écrit certes du vrai, mais surtout du
“ dense” (une formule qui a rapport & une semi-fonction vide parait plutot
“ creuse”).



Chapitre 16

Le magma des termes significatifs

Quelle que soit £ = (V, X, P) une exposition, il existe un £-modéle. On trouve
en effet un £-modéle remarquable, le V-magma-quotient *@/= (ce chapitre).

Le support *© du magma %@ est un ensemble de (V, X')-termes qualifiés, les
termes significatifs. @ et *@/= sont fonctions de £ (autant d’expositions,
autant de magmas des termes significatifs).

Notation — T ="T(V,X) ; 2T = 2T (V).

16.1 Le magma des termes significatifs, *®
Soit £ une exposition ; £ = (V, X, P). @ =30(&) = (*6,%%,%9) ;

*T = {*os)ses, *@ = {*delrer

16.1.1 Le support — Les termes significatifs

Le support de ¥@® est ’ensemble des termes significatifs (significant,
meaningful ).
‘o =%0)={ac T |P+[$ a.]}

On veut vérifier que ce support n’est pas vide.
Proposition 27 — Quelle que soit € une ezposition, $O(E) # 0.
Preuve — Ilexistey € X, [y :: **x ] €P; Pk [y : *xx .| (regle

CONFA), et P+ [$ y .] (régle APEX). Donc la séquence [y] € 30(€). [
Ezemple — Soit (V, X, P) une exposition, [x :: H .] € P. Les formules

[x : H .]et [$ x .| sont des P-théorémes (régles CONFA et APEX). Le
terme [x] est donc significatif. g

16.1.2 Les sous-ensembles

VS €8,
Sos={a e |PkFfa: S .]}

On vérifie ceci :

149
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o VS €S, %05 #0. En effet,
VSesS, dxeX, [x :: S .|eP

Cet x est élément de $og (régles CONFA et APEX).
e VS¢S, 05 C %O (régle APEX).
o So4xx = %O (régle EXAP).

16.1.3 Les semi-constantes

Ve € Fo, ¥4, est cette $@-semi-constante :

si [$ e .] n’est pas un P-théoréme,

alors Dom ¥¢, = 0 ;

sinon Dom 3¢, = (30)° et ¥¢ .0 = [e] (€ %O).

16.1.4 Les autres semi-fonctions

Vn € N*, Yf € F,, $¢¢ est cette semi-fonction (}©)* — %@ : (j’appelle “ I ”
Pensemble {1,...,n})

(i) Dom®¢¢ = {(ai); € "T)* [PF [$ £ a; .1};
(i) ¥(a;); € Dom %¢¢, *¢¢(a;); = [f aj] (€ *O).

On veut vérifier que Dom ¥¢¢ C (*0)". En effet, si P+ [$ f a; .], alors
VieI, PF[$ a; .]] (régle XIXI) ; c’est-a-dire [Vi € I, a; € ¥0).

16.2 Interpréter un terme

. . . . . . . XJ
Soit a un terme, significatif ou non. Que sait-on de la semi-fonction 37,7 ?

16.2.1 Interpréter un terme sans variable

Proposition 28 - Soit £ une ezposition, £ =V, X,P), V= (S,F,a), Fo# 0
(il y a au moins un V-terme). Soit a € 2T (V).
$1a est cette $©-semi-constante :
si [$ a .| n'est pas un P-théoréme,
alors Dom %7, = 0 (semi-constante vide) ;
sinon Dom ®7r, = ®0)° et ¥r,0 = a (¢ *0).

Preuve

Preuve représentative.

On proceéde par récurrence.

e a est atomique
Le V-terme a est une séquence [e], e € Fy. On sait que ¥7¢ = $¢, (voir
p. 32).
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e a n’est pas atomique
Le V-terme a est une séquence [f aj], f € F, (n e N*), I ={1,...,n} et
Vi € I, a; € 2T (V).
HYPOTHESE DE RECURRENCE
Vi € I, %7,, est cette $@-semi-constante :
si [$ a; .| n’est pas un P-théoréme,
alors Dom %75, =0 ;
sinon Dom %7,, = (30)° et ¥7,,0 = a;.
On suppose d’abord que [$ f a; .] n'est pas un P-théoréme. Donc
(a;); & Dom %¢¢. On considére les semi-constantes 374, (i € I).
— Ou 'une d’elles est vide, c’est-a-dire 3 € I, Dom ¥7,, = 0.
— Ou aucune d’elles n’est vide. On se rappelle alors que, Vi € I, ¥7,.0 = a;
(hypothése de récurrence) ; donc (374,0); = (a;);  Dom ¥¢y.
Dans ’'un ou 'autre cas, $T[f a;] est vide (voir p. 32).

On suppose maintenant que P + [$ £ a; .]. Donc (a;); € Dom %¢;. Et,
VieI, P+ [$ a; .] (regle XIXI) ; donc Vi € I, Dom 37,5, = (}©)° et ¥74,0 = a;
(hypothese de récurrence). Le multiplet (374,0); = (a;)r € Dom ¥¢¢. On se
rappelle alors que Dom $T"f ar] = (*0)° et que

$Tff a7]® = $¢f($7'a.'°)1 = $¢f(a»i)1 = [f aj]

(voir p. 32). |

16.2.2 Interpréter un terme dans lequel apparait au
moins une variable

Proposition 29 — Soit £ une ezposition ; £ = (V,X,P). Soit a un
(V, X)-terme dans lequel apparait au moins une variable ; Vara = {x;};es,
Card J = m, m € N*.

877 est cette semi-fonction (@)™ — %0 :

Dom *ry” = {(d;)s € ("T)™ | PF [$ a{d; e x;}jes -1}

et
V(d;)s € Dom®r,”, $7.7(d;)s = a{d; @ x;}jes

Remarquer — L’ensemble {(d;); € (*T)™ | PF [$ a{d;ax;}jes .|} est un
sous-ensemble de (*©)™. En effet, si P+ [$ a{d; @ x;};es -], alors
Vied, PE$ d; .]] (regle XIXI) ; c’est-a-dire

VielJ, d;e®o
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Preuve de la propostion

Pour saisir I'idée, lire la preuve de la proposition 28, qui est une variante plus
simple.

On raisonne par récurrence.

I — a est atomique
a=[x],xeX. 8 = Id(sg). On vérifie que

{de | PF[$ x{dex} .|}
= {de|P+[$d .]}=%0 =Dom?®r,

et que

Vd € Dom $7‘§ =%, x{dex} =d = Idsey(d) = $T§(d)

II — a n’est pas atomique

a=|[f ajl,feF, (neN*), I={1,...,n}et Vi€ I, a; € "T].

Vi € I, j’appelle “ J; ” le sous-ensemble {j € J | x; € Vara;} ;
Var a; = {x;},es,. J’appelle “ m; ” le cardinal de J;. -

J’appelle “ I, ” (sans variable) le sous-ensemble {¢ € I | Var a; = 0}.
Puisqu’au moins une variable apparait dans [f aj], I — I, # 0.

Vi € I,, on connait les $7,, (proposition 28 ; voir p. 150).

HYPOTHESE DE RECURRENCE — Vi € T — I,
(i) Dom 37, = {(d;)jes; € (*T)™ | P+ [$ ai{d; @ x;}jer -1} et
(zz) V(dj)je‘]‘. c Dom $T:‘J‘, $T§'_J‘(dj)J'. = a,-{dj @ xj}jGJ.'-
II-1 — Dom $T’Ffj ar]
On sait que
Dom $T]|.-ch ar] = { (dj)-] € ($®)m <
| Viel, (dj)jej.- € Dom $Ta‘f"
X,
et (37,)°(d;)jes ier € Dom *¢¢

(voir p. 34). On consideére ’ensemble

Dy = {(dj)se ("T)™ | PF[$ [f arl{d;j e x;}jes .1}
= {(dj)s e "T)" | PE[$ £ [a{d; @x;}jes 1" .1}
On veut vérifier que Dom $T)I‘cfj an] = D1
e Dom $7-)|'ch a] S D17
Si Dom $7‘>[ch af] = @, on a fini. Sinon on procede ainsi.
Soit (d;); € Dom $7-)1'ch ar] (C ey c("T)y™). Viel, (d;)jes, € Dom $T§f‘]

et
X7
(727 (d;)jes )ier € Dom ¢y
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— Ve e[, $T::£]i(dj)j€‘]i =374,0 = a; = a;{d; @ X;};es (J; = 0) (proposition 28).
— Vi€ I—1, %7, (d;)ies = ai{d; @ X;}jes, (hypothése de récurrence).

Donc ( a;{d; @ X;};cs. )ier € Dom 3¢ ; c’est-a-dire
PE$ £ [a{d;ex;}jes]™ ]
On vient de vérifier que (d;); € D;.

e D; C Dom $TFfJ ar] |

Si D; = 0, on a fini. Sinon on procéde ainsi.
Soit (d;)s € D;.
P !_$ [-f a[-l {d] Q@ Xj}jeJ -l (16.1)
Vj € J, d; est un sous-terme de [f a;]{d; @ x;}jes ; donc PF [$ d; .] (regle
XIXI) ; c’est-a-dire d; € ¥O.

— Vi € I,, a; est un sous-terme de [f as]{d; @ x;}jcs; donc P+ [$ a, 1] (regle
XIXI) ; on se rappelle alors que (J; = 0)

(dj)jEJ" = ¢ € Dom $Ta'.

et que .
$7'a‘,J' (dj)jes = $’7'9.,-0 = a; = a;{d; @ X; } ey,

(proposition 28).
—VieI—1I, a;{d; @x;};es, est un sous-terme de [f as|{d; @ x;};es ; donc
PFE[$ a{d;ex;}jes, .] (régle XIXI) ; on se rappelle alors que

(d;)jes; € Dom ®r,”

et que
d $ X

Tar (d;)jes = ai{d; @ X;}jeu,

(hypothese de récurrence).

Donc
(i) Vi € I, (dj);es; € Dom $7‘:i]‘ et
(i) (373 (d;)jex Jier = (ai{d; @ X;}jes, )ier € Dom 8¢y (16.1).

On vient de vérifier que

X
(d;); € Dom $TrfJ ar]



154 MAGMA DES TERMES SIGNIFICATIFS

II-2 — V(d;); € Dom ®7f o7, 37¢ ay(dy)s = [f ar]{d; @x;}jes ?
Si Dom $7')Ffj a;] = 0, on a fini. Sinon on procede ainsi.
Soit (d;); € Dom $7y¢ , 7. On vérifie que
J I-f aI]
X
$T[fJ a,](dJ)J = ¢f( ’ (dJ)JEJ )tGI = ‘/’f( a,{d @ XJ}JGJ. )teI

(proposition 28 et hypothése de récurrence). Donc

Trf a,](da)J
S¢e( ai{dj @ X;}jen Jier = [f [ai{d; @ x;}jes]'€]
= [f ar|{d; o x;}jes

|
Corollaire 10 — (Mémes hypothéses)
aco o (x)5€ Dom *r.’
Preuwve.— a{x; @ X;};e; = a. Donc
acto
& PH[$a.] & PH[$ a{xjex;ljes -] & (x;)7 € Dom¥ry’
|

16.3 Le sens d’une formule-existence

Soit a € T ; Vara = {x;},. A quelle condition
$@'=|—|—Xj H KJ' .'IjGJ $ a -| ?

(a quelle condition le magma %@ a-t-il la propriété signifiée par la formule
Mx; :: K; .]°¢7 ¢ a .]7).
Se mettre en garde — On ne suppose pas que [x; :: K; .] € P (que
[x; :: K, .] est le P-confinement de x;) ;ouque [$ a .| €P!
Proposition 30 — Soit £ une ezposition ; £ = (V,X,P). Ya € 2T (V),

‘Ok$a.] & Pr[$a.] & acteo

Preuve
On sait que a € 50 & P+ [$ a .] (voir p. 149). Si

‘0% a .]

¢’est-a-dire si Dom %7, = ($®)0 ($Ta est une semi-constante non vide), alors
[$ a .] est un P-théoreéme (proposition 28 ; voir p. 150).
Si[$ a .] est un P-théoréme, alors Dom ®14 = (¥0)° ; c’est-d-dire
@ = [$ a .] (méme proposition). |
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Proposition 31 — Soit £ une exposition ; € = (V,X,P), V= (S,F,a). Soit a
un (V, X)-terme dans lequel apparait au moins une variable ; Var a = {x;},,
CardJ=m, meN*. Vj € J, soit K; €S.

Ok [[x; :: K; ¥ ¢ a ]

X
=2 H $0K,- C Dom ®7,’
jeJ

& VY(d;); e (*T)™,
(VieJ,PF[d; : K; .1) = PF[$ al{d;jex;}ljes -]

Preuve

Preuve représentative, et un bon exercice de navigation & travers les différents
niveaux de raisonnement.

On sait que

Ok (x; :: K; .1 $a.] & ][k, CDom®r’
jeJ

(définition 34 ; voir p. 96). On sait aussi que
Dom *r,” = {(d;)s € “T)™ | P [$ a{dje x;}bies -1}
(proposition 29 ; voir p. 151), et que
ok, ={d; €T |PF[d; : K; .1}
(voir p. 149). Donc

[] %ok, € Dom Sr’
jed
& (), € ("T)™,
(VieJ, PE[d; : K; .]1) = PF[$ a{d;ex;}jes -]

Contre-exemple

& est cette exposition :
*E=V,X,P);V=(SF,a);
o S = {xx% Carre} ;
o Fi ={rac};Vn e N - {1}, F, =0 ; on vérifie que 6 =1 ;
o X ={zk};

o P est I'ensemble de ces formules :
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ARRIER 3 3 T
k :: Carre .
$ rac k .

I-— Avec un peu d’attention, on vérifie que
%0 = {z,k, [rac k|}

(les termes [rac z], [rac rac k|, [rac rac z] etc. ne sont pas significatifs) ;
que
$(7Carre = {k}

et que
Dom $erac = {k}

Donc
@ =z :: Carre . $ rac z .]

(définition 34 ; voir p. 96).

II — La formule [$ rac z .] n’est pas un P-théoréme ! Car si elle I’était, tout
E-modéle € aurait cette propriété :

QE[z :: *** . § rac z .]

(théoréme de correction ; remarquer que le P-confinement de la variable z est
[z :: *x%x .]). Or on trouve un £-modéle 2 qui ne I’a pas :

& Q2 =(9,%,9); % = {os}ses, ® = {¢r}rer ;
e (= NN (ensemble des entiers naturels) ;
L O'Carre:{nzlneN};

® ¢rac est cette semi-fonction (racine carrée) :

N — N
OCarre D M H— /M

IIl—Jz :: Carre . $ rac z .] est donc une séquence
Mx; :: K; .J"¢7 $ a .] qui a ces deux qualités :

3@ = [[x; :: K; .79¢7 $ a .] (elle signifie une propriété de *@®) ;
e [$ a .| n’est pas un P-théoréme.

On a aussi constaté que [z :: Carre .| n’est pasle P-confinement de z. Ce
n’est pas par hasard... O

Corollaire 11 — (Mémes hypothéses) Si en outre [x; :: H; .| estle
P-confinement de la variable x; (j € J),

'oEllx; :: H; . $a.] & PF[$a.] & acte
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Preuve

Onsait que P+[$ a .] & a€®O (voir p. 149).
i — On suppose que *@ = [[x; :: H; .1°¢/ $ a .]. Donc

v(d;)s € ("T)™,
(VjEJ,'Pl—[d]‘ : Hj _') = 'pl‘l_$ a{dj@Xj}jej ]

(proposition 31). Le multiplet (d;); = (x;) est-il un bon candidat ? Oui : en
effet PF [x; :: H; .] (hypothése), donc P+ [x; : H; .] (régle CONFA).
Donc PF [$ a{x;ex;};es .], clest-d-dire PF [$ a .].
21 — Réciproque
On suppose que P F [$ a .]. On vérifie sans peine que

V(dj)-] € (AT)ma
(V]EJ,,P,‘I-CIJ . Hj .-|) = PI—r$ a{dj@xj}jej -I

(régle SEXI — P + [x; :: H; .] par hypothese). Donc
5@ =[[x; :+ H; .17¢7 $ a .] (proposition 31). _ n

16.4 La super-congruence remarquable, =
La relation binaire = est une *@-super-congruence remarquable.

Définition 45 (Relation =) — Soit (V, X, P) une ezposition. Soit a un
(V, X)-terme ; soit b un (V, X)-terme.
On dit que a est lié & b par = pour ezprimer que

Prla=Db .]
N.B. — On vérifie que, sia=b, a € ¥0 et b € %0 (régle IDEX).
Théoréme 23 — La ¥O-relation binaire = est une @ -super-congruence.

Preuve

=, $@-relation binaire, est une relation d’équivalence
e Elle est réflexive (régle EXID).

e Elle est symétrique (regle déduite ISY).

e Elle est transitive (régle déduite IDET).

= est compatible ave les opérations fondamentales de 5@

On suppose que F — Fy # @ (sinon on a fini). On suppose qu’il y a un
symbole f € F — Fy, Dom $¢;¢ # @ (sinon on a fini) ; f € F, (n € N*) ;
I={1,...,n}

Soient (a;); € Dom $¢¢. On suppose qu’il y a un multiplet (b;); € (3©)",
[Vi € I, a; = b;] (sinon on a fini). On veut vérifier que (b;); € Dom *¢¢ et que
$¢s(a;)r = $¢¢(b;); (définition 27 ; voir p. 82).
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Le multiplet (a;); € Dom ¢¢, donc
P }_ |—$ f ayg -l

Vi€ I, a; = b;, donc
P+ [a,- = b,’ ]

Par conséquent (régle déduite RERISO),
PI-[fa1=be -|

donc (régle IDEX)
PEHI$ f by .]

c’est-a-dire (b;); € Dom $¢f, et $¢f(a,-)1 = $<sz(b,-)1. n

On peut maintenant considérer le magma-quotient 3@ /= :

$("3/E = ($6/5)$§a $$) 3 % = {$3:S}S68a 5o = {$$f}fe}'-

Voici une propriété particuliére du couple (3@, *®/=) qu’on aura bientot
besoin de connaitre.

Proposition 32 — Soit £ une exposition ; € = (V,X,P), V =(S,F,a). On
considére 3@ (le V-magma des termes significatifs), = (la $©-super-congruence
remarquable), et @ /=.
VS € 8, Va € %0,
ac’hs & aclog

(Pog est saturé pour =).
Preuve — Si a € %0g, alors a € %55 (voir p. 72).
Réciproque — Soit S € S. Soit a € ¥0, 7 € ¥5g. Il existe b € %0,
b=a A befsg
(voir p. 72). C’est-a-dire
Prb=a.] A Pk[b:S.]
Donc Pt [a : S .] (régle RAP) ; clest-d-dire a € $os. u

16.5 Un £-modéle remarquable, *® /=

Théoréme 24 — Soit £ une exposition. Le magma-quotient @ /= (qui est
fonction de £) est un £-modéle.

Pour prouver ce théoréme, on prouve d’abord deux lemmes.

Lemme 6 — Soit A une (V,X)-formule germinale qui n’est pas une
formule-identité ; sa P-garniture est une séquence X4.

PFA = %@k [Xa A]
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Preuve
Analyse par cas, chacun d’eux étant indépendant des autres. Cette preuve est
importante ; lire au moins quelques paragraphes pour saisir I'idée.
Soit A une formule germinale qui n’est pas une formule-identité, P - A. On
veut vérifier que 3@ = [X o A].

I — 1°T cas — A est une formule-existence

A=[$a .],ae’T.

I-1 — Vara= 10
Puisque P+ [$ a .],*@ = [$ a .] (proposition 30 ; voir p. 154).
I-2 — Vara # 0

Vara = {x;}y. Vj € J, le P-confinement de x; est [x; :: H; .] (H; €S);
Xa=[x; :: H; 7€,

Puisque P+ [$ a .],%@ = [[x; :: H; .]’¢7 $ a .] (corollaire 11 ; voir
p. 156).

IT — 2° cas — A est une formule-appartenance

A=[a: E .],ae"T,E€S.
II-1 — Vara =10

Puisque P+ Ja : E .],PF[$ a .] (régle APEX) et a € *o.

Donc Dom ¥, = (30)° et *740 = a € ¥ (proposition 28 ; voir p. 150).
C’est-a-dire

'9f=la: E .]

II-2 — Vara # 0
Vara = {x,}s. Vj € J, le P-confinement de x; est [x; :: H; .] (H; €S);
Xa=[x; :: H; ]9,

On veut vérifier que

*O0kE[lx; :: H .1 a : E .]

Puisque PF[a : E .],PF[$ a .] (regle APEX) ; donc
'@ =[x; :: H; .1°¢ $ a .7 (cette preuve, I-1). Il reste & vérifier que

$T:J(H $0'HJ-) C $<7E
JjeJ

Soit (d;); € J] *on, (C Dom 727,
jeJ

872(dy)s = a{d; @ x;} e
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(proposition 29 ; voir p. 151). Vj € J, d; € $0H,- clest-a-dire P+ [d; : H; .} ;
donc P F [a{d;ex;}; : E .] (régle SAP) ; c’est-a-dire

X
o (d))s = a{d; e x;}jes € Pox

III — 3° cas — A est une formule-inclusion
A=[E =< F .]|,E,FeS.
Soitac®sg. PF[a : E .]etPF[E =< F .];donc

Prla: F .]

(régle APINA) ; c’est-a-dire a € $og.
On vient de vérifier que $og C $of ; c’est-a-dire

'@ =[E =< F .]

IV — 4° cas — A est une formule-condust
A=I[f : Ef » F .|, feF,(neN*), I={1,...,n}, Vi €I, E; € S] et
Fes.
Soit (d;); € [[ ok, Vi€ I, Pr[d; : E; .J]etPH[f : Ef > F .];
i€l
donc

Pr[fd; : F .]

(régle CAPA) ; donc
PrH[$ f dr .]
(régle APEX). Cest-a-dire (d;); € Dom *¢5 et 3¢¢(d,); = [f d;] € Sop. On

vient de vérifier que

[T%0r, € Dom *¢;
i€l

et que

Soe([]°or,) C Sor

i€l
c’est-a-dire

'O ET[f: Er > F .]

Lemme 7 — Soita € "T(V,X) ; Vara = {x;}jes. Soit be "T(V,X) ;
Varb = {x;};cv. Vj € JUU, le P-confinement de x; est [x; :: H; .| (voir
p. 109).

Prla=b.] = *O@/=z [[x; :: H ]V a=0b .]
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Preuve

Preuve dans le méme esprit que celle du lemme 6, et ezcellent exercice de
raisonnement sur les classes d’équivalence.

Soit a € *T, soit be "7, P+ [a = b .]. On veut vérifier ceci :
(I-a)¥@/= = [[x; :: H; .1¢ $ a .] et
(I0)%@/= = [[x; :: H; .1V $ b .];

() V(1)jeswv € I 5w, 7a (1)ies = 570 (75)sev-
jEJUU

I—PFJa=b .];doncPt[$a.letePt[$ b .](régle IDEX). Donc

@ =[lx; :: H; .J¥ ¢ a .] (16.2)
et
oI :: H; .1V ¢ b .] (16.3)
(lemme 6). Donc ‘
‘0/= EIx; :: H; .1¢7 $ a ] (16.4)
et
‘9/= E([x; :: H; 7Y $ b .] (16.5)

(corollaire 6 ; voir p. 105).

— X X
II —V(v)jeowv € [I *omy, *7a’ (1)ies =T (vi)iev ?
jeJuU

IT-1 — 1°T cas — VaraU Varb =0

o € Dom %7, (16.4), ¢ € Dom %7}, (16.5), ¢ € Dom 7, (16.2) et © € Dom %7y,
(16.3). On veut vérifier que ¥7,0 = *7p0.

On sait que (3720) = 3750 et que ($7p0) = 7o (théoréme 15 ; voir p. 75).
On sait que *7,0 = a et que 7,0 = b (proposition 28 ; voir p- 150). On sait
enfin que a = b (définition 45 ; voir p. 157) ; c’est-a-dire @ = b. Donc

$

S700 = (Bra0) =@ =b = (3rpo) = *7po

IT-2 — 2° cas — VaraU Varb £ 0 (JU U #£0)
Soit

(vi)iesww € I *om,
jeJulU

Il existe (d;)jesuv € H $0H,-,
JeJUU

(vi)iesov = (1d;] Djeauv

(voir p. 72 ; d; est un représentant de la classe ;).
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(v;)s € Dom®7,” (16.4), (v;);ev € Dom®7,’ (16.5), (d;); € Dom *7,” (16.2)
et (d;);ev € Dom 737 (16.3).

On sait que
T _X
Sra’(dy)g = 7o ([d;] s

et que
$T)l; (dj)jev = 7'b ( fd]] )ieu

(théoréme 15 ; voir p. 75). On sait que
X
ra’(dj)s = a{d; @ x;},

et que N
br U(dJ)JEU = b{dj @ xj}jeU
(propositions 28 et 29 ; voir pp. 150 et 151).
Vj € JUU, d; € %on, ; c’est-a-dire P+ [d; : H; .]. Donc
Pt Ja{d;ex;}; = b{d;ex;}jev -]
(régle SID) ; c’est-a-dire a{d; @ x;}; = b{d; @ x;};cv.

Donc ,
ST (')’J)J

= s—XJ( [da] )J = $7'XJ(dJ)J = a{d @ XJ}J
= b{d; e x;}jev =*5°(d;)jev = *7p ([d;] )jev

X
= %7 (v;)jev

Preuve du théoréme 24

=V, &,P). Siln’y a pas de (V, X)-formule germinale élément de P, on a
fini. Sinon on procéde ainsi.

Soit A € P, A étant une formule germinale. J'appelle “ Xa ” sa
P-garniture.

1 — Si A n’est pas une formule-identité, on sait que *@ |= [X, A] (lemme 6).
Donc

*©/= = [Xa Al
(corollaire 6 ; voir p. 105).

2 — Si A est une formule-identité, on sait immédiatement que
*©/= |= [Xa A]

(lemme 7). n



Chapitre 17

Le théoreme de complétude

Le £-modele *@/= est “ exemplaire ” : toute formule qui signifie une propriété
de %@ /= est un P-théoréme ! Pour le vérifier, on prouve d’abord deux lemmes.
On prouvera ensuite le théoréme de complétude comme un simple corollaire :
en procédant par symboles et regles d’inférence, on peut déduire tout ce que I’on
veut (recouvrement) ; on ne déduit rien d’autre que ce que ’on veut (correction).
C’est, d’abord pour prouver le théoréme de complétude qu’on a fait I’effort de

révéler un modéle “ exemplaire . Cette stratégie est classique [7]. On vérifiera
plus tard que $@/= a cette autre qualité : c’est un modéle “ libre ” (chapitre 19).

Lemme 8 — Soit £ une ezxposition, £ = (V,X,P),V=(5,F,a), Fo#0 (dlya
au moins un V-terme). Soit a € 27T (V).

On considére 3@ (le magma des termes significatifs), = (la
$©-super-congruence remarquable), et @ /=. Et lon considére 37, (on a
interprété a par référence 4 4@ /= ; 37, est une 30 /=-semi-constante).

i—%9/=k[$a.] &« Pr[$a.] & ac’o.

ii —Si%@/= = [$ a .], alors %7, est une semi-constante non vide et
37,0 = @ (classe d’équivalence du terme a).

Preyve

i1 — On sait que

PF[$a.] © acte

(définition ; voir p. 149). On sait aussi que
PH[$a.] = *@/=k[$a.]

puisque @ /= est un £-modele (théoréme 24 et théoréme de correction ; voir
pp- 158 et 139). Il reste & vérifier que

‘@/==$a.] = Pr[$a.]
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Si*@/= =[$ a .], Dom %7, = (}0/=)° (= {0}) (définition). Or
Dom *7, = Dom ®7, (théoréme 17 ; voir p. 83) ; donc Dom %7, = {0} = (}©)°,
c’est-a-dire P F [$ a .] (proposition 28 ; voir p. 150).

ii — On suppose que @/= |=[$ a .]. On vient d’observer que ¥7, et %74 sont
des semi-constantes non vides.

Quel est Uobjet 37,0 # On sait que ®7,0 = a (proposition 28 ; voir p. 150), et
que 37,0 = %70 (théoréme 15 ; voir p. 75). Donc

$-7.:ao - 5

Lemme 9 — Soit £ une ezposition ; € = (V,X,P). Soit a un (V,X)-terme
dans lequel apparait av moins une variable ; Vara = {x;};, Card J = m,
m € N*,
Vj € J, le P-confinement de x; est [x; :: H; .| (voir p. 109) ; la
P-garniture de la formule [$ a .] est donc la séquence [x; :: H; .]79¢7.
On considére @ /= et la semi-fonction 37, : (3@/=)" — %0@/=.

i—%9/=FEx; :: H; .7 $a.] & PrH[$a.] & acto.
i —Si*@/= E[[x; :: H; .17¢Y $ a .], alors le multiplet de classes

d’équivalence .
( T%1 )ies € Dom *7,’

et 37,7 ( Tx;] )jes = 2.

Preuve

On raisonne de la méme fagon (preuve du lemme 8 ; voir supra).
i — Il suffit de vérifier que
‘o= E(lx; :: H; 1" $a.] & PF[$a.]
Si*@/= = [[x; :: H; 1€ $ a .],

H $EH]‘ C Dom $'7’:J

jed
(définition). V5 € J, [x; :: H; .] € P,donc P+ [x; : H; .] (regle
CONFA ; voir p. 115), c’est-a-dire [x;] € $0Hj (voir p. 149). Donc [x;] € $6'H].
(définition ; voir p. 72), donc

(T%51 )jes € Dom *7,”
Puique = est une super-congruence, ( [x;] );es € Dom $T§J (théoreme 17 ; voir

p. 83), c’est-a-dire
PrI$ a{xjex;ljes ]
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(proposition 29 ; voir p. 151). I reste & observer que a{x; @ x;};c; = a.

ii — On suppose que }@/= k= [[x; :: H; .]°¢’ $ a .]. On vient d’observer
que ( [%;] )jes € Dom *7,” et que ( [x;] )jes € Dom ®7,”.
Quel est objet 37,7 ( Tx;] )jes ? On sait que

X
Sra ([X] )ies = a{x; @ X;}jes =2

(proposition 29 ; voir p. 151) ; et que 8737 ( [x;] )jes = $?§J( [%;] )jes
(théoréme 15 ; voir p. 75). Donc

$?:J( m )jeJ =a

Remarque relative aux lemmes 8 et 9 — Grace a la notation qu’on a
adoptée (chapitre annexe “ Notation ”), on peut ne pas distinguer les cas
Vara = 0 (lemme 8) et Vara # 0§ (lemme 9). En effet,

(1,1 )ies = ©

Théoréme 25 — Soit £ une ezposition ; £ = (V,X,P). On considére 3@ (le
magma des termes significatifs), = (la *@-super-congruence remarquable), et
S@/=.
Soit A une (V, X)-formule germinale ; la P-garniture de A est une séquence
XA
'9o/= E[Xa Al = PFrA

Preuve

Analyse par cas, chacun d’eux étant indépendant des autres. Cette preuve est une
synthése (il s’agit surtout de rassembler les morceaux).

I — A est une formule-ezistence

A=T$a .],ae"T(V,X). Vara = {x,};es (Vara peut étre vide !).
XA = I—Xj H- HJ" .]jEJ_

Si*@/= E[x; :: H; .1¢ $ a .],alors P+ [$ a .] (lemmes8et9;
voir pp. 163 et 164).

ITI — A est une formule-appartenance

A = [a : E .],aEAT(V,X),EES). Vara:{xj}jeJ.
XA = |—Xj i Hj _']jEJ_

On suppose que

'9/= =Ix; :: H; .17 a: E .]
c’est-a-dire

@/= =[x :: H; .1 $a.] A 37, '([[%n,)C’or
ieJ
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(définition). Donc a € %0, ([X;] )jes € Dom ¥7,”, et @ = %7, ( Tx;] )jes € ¥om
(lemmes 8 et 9 ; voir pp. 163 et 164). Donc a € *og (proposition 32 ; voir
p. 158), c’est-a-dire

Prla: E .|

(voir p. 149).

IIT — A est une formule-identité

A=Ja=Db .],a,be*T(V,X). Vara = {X;};cs ; Varb = {x;}ev.
XA = [Xj H H]' .-|j€JUU.

On suppose que

$®/E |: ”Xj Hi Hj .]jGJUU a = b -|
c’est-a-dire

@/= =([x; :: H; .1 $a.] A *@/= E[[x; :: H; .1V $ b .]
(17.1)
et $— $%J $-XU
V(i)ieoww € I *om;s *Ta (Vi)ies = "To (V)jev (17.2)
jeJuu
On déduit d’abord (17.1) que a € %0, ( |'x1'| )ies € Dom® Ta , et
a =57’ [xj] )ies ; et que b € %0, ( [x]] );ev € Dom $ T, et

b =377 ( Tx;] )jev (lemmes 8 et 9 ; voir pp. 163 et 164). On déduit maintenant
(17.2) que

a=>b

(choisir 4; = [x;]). Donc a = b, c’est-a-dire
Prkla=Db .]
(définition 45 ; voir p. 157).

IV — A est une formule-inclusion
=[E =<F .],E,FeS.

Plutot que de coder la formule-inclusion A en une formule-appartenance et
appliquer ce que l’on sait (proposition 24 ; voir p. 110), je préfére vérifier
directement.

On suppose que

0/= E[E =< F .]
cest-a-dire ¥5g C ¥7p. Puisque £ est une exposition, on peut trouver une
variabley € X, [y :: E ] €P; onsaltque’PF [y :: E .] (_xgle
CONFA ; voir p. 115), c’est-a-dire [y] € $og (v01rp 149). Donc [y] € *og ; et

Ty] € aF (définition). On déduit que [y] € *op (proposition 32 ; voir p. 158),
cest-a-dire P+ [y : F .]. Donc

PEIE =< F .|

(regle IN ; voir p. 117).
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V — A est une formule-condust
A=[f : Ef>» F ], feF,(neN*), I={1,...,n},[Vi€el, E; €8] et
FesS.
On suppose que
S0/= E[f : E; >»F .]
c’est-a-dire
[1%%E C Dom®¢; A *3¢([]*or: ) C *oF
i€l i€l
Puisque £ est une exposition, on peut trouver une suite de variables
1= y; € X (¢ € I) ayant cette qualité :
e les y; sont distinctes deux a deux ;
L ViEI, |—y,, H E,’ -| eP.
On déduit que Vi € I, [yi] € S g, (régle CONFA ; voir p. 115), puis que
[v:] € %g, (définition). Donc

(Tyi] dier € Dom®Ge A *¢(Tyi] ies € *oF

Parce que = est une super-congruence, ( [y;] )ie € Dom *¢¢ (proposition 3 ;
voir p. 83) ; donc $¢¢( [y:] )ier = [f yi] € %@ (définition ; voir p. 150) ; et

0e( Ty Dier = 3¢¢( [yi] Jier = [T y1]

Donc [f y;] € %gF. Donc [f yr]| € 3oF (proposition 32 ; voir p. 158) ;
c’est-a-dire

PHIfyr: F .|

On se rappelle alors que

PE[f : Ef >> F ]

(régle CO ; voir p. 118). Ouf ! [ |
L’ensemble des théorémes recouvre celui des formules  vraies ”...
Corollaire 12 (Théoréme de recouvrement) — Soit £ une exposition ;

E=V,X,P). Soit A une (V,X)-formule germinale ; sa P-garniture est une
séquence X 5.
Si, quel que soit 0 un €-modéle,

QF [Xa Al

alors

PEA

Preuve — Si, quel que soit  un £-modele, @ = [Xa A], alors, puisque S@/=
est un £-modele (théoréme 24 ; voir p. 158), @ /= |= [Xa A], Donc P+ A
(théoréme 25). |

L’ensemble des théoremes est 'ensemble des formules “ vraies ”...
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Corollaire 13 (Théoréme de complétude) — Soit £ une exposition ;
E=(V,X,P). Soit A une (V,X)-formule germinale ; sa P-garniture est une
séquence X 4.

PrEA

si et seulement si, quel que soit Q un £-modéle,
Q=X A]

Preuve — Si P F A, alors, quel que soit @ un £-modéle, @ |= [X s A]
(théoréme de correction ; voir p. 139). Si, quel que soit  un £-modéle,
Q= [Xa A, alors P+ A (théoréme de recouvrement). |
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Chapitre 18

Premiers constats

Etre complet, c’est, d’un procédé de calcul formel, une qualité primordiale.
Puisque lalgébre G a cette qualité (chapitre 17), on pressent qu’elle est
intéressante et on est tenté d’explorer d’autres parties du sujet.

18.1 L’algebre universelle toute entiere est
comprise dans 1’algebre G

L’algébre universelle toute entiére est comprise dans 'algebre G. En effet, a
chaque magma “ universel ” correspond un unique V-magma qui a les mémes
propriétés (on peut plonger 1’algébre universelle dans 1’algebre G).

18.1.1 Coder une théorie égalitaire (algébre universelle)
On peut coder toute théorie “ égalitaire ” (algebre universelle) en une
exposition.

Ezemple

La classe des groupes (théorie des groupes) est une classe fameuse de
magmas universels (algébre universelle). On peut la présenter ainsi...

La classe des groupes est la classe des F-magmas universels,
*.r:fou.f'lu.?:z,
o Fo = {e}, F1 = {inv}, F; = {*},

qui ont ces propriétés bien connues [13] : (%, y et z sont trois variables)

*xx (*yz)=x(*xxy)z.
* X e =X

* e X = X .

* x (dnv x ) = e

* (inv x ) x = e

171
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Cette méme classe des groupes, on peut aussi la présenter ainsi. Elle est la
classe des £-modéles, £ étant cette exposition :

*E=V,X,P);V=(S5F,a);
e S = {***} ;
o P est ’ensemble de ces formules :

Tokkk .y ol kkk oz li o kkk
e .

inv x .

*xy .

A D H N

(*yz)=%x(*xxy)z.
e = X .

X =X .
x (inv x )

( inv x ) x

O M M
]

* K K X *

e .

Outre les (cing) formules déja vues, il y a trois formules-confinement et trois
formules-existence (premiéres lignes) : on a précisé le sens de chaque variable ;
et on a exprimé que chaque semi-fonction est une fonction. 0

On pouvait se passer d’écrire [$ e .] (deuxiéme ligne), car cette formule est une
conséquence de [* x e = x.] (régles IDEX et XIXI).

Pour des raisons du méme genre, on pouvait aussi se passer d’écrire [$ inv x .]
et [$ * xy .].

L’algorithme de codage est tout a fait simple.

Algorithme de codage

Arguments
- Un ensemble de symboles d’opération et une fonction arité : (F, a).
- Un ensemble de variables : A™*.
- Un ensemble de (F, a, X'*)-identités : P*.
Résultat
Une exposition £ :

*E=V,X,P);V=(SF,a).
o S = {Hkx}
e X*C X, Card X = a.
Si 'ensemble X* n’est pas assez nombreux, on choisit quelques variables

supplémentaires (se rappeler que @ est la plus grande arité d’un symbole de F).

e P=P*UP P étant I’ensemble de ces formules :
~VxeX, [x 11 xxx ] €P.

On écrit une formule-confinement par variable.
~-Ye€Fy, [$e . JeP.

On écrit une formule-existence par symbole de semi-constante.
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-VfeF,(n e N*), (I ={1,...,n}), il existe une suite injective
Idimy,eX, [$fyr .]JeP.
On écrit une formule-existence par symbole de semi-fonction (X est assez
nombreux pour qu’on puisse trouver une suite injective ¢ — y;).

18.1.2 Un constat inattendu : trois régles suffisent

Par tradition, on choisit comme régles premiéres de la logique de 1’égalité
(algebre universelle) ces cing régles d’inférence [13] :
(a est un terme ; Vara = {X;};es ; b est un terme ; Varb = {x;};ecv ; d est un
terme ; V5 € JUU, d; est un terme ; c est un sous-terme de a ; a’ est un terme
qu’on écrit en remplacant dans a un ¢ par d)

REX — Ecrire une identité par réflezivité

a=a.

SY — Ecrire une identité par symétrie
a=b.
b =a.

TRA — Ecrire une identité par transitivité

a=b.b=4d.
a=d .

SU — Substituer dans une identité

a=Db .
a{dj e x;}jes = b{d; e x;}jev -

RECR — Récrire
c=d .

a=a

Or, comparant attentivement 1’algébre universelle et ’algebre G, on
découvre que ces trois régles suffisent : REX, SU (voir supre), et RA.

RA — Remplacer dans une identité, a gauche

a=b.c=4d.
a=b .
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Preuve

o SY est une regle dérivée

REX
a=a a=b.
RA
b =a
o TRA est une regle dérivée
a =
SY
b = b=c.
RA
c=a
SY
a=c
¢ RECR est une regle dérivée
REX
a=a. c=d.
RA
a’ = a
SY
- !
a=a

18.2 Quelques traits de la logique présentée

Quelles sont les propriétés de la logique présentée ? On peut déja chercher si
elle a certaines propriétés désirables [11].

18.2.1 Qu’est-ce qu’un systeme formel 7

“ systéme

Shoenfield [7] dit “ formal system ” ; on peut aussi dire
symbolique ”. Un systéme formel est un triplet (£, P,T),

e L étant un langage, c’est-a-dire un ensemble de formules (une formule est une
séquence symbolique qualifiée ; on dit aussi, pour insister, “ formule bien
formée ),

e P étant un ensemble d’axiomes, P C L, et

e 7 étant une ensemble de regles d’inférence.

On vérifie immédiatement qu’a chaque exposition (V, X, P) correspond un

unique systeme formel, le systéme (£,P,Z) : £ = L(V,X) est 'ensemble des

(V, X)-formules ; et T est I’ensemble des regles d’inférence qu’on a adoptées une

fois pour toutes (chap. 12).

S’intéressant a l’algebre G on s’est donc intéressé a une famille de systémes
formels (considérer toutes les expositions imaginables). Quelles propriétés
chaque systéeme de cette famille a-t-il 7 Il y a en a plusieurs, dont une qu’on a
déja découverte : le procédé d’inférence formelle est complet (théoréme de
complétude).
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Une autre famille de systémes formels, qui est bien connue, est celle des systémes
du premier ordre (logique du premier ordre) ; ces systémes sont appelés
“ théories ” [7].

18.2.2 Toute exposition est sémantiquement cohérente

On dit qu’un systéme formel est sémantiquement cohérent pour exprimer
ceci : il y a au moins un objet qui a les propriétés signifiées par les axiomes (il y
a au moins un modéle ; 'ensemble d’axiomes n’est pas “ délirant ”).

On a déja vérifié (sans le dire) que toute exposition est sémantiquement
cohérente.

Proposition 33 — Quelle que soit £ une exzposition, il y a un €-modéle.

Preuve — 3@ /= est un £-modele (théoréme 24 ; voir p. 158). n

18.2.3 Toute exposition est formellement cohérente

On dit qu'un systeme formel est formellement cohérent pour exprimer ceci :
on ne peut inférer a la fois qu'un modéle a telle propriété et qu’il ne ’a pas (il n'’y
a pas de formule qui soit un théoréme, dont la négation soit aussi un théoréme).

Y a-t-il des expositions qui ne soient pas formellement cohérentes ? Il est
facile de répondre. Quel que soit le langage £(V, X') adopté, on ne peut
exprimer a la fois qu'un magma a telle propriété et qu’il ne ’a pas ; en effet, il
n'y a aucun moyen de dire que ceci n’appartient pas a cela, que ceci n’est pas
identique a cela, etc. (il n’y a pas de négation). Toute exposition est donc
formellement cohérente.

18.2.4 Les expositions totalitaires sont exceptionnelles

On dit qu’un systéme formel est totalitaire (on peut aussi dire “ complet ” ;

se mettre en garde, car il n’y a aucun lien entre cette signification de
“ complet ” et le théoreme de complétude) pour exprimer ceci : toute formule
du langage est soit un théoreme soit la négation d’un théoreme.

51 le procédé d’inférence est complet (théoréme de complétude), cela est
équivalent a ceci : ou toute formule est un théoréme ; ou chaque formule qus
n’est pas un théoréme ne signifie la propriété d’aucun modele.

Y a-t-il des expositions totalitaires ? On en connait, par exemple
Pexposition o€ (voir p. 126), dont toute formule est un théoréme. Mais ces
expositions sont exceptionnelles :

toute exposition dont l’ensemble des théorémes est inclus stricto
sensu dans le langage (il y @ au moins une formule qui n’est pas un
théoréme) n’est pas totalitaire.

En effet, le procédé d’inférence formelle adopté est complet ; et toute formule,
théoréme ou pas, signifie la propriété d’au moins un modéle...
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Proposition 34 — Soit £ une exposition (n’importe quelle ezposition) ;
E=V,X,P).

Quelle que soit A une (V,X)-formule, il existe un £-modéle Q,
(XA est la P-garniture de A)

Q= [Xa A]
(le modéle 2 a la propriété signifiée par la formule).

Preuve — On considere le triplet (V, X, P U {A}) ; c’est une exposition £,
(vérification triviale). @(£,)/2 est un V-magma qui est un £4-modeéle
(théoréme 24 ; voir p. 158). Clest-a-dire *@(£, )/ est une £-modéle et

O£, )/2 k= [Xa Al

18.2.5 1l y a des expositions non solubles

On est souvent amené a s’intéresser a une formule qui n’est pas un axiome,
et dont on ne connait pas de preuve. Cette formule est-elle un théoréme ? On
peut chercher & deviner une preuve, mais c’est parfois un mauvais projet : si la
formule n’est pas un théoréme, on risque de chercher longtemps et en vain ; si
elle ’est, on ne sait rien de ’effort & fournir, ni méme si on est capable de
trouver (résoudre un probléme difficile n’est jamais garanti).

Ce qu’on aimerait, c’est connaitre un procédé grace auquel on découvrirait a
coup sir si la formule est un théoréme. On dit qu’un systéme formel pour lequel
il existe un tel procédé est soluble (on dit aussi “ décidable ).

Il est d’usage d’admettre la thése de Church : tout procédé est équivalent par
codage a une fonction N — N générale-récursive. Si on ’admet, et on a de bonnes
raisons de le faire [6], on peut alors montrer que “ soluble ” et “ calculable ” sont
synonymes (est calculable toute opération qu’on sait réaliser par une machine de
Turing ; on peut aussi dire “ procédurable ” et “ algorithmisable 7). J’admets la
thése de Church (le reste de cette section).

Hélas, la plupart des systémes formels intéressants ne sont pas solubles
(logique du premier ordre, logique de 1’égalité de ’algébre universelle). Puisque
lalgebre universelle toute entiére est contenue dans ’algébre G, on ne s’étonnera
pas de trouver aussi des expositions non solubles.

Proposition 35 — Il y a des expositions non solubles.

Preuve — Il y a des théories “ égalitaires ” non solubles ; on en choisit une (par

exemple la théorie des groupes [13]), qu’on transcode en une ezposition (début
de ce chapitre). Cette ezposition n’est pas soluble (si cette exposition était
soluble, la théorie originale serait soluble ; on peut en effet transcoder toute
preuve “ galactique ” d’une formule-identité en une preuve “ égalitaire ” et vice
versa ; les formules-existence et les formules-appartenance sont, en ’occurrence,
toutes des théorémes banals et sans intérét). u
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Remarquer — On vient d’énoncer ceci : il n’y a, en général, pas de procédé pour
savoir si P F A. Pour le montrer, on a trouvé une exposition pour laquelle on est
incapable de découvrir & coup sir si P+ [a = b .] (réduction & 1’algébre
universelle, laquelle n’est pas soluble ; les types ne jouent aucun réle) ; tout laisse
penser qu'il n’y a pas davantage de sous-procédé pour découvrirsi P+ [a : S .]
(on ne saurait “ décider ” du type d’un terme).



Chapitre 19

Un magma libre dans la classe
des modeles

19.1 7Y-magma-libre d’une classe de V-magmas

Définition 46 (Ensemble générateur) — Soit V un vocaebulaire ;
VY =(S,F,a). Soit CLA une classe non vide de V-magmas. Soit @ € CLA ;
Q=(Q,%,2)

On appelle “ CLA-ensemble-générateur de @ ” tout sous-ensemble T du
support §) qui a cette qualité :
le seul sous-magma ;0 = (,Q,,%,,P) de Q,
o 2 € CLA,
o T C,Q,
eVweT, VSES, vEog = vE, o5

('2-sortage de v est identique & son ;Q-sortage),

est ) = .

Définition 47 (Ensemble générateur et libre) — Soit V un vocabulaire ;
VY = (S8,F,a). Soit CLA une classe non vide de V-magmas. Soit ;Q2 € CLA ;
bﬂ = (bQ> bzab@)-
On appelle “ CLA-ensemble-générateur-libre de ,Q ” tout sous-ensemble Y

du support y§2 qui a ces qualités :
(1) Y est un CLA-ensemble-générateur de <2 ;
(ii) V. = (.Q,.%2,.®) € CLA, quelle que soit k une fonction T — .,
siVveX,VSeS, vewsg = «k(v)E. o8]

(le 1$2-sortage de v est inclus dans le 2-sortage de x(v) ),
alors il eziste un unique prolongement homomorphique prol « : ;@ — .Q de

k: YT — Q.
Remarquer — prol k est un prolongement de « ; c’est-a-dire
Yo € T, (prol k)(v) = k(v)

Les concepts ensemble générateur et libre et magma libre se correspondent...

178
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Définition 48 (Magma libre) — Soit V un vocabulaire. Soit CLA une classe
non vide de V-magmas. Soit @ € CLA ; @ = (Q,5,®). Soit T C Q.

On dit que € est un T-magma-libre de CLA pour ezprimer que YT est un
CLA -ensemble-générateur-libre de Q.

Un magma libre est “ unique & isomorphisme prés ”...

Proposition 36 — Soit V un vocabulaire. Soit CLA une classe non vide de
V-magmas. Soit € CLA ; @ = (R,%,®). Soit T C Q.

Si Q est un T-magma-libre de CLA, alors Idg est lunique prolongement
endomorphique @ — Q de Iny g : T — Q.

Preuve
1—1Inyq:7T — Q a cette qualité :

YveX,VSeS, veog = Inyrg(v)=vEog

Donc il y a un seul prolongement homomorphique @ — Q de Iny g : T —
(définition 47 ; voir p. 178).

2 — Idg est un prolongement homomorphique de Iny o (raisonnement trivial) ;
c’est donc le prolongement cherché. n

Théoreme 26 Soit V un vocabulaire ; V = (S8, F,a). Soit CLA une classe non
vide de V-magmas.

Si 19 est un 1Y -magma Lbre de CLA, 1Q = (12,:%,,9),
si 582 est un 3 Y-magma libre de CLA, 2 = (29,,Y,.®), et
si 1T et Y sont équipotents, l’équipotence b: 1Y « , T ayant cette qualité :

Vive T, VS €S, weos = b(1v) €05

(le 1Q2-s0rtage de jv est inclus dans le ;N -sortage de b(;v) ),
alors 102 et oQ2 sont V-isomorphes.

Preuve

Il existe un unique prolongement homomorphique K : ;2 — £ de
Ing,y,,0) 00 :1T — 50 ; et il existe un unique prolongement homomorphique
K 50 — 9 de Ingy, 0 007! : 3T — Q2 (définition 47 ; voir p. 178).

On considere K’ o K. Composé d’homomorphismes, K’ o K est un
endomorphisme ;2 — ;2 (proposition 9 ; voir p. 54). Vyv € 7T,

K' o K(;v) = K’ 0 b(;v)

b(1v) € Y ; donc
K’ 0 b(1v0) = b7 0 b(1v) = 1v

On vient de vérifier que K’ o K est un prolongement endomorphique ;02 — 1§ de
In(l'rylg) : 1T — 1Q.

Donc K' oK = Id(,q) (proposition 36 ; voir p. 179). On déduit que K est
injective et que K’ est surjective.

En raisonnant de la méme fagon, on vérifie que K o K' = Id(,q). Donc K et
K’ sont bijectives, et K' = K™!. K est un V-isomorphisme 1 < ,Q
(définition 22 ; voir p. 61). n
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19.2 Un magma libre dans la classe des
£-modeles

Soit £ une exposition ; £ = (V,X,P), V= (S,F,a), X = {xi1}1er (voir
p. 19) ; le P-confinement de x; (I € L) est la formule [x; :: H; .] (voir p. 109).
On considere la classe des £-modeéles. Y a-t-il un £-modele qui soit un
magma libre de cette classe ?

Notation — MOD(€) est ’ensemble des £-modeles.

On s’inteéresse & $@(£)/= qui est un £-modele (chapitre 16). On considére ce
sous-ensemble = C 0 /=

E={ye®@/=|Ixec X, xcv}
(de tout v € = on peut choisir un représentant x € X).

Proposition 37 — Vx € X, (le P-confinement de x est une formule
[x :: H .])
xelopC¥@ et X€EE

Preuve

PH[x :: H .];donc Pt [x : H .] (régle CONFA) et P+ [$ x .|
(régle APEX) ; cest-a-dire x € %o C %0.

On vérifie alors que X € = (raisonnement trivial). [

Corollaire 14 — Quelle que soit € une exposition, = # 0.

Preuve — € est une exposition ; donc X # @ (proposition 23 ; voir p. 108). [ |

Ezemple — On connait o€, qui est une exposition minimale (voir p. 126).
%0 =T = {x} (il n’y a qu’un seul terme) ; et ¥ = {x} ; il 0’y a qu’une seule
classe d’équivalence qui est un singleton. = = {%} = *0/=. O

Théoréme 27 — = est un MOD(E)-ensemble-générateur de @ /=.

Preuve

Preuve classique d’unicité : on cherche & vérifier quun certain magma n’est autre
qu’un magma bien connu. La démarche est guidée par la définition (magma).

Soit ;2 = (,9,,%,,®) un V-sous-magma de *@/=,
o Q2 étant un £-modele,
o 52 C .0,
eVyEE,VSES, y€%s = vye€,0s.
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On veut vérifier que ,2 = %@ /=.

VielL,
X1€$0'H, et X€EE

(proposition 37 ; voir p. 180). Donc %; € *5g, (assertion 8 ; voir p. 72) ; donc
fl e SO-HI (191)

(hypotheése).
Avant de continuer, on prouve un lemme.

Lemme 10 — Vaec "T(V,X), (Vara = {x;},)
(Tx;T)s €Dom,ry’ = ,r([x])s=12

Preuve
( [x;] )7 € Dom ,7%7 ; donc ( [x;] )s € Dom $?:J et

T (TT)s =% (TxiT )

(théoréme 9 ; voir p. 61). Puisque = est une super-congruence,
(x;); € Dom 7.’ (théoréme 17 ; voir p. 83) ; et

Ta (1% )0 = 5737 (x))s

(théoréme 15 ; voir p. 75).
On sait que N
o (%)s = a{x;ex;}y = a

(proposition 29 ; voir p. 151). On vient de vérifier que

T (%] )s =1

Remarquer — Si ( [x;] ); € Dom ,7¥7, alors a € %©.

I—-VSeSs, sds=$ﬁs ?
Soit S € S. On sait que ,o05 C &g (définition 21 ; voir p. 58). Il reste &
vérifier que

$ES C s08

Soit v € ¥55. On peut choisir un représentant a de v, a € $og (voir p. 72) ;
c’est-a-dire P+ [a : S .]. Vara = {x,},.

s§ est un £-modele ; donce

OE([x :: H; ]7a: S ]
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(théoréme de correction). Puisque ( [x;] )s € []som, (19.1),
J

( [x;] )s € Dom 473’
et
sTa’( [%5] )7 € 505

(définition 35 ; voir p. 98). Or
Tal([X5] o =a=1
(lemme 10). On vient de vérifier que v € ,05 ; donc que *5g C ,05.

II—,0=%/=7
On vient de vérifier que VS € S, ,05 = %55. Donc
SQ = Ok = $E*** = $@/E.

IIT — Vf € F, ;¢ =5¢¢ 7
Si F =0, on a fini. Sinon on procéde ainsi.
Soit f € F. On sait que

Dom ;¢ C Dom $$f
et que, si ¥ € Dom ¢y, _
8¢f ¥ = $¢ ¥
(définition 21 ; voir p. 58).
Il ne reste a vérifier que ceci :
Dom ¥*¢¢ C Dom ,¢¢

Si Dom ¥¢¢ = @, on a fini. Sinon on procéde ainsi.

1" cas —f=ec F
Dom ¥, # 0 ; donc Dom ¥¢, # B (voir p. 73) et P+ [$ e .7 (voir p. 150).
Puisque ;€ est un £-modele,

A8 e ]
(théoréme de correction) ; c’est-a-dire Dom ;4. = (;2)°. On vient de vérifier que
Dom ¥4, = (*0/=)° = {0} = Dom ,¢,

2° cas — f € F, (n € N¥)
J’appelle “ I ” I’ensemble {1,...,n}. Dom *¢¢ # 0. Soit (v;); € Dom ¥4.
Vi € I, on peut trouver un représentant a; (€ *@) de v;, (a;); € Dom ¥¢¢ (voir
p. 73) Vara,- = {xj}jGJ.‘ (Z € I)
On déduit que
P - |_$ f ay -|
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(voir p. 150) ; donc (j’appelle “ J ” Punion | J J;)
el

sQl‘—‘”Xj HIM H]' ..IJ $ f ajy ]

(théoréme de correction). Puisque ( [x;] )s € []som, (19.1),
J

( [%i] )7 € Dom,7f 54
(définition 34 ; voir p. 96) ; c’est-a-dire
Vi € I, (T%;] )jes; € Dom 473"
et

(o7a*(T%i] )jes ) € Dom o

(voir p. 34).
Or
. Xy , —_
Vi€ I, y7a) ( [X;] )jes =3 = %

(lemme 10). On vient de vérifier que (v;); € Dom ,¢;¢ ; donc que

Dom $$f C Dom ;¢¢

Se mettre en garde — On trouve des sous-magmas stricto sensu de $@/= qui
n’ont pas toutes les qualités requises...

Contre-ezemple 1

£ est cette exposition :

S*E=V,X,P);V=(57F,a);

o S = frex,}
e Fo={e};VneN*, F,=0;
o X={xy};
e P est I’ensemble de ces trois formules :
X 11 %k [y 1t E
e : E .

Puisqu’il n’y pas de formule-identité, la super-congruence = est une relation
discréte (chaque élément n’est lié qu’a lui-méme). On peut donc confondre

‘9 /= et 'O.

I — On vérifie facilement ceci...
o %0 = {x,y,e}.
o Sounn = 30 = {x,7, e}.
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o fop = {y,e}.
o ¢, n’est pas vide ; 3,0 = [e].
o == {x,y}.

II — On considére maintenant le V-magma ,£2 :
L = (39’82’8@) ) o2 = {sUS}SESa @ = {sqsf}fef ;

o .2={xy};
o ,oxkx == {x,¥};
o ,ox ={y};

o ,p, est vide.
Ce magma est un sous-magma stricto sensu de *@© (raisonnement trivial).
On vérifie bien que
(i) 2C .0 ; que
(1i) le ,Q-sortage de [x] est identique & son *@-sortage ; et que
(1i3) le ;Q-sortage de [y] est identique & son *@-sortage ([x] et [y] sont les
deux éléments de Z).
Faut-il s’en étonner 7 Non. ,Q est certes un sous-magma stricto sensu de
%@ ; mais il n'est pas un E-modéle ! (,¢, est vide alors que P+ [$ e .]). O

Contre-exemple 2

On considere la méme exposition, mais cette fois le V-sous-magma o€ :

& Q2 = (29,,5,2,9) ; ete. ;
o 2= {xy,e};
® 20xxx = 2{) = {x’y7e} ;
o 20g = {e};
¢ 20, n'est pas vide ; 20,0 = e.
On vérifie bien que
(i) 2SY est un £-modéle ; et que
(1) 2 C 0.
282 est certes un sous-magma stricto sensu de @ ; mais le ,Q2-sortage de [y]
(élément de E) n’est pas son *@-sortage ! ([y] € Sog mais [y] € 208). O

Théoréme 28 — *@/= est un E-magma-libre de MOD(E).

Preuve
Preuve jolie. Lire le préambule et repérer les étapes du raisonnement (titre des

paragraphes).

Soit . un £-modele. Soit « une fonction E — . qui a cette qualité :
VyeE, VS ES,
v€%s = K(y)€.os

(k est une -valuation de Z).
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Vie L, x; € $UH, (régle CONFA) ; donc m € sEHl (assertion 8 ; voir
p. 72). Donc __
Vie L, s( [xi]) € con, (19.2)

On veut trouver un prolongement
So/=- 0
de £ : E — ., prolongement qui soit un homomorphisme, et comme tel unique.

I — Un candidat
Soit v € ©/=. On trouve un terme a € v ; a € %0, @ == vy et Vara = {x;},.
a € %0, c’est-a-dire P+ [$ a .]. Puisque . est un £-modéle,

KNE[x :: Hy .17 ¢ a.]
(théoréme de correction) ; c’est-a-dire [[ .o, C Dom 757,
J

Or ( k( [x;1) )jes € [] con; (19.2) ;il y a donc un élément,
J

T (R(T%;] ) Djes € 2

_ Cet élément est-il fonction de a, ou est-il fonction de v (=a)? Soit be v ;
b =+ (=1a)et Varb = {x;};cy. En raisonnant de la méme facon, on vérifie que

(#(T%1) )iev € Dom (737

et qu’ll y a donc un élément

T (£ [%5]) iev € 82

ac€vyetbey;donca=b;clest-a-dire Pk [a = b .]. Puisque . est un
E-modéle,

(% :: H )Y a=>b.]

(théoréme de correction). ( #( [%;]) )jesuv € [ com, (19.2) ; donc
jeJuu

a (R(TXT) jes = e (R(TX5T) Dsev

On vient de révéler cette fonction :

K:%0/=z - O

v o= TR (151 Djes

a étant n’importe quel représentant de 7.
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On va vérifier que cette fonction est le prolongement cherché.

Remarquer (cas particuliers)
1 — Si le représentant a de « est sans variable, Dom .7, = (.Q)° ; et

K(y) = g0
2 —VYec Fy,siec® ec?0/=; donc

Dom ¢, = Dom .7 = (.2)°
ec’o = et (19.3)
K(€) = cTe® = :9©

II — K est un prolongement de x
Soit v € Z. On trouve une variable x € v ; X = v. Donc

K(7) = K(X) = o7x( £(X) ) = Id.q 0 #(X) = £(X) = #(7)

III — K est un homomorphisme *®/= — O
Pour le vérifier, on procéde ainsi (définition 19 ; voir p. 54).

III-i — VS € S, K(*ss) C .05 ?
Soit S € S. Soit v € ¥5g. On veut vérifier que K(v) € .0g.

On trouve un représentant a de 7, a € ¥og (voir p. 72) ; Vara = {x;};. Par
»

définition de ¢ %0g ”,
Pkla : S .]

Donc

KNE[x :: Hy .]7a: S ]
(82 est un £-modele). Donc

K(v) = cra’( #( EJ—T) )ied € chj(I} CaHj) C os

(19.2 ; et définition 35, voir p. 98).

I1I-ii-a — On veut vérifier ceci : Ve € F,, Dom ¥¢, C Dom .4, ; et si
Dom ¥@, # @, alors 3
K($¢e°) = cPe®

Si Fo = 0, on a fini. Sinon on procéde ainsi. Soit e € Fy. Si Dom ¥4, = 0, on
a fin1. Sinon on procede ainsi.

Dom ¥¢, = (*0/=)° ; donc Dom ¥4, = (*0)° et

$$e<> =8 ¢e<>
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(voir p. 73). Dom ¢, = (®*©)° ; donc P+ [$ e .] et
$¢e° =e

(voir p. 150). Donc e € 0 et

$-$e° = $¢e° =€
On se rappelle alors (19.3) que
Dom c¢e = (.2)° = {0} = (*0/=)" = Dom 4

et que

K(*$e0) = K(8) = g0

III-ii-b — On veut vérifier ceci : Vn € N*, Vf € F,,
"K(Dom *$¢) C Dom .¢¢
et (I={1,...,n})
V(7)1 € Dom *¢, K 0 ¥6p(v:)1 = cbe( K(%) Vier

Si F — Fo =0, on a fini. Sinon on procéde ainsi. Soit f € F — F ;
f € F, (n € N*). Si Dom ¥¢¢ = 0, il n’y a rien & vérifier. Sinon on procede ainsi.

Soit (7;); € Dom ¥¢¢. Vi € I, on trouve un représentant a; de ;,
(a;); € Dom *¢; (voir p. 73) ; a; € %0, [a;] = v; et Vara; = {x;},,.
Quel est 1'élément "K(v;); ?

"K(v)r = (K(5) ier = (K(Tal ) dier = (era (w(Tx51 ) Jjews ier  (19.4)
(a;); € Dom 3¢y ; c’est-a-dire P+ [$ f a; .] (voir p. 150) ; [f a;] € %©.
Puisque . est un £-modéle, (j’appelle “ J ” 'union U J:)
1€l
KNE(Ix;, 2 Hy 7 ¢ f ap ]
(théoréme de correction). Donc

(&(1x51) )jes € [Teom, € Dom 77 4 4
J

(19.2 ; et définition 34, voir p. 96) ; c’est-a-dire
Vi e I, ( k(T%;]) )jes, € Dom (7o

et
( cTa; ( "3( [X]—] ) )jes; )ier € Dom .¢¢



188 MAGMA LIBRE

(voir p. 34).
Donc . -
"K(y)r = (eTa; (£ [%;] ) )ies: )ier € Dom cg

(19.4).
On vient de vérifier que
"K(Dom *¢¢) C Dom ¢

Il reste a vérifier que

K 0 %0e(vi)1 = cbe( K(%) )iex

(Ta—i] )i = (7)1 € Dom *3¢ et (a;)r € Dom ¥¢¢ ; done
6:( Tai] )r = %¢¢(ai)r = [f ay]

(proposition 16 ; voir p. 73). Donc

K o *¢e(vi)r = K o ¥¢¢( Tai] )r = K( [ ar] )

On sait que _
K([f ar] ) =7 an( 6([x4] ) )ies
([f as] € %@ ; voir p. 185) ; que
T an( R 1551 ) Djer = obe( omal* (£(TX5]) Diess Viex
(voir p. 34) ; et que
K(v:) = K(Tai] ) = erai* ( 6( %51 ) ie
(voir p. 185). Donc
K 0 ¥@¢(7i)r
= K(TEaT) = o ag(s(THT) dser = oo r(w(TGT) Dy ier
= ope( K(:) Jier

IV — K est unique
Soit K’ un homomorphisme *®/= — ., qui a cette qualité :

Vy € B, K'(y) = «(v)

Soit v € *@/=. On veut vérifier que K'(v) = K(y).
On trouve un représentant a de v (a € @) et on raisonne par récurrence.

1" cas —a=x, x€X
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¥y =X €& ;donc
K'(7) = &(7) =K(v)

2°cas —a=e, ec F

e € %0 ; c’est-d-dire P+ [$ e .]. Donc Dom ¥¢, = (*0)° et *¢,0 = e (voir
p. 150). Donc Dom *@, = (30/=)° et ¥¢ 0 = $4,0 = € (voir p. T3).

K'(7) = K'(€) = K'(%¢40). Parce que K’ est un homomorphisme,
Dom ¢, = (02)° et

K/($$e°) = cPe®
Donc
K'(7) = K'(%60) = cde0 = K(&) = K(7)

(19.3).

3°cas—a=[f aj|,feF,(neN"), I={1,...,n}et Vi€ I, a; € "T].
[f a;] €%0 ; cest-a-dire P+ [$ f a; .]. Donc (a;); € Dom 3¢5 et
$pe(a))r = [f a]. (voir p. 150).

Done ( [a;] )r € Dom *¢¢ et ¥¢¢( [ai] )r = 3¢¢(ai)r) = [f ai]
(proposition 16 ; voir p. 73).

K'(v) =K'([f as] ) = K o ¥¢¢( Ta;] );. Parce K’ est un homomorphisme,
(K'(ai]) )ier € Dom g5 et

K 0 ¥%8:( Tai] )r = e K'(Tas] ) Jiex

HYPOTHESE DE RECURRENCE — Vi € I, K'( Ta;] ) = K( a;] ).
Donc o L
K'(7) = K o "¢ Tai] )1 = cpe( K(Tail ) Jier
On sait d’autre part (K est aussi un homomorphisme) que
K(7v) =Ko *Ge( Tai] )r = ode( K(Tail ) Jiex
- Done K'(v) = K(v). ||
Remargquer — Pour vérifier qu’il y a un prolongement homomorphique de &, on
a plusieurs fois considéré cette propriété :
VY €E,VSES, v€%s = k(y)€.0s

Pour vérifier qu’il n’y a qu’un seul prolongement homomorphique, on ne ’a
jamais considérée.
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Un magma initial dans la classe
des modeles

20.1 Toute bonne tranche d’un magma est le
support d’un sous-magma remarquable

20.1.1 Bonne tranche

Définition 49 (Bonne tranche) — Soit V un vocabulaire ; V = (S, F, a).
Soit @ un V-magma ; Q@ = (Q, %, ®).
On appelle “bonne tranche de 2 ” tout sous-ensemble S du support Q qui a

ces qualités :
i—VSEeS, SNnog#0 (S “coupe ” tous les og) ;
ii-a — Ve [e € Fy, Dom ¢e # 0], deo € S (les éléments nommés de Q sont

éléments de S) ;
ii-b —Vn e N*, Vf € F,, ¢¢(S"NDom ¢r) C S (S est “ stable par chaque

¢f 77).

Remarquer

1 — Le support d’un magma en est une bonne tranche (2 est une bonne tranche
de ). :

2 — Grace a la notation qu’on adoptée, on peut ne pas distinguer F; et

F. (n € N*) (ii-a et ii-b).
Corollaire 15 — Une bonne tranche n’est pas vide.

Preuve — S CQ et @ = oxxx. Donc S =SNQY=SNoxxx £ 0. n

Pourquoi s’intéresser aux bonnes tranches ? Parce qu’elles sont les supports
de sous-magmas aux propriétés magnifiques ; et parce que le sous-ensemble des
termes significatifs sans variable, quand il est une bonne tranche de *@(€), est
le support d’'un magma dont un quotient est un magma initial de la classe des
E-modecles.

190
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20.1.2 Le sous-magma remarquable

Soit V un vocabulaire ; V = (S, F, a). Soit  un V-magma ; @ = (R, %, ®).
Soit S une bonne tranche de €.
S est le support de 5§, un V-magma remarquable ; s = (9, s, s®),

sX = {s0s}ses; s® = {sé¢}rer

Les sous-ensembles — VS € S, s09 = SNosg.
On vérifie que gog # 0, que 505 C S et que goxxx =S Noxkx =SNN = S.

Les semi-constantes — Ve € F, s¢, est cette S-semi-constante :
(1) Dom gé = Dom ¢ ;
(ii) si Dom s¢, # 0, 50 = deo.
On vérifie que, si s¢, n’est pas vide, sd.0 = deo € S (définition 49).

Les autres semi-fonctions — Vn € N*, Vf € F,,, s¢¢ est cette semi-fonction
St—8S:(I={1,...,n})
(i) Dom gé¢ = S™ N Dom ¢x ;
(ii) V(&)1 € Dom sé¢, sée(€:)r = ée(&i)1-

On vérifie que, V(&)1 € Dom sé¢, s¢¢(&:)1 = ¢e(&i)r € ¢5(S™ NDom ¢¢) C S
(définition 49).

Corollaire 16 — Q2 C Q.

Preuve
On procéde ainsi (définition 21 ; voir p. 58).

1 — VS €S, sog=5Nog Cos.
4 — Vn €N, Vf € F,,
Dom s¢¢ = S™ N Dom ¢¢ C Dom ¢r
ii-a — Ve [e € Fy, Dom gde # 0], s¢e0 = deo.
b —VneN-, Vfe F,, (I =1{1,...,n})
V(&)1 € Dom sé¢, s¢e(&)r = ¢rii)r
[ |
Théoréme 29 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire, V = (S, F,a), FoUX # 0.
Soit a un (V,X)-terme ; Vara = {x;};, Card J = m.

Soit Q@ un V-magma. Soit S une bonne tranche de . On considére le
V-sous-magma s§2, les semi-fonctions 737 : Q™ — Q et g737 1 S™ — S.

1°T cas — Vara=0
Dom 57, = Dom 74. Si Dom g7, # 0, 57,0 = 720 ; donc 750 € S.

2¢ cas — Vara # 0
Dom s757 = S™ N Dom 737, 81 (&) € Dom g7%7,
sTa (&g =727 (&)s

Done 77(S™ N Dom X7) C S (S est “ stable par 7X7 7).
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Preuve
Preuve dans ’esprit de ’étude. Le raisonnement est plusieurs fois récursif :

récurrences lides aux fonctions tau, et récurrence liée a la propriété annoncée.

Grace a la notation qu’on a adoptée, on peut confondre les deux cas. On
raisonne par récurrence.

I — a est atomique
I-1 —a=ec F
5Ta = §Te = 5P €t Ta = Te = de. On sait que Dom g¢, = Dom @ et que, si

Dom g¢g # 0, s¢e© = ¢ (voir p. 191).
Donc Dom s7¢ = Dom s¢, = Dom ¢ = Dom 7. Et si Dom g7¢ # 0,

STe® = 5Pe® = Pe0 = Teo
Puisque s¢o0 € S (s, est une S-semi-constante), on déduit que 760 = g¢0 € S.

I‘2 —a=XEc X
sTa = s7x =Idg et 73X = 75 = Idg. On vérifie que

Domgrx =S =SNQ=S5NDomry
et que, si £ € Dom 57X =5 (C Q),
sTx(§) = & =13(6)
Enfin (SN Dom 7¥) = 5(SNQ) = 75(S5) = S.
IT — a n’est pas atomaque
a=[f a/],feF,(neN*), I={1,...,n}et [Viel, a, € "T|.

Vi€ I, Vara; = {X;};es, ; Card J; = m;.
On sait que

Dom sty oy = { (§)s€S™ ]
| Vi € I, (&)jes; € Dom g73,"
XJ. (20.1)
et (s7a; (€)jes )ier € Dom s¢p

}

et que
V(€)s € Dom sTi{ 41y T a1(€3)s = sbe( s7a*(€5)jen Jier (20.2)

(voir p. 34).
On sait que

Domr/yy = { (&)s€Qm
| Vi€ I, (§)jes, € Dom 73"

X (20.3)
\ et (7a; ' (&)jes Jier € Dom ¢¢
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et que
V(€:)s € Dom iy, T a1 (65 = b 7" (§)je ier (20.4)
(voir p. 34).

X X
II']. — Dom STl'fJ aI'I = Sm N Dom Trfjal] ?
HYPOTHESE DE RECURRENCE — Vi € I, Dom g7a,* = $™ N Dom 7a,”.

X X
¢ Dom ST[fJ ar] C S™ N Dom "'[fja,] ?
Dom ST’FfJ as) © 5™ (raisonnement trivial). Puisque 5§ C €2,
X
Dom 37"[}’ ar) C Dom Trf’ ar]

(théoréme 9 ; voir p. 61). Done Dom g7 , 1 € $™ N Dom Tf};']az]'

e 5™ N Dom TF;-JaI] C Dom ST’[‘f’ an) |

S1.8™ N Dom TF;J ar] = @, on vérifie immédiatement 1'inclusion. Sinon on
procede ainsi.
Soit (¢;)s € S™ N Dom TF;-JaI]. Vi€ I, (&)jes; € S™ NDom 7a;* (20.3) ; donc

Vi€ I, (§;)jes € Dom S'Tziji
(hypothése de récurrence). On sait que
sTa;' (§)ies = Ta;" (§)jes. (€5)
(théoréme 9 ; voir p. 61).
On vérifie alors que
X, n
(s7a*(&)sen Jiet €S
(s7a;* est une semi-fonction S™ — S) et que

(sTar (&)jes: Jier = (Tar (€;)jes )ier € Dom ¢p

(20.3). Donc .
( sTa.-J‘(fj)jeJ,- )ier € S™ N Dom ¢f = Dom gy

(voir p. 191). On vient de vérifier que (£;); € Dom ST’Ff’ ar] (20.1) ; donc que

S™ N Dom TF}Jaﬂ C Dom gr’fch arl

I1I-2 — On a vérifié que
Dom S’/")[ch ar] = S™ N Dom Tl?;-JaI]

On vérifie le reste simplement...
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Puisque s C Q, si (§;); € Dom gT’rcf’ ar] (C Dom T!?;-Jaj]), alors

sTIf an(63)7 = Ti¢ an(§5)7

(théoréme 9 ; voir p. 61) ; en outre,
TF;'JaI](gJ')J = ST)[(fJ a;](ﬁj)J €S
ST . 1 est une semi-fonction S™ — S). On vient de vérifier que
l-f 81]

Tﬁ’aﬂ(Dom S'r’r‘f’ aﬂ) CcS

donc que
TF;‘Ja,](Sm N Dom Tr’;’aﬂ) = TF;CI&I-I(DOIH ST’rch a,]) cs
N

Théoréme 30 — Soit (V,X) un grand-vocabulaire ; V = (S,F,a). Soit A une
séquence symbolique qui est

soit [[x; :: K; .]J°¢Y ¢ a .],
ae(V,X), Vara={x;}; et [Vj € J, K; € S] ;

soit [[x; :: K; .]"¢) a : E .],
ac(V,X), Vara={x;};, V€ J, K, €S| etE€S ;

soit [[x; :+ K; .79 a = b .],
a,be T (V,X), Vara={x;};, Varb={x;}p et Ve JUU, K; € §] ;

soit [E =< F .],
EFcS

soit [f : E; >> F .|,
feF,.(neN*), I={1,...n},[Viel, E;€S] etFeS.

Soit Q@ un V-magma. Soit S une bonne tranche de . On considére le V-magma
Q.
s
QA = NEA

Preuve

Analyse par cas, sans surprise.

On suppose que Q2 |= A. On veut vérifier que sQ |= A.

1 cas — A =[[x; :: K; .17 $ a .]

e Vara=19
QE=[$ a .]; cest-a-dire Dom 7, = 2°. Donc

Dom 574 = Dom 75 = Q° = {0} = §°

(théoreme 29) ; c’est-a-dire s |= [$ a .].
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e Vara # () '
Jappelle “m ” le cardinal de J. Q@ = [[x; :: K; .]°¢/ $ a .7;
c’est-a-dire
Il ok, € Dom 7’
JEJ
Donc
IT sok, = [[ (SNok;) = S"N]] sok; € S™ NDom 7y’ = Dom 73’
JeJ J€J JjeJ
(théoréme 29) ; c’est-d-dire s = [[x; :: K; .]¢7 $ a .].

2°cas —A=[x; :: K; .} a : E .]
o Vara=10

QE[a : E .]; cest-a-dire Dom 74 = Q° et 730 € og. On a déja vérifié
qu’alors Dom g7, = S° (cette preuve ; voir supra). 1l reste & vérifier que

STa® € SOE

Or §7,0 € S (574 est une S-semi-constante) ; et 5750 = 720 € og. Donc
sTa® € SNOE = sOE
On vient de vérifier que

sﬂ]:fa : E -|

e Vara # ()
QE[[x; :: K; .19 a: E .]; cest-a-dire

Il ok, € Dom 7’
jeJ

et
T;(J(H aKJ.) Cog
jeJ
On a déja vérifié qu’alors
H SO'KJ- = Dom ST§J
jeJ

(cette preuve ; voir supra). Il reste & vérifier que

sta’ (1] sox,) € soE
i€d

Or d’une part

ST:’(H SUKj) cS
J€J
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(s7X7 est une semi-fonction S™ — S) ; et d’autre part
sta’(I] sox,) = 2’ (1] sok,) € ma’([1 ox;) C 0B
Jj€d Jj€J J€J

Donc
sTa’ (I sox,;) € SNog = sog

jeJ
3cas—A=[[x; :: K; .]"¢%V a =b .]

e VaraUVarb =19
QE=fa=b .]; cest-a-dire Dom 7y = Dom 7, = Q° et 750 = m,0. On a
déja vérifié qu’alors Dom g7, = S° et Dom g71, = S° (cette preuve ; voir supra).
Il reste a vérifier que
STa® = sTho

Or g740 = Ta® = THO = sTHO.
e VaraU Varb # 0
QE[[x; :: K; J$9Y% a = b .]; clest-d-dire

II ok, € Dom 7y, T] ok, € Dom 3,V
J€J Jjeu
et

V(é)jesww € T ok;, 7€) =m0 (€)jev
jeJuUu

On a déja vérifié qu’alors

H soK,; = Dom sTaY et H SOK,; = Dom STﬁU
jeJ Jeu

(cette preuve ; voir supra). Il reste a vérifier que

V(éierw € JI sox;> s7a’(€)s = sTp"Eidjev
jeJUU

Or V(¢)jesuv € [ sok, (S ]I k),

jeJulu jeJuu

s7a’ ()0 = 137 (§5)0 = 7 (&)jev = sTiY (€5)jev

4° cas — A =[E =< F .]
Q= [E =< F .]; cest-a-dire og C op ; donc

sog=SNog CSNoF = soF

c’est-a-dire sQ = [E =< F .].
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5°cas —A=[f : E; > F .]
QE[f : E; > F .]; clest-a-dire

[[oE; € Dom ¢ et ¢¢(]]oE;) C oF
el el

On déduit d’abord que

Hso'E‘ = H(SOO'E‘) = S"ﬂHaE‘ C 5™ N Dom ¢¢ = Dom go¢

el i€l i€l
puis que
s¢e([1sok.) = ¢e(I] so.) € ¢e(J] om:) C oF
i€l i€l iel
Par ailleurs
S¢f(HI sog;) €S
1€

sé¢ est une semi-fonction S™ — ) ; donc
f

s¢e([] som;) € SNop = sor
i€l

On vient de vérifier que

sSQE[f: Er >»> F ]

20.2 Le magma des termes significatifs sans
variable, 2©

A quelle condition le sous-ensemble
S=%2Tn%e

est-il une bonne tranche de @ ? (S est le sous-ensemble des termes significatifs
sans variable).

On trouve en fait des expositions pour lesquelles cet S n’est pas une bonne
tranche.

Contre-ezemple — On connailt ¢&, qui est une exposition minimale (voir p. 126).
Puisque oF =0, il n’y a pas de terme sans variable (A7 (,V) = 0). Par
conséquent 2T (oV) N$O(o€) = 0 ; cette intersection n’est donc pas une bonne
tranche (une bonne tranche n’est pas vide ; corollaire 15, voir p. 190). O

On est ainsi amené a s’intéresser a certaines expositions, les expositions
comblées.
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Définition 50 (Exposition comblée) — Soit £ une ezposition ;
E=V,A,P), V=(S5F,a).

On dit que € est comblée pour ezprimer qu’elle a cette qualité :

VSeS,Jac?T(V), Pr[a : S .]

S0 comprend au moins un terme sans variable).

(chaque
Proposition 38 — Si € est comblée, alors 2T (V) # 0.

Preuve — Si € est comblée, Ja € 2T (V), P+ [a : *x* .]. Donc 2T (V) # 0. B
Corollaire 17 — S5i £ est comblée, alors Fy # 0.

Preuve — Puisque 2T (V) # 0, F, # 0 (assertion 7 ; voir p. 27). |

Théoreme 31 — Quelle que soit £ = (V,X,P) une exposition comblée,
AT(V)NPO(E) est une bonne tranche de $O(E).

Preuve

Preuve guidée par une définition. Le raisonnement est simple, mais important a
bien comprendre car la propriété est essentielle.

On procéde ainsi (définition 49).
i—VSeS, Jac?T(V), PF[a : S .] (€ est comblée) ; donc

ac€®T(V)n'og
On vient de vérifier que (A7 (V)N ¥0)N¥ag = 2T (V)N ¥0g n'est pas vide.
ii-a — Ve [e € Fy, Dom ¢e # 0],
$6.=e T n'o
(voir p. 150).
ii-b — Vn e N*, Vf € F,,
V(ai)r € Dom *¢¢, *¢¢(ai)r = [f af

(voir p. 150) ; en particulier, si [Vi € I, a; est sans variable], alors *¢¢(a;)r est
sans variable. On vient de vérifier que

*6¢( (*T)" NDom ®¢¢) C 2T

|
Si £ est comblée, 27 (V) N *O(E) est une bonne tranche de $@(€) ; on peut
alors considérer le magma
ATn$®$®

C’est le magma des termes significatifs sans variable.

Notation
Soit £ une exposition comblée ; € = (V,X,P), V = (S,F,a).
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1 —20 =4Tn°%o.
2 — 2@ est le magma, a1nte0 © ; 20 = (AG,AE,A‘P), A% = {#os}ses,
2P = {A¢f}fe}'-

Remarquer

e VS €S, 2as =2T nog (voir p. 191).

¢ Ve € 75, Dom ? ¢, = Dom *¢, (voir p. 191).

e Vn € N*, Vf € F,, Dom 2¢¢ = (AT )" N Dom ¥¢¢ (voir p. 191).

20.3 Un &£-modeéle remarquable, 2© /é

Définition 51 (Relation é) — Soit (V, X, P) une exposition comblée. Soit a
un V-terme (terme sans variable) ; soit b un V-terme.

On dit que a est 1ié a b par 2 pour exprimer que

PtJa=Db .]

Remarquer — On vérifie que, si a 2 b, alors a € 0 et b € *0 (régle IDEX) ;
donc a € 20 (=27 N%*O) et b€ £0. Par la relation é, on associe des éléments
de 20.

Assertion 13 — a 2 b = a=hb.

Assertion 14 — Soita € 0. Soitb € 20,

>

a=b = a=b

R . . A
Théoréme 32 — La 20O-relation binaire = est une 2 O-super-congruence.

P7Xm)e
o = est réflezive — Soit a € 20 (C *0). a = a (= est réflexive ; théoréme 23,

voir p. 157) ; et a est sans variable. Donc a 2a (assertion 14).
o 2 st symétrique et transitive — On raisonne de la méme facon.

o 2 est compatible avec les opérations fondamentales de 2 ©®
On veut vérifier que,

Vn e N* ¥fe F,, (I={1,...,n})
V(ai)[ € DomAqu, V(b,’)[ € (A@)”,

si Vi € I, a; 2 by, alors (b;); € Dom 2¢¢ et 2¢g(a;); 2 2e(bi);
(définition 27 ; voir p. 82).

Si F —Fo =10, on a fini. Sinon on procede ainsi. Soit f € F — Fy ;
f € F, (n € N*). Si Dom“¢¢ = 0, on a fini. Sinon on procéde ainsi.
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Soit (a;); € Dom2®¢s. Soit (b;); € (2O, [Vi € I, a; £ by].

On vérifie immédiatement que (a;); € Dom ®¢¢, que (b;); € (*©)" et que
[Vi € I, a; = b;] (raisonnement trivial).

Puisque = est une *@-super-congruence (théoréme 23 ; voir p. 157), on
déduit déja que

(b:)r € Dom ®*¢¢ et *¢e(a;); = *ép(bi)r
Or (b;); € (2O)" et (a;); € Dom 45 ; donc
(b:)r € (*©)" N Dom *¢¢ = Dom “ ¢
et
Soe(ai)r = *de(ai)r = Sde(bi)r = 2ge(bi)r
Enfin, puisque 2 ¢¢(a;)r € 20 et 2¢p(b;); € 20O,
A
Soe(ai)r = 2 e(bi)r

(assertion 14 ; voir p. 199). n

Notation — Soit a € 20 ; A est la classe des termes b, b 2 a. Ne pas
confondre et a;acCa!

Si € est une exposition comblée, on peut alors considérer le magma-quotient

Notation — 2@/= = (0/2,4T,4%), 2T = {AFs}ses, 28 = {*fr}ter
Théoréeme 33 — Quelle que soit £ = (V, X, P) une exposition comblée, le
V-magma-quotient A@(E)/é est un €-modéle.

Pour prouver ce théoréme, on prouve d’abord deux lemmes.

Lemme 11 — Soit A une (V, X)-formule germinale qui n’est pas une
formule-identité ; sa P-garniture est une séquence X .

PFA = 20 [Xs Al

Preyve

PFA = %@k [Xs A]
(lemme 6 ; voir p. 158). Et
@ [Xs A] = 20 (X4 A
(A0 est une bonne tranche de ¥® ; théoréme 30, voir p. 194). | |

Lemme 12 — Soita € "T(V,X) ; Vara = {x,};. Soitbe " T(V,X) ;
Varb = {x;}jcv. Vj € JUU, le P-confinement de x; est [x; :: H; .| (voir
p. 109).

Prla=b.] = 2%0/2k[fx  H J¥%as=b ]



CHAP. 20

Preuve

C’est le coeur de Pargumentation. Le magma des termes significatifs sans variable
ressemble & celui des termes significatifs, et en est un sous-magma ; on
particularise donc ce qu’on sait déja en veillant & la stabilité des propriétés.

Soit a € AT, soit b€ AT, PF [a = b .]. On veut vérifier ceci.
(I-a) 2@/2 =[[x; :: H; .19 $ a .]et
(I5) 2®/2 E[[x; :: H; .V $ b .];

(1) ¥(vj)jesww € ] 2Fwm;, 2Ta’ (1)ies = 27 (Vi)ser
JjeEJUU

201

I—-PF[a=Db .];doncPt[$a.]etPF[$ b .] (régle IDEX). Donc

A@ l= ”Xj H Hj .]jEJ $ a -|

et
A®|= |—|-Xj M Hj .-leU $ b -|

(lemme 11). Donc
20/2 =[x 2 Hy ¥ ¢ a ]

et

20/2 E[x; 2 H; 1 ¢ b ]
(corollaire 6 ; voir p. 105).

IT — Y(v;)jequv € H A?Hp A?:J(”Yj)jeJ = Aﬁiu(%):’eU ?
jeJuU

IT-1 — 1®%f cas — VaraU Varb =0

(20.5)

(20.6)

(20.7)

(20.8)

Dom 27, = Dom 27, = {0} (20.5 et 20.7) ; Dom 27, = Dom 47}, = {0}

(20.6 et 20.8).
Donc

AFa0 =870 et STpo = Brpo

(théoréme 15 ; voir p. 75).
On veut vérifier que

ATa0 = STpo

11 suffit donc de vérifier que

A
Ara0 = Brpo

(si leurs classes sont égales, c’est qu’ils sont liés par é)
Puisque 2@ C *@®,
A $ $

Tao =10 =a et Srpo=Srpo=Db

(proposition 28 ; voir p. 150).
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On vérifie directement que a € 20 et b € 20 ; donc, puisque
Pkla=Db .],

>

b

a

On vient de vérifier que

Arao (=a) £ (b=) Zro

II-2 — 2% cas — VaraU Varb # @ (JU U # 0)

Soit

(7j)jequu € H AEH,-
jeJuU

Vj € JUU, on trouve un terme d; € AO'HJ., d; € v; (voir p. 72) ; d; € £0,
[d;] = ;. . .

(7;)g € Dom 27,” (20. 5}2 (7;);ev € Dom A7yY (20.6), (d;)s € Dom A
(20.7) et (d;)jev € Dom T (20.8).

Donc

A (10)s =2137(dj)s et AT ()jev = A1y (d))jev

(théoréme 15 ; voir p. 75).
On veut vérifier que

=x
A J('YJ)J— Tb (')’J)JEU

Il suffit donc de vérifier que
A
Ara(d))s = 27y (dy)jev
Puisque 20 C %@,
. XJ(d )s = 7'a (dJ)J = a{d; ex;}s

et
AT)t()U( Niev = T (d )ieu = b{d @ XJ}JGU

(proposition 29 ; voir p. 151).
VyeJuU,d; € AUH], ; c’est-a-dire d; est sans variable et
Pt [d; : H; .]. Donc a{d; @ x;}; est sans variable, b{d; @ x;};cv est sans
variable, et
Pt fa{d; e x;}; = b{d; ex;}jev ]
(regle SID). C’est-a-dire

A
a{dj @ Xj}J = b{d] Q@ Xj}jeU
On vient de vérifier que

Ard))s (=aldjex}s) = (b{djexihiew =) 2r57(d)ev
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Preuve du théoréme 33

Sl n’y a pas de (V, X)-formule germinale élément de P, on a fini. Sinon on
procede ainsi.

Soit A € P, A étant une formule germinale. J’appelle “ XA ” sa
P-garniture.

1 — Si A n’est pas une formule-identité, on sait que 20 |= [Xs A]
(lemme 11). Donc

20/ | [Xa Al
(corollaire 6 ; voir p. 105).

2 — Si A est une formule-identité, on sait immédiatement que
A A
O/= = [Xa A]

(lemme 12). |

20.4 Un magma initial dans la classe des
£-modeles

Définition 52 (Magma initial) — Soit V un vocabulaire. Soit CLA une
classe non vide de V-magmas.

On appelle “ magma initial de CLA ” tout magma ;2 € CLA qui a cette
qualité :

V.Q € CLA, 1 existe un unique V-homomorphisme ;Q — ..

Théoréme 34 — Quelle que soit £ une exposition comblée, le magma-quotient
A('-D/é est un magma initial de MOD(E).

Prevve

Jolie preuve-feuilleton d’existence et d’unicité. On en saisira ’esprit en lisant le
préambule et les titres des paragraphes (les différentes étapes du raisonnement).

Cette preuve ressemble a la preuve du théoréme 28 (voir p. 184).

On sait que AG")/é est une £-modéle (théoréme 33). Soit .2 un £-modéle ;
= (2,.5,.8). On veut trouver un homomorphisme

A@/éa K1

et vérifier qu’il est unique.

I— Un ca,ndidatA
Soit v € 20/=. Il y a au moins un terme a € « (une classe d’équivalence
n’est pas vide) ; a € 20, a =1~.
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a€?O ;donc PF [$ a .]. Puisque . est un £-modéle,
DTS a ]
(théoréme de correction) ; c’est-a-dire
Dom .74 = (.02)°
Il y a donc un élément

cTa® €

__ Cet élément est-il fonction de a, ou est-il fonction de v (=a) ? Soit b € v ;
b = v (= 7). En raisonnant de la méme facon, on vérifie que

Dom .71, = (:£2)°

et qu’il y a un élément
T € N

acyetb €y ;donca 2p ; c’est-a-dire
Prla=b .]
Puisque . est un £-modéle,
fNEJa=Db.]
(théoréme de correction) ; donc

cTa® = Tpo

On vient de révéler cette fonction :

7:80/2 & 0
’)/ > cTaO

a étant n’importe quel représentant de .

II — 7 est un homomorphisme A(-D/é — 0
Pour le vérifier, on procéde ainsi (définition 19 ; voir p. 54).

II-i — VS € S, n(%5s) C .05 ?

Soit S € S. Soit v € #Gs. On trouve un représentant a de v, a € 2og (voir
p. 72).
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Log = (2T Nn¥O)N%0rg = 2T N3rg ; donc
Pkla:S .]
Puisque 2 est un £-modéle,
SNEJa: S ]
(théoréme de correction) ; donc
T(Y) = oTa® € 05

On vient de vérifier que
W(A—O_:S) C S

IT-ii-a — On veut vérifier ceci : Ve € F;, Dom A?e C Dom ¢, ; et si
Dom %4, # @, alors _
7"(Aq&eo) = c¢e<>

Si Fo = 0, on vérifie immédiatement la propriété. Sinon on procede ainsi.
Soit e € Fo. Si Dom 2¢, = 0, on vérifie immédiatement la propriété. Sinon on
procede ainsi.

Dom 24, = (A@/é)0 ; donc Dom 2¢, = (20)° et

A?eo = A¢e°

(voir p. 73).
Donc Dom ¢, = Dom 24, # 0 et

2pe0="1¢,0  (=e)

(voir p. 191).
DoncPF[$ e .];et 2E[$ e .] (0 est une £-modéle) ; c’est-a-dire
Dom .7¢ = (£)°. On vient de vérifier que

Dom “, = (20/2)° = {6} = (.2)° = Dom .7,

En outre, puisque

ol

B0 = Deo = She0 =

e est un représentant de ¢, ; donc

w(A?eo) = (Te® = Pe®
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I1-ii-b — On veut vérifier ceci : Vn € N*, Vf € F,,,
"7(Dom Azf) C Dom .¢¢
et (I={1,...,n})

V()1 € Dom 3¢, 0 2Ge(7:)r = e 7(%:) Dier

Si F — Fy = 0, on vérifie la propriété immédiatement (raisonnemglt trivial).
Sinon on procéde ainsi. Soit f € F — Fy ; f € F, (n € N*). Si Dom “¢¢ = 0, on
vérifie la propriété immédiatement (raisonnement trivial). Sinon on procede
ainsi.

Soit (4:)r € Dom Azf. Vi € I, on trouve un représentant a; de =;,

(a;); € Dom 2¢¢ (voir p. 73) ; a; € 20, [a;] = 7.

Quel est 1’élément "n(7y;)r ?

") = (7(%) Jier = (eTa® )ier (20.9)
Puisque (a;); € Dom #¢¢ = (4T)" N Dom * 4y,
Pr($ f ar .]

(voir p. 150). Donc
NE[$f ar ]

(théoréme de correction) ; c’est-a-dire Dom . 7f 5,1 = (£2)°. En particulier
(cTa;¢ )ier € Dom c¢g

(voir p. 32).
On vient de vérifier que

nﬂ.(’)’i)[ = ( cTa,-O )ie[ € Dom c¢f

donc que _
"m(Dom “#¢¢) C Dom .y

Il reste a vérifier que

70 2e(v)1 = oo T(¥) Vier

Puisque (a;); € Dom ©¢¢ N H’Yi)
1

23e(:)r = 2e( Tai] )1 = Bgelai);s
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(voir p. 73).
On sait que
Aoe(ai)r = *oe(ai)r = [f ai
(voir pp. 191 et 150). Donc [f as]| (qui est sans variable) est un représentant de
28¢(7:)1 ; donc _
mo Aaf(’)’i)l = cTif an©
On sait que
cTIf a0 = cfr( cTa;® ier
(voir p. 32) et que
(cTa;© Jier = (7(%) ier
(20.9).
On vient de vérifier que

10 28e(1)1 = oTit an® = ebp( oTa;® Jier = obe( T(%:) Vier

IIT — 7 est le seul homomorphisme A('-D/é —

Soit ' un homomorphisme 2@/ 2, .Q. Soit vy €20/ £, On veut vérifier
que

w(y) =7(7)

Il y a au moins un représentant a de v ; a €20 =27 N%O, a=1.

ac¥0; cest-a-dire P [$ a .]. Donc Dom 37, # 0 et Sr,0 =2
(proposition 28 ; voir p. 150).

Donc Dom 27, = Dom 374 # 0 et 27,0 = $7,0 = a (théoréme 29 ; voir
p. 191). L

Donc Dom 27, D Dom 27, # 0 et @ = 27,0 = 8750 (théoréme 15 ; voir
p. 75).

On vient de vérifier que

) ) A =
Puisque 7’ est un homomorphisme £0/= — ., Dom .7, D Dom 47, # § et
7'(BTa0) = (Tao

(théoréme 7 ; voir p. 55).
On vient de vérifier que

T'(7) = 7'(PTa0) = oTa0 = 7(7)

donc que 7' = 7. [ |






Partie IV

Finale

209






Chapitre 21

Conclusion, discussion,
prospective

Par cette seule étude je ne crois pas avoir épuisé le sujet, qui parait vaste et
riche. Il subsiste en effet des questions ouvertes, et on imagine aisément la
généralisation et I’automatisation de ’algebre G.

- Résultats non exposés

- Partie du sujet non explorée (questions ouvertes)
- Augmenter la théorie

- Algébre G et programmation

Résultats non exposés

On peut toujours combler une exposition

On a vérifié que, quelle que soit £ une exposition comblée, le

magma-quotient 2©(£)/ 2 estle magma initial de la classe des £-modéles
(théoréme 34 ; voir p. 203).

Or il y a des expositions non comblées (section Deuz semi-groupes liés par
un homomorphisme ; voir p. 130). On doit donc se poser cette question : que €
soit comblée, est-ce une condition cruciale ou limitative pour qu’il existe un
magma initial (dans la classe des £-modeles) ?

En fait, non. Car on peut toujours combler une exposition par la technique
de Henkin [7] : on ajoute des symboles de constante et des
formules-appartenance de telle facon que chagque sorte soit “ habitée ” par un
terme significatif sans variable ; exposition augmentée £ est comblée, et
P’extension conservative.

Chaque substitution “ bien sortée ” correspond & un endomorphisme
du magma des termes significatifs

On considére une exposition € et une valuation bien sortée des variables,
c¢’est-a-dire une suite
$
Xoxi— d e OH,

211



212 DISCUSSION

(a chaque variable on associe un terme qui a la sorte de la variable ; voir pp. 109
et 149).
On peut alors vérifier que la fonction

‘o - %o
a a{dj@xj}jeJ

(Var a = {X;};es) est un endomorphisme de *®.

Partie du sujet non explorée (questions
ouvertes)

Peut-on généraliser le grand théoréme de Birkhoff ?

Une classe de £-modeles n’est pas n’importe quelle classe de V-magmas.
Peut-on caractériser une telle classe par ses propriétés, sans faire aucune
référence @ £ ?

Procédant par analogie, on cherchera pour commencer & généraliser le grand
théoreme de Birkhoff, c’est-a-dire & répondre & cette question :

Une classe de V-magmas qui a ces qualités (une variété) :
¢ tout sous-magma d’'un magma de la classe est dans la classe ;
¢ toute image homomorphe d’un magma de la classe est dans la classe ;
¢ tout produit de magmas de la classe est dans la classe ;
est-elle une classe de £-modeles (€ restant & déterminer) ?

Existence d’un magma libre

Quelle que soit £ une exposition, il y a toujours un magma libre dans la
classe des E-modéles ; 3@(E)/ = est en effet un E-magma-libre de la classe des
E-modéles (théoreme 28 ; voir p. 184).

La classe de tous les V-magmas, une sur-classe de la classe des £-modeéles,
est-elle aussi bien organisée ? peut-on y trouver un magma libre 7 Il semble que
non.

Augmenter la théorie

Semi-prédicat

Les seuls prédicats qu’on a considérés sont des prédicats spéciaux :

e l'identité ([a = b .});
e 'appartenance ([a : E .]);
e Dexistence ([$ a .]).

Pour marier l'algébre G avec la logique du premier ordre, on pense aussitot a
introduire le concept général de semi-prédicat (le domaine d’un semi-prédicat
pouvant étre inclus stricto sensu dans le support du magma), et & développer un
langage (formules) et un calcul (régles d’inférence) adéquats. Il y a quelques
jalons [26,27].
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Opérations relatives aux sortes

On n’a considéré aucune opération relative auz sortes : ni I'union, ni
I'intersection, ni le complémentaire, ni etc. Or faire apparaitre de telles
opérations est bien utile. Par exemple, on constate sans peine que pour décrire
le domaine de toute composée de semi-fonctions il suffit de faire référence @ ces
deux seules opérations :

e l'intersection de sous-ensembles (E N F) ;
e la f~!-image d’un sous-ensemble ( f~1(E) ).

Aussi est-on tenté d’enrichir le langage et le calcul a cet effet. Mais il faut
auparavant résoudre une difficulté liée & I’ensemble vide (on n’a considéré que
des sortes non wides ; or si 'on accepte de considérer E N F, on ne peut exclure
que EN F = ; voir infra).

Etre affirmatif ou spéculatif

Le probléme des sortes vides est un cas particulier d’un probléme plus
général, lié a cette opposition :

Doit-on étre affirmatsf ¢ — On ne raisonne que sur des objets existants ; tout
nom est le nom d’un objet.

Ou peut-on étre spéculatif # — On raisonne avec des noms. Quand ces noms
désignent des objets, on dit alors quelque chose de correct & leur sujet. Par
exemple, quand on écrit

Vzeeb, z=z2

“ z ” ne dénote aucun objet, ce n’est qu’un nom.

Si ’on pouvait, on choisirait naturellement d’étre toujours affirmatif.
Pourtant on constate qu’il n’y a pas une seule preuve mathématique d’une
certaine ampleur sans raisonnement spéculatif (ne serait-ce qu’a cause
d’ensembles peut-étre vides). Est-ce une simple commodité ? Ou y a-t-il une
raison fondamentale ? Peut-on formaliser d’une maniére compléte les
raisonnements de ce type ?

C’est un prohléme fascinant mais périlleux : le logicien traditionnel refuse
absolument d’écrire des noms qui ne dénotent rien.

Inclusion et exclusion — Marier ’algébre G et la théorie des types

La notion originelle de type (A-calcul typé, théorie des types de Martin-Lof,
types du langage de programmation Pascal) correspond & une intention de
classement exclusif : les ensembles considérés sont deux & deux disjoints (on ne
mélange pas les choux et les carottes) ; en particulier aucun d’eux n’est
sous-ensemble d’un autre. Chaque objet a ainsi un et un seul type, de sorte que
si 'on sait que a a la type A et b le type B, B # A, alors on peut déduire que
a # b (on ne confond pas 3 km et 3 kg). Ce classement exclusif est important,
car c’est de cette facon qu’on parvient a “ stratifier 7 ’'univers considéré
(individus, fonctions, fonctionnelles, etc.).
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Or l'objet de ’algebre G est exactement contraire. On veut et on sait
exprimer linclusion ([Primate =< Mammifere .| ; une carotte est un légume,
est un végétal) ; mais on est incapable cette fois d’exprimer I’exclusion.

Aussi suis-je conduit a imaginer que ’algébre G et la théorie des types sont
deux instances d’un théorie englobante, par laquelle on rendrait compte et de
Iexclusion et de l'inclusion. Qu'une telle synthése soit possible est d’autant plus
crédible que de leur coté les théoriciens des types 'envisagent aussi.

Algebre G et programmation

Une sémantique de la programmation “ objet ”

On peut proposer ’algébre G comme une sémantique des langages de
programmation “ objet ” et notamment de I’héritage. Dire qu’un objet x de
type automobile est aussi de type véhicule terrestre & moteur (vam), et donc
hérite des propriétés de la super-classe, c’est exactement dire

Automobile =< Vam .

L’héritage correspond donc & 'inclusion.

Automatiser le calcul

L’algébre G est livrée toute préte & étre automatisée : le calcul proposé est
en effet purement symbolique, et I'interprétation de ce calcul nette, satisfaisante
et sans paradoxe connu. Aussi est-on tenté d’en dériver un outil informatique de
validation-démonstration, voire un langage de programmation [44,45,48].

11 faudra pour cela s’inspirer des algorithmes connus de récriture. Toutefois,
parce qu’on passe de ’algébre universelle & ’algebre G par un saut qualitatif (la
logique présentée est beaucoup plus qu’une logique de I’égalité), j’imagine que la
récriture n’est qu’un fragment du mécanisme voulu.
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Appendice A

Notation

i
A.1 Préliminaires — Ensembles d’indices

Soit n un entier naturel non nul (n € N*). On considére cet ensemble
d’indices, qui n’est pas vide :

I={1,...,n}

Soit L un sous-ensemble fini de N*. On considére les ensembles d’indices J
et K.

e JCL;CardJ=m.
Ou J = 0.
Ou J:{jlaj%"')jm}, 1S.71 <j2<-.-<jm.

e KCL;CardK =q.
Ou K = 0.
OuK={k1,k2,...,kq},1§k1<k2<...<kq.

A.2 Notation générale

A.2.1 Produit d’ensembles

Soit ¢ un élément de 'univers (par exemple I’étoile Arcturus). Soit Q un
ensemble.

o Q%= {o}.
o [TO2=0m.
jeJ
On vérifie que [] @ = Q° = {o}.
JED
On suppose que L # 0. VI € L, soit H; un ensemble.

[ Si]#@,HHjZHjIX...XH]‘m.
j€J
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o HH] = {0}

jed
A.2.2 Ensemble d’éléments désignés

On suppose que L # 0. VI € L, soit z; un certain objet. Soit & un certain
objet.

o SiJ#0, {z;}jes = {zjy,---,2,, }

o {z;}jc0 = 0.

o {z,2;}jes = {2} U {zj}jes

Si Pexpression abrégée n’est pas ambigu€, on peut écrire “ {z;}; ” au lieu de
“{z;}jes 7 ete.

A.2.3 Multiplet

On suppose que L # @. VI € L, soit z; un certain objet. Soit z un certain
objet.

o SiJ#0, (z;)jcs = (i, ) Tjn)-

o (z;)jep = o

o SiJ#0, (z,25)je5 = (2, 25,...,2Tj,)-

* (z,%)je0 = .

e SiJ#Detsi K#0, (xp,,2;)kek, jes = (fckv'"7$kq’x’$jl""’wjm)'
e Si J # 0, si p une permutation J < J, (mp(j))jeJ = (Tp(jr)s -+ - xp(jm))‘

Y

Si Pexpression abrégée n’est pas ambigué, on peut écrire “ (z;); ” au lieu de

“ (xj)je,] ” ete.

A.2.4 Argument et résultat

Soient f une semi-fonction, (y;);c; un élément de son domaine.
F(yi)ier = f(y1, .-, yn). Silexpression abrégée n’est pas ambigué, on peut écrire
“ fly)r ” aulieu de “ f(yi)ier ”-

On suppose que L # §. VI € L, soit x; un certain objet. Soit z un certain
objet.

e Soit e un semi-constante non vide. e(x;);cp = €.

e Soit g une semi-fonction, (z,x;);cs étant élément de son domaine. Si J # 0,
9(2,2;)jes = 9(, Tjy, . -, ;) 5 sinon, g(z, 7;)je0 = 9()-

A.2.5 Divers

e Pour noter que ’ensemble E est inclus dans ’ensemble F', on peut écrire :

ECEF.
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e Pour noter que E est inclus dans F' et que E et F sont distincts, on peut
écrire : E C F. On ne confond pas les signes “C et “C 7!

e Soit £ un ensemble. Soit P un prédicat relatif & I’ensemble {¢}. La formule
“Vo € Q° P(o) ” signifie que P(0) ('élément ¢ a la propriété P).

A.3 Désigner des symboles et des séquences
symboliques

A.3.1 Variable syntaxique

On peut désigner un symbole de deux facons :
e soit le montrer, c’est-a-dire ’écrire ; on écrit par exemple :
Nat
e s01t le nommer ; on écrit par exemple :

Soit E un symbole d’ensemble etc.

le symbole E étant ¢ priori quelconque ; en particulier, on peut choisir que E
soit “ Nat ”.
Mais “ E ” est lui-méme un symbole... On est donc amené a distinguer deux
classes de symboles :
o les symboles-objets ; je les dessine a la machine & écrire (Nat) ;
e les variables syntaziques ; je les dessine au crayon gras (E).

Il n’y a qu’un petit nombre de variables syntaxiques qui apparaissent dans
ce texte, et elles ont toujours le méme sens :

¢ 0 est un symbole (quelconque) ;

] est une séquence symbolique (quelconque) ;

E, F, G, H etc. sont des symboles d’ensemble ;

e e, e, e, etc. sont des symboles de constante ;

o f g, h etc. sont des symboles de semi-fonction ;
e X, Yy, z etc. sont des variables ;

e a, b, ¢, d etc. sont des termes ;

e A, B, C, D etc. sont des formules ;

e u, v etc. sont des termes ou des formules.
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A.3.2 Variables apparaissant dans un terme ou une
formule — Notation amplifiée

Soit u un terme ou une formule. Si on veut renseigner au sujet des variables
qui apparaissent dans u, on nomme ce terme ou cette formule ainsi :

(r € N*; x1,...,X, sont r variables)

® u{xy,...,X,} est un terme ou une formule dont ’ensemble des variables est
{x1,...,%.}. u{} est un terme ou une formule sans variable.

® u(xy,...,X,) est un terme ou une formule dans lequel apparaissent les
variables xy,...,X, (mais ne sont peut-étre pas les seules).

e u(xi,...,X,) est un terme ou une formule dont toute variable est élément de
I'ensemble {x,...,X,}. u() est un terme ou une formule sans variable (“ u()”

et “ u{} ” sont synonymes).

Ezemple — On considére un vocabulaire qui comporte ces symboles : “ plus ”

est un symbole binaire de semi-fonction ; “ 1”7, “ j 7 et “k ” sont des variables.
[plus i j] est donc un terme, qu’on peut appeler au choix : “a”, “a{i,j} ”,
73 a(i) n, 173 a(_']) ” ou a(i,j,k) " (|

A.3.3 Concaténation de séquences symboliques

Vi € I, soit 1; une séquence symbolique et soit o; un symbole.
o 1; est la séquence [1; 1, ... 1,].
e ly est la séquence vide [].

o [o; L] =[oy l; 02 Iy ... 0, 1,]. Sil’expression abrégée n’est pas
ambigué, on peut écrire “ [o; L] ” au lieu de “ [o; 1;]*€! 7.

e [o; L] =1].
On suppose que L # ). VI € L, soit I'; une séquence symbolique.
o Si J # 0 (section A.1; voir p. 217), V; =V, ... 1.1
o Si J # 0, si p une permutation J & J, [Vp;) 1’$" = Ny -+ Vo -

Ezemple

I est 'ensemble {1,2,3}. x; est la variable “ x 7, x, la variable “y 7, x3 la
variable “ z ” ; H; est le symbole d’ensemble “ E ”, H; le symbole “ F ” et Hs le
y )
symbole “ G 7.

e x; est la séquence [x y z].

e [x; :: H; .]'estlaséquence [x :: E .y :: F .z :: G .]
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Lexique — Mots anglais proposés

arité

base

cible

domaine

empreinte

fonction
formule-appartenance
formule-conduit
formule-confinement
formule-existence
formule-identité
formule-inclusion
garniture

germinale (formule)
graphe fonctionnel
semi-fonction
support

surjection

arity

base

target

domain

range

function
membership-formula
duct-formula
confinement-formula
existence-formula
identity-formula
inclusion-formula
trimming (?)
germinal

functional graph
semi-function
carrier, universe

surjection, surjective function, function onto
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Index — Symboles
mathématiques

Symboles graphiques

7

8

25

25

31

58, 219
58, 218
27

4

5, 54
61

5

69, 82
78

157

199
119
96

R

TN RIRT T L] dMNNz3a——<°

Symboles-objets

KoKk 17

17
:: 17
$ 17
: 17
= 17
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=< 17
>> 17
Lettres ordinaires — Majuscules
E 4
E° 8
F 4
G 4
I 217
I 34
J 217
J; 43
J, 49
Js 48
J! 49
K 42
K; 42
L 19, 217
S 8
50 8
U 99
Lettres ordinaires — Minuscules
a 18
a 108
e 8
6($j)j€@ 218
f 4
#(2) 4
G(@n,-2a) 8
l 19
217
n 18
q 217
r 27
T 3
(@p(s))ies 218

Y 3



224 INDEX

Lettres calligraphiées

108
18
18
174
174
108
17
18
25
AT 149
ATV, X) 25
AT(V) 27
X 19
Yy 38
Z 16

IORVENNY ™

Lettres épaisses — Majuscules

219
219
93
219
219
219
109
109
115
116
22
22
23
23
21

-

 ZRREEEOTEE>

nDLO ZZ

Lettres épaisses — Minuscules

219
49
158
200
25
40

o ool

oY
—_
[a¥

=}

»
<.
[o—;
.
m
<~

J
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e T

(i) 177

M d g oo —snR o

Xy
Xn
Xy
X7
y
Yi

Lettres grecques — Majuscules

219
219
219
116
25
21, 219
219
219
219
25
25
36
219
219
219
25, 219
19
16
31
31
219
117

21
72
149
158
199

200
54
54
58
191
179
40
21
32
21
72
54
54
58
191
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19 X 29 67
) 21
b} 72
) 149
) 158
A% 199
&% 200
pE 54
B3 54
DY 58
sZ 191
{e) 149
‘@ 149
So/= 158
40 199
40 199
r@/2 200
T 178
= 180
Lettres grecques — Minuscules
o 54
Oy 53
"o 53
n 23
bt 21
[ 72
Sop 149
$o¢ 158
Abe 199
Dby 200
bt 54
oPs 54
5Pt 58
sér 191
0% 70
K 178
s 21
Ts 72
Sog 149
s 158
Bog 199

ATy 200



INDEX

08

(&)
(€5)jeo
¢

Symboles-mots

Card
CLA
Dom
Ejp 4
Emp
Emp
Graph
Idg
Ingp
Ig
MOD
prol
Sig
Sje
Var

54
54
58
32
33
75
150
161
201
201
55
55
61
178
23
70
33
33
24

217
178
3,4
7
3,4
63
4
34
7
25
180
178

74
31
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Index — Mots

CLA -ensemble-générateur d’un magma — 178
CL A -ensemble-générateur-libre d’un magma — 178
E-arité — 8

E-modele — 111

E-semi-constante — 8

n-aire — 18

?-congruence — 69

Q-sortage — 178

¥-super-congruence — 82

P-confinement d’une variable — 109
P-garniture d’une formule germinale — 109
P-théoréme — 119

T-magma-libre d’une classe de magmas — 179
V-automorphisme — 62

V-endomorphisme — 54

V-épimorphisme — 64

V-formule-conduit — 93

V-formule-inclusion — 93

V-homomorphisme — 54

V-isomorphisme — 61

V-magma — 21

V-sous-magma — 58

V-terme — 27

(V, X)-formule — 17, 89

(V, X)-formule-appartenance — 91

(V, X)-formule-confinement — 90

(V, X)-formule-existence — 90

(V, X)-formule-identité — 92

(V, X)-terme — 17, 25

APEX — 115
APINA — 122
CACO — 123

228



INDEX

CAPA — 123
CO — 118
CONDA — 118
CONFA — 115
EXAP — 116
EXID — 116
IDET — 122
IDEX — 115
IN — 117
INAP — 117
INRE — 122
INTRA — 122
INU — 122
ISY — 122
RAP — 117
REC — 122
RERISO — 122
REXI — 117
RIDRO — 122
RIGA — 117
SAP — 116
SEXI — 116
SID — 116
XIVA — 121
XIXI — 115

appartenance — (V, X)-formule-appartenance
arité — F-arité

atomique — terme atomique

automorphisme — V-automorphisme

axiome — 21, 107, 111

axiome intentionnel — 119

base — 4

bonne tranche d’un magma — 190

cible — 4

classe d’équivalence — 70

cohérent — formellement cohérent

cohérent — sémantiquement cohérent
comblée — exposition comblée

conduit — V-formule-conduit

confinement — P-confinement d’une variable
confinement — (), X')-formule-confinement
congruence — {)-congruence

conséquence symbolique — 119

domaine — 3, 4
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éjection — 6

empreinte — 3, 4

endomorphisme — V-endomorphisme
épimorphisme — V-épimorphisme

existence — (), X')-formule-existence

exposition — 108

exposition comblée — 198

fonction — 5

formellement cohérent — 175

formule — (V, X)-formule

formule-appartenance — (V, &')-formule-appartenance
formule-conduit — (V, X')-formule-conduit
formule-confinement — (V, X')-formule-confinement
formule-existence — (V, X')-formule-existence
formule germinale — 89

formule-identité — (V, X')-formule-identité
formule-inclusion — (V, X')-formule-inclusion
garniture — P-garniture d’une formule germinale
générateur — CLA -ensemble-générateur d’un magma
générateur — CLA -ensemble-générateur-libre d'un magma
germinale — formule germinale

grand-vocabulaire — 19

graphe — graphe fonctionnel

graphe fonctionnel — 3, 4

graphe fonctionnel vide — 3

homomorphisme — V-homomorphisme

identité — (V, X)-formule-identité

image V-homomorphe — 64

inclusion — V-formule-inclusion

initial — magma initial d’une classe de magmas
injection — 6

isomorphisme — V-isomorphisme

libre — CLA-ensemble-générateur-libre d’un magma
libre — Y-magma-libre d’une classe de magmas
magma — V-magma

magma — T-magma-libre d’une classe de magmas
magma initial d’une classe de magmas — 203
magma-produit — 66

magma-quotient — 72

modele — £-modéle

nullaire — 18

opération fondamentale — 21

place — 27

poeme — 108, 114

préfixe — 27

regle d’inférence déduite — 121



INDEX

remplacande — 49

remplacat — 49

remplacé — 49

remplacer — 39, 49, 117, 138
représentant — 70
sémantiquement cohérent — 175
semi-constante — F-semi-constante
semi-constante vide — 8
semi-fonction — 4

semi-fonction vide — 4
semi-fonction tau — 32, 33
signature — 18

significatif — terme significatif
signifier — 95, 96, 98, 99, 100
sortage — ()-sortage
sous-magma — V-sous-magma
sous-terme — 26, 48

sous-terme du premier niveau — 122
substituande — 41

substituat — 41

substitué — 41

substituer — 39, 40, 42, 116, 136

super-congruence — {)-super-congruence

support — 21

surjection — 6

sur-terme — 26

symbole — 14, 16

symbole réservé — 17

terme — V-terme

terme — (V, X)-terme

terme atomique — 26

terme significatif — 17, 149

terme significatif sans variable — 197
théoréme — P-théoréme

tranche — bonne tranche d’un magma
variable — 14, 17, 19

variable syntaxique — 219
vocabulaire — 18

vocabulaire — grand-vocabulaire
zone — 27

231






Aristide Mégrelis 12 septembre 1990

Université Nancy I
U.F.R. S T.M.LA.
Département d’informatique

Theése
(doctorat d’université)

Titre : “ Algebre galactique — Un procédé de calcul formel, relatif aux
semi-fonctions, a l'inclusion et & I’égalité ”.

Thése soutenue mards 11 septembre 1990.

JURY
Directeur de thése : Claude Kirchner (directeur de recherche, INRIA).

Rapporteurs : Jean-Pierre Jouannaud (professeur, université Paris-Sud),
Pierre Marchand (professeur, université Nancy I).

Autres membres : Jean-Louis Krivine (professeur, université Paris VII),

Pierre Lescanne (directeur de recherche, C.N.R.S.), René Schott (professeur,
université Nancy I).

ADRESSES

Jean-Pierre Jouannaud : L.R.I. / Bat. 490 / Université Paris-Sud / 91405 Orsay.

Claude Kirchner : CRIN / B.P. 239 / 54506 Vandceuvre-lés-Nancy CEDEX.

Jean-Louis Krivine : Equipe de logique mathématique / Université Paris VII / 2,
place Jussieu / 75251 Paris CEDEX 05.

Pierre Lescanne : CRIN / B.P. 239 / 54506 Vandceuvre-lés-Nancy CEDEX.

Pierre Marchand : Département d’informatique / Université Nancy I / B.P. 239 /
54506 Vandceuvre-lés-Nancy CEDEX.

René Schott : CRIN / B.P. 239 / 54506 Vandceuvre-les-Nancy CEDEX.



NOM DE L'ETUDIANT : (E GRE i s Acigh ol .

NATURE DE LA THESE : X '
OUrRys  _fem. - gy/\c/b:o'\/) ) o 'S)'UV\MO*’) ek
9: QIA‘?&L‘(I/-

VU, APPROUVE ET PERMIS D'IMPRIMER

NANCY, le 14 SEP, 1990 n°A%45

LE PRESIDENT UNIVERSITE DE NANCY I







Galactic algebra — A formal calculus connected with
semi-functions, inclusion and equality

Uniwversal algebra is one of the theoretical foundations of computer
science. Nevertheless we cannot apply it directly to reasoning about many
mathematical objects (such as fields) or about most programs (because of
exceptions):

e we cannot consider any proper semi-function (partial function);
e we cannot distinguish any proper subset of the carrier.
So we would like a more general theory.

After having re-examined partial algebra and order-sorted algebra, each
one being only a part of what is wished for, I have looked for and eventually
discovered a broader calculus, G algebra, connected with equality (universal
alg.), semi-functions (partial alg.), subsets and inclusion (order-sorted alg.).

This calculus is a formal logic which has these characteristics:
e each term has a meaning (no nonsense);
e cach item of information is coded as formula (not as a “declaration”);
e typing is proving (not parsing).
And which has these properties:
e the logic is complete (completeness theorem);
e G algebra is a homogeneous, clean superset of universal algebra;
e in each class of models there are a free algebra and an initial algebra.

Keywords — Universal algebra, logic of equality, partial algebra, order-sorted
algebra, semi-function, partial function, subtype, identity.
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