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Introduction générale

Histoire du verre

La production de verre est l'une des formes les plus antiques de l'industrie. On a trouvé
des objets en verre enduits remontant à 12.000 ans av. J.C. De même, à l'époque de l'Egypte
ancienne, les articles en verre étaient considérés comme des objets de luxe que l'on ne trouvait
que dans les tombes des prêtres et des membres de la famille royale. De véritables objets de
verre ont été produits dans la civilisation mésopotamienne (Irak) vers 4.500 ans av. J.C.

La découverte de la production du verre était probablement accidentelle. La bonne com
binaison des ingrédients nécessaires : cendre de soude, pierre à chaux (coquillages) et sable
(silice), réunis par hasard et exposés à un feu (de camp) pouvait ainsi conduire à la création
de verre.

A l'origine, pour fabriquer des récipients en verre, on recouvrait un noyau d'argile de verre
fondu, et on enlevait ensuite ce noyau lorsque le verre avait refroidi. Un progrès technologique
a été le développement du soufflage du verre. La canne du souffleur fut inventée vers l'an
100 av. J.C. Les verriers purent alors créer des récipients plus grands en moins de temps.
Cette technique naît au début de notre ère en Palestine et en Syrie. Elle consiste à recueillir
le verre en fusion à l'extrémité d'une canne creuse dans laquelle on souffle afin de donner
à l'objet la forme désirée. Peu après, le verre est devenu un article d'utilisation quotidienne
dans tout l'empire romain. Le nouvel art du soufflage du verre se répand dans toute l'Europe
avec l'expansion de l'Empire Romain. Après sa chute, des centres de verrerie se sont établis à
Venise, en France, en Allemagne et en Grande-Bretagne. En Amérique du Nord, les premières
productions datent de 1608, mais la véritable première verrerie ne fut créée qu'en 1739. La
fabrication du verre au Canada remonte au XIx ème siècle.

En France c'est au XIvème siècle que la technique du verre plat voit le jour en Normandie.
Au XVIIIème siècle, l'industrie verrière naissante se développe à travers plusieurs manufac
tures. Certaines d'entre elles produisent plus d'un million de bouteilles par an. La quantité
reste cependant limitée car ces bouteilles sont encore soufflées à la bouche.

L'utilisation du charbon, à la place du bois pour chauffer les fours, améliore leur fonc
tionnement. Les premières machines qui automatisent la production sont introduites dans les
usines. Enfin, le soufflage artisanal est progressivement remplacé par un jet d'air comprimé
associé à l'utilisation de moules métalliques. On peut considérer qu'à partir de ce moment
l'industrie verrière moderne est née. C'est au xxème siècle qu'elle deviendra une industrie
de masse, ceci à travers la mise en place des fours à feu continu et aux progrès réalisés dans
l'automatisation de la production. Ils permettront le développement de production en grandes
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Introduction générale

séries. Elle ne cessera au cours du siècle d'intégrer les avancées technologiques, en particulier
la simulation des procédés de fabrication grâce à l'informatique.

Fours verriers

La formulation de base - sable, soude et chaux - n'a pas changé au fil des siècles, mais
il existe bien des variantes. Par exemple, l'ajout de potasse et de plomb améliore la qualité
du verre, alors que l'introduction de cobalt, de soufre ou d'autres minéraux le colore. Pour
accélérer la fusion, on ajoute au mélange de matières premières du calcin, un déchet de verre.
Les ingrédients pour fabriquer le verre sont mélangés et fondus dans de grandes cuves chauffées
dans un four. Il s'agit de fours à pots (discontinus). Actuellement, il existe de nombreux types
de fours correspondant aux diverses productions. Le volume, la nature du chauffage et les
différentes parties de four sont choisis en fonction de la capacité de production et du produit
final.

Fours à pot (procédé discontinu)

brûleur verre fondu

verre
fondu~~:qff-

.-.ho.- "'.

(a) (b)

FIG. 1 - Principe du four à pot

Jusqu'à la première moitié du XIXème siècle, le verre était fondu dans des fours discon
tinus (four à pot Fig. 1). Dans un tel four, le verre fondu est contenu dans des pots de volume
égal à la production journalière. Ces fours fonctionnent selon un cycle de 24 heures: en effet le
pot chauffé est chargé le soir en matières premières afin que le verre fondu durant la nuit soit
prêt à être utilisé par le verrier le lendemain. Ce type de fours, destiné au cueillage manuel,
n'est plus utilisé aujourd'hui que dans des verreries artisanales et des cristalleries (telles que
les cristalleries de Baccarat) où les productions journalières sont faibles.

Fours continus

Dans la seconde moitié du XIXème siècle fut développé le premier four continu (Fig. 2) : le
four de Siemens-Martin. De nos jours, ce type du four est ajusté aux demandes spécifiques des
industriels du verre. Les matières premières sont chargées sans interruption à une extrémité du
four j le verre fondu est traité à l'autre extrémité. Le processus d'affinement (c.-à-d. évacuation

14



matière première
brûleurs

affineur conduite
de sortie

FIG. 2 - Coupe verticale d'un four continu

des gaz et des bulles) ainsi que l'homogénéisation de la température ont lieu dans le même
réservoir (le bain de verre). Le temps de résidence typique du verre est de 24 heures pour une
production de l'ordre de 250 tonnes de verre par jour.

Fonctionnement cl 'un four continu

Dimensions

Un four de verrier se compose du bain de verre et d'une superstructure (chambre de
combustion) (Fig. 3). Dans le bain, le verre est fondu, affiné et homogénéisé. La longueur
d'un tel réservoir se situe entre 8 et 50 m, pour une largeur entre 5 à 15 m et une profondeur
comprise entre 0.6 à 1.5 m. La hauteur de la chambre de combustion évolue selon la largeur
du four. Elle est comprise entre 1 et 2.5 m.

Bain et affineur

La matière première est déposée en amont du four (Fig. 2). Le passage à l'état vitreux
a lieu à haute température (entre 1600 et 2000 K) dans la première partie du four. Le verre
fondu s'écoule vers la sortie du bain en passant par une gorge qui le conduit vers l'affineur.
Dans cette partie du four, le verre est affiné et refroidi de 200 à 300 K par un soufRage d'air.
Dans les canaux d'évacuation, un refroidissement supplémentaire est souvent nécessaire.

Conduites

La cuve d'affinage est reliée par une ou plusieurs conduites aux machines de fabrication des
produits verriers. Le verre dans les canaux est utilisable à une viscosité et pour une homogé
néité thermique données. Ceci implique que les différences de température lors de l'écoulement
soient minimales. En outre, la capacité de refroidissement de ces conduites est conçue pour
un rendement maximum. Les canaux conducteurs sont faits de matériaux réfractaires (AZS

15



Introduction génémle

matière
cheminé première

W~~~:~urs

verre

régénérateur
"::::::':

......:::..

chambre de combustion

flamme

affineur

FIG. 3 - four continu

ou alumine) et mesurent en général 50 à 120 centimètres de large. Ils ont une profondeur
d'environ 30 centimètres et sont construits en pente pour permettre l'écoulement du verre
fondu.

Échangeurs de chaleur (régénérateurs)

L:::::;:;;=;::;:;~~jijio..l-ports du
régénérateurs

régénératcur

FIG. 4 - Four à flammes croisées FIG. 5 - Four à flammes parallèles

Pour augmenter l'efficacité des flammes dans le four, l'air de combustion est préchauffé

16



dans de grands régénérateurs qui utilisent la chaleur contenue dans les fumées. Les fours à ré
génération ont habituellement deux régénérateurs. Un régénérateur se compose de la chambre
de régénération où des briques réfractaires ont été empilées. Ces briques forment une construc
tion régulière avec des canaux où circulent alternativement les fumées puis l'air de combustion.
Les fumées traversent le régénérateur en cédant leur chaleur aux briques réfractaires qui la
restituent lors du passage de l'air de combustion qui est préchauffé de 1300 à 1500 K. Les
régénérateurs existent pour les four à flammes croisées (Fig. 4) et fours à flammes parallèles
(Fig. 5).

Fours à flammes croisées

Dans ces fours, les brûleurs sont situés le long des parois latérales perpendiculaires à l'entrée
et à la sortie de verre (Fig. 2, Fig. 4). ils sont destinés à la grande production.

Fours à flammes parallèles

Dans les fours à flammes parallèles (Fig. 5), le brûleur et les régénérateurs sont situés
en amont du four. Ils sont également nommés fours uniflammes. L'intérêt de ce type de four
réside dans leur compacité. Cela minimise les pertes de chaleur et donc la consommation de
l'énergie. En revanche, étant donné leur taille réduite, ils ne peuvent pas suivre les grandes
cadences de production.

Transfert de chaleur dans les fours verriers

Dans un four verrier, le transfert de chaleur se fait par le couplage de trois modes que
sont le rayonnement, la conduction et la convection. La non-homogénéité du rayonnement à la
surface du bain est due à la présence ou non des brûleurs dans la chambre de combustion. Elle
induit des gradients thermiques horizontaux qui sont responsables de la convection naturelle
dans le bain du verre. Ce mouvement favorise l'homogénéisation de la température et de la
matière. Ainsi, le contrôle des échanges radiatifs peut représenter une voie privilégiée pour
atteindre des conditions thermiques optimales dans un four verrier.

En raison des niveaux de températures auxquels le verre est traité, le rayonnement doit
être pris en considération si l'on veut connaître précisément la température ainsi que les
mouvements du verre dans le four dus aux effets thermocapillaire et thermogravitationnel. Bien
que la physique des échanges de chaleur par rayonnement soit maîtrisée depuis longtemps, les
solutions numériques restent difficiles à mettre en œuvre. Ce travail de thèse cherche à établir
des méthodes numériques adaptées à la complexité du problème.

L'augmentation des coûts énergétiques et la concurrence croissante entre les fabricants de
verre ont poussé ces derniers à rechercher des moyens d'optimisation de la production. Pour
réaliser une réduction de la dépense d'énergie, les usines modernes de fabrication du verre se
servent de fours à régénérateurs qui sont très performants énergiquement, mais nécessitent
des investissements lourds. Ces dernières années, les fours ont souvent été équipés de systèmes
de commande de rétroaction qui ajustent les paramètres du four en fonction de mesures de
la température du verre. En général, la mesure de la température du verre est faite dans
les conduites d'évacuation. L'inhomogénéité de la température, responsable de défauts sur les
produits finis, est souvent découverte dans cette zone. Pour réaliser des systèmes de commande
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fiables, on ne peut pas se fonder seulement sur l'expérience des opérateurs du four. Des modèles
de simulation sont nécessaires pour établir des corrélations entre la fusion du verre et les
paramètres du four (débit d'entrée de la matière première, débit de la masse fusionnée, intensité
de chaufage, ... ). Les critères économiques ne sont pas uniquement liés au coût de l'énergie
et au rendement de fours. Les coûts associés au rejet d'une partie de la production d'objets
manufacturés pour cause de défauts (bulles, fissures, ... ) sont aussi imputables à une mauvaise
gestion de la température du verre fondu à la sortie de four. Ainsi, un facteur important dans
la simulation de la production du verre est donc la connaissance précise de la distribution des
températures dans le four. Celle-ci a une grande influence sur divers paramètres, tels que la
viscosité et la composition chimique du produit.

Le calcul de la température du verre fondu est compliqué du fait de la nature semi
transparente de ce matériau dans la région infrarouge du spectre.

La qualité du verre est non seulement liée à la connaissance de la température du verre
dans toutes les parties du four mais aussi à l'affinage (élimination des bulles gazeuses) et à
l'homogénéisation de la masse vitreuse. Ces deux facteurs dépendent étroitement des courants
qui se créent dans le verre en fusion sous l'effet de la convection naturelle, thermocapillaire et
forcée. Ces courants ont un effet bénéfique si ils augmentent le temps de séjour du verre dans
le four, apportant plus de brassage et d'affinage. Cependant, si ils sont mal établis, ils peuvent
avoir un effet contraire en accélérant le passage du verre non affiné vers la sortie du four.

La visualisation expérimentale de tels courants dans le bain de verre, pour les fours en
fonctionnement, est complexe, coftteuse et souvent incompatible avec l'activité industrielle.
La modélisation, dans la mesure où elle permet la prévision des courants de verre fondu,
présente donc un très grand intérêt. Elle permet, notamment, d'optimiser à moindres frais les
dimensions du four.

Plan du travail

Le plan de ce mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons la simulation numérique des transferts de cha
leur par rayonnement et conduction. Nous exposons la résolution du problème radiatif par la
méthodes des volumes finis (MVF). La plus grande partie de ce chapitre est consacrée aux
schémas de discrétisation dédiés au transfert radiatif. Dans cette partie, nous exposons égale
ment un nouveau schéma de discrétisation. Ensuite, nous détaillons la résolution numérique
du transfert couplé conducto-radiatif. Enfin, en raison de la non-linéarité de l'équation de
l'énergie due à la présence de rayonnement, nous discutons une technique de linéarisation. Des
validations du notre schéma de discrétisation sont faites à chaque étape et comparées à des
solutions semi-analytiques. La comparaison de notre approche avec d'autres schémas évoqués
dans ce chapitre a été effectuée dans le second chapitre.

Ce chapitre 2 est consacré à l'application du modèle conducto-radiatif aux problèmes de
transfert de chaleur dans le verre, en particulier dans les fours verriers. Nous commençons par
la présentation du modèle physique: géométrie, conditions aux limites thermiques et radiatives
et propriétés physiques du verre. Les résultats de simulation numérique sont proposés pour
deux types de verres (verre clair et verre vert) et pour différentes géométries (l-D et 2-D).

Ces résultats sont comparés à ceux de la littérature obtenus avec: la solution intégrale
(SI), la Méthode des Ordonnées Discrètes (MOD) et le modèle de Rosseland (MR). Enfin, une
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étude de sensibilité des différentes approches utilisées par MVF conclut cette partie

Dans le chapitre 3, nous présentons la résolution numérique, par la MVF, des équations
de la mécanique des fluides (masse, quantité de mouvement et énergie) à travers la discréti
sation d'une équation générique de transport. Nous analysons également différentes relations
de fermeture utilisées avec la MVF. Étant donné les problèmes de stabilité et de convergence
de la MVF, avec certaines relations de fermeture, pour les écoulements à recirculations, nous
proposons une nouvelle formulation stable et rapide. Des validations et des comparaisons de
cette nouvelle formulation sont discutées dans le cas de la convection forcée avec un fluide
quelconque. Ce modèle est aussi testé dans les cas de la convection libre (thermogravitatio
nelle) et la convection thermocapillaire (prise en compte dans des mouvements de la surface
libre dus aux gradients de température). Enfin, nous abordons l'interaction de la convection
naturelle et du rayonnement à travers le couplage des deux modèles.

Le chapitre 4 est dédié au couplage des modèles convectif et radiatif, pour étudier les trans
ferts de chaleur et de masse dans un four verrier. Tout d'abord, nous montrons les faiblesses du
modèle de Rosseland standard ainsi que de la version corrigée de Howel et Goldstein pour si
muler le transfert de chaleur dans le verre fondu. A l'issue de cette analyse, nous proposons une
version modifiée du modèle de Rosseland (MRM) capable de mieux simuler les phénomènes
physiques à l'interface semi-transparente. Le reste de l'étude est consacré à l'emploi de ces
méthodes (MVF et MRM) pour modéliser les échanges de chaleur couplés avec la dynamique
du bain de verre soumis à diverses conditions aux limites.
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Chapitre 1

Méthode des Volumes Finis appliquée
aux transferts conducto-radiatifs

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la résolution numérique des problèmes de transfert radiatif et
conductif dans un milieu quelconque. Dans un premier temps, nous exposons l'équation du
transfert radiatif ainsi que les méthodes de résolution numérique dédiées aux problèmes radia
tifs. A l'issue d'une synthèse de diverses approches, notre choix s'est porté sur la Méthode des
Volumes Finis (MVF) que nous exposons en détail dans ce chapitre. Nous présentons égale
ment une nouvelle relation de fermeture qui sera validée avec des solutions semi-analytiques. La
seconde partie de ce premier chapitre évoque le couplage du rayonnement et de la conduction
à travers l'équation de conservation de l'énergie.

1.2 Équation du Transfert Radiatif

L'équation qui définit les échanges par rayonnement est l'Équation du Transfert Radiatif.
Elle caractérise les phénomènes de renforcement et d'atténuation le long d'un volume de
contrôle de longueur ds dans un angle solide dO (Fig. 1.1).

FIG. 1.1 - Volume de contrôle d'un milieu semi-transparent

Elle s'écrit sous la forme suivante en régime permanent:

dL>. (s, fi) -< 2 0 --<

ds = -(3>.L>.(s, 0) + n>. 11:>.L>. (T) + a>.L>. (s, 0)
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avec:
(1.2)

(1.5)

(1.8)

(1.9)

et :

dL),j;'O) = O. VL),(s, 0) (1.3)

Le renforcement du rayonnement est dû à l'émission propre du milieu et à la diffusion
dans la direction considérée. L'atténuation est provoquée par l'absorption le long du chemin
parcouru et par la diffusion dans les autres directions. L), représente le gain par diffusion
dans la direction de propagation 0 considérée du fait des contributions de toutes les autres
directions n' :

L),(s, 0) = 4
1

( L),(s, n')cp),(n', O)dn' (1.4)
1f Jn=41r

avec cp), (n', 0) qui est la fonction de phase de diffusion; elle définit la probabilité de diffuser
un rayonnement dans une direction 0 donnée compte tenu de la présence d'un rayonnement
incident dans la direction n'.

Par ailleurs, L~ (T) est la luminance monochromatique du corps noir à la température Ti
elle s'exprime selon la loi de Planck :

L~(T) = [(~) ]>.5 e >'T -1

où Cl = 1.9088.10-16 Wm-2sr-1j.tm-1 et C2 = 14.388j.tmK j dans le cas présent on exprime
>. en j.tm. L'ETR écrite sous sa forme réduite est une équation différentielle simple:

dL), (s, 0) -+ -+

ds = -(3>,L),(s, n) + R),(s, n) (1.6)

Nous définissons R)" la fonction source de l'ETR, d'après les éq. (1.1) et (1.6), R), :

2 0 -R), = n),f'i,),L), (T) + fJ),L), (1.7)

Les matériaux que nous étudions sont non gris, c'est-à-dire que leurs propriétés optiques
évoluent avec la longueur d'onde. Nous devons résoudre l'ETR sur un nombre donné de bandes
spectrales, caractéristiques du problème considéré. L'intégration des grandeurs radiatives sur
l'ensemble des longueurs d'onde nous donne les grandeurs totales.

Par ailleurs, comme nous le verrons dans la suite de ce mémoire, le couplage de l'ETR
et de l'équation de conservation de l'énergie se fait à l'aide d'une grandeur appelée terme
source radiatif Sr. Cette grandeur caractérise, en un point de l'espace, la différence entre le
rayonnement émis et le rayonnement absorbé dans toutes les directions de propagation et pour
l'ensemble des longueurs d'onde:

Sr = 1:0 f'i,), [41fn~L~(T(s)) - L=41r L),(s, O)dn] d>'

Ce terme source est aussi défini comme la divergence du flux radiatif Sr = - Vq-;'. Ce
flux (q-;') est quant à lui donné par l'intégration de la luminance, en un point, sur toutes les
directions de l'espace et toutes les longueurs d'onde:

q-;' = {OO { L),(s,O)Odnd>'
J),=o Jn=41r
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Les bases de la théorie radiative étant posées, nous allons discuter de la discrétisation de ces
équations par la MVF. Afin d'alléger l'écriture des équations discrétisées dans les paragraphes
suivants, nous omettons volontairement l'indice>' (notamment dans l'éq. 1.6). Nous allons
raisonner sur l'équation suivante, et proposer plusieurs relations de fermeture nécessaires à la
résolution numérique de l'ETR :

dL~; fi) = -f3L(s, fi) + R(s, fi)

1.3 Méthodes numériques

(1.10)

Les premiers travaux modernes sur les échanges de chaleur par rayonnement sont attri
buables à Max Planck. Au cours des années qui suivirent, cette théorie a été développée par
de nombreux chercheurs et a trouvé de nombreuses applications en astrophysique. Longtemps
abordée de manière simplifiée dans les problèmes d'ingénierie du fait de sa complexité, elle
connaît depuis 20 ans de nouveaux développements grâce aux progrès de l'informatique. Nous
allons présenter, en bref, quelques-unes des méthodes numériques qui ont été couramment
employées dans les modélisations des procédés verriers.

1.3.1 Approximation de diffusion

La méthode la plus largement appliquée dans l'industrie du verre est l'approximation
de Rosseland, également connue sous le nom "d'approximation de diffusion". Rosseland, un
astrophysicien, a exposé cette méthode en 1936 [1] en étudiant le transfert radiatif. Cette
méthode est très simple à mettre en application. Elle peut être appliquée avec succès à la
modélisation du rayonnement dans le verre si certaines conditions sont satisfaites. La première
condition concerne l'épaisseur optique. Elle stipule que l'objet doit être optiquement épais;
la seconde condition implique que les calculs doivent être menés loin des frontières du milieu.
Malheureusement, c'est souvent dans ces endroits que l'on souhaite connaître avec exactitude
la distribution de la température. Ce sont les régions qui ont, en général, les gradients de
température les plus importants. Dans le cas des fours verriers, Lee et Viskanta [2, 3] ont
montré que le modèle de Rosseland peut prédire des températures fortement sous-estimées
(250 K) à proximité des frontières. Les travaux de Howell et Goldstein [4] ainsi que ceux de
Deissler [5] ont proposé une amélioration des conditions aux limites utilisées par le Modèle
de Rosseland (MR). Ces modifications ont montré leurs limites en terme d'exactitude des
résultats pour les simulations du transfert radiatif dans les fours verriers [6, 7].

Ceci implique que des méthodes réduites ne peuvent pas être employées pour résoudre
l'Équation de Transfert Radiatif (ETR) dans un tel milieu. Ainsi la résolution de l'ETR est
nécessaire pour modéliser finement toutes les interactions. La plupart des modèles précis pour
le rayonnement sont basés sur le calcul de la luminance.

1.3.2 Méthodes du tracé de rayons et de Monte Carlo

Dans la méthode du tracé de rayons, désignée également sous le nom du Méthode des
Transferts Discrets (MTD) [8, 9, 10], l'ETR est résolue selon des rayons choisis pour un
nombre prédéfini de directions. Les rayons construits traversent le milieu. Les inconvénients
majeurs de cette méthode sont : le calcul du flux radiatif dans le milieu et la prise en compte
de frontières réfléchissantes avec peu de rayons [9, 10]. Il faut en effet augmenter le nombre de
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rayons, donc le temps de calcul, pour obtenir des résultats convenables. La méthode de Monte
Carlo [11] peut être placée dans la même classe d'approche numérique du transfert radiatif.
Elle est semblable à la MTD, mais les directions des rayons sont choisies aléatoirement et
elle s'attache au suivi de paquets d'énergie. Ceci fait que cette méthode est appropriée à la
simulation réaliste des phénomènes radiatifs. Son inconvénient majeur réside dans le temps de
calcul; un échantillonnage important est nécessaire pour les calculs statistiques.

1.3.3 Approximation PN

D'autres approches permettent d'éliminer les variables directionnelles afin de remplacer
l'ETR par un système d'équations aux. dérivées partielles. Ces techniques sont basées sur
le développement de la luminance sur une base normée et orthogonale : les Harmoniques
Sphèriques [12]. Théoriquement, cette base est de dimension infinie, mais à cause de la com
plexité du développement, dans la pratique, on est limité aux. premiers ordres. Le développe
ment de la luminance sur N termes est connue sous le nom d'approximation PN. Pour des
raisons de simplicité, les approches Pl et P3 sont les plus utilisées. Ces méthodes présentent
des faiblesses lors de la prise en compte des frontières réfléchissantes et sont mises en dé
faut pour les problèmes où intervient le rayonnement collimaté. L'accroissement de l'ordre N
améliore les résultats; toutefois, la complexité et la durée des calculs sont alors un frein à
l'utilisation de cette technique.

1.3.4 Méthodes des Ordonnées Discrètes et des Volumes Finis

Une autre classe d'approche est basée sur la discrétisation de l'espace directionnel et sur
un nombre fini d'angles solides, à l'intérieur desquels on définit une direction moyenne de pro
pagation du rayonnement. L'ETR est résolue comme une simple équation de transport dans
chaque direction. Le calcul du flux. radiatif se fait par intégration numérique de la luminance
sur toutes les directions. Chandrasekhar [13] est le premier à avoir proposé la Méthode des Or
données Discrètes (MOD) en 1950. Cette technique est largement utilisée grâ.ce à sa simplicité
et son exactitude. Son défaut majeur est relatif aux. problèmes de "fausse diffusion" (diffusion
numérique) qui altèrent les calculs dans certains cas. Le choix des relations de fermeture en
est généralement la cause. Dans le cas des fours verriers, Lee et Viskanta [2, 3] ont montré que
cette source d'imprécision peut conduire à l'obtention de températures surestimées.

Récemment, une méthode semblable a été exposée par Raithby et Chui [14]. Il s'agit de la
Méthode des Volumes Finis (MVF) adaptée au transfert radiatif. Cette dernière a connu un
très grand succès au cours des deux. dernières décennies. Elle est conservative et la quadrature
angulaire peut être choisie de manière à privilégier certaines directions de propagation du
rayonnement. Cette méthode est aussi assujettie à l'inconvénient de la fausse diffusion. Tou
tefois, ce phénomène peut être minoré en utilisant des relations de fermeture bien adaptées
au transfert radiatif comme nous le verrons pour le verre à haute température (chapitre 2).

1.4 Méthode des Volumes Finis (MVF)

La résolution des transferts de chaleur par rayonnement à l'aide de la méthode des vo
lumes finis est relativement récente. Cette méthode appliquée aux. échanges radiatifs a été
développée par G.D. Raithby [14]. Elle présente différents avantages que nous allons évoquer.
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(1.11)

1.4. Méthode des Volumes Finis (MVF)

L'intérêt majeur de cette technique de résolution de l'ETR réside dans le fait qu'elle peut être
utilisée sur le même maillage que celui choisi pour caractériser un écoulement (résolution des
équations de Navier-Stokes). On conserve ainsi la même discrétisation spatiale pour l'équation
de conservation de l'énergie, pour l'équation de la quantité de mouvement, pour l'équation du
transfert de masse et pour tout autre mode d'échange thermique. Un autre point important
qu'il convient de noter est que cette technique de résolution est conservative; elle assure pour
chaque composante discrète de la luminance un bilan exact. Il en va de même pour le calcul
des flux.

La Méthode des Volumes Finis appliquée à l'ETR implique le calcul de la luminance au
centre P d'un volume de contrôle. Pour cela, il faut connaître les luminances aux frontières
de ce volume. Le calcul de la luminance au centre de la maille sera réalisé dans une direction
et à une longueur d'onde donnée. Dans la pratique, la mise en ouvre de cette approche est
semblable à celle de la Méthode des Ordonnées Discrètes (MOD). D'ailleurs, pour un problème
radiatif pur, l'approche numérique est identique.

1.4.1 Discrétisation spatiale

A présent, nous allons discuter de la discrétisation de l'ETR en vue de sa résolution nu
mérique. En effet, les problèmes nous intéressant ne possèdent pas de solutions analytiques.
Diverses techniques permettant cette discrétisation existent; l'approche que nous privilégions
est celle des Volumes Finis. La MVF implique l'intégration de l'ETR; nous allons détailler les
différentes étapes du calcul. Nous considérons, lors des développements suivants, la discréti
sation spatiale décrite à la figure 1.2.

A
: s, :, , .

......~ ::.•.............•............•.....................
S'Y: S: SE:

FIG. 1.2 - Volume de contrôle

L'application de la MVF à l'ETR conduit à une équation intégrale de la luminance au
point P. Nous réalisons l'intégration de l'éq. (1.10) sur le volume de contrôle Vp (autour du
point P), dans l'angle solide élémentaire dO. pour la direction de propagation du rayonnement
0:

{ {O.~L(s,O)dVdn= { {(-,BL(s,O)+R(s,O))dVdn
Jt:.n JVp Jt:.n Jvp

L'application du théorème de la divergence (théorème d'Ostrogradsky) au premier membre
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de l'éq. 1.11 permet de transformer l'intégrale de volume en une intégrale de surface sur les
frontières de la maille considérée :

(1.12)

Ai et Vp représentent respectivement les surfaces frontières et le volume de contrôle entourant
P. Ainsi, Li(O) est la luminance à la frontière i et Lp(O) la luminance au centre de la cellule
dans la direction O. Cette équation exprime simplement le bilan radiatif dans le volume de
contrôle, pour l'angle solide dO.. Le membre de gauche traduit les flux entrant et sortant aux
limites de la maille; le terme de droite est relatif à la production et à la dissipation d'énergie
dans cette maille.

L'espace entourant le point P est découpé en faisceaux d'angles solides discrets .6.nm et
vérifie notamment les moments d'ordre zéro, un et deux. Nous reviendrons plus en détail sur
la discrétisation angulaire dans le paragraphe suivant :

Nd.

Momment d'ordre 0 <::} L .6.nm = 41r
m=l

Nd.

Momment d'ordre 1 <::} L n m.6.nm = 0
m=l

Nd.

Momment d'ordre 2 <::} L nmnm.6.nm = 4;
m=l

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Le second membre de la relation (1.12) est approché par les valeurs au centre de la maille:

Dans le cas de la discrétisation bidimensionnelle du problème radiatif, le volume de contrôle
Vp devient la surface Sp de la maille. Les surfaces frontières Ai (i = n,e,s,w) entourant Vp
sont alors décrites par les longueurs li de chacune des faces de Sp. L'intégration de l'équation
(1.12) donne pour le premier membre, à chaque frontière:

(1.16)

(1.18)

(1.17)

(1.19)

r r (-,BLp(O) +Rp(O))dVdO. = (-,BL~ + R~)Vp.6.nm11lnm lvp
Au final, la forme intégrée puis discrétisée de l'ETR (1.12) devient:

L Qi = (-,BL~ +R~)Vp.6.nm
i=n,e,s,w
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Qi représente la puissance rayonnée qui traverse la surface Ai suivant la direction nm dans
l'angle solide .6.nm. Dans le cas d'une maille de petites dimensions, on suppose que le vecteur
normal à la surface ni reste orienté dans la même direction sur toute la longueur de la frontière;
l'intégration sur Ai donne:
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1.4.2 Discrétisation angulaire

Comme on vient de le voir, l'ETR (1.1) est une équation directionnelle; la luminance
et ses variations sont définies en un point de l'espace s, pour une direction n. Par ailleurs,
l'expression générale de l'ETR comprend une intégrale liée au renforcement par diffusion.
Aussi, lors d'une approche numérique, la discrétisation angulaire est nécessaire pour plusieurs
raisons. En premier lieu, elle permet de fixer des directions spécifiques pour lesquelles le calcul
de la luminance sera réalisé. A chaque direction est associé un poids angulaire, le tout vérifiant
les moments d'ordres zéro, un et deux (1.13). De plus, en présence de diffusion, la discrétisation
angulaire permet la transformation de l'intégrale L>.(s, fi) en une somme sur un nombre de
directions fixé Nd, soit:

Nd1 j(n)dn -+ :L f(nm)~nm
411" m=l

(1.20)

Donc, l'écriture et la manipulation de l'ETR nécessitent une décomposition angulaire per
mettant de repérer la direction de propagation du rayonnement fi. Dans un repère cartésien,
le vecteur directeur fi est défini par l'angle polaire (J et l'angle azimutal cp (Fig. 1.3). ous
considérons dans la suite de ce paragraphe les grandeurs angulaires discrètes sans l'exposant
m afin d'alléger les expressions.

z

x

FIG. 1.3 - Discrétisation angulaire

On peut écrire en projetant selon les trois directions de l'espace:

fi = sin (J cos cp e-; + sin (J sin cp e-; + cos (J e-; (1.21 )

La discrétisation angulaire utilisée dans notre étude a été reprise d'après le modèle employé
par G.D. Raithby et KH. Chui [14, 15] afin de valider simplement notre approche par la MVF.
L'espace angulaire (41fsr) est subdivisé en Nep xNu = Nd angles solides. La figure 1.3 présente le
schéma de discrétisation angulaire à pas constants (~cp, ~(J). Nous pouvons aussi utiliser une
discrétisation angulaire à pas variables ou même une des quadratures angulaires généralement
mises en œuvre avec la Méthode aux Ordonnées Discrètes j ce sont les quadratures:

- SN,
- DCTN,
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- LCN, ...

Pour de plus amples informations concernant ces quadratures angulaires et leur efficacité,
l'article de R. Koch et R. Becker [16] donne de nombreuses informations. Les cosinus directeurs
et les poids considérés pour différentes quadratures angulaires utilisées lors des calculs seront
détaillés dans l'annexe § A. Dans le cadre d'études de sensibilité, nous avons utilisé certaines
de ces quadratures.

1.4.3 Discrétisation spectrale

De même que l'on choisit un ensemble de directions et de poids angulaires pour résoudre
l'ETR, la nature spectrale de la plupart des milieux que nous sommes amenés à étudier néces
site une discrétisation selon la longueur d'onde. En fonction de la nature de ces milieux (gaz,
solides, ...) différentes approches sont envisageables. Parmi celles-ci, une liste non exhaustive
peut être établie :

- milieu gris,
- discrétisation par bande (régulières ou non),
- modèle ck, ...
Dans le cadre de cette étude (verre), une discrétisation par bande se révèle être satisfai

sante. Nous montrerons dans le chapitre suivant que des matériaux tels que les verres peuvent
être simplement caractérisés par une telle approche dans leurs zones de transparence. Les
quadratures spectrales utilisées pour les verres sont décrites en annexe § B.

1.5 Relations de fermetures

1.5.1 Approximation STEP
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FIG. 1.4 - Approximation STEP
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L'utilisation de cette relation de fermeture est classique dans le domaine des méthodes
numériques. Différents auteurs, notamment M. Kim [17] et G.D. Raithby [18], ont utilisé ce
schéma pour résoudre l'ETR par la Méthode des Volumes Finis. Pour une direction donnée de
propagation du rayonnement, les luminances sur les faces en aval du point P sont approchées
par la luminance au centre de la maille, les luminances sur les faces en amont du point P par
les luminances nodales calculées en amont. Dans le cas schématisé figure 1.4, nous connaissons
les luminances aux nœuds Sud (S) et Ouest (W) j les luminances sur chaque face du volume
de contrôle sont :



Lr;;: = Lr; = Lrp

L': = L'S
L: = LWr

1.5. Relations de fermetures

(1.22)

(1.23)

(1.24)

Dans ce cas, le flux qui traverse la surface Ai suivant la direction om dans l'angle solide
.6.0m , s'écrit, conformément à la relation (1.17) :

avec:

Ci = { (O. ni)dOJorn
Dans le cas d'un maillage cartésien, on note que:

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

D'après les éq. 1.26, 1.29 et 1.30, nous remarquons que les grandeurs Ci
m sont en fait

l'équivalent de cosinus directeurs pondérés de l'élément d'angle solide associé aux directions
m. Elles vérifient :

et :

cm = _Cm = Cmn 8 y

cm = _cm = cm
e w x

(1.31 )

(1.32)

Nous remplaçons les différents Qr (i = e, s, w, n) par leurs expressions j l'ETR intégrée et
discrétisée (1.19) est alors écrite sous la forme suivante:

(1.33)

(1.34)

Nous introduisons les relations de fermeture (1.22), (1.23) et (1.24) dans l'équation précé
dente (1.33). On établit alors la relation qui donne la luminance au point P en fonction des
grandeurs connues (luminances aux nœuds Set W dans le cas présent) :

.6.yCmLm + .6.xCmLm + R m.6.0m v:Lm _ x W y S p p
P - tlyC!JL + tlxC;: + ,BVp.6.0m

Cette relation est similaire à celle qui donne la luminance au point P par la MaD quand on
utilise le schéma STEP. Cette approximation est souvent utilisée, pas uniquement du fait de
sa simplicité, mais aussi car elle garantit que les luminances calculées sont positives. D'autres
alternatives à l'approximation STEP existent. Les plus connues et fonctionnant sur le même
principe sont les schémas: Diamant et Pondéré (ou Positif).

Avec le schéma Diamant, la luminance au centre de la maille est la moyenne de ses valeurs
n et s ou w et e. Des valeurs négatives de la luminance peuvent être obtenues, notamment
dans le cas de milieux optiquement épais. Cette approximation donne des résultats réalistes
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pour une discrétisation spatiale très fine ou lorsque la variation de la fonction source de l'ETR
est non significative (milieu optiquement mince ou isotherme).

Les schémas Pondérés fonctionnent sur le principe d'une "moyenne décalée" privilégiant un
des côtés (Nord ou Sud, Est ou Ouest). Les coefficients de pondérations peuvent dépendre des
propriétés optiques du milieu et de la valeur des cosinus directeurs. C'est notamment le cas des
coefficients proposés par B.G. Carlson et K.D. Lathrop [19]. Les schémas Pondérés fonctionnent
bien dans le cas de milieux optiquement minces ainsi que pour les milieux faiblement diffusants.

1.5.2 Approximation Exponentielle

Le schéma explicité précédemment converge pour un maillage fin et garantit la positivité
des luminances. Toutefois, il peut générer de "la fausse diffusion" (ou diffusion numérique)
et altérer les résultats du calcul. On entend par "fausse diffusion" le fait que, dans certaines
directions de propagation du rayonnement, les grandeurs calculées sont généralement suresti
mées. Kim Il-Kyoung [20] a récemment exposé les conséquences de l'utilisation de tels schémas
lors du calcul de la luminance par la MOD. Afin de remédier au problème de la diffusion nu
mérique, Kim Il-Kyoung propose un schéma dit "hybride". Dans une étude comparative des
différentes relations de fermeture, l'auteur montre notamment que le schéma STEP fausse le
calcul de la luminance j il diffuse le rayonnement même pour un milieu purement absorbant.

Afin de contourner ce problème, une approche plus physique de la propagation du rayon
nement dans le volume de contrôle a été suggérée par Chai [21]. Il propose de calculer la lu
minance sur les faces en aval du centre du volume de contrôle à partir des grandeurs connues
sur les faces en amont. Ce calcul consiste à résoudre l'ETR selon la direction de propagation
du rayonnement. L'intégration de l'ETR se fait à partir de l'entrée du rayon lumineux dans
le volume de contrôle au point u (Fig. 1.5) jusqu'à sa sortie au point e (sur notre schéma).
Entre u et e, les grandeurs radiatives sont supposées constantes et égales à leurs valeurs en
P, centre du volume de contrôle. Cette approximation est caractéristique de la Méthode des
Volumes Finis. En effet, avec cette technique, on suppose que toutes les grandeurs physiques
sont constantes à l'intérieur de la maille et peuvent être exprimées au centre de celle-ci. Par
exemple, dans les codes de CFD (Computational Fluid Dynamics), la pression du fluide est
supposée constante dans la maille et donnée en son centre.

w E

FIG. 1.5 - Approximation Exponentielle

Nous utilisons à nouveau l'ETR sous sa forme réduite (1.10) avec un rayonnement se pro
pageant dans la direction m. Il est entendu que nous nous affranchissons toujours de l'écriture
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de l'indice À afin d'alléger le développement des équations:

dLjJ _ RmLm R m
~ - -IJ P + P

1.5. Relations de fermetures

(1.35)

Dans le cas d'un milieu absorbant et diffusant, la luminance au centre de la maille dans
une direction donnée apparaît au sein de la fonction source RjJ. Afin de pouvoir intégrer
simplement la luminance dans l'équation précédente (1.35), J .C. Chai modifie le coefficient
d'extinction et la fonction source de PETR. Il propose de soustraire la luminance LjJ à la
fonction source de PETR, RjJ devient R~. On définit alors un nouveau coefficient d'extinction
f3J:. Il est donc possible d'écrire:

et :
M

I:

(1.36)

(1.37)

Pour calculer la luminance au point e (Fig. 1.5), on intègre PETR (1.35) le long du chemin
parcouru par le rayonnement dans la direction nm . La distance qui sépare u de e est d;'.
La résolution de l'équation différentielle (1.35) est classique. Nous supposons que L:r = LjJ
comme condition initiale de l'équation différentielle. Nous obtenons ainsi la luminance au point
e en fonction des grandeurs définies au préalable :

(1.38)

Nous remplaçons V;:,L";",L": et L~ par leurs expressions dans l'équation (1.33), qui de
vient:

avec:

et :

mLm mLm + mLm + bmap p = as S aw W p

ar; = -AyC;:e-(~;:)s~

aW- = -AxC:e-(~:;')wcr,:,'

am = A Cme-(~:;')s~ + A cme-(~:;')wcr,:,' + (Rm) Vp.6.nm
p y y x x IJa P

(1.39)

(1.40)

(1.41 )

(1.42)

b;- (R:)p Vp.6.nm - (;;) p AyC;:(1- e(-~:;')p~)

- (;;) p AxC:(1- e(-~:;')pd~)+ (;;)w AxC:(1- e(-~:;')wcr,:,')

- (;;) s AyC;:(1- e(-~;:)s~) (1.43)

Globalement, on obtient un système d'équations linéaires pouvant se mettre sous la forme
générale [A] x (L) = (B). [A] est une matrice tridiagonale contenant les termes ajJ, ar; et
aW-, (L) un vecteur contenant les luminances nodales et (B) le vecteur solution. Ce type de
système peut être résolu de différentes manières. Cependant, le terme solution b~ peut être

31



(1.45)
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négatif et donner lieu à l'obtention de luminances négatives au centre de la maille. Afin d'éviter
ce phénomène, J.C. Chai [21] propose de réécrire les termes arp et brp comme l'a suggéré S.V.
Patankar [22]. On extrait du vecteur solution b~ les deux composantes données au point P et
on les ajoute au terme diagonal a~ de la matrice (on veille à diviser par la luminance en P,
calculée à l'itération précédente, afin de rester homogène) :

arp = (f3;:") p vp~nm + A yC;:e(/3:;')scI:' + A:z:C~e(P:;')w~

(!J?-) p [AyC~(l - e(-P:;')p~) + A:z:C~(l- e(-P:;')p~)]
+ Lm* (1.44)

p

et :

b;- - (R~)p vp~nm - (;~)w A:z:C~(l- e(-P:;')w~)

- (;~) s A yC;:(l- e(-P:;')scI:')

avec L~* la luminance au centre calculée à l'itération précédente.

Bien que la formulation mathématique de cette approche reste simple, elle donne générale
ment des résultats plus précis que ceux obtenus à l'aide de l'approximation STEP. D'ailleurs,
si l'on suppose une épaisseur optique faible (milieu transparent), on retrouve le schéma STEP.
TI est en effet simple de vérifier que dans le cas où: f3J: -+ 0, on a: e-P:;'df' -+ 1, les expressions
1.39, 1.40, 1.41 et 1.42 se simplifient et on retrouve l'éq. 1.34.

Par ailleurs, l'approximation exponentielle ne demande aucune interpolation j la valeur
initiale u est prise égale à celle au centre P du volume de contrôle. Toutefois, elle néglige
la variation physique des grandeurs radiatives le long du chemin optique parcouru par le
rayonnement. Cette hypothèse peut avoir une incidence importante dans le cas où le milieu
est très absorbant ou lorsque la variation de température est grande.

1.5.3 Approximation Exponentielle Modifiée

G.D. Raithby et KR. Chui [14] ont proposé un schéma plus complet tenant compte de
la variation des grandeurs radiatives (luminance et fonction source de l'ETR) à l'intérieur du
volume de contrôle. Afin d'approcher les luminances aux frontières de la maille, ils supposent
une variation linéaire de la fonction source de l'ETR. Celle-ci est remplacée par son dévelop
pement limité, tronqué au premier ordre, autour du point où l'on veut calculer la luminance.
Cette approche donne des résultats souvent plus précis que ceux obtenus par les méthodes
exposées précédemment. Cette amélioration est en grande partie due à la prise en compte de
la variation des grandeurs radiatives le long du chemin optique. La figure 1.6 permet d'illustrer
cette approche.

Nous exprimons dans les calculs suivants la fonction source pour le point e en fonction de
sa dérivée:

Rm= Rr: + (s - se) (a~m) e (1.46)

La luminance au point e est obtenue en intégrant l'ETR, explicitée précédemment (1.35),
écrite sous la forme suivante :

(1.47)
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(1.48)

(1.49)

1.5. Relations de fermetures

FIG. 1.6 - Approximation Exponentielle Modifiée

Le calcul se fait à partir de la dernière intersection Ui du rayon lumineux avec un segment
qui lie deux nœuds jusqu'au point considéré. Par exemple, pour calculer la luminance au point
e on intègre l'ETR (1.47) entre les points U e et e. Dans ce cas, L~ est écrite sous la forme
suivante:

Lm = Lme-~':'crr: + R~(l_ e-P':'crr:) _ [1- e-~':'crr:(l + ~mtI'!")] (8Rm/8s)e
e U e (3';" f-'e e ((3';") 2

Cette équation peut encore s'exprimer sous forme vectorielle; nous utilisons cette écriture
pour le calcul du flux radiatif :

Lm = Lm e-~':'crr: + R~ (1 _ e-~':'crr:) _ [1- e-~':'crr:(1 + ~mtI'!")] VRmle . fi
e Ue (3tt f-'e e ((3';")2

Les valeurs de L~, et indirectement de R~ dans le cas de milieux diffusants, sont obtenues
par interpolation linéaire entre les points nodaux. Pour les directions des x et y positives
illustrées sur la figure 1.6, on écrit:

L~ = fP-e L 7J + fs-eL'S,

L:' = fP-n L7J + fw-nLw,

L~ = fsw-sL'Sw + fw-sL'S,

L~UI = fW-wLw+ fsw-wL'Sw,

f m +fm -1P-e S-e-

fP'-n + fW-n = 1

fsw-s + fw-s = 1

fw-w + fsw-w = 1 (1.50)

Les coefficients ft sont de type barycentriques; les grandeurs R~ s'expriment de la même
manière.

Connaissant les luminances L~ sur chaque face, on peut déterminer les flux radiatifs
conformément à la relation 1.17. Nous allons exprimer ces flux à chaque frontière du volume
de contrôle, et, comme nous l'y autorise la MVF, exprimer la luminance au centre de la maille.
Dans le cas présent, nous écrivons pour la limite Est :

Qm A l m(nm .... )dr'l m m cm m m 8Rml m 8Rmle = x Le H • nx H = Fe LUe + e Re - H ex -8 - H ey -8
nm X e y e

avec:

(1.51)

(1.52)

(1.53)

33



Chapitre 1. Méthode des Volumes Finis appliquée aux transferts conducto-radiatifs

et :

(1.54)

(1.55)

N~ (1.56)

(1.57)

(1.58)

De la même façon, les flux aux points n, s et w sont donnés par:

(1.59)

(1.60)

(1.61)

Nous remplaçons les luminances L~ (i = e, 5, w, n) par leurs expressions (1.50) dans les
relations donnant les flux Qr (i = e, s, w, n). Nous injectons ces derniers dans l'éq. 1.19; on
obtient alors l'équation qui donne la luminance au centre de volume de contrôle Vp qui ne
dépend que des luminances Sud, Ouest et Sud - Ouest pour la direction considérée (om tel
que (Qm . n~) > 0 et (Qm . n-;) > 0) :

soit encore :

avec:

34

(-f3L7J + R7J)Vp~om = (Qr: +Q~ +Q~ +Q~)

mLm mLm + mLm + m Lm +bm
ap p = as S aw W asw sw p

a7J = fP'-nF;t + fP'-eF;'" +f3;Vp~om

asw = - fsw-wF;: - fsw _sF;'"
m fm pm fm pmas = S-e e - W -s s

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)
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1

et :

m fm Fm fm Fmaw = W -w w - W -w w (1.67)

(1.68)

La formulation mathématique de cette approche est plus complexe que celle décrite dans
les deux schémas précédents, notamment en raison des interpolations qu'il est nécessaire de
faire pour chaque direction afin de calculer les luminances L~. Pour un maillage Cartésien
simple (mailles rectangulaires), nous calculons la dérivée de la fonction source radiative à
l'ordre deux. En revanche, pour un maillage non uniforme, les calculs sont plus complexes et
arrêtés au premier ordre.

1.5.4 Approximation Exponentielle à Température Linéarisée (MELT)

Comme nous l'avons évoqué précédemment, les relations de fermetures de l'ETR sont plus
ou moins complexes selon l'approximation réalisée. Aussi, elles peuvent donner des résultats
différents selon la nature du problème considéré. Dans le cas de bains de verre, la littérature
montre que le champ de températures est en général stratifié [2,3,23], c'est-à-dire que, loin des
frontières, la température évolue de façon linéaire. Si l'on considère un milieu gris purement
absorbant où la température varie linéairement, d'après la loi de Stefan Boltzman, la fonction
source R de l'ETR varie en puissance quatre. Dans ce cas, les hypothèses: R constant (schéma
Exponentiel) ou R variant linéairement (schéma Exponentiel Modifié) sont souvent loin d'être
justifiées.

Dans le cas d'un milieu optiquement épais, le couplage du rayonnement et de la conduction
tend à linéariser le champ de températures, la conduction représentant une part non négligeable
du transfert de chaleur. Il faut aussi noter que l'on observe de très faibles variations de la
conductivité en fonction de la température pour les verres; ceci permet en partie de valider
l'évolution quasi linéaire de T comme nous le verrons dans le chapitre suivant. Enfin, la prise
en compte des mouvement convectifs du bain renforce le phénomène de stratification de la
température.

Pour ces raisons et du fait de la difficulté à calculer '\7R): sur un maillage non uniforme,
nous avons développé une nouvelle approche qui nous permet, même avec un maillage peu
dense, de trouver des résultats satisfaisants. Le principe de la méthode est le suivant : nous
décomposons la fonction source de l'ETR selon sa partie "émission propre" : l'l:L~(T(s))) et
selon sa contribution "diffusive" : O"Y;;:. Dans le cas présent, nous utilisons les grandeurs
spectrales, étant donné que la luminance du corps noir évolue de façon spécifique avec la
température. On a donc:

dL): (3mLm Rm (3mLm mLO (T) m--;--TnL
~ = - >. + >. = - >. >. + l'l:>. >. + 0" >. (1.69)
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On conserve le formalisme décrit figure 1.6. Dans ce cas, la luminance au point e est donnée
par l'intégration de l'ETR entre les points U e et e :

Le calcul des intégrales A~ et D~ nécessite les valeurs de L~(T(s)) et Lr(s) en fonction
de s. La variable s représente l'abscisse curviligne le long du chemin optique parcouru par le
rayonnement entre les points U e et e. Nous supposons une variation linéaire de la température
entre ces points qui s'exprime:

(1.71)

Tu et Te sont obtenus par interpolation linéaire avec les valeurs des nœuds voisins. Nous
remplaçons la température par son expression 1.71 lors de l'écriture de la luminance du corps
noir. A~ devient pour une longueur d'onde donnée:

(1.72)

Cette intégrale est calculée par la méthode de Gauss, qui utilise des points non réguliè
rement espacés et convenablement choisis [24, 25]. Cette méthode peut être utilisée lorsque
l'ntégrante est connue analytiquement; c'est le cas ici (eq 1.72). On note que la méthode de
Gauss est exacte pour l'intégration d'un polynôme de degré inférieur à 2n -1 (n est le nombre
de points d'intégration) (Par exemple, pour le calcul de J04eXdx l'erreur est de 2.10-4 pour
quatre points d'intégration et de 2.10-7 pour cinq points d'intégration).

Pour le calcul de la seconde intégrale D~ , nous supposons aussi que r;: évolue linéairement
entre les points U e et e :

(1.73)

~ et L::À sont estimés par des interpolations linéaires à partir de leurs valeurs aux
nœuds. Dans ce cas D~ s'écrit:

(1.74)

L'intégration se fait analytiquement.

(1.75)

Au final, nous avons:
(1.76)
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Avec le même raisonnement, nous trouvons les luminances aux points n, s et w :

Lm = Lm e-,B>:,di:' + Am + Dm
nÀ UnÀ nÀ n>,

Lm = Lm e-,B>:'d'J' + Am + Dm
8À UsÀ 8À 8>,

Lm =Lm e-,B>:'d:J,' +Am +Dm
wÀ UwÀ wÀ W>, (1.77)

(1.80)

(1.81)

(1.78)

(1.79)

Les luminances L~À (i = n, e, s, w) sont données en fonction des luminances nodales, avec
les relations (1.50). Dans ce cas, les flux radiatifs Qr s'écrivent:

Q~ = Ax { L~(O. n~)dn = F;nL: +C: [A~ +D~]Jorn
Q~ = A y { L~(n . n-;;)dn = F:L:' + c;: [A~ - D~]Jorn
Qm=_A l Lm(O'n-»dn=-FmLm _cm[Am+Dm]w x w x wUw x w W

orn

Qr: = -Ay { Lr:(O. n-;;)dn = -F;"L~ - c;: [Ar: + Dr:]Jorn
avec:

(1.82)

(1.83)

(1.84)

(1.85)

Nous remplaçons les luminances L~ données par les relations 1.50 (valeurs pondérées)
dans les expressions des flux radiatifs Qr (i = e, s, w, n). Ces derniers sont introduits dans
l'ETR écrite selon l'éq. 1.19. Nous obtenons l'équation qui donne la luminance au point P, le
centre de la maille. Son écriture est similaire à celle rencontrée pour le schéma Exponentiel
Modifié j seules changent les valeurs des coefficients.

mLm mLm + m Lm + m Lm + bmap p = as S aw W asw sw p (1.86)

avec:
ap = fP-nF: + fP-eF;n + f3;"Vp 1:l.nm

m - fm Fm fm Fmasw - - SW-w w - SW-8 8

m fm Fm fm Fmas = S-e e - W -8 8

m fm Fm fm Fmaw = W -w w - W -w w

(1.87)

(1.88)

(1.89)

(1.90)

et :

Cette formulation est la dernière relation de fermeture que nous proposons et explicitons
dans ce chapitre. Avant de nous intéresser au problème du couplage des différents modes
d'échange de chaleur dans les bains de verre, il nous a paru utile de tester ces diverses tech
niques de résolution de l'équation du transfert radiatif en rayonnement pur. C'est l'objet de
la partie suivante où deux "benchmark" ont servi de modèle de référence.
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(1.92)

(1.93)
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1.6 Validation du modèle radiatif

Nous allons à présent donner quelques éléments de validation de la Méthode des Volumes
Finis utilisée pour la résolution de l'ETR. Différents cas test existent dans la littérature.
Certains d'entre eux présentent l'intérêt de fournir une solution analytique (donc exacte) ou
semi-analytique au problème posé. Ils sont généralement associés à des géométries simples :
milieu unidimensionnel (mur), ou bidimensionnel (cavité). En outre, les milieux considérés
sont dans la plupart des cas des gaz gris. Nous présentons ici deux de ces cas test:

1. un mur présentant un gradient thermique,

2. une boîte à parois froides et noires.

1.6.1 Gaz entre deux plaques noires

Ce premier cas test a été exposé par M.A. Heaslet et R.F. Warming [26] en 1965. Il s'agit
de l'étude d'un gaz gris enfermé entre deux plaques noirs infinies. Une solution semi-analytique
du flux radiatif entre les deux plaques est proposée. Elle est obtenue par le calcul de fonctions
exponentielles intégrales d'ordre n (En (x)). Ces fonctions sont tabulées dans l'ouvrage de R.
Siegel et J.R. Howell [27] :

En(x) = (OO e-xtdt = t jJ.n-2e-x/IJ.d/-L
11 tn 10

Ces fonctions permettent notamment d'exprimer le flux radiatif et d'en déduire la tempé
rature; celle-ci est exprimée en fonction de l'épaisseur optique T du milieu:

T 4(T) = ~ [T:E2(T) +TtE2(TL - T) +lTL

T 4(T')E1 (IT' - TI) dT']

Les deux plaques ont des températures constantes Ta et n telles que Ta > n (Fig. 1.7) ;
elles sont séparées d'une distance L. Nous avons déterminé le flux radiatif sortant du côté
froid (face inférieure); il est adimensionné par aB(T: -Tb

4). Les calculs sont réalisés pour dif
férentes épaisseurs optiques. Le tableau (Tab. 1.1) donne la comparaison entre notre approche
(approximation Exponentielle à Température Linéarisée), l'approche proposée par G.D. Rai
thby [14] (approximation Exponentielle Modifiée) et la solution exacte proposée par M.A.
Heaslet et R.D. Warming.

L

Milieu gris

FIG. 1.7 - Milieu gris entre deux plaques noires

Dans le cas de l'approximation Exponentielle à Température Linéarisée, l'intégration de la
fonction source a été réalisée par une méthode de Gauss à 10 points. Le nombre de volumes
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de contrôle est de 64 et le nombre de directions de propagation du rayonnement est de 96. Ces
conditions sont similaires à celles utilisées par G.D. Raithby et E.R. Chui [14] pour le calcul
à l'aide de l'approximation Exponentielle Modifiée.

Épaisseur Approx. Exp. avec Erreur Approx. Exp. Erreur Solution
optique Linéaristion de T relative (%) Modifiée [14) relative (%) exacte

0,0 1,000 0,0 1,000 0,0 1,0000
0,1 9,156. 10- 1 5,678.10-3 9,125. 10- 1 0,3 9,157. 10- 1

0,5 7,041.10- 2 1,420 .10-2 6,964. 10- 1 1,1 7,040.10- 1

1,0 5,533.10- 1 2,187 .10- 2 5,469.10- 1 1,1 5,532.10- 1

2,0 3,901' 10- 1 1,538 .10- 2 3,865. 10- 1 0,9 3,900. 10- 1

3,0 3,016. 10- 1 1,326 .10- 2 - - 3,016' 10- 1

5,0 2,077 .10- 1 7,222 .10-3 - - 2,077. 10- 1

10 1,167. 10- 1 6,855 .10-3 - - 1,167. 10- 1

50 2,589.10- 2 1,158.10- 2 - - 2,590. 10- 2

100 1,313 .10- 2 2,700. 10- 1 - - 1,310' 10- 2

TAB. 1.1 - Erreur sur le calcul du flux radiatif adimensionné

Étant donné la rapidité des calculs et de la géométrie et de la nature du problème, seules
les performances en terme de précision par rapport à la solution analytique sont spécifiées. Par
ailleurs, nous n'avons pas réitéré les calculs de G.D. Raithby et E.R. Chui, mais uniquement
repris les valeurs qu'ils ont publiées.

Dans l'analyse de G.D. Raithby et KR. Chui [14] ne sont simulées que des épaisseurs
optiques modérées. Les résultats obtenus sont satisfaisants; l'erreur est de l'ordre du pour cent.
Nous avons repris ces calculs de flux avec notre schéma Exponentiel Modifié à Température
Linéarisée et étendu l'étude à des épaisseurs optiques plus fortes l'objectif étant de simuler des
conditions proches de celles rencontrées dans les bains de verre et susceptibles de générer des
difficultés de convergence. Nous constatons que l'accord avec la solution analytique est très bon
pour des épaisseurs optiques inférieures à 10 où l'écart est inférieur à 0, 01%. Dans le cas de très
fortes valeurs de cette épaisseur, nos résultats demeurent satisfaisants; l'erreur est toujours
inférieure au pour cent. On peut noter que pour TL > 10, Reaslet et Warming considèrent le
milieu comme optiquement épais, en conséquence de quoi le flux radiatif adimensionnel est
estimé par l'approximation de Rosseland et s'écrit:

gr 4/3
ŒB(T1- T:) - 1,42089 + TL

(1.94)

En ce qui concerne la température, nous représentons son évolution à la puissance quatre
(Fig. 1.8). Les températures représentées pour plusieurs coefficients d'absorption y sont spé
cifiées en fonction de l'épaisseur normée de la cavité.

Pour l'ensemble des différentes épaisseurs optiques, nos résultats sont parfaitement iden
tiques à ceux définis par la solution exacte (cercles) et ce en tout point de la couche. Par
ailleurs, on note bien le saut de températures aux frontières. Ce saut est d'autant plus im
portant que le milieu est optiquement mince. Il est caractéristique des échanges de chaleur
purement radiatifs dans les milieux semi-transparents, et est attribué au libre parcours moyen
des photons issus des frontières qui ne sont pas absorbés à proximité de ces limites.
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FIG. 1.8 - Température adimensionnée dans le milieu

1.6.2 Gaz dans une enceinte carrée noire

Le second cas test décrit une enceinte fictive contenant un gaz à la température Tg, uni
forme dans toute la cavité. Les parois sont noires et à la température imposée de OK (Fig.
1.9). Cette "benchmark" est issue de l'ouvrage de R. Siegel et J.R. Howell [27] et a fait l'objet
d'un article de R. Siegel [28]. L'intérêt de cette simulation est de valider le modèle dans le cas
d'une géométrie bidimensionnelle.

Milieu gris à T g

T=OK

L

L

FIG. 1.9 - Gaz dans une enceinte carrée noire

La grandeur calculée avec ce cas test est le flux radiatif à la limite inférieure que l'on
adimensionne: qr/aBTi. Le calcul proposé par R. Siegel est semi-analytique; il utilise comme
dans le cas précédent des fonctions intégrales: Sn(x) (tabulées dans l'ouvrage cité précédem-
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(1.95)
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ment [27]) : 2100

e-
xt 217r/2

Sn(X) = - dt= - e-xlcosOcosn-lOdO
7r 1 tn Jt2="T 7r 0

La solution recherchée dépend de plusieurs paramètres (B = ",L épaisseur optique maxi
male, R = hauteur/largeur = 1, X = x / L et Y = Y/ L) ; elle a la forme suivante :

qr/CTBTi = 1 - Si (BX) + S3(BX) - Si [B (R - X)] + S3 [B (R - X)]

-B l~=o {So (B ((X-X')2+ 1f /2)

- S2 (B [(X - X')2 + 1] 1
/
2)} dX'

Les résultats (flux radiatif adimensionnel) sont donnés pour plusieurs valeurs de l'épaisseur
optique du milieu (Fig. 1.10). Ces valeurs ont été obtenues par le schéma Exponentiel à Tem
pérature Linéarisée. Le maillage utilisé est de 10 x 10; le nombre de directions de propagation
du rayonnement sur le demi-espace vaut: Nd = 96, soit 24 directions en azimut et 4 en polaire.
La confrontation de ce cas test avec l'approche Exponentielle Modifiée est mentionnée dans
la publication de G.D. Raithby et E.R. Chui [14] citée auparavant. Nous ne discutons pas ces
résultats ici.
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FIG. 1.10 - Flux adimensionnel

Dans les tables suivantes (Tab. 1.2, 1.3 et 1.4) nous donnons l'erreur calculée entre les
deux approches pour trois épaisseurs optiques: T = 0, 1, T = 1 et T = 10.

L'erreur relative est en général inférieure au pour cent, et diminue de manière importante
au centre de la cavité. A contrario, ce sont les grandeurs calculées au voisinage des parois qui
sont les plus éloignées de la solution semi-analytique. De plus, l'erreur relative dans cette zone
croît avec l'épaisseur optique. Toutefois, l'augmentation du nombre de mailles ou l'utilisation
d'un maillage non uniforme, resserré aux frontières, permet de diminuer cette erreur.

En conclusion, on peut noter que l'approche Exponentielle à Température Linéarisée, uti
lisée dans le cas d'un problème radiatif, donne des résultats satisfaisants. Ceux-ci demeurent
convenables pour le cas de discrétisations spatiales grossières.
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Position Approx. Exp. avec Solution Erreur
x/L Linéarisation de T (r = 0, 1) exacte (r = 0, 1) relative (%)

0,05 7,675·1O-~ 7,755· 10 .~ 1,031
0,15 8,987 .10-2 8,952.10-2 3,910 .10-1

0,25 9,648,10-2 9,663. 10-2 1,552,10- 1

0,35 1,006 .10-1 1,008' 10-1 1,984 .10-1

0,45 1,031 .10-1 1,028. 10-1 2,918 .10- 1

TAB. 1.2 - Erreur sur le calcul du flux radiatif, r = 0,1

Position Approx. Exp. avec Solution Erreur
x/L Linéarisation de T (r = 1) exacte (r = 1) relative (%)
0,05 4,550.10 ·1 4,616'10 -1 1,430
0,15 5,461.10- 1 5,485.10-1 4,376.10- 1

0,25 5,936 .10-1 5,958.10-1 3,692 .10-1

0,35 6,208,10- 1 6,224 .10-1 2,571. 10-1

0,45 6,343' 10-1 6,345 .10-1 3,152 .10-2

TAB. 1.3 - Erreur sur le calcul du flux radiatif, r = 1

Position Approx. Exp. avec Solution Erreur
x/L Linéarisation de T (r =10) exacte (r =10) relative (%)

0,05 8,390.10 ·1 8,616.10 -1 2,623
0,15 9,632,10- 1 9,735 .10-1 1,058
0,25 9,917. 10- 1 9,935 .10-1 1,812 .10-1

0,35 9,979' 10- 1 9,982 .10-1 3,005 .10-2

0,45 9,992' 10- 1 9,993 .10-1 1,001' 10-2

TAB. 1.4 - Erreur sur le calcul du flux radiatif, r = 10

1.7 Couplage de la conduction avec le rayonnement

Un des objectifs du travail de thèse est de réaliser un modèle de transfert thermique, le plus
complet possible, fonctionnant selon la Méthode des Volumes Finis. Dans la pratique, nous
devons nous intéresser aux problèmes couplés (conduction, convection et rayonnement). Dans
cette partie, nous allons expliciter le couplage: conduction-rayonnement. Nous discuterons
dans le troisième chapitre du problème complet associant les trois modes d'échange thermique.

Au cours de ce paragraphe, la résolution de l'équation de conservation de l'énergie, en l'ab
sence de convection, est développée à l'aide de la MVF. Dans un souci de clarté, nous rappelons
l'écriture de l'équation de conservation de l'énergie, puis nous présentons sa forme discrétisée;
enfin différents points délicats concernant son utilisation lors du transfert de chaleur couplé
seront évoqués .

1.7.1 Équation de Conservation de l'Énergie

Pour résoudre un problème de thermique (faisant intervenir les trois grands types de trans
fert de chaleur) il faut coupler la résolution de plusieurs équations que sont :

- l'ETR,
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- les équations de Navier-Stokes (équations de conservation de la masse et de la quantité
de mouvement),

- des équations de bilan chimique,
- des équations de combustion, ...
Afin d'établir un lien entre toutes ces relations, il faut une équation supplémentaire que

l'on appelle: Équation de Conservation de l'Énergie. Cette équation peut être explicitée à
l'aide d'un bilan d'énergie interne. L'expression générale de cet équilibre s'écrit sous la forme
suivante:

Du
PDt
'--'

Variation totale de l'énergie interne

-f}. if
'-v--"

Divergence du flux

p(f}. V)
~

Énergie mécanique

+ cp
'-v-'

Dissipation visqueuse

-l1f

+ Q
'-v-'

Terme source

(1.97)

La dérivée particulaire (premier terme) représente la variation d'énergie interne provenant
à la fois de la variation temporelle de la grandeur considérée, mais aussi de sa variation spatiale
du fait de son mouvement. Elle peut également s'écrire selon deux composantes qui sont: un
terme de dérivation par rapport au temps et un terme dit "convectif"

Du (dU ... ... )p- = p - + V . \7u
Dt dt

(1.98)

Par ailleurs, l'énergie interne par unité de masse du fluide peut être liée à l'enthalpie par
la relation :

(1.99)

(1.100)

h=u+!!.
p

où h est l'enthalpie massique et p la pression du milieu. Dans le cas d'un milieu solide ou fluide
à pression atmosphérique constante (milieu non compressible), il est possible d'approcher la
dérivée de l'énergie interne par :

du dh
=

dt dt

ou encore d'un point de vue thermodynamique (pour p = est) :

du _ C dT
dt - p dt (1.101)

La loi de conservation de l'énergie peut alors s'écrire:

(
dT ...... ) ... ...... ./1/

pep dt + V . \7T = - \7 . q- p(\7V) + .cp + Q (1.102)

Dans un premier temps, comme nous l'avons précisé en introduction, nous ne nous intéres
sons pas aux mouvements convectifs. Aussi les termes d'énergie mécanique et de dissipation
visqueuse seront nuls. En outre, il n'y a pas d'autre source de chaleur que la source radiative
dans les problèmes que nous seront amenés à considérer. Le terme source radiatif apparaît au
niveau de la divergence du flux total. Donc le terme source volumique 0/1/ sera lui aussi nul.
Dans ces conditions (cas où le milieu est immobile) et pour le régime permanent, la loi de
conservation de l'énergie devient :

(1.103)

43



Chapitre 1. Méthode des Volumes Finis appliquée aux transferts conducto-radiatifs

ou bien:
(1.104)

Nous allons à présent discuter de la modélisation de l'équation de conservation de l'énergie
pour une géométrie bidimensionnelle. Au terme de cette analyse, nous vérifierons le bon com
portement de notre technique de résolution à l'aide de différents cas test tirés de la littérature.

1.7.2 Discrétisation de l'équation de conservation de l'énergie

Afin de résoudre l'équation de conservation de l'énergie, nous devons discrétiser le milieu.
Cette discrétisation spatiale est décrite figure 1.11. Il s'agit d'un maillage cartésien pouvant
être uniforme ou non.

N Vp

tiYN

Iix Iix

-
W w E

s
tiys

S

FIG. 1.11 - Discrétisation spatiale du milieu

Pour un problème ayant atteint le régime stationnaire et en absence de tout mouvement
convectif cette équation est simple (1.104) et ne dépend que de deux grandeurs: les flux
conductif et radiatif, que nous allons expliciter :

et :
q-;' = rXJ r L),(s,O)Odnd)'

J),=o Jn=41T
La divergence du flux radiatif Sr est donnée par :

(1.105)

(1.106)

(1.107)

Cette équation est simplement discrétisée en transformant les intégrales en sommes selon
le nombre: de bandes spectrales caractérisant le milieu N), et de directions de propagation
du rayonnement Nd caractérisé par la quadrature angulaire retenue. Les grandeurs radiatives
sont prises au centre du volume de contrôle :

(1.108)
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En intégrant la loi de Fourier (éq. 1.105) dans l'éq. 1.104, pour une géométrie bidimen
sionnelle, la conservation de l'énergie s'écrit:

(1.109)

L'intégration de l'éq. 1.109 sur le volume de contrôle Vp (Fig. 1.11), tout en supposant
que le terme source radiatif Sr est constant dans ce volume, nous permet d'écrire:

avec:
b..ypb..xp = Vp

(1.110)

(1.111)

(1.112)

Les dérivées sont exprimées à partir des approximations suivantes, conformément au schéma
de discrétisation des différences centrées :

8T1 _2 TE -Tp
ax e - b..xp + b..xE

8T 1 - 2 Tp - Tw ( )
ax w - b..xp + b..xw 1.113

8T 1 - 2 TN - Tp ( )
ay n - b..yp + b..YN 1.114

8T 1 - 2 Tp - Ts ( )
ay s - b..yp + b..Ys 1.115

Les approximations des dérivées aux limites du volume de contrôle permettent la réécriture
de l'éq. 1.110 sous la forme générale:

avec:

et :

aN = 2 kc(Te)b..xp
b..yp + b..YN

as = 2 kc(Ts)b..xp
b..yp + b..Ys

aE = 2 kc(Te)b..yp
b..xp + b..xE

aw = 2 kc(Tw)b..yp
b..xp + b..xw

ap = aN + aE + as + aE + aw

bp = SrVp

(1.116)

(1.117)

(1.118)

(1.119)

(1.120)

(1.121)

(1.122)

Différentes techniques peuvent être utilisées pour résoudre le système linéaire précédent
(Décomposition LU, Gradients conjugué et biconjugué, ... ). En règle générale, nous partons
d'un champ de température initial proche de la solution afin d'accélérer la convergence. Nous
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résolvons l'ETR à l'aide de la MVF décrite précédemment, en utilisant l'un des schémas de
fermeture proposé. Une fois que le champ de luminance est convergé, nous calculons le terme
source radiatif Sr en utilisant la relation 1.108 pour chaque maille. Ce dernier est alors injecté
dans la relation (1.116) afin de déterminer le nouveau champ de températures. Le processus
est réitéré jusqu'à la convergence. Le critère d'arrêt est fixé sur la variation relative de la
température dans le milieu.

1.7.3 Linéarisation du terme source radiatif

La présence du rayonnement dans les problèmes que nous considérons rend l'équation de
conservation de l'énergie (1.116) non linéaire. En effet, à travers de l'expression du terme source
Sr, la température Tp apparaît implicitement. L'utilisation de ce terme source radiatif (1.108),
calculé à l'issue de la résolution de l'ETR dans l'éq. 1.116 sans précautions particulières, peut
poser des problèmes de convergence dans certains cas. En effet, la grandeur que l'on cherche
à déterminer (Tp) n'est pas considérée aux mêmes instants du calcul. La méthode générale
pour résoudre ce genre de difficultés est de linéariser le terme source. En fait, il s'agit de sous
relaxer Sr afin d'éviter des oscillations numériques pouvant altérer la convergence. La forme
recherchée de Sr est :

Sr = Sc + Sp X Tp (1.123)

Pour s'assurer de la convergence de la solution, il est nécessaire d'ajouter une contrainte à
l'expression précédente: Sp doit être négatif. Dans ce cas, le terme ap de l'éq. 1.116 devient
ap - SpVp ; on note que ce dernier est toujours positif. Ici encore nous retrouvons la condition
de positivité obligatoire du terme diagonal du système linéaire afin de rendre possible sa
résolution (voir §1.5.2). Le vecteur solution est défini par les valeurs bp égales à ScVp. Le
développement en série de Taylor du terme source au premier ordre nous donne :

(1.124)

L'étoile (*) désigne ici la valeur obtenue lors de l'itération précédente. D'après les éq. 1.107
et 1.122, la dérivée du terme source par rapport à la température vaut:

(1.125)

Sachant que la luminance monochromatique du corps noir s'exprime selon la loi de Planck:

46

En dérivant par rapport à la température, nous obtenons:

aL~(T) G1G2e(~)

8T ).6 [e(~) -If T2

(1.126)

(1.127)
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On identifie les grandeurs Sp et Sc j il vient alors:

Sp =S: (1.128)

Cette démarche, proposée par Patankar [22], s'avère donner de bons résultats et permet
de stabiliser les calculs même si les maillages utilisés ne sont pas très denses. En revanche, ce
type de technique, comme toute démarche de sous-relaxation, augmente fortement le temps
de calcul pour atteindre la convergence.

Le processus numérique de calcul du problème couplé explicité dans les sections précédentes
(§1.7.2 et 1.7.3) va être validé par un cas test. Cependant, pour utiliser cet "benchmark", nous
devons introduire certaines notions relatives au nombre de Stark N s , grandeur sans dimensions,
qui caractérise le couplage entre le rayonnement et la conduction. C'est l'objet du paragraphe
suivant.

1.7.4 Adimensionnement et Nombre de Stark

Les équations à résoudre sont: l'équation de conservation de l'énergie ainsi que l'équation
du transfert radiatif. Les propriétés radiatives et thermiques seront supposées indépendantes
de la température. Afin de simplifier les calculs, nous considérons un milieu gris non diffusant
et une géométrie bidimensionnelle j nous avons donc :

et :
dL O"BT4

- = -K.L + K.--
ds ~

Les deux équations sont adimensionnées en utilisant les grandeurs suivantes :

(1.129)

(1.130)

* x y*
y

s*
s

r = K.l (1.131)x =-
ll l

T*=~ * qr L* _ L (1.132)q = 4 - 4
Tref r 40"BTref 40"BTref

avec l : la longueur de référence et r l'épaisseur optique du milieu. Les éq. 1.129 et 1.130 sont
réécrites sous la forme suivante:

et :

â
2
T* â

2
T* (â â) r------+ -q*+-q* -=0

âx*2 ây2* âx* r ây* r N s

dL* T*4
-- = -rL* +r
ds* 4~

(1.133)

(1.134)

Dans l'équation de conservation de l'énergie apparaît un nombre adimensionnel N s, appelé
nombre de Stark [29, 26, 30]. Ce nombre représente la contribution de la conduction rapportée
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à la contribution du rayonnement; il peut être interprété comme le rapport des flux conductif
et radiatif. Il est défini par :

N
kc/'i,

s-
- 4uBT:e/

Selon la valeur de la grandeur N s, il est possible de caractériser quel mode de transfert
domine l'échange thermique. La conduction est prédominante pour N s >> 1; en revanche,
pour de faibles valeurs de N s la contribution radiative est prépondérante dans le transfert de
chaleur.

1.7.5 Validation pour un gaz gris entre deux plaques noires

Le cas test qui nous a permis de valider le couplage conductcrramatif a été proposé par R
Viskanta et RJ. Grosh [31]. TI s'agit d'un système à plaques chaudes gardées, similaire à celui
évoqué dans le paragraphe 1.6.1 (Fig. 1.7). Toutefois, nous considérons à présent la conduction
dans le milieu (gaz). Les équations ont été réécrites sous leurs formes adimensionnées, afin
d'associer au problème couplé le nombre de Stark. La solution semi-analytique proposée par R
Viskanta s'appuie sur les fonctions intégrales exponentielles En(x) pour résoudre le problème
couplé. La température adimensionnée 0 = T /Tb est obtenue par la résolution itérative des
équation suivantes :

O(r)

et :

G(r) _ _1_ {04(0) [-E4(r) + .!...-E4(TL) + ! (1- .!...-)]
2Ns TL 3 TL

+ 04(TL) [ (1- ~) E4(TL) + E4(rL - r) + ~ ~]

+2Ns [0(0)+ ~ (O(TL)-o(on]}

(1.136)

(1.137)

Deux cas ont été envisagés, le gradient thermique entre les deux plaques étant plus ou moins
grand. Nous avons considéré: Tb = 10 X Ta et n = 2 x Ta. Le milieu entre les plaques est
toujours un gaz gris. Nous avons résolu ce cas test avec la relation de fermeture Exponentielle
à Température Linéarisée. Le maillage utilisé comporte 100 mailles réparties uniformément
dans l'épaisseur. Comptetenu du fait que le problème est unidimensionnel, il y a symétrie
azimutale et nous utilisons 16 directions de discrétisation pour l'angle polaire. Les résultats
obtenus sont décrits respectivement par les figures 1.12 (a) et (b) qui donnent l'évolution de la
température adimensionnée en fonction de la longueur adimensionnée, pour différentes valeurs
de Ns.

On note la très bonne concordance entre nos résultats et la solution semi-analytique [31]
(cercles sur les deux figures). Dans le cas de grandes valeurs du nombre de Stark, le profil
de température est quasi linéaire entre les deux plaques; on vérifie bien que l'échange est
dominé par la conduction. A l'opposé, pour N s = 0, on retrouve un profil de température
similaire à ceux présentés figure 1.8. Par ailleurs, le saut de température aux frontières évoqué
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1. 7. Couplage de la conduction avec le rayonnement
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FIG. 1.12 - Température adimensionnée Tin

dans le paragraphe 1.6.1 est toujours présent. Toutefois, dès que la conduction est prise en
compte, même pour de faibles valeurs, il y a "accrochage" de la température aux limites que
l'on contraint aux valeurs: Ta et n·
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Chapitre 1. Méthode des Volumes Finis appliquée aux transferts conducto-radiatifs
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Chapitre 2

Rayonnement et Conduction dans les
Fours Verriers

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons présenter les premiers résultats concernant l'étude du transfert
de chaleur dans un bain de verre. Nous résolvons les équations du transfert radiatif et de
conservation de l'énergie par la MVF présentée dans le chapitre précédant. Le modèle physique
retenu pour ces simulations a été proposé par Lee et Viskanta [2J lors de premiers travaux sur
l'étude du couplage entre le rayonnement et la conduction dans les bains de verre. Cette étude
est menée en régime permanent, en absence de convection au sein du bain. L'objet de ce
chapitre est, notamment, de confronter nos modèles de couplage du rayonnement et de la
conduction à ceux d'auteurs reconnus dans la communauté s'intéressant à la modélisation des
fours verriers. Toutefois, avant d'évoquer les travaux de ces auteurs, nous allons préciser le
plan de ce second chapitre. Il est le suivant:

- premièrement nous allons décrire la géométrie du four verrier considéré dans les différents
cas test,

- dans le second paragraphe, les conditions aux limites du problème seront précisées,
- ensuite, nous rappellerons les propriétés optiques et thermiques du verre,
- un bref résumé de la technique de Rosseland, couramment employée pour simuler ces

fours, sera fait,
- Enfin, nous présenterons nos résultats et les comparerons à ceux d'autres auteurs à

travers plusieurs cas d'études.

2.2 Géométrie simplifiée d'un four verrier

Il existe une grande variété de fours verriers. La géométrie de ceux-ci change selon:
- le procédé de production du verre (silice+oxydes, verre recyclé, ... ),
- le combustible utilisé (gaz naturel, procédé électrique, réchauffeurs, ),
- le devenir du verre produit (vitrage, embouteillage, verrerie d'art, ),

En conséquence les dimensions de ces fours varient de quelques dizaines de centimètres à
plusieurs dizaines de mètres. Cependant les matériaux utilisés (réfractaires) pour la conception
de ces fours sont souvent identiques. La géométrie et les différentes caractéristiques du four
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Chapitre 2. Rayonnement et Conduction dans les Fours Verriers

verrier que nous modélisons sont précisées sur la figure 2.1. Il s'agit d'une coupe transverse
d'un four verrier de type "Float", destiné à la production de verre plat.

FIG. 2.1 - Coupe transversale du four

La partie supérieure du four rayonne en direction du bain de verre du fait : des gaz
chauds, des flammes et des parois réfractaires. Cette zone est ici modélisée par un corps noir
à la température de 1800K. Les parois latérales et inférieure du bain sont constituées de
matériaux réfractaires. L'interface entre le bain et la zone de combustion est supposée semi
transparente pour À < Àop = O.5j.tm. Nous négligeons la présence d'une phase solide (verre,
silice, oxydes surnageants) ; le milieu est considéré homogène. Dans la suite de ce chapitre,
nous allons discuter des conditions aux limites radiative et thermique du modèle.

2.3 Conditions aux limites

Comme nous venons de l'évoquer, le modèle décrivant le four verrier présente différents
types de conditions aux: limites. La partie nous intéressant pour la modélisation est le bain de
fusion. La voüte, les gaz chauds et les flammes présentes dans la partie supérieure ne sont pas
modélisés. Ainsi, on distingue une interface semi-transparente située (à la limite Nord) et des
limites opaques caractéristiques des parois latérales et inférieure (faces Sud, Est et Ouest)
constituées de briques réfractaires. Nous allons décrire les équations associées à ces limites:

- d'un point de vue radiatif afin de pouvoir résoudre l'ETR,
- à l'aide d'un bilan énergétique pour la résolution de l'équation de la chaleur.

Le domaine de calcul et les conditions aux limites nous intéressant sont schématisés figure 2.2.

2.3.1 Conditions aux limites radiatives

Étant donné la nature semi-transparente de l'interface gaz-verre, une partie du rayonne
ment arrivant à la frontière Nord (surface du bain de verre) est réfléchie selon les lois de
Descartes. La part restante est transmise dans le bain. Les coefficients de transmission et de
réflexion sont déterminés à partir de la théorie électromagnétique de Maxwell [29]. Ils dé
pendent notamment des indices optiques de réfraction du verre et du gaz. Pour ce dernier,
nous prenons nÀ-gaz = no = 1. Cette hypothèse est une approximation relativement grossière,
étant donné que le milieu au-dessus du bain est composé, entre autres : de gaz de combustion,
de suies et d'une couche de matière surnageante ("glass foam").
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(2.1)

2.3. Conditions aux limites

Réflexion et transmission

Interface semitransparente

FIG. 2.2 - Conditions aux limites radiatives et thermiques

Frontière semi-transparente

La luminance à la frontière Nord est la somme de deux contributions: celle du rayonnement
issu des gaz chauds transmis dans le bain et du rayonnement provenant du verre en fusion qui
est réfléchi à l'interface semi-transparente (Fig. 2.2). Cette luminance s'écrit:

( )

2
m m n>. 0 m m'y = H ~ L>. n = 'T>. - L>. (Tgaz ) + P>. L>. n

1 nO 1

où pT et 'Tf sont les coefficients de réflexion et de transmission monochromatiques direction
nels. Leurs expressions sont données par la théorie électromagnétique. Ces deux coefficients
sont liés; ils dépendent des valeurs prises par l'indice optique complexe des deux milieux.
Dans le cas d'une interface séparant de l'air et du verre, certaines simplifications peuvent
être apportées aux relations de Maxwell. Nous vérifions que n~verre >> k~verre dans la plage
de longueurs d'onde où sont faits les calculs (zone de transparence). Dans ces conditions, les
coefficients de réflexion et transmission s'écrivent:

s~ W < Wlim

si W ~ Wlim

(2.2)

),(W) = ~ (COS W - n>.p),)
2
+ ~ (n>. cos W _ p>.)2

P 2 cos W+ n~P>. 2 n~ cos W+ P),

avec P), = /1 - n>.2 sin2 W. La relation qui existe entre le coefficient de réflexion et celui de
transmission à une interface est :

(2.3)

West l'angle entre la direction de propagation du rayonnement et le vecteur normal à l'inter
face. L'angle limite Wlim est défini par la troisième loi de Descartes Wlim = arcsin(1/n>.) avec
n>. = n>./no qui est l'indice relatif de réfraction entre les deux milieux. Au-delà de cet angle
limite il y a réflexion totale. Ainsi, une partie du rayonnement provenant du bain est piégée
et intégralement redirigée vers l'intérieur de celui-ci quand elle arrive à la surface.

Pour mieux comprendre la variation de ces grandeurs en fonction de la direction et de la
longueur d'onde du rayonnement, nous conseillons au lecteur l'ouvrage de M.F. Modest [29]
qui rappelle les notions d'électromagnétisme utiles au thermicien.
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Chapitre 2. Rayonnement et Conduction dans les Fours Verriers

Frontières opaques

Les faces latérales et inférieure du bain de verre sont opaques et noires; l'expression des
conditions aux limites radiatives en est fortement simplifiée. Toutefois, nous pouvons aussi
considérer des conditions aux limites radiatives de type diffuses ou spéculaires en réflexion
dans notre modèle. Ainsi, pour de la réflexion diffuse aux parois nous obtenons pour la limite
Sud:

m 2 0 ( ) 1 - fWÀ -y = 0 =} LÀlS = nÀLÀ Ts + 1T" qÀs (2.4)

avec q"is le flux radiatif spectral incident sur la surface inférieure. Il est donné par :

q"is = L Lrlnm .n;ldO
Inm.nj,I::;O

Pour la même paroi si la réflexion est spéculaire, la luminance vaut :

y = 0 =} Lr,s = fWÀn~L~ (Ts) + (1 - fWÀ)Lr,~ (2.6)

Les directions m et m' vérifient la condition de spécularité dans cette étude. La luminance
dans le cas de la paroi noire se réduit à l'expression suivante:

y = 0 =} Lrs = n~L~(Ts),

li en va de même ·pour les frontières latérales (Est et Ouest) :

x = 0 =} Lr,w = n~L~ (Tw)

x = L =} Lre = n~L~(Te),

Enfin, l'intérêt de la MVF pour l'aspect radiatif de la résolution rêside notamment dans
le fait qu'il est possible de choisir la quadrature angulaire pour la discrétisation de l'ETR.
Cet aspect peut s'avérer être utile lorsque l'on envisage des conditions aux limites radiatives
faisant intervenir un rayonnement collimaté.

2.3.2 Conditions aux limites thermiques

Afin de résoudre l'équation de conservation de l'énergie dans le milieu, nous devons définir
des conditions aux limites thermiques. Ce sont les bilans énergétiques aux limites du domaine
étudié.

Frontière semi-transparente

Plusieurs types de conditions aux limites thermiques peuvent être envisagés; dans notre
cas, on a pour la face supérieure :

-kc 0:1 + t
XJ

aÀ1T"L~(Tgaz)d),=hN[T(x,H)-Tgaz]+100

fÀ1T"L~(Tx,H)d), (2.10)
y~ h~ ~

Les termes de gauche traduisent les gains par conduction et absorption à la surface du
bain. Les termes de droite sont relatifs aux pertes par convection et émission vers les gaz
environnants. Nous supposons que le verre est opaque à la propagation du rayonnement pour
), > ),lim = 5p,m. Ceci est justifié par les fortes valeurs que prend k, la partie imaginaire
de l'indice optique, à ces longueurs d'onde. Pour un milieu transparent, les termes intégraux
(pertes et gains d'énergie d'origine radiatives) disparaissent.
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2.4. Propriétés optiques et thermiques du verre

Frontières opaques

Dans le cas des parois opaques, les conditions aux limites thermiques seront du type (ici
pour la limite inférieure) :

avec q>:,s le flux radiatif dans la direction négative à la frontière sud. Le même type de bilan
énergétique peut être fait aux frontières latérales. La grandeur Kgs est un coefficient global
d'échange. Il prend en compte les phénomènes d'échanges convectifs dans et à l'extérieur du
bain de verre, ainsi que la conduction dans les briques réfractaires.

Pour les frontières Ouest et Est, nous écrivons respectivement:

2.4 Propriétés optiques et thermiques du verre

2.4.1 Caractéristiques optiques

L'indice de réfraction et le coefficient absorption de différents types de verres sont proposés
par M. Rubin [32]. Nous donnons (Fig. 2.3) les valeurs de n et k pour le verre clair (verre à
vitrage) et le verre vert (verre à bouteille). Ces valeurs nous ont permis de calculer p>.(()) et
T>. (()). Le coefficient absorption K, >. du verre est relativement faible dans le visible j il augmente
rapidement dans le proche infrarouge j il est représenté figure 2.4 dans la gamme spectrale
[À = O/-Lm, Àlim = 5/-Lm].

Le verre est considéré comme opaque au rayonnement pour les longueurs d'ondes supé
rieures à la longueur d'onde dite d'arrêt À lim . Elle est de l'ordre de 5/-Lm pour les verres.
Ceci, est dû aux fortes valeurs du coefficient d'absorption spectral qui sont alors atteintes.
L'emissivité dans la région opaque est supposée constante j on a : /Olim = Qlim = 0.9 pour le
verre à haute température. Cette valeur de l'émissivité est un ordre de grandeur susceptible
de changer selon la composition chimique du verre.

En toute rigueur, l'indice optique complexe du verre dépend aussi de la température. Dans
cette étude, cet aspect ne sera pas pris en compte, les variations étant supposées faibles. Elles
sont, en outre, difficilement mesurables.

2.4.2 Caractéristique thermique - conductivité

La conductivité phonique (thermique) kc du verre évolue avec la température. Plusieurs
auteurs se sont intéressés à cette grandeur. Parmi eux V.L Primenko [33], J. Endrys [34],
S. Andre and A. Degiovanni [35] et D. Mann [36]. Nous avons retenu pour notre modèle la
conductivité déterminée par D. Mann pour deux raisons: elle a été estimée récemment et c'est
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Chapitre 2. Rayonnement et Conduction dans les Fours Verriers
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FIG. 2.4 - Coefficient d'absorption spectral
des verres clair et vert

celle utilisée par les auteurs auxquels nous nous référons pour les validations (D. Lacroix [23]
et K.H. Lee et R. Viskanta [2, 3]). Elle est donnée par la relation suivante:

kc(T) = 1,14 + 6,24· 1O-4(T - 273) (2.14)

Les autres grandeurs thermodépendantes que sont la masse volumique, la chaleur spéci
fique ou encore la viscosité, seront détaillées dans le chapitre 4 où sont considérés les aspects
convectifs du bain dans le bilan énergétique.

2.5 Modèle de Rosseland - Approximation de diffusion

L'analyse rigoureuse du transfert radiatif, dans les fours destinés à la production de verre,
est complexe et exige des ressources informatiques considérables pour la modélisation nu
mérique. Ainsi, U. Fotheringham et F.T. Lentes [37] proposent des approches réduites pour
simplifier le modèle thermique et diminuer les besoins en termes de : place mémoire et temps
de calcul. L'approximation de diffusion (dite de Rosseland) en est une. Elle est couramment
utilisée par les scientifiques et les industriels modélisant les processus de fabrication du verre
[2, 3,38, 37, 39, 40]. Nous allons brièvement rappeler cette méthode dont le champ d'applica
tion est restreint aux milieux optiquement épais.

En utilisant cette approximation, le vecteur flux radiatif s'écrit:

(2.15)

(2.16)

où kR est la conductivité radiative équivalente du milieu étudié. Cette conductivité est aussi
connue sous le nom de conductivité radiative de Rosseland [40]. Elle est donnée par :

kR = 411' rx> n~ (dL~) dÀ
3 Jo ~).. dT

Avec cette approche, il n'est plus nécessaire de réaliser un calcul radiatif afin d'obtenir q-;'
(à l'aide du champ de luminance). La conductivité de Rosseland est uniquement dépendante
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2.6. Validation unidimensionnelle

de la température et des propriétés optiques du matériau. La seule équation à résoudre est
l'équation de la conservation de l'énergie qui s'écrit sous la forme suivante en régime établi :

(2.17)

La conductivité thermique totale ke , dite Il efficace Il , est la somme de la conductivité ther
mique (phonique) et de conductivité radiative de Rosseland.

ke = kn + kc (2.18)

La figure 2.5 donne la comparaison entre la conductivité thermique totale calculée par Lee
[3] et des données expérimentales obtenues par J. Endrys et A. Blazek [39].
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FIG. 2.5 - Conductivité thermique totale du verre clair

L'approximation de diffusion est très simple à programmer et donne des résultats conve
nables pour les milieux unidimensionnels, optiquement épais. Par ailleurs, il est notable que
les grandeurs calculées à proximité des frontières sont éloignées de la réalité.

K.R. Lee et R. Viskanta [3, 2] ont montré que l'approximation de diffusion est une mauvaise
approche pour l'étude des fours verriers. Elle sous-estime le champ de températures surtout
à proximité des réfractaires. Toutefois, leurs conclusions ne sont valables que si l'on néglige
les échanges convectifs dans le bain. En effet, le transfert de chaleur par convection libre
ou forcée doit homogénéiser les températures. Une approche complète, associant les trois
modes d'échange de chaleur, sera seule capable de nous renseigner sur les limites exactes de
l'approximation de diffusion, comme nous le verrons dans le chapitre 4.

2.6 Validation unidimensionnelle

Afin de valider notre modèle numérique (MVF) et tester les différentes relations de fer
metures explicitées précédemment pour résoudre l'ETR, nous allons confronter nos résultats
à ceux de différents auteurs utilisant d'autres techniques. La première série de cas test s'orga
nise autour des échanges thermiques dans un milieu unidimensionnel. Ensuite, l'analyse d'une
section de bain de four verrier (géométrie bidimensionnelle) est abordée.
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Chapitre 2. Rayonnement et Conduction dans les Fours Verriers

2.6.1 Modèle physique et numérique

Nous considérons le transfert de chaleur dans un volume de verre en fusion (Fig. 2.6). Le bas
du bain de verre est en contact avec les briques réfractaires qui sont opaques (réflexion diffuse
où spéculaire). Le milieu est chauffé à sa limite supérieure par des gaz de combustion à haute
température. Dans le cas présent, nous supposons que l'on est très loin des frontières latérales
et que les effets de bord sont négligeables. L'interface supérieure est semi-transparente; elle
réfléchit et transmet le rayonnement. La surface libre du bain est chauffée par un rayonnement
de type corps noir. Elle échange par convection avec les gaz chauds (issus de la combustion).
La limite inférieure échange la chaleur avec le milieu exterieur par convection et conduction.
Le milieu extérieur est supposé à température ambiante. Le transfert de chaleur par convection
aux limites est évalué en spécifiant les coefficients d'échange h et Kg. Les échanges thermiques
dans la couche de verre sont obtenus par le couplage de la conduction avec le rayonnement; les
mouvements convectifs du bain sont négligés en première approximation. Le verre considéré
est un milieu homogène, absorbant et émettant; la diffusion du rayonnement est négligée.

Rayonnement incident, TUoc Y

Gaz chauds, Tpz

~
H

o x
~

K"
Milieu extérieur, T....

FIG. 2.6 - Modèle unidimensionnel

L'équation de conservation de l'énergie est non-linéaire; sa solution est obtenue numéri
quement. La MVF est utilisée pour la résolution de ce problème couplé. Pour la résolution de
l'équation du transfert radiatif, nous avons utilisé les quatre relations de fermeture décrites
dans le chapitre précédant.

Pour un problème unidimensionnel, la solution intégrale (exacte) de l'ETR est disponible
[38, 40]. Elle est décrite dans le paragraphe § 1.7.5. Son inconvénient majeur réside dans
le temps de calcul important, notamment pour évaluer les fonctions intégrales exponentielles
avec exactitude. Étant donné que ces fonctions intégrales exponentielles incluent les propriétés
radiatives et spectrales, leur intégration numérique exige une augmentation considérable du
nombre de points d'intégration quand l'opacité du milieu croît. Afin d'obtenir des résultats
satisfaisants avec cette méthode, un schéma numérique précis d'intégration est nécessaire. La
méthode de Gauss avec une quadrature à dix points est employée par Viskanta [38,40]. Le code
de transfert de chaleur couplé que nous avons développé s'appuie sur lIa MVF décrivant une
géométrie bidimensionnelle. Afin de simuler un problème unidimensionnel, tout en conservant
ce code de calcul (bidimensionnel), nous avons modifié les conditions aux limites latérales :

- En ce qui concerne PETR, on considère toujours des parois noires, qui sont suffisamment
éloignées, afin de ne pas affecter la luminance au centre du domaine.

- Pour l'équation de conservation de l'énergie, on utilise des conditions de continuité,
c'est-à-dire flux nul à la paroi.

Le maillage spatial utilisé est non-uniforme, similaire à celui de Lee et Viskanta [3] ; il est
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2.6. Validation unidimensionnelle

resserré près des limites supérieure et inférieure (Fig. 2.6).

2.6.2 Cas test 1

Les paramètres de ce premier cas test sont les suivants:
- profondeur du four H = 1 m ou H = 0.1 m,
- température des gaz chauds Tgaz = 1800K,
- température de la voûte Tine = 1800 K,
- température de l'air extérieur Tamb = 300K,
- coefficient d'échange convectif à la limite supérieure hN = 100Wm-2 K-1,
- coefficient d'échange global à la limite inférieure Kgs = 100 Wm- 2K- 1 ,

- émissivités E.x = Œ.x = 0.9 et Ew.x = Œw.x = 1,
- conductivité thermique [36] : ke = 1.14 +0.000624 x (T - 273.19) W m -1 K- 1

- indice optique (modèle à 10 bandes) n.x (Fig. 2.3) [32],
- coefficient d'absorption (modèle à 10 bandes) "'.x (Fig. 2.4) [32],
- discrétisation angulaire No x N <P = 4 x 8,

La luminance spectrale incidente est évaluée à l'aide de la luminance du corps noir à la
température de combustion, L~ (Tgaz ). La face inférieure du mur est opaque; son émissivité
peut être choisie. Pour ce cas test, nous supposons que cette limite est noire (Es = 1), confor
mément au cas test proposé par Lee [3]. Dans les fours verriers industriels, le coefficient Kgs
est une fonction de la température. Il peut être calculé à partir : des propriétés thermiques
des briques réfractaires, de leurs épaisseurs et des propriétés du milieu extérieur.

La MVF est employée pour résoudre l'ETR ; elle permet l'obtention: du flux radiatif et du
terme source radiatif. Ce dernier est utilisé pour la résolution de l'équation de la conservation
de l'énergie. Pour ce premier cas test, différentes grandeurs ont été calculées. Nous allons
notamment comparer nos résultats en ce qui concerne :

- les flux de chaleur par conduction et rayonnement,
- le flux total de chaleur échangé et son importance quant à l'estimation de la convergence,
- le profil de température dans la couche considérée.

Milieu d'épaisseur H = lm

Les figures 2.7 et 2.8 décrivent l'évolution des flux conductifs et radiatifs dans le milieu
considéré et ce à l'aide de différentes techniques. Les valeurs obtenues par l'approche intégrale
(solution exacte) et celles utilisant la MaD, employée par Lee et Viskanta, constituent les
éléments de validation (Fig. 2.7 (a)). Nos résultats obtenus par la MVF pour les diverses
relations de fermeture apparaissent sur la figure 2.7 (b). Les résultats obtenus par l'approche
de Rosseland sont aussi explicités (Fig. 2.8). Afin de comparer la MVF à la MaD, des maillages
similaires ont été utilisés. En revanche, la solution exacte nécessite, comme nous l'avons évoqué
précédemment, un maillage plus dense (101, puis 301 nœuds).

Une première remarque concernant les comparaisons entre MaD et MVF est que les gran
deurs calculées sont du même ordre. Le flux radiatif est largement dominant; il représente
plus de 90% du flux total. an observe aussi que seul le flux radiatif est sensible à la relation
de fermeture choisie pour la résolution de l'ETR. A cela il existe deux raisons. Premièrement
le calcul des luminances est notoirement moins bon avec les relations de fermetures corres
pondant à des approches simples; de ce fait les erreurs commises se retrouvent naturellement
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lors du calcul du terme source puis du flux radiatif. Deuxièmement, il faut ajouter la nature
du maillage (resserré aux frontières) que nous utilisons.

En ce qui concerne le flux radiatif, pour le milieu de forte épaisseur (H = lm), plusieurs
remarques peuvent êtres faites. En premier lieu, il convient de noter que l'approximation de
diffusion (méthode de Rosseland) (Fig. 2.8) appliquée au calcul de q-;' donne des résultats
satisfaisants quand elle est utilisée conformément à ses hypothèses restrictives (milieu opti
quement épais, calcul loin des frontières). Dans ce cas, on observe une bonne concordance avec
la solution intégrale (Fig. 2.7). Avec les deux méthodes: MOD et MVF, les résultats obtenus
dépendent fortement de la relation de fermeture choisie comme nous allons le préciser (Fig. 2.7
(a) et (b)). D'un point de vue général, il apparaît clairement que pour le maillage considéré
(50 mailles) les flux obtenus par les relations de différenciation de type: STEP, Positive et
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Exponentielle, sont éloignés de la solution intégrale. ll-Kyoung [20] et Chai [41,42] ont prouvé
en utilisant la MOD que les schémas: STEP, Exponentiel ou Positif produisent de la diffusion
artificielle et faussent le calcul des luminances.
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FIG. 2.9 - Flux total pour différents schémas de fermeture (H = lm, 50 mailles)

A contrario, le schéma Diamant est très proche de la solution semi-analytique, et donne
pour ce modèle unidimensionnel une bonne approche du flux radiatif pour un temps de calcul
relativement faible (et ce pour les deux méthodes de calcul). Ce résultat s'explique pour
deux raisons. D'une part, les champs de températures dans les bains de verre sont fortement
stratifiés et se prêtent bien à une discrétisation de type centré de la luminance aux faces Nord
et Sud d'une maille. D'autre part, la géométrie est unidimensionnelle. Dans le cas contraire
comme nous le verrons dans le cas bidimensionnel, le calcul de la luminance résultant d'une
moyenne sur quatre faces ou plus peut générer de fortes instabilités à proximité des "frontières
froides" (limites latérales non exposées au rayonnement direct des flammes au-dessus du bain).
De plus, ce schéma doit être employé avec précaution car, il peut conduire à l'obtention de
luminances négatives, ce qui est physiquement irréaliste. Lee et Viskanta [3] recommandent
de remplacer les luminances négatives par zéro afin de réduire l'ampleur de la fausse diffusion
et de préserver la stabilité du calcul. Enfin, il est aussi important de rappeler que le schéma
diamant, pour un maillage peu dense, ne fonctionnera bien que si le problème est correctement
initialisé, c'est-à-dire que le champ de température supposé dans le bain n'est pas trop éloigné
de la solution finale.

L'ensemble de ces remarques est à modérer, compte tenu du fait que l'augmentation du
nombre de mailles a pour conséquence d'uniformiser les résultats obtenus pour les flux de
chaleur, et ce pour toutes les relations de fermeture. Par exemple, le schéma Exponentiel
nécessite au moins 400 mailles pour produire un flux total constant. Pour le schéma STEP,
un maillage de plus de 500 mailles est nécessaire. Une étude de sensibilité des relations de
fermeture selon le maillage sera détaillée dans les paragraphes § 2.8.2 et 2.8.3

Les fluctuations du flux radiatif q-;' se retrouvent dans l'allure du flux total q"t (non
uniformité). Les figures 2.9 (a) et (b) font clairement ressortir les incertitudes liées à l'uti
lisation des relations de fermetures STEP, Exponentielle et Positive dans le cas de milieux
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optiquement épais avec des maillages peu denses.

Si l'on s'intéresse au flux total de chaleur calculé par la MVF à l'aide des relations de
fermeture du type: Exponentiel Modifié et à Température Linéarisée, on note qu'il n'y a que
de très faibles variations du flux total autour de sa valeur de base (Fig. 2.9 (b)). Les valeurs
obtenues sont très proches de la solution semi-analytique et ce même pour un maillage de 50
mailles. Toutefois, ces deux méthodes présentent l'inconvénient de temps de calcul plus longs,
spécialement la méthode à température linéarisée qui peut s'avérer être quatre fois plus lente
que l'approche STEP (pour le même nombre de mailles). Une optimisation de ces temps de
calculs pourrait passer par l'emploi de deux méthodes: STEP ou Exponentielle pour obtenir
une allure approchée du champ de températures, Exponentiel Modifiée ou à Température
Linéarisée afin d'obtenir des résultats convenablement convergés.
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FIG. 2.10 - Températures pour différents schémas de fermeture (H = lm, 50 mailles)

Les profils de températures calculés en utilisant: l'approximation de diffusion, la MOD avec
le schéma diamant et la solution intégrale, sont représentés figure 2.10 (a). Nous constatons
que la MOD donne des valeurs de la température dans l'épaisseur du bain tout à fait conformes
à celles obtenues par l'approche semi-analytique. En revanche, l'écart existant entre ces deux
méthodes de résolution de l'ETR et l'approche de Rosseland est nettement plus marqué.
Dans le haut du bain de verre, cet écart est de l'ordre de 200 K. Ce phénomène peut être
aisément expliqué. A mesure que l'on s'approche de la zone supérieure du bain, l'épaisseur
optique diminue et l'on s'éloigne des critères de validité de l'approche de diffusion [40]. Une
interprétation simple de ce résultat vient du fait que le transport à longue portée d'énergie
rayonnée ne peut pas être prédit par l'approximation de Rosseland.

La figure 2.10 (b) présente les profils de température obtenus par les différentes relations
de fermeture avec la MVF. Comme dans le cas du flux total, les résultats obtenus par le biais
des schémas STEP et Exponentiels tendent à majorer la température dans la partie inférieure
du bain, de 150 K à 300 K selon le schéma retenu. Les trois autres schémas de fermeture ont
conduit à des résultats qui concordent très bien avec la solution intégrale.
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Milieu d'épaisseur H = O.lm
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FIG. 2.11 - Flux radiatifs pour différents schémas de fermeture (H = O.lm, 50 mailles)

Afin d'étudier le transfert de chaleur dans les conduites de sortie des fours verriers, le
deuxième cas test porte sur un milieu de profondeur plus faible H = O.lm. Tous les autres
paramètres restent inchangés. La figure 2.11 (a), issue des mêmes travaux de Lee et Viskanta
[3], donne l'évolution du flux radiatif q-;' obtenu par la MOD en utilisant le schéma Diamant et
l'approximation de diffusion. Les résultats de la figure 2.12 (a) représentent l'évolution du flux
total selon la hauteur. Pour les deux approches, il y a uniformité des flux Qi. Toutefois, il existe
un écart assez important entre ces deux valeurs de flux, compte tenu de la faible épaisseur du
bain de verre. Cette mauvaise estimation des flux a une incidence très marquée sur les profils
de températures, (Fig. 2.13 (a)), l'approche de diffusion sous-estimant les températures de
près de 400 K sur toute la hauteur.

Les flux radiatifs et totaux obtenus par la MVF sont représentés sur les figures 2.11 (b)
et 2.12 (b). Une première analyse de ces flux montre que la fausse diffusion, générée par les
schémas : STEP et Exponentiel, est toujours présente, dans une moindre mesure, étant donné
le ratio dimension nombre de mailles. Par ailleurs, les flux .obtenus par trois autres schémas
sont en accord avec les résultats obtenus par la MOD.

Les profils de températures obtenus par la MVF (Fig. 2.13 (b)) montrent que l'ensemble
des schémas de fermeture donnent des résultats très proches de la solution exacte. Une analyse
plus fine de la figure 2.13 (b) fait apparaître la parfaite égalité entre les résultats obtenus avec
les schémas Exponentiel Modifié et à Température Linéarisée. Par ailleurs, les trois autres
schémas présentent de petits écarts à la limite inférieure. Si l'on se réfère à la solution semi
analytique les écarts maximaux de température sont de l'ordre de : 7 K pour le schéma
Diamant, 14 K pour le schéma Exponentiel et 18 K pour le schéma STEP.

Conclusion

Les calculs effectués avec la MVF (avec un nombre de mailles constant, 50 mailles), font
ressortir une meilleure uniformité du flux total q"t obtenu avec les trois schémas suivants:
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- Exponentiel Modifié à Température Linéarisée,
- Exponentiel Modifié,
- Diamant.

Toutefois, le schéma Diamant peut engendrer des luminances négatives susceptibles de
déstabiliser le calcul (Lee et Viskanta [3] recommandent de remplacer les luminances négatives
par zéro afin de préserver la stabilité du calcul).

Par ailleurs, les résultats obtenus avec ces trois relations de fermeture sont bien en accord
avec les validations décrites à l'aide de la MOD et de la méthode intégrale. En revanche,
les schémas Exponentiel et STEP produisent des flux totaux non-uniformes et des profils de
température surestimés (surtout en zone de paroi froide). Cette non-uniformité du flux ainsi
que la surestimation de température disparaissent quand la densité du maillage croît.
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L'approximation de diffusion sous-estime fortement la température et les flux dans l'épais
seur de la couche de verre, surtout quand l'opacité est faible. En outre, même si le flux total
prédit par l'approximation de Rosseland est correct quand cette épaisseur augmente, il existe
toujours dans la partie supérieure du bain de verre une zone où la température est très mal
estimée.

2.6.3 Cas test 2

Dans les deux cas présentés précédemment, les contraintes extérieures, à savoir le co
efficient d'échange convectif et coefficient d'échange global (hN = 100 Wm- 2K-l, Kgs =
100Wm-2K- 1 ) sont relativement grandes. Dans leurs travaux relatifs aux fours verriers, Lee
et Viskanta [2] ont utilisé des coefficients d'échange convectif dix fois moins élevés (hN =
lOWm-2K-1, Kgs = lOWm-2K-1).

Tous les autres paramètres restent inchangés. Nos résultats obtenus par la MVF avec les
différentes relations de fermeture seront comparés à la solution semi-analytique du modèle
unidimensionnel.
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FIG. 2.15 - Températures pour différents
schémas de fermeture (H = lm)

Les flux conductifs et radiatifs obtenus par la MVF avec les différents schémas de fermeture
sont représentés figure 2.14. Comme dans le premier cas test, les schémas Exponentiel et STEP
produisent des flux non-uniformes. Ceci est en partie dû à la fausse diffusion et à la nature
du maillage (resserré aux frontières) que nous utilisons. Les flux calculés à l'aide du schéma
Exponentiel Modifié concordent bien avec la solution intégrale. La linéarisation du terme
source de l'ETR amortit les effets de maillage et la fausse diffusion (même si elle existe).
L'approximation MELT est toujours en très bon accord avec la solution intégrale.

Des calculs de sensibilité concernant le maillage ont été effectués sur l'ensemble des rela
tions de fermeture; dans le cas du schéma à Exponentiel Modifié à Température Linéarisée,
l'augmentation du nombre de maille a un effet imperceptible sur les valeurs de flux calculées.

65



Chapitre 2. Rayonnement et Conduction dans les Fours Verriers

Enfin, en ce qui concerne le schéma Diamant, bien que les flux calculés soient uniformes,
nous observons (Fig. 2.14) un décalage du niveau atteint (qr/aBTiaz = -0.008) relativement à
la solution intégrale (qr/aBTiaz = -0.012). Par ailleurs, l'accroissement du nombre de mailles
diminue ce décalage j pour 150 mailles (qr/aBTiaz = -0.011) j pour 300 mailles les résultats
sont identiques à ceux de la solution semi-analytique. Toutefois, le schéma Diamant perd alors
de son intérêt car un schéma STEP ou Exponentiel utilisé dans les même conditions conduit
à des résultats similaires, tout en préservant la positivité des luminances.

L'analyse de la figure 2.15 montre que les profils de températures obtenus par MVF avec les
schémas Exponentiel Modifié et MELT sont équivalents à ceux déterminés par la formulation
intégrale. Les autres schémas surestiment la température dans la zone proche de la paroi
inférieure. Les écarts en bas du bain sont d'environ: 38 K pour le schéma Diamant, 42 K pour
le schéma exponentiel et 60 K pour le schéma STEP. Conformément aux observations faites
sur les flux, le schéma Diamant donne dans le cas de contraintes thermiques plus faibles une
moins bonne estimation de la température que dans le cas test précédent.

Milieu d'épaisseur H = O.lm
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Pour une partie du bain de verre de faible profondeur (conduites d'évacuation), avec le
même nombre de mailles, on observe à nouveau un flux radiatif moins perturbé au centre
du maillage pour les calculs réalisés avec les schémas: STEP et Exponentiel (Fig. 2.16). Par
ailleurs, l'utilisation des trois autres relations de fermeture conduit à des flux égaux entre eux
et équivalents à la solution intégrale.

Les profils de température obtenus par la MVF, pour les différents schémas, sont représen
tés sur la figure 2.17. L'écart maximum entre les températures obtenues par les cinq schémas
est très faible j il est de l'ordre du Kelvin. Cependant, on remarque que les méthodes simplifiées
surestiment toujours la température, même si cela est dans une moindre mesure.



2.6. Validation unidimensionnelle

Conclusion

Comme pour le cas test 1, les calculs effectués avec la MVF utilisant un maillage non
uniforme de 50 mailles sont satisfaisants en terme de flux total et de température pour les
schémas: Exponentiel modifié et à Température Linéarisée. Les schémas STEP et Exponentiel
donnent des solutions très proches de la solution intégrale et convergent vers celle-ci si l'on
augmente la densité du maillage. Cependant, il convient d'observer avec précaution les résul
tats obtenus par le schéma Diamant, car même pour un flux total constant on note un décalage
de niveau du flux radiatif relativement à la solution semi-analytique. Ceci peut s'expliquer par
la présence de luminances négatives (prises égales à zéro lors du calcul). Ce décalage disparaît
à mesure que le maillage est affiné.

Les profils de température obtenus par la MVF avec les schémas; Exponentiel Modifié et
MELT, sont en bon accord avec ceux obtenus par la solution intégrale. Avec les autres relations
de fermeture, la température est légèrement surestimée dans la moitié inférieure du bain si
l'épaisseur optique est faible. Sinon, les écarts dans cette zone peuvent être conséquents; ils
diminuent pour des maillages plus denses.

2.6.4 Conclusions pour le modèle unidimensionnel

Plusieurs conclusions peuvent être faites à l'issue de ces premières validations. En premier
lieu, il apparaît que l'approche de Rosseland (cas test 1) est à éviter pour tout calcul couplé
associant rayonnement et conduction, même si les flux calculés sont correctement estimés pour
les fortes épaisseurs optiques. Dans tous les cas étudiés, on note que les grandeurs déterminées
aux limites du domaine sont fausses.

Les deux méthodes de résolution (MüD et MVF) conduisent à des résultats similaires pour
un type donné de relation de fermeture. D'ailleurs, dans le cas de problème purement radiatif,
ces deux techniques sont identiques.

La validité des différents schémas s'exprime en termes: de bonne uniformité du flux total
(V'qi = 0) et de températures calculées similaires à celles obtenues par la méthode semi
analytique. Les différentes techniques et les principaux commentaires concernant les schémas
sont:

1. Les schémas STEP et Exponentiel, sont proches en terme de performances pour le cas
nous intéressant (avec un léger avantage à la méthode Exponentielle). Ces deux schémas
propagent de la diffusion numérique dans les calculs et ne permettent pas d'obtenir des
flux totaux parfaitement uniformes sans une augmentation conséquente du nombre de
mailles. Les températures obtenues à l'aide de ces schémas surestiment souvent la valeur
théorique dans les zones dites "froides".

2. Le schéma Diamant s'avère être une relation de fermeture satisfaisante dans la mesure
où les échanges convectifs aux limites sont importants. Dans ces conditions les résultats
obtenus sont très proches des valeurs fixées par la méthode semi-analytique. Dans le cas
contraire, on note des écarts sur le flux et la température si la densité du maillage n'est
pas suffisante. De plus, ce schéma est susceptible de produire des luminances négatives,
ce qui n'est pas acceptable d'un point de vue physique.

3. Les relations de fermeture à Température Linéarisée et Exponentielle Modifiée sont celles
qui garantissent le meilleur accord avec la solution intégrale. Ces techniques convergent
de manière satisfaisante, même pour un nombre de mailles limité. Toutefois, pour le
même nombre de maille, elles nécessitent des temps de calcul plus importants.
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Nous restons prudents quant à ces premières conclusions car deux aspects importants n'ont
pas été intégrés :

1. Le bain de verre a une géométrie tridimensionnelle; nous verrons plus loin que dans le
cas bidimensionnel certaines de nos premières conclusions sont invalidées.

2. Les transferts de chaleur n'associent que le rayonnement et la conduction, négligeant
tout mouvement convectif du bain comme c'est normalement le cas. De fait, nous nous
attendons à avoir une homogénéisation des températures dans l'épaisseur de la couche
de verre, compte tenu des phénomènes de recirculation.

2.7 Validation bidimensionnelle

Nous allons dans cette partie confronter notre approche du problème couplé, utilisant la
MVF et différentes relations de fermeture pour une géométrie bidimensionnelle, à plusieurs
études menées sur le même sujet, généralement à l'aide de la MOD. Ces validations se font
toujours en l'absence de mouvements convectifs dans le bain de verre.

2.7.1 Modèle physique et numérique

Nous considérons les transferts de chaleur par rayonnement et conduction dans la largeur
d'un four verrier. Celui-ci est réduit à la région bidimensionnelle représentée figure 2.18. Les
parois du four sont constituées de briques réfractaires; nous les supposons opaques et noires.

L

y

Rayonnement incident, Tg02

Gaz chauds,Tg02

~

~
Milieu extérieur, Tant>

FIG. 2.18 - Modèle bidimensionnel

Le bain de verre est chauffé par des gaz à haute température issus de brûleurs présents dans
la chambre de combustion. Les pertes de chaleur à travers les parois latérales et inférieure se
font par conduction et convection. Nous utilisons une formulation décrite par des coefficients
d'échanges convectifs globaux Kg.

Il y a un grand nombre de paramètres utiles pour décrire les caractéristiques du bain. Il est
donc nécessaire d'être sélectif et de choisir des cas d'étude pertinents. La littérature fournit
peu de références pour ce type de problème. Ici aussi nous avons utilisé les travaux de K.R.
Lee et R. Viskanta [2), afin de comparer nos calculs. Les paramètres fixes sont:

- température des gaz chauds Tgaz = 1800 K,
- température de la voûte Tine = 1800K,
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- température de l'air extérieur Tamb = 300K,
- coefficient d'échange convectif à la limite supérieure hN = lOWm-2K-1 ,

- coefficient d'échange global aux limites inférieure et latérales Kg = 5Wm-2K-l,
- maillage 50 x 50.

Dans leurs travaux, K.H. Lee et R. Viskanta [2] utilisent la solution intégrale unidimen
sionnelle pour valider leurs résultats obtenus avec une géométrie bidimensionnelle. Le calcul
radiatif est mené à l'aide de la MaD associée au schéma Positif. Contrairement à leurs travaux
antérieurs (milieu unidimensionnel [3]) ils n'utilisent plus le schéma Diamant. En effet, cette
approche est écartée étant donné qu'elle ne permet pas de garantir la convergence des calculs
dans le cas de géométries 2-D. Le schéma Positif a donc été retenu en vertu du fait qu'il donne
de meilleurs résultats que les schémas STEP et Exponentiel (Fig. 2.7). Toutefois, les flux de
chaleur et les champs de températures calculés avec ce schéma sont en partie faussés par le
phénomène de diffusion numérique. C'est pourquoi nous discutons avec prudence les diverses
comparaisons entre les deux approches numériques (MVF et MaD). Les études présentées
caractérisent différents types de bains de verre. Les deux paramètres clés sont :

- le rapport de taille du four: longueur/hauteur: L/H
- la nature du verre : clair ou vert.
Dans un premier temps nous considérons le verre clair (vitrage). Une seconde partie traite

des problèmes numériques rencontrés pour le verre vert (embouteillage), dont le coefficient
d'absorption est globalement plus élevé que celui du verre clair.

2.7.2 Cas test 1 : H xL = lm x lOm - verre clair

Nous présentons des résultats obtenus par notre modèle (MVF) avec différentes relations
de fermeture. Nous comparons notamment les flux radiatifs et conductifs à ceux obtenus
par la MaD avec le schéma Positif, l'approximation de Rosseland, et la solution intégrale
unidimensionnelle [3, 2]. Les profils de température selon la dimension verticale du bain sont
donnés au centre et aux limites latérales. Compte-tenu des données issues de la littérature,
seules les grandeurs calculées au centre sont comparées.

Flux de chaleur

Les figures 2.19 (a) et (b) décrivent l'évolution des flux conductifs et radiatifs adimension
nés. Les valeurs obtenues par l'approche intégrale, celles utilisant la MaD et l'approche de
diffusion, employée par K.H. Lee et R. Viskanta [2] constituent les éléments de validation. Les
maillages des diverses approches numériques sont similaires (Nx x N y = 50 x 50). Toutefois,
la solution intégrale unidimensionnelle nécessite un maillage plus dense (301 nœuds).

Ici encore on observe que les flux radiatifs et conductifs sont très sensibles au choix de
la relation de fermeture utilisée pour la résolution de l'ETR. En ce qui concerne le flux ra
diatif (Fig. 2.19 (a)) les grandeurs obtenues à l'aide des schémas STEP et Exponentiel ainsi
que celles obtenues par le schéma positif avec la MaD [2] sont non-uniformes et éloignées de
la solution semi-analytique l-D. Pour les mêmes raisons que dans le cas unidimensionnel, la
diffusion numérique et la dépendance au maillage sont responsables des écarts présentés. Le
schéma Diamant ne donne satisfaction que dans la partie inférieure du bain; ailleurs il sures
time fortement la solution. L'approche de Diffusion s'avère donner des résultats satisfaisants
concernant le calcul des flux. Les hypothèses de base relative à son utilisation sont ici respectées
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FIG. 2.19 - Flux radiatifs et conductifs au centre du bain (H X L = lm x lOm))

(milieu optiquement épais, grandeurs calculés loin des frontières). Les deux approximations
Exponentielles Modifiées donnent des résultats satisfaisants.

Pour les flux conductifs, l'analyse de la figure 2.19 (a) donne l'impression que toutes les
approches sont satisfaisantes, compte tenu de l'échelle choisie. Toutefois, un agrandissement
des flux conductifs obtenus à l'aide de la MVF (Fig. 2.19 (b)) montre clairement des disparités.
En fait, les remarques sont similaires à celles faites pour q-;'. Le couplage entre les deux modes
de transferts accentue les écarts par rapport à la solution analytique à mi-hauteur du bain, là
où le maillage est le moins dense.

Profils de températures

Les figures 2.20 (a) et (b) proposent les profils de températures au centre et aux limites
latérales du bain de fusion le long de la verticale.

Sur la figure 2.20 (a) nous avons présenté plusieurs profils de températures obtenus à
l'aide de la MVF ainsi que des éléments de comparaison. Sur la figure 2.20 (b) nous n'avons
représenté que les profils de températures calculés par la MVF, aucune source permettant de
comparer nos résultats n'étant disponible.

Nous commençons notre analyse avec les profils de températures au centre du bain (Fig.
2.20 (a)). En premier lieu, on note que l'approximation de Diffusion est la plus mauvaise ap
proche pour la prédiction de la température. En effet, elle sous-estime cette grandeur d'environ
100 K sur toute la hauteur du bain. En revanche, toutes les autres techniques concordent bien,
avec la solution intégrale 1-D, à mesure que l'on s'approche de la limite supérieure du bain.
Toutefois, les schémas Positif, Exponentiel et STEP surestiment la température dans la zone
"froide". Cet écart par rapport à la solution semi-analytique s'explique par le phénomène de
diffusion numérique; une quantité du rayonnement se propage loin dans le milieu, contribuant
ainsi à l'échauffement de ces zones. L'accroissement de la température est évalué à 18 K pour
le schéma Exponentiel, 20 K pour le Positif et 40 K pour le STEP. A l'opposé, le schéma
Diamant sous-estime la température dans la partie inférieure du bain. L'écart par rapport à
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FIG. 2.20 - Profils de températures pour différents schémas de fermeture (H x L = lm x lOm)

la solution intégrale est d'environ 30 K à la paroi Sud. Nous remarquons enfin que les pro
fils de température prédits par les approximations Exponentielles Modifiées et Exponentielles
Modifiées à Température Linéarisée sont superposés avec la solution intégrale.

La figure 2.20 (b) montre des comportements très divers. On note une forte décroissance
de la température à chacun des coins inférieurs, les minima atteints évoluant selon la relation
de fermeture retenue. L'approche que nous avons développée ainsi que le schéma Exponentiel
Modifié sont tous deux proches. Par ailleurs, comme au centre, les mêmes tendances sont
observées pour l'ensemble des relations de fermetures. On remarque que l'amplitude thermique
maximale est proche de 200 K (schéma STEP). Dans ce cas particulier, les effets de bords
sont prépondérants et une mauvaise estimation du terme source radiatif a une forte incidence
sur les champs de températures.

Champs de températures

Cette simulation (voir Fig. 2.21) lorsque L est grand par rapport à H, ici LjH = lO, montre
que les effets dus aux frontières latérales sont négligeables dans le plan médian. Parmi toutes
les techniques utilisées pour la résolution du problème, nous observons que la MVF utilisant
les schémas Exponentiels Modifiés avec et sans Linéarisation de la Température donne des
solutions les plus semblables.

2.7.3 Cas test 2 : H x L = lm x 2m - verre clair

Profils de températures

Pour observer les effets de bords sur les profils de températures et les flux de chaleur, nous
abordons le cas d'un milieu de profondeur H = lm et L = 2m (LjH = 2). Ici, le bain de verre
ne peut être assimilé à un milieu semi-infini et les calculs issus de l'approche semi-analytique
1-D ne peuvent, a priori, servir de référence. Afin de mieux cerner les problèmes engendrés
par les effets de bords, nous commençons par expliciter les profils de températures (Fig. 2.22
(a) et (b)) obtenus à l'aide des différentes approches.
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FIG. 2.21 - Comparaison des champs de températures (H x L = lm x lOm)

Le long du plan médian, nous constatons que les niveaux de températures sont inférieurs
à ceux calculés dans le cas précédent. Ceci s'explique par les pertes de chaleurs vers le milieu
extérieur, par convection et conduction. Elles provoquent une diminution de la température
compte tenu de l'augmentation de la surface d'échange relative (rapport de la surface du bain
à la longueur des frontières).

Nous remarquons aussi que les températures calculées à l'aide de la MVF en employant
les schémas Exponentiel Modifié et à Température Linéarisée sont pratiquement superposées.
Par ailleurs, l'évolution de T dans le plan médian pour les autres techniques est similaire
au cas d'étude précédent où L/H=10 (Fig. 2.20 (a)). La figure 2.22 (b) présente les profils
de températures le long des limites latérales j la diminution de la température entre les faces
supérieure et inférieure est elle aussi plus importante j les même remarques que précédemment
peut être renouvlée.
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FIG. 2.23 - Flux radiatifs et conductifs au centre du bain (H x L = lm x 2m)

Flux de chaleur

Les flux de chaleur au sein du bain de verre (Fig. 2.23 (a) et (b)) sont, dans ce cas,
éloignés de la solution semi-analytique. Ce fait était attendu étant donné que l'on ne peut
plus considérer l'hypothèse d'un milieu semi-infini. Dans ce cas, l'ensemble des techniques
conduit à des flux radiatifs plus importants au voisinage de la surface libre. Il y a propagation
de la chaleur vers les murs réfractaires et donc un refroidissement plus important comme
nous venons de le détailler. Toutefois, on note que les approches Exponentielle et STEP sont
toujours très sensibles au maillage et sous-estiment les flux dans la zone centrale. Les deux
méthodes Exponentielles Modifiées sont encore très proches. Enfin les valeurs obtenues par la
méthode de Diffusion sont correctes si l'on se situe à au moins 20 cm de la limite supérieure.
Ici encore, on note la dichotomie existant entre température et flux pour l'approximation de

73



Chapitre 2. Rayonnement et Conduction dans les Fours Verriers

Rosseland.

Champs de températures
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FIG. 2.24 - Comparaison des champs de températures (H x L = lm x 2m)

Les champs de températures sont présentés figures 2.24 (a), (b), (c) et (d). Bien que les ni
veaux de températures soient relativement proches pour l'ensemble des relations de fermeture
utilisées, on note des différences quant à l'allure des isothermes. Les schémas STEP et Expo
nentiels surestiment la température dans la région centrale du bain, ce qui est en parfait accord
avec la sous-estimation du flux radiatif aux mêmes endroits par ces deux approximations. A
l'inverse, l'utilisation du schéma Diamant conduit à la sous-estimation des températures au
voisinages des frontières opaques du fait des erreurs induites lors des opérations de moyenne.
Seul le schéma Exponentiel Modifié donne des valeurs en accord avec l'approche à Température
Linéarisée.
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2.7.4 Cas test 3 : H x L = a.lm x lm - verre clair

Nous allons nous intéresser à présent aux cas où le bain de verre est caractérisé par de
faibles profondeurs (H = O.lm) similaires à celles observées dans les dispositifs en sortie des
fours, les "Feeders" (conduites de sortie). Les paramètres et les conditions aux limites sont les
mêmes que précédemment. Nous utilisons le même maillage (50 x 50) et nous nous intéressons
notamment à :

- l'effet de la taille moyenne des mailles sur le calcul,
- la validation de nos résultats avec ceux déjà publiés [2].

Flux de chaleur
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FIG. 2.25 - Flux radiatifs et conductifs au centre du bain (H x L = O.lm x lm)

Nous analysons en premier lieu les figures 2.25 (a) et (b) qui représentent les flux radiatifs
et conductifs dans le plan médian.

Contrairement aux résultats présentés sur les figures 2.19 (a) et (b) (cas précédent), nous
observons que toutes les techniques donnent des flux très proches de ceux calculés avec la
solution intégrale 1-D. L'effet de la diffusion numérique et la dépendance au maillage sont
fortement amortis pour le schéma STEP. Par ailleurs, les mêmes effets ont complètement
disparu pour les schémas Exponentiel et Positif. Le schéma Diamant donne des résultats
proches de la solution exacte. Par ailleurs, pour le même ratio H/L que dans le premier cas test,
les flux calculés à l'aide de cette approximation sont satisfaisants. L'approche simplificatrice de
Rosseland donne de bons résultats pour les flux dans le bas du bain; en revanche, on observe
distinctement des écarts dans la zone proche de la surface. Les schémas Exponentiel Modifié
et à Température Linéarisée prouvent, encore une fois, qu'ils sont bien adaptés à la résolution
du transfert radiatif dans les milieux d'épaisseur optique plus faible. En effet, les flux radiatifs
calculés par ces deux approches se superposent avec la solution semi-analytique.
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Profils de températures
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FIG. 2.26 - Profils de températures pour différents schémas de fermeture (H xL = O.lm x lm)

Nous représentons les profils de températures le long de la médiane et aux frontières
latérales du bain, figures 2.26 (a) et (b).

Les températures calculées par les différentes relations de fermeture sont très proches dans
le plan médian. Par ailleurs, elles satisfont toutes à la solution intégrale à l'exception des
valeurs calculées par la méthode de Rosseland qui sous-estime très fortement la température
(de plus de 100 K). Aux frontières, Est et Ouest, les grandeurs calculées sont équivalentes sauf
celles déterminées par le schéma Diamant. En effet, du fait des fortes contraintes thermiques
aux voisinage des réfractaires, les moyennes calculées à l'aide de ce schéma induisent de forts
écarts.

Champs de températures

Les champs de températures pour ce cas d'étude sont eux aussi comparés relativement au
schéma Exponentiel Modifié à Température Linéarisée sur les figures 2.27 (a), (b), (c) et (d).

2.7.5 Cas test 4 : H x L = lm x 20m - verre vert

Flux de chaleur

Ce dernier cas test permet d'observer l'effet du coefficient d'absorption, notamment son
augmentation, sur la modélisation des bains de verre fondu. Aussi, lors de cette étude, nous
considérons du verre vert (verre destiné à la fabrication de bouteilles) dont les valeurs du
coefficient d'absorption sont rappelées sur la figure 2.4. Par ailleurs, afin d'approcher au plus
près les conditions réelles de fusion du verre, l'enceinte modélisée a une dimension de H x L =
1 mx20 m. L'association de ces deux contraintes: fort coefficient d'absorption et grandes
dimensions, a été un élément pénalisant en terme de temps de calcul. De plus, afin de pouvoir
conserver des éléments de comparaison avec les travaux de Lee et Viskanta [2], le maillage
utilisé est toujours de 50 x 50 mailles.
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(c) T. Linéarisée / Diamant

FIG. 2.27 - Comparaison des champs de températures (H x L = O.lm x lm)

Les flux de chaleurs radiatifs et conductifs sont présentés figures 2.28 (a) et (b). Étant
donné que le rapport LIH = 20, l'hypothèse d'un milieu unidimensionnel peut s'appliquer
dans le plan médian du four. La solution semi-analytique proposée par Viskanta [38] s'applique
dans le cas présent. On note que les flux radiatifs diffèrent assez fortement selon le schéma
utilisé pour résoudre l'ETR. Ainsi, les approches STEP et Exponentielle sont éloignées de
la solution intégrale et plutôt proches de la solution obtenue par la MOD avec un schéma
Positif. Dans le cas présent, la forte absorptivité du milieu ainsi que l'utilisation d'un maillage
relativement lâche dans la zone centrale conduisent à des interpolations et minorent le flux
radiatif. Les schémas Diamant et Exponentiel Modifié surestiment légèrement le flux radiatif
obtenu par la méthode intégrale. On note que dans le cas du verre vert le schéma Diamant
donne des résultats moins perturbés par les effets de bords, ce qui est logique compte tenu de
l'évolution des propriétés optiques. L'approximation de Diffusion est elle aussi très proche de
la solution intégrale; dans ce cas d'étude nous validons les hypothèses d'utilisation du modèle
de Rosseland : milieu optiquement épais et calculs réalisés loin des frontières. Le schéma
Exponentiel Modifié à Température Linéarisée donne les résultats les plus satisfaisants; ils
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FIG. 2.28 - Flux radiatifs et conductifs au centre du bain (H x L = lm x 20m)

sont confondus avec ceux obtenus pour la solution unidimensionnelle.
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FIG. 2.29 - Profils de température pour différents schémas de fermeture (H xL = lm x 20m)

La plupart des commentaires qui ont été faits sur les flux se retrouvent lors de l'interpré
tation des températures au centre du bain (Fig. 2.29 (a)). En effet, la sous-estimation du flux
(schémas STEP et Exponentiel) provoque une surestimation des températures. Les écarts me
surés pouvant être conséquents, dans le bas du bain, ils sont de l'ordre de 230 K par rapport à
la solution analytique. Les relations de fermeture plus complexes (schémas Exponentiels Mo
difiés) ainsi que le schéma Diamant dont les flux étaient corrects ont des températures variant
peu autour de la solution intégrale. En revanche, l'approximation de Diffusion qui donnait
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une bonne estimation du flux radiatif est mise en défaut pour le calcul des températures;
toutefois l'écart mesuré (de l'ordre de 70 K) est inférieur à l'erreur commise avec un schéma
de fermeture de type Positif ou Exponentiel.
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FIG. 2.30 - Comparaison des champs de températures (H x L = lm x 2Om)

Les champs de températures représentatifs des cinq relations de fermeture utilisées avec
la Méthode des Volumes Finis sont présentés sur les figures 2.30 (a), (b) (c) et (d). On y
distingue clairement les forts écarts existant entre les différentes approches. La surestimation
des températures est manifeste pour les schémas STEP et Exponentiel. Dans la pratique, les
industriels du verre ont besoin de connaître précisément la température du verre au voisinage
des réfractaires afin de pouvoir correctement dimensionner les fours. Une mauvaise estimation
de ces températures a des conséquences en terme de durée de vie de four) le verre liquide
étant un milieu très corrosif qui dégrade ces réfractaires. Cette étude montre que le choix des
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méthodes numériques utilisées pour de tels dimensionnements est crucial.

2.8 Études de sensibilité

2.8.1 Sensibilité aux quadratures angulaires
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FIG. 2.31 - Effet de la quadrature angulaire sur les flux de chaleur
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FIG. 2.32 - Effet de la quadrature angulaire sur les flux radiatifs

Dans les cas test abordés précédemment, nous avons utilisé une quadrature angulaire à
pas constant No x Nep = 4 x 8. Nous allons présenter dans ce paragraphe les résultats obtenus
lors de l'emploi de différents types de quadratures angulaires. Celles-ci sont représentées en
annexe § A (Fig. A.1). La première est à pas angulaires réguliers, la seconde présente un
nombre de directions plus important autour de l'axe Oy. C'est autour de cette direction que
se fait la réfraction du rayonnement issu des gaz chauds. A cette interface les coefficients de
transmission de réflexion évoluent très vite avec l'angle \li (angle de réfraction - Fig. 2.2).
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Le coefficient de transmission T,\(W) varie de l'unité pour 'li = 0 à une valeur nulle pour
'li = Wlim = arcsin(ljn,\). Le fait de concentrer les directions de la quadrature autour de Gy
doit permettre une meilleure prise en compte du phénomène de réfraction à l'interface.

Deux autres types de quadratures angulaires ont été testés dans cette étude. La première
est souvent utilisée avec la MOD; c'est la quadrature S8 (80 directions), issue de la famille
des quadratures SN. La seconde quadrature testée est la DCTlll , référencée par R. Koch [16]
comme étant une solution alternative intéressante aux quadratures SN.

Les figures 2.31 et 2.32 représentent les flux de chaleur calculés par la MVF en géométrie
unidimensionnelle (Cas test 2, H = O.lm)avec : le schéma Exponentiel Modifié à Tempéra
ture Linéarisée, un maillage uniforme, différentes quadratures angulaires. Ces résultats sont
comparés aux flux obtenus par la solution intégrale.

En premier lieu nous constatons que les deux discrétisations angulaires donnent des flux
en accord avec la solution exacte. De plus, quel que soit le nombre de directions utilisées elles
produisent des résultats très proches. Les quadratures S8 et DCT1l1 sous-estiment le flux
radiatif même si leur comportement est similaire à celui observé pour nos quadratures. Ceci
peut être dü à la répartition des directions et à la façon dont sont calculés les poids angulaires
associés à chaque direction. Par ailleurs, il est possible que notre discrétisation angulaire soit
mieux adaptée à la méthode des volumes finis.

Si l'on ne s'intéresse qu'aux flux radiatifs, les figures 2.32 (c) et (d) montrent que la
discrétisation avec les directions concentrées autour de l'axe Oy donne les résultats les plus
proches de la solution semi-analytique et ce pour tous les degrés de raffinement de la quadrature
angulaire. Avec cette approche, nous donnons plus d'importances aux échanges entre les gaz
chauds et le bain de verre.

2.8.2 Sensibilité au nombre de mailles

Le choix du maillage et des facteurs conditionnant sa non-uniformité horizontale et verticale
influe fortement sur le calcul. On l'a vu lors de l'utilisation de maillages grossiers avec des
schémas de discrétisation simples (STEP, Positif, Diamant et Exponentiel); dans certaines
zones du domaine de calcul les interpolations peuvent induire d'importantes fluctuations du
flux radiatif et une mauvaise estimation de la température.

Ainsi, afin de mesurer l'influence du maillage sur le calcul, nous reprenons le cas unidi
mensionnel traité dans le paragraphe 2.6.3. Tous les paramètres de calculs sont les mêmes
(conditions aux limites, propriétés optiques et thermiques) j seul le maillage change. Celui-ci
est toujours uniforme; les résultats sont présentés pour un nombre croissant de volumes de
contrôle : NuaI' Cette grandeur varie entre la valeur minimale permettant la convergence et
la maximale pour laquelle la solution semi-analytique est obtenue. Nous allons dans la suite
analyser cette évolution pour l'ensemble des relations de fermeture.

Approximation STEP

Les flux de chaleur obtenus à l'aide d'un maillage régulier (Fig. 2.33 (a)) sont uniformes
et ne présentent plus les oscillations précédemment observées dans le cas d'un maillage de 50
volumes de contrôle non régulièrement espacés (Fig. 2.14). Toutefois, pour obtenir ce résultat,
un maillage d'au moins 400 cellules est nécessaire. L'augmentation progressive du nombre de
mailles permet d'approcher la solution intégrale. En ce qui concerne le profil de température
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FIG. 2.33 - Sensibilité au maillage: approximation STEP

(Fig. 2.33 (b)) la dépendance vis-à-vis de Nuai est plus marquée. En effet, il faut au moins 600
mailles pour approcher correctement la température.
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FIG. 2.34 - Sensibilité au maillage : approximation Diamant

En ce qui concerne le schéma Diamant, les flux calculés sont eux aussi plus uniformes (Fig.
2.34 (a)). Cependant l'augmentation de Nuai ne permet pas d'approcher de façon satisfaisante
le flux radiatif calculé par la méthode semi-analytique. Même pour 1000 volumes de contrôle,
il subsiste un écart et pour des valeurs inférieures de Nuai le flux radiatif est clairement sous
estimé. En conséquence, la température le long de l'axe vertical (Fig. 2.34 (b)) est toujours
surestimée. L'utilisation d'un milieu plus absorbant tel que le verre vert pourrait modérer cet
effet et permettre l'utilisation d'un maillage moins dense.
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FIG. 2.35 - Sensibilité au maillage: Approximation Exponentielle

L'utilisation du schéma Exponentiel limite clairement la dispersion des résultats. Les flux
de chaleur ainsi que les profils de températures calculés pour les différentes valeurs de Nuol

(Fig. 2.35 (a) et (b)) sont dans la même fourchette. De fait, les températures varient de moins
de 10 K. Par ailleurs, avec cette relation de fermeture, il possible d'abaisser le nombre de
mailles nécessaires à la convergence (Nuol = 300).
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FIG. 2.36 - Sensibilité au maillage: approximation Exponentielle Modifiée

La convergence dans ce cas est obtenue à partir d'un nombre de mailles Nuol = 200 (Fig.
2.36 (a) et (b)) au lieu de N vol = 300 pour le schéma Exponentiel. Ceci implique que le
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schéma Exponentiel Modifié est mieux: adapté pour le calcul des luminances dans les milieux:
optiquement épais. Une simple comparaison entre la figure 2.36 (b) et la figure 2.35 (b) nous
montre que nous obtenons pratiquement les mêmes niveaux: de températures en utilisant l'ap
proche Exponentielle avec Nvol = 1000 ou le schéma Exponentiel Modifié avec Nvol = 500.
Cette dernière approche nous permet de réduire le nombre de mailles nécessaires à la bonne
convergence du problème.

Approximation Exponentielle à Température Linéarisée
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FIG. 2.37 - Sensibilité au maillage: approximation Exponentielle à Température Linéarisée

Les résultats obtenus par cette approche (figures 2.37 (a) et (b)) sont pratiquement in
sensibles au nombre de mailles employées. De plus, la convergence peut être obtenue à partir
d'un nombre de mailles très faible Nvol = 20. Nous observons que pour Nvol = 50 les flux et
les niveaux: de température sont quasiment identiques à ceux: calculés par la solution intégrale.
Il faut dix fois moins de mailles pour obtenir la convergence dans ce cas I-D.

Conclusion sur la sensibilité au maillage

Cette étude de sensibilité au maillage montre qu'il existe une forte dépendance entre la
relation de fermeture et le nombre de volumes de contrôle permettant d'obtenir des résultats
convenables. On note que la simplicité du schéma implique un maillage important (donc plus
de place mémoire), celui-ci pouvant devenir grossier pour des techniques de différentiation
plus sophistiquées. En outre, cette analyse a aussi montré que notre technique de résolution
utilisant la MVF est bien conservative j les flux: totaux: calculés sont constants.

2.8.3 Sensibilité au pas de maillage

En utilisant un maillage à pas constant, les flux: radiatifs calculés par notre modèle sont
uniformes, comme nous l'avons vu dans le paragraphe précédent. Ceci est valable pour toutes
les relations de fermeture utilisées avec la MVF. En revanche, les flux: radiatifs et conductifs
calculés par la MVF où la MOD en utilisant un maillage non régulier peuvent présenter une
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certaine non-uniformité (Fg. 2.7 et 2.14). Lee et Viskanta [2, 3] ont justifié ce phénomène
par la diffusion numérique propre aux schémas Exponentiel, positif et STEP. Toutefois les
résultats présentés dans le paragraphe précédent montrent que cette non uniformité disparaît
quand on utilise un maillage à pas constant. Ainsi, nous pouvons conclure sur le fait que cette
non-uniformité des flux est liée à la non-régularité du maillage utilisé.

Pour tester les performances des différentes relations de fermeture, nous présentons les flux
et les profils de température calculés par la MVF en utilisant des maillages irréguliers. Le pas
du maillage est défini par une suite géométrique:

~

2 H
Lb.Yi = 2
i=1

A kA' - ni 1 1uYi = yUYi+1 t - - - ,
2

A kA· ni .
UYi = yUYni-i t = 2' nt

b.Yi b.Yi + b.Yi+1
YI = -2- Yi = Yi-l + 2 i = 2, ni (2.19)

où ky est la raison de la suite. Pour ky = 1 nous obtenons un maillage à pas constant. Un
maillage affiné aux frontières est obtenu pour une raison ky < 1. Plus k y sera faible, plus le
maillage sera resserré aux frontières. Afin d'observer l'influence sur les flux et les températures,
nous avons repris le cas étudié dans le paragraphe 2.8.2 en utilisant des maillages qui diffèrent
par leur raison ky • Quatre cas ont été envisagés. Les caractéristiques des maillages sont:
Nvol = 50 et ky =1.00, 0.95, 0.90 et 0.80.
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FIG. 2.38 - Sensibilité au pas du maillage: approximation STEP

Comme nous l'avons constaté plus haut, avec un maillage régulier, le schéma STEP n'as
sure la convergence des calculs qu'à partir de N vol = 400. Toutefois, l'utilisation d'un maillage
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resserré aux frontières permet d'éviter la divergence des calculs avec un nombre de mailles
beaucoup plus faible. Les résultats présentés ici sont obtenus pour 50 nœuds espacés irrégu
lièrement. L'évolution des flux et de la température dans le bain de verre sont représentés
sur les figures 2.38 (a) et (b), pour ky =0.95, 0.90 et 0.80. Nous remarquons que la diminu
tion du facteur ky est accompagné par l'augmentation: de l'amplitude de la déformation du
flux radiatif, ainsi que de l'écart de température dans le fond de bain. Les valeurs du flux
radiatif calculées par la MVF s'éloignent fortement de la solution intégrale à mesure que l'on
s'approche du centre de bain où les mailles sont les plus grandes. Les températures ne sont
correctement estimées qu'au voisinage de la surface libre. A mesure que l'on atteint la limite
inférieure, la différence avec la solution intégrale croît pour des valeurs de ky de plus en plus
faibles.

Approximation Diamant
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FIG. 2.39 - Sensibilité au pas du maillage : approximation Diamant

Les figures 2.39 (a) et (b) donnent les flux et les températures pour les mêmes facteurs
ky . Contrairement au schéma STEP, le schéma Diamant donne des résultats plus proches de
la solution intégrale quand ky diminue. Les flux radiatifs ne présentent aucune déformation.
Ceci est dû au fait que le schéma Diamant est de second ordre, c'est-à-dire que nous avons
une relation entre trois luminances. TI faut cependant rappeler que cette approche perd de son
efficacité dans le cas de modélisations bidimensionnelles.

Approximation Exponentielle

Les figures 2.40 (a) et (b) donnent les flux et les températures calculés par le schéma
Exponentiel et comparés avec la solution analytique. Les résultats obtenus sont similaires à
ceux prédits par le schéma STEP. On constate néanmoins que les températures sont un peu
plus proches de la solution analytique, notamment pour k y = 0,95.
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FIG. 2.41 - Sensibilité au pas du maillage: approximation Exponentielle Modifié

Approximation Exponentielle Modifiée

L'approximation Exponentielle Modifiée a permis le calcul de flux et de température (Fig.
2.41 (a) et (b)) conformes aux solutions semi-analytiques. Les flux radiatif et conductif sont
uniformes pour ky = 0,95 et ky = 0,9. Une légère fluctuation est observée quand ky = 0,8.
En revanche la température est mieux approchée avec cette valeur du décrément géométrique.

Approximation Exponentielle Modifiée à Température Linéarisée

Enfin, l'approche Exponentielle Modifiée à Température Linéarisée assure une bonne conver
gence, même avec 50 mailles régulièrement espacées (Fig 2.42). Tous les résultats sont en très
bon accord avec la solution semi-analytique. Nous remarquons que le fait d'affiner le maillage
aux frontières n'a aucune influence sur les valeurs calculées. Un des points forts de cette ap
proche est donc sa stabilité. Elle permet d'obtenir des résultats en accord avec la théorie et
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les études de références à l'aide de maillage peu denses, uniformes ou non.
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Chapitre 3

Méthode des Volumes Finis pour le
transfert par convection et

rayonnement

3.1 Introduction

La modélisation mathématique des transferts de masse et de chaleur dans le bain de verre
doit tenir compte des variations des propriétés physiques du verre avec la température. Les
méthodes modernes de calcul de mécanique des fluides s'appuient sur la résolution directe des
équations de Navier-Stokes. Pour les écoulements à recirculation, cette modélisation consomme
beaucoup de temps de calcul et de la place mémoire. Plusieurs méthodes de résolution numé
rique sont exposées dans la littérature :

- la méthode spectrale,
- la méthode des éléments finis,
- la méthode des singularités,
- la méthode des différences finies,
- la méthode des volumes finis,
Notre choix s'est porté sur la dernière approche, la MVF. Cette méthode a été la pre

mière à atteindre un stade de développement très avancé pour les calculs de transfert couplé
(rayonnement, conduction et convection). Elle peut aussi être utilisée pour la prise en compte
des phénomènes de combustion et de fusion en modélisant des réactions chimiques ou faisant
intervenir la chaleur latente de fusion. Elle se distingue aussi par une formulation très simple.
L'étude des transferts de masse et de chaleur dans les fours verriers nécessite la résolution des
équations de Navier-Stokes. En outre, celles-ci sont au cœur de nombreuses problématiques
scientifiques et industrielles. La résolution analytique de ces équations est rarement envisa
geable, hormis dans des cas simples. Ainsi, l'approche numérique est devenue incontournable
pour la majorité des études menées actuellement.

D'un point de vue historique, on constate que la simulation de la dynamique des fluides
s'est considérablement développée au cours des trois dernières décennies. Un grand nombre
de scientifiques ont consacré des efforts de recherche importants pour développer de nouvelles
techniques calculatoires permettant d'appréhender ces phénomènes. Il en résulte un tout aussi
grand nombre de publications de référence dédiées à de nombreuses applications. Dans cette

89



Chapitre 3. Méthode des Volumes Finis pour le transfert par convection et rayonnement

abondante littérature, nous citons de manière chronologique quelques ouvrages de référence
qui ont orienté notre recherche. Ce sont notamment: Roache 1972 [43], Patankar 1980 [22],
Baker 1983 [44], Peyret 1983 [45], Anderson 1984 [46], Hirsch 1990 [47], Fletcher 1991 [48],
Shyy 1994 [49], Versteeg 1995 [50] et Ferziger 2002 [51].

Toutefois, les techniques et méthodes numériques abordées dans ces documents ne four
nissent pas, à ce jour, de solution pouvant être considérée comme parfaite pour modéliser tous
types d'écoulements, que ce soit en terme d'exactitude, d'efficacité ou encore de stabilité nu
mérique. Au préalable de tout calcul, une étude critique doit être effectuée quant au choix des
techniques employées pour résoudre le système d'équations caractérisant l'écoulement. Néan
moins l'approche numérique la plus répandue pour résoudre les problèmes de mécanique des
fluides et de transfert convectif est la Méthode des Volumes Finis (MVF). Elle est basée sur
l'intégration des équations de conservation sur des volumes de contrôle. Cette approche est
celle que nous avons retenue pour modéliser l'hydrodynamique du bain de verre. Nous allons
discuter la méthodologie qui lui est associée.

Le processus de résolution des équations de Navier-Stokes débute par la discrétisation du
domaine de calcul en un nombre fini de volumes de contrôle. Les grandeurs physiques sont
aussi discrétisées et affectées aux centres des mailles. Lors de la discrétisation, les variables
aux nœuds du maillage sont employées pour interpoler les valeurs aux surfaces des volumes
de contrôle. Ces interpolations sont nécessaires afin de relier les grandeurs nodales d'une
part et de manière à prendre en compte les conditions aux limites d'autre part. Un schéma
d'interpolation approprié contribue largement à l'exactitude de la solution et à la stabilité du
processus de résolution.

Comme pour la résolution de l'ETR, nous avons besoin de relations de fermeture pour
les équations de Navier-Stokes. Il existe plusieurs schémas j les plus courants sont référencés
ci-après: Upwind (UDS), Hybrid (HDS) et Power-Law (PDS). ils sont dits de premier ordre
en terme de précision. Le schéma aux Différences Centrées (CDS) est de second ordre. il
existe aussi des schémas de troisième ordre qui sont bien adaptés au calcul des écoulements
complexes. Le schéma Quick proposé par Leonard [52] en fait partie. il est réputé pour sa
précision relativement aux schémas précédents. En outre, c'est le schéma le plus fréquemment
utilisé parmi ceux d'ordre supérieur à deux. Au-delà du troisième ordre, d'autres schémas
peuvent être employés [53, 54, 55, 56]. Un des plus courants est le schéma CDS de quatrième
ordre.

Un inconvénient majeur des schémas d'ordre élevé (égal ou supérieur à deux) réside dans
leur difficulté de mise en œuvre. Ceci est principalement dü à trois raisons :

- leur instabilité numérique qui peut conduire à la divergence des calculs dans le cas
d'écoulement complexes,

- la difficulté d'implémentation étant donné les nombreuses interpolations exigées par ces
schémas,

- l'importance des temps de calcul.
A l'aide d'un traitement spécifique, ces difficultés peuvent être souvent résolues. En fait,

la stabilité et la convergence sont les principaux défis imposés aux numériciens.

Le traitement de l'instabilité des schémas d'ordre élevé conduit en général à l'obtention
d'un schéma d'ordre inférieur auquel s'ajoute un terme correctif. Cette approche est connue
sous le nom de correction reportée "deferred correction" [57,58]. La technique de la correction
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reportée a été initialement appliquée à la résolution des équations ordinaires. Elle a été par la
suite développée pour résoudre les équations aux dérivées partielles. Nous détaillerons cette
méthode lors de l'emploi du schéma Quick. On peut toutefois noter que le résultat a toujours
la précision du schéma originel (d'ordre élevé). De cette façon, le conflit entre précision et
stabilité peut être généralement résolu.

Ce chapitre discute les techniques classiques utilisées lors de la résolution numérique des
équations aux dérivées partielles (EDP) en utilisant la MVF. Il traite aussi l'influence des rela
tions de fermeture employées sur les résultats obtenus. Étant donné les problémes de stabilité
de certaines relations de fermeture, pour les écoulements à recirculations, nous proposons une
nouvelle formulation de schéma Quick stable et rapide. Des validations et des comparaisons de
cette nouvelle formulation sont discutées dans le cas de la convection forcée avec un fluide quel
conque. Ce modèle est aussi testé dans les cas de la convection naturelle et thermocapillaire.
Enfin, nous abordons le problème de couplage de la convection naturelle et du rayonnement.

La MVF donne des solutions pour un ensemble de points discrets situés dans le domaine
du calcul (divisé en un certain nombre de volumes de contrôle). En intégrant les EDP sur les
volumes de contrôle, les équations sont écrites sous une forme conservative. Les dérivées sont
approchées par des relations aux différence finies. Ainsi, le problème s'écrit sous la forme d'un
système d'équations linéaires. Il est résolu itérativement. Afin de réduire les développements
mathématiques concernant les équations de Navier-Stokes, nous considérerons une équation
générique de transport. Elle est étudiée sur un maillage cartésien nonuniforme.

3.2 Équations et notations

L'équation de transport traduisant la conservation d'une grandeur physique scalaire ou
vectorielle <jJ dans un écoulement s'écrit:

ô (p<jJ)

~
Évolution temporelle

+ V· (pV<jJ) =V· (rv<jJ) + 84>
'-..-.' ~ ~

Terme convectif Terme diffusif Terme source

(3.1)

r est le coefficient de diffusion, 84> est le terme source de <jJ par unité de volume, p est la densité
du milieu fluide et V est la vitesse de l'écoulement. Le premier terme de de l'éq. 3.1 représente
la variation temporelle de <jJ. Le second terme est la composante convective; il représente le
transport de la quantité <jJ générée par le mouvement du fluide. Du côté droit de l'équation, le
premier terme de transport est dû à la diffusion. Le dernier terme représente la contribution
due aux sources. Pour une géométrie unidimensionnelle (1-D) l'éq. 3.1 devient:

ô (p<jJ) + ô (pu<jJ) = ~ (rô<jJ) + 8
ât ôx ôx ôx 4>

Dans le cas de modélisation à deux et trois dimensions on obtient :

(3.2)

ô (p<jJ) + ô (pu<jJ) + ô(pv<jJ) = ~ (rô<jJ) +~ (rô<jJ) + 8 (3.3)
ât ôx ôy ôx ôx ôy ôy 4>

ô (p<jJ) + ô (pu<jJ) + ô (pv<jJ) + ô(pw~) = ~ (rô<jJ) +~ (rô<jJ) + ~ (rô<jJ) +8 (3.4)
ât ôx ôy ôz ôx ôx ôy ôy ôz ôz 4>
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où U,v et w sont respectivement les composantes de la vitesse suivant x, y et z. Dans le cas
du régime permanent, la dérivée par rapport au temps est nulle; ainsi le premier terme des éq
de 3.1 à 3.4 disparaît.

NE:.......•.......................
, A, e

E:...... ......... ...............

. S '
A

. , ,. , ,
w : 1 :........... ···S~·' ·st···· SËr····· .

FIG. 3.1 - Volumes de contrôle, géométrie bidimensionnelle

Dans le cas d'une géométrie bidimensionnelle, l'équation de transport est discrétisée sur
un ensemble de nœuds. Notre algorithme utilise un maillage nonuniforme où les nœuds sont
les centres des volumes de contrôle (Fig. 3.1). Ils sont repérés par deux indices: i suivant x et
j suivant y.

Par définition, nous orientons l'axe x positivement selon l'Est et négativement vers l'Ouest.
La même convention est retenue pour les directions Nord et Sud de l'axe y. Le centre du
volume de contrôle (i,j) est indicé p. Les deux nœuds voisins de P dans la direction Est sont
repérés par E (indice i + 1) et EE (indice i + 2). Le même formalisme est adopté pour les
premiers et seconds voisins le long des directions Ouest, Nord et Sud (W et WW, Net NN,
S et SS). Les surfaces entourant le volume de contrôle Vp sont notées: A e pour l'est, Aw

pour l'ouest, An pour le nord et As pour le sud.
Le volume de contrôle Vp a une longueur /lxi = /lxp et une largeur /lYj = /lyp. /lxe est

la distance entre les points P et E et /lxw est la distance entre les points P et W. /lYn et
/lys sont définis de même façon. Les surfaces frontières du volume de contrôles sont données
par A e = Aw = /lxi = /lxp et An = As = /lYj = /lyp, et son volume /lV = /lxp/lyp.

3.3 Discrétisation de l'équation de transport

L'équation de transport en régime stationnaire peut être explicitée de manière réduite:

(3.5)

Nous allons discrétiser cette équation à l'aide la MVF. Le cas unidimensionnel est dé
taillé. Les équations résultantes pour des géométries 2-D et 3-D seront brièvement discutées.
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(3.6)

(3.9)

3.3. Discrétisation de l'équation de transport
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! 1
!

( ) ( )

Dxw Dxe

FIG. 3.2 - Volumes de contrôle, géométrie unidimensionnelle

L'intégration l'éq. 3.2 selon x, sur le volume de contrôle associé (Fig. 3.2) donne:

Je8 (pu4J) dx = Je ~ (r84J ) dx + Je S4>dx
w 8x w 8x 8x w

Nous supposons que le terme source est constant sur tout le volume de contrôle et égal à
Sp. L'intégration nous donne :

Le S4>dx = Sp/~.vp (3.7)

En exprimant la dérivée par l'approche des différences centrées, le terme de diffusion s'écrit:

Je~ (r 84J ) dx = (r 84J ) _ (r 84J ) = re 4JE - 4Jp _ rw 4Jp - 4Jw (3.8)
w 8x 8x 8x e 8x w b.xe b.xw

Enfin, si l'on suppose que les vitesses à travers les interfaces du volume de contrôle sont
connues, les termes convectifs (pu4J) peuvent être obtenus en utilisant une interpolation linéaire
pour la grandeur 4J :

Je 8 (pu4J) d = ( ,/.,) _ ( ,/.,) = ( ) 4JE + 4Jp _ ( ) 4Jp + 4Jw
w 8x X pu,/-, e pu,/-, w pu e 2 pu w 2

Les équations de transport sont discrétisées par des approximations de type "différences
finies". De telles approximations génèrent des erreurs de troncature. Les interpolations utili
sées dans les éq. 3.8 et 3.9 sont de second ordre en précision. Quand l'ordre d'interpolation
augmente, l'erreur tend rapidement vers zéro. Cependant, sur les maillages non uniformes,
en particulier dans les zones où les cellules sont grandes, les schémas d'ordre élevé peuvent
causer des oscillations numériques. Dans ce cas, le calcul devient instable et conduit souvent
à des solutions erronées. L'utilisation d'approximations du second ordre lors de l'intégration
de l'équation de transport sur le volume de contrôle b.Vp s'écrit :

( ) 4JE + 4Jp _ ( ) 4Jp + 4Jw = r 4JE - 4Jp _ r 4Jp - 4Jw + S b.1!;
pu e 2 pu w 2 e b.x

e
w b.x

w
p p

cette relation se factorise :

(3.10)

(3.11)
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En utilisant le formalisme de la MVF vu au chapitre précédent, il vient:

avec:

aw

ap

bp

(~ _ (PU)e)
!::..xe 2

(~+ (pu)w)
!::..xw 2

re rw (PU)e (pu)w ( ) () ( )-- +-- +-- - -- = aE +aw + pu - pu
!::..xe !::..xw 2 2 e w

Sp!::..Vp

(3.12)

(3.13)

Cette écriture peut être réduite si l'on considère les flux de diffusion (DI) et de masse (FI)
aux interfaces f du volume de contrôle. Ces derniers sont :

(3.14)

avec l'indice f associé aux surfaces (AI) du volume de contrôle (e, w). On remarque que le
flux diffusif sera toujours positif ou nul, tandis que le flux de masse peut prendre des valeurs
positives ou négatives selon le sens de l'écoulement. En employant ces notations, les éq. 3.13
sont réécrites:

aE (De _ ~e)

aw (Dw+ ~w)
Fe Fw (

ap - De + Dw + 2 - 2 = aE + aw) + Fe - Fw

bp - Sp!::..Vp (3.15)

Dans le cas unidimensionnel, on rappelle que AI a une dimension égale à l'unité. Le terme
ap fait apparaître la somme des coefficients voisins auxquels on ajoute le terme Fe - Fw ,

qui traduit la perte de masse nette de la cellule. Lors de la discrétisation de l'équation de
continuité, le terme Fe - Fw devient nul pour un écoulement incompressible.

Pour la géométrie bidimensionnelle, la discrétisation des équations de Navier-Stokes im
plique l'intégration de l'équation de transport (3.3) sur le volume de contrôle, selon les deux
directions x et y :

(3.16)
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(3.17)

3.3. Discrétisation de l'équation de transport

En utilisant les mêmes approximations du second ordre, employées pour l'équation de
transport unidimensionnelle, nous obtenons pour la géométrie 2-D:

I:i. [( ) cPE + cPP _ ( ) cPP + cPw] + I:i. [( ) cPN + cPP _ ( ) cPP + cPs] =YP pu e 2 pu w 2 Xp Pv n 2 Pv S 2

I:i. [r cPE - cPP _ r cPP - cPw] + I:i. [r cPN - cPP _ r cPP - cPs] + S 1:i.V:
YeA WA X nA SA PP

.u.Xe .u.xw .u.Yn .u.ys

ce qui s'écrit sous la forme simplifiée usuelle:

bp

avec:

aw = (Dw+ ~w)

as = (Ds+ ~s)
Fe Fw Fn Fs

ap - De+Dw +Dn+Ds +2 - 2 + 2 - 2
(aE + aw + aN + as) + Fe - Fw + Fn - Fs
Spl:i.Vp

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Enfin, la discrétisation l'équation transport en géométrie tridimensionnelle est obtenue par
l'intégration de l'éq. 3.4 sur le volume de contrôle suivant les trois axes x, yet z :

lelnl
t

[a (pucP) + a(pvcP) + a(pwcP)] dxdydz = le lnl t
Srj>dxdydz

w s b ax ay az w s b

l e ln l t

[a (acP) a (acP) a ( acP)]+ - r- +- r- +- r- dxdydz
w s b ax ax ay ay az az

En appliquant la même démarche que dans les deux cas précédents nous obtenons la forme
générale suivante:

avec les différents coefficients ai et bp :

aE ( De - ~e ) , aN = (Dn - ~n ) , aT = (Dt _ ~t )

aw ( D w + ~w ) , as = (Ds + ~s ) , aB = (Db + ~b )

Fe Fw Fn Fs Ft Fb
ap De + Dw + Dn + Ds +Dt + Db + 2 - 2 + 2 - 2 + 2 - 2

(aE + aw +aN + as +aT +aB) + Fe - Fw + Fn - Fs + Ft - Fb

bp - Spl:i.Vp (3.22)

Les équations discrétisées en géométries bidimensionnelle et tridimensionnelle discutées
précédemment sont respectivement la somme de deux et trois équations unidimensionnelles
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discrétisées sur des axes orthogonaux. Ceci est confirmé par l'observation du système (3.15)
qui est comparable aux systèmes 2-D et 3-D donnés par (3.19 et 3.22). Ainsi, dans la suite
de cette étude, nous limiterons le développement des équations au cas unidimensionnel. Les
équations pour les autres géométries cartésiennes seront directement explicitées.

En ce qui concerne la résolution du système d'équations linéaires, résultant de la discrétisa
tion de l'équation de transport, diverses méthodes existent. Celles-ci sont en général délicates
à mettre en œuvre pour les géométries 2-D et 3-D. Ainsi, des méthodes itératives sont ha
bituellement utilisées pour résoudre ces systèmes. De plus, la stabilité, la convergence et la
précision de la solution obtenue sont liées au schéma d'interpolation utilisé pour exprimer la
grandeur <p aux faces du volume de contrôle. Nous allons présenter et discuter certains de ces
schémas de différentiation.

3.4 Schémas de discrétisation : relations de fermeture

La discrétisation par la méthode des volumes finis décrite dans la section précédente sup
pose que le flux de masse à travers l'interface f est connu, sachant que la valeur de <p à cette
limite est donnée par une interpolation linéaire. Par exemple, le flux convectif de <p à travers
l'interface e s'écrit:

) ( <PE + <pp
(pu<p e = PU)e 2 (3.23)

Cette interpolation linéaire est aussi appelée schéma aux différences centrées (CDS). C'est
un schéma de deuxième ordre. Il ne peut être utilisé que dans certaines conditions. En effet,
il génère parfois des oscillations numériques qui font diverger les calculs. Pour assurer la
convergence des systèmes d'éq. 3.12, 3.18 et 3.22, il faut vérifier, pour chaque cellule du
maillage, la condition dite de "diagonale dominante" :

lapl ~ L lail
i=voisins

(3.24)

(3.25)

Les coefficients ai sont les nœuds voisins de P (pour une géométrie 2-D, ce sera aE, aw,
aN et as).

Un nombre adimensionnel, le nombre de Péclet (Pe), est utilisé pour établir un critère de
stabilité du calcul. Ce nombre est le rapport entre le temps caractéristique de diffusion et le
temps caractéristique d'advection (transport de masse). Si Pe < 2, l'écoulement est dominé
par le phénomène de diffusion. Nous définissons le nombre de Péclet cellulaire :

Pe = Ufj,x
r

Les travaux de Patankar [22] et Versteeg et al. [50] montrent que le schéma CDS est à
diagonale dominante seulement quand le nombre de Péclet cellulaire est inférieur ou égal à
2. Dans le cas contraire, les calculs deviennent instables et la convergence n'est plus assurée.
Ainsi, pour éviter ces problèmes d'instabilité et de divergence numérique, un certain nombre
de schémas d'interpolation alternatifs ont été proposés au fil des années. Courant et al [59]
ont été les premiers à avoir observé l'instabilité du schéma CDS. Ils ont alors proposé le
schéma Upwind (qui est de premier ordre) en guise d'alternative. Ce schéma est généralement
employé pour les problèmes unidimensionnels. Il s'avère raisonnablement précis en l'absence de
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recirculations [60,61]. Cependant, pour des problèmes multidimensionnels, le schéma Upwind
est sujet à un autre type de problème: "la diffusion numérique" (fausse diffusion). Plus de
détails concernant ce phénomène peuvent être obtenus dans les travaux de G. de Vahl Davis
et G.D. Mallinson [62, 63, 64] qui font référence en la matière.

Comme nous venons de l'évoquer, la diffusion numérique peut modifier la solution non
seulement quantitativement mais aussi qualitativement. Pour surmonter les problèmes de sta
bilité liés au schéma CDS, Spalding [60] a suggéré l'utilisation d'un schéma hybride (HDS).
C'est le schéma CDS si le nombre de Péclet est inférieur ou égal à 2, sinon il est remplacé par
le schéma UDS. Ce schéma améliore l'exactitude de la solution, comparativement au schéma
Upwind dans le cas 1-D. Pour les géométries multidimensionnelles il génère toujours de la
diffusion numérique.

D'autres approches existent pour préserver la stabilité du calcul lors de la résolution du
système linéaire. On peut notamment, à l'aide de la technique de "correction reportée" ex
posée par Kholsa et Rubin [57], forcer le système de sorte qu'il soit à diagonale dominante.
Cette approche repose sur la résolution du problème à l'aide d'un schéma simple, et à chaque
itération, de corriger le calcul à l'aide d'un schéma d'ordre élevé. Ainsi, après convergence (si
tout va bien!) la solution est conforme à celle que l'on obtiendrait avec un schéma d'ordre
supérieur. La méthode a été employée par plusieurs auteurs. Une bonne description de ce
schéma dit à "stabilité conditionnée" est donnée par Hayase et al. [65].

A présent, nous allons détailler plusieurs schémas d'interpolation. Afin de limiter les déve
loppements numériques, nous ne considérons que le cas unidimensionnel (Fig. 3.2). En outre,
les équations sont établies seulement pour la face Est du volume de contrôle. Avec les nota
tions et indices déjà utilisés, la forme générale d'un schéma numérique d'interpolation donnant
la grandeur cPe est la suivante :

cPe = ... + 9-2,ecPi-2 +9-l,ecPi-l + 90,ecPi + 9+l,ecPi+l + 9+2,ecPi+2 + ... (3.26)

Cette relation peut être étendue à d'autres nœuds en amont et en aval de i. La somme
des coefficients 9n,e est normée et le choix de n max et nmin détermine l'ordre et la nature du
schéma:

3.4.1 Schéma uns

nmaz

L 9n,e = 1
n=nmin

(3.27)

Le schéma Upwind (UDS) dépend de la direction de l'écoulement, c'est-à-dire du signe pris
par le flux de masse Fe à l'interface Ae j il est caractérisé par les relations:

Il
nmax :

n max -

nmin = 0

nmin = 1

90,e = 1

9l,e = 1

Fe >0

Fe <0 (3.28)

97



Chapitre 3. Méthode des Volumes Finis pour le transfert par convection et rayonnement

3.4.2 Schéma CDS

Les coefficients du schéma aux différences centrées (CDS) ne dépendent pas de la direction
de l'écoulement. Ce sont:

3.4.3 Schéma HDS

n max 1, nmin = 0

90,e - 1 - 9+1,e
Xe - Xi

(3.29)

Le schéma hybride (HDS) peut être de type CDS où UDS selon la valeur prise par le
nombre de Péclet. Si Pe > 2 on utilise une approche UDS sinon la technique CDS.

3.4.4 Schéma Quick

Le schéma Quick utilise trois points nodaux pour approcher la valeur interfaciale. Selon
la direction de l'écoulement, on a besoin de deux points en amont et d'un point en aval. Les
coefficients 9n,e dépendent donc du signe de Fe (dans le cas présent Fe > 0) :

n max = 1, nmin =-1

9-1,e =
-(xe - Xi)(Xi+l - xe)

(Xi - xi-d(xi+l - xi-d

9+1,e
(Xe - Xi)(Xi-l - Xe)

(Xi+l - Xi)(Xi+l - xi-d

90,e = 1 - (9+l,e + 9-1,e) (3.30)

3.4.5 Schéma CDS de 4ème ordre

Avec les schémas d'ordre supérieur à trois le calcul des coefficients 9n,e est de plus en plus
complexe. Nous donnons ceux du schéma CDS de 4ème ordre qui a été utilisé pour certains de
nos calculs. Ses coefficients ne dépendent pas de la direction de l'écoulement:

n max - -1, nmin =-2

9+2,e
(Xi+l - Xe)(Xi - Xe)(Xi+l - xe)

(Xi+2 - xi-d(xi+2 - Xi)(Xi+2 - xi+d

9+1,e
(Xi+l - Xe)(Xi - Xe)(Xi+2 - xe)

=
(Xi+2 - Xi+d(Xi+2 - Xi)(Xi+l - Xi)

(Xi - Xe)(Xi+l - Xe)(Xi+2 - Xe)
9-1,e -

(Xi+2 - xi-d(Xi+l - Xi-l)(Xi - xi-d

90,e = 1 - (9+2,e + 9+l,e +9-1,e) (3.31)

Cette approche est la plus utilisée parmi celles d'ordre supérieur. L'expérience montre
que ce schéma est très précis, même dans le cas d'écoulements complexes, avec des maillages
peu denses. Toutefois, il peut s'avérer instable et nécessite alors un traitement numérique
particulier pour assurer la convergence des calculs. Des études spécifiques [53, 54, 55, 56] font
état des modalités d'utilisation.
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(3.32)

(3.33)

3.5. Technique de la correction reportée

En appliquant le schéma général (3.26) avec le formalisme de l'approche CDS de 4ème ordre,
pour les faces Est et Ouest du volume de contrôle, on peut réécrire l'équation de transport
(3.9). Nous obtenons:

(pu)e [g-2,e(Pi-2 + 9-I,e<Pi-1 + 90,e<Pi + 9+I,e<PHI + 9+2,e<Pi+2]

- (pu)w [g-2,w<Pi-2 + 9-I,w<Pi-1 + 90,w<Pi + 9+I,w<PHI + 9+2,w<Pi+2]

= r <PHI - <Pi _ r <Pi - <Pi-l + s ~Vi
e A w A P P

uXe uXw

soit en utilisant les indices (ww,w, p, E, EE) définis précédemment (Fig. 3.2) :

(pu)e [g-2,e<PWW + 9-I,e<PW + 90,e<PP + 9+I,e<PE + 9+2,e<PEE]

- (pu)w [g-2,w<PWW + 9-I,w<PW + 90,w<PP + 9+l,w<PE + 9+2,w<PEE]

= r <PE - <pp _ r <PP - <pw + s ~V
e A w A P P

uXe uXw

L'équation caractérisant le système à résoudre (3.12) comporte deux termes supplémen
taires :

ap<pp = aww<pww + aw<pw + aE<PE + aEE<PEE + bp

avec les différents coefficients réduits définis précédemment (3.14) :

{

aww = 9-2,wFw - 9-2,eFe, aw = Dw+ 9-I,wFw - 9-I,eFe

aEE = 9+2,wFw - 9+2,eFel aE = De + 9+I,wFw - 9+I,eFe

ap = Dw - 90,wFw + De + 90,eFel bp = Sp~Vp

(3.34)

(3.35)

Afin de résoudre le système d'équations linéaire explicité ci-dessus (3.34), la plupart des
méthodes numériques imposent des conditions quant à la valeur des coefficients ai. Certains
exigent notamment que ap soit dominant par rapport aux coefficients associés aux volumes
voisins (3.24). Avec le schéma CDS, la stabilité est assurée par la condition Pe ~ 2 si le maillage
est uniforme, sinon (maillage nonuniforme) avec Pe ~ 1j9+I,e. Toutefois, pour les schémas de
troisième et de quatrième ordres, les conditions de stabilité ne sont pas bien définies. Ainsi, il
est souvent délicat de mettre directement en pratique de tels schémas, notamment dans le cas
d'écoulements complexes.

Ceci nous a conduits à utiliser la technique de la correction reportée ("deferred correction"),
développée par Khosla et Rubin [57] pour les équations ordinaires, et appliquée au schéma
Quick par plusieurs auteurs. Parmi ceux-ci, nous avons étudié les travaux de : Freitas [66),
Ran [67), Leschziner [68), Pollard [69] et Rayase [65]. Dans le paragraphe suivant, nous allons
détailler cette méthode numérique, notamment pour les schémas de troisième et quatrième
ordres.

3.5 Technique de la correction reportée

La formulation générale de la technique de la correction reportée, appliquée à un schéma
d'ordre supérieur (schémas Quick ou CDS de 4ème ordre), pour différencier la grandeur <P à

l'interface Ae s'écrit:
<Pe = <p?Inf + [<p?suP - <p?Inf ]

, ,
v

terme source

(3.36)
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Nous allons appliquer la méthode aux schémas CDS de 4ème ordre, puis au schéma Quick
que nous avons couramment utilisé dans la suite de cette étude.

3.5.1 Schéma CDS de 4ème ordre

Compte tenu des expressions proposées pour ce schéma (3.34 et 3.35) et au vu de la
technique de correction reportée, il est possible d'écrire cPe à l'aide du schéma Upwind (UDS)
et d'un terme source. Selon la direction prise par l'écoulement nous obtenons:

cPe = cPi+l + [9-2,ecPi-2 + 9-1,ecPi-l + 90,ecPi + (9+1,e -1) cPi+l + 9+2,ecPi+2] si Fe < 0
~ , v '

implicite terme source

cPe = cPi + [9-2,ecPi-2 + 9-1,ecPi-l + (90,e - 1) cPi +9+l,ecPi+l + 9+2,ecPi+2] si Fe ~ 0
"'-v-' ' ,

implicite terme";;ource

(3.37)

La partie explicite (terme source St/J,e de cPe) peut être réécrite selon le sens de l'écoulement;
ainsi on définit les opérateurs "+" et "_" :

(3.38)

Fe si Fe> 0

o si Fe < 0

o si Fe> 0

Fe si Fe < 01
;~ :
F

e


Fe-

les termes source sont écrits Si,e et St,e :

Si,e = [9-2,ecPi-2 + 9-1,ecPi-l + 90,ecPi + (9+l,e - 1) cPi+l + 9+2,ecPi+2] si Fe < 0

St,e = [9-2,ecPi-2 + 9-1,ecPi-l + (90,e - 1) cPi + 9+1,ecPi+l + 9+2,ecPi+2] si Fe > 0
(3.39)

Des développements identiques sont réalisés pour le calcul de la valeur de cP sur la face
Ouest. L'éq. 3.34 est alors réduite à l'équation caractéristique d'un schéma de premier ordre:

(3.40)

avec les coefficients aww et aEE qui sont nuls et les autres grandeurs définies comme suit:

{

aw = Dw + F;% aE = De + Fe-

ap = D w + F;; + De +F/

bp = SpD..Vp - F/St,e - Fe- Si,e + F;% St,w + F;; Si,w (3.41)

Pour les géométries à deux dimensions, l'éq. 3.16 se réduit à l'expression générale suivante:

apcPp = awcPw + aEcPE +ascPs + aNcPN + bp

où seuls les coefficients associés aux nœuds voisins de P sont non nuls :

aw Dw + F;% as = Ds + Fs+

ap Dw +F;; +De+F/ +Ds +Fs- +Dn +F;t

aE De + Fe- aN = Dn +F;;

bp = SpllVp - Fe+St,e - Fe- Si,e + F~St,w + F;; Si,w

- F;t St,n - F;; Si,n + Fs+St,s + Fs- Si,s

(3.42)

(3.43)
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Avec ce formalisme, on supprime les problèmes d'instabilités dus au signe et à l'amplitude
des coefficients ai du système linéaire à résoudre. Par ailleurs, afin d'augmenter la vitesse de
convergence, nous utilisons le schéma CDS comme schéma d'ordre inférieur quand le nombre
de Péclet vérifie la condition IPel ~ 2 discutée précédemment.

Nous allons discuter le cas d'un problème de recirculation d'un fluide (Fig. 3.3) pour
illustrer l'intérêt d'un tel choix. Dans cet exemple, la grandeur cP est la vitesse u selon l'axe
x. Les lignes de courant sont définies dans la partie supérieure du graphe i en dessous, on
représente l'évolution de U aux nœuds du maillage. Dans le cas présent UE < 0 et Uw > O. Le
problème du calcul de la vitesse en p dépend du choix de la vitesse à l'interface Ae comme
nous allons le montrer.

1
1 c~s

'") 11
,dex

w

UDS_

Schéma évolué

E x

FIG. 3.3 - Écoulement complexe en géométrie 2-D

En appliquant la technique de correction reportée avec un schéma d'ordre inférieur de type
Upwind (UDS) [65], on note que la valeur estimée U e = UE est éloignée de la solution réelle.
Le processus itératif de convergence des calculs est alors ralenti. Une alternative est d'utiliser
le schéma CDS de 2ème ordre qui donnera une meilleure estimation de U e et permettra de
diminuer le temps de calcul. Toutefois, si la règle concernant le Péclet local n'est pas toujours
vérifiée, des instabilités numériques peuvent survenir. C'est pourquoi, nous utilisons dans nos
calculs le schéma hybride (HDS) associé au schéma CDS de 4ème ordre.

A mesure que notre problème couplé a évolué, il est apparu que le choix du schéma numé
rique d'interpolation devait être soigneusement effectué. En effet, la méthode discutée précé
demment peut s'avérer être très lourde numériquement, en particulier quand l'aspect radiatif
du problème est pris en compte. Pour limiter le temps de calcul, tout en préservant suffi
samment de précision dans l'établissement des grandeurs de la mécanique des fluides, nous
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(3.44)

(3.45)

Chapitre 3. Méthode des Volumes Finis pour le transfert par convection et rayonnement

utilisons la méthode Quick comme schéma d'ordre supérieur.

3.5.2 Schéma Quick

Le schéma Quick a été développé par Leonard [52]. Il est couramment employé pour ré
soudre les problèmes de mécanique des fluides. La formulation de ce schéma sur un maillage
irrégulier a été donnée précédemment (3.30). Dans le cas d'une grille à pas régulier on obtient:

3 3 1
cPe = ScPE + 4cPP - ScPW Fe > 0

331
cPe = ScPP + 4cPE - ScPEE Fe < 0

L'emploi de la technique de correction reportée, associée au schéma CDS [52] (schéma
d'ordre inférieur) permet alors de transformer ces deux équations :

1 1
cPe = 2(cPE + cPp) + S(cPE + cPP - 2cPw) Fe > 0

"'---" ' v '
CDS terme source

1 1
cPe = 2(cPE + cPp) +S ,(cPP + cPE - 2cPEE), Fe < 0

"'---" terme~ource
CDS

Cette formulation peut s'avérer instable comme nous l'avons déjà évoqué en raison de
l'utilisation du schéma CDS. Historiquement, les premiers auteurs ayant appliqué la technique
de correction reportée avec le schéma Quick sont: Leschziner [68], Han [67], Pollard [69] et
Freitas [66]. En 1992, Hayase [65] a généralisé l'étude de ce schéma et a proposé une description
complète de celui-ci. Dans ce travail, les diverses études menées sur le sujet sont comparées
et qualifiées par le biais de 5 critères (règles décrites en annexe § C). Cet article de référence
fournit la marche à suivre pour établir un schéma numérique stable. Nous nous sommes inspirés
de ces travaux.

La démarche utilisée par Hayase pour construire son propre schéma Quick ("amélioré")
permet d'écrire l'éq. 3.45 sous la forme générale:

cPe = { al cPE + a2cPp + a3cPw + st
b3cPp + b2cPE + blcPEE + S;

cPw = { blcPw + b2cPp + b3cPE + S;};
a3cPp + a2cPw + alcPww + S;;

Les différents termes source S sont donnés ci-dessous :

Fe >0
Fe <0

Fw>O
Fw <0

(3.46)

(3.47)
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S: - (-~-al)cPw+(~-a2)cPp+(~-a3)cPE

S~ -~cPww + (~- bl ) cPw + (~- b2) cPP - b3cPE

S; -~cPEE + (~- bl ) cPE + (~- b2) cPP - b3cPw

S;; (-~ - al) cPE + (~ - a2) cPP + (~ - a3) cPw (3.48)



3.5. Technique de la correction reportée

En utilisant le schéma aux différences centrées pour les termes de diffusion, l'équation de
transport unidimensionnelle peut être discrétisée avec la MVF :

Nous remplaçons <Pe et <Pw par leurs expressions (3.46 et 3.47). Nous obtenons alors:

ap<pp = aE<PE +awcPw + S

avec:

[

ap = a2Fe+ + b2Fe- - b2F;; - a2F~ + (De +Dw)

aE = -a3F/ - blFe- + b3F~ + alF;; + De

aw -alF/ - b3Fe- + blF~ + a3F;; + Dw
S SpD..Vp - stFe+ - S;Fe- + S;];F~ +S;F;;

(3.49)

(3.50)

(3.51)

Il est possible d'écrire ap en fonction de aE et aw, ainsi que d'un troisième paramètre
noté ao, de sorte que:

(3.52)

où:

L'intérêt de cette écriture, au premier abord complexe, réside dans l'évaluation des per
formances du schéma Quick. En effet, l'efficacité de ce modèle peut être estimée par le biais
de cinq règles proposées par Patankar (pour quatre d'entre elles) et Hayase. Ces critères, si ils
sont vérifiés, assurent que la résolution du système d'équations est stable et qu'il convergera
alors vers la solution du problème. Ces cinq règles peuvent être résumées comme suit:

- règle 1 : les flux doivent être uniformes de part et d'autre d'une interface du volume de
contrôle.

- règle 2 : les coefficients de l'équation discrétisée doivent être positifs.
- règle 3 : la dérivée première du terme source linéarisée doit être négative.
- règle 4 : la somme des coefficients ai des cellules voisines doit être égale au coefficient

ap de la cellule principale.
- règle 5 : la somme des coefficients al, a2 et a3, ainsi que bl , b2 et b3, est égale à l'unité.

Nous explicitons et détaillons ces règles dans l'annexe § C. Un tableau récapitulatif, pré
cisant la valeur des coefficients al, a2, a3, bl , b2 et b3 déterminés par les auteurs des études
précitées, ainsi que la validité de leurs modèles et du nôtre, y est aussi reporté (annexe § C).

La formulation du schéma Quick proposée par Hayase [65] est simple et c'est la seule parmi
les versions antérieures qui respecte toutes les règles de stabilités évoquées précédemment. Les
valeurs aux faces sont approchées par le schéma Upwind plus une terme source. Ainsi, les éq.
3.46 et 3.47 deviennent :

et :

Fe> 0
Fe <0

Fw>O
Fw <0

(3.54)

(3.55)
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Les termes sources S sont les valeurs entre parenthèses. Par ailleurs, les relations 3.51 qui
donnent les coefficients du système linéaire à résoudre sont :

1
ap = F/-F;%+(De+Dw)

aE = -Fe-+De

aw F;% +Dw
S Sp.D.Vp - S:Fe+ - S; Fe- + S"j;F;% + S;;F;; (3.56)

La nouvelle formulation du schéma Quick que nous proposons est donnée par les relations
(3.57 et 3.58), déduites des relations (C.15, annexe § C) dans l'intervalle vérifiant -2 ~ Pe ~ 2.
Ailleurs, nous utilisons la formulation de Hayase (éq. 3.54 et 3.55) :

et :

Fe> 0
Fe < 0

(3.57)

(3.58)if; - { t(if;p + </w) - t(if;ww - 2if;w + if;p) Fw > 0
w - "2 (if;p + if;w) - "8 (if;w - 2if;p + if;E) Fw < 0

Cette nouvelle forme du schéma Quick respecte les cinq règles exposées. Elle est aussi
stable que celle proposé par Hayase (voire annexe C). D'autre part, elle permet l'utilisation
des facteurs de sous-relaxation plus grands. En conséquence, moins d'itérations sont nécessaires
pour converger vers la même solution. Elle est définie par :

{ if - "t + (D,+ Dw ) IP:I ~ 2, IP:I ~ 2

ap F/-~+(De-Dw) IP:I ~ 2, IP:I ~ 2- 11- +F~ + (De + Dw) IP:I ~ 2, Ipewi ~ 2
Fe+ + F~ + (De + Dw) IP:I ~ 2, IP:I ~ 2

{ _Er.. +D IP:I ~ 2aE 2 e
Fe- +De IP:I ~ 2

{ &+D IP:I ~2
aw 2 w

F;% +Dw !P:I ~2
S - Sp.D.Vp - S:Fe+ - S; Fe- + S"j; F;% + S;; F;; (3.59)

3.6 Modélisation des équations de Navier-Stokes

3.6.1 Discrétisation

L'écoulement laminaire incompressible bidimensionnel en régime permanent est décrit par
un ensemble d'équations aux dérivées partielles. Ce sont les équations de conservation de la
masse, de la quantité de mouvement et de l'énergie. Elles sont obtenues à partir de l'équation
de transport (3.3) pour différentes valeurs de if; et r. L'équation de la conservation de la masse
est obtenue avec if; = 1 et r = O. :

(3.60)
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3.6. Modélisation des équations de Navier-Stokes

La conservation de la quantité de mouvement est gouvernée par la vitesse et la viscosité
(rjJ = llïÎll et r = 11). Dans le cas 2-D, on a deux composantes u et v. Selon la direction x on
obtient:

8 (puu) + 8 (pvu) = ~ (11 8U) +~ (11 8U) _ 8P
8x 8y 8x 8x 8y 8y 8x

(3.61)

(3.62)

dans la direction y :

8 (puv) + 8 (pvv) = ~ (11 8V) +~ (11 8V) _ 8P _ pg
8x 8y 8x 8x 8y 8y 8y

Enfin, l'équation de conservation de l'énergie (où <p = T et r = a) est donnée ci-dessous:

(3.63)8puCpT + 8pvCpT =!...-. (>"c aT) + aT (>"c aT) -~ .ct
8x 8y 8x 8x 8y 8y

Le tableau 3.1 rappelle les correspondances utiles entre les grandeur <p, r et Sphi pour
retrouver les équations de transport.

St/J
équation de conservation de la masse 1 0 0
équation de conservation de la qtité de mvt selon x u 11 -Wi
équation de conservation de la qtité de mvt selon y v 11 -9[; + pg

équation de conservation de l'énergie CpT .;k -V 'Q~CD

1 équation

TAB. 3.1 - Paramètres des équations de transport

Afin de résoudre numériquement les champs de vitesses et de pression obéissant aux équa
tions de quantité de mouvement et de continuité, nous avons utilisé la MVF développée dans
ce chapitre. Cette méthode consiste à intégrer les équations de transport sur un volume de
contrôle bidimensionnel. On utilise des maillages décalés (Fig. 3.4) afin d'optimiser la résolu
tion numérique conformément aux travaux de F.R. Harlow, S.V. Patankar et H.K. Versteeg
[50, 70, 71].

Le premier maillage (trait pointillés) évalue les variables scalaires (pressions, températures)
qui sont stockées aux nœuds, situés aux centres des volumes de contrôle. Ces points sont
indiqués par les indices majuscules (P, W, E, Net S). Les composantes u de la vitesse sont
calculées et stockées aux interfaces Est et Ouest des cellules repérées par e et w. De même,
les composantes v de la vitesse sont calculées et stockées aux faces Nord et Sud des cellules
(n et s). Ces points sont les nœuds du maillage secondaire (traits pleins). Avec le maillage
proposé, l'équation de continuité est discrétisée:

(3.64)

L'équation discrétisée de conservation de la quantité de mouvement projetée selon x s'écrit:

aeue = L avoisinUvoisin + bu (3.65)

sa composante selon y vaut :

aeve = L avoisinVvoisin + bv (3.66)
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FIG. 3.4 - Représentation des maillages décalés

Les valeurs des coefficients a e et an aux interfaces Est et Nord sont obtenues en utilisant
la technique de correction reportée (3.43) ; on décalera le maillage d'une demi-cellule, dans les
directions Est ou Nord. Les coefficients voisins avoisin sont les termes aE, aN, aS et aw. Les
termes sources bu et bv s'écrivent:

bu = s;te + S~e +s;tw + S;w+s;tn +S;n +s;ts + S; s - (PE - Pp )tlxp, , , , , , , ,
bv = S:e + S;e + S:w + S;w + S:n +S;n + S:s + S;s - (PN - Pp)tlyp - pg, , , , , , , ,

(3.67)

Les termes sources (3.67) sont calculés en utilisant la valeur des vitesses calculées à l'itéra
tion précédente selon le formalisme défini avec les relations 3.39. La quantité (PE - Pp) f::..xp
et (PN - Pp)tlyp représente les forces de pression agissant aux limites du volume de contrôle.

3.6.2 Correction pression-vitesse

La résolution des équations 3.65 et 3.66 exige la connaissance du champ de pression qui est
généralement inaccessible dans la plupart des problèmes de mécanique des fluides. En effet,
il n'y a aucune équation particulière permettant d'obtenir le champ de pression. Néanmoins,
le problème peut être résolu en utilisant une forme modifiée de l'équation de continuité. On
transforme cette dernière en une équation de correction de pression; un processus itératif per
met alors de réviser pression et vitesse durant la résolution numérique. Patankar et Spalding
[71] ont proposé l'algorithme SIMPLE (Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations)
pour résoudre les équations de conservation de quantité de mouvement discrétisées. La métho
dologie de l'algorithme SIMPLE a été récemment discutée par Versteeg et Malalasekera [50].
Ils détaillent le calcul du champ de vitesse pour un volume de contrôle bidimensionnel. L'algo
rithme SIMPLE a un taux de convergence plutôt lent étant donné le facteur de sous-relaxation
qui est souvent utilisé pour éviter la divergence du calcul.

Anjorin et Barton [72] ont proposé une amélioration de cette méthode afin d'augmenter la
vitesse de convergence. Ce nouvel algorithme est connu sous le nom d'algorithme de SIMPLEV.
L'algorithme de SIMPLEV emploie la même méthodologie que l'algorithme SIMPLE. Toute-
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3.6. Modélisation des équations de Navier-Stokes

fois, le processus de sous-relaxation n'est plus pris en compte dans l'équation de correction de
la pression.

L'algorithme SIMPLER de Patankar [22] est une version améliorée de SIMPLE. Le champ
de pression est directement obtenu sans aucune correction. Ainsi, l'équation de correction de
la pression n'est utilisée que pour les vitesses [50].

Une autre forme améliorée de la méthode SIMPLE a été proposée par Van Doormal et
Raithby [73]. Il s'agit de l'algorithme SIMPLEC. Ce dernier adopte le même formalisme que
la méthode SIMPLE. La différence entre les deux approches réside dans la prise en compte
des effets dus aux cellules voisines. Un facteur correctif est introduit pour modifier les vitesses
calculées.

Toujours dans le même esprit, l'algorithme PISO de R.I. Issa [74] peut être considéré
comme la prolongation de SIMPLE avec une précision accrue. Cette méthode est issue d'un
procédé de calcul des pressions et de la vitesse, développé à l'origine pour la simulation non ité
rative des écoulements compressibles instationnaires. Il a été adapté avec succès à la résolution
itérative des problèmes stationnaires. Cet algorithme implique deux étapes de correction.

L'algorithme de SIMPLE est relativement simple à mettre en œuvre. Il est implanté dans
de nombreux codes de calculs de mécanique des fluides. Avec cette méthode les corrections
apportées aux vitesses sont satisfaisantes mais pas celles concernant la pression. Des résultats
comparables sont obtenus en utilisant l'algorithme SIMPLEV. Comparativement, l'approche
SIMPLER est plus performante, notamment en ce qui concerne le calcul du champ de pression.
Cette technique est rigoureuse, il n'y a pas d'hypothèses simplificatrices lors de la détermi
nation de l'équation de pression. Il en résulte une méthode numériquement plus "lourde" (on
observe un accroissement de 30% de la mémoire nécessaire au calcul). Cependant, en terme de
vitesse de convergence des calculs, l'algorithme SIMPLER est de 30 à 50% plus efficace que
le SIMPLE selon Anderson [46] et Jang [75].

Les méthodes SIMPLEC et PISO se sont avérées aussi efficaces que la technique SIMPLER
pour différents types d'écoulements. En revanche, il n'est pas évident que l'on puisse catégori
quement établir qu'elles soient meilleures. Les comparaisons ont prouvé que les performances
de chaque algorithme dépendent des conditions d'écoulement et du degré de couplage entre
l'équation de quantité de mouvement et les équations scalaires. L'étude comparative de ces
algorithmes est proposée par D.S. Jang et [75] pour des problèmes où les équations de conser
vation de la quantité de mouvement ne sont pas couplées aux équations scalaires. L'algorithme
de PISO est robuste et la convergence des calculs nécessite moins de ressources informatiques
que les approches SIMPLER et SIMPLEC. Toutefois, pour les problèmes de type convection
naturelle, l'algorithme PISO est équivalent aux autres méthodes. Les techniques itératives uti
lisant les algorithmes SIMPLER et SIMPLEC ne présentent aucune difficulté de convergence
pour les problèmes fortement couplés, sans que l'on puisse discriminer une approche vis-à
vis de l'autre. Étant donné que le problème que l'on souhaite modéliser est fortement couplé
(convection-conduction-rayonnement), nous avons utilisé l'algorithme SIMPLER. Il présente
les mêmes performances que les approches PISO et SIMPLEC. De plus, il est plus simple à
implémenter dans le code de calcul.

En association à ces techniques d'estimation et de correction de la pression et des vitesses,
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nous avons utilisé pour nos simulations trois schémas numériques (UDS, Quick et CDS de
4ème ordre) parmi les cinq méthodes discutées dans la section précédente (§ 3.4). Les schémas
Quick et CDS 4ème ordre sont implémentés dans notre modèle par le biais de la technique
de correction reportée, afin d'éviter les instabilités numériques. Dans le paragraphe suivant,
ces schémas sont testés et comparés au schéma UDS. Nous validons aussi nos résultats par
rapport à ceux de la littérature utilisant d'autres techniques de résolution. Des paramètres
tels que le nombre de mailles et le temps de calculs pour obtenir la bonne convergence sont
analysés. Le premier cas test que nous considérons est celui de la "cavité à paroi entraînée".

3.7 Convection forcée

On étudie l'écoulement isotherme au sein d'une cavité carrée fermée dont la paroi supé
rieure est animée d'une vitesse horizontale constante Up (Fig. 3.5). Pour plus de clarté et afin
de permettre une comparaison rapide et aisée des résultats obtenus avec ceux de la littérature,
nous utilisons la forme adimensionnelle des équations de transport. Dans notre cas test on
norme les distances (x, y), les vitesses (u, v) et la pression respectivement par L, Up et pU;
(3.60, 3.61 et 3.62) :

au av
ax + ay =0

a(UU) a(VU) _ ~ (a2U a2U) _ ap
ax + 8Y - Re 8X2+ 8y2 ax

a(UV) a(UV) _ ~ (82V 82V) _ ap
ax + 8Y - Re aX2+ ay2 ay

(3.68)

(3.69)

(3.70)

avec Re le nombre de Reynolds (Re = pr;L) caractérisant l'écoulement. Pour les schémas

d'ordre superi

u

L

FIG. 3.5 - Cavité carrée fermée à paroi supérieure entraînée

Les trois schémas implémentés dans notre code sont comparés, pour divers nombres de
Reynolds et différents maillages. La formulation des conditions aux limites utilisée dans cette
étude pour les schémas d'ordre supérieur est éxposée dans la publication de Hayase et al [65].
Les résultats de référence sont ceux obtenus par Ghia et al. [76] qui ont résolu les équations
caractérisant l'écoulement avec un maillage cartésien de 129 x 129 mailles. Ces résultats ont
été calculés avec la méthode des différences finies associées à la technique multigrilles. Par
ailleurs, nous comparons aussi nos résultats à ceux de Hayase et al. [65] qui ont modélisé le
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même problème en utilisant un schéma Quick standard et un code de type volumes finis (avec
un maillage rectangulaire de 80 x 80). Cette étude a conduit à des résultats identiques à ceux
de Ghia. Enfin, nous confrontons nos calculs à ceux de V. Feldheim [9], ces derniers étant
réalisés avec un maillage non-structuré triangulaire et deux approches numériques (volumes
finis et éléments finis). La comparaison des calculs menés avec ces deux codes et nos travaux
montre de très faibles différences. Trois valeurs du nombre de Reynolds sont envisagées: 100,
1000 et 10000. Les comparaisons sont effectuées sur les profils des composantes horizontale U
et verticale V de la vitesse le long des plans médians.

-<US

-<1.3
0 0.2 o.• 0.8 o.a

x

(e) V, maillage 40 x 40

0.8

o.a

0.4
:::l

0.2....
.'

(c) V, maillage 20 x 20

0.2

(a) V, maillage 10 x 10

0.8

0.4

-<1.'0'---""'0.2,.-----='0.4c--0='=.8---='0.8=------"
y

(b) U, maillage 10 x 10 (cl) U, maillage 20 x 20 (f) U, maillage 40 x 40

FIG. 3.6 - Profils des composantes horizontale U et verticale V de la vitesse, le long des plans
médians de la cavité pour différents maillages avec Re = 102

Reynolds = 102

L'évolution des composantes horizontale et verticale de la vitesse obtenues par nos calculs
et ceux de Ghia [76] est proposée sur la figure (3.6). Divers maillages ont été envisagés; ils
utilisent lOx 10, 20x20 et 40x40 volumes de contrôles. Nous remarquons que les schémas Quick
et CDS de 4ème ordre donnent les mêmes résultats et sont très proches de ceux obtenus par
Ghia. Pour ces calculs le nombre de mailles n'a pas d'influence sur la concordance des résultats.
En revanche, le schéma UDS est visiblement sensible au nombre de mailles. Il n'approche la
solution de référence que pour un maillage suffisamment dense.

Nous n'avons pas représenté les résultats de V. Feldheim [9] et T. Hayase [65] pour ne
pas encombrer les figures. Les valeurs obtenues par ces auteurs sont similaires à la solution de
référence (Ghia [76]).
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FIG. 3.7 - Profils des composantes horizontale U et verticale V de la vitesse, le long des plans
médians de la cavité pour différents maillages avec Re = 103

Reynolds = 103

Avec la figure 3.7 nous donnons l'évolution des composantes horizontale et verticale de la
vitesse pour un Reynolds plus élevé (Re = 103). Différents maillages sont étudiés. Pour un
maillage 20 x 20, nous constatons que les vitesses calculées par le schéma CDS de 4ème ordre
sont les plus proches de la solution de référence. Nous observons aussi que notre formulation
du schéma Quick donne des résultats identiques à ceux de T. Hayase. Les résultats obtenus
par V. Feldheim et ceux que nous avons déterminés en employant le schéma UDS laissent
apparaître un écart par rapport à la solution de référence.

Les schémas CDS de 4ème ordre et Quick donnent des résultats pratiquement confondus
avec la solution de référence pour un maillage 40 x 40. Les résultats de V. Feldheim et ceux
calculés à l'aide du schéma UDS présentent toujours un écart par rapport la solution de
référence (ceux obtenus par le schéma UDS étant plus éloignés). Dans cette configuration T.
Hayase ne fournit pas de données.

Avec le maillage de 80 x 80 les résultats proposés par T. Hayase et ceux obtenus par
les schémas CDS de 4ème ordre et Quick sont superposés et identiques à la solution de réfé
rence. Nous remarquons que les vitesses obtenues par V. Feldheim et par notre code utilisant
l'approche UDS convergent vers la solution de référence. Pour un maillage non structuré de
161 x 161 volumes, les calculs sont identiques à ceux de K. Ghia.
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FIG. 3.8 - Profils des composantes horizontale U et verticale V de la vitesse, le long des plans
médians de la cavité pour différents maillages avec (Re = 104 ).

Reynolds = 104

La dernière validation (Fig. 3.8) utilise un nombre de Reynolds élevé (Re = 104 ). Nous
comparons toujours les vitesses calculées â la solution de référence (Ghia [76]). Seuls les travaux
de T. Rayase sont pris en compte pour compléter la validation, V. Feldheim ne proposant pas
de résultats pour ce Reynolds. Avec ce cas test, il apparaît clairement que le schéma UDS est
inefficace, et ce même pour un maillage dense (80 x 80). En revanche, les résultats obtenus par
les schémas CDS de 4ème ordre et Quick ainsi que ceux de T. Rayase sont en très bon accord
avec la solution de référence pour un maillage de 80 x 80 volumes.

Dans le paragraphe suivant nous évaluons quantitativement les performances de notre
schéma Quick. Dans l'article de T. Rayase [65] nous trouvons ces comparaisons avec des
schémas d'ordre inférieur (CDS et HDS). Nous adoptons la même démarche et comparons
notre formulation du schéma Quick aux versions proposées par: M.A. Leschziner [68], T. Ran
[67], A. Pollard [69], C.J. Freitas [66] et T. Rayase [65]. Les comparaisons sont faites sur la
base du cas test exposé ci-dessus. Nous avons employé l'algorithme SIMPLER en utilisant une
initialisation nulle des vitesses et des pressions.

3.7.1 Évaluation des performances de plusieurs formulations du schéma
Quick

En règle générale un schéma stable peut utiliser des facteurs de sous-relaxation proches
de l'unité. En conséquence, moins d'itérations sont nécessaires pour obtenir la convergence
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d'un calcul. La figure 3.9 (a) représente la variation du résidu € pour les diverses versions du
schéma Quick, en fonction du nombre d'itérations ne pour un nombre de Reynolds Re = 103

avec un maillage de 20 x 20 volumes de contrôle. Ces courbes sont obtenues en utilisant les
valeurs optimales du facteur de sous-relaxation Ctopt (valeur entre parenthèses sur la figure)
pour chaque formulation du schéma Quick. Cette comparaison montre que notre formulation
a un taux de convergence supérieur à toutes les approches antérieures. En particulier, elle
s'avère plus efficace quand le résidu atteint de très petites valeurs.

Nous avons aussi représenté le nombre d'itérations nécessaires ne pour obtenir la conver
gence en fonction du facteur de sous-relaxation Ct (Fig. 3.9 (b)). Ces résultats sont obtenus
dans les mêmes conditions que précédemment. Le facteur optimum de sous-relaxation, Ctopt,

est la valeur correspondant au nombre minimum d'itérations nécessaire pour assurer la conver
gence. Les courbes représentées établissent clairement la qualité de notre schéma qui, comme
les approches de T. Hayase et M.A. Leschziner [68], est peu sensible aux variations du facteur
de sous-relaxation.
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FIG. 3.9 - Performances de différentes formulations du schéma Quick avec un maillage 20 x 20
et Re = 103

L'évolution du facteur de sous-relaxation Ctopt en fonction du nombre de Reynolds Re pour
les diverses versions du schéma Quick est proposée sur la figure 3.10 (a). TI a été obtenu numé
riquement ; le calcul est réalisé sur une grille de 20 x 20 cellules. Pour Re < 104 notre méthode
ne nécessite pas de sous-relaxation; dans tous les autres cas un facteur de 0.9 est nécessaire.
A mesure que le Reynolds de l'écoulement augmente, il est indispensable d'employer des fac
teurs de sous-relaxation plus faibles. Toutefois, ceux-ci évoluent peu avec notre formulation
du schéma Quick. Par ailleurs, le nombre d'itérations est lui aussi réduit avec notre méthode
(Fig. 3.10 (b)). TI reste inférieur à 300 pour Re < 3000 et n'augmente de façon significative
que par la suite.

L'évolution du coefficient de sous-relaxation (Ctopd en fonction du nombre de mailles uti
lisées (.jffi) est donné (Fig. 3.11 (a)) pour un Reynolds intermédiaire (Re = 103 ). On observe
que pour les différentes densités du maillage notre version du schéma Quick possède le facteur
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FIG. 3.10 - Effet du nombre de Reynolds sur les performances de plusieurs formulations du
schéma Quick avec un maillage de 20 x 20

de sous-relaxation aopt le plus élevé. Les valeurs du nombre d'itérations ne correspondantes
sont proposées figure 3.11 (b). Les courbes de cette figure montrent que notre formulation du
schéma Quick, ainsi que celles de M.A. Leschziner et T. Hayase sont peu sensibles au nombre
de mailles.
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Dans le cadre de l'étude des fours verriers, il s'avère que le déplacement du verre liquide
ne peut être seulement attribué au processus de convection forcée. En effet, les variations de
densité du verre lors de son chauffage induisent des déplacements dus à la gravité. Le problème
nous intéressant fait donc intervenir la convection naturelle. Nous allons dans le paragraphe
suivant montrer dans quelle mesure les outils numériques que nous avons développés sont à
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3.8. Convection naturelle

â(UU) â(VU) _ P (â2U â2U) _ âP
âX + âY - r âX2 + ây2 âX

â(UV) â(UV) (&V â2V) âP
âX + âY = Pr âX2 + ây2 - âY - PrRa8

â (U8) â (V8) â28 â28
ffX + --av- = âX2 + ây2

(3.74)

(3.75)

(3.76)

1 'l'ma:c 1 Uma:c 1 Vma:c 1 Nu 1 Numa:c 1 NUmin 1Maillage

N. Berour 20 x 20 1.695 3.620 3.645 1.120 1.523 0.688
" 40 x 40 1.171 3.605 3.645 1.117 1.506 0.692

" 80 x 80 1.173 3.600 3.645 1.117 1.505 0.988
De Vahl Davis [77] 81 x 81 1.174 3.649 3.697 1.117 1.505 0.692
D. Wan [78] DSC 101 x 101 - 3.643 3.686 1.073 1.444 0.665
" FEM 101 x 101 - 3.489 3.686 1.117 1.501 0.691

1 fiude

TAB. 3.2 - Convection naturelle, comparaison des grandeurs de référence pour Ra = 103

1 Êtude Maillage 1 'l'ma:c 1 Uma:c 1 Vma:c 1 Nu 1 Numa:c 1 NUmin 1

N. Berour 20 x 20 16.98 62.62 222.80 8.800 18.040 0.982

" 40 x 40 16.79 64.35 220.94 8.815 17.941 0.982

" 80 x 80 16.73 64.56 219.79 8.820 17.927 0.988
De Vahl Davis [77] 81 x 81 16.75 64.63 219.36 8.817 17.925 0.989
D. Wan [78] DSC 101 x 101 - 65.55 227.24 8.632 17.390 0.903

" FEM 101 x 101 - 65.40 227.11 8.976 17.860 0.913

TAB. 3.3 - Convection naturelle, comparaison des grandeurs de référence pour Ra = 106

1 fiude Maillage 1 'l'ma:c 1 Uma:c 1 Vma:c 1 Nu 1 Numa:c 1 NUmin 1

N. Berour 20 x 20 61.92 237.16 2321.19 29.70 98.16 1.961

" 40 x 40 55.90 281.784 2234.35 30.70 88.33 1.869

" 80 x 80 55.88 279.05 2239.31 30.07 87.97 1.876
D. Wan [78] DSC 101 x 101 - 295.67 2290.13 23.67 68.73 1.41

" FEM 101 x 101 - 296.71 2259.08 31.49 91.16 1.77

TAB. 3.4 - Convection naturelle, comparaison des grandeurs de référence pour Ra = 108

Ce problème constitue un excellent test de validation des méthodes numériques car il
a fait l'objet de plusieurs publications. LP. Jones [79] a été l'un des premiers à l'utiliser
pour la validation des méthodes numériques employées en convection naturelle. Au début des
années 80, ce problème a été considéré par plusieurs auteurs; leurs résultats sont récapitulés
dans l'article de revue proposé par D. de VaW Davis et LP. Jones [77]. Par ailleurs, de Vahl
Davis [80] a résolu les équations de Navier-Stokes par la méthode des différences finies. Les
solutions numériques sont obtenues en se basant sur une extrapolation de Richardson des
valeurs calculées sur des maillages de plus en plus fins. Ces travaux sont d'une grande qualité
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FIG. 3.13 - Influence du maillage sur le Nusselt, la température et les vitesses

et constituent un "benchmark" reconnue pour les problèmes de convection naturelle en cavité
différentiellement chauffée. Toutefois, ils sont limités à des nombres de Rayleigh inférieurs
à : Ra = 106 . Une grande variété d'algorithmes a été testée avec ce problème et un résumé

116



3.8. Convection naturelle
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bL- ---......
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FIG. 3.14 - Isothermes et lignes de courant dans la cavité différentiel1ement chauffée (40 x 40
cellules)

(chronologique) des publications associées est proposé par Wan et al [78]. Ces auteurs ont
obtenu leurs résultats à l'aide de deux méthodes: la méthode des éléments finis (MEF) et la
méthode DSC (Discrete Singular Convolution).

Nos résultats sont obtenus pour un fluide de référence ayant un nombre de Prandtl Pr =
0, 71. Le nombre de Rayleigh varie de 103 à 108 . Les solutions numériques obtenues sont
comparées à celles de D. de VaW Davis [77] et D. Wan [78]. Nous présentons résultats et
comparaisons dans trois tableaux (Tab. 3.2, 3.3 et 3.4) correspondant aux différents nombres
de Rayleigh (Ra = 103 , Ra = 106 et Ra = 108 ) et à plusieurs maillages. Les valeurs maximales
de la fonction de courant et des composantes horizontale et verticale de la vitesse constituent
les éléments d'évaluation. Nous avons également calculé le nombre de Nusselt moyen (Nu) le
long de la paroi chaude, ainsi que ses valeurs extrêmes. Toutes les comparaisons ne sont pas
toujours possibles. Wan et al [78] ne donnent pas les valeurs extrêmes de la fonction de courant
et De Vahl Davis présente des résultats uniquement pour un nombre de Rayleigh inférieur à
106 .

L'analyse des trois tableaux montre que nos résultats sont peu sensibles au maillage utilisé.
Un maillage 40 x 40 volumes de contrôle est suffisant pour retrouver les grandeurs de référence,
quel que soit le nombre de Rayleigh. Le meilleur accord est obtenu pour Ra = 103 . Quand la
valeur du nombre Rayleigh augmente (Ra = 106 et Ra = 108 ) nos calculs sont plus proches
de ceux de De Vahl Davis. TI y a toujours un faible écart avec les valeurs déterminées par D.
Wan.

Les figures 3.13 donnent l'évolution: du nombre de Nusselt le long de la paroi chaude,
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Chapitre 3. Méthode des Volumes Finis pour le transfert par convection et rayonnement

de la température le long du plan médian horizontal et des deux composantes de la vitesse
U et V dans les plans médians. Ces données sont présentées pour trois nombres de Rayleigh
(Ra = 103 , Ra = 106 et Ra = 108) et trois maillages (20 x 20,40 x 40 et 80 x 80 cellules). Nos
résultats sont comparés à ceux proposés par D. Wan (obtenus avec la méthode DSC). L'analyse
de ces figures souligne le fait que nos calculs sont très proches des résultats de référence. Pour
le maillage de 20 x 20 volumes de contrôles, des écarts sont observables, notamment dans le
calcul des vitesses. Cependant, dès que le maillage est densifié (40 x 40 cellules), ces fluctuations
disparaissent.

Les champs de températures et les lignes de courant sont présentés (Fig. 3.14). Quand le
nombre de Rayleigh croît, nous observons une stratification des champs de températures. Nous
remarquons aussi une augmentation de la vitesse de recirculation dans la cavité (les lignes de
courant sont de plus en plus proches quand Ra grandit). Pour Ra = 103 il n'y a qu'une seule
boucle de recirculation, au centre du domaine. Lorsque le nombre de Rayleigh augmente, on
constate l'apparition de boucles secondaires. Pour Ra = 106 ces zones d'écoulement secon
daires sont proches des parois verticales. Pour Ra = 108 , à ces deux zones s'ajoutent deux
autres zones de recirculation (en haut de la paroi chaude et en bas de la paroi froide).

3.9 Convection thermocapil1aire (effet MARANGONI)

Surface libre

-:.. Tc:

FIG. 3.15 - Convection thermocapillaire dans une cavité différentiellement chauffée

Les problèmes décrivant le mouvement des fluides et le transfert de masse, générés ou alté
rés par les forces de volume (convection naturelle) ou de surface (convection thermocapillaire)
n'ont cessé de susciter un grand intérêt vu l'importance de ces phénomènes dans un grand
nombre de domaines scientifiques et technologiques (élaboration de matériaux, énergie solaire,
refroidissement du cœur de centrale nucléaire, ... ). Dans le cas des fours verriers, les varia
tions de température le long de l'interface entre les deux fluides (gaz et verre fondu) induisent
des variations de la tension de surface (0-). Sous l'effet d'un gradient thermique, on l'exprime
comme suit:

o-(T) = 0-0 - ,(T - To) (3.77)

Le gradient de température (parallèle à l'interface) fait apparaître une contrainte tangen
tielle sur celle-ci. Dans la direction x, le gradient de tension de superficiel est égal à :
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3.9. Convection thermocapillaire (effet MARANGONI)

A la surface libre, cette contrainte est équilibrée par la contrainte visqueuse correspon
dante:

8Œ 8u
- =J-L
8x 8x

(3.79)

On suppose que la tension superficielle ne varie, de façon significative, qu'en fonction de
la température. On peut alors établir une nouvelle condition aux limites thermiques:

8T 8u
-,- = J-L-

8x 8x
(3.80)

La non-homogénéité du champ thermique, à la surface libre du liquide, génère un mou
vement qui est transmis en volume du fait de la viscosité. Ce type de convection est appelé
convection thermocapillaire ou effet Marangoni.

1 Re X 103
1 Nu_ 1 Nu_ [81]~ Nu+ [81] 1 \lima", 1 \lima", [81] 1

1 1.92 1.92 1.92 1.93 480 479
2 2.47 2.47 2.47 2.47 426 424
3 2.84 2.85 2.85 2.85 405 404
4 3.15 3.16 3.16 3.17 386 384
5 3.40 3.42 3.43 3.41 375 373
6 2.61 2.63 2.64 2.65 355 350
7 3.80 3.83 3.84 3.50 340 337
6 4.00 4.01 4.02 4.03 330 326
9 4.16 4.17 4.19 4.19 320 315
10 4.34 4.32 4.40 4.34 320 305

TAB. 3.5 - Convection thermocapillaire, comparaison des grandeurs de référence [81],
maillage :62 x 54

Le modèle physique considéré est composé d'une cavité rectangulaire de hauteur H et de
largeur L contenant un fluide newtonien incompressible. La frontière supérieure est à surface
libre et le fluide est en contact avec un gaz passif (interface adiabatique). Les murs verticaux
sont isothermes à une température Tf et Tc. La frontière inférieure est adiabatique. En l'ab
sence de la convection naturelle (p = Po = cste et f3 = 0) les équations adimensionnelles du
problème sont :

8U 8V
8X + 8Y =0

R 8(UU) R 8(VU) _ (82U 82U) _ 8P
e 8X + e 8Y - 8X2 + 8y2 8X

R 8(UV) R 8(UV) _ (82V 82V) _ 8P
e 8X + e 8Y - 8X2 + 8y2 8Y

M 8 (UO) M 8 (VO) _ 820 820
a 8X + a 8Y - 8X2 + 8y2

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

La longueur, la vitesse, la température et la pression sont réduites par les variables H,
'Y'I'olJ-L, To et ,ToiJ-L, respectivement. On suppose que la tension superficielle diminue avec
l'augmentation de la température à un taux constant ,. Habituellement, on redéfinit le nombre
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Chapitre 3. Méthode des Volumes Finis pour le transfert par convection et rayonnement

(3.85)

(3.86)

de Reynolds et le nombre de Marangoni (produit de Re et Pr) de la manière suivante:

Re = H,To
(/-Lv)

Ma = RePr

Nous avons comparé les résultats obtenus par la MVF en utilisant le schéma Quick avec
ceux de Zebib et al [81] qui ont utilisé la méthode des différences finies. Leur étude numérique a
été validée par une analyse asymptotique en fonction des nombres de Reynolds et de Prandtl.
Nous présentons (Tab. 3.5) les valeurs du nombre de Nusselt moyenné aux parois chaude
(Nu+) et froide (Nu_), ainsi que le maximum de la fonction de courant dans le milieu, pour
un nombre de Prandtl Pr = 1 et un nombre de Reynolds tel que 103 :s; Re :s; 104 . Par ailleurs,
nous avons comparé les profils de vitesse et les niveaux de température du fluide à la surface
libre (Fig. 3.16) pour trois valeurs du nombre de Prandtl (Pr = 0.01, Pr = 1 et Pr = 50)
avec le Reynolds évoluant de 20 à 104 . La confrontation avec les résultats de A. Zebib atteste
la très bonne concordance des deux études.

Si le fluide est tel que le Prandtl est proche de l'unité nous avons Re ~ Ma. Dans ce cas une
grande valeur de Re favorise fortement le transfert de chaleur par convection au détriment du
transfert par diffusion. En revanche, pour Pr « 1, même pour des valeurs de Re élevées, le
nombre de Marangoni (associé au transport de la chaleur) restera faible. Il en résulte un faible
gradient thermique dans les systèmes considérés. Afin de mettre ce phénomène en évidence
nous avons représenté les profils de vitesse, et la température du fluide à la surface libre (Fig.
3.17 et 3.16) pour trois valeurs du Reynolds (Re = 102 , Re = 103 et Re = 104) et du Prandtl
(Pr = 0.1, Pr = 1 et Pr = 50).

Pour une valeur fixe du nombre de Reynolds, la vitesse du fluide au voisinage de la surface
libre a son maximum qui se déplace vers la paroi froide de la cavité quand le Marangoni
augmente. Le déplacement du fluide s'illustre notamment par un saut de température très
marqué au niveau de la surface libre. Ce phénomène est amplifié pour les grands Reynolds.
En revanche, pour les petites valeurs de Ma, la circulation du fluide est centrale au sein de
la cavité et la température de la surface libre évolue linéairement entre les parois chaude et
froide.

Un aperçu plus global du mouvement du fluide et du champ de températures qui lui est
associé complète ces premières observations. Il est représenté sur les figures 3.19 à 3.21.

3.10 Couplage convection naturelle-rayonnement

L'étude des transferts de chaleur couplés (par conduction, convection et rayonnement) dans
les milieux semi-transparents suscite une attention croissante. Cependant, la solution analy
tique de ce type de problème est dans la plupart des cas impossible à obtenir. En conséquence
les méthodes numériques sont régulièrement employées pour résoudre de tels problèmes en
thermique. Les recherches théoriques publiées de Goody [82] et Spiegel [83] font partie des
travaux fondateurs concernant ce domaine. Le couplage entre la convection et le rayonnement
d'un gaz confiné entre deux parois horizontales y est abordé. Les auteurs analysent en parti
culier les phénomènes de stabilité. L'étude de Spiegel montre que le rayonnement a un effet
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(a) Ll1V ma", =0.0082, Pr =0.1 (c) Ll1Vma", =0.0308, Pr =1 (e) Ll1Vma", = 0.012, Pr = 50

(b) LlT =0.1, Pr =0.1 (d) LlT = 0.1, Pr = 1 (f) LlT = 0.1, Pr = 50

FIG. 3.20 - Influence du nombre de Prandlt Pr sur les lignes de courants et les isothermes
pour Re = 103

(a) lI.1Vma", =0.0035, Pr =0.1 (c) Ll1Vma", =0.0048, Pr = 1 (e) Ll1Vma", = 0.00012, Pr = 50

(b) LlT = 0.1, Pr = 0.1 (d) LlT =0.1, Pr = 1 (f) lI.T =0.1, Pr =50

FIG. 3.21 - Influence du nombre de Prandlt Pr sur les lignes de courant et les isothermes pour
Re = 104
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rf L

FIG. 3.22 - Convection et rayonnement dans une cavité carrée différentiellemnt chauffée

stabilisateur qui dépend fortement, pour un nombre de Rayleigh donné, de l'épaisseur optique
du gaz. Ces résultats ont été confirmés par Lauriat [84] qui a utilisé l'approximation Pl pour
l'étude des transfert couplés dans des cavités à fort allongement vertical.

A. Soufiani et J. Taine [85] ont montré que l'utilisation des modèles à bandes spectrales
larges dans les calculs de transferts couplés, conduit fréquemment à des erreurs importantes.
Ils ont ainsi développé un modèle statistique à bandes étroites. Ce dernier a été favorablement
validé par des mesures expérimentales [86].

L'étude d'une cavité carrée a été traitée par Chang et al [87] avec la méthode des flux
radiaux associée à un modèle exponentiel à bande large pour évaluer l'absorption et l'émission
du rayonnement par le gaz carbonique (002 ) ou l'ammoniaque (NHs). Il a notamment montré
que le rayonnement tend à rendre la température du gaz uniforme dans toute la cavité. T.
FUsegi [88] a repris cette étude avec des propriétés thermodynamiques des gaz évoluant avec
la température.

L'interaction du rayonnement et de la convection naturelle en régime turbulent dans une
cavité carrée a été abordée par FUsegi et Bakhtier [89]. Ils ont résolu le problème radiatif avec
l'approximation Pl.

L'effet du nombre de Rayleigh dans ces cavités carrées a été étudié par Draoui et al [90].
Par ailleurs, ils ont aussi traité différents cas de conditions aux limites pour les parois horizon
tales (parois adiabatiques, conductrices, noires ou réfléchissantes) [91] dans le cas d'épaisseur
optique égale à 1. Akiyama et Chong [92] ont utilisé la méthode des radiosités pour étudier
l'effet de l'émissivité des parois sur un fluide parfaitement transparent. Mahapatra et al [93]
ont utilisé la MEF pour étudier le transfert couplé entre deux parois verticales pour un fluide
transparent.

Pour valider notre approche numérique du couplage de la convection naturelle avec le
rayonnement, nous nous référons aux travaux de A. Yucel [94]. Il a traité cette interaction dans
une cavité carrée, à parois noires, en utilisant la MüD et l'approximation Pl. L'influence de
l'épaisseur optique (7 = 0.2,1.0 et 5.0) sur le champ de températures ainsi que sur l'écoulement
du fluide pour un nombre de Rayhleigh fixe (Ra = 5 x 106 ) est étudiée. Une comparaison des
résultats obtenus par la MüD et de ceux calculés à l'aide de l'approximation Pl est aussi
discutée. L'auteur montre que l'erreur commise avec l'approximation Pl varie de 10% à 30%.
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3.10. Couplage convection naturelle-rayonnement

En résumé, deux points font que cette étude constitue un bon cas test. En premier lieu le
milieu est semi-transparent; d'autre part cette étude a fait l'objet de nombreuses validations.

Ce cas test est représenté figure 3.22. Les parois horizontales de la cavité sont adiabatiques.
La paroi verticale gauche est froide (Tf) la droite est chaude (Tc). Les quatre parois possèdent
la même émissivité (€ = 1). Le fluide contenu est semi-transparent gris et de coefficient d'ab
sorption K..

Les équations à considérer sont rappelées ci-dessous. Elles sont écrites sous forme adimen
sionnée :

au avax + ay = 0 (3.87)

a(UU) a(VU) _ (a2
U a2U) _ ap (3.88)

ax + ay - aX2+ ay2 ax
a(UV) a(UV) = (a2v a2v) _ ap _ Ra 0 (3.89)

ax + ay ax2+ ay2 ay Pr

a(UO) a(VO) = ~V20 _~v.~ (3.90)ax + ay Pr PrPl qr

Toutes les propriétés physiques sont supposées indépendantes de la température, sauf la
masse volumique pour laquelle l'hypothèse de Boussinesq est retenue. Le terme V. if':. dans
l'équation d'énergie est le terme source radiatif donné par la résolution de l'ETR. Pour un
milieu gris non diffusant d'indice de réfraction égal à l'unité, cette équation s'écrit dans sa
forme adimensionnelle, pour une direction de propagation donnée :

al ( 0 ) 4-=-71+7 -+1as 00
(3.91)

avec l = 4 LT.4 la luminance adimensionnée et 7 = K.L l'épaisseur optique.
IJ'B 0

Dans l'équation de l'énergie, le nombre de Planck Pl est choisi comme grandeur de réfé
rence. Le nombre de Stark Ns (déjà abordé dans le chapitre 1) est le paramètre caractérisant
l'interaction conduction-rayonnement. Ces deux nombres sans dimension sont liés par l'épais
seur optique.

kcK. kc/L
N s = 3 = 3 K.L = Pl . 7 (3.92)

40"BTo 40"BTo
Les différentes grandeurs réduites utilisées dans les équations de transport (3.87 à 3.90)

sont:

x x y=! S=~=
L L L

U
uL V= vL=
li li

P
(p + P09y)L2

-
po:2

0
T-Tf

-
Tc-Tf

q;
qr

(3.93)=
40"T.40

125



Chapitre 3. Méthode des Volumes Finis pour le transfert par convection et rayonnement

3.10.1 Conditions aux limites

L'hypothèse d'adhérence à la paroi est retenue pour la condition dynamique. Dans le
cas d'une paroi adiabatique pour les transferts couplés rayonnement-convection naturelle, la
condition aux limites thermiques est déterminée grâce au bilan d'énergie qui inclut les termes
conductif et radiatif. Nous l'exprimons à l'aide du nombre de Planck.

(3.94)

La condition aux limites radiatives pour une surface noire est simplement la luminance du
corps noir émise à la température de surface.

T maillage schéma: T. linéarisée schéma: Diamant schéma: STEP approx. : Pl
NUT NUR NUT NUR NUT NUR NUT NUR

0.00 30 x 30 13.71 0.00 13.83 0.00 - - - -
50 x 50 13.70 0.00 13.76 0.00 - - - -

0.20 30 x 30 44.52 35.81 46.45 37.67 46.65 37.87 60.31 51.44
50 x 50 44.50 35.79 46.11 37.40 46.39 37.69 60.31 51.44

1.00 30 x 30 38.53 30.92 39.09 31.36 39.55 31.81 44.67 36.82
50 x 50 38.50 30.90 38.83 31.28 39.24 31.58 44.55 36.75

5.00 30 x 30 30.32 22.65 31.93 23.77 32.38 24.26 34.27 25.84
50 x 50 30.27 22.63 32.76 23.64 32.06 23.96 34.20 25.75

TAB. 3.6 - Comparaison de nos résultats avec ceux de Yucel et al [94]

3.10.2 Confrontation des résultats

A. Yucel résout les équations de conservation par la MDF en utilisant l'algorithme SIM
PLER. Il emploie l'approximation Pl et la MOD associées aux schémas Diamant et STEP
pour le problème radiatif. Nos résultats sont obtenus en résolvant le problème par la MVF.
Nous avons utilisé le schéma Quick associé à l'algorithme SIMPLER pour la dynamique et
la thermique et le schéma Exponentiel Modifié à Température Linéarisée pour le problème
radiatif.

Le tableau 3.6 décrit les résultats obtenus pour deux maillages (32 x 32 et 50 x 50). Nous
comparons les nombres de Nusselt moyen total NUT = qf et radiatif NUR = q;Oo/Plle long
de la paroi chaude en fonction de l'épaisseur optique du milieu. Nous observons une faible
variation des résultats quand la densité du maillage augmente. Il y a également une bonne
concordance de nos résultats avec ceux de l'auteur qui, on le rappelle, utilise la MOD. De plus,
ces travaux montrent clairement l'inefficacité de l'approximation Pl, spécialement aux faibles
épaisseurs optiques.

Les figures 3.23 présentent l'évolution des composantes horizontale et verticale de la vitesse
le long des plans médians de la cavité, pour différentes valeurs de l'épaisseur optique du
milieu. Nous retrouvons des évolutions assez proches de ce que l'on obtenait en l'absence de
rayonnement (d'un point de vue qualitatif) pour les faibles épaisseurs optiques. Néanmoins,
le couplage fait que le fluide circule plus rapidement aux voisinage des limites. Quand T

croît, il y a un décalage marqué au sein de la cavité j dans la partie centrale le fluide se met en
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FIG. 3.23 - Influence de l'épaisseur optique sur le profil des vitesses horizontale u et verticale
v le long des médianes (Ra = 5 x 106 et Pl = 0.02)

mouvement. Ce phénomène est clairement illustré sur les figures 3.24 qui présentent l'évolution
du champ de températures et de la fonction de courant. En plus de la très bonne concordance
entre les calculs, il y a apparition de recirculations autour du centre de la cavité pour les fortes
épaisseurs optiques. On note ici que le couplage avec le rayonnement modifie de façon notable
les échanges thermiques dès que T devient important.

Cet aspect va être exposé dans le chapitre suivant j nous allons y aborder la modélisation
complète du chauffage du bain de verre.
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FIG. 3.24 - Champs de températures et lignes de courant dans la cavité (Ra = 5 x 106 ,

Pl = 0.02, T = 0, T = 0.2, T = 1.0 et T = 5.0
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Chapitre 4

Modélisation des fours verriers

4.1 Introduction

Ce chapitre est dédiée à la simulation numérique de la thermique et des écoulements dans le
milieu complexe qu'est le verre à haute température. Tout d'abord, nous montrons les limites
du modèle de Rosseland pour simuler le transfert de chaleur dans le verre fondu. A l'issue de
cette analyse, nous proposons une version modifiée du modèle de Rosseland (MRM) capable
de mieux simuler les phénomènes physiques à l'interface semi-transparente. Le reste de l'étude
est consacré à l'emploi de la MVF et le MRM pour apréhender le transfert de chaleur et de
masse dans le bain.

La modélisation prend en compte les trois modes de transfert de chaleur et s'intéresse
en particulier à l'influence du chauffage (profil des flammes dans le four) sur l'hydrodyna
mique du bain et le champ de températures. Des comparaisons avec les études réalisées en
rayonnement-conduction sont réalisées: elles mettent en évidence l'importance des phéno
mènes de recirculation sur la stratification des températures. La dernière étude est consacrée
à la modélisation d'un four "float" selon sa section longitudinale. Le transport de masse et
la thermique du verre y sont abordés avec la prise en compte du chargement de la matière
première solide et l'évacuation du produit affiné. Nos résultats de simulation sont ensuite
comparés à des valeurs expérimentales.

4.2 Limites de l'approximation de Rosseland

Les erreurs dues à l'utilisation du modèle de Rosseland (MR) lors de la simulation numé
rique des mouvements convectifs dans le bain de verre ont été étudiés par Laurent Pierrot [6].
Des résultats de références sont obtenus par la MüD en utilisant deux schémas: Exponentiel
et Exponentiel Modifié. En plus de l'approche classique de Rosseland, cet auteur a employé la
correction proposée par Howell et Goldstein [4]. Cette modification prend en compte le saut
de température au niveau des parois dü au rayonnement (en absence de la conduction). Pour
ce faire, ils supposent que la température locale du milieu semi-transparent en contact avec
une paroi opaque TMST,w est différente de la température à la paroi Tw. Elle est calculée en
utilisant la relation suivante :

a(T~ - TtIST w)
'Pw = w(N

s
) ,
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Chapitre 4. Modélisation des fours verriers

où <Pw est le flux radiatif à la paroi, N s est le nombre de Stark et Il' est le coefficient de
glissement ("slip coefficient"). L'évolution de ce dernier en fonction de nombre de Stark est
représentée figure 4.1. Siegel et Howell [27] montrent que cette correction améliore notable
ment les résultats. Ainsi, le champ de température dans le cas des milieux optiquement épais
est plus proche de la réalité. Toutefois, cette correction est loin d'être suffisante pour repro
duire les résultats semi-analytiques. Par ailleurs, cette correction a été développée afin de
traiter proprement, dans la mesure du possible, le problème de transfert radiatif (avec ou
sans conduction) par le MR. En revanche, l'ajout des échanges convectifs peut imposer des
précautions supplémentaires lors de l'emploi de W. Nous verrons par la suite les conséquences
d'une utilisation directe de la technique de Howell et Goldstein pour une étude qui implique
la convection dans le verre fondu. Le modèle choisi par L. Pierrot est semblable à celui étudié
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FIG. 4.1 - W(Ns)[27] FIG. 4.2 - qT/(aBT1) à la paroi chaude en
fonction du nombre de cellules

par Pigeonneau et al [95]. Il s'agit d'une longue cavité bidimensionnelle, de hauteur H = lm
de longueur L = 5m (Fig. 3.22). Les parois horizontales sont adiabatiques. Les murs gauche et
droit sont à une température imposée de l300K et l800K. L'émissivité des quatre parois est
égale à l'unité. La cavité est remplie de verre fondu; les propriétés physiques à la température
moyenne sont :

- Densité : Po = 2500 kg m-3

- Capacité thermique: Cp = 1250 J kg-1 K-1

- Coefficient d'expansion thermique: (3 = 7 X 10-5 K-1

- Viscosité dynamique: J1. = 30 Pa s
- Conductivité thermique: kc = 0 W m-1 K- 1

- Coefficient d'absorption: f'i, = 40 m-1

- Indice de réfraction : nu = 1.5

La figure 4.2 présente l'évolution du flux de chaleur à la paroi chaude, calculée par diffé
rentes méthodes, en fonction du nombre de mailles. Nous prenons comme solution de référence
du flux de chaleur normé la grandeur calculée par la MVF avec le schéma MELT et 225000
volumes de contrôle. Une première analyse montre que le MR conduit à des erreurs relatives
supérieures à 50% quel que soit le nombre de mailles. La correction de Howell et Goldstein
associée à l'approximation de diffusion réduit fortement cette erreur (20%). Toutefois, le flux
est désormais sous-estimé. Nous remarquons aussi que le flux calculé par la MaD en utili-
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sant les schémas Exponentiel et Exponentiel Modifié sont sensibles au maillage. Cependant le
schéma Exponentiel Modifié est plus performant et tend vers les valeurs obtenues à l'aide de
la MVF utilisant le schéma MELT. Cette dernière approche est pour sa part peu sensible à
ce paramètre. Elle donne de très bons résultats avec un maillage peu dense (12500 cellules).
Pour un maillage de 12500 cellules les schémas Exponentiels produisent des erreurs relatives
supérieures à 10 et 20 %.

Les évolutions de la température et de la vitesse, calculées par différentes approches le
long des médianes horizontale et verticale, est étudiée (Fig. 4.3 et 4.4). Une analyse globale
montre que les schémas Exp. Mod. et MELT donnent pratiquement les mêmes résultats. En
revanche, le MR surestime la vitesse et sous-estime la température. L'écart peut atteindre
fj"T = -150K à proximité de la paroi froide. Cette différence de la température calculée est
due à la mauvaise modélisation du rayonnement par un modèle conductif. Ce dernier ne peut
pas prendre en compte le saut de température observé en proche paroi. La correction de Howell
et Goldstein apportée au MR réduit cet écart à !:1T = 75K. La différence peut être imputée
au fait que la correction ne tient pas compte du transfert convectif. L'ajout d'un facteur
correcteur au coefficient de glissement 'li pourrait améliorer les résultats. Actuellement, les
grandeurs données par les MR corrigé ou standard, sont loin d'être satisfaisantes étant donné
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Chapitre 4. Modélisation des fours verriers

la simplicité (relative) du problème.

Dans le four verrier simulé ci-dessus, une hypothèse forte est faite en ce qui concerne
la conductivité thermique (celle-ci est supposée nulle). Il apparaît que dans la réalité cette
dernière augmente avec la température et ne peut être négligée, notamment pour assurer la
continuité des températures aux parois. De plus, une autre difficulté de ce problème résulte
de la modélisation de la frontière supérieure avec un modèle utilisant une conductivité radia
tive équivalente. C'est une interface semi-transparente et le transfert radiatif à travers cette
limite obéit aux lois de Descartes (angle limite, transmission et réflexion). Ces phénomènes ne
peuvent pas être pris en compte par les modèles de Rosseland (de base ou corrigé). De plus,
la correction de Howell et Goldstein ne peut être mise en œuvre que dans le cas de parois
adiabatiques ou à température connue. Pour ces raisons, nous avons proposé un modèle dit
de "Rosseland modifié" (MRM) que nous allons exposer.

4.3 Modèle de Rosseland Modifié

Ce modèle fait l'hypothèse que le rayonnement transmis à l'interface supérieure du bain
de verre sera absorbé en totalité dans les premiers centimètres. Dans le cas du verre clair où
le coefficient moyen d'absorption est égal à 40 rn-l, la part de rayonnement non absorbée à la
profondeur de cinq centimètres vaut selon la loi de Beer en incidence normale e-O.05X40, soit
13.5% du rayonnement entrant dans le bain. Ainsi, nous faisons l'hypothèse que la transmission
du rayonnement à l'interface semi-transparente est nulle. Il est absorbé en surface. Par ailleurs,
nous supposons que le rayonnement provenant du bain, transmis à cette limite, est en totalité
émis par la surface libre. Le MRM reprend donc le formalisme du MR; seule la condition au
limite supérieure est modifiée. Dans la fenetre de transparence de verre (0 ~ ). ~ 5f..Lm) nous
définissons une absorptivités et une émissivité effectives à la surface libre: une absorptivité
effective a>, qui modélise la transmission du rayonnement des gaz chauds dans le bain de verre:

(4.2)

et une émissivité effective €>. qui caractérise le rayonnement sortant du bain du verre :

(4.3)

La condition aux limites thermiques à l'interface semi-transparente donnée par la relation
2.10 devient:

(4.4)

4.4 Modélisation du chauffage du bain

A présent, nous allons étudier les transferts de chaleur dans une section verticale du bain
de verre éloignée des extrémités (entrée et sortie du four). Pour ce faire, nous avons considéré
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4.4· Modélisation du chauffage du bain

deux modèles (Fig. 4.5 et 4.6). Ces deux techniques de chauffage sont représentatives de celles
rencontrées dans les fours utilisés pour la production de verre plat ("four float "). Nous pro
posons diverses hypothèses sur la répartition des températures dans la voûte. Elles dépendent
notamment de la longueur, de la disposition et du nombre de flamme(s) considéré.

FIG. 4.5 - Four à une flamme

Chambre de combustion

FIG. 4.6 - Four à deux flammes

Quel que soit le type de flamme modélisé, le bain a une hauteur H=l m et une longueur
L=2 m. Les propriétés du verre fondu utilisé dans ce travail sont les suivantes :

- Densité [96] : p = 2250 x [1- 5.1 x 1O-5 (T -1473)] kgm-3

- Capacité thermique [96] : Cp = 1350 J kg-1 K-l
- Viscosité dynamique [96), (Fig. 4.7) : lnj.t = -6.09 + 1042525j(T - 500) Pa s
- Coefficient de tension superficielle [97] : 'Y = 4 X 10-5 N m-1 K-1

- Conductivité thermique [36] : kc = 1.14 + 0.000624 x (T - 273.19) W m-1 K- 1

- Indice optique (modèle à 10 bandes) nA (Fig. 2.3) [32]
- Coefficient d'absorption (modèle à 10 bandes) "'A (Fig. 2.4) [32]

Nous avons utilisé les conditions aux limites thermiques et radiatives de l'étude sur le cou
plage conduction-rayonnement dans le bain de verre (§ 2.3). Le coefficient d'échange convectif
à la surface libre est hN = 10 W m-2 K-1 ; le coefficient d'échange global de la paroi inférieure
est Kas = 5 W m-2 K-1 ; aux: limites latérales il vaut 10 W m-2 K- 1 . En ce qui concerne la
dynamique du bain, on suppose une condition d'adhérence aux: parois latérales et inférieure.
A la surface libre, la condition aux limites est dépendante de la tension superficielle et du
gradient thermique (3.80).

Le problème radiatif est résolu avec la MVF associée au schéma MELT, ou à l'aide des
techniques de Rosseland. La modélisation de l'aspect mécanique des fluides repose sur l'emploi
de l'algorithme SIMPLER associé au schéma Quick que nous avons développé. Afin de com
parer simplement les résultats nous utilisons un maillage identique pour chaque calcul (pour
2m x lm : 100 x 60 cellules).

Différents profils de températures des gaz dans la chambre de combustion sont envisa
gés. Nous supposons des répartitions de températures, uniformes, à décroissance linéaire ou
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fluctuant selon une loi sinusoïdale. De plus, la température moyenne de la flamme est fixée à
1800 K de sorte que l'on injecte dans toutes nos simulations une quantité d'énergie similaire:

Tl 1800K

T2 - (1900 - 200x/L) K

T4 - 1700 + 200 sin (;~) K

Ts = 1800 + 200 sin (3:;;) K

Ts 1800 + 200 sin (3~X) K (4.5)

4.4.1 Cavité de lm x 2m

cas 1 : Tray-inc = 1800K

1
x(m)

0.9

0.8

18001700
T(K)

1500 1800 1700 1800
T(K)

0
1800

40r---~----'

1~ 1400

200

(a) (a)

FIG. 4.7 - Évolution de la viscosité en fonc
tion de T

FIG. 4.8 - Champ de températures en absence
de convection naturelle

Dans ce premier cas, nous supposons que le bain de verre est chauffé par un corps noir à
température homogène (T = 1800K). Afin de quantifier l'effet de la convection naturelle dans
le bain de verre, nous représentons le champ de températures calculé en négligeant celle-ci
(Fig. 4.8) et en la prenant en compte (Fig. 4.9). Trois cas peuvent être distingués selon la
méthode employée pour résoudre le problème radiatif ( a, b : MVF / c, d : MRM / e, f: MR).

Les figures montrent que la convection naturelle change énormément la distribution spatiale
de la température. Elle modifie fortement les isothermes et stratifie horizontalement le champ
de températures. Les gradients thermiques latéraux sont réduits dans la zone centrale de la
cavité, ceci du fait des boucles de recirculation induites par les effets thermogravitationnel et
thermocapilaire. Les lignes de courant illustrent les mouvements du fluide. On observe deux
rouleaux contrarotatifs dans la cavité. Étant donné que la condition au limite supérieure est
uniforme, il y a symétrie des résultats. Ce type de rouleaux a été observé et modélisé par M.G.
Carvalho [98]. Afin de mieux analyser les gradients de température et de vitesse dans le bain
nous présentons différentes coupes. Le formalisme retenu pour cette analyse est le même pour
tous les cas étudiés. Nous représentons les profils de températures horizontaux et verticaux le
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long de différents axes caractéristiques (x = 0, x = Lj2, x = L, Y = 0 et y = H). Par ailleurs,
nous décrivons aussi les variations des composantes u et v de la vitesse à mi-hauteur du bain
(y = Hj2) et à la surface libre (y = H).

Les trois méthodes, utilisées pour le traitement du problème radiatif, donnent les mêmes
allures en ce qui concerne les isothermes dans le bain. Nous observons des écarts, en particulier
à proximité des frontières de la cavité. Ils peuvent être quantifiés (Fig. 4.10) ; on observe qu'à
la surface libre la température évolue peu, sauf si le problème est résolu avec le MR. La
variation de température dépasse alors 200 K dans tout le bain. Dans le bas de la cavité, on
observe le même comportement général pour les trois méthodes de résolution de l'ETR avec
un écart un peu plus marqué entre la MVF et le MRM (tlT ~ 20 K). En ce qui concerne les
profils de vitesse, les écarts de température (parfois faibles) génèrent néanmoins des variations
notables des valeurs prises par u et v. La composante verticale v est fortement affectée dans
tout le bain, dans un rapport variant de deux (MRM) à quatre (MR). En ce qui concerne la
composante u, la vitesse à la surface libre est sous-estimée par les deux modèles de Rosseland.
Ceci étant, on note que le MRM est plus efficace que le MR pour la modélisation de notre
problème, spécialement pour le calcul des températures qui sont réalistes du fait de la prise en
compte du rayonnement entrant dans le bain à la limite supérieure. Ainsi, il apparaît inutile de
conserver la modélisation à l'aide du MR dans les calculs suivants (ceux-ci mettent en œuvre
des conditions aux limites plus complexes à simuler).

Cas 2 : Tray-inc = (1900 - 200xjL) K

La température de la chambre de combustion (Fig. 4.11 (a)) décroît linéairement selon la
largeur du bain. Nous calculons le champ de températures en absence de convection naturelle
(Fig. 4.11 (b)) et avec celle-ci par la MVF et le MRM (Fig. 4.11 (d) et (f)). Ces figures montrent
une organisation différente des isothermes (relativement au cas d'étude conducto-radiatif). Les
boucles convectives génèrent le brassage du verre fondu et on retrouve la stratification hori
zontale observée dans le cas précédent. La présence de la flamme (générée depuis la frontière
Ouest) décale la zone chaude et induit un gradient thermique latéral(Fig. 4.11. Il Ya plusieurs
boucles de recirculation, une en surface et deux dans la partie inférieure de la cavité (Fig.
4.11 (c) et (e)). On note que le verre fondu circule plus rapidement dans la partie supérieure
du bain. Les températures en fond de cavité sont peu affectées par la condition aux limites
supérieures et la géométrie de la flamme n'a plus d'influence.

Le MRM donne des températures en accord avec celles calculées par la MVF; l'écart maxi
mum ne dépasse pas 30K (Fig. 4.12 (a) à (d)). En outre, la convection a un effet clairement
marqué sur la température dans le fond de la cavité comme le montre la figure 4.12 (d). En ce
qui concerne les vitesses, les observations menées à partir des lignes de courant se confirment.
La vitesse horizontale u à la surface libre (Fig. 4.12 (f)) est positive et croît dans le sens op
posé au gradient thermique de la flamme dès que l'on s'éloigne des bords. Ceci est en accord
avec les lois évoquées pour traiter la convection thermocapillaire (3.80) où l'on montre que le
gradient de u est proportionnel à moins le gradient de T.

Cas 3 : Tray-inc = 1700 + 200 sin (;f) K

La répartition de températures choisie dans ce cas d'étude simule la présence de deux
flammes qui sont vis-à-vis. Elles se rejoignent au centre de la chambre de combustion (Fig.
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4.13 (a)). Compte-tenu de cette hypothèse le problème est symétrique par rapport à l'axe
x = 1m. Nous remarquons qu'il y a toujours stratification horizontale des températures dans
le bain (Fig. 4.13 (d) et (f)) du fait des boucles de convection. A la différence du premier cas le
tracé des lignes de courant laisse apparaître quatre boucles (Fig. 4.13 (c) et (e)) deux dans la
moitié supérieure du bain qui tournent rapidement. Deux autres sont présentes dans la partie
inférieure et évoluent plus lentement. Ce phénomène est simple à expliquer; la viscosité du
verre diminuant à proximité de la flamme, les mouvements convectifs dans cette zone sont
plus rapides.

L'écart de température est de 25K au maximum entre les modèles MRM et MVF (Fig.
4.14 (a) à (d)). La vitesse à la surface libre est identique pour les deux démarches. Les vitesses
obtenues à cette limite sont caractéristiques de celles observées expérimentalement (un peu
plus faibles dans le cas présent). Par ailleurs, l'erreur relative sur la vitesse v dans le bain peut
dépasser 50% quand on utilise le MRM et qu'il est comparé à la MVF (Fig. 4.14 (e)).

Cas 4 : Tray-inci = 1800 + 200 sin (3IX
)

Afin de simuler la présence de deux flammes non jointives telles qu'elles sont schématisées
figure 4.6, nous avons supposé que le bain de verre est chauffé par un corps noir dont la
température évolue selon la loi: 1800 +200 sin (31X

) (Fig. 4.15 (a)). L'influence du chauffage
(profils des flammes) est très marquée sur le champ de températures dans le bain (Fig. 4.15
(b)). La prise en compte de la convection naturelle se traduit par des rouleaux de recirculation
multiples (Fig. 4.15 (c) et (e)). Comme dans les cas précédents, les effets thermiques imputables
aux flammes sont essentiellement localisés dans le haut de la cavité. A mesure que l'on approche
du fond il y a uniformisation des gradients thermiques latéraux.

Selon les modèles retenus (MRM et MVF), les écarts de températures sont toujours rai
sonnables (b.T = 30K) (Fig. 4.16 (a) à (d)). Pour les vitesses, des commentaires similaires
à ceux donnés dans le cas précédent restent valables. On note cependant une inversion des
vitesses à la limite supérieure du fait du gradient thermique existant entre les flammes (Fig.
4.16 (f)).

Cas 5 : Tray-inc = 1800 + 200 sin (3;t)

Afin d'approcher au mieux la réalité nous modélisons la température de la chambre de
combustion du four à flamme unique (Fig. 4.5) avec le profil décrit figure 4.17 (a). Les champs
de températures (Fig. 4.17 (d) et (f)) sont proches de ceux étudiés dans le cas 2. En ce qui
concerne l'évolution des lignes de courant on observe une boucle supplémentaire dans le coin
Nord - Ouest. Celle-ci est due à la forme de la flamme (gradient de température positif dans
la première région).

Les profils thermiques sont conformes aux solutions attendues. On distingue notamment
sur la figure 4.18 (c) des isothermes proches de celles imposées dans la chambre de combustion.
Le profil de vitesse calculé à la surface libre évolue aussi en fonction du gradient thermique
comme nous l'avons évoqué dans les cas antérieurs (Fig. 4.18 (f)).

A travers ces cinq cas sont décrites des conditions aux limites plus ou moins pertinentes
pour modéliser le chauffage du bain de verre. Cette étude préliminaire nous sera utile dans la
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4601

11
dpx

suite de ce travail pour modéliser des fours complets de grandes dimensions. Les cas 1 et 5
sont ceux que nous avons retenus pour modéliser de tels ensembles.

4.4.2 Cavité de lm x IOm

Dans cette étude nous reprenons les paramètres et les propriétés thermophysiques du verre
employés dans la section précédente, à l'exception de la longueur du bain qui est multipliée par
cinq. Selon la direction horizontale nous comptons désormais 250 mailles avec un décrément
géométrique de 0.9. Ce maillage est suffisamment dense pour assurer la bonne prise en compte
des phénomènes associés aux couches limites thermiques et dynamiques.

Nous nous intéressons à une coupe verticale dans la longueur du bain et nous avons choisi
deux représentations de la chambre de combustion. Dans le premier cas la température du
corps noir est supposée constante et égale à 1800K. Dans le second cas, la température varie
selon une loi en sinus telle que celle évoquée dans le cas 5 de la section précédente.

Cas 6 : Tray-inc = 1800 K

FIG. 4.19 - cas 6 : isothermes dans le bain en
absence de convection

Le champ de températures dans le bain calculé par la MVF en négligeant la convection
naturelle (Fig. 4.19) et les champs de températures obtenus avec le couplage complet par les
trois techniques de résolution de PETR (Fig. 4.20) sont caractéristiques d'un chauffage uni
forme. On note qu'il y a toujours une mauvaise estimation des températures avec le modèle de
Rosseland. Le MRM est pour sa part plus proche de notre solution obtenue par la MVF car
les conditions d'utilisation (éloignement des frontières) sont respectées. Les mouvements de
recirculation du fluide décrits par les lignes de courant (Fig. 4.21) montrent deux boucles cen
trées à proximité des parois verticales. L'ensemble de ces données corrobore bien les remarques
faites dans le § 4.4.1.

Les figures 4.21 (a) à (d) montrent qu'il devient difficile de discriminer la MVF et le
MRM, notamment pour les profils de températures au centre du bain. Dans le cas présent
les mouvements convectifs ont une importance moindre dans le processus de stratification des
isothermes à mesure que l'on s'éloigne des frontières. Les vitesses calculées dans cette étude
sont très proches de celles obtenues pour le four de plus petite dimension.

Cas 7 : Tray-inci = 1800 + 200sïn (3211"t)

Les résultats de ce dernier cas test sont comparables à ceux obtenus dans le Cas 5. L'al
longement de la cavité modifie peu les gradients thermiques calculés. On note cependant qu'il
y a moins de boucles de recirculation du verre fondu (Fig. 4.22 (d) et (e)), celles-ci s'étirant
désormais sur toute la profondeur de bain.
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4.4. Modélisation du chauffage du bain
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FIG. 4.20 - Cas 6 : températures et Lignes de courant
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FIG. 4.21 - Cas 6 : profils de températures et de vitesse dans le bain

4.4.3 Conclusion

Tous les cas étudiés dans ce chapitre ont montré que la convection naturelle joue un rôle
très important sur la répartition des températures dans le bain de verre. Ce phénomène a

143



Chapitre 4. Modélisation des fours verriers

~II;@
(a) MVF (sans convection)

~11~
[2'_:

759

(b) MVF (d) MVF

(c) MRM (e) MRM

FIG. 4.22 - Cas 7 : températures et lignes de courant

'1D00~--=-----74-~.--7--'>..-:'D· '''0
><lm)

'0
~m)

,

••• WF
.__• !ARIA

- sans convection
'700

'160

'760

'IlOO

'850

'800D'---~0.2:---0="'.'---:0:"'::.'---:0:'::".'-~
y(m)

'700

1760

~'BOO

(a) Température à x = L/2 (c) Température à li = H (e) Vitesse verticale v à li = H/2

(d) Température à li =0

10
lC(m)

(f) Vitesse horizontale à li = H

___ MVF

12 .•_ .. MRM

1D - sans con...ection

fI
'5,

2___ WF
•__• MRM

- sans convection

1800

'550
'500
'4S0
14000~--=---7-4 -~:----:--JJ,O'

><lm)

'lIODr--~-~-~--~--'

'ISO

'800

'760
g'700 __.._.__.._ •._.-._.
~ 11160 __~----~--~-~--_..- ..------ --'-----

y(m)

(b) Température à x =0 et x = L

FIG. 4.23 - Cas 7 : profils de températures et de vitesse dans le bain

tendance à réduire les gradients thermiques horizontaux dans le bain.

Les cas étudiés ont aussi montré que le MR standard est une très mauvaise approche pour
résoudre les transferts de chaleur dans les bains de verre. Ce modèle donne des températures

144



4.5. Modèle complet

toujours sous-estimées, et ce jusque 250 K. En conséquence, les vitesses sont elles aussi sous
estimées (la température étant plus faible, la viscosité croît très rapidement) dans des rapports
de l'ordre de 50%. Nous avons constaté que la présence de la convection et des interfaces semi
transparentes rendent la correction propsée par Howell et Goldstein inexploitable.

Le MRM développé dans cette étude permet le calcul des températures très proches de
celles déterminées par la MVF. Toutefois, ce modèle n'est plus pertinent pour traiter la dyna
mique du verre fondu. On observe que les vitesses sont généralement sous-estimées à proximité
des frontières.

4.5 Modèle complet

Dans les études précédentes nous avons supposé que les transferts de chaleur et de masse
dans le bain de verre se font uniquement par conduction, rayonnement et convection naturelle.
Dans le cas réel, les phénomènes physiques sont plus complexes. La présence de matières
premières vitrifiables, introduites en amont du four à une température relativement basse,
perturbe le transfert de chaleur dans cette zone. Il se forme une couverture flottant à la
surface du bain (le batch) qui est moins dense que le verre fondu. En dehors de la fusion
du verre recyclé, l'élaboration du verre ne se limite pas à un changement d'état, mais relève
aussi de la synthèse chimique. Les réactions qui se produisent dans le batch sont fortement
endothermiques j elles absorbent l'énergie au voisinage de cette zone. De plus, le batch est
opaque j il constitue un écran au rayonnement provenant de la chambre de combustion. Ainsi,
le verre fondu situé sous la matière première est plus froid que dans le reste du four.

Tg..

matière première

verre fondu

[

sortie du verre
fondu

-.
-.

Ta-.
Ua-.-

T.

verre fondu flux de masse
à l'interface

FIG. 4.24 - Modèle complet FIG. 4.25 - Modèle de batch

Le recyclage du verre permet de limiter la phase de synthèse, on a alors principalement
un processus de fusion. On économise donc sur l'enthalpie d'élaboration; néanmoins il faut
continuer à fournir la chaleur latente de fusion. De plus, la dissociation du carbonate généra
trice de CO2 , gaz à effet de serre, n'a pas lieu. C'est pourquoi le recyclage est intéressant à
plusieurs niveaux. Toutefois, en l'absence de tri sélectif important, les verres clairs ne peuvent
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Chapitre 4. Modélisation des fours verriers

pas tous être directement produits à partir de verres recyclés. Enfin, il est toujours nécessaire
d'apporter des matières premières nobles pour atteindre les compositions voulues.

La complexité de la physique du batch a longtemps rendu impossible toute simulation
réaliste. La thèse de Verheijen [99] et les travaux de Conradt [100] introduisent des méthodes
permettant une modélisation très précise des phénomènes chimiques de formation du verre.
Hélas, ces travaux ne sont pas employés dans les modèles complets de l'énergétique du four.
Ainsi, des hypothèses simplificatrices sont souvent utilisées pour appréhender le comportement
global de cette zone. En effet, les réactions chimiques de vitrification, l'écoulement tri-phasique
(bulles gazeuses, matière première et verre fondu) dans le batch couplé aux flux de chaleur
échangés dans la chambre de combustion et dans le bain rendent cette modélisation très com
plexe. Étant donné que l'influence de cette région est considérable sur le comportement global
de four, une simulation fine est exigée pour une prédiction réaliste du comportement ther
mique et dynamique du bain de verre. Les travaux discutés ci-dessous détaillent les différentes
approches existantes.

Modèle de batch immobile, sans réactions chimiques

Pilon [97] et Carvalho [96] ont simulé le batch comme une simple couverture (solide et
immobile) flottant à la surface libre. L'interface entre le batch et la chambre de combustion
représente un puits d'énergie. Une partie de la chaleur absorbée à cette interface est nécessaire
pour chauffer la matière première jusqu'à la température de fusion. L'autre partie participe
à la fusion du verre dans des régions du batch qui sont déjà à la température de changement
d'état.

Modèle avec écoulement, sans réactions chimiques

Dans la thèse de Caravalho [101] une modélisation diphasique du batch est proposée.
L'écoulement est supposé bidimensionnel. Dans ce modèle, on distingue deux zones de fusion:
une à la limite supérieure du batch et l'autre à l'interface inférieure. Les réactions chimiques
ne sont pas modélisées et le changement de phase se fait à une température fixée.

Modèle avec écoulement et réactions chimiques

Les travaux de Conradt [100] et de Verheijen [99] montrent que l'hypothèse de fusion
contrôlée par la température n'est pas réaliste. Cependant, comme nous venons de l'évoquer
leurs approches sont délicates à mettre en œuvre. Néanmoins, en dépit de la complexité de ce
problème certains auteurs [102] modélisent les principales réactions chimiques ayant lieu dans
le batch.

Le modèle de batch utilisé dans cette étude est semblable au modèle proposé par Caravalho
[101]. En revanche, dans notre modèle nous supposons une seule zone de fusion à l'interface
batch-verre fondu. La fusion est contrôlée par la température (T> Tm état liquide, T < Tm
état solide).

4.5.1 Modêle de Batch

Le modèle physique retenu pour notre étude est composé d'une couverture de matière
première, de hauteur Hb et de largeur Lb (Fig. 4.25), injectée dans le four à une température
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4.5. Modèle complet

To proche de l'ambiante avec une vitesse Uo. Nous supposons que le déplacement de la matière
première dans le four peut être modélisé par une vitesse horizontale Ub :

(4.6)

Le batch est opaque au rayonnement, son émissivité vaut €b' Les conditions aux limites
radiatives pour des parois opaques sont données par la relation (2.4). Le transfert de chaleur
dans ce milieu solide en déplacement se fait par conduction et convection. L'équation de
transfert de chaleur dans ce cas est la suivante :

(4.7)

La température To correspond à la condition thermique à la frontière Ouest du batch.
Les faces supérieures y = H + Hb et Est (x = Lb) sont supposées diffuses et opaques. Les
conditions aux limites thermiques pour de telles frontières sont données par l'éq. 2.11.

La condition aux limites thermique à l'interface verre-batch est délicate à modéliser. Afin
d'établir un modèle réaliste nous nous basons sur les hypothèses suivantes :

- les températures du verre TJ et de la matière première Tb sont égales à l'interface
TJ(H) = Tb(H) = Tm, où Tm est la température du fusion (température de vitrifi
cation),

- la température locale de la matière première ne peut pas être supérieure à la température
de fusion,

- la quantité de verre fondu entrant dans le bain est exprimée par un flux de masse traver
sant l'interface batch-verre. Elle est proportionnelle à la quantité d'énergie disponible
qui est consommée par la fusion.

À l'interface verre-batch (y = H, x < Lb) deux conditions aux limites sont imposées: la
première stipule que la température de cette interface est égale à la température Tm :

TJ=n=Tm

la seconde exprime le bilan des flux échangés entre le verre fondu et le batch :

avec

(4.8)

(4.9)

{>"lim (>"lim
q~et(H) = J>..=o ab>..q~t(x,H)d>" - J>..=o €b>..1l"n~L~(T(x,H))d>" (4.10)

v(x, H) est la vitesse du verre fondu allant du batch vers le bain. He est l'enthalpie de la
réaction chimique de vitrification de la matière première (ou la chaleur latente de fusion pour
le recyclage du verre). q~et(H) est le flux radiatif net échangé entre les deux phases à travers
cette interface.

4.5.2 Tirage du verre fondu

Les résultats présentés dans la section §4.4 ont montré que les boucles de recirculation
dues à la convection modifient énormément la distribution de la température dans le bain.
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Chapitre 4. Modélisation des jours verriers

Ainsi, les mouvements générés par le tirage du verre fondu à la sortie du bain ont également
une influence sur le champ de températures. Afin de prendre en compte cet aspect nous avons
associé au modèle de bain une conduite de sortie de longueur L s et de hauteur H s (Fig. 4.24).
La longueur L s est assez grande pour atteindre le régime établi.

Nous définissons le débit de masse fondue qui traverse l'interface batch-verre et le débit
massique sortant de bain de verre comme :

me = rO

pv(x, H)dx
1Lb

ms = rO

pu(L + L s, y)dy
lH.

(4.11)

La condition aux limites dynamique à l'extrémité de la conduite de sortie est déduite de
la définition du régime établi :

du(x,y) 1 =0
dx x=L+L.

v(L+Ls,y)=O (4.12)

Ces conditions aux limites ne garantissent pas la conservation de la masse entrant et sortant
du bain de verre (i.e. ms #- me), Pour ceci il faut ajouter une condition supplémentaire qui
assure l'égalité du débit rentrant et sortant [50] :

(4.13)

où u*(L + L s, y) est la vitesse calculée par la MVF et u(L + L s, y) est la vitesse corrigée afin
de garantir la conservation de la masse.

4.6 Modélisation du four Ford Nashville

La simulation complète de ce type de four implique le couplage de trois modèles: le modèle
du bain, le modèle de batch et le modèle de la chambre de combustion. Dans notre étude nous
avons remplacé le dernier point par les valeurs expérimentales de la température mesurée
dans la chambre de combustion [103]. Les vitesses du fluide obtenues par le modèle de batch à
l'interface batch-verre constituent les paramètres d'entrée pour le bain. Les trois régions sont
couplées par une méthode itérative basée sur les relations entre le flux de chaleur allant de
la chambre de combustion vers les surfaces du bain et du batch et le flux allant de la zone
liquide vers la surface inférieure de la zone solide. La procédure numérique est menée jusqu'à
l'obtention de la convergence.

4.6.1 Caractéristiques du four et modèle physique

Nous validons notre modèle qui tient compte de la présence du batch' en le comparant à
des résultats expérimentaux proposés par Lankhorst [103]. Dans cet article, nous trouvons des
mesures des profils de températures dans le bain de verre à plusieurs abscisses. Les caracté
ristiques du four étudié sont reportées sur la figure 4.24 et dans la table 4.1.
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Paramètres

4·6. Modélisation du four Ford Nashville

Valeurs

Longueur bain (L) 34,695m
Largeur bain (W) 10,0584m

Profondeur bain (H) 1,10m
Epaisseur parois 0,4m

Conductivité des parois 6W/mK
Emissivité intérieure des parois (fw ) 0,6

Emissivité du batch (fb) 0,5
Température ambiante 40°0

Coefficient d'échange global des parois 11 W/m 2.K
Coefficient d'échange convectif à la surface libre du verre 15W/m2.K

Type du verre Clair
Positions des capteurs KI, K2 et Ks 13,84 m, 19,08 m et 33,53 m

Maillage N lI x N., 70 x 250
Température de fusion (Tm) 1500K

Entrée des matières premières 453,6 tonnes/jour

TAB. 4.1 - Caractéristiques du four

Nous étudions les transferts de chaleur dans le plan médian (W/2). Dans le paragraphe
suivant nous comparons les températures obtenues avec la MVF et le MRM avec celles me
surées par les capteurs (KI, K2 et K3)' Nous présentons aussi le champ de températures et
lignes de courant dans le plan médian (W/2).

4.6.2 Résultats

Les figures 4.26 (a), (b) et (c) représentent l'évolution de la température en fonction de la
profondeur du bain de verre â différentes positions (KI, K 2 et K 3). Les températures calculées
par la MVF sont proches des valeurs expérimentales. Le faible écart observé dans la position
K 3 peut être dü â l'analyse bidimensionnelle d'un problème â trois dimensions.

Les températures obtenues par le MRM sont éloignées de la solution expérimentale, â
l'exception des zones proches de la surface libre. Ce comportement est imputable â la nouvelle
condition aux limites développée pour la surface libre et qui permet une bonne prédiction de
la température dans cette région. Les valeurs déterminées loin de cette limite sont erronées
du fait que le modèle de Rosseland ne tient pas compte de l'emissivité des parois. Comme
nous l'avons évoqué dans le paragraphe §4.4; le MRM est très efficace pour des parois noires
(€w = 1). Il est clair que l'adaptation des conditions aux limites, pour les parois non-noires,
est impératif pour améliorer les résultats lors de l'utilisation du MRM.

Les champs de températures bidimensionnels et les lignes de courant sont représentés figure
4.27 (a). Nous observons une stratification du champ de températures dans toutes les régions
du bain de verre â l'exception de la zone située en-dessous du batch. L'absorption de la chaleur
â l'interface où le verre fond est responsable de la diminution des températures. La couverture
de cette région par le batch, qui fait écran au rayonnement issu des flammes, contribue aussi
au refroidissement.

La figure 4.27 (b) représente les lignes de courant dans le bain de verre. Nous distinguons
des boucles de recirculation. Ce type de boucles a été observé et modélisé par plusieurs auteurs
[97, 98]. Ces rouleaux ont un effet bénéfique s'ils augmentent le temps de séjour du verre dans
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FIG. 4.26 - Températures dans la profondeur de bain, calculées par la MVF, le MRM et
mesurées [103]
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FIG. 4.27 - Champs de température et lignes de courant (MVF)

le four, apportant plus de brassage et d'affinage. Ils contribuent de façon prépondérante à
l'homogénéisation de la température dans le bain de verre.

Enfin, nous présentons, sur les figures 4.28 (a), (b), (c) et (d) les profils des vitesses ho
rizontale et verticale caractéristiques de la dynamique de bain. Dans le cadre d'une étude
utilisant le même four Hayes et al [104] ont montré que la vitesse maximale à la surface libre
est égale à 6,7 mm/s. Les figures 4.28 (c) et (d) indiquent que nos résultats sont du même
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FIG. 4.28 - Vitesses caractéristiques dans le bain de verre

ordre de grandeur. De plus, leurs allures respectent bien la physique des fours verriers. La
vitesse verticale est visualisée à deux positions (Fig. 4.28 (a) et (b)); à la surface libre et à
mi-hauteur du bain. La vitesse v à la surface libre est caractéristique du débit de matière
première fondue allant du batch vers le bain. L'effet de la convection naturelle est clairement
observé sur la vitesse horizontale à la mi-hauteur.
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Conclusion

La maîtrise du procédé de fabrication des produits issus du verre nécessite une bonne
connaissance de la température à différents niveaux: d'une part dans les fours verriers lors
de l'élaboration de la matière première, d'autre part dans les outils de production (moules,
laminoirs, ... ). Étant donné les températures élevées qui y règnent, la simulation numérique
représente une voie privilégiée pour parvenir à une bonne maîtrise de la chaîne de production.
Sensibilisé à ces problématiques par différents acteurs industriels (Saint GOBAIN, l'ONERA)
et institutionnel (REVELOR), le LEMTA a développé un modèle de transfert de chaleur couplé
associant rayonnement et conduction. Les travaux de D. Lacroix [23] basés sur la Méthode
aux Ordonnées Discrètes (MOD), ont constitué, au sein de l'équipe, une première tentative
de simulation de la thermique dans les verres à haute température, pour des géométries de
petites dimensions.

Cette première étude n'était pas suffisante puisqu'elle ne permettait pas de prendre en
compte les dimensions réelles du bain de verre. De plus, dans ces travaux préliminaires, les
phénomènes de convection (dynamique du bain) n'ont pas été considérés du fait de la com
plexité à apporter à la modélisation.

L'objectif de cette thèse porte sur la modélisation des transferts de chaleur couplés (conduc
tion, convection et rayonnement) permettant de simuler avec une bonne précision l'énergétique
d'un bain de verre de dimensions réelles.

Pour atteindre cet objectif, nous avons en premier lieu développé un modèle conducto
radiatif basé sur la Méthode des Volumes Finis (MVF). Une étude comparative des différentes
approches numériques a montré qu'il existait des écarts importants entre les résultats obtenus
par le Modèle de Rosseland (MR) d'une part et la MOD ainsi que la MVF d'autre part. Le MR
sous-estime considérablement la température dans la plupart des cas étudiés. En revanche, la
MOD ne surestime cette grandeur que pour des configurations multidimensionnelles dans les
bains de verre de grandes dimensions.

Cependant, pour obtenir des résultats satisfaisants en ce qui concerne les flux et la tem
pérature, la MVF nécessite d'être associée à une relation de fermeture performante pour la
simulation du problème radiatif. Au cours de ce travail, nous avons comparé l'influence de
cinq relations de fermeture de complexité croissante. Il s'agit des schémas suivants: STEP,
Positif, Exponentiel, Diamant et Exponentiel Modifié.

Les trois premières approches ont montré l'existence de diffusion numérique due à la forte
dépendance vis-à-vis du type et de la densité du maillage utilisé. Ces phénomènes purement
numériques conduisent à la surestimation de la température et à des oscillations du flux de cha
leur. L'augmentation de la densité du maillage fait disparaître ces lacunes mais s'accompagne
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d'un accroissement logique du temps de calcul.
L'instabilité des schémas aux différences centrées a été confirmée par l'obtention de lumi

nances négatives générées avec le schéma Diamant. Ce phénomène contraire à la physique rend
ce schéma non fiable pour la modélisation du transfert radiatif dans le verre, en particulier
pour les géométries multidimensionnelles.

La dernière approche s'avère être la mieux adaptée pour notre application. Toutefois, elle
nécessite un nombre important de mailles, à pas constant, pour converger (par exemple, 200
mailles pour H =1 m). L'utilisation de maillages non-uniformes permet de diminuer considé
rablement le nombre de mailles. Cependant, ce type de maillage a des effets non souhaitables
sur les résultats (oscillation du flux).

L'analyse et l'utilisation de ces différentes relations de fermeture nous ont conduits à
développer un nouveau schéma (MELT) adapté à la simulation des milieux fortement ab
sorbants. Ceci a permis d'étudier le transfert thermique dans des bains de verre de grandes
dimensions en utilisant un nombre de mailles raisonnable (diminution d'un facteur dix). Cette
approche a montré son efficacité pour tous les types de maillages que nous avons mis en œuvre.
C'est pourquoi nous avons retenu l'approche MELT pour aborder le problème du couplage
convection-rayonnement au sein du verre fondu. Cette méthode nous semble offrir un compro
mis intéressant entre la précision des résultats obtenus et le coüt en temps de calcul nécessaire
à l'obtention de la solution.

L'étape suivante du travail entrepris a consisté à simuler la dynamique du bain de verre.
Les processus convectifs décrits par les équations de Navier-Stokes ont également été traités
par la MVF. Comme pour l'étude du transfert radiatif, nous avons mené une analyse très
fine de plusieurs schémas de discrétisation dédiés à la mécanique des fluides. Cette synthèse
a été centrée sur la stabilité et la rapidité des schémas couramment utilisés par la MVF
pour le transfert de masse et de chaleur. A l'issue de cette étude, nous avons développé une
nouvelle formulation du schéma Quick. Cette dernière s'avère plus rapide et plus stable que les
formulations déjà publiées dans la littérature (à notre connaissance) : elle permet notamment
une réduction de 30% du temps de calcul pour une précision donnée.

Notre modèle convectif a été validé à partir des données de la littérature pour plusieurs
phénomènes tels que la convection forcée, naturelle en présence d'effets de thermocapillarité
dans un milieu de référence. L'interaction de la convection naturelle et du transfert radiatif a
également fait l'objet d'une validation.

Dans le dernier chapitre de ce mémoire, nous avons combiné les trois modes de transfert
thermique pour modéliser le four. Étant donné l'emploi fréquent du MR pour ce type de
simulation, il nous a semblé pertinent de l'utiliser aussi afin d'en évaluer ses performances. Un
travail préliminaire a permis de discuter des limites du modèle de Rosseland standard ainsi
que sa version corrigée par Howell et Goldstein à travers une comparaison de nos résultats
avec ceux publiés par Saint GOBAIN Recherche. Il apparaît que la principale difficulté porte
sur la prise en compte des phénomènes de réflexion et de transmission à l'interface semi
transparente. Afin de contourner ce problème, nous avons proposé une nouvelle formulation
de cette condition aux limites, le Modèle de Rosseland Modifié (MRM).

Par ailleurs, afin de nous approcher de la réalité, nous avons étudié l'influence de différentes
configurations de chauffage dans les fours verriers. Les résultats ainsi obtenus, sur la tempé
rature et la dynamique du verre fondu dans le bain, attestent l'importance de ce paramètre.
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La dynamique du bain (boucles de recirculation) est directement influencée par le profil de
la flamme. Les boucles de convection naturelle ont tendance à homogénéiser la température
du verre fondu surtout dans les régions éloignées de la surface libre du bain. Pour des parois
noires, nous avons constaté que le MRM donne des températures très proches de celles obte
nues par la MVF. En revanche, les vitesses déterminées en couplant notre problème avec le
MRM peuvent être entachées d'une erreur dépassant les 50% dans certains cas.

La dernière étude entreprise tient compte de l'injection de matières premières à la surface
du bain et du phénomène de fusion (modèle de batch). Elle reprend les paramètres de fonc
tionnement d'un four instrumenté (four Ford de Nashville). Les résultats de couplage de nos
deux modèles basés sur la MVF sont en accord global avec l'expérience. Toutefois, les tem
pératures calculées par le MRM montrent des erreurs relativement importantes à proximité
de la paroi. Cet écart est dû à la faiblesse du MRM au voisinage des frontières opaques non
noires. Cette dernière modélisation confirme une fois encore la faiblesse des modèles simplifiés
pour la simulation précis des transferts radiatifs dans les verres à haute température.

Nos résultats, bien qu'ils soient en accord avec les solutions semi-analytiques et les valeurs
expérimentales de diverses études, sont pour l'instant limités à des configurations géométriques
bidimensionnelles. Conscients des limites de cette hypothèse relativement aux préoccupations
du milieu industriel, nous travaillons actuellement sur un modèle tridimensionnel et avons
d'ores et déjà obtenu quelques résultats préliminaires.

Une seconde amélioration importante à apporter à notre modèle concerne le modèle de
batch. Ce dernier établit la quantité de verre entrant dans le four. La prise en compte des ré
actions chimiques ainsi que l'écoulement diphasique induit par la fusion de la matière première
nous rapprocheront de la réalité physique.

Enfin, pour aborder très précisément les problèmes de transfert de chaleur dans les fours
verriers, un bon modèle de la chambre de combustion est nécessaire. Il conviendrait donc de
coupler les trois modèles (bain, batch et chambre de combustion) pour parvenir à un résultat
"idéal".
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Annexe A

Quadratures angulaires

Cosinus directeurs d'un vecteur

Le produit scalaire entre le vecteur fi et les vecteurs unitaires du repère cartésien (ex, êy, ëz )

nous donne les cosinus directeurs. Ces quantités apparaissent lors de l'intégration de l'ETR
sur le volume de contrôle où dans la relation donnant lla puissance rayonnée (1.17). Nous les
calculons pour une direction donnée :

11 - n. ëx = sin0 cos rp

ç - fi· ëy = sin 0 sinrp

J.L - n. ëz = cos 0 (A.1)

ils vérifient notamment que :

(A.2)

Nous pouvons donc écrire l'éq. 1.21, sous la forme réduite:

(A.3)

En ce qui concerne la MVF, celle-ci se base sur la forme intégrée des cosinus directeurs
dans le domaine délimité par l'angle solide de contrôle. Nous calculons ces grandeurs de la
façon suivante :

1 1~+ 18+cm - n· ëxdo' = cos rpdrp sin2 OdO (A.4)x
~n ~- 8-

1 1~+ 18+Gy - fi .ëydo' = sin rpdrp sin2 OdO (A.5)
~n ~- 0-

1 1~+ 10
+Gz n.ëzdo' = drp sin 0 cos OdO (A.6)

~n ~- 0-
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Ces intégrales peuvent être calculées et nous écrivons:

[
0+ - 0- sin 20+ - sin 20-]

Gx (sinrp+ - sinrp-) 2 - 4

(
_ +) [0+ - 0- sin 20+ - sin 20-]

Gy cos rp - cos rp 2 - 4

Gz - (rp+ -rp-) [cos 0+ -cosO-]

(A.7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

Nous définissons d'autres quantités angulaires, Nij qui apparaissent lors de la résolution de
l'ETR par la MVF en utilisant la relation de fermeture Exponentielle Modifiée (paragraphe
(1.5.3)). Ces quantités représentent l'intégration du double produit scalaire de la grandeur
(O. êi)(O . ij), qui intervient dans certaines formes de l'écriture des relations de fermeture.
Autrement dit, c'est l'intégration de deux cosinus directeurs.

1
... 2 1 lCP+ 1(}+

(O, êx ) dO = r?dO = cos2 rpdrp sin3 0dO
Lln Lln cP- (}-

1 ... 2 1 lCP+ 1(}+N yy - (0 .€Y) dO = edO = sin2 rpdrp sin3 0dO
Lln Lln cP- (}-

1 ... 2 1 lCP+ 1(}+
(O, êz ) dO = p?dO = drp sinO cos2()dO

Lln Lln cP- (}-

et

N xy - Nyx = r (O. êx ) (O. êy ) dO = r rJedOlLln lLln
N xz N zx = r (0 .€x) (O. êz ) dO = r rJpdOlLln lLln
N yz N yz = in (0 .êy ) (O. êz ) dO = in epdO

après intégration nous obtenons :

(
rp+ - rp- sin 2rp+ - sin 2rp-)

N xx = 2 + 4

x [~(COSO- -coso+) - 11
2

(cos 30- -COS30+)]

Nyy ( rp+ ; rp- _ sin 2rp+ ~ sin 2rp-)

x [~(cOSO- -cosO+) - 11
2

(cos 30- -COS30+)]

1
Nzz - (rp+ - rp-) 3 (cos 30- - cos 30+)

(A.11)

(A.12)

et

N xy

N xz

N yz -
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= (sin2rp+ -sin2rp-) (0+ -0- _ sin20+ -Sin20-)
N yx 2 2 4

Nzx = (sinrp+ - sinrp-) (sin20+ - sin20-)

Nyz = (cos rp- - cos rp+) (sin20+ - sin20-) (A.13)



y

x

(a) Pas constant

x

(b) Concentrée autour de l'axe Oy

FIG. A.1 - Discrétisation angulaire No x Nep = 8 x 16

Discrétisation de MVF à pas constant

!::i.cp
CPI =

2

(h = !::i.()
2

!::i.cp 1 . N.
CPi = CPi-1 + 2 ~ ~ ~ ep

()j = ()j-l + ~() 1 ~ j ~ No

(A.14)

(A.15)

Discrétisation de MVF concentrée autour de l'axe Oy

211"
!::i.CPI =

8
11"

!::i.()l = 
4

i=l

j=l

(A.16)

(A.17)

!::i.cp
CPi = CPi-1 + 2

!::i.()
()j = ()j-l + 2

1 < i < Nep
- - 4

1 < . < No
-J - 2

(A.18)

(A.19)

L'angle solide de contrôle !::i.O (fig. 1.3) et sa valeur discrétisée sont définis par :

!::i.O _ { dO = {ep+ dcp (o+ sin ()d()
J.t:.n l'r 10-

!::i.O - (cp+-cP-) (cos()--cos()+) (A.2ü)

avec
_ !::i.cp

cp = cp --;
2

()+ = () + !::i.()
2

(A.21)
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Annexe A. Quadratures angulaires

Discrétisation S8

1 Direction m 1 J.'(m) ç(m) T/(m) 1 w(m)
1 0.970974 0.169127 0.169127 0.146138
2 0.798788 0.169127 0.577350 0.159838
3 0.798788 0.577350 0.169127 0.159838
4 0.577350 0.169127 0.798788 0.159838
5 0.577350 0.577350 0.577350 0.173346
6 0.577350 0.798788 0.169127 0.159838
7 0.169127 0.169127 0.970974 0.146138
8 0.169127 0.577350 0.798788 0.159838
9 0.169127 0.798788 0.577350 0.159838
10 0.169127 0.970974 0.169127 0.146138

TAB. A.1 - Cosinus directeus et poids de la quadrature S8 pour le premier octant

Discrétisation DeT!!!

1 Direction m 1 {Cm) w(m)
1 1.80464780e - 001 1.80464780e - 001 9.66884130e - 001 0.71430026e - 001
2 5.35621980e - 001 2.04174670e - 001 8.1940331Oe - 001 1.92713914e - 001
3 2.04174670e - 001 5.35621980e - 001 8.19403310e - 001 1.92713914e - 001
4 8.19403310e - 001 2.04174670e - 001 5.35621980e - 001 1.92713914e - 001
5 5.7735026ge - 001 5.7735026ge - 001 5.7735026ge - 001 2.00224182e - 001
6 2.04174670e - 001 8.19403310e - 001 5.35621980e - 001 1.92713914e - 001
7 9.66884130e - 001 1.80464780e - 001 1.80464780e - 001 0.71430026e - 001
8 8.19403310e - 001 5.35621980e - 001 2.04174670e - 001 1.92713914e - 001
9 5.35621980e - 001 8.1940331Oe - 001 2.04174670e - 001 1.92713914e - 001

10 1.80464780e - 001 9.66884130e - 001 1.80464780e - 001 0.71430026e - 001

TAB. A.2 - Cosinus directeus et poids de la quadrature DCTll1 pour le premier octant
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Annexe B

Quadratures spectrales

1 N° de bande 1 À(J1m) 1 tÜ(J1m) 1 n k
1 0.5 0.5 1.520 1.39260575187225E - 07 3.5
2 1.0 0.5 1.485 4.77464829213342E - 06 60
3 1.5 0.5 1.463 3.93908484101007E - 06 33
4 2.0 0.5 1.447 4.13802851984896E - 06 26
5 2.5 0.5 1.428 5.96831036516678E - 06 30
6 3.0 0.5 1.410 0.000071619724382001 300
7 3.5 0.5 1.395 0.000105838037142291 380
8 4.0 0.5 1.375 0.000098676064704091 310
9 4.5 0.5 1.352 0.000286478897528005 800

10 5.0 0.5 1.324 0.002984155182583390 7500

TAB. B.1 - Quadratures spectrales pour le verre clair

k

1 0.5 0.5 1.528 9.096E - 07 11,42283
2 1.0 0.5 1.514 1.897E - 05 238.3841
3 1.5 0.5 1.508 1.762E - 05 147.6130
4 2.0 0.5 1.501 1.076E - 05 67.6071
5 2.5 0.5 1.494 1.838E - 05 92.3880
6 3.0 0.5 1.485 1.067E - 04 446.9439
7 3.5 0.5 1.474 1.473E - 04 528.8647
8 4.0 0.5 1.463 l.474E - 04 463.0708
9 4.5 0.5 1.449 4.669E - 04 1.3038E + 03
10 5.0 0.5 1.3241 0.0422 1.0606E + 05

TAB. B.2 - Quadratures spectrales pour le verre vert
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Annexe C

Règles de stabilité des schémas

Rêgle 1 : Uniformité des flux aux interfaces du volume de contrôle

Quand une interface est commune à deux volumes de contrôles adjacents, le flux à travers
cette interface doit être représenté par la même expression, pour les deux volumes de contrôle.
En utilisant les notations de la figure 3.2, cette règle exige:

(cPe)i = (cPw )i+l

(cPe)i-1 = (cPw)i (C.l)

L'application de cette loi aux valeurs de cPe et cPw données par les relations 3046 et 3.47 implique
que:

ba = 0 (C.2)

La colonne RI dans le tableau récapitulatif C.l montre que toutes les formulations du schéma
Quick ne satisfont pas rigoureusement cette regèle de stabilité élémentaire.

Rêgle 2 : Positivité des coefficients de l'équation discrétisée

L'équation 3.50 montre que la valeur de cPP est influencé par les valeurs prises par cP aux
centres des volumes de contrôle adjacents. Le transfert convectif et diffusif implique qu'une
augmentation de cP en un point doit mener à une augmentation de cP aux nœuds voisins. En
résumé, si cPE ou cPw croît, il en va de même pour cPP. Il en résulte que les coefficients ap, aE
et aw doivent être positifs.

aw ~O ap ~O (C.3)

Nous utilisons ces inégalités avec les relations 3.51 qui sont employées pour exprimer les
coefficients ap, aE et aw. TI en résulte de nouvelles inégalités.

(CA)

Avec l'hypothèse d'un flux de masse grand devant le flux diffusif (Pe -+ 00 si D «F), Hayase
a réduit ces inégalités à :

(C.5)
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Annexe C. Règles de stabilité des schémas

(C.6)

Toutefois, dans certaines régions de l'écoulement le nombre de Pec1et Pe peut être inferieur
à 2, et l'approche CDS peut être utilisée pour différencier cP. Dans ce cas les inégalités CA
deviennent :

Règle 3 : La dérivée première du terme source linéarisé doit être négative

En utilisant la technique de linéarisation du terme source S proposée par Patankar, on
écrit:

(C.7)

Donc, le coefficient ap donné par la relation 3.52 devient:

ap = aE +aw + ao - Sp (C.8)

Pour éviter l'éventualité où ap < 0 (violation de règle 2), due à une grande valeur positive de
Sp. La règle 3 exige: Sp ~ O. Toutefois, la linéarisation du terme source ne dépend pas d'un
schéma de discrétisation particulier. Ceci fait que tous les schémas doivent satisfaire à la règle
3. Ainsi, la règle ne joue pas un rôle immédiat pour la détermination des coefficients optimum
du schéma Quick.

Règle 4 : La somme des coefficients ai des cellules voisines doit être égale
au coefficient ap de la cellule principale

Cette règle exige :
ap =aE+aw (C.9)

Elle est la conséquence du fait que cP et cP + C (où C est une constante) doivent vérifier la
forme différentielle discrétisée de l'équation de transport (éq. 3.50). Dans le cas où le terme
source est défini comme une fonction de cP, cette règle n'est plus vérifiée. Le respect de cette
loi est indispensable pour obtenir des résultats physiquement réalistes. Son application à l'éq.
3.53 donne le critère suivant:

(C.10)

Règle 5 : La somme des coefficients al, a2 et aa, ainsi que bl , b2 et ba est égale
à l'unité

Les quatre premières règles (éq. C.2, C.6 et C.10), utilisées pour la formulation généralisée
du schéma Quick, vérifient les conditions suivantes :

1
:~ : ~l ~ 0

aa b2 ~ 0

aa - 0

(C.11)

Hayase et al [65] ont imposé une condition additionnelle pour améliorer les performances du
schéma Quick. Cette condition se traduit par le fait que les valeurs de cPe et cPw sont exprimables
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en fonction des valeurs de 4> et des des termes source, dans les cellule voisines. On obtient alors
deux conditions de normalisation pour les termes ai et bi , telles que:

3

:Laj = 1
j=l

3

:Lbj = 1
j=l

a' > 0J-

b· > 0J- (C.12)

Le couplage de la condition additionnelle (C.12) et des relations C.ll conduit à la détermina
tion non ambiguë des coefficients généralisés du schéma Quick proposée par cet auteur.

al 0

a2 = bl = 1

a3 = b2 =0

a3 0 (C.13)

Toutefois les relations C.ll peuvent prendre une autre forme quand le nombre de Peclet local
est tel que: Pe ::; 2. Nous réécrivons ces équations en utilisant les conditions fixées par l'éq.
C.6 dans la règle 2.

1
al 0::; bl + 2

1
a2 bl ~ - 2 {:::} a2 = bl ~ b2 - 1

1
a3 - b2 ::; 2" {:::} a3 = b2 ::; a2 + 1

1
b3 0::; a3 + 2"

Parmi Ces solutions nous avons choisi les valeurs suivantes:

al - 0
1

a2 = bl = 2
1

a3 = b2 = 2
o

(C.14)

(C.15)

Données récapitulatives

Nous donnons les coefficients a et b obtenus par les différents auteurs dans le tableau
suivant (Tab. C.1). Nous avons aussi reporté l'aptitude des diverses approches à respecter les
cinq règles énoncées ci-dessus.
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1 Auteurs
Leschziner (1980) -1/8 6/8 3/8 6/8 3/8 0 P P 0 N P
Han et al (1981) 0 6/8 4/8 4/8 3/8 0 N P 0 N P
Pollard et al (1982) -1/8 7/8 -6/8 6/8 -6/8 0 N 0 0 0 N
Freitas et al (1985) -1/8 6/8 -1/8 6/8 3/8 0 N 0 0 N N
Hayase et al (1992) 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
Berour et al (2005) IFe1$ 2 0 1/2 1/2 1/2 1/2 0 0 0 0 0 0
IFel > 2 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0

TAB. C.1 - Schéma Quick j coefficients et respect des 5 règles (0 : Oui, N : Non, P : Partiel
lement)
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Résumé

Ce mémoire de recherche porte sur l'étude des transferts de chaleur couplés associant
rayonnement, conduction et convection. Les milieux semi-transparents, non gris, portés à haute
température sont étudiés. Une description fine de la physique des phénomènes mis en jeux,
nous a conduits à développer plusieurs modèles numériques applicables à de tels matériaux.
La résolution de l'équation du transfert radiatif (ETR), des équations de Navier-Stokes et
du bilan d'énergie est menée grâce à la méthode des volumes finis (MVF). Le recours a une
quelconque solution analytique est impossible compte tenu de la complexité des problèmes
considérés. Toutefois, l'emploi de méthodes numériques implique le choix d'un certain nombre
d'approximations nécessaires à la reformulation du problème réel. Que ce soit pour la résolution
de l'ETR ou pour les équations de transport, nous avons testés, développé et comparé plusieurs
relations de fermeture. La précision et la stabilité de convergence constituent les critères de
choix de ces techniques. Dans le cadre de cette étude des transferts de chaleur couplés, un
nouveau schéma de différentiation pour l'ETR et une version modifiée du schéma QUICK
pour les équations de transport, s'avèrent être les plus efficaces. Les codes de calculs réalisés
lors du travail de thèse ont été employés pour simuler le chauffage de bain de verre en fusion.
Un modèle complet décrivant le fonctionnement d'un four fioat, du chargement de la matière
première à l'évacuation du verre affiné, achève le mémoire.

Mots-clés: Transferts thermiques couplés, Rayonnement, MVF, ETR, verre, fours verriers.

Abstract

Study of coupled heat transfer through radiation, conduction and convection has been
carried out and detailed in this PhD memory. Non grey semitransparent media at high tem
peratures are studied. Acute description of involved physical phenomena leads us to develop
several numerical methods for such materials. Radiative heat transfer equation (lITE), Navier
Stokes equations and energy balance are solved with the finite volume method (FVM). An
alytical solutions cannot be considered for such problems owing to their complexity. Besides
numerical treatment induces necessary approximation in order to rewrite characteristical equa
tions describing the real problem. In the case of lITE modelling a new differencing scheme has
been proposed, on the other side Navier-Stokes transport equations are solved with a modified
QUICK scheme. Both techniques ensure efficient modelling. The achieved simulation codes
have been used for glass melting process description. An enhanced model describes a fioat
glass furnace behaviour, from the material feeding to the refined glass extraction.

Keywords: Coupled heat transfer, Radiation, FVM, lITE, glass, fioat furnace.
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