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INTRODUCTION

P. Erd6s conjectura dans les années trente que presque tout entier possede
deux diviseurs d et d' vérifiant d < d' < 2d. Ici et dans la suite nous convenons
de dire qu’une relation est satisfaite pour presque tout entier, ou encore presque
partout si le nombre des entiers n < r ne vérifiant pas la propriété est o(z).

L’argument heuristique sous-jacent dans la conjecture d’Erdds est I’hypothése
que, pour un entier “normal” donné n, les éléments de ’ensemble {In(d'/d) :
d,d'|n,(d,d") = 1} sont uniformément répartis dans l'intervalle [—Inn,Ilnn]. Le
nombre de tels éléments In(d'/d) est au moins 3“(™), qui est de 'ordre de (Inn)3

pour un entier normal. On peut donc s’attendre a ce qu’au moins un couple de
diviseurs distincts (d,d') de n vérifie

ln(d'/d)] < (Inn)' 72,

ce qui inclut la conjecture.

Maier et Tenenbaum ([MT]) démontrérent les premiers la validité de cet
argument en 1984, en obtenant le résultat suivant

Théoréme A (Maier & Tenenbaum (1984)). Soit {(n) une fonction tendant
vers +oo avec n. Pour presque tout entier n, il existe deux diviseurs d et d' de n
tels que

(1) 1<d/d<1+(Inn)""3exp ({(n)\/lnz n)

S’intéressant au nombre V(n,t) de couples (d,d') vérifiant d,d'|n, (d,d') =1
et [In(d'/d)| < t, Hall et Tenenbaum ([HT] Theorem 51) démontrent le résultat
suivant qui contient (1).

Théoréme B (Hall & Tenenbaum (1988)). Soit 8 =1~ (1+1n;3)/1In3 =~
0,00415. Pour tout z > 16, pour tout réel t € [0,lnz], pour tout £ € [0,+/Inz z], et
pour tous les entiers n < r sauf au plus

O(z{(§\/1n2 z)7A(Ing z)*8 + exp(—€2/50)})

d’entre eux, on a

(2) V(n,t) > t(nz)*> " exp (——&/Inz :c) .
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Nous désignons par ensemble ezceptionnel, et nous notons E, 'ensemble des
entiers ne possédant pas deux diviseurs d et d' vérifiant d < d' < 2d. Le théoréme
B implique que le nombre E, des entiers n < & appartenant a E vérifie

(3) E. < z(lng )"?(In3 z)*”

L’un des buts de notre travail est d’établir le résultat suivant, qui permet de
préciser cette majoration.

Théoréme 1. Soit z > 3, t € [0,In z], et soit £ € [0,/In; z]. Pour tous les entiers
n < z sauf au plus

0] (a: {exp (—c /% (In, x)1/4) + exp (~—§2/33)})
d’entre eux, on a

V(n,t) > t(ln a:)lna'_1 exp (—E\/l;g_x)

ou ¢ désigne une constante absolue strictement positive.

Dans le cas de la conjecture d’Erdos, correspondant a ¢ = In 2, on obtient le résultat
suivant.

Théoréme 2. Le nombre E, des entiers n < x ne possédant pas deux diviseurs
d et d' tels que d < d' < 2d satisfait a

E: <<xe—-c ne z

ol ¢ désigne une constante absolue strictement positive.

Le théoréme 1 est obtenu en affinant la méthode utilisée pour montrer le
théoréme B. Dans les deux cas, le principe est d’étudier pour n = H?z(;') pi, avec
p1 <p2 <... < pa(n), la stucture des diviseurs de p;p; ... px par récurrence sur k.
On utilise le fait que les facteurs premiers d’un entier satisfont statistiquement a
certaines propriétés d’équirépartition. Afin de préciser les améliorations apportées
a la méthode pour parvenir au théoréme 1, nous esquissons la démonstration dans

le cas t = In 2, correspondant a la majoration de E;.

On définit, pour n < z

ng = H P ou u;:=expexpk (k=0,1,...)

pin
plus

L’étude de nj est plus aisée que celle de p1p;...pk, car la fonction n — nj est
multiplicative. Notament, ’ordre de grandeur de n; sera facile a déterminer.



Pour z réel, on pose

Vin,z):= > {1:

d,d'|n
(d,d')=1

On a V(n,0) = V(n,t). On pose
L(n):={z€R:V(n,z)>1}.

dl

ln—(—i——z

<2}

L(n) est mesurable. On pose alors
A(n) := mes L(n).
Lorsque A(m) est grand, pour un entier m fixé vérifiant P*(m) < ug, nous
montrons qu’il existe un grand nombre de couples (p,q) de nombres premiers sa-

tisfaisant a ux < p < ¢ < ug4r et Ing —Inp € L(m), ce qui implique que mpq
vérifie (2). Cela se traduira, en termes probabilistes, par la relation

(4) Prob (nk+r ne vérifie pas (2)) < (1 —¢)Prob (nk ne vérifie pas (2)) .

Dans le but d’établir une minoration de A(m), on introduit, pour un entier m
sans facteur carré, la fonction de répartition F(z) := Edd'[m,ln(d Ja<z 1 qui est
liée a la fonction V(n,t) par les relations

V(m,t) = F(t) — F(—t - 0)
V(m,z) = F(z+t)— F(z —t—0).
La transformée de Fourier de F' dépend multiplicativement de m; on a
+oo d' io
p(m, ) := / e dF(z) = Y (7) =[] (1 +2cos(61Inp)).
— dd'lm plm

Par des techniques d’analyse de Fourier, on montre alors que ’on a, pour tout
entier m sans facteur carré

(9) A(m) > i-é; ( / 1 3-2“<'">p(m,0)2d9>

0

-1

Nous remarquons que p(p,8)? = 3 + 2cos(201np) + 4 cos(f1np). Lorsqu’on évalue
cette expression en moyenne sur p, on ne peut attendre aucun effet d’oscillation
des cosinus lorsque flnp est petit, disons p < e!/?, de sorte que p(p,8)? vaut 9
en moyenne sur ces valeurs de p, alors que les effets de compensation de signes
permettent d’assimiler cos(20Inp) et cos(f1lnp) a 0, et donc p(p,#)? & 3, pour des
valeurs plus grandes de p, soit p > /¢,

On peut donc raisonner heuristiquement en remplagant dans des évaluations en
moyenne p(p, §)? par 3w(P)+s(P) ol wy est la fonction additive définie par

we(n) == w(n,el/?) = Z 1.

pin
p<e1/9
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Comme p(n, §)? est une fonction multiplicative de n, on obtient ainsi que I'ordre
moyen de p(n,8)? est 3 (W+ws(7) et les techniques disponibles concernant les
valeurs moyennes de fonctions multiplicatives positives ou nulles permettent de
justifier pleinement le raisonnement heuristique précédent. On a w(ni) ~ k et
we(nk) ~ In(1/6) pour k et 8 fixés avec 6 > e~* et presque tout entier n, d’ou

p(’n, 0)2 ~ 3w(n)+wo(n) s 3k0—ln3.

En admettant que cette approximation reste valable uniformément en k et 6, on
obtient

-k

1 e ¥ 1
/ 372w p(ny, 0)2d6 ~ / dé + / §-m33-kdg
0 0 e

-k

xe

En reportant dans la minoration (5) avec m = ny, il vient

(6) M) > e,

c’est-a-dire une minoration optimale a un facteur multiplicatif constant pres puisque
l’'on a pour presque tout n

A(ni) € lnng < e,
Grace a (6), on peut obtenir (4) avec une minoration de ¢ par une constante

absolue.

Ce schéma de démonstration est celui de la démonstration originale de Hall-
Maier-Tenenbaum conduisant a la majoration (3) de E,. En fait les approximations

wng) ~k et wg(ng)~1In(1/8) (8 >e™*)

ne sont pas valables presque partout en k et 6. Ainsi que I’a montré Erdos dans
[E2], un tel résultat est nécessairement soumis a une restriction de la forme

k+1nb
Ink

— +400.

Pour tenir compte de ce défaut d’uniformité, Hall et Tenenbaum majorent trivia-
lement p(n,8)?372%(") par 1 dans un domaine du type 8 < e~*¢~*. Cela a pour
effet d’'une part d’imposer que ¢ soit petit dans (4), et d’autre part d’induire un
ensemble exceptionnel relativement gros puisque le contréle de w(ny) et we(ny)
est demandé sur une suite relativement dense de valeurs de k.
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La spécificité de notre traitement du probléme réside dans le fait que nous
n’exigeons plus une minoration de A(nj) pour une suite d’indices k égale a une
progression géométrique de raison bornée. Nous opérons en fait une optimisation
entre le nombre d’indices k contrélés et la qualité de ce contréle. En particulier
nous demandons que I'inégalité w(ni)—wg(ni) > cln(fe*), avec ¢ > 1/1n 3, ait lieu
uniformément en 6, y compris pour 8 “proche” de eF. Cela nous permet d’obtenir
effectivement la minoration optimale (6). La contrepartie technique inhérente & une
telle démarche est que ’ensemble des indices k pour lesquels (6) a lieu ne possede
pas une structure simple. Nous obtenons uniquement par un argument de nature
probabiliste I’existence d’une suite assez longue d’indices, soit {ki,...,kp}, pour
lesquels les estimations souhaitées sont vérifiées, mais ces indices dépendent de
Pentier n non exceptionnel considéré. Cela engendre une difficulté supplémentaire
non négligeable pour mettre en place la récurrence analogue a (4) mais ou k =
ki(n), k 4+ r = kiy1(n). Il est en effet nécessaire de raisonner sur des ensembles

éventuellement tres minces, résultant de la partition de {n : n < z} induite par
les conditions (ki(n),...,ki(n)) = (k1,..., k).

La majoration du théoréme 2 incite a chercher des minorations non triviales
pour E,. Il est clair que E est infini, car il contient en particulier les nombres
premiers supérieurs a 2. On a donc en premiere estimation

z
E, > —.
Inz

Dans le but d’améliorer cette minoration, revenons a ’argument heuristique
invoqué par Erdos a ’appui de la conjecture. On suppose que, pour un entier n
donné, les éléments de ’ensemble {In(d'/d) : d,d'|n,(d,d") = 1} sont uniformément
répartis dans l'intervalle [—Inn,Inn|. Le nombre de tels éléments est inférieur a
3% On peut donc s’attendre 3 ce que

In (%)’ > 3~%") |nn.

Pour un entier normal, (n) est de ’ordre de In, n et donc

min
(d,d')=1
d#d’

min
(d,d')=1
d#d’

In (%)l >(nn)' ™% 50 (n — o)

Cependant, si (n) < 1';.1_3 Iny n, on a alors 3=™ Inn > 1, ce qui implique que
n appartient a I’ensemble exceptionnel. En considérant les entiers ayant “peu” de
facteurs premiers, on obtient effectivement une minoration non triviale de E,, que
nous précisons dans le résultat suivant.
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Théoréme 3. Soit 3 =1—(1+41n;3)/1In3 =~ 0,00415. Le nombre E, des entiers
n < z ne possédant pas deux diviseurs d et d' tels que d < d' < 2d satisfait a

E;>»z(In a:)_ﬂ exp (—c\/1n2 zlns :v)

ou ¢ désigne une constante absolue strictement positive.

En fait, il ne suffit pas qu'un entier ait peu de facteurs premiers pour qu’il
appartienne a ’ensemble exceptionnel. En effet, tout entier pair, par exemple,
vérifie la conjecture. Pour éviter ce type d’obstruction, nous considérons pour
a<1/In3 et T = T(z) grand, ’ensemble E, 1 des entiers n < z vérifiant

Qn) < aln; z,

et
P~ (n)>T.

E, 1 est donc un ensemble d’entiers ayant peu de facteurs premiers et pas
de petits facteurs premiers. Nous estimons card E, 7 par la méthode de Selberg-
Delange décrite dans [T2]. Nous obtenons le résultat suivant

Lemme 1. Soit 0 < ¥ < 1. On a uniformément pour % <T< exp(lna:)l/10 et
y<a<l

card Eq 7 >T1 z(In x)—Q(a+aln(1—ln2 T/1n, I)(lng)“l/z,

ot Qa):=1—-a+alna.

L’idée de base de la preuve du théoreme 3 consiste alors a montrer, par une
méthode de pondération, que pour a et T convenablement choisis, dépendant de
x, presque tous les éléments de E, T sont des exceptions a la conjecture d’Erdos.

Les résultats qui suivent ont été établis en collaboration avec Gérald Tenen-
baum

Nous avons minoré E en montrant qu’il contenait des entiers ayant peu de
facteurs premiers. Nous pouvons alors nous demander si E posséde des entiers
n ayant un “nombre normal” de facteurs premiers, & savoir In; n. Désignons par
{pj(n):1 < j <w(n)} la suite croissante des facteurs premiers d’un entier n et
par a;(n) l'unique entier v tel que pj(n)¥|jn (1 <j <w(n)) et posons

nj = [[p(m)*® (1< <w(n)).
i<J
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On montre par un raisonnement élémentaire sur les valuations p-adiques que,
lorsqu’un entier n vérifie

15?‘1{12(") pj(n)/n;

il appartient alors a E.

Si{d;j(n):1 <y £ 7(n)} désigne la suite croissante des diviseurs de n, Tenen-
baum a montré dans [T2] que I'on a pour tout n

(7) [ Jnax | di(n)/dj(n) = | max  p;(n)/n;.

La fonction D(z,y) := card{n < z : maxpj(n)/n; < y} est étudiée dans [T2,
T3], et peut étre utilisée dans différents domaines de la théorie des nombres. Nous
étudions ici le probleme dual, c’est a dire celui de la répartition de la fonction

(®) G(r):= _min pi(n)/n;.

Nous désignons par L(y) I'ensemble des entiers n > 1 tels que G(n) > y. Nous
avons donc £(2) C E.

Nous considérons la structure d’ordre sur les diviseurs d’un entier n fixé
induite par l'ordre lexicographique, obtenu en associant a chaque diviseur d =

[li<j<wn pi(n)% (0 < B < aj(n)) le mot Bu(ny ... B de longueur w(n).

On constate qu'une condition nécessaire et suffisante pour que l'ordre lezi-
cographique corresponde @ Uordre naturel est que n € L(1).

Cette propriété nous a conduit & désigner £(1) comme I’ensemble des entiers
lezicographiques.

Une seconde propriété attrayante de cet ensemble £(1) est la suivante.

Théoréme 4. Soit n un nombre entier. On a

(9) i pi(n)/n; = | min  dipa(n)/ds(n)

si, et seulement si, n € L(1).

Dans le but d’estimer le nombre d’entiers normaux inférieurs a r ne satis-
faisant pas la conjecture d’Erdés, nous définissons L(z,y) := L(y)N[1, z]. Et nous
étudions le comportement asymptotique de la quantité

(10) L(z,y;t) == Z gw(n)

nel(z,y)

La fonction arithmétique n — (™) permet d’opérer un “recentrage exponen-
tiel” (selon 'expression utilisée en théorie des probabilités) d’une somme arithmétique
autour d’un ensemble d’entiers ayant une quantité prescrite de facteurs premiers.



Nous posons pour § < 1

1/2 v
(11) .n&:iﬂ v*li.

v

F est une fonction strictement croissante, telle que F' (] — 0o, 1[) =]0, +oo[. Nous
désignons, pour chaque t > 0, par §(t) 'unique solution de ’équation

(12) tF(§) =1.

Enfin, nous posons

1-6(¢ t<1/In2
(13) n(t) = { 1 X 5)(t))-2 Et >1/In 2§.

On peut noter que 6(t) > 0 si, et seulement si, ¢t < 1/In2.

Nous obtenons alors le résultat suivant.
Xz
Théoreme 5. Pour chaque > 0, 1l existe une constante K(t) > 0 telle que, étant
donné T > 1, on ait uniformément pour 1/T <t <T,1< y <T,

w0 teon (s sor () e

On peut se rapporter a ’annexe pour une estimation numérique de §(¢).

Nous donnons dans un Addendum a la fin du chapitre 3 un résultat plus
faible quant au terme d’erreur de (14), que nous démontrons par une méthode
élémentaire.

Nous déduisons notament de (14) ’estimation de la fonction de compte L(z) :=
L(z,1;1) des entiers lexicographiques. On a

L(‘T) K(l)(lnx)6 ’

oué = 6(1) = 0,2228.... On peut remarquer que le théoreme 5 n’améliore pas
la minoration de E, obtenue par le théoréme 3. Nous allons voir qu’il fournit
cependant une minoration effective d’un sous-ensemble de E disjoint de celui qui
a servi pour le théoreme 3.

Il est facile de voir que pour tout n de £(1), on aw(n) < (1/1n2+0(1))Ing n.
Par “recentrage exponentiel”, le théoréeme 5 permet d’estimer, pour tout a de
10,1/1n2[, & un facteur (Inz)°") prés le nombre des entiers de L(z,y) tels que
w(n) soit "proche” de aln, . On obtient le résultat suivant
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Théoréme 6. Pour tout a de ]0,1/1In2[, I’équation F(c) — aF'(c) = 0 posséde
une unique solution ¢ = 64 < 1. Soient T > 1, et (ag, 1) tels que 0 < ag < a3 <
1/1n2. Pour toute constante A = A(ag, oy, T) assez grande il existe une constante
B telle que 'on ait uniformément pour ag La <, 1<y < T, z > 16,

(15)  z(lng) #@e~BVIn2z > 1 < z(lng) #(@eBVinaz

ne€Ll(z,y)
[w(r)—alng z|<AInz £

avec
(16) pla) =0q —alnF(o,).
Dans le cas ot a = —6'(1), on peut choisir B = 0.

On peut se rapporter a I’annexe pour une estimation numérique de p(a).

On a en particulier y(1) = 0,687..., ce qui apporte une réponse quantitative a
la question de la taille de I'intersection de E et de I’ensemble des entiers satisfaisant
au théoreme de Hardy et Ramanujan.

Un théoréme d’Alladi [A] énonce que si les transformées de Laplace de deux
fonctions de répartition sont proches, alors les deux fonctions sont proches. En
appliquant ce résultat a la fonction de répartition

on établit que w(n) a une distribution approximativement gaussienne sur ’ensemble

L(z,y).

Théoréme 7. Soit T > 1. On a uniformément pour 1/T <t <T, 1<y < T,
z€R,

1 Z tw(n) _ 1 : e—u2/2du+0 ]n4 T 1e
L(z,y;t) T Vor Jee Inz z ’

nGC(I,y)

w(n)<a(t)lnz z+z4/b(t)Inz z

ou l'on a posé

a(t) = —t8'(t), b(t) = —(t8'(t) +t28"(¢)).

Cela permet en particulier de retrouver le résultat du théoréeme 6 et on
généralise pour t quelconque le cas a = —§'(1).
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Notations

La lettre p, avec ou sans indice, désigne un nombre premier. a|b signifie : a
divise b; p*||a signifie : p*|a et p**! fa.

P*(n) (resp. P~(n)) désigne le plus grand (resp. le plus petit) facteur premier
de lentier n > 1. Par convention P*(1) =1, P~(1) = +o0.

La fonction w(n) (resp. 2(n)) désigne le nombre de facteurs premier d’un
entier n comptés sans multiplicité (resp. avec multiplicité).

w(n) = Zl

pin
Q(n) := Z v
P lin
Qn,z2):= Z v
P lin
p<z
p(n) = Z 1=nH<1—l)
1<m<n pin p

On désigne par In; la k-iéme itérée de la fonction logarithme.

f et g étant deux fonctions de plusieurs variables définies sur un domaine D

les notations f = O(g) et f < g signifient qu'’il existe une constante K = K(D)
telle que |f| < K|g| sur tout le domaine D.

La notation f X< g signifie que f K g et ¢ <« f.

¢(8) désigne la fonction de Riemann.
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CHAPITRE 1

MINORATION DE
L’ENSEMBLE EXCEPTIONNEL
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Chapitre 1

Minoration de

I’Ensemble Exceptionnel

-

1. Introduction.

La conjecture d’Erdds, démontrée par Maier et Tenenbaum en 1984 ([MT]),
affirme que presque tout entier posséde deux diviseurs d et d’ vérifiant d < d' < 2d.

On appelle Ensemble Exceptionnel, que I’on note E, ’ensemble des entiers ne
possédant pas deux diviseurs d et d’' vérifiant d < d' < 2d. La conjecture énonce
donc que E est de densité nulle.

E est infini, car il contient en particulier les nombres premiers supérieurs a 2.
On note alors E, le cardinal de I’ensemble des entiers inférieurs a =z appartenant
a ’ensemble exceptionnel. On a donc en premiére estimation
T

E, >

Inz’

On obtient au chapitre 2 la majoration

Ez & xe—c(lng z)/?

’

ol ¢ désigne une constante absolue strictement positive.

Dans le but d’améliorer la minoration de E,, nous étudions I’argument heuris-
tique invoqué par Erd6s a l'appui de la conjecture. On suppose que, pour un
entier n donné, les éléments de 1’ensemble {In(d'/d): d,d'|n,(d,d") = 1} sont uni-
formément répartis dans l'intervalle [—Inn,Inn]. Le nombre de tels éléments est
inférieur & 3%(®). On peut donc s’attendre & ce que

: & ~a(n)
min |In{—}|>3 Inn.
(d,d")=1 d
d#d’
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Pour un entier normal, 2(n) est de I’ordre de In; n et donc

min
(d,d)=1
d#d'

In (%’)' >(nn)!™3 50 (n — )

Cependant, si Q(n) < Tﬁl'é' Iny n, on a alors 3™ Inn > 1, ce qui implique que n
appartient a ’ensemble exceptionnel. En étudiant les entiers ayant peu de facteurs
premiers, on obtient le résultat suivant.

Théoréme. Soit 3 =1~ (1 +1n;3)/In3 =~ 0,00415. Le nombre E, des entiers
n < z ne possédant pas deux diviseurs d et d' tels que d < d' < 2d satisfait a

E.>z(lnz) Pexp (—c\/lng zIng a:)

ol ¢ désigne une constante absolue strictement positive.

Il ne suffit pas qu’'un entier ait peu de facteurs premiers pour qu’il appar-
tienne a ’ensemble exceptionnel. En effet, tout entier pair, par exemple, vérifie la
conjecture. Pour éviter ce type d’obstruction, nous considérons pour a < 1/In3
et T = T(z) grand, E, 1, '’ensemble des entiers n < z vérifiant

Q(n) < aln, z,
et

P~ (n)>T.

E, 1 est donc un ensemble d’entiers ayant peu de facteurs premiers et pas de
petits facteurs premiers. card E, 7 est estimé par la méthode de Selberg-Delange.
On montre que pour a et T convenablement choisis, dépendant de z, presque tous
les éléments de E, T sont des exceptions a la conjecture d’Erdos.

2. Notations et conventions.

Etant donné un nombre complexe s, on définit implicitement les nombres réels
o et 7 par la relation s = o + 7.

On définit la fonction Q(a):=1-a+ alna.
On introduit également, pour T > 1, la fonction

1si P7(n)>T,
0 sinon.

Xr(n) = {
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3. Estimation de card E,, p.

Nous rappelons d’abord un résultat relatif a la méthode de Selberg-Delange
et dont on pourra trouver la démonstration dans [T2], p.213.

Lemme 3.1. Soit F(s) = Y ., ann™* une série de Dirichlet convergente pour
o > 1. On suppose qu’il existe un nombre complexe z tel que les dérivées d’ordre

< 3+ [|z|] de la série de Dirichlet

G(s,2) := ((s)"F(s) = ) _ bi(n)n™"

n=]

soient absolument convergentes en s = 1. On pose
H(z):=)_ [b:(n)|(In3n)*¥2n~1,
n=1

Alors,on apour A >0, |2| < A

" an = a(lna)™! (ﬁG(l,z) + 0, (Ifn(i))) .

n<z

Lemme 3.2. Soit 0 < v < 1. On a uniformément pour 3 < T < exp(lnz)'/10 et
poury<a<l

card Ea,T >>7 a:(ln $)~Q(a)+aln(l—ln2 T/In, z)(ln2 :B)_1/2

Démonstration. Ce résultat est démontré dans le chapitre 2.6 de [T2] dans le cas
T = $. 1l s’agit donc d’une généralisation, qui donne un résultat uniforme en 7.
On définit pour un entier k

Ni(z) :=card{n <z : P~ (n) > T,Qn) =k}

Ni(z) est le coefficient de z¥ dans I’expression

(3.1) Ar(z,z) =) Xp(n)z9™.

n<z

Si on connait une estimation de (3.1), on peut alors évaluer Ni(z) en appli-
quant la formule de Cauchy.
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On remarque que Xp(n)z*Y™ est une fonction multiplicative de n. On con-
sidere alors, pour |z| < 2 et T > 1, la fonction

zQ(n)
Fr(s,z) := Z X7(n) p
n>1 n
z 2\ !
- (-5)00-5) -
p<T P
Fr converge pour o = Res > 1. On pose alors
€ . -z —_— ngT(n)
Gr(s,z) :=((s) *Fr(s,2) = —
n>1

g:,T est une fonction multiplicative de n. On développe alors Gr(s, z) en produit
eulérien convergent pour o > 1

GT(s,z)=pl;[T(1‘fs'> [I (1“}%)—1 (1_1%>‘

P
= Mr(s,2)G(s, 2),

avec

Mr(s,2) = [] (1 - pi>

p<T

De cette écriture, on déduit, pour 0 < § < 1 et pour || < 1/(2- ), || < 2(1 - )

= vy gV (1“6)1 pourpST
1+§9:,T(p )6 _{(1—6)2(1—62’)“1 pour p> T
On a en particulier
)= —z pourp<T
9:7(p) = 0 pourp>T

La formule de Cauchy dans le disque |{| < 1/(2—6) implique que pour tout nombre
premier p et pour |z| < 2(1 — §)

|92, 7(p")| < Ms (2 - 6)” (v 22)

avec

Ms:= sup |(1—¢)] {1 +1 -gzrl} < 400
1€1<1/(2-6)
|2]<2(1-5)
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In(2-6) _ . _In(1/(1-6/2)
In2 ln 2 ’

SN lger (0)p™ < T+ me(3T) (1< T 12| < 2(1 - 6)).

p v2l1

On en déduit que pour o > 0¢(6) :=

Onaog(6) < 1 pour 0 < § < 1. Par le Théoréme 2 du chapitre I1.2 de [T2], on
conclut que Gr(s, z) converge absolument pour o > 0¢(6) et T > 1. Ainsi Gr(s, 2)
et ses dérivées successives en s sont toutes absolument convergentes en s = 1. Le
lemme 3.1 fournit alors 'estimation, pour |z| < 2(1 —§)

(3.2) Ar(z,2) = 2(lnz)"! (ﬁGT(l’ 2)+ 05 (%’%z_)»

avec

H(z):= ) lg:7(n)| (In3n)H?n=1,

On pose
Gr(s,2) =D _lg=r(n)|n™* (0> 00(6))

On remarque que pour tout z, |z| < 2(1 — §) et pour tout T, -,f; <T<cz,ona

o
HT(Z) << E;ZGT(]"Z) + 1.

Or
|GT(s,2)| < G7(o,2) < Mr(0,]2])Gi(0,2) (0 > 00(9))

Mr(o,|2|) et Gi(o, z) sont des fonctions décroissantes de o. Soit 7 un nombre réel,

0 < n £ (1-09(8))/2. La formule de Cauchy dans le disque |s — 1| < n fournit la
majoration

(3.3) Hp(z) < 1407 Mp(1 = n,|2[)G3(1 - 0, 2).
On remarque que
(3:4) Gi(1 =n,2) £ GI((1 +00(6))/2,2) <5 1.

On pose
n = ‘min ((2 111 T)_l,(l - 00(5))/2) ?

ce qui permet d’obtenir la majoration

(3.5) Mr(l—n,2) < (InT) +1.
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On déduit de (3.3), (3.4), (3.5) que pour 2 < T

Hr(z) < In T

En reportant cette majoration dans (3.2), nous obtenons alors I’estimation

pour 2 < T <z et |2] <2(1-6)
6
Gr(1,2) + Os ((IHT) ))
Inz

(3.6) Ap(z,z) = z(lnz)*! (F( )

Il s’agit maintenant d’estimer le coefficient de z* dans Ar(z,z). Dans ce but,

on pose
1

AR EEY

G1(1,2).

On a alors

e )GT(l ,2) = zhp(z) = zh(2)Mp(1, 2).

hq(z) est une fonction holomorphe dans le disque |z| < 2. Si la fonction In désigne
la détermination principale du logarithme complexe, on a alors

In Mp(1,z) = Y _In (1 - -) = —zIlny T + 07(2),

p<T

ou f7(2) désigne une série entiere de la variable z, dépendant du parametre T, de
rayon de convergence égal & 2. De plus 67(z) = Os(1) pour |z| < 2(1 —§). On a
donc

(3'7) GT(l z) = zh (z)(lnT) 2007 (2)

1’()

Pour £ > 0, la formule de Cauchy appliquée sur le disque lz] < r, avec
r < 2(1 — 8) fournit I’estimation

Nk(:v)=-2-j—r—i f Az,2)z*1dz

|z|=r

On a donc, d’apres (3.6),

(3.8) Ni(z) = —1——x—-Qk( )+ Os x((llzf)):

fa(lnx)R”Izrk—l dz |,

|z|=r

ou
Qi(z) = f ez(h”’_lnzT)hl(z)eoT(z)z"kdz.

|zl=r
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Posons r := k/Iny £ pour k < 2(1 — 6)ln; = et désignons par Si(z) le terme
d’erreur de (3.8). On a

(InT)° -k/h kcos 8
Sk(z) K5 (Ino)? r A e de,

avec

2T hcosd /2 costd Yo dt
ek cos d9_<_2/ ek d9+7r=2/e + 7
/0 0 0 Vv1—-1t2

1 dt
< 2ek/ e k- _____ 4 1 <ol(1)ekp—1/2 + .
— 0 m — (2)

Le terme d’erreur dans (3.8) est donc

(ln T)G 1n2 T k kp—1/2 (ln T)6 (1112 .’E)k
(3'9) Sk(z) s 2 (ln 1:)2 k ek <z (ln 13)2 kKl

la deuxi®me majoration étant obtenue en appliquant la formule de Stirling

nl ~2rnnte™" (n — 00).

On remarque que Q(z) est indépendant de r, 0 < r < 2(1—4). On pose alors
Yi=lnpr~IngTetr:=(k—1)/Y pour2<k<2(1-6)Y.Ona

1 Y —k _ Yk—2 Yk-l _
7 f(z r)e’’ z dz_(k—Z)! r(k__l)!—O.

|z|=r

On pose alors Br(z) := hl(z)eoT(‘). On voit que

(3.10)
Qx(z) = Br(r) f e’Y 27 Fdz + f {Br(z) = Br(r) = (z — r)B/p(r)}e*¥ z7*dz
lz|=r jz]=r
On a yiot
f eZYz_kdz = m
|z|=r

On remarque de plus que pour 2 < k <2(1—6)Y,on ar <2(1-4)don

(3.11) Br(r) > 1.
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On majore le second terme du membre de droite de (3.10) que I'on note Ry, 7.
On remarque que pour |z|=r < 2(1 —-46),on a

Bp(z) — Bp(r) — (z — r)Bp(r) = (z — r)/ (1-t)BL ((r +t(z - r)) dt
L |z - r|2 sup [B"(w)[
fw|<r
<5 |z — 7‘|2.
D’ou
Rir <5 = f |z — r|2eYRez|z|_kdz
Inz
|z|=r
T 2r
L5 — r3 k(1 — cos §)e™ <44
Inz J,

1
<5 / Pimkeb=Dt T gt
Inz J,

T
<5 l_n_;rii—-kek—l(k _ 1)—3/2
r Y1 g

S s (ko1IYE

Onadoncpour%ST<xetpour2§k§2(1—6)Y

_ z k—1
(3.12) Qi(z) = -21- (kyl)hm(:_l)!{uo(kr?)}

Soit a, ¥y < a < 2(1 —-6)(1 —1InyT/Inz z). On pose

k =[aln; z].

On a, d’apres (3.11) et (3.12), en estimant (k — 1)! par la formule de Stirling,

($)>> x(lnx) (a)+aln(l—ln2T/lnzz)(1n :L') 1/2 {1+0(Y )}

b

et d’apres (3.9),
6
Sk(z) < z(In x)_Q(“).(lilnL)(]nx)—lﬂ.

T

Pour In; T < & In; = et pour 0 < 4 < & < 1, on en déduit

Eo1 > Ni(z) >, z(lng)~@@taln-n: T/lnz2) 15, 5)=1/2

comme annonce.
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On déduit notamment de ce lemme que pour % <T <z nT < (Iny z)%/3
etpour 0 <y<a<l,ona :

(3.13) card Eq 1 >~ 2(In 2) %) (In, £)71/?(In T)‘0(1+%1n2 T/lny z)

4, Estimations auxiliaires.

On rappelle sans démonstration deux lemmes utiles, dont on pourra trouver
les preuves dans [T2], p.3 et p.339 respectivement.

Lemme 4.1.(Sommation par parties). Soit {a, : n > 1} une suite de nombres
complexes. On pose

At):=) an  (t>0).

n<t

Alors, pour chaque fonction b € C![1,z], on a

D" anb(n) = A(z)b(z) — /1 ’ A()(t) dt.

1<n<z

Lemme 4.2. Soit f une fonction multiplicative non négative satisfaisant pour des
constantes convenables A et B a

(i) Yo<y f(P) <Ay (y20)
(i1) Y, e f(P)Pp " Inp” < B

alors on a, pour z > 1

Zf(n)g(A+B+1)E%Zf—(n"—).

n<z n<z

Lemme 4.3. Ona,pour%STSzet0<y<2,

> Xp(n)y*™ < z(lnz)! " (InT) 7Y,

n<z

Démonstration. Par le lemme 4.2, on a

n T 1 n
3 X" < g 3 ey

n<z ) n<z

< z(lnz)*'(InT)7Y,

comimne annonce.
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Lemme 4.4. Soit § < T < z, a €]0,1], ¢ €]0, 3, et Ua,7(¢, ) I'ensemble des
entiers n € E, r vérifiant

Inz
- —= L <
Trgl?%cx {Q(n,z) a(l+¢)ln lnT} <A

On a

card U, r(€,)) = card Eq 7 4+ O (a-lz(ln 2) @ (InT) "1 + e)“’\) :

Démonstration. On étudie ’ensemble V' = V, r(€, ) des entiers n appartenant a
Eo 1 pour lesquels il existe un entier k, Iny T < k <Iny z + 1, tel que

Qn,ze)—a(l+e)(k—1)+a(l +€)lny T— X >0,

avec zj := expexp k. Soit y € [1,3/2], on a

cardV < Z Z XT(n)aQ(n)—alng zyﬂ(n,zk)—a(l+e)(k—l—lng T)-—/\.
Iny; T<k<In; z+1 n<z

En effet, le poids X(n)a®(M—1n2 2 est supérieur ouégal a 1sin € E4 1 et compris
entre 0 et 1 sinon, et de méme la puissance de y est supérieure a 1 si et seulement
si n € V. D’apres le lemme 4.2, la somme intérieure en n est

< :c(ln I)—l—aln ay—a(l+e)(k—1——ln2 T)—-A Z _;ll_XT(n)yQ(n,zk)aQ(n)

n<z

-1 -1
< Z(lnl‘)—l_aln ay—a(1+e)(k—1-—ln2 T)-A H (1 _ g_‘_l_) H (1 - g)

T<P$zk p zk<pSz p
< z(lng) 1o eln ey 7y-yey ol (k=1-In; T)=Ack(ya—a)

D’ou

cardV < 1‘(].11 z)_Q(a)(ln T)—ya+a(l+e) In yy—/\ Z ek(ya—a—a(l+e) In y)
In; T<k<ln; r+1

La somme en k est une série géométrique dont la raison est minimale pour le choix
y =1 + €. Elle vaut alors e *?(+¢) Comme Q(1 +¢) > €2, il suit

cardV < a 'z(lnz) 9@ (In T)"*~%(1 4+ €)™,
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Soit n € Eq 1. On suppose que n n’appartient pas a Uy 1(¢, A). 1l existe donc
un réel z, T < z < z vérifiant

In 2
- — > A
Q(n, z) a(1+€)ln1nT >

On consideére alors 'unique entier k, Ing T < k < Iny z+ 1, vérifiant 24—, < 2 < 2.
On a alors

Inz
Q(n,zg) 2 Q(n,2z) > a(l+ s)lnﬁ + A,

aveclnz > k—1. D’ou

Qn,zkg)—a(l+e)(k—1-1n T) > A,

ce qui implique que n appartient a V, dont on a majoré le cardinal. On obtient
bien alors le terme d’erreur annoncé pour U, (€, A).

Lemme 4.5. Soit So 1(€, ) 'ensemble des entiers n € Uq (€, A) possédant deux
diviseurs d et d' vérifiant d < d' < 2d, et soit

1—¢2

Ae = T oms— 0019

0<e<1/2)

On a uniformément pour 3/2 < T < z, ¢ €]0, 3|, a €]0, A.]
card So (€, ) € z(lnz) ) (InT)~*"133(1 + ¢) e 2.

Démonstration. On majore card S, 7(¢,A) en comptant, pour chaque entier n €
Ua,T(€, A), le nombre de couples de diviseurs (d,d') vérifiant d < d' < 2d. Ainsi

card Sp,r(e,\) < Y Yo

n€Uq, 7(€,A) dd']n
d<d'<2d

On introduit des poids dans cette somme. La fonction XT(n)OzQ(")“"l“2 T ma-
jore la fonction caractéristique de E, r. D’aprés le lemme 4.4, pour tout entier
n € Uq,1(g, ) et pour tout diviseur d' de n, on a

Qn,d) - a(1+e)n 2L _x <0
n —a n—- — .
’ InT
Soit y € [1/4,1]. On a alors
card S (€, A)

< ya(1+€)ln2 T—-\ Z XT(n)aQ(n)—alnz z Z yQ(n,d')—a(1+e) Ing d’

n<z dd'|n
d<d' <2d
S(lnz)—alna(lnT)al+e:)lnyy—z\ Z XT(d)(ya)Q(d)
T<d<z

% Z XT(d')(ya)Q(d')(ln dl)—a(1+s)lny Z XT(m)yQ(m’d’)aQ(m).
d<d’'<2d T<m<z/dd'
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On définit maintenant
S = w(lnw)—aln a(ln T)a(1+c)ln yy—A Z XT(d)(ya)Q(d)
T<d<zl/4

X Z XT(dl)(ya)Q(dl)(ln dl)—a(1+c)ln v Z XT(m)yQ(m,d')aQ(m)'
d<d’<2d T<m<z[fdd’

D’apres le lemme 4.2, la somme intérieure en m de S; est

T 1 ’
T L X () () o 0(m)
< Win(z/dd) 2. Xe(my “

m<z/dd'

< ()™ ] (1-%)_1 11 (1“%)_1

T<p<d d'<p<z/dd'

(In z)"H'a(ln T) ¥*(Ind' )P

< =
dd'
D’ou

1
$1 < o(lnz)” ¥ (W T)7veketFlnyy =2 1 =Xr(d)(ya)™ @
T<d<zl/4
1 d ! ax—a—a £€)ln
X Z :i,'XT(d)(ya)Q(d)(lnd')y (1+e)Iny.
d<d'<2d

Par sommation par parties et par le lemme 4.3, la somme intérieure en d' est

2d
1 ’ 1 /
<<(1nd)ya—a_a(l+€)lny<2 Z Xr(d')(ya)™ ) +/t_2 Z XT(d')(ya)Q(d)dt)
d<d'<2d G d<dI<t

& (ln d)—-l—a+2ya—a(1+c) In y(ln T)—ya.

On obtient donc
$) < z(lnz)~ @ (InT)~2vota+e)lny, =
L —lma a—a €)In
x>, FXr(d)(ya)? @ (lnd)TImettveeIlny,

T<d<zl/4

Par sommation par parties et par le lemme 4.3, la somme en d est

—ya '/ nu)B-ve
B Y @™+ [ B2 S x@pe @a

2
T<d<zl/4 T u T<d<u
< (Inz)2~Y(InT)™¥* + B~'(In T)B-v*,

<

pourvu que
B:=-1-a+3ya—a(l+¢)lny <0.
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On a alors

(4.1) $; € B7lz(lnz)"¥)(InT)"'~*y ™ In; z.

On définit maintenant
Sz 1= a(Inz)"* Mo (a T+ =A SN Xp(d)(ya)?@
zi/1<d<z1/?

x Z XT(dl)(ya)Q(d')(ln dl)—a(l+s)lny Z XT(m)yQ(m’dl)aQ(m).
d<d'<2d T<m<z/dd’

D’apreés le lemme 4.2, la somme intérieure en m de S, est

I 1 '
L ) @(md) 4 R(m)
< Wn(22/dd") m(;dd, m T(m)y T e

< = (n(2z/dd)™ ] (1 - %) B I1 (1 - 3) B

T<p<z/dd’ min(d’,z /dd')<p<z/dd’ p
p<d’

_Ili_ N\—1+yo —yo
< = (In3z/dd) (InT)™¥*,

cette derniere majoration étant obtenue en remarquant que min(d’',z/dd') <

z/dd'. D'on

1
S2 < z(lnz) e (InT) I vy =X ST SXp(d)(ya)™
zl/4<cd<z!/?

x 3 Xr(d)(ye) @ (ind') = O+ (In3e /dd')) T
d<d'<2d

Par sommation par parties et par le lemme 4.3, la somme intérieure en d' est

& (Ind)~t1Hye—o+e)lny 135 /g2))~1+v(In T)~ve,
On obtient donc

S € z(ln a:)_"“‘ “(In T)"2ya+a(1+s)ln vy~

1
X Z EXT(d)(ya)Q(d)(lnd)—l+2ya-—a(l+e)ln y(ln(3:l:/d2))—1+a,
ri/i<d<al/2

Par sommation par parties et par le lemme 4.3, on a

Sy < B! Il?(ln x)-Q(a)+B(1n T)—3ya+a(l+e)ln yy—,\,

siB=-1-a+3ya—a(l+¢)lny <0.
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On a alors

Inz\?2
9 -Q(a) —l—a, —2A
(4.2) S2 € z(lnz) (InT) y (_ln T) .

Si B < 0, on a, par définition de 5, et S;, et d’apres (4.1) et (4.2),

card So 7(6,A) £ 51+ 5, K B lz(lnz)~ 9 (InT)" 1oy,

La valeur maximale de « pour laquelle B < —¢? est

1—¢?
3y—1—(1+¢)lny

a(y) i=

a(y) est maximal pour le choix y = y(¢) = (1 + ¢€)/3. Pour
l—¢ “
14+¢)n3-Q(1+¢)

alA =ay)=

et pour 3/2 < T < z, on a alors

card Sa,7(€,2) € 2(lnz)~ AN (AnT)"1~*33(1 4+ )72,

comme annonceé.

5. Démonstration du théoréme.

Pour ¢ €]0, %] et A > 0, on remarque I'inégalité triviale, pour -”;1 ST<zet
tout « €]0, 1],

(5.1) E; > card U, 1(e, A) — card So (€, A).

Par les lemmes 4.4 et 4.5, on a donc, pour o < A,

(52) Ex 2 card Ear +0 (2(ln2) (W T) (1 +) e {P D)™ +1})

On utilisera la minoration de E, 7 du lemme 3.2 donnée par (3.13) poury < @ < 1
et (Ing T') < (Ing m)2/3

(53) card Ea,T >>7 x(lnz)—Q(a)(ln T)—a(l+% In; T/1ng z)(1n2 17)—1/2.
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On souhaite obtenir la meilleure minoration possible de E,. Pour cela, on
pose a = A,. On a alors

_ 11’123
Q) =B+

e+ 0 (),

ou f=Q(1/In3) =1 - (1+1In; 3)/1n3. On obtient

card Eo 7> z(lnz) P exp {—!ﬁffelng z—aln,T+0 (52 In; z + (In, a:)l/s) } .

D’apres (5.2) et (5.3), pour obtenir que presque tous les entiers n € E, r
sont des exceptions a la conjecture d’Erdds, il suffit alors que la condition suivante
soient réalisée.

(5.4)
(InT)retmaT/maz(1n, 2)1/2(1 4 £) 22 {3} T) 1 +1} — 0 (2 — o0)

En considérant le logarithme du terme de gauche de (5.4), il suffit donc d’avoir
—Xe + 3 In3 = +2In(1/e) + Z(In2 T)*/Inz z + O(e? ) — —oo,
et
—In; T+ Aln3+ 3 Ing = + 2In(1/e) + §(Inp T)?/ Iny 7 + O(ed) — —o0.

En minimisant £2Iny z+1ny T, on obtient qu’il existe c;, cg, ¢3 trois constantes
absolues strictement positives telles que pour

Ino T = ¢;y/Ing zIn3 =,

_ Inz
¢ —C2V In, z’
A =c3vInz zlnz z,

presque tout entier n € E, T est exception a la conjecture d’Erdés. Et on a alors

E. > z(lnz) Pexp (—c\/lng zlng a:) ,

ou c¢ désigne une constante absolue strictement positive.
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CHAPITRE 2

MAJORATION DE
L’ENSEMBLE EXCEPTIONNEL
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Chapitre 2
Majoration de

I’Ensemble Exceptionnel

1.Introduction.

P. Erdés conjectura dans les années trente que presque tout entier possede
deux diviseurs d et d' vérifiant d < d' < 2d.

L’argument heuristique invoqué est I’hypotheése que, pour un entier n donné,
les éléments de l'ensemble {In(d'/d) : d,d'|n,(d,d') = 1} sont uniformément
répartis dans lintervalle [— Inn,lnn]. Le nombre de tels éléments In(d'/d) est au
moins 3“(™, qui est de l'ordre de (Inn)™? pour un entier normal. On peut donc
s’attendre & ce qu’au moins un couple de diviseurs distincts (d,d') de n vérifie

ii_’_ 1-In3
In 7| < (Inn) ,

ce qui inclut la conjecture.

Maier et Tenenbaum ([MT]) démontrérent les premiers la validité de cet
argument en 1984, en obtenant le résultat suivant

Soit £(n) une fonction tendant vers +oco avec n. Pour pfesque tout entier n,
il existe deux diviseurs d et d' de n tels que

4

(1.1) 1< % <1+ (Inn) ™3 exp ({(n)\/ln2 n)

S’intéressant au nombre V(n,t) de couples (d,d') vérifiant d,d'|n, (d,d') =1
et |In(d'/d)| < t, Hall et Tenenbaum ([HT] Theorem 51) démontrent le résultat
sulvant qui contient (1.1)
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Soit # =1—(14+1n23)/In3 = 0,00415. Pour tout x > 16, pour tout réel
t € [0,1n ], pour tout € € [0,+/In; z], et pour tous les entiers n < z sauf au plus

O(={(¢VImr )8 (lns 2)* + exp(~¢€2/50)} )

d’entre eux, on a

V(n,t) > t(In z)ln3_l exp (—{Vlng :v) .

En particulier, le nombre E, des entiers n < z ne satisfaisant pas la conjecture
d’Erdoés vérifie
E,; < z(Iny x)_ﬂ(lng :v)‘w

Le principe de la démonstration est d’étudier pour n = H?i?)pi, avec
p1 < p2 < ... < pa(n), la stucture des diviseurs de p;p;...pr pour un certain

k, pour en déduire une structure probabiliste des diviseurs de p;ps ... pk+1-

Nous donnons maintenant un nouveau résultat, qui sera démontré dans ce chapitre.

Théoreme. Soit z > 3, ¢t € [0,Inz], et soit £ € [0,v/Inz z]. Pour tous les entiers
n < z sauf au plus

0] (z {exp (—c{l/2 (Ing m)l/4> + exp (—£2/33) })
d’entre eux, on a

(1.2) V(n,t) > t(lnz)™* ' exp (—5\/1m2 z)

ou ¢ désigne une constante absolue strictement positive.

On obtient ce résultat en affinant la méthode du Theorem 51 de [HT], et
notament en choisissant les entiers k& pour lesquels on étudie p;p, . .. pk.
Dans le cas de la conjecture d’Erdos, correspondant a¢ = In 2, on obtient le résultat

suivant

Corollaire. Le nombre E, des entiers n < = ne possédant pas deux diviseurs
d et d' tels que d < d' < 2d satisfait a

Ez<<$e—c nyz

ol ¢ désigne une constante absolue strictement positive.

Démonstration: Le corollaire se déduit aisément du théoréme en posant ¢ =In2 et

€= %(1n3 —1)y/1In; z.
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2. Notations et conventions.

On définit, pour n < z

ng = H p ou ug:=expexpk (k=0,1,...)

pin
pSuk

L’étude de nj est plus aisée que celle de pyp; . ..px, car la fonction n +— n; est
multiplicative. Notament, ’ordre de grandeur de nj sera facile a déterminer.

On pose
t = (lnl’)l—ln 3e%£\/in2 z

t:=Inz ST
Pour établir le théoreme, il suffit d’établir

(2.1) V(n,t) > t7't

avec le nombre d’exceptions annoncé, dans le domaine ¢; <t < ¢5. En effet, pour
t < t;, le théoréme annonce un résultat moins bon que la minoration triviale
V(n,t) > 1. Et pour t; < t < Inz, on déduit de (2.1) que V(n,t) > V(n,tz) >
t; 'ty > (Inz) 3¢ exp(—£y/In; ), comme annoncé.

Pour z réel, on pose

Vin,2)i= Y {1:

dd'|n
(d,d"y=1

J
ln-g-—z

)

On a V(n,0) = V(n,t). On pose

Ln):={z€R:V(n,z)> tl_lt}

L:(n) est une réunion finie d’intervalles, donc mesurable. On pose alors

At(n) = mes L¢(n).

Remarquons immédiatement que A¢((n) < 2(lnn + ¢).
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Lorsque \;(m) est grand pour un entier m fixé vérifiant P*(n) < uk, nous
verrons qu'il existe un grand nombre de couples (p, ¢) de facteurs premiers satis-
faisant a up < p < ¢ < Ugyr et Ing—1Inp € L£,(m), ce qui implique que mpq vérifie
(1.2). Cela se traduira, en termes probabilistes, par la relation

(2.2) Prob (ng4, ne vérifie pas (1.2)) < (1 — €)Prob (nx ne vérifie pas (1.2)).

Dans le but d’établir une minoration de A;(m), nous introduisons, pour un
entier m sans facteur carré, la transformée de Fourier de la fonction de répartition
F(z+t)—F(z—1t—0), soit

+oo
p(m, 8) = / e dF(z)

e T
-y (%) = J] (1 +2cos(61np)).
dd'|m plm

On pose encore

p*(m,0):= ] (1+2cos(flnp)).

plm
p>e1”

Nous définissons aussi, pour n entier et § > 0, la fonction arithmétique

we(n) := w(n,el/?) = Z 1.
pln
p>ell?

Nous pouvons supposer ¢ 24, car pour ¢ € [0,4], le nombre d’exceptions
annoncé par le théoréeme est alors O(z).

On pose maintenant pour Z%et e H, Vin, z]
h= h(,€) :=min { [} (&) (n; 2)"/*] 62} 21
L=1L(z,§):= [lng T — %6\/1112 .7:]

M=Mz,f):=L+h <Inpz—1&/Inpz

On introduit également la fonction Q(a) =1-a+alnoa.

Dans tout ce travail, la notation c;, avec ¢ entier, désigne une constante absolue
strictement positive, indépendante des parameétres du probléeme.
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3. Estimations auxiliaires.

Lemme 3.1. Soit m un entier sans facteur carré vérifiant 3~“(™t71(t+lnm) < %,
on a la relation

—1

1 1/t
Al(m) 2 o= ( /0 3_2“’(m)p(m,9)2d0>

Démonstration. Ce résultat est établi dans [HT), (inégalité (5.43), p.108). Pour la
commodité du lecteur, nous redonnons ici les détails. Remarquons que

+oo
2.3m) — / V(m,z)dz < 2t7'¢(t + Inm) + / V(m,z)dz

—00 C,(m)
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a don¢
1/2
(3.1) 2-3“(Mt < 2t74(t +Inm) + (,\,(m)/ V(m,z)2dz)
L¢(m)

Pour un réel A fixé, nous connaissons la majoration

sin -z 2 AN
la-ta+qg(z) <2 ( (((L(XA_ z)/)z/tz)t)> =2t ['1/t e_'(A_Z)(l — |6t[) dé

On applique cette formule pour A = In(d’/d). On obtient ainsi

1/t 4 i
V(m,z) <2t / e A= (1—16t]) > (-J) dé
—i/t dd'|m
Grace a la formule de Parseval, on obtient
+oco
/ V(m,z)%dz < 8rt? / (1 — |8t))* p(m, 6)* d6
Eg (m) —_00

1/t
< 167t? / p(m, 6)2de,
0

puisque p est une fonction paire de 8. En reportant dans (3.1), on obtient bien la
minoration annoncée. La minoration de A¢{(m) se ramene ainsi a la majoration de

I'intégrale de p(m, 6)2.
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On rappelle sans démonstration deux lemmes utiles, dont on pourra trouver
les preuves dans [T2], p.339 et p.445 respectivement.

Lemme 3.2. Soit f une fonction multiplicative non négative satisfaisant pour des
constantes convenables A et B a

(i) Yoy fP) <Ay (y20)
(ii) Y X2 f(PY)p~VInp” < B.

Alors on a, pourz > 1

£,

n

Zf(n)g(A+B+1)f—x—Z

n<z n<z

Lemme 3.3. Soit ®(z,z) := card{n : n < z,P~(n) > 2}, ou P~ (n) désigne le
plus petit facteur premier de n. Pour 2 < z < %:c, on a

O(z,z) < =

lnz

Les deux lemmes suivants permettent d’obtenir une estimation utile de w(ng).

Lemme 3.4. Pour tous les entiers n < z sauf au plus O (:chze‘hQ(z)) d’entre eux,
on a la relation suivante

(3.2) max w(n) <2.

Démonstration. Le nombre des entiers n’excédant pas = et ne satisfaisant pas
I'inégalité (3.2) est majoré par

Z Zzw(nk)—2k<<x Z 9—2kgk _ o Z e—kQ(2)
L<k<M n<z L<k<M L<k<M

ou la somme intérieure en n est estimée grace au lemme 3.2. Comme L > h, cette
majoration est bien O (zh? exp(—hQ(2))).
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Lemme 3.5. Soit £ > 3. Pour tout réel £, 1 < ¢ < \/Iny z, et pour tous les entiers
n < z sauf au plus O (:ch2 exp(—¢?/32)) d’entre eux, on a

w(ng) —k £

. > —=.
(3.3) LSk<M vE T 4

Démonstration. Soit {yx : L < k < M} une suite finie de nombres de ]0,1]. Le
nombre des entiers inférieurs & z ne satisfaisant pas (3.3) est majoré par

(3.4)
Z Z y:(nk)_H%Eﬁ Lz Z exp(—klny; + iﬁ\/zln yi + (yx — 1)k),
L<k<M n<z L<k<M

ou la somme intérieure est estimée grace au lemme 3.2.

Choisissons

yk=<l—ﬁ) (L<EkE< M).

Le terme de droite de (3.4) vaut alors

T Z exp(—kQ(yr)) € Z exp (—62/32) & zh?exp (——-{2/32) ,

L<k<M L<k<M
ol nous avons utilisé I'inégalité Q(y) > (y — 1)?/2 (0 <y <1).

Le lemme suivant donne une minoration du nombre de facteurs premiers d'un
entier dans un intervalle.

Lemme 3.6. Pour tout réel a, 0 < a < 1, on a la propriété suivante: pour tous
les entiers n < z, sauf au plus O (:z:h2Q(az)_l exp(—hQ(a))) d’entre eux, on a

3.5 i -1 _s) > a.
(3.5) Lgltl?Ms w(ng/nk—s) > a
h<s<k

Démonstration. Ce résultat est analogue au Lemma 51.2 de [HT]. Le nombre des
entiers n < z ne satisfaisant pas la relation (3.5) n’excede pas

YT Saeoeee g 5 sexp(—sQ(a))

L<k<M h<s<kn<z L<k<M h<s<k
< zh*Q(a) ™ exp(~hQ(a)),

ou la premiére estimation découle du lemme 3.2.
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Lemme 3.7. Pour tout entier k, L < k < M, et pour tout réel § > ¢~ on a
uniformément la majoration

(3.6) > 3mlm)men(m) png, 6)° < 2(In(3 + 6))*.

n<z

Démonstration. Ce résultat est établi au Lemma 50.3 de [HT}]. Pour la commodité
du lecteur, nous redonnons ci-dessous les détails. On a

P(nk,g)2 < 32w9(nk)p*(nk,9)2

En reportant cette majoration dans (3.6) et en faisant appel au lemme 3.2, on
obtient que le terme de gauche de (3.6) est

<zexp{ Y. l(_1+M)

3
el/f<p<u,

Le Lemma 30.1 de [HT] implique que, pour § < 2, la somme en p est O(1). Pour
6 > 2, on scinde cette somme comme suit. D’une part, par le lemme (30.1) de

[HT], on a
1 9)?
> - (—1 + &”él) <1
exp(in(3+0)2<p<us ©

D’autre part, majorant trivialement p(p, 8)? < 9 pour p < exp(In(3+6))?, on peut
écrire

1 (p,6)? \ 2
y 1 (._1 +!1.!L3_> < > Z<4in(3+6)+00).

2<p<exp(in(3+)? P 2<p<exp(in(3+6))?

On obtient ’estimation uniforme attendue en regroupant les deux majorations
précédentes.

Suivent maintenant trois lemmes techniques.

Lemme 3.8. Pour tout réel a, 0 < a < 1, et pour tout entier k, L < k < M, on
a uniformément

1
(3.7) Z = Z aw(nk)-—w(n;_.)—as<<Q(a)-1eh.

0<s<h
pin= - =

Up_p<pLui
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Démonstration. Une interversion de sommation permet d’écrire le terme de gauche
de (3.7) comme une somme de produits eulériens, soit

Yoo I (1-3) I (1+5%)

0<s<h U n<p<tp_, U, <p<tp
—Qx8 1 o
cyave] ¥ 1y s
0<s<h e h <pLUgny © Up—, <pSlup p
< Z exp(—salna+h —s+sa) < Z eh=2Q(e)
0<s<h >0
< Qo) e,

comime annonce.

Lemme 3.9. Pour tout réel a €]1/1n3,1], et pour tout entier k, L < k < M, on
a uniformément

e 1 p*(n,0)2 & e
. - 9 121
(3-8) /; ; n Jw(n)—we(n) (gek)“1“3 df < aln3 -1
pjn=
up-p<pLup

Démonstration. On majore d’abord la somme intérieure de (3.8) de facon analogue
a la démonstration du lemme 3.8. On a

Y e I (e7h) L ()

Uk—h <p$e1/9

< I (+655)(5)

el/?<p<uy

1 p(p,9)2)
< et exp - (—1 + ——
>

3
el/t <p<uy

pin=
Uk h<pluk

< e,
grace au Lemma 30.1 de [HT].

Cette majoration est uniforme en 8, e * < 8 < e*~*, La majoration

h-k

€ ek 1
dé
,/e-k (Gek)"‘l‘13 < alnd -1

acheve alors la démonstration du lemme.
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Lemme 3.10. Pour tout réel 1, ¥ > 0 et tout entier k, L < k < M, on a
uniformément

1
(3.9) > - < s

n
In n>we"
pln=
up—h<pSuk

Démonstration. On utilise la méthode de Rankin. Soit § un nombre réel,
0 < B <1, le terme de gauche de (3.9) est majoré par

B
1 n ] 1
Z ;( w) = uy H <1+ 1-—ﬂ_1>
n Ug < p

pln= Upp <pSup

wp_p <pSup

k

Pour le choix 8 = e™*, on obtient la majoration

1 1
- -1
E - < e Texp E pl—ﬂ
In n;.pe“ up—_p <pSux

pin=
up_p<pSuk

cevepl T 14+ 0 (Blnp)

v p <p<uyp p

<K et v,

4. Lemmes essentiels.

Nous rappelons que £ € [Q', Vinz zl et que
t; = ti(z,€) = (Inz)!7In3e3évinae
ty =ty(x,8) = Inge~3¢vIn2z
h = h(z,€) = min { [ &)/ (mp2)'/*] €7}
L =L(z,€) = [lne o ~ 1€/ Inaa]

M = M(z,§) =L+h? Slngz—i-ﬁ\/lngz
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Lemme 4.1 (Lemme fondamental). Pour tous les entiers n < z, sauf au plus
O (z{e~*" + h? exp(—£?/32)}) d’entre eux, on a la propriété suivante:

Chaque ensemble K(j) := {j + mh : 0 < m < h}, L £ j < L + h, contient au
moins un élément k = k(j,n) tel que

1/t

(4.1) / p(nk,0)% df < ¢;32¢("0e~k,
0

(4.2) Inn; < czek,

(4.3) —1evk <w(ng) < 2k

Dans la démonstration de la conjecture d’Erdés par Maier et Tenenbaum
[MT], on cherchait une majoration de fol/tl p(nk,8)? d et de In nj qui soit valable
pour presque tout entier n et chaque k fixé. On imposait ainsi une propriété tres
locale. Le nombre des exceptions dans ces majorations était O(z (Iny £)™°) pour
le cas particulier t = In2.

Dans Poptique d’un meilleur controle du terme d’erreur, on adopte ici une
démarche moins restrictive, en imposant seulement les propriétés (4.1), (4.2), (4.3)
pour au moins un k choisi dans un échantillon K(j) constitué de valeurs tres
éloignées les unes des autres. L’indépendance stochastique des facteurs premiers
éloignés nous affranchit alors de cette exigence de controle local, car nous ver-

rons que fol/ i p(nk,0)? df et Inni dépendent essentiellement des grands facteurs
premiers de ny.

On obtient ainsi des majorations optimales quant a l'ordre de grandeur. En
effet, nous déduisons de (4.1), grace au lemme 3.1, la minoration A;(ni) > e
alors que par (4.2) on a A(ny) < Inng < e*.

Démonstration. On a pour tout § de [L,L + k[, K(j) C [L, M[. La propriété (4.3)
découle donc immédiatement des lemmes 3.4 et 3.5, pourvu que ¢; < Q(2).

Pour k € K(j), L <j < L+ h, on considére les domaines
Dy(k) := [0,e7%] , Da(k) := [e7*,e**] | Dy(k) := [e"7F,2] , Dy(k) := 2,1/1].

On pose alors

Ai(n, k) :=/D(k)p(nk,o)'*’s*?“("k)e"de (1<i<4)
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Pour majorer fol/ “ p(nk,0)? d§ comme annoncé, il suffit de montrer que

Ai(n, k) <1 (1<i<4).

Par la majoration triviale | p(nk,8) |< 3“("*), on voit que I’on a pour tout
n <z,

4.4 A(n. k) <1
(4.4) L, 1(n, k) <
kEK(5)

Nous traiterons la majoration de Az(n,k) plus loin. Soit maintenant un réel
a,1/In3 < a < 1, par exemple o = %(1/1n3 + 1). Nous majorons A3(n, k) en
employant essentiellement la méthode du Lemma 51.4 de [HT). On écrit

ek

3w(nk)—wg(nk)

2
As(n k) = /h k 3_“’(n")_“’0(n")p(nk, 9)2

On applique le lemme 3.6 aux valeurs sg = [In(fe*)]. Pour 8 € [¢*~* 2] on a bien
h < s¢ < k. De plus, on a la relation

w(ni) —we(nk) 2 w(nk) — w(ni—s,),

car k — sg > In(1/6). On en déduit que pour tous les entiers n < z sauf au plus
O (zh?Q(a)~ e *?(®)) d’entre eux, on a I'inégalité

: w(ng) — we(nk)
(4:5) L3S Leh ( [In (Ge*)] >> “
kEK(j)
et k<h<2

Pour tous les entiers vérifiant (4.5), on obtient donc

ek

As(n, k 33/ gmwme)—welme) 5 Y2 —— 49
3( ) Ds(k) ( ) (oek)alnli

Par le lemme 3.7, on a la majoration uniforme en j et k

k
3-W(nk)—w(nk)p(nk’0)2 € dé < z e—h(aln3-1)
Z/Da(k) (gek)“1“3 aln3 -1

n<lz

—hQ(a) ~h(aln3—1)
Pour tous les entiers n < z sauf au plus O (:z:h2 {e e })

(@) T (alm3-1)

d’entre eux, on a donc

4.6 k) <1
( ) Lsr?g‘l)i’_h A3(na ) — 1
kex(s)
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Par le lemme 3.5, on a pour tous les entiers n < z, sauf O (:i:h2 exp(—§2/32))
d’entre eux, la relation

(4.7)  Ag(n, k) < ekg=F+ieVE 3=w()p(ny,0)2d0 (L <k < M)
Da(k)

On remarque que wg(ni) = 0 pour § € Dy(k), donc, par le lemme 3.7, on a

1/t
Z / 3_‘”(n")p(nk,0)2 de & 1-/ (11'1(3 + 0))4 dé
nSI D4(k) 2
& gelr3-Dinaz—3evinaz (), 1y
Donc

S Au(n, k) € a(lnz ) exp(F(R) (< k< M)

n<zr

a »* , . , .
ouy < désigne la somme sur tous les entiers n vérifiant (4.7), avec

f(k) :== k(1 —1n3) + 1(In3) ¢vVk + (In3 = 1) Ing z — 1£+/In, .

Pour = > ¢, z¢ assez grand, f est maximal pour k = L, et

F(L) < {&i"—“}f\@?

S —%6\/ 1112 T
2
< -2
Donc, pour tous les entiers n < z sauf au plus O (zh?{exp(—¢?/32) + e~ *}), on a
4. A k) <1
(4.8) L pex,, As(n, k) <
keK(7)

Dans [MT], on majore trivialement Aj(n,k), car on ne peut pas établir la
propriété locale w(ng) — w(ng—s) > as pour s petit, avec un nombre accepta-
ble d’exceptions. La distribution des facteurs premiers d’un entier n’est pas assez
réguliere pour que I'on puisse obtenir une estimation uniforme dans de trés petits
intervalles. La majoration triviale de A;(n, k) impose une minoration A;(ng) > ceF
ou ¢ tend vers 0. De plus 'utilisation du Theorem 07 de [HT] ne donne qu’une
majoration Inn; < ReF ol R tend vers +oco si 'on demande un nombre acceptable
d’exceptions.

Ces probléemes seront ici résolus simultanément. On verra que ces propriétés
locales sont en fait ”presque stirement” réalisées pour au moins un k choisi dans
Péchantillon X(j), qui est constitué de valeurs trés éloignées les unes des autres.
Cependant, cet indice k dépend de ’entier n considéré.
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Remarquons l'inégalité, pour 8 € D,(k),

3_2w(nk)p(nk,9)2 < 3—2(w(nk)—wo(nk))p*(nk,9)2.

De méme que pour p(ng,8)? dans le lemme 3.7, on peut établir qu’en moyenne
p*(nk,8)? est de I'ordre de 3w(ne)—ws(nk) Cet ordre moyen apparait dans le lemme
3.9 sous une forme pondérée.

Soient maintenant 8, o, ¥ trois réels strictement positifs que nous fixerons
plus loin. On pose

H(n,k) = Z aw(nk)—w(nk—.)-—aa+cr’
0<s<h

ek

I(n,k) := 3”5/ gmwm)—we(me) o* (1 0)2———— d6,
( ) Dy (k) ( ) (aek)aln3
1 si In(ng/nk-s) > ¢ek,

J(n, k) = {0

sinon.

H, I, J sont a valeurs positives.

~ Si H(n,k) < 1, alors, pour # € Dz(k), on considere sp = [ln (6e*)]. On a
sg € [0,h] et k — sg > 1n(1/6), d’ou
w(ng) —we(ng) 2 w(ng) —w(ng—s,) >as—o 2 a [ln (Gek)] -0,
d’ou 5

Pour obtenir Az(n,k) < 3/4, il suffit donc d’établir H(n,k)<letI(n,k) <1

Par le Theorem 07 de [HT], pour tous les entiers n < z, sauf au plus
0 (a:hze“c“h) d’entre eux, on a

-k
. <
(4.9) Lgl}l?ic+h e tlnng_;p <1

k€K())

Pour obtenir Inng < (3 + 1)e*, il suffit donc d’établir que I'on a simultanément
(4.9) et J(n,k) =0.

On se ramene donc a montrer que, pour tous les entiers n < z sauf un nombre
acceptable d’exceptions, on a

in {H(n,k) + I(n, k k
e i {H(n, k) +1I(n, k) + J(n, k)} <1
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Remarquons, a k fixé, que H, I, J dépendent uniquement des facteurs pre-
miers p de n dans 'intervalle Jug_p,ug]. C'est dans ce but qu’on utilise p* et non
p, et qu’on introduit J.

On fixej, L<j < L+ h.Onposek;:=37+(1—1)h,1<:<h.On a alors

K@G)={ki:1<i<h}

Pour 1 < u < h, désignons par m, un entier générique dont les facteurs
premiers sont dans Jug, —4,uk,] €t par a (resp. b) un entier générique satisfaisant
pla = Inap < j — h (resp. p|b = Inap > 7 + h(h — 1)). Tout entier n s’écrit alors
de maniére unique sous la forme

Par le Theorem 07 de [HT], pour tous les entiers n < z, sauf au plus O (:ce‘h)
d’entre eux, on a

h
(4.10) H = I[ #* < %i

p<up

Etudions la somme
h
Z H H(nvk“) + I(") k“) + J(na k“))
n<z u=l
ou E:;S . désigne la somme sur tous les entiers n < z vérifiant (4.10). On a

h
Se= > [ (Hmu ko) + I(mu, ku) + T(maka)) Y > 1.
my,...,my u=1 a bSI/(aH"::l mu)

On remarque, pour tous les éléments de cette somme, que 'on a, d’aprés (4.10),
Ujth(h—-1) Sum < %.7: /(a H:=1 mu) . Par le lemme 3.3, on peut donc majorer la
somme intérieure en b, soit

S, <« ze~Ih(h= I)H—(H(mu,k )+ I(ma, ky) + J(ma, ku ))Z—

u=1
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On rappelle que
~1
o= I (1-;) <o
p<u)—h

On obtient alors

S, < ze™™ H 3 = (H k) + Lmag ) + ()

u=1l m,

Par les lemmes 3.7, 3.8 et 3.9, il suit

Se <o (e et 4 )"
e ST\*Q() T “ams—1_ “°

On choisit @ = 1 (1/In3 + 1). Nous pouvons alors fixer

1
Y >0 tel que cre™¥ < —,
3e’
1 >0 tel o < !
uis o el que ¢ —
374 1

t ) 1 _—< =
et enfin 6 >0 tel que cﬁaln3—1<3e

a, ¥, o, 6 sont alors des constantes absolues.

Ainsi, pour tous les entiers n < z, sauf au plus O(zhe™") d’entre eux, on a
h
(4.11) I (H(n k) + I(n k) + J(n, k) <1 (L<j<L+h)
u=1
Pour tous les entiers n vérifiant (4.11), on a alors bien

k)+ I k 1
L S Tin (H(n, k) + 1(n, k) + J(n, B)] <

Donc, pour tout j, L < j < L + h, il existe au moins un entier k € K(j) tel que

(4.12) Ax(n ) < 3
(4.13) ln( "k ) < yet
Nk—h
On pose alors
c = 3- + 3,
cp =1+ 1,

c3 = %min(Q(a);aln3 -1,Q(2),1)

Les inégalités (4.4), (4.6), (4.8), (4.9), (4.12), (4.13) et les lemmes 3.4 et 3.5

permettent alors d’obtenir les estimations annoncées.
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Le Lemma 51.4 de [HT] est ’analogue du lemme 4.1 pour la démonstration
du Theorem 51. Le lemme 4.1 peut étre utilisé a la place du Lemmea 51.4 dans
la démonstration du Theorem 51 de [HT]. Si on impose alors seulement h <
2€1/%(Ing z)!/%, on obtient (1.2), avec un nombre d’exceptions

O (z {h? exp (—€%/32) + exp(—ch) + exp (—c(Inz z)/h?) }) .
Le choix optimal h = (&/Tng z )l/ 3 permet d’obtenir un nombre d’exceptions qui

est o (x {62/3(1112 z)/3 exp (—€2/32) + exp (—6'51/3(1n2 :c)l/s) }) :

Cela fournit une estimation meilleure que celle du Theorem 51 mais moins bonne
que le résultat annoncé ici. On note que dans le cas particulier de la conjecture
d’Erdos, on obtient

E, <z exp (—c(ln2 a:)l/3> .

On peut en fait améliorer cette majoration du nombre d’exceptions en ex-
hibant d’autres "bons” k dans l'intervalle [L, M[. Cette approche nécessite un
raffinement supplémentaire de la méthode utilisée dans le Theorem 51.

On pose

r=[Iln(2¢c; +2)] +1
H :=[h/r]
H

K:=JKL+(=-1)r)

v=1

={L+(u-1h+(w-1):1<u<h,1<v<H}

Lemme 4.2 (Lemme complémentaire). Soit, pour t € [t;,t;], X; ’ensemble
des entiers n < = pour lesquels il existe une suite croissante d’indices

H(n) = {ky(n) < kz(n) < ... < kg(n)} CK

telle que, pour tout k € H(n), on ait les relations

(4.14) Ae(ng) > coek,
(4.15) Inng < c2ek,
(4.16) w(ng) < 2k,
alors

card X; =z + O(m{e'cah + A% exp (—62/32)}).
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Démonstration. On applique le lemme 4.1 aux valeurs j, := L + r(v — 1), avec
1 €< v £ H. On obtient alors, pour tous les entiers n < z sauf au plus
O (z{e™°*" + h? exp(—£2/32)}) d’entre eux, une suite de ”bons” indices

H(n) = {k{(n),k2(n), ..., ku(n)} C K(n)

de la forme k}(n) = j, + (4y(n) — 1)h avec 1 < u,(n) < h. Ces éléments sont bien
distincts, car ils sont distincts modulo k. De plus, pour tout £ € H*(n) on a (4.1),
(4.15), (4.16).

Pour utiliser le lemme 3.1 et obtenir l'inégalité (4.14), il nous reste donc a
majorer 3"“’(”")tl_l(t+1nnk). Pour k € H*(n),on aw(ni) > k— i—f\/Ing z d’aprés
(4.3). On a alors

3—W(ﬂk)tl_1t < exp {—kln3+ln31n2x + (-}i In3 — 1) €+/1Iny a:} (t < tg)

S exp {E!E_Z;ég, /1n2 :I:}
< exp {%fvlnz x} .

De plus, pour ¢t < 5, on a

In3—
37t Inny, < ¢y exp {(ln3 —1)(lngz — k) + ( n34 2) € Iny x}

< cypexp {§-—1-I—1-Z——_—4-§\/1n2 x}
< coexp {%f\/lng a:} .

Donc pour z assez grand, on a

1
3—w(nk)t;l(t +1nnk) S §

D’apres (4.1) et le lemme 3.1, on en déduit, pour = assez grand, que pour tout
k € H*(n) et tout t € [t1,t3], on a

1
A > k,
f(me) 2 167rcfe

Pour le choix ¢y = 1/167rc§ on a bien (4.14).

On ordonne alors I'ensemble H*(n) et on obtient bien ’ensemble H(n) an-
nonce.
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Le résultat donné par le lemme 4.2 est en fait uniforme en r, 1 < r < h. Nous
verrons plus loin pourquoi nous avons fixé r = [In(2¢; + 2)] + 1 au lieu de prendre
simplement r = 1.

5. Démonstration du théoréme.

On note E; ; ¢ 'ensemble des entiers n < z ne satisfaisant pas (1.2). X, étant
I’ensemble défini au lemme 4.2, on appelle Y; ’ensemble des entiers inférieurs a z
n’appartenant pas a X;.

Pour n € X, on définit H'(n) := {ki(n) < k2(n) < ... < kg(n)} C K, ’'unique
suite croissante d’'indices telle que tout k € H'(n) vérifie (4.14), (4.15), (4.16) et
telle que

( ke K, k¢H'(n)

k vérifie (4.14),(4.15),(4.16)) = k>ku(n)

On pose, dans un but de simplification des écritures, kg41(n) := M pour n € X,.
Nous remarquons alors que pour tout n € X;, on a

kor1(n) —ky(n)>r (1<s<H)

Soit alors
T, :={n:n€ X, V(ng,(a),0) < 7't} (1<s<H+1)
Il est immeédiat que T, est une suite décroissante. De plus
E;1e CTa41 UYL
Par le lemme 4.2, on a donc

5.1 card E; ;¢ < card Ty 4, + sz e sk 4 B2 exp (—£%2/32
b 76

Nous allons établir une relation de récurrence sur card 7.

Soit T, x, 1 < s < H, ’ensemble des entiers n appartenant a T, et tels que
ks(n) = k. Il est alors immédiat que les T ; sont deux a deux disjoints et que ’on
a TS = Ukex Ts,k. D’O’l\l

(5.2) ) card T, s = card T,
kexk



- 47 -

Pour 1 < s < H, k € K, soit alors M, ; ’ensemble des entiers m < z qui sont
de la forme m = n; pour au moins un entier n compté dans T} . La définition de
‘H' implique qu'un méme entier m ne peut appartenir, pour un s donné, qu’a au
plus un ensemble M, i, c’est a dire que les M, sont deux a deux disjoints, a s
fixé.

On définit alors D, x, 1 < s < H, 'ensemble des entiers n < = qui s’écrivent
sous la forme n = mapgb avec m € M, ¢, ajm, P~(b) > uy4, et

(5.3) ef <lnp < cze,
(5.4) Inp < Ing < Inp+ (cp + 2)e*,
(5.5) Ing —1Inp € L¢(m)N [0, +o0].

On a alors Ing < (2¢; +2)ek < ekt Un entiern € Dy i vérifie donc V(ng4r,0) >
t71t. On peut alors écrire

U Dok € (T \Te1) U Y,
kex

De plus les ensembles D, x sont disjoints deux a deux, d’ou
(5.6) card (T \ Ty41) > Z card D, x — cgz {e"" + h¥exp (—¢%/32)}
keX
Dénombrons les élément de D, x.

wibp= ¥ XY Y 1

mEM, i, alm p,9 b<z/ampq
P_(b)>uk+r

ou ). . désigne la somme sur les nombres premiers p et g vérifiant (5.3), (5.4) et
(5.5). La somme intérieure sur b peut étre estimée grace au lemme 3.3 en remar-
quant que ampq < exp(4cze*) et donc uxyr = o(z/ampq). On a

card D, ; > ze~* Z %Z%Zpiq
Py

meEM, i ajm

On remarque que £:(m) N [0, 40o[C [0, (cz + 2)e*] d’apres (4.13), avec k > L
et t < t5. Par le choix de r = [In(2¢; +2)]+ 1, quand la propriété (5.5) est réalisée,
la propriété (5.4) est alors redondante. Quand m et p sont fixés, ¢ couvre alors une
. réunion d’au plus 3“(™ < 9* intervalles (d’aprés (4.16)) de longueur logarithmique
totale égale a

mes (L¢(m) N [0, +00[) = 2Ai(m) > 2eoe*

d’apres (4.14). Par le théoréme des nombres premiers, on a alors
1 In
S iy eryins
P : 1
> /\t(m)e_k +0 (9" exp (—C9ek/2))
>1
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De plus
1
do=>1
> P

et on remarque que

Z% >[I (1—%)_1-

a|lm plm
Finalement

1
(5.7) card D, j > ze™* Z —_
met, , P(m)
ou ¢ désigne la fonction d’Euler.

On majore alors card T, x: Un élément de T, ) peut s’écrire sous la forme
n = mdb, ou m € M, i, p|d = p|m, P~(b) > u;. Donc

card T, x < Z Z Z 1

mEM, . d b<z/md
pld=>pim ppycy,

Par le lemme 3.2, on a alors

cardT, p € Z Z dln(x/md) H (1_%>—1

meEM, i d<z/m up<p<lna(z/md)
pld=>p|m

cwt Y LTI(1-1)7

meEM, i plm

—k 1
<aet 3 @(m)

meMa,k

Ainsi, sans avoir & estimer ), ., (m)”! dans (5.7), on a donc
card Da,k > T,’k.

On reporte cette minoration dans (5.2) et (5.6), il existe donc une constante absolue
€ > 0 telle que pour tout s, 1 < s < H,on a

(5.8) cardTo41 < (1 —¢)card T, + 32 {e"c"h + h%exp (—52/32)}
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On suppose maintenant que pour un certain réel z, on a
(5.9) E, 46> caz(1+2e71) {e7* + hZexp (—¢?/32)}
Alors, pour tout s, 1 < s < H, on a d’apres (5.1),

cardTy > E; ¢ — csZ {e'c"h +h? exp (—62/32)}
> g2l {e_cah + h%exp (——{2/32)}

En reportant cette inégalité dans (5.8), on obtient

(5.10) cardTyq; < (1 —2¢"NecardT, (1<s<H)

Par récurrence sur s, sachant que card7; < z, on a donc

card T4y < z(1 — 25-1)H.

Comme H = [h/r], en reportant dans (5.1), on a

E.1¢ < z{e " + h?exp (—€?/32)}.
Associé & 'hypothese (5.9), on a alors, par définition de h, pour tout z > 74 )

E ez {exp (_CIO min {%61/2(ln2 .7:)1/4, £ }) + &8 exp (——62/32) }

Lz {exp (—c§1/2(1n2 x)1/4) + ‘exp (—62/33)} ,

qui est bien le résultat annoncé.
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CHAPITRE 3

ENTIERS
LEXICOGRAPHIQUES



-51 -

Chapitre 3

Entiers lexicographiques

André STEF et Gérald TENENBAUM

1. Introduction.

Désignons par {pj(n) : 1 < j < w(n)} la suite croissante des facteurs premiers
d’'un entier n et par a;(n) l'unique entier v tel que p;j(n)”|ln (1 < 5 < w(n)).
Nous posons alors

nji=[[pm)* ™ (1< Sw(n)).
i<j

De nombreux problémes de crible s’énoncent en termes de comparaison des
tailles respectives de pj(n) et n;. Un important résultat d’Erdés [E], précisé
ultérieurement par Bovey [B], énonce que

Inn; Inzn
max ~
1<j<w(n) Inpj(n) lngn

pour presque tout n. Si {d;(n):1 < j < 71(n)} désigne la suite croissante des di-
viseurs de n, Tenenbaum a montré dans [T1] que l'on a pour tout n

1.1 d; d;(n) = : 2
(1) e dia(n)/di(n) = | max py(n)/n;

L’étude de la fonction de répartition de cette fonction arithmétique est susceptible
de surprenantes applications a des problémes apparemment disjoints de théorie

des nombres, cf [T1, T3].

Nous nous proposons ici d’entreprendre ’étude duale, c’est-a-dire celle de la
répartition de la fonction

(12) G(n):=  min _pi(n)/n;.
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Nous convenons que G(1) = +o0 et nous désignons par L(y) I’ensemble des entiers
n > 1 tels que G(n) > y.

On sait que 'une des questions centrales dans ’étude de la structure fine
des diviseurs d’un entier normal est le conflit entre les deux relations d’ordre
naturelles dont on peut munir 'ensemble des dj(n) ([HT, ET]). La structure
d’ordre additif est la trace de ’ordre de Z. La structure d’ordre multiplicatif est
induite par l'ordre lexicographique, obtenu en associant a chaque diviseur d =

HISij(n)pj(n)ﬁj (0 < B; < aj(n)) le mot By(n) ... P1 de longueur w(n).

Notons o, la permutation de {5 : 1 < j < 7(n)} qui transforme P’ordre additif
dans 'ordre lexicographique. Il est facile de constater qu’une condition nécessaire
et suffisante pour que o, coincide avec l'identité est que n € L(1).

En effet, si n ¢ £(1), il existe un j tel que p; = p;(n) < nj. Puisque p; [n;,
on a en fait p; < n;. On peut ‘donc écrire p; = ds(n), n; = dy(n) avec s < t.
Or o.(s) > on(t) par définition de n;. Il s’ensuit que o, n’est pas 'identité.
Réciproquement, si n € £(1), considérons d,(n) et di(n), avec s < t. Si j est le plus
grand indice tel que ds(n) et dy(n) aient des valuations p;(n)-adiques distinctes,
on a nécessairement v, (d,(n)) < vy, (d¢(n)). Cela implique 0,,(s) < on(t). Comme
s et t sont quelconques, on obtient bien que o, coincide avec I'identité.

Cette propriété nous a conduit a désigner £(1) comme ’ensemble des entiers
lezicographiques.

Une seconde propriété attrayante de cet ensemble d’entiers est la suivante

Théoréme 1. Soit n un nombre entier. On a

1. : . . : : d:
(1.3) 1511'1%12(n)p1(n)/n1 IS];[;_I?(TI) dj+1(n)/d;(n)

si, et seulement si, n € L(1).

Démonstration. La condition est clairement nécessaire puisque le membre de droite
de (1.3) est au moins 1. Montrons qu’elle est suffisante. Soit j = k un indice
réalisant le minimum du membre de droite de (1.3). On a pour un certain £,
1<2 <w(n),

dig1(n) =pf*...p"

avec By > 1et §; > 0 pour 1 < j < {. Alors dg41(n)|ne+1 et puisque ppy1 > ngys,
on a aussi dr(n)|ne+1, d’olt; pour des exposants -y; > 0 convenables,

di(n) =pJ*...pJ".
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Soit m le plus petit indice tel que B; = v; pour m < j < £. Comme di(n) #
dk41(n), on am > 1. Si B, < ¥, alors

diy1(n)/dr(n) < Tim /Pm < 1,
ce qui est manifestement impossible. Donc 8y, > ¥, et il suit
(1.4) di+1(n)/di(n) 2 pm/nm.
Comme 1y < prm,on a en fait égalité dans (1.4). Par définition de k, cela implique
Pm/Nm = minp;/n;,
ce qu’il fallait démontrer.

Soit E ’ensemble des entiers n tels que

(1.5) min d;11(n)/dj(n) > 2.

La relation (1.5) implique en particulier £(2) C E. Une célebre conjecture d’Erdoés,
établie par Maier et Tenenbaum [MT], affirme que E est de densité nulle.

Soit E, le nombre des entiers n de E n’excédant pas . Le résultat de [MT]
équivaut & E, = o(z) et Hall et Tenenbaum ont donné dans [HT] I’estimation
effective

E; < z(In, :c)_B(lng :c)4B,

avec § =1-(1+1n;3)/In3 = 0,00415.. .. Stef a amélioré considérablement cette
majoration au chapitre 2 et a obtenu une minoration (peut-étre optimale) de E,
au chapitre 1. Il montre en fait que I’on a pour une constante positive convenable c

(1.6) z(lnz) Pt « E, « ge~ VI ",

Cet encadrement refléte bien ’état actuel de nos connaissances sur la structure
multiplicative des entiers. La majoration est obtenue en montrant que les facteurs
premiers satisfont statistiquement a certaines propriétés relatives d’équirépartition,
et la valeur explicite de la fonction de z résultante indique le degré d’uniformité
auquel les méthodes disponibles permettent de parvenir. La minoration découle
d’un principe heuristique plus simple: si le nombre total des quantités distinctes
de la forme In(d;(n)/dx(n)), qui est normalement “voisin” de 3«(m) est inférieur
a lnn, on peut s’attendre a ce que le minimum ne soit pas trop proche de 0.

Le fait que ce principe puisse étre rendu effectif nous donne un premier
renseignement sur la structure de ’ensemble exceptionnel E pour la conjecture
d’Erdés. 11 contient en particulier presque tous les entiers n tels que w(n) <
((1 — €)/1n3)Inyn. A cet égard, il semble intéressant d’exhiber d’autres struc-
tures multiplicatives représentatives des entiers de E. Quelle minoration peut-on
donner, par exemple, pour le nombre des n de E n’excédant pas z et possédant le
nombre “normal” de facteurs premiers, soit w(n) ~ In, n ? L’étude de la répartition
du nombre de facteurs premiers des entiers lexicographiques fournit une premiére
réponse a cette question.
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Il est bien connu que la fonction arithmétique n +— t“(") permet souvent
d’opérer un “recentrage exponentiel” (selon ’expression utilisée en théorie des
probabilités) d’une somme arithmétique autour d’un ensemble d’entiers ayant une
quantité prescrite de facteurs premiers. Nous allons montrer que cette technique
fonctionne encore, quoique sous une forme plus sophistiquée, dans 1’étude des
nombres lexicographiques.

Posons L(z,y) := L(y) N [1,z]. Les motivations exposées plus haut nous con-
duisent & étudier le comportement asymptotique de la quantité

(1.7) L(z,y;t) = »

n€Ll(z,y)

Nous obtenons le résultat suivant, pour ’énoncé duquel nous introduisons
quelques notations.

Nous posons pour 6 < 1

(1.8) F(6) = /01/2 bt

1—v

F est une fonction strictement croissante, telle que F'(] — oo, 1{) =|0, +oo[. Nous
désignons, pour chaque ¢t > 0, par 6(t) 'unique solution de I’équation

(1.9) tF(6) = 1.

Enfin, nous posons

1—6(¢ t<1/In2
(1.10) n(t) = { i —(6)(t))‘2 Et > 1/1n2§.

On peut noter que 6(t) > 0 si, et seulement si, t < 1/In2.

o1
Théoréme 2. Pour chaquet™> 0, il existe une constante K (t) > 0 telle que, étant
donné T > 1, on ait uniformément pour 1/T <t<T,1<§<T,

(1.11) L(z,y;t) = {R;)(t) +Or (((11;1;;)(2:))} (In ;)6(0'

De plus K(t) est une fonction continue de t.

L’exposant 6(1) fournit une formule asymptotique pour la fonction de compte
des entiers lexicographiques. On a §(1) = 0,2228....

Il est facile de voir que pour tout n de £(1),on aw(n) < (1/In2+0(1))Inz n.
Le théoreme 2 (en fait sous la forme affaiblie de (2.11) constituée par le lemme 2.3
infra) permet d’estimer, pour tout o de ]0,1/In2[, & un facteur (Inz)°() pres, le
nombre des entiers de £(z,y) tels que w(n) soit “proche” de aln, z.
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Théoréme 3. Pour tout a de ]0,1/1In2[, I’équation F(c) — aF'(c) = 0 posséde
une unique solution ¢ = 04 < 1. Soient T > 1, et (ap, ;) tel que 0 < ap < a3 <
1/1n 2. Pour toute constante A = A(ag,a;,T) assez grande il existe une constante
B telle que 'on ait uniformément pour ag Ka < a, 1<y <T,z > 16,

(1.12) :c(ln:c)—“("‘)e_B"I“2 T Z 1< :c(ln:c)_“(")eB‘/ﬁ‘—?—”

nel(z,y)
|w(n)~aln, zj<AVIn; z

avec
(1.13) (o) =04 —alnF(oq).
Dauns le cas ou a = —§'(1), on peut choisir B = 0.
On a en particulier p(1) = 0,687..., ce qui apporte une réponse quantitative

a la question soulevée plus haut concernant la taille de 'intersection de E et de
I’ensemble des entiers satisfaisant au théoréeme de Hardy et Ramanujan.

Ainsi que nous le verrons a la section suivante, la structure de £(y) induit
une équation fonctionnelle pour L(z,y;t), qui explique la forme particuliére de
l'exposant §(t). La valeur de p(a) s’en déduit par une technique d’optimisation
assez générale, exposée a la section 4.

On a
(1.14) p(a)=—InF(oy) et a=—E§(0q).

Grace a (1.12), cela montre que l'ordre normal de la fonction w(n) dans la suite
L(y) est alnzn avec a = —§'(1) = 0,5624... . Un théoréeme d’Alladi [A] nous
permet en fait de déduire immédiatement du théoréme 2 un analogue du théoréme

d’Erd6s-Kac.

Théoréme 4. Soit T > 1. On a uniformément pour 1/T <t < T, 1<y < T,
z € R,
(1.15)

- Z po(n) — L ’ e_"2/2du+0 (1114:5)1/8
L(.’L‘,y,t) _v27r —0 1113.’1,‘ ’

n€l(z,y)

w(n)<a(t)lnz z+z+/b(t)Inz z
ou l'on a posé

(1.16) a(t) = —t6'(t), b(t) = —(t8'(t) + 26" (t)) > 0.

Ce résultat fournit une nouvelle preuve du théoréme 3 et permet de généraliser
‘pour t quelconque le cas @ = —§'(1) de cet énoncé. Il nous a toutefois paru

intéressant de prouver séparément le théoréme 3 comme corollaire du seul lemme
2.3.
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2. Equations fonctionnelles.

Dans tout ce qui suit, nous donnons un parametre T' > 1 et nous supposons

(2.1) 1YT<t<T, 1<y<T, =z>2
Toutes les constantes, implicites ou explicites, peuvent dépendre de T.

Lemme 2.1. Sous I’hypothése (2.1), on a

(2.2) L(z,y;t)=1+tY > L(min(e/p",p/y),¥;1).

v2>1p*<z

Démonstration. Un entier n > 1 compté dans L(z,y) s’écrit de maniére unique
n = p’m avec p > ym, p'm < z, v > 1, e¢t m € L(y). En remarquant que
t“(®) = ¢w(m)+1 5n obtient immédiatement (2.2).

Lemme 2.2. Sous I'hypothése (2.1), on a
(2.3)
Lzyt)=t Y L/pyttt Y Le/yyt)+0 (2 ne)™).

VZy<p<Lz (zy)/3<p< /Ty

Démonstration. La contribution des nombres premiers p < (zy)!/® au membre de
droite de (2.2) n’excede pas

t oy [%] L(p/y,y:t).

p<(zy)t/3

Au vu de estimation triviale

(2.4) L(z,y;t) £ Z t“(" & z(lnz)* !,

n<z

on obtient que cette contribution est englobée par le terme d’erreur de (2.3).

Lorsque (zy)'/® < p < z, les seules valeurs admissibles de v dans (2.2) sont
v =1 et v = 2. Le terme principal de (2.3) prend en compte le cas v = 1. La
contribution correspondant a v = 2 n’excéde pas

Y Leut< Y, S(nn)T

(zy)'/3<p<\/Zy p>(zy)t/3
& z2/3(1n :l:)T_l ,

ou nous avons de nouveau fait appel a (2.4).
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Lemme 2.3. Il existe des constantes positives K; et K2, ne dépendant que de T,
telles que I'on ait sous I’hypothese (2.1)

T T

(25) I{I(—ln—m- S L(:B,y;t) S Kz-(m

Démeonstration. Soit a = a(T) = 2—%1/T)/2 > 1. Nous établissons par récurrence

sur k > 1 qu’il existe des constantes positives AW et A(z), ne dépendant que de
q 0 0 p
T, telles que 1'on ait, pour 2 < z < exp 2%,

n__ T ) @__ %
(26) Ak (Inas)é(‘) < L(.’B, Y5 t) < Ak (lnz)é(t)

ou 'on a posé pour j = 1,2

k
Ai]) = Af,J) exp {(—l)j Za_l} .

£=1

Nous pouvons manifestement supposer k assez grand, au vu de ’estimation
triviale
z
— < tn(z) = w(y)t +1< Lz, y;t) < Z (" « z(lnz)TL.

Inz
n<r

Lorsque exp2* < z < exp2¥*+!, on peut appliquer I’hypothése de récurrence
pour estimer les termes L(z/p,y;t) et L(p/y,y;t) dans (2.3). En notant que
L(z/p,y;t) = 1 pour /2 < p < z, nous obtenons ainsi

(2.7)
T p T
L :c,y;t)StA(z) —_— + A
( y \/ﬁgp:s: 1 P(n(z/p))*® (,y)l,ng e Yn(p/y))® Tz
et
T
(2.8) Liz,yt) >4 Y ey — Ao/
Jri<rcz/2 PIB(E/P))

ou A est une constante dépendant au plus de T

Le théoreme des nombres premiers permet d’estimer les sommes en p de (2.7)
et (2.8) par sommation d’Abel. On obtient

T _zF(6(1)) T
(2.9) m§<z/2 p(In(z/p))*® ~ (Inz)¥® +0 (lnx)

et

Y4 T
(2.10) ) < |
() 1+6(t)
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En reportant dans (2.7) et (2.8) et en notant que
(2.11) 6(t) £6(1/T) < 1,
on obtient, avec des constantes convenables By(T'), B2(T) et pour k > ko(T),
(2)
(ln )5(t)
A(?_l:c
“ (In :13)6(‘)’

L(z,y;t) < {tF(@) + By (T2~ -0/

et
A(l):z:
(Inz )6(t)
(
A llx
~ (lnz)¥®)’
puisque tF'(§(t)) = 1.
Cela achéve la démonstration du lemme 2.3.

L(z,y;1) 2 {tF((t) - By(m)2~+a-s/)

Lemme 2.4. Soit a(t) := min(1,1 — §(t)) > 0. On a sous ’hypothése (2.1)

¥ du T
(2.12) L(z,y;t) = t/\/; L(z/u,y; t)m +0 (m) .
Démonstration. Les relations (2.3) et (2.5) impliquent immédiatement

L(z,y;t) =t Z L(z/p,y;t) + O ((1 )1+6(t)>

VZy<p<z
z
Z L(z/p,y;t) + O ((lnx)a(t)+a(t)) :
Vz<p<z

La derniére somme en p vaut

/I L(w/u,y;t)ld—u +/x L(z/u,y; t)dR(u),
Vi nu - Jyz

z

avec R(u) :=1l(u) — m(u) K uexp(——2\/M). La seconde intégrale en u vaut
z z/u vz i
[ ] drwnane) = [ (R - R/ aL,050

<</ —2\/1n(x/v IdL(v y,t)l

> tw(n)_e 2¢/In(z/n)

n<T
& ze~ “i“’.

Cela implique bien (2.3).
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3. Preuve du théoréme 2.

Soit T > 1 un parameétre fixé une fois pour toutes. Etant donnés y et ¢
satisfaisant (2.1), nous posons

(3.1) =6(t) et a=a(t)=min(l,1-46(t)),

et nous définissons A(z) par la relation
M)z

(3.2) L(z,y;t) = (inz)’

(z>1).

Comme au paragraphe précédent, nous convenons que toutes les constantes, im-
plicites ou explicites, peuvent dépendre de T'.

En opérant le changement de variables u = '™ dans (2.12), il vient
1/2 d
(3.3) Mz) =t / AMz*)w ™ ——— + 0 ((Inz)~®)
0 l-w
Le théoréme 2 équivaut a la relation asymptotique
(3.4) Mz) = K(H)+0 ((ln)™) (¢ —> +o),

ou K(t) est une fonction continue de t. En effet, la positivité de K(t) découle
trividlement de la minoration de lemme 3.

Nous allons établir (3.4) en interprétant (3.3) comme une relation de convo-
lution. Cela nécessite un nouveau changement de variable. Posons

Alexpexp z z>0
‘P(Z):-—'{O( pexp ) Ezzog

En tenant compte de I’évaluation triviale
0< Mz)<(Inz)’(14+t) (1<z<3)

pour estimer la contribution a l'intégrale de (3.3) du segment 0 < w < 1/lnz, on
peut réécrire (3.3) sous la forme

+o0
(3.5) o= [ oo +he)  (eR)
ou l'on a posé, notant p:=1—6 >0,
A £

et ou h(z) satisfait a
(3.7) h(z)=0 (z<0), h(z) € e~ (z > 0).
Il est a noter que, pour chaque z, h(z) est une fonction polynomiale de ¢, et que

h
%(z) satisfait également la majoration (3.7).
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La solution générale de I’équation de Volterra (3.5) est

+o0
(3.8) o(z) = h(z) + A G(v)h(z —v)dv

avec

(3.9) G(v) =Y g*(v)
k=1

ou g*F désigne la k-éme puissance de convolution de g. La série (3.9) ne comporte,
pour chaque v > 0, qu’un nombre fini de termes puisque

k-1
(3.10) g (v) = /Rk-l LII g(vi)g (v — % tvi) doy ... dvg—y

est nul dés que k¥ > v/In2. En particulier, comme

+o0
(3.11) / g(v)dv =1

-0

par définition de é, on voit que

(3.12) Gv)=0 (v<In2), 0<Gwv)<(2t/In2)v (v =>1n2).

Nous allons étudier G(v) par I'intermédiaire de sa transformée de Laplace

(3.13) G(s) = /0 e G(v) dv = 1§(’;‘2s)’

convergente pour Re s > 0, ainsi que l'atteste (3.12). On peut incidemment remar-
quer que cela découle également de I'inégalité

l9(s)| < g(0) <g(0) =1 (s=0+ir,0>0)

et du théoréme de Phragmén-Landau qui affirme que I’abscisse de convergence de
la transformée de Laplace d’une fonction positive ou nulle est une singularité de
la somme.

Le lemme suivant, dont nous différons la démonstration, permet de prolonger
holomorphiquement G(s) au demi-plan o > —n(t).



-61-
Lemme 3.1. La fonction §(s) est prolongeable méromorphiquement a tout le

plan complexe. La quantité n = n(t) étant définie par (1.10), on a g(s) # 1 pour
o > —n, s #0. De plus, pour chaque T > 1, on a

(3.14) nf  [1-3(s) >T L.
l/TSth

Admettant momentanément ce résultat, nous sommes en mesure d’établir
(3.4).

Par la formule d’inversion de Laplace, on peut écrire pour tout o > 0

1 o+ico N ve
(3.15) G(v) = %/U_ioo G(s)e"ds.
On a
9—s—p—j
3.16 =1
(3.16) () 2_‘, T

Cette expression fournit évidemment le prolongement méromorphe de g(s) au plan
complexe tout entier. Pour ¢ > —p, s # —p, on a en particulier

(3.17) G(s) =ts7127°7° 1 O (t|s|7227%77)

et 'on en déduit, pour || assez grand et ¢ > —p, la formule

t27—e
T

(3.18) G(s) = + O(r72).

Reportons cette évaluation dans (3.15) et estimons la contribution a l'infini du
terme principal par la seconde formule de la moyenne. Nous obtenons, pour le
choix ¢ = 1/v, et pour toute valeur du parametre X > 1,

1 (1/v)+iX

~ 1
3.19 G(v) = G(s)e""ds+ O (—-) .
(319) ©=g5 . GO <
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Déplacons le segment d’intégration jusqu'a ¢ = —n. Le lemme 3.1 garantit
alors que s = 0 est la seule singularité traversée par le segment d’intégration, en
effet le pole de g(s) en s = —p n’est pas une singularité de G(s) =3(s)/(1-3(s)).
Comme g'(0) = —t EJO-?__O 27¢=3 /(p+j)? < 0, le résidu de I'intégrande en s = 0
vaut

A= -1/7(0),

et il suit
3.20) G(v)= A -1—/@( vds+0 (=
(3. (v) = +27rz' ; s)e”’ds X

ou Z est la ligne brisée joignant dans cet ordre les points (1/v) — X, —np — X,
—n+1X, (1/v) +:X. La relation (3.18) permet immédiatement d’estimer la con-
tribution a l'intégrale de (3.20) des segments horizontaux de Z par O(1/X). Par
(3.14) et (3.17), on peut majorer la contribution du segment vertical par

—n+iX —qv
<</ |ds|] < e In X.
—n—iX Is]

En choisissant X = vo(T') + v avec vo(T') assez grand, il vient

(3.21) G(v) = A+ O(ve™™) (v 2 1n2).

Il est maintenant facile de compléter la démonstration de (3.4). En reportant
(3.21) dans (3.8), on obtient

o(z) = /122 {4+ O(ve™)} h(z — v) dv + O(e™°%)

+oo +oc z
=A / h(w) dw + 0( / |h(w)|dw + / ve Me~ ==y 4 e"‘")

—oo —In2 In 2

+oo
=A / h(w) dw + O(z%e~"%),

- 00

ou nous avons utilisé le fait que < a. On obtient donc (3.4) avec

- +eo T ~
(3.22) K fg) =A / h(w)dw = —h(0)/5'(0).

hat e ]

La convergence uniforme de cette intégrale et de sa dérivée par rapport a ¢ implique
que K (t) est une fonction dérivable de ¢, dont la dérivée est bornée sur [—1/T, T

Il reste a établir le lemme 3.1. Nous consacrons a cette tache toute la fin de
cette section.
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Nous considérons §(s) avec s = o+t 7,0 > —n,1/T <t < T, et nous utilisons
différents arguments selon les valeurs respectives de 7 et ¢. Cela nous conduit a
considérer les cinqg domaines suivants, ou nous avons posé §y = w/In4, 6; = V6,
6, = 2,6.

(Ds) 0 <|t]| <6, 1/T<t<1/In2
(Dy) |7 > 62, 1/T<t<1/In2
(Ds) || > 6o, 1/In2<¢t<T.

Nous allons montrer que 'on a pour 1 <j <5

(3.23) g)#1 (k1) €D; s#0)

et

(3.24) Jnf 1-3(s) > L.
(t,‘;SE’Z’j

Notre argument est fondé sur la minoration de |Imyg(s)| lorsque 1 < j <3 et
sur la majoration de |g(s)| lorsque j = 4 ou 5. Nous pouvons supposer sans perte
de généralité que 7 > 0 car g(3) = g(s). Nous notons systématiquement

Y :=71In2.

La relation (3.16) permet d’écrire

—o—p—j

(3.25) ImG(s) = —t;m{7c0s¢+(p+a+_j)sin¢}.

Lorsque 0 < 7 < 6y, 0on a 0 <9 < /2 et I'expression entre accolades dans (3.25)
est positive ou nulle pour tout 7 puisque 0 + p > o + n > 0. Elle est en fait
strictement positive si 7 > 1 et 7 # 0. De plus, pour —n <0 < 0,0n a

X 9—p—0—j bl Sl g |
3.26 Go) =ty —— >127% - =277 >1,
(326) [3(2)] Z;p+0+] Z;p+1

avec la convention que le membre de gauche doit étre interprété comme +oco lorsque
t<1/In2 et 0 = —p = —p. Cela établit (3.23) pour j = 1. De plus, un argument
de continuité standard permet de déduire de (3.26) que |1 — g(s)| > 1 pour
o =-net 1 < 1(T), ou 79(T) est une constante suffisamment petite. Compte
tenu de (3.25), on obtient donc (3.24) dans le cas j = 1.
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Considérons ensuite le cas 8y < 7 < 62, 1/T <t < 1/1n 2, que nous scinderons
ultérieurement en deux sous-cas selon la place de 7 relativement a 6;,. On a 0 <
p(1/T) £ p £ 1, de sorte que

(3.27) B:=p+0oel01]

Avec cette notation, nous réécrivons (3.25) sous la forme

(3.28) Img(s) = —t27# ) " 277u(j + B,7)
=0

ol nous avons posé

zsiny + T cosy
$2+7—2 :

(3.29) u(z,T) =

Lorsque 8y < 7 < 6; = V6, on a

iI;i; {zsinty + 7 cosyp} = 2sin(v/61n2) + v6 cos(v61n2) > 0

de sorte que

(3.30) T ()| 2 5 {u(8,7) +u(1 + 8,7}

Maintenant, observons que

Ou(z,7) (1% —z?)siny —2rzcosy
or (2% + 12)2 |

(3.31)

Comme on a cosyy < 0 < sinty pour 6y < 7 < 6, on voit que u(z,7) est une
fonction croissante de z sur [0,2]. On déduit donc de (3.30) que l'on a pour
6 <17<6

1m3(s)] 2 5 {u(0,7) +u(1,7)}

1 {cosd) + sind)+7'cosz/)}

>
- 2T T 1472
S Tsiny + (1 + 27%) cos ¢

= 2T7(1 + %)

La dérivée par rapport a& 7 du numérateur de cette derniére expression vaut

(1-1In2—-274)siney + (¢ + 47)cosyp) < 0.
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On peut donc écrire, en posant 1; = v61n 2,

8y sin ¢y + (1 + 26%) cos 9, S 1
270, (1 + 62) T

Img(s)| 2

Cela établit (3.23) et (3.24) dans le cas j = 2.

Lorsque 6; < 7 < 6,, nous remarquons que

1r;f; {zsiny + T cosp} = Tsin Py + 0 cos P, (2 :=6,1n2).
0,<T<0;

Nous déduisons donc de (3.28) que I'on a

(3.32) mg(s)| > 2E: T),

avec

6
v(B,T) = 22’ju(j + B,7).
=0

Maintenant, observons que Ou(z, 7)/0r est du signe de

(1 + zln2)cosyp — Ysiny)(z? + r°) — 27(zsiny + T cos )

(1 +zln2)(z? + 72) — 2r*) cos ¥ — (Y(z* + 7%) + 27z) siny
< —7'2(c0s1/z + ¥ siny)

< —6(cosypy + 2siny) < 0

pour z > 0. On a donc pour tout 3 de {0, 1]
v(B,7) 2 v(B,02).

Nous allons montrer que v(/3,82) est une fonction croissante de 5. On a
a o @
a—ﬂv(ﬂ,ez) = ;2”%11(] + B,8,).

Or l'expression (3.31) fournit

%u(z, 62) = siny - wi(z) — 2602 cos P - wo(x)

avec 02 2
I
@) = gy 0 =
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Un calcul standard montre que w; est décroissante pour ¢ < 6,13 =~ 4,5, et
croissante pour z > 61/3, alors que w, est croissante pour z < 0:/v3 V3~ 1 5, et
décroissante pour z > 63 /1/3. De plus wy(1) < wy(2). On peut donc écrire

v(ﬂ 92)—smz/1222 le(] +ﬂ)—292cosz/1222 J'U)g(] + 8)

=0 J=0

2sin¢222 J min wl(z)—-292cosz/1222 J min wa(z)

=0 1<e<7+1 i=0 1<z<j+1
3 . 6 -
=singy { Y 277wy (j + 1) + 27wy (6,V3) + Y 27wy (j)
y == j=5
6 .
— 26, cos 1y %wg(l) + Z 27wa(3 + 1)
=2
> L
10

Cela montre que v(f3, ;) est une fonction croissante de 3 sur [0,1], d’out

1
6;) > 0
v(B,02) 2 v(0,62) > 7555 -
En reportant dans (3.32), il suit
|Img(s)| > . (6h < 7<6,)
g 20007 1sT=")

ce qui établit (3.23) et (3.24) pour j = 3.

Considérons maintenant le cas 7 > 63 =2,6,1/T <¢ < 1/In2. On a toujours
0<p(1/T)<p<let B=p+0€]0,1]. On peut alors écrire, d’aprés (3.16),

-1

B
lﬂ+1+z7’

1 1 1
S AW PH(B) 4 = + ——=
1n2{ (%) 2/1+62 4 9+9§}

B~J

1 28 2—8-2 Z 2~
B+ 7 +iT|

In2 ﬂ+ir+ﬂ+2+ir

[Tmg(s)| <

avec

1 2

N (58 + 8)% + 2572
ﬁ+z7’ B+2+:r

Hp) = 16(5% +72)((8 +2) +72)
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La dérivée logarihmique de 4~ H() n’excéde pas

10(54 + 8) 130

—In4 <-ln4+-———m<0.

Rt A8 f o5 o T e ro5e ©

Il suit

(3.33) [5(s)] < H(©0) + — s + — s
' 1< 13 21+ 4Ot
Or 4 25 4 25

H(0) = < .
0) T2(4 4 1%) + 16(4 +72) ~ 62(4+63) + 16(4 + 62)

En reportant cette majoration dans (3.33), on obtient

249

(3.34) §(s) <555 (1>62, 1T<t<1/k2).

Cela implique bien (3.23) et (3.24) pour j = 4.

Il reste & examiner le cas 7 > 6y = 7/Iln4, 1/In2 < t < T. La seconde
condition équivaut & 1 < p < p(T), et on a n = 1/(3p?). Par (3.16), on peut écrire
pour - <0 <0, 7> 6,

(3.35)
2P PEAES
|9(8l<tz ,7+_7+z7'[ {Z\/(p n+])2+92+]§p+j~—n}

Maintenant, nous observons que

(p—n)?+ 65 > p* —2np+ 65 > p* —2/3—65 > p*(1+40n/3) > p*(1 + 4n)”

ot ’avant-derniére inégalité découle de 62 — 2/3 > 40/9 et la derniére de

(1449 =148n+169> <1+ (8+16/3)p =1+40p/3 (0<n <1/3).
Cela permet de majorer le terme correspondant a j = 0 dans la somme du membre
de droite (3.35) par p~(1 +45)"".

Semblablement, pour 1 < j < 6, on peut écrire
(p=n+3)+6 2 (p+3) —20(p+7)+6
>(p+7)=2/3-2j/3+6;
> (p+) — 14/3+ 62,
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Posons

6 oo
a:=t27%/p, bi=tY 2P /(p+]), c:=tH» 2777 /(p+]),
=1 =

de sorte que a + b+ ¢ = 1, et majorons 27 par 1 + . On obtient, en reportant les
estimations précédentes dans (3.8),

1+79
144

1479
1-7n/8°

[9(s)| < a +o(1+n)+ec

Il est facile de vérifier que I’on a

1 1
T <1 gy, *7

< 2 2 <n<l1 .
T4 4r 1__77/8..1+ /23 (0<n<1/3)

1l suit donc

9 b 27c }

Or on a clairement

=1
et "
—p—13 —p—6
c<t 2PJ=t2P <27 8.
= p+ 7 p+T
D’ou
(3.36)
- 9 27 __s
l9(s)] <1 —an 7—1—2—32 <1l-—an/4 (r>6, 1/In2<t<T).

Cela implique (3.23) et (3.24) pour j = 5, et acheve ainsi la démonstration du
lemme 3.1.

4. Démonstration du théoréme 3.

Montrons d’abord que I’équation

(4.1) F(o)-aF'(e)=0

possede une solution unique ¢ = g, < 1 pour tout a €]0,1/In2].
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz

1/2 v 2
F'(0)? = (/0 ln(l/v)v_”ld_ v)

1/2 1/2
< / v7 dv / In®(1/v)v~°
0 0

l1-v

dv "
- = F(o)F"(0)
implique

(4.2) (-}—;-(a)) = FF';,—;F'(U) >0 (o<1).

Donc F'/F est strictement croissante sur | — 00, 1[. Un calcul standard fournit les
limites . o
-F;(—-oo) =1In2 —}—{_,-(.1—) = 400.

Cela implique bien la propriété souhaitée.

Il est & noter que le fait que 'inégalité (4.2) soit stricte implique que o4 est
une fonction strictement décroissante de a. Un argument de continuité classique
permet d’énoncer plus précisément que pour tous ag, a3, 0 < ag < a; < 1/1n2; il
existe une constante positive co(apg, 1) telle que

d
(4.3) E:l—aa < —co(ag, ) (ap La L ag).

La démonstration de ’encadrement (1.12) repose sur I’évaluation uniforme
pour 1/T<t<T,1<t<T,

(4.4) Z t“(M < (lnz)~%0),
n€L(z,y)

qui est une conséquence immédiate du lemme 2.3. Le principe essentiel consiste a
choisir, pour chaque a € [ag, a;], une valeur t = t, pour laquelle la moyenne (4.4)
est centrée sur ’ensemble des entiers n de £(z,y) pour lesquels

(4.5) lw(n) — alny z| < Ay/Iny 2.

La majoration est facile et conduit naturellement au choix optimal de t,. En
effet, pour tout ¢ de [1/T,T] on a clairement grice a (4.4)

Z 1< Z tw(n)—alng :ce(ln T)AVIn; z
n€Ll(z,y) n€Ll(z)
(46) Jw(n)—alng :c[SA\/m

< z(ln x)_‘s(t)“’ln tonT)AvIny 7
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Le choix optimal est donc t = t,, défini par

(4.7) tad'(ta) + a =0.

Or en dérivant l'identité tF(6(t)) = 1, on obtient
(4.8) F(6(t)) +té'(1)F'(6(t)) = 0.

Donc (4.7) équivaut a
(4.9) (ta) = 0q

Comme F est strictement croissante sur | — 0o, 1[ et satisfait & F(—o0) = 0,
F(1_) = +o00, on voit que é décroit strictement de 1_ & —oo sur |0, +o0[. En parti-
culier, ’équation (4.9) possede bien une solution unique pour tout a de ]0,1/1n 2[.
On peut noter que t, est une fonction strictement croissante de a et que (4.3)
implique 1’existence d’une constante positive c;(ag,a;) telle que

d
(4.10) a—&ta > c1(ag,ay) (ap LaLay).

On a t, = 1/F(0,), donc (4.6) fournit bien la majoration de (1.12) avec B =
Amax(|Inty,|,|Inta,|)-

Tournons maintenant notre attention vers la minoration de (1.12).

Posons gq(t) = 6(t) + alnt. Alors, par définition de t,, on a g,(ta) = 0. De
plus

(4.11) tg!(t) =t6'(t) + a = a — %(5@))

est une fonction décroissant strictement sur [0, +oo[de a (> 0)a a—1/1n2 (< 0).
Donc g, est unimodale sur [0, +00[ et posséde un unique maximum en t = t,.

Soit 4 € [3a,al. Pour tout z € [1/2,1], on peut écrire

Z t:(n)< Z (taz)w(n)z—ﬂlnzz

nel(z,y) nel(z,y)
w(n)<Bln; z

< a:(ln x)-—&(ta z)—B1ln z

Ici et dans toute la suite, les constantes implicites ou explicites peuvent dépendre
de ag, oy et T. Lorsque (3 est assez proche de a, on peut choisir z = tg/t, € [1/2,1].
11 vient

(4.12) Yo ta™ < g(lng) )

n€Ll(z,y)
w(n)<pBlIn; z

avec
w = gp(tg) — gp(ta) > 0.
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De plus, puisque g4(tg) = 0, la formule de Taylor implique 'existence d’un v €
(8, a] tel que

(413) w = —4(ta — 15)?g(ts) = (ta — ts)*1gh(ty).

Dérivons (4.11) en remplagant a par 3 et prenons ensuite t = t4. Il vient

FF" _ FI2
~tsgp(ts) = — g (6(6))8'(t5)

FFM _ FI2 1
=-F—pm—(&t))5; -

11 découle donc de (4.2) que

lgs(te)l >1 (B — o),

d’oli, en reportant dans (4.13),

w > cz(te —tg)? = cs(a — B)?

ou la seconde inégalité découle de (4.10).

Choisissons § = a — A/+y/Inz z, ou A est une constante assez grande. Grace a
(4.12) on voit que, pour un choix convenable de A,

win 1 w(n
(4.14) Yoo o< 3 > e,

neL(z,y) n€l(z,y)
w(n)<pBln; z

Symeétriquement, on peut montrer par des calculs paralleles que, pour § =
a+A/+/In; z, 'estimation (4.14) est encore valable, quitte & remplacer la condition
sur w(n) par w(n) > Blny z. On obtient donc

\ 1
win) 5 — w(n)
S oeenly o
n€Ll(z,y) n€Ll(z,y)
lw(n)—~alng z{<AIn; z

> z(In a:)—'s(t)

Z 1> I(lnx)—tﬁ(t)—aln tae—Allntah/‘[nz z

n€l(z,y)
|w(n)—aln; z]<AvIn; z

Cela implique bien la minoration de (1.12) avec B = Amax(|Intq,|,|Ilntqy,]).
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Pour achever la démonstration du théoréme 3, il reste a étudier le cas a =

—6'(1). On a alors

(4.15)
Z 1< e~ A Z e|w(n)-—-aln2 z}/Inz z
n€Ll(z,y) n€l(z,y)
jw(n)—alng z|>AVIn; z
1
<e 4 (L (z,y;exp {— }) exp {a\/lnz :1:}
Ny T

2 (s { i ) e (a5}

En notant que, pour ¢t = exp {:I:—\/ﬁ }, on a

5(t) = 8(1) % \/1% +0 (lnix) ,

on déduit du lemme 2.3 que le membre de gauche de (4.15) est < z(lnz) ¥Me=4,
Cela implique bien le résultat attendu.

5. Preuve du théoréme 4.

Soit &(z2) := f:oo e""z/zdu/\/ﬁ. Nous appliquons le Theorem 2 d’Alladi [A],

que nous énongons ci-dessous.

Théoréme (Alladi). Soit F' une fonction de répartition. Supposons qu’il existe
un nombre réel uy > 10 tel que

+o0
(5.1) [ dmlare) < e (] < w)

o0

et un nombre réel positif u; indépendant de F' tel que

2 ~ ~ +oo
(5.2) e:= sup e */%|F(u) —e“2/2| <1 (F(u) = /

0<u<u,; -~ 00

e‘"‘dF(z)) .

Alors on a

1 In|lne|)'/®
(5.3) sup |F(2) — ®(2)| <€ + ( al ns[) .
z€R

Vo \ Tine]
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Soit F(z) le membre de gauche de (1.15). On a

-1 w(n) -M w(n)
(5.4) F(u) = L(z, y; 1) exp§ —u——==— >t
P

ou 'on a posé

(5.5) M=M(z):=a(t)lngz, V=V(z):=05b(t)Inyz.

Choisissons ug = (Ing z)"®/4, 11 découle immédiatement de (1.11) que I’on a uni-
formément pour |u| < uy,

(5.6) F(u) = {1 +0 ((Tnzi_)lﬁ> } e’ /2,

En effet, il suffit de reporter dans (1.11) les évaluations élémentaires suivantes, ou

I'on a posé s = texp {—u/\/V},

K(s) = K(t) + O((lnp z)7'/*),

V4
et

§(s)lny o = {6(t) + ( “—V) 16'(t) + —t26"(t) +0 (aT;f)T/Z) } In z

=%
= 6(t)Ing z + \/Af - “7 +0 ((1n2 :c)'l/4) .

En tenant compte de la majoration triviale

/ = el**ldF(2) < F(u) + F(~u),

hade o]

on voit que (5.1) et (5.2) sont réalisées avec

uo = (Inzz)"W/* | wy =1, e=(lnpz) /%,

Cela fournit le résultat annoncé.
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Addendum: Résolution élémentaire

d’une équation de Volterra

André STEF

La démonstration du théoréme 2 du chapitre 3 est analytique. Nous donnons
ici une version plus faible de ce théoreme, que nous démontrons par une méthode
élémentaire.

Théoréme 5. Pour chaque T > 1, il existe une constante k(T) > 0, telle que I'on
a uniformément pour 1/T <t<T,1<y<T
z

M L“””“z&%ﬂ+OTQm;Wﬂ)}wam’
ou k(T) > 0.

Ce résultat découle du résultat plus général suivant

Théoréme 6. Soit v une mesure positive définie sur [0,1/2] vérifiant pour des
constantes positives convenables a, c1, c2

(2) w((0,1/2]) = 1,
3) w([0,e]) < ere”,

et telle que tout ensemble mesurable T de mesure supérieure ou égale a 1/32 verifie
V() 2> c2. Soit aussi A(z) une fonction définie pour z > 0 telle qu’il existe des
constantes strictement positives A;, A, et c3 vérifiant

(4) A <A(2) L A, (z20)

et telle que

1/2
(5) A(z) —/(; A(uz)dv(u)

C3
< — 0).
<= (z>0)

I existe alors des réels strictement positifs A et x tels que

(6) A(z)=A+0(z™") (2 — +x).
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Démonstration du théoréme 5. Le théoreme 5 équivaut a la relation asymptotique

AMz)=K(t)+O((Ilnz)™%)
A
&
Par le lemme 2.3, on a A(z) € [K}, K2} pour ¢ > 2. Nous remarquons que pour

1<z <2 onalz)=(Inz)*?. On pose alors

w ~_J1 sil<z <2
’\(I)“{,\(z) sic> 2.

On a alors A(z) € [min(1, K;), max(1, K3)] pour £ > 1. On a encore d’apres (3.3)
la relation

A (z) = /01/2 A*(z")z;(-t)%:—u—) +0 ((nz)=)

On introduit alors la fonction A(2) := A(exp z). A(z) vérifie les conditions d’appli-
cation du théoreme 6 avec la mesure

tdu

dv(u) = _—u5(t)(1 )

et « = a(1/T). Le théoréme 6 fournit alors le résultat annoncé

Démonstration du théoréme 6. La relation (5) est une équation de Volterra. La
méthode utilisée ici pour la résoudre est analogue a celle utilisée par de Bruijn
dans [dB]. On montre que A(z) ne peut pas osciller librement entre 4, et A,, et
que les oscillations éventuelles s’amortissent.

On pose

o0 o0
Cq 1= HV([Q'—k_2’1/2])>> H (1—5(:712)&-) > 0.
k=0 k=0

2"“ >c

On remarque que ¢4 < 1. Il existe deux constantes v > 0 et I' > max(2,4%)
vérifiant

(7) 1—62—;“<7<1

. -1
1 c3 . C2 C2C4 —j
= —_—] < 2 2 ja
(8) 1,(2c1+ e |1>—mm 13 (E 2 )

j=0
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On définit zg =0 et pour z > 1

=)

Nous remarquons immédiatement que

(10) 21 < 4ziy41.

Nous procédons par récurrence sur ¢ > 0. L’hypothese d’induction est que
pour ¢ > 0, il existe des constantes positives A;; et A;2 pour 0 < j <: vérifiant

A=Ay SA11<...SA4;1 <A4;2<...S A3 < Agp = Ay,
Ajp—Ajn=7 (42— A1) (055 <),
et telles que pour tout j <7, on ait A;; < A(z) < Aj2 pour tout z > z;.

Cette propriété est bien vérifiée pour : = 0 d’apres (4).

Nous définissons

Li(z):= {u tzifz<u < —;—,A(uz) > (Aix + A,"g)/Z}
Mi(z) = {u 1zifz<u < -;—,A(uz) < (Aix + A,',g)/2}

L;(z) et M;(z) sont mesurables. On définit alors

Ai(2) := mes L;(2),
pi(z) 1= mes M;(2).

Nous remarquons, d’aprés (10), que Ai(zi41) + pi(2i+1) > 3. On a donc

sup(Ai(2), pi(2)) > 3. nous supposons dans un premier temps que A;(zj41) > 3

En écrivant A(uz) = A (z‘iluziﬂ) pour 0 < u < %z&zl, Nnous remarquons que

l'on a, pour z;4; < 2z < 42441,

Zi

Li(z) > 2 Li(ain) = { 2w 22 S < 4, Auz) 2 (Aig + Aiz)/2}

z Zidl

D’ou
1
32

23 1
Mi(2) 2 = Xi(zie1) 2 hilzin) 2
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On a alors, pour z;4; < z <4z,
1/2
A(z) 2 / A(uz)dv(u) — c3z™®
0
1/2
> A+ / (A(uz) — Ajq)dv(u) — c3z™°,
0
d’aprés (2). En découpant la somme, on a alors

=1 240 /z 1/2
A(z) > Ain + ) / O (A(u2) — Aqy)du(u) + / (A(uz) — A;1)dv(u) — ez~

Jj=0 zifz

> Ay + /
Li(z)

cette deuxiéme inégalité étant obtenue en utilisant I’hypothése de récurrence. La
relation (3) permet alors d’obtenir

. zi41/z
A' Aiz = Aiy, (u)-—Z/ (Aj1 — Aip)dv(u) —

¢ C
A(Z) > Ai,] + %(Ai,z i 1) - cl(A2 Al)]z:o (2]+1) _ z_i

c ;2 ; 1
> Aig+ 5 (Aig — Aip) — a(dz = A)y's - er™

NGRS

ol on a majoré z;,1/z par zj41/2zi+1 = v I~ dans la somme en j, et majoré
J i+ p i+ +1 =7 7 J

la série géométrique Y ' L =i par 2/T". D’apres (8), on a alors

7=0

A(z) > Aip + ZZ(A:',:z —A;).

On pose 3y := <¢. Nous établissons une nouvelle récurrence sur k¥ > 0. Nous
supposons que pour k fixé, il existe B > 0 tel-que 'on ait

A(z) > Aix + Br(Aiz — Ai) pour zi4; < z St2k+22,‘+1.

Par une méthode analogue a celle utilisée précédemment pour minorer A(z), on
obtient, pour 2k+2z,~+1 <z< 2k+3z,-+1,

1/2 s
A(z) > /0 A(uz)dv(u) — g

1/2 i— zi41/z c3
2 A1+ Bi(Aiz — Ai,l)/ dv(u) — Z/ (Aj1 — Aj)dv(u) — —
2—k-2 - z: ]z 4

1/2 i—1 z: a
> Ai1 + Br(Aiz2 A"l)/r-k-z dv jgocl(A],l A1) ( s ) P

i2 ko 7i+1 —ka
> Ain+ Be(4i2 — Ain) . dv — c1(Az — A1)y fz —Cade9
9—k=2

I‘1+1
> Ai1 + Br41(Aiz — 4i1),
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ou l'on a posé
—k—2 i2-ka ’YH'I —ka
(11) ﬂk+l = ﬂk”([z ,1/2]) -1 'I','z - C3F'—+1-2 > 0.

Nous avons construit une suite (i) décroissante, telle que pour tout k¥ > 0 et
zig1 <2< 2822, 0ona

A(z) 2 Br(Aiz2 — Aia)

On obtient par une récurrence facile que pour tout £ > 0, on a

k=1 k-1
L o (21 C3
> ] 2 _ Ja — o ——————————
Bk ._50]_—_[1/([2 ,1/2]) ZQ ( T T (Az—-Al)F)
j=0 7=0
2 T —j—2 C2¢4
=0
cacs
- 8
2 1- s

d’apres (7) et (8).
On pose alors
Aipia=Aii+ (1 —7)(Aiz2 — 4iy)
Aij12 = Ao,
Nous avons bien alors
Ai+1,2 - Ai+1,1 = ’YH-I(Ai,z - Ai,l
Ain SAip11 < Aig12 LA

et
Aig11 SA(z) < Aiap2 (2 2 zi41)

Le cas pi(zi+1) = 1/8 se résoud par la méme méthode, en effectuant des
minorations de A(z) au lieu de majorations. On trouve alors les valeurs suivantes
pour Aiy11 et Aig12

Aip11 = Ain
Aivr12=4i2 — (1 —7)(Ai2 — 4in)

En conclusion, nous avons construit deux suites (A4;1) et (Ai2) adjacentes,
convergeant vers une méme limite A > 0. Nous avons de plus, pour 2; < z < 241,

|A(z) — A| < (42 — A"
Par définition de z;, on a alors
A(z) = A+0(=""),

avec Kk = —alny/In(T'/¥).
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ANNEXE

Valeurs approchées de 6 et p a 5.107° prés.

t 6(t) t 6(t) a pla)
0 1 2 -0,22515 0 1
0,1 0,90071 3 -0, 53570 0,1 0,67048
0,2 0, 80495 4 -0, 77444 0,2 0,48360
0,3 0,71443 5 -0,96893 0,3 0,35638
0,4 0,62961 6 —-1,13333 0,4 0,27370
0,5 0,55037 7 —1,27591 0,5 0,23039
0,6 0,47633 8 -1, 40189 0,6 0,22562
0,7 0,40700 9 —1,51482 0,7 0,26152
0,8 0,34192 10 —-1,61722 0,8 0,34325
0,9 0,28066 11 —1,71091 0,9 0,48001
1,0 0,22282 12 ~1,79730 1,0 0,68764
1,1 0,16807 13 —1,87746 1,1 0,99475
1,2 0,11610 14 -1, 95226 1,2 1,45971
1,3 0, 06665 15 -2, 02237 1,3 2,23407
1,4 0,01949 16 —2,08837 1,4 4,05733
1/In?2 0 17 -2,15072 1,44 8,13613
1,5 —0, 02558 18 —2,20981 1/In2 +00
1,6 -0, 06874 19 —2, 26597
1,7 —-0,11015 20 —2,31948
1,8 —0, 14994 +o0 |~
1,9 -0, 18824
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