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ABSTRACT

The current situation of numerical simulation is that it has not reached its climax in
Engineering Science and in building stucture mechanics in particular.

The objectives of this work are to construct and validate a general method of finite-
elements software for personnal computers. The developped bidimentionnal algorithms
are destined to thin structure shaping (sheet-iron) in the non-linear mechanics field
(geometric and material) in elasto-plastic "large deformation" with rubbing-friction
(implicite algorithm).

‘The steps, during this work, have followed stages such as :

- a detailed study of the various statements proposed in current literature
(large deformation, contact),

- the development of algorithms,

- the application of the digital simulation of the roofing-shape process
with thin sheet-iron,

- an experimental validation through the Moiré method.
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RESUME

Actuellement, la simulation numérique connait un essor sans précédent dans les Sciences

de 1'Ingénieur et en particulier en mécanique des structures.

L'objectif poursuivi dans ce travail est de réaliser et de valider un code général de calcul
par éléments finis, d'architecture modulaire, fonctionnant intégralement sur micro-
ordinateur. Les modules bidimensionnels développés sont dédiés a la mise en forme de
structures minces (tbles) dans le domaine de la mécanique non-linéaire (géométrique et
matérielle) en élasto-plasticité "grandes déformations" avec contact-frottement

(algorithme implicite).
La démarche poursuivie au cours de ce travail repose sur les étapes suivantes :

- étude déraillée des diverses formulations proposées dans la littérature
(grandes déformations, contact),

- mise en oeuvre des algorithmes de calcul,

- application a la simulation numérique du processus du formage de
profilés de couverture-bardage a partir de toles minces,

- validation expérimentale par la méthode du moiré.

MOTS CLES

Elasto-plasticité - Grandes déformations - Eléments finis - Profilage
- Contact - Frottement - Non-linéaire - Micro-ordinateur - Moiré
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NOTATIONS ET SYMBOLES

NOTATIONS

matrice déplacement-déformation
matrice déplacement-gradient
matrice des fonctions d'interpolation

- vecteur de déplacements nodaux

configuration a I'instant t

composante du tenseur d'élasticité
module de Young

module tangent de la courbe d'écrouissage
transformation

interfrange

module de cisaillement ou module de Coulomb
jacobien de E

second invariant

masse

module plastique

moiré horizontal

moiré vertical

normale

variable définissant 1'écrouissage isotrope
pas du réseau

repere

force thermodynamique associée a p
espace euclidien

instant initial

instant donné

température

vecteur champ de déplacement
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vecteur vitesse

volume

coordonnée d'un point P (q, instant initial ; i, instant t)

énergie interne d'écrouissage
ceefficient de Poisson

masse volumique

limite d'élasticité

contrainte équivalente de von Mises

tenseur d'Euler-Almansi

tenseur de Cauchy-Green gauche
tenseur de Cauchy-Green droit
tenseur taux de déformation

tenseur de Green-Lagrange

tenseur gradient (ou application linéaire tangente)
tenseur gradient élastique

tenseur gradient plastique

tenseur gradient de u

tenseur identité

tenseur gradient de vitesse

tenseur de rotation

tenseur de déformation pure droit
tenseur de déformation pure gauche
tenseur taux de rotation

tenseur taux de déformation en petites déformations

premier tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff
deuxieme tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff
tenseur de contrainte de Cauchy-Euler
tenseur de contrainte de Kirchhoff
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SYMBOLES

vecteur colonne

vecteur ligne

matrice

dérivation partielle dg; / dx;

vecteur

tenseur

dérivée contravariante du tenseur M
dérivée covariante du tenseur M
dérivée de Jaumann du tenseur M
dérivée de Lee du tenseur M
dérivée en rotation propre du tenseur M
transposé du tenseur

dérivée de Truesdell du tenseur M
symbole de Kroneker

fonction logarithme néperien
fonction exponentielle

fonction logarithme décimal
produit tensoriel

produit tensoriel contracté (2 indices)
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INTRODUCTION

Le but de ce travail est de développer un Code de Calcul par Eléments Finis sur Micro-
ordinateur permettant, conformément a la demande industrielle, de simuler
numériquement le processus de mise en forme des profilés de couverture-bardage a
partir de tdles minces (Martiny-Weitig et al., 1991).

Ce probléme s'avere ardu en raison de la présence simultanée de trois types de non-
linéarité :

- la premiére, d'origine géométrique, est induite par les grands déplacements
(rotations),

- la deuxiéme est étroitement liée au comportement du matériau (élasto-plasticité,
visco-plasticité, entre autres), : :

- enfin la derni¢re, d'ordre cinématique, est provoquée par le phénomene de contact
entre la piéce et l'outil de forme, souvent associ€ a une loi de frottement difficile a

appréhender.

Actuellement, les procédés de mise en forme des métaux, comme le profilage, sont
fondés principalement sur des régles empiriques de "bonne pratique” qui font partie de la
mémoire de l'entreprise. Dans la recherche d'une meilleure qualit€ des produits et d'une
rentabilité accrue, l'industriel cherche a investir dans la modernisation de son outil de
travail et de ses méthodes de conception. Le développement rapide de I'informatique
couplé a celui des techniques de simulation numériques, le conduit aujourd'hui a
entrevoir des solutions techniques autrefois impossibles a trouver.

De sa conception a sa réalisation, le produit profilé franchit de nombreuses étapes dont
I'une, trés importante, est 'étude du processus de fabrication. Ainsi, au cours de
I'élaboration d'un nouveau profil, l'industriel profileur est amené a résoudre un certain

nombre de problemes tels que :
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- I'évolution des efforts de profilage,
- la détermination du nombre optimal de tétes dans la ligne de fabrication,

- la mise en place et le réglage des galets de forme.

A chacune de ces étapes, les moyens informatiques sont de plus en plus sollicités pour

l'aide qu'ils apportent & la décision.

Dés lors, on congoit aisément qu'un modele numérique prédictif puisse constituer un

outil précieux dans :

- la compréhension de la sensibilité de certains parametres,

- I'étude de la faisabilité de pieces complexes,

- I'étude des critéres d'apparition de défauts,

- le dimensionnement des outillages et I'estimation de leur fiabilité.

Dans ce cadre, le travail que nous avons a entreprendre est une contribution effective a
I'objectif fixé par I'industriel.

Pour y parvenir, nous faisons largement appel a la Mécanique des Milieux Continus et
nous rappelons les équations fondamentales qui serviront & modéliser le profilage. Ces
équations n'admettent pas de solution analytique dans le cas général et, partant, requieérent
I'emploi de méthodes numériques de résolution. Nous avons retenu la méthode des
éléments finis qui constitue, a I'heure actuelle, un outil numérique extrémement puissant
pour le calcul des structures en régime non-linéaire et nous en exposerons les lignes

principales.

Le faible coiit de ce type de calcul effectué par micro-ordinateurs nous a incité a

développer en priorité cet outil sur ces machines.

Dans le processus de formage de métaux, le contact entre le solide en cours de formation
et l'outil qui le fagconne est fondamental. Il s'accompagne, le plus souvent, de frottement
et de grands déplacements. Il en résulte que des parties importantes de 1a piéce peuvent
entrer en contact avec l'outil, sans que 1'on puisse connaitre, a priori, les zones ol se
produira ce contact. Cette indétermination qu'il faut lever, rend obligatoire 1insertion d'un
modele de contact généralisé dans le code d'éléments finis que nous avons pour charge

de développer.

Enfin, il nous a semblé indispensable de valider nos algorithmes par une confrontation
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L'ordre de déroulement des différentes étapes de la présente étude est le suivant :

Le chapitre 1 rappelle les définitions préliminaires des différents tenseurs lagrangiens et
eulériens permettant le choix adéquat des contraintes et des déformations au cours d'une

transformation finie.

Le chapitre 2 précise l'intégration des lois de comportement avec une grande taille
d'incrément. En partant de l'expression du Principe des Puissances Virtuelles, la non-
linéarité matérielle est traitée selon un algorithme implicite inconditionnellement stable,
allié a des corrections d'équilibre de type Newton-Raphson qui préservent 1'objectivité de
la loi de comportement au cours de l'incrémentation. Les différentes formulations des
équations d'équilibre sont décrites et la forme la mieux adaptée au probléme posé est

présentée.

Le chapitre 3 traite des problémes de contact. Nous analysons les différentes méthodes
de résolution connues et nous développons un algorithme permettant de traiter ce
phénomene conformément aux hypotheéses communément admises.

Le chapitre 4 est central dans la mesure ot la mise en oeuvre numérique et la validation
du code DIAGUE-PROFIL y sont établis.

Les principaux développement portent sur :

- le choix de 1'élément fini,

- I'algorithme d'intégration des lois de comportement,

- les corrections d'équilibre,

- le déroulement automatique du calcul incrémental, pilot€ par un menu déroulant.

Ce dernier doit permettre une utilisation du Code, aisée et "conviviale". Divers modules
graphiques, a fonctionalité propre (saisies de données, sortie de résultats), doivent
contribuer & rendre le code attrayant, méme pour un non-spécialiste du domaine.

La validation porte sur un probléme d'indendation, dont on connait les résultats d'essais.
Enfin, le chapitre 5§ souligne I'aspect expérimental relatif & la méthode du moiré

(Martiny-Weitig, 1990). De tous les procédés d'extensométrie couramment employés, il

nous a semblé que la méthode des moirés répond le mieux a la mesure des déformations
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ailleurs, bien adaptée a la mesure des déformations importantes. Enfin, les
investissements qu'elle requiert sont relativement modestes en regard de ceux des autres

techniques.

Le Code DIAGUE-PROFIL doit étre appliqué a la simulation numérique du processus
du formage de profilés de couverture-bardage a partir de tdles minces, dans le cadre d'un
contrat industriel avec la Société HAIRONVILLE S.A.
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CHAPITRE 1

TRANSFORMATIONS FINIES
DEFINITIONS

I1-1 CINEMATIQUE

Dans 1'espace euclidien R3, nous considérons un corps solide comme formé d'une

infinité de points matériels rigidement liés appelés particules.

Nous appellerons "milieu continy", 'ensemble des points matériels disposés de maniére
continue dans l'espace ambiant.

La position de chaque particule est repérée par trois nombres réels qui sont les
coordonnées du point matériel dans un référentiel arbitraire.

Figure L1 : Référentiel, repere cartésien et configurations.

L'ensemble des positions des particules constitue, & un instant donné, une configuration
du corps. Le mouvement du corps est I'évolution de cette configuration dans I'espace et

dans le temps.
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La position de chaque particule matérielle P, a un instant initial t,, est donnée par ses
coordonnées X, dans le repére R. La configuration ainsi décrite est appelée configuration

initiale C(0).

Cette configuration de volume V est en équilibre sous contrainte nulle et sa température
T, est uniforme. Sous l'action des sollicitations extérieures, le corps se déforme.

Le mouvement peut étre décrit dans un systeme de coordonnées eulériennes x;

dépendant de la position initiale X, et du temps écoulé t :
Xi=X; (X, fot) (1.1)

ou encore
xi=xi ( Xd ) (1.2)

ou x; est relatif a I'instant t et X, est relatif a 1'instant t,,.

Nous admettons que les points infiniment voisins d'une particule donnée restent
infiniment voisins au cours de la transformation et donc que les points infiniment
voisins de cette particule & un instant quelconque lui étaient déja infiniment voisins a
l'instant initial.

I1-1-1 Descriptions du mouvement

La description du mouvement d'un corps solide peut se faire de deux manieres :

- 1a description matérielle (ou lagrangienne), en suivant continiiment le trajet

de la particule P a partir d'une configuration de référence,

- la_description_spatiale (ou eulérienne), en examinant le passage de la

particule P en un point géométrique déterminé et en relevant sa vitesse.
Dans ce cas, les variables indépendantes sont les coordonnées x; et le temps t.
Les grandeurs sont attachées a ce point géométrique, en général fixe dans

I'espace.

Nous retiendrons la description lagrangienne qui est mieux adaptée a la cinématique du
corps solide. La description eulérienne, quant a elle, convient davantage aux écoulements
de fluides.
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I-1-2 Configurations classiques

On distingue habituellement dans la description lagrangienne, trois types de
configurations de référence en équilibre qui sont :

- 1a configuration initiale C(0) du corps a l'instantt =0,
- 1a configuration courante ou actuelle C(t) du corps a I'instant t,
- la configuration intermédiaire C*(t) entre C(0) et C(t).

CxT) O

C(0)

vxz

Figure 1.2 : Les quatre descriptions classiques du corps solide

Si C(t+At) désigne la configuration incrémentée du solide a l'instant t+At, configuration
dite alors incrémentée, les quatre descriptions usuelles du mouvement sont :

- la description lagrangienne totale (DLT), en prenant C(0) comme référence
(Hibbit et al.,1970),

-'la description lagrangienne actualisée (DLA), en prenant C(t) comme
référence (Mac Meeking et al.,1975), ‘

- 1a description lagrangienne généralisée (DLG), en prenant C*(T) comme

référence (Cescotto,1978),

- 1a description eulérienne (DE), en prenant C(t+At) comme référence (El
Mouatassim et al.,1988).

La description lagrangienne généralisée est une formulation trés générale qui permet de

retrouver .
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- la description lagrangienne actualisée lorsque T tend vers t,
- la description lagrangienne totale lorsque T tend vers 0.

I-1-3 Grandes déformations

On appelle "transformation finie"” ou encore "grande déformation”, toute transformation
d'une configuration C(t) en une configuration C(t+At) dans laquelle les déplacements et
les gradients des déplacements ne respectent plus I'hypothése des "petites perturbations".
Le solide subit dans ce cas de grands déplacements, de grandes rotations et de grandes
déformations.

11 en résulte que les configurations C(0) et C(t) sont trés différentes et, de ce fait, la
distinction entre les coordonnées lagrangiennes (X;.X,,X3) et eulériennes (x;,X,,X3) de
chaque particule est nécessaire.

I-2 TENSEUR GRADIENT F

Soit u le vecteur champ de déplacement entre C(0) et C(t) et soient X et x les
coordonnées d'un point Py définies respectivement  1'instant O et & 1'instant t.

Nous avons la relation : |
x(X)=u(X)+X=F(X) (1.3)
ou F est une transformation :
- bijective

- continue par rapport aux variables d'espace et du temps
- différentiable.

Soient Qg une particule voisine de P dans C(O) et Q la particule correspondante dans
C(t).

Les coordonnées de Q sont données par :

x+dx=F (X +dX)=X+dX +u (X +dX) (1.4)
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Le milieu étant continu et le déplacement dX suffisamment petit, on peut écrire :

aF(X)

x+dx= FX)+ 3X

uX) + X + a%()z() dX +dX (1.5)

On note E le tenseur gradient (ou application linéaire tangente) de F(X) qui s'exprime
des deux fagons suivantes :

JFX) ox ox;

E="x =ax o Fe<3x, (16)

et Grad u le tenseur gradient de u défini par :

Grad u = i%—%—)- k 1.7
Par conséquent, on peut écrire :
FdX =Grad udX +dX (1.8)
ou encore :
E:Gradu+l ~ : : (1.9)

ou I estle tenseur identité.

Le tenseur E prend en compte a la fois la rotation locale du solide et sa déformation
totale.

Les relations géométriques suivantes s'en déduisent :

- entre un élément de volume mesuré a l'instant initial dans C(0) et mesuré a
l'instant t dans C(t) :

dV,=JdV, (1.10)
- entre un élément de surface dSy, pris a l'instant initial et caractérisé par une

normale unitaire ng, et entre un élément de surface dSy, pris a l'instant t et de

normale unitaire n; :
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nydS, = (det F )1 FT ng dS;=J-1 ET n,dS;
Formule de NANSON

Notons que le tenseur E n'est pas symétrique ( F # ET ).

Le principe de la conservation de la masse permet d'écrire :

dm=p,dVy=pdV,=pJdV,

olt
Po est la masse volumique du matériau dans C(0)
p estla masse volumique du méme matériau dans C(t)
J=detE estlejacobiende F

Il en résulte que : ;
‘ det_E=J=%ZO

Remarque :

(1.11)

(1.12)

(1.13)

Si le matériau est supposé incompressible, son volume est constant, donc det F = 1.

I-3 DEFORMATION ET TAUX DE DEFORMATIONS

Pour définir la déformation du solide, i.e. ses changements de formes, il faut éliminer le

mouvement de corps solide qui n'entraine aucune déformation.

Le tenseur gradient de déformation F recele des informations sur la déformation du

solide et sur sa rotation au voisinage d'une particule.

Pour caractériser les changements de forme, il faut évaluer convenablement les

variations de longueurs et les variations d'angles de fagon 2 éliminer la rotation parasite

de corps solide contenue dans E.

I-3-1 Transformation locale du produit scalaire.

Le produit scalaire dx.0x est exprimé dans la configuration de référence C(0) en fonction
de dX et 8X. Les vecteurs dx et 8x sont les transformés dans la configuration C(t) des

vecteurs dX et 8X dans la configuration de référence C(0) :
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dx.0x =dX FTF 6X =dX C 8X (1.14)

Le tenseur C = FT F, symétrique et défini positif est le tenseur des dilatations ou encore
le tenseur de Cauchy-Green droit. Il permet d'exprimer le produit scalaire des vecteurs
transportés dx et 8x en fonction des vecteurs initiaux correspondants dX et §X. Sa
connaissance permet de définir la forme locale de la configuration déformée du solide en
chaque point. ;

C est un tenseur lagrangien car il opére sur des vecteurs définis sur la configuration
initiale C(0).

Le produit scalaire dX.5X est donné par :
dX.0X =dx FTF16x =dx (FFT)! 6x =dx B! &x (1.15)

Le tenseur B = F FT | symétrique et défini positif, est le tenseur de Cauchy-Green
gauche.

Les tenseurs C et B ainsi définis deviennent unitaires pour des mouvements de corps
rigide.

Les allongements sont évalués a partir des produits scalaires dans les configurations
actuelle et initiale par :

- dans la configuration initiale C(0) :
dx.0x - dX.6X =dX C 86X - dX 8X=2 dX E 86X (1.16)
en posant :

E=5(C-I) (1.17)

=1
2

E est le tenseur des déformations de Green-Lagrange. Il est symétrique, lagrangien
et invariant dans une rotation de corps rigide.

- dans la configuration courante C(t) :

dx.ox - dX.5X =dx 6x - dx B! dx=2 dx A dx (1.18)
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en posant :

A=i(1-B") (1.19)

(WS 1L

A est le tenseur des déformations de Euler-Almansi. Il est symétrique et eulérien.

Les tenseurs eulériens B et A sont obtenus en transportant dans C(t) les tenseurs
lagrangiens C et E par la transformation deux fois covariante :

B=FTCF'et A=FTEF" (120

La relation (1.20) est intéressante pour exprimer E connaissant A a partir des mesures

obtenues par le moiré qui sont de nature eulérienne.

I-3-2 Théoreme de la décomposition polaire

w

=
w
AN

w

o
d

h

-

Figure 1.3 : Décomposition polaire du tenseur F de deux maniéres

différentes mais équivalentes :E=RU=VR

Le théoreme de la décomposition polaire permet de définir deux autres tenseurs de
déformations trés utiles dans le formalisme des grandes déformations et dans

l'interprétation du moiré. On peut écrire de maniére unique :
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E=RU=VR | (1.21)
ou R est un tenseur orthogonal de rotation qui exprime la rotation de corps rigide.

U et V sont deux tenseurs de déformation pure, respectivement droit et gauche,
symétriques et définis positifs. Ils traduisent au voisinage d'un point matériel P des
élongations de tous les vecteurs passant par ce point.

Nous avons également :

C=FTE=UTRTRU=12 (1.22)
B=FFT=VRRTVT=V2 (1.23)

U, Vet C, B sont donc des tenseurs coaxiaux 2 a 2. Les directions principales de C
(respectivement de B) coincident avec les directions principales de U (respectivement de
V). U et V ont pour valeurs propres les racines carrées des valeurs propres de C etde
B.

Dés lors, le tenseur rotation s'écrit :
R=FUl=Ul1F (1.24)

La décomposition polaire est numériquement coliteuse en temps, en outre, elle conduit a
des erreurs numériques importantes lorsque les matrices U et V sont mal conditionnées
" (Annexe I).

Dans un mouvement de solide rigide, on a :
U=V=1] (1.25)

Nous pouvons définir une double famille de mesure des déformations (Hill, 1959) en

posant :
ea=a(U"-D  pour @x0
(1.26)
avec eg=LogU
ea=é-(Va-I) pour a#(
1.27)

avec ¢€g=LogV
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On remarque que les tenseurs de Green-Lagrange E et d'Euler-Almansi A sont les
mesures e, ete_, de cette famille.

I-3-3 Taux de déformation

Le vecteur vitesse d'une particule occupant la position X, dans la configuration C(0)

est donné par :

v (X,t)=%’:— avec x=x(X,t) (1.28)

Le vecteur vitesse v est tangent 2 la trajectoire de la particule au point x;. Le tenseur F

s'exprime alors en fonctionde v :

E= g- ox). 9y (129
tioX| dX ,
La dérivée temporelle d'un vecteur dx est définie par :
dx=FdX =FEdx : (1.30)
On introduit le tenseur non symétrique L :
’—“zE‘EJ:g_)v(%é:%:‘:MV (1.31)

L est appel€ tenseur gradient des vitesses de déformations. Il se décompose en une partie

symétrique D et une partie antisymétrique W.
L=D + W (1.32)
D est le tenseur taux de déformation, li€ a la vitesse de déformation de la maticre :

D=1+ (1.33)

W est le tenseur taux de rotation, lié a la vitesse de rotation de la matiére :

W= QL) (1.34)
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En petites perturbations, D est le tenseur des déformations infinitésimales :

=1 k
£ = Z(Vi,j+ Vj,i) (1'35)

Nous montrons que le tenseur taux de déformation de Green-Lagrange E, équivaut au
transporté par F du tenseur eulérien D dans la configuration de référence C(0).

En effet, dans la configuration C(0) :
dx.dx =2dX E SX (1.36)

L'équivalent du tenseur E dans la configuration courante C(t) est le tenseur taux de
déformation D .

dx.0x = 2dxDdx = 2dXFTDF8X (1.37)
En comparant les deux relations, on en déduit effectivement la relation entre E et D :
: T
E=EFEDF (1.38)

_I.i est transport€ par F du tenseur taux de déformation D.

I1-4 TENSEURS DES CONTRAINTES

Le tenseur des contraintes le plus naturel est le tenseur des contraintes de Cauchy (ou
d'Euler) g, de composantes oj; défini sur la configuration courante déformée. Il
caractérise l'effort de cohésion s'exergant entre deux particules du milieu continu
linstant considéré. -

Le tenseur des contraintes de Cauchy g défini l'effort df; exercé sur I'élément de surface
dS;de normal n,dans la configuration C(t) :

df, = g n, dS, | (1.39)

Le tenseur ¢ défini sur la configuration C(t) est eulérien et symétrique.
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df,
XZ
X M{s)) Cit)
Figure 1.4 : Evolution de la force interne df de C(0) a C(t).
On définit le tenseur de Kirchhoff par :
1=(detF)g (1.40)

1 est symétrique et son emploi est fréquent dans la formulation variationnelle en grandes
déformations car il conduit dans la discrétisation spatiale en éléments finis a une
formulation matricielle symétrique.

Sa signification physique découle de la conservation de la masse :

detF = Epo_ donc -p% = % (141)

Comme pour les déformations, les contraintes peuvent €tre définies, soit sur la
configuration de référence C(0), soit sur la configuration actuelle C(t).

En transportant 1'élément de surface n¢ dS; dans la configuration de référence, on

obtient le tenseur de Piola-Kirchhoff de premiere espece © (P.K.1) encore appelé

tenseur de Boussinesq.

dfy =0 ny dS, (1.42)

© estun tenseur ni lagrangien, ni eulérien et n'a pas de signification physique simple.
En transportant le vecteur contrainte dans la configuration de référence C(0), on fait
apparaitre le tenseur de Piola-Kirchhoff de seconde espece [I (P.K.2):

dfy = nydS, (1.43)
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C{0)
C(t) %22

Ry Ay

Figure L5 : Contraintes de Piola-Kirchhoff n°2 dans C(0) et contraintes de
Cauchy-Euler définies dans C(t) sur 1'élément matériel ABC.

I1 est un tenseur lagrangien symétrique, invariant dans une rotation de corps rigide. Les
contraintes de PK2 sont des contraintes mesurées dans des axes qui ont tourné avec la
matiére, elle peuvent étre fournies simplement, en cas de grandes rotations et de petites
déformations, a partir d'une extensométrie (moiré ou jauges électriques).

Tous ces tenseurs sont reli€s par la relation (Annexe I) :

1=(detHg=OQFT=FII FT (1.44)

ou encore par
O=F'@=F!1 FT=(detHDE1gET (1.45)

Nous utiliserons trés souvent la formule de passage des contraintes de PK2 aux
contraintes de Cauchy-Euler (1.45).

Remarque :

Les dérivées temporelles de tous ces tenseurs ne coincident pas ; elles sont liées au

méme instant par les relations suivantes :
II-t-FG-OF (1.46.2)

II=6.FS-OF +0 Trace (F) (146.b)
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©= ¢ -Fg+ g Trace(F) (1.46.)

@=% -Fg (1.46.d)
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CHAPITRE 1I

, GRANDES DEFORMATIONS :
LOIS DE COMPORTEMENT ET EQUATIONS D'EQUILIBRE

I1-1 HYPOTHESES
On adopte les hypotheses suivantes, communément retenues dans la littérature :

- le matériau est homogene et isotrope, subissant de petites déformations
élastiques, '

- le taux de déformation est séparable en une partie €lastique et une partie
plastique, S

- la déformation est isotherme quasistatique,
- les déformations plastiques sont isovolumes,
- TI'écrouissage est isotrope.

La question essentielle réside finalement dans le choix idoine de la loi de comportement.
La loi de comportement est en effet primordiale dans la formulation variationnelle du -
probleme des grandes déformations en vue du traitement numérique par éléments finis

du profilage.

11 existe une grande variété de lois de comportement et il est souvent difficile de trancher
en faveur de la meilleure d'entre elles.
Dans le cas présent, l'acier entrant dans la fabrication des tdles est un matériau

"matériellement simple", pour lequel I'emploi du tenseur gradient de déformation E ou

" de ses tenseurs dérivés est licite.
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II-2 OBJECTIVITE

II1-2-1 Principe d'Indifférence Matérielle

La formulation d'une loi de comportement, par nature intrinseéque, doit étre établie en
respectant les Principes Fondamentaux de la Mécanique et de la Thermodynamique. Elle
doit notamment vérifier le "Principe d'Indifférence Matérielle" encore appelé "Principe

d'Objectivité" (Sidoroff, 1982).

En transformations finies, cette proprieté est essentielle car le solide change

continuellement de configuration.

Une loi de comportement en grandes déformations s'écrit comme une relation soit entre

tenseurs eulériens objectifs dans la configuration actuelle, soit entre tenseurs lagrangiens

dans la configuration initiale.

I1 - 2 - 2 Changement de référentiel
Considérons :
* ]a configuration C liée au repére R

* ]a configuration C' liée au repere R’
* Q(t) la rotation qui permet de passer de C a C'.

Les formules de changement de référentiel s'écrivent (Annexe I) :

1 -pour les positions

X'=c(t)+0(t)x

Q( t) est orthogonal donc :
00'=0"0=1

avec detQ=1

2 - pour les vecteurs

ou encore :

2.1

2.2)

(2.3)
(2.4.2)

(2.4.b)
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3 -pour les tenseurs du second ordre :

, T
I=0()TQ(t) (2.5.2)
ou, sous forme indicielle : o
T = Qu T Q (2.5.b)
4 - pour les tenseurs mixtes :

E'=Q(t)E 2.6)

Les changements de reperes peuvent €tre interprétés comme des mouvements de corps
rigide du solide. L'objectivité d'un tenseur est effective lorsque les formules de
changement de repéres (2.5) et (2.6) sont vérifiées.

Ces relations permettent d'exprimer les différents tenseurs du chapitre I dans un

référentiel qui a tourné.

Application aux tenseurs lagrangiens.

Les tenseurs lagrangiens, définis dans la configuration de référence, ne sont pas affectés
par le changement de référentiel.

D'ou : ;
‘ E'=E tenseur des déformations d'Euler-Almansi
C' =C tenseur des déformations de Cauchy-Green gauche
U'=U tenseur de déformations pure gauche
I'=1I

tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff (PK2)

Application aux tenseurs eul€riens.

Les tenseurs eulériens du second ordre qui respecte la relation (2.5) sont des tenseurs
objectifs car ils se transforment comme des tenseurs (indépendants de 1'observateur)
dans leur configuration C(t). ‘
Ainsi : v
A'=QA QT tenseur des déformations d'Almansi-Euler
B'=QB QT tenseur des déformations de Cauchy-Green droit
U'=QUQT tenseur de déformation pure droit
T =Qz QT tenseur des contraintes de Kirchhoff
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Les tenseurs lagrangiens ainsi que les tenseurs eulériens objectifs peuvent donc étre
utilisé€s directement dans 1'écriture d'une loi de comportement, contrairement aux

tenseurs eulériens non objectifs.

Application aux tenseurs hybrides.

On peut citer, parmi ce type de tenseurs non-objectifs, E (tenseur gradient de la
transformation), R (tenseur rotation pure), © (tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff
n°l).

Leur loi de transformation s'écrit :

T'=0T 2.7)
Il faudra évidemment tenir compte de la rotation Q afin d'éviter qu'une rotation de corps
rigide ne génere des contraintes indésirables dans le solide (Annexe I).

II - 2 - 3 Dérivations objectives

En élasto-plasticité "grandes déformations”, la loi de comportement relie les vitesses de
contraintes aux vitesses de déformations.

Or la loi de comportement doit porter sur des tenseurs objectifs, le probléme revient
donc a trouver, parmi tous les tenseurs objectifs rencontrés, ceux dont la dérivée

temporelle est objective.

Dans la configuration de référence initiale C(0), la réponse est immédiate puisque la
dérivée temporelle des tenseurs définis dans cette configuration est objective.

Dans la configuration courante C(t), la difficulté est d'un autre ordre.

En effet, si M est un tenseur eulérien objectif, sa dérivée temporelle n'est pas objective en
raison de la présence de Q qui introduit des termes complémentaires parasites (Annexe
D. '

L'idée est donc d'éliminer ces rotations parasites en dérivant le tenseur dans un repere

plus ou moins i€ & la matiére.
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Pour pallier cet inconvénient, la dérivation doit tenir compte de la rotation indésirable afin
d'aboutir a une dérivation objective. Il existe dans la littérature beaucoup de dérivées
objectives.
Citons entre autres :

- la dérivée de Truesdell :

elle est obtenue en transportant le tenseur M danc C(0) et en dérivant dans

C@0):
Tr 1 d -1 Ty=T
M “&ETFth((dCtE)E ME")E (2.8.a)
=M-LM-ML"-M trace D (2.8.b)

- la dérivée convective contravariante :

on considére M dans C(t), on le transpose dans C(0), on dérive dans C(0)
puis on le reporte dans C(t) :

M= ES(E'MEDE"T 9

M=M-LM-ML" (2.9.b)
- la dérivée convective covariante :

on considere M dans C(0), on le transpose dans C(t), on dérive dans C(t)
puis on le reporte dans C(0) :

M = ETS(E'ME)E" (2.10.3)

M=M+L'M+ML (210D
Ces trois dérivées sont établies dans un repére matériel non orthonormé, on ne peut donc
pas les traiter comme des dérivées habituelles. Pour pallier cette difficulté, il faut dériver
dans un repére orthonormé qui ne suit que la rotation du corps.
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- la dérivée de Green-Naghdi ou dérivée en rotation propre :
le transport par rotation et son réciproque s'écrivent (Green et al., 1971) :
Mo= R'TMR e M= RMyR' 2.11)

La dérivée objective MR est donnée par:

(R'TMR)RT 2.12.2)

MR=M-Q M+ MQ ae 2 =RR (2.12.b)
ol Q' représente le taux de rotation propre (tenseur orthogonal).
L' estli€ a W par la relation suivante :
W=+l R(U"+ U0 R @.13)

Sous cette forme MR est difficile a calculer et, en outre, dépend de la
configuration initiale C(0).

- la dérivée de Lee ou dérivée en rotation matérielle :
Mi=M - @M+ MQ* 2.14)

ou L2* représente le taux de rotation matérielle.
- la dérivée de Jaumann :
I_ .. T
M=M-WM+ MW (2.15)
La dérivée de Jaumann est aussi appelée dérivée corotationnelle car elle peut
s'obtenir par dérivation dans un référentiel particulier pour lequel le taux de
rotation est identiquement nul.

On passe facilement d'une dérivée objective a une autre par les relations :

M°=M" -Mwace D=M'-DM-MD = M;- 2(DM + MD) (2.16)
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Remarque :

Dans un mouvement de corps solide, toutes ces dérivées coincident puisque le taux de

déformation D, défini par la formule 1.33, est nul :
Me=Mr=M =M 2.17)

II -3 PRINCIPALES FORMULATIONS
Différentes théories en élasto-plasticité "grandes déformations" ont été proposées.

En France, notamment, 1'étude des "Grandes déformations et Endommagement” a fait
I'objet de travaux théoriques et expérimentaux trés €laborés par de nombreuses équipes
réunies au sein d'un GRECO qui regroupait notamment 1'Ecole Centrale de Lyon
[(Sidoroff, 1982, 1984) et (Dogui, 1983)], 'INSA de Lyon [(Boivin, 1970) et (Brunet et
Bahuaud, 1985)], 1'Université de Technologie de Compiegne [(El Moutassim et Touzot,
1988) et (Detraux, 1985)], 'ENSET (Ladeveze, 1980), I'Ecole Polytechnique [(Mandel,
1971, 1974, 1983), (Stolz, 1982) , (Nguyen Q.S. et Bui H.D., 1974)], I'Université de
- Metz (Molinari), entre autres. ‘

En Belgique, les grandes déformations ont été essentiellement développées par 1'équipe
du Professeur Ch. Massonnet de I'Université de Liege (Cescotto, 1978), (Charlier, 1987)
et (Habraken, 1989)

Les corps élasto-visco-plastiques sont des corps pour lesquels on peut définir a chaque
instant, dans l'espace des contraintes, un domaine d'élasticité borné par une surface seuil
(surface de plasticité) telle que si 1'état représentatif des contraintes est intérieur a ce
domaine, les déformations restent réversibles quelle que soient leurs vitesses (Mandel,
1974). | |

Lorsque 1'état de contrainte sort de ce domaine, des déformations permanentes, dites
aussi irréversibles ou plastiques, se produisent. Dans ce cas, 1'état de contrainte dépend
du trajet de déformation et, en général, de la vitesse avec laquelle il est décrit (corps
visco-plastique) (Mrichcha, 1992). |

Toutefois, a température ambiante et pour la plupart des corps, les contraintes sont quasi—
indépendantes de la vitesse de déformation. k

Ce cas limite correspond 2 la plasticité classique.
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On considere habituellement trois types de comportements pour les métaux :

- le comportement élastique :

Ce cas limite est suggéré par les études de petites déformations ; il

permet toutefois un bon nombre d'applications.

- le comportement élasto-plastique :

Il apparait notamment dans le formage a froid des métaux et dans de

nombreux cas de déformations permanentes des structures métalliques.

- le comportement élasto-visco-plastique :

I1 doit €tre obligatoirement envisagé si 1'on souhaite modéliser les

grandes déformations a chaud des métaux.

63 -y
Suface de
/ plasticité
Domaine
visco-plastique o2
Domaine
élastique
o,

Das que les contraintes
atteignent cette surface,

des déformations
iméversibles spparsissent

Figure IL1 : Représentation de 1'espace des contraintes en trois zones :

zone élastique, zone plastique, zone visco-plastique.

Lorsque des déformations irréversibles (ou plastiques) se produisent en plus des
déformations élastiques (les déformations totales étant la somme des déformations

élastiques et des déformations plastiques), il est nécessaire de déterminer ces

contributions a l'aide des lois d'élasticité et de plasticité et d'analyser comment ces deux

composantes se combinent pour produire la déformation résultante.
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I1-3 -1 Loi de comportement en petites pertubations.
En petites déformations, nous avons la décomposition suivante :
€j = & + &;F (2.18)

€;;° est le tenseur des déformations élastiques,
&;; P est le tenseur des déformations plastiques.

L'énergie libre y d'un solide de comportement €lasto-plastique avec écrouissage isotrope
en petites déformations s'écrit :

v(e) =L cyesesvo(p) (2.19)

Cij : composante du tenseur d'¢lasticité,
p :variable interne scalaire décrivant I'€crouissage isotrope,
¢ :énergie interne d'écrouissage.

Comme les déformations €lastiques ne dissipent pas d'énergie, la dissipation s'écrit :

c:&P-Rp20 o= Rr=22 (220
R est la force thermodynamique associée 2 p ; elle caractérise physiquement la dilatation
en écrouissage isotrope de la surface seuil dans 'espace des contraintes.

En adoptant le critere de von Mises, le plus souvent utilisé pour les matériaux

métalliques usuels, la fonction seuil se met sous la forme :
£(g.p)=5(0)-R)-0 o @ay

ou R(p) est la fonction d'écrouissage, 0, est la limite d'élasticité et J,(g) le second

invariant du tenseur de contrainte G.

Dans le cadre d'un matériau standard généralisé (Halphen et Nguyen Q.S., 1975), les
équations de comportement s'écrivent :

6=C£° .22
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) of
§p=7\§§(Q,P) (2.23)
. of _ __2-.p‘.p1/2
= A =h= (28R (2.24)
si f(gp)z'f(g,p)=0 alors A >0 (2.25)

sinon A =0 (retour élastique).
Remarques :

- la deuxieme égalité est homogene de degré un en vitesse, un changement de 1'échelle de
temps n'a aucun effet sur elle.

- le temps représente ici un parameétre commode permettant de caractériser la
déformation et non pas le temps physique, au sens classique du terme.

II - 3 - 2 Loi de comportement en grandes déformations

" Dans le cas des grandes déformations, la décomposition de la déformation totale en
parties élastique et plastique, perd sa signification. De nouveaux développements
géométriques doivent €tre envisagés.

SiI'on considere un point P du solide S et son voisinage dans la configuration actuelle
C(t) et que I'on décharge le corps jusqu'a I'état de contrainte nulle, les déformations
élastiques réversibles disparaissent. Les déformations plastiques irreversibles subsistent.
La configuration ainsi obtenue est appelée configuration relachée C'(t).

Cette configuration est une vue de l'esprit car un reldichement complet de chaque
"voisinage" entraine la perte de la continuité du solide. Il ne faut pas la confondre avec la
configuration "déchargée" qui est réalisable : en effet 'annulation des forces appliquées
(déchargement) & une structure apres plastification peut laisser subsister un état de

"contraintes résiduelles"”.

C'est du choix de la configuration C'(t) que partent les variantes de la formulation.

C'(t) peut étre :
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1 - une configuration naturelle locale définie a4 une rotation pres ;
malheureusement une telle configuration naturelle n'existe pas globalement

pour le solide en son entier (présence possible de contraintes résiduelles),

2 - une configuration naturelle locale relachée avec la rotation fixée par un
triedre directeur li€ au réseau cristallin lorsque le solide est un monocristal

(Mandel, 1974), (Stolz, 1982),

3 - une configuration intermédiaire ou la rotation arbitraire est fixée par des
conditions liées au comportement du matériau avec l'introduction de variables
internes d'écrouissage tensorielles (Sidoroff, 1982).

Ces modeles, qui sont souvent fondés sur la thermodynamique des processus
irréversibles (Ladeveze, 1980), peuvent prendre en compte 1'anisotropie (initiale et/ou
induite) du matériau. La principale difficulté¢ inhérente a ce type de formulation est
d'ordre purement géométrique (description sur plusieurs configurations).

Nous avons utilis€ la troisi¢éme approche.

Soit r le vecteur des coordonnées dans la configuration naturelle locale. Le tenseur
jacobien FPrelatif au passage de la configuration initiale C(0) 4 la configuration relachée
C'(t) (déformation plastique) est :

or

EFP= X (2.26)

Puisque la déformation élastique est nulle dans la configuration relachée C'(t), nous
pouvons la décrire par le tenseur jacobien Fe:

F°= | 2.27)

On a établi précédemment que le tenseur jacobien relatif & la déformation totale se

décompose comme suit :

JX 0x or

525)(—:3;'3)T=EGEP (2.28)

Cette décomposition multiplicative du tenseur gradient en parties €lastique et plastique
n'est pas commutative (Lee, 1971).



-76 -

Figure IL.2 : Décomposition multiplicative du gradient des déformations : F = Fe.Fp.
C(0) configuration initiale, C(t) configuration actuelle,
C(t) configuration naturelle locale.

Des lors, il est clair que le développement d'une loi de comportement en élasto-plasticité
est différente selon que l'on travaille en hypothéses de petites ou de grandes
déformations. ‘

En conclusion, nous travaillerons en description lagrangienne actualisée avec la dérivée
de Jaumann et le tenseur de Kirchhoff £ qui conduisent a une formulation variationnelle

- symétrique et, partant, 3 une matrice de rigidité symétrique apres discrétisation par
éléments finis.

Comme nous l'avons signalé auparavant, les lois de comportement les plus souvent

utilisées pour la modélisation des solides en grandes transformations sont des lois
différentielles qui relient le taux de contraintes au taux de déformations.

Nous avons vu que ces lois doivent satisfaire au principe d'indifférence matérielle et

pour cela faire intervenir des dérivées objectives des contraintes. -

Plusieurs types de dérivées objectives ont été proposées. Nous retenons comme loi de

comportement en élasto-plasticité isotrope (Annexe II) :
- P
T = CijaDu (2.29)

avece
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Cihi= 2 G |Z@udi+8ibjw +1558i8n- ————— ] Tl 2.30)
20 (3G+1)
ol
1P est le tenseur déviateur relatif 3 1,
M est le module plastique,
O, estla contrainte équivalente de von Mises,
G est le module de Coulomb ou module de cisaillement.

Le module tangent Et de la courbe d'écrouissage relie la contrainte vraie a la

déformation logarithmique ou naturelle.

11 a ét€ montré que (Brunet, 1987) :

1 1 (2.31)

= - " E
Er ( “L(IE'Z"V))

L
M

le terme (1 -2v) 6/E estde I'ordre de grandeur des déformations élastiques, donc
négligeable d'apres les hypotheses de travail, d'oti :

1 1 1
M~ E E (2.32)

et l'on retrouve I'expression usuelle utilisée en petites déformations.
I1 - 3 - 3 Intégration de Ia loi de comportement

Pour diminuer le temps de calcul, on est amené a augmenter le pas de temps, mais de
maniere raisonnable afin de tenir compte des considérations suivantes :

- le principe d'indifférence matérielle n'est respecté qu'au sens
infinitésimal en utilisant la dérivée de Jaumann,
- le suivi de la loi de comportement se dégrade lorsque 1'on augmente

le pas de temps.

Dans la suite, on suppose que At ne permet plus d'utiliser, au cours de l'incrément, les
hypotheses des petites perturbations (petits déplacements, petites déformations et
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petites rotations), mais qu'il est suffisamment petit pour réaliser un suivi convenable de

la loi de comportement.

L'intégration de la loi de comportement exige, une fois la dérivée objective choisie, la
connaissance des grandeurs cinématiques du solide au cours du pas, telles que le taux
de déformation et le taux de rotation a tout instant T entre t et t+At.

Or, quand on utilise le schéma de résolution de Newton-Raphson pour la recherche de
la configuration en équilibre du solide a l'instant t+At, on ne connait que la
configuration du solide a l'instant t (résultat du pas précédent).

L'estimation de la configuration du solide a l'instant t+At est obtenue par la résolution
des équations linéarisées au cours des itérations.

Ainsi, l'intégration de la loi de comportement sur un pas de temps fini At nécessite :

- le choix d'une cinématique au cours du pas afin de déterminer
la déformation et la rotation,

- le choix d'un schéma d'intégration dans le temps.

II-3-3-1 Approximation cinématique au cours du pas

Afin d'assurer l'objectivité incrémentale pour un pas de temps donné, on a besoin de
connaitre la cinématique au cours du pas et en particulier 'évolution des tenseurs taux
de déformation D et de rotation W.

Ainsi l'intégration de la loi de comportement a ce stade entre dans le cadre de
l'intégration d'une équation différentielle du premier ordre & conditions initiales
connues.

En général, les seules informations dont on dispose sont :

- les coordonnées de la configuration C(t),

- les coordonnées de la configuration C(t+At).
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Pour déterminer les tenseurs taux de déformation D et taux de rotation W, il faut

adopter une approximation cinématique au cours du pas, qui peut €tre :

- Une approximation sur les déplacements entre C(t) et C(t+At) :

L'idée consiste & supposer une histoire des déplacements entre C(t) et C(t+At) et d'en
déduire I'évolution de D et de W au cours de l'incrément de temps At.

Le choix le plus simple est d’adopter une variation linéaire au cours du temps.

Le tenseur gradient s'écrit :

_F_(T)=Z1E[(t+At-’C)E(t)+(T-t)E(t+At)] , avec Te[tt+At] (2.33)

Ce Choix n'assure pas l'objectivité incrémentale. En effet, si la transformation entre t et
t+At est une rotation pure, la transformation entre t et T définie par la relation (2.33) ne
l'est pas. De méme si la transformation entre t et t+At est une transformation
isovolume, I'incompressibilité n'est pas satisfaite pour la transformation entre les
instants t et T.

- Une approximation sur le gradient de déformation (Godinas et Cescotto, 1984) :

La démarche suivie dans cette approximation suppose que le tenseur taux de
déformation L est constant au cours du pas :

FF'=L = constante | (2.34)
On diagonalise la matrice [ L ] associé¢ autenseur L :
[L1=[F]1[LP][F] (2.35)
[ LD ] est une matrice diagonale, qui s'écrit sous la forme :
[L°1=[F1[F ]! (2.36)
[ F' ] est une matrice diagonale reliée a[F]par:
[Fl=[®][F][®]! (2.37)

On obtient alors le systeme d'équations différentielles découplées :
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F}i(T)=CXP[L?i(‘°-t)]F}i(t) (2.38)

- Une approximation sur les déformations pures : (Braudel, 1986)

Cette approximation suppose que les déformations pures droites varient
exponentiellement en gardant leurs axes propres fixes :

D(t)= 4 QLnUa Q"= constante (2.39)

[ Q] est la matrice orthogonale permettant le passage dans la base propre de [ Uy, ] :
D T
[Ual=[Q1[Ug][Q] - (2.40)

La matrice [ Q ] est supposée constante sur l'intervalle [ t, t+At ], la matrice [ Uy, ] est

obtenue par décomposition polaire.
Ce choix confére les propriétés suivantes :

- si la transformation entre C(t) et C(t+At) est une rotation pure, cette
approximation ne génere pas de déformation.

- si la transformation entre C(t) et C(t+At) est isovolume, cette approche satisfait
I'hypothese d'incompressibilité.

Sous l'angle purement numérique, cette méthode n'est pas toujours avantageuse car les

calculs de la décomposition polaire peuvent se révéler délicats notamment lorsque le
tenseur de la décomposition pure est peu différent du tenseur identité.

- Une approximation sur la rotation incrémentale (Rubinstein et Atluri, 1983) :
Cette approche repose sur la résolution de 1'équation tenso-différentielle :
AR(T)= W(T) AR(T) (2.41)
avec la condition initiale : AR(0)=1

ot R(T) estl'incrément de rotation et W est le tenseur taux de rotation.
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Pour simplifier la résolution de I'équation différentielle (2.41) on remplace W( 1),
fonction du temps, par une valeur constante. On montre que l'erreur d'intégration est
minimale (Rubinstein et Atluri, 1983), (Brunet, 1987), (Gelin, 1988) pour :

T =t+At2

La solution exacte de I'équation différentielle ainsi modifiée est donnée par la matrice
de rotation suivante qui s'écrit sous la forme d'une exponentielle :

AR(t+At)=exp _\y(wé—‘)m]l

2

(242

Dans le cas bidimensionnel, 1a rotation est définie par un parameétre unique 8 () = Wy,
= 0 1
wel=6¢t) [§ §] @43

et par suite :

_ 0 in ©
fexp (W(1))= | 2258 sing (.40

Ainsi le calcul des contraintes a l'instant t+At s'effectue selon I'algorithme suivant :

- au début de l'incrément, la contrainte est "tournée" de t a t+ ézt— :

T+ = AR72 t(t) AR72 T (2.45)

- on intégre les équations de comportement selon un schéma implicite, d'ou :

T(t+%) + AT (2.46)

At est l'incrément de contrainte due 2 la déformation ,

- on tourne 1'état de contrainte, ainsi calculé, avec la méme rotation que

précédement, d'ou :

T(t+At) = AR 1(t) ART+ AR72 AT AR2T  (2.47)
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C'est la méthode que nous avons retenue car, en procédant de cette fagon, I'erreur entre

la rotation exacte et la rotation donnée par 1'approximation est de I'ordre de (At)3.

II-3-3-2 Schéma d'intégration des équations de comportement

Afin de ne pas surcharger les notations, on adopte par la suite la notation des petites
déformations, car 1'algorithme qui est décrit n'est pas uniquement réservé aux grandes

déformations.

11 existe plusieurs méthodes d'intégration de la loi de comportement (Pinsky et al.,
1983), (Oritz et al., 1985), cependant celle qui semble offrir les meilleurs résultats est
la méthode de prédiction élastique avec correction radiale, appelée aussi méthode

d'intégration implicite au premier ordre (Simo et al., 1985).

Dans un premier temps, nous déterminons un état de contrainte d'essai €lastique avec
la loi de Hooke, soit :

AS=2G AE (2.48)

Si nous supposons un état de prédiction élastique :

S%= Sij+2GAeij (249)

L'état de contrainte €lasto-plastique ne doit pas violer le critére de plasticité, i.e. nous
devons tester la position de I'état de contrainte €lastique par rapport a la surface de

charge :

f(of, pF)=0 (2.50)

ol pF est le paramétre d'écrouissage

Dans le cas ou le précédent critére n'est pas respecté, nous corrigeons en projetant sur
la surface de charge pour évaluer l'incrément de déformation élastique équivalent :

F_ ECc
$ij= 81— g (2.51)
Ge
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La contrainte équivalente de von Mises G,F est donnée par la courbe rationnelle du

matériau identifiée a partir d'un essai de traction uniaxiale :

of = f (€0 + AeD) (2.52)

ensuite, l'incrément de déformation plastique équivalente est donné par 1'équation
implicite locale :
_ob-f(el+Aeh)

AeP = 16 (2.53)

que l'on résout numériquement par une procédure de type Newton-Raphson (Annexe
II).

Remarque :

En é€tat de contrainte plane, ou les contraintes G;3, Gy3 €t G33 sont nulles, les relations
entre les déviateurs conduisent 3 une incompatibilité entre I'état des contraintes finales
et 1'état des déformations (Simo et al., 1986), (Aravas, 1987), (Brunet, 1987).

11 est alors indispensable de rétablir 1'€quation implicite locale en termes de contraintes
et de déformations et non plus en termes de déviateurs (Annexe IV).

II1-4 EQUATIONS D'EQUILIBRE EN GRANDE DEFORMATION

II - 4 - 1 Principe des Puissances Virtuelles

Le principe des puissances virtuelles conduit & une formulation équivalente a celle des
équations d'équilibre. Le point essentiel est que la puissance virtuelle (ou réelle) de
déformation d'un corps doit s'annuler dans un mouvement de corps rigide virtuel (ou

réel).

Soit S un solide de volume V en équilibre, soumis & un chargement extérieur et a des

conditions aux limites.

Rappelons que le matériau constituant ce corps est supposé homogene, isotrope et

isotherme.
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Dans un solide déformable de volume V en équilibre, soumis a un chargement extérieur

et a des conditions aux limites, le champ de contrainte doit satisfaire :
* les équations d'équilibre dans V sur la configuration courante C(t) :

dive+piF=0 sur 'V (2.54.3)

* les conditions aux limites en vitesse :
v=vd  sur S, (2.54.b)
* Jes conditions en contrainte :
o.ng=Ty sur St (2.54.¢)

avecS = Sy U St la surface frontiere de V.

Le tenseur symétrique de Cauchy-Euler ¢ est défini sur la configuration C(t), il est

eulérien.

Nous pouvons représenter le corps solide en équilibre de la fagon suivante (fig. I1.3) :

Figure IL1.3 : Corps solide en équilibre avec conditions aux limites et chargement
extérieur.
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Nous prenons pour notation :
T; = forces de surfaces, appliquées 2 I'unité de surface extérieﬁre du corps,
Q; = forces exteri¢ures concentrées,
pF; = forces de volume,
g =tenseur des contraintes de Cauchy,

n; = normale extérieure.

En grandes déformations, on distingue deux types de chargement surfacique :

- la charge morte, ou les efforts appliqués sont donnés par unité de surface
dans la configuration initiale de référence avec 1'équivalence :

Ty dSy = T, dS, | (2.55)

- la charge hydrostatique, ot les efforts sont donnés par unité de surface dans
la configuration actuelle et évoluent avec la géométrie selon la formule de
NANSON (1.11).

On définit les tenseurs de vitesses, conjugués aux différents tenseurs de contraintes,

grice a I'expression des puissances massiques des efforts intérieurs :

S.p=X.p_E.p-8.¢ 2.56
p,'R=p,B=p E=p :E (2.36)

la relation (2.56) définit sans ambiguité les couples de tenseurs énergétiquement
conjugués 2 utiliser pour exprimer convenablement la formulation variationnelle (Hill,
1968). |

Sous l'action des efforts extérieurs, il apparait dans le solide des efforts intérieurs qui
équilibrent les efforts extérieurs.
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Le principe des déplacements virtuels conduit au bilan des travaux virtuels interne et

externe :

J Gj; 58-11- dv = J p F,; du; dV +J’ T; 8u;dS + Q, du; (2.57)

écrit pour toute variation du; des déplacements cinématiquement admissibles ol de;;
désignent les variations virtuelles des déformations. On notera que cette relation est

indépendante de la loi de comportement.

Soit v* un champ virtuel de vitesse, cinématiquement admissible & zéro sur Sy,.
Pour une charge morte, les différentes formes du Principe des Puissances Virtuelles
s'écrivent :

* Forme eulérienne :

avec le tenseur de contrainte d'Euler-Cauchy :

[@:Dw*av,=[p F.v* th+J.Tt.v* ds, (2.58)

S¢

* Formes lagrangiennes :

- avec le tenseur de contrainte de Kirchhoff :

J'VOI_: D(v*)dV,= J.VpOF.v* dV0+J. T v* dS, ‘ (2.59)

Sy
- avec le premier tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff (PK1) :

: J-VQZE(V*) dV0=LpOF.v* dV0+jT0.v* dS, (2.60)
[ ° Se

- avec le second tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff (PK2) :

jvz;:g(v*)dv(,:jvpoF.v* dVO+JT°.v* ds, 2.61)

So
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II - 4 - 2 Formulation incrémentale

La forme variationnelle des équations d'équilibre du solide utilisée dans la Méthode des
Eléments Finis s'exprime soit sous l'une des formes du Théoréme des Puissances
Virtuelles, soit sous des formes "taux" ou "incrémentales" dérivées des formules
précédentes, mieux adaptées & la résolution numérique des équations non-linéaires
d'équilibre.

Nous avons utilisé une version incrémentale portant sur les contraintes et non sur les

incréments de contraintes.

Afin d'obtenir, entre deux configurations, une formulation incrémentale correcte avec un
intervalle fini de temps non nécessairement petit, nous procedons par différence des
expressions du Théoreme des Puissances Virtuelles sur les deux configurations, en
prenant soin de 1'exprimer sur une méme configuration.

En effet, les opérations d'additivité ne peuvent étre définies qu'entre quantités rapportées
a la méme configuration. On utilise donc des grandeurs qui décrivent une configuration,
définies et mesurées dans une autre configuration.

A partir de la formulation (2.59) et de la définition de la dérivée de Jaumann, on obtient

la forme la plus adaptée a 1'algorithme d'intégration implicite retenu :

JA'cJ:D-(ZAD.‘c):D+1::(gradAu.gradv)]dV=
\4

[ (F+AF).vdV+[(T+AT).vdS- [z:DdV (2.62)

Remarques :

- Il apparait que la description cinématique des grandes déformations constitue
un obstacle géométrique important. Les configurations successives occupées par
le solide étant distinctes, il est essentiel de toujours préciser dans quelle
configuration les calculs sont effectués.

- Dans une formulation le choix de la loi de comportement et le choix du
Principe des Puissances Virtuelles sont indépendants, néanmoins certains choix
sont plus adéquats que d'autres selon le type de probléme.



- 88 -

- En pratique, la loi de comportement est introduite sous forme incrémentale,
c'est pourquoi nous utiliserons de fagon exclusive les formes incrémentales.
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CHAPITRE III

"CONTACT ET FROTTEMENT

III -1 INTRODUCTION

Les problémes de contact entre solides sont fréquemment rencontrés en mécanique des
structures.

En effet, dans les domaines de la mise en forme par déformation permanente
(profilage, emboutissage, forgeage), de la construction mécanique, du génie civil, les
processus de contact avec ou sans frottement jouent un réle prédominant.

Le contact s'établit entre deux corps : le premier, déformable, est appelé "la structure"
(métal, sol), le second, rigide ou déformable, est nommé "la fondation" ou "le
contacteur” (outil, pieu).

De grands déplacements relatifs entre les deux corps peuvent avoir lieu et les surfaces
de contact ne sont pas toujours lisses ; elles présentent souvent des discontinuités de
pentes (aspérités). L'entrée en contact des deux corps s'accompagne alors de
déformation plastique ou de la rupture de ces aspérités.

Nous supposons que la taille des aspérités est trés faible vis a vis des autres
dimensions des corps et de la taille des éléments finis utilisés. Il parait alors plus
logique d'abandonner le concept microscopique pour aborder un concept

macroscopique du contact.

Nous supposons également qu'aucun lubrifiant ou polluant n'influence le frottement
entre les deux corps : nous nous plagons dans le cas de frottement sec.

11 est reconnu que le contact avec lubrifiant exige I'utilisation d'autres lois de frottement
plus élaborées dont I'expression convenable est trés difficile a établir.
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Actuellement, la méthode des éléments finis permet de discrétiser spatialement des
surfaces de formes quelconques et de prendre en compte des conditions aux limites
diverses. Il en résulte qu'elle constitue un outil apte a simuler les problémes de contact.

L'objectif de ce travail est donc :

- d'analyser les différentes méthodes de résolution du probléme de contact entre
deux corps dont 1'un au moins est déformable,

- de développer un algorithme qui permet de traiter de fagon fiable et efficace le

probléme sur micro-ordinateur, en ayant a 1'esprit que :

- le solide peut présenter de grandes déformations et de grandes
rotations,
- le contact peut étre adhérent ou glissant, avec ou sans frottement,
- le contact peut apparaitre et disparaitre & de multiples reprises pendant
le chargement,

- - la forme des surfaces de contact peut présenter des discontinuités de
pente,
- I'équilibre des forces en présence doit étre respecté au mieux,
- un point quelconque de la surface de la structure peut entrer en contact
avec un point quelconque de la fondation.

III- 2 LOIS DE CONTACT ET DE FROTTEMENT
II1-2 -1 Introduction

Le milieu continu est supposé parfaitement déterminé, a tout instant t, par la

connaissance des informations suivantes :

* la configuration C(t), c'est a dire I'ensemble des positions de ses particules,

* ]'état des variables internes : les contraintes de Cauchy-Euler ¢ et les
parametres d'écrouissage qui sont reliés par les équations d'équilibre, la loi de
comportement du solide et la loi de contact et frottement.

Pour les deux corps en contact la surface réelle du contact et les forces dans cette zone
font partie des inconnues du probléme. La surface de contact peut connaitre également

une évolution au cours du chargement.
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Dans notre cas, comme le contact a lieu entre un solide rigide et un solide déformable,
la surface de contact reste celle géométriquement imposée par le déplacement du
solide.

III - 2 - 2 Cinématique au voisinage d'une particule matérielle candidate au
contact

Nous allons étudier le cas particulier de l'espace a deux dimensions (El Mouatassim,
1989), (Thery et al., 1992).

Soient deux corps soumis au contact : A le contacteur et B 1a structure.

Considérons ensuite P; et P; deux noeuds maitres de A de coordonnées respectives
Xp1 et sz et P' un noeud esclave de B de coordonnées Xp-.

Figure II1.1 : Noeuds maitres et noeud esclave appartenant respectivement
au contacteur A et a la structure B.

Définissons toutes les quantités qui nous seront utiles pour établir la formulation

numérique.

* Définition des vecteurs normal et tangentiel dans le plan :
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Le vecteur unitaire tangentiel t est défini par :

- 1 _ 0
(k) - e

Le vecteur unitaire normal au plan n a pour coordonnées :

2 [o2e) e

* Définition de la coordonnée curviligne :
Pour suivre I'évolution du point de contact, nous définissons une coordonnée

normalisée x obtenue par projection du point P' de la structure sur le segment [Py,P5]
du contacteur, soit :

_ 1
g_l_____[l % %5 ] (Xp-Xp )t (3.3)

avec : 0<E<1
* Définition de la pénétration et du glissement :
La pénétration normale x, est définie par :

X,= (Xp-Xp) @ (3.4)

Le glissement tangentiel x, est défini par :

—(t - £° 1
X, =(§ - &) IS 3.5)

ot1 £ est la coordonnée normalisée initiale de la particule P'.

La différence ( § - £°) représente le glissement de la particule P' sur le segment

considéré.

* Variation du vecteur normal n et du vecteur tangentiel t :
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Les variations sont données par (Simo et al., 1985) :

s _i }?p -IXP e <] (SXPz' 8XPI) (3.6)
2 1

1
= - X, - 8X
ot o X5 n <] (8 P, ) p,) (3.7

* Variation de la distance normale et du glissement :
La variation de la distance normale est donnée par :

8x, = ( 8Xp. - axpl) n+ ( 8Xp. - axm) n (3.8.2)

La variation de la distance de glissement est :

Eixkt = ( 8Xp - 8XP1> t ‘+ < 8Xp - 5Xpl> 5t -£% 8l ‘ (3‘8;5) |

Nous pouvons alors écrire plus simplement :

8x, = (X ¢ (3.9.2)

et
dx, = BX) cf (3.9.b)
avec
X p.
0X = SXP, (3.9.0)
OXp,
-sin 0 )
cos

c; (3.9.d)
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f cos 6 1

sin 0

-(1-&0)cose+§1£sin 0

-(1—§O)Sin 9-%‘1cos 0

i

(3.9.¢)

-ﬁocose-%ﬂsin 3]

L -§Ocose+ }—(I’lcos 6
avec | = “ XPZ-XP]”

* Application au contact - frottement :

Soient deux solides A et B, de volumes V5 et Vg , de surfaces externes S et Sp et
deux ensembles S oc et Spc de surfaces incluant les particules "candidates au contact” :
une telle particule P appartenant & Sac est une particule qui risque, compte tenu des
caractéristiques géométriques et mécaniques du probleéme, d'entrer en contact avec le
solide B. Supposons que l'on sélectionne une particule P' de Spc la plus proche de P.
Nous faisons cela pour exprimer la "non pénétration” du solide A dans le solide B , i.e.
toutes les particules P candidates au contact, appartenant a Sac, sont bien extérieures au
solide B.

AC 3
I TS S SN R S N S } S I L trJy 1 1 i 1 1 1 §1 31 1 1 1 %11
14 11 L 1 1 1 1 1§ I i i1 1 1. 1 1 11 1 L ) Bl 1 1 A 4 1

N
LI T rrrrrrrr a1 T T T T T T T.1

Figure IIL2 : Probiéme du contact avec frottement. Définition du repere orthonormé
et
des deux surfaces candidates au contact.
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Nous définissons un repere local de contact d'origine P et de vecteur unitaire n orienté
selon PP', t; ett, choisis arbitrairement dans le plan normal en P an et tels que
R = (t;, t5, n) soit un repére orthonormé direct (Fig. 111.2).

On note :
X : coordonnée de P' dans R,
v : vitesse relative de P par rapport P',
r : réaction dans le repére R.

contact

non contact X

-]

L 4

Figure I11.3 : Graphe de contact.
Relation entre x, et r;,.

glissement
arrigre oo

adhérence v

t
Y
L4

gligsement
avant

Figure II1.4 : Graphe de frottement.
Relation entre v et r,.

Par construction : x, =0 et x, = PP
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Nous pouvons également représenter schématiquement les liens existant entre X, et r,
(graphe de contact) ainsi qu'entre v et r, (graphe de frottement).

Nous définissons, de méme, les composantes normale et tangentiellede r : 1 etr,

IIT -2 - 3 Lois de contact
- Condition de non pénétration :

A tout instant t, le solide A doit se trouver a l'extérieur du solide B, et vice et versa. La
condition d'impénétrabilité de la particule P' dans le solide A, dite aussi condition de
contact cinématique, s'écrit en fonction de la composante normale de la position de la
particule P', dans

R:

X, >0 P n'est pas en contact avec le solide B (3.10)
x, =0 P est sur la surface Sgc : (3.11)

- Condition de non adhésion :

La condition de non adhésion, dite aussi condition de contact statiqué, exprime que le
solide A ne doit pas empécher la particule P' de décoller. Elle s'écrit en fonction de la
composante normale, dans R, de la réaction r exercée par le solide A sur la particule P'
du solide B :

r,20 (3.12)

- Tautologie :

Cette condition traduit que si x,, > 0 ,i.e. la particule P' n'est pas en contact avec le
solide A, alors la réaction r, est nulle. En revanche, s'il y a contact, la réaction r,, n'est
pas nulle mais la distance x,, est nulle.

Cette condition s'écrit :
X I, =0 (3.13)

Les formes duales équivalentes aux relations ci-dessus s'écrivent :
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* si I'on privilégie la réaction normale de contactry, :

I'n

20 Vs20  (s5-1,)%,20 (3.14.a)
* sil'on privilégie la distance normale x,; :

X, 20 Vy, 20 (y,-x,)1,20 (3.14.b)

n
Les formes précédentes s'adaptent bien a l'application des algorithmes numériques
déstinés a la résolution des inéquations varitionnelles (Gauss-Seidel avec projection,
gradient projeté de Rosen, etc...).

Pour pouvoir mettre en équation le probleme de contact, les conditions cinématique et
statique du contact doivent étre complétées par une loi de frottement. Nous allons donc
étudier diverses lois de frottement existants. ‘

II1 - 2 -4 Lois de frottement

Les lois de frottements les phis utilisées dérivent soit du modele dekCoulomb, soit de
lois de frottement non locales, soit de modeles avec surface seuil de frottement et lois
de comportement.

- Modéle de Coulomb :

Dans le cas de contact isotrope, la loi de frottement fourni par le modele de Coulomb

exprime que la cission limite est proportionnelle i la pression normale. Elle s'écrit :

] € Ur, si vi=0 (3.15)

I, =-ur, XI si |ve] # 0 (3.16)

H est le coefficient de frottement de Coulomb,

vy est la vitesse tangentielle relative de la particule P par rapport 3 P',
I, est la composante tangentielle de la réaction du solide B sur le
solide A, ‘

I, est la composante normale de la réaction du solide B sur le solide
A
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- Autre écriture du Modéle de Coulomb

La forme équivalente suivante peut étre envisagée (Kallala, 1991) :

rd < Hifry = v=0
(3.17)
rl= Hl|r ] =ilexiste A =20 telque v,= Ar
f It ol q t t

Elle introduit un seuil de frottement & partir du rapport des composantes dans le repére
local des forces de contact.

- Modeéle de Tresca :

Ce modele exprime une relation linéaire entre la réaction tangentielle r; et la réaction
normale limite d'écoulement ry.

I'o Vy

Inl = -k (3.18)

 est le coefficient de frottement de Tresca
- Modéles de frottement non local :
On peut également considérer la déformabilité des aspérités et en déduire que le

phénomene de frottement est non local, autrement dit, qu'il dépend de la mécanique de
toute I'aspérité dont la taille joue un role important :

|G| < HSp(0y) si v =0 (3.19.2)
|Gyl = USp(0,) si v # 0 (3.19.b)
ol Sp Onx) = Jscmp (|X‘Y|) Gnly) dy (3.19.c)

o,, O, et |L sont respectivement la contrainte tangentielle, la contrainte normale et le

coefficient de frottement dans le modéle de coulomb.

S, est la fonction qui permet de répartir la contrainte normale G, sur la surface S; en

contact de 1'aspérité.
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- Modéle de frottement "élastoplastique” :

Par analogie avec 1'€lastoplasticité, ce modele est basé€ sur les principes suivants :

* décomposition de la distance de contact :

distance de contact "d"

distance d'adhérence reversible "d™"+ distance de glissement non réversible "d""

d=d*+d°=(d2+d}) +(df+kdf) (3.20)

ol d, est la distance normale et d; la distance tangentielle ; les variables
internes d? et ds, sont respectivement comparable a la déformation élastique -

réversible et la déformation plastique irréversible.

’Figure IILS : Définition de la distance d'interpénétration d.

* relations : réaction-adhérence. réaction-rodage et réaction-usure :
Le modele distingue trois types de réactions :
* ]a réaction de contact li€e 2 la distance d'adhérence :

bl e

* la réaction de rodage liée a la distance de glissement :

k, 0
0k,
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15, =q, ds, (3.22)
* ]a réaction d'usure liée 2 la distance de glissement cumulée :
© =qde (3.23)
ou k,, k;, q; et q sont les coefficients de pénalisation qui

représentent le comportement moyen des aspérités des
surfaces de contact.

* critere de glissement :
Ce critére permet de faire la distinction entre contact adhérent et contact glissant.

Dans le cas du modeéle de Coulomb, il s'écrit :

Y(@) = Irt | - pr,- B <0 contact et adhérence (3.24.a).
Y() = lrt | - ur,-B=0 séparation ou glissement (3.24.b)

ou U est le coefficient de frottement.

'Y

Iy | domaine interdit
Y

. surface de plasticitd
domaine

inaccessible B B L
pas de contact / domaine élastique I,

-B >\ contact adhérent
contact avec \&u’\
glissement o~ —~

domaine interdit

Figure I1L6 : Analogie contact - plasticité : différents domaines de contact.
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Remarque :

L'évolution du coefficient de frottement en fonction de 1'usure est souvent introduite
dans le critére de glissement sous la forme :

Y@ = Irl-p(re)r, <0 - (3.25)
ce qui traduit 'ouverture ou la fermeture du cone de frottement.

* Joi de glissement :

Le calcul de la distance de glissement nécessite l'introduction d'un potentiel de
glissement : :

Z(r,151°)
Le glissement irréversible est évalué a partir de :

gs=24Z - (3.26)

A est le coefficient exprimant la colinéarité de la vitesse de glissement et le
vecteur normal au potentiel Z.
III- 2 -5 Conclusion
Plusieurs lois de contact et de frottement peuvent étre considérées. Nous retiendrons la
premiere forme du modele de Coulomb qui est la plus souvent utilisée en mécanique
et en génie civil. De par le caractere modulaire du logiciel, 1'introduction de nouvelles
lois de contact ne pose aucun probleme.
II - 3 INEQUATIONS DE CONTACT ET DE FROTTEMENT

III - 3 - 1 Introduction

Pour modéliser le contact, nous pouvons nous placer dans I'une des deux hypothéses

suivantes :
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Premiére hypothése : nous modélisons le contact avec des conditions
bilatérales.

Avantage : le probleme est fondé sur des équations variationnelles.
Inconvénient : seuls les problemes pour lesquels la surface de contact est

connue a priori peuvent étre étudiés.

Deuxiéme hypothése : nous modélisons le contact avec des conditions
unilatérales.

Avantage : c'est le cas général.
Inconvénient : le probléme est basé sur des inéquations variationnelles
(introduction des conditions d'impénétrabilité et de non-adhésion).

Les difficultés principales du probléme de contact proviennent du fait que les
conditions aux limites liées au contact ne sont pas connues a l'avance et qu'elle

dépendent de la solution du probléme.

Les méthodes usuelles utilisées pour la résolution des problémes non-linéaires ne sont
pas efficaces pour résoudre des inéquations variationnelles de contact avec frottement.

III - 3 - 2 Equations d'équilibre couplées avec les inéquations de contact et de
frottement

Ecrivons 1'équilibre global du solide par le principe des puissances virtuelles :

P(t,v*) = Pin(t;¥) + Pexe(tv¥) + Peny(tv¥) @2

v* : champ de vitesses cinématiquement admissible,
P, : puissance virtuelle des efforts internes,

Pex: : puissance virtuelle des efforts extérieurs,

Pt : puissance virtuelle des efforts de contact.

Le calculde { F_,, } est délicat a cause des inéquations définissant le probleme.
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III - 3 - 3 Linéarisation du résidu
Nous calculons la valeur x qui annule par la méthode de Newton-Raphson le résidu

non linéaire {R(x)}. Ensuite a partir d'un point x; , nous linéarisons le résidu au
voisinage de x; et nous définissons x;,; comme solution du systeme linéarisé :

[ OF ¢x(x)

[ oF ., (X)

[ aF,m(X) ] {Ax }=- [R(x)} (3.28.2)

et Xi+1 =X+ Dx ‘ (328b)

Pour résouudre un probleéme non-linéaire, la méthode de Newton-Raphson consiste a
faire quelques itérations avant d'atteindre la solution du probléme linéarisé

Nous définissons alors deux matrices de rigidité du solide :

1 - une premiére correspondant a la matrice de rigidité tangenté du solide et des efforts

extérieurs :

oF,,(x) OF . (x)
[Ko]= [ in ] [ o (3.29)
2 - une seconde correspondant a la matrice de rigidité tangente du contact :
_ | %FendX) (3.30)
[Kc]= [T

Le probléme revient alors a évaluer les réactions de contact {Fc, (x)} et [Kc].

III - 3 -3 -1 Méthode de pénalisation

Dans un premier temps nous approchons les graphes non différentiables des figures
III-3 et ITI-4 en graphes différentiables par morceaux.

Nous obtenons alors :

* pour la réaction normale :
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six,20 alors r, =0

six, <0 alors r, =k, X,

Nous représentons ce systeme d'inégalités par le graphe de la figure II1.7.

In

non contact X

p

Figure II1.7 : Graphe différentiable de contact.

* pour la réaction tangentielle

v
si| vl 2v, alors T, = Hrnr\?f'[

sil vtl <v, alors r=KX;

Cette fois, nous obtenons la figure II1.8 :

4+
glissement t
arriere
Vt
b
glissement

avant

Figure IIL.8 : Graphe différentiable de frottement.

k, etk; sont des coefficients de pénalisation qui doivent €tre :

- suffisamment grands pour que la pénétration et le glissement tangentiel

adhérent entre les solides de contact soient faibles,
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- suffisamment petits pour que la matrice de contact soit bien conditionnée
(Annexe I).

L'analyse géométrique des positions des noeuds candidats au contact est effectuée a
chaque itération également selon un schéma de type Newton-Raphson. .

Le chargement extérieur est appliqué par accroissements successifs a cause du
comportement non réversible du frottement et éventuellement de la loi de
comportement du solide.

Par hypothése :
* la configuration C(t), en équilibre sous le chargement extérieur, est telle que son
champ de déplacement est cinématiquement admissible et que son champ de
contrainte est statiquement admissible.
* Jes réactions de contact respectent la loi de frottement.
Rappelons qu'a I'instant t, nous connaissons :
* ]a position des particules : x(t),
* le tenseur des contraintes : o(t),
* les réactions de contact : Fop((t),
* ]es variables internes.
Par contre a l'instant t+At , on ne connait que x(t+At).

Pour déterminer la configuration C(t+At), nous appliquons :

- - le chargement extérieur par incréments (discrétisation temporelle),
- le schéma itératif de Newton-Raphson pour assurer 1'équilibre.

A chaque itération, nous testons le statut de chaque noeud candidat au contact :

*six,=20 alors pasdecontact et 1, =0
*six, <0 alors contact et r,=KkjXx,

A partir de la distance tangentielle x;= v; At, nous calculons r;=k¢x; :
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*si |l 2pl r,| alors nous sommes en situation de contact glissant et de ce
fait:
Vi

It = Uiy, (3.31)

*¥silrnl <p | 1, alors nous avons cette fois un contact adhérent et alors :
r=ke x¢ (3.32)

Nous procédons ensuite a I'assemblage des efforts aux noeuds :

S :
(Fead = o4 (end (3.332)

avece
ch:nt = I'; ch1 + rf C: ; : ( 3.33b)

La matrice de rigidité tangente du contact est alors 'assemblage des matrices de rigidité

élémentaires :
s ;
Ke= A Ko | (3.34)
avec :
* pour le contact adhérent :
K = ko [ea) (c3) + ke {ef} (e3) (3.35)
* pour le contact glissant :
Ke = Ky [e3} (cB) (3.36)

cs e ¢ sont définis selon les formules 3.9.

III-3-3-2 Autres méthodes

- méthode de résolution directe



-111-

Cette méthode, proposée par Jean et Touzot (1988), consiste d'abord & condenser le
systeme d'équations aux noeuds candidats au contact puis, &8 minimiser le systéme
d'équations non-linéaires sous contact. Elle est résumée par 1'organigramme suivant
(Organigramme III.1) :

—————t
ittrations sur les équations d'équilibre

caculde Ki ,Fi ,F1
ink xt
—t

L 4

itrations sur les inéquations de contact

S ;
ittrations sur les inéquations de frotement

résolutonde [K3] {AX} =-{Fi }-{fot}-{FcL}_

test de convergence

Organigramme II1.1 : Organigramme de la méthode de Jean et Touzot (1988).
- méthode des multiplicateurs de Lagrange :

Cette premiere méthode consiste a introduire des multiplicateurs de Lagrange A, et Ay,
représentant respectivement les réactions normales et tangentielles, dans 1'écriture des
équations d'équilibre du solide. Ceci a 1'avantage de vérifier exactement les conditions
de contact et de frottement. En revanche, cette méthode a l'inconvénient d'au gmenter le
nombre d'inconnues et d'étre alors obligé d'utiliser des méthodes de résolution
appropriées. Parmi celles-ci, citons par exemple les méthodes de décomposition par
partitionnement des variables du systéme d'équations globales qui tiennent compte des
zéros (correspondant aux réactions de contact A, et A) apparaissant sur la diagonale
de la matrice de rigidité .

- méthode du Lagrangien pertubé :

C'est une combinaison de la méthode de pénalité et de la méthode des multiplicateurs
de Lagrange distinguant le cas du frottement adhérent du cas de frottement glissant.
Son utilisation peut &tre considérée comme une amélioration de la méthode de pénalité
en évitant I'emploi de coefficients de pénalité trop grands qui perturbent le

conditionnement de la matrice de rigidité.
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- méthode des éléments finis de contact avec seuil :

Des éléments finis de contact bi- et tri-dimensionnels ont été développés par Charlier et
Cescotto (1985). Ils reposent sur I'hypothese du frottement sec de type Coulomb. Ils
peuvent mod€liser des problemes de grandes déformations en autorisant de grands pas
de calcul.

Le raisonnement s'appuie sur des variations infiniment petites des contraintes et des

déformations.

Dans le cas bidimensionnel, par exemple, nous avons :
Bl
3] =

¢ K sgnt 0 [2} @337

p est la contrainte normale,

T est la contrainte tangentielle,
¢ est le frottement interne,

u et v sont les déplacements.

Nous avons par ailleurs:
p=Kyu
1= Kt v

Un élément fini de fronticre est ensuite €laboré. Cet élément fini doit étre compatible
avec les éléments de structure adjacents. Les coordonnées et les déplacements sont

obtenus par les mémes fonctions d'interpolation :

x =Ni©) x; u=Ni©) u;
: ~ (3.38)

y=Ni©yi v=NiQ) vi
aveci=12a3.
X; . yi sont les coordonnées nodales,

u; v; sont les déplacements nodaux,
Ni(0) sont les fonctions d'interpolation.
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Les axes globaux sont (es.ey) et les axes locaux a 1'élément sont (e, ey), e, €tant

orienté vers l'intérieur du corps.

ligne de frontiére

Am—tatTE

-+

Figure IIL9 : Axes de référence : axes globaux et axes locaux sur une ligne de
fronti¢re.

Deux types de fondations sont développés :

1 - une frontiére constituée d'un nombre quelconque d'arcs de parabole
consécutifs, définis & l'aide des mémes fonctions d'interpolation que la
frontiere de la structure. Ses déplacements sont également paraboliques,

2 - une frontieére circulaire, définie par son centre et son rayon. Ses
déplacements comprennent une rotation par rapport a sa position initiale,
une variation de son rayon, une variation de la position de son centre.

11 faut ensuite calculer les distances et vitesses relatives dans les axes locaux (ey,ey) de
la structure et de la fondation, a partir d'un point (d'intégration) de la structure.

La matrice de rigidité est, quant a elle, obtenue en dérivant les équations d'équilibre.
Différentes approximations ont conduit & implanter dans 1'élément de contact le calcul
par pertubation des déplacements nodaux d'une matrice d'itération parfaitement
tangente. Ceci permet généralement d'améliorer la convergence et de limiter le temps
de calcul.

Signalons que les éléments de contact sont généralement assez peu nombreux en
regard du nombre total d'éléments finis du maillage de la structure.
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IIT - 3-3-2 Conclusions

L'utilisation de ces méthodes sur micro-ordinateur est cofiteuse en temps en raison des
nombreux acces (lecture et écriture) sur le disque dur.
Dans un souci de simplicité et d'efficacité numérique, nous avons jugé judicieux

d'utiliser uniquement la méthode de pénalisation.
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CHAPITRE IV

MISE EN OEUVRE ET VALIDATION NUMERIQUE

IV -1 INTRODUCTION : METHODE DES ELEMENTS FINIS

L'analyse des structures s'effectue généralement a I'aide de codes de calcul par Eléments
Finis. C'est dans le cadre de cette méthode que s'inscrivent les réalisations numériques
du probléme étudié en vue de traiter sur micro-ordinateur des structures "industrielles"
relativement complexes.

Il convient tout d'abord, de rappeler brievement 1a Méthode des Eléments Finis.

- Chaque formulation mécanique du probleme se présente sous la forme d'un systeéme
d'équations aux dérivées partielles spatiales et temporelles gouvernant un nombre infini
de variables d'état 2 l'intérieur du solide et d'un certain nombre de conditions aux limites.
Le probleme ainsi formulé est un probléme continu.

Il est en général difficile a résoudre analytiquement et souvent seules l'existence et
I'unicité de sa solution sont démontrées. Cependant pour modéliser une structure
industrielle complexe, une technique numérique de résolution telle que la Méthode des
Eléments Finis s'avere nécessaire.

Cette méthode permet de transformer un systéme d'équations aux dérivées patielles en
un systeme discret d'équations algébriques portant sur un nombre fini de variables. La
résolution de ce systeme est ensuite effectuée numériquement & l'aide de divers
algorithmes numériques programmables sur ordinateur. ' ;
La solution du probléme réel est ainsi approchée dans I'espace par un ensemble discret

de valeurs.

Pour la mise en oeuvre de la méthode des éléments finis, nous effectuons une
discrétisation spatiale. Le domaine sur lequel la solution est recherchée est discrétisé
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spatialement de maniere approchée par un maillage d'éléments, caractérisés par la
position de noeuds. Ce maillage réalise une partition du domaine.

Ensuite, en chacun des noeuds du maillage sont choisies des variables principales
appelées variables nodales. Dés que les valeurs des variables principales sont connues
aux noeuds, les valeurs de ces variables en chaque point intérieur a 1'€lément sont
interpolées a l'aide de fonctions dites d'interpolation, assurant, suivant le type de 1'élément

choisi, une continuité de ces variables et/ou de ses dérivées, d'un élément a un autre.

On réalise ainsi une interpolation par sous-domaines. Chaque type d'é1ément peut étre
considéré comme I'image par une bijection d'un élément unique ayant méme topologie,
appelé élément de référence et fixé une fois pour toutes. La bijection permettant de
transformer I'élément de référence en un élément particulier du maillage ne dépend que
de I'élément du maillage et donc de la position de ses noeuds. Lorsque cette bijection est
définie & l'aide des fonctions d'interpolation, 1'élément est dit isoparamétrique. Les
€léments finis isoparamétiques sont treés utilisés, certains éléments spéciaux ont méme
été développés pour simuler au mieux des structures particulieres comme les structures
fissurées notamment (Récho, 1987).

L'action des élément finis peut €tre schématisée de la fagon suivante Braudel (1986) :

expérimentation

Identification des Réalité industrielle
phénomenes physiques : :

formulation
mécanique

Systeme d'équations aux dérivées partielles
et équations aux limites

METHODE DES ELEMENTS FINIS vérification
expérimentale

* discrétisation

* formulation intégrale SOLUTION DISCRETE

* algorithme de résolution
* programmation

Organigramme IV.1 : Présentation de la Méthode des Eléments Finis.
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IV -2 CHOIX DE L'ELEMENT FINI

En grandes transformations, le maillage peut étre fortement distordu, I'élément fini
utilisé doit étre apte a subir de grands changements de forme sans que les résultats
(contraintes et déformations) en soient altérés (Nagtegaal et al., 1981), (Rakotomanana,
1986).

Dans le domaine élasto-plastique, nous devons donc tenir compte de deux phénomenes
importants, a savoir, l'incompressibilité€ de la matiere et le blocage ou verrouillage
numérique.

IV - 2 - 1 Elément Fini incompressible.

Nous nous contentons de mettre en évidence les sources d'incompressibilité a 'aide de
l'exemple d'un élément rectangulaire linéaire.

* Elément linéaire isoparamétrique :
Rappelons que dans 1'élément isoparamétrique, les mémes fonctions de forme N; sont
utilisées pour l'interpolation du déplacement et pour définir la forme de 1'élément lui-

méme.

Considérons 1'élément quadratique a quatre noeuds et quatre points de Gauss dans
I'espace (x,y,z) (Fig. IV.1) : ‘

n
1 ,
@ +1 &)
* *
-1 0 +1
IR
m| ™Mo Fe
* * T ——
® 4 @

[# : points de Gauss |

Figure IV.1 : Elément isoparamétrique linéaire, 4 noeuds type Lagrange.
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La transformation Fe :
* définit les coordonnées réelles x et y de chaque point M de I'élément reéel
‘2 partir des coordonnées & et N du point m correspondant de 1'élément de

référence encore appelé, €lément parent,

* est bijective en tout point intérieur et sur tout le contour de I'élément si
celui-ci n'est pas trop distordu.

Les foﬁctibns d'interpolation sont :
<N> = < Ni_ 4> 4.1.a)
avec Ni=(1+& & Q+mym)/4 | (4.1.b)
ou &;, m; sont les coordonnées paramétriques du noeud i.
* Modes naturels du gradient de déformation F :

Par exemple, considérons un €lément fini rectangulaire de longueur 2L et de hauteur 2H.

el
-

Figure IV.2 : Elément plan rectangulaire
de longueur 2L et de hauteur 2H.

Nous avons :

Ni=(1-8 (1-m)/4 (4.2.2)
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Np=(1+8) (1-1m)/4 (4.2.b)
N3 =(1+E) (1+m)/4 | (4.2.c)
Ny=(1-8) (1+1)/4 . (42.4d)

- L'interpolation du vecteur {x} donne :

x}= 2, N; x;] ‘ 4.3)

Les composantes du gradient de déformation F discrétisées dans 1'élément s'obtiennent
par I'égalité (1.9) ou encore par :

Fij=6ij+ <N;> {ug}
avec {u} le vecteur de ‘déplacements nodaux.

Tous calculs faits, nous pouvons mettre le résultat sous la forme :

Fi=1+3- (p, +p,M) g (4.4.2)
Fia=g(pe+p M) (4.4.b)
F21=4—lg(p5+p2§) - (440)
’F22=1k+‘—1%1—(p3+p4§) (4.4.d)

ou les coefficients p;, représentant les types de déformation standard de 'élément, sont

donnés par les relations :

pi1=-U;+Up+U3z-Ug (4.5.a)

p2=U; -Uz + U3z - Uy (4.5.b)
p3=-V;-V2+V3+Vy (4.5.¢)
pa=Vi-Vy+V3-Vy (4.5.d)
ps=-U;-Uz+Us +Us |  (45.e)
ps=-Vi+V2+V3-Vy (4.5.1)

On obtient ainsi les modes de F suivant la direction X (Figure IV.3) :




- 124 -

4 extension 3 4 flexion 3
1 p1 = 0 2 1 p =0 2
glissement 2
4 3

Figure IV.3: Les trois types de déformation suivant I'axe des X.

De méme suivant 1'axe des Y, nous obtenons pour :

*pe#0 : une extension
*ps#0 : une flexion
*p3#0 : un glissement.

* Incompressibilité locale dans I'élément
Dans I'élément considéré, I'incompressibilité en chaque point s'exprime par la relation :

J=detE=1 (4.6)

ce qui revient a écrire :

1 1
J=1+Zf(p1+p2ﬂ)+ZH—(p3+p4§)+

[Py a7 (p3+pa-(ps+p,8 [perpa]]

Une étude systématique de toutes les combinaisons possibles des différents modes
naturels de E (pour avoir det E = 1) nous montre que l'incompressibilité locale ne peut
pas étre vérifiée en chaque point de 1'élément lorsqu'il subit le mode de flexion, c'est a

dire lorsque p, # 0.

Dans ce cas, en effet :
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J=detE=1=1+p,n/4L 4.8)
Cette égalité est vérifiée quel que soit p, si et seulement si N=_0.
Cela signifie que seuls les points pour lesquels n= 0 vérifie 'incompressibilité locale.
Nous suivons la méme démarche pour démontrer :
J=detF=1=1+p,§/4H 4.9)

Cette égalité est vérifiée, quel que soit la valeur de p, , uniquement si &= 0.
Dans ce cas, les points seuls pour lesquels €= 0 vérifient 1'incompressibilité locale.

Ainsi, I'analyse permet de conclure dans 1'élément considéré, que le centre seul de
coordonnées M=0 , &= 0) vérifie l'incompressibilité locale, que ce soit en petites ou en
grandes déformations. ‘

De ce fait ce type d'élément rectangulaire ne convient pas a la modélisation de 1'élasto-
plasticité.

IV - 2 - 2 Phénomeéne de blocage.

I est connu que dans le cas des grandes déformations élasto-plastiques certains éléments
ne conviennent pas bien en raison du phénomene numérique de "verrouillage” (locking)
du maillage (Nagtegaal et al., 1974), (Rice et al., 1971) encore appelé, par certains,

phénomene de blocage.

En effet, si nous adoptons les notations des petites déformations, 1'énergie de
déformation s'écrit sous la forme :

L{ZH 5ij£ij+7~€kk€kk)dv = IVF.u dv ‘ (4.10.a)
oul le module de plasticité est Ho= 5-(-1-}::-_'-_—\,—)- F (4.10.b)
A E (4.10.c)

et Ie module d'incompressibilité est SO (I-2v)
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L'incompressibilité plastique octroit la valeur 0,5 au coefficient de Poisson. De ce fait, le
module d'incompressibilité A tend vers l'infini entrainant une surestimation de la matrice

de rigidité d'ou le terme de blocage.

Cet inconvénient peut €tre évité par 1'une des approches suivantes :

- utilisation de la performance naturelle d'un élément (Nagtegaal et al., 1974) : il est
souhaitable que celui-ci soit de haute précision,

- utilisation d'une topologie particuliere du maillage suivant une analyse

préliminaire des déformations,
- mise en ceuvre d'une technique d'intégration sélective ou réduite (Mallett, 1982),

- mise en ceuvre d'un principe variationnel modifié€ (principe utilisé en Mécanique

des Fluides incompressibles).

La derniére méthode reposant sur la formulation mixte exige 1'emploi de nombreuses
variables entrainant de ce fait des temps de calcul trés importants.

Pour la formulation sur micro-ordinateur, il est donc plus adapté d'utiliser la méthode
d'intégration sélective ou réduite.

Développons un peu plus particuli¢rement ces deux méhodes.

IV -2 - 3 Intégration réduite et sélective

L'utilisation des méthodes d'intégration réduite ou sélective est maintenant chose

courante.
* Intégration réduite :

Cette méthode consiste a intégrer numériquement la force nodale et la rigidité tangente a
l'aide d'une formulation de degré inférieur a la formule exacte. -

Seulement cette sous-intégration conduit, en général, a une rigidité tangente singuliére de
1'élément et introduit, de plus, des modes d'énergie nulle. ‘
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Pour I'élément quadratique a huit noeuds et neuf points de Gauss, par exemple, le
schéma d'intégration réduite utilise seulement quatre points de Gauss (Fig. IV.4).

o o © o o
+0 0 o4 4 p ©  point d'intégration
o 0 © o © ~
inttgration exacte inégration réduite

Figure IV.4 : Schémas d'intégration réduite pour un élément quadratique
8 noeuds et 9 points de Gauss.

* Intégration sélective :

Cette intégration est basée sur la décomposition de 1'énergie de déformation de 1'élément
en un terme de volume due a la dilatation pure et un terme dit au cisaillement pur
(Formule 4.10).

Spécifiquement a I'élément incompressible, I'intégration sélective consiste alors A sous-
intégrer la contribution de dilatation pure dans chaque grandeur (force nodale, rigidité
tangente) et a utiliser I'intégration exacte pour évaluer les termes de cisaillement.

Résumons, par exemple, le schéma d'intégration sélective de I'élément linéaire 2 quatre

noeuds pour un matériau incompressible.

Selon (4.10) l'intégration du "terme en A" est réduite au point & =1 = 0 qui vérifie
I'incompressibilité plastique. Les termes en [ sont intégrés exactement.

a ] o Lo}
& b - ©  point d'intgration en p
R 4 o o ; ‘ |
X  pointd'integration en A
intégration exacte inthgration sélective

Figure IV.5 : Schémas d'intégration sélective pour un élément
4 noeuds et 4 points de Gauss.
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IV - 2 - 4 Solution retenue

L'élément isoparamétrique 8 neeuds "Serendip” avec une intégration réduite (2x2) points
de Gauss (sous-intégration) donne toute satisfaction, il est souvent cité dans la littérature
(Zienkiewicz et Taylor, 1989).

C'est un élément quadratique incomplet de classe CO (continuité des déplacements aux
frontieres entre les éléments, mais pas de continuité des dérivées premiéres). De plus, il
est isoparamétrique, i.e. les fonctions d'interpolation N; sont identiques pour sa
géométrie et son champ de déplacement.

n
@, _©*
* #*
-1‘ 0 @ +1
* ml*% *\hh "“--I-:e
@ ——

® 4 ®

[# : points de Gauss |

Figure IV.6 : L'élément "Serendip”, a 8 neeuds, avec la transformation Fe
de I'élément de référence a I'élément réel.

Remarque :

L'élément réel est défini par la séquence des 8 noeuds (12, 18, 25, 26, 27, 33, 22, 10)
pris dans le méme sens.

Pour éviter toute singularité avec 1'élément a 8 noeuds, il faut que chacun des quatre
angles soit inférieur a 180° et que les nceuds médians soient situés dans le tiers central de
chaque c6té (Zienkiewicz et Taylor, 1989).

L'élément a 8 noeuds est construit sur la base polynémiale incompléte (Dhatt et Touzot,
1984) :
<p>=<L§n,&,En,n%En,En2> 4.11)
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Ses fonctions d'interpolation sont :
- pour les nceuds coins (i=1,3,5,7)

Ni=3x(1+EE) (1+nn ) (§&;+nm,-1) (4.12)

S SN

- pour les nceuds intermédiaires (i=2, 4,6, § )

Ni=2E%(1+8E) (1-nD)+ In¥(1+an) (1-87) (4.13)

(S

Les dérivées partielles %Ig—’ et %I;—’ ‘se Calculént sans difficulté.

Les coordonnées, dans l'espace de références, des points de Gauss utilisés pour
I'intégration numérique et les poids correspondants sont :

€1=—§2=-14—3=, ‘n1=-n2=-171—§-, Wi=Wy=1 (419

En notant [ J¢ ], la matrice jacobienne de la transformation géométrique F,, nous
obtenons : | ‘

{0€} =[Je] {ox} . - (415.9)
ce qui signifie que :

{ox}=[Je]! {dE)} Ry (4.15b)

ou det [ Je ] est toujours positif afin de vérifier la condition de non pénétrabilité de la
matiere. Sinon la matrice de rigidité devient singuli¢re et la technique de remaillage de la
structure s'impose.

IV -3 DISCRETISATION

IV - 3 - 1 Discrétisation spatiale

L'approximation nodale pour le déplacement {u} d'un .point M de I'é1ément (Fig. IV-
5), s'écrit :

{u} =[N] {u} (4.16)
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ou [ N ]est une matrice contenant les fonctions d'interpolation,
{u;} est le vecteur déplacements nodaux de I'élément.

On suppose que les fonctions d'interpolation ne dépendent pas de {u;}, hypothése
communément admise en description lagrangienne actualisée, par conséquent
I'accroissement virtuel des déplacements est donné sur chaque élément par la méme
interpolation : |

(Su) = [N]k{Su;} @.17)

Figure IV.7 : Modélisation du corps solide en éléments finis.

On en déduit, avec la formule :
D;j;= %(Vi,ﬁ vii) 4.18)
que

(D} =[B] (w) @.19)

Les composantes de la matrice [B] sont fonctions des dérivées partielles des fonctions

d'interpolation.
IV - 3 -2 Discrétisation temporelle
En choisissant la forme la plus concise du Principe des Puissances Virtuelles (2.62) et

en partant de la relation (1.46.d) ainsi que de la définition de la dérivée de Jaurnann
(2.15) , on obtient la forme la plus adaptée a l'algorithme d'intégration implicite retenu :
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j[A‘cJ;D-(zAD.t):D+t:(gradAu.gradv)]dv=

(4.20)
[p (F+AF).vdV+[(T+AT).vdS-[T:DdV
La loi de comportement s'écrit sous 1a forme matricielle :
{AT )} =] CePk] {Aui } : , (421
Par ailleurs, la dérivée de Jaumann est donnée par la relation :
TJ=f + % (01j0ki+ 0k;01i+01;dxj+ Oid);) Dy, (4-22)

Dans le cas bidimensionnel, la discrétisation du premier membre du Principe des
Puissances Virtuelles, aboutit 2 (Annexe V) : '

YW W, {Bu T(B1 (1C®1-[1QDIBI+IG1[Z11G 1| {uy) eded
4.23)

- [G] est la matrice d'interpolation donnant le gradient de I'incrément de

déplacement  partir de l'incrément de déplacement nodal,

- [Q] est la matrice symétrique introduite par le deuxieéme terme de la

relation (4.22), ;

- {Z] est la matrice symétrique correspondant aux termes du second ordre
Cjj Vk,i 8vk’j,

- € est1'épaisseur de 1'élément.

On obtient finalement une forme matricielle, linéarisée autour de la derniére
configuration d'essai, dans laquelle les inconnues nodales sont les incréments de

‘déplacement :
[Krl{Au;}={F+AF}-{R} ‘ (4.24)

IV -4 MATRICE DE RIGIDITE TANGENTE

La matrice de rigidité tangente est déterminée par la réponse donnée par 'algorithme
d'intégration de la loi de comportement.
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En conservant les notations "petites perturbations”, on pose par définition (Nagtegaal,
1982) et (Brunet, 1987) :

ao-F
Cep 4.25
= de ( )

On obtient une matrice tangente implicite de méme forme que la matrice tangente
explicite, seuls le module de cisaillement et le module plastique sont modifiés :

o _ E 2 3G
Cija=G (8idji+ 8P +| 37 7y -5 ]SijSkl-——“—TSiFjSEI
oil1+35]
(4.26)
avec : ;
G = -g—;— G ol G estle module de Coulomb (4.27)
* M N -
M = ot M est le module plasti 4.28
ﬁ’_(_&_,.l)_ﬂ_ u est le module plastique (4.28)
g \3G 3G

L'utilisation de ce module tangent implicite augmente notablement la vitesse de
convergence dans les corrections d'équilibre.

IV -5 CORRECTION D'EQUILIBRE

D'une maniére classique, la résolution du syst¢me non-linéaire (4.24) consiste a
construire une série d'approximations uy! (t+At) solutions de :

[ Kt (ugd) [{Auit1} = A - tHARi , (4.29)
Ut (t+AL) = wd(t+AL) + Auy i+l (4.30)
La solution u(t+At) apparait comme une somme de termes correctifs, il n'est donc pas

utile de calculer précisément les configurations des pas intermédiaires, il suffit de

corriger a chaque pas l'essentiel de l'erreur (Hamlili, 1989).
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F+ AF { Raideur initiale| F+AF [Raideur tangente |
..F"‘
2
‘ [Kql [Kylg
F | F 1
u; U; +du; u, u; +du,
NEWTON-RAPHSON modifiée NEWTON-RAPHSON pure

Figure IV.8 : Méthodes de Newton-Raphson "pure" et "modifiée”
Les schémas correspondent a un systéme a une seule inconnue nodale u.

La résolution du syStéme non-linéaire (4.24) est réalisée par la procédure classique de
Newton-Raphson (Fig. IV.8).

Le calcul des contraintes a I'instant (t+At) dans I'itération d'équilibre (i+1) s'effectue
avec 1'état de contrainte convergent a l'instant (t) et non sur 1'état de contrainte non-
convergent (i), avec l'incrément de déformation totale évalué au point milieu de
I'incrément de déplacement total (Fig. IV.9).

Figure IV.9 : Corrections d'équilibre.
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Ainsi, aprés un certain nombre d'itérations, les forces "hors-équilibre” deviennent

inférieures, au sens d'une norme adéquate, a une tolérance fixée a.

L'équilibre a l'instant (t+At) est donc satisfait, quel que soit le déséquilibre initial,
indépendamment du trajet de chargement.

IV -6 INCREMENTATION AUTOMATIQUE

Afin de minimiser le temps de résolution du probléme non-linéaire, il est nécessaire
de bien choisir Ia taille de l'incrément 2 chaque pas de calcul. Le choix de l'incrément
est établi "automatiquement” selon un algorithme empirique, utilisé dans le code de
calcul ABAQUS (Hibbit, 1977), qui se présente comme suit :

si a I'itération globale "4" 1a convergence n'est pas atteinte, alors & chaque
itération i = 4, on essaye de prévoir a quelle itération m elle le sera.
On suppose pour cela que :

Ri _Riy_ _ Ry Y
Riy R R
d'ot Rm=ARmp.1 =...=AM1R; <TOL

avec R la norme du vecteur forces résiduelles (norme du maximum) et TOL
une tolérance choisie a priori : .

Ce qui conduita : :
I R. m-i
i =
(Ri-l R; = TOL
donc
Log TOL
. R,
m = i+ ENT _
Log |— )
*IRi;

ou ENT (.) est la partie entiére.
Ce raisonnement s'applique lorsque 'algorithme & tendance a converger :

Ri/Ri.1 < D).
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On compare alors ensuite m au nombre maximal d'itérations MITER, choisi

a priori :

- si m > MITER, on reprend le calcul avec un incrément de force quatre
fois plus petit,
- si m < MITER, on poursuit les itérations.

Par ailleurs :

- si sur deux incréments successifs le nombre d'itération a convergence est
“inférieur ou égal 3 MITER/2, : ‘
alors I'incrément suivant est & multiplier par un facteur K = 1.25,

- chaque incrément de force DF est tel que :

DFMIN <DF< DFMAX, ou DFMIN et DFMAX sont choisis a priori.

IV -7 MODULES PRINCIPAUX SUR MICRO-ORDINATEUR

Afin de pallier les limitations du systeme d'exploitation DOS (Disk Operating
System) liées a la taille d'adressage de la mémoire centrale (640 Ko au maximum), on
a adopté une architecture modulaire.

Les modules spécifiques au traitement par éléments finis du processus de formage de
toles minces ont €t€ ajoutés aux modules généraux du code DIAGUE.

Ainsi, un nouveau code a €t€ €tabli sous le nom de DIAGUE-PROFIL qui compléte
la panoplie des codes déja réalisés par ailleurs (Auburtin, 1990) et qui ont largement
¢té utilisés par la suite (Récho, 1990).

Les modules sont écrits en "FORTRAN 77", avec la double précision (8 octets pour
les réels et 4 octets pour les entiers) qui assure une réduction trés appréciée des erreurs
d'arrondi. La taille de chaque module exécutable ne dépasse pas les limites de la
mémoire centrale, chaque module "source” ne contient pas plus de deux mille
instructions (Gueury, 1985).
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ORGANIGRAMME

- Entrées des données

- Gestion du calcul

INIT : Préparation du calcul incrémental

, | |
'___: ASSELP | : Calcul des matrices de rigidité tangente élémentaire
I et assemblage

- Prise en compte des appuis

FEXELP | : Calcul du vecteur des forces hors-équilibre {AR }

RESOLG| :Résolution du systéme

SIGELP : Calcul des contraintes

Y

ACTMAIL] : Actualisation du maillage

Non
- onvergence
QOui
: Réactualisation des fichiers contraintes et
REACT déplacements
Incrément de cha_rgement " e circuitde la premiére itération

— : circuit dans le cas de convergence

— pm :circuit des itérations de correction

Organigramme IV.2 : Organigramme - Elasto-plasticité en transformations finies.
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Calcul des incréments de contraintes :

- Calcul de I'incrément de déformation totale évalué au point miliew de ' incrément
de déplacement total

{aety =[ e+ 4% B (pi)
- Rotation du tenseur des contraintes de 1'état convergenta I'instant{ t) :

o(t+4y=aRD %2 (1) aRDR T
‘ -‘;Prédicubn élastique :
35= 85 +2G Aey
- Test de la position de I'état de contrainte par rapport & la surface de charge :
(ot pk)
-8 f(c%:pE)>10 :
- Résolution de I'équation implicite locale :

Gr-f(cl+Acl)

P
Agd 3a

- Identification de la contrainte équivalente locale & partir de la courbe
rationnelle du matériau : ' ‘

cl=1(cl+Acd)

- Projection du tenseur contrainte sur la swrface de charge :

F

8]
SRR
U(

- Rotation du tenseur des contraintes actualisé

o(t+at) = ARD %2 o¥ 1+ Aty AR %2 T

Organigramme IV.3: Algorithme du module SIGELP de calcul des contraintes.

Le module central de résolution par blocs des systémes d'équations linéaires selon
l'algorithme de Gauss-Crout a été tout particuliérement adapté au micro-ordinateur,
permettant notamment de traiter des problémes a grand nombre de degrés de liberté.
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La seule limitation physique a la taille du calcul réside uniquement dans la capacité du
disque dur 2 stocker la matrice de rigidité. Il est a noter que d'autres méthodes de
résolution efficaces (multigrilles) ont été parallelement développées pour le code
DIAGUE (Auburtin, 1990, 2), (Auburtin et Gueury, 1991).

IV -8 VALIDATION : INDENTATION D'UN SUBSTRAT NON-REVETU

IV - 8 -1 Indentation

La validation porte sur la simulation numérique de l'indentation d'un barreau en acier
35CD4 (AISI 4137) par un indenteur sphérique en diamant dont on suppose la rigidité
infinie. Le chargement et le déchargement sont étudiés dans I'hypothese d'un contact
avec frottement de type Coulomb (i = 0,1).

Cette étude, pour laquelle nous possédons des résultats expérimentaux, a été réalisée en
utilisant un algorithme explicite et un coefficient de frottement nul (1 = 0) (Gueury et
al., 1989).

L'indentation est une méthode expérimentale bien appropriée pour tester les propriétés
mécaniques des matériaux en surface. Dans le cas de revétements, cette approche est
souvent choisie pour évaluer la dureté, la fragilité¢ et/ou 1'adhésion d'un composite
substrat/dépot. Les modeles analytiques ne donnent pas suffisamment d'informations
sur les champs de déformations et de contraintes, notamment a l'interface substrat /
dépot ou un endommagement peut apparaitre.

Les indenteurs sont des diamants Rockwell C de 0.2 mm de rayon, ayant un cone a
120° pour les indentations dépassant une profondeur de 15 pm. Les barreaux a
indenter ont pour dimensions 30x30x5 mm?3; ils sont en acier 35CD4 (AISI 4137)
polis "miroir " (RA = 0.01 pm).

La composition de cet acier est la suivante (% en poids) :

C Mn Si Cr Mo

0,33 0,73 0,25 1,03 0,28

Tableau I'V.1: Composition chimique de l'acier 35CD4.
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Caractéristiques mécaniques de l'acier 35CD4 2 20°C :
masse volumique : p = 7,85 g/cm3, module d'Young : E = 200,7 GPa, coefficient
de Poisson : v = 0,309, limite d'élasticité : 6y = 0,970 GPa, dureté : H =350 HV.

>

i+

i+

ol

€i+1

w

Figure IV.10 : Courbe rationnelle de l'acier 35CD4 modélisée par morceaux.

La courbe rationnelle ci-dessus a ét€ obtenue a partir d'un essai de traction uniaxiale,

son allure indique clairement que cet acier appartient A la classe des matériaux

standards généralisés, a écrouissage positif.

On en donne une représentation analytique par morceaux ( au nombre de 4) de la

forme :

o=0,[1-0;+ a;(e/g)"]

avec les paramétres ci-apres, tirés d'une optimisation par gradients conjugués :

1 2 3 4
o, | 0003 | 005083 | 063983 | 089983
o, o0 | 11343 | 141229 | 148077
n, | oas | oeos | 0068 | 2006
o, | 00693 | 0109 | 28022 | 0083

Tableau IV.2 : Paramétres optimisés de la courbe rationnelle de I'acier 35CD4 .
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Les mesures charges / indentations ont été effectuées a l'aide d'un C.S.E.M. "Scratch
Tester ", elles conduisent aux courbes expérimentales ci-dessous, en chargement,

déchargement puis rechargement :

AF(N)
204 /
:I
154
1 ]
4 ;’
10‘ / Y
i
;’
5
!
1
:
Y/
/I’/ h (pum)
1 2 3 4 5

Figure IV.11 : Courbe expérimentale de I'indentation d'un barreau
en acier 35CD4 par un indenteur sphérique en diamant.

La figure indique clairement les différences de comportement en chargement (1: élasto-
plastique) et en déchargement (2 : retour élastique). La figure IV.12 montre les profils
(direct et inverse) obtenus aprés déchargement, a 1'aide d'un profilometre 3D. On

notera la formation d'un bourrelet sur le bord supérieur.
Les hypothéses retenues sont les suivantes :

1- indenteur sphérique infiniment rigide,

2- substrat homogene et isotrope,

3- transformations isothermes quasi-statiques,

4- petites déformations élastiques,

5- incrément total de déformation = partie €lastique + partie plastique,
6- incompressibilité plastique,

7- écrouissage isotrope, l'anisotropie induite est négligée,

8- incréments de déplacements suffisamment petits.
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Figure IV.12 : Profils obtenus aprés déchargement, 2 I'aide d'un profilométre.

Le barreau 2 indenter a été maillé avec trois types d'éléments finis isoparamétriques :

1- Elément quadrilatére a 4 noeuds, de type Lagrange, a interpolation bi-
linéaire, 4 points de Gauss.

Figure IV.13 : Maillage en éléments Lagrange 4 noeuds.

2- Elément quadrilatére a 8 noeuds, de type Serendip, a interpolation bi-
quadratique, sous-intégré avec 4 points de Gauss.
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Figure IV.14 : Maillage en éléments Serendip‘ 8 noeuds.

3- Elément quadﬁlatére al2 noeuds, de type Serendip, i interpolation bi-
cubique, sous-intégré avec 9 points de Gauss.

Figure IV.15 : Maillage en éléments Serendip 12 noeuds,
a interpolation bi-cubique, 9 points de Gauss.

‘ La modélisation est axisymétrique (240 x 40 um), avec des conditions
de blocage appropriées : ‘

ur = 0 pour les noeuds situés sur l'axe de symétrie et le bord de

droite,

uy = 0 sur le fond du barreau.

La modélisation du contact s'opere de la fagon suivante : le contact ou la perte de
contact sont détectés sur les noeuds.
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Figure IV.16 : Schéma de I'incrémentation entre les positions de 1indenteur
sphérique aux palierst et t+dt.

Dans le cas d'un contact sans frottement, la nouvelle position des noeuds en contact est
la projection radiale P¢; A; sur le nouveau profil de I'indenteur des noeuds Py situés sur
le profil initial. La position exacte de ces noeuds est obtenue, aprés corrections
d'équilibre, en faisant tendre vers zéro les composantes tangentielles des réactions.

Dans le cas d'un contact avec frottement, la nouvelle position des noeuds en contact est
obtenue a partir de la projection radiale Py4A; sur le nouveau profil de I'indenteur des

noeuds Py situés sur le profil initial, puis les corrections d'équilibre font glisser ou non
ces noeuds sur la surface a t + dt en vertu de 1'algorithme du contact avec frottement : le
noeud glisse si la réaction tangentielle R, est supérieure a la valeur limite u Ry, le
noeud est bloqué dans le cas contraire.

On peut remarquer que cette position aurait pu étre obtenue en supposant d'abord un
frottement infini puis en laissant glisser librement les noeuds Q4. le long de la
surface de contact. :
Numériquement, cette approche utilise toujours la méthode de pénalisation et une
formulation en axes locaux qui facilite la détermination des réactions normales et
tangentielles.
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IV - 8 -2 Résultats
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Figure I'V.17 : Comparaison de la courbe expérimentale charge / indentation et de la

courbe obtenue par la simulation en éléments finis.

Dans cette figure, les différentes courbes représentent :

1 - chargement expérimental,

2 - simulation numérique du chargement, méthode explicite, i = 0. (Gueury et

Al 1989),

3 - déchargement expérimental,

4 - simulation numérique du déchargement, méthode explicite, U = 0, noeud de
~bord,

5 - simulation numérique du déchargement, méthode explicite, 1L = 0, noeud du
fond,

6 - simulation numérique du chargement, méthode implicite, frottement
=01,

7 - simulation numérique du déchargement, méthode implicite, frottement

i = 0,1, noeud de bord.
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La simulation numérique a permis de constater que, lors du déchargement, I'indenteur
cesse d'étre en contact avec le noeud du fond : en effet la courbe de déchargement
obtenue, en supposant ce noeud en contact avec l'indenteur, est par trop €loignée de la
courbe expérimentale de déchargement.En revanche, aprés détection numérique du
noeud effectivement en contact et en prenant ce noeud comme référence, nous

retrouvons une courbe de déchargement trés voisine de la courbe expérimentale.

Compte tenu de la taille trés petite de 1'empreinte, cet aspect n'a jamais pu etre détecté
expérimentalement. Il est remarquable de noter que la simulation numérique a permis

de constater ce phénomene jamais observé auparavant.

[ CHARGEMENT J

Noeud de fond

F igufe IV.18 : Chargement : l'indenteur est en contact avec le noeud de fond.

( DECHARGEMENT]

Noeud de bord

Noeud de fond r-”"’ T

Figure IV.19 : Déchargement : l'indenteur n'est plus en contact avec

le noeud de fond mais avec un noeud de bord.
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Figure IV.20 : Maillage déformé du barreau en chargement élasto-plastique
et apres déchargement (amplification de 4) ; nous retrouvons
la présence du bourrelet détecté expérimentalement.

On notera figure IV.19, une légere différence lors du chargement entre la méthode
explicite, sans frottement, et la méthode implicite avec frottement.

L'excellente conformité des résultats aux valeurs expérimentales met en évidence
l'efficacité de tels algorithmes et la souplesse de leur exécution, 2 coiit trés réduit, sur
un simple micro-ordinateur.

La méthode implicite que nous avons développée offre I'avaatage d'utiliser une taille
d'incrément plus grande, et par conséquent de diminuer le temps de calcul sans en
altérer notablement la précision.

IV - 8 -3 Conclusions

Le code d'éléments finis DIAGUE-PROFIL non-linéaire que nous avons développé
spécialement pour micro-ordinateur, utilisant :
- un algorithme explicite ou un algorithme implicite en élasto-plasticité,
- une formulation en transformations finies (grandes déformations élasto-
plastiques et grands déplacements),
- une incrémentation exprimée en axes locaux,
- offre une simulation prenant en compte une loi de frottement de type Coulomb.
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Il nous a permis, & moindre cofit :

&

1 - de comparer les résultats de la simulation numérique aux résultats
expérimentaux suivants :

- des courbes charges / indentations,

- un profil de la surface aprés déchargement.

La conformité est excellente.

2 - une modélisation des bi-couches, avec une analyse convenable des champs de
contraintes et de déformations 2 I'interface substrat / dépot,

3- I'étude des processus d'endommagement a l'interface substrat / dépot et dans le
dépot.

La facilité d'adaptation du code DIAGUE-PROFIL en fait un outil numérique trés
efficace pour traiter les problémes rencontrés lors de la simulation par éléments finis
non-linéaires de 1'indentation.

Remarque :

La figure IV.17 indique un actefact bien connu des numériciens : en effet, les arcs
obtenus lors du chargement sont diis au fait que le contact entre le solide et un élément
fini peut se produire entre deux noeuds de I'élément. Dans cas, il n'existe pas de
fonction d'interpolation appropri€e pour approcher au mieux la courbure du coté
déformé. Cela se traduit numériquement par une succession d'arcs dans la simulation
du chargement. La taille des arcs est évidemment réduite si le maillage est trés fin, ce

qui entraine un accroissement considérable du temps de calcul.
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CHAPITRE V

SIMULATION DU PROFILAGE ET VALIDATION
EXPERIMENTALE PAR LE MOIRE

V-1 PROFILAGE DE TOLES MINCES

V-1-1 Principe

Le profilage a froid consiste 2 déformer progressivement, 4 température ambiante
(Figures V.1 et V.2) sans réduction notable d'épaisseur, une plaque plane en la faisant
passer dans une série de "tétes" comportant des jeux de galets et des entretoises
réglables, montés sur des arbres moteurs A axes horizontaux (Figure V.3).

~ Le profil de forme (produit résultant de cette déformation) présente une section droite
identique sur toute la longueur. Cette longueur n'est limitée que par les nécessités de
transport et de manutention.

Figure V.1 : Procédé de mise en forme a froid de la t6le mince : technique de profilage.
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Figure V.2 : Déformation progressive par profilage.

-
i

o
s
=} —

Figure V.3 : Action du galet et du contre-galet.

V - 1-2 Analyse du probleme.
Nous voulons étudier :

* le retour €lastique du profilé apres sortie de la ligne de profilage,

* le glissement de la tdle sur les galets pouvant introduire un déplacement du rayon
du pli,

* la zone des déformations plastiques.
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V -2 COURBE RATIONNELLE DU MATERIAU

L'équation des puissances virtuelles et les équations cinématiques sont des équations
générales valables en mécanique des milieux continus pour n'importe quel type de
corps déformable. A ces équations s'ajoute la loi de comportement du matériau qui
caractérise la mani¢re dont les contraintes et les parameétres internes sont reliés
localement aux déformations (Braudel, 1986). L'obtention de ces équations
constitutives requiert une approche par des tests simples comme les tests de traction
uniaxiale ou de torsion qui permettent I'identification de la loi de comportement du
métal 2 froid.

Lorsque 1'on déforme a froid une éprouvette de métal par une traction uniaxiale,
I'évolution de la contrainte en fonction de la déformation a 1'allure suivante (Fig. V.4) :

o= F§
‘ rupture
limite %0
eslasticque
e=Ln(L/L,)
-

Figure V.4 : Courbe rationnelle d'un matériau.

Tant que la contrainte €quivalente est inférieure & un certain seuil appelé limite
élastique, la déformation du matériau est réversible. On dit que celui-ci se trouve dans

le domaine élastique.

Des que 1'on dépasse ce seuil, il apparait des déformations irréversibles superposées
aux déformations réversibles. On dit que le matériau est dans un état de chargement
élasto-plastique.
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Si le chargement continue de croitre, on peut observer un durcissement du matériau :

c'est le phénomene physique d'écrouissage.
Remarque :

Pour un essai uniaxial, on définit le seuil d'écoulement plastique, ou seuil de plasticité
Go, comme €tant la valeur de la contrainte F/S a partir de laquelle une déformation

irréversible se produit.

Le plus grand soin a été apporté a l'expérience fondamentale de traction car la courbe
rationnelle déduite de cet essai permet de conduire 1'évolution des différents tenseurs au
dela de la limite d'élasticité du matériau. La courbe rationnelle de traction et les
parametres qui en sont déduits constituent l'unique référence numérique du

comportement mécanique du matériau en domaine €lasto-plastique.

Les toles sont en acier galvanisées et les matériaux des outils sont en acier XC48 chromé
et non chromé ou encore en acier 42CD4 traité chromé et non chromé.

Afin de vérifier l'isotropie de la plaque d'acier, deux séries d'éprouvettes ont été taillées
suivant deux directions perpendiculaires de la plaque (Fig. V.5.).

L'essai a été réalisé avec une machine hydraulique TESTWELL-WOLPERT de 200 kN,

asservie en vitesse de déformation, & la température ambiante.

LBD mm

h.

90 mm

w

Figure V.5 : Eprouvette de traction uniaxiale.
Deux tiges en acier placées a chaque t€te, empéchent le glissement de I'éprouvette dans
les mors de 1a machine, au début de la traction.

Le diagramme forces-déplacements est enregistrés directement par la machine

instrumentée.
Nous notons des différences entre les deux courbes rationnelles.
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Les résultats obtenus sont cohérents dans la mesure ou la tdle est laminée a froid, donc
écrouie davantage dans le sens longitudinal que dans le sens transversal. De plus, Ia
limite d'élasticité dans le sens du laminage est plus importante que dans le sens

perpendiculaire.
V-3 MOIRE

V =3 -1 Introduction

L'analyse des plaques fléchies présente deux aspects théoriques ol les phénomenes
physiques intéressant le constructeur sont décrits a l'aide de modeles mathématiques
appropriés et un aspect expérimental qui fournit les informations nécessaires de
manicre directe, par observation des grandeurs sur le modele méme. La majorité des
méthodes optiques appartiennent & ce dernier type et cette propriété est particuliérement
utile pour I'ingénieur qui dispose ainsi d'une vue d'ensemble du probléeme examiné.

Le but de ces travaux est de proposer une méthode expérimentale d'analyse de plaques
pli€es fondée sur le phénomene de "moiré" qui résulte de la superposition de deux
réseaux constitués de traits paralléles alternativement opaques et transparents. Un
réseau est solidaire du modele 2 étudier. A la suite d'une déformation, il apparait un
moiré, i. e. une distribution de franges claires et sombrés.

Par I'étude de ces franges, il est possible de déterminer les déplacements et / ou, les
déformations du modele.

Ce dispositif expérimental se distingue des méthodes connues par une plus grande
sensibilité et par une souplesse d'utilisation accrue (Pedretti, 1974).

V - 3 -2 Historique

Lorsqu'une pi¢ce (¢lément de charpente, plaque de construction) est soumise a des
efforts, il apparait en chacun de ses points et suivant une direction déterminée une

contrainte. Celle-ci provoque une déformation.

Plusieurs procédés existent pour mesurer ces déformations ; les plus répandus et les

plus anciens sont :
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- les jauges a fil résistant qui ne donnent que des valeurs discrétes mais précises,
- la photo-élasticité qui consiste & mesurer directement les déformations a l'aide
d'un revétement photoélastique collé sur la surface du prototype (résine époxy,
polycarbonate), mais qui, de ce fait, renforce le modele,

- la mesure des déformations par réseaux optiques qui a été développée des 1954

par P.Dantu.
Clest cette troisicme approche que nous développerons plus particulierement.

A Torigine "un moiré" est un tissu a reflets ondulés et chatoyants que 'on obtient en
superposant par leurs endroits deux pi¢ces d'étoffes ; ainsi superposées, on les fait
défiler lentement, préalablement humectées et sous forte pression, entre deux cylindres
bien lisses et chauffés.

Les étoffes destinées au moirage sont en effet tissées a partir d'une chaine constituée de
gros fil ; comme, lors de la superposition des deux piéces, les fils de la premiére ne
viennent jamais se disposer de fagon exactement parallele aux fils de 1a seconde, mais
les recouvrent seulement par-ci, par-13, en formant avec eux des angles extrémement
aigus, il apparait aux points d'intersection de ces fils un glagage dii a 1a compression a
chaud, car c'est en ces points-12 que la pression est la plus forte. Par contre, aucun
glagcage ne se fait en un point situé en face de l'intervalle entre deux fils. La
juxtaposition globale de ces innombrables petits points micassés crée 1'effet de

moirage.

Si nous observons un tissu moiré avec un compte-fil ou une trés forte loupe, les
motifs ondulés ne sont plus visibles : seules apparaissent des zones brillantes,
micassées, sur le fil de chaine, qui sont séparées par des zones sombres et mates
(Harthong, 1990).

En 1874, Rayleigh proposait déja une méthode reposant sur l'effet de moiré pour tester
la qualité des réseaux de diffraction utilisés en optique : si on en superpose deux, en
principe identiques, le moindre défaut dans la périodicité sera mise en évidence par les
franges de moirés. Plus tard, le méme terme a été repris par 1'imprimerie pour indiquer

'effet génant apparaissant lors d'une mauvaise superposition de trames.
g PP perp

Ligtemberg suivit une autre démarche pour obtenir des franges de moiré. Sa méthode
consiste a enregistrer sur un méme film 1'image d'un réseau réfléchi par le modele dans
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deux stades de charge différents. Ces franges représentent les courbes d'égale pente de
la surface déformée.

A ce sujet, il faut dire que 1'idée d'utiliser le principe de "levier optique" remonte
également a Dantu qui, en 1940, proposait d'avoir recours a un quadrillage réfléchi par
1a surface du modele pour déterminer les courbes de la surface.

Les franges de moiré sont obtenues également par l'interférence entre une trame et
I'ombre que celle-ci projette sur la structure analysée (moiré d'ombre). Ces figures
d'interférence sont les courbes de niveaux de la surface, & condition toutefois que les
parametres géométriques de I'essai soient choisis de maniére judicieuse.

En cristallographie, on réalise des moirés en superposant deux lames trés minces des
critaux : les franges renseignent sur I'alignement des cristaux et surtout sur les
dislocations de cet alignement.

Le moiré est donc un phénomene bien connu des expérimentateurs.

L'avantage décisif des différentes méthodes de moiré dépend de leur caractére
purement géométrique qui €vite tout intermédiaire entre l'apparition du phénomene
observé et son enregistrement. Elles sont toutes rigoureusement exemptes de dérives
dans le temps. Cela en facilite 'application soit dans les phénoménes de longues durées
tels que les problemes de fluage, de déformations plastiques ou viscoélastiques, soit
dans les problémes tres rapides tels que les vibrations ou la propagation d'ondes de
choc.

L'absence de capteurs quelconques rend ces méthodes interessantes dans le cas de
mesures a haute température. On congoit que de telles méthodes sont susceptibles de
développements vastes, aussi bien dans le domaine de I'analyse des structures que
dans des disciplines trés différentes comme la biomécanique, pour laquelle
I'observation instantanée et dépourvue de contact est exigée.

L'interférométrie repose elle aussi sur le méme principe : au lieu de superposer deux
tissus, ou deux réseaux, elle consite a superposer deux ondes ; une modification infime
de la phase de l'une des deux ondes produit une modification macroscopique des
figures d'interférence (Annexe V).

Plusieurs techniques utilisent la méthode du moiré :
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* connaissance de la distribution des moments de flexion dans les plaques,
* mesure des variations d'épaisseur d'un modele,
* détermination des composantes du tenseur des déformations planes dans un

‘matériau.

C'est cette derni€re approche que nous utilisons.

V -3 -3 Principes
Le plus simple des effets de moiré est le vernier.

Supposons que 1'on superpose deux réseaux de bandes paralleles, alternativement
noires et transparentes, de largeurs microscopiques € et [ et supposons que (€~) /€
soit lui-méme microscopique, de sorte que €2 / (e—u) soit une longueur

macroscopique.

Les bandes noires viendront alors recouvrir exactement les bandes claires en des
endroits espacés de €2 / (e-), produisant ainsi des zones (franges) opaques, tandis
que les bandes transparentes & mi-chemin entre les franges opaques, donnent des
franges claires : le vernier est ainsi un moiré unidimensionnel.

Notons la propriété de grossissement du vernier : une différence infime entre les pas
des deux réseaux donne un effet macroscopique.

On peut également se convaincre par une courte réflexion qu'un déplacement
microscopique de 1'un des réseau donne un effet macroscopique.

C'est cette derni¢re propriété du vernier qui est utilisée dans le pied a coulisse. Le
phénomene de battement, bien connu en acoustique, est aussi une illustration de 1'

"effet de vernier".

La legon générale que nous pouvons tirer de ces exemples est donc l'effet de
grossissement, de microscope, du moiré : les franges (et le déplacement d'icelles) sont
un effet macroscopique d'une cause microscopique ; de ce fait, elles sont utilisées
depuis longtemps par les expérimentateurs pour mettre en évidence une déformation

Ou un mouvement microscopiques.
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V - 3 -4 Procédé d'obtention
Le phénomene du moiré peut €tre observé par interférence de deux réseaux optiques
géométriquement identiques, formés de traits rectilignes paralleles, alternativement
opaques et transparents, régulitrement espacés d'une distance p appelée pas du réseau
(le pas est la distance entre deux traits identiques -opaques ou transparents-
consécutifs).

Les réseaux courants ont une densité de 8 - 12 - 20 - 40 - 80 traits par mm.

Considérons deux réseaux identiques (Figure V.6) :

)
-

‘Figure V.6 : Réseau témoin Ry.Traits verticaux paralléles a I'axe des y.

Disposons les de la fagon suivante (Figure V.7) :

‘ lumiere incidente

R réseau témoin

R’ réseau déformé

TANSPARENCE MAXIMALE

Figure V.7 : R et R' sont en coincidence totale.
Obtention d'une teinte uniforme.
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Le réseau R appelé réseau mere ou réseau témoin est fixe dans l'espace et dans le temps.
A ce réseau est associé le repere (O,x,y,z) (le plan Oxy est le plan du réseau, l'axe Oz est
perpendiculaire aux traits du réseau). L'autre réseau R’ est solidaire d'une éprouvette qui

pourra subir des déplacements et des déformations.

Avant sollicitations du modele les deux réseaux sont placés en coincidence parfaite.

V -3 -4 -1 Translation suivant 1'axe Ox de I'éprouvette.

Translatons le réseau R' :

# lurniére incidente 4 Turmiére incidente
R
- R
OPACITE ‘ -lel- ‘ TRANSPARENCE

Figure V.8 : Translation de R".
Deux situations extrémes : l'opacité et la transparence.

Quant les traits opaques de R' coincident avec les lignes transparentes de R, il y a
extinction totale. En poursuivant la translation, une configuration identique a celle

observée a 1'état initial est obtenue.

Entre un état et un autre identique, le réseau R' a été translaté de p, pas du réseau

témoin.

Le moiré permet donc de déterminer le déplacement dans la direction Ox
perpendiculairement aux traits du réseau mere.

V - 3-4-2 Rotation d'un petit angle o autour de I'axe Oz.

A l'instant initial R et R’ sont superposés.
R’ subit une petite rotation o autour de 1'axe Az (Figure V.9).

* Frange claire 1 :
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le point A ainsi que les points B, C, D, E, F n'ont subi aucun déplacement dans
la direction Ox. Ces points sont  I'intersection des traits n® i de R et les traits n°
i'deR"

* Frange claire 2 :
A', B',... sont a l'intersection des traits n°i de R et des traits n° (i-1)' du réseau R'.
Ces points ont subi un déplacement de module p dans la direction Ox.

frange claire 1

frange claire 2

X IO T O O M B
r{2]3|4 56

123456 R
R

Figure V.9 : Franges de moiré obtenues par une rotation a du réseau témoin,

l'intervalle séparant les franges est inversement proportionnel a I'angle o
o =p/f

En conclusion, nous pouvons dire que :

* les points situés sur une frange ont subi le méme déplacement dans la direction -
Ox,

* la différence de déplacement dans la direction Ox pour deux points situés sur -
des franges adjacentes est égale a p (pas du réseau).

Déterminons maintenant I'angle o.
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Notons f la distance entre deux franges consécutives encore appelée interfrange.

Nous avons d'une part :

. - p
sin O = B A
et d'autre part :
o _ _f
Sy = BA
De ce fait, nous obtenons :
P f

ou encore :
__ﬁ.a. =1
2 sin =
2
ce qui se réduit pour de petits angles 4 :
f = g_ é.1

Ainsi :

* ]'écartement ou l'interfrange f est inversement proportionnel a a,

* la direction des franges est perpendiculaire 2 la bissectrice intérieure de 'angle a,
* connaissant le pas du réseau témoin et la distance entre deux franges, il est
possible de déterminer I'angle de rotation d'un réseau par rapport & l'autre.

V - 3-4-3 Allongement relatif dans la direction Ox.

Comme le montre la figure V.10, nous observons des franges claires lorsque les traits

des deux réseaux coincident.

Nous voyons que lorsque les deux premiers points de R (A et B) appartenant a deux
traits opaques coincident avec deux traits opaques de R', cela signifie que s'il existe n
traits pour le réseau témoin entre A et B, alors il existe n £ 1 traits pour le réseau
déformé R'.
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4

loraére 1ncide nte

to4

résesau térnoin

réseau déeformé R

intensié
de lg
lumiére

¥ frange claire | |  frange claire

Figure V.10 : Franges obtenues a la suite d'un allongement du modgle
sur lequel est gravé le réseau témoin.

V - 3-4-4 Cas général : translation, rotation, déformation.

D'une maniére générale nous pouvons donc dire que toute superposition de figures

- géométriques ayant une structure assez fine et montrant de petites variations, soit dans
la structure elle-méme, soit dans leur position respective, donneront lieu 4 des franges
d'interférence macroscopique, les franges de moiré.

Considérons une fois de plus, un réseau R, plus précisément noté Ry (franges
paralleles a 1'axe Oy), de pas p et un systeme d'axes (O, x, y) lié a ce premier réseau.
Apres déformation, il donne naissance a un second réseau R'. ‘

Superposons les deux réseaux et prenons par exemple une droite D parallele a Ox. Elle
coupe les deux réseaux en un certain nombre de points. Plus ce nombre sera élevé,
plus la ligne D sera "noircie” en certains endroits. Ces zones plus sombres formeront

entre elles les franges de moiré.

A l'inverse lorsque le nombre de points sera minimal, on aura la formation de franges

blanches.
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Concrétement, si nous imprimons sur un modele par un moyen quelconque, par
exemple par photogravure, un réseau de lignes paralléles et déformons ensuite le
modele, les lignes suivront cette déformation. Si maintenant nous superposons un
réseau identique au précédent mais non déformé, nous obtiendrons par interférences

mécaniques des lignes de moiré.

yT
LA
BN
D N
! Iy ""‘x.:'"
P
franges noires
0 x'

Figure V.11 : Réseau témoin Ry et franges noires de moiré obtenues.

Soit A’ un point d'une frange noire. Ce point provient de A appartenant 3 Ry, Nous
avons la projection du vecteur AA' sur Ox qui est égale a p/2. De méme B’ est le
transformé de B et ainsi tous les points sur cette frange noire proviendront de points
dont la composante sur Ox sera égale a p/2.

Nous remarquerons de méme, que C' est le transformé de C, la projection du vecteur
CC' sur Ox est égale a 3p/2. Et ainsi de suite pour tous les points de cette franges.

Les franges noires sont donc les lieux des points ou :

(2k+1)
U=s""H>H""0p ¢.D

Si maintenant, nous considérons le réseau témoin parallele a 'axe Ox les franges de
moirés sont les courbes d'isodéplacements verticaux v. Ce résultat s'applique

également aux franges blanches.

Nous pouvons ainsi tracer les courbes des déplacements d'un point quelconque P.
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Ces lignes de moiré sont alors interprétées comme les courbes d'égal déplacement

linéique (Dantu, 1954, 1957).

A Up=N

tg = oN /dy

1
tg o= aN /ax

Figure V.12 : Procéd€ de dérivation graphique pour obtenir v, et v,y

avec le moiré My,
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Dans le cas présent, nous considérons le réseau ligné horizontalement Ry, parallele a

I'axe Ox avant toute déformation.
Apres déformation, 1'application du réseau témoin fait apparaitre un faisceau de franges
M}, qui sont donc les lignes d'isodéplacement de la fonction v(x,y), composante du

déplacement U selon I'axe Oy.

Nous en déduisons alors par simple dérivation graphique les allongements spécifiques
dans une direction donnée. La figure V.12 résume le procédé de dérivation graphique

_pour obtenir v et v .
On peut ainsi mesurer les déformations linéaires ou angulaires.

- Le mé@me raisonnement conduit au calcul de ux et uy a partir du faisceau de franges

M, obtenu avec le réseau témoin R,
u(x,y) est, cette fois, la composante horizontale du vecteur déplacement U suivant Ox.
Nous retiendrons que :

* le moiré horizontal My, donne les composantes verticales v et que le moiré
vertical My donne les composantes horizontales u du champ de déplacements,

* le long d'une frange de M,, u est constant,
* la différence entre les déplacements u de deux franges consécutives est :
IDul =p | (5.3)

Un autre point trés important est de connaitre 1'ordre croissant ou décroissant des
franges, afin de pouvoir les numéroter et de déterminer, sans ambiguité, le signe des

dérivées partielles de U.
Une des mani¢res la plus simple d'opérer est la suivante :

supposons que 1'on tourne le réseau témoin d'un angle o par rapport au
réseau déformé, la forme des franges est changée. En effet le déplacement

Uj d'un point A(x,y) est donné par :
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Ui=U+(-a A OA) 5.4)

puisque la déformation réelle U se superpose au déplacement di i la
rotation (-o) du réseau déformé par rapport au réseau témoin.

Les composantes de Uj seront :
Uxy) =u(x,y) +o y (5.5.2)

Vx,y) =v(xy) - o X k (5.5.b)

Figure V.13 : Modifications du faisceau de franges par rotation du réseau témoin.
Le long d'une frange du faisceau My :
| dU=0=uxdx tuy dy (5.6)
par suite, la direction de la normale n' est telle que :
rg¢=tb/ux=uwnw+a/mx=g¢+-arqx  (5.7)

et donc .
tg ¢ -tg ¢ = o/ uy | (5.8)

o et A (tg ¢ ) ont le méme signe lorsque uy est positif, les franges
tournent alors dans le méme sens que le réseau témoin, d'oll la régle pour
numéroter les franges :
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les franges sont numérotées dans le sens croissant suivant x (ou y) >0 si
elles tournent dans le méme sens que le réseau témoin et dans l'ordre

décroissant si elles tournent en sens contraire.

o

3
4
3ens croissant
1
2 ;
3
4

Figure V.14 : Numérotation des franges par rotation du réseau témoin.

1
e
5

V -3 -5 Avantages de cette méthode.

Avec cette méthode, nous pouvons visualiser et donc mesurer les déformations dans le

domaine de la plasticité et du fluage.

Un point fort de cette technique est le fait qu'elle est de caractére purement géométrique
et qu'elle ne fait appel a aucun phénomene physique intermédiaire 1i€ par exemple aux
extensions ; par conséquent elle n'est pas sujette aux erreurs de non-linéarité pour les

grandes déformations ou de dérive pour les phénomenes de longue durée.

Elle permet la mesure des déplacements ou des déformations indépendamment de
leurs amplitudes, des effets de la température, du temps, de la fréquence et de la

vitesse.
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Cette méthode posseéde en outre d'autres avantages ; elle permet de réaliser une
extensiométrie continue, i.e. nous pouvons, par la lecture d'une simple photographie,
déterminer les déformations sur toute la surface d'une piece.

Nous pouvons également en cinématographiant le moiré suivre 1'évolution des
déformations au cours du temps.

V -4 MISE EN OEUVRE EXPERIMENTALE

La réussite de la méthode des moirés dépend pour une large part de la qualité du réseau
utilisé comme trame et du soin apporté a son impression sur la surface plane de la tole.
Les conditions suivantes doivent étre remplies au mieux :

* trame parfaitement appliquée sur la surface, sans déformation initiale,
* traits rigoureusement rectilignes, de pas uniforme et de contraste suffisant,
* réseau adapté au champ de déformations a étudier.

Une des méthodes les plus usitées est 1'impression directe de la trame par photo-gravure.
Son coiit étant rédhibitoire, elle est abandonnée depuis longtemps. Nous avons donc
décider d'utiliser un procédé beaucoup simple.

11 est facile de se procurer des laques photo-sensibles au rayonnement ultra-violet et de
les déposer en couche mince uniforme sur la surface & étudier. La laque KODAK
PHOTO-RESIST (KPR), déposée au pinceau plat, donne des résultats convenables. En
revanche, il faut étre trés vigilant car il n'est pas aisé de la répandre uniformément si la
dilution n'est pas optimale pour assurer la fluidité correcte du produit ; ce produit
réclame, de plus, certaines précautions a I'emploi. 11 est en effet, inflammable et ne doit
pas €tre employé pres de flammes ou de sources d'étincelles.

Les opérations suivantes ont été effectuées :
* Préparation de la surface :
Apres avoir déterminé les endroits ol les réseaux doivent étre imprimés sur la plaque

(nous voulons avoir le reflet des déformations au niveau de chaque téte de profilage et
aussi bien au centre de la plaque que sur les cotés ; nous avons également décidé de faire
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une application de réseau au verso de la plaque), nous nettoyons ces emplacements au
trichloréthyléne ; puis nous séchons avec un jet d'air a 40°C.

Une bonne adhérence de la résine ne peut étre obtenue que par un nettoyage parfait de la
surface a graver. La moindre trace de graisse ou d'oxydation peut provoquer des piqures
ou des manques d'adhérence de la résine.

* Dépot de la laque photo-sensible :

La sensibilité spectrale de la laque se situe dans le violet et le proche U.V. entre 250 et
450 nm. On doit donc manipuler a I'abri de toute source susceptible de l'impressionner :
lumiére solaire, tubes fluorescents, lampes & vapeur de mercure. Un éclairage modéré
utilisant des lampes a filament de tungsteéne est utilisé. Les étapes suivantes peuvent alors

se dérouler sans précautions spéciales.

Nous appliquons la solution K.P.R. au pinceau délicatement et trés uniformément. Pour
ce faire, nous effectuons plusieurs passages régulierement dans un sens et puis dans
T'autre.

Pour terminer, la laque est séchée par un jet d'air chaud & 60°C pendant une minute puis
durant 30 secondes dans un souffle d'air a 40°C.

* Impression photographique

Des essais préliminaires au laboratoire, avec des temps d'insolation et des distances
différentes ont permis de trouver les valeurs optimales.

Les réseaux lignés choisis comportent 12 traits par mm. Ce type de réseaux lignés ont
été¢ fournis gracieusement, au format 200x300 mm, par la section d'optique du
Laboratoire Central des Ponts et Chaussées de Paris ou P. Dantu a mis au point la

technique originale de I'extensométrie par le moir€.

Nous avons découpé ces réseaux aux dimensions 60 mm x 40mm.

Apres avoir repéré le sens du réseau a la lumiére, nous appliquons celui-ci sur la plaque

aux endroits selectionnés.

Ensuite, nous recouvrons le réseau avec un chassis pneumatique réalisé au laboratoire.
En effet, il ne faut surtout pas oublier 'importance de 1'application du réseau.



-171-

Le chassis fabriqué par nos soins et pour ce projet plus spécialement, est composé de
deux couronnes en AU4G et d'une fenétre en polyéthyléne transparent.

L'étanchéité est assurée par deux joints toriques de 200 mm se trouvant chacun dans une
gorge : ‘
* le premier pour assurer le contact des deux couronnes €t pour permettre a la
fenétre de venir s'appliquer fortement par la pression atmosphérique sur le réseau
souple placé sur la surface de la plaque,
~* e second pour assurer une adhérence parfaite entre ce chassis et la plaque.

Le vide primaire est donné par une pompe a vide (Annexe VI).

L'insolation est faite par une lampe U.V., & vapeur de mercure, placée a 40 centimetres
de la plaque. La lampe est posée sur un support vertical fixe, que nous avons également
développé, afin que la position de la lampe au dessus de la tdle soit constante pour
chaque insolation. Le calage s'opére a I'aide de repéres tracés préalablement sur la plaque.

Le temps de pose optimal est de 4 min 30 s.

Apres avoir arrété la pompe, oté le support et le réseau souple, la plaque est passée dans
la profileuse. Nous vérifions, par sécurité, que les réseaux imprimés ne se sont pas
abimés au cours du passage dans les tétes. ‘

Nous réalisons ensuite la révélation avec le produit KODAK KPR DYE donnant une
coloration noire, avec un trés bon contraste. Les parties non exposées sont dissoutes
dans 'eau. ‘

La plaque est ensuite séchée pendant 5 minutes par un jet d'air chaud (80°C).

Le résultat de I'impression se traduit par une teinte uniforme tres foncée donnant peu de

contraste de frange.

Certaines piqures peuvent se produire. Cela peut provenir :
* de poussiéres qui se sont coll€es sur la couche lors du séchage,
* de manques locaux d'adhérence diis a un dégraissage insuffisant ou a une
oxydation de la surface avant sensibilisation,
* de poussieres qui lors de I'exposition ont protégé localement la résine des

radiations ultraviolettes, au cours de l'insolation.
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* Application :
La ligne de fabrication sur laquelle nous faisons les essais comporte 21 tétes.

Apres avoir imprimé nos réseaux, nous profilons une série de tdles afin d'obtenir des
échantillons relatifs a chacune des tétes.
Nous sommes alors en possession de 21 plaques ayant chacune au moins deux réseaux.

Nous effectuons ensuite une série de photographies des faisceaux de franges de moirés.

La forme de ces faisceaux de franges dépend de la rotation du réseau témoin par rapport
a l'orientation initiale de la trame imprimée. On recherche donc par une 1égere rotation du

réseau, la position qui semble étre la plus convenable.
Ensuite nous maintenons ce réseau témoin parfaitement appliqué sur la tole.

Les photographies sont prises ensuite avec un appareil 24 x 36 Nikon, équipé d'un
objectif "macro" f/55. Le film de 36 vues est un Kodak d'une sensibilité de 400 ASA. Le
temps de pose est de 2 secondes.

Il faut insister également sur I'écrairage afin d'obtenir des enregistrements
photographiques d'une excellente qualité.

Nous avons conclu, apres une série d'essais, que la meilleure mani¢re d'obtenir des
photographies exploitables est d'utiliser un éclairage indirect. Celui-ci est assuré par deux
spots de 150 Watts éclairant deux réflecteurs de couleur blanche en polystyréne placée a
45° par rapport a la normale a la tole déformée.

Les films sont développés et tirés sur papier 9 x 13 cm. Ensuite la zone intéressante, au

niveau du pli, est agrandie.
Cette partie expérimentale, trés importante, exige beaucoup de temps pour la mettre
correctement au point.

V - 5§ SIMULATION NUMERIQUE DU PROFILAGE

Le type de profilé retenu pour la simulation numérique par éléments finis a les

caractéristiques suivantes :
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* Matériau :

Acier doux calmé 2 I'aluminium, classe 2, ST12, pré-peint.
Module d'Young : 203 000 MPa.
Coefficient de Poisson : 0,30.
“Masse volumique 2 20° C : 7,8 g/em3.
Limite d'élasticité : 6, = 320 MPa.
Limite de rupture : 6, = 352 MPa.
Allongement de rupture ;: A =25 %.
Coefficient de frottement sur acier : p = 0,1

La courbe rationnelle a été obtenue 2 partir d'essais de traction uniaxiale, 2 vitesse de
déformation imposée (Chapitre V-2).
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Choix par un numéro ou par les fleches T4 et RET

Figure V.15 : Courbe rationnelle de l'acier du profilé. Loi d'écrouissage puissance.

Nous en donnons une représentation analytique par morceaux de la forme :

o=0;[1- a; + o; (e/g)"]
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avec les paramétres optimisés suivants, pour deux morceaux :

€i Oj Vi v B o
0,0015763 320 0,03 1
0,0039763 329 0,02 08

Tableau V.1 : Valeurs des paramétres optimisés de la courbe rationnelle.
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Figure V.16 : Représentation par morceaux de la courbe rationnelle de 'acier du profilé.

Les caractéritiques géométriques du profilé sont données en figures V.17 et V.18.
* Géométrie :

Le profilé étudié a une largeur de 915 mm et comporte une série de cinq ondes ayant

chacune les caractéristiques suivantes :
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39,5mm

e=0,75 mm
| S
..... L e LT\
i /

Revétement
Peinture

Figure V.18 : Caractéristiques géométriques du profilé :
rayon, épaisseur, inclinaison du pli.

Nous notons une symétrie évidente par rapport au point S.
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R=6mm

e=0,73mm

Figure V.19 : Le point S est point de symétrie pour le pli.

Nous pouvons ainsi modéliser une onde par le morceau suivant, en position finale :

R=6mm

e=0,75mm

Figure V.20 : Structure finale a obtenir a l'issue du calcul par éléments finis.

Seule, la partie de 1'onde représentée en figure V.20 sera modélisée par éléments finis.
Pour reconstituer 1'onde originelle, il suffira d'effectuer une symétrie par rapport au point
S et de prolonger chaque extrémité par un morceau de tdle droite de longueur connue.

* Maillage :
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Le profilé est maillé a 'aide de 78 éléments quadratiques Serendip a 8 noeuds, en 2 lits,

avec intégration réduite a3 2 x 2 points de Gauss. Le nombre de degrés de liberté est de
634. ‘

Galet

i H

-
bt
bodeed

Fi‘gt:lrei V.21 : Maillage définitif en 78 éléments a § noeuds, quadratiques.
Evolution de la taille des éléments selon une progression géométique de raison 0,75 et
1,3 pour lekskzones €loignées a gauche et a droite du contact avec le galet.

* Condit;'bns de blocage :

® ® ®

» * . * ®

® q *

® @ & ® ® b 4
» U

Figure V.22 : Conditions de blocage en U et V. a l'extrémité gauche de la tole.
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* Incrémentation :

Le calcul par éléments finis 2D s'effectue en état de déformation plane. La remarque,
faite a la fin du chapitre précédent, relative aux arcs observés lors du chargement de
I'indenteur nous a conduit a simuler le trajet de chargement de la tdle d'une fagon

originale.

Dans le but de pallier I'apparition purement numérique des arcs, due au défaut de
fonction d'interpolation idoine lorsque I'outil entre en contact avec un élément en dehors
d'un noeud, nous imposons le contact, un par un, des noeuds candidats. Dans cette
hypothese, nous imposons a chaque palier le déplacement du noeud qui doit entrer en
contact avec le galet et un déplacement convenablement choisi du point S de fagon que le
plan moyen de la t6le soit déformé€ au minimum. Cette hypothése est réaliste puisque les
profileurs réglent leurs outils en sorte qu'il n'y ait paS/ou peu de traction dans les flans
entre deux tétes de proﬁlage successives. Ce réglage délicat releve du savoir-faire des
monteurs et fait partie de la mémoire de l'entreprise. Le bien-fondé de cette idée, nous a
fait réfléchir profondément au trajet de chargement numérique qu'il f’autkimposer a la tdle
pour la transformer en profilé, en éludant les artefacts numériques cités précédemment.
La mise en forme de la tle se fait de fagon progressive, selon la figure V-23, en partant
du premier noeud candidat que l'on projette sur la surface du galet de rayon 6 mm.

o—ffe

Noeuds candidats au contact

Figure V.23 : Projection successive, sur le galet de forme, des noeuds candidats.
Vecteur déplacement D imposé au point S et vecteur déplacement B imposé au noeud A
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Galet 57 ¢g

55 I\
S4

Tole S3

S2

_

S

7

L7, ‘
Figure V.24 : Action du galet et du contre galet. Mise en forme progressive de la tole

par passage dans les différentes tétes de la ligne de profilage.

On remarquera que ce trajet de chargement est semblable aux déformations subies par le
profilé au cours de son passage sous les différentes tétes de profilage.La tole sera peu
déformée dans sa partie droite en imposant un vecteur déplacement D a S.

Dernier noeud en contact
au palier i

Flgure V.25 : Evaluation du vecteur D, deplacement imposé a I'extrémité S pour que
- BS soit déformé au minimum : L =L
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Dx =L (cos 6' - cos 6)
Dy =L (sin 6' - sin 0)

Les opérations s'enchainent automatiquement avec un nombre de corrections d'équilibre
NCORR 2 chaque palier. -

Nous constatons que NCORR = 6 en moyenne, ce qui assure la convergence des
itérations d'équilibre pour une tolérance de 1 %, avec prise en compte du frottement
selon la technique retenue au chapitre IV (méthode de pénalisation avec raideur normale
et raideur tangentielle). Le contact en un noeud est vérifié par le signe de la Composante
normale de la réaction en ce noeud. ‘ L

Un "menu déroulant” a été développé spécialement pour la simulation du profilage. Il
permet d'effectuer trés simplement les opérations d'incrémentation et de suivre
I'évolution du calcul au cours du temps par simple affichage de valeurs caractéristiques
(position du palier, numéro de l'itération de correction d'équilibre, valeur de 1'angle de
pliage mesuré a partir du morceau de tole non déformé).

A la fin d'un pas, le post-processeur graphique permet la visualisation de la déformée
ainsi que le tracé des plages ou des lignes d'isovaleurs (contrainte équivalente de von
Mises, déformation plastique équivalente accumulée). Un simple regard sur 1'écran
donne immédiatement 1'évolution des grandeurs & contrdler, ce qui remplace trés
avantageusement la lecture d'une masse importante de "listings" de résultats.

Nous avons incorporé au menu déroulant différents fichiers qui retracent I'historique du

chargement et qui sont constamment réactualisés :

- paliers sauvegardés (volontairement ou automatiquement),
- forces nodales hors-équilibre (résidus),

- angle de pliage,

- date et chronométrage des opérations.

Les fichiers sauvegardés comportent :

- le maillage au palier t + dt,
- les valeurs des tenseurs aux points de Gauss a t+ dt,
- les valeurs particulieres a suivre (module tangent plastique, taux d'énergie

plastique, position sur la courbe rationnelle, entre autres).
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V - 6 RESULTATS DE LA SIMULATION

Les calculs se déroulent automatiquement. Il convient toutefois de noter qu'une reprise a
partir d'un palier sauvegardé est possible, ce qui offre une grande souplesse en régime
non-linéaire ou la stratégie d'incrémentation peut évoluer en regard des résultats
observés.

A contrario, une pléthore de sauvegardes peut étre enclenchée si un phénoméne
particulier vient & se produire. R

Nous donnons ci-aprés, parmi tant d'autres, quelques résultats significatifs obtenus lors
de la simulation numérique, par le Code DIAGUE-PROFIL, du processus de formage
d'un type de profil€ industriel.

T ESC=Exit {7 Fi=fide 7 F2=Uisus I _F3=Zoom {1 Fd=Menus [ Fo=G+Henu ™"

Figure V.26 : Visualisation du profilé obtenu 2 la fin de l'incrémentation.
L'angle de pliage final est de 65 °.

L'épaisseur 1, en mm, affichée en haut et 2 droite de I'écran, rappelle que le calcul est
effectué en état de déformation plane, donc est relatif 3 une tranche de tole unité.

La déformée donnée en figure V.26 a été obtenue a I'issue de 35 pas, avec 6 corrections
d'équilibre en moyenne par pas. Un pas ou une correction s'effectue en une minute et 10
secondes sur micro-ordinateur 3 processeur 80486, 25 MHz.
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Sur les figures suivantes, nous représentons successivement :
* 'agrandissement de la partie pliée du profilé avec un angle de pliage de 65 °,

* les plages des déformations plastiques équivalentes (%) avec un angle de pliage
de 65 °,

* les taux d'énergies de déformation plastique (kJ/m3) avec un angle de pliage de
65 °,

* les plages des contraintes de von Mises avec un angle de pliage de 65 °,
* la déformée du profilé, non déchargé, avec un angle de pliage de 20°,
* la déformée du profilé, non déchargé, avec un angle de pliage de 38°,

*la déformée du profilé, aprés déchargement, avec I'angle de pliage final de 65°.

S Choix par un numéro ou par les fléches Tl et RET us

T _ESC=Exit i _Fi=aide [T F2=Uisus 7 _F3=Zoom ;T T Fi=Henus FFh=GHlenu T

Figure V.27 : Agrandissement de la partie gauche du profilé. Angle de pliage de 65 °.



Déformations plastiques équivalentes accumulées

T ESC=Exit I Fi=fide {1 F2=Visus {1 F3=Zoom | FdA=Henugs | | Fa=G+Henui "

Figure V.28 : Plages des déformations plastiques équivalentes (%). Angle de pliage de
65 °.

| ENERG
P kIsad

Figure V.29 : Taux d'énergies de déformation plastique (kJ/m3). Pliage a 65 °.
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S IGHA
H¥a

300
- 306

Isocontraintes équiualentes de von Mises (MPa)

R T YT

COORDO

Hopud 3 Zimm) =-5% Yimm) = O 5 KB
""""" TESC=Exit 7 Fizfiide 7 F2=Uisus 0 F3=Zoom 7 Fd=Meonus Ui FGS=GHHenui T

Figure V.31 : Déformée du profilé en chargement. Angle de pliage de 20°.



Choix par un numéro ou par les fléches t! et RET

T BSC=Exit I Fi=dide i1 F2=Uisus 1] F3=Zoom i Fd=Henus [ {FS=Gefenu

- Figure V.32 : Déformée du profilé :en”chargcmerit. Angle de pliage de }38°~. ‘

_DIAGUE |

Choix par un numéro ou par les fléches t! et RET

o

ESC"'EXlt I Fi=fide 7 F2=Visus i F3=Zoom 71 _F4=Menus [ FS5=G+Henui T

~ad

Figure V.33 Deformee du profilé, apres dcchargement, avec l'angle de phage de 65°
~ Le retour élastique ("'spring back") est de 0,75 °.
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V -7 RESULTATS DU MOIRE

intrados

PROFILE

Extrados

- Figure V.34 : Positions des franges de moir€ sur l'intrados et I'extrados du profilé.

A partir des photographies agrandies du faisceau de franges du moiré, obtenu par
superposition du réseau témoin souple appliqué sur la face extrados du profilé, nous
avons mesuré l'interfrange en comptant, a l'aide d'une loupe binoculaire, le nombre de
traits du réseau entre les milieux de deux franges noires consécutives. Nous n'avons pas
pu observer de franges sur l'intrados, en raison de I'endommagement important du film,
- provoqué par le passage du galet de forme.

Par ailleurs, le pas du réseau (1/12éme de millimétre) autorise des mesures de
déformations de l'ordre de quelques %. Il en résulte que les seules franges réellement
observables ont été obtenues apres le passage du profilé dans les cinq dernigres tétes de

la ligne de profilage.

Le tableau V-1 donne, en nombre de pas, les interfranges mesurées sur l'extrados du
profilé€ aprés son passage dans les tétes 17, 18, 19, 20 et 21.

Numéro de Téte Angle de pli (degrés) Nombre de pas (1/12 mm)
17 57 12
18 59 11
19 62 _ 10
20 63 9,5
21 65 9

Tableau V.2 : Valeurs des interfranges de moiré sur l'extrados du profilé - versus n° de
tete.
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: _ Figure V.35 : Photographie des franges de moiré obtenues sur le profilé apres
 son passage dans la téte numéro 20. Dans ce cas, l'interfrange estde 9,5 /12 mm.

On remarque, sur le cliché photographique V.35, que les franges noires sont épaisses et
de contours variables. En conséquence, le milieu de frange est difficile a apprécier. Un
traitemént par n,umérisation d'image et lissage nkumérique s'avere dans le cas présent
nécessaire poilr accroitr‘e‘ la précision des mesures. '

Ce type d'essai ne peut se faire a I'heure actuelle que dans des laboratoires spécialisés en
ce domaine (Rondot, 1990). En collaboration avec Monsieur Daniel Rondot, nous
avons numérisé les photographies obtenues par la méthode exposée précédemment et
nous avons obtenu des résultats tout a fait exploitables. Comme le montre les figures
V.36 et V.37, les images digitalisées nous permettent d'obtenir plus précisément
l'interfrange.

La partie supérieure de la figure V.36 représente le négatif de la photo digitalisée et la
partie inférieure est une courbe formée de "pics" qui nous permet de calculer le nombre
de traits du réseau témoin compris entre l'axe médian de deux franges claires, par

exemple.
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Sur la figure précédente, nous avons une vue 3D des franges numérisées. De la méme

facon que précédemment, nous pouvons calculer aisément le nombre de pas.

Cependant notre démarche pourrait étre encore améliorée si nous pouvions travailler
directement sur la tdle c'est a dire si nous pouvions passer outre 1'étape de la

photographie. Nous éliminerions ainsi un intermédiaire qui peut nous entrainer une
erreur relative de I'ordre de 10%. Pour 'instant nous n'avons pu réaliser cette expérience

en raison de 1'absence de moyens élaborés.

Remarque :

Le moiré est de nature eulérienne, les dérivées partielles des déplacements sont donc

relatives a la conﬁguration courante déformée C(t). Il faut alors exprimer ces grandeurs

en description lagrangienne.

Les opérations & effectuer sont les suivantes (Gueury, 1985, 2):

Nous avons :
X=X+ y

SoitH'le tenseur de composakntesVaui /ox; défini par :
; | ou; /ox; = &;; - E)Xi/axj
o\i ént;ore i L H =1-Fl!
en r:akppelankt la définition, du tenseur gradient F :
Fjj= 0x /0 X; |

'D'oly, en inversant la relation ci-dessus :

E

il
o~~~
k.

[}
Iz
N’

—

et onobtient :

que l'on peut écrire :
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On remarquera que ces derniéres relations offrent peu d'intérét pratique, en revanche,
I'obtention du gradient F a partir de H' est tres utile pour comparer directement les
résultats tirés du moiré et ceux du calcul par éléments finis au cours duquel le gradient
est réactualisé a chaque pas ce qui est le cas dans cette €tude.

En tenant compte des relations précédentes, et aprés déchargement du profilé par mise a
zéro en dix pas des forces nodales équivalentes, on obtient les résultats suivants
(Tableau V.3).

Angle de pli (degrés) | Nombre de pas (Num.) Nombre de pas (Exp.) |
57 ; 10,88 : 12
59 10,30 11
62 9,88 10
63 9,34 ‘ ‘ 9,5
65 8 47 9

Tableau V.3 : Comparaison des valeurs d'interfranges de moiré
sur l'extrados du profilé.
Valeurs expérimentales : (Exp) - Valeurs calculées : (Num).

Nous constatons que les résultats numériques sont en bonne corrélation avec les
résultats expérimentaux, compte tenu de la remarque émise quant a 1'amélioration des
mesures d'interfranges avec les moyens techniques dont nous ne disposons pas
actuellement (Rondot et al., 1988).

Remarques :

1 - En réalité la laque photo-sensible est déposée sur le revétement de la tdle mais nous
n'avons pas effectué de corrections car 1'épaisseur de la couche de peinture est

négligeable (de l'ordre de quelques mm).

2 - Nous avons estimé qu'un déchargement élastique aprés chaque palier n'était pas
indispensable au trajet de chargement, bien que le profilé se relache 2 la sortie de chaque
téte de la ligne de profilage. Cette hypothése permet de réaliser un économie trés

substantielle en temps calcul.
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131
12r =& Pas (Num.)
; —*  Pas (Exp.)
2 11k
[~
¥
-]
g 10F
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9 e
8 2 J o } . ¥ l’ ]
56 58 60 62 64

Anglepli (°)

" Figure V.38 : Comparaison des résultats numériques et des résultats expérimentaux
exprimés en nombre de pas pour l'interfrange a la sortie des tétes 17, 18, 19, 20 et 21.

2r Déformation (%) extrados
11F
10 [
=& Def.(%) Num.
¢ Def.(%) Exp.
9 =
Angle pli (°)
8 i 1 i 1 1 1 1
56 58 60 62 64 66

Figure V.39 : Comparaison des résultats numériques et des résultats expérimentaux
pour les déformations (%) a la sortie des tétes 17, 18, 19, 20 et 21.
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10 ¢+ Ecart (%)

Det.(%) Exp.

11

12

Figure V.40 : Evolution de I'écart entre les résultats expérimentaux et les résultats

numériques en fonction de la déformation sur 'extrados du profilé, a la sortie des tétes

17, 18, 19,20 et 21.
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CONCLUSION

Ce travail a eu pour objectif principal le développement spécifique d'un Code de Calcul
par Eléments Finis qui fonctionne sur micro-ordinateur et qui permet de simuler
numériquement, & moindre cofit, le processus de mise en forme de profilés de
couverture-bardage a partir de tdle minces.

Pour atteindre ce but, nous avons effectué :

~ * une étude approfondie des trois types de non-linéarité rencontrés conjointement
dans ce probléme : géométrique, matérielle et cinématique.

* I'écriture et la mise en oeuvre numérique, sur micro-ordinateur, du code
DIAGUE-PROFIL, dédié & l'industrie du profilage, dont les particularités
essentielles résident dans :

- le choix judicieux de l'algorithmique en transformations finies
(bidimensionnelles),

- 'intégration idoine de la loi de comportement, avec maintien de
l'objectivité au cours du pas et des corrections d'équilibre,

- la prise en compte du contact et du frottement par une méthode de
pénalisation, alliant simplicité et robustesse, R N

- le déroulement automatique du calcul incrémental, grice 2 un menu
déroulant "convivial" et sir. ‘

* une campagne d'essais utilisant la méthode du moiré comme technique
d'extensométrie afin de valider les mod¢les proposés.

La conception modulaire du logiciel DIAGUE-PROFIL permet d'introduire trés
facilement des extensions futures. De plus, la bonne précision de nos résultats et la
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stabilité inconditionnelle de nos algorithmes ont pour origine l'utilisation systématique de

schémas implicites dans l'intégration des lois de comportement.
L'avantage de la formulation adoptée est de permettre d'une part, d'utiliser tout I'acquis de
la formulation en petites déformations et de respecter, d'autre part, tous les points
fondamentaux de sl'analyse en grandes déformations élasto-plastiques, a savoir :

- le maintien de I'équilibre au cours du calcul pas a pas,

- le suivi de 1a loi de comportement,

- le maintien de I'objectivité incrémentale.

En conclusion, le présent mémoire démontre :

- T'applicabilité et I'efficacité des algorithmes implicites dans l'analyse du
comportement non-linéaire des structures minces,

- la bonne précision des méthodes de prédiction-correction avec retour radial sur
le critere de plasticité,

- les possibilités d'étendre de tels modeles a I'analyse d'autres problémes

industriels concrets.

Le Code DIAGUE-PROFIL a été présentement appliqué avec succes & la simulation
numérique du processus du formage de profilés de couverture-bardage a partir de toles
minces, dans le cadre d'un contrat industriel avec la Société HAIRONVILLE S.A.

Sa simplicité de fonctionnement en fait un outil numérique a potentiel élevé. Il
fonctionne actuellement sur tout type de micro-ordinateur existant.

Les langages de programmation des modules développés sous le systéme d'exploitation
MS-DOS sont classiques. 11 s'agit de :

- FORTRAN 77, pour les modules de calcul éléments finis,

- TURBO-PASCAL et TURBO-C, pour les autres modules (saisies,
graphismes).
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Enfin, nous devons souligner les performances singulierement appréciées du Code
DIAGUE-PROFIL en domaine non-linéaire lorsqu'il est implémenté sur un micro-
ordinateur a processeur 80486, ce qui a été le cas pour la présente étude. L'évolution
extrémement rapide de ces appareils laisse entrevoir des possibilités, impensables, il y a

encore peu d'années.
La poursuite ultérieure de ces travaux portera sur :

- le développement d'un mailleur 2D, entierement automatique, avec

raffinement local fondé sur l'estimation de l'erreur,

- le remaillage automatique, indispensable dans le cas de forte distorsion qui
abaisse notablement les performances numériques de 1'élément fini
(déformations plastiques €levées),

- la numérisation automatique des franges de moirés,

- I'adaptation du Code a la simulation numérique de I'emboutissage a froid,
puis ultérieurement a chaud. '
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ANNEXE 1

DEFINITIONS ET PROPRIETES

CONDITIONNEMENT D'UNE MATRICE

Soit ILIl une norme matricielle, le conditionnement d'une matrice réguliére A, associé a
cette norme, est le nombre :

cond (A) = lIAIl 1ALl
On peut également écrire
cond (A) =K max / K min

oll U max € [ min Sont respectivement la plus grande et la plus petite valeur singuliéré
de A

Propriété : on dira qu'une matrice est "bien conditionnée”, si son conditionnement n'est

pas beaucoup plus grand que 1.

Ceci montre que les matrices unitaires sont les matrices les mieux conditionnées
possibles, ce qui est I'une des raisons de leur utilisation fréquente dans différents
algorithmes d'analyse numérique (Lascaux et al., 1987).
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RELATIONS ENTRE LES DIFFERENTS
TENSEURS

Démontrons que T=(detF)g = ©OFT= EIIET

Nous savons, par définition des différents tenseurs, que :

df, = g a, dS,

D'autre part, nous avons par définition :

= (detF)g
et la formule de Nanson nous donne :
n,dS, = (det E y'ET n, dS,

De ce fait, nous pouvons écrire :

dfy = I1n, dSq_IL( det E )-! ET n, dS,
or df, = ¢ n, dS,
donc

df, =I1(det E)! FT ¢ -1df, = F -ldf,
on en déduit que Fl1go =(det E)IILET

donc

Nous avons également

dfy =0 ny dS, = F df, = F 1 n,dS,

ce qui nous donne O=F LI_

et alors :

(o}
Im
~3
I
&
=
I
=
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CHANGEMENT DE REFERENTIEL

Les relations de changement de référentiel s'écrivent :

- pour les positions

X'=c(t)+0Q(t)x

- pour les vecteurs Vi=Q(t)v ou  Vi=Qyv;

En effet, puisqu'un vecteur peut étre défini & partir de 2 points de positions respectives
X ouy, on peut écrire : ‘

d'ou
vVi=(e(t)+Q(t)y)-(c(t)+Q(t)x)=0Q(t)v

Conclusion :

vVi=Q(t)v

- pour les tenseurs du second ordre

T=0Q(t)T QT(t)
ou encore T =Qx Qi Tu

Nous avons :

Nous pouvons alors écrire :
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u'=Q(t)u=Q(t)T v=0(t)T QT(t)v'=T"v'

Donc

T=0Q(t)T QT(t)

- pour les tenseurs mixtes
Nous avons :
E=Q(t)F

En effet, supposons qu'a l'instant ty les 2 référentiels R et R’ coincident. Nous savons
de plus que le changement de référentiel ne concerne que la configuration actuelle C( t)

dans R dx =FdX
dans R’ ' dx'=FdX' (1)

De plus
dx'=0Q(t)dx= Q(t)EdX (2)
Si 'on soustrait (1) a (2), on obtient , quelque soit dX , la relation suivante :

(F-Q(t)E)dX =0
De ce fait

E=Q(t)E
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OBJECTIVITE DEDET W

Le tenseur gradient de vitesse L a été défini par :
L=FF!

Si nous dérivons cette égalité, nous obtenons :

Ll =F.l Fl ‘1

or F=0F

de ce fait, nous avons F-l=F1Q! et F=QF+QF

Il résulte que

L'=QE+0P E&'Q))
= QOFF o+ oFF 0!

car Q est un tenseur orthogonal, donc Q! = QT

On notera =0 0" comme étant la vitesse de rotation relative des deux référentiels

Nous avons vu également que I'on peut décomposer L en deux parties :

L=Q+-W— = _L'z_D_'+_w_'
| L'=3 Q"+ QDQ™+ QWQ" |
Donc = = -
Nous montrons de plus que :

D=0DQ et W=00"+0wWQ'

Ainsi, nous pouvons dire que le tenseur D est objectif alors

que le tenseur taux de rotation W ne I'est pas
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DERIVATION TEMPORELLE NON
OBJECTIVE D'UN TENSEUR EULERIEN
OBJECTIF

Montrons que si M est un tenseur euiérien objectif, alors sa
dérivée temporelle n'est pas objective.

Soit M un tenseur eulérien objectif ; nous avons, par définition
M'=QM QT(1)

De plus, nous savons d'une part que :

Q=00" et donc Q..T=QQT

D'autre part Q0 =1
de ce fait
T . T
Q0 +0Q0 =0
. T . T
Q0 =-00
En conclusion
Qr=-9

Dérivons par rapport au temps la formule (1)
M =0OMQ"+0M Q"+ OM{ =0(0"0)MO"+0M Q"+ OM(Q"Q) &'
Nous obtenons, apres introduction du tenseur "taux de rotation" Q ,I'égalité suivante :
M = 2(QMQ)+QM Q'+0MQY(-Q)= QMAQT L OM - M2

La présence de Q introduit des termes complémentaires parasites qui montre ainsi que la
dérivée temporelle d'un tenseur eulérien objectif, n'est pas
objective. ‘
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ANNEXE II

LOI DE COMPORTEMENT EN ELASTO-PLASTICITE

Pour ne pas surcharger les notations, nous adopterons la notation des petites
déformations. En effet, 1'algorithme que nous proposons n'est pas propre uniquement

aux grandes déformations.

Nous savons, par hypothése, que le taux de déformation est séparable en une partie
€lastique et une partie plastique .

Dans un premier temps, nous avons :

&=+
Nous pouvons écrirc d'autre part :
- 1a loi de comportement élastique :
ef,= 1 ;:v Gij-‘E* Gy 8;;
- la lo1 de comportement plastique :
85:15?

De plus, par hypothese :

de= deg,+dE],

que nous pouvons écrire :
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P
djzﬁ+§g
d6 -~ d6 ~ do

ce qui nous donne la relation suivante :

1 _1 ., 1
E; E ' M

ET : module tangent de la courbe d'écrouissage reliant la contrainte vraie a la déformation

logarithmique

E : module d"Young

M : module plastique

Par définition :

2 3
- Oeq = 5 5ijSj;
que I'on peut écrire apres dérivation :
ds..
do - ; S, |
€q = 2 Yij Ggq

Sachant que la fonction f (s, p) désigne la fonction seuil représentée par:
f(o,p)= Oeq - Ok

ok ne dépend que de I'écrouissage, donc si nous supposons que l'écrouissage est

constant, nous obtenons :

df =d Oeq
ou encore :
= 3 3
df = f Ee—; dsij
que l'on retiendra sous la forme :
of _ 33y
aslj 2 Geq
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La partie plastique du taux de déformation s'écrit :

of
00..

1

apk

Nous en déduisons : :
of
00

P
deij—dk -
1]

Par définition du paramétre d'écrouissage A est la déformation plastique équivalente :

, dA=de?,
Ainsi :
P - af - P af - P 3 _s.li
de;; ‘dka degy 35, de? 3 Gog
ij
car
P o PR lo- d:.
s;j“ ij=3 kk “ij
donc
ds;; = doj;
On obtient alors :
‘ ‘ P _ 3
5T am Geq Sij Oeq
ce qui nous permet d'écrire I'égalité
a =1+V 3
Sij - E 01] E Gkk811+2 M Geq eq
Exprimons G en fonction de € .
‘Dans un premier temps calculons la trace :
1+V 3v -

etdonc
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. _ E .
Gyy=—--¢
kk= T 5y Ckk
Dans un deuxi¢me temps, multiplions les deux membres de 1'égalité par sy, tout en
adoptant la convention d'Einstein :

w1+ Va 3 = _1+V. 3 :
Smnemn - E Gmnsmn +2 M Geq Smn Smn Geq - E SmnSmn +2 M c'eq Smn Smn Geq

Sil'on considere la contrainte équivalente de Von-Mises :
62eq = 3/2 SmnSmn

Il découle des deux dernicres égalités :

Q
Q
+
Wt
1u
Q
Q

que l'on peut résumer par :

Ainsi la formule générale s'écrit :

, (')-.._V E € 5 3 smn-emn
1J7E M Elzvkk‘JZMc [ lo
3G M €q

A partir de 13, on peut exprimer &;; en fonction de £;;

= — E V- -3 Smn -emn
S5y | v i S M+
eq e

Les deux premiers termes de cette égalité représentent ainsi la déformation élastique, le

troisieme, la déformation plastique.
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ANNEXE III

EQUATION IMPLICITE LOCALE
ALGORITHME DE PREDICTION ELASTIQUE
AVEC CORRECTION RADIALE
- CAS GENERAL

Comme tout tenseur peut se décomposer en une partie sphérique et une partie
déviatorique (qui elle seule intervient dans les déformations plastiques), il en résulte que :

sij = 2G ¢;

que 1'on peut égalenient écrire sous la forme suivante :

- As =2G Ae
Remarque : la partie déviatorique de © est notée s et celle de € est notée e.
Supposons un état d'essai élastique noté sE

Dt SEij -ts;;=2G Aeij

égalité que l'on notera abusivemeni :

SEij - 5i = 2G Ae;;
ce qui nous donne :

SEij = 8;j + 2G Ae¢;; +2G AePij = SF;j + 2G Aepj;

(I'exposant e représente la partie élastique, 'exposant p la partie plastique, 'exposant E
1'état de prédiction élastique et 1'exposant F 1'état final).
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En petites déformations, la loi de comportement plastique s'écrit :

ou encore :

Considérons d'une part, la fonction f (6, p) désignant la fonction seuil :

f (0,p) = 6F¢q - (00 + R(P)) = OF¢q - OF

avec .
2
(OFeq) “ = 3/2 sFj; sF;
donc
GFeq d()'Feq =32 SFij dSFij
ce qui revient a écrire :
3 5
F 3 5%j  F
d()'eq =5 d Sij
Ocq
D'autre part :
F F
o _ %% _3 8
F F 2 F
aslJ asl] Geq
Donc
F F
o Of 95 A 3 Sy
Oq ~Fg_ AF 2 oF
€4 asi Geq asij Geq
Sachant que :
dei': d}; _a_f
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nous pouvons alors écrire :

_ 2 1
Aeij = 2 GF d’\
eq
donc
F
S..
2GAe" = 3G Jigh
lJ F
Ceq
et alors
F
; S..
s?j = sfj +3G-—g—dl= sfj 1+3—%@
: Ceq Oeq

Or, par définition, nous avons choisi le paramétre d'écrouissage A comme étant la
déformation plastique équivalente, i.e. :

d)\:=d8eqp
De ce fait :
E P .~E
Sij_ 1, 3G d8q O
F F F
H Ceq Geq

ce qui revient a écrire : ;
E F P
o Ocq+ 3 G dEgg

eq =
ou encore
ok . of
Deg ~ Deq_ AP
3¢ e
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ANNEXE 1V

EQUATION IMPLICITE LOCALE EN CONTRAINTE PLANE

En état de contrainte plane (s33 = 0), la composante cinématique €33 n'est pas nulle, nous

sommes ainsi amenés a rétablir une équation implicite locale adéquate (Hamlili, 1990).

Avec la notation des petites déformations, le tenseur de déformation peut s'écrire :

A§_ = A-§-+ A€33§

Ag = Aggpag®ag 05,[35{1,2‘}
{ =a;0a;

(ai)i=1,2,3 forme une base orthonormée

Nous supposons un état de contrainte élastique sijE donné par I'expression :

S-E- = Sij+2GA-e-ij

ij
Ae est le deviateur du tenseur Ag

s est le déviateur du tenseur de contrainte de Cauchy-Euler au début de l'incrément qui

peut s'écrire sous la forme suivante :

E_ _F p_ '
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{' estle déviateur du tenseur {
sF  est le déviateur du tenseur de contrainte 2 la fin de 1'incrément.

A partir de la derniere égalité et de la loi de comportement en élasto-plasticité, on déduit :

[ .. A :
(1 +3G—(§§-)s§ = sE+2G Aeys

Le calcul du second invariant conduit a I'équation suivante :

Y’
2 2
of =-3 GAeg+(oE +6G s§3Ae33+402Ae332)

d'oli 'équation implicite locale :

7
2 2
f(eP+Ael) = -3GAe§+(0‘E +6Gs§3Ae33+402Ae332)

ol I'inconnue cinématique Ae;3 est déterminée séparément par la condition o33 =0.

Ainsi, Ags; est calculé par la formule implicite ci-dessous (Aravas, 1987) :

AgP
(1+3G;%°—)s§3 = S§3+%GA833

Cette équation est tirée de la condition cinématique G633 = 0 et de la formule

AgP : '
(1+3G-(-§§-)sfj = s;+2G Aeysly;
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 ANNEXE V
MATRICES INTERVENANT DANS LA FORMULATION

MATRICIELLE DU PRINCIPE DES PUISSANCES VIRTUELLES
DANS LE CAS DE LA MODELISATION BIDIMENSIONNELLE.

- Vecteur déplacements nodaux :

<p>=<u,v>

- Matrice [B] :

[B]=
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- Matrice [G] :

- Matrice [Q] :
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- Matrice [Z] :

[2]=



-220 -

ANNEXE VI

ASPECT EXPERIMENTAL

A - I - Impression des réseaux.

La ligne de fabrication comporte, pour profiler les plaques, une série de 21 tétes.
Nous voulons étudier l'influence de chacune des tétes.

Nous proceédons de la fagon suivante :

Nous faisons passer sur la ligne 5 plaques ; la premiére d'une longueur de 2 métres, suit
toute la ligne de profilage. -

Les autres plaques ont une longueur de 4,5 metres et ne seront profilées que
partiellement.

Nous avons appliqué les réseaux selon le principe représenté sur la figure suivante.

A -1I - Technique de profilage.

Pour la premiére tole de la série des 4,5 m, nous arrétons la chaine de fabrication lorsque

la plaque se trouve exactement sous les tétes 16,17,18,19,20.

Apres avoir noté a quel niveau de la plaque se situent les galets, nous démontons les
galets, nous récupérons la plaque puis nous découpons la tdle-en cinq morceaux d'égale

longueur de telle fagon que

* le premier reflete l'influence de la 16°me téte
* e 28me 17¢me téte
* e 3éme 18%me téte
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* ]e 4eme 19%me téte
* ]e 5eme 208me téte,

Et ainsi de suite :

La tole numéro 2 est arrétée au niveau des tétes 11,12,13,14,15.
La tdle numéro 3 est arrétée au niveau des tétes 6,7,8,9,10..

La tdle numéro 4 est arrétée au niveau des t€tes 1,2,3,4,5.

Nous disposons de 21 plaques, chacune ayant subi une partie de la ligne de profilage.

nivesu de la
£te nuUMEro n ~
s 90 cm o
e "“"““""‘, i

£

TT[7
s E- LR LR -

ligne de découpe
r4

réseau, '
1 I
| |
4,5m
¥ § ¥ ¥ -
I l | y o
! | | I )
plaque | | ' I |
humeéro | | ! 1 N
| 1 2 3 4 5
2 6 7 g =5 10
3 11 12 13 14 15
4 16 17 | 18 19 20
téte numeéro

Figure 1 : Principe de l'application des réseaux pour les plaques de 4,5 m.

A - II - Dessin du chassis
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COUPE B-B (montage assemblé, vide d'air effectué)

__

VERS POMPE = DN
U SIS :- (\\—"\5 3|

TOLE D'ESSAI —/ /
JOINT TORIQUE
FILM PLASTIQUE

RESEAU LIGNE

$181.00

2175.00
$170.00

ECHELLE : 1/2
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COUPE A-A (details de montage)

— —— 00/l

‘1 \\ T
N ]
[ e i ot
. ,.”.”.“w.x.,.jl.lil

uuuuuuuuuu

VUE DE DESSUS (flasque superieure)

$240.00

1/2

ECHELLE
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A - III - Autres méthodes d'extensométrie

Plusieurs autres méthodes d'extensométrie sont développées (Breuckmann et al., 1986),
( Cheng et al., 1985),

A - III - 1 Diffraction,

La méthode de mesure des grandes et petites déformations utilisant la phénomeéne de
diffraction d'un rayonnement cohérent par un réseau orthogonal marqué 2 la surface de la
piece, permet de déterminer l'orientation et la valeur des extensions principales ainsi que
la rotation de solide rigide pour une base de mesure qui peut €tre inférieure & 1 mm?2
(Bremand et al.,1986).

A - III - 2 Interférométrie holographique.

Le principe d'un hologramme est de permettre de stocker séquentiellement plusieurs
ondes lumineuses en amplitude et en phase et de les restituer simultanément. En analyse
des contraintes, cette propriété se traduit par la possibilité de faire interférer, a la
restitution, les ondes diffusées par un seul et méme objet avant et aprés déformation ce
. qui autorise I'utilisation de pie¢ces mécaniques réelles a la place des modeles nécessaires
en interférométrie classique.

Un seul hologramme remplace un ensemble de capteurs ponctuels.

Par contre la mise en oeuvre de la technique requiert un personnel spécialisé et qualifié.
Ce dernier point est certainement un des plus restrictifs pour I'emploi de l'interférométrie
holographique en milieu industriel (Luo, 1990), (Mckelvie, 1990), (Chiang et al.,1988),
(Walker,1988), (Nicolletto, 1986).

A - III - 3 Photographie de speckle.

Le speckle est la granulation qui se développe dans 'espace lorsqu'une surface diffusante
est éclairée par une source lumineuse temporellemnet cohérente.

La surface diffusante a étudier est éclairée par 1'onde cohérente issue d'un laser et on
procede a un enregistrement photographique classique de la grille de speckle généré par
l'objet avant et aprés déformation (double exposition sur un méme film).
L'enregistrement s'effectue dans un plan de visée qui peut étre ou non, confondu, avec le
plan moyen de la surface diffusante. L'information sur le mouvement de la grille de
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speckle entre les deux états mécaniques de l'objet (état de repos et état sous charge) est
alors contenue sur le négatif enregistré sous la forme d'un moiré entre les deux grilles. 11
s'agit donc d'une méthode sensible et quantitative de visualisation globale des champs de
gradient, d'un coiit moyen et ne nécessitant pas, de la part de l'utilisateur, une
qualification trop importante. Elle s'accomode assez bien, de plus, d'un environnement
industriel.

A - III - 4 Chromoplasticité,

Cette méthode, venant de Roumanie, exploite une propriété de certains matériaux a base
de composants vinyliques, & savoir, changer de couleur aux points ot la contrainte atteint
la limite d'écoulement, blanchissement lorsque 1'écoulement plastique résulte de
contraintes de traction et de noircissement lorsque cet écoulement provient de contraintes
de compression. Cette méthode est particulierement qualitative.

A -1II - 5§ Thermographie de surface.

Elle permet de déterminer le développement de zones plastiques sur des éléments
métalliques simples.

A - III - 6 Photoelasticimétrie par réflexion.

Pour cette méthode, la planéité de la surface de la structure n'est pas obligatoire. Elle
donne une information qualitative d'ensemble par visualisation du champ des

déformations. Les isoclines donnent la position des directions principales et les
isochromes, les lieux des points d'égal glissement.
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ANNEXE VII

VALIDATION
FLEXION TROIS POINTS D'UNE POUTRE

Pour illustrer 'efficacité de nos modules, nous exposons les résultats d'un test de
comparaison proposé€ par le GRECO "Grandes Déformations et Endommagement”,
en 1986.

Le test (Figure 1 et Figure 2) consiste a simuler le pliage d'une poutre en déformation
plane discrétisée en 48 éléments a 8 noeuds et 2x2 points d'intégration (intégration

réduite).

Les caractéristiques du matériau pour un écrouissage isotrope linéaire sont :

- module de Young : E = 200000 MPa
-.coefficient de Poisson. : V = 0,3
- limite d'élasticité 1 Op = 400 MPa
- module plastique : M = 1000 MPa
wv=-1
(0,1)mm 2 (3,1)mm
(0,0)mm (3,00mm

Figure 1 : Test de comparaison. Géométrie de la demi-poutre.
Déplacement imposé de (0,-1) au point (3,1).
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© - Point d'intégration
®  Noeuds

Figure 2 : Maillage de la structure en 48 éléments Serendip 8 nceuds.

Les tableaux 1 et 2 présentent nos résultats, obtenus avec 200 incréments ainsi que les
écarts relatifs par rapport aux résultats de Braudel et Brunet, obtenus avec 1000

incréments (solution de référence).

PT 1 PT 2 I3 FT 4 Pl S
5, | +0.018 | +0.308 | -0.094 | +0.018 | +0.110
Gy | -0.018 | +0.007 | -0.049 | -0.076 | +0.894
Oxy | +0.005 | +0.020 | -0.043 | -0.256 | +0.000
O, | +0.011 | +0.017 | -0.027 | +0.503 | -0.225

Tableau 1 : Ecart relatif en % sur les contraintes aux points de Gauss.

N1 N2 N3 N4
+0.00 -0.03 +0.01 -0.01
-0.04 -0.02 +0.01 -0.01

Tableau 2 : Ecart relatif en % sur les déplacements aux nceuds.
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RESUME

- : Actuellement la s1mulatton numénque connalt un essor sans précédent dans les Scrences
- ‘de l'Ingémeur eten parttcuher en mécamque des structures ‘

. _‘L'objectlf poursu1v1 dans ce travatl est de reahser etde vahder un code genéral de calcul

. par éléments finis, d'archltecture modulatre, fonctlonnant mtégralement sur micro-

k ordrnateur Les modules b1d1mens1onnels développés sont dédiés a 1a mise en forme de
structures mtnces (toles) dans le domaine de la mecamque non-hneatre (geometrtque et

il

k‘materlelle) en elasto-plast1c1t grandes deformatlons _avec contact- frottement ‘

- (algorithme implicite).

 La démarc}ie‘poursuiVie au cours de ce travail repose Sur les étape's suivantes: -

k - étude detatllee des drverses formulatrons proposees dans la htterature
o . i(grandes déformattons, contact) : ‘ .
- mtse en oeuvre des algonthmes de calcul o o o
- - apphcatton a la srmulatton numenque du processus du formage de .
profiles de couverture-bardage a partir de toles mmces, . i
- valldatlon gxp‘ernnentalepar la méthode du moiré. | -

MOTS CLES

Elasto-plasucrte Grandes déformatlons - Elements finis - Profilage , i‘

- Contact - Frottement - Non hnéan‘e Mtcro-ordlnateur Morre
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