N

N
N

HAL

open science

Contribution a la théorie des entiers friables

Bruno Martin

» To cite this version:

Bruno Martin. Contribution & la théorie des entiers friables. Mathématiques générales [math.GM].

Université Henri Poincaré - Nancy 1, 2005. Frangais. NNT : 2006NAN10016 . tel-01754418

HAL Id: tel-01754418
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01754418
Submitted on 30 Mar 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01754418
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE
DE LORRAINE

AVERTISSEMENT

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de
soutenance et mis a disposition de I'ensemble de Ila
communauté universitaire élargie.

Il est soumis a la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci
implique une obligation de citation et de réeférencement lors de
I'utilisation de ce document.

D'autre part, toute contrefacon, plagiat, reproduction illicite
encourt une poursuite penale.

Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr

LIENS

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg droi.php
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm




~n 1t D N/ N 1
o e NCES
Manique
NANCY UFR S.T.M.L.A.
Ecole Doctorale IAE + M
Université Henri Poincaré - Nancy [
D.F.D. Mathématiques

THESE

présentée pour l'obtention du titre de
Docteur de I’Université Henri Poincaré, Nancy-I

en Mathématiques

par

Bruno MARTIN

Contribution a la théorie des entiers friables

Soutenue publiquement le 11 Juillet 2005

Membres du Jury :

M.
M.
M.
M.
M.
M.

Etienne Fouvry Président & Rapporteur Professeur a I'Université de Paris XI

Régis de la Bretéeche Rapporteur Maitre de conférences & I'Ecole Normale Supérieure
Marius Tuesnak Examinateur Professeur a I'Université Henri Poincaré

Francis Conrad Examinateur Professeur a I'Université Henri Poincaré

Jie Wu Examinateur Chargé de recherche CNRS, Université Henri Poincaré
Gérald Tenenbaum  Directeur de These Professeur a I'Université Henri Poincaré

Institut Elie Cartan Nancy CNRS UMR 9973
Faculté des Sciences - B.P. 239 - 54506 Vandceuvre-les-Nancy CEDEX



Remerciements Rl i Bt

ENGES

dnque

KA S.LES-NANCY

Je tiens a remercier chaleureusement mon directeur de these, Gérald Tenenbaum, pour
son investissement inestimable dans ce travail. Sa disponibilité, ses encouragements et
surtout sa verve mathématique, ont permis la réalisation de ce projet dans les meilleures
conditions.

Etienne Fouvry m’a fait I'honneur d’étre rapporteur de ce travail et président de mon
jury, je lui en suis tres reconnaissant.

Je souhaite exprimer ma gratitude envers mon rapporteur Régis de la Bretéche, dont
les nombreuses remarques et suggestions ont permis d’enrichir ce travail et de le rendre
plus transparent.

Je remercie Marius Tucsnak et Francis Conrad de m’avoir aiguillé en analyse fonction-
nelle et en analyse numérique. Je remercie également Jie Wu pour sa participation a ce
jury.

Un grand merci a Bruno Pingon qui n’a pas épargné son temps pour m’aider dans la
partie informatique de ce travail.

Mes activités d’enseignements m’ont souvent permis de reprendre mon souffle pendant
ces trois années, c’est pourquoi je tiens a remercier vivement Antoine Henrot, mon tuteur
dans le cadre du monitorat, de m’avoir fait confiance et de m’avoir permis de diversifier
mon expérience d’enseignant en me proposant d’intervenir aussi bien a la faculté qu’en
école d’'ingénieurs.

Je profite de cet instant pour remercier tous les enseignants, qui, par la qualité de leurs
cours et leur enthousiasme, m’ont appris a aimer les mathématiques. En particulier, j’ai
une pensée émue pour deux professeurs qui ont tiré, trop tét, leur derniere révérence :
M.Michel, mon professeur de quatriéme, qui m’a initié aux plaisirs de la démonstration,
a une période ou les mathématiques ne présentaient aucun intérét a mes yeux; Jean
Varouchas, dont je n’oublierai jamais le regard lorsqu’il parvenait a trouver une nouvelle
démonstration d’une identité célebre, au beau milieu d’une séance de travaux dirigés de
Licence. Je remercie également Annick André et Charles Vix qui ont su me faire découvrir
I’élégance des mathématiques, et qui m’ont ainsi incité a les explorer davantage.

Le soutien de mon entourage a été particulierement important pendant ces trois dernieres
années. Je pense tout d’abord & ma famille, mes parents, mon frére, mes soeurs, qui
m’ont toujours soutenu dans les moments de découragements ou d’hésitations. Je tiens
a saluer tous mes amis, qui n'ont eu de cesse de colorier d’amitié et de fétes toutes ces
années d’étude. Un remerciement tout particulier & mes colocataires : Mathou, Pablo, Jux,
Aline et Greg... et a la bande des lunévillois : Jérome, Manu, Pig, Scual, Jean-Yvounet,
Pegg, Yoann, Flo, Willy, Nico. Un petit coucou également aux groupes des choristes, des
randonneurs et aux allumés d’'Improdisiaque. Et je n'oublie pas Manon et Anne, rayons
de soleil du laboratoire, dont le soutien a été essentiel.



Table des matieres générale

Notations 5

Introduction

Nouvelles identités de Davenport

Inégalité de Turan-Kubilius pour les entiers friables 57

S.C.D.-UHPN
e

< tlf 1
SCIENCES
rdin Botanique

'S-L ES-NANCY






Notations

La lettre p désigne un nombre premier. Dans la partie consacrée a I'inégalité de Turan-Kubilius,
il en est de méme pour la lettre q.

e alb signifie que a divise b et p”||n signifie que p”|n et p“*1 { n.
e (a,b) désigne le pged des entiers a et b.
e 1(n):=1(n € N*).

w(n) =3y, let 7(n) =3 y,1
_ J(~=1)*™) i n est sans facteur carré,
(n) =

: fonction de Maobius).
0 dans le cas contraire, ( )

logp sin=p",
An) = {0 dans le cas contraire,
@(n) := 321 cmen, (mn)=1 1 est la fonction indicatrice d’Euler.
P(n) désigne le plus grand facteur premier de n, avec la convention P(1) = 1.
S(z,y) :={n <z :P(n) <y} et ¥(z,y) est le cardinal de S(z,y).
La fonction de Dickman p est définie comme I"unique solution continue de I'équation différentielle
aux différences finies

(fonction de Von Mangoldt).

vo'(v)+ov—-1)=0 (v>1), pov)=1 (0<v<1).

Nous posons également p(v) = 0 pour v < 0.

Etant donné un nombre réel z, nous notons [z] sa partie entiere, (z) sa partie fractionnaire, et
|z|| := d(z,Z) = min,ez |z — n| la distance de = a I’ensemble des entiers.

&(v) désigne, pour v > 1, 'unique solution strictement positive de I'équation

1+ vé(v) = &£,

On pose £(1) = 0.
o = a(z,y) désigne la solution de I'équation transcendante

1
b3 :gpl =logz (z>y=>2).
péyp

e ( désigne la fonction zéta de Riemann.
e log, désigne la k-ieme itérée de la fonction logarithme.
e Nous utilisons indifféremment la notation de Landau f = O(g) et celle de Vinogradov f < g

pour signifier que |f| < Clg| pour une constante positive C, qui peut étre absolue ou dépendre
de certains parametres, auquel cas la dépendance pourra étre indiquée en indice.

e La notation f = g signifie que f < g et g < f ont lieu simultanément.
e A désigne I'ensemble des fonctions arithmétiques additives a valeurs réelles, c’est-a-dire telles que

fln)=Y_ f") (neN).

p¥lin






Introduction

Cette thése comporte deux parties indépendantes, toutes deux dédiées a I'étude des entiers
friables, ou sans grand facteur premier, et a leur implication dans la théorie analytique et
probabiliste des nombres. Nous désignons par P(n) le plus grand facteur premier d'un entier n > 2
et nous posons P(1) = 1. L’ensemble

S(z,y) :={n<z:P(n) <y}

dont le cardinal est noté W(x,y), a fait 'objet d'une littérature considérable depuis le travail de
Bruijn en 1951, et notamment lors des vingt dernieres années. L’introduction des entiers friables
s'est en effet révélée tres utile dans de nombreux problémes.

Dans la premiére partie, nous utilisons les entiers friables pour traiter un probleme posé par
Davenport en 1937 concernant des séries trigonométriques a coefficients arithmétiques. La premiere
fonction de Bernoulli normalisée est définie par

so)={7% $¢7

ot (-) désigne la partie fractionnaire. Elle est en tout point somme de son développement en série
de Fourier : on a, pour tout ¥ € R,

(1) B) = — Z Sin(?ﬂk’ﬁ]'

wk
k=1

Etant donnée une fonction arithmétique g : N* — C, on déduit de (1) le calcul formel

T @ Bnd)=- Y ffg sin(2mnk?)

@ n>1 nk>1
=— Z (gx1)(m) *wln)l(m) sin(2rmd),
mz1

ol * désigne le produit de convolution de Dirichlet, et 1 la fonction arithmétique définie par
1(n) = 1 pour tout n = 1. En posant

(3) f=g%*1,
nous pouvons réécrire (2) sous la forme

(Dy) Y, % sin(2rmd) + ) ﬁ—"’B(nﬁ) =0

m=1 n=l

Etant donné un couple de fonctions (f, g) liées par la relation (3), déterminer les nombres réels 9
pour lesquels l'identité (Dy) prend un sens analytique, est un probleme difficile que I'on ne sait
actuellement pas résoudre en toute généralité. Nous noterons désormais (f,g) € Dy pour signifier
qu'un couple de fonctions (f, g), liées par la relation (3), satisfait I'identité (Dy).

Désignons par 8 'élément neutre pour la convolution et par pu la fonction de Mébius. Davenport
a établi que (8, ) € Dy pour tout ¥ € R. Plus précisément, il obtient I'estimation effective

(4) A, y) = sm(2m9 z u(n B(

y22),
2 < loggis W32
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ot A est une constante positive arbitraire. La méthode de Davenport consiste a utiliser la
décomposition
(192 = I?[)A(la],y) =I+J

avec
2

W2
I=[ A@.ydd et J= / {A®W1,y) — AW, y)} dv.
oy Wy

L’intégrale I ramene le probleme a un cas ot la série double figurant dans (2) est sommable, et pour
lequel I'interversion des sommations est donc licite. Estimer .J consiste essentiellement a controler
les discontinuités de

(5) DY @B(na).

nsy

Le saut de la fonction (5) en un point de Farey a/q, avec 1 € a < g < y et (a,q) = 1, vaut

1
¥ u:t) () o5 uglﬂ) <€ i
n<y n<uy/q
n=0(mod q) (n,g)=1

pour tout A > 0, ol la derniere évaluation peut étre établie par une méthode classique d’intégration
complexe. Davenport obtient I'évaluation souhaitée en sommant sur tous les points de Farey d’ordre
y appartenant a l'intervalle [¥;,] et obtient I'estimation

(6) A(,y) — AW y) < (9 - *91}9+O(W)‘

qui est suffisante pour conclure.

Cependant cette méthode échoue dans le cas de certaines fonctions arithmétiques de référence.
Par exemple, lorsque (f,g) = (log, A), ou A désigne la fonction de von Mangoldt, le controle des
discontinuités ne semble plus envisageable, car le saut en un point de Farey a/q de la fonction
U 3 <, A(n)B(nd)/n ne tend pas vers 0 lorsque y — oo, contrairement au cas de la fonction .
Nous donnons dans 'appendice A de la premiére partie de ce travail, un exposé plus détaillé sur
la méthode de Davenport et ses limites.

Il est par ailleurs a noter que 'extension du résultat de Davenport par convolution se heurte
également a des obstacles sérieux. Ainsi, on a bien

As(9,y): = Z % sin(2rmd) + Z EE'IIL)B(m‘}')

m<y n<y

(7)
=> %‘)A(mﬁ,y/m),

msy

mais la contribution & (7), des entiers m > y/2, pour lesquels le résultat (4) de Davenport est
sans intéret, peut etre substantielle, hors des circonstances oi1 'on dispose d'une forte condition
de décroissance pour la fonction f.

Environ soixante années plus tard, La Breteche et Tenenbaum ont exploité les récents
développements effectués sur les entiers friables pour développer un cadre mieux adapté a ce
probleme. La P-sommation, introduite par Fouvry et Tenenbaum en 1991, constitue l'outil
déterminant de cette nouvelle méthode. Ce procédé consiste a sommer non plus sur les entiers
n < y mais sur les entiers n tels que P(n) < y. L'emploi de la P-sommation pour traiter le
probleme de Davenport peut étre justifié par 1'énoncé suivant : le P-développement en série de
Fourier de la fonction B converge ponctuellement vers B, c¢’est-a-dire

(8) V(d,y) = B(¥) — B(?,y) =o(1) (y— )
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B(g) = 5 S0lmd)

™
P(n)<y

De plus,
sup B(?,y) = sup B(¥) +o(1) (y — o0),
JER JER

ce qui signifie que le phénomene de Gibbs est évité. Le procédé de P-sommation est donc plus
régulier que la sommation usuelle.

La Breteche et Tenenbaum parviennent & établir, grace a cette méthode, que (log,A) € Dy
pour tout ¥ € R, alors que la méthode de Davenport fournissait seulement le résultat pour presque
tout ). Désignons par 7(n) la fonction qui compte le nombre de diviseurs d'un entier n. La Breteche
et Tenenbaum traitent également le cas du couple (7, 1) qui s’avére étre particulierement intéressant
dans la mesure ou 'ensemble des nombres réels 1} pour lequels la relation (Dy) n’est pas satisfaite
est non vide. Notant {g,,}5°_, la suite des dénominateurs des réduites de 1, les auteurs de [3]
obtiennent que pour ¥ € R ~ @, le couple (7, 1) appartient & Dy si, et seulement si, la série

_1\ym (IOgCImH)
ol

mz=1

est convergente.

Qu’une condition de croissance sur la suite {g.,}r_, intervienne ici n’est pas surprenant en
soi : heuristiquement, les nombre réels 1) posant probléme sont ceux pour lesquels les nombres
n1) approchent trop bien les discontinuités de la fonction B, c’est-a-dire les nombres entiers. En
effet, c’est en ces points que la convergence du développement en série de Fourier de B est la plus
mauvaise. Or, de tels points sont précisément ceux pour lesquels la suite {g,, };5_, croit tres vite.

Nous nous sommes penchés sur le cas du couple (741, 7,) oll 7, désigne, pour & > 0, la puissance
de convolution d’ordre & de la fonction 1 ; autrement dit 7. (n) est le coeflicient générique de la série
de Dirichlet ¢(s)" ou ¢ désigne la fonction zéta de Riemann. Nous obtenons une caractérisation
des nombres irrationnels pour lesquels (7., Tx+1) € Dy. Pour énoncer notre résultat principal, nous
introduisons la fonction multiplicative f, définie par

vy (1 1) 5 =)
fe(@") : (1 p) g P
= (@) {1 +O,<(%)} (w=1),

en convenant que la lettre p désigne un nombre premier. Nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 1. Soient k >0 et e R~ Q .0Ona

Txt1(m) 7 (n) _
(9) mZ;l = sin(2mmd) + ,,Z;:I ~—~B(nd) =0

si, et senlement si, la série
log gm+1)"
(10) Syl .
w1 dm
converge.

Compte-tenu des identités 71 = 1, 72 = 7 et f; = 1, ce théoreme correspond a une généralisation
a k& > 0 du résultat obtenu par La Bretéche et Tenenbaum pour £ = 1.

La fonction f, satisfait la majoration

k(@) <xq® (@=21,6>0).
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Un théoreme de Khinchine, dans [10], nous permet alors de montrer que I'ensemble des nombres
irrationnels pour lesquels la série (10) n’est pas convergente, est de mesure de Hausdorff nulle. Il
est cependant non vide : il est possible de construire un nombre irrationnel de sorte que ses réduites
croissent suffisamment vite pour que la série (10) diverge.

La Breteche et Tenenbaum ont établi indirectement dans [3], que I'identité (9) est valide pour tout
1 € Q. Nous retrouvons ce résultat en donnant de plus une estimation de la vitesse de convergence
des deux séries impliquées dans (9).

Par ailleurs, il est aussi possible de considérer la fonction 7, lorsque z est un nombre complexe.
La Bretéche et Tenenbaum ont établi la validité de 'identité

(11) 3 Te41(M) G 2rme) + b =) png) = 0

mm T
mz=1 n=l

pour tout ¥ € R lorsque z € C vérifie |z — 1| < 1. Nous obtenons qu'une condition suffisante pour
la validité de (11), lorsque z est un nombre complexe quelconque et 1 un nombre irrationnel, est

|z|
(12) tim U08mi1) e 0y o

m—co Gm

Pour établir de tels résultats lorsque ¥ € R ~ @, nous suivons la méthode introduite par La
Breteche et Tenenbaum dans [3]. Nous commengons par établir que les deux séries, mises en jeu
dans (11), et la série

(13) 3 (gl )

m=1

convergent ou divergent simultanément pour tous z € C et ¥ € R ~ Q. L’étude de la convergence
de la série

(14) 3 -T—:‘T—lgi) sin(2rm¥) (z € C,¥9 e R~ Q)
mz=1

se déduit, via une sommation d’Abel, de I'estimation de la somme

(15) > 7a41(m) sin(2wmd).

m<zr

Une telle estimation est réalisée dans [3] et repose sur l'évaluation des sommes d’exponentielles
p

> m(m)e? ™ (1< a<q,(a,q)=1),

msr

par la méthode de Selberg-Delange. On en déduit une estimation de (15) faisant intervenir
les dénominateurs des meilleures approximations rationnelles de 1, c’est-a-dire les éléments de
I’'ensemble
D) :={g¢=2:|gJ| < min [rd|},
1<r<g

ot ||V désigne la distance du nombre réel 1 a I'entier le plus proche. On sait classiquement que
D(V) coincide avec {gm,}o2_,, ce qui nous permet de relier la convergence de la somme (14) a la
convergence de la série (10).

Pour étudier la convergence de la série

(16) > %B(nﬂ)
nzl

nous employons le fait, établi dans [3], que la fonction 7, est bien répartie dans les progressions
arithmétiques de petit module.
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Nous faisons intervenir les entiers friables pour établir, qu'en cas de convergence, les séries (14)
et (16) ont des sommes opposées, ¢'est-a-dire que

(17) Ay (By) = Z Teta(m) sin(2rmdd) + Z wB(m?) =o0(1) (y— o).
m<y i nsy -
La P-sommation étant plus réguliere que la sommation usuelle, La Breteche et Tenenbaum
préconisent d’établir en premier lieu la validité du P-analogue de (17), ¢’est-a-dire
(18) V@@= Y. Msin@mﬁ) + > wB(m?) =o(1) (y— o0),
P(m)<y e P(n)<y "
puis d’en déduire (17), via la formule
Ary(03y) = Vo, (0,y) = Ur, (95y) = Vi (95y) (2 2),
ol1 l'on a posé

U'rg+1 (V3y) := Z n—:r;rgm sin(2rmd),

P(m)<y
m>y
et (n)
T (n
V. (%) == E —~ﬂ—~B(m9).
P(n)<y
n>y

L’étude des «défauts de P-régularitén, U, (J;y) et V. (¥;y), est effectuée dans [3]. En
approchant B par une fonction dont le développement en série de Fourier est absolument
convergent, et en procédant & une interversion de sommation devenue licite, La Bretéche et
Tenenbaum montrent que I'étude de V;_(¥), et a I'évidence celle de U,__ (¥, y). peut se ramener a
celle des sommes d’exponentielles

(19) Z 7:(n)e?™ (z€C).

nES(z,y)
La Breteche a établi dans [1] des résultats permettant d’évaluer des sommes du type (19).
Cela repose essentiellement sur la méthode classique de Vinogradov pour évaluer des sommes
d’exponentielles sur des arcs mineurs. En choisissant y de maniére 4 ce que 1 appartienne a4 un arc
mineur, La Breteche et Tenenbaum obtiennent la formule

liminf |U, ., (9,9)| + Vi, (9,9)| = 0.
y—oc

Pour établir (18), nous exploitons un autre aspect capital de la P-sommation, & savoir le
respect de la structure multiplicative du produit de convolution de Dirichlet : la formule, dite
des convolutions complétes, affirme que pour deux fonctions arithmétiques f, g, nous avons

Y ) Y am= Y (Fre)k),
P(n)<y P(m)<y P(k)<y
sous réserve de convergence des trois séries. Rappelant la définition de V (¥, y) en (8), nous obtenons
en particulier
T(m
(20) Vea @)= Y g,y
P(m)<y

formule que 'on peut avantageusement comparer & (7) : les entiers y/m ont disparu.

Nous utilisons alors une estimation effective de la formule (8), établie au Théoreme 2.2 de [3].
Nous obtenons que la somme intervenant dans (20) est essentiellement dominée par

72(n)
21 e
@) X B
P(n)<y
[[ndli<1/y

En localisant les entiers n, dont la contribution a4 (21) est non négligeable, a I'aide des approxi-
mations diophantiennes de 9, nous obtenons que (18) est satisfaite dés que la condition (12) est
remplie. Cette derniére étape nécessite également une estimation de la moyenne de 7, sur les entiers
friables, fournie par Smida, dans [11].
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La deuxiéme partie de cette these se place dans le cadre de la théorie probabiliste des nombres
et de I'étude de la répartition des fonctions additives via I'inégalité de Turan-Kubilius.

Convenons que la lettre p désignera toujours un nombre premier. Si f est une fonction additive,
nous pouvons écrire

fn) =" f@") =) frln) (n<a),

p¥[In psz

ou les f;, sont définies par

> s = {00 i

Si v, désigne la mesure uniforme sur 2, :={n < z},ona

I

pu+1

=NE
401y vold)

La répartition de la fonction f peut donc étre modélisée par celle d'une variable aléatoire Zy ,

définie par
Z-fax 5 Z&P‘

psz

ve{ fp(n) = f(p)} = wa(p”) : = l{ H -

ol les &, sont des variables aléatoires indépendantes géométriques de parametre (1 — 1/p). Les
approximations naturelles de 'espérance et de la variance d’'une fonction additive f définie sur €.
sont donc

(") 1
Ap(z) :=E(Zy2) = ===y
s(x) == E(Zf.2) p;x > (1 p)
vz =B - (-0 ¥ IR
p<z Isv<logz/ logp

oi1 'on a posé

- f(p¥)? 1
By(z)? :=E(Z3,) = ——(1-=}
Iz iz p;x > ( p)

et ol E et V désignent respectivement I'espérance et la variance relatives a la loi de probabilité des
variables aléatoires £,. Avec ces notations, 'inégalité classique de Turan-Kubilius s’énonce sous la
forme

(23) Vi@) = = 3 {£n) — @) < By(@)?,

nr

oll la constante implicite ne dépend pas de la fonction additive f.
La quantité Vy(z) ne représente pas exactement la variance de f sous la mesure v,, qui s’écrit

Vi@ =2 3 {50 - B@),
n<r

avec

Cependant, I'écart entre Vy(x) et Vf#(x) reste négligeable devant By (z)?2.
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La constante C' peut donc étre vue comme une mesure de 'écart séparant la théorie probabiliste
des nombres et la théorie des probabilités. Plus précisément, on peut considérer la constante

C = limsup sup —Vi-(-I—)—

T—00 IEA Bf(z)g,

ot la lettre A désigne I'ensemble des fonctions additives a valeurs réelles. Dans [2], La Breteche et
Tenenbaum déduisent d’une formule asymptotique pour la variance Vy(x), établie par Hildebrand
dans [11], I'égalité C' = 2.

On peut espérer approfondir notre compréhension de la nature probabiliste de I'ensemble €,
en remplagant la mesure v, par la mesure uniforme sur S(z,y), que nous désignons par v, ,. En
conservant la définition (22) des fonctions f,, nous avons, pour une fonction additive f dont le
support est inclus dans S(z,y),

= Z Ip

Py
Notant
Vo (z,y) :={ne S(z,y): (n,m) =1},
nous observons que la loi des f,, est désormais donnée par

v = v41
Vay{fp(n) = f(p")} = Ha/p ,y;(mtp;;:/p =

_ y(z/p",y)
= lL:.I,(x—’y) (v 21).

(24)

Pour construire un modele probabiliste de f dans ce cadre, il nous suffit donc de disposer d'une
approximation simple du rapport ¥, (z/p",y)/¥(z,y). L'estimation de ¥(x,y), obtenue dans [14]
par la méthode du col, suggere que ce rapport est proche de la quantité

7= (1-55)

ol v désigne la solution de I'équation transcendante

Z loi_;pl = log z.
péypa

Cela nous ameéne & approcher la répartition de f par celle de la variable aléatoire

Zf,:l:,‘y = Z Ep‘
Py
ol les &, sont des variables aléatoires indépendantes dont la loi est définie par
1 1
P& =) = oz (1-25) (>0,

Tout comme dans le cas r = y, nous sommes conduits a considérer les approximations naturelles
de 'espérance et du moment d’ordre 2 de f,

Ap(2,y) =E(Zfay) = ) &i)(l_i),

pYES(z.y)

vy2
By(z,y)? := ]E(Zi:‘b') = Z f(;;a) (1 B i)

prES(T,Y)
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Avec ces notations, La Bretéeche et Tenenbaum établissent dans [2] que la majoration

(25) V@) = g RN L

est uniforme pour fe Aet 2 <y < z.

La encore, se pose le probleme d’élucider le comportement asymptotique de la constante optimale
impliquée dans (25), ¢’est-a-dire,

Vi(z,y)
C(z,y) := sup =—F—=5.
(59)3= %02 By

Lorsque = = y, les inégalités (23) et (25) coincident a un terme négligeable prés, aussi peut-on
affirmer que
Clz,z) =2+0(1) (x— ).

La Bretéche et Tenenbaum établissent par ailleurs que

(26) C(z,y) =1+0(1)
dans le domaine
y<z®M et S
log =

L’objet de notre étude consiste a déterminer le comportement asymptotique de C(x,y) lorsque le
paramétre u := logx/logy > 1 est fixé. Plus précisément, nous étudions la valeur de

C(u) := limsup C(z,z'/") (u>1).

T—00

Tout comme dans le cas & = y, nous remarquons que la quantité Vy(z,y) ne représente pas la
variance empirique relative a la mesure v, , d'une fonction additive mais la moyenne de I'écart
quadratique entre f et I'espérance de son modeéle. Il serait donc plus juste, dans la perspective de
jauger Iécart entre la théorie probabiliste des nombres et la théorie des probabilités, d’étudier les
quantités,

1
avec
1
Eg(z,y) := W(z.0) RESZ(I‘U) f(n),
et

#
C#(u) := limsup sup Lx,y)z,
u—00 rep Bf(xv y)
d’autant que ces quantités n’ont pas, a priori, le méme comportement que Vy(z,y) et C(u) des
que u > 1. Cependant la quantité Vy(z,y) est plus maniable que Vf#(z, y) et done plus susceptible
d’applications : La Bretéche et Tenenbaum déduisent par exemple de I'inégalité (25) un théoreme
portant sur la structure multiplicative des entiers friables. Les deux approches présentent donc
un intérét. Dans un souci de clarté, nous nous contentons d’exposer dans cette introduction des
résultats concernant la variance semi-empirique Vy(z,y) et la constante C(u). A chacun de ces
résultats correspond un analogue pour la variance empirique Vf#(.r, y) et la constante C#(u) dont
nous donnerons le détail dans le développement de ce travail.

L'étude précise de 'approximation du rapport

Up(z/p”,y)
U(z,y)
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par la quantité
1 1
s e
=5
est évidemment fondamental pour notre étude. On sait classiquement que l'expression de la densité

naturelle des entiers friables fait intervenir la fonction ¢ de Dickman, définie comme étant I'unique
solution continue de I'équation différentielle aux différences finies

vo'(v) +o(v—1)=0
avec la condition initiale

ov)=1 (0<wv<l).
C’est notamment l'objet de la formule de Hildebrand ([12]). Par ailleurs, une estimation de a dans
notre domaine étude est indispensable et s’exprime en fonction de £(u), qui est 'unique solution

strictement positive de I'équation 1 + u&(u) = e(*), lorsque u > 1. Nous posons £(1) = 0. Ces
considérations nous ameénent & constater que la fonction h définie par
o(u—v) _ (
h(u,v) i= =———2e7 %M (4 >1,0< v < ),
joue un role capital dans ce travail.

A Tl'instar de Hildebrand pour le cas u = 1, nous établissons une formule asymptotique pour
Vi(z,y) afin d’en déduire des estimations de C'(u). Nous employons les notations

gm(a) = H (1 = I%) (m € N') et wuy:

plm

logd
=—— (d=1).
logy ( )

Cette formule fait également intervenir une fonction 9, ,,(p¥), précisément définie au chapitre suiv-
ant. Dans le cadre de cette introduction, nous nous contentons de préciser que ¥, ,(p") = h(u, upv)
lorsque p* € S(zx/y, y) et que nous disposons d’un encadrement optimal de ¥, , (p”) dans le domaine

p¥ € S(z,y) \ S(z/y,y)-

Théoréme 2. Soit A > 1 et z : Rt — RT une fonction telle que z(t) < t pour t > 0, et
lim; .o 2(t) = +oc. II existe une suite {&,,}35_, ne dépendant que de A, et convergeant vers 0,
telle que I'on ait, uniformément pour f e A,z > 2, y=z"/*, 1 <u < A,

@7 Vi(@y) = P{(2,y) + (¢n, Supn)u — RF(,9) + {n + 0a(1)} By(z,9)?  (z — ),

avec

Pi(z,y):= ) gp(a}"x»v(pu)fgf?=

p¥ES(z,y)

. F(®")\?2
Rjzy) = Y (3 ap(@h(u,upm)TE2)".
p<zly) v>1 P
Dans ce théoreme, S, désigne un opérateur, exprimé en fonction de h(u,v), défini sur I'espace
de Hilbert H, = L*([0,1],m,) ol m,, est une mesure adaptée au probléme. ¢,, est une fonction de
H,, qui est une approximation quadratique de f suffisamment précise pour que

2
Iellz < {1+ 0} 5 2 g0) (2 o0).

Py

et

L’un des aspects cruciaux de la formule (27), est que 'opérateur S, est autoadjoint et compact.
Il existe done une base hilbertienne de vecteurs propres diagonalisant S,,. En notant x(u) la plus
grande valeur propre de 'opérateur S, nous avons donc immédiatemment,

‘ 2
(28) (nsSupn) < (5(0) + (D) nl? < (x(u) +0(1)) - L2 g, ).
Py
Nous introduisons les quantités

hi(u) == o h(u,v) et hy(u):= i, h(u,v).
En distinguant bien la contribution des nombres premiers p < y, de celle des nombres entiers
p” € S(z,y) avec v > 2, nous déduisons de la formule asymptotique (27) et de la majoration (28),
'encadrement suivant pour C(u).
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Corollaire 3. Soitu>=1. Ona
(29) max {2h(u, u), hy (v) + K(u)} < C(u) < max {2h(u, u), hy(u) + K(u)}.

Hildebrand a démontré que x(1) = 1/2. Pour u > 1, nous ne pouvons pas déterminer
explicitement x(u). Cependant, nous pouvons employer une méthode classique d’analyse numérique
pour obtenir une approximation de r(u) avec une précision arbitraire.

De plus, en établissant la continuité de 'application u +— #(u). nous déduisons de (29) qu'il existe
un voisinage de u = 1 pour lequel C(u) = 2h(u,u).

Par ailleurs, en étudiant la répartition des valeurs propres de 'opérateur S,, nous obtenons une
version effective de (26), soit

Clu) = 1+o(%).

Nous améliorons ainsi le terme d’erreur en 1/,/u qui découle des calculs menés par La Breteche et
Tenenbaum dans [2].

La forme quadratique (¢, Sy¢,) figurant dans la formule (27), provient d'une certaine forme
quadratique Qy(x,y) apparaissant naturellement en développant Vy(x,y) en utilisant 'additivité
de f. Une partie importante du travail consiste ainsi & établir que 1'on peut approcher certaines
sommes discretes sur S(x, y), par des intégrales ne dépendant plus de x et y. Cela nécessite d’obtenir
des propriétés concernant les vecteurs propres de S,,.
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1. Introduction

Considérons la fonction B définie par :

_ @) -3 sid¢z,
B(ﬂ)_{o . z;:aez.

Son développement en série de Fourier s’écrit :

(1-1)

B(#) = — — sin(?‘n’kﬁ).
kz:; k

Soit a présent une fonction arithmétique g. En effectuant une interversion formelle de sommations,
on obtient 'identité

(1-2)

Z @B(ﬂ‘ﬁ) = — Z % sin(2mknd)
nz1 n,k=1
=— Z %sin(?wmﬂ),
m=1

ol * désigne I'opérateur de convolution entre deux fonctions arithmétiques et 1 dénote la fonction
définie par 1(n) = 1 (n € N*). Le probleme de décider si ce calcul formel est ou non licite a été
introduit par Davenport dans [6] et [7]. En posant f = 1 % g, I'identité (1-2) s’écrit,

(Dy)

avec

et

U(f;9) +V(g:9) =0,

U(f;9) =

sin(27wmad),

M8
5 |=
3|3

3
n

V(giv) = @B(nﬂ).
n=1

Etant donné un couple de fonctions arithmétiques (f,g) vérifiant

(1-3)

f=1xg,

S.C.D.-

BIBLIOTHEWU!

Rue du Jardin Botanique
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nous écrirons (f, g) € Dy pour signifier que les séries U( f; 1) et V(g; ) convergent et que la relation
(Dy) est satisfaite, soit

(1-4) As(9;y) Z £(m) sm(?:rrmﬂ) + Z () 22 B(nY) =o(1) (y — ).

my nsy

Conformément a I'usage, nous désignons la fonction de Mébius par la lettre p. Dans [7], Davenport
établit que (6, u) € Dy pour tout ¥ € R. Cependant sa méthode échoue dans le cas de fonctions
arithmétiques de référence tels que (log, A), (A, —ulog) ou (7,1), ot A désigne la fonction de von
Mangoldt et 7 la fonction qui dénombre les diviseurs d’un entier. Nous décrivons les mécanismes
et les limites de la méthode de Davenport dans I'Appendice A.

Nous profitons également de I'occasion pour fournir les détails permettant de confirmer I'assertion
de Davenport [6] selon laquelle la théorie des fonctions L de Dirichlet implique directement la
relation (4, ) € Dy pour ¥ € Q. Nous donnons en appendice B, deux arguments, I'un élémentaire,
I'autre analytique, auxquels Davenport pouvait vraisemblablement songer, au vu des connaissances
disponibles en 1937.

Dans [3], La Bretéche et Tenenbaum ont employé une nouvelle méthode, reposant sur P'utilisation
des entiers friables, pour aborder la question. Ils ont pu ainsi établir de nombreux résultats validité
pour la relation (Dy), parmi lesquels plusieurs critéres généraux. En particulier le cas des trois
couples de fonctions suscités, pour lesquels 'approche de Davenport est inefficace, a pu ainsi etre
complétement élucidé.

Décrivons succintement, a présent, les fondements de cette approche nouvelle.

Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier n > 2 et convenons que P(1) = 1.
La méthode de [3] repose sur la P-sommation, qui consiste & sommer non plus sur les entiers
n < y mais sur les entiers n tels que P(n) < y. Ce procédé initialement introduit par Fouvry et
Tenenbaum dans [9] est plus régulier que la sommation usuelle, dans la mesure oi1 il permet d’éviter
le phénomeéne de Gibbs (cf. le théoreme 5.1 de [3]), ce qui justifie I'emploi de la P-sommation pour
traiter ce probleme.

La méthode de La Breteche et Tenenbaum consiste a établir en premier lieu le P-analogue
de (1-4), soit

(1-5) Vi(0y) = Z f SlIl (27rmd) + Z MB(m?) =o0(1) (y — o).
P(m)<y P(n)<y &

Ils désignent ensuite un couple (f,g) de fonctions arithmétiques liées par (1-3) et vérifiant (1.-5)
comme Y-adapté.

Introduisant, comme dans [3], les «défauts de P-régularité» des P-sommes correspondant aux
séries U(f;9) et V(g: 1), soit

f(m) s g(n) o
Ug(9;y) E = sm(21rmt9) Vu(99) = E TB(m?).
P(m)<y P(n)<y
m>y n>y

Nous obtenons alors I'identité

(1-6) Ar(D5y) = Vi(0hy) = Us(dsy) — Ve(diy) (v 2> 2).

La Breteche et Tenenbaum déduisent de cette formule plusieurs conditions suffisantes usuelles de
validité de (Dy) pour un couple ¥-adapté, dont celle qui suit.

Proposition 1.1. Soit (f.g) un couple Y-adapté. Si les deux séries U(f;v) et V(g:19) sont
convergentes et si I'on a

(1-7) lim inf |V (9; )| + |Us (9 9)| = 0,

alors (f.g) € Dy.

Décrivons plus avant la technique employée dans [3] pour établir la 9-adaptation d’un couple (f, g)
de fonctions liées par (1-3). Elle trouve son origine dans la formule des convolutions complétes :
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étant données quatre fonctions arithmétiques A, f, g et h telles que f = g * h, nous avons, sous
réserve de convergence absolue des séries impliquées, l'identité

(1-8) Yo fmAm) = Y gn) Y h(m)A@mn)  (y>1).

P(n)<y P(n)<y P(m)<y
Posons maintenant

sin(27nd)
'z I

(1-9) B(diy)i=— Y

P(n)<y

En appliquant la formule (1-8) avec h = 1 et A : n ~ sin(27nd) /wn, nous obtenons pour un couple
(f,g) lié par (1-3) (toujours sous réserve de convergence absolue),

(1-10) Z @sin(%'mt?)-l- Z Mﬁi‘(frtﬁ!;yr):(] (y = 2).
Pim<y " Pm<y

Nous déduisons donc des relations

B(d;y) = B(9) — Vi (ty),

Vs(9;y) = @ﬂu > @B(nﬂ)‘
P(n)<y

les identités

(111) Vi = Y o= Y L0 mo).

P(n)<y P(m)<y

Etablir la ¥-adaptation d'un couple (f,g), lié par (1-3), consiste donc & montrer une forme en
moyenne d'une des relations Vi (¥;y) = o(1), Vs(;y) = o(1) que, d’aprés respectivement le
théoréme 11 de [9] et le théoréme 2.2 de [3], 'on sait étre valable pour tout ¥ € R lorsque y — cc.

Dans cette étude, nous emploierons la méthode de La Bretéche et Tenenbaum afin d’étudier les
identités de Davenport vérifiées par les couples (7,4, 7,), ol T, désigne la puissance de convolution
d’ordre z de la fonction 1. Nous énoncerons done des conditions sur ¥ et z telles que 'identité

(1-12) S~ Tena(m) (2rmd) + 3 (™) Bng) =0
’ﬁZZI prveS SN 2T ; n m

soit valide. Le cas z = 0 correspond au développement en série de Fourier de la fonction B. Le
cas z = 1 correspond au couple (4, ), traité par Davenport : la relation Dy est alors valide pour
tout ¥ € R. Enfin, La Breteche et Tenenbaum caractérisent les nombres réels 1 pour lesquels le
couple (7,1) appartient a Dy, élucidant ainsi le cas z = 1 (théoréme 4.4 de [3]). Ils démontrent
également que le couple (7,41, 7.) appartient a4 (Dg) pour tout nombre réel ¥ dés que [z +1| <1
(théoreme 4.8 de [3]).
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2. Rappels, notations et préliminaires techniques

2.1. Les fonctions de Piltz

Nous commencons par rappeler quelques propriétés des fonctions de Piltz, n — 7.(n), lorsque
zeC.

Par définition, 75(n) est le coefficient générique de la série de Dirichlet de ¢(s)* (on choisira dans
toute cette étude la détermination principale du logarithme complexe) soit :

(o= =0

ns
nzl

En effectuant le développement en produit eulérien de ((s)*, on constate que 7. (p") s’écrit sous la
forme d’un coefficient binomial généralisé, a savoir :

(2:1) rz(p")=(””_1)-

v
Pour plus de détails, nous renvoyons au chapitre I1.5 de [14].

Dans [11], Selberg a évalué le comportement en moyenne de 7, : pour tout A > 0, on a
uniformément pour |z| < A, z > 2,

(22) Z 72(n) = %(log z)*"1 + O(z(log z)*?).
n<r

Nous employons la notation
S(z,y) == {n <z : P(n) <y}

Nos calculs nécessitent une estimation, fournie par le théoréeme 1 de [13], du comportement en
moyenne de 7, sur les entiers friables lorsque & est un nombre réel positif. Nous posons

log .
H, = )R < < 3/5-¢) &
e {(I, y):x 22,1 gy =P (( log y) ) }

On a alors, uniformément pour (z,y) € H.,

log x

2.3 e k—1

(29) > ) <o (122 (oga)
neS(z,y)

oll g, désigne la puissance de convolution d’ordre & de la fonction ¢ de Dickman. Signalons que
cette estimation résulte également du corollaire 2.3 de [17].

Nous aurons aussi recours a |'inégalité
(2-4) |72 (m)| < 7a(m) (2] € Aym 2 1).
Enfin lorsque k est un nombre réel positif, nous disposons de la majoration
(2:5) 7x(n) < (K +€)198™ 1827 nour tout £ > 0.
En particulier,

(2:6) Te(n) € n®, pour tout £ > 0.



Nouvelles identités de Davenport 21

2.2. La fonction f-

Nos résultats font intervenir une fonction arithmétique qui apparaitra naturellement a plusieurs
reprises lors de calculs ultérieurs. Lorsque z est un nombre complexe, nous posons pour g € N,

(2:7) f:(q) == (%Q)) 11 E—TM:W}

p“llg \£20

La fonction f, est multiplicative. Il sera utile de disposer d'une autre expression de f.. En
appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction h, : = +— (1 — x)™% a 'ordre
v entre les points 0 et 1/p, nous obtenons

vy _ N, [P /p-t)r? w)
fZ(p)_(l_B)pA th (t)dt

=v(1- I—l))"p"rz{p") fo -t - v

En effectuant le changement de variables u = (1 — tp)/(1 — 1), il vient

2= (1-2) e [ e (22

(2-8)

En intégrant par parties, nous obtenons finalement I'identité

1

(29) (") = Tz(p”){ (1- %)z" ~(z=1)p"? fu w’(p - u)*~ du}-

En particulier, nous constatons immédiatemment que fy(p”) = 1 pour v > 1.
Il sera utile de disposer d’une estimation basique pour f.(g), valable pour chaque z € C fixé et
uniformément pour ¢ = 1. Soit & > 1 tel que |z| < k. Nous avons

u+1)

” 2@ @) | e
r =m0 (22) L (25 + 2 mow

En utilisant (2-1), nous remarquons que, pour tout nombre premier p,

()| _ @)
(@) | T @)

Comme de plus, la fonction n — 7,(n) est sous-multiplicative lorsque & = 1, nous pouvons écrire

(q) : z+v Tn(pe)
E@=n@(2L) T] |1+ =40 | 2
(2:10) ( (q))zpqu (w+Lp & ¥
= Pl9) ETY -2
—rz(q)( p ) pH{}(H(”Jrl)p+0'.¢(1m ))-

Nous en déduisons la majoration suivante,

f2(a) < (@) (@)(” .

ol nous avons employé la notation o := Re (z). En particulier, pour tous £ > 0 et z € C fixés,

(2-11) f=(q) < ¢°.

Par ailleurs, nous pouvons déduire de (2-10) la minoration suivante, valable pour chaque z fixé et
uniformément pour g > 1.

(20+K+1)/2
(212) £:(@) > 72(0) (@) .
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2.3. Approxzimations rationnelles des nombres réels

Plusieurs de nos résultats sont exprimés en fonction des bonnes approximations rationnelles d'un
nombre réel . Nous posons, selon |'usage,

9]l := min|§ —n| (9 €R).

Pour ¥ € R et Q € N* on a, en vertu du théoreme de Dirichlet,

u(9:Q) == min_ |md] <1/Q.

<m

Nous utilisons systématiquement la notation

(2-13) q(¥:Q) :=min{q:1<¢<Q, g9 = pu(¥;Q)}.

Par commodité d’écriture, nous étendons la définition de t — ¢(;t) a [1,00] en posant
q(;t) == q(; [t]). Les g(19; t) décrivent I'ensemble

(2-14) {a:|lg9| < minygr<q ||rd] }.

Nous rappelons enfin certaines propriétés connues du développement en fraction continue des
nombres irrationnels. Notant {g¢,,};5_; = {gm(?)}35_, la suite des dénominateurs des réduites
de ,onaqgy=1cet

gm = min{q : [|gV]| <|lgm-19[}  (m =1).

La croissance de la suite des g, est au moins exponentielle. Nous disposons par exemple de
I'inégalité

(2:15) Gm > —=

oil nous avons posé ¢ = (1 + v/5)/2.
Désignant par a,,/q., la m-iéme réduite de ¥ € R ~ Q, nous posons

Em =0 — @Gm/@m.
La quantité (—1)™z,, est de signe constant. On a

1 1

—_— L ey  ——— m=1),
Qm(Qm+l +Qm) l m| Gmm-+1 ( = )
d’oli
1
(2-16) lem| < ———— (m > 1).
Gmm+1

Soient B une constante positive et Q, = =/(logz)? (z > 2). L'ensemble des nombres réels =
tels que q(¥, Q) = gm est l'intervalle défini par les conditions ¢, < Q. < ¢4 : nous le notons
[€ms Em+1]. Nous utiliserons les relations

! B 10g gy s1)B
(2:17) Em = gm(log gm) B, |€m|£mxm, |5m|5,m+1:( g gm+1) .

Gm+1 Gm
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3. Enoncé des résultats

Lorsque ¥ est un nombre rationnel, I'argument employé par de la Bretéche et Tenenbaum pour
traiter le cas |z — 1| < 1 est en fait valable pour tout z € C. Ainsi (7,41,7;) € Dy pour tous
¥ € Q et z € C. Nous nous proposons d’établir ce résultat par une méthode différente, reposant
également sur la Y-adaptation, qui fournira un renseignement qualitatif supplémentaire. Nous
obtenons l'estimation suivante.

Théoréme 3.1. Soient z € C et ¥ € Q. Le couple (1,41, 7.) appartient & Dy et de plus pour tout
A > 0, on a uniformément pour y > 2,

Tep1(m) . o 7:(n) 1
(3-1) Z W—-sm(?mm?) + Z = B(nd) <« (ogp)A"

m<y nsy
Le cas ¥ € Q est relativement aisé dans la mesure o1 un résultat spécifique de Y-adaptation pour
les rationnels s’applique ici, & savoir le théoréme 3.4 de [3]. En revanche, lorsque ¥ est irrationnel,
les résultats généraux énoncés dans la troisieme partie de 3] ne s’appliquent que lorsque |z —1| < 1
(théoréme 3.2 de [3]). Nous prouvons cependant que Iidentité (1-12) est valide pour une large
classe de nombres réels 1.
Rappelant la définition de f.(¢) en (2-7), nous introduisons l'ensemble =(z) des nombres
irrationnels 1 tels que

(32) lim (BImt) "

m—oo  gm

Nous obtenons alors le résultat suivant.

Théoréme 3.2. Soient z € C \ R} et ¥ un nombre irrationnel. Si 7 € Z(z) alors le couple
(7241, 7:) appartient a (Dy).

Lorsque z est fixé, le complémentaire dans R de Z(z) est de mesure de Lebesgue nulle, d’apres
estimation (2-11) de f|;| et le théoreme 31 de [10]. En fait la démonstration de [10] fournit un
résultat plus fort : la dimension de Hausdorff de R ~ =(z) est nulle.

Nous pouvons également envisager la nature de Z(z) en termes de mesure d’irrationnalité. On
dit qu'un nombre réel 1) admet le nombre positif p pour mesure d’irrationnalité si, pour tous £ > 0,
(p,q) € N* xZ, on a |[x — p/q| > ¢ # ¢ pour q assez grand. D’aprés le théoréme de Dirichlet,
toute mesure d’irrationnalité p vérifie p = 2. Nous pouvons alors affirmer que tout nombre réel
¥ possédant une mesure d'irrationnalité finie appartient & =(z). En effet, si p est une mesure
d’irrationnalité pour 9, alors, d’aprés (2-16), nous avons pour m assez grand,

1 A 1
m = ‘ | g =T
m Im Gmm+1
ce qui entraine
~1
gmt1 < gl T,

et donc 9 € Z(z). Par exemple, les nombres ((2) et ((3) appartiennent & 'ensemble Z(z), d’apres
les résultats établis dans [1].

Cependant I'ensemble =(z) est inclus strictement dans R ~ (). Nous pouvons en effet construire
une infinité de nombres réels 1 pour lesquels la condition (3-2) n'est pas satisfaite, en déterminant
leurs réduites par récurrence.

Lorsque |z — 1| < 1, le théoréme 4.8 de (3] affirme que (7.41,7:) € (Dy) pour tout ¥ € R. La
condition (3-2) n’est donc pas nécessaire dans ce cas.

Etant donné z € R% , nous construisons en appendice C un nombre réel ¥, qui vérifie la condition
(3-2), mais pour lequel la relation (Dy) n’est pas satisfaite. Le théoréme 3.2 est donc optimal dans
la mesure oli 'on ne peut pas I'étendre a z € RY,.

Le théoreme suivant permet d’élucider complétement le cas z € R, exclu dans le Théoréme 3.2 :
nous caractérisons les nombres réels ¥ pour lesquels (7,41,7,) € (Dy) et généralisons ainsi le
théoreme 4.4 de [3].
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Théoréme 3.3. Soient k > 0 et ¥ un nombre irrationnel. Le couple (7441, 7x) appartient & (Dgy)
si, et seulement si, la série

(3:3) S (o lgtmaly g,

m>1 i

converge.

Lorsque z € C, nous montrons (cf Proposition 6.1 infra) que la série

(34) 3 (-ymleBimaly )

mz=1

converge si, et seulement si, les séries U(7,41;9) et V(7,;9) convergent. De fait, nous démontrons
dans la preuve du Théoréme 3.2 que la condition (3-2) entraine la convergence de la série (3-4), des
que z € C\R7. En revanche, lorsque z € R , la condition (3-2) n’est plus suffisante mais nécessaire
a la convergence de la série (3-4). Cela explique pourquoi I'énoncé du Théoréme 3.2 n’inclut pas le
cas z € R . Nous remarquons enfin que I'ensemble des réels 9 satisfaisant & 'identité (1-12) pour
z € RY constitue un ensemble possédant les mémes caractéristiques que les ensembles = décrit
précédemment, en terme de mesure de Lebesgue et de mesure d'irrationnalité.

D’apres le Théoreme 3.3, lorsque x > 0, il suffit que la série

3 st )

mz1 m

converge pour que (741, 7x) € (Dy). Cette condition n’est cependant pas nécessaire. En effet, nous
pouvons construire un nombre réel ¥ tel que la série

(3:5) S (—pym l0BIme)” ¢ 0

m>1 dm

converge, tandis que la série

(3-6) > (k’ggﬂfn(qm)

mz=1

diverge. Le détail de cette construction, qui fournit également le contre-exemple annoncé apres le
Théoréme 3.2, figure en appendice C.

4. Le cas Y rationnel : preuve du Théoréme 3.1

La preuve du Théoreme 3.1 nécessite quelques estimation préliminaires. Nous aurons tout d’abord
besoin d'une estimation du comportement en moyenne de la fonction 7, sur les entiers friables,
moins précise que (2-3) mais valable sur un domaine plus large.

Proposition 4.1. Soit & > 0. Il existe une constante b = b(k) telle que I'on ait uniformément,
pour z,y > 2, z € C, |z| <&,

(4-1) Z 72(n) € :c(log:.s)"_le_b"’”/ logy_
nes(z,y)

Démonstration. Lorsque 2 < z < y, nous retrouvons 'estimation (2-2) de Selberg. Nous supposons
désormais que 2 < y < z. D’apres 'inégalité (2-4), nous avons

Z 72(n) <€ Z Tx(n).

neS(z,y) nes(z,y)
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D’apres 'estimation de Selberg (2-2), nous pouvons écrire

Y onm= 3 nm+ Y )

neS(z,y) Vvz<ng
el OGS
< Vz(logz)~! + Z Tx(n).
Vz<n<a
P(n)sy

Notons n(y) le produit de tous les diviseurs d d’'un nombre entier n tels que P(d) < y. Lorsque

P(n) < y, n(y) = n. Ainsi,
Z Tx(n) < Z Tr(1).
VT<ng n<r
Px(n)néyz n(y)2yz
Nous pouvons alors appliquer le lemme 2 de [15] avec f = 7., ( = /z, £ = y : il existe une
constante b = b(k) telle que

Z Tn(n) < I(lOgI)K_le_bIDEI/ logy.
nsr

n(y)=vz

Nous obtenons done la conclusion souhaitée. O

Donnons & présent une estimation du comportement en moyenne de la fonction n +— 7.(n)x(n)
sur les entiers friables, ou x est un caractére non principal de Dirichlet.

Proposition 4.2. Soit A > 0 et & > 1. Il existe une constante d = d(k, A) telle que I'on ait
uniformément pour z € C, |z| < k, 2 <y < z, 1 < ¢ < (logz)?, X un caractére non principal de
module q,
Z X(n)7s(n) < ze—cllos =)™’
nes(x,y)

L’uniformité en ¢ ne nous est pas indispensable pour établir le Théoréme 3.1 mais nous la
mentionnons a fin de références ultérieures.

Démonstration. Dans un souci de lisibilité, nous employons la notation X := eV!°6%_Nous utilisons
une technique développée par Tenenbaum dans [15]. Remarquons tout d’abord, en vertu de la Pro-
position 4.1, que

(42) Z X(H)Tz(ﬂ) = Z X(ﬂ')'r:: (n) + O(Ie—(bfﬁ}\/logz).
nes(z,y) n<zr
X<P(n)<sy

Maintenant, nous effectuons la décomposition

Y. xmmm)= Y x(p) Y x(m)r:(mp)

£z X <p< <
(4:3) X<P(n)<y = el

S1 + Sa,

oll,

Sii=k Y x(p) Y. x(m)r(m),

X<p<y m<z/p
P(m)<p
et
Sai= D x(p) Y, x(m)ym(mp)—x I x(p) Y, x(m)r(m).
X<py m<z/p X<p<y m<zx/p
P(m)<p P(m)<p

(m,p)>1 (m,p)>1
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Comme & 2 1, la fonction 7 est sous-multiplicative, ce qui fournit

< 3 Y nw) T mk)

X<pgyrzl k<x/prt?

< z(loga)" Y %Z Tm;(f’) |

X<psy® vzl

1
< z(logz)*! Z -
X<p<y P
Finalement,
(4-4) Sy < z(logz)~le~Viez,

Pour estimer Sp, nous remarquons tout d’abord que

Yo xmm)y=x Y. xm)rm) Y x(@).

n<T mP(m)<z P(m)spsz/m
X<P(n)<y P(m)<y X<p<gy

D’apres le théoréme des nombres premiers en progressions arithmétiques, pour tout B > 0, il

existe une constante c¢(B), pour laquelle on a uniformément, pour ¢ > 2, 1 < ¢ < (logt)? et x un
caractére non principal de module g,

ZX(;J) < te~c(B)logt

pst

Nous en déduisons donc, en posant ¢; := ¢(2A4),

Si <z Z T"‘(m) e—ct2A)\/!og(:/m)_

m
mP(m)<z
P(m)<y

Nous posons a présent, pour 0 < j < logx, M; := . Des lors, nous avons

S <z Z Z T (m)

0<j<logz I Mjii<m<M,;
P(m)$03+1

< z(logz)~! Z e—C1Vi—b(logz)/(j+1)
0<j<log

e—c1Vi

Or, pour tout 0 < j < logz, ¢1v/7 + b(logz)/(j + 1) >4, (logx)'/3. Par conséquent, il existe une
constante d = d(A, k) telle que

(4-5) Sy < zedlos )2

Les estimations (4-2), (4-3), (4-4) et (4-5) fournissent la conclusion attendue. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoréme 3.1. Soit ¥ un nombre rationnel
s'écrivant ¥ := a/q avec (a,q) = 1 et z € C. Etant donné A > 0, nous établissons 'estimation (3-1)
par le biais de la formule (1-6) appliquée a f = 7,4.

Le théoréme 3.4 permet d’établir directement que le couple (7,41,7;) est J-adapté. En fait la
démonstration de ce théoreme permet d’obtenir une estimation effective de V,_  (v;y). Nous
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redonnons les détails dans un souci de lisibilité. D’apreés la définition de la fonction 7., nous
disposons de la majoration suivante, valable pour tout z € C.

RO R (B

(4-6) P(m)<y P(m)<y <y
< (logy)"*l.

Nous pouvons donc appliquer la formule (1-11) puisque la majoration précédente garantit la
convergence absolue des séries qui y sont impliquées. Nous obtenons ainsi, comme nous ’avons
remarqué dans l'introduction,

(47) Ve i) = Y

P(m)<y

Tz+l(m + 1) Vs(m; y).

Or, d’apreés le théoreme 2.2 de [3], nous avons uniformément pour y > 2, a € Z, ¢ € N,
1< ¢ < y/(logy)>AtiE+D+20,

1
(log y)A+1zI+1"

Nous en déduisons, qu'uniformément pour y > 2,

1
(4-8) Vea(hy) € {ogy)A"

Estimons & présent le défaut de P-régularité U, _, (v;y). La famille des caractéres impairs de
Dirichlet de module divisant g constitue une base de 'espace vectoriel des fonctions impaires,
g-périodiques, définies sur N et & valeurs complexes. Or la fonction m +— sin(2ram/q) est une
fonction impaire et g-périodique. Nous avons done, d’aprés le Proposition 4.2, uniformément pour
2gy<rz,

Vs(diy) <

Zr\(z,y:0/q) = Y. Tapa(m)sin(2mam/q) < e 008D,

mezx
P(m)<y

Nous procédons alors & une sommation d’Abel : pour y > 2,

Uns(afgn) = Y T g oramyq)

m>y
P(m)<y
_ ZrnWyi0/9) | j"" Zm,(t,2 y;a/q) o

y v t

Nous obtenons done I'estimation
1

4.9 2 s = 2).
(4-9) Ur..i(a/gy) < oz v)A (y=2)

Comme la fonction n — B(an/q) est également g-périodique, un argument identique fournit la
majoration

1
(4-10) Ve.(a/q;y) < oo (y=2).

En reportant les estimations (4-8), (4-9) et (4-10) dans la formule (1-6), nous obtenons bien (3-1).

Pour montrer que (7,41,7;) € Dy, il nous suffit de prouver que la série U(7,11;a/q) est
convergente. Le lemme 6.10 de [3| permet, en identifiant les parties imaginaires de 1'égalité fournie,
d’obtenir I'évaluation suivante, valable pour tout z € C,

(4-11) 2 ns (.r,:r; g) = Z T>41(n) sin (27::“) < (logmx)““ pour tout A > 0.

n<r

A présent, en effectuant une sommation d’Abel, il vient

. T
(412) = Tz+:1(ﬂ) i (27ran) _ Zro(z,350/q) +/ Z... (t, i g) %
1

T
n<r q

En appliquant (4:11) avec A > 1, nous constatons dans (4-12) que le premier terme du membre de
droite tend vers 0 et que I'intégrale est convergente. La série U(7,41,9) est donc convergente.

BIBLIOTHEUUE DES SCIENCES
Rue du Jardin Botanique
54600 VILLERS-LES-NANCY
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5. La ¥-adaptation du couple (7,41,72) lorsque ¥ € R\ Q

Nous énongons avant tout un lemme permettant d’alléger la preuve des résultats clefs de cette
section.

Lemme 5.1. Soit & > 0. On a uniformément pour y =2 2, ¢ € N*, ¢ <

> 2 < (logy) 1ula)

P(n)<y

Démonstration. Soit g un entier fixé. La fonction arithmétique n — 7, (ng)/7.(g) est multiplicative.
On obtient done pour ¢ < y, en effectuant un développement eulérien :

Z Tn(m}‘) — 7(q )Hz‘-’n (q)

P(n)<y Py u>0
T, T(p"™
@ [[ L) [ o)
psy v=0 Py u>0 Tx
rtaq g
+3
~Tla-yp Ta-upr [ =22
Py pla p’llqvz0
ce qui fournit le résultat annoncé. O

Lorsque 0 < |z| < 1, la fonction 7, est bornée et appartient donc clairement a 'ensemble £? des
fonctions arithmétiques h telles que

llm sup Z |h(n)|? < .

ﬂ{:
D’apres le lemme 9.5 de [3], le couple (7,41, 7;) est alors ¥-adapté si. et seulement si,

(nﬁ)

Jim 3 m){l - ofug )} =0,
P(n)<y
ol nous avons employé la notation uy , := log(1/[|9])/logy. La proposition suivante permet,

lorsque |z| > 1, d’étendre ce résultat & une large classe de réels ¥/ comprenant notamment I’ensemble
B(z).
Proposition 5.2. Soient z un nombre complexe et ¥ un nombre réel tels qu'il existe ¢ > 0

satisfaisant a
(log gm1)!21~1+¢

lim =0.
m—od Im
Le couple (7,41, 7;) est Y-adapté si, et seulement si,
B(nv)

Jim 3 mn){1 - olulg )} ot =0,

P(n)<y

Démonstration. Pour alléger les notations, nous poserons systématiquement x := |z| dans toute la
suite de cette démonstration. D’apres la remarque qui précede, nous pouvons supposer £ > 1. Soit
A un nombre réel tel que A > k. Nous posons @, := y/(log y)**+%° et ¢ := g(¥, Q). En appliquant
la formule (1-10) avec f = 7,4+, et g = 7, nous pouvons écrire que

Z H“;r’_ﬂgn}sm(%rmﬁ}+ Z Tzfn)B(m? =0 (y=2).

P(m)<y P(n)<y
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Cette identité est licite car, d'aprés l'estimation (4-6), les séries impliquées sont absolument
convergentes. Nous obtenons done, comme nous 1'avons remarqué dans |'introduction,

T
VT‘:+I{19;y)= Z ﬂ—)vl(nﬂ;y)'
P(n)<y

En appliquant le théoreme 2.2 de [3] et en posant ¢, := q(n; Qy), il vient

B(nv
(5:1) Vea @)= Y a1 - oo, )} 2 4 Ry(y) + Raly),
P(m)<y
ol )
Bty < ) 240 (log gn)?0(us ) log(uy , +2) 7,.(n)
logy ,&5c . ¢(gn) n
et i (n)
(n
Ry(y) < Tk > —

Pln)<y

On a Ry(y) < (logy)* 4 donc Ra(y) = o(1) lorsque y — oo puisque nous avons supposé A > k.
Il suffit donc de prouver que

(52) Ri(y) =o(1) (y— )
pour établir la conclusion annoncée.
La fonction p de Dickman satisfait 'inégalité (cf Théoreme 5 chapitre IIL5 de [14]),

o(v) < (v 2 0),

1
Mv+1)
oit I' désigne la fonction Gamma d’Euler. La fonction v — p(v) log(v + 2) est donc bornée sur R .
De plus, d’apres des estimations classiques (cf chapitre 1.5 de [14]), nous avons, pour tout £ > 0
fixé,

9w(a) (] 2 1
(loggq) &

21
v(q) g (@>1)
Nous obtenons ainsi que
L
Rl (y) < |
logy P(n)<y ngn

Posons Y := y°!982¥ oi1 ¢ est une constante que nous fixerons par la suite. Majorons tout d’abord
la contribution & R, (y) des entiers y-friables excédant Y. Pour cela, définissons Z := Z(y) € R par

log Z
— = exp(log y)1/2.
Nous pouvons alors écrire
Te(n Te(n (N
S H0_ g m) s w)
n>Y n Y<n<Z . n>Z %
P(n)<y P(n)<y P(n)<y
D’aprés (2-3), I'estimation
(5:3) 3 7e(n) < zox(u)(logy)~!
neS(z,y)

est valable pour tous z,y tels que 2 < y < & < Z (nous rappelons la notation u := logz/logy).
De plus, il résulte du théoreme 1 de [12] que, pour tout B > 0,

(5-4) ox(v) <pe P (v21).
En effectuant une sommation d’Abel, puis en utilisant les estimations (5-3) et (5-4), nous obtenons

Z Tur(ln) < (E—Blog Y/logy e—B]ong Ingy) (log y)ac—l

Y<n<Z
P(n)<y

< e-BIogY{ logy(logy)u—l‘

pour tout nombre réel B > 0.
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D’apres l'estimation (4-1), il existe une constante b = b(k) telle que

Z 7e(n) < e ¥ (log z)~!
nesS(r,y)

<ze ™2 (z>2Z).

En effectuant une sommation d’Abel, nous obtenons

D (1) « e~b10BZ/(2108) |og 4
n
n>Z

P(n)<y
Nous en déduisons que, pour tout B > 0 fixé, nous avons
(1) 7=(n)
— << ——

n>Y Y<n<Z
P(n)<y P(n)<y

< e—BIung]ogy(logy)n—l < (logy)rc—l—ﬁ’c_

11 suffit de choisir B > (k — 1)/e pour constater que cette contribution tend vers 0 lorsque y — oo.

Maintenant nous observons que :

1 z 7x(n) < (logY)"
logy 4 ngn®  (logy)'+2(1-9)

a2 (log y)*"
(log, y)"
(log y)1+n(1—2£) = 0(1) (y 2 OO)
Il nous reste done a étudier la contribution de
1 Tx(n)
S(y) = -
logy g nan
gn<(log y)*"
Nous avons la majoration
1 Tx(n)
S e Z il i 4
-4 1+e
(logy)!=i~ = ngn
an<(logy)*"
Soit n < Y tel que g, < (logy)®*. Nous pouvons alors écrire n = m/d avec d := ¢, et

m := ng, < Y(logy)?®. De plus, par définition de ¢, = q(n1,y), nous avons

|
mi|| = ||gn(n?)| < —.
[md|| = [Ign (nd)|| @

Comme de plus Y (log)?* < Y? pour y assez grand, cela implique la majoration

1 1 Te(m/d)
Sly) < (log y)1—4xe Z m Z de

m<y? dlm
lm?|<1/Qy
1 7x(m)
S I\ g (m),
(log y)!—xe g, m )
m"‘\

IIm?l[<1/Qy
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ol F; est la fonction multiplicative définie, pour tout nombre premier p et tout entier v > 1, par

v N(pv_j)
= 3 )

Comme k > 1, la fonetion v — 7,,(p”) est croissante, ce qui implique que l'on ait, uniformément
pour tout nombre premier p et tout entier v > 1,

(5'5) Fn(py) =1+ Os(]-/pe)'

Soient a et 3 deux exposants conjugués ; d'apres l'inégalité de Holder,

1
(5-6) S(y) < W&(U)Ua Sa(y)/?,
ol
Siy):= Y —T”E:)
n<y?
Indll<1/Qy
et

8
S = Y 20

n
ngY?

D’apres (5-5), nous obtenons immédiatemment que

(57) $w) < I (1 + % +0 (p,%)) < log.

p<Y?

Pour étudier la contribution Sy, nous considérons 'unique entier m = m(y) tel que

Im < Qy/2 < @m+1.
Le nombre réel v peut alors s’écrire :

a
o==4—7 s I €1,

9m GmGm+1

Si n < $gm+1 et n # 0 (mod g,,) alors

na n 1 1
Ind] = | = + —2—|| > =— > =
4m ImQm+1 2qm Qy
Ainsi,
(5-8) Si(y) < G(y) + H(y)
ol (n)?
Te(n
Gy):= Y, =
T
n=0 (mod g,, )
et

T(n)™

Hy= Yy O
Gm+1/2<ngY?
[Ind]<1/Qy
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Pour étudier la quantité G(y), nous observons que 'on peut écrire, pour tout nombre entier m,

T(m)® = 7o * g(m)

ol g est une fonction multiplicative telle que pour tout nombre premier p et tout entier v > 1,

9(p) = 0 et g(p*) < p*,
oi1 § est un nombre réel appartenant a I'intervalle |0 : 1/2[. En utilisant le Lemme 5.1 et I'estimation
(2-11), nous obtenons alors

7w (n)®
G K
w< > =
P(n)<y?
n=0 (mod g, )

1 Tro (NG k
Z (ngm) Zg()

i ko
™ pmy<y? i P(k)SY?
10g Y)** fro (Gm
& (logY)" fra(q )_
4m
Donc, pour tout &’ > 0,
1 P
(59) oly) « BV

m

Etudions enfin la contribution H (y). En utilisant la majoration (2-5), nous obtenons tout d’abord
que

H(y] < (R 4 1)20: logY/log, Y Z l
Gm+1/2<n<Y? "
In?fl<1/Qy
A présent, nous observons que la condition |[nd| < 1/Q, implique que |[n¥| appartient & au
plus @m+1/Qy intervalles de longueur 1/¢p,+1. Soit I I'un de ces intervalles et n un entier tel que
|[n?d]| € I. D’apreés le lemme 6.3 de [3], n peut prendre au plus 6 valeurs dans un sous-ensemble de
N du type [kgm+1: (k4 1)gm+1[ (k € N). Nous désignons par aj. la plus petite des valeurs modulo
Gm+1 que peut prendre l'entier n dans un tel sous-ensemble. Nous remarquons que ag > gp,41/2
d’apres les conditions posées sur n dans la somme étudiée. Ainsi

Gm+1 2ae lo; 1
H(y) < Bt (s  yeciony S
Qy ockoy? %kt Kam41
c+1 Z2aclogy
Qy
(log y)*4+22

< y1—2cxc log(k+1) "

En choisissant la constante ¢ = 1/4alog(k + 1), nous obtenons alors qu'il existe une constante
C > 0 telle que

(5-10) H(y) < yic

Finalement, d’apres (5-6), (5:7), (5-8), (5-9) et (5-10),

£ ) ’ l/Q
1 Ko+ 1
S(y) < (( Og:z) o E5) (logy)—l-!—lfﬁ-{-tixs

m

(5-11)

(log qm+1Jn“—l+£'+4ans (Iogdens—lfa 1/n
< + ol .
Gm Yy

Ainsi, en choisissant a, ¢ et £’ suffisamment petit, nous obtenons (5-2), d’apres la condition posée
sur . 0

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer et de démontrer le résultat principal de cette section.
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Proposition 5.3. Soit un nombre complexe z quelconque. Si ¥ est un nombre irrationnel
appartenant a 'ensemble Z(z), alors le couple (1,41,7,) est ¥-adapté.

Démonstration. Nous conservons la notations & := |z|. D’apres la définition de =(z) et la majoration
(2-11), la condition de la Proposition 5.2 est vérifiée. Une condition suffisante de ¥-adaptation est
donc :

)= Y EW_on) (o)
Indli<1/y
P(n)<y

Posons Y = y¢'°82¥_ avec ¢ = 1/2log(k + 1). D’aprés la preuve de la Proposition 5.2, nous avons

Z wg‘ Z #:o(l) (y — o).

n

n>Y n>Y
Ind)|<1/y P(n)<y
P(n)<y

Evaluons & présent la contribution

Z r,g?(ln) '

n<Y
[Indl<1/y
P(n)sy

Etant donné y = 2, nous considérons ['unique entier rn = m(y) tel que
m < y/ 2 < gm41.

1l suffit alors d’appliquer mutatis mutandis la méthode employée pour estimer 9 (y) dans la dé-
monstration de la Proposition 5.2. Nous obtenons finalement la majoration

Tx(n lo e
(512) Y ) o QoBdnn)p ) toft) (g oo
Indl<1/ m
P(n)<sy
D’aprés (3-2), cette quantité tend bien vers 0 lorsque y tend vers I'infini. O

6. Preuve des Théorémes 3.2 et 3.3
6.1. Réduction du probléme

Nous démontrons tout d’abord que les preuves des Théorémes 3.2 et 3.3 peuvent étre déduites
de la proposition suivante.

Proposition 6.1. Soient z € C, ¥ € R~ Q et {g };m>1 la suite des dénominateurs des réduites
de 1. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La série U(7,41;10) converge ;

(ii) la série V(1,;9) converge ;

(iii) la série

(61) Y (=)m l°gq"‘+" ROtV £ ()

mz=1

converge.
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Déduction du Théoréme 3.2 a partir de la Proposition 6.1.

Soit z € C\RY et ¥ € Z(z). Nous utilisons la 12. D’apres la Proposition 5.3, le couple (7,41, 7.)
est Y-adapté. Montrons a présent que la condition (3-2) implique la convergence absolue de la série
(6-1) et, par conséquent, la convergence des séries U(7,41;17) et V(7,;9). Lorsque Re (2) < 0, cette
série numérique est toujours absolument convergente en vertu de (2-15). Supposons désormais que
z € CN\RY et Re(2) > 0 et posons

lo » Re (z)
( 24 +I) |fz(

m

m

m)|-
Comme 9 € Z(z), il existe A > 0 tel que

(IOEQmH)lzlf

(62) Im Izl(Qm) < A.

Nous déduisons de (6-2) et de I'estimation (2-11) que, pour tout £ > 0, il existe un entier my(z) tel
que

(6:3) tm < Alog gm1) ™ D7 Flgh (m > mo(e)).

Done pour tous a, 3 > 0 tels que a + 3 = 1, et m = mg(=),

lo Re (z) N ¥ 3
om < (Bt} (A(loggman)™ )

Gm
(log gm+1)*e )21
Bt am © ’

Fixons 3 tel que # > Re(z)/|z| puis £ tel que £ < a. Nous obtenons ainsi qu'il existe > 0, tel
que, pour m assez grand,
A ‘-<- B Tk
m
D’aprés (2-15), la série 3 -, am est donc convergente et il s’ensuit que la série (6-1) est bien
absolument convergente.

Maintenant, le lemme 6.9 de [3] montre que U,  (¥;y) = o(1) lorsque y — oo sous la
condition ¢(¥;y/(logy) (= +D+21) > (logy)*=*+1)+21 Par ailleurs, d’aprés le lemme 13.4 de [3],
V,.(9;y) tend vers 0 lorsque y — oo de fagon que g(¥;y/(logy)® +26) > (logy)™ +26. Comme
q(V; Gm) = gm. la condition (1-7) est bien vérifiée. O

Déduction du Théoréme 3.3 a partir de la Proposition 6.1.

Soient k > 0 et ¥ € R vérifiant les hypothéses du Théoreme 3.3. Le critéere du Théoreme 3.3
coincide avec la condition (iii) de la Proposition 6.1. Cette condition est done bien nécessaire a la
validité de (Dy) pour le couple (7,41, 7x). Pour montrer qu’elle est suffisante nous utilisons la 12.
Comme le terme général de la série (3-3) tend vers 0, ¥ € =(k) et la Proposition 5.3 assure que le
couple (741, 7x) est Y-adapté. L’argument utilisé ci-dessus pour traiter les défauts de P-régularité
reste valide et ainsi la condition (1-7) est vérifiée. |

Les deux paragraphes suivants ont pour objectif de démontrer la Proposition 6.1.

6.2. Convergence de U (T541;9)

Nous traitons d’abord le cas oli Re (z) > 1. Désormais z désignera un nombre complexe tel que
o = Re (z) > 1. Nous noterons également |z| := k.

Nous énongons tout d’abord un lemme technique permettant de simplifier la preuve de la Pro-
position 6.1.
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Lemme 6.2. Soit ¥ un nombre réel, {gm}m>1 la suite de ses réduites et g une fonction
arithmétique pour laquelle il existe b €]0; 1/ tel que 'on ait uniformément pour q € N*

(6-4) 9(q) < ¢".

Alors les séries

(6:5) > (-ymlosami) o
e m
et
: _ym (loggm+1)* 9(gm)
o8 gl( 1 Im f+(am) (1+logqm+1)

sont simultanément convergentes ou divergentes.

Démonstration. Posons

log gmi1)?
o (_1)m(_Mfz(qm)
m
et
b = am (1 + i(qf-)-—) .
log gm+1

Supposons que la série (6-6) converge et montrons que cela implique la convergence de la série
(6-5). Pour cela nous introduisons les ensembles

My = {m e N* log gm+1 > ¢} et My :=N*" M,

oll ¢ est un nombre réel tel que b < ¢ < (1—b)/(e—1) (un tel choix est possible au vu de la condition
imposée sur b). Nous pouvons remarquer tout de suite qu’en vertu de (6-4), (2-11) et de la croissance
exponentielle des gy,, les séries 3 M, @m €t - M, bm sont absolument convergentes. On peut
donc supposer que I'ensemble M, est infini. Cela implique également que la série ) A, b est
convergente. En particulier b, = o(1) pour m € M,. Par ailleurs, lorsque m € M,

9(gm) 1
< c—b"*

log gm+1 qm
Nous en déduisons que ap, = o(l) pour m € M. La série Y s Gm9(Gm)/10gqm 41 est
donc absolument convergente ce qui entraine la convergence de la série ) M, @m- Comme la
série ) ca, @m est absolument convergente, nous pouvons conclure que la série »° -, am est
convergente.

La démonstration de la réciproque étant similaire, nous omettons les détails. O

En vue d’intégration par parties ultérieures, nous rappellons le lemme 6.11 de [3] qui donne une
évaluation de Z,_(z,z;9) := Y. . 72(n)sin(27nd).

nsr

Lemme 6.3. Soit A >0,z >0, et B =4A +4(k + 1)? + 12. On a uniformément pour z > 2,
Qs = x/(IOgI)Bs VER, ¢= Q('ﬁ; QJ:)! a€Z, (G!Q) =1, |q"? = al < I/QI! ﬂq =9 -a/q,

Zr (z,x;0)
(6-7) _ z(log x)? {f,,(q} sinz(arﬁqzi) 10 (M) } O ( i ) .

q I'(2) 7wz [q]x log x (log x)A
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En fait, le coefficient du terme principal figurant dans le lemme 6.11 de [3] s’écrit sous la forme

o(g) " Tor1(B4Y)  Topa(p’Y)
g‘(‘”=(_) O A S

9 pvlle \£20

Mais le calcul qui suit montre que les deux fonctions multiplicatives f, et g, sont identiques.

Soient p un nombre premier et » € N*. En utilisant I'identité de convolution 7,47 = 1 * 7., on
obtient

Tz (p“_p) Tz41 Tz 1( 1)
2 Hp‘-’ 1+—1/p Zp‘ 2 )~ + —1/p

£20 207 j<t+v

r—1
= L (p7) _Tn(@)
X0 3 g
é’?} v
_ ; j Tz{pj) _ Tz+l(py_l)
=T, 2 R 2 GG oe -1

1
/P oS5 izvt

N ST __ )
ST 2 - v

Comme 1—1/p = ¢(p)/p, ce calcul implique que g.(p") = f.(p"). Nous obtenons bien la conclusion
annoncée.

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier la convergence de U(7,41;9). On applique le
Lemme 6.3 avec £ = 1/2B pour évaluer l'intégrale

Emt1
f Ty (050)

Lors de ce calcul, nous ferons un usage fréquent des relations (2-16) et (2-17).
Avec le changement de variables t = ule,,|, il vient :

G4 dt
[ zattng

sgn(sm) |em &m-+1 sin®(mu)
= ————f.(qgm logu — log |em|)* ——=—=du
el R

1 l€m |€m+1 log(l + u2) U a-1 Em+1 dt
e (ql_um /Iemlﬁm u? % (|€m|) g ./.., t(logt)A |-

m

2
sin (ﬂu) dii

. IEﬂllEnl-i—l
S £
= gn( m)fz m)/ (logu + log g, + lOng+1) )

['(z)gm

o—1 |5m|€m-l-1 2 Em+1
+O(uogem+1) f log(1 + u )du+/ ( dt )
I ™

q:ﬂ—lsz E'nIEm u2 t IOg t)A

sgn(em) fle"'m”‘“ sin?(mu)
== logu + log g,, + lo z— du

(log gm+1)7 " /‘E"‘“ dt
o (et [ o)

la derniére évaluation provenant de I'intégrabilité sur R, de u — log(1 + u?)/u?.
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Lorsque b < a, on dispose de la majoration (a + b)* — a® < ba”~'. Dés lors,

St dt  sgn(ey,) Smtrleml gin? oy
Zr o (6,19 —= = =—= £, (qm) (108 @m z] d
/m z+i( : )t2 T(2)qm Jz(gm)(log gm+1) et P u

Em-e-l.lgml 112
+0 (%(logqmq.l)a_l/ = ;w logudu)
m

Em I'Ern | u

m u

4 lo - Em+1/Em| S]nz TU
e (——f () 08,05 ,,1)7 7 du

EmlEml

(log gm+1 )”_1 /E"'H dt
+O( A, g0 )’

soit, en utilisant I'intégrabilité de u — sin® mu/mu?®logu et u — sin® 7u/7u? sur R,

Emt1 dt  sgn(em) Emtileml gin? 0
Z-r=+1 t,t;9)— = = 2 (gm)(lo z/ du
\/Em ( ) t2 F(Z)qm f (q ){ ng-}-I) §m|5m1 U

(log gm+1)" ! /‘"‘“ dt
+O( =3B ¥ e, tllogt)d |”

Par ailleurs, le méme calecul fournit

g dt (log gm+1)° qug
Toer i) 2200 (g Sl SB  _
(6-8) /&m * ( )t2 Gm f2(am) f2(gm) 10g gm+1
Em1 dt
+/€ Hlog )& (b <2 € Enz1)

Nous rappelons a présent le développement asymptotique effectué dans le paragraphe 11.2 de [3].

leml€m+1 qin2 1/B B
f sin mdu:_T[JFO( an”_, (loggm) )
|

Em|ém mu? 2 log gm+1 Gm+1

Par ailleurs, comme o > 1, |7.(q)| = 7,(¢) = 1. Donc, d’apres (2:12), nous avons

(204+k+1)/2
(69) fulam) > (221 > g/,
Ainsi, il existe une fonction arithmétique h. telle que
e dt _ 7 sgn(em) h(gm)
Z. 3‘3;19__:...___.12 m ) (1 e L | e A LT
[ 20t g = B g o g (14 m).)
(6-10) "
+O ‘/ m+1 dt
Em t(lﬂgt)A ’
et

hs(gm) < ai/B.
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En choisissant A > 1, nous obtenons que le terme d’erreur de (6-10) est le terme général d’'une
série convergente. Comme sgn s, = (—1)™ sgnz;, nous obtenons que la convergence de la série

: £m+l dt
(6-11) > / Zy. (0 1:9) 5

mz=1

équivaut a celle de la série

m(log‘Im-Fl)z hz(‘i’m)
a1 o))

<! m log gm+1
Nous pouvons appliquer le Lemme 6.2 avec ¢ = h. et b = 1/B. En effet, nous avons bien B > o
puisque B = 4A + 4(k + 1)2 + 12. Nous pouvons donc d’affirmer que la convergence de la série
(6-11) équivaut a celle de la série (6-1).

Nous pouvons a présent établir I'équivalence (i)<>(iii) de la Proposition 6.1. Considérons un
nombre réel x > 2 et désignons par M = M, 'unique entier tel que &y < & < Epr41. On a, par
(6-8) et (6:9)

Z ;1 %
Z Tz+l(n) sin(27r'm9) = Tz+l(IY €T ) +/
n I 1

n<r

dt
Z'rz+1 (ts tr ﬂ]t_z

(6-12)

E!Il+l dt
= ¥ f Zre i (8,8:0) 25 + B(M) +o(1),
1<mEM VEm

ol E est une fonction arithmétique satisfaisant la majoration uniforme pour m = 1,

(6-13) E(m) < Mf (gm) |1+ ﬂ
Gm e IOng-!vl

Lorsque la série (6-1) converge, on a

(6-14) lim E(m) = 0.

En effet, c’est une conséquence directe du Lemme 6.2, appliqué avec g(q) := q"/B. Nous déduisons
donc de ce qui précede I'implication (iii)=-(i).

Etablissons la réciproque. Au vu de (6-12), il suffit de prouver que la convergence de U(7,41,7)
implique (6-14). Or, on a

2 ,x;9) ] & Emt1
(6-15) > ) sin(27nd) = [—’“(z = 6)] + / ZT,.H(t,t;ﬂ)%t.
Em<n<Emi " =3 Em Em t

La formule (6-7) et les relations (2-17) permettent de montrer que le premier terme du membre de
droite tend vers 0 lorsque m — oco. En effet,

Z . 5m+l 2
IO ¢ loga)” g )
£m Gm+1
2
(6:16) 4 (bgEa)e |f=(qm)|@
< Vslam)

v dm+1 )

Sous I'hypothése (i), le membre de gauche de (6-15) tend vers 0 puisque c’est le terme général d'une
série convergente. Donc le terme principal du membre de droite de (6-10) tend vers 0 lorsque m
tend vers I'infini. Cela permet d’affirmer que f. (¢, )(10g Gm+1)*/@m = o(1), lorsque m — oo sous
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la condition log gp,+1 > ¢4, avec 1/B < D < (1 —1/B)/(o — 1) (un tel choix est possible puisque
B > o), ce qui implique (6 14) sous la méme condition. La relation (6-14) est encore vérifiée sous
la condition log g,,+1 < qm d’apres (6:13). Cela achéve la preuve de 'équivalence.

Lorsque Re (z) < 1, des calculs similaires, mais cependant plus simples car de nombreux termes
d’erreurs disparaissent, fournissent les estimations

. Gt ot (C1)™(108gm1)* 1 [en &
(6:17) / Zranttif) g =, 1:@m)+O \75?“/5,,, Hllog )7

et

Eul‘il
Z Tz—i—l( )51[1(211'7119) Z f -_.-‘_H (tt; 19) t2

{618} n<r l€m<M

+0 ((log%)—fz(q )) +o(1).

D’aprés (6-17), la convergence de la série (6-1) équivaut a la convergence de la série

Em+3
Z / T:+1 t t T9) tg

mz=1

L’équivalence des points (i) et (iii) de la Proposition 6.1 s’établit alors en suivant la méme démarche
que précédemment. D’apres (6-18), la convergence de la série (6-1) entraine la convergence de
U(7z41;9). Pour démontrer la réciproque, il suffit, au vu de (6-18) et (6-17), de prouver que la
convergence de U(7,4;9) implique

(6:19) Mfz(qm) =o(1) (m — oo).

Or, les relations (6-15) et (6-16) montrent que

Em41 dt
[ zenttn)g =o) (m— o).

ce qui permet, d'aprés (6-17), d’établir (6-19).

6.3. Convergence de V (1;9)

Nous commengons par estimer W-_(z, z;9) := }_, ., 7:(n)B(nd), en vue d’intégration par parties
ultérieures. Pour cela, nous rappelons la définition d'une fonction de type Siegel-Walfisz fort donnée
dans [3].

Définition 6.4. On dit qu’une fonction arithmétique f est de type Siegel-Walfisz fort, et 'on
note f € SWT, si I'une des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
(i) pour tout A > 0 fixé, et uniformément pourr € N*, me N*, ce N* (¢,m)=1,0na

(6-20) n;, f(rn) = {,o( o n{zz:/r f(m)+0((log )A)
n=c(mod m) (nym)=1

(ii) pour tout A > 0 fixé, et uniformément pour q € N*, a € Z, on a

(6-21) f(n) = flgn/m)+ 0O
,; "= om Jﬂ;;,q g ((logz)ﬁ)
n=a (mod q) (n,m)=1

oil l'on a posé m := q/(q,a).
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Le lemme suivant de [3] permet d’évaluer Wy(z,x;?¥) pour une fonction f de type Siegel-
Walfisz fort. Son énoncé nécessite quelques notations. Lorsque v € R ~ Q et b > 0, nous posons
xp := min(x, b/||g¥d||) et introduisons, étant donnée une fonction arithmétique f, les sommes

Z o }B(an+b)

Tm bm(:r; 9) :

TH<NETHhi
(2) _ p(2)f,.. - il
(6:22) TP =TP(@9) = Y f(n}(mi'q )
Ty<NETh4
LY =T0@d):= Y. f.
TH<NEThit

an=—b (mod q)

Enfin lorsque (a,q) = 1 et m|q, on introduit la quantité

ad b
(6-23) v(mib/g):= Y B(—+-),
1<d<m (m q)
(d;m)=1

qui est indépendante de a.
Lemme 6.5. Soient A,B > 0. On a uniformément pour f € SWT, JeR~Q, z > 2,
Qz :=z/(logz)?, ¢ = ¢(9;Q:) < (logz)?, a € Z, (a,9) =1, |¢9 — a| < 1/Qx, V4 :=0 —a/q >0,

(6-24) Wy(z,a;9)= Y Ty+O((logz)®Ny(x))
0<bsz||qd||

ot Ny(z) := max, <, |f(n)| et
(6-25) T=1T g7 — 1y
De plus, on a sous les mémes conditions, et uniformément pour 0 < b < x||qd||,

T® szb;q 3 f(g)JrO(W)‘

m|q zym/q<€<Thiam/q
(£,m)=1

=v . X 1(5)+0(gaea)

dzy /q<é<dziia/q
(£.d)=1

(6-26)

ol I'on a noté d = q/(b,q) et oil les constantes implicites ne dépendent que de celles de (6-20) et
(6:21).

Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer W__(x, z;9). Nous conservons les notations x := |z
et o := Re (2).

Lemme 6.6. Soit A > 0 et B = 5(A+k%+k+4), on a uniformément pour z > 2, Q, = z/(log z)?,
YER, ¢:=q(¥Qz), a €Z, (a,q) =1, ¢ — a] < 1/Qz, Vg :=V —a/q,

(6:27) W, (z,a;9) < z (log .«:)"“{T"”(f}) logg {loglz:)A b (@lao) > ),
et
(6-28) W, (z,2;9) = — sgn(ﬂq)2‘?((3))qx(log:c)z_l + R(z,q) (z|lg?] < 1),
ol

o1 [ Tx(q)(logq)? | (g9 T
R(z,q) < z(logx) ( dlse + ¢ +(logz)f"+5'
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Démonstration. L’évaluation (6-27) coincide avec celle du lemme 13.6 de [3]. Quant & (6-28), on
peut remarquer que les deux membres sont des fonctions impaires de 9. On peut donc supposer par
la suite que ¥, > 0. On applique alors le Lemme 6.5 & la fonction 7., qui est de type Siegel-Walfisz
fort comme l'affirme le lemme 13.5 de [3].
Ici, comme = < 1/||g?|,
W, (z,z,9) = Ty + O((log z)?).

Si m € N*, nous pouvons remarquer qu'en vertu de la symétrie des entiers premiers a4 m par
rapport & m/2, v(m;0) = 0. Nous pouvons donc écrire, d’apres (6-26),

(1) T
To"=0 ((log z}-‘*“’) '

Par ailleurs,
Tég) = Z T2(n)nd, =9, Z Tz(n)n
n<z n<r
< ﬂqxz(log x}a—l - ”qﬂ" xz(logr)"_l,
q
Enfin,

0= 3 T,(qf)+o(_-_—(log;)ﬂ+3),

<z /q

Afin d’évaluer le terme principal, nous allons appliquer la méthode de Selberg-Delange. Posons

Ho(@) = Z 72(gf).

<
La série de Dirichlet associée & H. , s'écrit, suite & un calcul similaire a celui réalisé dans le
paragraphe 2.1, pour s € C avec Re (s) > 1,
3 709 _ (52 G s,0),
ns
nz=l

ol G, est défini par :
v+3
G.(s,9)=[Ja-r7 [] D] %-

pla p!lqv20

On a la majoration suivante, pour |s — 1| < 1/log(2q) :
G:(s,q) < 7x(q) log(2q).

Une application du théoréme 3 du chapitre I1.5 de [14] fournit alors I'estimation suivante :

Z Tz(£q) = &x (logz)* '+ 0O (_(10%)3:5 (logz)”~2 + T ) 1

B o)A+B
P ] I'(z)q (logz)

ce qui achéve la preuve du lemme. O

Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer I'intégrale suivante

Em+1 dt
fm Wfs(t,t;ﬁ)t—Q.

Nous supposons tout d’abord que o > 1. Nous omettons les détails qui sont similaires & ceux du
paragraphe précédent. Nous obtenons

1/lgm?|| x . (log grmi1)® Tx (gm) (108 gm)*
fm Vl,, (t’t' '?)t_z - —sgn(sm) 2F(z)qm fz(Qm) (1 e (fz(Qm) lOng+l))

£m+1 dt
L (] t(log t)") ’
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et

Em+1 d l ik o—1
[ Wetti0) 5 <reralan) ogala i) SO Gt
1/llgm 9|l Gm

Em+1 dt
+0 —_— .
(/ . t(logt)*“)
Nous en déduisons les estimations

g dt (log gm+1)* gm”
W, (t,t;9)—= = —sgn(em)————f2(gm) [ 1 + O | ———
/E (t:9) 7 = — sen(em) GErt £, () e

(6-29)

O Em-i—l dt

" ([ taogt)a) ’
et
T 1/B
/ W.‘.‘H(t t; 19) Mfz(‘]m) (1 = Qm_)
(6:30) Gm log ¢y 41
Em+1 dt
+f W (Em <z < &my1)-

Nous pouvons maintenant établir I’équivalence (ii)<>(iii). La preuve étant similaire & celle de
I'équivalence (i)« (iii) effectuée dans le paragraphe précédent, nous n’en donnons que les étapes
essentielles.

Nous déduisons de la formule (6-29), et des estimations (2-6) et (6-9), qu'il existe une fonction
arithmétique h. telle que

e it (log gm+1)* hs(gm)
/m W, (t.t,ﬂ)'t? gn (s m)T—iﬂfz(Qm) (1 + m)
(6-31) i1 Gy
+_/;m t(logt)A
et

ha(gm) < gM/B.

Cela permet d’établir, en appliquant le Lemme 6.2 avec g = h, et b = 1 /B, que la convergence

de la série
€m+1
> f W, (t,t; 19) 2

m<1

équivaut a celle de la série (6-1). Pour x > 2, nous désignons par M = M, l'unique entier tel que
En € & < Epr41- Une sommation d’Abel fournit alors l'identité

(6:32) ¥ TZ(HJB( n)= 3 f'" ‘W, (. 40) L > b+ F(M) +o(1),

n<r 1<m<M

ot F' est une fonction arithmétique satisfaisant a la majoration, uniforme pour m > 1,

Qi : " loggmi1 )

Supposons que la série (6:1) converge. Le Lemme 6.2 appliqué avec g(q) = q'/B prouve que
F(m) = o(1) lorsque m — oo. Cela fournit I'implication (iii)=>(ii).

F(m) <
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Supposons réciproquement que la série V/(7,;1) converge. De I'identité

. £m+1 Em+1
3 T—Z?ﬂ")s(nah [—Wn(“’*”"*ﬂ)] +/ W, (t,t;ﬂ)%
Em

:'r =
Em<n€émi1 Em

nous déduisons que

Em 1 dt
W (t,6:9) 5 =o(1)  (m — ).
Em

La relation (6-31) permet alors d’établir que F(m) = o(1) lorsque m — oo sous la condition
log gm1 > qF avec 1/B < D < (1—-1/B)/o. Comme F(m) tend également vers 0 lorsque m — oo
sous la condition log ¢m+1 < g2, nous pouvons finalement écrire que

F(m)=o0(1) (m — o0).

Cela fournit I'implication (ii)=-(iii), au vu de (6-32).

Lorsque o < 1, nous obtenons les estimations suivantes, qui permettent de conclure.

Cont dt (log gm+1)? 1 bmir gt
fo Wt = —senten GBS+ 0 Z= 4 [ g

et

T2 Em+1
> =g = 3 /‘E W, (1, ) S

ner l€msM ¥ sm
l z
+0 (MJ’;(QM}) +o(1).
qm

Nous omettons les détails qui sont identiques a ceux du paragraphe précédent pour le cas o < 1.

7. Appendice A

Dans [7], Davenport établit que (4, u) appartient & Dy pour tout ¥ € R. Il obtient méme
'estimation effective

1
(logy)A

(71) A5y) = As(03y) = T 1 57 M) ) <
n<y

valable pour tout A > 0, uniformément pour y > 2 et ¥ € R.

Nous décrivons ici les étapes essentielles du raisonnement de Davenport afin d’en examiner les
possibilités de généralisation.

Pour obtenir I'estimation (7-1), Davenport applique un principe classique d’analyse selon lequel
le controle d’une fonction numérique sur un intervalle I, peut étre obtenu par le controle de sa
moyenne et de ses accroissements sur I. Davenport effectue ainsi la décomposition

(7-2) (P2 =)AW@ y) =1+ J
avec
2
I = A(; y) dv,
13
et

dy
J::/ {A@1;9) — A y)} do.
R
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Intégrer A(1; y) permet de ramener le probleme d’interversion des sommations au cas trivial d'une
série double sommable. Plus précisément, Davenport obtient

I =T(f2,y) —T(V1,y)

avec
u(n cos(2mmni)
(7:3) T(3,y) = 55 3 & Y — 3
n>y m=1
On a donc trivialement
I<1/y,

mais cette premieére évaluation est cependant insuffisante pour conclure car les valeurs critiques de
¥y — 9y dans (7-2) sont o(1/y). Davenport établit alors que 'estimation

7.4 nye?? o Y __
o 2.4 (log )"

est valable, pour tout A > 0, uniformément pour y > 2, ¥ € R. En intervertissant les sommations
dans (7-3) puis en effectuant une sommation d’Abel, il obtient ainsi, pour tout A > 0,
1
I« ——,
y(logy)*

ol la constante implicite ne dépend que de A.
Ensuite, en vue d’estimer 'intégrale J, Davenport établit la validité de 'estimation

1
(logy)4’
pour tout A > 0 et uniformément pour y = 2, ¥; < ¥2. La fonction sinus étant continue, ce
probléme est immédiatement réduit & I'étude des accroissements de la fonction

Ry(d) =) @B( )

n<y

(7-5)

(7-6) A(g;y) — A3 y) < y(d2 —9y) +

a y fixé. Sur tout intervalle sur lequel R, est dérivable, sa dérivée R; est uniformément majorée
par

> un) <.

ngy
Il reste donc a étudier la contribution des discontinuités de R, sur I'intervalle [¥;,92]. Ces
discontinuités se situent aux points de Farey a/q, avec 1 <a < g <y, (a,q) = 1, et a/q € [0;,7,].
En un tel point a/q le saut de la fonction R, vaut

u n ﬂ(q u(k
Sylafgp) = -y M0 - 4@ -
n<y k<y/q
qln (k.q)=1
Par une technique classique d’intégration complexe, Davenport établit, pour tout A > 0, la
majoration uniforme
1
q+ (logy)*”
Notons ay/qi,...,a,/q, les points de Farey de I'intervalle [);,15], rangés dans I'ordre croissant.
Il est classique que a;4+1/qj+1 — @;/q; = 1/q;qj4+1. Davenport en déduit que la somme de tous les
sauts de l'intervalle [1J,,9] vaut

Sqlgip) <

r [ r—1
1 1 1
Sylaj/q;; 1) < E———— Y =
jz:; o) Z%Hlogy)“ ;q;eqm (logy)#
Aj41 1 1
< b &=+ ———r
”Z{qm i S VR e

Finalement, nous obtenons bien (7-6). En choisissant ¥, = 9, + 1/y(logy)*, Davenport déduit
(7-1) de la décomposition (7-2) et des estimations (7-5) et (7-6).
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Pour reproduire un tel raisonnement pour un couple de fonctions ( f, g) lié par (1-3), nous devons
donc étre en mesure d’établir :
(C1) une borne uniforme en ¥ pour la somme d’exponentielles

Z g(n)e2i1rﬂl3 v

nsy

(C2) la continuité de la fonction ¥ — U(f;9) ou, ce qui est plus faible, la convergence de la
série U(f. 1) et une estimation du type

Y f(m) < y(logy)",

m<y

ol h est une constante fixée dépendante de de f;
(C3) l'estimation
> Sya/g.9)=o0(1) (y— ),

i <afq<ia

olt Sy(a/q,g) désigne le saut de la fonction ¥ — 3° ., g(n)B(nd)/n en un point a/q, et ou la

somme porte sur tous les points de Farey a/q € [¢1,9;] dont le dénominateur n'excede pas y.
Notons d’emblée qu’une évaluation uniforme des sommes d’exponentielles, analogue & (7-4) n'est

pas disponible, pour la fonction g = A : la méthode de Vinogradov permet d’obtenir pour tout
A > 0, l'estimation

Y Ayt g oo ),
- v(q) (logy)
oi1 q est le dénominateur d’une bonne approximation rationelle de 9.(!) Cette estimation, optimale
lorsque ¥ est rationnel d’aprés le théoréme des nombres premiers en progressions arithmétiques,
est insuffisante des que ¢ est petit.

La condition (C3) semble actuellement hors d’atteinte pour une grande classe de couples (f, g).
Etudions par exemple le cas du couple (A, —plog) et considérons les accroissements de la fonction

(7-7) 9y — Z” ) 10g(n) b ).
n<y

Le saut de cette fonction en un point de Farey a/q vaut

(7-8)  S,(a/q;—plog) := Z p(n) log(qn) - ulq) Z logp (logq foaw/a) )

q q p~1 q

n<y/q plg

(n,q)=1

En conservant les notations employées pour traiter le cas de la fonction u, nous avons

1
Y, Sy(aj/qj;—nlog)=Sy(a.~/qr;—ulog)+0(logy > )
(7-9) 1<j<r 1<G<r U

= Sy(ar/qr; —plog) + O((ﬁz — 1)y log y)-

Pour le choix ¥, = ¥; + 1/y(logy)?*! avec A > 0, le terme d’erreur de (7-9) tend bien vers 0
lorsque y — oco. En revanche, en I'absence d’'un renseignement sur la taille ou la factorisation de
qr, le terme principal de (7-9) ne tend pas vers 0. Une autre voie pourrait étre d’estimer le nombre
de points de Farey dans I'intervalle [;,9>] en utilisant une estimation de

N)= ), 1 {t>0)
n<t
(ﬂl‘i')zE

1. Pour une estimation précise de cette somme d’exponentielles, nous renvoyons a (8).
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Mais cette méthode échoue également. Définissons R, (t) par I'identité
(7-10) N,(t) = t{@ + Rq(t)} (t > 0).

Nous avons la majoration classique

w(g)

R,(H)] < 2= (t>0),

qui s'obtient par inversion de Moébius. Nous avons alors, uniformément pour v, < 1,,

> Sy(a;/g5: — nlog) =Y Sy(a/g; —plog){ Ny(92q) — Ny(914)}

1€j<sr qsy
(7-11)
= (02— 1) Y ¢(a)Sy(a/g; —plog) + O( D |5, (a/g; —plog)|2°@).
qsy qsy

Le terme d’erreur de (7-11) ne tend pas vers 0 lorsque y — oo. D’autres estimations plus fines
de R, sont établies au paragraphe 3 de [3] mais elles ne permettent pas plus de conclure.

Une derniére possibilité pour montrer que la somme des sauts tend vers 0 consisterait a étudier
les éventuelles compensations induites par les facteurs p(g;) dans la somme

> Sylas/gj—plog) = ) @ Y “(Lﬁg(ﬂiﬂl,

1<G€r 1<5sr Y ngy/q;
(n,q; )=1

Il faudrait, pour cela, étre en mesure d'obtenir des renseignements sur la factorisation des
dénominateurs des fractions de Farey situés dans un petit intervalle. Cela semble hors d’atteinte,
au vu des techniques actuellement disponibles.

8. Appendice B

Des 'introduction de [6], Davenport énonce que le couple (4, ), appartient & (Dy) pour tout
¥ € Q. Il donne comme justification : « (... )the convergence of the series for rational ¥ is easily
deduced from the theory of Dirichlet’s series, and the identities are then valid.» Nous proposons
ici de justifier cette assertion en n’employant que des outils connus en 1937. Nous fournissons tout
d’abord une preuve reposant sur deux estimations obtenues par la méthode classique d’intégration
complexe. Nous établissons par la suite que le recours a I'analyse complexe n’est pas indispensable
et que 'on peut déduire, de maniere élémentaire, ce résultat du théoréme des nombres premiers
en progressions arithmétiques.

Considérons donc un nombre rationnel ¥ s’écrivant ¥ = a/q avec (a,q) = 1. Nous rappelons que
la famille D" (g) des caractéres impairs de Dirichlet de module divisant ¢ constitue une base de
'espace vectoriel des fonctions impaires, g-périodiques, définies sur N et a valeurs complexes.

Pour s > 1, nous introduisons la fonction arithmétique A; définie par

(81) As(n) i= Z%f—f%.

dln

Cette fonction apparaitra naturellement dans la preuve de I'assertion de Davenport.
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Lemme 8.1. Il existe des constantes ¢ > 0 et d > 0 dépendant au plus de g, tels que 'on ait,
uniformément pour x > 2, s > 1, x € D*(q), x non principal,

(8:2) Ay(z) = Y Ay(m)x(m) = O(we=V1o%7)
m<zr

et

(8:3) Clz) = 3 u(n)x(n) = O(ze4V187).

Démonstration. Etablissons 'estimation (8:2). Notons G la série de Dirichlet associée a Ag, soit

Nous désignerons respectivement par o et 7 la partie réelle et la partie imaginaire de la variable
complexe w. D’aprés (8:1), nous avons, pour o > 1,

Guu) = 3 X 5~ M) (m)

nzl m=1
_ Lwx)
Liw+s—-1,x)

Or, il existe ¢y > 0 tel que le domaine H du plan complexe défini par
(8-4) o 21—co/log(|7| +2),

soit une région sans zéro de la fonction w — L(w, x). Par conséquent, G5 admet un prolongement
analytique dans le domaine (8-4). Etant données les estimations classiques (voir par exemple le
chapitre III de [2]) des fonctions L de Dirichlet dans le domaine H, il existe une constante C > 0
tel que 'on ait uniformément pour w e H, |[t| 23 et s 2 1,

(8:5) Gy(w) < (log|7])“.

Posons maintenant & := 1 4 1/logz. En appliquant la seconde formule de Perron a A, nous
obtenons, pour T' > 2,

w+iT w
As(z)—L/ Gs(w)%dw+0(a:logT).

D’apres le théoréme de Cauchy, nous avons
Kk+iT w w
f G,(w)—dw = ] Gy(w) = duw,
x—iT w g w

ol1 G est la ligne brisée K — i7", 1 —¢g/logT —1T', 1 —¢y/logT +iT, k+1T. D’apres la majoration
(8:5), la contribution des segments horizontaux de G a l'intégrale est

(log )¢

r ;
€T=7

tandis que celle du segment vertical est

< 2(logT) Co—cologz/logT

En choisissant 7' = eV1°8% nous obtenons bien l'estimation (8-2).

b.c-b, " MAINA, B i
BIBLIOTHEQUE DES SCIENCES
Rue du Jardin Botanique
84600 VILLERS-LES-NANCY
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L’estimation (8-3) s’obtient de maniére identique. La série de Dirichlet associée a pu(n)x(n) vaut

Z ufi:) L(zi,x) (o0 >1).

nzl

Elle admet donc un prolongement analytique dans le domaine H. Comme de plus, il existe une
constante D 2 0 telle que I'on ait uniformément pour w € H, |7| = 3,

1 il
T < toglr)®,

nous pouvons obtenir (8-3) de la méme maniére que (8:-2). |

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer directement que (4, i) appartient & Dy. Nous
établissons tout d’abord la convergence de la série

£as(z)

nzl
Par linéarité, il suffit de montrer la convergence de
u(n)
nzl

pour tout caractere y non principal de module divisant . Pour cela nous effectuons une sommation
d’Abel, soit

n C(x N o{(

n T y *

n<r

La convergence de la série (8:6) est donc une conséquence directe de I'estimation (8-3).
Etablissons a présent I'identité

(87) sm(2?ra/q Z u(n) ( - )

nzl

w

Rappelons tout d’abord le théoreme d’Abel pour les séries de Dirichlet. Soit F(w) := ), - ann~
une série de Dirichlet convergente pour o > 1. S'il existe ¢ € C tel que

n
?—C'I'D(l) (.’.’.‘—'DO).,

ner

alors on a
F(e) =c+o0(1) (¢ — 1+).

La série ), -, pu(n)B(an/q)/n étant convergente, nous pouvons écrire, d’apreés le théoreme d’Abel,

que
> B (%) = Jim, s00)
-gae(z)

nzl

avec

En introduisant le développement en série de Fourier de la fonction B dans I'expression de f, nous

obtenons (2nakn/ )
n(n sin(2wakn/q
fle)=-3 = Z =

nzl k=1
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Or, pour s > 1 et M > 1, nous avons

p(n) sin(2rakn/q) As(m) i 2ram
> a5 /o) 5 Mg, (2em).

n<M k<M/n m<M

De plus, il est bien connu que

1 sin 2wky 1
— T N O e t>1,9€R).
kz(; g ot (1+z|h9||) ( =R

Il s’ensuit que

f(s) =

al»—

si (mmkn/)
{ stninlt) , o(3)} +o( T )

n>M

sm(?n’am/q) +o(1) (M — o0).

2
R

=i|r—‘

Cela implique l'identité

f(s) = —% > A’:l} sin (21::;771) (s> 1).

mz1

Comme limg .+ Ag(m) = é(m), il nous suffit, pour prouver (8:7), de montrer que la série
A 2
Z s(m) - ( rram)
m=1 Lo q

converge uniformément en s sur tout intervalle [1;b], avec b > 1. Nous pourrons alors effectuer une
interversion de limites et obtenir

;un) ( ):s_’”__mzﬂ " (21r;1m)

1 lim As(m) i (2ﬂ'am)

™ —1t m
mz1 # q

_ sin(2ma/q)
ﬂ' L

¢’est-a-dire la conclusion souhaitée.
Par linéarité. nous nous ramenons a étudier

(8-8) Z As(m)x(m)/m,
mz=1
ol y est un caractére non principal de module divisant g. Or, par sommation d’Abel, nous obtenons
A A Ag(t
Z s{m}x(m) —. S(I) +/ ( )dt
mez T . o

D’apres (8:2), la convergence de la série étudiée est bien uniforme pour s > 1, ce qui achéeve la
preuve de (8:7).

Nous avons utilisé une méthode d’intégration complexe pour démontrer la convergence de la
série (8:6) et la convergence uniforme de la série (8-8). Montrons maintenant que ces deux points
peuvent étre déduits de maniére élémentaire du théoréme des nombres premiers en progression
arithmétique qui stipule que, si x est un caractére non principal de module ¢, alors on a

(8:9) > A(n)x(n) =o(z) (z — o).

n<zr

Nous aurons besoin de deux résultats auxiliaires.
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Lemme 8.2. Soit {a,}3°, une suite bornée de nombres complexes et f : R — C une fonction
admettant une limite finie £ € C en +oc0. Nous avons

Gn , (T\ an .
Z;f (;) —E’Z = + o(log x) (z — o0).
n<r nszr

Démonstration. Soit £ > 0. Il existe A > 0 tel que

(810) f@) -t <e (x> A).

Comme z +~ z'/1982% est une fonction croissante, il existe zo tel que, pour tout x = xy,
z1/1982% > A, Dés lors, en notant X := z'~1/1982% nous avons, pour tout = = z,

SeiE)-4-T2UE)-9+ ¥ 2@}

Pour n < X, nous avons x/n > A. Nous déduisons donc de (8-10)

S 2 {r(5) -} <clogyz+0 ( I‘W) (z > o).

'
< " n log,

Nous obtenons finalement qu’il existe z; tel que, pour tout z > z,
a T
E = {f(—) ——f} <celogz,
n n
ner

ce qui correspond a la conclusion attendue. a

Lemme 8.3. Soit ¢ € N*. On a uniformément pour x > 2, 1 < s < 2, y un caractére de Dirichlet
non principal dont le module divise q,

(s11) z% = L(s,X) +0(a™),

(812) > A0y = (0 +0(1) (& oo),
nsT

(8-13) Z %x(n) < 1,
nsr

Démonstration. Soit K(z) := 3" __x(n). De I'estimation classique

nT
q
K(z) < =,
2
nous déduisons, grace a une sommation d’Abel,

Z%ﬂ@,xh%—l K &,

tl+s

nsr

Cela implique immédiatemment l'estimation (8-11).
En effectuant une sommation d’Abel et en utilisant (8-9), nous obtenons, uniformément pour
1\ec-Bigl’d,

2 A,En) x(n) = —%{ss X)+o(@' %) (z—o0).

8
nsT

Comme L(1,x) # 0, la fonction s +— —L'/L(s, x) est continue au point s = 1; cela nous permet
d’obtenir (812) en faisant tendre s vers 1.
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De T'identité de convolution § = p * 1 et de (8:11), nous déduisons

lﬁzﬂ{d x(d) Z X

d<z m<x/d

= L(s,x Z—x(d +0(1).
d<z

Comme la fonction L(s, x) est continue et ne s’annule pas pour s > 1, nous obtenons bien (8-13).
O

Pour démontrer la convergence de la série (8-6), nous employons le théoréme de Tauber pour les
séries de Dirichlet dont nous rappelons I'énoncé. Soit F(w) := an an/n" une série de Dirichlet.
On suppose qu'il existe ¢ € C tel que

F(o)=£f+0(1) (o— 14),

et que
Z E?logn =o(logz) (z — o0).
T

nsr

Le théoréme de Tauber stipule alors que la série ) -, a,/n est convergente et que I'on a

Qn
Z';ZE.

nzl

Montrons que nous pouvons appliquer ce théoréme a la série (8-6). Pour o > 1, nous avons, d’apres
la continuité de 1/L(s, x) au voisinage de 1,

u(n) 1
Z " L(o,x)

nzl
1
= +o(1 o— 1+).
L(1,x) 2B :
Par ailleurs, de l'identité de convolution u log = —A * i, nous déduisons
() g m), A(d)
Z x(n)logn = Z (m) Z d x(d).
n<r m<zx d<z/m

En appliquant (8-12) puis le Lemme 8.2, nous obtenons
n L wm
> H g = 2 (1,0 3 H () + oftoga) (@ — o)
n<r m<zr
Finalement, la relation (8-13) fournit
Z @X{n) logn =o(logz) (xr— o0).
n<r "

Le théoréme de Tauber fournit donc la conclusion requise.

Pour montrer la convergence uniforme de la série (8:8), nous nous ramenons tout d’abord a I'étude
d’une fonction complétement multiplicative. Pour cela, nous introduisons la fonction complétement
multiplicative AZ définie, pour tout nombre premier p et tout entier v > 1, par

i) = (1= p')".
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On a
As = A; * sy

ol g, est la fonction multiplicative définie, pour tout nombre premier p, par

9s(p) =0 et g(p") =A(P){1 —As(p)} (v=>2).

Comme As(p) = 1 — p' %, nous avons |gs(p”)| < 1 pour tout v > 2. Il s’ensuit que la série

3. #x(n)

nzl

est absolument et normalement convergente.(?> Comme nous avons

3 2l gy = 37 860,y 32 X))

m=1 n=zl d=1

il nous suffit donc de démontrer que la série

(8-14) Y '\;Tw)x(d)

d=1

converge uniformément pour s € [1:b] ol b est une constante > 1 arbitraire.

Pour cela, nous employons un raffinement du théoréme de Tauber, qui est une conséquence directe
de la démonstration de ce théoréme. Soit Fy(w) := ) -, an(s)/n", une série de Dirichlet, ol s
est un parametre réel. On suppose qu'il existe £(s) € C et b > 1 tels que

(8:15) Fy(o)=4€(s) +o(l) (0 —1+4,1<5<KD),

et que, uniformément pour 1 < s < b,

(8-16) Z aﬂT(s) logn =o(logz) (z— ).

nsr

Alors la série

pn (S)
e

nzl
converge uniformément vers #(s) pour 1 < s < b. Montrons que ce théoréme s’applique & la série
(8-14) avec b = 4/3.
Nous avons tout d’abord

5 ,\;(m)x(m) =[] - A@x@p—)

me
m=1

=[] - x@p +xpp' )"

___Lex 12
= T +a- L LLHOETE),

ce qui fournit la condition (8-15), par continuité respective de o — L(a,x) et o +— 1/L(c+s—1,x)
eng=1etoc=spoursz=l

2. Cette conclusion reste valide lorsque s € C : nous avons g.(n) = 0, sauf lorsque I'entier n est de la forme
n = u*v® auquel cas nous disposons de la majoration |gs(n)| < 2¢(%%) ; la propriété requise résulte alors de
I'inégalité classique 2¢(™) < 7(n) et de la majoration (2-6)
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Pour établir la condition (8:16), il nous suffit de montrer que, uniformément pour 1 < s < 4/3,
nous avons

(817) b ”,E:‘)x(m) = o(loga) (x — o).
mzz

Convenons désormais que toutes les relations asymptotiques et toutes les majorations seront
établies uniformément pour 1 < s < 4/3.
De l'identité de convolution log = A * 1, nous déduisons

> A0, )y ogm = 3 80y 3 AlDy(a)aa).

m<z n<r d<z/m

Nous allons établir les deux estimations

(8-18) E(z):=_ %x(n) <1

nezr
et

Aild)
(819) Dy(a) = Y 2 x(dAW@) =(s) +0(1) (& — o0),
d<r

avec

r(s) <« 1.

D’apres le Lemme 8.2, cela impliquera bien I'estimation (8-17).
Pour estimer E., nous introduisons la fonction multiplicative h, définie par :

* hs * P")
820 Al=—— ) %1,
(8:20) : ( 1)

ol f, est définie, pour m > 1, par f,(m) = m!~*. Nous avons alors, pour tout nombre premier p,

1-p~ 4+ (1 - 1)
2_ps—1

hs(p) =0, hs(p”) = (v 22).

En particulier, nous disposons de la majoration suivante, valable uniformément pour tout nombre
premier p et tout v = 2.

2 s—1 — 1y
[hs(p”)| < M < (s=1)(v—1)

pa—l = 5} p
Nous en déduisons que
(8:21) 3 “‘J%lt 2
nzl

En effet, comme la fonction hg est multiplicative, il suffit de prouver que la série

Zzh(P]

p vzl

est absolument convergente. Or, comme nous supposons que 1 < s < 4/3, nous avons

Zzlh p")| «Zzp{"‘

(8-22) P vzl P 22

<<ZZ 20/3 <Z 4/3

r v>2

H(r-1)
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Maintenant, d’apres (8-20), nous pouvons écrire

E_,(:z:):Z n Y B “(d) ) %’:‘) (z >2).

n<zx d'(z;"n m.g:_f(nd)

Nous déduisons done de (8-11), (8-13) que

E,,(a:):zhn(:l) m{La Y 5 ) x(d)+0()}

n<x d{x/n
_ v hs(n) L(1,x)
_é 2 {755 (1+0W) + 0} (e >2).

Par analycité de s — 1/L(s, x) sur [1; +o0o[, nous avons donc,

=D (Z —“‘:l(:*”) (z >2).

n<r

Finalement, d’'aprés (8:21), nous obtenons bien l'estimation (8-18).

Evaluons a présent D,. Comme A (p) = 1 — p'~*, nous avons

Du(@) =Z’\1§”}A(p> 0+ 3 S Ap )

7
_y AR AR A (@)
—’; 5 X(®) ; = x(p)+p%; o A@X(
A A A M
=§%x<n)—§;§'—}-x(n)+ b3 XS s - (1= 07},
o~

La derniére série est absolument convergente, et sa somme est uniformément bornée puisque

< L

/\:(pu)_( v(l s))

Nous obtenons done, d’apres (8-12),

Dy(z) = 2 (5,20 ~ 21, +1(s) +0(1) (z = o0),

avec t(s) < 1. L’analycité de s ~— L’/L(s,x) sur [1;+oo[ implique alors immédiatemment
'estimation (8-19).

Nous avons ainsi établi la condition taubérienne (8:16). Le théoréme de Tauber s’applique
et fournit bien la conclusion souhaitée, a savoir la convergence uniforme de la série (8:8) pour
1 <s<4/3.
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9. Appendice C

Nous fournissons ici le contre-exemple annnoncé dans la troisieme partie concernant le Théo-
reme 3.3. Pour cela nous construisons les réduites de ¥ par récurrence suivant la relation

Im+1 = Gm41Gm + Gm-1.
Supposant les m premiéres réduites construites pour m assez grand, montrons que 'on peut trouver
gm+1 tel que
1/k 1/x 1
Gm+1 Soit premier et (q_m) < loggm+1 < (q_m) {1 -+ —} :
m m m
Nous employons la notation habituelle,
m(x,a,q) == Z 1 (r=>1,9eN,1<a<q).

n<r
n=a (mod q)

Le théoreme de Siegel-Walfisz stipule qu'étant donné A > 0, il existe une constante ¢ > 0 ne
dépendant que de A telle que I'on ait uniformément, pour z > 2, 1 < ¢ < (logz)?, a € N,
(a,q) =1, "
7(z,a,q) = ———— + O(ze—cV1982),
) ¢(q) logz
Nous en déduisons, sous les mémes hypothéses, que si 0 < h < x, alors

ﬂ'(ﬂf + h,a, q) = ?T(.‘I.‘, a, q) = L + O(xe—c\/iogz}_

¢(q) logz
Afin d’alléger la présentation des calculs, nous employons la notation

Am 1= (Qm/m)uﬁ-
Comme (¢m-1,qm) = 1 et ¢m < A2 dés que A > k, nous pouvons employer le théoréme de
Siegel-Walfisz pour évaluer

TT(I + h, Tm—1, Qm) == :‘T{I? Gm—1; Qm}s
avec x = e*n et x + h = e (1+1/m)  Ainsi, il existe une constante ¢ > 0 telle que
elm(edm/m — 1)

P@) A Ol

™z + R, gm-1,0m) — 7(Z, Gm-1,0m) =

Comme ¢(¢m) < gm et que g, = mAZ%,, nous obtenons

erm ez\mfm = mA\st+1 e-cm
F($+thm—lean)_W(mst—leQm)?# 1+0 -:l}‘m——l "

Pour m assez grand, en vertu de la croissance exponentielle des ¢,,, et donc de A,;, nous constatons
que cette derniére quantité est strictement positive, ce qui permet d’achever la construction de
Gm+1- Remarquons que I'emploi du théoréme de Dirichlet dans les progressions arithmétiques
aurait été insuffisant pour conclure, dans la mesure ol 'uniformité en ¢,, et m est indispensable.

Lorsque m est assez grand, g,, est premier ce qui fournit I’estimation

fulam) = K+ O (i)

qm

(log gm41)" = %’f {1 +0 (é) }

Cela nous permet d’énoncer que la série (6-5) est de méme nature que la série

Nous savons d'autre part que

qui est divergente.
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1. Introduction

1.1. L’inégalité de Turdan-Kubilius

La théorie probabiliste des nombres a pour objet I'étude de la répartition des fonctions
arithmétiques considérées comme des variables aléatoires sur les espaces €, := {n € N|n < z}
munis de la mesure uniforme v,. Dans ce cadre 'espérance et la variance, dites empiriques, de f

sont définies par les formules

et

Ce point de

By@)=2 Y f(n) (2>

V@ =1 Y {f0-E@) @>2).

vue est particulierement pertinent dans le cas d'une fonction additive, dont la

répartition peut étre comparée a celle d'une somme de variables aléatoires indépendantes.

Convenons

que les lettres p et ¢ dénotent systématiquement, désormais, des nombres premiers
et nous désignons par A l'ensemble des fonctions additives a valeurs réelles. Etant donnée une

fonction f € A, nous posons,

(1-1)

f(p) sip”|n,v21,
0 sipfn.

fotm = {
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On a donc f(n) =) . fp(n) pour n € Q,. Posons

pszT

(1-2) @) == 31 @>2v>1).

& nsr

pYlin

La loi de f, sur (Q, ;) est donnée par
(1:3) velly = 100} = we) = (1= ) +0(3).
oil, par abus de notation, nous interprétons (1-3) en convenant que si plusieurs valeurs f(p") sont
égales, la probabilité correspondante est la somme des probabilités apparaissant au second membre.
Nous userons librement de cette convention dans la suite.

La description probabiliste d’une fonction additive f repose sur 'observation que les fonctions
fp sont, au moins pour les petites valeurs de p, asymptotiquement indépendantes. La théorie est
donc sous-tendue par l'idée heuristique que f se comporte essentiellement comme une somme
de variables aléatoires indépendantes. Ce point de vue est confirmé par plusieurs théoremes de
théorie probabiliste des nombres qui fournissent, pour une large classe de fonctions additives, des
analogues arithmétiques de théorémes probabilistes classiques. A titre d’exemple, les théoremes
d’Erdés-Wintner et Erdés-Kac (voir par exemple [6] et [7]) sont les pendants respectifs du théoréme
des trois séries de Kolmogorov et de celui de la limite centrale.

Au vu de (1:3), il est naturel de modéliser la répartition d’une fonction additive f & support
dans €, par celle d'une variable aléatoire Z; , définie sur un espace de probabilité abstrait par

Zf‘z = Z E}J!

psT
ol les &, sont des variables aléatoires indépendantes dont la loi est donnée par

P(& = F(")) = pl(l - %) (v>1).

Nous désignons respectivement par Ag(zx) et V(Z; ), I'espérance et la variance de Zy . soit

A@) =Y (1- %)ig’,—},

pUszx
2
var- 2 (- DIEE-2{z0-H R

p'sz psz
Le moment d’ordre 2 de Z; , vaut semblablement

2. 2 Y, 1
By(z)? := p;x E(¢;) = Ez - (1 p).
et I'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit immédiatement
Y2 1\ 2
1B/ < ¥ %(1 - ) <V(Z1) < By(a)
pY<z

Il est naturel de comparer la variance empirique Vf#(:r) a la variance V(Zy ;) du modele, et, hormis
les questions fines relatives a la valeur exacte des constantes impliquées, cela équivaut a comparer
Vf#(:r) a By(z)?. Dans sa forme classique, I'inégalité de Turan-Kubilius s'écrit ainsi, pour f € A,

(1-4) Vi (z) < By(z)?, (z>2),
ol la constante implicite ne dépend pas de f.

En vue d’applications ultérieures, par exemple la détermination de 'ordre normal d'une fonction
additive, il peut étre plus judicieux de mesurer I'écart quadratique entre f € A et I'espérance A (x)
de son modéle probabiliste. Aussi 'inégalité de Turdan-Kubilius est-elle plus souvent énoncée sous
la forme

(1:5) V@) =1 3 {1 - 4@} < By (@>2).

n<r
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Ainsi que le remarque Hildebrand, dans I'introduction de [11], les inégalités (1-4) et (1-5) sont
équivalentes dans la mesure ol

Ej(x) — As(z) = o(Bg(x)?)  (z — ),
et donc

(1-6) Vi(z) = Vi (@) +o(Bs(2)?) (2 — o0).

Le probléme du comportement asymptotique de la meilleure constante dans l'inégalité (1-4),
c’est-a-dire

se pose naturellement. Nous pouvons remarquer qu'en vertu de (1-6), on a également

Vi (z)
C(z) = +o(1 — 00).
Kubilius ([15],[16]) et Hildebrand ([11]) ont tout d’abord comparé V¢(x) & un autre majorant de
V(Zsz), & savoir
»y2
Bf@P= 3 {20

pYszT

Ils ont obtenu tous deux, par des méthodes différentes, I'estimation

Vi(x) 3
(1-7) ?:.R B}{(iﬁ =5 +o(1) (z— o0).

Dans [17], Lee obtient un résultat plus précis : il existe des constantes c et d telles que, pour z

assez grand,

¢ o - Vi(z) 2 3 d
logz reA Bf ()? N

[T

2 logz

Dans [2], La Bretéche et Tenenbaum déduisent des résultats obtenus par Hildebrand que

Vi(z) _
(1-8) ?:K Bya)? 2+0(1) (z— o0).

La différence de comportement entre ces deux rapports est une question délicate. Nous retrouvons
les formules asymptotiques (1-7) et (1-8) & partir des résultats de notre étude, et revenons en détail
sur ce phénomene au paragraphe 5.

1.2. Entiers friables

Nous rappelons que P(n) désigne le plus grand facteur premier d'un entier n = 2 et que 'on
pose par convention P(1) = 1. Conformément a I'usage, nous employons les notations suivantes.

S(z,y) == {n <z, P(n) <y}

et
Y(z,y) := Z 1 (z,y 2 2).
neS(z,y)

Depuis une vingtaine d’années, 'étude des entiers friables, ou sans grand facteur premier, occupe
une place grandissante au sein de la théorie analytique et probabiliste des nombres. La question
d’établir une inégalité de Turdn-Kubilius ou seuls les entiers de S(z,y) sont retenus est a ce titre
naturellement posée.
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Dans cette perspective, munissons l'espace €2, de la mesure uniforme sur S(z,y), notée v, ,,.
Nous désignons respectivement par E(z,y) et Vf (z,y) lespérance et la variance empiriques de
f relatives a cette mesure, c'est-a-dire

1
(1-9) Ei(z,y)==— Y. f(n)
‘I’(I, y) neS(z.y)

et

1 2
(110) Vi@y) = f(n) = Eg(z,y) j -

1 U(z,y) ﬁ.ESZ(z,y) { s }
Notant
lD‘.-'r.'.{:"‘“s y) = Z: 1 (m L= N*)'
r(lES(;r»:yl)

nous pouvons exprimer la loi de f, sous v, , par la formule

Vp(z/p",y)

V(z,3) (v20).

veylfe = f(P")} = veyi{n < z,p"|n} =

Tout modele probabiliste d'une fonction additive & support dans S(z,y) est donc assujetti 4 une
évaluation du rapport

(1-11) ¥(z,9)

Conformément a 'usage, nous désignons par p la fonction de Dickman, définie comme 'unique
solution de I'équation différentielle aux différences

ve'(v)+eo(v—-1)=0 (v>1),

satisfaisant la condition initiale
o(v)=1 (0<v<).

On prolonge classiquement g sur | — 0o, 0 en posant
o(v)=0 (v<0).

Hildebrand a établi dans [12] la validité de la formule

(1.12) ql(:r,y)::cg(u}{1+0£(!2g—w)}

logy

dans le domaine
5/3+4e
z>1, elE3) <y gua,

oll £ est un parametre strictement positif arbitraire. Cela suggere d’approcher le rapport (1-11) par

( - p") 1

ot 'on a posé

(1-14) ug = (logd)/(logy) (d >1).
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C’est la voie empruntée par Alladi ([1]) puis Xuan ([22],[23]). Posant

w3
(1-15) neS(x,y) f(p) ( |
Dp(z,y) = Y Fp)o(u — up)
neS(z.y) pg(u)

Alladi établit que l'inégalité
1
¥(z,y)

(1-16) > i) -ne)} <ds).

nes(z,y)
est valable pour toute fonction f fortement additive dans le domaine
exp(logz)?? <y < a.

A T'époque de la rédaction de [1], la formule (1-12) n’était établie que pour le domaine
exp(logz)*/® < y < .1V Une insertion de (1-12) dans la preuve de Alladi fournit immédiatement
pour (1-16) le domaine de validité

exp{y/logzlog,z} <y < =

Xuan établit dans [23] I'analogue de (1-16) pour toutes les fonctions additives mais pour le
domaine restreint
exp {(logz)/#*¢} <y <z (e>0),

en posant
Ul (ﬂ:’ 1Y) = Z %ﬁl
nES(z,y)
. f()?o(u—u ,,}
= Z p”o(u) :

En compliquant les définitions de 7s(x, y) et de ¥¢(z,y), Xuan parvient dans [22] et [23] & établir
P’analogue de (1-16) dans le domaine (logz)*** < y < 2'/1°%2% ol1 ¢ est une constante qui vaut 1
lorsque f est fortement additive et 2 dans le cas général.

En 2005, La Bretéche et Tenenbaum choisissent d’exploiter les résultats concernant les estima-
tions du rapport (1-11) issues de la méthode du col. Notons @ = a(x,y), 'unique solution de

I'équation transcendante
5 log p
ﬁ = lOg Z.

Py
et introduisons la fonction tronquée ¢ de Riemann,

y=](1-27%)"" R(s)>1y>2).
Py
Hildebrand et Tenenbaum ont établi dans [14] I'estimation
z%((o, y) 1
. B - <y <
(1-18) U(z,y) = ot {1+0(z)} e<y<a),

ol 'on a posé

_logz  _ . Y
= Toes" U := min (u, Iogy)’
et a1 1)
L og C(s, ¥
0.2 T [ d32 ]3:&‘

1. Cette estimation est due & de Bruijn dans [4].
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La formule (1-18) suggére que le rapport (1-11) est proche de

1 1

(1-19) p70(1—j;).

Cette approximation nous invite & modéliser la répartition de f relativement & v, , par celle de la
variable aléatoire Zy ; , définie par
Zfayi= pr’

pP<y

oll les &, sont des variables aléatoires indépendantes dont la loi est donnée par

(1:20) P& = 1) = o= (1~ 2)-

Nous emploierons désormais la notation

a(s)=]] (1 - %) (k>1,s €C).
plk

Introduisons I'espérance et la variance de Zy ;. ,

A4@n = Ee) = T gp@lZ),

Py prES(z,y) o
1y2 v 2
ViZiz) = Y an(@LEX 3 (5@ 180V
pvES(z,y) 4 psy vzl P
et le moment d’ordre 2 de Zj, ,,
1y2
(1.21) Bieaf =L EE) = Y sl

Py p*€S(z,y)

Ces termes restent trés maniables dans la mesure ol Hildebrand et Tenenbaum ont établi dans
[14] des approximations précises et simples de a suivant 'ordre de grandeur de y par rapport a x.
Pour fixer les idées, nous donnons l'estimation, valable pour x 2 y > 2,

i log(1 + y/ log x)

- logy ’

Comme précédemment, il est utile dans les applications de considérer la variance semi-empirique

Vi (z,y), introduite dans [2] et mesurant I’écart quadratique entre une fonction f € A et la moyenne
de son modele, donc définie par

(1:22) Ve = gas L 0 -4E@Y, @y,
! neS(z.y)

Dans [3], La Bretéche et Tenenbaum étudient avec précision la qualité de I'approximation du
rapport (1-11) par 'expression (1-19). Ils en déduisent dans [2] que 'on a uniformément pour
feA2<Ly<y,

(1-23) Vi(z,y) < By(z,y)
La Breteche et Tenenbaum privilégient, dans [2], la quantité Vy(z,y) a V}% (z,y) car elle est bien

adaptée aux applications, comme par exemple les théorémes de type Erdos-Wintner ou I'étude de
la structure multiplicative d’un entier friable — cf.les théorémes 1.4 et 1.6 de [2].
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La variance empirique et la variance semi-empirique sont liées par la relation
2
(1:24) Vi(w,y) - VE (@) = (Ere,y) - 45(@,)) -

Nous pouvons établir directement a partir du théoréme 2.4 de [3], I'estimation uniforme pour
feA,

B
(1:25) Ag(zp) - Br(zy) < ZL2Y  a<y<a),
o
qui entraine, d’apres (1-24),
. By(z,y)?
(1:26) Vi) = Vi ) + o 2200,

Nous retrouvons et précisons (1-26) dans la Proposition 4.5 infra. En particulier, d’aprés (1-26),
I'inégalité

(1-27) Vi (2,y) < By(z,p)%,

est également valable uniformément pour f € Aet 2 <y < .

Ainsi que le font remarquer La Bretéche et Tenenbaum dans (2], dans le cas x = y les inégalités
(1-5) et (1-23) sont équivalentes : I'estimation infra (2-1) donne

a(:r,:r)=1+0( 1 )'

(log z)?

ce qui implique que

As(z) = Ag(z,2) + O(E{_(ﬂ) ’

logx
(1.28) B;(m)zB;(m,m){l+O(¢)},
Vi(z) = Vy(z,z) +o(ifT('?).

Tout comme dans le cas z = y, se pose le probleme de déterminer le comportement asymptotique
de la meilleure constante dans I'inégalité (1-23), ¢’est-a-dire

Vi(z,y)
C(z,y) := sup —————
( y) !ei BI(I, y)‘Z

(2<y<a).
Les estimations (1-8) et (1-28) montrent que

C(z,z) =2+0(1) (z— o0).
De plus, La Bretéche et Tenenbaum ont également établi que

C(z,y) =1+ 0(1)

lorsque u — oo et z/logy — oc.

Il faut remarquer que la meilleure constante asymptotique dans 'inégalité (1-27),

v# T
C*(x,y) = sup L—— ( yl,
reA Br(z,9)

n'a pas, a priori, le méme comportement que C(z,y) dans la mesure oll nous ne disposons pas
d’un analogue de (1-6) pour les variances friables Vy(z,y) et V}(z,y).
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Notre étude porte sur le comportement asymptotique de C(z,y) et C#(z,y) lorsque le parameétre
u = logz/logy > 1 est fixé. Dans ce domaine, 'approximation (1-13), issue de la formule de
Hildebrand, du rapport (1-11) est meilleure que (1-19). Toutefois les inégalités de Turdan-Kubilius
friables (1-23) et (1-27) sont valables sans restriction sur x et y et les expressions de Af(z,y) et
By(z,y)? sont plus maniables que leurs analogues (1-17). Nous conserverons donc le point de vue
de La Bretéche et Tenenbaum et étudierons les constantes

C*#(u) := limsup C* (x, z"/*) et C(u) := limsup C(z,z'/*).

T—00 T—00

La relation (1-24) implique que
C*(u) < C(u) (u>1).

Par ailleurs, nous avons, d’apreés (1-8), (1-26) et (1-28),
C(1) =C#(1) =2,

ainsi que
i #i0) = T e
uhm_ C"(u) = “[u'n C(u) = 1.

2. Estimations fondamentales

Les estimations données dans ce paragraphe sont uniformes lorsque la variable u est contenue
dans un ensemble compact de [1,00[. Donnons dés maintenant une estimation de a dans notre
domaine d’étude. Pour v > 0, nous définissons £(v) comme l'unique solution réelle positive de
I'équation

1+ vE=et

lorsque v # 1 et nous posons £(1) = 0. La formule (7.8) de [14] indique alors que pour u > 1 fixé,
nous avons

&(u) +o(

(2-1) a=1- o

> — lfl.l A
o) (@2 2y=5")

Nos travaux nécessitent des estimations précises du rapport (1-11) pour u > 1 fixé. Elles font
intervenir la fonction h définie par

o(u — v)e~vE

(2-2) h(u,v) := e

(u>1,0< v <),

qui joue un role central dans notre étude. Nous regroupons quelques estimations essentielles
concernant la fonction h dans le Lemme 6.3 infra.

Nous rappelons la notation uy := logd/logy et nous désignons par w(k) le nombre de diviseurs
premiers d'un entier k, conformément 4 'usage. L’estimation suivante est une conséquence directe
du théoreme 2.3 de [3] et de la formule de Hildebrand (1-12).

Proposition 2.1. Soit A > 1. Il existe une constante C absolue, telle que 'on ait, uniformément
pourz>2 y=x% d>1, P(k) <y, wk)<1,1<u<A4,

Vi(z/d,y)  gkla)
(2:3) fp(z,y) - & W, ug) {1+ O(R(z,y,d) },
avec 1 d c
R(z,3,d) = o + (;_) .
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L’estimation (2-3) présente I'avantage d'une grande généralité et d’une certaine maniabilité.
Cependant, elle souffre d'un défaut de précision lorsque d est proche de z. C’est pourquoi nous
donnons une autre estimation du rapport Wy (z/d,y)/¥(x,y), dans le cas ou d = p” et k = p,
moins maniable mais cependant plus précise. Rappelant la définition de w,(p”) (¥ = 1) en (1-2),
nous introduisons la fonction 9, , définie par

h(u, uy) sip¥ < z/y,
(24) Vzy(p") = wy (p¥)p¥ e
= sip” > x/y.
gp(1)o(u)ems+ &0

Proposition 2.2. Soit A > 1. On a uniformément pour x > 2, y = 2'/*, p* € S(z,y), 1 <u < A,

E Uy(z/p",y) g (a) ¥ 1
(2:5) n@(ray) _ ;ﬂ 9oy(P ){1+o(@)}.

Nous prouvons les Propositions 2.1 et 2.2 au paragraphe 7

3. Méthode employée

Notre démarche consiste a établir une formule asymptotique pour Vf#(:c, y) dont nous déduirons
des estimations de C#(u). Pour cela nous généralisons la méthode employée par Hildebrand dans

[11] pour traiter le cas u = 1. Ensuite, nous préciserons le lien entre Vf#(.r, y) et Vi(z,y) pour
obtenir des résultats concernant C(u).

Par additivité de f, nous obtenons

(3-1) V¥ (z,y) = Pr(a.y) + Qs(z,y) — Ry(x,y),
avec
' Y, (z/p",y)
(3:2) Py(z,y) := flpr)? Bt
; P“E;(z y) ‘IJ(:B U)
1 \Iy ’ i L&,
63 Qlan=- ¥ fee){ IS S ),
p¥.q"€S(z,y) : !
pFq
et
(34) Ry(a) = 3 (X 561 20y
psy vzl

Au vude (2:5), 'étude de Py(z,y) et Ry(z,y) se réduit a celle de la fonction v, ,,. Nous effectuons
ce travail aux paragraphes 8 et 9.
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L’étude de Qs(z,y) est plus délicate et constitue le cceur de la méthode de Hildebrand. La
formule (2-3) suggere que Qg (z,y) est proche de

n
(3‘5) S Z gm(a}f(puczfig )Ku('Upv,UQn),
p’.q"E€S(z.y) P
p#q

ou K, est la fonction définie par
(3-6) K. (s,t) := h(u, s)h(u,t) — h(u,s+1t) (s, t €[0,1]).
Nous observons dés maintenant que

K,(s,t) 20 (s,t€][0,1]).

Cela résulte immédiatement de la croissance sur [1, 00| de la dérivée logarithmique de 1/p.

o'(v)
r(v) = = 0),
() =25 @w>0)
qui a été établie par Hildebrand (?).
D’apres 'estimation (2-1) employée sous la forme
1
i a—1 _ —uq€(u)
(3-7) d e {1+o(logy)}

la quantité (3:5) est elle-méme proche de

(3:8) - Z Ipq(¥) i ;.(e Ku(”p‘%“w)é”"" Hetg IS,
P 9" E€S(z,y)
p#q

)
pll

Nous obtenons en fait le résultat suivant, énoncé rigoureusement au Lemme 15.2 infra, et qui
montre que la contribution & Qs(z,y) des puissances de nombres premiers p* avec v > 1 peut étre
négligée pour la recherche de C#(u). On a

Qs(z,y) = Q}(z,y) +o(By(z,y)*)  (z— o0)

avec

(3-9) Q%(z,y) == Z f(p;;’(q) (g, ug)eltrTualé(e),

sy
Nous sommes donc ramenés a étudier Q7(z,y).

Azet y fixés, Q}(:c, y) est une forme quadratique en la variable f € A. Nous allons nous ramener &
étudier une forme quadratique définie sur un espace de Hilbert en approchant des sommes discretes
par des intégrales, ne dépendant que de f et u, pour une mesure adaptée. L'expression de Q% (z,y)
suggere I'emploi de la mesure m, définie sur [0,1] par

448

(3-10) dmy(s) = e*® p

2. Voir la preuve du lemme 1 de [12].
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Posons H, = L*([0,1], m,, et munissons cet ensemble du produit scalaire canonique

1
(3-11) (@, V)u = /0 @(s)(s) dmy(s),

qui lui confere une structure d’espace de Hilbert séparable. L’expression de Q}(x,y) nous incite a
considérer la forme quadratique @ définie sur H,, par

- 1,1
Qulp) == —[0 /D w(8)p(t) Ky (s, t)dm,(s)dm,(t) (p € Hy,).

Considérons a présent 'opérateur T, de H, défini par

1
(3-12) Tup(s) = —/0 @(t) Ky (s, t) dm,(t),

de sorte que -
Q‘H(Lp) = (509 Tn‘p)u (99 & Hu)

Nous démontrons au paragraphe 10 que K, € L?*( [0,1]2,my ® my,) ce qui implique que T, est
un opérateur de Hilbert-Schmidt, en particulier un opérateur compact. Comme K, est de plus
symétrique, 'opérateur T, est autoadjoint. D’aprés un théoréme classique d’analyse fonctionnelle,
H, admet done une base hilbertienne de vecteurs propres pour T,. De plus, les valeurs propres
constituent une famille discréte de nombres réels possédant 0 comme unique point d’accumulation
(3). Notons (g;);>1 cette base hilbertienne et (););>1 la famille de valeurs propres associée de sorte
que
Tug; = Ajg; (G2 1)

Nous avons en particulier

(313) Qu(®) = (Tup, 0hu = 3_ Ml ai)2 < Mw) Y (0,05)2 (¢ € H),
jz1 izl

oll

(3-14) AMu) := I}.‘lgi(Aj > 0.

La méthode de Hildebrand consiste a établir que I'on peut approcher une fonction arbitraire
f € A par une suite de fonctions {pn}32, de H,, de sorte que Q}(z,y) soit approché par

Qu(@n) = (¢n, Tu@n)u, en vue d’appliquer (3-13) a ¢,,.
Afin de construire la suite {y,}52,, nous adaptons la structure préhilbertienne de H, a
I'espace A, en introduisant le pseudo-produit scalaire défini par

f(p)g(p)e s
(3.15) (g = Y LRI (g e ).
Py
De plus, pour j > 1, nous définissons la fonction arithmétique additive g; par
(3-16) 4 (P") = qi(upr)  (p22,v20).

Nous pouvons alors établir que les fonctions (g;);>1 constituent une pseudo-base orthogonale
de l'espace A. En effet, d’apres le Lemme 12.1 et la majoration (16-2) infra, nous avons, pour
1<j,k<n,

o PN up(u) 1
@ i)p = Y WIS | as9u(s)dmas) + 0n(1)
Py

= (Qj!q.k)u + On(l} == 6j.k 7 011(1)

(y — 00).

3. Pour tout ce qui concerne la théorie des opérateurs, on pourra consulter par exemple la référence [18].
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Etant donnée une fonction f € A, nous introduisons naturellement la suite {c;( )52, de ses
coefficient de Fourier dans cette pseudo-base hilbertienne en posant

B guPE(u)
(f) = Ga=) 1@ (ple™"™ (feAj>1).
p<y P
Nous définissons alors ¢,, par
(3-17) eat) = Y ¢i(flai(t) (t€[0,1,1<5<n),

I<jsn
ce qui correspond essentiellement a la projection orthogonale de la fonction f sur I’espace engendré
par les fonctions {q;}7_;.

Nous donnons dés maintenant un analogue de l'inégalité de Bessel dans 'espace A muni du
pseudo produit scalaire défini en (3-15). Nous introduisons la quantité

2
(3.18) B (2,9)? == " gyl ;ﬂ) < By(z.y)*.

Py

Proposition 3.1. Soient n € N*, uw > 1. On a uniformément pour f € A, x = 2, y = /v,

(3-19) 3 () < {1+0a(1)}B ) (z,9)* (z— ).

1<7<n
4. Résultats

4.1. Formule asymptotique pour Vf# (z,y)

Afin d’énoncer une formule asymptotique pour Vf#(x, y), nous introduisons pour u = 1 les
quantités suivantes :

hi(u) := max h(u,v),
(41) 0<v<u—1
ha(u) := max{2h(u,u), h(u,u — 1)}

Nous mentionnons dés maintenant la formule

4-2 / = h(u,v),
(4-2) 1 (u) e . (u,v)

établie au Lemme 6.3. Comme £(1/log2) = 2 et comme la fonction £ est croissante, nous avons

e~ ub(w) 2h(u,u) siu<1/log2
4-3 ha(u) = 2,efW} = { ’ ‘
(43) 2(u) o(u) max {2,6%} h(u,u—1) siu>1/log2.
De plus,
(4-4) ho(u) = e~ 11+eMlu (4 _, o),

Rappelons que
(4-5) VF (,y) = Pr(z,y) + Qs(=,y) — Ry(z,y),

ot Pg(z,y), Qf(z,y) et Ry(x,y) sont respectivement définis en (3-2), (3-3) et (3-4). Pour établir

une formule asymptotique pour Vf#(x, y), nous évaluons indépendamment les trois termes figurant
dans (4-5).
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La fonction 9, ,,(p”) est définie en (2-4). Il résulte directement de 'estimation (2-5) que

f(p")

(4:6) Prz,y)= Y. gp(a)dey(p’) = +0(Bs(2.9)?) (z— 0).

prES(T,Y)

Lorsque p” < z/y, nous avons ¥, ,(p”) = h(u, up- ). Pour rendre exploitable la contribution a (4-6)
des nombres p* € S(x,y) tels que p¥ > z/y, nous établissons, a la Proposition 8.1, les encadrements
suivants, qui sont asymptotiquement optimaux. On a pour p” € S(z,y),

@) e /p(u) + 0(1) < ¥z y(p) < h(u,u—1) +0(1) siz/y<p<y,
h(u,u)/2 + 0(1) < D2y (P") < ho(u) + o(1) siv>2z/y<p’ <z, p<y.

Nous signalons que dans le cas u = 1 et » = 1, le minorant optimal de ¥, ;(p) est en fait 1/2+0(1).
L’évaluation du terme Qy(z,y) est 'objet de la Proposition 15.1 et fait intervenir la fonction ¢,
dont nous rappelons la définition en (3-17). Enfin le terme Ry (z,y) est 'objet de la Proposition 9.1.

Théoréme 4.1. Soit A > 1 et z : RY — R une fonction vérifiant 2(t) < t pour t = 0, et
limy_. 2(t) = +oc. Il existe une suite réelle {e,}n>,, ne dépendant que de A et convergeant
vers 0, telle que, pour tout entier n > 1, on ait uniformément pour f € A, z > 2, y = z'/*,
1<u<A,

(48)  VF(z,y) = P}(x,y) + (#n: Tun)u — R} (z,y) + {en + 0n(1)} By (z,9)* (z — ),

oll

(49) Piay)= 3 0p(@)0ay(® )f(“
prYES(z,y)
et
, 1) \?
(4-10) Rj(z,y):= Y {Z 9p(c)h(u, up) pfa }

p<z(y) vzl

4.2. Estimation de C#(u)
Rappelons la définition de Bf,”(a:, y) en (3-18), posons

{2}(27 y)? := Bj(z,y)* - Bf,-”(:r:,y)2 = Z gp(a)f(p”)z

x
p"ES(x,y) P
v22

et conservons la notation A(u) introduite en (3-14).
Soit f € A. Appliquons (3-13) a g, puis utilisons I'inégalité (3-19). Nous obtenons
(ensTutnda AW Y (a2 =20 3 ()
(4-11) 1<5<n 1<7<n (z — o).
< {Aw) +0(1)} B} (z,y)?
Nous sommes alors en mesure de déduire de la formule asymptotique (4-8) et des estimations (4-7)

une majoration de la variance Vf#(:r, y). Majorant trivialement le terme —R}(z,y) par 0, nous
obtenons

(a1) VH (z,y) < Pj(x,y) + Au)B{" (z,9)* + o( Bs(z,)?)
< Ha(w)BY (2,9) + Ha(u) By (2,9)* + o( By (z,9)) ",
avec
Ha(u) == max {hy(u), h(u,u — 1)} + A(u) = hy(u) + A(u),
Ho(u) := max{hy(u), ha(u)}.
oi1 nous avons utilisé le fait que h(u,u — 1) < hy(u). Posant

h* (u) := max{ha(u), \(u) + h1(u)},

nous obtenons ainsi une majoration de C# (u).
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Corollaire 4.2. Pour tout u > 1 fixé et uniformément pour f € A, on a
(413) V7 (z,y) < {h*(u) + 0(1)} By (z,y)*.
En particulier, on a, pour u 2 1,

(4-14) C#(u) < h# (u).

7

Lorsque 1 < u < 1/log2, nous avons hy(u) = 2h(u,u) d’aprés (4-1). Lorsque u = 1/ log 2, nous
avons, en vertu de (4-3) et (4-2), ha(u) = h(u,u — 1) € hy(u). Comme A(u) > 0, il suit

max{2h(u,u), A(u) + hi(u)} si

1
# (0 —
u (u)_{,\(u}-l-hl(u) 6 u

<u<1/log2,
>1/log2.

Toute comparaison de Vf#(x, y) et By(z,y)? pour une fonction f € A particuliere est susceptible

de fournir une minoration de C#(u). Nous nous restreignons dans ce qui suit & une classe de
fonctions f satisfaisant Rj}(z,y) = o(By(z,y)?) (z — o0), de sorte que la contribution de

—Rj(z,y) a Vf#(:r:, y) reste négligeable.
Posons, pour ¢ € H,,,

1
Ru(g) = fo o(t)h(u, ) dma(t) (u> 1),

Désignant. par ¢, un vecteur propre normalisé de 'opérateur 1), associé a la valeur propre A(u),
nous obtenons le résultat suivant ol nous posons

hi (u) := Dggl h(u,v).

Proposition 4.3. Soit u > 1. Alors

(4-15) C#(u) > max {2h(u, u), Ru(ipu) + )t(u)}.
En particulier,

(4-16) C# (u) > max{2h(u, u), hy (u)}.

Dans le cas ol u = 1, Hildebrand démontre que A(1) = 1/2. Lorsque u > 1, nous ne sommes plus
en mesure d’expliciter un vecteur propre de T},. Toutefois, nous pouvons obtenir une approximation
numérique de A(u) avec une précision arbitraire, grace 4 une méthode classique d’analyse numérique
exposée au paragraphe 19.

Compte tenu de (4-14) et de (4:15), nous avons 'implication
2h(u,u) > hi(u) + AN(u) = C* (u) = 2h(u,u).

Or
2h(1,1) =2 > £ = hy(1) + A(1).

De plus, les applications u +— 2h(u,u) et u +— hy(u) sont clairement continues et nous établissons
la continuité de 'application u +— A(u) & la Proposition 11.1. Nous obtenons donc ainsi la valeur
exacte de C# (u) dans un voisinage de u = 1.
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Corollaire 4.4. I] existe u,n > 1 tel que, pour 1 < u < uf, on ait
(u,u).

Cc*(u) = 2h

Posons

u? :=sup{u>1: C#(u) = 2h(u,u)}.

Alors u} est fini en vertu de la minoration (4-15) puisque I'on a hy (u) > 2h(u,u), pour u assez
grand, d’apres le Proposition 4.7 infra et I'évaluation (4-4). Le Corollaire 4.4 montre que u*f -7
Nous pouvons établir par calcul que 1,32 < uf’t < 1,48.

Pour u > ufﬁ, alors que l'inégalité (4-16) ne fournit pas de bon résultat numérique, les
relations (4-14) et (4-15) permettent un encadrement numérique satisfaisant de C#(u). En
I’absence de formule explicite pour un vecteur propre ,, nous exploitons la méthode numérique
d’approximation de A(u), qui permet également d’approcher un vecteur propre pour cette méme
valeur propre. Les détails sont exposés au paragraphe 19. Nous obtenons ainsi un encadrement de
C#(u) dont 'amplitude maximale est inférieure & 0, 2.

En modifiant légérement la définition de By(z,y)?, il est possible de déterminer la valeur exacte de
la constante asymptotique optimale dans I'inégalité de Turan-Kubilius. Nous énongons le résultat
correspondant et les étapes principales de sa démonstration dans I’Appendice.

4.3. La variance semi-empirique et C(u)

Nous rappelons la définition de la variance semi-empirique Vy(z,y) en (1-22). Cette quantité
peut étre étudiée par la méme méthode que celle employée pour Vf# (z,y), mais sans faire appel
aux résultats précédemment obtenus : nous pouvons ainsi établir que

Vi(e,y) = Pray) - Br(ey) - 3 L2ID g 0 ug)etirt e 4 oy (@,)?) (@ - o)
p.asy
ou .J, est définie par
Ju(s,t) := h(u,t) + h(u,s) — h(u,s +t) =1 (s,t €[0,1]).
Considérons l'opérateur S,, défini sur H,, par

1
Sup(t) :=fu @(s)Ju(s, t)dmu(s) (¢ € Hu),

qui, tout comme T, est autoadjoint et compact. Nous obtenons pour Vy(z,y) et C(u) des résultats
similaires a (4-8), (4-14) et (4-15) : il suffit de remplacer T}, par S, A(u) par la plus grande valeur
propre £(u) de S,, et @, par un vecteur propre de S,. Les méthodes numériques développées
dans le paragraphe 19 sont également valables pour approcher x(u). Cela donne lieu aux résultats
énoncés dans I'introduction générale de cette thése.

Nous avons cependant privilégié la voie qui consiste & comparer les variances Vy(z,y) et Vf# (z,y).
Pour cela, nous définissons, pour u > 1 fixé, une fonction w,, par

(4-17) wy(t) == h(u,t) —1 (¢t € [0,1]).

On a w, € H,, comme l'atteste |'estimation (6-16) infra. Cette méme estimation montre de plus
que

Y 1
“wu"i < F/g et qt « = (u>1).

Proposition 4.5. Soit u > 1. On a uniformément pour f € A, > 2, y = z'/*

2
(4-18) Vi(z,y) — VF (z,y) = (Z Me“”ﬂ“)) +o(Bs(z,y)?) (z— )

P<Y p
et
(4-19) Vi(a,y) < VF(a,9) + |wall? B} (z,9) + o(By(2.9)?) (z — o).
En particulier,

(4-20) Vi(zy) — V() < Bylzy) (:;‘ v
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Nous pouvons alors déduire de la Proposition 4.5 et des estimations de C#(u) obtenues au
paragraphe 4, un encadrement de C(u). Nous introduisons a cette fin la quantité

h(u) : = max (ha(u), ha(u) + A(w) + w3

| max (2h(u, u), hy(u) + M) + |wa]2) sil<u<1/log2
T ha(w) 4+ A(w) + w2 siu>1/log2.

Corollaire 4.6. Soit u > 1. Alors on a
(4-21) max {2h(u, u), (Wa, @u)? + Rulpu) + M) } < C(u) < h(u).
En particulier, il existe ug > 1 tel que
C(u) = 2h(u,u) (1 < u < up).
Soit
uy :=sup{u =1 : C(u) = 2h(u,u)}.

La quantité u; est finie, pour les mémes raisons que uf, et nous obtenons par calcul I'encadrement
1,32 <uy < 1,48.

Nous avons donc C(u) = C#(u) dans un voisinage de u = 1. Nous conjecturons que cette égalité
ne persiste pas pour tout u > 1 et qu’il existe vg > 1 tel que

C#(u) < C(u) (u> o).

Nous donnons les détails de la preuve du Corollaire 4.6 au paragraphe 17.

4.4. Comportement asymptotique de C# (u) et C(u)

Bien que les estimations (4-14), (4-15) et (4-21) ne soient pas explicites, du fait de la présence de
A(u), elles nous permettent d’entreprendre une étude asymptotique des constantes C# (u) et C(u)
lorsque u — o0. Nous obtenons la proposition suivante qui améliore I'estimation

Clu) = 1+ 0(1/v/a)
découlant des calculs menés dans la partie 5 de [2].
Proposition 4.7. On a
1

u

1
C*(u) =1+ o( ) et Clu)=1+ o(;) (u>1).
Le point délicat dans la preuve de la Proposition 4.7 réside dans 1'étude asymptotique de A(u).
Elle repose sur un phénomene spécifique de 'opérateur 75, : lorsque u tend vers I'infini, la plus petite
valeur propre de 7, reste voisine de —1 tandis que les autres tendent vers . Nous mentionnons

dés maintenant la majoration

1
(422) Mu) < (1),
qui est établie au Lemme 18.2 infra.

Nous terminons ce paragraphe en signalant que tous ces résultats restent valables pour des
fonctions arithmétiques additives a valeurs complexes, en posant

Y i - Araw)| et Biaw)?= Y gple)

Y(x
(z,y) neS(z,y) pvES(z.y)

[f(p")[?

Vilzy) =
f(z,y) -

et en effectuant les changements ad hoc. 1l convient notamment de choisir un autre produit scalaire
sur H,, soit

1 ———
(0 P = /0 ()T dma(t),

pour lequel 'opérateur T3, est hermitien et compact et dont le spectre demeure donc inchangé.
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5. Commentairessur lecasu = 1

Nous profitons de I'occasion pour tenter d'expliquer le lien entre les constantes 3/2 et 2 qui
interviennent respectivement dans les résultats (1-7) et (1-8). Nous rappelons les estimations (1-28)
et (1-6) qui montrent que l'on peut travailler indifféremment avec Vy(z, ) ou Vy(zx) = Vf# (z.x),
et By(z,z)? ou By(z)>.

Hildebrand a démontré que A(1) = 1/2. D’apres la formule (3-1), l'estimation (15-1) infra et la
majoration (4-11), il vient

2
Vi(z) < Pp(z,z) + = 5 Z (1 - %) f_%’l_ +o(Bs(x)?) (z— ),
pET
soit encore
60 V@< T 16 +5 3 (1-3) 12 ®F | o(B@)?) (= o0).
pY<z psx

Nous allons montrer que les formules asymptotiques (1-7) et (1-8) résultent toutes deux de (5:1).
En employant la majoration w,(p”) < 1/p" dans (5-1), nous obtenons directement

2 2
Vi(z,z) < {§+o(1)} D f(pu) = {3 +0(1)}B} (z)*.

pUsz

Comme le remarque Hildebrand, cette inégalité est optimale : il suffit de considérer un vecteur
propre ¢ associé a la valeur propre —1/2 de 77 et d’appliquer le Lemme 16.1 infra & ¢ en notant
que h(1,t) =1 pour t € [0,1]. Cela établit bien (1-7).

Etablissons & présent la formule (1-8) & partir de (5-1). Nous avons

62 V@) < 210w+ 3 (1-2) 124 5 1612000 +o(Br @) (2 o0)
psw p<z p'<az
=2

En vertu de la majoration

nous avons

2
S rerem <L) 3 L5 g
pszx

vEspse pP<VE
< (1_1)Lp)2+izﬂp)‘a

=l PP VTP
1 2
< (1 - —) f(p) +o(Bs(2)?) (z— )
< P
pPET
Par ailleurs, pour p* < z, la majoration
2 1
. A i
(5-3) we(p¥) < - (1 p)

est optimale : ¢’est en fait une égalité asymptotique pour p = 2 et x = 2¥. Il s’ensuit que

Z F(0")2ws <2 Z ( )f@”}

p'<z p'<z
v22 vz22
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Finalement, nous avons établi la majoration

: 3 1\ f(p)* 1\ f(»")? .
(5-4) Vi(z) < 5,,; (1- E)T +2 pgx (1- 5) T +o(By(@)).
vz2
Ainsi
(5-5) Vi(z) < {2+40(1)}Bs(2)* (z— o).

En s’inspirant du cas d’égalité de (5-3), La Breteche et Tenenbaum considerent la fonction f € A
définie par
1 sip=2et2¥ << 2Vl
o ={, o 9
0 sinon,
et établissent ainsi que (5-5) est optimale, ce qui implique bien (1-8).

Nous constatons que, dans (5-4), la constante 3/2, provenant de la contribution a Py(x,z) des
nombres premiers p et de la majoration de Qy(x,z), est éclipsée par la constante 2, provenant
de la contribution & Py(z,z) des nombres p* avec v > 2. Lorsque u est proche de 1, le méme
phénomene se produit pour Vf#(z, y) : la contribution des nombres premiers p et la majoration de
Qy(z,y) fournit la constante iy (u) + A(u) qui est éclipsée par la constante 2h(u, u) issue de de la
contribution a Py(x,y) des nombres p” avec v > 2. Mais, comme 2h(u,u) tend rapidement vers
0 tandis que hjy(u) + A(u) = 1 + O(1/u), le rapport de prépondérance entre ces deux constantes

s'inverse assez rapidement : le seuil critique est la valeur que nous avons notée uf ’

6. Estimations relatives aux fonctions p et £
6.1. Rappels concernant la fonction &

Nous disposons des estimations

(6:1) £V (v) = (—1)7~ 1( 1) {1+O(lu§;2v)} (G=zl,v=1).

Plus précisément, Hildebrand et Tenenbaum explicitent une représentation de &(v) sous forme
d’une série double dans [13] du type

€(w) = logv +logyv+ 3 Y 7o (LEXE2) (5 ),

Sokst (logv)™ \ wlogwv

dont nous déduisons par dérivation les estimations suivantes, qui nous seront utiles par la suite,
— 1 ( 1
&)= v v2(v) +0 uz(log%)z)
e _ 2 2 5 1
&) = v3 + v3€(v) * v3€(v)? +O(v3(log2v)3)
6.2. Dérivée logarithmique de p

Posons

(6-3) r(v) i= —

(6-2) (v=1).

d(v) _olv—1)

ov)  wolv)

Hildebrand a démontré® que la fonction r est strictement croissante sur [1, co[. Le comportement
asymptotique de la fonction r peut étre déduit de celui de la fonction £ par le biais de la formule
de Alladi-de Bruijn (voir par exemple [20] IIL.5, théoréme 8), qui fournit une formule asymptotique
pour g(v) en fonction de &(v) et de sa dérivée. Il est ainsi établi au lemme 3.7 de [2] que l'on a,
uniformément pour v > 1,

(6-4) r(v) = &(v) + O(1/v),
(65) r'(v) = €'(v) + O(1/v?),
(6-6) r(v) < 1/v°.

Nous aurons 'usage de nouvelles estimations relatives a la fonction r.

4. Voir la preuve du lemme 1 de [12].
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Lemme 6.1. On a, uniformément pour v > 1,

(6-7) r(v) =3r(v—1)+3r(v —2) —r(v—3) = £"(v) + O(logQw)_

Démonstration. Nous employons la méthode utilisée dans [2] pour établir I'estimation

log 2v

(6-8) rw)—2r(v—1)+r(v—2) =¢"(v) + O( ) (v=21)

au cours de la preuve du Lemme 3.7. D’aprés le théoréme 1 de [21], nous disposons d'un
développement asymptotique de p a 'ordre 4, soit

o(v) =4/ 5’2(71_} exp == /Ov E(w) dw}(l + h(v) + 0(1/vY)),

ot h est une fonction vérifiant

. ; 1 .
(6-9) };U’('u) & 5 (0<ji<3,v=21).

Nous en déduisons le développement asymptotique

r(t) —§(t {1 2 (t +H(t)} 4 t)_’_o(ngQ'u),

avec
_fe 1 MOV 1 5
TOES b (‘5”+ 5’(t))(1 KO+ st Tt @
" ! " 1 ! 1 1 f gy
65 (t) — EE (t)E"(t) + gf (t)* - 56 (t)?
_gw?  gm? | en) | 3¢y
8¢'(y) 32&'(t)2  328(t)*  128¢(t)3
et

H(t) := h(t)h'(t) + %h“(t) + h(t)® — h(t)>

Nous pouvons établir, grace aux relations (6-1) et (6-9), que

log 2t 1 1
< 2=, Hh <z HO< 4
La formule de Taylor-Lagrange nous permet alors d’obtenir (6-7). O

Lemme 6.2. On a uniformément pour v 2= 1,
e 1
(6-10) ' (v) < i

Démonstration. Nous posons s(v) := r'(v)/r(v) = r(v) — r(v — 1) — 1/v de sorte que, d’apres la
formule (6.8) de [9],

(6-11) s(v) <

Nous introduisons également la fonction
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Nous avons d’apres (6-6),
1
t(v) < "L'_2 (v=1).
En dérivant I'identité »”(v) = t(v)r(v), nous obtenons
r”f(,u)

r(v)

=t'(v) + t(v)s(v)

=2s'(v)s(v) +r"(v) = r"(v—-1) - U% + O(u3 l(:gQU)

=25'(v)s(v) + r()t(v) —r(v —1)t(v — 1) - % = O(v3 I(:gﬂ.’v)'

Nous avons, d’aprés (6-6), s'(v) < 1/v?, donc il suit

rh’f(,u) B
r(v)

=r(v)s(v)? —r(v —1)s(v — 1) + r(v){r(v)s(v) — r(v — 1)s(v — 1)}

r(v)t(v) —r(v —1)t(v - 1) - 1% g O(v3 l(:ng)

—r(v—1){r(v—1)s(v —1) —r(v — 2)s(v — 2)}

+m_r(1}—1)_3+0( 1 )

v log 2v

+r(){r(v)s(v) — 2r(v —1)s(v — 1) + r(v — 2)s(v — 2)}
+{r(v) —r(v —1)}{r(v—1)s(v — 1) — r(v — 2)s(v — 2) }
& rlv) rlv-1) 2 O( 1 )

2 (v—1)2 8 vd log 2v
Nous obtenons ainsi

T’”('U) -

) = A+ r(v)2B(v) + r(v)C(v) + D(v) + E(v) — % + o(;)

(&) v3 log 2v
oll nous avons posé

A(v) :=r(v)s(v)? = r(v —1)s(v — 1)2,

B(v) :=s(v) —2s(v — 1) + s(v — 2),

Cv) = 25(v — 1){r(v) — r(v — 1)} — s(v — 2){r(v) — r(v — 2)},
D(w) = {r(v) — r(v — 1)}{r(v — 1)s(v — 1) — r(v — 2)s(v — 2)},

r(v rlv—1
PO (5]

Nous évaluons ces quantités en employant les estimations (6-8), (6:7), (6-2) et (6-6). Nous avons
A(v) =r(v){s(v) + s(v—1)}{s(v) —s(v—1)} +s(v - 1)*{r(v) —r(v-1)}

=r(v){s(v) +s(v - 1) }{r(v) —2r(v-1) +r(v—-2)+ ;}2‘} +0(93 lc:gQ‘v)

= r(){s(v) +s(v — 1)} (€"(v) + ;15) + 0(_1—)

v3 log 2v
1
= (v3 log 21;)
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2 1
B(U)ZT(TF)—3T(EJ—1]+3T{‘U— )—~T{U—3)——+O( )

vt
— () — 2 +O(log2u)

2 5 1
= 7w * weor + O (Fmgmp)

C(v) =2s(v —1){r(v) —r(v—1)} — s(v — 2){r(v) — r(v —2)}
=s(v—1){r(v)—2r(v—-1)+r(v—2)} + {r(v) —r(v—2)}{s(v —1) — s(v — 2)}

= s(v— 1}{ "(v) + O(log2v)} + {r(v) —r(v— 2)}{#&) +O(1—J§—(B—;27)2)}

21’ (v) 1
v2¢(v) il ( v3(log 2v)? ) '

= s(v)€" (v) -

={r(v-1)— r(v)}(r(v —1){s(v—1)—s(v—2)} +s(v—2){r(v—-1) —r(v- 2)})

_r'(v)r(v) 1
Tv2E(v) ki O(‘U3 log2v)'

0 1
E(”)=T(”)(v_2_ (v—1)2) 1)2{?' r(v—1)}

:_2_1"(El+r’(v)+0( 1 )

v3 v2 v3log2v/”
En reportant ces estimations dans (6-12), et en employant (6-4), (6:5) et (6:1), nous obtenons
i (v) 1
r(v) | log 2v’
ce qui correspond & la conclusion attendue. O

6.3. Estimation de h(u,v)

Nous regroupons dans le lemme suivant certaines estimations utiles concernant la fonction h(u, v)
définie en (2-2) et que 'on peut rééerire sous la forme

(6-13) h(u,v) = Me_"ﬂ“’ = exp / {r(u—t)—&(u)}dt|.
o(u) 0

Nous rappelons la définition de h;(u) en (4-1).

Lemme 6.3. (i) On a

5 < =
(6-14) h(u,w) < Jmax, h(u,v) (u=21,w>1),

en particulier
(6-15) hi(u) = max hu,v).

O0<v<min(l,u—1)

(ii) On a uniformément pour v > 1 et 0 < v < u,

(6-16) h(u,v) =1+ o(%z),

(6-17) h(u,v) < 1.

S.C.D.-U
BIBLIOTHEQUE DES SCI L_NCE.S
Rue du Jardin Botanique
54600 VILLERS-LES-NANCY
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Démonstration. Ainsi qu’il est remarqué dans [8], nous avons
ru—1) <€(u) <r(w)  (u>1).

La fonction r étant strictement croissante sur [1, oo[, nous avons done, pour w = 1, d’apres (6-13),

h(u,w) = h(u,1) exp { /lw{r(u —t)— E(u)}dt} < h(u, 1),

ce qui implique bien (6-14). L'estimation (6-16) est établie au Lemme 6.1 de [9] et I'estimation (6-17)
est une conséquence directe de (6-14) et (6-16). O

7. Comportement local de ¥(z,y) :
preuves des Propositions 2.1 et 2.2

Nous commencgons par démontrer la Proposition 2.1. Le cas d > x est trivial dans la mesure ol
h(u,v) = 0 dés que u < v. Nous supposons désormais que 1 < d < z. D'apres le théoréme 2.3
de [3], il existe une constante absolue C’ > 0 telle que

Vi(z/d,y) _ ¥(z/d,y) 1 d\¢'
ey O ) {”O(@J’(;) )}

Nous employons a présent la formule asymptotique de Hildebrand, que nous écrivons sous la forme

log(u + 1) 1 log,, 3z)5/3+¢
— zo0(i e D > 2, ellog2 32) <),
Y(z,y) = zo(u) {1 + 0. ( ey + ” (z e y)

oil le terme en 1/x permet de tenir compte du cas ot 1 < z < y. Nous en déduisons que
Up(z/d,y) _ gm(@)o(u — ua) 1 d\¢
= 140 - :
V(z,y) do(u) O\ togy * (x)
oil I'on a posé C' = min(1,C"). Nous employons alors 'estimation (2-1) sous la forme

) e = sofiro(po)

et nous obtenons bien (2-3).

Démontrons a présent la Proposition 2.2. Lorsque p* < S(z/y,y), estimation (2-5) est une
conséquence directe de (2:3) appliqué avec d = p¥ et k = p. Lorsque p* > x/y, nous avons

() - 2([g]- [ -

La formule (1-12) de Hildebrand implique que
Yo(2/p".y) _ gpl@) w=(P )P |, . ( 1 )
logy

U(z,y) P o(u)gy(a)

_ gpla) wa(p”)p et i
- pra o(u)gy(c) 1+O(Iogy) s

oil la derniere égalité résulte de (7-1). Nous avons

0g,(s) _ logp
ds p*

L’estimation (2-1) implique donc la formule

gpl) = gp(l){l + d@)},

qui entraine bien la validité de (2-5) pour p” > z/y.

<1 (s€]a,1]).
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8. Estimation de U,y (p") lorsque p¥ > xz/y

Rappelons la définition de ¥, , en (2-4) et celle de hy(u) en (4:1). Ce paragraphe est dévolu
a établir un encadrement optimal de 9, ,(p") lorsque z/y < p” < z. Nous obtenons le résulat
suivant.

Proposition 8.1. Soit A > 1. On a uniformément, lorsque * — oo, y = x'/*, p* € S(z,y),
1<u<A,

(81) {e_““’/ﬁ’(“) +0(1) < Vs y(p) < h(u,u—1)+0(1) siz/y<p<y

h(u,u)/2 4+ o(1) < I 4(p¥) < ha(u) + o(1) sivz2,z/y<p’,p<y.

Les encadrements sont optimaux a 'exception du cas w = 1 et v = 1, pour lequel le minorant
optimal vaut § + o(1).
Démonstration. Nous commengons par observer que

o Pwe(pr)eWEW)  gupr€) P
22s0") = T i < e ™ (T T )

Posons p = y'. 1l suit, lorsque z/y < p” < x,

" ) enf,p{(u) 1 yt.u—u
< i 7 ).
=(?") € gy min (g

Nous allons évaluer le maximum de cette quantité sur 'intervalle w < t < z lorsque

w::max(u;l,:z%i), z:=min(1,g).

Une condition nécessaire pour que l'intervalle [w, z] soit non vide est u < v + 1, ce que nous
supposerons désormais. Cette fonction de t est le minimum de deux fonctions convexes. Elle atteint
done son maximum, soit & une extrémité de I'intervalle, soit lorsque les deux fonctions sont égales.
Le cas d’égalité correspond a t = u — vt, i.e. t = u/(v + 1). Nous avons ainsi établi que

Vz4(p")o(u) < max(B,C, D)

ou l'on a posé

( e—sz(u]
=T
y'wu—u
{ C := e w¥E(v) min ( 1+ )‘

e~ uvE(w)/(v+1)

\ = —_l—y““/(""'”'
Supposons tout d’abord que z = 1. Nous avons alors
e—vE(u)
= —(u—1)&(u)
=i < 718 (1 4 0(1)),

puisque v = u — 1. Dans le cas o1 z = u/v, il vient
B < 2e7%®),

puisque z = log 2/ log y.
Ensuite, nous observons que l'on a

e-—wuﬂu) .

$ siw = u/{v + ].)
C= wr—u

o—wvE(u) (1 ¥ ly?) siw<u/(v+1).
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Considérons en premier lieu le cas w = (u — 1)/v. Comme v + 1 > u, nous avons w < u/(v + 1)
et, par suite,

C= {1 + Iy?}e—(n—netu) < {142y Jem(DE®) ¢ {1 4 (1) Je=W-DEMW),

oi1 la premiére inégalité provient de la minoration w = log 2/ logy.
Examinons ensuite le cas w = (log2)/log y, de sorte que

(u—1)/v < (log2)/logy < u/v.

Si (v + 1)w < u, autrement dit 21 < y*, alors

Wy —u
Y

C = e w¥Ew) (1 + ) = e wyE(u) (1 + 2y“"’_“).

1=y~ %
Posons wy = u— 9 avec u/(v+1) < 9 < 1. En utilisant & nouveau la convexité, nous obtenons que
C = e~ (=) (1 4 27?) < 7™ max(ef™, 2) + o(1),

puisque y~*/(*+1) % + o(1) lorsque y — oc.
Si (v+ 1)w 2 u, alors

e wvE(u)

C = 2e~WVE(M) ¢ geullu)twi(u) — [9 4 p(1)}euEMW),

Enfin, nous avons

e—ub(u)+ug(u)/(v+1) ) ev8(u)

e max —
1—1/yw/+d) S u/{1+(log z)/ log 2} <1 1 — y=?
< e "W max (Q,ef(“)) +o(1).

~

Nous avons donc montré que 'on a dans tous les cas, lorsque u > 1 est fixé et y — oo,

1 + max{1,e$")}
sup Yo 4(p") < {1+0(1
&ly<p’ <z T 1"( ) = { ( )} e“ﬂ“)g(u)
Py

]

ce qui fournit bien la majoration (8-1) lorsque v > 2.

La majoration (8-1) dans le cas ¥ = 1 correspond a un cas particulier de la preuve effectuée
plus haut. En effet, lorsque » = 1, nous avons z = 1 et w = (u — 1) /v pour y assez grand, ce qui
implique

max(B,C) < e” @ W (1 4 0(1)) (v=1,y— ).
De plus,
D< e—(u—1/2)£(u)(1 +0(1)) (v=1, y — oc0).
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Etablissons & présent les minorations de ¥, 4(p”). Lorsque z/y < p* < /2, nous avons

p'wz(p”) _, £(u) —upeE(u) P’
oWy () = L) et 3 e {3 - P
T,y Qp(l)x $9P(1)
e uprb(u)  o—ub(u)

T 7

{1+0(1)} (z— o).

Lorsque p” > z/2, p**! > z. 1l suit

pv x —uueE(u)
o(u)d; 4 (p") = [—}e d ;
Winal) = o0 77
Sur l'intervalle [1,oc], la borne inférieure de la fonction z — [z]/x vaut 1/2. Nous en déduisons
que
—“p"ﬁ(u) e_up"E(u)

Q(U)ﬁx,v(py) = e?gp(l} = D)

(r/2 <p” < x).

De plus, lorsque p” = x/2, nous avons
B e—upu.f(u)
Q(U)ﬁx,y(p ) = B {1 + 0(1)}'

Nous obtenons bien la conclusion requise pour p* € S(z,y) avec v > 2 et pour lecasv =1, u = 1.
Lorsque 1 <u < 2et z/y < p <y, nous avons p/x = o(1) quand z — occ. Il suit,

_sz(p) —up(u —up(u — p
doenle) = Gy 2 - )

=e "W 4 o(1)} 2 e {1 +0(1)} (z— oc0,z/y<p<y).
Cette minoration est asymptotiquement optimale lorsque p = y et que x/y? est un entier tandis

que z/y tend vers un entier par valeurs inférieures. Nous obtenons bien la conclusion requise pour
l<us2etz/y<p<y. O

9. Estimation de Rg(z,y)
Rappelons la définition de Rs(x,y) en (3-4). Nous nous proposons ici d’établir la proposition
suivante.
Proposition 9.1. Soient A > 1 et z : RY — R* une fonction qui tend vers l'infini en I'infini.
On a, uniformément pour f e A, x> 2, y=z"%, 1 <u< A,

(9-1) Ri(z,y)= Y {ng(a]h(u.upu}f;f:)}z +0(Bs(z,9)?) (2 — o).

pszly) vzl

Démonstration. Posons
_ logz

Vy 1=
"7 logp

En employant I'estimation (2-3) et la majoration (6-17), nous obtenons

2<p<u).

Ry(@9) = 5 { D st i) L2} 4 051 + 1520,

psy vzl

avec

1 1)1
s=p=2{ ¥ s@il]

pSy 1wy,

S=3{ X gp(a)"f%}{ > gp(a)féf:)(%)c}‘

psy  lsvsy, lsvsyy

et
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Nous avons, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

51«_2{ P gp(a)f(p) }{ P yp(a)

psy  lsvsy, 1sv<y,

R O

1

logy pPYES(z,Yy) logy
et ’ y
1/2 . 1/2
ae o] T w21 7 g
psy  1<v<y, l(u‘(r/,, 1<y<yp
By(z,y)?
& G

VT

11 suit

Ry(z,y) = Z { ng(ct)h (u, upu)f(p )} +o(By(z,y)?) (z — ).

psy vzl

Nous remarquons par ailleurs que pour z < y,

> {3 an(@)hu,upe) f("a)} e { T i f{p" Py 5 mla)y

zspsy vzl zepsy  lsvsy, lsvsy,
! ('p )2 By(z,y)?
<1Y ¥ gl o Bl
psy l<v<y,
Cela implique bien la conclusion souhaitée. O

10. Estimations de Ky (s, t)
Nous rappelons la définition de K, en (3-6).

10.1. Majoration élémentaire
Nous donnons tout d’abord une estimation de K, nécessaire aux calculs ultérieurs.

Lemme 10.1. Nous avons, uniformément pour u > 1, s,t € [0,1],

(10-1) Ku(s,t) < 1)9,00[(s +t — u) + r(u) min(s, t).
En particulier, pour chaque u > 1 fixé, nous avons

(10-2) K,(s,t) < min(s,t) (s,t € [0;1]%),

onl la constante implicite peut dépendre de u.

Démonstration. D’aprés (6-17), nous avons uniformément pour u > 1, s,t € [0,1],
(10-3) Ky(s,t) < 1.

Lorsque s +t < u, nous pouvons utiliser le fait que la fonction g est lipschitzienne sur R*. Plus
précisément, on a

lo(u — s) — o(u)| < Selx o' (u—t)| = slo'(u— s)|
= r(u — s)o(u)h(u, 8)se**™ < r(u)o(u)se**™ (0 < s < u),

oll nous avons utilisé la décroissance de |¢’|, la croissance de la fonction r et la majoration (6-17).
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Nous en déduisons que
K, (s, t)elsT08W) — Q(lT)?{g(u —s)o(u—t) — o(u)o(u— s — 1)}

- ﬁ{@(u —8) —io(vw —8— t)} 4 O(T(u)se"'f(“))

< T(u)se(sﬂ.lf(u}'

1l s’ensuit que
K, (s, t) < r(u)s.

Par symétrie de K, (s,t), nous obtenons
(10-4) K, (s,t) < r(u)min(s,t), (s,t€[0,1],s+1t< u).

La majoration (10-1) est une conséquence immédiate de (10-3) et (10-4).
Pour établir (10-2), il nous suffit de remarquer que pour u > 1 nous avons, d'apres (10-3) et
(10-4),
Kius,t) 1t (tzu-1),
Ky(s,t) <t (t<u—1),

oli la constante dépend de u. La conclusion requise résulte alors de la symétrie de K, (s,t). O

Nous pouvons d’ores et déja déduire du Lemme 10.1 que K,, appartient & L%([0,1]%, m, ® m,,).
En effet, d’aprés la majoration (10-1), nous avons, uniformément pour u > 1,

> ; Lot dtyds Le Y b odty2ds
—2¢(u) 2 — N 2 o) i
e /0 /{) K, (s,t)* dm,,(s) dm,(t) 4(/0 (fl. t) . +r(u) fo (./o dt-&-[g B ) =

—8

1 1
: 5 d
< / | log(1 — s)]f +r(U)2/ (s+ sflogsl)Z_S
0 8 0 ¢
1 ds 1
< / | log(1 — s)|? + r(u)zf s(1+ |log s|)2 ds.
0 0

Comme les deux derniéres intégrales sont convergentes, nous obtenons la majoration suivante,
valable uniformément pour u > 1,

1 p1

(10-5) / f Ko (5,)2 dmy(s) dmy (t) < (1 4+ r(u)?)e®®,
o Jo

Cela implique bien la conclusion requise.

10.2. Estimation uniforme en u pour K,(s,t)

L’objet de cette sous-section est d’établir I'estimation suivante de K, dont I'uniformité en u est
cruciale pour établir la majoration (4-22).

Lemme 10.2. On a, uniformément pour u > 2, (s,t) € [0,1]2,

(106)  Ku(s,t) = sth(u, s)h(u, t){r’(w - S8 - Srtr+0(5) }

Démonstration. Nous avons

o= 5)e(u—8) _(uro ;25— e(w
Bty === ){l‘em—s)g(u—t)}

= h(u, s)h(u, t){l — exp ( j: {r(u—s—w) —r(u—w)} dw) }
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Or, d’apres le Lemme 6.2,

/;{r(u—s—w)—r(u—w)}d::‘/Ot{—,g,r(u w)-|- r‘"(u w)+O( )}dw
2

= -/Ot { — sr'(u) + wsr”(u) + %r"(u)} dw + O(z—i)
el -3} o)

D’apres (6-5), (6-1) et (6-6), nous obtenons bien (10-6). |

11. Continuité de u — A(u)

Rappelons les définitions de la mesure dm, en (3-10), du produit scalaire (p,) — (p,¥),
en (3:11), de 'opérateur T;, en (3-12) et celle de A(u) en (3-14). Nous nous proposons ici d’établir
le résultat suivant.

Proposition 11.1. L’application u + A(u) est continue sur [1, +o00|.

Démonstration. Soient u 2 1 et v € R tel que 1 < u + v < 2u. Dans les calculs qui suivent, les
termes d’erreur sont autorisés a dépendre de u.

Comme la fonction t +— e€(*) est bornée sur [0,1] pour w > 1, les mesures dm, et dm, .,
sont équivalentes sur [0,1], et donc H, = H,4,. Nous désignons par N,, la norme d’opérateur
correspondant a la norme |[. [, .

Comme T, et T, sont deux opérateurs compacts autoadjoints, nous avons

Au) = e (@, Tu®)us ’\(u"‘v):|F¢;Fw=1($sTu+u‘p)u+v-

La fonction v — &(v) étant de classe C', nous pouvons écrire

1
ity G
ol = [ otepesera
(11-1) 9

1
dt
= [ ety @ OON S~ (14 oWl (o € Huw—0).
0
Par ailleurs, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'estimation (10-5), nous avons
i 2
(11-2) [{@s TutvP)utv| € "ﬁo“u-j-u ‘EI\‘Fu+|-'(T)2 < "‘P"i )
ol la derniére majoration provient de (11-1). Nous déduisons de (11-1) et (11-2) la formule

A(u-i-v) (‘Px u+u‘|9)u+v —— (‘P, u+v‘:5 u+1.r{ —I—O(l)}

e lell% 4o el leells

ax (Lp: Iu+v§9)n+v + 0(1)

= s DygvPutv +0(1 v—0).
e ol P ax (¢, TutvP)utv +0(1) )

Maintenant, nous avons, pour ¢ € H,,
1 p1
(0 Tutwdure = [ [ oo Kotn(3,8) dr(s) o)

1 1
- / f W(S)w(t)Kqu,,(s,t)e(3+ﬂ£(u+vJM
0. 70 st
= b(u,v){1+ O(v)}
avec

b(u,v) —/ ] @(t) Kygo(s, t) dmy(s) dmy(t).
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Il résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

1 1
b0) < 6l [ [ Kaa(o,t)? dma(s) dma 0

Or, d’apres (10-1), nous disposons de la majoration
Kyyu(s,t) < 1jg,00[(8 +t —u — v) + min(s,t) < 1jg o0((s +t — 1) + min(s, ).
Le calcul effectué & la fin du paragraphe 10.1 montre alors que
b(u,v) < el -

Nous obtenons ainsi I'évaluation
2
(@, TutvP)uto = blu,v) + O(U el ) 2

11 s’ensuit que

Mu+v) = max (. Thpphu+o(1) (v—0)

ou Ty, ., est 'opérateur défini par

1
Tiupls) = [ COKur(s,)dma(t) (s€0.1).

Nous avons alors

AMu+v) < “nﬁax]{Tucp, P+ “lﬁllaxl((Téﬂ — T)e, @)u +0(1)
wll,= ell,=

S ANw) + No(Th oy — Tu)* +0(1) (v —0).
De méme,
M) € Mu+v) + Ny (Th,, — Tu)* + o(1).
Nous obtenons donc
|A(u+v) — Mu)| < Nu(Thy, — Tu)® +0(1) (v —0).
Il nous suffit done d’établir que
lij.T}}Nu(T;+v -T.)=0.

Nous avons, d'apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
2

1 1
(T — Tudeell = ]u ( fu {Ku+.,,(s't)—Ku(s,t)}so(s)dmu(s)) dm (t)

<lel? [ 1 / {Kuro(5,8) — Ku(s, )} dma(t) dma(s).
1l suit _—
Nt~ T 0% f / {Kuso(s,t) — Ku(s,t)}” dmy,(t) dmy(s).
Or, nous avons Y
Ei—% Kyio(s,t) — Ky(s,t) =0
pour tout s,t € [0, 1], sauf éventuellement sur les droites d’'équations s+t =wu,t =1 et s = 1 dont
la réunion est de mesure nulle. De plus,
Kypo(s,t) — Ky(s,t) < 1jgo0[(s +1 — u — v) + 1jg,00((s + ¢ — u) + min(s, t)

< 1jg,00(s +t — 1) + min(s, t),

la majoration étant uniforme en v. Comme ['application
(8,t) = Lyg,00[(s +t — 1) + min(s, t)

appartient a L%([0, 12, m,, ® m,,), nous pouvons appliquer le théoréme de la convergence dominée.
La conclusion requise en résulte. O
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12. Approximation de sommes
discrétes par des intégrales

Nous rappelons la notation

Lemme 12.1. Soit n > 1 et g : [0,1]" — R une fonction Riemann-intégrable telle que

(12-1) 9(@1s .. Tn) € f1(@1) .. falzn) ((@1,...,20) € [0,1]7),

ou les (f;)1<j<n sont des applications absolument continues sur [0,1], a valeurs dans R", telles
que les intégrales

1
(122) [ ro% as<i<n

soient convergentes. Alors on a

2, g—(u”"”"””"):fm”" F@eeen) I (1) (> o0).

o -
PliyaPnSy P Pn I

Démonstration. Soit £ > (0. Nous pouvons écrire
glip,s-- ., Up, 5
(12:3) Y Mot _5)+ 500)

avec

Sl(y) - Z g{”;llr"".';;upn)

et
9(up,; - -, Up,)
Sa(y) :=

m..;p..éy Pier=io

Fip;<y’
Le lemme 9 de [19] permet d’écrire

dzy... dz,
(12-4) Sl(y):/I ] g(mls-'-amﬂ)ﬁ+0£(l} (y — ).
E 1 T .. n

La majoration (12-1) implique

Sg(?,{)« Z fl(upl) fn( Pz < Z F{E H F{l)

D1y Bn <Y Bt 1<ji<n 1<h<n
min p; <y°© h+#3

ou l'on a posé

Z fJ{uP (1 <j< ﬂ.).

p<yt

Maintenant, une nouvelle application du Lemme 9 de [19] permet d’écrire

F)-FEe)= Y f’ /f; )<L+ 0.(1)

ye<psy
! dt
= /0 fj(t)—t~ + hj(e) + 0:(1) (y — o0)

ol hj(e) tend vers 0 avec &.
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De plus, une sommation d’Abel a partir de I'estimation classique

1 1
— = log(tlo +e+ 00— <t
pg'p g(tlogy) (1+ti0gy) ( )

fournit, en introduisant la dérivée presque partout f; € L'[o,1],

1
F(e) = ff,(t—+/ fi(t)do (H“Ogy)
» |£i(€) ® |£5()|de
_/ fj(t)“_+0(1+3{510gy+/0 litlogy)

[ 150 +0.(0),

d’aprées le théoreme de Lebesgue.
11 s’ensuit qu’il existe une fonction numérique h tendant vers 0 a 'origine telle

(12-5) Sa(y) < h(e) +0:(1) (y — o0).
Reportons cette estimation dans (12-3) en tenant compte de (12-4). Nous obtenons
Upys---5Up, dx..-d.’f.’
S Meootn) [ g ) EE L O(hE) +ou1) (1 ).
Pl 8 Pr1..--Pn [e,1]m ry...Tn

La formule requise en résulte en faisant tendre successivement y vers l'infini puis = vers 0. a

13. Vecteurs propres de 1%,

Nous nous proposons ici d’établir la proposition suivante relative aux vecteurs propres de
l'opérateur T, défini en (3-12).

Proposition 13.1. Soit u > 1. Tout vecteur propre ¢ de T, est intégrable au sens de Riemann
sur [0, 1] et satisfait & la majoration

(13-1) p(s) < s (sel0,1]),

ot la constante implicite dépend explicitement de u, de ||p||, et de la valeur propre associé a .

Démeonstration. Soit ¢ un vecteur propre de 1), associé a une valeur propre A.

Traitons tout d’abord le cas ou A # 0. Dans les calculs qui suivent les constantes implicites sont
absolues. Nous omettons les détails de ces calculs qui reposent essentiellement sur les estimations

1
[ VIORT=015 < L) + Dy o)/ Togs] (s €0.1)

et
1
/ V]logt|dt < s*/% (s € [0,1]).
1—s
Nous avons
(13-2) = _A/ t) Ky, (s,t) dmy(t) (s € [0,1]).

Cela implique que ¢ est continue, done Riemann-intégrable. De plus, d’aprés I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, nous avons

1 ! 1/2
o)1 < 757 el ([ Kot dma(®) ™ (s €01,
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En employant la majoration
(13-3) Ku(s,t) < {1+ r(u)}(llgmt(s +t— 1) + min(s, t)) (s,t € [0,1]),

issue de (10-1), nous obtenons

ols) < S T el f MiogfT =53]+ 51+ v TogaD) .

Reportons cette estimation dans (13-2) et utilisons & nouveau la majoration (13-3). Il suit

ebu) r
o(s) < (H,\ )"l u{s\/logs +0(s)} (s € [0,1)).

En reportant une nouvelle fois cette estimation dans (13-2) et en utilisant (13-3), il vient

M, ||,

pls) < —53

8,
3 : ; . i
avec M, :=e*(¥)/2{1 4 r(u)}", ce qui correspond 2 la conclusion souhaitée.

Le cas A = 0 est plus délicat. En prolongeant a droite les dérivées successives de p et en dérivant n
fois I'équation fonctionnelle de la fonction g, nous obtenons l'identité

o(z+k—n)
[Ligcn(ztEk—35+1)

o™ (z+ k) =

n—1

. 1 1

+Zg(z+k—3)Pj‘“(z+k‘...,z+k_j+1) 0 <n<kzel01))
j=1

ol les P;,, sont des polynomes en j variables. Par définition, un vecteur propre ¢ associé a la valeur
propre 0 vérifie 'équation

. ds
(134)  F(t)= /ﬂ plsHo(u— s)olu—1) - o(wpolu s~} = =0 (0<t<1).

Soit k tel que k < u < k+ 1. Effectuons le changement de variable z = u— k —t + 1 et considérons
d’abord le cas z €|u — k, 1]. Nous avons alors

: ds
(135) 6= [ gl el +k=1) —euelz — s+ k= 1} =0,
En dérivant k — 1 fois I'identité (13-5), nous obtenons

Gt (2) =Gi(2) +Gale) =0 (u—k<z<1),

oll
el o(2)o(u — 5) o(u)o(z — s) ds
(13-6) Gi(z) .—/0 ‘P(s){(z+1)...(z+k_1) - {z—s)---(z—s+k—1)}_s“
et . :
Ga(z) ::.[o ip(s){g(u—s)Qk(z}—g(u)Qk(z—s}}Ts,
avec o 1 1
Qz"'.? Jk l(m,,m)

=1

e,
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Dans (13-6), on a g(z) = 1 et o(z — 5) = 1jg,00[(2z — ), donc

_ i o(u — s) o(u) ds
GI(Z)_A ‘p(s){[z+1]---(z+k—1) - (z—s)---(z—s+k—1)} s

. o(u — s) ds
+f1 A Tl b=l 8

Cela implique

' (z)o(u) B ds
Gi(2) = —L222 4 | p(s){o(u - 8)R(z) — o(u)R(z — )} —
(13?) : Z(k o 1)' -/0 5

t s
+ R(z)/ w(s)o(u — s}% (z €lu— k,1)).

ot R € €'([0,1]). Par ailleurs nous avons

64 = [ wls)olu—5)5u(2) — elw)Siulz — )}
(13 ! |
+ [ e ou—5)54() - oIz - 9} 5
avec
k-1 . 1 1
R gg(z +J)Uj'k(z +i+1"" 24+ k- 1)’
et it | ; g
Ti(2) :=;g(z+a)vj,k(z+j+l.....Hk_1).

les U; . désignant des polynomes en j variables. Nous remarquons que Si est lipschitzienne sur
[0, 1] tandis que T}y l'est sur [—1,1].

Les identités (13-5), (13-7) et (13-8) impliquent alors P’existence d’une fonction V', lipschitzienne
sur [0,1] et d’une fonction W lipschitzienne sur [—1, 1] telles que

0 [ o)tV () - eV (- )}

z 0

+ [ et Hetu= V() - d@W( -9} 5 (2 €fu— k1.

Nous pouvons obtenir, en posant z = u — k — t et en dérivant k + 1 fois I’équation (13-5), une
expression équivalente de ¢ pour z €]0,u — k|. Il existe done des fonctions V' et W respectivement
lipschitziennes sur [0, 1] et [—1,1] telles que

ez) _ [* % % i
22 = | e)feu—9)V(z) - o)V (z - 5)}—
(13.9) z /0 )

: ~ ~ ds
+ [ o) otu—s)7(:) - oW -9} (v elo.1).

Cela montre en premier lieu que ¢ est intégrable au sens de Riemann. Par ailleurs, en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que le caractere lipschitzien de p, V' et W, nous obtenons,

-
28 < il (= + VTToB) (= €l0, 1),
soit
o(z) € z¢/|logz| (z €]0,1]).
En réinjectant cette derniere inégalité dans (13-9), nous en déduisons que

1
(13-10) o(2) <<z(1+/ \/|logt|dt) (z €]0,1])
0

L’intégrale apparaissant dans (13-10) est convergente. Cela fournit la majoration attendue. O
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14. Inégalité de Bessel pour les fonctions

additives : preuve de la Proposition 3.1

Rappelons la définition des fonctions ¢; (j > 1) en (3-16).
Soit n = 1. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

(14.1) Y 62 =22 S Lingw < B 2EY,
1<5<n p<y P 1<Ggn
i £(r)
H =Y gple) 2
29573
et

H=Y ——( ¥ ¢sm)

¥
p-ﬂyp gp(a) 1<j<n

D’aprés les estimations (2 1) et (13-1), nous avons

B=Y L ¥ anan) + (logyzl°g” > o)

<P i< 1<j<n
_ lgj%;,ﬁ{f e f) ; G(p GL(P}e“piiu) +0ﬂ(1;n6jm2)
" 1 g{ i (f)er(£) (35 + 0n(1)) +°"(1Z Cj(f)2)
- <i<n
={1+a} 3 4l (o)
<jsn

Nous déduisons done de (14-1) et de I’estimation de H; que
3 eGP < ng(a (140n(1)) (z— o).
lsjsn
Nous obtenons bien (3-19).

15. Estimation de Q ¢(z, )

Pour f € A, rappelons les définitions de Qy(z,y), Q}(z,y) et pn respectivement en (3-3), (3-9)
et (3-17). Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’établir la proposition suivante.

Proposition 15.1. Soit A > 1. Il existe une suite réelle {£,}°° ,, ne dépendant que de A et
convergeant vers 0, telle que, pour tout entier n > 1, on ait uniformément pour f € A, © > 2,
y=z2/* 1<u<A

(151) Qf('r! y) = <‘pnsTu§0n)n + {En + O‘n(l)}Bf(I: y)?' (I =¥ OO)

Nous démontrons la Proposition 15.1 a partir de deux lemmes.
Lemme 15.2. Soit A > 1. On a uniformément pour f € A, z > 2,y =z'/*, 1 < u < A,
(15-2) Qs(x,y) = Q}(x,y) + o(By(z,y)*), (z — )

Afin d’énoncer le lemme suivant, nous introduisons la quantité

2aup€lu)
b= (h = 5 T (feay )

Py

Lemme 15.3. Soit A > 1. Il existe une suite réelle {e,, },>1, ne dépendant que de A et convergeant
vers 0, telle que, pour tout n > 1, on ait uniformément pour f,ge A, x> 2,y =z"/*, 1 <u< A,
(15-3)

3 f—{%ffu(up, ug) e U < b (y)by(y){€n + 0n(1)} +o,,( b3 lcj(f)||ck(g)l).

Pasy 1<5,k<n
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Déduction de la Proposition 15.1 a partir des Lemmes 15.2 et 15.3 : soit f € A. nous posons,
Jn = Z cj(f)é}! ™m:=f—fn ('” = 1).
I<jsn

Nous avons

Qf(z,y) = — Z (fn + T‘n)(p)(fn + Tn) (q) Ko (up, uq)e(u,.+uq}£(u)
PASY pq
= El + 222 -+ 23,

(15-4)

ol
Sl s Z Jn(p)fn(q) Ku(up,uq)e("”"'“‘*)‘s(“)
P.gsy

S fn(P;;n(‘i’) Ko (p, tg)eltrHua)s@)

Py
et

T
Yag:i=— Z MK“(%‘ uq}e{uﬁuq)&(u[
PR EST]
La somme %, fournit le terme principal.

7 (p) i
T =— Z ci(f)ex(f) Z MI{“(uﬂ,uq)e(“”"'“”m“)_
1<g ksn Pasy e
D’apres le Lemme 12.1 et 'estimation (13-1), nous avons donc,

1 1
- % oW { [ [ sEank.s0dm s dn. o)}

1sg,ksn

3

(15:5) lg%;gﬂcj(f)Ck(f){(qj.Tn(qk))u +0n(1)}

((Pna Tu‘p‘n)u + On( Z Cj(f)z)
Isjsn
= (Pn: Tu@n)u + 0 (Bs(2,9)?) (z — 0),
ot la derniere égalité résulte de (3-19).

Maintenant d’apres le Lemme 15.3, nous avons
%2 < bg )by, (W) (En +0a(1) +On( D0 cs(fadea(ra))-
1<5,k<n

Calculons le coefficient ¢;(f,) pour 1 < j < n. D’apres le Lemme 12.1 et I'estimation (13-1), nous
avons

)N qi (P) G (p)e ¢ ™ _ ¥ 5 () gic () )
(156) p<y B p<y P
:(Qj9qk>u+on(1)=l5j‘k +On(1) (1€j,k$n)
11 suit

0 uplu)
PR VARTS

Py

1<ksn PV

Y )Gk +on(1))

1€k<n

=ci(f)+oa( Y lal(f))) (A<i<n).

1€k<n

e“p{(ﬂ]
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Par linéarité de f ~— ¢;(f), nous avons également

ci(ra) =on( D le(f)) (1<i<h).

1<k<n

Ces deux estimations montrent que

Z cj(fn)ck(rn)=on({ Z |C_1(f)|}2)=0“( Z cj(f)z)_

1<j,k<n I<jsn Isjsn
Il nous reste & évaluer by, (y)? et by, (y)?. Nous avons, d’apres (15-6),

y}2 Z .fn

(p)z up€(u)

Py
7;(p)dk (p)etrs™)
= ()Y & _
lsgc:gncj - ,g, p
= 3 (D1 +oa(1)}
I<j<n
Enfin, y
br. (8)? = by (4)? + by, () —2 3 L nITE
Psy p
= b+ @ -2 3 o) Y LRDETE
1<jsn p<y
= {5.{(?9‘)2— Z cj(f] }(1+On(1))-

1<5<n

Nous obtenons done

S < (b + Y e(N?)(5n+o0n(D)).

lsjsn

Nous pouvons établir que cette majoration est également valable pour 3.
De plus, nous avons
bs(y)® < By(z,y)>.

Nous en déduisons la majoration

(157) ) YRR, , M (Bf(.?:,y)2+ 3 cj(f)z)(5n+on(l)) <& By(z,y)*{en + 0n(1)},

1€j<n

ol la derniére inégalité résulte de (3:19). Compte tenu de (15-2), (15-4), (15-5) et (15:7) nous avons
établi que .
Qs(,y) = (pn, Tupn)u + Br(z,9)*{en + on(1)} (2 — ),

ol {£5}7°, est une suite convergeant vers 0, ce qui correspond bien a la conclusion requise.

Démonstration du Lemme 15.2. D’apres la Proposition 2.1, nous avons

VY Folt
Qf(xr y) = E : gpq(a) f(pﬂ)f(i )Ku(up"s uq") + O(Rl + R2)v
pregt
P"yq"e?::;(z-y)
P

avec

R 5 gpq(GE)J'(p").f(q‘“),

VCK o fL O
p¥.q*€S5(z.y) P
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Bp= Y gw(a)f(p”)f(q“) (p"q*‘)"

O gy jL0x p
P e"€S(z,y) Pe &
p#q

D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

Bz, y)? 1 1
R «M Z — < E;ZEB!(I,y}%
logy sesten 2 logy

Par ailleurs, nous avons, toujours d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1/2
/2
By (x, y)? 20-1 2 (logy 2z :
Ry & =2~ Z n < Bf(z,y)" | —— )
T v log z
win)=2

la derniére majoration résultant, via une intégration par parties, de I'estimation classique

Z 1< ziong’ —
log 2

nsz
w(n)=2
Ainsi avons-nous établi que
F")f(g"
Uan=- ¥ gm(a)%mupu,uqn) +o(By(,9)?) (& — ).
p".q"E#S(I,y]
p#q

Etudions & présent la contribution des couples (p”,q") tels que v ou u = 2. D'aprés la
majoration (10-1), nous avons

f®*)f(d")

(158) Z gm(a)Ku(upu, an]wa— < 51+ 85,
p.q"€S(z,y)
v=2
o F@)F(¢")|
L P q
Sy = z Ipa (O’) pragha
P’ 9" €S(z,y)
Pt >rez2
“ )1 (@)
p q
Sy := Z Ipq(@)upe pragna

pY.q"ES(zy)
7=

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

1/2
1
S < By(z, y)z( Z p"ﬁqm) .

pv qh sz
pe" >x022

Nous déduisons de 'estimation (2-1) pour e la majoration suivante.

1 sqrley1/3 1
Y om<Yam Y <Y (D) Y o

p’ gt < grsT P >:|:/q <z pv22
P’ >zw22
I/"l Z 2;;::}3 1:1/32 20/3
q"xr qér

l

qsT
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Il suit

By(z,y)*
ogr

(15-9) S <«
Par ailleurs, toujours d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

(15-10) s, « Br@v)® ( 5 (lﬂgp“)z)‘”( g _1_,)1/1’((3;(3:‘?;}2 V/log, 2z

logy p¥ B log

p'<x gh<z

22

Nous déduisons donc de (15-8), (15-9) et (15-10), I'estimation

= Y @ LB g ) + By (..

Pg<yY
p#Fq

Compte tenu de I'estimation a = 1 4 o(1) > 3/4, nous obtenons, de la méme manieére,

(15-11) ey =—3 f(”m‘” w(tp, ug) + 0( By (z,)?).

Pasy
p#q

L’erreur commise en omettant la condition p # ¢ dans (15-11) est, d’aprés I'estimation (10-2),

1

Z f(p)? logp < B, y)?

log y log y

ce qui implique

@) == ¥ LIk 0y, u) + o8, 0)").

Pasy

En utilisant I'estimation (7-1), nous obtenons alors,

Qo) = Q) + (o 5 LD 4y, u)) + 0By (@.07)
A<y

= Q(z,y) +o(Bs(z,y)°) (z— ),

oil la derniére égalité provient de la majoration (6-17) et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Nous
obtenons bien la conclusion requise.

Démonstration du Lemme 15.3. Au cours de cette démonstration, nous précisons la dépendance
en u des valeurs propres de T, en désignant par A;(u) la j-eme valeur propre de T,,. Comme la
suite {g;}72, constitue une base hilbertienne de I'espace H, = L*([0,1],m,), la famille {g;qx }; x>1
constitue une base hilbertienne de G := L?([0,1]?, m, ® m,) muni du produit scalaire canonique,

(1512) (e, )G = / / s, (s,t) dmy(s)dmy(t) (¥ € G).
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Comme K, € G, nous pouvons calculer son développement dans cette base, en effectuant le
calcul suivant :

1 1
(Kus259k)G = f q::(s)f q; (1) Ku(s,t) dmy (t) dme(s)
0 0
1
= /\j/ ak(s)gj(s)dmy(s) = Ajdje (4. k 2 1),
0
oll 04 désigne le symbole de Kronecker. Nous avons donc

(15:13) Ky(s,t) = Y Aj(u)g;(s)g;(t) (s, € [0,1]).

izl

Il en découle la formule suivante, qui est classique pour un opérateur de Hilbert-Schmidt.

(15-14) Z’\J‘(“)2=/01f01 K, (s,t)% dmy,(s) dmy,(t).

i>1
A présent, nous posons

Xn(s:t) i= > A(wgi(s)g;(t)  (n>1),

Isjsn

et nous effectuons la décomposition

'3 109 o (1 )elrrtue® — g, 4 5,

Pasy P
avec
§i=3 IC) gy g Mr U )E)
Pa<y
et

Sy 1= Z M{K“(up?uq) - Xn(Ttp,uq)}e{u”+uq]E(“]
Pasy P

Le calcul de S; est immédiat :

7: (p)etré(e) A~ N atg€(u)
Si= ), ,\j{u)zf@)qa(p)e Zg(qm;(q)e

1€j<n Py p qsy 1
= 3 A(u)e;(fei(g).
1<j<n

ce qui, d’apres la formule (15-14) et 'inégalité (10-5), fournit le terme d’erreur de (15-3).
D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons de plus

1/2 i 1/2
f(p)?g(g)%elrtualil) (K (s t1g) — X (tp, 1)) "l Hua)é ()
52 Z Z .

Pasy Pa<y
1/2

<bby(y) | 3 Dulwta) )

Pasy n
oll nous avons posé

Du(8,) 1= {Ku(s,t) — xn(s,1)} 2@ (5.t € [0,1]).
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D’apres la Proposition 13.1 et la majoration (10-2), la fonction 1, est Riemann-intégrable et
satisfait

(15-15) Dul(s,t) < st (s,t € [0;1]).

Nous pouvons appliquer le Lemme 12.1 a la fonction 9, pour le choix fi(t) = fa(t) = t. Nous
obtenons ainsi

z M :/[] ./[) {Ku(-‘i,f} _Xﬂ(svt)}zdmu(s) dm“(t) +O"(1)

Pasy Pq

1 1
(15-16) -/ {gAj(u)qj(s)qj(t)}gdmu{s)dmu(t)+on(1)
= 37 25(w)? + 0a(1),

jzn

ou la deuxieme égalité résulte de la formule (15-13). La majoration (15-15) étant uniforme pour
1 € u < A, les termes d’erreur de (15-16) ne dépendent que de n et de A. Posons

Fo(u) ==Y X(u)%
izn
D’apres 'identité (15-14), nous avons

lim Fn(u) =1 (u =1),

et
Foii(u) € Fa(u) (u=1).

Par ailleurs, nous sommes en mesure d’établir la continuité des applications
u Aj(u) (J21).
Pour cela, nous utilisons la caractérisation suivante (cf. [5] p.908) : si
M) > Aa(u) 2 oo > Aj(w) > ... 0,

on a

max

Nl ity g AL )
s SeV; z€S ||¢]Jf‘

ou V; désigne I'ensemble des sous-espaces de H,, de codimension j — 1. Une caractérisation similaire
est disponible pour les valeurs propres négatives rangées dans 1’ordre croissant. Nous omettons les
détails qui sont similaires a ceux de la preuve de la Proposition 11.1, et qui reposent essentiellement
sur la continuité de 'application u +— T,.

De plus, si ||-||; désigne la norme associée au produit scalaire défini en (15-12), I"application
u + ||K,||; est continue. Comme nous avons

Fo(u) = |Kullg — D Ai(w)?,
1<j<n

d’apres la formule (15-14), les fonctions F,, sont également continues. Or, en vertu du théoreme
de Dini toute suite monotone de fonctions numériques continues convergeant simplement vers une
fonction continue sur un ensemble compact y converge uniformément. Nous avons donc

3. Pulthpi W) .0 +0n(1),

PAsy
avec
eni= sup Fy(u) et lim g, =0.
1<u<A n—o0

Cela achéve la preuve du Lemme 15.3.
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16. Minoration de C# (u) : preuve de la 6-9

Commengons par énoncer un lemme permettant d’évaluer Vf#(:c, y) et By(z,y)? pour une classe
assez générale de fonctions additives. Nous rappelons la notation

1
Ru(p) := /ﬂ o(t)?h(u,t)dm,(t) (u>1,p € Hy,).

Lemme 16.1. Soient u > 1 et @ une fonction de H, et vérifiant
(16-1) pls) < s (s€]0,1]).

Si f est la fonction additive définie par f(p”) := @(up) pour v > 1, alors on a pour x > 2 et

— plfu
y =T ?

2
By(z,y)* = ll¢lly +0(1) (z— o0)
et
V7 (z,y) = Ru(@) + (Tup, 0)u +0(1) (2 — 0),

otl les termes d’erreur dépendent implicitement de 1.

Démonstration. D’apres la majoration (16-1) et I'estimation o« = 1 + o(1) = 3/4 qui découle de
(2-1), nous avons

By(z,y)? Zgo —I—ol) (z — o0).
Py

Par définition,

Vf#(:r,y) _ Z (p(upv)2qrp(3/py!y) _Z (Z(p upv) p(I/p U)) +Qy(z,y).

prES(z,Y) ¥(z,y) p<y vzl Y)

D’aprés (15-2) et (2-3) nous obtenons

2
Plupy
Vf# (z,y) = Z gp(a)h(u, upv) {p:cx)
pYeS(z.y)

-y $lup)p(uq) Ky (up, ug)e™ )8 + Ry + Ry + Rs,

sy
avec (102
Ry < PZ2") h(u, up),
1 IOgyp"ESZ(x 3;) o ’
Ry < Z ‘P( h( g )( )C-'
p*€8(x,¥) P
Rs «Z(Z"" s L n(u u,,»)) ;
psy vzl

Les majorations (16-1) et (6-17) et des estimations classiques de sommes portant sur des nombres
premiers nous permettent d’établir que

Ry=0(1), Re=o0(1) et Rz=o0(1) (x— o0).

et que

Z gp(a)h(u, upv}w(;p Z tp(;:p) h(u,up) +0(1) (x — o0)

pYES(z,v) Py
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Nous omettons les détails qui sont similaires a ceux de la preuve du Lemme 15.2. Nous avons done
V#(.’L‘ ) = ‘p(up)z h N ‘P(up)‘P(uq)K (up+ug)E(u) 1
Fzy) = 3 B2 hu,uy) - 3 EEA ) g 4 e +o(l) (x— o0).
Py Pasy
En employant I'estimation (7-1), nous obtenons finalement
2
By(a.y)? = 3 2 e 4 o1) (2 o0),
P
Py

et

2h up§(u)
Vf# (z,y) = Z P(up)h(u, up)e

Py P

= Z P (up)p(ug) Ku(up, ug)etrtuai)
Pq

+o(l) (z— o).
Pasy

En appliquant le Lemme 12.1 aux fonctions t — @(t)%e!(®), t s o(t)2h(u, t)e’*™) et
(5,t) = p(s)p(t) Ky (s, t)e* ) nous obtenons bien la conclusion souhaitée. m]

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la 6-9. Au cours de cette démonstration, les
termes d’erreurs sont autorisés a dépendre de u.
Comparons tout d’abord Vf#(m, y) et By(z,y)? pour la fonction f € A définie par

1 sip=2et2¥ o< 2¥tl,
0 sinon.

f@ﬂZ{

Comme u > 1 est fixé, nous avons, d’apres la formule (1-12) de Hildebrand,

Par ailleurs, en vertu de I'estimation (7-1), il vient,

1 1 1+40(1)
! . - Z
Bylmal= 5} ~5s) = Fom

1 L
= e {1+ 0(1)}

1 usLu
= e {1+0(1)} (z— oo).

Nous en déduisons
Vf#(zs y) . 2”

Bilegp — 7 tmul(I+oll)] (o—reo),

Il suit
C*(u) = limsup C* (z, z'/*) > 2h(u, u).

T—00

Nous procédons de méme en considérant la fonction f de A, définie par f(p") = @, (up-). D’apres
la Proposition 13.1, nous disposons de la majoration

(16-2) ou(s) < s, se|0,1].
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D’aprés le Lemme 16.1, nous avons donc
(16:3) By(z,)* = llpull’ + 0(1) =1+ 0(1) (z — o0),
et

V}#(I, y) = Ru(ﬁau) + (Tu‘pus Wu)u F O(lJ

(16-4)
= Ry(pu) + A(u) +0(1) (z — o0).

Nous déduisons de (16-3) et (16-4) la minoration
C#(u) > Ru(pu) + Aw),

ce qui acheve la preuve de la 6-9.

17. Variance semi-empirique : preuves
de la Proposition 4.5 et du Corollaire 4.6

Etablissons tout d’abord la Proposition 4.5. Nous rappelons 'estimation
4 2
Vi(z,y) — Vi (z,y) = (Ef(r, y) — Ag(z, y))

(171) o Ez/0y) gl
=( Z f(p ){ lI'(:r,y) - pre }) .

prES(z,y)

Nous avons, en vertu de (2-3) et de (6-17),

Ef(z,y) — Ap(z,y) = Z gp(@){h(u, up) — 1}% + O(Ry + Ry),
pveS(z,y)

avec ' ")
Ry = Z gp(o)f fa
8Y prestau) 5
f®") (p"\¢
Ry := Z gp(a) Ve (_) :
P T
pYeS(z,y)

En employant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons
Ry =o(By(z,y)*),  Ra=o(Bs(z,y)*) (z— ).

Nous omettons les détails. Par ailleurs, comme
" B(z, logp” )2y 1/2
Y gp{a)ﬂfﬂ—)upv < —fé—ﬂ 3 (Ig},—i)) =o(By(z,y)) (z— o),
p“esp(g,y) P gy p"ES}(;,y)

nous obtenons, d’apres l'estimation (6-16),

f;z) {h(u,up) — 1} + o(By(z,y))

Ef(z,y) — As(z,9) = Y gp(e)
(17-2) pPsY

= Z %{h(u,up) —_ ].} + o(Bf(l‘, y))
Py

99
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11 suit, au vu de (17-1) et de la définition de w, en (4-17)
wy () 2
(173) Vi(zy) - Ve = (X i@;b’—)) salBiE g (=
P<y

En appliquant 'estimation (7-1), nous obtenons bien (4-18).
Maintenant, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (2-1), nous avons

‘ 2 w‘x‘.’ U
(Z fg)wu(up))’- < ng(a)f(p) 3 w(Up)

(17-4) p<y p<y P ey Pgp(a)
i 2
< Bl(fl}(m9y)2(z wu(up)eupﬁ(u) +0(1))
Py P

Le Lemme 12.1 s’applique a w,, d’apres l'estimation (6-16), et il vient
2
(17-5) Z weupf(u) - ||'lUu"i +0(1) (z— o0).
Py

Compte tenu de (17-3), (17-4) et (17-5), nous obtenons bien (4-19).
Démonstration du Corollaire 4.6 : D'apres les estimations (4-19) et (4-12), nous avons
Vi(,) < (ha(w) + Mu) + [lwally ) B (2, 9)°
+ max{hi (u), hao(u)} BY? (z,9)* + o(By(z,9)?) (z — ),
ce qui entraine la majoration
Vi(z,y) < (h(u) +0(1)) By (z,y)* (z — o0),

soit C(u) < h(u). Par ailleurs, nous avons C(u) > C#(u) > 2h(u,u). Il nous reste a établir la
minoration

(17-6) C(u) > Ru(pu) + M) + (pu, wu)a,

oll y, un vecteur propre de T, associé a la valeur propre A(u) tel que [p,|[, = 1. Notons f la
fonction additive définie par f(p”) = @u(up). D’apres les formules (16-3), (4-18) et (16-4), nous

avons .
By(z,y)? =1+o0(1),

Vi (z,y) = Rulou) + Mu) + (Z IWﬁﬂ*»fm)z +0(1)
Py
= Ru(pu) + M) + (Pus wu)2 +0(1)  (z — 00),

la derniére égalité provenant du Lemme 12.1 appliqué & la fonction t — ¢, (t)w,(t). Cela fournit
bien la minoration (17-6).

18. Etude asymptotique de C(u) et
C# (u) : preuve de la Proposition 4.7
Les deux lemmes suivants nous permettent d’établir la Proposition 4.7.

Lemme 18.1. On a uniformément pour u > 1 et ¢ € H, tel que ||, =1,
1 1
hl(u)=1+0(a), Ru((p):1+0(;).

Lemme 18.2. On a pouru > 1
AMu) < 2
=
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Déduction de la Proposition 4.7 a partir des Propositions 18.1 et 18.2. Soit ¢, un vecteur propre
de T, de norme 1 associé a la valeur propre A(u). D’apres (4-14) et (4-15), nous disposons de
I'encadrement

Ry(pu) + Mu) < C*(u) < hy(u) + Mu) (u>1/log?2).

L’estimation

(18-1) C*(u) =1 +o( )

1
u

est donc une conséquence directe des Lemmes 18.1 et 18.2. Par ailleurs, nous déduisons
immédiatement de (18-1) et (4-20) l'estimation

C(u}:1+0(%).

Preuwve du Lemme 18.1. L’estimation
1
hy(u) =1+ O(E)

est une conséquence directe de (6-16). Toujours d’apres (6-16), nous avons, sous I'hypothese ¢ € H,,

Ru(¢) = /U " o(t)2h(u,t) dma(t) = 1ol {1+ 0(§)}.

Nous obtenons bien la conclusion souhaitée lorsque |[|¢lf, = 1.

Preuwve du Lemme 18.2. Notre méthode consiste a estimer d'une part la plus petite valeur propre
A*(u) de T, en utilisant la formule classique pour un opérateur compact et auto-adjoint

(18-2) Af(u) = min (Tue, @),
ol

et d’autre part la somme des carrés des valeurs propres de T}, par le biais de I'identité établie en
(15-14), soit

141

(18-3) Y = / / K (s,t)? dmy,(s) dma(t).

Pour mener ces calculs, nous précisons 'estimation (6-16). Posant
Hu) :=r(u) — §(u),

de sorte que ¥(u) < 1/u d’apres (6-4), la formule (6-6) implique le développement asymptotique
(18-4) h(u,t) =1+ t9(u) — 1% (u) + O(%). gt u22).

Par ailleurs, pour chaque valeur du parameétre entier k£ > 1, nous introduisons les intégrales

1 1 _ 1 2
Jy ::/ skest dg, Iy, :2/ skm ds, Ly :=/ skue_"ﬂ“)ds.
0 0 o(u) 0 o(u)

On a
eE(u)_l
0= ———7"7 =1uU.

§(u)
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Une intégration par parties fournit la formule de récurrence

J eb(u) Jx
T Ew) g

Nous en déduisons, grace a (6-16), que

(k> 1).

Jp~Ip~ L ~u (u— 00).

Ces estimations et le développement asymptotique (18-4) fournissent
1
I = Ji + 0(u)Jiss — 37 () Jpa + O(E),

, 1
Ly = Ji + 20(u) Jxsr — 7' (w) Jks2 + O(E)'

Nous sommes maintenant en mesure d’effectuer les calculs annoncés. Estimons d’abord A*(u).
Pour cela, nous évaluons la quantité (T,,¢, @), /{p, ). pour le choix ¢(t) = ¢, qui est licite car ¢
appartient bien a H,. Nous avons

(@, @)u = J1.

D’apres le Lemme 10.2 et 'identité fal o(u — s)ds = uo(u), nous pouvons encore écrire
(Tup, P)u
1 p
= —/ [ stK, (s, t) dmy,(s) dm,(t)
0o Jo

1 l ! " 200 t . 0 —-t
r'(u)?

1
= /(I +r"(Whl + ——13 + O(E)‘

Or,
I} = J} + 29(u) 1 J2 — ' (u)J3Jy + O(1),

LI, = WJy+ O(u),
I? = J2 4+ O(u).
Cela implique,

(T, o) = —r' () s (T +20() Ty — r'(u)J5) + /() o + b (u)? 3 + o(%)

Nous obtenons donc

" (Tup, ®)u
i s {(®, P)u

= —r'(u)(Jy + 20(u)J2 — r'(u)J3) + 1" (u)Jp +

(18:5) ()22 . 0( : )

275 w2/’

Il existe 6 > 1 tel que la derniére expression figurant dans (18-5) soit négative pour u = 4. Nous
en déduisons que

; 1 =
A (u)? > ' (u)2 Ty {Jy + 40(u)Ja — 2" (u)Js} — 20 (u)r" (u)JyJo — 7' (u)* I3 + O(F) (u > 9).
Par ailleurs, toujours en utilisant le Lemme 10.2, nous avons
1 41
Dok = / / Ku(s,t)% dmy(s) dmy(t)
i>1 9 #0

1
= r'(u)2L? — 2r'(u)r" (u) L1 Ly — 7' (u)3 L2 + O(;;?-)
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Or,
L? = J? + 49(u)Jy Jp — 2r' (u)JaJy + O(1),

LiLo = JiJa + O(u),
L% = JZ + O(u).
Il vient donc
1
3702 = (w2 {1+ 40(u)Ja — 20 (w) T} — 2 (upr” (w) Ty Tz — 7' (w)* T3 + O (F)
izl
Finalement nous obtenons
2 2 *( A2 1
Mu)? € ;Aj XN < =, (u>9)
‘?/

ce qui fournit bien la conclusion requise, compte tenu de la continuité de la fonction A établie a la
Proposition 11.1.

19. Calculs numériques

L’objectif de ce paragraphe est de décrire et de justifier une méthode d’approximation numérique
de la plus grande valeur propre de T,, et de montrer comment cette méthode peut nous permettre
également d’obtenir une minoration de C#(u) ou de C(u).

Par souci de concision, nous poserons dans tout ce paragraphe

H:=Hy, |oll=l¢l,, (@)= {p¥)u
T:=T,, A:=Au) (¢,% € H,).

Nous employons la méthode de Galerkin'® qui consiste & «approcher » l'espace H par une suite
de sous-espaces de dimension finie. Soit n > 1. Nous scindons I'intervalle [0,1] en n intervalles
fermés (I )o<k<n—1 définis par

k k+1
Iy == [—,L] (0<k<n—1)
n on
et nous introduisons les fonctions (¥ )1<k<n—1 définies par
1 site I,
Yr(t) = { .
0 sinon,

et Hy, le sous-espace vectoriel de H engendré par les fonctions (¢ )1<k<n—1. Notons I1;, la projection
orthogonale sur H,,. Nous obtenons le résultat d’approximation suivant.

Proposition 19.1. Soit u > 1 et ¢ € H un vecteur propre de T, associé a une valeur propre A
de T,. Alors il existe une constante A, dépendant explicitement de ||¢||, de u et de A telle que

A

19-1 —~ Ll BE
(19-1) e ¢l T

Nous donnons la preuve de la Proposition 19.1 en fin de paragraphe.
Nous introduisons & présent 'opérateur T, : H, — H, défini par T}, := I1,,7. L’opérateur T}, est
autoadjoint. En effet, nous avons pour ¢ € H,,
(T, 0) = (T, ) = (T'p, Iny)
= (g, Ty) = (Inp, T'p)
= (. I, Tp) = (¢, Tnp)-

En particulier, toutes les valeurs propres de T}, sont réelles. Notre méthode consiste & approcher
A, la plus grande valeur propre de T', par la plus grande valeur propre de T},, que nous noterons
An. L'estimation (19-1) nous permet d’établir le résultat suivant.

5. Pour tout ee qui concerne la méthode de Galerkin, on pourra consulter par exemple la référence [10].
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Proposition 19.2. Soit u > 1. La suite {\,}32, est croissante et converge vers \. Plus
précisément, il existe une constante Ay dépendant explicitement de A et de u telle que,

Ay
N

Nous donnons la preuve de la Proposition 19.2 en fin de paragraphe.

(19-2) [A—=An| € (n>1).

Pour approcher avec une précision arbitraire la valeur A, il nous suffit donc de calculer la plus
grande valeur de 7;,. Comme (¥;)i1<j<n—1 constitue une base orthogonale de H,,, cela revient a
déterminer la plus grande valeur propre de la matrice B = (bjx)1<jk<n—1 Ol

(T, W) (T80
” [ TNk

Expliquons a présent comment cette méthode nous permet également d’obtenir une minoration
de C#(u). Considérons un vecteur propre @, de I'opérateur T, associé & la valeur propre A, censée
approcher A. Comme (,, est une combinaison linéaire des fonctions (¥;)1<j<n—1, elle satisfait a la
majoration

en(t) €t (t €[0,1]).
Nous pouvons donc appliquer a ¢, le Lemme 16.1, ce qui nous donne la minoration suivante de
C#(u).
Ru(pn) + {pn, Tupn) _ Ryu(pn) + An
llenll® lenll

Les quantités du membre du droite sont toutes numériquement calculables.

C#(u) >

Preuve de la Proposition 19.1. Nous avons établi que si ¢ est un vecteur propre de 7" associé a une
valeur propre A, alors

(19:3) lp(t)] < Ast (¢ € [0,1]),

ol A3 est une constante dépendant explicitement de u, ||¢|| et A. Par ailleurs, si A # 0, il résulte
immédiatement de la majoration (16-2) que ¢ est dérivable sur [0,1] et que

(19-4), ¥’ (1) < As (t€0,1])

oll A, est une constante dépendant explicitement de u, ||¢|| et A. En particulier, nous en déduisons
que ¢’ est de carré intégrable sur [0,1] pour la mesure p de Lebesgue.

Afin d’évaluer la quantité ||¢ — I1,,¢¢||, nous calculons tout d’abord une expression analytique de
I1,,. Etant donné ¢ € H, il existe des nombres réels (ax)i1<r<n—1 tels que

Mup(t) = Y axd.

1<k<n—1
Comme II,, est autoadjoint et que la famille (¥x)i<k<n—1 est orthogonale, nous avons, pour
1€k<n-1,
2
ok [|[Ukl” = (M, ¥x) = (¢, nthi)-

Comme de plus ¢ € Hy,, il vient

(ﬁcr wk) = 1

Il sl

ff o(t) dma (1)

Finalement, nous obtenons

H 0 site€ I,
np(t) = {5;1 ‘I}k e(t)dm,(t) sitely, 1<k<n—1,

ol nous notons dx [, dmy,(t).
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Nous pouvons d'ores et déja remarquer que

k+1

ok < log ( )GE(H) < 2e8™) (1<k<n—1).

Nous sommes maintenant en mesure d’établir (19-1). Nous introduisons les notations suivantes :

1/2
lelly, = ( f; w(t)?dmu(t}) (pe HO<k<n—1),
k
1/2

1
"‘puLﬁ = (/{) (P(t)zdt) y PE LZ([Ov lls dt),

1/2
el za gry = ( f! ao(t)zdt) (pe HOSk<n—1).
k
Soit ¢ € H un vecteur propre de 1T'. Nous avons pour 1 < k <n — 1,

2
o =g, = [ (o) =Tl dmae) = [ (31; [ (6 = ¢) amu(®)) " ama (o)

1 . . 2
_/h (E,: /1,‘ {/f tP(u)du} dmu(t)) dmy(s)
2
1 I
< ‘/j:k (a ~[IJ¢ [s — tIl/2 lle “L?ﬂ([k) dmu(t)) dmy(s)

I’ 172z, 1 ’ 1, .2 28 o
G ekl = d i d < = |l o < ; :
< i /h= A /h my(t) my(s) < P | ”Lf.(h) k = ll ”L:(!H

Par ailleurs, d’aprés la majoration (19-3), nous avons

1/n /2
o= Thagly, = llel, < 4o [ tat g,
T J'" IU =~ o -~ TIV/‘Q‘

Finalement, nous avons

2 2
le -l = > lle—Taell},
o<k<n—1

A2 2e8() 2 A2 2e8(w) A2
<=3+ Z "‘P’”Lf‘{h,) SaTT T

= op2 = op2 n
2n n Wi T

Finalement, nous en déduisons bien (19-1) avec A; = max{2e$(“) A%, A3/n}.
Preuve de la Proposition 19.2. Nous avons

A= max (Tp,p)

lell<1

wEH
et
19-5 An = max (Thp,¢) = max (T'p,p).
(D) ioe Tuere) = max (T, )

wEH,, @EH,,
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Comme H, C H,,., C H, I'identité (19-5) implique immédiatement que la suite A, est croissante
et que A, < A.

Considérons a présent un vecteur propre ¢ de norme 1 de 7" associé a la valeur propre A, et
introduisons ¢,, = II,. Comme ||p,|| < ||¢| = 1, nous avons

0< A=A < (T, ) — (T'on, ¢n)-

11 suit, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'estimation (19-1)

|An = Al € [{T'e — Ton, n)| + (T, 0 — ¢n)|
< N(T) |l¢ — Oag|l [lenll + N(T) ll¢]l | — Mnel|
< 2N(T) |lp — ae|
2 24, N(T)

-

ot N(T') désigne la norme d’opérateur de 7. Nous obtenons bien (19-2) avec Ay = 2N(T)A;.

20. Appendice

Quitte a modifier la définition de By(z,y) par une norme équivalente, nous sommes en
mesure de déterminer la constante asymptotique optimale dans l'inégalité de Turan-Kubilius.
L’approximation

Yo(z/p",2)  9p(@) ) o
Wy - ope )

incite en effet a étudier le rapport
V7 (z,y)/By(z,y; h)?

ol 'on a posé
gl f@’)?
Br(z,y;h)?:= Y gyla)h(u,upy) - (fEA).
pYES(xy)

Pour chaque u > 1 fixé, la fonction v — h(u,v) est bornée, continue, et ne s’annule pas sur [0, u].
Nous avons done
By(z,y;h) <u Bg(z,y) (z>2,y=2'").

Dans l'espace H, nous remplacons la mesure m par la mesure my, définie par
dit
dmy(t) := h(u, t)e"'f(")T.

Par ailleurs, nous posons

K, (s,t)

Kun(o.t) = fraids

(s,t €[0,1]),
et nous introduisons l'opérateur T}, ;, défini sur H, par

1
Tunp(s) == _./0 P(t) Ky n(s,t)dmp(t) (s € [0,1]).

Cet opérateur est autoadjoint et compact ; il admet une base hilbertienne de vecteurs propres,
que nous notons{gn,; }3=,. Désignons encore par An(u) la plus grande valeur propre de 7y, ». Nous
obtenons le résultat suivant.
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Théoréme 20.1. Soitu >1. On a

; Vi (z,z'/*)
Ch(u) := limsup sup —————=

= max{1 + Ay (u),2}.

Il est & noter que la constante Cj,(u), contrairement & C#(u) ou C(u), est au moins égale a 2
quel que soit u > 1. Cela provient du fait que le facteur h(u,u,-) tend vers 0 lorsque u — oo pour
p¥ > z/y.

Lorsque u = 1 la fonction v — h(u,v) vaut identiquement 1 sur [0, u|. Le résultat de Hildebrand
fournit donc I'égalité A\,(1) = A(1) = 1/2. Comme nous pouvons montrer la continuité de la
fonction u +— Ap(u), nous avons done Cp(u) = 2 dans un voisinage de u = 1. De plus, nous
pouvons établir la majoration Ap(u) < 1/u pour u = 1. Cela implique que pour u assez grand,
nous avons C(u) = 2. Nous conjecturons que Cp(u) = 2 pour tout u = 1, ce qui corroborerait les
résultats numériques obtenus.

Nous nous contentons ici de donner les étapes essentielles de la preuve du Théoréeme 20.1. Les
détails relevent de calculs similaires a ceux effectués dans le cadre de la définition (1-21).
Nous considérons le produit scalaire associée a la mesure my,, soit

1
(0, ) = /0 G(E)(t) dma(t),

et nous définissons, pour f € A,
— - Ok ) e = f(p)q.h‘j(up) up€(u)
Yn =Y cj(filk)an; avec c;(fih) = T b, up)ee .
i=1 P<Y

Nous pouvons obtenir la nouvelle formule asymptotique suivante pour Vf# (z,y), oll nous conservons
les notations et les hypothéses du Théoréeme 4.1 :

Vi (z,9) = P (2,y) + ($n, Tuptbn)n — R}(2,y) + o(By(z,y;h)?)  (z — o0).

Nous pouvons établir I'analogue de la majoration (3-19) soit

()2

(Vs Tundn < {n() + (1)} 3 gp(@)h(u, up)L (y — o0).

Py

Nous avons done

V (z,y) < 51+ Sa + S3 + An(u) ng(a)h(u t.r,,,)f(;j)2 +o(By(z,y: h)?),
pPsUY

avec

5= L on(@00 @2 = T 0@ 1 T gyl 2

Py p<z/y z/y<p<y

2

Si:= 3 gp(@)h(u,up)L ;ﬁa)
P ES(z/y,y)

v=2

I

S3:= Z 9p(@)Vz 4 (p") ,(1:!"“) :
pYeS(z,y)

P>z /Yy w22

Les calculs effectués dans la preuve du Proposition 8.1 montrent que

¥ y(p) Vz,y(P) 1
¥ <14 0(1), max —¥T 2 <240(1) (z322,y=z'").
z/y<p<y h(u,up) () p"E?(:v.z-r))2 h(u, ”p") @ | ¢ :
et TR
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Nous en déduisons que

< {1+ o)) X ap(a)hta ) T2
Py
1\ 2
<{2+0()} ) gp(@)h(u, upv)fgfm) -
pYES(z,y)
pY>z/y =2

Nous obtenons ainsi la majoration
V(@) < (max {1+ M(w),2} +0(1)) By (z,5:1)? (@ = o0).

Cette majoration est optimale. En effet, si f est la fonction additive définie par f(p") := @(upv)
pour v > 1, oil  est un vecteur propre normé de T, ;, associé a la valeur propre Ay (u), nous avons

V_,# (z,y) =1+ M(u) +0(1), et By(z,y;h)? =1+0(1) (z— o0).

Par ailleurs, si f est la fonction additive définie par

1 sip=2et2¥ << ¥,
firy =L Hr=ae s
0 sinon ,
nous avons 14 (1)
4 o [#]
et
h
By(z,y: h)? = {1+0(1) } 7 = {1+0()} (;"ujff) (z — 0).
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Un entier naturel est dit y-friable lorsque son plus grand facteur premier n'excéde pas y. Ce travail
est consacré a I'étude des entiers friables dans le cadre de la théorie analytique et probabiliste des
nombres. La premieére partie est dévolue a un probléme posé par Davenport en 1937, qui consiste a
déterminer les conditions de validité de diverses généralisations de son développement de la fonction
sinus en série de parties fractionnaires. Ces généralisations peuvent étre décrites par un couple de
fonctions arithmétiques, liées par la relation de convolution f = g* 1. Nous traitons le cas ol g est
la fonction de Piltz d’ordre z € C. La deuxiéme partie est consacrée a I'étude du comportement
asymptotique de la constante optimale dans une version friable de 'inégalité de Turan-Kubilius.
Précisant des résultats récents de La Breteche et Tenenbaum, nous généralisons au cas friable une
formule asymptotique de la variance d'une fonction arithmétique additive, établie par Hildebrand
en 1983.

Call integer y-friable if its largest prime factor does not exceed y. We study friable integers in
the context of analytic and probabilistic number theory. We first address a problem initiated by
Davenport in 1937, and explore conditions of validity for various generalizations of his expansion
of the sine function as series of fractionnal part. These generalizations are described by a pair of
functions, satisfaying the convolution formula f = g+ 1. We treat the case when g is the Piltz
function of order z € C. In a second part, we investigate the asymptotic behaviour of the optimal
constant in a friable version of the Turdn-Kubilius inequality. Elaborating on recent results of La
Breteche et Tenenbaum, we generalize an asymptotic formula for the variance of an arithmetic
additive function established by Hildebrand en 1983.

Mots-clefs : entiers friables, P-sommation, identités de Davenport, premiere fonction de Bernoulli,
fonctions de Piltz, approximation diophantienne, fonction de Dickman, fonctions additives, inégalité
de Turan-Kubilius, opérateurs de Hilbert-Schmidt, méthode de Galerkin.
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