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Introduction

Dans la théorie générale des sous-variétés, les sous-variétés dégénérées (ou nulles), bien
que peu étudiées, ont vu leur importance croitre en physique mathématique, et particu-
lierement en relativité.

Pour ne citer que quelques exemples parmi tant d’autres, nous pouvons mentionner que

e A. Nersessian et E.Ramos ont montré en 1998 (cf. [N-Ra]) qu’il existe un modeéle géo-
métrique de particule basé entierement sur la géométrie des courbes nulles dans 1'espace
temps de Minkowski R*!, qui sous quantisation donne les équations d’onde correspon-
dantes a des particules massives de spin arbitraire.

e Les horizons des trous noirs (horizons cosmologiques, horizons des événements, ...) sont
des hypersurfaces dégénérées de l'espace temps considéré.

e dans un article récent (cf. [G-S-W]), G.J. Galloway, S. Surya, et E. Woolgar ont établi
des résultats allant dans le sens de la conjecture d’Horowitz-Myers, stipulant que 'unique
solution de masse minimum qui asymptote le soliton Ads est le soliton lui-méme. Dans la
preuve de leur théoréme d’unicité apparaissent des collections d’hypersurfaces dégénérées
totalement géodésiques.

Il semble donc important de mieux comprendre les problemes liés & la dégénérescence de
la métrique induite sur une sous-variété.

La grande différence entre sous-variétés dégénérées et non-dégénérées réside dans le fait
que pour les premieres, le fibré normal a une intersection non triviale avec le fibré tangent
de la sous-variété. Ceci nous empéche donc d’appliquer les méthodes classiques que 1'on
utilise en géométrie Riemannienne. Il semble donc indispensable de mettre au point de
nouvelles techniques pour aborder 1’étude des sous-variétés dégénérées.

Dans cette these, nous nous limiterons a 1'étude des courbes nulles (sous-variétés dé-
générées de dimension 1), et des hypersurfaces dégénérées (sous-variétés dégénérées de
co-dimension 1) totalement géodésiques d’une variété pseudo-Riemannienne.

Le premier chapitre est consacré a I’étude des courbes dans les espaces de Minkowski RP9.
Dans ces espaces, contrairement aux courbes spatialles ou temporelles qui admettent une
paramétrisation naturelle (paramétrisation par longueur d’arc ou unitaire), les courbes
nulles n'ont, exception faite des géodésiques (qui ont un paramétrage affine), a-priori
aucune paramétrisation naturelle connue. Pour tenter d’associer a4 ces courbes un para-
métrage naturel, nous batissons une généralisation du repere de Frénet dans les espaces
de Minkowski pseudo-Riemannien. Rappelons que dans le cas Euclidien, ce repére se
construit par un simple procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt sur le vecteur tan-
gent de la courbe considérée et ses dérivées successives. Cependant, dans le cadre pseudo-
Riemannien, I'existence de vecteurs isotropes nous empéche d’appliquer le méme procédé.



Plusieurs constructions ont déja été proposées pour généraliser le repére de Frénet (cf.
notamment [D-B], et [D-J]), mais aucune, a notre connaissance, n’a aboutit & un repeére
véritablement canonique.

Notre but, dans ce premier chapitre, est donc de batir un repere de Frénet généralisé
“canonique”, associé a toute courbe suffisamment réguliere des espaces de Minkowski
pseudo-Riemannien.

Dans le chapitre 2, nous généralisons notre construction aux courbes réelles sur R*, C*,
ou H" munis de formes réflexives (2-formes bilinéaires non-dégénérées, symétriques ou
alternées sur R", hermitiennes ou anti-hermitiennes sur C* ou H") arbitraires.

En particulier, si le premier chapitre se généralise, a 'aide du transport parallele, aux
variétés pseudo-Riemanniennes, le cas de R® muni d’une 2-forme alternée donne une gé-
néralisation aux variété symplectiques connectées.

Notons que la méthode établie dans ces deux premiers chapitres pour généraliser le repeére
de Frénet ne se limite pas au cadre réel, complexe, ou quaternionnien. On pourrait tenter
de généraliser cette méthode a d’autres corps possédant une dérivation, ou méme d’autres
algebres. Il serait notamment particulierement intéressant de trouver une généralisation
pour les algébres & composition associatives telles que R@ R, R(2), C®g C = C & C,
H ®g C = C(2), ... Ceci nous permettrait d’élargir notre étude, qui donne des résultats
pour les groupes d’isométries SO(n), Sp(n,R), U(n), SO(n,H), ... & de nouveaux groupes
tels que O(n, C), Sp(n,C), Gl(n,C), SO(2n,C), ...

Enfin, le troisieme chapitre est consacré a 1’étude des hypersurfaces dégénérées d’une
variété pseudo-Riemannienne (pour lesquelles la métrique induite sur ’hypersurface est
dégénérée en tout point). Pour ces hypersurfaces, le fibré normal est inclus dans le fibré
tangent, ce qui nous empéche notamment de voir I’opérateur important qui apparait dans
la théorie classique des sous-variétés, la seconde forme fondamentale, comme une simple
projection sur le fibré normal. Cette seconde forme fondamentale existe malgré tout ca-
noniquement, et nous verrons qu'elle représente la premiere obstruction a l'intégrabilité
d’une G-structure induite sur I’hypersurface dégénérée. Pour étudier le défaut a l'intégra-
bilité de cette structure, nous nous limitons alors & ’étude des hypersurfaces dégénérées
totalement géodésiques.

En utilisant les techniques de la cohomologie de Spencer, nous déduirons d’autres obs-
tructions a l'intégrabilité, desquelles sortiront des listes d’opérateurs qui nous aideront a
mieux comprendre la géométrie de notre hypersurface, et donc a construire des systemes
de coordonnées locaux adaptés a cette géométrie.

La construction de coordonnées sur une hypersurface dégénérée avait déja été tentée en
1950 par A.G. Walker, qui avait proposé des coordonnées locales sur une variété M in-
décomposable admettant une distribution totalement isotrope parallele X (cf. [W 1], et
[W 2]). Walker avait construit des coordonnées {(z;)%,, (v:)%2,, (zi)%,}, ot les coordon-
nées (z;)%, parametrent les feuilles intégrales de la distribution X, et les coordonnées
(z:)%,, ()%, parametrent les feuilles intégrales de la distribution X+ (X C X*). La
métrique dans ces coordonnées était alors donnée par la matrice

0 0 I
0 A H
I, H' B

9



ou les sous-matrices A et B sont symétriques, et o A et H ne dépendent pas des coor-
données (z;)™,.

Cependant, ces coordonnées sont loin d’étre uniques, et étant construites comme solution
arbitraire d’'un systéme différentiel, des informations sur la géométrie locale de la variété

risquent d’étre cachées par un choix particulier de telles coordonnées.

Plus récemment, C. Boubel avait tenté d’améliorer les coordonnées de Walker, et de re-
chercher des coordonnées les plus uniques possibles (cf. [Bou]). Il obtenait notamment
grace a ses coordonnées une classification locale des variétés Lorentziennes suivant leur
holonomie.

Toutefois, les coordonnées de Boubel sont intimement liées au cadre, dans lequel il se pla-
cait, des variétés pseudo-Riemanniennes réductibles, indécomposables, et aux propriétés
de I’holonomie.

C’est a la suite notamment de ces travaux que nous débutons notre étude, et tentons

de construire des systéemes de coordonnées locales les plus uniques possibles, et les plus
adaptés possibles a la géométrie de I’hypersurface.

10
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CHAPITRE 1

Une généralisation du repéere de Frénet sur R” muni d’une
forme quadratique non-dégénérée de signature quelconque

13



1. Introduction

Dans une variété pseudo-Riemannienne, on peut distinguer trois types de courbes, selon
la causalité de leur vecteur tangent :

e des courbes temporelles
e des courbes spatiales
e des courbes nulles

Il est connu que chaque courbe temporelle (respectivement spatiale) possede une para-
métrisation naturelle, appelée paramétrisation unitaire, telle que le vecteur tangent de la
courbe soit en tout point de norme -1(respectivement +1). Par contre, une courbe nulle
ne possede pas, en général, de paramétrisation naturelle, exception faite des géodésiques
nulles (qui admettent un paramétrage affine tel que le vecteur tangent ¢ vérifie D.c = 0).
Le but de ce chapitre est de définir une paramétrisation naturelle sur toute courbe
nulle, suffisamment réguliére, des espaces de Minkowski RP?.- Pour cela, 1'idée va étre
de construire un repére mobile canonique le long de telles courbes.

Dans le cas Riemannien, il est connu qu’'un tel repere existe : le repere de Frénet (cf.
entre autres [Sp]). Cependant, la construction de ce repére reposant sur un procédé d’or-
thogonalisation de Gram-Schmidt, il y a des difficultés a généraliser ce repere dans le
cas pseudo-Riemannien (& cause de l’existence de vecteurs isotropes). Plusieurs construc-
tions ont déja été proposées, utilisant parfois des données auxiliaires (cf. [B-D] ou [Bo
1]) ; mais aucune, a notre connaissance, ne s’est révélée étre véritablement canonique (ces
constructions laissaient libre un certain nombre de choix).

Nous décrivons donc dans I'article mis en annexe de ce chapitre la construction d’un repere
mobile canonique , généralisant le repere de Frénet, associé a toute courbe suffisamment
réguliere des espaces de Minkowski pseudo-Riemannien, et décrivons les courbures de Fré-
net généralisées.

Ce repere nous permet alors de définir une paramétrisation naturelle sur toute courbe
(en particulier sur les courbes nulles) suffisamment réguliére de R”?. Comme dans le cas
Riemannien, le transport paralléle nous permet de généraliser notre construction aux va-
riétés pseudo-Riemanniennes.

2. Le but du repére de Frénet

Considérons une courbe ¢ : I — R", I étant un intervalle ouvert de R, et munissons R"
d’une forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée ( , ).

Pour toute valeur ¢ € I, et tout entier i compris entre 1 et n, nous notons F;(t) le sous-
espace de R" engendré par les dérivées successives c)(¢), ..., ¢ (t). Il est clair que 1’on a
une inclusion F;(t) C F;41(t) Vi€ I, V1<i<n-—1.

DEFINITION 2.1. Nous appelons drapeau associé a la courbe c la suite d’inclusion

Fi(t) C..C F(t) Vtel|

14



Dans le but de construire des reperes le long de la courbe ¢, nous devons imposer des
hypothéses de régularité sur la courbe, pour assurer notamment que le comportement du
drapeau ne dépend pas de la valeur t € I, autrement dit que ’on ait F;(t) g Fi1(t) Vtel,

ou Fi(t) = Fi+1(t) Vt € 1. Sous ces hypotheses de régularité, nous pouvons alors définir
un unique entier . (compris entre 1 et n) vérifiant Fy__;(¢) % F,.(t) = F, 41(t) Vte I

DEFINITION 2.2.

(1) On appelle repére mobile sur une courbe c¢ (suffisamment réguliére) un ensemble
de champs de vecteurs {v, ..., v, } sur ¢ formant une base orthonormée du sous-
espace F;_(t) pour chaque valeur ¢ € I.

(2) Un repére mobile sur c est dit adapté au drapeau de c si pour tout entier i compris
entre 1 et 7., on a < vy(t), ..., v;(t) >= F;i(t) Vt € I.

La théorie des reperes mobiles a été largement étudiée par le passé, en particulier par E.
Cartan (cf. [Car 1] et [Car 3]).

Le but du repére de Frénet est alors de construire, le long de toute courbe c¢ suffisam-
ment réguliere de R", un repere mobile canonique adapté au drapeau de c.

Dans la suite, nous adopterons les notations suivantes : soit U := {vy,..., v, } un repere
mobile le long d’'une courbe ¢. Nous noterons

e G(T)(t) := ((vi(t),v;(t)))1<i,j<r. la matrice de Gram du repére mobile U

o A(V)(t) = Mat(Id, {v;},{vi}) la matrice des dérivées.

3. La construction classique dans le cas Euclidien

Considérons une courbe ¢ : I — R", I étant un intervalle ouvert de R, et munissons R"
d’un produit scalaire ( , ) défini positif. Nous commencons, comme annoncé précédem-
ment, par imposer des hypotheses de régularité sur la courbe ¢ (nous verrons par la suite
que nous pouvons affaiblir ces hypotheses) :

DEFINITION 3.1. La courbe c est dite réguliére si les dérivées successives ¢V (¢), ..., ¢™(t)
sont des vecteurs indépendants de R* pour toute valeur ¢ € I. Sur le drapeau associé a c,
la régularité de la courbe se traduit par la suite d’inclusions strictes

Fi(t) . G Falt) =R Vi L

Dans le cas Euclidien (ou il n’existe pas de vecteur isotrope non nul), le résultat
primordial qui va étre a la base de la construction du repere de Frénet est donné par le
lemme suivant :

LEMME 3.2. Les sous-espaces F;(t) sont tous non-dégénérés pour la métrique induite
par le produit scalaire ( , ) sur R".

15



DEMONSTRATION. Si un sous espace F;(t) était dégénéré, la métrique induite sur ce
sous-espace aurait donc un noyau non trivial, et tout élément de ce noyau serait un vecteur
isotrope de (R™,( , )). Or, puisque le produit scalaire ( , ) est défini positif, il ne peut
exister de vecteur isotrope non nul de (R*,( , )). O

Considérons alors une courbe c¢ réguliére ; nous pouvons lui associer un repere mobile,
adapté au drapeau de c, canonique, appelé repére de Frénet (cf. [Sp] et [Car 2]), définit
par le théoréeme suivant :

THEOREME 3.3. Soit c: I — R™ une courbe réguliére de l’espace Euclidien R". Alors
nous pouvons associer @ ¢ un unique repére mobile {vi,...,v,}, appelé repére de Frénet,
vérifiant

(1) pour tout entier i compris entre 1 et n, le déterminant 6; de la matrice de passage
de la base {cV,...,c)} de F; a la base {vy,...,v;} vérifie §;(t) >0 Vte I

(2)
! 0
cemy=| -
0 1
(3)
0 —k 0
Ay =B
0 ke 0

pour des fonctions k; : R® — R strictement positives.

DEMONSTRATION. La construction de ce repére repose simplement sur I'application
du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt sur les vecteurs c*)(t),...,c™(¢); on
pose, pour tout t €

@y
o u(t) = Emay

o pour 2 < i < n, puisque F;_;(t) est un sous-espace non-dégénéré de F;(¢) (cf. lemme
2.2), on décompose, pour tout t € I, I’espace F;(t) en somme directe othogonale

Fi(t) = F,_1(t) & F~(t) (ou Fi (¢) désigne 'orthogonal de F;_;(¢) dans F(t)), et on
pose alors Ui(t) = H:i:EZE:;(i))H’ ou - est la projection E — Fi-’:il‘
Remarque : || 7+(c®(t)) [# O car sinon, puisque le produit scalaire ( , ) est défini
positif, on aurait 7+ (c®(t)) = 0, et donc ¢ (¢) € F;_,(t), ce qui contredit I’hypothese de
régularité.

O

Remarque : on peut restreindre I’hypothese de régularité en demandant seulement
que les (n-1) premieéres dérivées {c(”,...,c(”“”} soient indépendantes; dans ce cas, on
construit le repére de Frénet {vi,...,v,—1} par une orthogonalisation de Gram-Schmidt
sur les vecteurs ¢V, ..., ¢~ et on compleéte ce repere avec le vecteur v, := vy X ... X Up_1.
Le théoreme précédent reste vrai, a ceci pres que les fonctions k; peuvent alors étre choi-
sies positives, a I’exception de la derniére fonction k,_;.

16



DEFINITION 3.4. Les fonctions ki, ..., k,—1 qui apparaissent dans la matrice des déri-
vées du repere de Frénet sont appelées courbures de Frénet.

L’importance des courbures de Frénet est qu’elles permettent de reconstruire la courbe
initiale : plus précisément, étant données des fonctions ki, ..., k,—1, on peut se demander
si il existe une courbe ¢ admettant ces fonctions pour courbures de Frénet, et a quelle
condition pres cette courbe est unique. La réponse & ces questions est donnée par le
théoréme suivant :

THEOREME 3.5. Etant données (n-1) fonctions continues k; : [a,b] = R
(pour i=1,...,n-1), avec k; > 0 Vi. Alors il eziste une courbe ¢ : [a,b] — R, paramétrée
par longueur d’arc, admettant les fonctions k; pour courbures de Frénet. De plus, deuz

telles courbes différent d’un déplacement Euclidien (une translation suivie d’une rotation
de SO(n)).

Remarquons que pour faire la construction ci-dessus, on peut affaiblir I’hypothese de
régularité (définition 2.1) en la remplagant par la condition suivante :

DEFINITION 3.6. La courbe c est dite r-réguliére (pour un entier 1 < r < n) sil'on a
F._1(t) g F.(t) = Frna(t) Vtel

Remarques :

(1) Dire que c est r-réguliére revient a dire que le drapeau associé a c est de la forme
Fi(t) g g F.(t) Vte .

(2) Dire que c est réguliere au sens de la définition 2.1 revient a dire que c est n-
réguliere.
Si la courbe c est r-réguliére, on peut montrer (& 'aide des formules de Taylor) que le

sous-espace F,(t) ne dépend pas de la valeur t € I. On peut alors identifier F,. avec R",
et appliquer la construction précédente.

Remarquons enfin que le transport parallele nous permet de généraliser la construction a
toute courbe (suffisamment réguliere) d’une variété Riemannienne. Considérons en effet
une variété Riemannienne (M™,g), et ¢ : I — M une courbe de M, I étant un intervalle
ouvert de R contenant 0.

L'espace tangent T, M en z = ¢(0) est muni d'un produit scalaire non-dégénéré, défini
positif, g.. Pour tout ¢ € I, considérons le transport parallele 7(t) : TM — T;) M le long
de ¢ par rapport a la connexion de Levi-Civita de (M, g). En tout point ¢(t), la courbe ¢
admet un vecteur tangent c(t) € Tcy) M, et des dérivées successives

D¥)¢ = \Ddt(Ddt(...(DdtJé))).

—

k

Les vecteurs c®) (t) := 7=1(t)D*~1¢ sont des vecteurs de T, M, et par les théorémes géné-
raux sur les équations différentielles, on sait que ’on peut construire une unique courbe
v : I — T M telle que v(0) = 0 et v¥)(¢) = ¢¥)(¢) Vk. Nous pouvons alors appliquer notre
construction a la courbe 7. Pour cela, notons F§(t) (respectivement F}(t)) I'espace en-
gendré par les dérivées successives {c, ..., D¥~Ve(t)} (respectivement {c(V)(2), ..., c®)(t)}).

DEFINITION 3.7. La courbe c est dite r-réguliere si F°_, (%) g Fe(t)=FF,(¢) Vtel.
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Puisque le transport paralléle est une isométrie linéaire, il est facile de montrer que
I'on a

PROPOSITION 3.8. La courbe c est r-réguliére si et seulement si la courbe v est r-
réguliére (au sens de la définition 2.5).

Par conséquent, si la courbe c est r-réguliére, nous pouvons construire un repére mo-
bile canonique {vy, ..., v, } dans T, M, associé a la courbe ~y. En posant w;(t) := 7(t)(v;(¢))
pour touit entier i compris entre 1 et r, on obtient alors un repére mobile {wy, ..., w,} le
long de la courbe c, avec les mémes courbures k; que y (car Dgw;(t) = 7(t)(vi(t)) puisque
7(t) est linéaire).

4. Généralisation au cas pseudo-Riemannien

Considérons une courbe ¢ : I — R*, R" étant muni d'une forme quadratique ( , ) non-
dégénérée de signature quelconque. '

Supposons que c soit r-réguliere. Le drapeau associé a c est donc de la forme

Fi(1) % g F.(t) Vt € I. Cependant, si la forme ( , ) n’est pas définie (positive ou

négative), I'existence de vecteurs isotropes nous prive de ’argument qui, dans le cas Eu-
clidien, nous permettait de conclure que les sous-espaces F;(t) étaient tous non-dégénérés
(pour la métrique induite). Et en fait, il peut trés bien y avoir des sous-espaces F;(t) dé-
générés dans le drapeau associé a c : par exemple, si ¢ est une courbe nulle, I'espace Fi(t)
engendré par le vecteur c(!)(t) est dégénéré pour tout ¢ € I. Afin de construire un repere
mobile le long de ¢, nous sommes donc contraints d’imposer des hypotheses de régularité
plus fortes que précédemment, a savoir :

e controler le drapeau de c¢ : nous demandons que la courbe c soit r-réguliére, de telle
sorte a ce que le drapeau associé a c soit de la forme F () (é g F.(t) Vte l.

et

e controler la dégénérescence des sous-espaces F;(t) : nous demandons que la dégénéres-
cence de chaque sous-espace F;(t) ne dépende pas de t; autrement dit, nous souhaitons
avoir F;(t) dégénéré pour tout ¢ € I, ou F;(t) non-dégénéré pour tout ¢t € I. Les courbes
vérifiant ces deux conditions seront dites r-pseudo-régulieres.

DEFINITION 4.1. Une courbe c¢: I — R" sera dite r-pseudo-réguliere si
(1) c est r-réguliere, i.e. Fr_;(t) (;E F.(t)=F(t) Vtel

(2) Pour tout entier k compris entre 1 et r, le déterminant de Gram g;. (déterminant
de la matrice de Gram ({c(t), "9 (t)))1<i j<k) est soit identiquement nul, soit
une fonction ne s’annulant pas (donc strictement positive ou négative).

Supposons a présent que la courbe c soit r-pseudo-réguliére. Si dans le drapeau associé
a ¢ apparait un sous-espace F; dégénéré, on a alors F;*""* N F; # {0} ; on n’a donc plus de
supplémentaire naturel de F; dans F;.;. Ceci nous empéche donc d’appliquer le procédé
d’orthogonalisation de Gram Schmidt, comme dans le cas Euclidien.
Pour généraliser le repére de Frénet, nous allons donc batir un repére mobile, bloc par
bloc, entre chaque sous-espaces non-dégénérés consécutifs du drapeau. Pour cela, consi-
dérons deux sous-espaces non-dégénérés F; g F; consécutifs dans le drapeau associé a c.
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NI
On a alors une décomposition naturelle de F; sous la forme F; = F; & F;~’. Nous allons
batir notre repére entre F; et F; en choisissant une base pseudo-orthonormée de F;’.

Si j =1+ 1, on peut opérer comme dans le cas Euclidien, et choisir comme base ortho-
5 Lil o i ,‘.L(C(H-l))

normée de F; le. vecteur unitaire ey

Si maintenant j > i+ 1, chaque sous-espace Fj pour i+1 < k < j—1 est dégénéré pour la

métrique induite, donc possede un noyau Kji_;. En étudiant précisément le comportement

de ces noyaux, nous montrons alors deux faits importants :

(1) I'écart entre deux sous-espaces non-dégénérés consécutifs du drapeau associé a c
est un entier nécessairement impair ; autrement dit, il existe un entier d tel que
j—i=2d+1.

(2) Le noyau croit jusqu’a atteindre le noyau K, (i.e. K; C Ky Vi+1<1<d-1),

=

puis se stabilise une fois (i.e. Ky = K441), et enfin décroit progressivement jusqu’a
se vider et obtenir le sous-espace non-dégénéré F; (i.e. K; D Kj1
=

Vd+1<1<2d—1).

On peut symboliser ce comportement par le diagramme suivant :

Ki—Kaq

K, 2d

F; non-dégénéré F; non-dégénéré

Pour souligner ce comportement, nous dirons que le drapeau de c est ] de profondeur 1, et d’indice 1

Nous batissons alors notre repére entre les sous-espaces F; et F; en construisant des
. . . » = s

paires Artinniennes orthogonales entre elles successives (ngS ),u,-) pour i = 1,....,d (m

étant un vecteur du noyau K; qui est de dimension 1), emboitées 1'une dans 'autre (nous

: : . P S, & d
interdisons les entrelacements!!), puis nous complétons par un vecteur unitaire 7 := n(l )

orthogonal & toutes les paires Artinniennes (la condition 7 := nﬁd} unitaire fixant alors le
choix du vecteur n; € K;). Nous pouvons visualiser cette construction sur le diagramme

sulvant :
(7 ——
/ \
n Uy

Nous obtenons finalement une décomposition de F; sous la forme d’une somme ortho-
gonale de plans Artinniens, et d’'un vecteur unitaire :

_ R N | i
Fi“ =H, S .8 HsB <7 >, ou H; désigne le plan engendré par les vecteurs n{f Y et
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U;.

Si maintenant, & partir d’'un rang 7 < r, les sous-espaces F; sont tous dégénérés, nous

montrons alors que la suite des noyaux K; de F; est croissante (i.e. K, 5 - C K,), et
o

(1) (r—7)

nous complétons notre repere par les vecteurs n,,n;’,...,nr ', ou n, est le vecteur de

: . . e A —7+1 ;= o
K. (qui est de dimension 1) choisi de telle sorte a ce que le vecteur n "™ qui a-priori
est dans le noyau K, C F,, vérifie n" "™ ¢ K,_,.

Conclusion Soit ¢ : I — R" une courbe r-pseudo-réguliere de R* (r étant un entier
compris entre 1 et n).

A la courbe c, nous associons
3 suites finies d’entiers :

(1) une suite (ax)o<k<m, Croissante, correspondant aux entiers successifs tels que le
déterminant de Gram g,, # 0 (avec la convention ag = 0, go = 1).

(2) une suite (bx)o<k<m définie par by = ar+1 — ax, et par convention, nous noterons
b =7 — Q.

(3) une suite (dx)o<k<m-1 définie par by = 2d; + 1.
Nous construisons alors un repére de Frénet généralisé défini par le théoréme suivant :
THEOREME 4.2. Etant données une courbe r-pseudo-réguliére ¢ : I — R™ (I étant un
intervalle ouvert de R contenant 0), et une 2-forme symétrique, non-dégénérée ( , ) sur

R™, il eziste un unique repére mobile {vi(t),...,v-(t)} sur F.(t), vérifiant les conditions
suivantes :

(1) {vi(2),...,v,(t)} est adaptée au drapeau F, (i g F., i.e. Fi(t) admet pour base

la famille {v(t), ..., v;(t)} pour tout entier i compris entre 1 et r, et tout t € I

(2) Pour tout entier i compris entre 0 et m, la fonction non nulle §;, définie comme
étant le déterminant de la matrice de passage de la base {c(”, c{i)} de F; a la
base {vy,...,v;}, vérifie : 6;(0) > 0 (et donc 6;(t) >0 Vte I)

(3) la (r,r)-matrice U représentant la restriction de la forme ( , ) a F, (qui est un
sous-espace constant de R*, indépendant de la valeur t € I) relativement a la
base {vy,...,v.} est donnée par la matrice (constante)

(L@ .‘.0 -::,'11. .::....?\

0

AR - U1 0
\O0 ... oo i 0 O )
ot U; = (—1)%U;, ei(= £1) est le signe du quotient g,,,(g2,)~", U; est la
matrice (b;,b;) definie par
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( 0 ... ... ... 0 (—1)*\
: o / 0
0 -1 0
Ui= 0 1 0
0 -1 0
o :
\(-D)% 0 ... ... ... 0 )

et 0,_,,, est la matrice nulle de type (1 — am,T — am)

4) le repére mobile {vy(t), ..., v.(t)} vérifie V! = AV, i.e.
(4) le rep

v} /Ao Lty U 00 cis ssn 0 vl\
(1) [ = \ ([
LCO A] LCl-'- 3B . E—

0 LCll'-

: : o ey Sy Pw [ ;
; ; “,Bewy By Le ;
) \o ... .. T \u)

avec h=m — 1, et la (r,r)-matrice A admet une décomposition en blocs dont la
diagonale principale est construite a partir des matrices :

(i) A;, une (b;,b; )-matrice dépendant de d; fonctions, de la forme

[0 10 0 | 0 | 0 ... ... 0
00 1 S I I
0o | ¢ |
e X | B | &
0 .o ... 00 | 1 | 0 ... ... 0
A=10 .. . 0 7% | 0 | 1 0 ..... 0
0 ...0 74-1 0| 7 | 0 1 O 0
:/ / 0y | 0] 001 "
0 /4 4 8 | 8 | & % i
negL /L /7 2 T e 1
\00 1 0 ...0 | 0 | O ...... 0 0)

(ot l'on a encadré la ligne d; + 1)

(1) T, une (r — am,r — am ) matrice dépendant de r-a,, — 1 fonctions g
(I=1,...,r-aym — 1) sur I, de la forme
21



0 1 0 0
0 0 1 0
B e wsw 1
S S L T | 0

Remarquons qu’il n’y a pas de matrice I si (et seulement si) a, = 7.

(iii) ® Le; = 3 L;, ou L; est la (b;, bi1 )-matrice définie par

8 O i 8
0 «cc s 0
1 0 ... 0

et sz; est une fonction strictement positive sur I

~

e Lc; = s4L;, ot L; est la (biy1, b;)-matrice

00 ... 0
I O s O
et la fonction »; est définie par 2 = —€;€it1 5.

Remarques :

1. Si les sous-espaces F; qui apparaissent dans le drapeau de ¢ sont tous non-dégénérés,

on retrouve alors le repere de Frénet classique.

2. Le repere de Frénet ainsi généralisé nous permet de définir une paramétrisation natu-
relle de chaque courbe r-pseudo-réguliere, et les fonctions qui apparaissent dans la matrice
des dérivées pour cette paramétrisation nous donnent alors les courbures de Frénet géné-

3. Comme dans le cas Euclidien, le transport paralléle nous permet de généraliser cette
construction a toute courbe suffisamment réguliére d’une variété pseudo-Riemannienne.
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D’autre part, comme dans le cas Euclidien, ce repére caractérise la courbe, d’apres le
théoreme suivant :

THEOREME 4.3. Choisissons un entier r < n, et F, un sous-espace quelconque de R
(de dimension r). Donnons nous

un entier m compris entre 0 et r

une suite (a;)1<i<m d’entiers compris entre 1 et r

une suite (€;)o<i<m-1 avec € = £1 Vi

un intervalle I de R contenant 0

des fonctions réelles définies sur I ~;; (pour 0 < i< m-—1etl < j<d;) s (pour
1<i<r—am—1), et (pour0<i<m-—1) avec 5 >0 Vi

Soit maintenant V : (t € I) = V(t) := {v1(t), ..., vr(t)} tel que

1. V(0) est un repére de F,

2. la matrice de Gram de V (t) est donnée par la matrice U définie comme dans le théoréme
4.2 (donc U ne dépend que des données a; et €;) -

3. V' = AV, ou la matrice A est définie comme dans le théoréme 4.2 (donc A dépend
des fonctions v, ;,Si, et )

Alors il eriste une courbe ¢ : I — R™ (en fait dans F,) admettant V pour repére de
Frénet, et telle que pour tout entier i compris entre 1 et r, et toute valeur t € I, les
familles {cM) (), ...,cD(t)} et {vi(t),...,v:(t)} soient des bases du méme espace, de méme
orientation.

De plus, la courbe ¢ est unique @ déplacement pres, et reparamétrage pres.
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Annexe : D’article sur le repére de Frénet généralisé
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Abstract

Frenet’s frames (for regular curves in Euclidian space) has been generalized both in
higher dimensions and for arbitrary Riemannian manifolds. On the other hand, Frenet’s
frames are constructed through a Gram-Schmidt orthonormalization process, so there are
some difficulties to generalize them to Minkowski spaces (i.e. a non-degenerate quadratic
form on R™ with any signature), because of isotropic vectors. Various constructions have
already been given, with different choices and sometimes auxiliary datas.

In this paper, we present an explicit construction for a canonical moving frame for any
“sufficiently regular” curve in Minkoswski space (without any choice of auxiliary datas).
Then we detail the associated (generalized) curvatures.

As in Riemannian case, parallel transport gives us an easy way to translate the above
construction to any pseudo-Riemannian manifold.

Résumé

La construction du repére de Frénet (pour une courbe réguliére de I’espace Euclidien)
se généralise en dimension supérieure et se transporte aux variétés Riemanniennes en
général. Cependant, cette constrution repose sur le procédé d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt, et quelques difficultés apparaissent, a cause des vecteurs isotropes, si I’on veut
la généraliser méme aux espaces de Minkowski (i.e. une forme quadratique non-dégénérée
de signature quelconque sur R"). Différentes constructions ont déja été proposées (par
exemple dans le cas Lorentzien), certaines d’entre elles avec des données auxiliaires.

Dans cet article, nous proposons une construction explicite d’un repere mobile cano-
nique (sans donnée auxiliaire) pour toute courbe “suffisamment réguliere” d’un espace de
Minkowski. On détaille aussi les courbures (généralisées) associées.

Comme dans le cas Riemannien, le transport parallele nous permet de copier cette
construction pour toute courbe (suffisamment réguliere) d’une variété pseudo-Riemannienne.
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1. Introduction

1.1. Statement of the problem.

Let us consider a curve ¢ : I — R", I being an open interval of R, and R" furnished
with its Euclidian structure.
We suppose the curve ¢ to be regular, in the sense that the iterative derivatives c) (1), ..., ¢™ (¢)
are independent vectors for all £ € I. Under this assumption, it is well known that one
may build a particular frame associated to the curve c, called the Frenet’s frame (for
details , cf [Sp] for example), and deduce from that curvature and torsion.
In fact, we may restrict our hypothesis of regularity into a weaker one, which we shall call
r-regularity (for 1 <r < n) : ¢M(¢),...,c")(t) are independent,
and c™(t) € F,(t) :=< cV(t),....,cD(t)> Vtel.
Indeed, it is clear that, in this case, the subspace F,(t) is independent of t ( we can see
this using Taylor formulae ), and thus, we may identify F,. with R", so that we are led to
the former case.
Our aim in this article is to generalize this construction of a canonical frame field asso-
ciated to each sufficiently regular curve in R furnished with an arbitrary non degenerate
quadratic form.
Remark 1.1 Some constructions were already studied in particular cases (see for example
[Y-C W] and [D], chapter 13 problem 8 p. 329). Also, some authors introduce auxiliary
datas along the curve in order to manage with isotropic vectors (see for example [D-B]
chapter 3 and [D-J]). Here, we want to focuss on a “canonical” construction, without
any auxiliary choices, which applies to any Minkoswski space and more generally to any
pseudo-Riemannian manifold (see chapter 9).

1.2. Some definitions and notations.

Let us consider a curve ¢ : I — R" , where R” is furnished with a fixed non-degenerate
quadratic form ( , ). In all this paper, for any ¢ € I, we will denote by Fi(¢) the
space generated by the iterative derivatives ¢()(t),...,c*)(¢), and by gi(t) the Gram’s
determinant of these vectors, i.e. the determinant of the (k,k) matrix
(D (t), D (), i, j € {1, ..., k}).

DEFINITION 1.1. A curve will be said ” pseudo-regular  if
(1) c is r-regular, i.e. F,_; g F.=F, .

(2) for all k < r, the function g is either positive, identically zero, or negative

From now on, the curve ¢ will always be assumed pseudo-regular.
We may then define a strictly increasing finite sequence (ax) (with ag = 0), corresponding
to the successive integers such that g,, # 0.
We denote by by := ax+; — ax. Then, for any integer i from 1 to by — 1, we must have
9az+i = 0, so that the spaces F,, .; are degenerate for the restricted form.
We denote by K,,.; the kernel of the restricted form on F,, ;.
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We will prove in the next chapter that we have only 3 possibilities

G Kapita dimK,, 4i +1
Ko1i \ = Kop+iv1  With respectively dimK,, 1ip1 = { dimK,, 4
-—; Ka:,+i+1 dimKak-i-i -1,

It allows us to define a sequence (d;) by supposing that
e we have a strictly increasing sequence K, 4+ ;: Ko, +2 (; g Koyva,

e this sequence is maximal, i.e. K4, 14, % Kgp+dy+1 , S0 that

Ka.k-l-dk = Kak+dk+l or Kak+d;, 2 Kﬂg+dk+l-

Now, it is clear that we have a direct sum decomposition

Fotri=Fo, ® Koy V1Zi<Zds.
Nt
kernel

Finally, the last notations we need in this article are the following :

© we denote by k., the unique integer such that the last term of the sequence (aj) is
Ak prae s 1-€. Koo satisfies g; = 0 for any integer i from a,,,, +1tor, and g,, __ # 0.

© by convention, we will denote by b,, __ the integer r — a,,..

Let us remark that :

(1) kmaer may be equal to 0 (with our convention gy = 1). In this case, where all
subspaces F; are degenerate, the curve c is said totally isotropic.

(2) g, may be null or not. In fact, it is clear that g, # 0 <= r = ay,,,.. Then we will
have to distinguish two cases, according to r = ay,,,. or not.

1.3. Statement of the main result.

With the notations above, we will prove that by = 2d; + 1, and that we have

Kak—i-dk-i—l = Rgjtd;-
More precisely, we will obtain the following sequence :
Ka;,+1 (9% g Kak+dk = Kak+dk+1 ? Kak+d;¢+2 :;é) 2 :#) Kak-{-bk—l-

Finally, we are able to construct a basis adapted to the moving flag F; C F5 C ... C F;,
canonical in a sense that we will precise in chapter 3, given by the following theorem :
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THEOREME 1.2. Given a r-regular, pseudo-regular, curve ¢: I — R", and a non-
degenerate quadratic form ( , ) onR", there exists a unique moving basis {v,(t), ..., v-(t)}
on F,(t) with the following properties :

(1) {vi(t),...,v-(t)} is adapted to the flag F\ C ... C F;, i.e. F;(t) is generated by
{v1(2),...,vi(t)} for any integer i from 1 tor, and any t € I

(2) the (r,r) matriz U of the restriction of {( , ) to F, with respect to the basis
{v1,...,0r} s

U 0 s e wa vei0)
0 - : .
o
Doaee w0 Uige-t 0
o . 0 O ey

where Uy, = (—1)%ex Uy, ex = %1 is the sign of ga,.,(9a,)™" (remark that
9o, 0 for 0 < k < kpaz — 1), Uk the (b, bi) matriz defined by

[0 e 0 (1)

U = : 0 1 0

0o :
M= B e o se 0

and O,_q, __ 1is the null matriz of type (1 — Qkpees T — Gkpys)

(3) the moving basis {v1(t),...,v-(t)} satisfies V' = AV, i.e.
/L;\ (A,f Iég 0 oo wus wes 0\ (Ll\

: Lty By Lec™  we wiw - =
0 Iets

. 0
LCh_l Ah LC},,

\1,/ \0 T (N A \v)

with h = ke — 1, and the (r,r) matriz A admits a block-decomposition which
mawn diagonal is made with :
(i) A; is a (b;,b;) matriz, b; = 2d; + 1, with a decomposition

T; Oy
D; T;
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where

e T; is the (d;,d; + 1) matriz with

0 1 0 . 0

0 0 0
Ti=10 0 -

0 0 1

° fi is the (d; + 1,d;) matriz with

[1 0 s os 03

2

-,

e D; isa (di+1,d; + 1) matriz depending on d; functions Ti; (5=1,...,d;) on
I, in the form

w0 Tis By
0 TYig 0 T

0 Ti,d;—-? 0 Ti,d.,-—l 0
/0 0 0
o 0 0
Tex 0B Tz O 0
N 0/

(4) T is a (r — ay,,,,.T — Gx,.,) matriz depending on r-a,,. — 1 functions g
(i=1,...,r-ax,,. — 1) on I, in the form

0 1 0 e 0
0 0 1 0
0 1
S S2 e Sr—gp,,-1

29



Notice that there is no matriz T if (and only if) ax,,,. =T.

(i1i) ® Lc; = 34 L;, where L; is the unique (b;, bir1) matriz

0 0 ... 0
0 wxe wis 0
I D ww 0

and »; 1s a positive function on I

° L’::;‘ = —eieiﬂxif,-, where El- is the unique (biy1,b;) matriz
00 ...0
10 ...0

and the function s is the same as in the matriz Lc;.

2. A preliminary study of kernels

Let us recall that for 1 < ¢ < bx —1, the space F,, ; is degenerate for the form (
with kernel K, ;.

Since F,1is1 = Fu,+:® < c®+i+1) > it is clear that we have either
dimKa_k+i+1 = dimKak_H' -+ 1, d?:mKak,}.i.;_l = d’imKak+§: or d‘imKak+g+1 = dimKak_..g — 1.
More precisely, we have the following result :

LEMME 2.1. Fither Ka;‘+:' & Kak+£+1 or Kak-i-i = Rg,+it+l O Kakﬂ'-i D Kak-i—i-.‘-l

30



DEMONSTRATION.
If cl®+i+1) s orthogonal to F,, .;, we then have either (c{®*+1) c(@++1)) = 0 in which
case Ko, iz1 = Ko i® < @+ > or |clex+i+1)|2 £ 0, and then K, +; = K, +i+1. Now,
if c(@+i+1) s not orthogonal to F,, 4, let 2 € K, +i41. We have z = y + Acl@+i+1)
withye F,, i, and )\ € R Wehave (y+Ac®*++) 2) =0 V z € F, 4. ; particulary,
for z € K,, i, we obtain (Ac(@**+1) z) = 0. Thus, if c(®++1) is orthogonal to K, 1;, we
have Ky, .; C Koy +iv1. If %1 is not orthogonal to K, +;, the equality
(Aclerti+l) 2y =0 |V z € K,,+; implies A = 0. In this case, we deduce
z=y+ @) =y € F, ., and z satisfies (2,) =0 V z € F,, 4is1 D Fy s
Thus z = y € K, +i, and then K, 4i+1 C Ko, +i- a

Let us suppose that, for ¢ = 1,...,dx — 1, we have dimK, +iy1 = dimK, +; + 1, in
other words, that K, 4 g Koy +2 g g K, +4,, and suppose besides that dj is the first

index i for which the kernel K, .; is not increasing.

Then we must have either K, 14,41 = Ko, +d, OF Ko,+d+1 C Kop+d,-

We know that we may write F,, +; = F,, @ K, +; for « = 1 until di, and we will denote
by ex; := wer+i(clax+)), where mKax+i : Fo,+i = Kg, +i is the natural projection for that
direct sum.

Let us notice that ex; ¢ K4, +i-1, since otherwise, we would have

cle+) ¢ F, @ Ko +i-1 = Fy,+i-1, which contradicts the hypothesis on the flag (F}).

LEMME 2.2. The family {ek.1, ..., €x.q, } 1S a basis of K, +d,

DEMONSTRATION.
This family is free. Indeed, if Ef;l Aiex;; = 0 with coefficients A; not all nil, let m the
greatest index i such that A,, # 0. We then have \perm = — ;’;1 At € Kypamey,
SO €k:m € Kay+m—1, which is impossible. Thus, the family {e.1, ..., €kq, } forms a basis of
K, +a, ( since it is clear that dimK,, +q4, = dk). O

LEMME 2.3. We have {c(%¥%+1) ¢, ) =0 Vi=1,..,d;

DEMONSTRATION. ‘
Let us write c(®+%) under the form c(®+%) = ¢, 4 + 3% a;cld).
Then we have clex+d+D) = ¢f , + 3%, afel® + 37k, acli*h),
Thus, (cle+o+1), ep) = (€h.q, » €hs)-

- !
Now, (e;::d,c ; €k:i) + (€ksdys e;c_:z') = (€kidys exi) = 0.
0

So (644D, 045) = ~{enay, k)
But €},; € Fy,+i+1 : indeed, we may write c{®¥) = ey + > 7% fic), and then
= i) _ 30, Gied 38, 4D € Fyp o
We deduce that (c(®+%+1) ¢, ) =0 V¥ i=1,...,di — 1. On the other hand, we have
(€kidy hidy) = 0, 50 (Ehsg, » €kia,) = 0. It results that (c@ 4%+ ey ) =0. O
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Using this lemma together with lemma 2.1, we get

COROLLAIRE 2.4. We have K, 14,41 = Koy+4,

Then we may complete our family {e.1,..., éx.q,} into a basis of Fj, 4,41, adding a
vector ej.q4,+1 defined in the following way : the quotient space Fy,+4,+1/Ka,+d, iS DOt
degenerate (we quotient the spaceFy, 14, +1 by its kernel),and contains Fy, .4, /Ko, -+,
which is also non-degenerate.

Thus, the orthogonal space of F,, 14, /Ko, +4, inside F,, 14, +1/Kqa,+d, is @ supplementary
subspace of dimension 1, and we get the orthogonal decomposition

Fﬂk+dk+1/Kﬂk+dk = Lag+dx /Kﬂk+dk & (de+dk/Kak+dk)J-‘

This supplementary subspace gives us a vector ej.q,+1 (unique modulo the kernel K, .4, ),
that we may choose unitary (i.e. (€x.4,+1; €xd,+1) = =1, and we denote it by €*), and such
that the family {ex.1, ..., €k.q,+1} is a basis of Fy, 4,41

Remarks

(1) The vector ej.q,+1 is not isotropic, otherwise it should belong to the kernel
K, +d,+1, and we would then have dimK,, 14,41 = dimK,, +4, + 1, which is
not the case.

(2) The quotient space Fy,,, /F,, is of type (di,dx + 1) or (di + 1,dy). Thus, e~ is
the signature of this quotient space.

(3) In order to fix the ideas, we may consider the vector ex.q,+1 as the unitary pro-
jection of the vector c(®*4+1) onto the quotient space (Fy,+d,+1/Kag+dy )™

Lemma 2.3 may be generalized in the following :

LEMME 2.5. We have
(c(“k'*dk*m),ek;i) =0, V1<m<dy, Vi=1l,..,di+1—m.

DEMONSTRATION.
Lemma 2.3 tells us that the result is true for m = 1. Suppose the lemma true up to m-1,
2 < m < di. Remark that, since €;; € Fg, 1i+1, we may decompose

€ri = Dok el + E;Zi viegs, with g +2 < ap+i+1<ar+dp +2—m < ag + di.

But for any I < ak, (€, c¥) + (ki c*) = (g, ¢?) =0, and so,

=0

(€hir €M) = —(exsy D Y =0.
€ Fip1CFaph

Thus, the vector e, is orthogonal to the space F, , and therefore, since the space F,,
is non degenerate, we have Ay =0 V 1 <[ < a,. We obtain €}, = Z::i Vieg,y, and we

immediately deduce, according to our induction hypothesis, that

(C{a;,+dk+m—1], 6;51) = (.

It follows, accor::ling to the equality
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<C{ak+dk+m)? ek;i) +Sc{ak+dk+m—l), e;c;z‘z = SC(ak+dk+m_1), ek;z‘)f,

=0 =0 by ﬁgypothesis
that (clex+de+m) ¢ ) = 0. O

LEMME 2.6. V 1 <1 < di — 1, there is a function C; such that € ; = exi11 + Ciex,.
Moreover, there are some functions Cy, ..., Ca,, 0x such that €}.; = Oxer,d,+1 + Ef;l Cier-

DEMONSTRATION.
We have seen, in the proof of lemma 2.5, that 7fe (€p.) =0 V 1 <1 < dg, where
7¥e is the projection Fy, 1it1 — Fy,. )
Let us then write c(®+) = eri + D 1ty qﬁ?)c“). We obtain, for 1 <17 < d; — 1,
e = clatis) — Fouk g el — S0 Gl = ey — 0 ex + C, where € F,.
Thus, since 7F(ef;) = 0, €y; = €rip1 — qﬁfa?ek;l. Thus we obtain the result with
Ci == —ﬁf?g?-
For i = di, the result is clear since 7fex (€kq,) = 0. More precisely, we may write
clortdetl) = Grep a1 + S Grery + S0k, @ic®. Then the equality
€. g, = ClOTaFD) _ Sk @) ol) _ ek 4(dk)1+1) jmplies, as above, that

/ _ £ d (di)
€hdy = OkChid+1 + D1y O1€ks — Bay €k O

LEMME 2.7.V 1 <m<dr+1, we have (c®*+%+tm e o ) #0

DEMONSTRATION.
The result is true for m=1 : indeed, we may write
clertditl) = Yok ocll) 4 Zf;l b€k, + Or€kd+1, and then, if (claFa%+D) gp ) 1) =0, we
must have &, = 0, so that ¢(®%F%+1) ¢ F, ., . a contradiction.
Suppose the result true for an integer m < di, i.e. (c®*+%+™) e 4 o ) #0.

7 . d 1 d ! = ap+di+m §
We have <C(ak+ R Jaek:dk+1—m) + (C(ak+ k+m)=ek;dk+1—m) = (C( T )ﬂek;dri-l—m)

- v

i
=0 according to lemma 2.5
In other words, if m > 2 we have

(C(ak+d;,+m+l} - —(c(a""'d""'m)

3 eic;dk+1—m> = ) e;c;dk+1—m>

T +dp+
i _(c{a;‘ ¥ m)’ €k;dy+2—m = Cdk-i—l-mek;l)

Now, according to lemma 2.6 and the induction hypothesis, this is equal to —(c(®d+m) ¢\ o )
which is not null.
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If m = 1, we obtain
(clortdit) gy = —(cloxtdutD) of )

dy

_ ap+di+1
= —(cl®*%H e, 41 + E Ciexy)
=1

+dy+1
= —(c@+%*) §epq,41)

£ 0.

Remark that lemma 2.5 and 2.7 imply that

Kak+dk+m = Kak+d;,+l—m ;v 1 S m .<_ dk

To end this section, let us prove the following lemma relating the signs €* and e.

LEMME 2.8. The sign e of (€k:d,+1; €k:a,+1) @S related to the sign € of the quotient
Gapiy (gak)“l by the fomuia Gk — (_1)dk€k.

DEMONSTRATION. Let us denote by B[mt] the basis of F;, defined by the recurrence
{.B;ﬁ] B[mt] U {ex I,ekl, B eg”{ MY i e Far+1, de if b #1

B,[::tl] B[‘““lu{w Foye (c(“*"‘l))} if arey=ar+1, ie if =1

We denote by g,E the Gram’s determinant of the basis B[m] Then, an easy computation

shows that (eid{') Y L‘f’l‘))zd*“ = (—1)%ghrdl (gbr™) ™ (%).

From lemma 2.6, we may deduce that ei;f) = Ok€r;d,+1 + K, for some function x on K, 14,,
(de) (di)y _ g2
so that (ekf » €L XY = 62(ekidy 41, €ksdy+1)- Consequently,
R
€ = 39n<8k idp+1s €k dk+1>

d d
= son(ef®. %)

= (—1)%sgn(glr (ghrt) 1) (k)
where the last equality results from equation ().
Now, since the matrix P*) of change of basis from the basis {c!),...,c%)} of F,, to
the basis B,[:mj is an upper triangular matrix with coefficient 1 everywhere on the main
diagonal, and since we clearlv have (P®))tiGram{cV,...,c®}PK) = Gram{BI"™}, we
deduce that [det(P*))]?g,, = g]lc " e Goy, = g,[:m]
Thus, the equation (xx) gwes us the result. O

3. The geometrical fundations of the construction

3.1. First step : when the kernel grows.
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NANCY Ceaex

Since the space Fj, 124,41 is not degenerate, we have

: . 2 . :
dimFy, 124, + dsz:;‘i‘g';kd""'l = dimFy, 124,+1 = ax + 2di + 1; in other words,

. lap+2de+1
dimF, 5y = 1.

Thus, the space F::ff;iid"“ is generated by a vector ng;;, necessarily null since Fy, 124, is
degenerate. Moreover, let us remark that nx, € F,, 1. Indeed, recall that if we write

ex = mHee+1(cla+1)) we have et € Kypv1 T Kopg0 C i € Kopudy = Kayprdpa1, 50

k1 € F:;Té':‘f{‘“, and on the other hand, the lemma 2.5 ensures us that

(cloctdtm) ep1) =0 V 1< m < dy, so that exy € Fr%i2d ™,

ap+2dy
Since the space Fj-%;7?**! has dimension 1, there exists a smooth function A()(t) satis-

fying ng.; = A(x)ex;1, which naturally implies ng,; € F,, 41.

Remark now that the equalities

- . lag+2de+l _ g0
& dimFy, 1o4,—1 +dimF, (550N = dimFy, 124,41
—— \—ﬂ

ar+2dr—1 ap+2di+1
: : lag+2d, __ - ;
© dimFy, 1oq, 1 +dimF, 5™ = dimFo, 424, +dim Fy, 04,1 M Koy 124,
L S 0 ~ o 7
ar+2di—1 aj+2d; =Kap +2d;, CKap42d, -1
i i 1 2 1 ;
imply that dim F, %2% =2 =dim F %% Thus we deduce that
F-Lﬂk+2dk — Lagp+2d,+1 —
ap+2d,—1 — * ap+2d;.—1 — ap+2dp—1-

Therefore, we may choose a vector ny. such that Ky, 104, -1 =< g1 > & < ng >.
Let us remark that nj, is a priori the most natural candidate, since
Vi<m<ap+2d—1, (nfy,c™)+ (ng, ™) = ((nga, ™y,

—

=0 =Y0

The above construction may be pursued in the same way for the spaces F,, 124, —m (for
any integer m from 1 to dj), and leads us to introduce some vectors ng., ..., T4, +1 Which
are nothing but the successive derivatives of ny.;.

Remark nevertheless that for m < dy — 1, the previous computations show that

. Llog+2di+1 . Llag+2d—m+1 : -
dimF, oy 5 = dimF T = 1+ dimK,, 424, -m+1 = dimK,, 404, —m, SO that
F a‘tjfz';i‘f‘gl = Ko, +2d,—m, Which forces the introduced vectors nj.1, ..., x4, , belonging to

a kernel, to be isotropic.
On the contrary, for m=d;, we have K, 1+4,+1 = Kg, +4,, SO

: Lap+2di+1 _ 3 lagp+di+1 __ - .
dimF, "y = dimF, } =1+ dimK,, 14, +1 > dimK,, 14, -

Thus the space F, aﬁ‘_‘,{‘jfd" *! contains strictly the kernel K, .4,, and the introduced vector

Nk, +1 (Which we will denote by 7, in the next sections), generating a supplementary

space of K, +4, in F:;‘_’,f‘dtzd"ﬂ, is not isotropic.

Moreover, it is important to note that, since ng,; € F, 41, we have ng,; = ni‘;” Sf
for 1 <1 < di+1, so that ng,; € K,, 4 for ¢ < di. In particular, for i < dy, it is clear that
{nk.1, ...k} is a basis of K, 1;, and thus

Kopvi = <NyeesMii > = Kopq0d-i1
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Finally, let us remark that, by construction, it is clear that we have

— plog+2di—m+l — plog+2di+l — polag+2di+1
o  Kos2u,-m = Fo 50 0 = F, fod-m = Foiod,—m+1® < Mymy1 >
——

= ap+2dp—-m+1

for m<dy, and

lagp+di+1 = lap+2d+1 = lap+2d.+1
© Fak+dk = Fa.k+dk = Fa;‘+d;¢+l ® < My +1 >
—— —

EKa.k +d), +IEKak +dy,

Before beginning the second step, we may wonder what choice of vector ny.; seems the
most judicious, in other words, knowing that one may write ng;; = A(x)€x;1 for some func-
tion Ax)(t), the problem is to find some function A which makes the choice of the vector
Nk the most natural one. .

In view of what we have just seen above, the only function Aj) which seems to impose
itself is the function which would allow to normalize the non-isotropic vector nq, +1, 1.e.

the unique positive function such that we have (ni‘ff), ni‘f’l‘)} = €*, where €¥ = £1 is the
sign of (€x.4+1, €k:d,+1)- Since ni‘f{‘) = A(k)egf) + 3 for some vector s in the kernel K, .4, , it

is clear that (nscd;‘) , ni‘f;‘)) = N <3§:f;f)> esg’l‘)). Now, recall that we have seen in the previous

section that (eL‘f{‘), ei‘fi‘})zd*“ = (—1)%gq,,, (ga,)~". Thus, we deduce that the function A

which we are looking for must satisfy )\?gd"“) = (~1)%€* g4, (darer) ™" = €x9ar (Gars,) ™"
In other words, we are led to the following

2dp+1

Formula 3.1: g,, (9ak+1)-1 = (/\%k)fk)

If besides, we impose A¢x) > 0, by analogy with the Frenet’s frame in Riemannian Geo-
metry (where this last condition determines in some sorts the orientation of the frame),
the function A() is then defined in a unique way by the previous formula.

3.2. Second step : when the kernel decreases.

PO lag+dy _— Lap+2di+1 i}
It is important to note that F, “*/™% = Kg 14, E Foli—1" . Indeed, we have
dszj;‘f:; fl"“ = dj + 2. Our first aim is to find a priori a vector uy.4, such that
Lap+2dp+1 lag+2de+1
ap+dp—1 = L ap+ds @< uk?dk >.
R S—_
gKak'Pdk
Then we must choose some vector uy.q,, orthogonal to the space Fg, +4,—1, but not belon-
ging to the space F::_‘:;fd"ﬂ (i.e. such that (ug.4,, nk.q,) # 0) ; moreover, it seems natural,
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if possible, to want to choose uy.q, isotropic.

For those reasons, the previous strategy, which would have consisted to take for vector
Uk;q, the vector ni‘f’l‘ﬂ), does not seem to be the most judicious anymore, since now, the

) . ; Lag+2d+1 ;
kernel Ky, 1q4,-1 does not coincide with the space F; "% ™" anymore. In particular, we

lose the argument which, in the first step, ensured us that the introduced vectors ny.; were
indeed isotropic.
This may be expressed by the fact that the hyperbolic plane generated by the vectors

Nk.g, and ni‘ffﬂ) is furnished with a metric of the form

0 ¢
- x

for some function k € C*°(I,R) (taking into account the fact that

(de+1)\ _ g (di=1) _(de+1)y _ 4 (de=1) _(dk)\’ (de) (de)\y _ _ k&
<nk?dk? nk;’I‘ ) il (nk;t ?nk;f ) ik (nk;; !nk;; ) - (nk;f 1n§c;f > = —€ )'
=0
Then, it seems more judicious to account for the “obstruction - of the wvector nt.f}‘HJ
to be 1isotropic” by defining the vector u,q, so that we have ni’f;‘ +H) Uk:d, + L k.d, Pksd »

where Y 4, is the function ——-‘-,;n = (—1)%14%k.
The hyperbolic plane Hy 4, generated by the vectors ny,q, and ug,q, is then furnished with

the metric

For the same reasons, we may hope to end naturally the whole process by introducing
for 2 < ¢ < di. some vectors ug,q, +1-i, such that

lag+2d,+1 - lagp+2d.+1 .
W Fa;,-'rdk—i = Fak+dk—£+1 ® < Uk;d+1—1 >
N e’

?‘&Kak+dk—i+l
_ ik
O (Uksdy+1—is Ny +1—i) = (—1)%€
O (Ukidp+1-is Nksdp+m—i) =0 V 2<m < i
< <uk:dk+1-‘i? uk;dk—i-l-—j) — 0 V 1 S J S t

! .
O Upg, +1-; = Ukyde+2—i T Lk de+2-iThid+3—i T Lk dy+1-iThdy+1—i

Remarks :
o we have dimKg, +4,—iz2 =dp — i +2 < dx +i— 1 = dimF_%;*%%' and thus
- ) lagp+2di+1
I\ak+dk—%+2 E Fak+dk—i+2 :
e we have ugg,41-i € Fopqq,+i+1 V 1 <1< dg
We thus have obtained a decomposition of the space F,, , = F,, 124,41 in the sum
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Fo., = F,® < ngygp41 > SHie1 © ... © Hi g, each of the hyperbolic planes
Hii =< T, Uk, > being furnished with a metric in the form

((—1)(1_1&: (_1)(;—1&)

4. The construction of our basis

Let us suppose that we have already built a basis By of F,,, satisfying the conditions
given by the theorem 1.1 (with k possibly 0 and the conventions ag = 0, Fy = {0},

go=1,and By, =0).
We want to build Br., on F,

k+1"

4.1. The case where k < kpoz.

In this case, there exists an integer ax.i; Then we will complete the basis of F,, into a
basis of F,

Qg1
First, if ax+1 = ax + 1, i.e. if F,, 4, is not degenerate, then the orthogonal space F:;a*'*‘l

L
has dimension 1, and F,, 41 = F,, & F%*",
Then we may complete the family B; with some unitary vector generating the space

lap+1
F-*x*1 and we define A(x(t) > 0 to be the function such that the vector mg := AgymFe 7 (claxt)

has norm ¢.
Note that we clearly have A% ex = oy (9a,,,) ™"

Now, if ar.1 # ar + 1, we must make a more subtle analysis.

Let ng. := A)€k;1 a vector generating the kernel K,, 11, A(x) being the smooth function
defined by
(’\?k)ek)zdk-'-l = Ja; (gak+1)_1
Awy >0
Let ng,; := nf;fl) the (i-1)-th derivative of nx; for 2 < i < d, and put 7 := ni‘ff).
Recall that the function A(x) has been chosen in order to have (m, m¢) = (—1)%e = £1.

PROPOSITION 4.1. The family By, U{ng., ..., Nk.q,, Tk} 15 a basis of the space Fy, 14, +1

DEMONSTRATION.
Since By is a basis of F,, which is non-degenerate, and since the vectors {n.1, ..., k., Tk }
are all orthogonal to F,, , it is clear that it is sufficient to prove that the family {nx., ..., Nk.a,, Tk }
is free. 5
Suppose that Ef;l ain.i + Bmr = 0. Then the equality ‘Zf;l a;Ng; + Bmr| = 0 implies
that 8 = 0.
Now, suppose that the coefficients o, ..., ag, are not all null; Denoting by p the greatest
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index i such that o; # 0, we have Y 7_ o4ng; = 0, and thus

i s X i .

Ngp = —é L aing; € Ky 1p1, which is absurd, since ni,, may be written

Ngp = C(k)ek;p + fps with Ep € Kak-i-p—l: and Ek:p ¢ Kak+p—1-

Therefore, we have a; = ... = a4, =0. O

It remains to complete this family into a basis of Fy,, .

PROPOSITION 4.2. For each integer ¢ from 1 to dy, there ezists a vector uy.;, uniquely
defined modulo the kernel K,, +i_1, satisfying the following conditions :

(1) ugy; is orthogonal to the space F,,

(2) (upsisnas)) =0 VY 1<j<de , j#i
(3) (uksis k) = (—1) e

(4) (ugsi,mx) =0

(5) {uk;;,uk;j) =0 Vi<j<d

DEMONSTRATION.
. —i d d
Let us write ug; = vl 2%F270 4 57k | m smi + Exme + 205841 Mgk +

k-1 d d
=0 (Z:j;l Mg+ &m + 350 #Lj’“fu‘)-

We choose below the coefficients 75, &, mu; so that uy,; satisfies the conditions (1),...,(5)
in the proposition.

1L.VO0<I<k-1 , V1<j<d

o (Upyi, i) = V(@ 204270 ) 4 (—1)F Ly ; = 0.

So we choose p;; = (—1) u;(cloxt2dit2=1) p) ).

o (U, m) = (o242 ) 4 (—1)%g& = 0.

So we choose & = (—1)%Lgu;(clart2de+2-1) 7)),

® (Upi, ur;) = v (cl@F20F20) gy N + (1)1 = 0.

So we choose m;; = (—1)7u;(claxt2d+2=0) 4y ).
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oV1<j<1-1 _
(uksi, nk;j) = Vi<C(a“+2d"+2_‘), nk;j) = 0 according to lemma 2.5

oVi+1<j<dy | |
(ks i) = wi(clort20e42-9) pp ) + (=1 erpr = 0.

So we choose i ; = (—1)7exv;(c@rF2d+2=0) ).

3. <uk;i=nk;i) = Vv (c(ﬂk+2dk+2—i), nk;i) = (-1)‘:*16,:,

(_-1)'._1(:;;
{ciak+2dk+2—i)’nk:i) .

Recall that (c(®+24x+2-1) n, ) =£ () according to lemma 2.7.

So we choose v; =

4. (uk;;—?m’k) — V,'(C(a"+2d"+2_i),7¢'k) + (—-1)d"€kfk = 0.

So we choose & = (—1)% ey, (clox+2dr+2-1) )

J.
oV i+1<j<d
(ksis Uyg) = v(clmF2042=9) g N 4 (—1Y 2eume 5 = 0.

So we choose 7 ; = (—1)Texv; (@ 24270 4 ).
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dp dj
- F2d) +2—i
(tksiy i) = (U, i€ 2527 LN "y i+ G+ Y kgt
Jj=1 j=i+l

= d; d;
+ Z (Z s + §m + Z ;ut,jul;j) )
=0 \j=1 j=1

o V@',(u.lc;i, c(ak+2dk+2-i)> + (_l)i_leknk,i

dy. dj
= v (vcl® 220 4 Z Tk, + EkTk + Z Mk, Uk
i=1 j=i+1
k=1 d; d; -
* (Z MMz + &+ m,j’u»t;j) Toauan Lol Bl S e
=0 j=1 j=1
di.
=] |c@s 2202 4 N (— 1Y eumnpng + (-1)* el
j=itl
dj
+ ) (=1 erpup i+
=il
k=1 d; d;
(Z(—l)Jﬁt??tJ#t,j + (1) g€l + Z(—l)Jﬁfﬂt.j#u)
=0 =1 7=1
+2(—1)" exms
=0
Notice that the last equation defines the coefficient 7 ;. O

Thus we have succeeded in completing our initial basis By of F,, into a basis
By U {nk.1, s Ny s Ths Uksdys -+ Uk} Of Fo, ., Where the vectors u; are defined modulo

the kernel K,, +i—1, and the metric has the following matrix in that basis :
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((hl)d%oUo 0 0 0 ... 0 0\

0 (—1)d1€1U1

0 sa e 0 (—l)dk‘lEk_IUk._l 0 . v 0 .o v 0
0 0 { [ 0 R |
; s ; : ; , ; —_

0 0 0 0
0 ( l)d"Ek 0
0 0 —e 0 ¢ o L
\ 0 0 &« 0 ... 0 ... 0/

In other words, we have obtained a matrix

(—1)%60Ug

(—l)d"ekUk

4.2. The case where k = kpqz.

Recall that we have denoted by r the unique integer such that F,_, g F.=F,...

If » = ay,,,., then the constuction is finished at level k,, : we have the basis B, of F;
satisfying the conditions of Theorem 1.1 .
If r > ay,,., then for any integer i between ay,,. +1 and r, the space F; must be degenerate.

Furthermore, we have the following result :

LEMME 4.3. If ax = ax,,,, < T, then Kq, 11 g Ko 42 (é o ;¢

e

DEMONSTRATION.

Suppose the result false. Then, with our previous notation for dj, this means that

r > ap+di+ 1.

Then we may complete the basis By of F,, into a basis of F;, adding vectors

{Mki1y oo Tesds Ty Ukidy s -5 Ukiap+2d—r+2 }, 10 the same way that we have done in the pre-
vious section. It is clear that we must have (c(®+9%+1) 7.} £ 0, otherwise, we should have
clextderl) ¢ F 4., and consequently, Fy, 14, = Fu,+4,+1, Which would imply

r < ay + di.

Remark that the proof of lemma 2.7 is still true as long as one may start the induction.
We thus conclude that (¢{%*9%+m) n, .\ o ) # 0 for any integer m with 2 < m < dj +1.
In particular, we have (") ng.,, 104, —r+1) # 0. But, since c™*V) € F,.; = F;, we have
(" nyg, +9d,—r+1) = 0. (Remark that ax + 2d; + 1 > 7, otherwise there would exist an

42



integer ai+; defined by ax+1 := ax + 2d; + 1, which would give a contradiction with the
fact that k = kjz)- O

Thus we obtain a basis of F, adding to the family By some vectors ni, ..., kr—q,, . »
where ng,; € Ko, 4+i — Kg, 4i-1-
In this basis, the metric is

(—1)%¢e Uy

e -1
(=1)%maz=ter o 1Ukpmaz—1

Or_akma:

In conclusion, we may say that the process described in this paper must then come to an
end either with a non-degenerate final space F;, or with a degenerate space F,, in which
case, the residual kernel is constituted with vectors of type ” ng, ... ”.

mazit

5. The matrix of derivatives

5.1. The case where k < kpoz-

In this section, we are going to choose explicitly the vectors uy;, which were pre-
viously defined only modulo the kernel K, .;,_;. We choose them so that the basis By U
{nk.1. ... Niesdy , Tk, Uksdy s ---, Uk;1 } Satisfies the conditions (3) given in Theorem 1.1 .

e By construction, it is clear that we have n;; = ny,;., for any integer i from 1 to dy.

e Since 7 € Fy, +4,+2, We may write 7 = ai ékuk i T O + EJ__I 'y,(cojnw
k=1 d _(0) (0) (0)
+ 30 (Z QB M+ Z L1 ”i.:)

oV 0<I<k-1, V1<j<d
— Tk, Muyj) if F<d
—(me,m) if j=4d

Then we deduce that a(o) = 0 for any integer j from 1 to d;.

<‘JT;:. Tlg_:j) = —<7Fk,ﬂ;;j) = = 0

oV O0<L<I<k-1
(T, M) = — (Mg, mp) = — (Mg, U, + L1qM9,) = 0.

Thus. we have 3(0)
N OEL< k=1 , Vlgjgm
(T, i) = — (e, uy;) = 0
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. : _
since u.; € Foi24+3-5 C Forr2a+2 © Fop 424,142 = Fopa

So, we have 1«}? =0 ¥ 1<£3<d.
o (Ths M) = —(Tky Mg, ) = — (Mo, M) = (—1)% ex.

Thus. aﬂk = 1.

o (mh, Tk) = 3 (T, k) =0
N s’
=(~1)%k e

Thus, 5" = 0.

r_ di. . (0)
Therefore, T} = uga, + Y551 Vi, k-

Recall that the vector uy.q, is defined modulo the kernel K, .4, —1; this leads us to sub-
stitute to the vector u,q, the vector vy,y, defined by via, = U, + Zj’;}l *;i?}nk;j, and

then, denoting by Ty 4, := 7,2%, we obtain :
Tk = Ukidy + Li,dy Tk - —

® Uy,q, being defined in this way, let us compute v ;. -
For this, let us write v}c:dk = Okdy_ Ukidy_, + Ok,dp Vkid, + BTk + ng__l Vi, Tk
k-1 (d d
+ 2 ic0 ( g1 O+ Brm+ 300 ’Yunt;j) :
oV O0<I<k-1 , V1<j<d
(U;c;dkrni;j> = _<Uk;dk: n;;j ) =0.
——

EFa+j+1CFa, _ +dp_1+1

Thus, ;=0 V0<I<k-1 , V1<j5<d.
@ <U;c;dk:'ﬁ!> s ‘_"<‘Uk;dk: 7'-; ) = 0.
~—

€Fu+d;+2CFa, _ 4d,_q1+2

ThuS, _,8; =0.
oV 0<I<k-1 , V1<j<d
(Vkudy» i) = —(Vkidy Uy )=0.

€Fa+2d4+3-3CFay_ +2d_y +2
Thus, v, =0 VO0LI<k-1, V1<j<d.
© (U;c;dki nk;dk> = _<'vk;dm n';:;d,,> = _<Uk;dk1 7'-k) =0.

Thus, Ok d, = 0.
0 (Uk.gys Tsdi—1) = —(Ukidys Mg —1) = —(Vkides isay) = (—1)% e

Thus, ot q4,_, = 1.
0 (Ukgr Tk) = —(Ukiaps Th) = —(Vkidpr Uity + Thae i) = (—1)%*€x Tk qy -

ThUS, ;Bk = Tk,d;,-
0 (Vka,» Vkidy) = 3{Vkidyr Vkia,) = 0.
N, i’
=0

Thus, x4, = 0.
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From all these computations, it results that vi., = uka,_, + Tia, 7k + Z?’;}l Vi, V5
Reminding that the vector w4, , is defined modulo the kernel K,, .4, 2, we are led to
substitute to the vector ugq, , the vector vgg, , := Uga,_, + Z:’:{z Yk,jT%:j, and then,
putting Tk,dk—l = Yk,dp—1: WE obtain :

" | —
Vkidy, = Vkidi—s T Lo, Tk + Trde—1M0ksd, -1

e Now, suppose that, for ¢ = d; — 2,...,1, we have made a particular choice, for any
i+ 1< h < dy, of vector ugs + Y =) Yk Mky, that we will denote by vy, satisfying the
following equation

Vkh = Ukih—1 + Lkalkpe1 + Lop—1ep-1 V1< h < i

: d d
Let us then write v}.;.; = o Uk, + Ej":iH Ok jVk;j + Bemr + Eji1 Vi jTok:j
=1 d d
+2 10 (Zj’:1 ouus; + Bim + 3255 'Yta'n:;j) :
o exactly the same computations as above show easily that all coefficients q 4» B, 7,5 equal

to 0, for any integer 1 from 0 to k-1, and any integer j from 1 to d;.
oV i+1<j<d

(U;:;i+1! Nkij) = —(Vkiis1, n;r;j> =8
Thus, Q3 = 0.
<o (U;c:i-i—l? ﬂ.k;g) = «—(vk;,-.,.l,n}c;,-) = —<'Uk;t‘+1: nk;i+1) . (_l)i_lfk-

Thus, we deduce that oy ; = 1.
< (UL:H—I! Wk} = _(Uk;i-!-l: ﬁ;:) =0.

Thus, 8 = 0.
oV i+2<j<d

(U;c;i+1= Uk;j) = —(Uk;i+1, UL;J’)

—(Uksit1y Vkgi—1 + LMk + Lhj17k;5-1)

I+

=0 except for i+1={‘
j—1

So, we have v ; =0 V i+3 < j < dy.

O (Vhiis1 Ukii+2) = —(Uksit1, Ukl + This2Nkie3 + Lriv1Mksie1)
_ +1
= (=1)""ex Tii41

Thus, Yk it2 = Tris1-

© {U;:;:‘+11 vk;i+1) = %(’Uk;i—t-l: vk;i+1>)’ =0.
\—;,D——-—/

Thus, ¢+ = 0.
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Therefore, we may write U;:;i+1 = Ukyi + Lk it1Mksie2 + E;-=l Vi, ks~

But, the vector u.; being defined modulo the kernel K,, .;_;, we may substitute to this
vector the vector vg; := ug,; + Z;_:Il Yk,jTk;j» SO that, denoting by Y ; := ¢, we obtain :
'U;:;i+1 = Ui + Lk it1Mksiv2 + Thilksi-

e Finally, it remains us to compute the derivative vj.,. According to whether the space
F,, ..+ is degenerate or not, we are going to introduce a new vector x, which will gene-
rate the kernel (in the degenerate case), or the orthogonal space Fi%**™" (in the non-
degenerate case).

More precisely, we choose the vector x to be

o the null vector if r = a4,

o the unitary projection of the vector c(®*+:*1) on the space Fii’;*‘“ if Fo,,,+1 is not
degenerate, i.e. if ag.o = a1 +1

© Ak+1)€k+151, if Fy, ., +1 is degenerate, where e;. 1, is the projection of the vector clak+1+1)
onto the kernel K,, 11, and A4y is the function defined by

2dj41+1 =i

(’\?k+1) 6k+1) = Gap; (gﬂk+2)

Ak+1) >0

if k+1 # ke, or some function which we will define in the next section if k +1 = k02.

: P k d d
Let us then write v}, = sax + ) 1 (Zj=1 0,5V + Bim + 5L 'n,jn;;j) :
o The same computations as we have made above show that all coefficients are equal to
0. except s, Yk,2, and Ye—1,1.
O (Uk.qy Uki2) = —(Uki1, Uk + T onks + Tiankn) = —€x L.
Thus, Y2 = Tk,i-
o <U;g;]r Uk—1:1) = —(Uki1s #h—1Mk:1 + Lho1,1Mk—1:2 + KNk—21) = —€xHk—1

for some function k on R.

Thus, Ye-11 = —€k—1€kk—1-

Therefore, we obtain vy, = sax + Tk 1Mk2 — €k—16xk—1Mk-1:1-

Relatively to the basis Bri1 = By U {ng;1, .y Nkydys Ty Ukidy s s Uks1 }, the matrix of deriva-
tives looks like
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(Aa Lcy 0\
Ley Ay, L 0 0
0 LCI-'- 0
0 0
0 0
0 LCk_z Akn_l LCk__l 0 ... 0
0 ¢ L 0
0 e 0 Tha 0 1 0
 { A 0 Tk,dk—l 0 Tk,dk 010 « 0
0 ... 0 Thga O Thips 100 0 1 o 10
0 ... ... . 0 70 7 0 e el .10
0 . Tiw 0 Teg T sne sew aws wan 1 D

where the last column represents the coefficients of the vector x € F,, 11 — Fy,.,-

In other words, we have obtained a matrix in the form

LC(} Al LC]_ :

0 Le; oo

: - " . .0
\U R, 0 Lck_]_ Ak LCk)

5.2. The case where k = k,4,-

If r = ay,,,., there is nothing more to do. If @, < r, exactly in the same way as we

have done above, we put nk,....1 = A(knas)Chmas;1; and for any integer i from 2 to r-ay,,,,
— 1)

Nk mazit = Emazil
Here, the only problem lies in the choice of the function A(,,,), noting that the previous
formula does not apply anymore, since now, there does not exist a non-zero “gs, __..”
In fact, the most natural choice of A(,,,.) is given by the following proposition.
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PROPOSITION 5.1. There ezists a unique choice of function A,.,,) such that

nrkmn:ir_akmﬂz e K =1
Alkmez)(0) =1

DEMONSTRATION.
An easy computation shows that nj . . = ()\(km:)ekmu;l)("“’mu)

akmc:
(r—0kmaz)

i o ! (r_a'kmax (z} (T“"kaa:-—i)
- A(k"'l'm:}e»‘c'.l'm:..".;l + (r akmaz) (kmuz)ek'ﬂd:;l + Z Cr —Qkmaz €k 3 -

kmax Lmar !1

EKr 1
-—Q i—1
Moreover, since efc "”“”‘ € K, = K,, we may write it as Y ,_, "™ ut-egf Jl, for some
functions v;, so that ”kmu;r—akm, € Kr—1 <= Akmaz)Vr- R (*r akm:)/\(kmu) = 0.

Therefore, Ax,...) is the unique solution of the above differential equation with initial
condition A,,,.)(0) = 1. O

From this, it results that for the curves for which the final space F; is degenerate, we
may introduce a third kind of functions ¢;, such that the matrix of derivatives admits a
decomposition

LCO Al L61 ‘ -
0 LC1 ’

0 0 LCk:u._g Akmu-l Lckmu-—l 0 0

B ses swe 0 0 1 0 0

0

T : 0 0 1

\ 0 0 1 q,-_l_akm: 0)

i.e. the matrix

LCQ Al LCll'- :
0 Lg'.
0
"-ch_l Ah LC};
L0 vor wen e awe B D)
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with h = kpar — 1.

6. The change of basis
Notice that one may get our new basis {vi,...,v,} of F. from the canonical basis
{cV, ...,c"} by an upper triangular matrix, the main diagonal of which is

(/\{0)7 iy A(D_)lﬁ\)_‘(l)'l vy A(ll‘: “'Té{kmu:)i R A(kma:}l)

N

B ' v

bo by T=Okmaz

Besides, we have the following result relating the functions A;) and s :

Ati) VO0<i<knea—1 ""f_r'_/éakm“
AMi+) |V 0L i< kmaz—2 if T=oag,,

PROPOSITION 6.1. »; =

DEMONSTRATION.
* First case : if a;. # a; + 1
In this case, x = nijt11 = AG+1)€is151-
We have vj,; = »6Ausn€it11 + TigMig — €i-1€6%6G-1Ni1,1.
But c@+1*) = ¢;.1, + y, where y € F,__,. So, Vig = :v:,-/\{iﬂ}c(“"“"'” + z (1), for some
vector z € Fy, ;.
Furthermore, we know, looking at the change of basis above, that we may write
via = AGcl@+) + v, with v € Fy,,, 1. Thus, v, = Agc@n) +w (2), with w € F,,,,.
Equations (1) and (2) together with the fact that ¢V, ..., ¢(%+1¥1) are independent give us
the result.

% Second case : if a;1; = a; + 1
s .
The above arguments are still valid ; we just have to write now x = 74y := Auaym o+t (cl@+2FD),

a

Using Formula 3.1, we may deduce

ST e e e pyp——
Formula 6.1 : 712 = |9ae|2d*+1 lgas-e-:l o e Iga.'+z| wEk

7. Parametrization of curves

The study that we have led in this paper allows us to give a natural parametrization
to each pseudo-regular curve c in the following way :

PROPOSITION 7.1. Gwen any ty in I,
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(1) If ||cDV||? # 0, i.e. if a; = 1, there ezists a unique parametrization v = co ¢ such
that

<7(1}17(1)> = +1
©(0) = to
o' >0

(2) If kmaz # 0 and a; # 1 (i.e. ||cV||? = 0),there ezists a unique parametrization
v = co @ such that

|ga1[ =1
©(0) = to
@ >0

(3) If kmaz = 0, i.e. if ¢ is totally isotropic, there erists a unique parametrization
v = co ¢ such that

,-Y(T+1) E F‘r—l
©(0) = to
¢ >0
¢'(0) =1
DEMONSTRATION.
1. If ||cW]|? # 0, i.e. if @; = 1, then , putting v = co ¢, the vector y!) = ¢’.c() is unitary
if and only if ¢’ = £\ by definition of Ag).
The only solution with ¢' > 0 is then ¢’ = A\(g) with initial condition ¢(0) = .

2. If ||cM||> = 0, and there exists an integer a; such that g,, # 0, then it is easy to show
that we have the following result (where we omit the proof) :

LEMME 7.2. Let v = co ¢ a parametrization of the curve ¢, and let us denote by ggff

(respectively ggf] ) the Gram’s determinant of F,, relatively to the curve c (respectively to

the curve ).

Then we have g5 = ¢/ gldl.

Consequently, we may deduce

2b ¢
199 =1 <= ¢*|gd| =1

12bo __ /\2b0
— 7Y0)

<= ¢ =X if we choose ¢ >0

=

3. If ¢ is totally isotropic, i.e. if kg = 0, then the proposition (5.1) gives us a unique

. The-
A0)(0) =1

function A(g) such that the vector ng; := Ag)eon = AgycM satisfies {

refore, if we put ¥ = co ¢ with ¢’ = A(g), we obtain
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u P 1 L] 1]

= )
= Ao
= Np;1

1

and thus, v("*1) € F,_,, and ¢'(0) = 1. a

Remarks :

(1) Those parametrizations may be seen in a natural way as parametrizations "by arc-
length”, in the sense that they are nothing else but the parametrizations v = ¢ o ¢ which
give us ¥ = ;.

In other words, for the curve -, the new function A is identically 1, so that the triangular
matrix of change of basis from the basis {7, ..., 7"} to the basis {v1, ..., v, } begins with
a block of coefficients 1 on its main diagonal.

(2) In the two first cases, the parametrization may be called unitary, since it allows us
to norm the first non-isotropic vector that we meet.
In the third case, the parametrization is given by a function A satisfying a first order

differential equation. That is why this parametrization may be called an af fine parame-
trization.

Note that the result we have obtained gives a generalization of the well-known result that
any null geodesic has an affine parametrization , since a null geodesic is nothing but a
pseudo-regular curve, 1-regular, with k., = 0.

8. Remarks on the invariants s , T ; and ¢.

As for Frenet’s frames, the curve is characterized by its (generalized) curvatures, i.e.
the invariants Y ;, >4, . More precisely :

THEOREME 8.1. Let s > 0, Yx; and g be smooth real functions, and (ax)k<r @
sequence of integer. There exists a curve for which the subspaces F,, are not degenerate,
and having the functions Yri, %, <k for (generalized) curvatures. Furthermore, any
two such curves differ by an isometry (i.e. a translation followed by an element of the
orthogonal group).

The proof of this proposition works exactly in the same way as in the Riemannian case,
so we omit it (for details , cf [Sp] second volume p. 1.43).

Notice also that the invariants ¢, and Y ; are not exactly of the same nature. To see that,
it is sufficient to remark that the functions ¢ are positive by definition (see proposition
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6.1), whereas the functions Yy ; have, a priori, no sign.
As an example, let us consider the curve ¢ of R defined by

¢c: R— R¥
1.4, o 4.3
Sl 3 — ¢
tn—>4(3t it 2 3t )
We have :
cm(t) = 1(4t% +1,4¢t,4¢> - 1)

(t) (2t,1,2t)
C"”(t) (2,0,2)

Hence, the vectors ¢!, ¢, c® are clearly independent.

Respectively to this basis, the Gram’s matrix of c is

0 0 -1
0 1 0
-1 0 0

In this example, we have (with our usual notations) :
a=0, a;=3, do=1, ngy=cY, m=c?.
Since (c®) = c® + 0.c), we get Y1 = 0.

9. Generalizing the construction to arbitrary pseudo-Riemannian manifolds

Let (M,g) be any n-dimensional pseudo-Riemannian manifold. Let ¢ : I — M be a
smooth curve in M, where I is some open interval in R, containing 0.
The tangent space T, M at ¢(0) = z € M is given with a non-degenerate quadratic form
g, For any t € I, we may consider the parallel transport 7(t) : T,M — T M along ¢
with respect to the Levi-Civita connection D of g. At any point c(t), the curve ¢ admits
a velocity vector ¢(t) € T,;)M, and iterated derivatives : D®¢ = ?d:(Ddt(---(D_dg ¢)))-

k

Then ¢®)(t) := 7(t)"* D*~Y¢ are vectors in T, M, and we may build a unique curve
~: I — T.M such that v(0) = 0 and ¥*¥)(t) = ¢¥)(¢).
Now, we may translate our construction to ¢ by applying it to the curve ~. For that, we
denote by F¢(t) (respectively F}(t)) the space generated by {c(t),..., D®~Y¢(t)} (respec-
tively {cV)(t), ..., c®)()}).

DEFINITION 9.1. The curve c is said “ pseudo-regular “ if
p g

(1) c is r-regular, i.e. Ff_, C Fe=F:,

(2) for any integer k < r, the Gram’s determinant of Fj¢(t), i.e. the determinant of the
(k,k) matrix ((D@W¢(t), DWe(t)),i,j € {0, ...,k —1}), is either positive, identically
zero, or negative
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Since the parallel transport 7(¢) is a linear isometry, we may deduce that
PROPOSITION 9.2. The curve c is pseudo-regular if and only if the curve v is.

Therefore, if the curve c is pseudo-regular, our previous work allows us to build a
canonical frame {vy,...,v,} inside T, M, associated to the curve 7. Consequently, if we
put w;(t) := 7(¢)(vi(t)), we obtain a moving frame {w,...,w,} for the curve ¢, with
the same invariants Yy j, s, (which is a staightforward consequence of the fact that
Dgw;(t) = 7(t)(vi(t)) since 7(t) is linear).
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CHAPITRE 2

Repéres de Frénet généralisés pour des courbes sur R*, C*, ou
H" muni d’une forme réflexive abitraire



1. Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons construit un repére de Frénet généralisé associé a
toute courbe suffisamment réguliere de R* muni d’une forme quadratique non-dégénérée
de signature arbitraire. A 1’aide de cette construction, le transport parallele par rapport
a la connexion de Levi-Civita nous a permis de généraliser ce repere aux variétés pseudo-
Riemanniennes.

Il était alors naturel de se demander si cette généralisation était encore possible pour des
courbes dans une variété symplectique. Rappelons a cet effet qu'une structure symplec-
tique sur une variété M est la donnée d’une 2-forme alternée , non-dégénérée, w,, sur
chaque espace tangent T, M.

Nous commencons donc par batir un “modele” de repere de Frénet sur R® muni d'une
2-forme alternée non-dégénérée. Le transport parallele par rapport a une connexion sym-
plectique (connexion D pour laquelle la forme symplectique w est paralléle, i.e. qu'en tout
point p € M, et pour tous champs de vecteurs A, B au voisinage de p, on a : VV € T, M,
Lyw(A, B) = w(DyA, B) +w(A, DyB)) nous permet alors de généraliser notre construc-
tion aux variétés symplectiques munies d'une connexion symplectique.

Remarquons que, contrairement au cas pseudo-Riemannien, une connexion symplectique
n'est pas déterminée de maniere unique par la condition de parallelisme. Pour cette rai-
son, nous sommes contraints de nous donner une connexion symplectique sur la variété
étudiée, et ne pouvons donc pas généraliser notre repéere aux variétés symplectiques en
général, mais seulement aux variétés symplectiques connectées .

Dans un second temps, nous nous sommes penchés sur le probleme des courbes réelles sur
le corps des complexes ou des quaternions. Un repere de Frénet avait déja été construit
dans le cas Euclidien pour des courbes sur C*, ou H* (cf. [Y-C W]).

Nous avons donc généralisé cette construction au cas de courbes réelles sur C* ou H"
muni d'une 2-forme non-dégénérée, hermitienne ou anti-hermitienne (de telles 2-formes
sont dites réflexives ).

Finalement, les deux premiers chapitres de cette thése nous donnent donc un repere de
Frénet généralisé pour des courbes réelles sur R*, C*, ou H® muni d'une forme réflexive
arbitraire.

2. Rappel des notations

Considérons une courbe ¢ : I — K" (K =R, C ou H), I étant un intervalle ouvert de
R, et munissons K* d'une forme non-dégénérée ( , ) quadratique, alternée, hermitienne
ou anti-hermitienne.
Nous notons pour tout ¢ € I

o[ (t) l'espace engendré par les dérivées succéssives cV(t),...,c*)(t)
e gi(t) le déterminant de Gram de ces vecteurs, i.e. le déterminant de la
(k,k) matrice((c”(t),c?)(t)),i,5 € {1,....,k})

et nous posons la définition suivante :



DEFINITION 2.1. nous dirons que c est r-pseudo-réguliere si
(1) c est r-réguliere, i.e. Fr_;(t) C F.(t)=Foa(t) Vtel

(2) pour tout entier k£ < r, la fonction g vérifie g, = 0 (i.e. le sous-espace F est
dégénéré), ou gx(t) # 0 Vt € I (i.e. le sous-espace F(t) est non-dégénéré).

Nous notons Kj(t) le noyau de la forme ( , ) restreint a Fi(f) (éventuellement vide
si Fi(t) est non-dégénéré), et nous savons alors que

it dimKy + 1
Ky { = Kyy, avec respectivement dimKjiy; = { dimK;,
,;.E) Kk+1 dimK, — 1

A partir de maintenant, nous supposerons ¢ r-pseudo-réguliere.

A la courbe ¢, nous associons 3 suites finies d’entiers :

(1) une suite (ax)o<k<m, croissante, correspondant aux entiers successifs tels que
9a, # 0 (avec la convention ag =0, gy = 1)

(2) une suite (b )o<k<m—1 définie par by = a1 — a, et par convention, nous noterons
b =71~ Gy

(3) une suite (dx)o<k<m—1 définie par les conditions
Koy +1 E K42 f?—; g Koy 44,
et
Ki+d, = Koptde+1 0 Kgpta, :#) Ko +dp+1
Il est alors clair que pour tout entier i compris entre 1 et di, on a la décomposition

F,,+i = F, & K,, +;, et nous notons ey.; le projeté du vecteur ¢{®*% sur le noyau K, -;.
Rappelons que

(1) m peut étre nul. On dira alors que c est totalement isotrope.
(2) gr peut étre nul ou non, selon que rja, ou r= a,.

3. Le théoreme général

THEOREME 3.1. Etant donnée une courbe r-pseudo-réguliére ¢ : I — K", et une forme
réflezive non-dégénérée ( , ) sur K* (K =R, C, ou H), il eziste un unique repére
mobile {v,(t), ...,v-(t)} sur F.(t) vérifiant les conditions suivantes :

(1) {vi(t),...,v-(¢)} est adaptée au drapeau Fy C ... C F,, i.e. F;(t) admet pour base
la famille {v;(t), ..., vi(t)} pour tout entier i compris entre 1 et r, et tout t € I
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(2) la (r,r)-matrice U représentant la restriction de la forme ( , ) & F, relative-
ment a la base {vy,...,v,} est donnée par

(Uo 0 con wma wes 0\

0

A aas e Ukm_l 0
\o 0 0 )
ot U; est une matrice (b;,b;) que U'on ezplicitera selon les cas, 0,_,,, est la
matrice nulle de type (1 — Qm,T — Q)

(3) la base mobile {v,(t),...,v.(t)} vérifie V' = AV, i.e.

(v{\ (A,B Eeg B v o oo B \ (vl\
E Ley Ay Le - pge B :

0 Ley.

‘ 0
g LCh._l Ah LC,:1

\b/ \05 T | I A \«J

avec h =m — 1, et la (r,r)-matrice A admet une décomposition en blocs dont la
diagonale principale est construite a partir des matrices :

(i) A;, une (b;,b;)-matrice dépendant de d; fonctions, que l’on ezplicitera selon
les cas

(1) T, une (r — am, T — am) matrice dépendant de r-a,, — 1 fonctions g
(I=1,...,r-a,, — 1) sur I, de la forme

0 1 0 s 0
0 0 1 0
0 ... ... 1
S1 2 s gf"‘ﬂkmu -1 0

Remarquons qu’il n'y a pas de matrice I si (et seulement si) a, = 7.

(iii) ® Le; = s4L;, ot L; est la (b;, biy1 )-matrice définie par

0 0 ... 0
0 0
1 0 0



et ¢ est une fonction sur I

° L::i = .‘%E;—, ou E,- est la (b;yy,b; )-matrice
000 .:x O

L@ s @

et la fonction ; s’exprime en fonction de s .

4. Rappel du résultat obtenu dans le cas pseudo-Riemannien : K=R, ( , )
est une forme quadratique d’indice quelconque

Dans un premier temps, nous avons effectué une étude des noyaux K,, ;;, de laquelle
il est ressorti 2 lemmes importants :

LEMME 4.1. (claxdtm) ¢, N\ =0 V1<m<dy V1<i<dp+1—-m
LEMME 4.2. (c@+d+m) g ) o m) #0VI<m < dp+1

A partir de ces 2 lemmes, nous avons pu déduire
(1) b = 2dr + 1
(2) Kak-t-dk-km = Kak+dk+1-m V1 <m< dk
(3) I’évolution des noyaux se traduit par la suite suivante :

Kak-f—l ;: Ka.;,+2 g g Kak+dk = Rogtdp+1 ? Kak+dk+2 2 .__-_;) Kak+2d;¢

Remarque : l'égalité K, .4, = K, ,+4,+1 DOus a permis de décomposer le quotient

1

L
Fa,;+d;,+l/Kak+dk sous la forme Fak+dk+1/Kak+d;, = Fak+dk/Kak+dk S (Fak+dk/Kak+dk) '
et nous notons ex.q,+1 le projeté unitaire de la classe du vecteur clex+di+1) syr espace de

dimension 1 (Fo, +4,/Kap+d,)™-

D’autre part, nous avons établi une relation entre le signe €* de (€x.4, +1, €x.q,+1) et le signe
ex du quotient g,, ., (gq,)”", donnée par
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LEMME 4.3. €f = (—1)%¢;

Dans un second temps, supposant que nous ayons construit une base By de F,, , nous
avons vu qu’il était naturel de compléter B en une base de Fj, .4, +1 en ajoutant des vec-
. — Nk = A(x)€x;1  pour une fonction Ay
teurs N1, ..., Nk, , Nk, +1 = Tk définis par -1 .
Mk 1= My pour 1 <:<d;+1
Rappelons que nous avons rebaptisé 7 le dernier vecteur obtenu pour bien souligner le
fait que ce dernier, contrairement aux autres vecteurs n.;, n’est pas isotrope.
Ceci étant, il nous fallait faire un choix de fonction Ay, et nous avons pl nous rendre
compte que le choix qui s'imposait naturellement était celui permettant de normer le
premier vecteur non-isotrope que nous obtenions, i.e. le vecteur 7.Ceci nous a amené a

(A2ek)2dk+1 = Ga, (gﬂk-—l)_l
)\(k) >0

définir A(z) par les conditions

Afin de compléter notre base initiale By de F,, en une base By, de F;, . nous avons

alors introduit des vecteurs ug.q,, ..., Uk, tels que 'on ait la déeomposition

1. 1 1 1
Fﬁk+1 =F,@0<m>0Hi1 @ ... 0 Hiqa,

ou Hpi =< N4, Ui > est un plan hyperbolique muni d’une métrique donnée par

((—1){2'1% (—1)[;*1&)_

Ainsi, nous avons obtenu une base de F,,
relativement a cette base soit donnée par la matrice

telle que la restriction de la forme ( , )a F,

Qi1

Uy 0 0
0

U=
e siee .0
0 sve www wes  HE

o U; = (—1)%¢,U;, €; = £1 est le signe du quotient g, (ga.) ™", et U; est la matrice
(b;, b;) definie par

[ 8 s e owme O (1)
: o / 0
: 0 -1 0
Ui = : 0 1 0
0 -1 0
o :
M=% 0 s sez s 8 )

A ce stade, nous avons pi nous apercevoir que chaque vecteur uy.;, construit de facon a
vérifier les conditions métriques ci-dessus, n’est défini que modulo le noyau K, ;1. Afin
d’obtenir des vecteurs définis de maniere unique, nous avons alors imposé des conditions
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sur les dérivées, a savoir que les dérivées u;; n’aient pas de composante suivant le noyau

Ko, +i (utilisant le fait que uj; soit défini modulo K, ;). La matrice des dérivées prend
alors la forme :

Leg Ay L~ :

0 Lo

> . " . .0
\ 0... ... 0 Lck_l Ak LCk)
ou

A, est une matrice (b;,b;), dépendant de d; fonctions +;, se décomposant sous la forme

(0010 .. 0 | 0 | 0 oo 0)
o9 1 "% ¢ 3] :
PR W e @ ] &8
: 1 ] 0 | ¢ :
0 00 | 1 | 0 .o oo ool 0
0 ......0 7 ] 0] 10 ......0
0 ...0 7% 07 | 010 ...0
2/ / 0| 0 | 0 0 1 "
0O // / 0 | i | i e
nwsg L S A i 1

\0 % 0 ...0 | 0 | 0 0 0 )

Par récurrence, avec les conventions Fy = 0, By = (), nous avons ainsi pii construire
une base de F, . Pour finir, il nous restait a terminer notre construction en complétant
notre base de F,_ en une base de F, (dans le cas ou 7 > a,,). Dans ce but, nous avons

d’abord établi que si 7 > a,,, nous avions nécessairement une suite finale croissante de
noyaux donnée par :

LEMME 44. Sir > anp, on a K, +1 g K, > ;_; g K.

Ceci étant, il semblait alors tout & fait naturel de poursuivre notre construction de
maniére analogue & ce que nous avions fait précédemment; Autrement dit, nous avons

considéré les vecteurs N,y = Am)€m;1 (pour une fonction A(m ), et pour tout entier i
-1
compris entre 2 et T — G, Npyi = nE; 1 ),

La encore, le seul probleme qu’il nous fallalt résoudre était de choisir la fonction Am). Ce
probleme a été résolu en montrant le lemme suivant :

LEMME 4.5. Il existe une unique fonction Am) vérifiant
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n:n;r-am € K -1
A(m) (0)=1

Bilan

Etant donnée une courbe r-pseudo-réguliere ¢ : I — R", R* étant muni d'une forme
bilinéaire, symétrique, non dégénérée ( , ), nous avons construit un unique repere mobile

{v1,...,v,} adapté au drapeau F; C ... C F,, vérifiant les conditions du théoréme 2.1
avec :

(i) U; = é—l)d"e,-U,-, e; = =£1 est le signe du quotient g,,,,(g,,)7", et U; est la matrice
(b;, b;) definie par
F O s s ows 0 (H1)%Y
i 0o 7 0
0 -1 0
U= 0 1 0
0 -1 0
0o/ :
\(-1)% o 0 )

/0 10 0 | 0 | 0 oo .. 0\
00 1 |
0 | |
1 | 0 |
0 . ... 00 | 1 | 0 «ovoven .. 0
0 ... .. 0 7 | 0 ] 10 ... 0
0 U'yd:._10|7d‘|010 0
L/ / Ol 0 | 001 o
0 // / 0 | i | & 0
w A A P B ] e g
0 m 0 ...0 | 0 | 0 ..... 00 )

(ili) 26 = —€i€ir136

Pour finir, nous avons établi 3 conséquences importantes de notre construction :

(1) les invariants s« apparaissant dans les matrices Lc¢; et Lc;y; sont reliés aux dé-
terminants de Gram g,, par la formule
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n (I | ] ]

ks I R T et
e 71 24, +1  2d;.1+F1 2d,.,+1
Af = |gae| 4 |ga:'+1| ¥ ks Jgﬂi+2l e

(2) notre repére mobile nous a permis de définir une paramétrisation naturelle de
toute courbe pseudo-réguliere, généralisant les paramétrisations par la longueur
des courbes non nulles et affines des géodésiques nulles.

(3) le transport paralléle nous a permis de généraliser notre construction aux variétés
pseudo-Riemanniennes en général

5. Le cas symplectique : K=R, ( , ) est une forme alternée

Considérons une courbe ¢ :J — R?*, I étant un intervalle ouvert de R, et munissons
R?" d’une forme ( , ) non-dégénérée, alternée que nous noterons w. Supposons que ¢ soit
r-pseudo-réguliere.

Le premier fait important que nous pouvons immédiatement remarquer est que pour
tout entier impair i compris entre 1 et r, le sous-espace F; est dégénéré. Par conséquent, la
suite (ax)o<k<m €St une suite croissante d’entiers pairs. D’autre part, on vérifie facilement
que les lemmes 2.1 et 2.2 deviennent ici :

LEMME 5.1. w(cl®%+%+) . )=0 V 1<i<di—-1, V1<j<dp—i1
LEMME 5.2. w(cl®F4%+) e\ 1 )#0 V 1<i<d;

Remarque : pour prouver le lemme 3.2, on commence par monter que le résultat est

vrai pour i = 1 : si w(cl@F%+ ¢ ) ) = 0, alors le lemme 3.1 entraine immédiatement
que Ky, 4, € Koy +d,+1, ce qui, par définition de dy, revient a dire que 1'on a 1’égalité
Ko, +d, = Kop+d,+1- Or, une telle stabilité du noyau ne peut se produire, car sinon, de
maniere analogue au cas pseudo-Riemannien, la décomposition
i

1 : 1
Fura1/Koprd, = Fagray/ Kogra,®(Faptd,/ Koa,)* nous donnerait un espace (Fo, +d, /Kay+a;)
non-dégénéré de dimension 1, ce qui ne peut exister pour une forme alternée. Il s’ensuit
que le lemme 3.2 est vrai au rang ¢ = 1. La preuve se termine par récurrence de la méme

maniere que pour le lemme 2.2 .

A partir de ces deux lemmes, nous pouvons déduire :
(1) b = 2dy
(2) Kﬂ.k-i-dk-‘.-‘i = ap+dp—i V 1 S ?' 5 dk - ]-

(3) ’évolution des noyaux se traduit par la suite suivante :
Kak-i-l (;E Kﬂ.k-i-? % ;: Kak-:—dk 2K3k+dk+l 2 ;) Kak+2d;¢—1-

Supposons maintenant que nous ayons construit une base By de F,, ; De maniére ana-
logue au cas pseudo-Riemannien, nous complétons B en une base de Fj,, .4, en ajoutant
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des vecteurs ngy, ..., Ng,q, définis par s == A((ik_)ff % PO une‘ fonction Ag)
Nk =Ny, - pour 1 <2 < dg

et il nous faut trouver un choix de fonction A, le plus naturel possible.

Le choix effectué dans le cas pseudo-Riemannien, qui consistait & normer le premier vecteur
non nul “ngq,+1” obtenu, ne semble plus applicable ici, puisque pour une forme symplec-
tique quelconque, tout vecteur est forcément isotrope. Toutefois, nous pouvons remarquer
que dans le cas pseudo-Riemannien, normer le vecteur “n.4, 41" revenait a normer les
termes non diagonaux des matrices de Gram des plans hyperboliques ;ng{‘_”, ni‘f’l‘“)& i.e.

que le choix de fonction Ay que nous avons privilégié est celui qui permettait d’obtenir
les égalités (ni‘f{‘_z),nﬁ’{m) ==+1 V 1 < i < di. Par analogie, dans le cas symplectique,
il apparait donc naturel de choisir la fonction Ay telle que

w(ni‘f’l‘"i},ng’fﬁﬂ}) =41 V 1 < i < d; (ou 'assymétrie qui apparait avec la formule

précédente traduit ici I’abscence d’étape de stabilité du noyau). A 1'aide de la propriété
de compatibilité de la connexion avec la métrique, il est aisé de montrer que ce choix
revient a demander w(ni‘f’l‘_l), ni‘ff]) = %1, et nous noterons ce signe €*. Or, en utilisant
exactement les mémes techniques que dans la démonstration du lemme 2.3, nous pouvons
facilement déduire que w(ei‘ff“l), egf’f))mk = Gax4: 95, - (ce qui montre notamment que dans
le cas alterné, tous les Gram non nuls sont de méme signe!!).

Ceci nous amene alors tout naturellement & choisir la fonction Ay, telle que

(N)™™ = GaxIass
Atky > 0

Afin d’interpréter géométriquement le signe € qui apparait, remarquons que, puisque
les deux espaces Fy, 14,1 g Fo,+d,+1 ont le méme noyau K,, 14,1, nous pouvons décom-

poser ’espace quotient Fy, 14, +1/Kq, +d,—1 sous la forme Fak-t-d;,—1/Kak+a'k—lé(Fak+dk—1/Kak+dk—I)J—
((Fa,+dy—1/Kay+d,—1)* étant un espace de dimension 2, non dégénéré pour la forme alter-

née induite). Ceci étant, en notant 7= la projection canonique

Foovdpr1 = Fopraps1/Kapsdi—1 = (Foptrdi—1/Kap+d—1)", et wg la forme alternée induite

sur F, 14,11/ Ka, +4,—1 PAr w, alors il est clair que €* est le signe de wg (- (@) 1+(clex+dit1))).
Remarquons en ofitre que si dy est impair, €* peut étre interprété comme le signe du pfaf-

fien de la matrice de Gram de la famille {c(®+1), ..., clex+2dk)}

Pour compléter notre base de F, .4, en une base By., de F,, ,, le plus simple
semble a-priori de continuer & prendre les dérivées successives du vecteur ng.;. On ob-
tient ainsi une décomposition de Fy, ., sous la forme F,, ., = F,, © P, & ... ® Fy, ou

chaque plan hyperbolique P; :=< nid"_é), nf"““”

( 0 (—1)*1er

(=1)iek 0 ) L’inconvénient de cette décomposition est que les plans P; ne

> est muni d’'une métrique de la forme

sont pas orthogonaux entre eux. En effet, alors que dans le cas pseudo-Riemannien, on

avait
(n{%%) p{dt1=0y - %(nf"_z), n\%~9y = 0, dans le cas symplectique, cette derniére éga-
(l‘ik—?:-i-lj

lité n’est plus valable. Pour cette raison, il nous faut compenser chaque vecteur n;
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par un vecteur de 'espace Fy, 14, +; de telle sorte & obtenir des plans hyperboliques ortho-
gonaux entre eux.

Ceci nous ameéne donc & compléter la base B U {71, ..., k.4, } de Fy, +q, avec des vecteurs
{Uk.d, ..., Uk, } construits de telle sorte & obtenir la décomposition

A T

Fooo, =Fo, ®Hin @ ... ® Hiya, |, 00 Hyi :=< Ny, Ur; > est un plan hyperbolique.
Nous obtenons ainsi une base de F,

alternée w est donnée par la matrice

relativement a laquelle la restriction de la forme

U 0 0
0
v=| :
0
0 Uy,

Ui

Il

Les vecteurs uy.; construits de maniére a obtenir les conditions métriques ci-dessus
sont alors définis modulo le noyau K,,+;. Nous pouvons alors choisir de maniere unique
chaque vecteur wug,; de telle sorte a ce que la matrice des dérivées soit de la forme

LCO A] LC]"- 2
0 Ley - 7
: : 0
\ 0. 0 Lck_l Ak LCk)
ou

A; est une matrice (b;,b;), dépendant de d; fonctions +;, se décomposant sous la forme
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00 1 |
0|
0 ...0 0 1 | 0 ...o...... 0
0 ... ... .. 0] 1 0 ..... 0
0 0v | 0 1 0 0
/0 | 001

PP AT 0
k{)/“ |

Mmo .. 0 | 0 ...... 00 )

Par récurrence, nous avons ainsi obtenu une base de I’espace F,. A ce stade, nous pouvons
terminer notre construction pour obtenir une base de F, exactement de la méme maniere
que dans le cas pseudo-Riemannien. Autrement dit, si 7 > a,,, nous montrons que nous
avons forcément K, ., g K, 42 g (; K,, et nous posons alors nm,1 = A(m)€m;1 et,

(i-1)

pour i compris entre 2 et 7 — @, N == N ou A(m) est l'unique fontion vérifiant

m:l
n;n:r—am € Kr
Am)(0) =1
Bilan

Etant donnée une courbe r-pseudo-réguliere ¢ : I — R", R" étant muni d’une forme
bilinéaire, alternée, non-dégénérée w, il existe un unique repére mobile {v, ..., v, } adapté
au drapeau F; C ... C F,, vérifiant les conditions du théoreme 2.1 avec :

(i) U = €Uy, € = £1 est le signe de wo(mt(c®F4%)), 7t (cle+ds+1))) (ou 7+ désigne
la projection canonique de ’espace Fy,.q4,+1 sur l’espace non dégénéré de dimension 2
(Fu,+de—1/Kay+do—1)" et wg est la forme alternée induite sur le quotient Fy, .4, .1/ Koy, +d, -1
par w), et Uy est la matrice (by, bx) definie par

[0 o 0 (=18
: 0o / 0 0
U, = 0 1 0 :
0 -1 0
o :
Weld B s e e 0 }

(ii) Ax est une matrice (bg,bx), dépendant de di fonctions 7;, se décomposant sous la forme
66



00 1 |
ot 0 :
0 00 1 | 0 ... .. 0
0 . 0 10 .. 0
0 07, | 0 10 0
/0 | 00 1
J /o0 0
0/ .. |
\ w0 0 | 0 ... .. 00 /

(iii) s = (—1)% (—1)%+1ekek+1sg

Remarques :

(1) Les fonctions 3. apparaissant dans les matrices Lc, et Lcgs; sont reliées aux
déterminants de Gram g,, par la formule

SiF - (__L_ 1 ) 1
xizc o |gﬂ-k|2d‘c |g&k+1| 2 2dk+1 |gﬂ.k+2|2dk+l

(2) Notre repére nous permet de définir une paramétrisation naturelle, relativement
a une forme alternée arbitraire, de toute courbe pseudo-réguliere.

(3) Si on se donne une connexion symplectique V sur une variété symplectique
(M,w), le transport parallele défini par V permet d’étendre notre construction
a (M,w). Autrement dit, notre repére mobile peut étre généralisé a toute variété
symplectique munie d'une connexion symplectique.

6. Le cas complexe hermitien : K=C, ( , ) est une forme hermitienne

Considérons une courbe ¢ : I — C", I étant un intervalle ouvert de R, et munissons
C™ d’une forme hermitienne ( , ).
Remarquons tout d’abord que puisque la matrice de gram de la forme ( , ) relativement
a la famille {c'V), ..., ¢{%)} est hermitienne, il est clair son déterminant g,, est réel.
Si nous essayons de généraliser le lemme 3.1 a4 notre cas, nous nous apercevons aisé-
ment que nous avons une légere différence avec le cas réel; En effet, nous obtenons
(claxtdetl) g N =0 V 1 < i< dy_;, mais Re(clor+de+l) ex.dq,) = 0. Autrement dit, dans
le cas complexe, (c(@+d+1) ¢, ) n’est pas nécessairement nul : c’est un imaginaire pur
que nous noterons ip(x) € iR.
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Nous avons donc deux cas a distinguer : le cas ol py) est nul (on aura alors une étape
de stabilité du noyau analogue au cas pseudo-Riemannien), et le cas ou p() est non nul
(nous n’aurons pas de stabilité du noyau, comme ce qui se passe dans le cas symplec-
tique). Géométriquement, ceci se traduit par la propriété suivante : contrairement au cas
réel, ol on pouvait écrire notre matrice de Gram sous forme de blocs diagonaux tous de
tailles impaires (cas pseudo-Riemannien), ou de tailles paires (cas symplectique), dans
le cas complexe, nous pourrons toujours écrire la matrice de Gram sous forme de blocs
diagonaux, mais ces derniers pourront étre de taille paire ou impaire.

Les lemmes 3.1 et 3.2 se généralisent alors de la facon suivante :

LEMME 6.1.
(1) Sipk) =0, on a (cl+%t) g N =0V 1<1<dp V1<i<dp+1-1
(2) Sipr)#0, on a (c*F%H) e V=0V 1<I<d—1V 1<i<dp—1
LEMME 6.2.
(1) Sipxy =0, on a (claxtdetl) g p o Y F#0V 1<1I<dp+1
(2) Sipw)#0, on a (@ +htD) ey 1 ) #0V 1<1<dg

Supposons construit une base By de Fy,.

1°" cas : sipy =0

Nous avons alors

(1) by =2dp + 1
(2) Kﬂk-'.-dk-!-m = Kﬂ.k+dk+l—m V1 S m S dk
(3) ’évolution des noyaux se traduit par la suite suivante :

Ko+ g Ko, +2 % ‘; Koy+dr = Koptdp+1 ? Koy +d,+2 ? ? Ko, 424,

Comme dans le cas pseudo-Riemannien, nous construisons un vecteur ej.4, .1 (projeté

unitaire de c(%+%+1) sur (F,, 14, /Ka,+4,)"), €t, en notant €*) le signe de (€4, +1. €kg,+1)

et ¢ le signe de g,, , g;kl (ce qui a bien un sens puisque g,, et g,,., sont réels), nous avons
LEMME 6.3. €®) = (=1)%¢;

Afin de compléter B; en une base de F,, ., nous posons

N1 °= A(k)€k; our une fonction Ay : I = C
(%) { = A PR % KR et nous choisissons la fonction

Npi ==my,  pour 1 <i<dp+1

A(x) telle que 7y := nf{‘) soit unitaire. Ceci nous amene a la formule

7w =
(IAwy Pex)®®*+ = ga g2t |

(3%

—
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Notons A la fonction réelle positive vérifiant (sx), et T le vecteur construit & partir
de cette fonction (i.e. T(x) := (Akyex:1)%)). Alors pour toute fonction fiy : I — C de

module 1, la fonction Axk) := fk)Ax) est solution de (xx). Réciproquement, toute solution
de (%) peut étre obtenue de cette maniére. Par conséquent, faire un choix de fonction
A(k) vérifiant (xx) revient a choisir une fonction f(;) de module 1.

Pour faire ce choix, remarquons que pour la forme hermitienne ( , ), nous avons

N’ ~ ~ N" ~ ~ - ~" ~
contrairement au cas pseudo-Riemannien, nous n’avons pas (%(k) % %Uc)} = 0, mais seule-
N’ o~ Ll ~
ment (7, T(k)) imaginaire pur. Notons (W;k), Tk) = bk, B € R
PROPOSITION 6.4. Il existe une unique fonction fy : I — C telle que :

(1) [fwl*=1

~! ~

(2) le vecteur my associé a Ay == fx)( vérifie (7, T(x)) =0
(3) Aw(0) =1

DEMONSTRATION. Notons Ek;l = <6k;1 et ng, = ,\(k)ek;l. On a alors Mgy = f(k}ak;l-
D ’ou,
d
e = (nk;l)( &)

= Utnfie) @
c (dk-—i)ﬁ‘(l
—Z afi T

dk 1) d - N(z
=0

e = fa T (k) + i iy Mg, + ot Ch fio ™ ksina
Tk = fy Ty + (de + 1) figy k) + ¢ avee ¢ € Kopsa,

) s = g 2 — iz, &
On en déduit que (g, 7x) = | fi) (T (xy T(k)) i Fik) Fliy (T iiys s )+ (k1) Fliy Foiy (T k) T ) -

On obtient donc {

Puisque f() doit étre de module 1, on peut noter fu) = ew) avec f(x) une fonction
réelle. La derniére égalité devient alors (7}, mx) = i(Bk + (2dk + l)e("}BEk)).

D ot (7, mx) = 0 <= 6,y = (_1)dk+f§§k;%. {&_prés intég'ratlic?n , nous obtenons 6y & une
constante pres, cette derniere étant déterminée par la condition 3.

O

Une fois choisie la fonction A(), nous construisons les vecteurs n,; définis par les
relations (x), et la construction se poursuit alors, a peu de choses prés, comme dans le
cas pseudo-Riemannien. On élabore des vecteurs g, , ..., uk;1 tels que la matrice de Gram
de la forme ( , ) relativement & la base {n.1, ..., k.4, Tk, Uk:dy, ---» Uk:1 } SOit donnée par
(—1)% e Uy, avec
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0 / 0
0 -1 0
U = 0 1 0
0 -1 0
0o/ :
\(<1)% 0 ... ... ... 0 )

g emodulo le noyau K, 4;_;
Ceci définit les vecteurs uy.; 4 i . o
emodulo un vecteur i(x.;nk.;, ou (i.;est une fonction réelle

Par analogie au cas pseudo-Riemannien, il est facile de montrer que 1'on peut choisir un
représentant de la classe [ug;/K,,+:] pour tout entier i compris entre 1 et di, de telle
sorte que la dérivée u ; s'écrive “;:;i = Upsi—1 + Kksiflksit1 + 10k + Bki—1Tkii—1, OU Gk
est une fonction réelle (qui apparait car (uj.;, ugs) + (Uk, Up.;) = (Ukii, Ugs)' = O entraine
me((u;c;huk;i)) = O: et non (u;:;ﬂ uk;i} = 0)

Il suffit alors de remplacer ug,; par Uk, := Ug;; + ilg.i7k;; OU lx; est la fonction réelle définie

kit ki =0 : -
par {ik‘t(O) _‘1 POUT &VOIT Uy = Ukji—1 + Lhyifhsit1 + Lrsim1Mksi—1-
ki -

Finalement, relativement a la base By+; := BrU{nk.1, ..., Tk:dy » Tk Ukidy s - Uk:1 }» la Matrice
des dérivées est donnée par

(Do Leg 0)
Leg, Ay Lg 0 0
0 Lg .0
0 0
0 Eep g Ay Sea D U
U - | N T | TR )
0 .01 0
0 0 Thp 0 1 0
0 0 Tegi 0 Teg D 1 0 0
0 0 Tegez 0 Thgs 0 0 0 1 ... 0
0 0 /0 /0 e e 10
0 Tii 0 Tho O oo ve oo oo 10
0 0 Tii © U

>
IR
\“ln__
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ou la derniére colonne represente le coefficient d’un vecteur x € Fg,, 41 — Fo,,,-

2nd cas : si P(x) # 0

Nous avons alors
(1) b = 2dx
(2) Koprtptt = Koyt V1 <1< die

(3) I’évolution des noyaux se traduit par la suite suivante :
Kak+1 E Kﬂk-i-? C;;"-': (;E Kak+d;,,. 2 Kak+dk+1 ? L :; Kﬂg+2dk—l'

Nk := A(x)€k;1  pour une fonction Ay : I = C

Nous posons { (i=1)

) et nous choisissons la
Ngsi 1= Ny pour 1 < i <d

fonction Axy de telle sorte que {nidi‘ b nid’l‘ =4 (%)

(et ainsi nous obtenons (nf{‘ 0 n(d"'H M=+ VI<I<dp—1).

Rque : il est clair que (nkd’l‘ 2 nid’{]) est imaginaire pur, donc 1’équation (x) équivaut a
di—1) _(di) de—1) (di)

(8™, mff)P = 1, soit [Ml? [(ef ™, 8} =1 ().

Or, a 'aide de nos techmques usuelles, nous pouvons montrer que

|(eff‘l) el{:d’f))de = (—1)%g,,., g5 L’équation (xx) équivaut donc a

(A *)** = (=1)%ga, g2,

Ceci détermine la fonction A;) & une phase pres .

Maintenant, nous remarquons que le plan engendré par les vecteurs {n{d“ ) g;e)} Sit
ks
muni d’une métrique de la forme ( Ok. e

- K
définie par k := (nid;‘), nff) ).

Dans le cas symplectique, cette fonction k n’apparaissait pas, puisque la forme considérée
était alternée. On peut cependant remarquer, dans notre cas, que I’on peut faire un choix
de fonction A telle que la fonction k s’annule. Ce choix est donné par la proposition
suivante :

) ou € := +1 et k est la fonction réelle

PROPOSITION 6.5. Il eziste une unique fonction fixy : I — C telle que

(1) fwl? =1

(2) la fonction k définie par k := (ny. 1( o nkd( k)) est nulle (ou ng,y = fiynia)

(3) fwy(0) =1

DEMONSTRATION. Posons f(x) := €%®. Alors nous pouvons voir facilement que la
fonction % est reliée & la fonction « par la formule & = k + 2€ G(k) O
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z - = k) ot
Comme dans le cas symplectique, on peut maintenant poser uga, = M.y = Njq, -

On construit alors des vecteurs {uk.q,—1, ..., uk:1 } tels que la matrice de Gram de la forme
(, ) relativement a la famille {nx., ..., Nkd, , Uk:d, ; ---» Uk;1 } SOit donnée par

( 0 ... 0 (—l)d*”lfki\
: 0 F A 0
5 .
U = 0 i 0
0 —€éi 0
0 Vi 5 J
\(_l)dkeki 0 0

emodulo le noyaukK,, i
Ceci définit les vecteurs ug; (pour 1 <1 < dp — 1) ¢ emodulo un vecteur hyni,
pour une fonction réelle h;

On peut alors faire un choix particulier de vecteur uy,; de telle sorte que la matrice des
dérivées soit donnée par

(010 ... 0 | 0 ......... 0\
0 01 "~ = | : :
L L :
0O ...0 0 1 | 0 ......... 0
0 ........0] 10 ..... 0
[ Ch Yh | 01 0 0
Pasw o L | 00 1
LS e O] E T T 0
o N e R L |
s CF e e 0 | 0 ... 0 0
ou h = di, 7 est une fonction réelle, (; est une fonction imaginaire, et ( := ~iE,i =

—{1

Par récurrence, nous avons ainsi obtenu une base de l'espace F,. A ce stade, nous
pouvons terminer notre construction pour obtenir une base de F, exactement de la méme
maniere que dans le cas pseudo-Riemannien. Autrement dit, si 7 > a,,, nous montrons que
nous avons forcément K, ., (; K, 2 g g K, et nous posons alors nm. := A(m)€m:1

et, pour i compris entre 2 et 7 — @, Ny 1= n,(,;_ll), oll A(m) est 'unique fontion vérifiant

n;n;r—am € K‘-"‘—l
Am)(0) =1
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Bilan
Etant donnée une courbe r-pseudo-réguliere ¢ : I — C*, C* étant muni d’une forme
hermitienne ( , ), il existe un repere {v,...,v,} adapté au drapeau F... C F;, tel que
la matrice de Gram et la matrice des dérivées se décomposent en blocs pairs ou impairs
suivant les conditions du théoreme 2.1, avec

e Cas impair

(i) Ux = (—1)%e€u)Us, ol € est le signe du quotient o419, 5 et Uy est la matrice
(2d + 1,2dy. + 1) définie par

( 0 0 (—1)%\
0 / 0
0 -1 0 :
Ur = 0 1 0 E
0 -1 0 :
\D% o 0 )

(ii) Ax est une matrice (2dy + 1,2d; + 1) dépendant de d; fonctions y; : I — C de la
forme

01 0 0 | 0 | 0 ... ...... 0)
00 1 S I
o | i |

%% 1 | @ [ @
0 ... ... 00 | 1 | 0 .o oen ... 0
0o ... ... 0 7 | 0 | 1 0 0
0 0 Yg-1 O | 74 | 0 1 0 0
/S S/ 0q44] 0 | 001
0 2/ # 8 | | 0
Y S K I l 1
\0%10...0|0|0 ...... 00/

(i) 5, = —€r€xs154  SI by est impair
vk = — s . % i T
—(=1)%e*er 15 si by est pair (ou le signe €* est défini ci-dessous)

e Cas pair

(i) Uy, := €Xily, ot €* = +1, et Uy est la matrice (2dx, 2d;) donnée par
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B

0 /0 0
- 0 1 0 :
0 -1 0
0 A :
\(—1)“ 0 0o/

Pour interpréter le signe €*, notons comme pour le cas réel alterné 7+ la projection cano-
nique Fy, +4,+1 = Fo,+di+1/Kap+d—1 = (Fopsd—1/Kayra,—1)*s et { , )o la forme hermi-
tienne induite sur F,, 14, +1/Ka, +a,—1 Par { , ).Ilest clair que {7+ (clax+de)) 7t (clar+detl))),
est un imaginaire pur ai (pour une fonction réelle o). Nous pouvons alors aisément vérifier
que €* est le signe de o. Autrement dit, ¥ = sgn(—i(rt(clartde)) 7t (cloartdetl))y ).

(ii) Ax est une matrice (2dx, 2d;) dépendant de dj. fonctions réelles
fonctions imaginaires (; : I — iR, de la forme

I ->Retde—1

/0 10 | B [ : 0\
001 Pl :
Do TR R W | :
0 ...0 0 1 | 0
0 ... ... ... 0 1 0 ...... 0
0 ... ... Gy | 0 10 0
: /S /G | 001 '

2 H v ® | 3 .0
G/ . = 1
\”{15 ...... 0 | 0 ...... 0 0 )/

ou h:= dk et C{ = _Ci-

(iii) 72 = {
=1

Finalement, nous remarquons que l’'équation > = ’\(k)/\(k +1) est encore valable, et nous
donne donc une expresion de || en fonction des déterminants de Gram de la courbe c.

—(=1)%+1¢,. k15 si brest impair
P

(—1)dk(_1)dk+1€k6k+l}?k si bk est pair

7. Le cas quaternionic anti-hermitien : K = H, (, ) est une forme
anti-hermitienne
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Considérons une courbe ¢ : I — H", I étant un intervalle ouvert de R, et munissons

H" d’une forme anti-hermitienne ( , ) (telle que (\z, uy) = A\(z,y)u Vz,y € H*,

VA, u € H).

Dans ce cas, (cl®F4+1) ¢, ;) est un réel, que nous noterons D(k)-

Nous distinguons deux cas, selon que pg) = 0 ou px) # 0. Les lemmes 3.1 et 3.2 se
généralisent alors par :

LEMME 7.1.
(1) Sipwy =0, on a {cl@r+d+D) e V=0V 1<I<dp V1<i<de+1-1
(2) Sipwy #0, on a (c@F%+) g V=0V 1<I<d—1V 1<i<dp—1
LEMME 7.2.
(1) Sipg) =0, on a (@ Fd+) ey o ) #0V 1 <1< dp+1

(2) Si P(k) 'T'L 0, on a (C(a"+dk+”, ek;d;,-&—b-t) 7& oOvi1 < l < dk

Supposons construit une base By de Fy, .

1°F cas : si pgy =0

Nk;1 = A(x)€k;1  pour une fonction Ay : I —H
Nous posons { ng; := ng:;;l} pour 1 <7< dg
Tk, I ngf)

et nous choisissons la fonction Ax) de telle sorte a obtenir (m, mx) = 1. Ceci nous conduit

a I'équation /\(k)(ei‘ff),eif{‘)))_\(k) =i (%).

Remarquons que si Ax) := g vérifie également I’équation (x), alors gig = i. L’équation
(%) laisse donc un degré de liberté sur le choix de la fonction A«). Nous utilisons alors ce
degré de liberté pour choisir A de telle sorte a avoir aussi (7}, mx) = 0.

Atk) = 9A®)
gig=1i

On a donc nk.y = qn.;. Ceci étant, il est aisé de montrer que, pour obtenir (7}, ;) = 0,

Soit donc Nk, = A(k)€k;1 avec A(x) vérifiant (x). Posons ng,; 1= A ex;1 avec {

~ o~

q = _ﬁQ(Wh Tk)
gig =1
Remarque : 'équation (my, 7x) = i entraine |(mg, )| = 1, ce qui implique

(1A PPt = g0, | |

il suffit de choisir la fonction q telle que {

Nous construisons alors des vecteurs {ug.j, ..., uk.q, } tels que la matrice de Gram de la
forme ( , ) relativement & la base {nk.1, ..., Mk:dy > Tk Ukidy s ---» k1 } SOIt donnée par iU,
avec
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[ 0 0 (=1)%)
: 0o 0
0 -1 0 :
U = : 0 1 0 :
0 -1 0 :
0 P :

\(=1)% 0 0 )

emodulo le noyau K, ;-3
emodulo un vecteur (i (1,j, €)ng

Il ne nous reste alors plus qu’a choisir les vecteurs u.; de maniere unique afin d’obtenir
une matrice des dérivées de la forme

Ceci définit les vecteurs uy.

FG L0 wow 0 [ B | 8 s ven v 0
00 1 I :
0o | ] 5
: 1 ] 0 | : 5
0 ... ... 00 | 1 | 0 ........ 0
0 ... ... 0 G | 0 | 10 .. ... 0
0.0 G m TG [ 010 . 0
/0 S Gyl 0| 0 001

0 /v ~ 0 | | ¢ - 0
/s L 2] & ] 1
\imi ¢ 0 ...0 | 0O | 0 ... 0 0)

ou h = di, 7 est une fonction réelle, (; est une fonction imaginaire de la forme h;i pour

une fonction réelle b, et § := —i{;i = —(.

27 cas : si py) #0

Mg 1= /\(k)ek;l : I = H
o (i—1)
Mz = Ty

pour une fonction Ay,
pour 1<i<d;
et nous choisissons la fonction A telle que

(1) (Pkidy: Mg,) = €F = %1

Nous posons

(2) (Mg Mia,) =0

ol € = £1 est le signe de (7= (cl@F4k)), 1L (cler+de+1))) 5 ol 7+ désigne la projection cano-
nique de ’espace F,, .4, +1 sur l’espace non-dégénéré de dimension 2 (Fy, +4, —1/Kay+d,—1) "
et ( , )g est la forme anti-hermitienne induite sur ce quotient par { , )).
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L’équation (1) nous mene alors & I’équation A (ei‘:’l‘_l), egff)>,\(k} = €, soit

|/\(k)|2(e§:f’1‘h1), efc'f’fJ) = ¥, que I’on peut encore écrire | (|Ag)|?)** = gahg;;l (%), ce qui

fixe la fonction A() & une phase pres.

Notons A la fonction réelle positive vérifiant (%), et posons Ay = frAk), avec | fi|? = 1.

Pour avoir (ng:f’f), ni‘f’f}) = 0, il suffit alors de choisir la fonction f; définie par

~(di) ~(di) k
fk<nk;1 :‘nk;l > G 2dk5 f!:: =0
|fil? =1
T . . d :
Nous continuons notre construction en posant u.q, := ni_’l‘) = n‘;:;dk, puis nous trouvons

des vecteurs {ug,g,—1, .-, Uk:1 } tels que la matrice de Gram de la forme ( , ) relativement
a la famille {nk.1, ..., Mk:d, , Uk:dy s ---» Uk:1 } SOIt donnée par e*Uy, avec

[0 .0 (—1)dk-1\
: 0 S 0 0
Ui = 0 1 0 :
0 -1 0
0 o :
\(-1)% 0 0o/

emodulo le noyauK,, +;—;
Ceci définit les vecteurs ug, (pour 1 <! < di — 1) ¢ emodulo un vecteur Ang,
pour une fonction réelle A,

On peut alors faire un choix particulier de vecteur ux,; de telle sorte que la matrice des
dérivées soit donnée par

(0 1 0 we 8 | © 2 s 0\
e 3 "% 5 '| i :
VT, Wy R B | R :
B 0 G ¥ | B o5 s s 0
0 .......0] L0 ... .. 0

cess /G | 00 3

P L e O] 3OS TR e
Ca A wew wox 5 | 3 e Ma 1
MG oo i 0 | 0 .. 00 )

ol h = dy, v, est une fonction réelle, et (; est une fonction imaginaire.

Par récurrence, nous avons ainsi obtenu une base de I'espace F,. A ce stade, nous
pouvons terminer notre construction pour obtenir une base de F; exactement de la méme
maniere que dans le cas pseudo-Riemannien. Autrement dit, si 7 > a,,, nous montrons que
nous avons forcément K, . E K, +2 g g K, et nous posons alors nm;1 := A(m)€m;1
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et, pour i compris entre 2 et 7 — @, Ny = nE:;;_l”, ol A(m) est 'unique fontion vérifiant

n;n;r—am € K
Am)(0) =1

Bilan

Etant donnée une courbe r-pseudo-réguliere ¢ : / — H*, H" étant muni d’une forme anti-
hermitienne ( , ), il existe un repére {vy,...,v,} adapté au drapeau F.... C F, tel que
la matrice de Gram et la matrice des dérivées se décomposent en blocs pairs ou impairs
suivant les conditions du théoreme 2.1, avec

e Cas impair

(i) Uy := iUy, ol Uy est la matrice (2dy + 1, 2dy + 1) définie par

( 0 0 (—1)“*\
0 / 0
0 -1 0
Uy = 0 1 0
0 -1 0
\n i )

(ii) Ay est une matrice (2d; + 1,2dy + 1) dépendant de d; fonctions réellesy, : I — R,
et de dr — 1 fonctions imaginaires (; : I — iR, de la forme

(010 0 1 80 8 s 5 s 0
0 0 1 b |

0 | |

: 1 | 0 | :

0 ... ... 00 | 1 | 0 ...... ... 0
0 o v 0 G | 0 ] T B ses v 0
0.:0 Gos M 1 G | 0 1 0 0
L/ /i Gal 0] 001
0 // / 0 | i | i 0
AP S AR S - e 1
\im G 0 ...0 | 0 | 0 ... 0 0)

oll h = dy, et ¢ == —iCi= —.
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(i) 5 = (=1)%(=1)%+1is0i si by est impair
(=1)%(=1)%+1€Xi5g  si by est pair

e Cas pair

(1) U = Ui, ol € = %1 est le signe de (m=(cl@+d)) rL(clortdet)))y (74 dési-
gnant la projection canonique de I’espace F,, +4,+1 sur ’espace non dégénéré de dimen-
sion 2 (Fy,+d,-1/Kay+a,—1)", et {, ) est la forme hermitienne induite sur le quotient
Fo,+d,+1/Kay+d,—1 par { , )), et Uy est la matrice (2dy, 2dx) donnée par

[ B e me o B IS
: 0o / 0 0
U, = 0 1 0 :
0 -1 0 :
o :
\(-1)‘# B s e mis 0 )

(ii) Ay est une matrice (2dy, 2d;) dépendant de dj. fonctions réellesy; : I — R et dp —1
fonctions imaginaires (; : I — H, de la forme

M0 1 0 we B 0 0 son sss sss 0\
001 " i | @ :
L e g |

0 ...00 1 | 0 .o .oo ... 0
0 0] 10 ..... 0
0 ... ... Gm ] 010 0
basn 2% | 00 1
20 S I R 0
G / - 1
ey 0 | 0 ...... 0 0 )

ou h = dk.

(i) 5 (=1)%(=1)%+1ek+1541  si by est impair
k = .
(—1)%(—1)%+1eke* 150, si by est pair

Pour finir, nous remarquons que 1’équation ¢ = A(k)/\&l_,_l) est encore valable, ce qui nous
donne une expresion de || en fonction des déterminants de Gram de la courbe c.
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CHAPITRE 3

Des coordonnées adaptées a la géométrie d’une hypersurface
dégénérée
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Introduction

La géométrie pseudo-Riemannienne présente de nombreuses différences avec la géomé-
trie Riemannienne, différences dues notamment a l’existence de vecteurs isotropes.
Ainsi, contrairement au cas d’une variété Riemannienne, ou la métrique induite sur une
hypersurface est forcément définie positive, dans le cas pseudo-Riemannien, on distingue
trois types d’hypersurfaces :

e des hypersurfaces temporelles, pour lesquelles le champ normal est temporel
e des hypersurfaces spatialles, pour lesquelles le champ normal est spatial
e des hypersurfaces nulles, pour lesquelles le champ normal est isotrope

Pour les hypersurfaces temporelles ou spatialles, la métrique induite sur I’hypersurface est
non-dégénérée ; pour cette raison, on dit que ces hypersurfaces sont non-dégénérées. Au
contraire, pour les hypersurfaces nulles, la métrique induite est dégénérée; on dit alors
que I'hypersurface est dégénérée.

Lorsque I'on étudie une hypersurface H d’une variété pseudo-Riemannienne (M, g), on
voit apparaitre tres rapidement un opérateur important : ]la seconde forme fondamentale .

Si ’hypersurface H est non-dégénérée, on peut, comme dans le cas Riemannien, interpré-
ter cet opérateur comme une projection de la connexion de Levi-Civita D de (M, g) sur le

fibré normal NH = TH+ a I'hypersurface, puisque la décomposition My = TH é NH
reste vraie dans ce cas. On peut alors décrire la géométrie de H a l'aide de la connexion
D induite sur H par D, et de la seconde forme fondamentale.

Dans le cas d’une hypersurface H dégénérée, la seconde forme fondamentale existe cano-
niquement, mais elle pose deux problémes essentiels :

e si H est dégénérée, le fibré normal NH est un sous-fibré du fibré tangent TH, et n’est
donc plus un supplémentaire naturel de TH dans T'M|g. Il n’existe donc plus de supplé-
mentaire canonique de TH dans TM|y. Par conséquent, il est plus difficile d’interpréter
la seconde forme fondamentale comme une simple projection (comme on le fait pour une
variété Riemannienne), puisque pour ce faire, il nous faut alors faire un choix de supplé-
mentaire de TH dans T M.

e la connexion D sur M n’induit pas nécéssairement une connexion métrique sur H,
et méme quand cela se produit, cette connexion ne suffit pas, avec la seconde forme
fondamentale, & décrire entiérement la géométrie de I’hypersurface H. Il manque de 1'in-
formation, que nous devons trouver et traduire sous forme de nouveaux opérateurs.

Ce second probleme peut s’interpréter facilement en termes de G-structures : sur la variété
ambiante, on a une structure pseudo-Riemannienne (une O(p, ¢)-structure), qui induit une
G-structure sur H. Si H est dégénérée, le groupe G n’est alors plus un groupe orthogonal.
et la G-structure induite se comporte donc tres différemment d’une structure pseudo-
Riemannienne. En particulier, on n’a pas forcément une G-connexion D¥ induite sur H
par D.

Notre but dans ce chapitre va donc étre de mieux comprendre la géométrie intrinseque
d’une hypersurface dégénérée d’une variété pseudo-Riemannienne, en définissant de nou-
veaux invariants naturellement associés a I’hypersurface H, traduisant en quelques sortes
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le défaut de la G-structure induite sur H a étre intégrable. Nous utiliserons alors ces
invariants pour tenter de construire des systemes de coordonnées adaptés a la géométrie
de 'hypersurface.

Dans un premier temps, nous rappelerons comment définir et interpréter la seconde forme
fondamentale d’une hypersurface. Nous limiterons notre étude au cas d’'une hypersurface
H dégénérée totalement géodésique (i.e. & seconde forme fondamentale identiquement
nulle), puisque nous verrons que la seconde forme fondamentale d’'une hypersurface dégé-
nérée est en fait la premiere obstruction & 'intégrabilité de la G-structure induite sur H.
En utilisant les techniques de la cohomologie de Spencer, nous déduirons alors de nou-
velles obstructions a l'intégrabilité, et utiliserons ces obstructions pour décider selon les
cas comment construire des systémes de coordonnées naturels sur ’hypersurface.

Avec le chapitre 5, nous expliquerons comment propager nos coordonnées au voisinage
de I'hypersurface. Enfin, nous appliquerons nos résultats au cas des espaces a courbures
constantes (chapitre 6), et plus généralement (chapitre 7), aux espaces localement symé-
triques pour lesquels on verra que 1’équation DR = 0 entrainera plusieurs conséquences
intéressantes pour nos coordonnées.
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Dans ce chapitre, nous considérons une variété pseudo-Riemannienne (M™", g), et
H C M une hypersurface dégénérée de M. Notre but va étre de dégager les invariants
successifs associés naturellement & H, afin de construire des systémes de coordonnées
adaptés a la géométrie de H.

1. Le premier invariant : la seconde forme fondamentale

Dans 'étude de la géométrie des sous-variétés, il apparait un opérateur important
appelé seconde forme fondamentale (on désigne quelquefois la métrique induite sur la
sous-variété sous le nom de premiére forme fondamentale). Dans le cas de sous-variétés
non-dégénérées (i.e. telles que la métrique induite sur la sous-variété soit non-dégénérée
en tout point), cet opérateur permet, avec la connexion induite sur la sous-variété, de
décrire entierement la géométrie de la sous-variété. Dans le cas ol la métrique induite est
dégénérée (en tout point), la seconde forme fondamentale existe canoniquement. Cepen-
dant, elle ne contient pas, avec la connexion induite, toute 'information sur la géométrie
de la sous-variété. '

Dans cette theése, nous limiterons notre étude au cas des sous-variétés de codimension 1,
autrement dit des hypersurfaces.
Dans ce premier chapitre, nous allons rappelé comment est définie la seconde forme fonda-
mentale d’'une hypersurface dégénérée H, et expliqué comment cet opérateur s’interprete
géométriquement. Pour cela, nous considérerons deux points de vue différents pour abor-
der I’étude d’une hypersurface :

e une vision “classique”, en décrivant géométriquement les propriétés d’une hypersurface
dégénérée
e une vision en termes de G-structures

1.1. Définition.

Nous commencons ici par quelques rappels sur la seconde forme fondamentale d'une hy-

persurface en général (pour plus de détails, le lecteur pourra consulter, entre autres, [B]
ou [O'N]).

DEFINITION 1.1. Soit H une hypersurface de (M, g), variété pseudo-Riemannienne.
Notons D la connexion de Levi-Civita de (M, g). On appelle seconde forme fondamentale
de H 'opérateur symétrique I1 € S?TH* @ TM/TH défini par

I :THxTH — TM/TH
(U1 V) — [DUV]

Remarque : cet opérateur est bien tensoriel car pour tous champs Y, Y’ € TH le long
de H, et toute fonction f sur H, on a Dy (fY’) = fDyY'+ Y (f)Y’, donc
——

€TH
[Dy(fY")] = f[DyY']. Par conséquent, II,(Y;,Y,) ne dépend que des valeurs Y, et Y7, et
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non pas des champs Y, Y prolongeant Y,, Y, sur M (au voisinage de p) avec Y, Y’ € TH
le long de H.

DEFINITION 1.2. L’hypersurface H est dite totalement géodésique si DyY’' € TH
pour tous champs Y,Y’ sur TH le long de H (quel que soit leur prolongement a M).
Autrement dit, une hypersurface H est totalement géodésique si et seulement si sa seconde
forme fondamentale est identiquement nulle.

Il est connu que 'on a les équivalences suivantes (on pourra consulter [O'N] pour une
preuve de cette affirmation) :

PRoOPOSITION 1.3.

H est totalement géodésique <=> D induit par restriction une connezion
(sans torsion) sur la variété H
<= toute géodésique de M qui est tangente a H

en un point est dans H (au moins localement)

Remarquons que, via la métrique g sur M, on a toujours T,M/T,H = (T,H*)",
I'isomorphisme étant donné par
¢: T,H- — (T,M/T,H)*
Up — (¢ : [Yo] = 9p(Up, Y3))

COROLLAIRE 1.4. La seconde forme fondamentale d’une hypersurface H peut donc
étre vue comme un opérateur II € S°TH* ® (TH*)".

Dans le cas ou 'hypersurface H est non-dégénérée (en tout point), la décomposition

LM =T,H é T,H* nous montre que 'on a un isomorphisme T,M/T,H ~ T,H*. En
fait, dans le cas-non dégénéré, T, H posséde un produit scalaire non-dégénéré, et on a ainsi
une identification (T,H+)* ~ T,H+.

On retrouve alors la définition classique I, : T,H x T,H — T,H+ (cf. [B]).

A partir de maintenant, nous considérons le cas ou I’hypersurface H est partout dégé-
nérée. Si H est partout dégénérée, on a T,H* C T,H Vp € H; Il n’y a donc plus de
décomposition naturelle en somme directe de T,M. D’autre part, T,H* est maintenant
totalement isotrope. Par conséquent, il n’y a plus d’isomorphisme canonique entre T, H~+
et son dual (T,H+)*.

Cependant, nous avons dans ce cas une propriété supplémentaire : puisque H est une hy-
persurface de M, il est clair que 7, H* est de dimension un. Notons alors x la 1-distribution
sur H définie par x : p € H — T,H+ C T,H. Nous avons alors

PROPOSITION 1.5. Tout champ X € x est géodésique. Autrement dit, x est totalement
géodésique.

DEMONSTRATION. Soit X € y et Y € I'(TH).
On a (DxX,Y) = X(X,Y) - (X,DxY). Or (X,Y) =0 sur H, et X est un champ sur
H. Done X{X, ¥Y)=0.
D’autre part, (X, DxY) = (X,[X,Y]) + (X,DyX). Puisque le crochet [X,Y] est un
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champ sur H, on a (X, [X,Y]) = 0. En oitre, (X, DyX) = 1Y(X,X) = 0.

D'ou (DxX,Y)=0 VY € I'(TH).Il s’ensuit que Dx X € x. Comme yx est de dimension
un, Dx X est donc proportionnel a x.

D’ou le résultat. O

COROLLAIRE 1.6. La seconde forme fondamentale de H vérifie II(X,X,.) =0
VX € x.

Plus précisément, soit X € x et Y € ['(TH). Puisque (DyX,X) = 1Y (X, X) =0,
nous en déduisons que Dy X reste tangent a H, et donc que II(X,Y) = II(Y,X) = 0.
Notons alors Y le quotient T'H/x. La remarque que nous venons de faire prouve alors le
résultat suivant :

PROPOSITION 1.7. la seconde forme fondamentale de H passe (sur TH) au quotient
en un élément de x* ® S2Y*.

On retrouve ici la vision de la seconde forme fondamentale d’une hypersurface dégé-
nérée adoptée par G.J. Galloway (cf. [G]), et R.Wald (cf. [W]).

De plus, puisque x = TH*, le produit scalaire g,, restreint & T, H, passe au quotient en
un produit scalaire sur ), non-dégénéré . En particulier, il y a un isonorphisme canonique

Y =~ Y, et on peut ainsi identifier ) avec son dual (par contre, on distinguera soigneuse-
ment y et x*). A 'aide de cette identification, on obtient finalement I] € x* ® S*).

D’autre part, puisque x est une 1-distribution sur H, x définit donc un 1-feuilletage sur

H ; D’apres la proposition 1.5, ce 1-feuilletage de H est géodésique. Le quotient de H par

ce feuilletage n’est pas forcément une variété (entre autres, il n’est pas forcément séparé).

Cependant, quitte & prendre un voisinage d’un point base py € H “adapté au feuilletage

X", on peut supposer que sur ce voisinage (quitte a I’appeler encore H), le feuilletage
v v

correspond aux fibres d’une fibration 7 : H — H, ou H est une variété de dimension
dim H —1 (cf. [P]).

¥
L’application Tp7 : T,H — Ty H a alors pour noyau x = T,H*, donc T, induit un

v
isomorphisme naturel de Y, = T,H/x avec Tr, H.
Autrement dit, ), vu comme un fibré vectoriel sur H, n’est autre que le fibré image réci-

v v
proque du fibré tangent & H par 7 : Y = 7*TH.
v
Pour p € H, on a donc un produit scalaire induit sur T H par T,7. Cependant, ce

v
produit scalaire peut varier sur T H, si on change de point p dans la fibre 77'(7(p))
au-dessus de 7(p). Il n’y a donc pas forcément (en général) de métrique canonique sur

&
H. Cependant, quitte a restreindre encore le voisinage choisi dans H, on peut supposer

4 v
que la projection 7 : H — H admet des sections ¢ : H — H (telles que mroo =1id,). Si
H
v
maintenant ¢ est une telle section, T;o injecte T;H dans Td(};)H , transversalement a y ;

%
Autrement dit, on a T;a(T;H) N Tg(g)Hl = {0}. En particulier, g induit par restriction
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%
une structure pseudo-Riemannienne (non-dégénérée) sur o(H). On peut alors la considé-

v
rer comme une structure sur H, mais dans le cas général, cette structure dépend de la
section o.

La propriété suivante, remarquée entre autres par Kupeli (cf. [Ku]), va nous permettre
de relier la seconde forme fondamentale I7 a la facon dont cette structure dépend de o.

PROPOSITION 1.8. Soit H une hypersurface dégénérée d’une variété pseudo-Riemannienne
(M™, g). Alors, pour X € x, lopérateur I1(X,.,.) € S2Y mesure la variation, par chan-

v
gement de section, de la métrique induite sur H. Plus précisément, on a

VX e x, II(X,.,.) = —3Lxg.

DEMONSTRATION. Soient X € x, Y, Y’ € ).

Lxg(Y,Y') =X(Y,Y') —([X,Y],Y") - (V,[X,Y"])
= (DxY,Y") + (Y, DxY")
_(DyY — DyX,Y") — (Y, DxY' — Dy:X)
= (DyX,Y") + (Y, Dy:X)
— Y (X,Y") =(X, DyY") + Y' (Y, X) —(Dy.Y, X)
== =
=X, Dy 4 Dip¥)
= —(X,2DyY' + [Y, Y'])
= —2(X, DyY") + (X, [Y,Y")).

Or [Y,Y'] € Y, donc (X, [Y,Y"]) =0.
D'od Lxg(Y,Y") = —2I1(X,Y,Y"). O

v

COROLLAIRE 1.9. La métrique induite sur H par une section o ne dépend pas du choiz
de la section o (au moins localement) si et seulement si H est totalement géodésique.
Autrement dit, il eziste une structure pseudo-Riemannienne canonique induite par gz

b
sur H si et seulement si H est totalement géodésique.

Remarque : d’apres la proposition 1.8, une hypersurface dégénérée H est totalement géo-
désique si et seulement si Lxg = 0 VX € x. Cette propriété a été généralisée aux sous-
variétés dégénérées de codimension arbitraire d’une variété pseudo-Riemannienne par D.N.
Kupeli (cf. [Ku]) qui appelle une sous-variété dégénérée N stationnaire si Lygy = 0 pour
tous champs U du noyau de la métrique induite sur N.

Par définition, la seconde forme fondamentale mesure, pour deux champs Y,Y’ sur H, le
défaut du champ DyY” a rester sur H. Nous allons maintenant, a ’aide de la théorie des
G-structures, considérer la seconde forme fondamentale avec un regard nouveau.

Si H est une hypersurface partout dégénérée, la restriction de g a H est une forme qua-
dratique partout dégénérée (de co-rang 1). Du point de vue des “G-structures”, une
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telle donnée se comporte trés différemment d’une structure pseudo-Riemannienne (une
O(p, q) — structure), qui est alors non-dégénérée. En particulier, si I’hypersurface H est
non-dégénérée (en tout point), il existe sur H une connexion métrique sans torsion induite
par la connexion de Levi-Civita de (M, g). De plus, cette connexion est unique : c’est la
connexion de Levi-Civita de la variété pseudo-Riemannienne (H, g,z ).

Dans le cas dégénéré, une telle connexion n’existe pas nécessairement sur H, et , si elle
existe, elle n’est pas forcément unique.

Nous allons donc & présent étudier plus précisément ces différences entre hypersurfaces
dégénérées et non-dégénérées du point de vue des G-structures, et en déduire une nouvelle
interprétation de la seconde forme fondamentale.

1.2. Interprétation en termes de G-structures.

1.2.1. rappels sur les G-structures.
Nous donnons ici les définitions principales concernant les G-structures. Le lecteur pourra
consulter [Ch] ou [Ber| pour plus de détails.

DEFINITION 1.10. Soit G un groupe linéaire (sous-groupe de Lie de Gi(n,R)). On
appelle G-structure sur une variété M une réduction du fibré des reperes de M a G.
Autrement dit, une G-structure est la donnée d'un G-fibré principal P sur M, et d'un
homomorphisme a du fibré P dans le fibré PM des reperes de T'M, équivariant pour
I'inclusion de G dans Gl(n,R) (i.e. a(p.g) = a(p).g V peP,g€q).

Exemples

(1) Une O(n)-structure n’est rien d’autre que la donnée d’une métrique Rieman-
nienne sur M.

(2) Une O(p, g)-structure est la donnée d’une métrique pseudo-Riemannienne sur M.

(3) Une Sp(n,R)-structure est la donnée d’une structure presque symplectique sur
M.

(4) Une Gl(n,C)-structure (ou l'on considére I'inclusion Gl(n,C) C Gl(2n,R)) est
la donnée d’une structure presque complexe sur M.

DEFINITION 1.11. Soit P une G-structure sur une variété M. Une connexion sur le
G-fibré principal P est appelée une G-connexion sur M. Une G connexion sur M est donc

la donnée :
=6

-]
e d’une G-structuresur M : P = M
e d’une connexion sur P

Intégrabilité de G-structure

Quand on a une G-structure sur une variété M, une des questions importantes que l'on
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peut se poser est de savoir si cette structure est intégrable. Nous commengons donc ici
par définir la notion d’intégrabilité d’une G-structure.

Sur R™, on a une G-structure naturelle pour tout groupe linéaire G, qui n’est rien d’autre
que le fibré pr; : R* x G — R".
On appelle cette structure la G-structure plate canonique.

DEFINITION 1.12. On dit qu'une G-structure est intégrable si elle est, en tout point,
localement isomorphe a la G-structure plate canonique. Autrement dit, une G-structure
sur une variété M est intégrable si pour tout point p € M, il existe un voisinage ouvert
U de p dans M, et des coordonnées {zy,...,z,} sur U telles que la section {a%l, sy %
de PM sur U soit une section de P sur U. Un tel systeme de coordonnées est alors dit

admissible par rapport a la G-structure P.

Remarque : Si {z1,...,Zn}, {91, ..., Yn} sont deux systemes de coordonnées admissibles sur

des ouverts U et V, alors la matrice Jacobienne (2£);<; i<, est dans G pour tout point
)15

peEUNV.

Exemples
(1) Une O(p, g)-structure est intégrable si et seulement si la métrique pseudo-Riemannienne
induite est a courbure nulle.

(2) Une Gl(n,C)-structure intégrable est la donnée d’une structure complexe sur M.

(3) Une Sp(n, R)-structure intégrable est la donnée d’une structure symplectique sur
M.

Le premier tenseur d’intégrabilité

En général, décider si une G-structure sur une variété M est intégrable est une question
délicate. La stratégie la plus communément employée consiste a tester, sur la G-structure,
des obstructions successives a l'intégrabilité. Nous allons dans ce paragraphe définir la
premiére de ces obstructions a l'intégrabilité d'une G-structure, connue sous le nom de
tenseur de Chern-Bernard.

Le lecteur pourra trouver une bonne introduction aux problemes d’intégrabilité d’une
G-structure, et a la cohomologie de Spencer dans l'article de D.V. Alekseevsky et S.
Marchiafava (cf. [A — M]).

Soit P — M une G-structure. Il existe toujours une G-connexion V. A la connexion V,
on associe un tenseur TV € /\2 T*M ® T M appelé torsion de V :

TV(Y,Y'") = VyY' = Vy'Y - [V, Y7].

Une propriété fondamentale des G-structures est donnée par le lemme suivant :

LEMME 1.13. une G-structure intégrable admet toujours une G-connezion sans torsion .

DEMONSTRATION. Soit &/ un ouvert muni d’un systéeme de coordonnées admissibles
)

{z1,...,Zn}. Soit wy la connexion plate sur P| y, telle que les champs %, vy Par soient
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paralleles.

On recouvre M par une famille localement finie de tels ouverts. Soit {fy} une partition de
'unité subordonnée a U ; On définit alors la connexion w := ), 7* fy.wy, oum: P = M
est la projection. ]

Nous allons, a I’aide de cette propriété, définir une premiere obstruction a I'intégrabilité
d’une G-structure.
Pour cela, notons V ~ R" et g ’algebre de Lie du groupe G. L’application
Alti, : Q*V*®V — AN’V*Q®V, restreinte 4 V* ® g € ®°V* ® V, induit une
application G-équivariante 0 : V*®g — /\2 V*eV.
Cette application G-équivariante passe & une application I(V* ® g) = D(A’V* @ V).
Comme le quotient A? V*®V/8(V*®g) s’interpréte en termes de cohomologie de Spencer,
nous notons usuellement H%2(g) ce quotient, et ¢ la projection A2V* ® V — H%%(g).

PROPOSITION 1.14. Soient V, V' deuz G-connezions sur le fibré P — M. Alors on a
e(TV) = ¢(TY).

DEMONSTRATION. On a V-V’ = B, ol B est un (1,2)-tenseur. On en déduit aisément
TV — TV = 2Alt, 5(B). Or, 'application Y’ — B(Y,Y") est dans g, pour tout Y. D’ou
BeV*®g.Donc TV —TV € 0(V* ® g). O

Nous notons ¢; := ¢(TV) € H%?(g), pour V une G-connexion arbitraire (¢; est bien
défini d’apres la proposition précédente).

ProPOSITION 1.15. Une G-structure admet une G-connezion sans torsion st et seule-
ment st ¢; = 0. Dans ce cas, la G-structure est dite 1-intégrable.

DEMONSTRATION. Si la G-structure admet une G-connexion sans torsion V?, alors
1 =e(TV") = ¢(0) = 0.
Réciproquement, si ¢; = 0, soit V une G-connexion quelconque. On a alors
e =c¢(TV) =0, donc TV € (V* ®g). Autrement dit, il existe un (1,2)-tenseur B tel que
TV = Alt,5(B).
La G-connexion V° := V — 1B vérifie alors TV = 0. 0O

Nous retrouvons ici le résultat de S. Kobayashi et T.Nagano (cf. [K — Na)).

DEFINITION 1.16. ¢; est appelé premier tenseur d’intégrabilité, ou tenseur de Chern-
Bernard, de la G-structure.

COROLLAIRE 1.17. Une condition nécessaire pour qu’une G-structure soit intégrable
estc; =0 .

1.2.2. Le cas des hypersurfaces dégénérées.

Revenons a notre hypersurface dégénérée H C M. Sur H, on a une métrique induite
gz qui est dégénérée en tout point. Cette métrique correspond & une G-structure sur H,
mais pour laquelle G n’est pas un groupe orthogonal. Cette G-structure se comporte donc
trés differemment d’une structure pseudo-Riemannienne. En particulier, il n’existe pas
nécessairement de G-connexion sans torsion sur H (i.e. la G-structure n’est pas forcément
1-intégrable) ; d’autre part, si une telle connexion existe sur H, elle n’est pas nécessaire-
ment unique. Afin de mieux comprendre le comportement de la G-structure induite sur H
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par la métrique g, et de déterminer si elle est intégrable (ou au moins 1-intégrable), nous
sommes donc contraints de faire une analyse précise de cette G-structure, et de rechercher
son premier tenseur d’intégrabilité.

Dans un premier temps, nous étudierons la G-structure au premier ordre, nous contentant
de trouver des informations sur H données uniquement par la métrique induite. Nous en
déduirons alors une premiére obstruction a l'intégrabilité de la G-structure induite sur
H. Dans les chapitres suivants, nous étudierons les G-structures d’ordre supérieur; en
particulier, 'essentiel de 'information que nous tirerons se situera a ’ordre 2, quand nous
considérerons non seulement la métrique induite sur H, mais aussi la connexion induite
par la connexion de Levi-Civita de la variété ambiante (dans le cas, bien sir, ou H est
totalement géodésique).

Sur M, on a une métrique pseudo-Riemannienne, autrement dit une O(p, g)-structure.
Cette structure induit une G-structure sur H, avec

G =" Isom(H, g\g)" :
={hg/ h € O(p,q) laisse stable H et gy}

Remarque : cette structure correspond a I’action du groupe Aut(T,H, g7, ax1,1) sur T,H.

Si on choisit une base diagonalisante de V', dans laquelle g a pour matrice

0 .. 0
0 Zp-14-1
alors on peut montrer que ’algebre de Lie g de G est donnée par

a Bt n—2
g= 0 D ,GGR,BER ,DGSOQD—LQ_I)

Plus précisément, on a g = R 2 x (R&® so(p — 1,q — 1)) (I’algébre de Lie du groupe
conforme agissant sur R"~?).

Soit V une G-connexion sur H, et TV sa torsion. Pour X € x, on a clairement Ty X = 0;
L'opérateur Ty passe donc au quotient ). On obtient ainsi un opérateur

[TY]:Y — Y
Y] — [TXY]

Décomposons alors l'opérateur [Ty ] € V* ® Y = End(Y) en parties symétriques et anti-
symétriques par rapport a la métrique induite sur ' : [Ty ]| = Sy + AY.

PROPOSITION 1.18. SY ~ 1Lxg, i.e.V Y,Y' € T(TH), gy(SY[Y],[Y']) = 3Lxg(Y.Y").
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DEMONSTRATION.
2(SX[Y],[Y'])) = (TXY,Y') + (Y, TYY")
=(VxY,Y') = (V¢ X,Y") — ([X,Y],Y")
+<Y VXYJ> - (Ys VY’X> - (Ys [X? Y’])
= X(Y= Y,> - ([Xv Y]: Yj) = (Y5 [X= Yf])
+ (X, VyY") + (V}HY, X)

L vl

g
=0 car V connezion sur H

- ﬁxg(yl Y’)

O

Puisque Lyxg est indépendant de V, nous obtenons donc une premiere obstruction
a l'existence d’une G-connexion sans torsion sur H. Plus précisément, on a le résultat
fondamental suivant :

THEOREME 1.19. Soit H une hypersurface dégénérée de M, variété pseudo-Riemannienne.

Alors ¢; = 0 <= H est totalement géodésique.

DEMONSTRATION. Supposons ¢; = 0. Il existe donc sur H une G-connexion sans
torsion V°. On a alors Sy =0 V X € x. Do Lxg=0 V X € x. La seconde forme
fondamentale de H est donc nulle.

Réciproquement, supposons H totalement géodésique. La connexion de Levi-Civita D de
(M, g) induit une connexion D¥sur H. Puisque D est sans torsion, il en est de méme de
DH . D’autre part, puisque D est métrique, on a, pour tous champs U, V, W sur V,

U(V,W) = (DyV,W) + (V, DyW)
= (DEV,W)+ (v, DEW)

puisque H est totalement geodesique

Donc D est une connexion sur H, métrique et sans torsion.
D’out ¢; = ¢(TP") = ¢(0) = 0. 0

2. Les invariants associés & une hypersurface dégénérée

Comme nous l’avons déja souligné précédemment, la seconde forme fondamentale
d’une hypersurface dégénérée H ne contient pas, avec la connexion induite D¥, toute
I'information sur la géométrie de H. Pour trouver ou se cache 'information manquante,
il nous faut donc définir de nouveaux invariants naturellement associés a H. C’est ce que
nous nous proposons de faire dans cette partie, en utilisant les techniques de la cohomo-
logie de Spencer. Nous verrons dans les parties suivantes quels sont les liens qui relient
les invariants obtenus et la construction de coordonnées adaptées sur H.
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Pour plus de clarté, nous résumons ci-dessous en quelques mots le procédé par lequel nous
obtenons nos nouveaux invariants.

Pour tout entier k compris entre 1 et n-1, /\"‘ V* ® g est un g-module. On a donc une
représentation naturelle de g sur A*V*® g : % g — Endg(A*V* @ g).

Il est clair que cette représentation est réductible. Autrement dit, il existe des sous-espaces
de A\* V* ® g invariants sous I’action de g.

Nous allons dégager progressivement les invariants associés a H en regardant les quotients
“successifs” par ces sous-espaces invariants.

Rappelons a cet effet que nous avons les deux suites :

x=>VoaVix=Y
VY-V x*

Dans la pratique, nous formons ces quotients de la maniére suivante (dans toute la suite,
nous désignerons par X un champ de la distribution x, et Y,Y”, ... des champs sur J) :

1. Soit V une G-connexion sur H (si H est totalement géodésique, nous choisirons
V = D#). Nous notons R¥) I'opérateur associé a I’étape k : R = TV, R® = RV,
RE) =VRY, ..

2. Nous considérons l'inclusion /\’c V*®gC ®k V*@V*®V, et formons le sous-quotient
R 'y Y@ x @ YV)NAN*V*®g) (qui est le quotient contenant le plus de termes
X", qui soit non-trivial, car (Q*x* ® Y@ x* ® Y) N(A*V* ® g) = {0}). A ce quotient
correspond la courbure (R¥) (X, ..., X,Y, X),Y").

k

3. Nous remplacons un a un les facteurs x* par )V (avec l'identification Y ~ Y*), puis le
dernier facteur Y par ¥, afin d’obtenir les k+1 quotients et courbures correspondantes

&l L.« k—1-2 & % kV‘ (k) .f‘ c "
(X x2VQ X' ®Yex*®Y) (A" V*®g) + (R (X,I,X,Y,X, X, ¥, X)), Y")

k-2
pour [ =0,...,k— 2.

k-1 k -

* V= PR R[k) X,...,.X, Kyr 1}/.-.' .

e (@ T X ®YRYIV)NINV*®38) < (R®)( : ), ¥")
|
onk—1 k

*RY®X*® V*® g) <> composante en X de R¥)(X, .., XY, X).
e (@ T X' @YX ®x)NA 9) p ( = )
4. Nous recommencons le méme procédé a partir de chacun des k+1 sous-quotients obte-

nus. et continuons ainsi jusqu’a obtenir finalement le quotient ®k+1 Y ® x <> composante
en X de R¥)(Yq, ..., Yis1)-

Remarquons en ofitre qu'en utilisant les symétries de I'opérateur R*), nous pouvons iden-
tifier chacun des sous-quotients obtenus.

2.1. Premiere étape : k=1, étude de la torsion.

SoitV une G-connexion arbitraire. Nous écrivons d’abord le sous-quotient
YVRXx*®Y ~x"®)Y®Y auquel correspond 'élément de torsion [TyY Y] (ou [ . ] désigne
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la classe dans ) = TH/x). Ce quotient se sépare naturellement en x* ®S?Y et x* ® /\2 X

Ensuite, viennent au méme niveau

e X" ®Y ® x =~ Y auquel correspond la composante en X de Ty Y

e Y ® Y ® )Y auquel correspond 1’élément de torsion [Ty Y]

Remarquons que ces deux derniers éléments de torsion ne donnent des invariants bien
définis sur H que si le premier élément [Ty Y] est nul.

Enfin, on a le quotient ) ® ) ® x auquel correspond la composante en X de Ty Y (bien
définie si les deux torsions précédentes sont nulles).

Parmi tous les objets qui apparaissent successivement, il nous reste a découvrir quels sont
les vrais invariants ; Autrement dit, la question est de savoir quels éléments de torsion on
peut tuer par un changement de G-connexion.

Considérons donc V' une autre G-connexion. La différence V' — V est un (1,2)-tenseur
B, tel que I'opérateur By . soit antisymétrique par rapport a g;g. De plus, la torsion TV
est reliée a la torsion TV par la formule TV = TV + 2Alt, »(B).

Nous allons choisir le tenseur B tel que la nouvelle connexion V' ait une torsion aussi
“nulle” que possible. Pour cela, nous commencons par le premier élément de torsion obtenu
[TYY], que nous décomposons en parties symétrique (SYY) et antisymétrique (ALY
par rapport a gz. Nous avons déja vu que SF m %ﬁxg. Lxg étant indépendant de la
G-connexion V, nous obtenons donc la une premiere obstruction pour pouvoir annuler
[TYY]. Nous allons donc essayer d’annuler AVY.

LEMME 2.1. AYY = A}Y + [BxY]

DEMONSTRATION. TY Y =TyY + B(X,Y) — B(Y,X) sur V. Or

(ByX,Y') = —(X, ByY')car By est antisymétrique / gz
=0 puisque X € x

D’ou [ByX] = 0.
D’autre part, Bx. est antisymétrique par rapport & gg.
D'ou AVY = AYY + [BxY]. O

Ceci nous amene donc a choisir B tel que [BxY] = —AY}Y. On obtient ainsi
AVY =0.
D’autre part, Vy X et By X sont verticaux
(car YU € V, (VyX,U) = Y(X,U) — (X,VyU) = 0). 1l est donc naturel de choisir
ByX = —Vy X, de sorte que V3, X = 0.
Afin d’annuler la composante en X de T Y, il suffit alors de choisir
V¥(BxY) = By X — VX(TYY) (ou VX désigne la composante en X).
Puisque la métrique induite par g sur ) est non-dégénérée, 1'opérateur [Ty .] admet un

adjoint Ty *. Nous posons alors [ByY’] = L(T¥*Y' + Ty)'Y — [Ty Y] ).
symétrique en Y,Y"’ antisymétrique en Y,Y’
On a alors
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e B est antisymétrique par rapport a g|z, puisque
2(ByY", YY"y + (Y, ByY") = {IFY", Y") + (T3, Y") = (YY", Y")
ST Y" Y4 T Y, Y = (TFY".Y")
=V IV 4 Y I Y"Y = [Py, Y
+Y", YY) + (Y, T3, Y") — (Y, TYY")
=0

e [TY'Y'] = 0, puisque
[TY'Y'] = [T¥Y'] + [ByY' — By'Y]
= [IYY'] - [TIYY']
=0

Enfin, pour annuler la composante en X de T 'Y, il suffit de choisir
VX(ByY") = VX (VyY").

Conclusion La seule obstruction a pouvoir construire une G-connexion sans torsion sur H
est Lxg, 1.e. la seconde forme fondamentale de H. On retrouve le fait que la 1-intégrabilité
de la G-structure induite sur H, qui en général se traduit par la nullité du tenseur de
Chern-Bernard de la G-structure, s’interpréte dans le cas d’une hypersurface dégénérée
H par le fait que cette hypersurface soit totalement géodésique :

H admet une G-connexion sans torsion <= ¢; =10
—~—
€EH2(g)
<= H est totalement géodésique
<= tout champ X € x
est un champ de Killing sur H

Pour continuer notre étude, nous supposerons donc que H est totalement géodésique.

v
Dans ce cas, le corollaire 1.9 nous montre que ’on peut identifier les fibrés ) et H.

2.2. Les bases de la construction d’un systéme de coordonnées sur H.
2.2.1. Des coordonnées sur H.
Avant de continuer notre étude, et afin de bien identifier les invariants suivants que nous
allons dégager, nous allons faire un petit aparté pour expliquer la stratégie générale que
nous allons suivre pour construire un systéeme de coordonnées sur H.
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Nous avons déja vu que nous pouvons associer a I’hypersurface H deux fibrés fondamen-
taux :

e un fibré de dimension un, x, qui représente le noyau de gx.

v

e un fibré quotient H := H/x.

La construction de notre systéme de coordonnées sur H va se faire naturellement & partir
de deux choix :

v
e 1" choix : une section 0 : H — H telle que moo =1d, .

H
e 2% choix : un champ X? € x défini le long de I'image de o.

Une fois ces choix effectués, nous construisons nos coordonnées de la maniére suivante :
v v & o
soit U une carte sur le quotient H, et {Y’;}1<i<n—2 des champs coordonnées sur U ; Nous

remontons les champs }{',v sur 0'(1{1 ) C H en posant

v v
Y7 (o(n(p)) := Trpyo(Yi(n(p))) Vpen'(U).
Les champs {Y;” }1<i<n—2 vérifient alors [Y;?, Y] = 0. Il ne nous reste plus qu’a propager
les champs X7 et Y7 sur H :
e puisque tout champ de la distribution y est géodésique, il est naturel de propager X7
en un champ X sur H vérifiant Dy X =0
e pour avoir des champs coordonnées, on propage chaque champ Y;° en un champ Y;a‘x
sur H en imposant I’équation LxY"* =0, i.e. [X,¥7%] =0

) v
LEMME 2.2. Les champs Yf‘)‘ ainsi construits sont alors w-reliés auz champs Y.

DEMONSTRATION. Notons X : I x H — H le flot du champ X. On a, pour p € H,

X(p) : ICR—H
t — X (p)

®

avec 7 (p) la valeur en t de la courbe intégrale du champ X de condition initiale
X
vp (p) = p.

: XY."X—Y,U'X

On a alors LxY?* =0 <= lmg,""t—*t;; =0.
t—

Notons

¥X I—»Ia(}})

 Xvyo X
t b=y ‘Pt*‘Y;

Alors LxY7™ =0 <= (¥X)'(0) =0 (car ¥ =1d,).
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(¢X)f(a) = E?:mwX(a + S) 55 wX(a)

s—0 S
03 X X
= Iim(p(sﬂ)*ys'd — oYy
s—0 s
.4 . ¢
i Z?:m (paﬁ (tpsxya },ia )
5—0
X o, X
P Y = Y
= i, =5* i
= @ (lim = )

par continuité de goji
=0

Dot LxY ¥ =0« (X)) =0, i.e.

VX = cste
=¢*(0)
= yﬂ',x

Dow, Vt € I XY7* = Y%, autrement dit, T (Y;7* = Y7* (¥ (p)). Considé-
t i Prt i t

1
rons alors un point ¢ € H. On peut écrire q sous la forme ¢ = ¢ (p), pour ¢t € I et

v
p=0o(m(q)) € c(H); On obtient ainsi

Tr (Y7 (p) = T (Y7 ()
= pW-Tﬂ(p)J-i;i (m(p))
= Ty 0 0) Vi (0))

v
=Yi(r(p)) car moo=1d,

H
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Donc
T (Y% (g)) = Ty Y7 X (oF ()
= Ty Ty Y0¥ ()
= Tp(m 0 o) Y7 (p)
=T,n(Y7*(p)) car mopf =
= Tpm (Y (o(7(p))))
= Tpfr.T,,(p)o.}i'i(w(p))
= Tn(p)(m o0 a).{/,-(',rr(p))

v
=Yi(n(p)) car moo=1Id,

H

Diot, Vg€ H Tym(YoX(g)) = Yi(n(q)). ; 0

Remarque : méme si nous n’insisterons pas sur le fait que les champs Yi"’x ainsi
construits soient 7-reliés, nous soulignons tout de méme le fait que la notion de champs
reliés est tres importante dés que ’on a une fibration (pour plus de détails sur les champs
reliés, le lecteur pourra consulter [Sp]).

COROLLAIRE 2.3. [Y7X,¥Y7*] =0 V1<i,j<n-2

DEMONSTRATION. Le résultat découle immédiatement de
(¥, Y7 = 0 et gFYX = Y7, O

v
On obtient ainsi des coordonnées{z, yi, ..., yn—2} sur l'ouvert U := o(U) de H, définies

par :
L ]

rz : H—R
p+— z(p)

%
telle que (9% )~ (p) = ¢X, ) () € o(H)

% v
e yi(p) = gj-';(ﬁ(p)) (gi- étant la coordonnée sur U telle que 3!::_ = Y}):

Les champs {X, Y%, ...,Y,7%} sont alors liés a ces coordonnées par

X=d.
},;a,x = ayi
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2.2.2. La connezion.
D’apres le théoreme de Frobenius et le lemme précédent, on déduit aisément que la dis-
tribution p € H =< Y7*(p), ..., Y7 (p) >C T,H est intégrable. Ceci nous permet donc
de définir une sous-variété intégrale H>X C H telle que
Vpe H T,HY =< Y% (p),....Y 5 (p) >. On obtient ainsi une décomposition de TH

en parties horizontale et verticale sous la forme : T,H = T, H** é < Xp>.
A cette décomposition, on associe deux projections :

e une projection horizontale H>* : T,H — T,H"X

e une projection verticale V% : T,H =< X, >

D’autre part, si on suppose H totalement géodésique, la connexion de Levi-Civita D sur
(M, g) induit une connexion sur H, métrique et sans torsion. On peut alors décomposer
cette connexion selon les parties horizontale et verticale. On obtient ainsi des fonctions
Bf’A,Ffj,{z;;?X sur H (1 <1,7,k <n— 2) définies par :
¢ Dy ¥ = Duux X = B X (1)

X _ rkyveX , 10X

Les fonctions ci-dessus vérifient les propriétés suivantes :
o T et hJY" sont symétriques en i,j (car [V, Y] = 0)
o X (I‘fj) = 0 : en effet, on déduit de la formule de Koszul que

2T% g = 2<Dw,xyj“=x, )
= Yia'x(gzj) = ng'X (9u) — Y% (915)

(ou I'on note g;; == <Y£a'x, Y}"X))
Or X(g;j) = Lxg(Y7*,Y7X) = 0si H est totalement géodésique.

Remarques :

1. Les équations (1) et (2) représentent les formules de Weingarten et Gauss pour une
immersion pseudo-Riemannienne en codimension 2(cf. [Sp], tome IV). l"fj est la connexion
induite par D¥ sur I'mo; c’est aussi, puisque H est totalement géodésique, la connexion
induite sur Imo par la connexion de Levi-Civita D de (M, g). Quant a h?;?x, c’est la
composante en X de la seconde forme fondamentale de la sous-variété de codimension 2
Imo (il n’y a pas de composante transverse a H puisque H est totalement géodésique).

2. Dans la suite, afin d’alléger les notations, si I'on se donne une section et un champ X,
nous omettrons la plupart du temps les indices o, X, et nous écrirons les champs Yf’x

simplement Y;, et les fonctions 3/ ot h:?;?x simplement f; et h;;.

2.2.3. Choiz des coordonnées.
Afin d’avoir des coordonnées bien définies sur H, il nous restera a décider si il v a des
choix de section et de taille du champ X plus naturels que d’autres.
Il est clair que, par changement de section et de taille de X, les fonctions 3; X et h,f_;x,
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qui apparaissent dans les termes de connexion varient elles-aussi. Bien évidemment, ce
que l'on peut espérer faire de mieux est d’annuler toutes ces fonctions.

Pour confirmer cette idée, et voir dans quel ordre on va essayer d’annuler ces fonctions,
effectuons la décomposition en sous-quotients successifs au niveau de la connexion

D € V* ® g. Nous obtenons le diagramme suivant (avec Iidentification Y* ~ Y) :

X'®x*®Yy
(Dx X,Y;)=0
Yx*'®Y x'®YV®)Y X"
yeye)y Yy X'®YV®x
(Dy,Y;.Ya)=Tlgu  V(Dy;X)=6; V(Dx Y;)=8;
YyYV®x
V(Dy,Y;)=hi;

La premiére fonction qui sort est V(DxX), que nous avons imposée nulle pour propager
le champ X? € T'(TIm(o)) sur H. Le diagramme confirme que propager le champ X par
I’équation Dx X = 0 est effectivement un bon choix. En fait, cette idée est naturelle : les
courbes intégrales du champ X étant des géodésiques nulles, imposer Dx X = 0 revient a
choisir le paramétrage affine de ces géodésiques.

Dans un second temps apparaissent les fonctions j; et l“fj. Pour ces dernieres, il n’y a pas
de choix de o ou de X préférable, car les fonctions Pfj sont invariantes par changement
de section, aussi bien que par changement de taille de X. En fait, ces fonctions sont

liées a la géométrie du quotient I-/I , et on ne pourra les avoir nulles que si le quotient est
plat. Remarquons toutefois qu’en ayant imposé d’avoir des champs coordonnées (tels que
1Y;,Y;] = 0), nous avons tué la partie alternée des 2-tenseurs Y;, Y; — I‘fj

Enfin, tout en bas du diagramme, on trouve les fonctions h;;.

La stratégie que nous allons adopter pour faire des choix de section et de taille de X
va donc étre, dans un premier temps, d’essayer d’annuler les fonctions [;, puis, dans un
second temps, d’essayer d’annuler les fonctions h;;.

Remarquons en oiitre que dire que les fonctions 3; et h;; peuvent étre toutes annulées
revient & dire que la connexion D, induite sur H par la connexion de Levi-Civita de
(M, g), est localement une connexion produit de la connexion de Levi-Civita sur une
sous-variété non-dégénérée de codimension 2 par une connexion plate. Nous dirons dans
ce cas que I'hypersurface H est [localement un produit affine | H? x X.

Insistons bien sur le fait que notre notion de produit affine est assez forte, et ne peut se lire
uniquement sur la métrique induite sur I’hypersurface : nous demandons non seulement
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que la métrique soit localement un produit (ce qui, d’aprés Kupeli (cf. [Ku]), est toujours
le cas si H est totalement géodésique, puisque si I’on se donne une section o, alors H est
localement un produit pseudo-Riemannien dégénéré (x x Imao, Pr*g|ims) OU

Pr : x x Imo — I'mo est la projection canonique), mais aussi que la connexion induite
sur H, D¥ soit elle-méme une connexion produit. Dans notre recherche de coordonnées
canoniques, nous serons donc aussi amené a essayer de mesurer le défaut de I’hypersurface
H a étre localement un produit affine.

2.3. Seconde étape : k=2, la courbure.

2.3.1. Lien avec la cohomologie de Spencer.
Exactement comme nous I’avons fait pour la torsion, nous pouvons obtenir une seconde
obstruction a l'intégrabilité d’'une G-structure.
Pour cela, considérons gi¥) := Kerd, ou 8 = Alt;, : V*®g— A°V* @ V. Il est clair
que deux G-connexions V et V’ ont la méme torsion si et seulement si V — V' € I'(g).

On peut alors construire la suite  V* @ g 25 A\?V* @ g 2=Blanch, Ay gy,

Il est clair que 'on a l'inclusion I'm 0 C Ker 0,. Autrement dit, cette suite est une
chaine. Nous pouvons alors former le quotient Ker 0,/Im &;; Remarquons maintenant
que la courbure d’'une G-connexion vit dans /\2 V* ® g, et que si la G-connexion est sans
torsion, alors sa courbure (qui vérifie automatiquement la premiére identité de Bianchi) vit
dans Ker 8,. On construit alors la seconde obstruction & I'intégrabilitd’une G-structure
en définissant ¢, := [RY] € Ker 8,/Im 8, := H"*(g), pour V une G-connexion sans
torsion arbitraire.

Remarques :

(1) On vérifie que la classe c; ne dépend pas de la G-connexion sans torsion V choisie.

(2) Cette seconde classe c; mesure le défaut a 'existence d’'une G-connexion sans
torsion a courbure nulle.

2.3.2. Les invariants associés a la courbure.
La stratégie est la méme que pour la torsion : nous écrivons les quotients successifs de
AN V=@gc A’V*®V*®V, et nous dégageons les invariants successifs qui apparaissent.
Nous obtenons ainsi la liste suivante de quotients et courbures associées, ou chaque terme
de courbure obtenu ne donne un invariant bien défini sur H que si les invariants précédents
sont nuls :

Lx"®x* ®8Y < (R(X,Y1)X,Y;) =0

1.

21 A2 V'®x ®Y & (R(Y;,Y;)X,Yi) =0

2.2. x* ® T3 & (R(X, Y)Y, Vi) =0

23. X" @YX ®x~ X" ®Y ¢ V(R(X,Y)X) = X(8)
11
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3.1. RY & (R(Y;, Y;)Y:, Y0)

3.2. A*Y & V(R(Y:, Y;)X) = Yi(B;) — Y;(5)

33. X @Y8Yex~ VY o V(R(X.Y) Y;)

IV. Tous les quotients précédents donnent enfin

Tin2 ® x & V(R(Y;, Y;)Yx) = Dha + Yi(hik) + kil — Tighjt — Yi(hax) — hixB;

ou 'on note

o I'jn; 'ensemble des 3-tenseurs sur ) vérifiant la premiere identité de Bianchi, et qui
sont alternés en 1i,j.

o RY I'ensemble des courbures sur V.

Nous obtenons donc ici des avatars des formules de Gauss-Codazzi, pour une immersion
pseudo-Riemannienne en codimension 2. Ceci apparait plus clairement en introduisant un
2-tenseur symétrique h”* sur H définit de la facon suivante : une fois choisie une section o
et un champ X € y, nous construisons des champs coordonnées X, ¥;"*, ..., Y% comme
expliqué au chapitre 2.2. En tout point p € H, {X(p), Y7 (p), ..., Y5 (p)} est alors une
base de I’espace tangent 7,H. On définit alors le 2-tenseur h™% sur H par les conditions
suivantes :

o hoX est bilinéaire, et symétrique

o h*X(X,X)=0

o h7¥ (X, V") = g7

° ba,X (y}a.x} }’;.C”X) = hg;x

On peut alors résumer les formules précédentes par I’équation

V°X(R(A, B)C) = D4b°*(B,C) — Dgh°*(A,C)| VA,B,C € I(TH)

Les courbures qui sortent sont donc :

1. V(R(X,Y)X) = X(6)
2.
%
e (R(Y;,Y;)Y:,Y)) qui représente la courbure du quotient H
o V(R(Y;,Y;)X) =Yi(6;) - Y;(6)
e V(R(X,Y))Y;) = T§Bx + X (hij) — Yi(B;) — BilB;
3. V(R(Y;, Y;)Yx) = Dipha + Yi(hjk) + hieli — Tiphi — Y;(ha) — hae3;

Remarque : d’apres la formule précédente, il est clair que I'on a V7 (R(A, B)C) = 0 pour
tous champs A, B, C sur H si et seulement si D h"*(B,C) = Dh?*(A,C)
VA,B,C € F(TH ) Dans ce cas, on dit que h”* est un tenseur de Codazzi (cf. [B] p.435).

2.3.3. Lien entre les invariants et la courbure de Ricci.
Pour bien cerner le probleme, il faut bien voir qu'il y a trois courbures de Ricci qui jouent
un roéle primordial :
1. la courbure de Ricci de la variété ambiante RicM
2. la courbure de Ricci de la connexion D¥ RicH
3. la courbure de Ricci d’une section Ric”
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v
En fait, si on a fait un choix de section o, ¢ est un difféomorphisme de H sur Im o. De
plus, par construction,

7l &
9(Y:,Y;) =9(Y,,Y;)
v 7
= g(0.Y;,0.Y ;)

. v v
=0 g(y‘th‘)

v v
Donc o est une isométrie de (H,g) sur (0(H) = Im o0,9g,). On peut donc identifier la

v
courbure de Ricci Ric® d’une section a la courbure de Ricci Ric du quotient :
v
Ric = 0*(Ric?)
v
Ric? = n*(Ric)
Un calcul direct montre alors que 1’on a :

PROPOSITION 2.4.
(i) Ric™ (X,Y;) = - X (6:)
(i1)

Ric*(X,Y;) — Ric?(Y;, X) = X(8)
RicH (Y;,Y;) — Ric®(Y;,Y:) = Yi(8;) — Y;(B:)

(1) En décomposant V(R(X,Y;)Y;) en parties symétrique et alternée, on obtient :

R(X,Y,)Y; — R(X,Y;)Y; = R(X, ¥})Y; + R(Y;, X)Y;
= —R(Y;,Y;) X par Bianchi
= (Y;(8:) — Yi(8;)) X
= (Ric” (Y;, ;) — Ric?(Y;,Y5)) X

R(X,Y))Y; + R(X,Y;)Y; = (2T%;6r + 2X (hy;)
~Yi(8;) — Y3(8:) — 26:8;) X
= —(Ric™(Y;,Y;) — Ric’(Y;,Y;))X

v
- —(R%'CM(Y,‘, }G) - ﬂ*R?:c(Yiv YB))X
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2.3.4. Le probléme du gV,
Nous avons déja défini g(!) précédemment comme étant le noyau de 1'application
d=Alt, : V*®g— A°V*®V. Nous avions remarqué que deux G-connexions V, V'
ont méme torsion si et seulement si V — V' € T'(gM)).
Dans I'esprit de la cohomologie de Spencer, le but est de trouver une G-connexion, sans
torsion, plate. On est donc amené, a-priori, a chercher si, étant donné une G-connexion
sans torsion V, il existe s € T'(g(*)) telle que la G-connexion (sans torsion) V' = V + s
soit plate.
Dans la pratique toutefois, on est souvent amené & imposer des conditions supplémentaires
aux G-connexions sans torsion que 1’on considére, ce qui revient a se restreindre a un sous-
espace gy C g'*.
Dans le cas qui nous intéresse, il nous est donné sur H non seulement la métrique g g.
mais aussi une connexion privilégiée, sans torsion, D¥. Pour étudier la géométrie de H.
les invariants qui nous intéressent sont donc liés non seulement a la métrique g, mais
aussi & la connexion D¥. Pour cette raison, on ne peut se permettre de variation de la
connexion ; Autrement dit, dans notre étude, on va choisir un sous-espace gy = {0}.
Il est malgré tout intéressant de regarder les changements de connexion par une section
de g¥) pour savoir, parmi les invariants que I’on a déja dégagés, quels sont ceux qui sont
liés & la connexion D¥, et quels sont ceux qui ne sont liés qu’a la métrique g|y.
Pour cela, la premiére chose & faire est de calculer g(!).

PROPOSITION 2.5. g = S?V* ® x

DEMONSTRATION. Il est clair que g = (S2V*® V) N (V* ® g). Regardons dans un
premier temps la restriction de g(*) 4 ) : on obtient g(}}) = (§2Y*®Y)N(Y*®s0(Y)). Or,
puisque ) est muni d’'une métrique non-dégénérée, ) peut s’'identifier, via cette métrique,
a son dual Y*. On a donc gg) ~ (S2Y ®@Y)N (Y* ®s0(Y)). Si on regarde les éléments
de gg}) comme des 3-formes, on peut encore écrire gg;l) ~ (S2Y* @Y )N (V' ® /\2 V).
Or les éléments de ce dernier sous-espace sont les 3-formes symétriques en leurs deux
premieéres variables, antisymétriques en leurs deux derniéres variables. De telles 3-formes
sont forcément nulles, d’aprés le premier lemme des tresses. D’ou on déduit gg}} = {0}.
Dot gV C S?V* ® x.

Réciproquement, il est clair que S?V* ® x C S?V* ® V. De plus, V* ® x est un idéal de
g.Donc V*@ (V*®x) C V*®g. D'ot S?V*® x C V*® g. Donc S2V*® x C gV).

Remarque : on aurait pa retrouver ce résultat en regardant des variations de connexion ;
Soit V une G-connexion sans torsion, et s un (1,2)-tenseur. Pour que la connexion

V' := V + s reste métrique, il faut que YU € T'(TH), sy. soit antisymétrique par
rapport a gg. Pour que V' soit aussi sans torsion, il faut que s soit symétrique, i.e.
syV =syU VU,V € I'(TH).

On a alors

o (syV,W) = —(V, sy W)

104



(suyV,W) = (syU, W)
= —(U, syW)
= —(U, swV)
= (swU, V)
= (syW,V)

D'ou (syV,W)=0 VU,V,W € I(TH). Donc syV € x VU,V € I(TH). 0

Revenons donc & notre connexion D¥. Peut-on, par un choix judicieux de s € S2V*®x,
annuler des invariants de courbure pour une connexion V = D# + 57
La réponse est claire : choisissons

sxX = 0 pour conserver VxX =0
sxYi = —p
sy Yj = —hi

La connexion V ainsi construite n’est alors rien d’autre que V° := H°(D#), et pour cette
connexion V7, on a

VRV (X,Y)X) =0

V(R (Y, ¥;)X) = 0

V(RY (X,Y))Y;) =0
Par contre, changer la connexion D¥ par un champ X ne pourra modifier (R(Y;, Y)Y, Y1),

donc pas non plus en général V(R(Y;, Y;)Yk) (qui n’est bien définie sur ) que si la courbure
précédente est nulle).

Conclusions :

1) Pour les trois premiers invariants, il n’y a donc pas de section, ni de taille du champ
X canoniques. Toute section et toute taille de X donne une G-connexion sans torsion
permettant de les annuler.

2) Les deux invariants (R(Y;, Y;)Yk, Y2) et V(R(Y;, Y;)Yk) ne sont liés qu’a la métrique gz,

et non pas a la connexion D¥.

En particulier, on en déduit :

PROPOSITION 2.6. Contrairement au cas non-dégénéré, ou restreindre la métrique
revient au méme que de restreindre la connerion, dans le cas dégénéré, restreindre la
connezion est plus fort que de restreindre la métrique.

2.4. Troisieme étape : k=3, la dérivée de la courbure.

2.4.1. Les invariants associés a DR.
Nous écrivons les quotients successifs de /\3 V* ® g, en commencant par
(X @x @Y x ®Y)N(A*V* ®g), jusqu’a ce que I'on arrive au quotient
YeYyeYeYe NNV ®g).
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Les invariants qui sortent sont :

L V(DxR(X,Y;)X) = XX(85;)

II.

* V(DxR(X,Y))Y;) = X(T%5 +X(hzg) Yi(8;) — B:8;) — B X (B:)

e V(DxR(Y;, Y;)X) = X(Y; (53) Y;(8:)) — BiX(85) + B; X (6:)

;I;/’(DY.-R(X: Y;)X) =Y. X(8;) - Ffjx(ﬁk) — 26;X(5;)

e V(DxR(Y;, Y;)Yx) = (Yi(T%) — Y;(Th) + TRTL, — TRLh,) 60 + X (Thcha + Yi(hi) +
hikBi — Tixhjt — Y (hix) — hirB;) — B (Ts B + X (hjx) — Y3 (Be) — BiBe) + B; (Tir B+ X (hix) —

Yi(Bk) — BiBe) — B (Yi(B;) — Y;(5:))

e V(Dy, R(X,Y})Y;) = Yk(rijﬁf + X (hiz) = Yi(B;) — BiB;) — Thi(C7 Bm + X (huz) — Yi(85) —

B1B;) — Ti; (T B + X (hat) = Ya(B1) — BilBr) — hei X (B) — Be(Ti;00 + X (hsj) — Yi(8;) — BiBs)

e V(Dy,R (Ka Y;)X) = Yi(Yi(85) — Y5(B:)) — Thi(Yi(8;) — Y;(B1)) — hie X (B;) — Tk (Ya(B1) —

Yi(B:)) + he; X (ﬁz) B (Yi(8;) — Y;(5:))

e (Dy,R(Y;, Y)Y, Yin)

IV. V(Dy,R(Y;,Y)Y))

Remarque : Les invariants obtenus ne sont pas tous indépendants; En effet, la seconde
identité de Bianchi nous donne :
L ]

V(DxR(Y;, Y;)X) = —=V(Dy,R(Y;, X)X) — V(Dy, R(X, Y;) X)
= V(Dy,R(X,Y;)X) - V(Dy, R(X,Y)X)

V(DxR(Y;, Y;)Yx) = =V(Dy; R(Y;, X)Yx) — V(Dy, R(X, Y:)Yk)
= V(Dy,R(X,Y))Yx) — V(Dy, R(X, Y;)Yx)

A T'aide du 2-tenseur symétrique h%* introduit & la section 2.3.2, nous pouvons résumer
les formules ci-dessus par 1’équation :

n—2
V7 (DaR(B,C)D) = D} sb"*(C, D) — D} cb"*(B,D) + 3 _ R cpb™* (¥, A)
I_
VA,B,C,D € T(TH) (ou D?h°X désigne le tenseur DDh”X (cf. [B]), et R ., désigne
la composante en }’E"’X de R(B,C)D)

2.4.2. Interprétation a l’aide de la courbure de Ricei.

PROPOSITION 2.7
i) DxRicM(X,Y;) = —XX(ﬁz)

106



DxRic" (X,Y;) — Dx RicH (Y, X) = XX (8,)
DxRic" (Y,,Y;) — DxRic”(Y;, Y;) = V(DxR(Y;, Y;)X)

iii) Dx RicH (Y;,Y;) = =V(DxR(X, Y,)Y;)
i) Dy,Ric™ (X,Y;) = =V(Dy,R(X,Y;)X)
v) Dy Rick (Y, Y;) = —V(Dy, R(X, YY)
vi) Dy, Ric" (1., Y,) — Dy Rick (¥, ¥)) = V(Dy,R(Y, ¥)X)
Uzﬁ) Dy RZC ( Y) Dy R’&C (y}, Yk) = V(DxR(K, Y})n)

Nous résumons ci-dessous ’ensemble des quotients et invariants associés que nous avons
obtenus pour la torsion, la courbure, et la dérivée de la courbure.

Rappelons que chaque “courbure” obtenue ne donne un invariant bien défini que si les
courbures précédentes (qui apparaissent en remontant chaque branche convergent vers la
courbure considérée) sont toutes nulles. Par exemple, dans la table associée a la courbure,
pour que Y;(53;) — Y;(5;) soit un invariant bien défini dans /\2 Y, il faut que les fonctions
X (;) soient toutes nulles.

Dans la suite, nous verrons que les différents invariants de courbure ont un lien trés étroit
avec la construction de systémes de coordonnées adaptés sur H, et nous donnons une
interprétation de chacun de ces invariants. Nous avons choisi, pour ne pas trop alourdir
notre étude, de ne pas décrire aussi précisément les invariants associés a DR, et de ne
pas chercher d’autres invariants pour les étapes suivantes. Nous tenons tout de méme a
mentionner que :

e les invariants associés a DR peuvent aussi s'interpréter en termes de coordonnées. Leur
nullité ou non permet de savoir ce que I’on peut espérer faire pour améliorer nos coordon-
nées. Remarquons toutefois que dans le cas ou il existe un champ X € x parallele sur H
(cas ou l'on se placera pour faire des choix de section), les invariants liés a DR ne sont
“en gros” rien d’autre que les dérivées des invariants de courbure.

e notre liste d’invariants n’est pas exhaustive : nous pourrions continuer a étudier le défaut
d’intégrabilité de la G-structure induite sur H, et écrire de nouvelles tables en regardant
les obstructions successives a l'intégrabilité liées aux dérivées supérieures de la courbure
(en particulier, pour I’étape suivant DR, nous serions amenés a discuter 1’existence d’'une
éventuelle structure projective sur H).

Nous obtenons successivement une structure
e de carré pour la torsion

e de cube pour la courbure

e d’hypercube pour DR

Pour plus de carté, nous avons décrit la structure d’hypercube pour DR sous la forme de
deux cubes, qui ne sont pas indépendants : il existe des liens, représentés par des poin-
tillés, entre ces deux cubes. Plus précisément, il existe un lien partant de chaque terme
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du premier cube aboutissant au terme dans le second cube ayant méme position que le
terme initial. Par exemple, il y a un lien partant de I';43 ® x* ® )Y aboutissant a I'sx3, un
autre partant de J ® x* ® I';53 aboutissant 4 Y @ Y ® V...

A T'aide de ces tables nous pouvons distinguer des courbures primaires qui sont définies
intrinséquement, des courbures secondaires qui ne sont définies que si une courbure pré-
cédente est nulle, des courbures tertiaires ...

Par exemple, dans la table associé & la courbure, les fonctions X (3;) sont des courbures
primaires, alors que les fonctions Y;(8;) — Y;(6;) ne sont que des courbures secondaires.

Remarquons enfin que la table de la torsion a un sens légerement différent des autres
tables :

o pour l’étape de la torsion, on est vraiment dans l'esprit de la cohomologie de Spencer ;
on ne consideére sur H que la métrique induite (i.e. la G-structure), et on décrit les obs-
tructions a trouver une G-connexion sans torsion.

o pour les étapes suivantes, on utilise les techniques de la cohomologie de Spencer, mais
on est pas dans la méme philosophie : on ne cherche pas une G-connexion sans torsion
meilleure que les autres; on considére sur H non seulement la G-structure (la métrique in-
duite), mais on se donne en plus une G-connexion privilégiée D et les invariants obtenus
sont, pour la plupart, liés non seulement & la métrique gz, mais aussi a cette connexion.

Convention dans les tables suivantes, nous avons adopté les conventions de notation
suivantes :

o I'jp; désigne I'ensemble des 3-tenseurs sur Y vérifiant I'identité de Bianchi, et alternés
en leurs variables i et j

© O, Ajy iohja,... désigne I'ensemble des 4-tenseurs sur Y vérifiant I'identité de Bianchi, a
la fois sur leurs trois premieéres variables et sur leurs trois dernieres variables, alternés en
leur variables #; — jy, 22 — Jo,...

o R” désigne 'ensemble des courbures sur le fibré Y

o DRY désigne ’ensemble des dérivées de courbure sur )
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| Table des invariants liés 4 la torsion |

X*Y®Y

7§ 2
X' ®S?Y XN Y

APYey X®Y®x

\/

ANV ®x
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[Table des invariants liés 2 la courbure |

X" ®
R(X

/.

X ® Sy
Y.)X.Y5)=0

/\ y ® X ® F2A3 X'®Y
RY Ay X*®Y®Y®X
~yey

\m )

(R(Y;, Y;)Yk)
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| Table des invariants liés 2 DR |

Cons®X " ®Y
(Dy, R(Y; V) X, Yiy=0

X' ®x* ®x*®S8%Y
(Dx R(X,Y;)X,Y;)=0

X @i ® X"
(Dx R(Y:,Y;) X, Yi)=0

X" ® X" ®Ians
(Dx R(X,Yy)Y:,Y;)=0

Y ®x* ®T'sn3
(Dy, R(X,Y;)Y; Y )=0

X" ® Uja2,3n4
(Dx R(Y:.Y;)Yi, Y1)=0

DRY

(Dy,R(Yj, Y)Yi, Ym)
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-—= X'®x'®)
V(DxR(X,Y;) X

s e e y®X®/X®Ay X®X®y®y®x

S ~x* @YY
(Dy,R(X, V(DxR(Y;, Y;) X V(DxR(X,Y))Y;)

—— Cons X@J?@X a2

V(DyR(Y, Y;) X V(Dy,R(X,Y))Y;) V(DxR(Y:. Y,)Yi)

N4

D2A3
V(Dy.R(Y;, Yi)Y)
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3. Une taille canonique du champ X

v
Etant donnés une section ¢ : H — H arbitraire, et un champ X € y défini sur
I'image de o, nous avons vu, dans le chapitre précédent, que nous pouvons construire

des champs coordonnées {X,Y”*, ..., Y73 } pour lesquels la connexion D¥ s'écrit sous la
forme :

DxY"* = DyexX = f{* X
X a, X . X

Nous avons expliqué que, dans la perspective de faire des choix particuliers de section et
de taille de X, la premiere chose qu’il semblait naturelle de faire était d’essayer d’annuler
les fonctions 3;.

Nous verrons dans le chapitre suivant que ces derniéres ne varient pas par changement
de section. Par conséquent, nous ne pouvons que jouer sur la taille de X pour espérer
les annuler. Nous allons donc maintenant essayer de voir s’il existe une taille de X per-
mettant d’annuler les fonctions g;, et, dans le cas négatif, nous verrons que nous pouvons
malgré tout définir une taille de X canonique permettant “d’annuler le plus possible” les
fonctions 3;.

Ajoutons que nous travaillons dans le domaine affine. Pour cette raison, I’expression “taille
canonique” doit étre prise entre guillemets : nous ne pourrons jamais obtenir d’objets réel-
lement canoniques si nous ne donnons pas un minimum de conditions initiales.

Dans la pratique, nous sommes contraints de nous donner un point base py € H, et notre
but est de construire des coordonnées au voisinage de ce point base py. Pour obtenir des
“tailles canoniques”, nous devons donc nous donner des conditions initiales au point py.

3.1. Changement de taille de X.

~ T

Changer la taille de X revient a choisir, sur 'image de o, un champ X := f?X, pour
une fonction lisse f7 : Im o — R.

Apres propagation sur M, on obtient un champ X € I'(TH) défini par
D.X =0
%

%:5( sur Im o

Ce champ est alors relié au champ X par I’équation X = fX, ou f est la fonction sur M
définie par

{X(f) =0

f=f" sur Imo

Remarque : puisque X (f) = 0, la fonction f peut étre vue comme une fonction sur le
v
quotient H.
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LEMME 3.1. Yf’fx = Yf’x + GX, avec (i : M — R, la fonction définie par

AV il €]
X(Cz) - f
G=0 sur Imo
DEMONSTRATION. Posons Y/¥ = Y720l + (X
Puisque sur l'image de o, Y¥"/*(z =0) = Y7 = Y:"X(:z: = 0), on a forcément
oi(z=0)=0pouri#j,aj(z=0)=1,et ((z=0)=0,V1<4ij<n—2 De plus,
n-2
XY =0 [fX,) ol¥)* +¢X]=0

j=1

<=>Efx WYX + (FX(G) - ZaY"Xf))X_O

Jj=1 Jj=

X(e)=0
FX(6) - SRy (1) = 0

Puisque of(z = 0) = 0 pour i # j, et X (o) = 0, on en déduit of = 0 pour i # j. De
méme, on obtient a} = 1. Il en résulte alors immédiatement fX (&) — Y, (f) = 0.

Dot X(¢) = X0, 0

a,X
LEMME 3.2. g% = goX 4 B )

t f
DEMONSTRATION.

Dx Y2 = Dix (V¥ + GX)
= f(B7% + X(¢:))X
= (67" + X(G)fX

(BG'X Ya‘;(f))fx

O

Nous en déduisons une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une taille de
X permettant d’annuler les fonctions ;.

PRrRoPOSITION 3.3.

X(87%) =0

: V1<ij<n—2.
YUX(BJX) }/ja',k(ﬁf,X):O =%LI=N

3f € C*(H )/5‘-“”‘ =0« (01){

o, fX

v
DEMONSTRATION. Annuler les fonctions 377/* revient & choisir f sur H telle que

o, X
YU - _pgrX wvi<i<n-2

Un tel systéeme admet une solution si et seulement si
e X(B7*)=0car X(f)=0
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et
o YIX(BP*) =YX (B7%) V1<ij<n-—2car

R a0 NI - 0) NIRD /i 40/ U il 0O 24400
Y () - ) = : - :
~ Yi"’xY}"X (f) i },;O',X(f) )/;g,x(f)
f F 7
=[5, 1)
=0

O

Remarques :
* ’ A’ - - - . . - -
1. La nullité de X (87") est un invariant sur H au sens ou si il existe une section ¢ et un

champ X € x tels que X (5; X) =0, alors X (67 £ ) = 0 pour toute section o’ et toute
taille f de X.
2. Si X(B87*) = 0 pour une section o et un champ X € y;, alors Y7¥ (,6;"X) - YJ-"'X(ﬁ-“’X)

1
est un invariant sur A (i.e. ne dépend ni de la section o, ni de la taille du champ X).

3.2. Interprétation du systeme (O1).

v
Etant donués une section o : H — H, et X un champ sur I'image de ¢ que nous propa-
geons sur H par ’équation Dy X = 0.

Nous avons vu, dans le chapitre précédent, que I’'obstruction a l’existence d’une taille
de X permettant d’annuler toutes les fonctions 3; est donnée par le systéeme

X% =0
01 ; . . Vi1<iyj<n-2
( ) {}@a,x(ﬁg,k) _},;g,)&(ﬁ:',)() o 0 >4L7=

Nous allons maintenant essayer de comprendre mieux cette obstruction en l'interprétant
de différentes manieres.

3.2.1. Interprétation en termes de 1-forme.

Soit %X la 1-forme sur H définie par ¢°X (U) := V*X(VyX) V U € ['(TH).
Alors on a
{qb"’x (X) =0

X (Yo =% V1<i<n-2

la 1-forme ¢ est fermée pour tout choiz de section o,

ProproOsSITION 3.4. (01
* ( )‘:}{etdechameEX.

DEMONSTRATION.
o d¢°X (X, X) = 0.



do™ (X, Y;") = X (6™ (¥7%)) = Y7X (6% (X)) — ¢7¥ (1X, Y™¥))
= X(67%)

do™X (Y7, Y7 %) = Y (67X (YY) = Y7 X (07X (%)) — o7 ([, YY)
=YX (67%) - Y7 (67)

3.2.2. Interprétation en termes de courbure.

Les fonctions X (87%) et Y (ﬁf‘x) - Yj"’x(ﬁf X) se trouvaient en téte de la liste des
invariants associés a la courbure. Plus précisément, on a

VoX(R(X,Y7%)X) =0
LEMME 3.5. (O1) <= g
o {W‘ (RO, ¥7¥)X) =
e LB Y)X, YY) =0
P ]
uisque {<R(y;a,x’ }GU,X)X’ YkO‘,X) =0
et R(Y"X, }’}"'x )X sont verticaux. D’ou

V1 < i,j,k, < n — 2, les champs R(X,Y"*)X

R(X,Y"")X =0

Vi<i,j<n-2
RY X =0 ST

PROPOSITION 3.6. (01) <= {

3.2.3. Interprétation en termes de volume.

A chaque choix de section ¢ et de champ X € x, on peut associer une forme volume
sur H définie par w™* := X AY?X A AYS

Il est clair que par changement de taille de X, la forme volume varie selon 'équation :
cer fwa)\

PRrRoPOSITION 3.7.
(‘&) wa"X =
(i1) Dyaxw“‘ (ol + 00 AT HwoX
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DEMONSTRATION.

(i)
Dxw™ = Dx(X AY7X A .. AY)
’X ‘X
=DgX K" K .. AY 5
n—2
+ 3 XAYPE A NYIT N DR Y2 NYTE N YD
i=1
n—2
=Y B XNV po AIPF ANV 2o 8B
i=1
=0
(ii)

Dyoxw™ = Dyex (X AYT A ... AYZ)
=Dyox X NY"X AL AY

n—2
+) X AYTE A AYEY ADyex YPX NYSE A Y
7=l
: X X X
=G X NV N KX
n—2
j A ».¢
+ Y TLXAYYX A LAY
=
n—2
!X ] ¥ 4
= (8% + 3 T
=1
O

Puisque les fonctions l"fj sont invariantes par changement de taille de X, on en déduit
que

n—-2
Dyosxw™X = (7% + 37 1%
i=1
'Y-_a,X n—2 .
=(ﬁf,x+ 1 (f)"'zrgj)fwa’x
- - - - /
Donc, pour annuler les dérivées Dy, w, il faut choisir une fonction f sur H telle que

a, X i
() EZW— _prX _3nin vigijk<n—2
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LEMME 3.8. V1i<ij,k<n-2
() X(ng) 2 ' 2 i
(i) Y7 (523 Thy) = Y (520 1)
DEMONSTRATION. Nous avons déja montré (i) dans le chapitre précédent. Quant a
I’équation (ii), c’est une conséquence directe de la symétrie du tenseur de courbure de
v

v
Ricci Ric du quotient H. a
A l'aide du lemme précédent, on déduit aisément que les obstructions pour trouver

¥
une fonction f sur H vérifiant (*) sont données par le systeme (O1).
On en déduit donc :

PROPOSITION 3.9. (0O1) <=1l eziste un volume paralléle sur H

3.2.4. Interprétation a l’aide de la courbure de Ricci de la connexion D¥.

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que

RicH (X, Y"*) — RicE(Y7*, X) = X (87%)
R?;C (YO'X D'X) ch ('Y}O'X,},;G',X) =y::0',X(ﬁ;,X) .- },}U,X(ﬁ:r,X)
On en déduit donc :

PROPOSITION 3.10. (O1) <= Le tenseur de courbure de Ricci de la connezion D¥,
RicH | est symétrique.

Remarques :
1. Rappelons qu’en général, la courbure de Ricci d’une connexion n’a aucune raison d’étre
symétrique.
2. Cette équivalence entre le systéme (O1) et la symétrie de la courbure de Ricci de la
connexion D avait déja était remarquée par K. Katsuno (cf. [K 1]).

En otitre, remarquons que l'on a aussi

PROPOSITION 3.11. X(87%) =0 <= X est dans le noyau de RicM

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate de Ric™ (X, X) =0 et
RicM (X, Y™) = - X(87). O

3.2.5. Interprétation a l’aide d’un opérateur de type Weingarten.

DEFINITION 3.12. L’opérateur de Weingarten est ’opérateur, défini pour chaque champ
X € x par

X2y —Y
[Y] — [DyX]
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(pour plus de détails sur cet opérateur, le lecteur pourra se reporter a 1’Annexe 1)
Dans le cas d’une hypersurface dégénérée totalement géodésique, il est clair que les opé-
rateurs b* sont identiquement nuls, car pour tous champs Y sur H et X € x, le champ
Dy X est vertical. Il est alors naturel de considérer, pour tout champ X € x (vérifiant
DxX = 0) 'opérateur b* qui a tout champ Y sur H associe non plus la partie horizon-
tale de Dy X (i.e. la projection sur le quotient )), mais sa partie verticale (autrement dit,
Dy X lui-méme, puisque Dy X est vertical).

v
PROPOSITION 3.13. Etant donnée une section o : H — H, et X? un champ vertical
sur l'image de o propagé sur H par l’équation Dx X = 0. Alors on a

(01) <= le (2-1)-tenseur (U,V)+— Dyb* (V) est symétrique

Dxbx = [
7\ DyoxbX (Y7X) — DyoxbX(¥7%) =0 V1<4,j<n—2

DEMONSTRATION.

e Dxb¥ (¥7X) = Dyex b (X) = Dx (6% (¥;"¥)) — 6% (Dx¥;"*) = Dyoux (6%(X)) +b6*(Dyox X)

=0 mr“r bX (X)=0
= DxDyex X — bX([X, ¥7))
§ \_:'5_/

= R(X,Y?*)X

oDy_a,x bx (Y;_ar,f-) - Dy_o.x bX (Yia,X) — DY‘_’x (bX (Y}G,X)) - hX(DYF'x Y;_U,X)
—Dyox (6% (Y7X)) + 6% (Dyex ¥7¥)
4 E,
= DY:,X .DYJ_G',XX = D}/ja.x Dy;_a,x X + D[Y;,X‘Y}g,r]X
== R(Yio,x’y}a,X)X

eDxb* (Y"¥) = Dx (¥ (Y¥)) - ¥ (Dx¥;"¥)
= DxDy.xX — 7% b*(X)
¥ N et

=0

= R(X,Y"*)X
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3.3. Une taille canonique de X.

Donnons nous une section ¢ arbitraire, et X? € x un champ sur l'image de 0. Apres
propagation sur H, nous obtenons des champs X, Y™, ..., Y:;}Q( € I'(TH) pour lesquels
Dx Y sécrit sous la forme DxY"™ = g7* X.
X(B)=0
Yi(67%) = Y;(87%) =0
nous pouvons définir une taille de X pour laquelle ﬁf’fX =0 Vi<:<n-2

Nous avons vu que si l'on a (Ol){ V1 <i,5 <n—2 alors

En effet, il suffit pour cela de poser X := fX avec f la fonction sur H définie par
X(f)=0

o, X

f(po) =1
ou po est un point base fixé.
Si maintenant (O1) n’est pas vérifié, nous ne pourrons jamais annuler toutes les fonctions
;. Nous allons alors définir une taille de X en essayant d’annuler au maximum ces fonc-
tions. i
Nous supposerons dans un premier temps que les fonctions X (5] ‘X) sont toutes nulles.
Remarque : rappelons que la nullité des fonctions X (ﬁ?‘x) est un invariant sur H. Notre

1
hypothese ne dépend donc pas des choix o, X que nous avons fait initialement.

PROPOSITION 3.14. Si X(87%) = 0 V1 < i < n — 2, alors il existe une taille de X,
définie a une constante multiplicative pres, pour laquelle les fonctions 5f’fx(y1, vees Yn—2)
vérifient : ,Bf‘fx((}, s 0, Uiy ey Un2) =E0 VI <i<m—2.

DEMONSTRATION. Pour alléger les notations, nous noterons Y; := Y;’"\ B = Bf'}‘,
o,X ( o, X . X 1 po, X
et ¢;j =Y (B77) =Y (B77).

1

X(f)=0

XD = —Bi+0; VI<i<n—2
pour des fonctions a; : H — R. Pour déterminer f, il nous faut alors faire un choix de
fonctions a;.

Nous choisirons f solution d’un systeme différentiel de la forme

Choix de o; : notre but étant d’annuler au maximum les fonctions ;, nous sommes tentés

de choisir oy = 0, de maniére & annuler 3] /X Qe choix est possible, car le systéme
X(f)=0
(x1) {m ((_,);) 5 admet effectivement des solutions.
F T M
X(f)=0
Choix de as : Pour que le systéme (x2) Y‘}f —X admette des solutions, il
—(—Ysz} = —[ + a2
X(O!g) =

faut que la fonction as que l'on va choisir vérifie . Ce dernier systeme

Yi(oe) = c12
admet effectivement des solutions car X (c¢;2) = 0. Soit donc F5 une solution quelconque
de ce systeme. Alors toute fonction de la forme F, + h(ys, ..., Yn—2) est encore solution du
systeme.

De maniére & annuler au maximum 557", nous posons
a2(Y1, s Yn-2) = F2(Y1, s Yn—2) — F2(0, 91, ., Yn-2)-
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Nous avons alors bien ﬁg’fX(O, Y2y ey Yn—2) = 0.

Choix de a; : supposons choisies des fonctions o, ..., a;_;. Pour que le systéme

X(f)=0
(xt —1) Y,(( }’; ) . admette des solutions, il faut que les fonc-
L ==Bi+o; V1<j<i-1

X(a;) =0

tions @, ..., @;—1 que l'on a choisies vérifient i )
! Yi(ax) — Yi(oy) =cjx V1< k<i—1

X(f)=0
Ceci étant, nous devons choisir une fonction ¢; telle que le systeme (xi) y_{(f{ ) o
L= =—Bi+a; VI<j<

admette des solutions.
X(a,:) 0
Yi(os) =Yi(aj) —¢;5 V1< j<i—1

Nous en déduisons que la fonction a; doit vérifier {

Or ce dernier systeme admet des solutions car
® X(¢;)=0V1i<j<i-1
eV1<jk<i—1,ona .
Yi(Yilay) = ¢;) = Y;(Yilow) — cix) = YiYi(ey) — Ya(Ya(5;) — Y;(B:)) — Yi¥j(ew) + Y;(Yi(Be) — Ya (i)
= Yi(Yi(oy) — Yj(aw)) — Yi(Yi(5;) — Y;(Bk))
— }’E(ij) == YE(ij)
=)

Soit donc F; une solution quelconque de ce dernier systeme. Alors toute fonction de la
forme F;(y1,...,Yn—2) + R(¥i, ..., Yn—2) est encore solution du systéme. Nous posons alors

@i(Y1, s Yn—-2) = Fi(Y1, s Yn—2) — Fi(0, ..., 0, ¥i; .., Yn—2)-
Pour toute fonction f solution de (*z), on a alors :

B (0, 1,0, Yss o Yn2) =0 V1 < j <

Finalement, en continuant le processus, nous obtenons une fonction f solution de

e — ) {X(f) =0

Y‘f“ =B+ V1<i<n—2
ci-dessus. La fonction f est alors unique a une constante multiplicative pres.

pour les fonctions a; construites comme

O

Remarques :
1. Si (O1) est vérifié, la construction ci-dessus nous donne bien une taille de X pour
laquelle 5::,;',\-’ =0Vi<i<n-2.
2. Le fait que la taille de X décrite ci-dessus ne soit définie qu’a une constante multi-
plicative prés n’est pas étonnant : cela vient juste du fait que le paramétrage affine des
géodésiques tangentes aux champs X € x n’est défini qu’a une fonction affine pres. Choi-
sir la constante multiplicative revient alors a choisir le paramétrage affine des géodésiques
nulles, et faire un tel choix revient a imposer une condition initiale en py, comme par
exemple f(po) = 1.
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Dans le cas ou X (57 ,x) =0 V1 <1 < n-— 2, notre stratégie pour construire une taille de
X a donc été d’annuler progressivement les fonctions f;, la premiére sur I’hypersurface H
toute entiere, la seconde sur une sous-variété de codimension 1 de H, la i¥™€ sur une sous-
variété de codimension (i-1) de H. Il nous reste maintenant a traiter le cas général, ou les
fonctions X (87%) ne sont pas forcément nulles. La seule chose que 1’on puisse alors faire
est de changer 3; sur la section ¢ initiale. Autrement dit, on construit f de la méme ma-

niére que précédemment sur la section o, comme étant solution d’un systéme différentiel
a,X i e "
{E—f(ﬂ = —ﬁf'x +o; V1<i<n-2 ,oul’on choisit les fonctions a; : Im o - R

comme dans la démonstration de la proposition 3.13, et on propage finalement f sur H
par I’équation X (f) = 0.

On obtient ainsi une taille de X telle que les fonctions 87/ (

Z,Y15 .-, Yn—o) Vérifient :
61?JX (0' 0: e 01 Yiy - yn—?) =0

Dans le cas général, on a donc le résultat suivant :
PRrROPOSITION 3.15. Soit H une hypersurface dégénérée, ‘totalement géodésique, de

v
(M, g), variété pseudo-Riemannienne. Soit o : H — H une section quelconque du quo-

v
tient H := H/x. Alors il eziste une taille de X € x, définie a une constante multiplicative
prés, pour laquelle les fonctions ﬁf‘fx (Z,Y1y +ees Yn—2) VETifient :

B71%(0,0,...,0, i, ey Yn—2) =0 1 <i<n—2.

4. Choix de section

Nous avons vu que sur toute section o : ﬁf — H, nous pouvons choisir une taille de
X naturelle. Il nous reste maintenant a savoir s'il existe des choix de section plus naturels
que d’autres. Dans le cas général, ceci est une question tres difficile, et on a aucune chance
de trouver des sections particuliéres en général, si I'on ne se donne pas de données supplé-
mentaires. Nous ne traiterons donc ici que le cas favorable ou il existe un champ X € yx
parallele sur H (i.e. qu’il existe une taille de X permettant d’annuler toutes les fonctions
;). Méme dans ce cas, il y a peu de chances de trouver des sections canoniques en général,
mais nous verrons que l’on peut tout de méme définir des sections intéressantes.

Considérons donc une section o : Ig’ — H quelconque, et supposons que la taille de X
associée a ¢ permet d’annuler toutes les fonctions ;.

Dans un premier temps, nous allons alors chercher a savoir si, par changement de section,
nous pouvons réussir a annuler les fonctions th?X. Ce faisant, nous serons a-méme de sa-
voir si notre hypersurface H est un produit affine.

Ensuite, nous montrerons que nous pourrons malgré tout définir des sections privilégiées
(qui ne seront pas uniques) adaptées a la géométrie de H.
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Soit donc ¢ une section quelconque, et choisissons sur ¢ une taille de X telle que :

BX=0vVi<i<n-2

4.1. Changement de section.
v % yi
Notons I'(H) l’ensemble des sections H — H. Nous avons une action de C*(H,R) sur

v
['(H) donnée par

v v v
C®(H,R) x [(H) — T'(H)

(F,0)— .o : (§— 6%, (0(2))

f(q)

(ot 6* désigne le flot du champ X). Cette action est clairement transitive.
v T
LEMME 4.1. Y/ ¥ = Y7X +df(Y:)X
- T X
DEMONSTRATION. Notons Yf X = el + 46X

v v
Sur I'image de la section f.o, on a }:-f“”x = Y,—‘f"I € I‘(TIm(f.o*)), ou Y77 est le champ
défini par

Y1 *(f.0(d) = T, f.o¥i(4)

T,%% o T,oX (@) + X(6F, (0(@)df.¥i(d)
) f(q) f(Q)

=T, 0% ¥o(o() + X (Fo(2))df.Y(2)

=65 (0 o) + df V(@)X (F.0(2))

= Yo X (Fo (@) + df (V@) X (Fo(d)

D’autre part,
-2
[Yf”‘ X]=0<| Za}f”"+§,x X]=0

j=1
= - ZX GYPX — X(6)X =

s X(aj) =0
X&) =0
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; _ 7
On en déduit donc o} = 0 pour i # j, of =1, & = df(Y5).

IR ?&',X _xnX AL
Dot Y/ X =YX + df (V) X.

P
Remarque : notons f la fonction définie sur H par f := f o x. Il est clair que 'on a
X(f) = 0. De plus, pour tout point ¢ € H, on a

v
T,f. Y% (q) = Ty(f o m).Y7* (g)
v a,X -
= Trig)f- Tqm.Y;"" (q)
—————
=Vi(n())

v
= w(q}f-Yt‘(T‘—(Q))

v
On a donc Yif TX — y;fﬂx + df(Y;"‘X) X.

L;MME 4.2,
(E) 5;’,0’,}( — )8:-‘)(
. /a'X o, X a, X o, X o, X C ¥
(ii) hl;7* = hZX + Hess f(Y7X,Y]X) = hZ* + Hess f(Y:,Y;)

DEMONSTRATION.

(1)

DX};.?""X = Dx(Y7* + Y7X(£)X)
= (67" + XY ()X
= (B0 + Y7 X(£)X

~——

=0

= g7X X
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v

1/3_)‘.0’,)( -, D'y‘_ﬂ'-x+}rl_ﬂ'sx (% (Y}O',z + )/;G',X(f)X)

D .
Y_f a,X

— DI/:‘.X Y}U,X + }/,:O',X },}O',X(f)X + K:O',X (f)X'}/JO',X(f)X
= Dyox Y™ + YXYPX ()X + Y (Y X(f)
S

=0
=LY + R X + Y7V ()X

v
v
= D5 + (R + YY) X (f) = Dyex Y7 ()X

v
= DEYIOX 4 () + Hess f7, ¥ )X

Si I'on souhaite annuler les fonctions h;;, il faut donc que ces derniéres soient le hes-

sien d’une fonction f sur H telle que X (f) = 0, ce qui revient & dire que les fonctions h;;
v v
doivent étre le hessien d’une fonction f sur H.

Remarque : cette condition était déja apparue dans la these de C. Boubel (cf. [Bou]).

4.2. Quelques lemmes préliminaires.

DEFINITION 4.3. Soit B un champ de formes bilinéaires symétriques sur une variété
M munie d’une connexion affine D. On appelle différentielle de D, notée dpB, la 3-forme
définie par :

dpB(V,V',V") =DyB(V', V") — Dy.B(V, V")

LEMME 4.4. Soit B un champ de formes bilinéaires symétriques sur une variété M
munie d’une connezion affine D.
Alors s1 B est le hessien d’une fonction f sur M, on a

dpB(V, V', V") = df (RP(V', V)V" + Doy V" =TP(V,V').V") YV, V', V" € T(TM).
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DEMONSTRATION. Supposons B = hess f. Alors

dpB(V,V', V") = DyB(V',V") = Dy.B(V, V")
=V(B(V'", V")) = B(DyV', V") = B(V',DyV")
-V(B(V,V")) + B(Dy:V, V") + B(V, Dy V")
=V (V'.V"(f) = DvV"(f)) = V'(V.V"(f) = DvV"(f))
=DyV'.V"(f) + Do v V" (f) + DvV.V'(f) = Dp,, v V'
V' DyV"(f) + DvDyV"(f) + V.Dv.V"(f) — Dy DV’
= [V, V.V"(f) + T°(V',V).V"(f) + [V', V].V"(f)
+DT‘D(V,W)V”(f )+ 'D[V,v*]vﬁ(f ) + Dv: Dy V" (f) — DyDyiV
= —TP(V,V')V"(f) + DrowyyV"(f) + RP(V', V)V"(f)

En particulier, on a

COROLLAIRE 4.5. Soit B un champ de formes bilinéaires symétriques sur une variété
M munie d’une connezion affine D sans torsion.
Alors si B est le hessien d’'une fonction f sur M, on a

dpB(V,V',V") = df (RP(V',V)V") VV,V',V" € T(TM).
Remarquons que si la connexion D est plate, la réciproque est vraie :

LEMME 4.6. Soit B un champ de formes bilinéaires symétriques sur une variété M
munie d’'une connezxion affine D sans torsion, a courbure nulle.
Alors B est, au voisinage de chaque point, le hessien d’une fonction f sur M si et seule-
ment si dpB = 0.

DEMONSTRATION. Supposons dpB = 0. Soit {V;} une base de champs de vecteurs
paralleles sur M (une telle base existe si et seulement si (M, D) est plate). Alors pour
tous champs V,V’ sur M, on a

dpB(V,V',V;) =0 <= DyB(V',V;) — Dv.B(V,V;) = 0
< V(B(V",V})) = B(DyV'",V;) — B(V',Dv'V})
~V(B(V,V;)) + B(Dv:V, V;) + B(V,Dy:V;) =0
< V(B(V',W)) = V'(B(V,Vi)) = B([V,V'], Vi) =0

Donc, si dpB = 0, les formes ¢y, : V. — B(V,V;) sont fermées. On trouve donc au
voisinage de chaque point une fonction Ay;, nulle au point considéré, telle que ¥y, = dhy;.
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L’application linéaire ¢ : V; — hy; est alors fermée. En effet,
V;o(Vi) = Vj(hy)
= dhy, (V)
=¥y (V5)
=B(V;, Vi)
= B(V}, VI)
= Vio(V;)

Donc on trouve au voisinage de chaque point une fonction f telle que ¢ = df. Finalement,
on a B = hess f. O

4.3. Une condition nécessaire a I’annulation des fonctions h;;.

Si on se donne une section o, et la taille de X naturelle sur I'image de o, nous avons vu
que nous avons une décomposition de TH en parties horizontale et verticale :

1
T,H=THX&®X, Vpe H.

Nous avons alors une projection horizontale H>X : T,H — T,H**X, et une projection
verticale VX : T,H — X,

Nous aimerions savoir si il est possible d’annuler les fonctions hi; := V(D{lY;). Ce pro-
bleme est en fait équivalent aux deux questions suivantes :

1. Peut-on trouver une section sur laquelle les fonctions h;; soient toutes nulles ?

2. Si oui, peut-on propager la nullité des fonctions h;; ?

Nous savons que les réponses a ces questions sont :

1. Nous pouvons trouver une section sur laquelle les fonctions h;; sont toutes nulles si et
seulement si les fonctions hfjfx correspondent au hessien d’une fonction f sur I'image de
ag.

2. Nous pouvons propager la nullité des fonctions h;; si et seulement si on a
Xh3¥)=0V1<ij<n-2

La difficulté est donc de savoir si, étant donnée une section o quelconque, il existe une
fonction f € C*(Im o, R) telle que, sur la section, 1'on ait : h;’;?x = Hess(f)(Y7, Y}"’X).

Rappelons que 'image de la section ¢ définit une sous-variété non-dégénérée, de codi-
mension 2, de M, que ’on peut munir d’une connexion induite V7 := H%X (DH ), qui est
clairement métrique et sans torsion.

Notons B le 2-tenseur défini par

B : I'(TIm o) xT(TIm o) — R
(U, V) — DEV = V4V
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B représente alors la seconde forme fondamentale de la sous-variété de codimension 2 I'mo
(cette seconde forme fondamentale n’a pas de composante transverse a I’hypersurface
H, puisque H est totalement géodésique). B est par conséquent un champ de formes
bilinéaires symétriques sur I'mo, tel que B(Y}”’X,Y;-“‘X )i = hf;?x. De plus, on retrouve
I’équation de Codazzi-Mainardi :

LEMME 4.7. dv-B(V, V', V") = VoX(RP®(V,V')V") WV,V',V" € D(TIm o).
DEMONSTRATION.
dva B(l/id',x: },'jo‘,x’ Ykﬂ‘,X) B VA u‘X B(Y-G’X, YD',X) - Ve g.x .B(},"Gl",x1 YO‘,X)
=2 YUXB(YG’X YO‘A) _ B(vo'o-xyo'k YCFX) s B('}ra X Vaca} o
_%C,XB(}/“:U,X’}/;I,X) + B(vaoxydx YG'X) + B(Ych vo’ x}k .
= YR (R55) — Y7 (hy) — Tu B, YY)
+TLB(Y, YY) - BV, V), ¥)
=0
= Yi(h5") - Y(h%) + Tuhg™ — Dbt
= va’,X(RH(KO’X’ },}GX)Y:X)

Remarque : on aurait pi admettre cette équation sans la démontrer en utilisant la théorie
générale des immersions pseudo-Riemanniennes en codimension 2 (cf. [Sp] t. IV).

PROPOSITION 4.8. Une condition nécessaire pour pouvoir trouver une section sur la-
quelle les fonctions hi; sont toutes nulles est qu’il existe, pour toute section o, une fonction
f sur l'image de o telle que : YV, V', V" € T'(TImo)

VX (RE(V, V)V") = df (R°(V', V)V")
= df (R%(V',V)V")
si on propage f par X(f) =

4.4. Choix de section.

DEFINITION 4.9. Soit o une section, et notons X € x le champ X muni de la taille
canonique le long de 'image de o. Il est clair que I'image de ¢ est une hypersuface de H.
Nous noterons alors H? la courbure moyenne de cette hypersurface dans H. En d’autres

termes, H? désigne la trace par rapport a la métrique g, du 2-tenseur hf:;x \Fmo*
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Remarque : dans la suite, il nous arrivera souvent de voir H? comme une fonction sur
I’hypersurface H toute entiere. Elle désignera alors la fonction g h:-’;fx.

Apres ces définitions, regardons maintenant ce que donnent les changements de section.
Soit o une section quelconque. Nous avons vu que par changement des section, les fonctions

. \ ' t.0.x X i
hi; varient selon 'équation (xs) h/;"" = hj;" + Hess(f)(Y:,Y;).

v v
?jxl me SOt le hessien d’une fonction f € C*(H,R), il y a donc un choix

naturel de section sur laquelle les fonctions h;; sont toutes nulles ( et donc aussi nulles
sur H si et seulement si les fonctions X (h;-’;fx) sont toutes nulles).
En particulier, si la variété ambiante M est de dimension 3, on peut toujours trouver

Si les fonctions h

o

localement une fonction f telle que h‘l’ix = Hess(f)(Y1,Y:). On a donc dans ce cas une
section canonique sur laquelle la fonction h,; est identiquement nulle, et cette nullité se
propagera & H si (et seulement si) X (h;;) = 0. On en conclue donc :

PROPOSITION 4.10. Soit H une hypersurface dégénérée, totalement géodésique, de
(M3, g), variété pseudo-Riemannienne de dimension 3. Il eziste sur H un choiz de taille
de X canonique, mais aussi un choiz de section canonique.

Si maintenant les fonctions h;’;?}‘ Imo D€ représentent pas un hessien, remarquons que, en

prenant la trace par rapport & la métrique g, de I'équation (*s), on obtient

H:;"’-'X = H? + é.} (ou ? désigne le Laplacien de (}{I, 6))

Il semble donc naturel de choisir une section j‘.a, en choisissant la fonction } telle que
Af=-H.

v v
On obtient alors H/? = 0 sur I"image de la nouvelle section f.c.

v
DEFINITION 4.11. On appellera section harmonique une section ¢ : H — H pour
laquelle H? =0 sur Im(o).

On en conclut que si I'on ne peut pas annuler les fonctions h;; sur une section, on peut,
du moins, toujours trouver des sections privilégiées sur lesquelles la courbure moyenne H?
est nulle. Ceci ne définit pas une section de maniere unique. En fait, il est clair que I'en-
semble des sections harmoniques est I'orbite de I'une d’elles sous 'action des fonctions

v
harmoniques sur le quotient H.
v v/
On a ainsi restreint le choix de section (donc d'une fonction f sur H) au choix d'une

v v
fonction f harmonique sur H.
Remarque : une section sur I'image de laquelle les fonctions h;; sont toutes nulles peut étre
vue comme une hypersurface totalement géodésique de H. Si une telle section n’existe pas,
on peut toujours trouver des sections harmoniques, I'image d’une telle section pouvant
étre interprétée comme étant une hypersurface minimale de H.

4.5. Défaut d’une hypersurface dégénérée, totalement géodésique, a étre
localement un produit affine.
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Les résultats que nous avons obtenus jusque la nous permettent maintenant d’identifier
le défaut d’'une hypersurface dégénérée, totalement géodésique, a étre, localement, un
produit affine. Ce défaut se traduit par le théoreme suivant :

THEOREME 4.12. Soit H une hypersurface dégénérée, totalement géodésique, de (M™, g),
variété pseudo-Riemannienne. Notons x la distribution sur H définie par

X :p€ H— Kergy, et ;'-/I le quotient % Pour tous choiz de section o : I{I — H, et tout
champ X € x défini sur l'image de o, nous décomposons le fibré tangent TH en partie
horizontale H®X et verticale VX, o1 :
e VX est engendrée par le champ X, propagé sur H par l’équation Dx X = 0.

v
e H%X est engendrée par les relevés Y}”’X sur la section de champs coordonnées sur H,
propagés ¢ H par Uéquation [X,Y7%] = 0.
Nous notons alors VX la projection de TH sur V*X, et pour des champs horizontauz
Y7 X et Y}"‘x, h;’;x la composante en X de D{f,_x Y;-""X (ou DH désigne la connezion in-

duite sur H par la connezion de Levi-Civita de (M™,g)). h:-?x représente alors la seconde
forme fondamentale de la sous-variété de codimension 2 de M définie par l'image de la
section o.

Alors H est localement un produit affine si et seulement si pour tout choiz de section o,
et de taille de X € x, les deuz systémes suivants sont vérifiés :

o) {VG’X(R(& Yo%) X) =0

V1< ,j<n-—-2
24 o, X o,X - — nd =
Vo(R(Y, Y7 )X) =0

va,tX (R(X, K_c,tX)Y}a,tX) =0
(02) } les fonctions hfjftx représentent Vi<i,j<n-2
le hessien d’une fonction f sur Imo
pour la fonction t (bien définie que si le systéme (O1) est vérifié) sur H définie par
X(t)=0
hl — _goX Vi<i<n-—2
f(po) =1 pour un point base donné py

Remarque : si le systeme (O1) est vérifié, alors la premiere équation du systeme (02) est
alors équivalente & : VX (R(X, Y;”’X )}’;."*x }=0.

COROLLAIRE 4.13. Sous les hypothéses du théoréme précédent, si de plus le quotient

v

H est plat, alors on a ’équivalence

H est localement un produit affine &< R¥ =0
(ou R désigne le tenseur de courbure de (H,gy)).

DEMONSTRATION. I suffit de traduire les systémes (O1) et (O2) en termes de cour-
bure, en remarquant que si le systeme (O1) est vérifié, alors par changement de taille de
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X, V*X(R(Y™*, X )YJ-”‘X) ne varie pas, et si ce dernier terme de courbure est nul, alors

Vo X (R(YX, }G”’X)Yk“’x) est aussi invariante par changement de taille de X. On applique
ensuite le lemme 4.6. a

5. Propagation sur la variété ambiante

Nous avons vu dans les chapitres précédents comment construire des systémes de co-
ordonnées adaptés sur ['hypersurface H. Il nous faut maintenant décider comment nous
allons propager nos coordonnées au voisinage de H.

Dans sa these, Charles Boubel avait déja fournit quelques éléments de réponse. En quelques
mots, son idée était de définir un champ transverse Z le long de I’hypersurface, et de pro-
pager ce champ par une équation différentielle ordinaire de la forme D;Z = pﬂz [X], ot pf,
est le champ de vecteurs (qui n’est défini que modulo X, i.e. p¥, € TM/x) associé a une
1-forme construite de telle sorte a ce que certaines dérivées de cette forme donnent des
éléments de courbure (R(Z,e)Z, o). Cette propagation pose cependant deux problémes :
d’une part, la 1-forme pz étant construite comme solution d’équations différentielles, il est
difficile de trouver une interprétation géométrique de cette forme différentielle. D’autre
part, la construction de pz est intimement liée au cadre particulier dans lequel se place
Boubel, i.e. a I'existence d'une décomposition naturelle de ) en sous-espaces stables par
holonomie.

Il semble donc difficile d’essayer de généraliser 'idée de Boubel a notre cas. Pour cette
raison, nous allons propager nos coordonnées d’une maniere a-priori tout-a-fait différente,
I'idée principale étant d’'inclure H dans une collection d’hypersurfaces dégénérées . Nous
verrons cependant dans la partie 7 sur les espaces localement symétriques que notre fagon
de propager nos coordonnées n’est pas totalement indépendante de celle de Boubel : sous
certaines hypotheses, des choix de section canonique peuvent apparaitre pour lesquels
notre facon de propager devient alors trés proche de celle de Boubel.

5.1. La propagation.

Supposons choisie une section o, et soit X? € x muni de la taille canonique. Définissons,
sur I'image de o, un champ Z? transverse, dual de X7, i.e. vérifiant les équations
(Z°,Z2°) =0
(Z7,X7)=1
(Z°,Y?)=0V1<i<n—-2
La question est alors de savoir comment propager ce champ Z? en un champ Z défini sur

M, ou du moins au voisinage de I'hypersurface H. Une fois propagé le champ Z¢, nous
propageons les champs {X, Y], ...,Y,_2} au voisinage de H en imposant les équations

1Z,X] =0
[ZY]=0V1<i<n-2

LEMME 5.1. Les champs Z, X, Y1, ..., Y,_2 ainst construits sont alors des champs co-
ordonnées, i.e. que leurs crochets sont tous nuls.
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DEMONSTRATION. D’aprés l'identité de Jacobi, nous déduisons facilement que

{[[KaYJ']:Z]=0 Vi<ij<n-2

([(X,Yi],Z]=0
Or
[Y;.:Y] =0
{[X,Yd —0 sur H.
D'ou

[¥;,Y;]=0 .
V1< <n-—2.
{[X,y;]so = Yol 20

O

Nous obtenons ainsi des coordonnées {z,z,y, ..., Yyn—2} au voisinage de H telles que
H={z=0}

COROLLAIRE 5.2. Les surfaces de niveau Hy := {z =t} sont des hypersurfaces.

De plus, on a

DEMONSTRATION. Il suffit de prouver que les distributionsp € H, —-< X (p), Yi(p), ..., Ya-2(p) .
sont intégrables. Or ceci est évident, d’apres le théoreme de Frobenius, en utilisant le
lemme précédent. O

Le probleme est maintenant que l'on ne peut pas controler la dégénérescence des
hypersurfaces H; : nous savons que ’hypersurface Hy = H est dégénérée, mais nous ne
pouvons rien dire sur les hypersurfaces H; pour ¢t # 0.

Nous allons donc montrer qu’il existe une fagon de propager le champ Z? au voisinage de
H tel que les hypersurfaces H; soient toutes dégénérées. Revenons donc a notre section o
sur H et nos champs Z7, X?,YY, ..., Y7 , définis sur I'image de 0. Nous allons propager
ces champs en deux étapes :

e une propagation “ transversale “ de la section

e une propagation “ verticale “

Propagation transversale
Nous propageons transversalement

(1) Z° en un champ Z° par I’équation Dz0Z° =0
(2) Y en un champ Y par I’équation [Z° Y,?] = 0

(3) X° en un champ X, dual de Z°, i.e. vérifiant
(20, X%) =1
(X0, X0) = 0
(X0.YH =0 V1<i<n-2

132



Propagation verticale
Nous propageons

(1) X° en un champ X par ’équation DxX =0
(2) Y en un champ Y; par I'équation [X,Y;] = 0

(3) Z° en un champ Z par I’équation [X, Z] = 0

Ces champs sont alors définis sur un ouvert o™ contenant la section o.

LEMME 5.3. Les champs {Z,X,Y1,...,Yn-2} ainsi construits sont des champs coor-
données.

DEMONSTRATION. Il faut monter que

[¥:,Y;]=0 -
{[Z,Y}]=0 V1L£ijsn—2
Puisque [Y,°, Z°] = 0, on déduit que pZ?’Y? = Y (ot ©Z° désigne le flot du champ Z°).
Or [Y;?, Y] = 0 sur o. D’ou on déduit [V}, Y]] = 0.

De plus, d’aprés I'identité de Jacobi, on a [[¥;, Y]], Z] = 0.

Dou [Y;, Y]] =0 V1<i,j<n—2.

De méme, d’apres I'identité de Jacobi, on déduit [[Z,Y;], X] = 0. Or [Z2°,Y’] = O par
construction. D'ou [Z,Y;] =0 V1<i<n-2 O

Nous obtenons alors des coordonnées {z,z, ¥, ..., Yn—2} au voisinage de H telles que

(& =8,
X =0
§ Y =0,
z=0 sur H
lz=0 sur oM

PROPOSITION 5.4. Les surfaces de niveau Hy := {z = t} sont des hypersurfaces
dégénérées .

DEMONSTRATION. Il est clair que H; est une hypersurface pour tout t. De plus, on a
X(X,X)=2(DxX,X)=0. Dou (X, X) =(X,X)(z=0)=0.
D’autre part, on a
X(X,Y;) = (DxX,Y,) +(X, DxY;)
=0
= (X, Dy, X)

:%mxx>

=0
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Dot (X,Y;) = (X, Y:)(z = 0) = 0. O

Remarques :

1. Pégalité Dz Z = 0, valable sur 0™, n’a aucune raison de rester vraie ailleurs.
2. Sur oM, on a

0 (Z,7)=
LA
L ]

Z<Z= 1/:) — <DZZ:K) + (Za DZY;'.)
- (DY:'Z: Z)

1
= -¥(2,2)
=0

Donc, puisque (Z,Y;)(Z = 0) = 0, on en déduit que (Z,Y;) = 0 sur o™.

Donc, sur o™, Z est le champ dual de X. Ceci n’est plus vrai en dehors de o™ : (Z, Z)
et (Z,Y;) ne restent pas nécessairement nuls.

3. Le champ Z vérifie partout (Z, X) = 1. En effet, on a

X(Z,X) = (DxZ, X) + {Z, Dx X)
= (DZXmX)

= %Z(X,X)

=0

4. Dans la suite, pour bien souligner le fait que le champ transverse Z ainsi construit
dépend de notre choix de section, nous noterons quelquefois Z7 le champ Z.

5.0n a R(X, Z)X = DxDzX — D; Dx X _D[X, Z]X = DxDxZ. Autrement dit, le
=‘0 \._;G_/
champ Z est un champ de Jacobi le long des géodésiques nulles tangentes aux champs
X € x.

6. Notre stratégie a été de propager nos champs au voisinage de H de telle sorte a in-
clure H dans une collection d’hypersurfaces dégénérées. Ceci n'est pas la facon de faire
habituelle. Par exemple, pour le trou noir de Schwarshild, I'horizon {r = 2m} est une
hypersurface dégénérée, mais les hypersurfaces voisines {r = cste > 2m} sont elles non-
dégénérées.
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5.2. La métrique au voisinage de H.

Apreés propagation, on obtient des coordonnées au voisinage de H pour lesquelles la mé-
trique s’ecrit sous la forme g = hdz? + 2dzdz + v;dzdy; + gi;(2, T, Y1, -..s Yn—2) dY:dy;.

PROPOSITION 5.5. Sur H, on a

(1) X(gi;) =0
(2) X(v;) = 28;, donc v; =28z si X(B;) =0
(3) X(h) = -2(DzZ, X)

(4) Z(gi5) = Y;(wi) + Ya(v;) — 2050 — 2hy;

DEMONSTRATION. On a déja montré ’équation 1. Pour I’équation 2, on a

X(v)=X({2Z,Y))
= (DxZ,Y;) + (Z, DxY5)
= (DzX,Y;) +(Z, DxYy)
= —(X, DzY;) +(Z, DxY))
= —(X, Dy, Z) + (Z, DxY})
= (Dy, X, Z) + (Z, DxY))
= 2(DxY;, Z)
=28, sur H

D’oti, comme v;(z = 0) = 0, on en déduit que v; = 25,z si X(8;) =0.
D’autre part, on a

X(h) = X(Z,2)
= 2(DxZ, Z)
= 2Dz X, Z)
=2Z (X, Z) -2(X, Dz 2)
——

=1

= —2(X,Dz2)

L’équation 3 est donc vérifiée (méme en dehors de H).
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Enfin, on a

Z(gi5) = Z(Y;,Y))
=(DzY;,Y;) + (Y;, DzYj)
= (Dy,Z,Y;) + (Y;, Dy, Z)
=Y(Z,Y;) = (2. Dy.Y;) + Yi{Yi, Z) = (Dy;Yi, Z)
=Yi(y;) +Y;(v) - 2(Dv.Y;, Z)
= Yv; + Y;(vy) — 2T5;0 — 2hyj sur H

O

On comprend ici donc bien pourquoi affirmer que I’hypersurface H est un produit
affine revient a savoir si ’on peut annuler les fonctions 3; et h;; :
e annuler [§; revient a annuler X ((Z,Y;)), donc aussi (Z,Y;) (car (Z,Y;)(z = 0) = 0 par
construction).
eSifi=0 V1<i:<n-2,ona Z(g;j) =—2h;;. Annuler les fonctions h;; revient alors
a annuler les dérivées Z((Y;,Y;)).

Remarquons que l'on a aussi

PROPOSITION 5.6.

(2) XX (h) =2((R(X,2)X,Z)+ (DxZ,DxZ))

(3) (DzZ,Z) = 3Z(h)

1
2

(4) (DzZ.Y:) = Z(»;) — 3Yi(h)

DEMONSTRATION. L’équation 1 est immédiate puisque X (h) = —2(D2Z, X), et que
DzZ = 0 sur o™ = {z = 0}.
Pour I’équation 2, on a

XX(h) = XX((Z, 2))
— 9X(DxZ, 2)
= 2((DxDxZ, Z) + (Dx %, Dx 2))
=2((DxDzX.,Z) +(DxZ, DxZ))
= 2((R(X, 2)X, Z) + (Dx Z, Dx 2))
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L’équation 3 est évidente. Enfin, on a

(Dz2,Y;) = Z(Z,Y;) - (Z, DzY5)
= Z(vi) — (Z, Dy, Z)
=2Zv)—=

1
Yi(2,2)
1
2

= Z(v) = 5Yi(h)

Regardons maintenant les termes de connexion Dy.
On a (DzX,}() = %Z(X,X) = 0.
Donc Dz X et DzY; s’écrivent sous la forme

DzX =miYe +nX
Dzy'g = I;CYJ; + O:,;X + (p,'Z

PROPOSITION 5.7. Sur H, on a (en utilisant les conventions de notation d’Einstein)
(1) m;gi; = Bi

(2) n+mjv; = X (h)

2
(3) w; = —B;
(4) igkj = B = Yi(1) = I‘i?}.uk — hy;

(5) lib’k + oy — 6,_}?, - %K(h)

DEMONSTRATION.

(1)

m;gi; = (DzX,Y)
= —(X, DzY)
—(X, Dy, Z)

= (Dy.X, Z)

=f; sur H
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n+myy; = (DzX, Z)
=(DxZ,Z)

1
- §X(Z':Z>

1,

(3)
Y = (DZE1X>
= (Dy,Z,X)
= —(Z, Dy, X)
=—0; sur H

ligx; — Biv; = lig; + piv; sur H
=(DzY;,Y;)
=(Dy.Z,Y;)

Yi(Z,Y;) — (Z, Dy.Y;)

Y;

=Yi(y;) - Pfjvk — hij

Il

chk +a; — Bih = l};b’k +a; + g;h sur H
=(DzY;, Z)
= (DY.'Z= Z)
1

= §Yi<Z,Z)

1
- §K(h)

Pour finir, revenons quelques instants a nos sections harmoniques. Nous avons vu précé-
demment que les obstructions & pouvoir annuler les fonctioons [; s’expriment facilement
a l'aide de la forme volume w™* := X AY7* A .. AY?% (cf. chapitre 3.2). Si nous
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regardons maintenant ce que donne la dérivée Dzw?X, il est facile de voir que l’on a
Dzw* = (n+ H)w"X. Or, si les fonctions J; sont toutes nulles sur H, on a

n = (DxZ, Z)
= %X(Z, 2)

=0 sur Imo

Les sections harmoniques sont donc les sections sur lesquelles on a Dzw”X = 0. Ceci
justifie que les sections harmoniques sont bien naturelles, puisque cette derniére équation

est bien I’équation que I'on a envie de chercher a obtenir si I'on a un volume paralléele sur
H.

5.3. Quelques lemmes intéressants.

Un simple calcul de courbure de Ricci permet de montrer que, sur H, on a l'égalité
suivante :

LEMME 5.8. RicY(X,Z) = X(X12 1) — 1X X (k).

i=1 “i

En particulier,si 5; =0Vl <i<n-2,ona,sur H, (Z,Y;)=0V1<i<n-2

et donc l’éguatiou (4) de la proposition 5.7 devient ligkj = —h;;, 1.e. E;- = —h;g" (ol la
matrice (g*) désigne la matrice inverse de (g;;)).
D’ou Y1 12 I} = —hyg* = —H’. Donc, si les fonctions 3; sont toutes nulles sur H, on a

X(H’) = -Ric™(X,2) - 1X}((h)

D’autre part, notons h,,J la fonction (Dy;Yj, X } Sur H, cette fonction s’identifie a la

seconde forme fondamentale de H ; la fonction hu est donc nulle sur H, si I’on a supposé
H totalement géodésique. On a de plus

LEMME 5.9. Z(hij) = X (hi;) + 2T% B — Y;(8:) — Ya(8;) sur H.
DEMONSTRATION.

Z(ﬁ,-,-) = Z(Dy,Y;, X)
= (DZDYgY}'}X) + (DY‘YBSDZX)

= (R(2,Y))Y;, X) + (Dy; DzY;, X) + (Dy,Y;, Dz X)

= (R(X,Y;)Y;, Z) — Yi(B;) + BiB; + Timugu
= T30+ X (hij) — Y;(8:) — Bib3;

=Yi(B;) + B:B; + F‘-ﬂt
= X (hij) + 2056 — Y;(8:) — Yi(8;)
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En particulier, si les fonctions §; sont toutes nulles sur H, on obtient, sur H,

Z(?:,,-,-) = X(hi;)

Enfin, nous avons

LEMME 5.10. St les fonctions (B; sont toutes nulles sur H, on a

Remarque : dans la suite, nous noterons avec un léger abus de notation Z(5;) la
fonction Z(DxY;, Z).
DEMONSTRATION.
Z(DxY;,Z) =(DzDxY;,Z) + (DxY;, Dz Z)
=0
=(R(Z,X)Y;,Z) + (DxDzY;, Z)
! e

=0
=(R(Z,X)Y;, Z) + X(Dy,Z, Z)

=(R(Z,X)Y;,Z) + %Xx-(z, Z)

6. Les espaces a courbure constante

Considérons une variété M a courbure constante K. La courbure de M est donc donnée
par R(U, V)W = K(W,U)V — (W,V)U) ¥ U,V,W € T'(TM).
Soit H une hypersurface dégénérée, totalement géodésique de M. Donnons nous une
v
section o : H — H, et fixons une taille de X sur I'image de la section o. Nous testons sur
H le défaut de I’hypersurface a étre localement un produit affine.
Pour cela, nous commencons par calculer
V(R(X,Y,"")X) = X (677)
et
a,X o, X _ v, X/ p0X a,.X t no. X
V(R Y7 )X) =Y"7 (6;7) = Y7 (B77)
et nous montrons que nous pouvons trouver une taille de tX de X sur Im o permettant
d’annuler toutes les fonctions 3/ X
Dans un second temps, nous calculons
X(rG)
et
V(R(},;U,EX, Y}O’,tX)YkO'!tX)

pour savoir si nous pouvons trouver une section pour laquelle les fonctions h;; sont toutes
nulles. Nous montrons qu’une telle section existe uniquement dans le cas plat. Dans le cas
non plat, nous choisissons alors une section harmonique.
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Nous propageons ensuite nos coordonnées sur H dans un voisinage de ’hypersurface, et
définissons ainsi un champ transverse Z comme expliqué dans le chapitre précédent.
Nous finissons en calculant les dérivées transverses Dze.

6.1. Le cas plat : les espaces de Minkowski.
Soit H une hypersurface dégénérée totalement géodésique de R, v # 0,n. Il est connu

que H est alors un hyperplan de R?, donc on a R¥ = 0. D’apres le corollaire 4.14, on en
déduit :

THEOREME 6.1. Toute hypersurface dégénérée, totalement géodésique, de R est, lo-
calement, un produit affine.

Remarque : Il est connu (cf. [B — D]) que, dans un espace de Minkowski Lorentzien
RT, toute hypersurface dégénérée est localement un produit affine pour la métrique. Par
contre, dans le cas non Lorentzien, il existe des hypersurfaces dégénérées qui ne sont pas
un produit affine pour la métrique. On voit donc que si I’on ajoute ’hypothese totalement
géodésique, une hypersurface sera automatiquement un produit affine (pour la métrique
et la connexion induite!!), méme si la variété ambiante n’est pas Lorentzienne.

Choisissons sur H une section et une taille de X telle que

B:=0 ,
Vi<i,j<n-2
{hij=0 =hI=n

Construisons nos coordonnées sur H, et propageons les comme expliqué dans le chapitre 5.

On a alors, sur H, (Z,Y;) =0 V 1 < i < n — 2. D’autre part, d’aprés les équations
(1), (2) de la proposition 5.6, on en déduit

{X((z, Z)(z=0)=0
XX(Z,Z)=0

Dot (Z,Z) = O sur H, et (DzZ,X) = —1X(Z,Z) = 0 sur H. Donc, sur H, Z est le
champ dual de X, et DzZ est tangent a H.

De plus, on a Z(h;;) = X (hi;) = 0 sur H.
Enfin, d’apres la proposition 5.7, on a sur H,

DzX =0
DyYi=0V1<i<n-—2

remarquons en otitre que la fonction courbure moyenne HY est identiquement nulle sur
H.

6.2. Espaces a courbure constante K non nulle.
Soit H une hypersurface dégénérée, totalement géodésique, de M, variété a courbure
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constante K # 0. On a alors, pour toute section o, et tout champ X € y,
R(X,Y7%)X) = K((X, X)Y?* - (X, ¥7%) X)

=0
et
B, YK = RUX 00T = (8 Y05 1905)
=0
D’ou

X(67%) = V(R(X,¥7)X) =0
YoX(87%) = Y7 (B7%) = VR, YY) X) = 0
Sur toute section o, on peut donc trouver une taille X de X telle que
B =0Vi<i<n-2
Donnons nous donc une section ¢ arbitraire, et choisissons sur.I'image de ¢ une taille du
champ X telle que les fonctions 3/ X soient toutes nulles. On a alors

X () = V(R(X, Y ) Y)
= V(K({X, Y)Y7* - (V7% Y%) X))
. o X o, X
= _Kgij

Les fonctions X (hfjx ) ne peuvent donc pas étre toutes nulles. On en déduit

THEOREME 6.2. Une hypersurface dégénérée, totalement géodésique, d’'une variété a
courbure constante non nulle n’est jamazts, localement, un produit affine.

Puisque les fonctions X (h;;) ne peuvent pas étre toutes nulles, on ne pourra jamais
annuler les fonctions h;; sur H toute entiére. On peut toutefois se demander si ces fonctions
ne peuvent pas étre toutes annulées au moins sur I'image d'une section. Le lemme suivant
va nous montré qu'en dimension supérieure ou égale a 4, ceci n’est pas possible.

LEMME 6.3. Soit H une hypersurface dégénérée, totalement géodésique, de M, variété
pseudo-Riemannienne a courbure constante non nulle de dimension supérieure ou egale
a 4. Soit o une section, et choisissons une taille de X € x telle que les fonctions ﬁ

sotent toutes nulles. Alors il n’existe pas de fonction f sur Im o telle que, sur Im o, on
ait h‘-’fx = Hess(f)(Y”’X,Y-"'X) V1<ij<n-2.

DEMONSTRATION. Supposons que les fonctions h " ne soient pas toutes nulles et vé-
rifient, sur Im o, hf; = Hess(f)(Y,"%, Y;”X) pour une fonction f € C*(Imo,R).
On:s slors VAX(R(VIS, VIO = f RV VWP W L€i g k€ n=2
Or, R(Y?X, Y7 )Y = K(giY7™ — gi;¥7). Donc, on déduit que le champ grad f
vérifie (g Y™ — gi;Y¥  grad f) =0, soit gk Y™ (f) — g Y7 (f) =0
V1<i,j,k<n-—2.
Multiplions cette derniere égalité par g* et faisons la somme sur k. Nous obtenons
9 gkY; (£) = gMgrs Y (£), soit Y7 (f) = 6,Y7 (f) ¥ 1<i,j <n—2.
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Maintenant, puisque M est de dimension supérieure ou égale a 4, pour tout entier i com-

pris entre 1 et n-2, on peut trouver une entier ¢ # j compris entre 1 et n-2, et on a alors

Y72 (f) = 05Y7 () = 0.

donc Y;"’X( f)=0V 1<1i<n—2.1lsensuit que f est constante. On a alors

h?:;X = Hess(f) (Y, }’}”’x) =0V 1<14,j7 <n—2,cequiest exclu par hypothese. O
On est donc amené a faire un choix de section harmonique o.

Puisque 'on a X (h?;X ) = —Kg;j, on en déduit alors que

X(H°) =g"X (hg‘;fx ) = —(n—2)K. On en déduit donc que la fonction courbure moyenne
est donnée sur H par H = —(n — 2)Kz.

Construisons nos coordonnées sur H, et propageons les comme expliqué au chapitre
5. On a alors, sur H,

{Z, Y;"’x) =0V 1<i<n-—2. Deplus, d’aprés le lemme 5.8, on déduit que sur H, on a
XX(Z,Z) = -2(Ric™ (X, Z) + X (H"))
=-2(n-1)K(X,Z) - (n—2)K)
=—-2K

D’olt, comme X ((Z,Z))(z = 0) = 0, on déduit (Z,Z) = —Kz? sur H. Il en résulte que
(DzZ,X) = -3X(2,Z) = Kz.
En outre, on a, sur H, Z(h;;) = X(hf;x) = —Kgi;.
Enfin, on a sur H
DzX =-KzX
DZ}/;J',X — ILI,:?,X

_ X
avec ljgx; = —h:-‘;- )

7. Les espaces localement symétriques

Dans ce chapitre, nous supposons que la variété ambiante M est localement symétrique,
autrement dit que son tenseur de courbure R vérifie DRM = 0.

Dans ce cas, les invariants associés a DR sont tous identiquements nuls, et le processus de
construction de tables d’invariants associées a I’hypersurface dégénérée totalement géodé-
sique H s'arréte au niveau de la courbure.

Nous allons dans ce chapitre dégager trois conséquences importantes de 1’équation
DR =0:

e en premier lieu, nous verrons que les premiers invariants de courbure, les fonctions
X(8;) (qui rappelons le sont les seuls invariants “primaires” au niveau de la courbure)
sont toutes identiquement nulles

e ensuite, nous verrons que la norme (Z,Z) du champ transverse Z a une forme bien
particuliére : c’est une fonction quadratique en z?
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e enfin, nous verrons que sous certaines hypothéses supplémentaires, nous pouvons trou-
ver des sections canoniques naturellement reliées & la géométrie de 'hypersurface H

Donnons nous donc une section o quelconque. Pour alléger les notations, nous omet-
trons les indices o, X sur les différentes fonctions.

7.1. La nullité des invariants “primaires” de courbure.

Comme nous l'avons vu au chapitre 2, les fonctions X (3;) sont les premiers invariants de
courbure qui apparaissent ; nous les avions désignés sous le nom d’invariants primaires de
courbure, pour souligner le fait que ces fonctions sont des invariants du quotient x* ® Y,
définis intrinséquement, sans condition préalable de nullité d’invariants précédents. Si ces
fonctions X (3;) sont toutes nulles, nous pouvons alors définir trois invariants “secondaires”
de courbure :

* (R(Y:,Y;)Ys, Y))
* Yi(B;) - Y;(6:)
* V(R(X, Y))Y;)

Dans cette partie, nous allons voir que sous I’hypothése DR = 0, les fonctions X (5;)
sont toutes nécessairement nulles. Autrement dit, si la variété ambiante est localement
symétrique, les trois invariants ci-dessus jouent le role d’invariants primaires. C’est la le
résultat important que nous donne la proposition suivante :

PROPOSITION 7.1. Ona X(3;) =0V 1<:<n-—2.

DEMONSTRATION. On a d’une part

0= DxR(X,Y))X
= Dx(R(X,Y;)X) — R(DxX,Y))X
—R(X,DxY;)X — R(X,Y;)DxX
= Dx(X(8:)X) — R(X,8:X)X
=XX(8)X

Donc XX(B;)=0V1<i<n-—2.
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D’autre part, on a

0= DyR(X,Y;)X

= Dy;,(R(X,Y;)X) — R(Dy, X, Y;) X
_R(X,Dy,Y;)X — R(X,Y;)Dy.X

= Dy,(X(8;)X) — R(B8: X, Y;) X
—R(X,T5Y: + hy; X)X — R(X,Y;)8:X

= (Y:X(8;) + X (8;)8;
—-BiX(B;) - TEX (B) — Bi X (6;)) X

= (YiX(8;) - TEX (Be) — Bi X (6;)) X

Donc, Y; X (8;) — I"i-‘jX(,Bk) -BX(B)=0V1<Li,j<n-2

En particulier, pour i=j, on obtient ;X (8;) — X (8) — 8:X(B:) =0Vl <i<n-2.
En dérivant cette derniere équation par rapport a X, on obtient alors :
-X(B)2=0V1<i<n-2

Dot X(B;) =0V 1<i<n-2 O

7.2. La norme du champ transverse.

D’apres notre fagon de propager nos coordonnées au voisinage de H, nous avons vu que le
champ transverse Z que nous construisons est isotrope le long de la section initiale, mais
que sa norme ne reste pas nécessairement nulle au-dela de la section. Il est a-priori difficile
de prévoir ce que cette norme devient en dehors de la section initiale. Cependant, si la
variété ambiante est localement symétrique, cette norme prend une forme assez agréable :
une fonction quadratique en z2.

PROPOSITION 7.2. Sur H, on a (Z,Z) = (k + ¢"3:3;)z%, pour une constante k € R.

DEMONSTRATION. Nous avons déja vu dans la proposition 5.6 qu’en notant h la fonc-
tion (Z, Z), nous avons XX (h) = 2((R(X, Z2)X, Z) + (DxZ,DxZ)). D’autre part, nous
savons que sur H, DxZ s'écrit sous la forme DxZ = miY; + nX, avec migi; = 5; (cf.
Prop.5.7).

D’ou

(DxZ,DxZ) = gixmm;
= Qikgklﬁtgij 33'
= Big" B;



et donc, puisque les fonctions X (5;) sont toutes nulles, X(DxZ, DxZ) = 0 sur H.
D’autre part, on a sur H
0=(DxR(X,2)X,2)
= (Dx(R(X, 2)X), Z) — mi (R(X, Yi) X, Z)

o

=X(80)X=0
= (Dx(R(X, 2)X), Z)
=X(R(X,2)X,Z) - R(X,Z2)X,DxZ
=X(R(X,2)X,Z) - mkSR(X, Z2)X,Y:)

7

=0

= X(R(X,2)X, 2)

D’out on déduit que XXX (h) = 0 sur H. Il existe donc sur H des fonctions a, 3, et v
dépendant des coordonnées ¥, ..., Yn_2, mais pas de x, telles que h = az® + Sz + 7. En
olitre, puisque la fonction h est nulle le long de la section initiale {x = 0}, on a v = 0. De
plus, puisque X (h)(z = 0) =0 (cf. Prop 5.6), on en déduit 5 = 0.

Donc, sur H, la fonction (Z, Z) s’écrit sous la forme h = a(yi, ..., Yyn—2)T?, avec

a= %XX(J‘L) = (R(X, Z)X, Z) + (sz, DxZ)

Pour finir, il nous reste & montrer que la fonction (R(X, Z)X, Z) est constante sur H,
autrement dit que Y;((R(X,2)X,Z)) =0V 1<i<n-—2.0r,ona

0= (DyR(X,2)X,Z)
= (Dy;(R(X, 2)X), Z) — (R(Dv. X, 2)X, Z)
—(R(X,Dy,Z2)X,Z) — (R(X,Z)Dy, X, Z)
Y;((R(X, 2)X, Z)) — 2(R(X, 2)X, Dy,Z) - 26;(R(X, Z)X,.
Y:{R(X,2)X, Z)) +28:(R(X,2)X,Z) — 26{R(X, Z2)X, Z,
Y:((R(X, 2)X, Z))

O

COROLLAIRE 7.3. Si les fonctions (3; sont toutes nulles sur H, on a alors (Z,Z) = kz*
sur H, pour une constante k := (R(X,Z2)X, Z).

Remarques :
1. Pour les espaces a courbure constante K, on retrouve bien le fait que (Z,Z) = kz?,
avec k = (R(X,2)X,Z) = -K.
2. Nous avons vu que dans un espace localement symétrique, la fonction (R(X, Z)X, Z) est
constante. Remarquons que si les fonctions 3; sont toutes nulles , nous pouvons interpréter
facilement cette constante.

LEMME 7.4. Supposons que les fonctions (§; soient toutes nulles. Alors on a
Sifne —S° = 4RicM(X, Z) - 2(R(X, Z) X, Z)
o1 SM (respectivement S°) désigne la courbure scalaire de (M, g) (respectivement (Im o,g,)).
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DEMONSTRATION. D’apres la proposition 2.4, on sait que
RicM(Y;, Y;) — Ric°(Y;,Y;) = —2X (hij). D’ou g¥ Ric™ (Y}, Y;) — S° = —2X (H?).
Or SM = gYRic™(Y;,Y;) + 2Ric™ (X, Z). Do S)f — 2RicM(X, Z) — 87 = —2X (H").
le résultat découle alors immeédiatement du lemme 5.8. O

3. Si H est compacte, nulle géodésiquement complete, alors la fonction (Z, Z) devant étre
bornée sur H, on a nécessairement k = 0. En particulier, on en déduit :

COROLLAIRE 7.5. Une variété pseudo-Riemannienne a courbure constante K non
nulle ne posséde pas d’hypersurface dégénérée, totalement géodésique, a la fois compacte
et nulle géodésiquement compléte.

7.3. Des sections canoniques sur H.

Il nous reste maintenant a voir s'’il existe de bonnes sections sur H. Supposons donc que

nous pouvons annuler toutes les fonctions 3; sur H. Si les fonctions h;; représentent le
v v
hessien d'une fonction f sur le quotient H, nous savons qu’il existe un bon choix de

sections sur 'image desquelles les fonctions h;; sont toutes nulles. Dans le cas contraire,
nous avons vu que nous pouvons toujours choisir des sections harmoniques, permettant
d’annuler la courbure moyenne d’'une section. Cependant, ces sections harmoniques ne

v
sont pas uniques : elles ne sont définies qua une fonction harmonique pres sur H. En
général, on ne peut pas aller plus loin : il ne semble pas y avoir de choix canonique de
section harmonique. Toutefois, nous allons voir que dans certains cas, nous pouvons faire

v

un choix canonique de fonction harmonique sur H, et donc trouver une section harmonique
canonique.

En général, ce que I'on peut espérer améliorer en changeant de section sont les termes
de métrique, et leurs dérivées, exactement comme ce que l'on a fait pour les reperes de
Frénet. Dans un second temps, on peut aussi essayer d’améliorer des tenseurs reliés a la
géométrie de H, notammant le tenseur de Ricci. Dans le cas présent, les seules dérivées
de la métrique que nous pouvons encore espérer modifier sont les dérivées transverses
en Z. Le probléme est que 1'on ne peut pas controler ces dérivées. Pour pouvoir étudier
les dérivées en Z. il nous faut savoir comment évoluent, au voisinage de H, les fonctions
qui apparaissent dans la métrique sur H ; Or ceci est une question difficile. Pour pouvoir
travailler sur les dérivées transverses, il nous faut donc trouver des astuces, comme relier
ces dérivées a des termes de courbure sur H. C’est notamment ce que nous donne le lemme
5.10 pour les dérivées Z(DxY;, Z) (que 'on a convenu d’appeler, avec un léger abus de
notation Z(8;)).

LEMME 7.6. Supposons que les fonctions (§; soient toutes nulles. Alors sur H, on a
XZB)=0V1<i<n-2.

DEMONSTRATION. D’apres le lemme 5.10, on sait que XZ(8;) = (R(Z,X)Y;, Z) +
1XYi(Z.Z). Or, si les fonctions j; sont toutes nulles sur H, on a (Z,Z) = kz® sur H,
pour une constante k € R. On en déduit donc que Y;(Z,Z) =0V 1 <i<n-—2.Dol
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XZ(B;) =(R(Z,X)Y;,Z) sur H. Or, sur H, on a

0= (DxR(Z,X)Y;, Z)
= (Dx(R(Z,X)Y:), Z) — (R(DxZ,X)Y,, Z)
—(R(Z,DxX)Y;, Z) — (R(Z, X)DxY;, Z)
= X(R(Z,X)Y;, Z) - (R(Z,X)Y;, Dx Z)
= X(R(Z, X)Y;, Z)

O

Par conséquent, annuler les fonctions Z(f;) sur une section revient a anuuler ces
fonctions partout sur H.

PROPOSITION 7.7. Soit H une hypersurface dégénérée, totalement géodésique, de (M™, g),
espace localement symétrique. Supposons que
(1) la taille canonique de X € x permet d’annuler toutes les fonctions [3; sur H
(2) les fonctions X (hi;) sont toutes nulles

(3) la constante k := (R(X,Z)X,Z) est non nulle.

Alors il existe une section harmonique canonique telle que l'on ait
Z(Bi))=0 V1<i<n-—2surH.

DEMONSTRATION. Soit ¢ une section harmonique. D’apres le lemme 5.10, avoir Z(3;) =
0 revient a annuler la courbure (R(Z, X)Y;, Z) (car si les fonctions f3; sont toutes nulles
sur H, on a Y;(Z,Z) = 0). On peut facilement voir que, par changement de section, les
champs Y;, Z évoluent selon les équations

y;f.O’,X — Y::O',X 4 Y;U,X(f)x
Zle = 7° + Y7 +1X

(o1 f désigne une fonction sur 'image de o, et s;, r sont des fonctions que I'on peut calculer
explicitement en fonction des dérivées de f).
On en déduit alors que l'on a

(R(Z7, X)Y]", 27°) = (R(Z°, X)Y, 2°) + Y7 (F)(R(2°, X)X, Z°)
+s;{R(Y], X)Y*, 2°)
= (R(Z°, X)Y{", Z2°) — kY"*(f) - s; X (h)
= (R(Z°, X)Y¥,Z°) = rY(f)
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Or on a
0= (Dy-xR(Z°, X¥.2%)
=Y ((R(Z°, X)Y%, Z°)) — (R(Dyex Z°, X)Y, Z°)
—(R(Z°, D,,:.xxm‘”‘, 7% = (R(2°, X)Dyf.x}’;"‘X, 2%y
~{R(2°, XYV, DyexZ°)
= YO  ((R(2°, X)Y, 2°)) — Th(R(2°, X)Y;%, 2°)
—h¥ (R(Z°, X)X, Z°)

Dol V"X ((R(27, X)Y¥, Z°)) = Ty (R(2°, X))V, 2°) — k™.
On en déduit que Y% ((R(27, X)Y*, 29)) = YO X ((R(Z°, X)Y, Z°))
V1< k<n-2

On peut donc trouver une fonction f sur Im o telle que Y~ = —2(R(2°, X\¥7*, 2%
Vi<i<n-—2.

On a alors (R(Z17, X)Y/"*,Z/9) =0 V 1<i<n—2surIm f.o. D’autre part, on a
L ]
X (VX (f) = ~—X(R(Z°, X)Y7, 2
K

= —~((DxR(2°, X)Y7¥, 2°) + (R(Dx 2°, X)Y7™¥, 2°)

+(R(Z2°, Dx X)Y7™*, Z°) + (R(Z°, X)Dx Y™, Z°)
+(R(2°, X)Y?X,Dx 2°))
=0 Vi<i<n-—2

Donc, pour notre nouvelle section f.o, on a Zf"’(ﬁ;f“”x) = 0 non seulement sur Im f.o,
mais sur H toute entiere.

[ ]
Hess(f)(Y7",Y) = Y777 (f) = THY* (f)
]' a. a a, a
= ——(¥*((R(2°, X)Y["™, Z7)) - T{(R(Z°, X)Y,%, 2°)
1 o, X
—.3 --—h,f}’x
D’o, sur I'image de o, on a A?f =tr, Hess(f) = —H? = 0 puisque o est harmonique.
donc la fonction f sur Im ¢ est bien harmonique. La section f.o est donc bien harmonique.

O

v
En particulier, si M et H sont Einstein, non Ricci-plates, avec méme constante (i.e.
: : v : .
3X € R — {0}/Ricy = Ag et ch.g( = Ag), et si les fonctions f; sont toutes nulles sur H,
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alors

X (hy) = —5(Ric¥ (Y%, ;) - 7" Ric, (Y, ¥;))
=0

(R(X,2)X,Z) = -X(H°) — Ric™ (X, Z)
= —Ric" (X, 2)
= -\
#0

On peut donc appliquer la proposition précédente.

Plus généralement, on a

PROPOSITION 7.8. Soit H une hypersurface dégénérée, totalement géodésique, de (M™, g),
espace localement symétrique. Supposons que

(1) la taille canonique de X € x permet d’annuler toutes les fonctions 3; sur H
(2) il eziste une constante X telle que X (hi;) = Agi; sur H
(3) A#k

Alors il existe une section harmonique canonique telle que l'on ait

Z(B)=0V¥1<i<n-—2surH.

DEMONSTRATION. La démonstration est la méme que pour la proposition précédente,
a ceci pres que l'on a cette fois

(R(Z1, X)Y] ™%, 20°) = (R(2°, X)Y7, Z°) + (A = 0) Y7 (). =

v
En particulier, si M et H sont Einstein (avec Ric™ = pug et Ric,g/ = Ilﬁ) 'équation
RicM(Y,,Y;)—Ric? (Y;,Y;) = —2X (h;;) montre alors que I’on peut appliquer la proposition

¥
précédente si A := £5£ # K

On peut encore généraliser ce résultat :

PROPOSITION 7.9. Soit H une hypersurface dégénérée, totalement géodésique, d’un es-
pace symétrique pseudo-Riemannien (M™,g). Supposons qu’il existe une taille de X pour
laquelle les fonctions [3; sont toutes nulles sur H. Notons k la constante sur H
k:=(R(X,2)X,2Z).
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Alors si la matrice (kgi;—X (hij))1<ij<n-2 €st partout inversible, il existe une section cano-
nique o (non nécéssairement harmonique!!) pour laguelle les fonctions Z7(5; YW1y ey Yn2)
vérifient :

Z°(87%)(0, ..., 0, %i, oy Yn—2) =0V 1 <5< n—2.

DEMONSTRATION. Soit ¢ une section quelconque. Par changement de section, les
champs Y}, Z évoluent selon les équations

},;f.ar,x — Y::D',X + },;:G,x (f)X
Z5o =27 + ;Y7 +1X

avec 5;g;; = —Y;"* (f). On en déduit que la courbure (R(Z, X)Y;, Z) évolue sous la forme
(R(Z1e, X)Y! "X, Z19) = (R(2°, X)YX, Z%) + s;(kgi; — X (hg™). On peut alors finir
la démonstration en utilisant le méme procédé que pour la preuve de la proposition 3.14
concernant les fonctions §; et la taille canonique de X. = O

Nous avons vu a travers les propositions précédentes qu’en imposant des conditions
supplémentaires sur la courbure, nous pouvons trouver des sections canoniques permettant
d’annuler les fonctions Z(3;). Pour bien comprendre I'intérét de ces sections, il nous faut
maintenant comprendre quelle est leur signification géométrique. Rappelons nous a cet
effet qu’étant donnée une section o, nous propageons transversalement le champ Z en
imposant ’équation DzZ = 0 le long de 'hypersurface {z = 0}. Cette équation ne
se conserve pas en général. Il serait donc naturel d’eesayer de trouver une section pour
laquelle I'équation DzZ = 0 se conserve, mais un tel choix meéne a des équations trop
compliquées pour avoir une solution dans le cas général. On peut alors se demander
si on peut au moins choisir la section o telle que DzZ soit vertical (i.e. n’ait pas de
composante horizontale en Y;). Le lemme suivant va répondre a cette question en nous

montrant qu’annuler les fonctions Z(5;) revient en fait & annuler la composante horizontale
de D Z AR

LEMME 7.10. Supposons que les fonctions [3; soient toutes nulles sur H. On a alors,
lelongde H, DzZ = w;Y;+¢vX —kxZ, ou Y est une fonction lisse sur H, et les fonctions
u; vérifient u;9:; = 2Z(5;)z.

DEMONSTRATION.

(DzZ,X)=2(Z,X)—(Z,DzX)

=l D)
= —%X(Z, 2)

= —KI

151



e On a

(R(X, 2)Y;,2) = 5X Y,(2, 2) ~2(5)

=—-Z(6))

=—(R(X,2)Z,Y))

= —(DxDzZ, YJ> + (DzDXz, }’})
=—-X(DzZ,Y;)+ Z(DxZ,Y;)
=—-X(DzZ,Y;) + Z(B;)

On en déduit que X (DzZ,Y;) = 2Z(B;). Donc, puisque XZ(8;) = 0 sur H, on a
XX(DzZ,Y;) =0
(DzZ,Y;) =0 sur {z =0}

Dol u;g;; = (D22, Y;) = 2Z(B;)z. ' O

Remarques :

1. Nous avons identifié précédemment les obstructions & ce que H soit localement un pro-
duit affine < Y7, ..., Y2 > x < X >. Annuler les fonctions Z(3;) peut alors s’interpréter
comme une condition nécessaire pour que la variété ambiante M (et non plus I’hypersur-
face H!!) soit localement un produit affine < Y¥i,....Y, 0 > x < X, Z >

2. Nous avons vu apparaitre la condition k # 0 dans la proposition 7.6. Il n’est pas éton-
nant qu'une telle condition apparaisse, car si kK = 0, annuler les fonctions Z(;) est une
condition tres forte, puisque si cela est possible, le champ DzZ est non seulement vertical
le long de H (i.e. engendré par X et Z), mais on a alors sur H DzZ =0 [X].

3. Si on peut construire une section o telle que les fonctions Z(3;) s’annulent, alors notre
facon de propager le champ transverse Z devient tres proche de celle proposée par C.
Boubel (cf.[Bou]), d’apres le lemme suivant :

LEMME 7.11. Soit o une section pour laquelle les fonctions Z(B;) sont toutes nulles.
Définissons la 1-forme pz sur H par l'équation pz(U) := (DzZ,U) YU € T'(TH).
Alors on a : Dxpze = —(R(Z,X)Z,e)

DEMONSTRATION.

o(R(Z,X)Z,X) = (DzDxZ,X) - (DxDzZ,X)
= (DzDz X, X)— X(Dz%, X)

= 122 (X, X)— (DyZ,Dx2) -X (D2, X)
2 N it ot i
=0 =0 s G;=0 Vi
= —X(DzZ,X)
= —Dxpz(X)
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o(R(Z,X)Z,Y;) = (DzDxZ2,Y;) — (DxDzZ,Y;)
= Z(DxZ,Y;) - (DxZ, DzY;)
————
=0 si B;=0 Vi
~X(Dz2,Y;) + (DzZ, DxY;)
= Z(B;) — Dxpz(Y)
= —Dxpz(¥i)

Remarquons que, par le méme genre de calcul, on peut montrer que 1’on a aussi
Dy.pz(X) =(R(Z,Y:)Z,X) = (R(Z, X)Z.Y;) = Dxpz(Y3). O

D’autre part, pour revenir sur la condition de non nullité de la constante k = (R(X, Z2)X, Z),

remarquons que nous pouvons interpréter facilement cette condition & ’aide de la 1-forme
Pz :

LEMME 7.12. Si les fonctions 3; sont toutes nulles sur H, “alors la constante

k= (R(X,Z)X,Z) est nulle si et seulement si la 1-forme pz : U — (DzZ,U) passe au
quotient ).

DEMONSTRATION.

pz(X) =(DzZ,X)
= Z(Z,X) —(Z, Dz X)
=1
== _<Zs DXZ>

= _%x<z, 2)

= —RKT

O

Pour finir, considérons le cas ol la variété ambiante M est un espace symétrique
semi-simple. Dans ce cas, le tenseur de Ricci de M est paralléle.

LEMME 7.13. Si M est un espace symétrique semi-simple, alors la fonction RicM (X, Z)
est constante sur H.

DEMONSTRATION.

0 = DxRic™(X, 2)
= X (Ric™(X, Z)) — RicM(DxX,Z) — RicM(X,Dx Z)
= X(Ric" (X, Z)) — Ric™(X,m Yz + nX)
= X(RicM (X, 2))
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0 = Dy.Ric™(X, Z)
= Y;(Ric™(X, Z)) — Ric™(Dy, X, Z) — Ric™ (X, Dy, Z)
=Y;(Ric" (X, Z)) — B;Ric™(X, Z) — l,Ric™ (X, Y})
—o;RicM (X, X) + B;Ric™ (X, Z)
= Y;(Ric" (X, Z))

O

PROPOSITION 7.14. Soit H une hypersurface dégénérée, totalement géodésique, de
7

M™, espace symétrique semi-simple. Supposons que le quotient H soit Ricci plat, et que
la constante k' := RicM (X, Z )|g soit non nulle. Supposons enfin que l’on puisse annuler
toutes les fonctions [3; sur H. Alors il existe une section harmonique canonique telle que
RicM(Y;,Z) =0V 1<i<n-2surH.

DEMONSTRATION. Soit ¢ une section harmonique. Aprés passage de la section o a
une section f.o (pour une fonction f € C*®(Im o,R)), les champs Y;, Z évoluent sous la
forme

Yot = YR+ X)X
710 =7 + ;Y7 +1X

On en déduit facilement que

Ric™(Y/7*, 259) = Ric™ (Y7, Z°) + Yi(f)* X RicM (X, Z°)
= Ric™ (Y%, 2°) + 'Y7*(f)

Or
Y7 ¥ (Ric™ (V"™ 2°)) = Dysx Ric™ (Y%, 2°) + Ric™ (Dyox Y, 2°)
+RicM (Y, Dy..xZ?)
=T RicM (Y7X, Y7) + b Ric (X, Z°)

On en déduit que Y™ (RicM (Y7X, 2%)) = Y7 X (RicM (Y], 27)) ¥ 1< i,j <n-2.
On peut donc trouver une fonction f sur Im o telle que Y;* (f) = —L RicM (v, 29)
V 1<1i<n-—2. Dautre part, on a
0 = DxRicM (Y7, 2°%)
= X (Ric™ (Y, Z°))
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Donc, pour la nouvelle section f.o, on a RicY (Yif ‘. Z19) = 0 sur H toute entiére. Enfin,
on a

Hess(f)(Y, Y7X) = VX V7% () - THYX (f)
= - L (i (v, 29) - Dy Ric™ (5 (1)

e o, X
= _hi_;

On en déduit donc que
A f = try, Hess(f)
=—H°
=0 sur Im o

car o est harmonique. Donc la section f.o est aussi harmonique. O

Remarque : puisque RicM (X, Z) et (R(X,Z)X, Z) sont des constantes sur H, on en
déduit alors que X (H?) est une constante a sur H. Donc, dans nos coordonnées, on a
H? = ax sur H.

Regardons maintenant, afin de comprendre la signification géométrique de nos résultats,
a quoi correspondent les différentes courbures de Ricci. Plagons nous, comme d’habitude,
dans le cas ou les fonctions [3; sont toutes nulles sur H. La courbure de Ricci est alors

donnée sur H par la matrice
0 0 ---0

(Ric*(Y;,Y5))
0

ou RicM(Y;,Y;) = —2X(hy) + Ric?(Y;, Y;). En prenant la trace par rapport a g, de
Ric™(Y,.Y;), on voit apparaitre la fonction X (H?), ce qui nous incitait tout naturellement
a étudier la fonction H?. Si maintenant on sort de H, on est amené a étudier les courbures
de Ricci transverses Ric™(Z,.). Un calcul immédiat montre que si les fonctions ; sont
toutes nulles sur H, on a sur H :

LEMME 7.15.
(1) RicM(X,2) =-X(H’) — &
(2) RicM(Y;, Z) = Z(6;) + Yi(H) + BT, — Y;(l) — i,
(3) RicM(Z,Z)z=0 = Z(H?) + tr(?)

(oi on rappelle que (Dy.Z,Y;) = ligr; = —hi;)

On voit donc que dans les courbures RicM(Y;, Z) apparaissent les fonctions Z(5;) (et
donc travailler sur ces courbures de Ricci, c’est encore travailler sur les fonctions Z(5;)),
et que la courbure RicM(Z, Z) nous permet de savoir comment évolue transversalement
la fonction H?.



Annexe 1 : Un exemple en dimension 3

Considérons I’espace anti-de-Sitter de dimension 3, vu comme SI(2, R), muni du produit
scalaire invariant a gauche induit par la forme de Killing B : sl(2,R) x sl(2,R) — R
(rappelons que I'on a B(U, V) = 3Tr(U.V) pour U,V € sl(2,R), ot le facteur 1 est ajouté
ici pour obtenir une courbure constante égale a -1) : on a donc, pour tout g € SI(2,R),
et tous u,v € T,SI(2,R), (u,v), = B(d,L;" (u),d,L;*(v)), ol
L,: Sl(2,R) — SI(2,R) est la multiplication a gauche par g.

Considérons le sous-groupe G de SI(2,R) défini par

G~{(3 b) LER, BER}

Remarque : si I’on voit les éléments de SI(2,R) comme des homographies, alors G corres-
pond au sous-groupe

{r > az+bacR,,beR}

L’algebre de Lie de G est donnée par

a b
9—{(0 _a),aeR.,beR}

et est engendrée, en tant que R-espace vectoriel, par

0 1 1 0
=(00) 7= 3)

Notons X (resp. Y') le champ de vecteurs invariant a gauche associé a X (resp. V). Pour
tout g € GG, on a donc

X(g) = deLX
et
Y(g) — deLgy

Alors G est une hypersurface dégénérée de SI(2,R), et le noyau de la métrique induite
sur G par la forme de Killing de Si(2, R) est engendré par le champ X . Plus précisément,
la métrique induite sur G est de la forme %-. De plus, on a

(DyY, X) = =([Y,Y], X

1
2
=0

Donc G est totalement géodésique.

On vérifie que 'on a Dx X = DyY =0, et DxY = —X = —Dy X (donc les champs XY
ne sont pas des champs coordonnées puisque [X,Y] # 0). D’apres le chapitre 6.2, et la
proposition 4.11, nous savons que nous pouvons obtenir des champs coordonnées }\. Y
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pour lesquels on ait :

D.¥Y=D.X=0
X Y
D}»;Y =X
Apres calcul, nous vérifions que les champs
)} =ervX
et
Y=Y+2X

vérifient bien les conditions voulues. Dans les coordonnées ainsi construites, la métrique
~2

induite sur I’hypersurface est alors donnée par g = dy . Méme si I'’hypersurface ressemble

fort a un produit affine, la connexion induite sur G n’est pas une connexion produit, et en

ce sens, '’hypersurface G n’est pas localement un produit affine. En fait, ce qui se passe

ici est que G n’est pas plate, et plus précisément, on a R(Y, X)Y = X # 0.



Annexe 2 : I’horizon de Schwarschild

La métrique de Schwarzschild est I’exemple archétype d'un “systéme” isolé : elle modélise
le champ de gravitation a I’extérieur d’une étoile fixe et statique.

L’espace-temps de Schwaschild (de masse M) est défini comme étant la variété Rx R} x 52,
munie de la métrique —(1 — 24)dt? + ?ng_q-dﬂ + r2d0Q2?, ou dQ? := df? + sin?0de? est la

métrique canonique sur la sphere S2.

A priori, cette métrique n’est définie que pour 7 > 2M, puisqu’elle est visiblement sin-
guliere en 7 = 0 et 7 = 2M. Il est connu toutefois (cf. [H — E|) que le comportement
pathologique de cette métrique en r = 2M n’est dii qu’a un mauvais choix du systeme de
coordonnées. Par contre, en r=0, on a une vraie singularité, puisque R*®“Ry;.4 = 48:}5 :
diverge quand r tend vers 0. La métrique de Schwarschild a donc pu étre étendue (par
Kruskal en 1960) sur la région 0 < r < 2M.

L’'importance de ’espace-temps de Schwarschild étendu vient du fait qu’il représente
I'unique solution du probleme suivant : trouver un espace-temps Ricci plat (mais non
plat), admettant SO(3) comme groupe d’isométries, avec pour orbites principales S? de
type (0,2). Cette propriété est I’énoncé du théoreme de Birkhoff (cf. [H — EJ).

Il est connu que la surface de niveau {r = 2M} est une hypersurface dégénérée, totale-
ment géodésique. On appelle cette hypersurface “horizon de Schwarschild”. Le champ 0;,
sur cette hypersurface, est un champ nul, géodésique (Dj5,0; = 0 en r=2M), et engendre le
novau de la métrique induite sur ’horizon. Prenons comme sous-variété de codimension
2 (image d’'une section) la sphére S? de 'espace temps de Schwarschild définie par

F =2M
t=0
Les champs 0y, 0, restreints a 1’horizon, vérifient
([05,0:] =0
[05,0:] =0
[39, a¢'] =0
D50 =0
D50y =0
Dg3,0p =0
Dj,05 = —sinfcosf0y
( Ds,0s = cotanBO,

Le champ 0, est donc un champ sur le noyau de la métrique induite a I’horizon, muni
d’une taille canonique telle que les fonctions Gy et 3, (les composantes en 0, de Dy, 0 et
Dj,8,) soient nulles.

. 5 . 2
De plus, notre section S? est une section naturelle pour obtenir R

5 =0pours,j € {0,0}

o 52
(ol hy; *“* est la composante en 0; de Dy, d;).

1

Par notre construction, les coordonnées naturelles que ’on retrouve sur I’horizon sont
les coordonnées de Schwarschild, et I'on voit de plus que I'horizon de Schwarschild est
localement un produit affine (avec une connexion induite qui est une connexion produit).
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Remarque : si on propage nos coordonnées au voisinage de 1’horizon par la méthode définie
au chapitre 5, les coordonnées que 1’on obtient ne sont plus les coordonnées de Schwar-
schild, car par notre fagcon de propager, les hypersurfaces voisines sont aussi dégénérées,
alors que pour les coordonnées de Schwarschild, les hypersurfaces {r = cste} pour une
constante différente de 2M sont non-dégénérées.



Annexe 3 : Popérateur de Weingarten

Nous reprenons ici des définitions et formules exploitées en particulier par G.J. Galloway
(cf. [G]).

Définition Soit H une hypersurface dégénérée d’une variété pseudo-Riemannienne
(M, g). 'opérateur de Weingarten est 1'opérateur, défini pour tout champ X € x par :

.y —Yy
[Y] — [DyX]

et on appelle courbure moyenne nulle la fonction 8% € C*(H,R) définie par 8~ := tr b*.

Remarques :

1. Soient X et fX deux champs sur x (pour une fonction f lisse sur H). Alors on a
X = fb%.

2. Dans le cas d’une hypersurface H totalement géodésique, on a b* = 0 pour tout champ
X € x.

3. Si 6% est identiquement nulle, on dit alors que H est un horizon non-expansif (car
6% ~ divyX). Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [J — K — C].

Dans la suite, nous noterons Dxb* 1’'opérateur

V==Y
[Y] — [Dny.X —-_ DpxyX]

Proposition
Soit X € x tel que DxX = 0. Alors

(1) Dxb* + (b%)2 + [R(., X)X] =0

(2) X(6%) = Ric? (X, X) — o* — 15(6%)%, ot 0* := tr(bf) (bo désignant la partie
sans trace de b%)

DEMONSTRATION.
(1)
Dxb*([Y]) + (0*)*([Y]) = [DxDyX - D, _, X] + D, X]
= [DxDyX — Dixy)X]
=[R(X,Y)X] si DxX =0
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(2)Notons DxY; := 4iYx + 8 X. On a

o tr(Dxb) = X(7) +%x — %
= X(0)

e tr(R(.,, XX)) = —Ric? (X, X)

X x_ ¥ X 60X
o 0" =tr(b Hn._z‘rdy)o(b —n_21'dy)
—tr((b")2)—2it () + L tr(Idy)
B n—2 (n—2)? R

X\2 X2

= tr((b*)?) - 2519_)2 + 519_)2
X\2
= () - L

En prenant la trace de (1) sur ), on obtient alors I’équation annoncée.

O

Remarque : ’équation (2), appelée équation de Raychaudhuri, est une équation importante

intervenant dans les théorémes d’apparition de singularités (cf. [W]).
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Résumé : Les travaux effectués dans cette thése portent sur I'étude des sous-variétés “dégé-
nérées” (ou “nulles”) des variétés pseudo-Riemanniennes, pour lesquelles la restriction de la
structure pseudo-Riemannienne de la variété ambiante dégénere sur la sous-variété.

Pour étudier les problemes liés & la dégénérescence de la métrique sur la sous-variété, il est
nécessaire de réinterpréter les outils fondamentaux exploités depuis longtemps en géométrie
Riemannienne.

La premiére partie de cette these consiste ainsi a construire un repére de Frénet généralisé pour
les espaces de Minkowski pseudo-Riemanniens. Par transport paralléle, ce résultat se généralise
alors pour les variétés pseudo-Riemanniennes.

Dans un second temps, nous généralisons cette construction & d’autres situations voisines, comme
notamment le cas des variétés symplectiques, ou encore les variétés pseudo-kahlériennes.

Enfin, la troisieme partie de la thése est consacrée & ’étude des hypersurfaces dégénérées, tota-
lement géodésiques, d’une variété pseudo-Riemannienne. Nous dégageons les invariants relatifs
de la structure induite sur 'hypersurface, et utilisons ces invariants pour batir des systémes de
coordonnées adaptés a la géométrie de I’hypersurface.

Null curves and null hypersurfaces in pseudo-Riemannian manifolds

Abstract : In this thesis, we study “degenerate” (or “null”) submanifolds of pseudo-Riemannian
manifolds, for which the restriction of the pseudo-Riemannian structure of the ambiant manifold
degenerate on the submanifold.

To study degenerate submanifolds, we need to reinterpret the fondamental tools used for a long
time in Riemannian geometry.

In the first part of this thesis, we build a generalized Frénet ’s frame in pseudo-Riemannian
Minkowski spaces. The parallel transport then allows us to generalize this construction for
pseudo-Riemannian manifolds.

In the second part, we generalize our construction to other situations, such as symplectic mani-
folds, or pseudo-kaehlerian manifolds.

* Finally, in the last part of this thesis, we study totally geodesic, degenerate hypersurface in
pseudo-Riemannian manifolds. We find invariants relative to the induced structure on the hy-
~ persurface, et use them to build local coordinate systems adapted to the geometry of the hyper-
surface.

Discipline : géométrie différentielle

Mots-Clés : géométrie pseudo-Riemannienne, courbes nulles, repere de Frénet, sous-
variété, hypersurface dégénérée, seconde forme fondamentale, cohomologie de Spencer,
G-structure, coordonnées locales.

Institut Elie Cartan Nancy
Laboratoire de Mathématiques
B.P. 239 54506 Vandceuvre-les-Nancy Cedex





