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Résumé

L’objectif de cette thèse est la construction des tests localement et asymptotiquement

optimaux. Le problème traité concerne un modèle qui contient une large classe de modèles

de séries chronologiques. La propriété de la normalité asymptotique locale (LAN) est l’outil

fondamental utilisé dans nos travaux de recherches. Une application de nos travaux en

finance est proposée.

Abstract

The purpose of this phD thesis is the construction of a locally asymptotically optimal

tests. In this testing problem, the considered model contains a large class of time series

models. LAN property was the fundamental tool in our research works. Our results are

applied in financial area.
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Notations et abréviations
D
↪→ Convergence en loi.
p.s.−→ Convergence presque sûre.
P−→ Convergence en probabilité.

E Espérance.

E.M.C. Estimateur des moindres carrés.

E.M.C.D. Estimateur des moindres carrés discret.

I(·) Fonction indicatrice.

i.i.d. Indépendante et identiquement distribuée.

"[ ]" Partie entière.

P Probabilité.

Z Z = {. . . ,−1, 0, 1, . . .} : Ensemble des entiers.
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Chapitre 1

Introduction et outils mathématiques

1.1 Introduction générale

1.1.1 Introduction

Pour une remise en cause de la mécanique rationnelle, et suite à des travaux des physi-

ciens au début du vingtième siècle, l’idée de valider un modèle à partir des données a été

définitivement abandonnée. De ce fait, la modélisation aléatoire a été reconnue comme un

outil scientifique incontournable. La théorie des tests est venue arbitrer entre les modèles

mathématiques proposés. Par exemple, pour la détection de la non-linéarité d’un modèle,

plusieurs travaux de recherche ont été effectués. Parmi eux, on peut citer Hinich (1982),

Guégan (1984), Keenan (1985) et Tsay (1986).

L’étude des problèmes des tests a reçu un grand intérêt de la part des mathématiciens

comme Neyman, Wald et Lehmann, grâce à qui les méthodes statistiques ont connu un

grand développement. Pour une présentation simple et explicite sur les tests statistiques,

le lecteur intéressé peut consulter Gourieroux et Monfort (1996).

En littérature, on rencontre plusieurs types de tests. Certains sont basés sur les tech-

niques de l’estimation non-paramétrique (voir par exemple, Hjellvik et Tjøstheim (1996) et

McKeague et Zhang (1994)). D’autres sont basés sur les processus empiriques des résidus

cumulés (voir par exemple, Chen et An (1997), Diebolt et al (1997), Ngatchou-Wandji

(2002)) et Gao et King (2004)). D’autres sont basés sur les rapports de vraisemblance.
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En général, lorsque les hypothèses à tester sont simples, le problème est facile à traiter.

Cependant, de telles hypothèses restent rares en pratique. Lorsque les hypothèses sont

composées, ou lorsque le paramètre sous l’hypothèse nulle est multidimensionnel, l’étude

du problème de test devient moins facile. En vue d’examiner ces cas, des tests fondés sur

la statistique de vraisemblance, plus caractérisés par leurs propriétés asymptotiques, sont

utilisés. Parmi eux, ont peut citer les tests de Wald et du rapport de vraisemblance.

La détermination de la loi de la statistique d’un test sous l’hypothèse alternative est en

général un problème difficile. Des auteurs proposent de compléter l’étude de la puissance

des tests par des simulations numériques dans lesquelles le boostrap est souvent utilisé.

Toutefois, l’étude théorique de la puissance peut être facile dans le cas où les hypothèses

à tester sont contigües. En effet, le troisième lemme de Le Cam permet le calcul de la loi

de la statistique du test sous l’hypothèse alternative (voir par exemple Le Cam (1986)).

Pour citer un exemple, dans une classe des modèles bilinéaires contigüs aux modèles auto-

régressifs, la puissance locale du test du multiplicateur de Lagrange (ML) est étudiée dans

Guégan et Pham (1992), en admettant (sans démonstration rigoureuse) que les modèles à

tester sont contigüs.

Notons que la contiguïté est une conséquence de la normalité asymptotique locale

parfois notée LAN. C’est un outil fondamental dans la preuve de nos résultats. C’est

pour cette raison qu’ils sont précédés par l’établissement de cette importante propriété.

Notons que plusieurs versions de la LAN existent dans la littérature. Celles présentées

dans Swensen (1985) et Hall et Mathiason (1990) en sont des exemples. Elles ont donné

lieu à l’étude des tests fondés sur des techniques paramétriques ou non-paramétriques (voir

Kreiss (1990),Hwang et Basawa (1993), Taniguchi et Kakizawa (2000), Hwang et Basawa

(2001, 2003), Ngatchou-Wandji (2005), Chebana et Laïb (2008)).

Rappelons qu’il est possible de proposer plusieurs statistiques pour le même problème

de test. En vue de choisir la statistique la plus performante, une notion de préférabilité

a été introduite sur l’ensemble des tests. Ce critère permet de choisir entre deux tests à

partir de la comparaison de leurs erreurs de première et de deuxième espèces. Pour plus de

détails, voir la propriété (14.13) de Gourieroux et Monfort (1996). De plus, notons qu’au
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sens du préordre défini dans cette propriété, le test préféré est dit optimal. Le choix d’un

test peut donc être basé sur le critère d’optimalité, mais aussi sur des critères d’efficacité

comme ceux de Pitman ou de Bahadur. Ceux basés sur le critère d’optimalité sont souvent

dits de Neyman-Pearson. Ils reposent sur le principe de fixer l’erreur de première espèce

α et de choisir le test de puissance maximale. Pour établir ce type de tests, on a besoin

d’introduire d’autres outils statistiques tels que les principes asymptotiques.

Une autre manière de rechercher les tests optimaux consiste en la sélection des tests

parmi ceux qui sont uniformément convergents. Cette convergence signifie que, quand la

taille de l’échantillon devient grande, la puissance du test tend vers 1. Toutefois, la li-

mite peut être discontinue par rapport à l’un des paramètres de la fonction puissance, et

dans ce cas, on n’a pas de convergence uniforme. D’où en général, la non existence des tests

"asymptotiquement uniformément puissants". Devant une telle complexité, les statisticiens

proposent de faire une comparaison locale des fonctions puissances. En d’autre termes, un

passage de l’étude de la puissance globale à l’étude de la puissance locale.

Grâce à la propriété LAN préalablement établie, des tests optimaux sont obtenus dans

Hallin et Puri (1994), Benghabrit et Hallin (1996); Benghabrit et Hallin (1998) et Cas-

sart et al (2008). Il est utile de rappeler que par rapport à ces derniers travaux, et pour

l’obtention de l’optimalité, l’introduction des estimateurs asymptotiquement discrets et

l’utilisation du lemme 4.4 de Kreiss (1987) sont des outils fondamentaux.

Nos travaux de recherches contribuent à l’étude des tests localement asymptotiquement

optimaux dans les modèles des séries chronologiques. Ils sont essentiellement basés sur la

propriété de la normalité asymptotique locale. Nous présentons notre contribution dans le

paragraphe suivant.

1.1.2 Contribution

Le développement asymptotique des statistiques de tests basées sur le rapport de vrai-

semblance contre certaines alternatives locales fait souvent apparaître une statistique dite

centrale (voir par exemple Benghabrit et Hallin (1992), Benghabrit et Hallin (1996),

Benghabrit et Hallin (1998)). Bien souvent, celle-ci dépend du paramètre du modèle testé
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et c’est sur elle que repose l’étude des propriétés asymptotiques de la statistique du test.

Les tests de Wald, de Rao et de Neyman-Pearson, en sont des exemples.

Il est bien connu en statistique lorsque le paramètre est inconnu, on le remplace par un

estimateur. Cette opération n’est pas toujours sans incidence sur la puissance du test. Elle

peut par exemple ne plus garantir son optimalité.

Notre principale contribution est l’étude de l’optimalité des tests du rapport de vrai-

semblance pour discriminer entre des modèles de séries chronologiques linéaires et ARCH.

Dans les différents cas considérés, nous avons construit des estimateurs garantissant l’op-

timalité des tests lorsque les paramètres des modèles étudiés sont inconnus.

Ces estimateurs, construits à partir de l’espace tangent à la suite centrale, permettent

d’obtenir l’équivalence entre la suite centrale et sa version estimée. Les techniques para-

métriques utilisées dans ces problèmes sont basées sur la propriété de la normalité asymp-

totique locale. Les deux versions de la LAN présentées dans Hwang et Basawa (2001) et

Hwang et Basawa (2003) sont utilisées dans le cas autorégressif d’ordre un et d’ordre p > 1.

Des simulations sont effectuées pour l’investigation de la performance de nos méthodes.

Au chapitre 2, nous traitons séparément le problème de tester un modèle autorégressif li-

néaire d’ordre 1 contre des autorégressifs non-linéaires, et le cas d’un modèle autorégressif

linéaire d’ordre p > 1 contre des modèles autorégressifs non-linéaires. Les estimateurs que

nous y construisons permettent d’obtenir l’équivalence asymptotique des suites centrales,

et leurs versions estimées. Ceci permet de conserver l’optimalité asymptotique locale des

tests proposés. La même démarche est adaptée au problème du test des modèles AR(p) de

variance 1 contigüs à des modèles autorégressifs de variances tendant vers 1. Cette première

partie a fait l’objet de la publication de Lounis (2014).

Au chapitre 3, sous des conditions de stationnarité et d’ergodicité, nous nous intéressons

à l’étude des tests traitant simultanément des hypothèses portant sur les moyennes et les

variances conditionnelles. En se basant sur la version LAN de Hwang et Basawa (2001),

nous établissons la normalité asymptotique locale pour ces modèles.
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Dans le cas où le paramètre du modèle est supposé connu, les tests construits sont

asymptotiquement optimaux et les expressions explicites de leurs puissances asympto-

tiques sont obtenues. Lorsque le paramètre inconnu est remplacé par un estimateur, nous

établissons dans un premier temps, un lien entre la suite centrale et la suite centrale esti-

mée. Ceci est obtenu grâce à l’utilisation des suites locales d’estimateurs et d’estimateurs

asymptotiquement discrets, et l’application du lemme 4.4 de Kreiss (1987).

Dans ce lien entre les suites centrale et centrale estimée, un terme asymptotiquement

non dégénéré apparait. Ceci affecte la puissance locale du test étudié. En vue de supprimer

cet effet, une méthode d’évaluation de l’erreur de l’estimation suivie de l’introduction d’un

autre estimateur du paramètre nous permet de conserver l’équivalence entre les suites cen-

trale et centrale estimée. Ce qui permet d’obtenir une expression explicite de la puissance

locale asymptotique du test.

Pour une évaluation de la performance de nos résultats, des simulations sont effectuées

et commentées. Les résultats obtenus dans cette partie généralisent ceux du chapitre pré-

cédent. Cette deuxième partie a fait l’objet de la publication de Lounis (2013).

Le chapitre 4 est une application de nos résultats aux données financières tirées du

marché du Capital Market France (FXCM). Nous nous intéressons plus particulièrement

à l’étude du logarithme du retour (log-return) du prix d’une action. Plusieurs travaux de

recherche ont été effectués dans le passé pour examiner la distribution de cette série. Le

grand intérêt suscité pour ce processus est lié à son application dans les investissements et

à son rôle fondamental dans l’analyse des marchés financiers. Plus précisement, la distri-

bution identique et indépendante du log-return est examinée en utilisant les tests étudiés

dans les chapitres précédents. Notre étude est en majeure partie inspirée des références

suivantes : Chebana et Laïb (2008), Lounis (2013) et Lounis (2014).

Dans ce chapitre, nous rappelons d’abord les résultats et notations utilisées. Ensuite,

nous présentons quelques notions et modèles financiers. Nous énonçons et prouvons nos

résultats. Enfin, nous présentons et commentons les résultats de l’application de nos résul-

tats théoriques aux données réelles. Les résultats obtenus concordent avec les recherches
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empiriques effectuées dans le passé. Ces résultats disent en substance que l’hypothèse i.i.d.

du logarithme du retour ne tient pas. À la fin du chapitre, nous proposons des modèles de

prévision pour des données journalières, hebdomadaires et mensuelles.

1.2 Outils fondamentaux

1.2.1 Introduction

Cette partie regroupe quelques notions et outils fondamentaux que nous utilisons dans la

suite. Une notion fondamentale sur laquelle s’appuie une bonne partie de notre contribution

est la normalité asymptotique locale (LAN) issue de la théorie de Le Cam.

Nous rappelons les principales définitions et les principaux résultats associés à cette notion.

Nous présentons également la notion des estimateurs localement asymptotiquement discrets

introduite par Le Cam (1960). Nous établissons ensuite un lien avec les suites locales en

se basant sur un lemme fondamental énoncé dans Kreiss (1987).

Une version modifiée de LAN de celle de Hall et Mathiason (1990) est présentée dans

Hwang et Basawa (2001). Ce dernier résultat concerne les modèles non-linéaires contigüs

au processus AR(1) et correspond au théorème 1 de Hwang et Basawa (2001). Sous des

conditions vérifiées par une large classe de modèles de séries chronologiques, la puissance du

test construit est donnée dans le théorème 3 de Hwang et Basawa (2001). Nous rappelons

ces deux derniers théorèmes.

L’adaptation du travail de Hwang et Basawa (2001) aux modèles ARCH nécessite le rappel

de quelques résultats correspondants au théorème centrale limite des martingales énoncé

dans Hall et Heyde (1980), ainsi que quelques notions de séries chronologiques.

1.2.2 Normalité asymptotique locale et contiguïté

La propriété LAN est due essentiellement à Le Cam (1960). Elle peut être décrite dans

un cadre très général. Par souci de simplicité, nous nous restreignons aux cas particuliers

d’observations réelles de dimension n ∈ N et de familles paramétriques de dimension k

fixée. Nous nous limitons aux notions principales. Pour plus de détails, le lecteur intéressé
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peut se référer au chapitre 4 de Droesbeke et Fine (1996), et aux chapitres 6 et 7 de Van der

Vaart (1998).

Une bonne partie de cette présentation est tirée de Droesbeke et Fine (1996), duquel sont

issues nos notations et certaines de nos définitions.

Notations et définitions

Dans toute la suite, Θ est un ouvert non vide de Rk, (Xi)i∈N est une suite stationnaire

de variables aléatoires définie sur un espace mesurable (X ,A) et telle que pour i ∈ N, la

variable aléatoire Xi admet comme mesure de probabilité Pθ où θ ∈ Θ.

On suppose que la famille paramétrique des lois {Pθ, θ ∈ Θ} est indexée d’une façon

injective, c’est à dire, pour tout (θ, θ′) ∈ Θ×Θ, on a :

θ 6= θ′ ⇒ Pθ 6= P′θ.

Observer la suite de variable aléatoire X1, . . . , Xn sur un espace mesurable (X ,A) revient

à observer sur l’espace (X n,An) le n-uple X(n) = (X1, . . . , Xn) de loi de probabilité Pθ
(n),

produit de n copies de Pθ. L’expérience X(n) = (X1, . . . , Xn) est décrite par le modèle

statistique (ou expérience statistique) E(n)
θ = (X n,An,P(n)) où, P = {Pθ, θ ∈ Θ}. Dans

le cas où X = R, on a : A = B, où B est la tribu borélienne.

Pour tout θ ∈ Θ, on définit des suites locales de voisinages θ(n) de θ qui convergent vers

θ quand n→∞, la forme de ces suites est donnée par l’égalité suivante :

θ(n) = θ + ν(n) τ, où ν(n) est une matrice k × k et τ ∈ Rk. (1.1)

On suppose que lorsque n est assez grand, θ(n) ∈ Θ. Nous supposons également que la

matrice ν(n) est inversible avec ‖ν(n)‖ → 0 quand n→∞, où ‖.‖, est la norme euclidienne.

D’une façon plus générale, on écrit :

θ(n) = θ + ν(n) τ (n), où sup
[
(τ (n))′τ (n)

]
< +∞. (1.2)

La suite d’expériences E(n)(θ) =
(
Rn,Bn,P(n)(θ)

)
est appelée suite d’expériences lo-

calisées en θ. Le choix de la suite ν(n) est lié à la nature du problème à étudier, quelques

exemples de ce choix sont exposés dans Droesbeke et Fine (1996).
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On désigne par P et Q deux mesures de probabilité sur l’espace mesurable (X ,A).

Il existe une fonction f non négative A-mesurable et un événement N avec P (N) = 0, tels

que pour tout A ∈ A, on a :

Q(A) =

∫
A
fdP + Q(A ∩N). (1.3)

L’égalité (1.3) est "La décomposition de Lebesgue de Q par rapport à P", Q(A ∩ N) est

la partie singulière dans cette décomposition.

Dans le cas où la mesure Q est absolument continue par rapport à P , la densité f est

appelée rapport de vraisemblance de Q par rapport à P , et elle est définie par dQ/dP .

Dans le cas relatif à l’expérience statistique décrite par la suite E(n)(θ), on considère le

rapport de vraisemblance
dP

(n)

θ+ν(n) τ(n)

dP
(n)
θ

, ce choix est motivé par le lemme de Neyman-Pearson

qui montre l’intérêt du logarithme de ce rapport dans le problème des tests statistiques et

qu’on convient de noter par :

Λθ+ν(n) τ (n) = log
(dP(n)

θ+ν(n) τ (n)

dP
(n)
θ

)
. (1.4)

La performance locale asymptotique des expériences statistiques se ramène à l’étude du

comportement de Λθ+ν(n) τ (n) , ce qui est décrit dans la "Théorie de Le Cam".

Normalité locale asymptotique

Plusieurs sources et versions existent pour la définition de la normalité asymptotique locale

que l’on note en abrégé LAN, en utilisant les notations des paragraphes précédents, on

convient de donner la définition suivante :

Définition 1.1. (Définition 4.1 de Droesbeke et Fine (1996))

La suite d’expériences E(n)(θ) = (Rn,Bn,P(n)(θ)) est dite localement asymptotiquement

normale LAN, si pour tout θ ∈ Θ, il existe une suite ∆(n)(θ) de vecteurs aléatoires

Bn-mesurables, et une matrice semi-définie positive Γ(θ) fonction continue en θ, telles que :

(i) : Pour toute suite τ (n) telle que sup
[
(τ (n))′τ (n)

]
< +∞, sous P(n)(θ)

et quand n→ +∞, on a :
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Λθ+ν(n) τ (n) = τ (n)′∆(n)(θ)− 1

2
τ (n)′Γ(θ)τ (n) + oP (1).

(ii) : Sous P(n)(θ) et quand n→ +∞, ∆(n)(θ)
D
↪→ N (0,Γ(θ)) .

On appelle ∆(n)(θ) une suite centrale.

Un exemple important de familles vérifiant la condition LAN, est celui des familles régu-

lières de Cramer. On peut également citer sous les conditions classiques de régularité et

des conditions de Noether la vérification de la propriété LAN par des modèles linéaires

simples et généraux (sous l’hypothèse nulle). Les détails de ces exemples sont bien explici-

tés dans Droesbeke et Fine (1996).

D’autres expériences statistiques sont localement asymptotiquement normales. Parmi elles,

on peut citer celles qui sont différentiables en moyenne quadratique voir par exemple le

chapitre 7 de Van der Vaart (1998).

Contiguïté

On désigne par P (n) etQ(n) deux mesures de probabilité sur l’espace mesurable
(
X (n),A(n)

)
.

Définition 1.2. (Définition 4.2.1 de Droesbeke et Fine (1996))

On dit que la suite Q(n) est contigüe à la suite P (n), si et seulement si :

limn→+∞P
(n)(A(n)) = 0 ⇒ limn→+∞Q

(n)(A(n)) = 0.

Si deux suites P (n) et Q(n) sont mutuellement contigües, on dit qu’elles sont contigües. La

contiguïté est une forme d’absolue continuité. Si on reprend la décomposition de Lebesgue

(1.3), dans le cas où la suite Q(n) est contigüe à la suite P (n), la partie singulière de Q(n)

par rapport à P (n) tend vers 0. L’un des intérêts est que, si on a une convergence en

probabilité d’une suite d’événements par rapport à une mesure de probabilité P (n), on

en déduit la convergence en probabilité de cette suite d’événements par rapport à toute

mesure de probabilité Q(n) contigüe à P (n).

Établir les critères de contiguïté en s’appuyant juste sur la définition n’est pas toujours
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facile. Des critères plus pratiques sont énoncés dans les paragraphes qui vont suivre.

Un premier critère de contiguïté est fortement lié à la propriété LAN dont l’énoncé est

donné par le corollaire suivant :

Corollaire 1.1. (Corollaire 4.2 de Droesbeke et Fine (1996))

La suite Λ(n) = log
(
dQ(n)

dP (n)

)
est localement asymptotiquement normale sous P (n) (c’est

à dire s’il existe µ(n) et σ(n) tels que, sous P (n), quand n→ +∞ , Λ(n)−µ(n)
σ(n)

D
↪→ N (0, 1))

, alors :

P (n) et Q(n) sont mutuellement contigüe si et seulement si :

(i) : limn→+∞ supσ(n) < +∞,

(ii) : limn→+∞(µ(n) + 1
2 σ

(n)2
) = 0.

Remarque 1.1. Une conséquence immédiate du corollaire précédent concerne l’expérience

statistique vérifiant la propriété LAN. Ce résultat est donné par le corollaire suivant :

Corollaire 1.2. (Corollaire 4.3 de Droesbeke et Fine (1996) )

Dans une famille LAN, les suites P
(n)

θ+ν(n) τ (n)
et P(n)

θ sont mutuellement contigües pour

tout θ ∈ Θ, et pour toute suite bornée τ (n).

Lemmes de Le Cam

Si deux mesures de probabilité sont contigües, la convergence en probabilité d’une suite

d’événements par rapport à l’une des deux mesures de probabilité induit la convergence

par rapport à l’autre. Bien évidemment on pourra s’intéresser au mode de convergence en

loi et se demander : Est ce qu’on a le même type de résultat ?

La réponse à cette question concerne des situations bien précises.

Par exemple, si l’on considère deux mesures de probabilité sur un même espace, et si le

calcul de la puissance asymptotique de la statistique d’un test est facile par rapport à une

mesure, comment peut-on en déduire le calcul de cette puissance par rapport à l’autre

mesure ? Sous quelques conditions, les trois lemmes de Le Cam fournissent des réponses à

ces questions ?
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En particulier, "Le troisième Lemme de Le Cam" se trouve très riche en conséquences

et applications.

Pour le premier lemme de Le Cam, on peut se rapporter aux chapitre 6 de Droesbeke et

Fine (1996), ou bien le chapitre 4 de Van der Vaart (1998). Le deuxième lemme de Le Cam

est un cas particulier du premier lemme et concerne plutôt les mesures produits.

Le troisième lemme de Le Cam

Proposition 1.1. (Proposition 4.2 de Droesbeke et Fine (1996))

Soit S(n) une suite de variables aléatoires et Λ(n) = log
(
dQ(n)

dP (n)

)
.

Si sous P (n),

 S(n)

Λ(n)

 D
↪→ N

 µ1

µ2

 ,

 σ2
1 σ1 2

σ1 2 σ2
2

, avec µ2 = −σ2
2
2 , alors :

P (n) et Q(n) sont mutuellement contigües, et sous Q(n), S(n) D↪→ N
(
µ1 + σ1 2, σ

2
1

)
.

Remarque 1.2. Une situation qui nous intéresse plus dans notre travail est celle qui est

relative aux puissances locales asymptotiques des tests statistiques, ceci est présenté au

paragraphe qui va suivre.

Puissance locale asymptotique

On considère la suite des tests φn définie par :

φn = I{
S(n)−µ(n)

σ
(n)
1

>Zα

}, (1.5)

où Zα est le quantile d’ordre 1−α d’une variable normale centrée et réduite. Si sous P (n) : S(n)−µ(n)

σ
(n)
1

Λ(n)

 D
↪→ N

 0

−1
2σ

2
2

 ,

 1 σ1 2

σ1 2 σ2
2

 .
Alors φn est de niveau asymptotique α (sous la suite d’hypothèses nulles P (n)), et on a

donc : limn→+∞EP (n)(φn) = α

Le troisième lemme de Le Cam nous permet d’en déduire la puissance asymptotique de φn

sous la suite des hypothèses alternatives Q(n), on obtient ainsi :

lim
n→+∞

EQ(n)(φn) = 1−Ψ(Zα − σ1 2),



12 Introduction et outils mathématiques

où Ψ est la fonction de répartition d’une loi normale centreé et réduite.

Estimateurs localement asymptotiquement discrets

Les estimateurs localement asymptotiquement discrets sont introduits dans Le Cam (1960).

Ils sont utilisés dans plusieurs travaux de recherche, en vue de construire des tests optimaux

(Bickel (1982), Linton (1993), Benghabrit et Hallin (1992, 1996); Benghabrit et Hallin

(1998) et Cassart et al (2008)). On a la définition suivante :

Définition 1.3. θ̂n est un estimateur localement asymptotiquement discret du paramètre

inconnu θ0 si et seulement si les conditions (D1) et (D2) suivantes sont vérifiées :

— (D1) θ̂n est
√
n consistent, i.e pour tout ε > 0, il existe η1(θ0, ε) et n1(θ0, ε) tel que

sous (H0), ∀n ≥ n1(ω0, ε), P(
√
n‖θ̂n − θ0‖k > η1) ≤ ε.

— (D2) θ̂n est localement discret, i.e pour toute valeur fixée c > 0 et sous (H0) quand

n→ +∞, le nombre possible des valeurs de θ̂n dans la boule fermée

B1 = {u ∈ Rk,
√
n‖u− θ0‖k ≤ c} est fini.

‖ · ‖k désigne la norme euclidienne dans Rk.

Remarque 1.3. Notons que la condition (D1) concerne plutôt la vitesse appropriée à la

convergence en probabilité de ces estimateurs. Cette condition est satisfaite par plusieurs

estimateurs, citons par exemple les estimateurs du maximum de vraisemblance, les estima-

teurs de Yule-Walker, les M-estimateurs et les estimateurs des moindres carrés.

Lemme de Kreiss

Le grand avantage de recourir aux estimateurs localement asymptotiquement discrets réside

dans l’utilisation du lemme 4.4 de Kreiss (1987) dont l’énoncé est le suivant :

Lemme 1.1. (Lemme 4.4 de Kreiss (1987))

Soit
{
Sn(υ), n ∈ N

}
une suite de variables aléatoires dépendantes du paramètre υ. Si

on a pour toute suite υn vérifiant la condition (1.6) suivante :

√
n(υn − υ0) est bornée par une constante c > 0 et Sn(υn) = opυ0 (1), (1.6)
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alors, on a aussi Sn(ῡn) = opυ0 (1), pour toute suite
√
n-consistant d’estimateurs discrets

ῡn.

1.2.3 Théorème limite centrale des martingales

Les résultats obtenus concernant la somme des variables aléatoires indépendantes sont fon-

damentaux en probabilité moderne. On peut considérer la théorie des martingales comme

une extension de notions issues d’un cadre d’indépendance. À cet effet des résultats du

type " Théorème limite centrale " ont été établi dans Bernstein (1927) et Lévy (1935a,b,

1954).

D’une manière explicite, considérons la martingale centrée {Sn}, de carré intégrable et

adaptée à la filtration Fn, et soit Xn la différence des martingales définie par

Xn = Sn − Sn−1, n ≥ 1 et, X1 = S1.

La variance conditionnelle des martingales Vn définie par V 2
n =

∑n
i=1 E(X2

i /Fi−1) a été

introduite pour la première fois par Lévy en 1927. La variance conditionnelle des martin-

gale joue un rôle très important dans la convergence des martingales. Sous des conditions

relatives à la variable aléatoire décrivant la différence des martingales et à la variance

conditionnelle, de nombreux théorèmes ont été obtenus.

Nous nous contenterons d’énoncer les principaux résultats que nous utilisons dans la suite.

Pour une présentation détaillée de ces notions, voir le chapitre 3 de Hall et Heyde (1980).

Pour l’obtention des théorèmes limites centrales des martingales, diverses conditions de

négligibilité asymptotique ont été imposées sur la suite de variables aléatoires correspon-

dante à la différence des martingales.

Dans toute la suite, la variable aléatoire Sni est une martingale centrée, de carré intégrable

et adaptée à la filtration Fni, la variable aléatoire Xni désigne la différence des martingales

Xni = Sni − Sn,i−1 avec Sn,0 = 0 et 1 ≤ i ≤ kn où kn ↑ 0, n→∞.

Quelques conditions sur la négligibilité asymptotique
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Il y a plusieurs conditions de négligibilité asymptotique de Xni pour le théorème limite

centrale des martingales. Les conditions les plus classiques dans le cas indépendant sont

du type :

∀ε > 0, max
i

P
(
|Xni| > ε

)
→ 0 quand n→∞. (1.7)

La condition (1.7) est plus faible que la condition de sommation suivante :

∀ε > 0,
∑
i

P
(
|Xni| > ε

)
→ 0 quand n→∞. (1.8)

Quand les variables Xin sont indépendantes, la condition (1.8) est équivalente à :

∀ε > 0, max
i

(
|Xni| > ε

)
P−→ 0. (1.9)

Quelques auteurs ont imposé la condition de " Linderberg" suivante :

∀ε > 0,
∑
i

E
(
X2
niI{|Xni|>ε}

/
Fi−1

)
P−→ 0, (1.10)

où I est la fonction indicatrice.

Théorème central limite des martingales

Nous rappelons la version du théorème central limite (TCL) dont nous avons besoin :

Théorème 1.1. (Théorème 3.2 de Hall et Heyde (1980) )

Soit
{
Sni,Fni, 1 ≤ i ≤ kn, n ≥ 1

}
une martingale centrée et de carré integrable, et

Xni = Sni − Sn,i−1 la différence des martingales correspondante. Soit η une variable aléa-

toire p.s finie.

On suppose que :

max
i

(|Xni|)
P−→ 0, (1.11)

n∑
i=1

X2
n

P−→ η2, (1.12)
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E(max
i

(X2
ni)) est borné en n, (1.13)

et les σ − tribus sont ordonnées, (i.e)

Fni ⊆ Fn+1,i pour 1 ≤ i ≤ kn, n ≥ 1. (1.14)

On a alors, Snkn =
∑kn

i=1Xni
D
↪→ Z, où la variable aléatoire Z admet comme fonction

caractéristique E
[
exp(−η2

2 t
2)
]
.

Remarque 1.4. D’autres versions du théorème limite centrale des martingales peuvent

être obtenues sous les conditions citées, on a :

Corollaire 1.3. (Corollaire 3.1 de Hall et Heyde (1980))

On maintient dans l’énoncé du théorème 1.1 la condition (1.14).

Si les conditions (1.11) et (1.13) sont remplacées par la condition de Linderberg (1.10),

et si la condition (1.12) est remplacée par une condition du même type sur la variance

conditionnelle :

V 2
nkn =

kn∑
i=1

E(X2
ni/Fn,i−1)

P−→ η2,

le théorème précédent reste vérifié.

Remarque 1.5. ( Remarque de Hall et Heyde (1980))

Si on maintient dans l’énoncé du théorème 1.1 les conditions (1.11), (1.12) et (1.13) et on

remplace la condition (1.14) par la condition de mesurabilité de la variable aléatoire η, le

théorème reste aussi valable.

1.2.4 Quelques rappels sur les séries chronologiques

La notion de stationnarité est très importante dans l’analyse et l’étude théorique des

séries chronologiques. Une série temporelle {Yt} est dite strictement stationnaire si la dis-

tribution conjointe (Yt1 , . . . , Ytk) est identique à celle de (Yt1+t, . . . , Ytk+t) , quelque soit k.

Autrement dit, on a l’invariance de la distribution de n’importe quel sous-vecteur de {Yt}

quand on translate d’une même quantité. La stationnarité stricte est difficile à vérifier,

c’est en partie pour cela qu’on utilise une version plus faible, dite stationnarité faible, dont

la définition est la suivante :
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Stationnarité faible

Définition 1.4. Le processus stochastique {Xt} est dit faiblement stationnaire si :

• E(Xt) = µ, constante indépendante de t.

• Cov(Xt, Xt−h) ne dépend que de h et dans ce cas elle est notée :

γh = cov (Xt, Xt−h) .

Ergodicité

Si l’on considère un processus stochastique quelconque, il est toujours intéressant d’ob-

tenir des estimateurs sans biais des moments de ce processus à partir d’un seul échantillon

"la série temporelle".

En général, l’obtention de ce type d’estimateurs à partir d’un seul échantillon n’est pas

toujours facile. Quand c’est possible, on dit que le modèle est ergodique, d’une manière

formelle, on a la definition suivante :

Définition 1.5. Un processus stationnaire est dit ergodique si pour toute fonction bore-

lienne f de Rk dans R, on a :

1

n

n∑
i=1

f (Xt1+i, . . . , Xtk+i)
p.s.−→ Ef (Xt1 , . . . , Xtk) , quand n→ +∞.

Remarque 1.6. On peut voir l’ergodicité comme une généralisation de la loi des grands

nombres.

1.2.5 Séries chronologiques non linéaires contigües aux processus AR(1)

Cette section est le noyau de notre travail de recherche. Elle est tirée de Hwang et

Basawa (2001), les principaux résultats sont :

1. Le principe de la normalité asymptotique locale du logarithme de rapport vraisem-

blance pour le problème de test des modèles non-linéaires contigüs aux modèles

AR(1) est établi.

2. La construction d’un test optimal de linéarité dont la puissance asymptotique locale

est calculée (le paramètre de la série chronologique est supposé connu).
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3. Une extension de ces résultats aux modèles autorégressifs avec hétéroscédasticité

conditionnelle ARCH.

Nous résumons avec un peu plus de détails dans le paragraphe qui va suivre les principaux

résultats obtenus.

Notations et conditions

Considérons le modèle de série chronologique (non linéaire) d’ordre m suivant :

Xt = φXt−1 + αG (X(t− 1)) + εt, |φ| < 1, (1.15)

où {εt} une suite de variables aléatoires i.i.d., centrée et de variance σε, α est un réel, G

est une fonction à valeurs réelles et X(t − 1) = (Xt−1, . . . , Xt−m) est le vecteurs des m

observations antérieures à l’instant t.

On suppose que la condition suivante est satisfaite :

(C.0) Le modèle (1.15) est ergodique, de moment d’ordre 2 finis.

Nous désignons par P0 et Pn respectivement les mesures de probabilité des processus

AR(1) linéaires (1.16) et AR(1) non-linéaires 1.17, avec :

Xt = φXt−1 + εt, |φ| < 1, et (1.16)

Xt = φXt−1 + n−
1
2G (X(t− 1)) + εt, |φ| < 1. (1.17)

On suppose que la fonction G vérifie la condition suivante :

(C.1) Il existe des constantes positives η et c telles que pour tout ‖u‖ > η, |G(u)| < c‖u‖m,

où ‖.‖m désigne la norme euclidienne dans Rm.

On s’intéresse au problème du test de l’hypothèse H : α = 0 contre l’hypothèse

Kn : α = n−
1
2 . Notons que cela revient à tester la linéarité contre les non-linéarités du

modèle (1.15). Soit Fn la tribu engendrée par les observations antérieures à l’instant n.

Considérons le logarithme du rapport de vraisemblance Λn = log(
p0,n
pn,n

), où p0,n et pn,n

désignent les densités des n-uples (X1, . . . , Xn) sous H et Kn respectivement.

On montre que Λn =
∑n

t=1 log (gn,t), où gn,t est le rapport de deux densités conditionnelles

et Λn la statistique de Neyman-Pearson. On a les résultats suivants :
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Normalité locale asymptotique

Ce résultat concerne le principe de la normalité locale asymptotique établie pour le loga-

rithme du rapport de vraisemblance. La formulation exacte est donnée par le théorème

suivant :

Théorème 1.1. ( Théorème 1 de Hwang et Basawa (2001))

Supposons que sous P0, les trois conditions suivantes sont vérifiées :

• (1) max1≤t≤n |gn,t − 1| = op(1),

• (2) il existe une constante τ2 telle que
∑n

t=1(gn,t−1)2 = τ2+op(1) et une variable aléatoire

Vn-Fn mesurable vérifiant

• (3)
∑n

t=1 (gn,t − 1) = Vn + op(1).

Les conditions (1), (2), et (3) impliquent que sous P0,

Λn = Vn −
τ2

2
+ op(1), où Vn

D
↪→N

(
0, τ2

)
.

Pour obtenir des résultats plus explicites (où la suite centrale Vn est spécifiée), la condition

de régularité (C.2) suivante est admise :

(C.2) : Pour la famille des translations {f(x− c),−∞ < c < +∞} , il existe deux fonctions

positives et de carré intégrable ψ1 et ψ2, et une constante positive δ, telles que pour toute

variable x et |c| < δ, :∣∣∣∣ 1

f(x)
× dkf(x− c)

dck

∣∣∣∣ ≤ ψk(x) pour k = 1, 2.

Plusieurs fonctions de densité vérifient cette dernière condition. Parmi elles, on peut citer

la loi normale et la loi de Student de degré de liberté supérieur ou égal à 3.

Dans toute la suite, l’information contenue dans εt est notée par if , avec

if = E

[
ḟ(εt)

f(εt)

]2

. (1.18)

Par un calcul simple, on peut montrer que :

gn,t =
f
[
Xt − φXt−1 − n−

1
2G(X(t− 1))

]
f [Xt − φXt−1]

. (1.19)

On obtient ainsi le théorème suivant :
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Théorème 1.2. (Théorème 2 de Hwang et Basawa (2001))

On suppose que (C.1) et (C.2) sont vérifiées. Alors, sous H :

Λn = Vn −
τ2

2
+ op(1),

Vn = −n−
1
2

n∑
t=1

ḟ(εt)

f(εt)
G(X(t− 1),

Vn
D
↪→ N (0, τ2),

et

τ2 = ifE
[
G2(X(t− 1)

]
.

Un test localement asymptotiquement optimal pour les modèles AR(1)

Pour tester H (linéarité) contre Kn (non linéarité), on utilise le test de Neyman-Pearson

de niveau α basé sur la statistique suivante :

Tn = I
{Vn
τ
≥ Zα

}
, (1.20)

où Vn et τ sont définis au théorème précédent, et Zα est le quantile d’ordre 1−α d’une loi

normale centrée et réduite.

L’optimalité asymptotique du test Tn est donnée par le théorème suivant :

Optimalité du test

Sous les conditions du théorème 1.2, on a :

Théorème 1.3. (Théorème 3 de Hwang et Basawa (2001))

La puissance asymptotique du test Tn est égale à 1 − Ψ (Z1−α − τ), où Ψ est la fonction

de répartition d’une gaussienne centrée et réduite, et le test Tn est localement asympto-

tiquement optimal (dans le sens où, pour tout niveau α fixé, la puissance du test Tn est

supérieure à celle de tout autre test de même niveau).

Remarque 1.7. Les résultats obtenus pour l’optimalité locale asymptotique du test concernent

le cas où le paramètre φ du modèle (1.15) est supposé connu.
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Une extension aux processus ARCH

Une extension des résultats précédents aux processus ARCH est établie. À cet effet, on

considère le modèle de série chronologique (avec hétéroscédasticité conditionnelle) suivant :

Xt = φXt−1 + αG (X(t− 1)) +
√

(1 + βB (X(t− 1))) εt, |φ| < 1, (1.21)

où G(X(t − 1)) et εt sont définis comme précédemment, β un réel et B une fonction à

valeurs réelles. On suppose de plus que le modèle (1.21) est ergodique et stationnaire. Les

conditions (A.1) et (A.2) suivantes sont nécessaires :

(A.1) Les moments d’ordre 4 du modèle (1.21) existent.

(A.2) Il existe des constantes η et c, telles que pour tout ‖u‖m > η, ‖B(u)‖ ≤ c‖u‖2m.

On considère le problème du test de H̃ contre K̃n, avec :

H̃ : α = 0, β = 0, et K̃n : α = n−
1
2 , β = n−

1
2 .

En vue d’établir la contiguïté des hypothèses H̃ et K̃n, la condition (A.3) suivante est

imposée :

(A.3) Pour la famille de translation-autosimilaire
{
b−1f(x−αb ),−∞ < α < +∞, b > 0

}
, il

existe une fonction positive, de carré integrable Π(x) et une constante positive δ, telles que

pour tout x et |a| < δ, |b− 1| < δ on a :∣∣∣∣ 1

f(x)
×
∂2b−1f(x−ab )

∂ai∂bj

∣∣∣∣ ≤ Π(x), où i et j sont entiers naturels avec i+ j = 2. (1.22)

On note par Λ̃n =
∑n

t=1 log(g̃n,t), le logarithme du rapport de vraisemblance obtenu par

rapport au test de l’hypothèse nulle H̃ contre l’hypothèse alternative K̃n,

g̃n,t = βn
−1
f( εt−αnβn

)

f(εt)
, f(εt) 6= 0,

avec αn = n−
1
2G(X(t− 1)) et βn =

[
1 + n−

1
2B(X(t− 1))

] 1
2
.

Posons :

ij = E

[
εjt
ḟ(εt)

f(εt)

]2

, où j = 0, 1, 2.

On obtient ainsi le théorème suivant :
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Théorème 1.4. (Théorème 4 de Hwang et Basawa (2001))

Supposons que les conditions (C.1), (C.2), (A.1) et (A.3) sont vérifiées. Alors, quand

n→∞ (sous l’hypothèse nulle H̃) :

Λ̃n = Ṽn −
τ̃2

2
+ op(1),

où

Ṽn = −n−
1
2

n∑
t=1

ḟ(εt)

f(εt)
G(X(t− 1)− n−

1
2

n∑
t=1

[
εt
ḟ(εt)

f(εt)
+ 1

]
B(X(t− 1),

Ṽn
D
↪→ N

(
0, τ̃2

)
,

et

τ̃2 = i0E
[
2(X(t− 1)

]
+
i2 − 1

4
E
[
B2(X(t− 1)

]
+ i1E [G(X(t− 1)B(X(t− 1)] .
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Chapitre 2

Tests optimaux dans les modèles

autorégressifs d’ordre m

Dans ce chapitre, les cas autorégressif d’ordre 1 et autorégressif d’ordre m ≥ 1 sont traités

séparément. La construction d’un nouvel estimateur permet d’obtenir l’équivalence entre

la suite centrale et sa version estimée. Ce qui assure l’optimalité asymptotique locale du

test construit. Une démarche analogue est adaptée au problème du test des modèles AR(1)

contigüs à des modèles ARCH.

La deuxième partie est une extension de notre travail au problème du test des modèles

ARCH contigüs au modèles AR(p). Il s’agit simplement d’une généralisation du cas pré-

cédent.

Notons également que ce travail est basé sur la propriété de la normalité asymptotique

locale (LAN). Les versions de la LAN de Hwang et Basawa (2001) et Hwang et Basawa

(2003) sont aussi appliquées bien pour le cas AR(1) que pour le cas AR(m), m ≥ 1.

Ce chapitre comporte les détails de Lounis(2014), un article à paraitre dans Comm.

Statist. Simulations and Methods. Optimal tests in AR(m) time series model.
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Abstract. In the univariate framework, two problems of testing the nonlinearity are investigated

in Hwang et Basawa (2001). The first one is concerned with testing a nonlinear models contiguous

to AR(1) process. The second is on testing ARCH models contiguous to AR(1) models. In each

case, an optimal test of linearity is obtained. The local asymptotic normality (LAN) is proved,

and the asymptotic power function is derived. All these results are obtained under the assumption

that the parameter is assumed to be known. In practice, these parameters are unknown and their

estimation affect the limiting distribution of the test statistic. With the new estimator constructed

here, the power of the test is optimal. An extension to testing ARCH models contiguous to p-order

Autoregressive processes is obtained. The LAN property plays a fundamental role in this study.

Keywords and phrases : ARCH models, AR(1), Contiguity, Efficiency, Le Cam’s third lemma,

Local asymptotic normality, Nonlinearity.

2.1 Introduction

L’application des modèles de séries chronologiques non-linéaires a facilité l’étude de plusieurs

phénomènes dans divers domaines tels que la finance et l’économie. De ce fait, la détection de la

non-linéarité a suscité un grand intérêt de la part des statisticiens et chercheurs. Le développe-

ment de ces recherches est basé sur la construction des tests statistiques suivant trois approches

différentes, que sont : L’utilisation de la densité spectrale, des résidus des filtres linéaires et des

méthodes paramétriques.

Pour plus de détails et de discussions voir, Subba Rao et Gabr (1980) et Hinich (1982) pour la

première approche, Keenan (1985) pour le seconde approche et Hjellvik et Tjøstheim (1995) pour

la troisième.

Notons qu’en générale, une large classe des tests de non-linearité est obtenue à partir du Multi-

plicateur de Lagrange (ML) introduit dans Saikkonen et Luukkonen (1988). Cependant, l’étude

théorique de la puissance locale de ce test reste compliquée, sauf dans le cas où les hypothèses

nulle et alternative sont contigües. Rappelons que la contiguïté est une conséquence directe de la

normalité asymptotique locale (LAN).

Notons que dans le contexte des modèles de séries chronologiques non-linéaires la LAN n’a pas été

suffisamment considérée. Parmi ces travaux, on cite Benghabrit et Hallin (1992) où le problème
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de test d’un bruit blanc contre une classe particulière des modèles bilinéaires est étudié. La LAN

et l’optimalité asymptotique locale sont obtenues. Dans Benghabrit et Hallin (1996) et dans un

contexte similaire, il est établi l’optimalité asymptotique locale d’un test généralisant la statistique

du ML. Une extension de ces travaux vers la classe des modèles AR(m) est obtenue dans Bengha-

brit et Hallin (1998).

Tous ces travaux représentent une contribution dans le domaine de la détection de la non-linéarité

avec l’utilisation de la propriété de la LAN. Toutefois, ces problèmes concernent plutôt les tests

des modèles autoregressifs AR(m) contigüs à la classe des modèles bilinéaires.

Rappelons que des difficultés majeures apparaissent quand on étudie l’existence, la stationnarité

et l’inversibilité des modèles bilinéaires. Le lecteur interessé peut par exemple consulter Priestley

(1988) pour une présentation simple de ces modèles et Pham et Tran (1981), Guégan et Dinh

(1987) et Guégan (1987) pour l’étude de leurs propriètés probabilistes.

Dans le présent travail, nous nous interéssons aux modèles ARCH. Ces modèles aux propriétés

probabilistes largement étudiées sont inversibles. Tout au long de ce travail, θ désigne le paramètre

du modèle étudié. Nous considérons les cas AR(1) et AR(p). Pour le premier cas nous utilisons les

résultats de Hwang et Basawa (2001) où une version de LAN différente de celle de Le Cam (1960)

est donnée et un test optimal est construit. De plus, la puissance asymptotique locale du test est

calculée et une extension de ces résultats vers la classe ARCH est obtenue.

Tous ces résultats sont prouvés en supposant que le paramètre de la série chronologique est connu.

Après remplacement du paramètre inconnu par un estimateur, le même problème du test que celui

considéré dans Hwang et Basawa (2001) est étudié dans Chebana et Laïb (2008), mais l’optimalité

asymptotique locale n’est pas prouvée.

Concernant le cas AR(p) et dans le but de choisir une version convenable de la LAN, nous utilisons

les résultats de Hwang et Basawa (2003). Nous nous intéressons plus particulièrement à la preuve

de l’optimalité quand le paramètre de la série chronologique est remplacé par son estimateur.

L’objectif du présent travail est la construction d’un estimateur permettant de garantir l’optimalité

du test étudié. Notre idée repose sur la construction d’un autre estimateur sur l’espace tangent à

la courbe de la suite centrale. Nos résultats nous permettent d’obtenir l’équivalence entre la suite

centrale et sa version estimée, entrainant ainsi la preuve de l’optimalité asymptotique locale du

test.

La suite de ce travail est organisée comme suit : Le paragraphe 2.2 concerne le cas AR(1) et décrit

le problème du test des modèles non-linéaires contigüs à la classe des modèles AR(1). Au para-

graphe 2.2.1, nous rappelons les notations, les conditions et les résultats utilisés dans notre travail.
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Nous présentons au paragraphe 2.2.2 nos principaux résultats et développons une méthode pour

l’évaluation de l’erreur commise après estimation. Le paragraphe 2.2.3 est consacré à l’étude de

l’optimalité. Le paragraphe 2.3 décrit le test dans le cas de la classe des modèles ARCH contigüs

au processus AR(1). Une extension de nos résultats aux modèles AR(p) est traitée au paragraphe

2.4. Pour l’évaluation de la performance de notre méthodologie, nous effectuons d’abondantes si-

mulations au paragraphe 2.5. Le paragraphe 2.6 est consacré aux preuves de nos résultats.

2.2 Test dans la classe des modèles AR(1) contigüs aux mo-

dèles non-linéaires

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au cas où le paramètre θ du modèle étudié est réel.

Nous proposons d’approfondir les résultats obtenus dans Hwang et Basawa (2001) où le paramètre

du modèle etudié est supposé connu. Deux probèmes de test y sont étudiés. Nous commençons

d’abord par rappeler les principaux résultats de Hwang et Basawa (2001), ainsi que les notations

et conditions qui y sont utilisées.

2.2.1 Conditions, notations et résultats obtenus

Considérons le modèle de séries chronologiques autoregressif d’ordre s,

Yi = θYi−1 + α0G(Yi) + εi, |θ| < 1, (2.1)

où Yi =
(
Yi−1, Yi−2, . . . , Yi−s

)
, α0 un paramètre réel et G une fonction à valeurs dans R. {εi} est

une suite i.i.d centrée réduite admettant pour densité la fonction positive f . Nous supposons que

pour tout i, εi est indépendant de la σ-tribu Fn = σ(Yj)1≤j≤n. Dans toute la suite, nous désignons

par "‖ ‖s" la norme euclidienne dans Rs, et par ”[ ]” la partie entière. Nous notons par Mf la

fonction x 7−→Mf (x) = ḟ(x)
f(x) , et par Ṁf et M̈f respectivement les dérivées première et seconde de

la fonctionMf (dans ce cas, nous supposons que f est trois fois dérivable). De plus, nous supposons

que :

(C.0) Le modèle (2.1) est ergodique, stationnaire et de moments d’ordre 2 finis.

Considérons les modèles suivants :

Yi = θYi−1 + εi. (2.2)

Yi = θYi−1 + n−
1
2 G(Yi) + εi. n = 1, 2, . . . . (2.3)
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Soit Λn le logarithme du rapport de vraisemblance Λn = log
(
pn,n
p0,n

)
, où pn,n et p0,n désignent

respectivement les fonctions de densité du vecteur (Y1, . . . , Yn) correspondant aux modèles (2.2) et

(2.3). On peut montrer que Λn s’exprime comme suit :

Λn =
n∑
i=1

log(gn,i), où gn,i =
f
(
Yi − θYi−1 − n−

1
2G(Yi)

)
f (Yi − θYi−1)

.

Le test de la linéarité (α0 = 0) contre la non-linéarité (α0 = n−
1
2 ) sécrit :

H0 : α0 = 0 et H
(n)
1 : α0 = n−

1
2 . (Premier problème de test ) (2.4)

Nous rappelons que sous H0, le résidu εi est donné par :

εi = Yi − θYi−1. (2.5)

Pour l’étude du problème 2.4, les conditions suivantes sont imposées dans Hwang et Basawa (2001).

(L.1) max1≤i≤n |gn,i − 1| = oP (1).

(L.2) Il existe une constante positive τ2, telle que
∑n
i=1 (gn,i − 1)

2
= τ2 + oP (1).

(L.3) Il existe une variable aléatoire Vn Fn-mesurable vérifiant
∑n
i=1 (gn,i − 1) = Vn + oP (1),

où Vn
D
↪→ N (0, τ2).

(C.1) Il existe deux constantes positives η et c telles que, pour tout u, avec ‖u‖s > η, G(u) ≤ c‖u‖s.

(C.2) Pour les familles {f(x− c), −∞ < c < −∞}, il existe des fonctions de carré inégrables ϕ1,

ϕ2 et une constante δ telles que, pour tout x et |c| < δ, on a
∣∣∣dkf(x−c)
f(x) dck

∣∣∣ ≤ ϕk(x), pour k = 1, 2.

Dans un premier temps et sous les conditions (L.1), (L.2) et (L.3), la propriété LAN est établie au

théorème 1 de Hwang et Basawa (2001). L’expression du logarithme du rapport de vraisemblance

est donnée sous H0 par :

Λn = Vn(θ)− τ2(θ)

2
+ oP (1). (2.6)

Ensuite et sous les conditions (C.1) et (C.2), la propriété LAN est établie et la suite centrale Vn(θ)

est donnée au théorème 2 de Hwang et Basawa (2001) par

Vn(θ) = − 1√
n

n∑
i=1

Mf (εi)G(Yi), (2.7)

où, τ2 = τ2(θ) = E(M2
f (ε0)E

(
G2(Y0)

)
. (2.8)

On montre que sous H0, Vn(θ)
D
↪→ N (0, τ2). Le test proposé repose sur la statistique de Neyman-

Pearson Tn avec,

Tn = Tn(θ) = I

{
Vn(θ)

τ(θ)
≥ Zα

}
, (2.9)
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où Zα est le (1 − α)-quantile d’une Gaussienne centrée réduite de fonction de répartition Φ(·).

La puissance asymptotique de Tn est calculée au théorème 3 de Hwang et Basawa (2001) et son

expression est donnée par 1− Φ(Zα − τ).

Notons que lorsque θ est connu, Tn est localement asymptotiquement optimal. En pratique, θ est

inconnu, son estimation génère une erreur qui modifie la puissance asymptotique locale du test.

Par conséquent l’optimalité asymptotique n’est pas garantie.

Nous considérons le problème (2.4) quand θ est remplacé par un estimateur θn. Nous montrons

l’optimalité asymptotique locale du test. Ceci est présenté au paragraphe qui va suivre.

2.2.2 Principaux résultats

SoitM un entier positif. On observe un échantillon Y1, . . . , YM de loi stationnaire Pθ dépendant

d’un paramètre θ de Θ ⊂ R. Soit n un entier naturel tel que n < M . Dans toute la suite, θn désigne

un estimateur
√
n-consistant de θ et µ est un réel positif. Soit N = [1 + nµ+1], tel que N ≤ M .

Nous avons l’enoncé suivant :

Proposition 2.1.
(
Évaluation de l’erreur de l’estimation

)
• Il existe une variable aléatoire Rn, telle que

√
n(θn − θ) =

√
n(θn − θN ) +Rn,

où Rn est une variable aléatoire qui converge en probabilité vers 0.

Une conséquence importante de la proposition 2.1 :

On peut remplacer la quantité inconnue
√
n(θn − θ) par la quantité connue

√
n(θn − θN ).

Le grand avantage dans cette opération est la convergence en probabilité de la variable aléatoire

Rn vers 0. Quelques applications de ce résultat sont exposées et détaillées dans le paragraphe qui

va suivre.

2.2.3 Optimalité du premier test

Pour l’étude de (2.4), il est mentionné au paragraphe précédent, que sous les conditions (C.1)

et (C.2), la propriété LAN est prouvée et les expressions de la suite centrale Vn(θ) et de la puissance

asymptotique locale sont calculées. Mais dans tous ces résultats obtenus, le paramètre θ du modèle

étudié a été supposé connu. En pratique θ est inconnu, son estimation a un impact sur la distribution

limite de la puissance du test. La substitution dans 2.9 de θ par son estimateur θn nous donne la
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version estimée de la statistique notée par Tn(θn) avec

Tn(θn) = I

{
Vn(θn)

τ(θn)
≥ Zα

}
. (2.10)

Observons que la statistique (2.9) dépend principalement de la suite centrale Vn(θ). En général

quand on remplace dans l’expression de la suite centrale le paramètre inconnu θ par un estimateur

θn, les deux suites centrales Vn(θn) et Vn(θ) ne sont pas asymptotiquement équivalentes.

L’application de la proposition 2.1 nous permet de prouver cette équivalence. L’idée repose sur la

construction d’un autre estimateur de θ qui permet d’absorber l’erreur commise après estimation.

On montre l’existence de ce type d’estimateurs sur l’espace tangent de la suite centrale en θn. Pour

obtenir nos résultats, nous avons besoin des conditions additionnelles (E.1) et (E.2) suivantes :

(E.1) Les fonctions x 7−→ Ṁf (x) et x 7−→ M̈f (x) sont bornées.

(E.2) Les moments d’ordre 4 de la distribution stationnaire de (2.1) sont finis.

On obtient ainsi le résultat suivant :

Lemme 2.1. On suppose que les conditions (C.0), (C.1), (E.1) et (E.2) sont vérifiées. Alors on

a sous H0 :

• (1) 1
2 (θ − θn)2V̈n(θ̃n) = oP (1), avec θ̃n est entre θ et θn.

• (2) 1√
n
V̇n(θn) = OP (1).

L’utilisation de ce dernier résultat nous permet d’obtenir l’énoncé suivant :

Proposition 2.2. (Equivalence entre les suites centrales (premier test))

On suppose que les conditions (C.0), (C.1), (E.1) et (E.2) sont vérifées. Alors on a sous H0 :

• (1) Vn(θ) =
(
θ[1+nµ+1] − θn

)
V̇n(θn) + Vn(θn) + oP (1).

• (2) Il existe un estimateur consistant θ̄n du paramètre θ, tel que

Vn(θ) = Vn(θ̄n) + oP (1). (2.11)

L’égalité (2.11) traduit l’équivalence entre la suite centrale Vn(θ) et sa version estimée Vn(θ̄n). Le

remplacement de θ par son estimateur θ̄n entraine la conservation de la puissance asymptotique

locale du test construit. Nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 2.1. (Optimalité) On suppose que les conditions (C.0), (C.1), (E.1) et (E.2) sont sa-

tisfaites. Alors, la puissance asymptotique locale de Tn(θ̄n) sous Hn
1 est égale à 1−Φ (Z(α)− τ(θ)) .

Le test Tn(θ̄n) est localement asymptotiquement optimal.
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2.3 Test dans la classe des modèles AR(1) contigüs aux mo-

dèles ARCH

Dans ce paragraphe nous discutons le problème du test quand la classe des modèles non-linéaires

correspond aux processus ARCH. Nous commençons dans un premier temps par rappeler les

résultats et les notations utilisés. Ensuite, nous traitons ce problème quand θ est remplacé par son

estimateur θn. Étant donné que les résultats obtenus pour ce cas dans Hwang et Basawa (2001)

sont similaires à ceux obtenus au paragraphe 2.2, nous procédons de la même manière et nous

suivons les mêmes étapes dans notre présentation.

2.3.1 Conditions, notation résultats obtenus

On considére le modèle de série chronologique avec hétéroscédacité conditionnelle,

Yi = θYi−1 + α0G(Yi) +
√

1 + β0B(Yi) εi, (2.12)

où β0 est un paramètre réel, α0 et G sont définis comme dans (2.1) et B est une fonction à valeurs

dans R. On note par P̃n la densité correspondante au processus ARCH suivant :

Yi = θYi−1 + n−
1
2 G(Yi) +

√
1 + n−

1
2B(Yi) εi, n = 1, 2, . . . (2.13)

Dans toute la suite Λ̃n désigne le logarithme du rapport de vraisemblance, Λ̃n = log(
p̃n,n
p̃0,n

), avec

p̃n,n et p̃0,n sont les fonctions de densité du vecteur (Y1, . . . , Yn) correspondant à (2.12) et (2.13)

respectivement. Par un calcul simple on peut montrer que Λ̃n peut être exprimée comme suit :

Λ̃n =

n∑
i=1

log(g̃n,i), g̃n,i =
f ([Yi − θYi−1 − αn,i] /βn,i)

f (Yi − θYi−1)
,

αn,i = n−
1
2 G(Yi), et βn,i =

√
1 + n−

1
2B(Yi).

Le test de (α0 = β0 = 0) contre (α0 = β0 = n−
1
2 ) s’écrit :

H̃0 : α0 = β0 = 0 et H̃
(n)
1 : α0 = β0 = n−

1
2 . (Deuxième problème de test) (2.14)

Observons que le problème posé consiste à tester la linéarité contre la la non-linéarité. Pour

l’étude de ce problème, les conditions suivantes sont requises dans Hwang et Basawa (2001).

(A.1) : Les moments d’ordre 4 de la distribution stationnaire de (2.12) existent.

(A.2) : Il existe deux constantes positives η et c telles que, pour tout u, ‖u‖s > η, B(u) ≤ c‖u‖2s.
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(A.3) : Pour la famille
{[
b−1f(x− α)/b)

]
, −∞ < α <∞, b > 0

}
, il existe une fonction de carré

intégrable Π et une constante positive δ telles que, pour tout x et δ > max (|a|, |b− 1|) ,

∂2
[
b−1f(x− α)/b)

]
∂ai∂ajf(x)

≤ Π(x), pour i+ j = 2.

Sous les conditions (C.1) et (A.1)− (A.3), la LAN est prouvée au théorème 4 de Hwang et Basawa

(2001). L’expression de la suite centrale a été calculée et donnée par

Ṽn(θ) = − 1√
n

{
n∑
i=1

Mf (εi)G(Yi) +
n∑
i=1

(1 + εiMf (εi))B(Yi)

}
. (2.15)

Rappelons aussi que :

τ̃2(θ) = I0E (G(Y (0))
2

+
(I2 − 1)

4
E (B(Y (0))

2
+ I1E (G(Y (0))B(Y (0)) , (2.16)

où,

Ij = E
(
εj0M

2
f (ε0)

)
, j = 0, 1, 2, et Ṽn(θ)

D
↪→ N (0, τ̃2).

Dans ce cas, la statistique T̃n(θ) proposée est celle de Neyman-Pearson, avec

T̃n(θ) = I

{
Ṽn(θ)

τ̃(θ)
≥ Zα

}
.

Sa puissance asymptotique locale est égale á 1 − Φ (Z(α)− τ̃(θ)). Ici, tout comme dans les cas

précédents, θ est inconnu et son estimation affecte la puissance asymptotique du test construit.

Pour résoudre ce problème, nous utilisons dans un premier temps la proposition 2.1, et par la suite

nous construisons un nouvel estimateur qui permet de préserver l’équivalence entre la suite centrale

et sa version estimée.

2.3.2 Principaux résultats

À partir du moment où notre résultat fondamental concernant le cas unidimensionnel a été énoncé à

la proposition 2.1, il reste juste à établir l’équivalence entre la suite centrale et sa version estimée.

Pour cela, nous avons besoin de montrer le lemme 2.2. À cet effet, nous imposons la condition

(E′.1) : La fonction x 7−→ xM̈f (x) est bornée.

Lemme 2.2. Nous supposons que les conditions (A.1), (A.2), (E.1) et (E′.1) sont vérifiées. Alors,

on a sous H0,

• (1) 1
2 (θ − θn)2 ¨̃Vn(θ̃n) = oP (1), où θ̃n est entre θ et θn.
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• (2) Nous supposons que les conditions (A.1), (A.2), (E.1) et (E′.1) et (C.0) sont vérifiées.Alors,

on a sous H0

1√
n

˙̃Vn(θn) = OP (1).

L’application du lemme 2.2, nous permet d’obtenir :

Proposition 2.3. (Équivalence de la suite centrale avec sa version estimée (second

test))

Nous supposons que les conditions (A.1), (A.2), (E.1), (E′.1) et (C.0) sont satisfaites. Alors

on a sous H0 :

• (1) Ṽn(θ) = (θ[1+nµ+1] − θn) ˙̃Vn(θn) + Ṽn(θn) + oP (1).

• (2) Il existe un estimateur consistant θ̄n de θ, tel que,

Ṽn(θ) = Ṽn(θ̄n) + oP (1). (2.17)

À partir de la propositions 2.3, nous déduisons l’équivalence entre la suite centrale et sa version

estimée. Ceci, entraine l’optimalité asymptotique locale du test. Comme on va le voir dans ce qui

suit.

Optimalité du second test

En remplaçant θ par θ̄n dans les expressions (2.9) et (2.16), nous obtenons les versions estimées

du test T̄n(θ̄n) et τ(θ̄n). Nous avons le théorème suivant :

Théorème 2.2. (Optimalité)

On suppose que les conditions (A.1), (A.2), (E.1), (E′.1) et (C.0) sont vérifiées. Alors, la

puissance asymptotique du test basé sur T̄n sous Hn
1 est égale à 1− Φ (Z(α)− τ(θ)) . Le test basé

sur T̄n(θ̄n) est localement asymptotiquement optimal.

Remarque 2.1. • Notons qu’une large classe des fonctions de densité vérifie les conditions (E.1)

et (E′.1). C’est le cas d’une gaussienne et de la distribution de Student de degré de liberté ≥ 3.

Pour plus de détails sur les calculs, se referer à l’annexe de Lounis (2013).

• La preuve de l’optimalité est une conséquence de l’équivalence entre la suite centrale et sa version

estimée. Ces résultats sont enoncés dans les propositions 2.2 et 2.3 après l’application des lemmes

2.1 et 2.2. Pour l’obtention de nos résultats, nous avons maintenu les conditions imposées dans

Hwang et Basawa (2001) et nous avons ajouté la condition (E.1) pour le premier problème de test

et les conditions (E.1) et (E′.1) pour le second problème de test.

Une extension de nos résultats aux modèles AR(p) est décrite et présentée dans ce qui suit.
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2.4 Tests dans la classe des modèles non-linéaires contigüs à

la classe des processus AR(p)

Dans ce paragraphe nous faisons une extension de nos résultats aux cas des modèles au-

toregressifs d’ordre p. Comme il a été mentionné aux paragraphes précédents, deux étapes

sont nécessaires. La première concerne le choix convenable de la LAN. La seconde est la

preuve de l’équivalence entre la suite centrale et sa version estimée.

Afin d’énoncer notre prochain principal résultat, nous commençons dans un premier temps

par expliquer comment nous avons choisi notre version de LAN. Ensuite nous énonçons

quelques résultats techniques. Enfin nous montrons l’optimalité asymptotique locale du

test construit.

Nous poursuivons la même méthodologie que celle des cas étudiées précédemment, et nous

utilisons les résulats obtenus dans Hwang et Basawa (2003).

2.4.1 Conditions, notations et résultats utilisés

Le processus β-ARCH d’ordre m est défini par

εt =
√
µ+ α1|εt−1|β + · · ·+ αm|εt−m|β et, (2.18)

où {et} est une suite i.i.d centrée réduite, et β ∈ [0; 2].

On considère le processus non-linéaire {Yi} avec erreur β- ARCH(m),

Yi = mθ(Yi−1) + εi, (2.19)

où Yi =
(
Yi−1, Yi−2, . . . , Yi−s

)
et mθ désignent la fonction de régression dépendante d’un

paramètre θ. Notons par φ le vecteur φ = (θ, α, β), avec α = (α1, . . . , αm).

Nous considérons le problème du test de Ĥ0 contre Ĥn
1 avec

Ĥ0 : φ = φ0, et Ĥn
1 : φ = φ0 + δn/

√
n, (2.20)

où δn est une suite qui converge vers un vecteur constant δ quand n −→∞.
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Sous Ĥ0 et Ĥn
1 , les densités conditionnelles sont notées par ci(φ0) et ci(φn) respectivement.

Pour tout entier i, on suppose que εi est indépendant de la tribu Fn = σ(Yj)1≤j≤n. Dans

ce cas, on peut montrer que le logarithme du rapport de vraisemblance s’écrit comme suit :

Λ̂n =

n∑
i=1

log(ĝn,i), avec ĝn,i = ci(φn)/ci(φ0). (2.21)

La fonction score ṡ en φ0 est définie par

ṡ(φ0) =
(
1/2ci(φ0)

)
·Dφ[ci(φ)]φ=φ0 , (2.22)

avec Dφ[ci(φ)] = (Dθ[ci(φ)], ∂[ci(φ)]/∂α, ∂[ci(φ)]/∂β)′.

Pour l’étude du problème (2.20), la propriété LAN est prouvée au théorème 4 de Hwang

et Basawa (2003) sous les conditions suivantes :

(Ĉ.1) : E(Y 4
i ) <∞.

(Ĉ.2) : {Yi} est géométriquement ergodique.

(Ĉ.3) : L’existence de l’information de Fisher F(a,b) pour les familles{[
b−1f((x − a)/b)

]
, −∞ < a < ∞, b > 0

}
, avec f(.) est la densité de probabilité du

processus résiduel {ei} et dont le support est −∞ < x <∞.

(Ĉ.4) : Pour tout θ, il existe un voisinage ouvert N(θ) de θ et une quantité aléatoire Ψθ(·),

telle que ∥∥∥∥∂mθ(·)
∂θ

|θ=θ∗
∥∥∥∥ ≤ Ψθ(·), pour tout θ∗ ∈ N(θ),

avec Ψθ(Yi) et ‖Yi‖Ψθ(Yi) sont fonctions de carrés intégrables .

Dans ce cas, l’expression du logarithme du rapport de vraisemblance est donnée par :

Λ̂n = δ′∆n(φ0)− 1

2
δ′I(φ0)δ + oP (1), (2.23)

où ∆n(φ0)
D
↪→ N (0, I(φ0)), ∆n(φ0) =

1√
n

n∑
i=1

ṡ(φ0),

I(φ0) = 4E(ṡ(φ0)ṡ′(φ0)), et ṡ est définie dans (2.22).

Nous nous intéressons plus particulièrement au cas suivant :
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Cas particulier :

β = 0, µ = 1, m = 1, α1 ≥ 0 , mθ(Yi) = θ0 +
∑p

j=1 θjYi−j , avec θ = (θ0, θ1, . . . , θp)
′ et∑p

i=0 |θj | < 1.

À partir de (2.18), le modèle (2.19) s’écrit :

Yi = mθ(Yi) +
√

1 + α1 ei. (2.24)

Nous considérons le modèle AR(p)

Yi = θ0 +

p∑
j=1

θjYi−j + ei,

p∑
j=0

|θj | < 1. (2.25)

Observons que lorsque α1 = 0 dans (2.24), nous obtenons le modèle (2.25). Ceci, nous

permet de déduire le problème du test du modèle AR(p) contre des modèles non-linéaires.

Étant donné que le paramètre β a été fixé, φ0 est réduit à φ0 = (θ0, α1), avec une autre

restriction (tester par rapport à α1). Nous obtenons

Ȟ0 : α1 = 0, et Ȟn
1 : α1 = 1/

√
n (troisième problème de test). (2.26)

Dans ce cas, nous fixons δn = δ = (δ0, . . . , δp, 1, δp+2, . . . , δp+m) avec δj = 0, pour

j 6= 1+p. Sous les conditions, (Ĉ.1)−(Ĉ.4), la LAN définie dans (2.23) est utilisée. Notons

que dans ce cas,∥∥∥∥∂mθ(Yi)

∂θ
|θ=θ∗

∥∥∥∥ = ‖(1, Y1, . . . , YP )‖ =
√

1 + Y 2
1 + · · ·+ Y 2

P = Ψθ(Yi).

Sous (Ĉ.1)− (Ĉ.4), on a la LAN. Par un calcul simple, nous obtenons à partir de (2.23) le

logarithme du rapport de vraisemblance qu’on note Λ̌n où

Λ̌n = ∆̌n(θ)− 1

2
Ǐ(θ) + oP (1). (2.27)

∆n(θ)
D
↪→ N (0, Ǐ(θ)), avec, ∆n(θ) =

1√
n

n∑
i=1

ḟ(ei)

2f(ei)
=

1√
n

n∑
i=1

Mf (ei),

Ǐ(θ) = 4E(ṡ(θ)ṡ′(θ)) = E

[
ḟ(ei)

f(ei)

]2

,
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où f est la fonction de densité du résidu ei dont l’expression sous Ȟ0 est donnée par :

ei = Yi −

θ0 +

p∑
j=1

θjYi−j

 et ḟ(ei) =

[
∂

[
f

(
Yi − (θ0 +

∑p
j=1 θjYi−j√

1 + α1

)]
/∂α

]
α1=0

.

Dans ce cas aussi, le test proposé est celui de Neyman-Pearson dont l’expression est

Ťn = Ťn(θ) = I

∆n(θ)√
Ǐ(θ)

≥ Z(α)

. (2.28)

Observons que θ est dans Rp+1. En faisant un raisonnement analogue à ceux dans les

paragraphes 2.2 et 2.3, nous déduisons que la puissance asymptotique locale du test est

égale à 1−Φ

(
Z(α)−

√
Ǐ(θ)

)
. Par contre, il est important de rappeler que pour tous ces

résultats obtenus, θ est connu. Nous considérons ce problème quand θ est supposé inconnu,

autrement dit, nous étudions ce problème quand θ est remplacé par son estimateur.

2.4.2 Principaux résultats

Dans toute la suite, θn désigne l’estimateur
√
n-consistant de θ. Dans le but de prouver

l’optimalité du test (2.28), nous commençons d’abord par établir l’équivalence entre la

suite centrale ∆n(θ) et sa version estimée ∆n(θn), nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.4. (Équivalence des suites centrales (cas multidimensionnel))

Nous supposons que les conditions (Ĉ.1)− (Ĉ.4) sont satisfaites. Alors :

• (1) Sous Ȟ0, et à un oP (1) près, on a l’équivalence des suites ∆n(θ) et

Wµ
n(θn) = ∇∆n(θn) · (θ[1+nµ+1] − θn) + ∆n(θn) .

• (2) Il existe un estimateur
√
n−consistant θ̄n de θ, tel que Wµ

n(θn) = ∆n(θ̄n).

L’égalité ∆n(θ) = ∆n(θ̄n) + oP (1) traduit l’équivalence entre la suite centrale et sa

version estimée. En procédant de la même manière que dans les paragraphes 2.2 et 2.3,

nous obtenons :

Théorème 2.3. On suppose que les conditions (Ĉ.1)-(Ĉ.4) sont vérifiées. Alors, la puis-

sance locale asymptotique du test Ťn(θ̄n) est égale à 1−Φ

(
Z(α)−

√
Ǐ(θ)

)
. Le test Ťn(θ̄n)

est localement asymptotiquement optimal.
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Remarque 2.2. Le noyau de notre travail est l’agrandissement de la taille de l’échantillon

de n à N = [1 + nµ+1], où µ est une constante positive. Cette opération se prête bien au

caractère asymptotique de notre étude. Notons que l’existence de la constante positive µ

nous permet d’obtenir l’optimalité locale asymptotique du test construit.

En pratique µ = [log(N − 1)/ log(n)] − 1. Pour un choix optimal de la valeur de µ, on

peut effectuer d’abondantes simulations avec la méthode de Monte Carlo, ceci sort du cadre

de notre présente étude. De plus, le choix théorique du µ reste difficile et fera l’objet des

futures recherches.

2.5 Simulations

Ce paragraphe est consacré aux simulations. Nous traitons les problèmes de test 2.4 et

2.14. Pour le cas AR(p), nous prenons p = 2 et les modèles alternatifs sont non-linéaires.

Les représentations graphiques sont données après les déscriptions des procédures de tests

et les commentaires correspondants.

Test des modèles AR(1) contigüs aux modèles non-linéaires (θ ∈ R)

Ce travail de simulation est effectué avec le logiciel R. On simule suivant le modèle (2.3) des

échantillons Y1, . . . , YM , où M > 1, de distribution stationnaire Pθ, où θ et un paramètre

réel. Nous considérons dans chaque cas un sous-échantillon de taille n tel que

n ≤ N =
[
1 + nµ+1

]
≤M et nous étudions le problème du test (2.4). La vraie valeur de θ

est fixée à 0.8, le niveau du test est fixé à 0.05 et n = 40, 50, 60, 70, 80, 90. La valeur de µ

est fixée à 0.05, ce qui correspond aux valeurs N = 49, 61, 74, 87, 100, 113. Les simulations

sont effectuées avec m = 1500 réplications.

On note par θn l’estimateur des moindres carrés (E.M.C.) et par θ̄n = θ[1+nµ+1] l’estimateur

corrigé.

Pour que la condition (A.1) soit vérifiée, et en se basant sur l’inégalité u2 + v2 ≥ 2uv, on

choisit G : x 7→ a
1+x2

, avec a ∈ [0; 3]. On appelle a le coefficient de non-linéarité.

Le résidu εi = Yi − θYi−1 est estimé par ε̃i = Yi − θnYi−1 et par le résidu corrigé

ε̄i = Yi − θ̄nYi−1. Nous représentons simultanément en fonction du coefficient de non-
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linéarité a, la puissance du test avec la vraie valeur de θ, la puissance du test quand θ

est remplacé par θn et la puissance du test quand θ est remplacé par θN . Nous obtenons

les représentations ci-dessous. Nous remarquons que pour chaque valeur de n, les graphes

obtenus de la puissance quand θ est remplacé par l’estimateur corrigé sont très proches de

ceux de la puissance avec la vraie valeur θ.

Notons que dans toutes ces simulations, on représente la puissance théorique du test basé

sur la statistique de Neyman-Pearson et dont l’expression est donné dans les théorèmes

énoncés.

Nous rappelons également que l’un des objectifs de ces simulations est de faire apparaitre

l’effet de la correction de l’estimation sur la puissance asymptotique du test construit.

Simulations : AR(1)-AR(1) non-linéaire. (µ = 0.05).
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Tests des processus AR(1) contigüs à la classe des modèles ARCH ( θ ∈ R)

Pour l’étude du problème du test (2.14), nous suivons les mêmes étapes et nous faisons

les mêmes représentations graphiques que celles dans (2.5). Nous notons que dans ce cas,

les deux fonctions G et B sont définies par G : x 7→ a
1+x2

, B : x 7→ a
1+x2

, avec a ∈ [0; 2].

Nous remarquons qu’à partir de n = 50, les puissances avec l’estimateur corrigé sont

proches de celles des puissances avec la vraie valeur.

En résumé, nous obtenons une conclusion similaire au cas précédent.

Simulations : AR(1)-ARCH. (µ = 0.05).
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Tests dans la classe des modèles non-linéaires contigüs à la classe des modèles

AR(2) (θ ∈ R2)

Considérons le problème du test Ȟ0 : α1 = 0, contre, Ȟn
1 : α1 = 1/

√
n.

La fonction de régression est donnée par mθ(Yi) = θ1Yi−1 + θ2Yi−2, avec θ1 = 0.23 et

θ2 = 0.2. (θ1, θ2) est estimé par l’estimateur E.M.C. θn = (θn,1, θn,2)′, avec

θn = [X>X]−1X>Y, et

Y =



Y3

·

·

·

Yn+2


, X =



Y2 Y1

· ·

· ·

· ·

Yn+1 Yn


et X> =

 Y2 · · · Yn+1

Y1 · · · Yn

 .

Le résidu εi est estimé par

˜εi,n = Yi − θ1,n Yi−1 − θ2,n Yi−2.

Notons que l’estimateur corrigé θ̄n est obtenu après perturbation de la deuxième compo-

sante de θn, nous avons :

θ̄n = (θn,1, θ̄n,2)′, avec θ̄n,2 = θn,2 + ρ2 et ρ2 =
∇∆n(θn) · (θN − θn)

∂∆n(θn)
∂θ2

.

εi est estimé avec l’utilisation de l’estimateur corrigé

ε̄i,n = Yi − θ1,n Yi−1 − θ̄n,2 Yi−2.

Nous faisons les mêmes représentations que celles des deux cas précédents avec a ∈ [0; 3].

La fonction G est définie de la même manière que dans le paragrahe 2.5.

Nous obtenons la même conclusion que celles des deux cas précédents. Nous remarquons

que quand n est petit (n = 30) les puissances avec l’estimateur E.M.C. sont meilleures que

celles avec l’estimateur corrigée. La tendance s’inverse quand n devient grand.
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Simulations : AR(2)-AR(2) non-linéaire. (µ = 0.05).
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2.6 Preuves des résultats

2.6.1 Preuve de la proposition 2.1

On considère la décomposition suivante :

√
n(θn − θ) =

√
n(θn − θN ) +

√
n(θN − θ) =

√
n(θn − θN ) +Rn.

Comme Rn =
√
N(θN − θ)×

√
n√
N
, on obtient :

Rn = Op(1)×
√
n√
N

= Op(1)× op(1) = op(1).

2.6.2 Preuve du lemme 2.1

1. L’utilisation des égalités (2.5) et (2.7) suivie d’un calcul simple permet d’obtenir

V̈n(θ̃n) = − 1√
n

n∑
i=1

M̈f

(
Yi − θ̃nYi−1

)
Y 2
i−1G(Yi). (2.29)

D’après (E.1), il existe une constante positive K, telle que :

V̈n(θ̃n) ≤ K 1√
n

n∑
i=1

Y 2
i−1 |G(Yi)| .
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Nous avons :

1

2
(θ − θn)2V̈n(θ̃n) ≤ K

2
(θ − θn)2 1√

n

n∑
i=1

Y 2
i−1 |G(Yi)|

≤ K

2
√
n
×
[√
n(θ − θn)

]2 × 1

n

n∑
i=1

Y 2
i−1 |G(Yi)| .

De l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous écrivons :

E(Y 2
i−1 |G(Yi)|) ≤

√
E
(
{Y 2

i−1}2
)
×
√

E (G(Yi)2).

D’après (C.1), il existe une constante positive c, avec :

|G(Yi)|2 ≤ c2‖Yi‖2s ≤ c2
s∑
i=1

Y 2
i .

En prenant l’espérance et en utilisant la stationnarité, l’ergodicité et (C.0), nous

déduisons que :

E |G(Yi)|2 ≤ c2E(

s∑
i=1

Y 2
i ) ≤ c2 × s×E(Y 2

1 ) <∞.

Ceci combiné avec (E.2) donne :

E
(
Y 2
i−1 |G(Yi)|

)
<∞.

L’utilisation de l’ergodicité et la stationnarité entraine la convergence presque sûre

de 1
n

∑n
i=1 Y

2
i−1 |G(Yi)| vers une constante k1.

Étant donné que [
√
n(θ − θn)]

2
= OP (1), alors, on conclut que :

1

2
(θ − θn)2V̈n(θ̃n) = oP (1).

2. Considérons à nouveau l’égalité (2.7), en dérivant Vn par rapport à θ, nous obtenons :

V̇n(θ) =
1√
n

n∑
i=1

Ṁf (Yi − θYi−1)Yi−1G(Yi) .

Ce qui implique que :

1√
n
V̇n(θ) =

1

n

n∑
i=1

Ṁf (Yi − θYi−1)Yi−1G(Yi).



46 Tests optimaux dans les modèles autorégressifs d’ordre m

À partir de l’ergodicité, et la stationnarité, nous déduisons la convergence presque

sûre de 1√
n
V̇n(θ) vers E

(
Ṁf (Yi − θYi−1)Yi−1G(Yi)

)
.

L’utilisation de (E.1) suivie de l’application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, im-

pliquent l’existence d’une constante positive K telle que :

E
(
Ṁf (Yi − θYi−1)Yi−1G(Yi)

)
≤ K ×

√
E (Yi−1)2 ×E (G(Yi)2) .

Cette dernière quantité est finie à partir de (C.0) et (C.1). Nous obtenons alors,

1√
n
V̇n(θ) = OP (1).

Nous évaluons maintenant la différence suivante :

1√
n
V̇n(θ)− 1√

n
V̇n(θn).

En faisant un développement de Taylor d’ordre 1 de V̇n au voisinage de θn, il vient :

1√
n

[
V̇n(θ)− V̇n(θn)

]
=

1√
n
× V̈n(θ̌n)(θn − θ), où θ̌n ∈ [θn; θ].

De l’égalité (2.29), nous avons :

V̈n(θ̌n) = − 1√
n

n∑
i=1

M̈f

(
Yi − θ̌nYi−1

)
Y 2
i−1G(Yi).

En faisant un raisonnement analogue à celui dans la première partie de ce lemme, il

vient : 1√
n
V̈n(θ̌n) = OP (1).

Étant donné que θn converge en probabilité vers θ, on déduit finalement que :
1√
n
× V̈n(θ̌n)(θn − θ) converge en probabilité vers 0.

Alors,
1√
n

[
V̇n(θ)− V̇n(θn)

]
= oP (1).

L’utilisation de l’égalité (2.30) nous permet de terminer la preuve et nous obtenons

finalement :
1√
n
V̇n(θn) = OP (1).
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2.6.3 Preuve de la proposition 2.2

1. En faisant un développement de Taylor d’ordre 1 de Vn en θn, nous obtenons :

Vn(θ)− Vn(θn) = (θ − θn)V̇n(θn) +
1

2
(θ − θn)2V̈n(θ̃n),

=
√
n(θ − θn)× V̇n(θn)√

n
+

1

2
(θ − θn)2V̈n(θ̃n), (2.30)

avec θ̃n est entre θ et θn.

En appliquant la première partie du lemme 2.1, l’égalité (2.30) s’écrit :

Vn(θ)− Vn(θn) =
√
n(θ − θn)× V̇n(θn)√

n
+ oP (1). (2.31)

Notons que le terme
√
n(θ− θn) = OP (1) est asymptotiquement non dégénéré. L’ap-

plication de la proposition 2.1 implique l’existence d’une variable aléatoire Rn qui

converge en probabilité vers 0 et vérifiant :

√
n(θ − θn) =

√
n(θ[1+nµ+1] − θn) +Rn.

Ceci nous permet d’écrire l’égalité (2.30) comme suit :

Vn(θ)− Vn(θn) =
{√

n(θ[1+nµ+1] − θn) +Rn
}
× V̇n(θn)√

n
,

=
{√

n(θ[1+nµ+1] − θn)
}
× V̇n(θn)√

n
+ Rn ×

V̇n(θn)√
n

+ oP (1).(2.32)

D’après le lemme 2.1, la quantité 1√
n
V̇n(θn) = OP (1). Ce qui implique que

Rn ×
V̇n(θn)√

n
= oP (1).

Finalement, nous déduisons que :

Vn(θ) = Vn(θn) + (θ[1+nµ+1] − θn)V̇n(θn) + oP (1) =Wµ
n(θn) + oP (1).

2. Nous avons la décomposition suivante :

√
n(θ[1+nµ+1] − θn) =

√
n(θ[1+nµ+1] − θ) +

√
n(θ − θn).
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Étant donné que les quantités
√
n(θ[1+nµ+1] − θ) et

√
n(θ − θn) sont bornées en

probabilité, il vient :
√
n(θ[1+nµ+1] − θn) = OP (1). (2.33)

Remarquons que :

Dµ
n = (θ[1+nµ+1] − θn)V̇n(θn) =

√
n(θ[1+nµ+1] − θn)× V̇n(θn)√

n
.

L’utilisation de la deuxième partie du lemme 2.1 et de l’égalité (2.33) nous donne

Dµ
n = OP (1).

Étant donné que la fonction θ 7→ Vn(θ) est dérivable, nous définissons l’espace tangent

Γ à la courbe de Vn en θn par l’équation suivante :

Γ :
{
x ∈ R, Vn(x)− Vn(θn) = V̇n(θn)(x− θn)

}
. (2.34)

Nous utilisons les mêmes techniques que celles introduites au paragrahe 2 de Lounis

(2011). En d’autres termes, nous construisons sur l’espace tangent Γ l’estimateur

modifié θ̄n = θn + x qui absorbe asymptotiquement l’erreur Dµ
n et satisfaisant à :

Vn(θ̄n)− Vn(θn) = Dµ
n. (2.35)

La combinaison des égalités (2.34) et (2.35) nous permet de déduire que :

x = θ[1+nµ+1] − θn et θ̄n = θn + x = θ[1+nµ+1].

Par conséquent, il vient :

Vn(θ[1+nµ+1]) = Dµ
n + Vn(θn) =Wµ

n(θn).

L’application de la proposition 2.2 nous permet d’établir à un terme oP (1) près

l’équivalence entre les deux suites Vn(θ[1+nµ+1]) et Vn(θ). Ceci achève la preuve.

2.6.4 Preuve du Théorème 2.1

La statistique de test proposée est :

Tn = Tn(θ) = I

{
Vn(θ)

τ(θ)
≥ Z(α)

}
.
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Clairement, ce test est basé sur la suite centrale Vn(θ). La version estimée de la suite

centrale est donnée par Vn(θn), avec θn un estimateur de θ. À partir de la proposition 2.2,

nous avons :

Vn(θ) = Vn(θn) +
√
n(θ − θn)× V̇n(θn)√

n
+ oP (1). (2.36)

Notons que le terme
√
n(θ − θn) = OP (1) est asymptotiquement non dégénéré. Donc en

général les suites Vn(θ) et Vn(θn) ne sont pas équivalentes. L’utilisation de la proposition

2.1 entraine l’existence d’une variable aléatoire Rn qui converge en probabilité vers 0 et

satisfaisant à :

√
n(θ − θn) =

√
n(θ[1+nµ+1] − θn) +Rn =

√
n(θ[1+nµ+1] − θn) + oP (1).

La dernière égalité nous permet de réecrire (2.36) comme suit :

Vn(θ) = Vn(θn) + (θ[1+nµ+1] − θn)V̇n(θn) + oP (1) =Wµ
n(θn) + oP (1).

De la proposition 2.2, on conclut que les suites Vn(θ[1+nµ+1]) et Vn(θ) sont à un terme

oP (1) près èquivalentes.

Il est important de remarquer que la proposition 2.1 permet de remplacer la quantité in-

connue
√
n(θ − θn) par

√
n(θ[1+nµ+1] − θn). Ceci joue un rôle fondamental dans la preuve

de l’optimalité.

De (2.11) et sous H0, les suites Vn(θ) et Vn(θ[1+nµ+1]) sont équivalentes. Le remplacement

de la suite centrale par sa version estimée Vn(θ[1+nµ+1]) n’a pas d’effets. Sous (C.1) et (C.2)

la LAN est établie, ce qui implique la contiguïté des hypothèses nulle et alternative ( pour

plus de détails, voir par exemple le corollaire 4.3 de Droesbeke et Fine (1996)).

De l’égalité (2.6) et l’utilisation du lemme de Sltusky, on obtient sous H0 :

Λn(θ)
D
↪→ N (−τ2(θ)/2, τ2(θ)).

Soit a et b deux réels. on obtient à partir de (2.6) que :

aΛn(θ) + bVn(θ) = (a+ b)Vn(θ)− aτ2(θ)/2 + oP (1).
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L’application du lemme de Sltusky donne :

aΛn(θ) + bVn(θ)
D
↪→ N (−aτ2/2, τ2). D’où le vecteur (Vn(θ),Λn(θ)) est gaussien.

Sous H0, on a

 Vn(θ)

Λn(θ)

 D
↪→ N

 0

−τ2(θ)/2

 ,

 σ2
1 σ1 2

σ2 1 σ2
2

.
La contiguïté des hypothèses nulle et alternative et l’application du troisième lemme de

Le Cam nous permet d’obtenir sous H(n)
1 que Vn

D
↪→ N (τ2, τ2).

La convergence en probabilité de θ[1+nµ+1] vers θ, la continuité de la fonction τ : · −→ τ(·)

et la conservation du mode de la convergence par les fonctions continues (voir par exemple

le théorème 2.3 de Van der Vaart (1998)), nous permettent de conclure que la puissance

asymptotique locale du test construit est conservée. Le remplacement de θ par son estima-

teur θ[1+nµ+1] n’a pas d’effets. Les suites de tests Tn(θ) et Tn([1 + nµ+1]) sont équivalentes

(asymptotiquement). D’où l’optimalité.

Pour un α fixé (α ∈ [0; 1]), la puissance du test Tn est égale à :

limn→+∞E
H

(n)
1

(Tn(θ)) =1 - Φ (Z(α)− τ(θ)) .

2.6.5 Preuve du Lemme 2.2

1. D’abord, nous notons par Nf (x) = 1 + xMf (x).

En faisant un calcul simple, nous obtenons :

N̈f (x) = 2Ṁf (x) + xM̈f (x).

Nous concluons à partir de la dernière égalité, de (E.1) et (E′.1) que la fonction

x 7→ N̈f (x) est bornée.

L’égalité (2.15) se reécrit comme suit :

Ṽn(θn) = − 1√
n

{
n∑
i=1

Mf (εi)G(Yi) +

n∑
i=1

Nf (εi)B(Yi)

}
. (2.37)

En considérant l’égalité (2.15) et après un calcul simple, il vient :

¨̃Vn(θ̃n) = − 1√
n

n∑
i=1

Y 2
i−1G(Yi)M̈f

(
Yi − θ̃nYi−1

)
− 1√

n

n∑
i=1

Y 2
i−1B(Yi)N̈f

(
Yi − θ̃nYi−1

)
.
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De (E′.1) et étant donné que la fonction x 7→ N̈f (x) est bornée, on a l’existence de

deux constantes positives K2 et K3 telles que :

¨̃Vn(θ̃n) ≤ K2 ×

{
1√
n

n∑
i=1

Y 2
i−1 |G(Yi)|

}
+K3 ×

{
1√
n

n∑
i=1

Y 2
i−1|B(Yi)|

}
.

Remarquons que :

1√
n

¨̃Vn(θ̃n) ≤ K2 ×

{
1

n

n∑
i=1

Y 2
i−1|G(Yi)|

}
+K3 ×

{
1

n

n∑
i=1

Y 2
i−1 |B(Yi)|

}
.

D’après le théorème ergodique, nous déduisons la convergence presque sûre des va-

riables aléatoires 1
n

∑n
i=1 Y

2
i−1 |G(Yi)| et 1

n

∑n
i=1 Y

2
i−1 |B(Yi)| vers E

(
Y 2
i−1 |G(Yi)

∣∣)
et E

(
Y 2
i−1 |B(Yi)|

)
respectivement. En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

nous obtenons :

E
(
Y 2
i−1 |G(Yi)|

)
≤

√
E(Y 4

i−1)×E |G(Yi)|2 .

D’où :

E
(
Y 2
i−1 |B(Yi)|

)
≤

√
E(Y 4

i−1)E |B(Yi)|2.

De (A.1) et (A.2) il vient :
¨̃Vn(θ̃n) = OP (1).

Remarquons que :

1

2
(θ − θn)2 ¨̃Vn(θ̃n) =

1

2

[√
n(θ − θn)

]2 1√
n
V̈n(θ̃n)× 1√

n
.

Étant donné que
√
n(θ − θn) = OP (1) et ¨̃Vn(θ̃n) = OP (1), il s’en suit que :

1

2
(θ − θn)2 ¨̃Vn(θ̃n) = oP (1).

2. Considérons l’égalité (2.15), en dérivant Ṽn par rapport à θ nous obtenons :

˙̃Vn(θ) =
1√
n

n∑
i=1

Ṁf (Yi − θYi−1)Yi−1G(Yi) +
1√
n

n∑
i=1

Ṅf (Yi − θYi−1)Yi−1B(Yi).

Ce qui implique que :

1√
n

˙̃Vn(θ) =
1

n

n∑
i=1

Ṁf (εi)Yi−1G(Yi) +
1

n

n∑
i=1

Ṅf (εi)Yi−1B(Yi).
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L’application du théorème ergodique nous permet de déduire que les variables aléa-

toires 1
n

∑n
i=1 Ṁf (εi)Yi−1G(Yi) et 1

n

∑n
i=1 Ṅf (εi)Yi−1B(Yi) convergent presque sû-

rement vers les constantes E
(
Ṁf (εi)Yi−1G(Yi)

)
= E

(
Ṁf (εi))E(Yi−1G(Yi)

)
et

E
(
Ṅf (εi)Yi−1B(Yi)

)
= E

(
Ṅf (εi))E(Yi−1B(Yi)

)
respectivement.

Notons que chacune des deux quantités E (Yi−1G(Yi)) et E (Yi−1B(Yi)) est finie.

Ceci est une conséquence directe de l’application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz

suivie de l’utilisation de (A.1), (A.2) et (C.0). Il vient :

1√
n

˙̃Vn(θ) = OP (1).

En faisant un raisonnement similaire à celui de la deuxième partie du lemme 2.1, la

preuve est terminée.

2.6.6 Preuve de la proposition 2.3

En appliquant le lemme 2.2 et faisant un raisonnement analogue à celui de la preuve

de la proposition 2.2, on obtient le résultat attendu.

2.6.7 Preuve du Théorème 2.2

La preuve est similaire à celle du théorème 2.1.

2.6.8 Preuve de la proposition 2.4

1.

∆n(θ) =
1√
n

n∑
i=1

ḟ(ei)

f(ei)
=

1√
n

n∑
i=1

Mf (ei). (2.38)

En faisant un développement de Taylor d’ordre 1 de la fonction ∆n au voisinage de

θn, on obtient :

∆n(θ) = ∆n(θn) + ∇∆n(θn) · (θ − θn) +
1

2
(θ − θn)′∂2∆n(θ̃n)(θ − θn), (2.39)
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où θ̃n est entre θn et θ, θ̃′n =
(
θ̃n,0, . . . , θ̃n,p), et

∂2∆n(θ̃n) =



D0,1(θ̃n) · · · D0,p(θ̃n)

D1,1(θ̃n) D1,2(θ̃n) · · D1,p(θ̃n)

· · · · ·

· · · · ·

Dp,1(θ̃n) Dp,2(θ̃n) · · Dp,p(θ̃n)


, pour k, j = 0 . . . p,

Dk,k(θ̃n) =
∂2∆n(θ̃n)

∂θ2
k

et Dk,j(θ̃n) =
∂2∆n(θ̃n)

∂θk∂θj
.

Un calcul simple nous permet de vérifier, que

Dk,k(θ̃n) =
1√
n

n∑
i=1

M̈f (ei)Y
2
i−k, (2.40)

Dk,j(θ̃n) =
1√
n

n∑
i=1

M̈f (ei)Yi−kYi−j . (2.41)

Il reste à montrer que 1
2(θ − θn)′∂2∆n(θ̃n)(θ − θn) = oP (1).

Nous obtenons après un calcul simple :

1

2
(θ − θn)′∂2∆n(θ̃n)(θ − θn) =

m∑
k=1

Pk,n,

avec

Pk,n =
1

2
(θk − θk,n)2Dk,k(θ̃n)

+
1

2

m∑
i=1,i6=k

(θi − θi,n)(θk − θk,n)
(
Di,k(θ̃n) +Dk,i(θ̃n)

)
.

(2.42)

Ceci entraine après utilisation des égalités (2.40) et (2.41) que :

1

2
(θk − θk,n)2Dk,k(θ̃n) =

1

2
n(θk − θk,n)2 × 1√

n

n∑
i=1

M̈f (ei)Y
2
i−k.

et
1

2

m∑
i=1,i6=k

(θi − θi,n)(θj − θk,n)
(
Di,k(θ̃n) +Dk,i(θ̃n)

)
=

m∑
i=1,i6=k

(θi − θi,n)(θj − θk,n)

×

[
1√
n

n∑
i=1

M̈f (ei)Yi−kYi−j

]
. (2.43)



54 Tests optimaux dans les modèles autorégressifs d’ordre m

Observons que :

1

2
(θk − θk,n)2Dk,k(θ̃n) =

1√
n
× 1

2
(
√
n (θk − θk,n))2 ×

[
1

n

n∑
i=1

M̈f (ei)Y
2
i−k

]
. (2.44)

De (Ĉ.2) et (Ĉ.4), nous déduisons que la variable aléatoire 1
n

∑n
i=1 M̈f (ei)Y

2
i−k converge

presque sûrement vers E(M̈f (ei)Y
2
i−k) = E(M̈f (ei))E(Y 2

i−k).

Étant donné que (
√
n(θk − θk,n))

2
= OP (1), il vient

1

2
(θk − θk,n)2Dk,k(θ̃n) = oP (1). (2.45)

Il reste à évaluer la quantité suivante :

1

2

m∑
i=1,i6=k

(θi − θi,n)(θk − θk,n)
(
Di,k(θ̃n) +Dk,i(θ̃n)

)
.

Dans un premier temps, nous avons, pour tout i = 1, . . . ,m.,

1

2
(θi − θi,n)(θk − θk,n)

(
Di,k(θ̃n) +Dk,i(θ̃n)

)
≤ |(θi − θi,n)(θk − θk,n)|

×

[
1√
n

n∑
i=1

{M̈f (ei)Yi−kYi−j

]
.

En faisant un raisonnement analogue à celui de la preuve de (2.45), nous obtenons :

1

2
(θi − θi,n)(θj − θk,n)

(
Di,k(θ̃n) +Di,k(θ̃n)

)
= oP (1). (2.46)

Par conséquent :

1

2

m∑
i=1,i6=k

(θi − θi,n)(θj − θk,n)
(
Di,k(θ̃n) +Di,k(θ̃n)

)
= oP (1). (2.47)

À partir de (2.45) et (2.47) nous déduisons que, Pk,n = oP (1), avec Pk,n est défini

dans (2.42). Ce qui implique que :
m∑
k=1

Pk,n =
1

2
(θ − θn)′∂2∆n(θ̃n)(θ − θn) = oP (1).

L’injection de la dernière quantité dans (2.39) nous permet d’obtenir le résultat désiré.

De l’égalité (2.39) nous avons :

∆n(θ)−∆n(θn) = ∇∆(θn) · (θ − θN ) +∇∆(θn) · (θN − θn) + oP (1). (2.48)
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Remarquons que :

∇∆n(θn) · (θ − θN ) =

p∑
i=0

∂∆(θn)

∂θi
× (θi − θN,i).

Pour i ∈ {0, . . . , p}, nous avons,

∂∆n(θn)

∂θi
× (θi − θN,i) =

∂∆n(θn)
∂θi√
n
×
√
n(θi − θN,i).

En effectuant un même raisonnement que celui de la preuve des lemmes 2.1 et 2.2,

nous obtenons sous (Ĉ.1)− (Ĉ.4) ce qui suit :
∂∆n(θn)
∂θi√
n

= OP (1).

Ceci combiné avec la proposition 2.1 donne :

∂∆n(θn)

∂θi
× (θi − θN,i) = oP (1). (2.49)

En utilisant (2.49) nous obtenons :

∇∆n(θn) · (θ − θN ) = oP (1).

L’injection de la derniére quantité dans (2.48) donne,

∆n(θ)−∆n(θn) = ∇∆n(θn) · (θN − θn) + oP (1). (2.50)

2. Considérons maintenant l’espace tangent Γ de la courbe de ∆n en θn,

Γ :
{
x ∈ Rp+1, ∆n(x)−∆n(θn) = ∇∆n(θn) · (x− θn)

}
. (2.51)

Nous cherchons l’estimateur θ̄jn, avec (θ̄jn; ∆n(θ̄jn)) ∈ Γ et tel que, θ̄jn,k = θn,k, k 6= j, et

θ̄jn,j = θn,j + ρj . θ̄
j
n est obtenu après perturbation de la j-ieme composante de θn et

satisfaisant à :

∆n(θ̄jn,k)−∆n(θn) = ∇∆n(θn) · (θN − θn). (2.52)

En injectant θ̄jn dans (2.51) et en utilisant l’égalité (2.52) nous obtenons

ρj ×
∂∆n(θn)

∂ρj
= ∇∆n(θn) · (θN − θn).

D’où

ρj =
∇∆n(θn) · (θN − θn)

∂∆n(θn)
∂ρj

.

θ̄jn =
(
θn,0, . . . , θn,j−1, θn,j + ρj , θn,j+1, . . . , θn,p

)′
.
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2.6.9 Preuve du théorème 2.3

La preuve est similaire à celle du théorème 2.1.

Conclusion 2.1. Dans cette partie, la méthode d’évaluation de l’erreur dans les cas AR(1)

et AR(p) nous a permis à chaque fois de montrer, théoriquement l’optimalité asymptotique

locale du test construit après estimation du paramètre du modèle. La démonstration est basée

essentiellement sur l’équivalence de la suite centrale et sa version estimée. Pour chacun des

cas étudiés, un résultat de la normalité asymptotique locale est utilisé. Sur le plan pratique,

étant donné le cadre asymptotique de notre travail, on a supposé la taille de l’échantillon

très grande. D’autre possibilités d’application peuvent être envisagées, par exemple dans les

cas où la série chronologique est périodique.

Pour étendre nos résultats à des modèles de séries chronologiques plus généraux, il va falloir

dans un premier temps établir le principe de normalité asymptotique LAN correspondant.

Par la suite on s’intéressera à la constructions des tests localement asymptotiquement op-

timaux. Ceci est l’objet du chapitre suivant.



Chapitre 3

Tests localement asymptotiquement

optimaux dans les modèles ARCH

Dans cette partie, sous des conditions de stationnarité et d’ergodicité, nous nous intéres-

sons à l’étude des tests traitant simultanément des hypothèses portant sur les moyennes

et les variances conditionnelles. Le cadre de l’étude correspond à la considération du test

3.4 pour un modèle plus général.

Nous établissons un résultat de normalité asymptotique locale du même type que celui qui

a été donné dans Hwang et Basawa (2001).

Dans le cas où le paramètre est supposé connu, les tests construits, sont asymptotiquement

optimaux et les formes explicites de leurs puissances asymptotiques sont obtenues. Étant

donné qu’en pratique le paramètre du modèle étudié est inconnu, il est remplacé par un

estimateur. Comme les statistiques classiques se basent sur la suite centrale qui apparait

dans le logarithme du rapport de vraisemblance, nous avons dans un premier temps établi

un lien entre la suite centrale et la suite centrale estimée. Ceci est obtenu grâce à une

utilisation des suites locales d’estimateurs et des estimateurs asymptotiquement discrets

et l’application du lemme 4.4 de Kreiss (1987).

Dans ce lien établi, un terme asymptotiquement non dégénéré apparait. Ceci affecte la

puissance locale du test étudié. En vue de supprimer cet effet, une méthode d’évaluation
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de l’erreur suivie de l’introduction d’un autre estimateur du paramètre nous permet de

conserver l’équivalence entre la suite centrale et sa version estimée. Par conséquent, la

puissance asymptotique locale du test est obtenue avec une écriture explicite de son ex-

pression.

Pour une évaluation de la performance de nos résultats, des simulations sont effectuées et

commentées. Les résultats obtenus dans cette partie généralisent ceux du chapitre précé-

dent.

Ce chapitre donne les détails de Lounis (2013). Seule la preuve de la proposition 3.3 est

déduite du résultat 2.1.

Abstract. This work is an extension of the results of Hwang et Basawa (2001) to ARCH models,

where a testing problem in nonlinear time series contiguous to AR(1) processes is studied. Our

results are established under some general assumptions and under stationarity and ergodicity.

Local asymptotic normality (LAN) for the log-likelihood ratio is established. Optimal tests are

constructed both when the parameter is known and when it is not. The key of our proof is the

construction of a new estimator.

Keywords and phrases : Local asymptotic normality, Contiguity, Efficiency, Identifiable models,

Le Cam’s third lemma, Discrete estimate, ARCH models.

Introduction

L’étude des chroniques provenant des données économiques, biologiques, financières, hydrologiques

et biomédicales ou autres est basée sur l’utilisation des modèles mathématiques. Nous considérons

la classe des modèles stochastiques suivante :

Yi = T (Zi) + V (Zi) εi, i ∈ Z, (3.1)

la suite de vecteurs aléatoires {(Yi, Xi)} est ergodique et stationnaire de moments d’ordre 2 finis,

tels que pour tout i ∈ Z, Yi est une variable aléatoire réelle, Xi un q-vecteur aléatoire et

Zi =
(
Yi−1, Yi−2, . . . , Yi−s, Xi, Xi−1, . . . , Xi−q

)
, avec q et s deux entiers positifs. Les variables

aléatoires εi sont i.i.d. centrées réduites et de fonction de densité f , εi est indépendante de la tribu

Fi = σ(Zj , j ≤ i). Les valeurs réelles des fonctions T (·) et V (·) sont inconnues.
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Soit

M =
{

(m(ρ, ·), σ(θ, ·)) , (ρ>, θ>)> ∈ Θ1 ×Θ2

}
,

Θ1×Θ2 ⊂ R`×Rp, int(Θ1) 6= ∅, int(Θ2) 6= ∅, où pour tout ensemble A, int(A) désigne l’intérieur

de A et le symbole > désigne la transposée. ` et p sont deux entiers positifs, et chacune des deux

fonctions m(ρ, ·) et σ(θ, ·) admet une forme connue avec σ(θ, ·) > 0.

Pour un échantillon de taille n, nous voulons testerH0 [(T (·), V (·)) ∈M] contreH1 [(T (·), V (·)) /∈M].

Remarquons que l’hypothèse nulle H0 est équivalente à :

H0 [(T (·), V (·)] = [m(ρ0, ·), σ(θ0, ·)] ,

pour (ρ>0 , θ
>
0 )> ∈ Θ1 ×Θ2, tandis que l’hypothèse alternative H1 est équivalente à

H1[(T (·), V (·)] 6=
[
m(ρ0, ·), σ(θ0, ·)

]
.

Nous définissons l’hypothèse alternative H(n)
1 par :

H
(n)
1 [(T (·), V (·)] =

(
m(ρ0, ·) + hn−

1
2G(·), σ(θ0, ·) + h′ n−

1
2S(·)

)
,

G(·) et S(·) désignent deux fonctions connues et à valeurs dans R, (h, h′) ∈ K1 ×K2, avec K1 et

K2 sont deux compacts de R et hh′ 6= 0. Sous H0, le modèle (3.1) prend la forme :

Yi = m(ρ0, Zi) + σ(θ0, Zi) εi, (3.2)

et sous H(n)
1 , il s’écrit :

Yi = m(ρ0, Zi) + hn−
1
2G(Zi) +

(
σ(θ0, Zi) + h′ n−

1
2S(Zi)

)
εi. (3.3)

Nous notons par f0 et fh,h′ les fonctions de densité des variables aléatoires Yi correspondants aux

modèles (3.2) et (3.3) respectivement, et par fn,0 et fn,h,h′ les fonctions de densités des vecteurs

(Y1, . . . , Yn) correspondants aux modèles (3.2) et (3.3) respectivement.

Différentes spécifications de m(ρ0, ·) et σ(θ0, ·) montrent que (3.2) contient une large classe des

modèles de séries chronologiques, tels que : AR, ARMA, SETAR, SETAR, ARCH et β-ARCH.

On veut tester H0 contre H(n)
1 , avec

H0 : m(ρ, Zi) = m(ρ0, Zi) et σ(θ, Zi) = σ(θ0, Zi),

H
(n)
1 : m(ρ, Zi) = m(ρ0, Zi) + hn−

1
2G(Zi) et σ(θ, Zi) = σ(θ0, Zi) + h′n−

1
2S(Zi). (3.4)

Nous utilisons la statistique du test de Neyman-Pearson basée sur le logarithme du rapport de

vraisemblance Λn,h,h′ , avec

Λn,h,h′ = log

(
fn,h,h′

fn,0

)
=

n∑
i=1

log (gn,i,h,h′) . (3.5)
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Notre objectif premier est d’établir la normalité asymptotique locale (LAN). Nous rappelons qu’il

a été prouvé au théorème 1 de Hwang et Basawa (2001) que le logarithme du rapport de vraisem-

blance est asymptotiquement équivalent à une suite de variables aléatoires appelée suite centrale.

De plus, lorsque le paramètre (ρ0, θ0) de la série chronologique est supposé connu, le test obtenu

est optimal. En général ce paramètre est inconnu, l’erreur commise après son estimation affecte

asymptotiquement la puissance du test.

Plusieurs travaux ont été effectués dans le passé, d’une part pour estimer le paramètre inconnu de

la série chronologique et d’autre part pour conserver l’optimalité du test construit. Une bonne par-

tie de ces travaux se repose sur l’utilisation des estimateurs discrets introduit par Le Cam (1960)

et utilisés dans Bickel (1982) et Kreiss (1987).

Le grand avantage de ce type d’estimateur réside dans l’application du lemme 4.4 de Kreiss (1987).

Ce lemme est un outil fondamental exploité par plusieurs auteurs pour achever la preuve de l’op-

timalité. Nous citons parmi ces travaux Benghabrit et Hallin (1992, 1996); Benghabrit et Hallin

(1998) et Cassart et al (2008).

Rappelons que l’expression de la statistique du test considéré dans notre travail dépend principale-

ment de la suite centrale. La version estimée de cette suite centrale est obtenue après remplacement

du paramètre de la série chronologique par un estimateur. En général, quand on considère la dif-

férence entre une suite centrale et sa version estimée, un terme asymptotiquement non dégenéré

apparait. C’est ce terme qui affecte la puissance asymptotique du test.

Afin de résoudre ce problème, nous utilisons les estimateurs discrets pour construire un estimateur

qui garanti l’optimalité du test étudié. Notre travail est organisé comme suit :

Au paragraphe 3.1, nous étudions notre problème de test lorsque le paramètre du modèle est sup-

posé connu. Nous commençons d’abord par le rappel de quelques notations et définitions. Ensuite,

nous imposons quelques conditions et énonçons nos principaux résultats.

Au paragraphe 3.2, nous étudions notre problème de test lorsque le paramètre du modèle est rem-

placé par un estimateur. Nous procédons de la même façon que dans le paragraphe précédent.

Une généralisation de ces résultats quand l’indice est dans Z est présentée au paragraphe 3.3.

Pour l’évaluation de la performance de notre méthodologie, nous effectuons des simulations au

paragraphe 3.4. Les preuves et les développements mathématiques sont exposés au paragraphe 3.5.
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3.1 Tester quand le paramètre est connu

Dans un premier temps, nous supposons que le paramètre du modèle de la série chronologique

est connu. Dans l’objectif d’établir le principe de la normalité asymptotique locale (LAN) du

logarithme du rapport de vraisemblance Λn,h,h′ , nous vérifions les trois conditions (C.1), (C.2)

et (C.3) ci-dessous du théorème 1 de Hwang et Basawa (2001) :

(C.1) max1≤i≤n |gn,i,h,h′ − 1| = oP (1).

(C.2) Il existe une constante positive τ2
h,h′ telle que :

∑n
i=1 (gn,i,h,h′ − 1)

2
= τ2

h,h′ + oP (1).

(C.3) Il existe une variable aléatoire Fn-mesurable Vn,h,h′ telle que :

n∑
i=1

(gn,i,h,h′ − 1) = Vn,h,h′ + oP (1).

Nous commençons d’abord par rappeler quelques notations, définitions et conditions.

3.1.1 Notations, définitions et conditions

Pour tout x ∈ R, nous notons par Mf la fonction x 7−→ Mf = ḟ(x)
f(x) . De plus nous supposons que

la fonction x 7−→ f(x) est trois fois dérivable. Nous désignons par Ṁf et M̈f respectivement les

dérivées première et seconde de Mf .

Nous notons par F la fonction définie par F (x; a, b) = 1
b f
(
x−a
b

)
, où |a| <∞, et, 0 < b <∞.

Dans toute la suite, les conditions suivantes sont imposées :

(A1)

(A1.1) : Il existe une fonction mesurable et positive ϕ, un réel p > 1, où∫
ϕp(x)f(x)dx < +∞, et un nombre positif ς avec ς > max(|a|, |b− 1|), tels que :∣∣∣∣ ∂2F (x; a, b)

f(x) ∂aj ∂bk

∣∣∣∣ ≤ ϕ(x), j et k deux entiers positifs vérifiants l’égalité j + k = 2.

(A1.2) Il existe des fonctions positives V1 et V2 telles que :∣∣∣∣∂2F (x; a, b)

∂aj ∂bj
− ∂2F (x; a′, b)

∂aj ∂bk

∣∣∣∣ ≤ V1(x; a?, b) |a− a′| ,

∣∣∣∣∂2F (x; a, b)

∂aj ∂bk
− ∂2F (x; a, b′)

∂aj∂bk

∣∣∣∣ ≤ V2(x; a, b?) |b− b′| ,

où, (a?, b?) ∈ [a, a′]× [b, b′], j et k sont deux entiers positifs ou nuls vérifiant l’égalité

j + k = 2.
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(A1.3) : Il existe une fonction mesurable et positive φ avec E (φ(ε0)) < +∞, et un réel

positif ς ′ où, ς ′ > max (|α|, |β − 1|), tels que :∣∣∣∣Vi(x;α, β)

f(x)

∣∣∣∣ ≤ φ(x), i = 1, 2.

(A2)

(A2.1) :

∫
Mf (x)f(x)dx = 0.

(A2.2) :

∫
xMf (x)f(x)dx = −1.

(A2.3) :

∫ {
Ṁf (x) +M2

f (x)
}
f(x)dx = 0.

(A2.4) :

∫
x
{
Ṁf (x) +M2

f (x)
}
f(x)dx = 0.

(A2.5) :

∫ {
x2(Ṁf (x) +M2

f (x))
}
f(x)dx = 2.

(A3) Il existe λ > 0 tels que :

(A3.1) max

(
E
∣∣∣ G(Z0)
σ(θ0,Z0)

∣∣∣3, E∣∣∣ G(Z0)
σ(θ0,Z0)

∣∣∣λ+2

, E
∣∣∣ S(Z0)
σ(θ0,Z0)

∣∣∣λ+2
)
< +∞.

(A3.2) max

{∫
|Mf (x)

∣∣∣∣λ+2f(x)dx,
∫
|xMf (x)|λ+2

f(x)dx,
∫ ∣∣∣Ṁf (x)

∣∣∣λ+2

f(x)dx,∫ ∣∣∣xṀf (x)
∣∣∣λ+2

f(x)dx,
∫
|x|2λ+4f(x)dx,

∫ ∣∣x2Mf (x)
∣∣λ+2

f(x)dx < +∞.

Remarque 3.1. • Notons que la condition (A2) est satisfaite par une large classe de

fonctions de densité. C’est le cas de la distribution Gausssienne standard et de la loi

de Student de degré de liberté supérieur ou égal à 3.

• L’hypothèse (A1.1) est similaire à la troisième condition de Hwang et Basawa (2001).

• Pour l’obtention de (A1.2), nous supposons que les dérivées partielles d’ordre 3

existent et sont localement bornées.

• Les conditions (A2.3), (A2.4) et (A2.5) sont similaires aux conditions (A4.1)-(A4.5)

imposées dans Chebana et Laïb (2008).

3.1.2 Principaux résultats

Nous sommes prêts maintenant pour énoncer nos résultats principaux. Dans un premier

temps, nous commençons par prouver la normalité asymptotique locale du logarithme du

rapport de vraisemblance, par la suite nous définissons une statistique de test. Enfin, nous

montrons son optimalité et nous calculons sa puissance. La propriété LAN est établie au

théorème suivant :
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Théorème 3.1. (LAN) Supposons que les conditions (A1)− (A3) sont vérifées. Alors, sous

H0 :

Λn,h,h′ = Vn,h,h′ −
τ2
h,h′

2
+ oP (1), (3.6)

Vn,h,h′
D
↪→ N (0, τ2

h,h′)

τ2
h,h′(ρ0, θ0) = h2I0E

(
G(Z0)

σ(θ0, Z0)

)2

+ h′2(I2 − 1)E

(
S(Z0)

σ(θ0, Z0)

)2

+ 2hh′(I1)E

(
G(Z0)S(Z0)

σ2(θ0, Z0)

)
, (3.7)

et,

Ij =

∫
xjM2

f (x)f(x)dx, j ∈ {0, 1, 2}.

3.1.3 Test optimal

Considérons à nouveau le problème du test 3.4. En se basant sur le théorème 3.1, nous

utilisons la statistique de Neyman-Pearson Tn,h,h′ définie par :

Tn,h,h′ = Tn,h,h′(ρ0, θ0) = I
{Vn,h,h′
τh,h′

≥ Zu
}
, (3.8)

où Zu est le quantile d’ordre 1 − u d’une loi normale centrée réduite, et de fonction de

répartition Φ(Zu) = 1 − u. Nous pouvons déduire de l’égalité (3.6), la contiguïté de H0 et

Hn
1 . Pour plus de détails, voir par exemple le corollaire 4.3 de Droesbeke et Fine (1996).

L’application du troisième lemme de Le Cam (1986) entraine sous Hn
1 la convergence en loi

de la variable aléatoire Vn,h,h′ vers N
(
τ2
h,h′ , τ

2
h,h′

)
. Sous les mêmes conditions que celles du

théorème 3.1, on a :

Théorème 3.2. (Optimalité) Le test basé sur la statistique Tn,h,h′ est localement asymp-

totiquement optimal. Sa puissance locale asymptotique est 1− Φ (Z1−u − τh,h′) .

Le théorème 3.2 traduit l’optimalité asymptotique locale du test considéré et donne une

expression explicite de sa puissance. Notons que tous nos résultats sont obtenus en supposant

que (ρ0, θ0) est connu, ce qui n’est pas toujours le cas en pratique. Dans ce qui suit, nous

traitons ce même problème de test en remplaçant (ρ0, θ0) par un estimateur.
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3.2 Tester quand le paramètre est estimé

3.2.1 Estimation du paramètre et lien entre les suites centrales

L’optimalité asymptotique locale d’un test n’est pas toujours conservée quand le paramètre

du modèle est remplacé par un estimateur. Cela est due à l’erreur commise après estimation.

Comme l’expression de la statistique du test 3.8 dépend principalement de la suite centrale

Vn,h,h′(ρ0, θ0), nous cherchons à étabir un lien explicite entre cette suite centrale et sa ver-

sion estimée Vn,h,h′(ρn, θn). Nous procédons en trois étapes. Dans un premier temps, nous

introduisons les suites aléatoires locales ρn et θn respectivement de ρ0 et θ0, puis nous ex-

primons un lien entre les suites centrales Vn,h,h′(ρ0, θ0) et Vn,h,h′(ρn, θn). Finalement nous

introduisons les estimateurs discrets, nous appliquons le lemme 4.4 de Kreiss (1987) et nous

déduisons un lien explicite entre les suites centrales.

Rappelons que les estimateurs discrets ont été introduit pour la première fois par Le Cam

(1960) et appliqués par Benghabrit et Hallin (1992, 1996); Benghabrit et Hallin (1998) et

Cassart et al (2008) parmi d’autres.

Pour une meilleure présentation de nos résultats, on a besoin de donner quelques définitions,

de préciser quelques notations, et imposer quelques conditions supplémentaires.

3.2.2 Notations et définitions

Dans tout ce qui suit, nous désignons par ‖·‖p la norme euclidienne dansRp. Nous définissons

les suites locales ρn et θn respectivement de ρ0 et θ0 par :

ρn = ρ0 + n−
1
2u(n) et θn = θ0 + n−

1
2 v(n),

où, n un entier positif et (u(n))> × (v(n))> ∈ R` ×Rp, tels que :

(u(n))> = (u
(n)
1 , . . . , u

(n)
` ), (v(n))> = (v

(n)
1 , . . . , v

(n)
P ), (τ (n))

>
=
(
u(n)>, v(n))>

)>
,

et, sup
n

[(τ (n))
>

(τ (n))] < +∞.

Pour n ≥ 1, nous posons rn = ‖ρn − ρ0‖` et r′n = ‖θn − θ0‖p.

Pour tout entier i, le résidu εi est donné par :

εi =
Yi −m (ρ0 , Zi)

σ (θ0 , Zi)
. (3.9)
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En remplaçant dans (3.9) ρ0 et θ0 respectivement par ρn et θn, nous obtenons la version

estimée du résidu ε̃i,n :

ε̃i,n =
Yi −m

(
ρ0 + n−

1
2u(n) , Zi

)
σ
(
θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi

) . (3.10)

Posons :

rf,h,n (ρ0, θ0) = −n− 1
2

n∑
i=1

hMf (εi)
G(Zi)

σ (θ0, Zi)
, (3.11)

qf,h′,n (ρ0, θ0) = −n− 1
2

n∑
i=1

h′(1 + εiMf (εi))
S(Zi)

σ (θ0, Zi)
. (3.12)

Clairement, nous avons :

Vn,h,h′ (ρ0, θ0) = rf,h,n (ρ0, θ0) + qf,h′,n (ρ0, θ0) . (3.13)

En remplaçant dans (3.12) εi et θ0 respectivement par ε̃i,n et θn, nous obtenons les égalités

suivantes :

rf,h,n(ρn, θn) = −n− 1
2

n∑
i=1

hMf (ε̃i,n)
G(Zi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n), Zi)

, (3.14)

qf,h′,n(ρn, θn) = −n− 1
2

n∑
i=1

h′(1 + ε̃i,nMf (ε̃i,n))
S(Zi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n), Zi)

, (3.15)

Vn,h,h′(ρn, θn) = rf,h,n(ρn, θn) + qf,h′,n(ρn, θn). (3.16)

Dans le but d’obtenir un lien explicite entre la suite centrale et sa version estimée, nous im-

posons quelques conditions supplémentaires. Cela est présenté au paragraphe qui va suivre.

3.2.3 Conditions supplémentaires

Tout au long de notre travail, pour une fonction donnée g, nous notons par g̈ sa dérivée

seconde. Nous supposons que les conditions (A1)− (A3) sont satisfaites, et pour tout x, les

fonctions ρ→ m(ρ, x) et θ → σ(θ, x) sont deux fois différentiables. Nous notons par :

∂m(ρ, ·)> =

(
∂m(ρ, ·)
∂ρ1

, . . . ,
∂m(ρ, ·)
∂ρ`

)
, ∂σ(θ, ·)> =

(
∂σ(θ, ·)
∂θ1

, . . . ,
∂σ(θ, ·)
∂θP

)
,

∂2m(ρ, ·) =

(
∂2m(ρ, ·)
∂ρi∂ρj

)
1≤i,j≤`

, ∂2σ(θ, ·) =
(∂2 σ(θ, ·)

∂θi∂j

)
1≤i,j≤p

.

∂2m(ρ, ·) et ∂2σ(θ, ·) désignent respectivement les Hessiennes de m(ρ, ·) en ρ et σ(θ, ·) en θ.

Nous définissons la fonction Nf par Nf : x 7−→ Nf (x) = 1 + xMf (x).
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Comme la fonction f est trois fois dérivable, après un calcul simple, on a :

Ṅf (x) = Mf (x) + x Ṁf (x), et N̈f (x) = 2 Ṁf (x) + x M̈f (x). (3.17)

Nous supposons de plus que la fonction x 7−→ N̈f (x) est bornée, et nous imposons la condi-

tion supplémentaire suivante :

(A4) :

(A4.1) : Pour tout n ≥ 1, il existe deux boules fermées B1,n = B1,n

(
ρ0, r1,n

)
⊂ int(Θ1),

B2,n = B2,n(θ0, r2,n) ⊂ int(Θ2) avec r1,n ≥ rn et r2,n ≥ r′n, et une fonction positive N1,n

avec E
(

supn≥1N1,n(Z0)
)µ+2

<∞, µ > 0, tels que pour tout x, on a :

max
(

sup
(ρ, θ)∈B1,n×B2,n

max1≤i≤` |∂ m(ρ,x)
∂ρi

|
σ(θ, x)

, sup
(u,θ)∈B2,n×B2,n

max1≤j≤p |∂ σ(u,x)
∂θj

|
σ(θ, x)

)
≤ N1,n(x).

(A4.2) : Pour n ≥ 1, il existe deux boules fermées B′1,n = B′1,n

(
ρ0, r

′
1,n

)
⊂ int(Θ1),

B′2,n = B′2,n(θ0, r
′
2,,n) ⊂ int(Θ2) avec r′1,n ≥ rn et r′2,n ≥ r′n, et une fonction positive N2,n,

avec E
(

supn≥1N2,n(Z0)
)µ′+3

<∞, µ′ > 0, tels que pour tout x on a :

max
(

sup
(ρ, θ)∈B′1,n×B′2,n

max1≤i≤` |∂ m(ρ,x)
∂ρi

|
σ(θ, x)

, sup
(u,θ)∈B′2,n×B′2,n

max1≤j≤p |∂ σ(u,x)
∂θj

|
σ(θ, x)

)
≤ N2,n(x).

(A4.3) : Pour tout n ≥ 1, il existe deux boules fermées B(3)
1,n = B(3)

1,n

(
ρ0, r

(3)
1,n

)
⊂ int(Θ1),

B(3)
2,n = B(3)

2,n(θ0, r
(3)
2,n) ⊂ int(Θ2) avec r(3)

1,n ≥ rn et r(3)
2,n ≥ r′n, et une fonction positive

N3,n avec E
(

supn≥1N3,n(Z0)
)µ3+1

<∞ et µ3 > 0, tels que pour tout x on a :

max
(

sup
(ρ,θ)∈B(3)

1,n×B(3)
3,n

max1≤i≤` |∂ m(ρ,x)
∂ρi

|
σ(θ, x)

, sup
(u,θ)∈B(3)

2,n×B(3)
2,n

max1≤j≤p |∂σ(u,x)
∂θj

|
σ(θ, x)

)
≤ N3,n(x).

(A4.4) : Pour tout n ≥ 1, il existe deux boules fermées B(4)
1,n = B(4)

1,n

(
ρ0, r

(4)
1,n

)
⊂ int(Θ1),

B(4)
2,n = B(4)

2,n(θ0, r
(4)
2,n) ⊂ int(Θ2) avec r(4)

1,n ≥ rn et r(4)
2,n ≥ r′n, et une fonction positive

N4,n avec E
(

supn≥1N4,n(Z0)
µ4+1

)
<∞ avec µ4 > 0, tels que pour tout x on a :

max
(

sup
(ρ,θ)∈B(4)

1,n×B(4)
2,n

max1≤i,j≤` |∂
2m(ρ,x)
∂ρi∂ρj

|
σ(θ, x)

, sup
(u,θ)∈B(4)

2,n×B(4)
2,n

max1≤k,l≤p |∂
2σ(u,x)
∂θk∂l

|
σ(θ, x)

)
≤ N4,n(x).

Remarque 3.2. Une large famille de distributions vérifie cette condition “M̈f est bornée”.

C’est le cas quand la fonction f est la densité d’une loi Gaussienne standard ou d’une loi
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de Student de degré de liberté supérieur à 3. Par exemple pour la loi normale centrée réduite

Ṁf (x) = −1 et |M̈f (x)| = 0.

Pour la loi de Student de degré de liberté supérieur ou égale à 3, on peut facilement vérifier

que les fonctions x 7−→ Ṁf (x), x 7→ M̈f (x) et x 7→ xM̈f (x) sont bornées. Pour plus de

détails sur les calculs voir l’annexe.

Estimateurs asymptotiquement discrets

Les estimateurs asymptotiquement discrets ont été introduits pour la première fois par Le

Cam (1960). Ils sont largement utilisés dans Bickel (1982), Benghabrit et Hallin (1992),

Linton (1993), Benghabrit et Hallin (1996); Benghabrit et Hallin (1998) et Cassart et al

(2008). Le grand avantage de ces estimateurs réside dans l’application du lemme 4.4 de Kreiss

(1987).

Nous introduisons les estimateurs discrets ρ̂n et θ̂n respectivement de ρ0 et θ0. Ils vérifient

les conditions suivantes :

(D1) ρ̂n est
√
n- consistant, i.e pour tout ε > 0, il existe η1(ρ0, ε) et n1(ρ0, ε) tel que sous

H0, ∀n ≥ n1(ρ0, ε), P(
√
n‖ρ̂n − ρ0‖` > η1) ≤ ε.

θ̂n est
√
n- consistant, i.e., pour tout ε > 0, il existe η2(θ0, ε) et n2(θ0, ε) tels que

sous H0, : ∀n ≥ n2(θ0, ε), P(
√
n‖θ̂n − θ0‖p > η2) ≤ ε.

(D2) ρ̂n, θ̂n sont localement discrets, i.e pour toutes valeurs fixées c > 0 et sousH0 et quand

n→ +∞, les nombres possibles de valeurs de ρ̂n dans B1 = {u ∈ R`,
√
n‖u−ρ0‖` ≤

c}, et de θ̂n dans B2 = {v ∈ Rp,
√
n‖v − θ0‖p ≤ c} sont finis.

Notons que la condition (D1) concerne la vitesse de convergence en probabilité appropriée

aux estimateurs. Cette condition est satisfaite par plusieurs estimateurs tels que l’estimateur

du maximum de vraisemblance, les M-estimateurs et les estimateurs Yule-Walker.

Maintenant, nous présentons nos principaux résultats au paragraphe qui va suivre.

Principaux résultats

Nous commençons d’abord par énoncer notre proposition fondamentale représentant le noyau

de la preuve de l’optimalité. On a :
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Proposition 3.1. Supposons que les conditions (A1)− (A4) sont vérifiées. Alors

rf,h,n (ρn, θn)− rf,h,n (ρ0, θ0) = h (u(n))>K> + h (v(n))>J> + oP (1), (3.18)

qf,h′,n (ρn, θn)− qf,h′,n (ρ0, θ0) = h′ (u(n))>K ′> + h′ (v(n))>J ′> + oP (1), (3.19)

Vn,h,h′ (ρn, θn)− Vn,h,h′ (ρ0, θ0) = (u(n))>(hK> + h′K ′> ) + (v(n))>(hJ> + h′ J ′> )

+oP (1). (3.20)

K> = (K1, . . . ,K`), K ′> = (K ′1, . . . ,K
′
`) ,

Kj = E

 ∂ m(ρ0, Z0)
∂ ρj

σ(θ0 , Z0)

Ṁf (ε0)G(Z0)

σ(θ0 , Z0)

 (3.21)

K ′j = E

 ∂ m(ρ0, Z0)
∂ ρj

σ(θ0 , Z0)

Ṅf (ε0)S(Z0)

σ(θ0, Z0)

 (3.22)

J> = (J1, . . . , JP ) , J ′> = (J ′1, . . . , J
′
P ) ,

Jk = E

[
∂ σ(θ0, Z0)

∂ θk

σ(θ0 , Z0)

ε0Ṁf (ε0)G(Z0)

σ(θ0 , Z0)

]
, (3.23)

J ′k = E

[
∂ σ(θ0, Z0)

∂ θk

σ(θ0 , Z0)

ε0Ṅf (ε0)S(Z0)

σ(θ0 , Z0)

]
(3.24)

(j, k) ∈ {1, . . . , `} × {1, . . . , p}.

Remarque 3.3. La condition “N̈f est bornée” est vérifiée par une classe assez large de fonc-

tions de densités. En combinant la remarque (3.2) et l’égalité (3.17), nous pouvons conclure

que quand f est la fonction de densité d’une loi Gaussienne standard, on a |N̈f (ε0)| = 2, et

quand f est la fonction densité d’une Student de degré de liberté supérieur à 3, la fonction

N̈f est bornée (voir annexe).

Sous les conditions (D1)-(D2), et celles de la proposition 3.1, nous déduisons après utilisation

des estimateurs discrets que :

Proposition 3.2. Supposons que (D1) - (D2) et (A1)− (A4) sont vérifiées. Alors,

rf,h,n(ρ̂, θ̂n)− rf,h,n(ρ0, θ0) =
√
n(ρ̂n − ρ0)>hK> +

√
n(θ̂n − θ0)>hJ> + oP (1),

qf,h′,n(ρ̂, θ̂n)− qf,h′,n(ρ0, θ0) =
√
n(ρ̂n − ρ0)>h′K ′> +

√
n(θ̂n − θ0)>h′ J ′> + oP (1),

Vn,h,h′(ρ̂, θ̂n)− Vn,h,h′(ρ0, θ0) =
√
n(ρ̂n − ρ0)>(hK> + h′K ′>)

+
√
n(θ̂n − θ0)>(hJ> + h′ J ′>) + oP (1). (3.25)

Notons que ce dernier résultat est un outil fondamental pour la preuve de l’optimalité du
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test considéré.

Considèrons à nouveau les égalités (3.25). Nous constatons que :(
ρ̂n, θ̂n

)
=
(
ρ0 + n−

1
2
√
n(ρ̂n − ρ0) , θ0 + n−

1
2
√
n(θ̂n − θ0)

)
, avec une probabilité proche de

1, (D1) entraine l’inégalité suivante :

sup
n

{(√
n(ρ̂n − ρ0) ,

√
n(θ̂n − θ0)

)> (√
n(ρ̂n − ρ0) ,

√
n(θ̂n − θ0)

)
< +∞.

Étant donné que
√
n(ρ̂n− ρ0) = OP (1) et

√
n(θ̂n− θ0) = OP (1), nous concluons que pour le

cas particulier K = K ′ = J = J = 0, les suites centrales Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n) et Vn,h,h′(ρ0, θ0) sont

équivalentes. En général Les égalités K = K ′ = J = J = 0 ne sont pas toujours satisfaites.

Donc l’optimalité du test n’est pas obtenue.

Dans le but de résoudre ce problème, nous appliquons les résultats de Lounis (2014). Plus

précisément, nous établissons dans un premier temps l’équivalence entre la suite centrale et

sa version estimée. Par la suite nous définissons un autre estimateur absorbant l’erreur qui

affecte la puissance du test. Enfin nous déduisons l’optimalité asymptotique locale de notre

test.

Test optimal

Pour achever la preuve de l’optimalité, nous avons besoin de prouver le résultat technique

suivant :

Proposition 3.3. Supposons que les conditions (A1)− (A4) et (D1)− (D2) sont satisfaites.

Alors,

• (i)
√
n(ρ̂n − ρ)>(hK> + h′K ′>) =

√
n(ρ̂n − ρ̂N )>(hK> + h′K ′>) + oP (1).

• (ii)
√
n(θ̂n − θ>)(hJ> + h′ J ′>) =

√
n(θ̂n − θ̂N )>(hJ> + h′ J ′>) + oP (1),

avec, N = [1 + nµ+1] et µ > 0.

Cette derniére proposition entraine l’énoncé suivant :

.

Proposition 3.4. Supposons que les conditions (A1)− (A4) et (D1)− (D2) sont satisfaites.

Alors :

• Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n)− Vn,h,h′(ρ0, θ0) =
√
n(ρ̂n − ρ̂N )>(hK> + h′K ′>)

+
√
n(θ̂n − θ̂N )>(hJ> + h′ J ′>) + oP (1).
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Étant donné que K,K ′, J et J ′ sont inconnues, alors
√
n(ρ̂n − ρ̂N )>(hK> + h′K ′>) +

√
n(θ̂n − θ̂N )>(hJ> + h′ J ′>) est aussi inconnue. En vue

de résoudre ce problème, nous imposons la condition supplémentaire suivante :

(E.1) : Pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , `} × {1, . . . , p}, Ki − K̂N,i −→ 0, K ′i − K̂ ′N,i −→ 0,

Jj − ĴN,j −→ 0, J ′j − Ĵ ′N,j −→ 0 quand n −→∞, où, K̂N,i, K̂ ′N,i, ĴN,j et Ĵ ′N,j

respectivement sont obtenus à partir de K, K ′, J et J ′ en remplaçant (ρ0, θ0) par

(ρ̂N , θ̂N ).

Remarque 3.4. Sous (E.1), la proposition 3.4 donne à un terme oP (1) près, l’équivalence

entre des quantités inconnues et des quantités connues. Dans le cas où (ρ̂N , θ̂N ) converge

presque sûrement vers (ρ0, θ0), (E.1) est vérifiée. Notons qu’une large classe des modèles de

séries chronologiques satisfait à (E.1). C’est le cas des modèles AR(m) pour lesquels, il faut

juste utiliser les égalités (3.22) et (3.24).

Proposition 3.5. Supposons que les conditions (A1) − (A4), (D1) − (D2) et (E.1) sont

satisfaites. Alors :

• Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n)− Vn,h,h′(ρ0, θ0) =
√
n(ρ̂n − ρ̂N )>(h K̂N

>
+ h′ K̂N

′>
)

+
√
n(θ̂n − θ̂N )>(h ĴN

>
+ h′ ĴN

′>
) + oP (1).

(3.26)

Étant donné que
√
n(ρ̂n − ρ̂N )>(h K̂N

>
+ h′ K̂N

′>
) +
√
n(θ̂n − θ̂N )>(h ĴN

>
+ h′ ĴN

′>
) est

connue, nous énonçons dans ce qui suit le résultat désiré.

Proposition 3.6. (Équivalence entre les suites centrales) Supposons que les conditions

(A1)− (A4), (D1)− (D2) et (E.1) sont satisfaites. Alors, il existe un estimateur consistant

(ρ̄n, θ̄n) de (ρ0, θ0) tel que :

• Vn,h,h′(ρ̄n, θ̄n)− Vn,h,h′(ρ0, θ0) = oP (1).

nous obtenons notre résultat principal énoncé comme suit :

Théorème 3.3. (Optimalité) Supposons que les conditions (A1) − (A4), (D1) − (D2) et

(E.1) sont satisfaites. Alors, la puissance locale asymptotique du test basé sur

T̄n = Tn(ρ̄n, θ̄n) sous Hn
1 est 1 − Φ (Z1−u − τh,h′) . Le test T̄n est localement asymptotique-

ment optimal.
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3.3 Généralization dans Z

Nos résultats sont établis quand l’indice i est dans N. Faisons maintenant une extension

quand l’indice de la série chronologique est dans Z.

Considérons les variables aléatoires Y, Z et ε, telles que, pour tout i ∈ Z−, nous avons :

Y−i = Yi , Z−i = Zi, et ε−i = εi.

Clairement, i′ = −i ∈ N, alors, nous obtenons :

Yi′ = T (Zi′) + V (Zi′)εi′ , avec, i′ ∈ N.

Le dernier modèle est similaire à (3.1), ce qui nous permet de construire un test T ′n,h,h′ ,

avec :

T ′n,h,h′ = I{V′
n,h,h′
τ′
h,h′

≥Z(u)

},
τ ′

2
h,h′ = h2I ′0E

(
G(Z0)

σ(θ0,Z0)

)2

+ h′2(I ′2 − 1)E

(
S(Z0)

σ(θ0,Z0)

)2

+ 2hh′(I ′1)E

(
G(Z0)S(Z0)

σ(θ0,Z0)

)
,

U ′n,i′,h,h′ = −n− 1
2

{
hMf (εi′)

G(Zi′)
σ(θ0,Z ′i)

+ h′(Mf (εi′)εi′ + 1)
S(Zi′)
σ(θ0,Zi′)

}
,

I ′j = E
(
εi′

jM2
f (εi′)

)
, j ∈ {0, 1, 2} et V ′n,h,h′ =

n∑
i′=1

U ′n,i′,h,h′ .

3.4 Simulations

Pour l’évaluation de la performance de notre méthodologie, nous effectuons des simulations.

Nous considérons le problème du test 3.4 correspondant au modèle autoregressif AR(2).

Dans ce cas, les deux fonctions G et B sont définies par G : x −→ a
1+x2 et

B : x −→ a
1+x2 , où a ∈ [0; 3]. Nous fixons les paramètres h et h′ à 1, (ρ1, ρ2) à (0.5, 0.4), le

paramètre positif µ à 0.05, et la taille de l’échantillon à n = 40, 50, 60, 70, 80, 90 correspondant

à N = 49, 61, 74, 87, 100, 113. (ρn,1, ρn,2) désigne l’estimateur des moindres carrés (E.M.C.)

de (ρ1, ρ2), et (ρ̂n,1, ρ̂n,2) sa forme discrétisée (E.M.C.D.). L’estimateur corrigé (ρ̄n,1, ρ̂n,2)

est obtenu en perturbant la première composante de E.M.C.D. avec

ρ̄n,1 = ρ̂n,1 + pn

et

pn =

[
1/
∂Vn,h,h′(ρ̂n,1, ρ̂n,2)√

n∂ρn,1

]
×
[
−(ρ̂n,1 − ρ̂N,1)× h K̂N,1 + (ρ̂n,2 − ρ̂N,2)× h′ K̂ ′N,2

]
.
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Notons que sous H0 le résidu εi est donné par :

εi = Yi − ρ1Yi−1 − ρ2Yi−2, (3.27)

et estimé par les suites aléatoires (ε̂n,i) et (ε̄n,i) telles que :

ε̂n,i = Yi − ρ̂n,1Yi−1 − ρ̂n,2Yi−2. (3.28)

ε̄n,i = Yi − ρ̄n,1Yi−1 − ρ̂n,2Yi−2. (3.29)

Le niveau du test est fixé à 0.05. Le remplacement dans l’expression de la statistique du test

2.9 de εi et (ρ0, θ0) respectivement par ε̄n,i et (ρ̄n,1, ρ̂n,2) donne la version estimée du test

T̄ = Tn,h,h′(ρ̄n,1, ρ̂n,2).

Nous représentons simultanément en fonction du coefficient de non-linárité a, les puissances

(théoriques) du test, avec la vraie valeur du paramètre, avec E.M.C.D., et avec l’estimateur

corrigé. Ces simulations sont effectuées avec 1500 réplications. Nous constatons que quand

n est assez grand, les représentations graphiques des puissances avec le vrai paramètre, et

l’estimateur corrigé sont proches l’une de l’autre.

Simulations : AR(1)-ARCH. (µ = 0.05).
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3.5 Preuves des résultats

Dans toute cette partie, nous supposons que (h, h′) appartient au compact K1 × K2, avec

hh′ 6= 0. La notation oP (1) désigne une variable aléatoire convergente en probabilité vers 0.

Pour certaines démonstrations, nous avons besoin d’utiliser cette inégalité bien connue :

Lemme 3.1.

(a+ b)ξ ≤ 2ξ−1(aξ + bξ),

avec a > 0, b > 0 et ξ > 2.

3.5.1 Preuve du lemme 3.1

La fonction d : x 7−→ xξ est deux fois dérivable sur R. Comme la dérivée seconde

d̈ : ξ(ξ − 1)xξ−2 est positive sur R+, alors d : x 7−→ xξ est une fonction convexe sur R+.

Nous déduisons que :

∀(a, b) ∈ R+ ×R
+ et ∀(λ1, λ2) ∈ [0, 1]× [0, 1] avec λ1 + λ2 = 1, on a :

(λ1a+ λ2b)
ξ ≤ λ1a

ξ + λ2b
ξ. En choisissant λ1 = λ2 = 1

2 , nous obtenons l’inégalité.

3.5.2 Preuve du théorème 3.1

Nous vérifions les trois conditions (C.1), (C.2) et (C.3) du théorème 1 de Hwang et Basawa

(2001). Sous H0, et pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a :

|gn,i,h,h′ − 1| =
∣∣∣∣fn,h,h′(Yi)f0(Yi)

− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
f
(
εi−αn,i,h
βn,i,h′

)
f(εi)

− 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
f
(
εi−αn,i,h
βn,i,h′

)
− f(εi)

f(εi)

∣∣∣∣∣∣ ,

où,

αn,i,h = hn−
1
2
G(Zi)

σ(θ0, Zi)
, et βn,i,h′ = 1 + h′ n−

1
2
S(Zi)

σ(θ0, Zi)
.

Observons que :

|gn,i,h,h′ − 1| = |F (εi;αn,i,h, βn,i,h′)− F (εi; 0, 1)|
∣∣∣∣ 1

f(εi)

∣∣∣∣ .
En effectuant un développement de Taylor d’ordre 1 de la fonction F (εi ; ·, ·) au voisinage

de (0, 1), nous obtenons :
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|gn,i,h,h′ − 1 | =
∂F (εi; 0, 1)

f(εi) ∂a
αn,i,h +

∂F (εi; 0, 1)

f(εi) ∂b
(βn,i,h′ − 1) +

Rn,i,h,h′

f(εi)
,

(3.31)

et

Rn,i,h,h′ =
1

2
(αn,i,h, βn,i,h′ − 1) ∂2An,i,h,h′(εi;α

?
n,i,h, β

?
n,i,h′) (αn,i,h, βn,i,h′ − 1)

>
,

où
(
α?n,i,h, β

?
n,i,h′

)
∈ [0;αn,i,h] × [1;βn,i,h′ ] , et ∂2An,i,h,h′

(
· ;α?n,i,h, β

?
n,i,h′

)
est la matrice

Hessienne de F en
(
· ;α?n,i,h, β

?
n,i,h′

)
.

Posons :

Un,i,h,h′ =
∂F (εi; 0, 1)

f(εi) ∂a
αn,i,h +

∂F (εi; 0, 1)

f(εi) ∂b
(βn,i,h′ − 1) et R∗n,i,h,h′ =

Rn,i,h,h′

f(εi)
.

Après calcul, il vient :

∂F (εi; 0, 1)

∂a
= −ḟ(εi), et

∂F (εi; 0, 1)

∂b
= −

(
f(εi) + εi ḟ(εi)

)
.

On obtient alors :

Un,i,h,h′ = −n− 1
2

{
hMf (εi)

G(Zi)

σ(θ0, Zi)
+ h′ (Mf (εi)εi + 1)

S(Zi)

σ(θ0, Zi)

}
. (3.32)

On a :

gn,i,h,h′ − 1 = Un,i,h,h′ +R∗n,i,h,h′ .

De (A1.1), il existe p > 1, une constante positive ς avec ς > max
(
|α?n,i,h|, |β?n,i,h′ − 1|

)
, et

une fonction mesurable et positive ϕ avec E(ϕp(ε0)) < +∞ tels que :∣∣R∗n,i,h,h′ ∣∣ ≤ 1

2

{
α2
n,i,h + (βn,i,h − 1)2 + 2αn,i,h(βn,i,h − 1)

}
ϕ(εi)

≤ 1

2

{
[αn,i,h + (βn,i,h − 1)]

2
ϕ(εi)

}
≤ 1

2n

{
hG(Zi) + h′S(Zi)

σ(θ0, Zi)

}2

ϕ(εi)

≤ δ

n

{
G(Zi) + S(Zi)

σ(θ0, Zi)

}2

ϕ(εi), (3.33)

avec δ = max
(
δ1

2, δ2
2
)
, et δ1 et δ2 désignent respectivement les diamètres des compacts K1

et K2.

Soit ν > 1. D’après l’inégalité de Markov, on obtient pour tout γ > 0 :

P
(
|R∗n,i,h,h′ | > γ

)
= P

(
|R∗n,i,h,h′ |ν > γν

)
≤ 1

γν
E|R∗n,i,h,h′ |ν .
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En utilisant l’inégalité (3.33), il vient :

P
(
|R∗n,i,h,h′ | > γ

)
≤ 1

γν
δν

nν
E

{[G(Zi) + S(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2ν
ϕν(εi)

}
.

En appliquant le lemme 3.1, on trouve :(
G(Zi) + S(Zi)

σ(θ0, Zi)

)2ν

≤
(
|G(Zi)|+ |S(Zi)|

σ(θ0, Zi)

)2ν

≤ 22ν−1

{∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2ν +
∣∣∣ S(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2ν} .
De la stationnarité, on déduit que :

P
(∣∣∣R∗n,i,h,h′ ∣∣∣ > γ

)
≤ 22ν−1 1

γν
δν

nν

{
E
∣∣∣ G(Z0)

σ(θ0, Z0)

∣∣∣2νE[ϕν(ε0)
]

+ E
∣∣∣ S(Z0)

σ(θ0, Z0)

∣∣∣2νE[ϕν(ε0)
]}

≤ K22ν−1 1

γν
δν

nν

{
E
∣∣∣ G(Z0)

σ(θ0, Z0)

∣∣∣2ν + E
∣∣∣ S(Z0)

σ(θ0, Z0)

∣∣∣2ν} .
Comme 2ν > 2, alors il existe λ > 0, tel que, 2ν = λ+ 2. Ainsi il vient :

P

(
max

i∈{1,...,n}

∣∣∣R∗n,i,h,h′ ∣∣∣ > γ

)
≤

n∑
i=1

P
(∣∣∣R∗n,i,h,h′ ∣∣∣ > γ

)
≤ K22ν−1 δν

nνγν

{ n∑
i=1

E
∣∣∣ G(Z0)

σ(θ0, Z0)

∣∣∣2ν
+

n∑
i=1

E
∣∣∣ S(Z0)

σ(θ0, Z0)

∣∣∣2ν}
≤ K2λ+1 δ

λ
2 +1

n
λ
2 γ

λ
2 +1

1

n

{ n∑
i=1

E
∣∣∣ G(Z0)

σ(θ0, Z0)

∣∣∣λ+2

+
n∑
i=1

E
∣∣∣ S(Z0)

σ(θ0, Z0)

∣∣∣λ+2}
≤ K2λ+1 δ

λ
2 +1

n
λ
2 γ

λ
2 +1

{
E
∣∣∣ G(Z0)

σ(θ0, Z0)

∣∣∣λ+2

+ E
∣∣∣ S(Z0)

σ(θ0, Z0)

∣∣∣λ+2}
.

À partir de (A3.1), on obtient :

P
(

maxi∈{1,...,n} |R∗n,i,h,h′ |) > γ
)
→ 0, quand n→ +∞.

Finalement :

max
i∈{1,...,n}

∣∣∣R∗n,i,h,h′ ∣∣∣ = oP (1). (3.34)



3.5 Preuves des résultats 77

Nous montrons maintenant que :

max
i∈{1,...,n}

∣∣∣Un,i,h,h′ ∣∣∣ = oP (1).

On peut déjà remarquer que :

P

(
max

i∈{1,...,n}

∣∣∣Un,i,h,h′ ∣∣∣ > γ

)
≤

n∑
i=1

P
(∣∣∣Un,i,h,h′ ∣∣∣2ν > γ2ν

)
.

De l’inégalité de Markov, nous avons, pour tout γ > 0 :

P
(

max
i∈{1,...,n}

∣∣∣Un,i,h,h′ ∣∣∣ > γ
)
≤ 1

γ2ν

n∑
i=1

E
∣∣∣Un,i,h,h′ ∣∣∣2ν . (3.35)

Nous déduisons à partir du lemme 3.1 que :

E
∣∣∣Un,i,h,h′ ∣∣∣2ν ≤ n−νδν22ν−1

{
E

(∣∣∣Mf (εi)
∣∣∣2ν∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2ν)
+ E

(∣∣∣Mf (εi)εi + 1
∣∣∣2ν∣∣∣ S(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2ν).

(3.37)

Ceci combiné avec (3.35) donne :

P

(
max

i∈{1,...,n}
|Un,i,h,h′ | > γ

)
≤ δν22ν−1

nν−1γ2ν
E
{ 1

n

n∑
i=1

∣∣∣Mf (εi)
∣∣∣2ν∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2ν}
+

δν22ν−1

nν−1γ2ν
E
{ 1

n

n∑
i=1

∣∣∣Mf (εi)εi + 1
∣∣∣2ν∣∣∣ S(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2ν}
≤ δ

λ
2 +12λ+1

n
λ
2 γλ+2

{ 1

n

n∑
i=1

E
∣∣∣Mf (εi)

∣∣∣λ+2

E
∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣λ+2}
+

δ
λ
2 +12λ+1

n
λ
2 γλ+2

{ 1

n

n∑
i=1

E
∣∣∣Mf (εi)εi + 1

∣∣∣λ+2

E
∣∣∣ S(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣λ+2}
.

De (3.1) nous pouvons écrire∣∣∣Mf (εi)εi + 1
∣∣∣λ+2

≤ 2λ+1
∣∣∣Mf (εi)εi

∣∣∣λ+2

+ 2λ+1. (3.38)

À partir de (A3.1), (A3.2) et la stationnarité, il vient :

max
i∈{1,...,n}

∣∣∣Un,i,h,h′ ∣∣∣ = oP (1). (3.39)

Finalement, nous obtenons de (3.34) et (3.39) la condition (C1).
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Nous vérifions maintenant la condition (C2).

On a :
n∑
i=1

(gn,i,h,h′ − 1)2 =
n∑
i=1

U2
n,i,h,h′ +

n∑
i=1

(R∗n,i,h,h′)
2 + 2

n∑
i=1

Un,i,h,h′R
∗
n,i,h,h′ .

En considérant l’égalité (3.33) et après un calcul simple, nous obtenons :

n∑
i=1

(R∗n,i,h,h′)
2 ≤ max

i∈{1,...,n}

∣∣∣R∗n,i,h,h′ ∣∣∣ n∑
i=1

| R∗n,i,h,h′ |

≤ max
i∈{1,...,n}

∣∣∣R∗n,i,h,h′ ∣∣∣
{
δ

2n

n∑
i=1

[G(Zi) + S(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2
ϕ(εi)

}

≤ max
i∈{1,...,n}

∣∣∣R∗n,i,h,h′ ∣∣∣
{
δ

n

n∑
i=1

ϕ(εi)
∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2
+

δ

n

n∑
i=1

ϕ(εi)
∣∣∣ S(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2} .
Posons :

An,i,δ = δ
n

∑n
i=1 ϕ(εi)

∣∣∣ G(Zi)
σ(θ0,Zi)

∣∣∣2 et Bn,i,δ = δ
n

∑n
i=1 ϕ(εi)

∣∣∣ S(Zi)
σθ0,Zi

∣∣∣2.
On considère l’ensemble Ω1 avec Ω1 = {ω, ϕ(εi) ≤ 1}. Il est clair que sur le complémentaire

Ω1
c de Ω1, on a pour tout réel p > 1, ϕ(εi) ≤ ϕp(εi). Dans ce cas, nous choisissons la valeur

de p correspondante à la condition (A1.1). Alors on a :

|An,i,δ| ≤

{
δ

n

n∑
i=1

ϕ(εi)IΩ1

∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2}+

{
δ

n

n∑
i=1

ϕ(εi)IΩ1
c

∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2}

≤

{
δ

n

n∑
i=1

∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2}+

{
δ

n

n∑
i=1

ϕp(εi)
∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2} ,
où I(·) désigne la fonction indicatrice.

Posons :

A?n,i,δ =

{
δ

n

n∑
i=1

∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2}+

{
δ

n

n∑
i=1

ϕp(εi)
∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2} .
À partir du théorème ergodique, de (A1.1), et étant donné que les moments d’ordre 2 sont

finis, nous déduisons la convergence presque sûre de A?n,i,δ vers une constante c1.

En posant :

B?n,i,δ =

{
δ

n

n∑
i=1

∣∣∣ S(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2}+

{
δ

n

n∑
i=1

ϕp(εi)
∣∣∣ S(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2} .
Un raisonnement analogue à celui effectué pour A?n,i,δ nous permet de déduire la convergence

presque sûre de B?n,i,δ vers une constante c2, et donc la convergence presque sûre de la variable
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aléatoire A?n,i,δ +B?n,i,δ vers c = c1 + c2.

Le vecteur aléatoire
(

(A?n,i,δ +B?n,i,δ) , maxi∈{1,...,n} |R∗n,i,h,h′ |
)
converge en probabilité vers

(c, 0). Comme la fonction (x, y) 7−→ xy est continue, il vient :

max
i∈{1,...,n}

∣∣R∗n,i,h,h′ ∣∣ (A?n,i,δ +B?n,i,δ
) P−→ 0 quand n→∞.

Ceci implique que :
n∑
i=1

(R∗n,i,h,h′)
2 = oP (1). (3.40)

On a les inégalités suivantes :
n∑
i=1

Un,i,h,h′R
∗
n,i,h,h′ ≤

n∑
i=1

∣∣∣Un,i,h,h′ ∣∣∣∣∣∣R∗n,i,h,h′ ∣∣∣
≤ max

i∈{1,...,n}

∣∣∣Un,i,h,h′ ∣∣∣ n∑
i=1

∣∣∣R∗n,i,h,h′ ∣∣∣
≤ max

i∈{1,...,n}

∣∣∣Un,i,h,h′ ∣∣∣ (A∗n,i,δ +B∗n,i,δ
)
.

Un raisonnement similaire à celui du cas précédent et sous (3.39) nous obtenons :
n∑
i=1

Un,i,h,h′R
∗
n,i,h,h′ = oP (1). (3.41)

On peut également écrire :
n∑
i=1

U2
n,i,h,h′ =

n∑
i=1

{
−n− 1

2

[
hMf (εi)

G(Zi)

σ(θ0, Zi)
+ h′(Mf (εi)εi + 1)

S(Zi)

σ(θ0, Zi)

]}2

=
1

n

n∑
i=1

(
hMf (εi)

G(Zi)

σ(θ0, Zi)

)2

+
(
h′(Mf (εi)εi + 1)

S(Zi)

σ(θ0, Zi)

)2

+ 2hh′
1

n

{
n∑
i=1

Mf (εi) [Mf (εi)εi + 1]
G(Zi)S(Zi)

σ2(θ0, Zi)

}
.

Notons que :

E
[G(Zi)S(Zi)

σ2(θ0, Zi)

]
≤ E

[ |G(Zi)S(Zi)|
σ2(θ0, Zi)

]
≤ 1

2
E
[ G2(Zi)

σ2(θ0, Zi)

]
+

1

2
E
[ S2(Zi)

σ2(θ0, Zi)

]
< +∞.

À partir de l’ergodicité et de la stationnarité, nous déduisons que
∑n
i=1 U

2
n,i,h,h′ converge

p.s. vers une constante positive τ2
h,h′ , avec :

τ2
h,h′ = h2E

[
M2
f (εi)

( G(Zi)

σ(θ0, Zi)

)2
]

+ h′2E

[
[1 + εiMf (εi)]

2
( S(Zi)

σ(θ0, Zi)

)2
]

+ 2hh′E

[
[εiM

2
f (εi) +Mf (εi)]

G(Zi)S(Zi)

σ(θ0, Zi)

]
. (3.42)
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Posons Ij = E
(
εj0M

2
f (ε0)

)
et Kj = E

(
εj0Mf (ε0)

)
, j ∈ {0, 1, 2}.

De (A1.2) et (A2.2), il vient :

τ2
h,h′ = h2I0E

(
G(Z0)

σ(θ0, Z0)

)2

+ h′2(I2 + 2K1 + 1)E

(
S(Z0)

σ(θ0, Z0)

)2

+ 2hh′(I1 +K0)E

(
G(Z0)S(Z0)

σ2(θ0, Z0)

)
= h2I0E

(
G(Z0)

σ(θ0, Z0)

)2

+ h′2(I2 − 1)E

(
S(Z0)

σ(θ0, Z0)

)2

+ 2hh′(I1)E

(
G(Z0)S(Z0)

σ2(θ0, Z0)

)
. (3.43)

À partir (3.40), (3.41) et (3.43), nous déduisons que la condition (C.2) est vérifée.

Nous définissons maintenant :

Vn,h,h′(ρ0, θ0) =

n∑
i=1

Un,i,h,h′ . (3.44)

À partir de (A2.1) et (A2.2), on peut conclure que Un,i,h,h′ est une Fn-martingale centrée.

Il reste à prouver que Vn,h,h′(ρ0, θ0) converge en loi vers N (0, τ2
h,h′), on utilise le théorème

3.2 et les corollaires 3.1 et 3.2 de Hall et Heyde (1980). Nous vérifions alors les conditions

suivantes :

(i) La condition de Linderberg : Pour tout γ > 0,

n∑
i=1

E

U2
n,i,h,h′I

{
|Un,h,h′ |>γ

}/Fi−1

 P−→ 0 quand n→∞.

(ii) Variance Conditionnelle :
n∑
i=1

E
(
U2
n,i,h,h′

/
Fi−1

)
P−→ η2 quand n→∞.

(iii) Mesurabilité : La variable aléatoire η est Fi−1-mesurable.

Vérification de la condition de Linderberg

De l’inégalité de Hölder conditionnelle, il existe ν > 1 et p > 1 avec 1
ν + 1

p = 1 tels que :

E

U2
n,i,h,h′I

[
|Un,i,h,h′ |>γ

]/Fi−1

 ≤
{[

E(|Un,i,h,h′ |2ν
/
Fi−1)

] 1
ν
[
P(|Un,i,h,h′ | > γ

/
Fi−1)

] 1
p

≤
[
E(|Un,i,h,h′ |2+λ

/
Fi−1)

] 1
λ
2

+1
[
P(|Un,i,h,h′ | > γ

/
Fi−1)

] 1
p

≤
[
E(|Un,i,h,h′ |2+λ

/
Fi−1)

] 1
λ
2

+1
[
P(|Un,i,h,h′ |2+λ

> γ2+λ
/
Fi−1)

] 1
p

,
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où ν = 1 + λ
2 et λ > 0. Notons qu’à partir du lemme 3.1, nous avons pour tout x ∈ R

|xMf (x) + 1)|2+λ ≤ 21+λ
(
|xMf (x)|2+λ

+ 1
)
.

De (A3.2), il vient :

E |εiMf (εi) + 1)|2+λ ≤ 21+λE
(
|εiMf (εi)|2+λ

)
+ 21+λ < +∞.

L’application de l’inégalité de Markov conditionnelle nous permet d’écrire :

E

U2
n,i,h,h′I

{
|Un,i,h,h′ |>γ

}/Fi−1

 ≤ γ
−(2+λ)

p

{
E
(
|Un,i,h,h′ |2+λ

/
Fi−1

)} 1
λ
2

+1

×
{
E
(
|Un,i,h,h′ |2+λ

/
Fi−1

)} 1
p

,

≤ γ
−(2+λ)

p

{
E
(
|Un,i,h,h′ |2+λ

/
Fi−1

)}
.

À partir des propriétés des espérances conditionnelles et du lemme 3.1 nous obtenons :

n∑
i=1

E

U2
n,i,h,h′I

[
|Un,h,h′ |>γ

]/Fi−1) ≤ 2(1+λ)γ
−(2+λ)

p

{
n−(1+λ

2 )
n∑
i=1

E

[∣∣∣hMf (εi)
G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2+λ/
Fi−1

]

+ n−(1+λ
2 )

n∑
i=1

E

[∣∣∣h′(εiMf (εi) + 1)
S(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2+λ/
Fi−1

]}
≤ 2(1+λ)δ1+λ

2 γ
−(2+λ)

p n−(1+λ
2 )
[ n∑
i=1

| G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2+λ

E
∣∣∣Mf (ε0)

∣∣∣2+λ

+

n∑
i=1

| S(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2+λ

E
∣∣∣ε0Mf (ε0) + 1)

∣∣∣2+λ]
≤ K2(1+λ)δ1+λ

2 γ
−(2+λ)

p n−
λ
2

×
[ 1

n

n∑
i=1

| G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2+λ

+
1

n

n∑
i=1

| S(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣2+λ]
.

À partir de (3.45), l’ergodicité, la stationnarité, (A3.1), et (A3.2), nous pouvons conclure

que :

n∑
i=1

E

U2
n,i,h,h′I

{
|Un,h,h′ |>γ

}/Fi−1

 P−→ 0 quand n→∞.
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Variance conditionnelle

n∑
i=1

E
(
U2
n,i,h,h′

/
Fi−1

)
=

1

n

{
n∑
i=1

E

([
hMf (εi)

G(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2/
Fi−1

)

+
n∑
i=1

E

([
h′(Mf (εi)εi + 1)

S(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2/
Fi−1

)

+ 2hh′
n∑
i=1

E

(
Mf (εi) [Mf (εi)εi + 1]

G(Zi)S(Zi)

σ2(θ0, Zi)

/
Fi−1

)}
.

En utilisant les propriétés de l’espérance conditionnelle, étant donné que les variables εi sont

indépendantes de Fi = σ (Zj , j ≤ i), et en appliquant le théorème ergodique nous obtenons

la convergence presque sûre de
∑n
i=1 E

(
U2
n,i,h,h′

/
Fi−1

)
vers η2 = τ2

h,h′ .

Mesurabilité :

La variable aléatoire η est une constante, ceci est Fi−1-mesurable.

En résumé, à partir de (i), (ii) et (iii), nous déduisons la convergence en loi de Vn,h,h′(ρ0, θ0)

vers N
(

0, τ2
h,h′

)
.

Il reste à prouver que
∑n
i=1R

∗
n,i,h,h′ = oP (1), avec

R∗n,i,h,h′ =

(
αn,i,h, (βn,i,h′ − 1)

)
∂2An,i,h,h′

(
εi;α

?
n,i,h, β

?
n,i,h′

)(
αn,i,h, (βn,i,h′ − 1)

)>
2f(εi)

,

∂2An,i,h,h′(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′) =

 D1,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′) D1,2(εi;α

?
n,i,h, β

?
n,i,h′)

D2,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′) D2,2(εi;α

?
n,i,h, β

?
n,i,h′)

 .

n∑
i=1

R∗n,i,h,h′ =
n∑
i=1

D1,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)

2f(εi)
α2
n,i,h

+

n∑
i=1

D2,2(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)

2f(εi)
(βn,i,h′ − 1)

2

+
n∑
i=1

αn,i,h(βn,i,h′ − 1)
D1,2(εi;α

?
n,i,h, β

?
n,i,h′)

2f(εi)

+

n∑
i=1

αn,i,h(βn,i,h′ − 1)
D2,1(εi;α

?
n,i,h, β

?
n,i,h′)

2f(εi)
.

Nous avons :

n∑
i=1

D1,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)

2f(εi)
α2
n,i,h =

h2

n

n∑
i=1

D1,1 (εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)

2f(εi)

[
G(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2

.
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Nous considérons la décomposition suivante :

h2

n

n∑
i=1

D1,1 (εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)

2f(εi)

[
G(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2

=
h2

n

{ n∑
i=1

D1,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,1(εi; 0, 1)

2f(εi)

×
[ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2
+

n∑
i=1

D1,1(εi; 0, 1)

2f(εi)

[ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2}

≤ h2

n

n∑
i=1

∣∣∣D1,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,1(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

×
[ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2
+

[
h2

n

n∑
i=1

D1,1(εi; 0, 1)

2f(εi)
×
[ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2]
.

À partir de (A1.2), il existe une fonction V1, une constante positive ς ′ > max
(
|α??n,i,h|, |β?n,i,h′ − 1|

)
et une fonction positive et mesurable φ telle que E(φ(ε0)) < +∞ et∣∣∣D1,1(εi;α

?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,1(εi; 0, 1)

∣∣∣ ≤ ∣∣α?n,i,h∣∣ ∣∣V1(εi;α
??
n,i,h, β

?
n,i,h′)

∣∣ ,
avec α??n,i,h ∈

[
0;α?n,i,h

]
.

Pour tout entier positif n ≥ 1, on a :

E
{h2

n

n∑
i=1

|D1,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,1(εi; 0, 1)|
2f(εi)

[ G(Zi)

σ(θ0, Zi))

]2}
≤ h2

2n

n∑
i=1

E
{
φ(εi)|α?n,i,h|

[ G(Zi)

σ(θ0, Zi))

]2}
.

Comme α?n,i,h est dans l’intervalle [0;αn,i,h], il existe une suite aléatoire (θn)n≥1 à valeurs

dans [0; 1] telle que α?n,i,h = θnαn,i,h. Alors, il vient :

E
{h2

n

n∑
i=1

∣∣∣D1,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,1(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

( G(Zi)

σ(θ0, Zi)

)2}
≤ h2

n

n∑
i=1

θnE
{
φ(ε0)|αn,i,h|

( G(Zi)

σ(θ0, Zi)

)2}
≤ Kh3n−

1
2E
{ 1

n

n∑
i=1

∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣3}.
D’après l’inégalité de Markov, pour tout γ > 0,

P
(h2

n

n∑
i=1

∣∣∣D1,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,1(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

[ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2
> γ

)

≤ 1

γ
K h3n−

1
2E
{ 1

n

n∑
i=1

[ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

]3}
.
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À partir de l’ergodicité, la stationnarité, (A3.1) et comme n−
1
2 → 0, nous obtenons :

h2

n

n∑
i=1

|D1,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,1(εi; 0, 1)|
2f(εi)

[ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2 P−→ 0 quand n→ +∞.

Finalement :

R
(1)
n,i,h,h′ =

n∑
i=1

∣∣∣D1,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,1(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

α2
n,i,h = oP (1). (3.45)

En effectuant un raisonnement analogue à celui du cas précédent, on peut montrer que :

R
(2)
n,i,h,h′ =

n∑
i=1

∣∣∣D2,2(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D2,2(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

(βn,i,h′ − 1)
2

= oP (1).

R
(3)
n,i,h,h′ =

n∑
i=1

∣∣∣D1,2(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,2(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

α2
n,i,h = oP (1).

R
(4)
n,i,h,h′ =

n∑
i=1

∣∣∣D1,2(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,2(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

(βn,i,h′ − 1)
2

= oP (1).

R
(5)
n,i,h,h′ =

n∑
i=1

∣∣∣D2,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D2,1(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

α2
n,i,h = oP (1).

R
(6)
n,i,h,h′ =

n∑
i=1

∣∣∣D2,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D2,1(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

(βn,i,h′ − 1)
2

= oP (1).

Il reste à évaluer les termes R(7)
n,i,h,h′ et R

(8)
n,i,h,h′ , où :

R
(7)
n,i,h,h′ =

n∑
i=1

∣∣∣D1,2(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,2(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

αn,i,h(βn,i,h′ − 1),

et , (3.46)

R
(8)
n,i,h,h′ =

n∑
i=1

∣∣∣D2,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D2,1(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

αn,i,h(βn,i,h′ − 1).

(3.47)

De l’inégalité : ∣∣∣αn,i,h(βn,i,h′ − 1)
∣∣∣ ≤ 1

2

[
α2

n,i,h + (βn,i,h′ − 1)2
]
,

On obtient :

|R(7)
n,i,h,h′ | ≤

1

2

n∑
i=1

∣∣∣D1,2(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,2(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

α2
n,i,h

+
1

2

n∑
i=1

∣∣∣D1,2(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,2(εi; 0, 1)

∣∣∣
2f(εi)

(βn,i,h′ − 1)
2
.
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En utilisant (3.46), il vient :

R
(7)
n,i,h,h′ = oP (1). (3.48)

De la même façon, on peut montrer que :

R
(8)
n,i,h,h′ = oP (1). (3.49)

On peut écrire :
n∑
i=1

R∗n,i,h,h′ =
n∑
i=1

D1,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,1(εi; 0, 1)

2f(εi)
α2
n,i,h

+
n∑
i=1

D2,2(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D2,2(εi; 0, 1)

2f(εi)
(βn,i,h′ − 1)

2

+
n∑
i=1

D1,2(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D1,2(εi; 0, 1)

2f(εi)
αn,i,h(βn,i,h′ − 1)

+

n∑
i=1

D2,1(εi;α
?
n,i,h, β

?
n,i,h′)−D2,1(εi; 0, 1)

2f(εi)
αn,i,h(βn,i,h′ − 1)

+ Ln,i,h,h′ ,

avec

Ln,i,h,h′ =
n∑
i=1

D1,1(εi; 0, 1)

2f(εi)
α2
n,i,h +

n∑
i=1

D2,2(εi; 0, 1)

2f(εi)
(βn,i,h′ − 1)

2

+
n∑
i=1

αn,i,h(βn,i,h′ − 1)
D1,2(εi; 0, 1))

2f(εi)

+
n∑
i=1

αn,i,h(βn,i,h′ − 1)
D2,1(εi; 0, 1)

2f(εi)
.

À partir de (3.45), (3.46), (3.48), et (3.49), il vient :
n∑
i=1

R∗n,i,h,h′ ≤ R
(1)
n,i,h,h′ +R

(2)
n,i,h,h′ +R

(7)
n,i,h,h′ +R

(8)
n,i,h,h′ + Ln,i,h,h′ .

On a :

D1,1(εi; 0, 1) = f̈(εi), D1,2(εi; 0, 1) = D2,1(εi; 0, 1) = ḟ(εi) + εif̈(εi),

et

D2,2(εi; 0, 1) = 2εiḟ(εi) + εi
2f̈(εi).

Par un calcul simple, on peut montrer que :

f̈(x)

f(x)
= Ṁf (x) +M2

f (x).
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À partir de (A2.3), l’ergodicité et la stationnarité, nous obtenons :

n∑
i=1

D1,1(εi; 0, 1)

2f(εi)
α2
n,i,h =

h2

n

n∑
i=1

f̈(εi)

2f(εi)

[ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2 p.s.−→ h2E
{ f̈(εi)

2f(εi)

[ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2}
.

Alors presque sûrement quand n→∞, on a :

n∑
i=1

D1,1(εi; 0, 1)

2f(εi)
α2
n,i,h −→

h2

2
E
{
Ṁf (ε0) +M2

f (ε0)
}
E
[ G(Z0)

σ(θ0, Z0)

]2
= 0.

D’après (A2.2), (A2.5), l’ergodicité et la stationnarité, on a presque sûrement quand n→∞,

h′2

n

n∑
i=1

D2,2(εi; 0, 1)

2f(εi)
(βn,i,h′ − 1)

2

=
h′2

n

n∑
i=1

{
εiMf (εi) +

1

2
εi

2
(
Ṁf (εi) +M2

f (εi)
)}[ S(Zi)

σ(θ0, Zi)

]2
= 0.

Il vient à partir de (A2.1), (A2.4), l’ergodicité, et la stationnarité, que presque sûrement

quand n→∞,

n∑
i=1

αn,i,h(βn,i,h′ − 1)
D1,2(εi; 0, 1)

2f(εi)
+

n∑
i=1

αn,i,h(βn,i,h′ − 1)
D2,1(εi; 0, 1)

2f(εi)

=
hh′

n

n∑
i=1

G(Zi)S(Zi)

σ2(θ0, Zi)

[
Mf (εi) + εi(Ṁf (εi) +M2

f (εi))
]

−→ hE(
G(Zi)S(Zi)

σ2(θ0, Zi)
)E
[
Mf (ε0) + ε0(Ṁf (ε0) +M2

f (ε0))
]

= 0.

Par conséquent la variable aléatoire Ln,i,h,h′
p.s.−→ 0 quand n→∞.

Le vecteur aléatoire
(
R

(1)
n,i,h,h′ +R

(2)
n,i,h,h′ +R

(7)
n,i,h,h′ +R(8)

n,i,h,h′ , Ln,i,h,h′
)

P−→ (0, 0)

quand n→ +∞. Puisque la fonction (x, y) 7−→ x+ y est continue, on déduit que :

n∑
i=1

R∗n,i,h,h′ = oP (1).

Les conditions (C.1), (C.2) et (C.3) sont satisfaites, d’après le théorème 1 de Hwang et

Basawa (2001), on a sous H0 :

Λn,h,h′ = Vn,h,h′(ρ0, θ0)−
τ2
h,h′

2
+ oP (1). (3.50)

3.5.3 Preuve du théorème 3.2

La preuve est similaire à celle du théorème 3 de Hwang et Basawa (2001).
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3.5.4 Preuve de la propostion 3.1

En utilisant les égalités (3.9) et (3.10), nous obtenons :

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi) ε̃i,n − σ(θ0 , Zi) εi = −

(
m(ρ0 + n−

1
2u(n) , Zi)−m(ρ0 , Zi)

)
,

alors,

ε̃i,n − εi = −m(ρ0 + n−
1
2u(n) , Zi)−m(ρ0 , Zi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

− σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)− σ(θ0 , Zi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

εi,

En effectuant un développement de Taylor d’ordre 1 respectivement des fonctions ρ→ m(ρ, ·)

et θ → σ(θ, ·) aux voisinages de ρ0 et θ0, nous obtenons :

m(ρ0 + n−
1
2u(n) , Zi)−m(ρ0 , Zi) = n−

1
2 (u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)

>,

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)− σ(θ0 Zi) = n−

1
2 (v(n))> ∂σ(θ̃n , Zi)

>,

ε̃i,n − εi = −n
− 1

2 (u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) Zi)

− n−
1
2 (v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)

>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

εi,

(3.51)

où, ρ̃n et θ̃n sont entre ρ0 et ρn, et θ0 et θn respectivement.

Un développement de Taylor à l’ordre 1 de la fonction u 7−→ Mf (u) au voisinage de εi

combiné avec l’égalité (3.51) donne :

Mf (ε̃i,n)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

− Mf (εi)

σ(θ0, Zi)
=
σ(θ0, Zi)Mf (ε̃i,n)− σ(θ0 + n−

1
2 v(n), Zi)Mf (εi)

σ(θ0, Zi)σ(θ0 + n−
1
2 v(n), Zi)

=
σ(θ0, Zi)Mf (ε̃i,n)− [σ(θ0 , Zi) + n−

1
2 (v(n))> ∂σ(θ̃n , Zi)

>]Mf (εi)

σ(θ0, Zi)σ(θ0 + n−
1
2 v(n), Zi)

=
Mf (ε̃i,n)−Mf (εi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

− n−
1
2 (v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)

>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)σ(θ0 , Zi)

Mf (εi)

=
(ε̃i,n − εi)Ṁf (εi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

+
(ε̃i,n − εi)2M̈f (˜̃εi,n)

2σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

− n−
1
2 (v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)

>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)σ(θ0 , Zi)

Mf (εi), (3.52)

où ˜̃εi,n est entre εi et ε̃i,n.

En utilisant les égalités (3.14) et (3.11), on écrit :

r̃f,h,n − rf,h,n = −n− 1
2h

n∑
i=1

[
Mf (ε̃i,n)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

− Mf (εi)

σ(θ0, Zi)

]
G(Zi).

De (3.52), on a :

r̃f,h,n − rf,h,n = In,h,1 + In,h,2 + In,h,3.
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avec

In,h,1 = −n− 1
2 h

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)Ṁf (εi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

G(Zi). (3.53)

In,h,2 = −n− 1
2 h

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)2

2σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

M̈f (˜̃εi,n)G(Zi). (3.54)

In,h,3 =
1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)σ(θ0 , Zi)

Mf (εi)G(Zi). (3.55)

Nous faisons maintenant une évaluation des termes In,h,1, In,h,2 et In,h,3. Toutes ces limites

sont calculées sous H0.

Évaluation de In,h,1

In,h,1 = −n− 1
2 h

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)Ṁf (εi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

G(Zi)

+ n−
1
2 h

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)Ṁf (εi)

σ(θ0, , Zi)
G(Zi)

− n−
1
2 h

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)Ṁf (εi)

σ(θ0, , Zi)
G(Zi).

= n−
1
2 h

n∑
i=1

[
1

σ(θ0 , Zi)
− 1

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

]
(ε̃i,n − εi)Ṁf (εi)G(Zi)

− n−
1
2 h

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)Ṁf (εi)

σ(θ0, , Zi)
G(Zi).

= I
(1)
n,h,1 + I

(2)
n,h,1.

À partir de l’égalité (3.51), On a :

I
(1)
n,h,1 = n−

1
2 h

n∑
i=1

[
1

σ(θ0 , Zi)
− 1

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

]
(ε̃i,n − εi)Ṁf (εi)G(Zi)

=
1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n), Zi)

(ε̃i,n − εi)Ṁf (εi)
G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
.

En utilisant l’égalité (3.51), nous obtenons :

I
(1)
n,h,1 = n−

1
2h

1

n

n∑
i=1

A
(
θ0, ρ̃n, θ̃n, Zi

)
Ṁf (εi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

+ n−
1
2h

1

n

n∑
i=1

B
(
θ0, θ̃n, Zi

)
εiṀf (εi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
,
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avec

A
(
θ0, ρ̃n, θ̃n, Zi

)
= − (v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)

>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n), Zi)

(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

,

(3.56)

et (3.57)

B
(
θ0, θ̃n, Zi

)
= −

[ (v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n), Zi)

]2
. (3.58)

ρ̃n et θ̃n sont respectivement dans les segments convexes [ρ0; ρn] ⊂R` et [θ0; θn] ⊂Rp. Alors,

pour tout entier positif n, il existe une suite aléatoire (sn, tn) à valeurs dans [0, 1] × [0, 1],

telle que :

ρ̃n = snρ0 + (1− sn) ρn et θ̃n = tnθ0 + (1− tn) θn.

Il vient :

‖ρ̃n − ρ0‖` ≤ (1− sn)‖ρn − ρ0‖` ≤ ‖ρn − ρ0‖`, (3.59)

et

‖θ̃n − θ0‖p ≤ (1− tn)‖θn − θ0‖p ≤ ‖θn − θ0‖p. (3.60)

L’application de l’inégalité de Cauchy-Schwartz sur chaque terme du produit (3.56) donne :∣∣∣A(θ0, ρ̃n, θ̃n, Zi

)∣∣∣ ≤ {‖(v(n))‖p ‖∂ σ(θ̃n, Zi)‖p
σ(θ0 + n−

1
2 v(n), Zi)

.
(‖(u(n))‖` ‖∂ m(ρ̃n, Zi)‖`
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

}
≤ 1

2

{[ (‖(v(n))‖p ‖∂ σ(θ̃n, Zi)‖p
σ(θ0 + n−

1
2 v(n), Zi)

]2
+
[ (‖(u(n))‖` ‖∂ m(ρ̃n, Zi)‖`

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

]2}
.

On obtient : ∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

A
(
θ0, ρ̃n, θ̃n, Zi

)
Ṁf (εi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

∣∣∣∣∣
≤ 1

2n

n∑
i=1

[‖(v(n))‖p ‖∂σ(θ̃n, Zi)‖p
σ(θ0 + n−

1
2 v(n), Zi)

]2 ∣∣∣∣Ṁf (εi)
G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

∣∣∣∣
+

1

2n

n∑
i=1

[ (‖(u(n))‖`‖∂ m(ρ̃n, Zi)‖`
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

]2 ∣∣∣∣Ṁf (εi)
G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

∣∣∣∣ . (3.61)

Comme pour tout x, on a :

‖∂ m(ρ, x)‖` ≤
√
` max

1≤i≤`

∣∣∣∣∂ m(ρ, x)

∂ρi

∣∣∣∣ , (3.62)

et

‖∂σ(θ, x)‖p ≤ √
p max

1≤j≤p

∣∣∣∣∂ σ(θ, x)

∂θj

∣∣∣∣ . (3.63)
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Alors, à partir de (3.59), (3.60), (3.61), et (A4.1), on a l’existence de deux boules fermées

B1,n = B1,n

(
ρ0, r1,n

)
⊂ int(Θ1) et B2,n = B2,n(θ0, r2,n) ⊂ int(Θ2) avec r1,n ≥ rn et

r2,n ≥ r′n et une fonction positive N1,n, telle que E
(

supn≥1[N1,n(Z0)]
)µ+2

<∞, avec µ > 0,

telles que :∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

A
(
θ0, ρ̃n, θ̃n, Zi

)
Ṁf (εi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

∣∣∣∣∣ ≤ max(`, p). sup
n

[
(τ (n))

>
(τ (n))

]
× 1

n

n∑
i=1

(
sup
n≥1

[N1,n(Zi)]

)2∣∣∣Ṁf (εi)
G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

∣∣∣.

(3.65)

Notons que la quantité E
∣∣∣Ṁf (ε0) G(Z0)

σ(θ0 , Z0)

(
supn≥1[N1,n(Z0)]

)2∣∣∣ est finie.
De l’ínégalité de Hölder, nous écrivons :

E

∣∣∣∣∣Ṁf (ε0)
G(Z0)

σ(θ0 , Z0)

(
sup
n≥1

[N1,n(Z0)]

)2
∣∣∣∣∣

≤
{
E

∣∣∣∣Ṁf (ε0)
G(Z0)

σ(θ0 , Z0)

∣∣∣∣λ+2 } 1
λ+2
{
E

(
sup
n≥1

[N1,n(Z0)]

)2t} 1
t

≤
{
E
∣∣∣Ṁf (ε0)

∣∣∣λ+2 } 1
λ+2
{
E

∣∣∣∣ G(Z0)

σ(θ0 , Z0)

∣∣∣∣λ+2} 1
λ+2
{
E

(
sup
n≥1

[N1,n(Z0)]

)2t} 1
t

.

Étant donné que 1
λ+2 + 1

t = 1, alors t = 1+ 1
λ+1 et 2 t = 2+µ, les conditions (A3.1), (A3.2) et

(A4.1) nous permettent de conclure que E
∣∣∣Ṁf (ε0) G(Z0)

σ(θ0 , Z0) (supn≥1[N1,n(Z0)])
2
∣∣∣ < +∞. De

la stationnarité et l’ergodicité, nous déduisons la convergence presque sûre de la variable aléa-

toire 1
n

∑n
i=1

∣∣∣Ṁf (εi)
G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
(supn≥1[N1,n(Zi)])

2
∣∣∣ vers E ∣∣∣Ṁf (ε0) G(Z0)

σ(θ0 , Z0) (supn≥1[N1,n(Z0)])
2
∣∣∣ .

De (3.9) et l’inégalité (3.64), il vient :

n−
1
2h

1

n

n∑
i=1

A
(
θ0, ρ̃n, θ̃n, Zi

)
Ṁf (εi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
= oP (1). (3.66)

En effectuant un raisonnement similaire à celui du cas précédent et après utilisation de

(A3.2), on peut montrer que :

∣∣∣B (θ0, θ̃n, Zi

)∣∣∣ ≤ [‖(v(n))‖p ‖∂ σ(θ̃n, Zi)‖p
σ(θ0 + n−

1
2 v(n), Zi)

]2
, (3.67)

et

n−
1
2h

1

n

n∑
i=1

B
(
θ0, θ̃n, Zi

)
εiṀf (εi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
= oP (1). (3.68)
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Des égalités (3.66) et (3.68), nous concluons que :

I
(1)
n,h,1 = oP (1). (3.69)

En utilisant l’égalité (3.51), on peut écrire l’expression I(2)
n,h,1 comme suit :

I
(2)
n,h,1 = −n− 1

2 h
n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)Ṁf (εi)

σ(θ0 , Zi)
G(Zi)

= h
1

n

n∑
i=1

(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

+ h
1

n

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

εiṀf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
.

On a les décompositions suivantes :

h
1

n

n∑
i=1

(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
= h

1

n

n∑
i=1

(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

− h
1

n

n∑
i=1

(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

+ h
1

n

n∑
i=1

(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

= I
(2,1)
n,h,1 + I

(2,2)
n,h,1, avec

I
(2,1)
n,h,1 = h

1

n

n∑
i=1

(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

− h
1

n

n∑
i=1

(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

I
(2,2)
n,h,1 = h

1

n

n∑
i=1

(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
.

h
1

n

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

εiṀf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
= h

1

n

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

εiṀf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

− h
1

n

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 , Zi)

εiṀf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

+ h
1

n

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 , Zi)

εiṀf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

= I
(2,3)
n,h,1 + I

(2,4)
n,h,1.

On a maintenant :

I
(2)
n,h,1 = I

(2,1)
n,h,1 + I

(2,2)
n,h,1 + I

(2,3)
n,h,1 + I

(2,4)
n,h,1.
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Nous évaluons les termes I(2,1)
n,h,1 , I(2,2)

n,h,1, I
(2,3)
n,h,1 et I(2,4)

n,h,1.

De (3.51), l’expression I(2,1)
n,h,1 s’écrit :

I
(2,1)
n,h,1 = −n− 1

2h
1

n

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0 , Zi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
Ṁf (εi).

L’application de l’inégalité de Cauchy-Schwartz donne :∣∣∣∣∣ (v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n), Zi)

(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0, Zi)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖v(n)‖p
‖∂ σ(θ̃n, Zi)‖p

σ(θ0 + n−
1
2 v(n), Zi)

.‖u(n)‖`
‖∂ m(ρ̃n, Zi)‖`

σ(θ0, Zi)

≤ 1

2

{
‖v(n)‖p

‖∂ σ(θ̃n, Zi)‖p
σ(θ0 + n−

1
2 v(n), Zi)

}2

+
1

2

{
‖u(n)‖`

‖∂ m(ρ̃n, Zi)‖`
σ(θ0, Zi)

}2

≤ 1

2
sup
n

[(τ (n))
>

(τ (n))]
[{ ‖∂ σ(θ̃n, Zi)‖p
σ(θ0 + n−

1
2 v(n), Zi)

}2

+
{‖∂ m(ρ̃n, Zi)‖`

σ(θ0, Zi)

}2]
.

Alors, nous obtenons :∣∣∣I(2,1)
n,h,1

∣∣∣ ≤ n−
1
2 |h| sup

n
[(τ (n))

>
(τ (n))]

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
Ṁf (εi)(sup

n≥1
[N1,n(Zi)])

2

∣∣∣∣ .
L’utilisation des égalités (3.59), (3.60), (3.62), (3.63), (3.70), des conditions (A3.1), (A3.5),

(A4.1), (3.9) et l’application du théorème ergodique nous permettent d’obtenir :

I
(2,1)
n,h,1 = oP (1). (3.70)

En effectuant un raisonnement analogue au cas précédent et en utilisant (A3.2), on peut

montrer que :

I
(2,3)
n,h,1 = oP (1). (3.71)

Il reste à évaluer les termes I(2,2)
n,h,1 et I(2,4)

n,h,1.

I
(2,2)
n,h,1 = h

1

n

n∑
i=1

(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)
>

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
.

En effectuant un développement de Taylor à l’ordre 1 des fonctions ρ 7→ m(ρ, ·) et θ 7→ σ(θ, ·)

aux voisinages de ρ0 et θ0 respectivement, il vient :

n−
1
2 (u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)

> = n−
1
2 (u(n))> ∂ m(ρ0, Zi)

>

+
1

2
n−

1
2 (u(n))> ∂2m(˜̃ρn, Zi)n

− 1
2 (u(n)), (3.72)

n−
1
2 (v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)

> = n−
1
2 (v(n))> ∂ σ(θ0, Zi)

>

+
1

2
n−

1
2 (v(n))>∂2 σ(

˜̃
θn, Zi)n

− 1
2 (v(n)). (3.73)
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où, ˜̃ρn et ˜̃
θn sont respectivement entre ρ0 et ρn, et θ0 et θn.

De (3.72), l’expression I(2,2)
n,h,1 peut être reécrite comme suit :

I
(2,2)
n,h,1 = h

1

n

n∑
i=1

(u(n))> ∂ m(ρ0, Zi)
>

σ(θ0, Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0, Zi)

+
h

2
n−

1
2

1

n

n∑
i=1

(u(n))> ∂2m(˜̃ρn, Zi)(u
(n))

σ(θ0, Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0, Zi)

= I
(2,2,1)
n,h,1 + I

(2,2,2)
n,h,1 .

Il reste à évaluer I(2,2,2)
n,h,1 . On a pour tout entier i l’égalité suivante :

(u(n))>∂2m(˜̃ρn, Zi)(u
(n)) =

∑̀
k=1

∂2m(˜̃ρn, Zi)

∂ ρ2
k

(uk
(n))

2

+
∑ ∑

1≤k,j≤`,k 6=j

∂2m(˜̃ρn, Zi)

∂ρk∂ρj
(uk

(n))(uj
(n)). (3.74)

D’autres part :

(uk
(n))(uj

(n)) ≤
∣∣∣uk(n))(uj

(n))
∣∣∣

≤ 1

2

[
(uk

(n))
2

+ (uj
(n))

2
]

≤ 1

2
‖u(n)‖2` . (3.75)

En utilisant (3.75), nous obtenons :

(u(n))>∂2m(˜̃ρn, Zi)(u
(n)) ≤ max

1≤i,j≤`

∣∣∣∂2m(˜̃ρn, Zi)

∂ρk∂ρj

∣∣∣[`‖u(n)‖2` +
`(`− 1)

2
‖u(n)‖2`

]
≤ max

1≤k,j≤`

∣∣∣∂2m(˜̃ρn, Zi)

∂ρk∂ρj

∣∣∣[`+
`(`− 1)

2

]
‖u(n)‖2`

≤ max
1≤k,j≤`

∣∣∣∂2m(˜̃ρn, Zi)

∂ρk∂ρj

∣∣∣[`2 + `

2

]
sup
n

[
(τ (n))

>
(τ (n))

]
.

(3.76)

En raisonnant comme dans (3.59), et dans (3.60), nous pouvons montrer que :

‖ ˜̃ρn − ρ0‖` ≤ ‖ρn − ρ0‖`, (3.77)

et (3.78)

‖ ˜̃θn − θ0‖p ≤ ‖θn − θ0‖p. (3.79)

L’inégalité (3.76) associée avec (3.77), (3.79), (A3.1),(A3.2), (A4.4), (3.9), l’ergodicité et la

stationnarité nous permettent de conclure que :

I
(2,2,2)
n,h,1 = oP (1). (3.80)
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Il reste à évaluer le terme I(2,2,1)
n,h,1 . Pour tout entier positif i, on a :

(u(n))> ∂ m(ρ0, Zi)
> =

∑̀
j=1

u
(n)
j

∂ m(ρ0, Zi)

∂ ρj
.

Ceci donne :

I
(2,2,1)
n,h,1 = h

1

n

n∑
i=1

(u(n))> ∂ m(ρ0, Zi)
>

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

= h
1

n

n∑
i=1

u
(n)
1

∂ m(ρ0, Zi)
∂ ρ1

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
+ · · · + h

1

n

n∑
i=1

u
(n)
`

∂ m(ρ0, Zi)
∂ ρ`

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

= hu
(n)
1

1

n

n∑
i=1

∂ m(ρ0, Zi)
∂ ρ1

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
+ · · ·+ hu

(n)
`

1

n

n∑
i=1

∂ m(ρ0, Zi)
∂ ρ`

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
.

De (A3.1), (A3.2) et (A4.3), nos déduisons que pour tout j ∈ {1, . . . , `} :

1

n

n∑
i=1

∂ m(ρ0, Zi)
∂ ρj

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

p.s.−→ E
[ ∂ m(ρ0, Z0)

∂ ρj

σ(θ0 , Z0)

Ṁf (ε0)G(Z0)

σ(θ0 , Z0)

]
= Kj .

De plus, pour tout j ∈ {1, . . . , `}, il existe une variable aléatoire Ej,n qui converge presque

sûrement vers 0 quand n→ +∞ telle que :

1

n

n∑
i=1

∂ m(ρ0, Zi)
∂ ρj

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
= Kj + Ej,n.

Donc :

u
(n)
j

1

n

n∑
i=1

∂ m(ρ0, Zi)
∂ ρj

σ(θ0 , Zi)

Ṁf (εi)G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
= u

(n)
j Kj + u

(n)
j Ej,n.

Puisque :

u
(n)
j ≤ ‖u(n)‖` ≤

[
sup
n

[(τ (n))
>

(τ (n))

]
< +∞.

Alors :

u
(n)
j Ej,n = oP (1).

Il vient :

I
(2,2,1)
n,h,1 = h (u(n))>K> + oP (1), (3.81)

avec

K> = (K1, ·, ·, ·,K`) ,

Kj = E

 ∂ m(ρ0, Z0)
∂ ρj

σ(θ0 , Z0)

Ṁf (ε0)G(Z0)

σ(θ0 , Z0)

 ,
j ∈ {1, . . . , `}.
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De (3.80) et (3.81), nous obtenons :

I
(2,2)
n,h,1 = h (u(n))>K> + oP (1). (3.82)

Il reste à évaluer I(2,4)
n,h,1. En procédant comme dans les cas précédents, nous obtenons une

inégalité similaire à (3.76), à partir de laquelle nous déduisons que :

(v(n))> ∂2 σ(
˜̃
θn, Zi)(v

(n)) ≤ max
1≤k,j≤p

∣∣∣∂2 σ(
˜̃
θn, Zi)

∂θk∂θj

∣∣∣[p2 + p

2

]
sup
n

[
(τ (n))

>
(τ (n))

]
.

. (3.83)

En combinant les égalités (3.72), (3.76) avec les égalités (3.73), (3.83) respectivement, en

utilisant (A3.2), et en effectuant un raisonnement analogue à celui de I(2,2)
n,h,1, nous déduisons

que :

I
(2,4)
n,h,1 = h (v(n))>J> + oP (1), (3.84)

avec

J> = (J1, . . . , JP ) ,

et

Jk = E

[
∂ σ(θ0, Z0)

∂ θk

σ(θ0 , Z0)

ε0Ṁf (ε0)G(Z0)

σ(θ0 , Z0)

]
.

En résumé, on a :

In,h,1 = I
(1)
n,h,1 + I

(2)
n,h,1.

I
(2)
n,h,1 = I

(2,1)
n,h,1 + I

(2,2)
n,h,1 + I

(2,3)
n,h,1 + I

(2,4)
n,h,1.

À partir des égalités (3.69), (3.70), (3.71), (3.82) et (3.84), il vient :

In,h,1 = h (u(n))>K> + h (v(n))>J> + oP (1). (3.85)

Évaluation du terme In,h,3

De l’égalité (3.73), nous obtenons :

In,h,3 =
1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

Mf (εi)
G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

= I
(1)
n,h,3 + I

(2)
n,h,3,

avec, I
(1)
n,h,3 =

1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ0, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

Mf (εi)
G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
,

et I
(2)
n,h,3 =

n−
1
2

2
h

1

n

n∑
i=1

(v(n))> ∂2 σ(
˜̃
θn, Zi)(v

(n))

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

Mf (εi)
G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
,
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où ˜̃
θn est entre θ0 et θn.

On a :

|I(2)
n,h,3| ≤

n−
1
2

2
|h| 1

n

n∑
i=1

|(v(n))> ∂2 σ(
˜̃
θn, Zi)(v

(n))|
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

∣∣∣∣Mf (εi)
G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

∣∣∣∣ .
Nous déduisons à partir de (3.9), (3.77), (3.79) , (3.83), (A3.1), (A3.2), (A4.4), l’ergodicité et

la stationnarité que :

I
(2)
n,h,3 = oP (1). (3.86)

De même et par un développement de Taylor à l’ordre 1 de la fonction σ(θ, ·) au voisinage

de θ0, il vient :

I
(1)
n,h,3 =

1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ0, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

Mf (εi)
G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

=
1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ0, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

Mf (εi)
G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

− 1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ0, Zi)
>

σ(θ0, Zi)
Mf (εi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

+
1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ0, Zi)
>

σ(θ0, Zi)
Mf (εi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

=
1

n
h

n∑
i=1

[ 1

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

− 1

σ(θ0, Zi)

]
(v(n))> ∂ σ(θ0, Zi)

>Mf (εi)
G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

+
1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ0, Zi)
>

σ(θ0, Zi)
Mf (εi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

= −n− 1
2

1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

(v(n))> ∂ σ(θ0, Zi)
>

σ(θ0, Zi)

+
1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ0, Zi)
>

σ(θ0, Zi)
Mf (εi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

= I
(1,1)
n,h,3 + I

(1,2)
n,h,3.

L’application de l’ínégalité de Cauchy-Schwartz et l’utilisation de (3.9), (3.59), (3.60) , (A3.1),

(A3.2), (A4.1), l’ergodicité et la stationnarité, nous permettent de prouver que :

I
(1,1)
n,h,3 = −n− 1

2
1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

(v(n))> ∂ σ(θ0, Zi)
>

σ(θ0, Zi)
Mf (εi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)

= oP (1). (3.87)



3.5 Preuves des résultats 97

Nous faisons maintenant une évaluation du terme I(1,2)
n,h,3, avec

I
(1,2)
n,h,3 =

1

n
h

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ0, Zi)
>

σ(θ0, Zi)
Mf (εi)

G(Zi)

σ(θ0 , Zi)
.

De la même façon que I(2,2)
n,h,1 et après utilisation de (A2.1), et (A3.2), on montre que :

I
(1,2)
n,h,3 = h (v(n))>Q> + oP (1)

= oP (1). (3.88)

Par conséquent, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, nous déduisons que :

Q> = (Q1, ·, ·, ·, QP ) ,

Qj = E

 ∂ σ(θ0, Z0)
∂ θj

σ(θ0 , Z0)

Mf (ε0)G(Z0)

σ(θ0 , Z0)

 = 0.

Finalement, à partir de (3.86), (3.87) et (3.88), il vient :

In,h,3 = oP (1).. (3.89)

Évaluation de In,h,2

On peut écrire les égalités suivantes :

In,h,2 = −n− 1
2
h

2

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)2M̈f ( ˜̃εi)
G(Zi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

= −n− 1
2
h

2

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)2M̈f ( ˜̃εi,n)
G(Zi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

= n−
1
2
h

2

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)2M̈f ( ˜̃εi,n)
G(Zi)

σ(θ0, Zi)

− n−
1
2
h

2

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)2M̈f ( ˜̃εi)
G(Zi)

σ(θ0, Zi)

= −n− 1
2
h

2

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)2M̈f ( ˜̃εi,n)
G(Zi)

σ(θ0, Zi)

− n−
1
2
h

2

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)2M̈f ( ˜̃εi,n)G(Zi)

[
1

σ(θ0 + n−
1
2 v(n), Zi)

− 1

σ(θ0 Zi)

]
= I

(1)
n,h,2 + I

(2)
n,h,2,

avec

I
(1)
n,h,2 = −n− 1

2
h

2

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)2M̈f ( ˜̃εi,n)
G(Zi)

σ(θ0, Zi)
,

I
(2)
n,h,2 = −n− 1

2
h

2

n∑
i=1

(ε̃i,n − εi)2M̈f ( ˜̃εi,n)G(Zi)

[
1

σ(θ0 + n−
1
2 v(n), Zi)

− 1

σ(θ0 Zi)

]
.
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De (3.51) et en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons :

(ε̂i,n − εi)2 ≤ 2

n

{
[
(u(n))> ∂ m(ρ̃n, Zi)

>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

]2 + [
(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)

>)εi

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

]2
}

≤ 2

n
‖u(n)‖2`

{ ‖∂ m(ρ̃n, Zi)‖`
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

}2

+
2

n
‖v(n)‖2P

{ ‖∂ σ(θ̃n, Zi)‖p
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

}2

ε2i .

(3.90)

Alors

|I(1)
n,h,2| ≤ n−

1
2 |h| 1

n

n∑
i=1

‖u(n)‖2`
{ ‖∂ m(ρ̃n, Zi)‖`
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

}2
∣∣∣∣M̈f ( ˜̃εi)

G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣∣
+ n−

1
2 |h| 1

n

n∑
i=1

‖v(n)‖2P
{ ‖∂ σ(θ̃n, Zi)‖p
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

}2

ε2i

∣∣∣∣M̈f ( ˜̃εi)
G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣∣
≤ n−

1
2 |h| [sup

n
[(τ (n))

>
(τ (n))]

[ 1

n

n∑
i=1

{ ‖∂ m(ρ̃n, Zi)‖`
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

}2 ∣∣∣M̈f ( ˜̃εi)
∣∣∣ ∣∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣∣
+

1

n

n∑
i=1

{ ‖∂ σ(θ̃n, Zi)‖p
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

}2

ε2i

∣∣∣M̈f ( ˜̃εi)
∣∣∣ ∣∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣∣ ].
Puisque la fonction M̈f est bornée, alors il existe une constante positive ϑ telle que :

∀x ∈ R, on a :

|M̈f (x)| ≤ ϑ. (3.91)

Il vient :

|I(1)
n,h,2| ≤ ϑn−

1
2 |h| [sup

n
[(τ (n))

>
(τ (n))]

[ 1

n

n∑
i=1

{ ‖∂ m(ρ̃n, Zi)‖`
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

}2
∣∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣∣
+

1

n

n∑
i=1

{ ‖∂ σ(θ̃n, Zi)‖p
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

}2

ε2i

∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣].
À partir de (3.9), (3.59), (3.60),(A3.1), (A3.7), (A4.1) et du théorème ergodique, nous dédui-

sons que lorsque n est assez grand

I
(1)
n,h,2 = oP (1). (3.92)

Nous évaluons maintenant le terme I(2)
n,h,2.

Un développement de Taylor à l’ordre 1 de la fonction σ(θ, ·) au voisinage de θ0, nous permet

d’écrire l’expression de I(2)
n,h,2 comme suit :

I
(2)
n,h,2 =

1

n

h

2

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

(ε̃i,n − εi)2M̈f ( ˜̃εi)
G(Zi)

σ(θ0, Zi)
.
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De (3.90), (3.91), et l’application de l’inégalité de Cauchy-Schwartz nous obtenons :

|I(2)
n,h,2| ≤

1

n
ϑ |h| [sup

n
[(τ (n))

>
(τ (n))]

3
2

[ 1

n

n∑
i=1

{ ‖∂ m(ρ̃n, Zi)‖`
σ(θ0 + n−

1
2 , Zi)

}2
∣∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣∣
×

∣∣∣∣∣ (v(n))>∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

∣∣∣∣∣
+

(
1

n

n∑
i=1

{ ‖∂ σ(θ̃n, Zi)‖p
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

}2

ε2i

∣∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∂ σ(θ̃n, Zi)

>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

∣∣∣∣∣ ]
)

≤ 1

n
ϑ |h| [sup

n
[(τ (n))

>
(τ (n))]

3
2

[ 1

n

n∑
i=1

{ ‖∂ m(ρ̃n, Zi)‖`
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

}3
∣∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣∣
+

1

n

n∑
i=1

{ ‖∂ σ(θ̃n, Zi)‖p
σ(θ0 + n−

1
2 v(n) , Zi)

}3

ε2i

∣∣∣∣ G(Zi)

σ(θ0, Zi)

∣∣∣∣ ].
Finalement, à partir de (3.59), (3.60), (3.9), (A3.1), (A3.7), (A4.2) et l’ergodicité, il vient :

I
(2)
n,h,2 = oP (1). (3.93)

L’utilisation de (3.92) et (3.93) nous permet de conclure que :

In,h,2 = oP (1). (3.94)

En résumé, on a les égalités suivantes :

r̃f,h,n − rf,h,n = In,h,1 + In,h,2 + In,h,3,

In,h,1 = h (u(n))>K> + h (v(n))>J> + oP (1),

In,h,2 = oP (1),

In,h,3 = oP (1).

Finalement :

r̃f,h,n − rf,h,n = h (u(n))>K> + h (v(n))>J> + oP (1). (3.95)

À fin d’évaluer q̃f,h′,n − qf,h′,n, nous faisons la différence terme à terme des deux égalités

(3.15) et (3.12), nous obtenons :

q̂f,h′,n − qf,h′,n = −n− 1
2 h′

n∑
i=1

[
Nf (ε̂i,n)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

− Nf (εi)

σ(θ0, Zi)

]
S(Zi).
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Un raisonnement similaire à celui de (3.52) nous permet de montrer que :

Nf (ε̂i,n)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

− Nf (εi)

σ(θ0, Zi)
=

Nf (ε̂i,n)−Nf (εi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

− n−
1
2 (v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)

>Nf (εi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)σ(θ0 , Zi)

=
(ε̂i,n − εi)Ṅf (εi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

+
(ε̂i,n − εi)2N̈f ( ˜̃εi)

2σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

− n−
1
2 (v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)

>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)σ(θ0 , Zi)

Nf (εi). (3.96)

D’où :

q̃f,h′,n − qf,h′,n = I ′n,h′,1 + I ′n,h′,2 + I ′n,h′,3,

avec

I ′n,h′,1 = −n− 1
2 h′

n∑
i=1

(ε̂i,n − εi)Ṅf (εi)

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

S(Zi), (3.97)

I ′n,h′,2 = −n− 1
2 h′

n∑
i=1

(ε̂i,n − εi)2

2σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)

N̈f ( ˜̃εi)S(Zi), (3.98)

I ′n,h′,3 =
1

n
h′

n∑
i=1

(v(n))> ∂ σ(θ̃n, Zi)
>

σ(θ0 + n−
1
2 v(n) , Zi)σ(θ0 , Zi)

Nf (εi)S(Zi). (3.99)

Évaluation de I ′n,h′,1
Dans un premier temps, nous remarquons qu’à partir de (3.17), on a :∣∣∣Ṅf (x)

∣∣∣ ≤ |Mf (x)|+
∣∣∣x Ṁf (x)

∣∣∣ . (3.100)

L’application du lemme (3.1), l’utilisation de l’inégalité (3.100), et de la condition (A3.2)

nous permettent de déduire que :

Il existe λ > 0 tel que :

E
∣∣∣Ṅf (ε0)

∣∣∣λ+2

< +∞. (3.101)

L’inégalité (3.17) implique que :

xṄf (x) = xMf (x) + x2 Ṁf (x).

L’application de la dernière inégalité, du lemme 3.1, et de (A3.2) nous permettent de conclure

qu’il existe λ > 0, tel que : E
∣∣∣ε0Ṅf (ε0)

∣∣∣λ+2

< +∞.

De (A′3.2) et (3.101) et en effectuant un raisonnement analogue à celui de In,h,1, on montre

que :

I ′n,h,1 = h′ (u(n))>K ′> + h′(v(n))>J ′> + oP (1),
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tels que

K ′> = (K ′1, ·, ·, ·,K ′`) ,

K ′` = E
[ ∂ m(ρ0, Z0)

∂ ρj

σ(θ0 , Z0)

Ṅf (ε0)S(Z0)

σ(θ0 , Z0)

]
,

J ′> = (J ′1, ·, ·, ·, J ′P ) ,

J ′k = E
[ ∂ σ(θ0, Z0)

∂ θk

σ(θ0 , Z0)

ε0Ṅf (ε0)S(Z0)

σ(θ0 , Z0)

]
.

Évaluation de I ′n,h′,2
Dans ce cas, la condition (3.91) est remplacée par :

|N̈f (x)| ≤ ϑ′, (3.102)

avec ϑ′ est un réel positif.

En faisant un raisonnement similaire à celui de In,h,2, et en utilisant (A3.2), nous montrons

que :

I ′n,h′,2 = oP (1). (3.103)

Évaluation de I ′n,h′,3
À partir de (A2.2) et de la définition de la fonction Nf , nous obtenons ce qui suit :

(A′2.1) : E {Nf (ε0)} = 0.

L’utilisation de (A2.1), (A′2.1) et l’application d’un même raisonnement que celui de In,h,3

nous permettent de montrer que :

I ′n,h′,3 = oP (1). (3.104)

En résumé nous obtenons des égalités (3.102), (3.103) et (3.104) que :

q̃f,h′,n − qf,h′,n = h′ (u(n))>K ′> + h′ (v(n))>J ′> + oP (1). (3.105)

Ainsi la proposition est établie.

3.5.5 Preuve de la proposition 3.2

La preuve de la proposition 3.2 est une conséquence de Le Cam (1960) et Kreiss (1987).

Pour plus de détails, voir le lemme 4.4 de Kreiss (1987).
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3.5.6 Preuve de la proposition 3.3

(i) Nous considérons la décomposition suivante :

(ρ̂N − ρ)>(hK> + h′K ′>) =
√
n(ρ̂n − ρN )>(hK> + h′K ′>) +

√
n(ρ̂N − ρ)>(hK> + h′K ′>)

(3.106)

avec N = [1 + nµ+1], et µ > 0.

Remarquons que :

√
n(ρ̂N − ρ)>(hK> + h′K ′>) =

∑̀
j=1

√
n
[
(hKj + h′K ′j)(ρ̂N,j − ρj)

]
.

À partir de la proposition 3.1, les quantités Kj et K ′j sont finies avec j ∈ {1, . . . , `}.

On a donc pour tout j ∈ {1, . . . , `}, hKj + h′K ′j <∞. En utilisant la proposition 2.1, il

vient pour tout j ∈ {1, . . . , `},
√
n(ρ̂N,j − ρj) = op(1). Donc :

(hKj + h′K ′j)
√
n(ρ̂N,j − ρj) = op(1).

Nous obtenons : ∑̀
j=1

√
n
[
(hKj + h′K ′j)(ρ̂N,j − ρj)

]
= op(1).

La dernière égalité combinée avec (3.106) donne :

√
n(ρ̂n − ρ)>(hK> + h′K ′>) =

√
n(ρ̂n − ρN )>(hK> + h′K ′>) + op(1).

(ii) La preuve est similaire à celle de (i).

3.5.7 Preuve de la proposition 3.4

En considérant l’égalité (3.25) et en appliquant les résultats de la proposition (3.4), nous

obtenons

Vn,h,h′(ρ̂, θ̂n)− Vn,h,h′(ρ0, θ0) =
√
n(ρ̂n − ρN )>(hK> + h′K ′>)

+
√
n(θ̂n − θN )>(hJ> + h′ J ′>) + oP (1). (3.107)

Observons que pour tout (j, k) ∈ {1, . . . , `} × {1, . . . , p}, on a :

(hKi + h′K ′i) = h
[
(Ki − K̂N,i) + K̂N,i)

]
+ h′

[
(K ′i − K̂ ′N,i) + K̂ ′N,i)

]
, (3.108)

et

(hJj + h′ J ′j) = h
[
(J − ĴN,j) + ĴN,j)

]
+ h′

[
(J ′j − Ĵ ′N,j) + Ĵ ′N,j)

]
. (3.109)
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Sous (E.1) et puisque
√
n(ρ̂n,i − ρ̂N,i) = Op(1) et

√
n(θ̂n,j − θ̂N,j) = Op(1), il vient :

√
n(ρ̂n,i − ρ̂N,i)(hKi + h′K ′i) =

√
n(ρ̂n,i − ρ̂N,i)

(
h K̂N,i + h′ K̂ ′N,i

)
, (3.110)

et
√
n(θ̂n,j − θ̂N,j)(hJj + h′ J ′j) =

√
n(θ̂n,j − θ̂N,j)

(
h ĴN,j + h′ Ĵ ′N,j

)
. (3.111)

L’utilisation des égalités (3.110), (3.111) et (3.107) nous permet de terminer la preuve.

3.5.8 Preuve de la proposition 3.5

De la dernière proposition, on a :

Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n) −
[√

n(ρ̂n − ρ̂N )>(h K̂N
>

+ h′ K̂N
′>

) +
√
n(θ̂n − θ̂N )>(h ĴN

>
+ h′ ĴN

′>
)
]

= Vn,h,h′(ρ0, θ0) + oP (1). (3.112)

L’équation de l’espace tangent Γ de la suite centrale Vn,h,h′ au point (ρ̂n, θ̂n) est :

Γ : Vn,h,h′(X,Y )− Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n) = ∂Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n).
(

(X − ρ̂n)
>
, (Y − θ̂n)

>)>
, (3.113)

avec X> = (x1, . . . , x`), Y > = (y1, . . . , yp), ρ̂>n = (ρ̂n,1, . . . , ρ̂n,`) et θ̂>n = (θ̂1,n, . . . , θ̂p,n).

En utilisant (3.112) et l’équation de l’espace tangent (3.113), nous construisons un autre

estimateur (ρ̄n, θ̄n) de (ρ0, θ0) tel que l’égalité suivante soit vérifiée :

Vn,h,h′(X,Y )− Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n) = ∂Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n).
(

(X − ρ̂n)
>
, (Y − θ̂n)

>)>
= −

[√
n(ρ̂n − ρ̂N )>(h K̂N

>
+ h′ K̂N

′>
) +
√
n(θ̂n − θ̂N )>(h ĴN

>
+ h′ ĴN

′>
)
]
.

La modification de la j-ème composante du premier estimateur ρ̂n nous permet de proposer

un élément de l’espace tangent Γ qui satisfait à la dernière égalité. Alors nous obtenons le

nouvel estimateur φ̄>n = φ
(1,jn)
n

>
= (ρ̄n, θ̂n) de (ρ0, θ0) avec

ρ̄n
> =

(
ρ̄n,1, . . . , ρ̄n,`

)
,

où pour s ∈ {1, . . . , `}, ρ̄n,s = ρ̂n,s , si s 6= jn et ρ̄n,jn 6= ρ̂n,jn .

Le remplacement dans (3.113), donne :

Vn,h,h′(ρ̄n, θ̂n)− Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n) = ∂Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n).
(

(ρ̄n − ρ̂n)
>
, (θ̂n − θ̂n)

>)>
= −

[√
n(ρ̂n − ρ̂N )>(h K̂N

>
+ h′ K̂N

′>
) +
√
n(θ̂n − θ̂N )>(h ĴN

>
+ h′ ĴN

′>
)
]
.
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Alors , il vient :

Vn,h,h′(ρ̄n, θ̂n)− Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n) =
∂Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n)

∂ρn,j
[ρ̄n,jn − ρ̂n,jn ]

= −
[√

n(ρ̂n − ρ̂N )>(h K̂N
>

+ h′ K̂N
′>

)

+
√
n(θ̂n − θ̂N )>(h ĴN

>
+ h′ ĴN

′>
)
]
.

En utilisant (3.112), nous déduisons que :

Vn,h,h′(ρ̄n, θ̂n) = Vn,h,h′(ρ0, θ0) + oP (1),

avec :

ρ̄n,jn =

[
1/(

∂Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n)

∂ρn,j

]
×

[
−
√
n(ρ̂n − ρ̂N )>(h K̂N

>
+ h′ K̂N

′>
)
√
n(θ̂n − θ̂N )>(h )̂

]
+ ρ̂n,jn ,

et,
∂Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n)

∂ρn,j
6= 0.

En effectuant un même raisonnement que celui de l’estimateur construit et en modifiant l’une

des composantes du second estimateur θ̂n, on peut également construire un autre estimateur

de (ρ0, θ0). Pour plus de détails, voir Lounis (2011).

3.5.9 Preuve du théorème 3.3

La proposition 3.5 montre l’existence d’un estimateur (ρ̄n, θ̂n) de (ρ0, θ0), tel que

Vn,h,h′(ρ̄n, θ̂n) = Vn,h,h′(ρ0, θ0) + oP (1). (3.114)

L’égalité (3.114) signifie que, pour des grandes valeurs de n, le remplacement de la suite

centrale Vn,h,h′(ρ0, θ0) par sa version estimée Vn,h,h′(ρ̄n, θ̂n) dans l’expression du test (3.8)

n’a pas d’effets.

Sous l’hypothèse où Vn,h,h′ (ρ̂n,θ̂n)

∂ρn,j
6= 0, nous considérons à nouveau

ρ̄n,jn =
1

∂Vn,h,h′ (ρ̂n,θ̂n)

∂ρn,j

×
[
−
√
n(ρ̂n − ρ̂N )>(h K̂N

>
+ h′ K̂N

′>
)

−
√
n(θ̂n − θ̂N )>(h ĴN

>
+ h′ ĴN

′>
)ρ̂n,jn .
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(3.116)

Il vient :

ρ̄n,jn = ρ̂n,jn +

(
Vn,h,h′(ρ̂n, θ̂n)√

n∂ρn,j

)
×−

[
(ρ̂n − ρ̂N )>(h K̂N

>
+ h′ K̂N

′>
)

+ (θ̂n − θ̂N )>(h ĴN
>

+ h′ ĴN
′>

)
]
.

Alors [
(ρ̂n − ρ̂N )>(h K̂N

>
+ h′ K̂N

′>
) + (θ̂n − θ̂N )>(h ĴN

>
+ h′ ĴN

′>
)
]

=
∑̀
i=1

(ρ̂n,i − ρ̂N,i)(h ˆKN,i + h′ ˆKN,i
′
) +

p∑
j=1

(θ̂n,j − θ̂N,j)(h ˆJN,j + h′ ˆJ ′N,j).

Pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , `} × {1, . . . , p}, on a les décompositions suivantes :

(ρ̂n,i − ρ̂N,i) = (ρ̂n,i − ρ0) + (ρ0 − ρ̂N,i),

et

(θ̂n,j − θ̂N,j) = (θ̂n,j − θ0) + (θ0 − θ̂N,j). (3.117)

Considérons les projections (P1,i)i=1,...,` et (P2,j)j=1,...,p, telles que :

P1,i : (x1, . . . , x`) −→ xi et, P2,j : (x1, . . . , xp) −→ xj .

Puisque les fonctions (P1,i)i=1,...,` et (P2,j)j=1,...,p sont continues, en utilisant la proposition

2.1, nous obtenons :

ρ̂n,i − ρ̂N,i = op(1), et, θ̂n,j − θ̂N,j = op(1).

Pour plus de détails, voir par exemple Van der Vaart (1998).

Les dernières égalités combinées avec (3.117) donnent :

−1
∂Vn,h,h′ (ρ̂n,θ̂n)√

n∂ρn,j

[
(ρ̂n − ρ̂N )>(h K̂N

>
+ h′ K̂N

′>
) + (θ̂n − θ̂N )>(h ĴN

>
+ h′ ĴN

′>
)
]

= op(1).

Nous en déduisons que (ρ̄n, θ̂n)
P−→ (ρ0, θ0) quand n −→∞.

De la continuité de la fonction τ(·, ·), de la convergence en probabilité de (ρ̄n, θ̂n) vers (ρ0, θ0),

et de la contiguïté des hypothèses nulle et alternative, nous pouvons conclure sous H0 que :

I
{Vn,h,h′((ρ̄n, θ̂n)

τh,h′(ρ̄n, θ̂n)
≥ Z(u)

}
= I

{Vn,h,h′(ρ0, θ0)

τh,h′(ρ0, θ0)
≥ Z(u)

}
+ oP (1).
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Les suites de tests T̂n = I
{
Vn,h,h′ (ρ̄n,θ̂n)

τh,h′ (ρ̄n,θ̂n)
≥ Z(u)

}
et Tn = I

{
Vn,h,h′ (ρ0,θ0)

τh,h′ (ρ0,θ0) ≥ Z(u)
}

sont

localement et asymptotiquement équivalentes, d’où l’optimalité. La puissance locale asymp-

totique est égale à 1−Φ (Z(α)− τh,h′). Pour plus de détails, voir le théorème (3) de Hwang

et Basawa (2001).

Annexe

Nous montrons maintenant les résultats énoncés dans la remarque (3.2). Plus précisément,

lorsque f est la fonction de densité d’une loi de Student degré de liberté supérieur ou égale

à 3, les fonctions x 7−→ Ṁf (x), x 7−→ M̈f (x) et x 7−→ xM̈f (x) sont bornées.

On a :

f(x) = Cl

(
1 +

x2

l

)− l+1
2

,

avec Cl =
Γ( l+1

2 )√
ΠlΓ( l2 )

, et Γ désigne la fonction Gamma. Alors

Mf (x) = − l + 1

l

x

(1 + x2

l )
.

Ṁf (x) = − l + 1

l

[
2x2

l

(1 + x2

l )
2 −

1

1 + x2

l

]
.

M̈f (x) = − l + 1

l

[
8x3

l2

(1 + x2

l )
3 −

4x
l

(1 + x2

l )
2 −

2x
l

(1 + x2

l )
2

]
.

Nous pouvons remarquer que :

|Ṁf (x)| ≤ l + 1

l

[
2x2

l

(1 + x2

l )
2 +

1

1 + x2

l

]
.

et
2x2

l

(1 + x2

l )
2 =

1

2

2x√
l

(1 + x2

l )
.

2x√
l

(1 + x2

l )
.

Puisque : 2x√
l
≤ (1 + x2

l ) et 1 ≤ (1 + x2

l ), il vient :

|Ṁf (x)| ≤ 3(l + 1)

2l
. (3.118)

Comme : ∣∣∣M̈f (x)
∣∣∣ ≤ l + 1

l

[∣∣∣∣∣ 8x3

l2

(1 + x2

l )
3

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ 4x
l

(1 + x2

l )
2

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ 2x
l

(1 + x2

l )
2

∣∣∣∣∣
]
.
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Nous pouvons remarquer que :

8x3

l2

(1 + x2

l )
3 =

√
l

l

2x√
l

(1 + x2

l )
.

2x√
l

(1 + x2

l )

2x√
l

(1 + x2

l )
.

4x
l

(1 + x2

l )
2 =

2√
l

2x√
l

(1 + x2

l )

1

(1 + x2

l )
.

2x
l

(1 + x2

l )
2 =

√
l

l

2x√
l

(1 + x2

l )

1

(1 + x2

l )
.

À partir des égalités précédentes :

|M̈f (x)| ≤ (l + 1)(4
√
l)

l2
.

Il reste à prouver que la fonction x 7−→ xM̈f (x) est bornée. En effet :

xM̈f (x) = − l + 1

l

[
8x4

l2

(1 + x2

l )
3 −

4x2

l

(1 + x2

l )
2 −

2x2

l

(1 + x2

l )
2

]
.

Par la suite :

8x4

l2

(1 + x2

l )
3 = 8

x2

l

(1 + x2

l )
2

x2

l

(1 + x2

l )
.

4x2

l

(1 + x2

l )
2 = 4

x2

l

(1 + x2

l )

1

(1 + x2

l )
.

2x2

l

(1 + x2

l )
2 = 2

x2

l

(1 + x2

l )

1

1 + x2

l

.

Étant donné que :
x2

l
≤ (1 +

x2

l
) ≤ (1 +

x2

l
)
2

,

il vient : ∣∣∣xM̈f (x)
∣∣∣ ≤ 14(l + 1)

l
.

L’utilisation de (3.17), (3.118) et (3.119) implique que la fonction N̈f est bornée. Ces résultats

sont aussi valables quand le degré de liberté est inferieur à 3.

Conclusion 3.1. Pour l’étude du problème du test, le paramètre du modèle (3.2) est sup-

posé connu dans un premier temps. La propriété LAN est obtenue. La statistique de Neyman

Pearson est utilisée avec la preuve de l’optimalité asymptotique locale et le calcul de la puis-

sance du test.
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Quand le paramètre du modèle (3.2) est estimé, les propositions 3.1 et 3.2 représentent les

deux outils fondamentaux de la preuve. La proposition 3.1 donne un lien explicite entre la

suite centrale avec la vraie valeur du paramètre et la suite centrale estimée. La proposition

3.2 est une conséquence du lemme 4.4 de Kreiss (1987).

L’application de la proposition 2.1 nous a permis d’introduire un nouvel estimateur sur l’es-

pace tangent de la suite centrale. L’utilisation de cet estimateur a entrainé la conservation de

la puissance asymptotique locale du test. Les résultats obtenus généralisent ceux du chapitre

précédent. L’optimalité locale asymptotique du test a été démontrée pour une grande classe

de modèles. En pratique, on peut appliquer ces résultats en finance. Ceci est présenté au

chapitre suivant.



Chapitre 4

Quelques applications en finance

Dans cette partie une application de nos résultats dans le domaine des marchés financiers

est donnée. Nous nous intéressons plus particulièrement à la bourse et plus précisément au

logarithme du retour (log-return) du prix d’une action.

Plusieurs travaux de recherche ont été effectués dans le passé pour examiner la distribution

du processus du logarithme du retour. Le grand intérêt suscité pour ce processus est lié à son

application dans les investissements et à son rôle fondamental dans l’analyse des marchés

financiers.

D’une manière plus précise, la distribution identique et indépendante du log-return est exa-

minée, un test localement asymptotiquement optimal est construit. Les techniques utilisées

reposent sur les travaux de Chebana et Laïb (2008), Lounis (2013) et Lounis (2014).

Dans un premier temps, les résultats et notations utilisées sont rappelés, par la suite quelques

notions sur les modèles financiers sont présentées. Finalement, nos résultats sont énoncés et

prouvés.

Une application est donnée pour l’analyse des données réelles tirées du marché du Capital

Market France (FXCM). Nos résultats concordent avec les recherches empiriques effectuées

dans le passé. Ces résultats stipulent le rejet de l’hypothèse i.i.d. du logarithme du retour.

Finalement, des modèles de prévision sont proposés lorsque les données sont journalières,

hebdomadaires et mensuelles.

Ce chapitre donne les détails de Ngatchou-Wandji, J. et Lounis, T. Optimal tests in financial
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models. Un article en préparation.

Abstract. Detecting the non linearity of a log-return process is studied. A powerful sta-

tistical test is constructed. The local asymptotic normality (LAN) is a fundamental tool in

this work. The rejecting of the idea of the i.d.d. hypothesis is ruled out. The non-linearity is

deduced. Forecast models are proposed in three various forms of log-return.

Keywords and phrases : AR(m) models, Black Scholes model, Brownian Motion, Conti-

guity, Drift, Efficiency, Increments, Le Cam theory, Local asymptotic normality, Log-return,

Samuelson Model.

4.1 Introduction

Plusieurs phénomènes dans les domaines de la biologie, la physique et la finance peuvent

être modélisés par des séries chronologiques. La détection de la non-linéarité de ces modèles

représente un sujet de recherche très important. En vue de la validation de ces modèles,

une large variété de tests statistiques est proposées en littérature. Parmi ces travaux, on

peut citer Subba Rao et Gabr (1980), Hinich (1982), Keenan (1985) et Hjellvik et Tjøstheim

(1995).

Notons que l’utilisation de la densité spectrale, des résidus des filtres linéaires et des mé-

thodes non-paramétriques correspondent à trois approches différentes pour le développement

de ces tests.

Il est important de rappeler que plusieurs tests proposés sont de type statistique du multipli-

cateur de Lagrange (LM) introduite dans Saikkonen et Luukkonen (1988). Nous rappelons

que l’étude théorique de la puissance locale de LM est difficile, sauf dans le cas où les hypo-

thèses nulle et alternative sont contigües.

En général, la preuve directe de la contiguïté est délicate. Par contre, lorsque la propriété de

la normalité asymptotique locale (LAN) est établie, on peut en déduire la contiguïté. Pour

plus de détails voir par exemple Droesbeke et Fine (1996).

Depuis l’introduction de la théorie de Le Cam (1960), plusieurs versions de la LAN existent.

Parmi elles, on peut citer les versions importantes de Swensen (1985), Hwang et Basawa

(2001) et Hwang et Basawa (2003).

Mentionnons que dans le contexte de la détection de la non-linéarité, la LAN n’a pas été
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suffisamment considérée. Très peu de travaux existent dans ce sens. Par exemple, on cite les

articles de Benghabrit et Hallin (1992), Benghabrit et Hallin (1996), Benghabrit et Hallin

(1998) et Cassart et al (2008). Ces derniers travaux sont tous caractérisés par l’obtention de

l’une des plus désirables propriétés qu’est l’optimalité.

Dans Hwang et Basawa (2001) et toujours dans un contexte similaire, des suites de modèles

contigües au processus AR(1) ont été introduites. Une version de la LAN est établie. Un

test optimal de non-linéarité a été obtenu. La puissance asymptotique locale du test est cal-

culée. Cependant, le paramètre du modèle de la série chronologique est supposé connu. Une

extension de ces résultats à une classe assez large de modèles et une version estimée du test

sont obtenues dans Chebana et Laïb (2008). Par contre l’optimalité asymptotique locale du

test n’est pas prouvée.

Dans un même contexte, et en spécifiant la vitesse de convergence vers l’hypothèse nulle H0,

un test optimal de non-linéarité est obtenu dans Ngatchou-Wandji (2005) avec l’utilisation

de la LAN. En résumé, l’introduction de la LAN a beaucoup développé les travaux de re-

cherches dans la théorie des tests. Ceci nous conduit à considérer le problème du test du

log-return avec une approche différente de celles citées plus haut. En d’autres termes, avec

la contribution de la LAN.

Notons que le log-return joue un rôle fondamental dans l’analyse des marchés financiers. Elle

donne une prévision sur les premier et dernier prix associés à l’investissement.

Dans ce sens, d’abondantes recherches ont été effectuées dans le passé suivant deux ap-

proches. L’une est basée sur la structure de corrélation des log-return et l’autre sur la pré-

vision des log-return à partir des données historiques. Pour la première approche, consulter

par exemple Fama et French (1988a), et pour la seconde, voir par exemple Fama et French

(1988b).

Le présent travail concerne le problème du test de la linéarité du processus du log-return.

En se basant sur la propriété LAN, nous construisons un test localement asymptotiquement

optimal. La version de la LAN utilisée est celle de Hwang et Basawa (2001) developpée par

Chebana et Laïb (2008).

Comme il a été mentionné au début, l’optimalité de la version estimée du test n’a pas été

montrée dans Chebana et Laïb (2008). Un terme asymptotiquement non dégénéré affecte

la puissance asymptotique. En vue de la suppression de l’effet causé sur la puissance, nous

appliquons les résultats de la proposition 2.1 et nous construisons un autre estimateur du pa-

ramètre, cela permet de conserver l’équivalence entre la suite centrale avec le vrai paramètre
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et la suite centrale avec le paramètre estimé. En conséquence nous déduisons l’optimalité de

notre test. Rappelons que le grand avantage des problèmes de la finance réside dans le fait

qu’on peut disposer d’un nombre assez grand de données.

Ce travail est structuré comme suit :

Le paragraphe 4.2 est consacré aux rappels des notations et de quelques résultats et condi-

tions.

Une application à la finance concernant le test de l’hypothèse i.i.d. du processus du log-

return est présentée au paragraphe 4.3. Le paragraphe 4.4 est consacré à la présentation de

nos principaux résultats.

Pour notre application au paragraphe 4.5, on utilise les données journalières, hebdomadaires

et mensuelles du log-return. De même des modèles de prévision sont proposés pour chaque

type de donnée.

Le paragraphe 4.6 est consacré aux preuves de nos résultats.

4.2 Conditions et résultats utilisés

En vue de construire notre test, nous avons besoin dans un premier temps de rappeler

quelques résultats utilisés et préciser les hypothèses.

Θ1 et Θ2 désignent respectivement deux ouverts de Rq et R`, avec int(Θ1) 6= ∅ et

int(Θ2) 6= ∅.

Nous considérons la suite de variables aléatoires (Xi)i≥d avec Xi = (Xi−1, . . . , Xi−d)
>, le

symbole ">" désigne la transposée. Dans notre étude nous nous intéressons au modèle de

série chronologique suivant :

Xi = mθ,h(Xi−1) + σρ,h′(Xi−1)εi, (4.1)

où mθ,h(·) = mθ0(·) + h G(·) et σρ,h′(·) = σρ0(·) + h′ S(·), mθ,h et σρ,h′ désignent les

fonctions de régression et de volatilité respectivement et σρ,h′ > 0.

G et S sont deux fonctions à valeurs dans R et h et h′ deux réels. (εi)i est une suite de

variables aléatoires centrée réduite et de fonction de densité f , telle que pour tout i ≥ 1, εi

est indépendante de la σ-tribu Fi = σ(Xj , j ≤ i). Nous notons par Mf et Nf les fonctions

Mf : x 7→Mf (x) = f ′(x)/f(x), Nf : x 7→ Nf (x) = 1 + xMf (x) et

φx(a, b) = b−1f((x− a)b−1), avec b 6= 0.

Considérons la classe des modèles stochastiques Xi = T (Xi−1) + V (Xi−1)εi. Les valeurs
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réelles des fonctions T (·) et V (·) sont inconnues. Nous nous intéressons à l’étude du problème

du test du couple des fonctions (T (·), V (·)) dans une classe de modèles paramétriques. Plus

précisément, soit :

M =
{

(mθ0(·), σρ0(·)) , (θ0, ρ0)> ∈ Θ1 ×Θ2

}
,

chacune des deux fonctions mθ0(·) et σρ0(·) admet une forme connue.

Pour un échantillon de taille n, on propose de testerH0 [(T (·), V (·)) ∈M] contreH1 [(T (·), V (·)) /∈M].

Remarquons que l’hypothèse nulle H0 est équivalente à :

H0 (T (·), V (·)] =
[
mθ0(·), σρ0(·)

]
,

pour (ρ>0 , θ
>
0 )> ∈ Θ1 ×Θ2, tandis que l’hypothèse alternative H1 est équivalente à

H1 (T (·), V (·)] 6=
[
mθ0(·), σρ0(·)

]
.

Nous définissons l’hypothèse alternative H(n)
1 par :

H
(n)
1 [(T (·), V (·)] =

(
mθ0(·) + hn−

1
2G(·), σ(ρ0, ·) + h′ n−

1
2S(·)

)
,

Pour tester H0 contre H(n)
1 , les conditions (C.1)-(C.4) sont imposées dans Chebana et Laïb

(2008) avec :

(C.1) : Il existe une fonction positive et mesurable M , deux réels positifs γ et δ, avec

max(|a|, |b− 1|) < δ et E(M(εd))
1+γ <∞, tels que :∣∣∣∣ 1

f(x)

∂2

∂aj∂bk
φx(a, b)

∣∣∣∣ ≤M(x),

où, j et k deux entiers positifs vérifiant l’égalité j + k = 2.

(C.2) : Il existe un réel positif γ′, tel que

max

(
E

∣∣∣∣ G(Xd)

σρ0(Xd)

∣∣∣∣2+γ′

; E

∣∣∣∣ S(Xd)

σρ0(Xd)

∣∣∣∣2+γ′
)
<∞.

(C.3) : Il existe un réel positif γ′′, tel que, pour k = 0, 1, on a :

E
∣∣Mf (εd)εd

k
∣∣2+γ′′

<∞.

(C.4) :∫
Mf (x)f(x)dx =

∫
(Ṁf (x) +M2

f (x)f(x))dx =
∫
x(
{
Ṁf (x) +M2

f (x)
}
f(x)dx = 0,∫

xMf (x)f(x)dx = −1,
∫ {

x2(Ṁf (x) +M2
f (x))

}
f(x)dx = 2.
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La condition (C.1) de régularité de la fonction de densité f a été imposée dans Hwang

et Basawa (2001). Notons qu’une large classe de fonctions de distributions incluant la loi

normale satisfait à (C.3) et (C.4).

À partir du théorème 2.1 de Chebana et Laïb (2008) et sous (C.1)-(C.4) et H0, la LAN a

été prouvée et l’expression du logarithme du rapport de vraisemblance Λn est donnée par :

Λn = Λn(θ0, ρ0) = Vn(θ0, ρ0)− τ2
h,h′(θ0, ρ0)

2
+ oP (1),

avec Vn(θ0, ρ0)
D
↪→ N

(
0, τ2

h,h′ (θ0, ρ0)
)

quand n −→∞,

Vn(θ0, ρ0) =
−1√
n

n∑
t=1

h
G(Xt)Mf (εt)

σρ0(Xt)
− 1√

n

n∑
t=1

h′
S(Yt) (1 + εtMf (εt))

σρ0(Xt)
,

τ2
h,h′(θ0, ρ0) = h2I0E

(
G(Xd)

σρ0(Xd)

)2

+ h′2(I2 − 1)E

(
S(Xd)

σρ0
(Xd)

)2

+ hh′I1E

(
G(Xd)S(Xd)

σ2
ρ0(Xd)

)
,

et,

Ij = E
(
εj0M

2
f (ε0)

)
, j ∈ {0, 1, 2}.

La statistique proposée est celle de Neyman-Pearson avec

Tn = Tn(θ0, ρ0) = I
{ Vn(θ0, ρ0)

τh,h′(θ0, ρ0)
≥ cα

}
, (4.2)

où cα est le (1−α)-quantile de la loi normale standard. Rappelons que ce test consiste à rejeter

H0 lorsque Tn ≥ cα. De plus, le test associé à Tn est localement asymptotiquement optimal

quand ρ0 et θ0 sont connus. La puissance asymptotique du test est 1− Φ (cα − τ(θ0, ρ0)).

En pratique, le paramètre du modèle de la série chronologique est inconnu. Son estimation

induit une erreur qui affecte la puissance du test.

En général, quand on considère un modèle stochastique tel que (4.1), l’obtention de l’op-

timalité est difficile. Deux difficultés apparaissent, l’une concerne l’établissement d’un lien

explicite entre la suite centrale et sa version estimée, et l’autre concerne la suppression de

l’effet de l’erreur commise après estimation.

En utilisant les estimateurs asymptotiquement discrets introduits dans Le Cam (1960) et

en utilisant le lemme 4.4 de Kreiss (1987), un lien explicite est établi entre la suite centrale

et sa version estimée dans la proposition 2.2 de Lounis (2013). Ce lien concerne un modèle

stochastique contenant une large classe des modèles de séries chronologiques et comprenant

(4.1).

Il est important de rappeler que l’expression de plusieurs statistiques de tests classiques

dépend de la suite centrale qui apparait dans la version de la LAN. Le remplacement du
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paramètre par un estimateur entraine la non équivalence de la suite centrale avec sa version

estimée. En conséquence, la puissance du test est affectée.

En vue de résoudre ce problème, nous proposons d’abord une évaluation de l’erreur commise

après estimation. Ceci est l’application directe de la proposition 2.1. Ensuite nous construi-

sons un autre estimateur de telle manière que la suite centrale et sa version estimée soit

équivalente. Enfin nous déduisons l’optimalité du test.

Nous sommes intéressé par le cas particulier suivant :

mθ0(Xi−1) = m(µ0,σ0)(Xi−1) = µ0 − (σ0
2)/2 et σρ0(Xi−1) = σ0.

On a : θ0 = (µ0, σ0), ρ0 = σ0, q = 2 et ` = 1.

Ce choix est motivé par l’application de nos résultats aux données issues des marchés finan-

ciers. Plus précisement, un test de l’hypothèse i.i.d. du log-return est considéré et étudié au

paragraphe 4.3.2. Dans le but de mieux présenter ce problème, nous avons besoin dans un

premier temps de rappeler quelques notions sur les modèles stochastiques gouvernés par les

Mouvement Brownien (MB).

4.3 Une application en finance

Dans cette partie, nous présentons une application dans la modélisation des prix d’une action.

Cette application concerne le problème du test dans la classe des modèles non-linéaires. À

cet effet, nous testons l’hypothèse i.i.d. du log-return. La construction de ce test est basée sur

les travaux de Chebana et Laïb (2008), Lounis (2013) et Lounis (2014). Nous rappelons au

paragraphe 4.3.1 quelques définitions concernant le processus de Weiner, et quelques modèles

appliqués en finance. Par la suite nous présentons notre problème de test au paragraphe

(4.3.2).

4.3.1 Régression bilinéaire simple dirigé par un Mouvement Brow-

nien

L’introduction du MB a beaucoup contribué au développement de la modélisation des pro-

cessus des innovations décrits par les séries temporelles dans les domaines de la physique, de

la chimie, de la biologie, de la finance et autres.

Le concept du MB a été introduit pour la première fois par Robert Brown suite à la descrip-
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tion du mouvement des pollens en suspension dans l’eau. Depuis, ce concept est devenu un

outil incontournable dans la modélisation des événements irréguliers observés dans les diffé-

rents domaines. Parmi ces applications, citons le célébre travail du physicien Albert Einstein

en 1905, où un modèle décrivant la trajectoire des atomes a été développé.

Le MB B = (Bt) est un processus Gaussien particulier vérifiant les trois conditions sui-

vantes :

1) B0 = 0.

2) Avec une probabilité 1, Bt est continue en t.

3) Bt admet des accroissements stationnaires indépendants et de distribution Gaussienne.

Notons que le MB peut être également caractérisé par les moments d’ordre 1 et par sa fonc-

tion de covariance, pour plus de détails consulter Karatzas et Shreve (1988).

Revenons maintenant au domaine de la finance et rappelons quelques travaux qui sont en

relation directe avec la présente étude.

D’abord, en 1900 et en vue d’étudier les cours de la bourse, Bachelier (1900) propose dans

sa thèse doctorale le modèle stochastique suivant :

S̃t = S̃0 + µ0t+ σ0Bt,

où S̃0, µ0, σ0 sont des constantes et Bt un MB. Le grand inconvénient dans ce modèle est

son application lorsque S̃t est négatif. Par la suite, un modèle plus important a été proposé

dans Samuelson (1965) avec

S̃t = S̃0 exp

(
{µ0 −

σ0
2

2
}t+ σ0Bt

)
. (4.3)

Enfin, en se basant sur (4.3), sous l’ hypothèse que pour tout t = 0, . . . , T., il existe une

constante r telle que S̃t = exp(rt), et en utilisant les calculs d’Itô, Black et Scholes (1973)

proposent un modèle continu avec un actif risqué décrivant l’évolution des cours de l’action

S̃t, avec S̃t est l’unique solution de l’équation différentielle stochastique suivante :

dS̃t = µ0S̃tdt+ σ0S̃tdBt, (4.4)

où, µ0 et σ0 désignent respectivement le drift et la volatilité.

En prenant le logarithme dans les deux membres de (4.3), on obtient :

Log(S̃t) = Log(S̃0) +

(
{µ0 −

σ0
2

2
}t+ σ0Bt

)
, t = 1, . . . , T. (4.5)

De (4.5), on a :

Log(S̃t/S̃t−1) = µ0 −
σ0

2

2
+ σ0Wt, t = 1 . . . , T. (4.6)
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où, Wt = Bt −Bt−1 l’accroissement du MB.

Le processus
(
Xt = Log(S̃t/S̃t−1)

)
t
est appelé processus du log-return en temps discret.

Une grande importance a été accordée dans le passé à l’estimation des paramètres de ce

processus de diffusion. En pratique cette estimation est souvent basée sur les données histo-

riques. Pour plus de détails, voir par exemple Rajna (1991).

L’estimateur de (µ0, σ0
2) est (µn, σ

2
n), avec

µn = X̄n +
(
(σ2

n)/2
)
. (4.7)

σ2
n =

1

n

n∑
t=1

(
log(S̃t/S̃t−1)− X̄n

)2
. (4.8)

et,

X̄n =
1

n

n∑
t=1

log
(
S̃t/S̃t−1

)
=

1

n

n∑
t=1

Xt.

Notons que µn et σ2
n convergent presque sûrement vers µ0 et σ0

2 (respectivement).

4.3.2 Présentation du problème de test

Les propriétés des processus de Weiner nous pemettent de conclure que sous H0, le log-return

est i.i.d.. Le modèle (4.6) peut également s’écrire :

Xt = µ0 −
σ0

2

2
+ σ0Wt, t = 1, . . . T. (4.9)

Soit P0 la mesure de probabilité correspondante au modèle (4.9), et Pn la mesure de proba-

bilité correspondante à :

Xt = µ0 −
σ0

2

2
+
hG(Yt)√

n
+

[
σ0 +

h′S(Yt)√
n

]
Wt, t = 1, . . . T. (4.10)

Nous considérons le modèle 4.10 et nous testons H0 contre Hn
1 tel que :

H0 : h = h′ = 0 et H
(n)
1 : h 6= 0 et h′ 6= 0. (4.11)

Sous H0, le résidu Wt est donné par :

Wt =

(
Xt − [µ0 −

σ0
2

2
]

)
/σ0. (4.12)

De (4.7) et (4.8), l’estimateur naturel Ŵt de Wt est :

Ŵt = Ŵt(µn, σn) =

(
Xt − [µn −

σ2
n

2
]

)
/σn. (4.13)
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Nous pouvons déjà remarquer qu’à partir des propriétés du MB, la stationnarité des accrois-

sements deWt entraine celle du modèle (4.9). Clairement, pour des observations (Xt)t=1,...,n.,

sous H0, Xt est généré selon le modèle (4.9), et sous Hn
1 , Xt est généré selon le modèle (4.10).

Nous présentons dans le paragraphe qui va suivre nos résultats et nous supposons dans toute

la suite que le modèle (4.10) est ergodique (au sens de la définition 1.2.4).

4.4 Principaux résultats

Nous sommes prêts maintenant à présenter nos principaux résultats, en commençant par le

principe de la normalité asymptotique LAN établi dans la proposition suivante :

Proposition 4.1. (LAN) Nous supposons que les conditions (C.1)-(C.4) sont satisfaites.

Alors, sous H0, on a :

Vn,h,h′(µ0, σ0) =
1√
n

n∑
t=1

h
G(Xt)Wt

σ0
− 1√

n

n∑
t=1

h′
S(Xt)

(
1−W 2

t

)
σ0

.

Comme il a été mentionné aux paragraphes précédents, dans le but d’établir un lien explicite

entre la suite centrale et sa version estimée, nous introduisons dans un premier temps la

version discrétisée (µ̂n, σ̂n) de l’ estimateur (µn, σn). Par la suite, en appliquant les résultats

des propositions 3.1 et 3.2, il vient :

Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)− Vn,h,h′(µ0, σ0)

=
√
n(µ̂n − µ0)×

(
hE

[
∂ m(µ0, σ0)

∂ µ

Ṁf (W1)G(X1)

σ0
2

0

]
+ h′E

[
∂ m(µ0, σ0)

∂ µ

Ṅf (W1)S(X1)

σ2

])

+
√
n(σ̂n − σ)×

(
hE

[
∂ m(µ0, σ0)

∂ σ

Ṁf (W1)G(X1)

σ0
2

]
+ h′E

[
∂ m(µ0, σ0)

∂ σ

Ṅf (W1)S(X1)

σ0
2

])

+
√
n(σ̂n − σ)×

(
hE

[
∂ σρ
∂ σ

W1Ṁf (W1)G(X1)

σ0
2

]
+ h′E

[
∂ σρ
∂ σ

W1Ṅf (W1)S(X1)

σ0
2

])
+ op(1).

Soit donc :

Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)− Vn,h,h′(µ0, σ0) =
√
n(µ̂n − µ0)

(
−hE

[
G(X1)

σ0
2

]
− 2h′E

[
W1S(X1)

σ2

])
+
√
n(σ̂n − σ)

(
hE

[
G(X1)

σ0

]
+ 2h′E

[
W1S(X1)

σ0

])
+
√
n(σ̂n − σ)

(
−hE

[
W1G(X1)

σ0
2

]
− 2h′E

[
W 2

1 S(X1)

σ0
2

])
+ op(1).
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Étant donné que les accroissements Wi sont indépendants de la tribu Fi = σ(Xj , j ≤ i),

nous déduisons que :

Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)− Vn,h,h′(µ0, σ0) =
√
n(µ̂n − µ0)×

(
−hE

[
G(X1)

σ0
2

])
+
√
n(σ̂n − σ)×

(
hE

[
G(X1)

σ0

]
− 2h′E

[
S(X1)

σ2
0

])
+ op(1). (4.14)

Rappelons que les propositions 3.1 et 3.2 ont été obtenues sous la condition (A4) du chapitre

3. Dans le présent travail, cette condition est équivalente à :

(C.5) : Pour tout n ≥ 1, il existe une boule fermée Bn = Bn

(
σ0, rn

)
⊂ int(Θ2), avec

rn ≥ |σ − σ̂n|, et une fonction positive Nn, telle que E
(

supn≥1Nn(X1)
)δ+2

< ∞, avec

δ > 0, et satisfaisant à

sup
xn∈Bn

(
1

xn
) ≤ Nn(X1).

Notons également que pour l’obtention des propositions 3.1 et 3.2, la fonction · 7→ M̈f (·) a

été supposée bornée. En revanche dans le présent travail, cette condition est une conséquence

directe des propriétés des accroissements du MB.

En résumé, sous (C.1)-(C.5), l’égalité (4.14) est obtenue. Clairement, (4.14) donne un lien

explicite entre la suite centrale avec le vrai paramètre Vn,h,h′(µ0, σ0) et sa version estimée

Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n).

Remarquons d’une part que E
[G(X1)

σ0

]
6= 0, E

[G(X1)
σ2
0

]
6= 0 et E

[S(X1)
σ2
0

]
6= 0, et d’une autre

part que,
√
n(µ̂n − µ0) = Op(1), et

√
n(σ̂n − σ0) = Op(1).

Par conséquent, les deux suites centrales, avec le vrai paramètre, et avec le paramètre estimé

ne sont pas équivalentes. Dans le but de supprimer l’effet des deux termes asymptotiquement

non dégénérés
√
n(µ̂n−µ0) et

√
n(σ̂n−σ0), nous avons besoin de prouver le résultat suivant :

Proposition 4.2. On suppose que les conditions (C.1)-(C.5) sont satisfaites. Alors, il

existe λ > 0, tel que :

Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)− Vn,h,h′(µ0, σ0) =
√
n(µ̂n − µN )×−hE

[
G(X1)

σ0
2

]
+
√
n(σ̂n − σN )×

(
hE

[
G(X1)

σ0

]
− 2h′E

[
S(X1)

σ2
0

])
+ op(1), (4.15)

où N = [1 + nλ+1] et ”[ ]” désigne la partie entière.

Observons que les quantités E
[
G(X1)
σ0

]
, E
[
G(X1)
σ0

2

]
et E

[
S(X1)
σ0

2

]
sont inconnues. Il est possible

de remplacer ces quantités inconnues par des quantités connues. À cette fin, nous imposons
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la condition suivante :

(C.6) : Pour tout entier n ≥ 1, il existe une boule fermée Bn,1 = Bn,1

(
σ0, rn,1

)
⊂ int(Θ2)

avec rn,1 ≥ |σ− σ̂n|, une fonction positive Nn,1 telle que E
(

supn≥1Nn,1(X1)
)δ′+2

<∞ avec

δ′ > 0, et satisfaisant à :

sup
xn∈Bn,1

(
1

x2
n

) ≤ Nn,1(X1).

Nous obtenons ainsi le lemme suivant :

Lemme 4.1. On suppose que les conditions (C.1)-(C.6) sont satisfaites. Alors

(i) E
[
G(X1)
σ̂n

]
−E

[
G(X1)
σ0

]
−→ 0, et, E

[
S(X1)
σ̂n

]
−E

[
S(X1)
σ0

]
−→ 0, quand n −→ +∞.

(ii) E
[
G(X1)
σ̂2
n

]
−E

[
G(X1)
σ2
0

]
−→ 0, quand n −→ +∞.

(ii) E
[
S(X1)
σ̂2
n

]
−E

[
S(X1)
σ2
0

]
−→ 0, quand n −→ +∞.

L’application du lemme 4.1 nous permet d’obtenir la propostion suivante :

Proposition 4.3. On suppose que les conditions (C.1)-(C.6) sont satisfaites. Alors, il

existe λ > 0, tel que :

Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)− Vn,h,h′(µ0, σ0) =
√
n(µ̂n − µN )×

(
−hE

[
G(X1)

σ̂2
n

])
+
√
n(σ̂n − σN )×

(
hE

[
G(X1)

σ̂n

]
− 2h′E

[
S(X1)

σ̂2
n

])
+ op(1),

où , N = [1 + nλ+1], λ > 0. (4.16)

Nous construisons maintenant un autre estimateur de (µ0.σ0) telle que la suite centrale avec

le vrai paramètre est équivalente à la suite centrale avec ce nouvel estimateur.

Dans toute la suite les dérivées partielles Vn,h,h′ en (µ̂n, σ̂n) sont supposées non nulles. Nous

obtenons ainsi ce qui suit :

Proposition 4.4. (Équivalence entre les suites centrales)

On suppose que les conditions (C.1)-(C.6) sont satisfaites. Alors, il existe un estimateur

consistant (µ̄n, σ̄n) de (µ0.σ0) tel que :

Vn,h,h′(µ̄n, σ̄n)− Vn,h,h′(µ0, σ0) = op(1). (4.17)

L’estimateur construit (µ̄n, σ̄n) permet d’obtenir l’équivalence entre les deux versions des

suites centrales. C’est sur ce résultat que repose la preuve de l’optimalité du test considéré

T̄n = Tn(µ̄n, σ̄n). Nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 4.1. (Optimalité)

On suppose que les conditions (C.1)-(C.6) sont satisfaites. Alors, la puissance asymptotique
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locale de T̄n = Tn(µ̄n, σ̄n) sous Hn
1 est égale á 1−Φ (cα − τ(µ, σ)) . Le test T̄n est localement

asymptotiquement optimal.

Notons que pour un niveau fixé α ∈ [0, 1], en utilisant les égalités (4.11) et (4.13), la forme

explicite de notre test est :

Tn = I
{ 1√

n

∑n
t=1 h

G(Xt)W̄t

σ̄n
− 1√

n

∑n
t=1 h

′ S(Xt)(1−W̄ 2
t )

σ̄n

τh,h′
≥ cα

}
, (4.18)

où W̄ = W (µ̄n, σ̄n).

4.5 Applications aux données réelles

Dans notre application, nous examinons le test de l’hypothèse i.i.d. du log-return lorsque les

données de la bourse sont journalières, hebdomadaires et mensuelles. Comme il a été prouvé

au paragraphe précédent, nous considérons un test localement asymptotiquement optimal

dont l’expression est donnée par (4.11). Le niveau minimal de notre test est fixé à α = 0.05.

Le principe de ce test consiste à accepter ou à rejeter l’hypothèse i.i.d. du log-return sous

la base des trois formes citées. Nous proposons par la suite des modèles de prévision pour

chaque type de données. Les données dont nous disposons proviennent du Forex Capital

Market France (FXCM), elles ont les caractéristiques suivantes :

500 données journalières consécutives, couvrant la période du 11 Mai 1993 au 7 Novembre

1995. 500 données hebdomadaires consécutives, couvrant la période de Mai 1993 au 23 No-

vembre 2002. 263 données mensuelles consécutives, couvrant la période du 01 Mai 1993 au

1 mars 2015.

Nous considérons à nouveau le test 4.11 pour le log-return journalier, le paramètre λ est fixé

à 0.7. Un échantillon de taille de N = 140 est considéré, chaque observation correspond à

un instant discret t où t = 1, 2, . . . , 140. Le test est étudié pour l’échantillon de taille n.

Au départ, nous testons H0 contre Hn
1 entre les instants t = 40 et t = 139 correspondant

à la valeur de n = 100. La correction se fait en considérant l’échantillon de taille N = 140

correspondant aux observations en temps discret allant entre t = 1 et t = 140 (en utilisant

les observations antérieures à l’instant t = 40). Les fonctions S et G sont prises constantes,

égale à 0.02, et h = h′ = 1. En utilisant les formules (4.7) et (4.8), nous obtenons respec-

tivement les estimateurs µn et σn du drift µ0 et de la volatilité σ0. Les formes discrétisées

de ces deux estimateurs sont notées µ̂n et σ̂n. Pour l’obtention de l’équivalence entre les

suites centrales, nous utilisons l’estimateur corrigé (µ̄n, σ̄n) obtenu après la perturbation de
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la première composante du premier estimateur. Plus prècisèment, σ̄n = σ̂n et µ̄n = µ̂n +xn,

avec xn est défini dans l’égalité (4.24).

Du théorème 4.1, le test statistique (4.18) est localement asymptotiquement optimal. Son

application nous permet de rejeter l’hypothèse H0. Nous reprenons la même procédure pour

les valeurs n = 110, 110, 120, 130, 150, 200 et 250 correpondant respectivement aux valeurs

suivantes : N = 154, 169, 184, 214, 214, 291 et 369.

En suivant les mêmes étapes que le cas précédent, en prenant S(x) = G(x) = 0.02, et en

considérant les données hebdomadaires. Nous testons H0 contre Hn
1 , nous constatons que

pour le log-return hebdomadaire, la conclusion est similaire à celle obtenue à partir des don-

nées journalières.

Pour le log-return mensuel, nous utilisons les mêmes méthode et démarche que celles des

données journalières et hebdomadaires. Dans ce cas pour tout x, on fixe

S(x) = G(x) = 0.02. Dans un premier temps nous étudions le test entre t = 40 et t = 139

(n = 100). Puisqu’on dispose que de 263 données, nous répètons cette procédure pour

n = 110, 120, 130, 150, 160 et 170 correspondant à N = 154, 169, 184, 214, 229 et 245 (res-

pectivement). Dans ce cas aussi, l’hypothèse i.i.d. est rejetée.

Étant donné que les accroissements du MB sont gaussiens, la vérification de (C.2) − (C.4)

est facile. En effet, on a :

• Les fonctions G et S sont bornées et σ > 0, d’où pour tout λ > 0, on a :

max

(
E
∣∣ G(Xd)

σρ0(Xd)

∣∣2+γ′

, E
∣∣ S(Xd)

σρ0(Xd)

∣∣2+γ′
)

= E

(
0.02

σ

)2+γ′

<∞.

Donc (C.2) est vérifiée.

• On a pour k = 0, on peut par exemple choisir γ = 1 et on obtientE |W1|3 = 0 <∞.

Pour k = 1 et γ = 1, nous avons E |W1|6 <∞, (car les moments d’une gaussienne sont finis),

d’où (C.3) est vérifiée.

• Puisque E(Mf (W1)) = E(−W1) = 0, E(Ṁf (W1)) = −1 et E(M̈f (W1)) = 0, alors (C.4)

est bien vérifiée.

Les résultats de ces simulations sont présentés dans les tableaux suivants :
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Log-return journalier

n N = [1 + nλ+1], λ > 0 Donnée valeur du test Hypothèse acceptée

100 139 500 4.5028 Hn
1

110 154 500 4.5937 Hn
1

120 169 500 5.1654 Hn
1

130 184 500 5.2002 Hn
1

150 214 500 5.4729 Hn
1

200 291 500 4.7124 Hn
1

250 369 500 5.2381 Hn
1

Log-return hebdomadaire

n N = [1 + nλ+1], λ > 0 Donnée valeur du test Hypothèse acceptée

100 139 500 5.2006 Hn
1

110 154 500 5.4519 Hn
1

120 169 500 3.3822 Hn
1

130 184 500 3.7435 Hn
1

150 214 500 4.1709 Hn
1

200 291 500 5.4203 Hn
1

250 369 500 6.4799 Hn
1

Log-return mensuelle

n N = [1 + nλ+1], λ > 0 Donnée valeur du test Hypothèse acceptée

100 139 263 5.2006 Hn
1

110 154 263 5.4519 Hn
1

120 169 263 3.3822 Hn
1

130 184 263 3.7435 Hn
1

150 214 263 4.1709 Hn
1

160 229 263 5.4203 Hn
1

170 245 263 6.4799 Hn
1

Conclusion 4.1. En conséquence, on rejette l’hypotèse i.i.d. du log-return dans ses trois

formes, journalière, hebdomadaire et mensuelle.

Modèles de prèvisions

Selon la règle de décision établie au paragraphe précédent l’hypothèse nulle est rejetée dans

chaque cas. Ceci nous motive à proposer sous l’hypothèse alternative des modèles de prévision



124 Application

pour chaque forme du log-return. Au départ, nous fixons la taille de l’échantillon à n = 100,

nous construisons un modèle de prévision entre les instants t = n + 1 et t=dernierinstant,

dernierinstant=500 pour les log-return journaliers et hebdomadaires et dernierinstant=263

pour le log-return mensuel. Nous répètons la même procédure en attribuant à n les valeurs

110, 120, 150 et 180. Les valeurs prédites sont construites entre les instants t = n + 1 et

t=dernierinstant. Nous notons par P l’horizon de la prévision .

Nous comparons l’erreur quadratique moyenne MSE 1 entre le log-return avec la vraie va-

leur et le log-return sous l’hypothèse nulle, avec l’erreur quadratique moyenne MSE 2 entre

le log-return avec la vrai valeur et le log-return sous l’hypothès alternative. Les résultats

obtenus sont présentés au tableau des prévisions.

Nous constatons que dans chaque cas, lorsque la taille de l’échantillon augmente, l’erreur

MSE 2 décroit.

Concernant les log-return journalier et mensuel, nous remarquons que MSE 2 est inférieur à

MSE 1 quand n dépasse 100. Ceci explique la concordance avec les résultats obtenus avec la

règle de décision du test. En revanche pour le log-return hebdomadaire MSE 2 est supérieure

à MSE 1.

Le modèle de prévision sous l’hypothèse alternative entre les instants t = n+1 et t=dernierinstant

du log-return journalier est :

Xt = µn −
σn

2

2
+

0.02√
n

+

(
σn +

0.02√
n

)
Wt, t = n+ 1, . . . T. (4.19)

Pour le log-return hebdomadaire :

Xt = µn −
σn

2

2
+

0.02√
n

+

(
σn +

0.02√
n

)
Wt, t = n+ 1, . . . T. (4.20)

Et pour le log-return mensuel :

Xt = µn −
σn

2

2
+

0.02√
n

+

(
σn +

0.02√
n

)
Wt, t = n+ 1, . . . T. (4.21)

Où W = (Wt) est l’accroissement du processus de Wiener.

De même, pour chaque type de données, nous représentons simultanément le log-return avec

les vraies valeurs et avec les valeurs prédites.
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À partir des représentations graphiques et du tableau des prévisions, nous pouvons conclure

que les modèles de prévision obtenus sont meilleurs pour les données journalières et men-

suelles, avec de meilleurs résultats dans le cas mensuel. Nous obtenons les tableaux et gra-

phiques suivants :

Tableau de prévision :

Prévision de log-return journalier

n Prévision de taille (P ) MSE 1 MSE 2

100 400 4.0948×10−6 4.8120×10−4

110 390 8.3067×10−4 3.5920×10−4

120 380 8.2408×10−4 2.2534×10−4

180 320 8.9676×10−4 1.6695×10−5

Prévision de log-return hebdomadaire

n Prévision de taille (P) MSE 1 MSE 2

100 400 4.0948×10−6 7.6927×10−4

110 390 4.2732×10−6 7.0790×10−5

120 380 3.8547×10−6 2.232×10−5

180 320 8.9676×10−4 5.7578×10−5

Prévision de log-return mensuel

n Prévision de taille (P) MSE 1 MSE 2

100 163 9.5283×10−5 0.0010

110 153 0.0010 4.0010×10−5

120 143 0.0011 1.5369×10−5

180 63 0.0012 7.9918×10−5
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4.6 Preuve des résultats

4.6.1 Preuve de la proposition 4.1

En considérant l’expression de la suite centrale Vn,h,h′ , il suffit de prouver que pour tout

entier positif i, Mf (Wi) = −Wi. Puisque Wi est l’accroissement du MB standard, alors à

partir des propriétés du MB,Wi suit une loi Gaussienne centrée et de variance i−(i−1) = 1.

D’où, pour tout réel x, f ′(x) = −xf(x) et donc Mf (Wi) = −Wi.

4.6.2 Preuve de la proposition 4.2

L’application de la proposition 2.1 entraine l’existence de deux constantes positives λ1 et λ2,

telles que :

√
n(µ̂n − µ0) =

√
n(µ̂n − µN1

) + op(1), et
√
n(σ̂n − σ0) =

√
n(σ̂n − σN2

) + op(1),

avec N1 = [1 +nλ1+1], et N2 = [1 +nλ2+1]. Posons λ = max(λ1, λ2) et N = [1 +nλ+1].

Nous avons

√
n(µ̂n − µ0) =

√
n(µ̂n − µN ) + op(1) et

√
n(σ̂n − σ0) =

√
n(σ̂n − σN ) + op(1).

En combinant les dernières égalités avec (4.14), nous obtenons le résultat désiré.

4.6.3 Preuve du lemme 4.1

(i) E
(
G(X1)
σ̂n

)
−E

(
G(X1)
σ0

)
= E

[
G(X1)
σ0

1
σ̂n
× (σ0 − σ̂n)

]
.

De l’inégalité de Cauchy-Schwartz il vient :

E

(
G(X1)

σ̂n

)
−E

(
G(X1)

σ0

)
≤

√
E

[
G(X1)

σ0

1

σ̂n

]2

×
√
E [σ0 − σ̂n]

2
. (4.22)

L’application de l’inégalité Hölder permet d’écrire :

E

[
G(X1)

σ0

1

σ̂n

]2

= E

[
(
G(X1)

σ0
)2(

1

σ̂n
)2

]
≤

[
E

(
G(X1)

σ0

)2+γ′
]1/(1+γ′/2)

×

[
E

(
1

σ̂n

)2+δ
]1/(1+δ/2)

avec γ′ et δ des constantes positives, telles que : (1 + γ′/2) + 1/(1 + δ/2) = 1. À partir de

(C.2) et (C.5), nous obtenons E
[
G(X1)
σ0

1
σ̂n

]2
<∞.

Étant donné que σ̂n converge presque sûrement vers σ0, il vient :

E [σ0 − σ̂n]
2 −→ 0, quand, n −→∞.
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Une combinaison de ces derniers résultats avec (4.22) donne le résultat désiré.

En changeant G par S, et en appliquant le même raisonnement, on achève la preuve de (i).

(ii) En changeant (C.5) par (C.6) et en faisant un raisonnement similaire à celui de (i), on

obtient le résultat désiré.

4.6.4 Preuve de la proposition 4.3

On considère les décompositions suivantes :

E

[
G(X1)

σ0

]
= E

[
G(X1)

σ0

]
−E

[
G(X1)

σ̂n

]
+ E

[
G(X1)

σ̂n

]
,

E

[
G(X1)

σ2
0

]
= E

[
G(X1)

σ2
0

]
−E

[
G(X1)

σ̂2
n

]
+ E

[
G(X1)

σ̂2
n

]
,

E

[
S(X1)

σ2
0

]
= E

[
S(X1)

σ2
0

]
−E

[
S(X1)

σ̂2
n

]
+ E

[
S(X1)

σ̂2
n

]
.

L’application du lemme 4.1 donne le résulat désiré.

4.6.5 Preuve de la proposition 4.4

(i) L’égalité (4.16) peut s’écrire comme suit :

Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)−Dn,h,h′ = Vn,h,h′(µ0, σ0) + op(1),

avec

Dn,h,h′ =
√
n(µ̂n − µN )×

(
−hE

[
G(X1)

σ̂2
n

])
+
√
n(σ̂n − σN )×

(
hE

[
G(X1)

σ̂n

]
− 2h′E

[
S(X1)

σ̂2
n

])
.

L’équation de l’espace tangent Γ à la courbe de Vn,h,h′ en (µ̂n, σ̂n), est :

Γ : {(X,Y ) ∈ R×R, tels que :

Vn,h,h′(X,Y )− Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n) = ∂Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n). ((X − µ̂n), (Y − σ̂n)) .}

Soit donc :

Vn,h,h′(X,Y )− Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n) =
∂Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)

∂µ
(X − µ̂n) +

∂Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)

∂σ
(Y − σ̂n).

La construction de l’estimateur (µ̄n, σ̄n) est obtenu en perturbant l’une des deux composantes

du premier estimateur (µ̂n, σ̂n). Par exemple, en perturbant la première composante, il vient :

µ̄n = µ̂n + x(n), et, σ̄n = σ̂n.
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Le remplacement dans l’équation de la tangente donne :

Vn,h,h′(µ̄n, σ̄n)− Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n) =
∂Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)

∂µ
× x(n),

avec x(n) est une inconnue. Cette dernière égalité est équivalente à :

Vn,h,h′(µ̄n, σ̄n) =
∂Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)

∂µ
× x(n) + Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n). (4.23)

La valeur de x(n) est déterminée en imposant l’identité suivante :

∂Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)

∂µ
× x(n) = −Dn,h,h′ .

D’où

x(n) = −Dn,h,h′/

(
∂Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)

∂µ

)
. (4.24)

L’égalité (4.23) s’écrit

Vn,h,h′(µ̄n, σ̄n) = Vn,h,h′(µ̂n, σ̂n)−Dn,h,h′ . (4.25)

En combinant avec (4.23), on a :

Vn,h,h′(µ̄n, σ̄n) = Vn,h,h′(µ0, σ0) + op(1), (4.26)

où µ̄n = µ̂n + x(n), et, σ̄n = σ̂n. L’égalité (4.26) traduit l’équivalence entre la suite cen-

trale et sa version estimée.

On peut également construire un autre estimateur en faisant une perturbation par rapport

à la seconde composante du premier estimateur (µ̂n, σ̂n) et en faisant un raisonnement ana-

logue à celui du cas précédent. Pour plus de détails sur ce type d’estimateur, consulter Lounis

(2011).

4.6.6 Preuve du théorème 4.1

Comme il a été expliqué au paragraphe 4.2, la puissance asymptotique locale du test est

1 − Φ (cα − τh,h′(µ0, σ0)). De la continuité de la fonction τh,h′(·, ·) et la convergence en

probabilité de (µ̄n, σ̄n) vers (µ0, σ0), on a sous H0 :

I
{Vn,h,h′(µ̄n, σ̄n)

τh,h′(µ̄n, σ̄n)
≥ cα

}
= I

{Vn,h,h′(µ0, σ0)

τh,h′(µ0, σ0)
≥ cα

}
+ oP (1).
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La contiguïté et l’application du troisième lemme de Le Cam (1960) nous permettent de

calculer la loi de la statistique sous l’hypothèse alternative.

Les suites de tests Tn et T̄n sont asymptotiquement équivalentes. D’où l’optimalité.

Conclusion 4.2. Avec la contribution de la normalité asymptotique locale (LAN), les ré-

sultats obtenus dans ce présent chapitre concordent avec ceux qui sont obtenus dans le passé

à partir des recherches effectuées avec d’autres approches. En d’autres termes, l’hypothèse

i.i.d du log-return est rejetée.



Chapitre 5

Conclusion et perspectives de

recherche

5.1 Conclusion générale

En vue de valider un modèle mathématique, plusieurs recherches basées sur la construction

des tests statistiques ont été effectuées. Quand le paramètre du modèle considéré est mul-

tidimensionnel ou quand les hypothèses testées sont composites, le problème à étudier est

souvent compliqué.

Caractérisés par leur propriétés asymptotiques, des tests de vraisemblance sont utilisés et

des techniques paramétriques et non paramétriques sont associées pour faciliter ces études.

Dans la plupart des cas, la détermination de la loi de la statistique du test reste difficile

sous ł’hypothèse alternative. La théorie de Le Cam (1960), riche en propriétés, fournit des

outils pour en déduire cette loi à partir de ł’hypothèse nulle. En particulier, avec la propriété

de la contiguïté. Mais la preuve de cette propriété reste en général difficile. La contiguïté

reste une conséquence directe de la normalité asymptotique locale (LAN). Autrement dit,

pour examiner un problème de test, on commence par établir le principe de la normalité

asymptotique locale LAN. La complexité dépend du modèle mathématique considéré. Plus

le modèle est général, plus cette propriété est difficile à obtenir.

En dehors de la version initiale introduite par Le Cam (1960), il existe des versions plus

générale de la LAN telles que celles de Swensen (1985), Hall et Mathiason (1990), Hwang

et Basawa (2003). Cependant ces versions restent difficiles à établir quand le modèle étudié
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est similaire au modèle (3.2). C’est en partie pour cette raison que nous conservons dans

cette thèse la version introduite dans Hwang et Basawa (2001) et developpée par Chebana et

Laïb (2008). Son grand avantage est ł’établissement de la propriété LAN pour notre modèle

et son inconvénient réside dans la suppression du terme non dégénéré après estimation du

paramètre inconnu du modèle étudié.

Dans notre cas, deux difficultés apparaissent, la première concerne la distribution de la

suite centrale estimée qui, en général ne suit pas une loi gaussienne. La seconde concerne

la méthode de la suppression du terme qui affecte la puissance asymptotique locale du test

construit.

Pour résoudre simultanément ces deux problèmes, en utilisant la proposition 2.1, une mè-

thode d’évaluation de cette erreur est introduite. Par la suite, on construit à partir du premier

estimateur du paramètre inconnu, un autre estimateur qui permet de préserver l’équivalence

entre les suites, centrale et centrale estimée. Vu que la majeure partie des tests basés sur la

vraisemblance est exprimée en fonction de la suite centrale, ceci a été suffisant pour nous

permettre de terminer notre preuve. Au final, l’optimalité asymptotique locale est prouvée

avec le calcul de la puissance asymptotique du test. Ces derniers résultats obtenus pour les

modèles AR(1) et AR(m) ont été généralisés à une classe très vaste décrite par le modèle

stochastique (3.2).

Il est important de rappeler que notre technique se repose sur de ł’augmentation de la taille

de ł’échantillon n à une taille N = [1 + nµ+1]. Ceci correspond bien au caractère asympto-

tique de notre étude.

Le but essentiel de ce travail était de construire un estimateur qui permettait au test du

rapport de vraisemblance de conserver son optimalité. C’est ce que nous avons fait. Cet

estimateur permet l’équivalence entre la suite centrale et sa version estimée, ce qui conduit

au résultat cherché.

Nos travaux constituent une modeste contribution dans la détection de la non-linéarité dans

les modèles de séries chronologiques via l’utilisation de LAN.

5.2 Perspectives de recherches

(a) Ł’obtention de ł’optimalité dans de nos travaux de recherches est liée à ł’augmenta-

tion de la taille de ł’ échantillon n à N = [1 + nµ+1], où µ > 0. On peut s’intéresser

au choix optimal de la valeur de la constante µ. Cette question peut être traitée en
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combinant nos résultats avec les recherches similaires. Ł’objectif sera de déterminer

les paramètres et les structures auxquelles cette constante positive est liée. Ce travail

pourra être consolidé par des simulations numériques.

(b) Dans toute cette thèse notre travail a été effectué sous la condition où la loi du

processus des innovations est supposé connue. Il serait intéressant de considérer et

étudier le problème lorsque cette loi est inconnue. Plus précisement, une estima-

tion de la densité de ł’erreur avec des mèthodes telles que celles des estimateurs à

noyaux pourait être envisagée. En résumé on fera une extension de nos travaux du

paramétrique au semi-paramétrique.

(c) Tout au long de cette thèse, les résultats sont obtenus sous l’hypothèse de la sta-

tionnarité. Il sera aussi intéressant de traiter quelques cas sans cette hypothèse. Bien

évidemment l’intérêt suscité par ce cas réside dans la non-stationnarité de plusieurs

phénomènes. Ceci faciliterait la construction des tests statistiques pour la validation

des modèles proposés et donnerait un champ assez vaste pour les applications.
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