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Résumé

L’objectif de cette thése est la construction des tests localement et asymptotiquement
optimaux. Le probléme traité concerne un modéle qui contient une large classe de modéles
de séries chronologiques. La propriété de la normalité asymptotique locale (LAN) est outil
fondamental utilisé dans nos travaux de recherches. Une application de nos travaux en

finance est proposée.

Abstract

The purpose of this phD thesis is the construction of a locally asymptotically optimal
tests. In this testing problem, the considered model contains a large class of time series
models. LAN property was the fundamental tool in our research works. Our results are

applied in financial area.
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Notations et abréviations

Convergence en loi.

Convergence presque stre.

Convergence en probabilité.

Espérance.

Estimateur des moindres carrés.
Estimateur des moindres carrés discret.
Fonction indicatrice.

Indépendante et identiquement distribuée.
Partie entiére.

Probabilité.

Z=A...,—1,0,1,...} : Ensemble des entiers.
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Chapitre 1

Introduction et outils mathématiques

1.1 Introduction générale

1.1.1 Introduction

Pour une remise en cause de la mécanique rationnelle, et suite & des travaux des physi-
ciens au début du vingtiéme siécle, I'idée de valider un modeéle & partir des données a été
définitivement abandonnée. De ce fait, la modélisation aléatoire a été reconnue comme un
outil scientifique incontournable. La théorie des tests est venue arbitrer entre les modéles
mathématiques proposés. Par exemple, pour la détection de la non-linéarité d’un modéle,
plusieurs travaux de recherche ont été effectués. Parmi eux, on peut citer Hinich (1982]),
Guégan| (1984), |Keenan| (1985) et (Tsay| (1986)).

L’étude des problémes des tests a recu un grand intérét de la part des mathématiciens
comme Neyman, Wald et Lehmann, grace & qui les méthodes statistiques ont connu un
grand développement. Pour une présentation simple et explicite sur les tests statistiques,
le lecteur intéressé peut consulter |Gourieroux et Monfort| (1996]).

En littérature, on rencontre plusieurs types de tests. Certains sont basés sur les tech-
niques de 'estimation non-paramétrique (voir par exemple, |Hjellvik et Tjgstheim| (1996) et
McKeague et Zhang (1994)). D’autres sont basés sur les processus empiriques des résidus
cumulés (voir par exemple, |Chen et Anl (1997)), Diebolt et all (1997), Ngatchou-Wandji

(2002)) et |Gao et King| (2004)). D’autres sont basés sur les rapports de vraisemblance.
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En général, lorsque les hypothéses & tester sont simples, le probléme est facile a traiter.
Cependant, de telles hypothéses restent rares en pratique. Lorsque les hypothéses sont
composées, ou lorsque le paramétre sous I’hypothése nulle est multidimensionnel, 1’étude
du probléme de test devient moins facile. En vue d’examiner ces cas, des tests fondés sur
la statistique de vraisemblance, plus caractérisés par leurs propriétés asymptotiques, sont

utilisés. Parmi eux, ont peut citer les tests de Wald et du rapport de vraisemblance.

La détermination de la loi de la statistique d’un test sous I’hypothése alternative est en
général un probléeme difficile. Des auteurs proposent de compléter ’étude de la puissance
des tests par des simulations numériques dans lesquelles le boostrap est souvent utilisé.
Toutefois, ’étude théorique de la puissance peut étre facile dans le cas ot les hypothéses
& tester sont contigilies. En effet, le troisiéme lemme de Le Cam permet le calcul de la loi
de la statistique du test sous I’hypothése alternative (voir par exemple Le Cam| (1986)).
Pour citer un exemple, dans une classe des modéles bilinéaires contigiis aux modéles auto-
régressifs, la puissance locale du test du multiplicateur de Lagrange (ML) est étudiée dans
Guégan et Pham| (1992), en admettant (sans démonstration rigoureuse) que les modéles a

tester sont contigiis.

Notons que la contiguité est une conséquence de la normalité asymptotique locale
parfois notée LAN. C’est un outil fondamental dans la preuve de nos résultats. C’est
pour cette raison qu’ils sont précédés par 1’établissement de cette importante propriété.
Notons que plusieurs versions de la LAN existent dans la littérature. Celles présentées
dans [Swensen| (1985) et Hall et Mathiason| (1990) en sont des exemples. Elles ont donné
lieu a I’étude des tests fondés sur des techniques paramétriques ou non-paramétriques (voir
Kreiss (1990),Hwang et Basawal (1993)), Taniguchi et Kakizawa/ (2000)), Hwang et Basawa
(2001}, |2003)), Ngatchou-Wandji| (2005)), Chebana et Laib| (2008))).

Rappelons qu’il est possible de proposer plusieurs statistiques pour le méme probléme
de test. En vue de choisir la statistique la plus performante, une notion de préférabilité
a été introduite sur ’ensemble des tests. Ce critére permet de choisir entre deux tests a
partir de la comparaison de leurs erreurs de premiére et de deuxiéme espéces. Pour plus de

détails, voir la propriété (14.13) de |Gourieroux et Monfort| (1996). De plus, notons qu’au
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sens du préordre défini dans cette propriété, le test préféré est dit optimal. Le choix d’un
test peut donc étre basé sur le critére d’optimalité, mais aussi sur des critéres d’efficacité
comme ceux de Pitman ou de Bahadur. Ceux basés sur le critére d’optimalité sont souvent
dits de Neyman-Pearson. Ils reposent sur le principe de fixer 'erreur de premiére espéce
a et de choisir le test de puissance maximale. Pour établir ce type de tests, on a besoin
d’introduire d’autres outils statistiques tels que les principes asymptotiques.

Une autre maniére de rechercher les tests optimaux consiste en la sélection des tests

parmi ceux qui sont uniformément convergents. Cette convergence signifie que, quand la
taille de I’échantillon devient grande, la puissance du test tend vers 1. Toutefois, la li-
mite peut étre discontinue par rapport a I'un des paramétres de la fonction puissance, et
dans ce cas, on n’a pas de convergence uniforme. D’otl en général, la non existence des tests
"asymptotiquement uniformément puissants". Devant une telle complexité, les statisticiens
proposent de faire une comparaison locale des fonctions puissances. En d’autre termes, un
passage de I’étude de la puissance globale & I’étude de la puissance locale.
Gréace a la propriété LAN préalablement établie, des tests optimaux sont obtenus dans
Hallin et Puri (1994), Benghabrit et Hallin| (1996); Benghabrit et Hallin | (1998)) et |Cas-
sart et al (2008). Il est utile de rappeler que par rapport & ces derniers travaux, et pour
I'obtention de l'optimalité, 'introduction des estimateurs asymptotiquement discrets et
l'utilisation du lemme 4.4 de Kreiss (1987) sont des outils fondamentaux.

Nos travaux de recherches contribuent & 1’étude des tests localement asymptotiquement
optimaux dans les modéles des séries chronologiques. Ils sont essentiellement basés sur la
propriété de la normalité asymptotique locale. Nous présentons notre contribution dans le

paragraphe suivant.

1.1.2 Contribution

Le développement asymptotique des statistiques de tests basées sur le rapport de vrai-
semblance contre certaines alternatives locales fait souvent apparaitre une statistique dite
centrale (voir par exemple Benghabrit et Hallin (1992), |[Benghabrit et Hallin| (1996)),

Benghabrit et Hallin | (1998)). Bien souvent, celle-ci dépend du paramétre du modéle testé
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et c’est sur elle que repose ’étude des propriétés asymptotiques de la statistique du test.

Les tests de Wald, de Rao et de Neyman-Pearson, en sont des exemples.

Il est bien connu en statistique lorsque le paramétre est inconnu, on le remplace par un
estimateur. Cette opération n’est pas toujours sans incidence sur la puissance du test. Elle

peut par exemple ne plus garantir son optimalité.

Notre principale contribution est ’étude de 'optimalité des tests du rapport de vrai-
semblance pour discriminer entre des modéles de séries chronologiques linéaires et ARCH.
Dans les différents cas considérés, nous avons construit des estimateurs garantissant I’op-
timalité des tests lorsque les paramétres des modéles étudiés sont inconnus.

Ces estimateurs, construits & partir de I'espace tangent & la suite centrale, permettent
d’obtenir I’équivalence entre la suite centrale et sa version estimée. Les techniques para-
métriques utilisées dans ces problémes sont basées sur la propriété de la normalité asymp-
totique locale. Les deux versions de la LAN présentées dans |Hwang et Basawa| (2001)) et
Hwang et Basawa, (2003) sont utilisées dans le cas autorégressif d’ordre un et d’ordre p > 1.

Des simulations sont effectuées pour l'investigation de la performance de nos méthodes.

Au chapitre 2, nous traitons séparément le probléme de tester un modéle autorégressif li-
néaire d’ordre 1 contre des autorégressifs non-linéaires, et le cas d’'un modéle autorégressif
linéaire d’ordre p > 1 contre des modéles autorégressifs non-linéaires. Les estimateurs que
nous y construisons permettent d’obtenir I’équivalence asymptotique des suites centrales,
et leurs versions estimées. Ceci permet de conserver 'optimalité asymptotique locale des
tests proposés. La méme démarche est adaptée au probléme du test des modéles AR(p) de
variance 1 contigiis a des modéles autorégressifs de variances tendant vers 1. Cette premiére

partie a fait 'objet de la publication de Lounis| (2014]).

Au chapitre 3, sous des conditions de stationnarité et d’ergodicité, nous nous intéressons
a I'étude des tests traitant simultanément des hypothéses portant sur les moyennes et les
variances conditionnelles. En se basant sur la version LAN de [Hwang et Basawa (2001),

nous établissons la normalité asymptotique locale pour ces modéles.
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Dans le cas ou le paramétre du modéle est supposé connu, les tests construits sont
asymptotiquement optimaux et les expressions explicites de leurs puissances asympto-
tiques sont obtenues. Lorsque le paramétre inconnu est remplacé par un estimateur, nous
établissons dans un premier temps, un lien entre la suite centrale et la suite centrale esti-
mée. Ceci est obtenu grace a I'utilisation des suites locales d’estimateurs et d’estimateurs

asymptotiquement discrets, et 'application du lemme 4.4 de Kreiss (1987).

Dans ce lien entre les suites centrale et centrale estimée, un terme asymptotiquement
non dégénéré apparait. Ceci affecte la puissance locale du test étudié. En vue de supprimer
cet effet, une méthode d’évaluation de ’erreur de ’estimation suivie de 'introduction d’un
autre estimateur du parameétre nous permet de conserver ’équivalence entre les suites cen-
trale et centrale estimée. Ce qui permet d’obtenir une expression explicite de la puissance

locale asymptotique du test.

Pour une évaluation de la performance de nos résultats, des simulations sont effectuées
et commentées. Les résultats obtenus dans cette partie généralisent ceux du chapitre pré-

cédent. Cette deuxiéme partie a fait ’objet de la publication de |Lounis| (2013)).

Le chapitre 4 est une application de nos résultats aux données financiéres tirées du
marché du Capital Market France (FXCM). Nous nous intéressons plus particuliérement
a I’étude du logarithme du retour (log-return) du prix d’une action. Plusieurs travaux de
recherche ont été effectués dans le passé pour examiner la distribution de cette série. Le
grand intérét suscité pour ce processus est lié & son application dans les investissements et
a son role fondamental dans ’analyse des marchés financiers. Plus précisement, la distri-
bution identique et indépendante du log-return est examinée en utilisant les tests étudiés
dans les chapitres précédents. Notre étude est en majeure partie inspirée des références

suivantes : |Chebana et Laib| (2008), |Lounis| (2013) et |Lounis| (2014).

Dans ce chapitre, nous rappelons d’abord les résultats et notations utilisées. Ensuite,
nous présentons quelques notions et modéles financiers. Nous énongons et prouvons nos
résultats. Enfin, nous présentons et commentons les résultats de 'application de nos résul-

tats théoriques aux données réelles. Les résultats obtenus concordent avec les recherches
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empiriques effectuées dans le passé. Ces résultats disent en substance que ’hypothése i.i.d.
du logarithme du retour ne tient pas. A la fin du chapitre, nous proposons des modéles de

prévision pour des données journaliéres, hebdomadaires et mensuelles.

1.2 Outils fondamentaux

1.2.1 Introduction

Cette partie regroupe quelques notions et outils fondamentaux que nous utilisons dans la
suite. Une notion fondamentale sur laquelle s’appuie une bonne partie de notre contribution
est la normalité asymptotique locale (LAN) issue de la théorie de Le Cam.

Nous rappelons les principales définitions et les principaux résultats associés a cette notion.
Nous présentons également la notion des estimateurs localement asymptotiquement discrets
introduite par Le Cam (1960). Nous établissons ensuite un lien avec les suites locales en
se basant sur un lemme fondamental énoncé dans Kreiss| (1987)).

Une version modifiée de LAN de celle de [Hall et Mathiason (1990) est présentée dans
Hwang et Basawal (2001). Ce dernier résultat concerne les modéles non-linéaires contigiis
au processus AR(1) et correspond au théoréme 1 de Hwang et Basawal (2001). Sous des
conditions vérifiées par une large classe de modéles de séries chronologiques, la puissance du
test construit est donnée dans le théoréme 3 de Hwang et Basawa| (2001). Nous rappelons
ces deux derniers théorémes.

L’adaptation du travail de Hwang et Basawa| (2001)) aux modéles ARC H nécessite le rappel
de quelques résultats correspondants au théoréme centrale limite des martingales énoncé

dans |Hall et Heyde| (1980), ainsi que quelques notions de séries chronologiques.

1.2.2 Normalité asymptotique locale et contiguité

La propriété LAN est due essentiellement a Le Cam (1960). Elle peut étre décrite dans
un cadre trés général. Par souci de simplicité, nous nous restreignons aux cas particuliers
d’observations réelles de dimension n € N et de familles paramétriques de dimension k

fixée. Nous nous limitons aux notions principales. Pour plus de détails, le lecteur intéressé
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peut se référer au chapitre 4 de Droesbeke et Fine| (1996), et aux chapitres 6 et 7 de Van der
Vaart| (1998).
Une bonne partie de cette présentation est tirée de Droesbeke et Fine| (1996)), duquel sont

issues nos notations et certaines de nos définitions.

Notations et définitions

Dans toute la suite, © est un ouvert non vide de R¥, (Xi)ien est une suite stationnaire
de variables aléatoires définie sur un espace mesurable (X, A) et telle que pour i € N, la
variable aléatoire X; admet comme mesure de probabilité Py ou 6 € O.

On suppose que la famille paramétrique des lois {Py,0 € O} est indexée d’une fagon

injective, c’est a dire, pour tout (6,0") € © x ©, on a :
046 =P, +P)

Observer la suite de variable aléatoire X7, ..., X, sur un espace mesurable (X, A) revient
a observer sur l'espace (X", A") le n-uple X)) — (X1,...,X,) de loi de probabilité Py,
produit de n copies de Py. L'expérience X = (X1,...,X,) est décrite par le modéle
statistique (ou expérience statistique) Se(n) = (&, A", PM) ot, P = {Py, 0 € O}. Dans
lecasou X =R, on a: A=DB, ou B est la tribu borélienne.

Pour tout @ € ©, on définit des suites locales de voisinages 0(™ de 6 qui convergent vers

f quand n — oo, la forme de ces suites est donnée par 1'égalité suivante :
0" =0 +v(n)r, o wv(n) estunematrice kxk et 7eRF (1.1)

On suppose que lorsque n est assez grand, 0™ € ©. Nous supposons également que la
matrice v(n) est inversible avec ||v(n)|| — 0 quand n — oo, ot ||.||, est la norme euclidienne.

D’une fagon plus générale, on écrit :
0" =0 +v(n)r™, ou sup [(T("))’T(")] < +00. (1.2)

La suite d’expériences £ (g) = (R”,B”,P(") (0)) est appelée suite d’expériences lo-
calisées en 6. Le choix de la suite v(n) est lié¢ a la nature du probléme a étudier, quelques

exemples de ce choix sont exposés dans [Droesbeke et Fine| (1996)).
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On désigne par P et () deux mesures de probabilité sur 'espace mesurable (X, A).
11 existe une fonction f non négative A-mesurable et un événement N avec P(NN) = 0, tels

que pour tout A € A, on a :

Q(4) = /AfdP b QANN). (1.3)

L’égalité est "La décomposition de Lebesgue de @ par rapport a P", Q(AN N) est
la partie singuliére dans cette décomposition.

Dans le cas ot la mesure @ est absolument continue par rapport & P, la densité f est
appelée rapport de vraisemblance de @) par rapport a P, et elle est définie par dQ/dP.
Dans le cas relatif & Iexpérience statistique décrite par la suite £ (0), on considére le

(n)
dP9+V(n) T(")

ap"
qui montre I'intérét du logarithme de ce rapport dans le probléme des tests statistiques et

rapport de vraisemblance , ce choix est motivé par le lemme de Neyman-Pearson

qu’on convient de noter par :

(n)
dP9+V(n) 7(n) >

(1.4)
ap{

AG-{—V(n)’r(") = 10g<

La performance locale asymptotique des expériences statistiques se raméne a 1’étude du

comportement de A, 4u(n) () C€ qui est décrit dans la "Théorie de Le Cam".

Normalité locale asymptotique

Plusieurs sources et versions existent pour la définition de la normalité asymptotique locale
que l'on note en abrégé LAN, en utilisant les notations des paragraphes précédents, on

convient de donner la définition suivante :

Définition 1.1. (Définition 4.1 de Droesbeke et Fine (1996)))

La suite d’expériences EM™(0) = (R™, B", P (9)) est dite localement asymptotiquement
normale LAN, si pour tout @ € ©, il existe une suite A () de vecteurs aléatoires
B™-mesurables, et une matrice semi-définie positive I'(6) fonction continue en 6, telles que :
(i) : Pour toute suite 7™ telle que  sup [(t™)'7(M] < 400, sous P (0)

et quand n — 400, on a :
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Mgty sin = 7 AD(O) — 2O T(0)r) 1 0p(1).

(i) : Sous PU(0) et quand n — 4oo, A () 2, N (0,T(6)) .

On appelle A () une suite centrale.

Un exemple important de familles vérifiant la condition LAN, est celui des familles régu-
lieres de Cramer. On peut également citer sous les conditions classiques de régularité et
des conditions de Noether la vérification de la propriété LAN par des modéles linéaires
simples et généraux (sous 'hypothése nulle). Les détails de ces exemples sont bien explici-
tés dans Droesbeke et Fine (1996).

D’autres expériences statistiques sont localement asymptotiquement normales. Parmi elles,
on peut citer celles qui sont différentiables en moyenne quadratique voir par exemple le

chapitre 7 de [Van der Vaart| (1998).

Contiguité
On désigne par P(™ et Q) deux mesures de probabilité sur I’espace mesurable (X (n), A(")) .

Définition 1.2. (Définition 4.2.1 de |Droesbeke et Fine (1996)))

On dit que la suite QM) est contigiie a la suite P™), si et seulement si :
it s 0o PP (AM) =0 = limn100QM™(AM) = 0.

Si deux suites P™ et Q™ sont mutuellement contigiies, on dit qu’elles sont contigiies. La
contiguité est une forme d’absolue continuité. Si on reprend la décomposition de Lebesgue
7 dans le cas o la suite Q™ est contigiie a la suite P, la partie singuliere de Q)
par rapport a P tend vers 0. L'un des intéréts est que, si on a une convergence en
probabilité d’une suite d’événements par rapport a une mesure de probabilité P, on
en déduit la convergence en probabilité de cette suite d’événements par rapport a toute
mesure de probabilité Q™ contigiie a p),

Etablir les critéres de contiguité en s’appuyant juste sur la définition n’est pas toujours
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facile. Des critéres plus pratiques sont énoncés dans les paragraphes qui vont suivre.
Un premier critére de contiguité est fortement lié & la propriété LAN dont I’énoncé est

donné par le corollaire suivant :

Corollaire 1.1. (Corollaire 4.2 de |Droesbeke et Fine (1996]))

La suite A = log (Zgig) est localement asymptotiquement normale sous P(™ (c’est

a dire sl existe p™ et o™ tels que, sous P, quand n — +oo , % & N(0,1))
, alors :

P™ et QU sont mutuellement contigiie si et seulement si :

(i) : limp—yooSup o) < o0,

(i) Limp s soo(u™ + 1 o™M?) =0,

Remarque 1.1. Une conséquence immédiate du corollaire précédent concerne l’expérience

statistique vérifiant la propriété LAN. Ce résultat est donné par le corollaire suivant :

Corollaire 1.2. (Corollaire 4.3 de|Droesbeke et Fine (1996]) )

n)

Dans une famille LAN, les suites Pé—i—y(n)q—(") et Pén) sont mutuellement contigiies pour

tout 0 € ©, et pour toute suite bornée (.

Lemmes de Le Cam

Si deux mesures de probabilité sont contigiies, la convergence en probabilité d’une suite
d’événements par rapport a 'une des deux mesures de probabilité induit la convergence
par rapport & I'autre. Bien évidemment on pourra s’intéresser au mode de convergence en
loi et se demander : Est ce qu'on a le méme type de résultat ?

La réponse a cette question concerne des situations bien précises.

Par exemple, si 'on considére deux mesures de probabilité sur un méme espace, et si le
calcul de la puissance asymptotique de la statistique d’un test est facile par rapport a une
mesure, comment peut-on en déduire le calcul de cette puissance par rapport a 'autre
mesure 7 Sous quelques conditions, les trois lemmes de Le Cam fournissent des réponses a

ces questions ?
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En particulier, "Le troisiéme Lemme de Le Cam" se trouve trés riche en conséquences
et applications.

Pour le premier lemme de Le Cam, on peut se rapporter aux chapitre 6 de [Droesbeke et
Fine| (1996), ou bien le chapitre 4 de|Van der Vaart (1998)). Le deuxiéme lemme de Le Cam

est un cas particulier du premier lemme et concerne plutot les mesures produits.

Le troisiéme lemme de Le Cam

Proposition 1.1. (Proposition 4.2 de|Droesbeke et Fine (1996))

Soit S™ une suite de variables aléatoires et A = log <Z§§:; .
S(n) D 1 o2 o019 2

Si sous P, S N a , ! , QUEC by = —%2, alors :
A(n) 12 012 0‘%

P® et QU sont mutuellement contigiies, et sous Q™, S 2) N(m + 012, 0‘%).

Remarque 1.2. Une situation qui nous intéresse plus dans notre travail est celle qui est
relative auzr puissances locales asymptotiques des tests statistiques, ceci est présenté au

paragraphe qui va sutvre.

Puissance locale asymptotique

On considére la suite des tests ¢™ définie par :

n o __
qb - I{ S(")—u(") >Za}’ (15)

N
1

ol Z,, est le quantile d’ordre 1 — o d’une variable normale centrée et réduite. Si sous P :

S(m) _py(n)

o) D 0 1 o2
o1 SN ,
A —303 o192 03

Alors ¢" est de niveau asymptotique « (sous la suite d’hypothéses nulles P(")), et on a
donc : limy 400 Epm) (¢™) =
Le troisiéme lemme de Le Cam nous permet d’en déduire la puissance asymptotique de ¢

sous la suite des hypothéses alternatives Q™) on obtient ainsi :

lim EQ(n)(¢n) =1-Y(Z, —012),

n—-+4o0o
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ou V¥ est la fonction de répartition d’une loi normale centreé et réduite.

Estimateurs localement asymptotiquement discrets

Les estimateurs localement asymptotiquement discrets sont introduits dans|Le Cam (1960)).
Ils sont utilisés dans plusieurs travaux de recherche, en vue de construire des tests optimaux
(Bickel (1982), Linton| (1993), Benghabrit et Hallin (1992, 1996); Benghabrit et Hallin
(1998)) et |Cassart et al (2008))). On a la définition suivante :

Définition 1.3. 0,, est un estimateur localement asymptotiquement discret du paramétre
inconnu Oy si et seulement si les conditions (D1) et (Dy) suivantes sont vérifiées :
— (Dy) 0, est \/n consistent, i.e pour tout € > 0, il existe 5, (6o, €) et n1 (Ao, €) tel que
sous (Hy), Vn > ni(wo, €), P(v/nl|0n — b0l > m) < e
— (D3) 6, est localement discret, i.e pour toute valeur fixée ¢ > 0 et sous (Hy) quand
n — 400, le nombre possible des valeurs de én dans la boule fermée
By = {u € R¥ \/n||u — 6|l < c} est fini.

| - [|x désigne la norme euclidienne dans R*.

Remarque 1.3. Notons que la condition (D) concerne plutét la vitesse appropriée a la
convergence en probabilité de ces estimateurs. Cette condition est satisfaite par plusieurs
estimateurs, citons par exemple les estimateurs du maximum de vraisemblance, les estima-

teurs de Yule-Walker, les M-estimateurs et les estimateurs des moindres carrés.

Lemme de Kreiss

Le grand avantage de recourir aux estimateurs localement asymptotiquement discrets réside

dans 'utilisation du lemme 4.4 de |[Kreiss (1987) dont I’énoncé est le suivant :

Lemme 1.1. (Lemme 4.4 de |Kreiss (1987))

Soit {Sn(v),n € N} une suite de variables aléatoires dépendantes du parametre v. St

on a pour toute suite vy, vérifiant la condition @ sutvante :

Vn(v, —vg)  est bornée par une constante ¢ > 0 et S,(v,) = o (1.6)

Pug (1) )
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. N . . , .
alors, on a aussi Sy (vy,) = Opyg(1)5 POUT toute suite \/n-consistant d’estimateurs discrets

Up,.

1.2.3 Théoréme limite centrale des martingales

Les résultats obtenus concernant la somme des variables aléatoires indépendantes sont fon-
damentaux en probabilité moderne. On peut considérer la théorie des martingales comme
une extension de notions issues d’un cadre d’indépendance. A cet effet des résultats du
type " Théoréme limite centrale " ont été établi dans |Bernstein (1927) et [Lévy| (1935aybl
1954)).

D’une maniére explicite, considérons la martingale centrée {S,}, de carré intégrable et

adaptée a la filtration F,,, et soit X, la différence des martingales définie par

Xn == Sn - Snfl,n 2 1 et, Xl == Sl.

La variance conditionnelle des martingales V,, définie par V,2 = 31 | E(X2/F;_1) a été
introduite pour la premiére fois par Lévy en 1927. La variance conditionnelle des martin-
gale joue un roéle trés important dans la convergence des martingales. Sous des conditions
relatives a la variable aléatoire décrivant la différence des martingales et a la variance
conditionnelle, de nombreux théorémes ont été obtenus.

Nous nous contenterons d’énoncer les principaux résultats que nous utilisons dans la suite.
Pour une présentation détaillée de ces notions, voir le chapitre 3 de |[Hall et Heyde| (1980)).
Pour l'obtention des théorémes limites centrales des martingales, diverses conditions de
négligibilité asymptotique ont été imposées sur la suite de variables aléatoires correspon-
dante a la différence des martingales.

Dans toute la suite, la variable aléatoire S,; est une martingale centrée, de carré intégrable
et adaptée a la filtration F,;, la variable aléatoire X,; désigne la différence des martingales

Xni = Spi — Snji—1 avec Spo=0 et 1<i<k, ou k,170, n— oo

Quelques conditions sur la négligibilité asymptotique
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Il y a plusieurs conditions de négligibilité asymptotique de X,; pour le théoréme limite
centrale des martingales. Les conditions les plus classiques dans le cas indépendant sont

du type :
Ve > 0, mZaxPOXm-] > e) — 0 quand n — 0. (1.7)
La condition est plus faible que la condition de sommation suivante :
Ve > 0, ZP(!XM\ >e> — 0 quand n — oo. (1.8)
i
Quand les variables X;,, sont indépendantes, la condition est équivalente & :
Ve > 0, max <|Xm| > 6) L. (1.9)
Quelques auteurs ont imposé la condition de " Linderberg" suivante :
Ve > 0, ZE(XELZ-IHXMX}/E_l) P, (1.10)
i

ol I est la fonction indicatrice.
Théoréme central limite des martingales

Nous rappelons la version du théoréme central limite (TCL) dont nous avons besoin :

Théoréme 1.1. (Théoréme 3.2 de|Hall et Heyde (1980) )

Soit {Sm,fm, 1<i<ky,n> 1} une martingale centrée et de carré integrable, et

Xni = Sni — Sn,i—1 la différence des martingales correspondante. Soit n une variable aléa-
toire p.s finie.

On suppose que :

max(| Xpi|) — 0, (1.11)
K3
n
Soxz B2, (1.12)
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E(max(X?2)) est borné en n, (1.13)
(2
et les o — tribus sont ordonnées, (i.e)

Fni € Fng1i pour 1 <i<k,n>1 (1.14)

D _ o .
On a alors, Spk, = Zf;l Xni = Z, ou la variable aléatoire Z admet comme fonction

caractéristiqgue E [e:z:p(—%ﬁ)} .

Remarque 1.4. D’autres versions du théoréme limite centrale des martingales peuvent

étre obtenues sous les conditions citées, on a :

Corollaire 1.3. (Corollaire 3.1 de |Hall et Heyde (1980))

On maintient dans ’énoncé du théoréeme la condition .

Si les conditions et sont remplacées par la condition de Linderberg ,
et si la condition est remplacée par une condition du méme type sur la variance
conditionnelle : .

. P
Vi, = B(X2i/Fui1) — 17,
=1

le théoréme précédent reste vérifié.

Remarque 1.5. ( Remarque de|Hall et Heyde (1980))
Si on maintient dans I’énoncé du théoreme[1.1] les conditions (1.11]), (1.13) et (1.15) et on

remplace la condition par la condition de mesurabilité de la variable aléatoire n, le

théoréeme reste ausst valable.

1.2.4 Quelques rappels sur les séries chronologiques

La notion de stationnarité est trés importante dans ’analyse et 1’étude théorique des
séries chronologiques. Une série temporelle {Y;} est dite strictement stationnaire si la dis-
tribution conjointe (Y%,,...,Y%, ) est identique & celle de (Y3, 44, ..., Yz, 4++) , quelque soit k.
Autrement dit, on a I'invariance de la distribution de n’importe quel sous-vecteur de {Y;}
quand on translate d’'une méme quantité. La stationnarité stricte est difficile & vérifier,
c’est en partie pour cela qu’on utilise une version plus faible, dite stationnarité faible, dont

la définition est la suivante :
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Stationnarité faible

Définition 1.4. Le processus stochastique {X;} est dit faiblement stationnaire si :
e E(X;) = pu, constante indépendante de t.

° Cov(Xy, X¢—p) ne dépend que de h et dans ce cas elle est notée :

vn, = cov (X¢, Xe—p) -

Ergodicité

Si I'on considére un processus stochastique quelconque, il est toujours intéressant d’ob-
tenir des estimateurs sans biais des moments de ce processus & partir d’un seul échantillon
"la série temporelle".

En général, 'obtention de ce type d’estimateurs & partir d’'un seul échantillon n’est pas
toujours facile. Quand c’est possible, on dit que le modéle est ergodique, d’une maniére

formelle, on a la definition suivante :

Définition 1.5. Un processus stationnaire est dit ergodique si pour toute fonction bore-

lienne f de R* dans R, on a :

1 ¢ s,
ﬁ Zf (Xt1+i7 e 7th+i) p_) Ef (th, e th) ,  quand n — +00.
=1

Remarque 1.6. On peut voir l’ergodicité comme une généralisation de la loi des grands

nombres.

1.2.5 Séries chronologiques non linéaires contigiies aux processus AR(1)

Cette section est le noyau de notre travail de recherche. Elle est tirée de Hwang et

Basawa/ (2001)), les principaux résultats sont :

1. Le principe de la normalité asymptotique locale du logarithme de rapport vraisem-
blance pour le probléme de test des modéles non-linéaires contigiis aux modéles

AR(1) est établi.

2. La construction d’un test optimal de linéarité dont la puissance asymptotique locale

est calculée (le paramétre de la série chronologique est supposé connu).
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3. Une extension de ces résultats aux modéles autorégressifs avec hétéroscédasticité

conditionnelle ARCH.

Nous résumons avec un peu plus de détails dans le paragraphe qui va suivre les principaux
résultats obtenus.
Notations et conditions

Considérons le modeéle de série chronologique (non linéaire) d’ordre m suivant :
X = ¢oXia+aG(X(t—1))+€, |o <1, (1.15)

ol {¢} une suite de variables aléatoires i.i.d., centrée et de variance o, « est un réel, G
est une fonction a valeurs réelles et X(¢t — 1) = (Xy—1,...,Xi—m) est le vecteurs des m
observations antérieures a l'instant ¢.

On suppose que la condition suivante est satisfaite :

(C.0) Le modéle est ergodique, de moment d’ordre 2 finis.

Nous désignons par Py et P, respectivement les mesures de probabilité des processus

AR(1) linéaires (|1.16]) et AR(1) non-linéaires avec :

Xt = qbXt,l + €t, |¢| < 1, et (116)

X, = ¢Xi 1 +n 2 GX(t—1)+e, |6 <1 (1.17)

On suppose que la fonction G vérifie la condition suivante :

(C.1) Il existe des constantes positives 7 et ¢ telles que pour tout [Jul| > n, |G(u)| < ¢||ul|m,
ot ||.|lm désigne la norme euclidienne dans R™.

On s’intéresse au probléme du test de 'hypothése H : @ = 0 contre I’hypotheése

K, : a= n~3. Notons que cela revient a tester la linéarité contre les non-linéarités du

modeéle (1.15). Soit F,, la tribu engendrée par les observations antérieures a l'instant n.

Considérons le logarithme du rapport de vraisemblance A,, = log( z :Z), ol pon €t Pnn
désignent les densités des n-uples (X1,...,X,,) sous H et K, respectivement.

On montre que A,, = 2?21 log (gn,t), o1t gn+ est le rapport de deux densités conditionnelles

et A, la statistique de Neyman-Pearson. On a les résultats suivants :
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Normalité locale asymptotique

Ce résultat concerne le principe de la normalité locale asymptotique établie pour le loga-
rithme du rapport de vraisemblance. La formulation exacte est donnée par le théoréme

suivant :

Théoréme 1.1. ( Théoréme 1 de|Hwang et Basawal (2001)))

Supposons que sous Pq, les trois conditions suivantes sont vérifiées :

® (1) maxi<i<n |gnt — 1] = 0p(1),

e (2) il existe une constante % telle que Y j_ | (gnt—1)? = 72+0,(1) et une variable aléatoire
Vi -Frn mesurable vérifiant

o (3) D01 (gnt—1)=Vh+op(1).

Les conditions (1), (2), et (3) impliquent que sous P,

72 . D )
An:Vn—?—kop(l), ou Vy <—>N(O,T )

Pour obtenir des résultats plus explicites (ou la suite centrale V,, est spécifiée), la condition
de régularité (C.2) suivante est admise :

(C.2) : Pour la famille des translations { f(z — ¢), —00 < ¢ < 400}, il existe deux fonctions
positives et de carré intégrable 1)1 et 19, et une constante positive ¢, telles que pour toute

variable x et |c| <, :

1 d*f(x —c)
f(x) . dck

< p(x) pour k=1,2.

Plusieurs fonctions de densité vérifient cette derniére condition. Parmi elles, on peut citer
la loi normale et la loi de Student de degré de liberté supérieur ou égal a 3.
Dans toute la suite, I'information contenue dans €; est notée par iy, avec
jte]’
€
Za (1.18)
f(e)

Par un calcul simple, on peut montrer que :

if=FE

7 [0 = 6Xi1 —niG(X (- 1))]
f1Xe — ¢Xi]

Init = (1.19)

On obtient ainsi le théoréme suivant :
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Théoréme 1.2. (Théoréme 2 de|Hwang et Basawd| (2001))
On suppose que (C.1) et (C.2) sont vérifiées. Alors, sous H :
2

T
An = Vn — ? + 0p(1),

1 n
VTL = —n_§ E
t=1

V, & N(0,72),

f(er) _
e D,

™ = E[G*(X(t-1)].

Un test localement asymptotiquement optimal pour les modéles AR(1)

Pour tester H (linéarité) contre K, (non linéarité), on utilise le test de Neyman-Pearson

de niveau « basé sur la statistique suivante :
V,
T, = I{—" > Za}, (1.20)
T

ou V,, et 7 sont définis au théoréme précédent, et Z, est le quantile d’ordre 1 — o d’une loi
normale centrée et réduite.

L’optimalité asymptotique du test T;, est donnée par le théoréme suivant :

Optimalité du test

Sous les conditions du théoréme|[1.2] on a :

Théoréme 1.3. (Théoréeme 8 de Hwang et Basawa (2001))

La puissance asymptotique du test T, est égale a 1 — W (Z1_o — 7), ot ¥ est la fonction
de répartition d’une gaussienne centrée et réduite, et le test T, est localement asympto-
tiquement optimal (dans le sens ou, pour tout niveau « fixé, la puissance du test T, est

supérieure a celle de tout autre test de méme niveau,).

Remarque 1.7. Les résultats obtenus pour l'optimalité locale asymptotique du test concernent

le cas ou le paramétre ¢ du modéle est supposé conna.
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Une extension aux processus ARCH

Une extension des résultats précédents aux processus ARCH est établie. A cet effet, on

considére le modeéle de série chronologique (avec hétéroscédasticité conditionnelle) suivant :

X, = ¢Xp1+aGX(t—-1)+VA+BBX(E—1))) e, |¢] <1, (1.21)

ou G(X(t — 1)) et ¢ sont définis comme précédemment, S un réel et B une fonction a
valeurs réelles. On suppose de plus que le modéle est ergodique et stationnaire. Les
conditions (A.1) et (A.2) suivantes sont nécessaires :

(A.1) Les moments d’ordre 4 du modéle existent.

(A.2) 1l existe des constantes 7 et c, telles que pour tout ||ull, > n, ||B(u)|| < cllul|?,.

On considere le probléme du test de H contre K, avec :

N[
[ NI

H:a=0, =0, e K,:a=n"2, B=n"2.

En vue d’établir la contiguité des hypothéses H et K,, la condition (A.3) suivante est
imposée :

(A.3) Pour la famille de translation-autosimilaire {b~!f(23%), —00 < a < 400,b > 0}, il
existe une fonction positive, de carré integrable II(z) et une constante positive 4, telles que

pour tout z et |a| < d, [b—1| < dona:

1 P55 — . L
(@) X oaion <TI(z), ouietjsont entiers naturels avec ¢+ j=2. (1.22)

On note par A,, = > i1 109(gnt), le logarithme du rapport de vraisemblance obtenu par

rapport au test de ’hypothése nulle H contre I’hypotheése alternative K,

gn,t = 57L_1f(f(i:))v f(et) 7& 07

(NI

avec an:n_%G(X(t—l)) et ﬁn:[l—i—n_%B(X(t—l))} .

Posons :

j f.(ﬁt)
"fle)

On obtient ainsi le théoréme suivant :

ZjZE €

2
], ot j=0,1,2.
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Théoréme 1.4. (Théoréme 4 de|Hwang et Basawd| (2001))
Supposons que les conditions (C.1), (C.2), (A.1) et (A.3) sont vérifiées. Alors, quand

n — oo (sous Uhypothése nulle H) :

- -7

An = Vn - 5 + OP(1>1

L o (C) PP S o B -
V, = tzlf(Et)G(X(t 1) tl[tf<€t)+1 B(X(t—1),

2o B (- 1))+ 2

E [B*(X(t—1)] +HE[G(X(t— 1)B(X(t —1)].
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Chapitre 2

Tests optimaux dans les modéles

autorégressifs d’ordre m

Dans ce chapitre, les cas autorégressif d’ordre 1 et autorégressif d’ordre m > 1 sont traités
séparément. La construction d’'un nouvel estimateur permet d’obtenir ’équivalence entre
la suite centrale et sa version estimée. Ce qui assure I'optimalité asymptotique locale du
test construit. Une démarche analogue est adaptée au probléme du test des modeéles AR(1)
contigiis & des modéles ARCH.

La deuxiéme partie est une extension de notre travail au probléme du test des modéles
ARCH contigiis au modéles AR(p). Il s’agit simplement d’une généralisation du cas pré-
cédent.

Notons également que ce travail est basé sur la propriété de la normalité asymptotique
locale (LAN). Les versions de la LAN de Hwang et Basawa/ (2001) et |Hwang et Basawa

(2003) sont aussi appliquées bien pour le cas AR(1) que pour le cas AR(m), m > 1.

Ce chapitre comporte les détails de Lounis(2014), un article a paraitre dans Comm.

Statist. Simulations and Methods. Optimal tests in AR(m) time series model.
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Abstract. In the univariate framework, two problems of testing the nonlinearity are investigated
in Hwang et Basawa/ (2001)). The first one is concerned with testing a nonlinear models contiguous
to AR(1) process. The second is on testing ARC'H models contiguous to AR(1) models. In each
case, an optimal test of linearity is obtained. The local asymptotic normality (LAN) is proved,
and the asymptotic power function is derived. All these results are obtained under the assumption
that the parameter is assumed to be known. In practice, these parameters are unknown and their
estimation affect the limiting distribution of the test statistic. With the new estimator constructed
here, the power of the test is optimal. An extension to testing ARC H models contiguous to p-order

Autoregressive processes is obtained. The LAN property plays a fundamental role in this study.

Keywords and phrases : ARCH models, AR(1), Contiguity, Efficiency, Le Cam’s third lemma,

Local asymptotic normality, Nonlinearity.

2.1 Introduction

L’application des modéles de séries chronologiques non-linéaires a facilité ’étude de plusieurs
phénomeénes dans divers domaines tels que la finance et I’économie. De ce fait, la détection de la
non-linéarité a suscité un grand intérét de la part des statisticiens et chercheurs. Le développe-
ment de ces recherches est basé sur la construction des tests statistiques suivant trois approches
différentes, que sont : L’utilisation de la densité spectrale, des résidus des filtres linéaires et des
méthodes paramétriques.

Pour plus de détails et de discussions voir, [Subba Rao et Gabr| (1980) et Hinich| (1982) pour la
premiére approche, Keenan| (1985) pour le seconde approche et Hjellvik et Tjostheim| (1995]) pour
la troisiéme.

Notons qu’en générale, une large classe des tests de non-linearité est obtenue a partir du Multi-
plicateur de Lagrange (ML) introduit dans |Saikkonen et Luukkonen| (1988). Cependant, ’étude
théorique de la puissance locale de ce test reste compliquée, sauf dans le cas ou les hypothéses
nulle et alternative sont contigiies. Rappelons que la contiguité est une conséquence directe de la
normalité asymptotique locale (LAN).

Notons que dans le contexte des modéles de séries chronologiques non-linéaires la LAN n’a pas été

suffisamment considérée. Parmi ces travaux, on cite Benghabrit et Hallin| (1992) ou le probléme
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de test d’un bruit blanc contre une classe particuliére des modéles bilinéaires est étudié. La LAN
et optimalité asymptotique locale sont obtenues. Dans [Benghabrit et Hallin| (1996|) et dans un
contexte similaire, il est établi I'optimalité asymptotique locale d’un test généralisant la statistique
du ML. Une extension de ces travaux vers la classe des modéles AR(m) est obtenue dans Bengha-
brit et Hallin | (1998)).

Tous ces travaux représentent une contribution dans le domaine de la détection de la non-linéarité
avec l'utilisation de la propriété de la LAN. Toutefois, ces problémes concernent plutot les tests
des modeéles autoregressifs AR(m) contigiis & la classe des modéles bilinéaires.

Rappelons que des difficultés majeures apparaissent quand on étudie existence, la stationnarité
et l'inversibilité des modéles bilinéaires. Le lecteur interessé peut par exemple consulter |Priestley:
(1988) pour une présentation simple de ces modéles et |[Pham et Tran| (1981), |Guégan et Dinh
(1987) et |(Guégan| (1987) pour 1’étude de leurs propriétés probabilistes.

Dans le présent travail, nous nous interéssons aux modéles ARCH. Ces modéles aux propriétés
probabilistes largement étudiées sont inversibles. Tout au long de ce travail, 6 désigne le paramétre
du modéle étudié. Nous considérons les cas AR(1) et AR(p). Pour le premier cas nous utilisons les
résultats de Hwang et Basawa| (2001)) ot une version de LAN différente de celle de [Le Cam)| (1960)
est donnée et un test optimal est construit. De plus, la puissance asymptotique locale du test est
calculée et une extension de ces résultats vers la classe ARC'H est obtenue.

Tous ces résultats sont prouvés en supposant que le paramétre de la série chronologique est connu.
Apreés remplacement du paramétre inconnu par un estimateur, le méme probléme du test que celui
considéré dans |[Hwang et Basawal (2001)) est étudié dans |Chebana et Laib| (2008), mais I'optimalité
asymptotique locale n’est pas prouvée.

Concernant le cas AR(p) et dans le but de choisir une version convenable de la LAN, nous utilisons
les résultats de [Hwang et Basawa, (2003). Nous nous intéressons plus particuliérement & la preuve
de l'optimalité quand le paramétre de la série chronologique est remplacé par son estimateur.
L’objectif du présent travail est la construction d’un estimateur permettant de garantir 'optimalité
du test étudié. Notre idée repose sur la construction d’un autre estimateur sur I’espace tangent a
la courbe de la suite centrale. Nos résultats nous permettent d’obtenir I’équivalence entre la suite
centrale et sa version estimée, entrainant ainsi la preuve de 'optimalité asymptotique locale du
test.

La suite de ce travail est organisée comme suit : Le paragraphe concerne le cas AR(1) et décrit
le probléme du test des modéles non-linéaires contigiis a la classe des modeéles AR(1). Au para-

graphe nous rappelons les notations, les conditions et les résultats utilisés dans notre travail.
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Nous présentons au paragraphe nos principaux résultats et développons une méthode pour
I'évaluation de lerreur commise aprés estimation. Le paragraphe [2.2.3] est consacré a I'étude de
l'optimalité. Le paragraphe [2.3] décrit le test dans le cas de la classe des modéles ARC'H contigiis
au processus AR(1). Une extension de nos résultats aux modeéles AR(p) est traitée au paragraphe
Pour I’évaluation de la performance de notre méthodologie, nous effectuons d’abondantes si-

mulations au paragraphe [2.5] Le paragraphe [2.0] est consacré aux preuves de nos résultats.

2.2 Test dans la classe des modéles AR(1) contigiis aux mo-

déles non-linéaires

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au cas ou le parameétre § du modéle étudié est réel.
Nous proposons d’approfondir les résultats obtenus dans [Hwang et Basawal (2001 ou le paramétre
du modéle etudié est supposé connu. Deux probémes de test y sont étudiés. Nous commencons
d’abord par rappeler les principaux résultats de Hwang et Basawa, (2001)), ainsi que les notations

et conditions qui y sont utilisées.

2.2.1 Conditions, notations et résultats obtenus

Considérons le modéle de séries chronologiques autoregressif d’ordre s,
Y; :9}/2'_1+040G(Yi)+6i, ‘Ql < 1, (21)

ounyY; = (Yi,l, Yio,..., Yi,s), ap un paramétre réel et G une fonction a valeurs dans R.. {¢;} est
une suite i.i.d centrée réduite admettant pour densité la fonction positive f. Nous supposons que
pour tout 4, ¢; est indépendant de la o-tribu F,, = o(Y}), <j<n- Dans toute la suite, nous désignons
par "|| ||s" la norme euclidienne dans R®, et par ”[ ]” la partie entiére. Nous notons par My la
fonction o — My(x) = %, et par M p et M ¢ respectivement les dérivées premiére et seconde de

la fonction M (dans ce cas, nous supposons que f est trois fois dérivable). De plus, nous supposons

que :
(C.0) Le modele (2.1) est ergodique, stationnaire et de moments d’ordre 2 finis.
Considérons les modéles suivants :

Yi=0Y; 1 4+n 2G(Y) 46  n=12 ... (2.3)
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Soit A, le logarithme du rapport de vraisemblance A,, = log (fg—’“), ol pp.n et Py, désignent
respectivement les fonctions de densité du vecteur (Y7,...,Y,) correspondant aux modéles (2.2)) et
(2.3). On peut montrer que A,, s’exprime comme suit :
7 (Yi—0Yi1 —niG(Y))

f(Yi—0Yi1)

n
Ay = 10g(gni); 00 gni=
i=1

Le test de la linéarité (o = 0) contre la non-linéarité (g = n~2) sécrit :
Hy:ap=0 et Hln) fog=n"3. (Premier probléme de test ) (2.4)
Nous rappelons que sous Hy, le résidu ¢; est donné par :
=Y, —0Y,_,. (2.5)

Pour I’étude du probléme les conditions suivantes sont imposées dans|Hwang et Basawa, (2001)).
(L.1) maxi<;<n |gn,i — 1] = op(1).

(L.2) 1l existe une constante positive 72, telle que > " | (gn; — 1) =72 4+ op(1).

(L.3) Il existe une variable aléatoire V,, F,,-mesurable vérifiant > ., (gn,; — 1) =V, +op(1),

ot Vi 2 N(0,72).

(C.1) Il existe deux constantes positives n et ¢ telles que, pour tout u, avec ||ulls > 1, G(u) < c||ul|s.
(C.2) Pour les familles {f(x — ¢), —00 < ¢ < —o0}, il existe des fonctions de carré inégrables 1,

k
2 et une constante ¢ telles que, pour tout x et |c¢| < 4, on a %

< pp(z), pour k=1,2.

Dans un premier temps et sous les conditions (L.1), (L.2) et (L.3), la propriété LAN est établie au
théoréme 1 de [Hwang et Basawal (2001)). L’expression du logarithme du rapport de vraisemblance

est donnée sous Hy par :

T2(9)

A =V, (0) — 5

+op(1). (2.6)

Ensuite et sous les conditions (C.1) et (C.2), la propriété LAN est établie et la suite centrale V,,(6)

est donnée au théoréme 2 de Hwang et Basawa (2001) par
1 n
Vn(0) = ——= ) M;(&)G(Yy), (2.7)
Vi 2 M
o, 7°=7(0) = E(M}(eo)E (G*(Yo)) - (2.8)

D -
On montre que sous Hy, V, () < N(0,72). Le test proposé repose sur la statistique de Neyman-

Pearson T,, avec,

Tn:Tn(H):I{ =) zza}, (2.9)
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ol Z, est le (1 — a)-quantile d’'une Gaussienne centrée réduite de fonction de répartition ®(-).
La puissance asymptotique de T,, est calculée au théoréme 3 de [Hwang et Basawal (2001) et son
expression est donnée par 1 — ®(Z, — 7).

Notons que lorsque 6 est connu, 7T, est localement asymptotiquement optimal. En pratique, 8 est
inconnu, son estimation génére une erreur qui modifie la puissance asymptotique locale du test.
Par conséquent 'optimalité asymptotique n’est pas garantie.

Nous considérons le probléme quand 6 est remplacé par un estimateur #,,. Nous montrons

Ioptimalité asymptotique locale du test. Ceci est présenté au paragraphe qui va suivre.

2.2.2 Principaux résultats

Soit M un entier positif. On observe un échantillon Y7, ..., Y, de loi stationnaire Py dépendant
d’un parameétre § de © C R.. Soit n un entier naturel tel que n < M. Dans toute la suite, 6,, désigne
un estimateur y/n-consistant de @ et p est un réel positif. Soit N = [1 + n#*T1], tel que N < M.

Nous avons ’enoncé suivant :

Proposition 2.1. (E‘valuation de l’erreur de l’estz’mation)

o [l existe une variable aléatoire R,,, telle que

V0, —0) = /n(0, — 0n) + R,,
ou R, est une variable aléatoire qui converge en probabilité vers 0.

Une conséquence importante de la proposition [2.1] :

On peut remplacer la quantité inconnue /n(6,, — 6) par la quantité connue /n(6,, — 0y).

Le grand avantage dans cette opération est la convergence en probabilité de la variable aléatoire
R, vers 0. Quelques applications de ce résultat sont exposées et détaillées dans le paragraphe qui

va suivre.

2.2.3 Optimalité du premier test

Pour I'étude de , il est mentionné au paragraphe précédent, que sous les conditions (C.1)
et (C.2), la propriété LAN est prouvée et les expressions de la suite centrale V,,(6) et de la puissance
asymptotique locale sont calculées. Mais dans tous ces résultats obtenus, le paramétre 6 du modéle
étudié a été supposé connu. En pratique 6 est inconnu, son estimation a un impact sur la distribution

limite de la puissance du test. La substitution dans 2.9 de 6 par son estimateur 6,, nous donne la
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version estimée de la statistique notée par T,,(6,,) avec

T,(0,) = 1{ VT”(;H")) > Za}. (2.10)

Observons que la statistique dépend principalement de la suite centrale V, (). En général
quand on remplace dans I'expression de la suite centrale le paramétre inconnu 6 par un estimateur
0., les deux suites centrales V,(6,,) et V,(0) ne sont pas asymptotiquement équivalentes.
L’application de la proposition [2.I] nous permet de prouver cette équivalence. L’idée repose sur la
construction d’un autre estimateur de 6 qui permet d’absorber ’erreur commise aprés estimation.
On montre 'existence de ce type d’estimateurs sur ’espace tangent de la suite centrale en 6,,. Pour
obtenir nos résultats, nous avons besoin des conditions additionnelles (E.1) et (E.2) suivantes :
(E.1) Les fonctions 2 — M (z) et @ — My (x) sont bornées.

(E.2) Les moments d’ordre 4 de la distribution stationnaire de sont finis.

On obtient ainsi le résultat suivant :

Lemme 2.1. On suppose que les conditions (C.0), (C.1), (E.1) et (E.2) sont vérifiées. Alors on
a sous Hy :

o (1) 3(6-— 0,)2Vn(0,) = op(1), avec 0, est entre 0 et 6,,.

e (2) Vu6.) = 0n(1).

L’utilisation de ce dernier résultat nous permet d’obtenir I’énoncé suivant :

Proposition 2.2. (Equivalence entre les suites centrales (premier test))
On suppose que les conditions (C.0), (C.1), (E.1) et (E.2) sont vérifées. Alors on a sous Hy :
o (1) Vi(0) = (01 4nnt1) — 0n) Vi (0n) + Vi (0,) + 0p(1).

e (2) Il existe un estimateur consistant 0, du parameétre 0, tel que
Vo (0) = Vi (0,) + op(1). (2.11)

L’égalité (2.11)) traduit I’équivalence entre la suite centrale V,,(0) et sa version estimée V,,(6,,). Le
remplacement de @ par son estimateur 6, entraine la conservation de la puissance asymptotique

locale du test construit. Nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 2.1. (Optimalité) On suppose que les conditions (C.0), (C.1), (E.1) et (E.2) sont sa-
tisfaites. Alors, la puissance asymptotique locale de T, (0,,) sous H} est égale a 1—® (Z(a) — 7(0)).

Le test T,,(0,,) est localement asymptotiquement optimal.
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2.3 Test dans la classe des modéles AR(1) contigiis aux mo-

déles ARCH

Dans ce paragraphe nous discutons le probléme du test quand la classe des modéles non-linéaires
correspond aux processus ARCH. Nous commengons dans un premier temps par rappeler les
résultats et les notations utilisés. Ensuite, nous traitons ce probléme quand 6 est remplacé par son
estimateur 6,,. Etant donné que les résultats obtenus pour ce cas dans Hwang et Basawa) (2001)
sont similaires & ceux obtenus au paragraphe [2.2] nous procédons de la méme maniére et nous

suivons les mémes étapes dans notre présentation.

2.3.1 Conditions, notation résultats obtenus

On considére le modéle de série chronologique avec hétéroscédacité conditionnelle,

Yi=0Yi_1 + a0 G(Y;) + 1+ BoB(Y;) e, (2.12)

o fy est un parameétre réel, g et G sont définis comme dans ([2.1)) et B est une fonction a valeurs

dans R. On note par P, la densité correspondante au processus ARC H suivant :

Y =0Y; 1 4+n 2 G(Y)+\/1+n :B(Y)e, n=12,... (2.13)

Dans toute la suite A, désigne le logarithme du rapport de vraisemblance, A, = log(%), avec

Dn.,n €t Do sont les fonctions de densité du vecteur (Y7,...,Y;,) correspondant a (2.12)) et (2.13))

respectivement. Par un calcul simple on peut montrer que A,, peut étre exprimée comme suit :

f (D/z - 9}/1'—1 - an,i] /6n,i)
f (Y = 0Yi1) ’

n
Ap = 108(Gn.i);  Gni =
=1

an,i = ?717% G(Yl), et ﬁn,i = 1 + TL_%B(YZ)
Le test de (ag = By = 0) contre (g = o = n~2) s'écrit :
Hy:ap=8=0 et ﬁl(n) g = fy = noe. (Deuxiéme probléme de test) (2.14)

Observons que le probléme posé consiste & tester la linéarité contre la la non-linéarité. Pour
I’étude de ce probléme, les conditions suivantes sont requises dans [Hwang et Basawal (2001)).
(A.1) : Les moments d’ordre 4 de la distribution stationnaire de (2.12)) existent.

(A.2) : 1l existe deux constantes positives 7 et ¢ telles que, pour tout u, |julls >n, B(u) < c/|ul?.
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(A.3) : Pour la famille {[b f(z — @) /b)] , —0c0 < a < 00, b > 0}, il existe une fonction de carré

intégrable II et une constante positive d telles que, pour tout x et § > max (|a|, |b —1|),

O [b7 f(z —a)/b)] o
200 fz) = II(x), pour i+j=2.

Sous les conditions (C.1) et (A.1) — (A.3), la LAN est prouvée au théoréme 4 de [ Hwang et Basawa

(2001). L’expression de la suite centrale a été calculée et donnée par

Vn(6) = _% {ZMf(ei)G(Yi) +y 0+ eq;Mf(ei))B(Yi)} . (2.15)

i=1

Rappelons aussi que :

(I —1)

1 E (B(Y(0)* + LE (G(Y(0))B(Y(0)), (2.16)

72(0) = LE (G(Y(0))* +

ou,
_ Jag2 . ) D ~2
I; = E(eOMf(eo)>, §=0,1,2, et Vo(0) = N(0,72).

Dans ce cas, la statistique Tn(H) proposée est celle de Neyman-Pearson, avec

2 _ ]}n(e)
T, (0) = I{ =0 > Za}.

Sa puissance asymptotique locale est égale 4 1 — @ (Z(«) — 7(6)). Ici, tout comme dans les cas
précédents, 6 est inconnu et son estimation affecte la puissance asymptotique du test construit.
Pour résoudre ce probléme, nous utilisons dans un premier temps la proposition 2.1} et par la suite
nous construisons un nouvel estimateur qui permet de préserver ’équivalence entre la suite centrale

et sa version estimée.

2.3.2 Principaux résultats

A partir du moment ot notre résultat fondamental concernant le cas unidimensionnel a été énoncé a
la proposition il reste juste a établir ’équivalence entre la suite centrale et sa version estimée.
Pour cela, nous avons besoin de montrer le lemme A cet effet, nous imposons la condition

(E'.1) : La fonction & —s xM(z) est bornée.

Lemme 2.2. Nous supposons que les conditions (A.1), (A.2), (E.1) et (E'.1) sont vérifiées. Alors,

on a sous Hy,

o (1) 3(0—0,)*V,(0,) =0p(1), 0w b, estentre etb,.
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e (2) Nous supposons que les conditions (A.1), (A.2), (E.1) et (E'.1) et (C.0) sont vérifiées. Alors,
on a sous Hy

%f/n(an) — 0p(1).

L’application du lemme [2:2] nous permet d’obtenir :

Proposition 2.3. (Equi’ualence de la suite centrale avec sa version estimée (second
test))

Nous supposons que les conditions (A.1), (A.2), (E.1), (E'.1) et (C.0) sont satisfaites. Alors
on a sous Hy :
o (1) Val0) = (Op14nis1) — 00) V() + Vo(60) + 0 (1).
o (2) Il existe un estimateur consistant 0,, de 0, tel que,

Vi (0) = Vi (0,) + op(1). (2.17)

A partir de la propositions nous déduisons 1’équivalence entre la suite centrale et sa version
estimée. Ceci, entraine 'optimalité asymptotique locale du test. Comme on va le voir dans ce qui

suit.

Optimalité du second test

En remplacant 6 par ,, dans les expressions (2.9) et (2.16]), nous obtenons les versions estimées

du test T, (6,,) et 7(6,). Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 2.2. (Optimalité)
On suppose que les conditions (A.1), (A.2), (E.1), (E'.1) et (C.0) sont vérifies. Alors, la
puissance asymptotique du test basé sur T,, sous HY est égale a 1 — ® (Z(a) — 7(0)) . Le test basé

sur Ty, (0,,) est localement asymptotiquement optimal.

Remarque 2.1. e Notons qu’une large classe des fonctions de densité vérifie les conditions (E.1)
et (E'.1). Cest le cas d’une gaussienne et de la distribution de Student de degré de liberté > 3.
Pour plus de détails sur les calculs, se referer a l'annexe de|Lounis (2015).

e La preuve de l'optimalité est une conséquence de l’équivalence entre la suite centrale et sa version
estimée. Ces résultats sont enoncés dans les propositions 2.9 et [2.3 aprés Uapplication des lemmes
et [2.3. Pour l'obtention de nos résultats, nous avons maintenu les conditions imposées dans
Huwang et Basawd (2001)) et nous avons ajouté la condition (E.1) pour le premier probléme de test

et les conditions (E.1) et (E'.1) pour le second probléme de test.

Une extension de nos résultats aux modeéles AR(p) est décrite et présentée dans ce qui suit.
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2.4 Tests dans la classe des modéles non-linéaires contigiis a

la classe des processus AR(p)

Dans ce paragraphe nous faisons une extension de nos résultats aux cas des modéles au-
toregressifs d’ordre p. Comme il a été mentionné aux paragraphes précédents, deux étapes
sont nécessaires. La premiére concerne le choix convenable de la LAN. La seconde est la
preuve de ’équivalence entre la suite centrale et sa version estimée.

Afin d’énoncer notre prochain principal résultat, nous commengons dans un premier temps
par expliquer comment nous avons choisi notre version de LAN. Ensuite nous énongons
quelques résultats techniques. Enfin nous montrons 'optimalité asymptotique locale du
test construit.

Nous poursuivons la méme méthodologie que celle des cas étudiées précédemment, et nous

utilisons les résulats obtenus dans Hwang et Basawa, (2003).

2.4.1 Conditions, notations et résultats utilisés

Le processus -ARC'H d’ordre m est défini par

€ = \/M +arle—1]P 4+ amle—ml|? et (2.18)

ou {e;} est une suite i.i.d centrée réduite, et S € [0;2].

On considére le processus non-linéaire {Y;} avec erreur - ARCH (m),

Y, = mg(YZ‘_l) + €, (2.19)
olY; = (Yi,l, Y o,... ,Yi,s) et my désignent la fonction de régression dépendante d’un
paramétre 6. Notons par ¢ le vecteur ¢ = (6, , 5), avec «a = (aq,...,qn).

Nous considérons le probléme du test de Hy contre HP avec
Hy:¢=do, et HI:¢= o+ 06n/Vn, (2.20)

ou ¢, est une suite qui converge vers un vecteur constant § quand n — oo.
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Sous Hy et H 1, les densités conditionnelles sont notées par ¢;(¢o) et ¢;(¢y,) respectivement.

Pour tout entier ¢, on suppose que €; est indépendant de la tribu F,, = o(Y}) . Dans

1<j<n

ce cas, on peut montrer que le logarithme du rapport de vraisemblance s’écrit comme suit :
n

Ap = ZIOg(gn,i)a avec gn,i = CZ(¢n)/Cz(¢O) (2'21)
i=1

La fonction score § en ¢ est définie par

$(d0) = (1/2ci(0)) - Dylci(#)] =0, (2.22)
avec  Dylci()] = (Dylci(¢)], 0[ci(¢)]/ 0, Olci()]/0B)'.

Pour I'étude du probléme , la propriété LAN est prouvée au théoréme 4 de |Hwang
et Basawa/| (2003) sous les conditions suivantes :

(C.1) : E(Y}) < o0

(€.2) : {V;} est géométriquement ergodique.

(C.3) : Lexistence de I'information de Fisher F(a,b) pour les familles

{[b7'f((z — a)/b)], —00 < a < o0, b > 0}, avec f(.) est la densité de probabilité du
processus résiduel {e;} et dont le support est —oo < x < 0.

(C.4) : Pour tout 6, il existe un voisinage ouvert N(6) de 0 et une quantité aléatoire Wy(-),

telle que

Ha’me(')| »

—5g o= H < Wy(-), pour tout * € N(6),

avec Uy(Y;) et ||Y;]|¥s(Y;) sont fonctions de carrés intégrables .

Dans ce cas, I'expression du logarithme du rapport de vraisemblance est donnée par :

Ap = ' An(do) — %5'1@0)5 +op(1), (2.23)

ol An(d0) D N(0, (), An(dn) = \/15 S $(6o),
=1

I(¢o) = 4E(5(¢0)§ (¢0)), et § est définie dans (2.22).

Nous nous intéressons plus particuliérement au cas suivant :
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Cas particulier :
B=0, u=1 m=1, ay >0, mp(Y;) =6+ Z§:1 0;Y;_j, avec 0 = (0p,01,...,0p) et
Yiolo;l < L.

A partir de (2.18)), le modéle (2.19) s’écrit :
}/i = MQ(Yl) + \/1 + a1 e;. (2.24)

Nous considérons le modéle AR(p)

p p
Y, = 90+20j1/¢,j + e, Z|9j| < 1. (2.25)
j=1 =0

Observons que lorsque a3 = 0 dans (2.24), nous obtenons le modéle (2.25). Ceci, nous
permet de déduire le probléme du test du modéle AR(p) contre des modéles non-linéaires.
Etant donné que le paramétre 3 a été fixé, ¢g est réduit & ¢g = (A, 1), avec une autre

restriction (tester par rapport a «q). Nous obtenons
Hy:o1=0, et HY :0q =1/yn (troisiéme probléme de test). (2.26)

Dans ce cas, nous fixons 6, = § = (0o, ...,0p, 1,0p42,...,0pym) avec 6; =0, pour
§ # 1+p. Sous les conditions, (C.1) — (C.4), la LAN définie dans (2.23)) est utilisée. Notons

que dans ce cas,

= (L Yie oY) = 1+ Y24+ YR = Wy (Y),

Omo(Y;) |
09 ="

Sous (C.1) — (C'.4), on a la LAN. Par un calcul simple, nous obtenons a partir de (2.23) le

logarithme du rapport de vraisemblance qu’on note A,, ou

Ay = An(0) — ~1(0) + op(1). (2.27)

DN |

An(0) B N(0,1(8)), avee, An(8) = \/15 3 sz((ee)) - \/15 S My (er),
i=1 v i=1

I1(0) = 4E(5(0)5'(9)) = E

. 2
fle)
fle) |’
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ol f est la fonction de densité du résidu e; dont I’expression sous Hy est donnée par :

f Vi — (0o + 3201 0;Yi—;
VI+ar

p
ei=Yi— [0+ >0V, | et fle) = [8

J=1

/ 804]

a1=0

Dans ce cas aussi, le test proposé est celui de Neyman-Pearson dont I'expression est

7, = ,(0) = 14 220
1(0)

> Z(a) §. (2.28)

Observons que 6 est dans RPT!. En faisant un raisonnement analogue & ceux dans les
paragraphes et nous déduisons que la puissance asymptotique locale du test est
égalea 1— @ <Z(a) — f(@)) . Par contre, il est important de rappeler que pour tous ces
résultats obtenus, # est connu. Nous considérons ce probléme quand 6 est supposé inconnu,

autrement dit, nous étudions ce probléme quand 6 est remplacé par son estimateur.

2.4.2 Principaux résultats

Dans toute la suite, 6,, désigne l'estimateur y/n-consistant de 6. Dans le but de prouver
l'optimalité du test (2.28), nous commengons d’abord par établir I’équivalence entre la

suite centrale A, () et sa version estimée A, (6,,), nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.4. (Equivalence des suites centrales (cas multidimensionnel))
Nous supposons que les conditions (C.1) — (C.4) sont satisfaites. Alors :

e (1) Sous Hy, et a un op(1) pres, on a Uéquivalence des suites A, () et

WHL(0n) = VAR(On) - (01 1nir1) — On) + Ap(0n) -

e (2) Il existe un estimateur \/n— consistant 0,, de 0, tel que WH,(0,) = A, (0,).

L’égalite A, (0) = An(6n) + op(1) traduit I'équivalence entre la suite centrale et sa
version estimée. En procédant de la méme maniére que dans les paragraphes et 2.3]

nous obtenons :

Théoréme 2.3. On suppose que les conditions (C’l)-(é’4) sont vérifiées. Alors, la puis-
sance locale asymptotique du test Tp,(0,) est égale o 1—® (Z(a) - f(9)> . Le test T),(0,,)

est localement asymptotiquement optimal.
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Remarque 2.2. Le noyau de notre travail est l'agrandissement de la taille de I’échantillon
den a N = [1 +n#TY, ot pu est une constante positive. Cette opération se préte bien au
caractére asymptotique de notre étude. Notons que l’existence de la constante positive
nous permet d’obtenir 'optimalité locale asymptotique du test construit.

En pratique p = [log(N — 1)/log(n)] — 1. Pour un choiz optimal de la valeur de u, on
peut effectuer d’abondantes simulations avec la méthode de Monte Carlo, ceci sort du cadre
de notre présente étude. De plus, le choiz théorique du p reste difficile et fera [’objet des

futures recherches.

2.5 Simulations

Ce paragraphe est consacré aux simulations. Nous traitons les problémes de test 2.4 et
Pour le cas AR(p), nous prenons p = 2 et les modéles alternatifs sont non-linéaires.
Les représentations graphiques sont données aprés les déscriptions des procédures de tests

et les commentaires correspondants.

Test des modéles AR(1) contigiis aux modéles non-linéaires (0§ € R)

Ce travail de simulation est effectué avec le logiciel R. On simule suivant le modéle des
échantillons Y7,...,Yy, out M > 1, de distribution stationnaire Py, ou 6 et un paramétre
réel. Nous considérons dans chaque cas un sous-échantillon de taille n tel que

n<N = [1 + n”“} < M et nous étudions le probléme du test . La vraie valeur de 6
est fixée & 0.8, le niveau du test est fixé a 0.05 et n = 40,50, 60, 70, 80, 90. La valeur de p
est fixée a 0.05, ce qui correspond aux valeurs N = 49,61, 74,87,100,113. Les simulations
sont effectuées avec m = 1500 réplications.

On note par @, I'estimateur des moindres carrés (E.M.C.) et par 0, = 01 4nu+1) Vestimateur
corrigé.

Pour que la condition (A.1) soit vérifiée, et en se basant sur I'inégalité u? + v? > 2uwv, on
choisit G : z — %7, avec a € [0; 3]. On appelle a le coefficient de non-linéarité.

Le résidu ¢; = Y; — 0Y;_1 est estimé par €; =Y; — 6,Y;_1 et par le résidu corrigé

€ = Y; — 0,Y;_1. Nous représentons simultanément en fonction du coefficient de non-
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linéarité a, la puissance du test avec la vraie valeur de 6, la puissance du test quand 6
est remplacé par 0,, et la puissance du test quand 0 est remplacé par 5. Nous obtenons
les représentations ci-dessous. Nous remarquons que pour chaque valeur de n, les graphes
obtenus de la puissance quand 6 est remplacé par ’estimateur corrigé sont trés proches de
ceux de la puissance avec la vraie valeur 6.

Notons que dans toutes ces simulations, on représente la puissance théorique du test basé
sur la statistique de Neyman-Pearson et dont 'expression est donné dans les théorémes
énoncés.

Nous rappelons également que 'un des objectifs de ces simulations est de faire apparaitre

leffet de la correction de I'estimation sur la puissance asymptotique du test construit.

Simulations : AR(1)-AR(1) non-linéaire. (u = 0.05).

Fonctions Puissances AR(1)- non-linéaire ,n=40, p=0.05 Fonctions Puissances AR(1)- non-linéaire ,n=50, p=0.05
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Fonctions Puissances AR(1)- non-linéaire ,n=60, p=0.05 Fonctions Puissances AR(1)- non-linéaire ,n=70, p=0.05
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Tests des processus AR(1) contigiis a la classe des modéles ARCH ( § € R)

Pour I’étude du probléme du test , nous suivons les mémes étapes et nous faisons
les mémes représentations graphiques que celles dans . Nous notons que dans ce cas,
les deux fonctions G et B sont définies par G : x — #"IQ, B:z — #, avec a € [0;2].
Nous remarquons qu’a partir de n = 50, les puissances avec l’estimateur corrigé sont

proches de celles des puissances avec la vraie valeur.

En résumé, nous obtenons une conclusion similaire au cas précédent.

Simulations : AR(1)-ARCH. (u=0.05).

Power functions AR(1)-ARCH, n=40, p=0.05 Power functions AR(1)-ARCH, n=50, p=0.05
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Tests dans la classe des modéles non-linéaires contigiis a la classe des modéles

AR(2) (6 € R?)

Considérons le probléme du test Hy : a1 = 0, contre, Hryiaq =1 //n.
La fonction de régression est donnée par mg(Y;) = 01Y;—1 + 62Y;_o, avec 0; = 0.23 et
02 = 0.2. (61,062) est estimé par Uestimateur EIM.C. 0,, = (6,1, 012)’, avec
0, = [XTX]7IXTY, et
Y3 Y Y

Yn+2 Yn+1 Yn
Le résidu ¢; est estimé par

Eiin =Y, - 91,71 Yio1— 92,71 Yi o.

Notons que I’estimateur corrigé 6, est obtenu aprés perturbation de la deuxiéme compo-

sante de 6,,, nous avons :

0, 7 ) VA0, (Ox — 6,
O, = (001,0n2), avec Opo=0,2+pa et py= ( 8in((9nJ)V )

€; est estimé avec l'utilisation de 'estimateur corrigé
€in=Y;—01nYi1 —0,2Yi 0.

Nous faisons les mémes représentations que celles des deux cas précédents avec a € [0;3].
La fonction G est définie de la méme maniére que dans le paragrahe [2.5]

Nous obtenons la méme conclusion que celles des deux cas précédents. Nous remarquons
que quand n est petit (n = 30) les puissances avec 'estimateur E.M.C. sont meilleures que

celles avec l'estimateur corrigée. La tendance s’inverse quand n devient grand.
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Simulations : AR(2)-AR(2) non-linéaire. (u = 0.05).
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2.6 Preuves des résultats

2.6.1 Preuve de la proposition [2.1

On considére la décomposition suivante :

Coefficient de linéarité -a

\/ﬁ(‘gn - 9) = \/ﬁ(gn - 9]\/) + \/E(QN - 9) = \/ﬁ(en - HN) + Ry.

Comme R,, = VN(Oy — ) x \/—‘/%, on obtient :
vn

Ry = 0p(1) x Y% = 0,(1) x 0,(1) = 0,(1).

VN

2.6.2 Preuve du lemme 2.1

1. L’utilisation des égalités (2.5) et (2.7) suivie d’un calcul simple permet d’obtenir

Vo (0,) = —\/15 3 Iy (Y - énn_1> Y2,G(Y)).
=1

(2.29)

D’apreés (E.1), il existe une constante positive K, telle que :

. . 1 &
Tn ; 1 1G(Y)]
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Nous avons :

n

K 1
700" 5 2 YAIGY)

V6 — 6)] xS V2L1G(Y)).
=1

1
5(‘9 - gn)QVn( n)

IN

< KX
N

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous écrivons :

E(Y2,|G(Yi)]) < /E ({Y2,}?) x VE(G(Y:)?).

D’apreés (C.1), il existe une constante positive ¢, avec :
S
GY)P <EIYli <) Y

i=1
En prenant l'espérance et en utilisant la stationnarité, 1’ergodicité et (C.0), nous
déduisons que :

S
E|G(Y)] < PE)_Y?) < x s x B(YY) < 0.
i=1

Ceci combiné avec (E.2) donne :
E (Y2,|G(Y))]) < .

L’utilisation de I'ergodicité et la stationnarité entraine la convergence presque stire
de 1 37" V2, |G(Y;)| vers une constante kj.

Etant donné que [\/n(6 — 6,)]* = Op(1), alors, on conclut que :
1 .
5(0 —0,) Vi (0,) = op(1).
2. Considérons a nouveau l'égalité (2.7)), en dérivant V,, par rapport & 6, nous obtenons :
. 1 <. .
n(0) = —= > My (Y —0Yi1)Yi1G(Y;).
Vn(6) NG ; £ 1)Yi1G(Y)
Ce qui implique que :

n

%Vn(@ =~ ;Mf(Yi — 0Y;-1)Yi-1G(Y3).
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A partir de Iergodicité, et la stationnarité, nous déduisons la convergence presque
stre de =, (6) vers E (Mf(yi - 9Y,~_1)YZ-_1G(Y,~)).
L’utilisation de (E.1) suivie de I’application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, im-

pliquent I’existence d’une constante positive K telle que :

E (N}(Y; — 0% 1)Y; 1 G(Y5)) < K x VE(Y; 1) < B(G(Y)?).

Cette derniére quantité est finie a partir de (C.0) et (C.1). Nous obtenons alors,
1
Vn

Nous évaluons maintenant la différence suivante :

1 . 1

En faisant un développement de Taylor d’ordre 1 de V,, au voisinage de 6,,, il vient :

1

=75 Vo (0,) (0, — 0), ot 0y, € [0,;06].

= [me) . vn(en)]

De I’égalité ([2.29)), nous avons :
. 1 . . y
n 0n = = M Y; - Hn}/z— Y% Yz .
Va(6) ﬁz 7 ( 1) Y2,G(Y)

En faisant un raisonnement analogue & celui dans la premiére partie de ce lemme, il

vient : ﬁVn(én) = Op(1).

Etant donné que 6,, converge en probabilité vers 0, on déduit finalement que :
ﬁ X Vo (0p) (60, — 0) converge en probabilité vers 0.

Alors,
1

NG

L’utilisation de l'égalité (2.30) nous permet de terminer la preuve et nous obtenons

finalement :

Vo(0,) = Op(1).

Bl



2.6 Preuves des résultats 47

2.6.3 Preuve de la proposition

1. En faisant un développement de Taylor d’ordre 1 de V,, en 6,,, nous obtenons :

Vo(0) = Vol(6,) = (0= 0,)Vn(6,) + =(0 — 0,)*V0(6,),

Bll) 4 Lol 0

| =

> N

= n(0—6,) x

avec én est entre 6 et 6,,.

En appliquant la premiére partie du lemme Iégalité (2.30) s’écrit :

Vu(6,)
vn

Notons que le terme /n(6 —6,) = Op(1) est asymptotiquement non dégénéré. L’ap-

+op(1). (2.31)

plication de la proposition 2.1 implique l'existence d’une variable aléatoire R,, qui

converge en probabilité vers 0 et vérifiant :

\/5(0 — Hn) = \/ﬁ(e[1+nu+1] - gn) + Rn

Ceci nous permet d’écrire 1'égalité (2.30) comme suit :

Val®) = Va(n) = {VA(Bl1nes) = bn) +R,f} < V%n)’ |
= {\/ﬁ(e[lJrnu-H] — Qn)} X Vi (6n) + R, x Vi (6) +op(1).(2.32)

vn vn

D’aprés le lemme la quantité ﬁVH (0,) = Op(1). Ce qui implique que

Finalement, nous déduisons que :
Vn(0) = Va(0n) + (Opppusy) — 0) Vi (0) + 0p(1) = W, (0n) + 0p(1).
2. Nous avons la décomposition suivante :

VO 1] = On) = V0 iy — 0) + V(0 — 0,).
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Etant donné que les quantités /n(0p 1) — 0) et /n(6 — 6,) sont bornées en
probabilité, il vient :

VOt — 0n) = Op(1). (2.33)
Remarquons que :

Vo (0,)
e

L’utilisation de la deuxiéme partie du lemme et de I'égalité (2.33) nous donne
D, = Op(1).

DFy, = (0[1+n“+1] B en)V”(en) = \/ﬁ(e[1+n“+l] —Op) %

Etant donné que la fonction 6 +— V,,(6) est dérivable, nous définissons I’espace tangent

I' a la courbe de V,, en 6, par I'’équation suivante :
r: {m ER, Vo(z) — Val0p) = Vo (00) (2 — an)}. (2.34)

Nous utilisons les mémes techniques que celles introduites au paragrahe 2 de [Lounis
(2011). En d’autres termes, nous construisons sur l’espace tangent I' 'estimateur

modifié §,, = 6,, + x qui absorbe asymptotiquement l’erreur D¥,, et satisfaisant a :
Vu(0n) — Vi(0,) = D*,,. (2.35)
La combinaison des égalités et ([2.35) nous permet de déduire que :
T = O yput1) — O et 0,=06,+x= O[14npt1]-
Par conséquent, il vient :
V(01 4nut1]) = DFp + Vi(0n) = WH(0n).

L’application de la proposition nous permet d’établir & un terme op(1) prés

I'équivalence entre les deux suites Vi (61 4nu+1)) et Vy(0). Ceci achéve la preuve.

2.6.4 Preuve du Théoréme 2.1]

La statistique de test proposée est :
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Clairement, ce test est basé sur la suite centrale V,(6). La version estimée de la suite
centrale est donnée par V,,(6,,), avec 6,, un estimateur de . A partir de la proposition ,

nous avons :

Vi (0n)
NG

Notons que le terme /n(f — 6,,) = Op(1) est asymptotiquement non dégénéré. Donc en

Vn(e) = Vn(en) + \/ﬁ(e - en) X + OP(l)' (2'36)

général les suites V,(0) et V,(0,,) ne sont pas équivalentes. L’utilisation de la proposition
[2.1] entraine Pexistence d’une variable aléatoire R,, qui converge en probabilité vers 0 et

satisfaisant a :

V(0 = 0) = V(O nee) = 0n) + Ry = V(O ne) — 05) + op(1).

La derniére égalité nous permet de réecrire comme suit :

Vi(0) = Val(0n) + (Opsnit) — 0n)Vu(02) + 0op(1) = WHy(0,) + op(1).

De la proposition 2.2, on conclut que les suites Vi (0 ypu+1)) et Vu(0) sont a un terme
op(1) prés équivalentes.

Il est important de remarquer que la proposition permet de remplacer la quantité in-
connue /n(0 — 0y) par /(0 put1) — 0n). Ceci joue un role fondamental dans la preuve
de I'optimalité.

De 1} et sous Hy, les suites V,,(0) et Vn(9[1+nu+l]) sont équivalentes. Le remplacement
de la suite centrale par sa version estimée Vp, (6[14,x+1]) n'a pas d’effets. Sous (C'.1) et (C.2)
la LAN est établie, ce qui implique la contiguité des hypothéses nulle et alternative ( pour
plus de détails, voir par exemple le corollaire 4.3 de Droesbeke et Fine (1996])).

De 'égalité et 'utilisation du lemme de Sltusky, on obtient sous Hy :

D

A (0) = N(=72(0)/2,72(0)).

Soit a et b deux réels. on obtient & partir de (2.6) que :

aln(0) + bVn(0) = (a + b)Va(0) — ar2(0)/2 + op(1).
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L’application du lemme de Sltusky donne :
aln(0) + bV, (0) & N(—at?/2,72). D’ott le vecteur (V,,(0), A,,(0)) est gaussien.
Vn(0) D 0 O’% 012

Sous Hp, on a SN ,
A, (0) —72(6)/2 021 03

La contiguité des hypothéses nulle et alternative et 'application du troisiéme lemme de
Le Cam nous permet d’obtenir sous H fn) que V, ‘g N(72,7%).

La convergence en probabilité de 0 ,u+1) vers 6, la continuité de la fonction 7: - — 7(:)
et la conservation du mode de la convergence par les fonctions continues (voir par exemple
le théoréme 2.3 de [Van der Vaart| (1998)), nous permettent de conclure que la puissance
asymptotique locale du test construit est conservée. Le remplacement de 6 par son estima-
teur 61 ,x+1) n’a pas d’effets. Les suites de tests T,,(6) et T ([1 + n#+1]) sont équivalentes
(asymptotiquement). D’ott 'optimalité.

Pour un « fixé (« € [0;1]), la puissance du test T, est égale a :

limy s oo By (Ta(6)) =1 - ® (Z() = 7(6)).

2.6.5 Preuve du Lemme 2.2

1. D’abord, nous notons par Ny(z) =1+ zMy(x).

En faisant un calcul simple, nous obtenons :
Ny(x) = 2M(z) 4+ x My (z).

Nous concluons a partir de la derniére égalité, de (E.1) et (E’.1) que la fonction
x + Ny(x) est bornée.
L’égalité se reécrit comme suit :

- 1 "~ -

Valbn) = - {Z; My(e)G(Y:) + ; Nf<ei>B<Yi>} S (237)

En considérant 1'égalité (2.15) et aprés un calcul simple, il vient :

TR 1 & . - 1 & . -
Valle) = == VGO (¥i-0Yin) -7 > VLBV, (Y= 0nYinr).
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De (E'.1) et étant donné que la fonction z +— Ny(x) est bornée, on a l'existence de

deux constantes positives Ky et K3 telles que :

V() < Ky x {\}ﬁ;m |G<Yi>|} + K3 x {;ﬁ;mrB(Yi)r}.

Remarquons que :

1 = - 9
%vn(e <K2><{ ZY GY }+K3><{ Z 2 1B(Y }
D’aprés le théoréme ergodique, nous déduisons la convergence presque stre des va-
riables aléatoires 1 377 | V2 |G(Y;)| et 130 V2 [B(Y;)| vers E (Y2, |G(Y5)])
et E (YZQ_1 ]B(Yl)]) respectivement. En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

nous obtenons :

E(Y2,IGY))) < E(YA)xE[G(Y)P.
D’ou :
(2, [BY)) < EOZEB(Y)!

e (A.1) et (A.2) il vient :

Remarquons que :
1 9% %
5(0 —60,) Vi (0n) =
Etant donné que /n(f — 0,) = Op(1) et f)n(én) = Op(1), il s’en suit que :
1 .
50— 0)* Vi (0) = 0p(1).
2. Considérons I’égalité 1) en dérivant V, par rapport a @ nous obtenons :

ZMf Yi1)YiaG(Y +—2Nf —0Y; 1) Y 1 B(Y3).

Ce qui implique que :
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L’application du théoréme ergodique nous permet de déduire que les variables aléa-
toires 2 3" | My (e;) Yio1G(Y;) et L 570 | Ny (¢;) Y;—1B(Y;) convergent presque si-
rement vers les constantes E (Mf(ei)YZ-_lG(Yi)> =E (Mf(ei))E(Yi_lG(Yi)> et
E (Nf(ei)Yi,lB(Yi)) =E (Nf(ei))E(Yi,lB(Yi)) respectivement.
Notons que chacune des deux quantités E (Y;—1G(Y;)) et E(Y;—1B(Y;)) est finie.
Ceci est une conséquence directe de I'application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz
suivie de 'utilisation de (A.1), (A.2) et (C.0). Il vient :

1L

ﬁf)n(m = 0p(1).

En faisant un raisonnement similaire & celui de la deuxiéme partie du lemme la

preuve est terminée.

2.6.6 Preuve de la proposition

En appliquant le lemme [2.2] et faisant un raisonnement analogue a celui de la preuve

de la proposition on obtient le résultat attendu.

2.6.7 Preuve du Théoréme 2.2

La preuve est similaire & celle du théoréme [2.1

2.6.8 Preuve de la proposition [2.4

S C e
An(0) = ﬁ; e ﬁ;Mﬂ ). (2.38)

En faisant un développement de Taylor d’ordre 1 de la fonction A, au voisinage de

0., on obtient :

Da(6) = Da0) + VAL0) (6 0) + L0~ 0,YPAn(B)(6—0,), (239)
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oil 0, est entre 0, et 0, 6/ = (ém(), . ,9~n7p), et

DO,l(én) . o DO,p(én)
D11(0n) Di2(0n) - - Dip(6y)
82An<~n) = : : ©o : , pour k,j=0...p,
Dp,l(én) Dp,2(9~n) o Dp,p(én)
N aQAn(én) ~ 82An(§n)
Dyop(6,) = Zom) ot py(d,) = Som0n)
bk (On) 002 © ks (0n) 90,00,

Un calcul simple nous permet de vérifier, que

Dislh) = <= Mye)¥ly  (240)
=1

Dy ;(6,) ZMf ei)Yi kYij. (2.41)

Il reste & montrer que (0 — 6,)/ 6%/, (0,)(0 — 0,) = op(1).
Nous obtenons aprés un calcul simple :
1 192 0 “
(0= 00) A (00)(0 = 0) = > Pin,
avec

Pen = =0k — 0kn)*Drs(6n)

N — N
~

> (0= 01) (O — ) (Din(0a) + Dii(n)) -
i=1,ik
(2.42)

Ceci entraine aprés utilisation des égalités (2.40]) et (2.41)) que :

1 ~ 1
—(0k — 01.,)* Dy i(0,) = = n) .
2( k= Okn)” Dk (0n) 2n(9 — Ok.n) IZMf e;

et
1 m ~ ~ m
5 D (0 0 = On) (Disl0n) + DilBn)) = D (6= 0:.0)(6; — O)
i=1,i#k i=1,i#k

X

1 <. .
[\/ﬁ Z Mf(ei)Y;—kYi—j
=1

(2.43)
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Observons que :

1 " 1
N
De (C.2) et (C.4), nous déduisons que la variable aléatoire IS, M;(e;)Y?,, converge
presque strement vers E(My(e;)Y;2,) = E(M(e;))E(Y?2 ).

Etant donné que (v/n (0 — Qk,n))2 = Op(1), il vient

1 _
i(ek — 0xn)? Dy (0n) = . (2.44)

(V7 (O — Opn))? X [i i My (e:) Y%
i=1

%(ek 0 Dy p(Br) = 0p(1). (2.45)

Il reste & évaluer la quantité suivante :

1 & " "
5 D0 (8= )0 — ) (Din(0a) + Dii(0r))
i=1,itk
Dans un premier temps, nous avons, pour tout ¢ =1,...,m.,

%(Gi —0in) (0 — Or.r) (Di,k(én) + Dk,i(én)> < (0 — 6in) 0k — Okn)l

[\/15 > {My(e)YirYiy
=1

X

En faisant un raisonnement analogue a celui de la preuve de ([2.45)), nous obtenons :

%(91 —0in) (0 — Orn) (Di,k:(én) + Di,k(én)> =op(1). (2.46)

Par conséquent :

5 (6= 0005 Bi) (Dis(B) + Dis(B)) = o0(1) (2.47)
i=1,itk

A partir de lb et 1) nous déduisons que, Py, = op(1), avec Py, est défini
dans (2.42). Ce qui implique que :

S P = %(9 —0,) 0 An(0,)(0 — B) = op(1).
k=1

L’injection de la derniére quantité dans (2.39)) nous permet d’obtenir le résultat désiré.
De T'égalité ([2.39) nous avons :

An(0) = Ap(6,) = VA®B,) - (6 — 0x) + VA(D,) - (On — 6,) + op(1).  (2.48)
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Remarquons que :

P
0A(0,
VAL0,)-(0—0y) = 8<9) x (0; — Oni)-
i=0 ¢
Pour i € {0,...,p}, nous avons,
DA (6,) Rt

Py — 09 PO
801‘ X (Ql 9]\[,2) \/ﬁ X \/ﬁ(@l HN’z).

En effectuant un méme raisonnement que celui de la preuve des lemmes et

nous obtenons sous (C.1) — (C.4) ce qui suit :
OA, (0r)

\3/‘% = Op(1).

Ceci combiné avec la proposition [2.1] donne :

(‘%Aane(ien) X (92 — ‘9N,i) = Op(l). (2.49)

En utilisant (2.49) nous obtenons :

VAL0,) - (0—0n)=o0p(1).
L’injection de la derniére quantité dans donne,
Ap(0) — Ap(0r) = VAL(6,) - (08 — 0n) + op(1). (2.50)
2. Considérons maintenant I'espace tangent I" de la courbe de A,, en 6,
I: {x e R AL(z) — An(6n) = VAL6,) - (- 0n)}. (2.51)

Nous cherchons I'estimateur &, avec (é%; An(é%)) eI et tel que, éfl’k =0Opk, k#J, et
éjm’ = On; + pj- 07 est obtenu aprés perturbation de la j-ieme composante de 6, et

satisfaisant a :

An(0? ) = D(60n) = VAL(0r) - (O — 0r). (2.52)
En injectant 67, dans |D et en utilisant 1’égalité 1' nous obtenons
0A, (0,
pj % 8() =VA,(0,) (On — 0y).
Pj
D’ou
~ VAL(On) - (On —0n)
Pi= 98, (0n) :
9pj

/

H% = (en,()a cee 79n,j—17 en,j + Pjs Hn,j—i—la ey en,p) .
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2.6.9 Preuve du théoréme 2.3

La preuve est similaire a celle du théoréeme [2.1

Conclusion 2.1. Dans cette partie, la méthode d’évaluation de Uerreur dans les cas AR(1)
et AR(p) nous a permis a chaque fois de montrer, théoriquement l'optimalité asymptotique
locale du test construit apres estimation du paramétre du modéle. La démonstration est basée
essentiellement sur I’équivalence de la suite centrale et sa version estimée. Pour chacun des
cas étudiés, un résultat de la normalité asymptotique locale est utilisé. Sur le plan pratique,
étant donné le cadre asymptotique de notre travail, on a supposé la taille de ’échantillon
tres grande. D’autre possibilités d’application peuvent étre envisagées, par exemple dans les
cas ot la série chronologique est périodique.

Pour étendre nos résultats a des modéles de séries chronologiques plus générauz, il va falloir
dans un premier temps établir le principe de normalité asymptotique LAN correspondant.
Par la suite on s’intéressera a la constructions des tests localement asymptotiquement op-

timaux. Ceci est l'objet du chapitre suivant.




Chapitre 3

Tests localement asymptotiquement

optimaux dans les modéles ARCH

Dans cette partie, sous des conditions de stationnarité et d’ergodicité, nous nous intéres-
sons & 'étude des tests traitant simultanément des hypothéses portant sur les moyennes
et les variances conditionnelles. Le cadre de I’étude correspond & la considération du test
pour un modeéle plus général.

Nous établissons un résultat de normalité asymptotique locale du méme type que celui qui
a été donné dans Hwang et Basawal (2001)).

Dans le cas ot le paramétre est supposé connu, les tests construits, sont asymptotiquement
optimaux et les formes explicites de leurs puissances asymptotiques sont obtenues. Etant
donné qu’en pratique le paramétre du modéle étudié est inconnu, il est remplacé par un
estimateur. Comme les statistiques classiques se basent sur la suite centrale qui apparait
dans le logarithme du rapport de vraisemblance, nous avons dans un premier temps établi
un lien entre la suite centrale et la suite centrale estimée. Ceci est obtenu grace & une
utilisation des suites locales d’estimateurs et des estimateurs asymptotiquement discrets
et 'application du lemme 4.4 de Kreiss (1987).

Dans ce lien établi, un terme asymptotiquement non dégénéré apparait. Ceci affecte la

puissance locale du test étudié. En vue de supprimer cet effet, une méthode d’évaluation
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de l'erreur suivie de l'introduction d’un autre estimateur du paramétre nous permet de
conserver 1’équivalence entre la suite centrale et sa version estimée. Par conséquent, la
puissance asymptotique locale du test est obtenue avec une écriture explicite de son ex-
pression.

Pour une évaluation de la performance de nos résultats, des simulations sont effectuées et
commentées. Les résultats obtenus dans cette partie généralisent ceux du chapitre précé-

dent.

Ce chapitre donne les détails de [Lounis| (2013). Seule la preuve de la proposition est
déduite du résultat 2.1l

Abstract. This work is an extension of the results of [Hwang et Basawa| (2001)) to ARC H models,
where a testing problem in nonlinear time series contiguous to AR(1) processes is studied. Our
results are established under some general assumptions and under stationarity and ergodicity.
Local asymptotic normality (LAN) for the log-likelihood ratio is established. Optimal tests are
constructed both when the parameter is known and when it is not. The key of our proof is the

construction of a new estimator.

Keywords and phrases : Local asymptotic normality, Contiguity, Efficiency, Identifiable models,
Le Cam’s third lemma, Discrete estimate, ARC'H models.

Introduction

L’étude des chroniques provenant des données économiques, biologiques, financiéres, hydrologiques
et biomédicales ou autres est basée sur I'utilisation des modéles mathématiques. Nous considérons

la classe des modéles stochastiques suivante :
Y, = T(ZZ) + V(Zl) €, 1€, (31)

la suite de vecteurs aléatoires {(Y;, X;)} est ergodique et stationnaire de moments d’ordre 2 finis,
tels que pour tout i € Z, Y; est une variable aléatoire réelle, X; un ¢-vecteur aléatoire et

Z; = (Yi_l,Yi_g,...,Yi_s,Xi,Xi_l,...,Xi_q), avec q et s deux entiers positifs. Les variables
aléatoires €; sont i.i.d. centrées réduites et de fonction de densité f, ¢; est indépendante de la tribu

Fi =0(Z;,j <1i). Les valeurs réelles des fonctions T'(-) et V(-) sont inconnues.
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Soit

M= {(m(p,"),0(6,)), (p",07)" € O1x O},
01 x O C RY x RP, int(0;) # 0, int(02) # 0, oit pour tout ensemble A, int(A) désigne 'intérieur
de A et le symbole T désigne la transposée. £ et p sont deux entiers positifs, et chacune des deux
fonctions m(p,-) et o(f,-) admet une forme connue avec o(6,-) > 0.
Pour un échantillon de taille n, nous voulons tester Hy [(T'(+), V(+)) € M] contre Hy [(T'(+), V (-)) ¢ M].

Remarquons que ’hypothése nulle Hy est équivalente a :
Ho [(T(), V()] = [m(po,-),o(00,")],
pour (p(—)r , 9(—; )T € ©; x O, tandis que I'hypothése alternative H,; est équivalente a

[TV # [mleo, ) 0(60,)]-

Nous définissons '’hypothése alternative Hl(n) par :

H" [TV = (mlpo, ) +hn 3G(),000,) +H n73S()).
G(-) et S(-) désignent deux fonctions connues et a valeurs dans R, (h,h') € K; x K», avec K; et
K5 sont deux compacts de R et hh’' # 0. Sous Hy, le modele (3.1)) prend la forme :
Y’i = m(pO,Zl) +0(00,Z1') €5y (32)

et sous H\™ | il s'écrit :

Y, = m(po,Zi) + hn~iG(Z) + (0(90, Z) + h’n_%S(Zi)) i (3.3)

Nous notons par fy et fj ns les fonctions de densité des variables aléatoires Y; correspondants aux
modéles et respectivement, et par fy o et fy nn les fonctions de densités des vecteurs
(Y1,...,Y,) correspondants aux modéles et respectivement.

Différentes spécifications de m(pp,-) et o(fy,:) montrent que (3.2) contient une large classe des
modéles de séries chronologiques, tels que : AR, ARMA, SETAR, SETAR, ARCH et 5-ARCH.

On veut tester Hy contre Hl(n), avec

H() : 7’TL([)7 ZZ) = m(po, Zz) et 0’(0, Zz) = 0'(00, Zl),
H™ cmlp, Z:) = m(po, Zi) + hn 2G(Z;) et o(0,2;) =000, Z:) + Wn~2S8(Z;).  (3.4)

Nous utilisons la statistique du test de Neyman-Pearson basée sur le logarithme du rapport de

vraisemblance A, p pn, avec

Appn =log (fmm) = Zlog (Gn,ihnr) - (3.5)

fn,O i—1
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Notre objectif premier est d’établir la normalité asymptotique locale (LAN). Nous rappelons qu’il
a été prouvé au théoréme 1 de Hwang et Basawa| (2001) que le logarithme du rapport de vraisem-
blance est asymptotiquement équivalent a une suite de variables aléatoires appelée suite centrale.
De plus, lorsque le parametre (pg, o) de la série chronologique est supposé connu, le test obtenu
est optimal. En général ce paramétre est inconnu, ’erreur commise aprés son estimation affecte
asymptotiquement la puissance du test.

Plusieurs travaux ont été effectués dans le passé, d’une part pour estimer le paramétre inconnu de
la série chronologique et d’autre part pour conserver I'optimalité du test construit. Une bonne par-
tie de ces travaux se repose sur l'utilisation des estimateurs discrets introduit par Le Cam| (1960)
et utilisés dans Bickel| (1982) et [Kreiss| (1987).

Le grand avantage de ce type d’estimateur réside dans 1’application du lemme 4.4 de Kreiss| (1987)).
Ce lemme est un outil fondamental exploité par plusieurs auteurs pour achever la preuve de ’'op-
timalité. Nous citons parmi ces travaux |Benghabrit et Hallin| (1992, [1996)); [Benghabrit et Hallin
(1998) et (Cassart et al (2008)).

Rappelons que l'expression de la statistique du test considéré dans notre travail dépend principale-
ment de la suite centrale. La version estimée de cette suite centrale est obtenue aprés remplacement
du paramétre de la série chronologique par un estimateur. En général, quand on consideére la dif-
férence entre une suite centrale et sa version estimée, un terme asymptotiquement non dégenéré
apparait. C’est ce terme qui affecte la puissance asymptotique du test.

Afin de résoudre ce probléme, nous utilisons les estimateurs discrets pour construire un estimateur
qui garanti 'optimalité du test étudié. Notre travail est organisé comme suit :

Au paragraphe [3.1] nous étudions notre probléme de test lorsque le paramétre du modéle est sup-
posé connu. Nous commencons d’abord par le rappel de quelques notations et définitions. Ensuite,
nous imposons quelques conditions et énoncons nos principaux résultats.

Au paragraphe [3:2] nous étudions notre probléme de test lorsque le paramétre du modéle est rem-
placé par un estimateur. Nous procédons de la méme fagon que dans le paragraphe précédent.
Une généralisation de ces résultats quand l'indice est dans Z est présentée au paragraphe (3.3
Pour I’évaluation de la performance de notre méthodologie, nous effectuons des simulations au

paragraphe[3.4] Les preuves et les développements mathématiques sont exposés au paragraphe [3.5]
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3.1 Tester quand le paramétre est connu

Dans un premier temps, nous supposons que le paramétre du modeéle de la série chronologique
est connu. Dans 'objectif d’établir le principe de la normalité asymptotique locale (LAN) du
logarithme du rapport de vraisemblance A, 5/, nous vérifions les trois conditions (C.1), (C.2)
et (C.3) ci-dessous du théoréme 1 de [Hwang et Basawa, (2001) :

(C.1) maxi<i<n |gn,inn — 1] = op(1).

(C.2) 1l existe une constante positive T,%’h, telle que "0 (Gnihh — 1) = T,%}h, +op(1).

(C.3) 1l existe une variable aléatoire F,,-mesurable V, j 5 telle que :

n

Z (9nish,n — 1) =V nn +op(1).

i=1

Nous commengons d’abord par rappeler quelques notations, définitions et conditions.

3.1.1 Notations, définitions et conditions

Pour tout € R, nous notons par My la fonction x — My = ;Eg De plus nous supposons que
la fonction x — f(z) est trois fois dérivable. Nous désignons par M t et M ¢ respectivement les
dérivées premiére et seconde de M.

r—a

Nous notons par F' la fonction définie par F' (z;a,b) = %f ( 5 ) , ol |a| < oo, et, 0<b< oo.

Dans toute la suite, les conditions suivantes sont imposées :
(A1)
(A11) : 1l existe une fonction mesurable et positive @, un réel p > 1, on
[ ¢P(x)f(x)dx < 400, et un nombre positif ¢ avec ¢ > max(|a|, [b — 1|), tels que :

0?F (z;a,b)

(@) 0l OV < p(xz), jetk deux entiers positifs vérifiants 1'égalité j+ k = 2.

(A12) I existe des fonctions positives V; et V5 telles que :

’82F(a:; a,b)  9*F(x;d’,b)

90106 0al ObF ‘fqu(m;a*iﬁa__aq’

‘62F(x; a,b) O?F(z;a,b)

- : < N Y]
dai ObF 9ai ObF ‘ < Va(z;0,0%) [b =0,

o, (a*,b*) € [a,a']x[b, V], j et k sont deux entiers positifs ou nuls vérifiant 1’égalité

j+k=2
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(A1.3) : 1l existe une fonction mesurable et positive ¢ avec E (¢(ep)) < +oo, et un réel
positif ¢’ on, ¢’ > max (|af, |8 — 1|), tels que :
Vi(:v;a,ﬁ)’ ,
—— | < ¢p(z), 1=1,2.
f | <O
(A2)
(Az2) /sz(x)f(as)dz = —1.
(Az23) : /{Mf(x) + MfQ(:c)} f(z)dz = 0.
(A2.4) = /Jr {Mf(x) + M]%(JU)} f(z)dz = 0.
(A25) : /{JEQ(Mf(x) + M?(x))} f(x)dz = 2.
(A3) 1Ilexiste A > 0 tels que :
3 A+2 A+2
(4a.) mox (E| SB[, Bl6@1 ™, B S5 < o

M2 f @), | oMy ()M f(a)de, f |V @) ),

[ ‘fo(x)’)\+2 F(@)dz, [ |22+ f(z)da, [ |22M (@) f(z)dn < +oo.

(A3.2) max {f | My (x)

Remarque 3.1. e Notons que la condition (As) est satisfaite par une large classe de

fonctions de densité. C’est le cas de la distribution Gausssienne standard et de la loi
de Student de degré de liberté supérieur ou égal a 3.

o L’hypothése (A1.1) est similaire a la troisieéme condition de|Hwang et Basawa, (2001)).

e Pour l'obtention de (A1.2), nous supposons que les dérivées partielles d’ordre 3
existent et sont localement bornées.

o Les conditions (As3), (Aa.4) et (Aas) sont similaires aux conditions (A4.1)-(Ass)
imposées dans|Chebana et Laibl (2008).

3.1.2 Principaux résultats

Nous sommes préts maintenant pour énoncer nos résultats principaux. Dans un premier
temps, nous commencons par prouver la normalité asymptotique locale du logarithme du
rapport de vraisemblance, par la suite nous définissons une statistique de test. Enfin, nous
montrons son optimalité et nous calculons sa puissance. La propriété LAN est établie au

théoréme suivant :
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Théoréme 3.1. (LAN) Supposons que les conditions (A1) — (As) sont vérifées. Alors, sous

H() .
2
T ’
A = Vihn — h2’h +op(1), (3.6)
D
Vi < N(0, 73 ,0)
G(Z) \ 8(Z0) \
9 / _ 2 A h/2 L, —1E [ ——2_
T (P0, 00) W IE <U(90,Zo) OB G0, Z0)
G(Z)S(Z,
+ 20K (I)E (0_(2(092)(203))) (3.7)
et,
I = /ijfQ(x)f(x)dx, je{0,1,2}.

3.1.3 Test optimal

Considérons a nouveau le probléme du test 3.4 En se basant sur le théoréme [3.I] nous
utilisons la statistique de Neyman-Pearson T;, p, 5/ définie par :
Vo bt

T hpr = Ton (po, 0o) = 1{7 > Zu}7 (3.8)
Th,h'

ou Z, est le quantile d’ordre 1 — w d’une loi normale centrée réduite, et de fonction de
répartition ®(Z,) = 1 — u. Nous pouvons déduire de I'égalité , la contiguité de Hy et
H}'. Pour plus de détails, voir par exemple le corollaire 4.3 de |Droesbeke et Fine| (1996).
L’application du troisiéme lemme de |Le Cam| (1986) entraine sous H{' la convergence en loi
de la variable aléatoire V, 5 s vers N/ (7’,% s Th h,). Sous les mémes conditions que celles du

théoréme 3] on a :

Théoréme 3.2. (Optimalité) Le test basé sur la statistique T, p ps est localement asymp-

totiquement optimal. Sa puissance locale asymptotique est 1 — @ (Z1_y — Thpr) -

Le théoréme traduit U'optimalité asymptotique locale du test considéré et donne une
expression explicite de sa puissance. Notons que tous nos résultats sont obtenus en supposant
que (po,fp) est connu, ce qui n’est pas toujours le cas en pratique. Dans ce qui suit, nous

traitons ce méme probléme de test en remplacant (pg,p) par un estimateur.
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3.2 Tester quand le paramétre est estimé

3.2.1 Estimation du parameétre et lien entre les suites centrales

L’optimalité asymptotique locale d'un test n’est pas toujours conservée quand le paramétre
du modéle est remplacé par un estimateur. Cela est due & ’erreur commise aprés estimation.
Comme D'expression de la statistique du test [3.8 dépend principalement de la suite centrale
V. h.h (0, 00), nous cherchons & étabir un lien explicite entre cette suite centrale et sa ver-
sion estimée V, .1/ (pn, 0rn). Nous procédons en trois étapes. Dans un premier temps, nous
introduisons les suites aléatoires locales p,, et 6,, respectivement de pg et 6y, puis nous ex-
primons un lien entre les suites centrales V,, p n(po,60) €t Vi n v/ (pn,0r). Finalement nous
introduisons les estimateurs discrets, nous appliquons le lemme 4.4 de Kreiss| (1987)) et nous
déduisons un lien explicite entre les suites centrales.

Rappelons que les estimateurs discrets ont été introduit pour la premiére fois par [Le Cam
(1960) et appliqués par |Benghabrit et Hallin| (1992} 1996); |Benghabrit et Hallin | (1998) et
Cassart et al (2008) parmi d’autres.

Pour une meilleure présentation de nos résultats, on a besoin de donner quelques définitions,

de préciser quelques notations, et imposer quelques conditions supplémentaires.

3.2.2 Notations et définitions

Dans tout ce qui suit, nous désignons par ||-||,, la norme euclidienne dans R?. Nous définissons

les suites locales p,, et 6,, respectivement de py et 0y par :
Pn = po-+ n"2u™ et 0, =0y + n_%v(”)7
otl, n un entier positif et (u(™)T x (v(™)T € R x RP, tels que :
W = @) )T = ) ) = ()Y
et, sup[(T(”))T(T("))] < +o0.

n

Pour n > 1, nous posons r, = ||pn, — polle et 7, = ||6n — ollp-
Pour tout entier ¢, le résidu ¢; est donné par :

_ Yi—m(po, Z)
T AN .



3.2 Tester quand le paramétre est estimé 65

En remplagant dans (3.9) po et 0y respectivement par p, et 6, nous obtenons la version

estimée du résidu €; j, :

Yi=m (po+n b, Z;)

i o (90 +n ) Zi) (310)
Posons :
rinn (po,0o) = —n7% ;j; th(ei)U(C;E)%, (3.11)
Gt (po,bo) = —n% z": n(1+ Ez‘Mf(ei))g(Se(OZiZ)_). (3.12)
i=1 >
Clairement, nous avons :
Vo (p0,00) = 7fnm (po,00) + arn n (po,bo) - (3.13)

En remplacant dans (3.12) €; et §y respectivement par €; ,, et 6, nous obtenons les égalités

suivantes :
_1 = ~ G(Zi)
Trhn(pPn,0n) = —n~2 hM¢(€; , 3.14
(s 6n) D k) (3.14)
n
S(Z;)
P 0n) = —n 2> B (14 &My : , 3.15
4500 ) I s e T A T
Vn,h,h’(pnaen) = rf,h,n(pnven)+Qf,h’,n(pn;0n)~ (316)

Dans le but d’obtenir un lien explicite entre la suite centrale et sa version estimée, nous im-

posons quelques conditions supplémentaires. Cela est présenté au paragraphe qui va suivre.

3.2.3 Conditions supplémentaires

Tout au long de notre travail, pour une fonction donnée g, nous notons par § sa dérivée
seconde. Nous supposons que les conditions (A;) — (As) sont satisfaites, et pour tout z, les

fonctions p — m(p,x) et  — (0, z) sont deux fois différentiables. Nous notons par :

am(pa ) 5‘m(p, ) T 80(67 ) 80’(9, )
. T = . p—
8m(p7 ) ( apl PR ) 6pe ) 80(07 ) 891 AR 6913 )
92 m(p,-) 9?a(0,)
2 )= (VS 2 N= (22D
o"m(p. ) ( dpiOp; )19‘,;‘52’ 0 (0,) ( 00,0; >197j§p'

9?m(p,-) et 9%0(0, ) désignent respectivement les Hessiennes de m(p,-) en p et o(6,-) en 6.

Nous définissons la fonction Ny par ~ Ny : 2+ Ny(x) =14 o My (x).
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Comme la fonction f est trois fois dérivable, aprés un calcul simple, on a :
Ny(x) = My(x) +a Ms(z), et Np(z)=2Ms(x)+xMi(z). (3.17)

Nous supposons de plus que la fonction x — N #(x) est bornée, et nous imposons la condi-

tion supplémentaire suivante :

(A4) :

(A41) : Pour tout n > 1, il existe deux boules fermées By, = Bi, (po, rlm) C nt(01),
Egm = Egm(eo,rg,n) C int(O2) avec 11, > 1y €t o, > 7, et une fonction positive Ny,

2
avec E(supn21 N1,n(Zo)) < 0o, > 0, tels que pour tout z, on a :

max <j<¢ ‘M‘ max; <<, | o'(u w)|

max ( sup

) < Nin(2).
(p,0)EB1,nXBan

) sup
(6717) (u79)€§2,n XEQ,n U(G’I)

(Ay2) : Pour n > 1, il existe deux boules fermées B’y ,, = B, (p[)?’f’an) C int(01),

By, = B'2.n(00,75 ,,) C int(O2) avec 1, > 1y et 15, > 7, et une fonction positive N,
pw'+3
avec E(supn21 NQyn(Zo)) < oo, ' > 0, tels que pour tout x on a :

M| max1<3<p|w|

% ) < Non().

maxj<i<e ‘

max ( sup
(p,0)EB"1,nxB2

) sSup
(97:17) (u,0)€B’2,n X B2, (0’ .17)

(A43) : Pour tout n > 1, il existe deux boules fermées B

nB) _
1,n —
B(3)27 = B(3)2n(90,r2 )) C int(©2) avec r® > et g,{ >r

,n 1,n

B®)y, (po, rﬁi) C int(01),

], et une fonction positive

p3+1
N3, avec E(supn21 Ngyn(Z0)> < oo et pz > 0, tels que pour tout  on a :

(p w)|

U(u z) |

% ) S NS,n(x)'

max; <;i<p |

(0, x)

max; << |2

(0, x) ’

max ( sup
(p,0)eB®) ;1 ,xB®)3 ,,

sup
(u,0)€B®) g nx BBy

(A44) : Pour tout n > 1, il existe deux boules fermées B®), n=DBW, (po, rg ,)L) C int(01),
B®,, = B® (9077“2 D) C int(©,) avec r§ ) >, et ré% > r! et une fonction positive

Ny, avec E(supn>1 N, n(ZO)’“'H) < 00 avec jig > 0, tels que pour tout x on a :

® m(p, »v)|

(u,z)
piOp; |

maX1<k A<p ‘ agkal

o(0,x)

maxj<q,j<¢ | )

o(0,z)

max < sup
(p,0)€B™) 1 nxB@ 3

sup

) < Nyn(a).
(%9)63(4)2," xB@), ,

Remarque 3.2. Une large famille de distributions vérifie cette condition “M t est bornée”.

C’est le cas quand la fonction [ est la densité d’une loi Gaussienne standard ou d’une loi
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de Student de degré de liberté supérieur a 3. Par exemple pour la loi normale centrée réduite
Mg(z) = —1 et |My(z)| = 0.

Pour la loi de Student de degré de liberté supérieur ou €gale a 3, on peut facilement vérifier
que les fonctions © — My(z), x — My (x) et © — xMs(z) sont bornées. Pour plus de

détails sur les calculs voir I’annexe.

Estimateurs asymptotiquement discrets

Les estimateurs asymptotiquement discrets ont été introduits pour la premiére fois par Le
Caml (1960). Ils sont largement utilisés dans [Bickel (1982), Benghabrit et Hallin| (1992),
Linton| (1993), Benghabrit et Hallin| (1996)); |Benghabrit et Hallin | (1998) et |Cassart et al
(2008). Le grand avantage de ces estimateurs réside dans I’application du lemme 4.4 de Kreiss
(1987)).

Nous introduisons les estimateurs discrets p,, et 6,, respectivement de po et Op. Ils vérifient

les conditions suivantes :

(D1) pn est v/n- consistant, i.e pour tout € > 0, il existe n1(po, €) et ni(po,€) tel que sous
Ho, Vn > ni(po, €), P(v/nl|pn — polle > m) < e

0, est \/n- consistant, i.e., pour tout € > 0, il existe n2(0y,€) et no(bo,€) tels que

sous Ho, : ¥n > na(6o, €), P(v/n]|f, — 6o, > n2) <e.

(D2) pn, én sont localement discrets, i.e pour toutes valeurs fixées ¢ > 0 et sous Hy et quand
n — 400, les nombres possibles de valeurs de p,, dans By = {u € R, \/n|ju— po||¢ <

¢}, et de 0,, dans By = {v € R?,\/n|lv — ||, < ¢} sont finis.

Notons que la condition (D;) concerne la vitesse de convergence en probabilité appropriée
aux estimateurs. Cette condition est satisfaite par plusieurs estimateurs tels que l'estimateur
du maximum de vraisemblance, les M-estimateurs et les estimateurs Yule-Walker.

Maintenant, nous présentons nos principaux résultats au paragraphe qui va suivre.

Principaux résultats

Nous commencons d’abord par énoncer notre proposition fondamentale représentant le noyau

de la preuve de 'optimalité. On a :
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Proposition 3.1. Supposons que les conditions (A1) — (A4) sont vérifiées. Alors

Tfhn (PryOn) —T¢hn (P0,00) = h (u("))—'—KT +h (v(”))TJT +op(1), (3.18)
A rm (PusOn) — Qrprm (p0,60) = B (@™)TK'™ 41/ (™) TJ'T +op(1), (3.19)
Vo (Prs0n) = Vo (po.00) = (@) T (RKT+ 1 K'T)+ ™) (hJT +1 JT)
+op(1). (3.20)
K" =(Ky,...,Ky), K" =(K],...,K}) ,
o | T M) G2 s21)
’ a(bo, Zo) o(bo, Zo) '
K B | Nileo) S(2) o
J 0(907 ZO) 0(007 ZO) .
JU=(J1,...,Jp), JT=J],...,Jp),
[ 27552 60 My (e0) G(Zo)
J. = E i , (3.23)
_0(007 ZO) 0—(903 ZO)
7 B [ 27557 coN(co) S(%)
F _0(907 Zy)  o(0o, Zo)
(3.24)

Gok) e {1,600 x {1,....p).

Remarque 3.3. La condition “Nf est bornée” est vérifiée par une classe assez large de fonc-

tions de densités. En combinant la remarque et l’égalité , nous pouvons conclure

que quand f est la fonction de densité d’une loi Gaussienne standard, on a |Nf(60)| =2, et

quand f est la fonction densité d’une Student de degré de liberté supérieur a 3, la fonction

Ny est bornée (voir annexe).

Sous les conditions (D1)-(Ds), et celles de la proposition 3.1] nous déduisons aprés utilisation

des estimateurs discrets que :

Proposition 3.2. Supposons que (D1) - (D3) et (A1) — (A4) sont vérifiées. Alors,

T (P 0n) = 751 (p0s 60)

4.0 (P, 0n) — s, m(p0, b0)
Vo (55 0n) = Voo (o, 60)

Vi(pn —po) Th KT +/n(0, —00)ThJ T +o0p(1),
Vi(pn = po) Th K'T 4+ (0, — 00) TR J'T + op(1),
V(o —po) (WKT +h' K'T)

V(0 —00) (W JT + 10 JT) +o0p(1). (3.25)

Notons que ce dernier résultat est un outil fondamental pour la preuve de I'optimalité du
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test considéré.
Considérons a nouveau les égalités (3.25). Nous constatons que :
(,6”7 én) = (po +nz Vn(pn = po), 0o + n=% \/ﬁ(én - 90)) , avec une probabilité proche de

1, (Dy) entraine I'inégalité suivante :

sup { (Vi3 = o) Vil = 0) " (Vi = po) V(B ~00)) < .

Etant donné que /7 (pn — po) = Op(1) et v/n(6,, — ) = Op(1), nous concluons que pour le
cas particulier K = K’ = J = J = 0, les suites centrales V,, , n’ (pn, 9n) et Vi . (po, o) sont
équivalentes. En général Les égalités K = K’ = J = J = 0 ne sont pas toujours satisfaites.
Donc 'optimalité du test n’est pas obtenue.

Dans le but de résoudre ce probléme, nous appliquons les résultats de [Lounis| (2014). Plus
précisément, nous établissons dans un premier temps 1’équivalence entre la suite centrale et
sa version estimée. Par la suite nous définissons un autre estimateur absorbant l’erreur qui

affecte la puissance du test. Enfin nous déduisons 'optimalité asymptotique locale de notre

test.

Test optimal
Pour achever la preuve de 'optimalité, nous avons besoin de prouver le résultat technique
suivant :
Proposition 3.3. Supposons que les conditions (A1) — (A4) et (D1) — (D3) sont satisfaites.
Alors,

« () Vil —p) (KT + 1 K'Y = Vi — pn) (WK + 1 K'T) +op(1).

o (ii) Vn,—0")hJT +H0JT) =0, —05)T(RJT +H JT)+0p(1),

avec, N = [1L +ntT1] et > 0.

Cette derniére proposition entraine 1’énoncé suivant :

Proposition 3.4. Supposons que les conditions (A1) — (A4) et (D1) — (D3) sont satisfaites.
Alors :

L4 n,h,h’ (ﬁn7 en) - Vn,h,h’ <P07 00) - \/ﬁ(ﬁn - ﬁN)T(h KT + h/ K/T)

+ Vb, —0n)T(hJT+ T +op(1).
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Etant donné que K, K’,J et J’ sont inconnues, alors
V(pn —pn) T (WK + 0 K'T) 4+ /00, — 0n)T (hJT 4+ 1/ J'T) est aussi inconnue. En vue

de résoudre ce probléme, nous imposons la condition supplémentaire suivante :

(E.1) : Pour tout (i,5) € {1,...,¢} x {1,...,p}, Ki—Kn; — 0, K! - K'n; — 0,
Ji—Jn; — 0, Ji - J'nj — 0quandn —s oo, o, Ky, K'ni, Jnjet J'n
respectivement sont obtenus & partir de K, K’, J et J' en remplacant (pg, ) par
(P, On)-

Remarque 3.4. Sous (E.1), la proposition[3.4) donne & un terme op(1) pres, I’équivalence
entre des quantités inconnues et des quantités connues. Dans le cas ot (ﬁN,éN) converge
presque sdrement vers (po,0o), (E.1) est vérifiée. Notons qu’une large classe des modéles de

séries chronologiques satisfait ¢ (E.1). C’est le cas des modeéles AR(m) pour lesquels, il faut
Juste utiliser les égalités et .

Proposition 3.5. Supposons que les conditions (A1) — (A4), (D1) — (D2) et (E.1) sont

satisfaites. Alors :

~ A~ T A~ 1T
4 n,h,h’ (ﬁn; Hn) - Vn,h,h/(p07 90) = \/ﬁ([)n - ﬁN)T(h KN + h/ KN/ )
il — O3)T(h Ty + 0 JNT) +op(1).

(3.26)

Etant donné que /n(p, — pn) " (h KNT + 1 KN/T) + (0, —05)T (h J}VT +h J}V/T) est

connue, nous énongons dans ce qui suit le résultat désiré.

Proposition 3.6. (Equivalence entre les suites centrales) Supposons que les conditions
(A1) — (Ayg), (D1) — (D2) et (E.1) sont satisfaites. Alors, il existe un estimateur consistant

(Pn: 0n) de (po, o) tel que :

L n,h,h’ (ﬁny an) - Vn,h,h’ (p0> 90) = OP(l)'

nous obtenons notre résultat principal énoncé comme suit :

Théoréme 3.3. (Optimalité) Supposons que les conditions (A1) — (A4), (D1) — (D2) et
(E.1) sont satisfaites. Alors, la puissance locale asymptotique du test basé sur
Ty = Ty (pn, 0r) sous HY est 1 — & (Z1_,, — Thn) . Le test T,, est localement asymptotique-

ment optimal.
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3.3 Généralization dans Z

Nos résultats sont établis quand l'indice i est dans N. Faisons maintenant une extension
quand l’indice de la série chronologique est dans Z.

Considérons les variables aléatoires ), Z et ¢, telles que, pour tout ¢ € Z~, nous avons :
Y=Y, , Z,=127;, et e_;=¢.
Clairement, i = —i € N, alors, nous obtenons :
Vi =T(Zy)+V(Zi)er, avec, i’ €N.

Le dernier modéle est similaire & li ce qui nous permet de construire un test T Ah)h,,

avec .
/
= 1
k! Vnhh! w b
{ ] >}
2 2
2 271 G(Zy) 2071 S(Z20) o G(20)S(2o)
r = WLE| ——= I, - 1)E | —=2_ oK (INE [ 2220/21=0)
e " <0(90,ZO) LS UR G, 2 ) TR Toa,,2) )
_1 G Zi' S Zi’
Unirnne = —n"? {th(Ei’)g(a(OZ)()+h/(Mf(E¢/)€i/+l)g(6<OZZ/)}7
I = E(e’M}er)) , j€{0,1,2} et Vipw = Ubipn.
—

3.4 Simulations

Pour I’évaluation de la performance de notre méthodologie, nous effectuons des simulations.
Nous considérons le probléme du test correspondant au modeéle autoregressif AR(2).
Dans ce cas, les deux fonctions G et B sont définies par G :z — 1_;# et

B:zx— ou a € [0;3]. Nous fixons les paramétres h et h' a 1, (p1, p2) & (0.5,0.4), le

parameétre positif u a 0.05, et la taille de I’échantillon a n = 40, 50, 60, 70, 80, 90 correspondant
a N =49,61,74,87,100,113. (pn 1, pn,2) désigne 'estimateur des moindres carrés (E.M.C.)
de (p1,p2), €t (Pn,1, Pn,2) sa forme discrétisée (E.M.C.D.). L'estimateur corrigé (py. 1, pfn.2)

est obtenu en perturbant la premiére composante de E.M.C.D. avec

ﬁn,l - ﬁn,l +pn

et

avn,h,h’ (ﬁn,la ﬁn,2)
\/ﬁapn,l

P = |1/ } X {*(ﬁng —pn1) X hEKng + (Pn2— pn2) X B K'nol.
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Notons que sous Hy le résidu ¢; est donné par :
€ =Y, —p1Yio1 — p2Yi_o, (3.27)
et estimé par les suites aléatoires (é,;) et (€,,;) telles que :
én,i - Y; - ﬁn,lyvifl - pAn,2Y;72' (328)
€ni = Y; — Pn1Yi—1 — Pn2Yi—2. (3.29)
Le niveau du test est fixé & 0.05. Le remplacement dans I’expression de la statistique du test
de €; et (po, o) respectivement par €, ; et (pn.1, pn,2) donne la version estimée du test
T = Tn,h,h’ (ﬁn,lv ﬁn,?)'
Nous représentons simultanément en fonction du coefficient de non-linérité a, les puissances
(théoriques) du test, avec la vraie valeur du paramétre, avec E.M.C.D., et avec 'estimateur
corrigé. Ces simulations sont effectuées avec 1500 réplications. Nous constatons que quand
n est assez grand, les représentations graphiques des puissances avec le vrai paramétre, et
I’estimateur corrigé sont proches I'une de I'autre.
Simulations : AR(1)-ARCH. (pu=0.05).
Fonctions puissances AR(2)-$ARCH$, n=40, y=0.05 Fonctions puissances AR(2)-$ARCHS$, n=50, u=0.05
a a
RN 5 <
— Corrlgé — Corrlgé
-=-- Vraie ---- Vraie
— EMCD — EMCD
T T T T T T T T T T T T T T
0.0 05 10 15 20 25 30 0.0 05 10 15 20 25 30

Coefficient de non-linéarité :a Coefficient de non-linéarité “a
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¢(0.05, Puissances(a))

¢(0.05, Puissances(a))
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08
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04
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Fonctions puissances AR(2)-$ARCHS, n=60, p=0.05

— Corrlgé
---- Vraie
— EMCD

T T T
1.0 15 20

Coefficient de non-linéarité :a

T T
25 3.0

Fonctions puissances AR(2)-$ARCHS$, n=80, p=0.05

— Corrlgé
---- Vraie
— EMCD

T T T
10 15 20

Coefficient de non-linéarité :a

T T
25 30

¢(0.05, Puissances(a))

¢(0.05, Puissances(a))

1.0

08

06

04

02

1.0

08

06

04

0.2

Fonctions puissances AR(2)-$ARCHS, n=70, p=0.05

— Corrlgé
-=-- Vraie
— EMCD

T T T
1.0 15 20

Coefficient de non-linéarité “a

T T
25 3.0

Fonctions puissances AR(2)-$8ARCHS$, n=90, p=0.05

— Corrlgé
---- Vraie
— EMCD

T T T
10 15 20

Coefficient de non-linéarité :a

T T
25 30
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3.5 Preuves des résultats

Dans toute cette partie, nous supposons que (h,h') appartient au compact K1 x Ks, avec
hh' # 0. La notation op(1) désigne une variable aléatoire convergente en probabilité vers 0.

Pour certaines démonstrations, nous avons besoin d’utiliser cette inégalité bien connue :
Lemme 3.1.

(a+0)* <257 1(a + 1Y),

aveca >0, b>0 et &> 2.

3.5.1 Preuve du lemme [3.1]

La fonction d: z — 2¢ est deux fois dérivable sur R. Comme la dérivée seconde

d: £(€ —1)2~2 est positive sur RT, alors d : z — z° est une fonction convexe sur R*.
Nous déduisons que :

V(a,b) e RT x RY et V(A,A2) € [0,1] x [0,1] avec Ay + Ao =1, on a :

(A1a + A2b)¢ < A\jaf + A\ob%. En choisissant A\; = Ay = %, nous obtenons 'inégalité.

3.5.2 Preuve du théoréme [3.1]

Nous vérifions les trois conditions (C.1), (C.2) et (C.3) du théoréme 1 de Hwang et Basawa
(2001)). Sous Hy, et pour tout i € {1,...,n}, on a :

€i—Qn ih €i—Qnin ) _ )
fn,h,h/(Yi) _ 1‘ _ f( Brn,int ) 1 f( Bun,i,n! ) f(el)

|9n,ihn — 1| = | = = )
fo(Y3) f(ei) fle)
ou,
1 G(Zy) 1 S(Zy)
n,i,h — h % 7N t n,i,h! — 1 h/ 2.
Fnsih " U(Qo,Zi) ¢ ﬂ b + " U(eo,Zi)
Observons que :
| U = P(asnan i) - Flas0 )| 7
9n,i,h,h' — = €5 On i hsy Pnyih!) — €5V, .
flei)
En effectuant un développement de Taylor d’ordre 1 de la fonction F(e; ;-,-) au voisinage

de (0, 1), nous obtenons :
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OF(e;; 0,1) OF (e;; 0,1) Ry i hh
9n,i,h,h' — 1 = — " Qniht —— 5n,i,h/ —1) 4 B
| | Fer)0a Fleyan | TS
(3.31)
et
1 * *
Roinn = 5 (Qnins Buin = 1) 0 Aninn (€505 i B i) (Qnisns B = 1)

2

ol (a;’i’h,ﬂ;’i’h,) € [0;amin) X [1; Bryin], et 02 Apinn ( ;a;’i’h,ﬂ;,i’h,) est la matrice

3 . * *
Hessienne de F' en ( Q0 s B ine )

Posons :
OF (55 0,1) OF (e;; 0,1) Ry inn
Unihh = —Fr—~7— Qn,i ———— (B —1) et R}, =—F"——
yi,h,h f(Q) da Qnih  + f(Ez) b (ﬂ ,i,h ) € n,i,h,h f(Ez)
Apres calcul, il vient :
OF (e;; 0,1) OF (e;; 0,1) ;
OO — ey, o PO O () e fe).
On obtient alors :
3 GZ) ., S(2)
mihh = —n 2hMs(e)———Z~ +h (Me(e)e; +1) ——=— 5. 3.32
Uniae = =t {ndty(e) 20t e+ ) 220 (52)

On a:
Inyishht =1 =Uninn + By i p e

De (A;1), il existe p > 1, une constante positive ¢ avec ¢ > max (\a;)i7h|, B i — 1|), et

une fonction mesurable et positive ¢ avec E(¢P(€g)) < +o0o tels que :

N 1
‘Rn,uh,h' < 5 agm,h + (Brin — 1)? + 20051 (Bryin — 1)} o(e)

2
< 5 {lowin+ i — P ole)}
1 (hG(Z)+WS(Z)\*
2’I’L{ U(QO,ZZ‘) } @(61)
5 (G(Z)+S(Z)\*
= n{a(@o,Zi)} o), (3.33)

avec § = max (5127 522) , et 1 et §o désignent respectivement les diamétres des compacts K
et KQ.
Soit v > 1. D’apreés I'inégalité de Markov, on obtient pour tout v > 0 :

* * v v 1 * v
P(IR,inwl>7) = PRy pwl" >7") < ?E‘Rn,i,h,h" .
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En utilisant 'inégalité (3.33)), il vient :

p (‘R:L,z’,h,h’| >q) < %%E { {CWTI/@V(Q)} '

En appliquant le lemme [3.1] on trouve :
(G(Zo + S(Z»)Q" _ (|G<Zz>| +15(Z: >|) *
0(90,21') - 0'(90, )

92v—1 w ‘ S(Z;)
907 a (0o, Z;)

IN

4

De la stationnarité, on déduit que :

P([Reini|>7) < 2 LB ZL B[ )]
* Mzl "))
vo1 1 0¥ G v IS v

Comme 2v > 2, alors il existe A > 0, tel que, 2v = A + 2. Ainsi il vient :

P max :L’L > S P(‘R:Ll ’ >’y)
(ie{l,...,n} Ashsh 7) ; Jish,h
10 [ G(Zo) |2
< K221/ 17{ Eli
- ny” Z (8o, Zo)

sl

< goM1_97 g3t { ‘ Zo) ’)‘+2
- n;\f}/2+1 n eo,Zo)
n
S(Zo) A+2
+ B Gz }
zz:; 0'(90, Zo)
341 A2
S K2>\+1 f . {E‘ G(ZO) ‘
n2yz2t! (0o, Zo)
A+2
n E‘ 5(Zo) ‘ }
0-(807 ZO)
A partir de (A3.1), on obtient :
P (maxie{l)“_m} |Ry i nowl) > 7) — 0, quand n — +oo.
Finalement :
max (R}, = op(1). (3.34)
i€{1,...,n} .
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Nous montrons maintenant que :

max =op(1).

. Un.i,h b
i€{l,...,n}

On peut déja remarquer que :

P Un.i /‘> P( i hoh! V> 2”).
(ze{nf,%).{, ) Jishh ’7) Z h,h Y
De l'inégalité de Markov, nous avons, pour tout v > 0 :
P( Unin| > ) < E|Up.inn 3.35
x| Uninae| >7) < 55 Z ok (3.35)
Nous déduisons & partir du lemme [3.1] que :
2v 2u G(Z) 2u
E\U, inw < pTVEVRTILE ’M D |
Uniishn = { ( (&) o (6o, Z;)
2v S(Z,L) 2v
" < (e o (b, Zi) )
(3.37)
Ceci combiné avec ([3.35|) donne :
5u22u 1 1 n 21/ G(Z) 2v
P Un i hob < E{— ‘M I == }
(ze?llaxn}l nw | > ry) - proly2rTn ZZ:; AN (0o, Z;)
51/221/ 1 1 n 2u S(Z) 2v
e ‘M Dei+1] |22~
+ n¥~ly n; sles)ei + (0o, Z;)
§aFlox+l 1 1 >\+2 G(Z;) (M2
< w2 B Bl G
- n2'y’\+2 {n; A U(Qo,Zi)
52+12/\+1 1 < A+2 S(Z.) A+2
- E‘M e 1‘ ‘7 }
+ /\+2 {n ; PG 6 + (90, Zz)
De (3.1]) nous pouvons écrire
A+2 A+2
My(ed)e + 1‘ < o1 ’Mf(ei)e ML (3.38)
A partir de (A3.1), (A3.2) et la stationnarité, il vient :
 max Un,i,h,h,\ = op(1). (3.39)
ie{l,...,n}

Finalement, nous obtenons de (3.34) et (3.39) la condition (C1).
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Nous vérifions maintenant la condition (C2).

On a:

n

n n
Z(gn inn —1)° Z nyihht Z(R;,z‘,h,h/)z +2 Z Un,ishoh By, i b

=1 i=1 i=1

En considérant I'égalité (3.33)) et aprés un calcul simple, nous obtenons :

ie{l,...,n}

' § < [G(Z)+5(Zi)712
i€{l,...,n} Rn,i7h,h’ {QTL;{ J(eo,Zi) :| 90(61)

i} § < G(Z;) |2
_S)

2
90) ) .
Posons :
G(Z:)

Anis =2 X1 0(6)|5ioczy| € Bnis =15 Yisi¢le)

On considére l'ensemble ©; avec Q1 = {w, p(e;) < 1}. Il est clair que sur le complémentaire

n
Z( i)’ < max Y Z | Ry inn |
i i=1

IN
=
"

IN

=B

TP
i

2
S(Zi)
060,Z;

Q1° de Q1, on a pour tout réel p > 1, ©(e;) < ¢P(¢;). Dans ce cas, nous choisissons la valeur

]

de p correspondante & la condition (Ap.1). Alors on a :

{ ZSO €; Iﬂl } { ZSO €; Iﬂl
(Z;) |2 5§ o G(Z)
{n;‘a(ﬁo,Zl) } {nzw (60, Z:)

ou I(-) désigne la fonction indicatrice.
* o d - G(Zl) 2
- 51 ) o )

A partir du théoréme ergodique, de (A11), et étant donné que les moments d’ordre 2 sont

G(Z;)
907

Az
007 )

G(Zi)
907 i)

[Api sl

IN

Posons :

finis, nous déduisons la convergence presque stire de A’ , 5 vers une constante c;.

(sl

§~=| S(Z)
Bhis = {n 2 ‘0(9 7
i—1 0y &4
Un raisonnement analogue a celui effectué pour AZ, ;.5 nous permet de déduire la convergence

En posant :

S(Zi)
0—(907 Zz)

presque stire de B} , s vers une constante ¢z, et donc la convergence presque sfire de la variable
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aléatoire A:z,i,ci + B;’M vers ¢ = c¢j + ca.
Le vecteur aléatoire ((A;‘I istBris) s maXieqn  ny [R5y h,|) converge en probabilité vers

(¢,0). Comme la fonction (z,y) — 2y est continue, il vient :

(A;‘m-yé + B:m-’(;) L0 quand n — oo.

max |R? /
ie{l,.. ,}| n,i,h,h

Ceci implique que :

* 2 _
Z( ninn) = op(l). (3.40)
i=1
On a les inégalités suivantes :
n n
E Unyishw Ry i < E Un,i,h,h’HR:z,i,h,h'
i=1 i=1
n
< max | Un i n,n E ‘RZ ih,h
ie{l,...,n} ‘ T
=1
S max Un,i,h,h’ (An 2,0 + Bn [ 6)
ie{l,...,n}

Un raisonnement similaire a celui du cas précédent et sous (3.39) nous obtenons :

> Unimw By ipn = op(l). (3.41)
On peut également écrire :
n ) n . G g , S g 2
izzl Un,i,h,h’ = Lzzl {—’I’L 2 |:h Mf(€l>0_(92’ZZ)l) + h (Mf(e’b)el + 1) 0'(0(0,ZZ)1):| }
_ 1y G(Zi) \? ) S(Z) \?
- X (naay( i)gwmzi)) + (W (Mp(er)es + 1)70(9072))
+ oonwt {ZMf ) [Mys(er)ei + 1] Ci(f(e)os(z))}
Notons que :
G(Z:)5(2i) 1G(Z:)5(Z)|
E{ 0'2(90,Zi) :| - E{ 0’2(90,Zi) }
1 G?(Z;) 1 S2(Z;)
= §E{a2(90,2)} §E[a2(90,2i)} < oo

A partir de Pergodicité et de la stationnarité, nous déduisons que Dy U,QL i b converge

.S. vers une constante positive 72 ,,, avec :
h,h'>

it = e (G g5) e [0 anior (575)
e e -0y . we
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Posons I; = E(egMJ%(eo)) ot K; = E(eng(eo)), je{0,1,2).
De (Al.Z) et (AQVQ), il vient :

+ 2K (I) + Ko)E GjQ(Hlf(ZO)))
- e (Gl ) e ()
4+ 2hk/(I)E (%) . (3.43)
A partir (3.40), (3.41) et (3.43)), nous déduisons que la condition (C.2) est vérifée.
Nous définissons maintenant :
Vo,h,h (Po, 00) Z Unihohr- (3.44)

A partir de (Az1) et (Az3), on peut conclure que Un,ih,h €st une F,-martingale centrée.
Il reste & prouver que V, . n(po,8o) converge en loi vers N (0, T}%, ), on utilise le théoréme
3.2 et les corollaires 3.1 et 3.2 de [Hall et Heyde| (1980). Nous vérifions alors les conditions
suivantes :

(i) La condition de Linderberg : Pour tout v > 0,

n
ZE Ui,i,h,hfl{ /]:i—l P00 quand n — co.
=1

|Un,h,h,">’Y}

(ii) Variance Conditionnelle :
ZE (Ug,i,h,h//}—i—1> N n? quand n — oco.
i=1

(iii) Mesurabilité : La variable aléatoire n est JF;_j-mesurable.
Vérification de la condition de Linderberg

De l'inégalité de Holder conditionnelle, il existe v > 1 et p > 1 avec % + = =1 tels que :

1
P

ol G P L) I {[B00ncns [ 7] [P /]
< [BUninnl [0 T [P > 7/ Fer)]”
< 5

Ry A o RSy o

=



3.5 Preuves des résultats 81

ounv=1+ % et A > 0. Notons qu’a partir du lemme nous avons pour tout x € R
aMp(@) + VP < 2 (b (@) 4 1)
De (As.2), il vient :
E|e;Ms(e;) + 17T < 2172E (e My (&) ) + 21 < +oc.
L’application de I'inégalité de Markov conditionnelle nous permet d’écrire :

—(24) !

E UrQL,i,h,h’I /]:i—l < qo° {E (\Un,i,h,h'PH/]:i—l)} RS
{‘Un,i,h,h’|>7}

X {E (|Un,i,h,h'|2+A /]:i—l) }%’

—(242)
< 4w {E (‘Un,i,h,h"%_)\ /Eq) }

A partir des propriétés des espérances conditionnelles et du lemme nous obtenons :

=EEN [ (142 - L G(Z)

2+/\/}_i1}

S E|\U !
i=1 {'U

nohon! >

n 7. PEIN
N n—<1+é>ZEUh’(eiMﬂei)H)Ofg(Z) /fi—l]}
P 05 &4
. 2(1+/\)51+;7(z:k)n_(w;)[zl(G;Ziz)) 2+AE’Mf(eO)‘2+,\
X o\bo, 4i
i=1
n S(Z;) |2+ A
2 ElegM 1 ’
i ;|U(907Zi) oMsleo) 1) }
S K2(1+>\)51+%7_(2P+/\)n7%
Lo~ G(Z) 2t 1, S(Z) 12+
X {n ; ‘0(90’21,) + n ;'0(90721') }

A partir de (3.45), I'ergodicité, la stationnarité, (As.), et (Aszz), nous pouvons conclure

que :

ZE Ufz,i,h,h/l{ /-7"1_1 L0 quand n — oo.
=1

|Un,h,,h/‘>’Y}
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Variance conditionnelle

iE<U5,i,h,h//~Fi—l) % {XH:E <[th(ei)U(C;E)7ZiZ)i)r/fi_l)

=1 =

+ z”: E ([h’(Mf(ei)ei + 1)(7‘(5;)7221_)]2/‘7'"1'—1)

+ 203 E (Mf(ei) (M (e)ei + 1] m/fil) } .

=1

En utilisant les propriétés de ’espérance conditionnelle, étant donné que les variables €; sont
indépendantes de F; = 0 (Z;,j < i), et en appliquant le théoréme ergodique nous obtenons
la convergence presque sire de > | E (Ur%,i,h,h’/‘Fi—1> vers 1% = 7j; ., -

Mesurabilité :

La variable aléatoire 1 est une constante, ceci est F,_i-mesurable.

En résumé, a partir de (i), (1) et (ii7), nous déduisons la convergence en loi de Vy, p.n(po, 00)
vers N (0,7’27,1,).

Il reste a prouver que Y . | R: ., ., = op(1l), avec

T
Qn i hy (ﬁn,i,h’ - 1))82An,i,h,h’ (61‘; Oé:z,i,h’ /Bq:’i)h/> (an,i,hv (ﬁn,i,h’ - 1))

/N

* J—
n,i,h,h’ 2f(q-)
2 An i lesar v B ) = Dya(essar ; ns Bhine) Dy (€500, 5 1 B i)
n,i,h, i Cn i ho P, -
Do (€605 5 s B inr) Daa(eis af, s o B i)
n = Dualesar ;g Bhin)
SR =
2 P 2f(e:)
R
2 %)
n
12(627 nzh76nlh’)
+ Zanzh anh/ ) 2f(€z)
D, 1(62';04* 'mﬁ* i h/)
‘ . _1 s 7,7, n,?,
" ;a"””’(ﬁ"’“” ) 2f()
Nous avons :
zn: Dl 1 617 n,i, hvﬁn i,h’ ) OéQ ) — h72 zn: Dl,l (q;a;,iﬁ’ﬁ;%h/) |: G(Zl) :|2
= 27() ot n o 2f(e:) 760, Z)

)
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Nous considérons la décomposition suivante :

h? zn: D (es0q ;B in) [ G(z) 1° hj{ zn: D1 (€00 1 By i) — D11(€50,1)
)

Wizl 2f(ei) o(0o, Z Nt 2f(e)
G(Z;) 12 ~=Di1(e;0,1) 1 G(Z;) 12
X [a(eo,zﬂ 2 2/ (c) [0—(90,2)} }
- h? & ‘Dlvl(ei;a;,i,mﬂz,i,h’)_Dl,l(ei;071)‘
T & 2f(ei)
G(Zi) 12 | h? & Dia(e;0,1) G(Zi) 12
[a(eo,zi)} +[n; 2f(e) X[a(eo,zi)}

A partir de (A} 2), il existe une fonction V;, une constante positive ¢’ > max (|a;”‘i’h|, B im — 1|)

et une fonction positive et mesurable ¢ telle que E(¢(ep)) < +oo et

|Draleisag o Bnin) = Draless 0| < g oal [Videss o B

*x
avec o’ € [O ay h}

Pour tout entier positif n > 1, on a :

E{]izzn; Dl’l(ﬁ;a;’i’mi;f(’g))
ZE{ ool [z =] .

Comme a}, , ,, est dans U'intervalle [0; o, ; 1], il existe une suite aléatoire (6,),,~, & valeurs

— D1 1(€i;0,1)] .
EE il

dans [0; 1] telle que ay i = Onan ip. Alors, il vient :

E{%Q 0 ’Dl,l(ei;a;,i,h,ﬂg}i,h,)Dl,l(q;o,n\( G(Zi))>2}

i=1 2f(ei) o(fo, Z
< ]Z: Y ) E{ (60)|an7i’h|(U(C;E)ZiZ).)>2}
i=1 o
< h?’”_EE{%Z‘U (0o, Z }

i=1

D’aprés l'inégalité de Markov, pour tout v > 0,

2 " | Dia(eson ;g B in) — Dia(e;0,1) g
P(Zzl‘ = : 2f(;) = ‘[U(C;E),Zz)i)}2> )

05

< %K h3n_%E{% ; [U(C;(ZZ))F}
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A partir de Pergodicité, la stationnarité, (As1) et comme n~% — 0, nous obtenons :

h? S Dy (e ag g, B i) — Diales 0, D) 1 G(Z) 12 p
e ) n,1, n,t, ) 7 0 d )
0 2(c)) |:O'(90,Z‘):| — quand n — +00

Finalement :

) ‘D1,1(€z‘; i Brin) — Dia(e; 0, 1)‘
R . / = a2 i h
n,i,h,h Qf(ﬁz) n,i,

En effectuant un raisonnement analogue & celui du cas précédent, on peut montrer que :

n D2 2(617 nzh’/anh’) D2,2(6i;071)
Rff,?,h,h/ = Z 2/ (er) (Buin — 1)* = 0p(1).

—op(1).  (3.45)

=1

3 n |\ Diz2(€ g b B ine) — Di2(€:0,1)

Rn,i,h,h/ - ( )
. Z

ai,z’,h =op(1).

@
I
—

) —
Dy a(€isay, ;s B i) — D1,2(€i50,1)
4 n 7/ ) 2
sz,z,h,h’ = (6 ) (ﬁn,i,h’ - 1) = OP(l)'

3

@
Il
_

S

Do 1(€i500, 1y By i) — D2,1(€50,1)
Riz,h,h' = O‘i,i,h =op(1).

2f(ei)

=1
n | Dealeisar ;p Bhin) — D2,1(€i50,1)
R g = e (Bnin —1)* = op(1).
Jish, p 2f (&)
8 .
Il reste a évaluer les termes Rﬁb ihhe €t REL;’h,h/, ou :
n | Digl€isag, ;ps Bhin) — Di2(€50,1)
R(7) , = - - anihﬁnih’_17
n,i,h,h ; 2f(67) sy ( sy )
et , (3.46)
n | Daa(eisag s B i) — D2a(€:;0,1)
RSE Rh = Z — - i (Bpish — 1)
s 2 27 ()

(3.47)

De l'inégalité :

1
nih(Bnyish — 1)‘ < 3 [azn,i,h + (Bn,iw — 1)2}7
On obtient :
D12 €, QU 5 /) Dlg(ei'o 1)‘
7 ‘ ’ n i,h Mnih s y Uy
|R'EI,7’)i,h,h/| < 5 Z ( ) Qp ik

’D12 €500 i B i) — D1,2(€i§071)‘ 2

Y 2/ () B 1)

=1
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En utilisant (3.46)), il vient :
Rﬁ:ﬁ,h,hr = op(1). (3.48)
De la méme facon, on peut montrer que :
Rglg,z,h,h’ = op(1) (3.49)
On peut écrire :
"\ Dia(eisag ;b B in) — D11(€i;0,1)
Z Rn ih,h! Z = (,E ) O‘?L,i,h
i=1 v
"\ Daa(eisar ;b B in) — D22(€;0,1) 9
+ Z (,6 ) (Bmi,h’ - 1)
i=1 v
n D12(€7 nzhvﬂ h’) Dl,?(e';ovl)
+ Z ‘ (6 ) ‘ an,i,h(ﬁn,i,h’ - ]-)
i=1 v
- D271(€l7 nzh76 h’) D271(€i;071)
+ Z ( ) an,i,h(ﬂn,i,h’ - 1)
i=1 €
+ Lninnw,
avec
- D, 1(62';0,1) 2 - D, 2(61';071) 2
Lninpw = ; — Qg —— " (Bn,in — 1
; 2f(e;) MM ; 2f(e) Y
n
D1 2(€;;0,1))
+ o ,',h(ﬁ 7,,}/_1 Pt L Sk Bt v AV
; n,t n,t,n 2f(6,b)
= D5 1(€;;0,1
+ Zan7i,h(ﬁn,i,h’ -1 2;(6))
i=1 v

A partir de (3.45), (3.46), (3.48)), et (3.49), il vient :

et

n
l 2
ZR:L,i,h,h/ < R;zhh/+R(zhh’+anhh’+R( ioh t Lngihobe-

D1,1(€i§07 1)

= f(e),

DQ}Q(GZ‘; 0, 1) = 2€if(6i) + Eigf(ﬁi).

D1,2(€i;07 1)

Par un calcul simple, on peut montrer que :

f(x)

f(x)

= D2,1(€i§07 1)

My (z) + M?(x)

= f(@) + fif.:(ﬁi)v
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A partir de (Ay3), I'ergodicité et la stationnarité, nous obtenons :

= 1,1\€i5 U, anﬁi G(Z; 2ps f G(Z; 2
;D ey = ’222}@3) Eieal hQE{2f(( et f

Alors presque stirement quand n — oo, on a :

- D1,1(€i;0,1) h? . G(ZO) 2 _
> ey e — g E{M () + M)} B[] o0

D’aprés (As.2), (Aas), Vergodicité et la stationnarité, on a presque siirement quand n — oo,

h;z S D3 2(€:;0,1)
n “ 2f(e:)

=1

= %/2 " {eiMf(ei) + %eiQ (Mf(ei) + M?(el))} [J(S;E),ZiZ)Z-)]Z =0.

i=1

(ﬂn,i,h/ - 1)2

Il vient a partir de (Aa.1), (A2.4), Uergodicité, et la stationnarité, que presque stirement

quand n — oo,

n

n D12 61,0 1 D2,1(€i;071)
Z Oén,i,h(ﬂn,i,h’ - ) Z Qn ik Bn ih! T )W
.71 T

LZ 00 {Mf(ez)—l—el(Mf(éz)-i‘Mf(ez))}

— hE(

G(Z(>S(Z))E [Mf(eo) + eo(Mj(e0) + MJ%(EO))] =0

Z;)
Par conséquent la variable aléatoire L., ; p p 250 quand n — oo.

Le vecteur aléatoire (R( i+ Rn i T R(7Z % T R®, inn Ln,i,h,h’) R (0,0)
quand n — +oo. Puisque la fonction (z,y) — x + y est continue, on déduit que :

n

Z Ry, i pp =o0p(1).

i=1
Les conditions (C.1), (C.2) et (C.3) sont satisfaites, d’aprés le théoréme 1 de Hwang et
Basawa/ (2001, on a sous Hy :

2
Th,h’

Monw = Vinw(po, o) — +op(1). (3.50)

3.5.3 Preuve du théoréme [3.2]

La preuve est similaire & celle du théoréme 3 de [Hwang et Basawa/ (2001]).



3.5 Preuves des résultats 87

3.5.4 Preuve de la propostion
En utilisant les égalités (3.9) et (3.10)), nous obtenons :
0'(90 + nf%v(") s Zi) gi,n — 0'(90 R Z,L') € = —(m(po + nféu(") s Zi) — m(po s Z,*)),

alors,

~ m(po + n*%u(n) ) Zl) — m(po ) Zl) 0(00 + n*%,u(n) ) ZZ) — 0-(90 ) ZZ)
€in — € = — - iy

o0 +n—z00 | Z,) o(fo +nz200 | Z,)

En effectuant un développement de Taylor d’ordre 1 respectivement des fonctions p — m(p, -)

et 6 — o(0,-) aux voisinages de pg et 0y, nous obtenouns :

m(po+n=2u™, Z;) —mlpo, Z;) = 072 (u™) dmpa, Z))7
oo +n 0™, Z) — 000 Zi) = nE@™)T d0(0,,2:)7,
) n )T Omp, 20T 0 00(,. Z)"
Cin — €6 = — - i
’ o0 +n—z0M Z;) o0 +n=z0™ | Z,)
(3.51)
ou, o et 0,, sont entre po et pn, et Oy et 0, respectivement.
Un développement de Taylor & l'ordre 1 de la fonction u —— My (u) au voisinage de ¢;
combiné avec I'égalité (3.51) donne :
My (€ n) Mig(e;)  o(Oo, Zi)Mys(€;n) — (0o +n~ 39 7, )My (e;)

(B +n-z00 | Z) o(bo, Z;) o (0o, Z)o(0p +n—20™), Z))
o(bo, Z;) My (&) —[0(00, Zi) + n_%(v(”)) (‘30(9 Z) " 1My (€;)
(80, Zi)o (o +n 20, Z;)

_ Mf(gi,n) _Mf(ei) _ n_%(v(n))—rag(ém Zi)T M (6)
oo +n 30, Z)  alfo+n 30, Z)o(bo, Zi)
(Eim — €)Mp(e;) (Ein — €)>My(E&0)

(B +n"200 | Z) 200 +n"z00) | Z,)

=5 (oM T AN
- (U_;) CTED AN Y) (3.52)
0'(00 +n 2’11(”) s ZZ')O'(G(), Zz)

ol €, est entre ¢; et € ;.

En utilisant les égalités (3.14) et (3.11)), on écrit :
Tfhn =Tfhn = —N th {

De (3.52), on a :

zn) o Mf(ei)
v | 7,y o(bo, Zi)

m\»—A ('hz

90+7’L

Trhn = Tfhn = Inni+Inna+Inns.
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avec
_1 = (gz n ez)Mf(el)

L, = —n"2h G(Z). 3.53
il n ; (00 +n b0 . Z) (Z:) (3.53)
Lipe = -n %h§: (Ein — €o)” My (Ei.0) G(Z0). (3.54)

n,h, 2 00+TL 2,U(n) Zl) fl€in 1

T

Lnns = fhz )T00(0h, 2) My (e;) G(Z;). (3.55)

90+n 0™ Z)a(bo, Zi)

Nous faisons maintenant une évaluation des termes I, 1, I5,,n,2 €t I, 1 3. Toutes ces limites
sont calculées sous Hy.

Evaluation de Inni

n

T (Eim — €)M (e;)
. = —n2h Z;
Inpa n Z (60 - o 7)) G(Z;)

1 - (Ein —e€i Mf(el)
+ nThy o Z) G(Zy)
'L 1 )

_1 Eim — €)M y(e
~n 2h;( o o,,)ZZ-f)( ) a(2).

1 " 1 1 .
= nh - T €in —€)Ms(ei)G(Z;
! ; |:O'(007 Zz) 0'(00 + Tliiv(n) , Zz) (E ’ € ) f(6 ) ( )
(€ — €)My (e:)
_ hz o Z) G(Zy).

_ 7 (2)
- In,h71 + In h,1°

A partir de Pégalité (3.51), On a :

(1) 1w 1 1 N :
I = n 2h E — T €in— €)M EiGZi
n,h,1 — |:0.(90 , Zz) 0_(90 + ’]’Liiv(n) , ZZ) ( ) ) f( ) ( )
L, 0" 00000, 2) " . : G(Z)
= -hd : Eim — ) Mp(er) —L .
n — 0'(004—77,_5’0(”), Zl)( ' ) f( )U(GOa Zl)

En utilisant I’égalité (3.51)), nous obtenons :

O il =i 7Y ey GZ)
Inhl = n hn ; A (90,/)”,9”,&) Mf(el)a(go, 7
G(Z;)

+
S
|
W=
>
3=
Ngh

B 0 7Y e Me(e;) —ZY
- (90,07“ Z) 67, f(el)o_(eo7 ZZ),

7
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avec

- ()T 7] AT (PN T 5 AT
AR _ @) 000n ) (™) Omibn Z)_
(0o +n=20M Z;) 0(0g +n~20™) | Z;)

(3.56)
ot (3.57)
- (n)\T ) NT -2
B(eo,en,zi) - _[(“ ) a‘ﬂ(en’z’) ] (3.58)
o(00 + - bom), Z,)

pn et 6, sont respectivement dans les segments convexes [po; pn] C RY et [0o; 0,] C RP. Alors,

pour tout entier positif n, il existe une suite aléatoire (s,,t,) a valeurs dans [0, 1] x [0, 1],

telle que :
Pn=npo+ (1 —5,)pn et B, =t,00+ (1 —t,)0,.
Il vient :
lon —polle < (1 —=su)llpn — polle < llpn — polle, (3.59)
et
10n = ol < (1= ta)10n = Oollp < [0 — bl (3.60)

L’application de 'inégalité de Cauchy-Schwartz sur chaque terme du produit (3.56) donne :
{ ™) Ip 190(Bn, Z) I, . ([@™)le |0 m(pn, Zi)lle}
o(fy +n-20M), Z)) (0o +n~ 20 | Z))

1{[(||(7J("))||p ||30(1§n,Zi)||p}2 n {(H(U("))Hz 10 m(pn, Z¢)||er}'
2 o0y +n—20M, Z;) o(fo +n-z00 | Z,)

‘A (Qo,ﬁn,én,Zl)

On obtient :
1 < . : G(Z;)
= D> A0 pn;n, Zi ) My(es)——~
n; (Oap ) f(6)0(907Z‘)
L (@) 189(8n, Zi) 172 G(Zi)
< — My (e
- QTL;{ (0o +n—20™, Z;) } 3 )0(007Zi)
1 o~ 1) ellom(pn, Zi)lle? G(Z)
+ = My(e;) —————]| . 3.61
271;[ 90+n 21}( ) ZZ) :| f(e)O'(a()7 Z,L) ( )
Comme pour tout z, on a :
dm(p,x)
< _ .
[om(p, @)lle < VE max P | (3.62)
et
0o(0,x)
1006, 2)l, < VP max 20, (3.63)
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Alors, a partir de (3.59), (3.60]), (3.61)), et (A4.1), on a l'existence de deux boules fermées

El,n = El,n (P(),Tl,n) C mt(@l) et EQ,n = §27n(00,7"2’n) C mt(@g) avec 11 n > r, et

p+2
To.n > T, et une fonction positive Ny ,,, telle que E(supn21[N1,n(Zo)]> < o0, avec pu > 0,

telles que :
1 < R - G(Z;) )y " ((n)
n ;:1 A (QOapvuenaZl) Mf(ez)a_(e(% Zi) = max(é,p). Sl;llp [(T ) (T )]

n

1 G(Zi)
nZ(sup Ny (Z; ) ‘Mf €;) o0, Z0) |

n>1

X

(3.65)

Notons que la quantité E ‘Mf (60)%(811@21[Nl’n(ZO)DQ‘ est finie.

De I’inégalité de Hélder, nous écrivons :

2
E Mf(€(>)%<SUP[N1,n(Z<))]>

(0o, Zo) \n>1

< JE ’Mf(eo)g(cgs% HQ };H{E(ilgi[]vl,n(zo)]>2t}1
< el )l ) () )

Etant donné que +1=1,alorst =1+ AT-l et 2t = 2+ p, les conditions (As 1), (As2) et

(A4.1) nous permettent de conclure que E ‘Mf eo)g(ef‘)z)o) (sup,,>1[N1,2(Z0)]) ‘ < +00. De

)\+2

la stationnarité et ’ergodicité, nous déduisons la convergence presque stre de la variable aléa-

2 : G(Z 2
toire £ 0, |V (ei) 52 ; 5 (5P, 51 [N, (Z0)])7| vers B[N (€0) 295 (5upy1 V1o (Z0)])
De (3.9) et l'inégalité (3.64), il vient :

G(Zi)

AN op(1). (3.66)

n_%h% Zz:; A (907ﬁna§nvzi> My(e;)

En effectuant un raisonnement similaire & celui du cas précédent et aprés utilisation de

(A3_2), on peut montrer que :

- (n) 0,7 2
15 (0, 2) | < (L 1001020 .67)
o6y +n=z0™, Z;)
et
1 1 ~ G(Zl) _
n h% B (00,97“2) 62Mf(€l)m = Op(l). (368)

i=1
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Des égalités (3.66) et (3.68), nous concluons que :
b, = op(1). (3.69)

En utilisant 1’égalité l| on peut écrire I'expression I, ( ;L comme suit :

@ _ -1  (Ein — €)My (e:) _
I, = —n7h z; e z) ¢
= h l Zn: (u(n )" dm(pn, Zi)" Mf(€7) G(Z:)
n P (90 +n- 21}(”) Z) 0(90, ZZ)
- (

N hl Z WNT a0, Z:)T eiMs(e;) G(Z:)
n o(fp +n-zvm  Z,) o(bo, Z;)

i=1

On a les décompositions suivantes :

p L zn: (W) T dm(pn, Zi)" My(e) G(Zi) _ o,k zn: W) T dm(pn, Zi)" My(e;) G(Z:)
n = 90+7’L 21)( n) Zz) 0'(00,Zi) n P (00+n zfv(n) Z) 0(00,Z¢)
T 9m(n, 207 V() G(Z)
— h-—
Z 90 5 ) 0(90 ) ZL)
"NTOm(pn, Zi)" My(ei) G(Z:)
+ h-—
Z 00 P ) 0(90 ) ZZ)

= 17(12111)1 11(12h2)1’ avec

n

1 ( ) am(ﬁ’m z) (Q)G(Zz)
3h = n-
moh,1 n Z o0y +n=z0™ | Z,) 0(90, Z;)
LS W) T Om(pn, Zi)" My(ei) G(Zi)
hn ; 0’(90,21') O'(G(),Zi)
22 _ L @) ompn, Z)T My(e) G(Z:)
n,h,1 (90 , Zz)

0‘((90 5 Zi) g

Z (v("))Taa(én, Z)" eiMf(ei)G(Zi)

1 n rU(n) 80’ Gn, Z) EZMf(ez)G(ZZ)
h Z

1
o(bp+n-20m, 7Z,) oo, Zi) n “ (0 +n"z0m , 7)ot Z;)

()T 00 (0n, Z:)" &M (ei) G(Zi)
Z 0(007 Z’L) 0—(003 Zz)

1 (00T 900, Z)T 6y (e) G(Z)
* hnz; (90, 1) O'(QOaZi)

1:1

On a maintenant :

2 2 2 2,3 2.4
IT(LJ)L,l = I(h)1+I(h)1+IT(Lh)1+I’r(Lh)1
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Nous évaluons les termes [ 7(12h1)1 , 7(12}?)1, I 7(12}?)1 t 1 T(LQh4)1
De , 'expression I( h 1 s’écrit :
1 (n) 0. 7T (T AU 7. .
17(12;11)1 _ —n_%hfz&) ) 80'1(0717 l) (u ) 8m(/7m z) G( z) Mf(ﬁz)
e n 0(00 +n_§U(n)’Zi) 0'(90, Z,) 0'(90, Zz)
L’application de I'inégalité de Cauchy-Schwartz donne :
WNT 90 (0, Z)T (W) dm(pn, Z:)T e 1076, Z:)|, T, 10 m(pn, Zi)lle
(8o + 030, Z,) o (00, Z:) - "o (0 +nmF0™), Z;) o(bo, Z:)
7] 2
< E{H,U(n)” Haa(enaz)llp }
2 (0 +n- 2o, Z,)
1 10 m(pn, Zi)lle
- (n)), 12 APy “a) 116
+ gl (60, Z1) }
1 T ||8U(§ Z)| 2
< Zsup[(r™) (+™ no P
< gl o [{ B e
10 m(pn, Zi)llen 2
+ 1 (00, Z;) bl
Alors, nous obtenons :
1 G(Z;
sz;}i( < ] sup[r) (ot 3| G Mf(ez)(sup[Nln(Zl)])z.
s . n 2|60, 2,

L’utilisation des égalités (3.59), (3.60), (3.62), (3.63), (3.70), des conditions (As.1), (As.5),

(Ag1), (3.9) et Vapplication du théoréme ergodique nous permettent d’obtenir :
L5h = op(1). (3.70)

En effectuant un raisonnement analogue au cas précédent et en utilisant (Ass), on peut

montrer que :

I3 = op(1). (3.71)
Il reste & évaluer les termes I (2h 1 et If,:l )1
(u"™)T Zi)" My(e:) G(Zi)
2,2 u m pn7 i f €& 7
IT(L h)l = h- Z

90 3 ) 0'(90 ) Zz)
En effectuant un développement de Taylor a 'ordre 1 des fonctions p — m(p,-) et 0 — o(6,-)

aux voisinages de pg et 0y respectivement, il vient :

n_%(u(n))—ram(ﬁn7 Zi)T = _%(u("))—ram(po, Z,L)T

n
+ %n‘%wn)) O m(pn, Zin ™2 (u™),  (3.72)
n2 (0N 00(bn, Z)T = n 2™ da(by, Z:)T
+ %n*%(wn)f@?a(én, Z)n"7 (v™). (3.73)
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ou, ﬁn et én sont respectivement entre pg et p,, et 6y et 0,,.

De 1) I’expression I T(L2h2)1 peut étre reécrite comme suit :

n ()T AT A ) )
@2 pl 3 (W™) " Omlpo, Zi)  My(ei) G(Zi)
i, n 0'(90, Zz) U(Qo,ZZ‘)

L Zn: (™) T 2 m(pn, Zi)(u™) My(e;) G(Z:)
2" a (o, Z;) a (0o, Z;)

Il reste a éva