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Taylor-Couette de fluides complexes

THÈSE
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Le contrôle d’un système industriel en génie des procédés passe par la maîtrise de la dynamique

des fluides en écoulement. [Reynolds, 1883] a observé que lorsqu’on augmente la vitesse d’un écou-

lement d’eau en conduite rectiligne, on passe d’un état ordonné, laminaire à un état chaotique, tur-

bulent. Le paramètre adimensionnel qui pilote le changement de régime est le nombre de Reynolds,

Re = ρ̂Û d̂/µ̂, où ρ̂ est la masse volumique, Û la vitesse, d̂ le diamètre de la conduite et µ̂ la visco-

sité dynamique du fluide. Entre le régime laminaire et le régime de turbulence développée, on peut

observer, pour des valeurs intermédiaires de Re, des états transitionnels avec des structures hydro-

dynamiques organisées qui se désorganisent progressivement et même parfois brutalement quand

le nombre de Reynolds augmente pour laisser la place à d’autres types de structures. Ces structures

sont le résultat d’instabilités qui surgissent dans l’écoulement et sont fortement dépendantes de la

dynamique et de la géométrie du système, mais aussi des propriétés intrinsèques des fluides. Ces in-

stabilités caractérisent la transition vers la turbulence et constituent un phénomène complexe. Pour

appréhender cette complexité, on s’intéresse souvent à des géométries simplifiées, telles que l’écoule-

ment de Taylor-Couette, écoulement entre deux cylindres concentriques tournant indépendamment.

L’étude de la transition à la turbulence des écoulements de fluides complexes est une préoccupa-

tion industrielle majeure. Les fluides complexes sont des fluides dont la structure microscopique est

complexe tels que les solutions polymères, les suspensions ou les émulsions. Ils sont souvent non-

newtoniens et présentent une grande variété de comportements en écoulement en fonction des solli-

citations subies. En génie des procédés, les écoulements turbulents sont en général favorisés dans le

but d’augmenter les transferts de chaleur et de matière [Holman et Ashar, 1971, Gu et Fahidy, 1985,

Haut et al., 2003, Zhu et al., 2000]. Cependant, pour certains procédés, il est plus judicieux d’opérer

en régime laminaire de manière à ne pas détériorer les produits fragiles. De nombreuses applications

industrielles en génie des procédés montrent ainsi la nécessité de mieux comprendre les mécanismes

de transition à la turbulence. Par exemple, lors de l’agitation/mélange de suspensions, pour des

nombres de Reynolds modérés, des particules solides peuvent se retrouver piégées dans des struc-

tures hydrodynamiques non désirées et conduire à des zones sur-concentrées ou sous-concentrées

[Rudman, 1998]. Au contraire, il peut dans certains cas être intéressant de générer des structures
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hydrodynamiques, comme par exemple pour l’écoulement de suspensions dans des filtres afin de

dégager les particules collées à la paroi filtrante [Belfort et al., 1993].

Plusieurs géométries ont été abordées dans la littérature pour étudier les instabilités hydrodyna-

miques, mais l’écoulement de Taylor-Couette, écoulement qui permet de mettre en évidence des

instabilités centrifuges, est un cas d’école particulier dans l’étude des écoulements fermés, de par sa

simplicité mais aussi de par la grande variété de structures instables qu’il permet d’observer.

Le travail présenté dans ce manuscrit s’inscrit dans le contexte général de la transition vers la tur-

bulence et plus particulièrement dans le contexte de la stabilité hydrodynamique des écoulements

de fluides complexes en écoulement dans le dispositif de Taylor-Couette. L’étude de la stabilité d’un

écoulement constituant une étape préliminaire indispensable pour appréhender la transition à la tur-

bulence.
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Chapitre 1

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

Dans ce chapitre, nous présentons un résumé bibliographique succinct des tra-

vaux antérieurs et les problématiques liées aux phénomènes d’instabilités

en écoulement de Taylor-Couette.

Dans un premier temps, quelques notions et définitions relatives aux fluides com-

plexes sont présentées. Les travaux antérieurs portant sur la stabilité de ces fluides

sont ensuite rappelés pour conduire aux motivations à l’origine de ce travail et les

objectifs poursuivis. Le plan du manuscrit est énoncé à la fin du chapitre .
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1.1. Généralités sur le comportement rhéologique des fluides

1.1 Généralités sur le comportement rhéologique des fluides

L’étude du comportement d’un fluide soumis à une sollicitation fait intervenir trois grandeurs

fondamentales : le tenseur des contraintes, le tenseur des taux de déformation et la viscosité. Dans

les paragraphes qui suivent, nous allons présenter ces trois notions en considérant un élément de

fluide soumis uniquement à des forces de surface.

1.1.1 Déformations et tenseur des taux de déformations

Par définition, un système ou matériau est dit déformable quand les distances et les angles ne se

conservent pas lorsqu’il subit une transformation le faisant évoluer entre une configuration initiale à

un instant t1 et une configuration finale à un instant t2.

En adoptant une approche lagrangienne, et sous l’hypothèse de petites transformations, on appelle

tenseur des déformations (ou tenseur de Green-Lagrange) en un point M et à l’instant t le tenseur

γ
≈

=
1

2

(
ET

≈
E
≈
− I

≈

)
(1.1)

avec E
≈

= grad
≈

(x), le tenseur des gradients de déplacement (x est le vecteur déplacement) et I
≈

le tenseur identité. Le tenseur γ
≈

est symétrique. Il décrit la déformation d’un matériau, sans tenir

compte des translations, rotations et dilatations éventuelles. Pour un matériau dit non déformable,

E
≈

= 0
≈

. Cette première approche est généralement la plus utilisée en mécanique du solide.

En adoptant une approche Eulérienne de suivi des particules fluides, et en autorisant les grandes

mais aussi de petites transformations, on définit le tenseur des gradients de vitesse, D
≈

= grad
≈

(V )

où V est le vecteur vitesse. On peut ainsi accéder au tenseur des taux de déformation ou tenseur des

vitesses de déformation

d
≈
=

1

2

(
D
≈
+D

≈

T
)

(1.2)

On définit le tenseur des taux de cisaillement

γ̇
≈

= D
≈
+D

≈

T = 2d
≈

(1.3)

Comme le tenseur des déformations γ
≈

, le tenseur des taux de cisaillement γ̇
≈

est symétrique. Il décrit

la vitesse à laquelle se déforme le matériau en l’absence de translation et de rotation éventuelles.

1.1.2 Tenseur des contraintes visqueuses

Considérons un volume élémentaire cubique de fluide, et une surface élémentaire ds sur l’une de

ses faces. Soit n la normale de cet élément de surface, orientée vers l’extérieur de l’élément. La force
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FIG. 1.1 – Composantes du tenseur des contraintes visqueuses s’exerçant sur un élément de surface,
porté par une normale, délimitant un élément de volume cubique.

de frottement visqueux s’exerçant sur cet élément de surface est définie par dF = τ
≈
· nds, figure 1.1.

Le tenseur des contraintes visqueuses τ
≈

est symétrique et est donc défini par 6 composantes dans le

repère (e1, e2, e3).

τ
≈

=




τ11 τ12 τ13

τ12 τ22 τ23

τ13 τ23 τ33




Les éléments diagonaux de la matrice τ
≈

sont les contraintes visqueuses normales alors que les élé-

ments non diagonaux désignent les contraintes visqueuses tangentielles.

La figure 1.1 montre une représentation schématique de la contrainte normale τ22 et des contraintes

tangentielles τ12 et τ32, associées à une force s’exerçant sur la face de normale e2 de l’élément de vo-

lume cubique. Pour caractériser les fluides viscoélastiques, on s’intéresse souvent à la différence des

contraintes normales. Si les contraintes normales τ11, τ22 et τ33 sont égales, elles ne provoquent pas

de déformation du matériau. Si elles sont différentes, au contraire, elles peuvent provoquer sa dé-

formation. La première différence de contrainte normale N1 et la deuxième différence de contrainte

normale N2 sont définies respectivement par

N1 (γ̇) = τ22 − τ11 (1.4)

N2 (γ̇) = τ33 − τ22 (1.5)

L’apparition des premières contraintes normales montre que le cisaillement modifie de façon signi-

ficative la microstructure du fluide. L’anisotropie des contraintes normales est caractérisée par deux
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coefficients Ψ1 et Ψ2 tels que

N1 = Ψ1γ̇
2 , (1.6)

N2 = Ψ2γ̇
2 , (1.7)

où γ̇ est le second invariant du tenseur des taux de cisaillement γ̇
≈

. Généralement, la deuxième diffé-

rence des contraintes normales est faible devant la première. Quelques exemples de fluides avec des

différences de contraintes normales non nulles sont présentés dans [Carreau et al., 1997].

1.1.3 Définition de la viscosité

L’un des objectifs de la rhéologie est de déterminer une relation entre le tenseur des contraintes

visqueuses et le tenseur des taux de déformation.

Considérons par exemple un écoulement unidirectionnel : l’écoulement entre deux plans parallèles

infinis comme illustré sur la figure 1.2. Le plan supérieur est animé d’un mouvement de translation

axiale à la vitesse V . Le plan inférieur est fixe. Cet écoulement, appelé écoulement de Couette plan

est un exemple classique de cisaillement simple.

FIG. 1.2 – Écoulement de Couette plan : écoulement entre deux plans parallèles infinis, l’un se dépla-

çant à la vitesse V , l’autre étant immobile.

En régime laminaire, la vitesse du fluide est orientée suivant e1 et varie linéairement avec la

coordonnée x2.

V (x1, x2, x3) = (γ̇12 x2, 0, 0) , (1.8)

ou γ̇12 = γ̇21 = dV1/dx2 est la seule composante non nulle du tenseur des vitesses de déformation

défini par l’équation (1.3).
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Le plateau supérieur en mouvement produit une force F sur le fluide correspondant à la contrainte

τ12. On observe expérimentalement qu’on peut établir une relation entre τ12 et γ̇12. Ainsi, le rapport

entre la contrainte et le taux de cisaillement permet de définir la viscosité dynamique

τ12 = µ(γ̇12) γ̇12 . (1.9)

La viscosité caractérise la résistance à la déformation lors d’une sollicitation. Dans le cas d’un fluide

newtonien, la viscosité est indépendante de la sollicitation. Dans le cas d’un fluide non newtonien

purement visqueux, elle dépend au contraire de la sollicitation. La dépendance de la viscosité avec

le taux de cisaillement permet d’établir une classification globale des fluides complexes.

1.1.4 Fluides newtoniens

Ce sont des fluides dont la viscosité est une constante pour une pression et une température don-

nées. En d’autres termes, la viscosité du fluide reste inchangée quel que soit le taux de cisaillement

imposé. Le comportement du fluide suit alors la loi de Newton qui stipule qu’une augmentation du

taux de cisaillement s’accompagne d’une augmentation proportionnelle de la contrainte

τ
≈
= µγ̇

≈

, (1.10)

avec µ la viscosité dynamique du fluide.

C’est le cas par exemple de la plupart des gaz, de l’eau mais aussi de nombreux fluides formés

de petites molécules. Les fluides constitués de longues molécules tels que les solutions polymères

présentent une viscosité qui dépend du taux de cisaillement. Ils sont alors dits “non newtoniens".

1.1.5 Fluides non newtoniens

Les fluides non newtoniens sont les plus courants dans la nature et dans l’industrie. La viscosité

de ces fluides est une fonction du taux de cisaillement comme dans l’équation (1.9). La plupart des

fluides non newtoniens exhibent, sous certaines conditions de sollicitations, deux comportements

fondamentaux simultanés : la viscoélasticité et la rhéofluidification.

Fluides non newtoniens viscoélastiques

Les fluides viscoélastiques sont des fluides qui, en plus du comportement visqueux, présentent

un comportement élastique, caractéristique d’un matériau solide. Ainsi, en plus de la viscosité µ, il

faut aussi définir le module d’élasticité ou le module de Young E. Dans le cas limite d’un solide
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élastique, la loi de Hooke relie la contrainte à la déformation

τ
≈
= E γ

≈

. (1.11)

Lorsqu’on applique une force à un tel solide, il se déforme en emmagasinant de l’énergie mécanique

et lorsque la force cesse, il revient à sa forme initiale et restitue intégralement l’énergie. Dans le cas

d’un fluide viscoélastique, la contrainte est fixée en partie par la viscosité et le taux de cisaillement et

en partie par le module de Young et la déformation. Lorsque le module E est négligeable, le compor-

tement du fluide est purement visqueux : l’énergie mécanique reçue est dissipée par les frottements

visqueux. Lorsque ce module est très important, le comportement est élastique et le fluide reprend

son état initial quand on arrête les sollicitations.

Les fluides viscoélastiques présentent une première différence des contraintes normales N1 signifi-

cative. En effet, un fluide est dit viscoélastique lorsque la première différence des contraintes nor-

males devient plus grande que la contrainte de cisaillement (N1/σ > 1) [Barnes et al., 1989]. La

figure 1.3 montre l’exemple de comportement viscoélastique d’une solution de polyacrylamide à

1% en masse. Le caractère viscoélastique est à l’origine de phénomènes tels que l’effet Weissenberg

[Bird et al., 1987]. Ce phénomène, qui a lieu dans les cuves agitées se manifeste par la montée de li-

quide le long de l’axe de l’agitateur ; il est dû à l’existence d’une différence des contraintes normales.

FIG. 1.3 – Évolution de la contrainte de cisaillement σ et de la première différence de contraintes

normales N1 en fonction du taux de cisaillement pour une solution de polyacrilamide à 1%

[Barnes et al., 1989].
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Fluides non newtoniens purement visqueux

Un fluide non newtonien est dit purement visqueux lorsque la première différence des contraintes

normales est négligeable. La viscosité de ces fluides dépend de la sollicitation imposée. Certains

voient leur viscosité diminuer lorsque le taux de cisaillement augmente : ce sont des fluides dits

“rhéofluidifiants". D’autres voient leur viscosité augmenter avec le cisaillement comme c’est le cas

pour des suspensions de maïzena : ce sont des fluides dits “rhéoépaississants". D’autres encore ne

s’écoulent que lorsque la contrainte appliquée dépasse une valeur seuil et suivent un comportement

rhéofluidifiant au-delà de ce seuil : ce sont des “fluides à seuil". La figure 1.4 montre les différents

types de comportement généralement rencontrés pour les fluides complexes.

FIG. 1.4 – Différents comportements rhéologiques des fluides non newtoniens purement visqueux.

Évolution de la contrainte visqueuse en fonction du taux de cisaillement.

1.2 Fluides complexes

Les fluides complexes sont souvent rhéofluidifiants [Coussot, 2012]. Ce comportement rhéolo-

gique trouve son origine dans la structure du fluide. Dans les fluides complexes, des objets (parti-

cules, molécules polymères, gouttes, bulles) sont dispersés au sein du fluide. Ces objets interagissent

avec le fluide et avec les autres objets. Les objets produisent une résistance à l’écoulement, c’est-à-

dire, une viscosité élevée. Lorsque le fluide est cisaillé, les objets s’organisent, ce qui facilite l’écou-

lement et diminue la viscosité. Ainsi, dans un solution polymère au repos, les chaînes polymères

sont recroquevillées sur elles-même, ce qui correspond à la conformation statistique la plus probable.
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Dans cette conformation, les chaînes polymères occupent en première approximation un volume dé-

limité par une enveloppe sphérique. La densité des polymères est en général faible à l’intérieur de la

sphère, mais le liquide qui s’y trouve est entravé dans son mouvement par la chaîne, ce qui produit

une forte viscosité. Sous cisaillement, les molécules polymères s’allongent et s’orientent dans l’écou-

lement. Le volume de fluide bloqué par le polymère diminue alors et la viscosité globale diminue.

Ce phénomène est d’autant plus important que le taux de cisaillement est grand.

Dans le cas des suspensions, la présence de particules solides gêne l’écoulement du fluide. La vis-

cosité d’une suspension augmente avec la concentration volumique en particules. Sous cisaillement,

les particules ont tendance en moyenne à s’aligner dans la direction du cisaillement . Ce phénomène

facilite le mouvement relatif des couches de fluide, ce qui produit une viscosité plus faible.

Si la concentration de la suspension est assez élevée, des liaisons physiques (liaisons de Van der Waals

ou liaisons ioniques) apparaissent entre les particules pour former un réseau continu. Du fait de ce

réseau, le fluide présente une structure solide au repos, qui peut être brisée lorsqu’on applique un

effort supérieur à une valeur critique. Le fluide présente un seuil de contrainte. Si la contrainte appli-

quée est inférieure au seuil, la suspension a un comportement solide ; si elle est supérieure au seuil,

la suspension s’écoule comme un liquide. La brisure du réseau est réversible : il se reforme lorsque

la contrainte redevient faible. Ce comportement à seuil ne concerne pas seulement les suspensions

concentrées, on le trouve aussi dans les mousses, les gels et les émulsions concentrées.

1.3 Stabilité de l’écoulement de Taylor-Couette des fluides newtoniens

Les travaux sur les écoulements tournants ont suscité la curiosité du monde scientifique depuis

une centaine d’années. Tout a débuté par les travaux de Maurice Couette qui étudia l’écoulement

entre deux cylindres tournants dans le but de déterminer la viscosité d’un fluide [Couette, 1888]. Il

réalisa pour cela des mesures du couple exercé par le fluide sur le cylindre intérieur. C’est cette pre-

mière étude qui est à l’origine du développement des rhéomètres de Couette que l’on connaît de nos

jours [Macosko, 1994].

Taylor [Taylor, 1923] s’est lui intéressé à la stabilité de cet écoulement. Il a trouvé avec un très bon

accord entre les résultats numériques et expérimentaux que lorsque la vitesse de rotation du cylindre

intérieur dépasse une valeur seuil, des tourbillons apparaissent (instabilité primaire). Ces tourbillons

portent aujourd’hui son nom : “tourbillons ou vortex de Taylor". Pour des vitesses encore plus éle-

vées, ces vortex oscillent périodiquement (instabilité secondaire) jusqu’à ce que l’écoulement de-

vienne complètement chaotique (turbulence). Les résultats de Taylor ont été vérifiés par plusieurs

études expérimentales ultérieures.

L’écoulement de Taylor-Couette, l’écoulement d’un fluide visqueux, incompressible, entre deux cy-
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lindres coaxiaux infiniment longs tournant à des vitesses angulaires différentes est devenu au fil des

années le paradigme pour l’étude des instabilités hydrodynamiques et la transition à la turbulence

des systèmes dynamiques non linéaires. Les premières études concernent principalement les fluides

newtoniens. Une synthèse de ces différents travaux sur le problème peut se trouver dans deux prin-

cipaux article de revue [Koschmieder, 1993, Tagg, 1994].

L’écoulement de base, c’est-à-dire l’écoulement de Couette Circulaire, ECC, est purement azimutal

et présente seulement une variation radiale à travers l’espace annulaire entre les deux cylindres (en-

trefer). Les premières études portent sur l’analyse linéaire des instabilités qui se développent lorsque

l’écoulement de base est soumis à une perturbation axisymétrique. Il a été montré que, pour un fluide

parfait, l’apparition des instabilités est gouvernée par le critère de Rayleigh : l’ECC est instable pour

une perturbation axisymétrique lorsque la dérivée du carré du moment angulaire, dL2/dr, est néga-

tive pour au moins une position radiale [Drazin et Reid, 1981]. Dans le plan (Re1, Re2), oùRe1 etRe2

sont les nombres de Reynolds construits avec la vitesse angulaire de rotation des cylindres intérieur

et extérieur respectivement, les domaines stables et instables sont séparés par une ligne dénommée

“la ligne de Rayleigh", figure 1.5.

FIG. 1.5 – Délimitation des zones stable et instable suivant le critère Rayleigh pour un fluide newto-

nien avec un rapport de rayons η = 0.4.

Pour un fluide newtonien, la ligne de Rayleigh est donnée par Re2/Re1 = η, avec η = R1/R2

le rapport de rayons intérieur et extérieur. Sur cette ligne, le moment angulaire est uniforme dans

tout l’espace annulaire. Dans la région stable de Rayleigh, on a dL2/dr > 0 dans tout l’entrefer.

Par ailleurs, dans la zone instable du plan (Re1, Re2), qui se trouve majoritairement dans la zone
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où les deux cylindres tournent en sens opposés (la configuration contra-rotative), dL2/dr est négatif

au voisinage de la paroi du cylindre intérieur mais reste positif près du cylindre extérieur. Ce com-

portement au voisinage de la paroi du cylindre intérieur a un grand effet sur la longueur d’onde

du mode critique [Taylor, 1923]. [Billant et Gallaire, 2005] ont montré en utilisant une approximation

WKB (Wentzel–Kramers–Brillouin) pour les grandes longueurs d’ondes que le critère de Rayleigh

peut être généralisé à une perturbation non axisymétrique.

Lorsque la viscosité est prise en compte, les instabilités apparaissent si les forces centrifuges désta-

bilisantes surpassent les forces visqueuses à une échelle de temps inférieure au temps de diffusion.

Ainsi, lorsque le cylindre extérieur est fixe par exemple, le moment angulaire décroît du cylindre

intérieur vers le cylindre extérieur. Les instabilités de l’écoulement ECC apparaissent via une pertur-

bation axisymétrique stationnaire avec des rouleaux toroïdaux contra-rotatifs régulièrement espacés

dans la direction axiale [Taylor, 1923].

Dans une configuration contra-rotative, dL2/dr est négatif au voisinage du cylindre intérieur mais est

fortement positif près du cylindre extérieur. Il est montré par l’analyse linéaire de stabilité que pour

des vitesses angulaires de rotation du cylindre extérieur suffisamment élevées, l’ECC devient instable

du fait de perturbations non axisymétriques [Krueger et al., 1966, Snyder, 1968, Langford et al., 1988].

Le nombre d’onde azimutal qui caractérise l’orientation des structures instables augmente avec le

nombre de Reynolds du cylindre extérieur [Langford et al., 1988]. Dans ce cas, les structures sont des

tourbillons en forme de spirale, enroulés autour du cylindre intérieur. Ces vortex obliques sont la

superposition d’ondes se propageant dans la direction axiale et d’ondes tournant dans la direction

azimutale [Altmeyer et al., 2011, Tagg, 1994]. Dans le domaine instable selon le critère de Rayleigh,

L2 décroît quand la position radiale r augmente du cylindre intérieur vers le cylindre extérieur, et

l’ECC est le siège d’une instabilité caractérisée par l’apparition des rouleaux toroïdaux.

En augmentant le nombre de Reynolds du cylindre intérieur au-delà du nombre de Reynolds cri-

tique, différents régimes d’écoulement peuvent être observés selon que les deux cylindres tournent

ou que seul le cylindre intérieur tourne. [Andereck et al., 1986] ont étudié par visualisation une vaste

diversité d’écoulement dans le plan (Re1, Re2). En fonction des valeurs de Re1 et Re2, il peut appa-

raître dans l’écoulement des tourbillons de Taylor, des tourbillons de Taylor ondulés, des tourbillons

hélicoïdaux ou spirales, des spirales ondulées, des spirales turbulentes, des rides, etc. Ils ont ainsi

identifié près de 20 régimes d’écoulement différents comme le montre la figure 1.6. Lorsque le cy-

lindre extérieur est fixe, ou pour de faibles valeurs du nombre de Reynolds Re2, la transition vers

la turbulence découle d’une succession d’instabilités (tourbillons toroïdaux, des ondulations et des

modulations temporelles), l’écoulement devenant de plus en plus complexe jusqu’à l’apparition de

la turbulence [Andereck et al., 1986]. La transition vers la turbulence est supercritique.

Par ailleurs, dans le régime contra-rotatif pour des nombres de ReynoldsRe2 suffisamment grands, la
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transition vers la turbulence n’est plus supercritique mais plutôt sous-critique [Coles, 1965, Atta, 1966].

En effet, les auteurs ont observé des spirales turbulentes intermittentes en dessous de la limite de sta-

bilité prévue par l’analyse linéaire.

FIG. 1.6 – Régimes d’écoulement observés par [Andereck et al., 1986] lorsque les deux cylindres

tournent en fonction des valeurs des nombres de Reynolds intérieur Re1 et extérieur Re2, pour un

fluide newtonien et un rapport de rayon η = R1/R2 = 0.883.

En analyse linéaire de stabilité, la transition sous-critique peut être caractérisée par la croissance

transitoire, considérée comme un prérequis important à une bifurcation sous-critique et la transition

vers la turbulence. La croissance transitoire est une condition suffisante mais pas nécessaire. La no-

tion de mécanisme de croissance transitoire a été introduite par [Orr, 1907]. Elle a été reprise ces der-

nières décennies par [Trefethen et al., 1993, Henningson et Reddy, 1994, Waleffe, 1995] avec l’étude de

l’influence de la non-normalité de l’opérateur linéaire dans l’analyse linéaire de stabilité des écoule-

ments cisaillés. Dans ce mécanisme, de petites perturbations interagissent avec l’écoulement de base,

ce qui produit une augmentation de leur énergie. En effet, malgré la stabilité linéaire de l’écoulement,

une croissance suffisamment importante de l’énergie de la perturbation peut déclencher les effets non

linéaires qui peuvent maintenir l’énergie cinétique des perturbations non nulle aux temps ultérieurs.
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Cette énergie est fortement amplifiée pendant un temps court, inférieur au temps de diffusion vis-

queuse, avant de décroître sous l’effet de la viscosité.

Pour les écoulements ouverts ou fermés, deux mécanismes physiques ont été identifiés pour expli-

quer la croissance transitoire : le mécanisme de Orr [Orr, 1907, Schmid et Henningson, 2001] et le

mécanisme de lift-up [Landahl, 1980, Ellingsen et Palm, 1975].

Le mécanisme de lift-up agit lorsqu’un tourbillon orienté dans la direction axiale se trouve super-

posé à un écoulement parallèle, près d’une paroi. Le tourbillon transporte du fluide de faible vitesse

en l’éloignant de la paroi et pousse du fluide de haute vitesse vers la paroi. Des zones alternées

de basse et haute vitesse axiale appelées “streaks" apparaissent alors. On peut montrer d’après les

équations aux perturbations linéarisées que des tourbillons axiaux produisent une perturbation de

vitesse axiale augmentant proportionnellement avec le temps, jusqu’à ce que la dissipation visqueuse

devienne importante et produise une décroissance de l’énergie de la perturbation.

Le mécanisme de Orr est déclenché par des perturbations formées de tourbillons transverses (de

vorticité dans la direction z) initialement penchés dans la direction opposée à l’écoulement de base

(orienté dans la direction x). L’écoulement de base alimente ces perturbations en énergie via le ten-

seur de Reynolds, ce qui produit un basculement progressif des tourbillons. Lorsque les tourbillons

commencent à pencher dans la direction de l’écoulement de base, la dissipation visqueuse l’emporte

sur le tenseur de Reynolds et l’énergie des perturbation diminue.

Du point de vue mathématique, la croissance transitoire est associée à la non-normalité de l’opé-

rateur de stabilité linéaire [Trefethen et al., 2000]. Cet effet a été souligné pour la première fois par

[Gebhardt et Grossmann, 1993] pour le problème de l’écoulement de Taylor-Couette. Les caracté-

ristiques de la croissance transitoire dans l’écoulement de Taylor-Couette ont été étudiées pour la

première fois par [Hristova et al., 2002] qui ont calculé le pseudospectre d’une perturbation axisymé-

trique, pour une périodicité axiale fixée, avec des cylindres en contra-rotation pure de sorte que l’effet

de la force de Coriolis disparaisse. Les auteurs ont montré que la courbure augmente la croissance

transitoire. [Meseguer, 2002] a déterminé pour un rapport de rayon fixé, η = 0.881, les nombres

d’ondes axial et azimutal qui donnent la croissance optimale. Son étude a été menée dans la zone

linéaire stable pour les cylindres en contra-rotation. Récemment, des calculs de la croissance transi-

toire couvrant tout le régime linéairement stable de l’écoulement Taylor-Couette ont été effectués par

[Maretzke et al., 2014]. Pour ce faire, ils ont utilisé de nouveaux paramètres, le nombre de Reynolds de

cisaillement et le nombre de rotation, introduit par [Dubrulle et al., 2005]. Les auteurs ont trouvé que

la croissance transitoire dans la zone linéairement stable de l’écoulement de Taylor-Couette évolue en

Re2/3 pour de grandes valeurs du nombre de Reynolds Re, ce qui suggère que ces effets pourraient

être importants à Re élevé.
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1.4 Stabilité de l’écoulement de Taylor-Couette des fluides viscoélastiques

Plusieurs auteurs ont étudié la stabilité de l’écoulement de fluides viscoélastiques dans la géomé-

trie de Taylor-Couette [Giesekus, 1966, Muller et al., 1989], [Larson et al., 1990, Shaqfeh et al., 1992].

Les solutions de polymères, comme les solutions colloïdales et les suspensions sont connues pour

leur comportement viscoélastique au-dessus d’une concentration seuil.

En régime laminaire, la rotation produit un cisaillement qui étire les molécules de polymère le long

des lignes de courant incurvées. Ceci conduit à la première différence des contraintes normales qui

agit contre la force centrifuge. [Larson et al., 1990], par des études d’analyse linéaire de stabilité et

expérimentales, ont montré que l’apparition de ces instabilités est due à l’interaction entre la pertur-

bation du profil des vitesses et la première différence des contraintes normales de l’écoulement de

base. Les études expérimentales de [Groisman et Steinberg, 1998] sur des polymères fortement élas-

tiques ont montré que les paramètres pilotant ces instabilités sont la concentration de polymère en

solution et le nombre de Déborah De = tc/te où tc est le temps caractéristique de la restructuration

du matériau et te un temps d’observation. Ils ont aussi montré que, pour les fluides purement élas-

tiques, les effets non linéaires sont très importants au moment de la transition, amenant rapidement

l’écoulement vers la turbulence élastique (turbulence qui intervient à faible nombre de Reynolds

contrairement à la turbulence inertielle qui se produit à grand nombre de Reynolds).

D’une façon générale, en l’absence de dissipation visqueuse, on distingue pour les fluides visco-

élastiques, trois modes d’instabilités en fonction de la valeur du nombre élastique E = We/Re où

We = λeR̂1Ω̂1/d̂ (λe, temps de relaxation du polymères) est le nombre de Weissenberg (effet de

l’élasticité) et Re le nombre de Reynolds (effet de l’inertie) : (i) un mode d’instabilité purement

inertiel à faible valeur de E (d’environ 10−2), (ii) un mode purement élastique pour des valeurs

plus élevées de E (d’environ 1) et (iii) un mode inertio-élastique pour des valeurs intermédiaires

de E . Ces modes sont bien connus et ont fait l’objet d’autres études théoriques et expérimentales

[Avgousti et Beris, 1993, Crumeyrolle et al., 2002, Latrache et al., 2012].

Dans ce manuscrit, nous ne nous intéressons pas aux propriétés viscoélastiques des fluides, mais

seulement à leur caractère rhéofluidifiant, c’est-à-dire l’influence de la décroissance non linéaire de

la viscosité effective avec le taux de cisaillement. Le comportement rhéofluidifiant résulte de la réor-

ganisation de la structure interne d’un fluide afin de réduire la dissipation visqueuse.
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1.5 Stabilité de l’écoulement de Taylor-Couette des fluides rhéofluidi-

fiants avec ou sans seuil de contrainte

L’ECC de fluides rhéofluidifiants est principalement caractérisé par la stratification de la visco-

sité dans l’espace annulaire. Le degré de cette stratification définie par |dµb/dr|, où µb est la viscosité

de l’écoulement de base, est d’autant plus important que le fluide est plus rhéofluidifiant et que le

rapport des rayons η est plus petit. Le profil des vitesses azimutales est également modifié par la

rhéofluidification. En augmentant le caractère rhéofluidifiant, le taux de cisaillement de l’écoulement

de base croît à la paroi du cylindre intérieur mais diminue au niveau du cylindre extérieur. Le méca-

nisme d’instabilité décrit précédemment pour les fluides newtoniens s’applique mais les conditions

critiques sont modifiées par la modification du profil des vitesses et la stratification de la viscosité.

Les quelques rares travaux traitant de l’ECC des fluides rhéofluidifiants concernent le cas où le cy-

lindre extérieur est fixe. Les conditions critiques sont déterminées expérimentalement et numérique-

ment pour différents rapports de rayons et différents degrés de rhéofluidification.

Du point de vue expérimental, [Sinevic et al., 1986] ont déterminé le seuil d’apparition des vortex de

Taylor en mesurant le couple exercé par le fluide sur le cylindre intérieur. Leurs résultats étaient ob-

tenus pour deux rapports de rayons, η = 0.7 et 0.9. Le comportement rhéologique des fluides utilisés,

des solutions de CMC (CarboxyMéthyl Cellulose) et de Carbopol était décrit par le modèle en loi de

puissance.

[Escudier et al., 1995] ont analysé la structure de l’écoulement de fluides rhéofluidifiants dans la géo-

métrie de Taylor-Couette pour un rapport de rayon η = 0.5. Les fluides utilisés étaient une solution

aqueuse de gomme de xanthane à 0.15% en masse, rhéofluidifiante et légèrement viscoélastique et

une solution aqueuse de Laponite rhéofluidifiante mais aussi thixotrope. Les vitesses axiales et tan-

gentielles étaient mesurées par anémométrie Laser Doppler. Le nombre de Reynolds critique d’ap-

parition des instabilités, Rec, défini avec la viscosité à la paroi du cylindre intérieur a été déterminé

en suivant l’évolution de la composante axiale de la vitesse pour un rayon fixé et en augmentant la

vitesse de rotation du cylindre intérieur. Les auteurs ont soulignés que (i) l’apparition des vortex de

Taylor se traduit par une augmentation moins importante du nombre de Reynolds ; (ii) le comporte-

ment rhéofluidifiant entraîne un déplacement radial du centre des vortex vers le cylindre intérieur.

Du point de vue numérique, les conditions critiques ont aussi été déterminées en utilisant une si-

mulation directe 2D [Lockett et al., 2004, Coronado-Malutti et al., 1986]. D’autres études ont été aussi

réalisées en résolvant le problème aux valeurs propres généralisé résultant de l’analyse de stabilité

linéaire [Jastrzebski et al., 1992, Ashrafi et Khayat, 2000, Caton, 2006]. Récemment, une revue critique

de ces différentes études a été effectuée par [Alibenyahia et al., 2012]. Dans cet article, il a été montré

en outre que lorsque le nombre de Reynolds est défini en utilisant la viscosité de cisaillement à la
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paroi du cylindre intérieur comme effectué par [Escudier et al., 1995], le caractère rhéofluidifiant ap-

paraît comme retardant l’apparition des vortex de Taylor. Ce retard est dû à la réduction de l’échange

d’énergie entre l’écoulement de base et la perturbation et non à la modification de la dissipation vis-

queuse.

Dans toutes ces études antérieures, le cylindre extérieur est fixe. Dans la littérature, seuls les travaux

de [Pascal et Rasmussen, 1995] considèrent les deux cylindres en rotation. Les auteurs ont déterminé

le nombre de Reynolds critique d’apparition de la première bifurcation pour un fluide rhéofluidi-

fiant en loi de puissance, avec des rapports de rayons η = 0.7 et 0.9. Les résultats sont limités à deux

indices de rhéofluidification, n = 0.8 et 1.2. La perturbation considérée était axisymétrique et la per-

turbation de la viscosité n’était pas prise en compte.

Pour les fluides à seuil, [Graebel, 1964] fut le premier à effectuer une analyse de stabilité linéaire

d’écoulement de fluide viscoplastique. Le modèle classique de Bingham a été utilisé pour décrire le

comportement seuil. Il a été montré pour un entrefer étroit que le caractère seuil a un effet stabilisant.

Puis ont suivis les travaux [Peng et Zhu, 2004] et [Landry, 2006] dans lesquels le seuil s’est avéré pro-

duire un effet déstabilisant aux faibles nombres de Bingham dans le régime co-rotatif. [Landry, 2006]

ont proposé une explication de cette non-monotonie du nombre de Reynolds critique, basée sur une

analyse énergétique de la perturbation. [Landry, 2006] ont également étudié la stabilité dans le ré-

gime contra-rotatif pour une perturbation axisymétrique.

Les phénomènes de croissance transitoire dans l’écoulement de Taylor-Couette de fluides rhéoflui-

difiants ne sont pas à notre connaissance l’objet de beaucoup d’études. Seuls [Chen et al., 2015] ont

récemment étudié la croissance transitoire pour un fluide de Bingham (fluide rhéofluidifiant à seuil).

Le seuil a pour effet d’atténuer l’amplification optimale de l’énergie.

1.5.1 Objectifs et méthodologie de la thèse

L’objectif de cette thèse est de progresser dans la compréhension des mécanismes gouvernant la

transition laminaire-turbulente des écoulements de fluides non newtoniens. Une double approche

est adoptée : une approche théorique et numérique ainsi qu’une approche expérimentale. Dans ce

travail, les deux cylindres peuvent être mis en rotation indépendamment. Deux rapports de rayon,

correspondant à un entrefer étroit et un entrefer large ont été considérés pour les approches théo-

riques et numériques. Seul l’entrefer large a été utilisé lors de l’étude expérimentale.

Lors de l’approche théorique, l’influence du caractère rhéofluidifiant des fluides non newtoniens,

caractérisée par la stratification de la viscosité et la modification du profil de vitesse, est étudiée

par l’analyse linéaire de stabilité de l’écoulement de Couette circulaire dans le cas de perturbations

tridimensionnelles. Les comportements aux temps longs et aux temps courts d’une perturbation tri-

dimensionnelle sont étudiés.
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Il existe dans la littérature de nombreuses lois de comportement rhéologique. Dans le cadre de cette

étude, nous nous intéressons aux fluides non newtoniens purement visqueux, c’est-à-dire aux fluides

dont la viscosité varie avec le taux de cisaillement, sans caractère élastique. Ainsi, pour les études nu-

mériques, trois modèles sont étudiés : (i) le modèle d’Ostwald ou loi de puissance, (ii) le modèle de

Carreau [Carreau, 1972] et (iii) le modèle de Bingham [Bingham, 1916].

Parmi ces trois modèles, le modèle en loi de puissance est le plus répandu. Ce modèle a l’avantage

de permettre d’établir des expressions analytiques pour l’écoulement de base. Cependant, pour des

entrefers larges, le taux de cisaillement au voisinage de la paroi du cylindre extérieur peut être très

faible et la viscosité donnée par le modèle prend de très grandes valeurs, non physiques. La loi de

puissance n’est alors pas adaptée pour décrire entièrement l’écoulement. La loi de Carreau permet

de corriger ces défauts. Le modèle de Carreau est issu d’une étude théorique et est de classe C∞

(fonction infiniment dérivable dans le domaine de l’écoulement) par rapport au deuxième invariant

du tenseur des taux de cisaillement γ̇. Le seul inconvénient est que l’écoulement de base doit être

obtenu par un calcul numérique. Par ailleurs, le modèle de Carreau se rapproche du modèle de loi

de puissance lorsque le rapport entre la viscosité à fort taux de cisaillement µ∞ et la viscosité à faible

taux de cisaillement µ0 est négligeable et que le temps caractéristique du fluide λ est très grand.

1.5.2 Plan de la thèse

Le travail de ce manuscrit est organisé en 6 chapitres. Dans le chapitre 2, les équations fondamen-

tales de l’écoulement de Taylor-Couette et les paramètres adimensionnels du problème sont définis.

L’influence de la rhéologie sur l’écoulement de base et sur l’équation de la ligne de Rayleigh est étu-

diée. Les paramètres de contrôle de la stabilité de l’écoulement de base sont présentés. Les équations

aux perturbations et le problème aux valeurs initiales résultant sont établis.

Le chapitre 3 porte sur le comportement aux temps longs de perturbations bidimensionnelles et tridi-

mensionnelles. Le problème aux valeurs propres est présenté. La résolution numérique du problème

est décrite. L’influence du caractère rhéofluidifiant sur les spectres de valeurs propres et sur les condi-

tions critiques d’apparition de la première instabilité est analysée.

Le chapitre 4 s’intéresse au comportement aux temps courts d’une perturbation tridimensionnelle.

La croissance transitoire, i.e. l’amplification optimale de l’énergie cinétique de la perturbation, qui

constitue un ingrédient essentiel de la transition vers la turbulence est calculée. L’analyse de l’évo-

lution des perturbations optimales avec la rhéofluidification permet d’expliquer les différents méca-

nismes de ce comportement purement algébrique.

Le chapitre 5 fait l’objet d’une étude expérimentale avec la mise en place d’un dispositif de Taylor-

Couette au Laboratoire d’Énergétique et de Mécanique Théorique et Appliquée (LEMTA).
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Une synthèse des différents résultats marquants, des différentes conclusions et les perspectives qui

découlent de ce travail sont présentées à la fin de ce manuscrit.
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Chapitre 2

FORMULATION MATHÉMATIQUE ET

ÉCOULEMENT DE BASE

Ce chapitre est consacré à la présentation des équations gouvernant la stabilité

de l’écoulement d’un fluide non-newtonien entre deux cylindres coaxiaux en

rotation. Il est structuré en 6 sections. La première section présente les équations

fondamentales du problème qui sont les équations de la conservation de la masse et

de la quantité de mouvement mais aussi les équations constitutives des fluides consi-

dérés dans cette étude. La formulation adimensionnelle de ces différentes équations,

le choix de la viscosité de référence pour définir les nombres de Reynolds et l’écoule-

ment de base en régime laminaire sont donnés dans la section 2. La section 3 précise

les paramètres de contrôle de la stabilité de l’écoulement de Taylor-Couette ainsi que

la limite de stabilité selon le critère de Rayleigh. Ensuite, les quatrième et cinquième

sections sont consacrées à la description des équations aux perturbations et des équa-

tions aux perturbations linéarisées. Enfin la section 6 est destinée à l’établissement

du problème aux valeurs propres.
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2.1 Formulation mathématique

2.1.1 Équations fondamentales

Nous considérons l’écoulement de fluides incompressibles entre deux cylindres tournants co-

axiaux infiniment longs (figure 2.1). Le cylindre intérieur de rayon R̂1 tourne à la vitesse angulaire

Ω̂1. Le cylindre extérieur de rayon R̂2 tourne à la vitesse angulaire Ω̂2. Le rapport des rayons est

défini par η = R̂1/R̂2. Nous adopterons le système de coordonnées cylindriques, avec r̂, θ̂, ẑ, les

composantes radiale, azimutale et axiale dans les directions er, eθ et ez respectivement.

Les équations fondamentales du problème sont l’équation de conservation de la masse (équation de

continuité) et les équations de conservation de la quantité de mouvement :

∇̂ · Û = 0 . (2.1)

ρ̂
∂Û

∂t̂
+ ρ̂

(
Û · ∇̂

)
Û = −∇̂P̂ + ∇̂ · τ̂

=
. (2.2)

Le chapeau (̂.) indique que les variables sont dimensionnelles. Dans les équations précédentes, ρ̂ est

la masse volumique, P̂ est la pression, Û = Ûer + V̂ eθ + Ŵez est le vecteur vitesse et τ̂
=

le déviateur

du tenseur des contraintes.

Aux équations précédentes, nous devons rajouter les conditions aux limites

Û = Ω̂1R̂1 eθ pour r̂ = R̂1 , (2.3)

Û = Ω̂2R̂2 eθ pour r̂ = R̂2 . (2.4)

FIG. 2.1 – Schéma de la géométrie de l’écoulement de Taylor-Couette.

23



Chapitre 2. FORMULATION MATHÉMATIQUE ET ÉCOULEMENT DE BASE

2.1.2 Équations constitutives

Nous considérons dans cette étude, le cas des fluides non newtoniens purement visqueux (non

élastiques). Le déviateur du tenseur des contraintes est donné par

τ̂
=

= µ̂ ˆ̇γ
=

, µ̂ = µ̂(ˆ̇γ) , (2.5)

où ˆ̇γ
=

est le tenseur des taux de cisaillement. La viscosité du fluide µ̂ est une fonction du second

invariant ˆ̇γ du tenseur ˆ̇γ
=

,

ˆ̇γ
=

= ∇̂ Û + ∇̂ Û
T

; ˆ̇γ =


1
2

3∑

i=j=1

(
ˆ̇γij ˆ̇γij

)



1

2

. (2.6)

La majorité des fluides rencontrés dans les procédés industriels sont rhéofluidifiants. Pour ces fluides,

la viscosité diminue lorsque le taux de cisaillement augmente. Nous nous intéresserons ici à trois mo-

dèles rhéologiques décrivant le comportement rhéofluidifiant : la loi de puissance, la loi de Carreau

et la loi de Bingham. Ces modèles sont les plus simples pour décrire ce comportement. Il existe des

lois plus élaborées, néanmoins les modèles choisis contiennent tous les ingrédients du problème.

◦ Modèle en loi de puissance

Ce modèle, appelé aussi le modèle d’Ostwald, est le plus connu et le plus simple pour décrire le

comportement des fluides rhéofluidifiants sans seuil de contrainte :

τ̂
=

= K̂ ˆ̇γ(np−1) ˆ̇γ
=

(2.7)

où K̂ est la consistance et np l’indice de rhéofluidification, tel que 0 < np < 1. Si np = 1, le fluide est

newtonien. Des exemples de fluides rhéofluidifiants décrits par la loi de puissance et les paramètres

np et K̂ associés sont donnés dans [Bird et al., 1987].

Si np ≤ 1, le fluide est rhéofluidifiant. Dans ce cas, la viscosité du fluide diminue avec ˆ̇γ.

Si np ≥ 1, le fluide est rhéoépaississant et la viscosité du fluide augmente avec ˆ̇γ.

Néanmoins ce modèle présente des singularités pour les taux de cisaillement faibles (ˆ̇γ → 0 ) et élevés

(ˆ̇γ → ∞ ). En effet, selon ce modèle, pour np < 1, la viscosité est pratiquement nulle à cisaillement

infini et pratiquement infinie pour un cisaillement nul. Pour pallier ce défaut, la loi de Carreau est

souvent adoptée lorsque les conditions de l’écoulement font intervenir des zones à très forts et faibles

cisaillement.
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2.1. Formulation mathématique

◦ Modèle de Carreau

Le modèle de Carreau [Carreau, 1972] est souvent adopté lorsqu’existent dans l’écoulement des

zones à très faibles ou forts cisaillements. Ce modèle permet de corriger les singularités du modèle

en loi de puissance précédent avec la présence de deux plateaux newtoniens. Le premier plateau est

obtenu à cisaillement faible. Le deuxième est obtenu à cisaillement infini. Une forme généralisée de

la loi de Carreau existe avec le modèle empirique à 5 paramètres de Carreau-Yasuda :

τ̂
=

=
[
µ̂∞ + (µ̂0 − µ̂∞)[1 + (λ̂ ˆ̇γ)a ]

nc−1

a

]
ˆ̇γ
=
. (2.8)

où a est un paramètre sans dimension décrivant la transition entre le premier plateau newtonien et

la pente de la partie rhéofluidifiante.

Pour a = 2, nous retrouvons le modèle classique de Carreau :

τ̂
=

=
[
µ̂∞ + (µ̂0 − µ̂∞)[1 + (λ̂ ˆ̇γ)2 ]

nc−1

2

]
ˆ̇γ
=
. (2.9)

Nous noterons µ̂0 la viscosité pour un cisaillement nul (premier plateau newtonien) et µ̂∞, la visco-

sité à cisaillement infini (deuxième plateau newtonien). La constante λ̂ est un temps caractéristique

du fluide. Le taux de cisaillement à partir duquel la viscosité diminue significativement avec le taux

de déformation est égal à 1/λ̂. L’augmentation de λ̂ réduit le premier plateau newtonien et le mo-

dèle de Carreau se rapproche du modèle en loi de puissance. C’est aussi le cas lorsque la gamme de

cisaillement dans l’espace annulaire se situe exactement dans le régime rhéofluidifiant. Cette condi-

tion est réalisable pour un entrefer étroit avec un grand nombre de Reynolds Re1. Par ailleurs, pour

un large entrefer, et pour des fluides très rhéofluidifiants, le taux de cisaillement au voisinage du

cylindre extérieur peut être faible, approchant le taux de cisaillement faible du plateau newtonien.

Dans ce cas, le modèle de Carreau serait beaucoup plus approprié que le modèle en loi de puissance.

Nous noterons nc, l’indice de rhéofluidification d’un fluide de Carreau.

◦ Modèle de Bingham

Ce modèle décrit les fluides visco-plastiques. Ce sont des fluides rhéofluidifiants avec un seuil de

contrainte τ̂y. En dessous de ce seuil, le fluide se comporte du point de vue cinématique comme un

solide. Au-delà, il se comporte comme un fluide purement visqueux. En adoptant le critère de von

Mises, le modèle de Bingham s’écrit :

τ̂
=

=

[
µ̂p +

τ̂y
ˆ̇γ

]
ˆ̇γ
=

⇐⇒ τ̂ > τ̂y

ˆ̇γ = 0 ⇐⇒ τ̂ ≤ τ̂y (2.10)
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où µ̂p est la viscosité plastique. On note τ̂ , le second invariant du déviateur du tenseur des contraintes

τ̂
=

:

τ̂ =


1
2

3∑

i=j=1

(τ̂ij τ̂ij)




1

2

. (2.11)

2.2 Formulation mathématique adimensionnelle

Les équations de la section 2.1 sont mises sous forme adimensionnelle en utilisant les échelles

caractéristiques de longueur d̂ = R̂2− R̂1, de vitesse Ω̂1R̂1, de contrainte et pression µ̂ref R̂1Ω̂1/d̂ avec

µ̂ref , une viscosité de référence qui sera définie par la suite,

t =
t̂µ̂ref

ρ̂d̂2
, r =

r̂

d̂
, z =

ẑ

d̂
, P =

P̂ d̂

µ̂ref Ω̂1R̂1

, U =
Û

Ω̂1R̂1

, τij =
τ̂ij d̂

µ̂ref Ω̂1R̂1

, µ =
µ̂

µ̂ref
.

(2.12)

En utilisant la viscosité de référence, les nombres de Reynolds des deux cylindres Re1 et Re2 sont

définis par

Re1 =
ρ̂R̂1Ω̂1d̂

µ̂ref
, Re2 =

ρ̂R̂2Ω̂2d̂

µ̂ref
. (2.13)

Les équations adimensionnelles gouvernant le problème sont alors

∇ ·U = 0. (2.14)
∂U

∂t
+Re1 (U ·∇)U = −∇P +∇ · τ

=
. (2.15)

Les conditions d’adhérence à la paroi ainsi que les conditions d’imperméabilité deviennent :

U = eθ pour r = R1 , (2.16)

U =
Re2
Re1

eθ pour r = R2 . (2.17)

Sous forme adimensionnelle, les lois constitutives des fluides non newtoniens s’expriment

τ
=

= µ γ̇
=

, µ = µ(γ̇) , (2.18)

où

γ̇
=

= ∇U +∇UT ; γ̇ =


1
2

3∑

i=j=1

(γ̇ij γ̇ij)




1

2

. (2.19)
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2.2. Formulation mathématique adimensionnelle

◦ Modèle d’Ostwald

Pour les fluides en loi de puissance, la viscosité adimensionnelle est donnée par

µ = γ̇(np−1) . (2.20)

◦ Modèle de Carreau

La viscosité µ̂∞ est généralement très faible (10−3 à 10−4Pa.s environ) devant µ̂0. Cette viscosité est

souvent négligeable devant la viscosité µ̂0 (µ̂∞ << µ̂0) [Bird et al., 1987, Tanner, 2000]. Le rapport

µ̂∞/µ̂0 sera donc négligé dans ce travail. Sous cette hypothèse, la viscosité d’un fluide de Carreau

s’écrit sous forme adimensionnelle :

µ = [1 + (λ γ̇)2 ]
nc−1

2 , (2.21)

où λ = λ̂R̂1 Ω̂1/d̂ .

◦ Modèle de Bingham

τ
=

= µ γ̇
=

avec µ =

[
1 +

Bi

γ̇

]
⇐⇒ τ > Bi ,

γ̇ = 0 ⇐⇒ τ ≤ Bi , (2.22)

où

τ =


1
2

3∑

i=j=1

(τij τij)




1

2

. (2.23)

Nous définissons le nombre adimensionnel de BinghamBi comme le rapport entre la contrainte seuil

τ̂y et une contrainte visqueuse "nominale" τ̂n = µ̂ref R̂1Ω̂1/d̂

Bi =
τ̂y d̂

µ̂ref R̂1Ω̂1

. (2.24)

Le fluide est newtonien lorsque Bi = 0.

2.2.1 Viscosité de référence

Il est important dans l’étude de l’écoulement de Taylor-Couette de préciser la viscosité que l’on

prend comme référence pour le fluide. Dans la littérature, la viscosité choisie pour un fluide en loi de
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puissance est souvent la viscosité nominale,

µ̂ref = K̂
(
R̂1Ω̂1/d̂

)np−1
. (2.25)

Cette définition est déduite des échelles caractéristiques utilisées pour adimensionner les équations

du problème. Pour le modèle de Carreau, la viscosité du premier plateau newtonien µ̂0 est prise

comme viscosité de référence. La viscosité plastique µ̂p est choisie dans le cas des fluides de Bin-

gham. Ces viscosités de référence ne sont pas déduites de considérations physiques et ne sont bien

souvent pas atteintes dans l’espace annulaire. Cependant, elles ont l’avantage d’être faciles à utiliser

contrairement à une viscosité à la paroi µ(R1).

2.2.2 Écoulement de base

L’écoulement de base est ici l’écoulement de Couette circulaire. Sa vitesse est purement azimutale

et fonction de r seul, V b = V b(r)eθ. Elle est solution de l’équation

d

dr

(
r2τ brθ

)
= 0 , (2.26)

provenant de la décomposition suivant l’axe eθ de l’équation (2.15) présentée au §2.2. Les conditions

aux limites sont les mêmes que celles décrites dans §2.2.

Dans ce travail, nous utilisons principalement deux rapports de rayons : un rapport de rayon corres-

pondant à un entrefer étroit, η = 0.881, de manière à comparer nos résultats à ceux de la littérature ;

un rapport de rayon η = 0.4, correspondant à un large entrefer, pour faire une comparaison avec les

résultats expérimentaux présentés au chapitre 5.

2.2.3 Loi de puissance

Pour un fluide en loi de puissance, le profil des vitesses est bien connu [Bird et al., 1987]

V b(r) = Ap r +
Bp r

r2/np
(2.27)

avec

Ap =
1

R1


1 + 1

R
2/np

1

(
1− Re2

Re1
η

)(
1

R
2/np

2

− 1

R
2/np

1

)−1

 (2.28)

Bp = − 1

R1



(
1− Re2

Re1
η

)(
1

R
2/np

2

− 1

R
2/np

1

)−1

 (2.29)
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Lorsque les deux cylindres tournent en sens opposés, les figures 2.2 et 2.3 montrent les effets du ca-

ractère rhéofluidifiant sur le profil des vitesses et le profil de viscosités pour des rapports de rayons

η = 0.881 et η = 0.4. Le fait marquant est que la courbure des profils devient plus prononcée quand

l’indice np diminue. Le taux de cisaillement augmente donc à la paroi du cylindre intérieur alors qu’il

diminue très fortement sur le cylindre extérieur. Cet effet est encore plus significatif pour un large

entrefer η = 0.4.

Les résultats montrent aussi une stratification forte de la viscosité en fonction de la position radiale

dans l’espace annulaire. La viscosité augmente de la paroi du cylindre intérieur vers la paroi du

cylindre extérieur. Le degré de stratification dû au terme dµb/dr s’amplifie quand le caractère rhéo-

fluidifiant augmente (en diminuant np) comme le montrent les figures 2.2(b) et 2.3(b). Ainsi, la strati-

fication de la viscosité est plus grande à la paroi du cylindre extérieur.
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FIG. 2.2 – Écoulement de base pour un fluide en loi de puissance entre deux cylindres contra-rotatif

Re1 = 300 et Re2 = −3000 pour η = 0.881. (a) Profils de vitesse et (b) profils de viscosité (1) np = 1

(fluide newtonien) (2) np = 0.5 et (3) np = 0.3.
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FIG. 2.3 – Écoulement de base pour un fluide en loi de puissance en régime contra-rotatif Re1 = 300

et Re2 = −3000 pour η = 0.4. (a) Profils de vitesse et (b) profils de viscosité (1) np = 1 (fluide

newtonien) (2) np = 0.5 et (3) np = 0.3.

Pour les cylindres en régime co-rotatif, la figure 2.4 montre que les profils de vitesses et de vis-

cosités sont similaires à ceux du régime contra-rotatif. Mais, les profils de vitesses sont concaves et

non plus convexes. En outre, les vitesses sont positives dans tout l’espace annulaire contrairement au

régime contra-rotatif où il peut exister une zone de vitesses négatives attachée à la paroi du cylindre

extérieur.
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FIG. 2.4 – Écoulement de base pour un fluide en loi de puissance avec des cylindres en co-rotation

pour η = 0.881, Re1 = 300 et Re2 = 3000. (a) Profils de vitesse et (b) profils de viscosité avec (1)

np = 1 (fluide newtonien) (2) np = 0.5 (3) np = 0.3 et (4) np = 0.1.
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2.2.4 Loi de Carreau

Pour la loi de Carreau, il n’existe pas d’expression analytique pour l’écoulement de base. L’équa-

tion (2.26) a été résolue numériquement en utilisant la méthode itérative de Newton Raphson com-

binée avec la méthode d’approximation polynomiale de Chebyshev.

Pour des valeurs de λ fixées, l’augmentation de l’indice nc produit les mêmes influences sur l’écoule-

ment de base que l’indice np de la loi de puissance, comme le montrent les figures 2.5 et les figures 2.6.
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FIG. 2.5 – Écoulement de base pour un fluide de Carreau pour η = 0.881, Re1 = 300, Re2 = −3000 et

λ = 1. (a) Profils de vitesse et (b) profils de viscosité. (1) nc = 1 (fluide newtonien) (2) nc = 0.5 et (3)

nc = 0.3.
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FIG. 2.6 – Écoulement de base pour un fluide de Carreau pour η = 0.4, Re1 = 300, Re2 = −3000 et

λ = 1. (a) Profils de vitesse et (b) profils de viscosité. (1) nc = 1 (fluide newtonien) (2) nc = 0.5 et (3)

nc = 0.3.
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Pour des valeurs de λ élevées, l’indice nc est similaire à celui de la loi de puissance np. En effet,

au voisinage de λ = 10, l’écoulement de base de la loi de carreau est presque identique à celui de la

loi de puissance comme illustré sur la figure 2.7 pour η = 0.4.

L’augmentation de λ amplifie également le gradient de vitesse à la paroi du cylindre intérieur, figure

2.8.
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FIG. 2.7 – Comparaison entre l’écoulement de base pour un fluide de Carreau et pour un fluide en loi

de puissance avec η = 0.4, np = 0.5, Re1 = 300 et Re2 = −3000. (a) Profils de vitesse et (b) profils de

viscosité. (1) λ = 0 (fluide newtonien), (2) λ = 0.2, (3) λ = 10 et (+ +) loi de puissance avec np = 0.5.
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FIG. 2.8 – Écoulement de base pour un fluide de Carreau pour η = 0.4, Re1 = 300, Re2 = −3000

et nc = 0.5. (a) Profils de vitesse et (b) profils de viscosité. (1) λ = 0.001 (2) λ = 0.1 (3) λ = 1 et (4)

λ = 10.
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2.2.5 Loi de Bingham

L’écoulement des fluides à seuil présente une particularité par le fait qu’il existe à faible cisaille-

ment une zone bouchon collée à la paroi du cylindre extérieur. En effet, si la contrainte locale est très

faible, inférieure à la contrainte seuil, le fluide ne s’écoule pas et se comporte comme un solide. Ceci

peut se produire à la paroi du cylindre extérieur car la contrainte y est minimale. On peut distinguer 3

cas, qui correspondent à 3 zones différentes dans le plan (Re1, Re2), comme l’a montré [Landry, 2006].

Ces 3 cas sont illustrés sur la figure 2.9 pour un nombre de Bingham Bi = 10 et les deux rapports

de rayons η = 0.881 et η = 0.4. La zone (I), pour laquelle le cylindre intérieur et le cylindre extérieur

tournent à la même vitesse, est la droite de rotation solide. Dans la zone (II), seule la partie intérieure

de l’espace annulaire est en écoulement, la partie extérieure effectuant une rotation solide. Dans la

zone (III), tout le fluide contenu dans l’entrefer s’écoule.
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FIG. 2.9 – Régimes d’écoulement d’un fluide de Bingham pour Bi = 10 et deux rapports de rayons

différents. (a) η = 0.881 et (b) η = 0.4. (I) Ligne de rotation solide, (II) espace annulaire partiellement

cisaillé et (III) espace annulaire totalement cisaillé.

Dans le cas où tout l’espace annulaire est cisaillé, cas (III), l’écoulement de base s’écrit

V b(r) =
Re2
Re1

1

R2
r +

1

2
R2

1τ
b
1 r

(
1

R2
2

− 1

r2

)
+ sgn(τ b1)B r ln

(
R2

r

)
, (2.30)

avec τ b1 la contrainte de cisaillement à la paroi du cylindre intérieur

τ b1 =
2

η2 − 1

[
(1− Re2

Re1
η)

1 − η

η
+ sgn(

Re2
Re1

η − 1)B ln (η)

]
. (2.31)

Dans le cas (II), espace annulaire partiellement cisaillé, l’écoulement de base devient

V b(r) =
Re2
Re1

1

R0
r +

1

2
R2

1τ
b
1 r

(
1

R2
0

− 1

r2

)
+ sgn(τ b1)B r ln

(
R0

r

)
, (2.32)
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où R0 est la position de l’interface entre la zone cisaillée et la zone non cisaillée, définie par |τ br,θ| =
Bi. La contrainte de cisaillement τ b1 est déterminée numériquement en appliquant la condition aux

limites V b(R1) = 1.

Pour le cas (I), l’écoulement de base est donné par

V b(r) =
Re2
Re1

1

R2
r . (2.33)
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FIG. 2.10 – Écoulement de base pour un fluide de Bingham avec η = 0.881,Re1 = 300 etRe2 = −3000.

(a) Profils de vitesse et (b) profils de viscosité. (1) Bi = 0 (fluide newtonien), (2) Bi = 50 et (3)

Bi = 100.
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FIG. 2.11 – Écoulement de base pour un fluide de Bingham avec η = 0.4, Re1 = 300 et Re2 = −3000.

(a) Profils de vitesse et (b) profils de viscosité. (1) Bi = 0 (fluide newtonien), (2) Bi = 10 et (3)

Bi = 100. Les lignes verticales pointillées correspondent à la position d’interface entre les zones

cisaillée et non cisaillée.
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FIG. 2.12 – Écoulement de base pour un fluide de Bingham entre deux cylindres en co-rotation pour

η = 0.881, Re1 = 300 and Re2 = 3000. (a) Profils de vitesses et (b) profils des viscosités. (1) Bi = 0

(fluide newtonien) (2) Bi = 10 (3) Bi = 50 et (4) Bi = 100.

Pour de faibles et larges entrefers, les figures 2.10 et 2.11 montrent l’influence du seuil sur l’écou-

lement de base. Pour un espace annulaire complètement cisaillé, le comportement rhéofluidifiant à

seuil a un effet similaire au caractère purement rhéofluidifiant (fluides en loi de puissance et fluide

de Carreau). Il apparaît que le taux de cisaillement augmente fortement au niveau du cylindre inté-

rieur lorsque le nombre de Bingham augmente. Quand une zone non cisaillée existe dans l’entrefer,

le profil de vitesse y est presque linéaire et la viscosité est infinie au niveau de l’interface (situé en

r = R0) séparant la zone cisaillée de la zone non cisaillée.

2.3 Stabilité de l’écoulement de Taylor-Couette

2.3.1 Paramètres de contrôle de la stabilité

Les paramètres adimensionnels fondamentaux pour l’étude de l’écoulement de Taylor-Couette

des fluides non newtoniens sont principalement des paramètres rhéologiques : l’indice np pour la

loi de puissance, nc et λ pour le modèle de Carreau, le nombre de Bingham Bi. La taille de l’en-

trefer est décrite par le rapport des rayons η. Traditionnellement, les différents régimes de l’écou-

lement de Taylor-Couette sont décrits par les nombres de Reynolds Re1 et Re2 basés sur la vitesse

des cylindres intérieur et extérieur respectivement. Néanmoins, dans le but de séparer l’effet du ci-

saillement des effets centrifuges, [Dubrulle et al., 2005] ont récemment introduit deux nouveaux pa-

ramètres. Il s’agit du nombre de Reynolds de cisaillement Re défini par le rapport entre le temps

de cisaillement |ˆ̇γbrθ(ˆ̄r)|−1 et le temps visqueux ρ̂ d̂2/µ̂ et du nombre de rotation RΩ qui exprime la

compétition entre le temps de cisaillement et un temps caractéristique de rotation relatif à la force de
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Chapitre 2. FORMULATION MATHÉMATIQUE ET ÉCOULEMENT DE BASE

Coriolis subie par le fluide 2 Ω̂f (ˆ̄r).

Re =
ρ̂
∣∣∣ˆ̇γbrθ

(
ˆ̄r
)∣∣∣ d̂2

µ̂b(ˆ̄r)
, RΩ =

2 Ω̂f (ˆ̄r)

ˆ̇γbrθ(ˆ̄r)
, (2.34)

où ˆ̇γbrθ(ˆ̄r) et µ̂(ˆ̄r) désignent respectivement le taux de cisaillement et la viscosité de l’écoulement de

base évalués à la position radiale ˆ̄r.

ˆ̇γbrθ(ˆ̄r) =

[
DV̂ b(r̂)

Dr̂
− V̂ b(r̂)

r̂

]

r̂=ˆ̄r

(2.35)

La position radiale ˆ̄r et la vitesse angulaire de référence Ω̂f (ˆ̄r) sont tels qu’une particule fluide située

en ˆ̄r et tournant à la vitesse Ω̂f (ˆ̄r) voit les deux cylindres tourner à des vitesses exactement égales et

opposées,

[V̂ b(R̂1)− Ω̂f R̂1] = −[V̂ b(R̂2)− Ω̂f R̂2]. (2.36)

−2000 −1500 −1000 −500 0 500 1000
0

200

400

600

800

1000

Re
2

R
e 1

R
Ω

 =
 η

 −
1
 

R
Ω

=(1 − η)/ηR
Ω

 = (1 − η)/η

R
Ω

 =
 −

1
R Ω

 =
 ±

 ∞

R
Ω  = 0.1

R Ω
 =

 0
.3

Re

(a)

−2000 −1500 −1000 −500 0 500 1000
0

200

400

600

800

1000

Re
2

R
e 1

R Ω
 =

 ±
 ∞R
Ω

 =
 −

1

R
Ω

 =
 η

 −
1

R
Ω

 = 0.1

R
Ω

 = 0.13 R
Ω

 = 0.13

R Ω
 =

 0.3

Re

(b)

FIG. 2.13 – Valeurs du paramètre RΩ [Dubrulle et al., 2005] dans le plan (Re1, Re2) pour η = 0.881.

(a) Fluide newtonien et (b) fluide en loi de puissance avec np = 0.3.

En adoptant ces définitions dans le cas particulier d’un fluide newtonien, il est montré d’après

[Dubrulle et al., 2005] que

r̄ =
√
R1R2 , Re =

2|ηRe2 −Re1|
1 + η

, RΩ =
(1− η) (Re1 +Re2)

ηRe2 −Re1
. (2.37)
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2.3. Stabilité de l’écoulement de Taylor-Couette

Pour un fluide en loi de puissance, les équations (2.34) et (2.36) permettent d’obtenir

r̄ =


(R1 +R2)R

2

np
−1

1 R
2

np
−1

2

R
2

np
−1

1 +R
2

np
−1

2




np

2

, Re =
Re1∣∣γ̇brθ(r̄)
∣∣(np−2)

, RΩ = − 2

np

Bp

r̄2/np
, (2.38)

où Bp est donné par l’équation (2.29).

La figure 2.13 montre quelques valeurs particulières de RΩ dans le plan (Re1, Re2) avec η = 0.881

pour un fluide newtonien et un fluide en loi de puissance pour np = 0.3. On observe, comme illustré

sur la figure 2.13, pour une loi de puissance que les lignes àRΩ constant sont pratiquement identiques

pour un fluide newtonien et pour les fluides rhéofluidifiants avec ou sans un seuil de contrainte. Le

caractère rhéofluidifiant introduit une faible déviation des droites à RΩ constant pour un entrefer

étroit. Cette déviation est plus importante pour un large entrefer comme le montre la figure 2.14.

Pour les fluides de Carreau et de Bingham, les paramètres r̄, Re et RΩ sont calculés numériquement

car il n’est pas possible d’avoir une expression analytique. Les valeurs deRΩ obtenues sont similaires

à celles des figures 2.13 et 2.14.

Le choix des paramètres de contrôle (Re1, Re2) ou (Re,RΩ) est important pour l’analyse des ré-

sultats de stabilité. Dans le chapitre 3, nous utiliserons les paramètres traditionnels (Re1, Re2), de

manière à mettre nos résultats en perspective avec les résultats publiés antérieurement. C’est en ef-

fet le choix adopté dans la littérature [Taylor, 1923, Andereck et al., 1986, Pascal et Rasmussen, 1995,

Landry, 2006]. On peut facilement passer d’une formulation à l’autre en utilisant les formules 2.34.

En ce qui concerne la croissance transitoire, les deux formulations ont été utilisées dans les travaux

récemment publiés. Meseguer [Meseguer, 2002] a ainsi choisi les paramètres (Re1, Re2) alors que

[Maretzke et al., 2014] ont choisi les paramètres (Re,RΩ).
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FIG. 2.14 – Valeur du paramètre RΩ [Dubrulle et al., 2005] dans le plan (Re1, Re2) pour η = 0.4. (a)

Fluide newtonien et (b) fluide en loi de puissance avec np = 0.3.
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Chapitre 2. FORMULATION MATHÉMATIQUE ET ÉCOULEMENT DE BASE

Dans le chapitre 4, nous utiliserons les paramètres (Re1, Re2) pour présenter les valeurs d’am-

plification de l’énergie, puis les paramètres Re et RΩ seront employés pour approfondir l’analyse et

expliciter les mécanismes de la croissance transitoire. Cette dernière méthode a l’avantage de fournir

une échelle caractéristique de la croissance de l’énergie de la perturbation.

2.3.2 Ligne de rotation solide et ligne de Rayleigh

Lorsque les deux cylindres tournent à la même vitesse, Ω̂1 = Ω̂2, l’ensemble du fluide tourne

en bloc et l’on parle de rotation solide. Ce cas est représenté dans le plan (Re1, Re2) par la droite

Re1 = ηRe2 (RΩ = ±∞). Le long de cette ligne, l’écoulement est stable par rapport à toutes les per-

turbations imposées. En dehors de cette ligne, il peut apparaître des instabilités dans l’écoulement de

Taylor-Couette.

[Rayleigh, 1916] a établi un critère de stabilité pour des fluides parfaits. Dans ce cas, les instabilités

sont provoquées par les forces centrifuges avec une stratification du moment angulaire J = rV b. Se-

lon ce critère, en l’absence de la viscosité, la condition nécessaire et suffisante pour que l’écoulement

soit stable est que la dérivée du moment angulaire soit positive dans tout l’entrefer,

d

dr
(rV b)2 > 0 , pour tout r ∈ [R1, R2] . (2.39)

L’écoulement est instable si cette condition n’est pas respectée, ne serait-ce qu’en un point de l’entre-

fer. Pour plus de détails, voir le critère original [Rayleigh, 1916]. Des interprétations détaillées sont

données dans la littérature [Kàrmàn, 1934, Chandrasekhar, 1961, Drazin et Reid, 1981, Charru, 2007].

Les résultats pionniers obtenus pour de grands nombres de Reynolds Re1 réalisés par [Taylor, 1923]

montrent un bon accord avec des résultats expérimentaux. La condition de stabilité de Rayleigh est

matérialisée par une ligne dans le plan (Re1, Re2), la ligne de Rayleigh. En dessous de cette ligne,

l’écoulement est stable. Au-dessus, l’écoulement est instable. Cette ligne est plus précisément située

dans le demi-plan Re2 > 0, ce qui correspond à des cylindres co-rotatifs, figure 2.15. L’écoulement

est systématiquement instable pour des cylindres contra-rotatifs (demi-plan Re2 < 0).

Pour un fluide visqueux, la limite de stabilité est une courbe située au-dessus de la ligne de Rayleigh

dans le plan (Re1, Re2), mais qui tend à s’en rapprocher pour les grandes valeurs de Re2. De plus,

il existe une zone stable dans le demi-plan Re2 < 0. La zone stable est donc plus étendue pour un

fluide visqueux que pour un fluide parfait, la viscosité a un effet stabilisant.

L’équation de la ligne de Rayleigh pour un fluide visqueux newtonien, obtenue à partir de l’équation

(2.39), s’écrit

Re1 =
Re2
η

dans le plan (Re1, Re2) , (2.40)

38



2.3. Stabilité de l’écoulement de Taylor-Couette

ou

RΩ = −1 dans le plan (Re,RΩ) . (2.41)

Par un calcul analogue, on peut obtenir l’équation de la ligne de Rayleigh pour des fluides non

newtoniens.

Ainsi, pour un fluide en loi de puissance, elle devient

Re1 =

(
1

np(η2/np − 1) + 1

)
ηRe2 . (2.42)

0 2500 5000 7500 10000
0

2500

5000

7500

10000

Re
2

R
e 1

(1)

(4)

(a)

0 1000 2000 3000 4000 5000
0

2500

5000

7500

10000

Re
2

R
e 1 (1)

(4)
 

 

(b)

FIG. 2.15 – Lignes de Rayleigh pour un fluide en loi de puissance avec (a) η = 0.881 (b) η = 0.4. (1)

Fluide newtonien np = 1, (2) np = 0.5, (3) np = 0.2 et (4) np = 0.1. (−−−) Ligne de rotation solide.
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FIG. 2.16 – Lignes de Rayleigh pour un fluide de Bingham avec (a) η = 0.881 (b) η = 0.4. (1) Bi = 0

(fluide newtonien), (2) Bi = 1 et (3) Bi = 10. (−−−) Ligne de rotation solide.

Comme observé sur la figure 2.15, la rhéofluidification a pour effet d’augmenter l’inclinaison de la
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Chapitre 2. FORMULATION MATHÉMATIQUE ET ÉCOULEMENT DE BASE

ligne de Rayleigh et la rapprocher de la ligne de rotation solide. Ceci a pour conséquence de réduire

la zone dite quasi-Képlérienne, zone située entre la ligne de Rayleigh et la ligne de rotation solide, et

également la zone stable.

Pour un fluide de Carreau, la ligne de Rayleigh est obtenue par résolution numérique. Lorsque l’in-

dice nc diminue ou lorsque λ augmente, la ligne de Rayleigh devient plus inclinée. Comme attendu,

elle se confond pratiquement avec la ligne obtenue en loi de puissance dès que λ > 10. Pour cette

raison, nous ne l’avons pas représentée ici.

Pour un fluide de Bingham le critère de Rayleigh a pour expression :

Re1 =
2(1− η)Re2

|τ b1 |
R2

1

R2

0

+Bi ln
(
R0

R1

)2
−Bi

. (2.43)

Sur la figure 2.16, l’augmentation du caractère rhéofluidifiant en augmentant Bi rapproche la ligne

de Rayleigh de la ligne de rotation solide pour les rapports de rayons étudiés η = 0.881 et η = 0.4.

2.4 Équations aux perturbations

Pour étudier la stabilité de l’écoulement de Couette circulaire, nous analysons l’évolution tem-

porelle d’une perturbation infinitésimale caractérisée par (ǫu′, ǫp′, ǫτ ′

=
) avec ǫ << 1, superposée à

l’écoulement de base (U b, P b, τ
=

b).

{U , P, τ
=
} = {U b, P b, τ

=

b}+ ǫ{u′, p′, τ ′

=
} . (2.44)

En substituant (2.44) aux équations (2.14)-(2.15) et en retranchant l’écoulement de base, nous obte-

nons les équations aux perturbations

∇ · u′ = 0 , (2.45)
∂u′

∂t
+Re1

[(
U b ·∇

)
u′ + (u′ ·∇)U b + ǫ (u′ ·∇)u′

]
= −∇p′ +∇ · τ ′

=
. (2.46)

La perturbation du tenseur des contraintes τ ′

=
s’exprime

τ ′

=
=

1

ǫ

[
τ
=

(
U b + ǫu′

)
− τ

=

(
U b
)]

= µ
(
U b
)
γ̇
=

(u′) + µ (u′) γ̇
=

(
U b + ǫu′

)
(2.47)

avec

τ
=

(
U b
)
= µ

(
U b
)
· γ̇
=

(
U b
)

(2.48)
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τ
=

(
U b + ǫu′

)
= µ

(
U b + ǫu′

)
· γ̇
=

(
U b + ǫu′

)
(2.49)

et nous supposons que la viscosité locale µ
(
U b + ǫu′

)
dans l’écoulement perturbé peut être vue

comme la somme de la viscosité de base µ
(
U b
)

et d’une viscosité due à la perturbation µ (u′).

µ
(
U b + ǫu′

)
= µ

(
U b
)
+ ǫµ (u′) . (2.50)

Nous apporterons plus de précision sur cette dernière viscosité dans le chapitre de l’analyse linéaire

de stabilité. Cette viscosité de la perturbation n’est autre que la viscosité tangentielle. Les équations

aux perturbations peuvent alors s’écrire alors formellement

∇ · u′ = 0 , (2.51)
∂u′

∂t
= LInertie(u

′) +NLInertie(u
′)−∇p′ + LV isqueux(u

′) +NLV isqueux(u
′) . (2.52)

Cette équation fait apparaître 4 termes principaux sur lesquels nous allons revenir tout au long de ce

travail : deux termes linéaires et deux termes non linéaires inertiels et visqueux.

LInertie(u
′) = −Re1

[(
U b ·∇

)
u′ + (u′ ·∇)U b

]
(2.53)

LV isqueux(u
′) = ∇ ·

[
µ
(
U b
)
γ̇
=

(u′)

]
(2.54)

NLInertie(u
′) = −Re1 [ǫ (u′ ·∇)u′] (2.55)

NLV isqueux(u
′) = ∇ ·

[
µ (u′) γ̇

=

(
U b + ǫu′

)]
(2.56)

2.5 Équations aux perturbations linéarisées

Nous reprenons les équations perturbées (2.45) et (2.46) ou (2.51) à (2.56). Nous en négligeons

alors les termes d’ordre 2. Ainsi, les équations aux perturbations linéarisées donnent

∇ · u′ = 0 , (2.57)
∂u′

∂t
+Re1

[(
U b ·∇

)
u′ + (u′ ·∇)U b

]
= −∇p′ +∇ · τ ′

=
, (2.58)
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avec

τ ′

=
=

1

ǫ

[
τ
=

(
U b + ǫu′

)
− τ

=

(
U b
)]

=
1

ǫ

[
µ
(
U b
)
γ̇
=

(
U b
)
+ µ

(
U b + ǫu′

)
γ̇
=

(
U b + ǫu′

)]
(2.59)

En remarquant que le tenseur de cisaillement est linéaire, γ̇
=

(
U b + ǫu′

)
= γ̇

=

(
U b
)
+ ǫ γ̇

=
(u′) et en

linéarisant au premier ordre µ
(
U b + ǫu′

)
autour de l’écoulement de base U b

µ
(
U b + ǫu′

)
= µ

(
U b
)
+ ǫ

3∑

i,j

∂µ
(
U b
)

∂γ̇ij
γ̇ij (u

′) + O(ǫ2) , (2.60)

le tenseur des contraintes perturbé devient

τ ′

=
=





µ
(
U b
)
γ̇
=

(u′) +
∂µ
(
U b
)

∂γ̇ij
γ̇ij (u

′) γ̇
=

(
U b
)

si i, j = r, θ (ou θ, r)

µ
(
U b
)
γ̇
=

(u′) si i, j 6= r, θ (ou θ, r)

(2.61)

On appelle viscosité tangentielle, l’expression

µt = µ
(
U b
)
+
∂µ
(
U b
)

∂γ̇rθ
γ̇rθ

(
U b
)
, (2.62)

de sorte que

τ ′

=
= µb γ̇

=
(u′) +

(
µt − µb

)
A
=
. (2.63)

Les composantes du tenseur A
=

sont nulles sauf A1,2 = A2,1 = γ̇rθ (u
′).

Les équations aux perturbations linéarisées peuvent alors s’écrire plus simplement

∇ · u′ = 0 , (2.64)
∂u′

∂t
= −Re1

[(
U b ·∇

)
u′ + (u′ ·∇)U b

]
−∇p′ +∇ ·

[
µb γ̇
=

(
u′
)]

+∇ ·
[(
µt − µb

)
A
=

]
. (2.65)

Plus formellement, nous pouvons écrire

∇ · u′ = 0 , (2.66)
∂u′

∂t
= LI

(
u′
)
−∇p′ + LV 1

(
u′
)
+ LV 2

(
u′
)
. (2.67)

LI (u
′) = −Re1

[(
U b ·∇

)
u′ + (u′ ·∇)U b

]
est le terme source traduisant l’inertie de l’écoulement.

LV 1 (u
′) = ∇ ·

[
µb γ̇
=

(u′)

]
est le terme visqueux traduisant la stratification de la viscosité.

LV 2 (u
′) = ∇ ·

[(
µt − µb

)
A
=

]
est le terme visqueux traduisant l’anisotropie du tenseur des contraintes
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2.6. Problème aux valeurs initiales

perturbé et le caractère rhéodifluidifiant de l’écoulement. C’est le terme qui produit une dissipation

visqueuse dans l’écoulement.

En coordonnées cylindriques, la vitesse de la perturbation s’écrit u′ = u′er + v′eθ + w′ez et les

équations (2.66) et (2.67) s’expriment

0 = D∗u
′ +

1

r

∂v′

∂θ
+
∂w′

∂z
, (2.68)

∂u′

∂t
= −Re1

V b

r

(
∂u′

∂θ
− 2v′

)
−Dp′ + µb

[
∆u′ − 2

1

r2
∂v′

∂θ
− u′

r2

]

+ 2DµbDu′ +
1

r

∂(µt − µb)

∂θ

(
D̃v′ +

1

r

∂u′

∂θ

)
, (2.69)

∂v′

∂t
= −Re1

(
u′D∗V

b +
V b

r

∂v′

∂θ

)
− 1

r

∂p′

∂θ
+ µb

[
∆v′ +

2

r2
∂u′

∂θ
− v′

r2

]

+ Dµb
[
Dv′ − v′

r
+

1

r

∂u′

∂θ

]
+D∗

[(
µt − µb

)(
D̃v′ +

1

r

∂u′

∂θ

)]

+
(
µt − µb

)[1
r

(
D̃v′ +

1

r

∂u′

∂θ

)]
, (2.70)

∂w′

∂t
= −Re1

V b

r

∂w′

∂θ
− ∂p′

∂z
+ µb∆w′ +Dµb

[
Dw′ +

∂u′

∂z

]
, (2.71)

où D =
∂

∂r
, D∗ = D +

1

r
, D̃ = D − 1

r
et le laplacien en coordonnées cylindriques s’écrit ∆ =

D2 +
1

r
D +

(
1

r

∂

∂θ

)2

+

(
∂

∂z

)2

.

A ces équations seront ajoutées les conditions aux limites de non glissement à la paroi et d’imper-

méabilité,

u′ = 0 pour r = R1, R2 (2.72)

Pour le cas spécifique des fluides de Bingham avec une zone bouchon (τy > Bi), il faut exprimer une

condition supplémentaire associée à la position de l’interface entre la zone cisaillée et la zone non

cisaillée.

La position radiale de l’interface Ry s’écrit rigoureusement Ry = R0 + ǫh. La continuité de la vitesse

de l’écoulement à l’interface perturbée permet d’écrire

γ̇ij(U
b + ǫu′) = 0 ; U b + ǫu′ = (1− η)Ry

Re2
Re1

eθ pour Ry = R0 + ǫh . (2.73)

2.6 Problème aux valeurs initiales

Le système linéaire (2.68) - (2.71) est homogène dans les directions axiale et azimutale. La solution

de ce système peut donc être recherchée sous le forme d’une superposition de modes normaux en
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effectuant une décomposition de Fourier

{
u′, p′

}
= {ũ(r, t), p̃(r, t)} exp [i(mθ + kz)] + c.c., (2.74)

avec ũ(r, t) = ũ(r, t)er + ṽ(r, t)eθ + w̃(r, t)ez , k ∈ R le nombre d’onde axial et m ∈ N le nombre

d’onde azimutal.

En substituant (2.74) dans le système (2.68) - (2.71) , on obtient

0 = D∗ũ+
imṽ

r
+ ikw̃, (2.75)

∂ũ

∂t
= −ReV

b

r
(imũ− 2ṽ)−Dp+ µb

[
∆ũ− 2imṽ

r2
− ũ

r2

]

+ 2DµbDũ+
im

r

(
µt − µb

)(
D̃ṽ +

im

r
ũ

)
, (2.76)

∂ṽ

∂t
= −Re

(
ũD∗V

b +
V b

r
imṽ

)
− im

r
p+ µb

[
∆ṽ +

2imũ

r2
− ṽ

r2

]

+ Dµb
[
Dṽ − ṽ

r
+
imũ

r

]
+D∗

[(
µt − µb

)(
D̃ṽ +

imũ

r

)]

+
(
µt − µb

)[1
r

(
D̃ṽ + ikũ

)]
, (2.77)

∂w̃

∂t
= −ReV

b

r
imw̃ − ikp+ µb∆w̃ +Dµb [Dw̃ + ikũ] , (2.78)

avec ∆ = D2 +
1

r
D − m2

r2
− k2.

On exprime ensuite la pression avec l’équation (2.78) (respectivement équation (2.77)) et la compo-

sante w̃ (resp. ṽ) de la vitesse avec l’équation de continuité (2.75), en supposant k 6= 0 (resp.m 6= 0) et

on remplace leur expression dans les équations (2.76) et (2.77) (resp. équations (2.76) et (2.78)) pour

obtenir un système à deux équations et deux inconnues (ũ, ṽ) (resp. (ũ, w̃)),

M
≈

∂q̃

∂t
= L

≈
q̃ (2.79)

avec q̃ = (ũ, ṽ)T (resp. q̃ = (ũ, w̃)T ). Les expressions des opérateurs linéaires L
≈

et M
≈

sont données

dans l’annexe A.
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Chapitre 3

ANALYSE LINÉAIRE DE STABILITÉ :

APPROCHE MODALE

Ce chapitre présente une analyse linéaire de stabilité de l’écoulement de Taylor-

Couette d’un fluide rhéofluidifiant suite à une perturbation infinitésimale

tridimensionnelle.

L’analyse des conditions critiques d’instabilités montre d’une part que le caractère

rhéofluidifiant a un effet déstabilisant. D’autre part, l’existence d’un seuil produit

plutôt un effet stabilisant sur l’écoulement de base. Cependant, le comportement

déstabilisant ou stabilisant du caractère rhéofluidifiant dépend fortement du choix

de la viscosité de référence.

Il est observé que la perturbation critique peut être bidimensionnelle (correspondant

à des rouleaux toroïdaux contrarotatifs) comme tridimensionnelle (avec des tour-

billons enroulés en spirale autour du cylindre intérieur). Une analyse des spectres

de valeurs propres est effectuée pour ces deux types de perturbations critiques.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Dans le présent travail, des perturbations a priori tridimensionnelles ont été considérées.

Le caractère rhéologiquement complexe des fluides a un grand effet sur la stabilité de l’écoulement.

En effet, deux effets fondamentaux sont à l’œuvre :

◦ La viscosité est stratifiée dans l’espace annulaire

◦ Le tenseur des contraintes de la perturbation est anisotrope.

Les résultats seront présentés pour un écoulement en entrefer étroit et en entrefer large. En effet,

dans le cas d’un faible entrefer, le cisaillement est homogène, ce qui n’est pas le cas d’un entrefer

important. Cet aspect joue un grand rôle dans la stabilité de l’écoulement.

3.2 Problème aux valeurs propres

Pour étudier le comportement aux temps longs d’une perturbation, nous allons utiliser une ap-

proche modale. Reprenant le problème aux valeurs initiales, équation (2.79) du chapitre 2, nous sup-

posons une dépendance exponentielle en temps de la perturbation. Ainsi, nous cherchons une solu-

tion sous la forme

q̃(r, t) = q(r) exp(σt) , (3.1)

où σ = σr + iσi est le taux de croissance complexe.

La partie réelle σr désigne le taux d’amplification temporelle de la perturbation. Si σr est négatif,

la perturbation tend vers zéro aux temps longs et l’écoulement de base est stable. Si au contraire

σr est positif, la perturbation tend vers infini et l’écoulement est instable. Le cas particulier σr = 0

correspond à la stabilité dite marginale.

La partie imaginaire σi désigne la fréquence d’oscillation. Par ailleurs, σi/k représente la vitesse de

phase. Nous rappelons que k est le nombre d’onde axial.

En remplaçant q̃ par son expression (3.1) dans l’équation (2.79), on aboutit à un problème aux valeurs

propres généralisé

L
≈
q = σM

≈
q , (3.2)

où σ est la valeur propre et q est le vecteur des fonctions propres u, v ouw. Dans ce travail, q = (u, v)T

pour une formulation (u, v) ou q = (u,w)T pour une formulation (u,w).
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3.3 Résolution numérique

Le problème aux valeurs propres (3.2) est résolu en utilisant une méthode spectrale de collocation

basée sur les polynômes de Chebyshev. Cette méthode permet de capter la structure de l’écoulement

au voisinage des parois moyennant un nombre réduit de polynômes de Chebyshev.

La méthode est présentée ci-dessous pour une formulation (u, v), mais est applicable de la même

manière pour une formulation (u,w). Nous développons les fonctions propres u et v en séries des

polynômes de Chebyshev de 1 ère espèce :

u (y) =

N∑

i=0

aiTi (y) et Du (y) =

N∑

i=0

aiT
′
i (y) (3.3)

v (y) =
N∑

i=0

biTi (y) et Dv (y) =
N∑

i=0

biT
′
i (y) (3.4)

où Ti (y) = cos
(
i cos−1 (y)

)
est le i ème polynôme de Chebyshev, défini sur l’intervalle −1 ≤ y ≤ 1

avec i, un entier supérieur ou égal à zéro . La coordonnée radiale r étant comprise entre R1 et R2, on

définit y = r/(R2 −R1) + (R1 +R2)/(R1 −R2), de sorte que y varie bien entre −1 et 1. L’intervalle

[−1; 1] est discrétisé en (N + 1) points de collocation de Gauss-Lobatto, yj = cos (πj/N) avec j =

0, 1, ..., N . L’équation (3.2) est ainsi convertie en un problème aux valeurs propres discret

A
≈
a = σB

≈
a (3.5)

où le vecteur a contient les coefficients des séries (3.3) et (3.4), a =
[
(a0 a1...aN−1 aN )T , (b0 b1...bN−1 bN )T

]
.

Les matrices A
≈

et B
≈

, de dimension (2N + 2) × (2N + 2), sont les équivalents des matrices L
≈

et M
≈

respectivement.

Remarque : Les conditions aux limites aux parois, à savoir u = 0 et Du = 0 à r = R1 et

r = R2, sont traitées numériquement en suivant la méthode proposée dans [Schmid et Henningson, 2001]

en écrivant

er = σu (3.6)

où er est choisie arbitrairement et loin des spectres de valeurs propres σ.
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N 10 20 30 40 50

Re1c 120.9858 120.9866 120.9866 120.9866 120.9866

kc 3.1294 3.1294 3.1294 3.1294 3.1294

mc 0 0 0 0 0

TAB. 3.1 – Étude de la convergence des calculs. Conditions critiques pour un fluide newtonien, un

rapport de rayons η = 0.881, lorsque seul le cylindre intérieur tourne (Re2 = 0) pour différents

nombres de points de collocation N .

N 10 20 30 40 50

Re1c 68.2963 68.2965 68.2965 68.2965 68.2965

kc 3.1834 3.1834 3.1835 3.1835 3.1835

mc 0 0 0 0 0

TAB. 3.2 – Etude de la convergence des calculs. Conditions critiques pour un fluide newtonien, un

rapport de rayons η = 0.4, lorsque seul le cylindre intérieur tourne (Re2 = 0) pour différents nombres

de points de collocation N .

Le problème aux valeurs propres généralisé est ensuite résolu en utilisant l’algorithme QZ de

Matlab [Watkins, 1982, Watkins, 2008]. Cette méthode donne de bons résultats dans le cas des ma-

trices carrées et pleines [Trefethen, 1997] comme c’est le cas dans cette étude. Pour un couple de

Reynolds (Re1, Re2) donné, l’écoulement de base est instable lorsqu’il existe au moins une valeur

propre σ de partie réelle positive. La condition de stabilité marginale est atteinte lorsque σr associé

au mode le moins stable est nulle. En pratique, on a considéré σr ≤ 10−5. En effet, pour une valeur

du nombre de Reynolds extérieur Re2 fixée, on augmente progressivement la valeur du nombre de

Reynolds intérieur Re1 et, au-delà d’une valeur seuil Re1c, la partie réelle d’une des valeurs propres

devient positive. A cette valeur propre est associé un mode instable avec un nombre d’onde axial

critique kc et un nombre azimutal critiquemc (non nul lorsque la perturbation est tridimensionnelle).

3.3.1 Convergence

Pour déterminer le nombre de polynômes de Chebyshev nécessaires à la convergence, des tests

ont été effectués pour différentes valeurs de N . Les tableaux 3.1 et 3.2 montrent les résultats de cette

étude pour deux rapports de rayons. A partir de N = 40, les conditions critiques sont inchangées à
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une précision de 10−4. Les résultats que nous présenterons dans ce travail sont généralement obtenus

pour N = 40.

Remarque :

Parmi les valeurs propres obtenues après la résolution numérique du système discret (3.5), certaines

sont physiques (valeurs propres à partie réelle élevée) et les autres sont des artéfacts numériques

(valeurs propres à partie réelle basse). Afin d’éliminer les valeurs propres parasites, les calculs sont

systématiquement réalisés pour deux nombres de points de collocation, N et N + 5 et seules les

valeurs propres communes aux deux spectres sont conservées.

3.4 Étude des spectres de valeurs propres

Nous allons nous intéresser dans cette section à deux types de perturbations : les perturbations

axisymétriques (bidimensionnelles), de nombre d’onde azimutal nul (m = 0) et les perturbations

tridimensionnelles (m 6= 0). Pour une valeur du nombre de Reynolds du cylindre intérieur Re1 fixée

positive, on considère plusieurs valeurs de nombre de Reynolds extérieur positives (régime co-rotatif

du plan (Re1, Re2)) ou négatives (régime contra-rotatif). Le cas des fluides newtoniens est d’abord

envisagé, puis le cas des fluides non newtoniens rhéofluidifiants avec ou sans seuil de contrainte.

Nous insisterons sur les différences fondamentales engendrées par la prise en compte du caractère

non newtonien.

3.4.1 Perturbation axisymétrique (m = 0)

Lorsque le fluide est newtonien et que la perturbation est axisymétrique, les équations aux per-

turbations (2.76) - (2.77) sont purement réelles. En conséquence, les valeurs propres sont réelles ou

complexes conjuguées, comme le montre la figure 3.1.

Sur la ligne de Rayleigh en particulier, les valeurs propres sont réelles (voir la démonstration dans

l’encadré 3.4.1 de la page suivante) et le spectre est caractérisé par une seule branche unique centrée

en σi = 0 comme le montre la figure 3.1(a). De plus, les spectres sont indépendants du nombre de

Reynolds du cylindre intérieurRe1 [Gebhardt et Grossmann, 1993]. Ceci est démontré en remarquant

que, sur la ligne de Rayleigh, le moment angulaire est uniforme dans tout l’espace annulaire.
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Valeurs propres réelles sur la ligne de Rayleigh

Sur la ligne de Rayleigh, il n’y a pas de stratification du moment angulaire, d((rV b)2)/dr = 0.

L’écoulement de base s’écrit alors V b =
a

r
, où a est une constante et D∗V

b = DV b +
V b

r
= 0.

[Gebhardt et Grossmann, 1993] ont montré que dans cette situation, deux modes coexistent. Un

premier mode correspondant à v 6= 0 et un second mode à v = 0.

On déduit à partir de (3.2), dans la formulation (u, v), le système d’équation (v 6= 0 et v = 0)

σ
(
DD∗ − k2

)
u = µb

(
DD∗ − k2

)2
v (3.7)

σ v = µb
(
DD∗ v − k2 v

)

Dans le premier cas, l’équation en v de la formulation (u, v) est considérée (seconde ligne du

système (3.7)),

σ v = µb
(
DD∗ v − k2 v

)
. (3.8)

Cette équation est multipliée par le complexe conjugué v∗ de v, et intégrée sur le volume V =

2π2
(
R2

2 −R2
1

)
/k

σ

∫ R2

R1

∫ 2π

0

∫ 2π
k

0
v v∗ r dr = µb

∫ R2

R1

∫ 2π

0

∫ 2π
k

0

(
DD∗ v − k2 v

)
v∗ r dr . (3.9)

Après une intégration par partie, on obtient

σ

∫ R2

R1

v v∗ r dr = −µb
∫ R2

R1

[
(D∗ v) (D∗ v

∗) + k2 v v∗
]
r dr . (3.10)

Pour le deuxième cas, v = 0, l’équation en u de la formulation (u, v) est considérée (première

ligne du système (3.7)),

σ
(
DD∗ − k2

)
u = µb

(
DD∗ − k2

)2
v . (3.11)

De nouveau, cette équation est multipliée par le complexe conjugué u∗ de u, et intégrée sur le

volume V . Après intégration par partie, on obtient

−σ
∫ R2

R1

[
(D∗ u) (D∗ u

∗) + k2 uu∗
]
r dr = µb

∫ R2

R1

(
DD∗ u− k2 u

) (
DD∗ u

∗ − k2 u∗
)
r dr .

(3.12)

Dans les équations (3.10) et (3.12), obtenues pour les deux cas v 6= 0 et v = 0, le coefficient σ est

réel négatif indépendant de Re1 et le membre de droite est réel positif indépendant de Re1. En

conséquence, les valeurs propres σ sont réelles négatives ce qui indique un écoulement stable.

De plus, elles sont indépendantes de Re1.
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Lorsque seul le cylindre intérieur tourne (Re2 = 0), la majorité des valeurs propres sont réelles

comme indiqué sur la figure 3.1(b). Les travaux de [DiPrima et Hall, 1984] ont montré par ailleurs

que dans ce cas, la première valeur propre à franchir le demi plan instable est toujours réelle confor-

mément au principe d’échange de stabilité conduisant à l’apparition des vortex de Taylor.

Lorsque les deux cylindres sont en rotation, la branche verticale, constituée de valeurs propres réelles

se divise en deux branches latérales incurvées constituées de valeurs propres complexes conjuguées.

Le lieu de la séparation de la branche dépend de la valeur de Re2. Plus |Re2| est grand, plus la sépa-

ration est basse dans le spectre comme le montrent les figures 3.1(c) et 3.1(d).
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FIG. 3.1 – Spectres de valeurs propres d’un fluide newtonien avec η = 0.881, Re1 = 400, k = π, m = 0

(perturbation axisymétrique) pour différentes valeurs du nombre de Reynolds du cylindre extérieur

Re2. (a) Sur la ligne de Rayleigh Re2 = 352.4 (b) Re2 = 0 (c) Re2 = −4000 (d) Re2 = −25000.

La partie imaginaire des spectres est par ailleurs bornée par la fréquence épicyclique κ évaluée à la

paroi du cylindre extérieur r = R2. Par définition, la fréquence épicyclique est donnée par l’équation

κ2(r) =
1

r3
d

dr
(rV b)2 . (3.13)
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Cette équation découle du théorème de la circulation de Kelvin [Shu, 1982].

Pour un fluide newtonien, la fréquence épicyclique évaluée à la paroi du cylindre extérieur r = R2

est donnée par

κ2(R2) = 4Re2(Re2 − ηRe1)

(
1− η

1 + η

)
. (3.14)

En régime co-rotatif, les spectres sont similaires à ceux obtenus dans le régime contra-rotatif. Par

ailleurs, lorsque la perturbation est axisymétrique, la première valeur propre à franchir le demi plan

instable est toujours réelle dans tous les régimes d’écoulement du plan (Re1, Re2).

Dans le cas des larges entrefers, la forme des spectres est identique à celles obtenues sur les entrefers

étroits, comme cela est illustré sur la figure 3.2.
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FIG. 3.2 – Spectres de valeurs propres d’un fluide newtonien avec η = 0.4, Re1 = 400, k = π, m = 0

(perturbation axisymétrique) pour différentes valeurs du nombre de Reynolds du cylindre extérieur

Re2. (a) Re2 = −4000 et (b) Re2 = −25000.

Les spectres de valeurs propres pour les fluides non newtoniens rhéofluidifiants sont similaires à

ceux des fluides newtoniens. Néanmoins, quelques différences fondamentales sont à noter :

◦ le moment angulaire n’est plus constant sur la ligne de Rayleigh. Par conséquent, les valeurs

propres ne sont plus nécessairement réelles mais certaines peuvent être complexes conjuguées comme

on peut le voir sur la figure 3.3(a). Cette fois, le spectre des valeurs propres dépend du nombre de

Reynolds du cylindre intérieur Re1.

◦ pour un couple de Reynolds (Re1, Re2) fixé, la séparation de la branche centrale a lieu plus près de

l’axe des réels que dans le cas des fluides newtoniens, figure 3.3(b).

◦ les valeurs propres sont plus rapprochées. Cet effet s’accentue avec l’augmentation du caractère

rhéofluidifiant, figures 3.4(a) et 3.4(b).
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Il est à remarquer que pour une perturbation axisymétrique, pour les fluides rhéofluidifiants,

quel que soit le régime d’écoulement, la première valeur propre à franchir le demi plan instable est

également réelle comme le montrent les figures 3.4(a) et 3.4(b).
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FIG. 3.3 – Spectres des valeurs propres d’un fluide en loi de puissance, n = 0.5, avec η = 0.881,

Re1 = 500, k = π, m = 0 (perturbation axisymétrique) pour différentes valeurs du nombre de

Reynolds du cylindre extérieur Re2. (a) Sur la ligne de Rayleigh Re2 = 454.71, (b) Re2 = −4000.

−1500 −1000 −500 0 500 1000 1500
−1000

−800

−600

−400

−200

0

σ
r

σ
i

(a)

−1500 −1000 −500 0 500 1000 1500
−300

−200

−100

0

σ
i

σ
r

(b)

FIG. 3.4 – Spectres de valeurs propres de fluides rhéofluidifiants avec η = 0.881, k = π et m = 0

(perturbation axisymétrique). (a) Fluide en loi de puissance avec n = 0.5, Re2 = −4000 et (◦) Re1 =

500, (•) Re1 = Re1c = 828.14, (b) fluide de Carreau avec n = 0.5, λ = 10, Re2 = −4000 et (◦)

Re1 = 100, (•) Re1 = Re1c = 538.55.
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Pour un fluide à seuil, les spectres de valeurs propres sont similaires à ceux des fluides new-

toniens et des fluides rhéofluidifiants sans seuil. Quelques différences fondamentales sont aussi à

noter :

◦ les valeurs propres sont réelles sur la ligne de Rayleigh comme illustré sur la figure 3.5(a).

◦ pour un couple de Reynolds (Re1, Re2) fixé, la séparation de la branche centrale se produit à une

position proche du cas newtonien, figure 3.5(b).

◦ les valeurs propres sont plus espacées que dans les cas des fluides newtoniens et des fluides rhéo-

fluidifiants sans seuil, figure 3.5(b).
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FIG. 3.5 – Spectres de valeurs propres d’un fluide à seuil, Bi = 10, avec η = 0.881, k = π et m = 0

(perturbation axisymétrique). (a) Sur la ligne de RayleighRe1 = 500 etRe2 = 560.01. (b)Re2 = −4000

et (◦) Re1 = 500, (•) Re1 = Re1c = 1962.9.

Dans certaines situations, le mode le moins stable n’est pas axisymétrique. Pour cette raison, il est

intéressant d’examiner le cas des perturbations non axisymétriques.

3.4.2 Perturbation non-axisymétrique (m 6= 0)

Pour une perturbation tridimensionnelle (m 6= 0), le spectre des valeurs propres n’est plus centré

sur l’axe σi = 0 mais sur une valeur proportionnelle au nombre d’onde azimutal m et au nombre de

Reynolds Re2. La classification des spectres est moins évidente à réaliser.

Les résultats numériques ont montré qu’il n’y a pas de différences fondamentales entre les spectres

des fluides newtoniens et des fluides rhéofluidifiants avec ou sans seuil de contraintes lorsque la per-

turbation est tridimensionnelle. D’après les travaux de [Gebhardt et Grossmann, 1993], la structure

du spectre des valeurs propres de l’écoulement de Taylor-Couette dépend de la valeur relative du

nombre d’onde axial et du nombre d’onde azimutal modifié m/rm où rm = (R1 + R2)/2. Lorsque

k >> m/rm, la structure du spectre est proche de celle d’une perturbation axisymétrique. Par contre,
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lorsque k << m/rm le spectre est proche de celui obtenu pour une perturbation homogène dans la

direction axiale.

Les calculs montrent qu’en augmentant m, les spectres des valeurs propres passent progressivement

d’une structure en forme de jet (les figures 3.6(a), 3.7(a) et 3.8(a)) caractéristique des perturbations axi-

symétriques, à une structure en “Y ” caractéristique des spectres de perturbation présentant une inva-

riance axiale [Gebhardt et Grossmann, 1993]. D’autre part, les figures 3.6(b), 3.7(b) et 3.8(b) montrent

que, quand le nombre de Reynolds Re1 est augmenté jusqu’à sa valeur critique (valeur pour la-

quelle σr = 0), le mode critique correspond à une spirale tourbillonnaire, avec une vitesse de phase

ω = −σi/m.
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FIG. 3.6 – Spectres de valeurs propres de fluide newtonien, avec η = 0.881 Re2 = −4000, k = π et

m = 0 (perturbation non axisymétrique). (a) Re1 = 400, (1) m = 1, (2) m = 3, (3) m = 5, (b) (1)

m = 1, Re1 = Re1c = 1221.4, (2) m = 3, Re1 = Re1c = 1059.8, (3) m = 5, Re1 = Re1c = 1011.7.
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FIG. 3.7 – Spectres de valeurs propres pour un fluide en loi de puissance, np = 0.5, avec η = 0.881,

Re2 = −4000, k = π et différentes valeurs du nombre d’onde azimutal. (a) Re1 = 400, (1) m = 1, (2)

m = 2, (3) m = 5, (b) m = 5, Re1 = Re1c = 878.55.
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FIG. 3.8 – Spectres de valeurs propres pour un fluide à seuil, Bi = 10, avec η = 0.881,Re2 = −4000,

k = π et différentes valeurs du nombre d’onde azimutal. (a) Re1 = 400, (1) m = 1, (2) m = 3, (3)

m = 5, (b) m = 1, Re1 = Re1c = 1962.

Des résultats similaires sont obtenus pour les spectres des fluides de Carreau comme le montre

la figure 3.9. Par ailleurs, le modèle de Carreau donne des spectres similaires au modèle en loi de

puissance pour λγ̇brθ ≫ 1, conformément aux comparaisons de ces deux lois effectuées dans § 2.1 du

chapitre 2.

Globalement, on remarque qu’une perturbation non axisymétrique entraîne donc l’apparition d’ondes

qui se propagent.
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FIG. 3.9 – Spectres de valeurs propres pour un fluide de Carreau, n = 0.5, λ = 10 avec une per-

turbation non axisymétrique pour un rapport de rayon η = 0.881. Le nombre de Reynolds du cy-

lindre extérieur et le nombre d’onde axial sont fixés : Re2 = −4000 et k = π respectivement. (a)

m = 1, Re1 = 400, (b) m = 2, Re1 = 400, (c) m = 3, Re1 = 400, (d) m = 3, Re1 = Re1c = 526.49.

3.5 Stabilité marginale

Cette section est consacrée à la détermination des conditions critiques et leur dépendance au

caractère rhéofluidifiant.

3.5.1 Calculs de validation

Afin de valider notre code de calcul, des tests ont été effectués en comparant nos résultats avec

ceux existant dans la littérature pour des perturbations axisymétriques (2D) et tridimensionnelles

(3D).

La figure 3.10(a) montre ainsi un très bon accord entre nos calculs et ceux de [Meseguer, 2002] pour

un fluide newtonien pour une perturbation 3D. Sur cette figure, il apparait de plus que, dans le ré-

gime contra-rotatif, les perturbations 2D sont plus stables que les perturbations 3D, de sorte que les
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nombres de Reynolds sont surestimés si l’on considère des perturbations bidimensionnelles, comme

l’ont montré [Krueger et al., 1966] et [Langford et al., 1988]. Dans le tableau 3.3 sont montrées les

conditions critiques pour un fluide newtonien soumis à une perturbation bidimensionnelle. A nou-

veau, l’accord entre le présent travail et les travaux de [Landry, 2006] et de [Tagg, 1994] est très bon.
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FIG. 3.10 – Courbes de stabilité marginale dans le plan (Re1, Re2). (a) Fluide newtonien et avec

η = 0.881 et m 6= 0 (perturbation 3D) : comparaison de nos résultats (—) avec les travaux de

[Meseguer, 2002] (△). (−−) Nos résultats pour une perturbation 2D (m = 0). (b) Fluide de Bingham,

Bi = 10, avec η = 0.883 et m = 0 : comparaison de nos résultats (—) avec ceux de [Landry, 2006] (△).

Re2 0 −5 −10 −25 −50 −100

[Landry, 2006](DF ) 121.7749 121.5845 121.6138 123.0273 129.2676 151.3940

[Landry, 2006](PC) 121.9805 121.7822 121.8188 123.2324 129.4653 151.6064

[Tagg, 1994] 121.9791 121.7868 121.8205 123.2306 129.4683 151.6083

Présent travail 121.9791 121.7868 121.8205 123.2306 129.4683 151.6084

TAB. 3.3 – Nombre de Reynolds critique Re1c d’un fluide newtonien siège de perturbations axisy-

métriques, pour un rapport de rayon pour η = 0.883 et différentes valeurs du nombre de Reynolds

Re2. Comparaison avec les résultats obtenus par [Landry, 2006] avec la méthode des différences finies

(DF) et avec une méthode de collocation basée sur les polynômes de Chebyshev (PC) et les résultats

obtenus par [Tagg, 1994].

Pour un fluide en loi de puissance, des comparaisons supplémentaires ont montré une bonne

adéquation avec les résultats obtenus par [Pascal et Rasmussen, 1995] pour une perturbation 2D. Sur

la figure 3.10(b) nos calculs sont comparés avec succès avec les résultats de [Landry, 2006] pour un
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fluide de Bingham (Bi = 10) à la suite de perturbations 2D.

3.5.2 Fluides en loi de puissance

Les figures 3.11(a) - 3.11(e) montrent pour un fluide en loi de puissance l’influence du caractère

rhéofluidifiant sur les conditions critiques d’apparition de la première instabilité. Il apparaît que le

caractère rhéofluidifiant a un effet “déstabilisant" (Re1c diminue) sauf au voisinage de Re2 = 0 pour

un large entrefer.

Quand seul le cylindre intérieur est en rotation, la figure 3.12(a) montre l’influence de l’entrefer et

du caractère rhéofluidifiant sur le nombre de Reynolds critique Re1c. Le caractère rhéofluidifiant a

un effet déstabilisant pour les entrefers étroits, mais, pour des caractères très rhéofluidifiant et un

entrefer large, un effet stabilisant peut être observé.

Les figures 3.13(a) et 3.13(b) montrent l’évolution du Reynolds critique Re1c en régime contra-rotatif

en fonction de l’indice de rhéofluidification et ce pour différentes valeurs de rapport de rayons η. On

peut montrer pour la gamme de nombre de Reynolds Re2 considérée que Re1c évolue de manière

exponentielle en fonction de np,

Re1c/Re1c(np = 1) ∝ exp(np
β1) , (3.15)

avec β1 = 0.8 pour Re2 ≤ −5025.

En régime co-rotatif avec un faible entrefer, une légère stabilisation est mise en évidence par les

résultats numériques. Par ailleurs, dans ce régime, les calculs montrent une évolution exponentielle

du nombre de Reynolds critique Re1c avec le caractère rhéofluidifiant, mais, il faut distinguer le cas

de l’entrefer étroit (figure 3.13(c)) pour lequel

Re1c/Re1c(np = 1) ∝ exp(np
β2) , (3.16)

avec β2 = 0.01 pour une large gamme de nombre de Reynolds Re2.

Pour un entrefer large et pour un fort caractère rhéofluidifiant comme le montre la figure 3.13(d), on

retrouve la même loi que pour le régime contra-rotatifRe1c(np) ∝ exp(np
β1) pour de grands nombres

de Reynolds Re2.
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FIG. 3.11 – Représentation des conditions critiques d’apparition des instabilités dans le plan

(Re1, Re2) pour un fluide en loi de puissance et pour deux rapports de rayons, η = 0.881 (figures

de gauche) et η = 0.4 (figures de droite). (a) et (b) Nombre de Reynolds critiques (stabilité margi-

nale) ; (c) et (d) nombres d’onde azimutaux critique ; (e) et (f) nombres d’onde axiaux critique. (1)

Fluide newtonien, np = 1, (2) np = 0.7, (3) np = 0.5, (4) np = 0.3.
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FIG. 3.12 – Variation du nombre de Reynolds critique (a) et du nombre d’onde axial critique (b) en

fonction de l’indice np pour différentes valeurs de rapport de rayon quand seul le cylindre intérieur

tourne.
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FIG. 3.13 – Variation du nombre de Reynolds critique en fonction de l’indice np pour différentes

valeurs du rapport de rayon. (a) et (b) Régime contra-rotatif, (c) et (d) régime co-rotatif.
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FIG. 3.14 – Influence du caractère rhéofluidifiant sur le nombre de Reynolds Re2s à partir duquel

la transition bifurque vers les spirales pour (1) un faible entrefer η = 0.881 et (2) un large entrefer

η = 0.4.

Concernant le nombre d’onde azimutal critique, dans le régime co-rotatif, le mode critique est

axisymétrique dans la gamme des nombres de Reynolds Re2 considérée dans cette étude comme le

montrent les figures 3.11(c) et 3.11(d). La première instabilité conduit dans ce cas à l’apparition des

tourbillons de Taylor.

En régime contra-rotatif, le nombre d’onde azimutal critique augmente avec |Re2|. Il existe dans ce

cas une valeur limite de Re2, notée ici Re2s à partir de laquelle, la bifurcation primaire se manifeste

par des tourbillons contrarotatifs en spirale, mc ≥ 0. Les tourbillons en spirale sont des ondes qui se

propagent dans les directions axiales et azimutales. La figure 3.14 montre que, plus les fluides sont

rhéofluidifiants, plus le mode critique reste axisymétrique jusqu’à de grandes valeurs du nombre de

Reynolds |Re2|.
Les figures 3.11(e) et 3.11(f) indiquent que le nombre d’onde axial augmente avec le nombre de Rey-

nolds |Re2| ainsi qu’avec le caractère rhéofluidifiant. Cet effet est d’autant plus significatif que l’es-

pace annulaire est large, comme le montre la figure 3.12(b) dans le cas particulier où Re2 = 0 (seul le

cylindre intérieur tourne). Ce comportement peut être attribué au fait que la taille de l’entrefer effec-

tif, l’espace annulaire compris entre le cylindre intérieur et la position radiale pour laquelle V b = 0

(le critère de Rayleigh est valable dans cet espace), décroît lorsque que le caractère rhéofluidifiant

augmente.

L’effet déstabilisant de la rhéofluidification (diminution de Re1c quand np diminue) peut être inter-

prété en utilisant l’équation de l’énergie cinétique de la perturbation. Celle-ci est obtenue en multi-

63



Chapitre 3. ANALYSE LINÉAIRE DE STABILITÉ : APPROCHE MODALE

pliant l’équation de conservation de la quantité de mouvement linéarisée par le complexe conjugué

u∗ et en intégrant dans le volume V = 2π2
(
R2

2 −R2
1

)
/k, délimité par les deux cylindres, et de hauteur

égale à une longueur d’onde axiale.

Re(σ)||u||2 = −Re1
∫ R2

R1

f(r)rdr −
∫ R2

R1

g1(r)rdr +

∫ R2

R1

g2(r)rdr avec (3.17)

f(r) = γ̇brθ
u∗v + uv∗

2
(3.18)

g1(r) = µb
[
1

2

(
|γ̇′rr|2 + |γ̇′θθ|2 + |γ̇′zz|2

)
+ |γ̇′rθ|2 + |γ̇′rz|2 + |γ̇′θz|2

]
(3.19)

g2(r) =
(
µb − µt

)
|γ̇′rθ|2 . (3.20)

avec ||u||2 =
1

2

∫ R2

R1

(uu∗ + vv∗ + ww∗) rdr.

Dans l’équation (3.17), le premier terme du membre de droite traduit une production d’énergie. Cette

production d’énergie est associée au travail du tenseur de Reynolds, −uv sur le taux de cisaillement

γ̇brθ ou simplement l’échange d’énergie entre l’écoulement de base et la perturbation. Le deuxième

terme correspond à la dissipation visqueuse. Le troisième terme provient de la perturbation de la

viscosité liée au caractère rhéofluidifiant. Ce dernier terme est positif et constitue par ce fait une

source d’énergie pour la perturbation. Comme l’ont fait [Ranganathan et Govindarajan, 2001], on

peut comparer la moyenne spatiale du terme de production et des termes de dissipation Γ+ et Γ−

respectivement définis par

Γ+ =
Re1

∫ R2

R1
f(r)rdr

||u||2 , Γ− =

∫ R2

R1
g1(r)rdr −

∫ R2

R1
g2(r)rdr

||u||2 (3.21)

Aux conditions critiques d’apparition des instabilités, le terme de production compense exactement

la dissipation visqueuse (Γ+ = Γ−), comme illustré pour un fluide newtonien (np) sur les figures 3.15

et 3.16. Afin de déterminer si la réduction deRe1c lorsque np diminue résulte d’une augmentation du

terme de production qui sera lié en partie à l’augmentation de γ̇brθ à la paroi, ou au contraire d’une

diminution de la dissipation visqueuse, la méthodologie suivante a été établie : pour un nombre

de Reynolds Re2 fixé, on calcule le nombre de Reynolds intérieur critique dans le cas newtonien

Re1c(np = 1). En conservant les valeurs de Re2 et Re1c = Re1c(np = 1), on introduit le caractère

rhéofluidifiant et on calcule pour le mode le moins stable Γ+ et Γ− avec les optimales de mc et kc.

Remarque :

Lorsque seul le cylindre intérieur tourne et que l’entrefer est étroit, la figure 3.15(a) montre que Γ−

décroît plus vite que Γ+quand np diminue, ce qui explique que les instabilités apparaissent à des

valeurs de Re1 inférieures aux valeurs newtoniennes. Pour un large entrefer, la courbe de Γ− décroît
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dans un premier temps lorsque np diminue avant de remonter au-dessus de la courbe Γ+, conduisant

à un effet déstabilisant pour un faible caractère rhéofluidifiant puis un effet stabilisant pour un fort

caractère rhéofluidifiant.

En régime contra-rotatif, que l’entrefer soit large ou étroit, les figures 3.16(a) et 3.16(c) montrent

qu’en augmentant le caractère rhéofluidifiant, la dissipation visqueuse reste toujours proche de celle

d’un fluide newtonien tandis que la production d’énergie augmente significativement, rendant l’écou-

lement moins stable.

En régime co-rotatif, et seulement pour les entrefers étroits, comme le montre la figure 3.16(b), la pro-

duction et la dissipation croissent puis décroissent ensuite lorsque la rhéofluidification augmente,

avec une prédominance de la dissipation ce qui rend l’écoulement plus stable. En revanche, pour un

large entrefer, la figure 3.16(d) montre que la rhéofluidification conduit à un écoulement moins stable

puisque la production croît significativement par rapport à la dissipation visqueuse.

Par ailleurs, la figure 3.17 montre le lieu du maximum des fonctions f et (g1 + g2) définies par les

équations (3.18) - (3.20) en fonction du nombre de Reynolds Re2. Il apparaît que les maxima de la

production et la dissipation visqueuse sont atteints au voisinage du cylindre intérieur.
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FIG. 3.15 – Moyenne spatiale (◦) de la production d’énergie Γ+ et (�) de la dissipation Γ− définies

par l’équation (3.21) pour un fluide en loi de puissance avec (a) η = 0.881 (b) et η = 0.4, en fonction

de l’indice de rhéofluidification np lorsque seul le cylindre intérieur tourne (Re2 = 0).
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FIG. 3.16 – Moyenne spatiale (◦) de la production d’énergie Γ+ et (�) de la dissipation Γ− définies

par l’équation (3.21) pour un fluide en loi de puissance avec (a) et (b) η = 0.881, (c) et (d) η = 0.4 en

fonction de l’indice de rhéofluidification np. A gauche Re2 = −2025 et à droite Re2 = 500.
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FIG. 3.18 – Courbes de stabilité marginale dans le plan (Re1w, Re2w) pour un fluide en loi de puis-

sance. (a) η = 0.881 ; (b) η = 0.4. (1) Fluide newtonien, (2) np = 0.7, (3) np = 0.5, et (4) np = 0.3.

Effet de l’échelle de viscosité sur la stabilisation/déstabilisation d’un fluide en loi de puissance

Les nombres de Reynolds utilisés jusqu’à présent sont définis par rapport à une viscosité de réfé-

rence µ̂ref , définie dans le paragraphe §2.2.1 du chapitre 2. Cette viscosité n’est pas nécessairement

atteinte dans l’écoulement et n’est donc pas représentative. Néanmoins, l’avantage est qu’elle peut

être calculée facilement. Pour pallier cet inconvénient, on peut choisir comme viscosité de référence,
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la viscosité à la paroi du cylindre intérieur µ̂ = µ̂b(R̂1). C’est la viscosité de la région de l’écoulement

où le gradient de vitesse est le plus important. La viscosité µ̂ = µ̂b(R̂1) a une réalité physique, mais

doit être calculée dans chaque cas. Les nombres de Reynolds s’écrivent alors

Re1w =
ρ̂R̂1Ω̂1d̂

µ̂b(R̂1)
et Re2w =

ρ̂R̂2Ω̂2d̂

µ̂b(R̂1)
(3.22)

La figure 3.18 montre les courbes de stabilité marginale avec les nouvelles définitions des nombres de

Reynolds Re1w et Re2w. Il apparaît que pour un entrefer étroit, comparativement aux figures 3.11(a)

et 3.11(b), le caractère rhéofluidifiant a toujours un effet déstabilisant sur l’écoulement dans le régime

contra-rotatif et un effet stabilisant dans le régime co-rotatif. En revanche, pour un large entrefer, une

stabilisation de l’écoulement est observée dans le régime contra-rotatif tandis qu’une déstabilisation

peut être observée en co-rotatif. Les figures 3.19(a) et 3.19(b) montrent pour différentes valeurs des

nombres de Reynolds Re1 et Re2 que la viscosité à la paroi du cylindre intérieur µb(R1) diminue

quand le caractère rhéofluidifiant augmente. Cette variation est beaucoup plus prononcée lorsqu’il

s’agit d’un large entrefer.

Par ailleurs, pour un large entrefer, quand np diminue, µb(R1) décroît beaucoup plus rapidement

que Re1c. Par conséquent, Re1cw = Re1c/µ
b(R1) augmente avec le caractère rhéofluidifiant. L’effet

stabilisant ou déstabilisant de l’écoulement en fonction du caractère rhéofluidifiant dépend du choix

de la viscosité de référence. Il faut donc choisir cette dernière avec précaution.
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FIG. 3.19 – Viscosité à la paroi du cylindre intérieur en fonction de l’indice de l’écoulement np pour

Re1 = 300 et (1) Re2 = 0, (2) Re2 = −1000, (3) Re2 = −2000 (4) Re2 = −3000, (5) Re2 = −4000. (a)

η = 0.881 et (b) η = 0.4.
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Stabilité marginale dans le plan (Re,RΩ)

Dans cette partie, la stabilité marginale est représentée dans le plan (Re,RΩ) défini dans le para-

graphe § 2.3.1 du chapitre 2. La figure 3.20 montre les résultats pour un fluide en loi de puissance

et un entrefer étroit. Pour un fluide newtonien, la courbe de stabilité marginale est délimitée par la

ligne de Rayleigh RΩ = −1 et la ligne Re1 = 0 où RΩ = (1 − η)/η. On observe que le caractère

rhéofluidifiant a un effet déstabilisant dans tout le plan (Re,RΩ).
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FIG. 3.20 – Courbes de stabilité marginale (Re,RΩ) pour un fluide en loi de puissance pour η = 0.881.

(1) Fluide newtonien, (2) np = 0.7, (3) np = 0.5 et (4) np = 0.3.

70



3.5. Stabilité marginale

3.5.3 Fluides de Carreau

La figure 3.21 montre les courbes de stabilité marginale dans le cas de fluides de Carreau η = 0.881

et η = 0.4, ainsi que les nombres d’onde axiaux et azimutaux critiques correspondants.
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FIG. 3.21 – Conditions critiques d’apparition des instabilités pour un fluide de Carreau, λ = 10, pour

deux rapports de rayons, η = 0.881 (figures de gauche) et η = 0.4 (figures de droite). (a) et (b) Courbes

de stabilité marginale dans le plan (Re1, Re2), (c) et (d) nombres d’onde azimutaux critiques, (e) et (f)

nombres d’onde axiaux critiques. (1) Fluide newtonien, (2) nc = 0.7, (3) nc = 0.5, (4) nc = 0.3.
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La figure 3.22, résultant de l’analyse énergétique détaillée au § 3.5.2 montre un comportement

similaire à celui d’un fluide en loi de puissance.

En régime contra-rotatif comme en régime co-rotatif, lorsqu’on augmente le caractère rhéofluidifiant,

la production d’énergie évolue toujours plus vite que la dissipation visqueuse moyenne, ce qui pro-

duit une déstabilisation de l’écoulement.

Globalement, l’influence du caractère rhéofluidifiant est similaire à celle observée pour un fluide en

loi de puissance.
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FIG. 3.22 – Moyenne spatiale (◦) de la production d’énergie Γ+ et (�) de la dissipation Γ− définies

par l’équation (3.21) pour un fluide de Carreau avec η = 0.4 en fonction de l’indice de l’écoulement

nc. (a) Re2 = −2025 , (b) Re2 = 500.
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3.5.4 Fluides de Bingham

La résolution numérique du problème aux valeurs propres (3.2) avec les conditions limites aux

limites (2.73) du §2.5 du chapitre 2 ont permis de déterminer les conditions critiques de l’apparition

de la première instabilité.

Lorsque seul le cylindre intérieur tourne, la figure 3.23(a) montre la variation du nombre de Reynolds

critique en fonction du nombre de Bingham pour différentes valeurs du rapport de rayon. Il apparaît

que l’existence d’une contrainte seuil a toujours un effet stabilisant et l’évolution de Re1c, pour un

rapport de rayon fixé, suit une loi de puissance

Re1c/Re1c(Bi = 0) ∝ Bi
1.2 . (3.23)

Le mode critique est axisymétrique (mc = 0) et le nombre d’onde axial critique, représenté sur la

figure 3.23(b), évolue pour un rapport de rayon fixé comme

kc/kc(Bi = 0) ∝ Bi
0.4 . (3.24)
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FIG. 3.23 – Variation du nombre de Reynolds critique (a) et du nombre d’onde axial critique (b)

en fonction de nombre de Bingham Bi pour différentes valeurs du rapport de rayon quand seul le

cylindre intérieur tourne.

Les figures 3.24(a)-3.24(e) montrent les conditions critiques en régimes contra-rotatif et co-rotatif

pour les rapports de rayons η = 0.881 et η = 0.4.
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FIG. 3.24 – Conditions critiques d’apparition des instabilités pour un fluide de Bingham pour deux

rapports de rayons, η = 0.881 (figures de gauche) et η = 0.4 (figures de droite). (a) et (b) Courbes

de stabilité marginale dans le plan (Re1, Re2), (c) et (d) nombres d’onde azimutaux critiques, (e) et

(f) nombres d’onde axiaux critiques. (1) Fluide newtonien, (2) Bi = 5, (3) Bi = 10, (4) Bi = 20, (5)

Bi = 30 et (6) Bi = 50.
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Pour un entrefer étroit, l’existence du seuil est toujours stabilisant en régimes contra- et co-rotatifs

comme le montrent la figure 3.24(a) et les figures 3.25(a)(b), représentant l’évolution du nombre de

Reynolds critique avec le nombre de Bingham Bi.

Pour un large entrefer, la figure 3.24(b) et la figure 3.25(b) montrent aussi un caractère stabilisant du

seuil en régime contra-rotatif. Néanmoins, une caractéristique fondamentale observée à ce niveau

est que, pour des cylindres co-rotatifs, le seuil a un effet déstabilisant pour les grandes valeurs de

Re2 comme le montrent la figure 3.24(b) et la figure 3.25(d). Ce phénomène a déjà été observé par

[Peng et Zhu, 2004] et [Landry et al., 2003] et une explication a été donnée par [Landry, 2006].

0 10 20 30 40 50
0

2000

4000

6000

8000

R
e 1

c

B
i

 

 

Re
2
=−1025

Re
2
=−2025

Re
2
=−3025

Re
2
=−5025

Re
2
=−10025

(a) η = 0.881

0 10 20 30 40 50
0

2000

4000

6000

B
i

R
e 1

c

 

 

Re
2
=−1025

Re
2
=−2025

Re
2
=−3025

Re
2
=−5025

Re
2
=−10025

(b) η = 0.4

0 10 20 30 40 50
0

5000

10000

15000

R
e 1

c

B
i

 

 

Re
2
=100

Re
2
=500

Re
2
=1000

Re
2
=2000

Re
2
=5000

(c) η = 0.881

0 10 20 30 40 50
0

5000

10000

15000

B
i

R
e 1

c

 

 

Re
2
=100

Re
2
=500

Re
2
=1000

Re
2
=2000

Re
2
=5000

(d) η = 0.4

FIG. 3.25 – Variation du nombre de Reynolds critique en fonction du nombre de Bingham Bi pour

différents rapports de rayon. (a) et (b) Cylindres en régime contra-rotatif, (c) et (d) cylindres en régime

co-rotatif.

Comme pour les fluides rhéofluidifiants sans seuil de contrainte, l’influence du seuil peut être

appréciée en suivant l’évolution avec le nombre de Bingham des deux termes en compétition dans

l’équation d’énergie des perturbations du § 3.5.2. De nouveau, le nombre de Reynolds Re2 est fixé
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et on détermine le nombre de Reynolds intérieur critique pour le cas newtonien Re1c(Bi = 0). On

considère ensuite un fluide de Bingham, et pour les valeurs de Re2 et Re1 = Re1c(Bi = 0), on

détermine pour le mode le moins stable correspondant aux valeurs optimales des nombres d’onde

axiaux kc et azimutaux mc les valeurs de Γ+ et Γ−.

Pour des cylindres tournant en sens opposés, la figure 3.26(a) montre que lorsqu’on augmente la

valeur du seuil, la production moyenne d’énergie reste proche de celle d’un fluide newtonien tandis

que la dissipation visqueuse augmente significativement, rendant l’écoulement plus stable.

Pour des cylindres tournant dans le même sens, lorsqu’on augmente le seuil, la dissipation visqueuse

et la production d’énergie moyenne augmentent progressivement avec Γ+ ≤ Γ−. Le seuil a alors un

effet déstabilisant. Au-delà d’une valeur limite du nombre de Bingham Bi, comme illustré sur la

figure 3.26(b), le terme d’échange d’énergie devient plus grand que la dissipation entraînant ainsi

une stabilisation de l’écoulement.
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FIG. 3.26 – Moyenne spatiale (◦) de la production d’énergie Γ+ et (�) de la dissipation Γ− définies

par l’équation (3.21) pour un fluide à seuil avec η = 0.4 en fonction du nombre de Bingham Bi. (a)

Re2 = −2025 , (b) Re2 = 500.

Les nombres d’onde axiaux des structures instables augmentent avecBi et |Re2|, figure 3.24(c)(d).

Ils varient peu avec Bi pour un faible entrefer, mais ils augmentent avec Bi pour un large entrefer.

Pour des cylindres contra-rotatifs, le nombre d’onde azimutal reste axisymétrique jusqu’à de plus

grandes valeurs de |Re2| lorsqu’on augmente Bi comme le montrent les figures 3.24(e) et 3.24(f).

3.5.5 Caractéristiques des structures à la transition

Pour caractériser l’aspect des structures à l’apparition des instabilités, des contours de la vitesse

radiale et de la vorticité azimutale ont été représentés. Avant l’apparition des instabilités, ces deux

grandeurs sont nulles, l’écoulement de base étant purement azimutal.
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Pour un fluide newtonien, les contours de la vitesse radiale de la figure 3.27(b) et les contours de

la vorticité azimutale de la figure 3.28(b) montrent l’apparition de rouleaux contra-rotatifs occupant

tout l’espace annulaire lorsque seul le cylindre intérieur est en rotation. .
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FIG. 3.27 – Contours de la vitesse radiale aux conditions critiques pour un fluide newtonien, un rap-

port de rayon η = 0.4 et pour deux valeurs de Reynolds extérieur Re2. La ligne continue représente

les valeurs positives et les tirets les valeurs négatives.
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FIG. 3.28 – Contours de la vorticité azimutale aux conditions critiques pour un fluide newtonien,

un rapport de rayon η = 0.4 et pour deux valeurs de Reynolds extérieur Re2. La ligne continue

représente les valeurs positives et les tirets les valeurs négatives.
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FIG. 3.29 – Contours de (a), (b) vitesse radiale et de (c), (d) vorticité azimutale aux conditions critiques

pour un fluide en loi de puissance np = 0.5 pour deux valeurs du nombre de Reynolds extérieurRe2.

Rapport de rayon η = 0.4. La ligne continue représente les valeurs positives et les tirets les valeurs

négatives.

Lorsque les deux cylindres sont contra-rotatifs, les figures 3.27(a) et 3.28(a) montrent les contours

de la vitesse radiale et de la vorticité azimutale. Les rouleaux dans ce cas sont inclinés (mc 6= 0).

Et, comme observé par [Taylor, 1923], les structures instables de la première bifurcation sont écrasées

contre la paroi du cylindre intérieur. Ceci confirme que l’échange d’énergie se fait principalement à

la paroi du cylindre intérieur.
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FIG. 3.30 – Contours de (a), (b) vitesse radiale et de (c), (d) vorticité azimutale aux conditions cri-

tiques pour un fluide de Bingham Bi = 10 pour deux valeurs du nombre de Reynolds extérieur Re2.

Rapport de rayon η = 0.4. La ligne continue représente les valeurs positives et les tirets les valeurs

négatives.

Pour un fluide en loi de puissance, lorsque seul le cylindre intérieur tourne, la figure 3.29(b)

montre que les rouleaux contra-rotatifs ont une taille similaire à la taille du cas newtonien. Ceci est

conforme aux résultats de la figure 3.12(b). L’influence du caractère rhéofluidifiant est mis en évi-

dence grâce aux contours de la vorticité azimutale de la figure 3.29(d). Il apparaît que, contrairement

aux fluides newtoniens, les tourbillons ne sont plus délimités par des jets axiaux.

Lorsque les deux cylindres sont contra-rotatifs, l’écrasement des structures contre la paroi du cy-

lindre intérieur est beaucoup plus marqué.

La figure 3.30 présente les contours de la vitesse radiale et de la vorticité azimutale pour un fluide

de Bingham. On observe pour un cylindre extérieur immobile que les structures ont une forme très

proche du cas newtonien.

Pour des cylindres contra-rotatifs, les structures sont moins déformées que dans le cas newtonien et
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moins écrasées contre le cylindre intérieur que pour des fluides en loi de puissance.

3.6 Conclusion

Nous avons effectué une analyse linéaire de stabilité de l’écoulement de Couette circulaire pour

des fluides rhéofluidifiants avec ou sans seuil de contrainte. Le caractère rhéofluidifiant a un effet

déstabilisant alors que le caractère seuil a un effet stabilisant.

Les résultats numériques montrent qu’en utilisant des nombres de Reynolds définis avec la visco-

sité calculée à la paroi du cylindre intérieur, la rhéofluidification peut amener à un effet déstabilisant

lorsque les deux cylindres sont en contra-rotation. Dans le cas des fluides de Bingham, un effet dé-

stabilisant est observé pour des valeurs faibles ou modérées de Bi.

Les caractéristiques des structures instables à la transition ont été présentées. Ces structures sont lo-

calisées au voisinage de la paroi du cylindre intérieur lorsque le caractère rhéofluidifiant augmente.
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Chapitre 4

ANALYSE LINÉAIRE DE STABILITÉ :

APPROCHE NON MODALE

Nous décrirons dans ce chapitre le comportement d’une perturbation infinitésimale

aux temps courts. La non normalité de l’opérateur linéaire associé aux équations

du mouvement vis à vis du produit scalaire défini à partir de la norme énergie, induit

une croissance transitoire de l’énergie cinétique. L’amplification de l’énergie cinétique

peut être suffisamment grande pour que les termes non linéaires deviennent importants

et entraînent une déstabilisation sous-critique de l’écoulement. Ce phénomène joue donc

un rôle crucial dans la transition vers la turbulence. Pour les fluides newtoniens, la

croissance transitoire dans un écoulement de Couette entre deux cylindres tournants a

été abordée pour la première fois par [Hristova et al., 2002] et [Meseguer, 2002] mais

aussi récemment par [Maretzke et al., 2014]. Dans ce chapitre, nous allons analyser

l’influence de la rhéologie i.e de la modification du profil des vitesses, de la stratification

de la viscosité et de l’anisotropie du tenseur des contraintes sur la croissance transitoire.

Une analyse des différents mécanismes gouvernant la croissance transitoire est aussi

effectuée.

Sommaire

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.2 Non-normalité et pseudospectre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.3 Formulation mathématique de la croissance transitoire . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.3.1 Méthode de résolution numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

81



Chapitre 4. ANALYSE LINÉAIRE DE STABILITÉ : APPROCHE NON MODALE

4.3.2 Validation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.3.3 Croissance transitoire pour des fluides rhéofluidifiants . . . . . . . . . . . . 92

4.3.4 Influence de l’anisotropie sur la croissance transitoire . . . . . . . . . . . . . 100

4.3.5 Contribution des modes propres à la croissance transitoire . . . . . . . . . . 102

4.3.6 Évolution de la perturbation optimale : les mécanismes de la croissance tran-

sitoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

82



4.1. Introduction

4.1 Introduction

L’approche modale traditionnelle du comportement aux temps longs d’une perturbation pré-

sentée dans le chapitre 3 a permis de déterminer les conditions critiques d’instabilité ainsi que la

structure du mode le moins stable. Cependant, du fait de la non-normalité de l’opérateur de stabilité

linéaire, cette analyse se révèle insuffisante car elle ne permet pas de décrire le comportement de la

perturbation aux temps courts. Cette propriété mathématique de non-normalité signifie que le sous

espace des perturbations admissibles formées par une combinaison linéaire des modes propres peut

extraire de l’énergie de l’écoulement de base. Ainsi, l’énergie cinétique de la perturbation peut croître

de manière transitoire même si l’écoulement est linéairement stable. Cette amplification de l’énergie

peut être suffisamment importante pour que les termes non linéaires prennent de l’importance et

déclenchent la transition vers la turbulence.

L’étude de la croissance transitoire est utilisée à la base pour comprendre la transition sous-critique

observée dans le régime linéaire stable contra-rotatif. En effet, les études expérimentales de [Coles, 1965,

Atta, 1966] ont montré qu’on peut voir apparaître des spirales turbulentes dans ce régime pour des

nombres de Reynolds importants du cylindre extérieur.

Nous proposons dans cette partie d’étudier l’amplification aux temps courts de l’énergie de la pertur-

bation et de déterminer la structure de la perturbation optimale qui permet d’avoir une amplification

d’énergie maximale pour les fluides rhéofluidifiants avec ou sans seuil de contrainte.

4.2 Non-normalité et pseudospectre

Par définition, un opérateur L est non-normal dans un espace de Hilbert s’il ne commute pas

avec son adjoint L ∗,

L L
∗ 6= L

∗
L . (4.1)

La non-normalité de l’opérateur de stabilité linéaire L
≈

= M
≈

−1L
≈

(les opérateurs M
≈

et L
≈

sont dé-

finis dans l’annexe A) peut être mise en évidence en étudiant les propriétés de ses pseudospectres

[Trefethen et al., 1993, Reddy et al., 1993].

Considérons C
≈

, la représentation discrète de l’opérateur L
≈

. Le pseudospectre de C
≈

est défini comme

le sous espace des nombres complexes z pour lesquels ||
(
zI
≈
− C

≈

)−1
||2E > ǫ−1, où ǫ est un nombre po-

sitif infiniment petit. Le pseudospectre peut également être défini comme le sous espace des nombres

complexes z qui sont valeurs propres de C
≈
+∆C

≈
où ∆C

≈
est une matrice des perturbations telle que

||∆C
≈
||2E > 1/ǫ, avec ||(.)||2E la norme énergie définie par l’équation (4.3). La matrice des perturbations

a une signification physique. En effet, la sensibilité de l’opérateur n’est pas prise en compte dans

l’analyse linéaire de stabilité. Cependant, de petites perturbations comme des effets de vibrations pa-
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rasites, de rugosité peuvent fortement influencer le comportement des modes les moins stables dans

la zone linéairement stable.

Habituellement, le pseudospectre est représenté par les contours de la norme du résolvant
(
zI
≈
− L

≈

)

pour différentes valeurs de ǫ. Plus le degré de non-normalité est important et plus les valeurs propres

sont sensibles aux perturbations.

La figure 4.1(a) montre le pseudospectre de l’opérateur L
≈

pour un fluide newtonien sur la ligne de

Rayleigh avec k = 3.318, m = 0, Re1 = 62.997 × 102, Re2 = 55.5 × 102. Les iso-contours marqués

p délimitent les frontières dans le plan complexe des pseudospectres avec ǫ = 10−p. L’effet de la

non-normalité de l’opérateur linéaire se manifeste beaucoup plus au niveau des valeurs propres les

moins stables du spectre. Les figures 4.1(a) et 4.1(b) mettent en évidence, pour les couples de nombres

de Reynolds considérés sur la ligne de Rayleigh, que des perturbations d’amplitude O
(
10−3.9

)
et

O
(
10−5.2

)
pour η = 0.881 et η = 0.4 respectivement, peuvent entraîner un passage dans le demi-plan

instable.

Sur les figures 4.2(a) et 4.2(b) sont présentés à titre d’exemple, les pseudospectres pour un écoule-

ment de fluide newtonien en dehors de la ligne de Rayleigh en régime contra-rotatif. L’effet de la

non-normalité dans ce cas est plus prononcé à l’intersection des trois branches du spectre. Une per-

turbation de l’ordre de O
(
10−1

)
suffit dans ce cas pour étendre les frontières du pseudospectre dans

le demi-plan instable pour k = 2.176, m = 13, Re1 = 101, Re2 = −1061.2.
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FIG. 4.1 – Pseudospectre de l’opérateur linéaire pour un fluide newtonien sur la ligne de Rayleigh (a)

pour un rapport de rayons η = 0.881 avec Re1 = 62.997 × 102, Re2 = 55.5 × 102, k = 3.318, m = 0 ;

(b) pour un rapport de rayons η = 0.4 avec Re1 = 138.75 × 102, Re2 = 55.5 × 102, k = 3.416, m = 0.
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FIG. 4.2 – Pseudospectre de l’opérateur linéaire pour un fluide newtonien entre deux cylindres en

régime contra-rotatif (Re1 = 101, Re2 = −1061.2). (a) η = 0.881, k = 2.176, m = 13 et (b) η =

0.4, k = 1.136, m = 3.

Sur les figures 4.3, 4.4 et 4.5, sont représentés des pseudospectres pour des fluides rhéofluidifiants

avec ou sans seuil de contrainte. Les pseudospectres sont calculés aux mêmes valeurs de nombres de

Reynolds Re1 et Re2 que pour le cas newtonien considéré à la figure 4.2.

La non-normalité de l’opérateur linéaire est légèrement modifiée par le comportement rhéofluidifiant

avec ou sans seuil de contrainte. Par exemple, comme illustré sur la figure 4.4(a) pour un fluide de

Carreau avec nc = 0.5 et λ = 10, une perturbation de l’ordre de O
(
10−1.5

)
suffit pour assurer le pas-

sage du pseudospectre dans la région du demi-plan instable pour les nombres Reynolds considérés

et un entrefer étroit.
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FIG. 4.3 – Pseudospectre de l’opérateur linéaire pour un fluide en loi de puissance np = 0.5, pour des

cylindres en régime contra-rotatif (Re1 = 101, Re2 = −1061.2). (a) η = 0.881, k = 1.647, m = 11 et

(b) η = 0.4, k = 0.911, m = 2.
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FIG. 4.4 – Pseudospectre de l’opérateur linéaire pour un fluide de Carreau nc = 0.5, λ = 10 pour des

cylindres en régime contra-rotatif (Re1 = 101, Re2 = −1061.2). (a) η = 0.881, k = 1.736, m = 11 et

(b) η = 0.4, k = 1.221, m = 2.
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FIG. 4.5 – Pseudospectre de l’opérateur linéaire pour un fluide de Bingham Bi = 10, pour des cy-

lindres en régime contra-rotatif (Re1 = 101, Re2 = −1061.2). (a) η = 0.881, k = 1.964, m = 13 et (b)

η = 0.4, k = 3.427, m = 3.

4.3 Formulation mathématique de la croissance transitoire

Nous reprenons le problème aux valeurs propres §2.6 du chapitre 2. L’énergie cinétique moyenne

de la perturbation à l’instant t est définie par

∣∣∣∣q(t)
∣∣∣∣2
E
=

2π

S

∫ R2

R1

(ũũ∗ + ṽṽ∗ + w̃w̃∗) r dr , (4.2)

avec S = π
(
R2

2 −R2
1

)
. La moyenne est effectuée dans le volume délimité par les deux cylindres,

d’une hauteur égale à la longueur d’onde axiale (2π/k). L’évolution transitoire de l’énergie cinétique

de la perturbation dans le régime linéairement stable est déterminée en suivant la méthode classique

décrite par [Schmid et Henningson, 2001]. Nous présentons dans la suite cette méthode pour une for-

mulation (ũ, ṽ) (annexe A). La même méthode est applicable à la formulation (ũ, w̃) avec l’opérateur

correspondant (annexe A).

Pour un mode de Fourier donné, l’énergie cinétique instantanée de la perturbation est donnée dans

la formulation (ũ, ṽ) par

∣∣∣∣q(t)
∣∣∣∣2
E
=

2π

S

∫ R2

R1

[
|ũ|2 + 1

k2
1

r2

∣∣∣∣
d

dr
(rũ)

∣∣∣∣
2

+

(
m2

k2r2
+ 1

)
|ṽ|2 + im

k2r

(
ṽ

r

d

dr
(rũ∗)− ṽ∗

r

d

dr
(rũ)

)]
r dr .

(4.3)
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Cette fonction dépend du temps et de la condition initiale q
0
= (u0, v0)

T = q(r, t = 0,m, k).

La formulation (ũ, w̃) est obtenue après l’élimination de la composante ṽ grâce à l’équation de conti-

nuité

∣∣∣∣q(t)
∣∣∣∣2
E
=

2π

S

∫ R2

R1

[
|ũ|2 + 1

m2

∣∣∣∣
d

dr
(rũ)

∣∣∣∣
2

+

(
k2r2

m2
+ 1

)
|w̃|2 + ikr2

m2

(
w̃

r

d

dr
(rũ∗)− w̃∗

r

d

dr
(rũ)

)]
r dr .

(4.4)

Le maximum d’amplification de l’énergie cinétique au temps t pour toutes les conditions initiales

possibles est défini par

G(t,m, k) = sup
q

0
6=0

∣∣∣∣q(t)
∣∣∣∣2
E∣∣∣∣q(0)
∣∣∣∣2
E

. (4.5)

Le maximum d’énergie cinétique, quel que soit l’instant t considéré, est donné par

Gmax(m,k) = sup
t≥0

G(t,m, k) . (4.6)

Le maximum de Gmax pour toutes les combinaisons de modes (m,k) est l’amplification optimale

notée Gopt. Cette amplification optimale est atteinte au temps optimal topt.

4.3.1 Méthode de résolution numérique

L’amplification de l’énergie G(t,m, k) est obtenue par calcul numérique. Considérons un sous

espace linéaire SM constitué de M fonctions propres q
j
= (ũj, ṽj)

T correspondant aux M valeurs

propres les moins stables du spectre de l’opérateur L . Ces valeurs propres sont ensuite classées

dans l’ordre décroissant du taux d’amplification temporelle σr. Toute perturbation admissible peut

être écrite d’une manière approchée comme une combinaison linéaire des fonctions propres q
j
, soit

q =

j=M∑

j=1

Kj qj
= Q

≈

·K, (4.7)

où Q
≈

est la matrice des vecteurs propres q
j
. On peut alors approcher G(t,m, k) en calculant l’ampli-

fication d’énergie maximale possible au temps t sur toutes les combinaisons initiales possibles desM

vecteurs propres.

Le problème aux valeurs initiales (2.79) au §2.6 du chapitre 2, peut s’écrire

K = e
Σ
≈

t
K0, (4.8)

avec Σ
≈
= diag (σ1, ..., σM ) la matrice diagonale des valeurs propres et K0 le vecteur des coefficients

qui déterminent la perturbation initiale .
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La norme énergie de q(t) s’écrit

∣∣∣∣q(t)
∣∣∣∣2
E
= K∗M

≈
K = K∗FHF K = ||F K||22 , (4.9)

où l’exposant H représente la transposée conjuguée, M
≈

est une matrice Hermitienne définie posi-

tive qui peut donc être écrite sous la forme M
≈

= FHF . Les éléments de cette matrice hermitienne

proviennent du produit scalaire desM fonctions propres normalisé par la norme énergie (4.3). Ainsi,

G(t) = sup
K

0
6=0

||FK(t)||22
||FK0||22

= sup
K

0
6=0

∣∣∣
∣∣∣F eΣtF−1FK0

∣∣∣
∣∣∣
2

2

||FK0||22
. (4.10)

Comme le terme FK0 est un vecteur, l’amplification de l’énergie peut être exprimée en utilisant la

norme 2 matricielle telle que

G(t) =

∣∣∣∣
∣∣∣∣e
Σ
≈
t
∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

E

=

∣∣∣∣
∣∣∣∣F e

Σ
≈
t
F−1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

2

= s21, (4.11)

où s1 est la plus grande valeur singulière de la matrice F e
Σ
≈
t
F−1. Comme les fonctions propres ont

été exprimées en termes de polynômes de Chebyshev, tous les calculs sont obtenus avec coefficients

de Chebyshev. Le nombre de points de collocation nécessaires pour assurer la convergence des cal-

culs dépend du degré de rhéofluidification et de la valeur des nombres de Reynolds considérés. Des

calculs tests ont montré que cette convergence est effective pourN = 40. Cependant, pour des fluides

très rhéofluidifiants, np ≤ 0.3 par exemple pour la loi de puissance, ou encore nc ≤ 0.3 avec λ ≥ 10

pour la loi de Carreau, le nombre de points de collocation nécessaires peut augmenter considérable-

ment jusqu’à atteindre N = 150. Par ailleurs la convergence peut être obtenue sans que les spectres

soient bien résolus.

4.3.2 Validation

Dans le but de valider le code utilisé dans ce travail, qui calcule la croissance transitoire, nous

avons effectué des calculs de validation en utilisant un fluide newtonien. Dans le tableau 4.1, les ré-

sultats obtenus sont comparés avec ceux de [Meseguer, 2002] et [Maretzke et al., 2014] pour plusieurs

valeurs de nombres de Reynolds (Re1, Re2) en régime contra-rotatif. Les différents cas traités par

[Hristova et al., 2002], rassemblés dans leur tableau (II) pour un fluide newtonien et pour différents

rapports de rayon, ont été simulés et un écart relatif de moins 1% a été obtenu. Par ailleurs, comme

[Hristova et al., 2002], nous avons retrouvé que l’amplification de l’énergie cinétique optimale de la

perturbation diminue quand l’espace annulaire augmente.
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[Meseguer, 2002] [Maretzke et al., 2014] Présent travail (N = 40)

Re1 Re2 kopt mopt Gopt kopt mopt Gopt kopt mopt Gopt

591 -2588 1.994 10 71.36 1.997 10 71.58 2.015 10 71.58
523 -2975 1.996 11 71.58 1.998 11 71.81 1.985 11 71.80
473 -3213 1.920 11 71.64 1.922 11 71.87 1.924 11 71.87
405 -3510 1.839 11 71.75 1.841 11 71.99 1.833 11 71.99

TAB. 4.1 – Croissance optimale de l’énergie pour un rapport de rayon η = 0.881 et pour différents
couples de nombre de Reynolds. Comparaison de nos résultats avec ceux de [Meseguer, 2002] et
[Maretzke et al., 2014].

Nous avons d’abord calculé les valeurs de croissance optimale pour un fluide newtonien dans

le plan (Re1, Re2) comme le montre la figure 4.6. Ces valeurs pourront ainsi être comparées à celles

obtenues avec des fluides rhéofluidifiants. Ces résultats sont conformes à ceux de [Meseguer, 2002],

obtenus pour des cylindres contra-rotatifs. L’amplification optimale croît avec la valeur absolue du

nombre de Reynolds extérieur |Re2|. Elle croît aussi avec Re1 en régime contra-rotatif, mais elle dé-

croît avec lui en régime co-rotatif pour les gammes explorées dans ce travail. Les nombres d’onde

axiaux et azimutaux optimaux sont représentés sur les figures 4.7 et 4.8. Il est intéressant de remar-

quer que lorsque les deux cylindres sont contra-rotatifs, le nombre d’onde azimutal varie très peu

avec les nombres de Reynolds (10 < mopt < 13) et que mopt est grand par rapport au nombre d’onde

critique mc. Au contraire, le nombre d’onde axial optimal kopt est plus petit que le nombre d’onde

critique kc.
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FIG. 4.6 – Contours d’amplification optimale de l’énergie Gopt dans le plan (Re1, Re2) pour un fluide

newtonien avec un rapport de rayon η = 0.881 : (a) cylindres contra-rotatifs, (b) cylindres co-rotatifs.

Le trait gras représente la courbe de stabilité marginale.
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FIG. 4.7 – Contours des nombres d’onde optimaux dans le plan (Re1, Re2) pour un fluide newtonien

entre deux cylindres contra-rotatifs de rapport de rayon η = 0.881. (a) Nombres d’onde azimutaux

optimaux mopt et (b) nombres d’onde axiaux optimaux kopt. Le trait gras représente la courbe de

stabilité marginale.
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FIG. 4.8 – Contours des nombres d’onde optimaux dans le plan (Re1, Re2) pour un fluide newtonien

entre deux cylindres co-rotatifs de rapport de rayon η = 0.881. (a) Nombres d’onde azimutaux opti-

maux mopt et (b) nombres d’onde axiaux optimaux kopt. Le trait gras représente la courbe de stabilité

marginale.

Nous avons trouvé que la diminution de l’amplification de l’énergie quand l’espace annulaire

augmente (figure 4.9) suit la loi

Gopt ∝ exp (3.2η) . (4.12)
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FIG. 4.9 – Influence de la valeur du rapport de rayon η = R̂1/R̂2 sur l’amplification optimale de

l’énergie pour un fluide newtonien dans le régime contra-rotatif avec Re1 = 101 et Re2 = −1061.2.

4.3.3 Croissance transitoire pour des fluides rhéofluidifiants

Fluides rhéofluidifiants sans seuil de contrainte

La figure 4.10 montre les contours de l’amplification optimale de l’énergie pour un fluide en

loi de puissance. L’amplification de l’énergie apparaît plus importante que pour les fluides newto-

niens. Une comparaison des conditions de croissance optimale de l’énergie Gopt, kopt, mopt et topt

est effectuée dans le tableau 4.2 pour un fluide newtonien, pour un fluide en loi de puissance et un

fluide de Carreau avec des valeurs de nombres de Reynolds Re1 et Re2 fixées, un espace annulaire

large (η = 0.881) et étroit (η = 0.4). L’amplification optimale de l’énergie est encore plus importante

pour un fluide de Carreau. Les nombres d’onde azimutaux et axiaux optimaux sont pratiquement les

mêmes pour un fluide newtonien et un fluide rhéofluidifiant sans seuil. Par contre, le nombre d’onde

axial optimal kopt est petit par rapport au nombre d’onde critique d’une instabilité exponentielle alors

que le nombre d’onde azimutal est important, surtout pour un entrefer étroit.
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Re1 Re2 kopt mopt Gopt topt

Newtonien (n = 1) 101 -1061.2 2.176 13 20.62 9.38 10−3

η = 0.881 Loi de puissance (np = 0.5) 101 -1061.2 1.647 11 88.16 1.71 10−2

Loi de Carreau (nc = 0.5;λ = 10) 101 -1061.2 1.736 11 231.25 2.41 10−2

Loi de Bingham (Bi = 10) 101 -1061.2 1.964 13 12.08 8.31 10−3

Newtonien (n = 1) 101 -1061.2 1.136 3 4.288 6.97 10−3

η = 0.4 Loi de puissance (np = 0.5) 101 -1061.2 0.911 2 12.59 1.15 10−2

Loi de Carreau (nc = 0.5;λ = 10) 101 -1061.2 1.221 2 37.17 1.44 10−2

Loi de Bingham (Bi = 10) 101 -1061.2 3.427 3 2.22 2.55 10−3

TAB. 4.2 – Comparaison de l’amplification optimale de l’énergie avec les rapports de rayons η = 0.881
et η = 0.4 pour différents modèles de fluides rhéofluidifiants.
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FIG. 4.10 – Contours de l’amplification optimale de l’énergie Gopt dans le plan (Re1, Re2) pour un

fluide en loi de puissance avec np = 0.5 et le rapport de rayon η = 0.881 : (a) cylindres contra-rotatifs,

(b) cylindres co-rotatifs. Le trait gras représente la courbe de stabilité marginale.

Les travaux récents de [Maretzke et al., 2014] sur la croissance transitoire des fluides newtoniens

ont montré qu’il est plus pertinent d’utiliser le nombre de Reynolds de cisaillement Re et le nombre

de rotationRΩ (chapitre 2). Cette représentation permet de séparer les effets de cisaillement de l’effet

de la rotation des deux cylindres. Elle permet aussi la recherche de lois asymptotiques décrivant

l’évolution de l’amplification optimale de l’énergie en fonction de ces effets (cisaillement et rotation).

Les caractéristiques de la perturbation optimale pour un fluide newtonien en fonction du nombre de

Reynolds de cisaillement Re pour différentes valeurs du nombre de rotation RΩ sont représentées

sur la figure 4.11. Nous retrouvons l’échelle asymptotique Gopt ∝ Re2/3 pour des valeurs de Re

suffisamment élevées comme indiqué dans [Maretzke et al., 2014]. Pour Re ≥ 104, le nombre d’onde

azimutal devient indépendant de Re et varie peu avec RΩ. Ceci confirme entre autres les résultats de
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la figure 4.7. En effet, pour un rapport de rayon η = 0.881, la figure 4.11(c), montre que 10 ≤ mopt ≤
13. Pour ce qui concerne le nombre d’onde axial optimal, il est observé sur la figure 4.11(b) qu’il est

indépendant de Re pour Re ≥ 104 et qu’il reste dans la gamme 1 ≤ kopt ≤ 2 pour les différentes

valeurs de RΩ testées. Le temps optimal topt décroît asymptotiquement comme topt ∝ Re−2/3.
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FIG. 4.11 – Amplification optimale de l’énergie et caractéristiques de la perturbation optimale en

fonction du nombre de Reynolds de cisaillement pour différentes valeurs du nombre de rotation RΩ.

Cas d’un fluide newtonien avec η = 0.881. (a) Amplification optimale de l’énergie Gopt, (b) nombre

d’onde axial optimal kopt, (c) nombre d’onde azimutal optimal mopt et (d) temps optimal topt.

Néanmoins, il se révèle une caractéristique très particulière sur la ligne de Rayleigh. Le long de
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cette ligne où RΩ = −1, la perturbation la plus amplifiée est axisymétrique, quelle que soit la valeur

de Re et le rapport de rayon η, avec un nombre d’onde axial optimal kopt ≈ π comme le montre la

figure 4.12. De plus, l’amplification optimale se comporte en Gopt ∝ Re2, figure 4.13(a). La figure

4.13(b) montre que le temps optimal topt est pratiquement indépendant du nombre de Reynolds de

cisaillement dès que Re ≥ 300.
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FIG. 4.12 – Structure de la perturbation optimale le long de la ligne de Rayleigh (RΩ = −1) pour un

fluide newtonien et η = 0.881. Nombres d’onde (a) azimutaux et (b) axiaux en fonction du nombre

de Reynolds de cisaillement. (◦) η = 0.881 et (�) η = 0.4.
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FIG. 4.13 – (a) Amplification optimale de l’énergie et (b) temps optimal en fonction du nombre de

Reynolds de cisaillement sur la ligne de Rayleigh (RΩ = −1) pour un fluide newtonien et η = 0.881.

(◦) η = 0.881 et (�) η = 0.4.
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Les figures 4.14(a) et 4.14(b) montrent les caractéristiques de la perturbation optimale pour les

fluides en loi de puissance et de Carreau. L’évolution asymptotique est identique à celle d’un fluide

newtonien. En effet, à grand nombre de Reynolds de cisaillement Re, Gopt ∝ Re2/3, topt ∝ Re−2/3 ,

10 ≤ mopt ≤ 13 et kopt < kc.
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FIG. 4.14 – Amplification optimale de l’énergie et caractéristiques de la perturbation optimale en

fonction du nombre de Reynolds de cisaillement pour différentes valeurs du nombre de rotation RΩ.

Cas d’un fluide en loi de puissance pour np = 0.5 et un rapport de rayon η = 0.881. (a) Amplification

optimale de l’énergieGopt, (b) nombre d’onde axial optimal kopt, (c) nombre d’onde azimutal optimal

mopt et (d) temps optimal topt.
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FIG. 4.15 – Amplification optimale de l’énergie et caractéristiques de la perturbation optimale en

fonction du nombre de Reynolds de cisaillement pour différentes valeurs du nombre de rotation RΩ.

Cas d’un fluide de Carreau nc = 0.5, λ = 10 pour un rapport de rayon η = 0.881. (a) Amplification

optimale de l’énergieGopt, (b) nombre d’onde axial optimal kopt, (c) nombre d’onde azimutal optimal

mopt et (d) temps optimal topt.

Une comparaison de l’amplification de l’énergie avec celle d’un fluide newtonien pour différentes

valeurs de Re et RΩ , figure 4.16, montre que Gopt augmente avec l’indice de rhéofluidification du

fluide. Ceci est une conséquence de l’augmentation de la non-normalité de l’opérateur linéaire sou-

lignée dans §4.2. Les résultats numériques pour un fluide en loi de puissance peuvent être corrélés
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par une expression de la forme
Gopt

Gopt
np=1

∝ exp(−nαp ) (4.13)

où Gopt
np=1 est l’amplification optimale de l’énergie pour un fluide newtonien et α = 1/3.
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FIG. 4.16 – Influence du caractère rhéofluidifiant sur l’amplification optimale de l’énergie pour un

fluide en loi de puissance avec η = 0.881 pour différentes valeurs du nombre de Reynolds de cisaille-

ment Re et deux valeurs du nombre de rotation RΩ. (a) RΩ = 0.12 et (b) RΩ = 0.1.
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FIG. 4.17 – Contours de l’amplification optimale de l’énergie Gopt dans le plan (Re1, Re2) pour un

fluide en loi de Bingham avec Bi = 10 et le rapport de rayon η = 0.881 : (a) cylindres contra-rotatifs ,

(b) cylindres co-rotatifs. Le trait gras représente la courbe de stabilité marginale.

Fluides à seuil

Le tableau 4.2 montre que pour un fluide à seuil, l’amplification de l’énergie de la perturbation

est plus faible comparativement aux fluides newtoniens et aux fluides rhéofluidifiants sans seuil de
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contrainte. Les figures 4.17(a) et 4.17(b) montrent les contours de cette énergie optimale dans le plan

(Re1, Re2).

Dans le plan (Re,RΩ) , les figures 4.18 montrent que Gopt ∝ Re2/3, topt ∝ Re−2/3 , 9 ≤ mopt ≤ 13 et

kopt < kc comme pour les fluides newtoniens et les fluides rhéofluidifiants sans seuil de contrainte.
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FIG. 4.18 – Amplification optimale de l’énergie et caractéristiques de la perturbation optimale en

fonction du nombre de Reynolds de cisaillement pour différentes valeurs du nombre de rotation RΩ.

Cas d’un fluide de Bingham Bi = 10 pour un rapport de rayon η = 0.881. (a) Amplification optimale

de l’énergie Gopt, (b) nombre d’onde axial optimal kopt, (c) nombre d’onde azimutal optimal mopt et

(d) temps optimal topt.
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Une comparaison de l’amplification de l’énergie avec celle d’un fluide newtonien pour différentes

valeurs des nombres de Reynolds Re1 et Re2 (figure 4.19) montre un comportement asymptotique

approximatif
Gopt

Gopt
Bi=0

∝ log(1/Bi) (4.14)

où Gopt
Bi=0 est l’amplification optimale de l’énergie pour un fluide newtonien.
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FIG. 4.19 – Influence du seuil de contrainte sur l’amplification optimale de l’énergie pour un fluide

en loi de Bingham avec η = 0.881 pour le couple de nombre de Reynolds Re1 = 101, Re2 = −1061.2.

4.3.4 Influence de l’anisotropie sur la croissance transitoire

L’effet de la rhéologie sur l’amplification de l’énergie peut être relié aux spectres des valeurs

propres. En effet pour le fluide newtonien, les fluides en loi de puissance et de Carreau, les valeurs

propres sont organisées en doublets contrairement aux valeurs propres des fluides de Bingham. Ceci

est d’autant plus marqué que le fluide est plus rhéofluidifiant.

Les équations aux perturbations (2.76) - (2.77) du chapitre 2 font apparaître des termes de natures

différentes. Le terme de facteur dµb/d r exprime la stratification de la viscosité. Le terme de facteur

µt − µb =
∂µ
(
U b
)

∂γ̇rθ
γ̇rθ

(
U b
)

exprime la perturbation de la viscosité due au caractère rhéofluidifiant.

Sur la figure 4.20, la croissance transitoire est calculée en supprimant alternativement le terme dµb/d r

et le terme µt − µb. Il apparaît ainsi que la perturbation de la viscosité joue un rôle important alors

que la stratification contribue peu à la croissance transitoire.
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FIG. 4.20 – Évolution de l’énergie de la perturbation optimale pour Re1 = 100, Re2 = −1061.2. (1)

En conservant le terme de stratification de la viscosité (terme de facteur dµb/d r) et le terme de la

perturbation de la viscosité (terme de facteur µt − µb). (2) En supprimant le terme de la stratification

de la viscosité. (3) En supprimant le terme de la perturbation de la viscosité. (a) Fluide en loi de

puissance, np = 0.5 avec mopt = 11 et kopt = 1.647. (b) Fluide de Carreau nc = 0.5, λ = 10 avec

mopt = 12 et kopt = 1.842.
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4.3.5 Contribution des modes propres à la croissance transitoire

Sur la figure 4.21 est représentée la contribution des différents modes propres à la croissance

transitoire. La perturbation optimale est projetée sur la base des modes propres. Les modes sont

rangés par ordre décroissant des valeurs propres. La figure 4.22 montre ces modes pour un fluide

newtonien. Les figures 4.22(b) et 4.22(c) montrent les modes pour les fluides en loi de puissance et de

Carreau respectivement. La figure 4.22(d) montre les modes pour un fluide de Bingham. On observe

que seuls les premiers modes contribuent significativement à l’amplification de l’énergie et que ces

premiers modes sont tous d’importance comparable.
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FIG. 4.21 – Contribution à l’amplification optimale de l’énergie des différents modes propres, classés

par valeurs propres décroissantes, pour η = 0.881, Re1 = 101 et Re2 = −1061.2. (a) Cas d’un fluide

newtonien pour mopt = 13 et kopt = 2.176. (b) Cas d’un fluide en loi de puissance pour np = 0.5

avec mopt = 11 et kopt = 1.647. (c) Cas d’un fluide de Carreau, nc = 0.5, λ = 10 avec mopt = 12 et

kopt = 1.842. (d) Cas d’un fluide de Bingham, Bi = 10 avec mopt = 13 et kopt = 1.964.

102



4.3. Formulation mathématique de la croissance transitoire

0 500 1000 1500
−1500

−1000

−500

0
σ

r

σ
i

12
3 4

21

(a)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
−1000

−800

−600

−400

−200

0
123

4
56

42

σ
i

σ
r

(b)

0 500 1000 1500
−1000

−800

−600

−400

−200

0

σ
r

σ
i

123 4

47

(c)

0 500 1000 1500
−1500

−1000

−500

0

σ
i

σ
r

123 4

19

(d)

FIG. 4.22 – Spectres de valeurs propres numérotées, pour η = 0.881, Re1 = 101 et Re2 = −1061.2. (a)

Cas d’un fluide newtonien pour mopt = 13 et kopt = 2.176. (b) Cas d’un fluide en loi de puissance

pour np = 0.5 avec mopt = 11 et kopt = 1.647. (c) Cas d’un fluide de Carreau, nc = 0.5, λ = 10 avec

mopt = 12 et kopt = 1.842. (d) Cas d’un fluide de Bingham, Bi = 10 avec mopt = 13 et kopt = 1.964.

4.3.6 Évolution de la perturbation optimale : les mécanismes de la croissance transitoire

Dans cette partie, la perturbation optimale et son évolution sont décrites pour différentes valeurs

des nombres de ReynoldsRe1 et Re2 dans la zone de stabilité linéaire.

Perturbation optimale pour des fluides newtoniens

L’étude numérique de la perturbation optimale pour des fluides newtoniens montre que le com-

portement sur la ligne de Rayleigh doit être distingué du comportement dans le reste du plan (Re1, Re2).

En effet, sur cette ligne, nous avons montré au §4.3.3 que la croissance transitoire évolue pour de

grandes valeurs de Reynolds de cisaillement Re en O
(
Re2

)
.

La figure 4.23 montre les contours de la vorticité azimutale et de la composante azimutale de la vi-

tesse pour la perturbation optimale à l’instant initial t = 0 et à l’instant optimal t = topt. Il apparaît

que cette perturbation optimale est une superposition le long de la direction axiale de stries de la
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vitesse azimutale.
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FIG. 4.23 – Contours de la perturbation optimale dans le plan (r, z) pour un fluide newtonien avec

η = 0.881, sur la ligne de Rayleigh (Re1 = 1135 et Re2 = 1000), mopt = 0, kopt = 3.32 et Gopt =

5.58. Contours de la vorticité azimutale à (a) t = 0 et (b) au temps optimal t = topt. Contours de

la composante azimutale de la vitesse à (c) t = 0, vmax = 0.52 et (d) au temps optimal t = topt,

vmax = 0.1 ; les contours sont normés avec la vitesse maximale vmax au temps t et sont représentés

par des pas de 0.2.
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FIG. 4.24 – Contours de la perturbation optimale dans le plan (r, z) pour un fluide newtonien avec

η = 0.881, sur la ligne de Rayleigh (Re1 = 1135, Re2 = 1000), mopt = 0, kopt = 3.318 et Gopt = 5.58.

Contours de la composante radiale de l’énergie cinétique de la perturbation 1/2 u′2(t) à (a) l’instant

initial t = 0 et à (b) l’instant optimal t = topt. Contours de la composante azimutale de l’énergie

cinétique de la perturbation 1/2 v′2(t) à (c) l’instant initial t = 0 et à (d) l’instant optimal t = topt.

Contours de la composante axiale de l’énergie cinétique de la perturbation 1/2 w′2(t) à (e) l’instant

initial t = 0 et à (f) l’instant optimal t = topt.

La figure 4.24 montre les contours des énergies cinétiques locales radiale, azimutale et axiale de

la perturbation. On observe qu’à l’instant initial, plus de 99% de l’énergie cinétique de la pertur-

bation est concentrée dans la composante azimutale. A l’instant optimal t = topt, cette énergie est
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principalement transférée dans les composantes radiale et axiale. Cette tendance peut également être

observée sur la figure 4.25, où est représentée l’énergie cinétique moyenne contenue dans le volume

V = 2π2
(
R2

2 −R2
1

)
/k,

Er =
1

V 〈ũũ∗〉; Eθ =
1

V 〈ṽṽ∗〉; Ez =
1

V 〈w̃w̃∗〉 (4.15)

avec

〈.〉 =
∫ R2

R1

∫ 2π

0

∫ 2π
k

0
(.)r dr dθ dz . (4.16)

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

t

E
r, 

E
θ
, 

E
z

(1)

(2)

(3)E
r

E
θ

E
z

FIG. 4.25 – Évolution des composantes radiale, azimutale et axiale de l’énergie cinétique moyenne sur

la ligne de Rayleigh pour un fluide dans le plan (r, z), η = 0.881, mopt = 0, kopt = 3.318, Gopt = 5.58,

Re1 = 1135 et Re2 = 1000.
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FIG. 4.26 – Contours de la perturbation optimale pour un fluide newtonien pour η = 0.881, Re1 =

101, Re2 = −1061.2 avec mopt = 13, kopt = 2.176. A gauche : contours de l’énergie cinétique de la

perturbation dans le plan (r, z) à (a) l’instant initial t = 0 , (b) t ≈ topt/2 et à (c) l’instant optimal

t = topt. A droite : contours de l’énergie cinétique de la perturbation dans le plan (r, θ) à (a′) l’instant

initial t = 0 , (b′) t ≈ topt/2 et à (c′) l’instant optimal t = topt. La quantité d = ∂u′/∂r + u′/r +

(1/r) ∂v′/∂θ représente la divergence bidimensionnelle dans le plan de cisaillement.
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On observe que la perturbation optimale est initialement formée de stries azimutales se trans-

formant progressivement en rouleaux azimutaux selon le mécanisme d’anti-lift-up. Ce mécanisme a

été mis en évidence pour la première fois par [Antkowiak et Brancher, 2007] dans le cas d’un tour-

billon de Lamb-Oseen soumis à un bruit hydrodynamique et serait caractéristique des écoulements

rotatifs. La manifestation de ce phénomène est contraire au mécanisme lift-up bien connu pour les

écoulements plans cisaillés où les rouleaux longitudinaux initiaux se transforment en de puissantes

stries longitudinales [Ellingsen et Palm, 1975].

[Antkowiak et Brancher, 2007] ont proposé deux approches explicatives de ce comportement. La pre-

mière approche est basée sur les équations aux perturbations linéarisées de la vitesse et de la vorticité

azimutales. La seconde approche provient de l’interprétation de la composante radiale de des équa-

tions linéaires aux perturbations.

Pour illustrer la première approche, l’équation aux perturbations linéarisées est réécrite en introdui-

sant la vorticité azimutale ω′
θ = ∂u′/∂z − ∂w′/∂r. Dans la limite d’un fluide parfait, l’évolution de la

vitesse et la vorticité azimutales est donnée par

∂v′

∂t
= ∆v′ , (4.17)

∂ω′
θ

∂t
= −2Re1Ω

b∂v
′

∂z
, (4.18)

avec Ωb = V b/r, la vitesse angulaire de l’écoulement de base. La vitesse azimutale satisfait à l’équa-

tion de diffusion, et décroît avec la viscosité. Par contre, la vorticité azimutale ω′
θ est entraînée par

le gradient axial
∂v′

∂z
des stries azimutales (la force de Coriolis active la formation des stries azimu-

tales). En utilisant la même démarche que [Ellingsen et Palm, 1975], il apparaît que les stries de la

vitesse azimutale d’amplitude O(ǫ) peuvent générer des rouleaux ou “vortex" azimutaux d’ampli-

tude O(ǫRe) à l’échelle de temps (Re).

Dans la deuxième approche, le mécanisme anti-lift-up peut être illustré en considérant la composante

radiale des équations aux perturbations linéarisées [Antkowiak et Brancher, 2007]

∂u′

∂r
= −∂P

∂r
+ 2Ωbv′ (4.19)

Le terme 2Ωbv′ provient de la force de Coriolis. L’équation (4.19) indique que les particules fluides

avec des stries azimutales positives subissent une force centrifuge importante et croissante qui n’est

pas compensée par le gradient de pression, et sont ainsi poussées vers la paroi du cylindre extérieur.

Au contraire, les particules des stries azimutales négatives sont poussées contre la paroi du cylindre

intérieur. Ce processus va donc initier la formation de rouleaux azimutaux.

En dehors de la ligne de Rayleigh où l’amplification optimale de l’énergie évolue en O
(
Re2/3

)
pour
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de grands Re, le moment angulaire n’est plus uniforme dans l’espace annulaire et la fréquence épi-

cyclique n’est plus nulle. Dans ce cas, à l’instant initial, le contour de l’énergie de la perturbation

est orienté dans le sens contraire à l’écoulement de base comme le montrent la figure 4.26(a) dans le

plan (r, z) et la figure 4.26(a’) dans le plan (r, θ). Par la suite, ce contour d’énergie bascule progres-

sivement jusqu’à s’aligner avec l’écoulement de base au temps optimal t = topt comme illustré sur

les figures 4.26(c) et 4.26(c’). Les figures 4.26(c) et 4.26(c’) montrent que les contours sont orientés

perpendiculairement à l’écoulement de base à un temps intermédiaire d’environ t ≈ topt/2.

Mécanisme de croissance transitoire dans le régime linéaire stable

Dans cette partie, on considère une perturbation optimale tridimensionnelle. Il a été montré au

paragraphe précédent qu’elle est initialement orientée dans la direction contraire à l’écoulement de

base avant de s’aligner avec cette dernière (figure 4.26(c) et figure 4.26(c′)). Dans le cas d’une pertur-

bation optimale bidimensionnelle, la perturbation est orientée transversalement à l’écoulement de

base à l’instant optimal comme l’ont montré [Butler et Farrell, 1992] pour un écoulement de Couette

plan et de Poiseuille. Une perturbation 2D caractérisée par une homogénéité dans la direction axiale

ne peut croître qu’à travers le mécanisme de Orr 2D [Orr, 1907], un mécanisme basé sur le théorème

de Kelvin. En effet, le contour initial d’une structure verticale au départ devient faible en énergie

et bascule avec l’écoulement de base. En conséquence, la vitesse le long de ce contour croît afin de

conserver la circulation initiale [Foures et al., 2013]. Ainsi, la vorticité de l’écoulement de base dans

la direction axiale peut connaître une extension en fonction de la variation de l’aire dans le plan de

cisaillement comme l’ont évoqué [Vitoshkin et al., 2012] pour les écoulements plans cisaillés. Dans

leurs travaux [Vitoshkin et al., 2012] ont montré que l’interaction entre la vorticité axiale q et la diver-

gence plane d joue un rôle déterminant dans la croissance de l’énergie de la perturbation.

q = (1/r)∂(rv′)/∂r − (1/r)∂u′/∂θ , (4.20)

d = ∂u′/∂r + u′/r + (1/r) ∂v′/∂θ . (4.21)

Leur analyse est étendue ici au cas de l’écoulement de Taylor-Couette. En suivant leur méthodologie,

nous effectuons ainsi la décomposition de Helmholtz bidimensionnelle

ũ = ud + uq avec ud = ∇(φ) et uq = −rot(ψ ez) , (4.22)

où φ et ψ sont des fonctions scalaires, telles que la divergence plane d et la vorticité axiale q satis-

fassent

d = ∆H(φ) et q = ∆H(ψ) , (4.23)
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où ∆H = ∂2/∂r2+(1/r)∂/∂r+(1/r2)∂/∂θ2 est le laplacien (r, θ). Pour le cas limite d’un fluide parfait,

l’équation de l’énergie moyenne spatiale est

∂ 〈E〉
∂t

= −Re1
〈
γ̇brθũṽ

∗
〉
,

= −Re1
〈
γ̇brθ (ud + uq)

(
v∗d + v∗q

)〉
,

= −Re1
(〈
γ̇brθudv

∗
d

〉
+
〈
γ̇brθudv

∗
q

〉
+
〈
γ̇brθuqv

∗
d

〉
+
〈
γ̇brθuqv

∗
q

〉)
,

(4.24)

avec E =
|ũ|2
2

, ud = (ud, vd, wd) et uq = (uq, vq, wq).

Le premier terme du membre de droite de l’équation (4.24) est la contribution de la divergence d

à la croissance de l’énergie. Les second et troisième termes représentent la contribution mixte de q

et d et traduisent l’interaction entre la divergence plane et la vorticité axiale. Le quatrième terme

représente la manifestation du mécanisme de Orr 2D. L’intensité de ces différents termes, compo-

sants de la contrainte de Reynolds en fonction du temps est représentée sur la figure 4.27 pour un

fluide newtonien et sur la figure 4.28 pour un fluide en loi de puissance. L’évolution des termes est

qualitativement, similaire dans les deux cas mais aussi pour les fluides de Carreau et de Bingham re-

présentés par les figures 4.29 et 4.30 respectivement. Cependant, les amplitudes sont beaucoup plus

importantes pour un fluide en loi de puissance et encore plus pour un fluide en loi de Carreau.

La croissance de l’énergie est initialement dominée par le terme rotationnel −
〈
γ̇brθuqv

∗
q

〉
, ce qui si-

gnifie que le mécanisme de Orr 2D est en œuvre. A partir de t ≈ topt/2, la perturbation optimale

est perpendiculaire à l’écoulement de base, puis le terme −
〈
γ̇brθuqv

∗
q

〉
décroît, devient négatif, ce qui

signifie que le mécanisme de Orr produit une décroissance de l’énergie. La contribution des termes

mixte d − q est positive et est donc à l’origine de l’amplification de l’énergie de la perturbation E

quand les rouleaux sont alignés dans la direction de l’écoulement de base.
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FIG. 4.27 – Contribution des différentes composantes des tenseurs de Reynolds à l’amplification de

l’énergie de la perturbation 3D pour Re1 = 101 et Re2 = −1061.2 dans le cas d’un fluide newtonien,

(a) η = 0.881, mopt = 13, kopt = 2.176 et Gopt = 20.62. (b) η = 0.4, mopt = 3, kopt = 1.136 et

Gopt = 4.288.
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FIG. 4.28 – Contribution des différentes composantes des tenseurs de Reynolds à l’amplification de

l’énergie de la perturbation 3D pour Re1 = 101 et Re2 = −1061.2 dans le cas d’un fluide en loi de

puissance avec np = 0.5, (a) η = 0.881, mopt = 11, kopt = 1.647 et Gopt = 88.16. (b) η = 0.4, mopt = 2,

kopt = 0.911 et Gopt = 12.59.
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FIG. 4.29 – Contribution des différentes composantes des tenseurs de Reynolds à l’amplification de

l’énergie de la perturbation 3D pour Re1 = 101 et Re2 = −1061.2 dans le cas d’un fluide de Carreau

avec nc = 0.5 et λ = 10 (a) η = 0.881, mopt = 11, kopt = 1.736 et Gopt = 231.25. (b) η = 0.4„ mopt = 2,

kopt = 1.221 et Gopt = 37.17.
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FIG. 4.30 – Contribution des différentes composantes des tenseurs de Reynolds à l’amplification de

l’énergie de la perturbation 3D pour Re1 = 101 et Re2 = −1061.2 dans le cas d’un fluide à seuil avec

Bi = 10, (a) η = 0.881, mopt = 13, kopt = 1.964 et Gopt = 12.08. (b) η = 0.4, mopt = 3, kopt = 3.427 et

Gopt = 2.22.
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Perturbation optimale pour des fluides rhéofluidifiants purement visqueux

Dans le cas des fluides rhéofluidifiants purement visqueux, nous avons vu que le moment angu-

laire n’est pas constant sur la ligne de Rayleigh, contrairement au cas newtonien. Il n’est donc pas

besoin de séparer l’étude de la ligne de Rayleigh des autres domaines. La ligne de Rayleigh s’éloigne

par ailleurs de la courbe de stabilité marginale quand le caractère rhéofluidifiant s’accentue. La per-

turbation optimale dans le domaine linéairement stable du plan (Re1, Re2) est qualitativement simi-

laire à celle d’un fluide newtonien en dehors de la ligne de Rayleigh. La croissance de l’énergie évolue

dans tout ce domaine en O
(
Re2/3

)
, pour de grandes valeurs de Re. Les figures 4.31 et 4.34 montrent

l’évolution de cette perturbation optimale avec le temps pour des rapports de rayons η = 0.881 et

η = 0.4 pour un fluide en loi de puissance. La figure 4.32 montre l’évolution de la perturbation opti-

male avec le temps pour un rapport de rayon η = 0.881 pour un fluide en loi de Carreau, et la figure

4.33 pour un fluide de Bingham. La perturbation optimale est principalement localisée au voisinage

de la paroi du cylindre intérieur. Cet effet est beaucoup plus prononcé pour un large rapport de rayon

comme montré sur la figure 4.34.
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FIG. 4.31 – Contours de la perturbation optimale pour un fluide en loi de puissance avec np = 0.5,

η = 0.881, Re1 = 101, Re2 = −1061.2, mopt = 11 et kopt = 1.647. A gauche : contours de l’énergie

cinétique de la perturbation dans le plan (r, z) à (a) l’instant initial t = 0 , (b) t ≈ topt/2 et à (c)

l’instant optimal t = topt. A droite : contours de l’énergie cinétique de la perturbation dans le plan

(r, θ) à (a′) l’instant initial t = 0 , (b′) t ≈ topt/2 et à (c′) l’instant optimal t = topt. La quantité

d = ∂u′/∂r + u′/r + (1/r) ∂v′/∂θ représente la divergence 2D dans le plan de cisaillement.
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FIG. 4.32 – Contours de la perturbation optimale pour un fluide de Carreau avec nc = 0.5, λ = 10,

η = 0.881, Re1 = 101, Re2 = −1061.2, mopt = 11 et kopt = 1.736. A gauche : contours de l’énergie

cinétique de la perturbation dans le plan (r, z) à (a) l’instant initial t = 0 , (b) t ≈ topt/2 et à (c)

l’instant optimal t = topt. A droite : contours de l’énergie cinétique de la perturbation dans le plan

(r, θ) à (a′) l’instant initial t = 0 , (b′) t ≈ topt/2 et à (c′) l’instant optimal t = topt. La quantité

d = ∂u′/∂r + u′/r + (1/r) ∂v′/∂θ représente la divergence 2D dans le plan de cisaillement.
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FIG. 4.33 – Contours de la perturbation optimale pour un fluide de Bingham avec Bi = 10, η =

0.881, Re1 = 101, Re2 = −1061.2, mopt = 13 et kopt = 1.964. A gauche : contours de l’énergie

cinétique de la perturbation dans le plan (r, z) à (a) l’instant initial t = 0 , (b) t ≈ topt/2 et à (c)

l’instant optimal t = topt. A droite : contours de l’énergie cinétique de la perturbation dans le plan

(r, θ) à (a′) l’instant initial t = 0 , (b′) t ≈ topt/2 et à (c′) l’instant optimal t = topt. La quantité

d = ∂u′/∂r + u′/r + (1/r) ∂v′/∂θ représente la divergence 2D dans le plan de cisaillement.
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FIG. 4.34 – Contours de la perturbation optimale pour un fluide en loi de puissance avec np = 0.5,

η = 0.4, Re1 = 101 et Re2 = −1061.2 avec mopt = 2 et kopt = 0.911. A gauche : contours de l’énergie

cinétique de la perturbation dans le plan (r, z) à (a) l’instant initial t = 0 , (b) t ≈ topt/2 et à (c)

l’instant optimal t = topt. A droite : contours de l’énergie cinétique de la perturbation dans le plan

(r, θ) à (a′) l’instant initial t = 0 , (b′) t ≈ topt/2 et à (c′) l’instant optimal t = topt. La quantité

d = ∂u′/∂r + u′/r + (1/r) ∂v′/∂θ représente la divergence 2D dans le plan de cisaillement.
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4.4 Conclusion

L’amplification de l’énergie cinétique d’une perturbation tridimensionnelle aux temps courts a été

étudiée dans ce chapitre. La non normalité de l’opérateur linéaire à l’origine de cette amplification a

été caractérisée pas l’étude des pseudospectres.

La croissance transitoire de la perturbation est également fortement affectée par la rhéologie. Elle est

grandement amplifiée pour un fluide de Carreau et réduite pour un fluide de Bingham. L’étude de la

perturbation optimale a permis d’identifier les mécanismes en jeu. Le mécanisme de Orr est celui qui

est à l’œuvre dans tous les régimes d’écoulement pour le fluide newtonien, les fluides rhéofluidifiants

avec ou sans seuil de contrainte, sauf sur la ligne de Rayleigh pour le fluide newtonien où il a été

identifié un comportement particulier suivant le mécanisme anti-lift-up.

Dans le cas du mécanisme de Orr, l’amplification optimale de l’énergie évolue en Re2/3 alors qu’elle

évolue en Re2 avec le mécanisme anti-lift-up.
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Chapitre 5

ÉTUDE EXPÉRIMENTALE DE

L’ÉCOULEMENT DE TAYLOR-COUETTE

Nous présentons dans ce chapitre une étude expérimentale de l’écoulement de fluides non new-

toniens rhéofluidifiants dans un dispositif de Taylor-Couette. Dans un premier temps, une

validation du dispositif expérimental a été effectuée dans le cas d’un fluide newtonien : une solution

aqueuse de glycérine. Des rouleaux de Taylor ont été observés par une technique classique de visua-

lisation. La taille de ces rouleaux a aussi été mesurée. Des mesures du couple nécessaire pour faire

tourner le cylindre intérieur ont également été réalisées. Le champ de vitesse a été mesuré par PIV

(Particle Image Velocimetry). Dans ce cas de référence newtonien, lorsque seul le cylindre intérieur

tourne et pour des nombres de Reynolds au moins jusqu’à 5 fois la valeur critique, les rouleaux de

Taylor restent stationnaires et axisymétriques.

Des fluides rhéofluidifiants faiblement viscoélastiques ont ensuite été utilisés. Il s’agit des solu-

tions aqueuses de CarboxyMéthyl Cellulose (CMC) et de xanthane à différentes concentrations.

Ces fluides suivent le modèle de la loi de puissance dans la gamme de cisaillement régnant dans

notre dispositif. La première différence des contraintes normales de ces fluides étant très faible de-

vant la contrainte de cisaillement, leur caractère viscoélastique peut en effet être négligé.

Pour un fluide fortement rhéofluidifiant, les rouleaux de la première instabilité apparaissent

avec une vitesse de glissement dans la direction axiale. Ce phénomène a été déjà observé par

[Escudier et al., 1995]. En analysant l’hystérésis du système, une légère transition par bifurcation

sous-critique a été observée. Le caractère sous-critique de cette bifurcation a été confirmée par une

analyse faiblement non linéaire non présentée dans ce manuscrit. Par ailleurs, pour un nombre de

Reynolds de l’ordre de 1.5 × Re1c, la structure de l’écoulement devient de plus en plus complexe,

mettant en évidence un écoulement chaotique.
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

Nous avons présenté dans les premiers chapitres de ce travail, l’analyse linéaire de stabilité et la

croissance transitoire d’une perturbation dans un écoulement de Couette. Nous avons observé prin-

cipalement que, dans le régime contra-rotatif, il peut y avoir une importante croissance transitoire

de l’énergie de la perturbation surtout pour les fluides fortement rhéofluidifiants. Cette croissance

transitoire suggère une bifurcation sous-critique. Dans le cas newtonien, [Coles, 1965] a observé ex-

périmentalement une bifurcation sous-critique dans le régime contra-rotatif. Elle a été caractérisée

numériquement par [Meseguer et al., 2009]. Il convient de noter que le caractère rhéofluidifiant en

lui-même peut être à l’origine d’une bifurcation sous-critique, comme cela a été observé dans d’autres

situations [Albaalbaki et Khayat, 2011, Chekila et al., 2011, Bouteraa et al., 2015].

Lorsque seul le cylindre intérieur est en rotation, les scénarios de la transition vers la turbulence

de l’écoulement de Couette circulaire (ECC) sont connus depuis les travaux sur les instabilités de

[Taylor, 1923]. [Taylor, 1923] a montré mais aussi caractérisé l’existence de l’écoulement secondaire

constitué de rouleaux contrarotatifs occupant tout l’espace annulaire. La taille de ces rouleaux et le

seuil de vitesse de rotation critique d’apparition de l’écoulement secondaire mesurés expérimenta-

lement sont en bon accord avec les prédictions de l’analyse linéaire de stabilité. Suite à cette étude,

on sait que lorsque seul le cylindre intérieur tourne, la transition est supercritique, c’est-à-dire que la

transition s’effectue par l’apparition successive de structures instables de différents aspects jusqu’à

l’établissement d’un écoulement chaotique turbulent. En effet, le régime primaire dit TVF (Taylor

Vortex Flow) se déstabilise au profit d’un autre régime dit WVF (Wavy Vortex Flow), ensuite en

MWVF (Modulated Wavy Vortex Flow) puis enfin la turbulence.

Lorsque les deux cylindres sont en rotation, différents régimes d’écoulement peuvent être obser-

vés. [Andereck et al., 1986] ont inventorié plus d’une vingtaine de régimes d’écoulements. De plus,

dans le régime contra-rotatif, et pour des nombres de Reynolds extérieur Re2 suffisamment élevés,

[Coles, 1965] a montré que l’écoulement peut subir une transition sous-critique. Il n’y a plus dans ce

cas de succession d’instabilités conduisant à l’apparition de la turbulence mais plutôt une bifurcation

brusque. Ce phénomène a été mis en évidence par une analyse faiblement non linéaire [Davey, 1962]

qui a montré qu’une perturbation d’amplitude finie suffisamment grande peut conduire à la turbu-

lence.

La motivation principale de ce travail expérimental est de montrer comment se manifeste la transi-

tion à la turbulence pour les fluides non newtoniens rhéofluidifiants. Nous utilisons principalement

dans cette étude des fluides dont la viscosité peut être décrite par une loi de puissance. Les résultats

expérimentaux sont confrontés aux résultats de l’analyse de stabilité linéaire du chapitre 2.
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Trois méthodes expérimentales ont été utilisées pour caractériser l’apparition des instabilités :

◦ la mesure de couple exercé par le fluide sur le cylindre intérieur,

◦ une visualisation des mouvements des paillettes qui s’orientent dans le sens de l’écoulement,

◦ la vélocimétrie par images de particules (Particle Image Velocimetry, PIV).

L’objectif initial des expériences était d’étudier la nature de la première bifurcation pour les fluides

rhéofluidifiants dans le régime contra-rotatif, où la croissance transitoire est importante. Nous nous

sommes rendus compte à la suite des résultats des premiers chapitres que les phénomènes inté-

ressants ont lieu à grands nombres de Reynolds |Re2|. Malheureusement, pour des raisons d’ordre

technique et de temps, il n’a pas été possible d’explorer les valeurs pertinentes en accord avec l’étude

théorique. A défaut, nous nous sommes intéressés aux gammes de nombres de Reynolds accessibles

par notre dispositif.

5.2 Matériel et méthode

5.2.1 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental est composé de deux cylindres concentriques coaxiaux et indépendants

de longueur L̂ = 1.2 m. L’espace annulaire entre ces deux cylindres est d̂ = 30 mm. Le cylindre

intérieur, de rayon R̂1 = 20 mm, tourne à la vitesses angulaire Ω̂1. Le cylindre extérieur de rayon

R̂2 = 50 mm et d’épaisseur 2 mm, tourne à la vitesse angulaire Ω̂2. Le cylindre intérieur est en acier

et a été peint en noir pour éviter des réflexions des rayons laser et permettre un meilleur contraste

lors de la visualisation. Le cylindre extérieur est transparent, en plexiglas. La configuration permet

d’avoir un rapport de rayon de η = 0.4 et un rapport d’aspect ζ = L̂/d̂ compris entre 32 et 40 en

fonction du niveau de remplissage du fluide. Pour effectuer les mesures de PIV, le cylindre extérieur

baigne dans une cuve à section carrée de 16 cm de côté et de 75 cm de hauteur remplie d’eau. Les

parois de la cuve, d’une épaisseur de 2mm, sont en plexiglas et sont situées à une distance minimale

de 2 cm du cylindre extérieur. Cette cuve permet de réduire la réfraction des rayons lumineux lors

de leur traversée du cylindre extérieur en plexiglas, qui agit comme un dioptre.
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(a) (b)

FIG. 5.1 – (a) Photo du dispositif de Taylor-Couette. (b) Coupe du dispositif de Taylor-Couette. Le

moteur 1 entraîne en rotation le cylindre intérieur tandis que le moteur 2 entraîne le cylindre extérieur

Les deux cylindres sont commandés par deux moteurs indépendants PARVEX (RX120L) asservis

en rotation par des servomoteurs à courant continu. Les caractéristiques de ces moteurs sont données

dans le tableau 5.1.

Couple en rotation lente 0.285 N.m

Courant permanent rotation lente 2.8 A

Tension d’alimentation de définition 45 V

Vitesse de définition 3000 tr/min

Tension maximale 60 V

Vitesse maximale 5300 tr/min

Coefficient de couple électromagnétique 0.107 N.m/A

Couple de frottement sec 1.2 N.cm

Masse moteur 1.35 kg

TAB. 5.1 – Caractéristiques des moteurs PARVEX (RX120L).

Pour mieux contrôler les vitesses de rotation des deux cylindres, deux variateurs RTR solidaires

à un capteur tachymétrique intégré (TBN 206) sont accouplés aux moteurs. Deux réducteurs de rap-

port 1/10 sont également associés aux moteurs. Le système est équilibré à une vitesse de rotation

maximale de ± 300tr/min pour les deux cylindres. Une réduction du rapport des rayons des pou-
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lies entre le bras du moteur et le cylindre intérieur a permis d’augmenter la vitesse de rotation du

cylindre intérieur à ±600 tr/min. Le pilotage du système est réalisé avec logiciel Labview.

Un capteur de force (DOERLER MESURES, FN3280) a été utilisé pour la mesure des couples exercés

par le fluide sur le cylindre intérieur. La figure 5.2 montre l’image du capteur. Il s’agit d’un capteur de

force à butées mécaniques intégrées avec une étendue de mesure de 0.5N . La précision est de ±0.1%

sur l’étendue de la mesure.

FIG. 5.2 – Image du capteur de force à butées mécaniques FN3280.

5.2.2 Mesures rhéologiques

Pour caractériser les fluides mis en œuvre, un rhéomètre rotatif AR2000 TA Instruments a été uti-

lisé, 5.3(a). Une géométrie cône-plan de rayon R̂ = 30mm et d’angle de θ̂ = 1°C a été utilisée, 5.3(b).

Cette géométrie est souvent utilisée parce que le gradient de vitesse et la contrainte résultants dans

l’échantillon sont uniformes. Les rhéomètres rotatifs sont de deux types :

- soit on impose une contrainte à l’échantillon et on mesure le taux de cisaillement résultant.

- soit on impose un taux de cisaillement et on mesure la contrainte résultante.

Dans notre cas, le rhéomètre est à cisaillement imposé et permet d’avoir l’évolution du taux des

contraintes en fonction du taux de cisaillement imposé. Par déduction, on obtient les propriétés rhéo-

logiques du fluide telles que la viscosité et la première différence des contraintes normales.
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FIG. 5.3 – (a) Photo du rhéomètre AR 2000 de la marque TA Instruments. (b) La géométrie cône-plan

utilisée.

La relation entre le second invariant du tenseur des contraintes et le couple Ĝ est donnée par

τ̂ =
3Ĝ

2πR̂3
(5.1)

Le second invariant du tenseur des taux de cisaillement est obtenu à partir de la vitesse angulaire de

rotation du cône Ω̂ et de l’angle entre le cône et le plateau θ̂. Le gradient de vitesse est alors donné

par

ˆ̇γ =
Ω̂

θ̂
(5.2)

La viscosité s’écrit par définition

µ̂ =
τ̂

ˆ̇γ
(5.3)

Programme du rhéomètre

Pour les mesures rhéologiques, nous imposons à l’échantillon des plateaux successifs de cisaille-

ment. Au départ, nous effectuons un pré-cisaillement de l’échantillon en imposant un échelon de

vitesse de cisaillement. Ensuite on réalise une montée par paliers de vitesses de cisaillement en res-

pectant un temps de 1mn avant les mesures sur ces paliers jusqu’au cisaillement maximal. Une des-

cente par paliers est aussi réalisée pour revenir à la vitesse de cisaillement nulle. Cette mesure en aller

(montée) et retour (descente) permet de vérifier s’il y a dépendance temporelle du comportement du

fluide et éventuellement s’il a un comportement thixotrope.

Cette procédure est utilisée pour toutes les mesures rhéologiques effectuées dans ce travail.
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5.2.3 Fluides utilisés

Trois produits dissous dans l’eau, à diverses concentrations, ont été utilisés dans cette étude :

- une solution aqueuse de glycérine utilisée comme fluide de référence newtonien,

- une solution aqueuse faiblement rhéofluidiante sans seuil de contrainte de CarboxyMéthyl Cellu-

lose (CMC),

- une solution aqueuse fortement rhéofluidifiante sans seuil de contrainte de gomme de xanthane.

Solution de glycérine : fluide newtonien de référence

La glycérine, appelée aussi glycérol est un alcool liquide visqueux, incolore, inodore de formule

chimique brute CH2OH—CHOH—CH2OH. Elle est très hygroscopique, miscible à l’eau et à d’autres

alcools. La figure 5.4 présente la structure moléculaire de la glycérine.

FIG. 5.4 – Formule chimique developpée de la glycérine.

La glycérine se trouve généralement dans la nature sous la forme d’esters : les glycérides. Elle est

présente aussi dans des huiles et dans les graisses d’origines animales. En génie des procédés, la gly-

cérine est un sous-produit issu de la fabrication des savons et des acides gras ou issu de la synthèse

du propylène ou encore de la fermentation des solutions à base de sucres.

Nous avons choisi la glycérine comme fluide newtonien de référence parce que c’est un fluide trans-

parent, bon marché et très visqueux. La glycérine utilisée dans ce travail est la glycérine bi-distillée

99.5% fournie par VWL CHEMICALS sous forme de liquide transparent à forte viscosité. Cette solu-

tion a été diluée pour obtenir une solution à 85% en masse, de viscosité dynamique µ1 = 0.135 Pa.s

à 20°C .

Solutions de CarboxyMéthyl Cellulose (CMC)

La CarboxyMéthyl Cellulose (CMC) est le nom commun d’une série d’éthers cellulosiques ob-

tenue à partir de la cellulose. La CMC est utilisée dans l’industrie alimentaire comme additif E446,

viscosifiant, stabilisant et agent suspendant. Les solutions de CMC sont rhéofluidifiantes. Au-delà

d’une concentration limite, elles peuvent présenter un seuil de contrainte et un comportement élas-

tique.
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FIG. 5.5 – Formule chimique developpée de la CarboxyMéthyl Cellulose (CMC).

Préparation des solutions de CMC

La CMC utilisée dans cette étude est de type C5013 - 1 KG haute viscosité de SIGMA-ALDRICH.

Sa masse moléculaire est de 7 × 106 daltons. Elle se présente initialement sous forme de poudre

blanche inodore et insipide. Elle est légèrement hygroscopique.

Les solutions aqueuses sont préparées à 0.4, 0.5 et 0.7% en masse. Lors de la préparation de la so-

lution, la masse de poudre désirée est incorporée à de l’eau sous agitation. On obtient une solu-

tion aqueuse transparente. La solution obtenue est ensuite laissée au repos pendant 24h avant les

mesures rhéologiques, l’introduction dans le dispositif de Taylor-Couette et les différentes mesures

expérimentales.

Caractéristiques rhéologiques des solutions de CMC

Les mesures rhéologiques sont effectuées avec le rhéomètre décrit dans le paragraphe § 5.2.2. Le

fluide est soumis à un taux de cisaillement dans la gamme [10−2 500 s−1]. Les rhéogrammes obtenus

sont présentés sur la figure 5.6. A faible cisaillement, seules les mesures dont le couple est supérieur

à Ĝ ≥ 5 µN.m (limite du capteur de force du rhéomètre) ont été retenues. Les courbes d’écoulement

sont modélisées par des modèles de carreau et de Cross.

Dans cette étude, nous nous intéressons principalement à la gamme de cisaillement correspondant

à l’apparition de la première instabilité. Dans cette gamme, les courbes d’écoulement peuvent être

approchées par une loi de puissance. Le tableau 5.2 montre les paramètres rhéologiques obtenus en

fonction de la gamme de cisaillement régnant dans notre dispositif de Taylor-Couette.
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FIG. 5.6 – Rhéogramme des solutions de CMC utilisées. Viscosité en fonction du taux de cisaillement.

Les courbes d’écoulement sont approchées avec les modèles de carreau et de Cross.

Références des fluides K̂[Pa.sn] n ˆ̇γ[s−1]

C5013 - 1 KG 0.7 % 1.785 0.51 [10 - 500]

C5013 - 1 KG 0.5 % 1.118 0.54 [10 - 500]

C5013 - 1 KG 0.4 % 0.38 0.63 [10 - 500]

TAB. 5.2 – Paramètres du modèle en loi de puissance décrivant le comportement rhéologique des

solutions de CarboxyMéthyl Cellulose utilisées, pour la gamme de taux de cisaillement intervenant

dans l’expérience de Taylor-Couette.

Solutions de xanthane

La gomme de xanthane est un hétéropolysaccharide produit à partir de la bactérie Xanthomonas

Campestris. Le xanthane est soluble dans l’eau et est stable sur une large amplitude de températures.

Il est très utilisé comme additif alimentaire sous le code E415, pour son pouvoir viscosifiant et sus-
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pendant. Il est vendu sous forme d’une poudre blanche très fine.

Deux gommes de xanthane ont été utilisées dans le cadre de cette étude. La gomme de xanthane

G12536 − 100G fournie par SIGMA-ALDRICH et la gomme de xanthane SATIAXANE CX 930 de

CARGILL. La masse moléculaire de ces gommes est estimée généralement entre 1.5 × 106 et 5 × 106

daltons. Ces gommes permettent d’avoir une solution aqueuse fortement rhéofluidifiante. A très

fortes concentrations, les solutions aqueuses de xanthane peuvent présenter un caractère viscoélas-

tique et un effet seuil.

FIG. 5.7 – Formule chimique développée du xanthane

Préparation des solutions de xanthane

Des solutions de xanthane de concentrations 0.1 ; 0.3 et 0.5% en masse ont été fabriquées selon

le mode opératoire suivant : la poudre de xanthane est mélangée sous agitation pendant plusieurs

heures dans un volume d’eau distillée dépendant de la concentration désirée. Pour éviter la forma-

tion des grumeaux, la dispersion est effectuée en pluie fine sous agitation vigoureuse. La solution

est chauffée pendant l’agitation au bain-marie à 50°C . Elle est ensuite conservée dans un réfrigéra-

teur à 6°C jusqu’à l’utilisation pour éviter le développement des bactéries et pour assurer le retour

à un état d’équilibre thermique. Pour utilisation, après la sortie du réfrigérateur, la solution est lais-

sée au repos au moins 24h pour le retour à cet état d’équilibre thermique proche des conditions des

expériences. A l’issue de cette préparation, la solution est translucide, ce qui permet de réaliser des

mesures PIV. Si cette procédure n’est pas respectée, la solution obtenue est trouble et les mesures de

PIV sont difficiles à effectuer.
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Caractéristiques rhéologiques des solutions de xanthane

Les mesures rhéologiques sont réalisées avec le rhéomètre décrit dans le paragraphe § 5.2.2. Le

fluide est soumis à un cisaillement dans la gamme [10−2 500 s−1] ou [10−1 500 s−1]. Dans cette

plage de taux de cisaillement, les couples obtenus sont tous supérieurs à Ĝ ≥ 5µN.m (limite du

capteur de force du rhéomètre). La figure 5.8 montre les rhéogrammes obtenus pour les solutions

de xanthane utilisées dans cette étude. Les courbes d’écoulement sont ajustées avec les modèles de

carreau et la loi de puissance. Dans le tableau 5.3 sont présentés les paramètres rhéologiques en loi

de puissance obtenus à partir des rhéogrammes et la gamme de cisaillement correspondante régnant

dans le dispositif de Taylor-Couette.
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FIG. 5.8 – Rhéogramme des solutions de xanthane utilisées. Viscosité en fonction du taux de cisaille-

ment. Les courbes d’écoulement sont approchées avec le modèles de Carreau et la loi de puissance.
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Références des fluides K̂[Pa.sn] n ˆ̇γ[s−1]

SIGMA-ALDRICH 0.1 % 0.119 0.49 [0.1 - 300]

SIGMA-ALDRICH 0.2 % 0.41 0.38 [0.1 - 300]

SIGMA-ALDRICH 0.3 % 1.197 0.26 [0.1 - 300]

SIGMA-ALDRICH 0.4 % 1.654 0.24 [0.1 - 500]

SATIAXANE CX 930 0.5 % 2.67 0.23 [0.01 - 500]

TAB. 5.3 – Paramètres du modèle en loi de puissance décrivant le comportement rhéologique des

solutions de xanthane utilisées et la gamme de taux de cisaillement intervenant dans les expériences

de Taylor-Couette.

La figure 5.9 montre l’évolution de la première différence des contraintes normales. Elle est faible

pour les solutions de xanthane testées sauf pour la solution à 0.5% en masse pour laquelle on note une

légère augmentation à partir de γ̇ = 100 s−1. [Groisman et Steinberg, 1998] ont montré que l’élasticité

des solutions de xanthane ne peut donc pas engendrer d’instabilités. L’apparition d’instabilités dans

l’écoulement serait alors principalement due à son caractère très rhéofluidifiant.
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FIG. 5.9 – Évolution de la première différence des contraintes normales en fonction du taux de ci-

saillement pour les solutions de xanthane utilisées.
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5.2.4 Mesure de couple

Calibration du capteur de force

Le capteur de force utilisé mesure à la fois le couple de cisaillement, le couple de frottement au ni-

veau des joints et du roulement à billes, et les vibrations du dispositif. Le couple dû aux vibrations est

éliminé en effectuant une moyenne glissante du signal mesuré. Afin d’accéder au couple exercé par le

fluide sur le cylindre intérieur, une calibration du capteur de force est alors nécessaire pour détermi-

ner le couple de frottement. Pour cela, des mesures à vides ont été effectuées c’est-à-dire des mesures

pour un cylindre intérieur tournant en l’absence de liquide dans l’entrefer, le cylindre extérieur étant

fixe. Le couple à vide a été obtenu pour diverses vitesses de rotation du cylindre intérieur Ω̂1 de 0 à

600 tr/min, figure 5.10. Des essais réalisés à vitesses Ω̂1 croissante puis décroissante confirment qu’il

n’ y a pas de phénomènes d’hystérésis : les couples obtenus pour une même valeur de Ω̂1 lors d’une

montée et lors d’une descente sont égaux à une précision inférieure à la marge d’erreur du capteur

de force, qui est de 0.05% (précision de ±0.1% sur l’étendue de la mesure de 500mN ).
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FIG. 5.10 – Couple nécessaire pour faire tourner le cylindre intérieur, en l’absence de liquide dans

l’entrefer, en fonction de la vitesse de rotation du cylindre Ω̂1.
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Protocole de mesure de couple

Les mesures du couple sont réalisées lors de longs paliers de vitesses de rotation, raccordés par

de courtes rampes montantes ou descendantes comme illustré sur les figures 5.11(a) et 5.11(b). Ces

longs paliers permettent ainsi aux instabilités éventuelles de s’établir et de disposer d’un temps assez

long pour moyenner la valeur du couple et filtrer ainsi les bruits dus aux vibrations du moteur et les

bruits électroniques. Les rampes permettent d’augmenter progressivement la vitesse de rotation du

cylindre entre deux paliers.

Différents tests préliminaires ont montré que des paliers de 180 s, reliés pas des rampes de 5 s sont

suffisants pour avoir une bonne mesure du couple. La montée et la descente en vitesse de rotation

du cylindre intérieur a lieu par pas de 5 tr/min ou 10 tr/min.

Une fois la mesure du couple réalisée, une moyenne est effectuée sur la moitié du palier et la mesure

du couple à vide décrite au §5.2.4 est soustraite.

Un exemple de couple obtenu après ce post-traitement est présenté sur la figure 5.12, pour une vitesse

de rotation du cylindre intérieur de 400 tr/min maintenue pendant 7200 s, précédée d’une montée

continue de 0 à 400 tr/min en 5 s et suivie d’une descente de 400 à 0 tr/min en 5 s. On observe que le

couple obtenu varie très peu, et se situe dans la gamme de précision du capteur de force. Les mesures

sont effectuées pour des paliers successifs croissants puis décroissants, dans le but de détecter une

hystérésis éventuelle de l’écoulement. La durée moyenne d’une expérience est ainsi de 3h.

(a)

(b)

FIG. 5.11 – Protocole de mesure du couple. Vitesse de rotation en fonction du temps lorsque (a) Seul

le cylindre intérieur tourne et (b) lorsque les deux cylindres sont en rotation. (-) Vitesse de rotation

du cylindre intérieur Ω̂1 et (−−) vitesse de rotation du cylindre extérieur Ω̂2.
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FIG. 5.12 – Évolution du couple dans le temps lorsque seul le cylindre intérieur tourne, à une vitesse

de rotation Ω̂1 = 400 tr/min. Le fluide est une solution aqueuse de xanthane à 0.5%, n = 0.23.

Des prises de température sont également effectuées au début et à la fin de chaque expérience.

Une différence de température maximale de ∆T ≈ 3°C a été mesurée. Ce réchauffement, dû à la

dissipation visqueuse dans le fluide, a peu d’influence sur la mesure du couple sur la durée moyenne

d’une expérience.

5.2.5 Visualisation par ensemencement de paillettes

La visualisation par ensemencement de paillettes a également été utilisée pour caractériser la

transition vers la turbulence de l’écoulement de Taylor circulaire. Dans ce but, des particules fines

d’Iriodine, mesurant quelques dizaines de microns, sont incorporées dans le fluide. Une nappe laser

rouge passant par l’axe des cylindres, éclaire les particules d’Iriodine se trouvant sur son chemin,

ce qui provoque l’éclairage d’une tranche de l’écoulement. Une caméra CCD de Dantec Dynamics,

modèle Flowsence (1600 × 1200 pixels, 30 images par seconde) avec un objectif de 60 mm, disposée

perpendiculairement au plan du laser filme le mouvement des particules du plan éclairé. La caméra

est reliée à un PC pour l’acquisition et le traitement des images obtenues.
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5.2.6 Technique de vélocimétrie par images de particules (Particle Image Velocimetry,

PIV)

De nos jours, la technique de vélocimétrie par images de particules ou de PIV [Adrian, 1984,

Raffel et al., 2007, Stanislas et al., 2004, Adrian et Westerweel, 2011] est la technique optique la plus

utilisée pour caractériser les champs de vitesse des écoulements de fluides. Cette technique, basée sur

la diffusion de la lumière, présente l’avantage d’être non intrusive. La figure 5.13 montre le schéma

de principe d’un système de PIV.

Il existe deux systèmes de mesure de PIV. La PIV 2D qui fournit deux composantes de la vitesse ;

ces deux composantes sont obtenues par une projection du vecteur vitesse dans le plan de mesure ;

c’est le système le plus adapté pour des écoulements bidimensionnels. Et enfin, la PIV 3D qui permet

d’accéder aux trois composantes de la vitesse ; c’est le système le plus adapté pour les mesures en

régime turbulent.

Dans cette étude, un système de PIV 2D fourni par “Dantec Measurement Technology" est utilisé. Ce

dispositif a été déjà employé lors des thèses de [Benbelkacem, 2009] et [Rigal, 2012].

La technique de PIV consiste en quatre étapes principales :

◦ ensemencement du fluide avec de fines particules,

◦ éclairage d’une tranche de fluide avec une nappe laser,

◦ enregistrement des images par une caméra rapide de haute résolution,

◦ post-traitement des images filmées par des algorithmes informatiques.

FIG. 5.13 – Schéma du montage expérimental utilisé pour les mesures de Vélocimétrie par Image de

Particules (Particle Image Velocimetry, PIV).
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Particules traçantes

Dans cette étude, les particules d’ensemencement sont des billes de verre creuses argentées de 10

microns de diamètre environ, également fournies par la société “Dantec Measurement Technology".

La lumière diffusée par ces particules est captée par la caméra, ce qui permet, après post-traitement,

d’obtenir le champ de vitesse du fluide.

Source lumineuse : le laser Nd :Yag

La source lumineuse utilisée est un laser pulsé Nd :Yag (Neodymium doped : Yttrium aluminium

garnet) de longueur d’onde λd = 532 nm. Le laser Nd :Yag émet donc de la lumière dans le vert. Le

laser émet deux impulsions successives d’une durée de 10 nanosecondes chacune, espacées dans le

temps de quelques millisecondes, à une fréquence de 10Hz. Ce temps est déterminé selon la vitesse

de rotation du cylindre intérieur et le temps de traversée de la nappe par les particules. Les particules

ne doivent pas traverser la nappe entre 2 pulses. L’épaisseur de la nappe laser est de 1mm. Lors de

chaque impulsion, l’énergie lumineuse produite est d’environ 100 mJ .

Le laser est placé à mi-hauteur des cylindres dans une zone où la paroi du cylindre extérieur a été

affinée et traitée pour être la plus lisse possible. A cette hauteur, l’écoulement est peu affecté par les

effets de bords.

La qualité du faisceau laser, qui doit conduire à l’image la plus nette possible, est contrôlée en réglant

et en ajustant rigoureusement la distance entre le laser et la cuve d’eau.

Enregistrement des images et post-traitement

Les particules d’ensemencement sont utilisées comme traceurs dans l’écoulement. La lumière

diffusée par ces particules est captée au cours du temps par une caméra CCD PIV de “Dantec Dyna-

mics". La caméra est commandée par un ordinateur équipé du logiciel “Digital Studio" de “Dantec

Dynamics". Ce logiciel commande l’acquisition par la caméra puis il permet le post-traitement des

images.

Du fait de la double impulsion périodique émise par le laser, on obtient toutes les 100 millisecondes

deux images successives filmées à 1 milliseconde d’écart.

Des algorithmes de traitement d’image et de reconnaissance de forme permettent de corréler les deux

images et d’obtenir la vitesse des particules, projetée sur le plan de mesure, à partir de leurs posi-

tions successives. On suppose alors que les particules sont transportées passivement par le fluide et

on obtient ainsi les champs de vitesse de l’écoulement.

Plusieurs algorithmes de PIV, utilisés pour suivre le mouvement de groupements de particules, sont

présentés dans la littérature, notamment la corrélation moyennée.
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La corrélation moyennée est particulièrement indiquée lorsque les images sont de mauvaise qualité

ou que l’on dispose d’un nombre d’images insuffisant [Meinhart et al., 2000]. Elle s’est révélée la plus

adaptée dans notre cas. Les images sont capturées à 800 × 600 pixels. Nous avons considéré des

fenêtres d’interrogation de 32× 32 pixels des images.

5.3 Résultats & discussions

5.3.1 Manipulations avec le cylindre extérieur fixe

Dans cette partie, nous présentons les résultats expérimentaux obtenus lorsque le cylindre inté-

rieur est en rotation et le cylindre extérieur est immobile.

Fluide newtonien : solution aqueuse de glycérine

Mesures de couple

Pour caractériser la première bifurcation de l’ECC, des mesures du couple exercé par le fluide

sur le cylindre intérieur ont été effectuées à l’aide du capteur de force décrit au paragraphe 5.2.1.

[Wendt, 1933] est le premier à utiliser la méthode de mesure de couple pour détecter l’apparition des

rouleaux de Taylor.

En régime laminaire, et pour un fluide newtonien, le couple exercé par le fluide sur le cylindre inté-

rieur augmente linéairement avec la vitesse de rotation du cylindre intérieur. Cette évolution cesse

d’être linéaire lorsqu’apparaissent les instabilités.

Les premières mesures ont été effectuées sur la glycérine, fluide newtonien servant de référence à

notre étude. L’évolution du couple dans le régime laminaire pour les fluides newtoniens est bien

connue [Wendt, 1933, Donnelly, 1958]. Il suit une expression analytique,

Ĝlam =
4πµ̂bR̂2

1R̂
2
2Ω̂1Ĥ

R̂2
1 − R̂2

2

(5.4)

Pour trouver une évolution asymptotique, [Wendt, 1933] a défini le couple adimensionnel

G = Ĝ/
(
ρ̂ν̂2Ĥ

)
(5.5)

où ν̂ = µ̂/ρ̂ désigne la viscosité cinématique et Ĥ la hauteur du cylindre.

A l’apparition des instabilités, [Donnelly et Simon, 1960] ont trouvé, en reprenant les données ex-

périmentales de [Wendt, 1933] et [Donnelly, 1958], que l’évolution du couple après l’apparition des
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instabilités suit la loi

Ĝ = aΩ̂−1
1 + bΩ̂1.36

1 (5.6)

où a et b sont des coefficients à ajuster pour décrire les résultats expérimentaux.

D’autres corrélations issues de l’expérience existent dans la littérature.

[Wendt, 1933] a ainsi montré que le couple suit une loi de puissance telle que G ≈ Reαc

1 . L’exposant

αc dépend du régime d’écoulement,

αc = 1.3 pour Re1 ≤ 104, (5.7)

αc = 1.73 pour Re1 ≥ 104. (5.8)

Toujours dans la zone instable, [Lathrop et al., 1992, Lewis et Swinney, 1999] ont obtenu expérimen-

talement, pour un rapport rayon η = 0.724, un exposant de,

αc = 1.5 pour 4× 102 ≤ Re1 ≤ 104, (5.9)

αc = 1.7 pour 104 ≤ Re1 ≤ 105. (5.10)

Par une étude de stabilité linéaire, [Barcilon et Brindley, 1984, King et al., 1984] ont trouvé que αc ne

dépend pas du régime d’écoulement et que

G ≈ Re
5/3
1 . (5.11)

La figure 5.14 montre l’évolution du couple dimensionnel Ĝ pour une solution de glycérine à 85%

en masse. Dans le régime laminaire, avant l’apparition des instabilités, les valeurs mesurées se su-

perposent bien avec les valeurs données par l’équation (5.4) de [Wendt, 1933]. A l’apparition des

instabilités, le couple expérimental s’écarte progressivement du couple analytique laminaire.

Le tableau 5.4 montre un bon accord entre le nombre de Reynolds critique expérimental et celui de

l’analyse de stabilité linéaire.

Re1c kc

Analyse linéaire 68.3 3.18

Glycérine (expérience) 85% 69.2 ±5% 3.2

TAB. 5.4 – Comparaison des nombres de Reynolds théorique et expérimental d’apparition des insta-

bilités.
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FIG. 5.14 – Couple exercé sur le cylindre intérieur par les solutions de glycérine à 85%. (◦) Résultats

expérimentaux du présent travail, (-) valeurs données par l’équation analytique (5.4). La flèche repré-

sente la valeur théorique d’apparition des instabilités d’après l’analyse de stabilité linéaire décrite au

chapitre 3. Le cylindre extérieur est fixe.
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FIG. 5.15 – Couple adimensionnel, défini par l’équation (5.5) en fonction du nombre de Reynolds

intérieur pour une solution de glycérine à 85%, (◦) résultats expérimentaux, (−−) courbe de référence

de [Donnelly et Simon, 1960] pour a = 2× 104 et b = 42. (-) Expression analytique de l’équation (5.5).

Sur la figure 5.15 est représenté le couple adimensionnel G défini par l’équation (5.5) en fonction
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du nombre de Reynolds du cylindre intérieur. Il apparaît que les couples mesurés sont en très bon

accord avec l’expression de [Donnelly et Simon, 1960].

Par ailleurs, les mesures de couple effectuées pour des vitesses de rotations du cylindre intérieur

croissantes puis décroissantes n’ont montré aucune hystérésis de l’écoulement.

[Dubrulle et Hersant, 2002], puis [Eckhardt et al., 2007, van Gils et al., 2011] ont proposé une analogie

entre l’écoulement de Taylor-Couette et la convection de Rayleigh-Bernard. Dans cette analogie, un

parallèle a été proposé entre la stratification du moment angulaire et la stratification de la tempéra-

ture et leur rôle sur la déstabilisation de l’écoulement. Suivant ces travaux antérieurs, on peut alors

définir l’équivalent d’un nombre de Nusselt Nuω, associé au couple visqueux comme

Nuω =
G

Glam
, (5.12)

où Glam représente la valeur adimensionnelle que prendrait le couple en régime laminaire pour la

même valeur du nombre de Reynolds Re1, équations (5.4) - (5.5). Ce nombre sans dimension permet

de s’affranchir des paramètres géométriques liés au dispositif expérimental. Dans le régime lami-

naire, Nuω = 1. Quand l’écoulement se déstabilise, Nuω > 1.

Sur la figure 5.16, il apparaît qu’au delà du seuil d’instabilité, le nombre de Nusselt semble évoluer

comme la racine carrée de l’écart au seuil d’instabilité ε = (Re1 −Re1c) /Re1c.
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FIG. 5.16 – Nombre de Nusselt (couple adimensionnel s’exerçant sur le cylindre intérieur, défini par

l’équation (5.12)) en fonction de l’écart au seuil d’instabilité ε = (Re1 −Re1c) /Re1c lorsque le cy-

lindre extérieur est fixe pour une solution newtonienne de glycérine à 85% en masse. La flèche repré-

sente la valeur théorique d’apparition des instabilités d’après l’analyse de stabilité linéaire décrite au

chapitre 3. Le cylindre extérieur est fixe.
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Visualisation des structures instables par ensemencement des paillettes

La figure 5.17 montre des rouleaux de Taylor dans la solution newtonienne de glycérine lorsque

seul le cylindre intérieur tourne. Lorsqu’on augmente progressivement la vitesse de rotation du cy-

lindre intérieur, les rouleaux de Taylor apparaissent à partir d’une vitesse de rotation correspondant à

Re1c = 69.2± 5%. Cette valeur est en bon accord avec les prédictions de l’analyse de stabilité linéaire

Re1c = 68.3. Les structures sont organisées en paires de rouleaux contra-rotatifs périodiquement es-

pacées. La mesure expérimentale de la taille d’une cellule de Taylor conduit à un nombre d’onde

axial kc = 3.2. Cette valeur est proche de la valeur théorique, kc = 3.18.

Il est à remarquer que, pour les gammes de cisaillement dans l’entrefer, 0.1 ≤ ˆ̇γ ≤ 300, l’écoulement

demeure stationnaire jusqu’au moinsRe1/Re1c = 5. Nous n’avons pas observé de seconde instabilité

avec notre dispositif pour la solution de glycérine.

FIG. 5.17 – Visualisation des structures d’instabilité par ensemencement de paillettes pour une solu-

tion de glycérine à 85% (a) Re1/Re1c = 1 et (b) Re1/Re1c = 5. Le cylindre extérieur est fixe.

Mesure du champ de vitesse par PIV

La figure 5.18 montre les champs de vitesse obtenus par PIV pour la solution de glycérine à 85%

en masse pour différentes valeurs du nombre de Reynolds intérieur Re1 (le cylindre extérieur fixe).

Elle confirme les résultats issus de la visualisation : la première instabilité apparaît àRe1c = 69.2±5%

et le nombre d’onde axial observé est de kc = 3.2. On peut noter que les rouleaux de Taylor occupent

tout l’espace annulaire, comme l’indiquait la figure 3.27(b) du chapitre 3.
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La deuxième instabilité ne peut pas être observée dans les gammes de nombre de Reynolds acces-

sibles par notre dispositif, qui dispose d’un large entrefer η = 0.4. Pour le taux de cisaillement maxi-

mal obtenu à Ω̂1 = 600 tr/min, le mode instable reste stationnaire et axisymétrique comme le montre

le champ de vitesse de la figure 5.18(e).
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FIG. 5.18 – Champ du vecteur vitesse, projeté sur le plan d’observation, obtenu par mesures PIV

pour une solution de glycérine à 85% en masse, µ = 0.135 Pa.s, pour diverses valeurs du nombre de

Reynolds du cylindre intérieur Re1. Le cylindre extérieur est fixe.

L’écoulement de Couette circulaire est purement azimutal. Lorsque les instabilités se développent,

les composantes radiale û et axiale ŵ de la vitesse ne sont plus nulles.

Pour un fluide newtonien, et lorsque seul le cylindre intérieur est en rotation, la figure 5.19 montre

l’évolution de v̂max = max
√
û2 + ŵ2 en fonction du nombre de Reynolds intérieur. Pour Re1 ≤ 69.2,

v̂max est nul et il augmente avec Re1 au-delà de cette valeur critique.
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FIG. 5.19 – Évolution de v̂max = max
√
û2 + ŵ2 en fonction du nombre de Reynolds intérieur Re1,

pour une solution de glycérine à 85%. La flèche représente la valeur théorique d’apparition des insta-

bilités d’après l’analyse de stabilité linéaire décrite au chapitre 3. Le cylindre extérieur est immobile.

Fluides rhéofluidifiants : solutions aqueuses de CMC et de xanthane

Mesures de couple

Comme pour un fluide newtonien, l’apparition des instabilités se manifeste par une augmenta-

tion significative du couple.

Sur la figure 5.20 est tracé le couple mesuré en fonction de la vitesse de rotation du cylindre intérieur

pour deux solutions rhéofluidifiantes : une solution de CMC à 0.4% en masse d’indice n = 0.63, fi-

gure 5.20(a), et une solution de xanthane à 0.5% en masse d’indice n = 0.23, figure 5.20(b). Dans le

régime laminaire, le couple mesuré et le couple théorique sont superposés. La vitesse à laquelle ap-

paraissent les rouleaux est en bon accord avec la théorie pour la CMC. Pour la solution de xanthane,

la vitesse à laquelle apparaissent les rouleaux est inférieure à la valeur théorique. Ceci traduirait une

transition sous-critique de la bifurcation.
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FIG. 5.20 – Couple exercé sur le cylindre intérieur par (a) une solution de CMC à 0.4% en masse

(n = 0.63 et (b) une solution de xanthane à 0.5% en masse (n = 0.23). (◦) Valeurs expérimentales.

(-) Valeurs théoriques en régime laminaire. La flèche représente la valeur théorique d’apparition des

instabilités d’après l’analyse de stabilité linéaire décrite au chapitre 3. Le cylindre extérieur est fixe.

146



5.3. Résultats & discussions

−0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

ε

N
u

ω

FIG. 5.21 – Nombre de Nusselt (couple adimensionnel s’exerçant sur le cylindre intérieur, défini par

l’équation (5.12)) en fonction de l’écart au seuil d’instabilité ε = (Re1−Re1c)/Re1c lorsque le cylindre

extérieur est fixe. (◦) solution de glycérine à 85%,(�) solution de CMC à 0.4%, n = 0.63 et (⋄) solution

de xanthane à 0.5%, n = 0.23.

La figure 5.21 montre l’évolution du nombre de Nusselt pour le fluide newtonien et des solutions

rhéofluidifiantes en fonction de l’écart au seuil de stabilité ε lorsque le cylindre extérieur ne tourne

pas. La forme de la courbe après le seuil de stabilité diffère selon l’indice d’écoulement. Pour une

rhéofluidification nulle (n = 1) ou modérée (n = 0.63), une évolution en racine carrée est trouvée

alors que l’évolution est linéaire pour une forte rhéofluidification (n = 0.23). Ceci dénote une modi-

fication de la structure de l’écoulement.

Nombre de Reynolds critique Re1c

Le tableau 5.5 donne une comparaison entre les nombres de Reynolds critiques déduits des me-

sures de couples et de l’analyse de stabilité linéaire lorsque le cylindre extérieur est fixe. L’écart maxi-

mal constaté entre l’expérience et la théorie pour la solution de xanthane est de 12%.
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Stabilité linéaire Expérience

Glycérine 85% (newtonien) 68.3 69.2 ±5%

CMC à 0.4% en masse (n = 0.63) 64.87 69.2 ±5%

xanthane à 0.2% en masse (n = 0.38) 73.95 77.13±5%

xanthane à 0.5% en masse (n = 0.23) 87.73 76.69±5%

TAB. 5.5 – Comparaison des nombres de Reynolds intérieurs critiques Re1c théoriques et expérimen-

taux pour les fluides rhéofluidifiants lorsque seul le cylindre intérieur tourne (Re2 = 0).

Sur la figure 5.22 sont présentées les valeurs seuils de la première instabilité en fonction de l’in-

dice d’écoulement. Les valeurs théoriques et expérimentales sont proches sauf pour la solution très

rhéofluidifiante de xanthane (n = 0.23).
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FIG. 5.22 – Nombre de Reynolds critique d’apparition de la 1ère instabilité en fonction du caractère

rhéofluidifiant lorsque seul le cylindre intérieur est en rotation. (−) Résultats numériques. Résultats

expérimentaux pour des solutions polymères dont la rhéologie est gouvernée par des lois de puis-

sance. (◦) Solution de glycérine (n = 1). (△) Solution de CMC à 0.4% en masse (n = 0.63) ; (� )

solutions de xanthane à 0.1% en masse (n = 0.49), 0.2% en masse (n = 0.38) et 0.5% (n = 0.23).

Écoulement chaotique d’une solution de xanthane

Nous étudions dans cette partie, l’influence du caractère fortement rhéofluidifiant sur la transi-

tion vers la turbulence. L’expérience est réalisée quand seul le cylindre intérieur est en rotation.

Dans la configuration de Taylor-Couette, l’apparition d’un écoulement chaotique peut se manifester
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de trois manières :

◦ Une transition de quasi-périodicité ou le dédoublement de période. Dans cette transition, l’écoule-

ment laminaire reste stationnaire jusqu’à un Reynolds critique où il devient périodique. A un nombre

de Reynolds plus grand, une seconde fréquence apparaît. Les deux fréquences de l’écoulement dites

bi-périodiques peuvent être séparées dans le spectre de Fourier. Une nouvelle fréquence apparaît,

double de la précédente, quand on augmente encore le nombre de Reynolds, et ainsi de suite jusqu’à

ce que l’écoulement perde sa dépendance temporelle et devienne chaotique.

◦ Une transition par intermittence. Cette transition se manifeste souvent par l’apparition des “bouf-

fées" turbulentes dans l’écoulement laminaire.

◦ Une transition par cascade sous-harmonique. Dans ce cas, on assiste à des dédoublements succes-

sifs de fréquence, mais ces dédoublements sont très rapprochés au moment de la bifurcation. Il s’en

suit une cascade d’instabilités paramétriques dans laquelle le signal périodique voit sa période dou-

bler successivement pour laisser place à un écoulement chaotique.

La figure 5.23 montre des visualisations de l’écoulement d’une solution de xanthane fortement rhéo-

fluidifiante. Les instabilités apparaissent pour un nombre de Reynolds critique Re1c = 78 ± 5%. Les

structures instables sont alors des rouleaux de nombre d’onde axial kc = 8. Par ailleurs, ces rouleaux

se déplacent avec une vitesse de glissement V̂g = [0.8 − 3]mm/s. Lorsqu’on augmente le nombre de

Reynolds, la figure 5.24 montre l’évolution de la vitesse de glissement pour 1 × Re1c, 1.15 × Re1c,

1.25×Re1c et 1.5×Re1c. L’écoulement devient presque chaotique à Re1 = 1.5×Re1c comme observé

sur la figure 5.23(e).

Ces résultats sont similaires à ceux obtenus par [Li et Khayat, 2004] pour un fluide de Carreau dans

un entrefer étroit. Moyennant un modèle réduit, ils montrent que les rouleaux de Taylor, stables dans

le cas de fluide newtonien, sont déstabilisés à des nombres de Reynolds d’autant plus faibles que le

caractère rhéofluidifiant est marqué.
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FIG. 5.23 – Visualisation des structures à l’apparition de la première instabilité et au-delà pour une

solution de xanthane à 0.5% (n = 0.23) lorsque seul le cylindre intérieur tourne. (a) Re1 = 53, (b)

Re1 = 82, (c) Re1 = 96 (1.25 × Re1c) , (d) Re1 = 122 (1.56 × Re1c) et (e) Re1 = 250. La ligne rouge

de la figure 5.23 est utilisée pour matérialiser la position radiale du diagramme spatio-temporel de la

figure 5.25.
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FIG. 5.24 – Vitesse de glissement des tourbillons, en fonction de la vitesse de rotation du cylindre

intérieur Ω̂1, pour une solution de xanthane 0.5%. Le cylindre extérieur est fixe.

La transition d’un écoulement ordonné à un écoulement chaotique engendrée par le caractère

rhéofluidifiant est confirmée par le diagramme spatio-temporel de la figure 5.25. Le diagramme

est obtenu à la position radiale matérialisée sur la figure 5.23(a). Les figures 5.25(e) et 5.25(f) té-
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moignent de l’apparition d’un phénomène chaotique. Ce phénomène est révélateur de la transition

sous-critique engendrée par le fort caractère rhéofluidifiant du fluide.

FIG. 5.25 – Diagramme spatio-temporel de l’écoulement chaotique d’une solution de xanthane à 0.5

% (n = 0.23). (a) Re1 = 53, (b) Re1 = 78, (c) Re1 = 96, (d) Re1 = 122, (e) Re1 = 180 et (f) Re1 = 250.

Mesure du champ de vitesse par PIV

La figure 5.26 montre les champs de vitesse pour une solution de xanthane à 0.5% (n = 0.23)

lorsque seul le cylindre intérieur tourne. Les rouleaux apparaissent vers Re1c = 78± 5% et sont loca-

lisés au voisinage de la paroi du cylindre intérieur comme le prévoyait la figure 3.29(b) du chapitre 3.

Le nombre de Reynolds critique théorique estRe1c. Le nombre d’onde axial de ces rouleaux peut être

estimé à kc = 7.5, valeur cohérente avec celle calculée par l’analyse de stabilité linéaire, kc = 7.19.

151



Chapitre 5. ÉTUDE EXPÉRIMENTALE DE L’ÉCOULEMENT DE TAYLOR-COUETTE

0 10 20 30
0

10

20

30

40

50

60

70

X̂[pix]

Ŷ
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FIG. 5.26 – Champ du vecteur vitesse obtenu par mesures PIV et projeté dans le plan d’observation,

pour une solution de xanthane à 0.5%, n = 0.23, pour diverses valeurs du nombre de Reynolds du

cylindre intérieur Re1. Le cylindre extérieur est fixe.

La figure 5.27 montre l’évolution du terme v̂max = max
√
û2 + ŵ2 pour une solution de CMC et

une solution de xanthane respectivement. Seul le cylindre intérieur est en rotation. A nouveau, v̂max

est proche de zéro en dessous des nombres de Reynolds critiques et il augmente au-delà. On observe

que l’énergie des perturbations diminue lorsque le rhéofluidification augmente [Escudier et al., 1995].
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FIG. 5.27 – Évolution de v̂max = max
√
û2 + ŵ2 en fonction du nombre de Reynolds intérieurRe1 pour

des solutions rhéofluidifiantes comparées à la référence newtonienne représentée par le symbole

(◦). (a) (�) solution de CMC à 0.4%, n = 0.63. (b) (△) solution de xanthane à 0.1%, n = 0.49 ; (⋄)

solution de xanthane à 0.5%, n = 0.23. Les flèches représentent la valeur théorique d’apparition des

instabilités d’après l’analyse de stabilité linéaire décrite au chapitre 3. Le cylindre extérieur est fixe.
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5.3.2 Manipulations avec le cylindre extérieur tournant

Dans cette partie, nous présentons les résultats expérimentaux obtenus lorsque les cylindres sont

en rotation.

Fluide newtonien : solution de glycérine

Mesures de couple

La figure 5.28 montre l’évolution de couple pour un cylindre extérieur tournant à la vitesse de

rotation Ω̂2 = −99.25 tr/min. L’évolution du couple en régime laminaire et le seuil d’apparition des

premières instabilités sont conformes aux résultats de la théorie linéaire.
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FIG. 5.28 – Couple exercé sur le cylindre intérieur par une solution de glycérine à 85% (fluide new-

tonien) pour des cylindres contra-rotatifs. Le cylindre extérieur tourne à une vitesse de rotation fixe

Ω̂2 = −99.25 tr/min. (◦) Valeurs expérimentales. (-) Valeurs théoriques du couple en régime la-

minaire. La flèche représente la valeur théorique d’apparition des instabilités d’après l’analyse de

stabilité linéaire décrite au chapitre 3.

Courbes de stabilité marginale

Des mesures du nombre Reynolds Re1 critique ont été effectuées pour plusieurs valeurs du

nombre de Reynolds extérieur Re2. Comme illustré sur la figure 5.29, les seuils obtenus pour Re2 >

100 et Re2 < −300 sont légèrement inférieurs à la théorie, ce qui pourrait indiquer que la transi-

tion est sous critique. D’après les résultats du chapitre 4, la croissance transitoire devient importante

pour |Re2| > 500. Malheureusement notre dispositif ne nous a pas permis d’explorer des nombres

de Reynolds de valeur absolue plus élevée.
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FIG. 5.29 – Courbes de stabilité marginale pour une solution de glycérine à 85% en masse. (◦) Seuils

d’instabilités détectés par mesure de couple, (-) seuils calculés par analyse de stabilité linéaire dé-

taillée au chapitre 3.

La transition à la turbulence se manifeste par une succession de 4 séquences d’instabilités comme

l’ont montré [Taylor, 1923]. La première instabilité est constituée des rouleaux contrarotatifs de Taylor

et peut être prédite par une analyse linéaire de stabilité. Cette première instabilité, intervenant au-

delà d’un nombre de Reynolds critique Re1c ne dépend pas de la longueur des cylindres [Cole, 1976]

mais seulement du rapport des rayons.

L’apparition d’une deuxième instabilité produit une perte partielle de la symétrie de l’écoulement

et conduit à des tourbillons ondulés. Les conditions d’apparition de cette instabilité dépendent for-

tement du rapport des rayons et du rapport d’aspect du dispositif de Taylor-Couette [Cole, 1976].

Ainsi, elle peut apparaître pour Re1/Re1c ∈ [1.05− 1.10] pour un rapport de rayon η = 0.95. Pour un

large entrefer, η = 0.5 par exemple, elle apparaît au-delà de Re1/Re1c = 10.

Lorsqu’on continue à augmenter Re1, une troisième instabilité conduit à une perte complète de sy-

métrie, avec l’apparition de modulations sur les tourbillons.

A partir d’un quatrième nombre de Reynolds critique, on voit apparition des tourbillons faiblement

turbulents.

A delà d’une cinquième valeur du nombre de Reynolds Re1, des ondes tourbillonnaires se mettent

en place et l’écoulement devient complètement turbulent.

Les limites d’existence des différents régimes d’instabilités sont résumées dans le diagramme obtenu

par [Andereck et al., 1986] pour un entrefer étroit, d’après leurs observations expérimentales.
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Le dispositif expérimental de cette étude présentant un large entrefer η = 0.4, et un rapport d’aspect

de Γ ∈ [36 − 40] en fonction de la hauteur du liquide, nous n’avons pas pu observer la deuxième

instabilité pour la solution de glycérine, le fluide newtonien de référence dans ce travail.

Fluides rhéofluidifiants : solutions de CMC et de xanthane

Mesures de couple

La figure 5.30 montre les couples obtenus pour une solution de CMC d’indice n = 0.54 et une

solution de xanthane d’indice n = 0.23 lorsque le cylindre extérieur tourne. Le couple mesuré en

régime laminaire est en bon accord avec la théorie. Le seuil d’instabilité mesuré est en meilleur accord

avec la théorie dans le cas du xanthane que dans le cas de la CMC. Ceci est expliqué par le fait que la

loi de puissance décrit mieux le comportement rhéologique du xanthane que celui de la CMC.
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(b) Ω̂2 = −297.25 tr/min
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(c) Ω̂2 = −99.25 tr/min
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(d) Ω̂2 = −297.25 tr/min

FIG. 5.30 – Couple exercé sur le cylindre intérieur pour des cylindres contra-rotatifs. (◦) Valeurs ex-

périmentales. (-) Valeurs théoriques du couple en régime laminaire. (a) et (b) solution de CMC à 0.5%

(n = 0.54). (c) et (d) solution de xanthane à 0.5% (n = 0.23). Les flèches représentent les valeurs

théoriques d’apparition des instabilités d’après l’analyse de stabilité linéaire décrite au chapitre 3.
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Courbes de stabilité marginale

Dans les tableaux 5.6 à 5.8 sont résumées les valeurs des seuils de stabilité obtenues par l’expé-

rience et par l’analyse de stabilité linéaire. On note un écart entre la théorie et l’expérience d’au plus

15%, sauf pour le xanthane à 0.5% en masse (n = 0.23) où l’écart relatif atteint 32%. Cet écart est dû

en partie à l’incertitude sur la mesure des paramètres rhéologiques pour chaque solution.

Re2 Stabilité linéaire Expérience

Glycérine 85% (newtonien) -143.8 123.93 121.1 ±5%

CMC à 0.4% en masse (n = 0.63) -114.27 102.63 104.98 ±5%

CMC à 0.5% en masse (n = 0.54) -57.2 81.79 67.65±5%

xanthane à 0.5% en masse (n = 0.23) -69.4 91.23 99.98±5%

TAB. 5.6 – Comparaison des nombres de Reynolds intérieurs critiques Re1c théorique et expérimen-

tale d’apparition des instabilités pour les fluides rhéofluidifiants lorsque les cylindres sont contra-

rotatifs (Ω̂2 = −99.25 tr/min).

Re2 Stabilité linéaire Expérience

Glycérine 85% (newtonien) -289.49 170.54 161.24 ±5%

CMC à 0.4% en masse (n = 0.63) -254.88 139.69 157.98 ±5%

CMC à 0.5% en masse (n = 0.54) -122.5 103.56 88.3±5%

xanthane à 0.5% en masse (n = 0.23) 106.26 91.23 120.49±5%

TAB. 5.7 – Comparaison des nombres de Reynolds intérieurs critiques Re1c théorique et expérimen-

tale d’apparition des instabilités pour les fluides rhéofluidifiants lorsque les cylindres sont contra-

rotatifs (Ω̂2 = −198.25 tr/min).

Re2 Stabilité linéaire Expérience

Glycérine 85% (newtonien) -429.88 205.58 192.79 ±5%

CMC à 0.4% en masse (n = 0.63) -403.8 169.15 193.69 ±5%

CMC à 0.5% en masse (n = 0.54) -199.46 122.95 114.37±5%

xanthane à 0.5% en masse (n = 0.23) -238.58 120 136.91±5%

TAB. 5.8 – Comparaison des nombres de Reynolds intérieurs critiques Re1c théorique et expérimen-

tale d’apparition des instabilités pour les fluides rhéofluidifiants lorsque les cylindres sont contra-

rotatifs (Ω̂2 = −297.25 tr/min).
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5.3. Résultats & discussions

Sur la figure 5.31 sont présentées les mesures de stabilité marginale pour les solutions de CMC

et de xanthane, comparées aux courbes obtenues avec l’analyse linéaire. Pour la CMC, figure 5.31(a),

les mesures pour n = 0.63 sont au dessus des mesures pour n = 0.54 dans la gamme deRe2 testée, ce

qui est cohérent avec les calculs. En ce qui concerne le xanthane, figure 5.31(b), les mesures semblent

indiquer un effet déstabilisant du caractère rhéofluidifiant pourRe2 ≤ −300 et stabilisant pourRe2 ≥
−300. La théorie prévoit l’inversion de comportement vers Re2 ≥ −100.
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FIG. 5.31 – Courbes de stabilité marginale pour des fluides en loi de puissance. Solutions de CMC

(△) à 0.4% en masse (n = 0.63) et (△)0.5% (n = 0.54) ; solutions de xanthane (� ) à 0.2% (n = 0.38)

et (⋄) 0.5% (n = 0.23). (-) Résultats issus de l’analyse de stabilité linéaire pour les mêmes indices

d’écoulement.
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5.4. Conclusion

5.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de revisiter les instabilités centrifuges d’un dispositif de Taylor-Couette

de large enfer. Les techniques utilisées pour détecter l’apparition de la première instabilité donnent

des résultats en très bon accord avec les études expérimentales et théoriques existantes dans la litté-

rature.

Nous avons en outre mis en évidence d’une part, une bifurcation sous critique pour des fluides forte-

ment rhéofluidifiants et d’autre part, un écoulement chaotique induit par les effets rhéofluidifiants.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons effectué une étude théorique et numérique de la stabilité linéaire

d’une perturbation tridimensionnelle pour des entrefers étroits (η = 0.881) et large (η = 0.4), ainsi

qu’une étude expérimentale avec un entrefer large.

Lors de l’analyse de stabilité linéaire, l’évolution d’une perturbation aux temps longs et aux temps

courts a été examinée.

Trois modèles rhéologiques ont été utilisés : le modèle en loi de puissance et le modèle en loi de Car-

reau pour décrire les fluides rhéofluidifiants sans seuil de contrainte ; le modèle de Bingham pour

décrire les fluides rhéofluidifiants à seuil de contrainte.

L’étude du comportement aux temps longs d’une perturbation a été effectuée en adoptant une ap-

proche modale conduisant à l’établissement d’un problème aux valeurs propres, résolu en utilisant

une méthode spectrale basée sur les polynômes de Chebyshev. Les résultats ont montré que pour

un nombre de Reynolds extérieur donné Re2, l’augmentation du caractère rhéofluidifiant entraîne

une diminution du nombre de Reynolds critique Re1c sauf au voisinage de Re2 = 0 (seul le cylindre

intérieur tourne) et seulement dans le régime co-rotatif pour des entrefers étroits. Cette diminution

est due à l’augmentation rapide de l’échange d’énergie entre l’écoulement de base et la perturbation,

conséquence, non seulement de l’augmentation de taux de cisaillement à la paroi du cylindre inté-

rieur mais aussi de la modification des fonctions propres. Pour les fluides à seuil, une augmentation

du nombre de Reynolds critique avec le nombre de Bingham Bi est observée pour un entrefer étroit

dans les régimes co- et contra-rotatifs pour un entrefer large et dans le régime contra-rotatif seul pour

un entrefer large. Dans ce cas, le terme de dissipation visqueuse, constitué essentiellement des termes

quadratiques, devient dominant par rapport à l’échange d’énergie entre l’écoulement de base et la

perturbation. Dans le régime co-rotatif, et pour de larges entrefers, une diminution du nombre de

Reynolds critique peut être observée quand le seuil augmente [Peng et Zhu, 2004, Landry, 2006].

Pour les cylindres contra-rotatifs, le nombre de Reynolds extérieur |Re2s| au-delà duquel le mode

critique axisymétrique des rouleaux de Taylor bifurque vers les rouleaux en spirales augmente signi-

ficativement lorsque le caractère rhéofluidifiant augmente. Par ailleurs, les longueurs d’ondes de ces

spirales sont fortement réduites quand la rhéofluidification augmente car “l’entrefer effectif”, l’es-

pace compris entre le cylindre intérieur et le rayon où la vitesse de base s’annule, devient plus étroit.

Le nombre de Reynolds extérieur |Re2s| est encore plus élevé pour les fluides à seuil.

L’analyse du comportement aux temps courts est effectuée en étudiant la croissance transitoire de

l’énergie cinétique de la perturbation. Les observations expérimentales [Coles, 1965], montre qu’on

peut avoir une transition sous-critique dans la région linéairement stable. En général, la croissance

transitoire est associée à une bifurcation sous-critique. Ce phénomène purement algébrique, est ini-
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tié par la non normalité de l’opérateur linéaire associé aux équations aux perturbations. En effet, cet

opérateur peut être sensible à de petites perturbations (vibration des moteurs par exemple ou en-

core la rugosité des cylindres). La quantification de cette sensibilité et donc la mise en évidence de

la non normalité est effectuée par l’analyse des pseudospectres. Il apparaît alors que la réceptivité

de l’opérateur linéaire augmente légèrement avec le caractère rhéofluidifiant. Cet effet est beaucoup

plus prononcé pour les fluides fortement rhéofluidifiants et l’amplification optimale de l’énergie aug-

mente d’un facteur 10 comparativement aux valeurs obtenues pour les fluides newtoniens pour des

nombres de Reynolds Re1 et Re2 fixés.

L’étude de la croissance transitoire dans tout le domaine linéairement stable et pour une large gamme

de paramètres rhéologiques a été grandement facilitée par l’introduction et la généralisation du

nombre de rotation RΩ et du nombre de Reynolds de cisaillement Re.

L’analyse de la structure de la perturbation optimale pour un grand nombre de Reynolds de cisaille-

ment et un entrefer étroit montre que celle-ci est associée à de grandes valeurs du nombre d’onde

azimutal mopt ≈ 12 et de faible nombre d’onde axial 1 ≤ kopt ≤ 2. D’autre part, pour un large entre-

fer (η = 0.4), mopt = 2 et kopt ∝ 1. Il apparaît donc que le caractère rhéofluidifiant a un faible effet sur

le nombre d’onde axial optimal kopt et le nombre d’onde azimutal optimal mopt pour un rapport de

rayon fixé.

◦ Dans le cas particulier de la ligne de Rayleigh pour un fluide newtonien, le moment angulaire

est constant et la perturbation optimale est constituée par la superposition dans la direction axiale de

stries de forte et faible vitesses azimutales à l’instant initial avant d’évoluer progressivement vers des

rouleaux à l’instant optimal par le mécanisme d’anti-lift-up [Antkowiak et Brancher, 2007]. L’ampli-

fication optimale de l’énergie suit dans ce cas, une loi de puissance du type Gopt ∝ Re2, où Re est le

Reynolds de cisaillement.

◦ En dehors de la ligne de Rayleigh, la perturbation optimale, initialement orientée dans la direc-

tion contraire à l’écoulement de base, s’incline progressivement pour s’aligner avec ce dernier à

l’instant optimal t = topt. L’amplification de la perturbation optimale tridimensionnelle est analy-

sée en étudiant l’interaction entre la divergence plane et la vorticité axiale comme l’ont suggéré

[Vitoshkin et al., 2012] pour un écoulement de Couette plan. La décomposition des contraintes de

Reynolds −u v en fonction des différents termes de la divergence plane et du rotationnel lié à la vor-

ticité a montré que la croissance de l’énergie est dominée par les termes mixtes −(udvq + uqvd)γ̇
b
rθ

par rapport aux termes dus au mécanisme de Orr 2D, qui produisent quant à eux une décroissance

de l’énergie. Les résultats numériques montrent également que, pour des nombres de Reynolds de

cisaillement important, l’amplification optimale de l’énergie obéit à Gopt ∝ Re2/3. Ce résultat est en

bon accord avec ceux récemment obtenus par [Maretzke et al., 2014] qui prédisent une évolution en

Re2/3 dans toute la zone linéairement stable de l’écoulement de Taylor-Couette pour un fluide new-
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tonien.

Pour ce qui concerne les fluides non newtoniens rhéofluidifiants, la ligne de Rayleigh ne peut pas être

séparée du reste de la zone linéairement stable. Le moment angulaire n’est plus constant sur cette

ligne. Les calculs numériques effectués montrent que dans tous les régimes d’écoulement linéaire-

ment stable (contra-rotatif et co-rotatif), le mécanisme de basculement de Orr est à l’œuvre. Dans le

cas d’un fluide rhéofluidifiant en loi de puissance, l’évolution de l’amplification optimale en fonction

de l’indice de rhéofluidification np suit la loi Gopt = Gopt
n=1 × exp(−n1/3p ). La croissance transitoire

de l’énergie de la perturbation se trouve renforcée avec l’augmentation du caractère rhéofluidifiant.

Ainsi, le caractère rhéofluidifiant favorise la transition vers la turbulence par la superposition linéaire

des modes propres. Ce phénomène a été aussi observé dans le cas d’un écoulement de Couette plan

[Liu et Liu, 2011] ou encore l’écoulement de Hagen-Poiseuille [Liu et Liu, 2012] pour un fluide en loi

de puissance avec un autre mécanisme de la croissance transitoire.

Une étude expérimentale avec un dispositif de Taylor-Couette en plexiglas de large entrefer a été

effectuée. Ceci a permis d’analyser la stabilité des écoulements de fluides rhéofluidifiants sans seuil

de contrainte mais aussi la transition à la turbulence, notamment la transition vers un écoulement

chaotique pour les fluides fortement rhéofluidifiants.

La structure de l’écoulement est étudiée à travers trois techniques : la mesure du couple exercé par le

fluide sur le cylindre intérieur, grâce à un capteur de force à butées mécaniques ; la visualisation par

ensemencement de fines paillettes dans l’écoulement et la technique de vélocimétrie par images de

particules (Particle Image Velocimetry, PIV).

Pour une solution aqueuse de glycérine, utilisée comme fluide newtonien de référence, la première

instabilité est apparue pour une valeur de Re1c = 69.2 ± 5%. Les rouleaux de Taylor obtenus sont

axisymétriques et stationnaires avec un nombre d’onde axial kc = 3.2. Ces conditions critiques sont

conformes aux prédictions issues de l’analyse linéaire de stabilité. L’augmentation du nombre de

Reynolds intérieur jusqu’à la valeur maximale admissible dans notre dispositif soit Re1 = 4 × Re1c

montre que les rouleaux restent axisymétriques et stationnaires comme prédit par [Jones, 1985]. Il est

aussi observé que la taille des rouleaux ne change pas de manière significative sur cette gamme de

nombre de Reynolds Re1. L’évolution des rouleaux peut être caractérisée par la mesure de la norme

de la vitesse projetée dans le plan d’observation, vmax =
√
u2r + w2

z , issue de la mesure PIV. Cette

évolution peut être caractérisée aussi par l’évolution du couple.

Pour les solutions de fluides non newtoniens rhéofluidifiants, les couples sur le cylindre intérieur

obtenus pour les solutions de xanthane, fluides fortement rhéofluidifiants, sont plus faibles que les

couples obtenus pour les solutions de CMC considérées dans cette étude. De plus, les structures

hydrodynamiques obtenues par déstabilisation de l’écoulement des fluides rhéofluidifiants sont ani-
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mées d’une vitesse verticale (axiale), appelée vitesse de glissement. Ainsi pour les solutions de xan-

thane à 0.5%, une vitesse de glissement de 0.81 mm/s a été obtenue à l’apparition de la première

instabilité. Cette vitesse est plus importante que celle obtenue par [Escudier et al., 1995] pour des

solutions de xanthane à 0.5% en masse. Ce comportement montre l’influence du caractère rhéoflui-

difiant sur la stabilité de l’écoulement et une éventuelle transition vers la turbulence.

Les études sur les fluides fortement rhéofluidifiants de xanthane à 0.5% montrent une transition sous

critique et l’apparition d’un écoulement chaotique même lorsque seul le cylindre intérieur tourne.

Ceci est un résultat nouveau. L’écoulement chaotique intervient à environ Re = 1.5×Re1c.

Perspectives

Les travaux effectués dans le cadre de cette thèse se présentent sur deux volets. Un aspect théo-

rique et numérique basé sur l’analyse linéaire de stabilité et un aspect expérimental avec la mise

en place d’un dispositif de Taylor-Couette. Les perspectives à poursuivre pour compléter ce travail

portent sur ces deux parties.

Dans le volet numérique, une étude non linéaire serait nécessaire pour confirmer la transition sous

critique et l’apparition de l’écoulement chaotique observé expérimentalement pour les fluides for-

tement rhéofluidifiants. Ceci pourra se faire par une analyse de stabilité faiblement non linéaire ou

purement non linéaire. On peut également envisager une simulation numérique directe de l’écoule-

ment.

Pour l’aspect expérimental, il serait bien d’effectuer les mesures des profils des vitesses de l’écoule-

ment de base avant l’apparition de la première instabilité mais aussi au-delà. Ceci pourrait permettre

d’avoir un autre moyen de détecter l’apparition de l’écoulement chaotique. L’étude expérimentale

pour les fluides à seuil n’étant pas abordée dans ce manuscrit, il serait nécessaire d’étudier les me-

sures de couple, des visualisations et des mesures de PIV pour ces fluides (un fluide à seuil comme

le carbopol par exemple). Il serait intéressant de regarder aussi les instabilités des fluides viscoélas-

tiques et des suspensions visqueuses.

Par ailleurs, nous étions limités en terme de la rotation du cylindre intérieur (600 tr/min). Un chan-

gement de moteur permettra d’aller plus loin en vue d’étudier le régime turbulent et d’avoir par

exemple des lois de comportement asymptotique beaucoup plus générales pour les mesures de

couple.

Une caractérisation plus fine du régime chaotique peut être obtenue à partir d’une analyse statistique

des fluctuations de la vitesse.
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Annexe A

Opérateurs utilisés dans les équations aux

perturbations

Formulation (u, v) du problème aux valeurs propres

Pour cette formulation, le problème aux valeurs propres s’écrit

L
≈
q = σM

≈
q , (A.1)

avec q = (u, v)T .

L’opérateur M
≈

s’exprime

M
≈

=



DD∗ − k2 im

r D̃

− im

k2 r
D∗ 1 + m2

k2 r2


 (A.2)

L’opérateur L
≈

peut s’écrire comme une combinaison de 4 termes,

L
≈
= LI + LV 1 + LV 2 + LV 3 (A.3)

LI = Re1




im
r

[
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Formulation (u, w) du problème aux valeurs propres

De même l’équation aux valeurs propres s’écrit

L
≈
q = σM

≈
q , (A.8)

avec q = (u,w)T .

L’operateur M
≈

s’exprime

M
≈

=



D2

∗ +
1
rD∗ − m2

r2
i k D + 2 i k

r

kD∗ i k2 + im2
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 (A.9)

L’opérateur L
≈

peut s’écrire encore comme une combinaison de 4 termes,

L
≈
= LI + LV 1 + LV 2 + LV 3 (A.10)
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Annexe B

Linear stability of Taylor-Couette flow of

shear-thinning fluids
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ln thi~ pap~r. the respoose of circular Couette flow of shear-thinning ll oids between 
rwo infinitely long coaxial cylinders to weak disturbances is addressed. lt is 
hi ghlighted by transient growth analysis. Both power-law and Carreau models are 
used to describe the rheological behaviour of the floid. The firs t part of the paper 
deals with the asymptolic long-rime behavioor of three-dimeusional illfinitesimal 
perturbations. Using tbe normal -mode approach, an eigenvalue -problem is derived 
and solved by means of the spectral collocation method. An extensive description 
and the classification of eigenspecLra are presenred. The inlluence of shear-tltinning 
effects on dte cri tical Reynolds numbers as weil as on the cri tical azimuthal and axial 
wavenumbers is analysed. Tt is shown that with a reference viscosity defined with 
the characteristic scales t1wf = k(R,fi 1/Îl)"'- '> for a power-law fl uid and Îi r<J = Îlo 
for a Carreau Huid, the shear-thinning charat1er is destabilizing for coumer-rotating 
cylinde rs. Moreover, d1e axial wavenumber increases with Re2 and with shear-tltinning 
effects. The second part investigates the short-time behaviour of the disturbance using 
the non-modal approach. For the same inner and outer Reynolds numbers. the 
amplificru ion of the kine tic energy perturbation become.< much more important witb 
increa<ing shear-rhinning effects. Two different mechanisms are used to explain the 
Lransient growth. depending on whe ther or nor lhere is a stratification of the ang <ùar 
momennrm. On the Rayleigh lioe and for Newtonian fl uicl<, the optimal perturbation 
is in the form of azimuthal streaks. which Lransform into Taylor vortices through 
the ami-lift-up mechanism. In the od1er cases. the optimal perturbation is initially 
oriented against the base flow, tben iL tilt< to align with the base flow at optimal lime. 
The scaliog laws for the optimal energy amplification proposed in the literature for 
Newtonian Ouid< are extended to shear-thinning fluids. 
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1. lntrod.uclion 

The Taylor-Couette flow of a viscous incompressible fluid between rwo inlinitely 
long coaxial cylinders rotaûng at different angular velocities is. considered as. a 
paradigm for the sn•dy of hydrodynamic insrabilities and transi tions in nonlinear 
dynan1ical systems. A survey of the literature on the Taylor-Couette problem cao be 
found in Koschmieder ( 1993) and Tagg ( 1994 ). The basic state. i.e. a circular Couette 
flow. CCF. i~ purely azimuthal. The linear instability of the base flow with respect ro 
axisymmetric perturbations is govemed in the inviscid limit by the Rayleigh crirerion: 
the CCF Jlow is un<table wi th respect ro axisymmetric perturbations when the square 
of the angular momentum, L2, decreases with the raditL<, r. at some radial position 
(Drazin & Reid 1981). ln the plane (Re1 • Re2), where Re 1 and Re2 are respectively 
the inner and outer Reynolds numbers, the Rayleigh stable and unstable domains are 
separatedl by the Rayleigh line. 

For a \•iscous Jluid. the same instability mechani<m appLies, except that the 
instability occurs if the destabilizing force exceed< the viscous force on a rime scale 
smaller than the diffusion rime scale. When the outer cylinder is fixed the instability 
of the CCF of a viscous incompressible Newronian Jh:ùd appears via a stationary 
axisymmetric disturbance (Taylor 1923) in the form of toroidal coumer-rorating 
vortices. 

For the coumer-rorariog configuration, L 2 decreases with the radius r ne ar the inn er 
cylinder and increases near the outer cylinder. Ir is shown from linear stability analysis 
thar for suflîcienr counrer-rotarion of the omer cylinder, the CCF becomes unstable 
first to a non-axisymmetric mode (Krueger. Gross & Diprima 1966; Snyder 1968: 
Langford er al. 1988). In the unstable Rayleigh regime and co-rotating c.ylinders, 
where L~ decreases from the inner q •linder to the outer cylinder, the CCP becomes 
centrifugally unstable with respect ro axisymmetric roroidal vorriœs. 

lncreasing the Reynolds number above the critical values leads to the occurrence 
of dilferent patterns, depending on wbether both cylinders are rotaling or only the 
inner one is rotatiog. Andereck, Liu & Swinney ( 1986) investigated b)' visualizarion 
the diversity of flow states depending on the inner and outer Reynolds numbers. W hen 
the outer cylinder is fixecl, or ar low Re2, the transition ro tu rbulence is supercritical 
and occtLrs througb successive linear insrabiliries. 

For counter-rotating cyli.nders with suflîciently large Re2• the transition to mrbulence 
becomes subcritical, as shown experimenrally by Coles. (J 965) and Van Atta (1 966). 
These al!lthors observed imermittenr spiral turbtùence below the linear stability 
boundary of the· basic CCF. 

The transient energy growth of a perturbation is considered as a prerequisite for 
a subcritical bifurcation. ln this mechanism, small perturbations interner with the 
shear profile ro creare a much more energetic disnubance. lt is argued thaL despite 
linear stabiliry. large growth of a perturbation may rrigger nonlinear effecrs which 
can stL<ta in its energ)' away from zero for ali Limes. From the mathemalical point of 
view, the tra~ient growth is associared with the non-normaliry of the linear operarors 
involved in the linear stabiliry problem (Treferhen er al. 2000). Such an effect was 
poinred out tirsr by Gebhardt & Grossmann ( 1993) for the Taylor-{:ouetre pmblem. 
The fearures of thi~ transiem growlh have been investigated by Hristova er al. (2002) 
by tl1e computation of the pseudospectra for an axisymmetric perturbation and tixed 
axial periodicity. wirh cmrnter-rotaring cy.linders such rhat the net effecr of the Coriolis 
force vanishes. Meseguer (2002) detem1ined, for a fixed radius ratio (IJ = 0.881 ), the 
optimal .axial and azimmhal waveoumbers which provide the maxinmm transient 
growth. Recenrly, resnlts of transient growth calcularions covering ali linearly stable 
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regimes of Taylor-Couette llow were presemed by Maret7.ke. Hof & A vila (20 14 ). 
To do this, they used the shear Reynolds number. Re, and the rotation number, Ra . 
introduced by Dubrulle et al. (2005). The authors found thal oplimal lmnsiem growth. 
in linearly stable Taylor-Couette flow, varies as .Re'li3 for large .Re. suggesring thaL 
tbose effects might be signitic.ant at large Re. 

To our knowledge, transient growtb in Taylor-Couette flow of non-Newtonian 
fluids has not been considered before in the literarure. Acmally, in comparisoo with 
Newtonian fluids, few siUdies have been devoted to the Taylor-Couette problem for 
non-Newtonian Huid~. despite the fact Lhat they are involved in a wide variety of 
iodustrial applications. Their material properties ha\•e a strong impact on the How 
behaviour, which may modify the conditions and the mechanisms of llow instabilities. 
Most non-Newtonian fluids have two common properties, viscoelasticity and shear 
thinning. Polymer and colloid solutions. a~ weil as particulate d ispersions, ex.hibit this 
behaviour above a certain concentration threshold. There has been a significanl interest 
in inertialess viscoelastic Thylor-Couette instability, observed inirially by Giesekus 
(1%6) and then analysed by Muller, Larson & Shaqfeh ( 19&9) , Larson. S haqfeh & 
Muller ( 1990) and Shaqfeh, Muller & Larson (1992). ln the laminar stare, the rotation 
produces a shear which stretches the polymer molecules along the curved stream !ines. 
This leads to a tirst normal stress difference which acts against the centrifugai f<irce. 
Groisman & Steinberg ( 1998) showed experimeotally thar the elastic instability lead~ 
10 a strong nonlinear Jlow transition at vanislling inen ia. Hereafter, we neglect the 
elastic r!!sponse. We focus only 011 the shear-thinning efrècts, i.e. the inlluence of a 
nonlinear decrease of tlle effective viscosity with the shear rate. The shear-thinning 
behaviour arises from the reorgatùzation of the internai Huid structure in order to 
reduce the viscous dissipation. 

1.1. Review 0 11 Taylor-Couètte flow i11 shear-thùmillg jtuids 

Circular Couette llow of shear-thinning fluids is mainly characterized by viscosity 
stratification in the annular space. The degree of viscosity stratific.alion defined by 
ldll'' /dr!, where 11h denotes the viscosiry of the ba~e flow, is even more significant as 
the shear thinning is more pronmmced and dte radius ratio l'} is small. The azimuthal 
velocity profile is also moditied: wi th increasing shear-dtinning effects. the shear 
rate increase~ at the inner wall and decreases at the outer wall. The mechanism of 
instability described for a Newtonian fluid applies for shear-thinning lluids; however, 
the critical conditions are moditied due to the viscosity stratification and the variation 
of the velociry profile. 

Almost ali the papers. dealing with the CCF of shear-thinning Jluids consider the 
case where the inner cylinder is rotating and the omer cylioder is fixed. The critical 
conditions were determined experimentally or numerically for different radius ratios 
and degrees of shear thinning. 

From an experimental point of view. Sinevic, Kuboi & Nienow ( 1986) determined 
the onset of Taylor vortices by measuri ng the torque exerted on the inner rolating 
cylinder. The results were obtained for two radius ratios 11 = 0.7 and 0.9. The 
rheological behaviour of lhe lluids used. ClviC and Carbopol solutions, were described 
by the power-law model. E.•cudier, Gouldson & Joues ( 1995) investigated the llow 
structure in a Taylor-Couette geometry with radius ratio 1}= 0.5. The fluids used were 
an aqueous sol ution of Xanthan gum 0.15 wt%, which is shear-thinning and slightly 
viscoelastic, and an aqaeons solution of Laponite, which is al.so shear-thinning and 
thixotropic. Axial and tangential velocity mea~urements were made using a laser 
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Doppler anemometer. The critical Re)•nolds number, Re" defined with the inner-wall 
shear viscosi ty, was determined by monitoring the development of the axial velocity 
compooem at a tixed radius while increasing the rotation speed of the itmer cylinder. 
The authors obscrved thal: (i) the onset of Taylor vortices is muc h more graduai than 
thar for a Newtonian fluid and (ii) ù1e shear-thinning behaviour indnces a significant 
radial shifl in the location of the vortex eye towards the centre body. 

From a numerical point of view. the critical conditions were either derermined 
using rwo-dimensional (2D) direct numerical simulation (Coronado-Malurti, Mendes 
& Carvallo 1986; Lochrt, Richardson & Worraker 20 04) or by solving the eigenvalue 
problem which results from a linear stability aoalysis (Jastrzebski, Zaidaoi & Wronski 
1992; Ashrati & Khayat 2 000; Caton 2006). A critical review of these studies was 
done by Alibenyallia et al. (2012). lt was shown in thal paper thal when the Reynolds 
number is defined usiog the inner-wall shear viscosity, shear tllinning delays the 
appearaoce of Taylor ' 'ortices. T his delay is due ro a reduction in the eoergy exchaoge 
between the base flow and the perturbation, rather th an the meditication of the viscous 
d issipation. 

ln ali the previous studies, the outer cylinder i.~ tixed. The case wbere the two 
cylinders are both rotating was ooly considered. to our koowledge, by Pascal & 
Rasmussen ( 1995). These au thors detcrmined the critical Reynolds number for 
power-law lluids ar two radius ratios, IJ = 0.7 and 0.9. The restù ts are limited 10 two 
values of shear-thinning index (defioed by (2.7)), 11 = 0.8 and L2. The perturbation 
is assumed to be axisymmetric and the viscosiry perturbation was not taken imo 
account. 

1.2. ObjeciÎves. merhodology and 0111line 4 rhe fXJper 

The objectives of the present study are to investigate the influence of the shear
thinning behaviour characterized by Lhe stratification of the viscosity and the 
modification of the velocity profile on a 3D linear stability analysis of CCF. ln 
this study, both cylinders are rotating independemly, and botb thin and wide gaps 
are considered. The short- and long-time evolutions of the perturbation will be 
considered. Many models are available to describe the dependence of the viscosity 
on the shear rate. Ali the governing equations of the present paper are given for 
a general nooli.near purely viscous Htûd. For numeric.al compmations we adopt two 
medels: (i) the power-law mode! and (ii) the Carreau (1972) mede!. The power-law 
mede! is the most popular. lt bas the advamage of providing simple analyrical 
expressions. However. for very large :muular spaces. the shear rate in the vicinity 
of Lhe outer cytinder could be very low and. in this. situation. ù1e power-law mode! 
is not very accurate. The Carreau mode! has a sound theoretical ba sis and i s CO" 
(differentiable for ali degrees of differentiation) wi th respect 10 the second invariant 
of the strain-rate tensor r . The mai n disadvanrage is thal the base How bas. to be 
calculated numerically. Note thar the Carreau mode! approaches the power-law model 
as the ratio of the infioite-shear viscosity IJ.oc to the zero-shear viscosity llo cao be 
oeglected and the characteristic lime of the Huid A is very large. 

The article is organized as follows. ln § 2, the governi ng equations and dimension
Jess parameters are given. The effects of d1e cheology on both ù1e base How and 
ù1e Rayleigh tine are described in §§ 3 and 4. The linear perturbation equations 
are derived in § 5. ln § 6, the long-rime behaviour of the perturbation is considered. 
The influence of the shear-dlinning effect 011 ù1e eigenspectra and critical conditions 
are analysed. The linear stability problem is presented and the resulting eigenvalue 
problem is solved numerically. Section 7 deals with transient growth and optimal 
perturbation. The conciLc~ions of this smdy are presented in § 8. 
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2. Mathematlcal formulation 

2. 1. Govem ing equation\' 

We consider the flow of a purely viscous non-Newronian ll uid between two inlinitely 
long concentric cylinders. The inner cylinder of radius i?, is rotaling wi lh a constant 

angular velocity .!Î, > O. The outer cylinder of radius Î?2 is rotating wi d1 a constant 
angular velocity .!Î2• witb .!Î2 > 0 for co-rolaling cylinders and .!Î2 < 0 for counter
rotating cyli.nders. The radius ratio is YJ = Î?, / k2. The incompressibiliry condition and 
the momenrum eqLlalions are, respectively, 

V -U = O, 
au 
- + Re 1 (U · V )U = - VP + V· T itr · • 

(2.1) 

(2.2) 

where U = Ue,. + Ve~ + We< is the velocity vector in cylindrical coordinates ( r , B.<). 
P the pressure and T lhe deviatoric extra-stress tensor. The quantities denoted with a 
ba t (.) are dimensional while quantilies without a hal are non-dimensional. We defi ne 
the Reynolds nwnbers Re1 and Re2 for the inner and outer eylinders, respeclively. as 

Re, = pÎ?~ .!Î , d (2.3a,b) 
f.1Jr/ 

The governing equations have been non-dimensionalized using the widtb of the 
annular space d = kl - Î?1 as the reference length scale, the velocity of the inner 

cylinder .!Î1Î?1 as the velociry scale. d1e viscous diffusion time ptf/ÎJ.~J as the time 

scale and the quantity (t,.1Î?,.!Î, fd for the stress and pressure scales, wbere (t,.1 is 
a reference viscosity thal will be specified Inter for each rheological model. To the 
pre vions equations, we add the no-slip and impermeabili ty conditions at the walls, 

U(R1, B. z) = (0. l. 0). U(R2. B. z) = O. - -. 0 . ( 
Re, ) 
Re, 

(2.4<l.b) 

where the dimensionless radii are expressed as R1 = ri/( 1 -tl) and R1 = 1/ ( 1 - YJ). 

2.2. Rheological madels 

We consider a purely viscous shear-thinning fl uid. The viscous stress tensor rends 

(2.5) 

where the second invariant of the strain-rate tensor is ex:pressed as 

(2.6) 

(i) The power-law mode! is given by 

(2.7) 

where f< is the consistency coefficient and 11 ..;; l the shear-thinning index. 
Example,~ of shear-thinning fluids described by the power-law model. and the 
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associated parameters k and 11. are given in Bird. Amstrong & Hassager ( 1987). 
ln dimensionless form. the viscosiry becomes 

and the reference viscosity read~ 

(2.9) 

(ÜJ The Carreau mode! is given by 

(2. 10) 

where Îlo is the viscosity of the Newtonian plateau ar low shear rare, !Loo is 
the viscosiry of the second Newtonian plateau at very high shear rates. and 
Â is the characteristic time of the lluid. The location of the rransition from 
the Newtonian plateau to the shear-thioning regime is detemtioed by 1/ Â. The 
infinite-shear viscosiry {1.,. is generally associated with a breakdown of the Huid, 
and is frequently significantly smaller (I0- 3-10-' times as small) than fi-0, sec 
Bird er al. (1987) and Tanner (2000). The ratio j'i.,/Îlo will thus be neglected in 
the following. lncreasing Â reduœs the Newtonian plateau to lower shear rares 
and the mode! rhus rends to a power-law mode!. This is also the case when the 
range of sllear rate in the annular space matches the shear-lhinning regime. Titis 
bappens for a narrow gap with large Re 1• Wherea~. for a wide gap and st:rong 
shear-thinning effects, the shear rate in the vici.nity of the o uter cylinder can 
be low, approaching the low shear rate Newtonian plateau. ln this situation, the 
Carreau mode! is more appropriate to use than the power-law mode!. 

The dimensionless efrèctive viscosiry is tben 

(2.1 1) 

and the viscosity scale in this case reads 

(2.12) 

Note thal the reference viscosities adopted berc, (2 .9) and (2 . 12), are those widely 
used in the literamre. 

2.3. Gnvemi11g 1wramete.:< 

The dimensionless. governiog parameters are the rbeological paranteters, 11 for the 
power-law mode!, 11 and A for the Carreau mode!. the radius ratio 1J and the inner 
and outer Reynolds numbers Re, and Re2 . ln order 10 separate shear and cemrifi.Igal 
effects. Dubrul le et al. (2005) imroduœd another parametrization replacing Re 1 and 
Re2 by a shear Reynolds number Re and a rotation number Ra. The shear Reynolds 
number is defined by the ratio between a viscous time scale pÎP/ Îl and a shear lime 
scale jy~ (~J r ' . The rotation number is detined by the ratio between a shear rime 
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FIGURB 1. (Colour online) P.aramctcrs of Dubrullc et ul. (21)(J5) reprcscntcd in the 
(Re1• Re2 ) plane at '1 = 0.88 1. Contours of rotation number R, for (a) Ncwtonian lluid 
and (b) power-law Ouid with 11 = 0.3. The arrow iodicarcs that Re increases along the 
c.onstanL Rn line. 

scale and a rotation time scale l/r2.!î1( i·)j. 

i> I ~.!Jâ·JJtÎ2 
Re = , 

lt"(i') 
(2.13a.b) 

The superscript b refers to the base How, w.hich is purely azimuthal, and ~/;,(f.) is the 
base s hear rate evaluated at a radial position i·. Here, f. is the radial position of a 

frame rotating with an anguiar velociry n1â-J sac h that 

(2. 14) 

With re-spect to this rotating frame, the cylinders are seen to rotate with the exact 
opposite velocities. For a Newtonian fluid, it can be shown straightforwardly (Dubmlle 
et tt/. 2005) thal 

ï·= JR, R2, 
2 ]1JR<'2 - Re,] 

Re = , 
1+1) 

For power-law fluids. asing (2.13) and (2.1 4). we obtain 

r= ((R, + Rz)Rfi">-'Ri2fn>-•) '"12> 
Rf-h•)-1 + Ri2/l•>- 1 

(2.15a-c) 

2 Bo 
Rn = - --::;-. (2.16a-c) 

JJ ~-/11 

where Bo is given by (3.5). Figure 1 s hows, for a thin gap (1) = 0.881), some particL~ar 
values of Rn in the usual parameter spaœ (Re,, R e2) for a Newtonian ftuid and for 
a power-law Hu id with 11 = 0.3. Shear-thinniog effects imroduce a slight deviation of 
the constant Rn !ines. For a wide gap, the deviation is much more pronouoced. 

For Carreau fluids, r. Re and Rn are eval uated numericall y. The constant Rn !ines 
are sirnilar to those of figure l(b), and are therefore not represented. Jo the following, 
we have c hosen to express most of our result in the (Re, , Re1 ) plane, because we 
believe it is more understandable for the reader. ln appendix D, some resl~ ls for 
marginal stabiliry are presented in the plane (Re, Rn ). As far as the transient growth 
is concerned, based on the work of Maretzke et ul. (20 l4 ), we will use the (Re. Rn) 
representation in order 10 obtain a scaling of the energy growth. 
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3. Base Oows 

The base llow is azimmhal and is solution of 

wi th the boundary conditions 

d ' h - (r'r ) = 0, 
dr "' 

v''(R,) = J and 

361 

(3.1 ) 

(3.2lt.b) 

Hereafter. we describe the velocity and the viscosity profiles for power-law and 
Carreau tluid~ in the cases of a thin gap and a wide gap. 1) = 0.881 and 11 = 0.4 
respectively. 

3.1. Power-law jluid 

The velocity profile is (Bird e1 al. 1987) 

with 

Bor 
V"(r) = Aor +-

1..2/11 

l [ l ( Re, ) ( l l ) - '] 
Ao = R, l + if, l" l - Rê~ '1 Ri'" - If,'" 

l [ ( R ) ( l l ) _,] Bo= - - l-..!3.1) - - - . R Re R2/ ll R2f1• 
1 · 1 2 1 

(3.3) 

(3 .4) 

(3.5) 

Figure 2 shows the elfect of the shear-thinning index on the velocity and viscosity 
profiles for 1) = 0.4. With increasing shear-thinning ell'ects, the curvature of the 
velocity profile becomes more pronounced, see figure 2(a). The shear rate increases 
at the inner wall and decreases at the outer wall. The wider the gap the more this 
elfect is significam. This results in a viscosity slratification within the gap, sec 
figure 2(b). The viscosity as weil as the degree of the viscosity stmtification increases 
from the inner wall to the outer wall. This is more pronounced wi tb increasing 
shear-thinning effects (decreasing n). Note thal, for given Re, and Re1 , the viscosity 
at the inner wall decreases \\Îth increasing shear-thinning elfects, see figure 3. Titis 
variation is more pronounced for a large gap lhan for a thin gap. 

Figure 4 shows. an ex ample of a veloci ty profile for co-rota ting cyli.nders. The saane 
characteri~tics as for counter-rotating cylinders are observed, except that the velocity 
profile is convex instead of concave. 

3.2. Carretw jluid 

Since oo analytical expre~sion of the velocity profile ex.ist~ in this case, equation 
(3. 1) is solved numerically using an iaerative process combined with a Chebyshev 
polynomial approximation of the velocity profile. Details can be found in Alibenyahia 
el aL (2012). For a given value of À. the elfect of index 11 is similar to the effect 
of the power-law Ouid index. When increasing À, the base How tends to that of a 
power-law Hu id. This is observed for values of À as low as À = 10 (figure 2). 
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FIGURE 2. (Colour oolinc) Base flow fM power-law fluids in the c.ase of counter-roLaling 
cylinders with 11 =0.4. Re , = 300 and Re,= -3000. (tl) Vélocity profiles and (b) viscosily 
profiles for ( 1) n = 1 (New10nian fluid) (2) n =0.5 and (3) n =0.3. (-+-) YclociLy profilé 
for a Carreau Ouid wiLh n=0.5 and A= 10. 
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FIGURE 3. (Colour Mline) Viscosity aL Lhc wall of Lhc inner cylindcr as function of the 
shcar-Lhinning index n lor Re, = 300 and ( 1) Re, =0. (2) Re2 = - 1000. (3) Re~= -2000 
(4) Re2 =-30<)() aod (5) & 2 =-4000: (a) >7=0.88 1, (b) >7 =0.4. 
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FIGURE 4. Base flow for power-law fluids io the case of co-roLating cylinders wilh '1 = 
0.88 1, Re, = 300 and Re,= 3000, (1) n = 1 (Newtonian fluid), (2) n =0.5 and (3) n =0.3. 

4. Solid rotation and Rayleigh Unes 

The snlid rotation line corresponds Lo the si mation where .6, = !Î2 and Re , = >JR"-2 . 
IL is represented with dashed !ines in figure 5. In the parametrization of Dubrulle et a l .. 
(20<)5), the solid tine is given by Rn = ±oo. 
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FIGURE 5. (Colour onlinel Rayleigh lioc tor a power-law tluid with (a) '1 = 0.88 1 and 
(b) '1 = 0.4: ( 1) Ne"~onian tluid 11 = 1. (2) 11 = 0.5. (3 ) 11 =0.2 and (4) 11 =0.1. (---l 
,solid rotalion line. 

As indicared in the introduction, the insrability of the Taylor-Couette flow is due 
to the stratification of the aogular momemum. When the cyli nders are co-rotating, the 
Rayleigh stable regime for an inviscid tluid is detined by d/ dr(L1) > 0, 'IrE (R, , Rv. 
where L = rVb is the aogular momentum (Drazin & Reid 1981). This regime 
is bounded in the (Re, Re2) plane by the Rayleigh tine, on whicb 3r such thal 
df dr(L1 ) = (). For a Newtonian tluid, the Rayleigh fine equation reads 

Re, 
Re, = - -. (4. 1) ,, 

Following the san1e approach for the non-Newtonian models considered here, the 
Rayleigh criterion is derived straigbtforwardly. 

For the power-law mode!, we ob tain 

Re, = (,i('ll!" ~ l) + 1) '1 Re1. (4.2) 

For the Carreau mode!, the Rayleigh fine is computed numerically. As expected, 
for sufficiemly large A, say A > 10, we recover the power-law resulrs for the 
same 11. Decreasing A reduces the shear-thinning effects and tends progressively 
to the Newtonian case. 

As illustrated in figure 5(a,b), with increasing shear-thinning ctfects (decreasing 11 

or incrcasing A) the Rayleigh fine approaches the solid rotation line. thus reducing 
the so-c al led quasi-Keplerian zone. which is delimited by these two li nes in the plane 
(Re, , Re2). ln the quasi-Keplerian regime, the augular velocity decreases radially white 
the angalar momemum increases radially. 

Note thar. for a Newtonian tluid. ù1e Rayleigh line corresponds to Ra = -1. For 
a shear-thinning tluid. the calct~atioriS show thaL the Rayleigh line deviates from 
Ra = -1. This effect is more signiticaol for a large gap and strong shear-thinning 
etfects. For instance, for a power-law tluid wilh 11 = 0.3 and '1 = 0.4, the Rayleigh 
li ne corresponds toRa = -3.17. 

5. Linear perturbation equations 
ln a classical way. we superimposed on the base flow an infinitesimal perturbation 

(5.1) 
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Substin.ting (U. P. T) by their expression (5.1) in (2 . 1) and (2 .2). and linearizing 
around the base How. we obtain the perturbation equations 

where 

v · Il' = 0. 
&u' h 
- + Re1[(U" · V) u' + (11' • V )U ] = - V fi+ V· T 1

, 
élt 

(5.2) 

(5.3) 

T' = ~{T (Ub + Erl)- T( Ub)l = fJ.by (u') + (j.t,- fl.b)A (5.4) 
f 

is the perturbation of the deviatoric shear-stress tensor. The components of tensor A 
are ali zero except for Au = A11 = Y.•<u'). We have imroduced in (5.4 ) the tangential 
viscosity f-11 • given by 

"'' = f-L{U''J + :~ (d )Y,.(U''). 
a yrll 

We obtain the system 

, 1 ij v' ijw' 

0 = D •" + ~ iJO + ilz . 

ar/ 
iii 

ô tl 

ill 

ilw' 

v• (il"' ') , • [ , l 8u' •~' ] = - Re, - -- - 2v - Op + 1-L Llu - 2-- - -
r 00 ~H ~ 

2D •o 1 1 8(J.1,- /-Lb) (o- 1 1 ou') + f.1 •+- v+ -- • 
r éJO riJO 

= - Re, tt'D, V" + --- - --+!'" Ll u1 + --- -( 
Vh (h/ ) 1 ilp' [ 2 ilu' u'] 
r ilO r ao ,-2 i/0 r2 

•[ 1 V

1 liltf] [ • (- 1 l iltl) ] + Of-1 Dv - -;: + ~ ôO + D. ( f-1, - fJ. ) Du + ~ ao 

+(f-1,-1,•) [~(ou' +~:~)] . 
v• <J"; ap' • 1 [ a.t] = - Re1--- - - +f-L Llw'+ DfJ.' Dw' + - . 

dl r ao i)z i)z 

(5.5 ) 

(5.6) 

(5.7) 

(5 .8) 

(5.9) 

where D = ilfilr, D, = D + (1 f r ), iJ = D - ( 1 f r ) and Ll = D' + (1 f r )D + 
(( l f r )(ôfi!O)P + (ilfilz)1. 

The boundary conditions are obtained by assuming no slip and impermeability at 
inner and outer walls, 

u! = 0 at r = R1, Rt. (5.10) 

The linear system (5.6)-{5.9) is homogeneous in the axial and azimuthal directions. 
Perturbations can thus be d ecomposed imo Fourier modes with an azimuthal 
wavenumber m € Z and an axial wavenumber k € IR: 

[11' , tf 1 = (IÏ( r. 1) , ji(r , 1)1 exp[i(mO + kz) 1 +c.e ., (5. 11) 

where c .e. stands for the complex conjugate and ii( r, 1) = ii(r. 1) e, + ii(r , 1) e,l + 
•v(r. 1) e,. By eliminatiog the pressure and one velocity componem, the resulting 
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system can be wrinen in terms of two components of the velocity (ù. v) for k -# 0 or 
(ù, ii•) for m-# O. The different formulations lead to an initial value problem which 
can be written fomtally as 

(5. 12) 

where ij = (it, ii)T or (ii, ïv)'f, depending on the fornmlation adopted. The linear 
operators :t' and JI! are given in appendix A. 

'6. Long-tlme behaviour of the clJstu.rbance: eigenvalue problcm 

The initial value problem t an be turned imo an eigeovalue problem by the 
assumption of the exponemial time dependence, i.e. ij(r, r) = q(r) exp(ar). The 
resL~ting generalized eigenvalue problem reads 

(6.1) 

wi th the complex frequency a as the eigenvalue. The real pan of a is the growth rate 
of the perturbation and its imaginary pan is. its O!)cillation frequency. The eigenvalue 
problem (6.1 ) is discretized using a spectral collocation method based on Chebyshev 
polynomials evaluated at N collocation points of the Gauss-Lobatto method. The 
matrix eigenval ue problem that results is solved using the QZ algorithm with Matlab. 
To ensure the convergence of the numerical method, <.-omputations were performed 
for increasiog N. lt was found thaL for N ~ 40, the five first eigell\•alues remain 
unchanged with three digits accuracy. Each computation was then performed for N 
and N + 5. and only the overlapping eigen val nes were retained. This procedure allows 
one to remove s purious eigenvalues. 

6.1. E igeJnJal ue speC!ra 

In this section. eigenspectra are analysed for axisymmetric and non-axisymmetric 
perturbations. For both situations. the itmer Reynolds number Re 1 is fixed and the 
outer Reynold~ number Re1 is varied. Then, Re-, is lixed and Re1 is increased until 
marginal stability is reacl)ed. 

6.1.1. Axisymmerric /lel 'lllrbarion m = 0 
The perturbation is 20 and the (ù. ii) formulation is used. As m = O. the linear 

operators 2 and .d't. given by equations (A 2)-(A 7) in appendix A, are real. 
Tberefore, the eigenvalues are real or complex conjugate. Spectra for thal case 
are presented in figure 6 for a Newtonian iluid. 

On the Rayleigh line, the angular momemum is constant. The spectrum. figure 6(a), 
consists of a vertical brancl1 with real eigenvalues. It is independent of Re,. as 
indicated by Gebhardt & Grossmann ( 1993). These properties are demonstrated in 
appendix B. 

When the outer cyli nder is lixed, Re1 = 0. most of the eigenvalues are real. DiPrima 
& Bali ( 1984) have shown thal the lirst eigenvalue that crosses the real axis is always 
real, in agreement with the principle of stabïlity exchaoge. 

For corrnter-rotating cylinders, tbe real vertical brancb, whicb is made of paired 
eigenvalues. spliL• into two lateral c urved branches, i.e. one pair of eigenvalues. 
separates into two complex conjugate eigenval ues. see figure 6(b), The higher the 
absolute value of Re1 , the lower the locu s of the branch separation. The imaginary 
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J'tGURE 6. (Colour onlioe) Eigensp<.-cl.lll for a Newtoniao lluiu undcrgoiog an 
axisymmetrie pcnurbalion m = 0 for 11 = 0.88 1, k = n, Re, = 400. and varying Re, . 
(a) Re,= 352.4 (on the Rayleigh line) and (b) (e l Re,= -4000, (0) Re,= -25000. 

pans of the spectra are bounded by the epicyclic frequency K evaluated at the outer 
wall. r = R1 (Shu 1982). The epicyclic frequency is defined by 

K·(r) = - --(rV)· . ' ( 1 d ' ) 
, J dr 

(62) 

J'or a New toni an Ouid at r = R1, 

(6.3) 

Similar results are observed for a wide gap. 
Addition al computations not presented here were conducted for co-rotating cylinders, 

and spectrum evolutions similar to the counter-rotating situation have been obtaiued. 
J'or shear-thinning lluids, the eigenspectra are quite similar to the Newtouian ca<e. 

However, two di1ferences have been noted: 

(i) on ù1e Rayleigh line. the angular momenrum is no longer constant in the annular 
space, thus the eigenvalues are not necessarily real, figure 7(a). Furthermore, they 
vary wi th R e1• 

(ii) for the same values of Re, and Re1. tbe vertical branch separation occurs closer 
to the real axis than for a Newtonian Jloid. 

The evolmion of the eigenspectra, when Re1 is fixed and Re , is increased umil the 
critical value, is shown in figure 7(b) for a power-law Ouid with Il = 0.5. The critical 
mode is stationary and consists of two counter-rotating vortices. Similar restùts are 
obtained for a Carreau fluid. 

6.1.2. Noll-axisymmnric perturbatioJJ m :f. 0 
Numerical computations show no fondamental differences in the eigenspectra shape 

for Newtonian and shear-tbinning tluids. ln order not 10 overload tbe paper, we have 
c hosen to present orùy the power-law results. The Carreau model provides similar 
results when A y/~ » 1, as indicated in § 2.2. The classification of the eigenspectra 
is less evident than in the axisymmetric case. According to Gebhardl & Grossmann 
(J 993), the structure of the eigenspectra depends on the value of the axial wavenumber 
relative to the modified azimuthal wavenumber m f r,. with t;,. = (R, + R2)/2. 
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FIGURE 7. (Colour onlioe) Eigcns(XX'tra for a power-law tluîd undergoing an 
axisymmeJric penurbalioo m = 0 wilh k = n, 11 = 0.5, 11 = 0.88 1, varying Re 1 and 
Re, (a) on U1e Rayleigh tine Re, = 454.7 1, Re1 = 500 (b) Re2 = -4000. (0 ) Re1 = 500, 
(e l Re, = Re~r = 828.14. 
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FIGURE! 8. EigcnspeeLnl for a power-law Ouiù undergoing a non-axisymmeJrie perturbation 
wilh n = 0.5, '1 = 0.88 1. The oute r Reynolds oumber and the axial wavcnumbcr are 
1\xed: Re2 = -4000 and k = n rcspct'tively. (a) 111 = 1, Re1 = 400, (b) 111 = 2. Re1 = 400, 
(c) 111 = 5. Re1 = 400 and (d) 111 = 5, Re1 = Re~c = 878.55. 

If k ;;. m/>~, d1e spectmm strucmre is close 10 mat of an azimmhal invariant flow. 
ln comrast. if k ~ m/r,.., features of an axial invariant flow dominate. Figure 8 
shows lhat, with increasing m, the eigenvalue specrrum evol\•es from a 'jer-Iike' 
srrucmre (figure &1) c harocteristic of axisymmetric perturbation flow to a 'Y-shaped' 
spectrum c harocteristic of axial invariant perturbation (Gebhan:lt & Grossmann 1993). 
Figure 8(d) shows rhat whe n Re, is increased umil marginal stability (a,. = 0), lhe 
critical mode corresponds to time-dependent spiral vortiœs, witb an angular phase 
velocity w = -a,fm. 
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J'tGURE 9. (Colour onlinc) Marginal srability curvc.s io the plan" (Re1, Re2 ) lor a 
Ncwtoniao fluid with t/=0.88 1: comparison with l\·lcsegucr (2002). (Contiouous line) our 
rcsuiL< for 30 perturbations, (da.sbed lioe) our resuiLS for axisymmetrit perturbations m = 0, 
(Al Mc.segocr (2002). 

6.2. Marginal .\Tabiliry ctltws 

Pirst. a validation test was performed by comparing our results against studies 
previonsly published in the literamre. In figure 9 our results are compared against 
those obtained by Meseguer (2002) for 3D permrbations in a Newtonian ll uid. A very 
good agreement is observed. ln the case of counter-rotating cyllnders. the crirical Re,, 
is lower for non-axisymmetric modes (m 'f. 0) th an fur axisymmetric modes (111 = 0). 
in agreement wi lh the literature (Krueger er al. l966; L~ngford el al. l988). For 
power-law Ouids, figure lO shows the inlluence of the shear-thinniog index oo the 
c ritical conditions. Globally. for fixed Re2, shear thinning reduces Re1,., except in 
the neighbourhood of Rez = 0 with a large gap and for co-rotating cylinders with 
small gaps. where Re" increases slightly. Similar evolutions are observed for Carreau 
lluids. For A ;;, 10, we recover the power-law resuiLS. The decrease of Re~c witb 
iocrea.sing shear-tbinning effects can be analysee! using the energy eq uation obtained 
by multiplying the linearized momentum equations with the complex conjugate u.• 
and integrating between the two cylinders 

!fee( a Jllnll2 = - Re1 f"' f(r)r dr - t ' g, (r)rdr+ fil: g,(r)rdr with (6.4) 
}~ .h, .k, 

ttu+ uv• 
f (r) = y~ 

2 
(6.5) 

g, (r) = f.1.1' [4<1r .. f + I'Y8<112 + lr':il + I'Y.t1f + I'Y,.I2 + bi."l2] (6.6) 

g,(t') = (11.- tt,) lr':Of (6.7) 

with ll tt ll2 = J:.' ( l /2)(uu• + uu• + ww•)r dr. 
[n (6.4), the first teml on the right-hand side is a production term. lt is a.~sociated 

with the work of the Reynolds stress, -ttu, on the wall-normal ba.~ic shear y~. The 
second term represents viscous di ssipation. The third term arises from the viscosiry 
perturbation due to shea.r thinning; it is positive, and cao thus be regardee! as a source 
of energy for the perturbation. Pollowing Ranganathan & Govindarajan (200 l ), it is 
convenient to compute and compare the space-a\•eraged production and dissipation 
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terms r + and r - respectively defined by 

l
k. 

Re, f(r)rdr 
r + = _...:· ..::~<"'' -=---

ll "lf 
l kl 1Ro 

g1(r)rdr- g2(r)rdr 
r - = . k t «, 

lill If 
(6.8a,b) and 

At criticali ty, the production term is exactly balanced by the dissipation term. r + = 
r -, as shown in figure J L in lhe case of a Newtoniao liu id. The inH uence of sbear
thinning effect< on lhe e nergy budget can be appreciated by comparing the results 
obtained for a Newtonian lluid with tbose of a power-law at the same value of Re, i.e. 
Re, = Re,, (Newtonian). The critical azimuthal and axial wavenumbers are evaluated 
for the parruneters Re, =Re~c (Newtonian), Re, and 11. With increasing shear-thinning 
elfects, the average '~scous dissipation remains close to thal of a Newtonian lluid, 
wb.ile the production tem1 increases signilicamly, rendering the Jlow less stable than 
in the N'ewtooian case. The main factor determining stability or instabili ty of the 
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FIGURE 1 J . (Colour online) Spacc average of (0 ) !be producùon lerm r + and (O) the 
viscous dt~$ipaùoo tenu r- defined by (6.8) for a power-lnw fluid wil.b '1 = 0.4 as '' 
funcùoo of shear-lhioning index. 11. (a) Re,= -2025, (b) Re2 = 500. 
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FIGURE 12 . (Colour online) Radii at whith functions (0) f (r ) and (LI) g 1(r) + g 2(r ), 
del\ned by (6.5)-(6.7), arc maximal, for a poo•er-law fluid witb tt =0.5 and '1 =0.88 1. 

ftow is thus the exchange of energy berween the base ftow and the perturbation. fn 
figure 12, the locaùon of the maxinut.f and (g 1 +g2) functions defined in (6.5 )-(6.7) 
are plotted against Re,. lt appears that the maxima of the energy exchange and of 
viscous dissipation occur near the inner cylinder. The increa~e of r + with increasing 
shear-thinning effects may be attributed to the increase of the inner velocity gradient. 
Concerning the critic.al azimulhal and axial wavenumbers, in the co·-rotating regime, 
the critical mode is axisymmerric (figure tOc,d). The primary bifurcation leadç to 
time-independent Taylor-vortex flow. ln the case of the counter-rotating regime. the 
critical azimuthal wavenumber increases with )Re2 ). There is a limi t value of Re2, say 
Re2_,. under which the primary bifurcation leads to axisymmetric toroïdal structures 
(m, = 0) and over which the bifurcation leads 10 spi rai vortices (m,. ;;;: 1 ). Spi rai vortices 
are tra\•elling waves in axial and azimulhal directions. Figure 13 shows the variation 
of Re"-, witb lhe shear-thinning index for both a wide gap and a thin gap. For strong 
shear-tllinning elfects, the critical mode remains axisymmetric for large negative Re,. 
The axial wavelength d ecreases wilh increasingly negative Re,_ and increa<ing shear
thinning elfects. Titis may be attributed to the decrease of the ·effective gap' where 
the Rayleigh instabiliry criterion holds. i.e. the gap between the inner oylinder and lhe 
'nodal surface· where V"= O. 



191

Linetll' stabiliry of sltear-rhinning jluids 

- 1000 

e -2000 

"' ' ' : 
' ' 

• - -UlOO L---"--.-,---:'----:----' 
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

Il 

371 

FIGURE! J 3. (Colour ooline) Power-law tluids. lnllucnee of Lhc shcar-Lhiooing index oo 
the critical outer Rcyoolds number Re,,, at which tbe trans ition to spirals lake.< plaœ for 
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7. Short-tlmc bchaviour: translcnt growth and optimal perturbation 

The traditional approach of stability based on eigenvalue.< is not sufficienr to 
describe the remporal behaviour of the d isturbanoe at ali Limes because of the 
non-normality of the linear srability operato r. Titis malhematical property means 
that there is a pmential for e nergy extraction from the base How by a s ubspace of 
perturbations leading to transiem growtb, despi re the absenoe of exponential insrability. 

7 .l. Transienr growrlr mu/ characreri.,·rit:r of Oplimal 11errurbarion 
The transient evolurion of a perturbation kinetic eoergy in Lhe linear regime is 
determined by following the methodology described by Schmid & Henningson (2001). 
Il is presenred here only for the (it , ii) formul ation, bur a similar developmem applies 
to the ( it, ii>) formulation. For a given Fourier mode, the distarbance instantaneous 
kinetic energy is given by 

llq(l) ll~ = ("' [liil1 + ~~ ~~(rii) l
1 

+ ( ';
11

, + 1) Iii !' 
./ «, k r- dr r·k· 

+ - - - ru - -- ru r r , im ( jj d ( . • ) ;;• d ( -)) ] d 
kr r dr r dr 

(7. 1) 

which is a function of rime and of the initial condition, q" = ( iio, iiu)T = q(r. r = 
O, m, k). The maximum kinetic energy amplification at rime r over ali initial conditions 
is defi ned by 

llq( l) Il~ 
G(r.m , k) = sup ,. 

.., .. o llq(O) lik 

The maximum energy transiem growth over ali times is 

G"""(m. k) = supG(r.m , k). 
t ;>O 

(7.2) 

(7.3) 

The maximum of G""·' over aU pairs (m, k), denoted G''", is reached by the optimal 
perturbation at rime ('P'. 
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FIGURE 14. Contt)urs of optimal energy gmwlh (]"l' in the plane (Re1• Re2 ) for a 
Ncwtoniao fluid with '1 = 0.88 1: (a) counter-roiating cytim.lers, (b) co-rotatiog cyliodcrs. 
The thick linc is Lhc marginal stabitity curve. 

Re1 Re2 Me,o;cguer (2(l02) Maretzkc et al. (20 14! Prc-<em work (N = 40) 
Jtt» ml!fJ' (J'l' ft~ IN rtf'fN 0'111 k'"" m~vu G IV'I 

59 1 -2588 1.994 10 71.36 1.997 10 7 158 2.0 15 10 7 1.58 
523 -2975 1.996 Il 7 1.58 1.998 Il 7 1.8.1 1.985 Il 7 1.80 
473 -32 13 1.920 Il 7 1.64 J .922 Il 7 1.87 1.924 Il 7 1.87 
405 -3510 1. 839 Il 7 1.75 .1.84.1 Il 7 1.99 1.833 Il 7 1.99 

TABLE J. Comparisoo of tbc present rcsulrs wilh tbosc of Me.seguer (2002) and 
Maretzke et al. (20 14) at Lbc s:\me Reynolds ourubers and '1 = 0.88 1. 

First, we performed valida.tion tests for a Newtonian Huid.ln table 1, our results are 
compared against those of Meseguer (2002) and Maretzke er 111. (2014). Very good 
agreement is observed. Tbe conditions of Flristova er 111. (2002) given in tbeir table II 
were also simulated. A relative discrepancy of Jess th an 1 o/o was obtained. 

As. a reference case. we further stndied the transieot growth for a Newtonian Ouid. 
Figure 14 shows contours of the optimal growth for a Newtonian Jl uid in the plane 
(Re, , Re2). Tbe corre•ponding axial and azimuthal wavenumbers are represemed in 
figure,~ 15 and 16. lt is imeresting to observe mat, in the coumer-rotating regime, 
the optimal azimuthal wavenumber varies little (JO < m"" < 13) and is much higher 
th an the critical wavenumber m, . Concerning A~" . it is smaller than the critical axial 
wavenumber k.,. 

For a shear-thinning lluid, the contours of optimal energy amplification are shown 
in figure 17. The amplification appears to be mach larger man for a Newtonian Ouid. 
ln table 2, the optimal growth conditions (}'P', k«", m''" and f'P' are compared for 
Newtonian, power-law and Carreau lluids at given Re1 and Rel for thin and wide gaps. 
lt is observed thal Lhe optimal amplification is highest for a Carreau lltûd and at a 
thin gap. The optimal azimuthal and axial wavenumbers are practically the same for 
Newtonian and shear-tbinning lluids. The optimal time is greater for power-law lluid~. 
and even greater for Carreau lluids. 

These results may be presented in a concise manner by nsing the shear Reynolds 
number Re and the rotation number Rf1 . This representation is more relevant in 
the detennination of scaling laws for the optimal energy amplification (Maretzke 
er al. 201 4). Figure 18 shows the characteristics of the optimal perturbation as a 
function of Re for diJlerent value• of Rf1. We recover the scaling G""' oc Ré'13 for 



193

Linetll' stabiliry of sltear-rhinning jluids 373 

(a) 81.10 (b ) ooo 

600 

Re, 400 , 
21)0 

~~.Cx,:o==~-~3=oo=o~~2:~~~:}_lj 
200 

0 
-4()()1) - :I<JOO 

R•: Rer 

FlGlJRE 1 S. Concours of optimal wavcoumbers io the (Re1, Re,) plane for '' New1oniao 
lluid ftO\,~ng belweco couoler-rolaling cylinders "~ll1 11 = 0.88 1. (11) Optin)l~ azimuthal 
wavenumber nf~' aod (b) optimal axial wavenumber k''"· 111c lhick line is the marginal 
s labilily curve. 

(a) 200J (b) 2001) 

1500 1500 

Re1 1000 1001) 

SOl 51XJ 

0 500 l 0('.10 1500 2<JOO 0 1500 2000 
Rez Re2 
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FlGlJRE 17. Contours of optimal energy growth G'·'" in the plane (Re,. Re2l for a 
power-law ftuid witb n=0.5 and 11 = 0.88 1: (a ) counte r-rotating cyliodcrs. (b) oo-rotating 
cylioders. 1be thick line is Lhe marginal stabiliry curve. 

sufficienrly large Re. as indicared by Maretzke er al. (20 14). The optimal azimulhal 
wavenumber varies slightly with Ra. Al 1/ = 0.881, figure 18(c) shows agnin thal 
asymptotically l 0 ~ nf'P' ~ 13. In this range of nf"'', the kinetic energy amplification 
dœs. om c hange signiticantly. Conœrni ng the axial wavenumber, il is observed Lhat il 
is much lower Lhan Lhe linear critical wavenumber k<, see figure 18(/J). The optimal 
rime ('P' decreases asymplolically as r•P' oc Re- 213• 
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(b) 4 .-----~------, 

u L--------------' 
U)1 tO' 
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101cr!:-,---u""t'- --t-O':---";---=-tO' 

Re 

l'tG URE 1 S. (Colour onlioc) Optimal c ocrgy growlh and c.haractcrisûcs of the optimal 
perturbation as a fuuction of Ute s hear Reynold~ number .Re for different values of the 
rotation oumber Rn. Newtonian lluid witb 11 =0.88 1. (tt) Optimal energy growlh G"1", (b) 
optimal axial wa\'cnumber k''' , (cl optimal azimuthal wavenumber nf'' and (d) optimal 
Lime r<vu. 

Il Re1 Re2 J(lf» m'-'~" c •vn fY' 

0 .881 Newtonian (11 = 1) 10 1 - 1061.2 2.176 13 20.62 9.38 x w-' 
Power-law (11 = 0.5) 10 1 - 1061.2 1. 647 Il 88.1 6 1.7 1 x IO- ' 

Carreau (11 = 0.5; A= 1 0) 10 1 - 1061.2 1.736 Il 23 1.25 2.41 x to-' 
0.4 Nc\vtonian (n = J) 10 1 - 1061.2 1.136 3 4.288 6.97 x w-' 

Power-law (n =0.5) lOI - 1061.2 0.91 1 2 12.59 J.J5 x JO- l 
Carreau (n=O.S; ,1= Hl) lOI - 1061.2 1.22 1 2 37.1 7 1.44 x w-2 

TABLE 2. Comparison of the oplimal energy growth at 11 = 0.88 1 and 11 = 0.4 for Lhc 
diflèrcnt lluid modcls cMsidcrcd. 

For the particular case of Rn = -1, i.e. along the Rayleigh li ne, the optimal 
perturbation is axisymmetric with k"'' :>: n. as shown by figure 19. The optimal 
amplification varies as G"" oc Re1 (figure 20) . The optimal Lime at wllich 0 'P' is 
reache d decreases very slightly witb Re. 

T he characteristics of optimal perturbations wcre also determined for power-law 
and Carreau ll uids. They are represented in ligures 2 1 and 22, respectively. It is 
imeresting to note rhat we recover the same scaling as for a Newtonian lltûd. Indeed, 
at large Re, G'1" oc Re1fl; r"" oc Re- 1!3; 10 ,;;; m''" ,;;: 13 and J ,;;; k•" < 2 much lower 
than k, . Comparison wilb the Newtonian case indicates thal. for given Re and R0 , 

G"'' increase" with increasiog shear-tbinning degree, as shown in figu re 23. This is 
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FIGURe 19. (Colour online) Structure of Lhe optimal perrurbalion along Lhc Rayleigh tine 
(R11 = - 1) lor a Newtonian fluid and q=0.88 1. (al A2imulhal and (b) axial wavcnumbcrs 
as a fu nction of the s hear Reynolds numbcr. 
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FIGURE 20. (Colour online) (al Optimal eocrgy growlh aod (b) optimal Lime versus s hcar 
Reynolds numbcr along the Rayleigh lioc IRa= - 1) for a Nev.~onian ftuid wilh 11=0.88 1. 

related 10 the increase of the non-normality of the linear opermor. The approximate 
scaling is found: 

G':PJ 
C::,'::. , oc 1< exp(-1f) (7.4) 

wbere 1< is a constant. C::'::., is the optimal energy growth for a Newtonian lluid and 
Cl = l/ 3. 

7.2. Evoluritm of the optlnwl pe111Jrbaritm: rransienr gmwrb medJtlllism 

ln this section. the optimal perturbation and ils time evolution are describcd for 
different values of Re, and Re1 in the lineady stable domain. 

7 2.1. New/oniou .f/uids 
For Newtonian lluids, numeri cal results show that the Rayleigh line should be 

distinguis hed from the rest of the domain. The contours of the azimuthal vorticity 
and azimuthal velocity of the optimal perturbation at initial time 1 = 0 and optimal 
time r = f'P' are presemed in figure 24. 11 appears rhat the optimal perturbation 
is a superposition along the axial direction of bigh and low azimathal velocity 
sll'eaks. Figure 25 shows the co111ours of the local kinetic energy associated with 
the azimuthal, radial and axial componems of the velocity perturbation. AL initial 
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FIGURE 2 1. (Colour online) Optimal e ncrgy growlh and c haractcristics of the optimal 
perturbation as a fuuction of the s hear Reynolds number Re for different value.~ of the 
rotation number R,. Power-law ftuid wilh 11 = 0.5 and '1 = 0.881. (li) Optimal cncrgy 
growth G'-"', (b) optimal axial wavcnumbcr A~••. (,·) optimal azimuthal wavenumber ut'"' 
and (d) optimal Lime t""'. 

ti me, more thao 99% of the kinetic energy of the perturbation is concentrated in 
the azimuthal component. At optimal rime, t = t"~'', the kinetic energy is merely 
concentrated in the radial and axial components. This is also illustrated in figure 26, 
where we bave represemed the spatial average of the kinetic energy comained in a 
volume "f/ = 2n2(RÎ- R~)/k, 

E, = ~ (üü'); E6 = ~ {ùü'); E< = ~ (ii•ïv') (7 .Sa-c) 

witb 

(.) =!.«' 1.2' [,l•f•(.) rdr dOdz. 
M ù · 0 

(7.6) 

The optimal perturbation. which is initially in the form of azimud1al streaks . 
transforms progressively through ù1e anti-lifHlp mechartism (Antkowiak & Brancher 
2007) into azimuthal rolls. Tllis scenario observed in rotating ftows is opposi te to 
the classical lifl-up mechanism, active for instance in plane shear ftows, where weak 
streamwise rolls give rise to strong streamwi.~e streaks. Antkowiak & Brancher (2007), 
proposed two ways of explaining the anti-lifl-u p scenario. 

First, it can be illustrated by considering the linearized perturbation equations for 
the azimutbal velocity LI and the azimuthal vorticiry '"Ô = iJu' /il:- â"' /ilr for an 
axisymmetric perturbation: 

ar/ ' - = liu . 
ill 

(7.7) 
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FIGURE 23 . (Colour online) Shear-Lhinning cffect on the optimal e nergy growlh l'or 
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• 

âwd ,, Qu1 
, 

- = -2 Re,n -+tJ.w~. ar a: (7.8) 

where n• = v• f r is the ba~ic ang ular velociry. The azinlllthal velocity satisties a 
diffusion eq uation, and decreases viscously. Whereas the a.zimuthal vorticity is driven 
by the axial gradient of the azimuthal streaks âv' /âz (Coriolis 1oree acting on the 
azimuthal sLreak). Usiog the same argurnenL~ as Elliogsen & Palm (1975 ), il cao be 
seen that an azimathal velocity slreak of amplimde 0(€) generates azimuthal vortices. 
of amplintde O(eRe) on a rime scale (Re). 
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FIGURE 24. Optimal perturbation rcprc,~entoo in lhe plane (r, i l for a Newtouiau tluid 
along the Rayleigh li ne., 11 = 0.88 1. Re 1 = 1135 and Re,= l OQO, with nf'"' = 0, k'"' = 3.32 
and (;'"" = 5.58. Contours of lhc azirnulhal vorticity component at (il) 1 = 0 and (b) optimal 
lime 1 =t"". Contour.l of the azimulhal velodty C<)mponent at (c) t = O, , ""·' =0.52 and (tf) 
optimal Lime 1 = t "~'' . u,00, =O. l; lhe contours ace nonnatized by Lbe maximum vclocity aL 
Lime t and shown in s teps of 02. TI1e solid lioe.< represcnt positive values and the dotrcd 
line.o; reprcsenL negalivc values. 

The anti-lift-up mechanism can also be illustrated by considering the linearizing 
radial moment equation (Antkowiak & Brancher 2007) 

au' âP , , , 
- = - - + 2Q u + l!.u. 
i;r ilr 

(7.9) 

The term 2Qbu' arises from the Coriolis foree. Equation (7.9) indicates thar the ll uid 
particles with positive azimutbal streaks will be pushed towards the omer wall. ln 
contrast, particles witb negative streaks will be pushed agairt.•L the inner wall. This 
process will initiale the formalion of azimnthal mils. 

Ontside the Rayleigh Jine, a stratification of the angular momentu m exists and lhe 
epicyclic frequeocy is no longer zero. At the initial ûme, the contours of lhe kinetic 
energy associated with the perturbation are oriemed against the ba~ic shear. as shown 
in figure 27(a) in the plane {r. z) and in figure 27(a' ) in the plane {r , B). These 
contours will tilL progressively umil they almost align wi rh the shear at 1 = f''''. as 
shown in figure 27(c,<-l). 

7.22. Pure/y viscous shear-tltinning jtuids 
In lhe ca<e of purely viscous shear-thinning Ouids, the angular momentum is no 

longer constant along the Rayleigh line. The optimal perturbation in the whole stable 
domain of plane (Re ,, Re1 ) is qualiratively similar to that obtained for a Newtonian 
lluid outside the Rayleigh line. Further computations show that the evolution of 
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FIGURE 2.5. (Colour onlinc) Optimal perturbation represcnted in plane (r , :) t'or a 
Newk)nian tluid '~ong the Rayleigh tine witb 17 = 0.88 1. & 1 = 1135, Re,= 1000. m""' = 0, 
k''" = 3.32 and Ci'" = 5.58. Contours of' the radial componeoL of Lhe kinetic e ue.rgy 
1/2 11' (1) aL (a) initial ti me r = 0 and (b) optimal ti mc r = i''"· Contours of the azimuLhal 
component o( Lhe kinetic e.nergy l/2 v'2(r) at (c) initial Lime r = 0 and (dl oprimfll Lime 
r =f'"· Contours of Lbc axial component of' Lhé kinetic e nergy l/ 2 w'2(r) at (e) r = 0 and 
(j) optimal ti me r = ('''. 

the optimal permrbation witb time for shear-thinning lluids with 11 = 0.881 and 
11 = 0.4 is similar to the Newtonian lluid. However, the optimal perturbation i.~ merely 
concentrated near the inner wall and more pronounced for a large gap 11 = 0.4. 
Furthermore, the transiem growth is reduced with decreasing IJ. 

7 .2.3. Discussion 
Three-dimensional optimal perturbations are initially oriented in the direction 

opposite to the base llow, tben aligned with it at optimal time, e.g. figure 27 (c,c'). 
The same evolution was observed in a boundary layer llow, when the optimization 
concerns an initial state characterized by a wavepacket rather titan a single 
wavennmber (Cherubini el aL 20 lO: Monokrousos el al. 20 10). Tllis. is. in contra•t to 
20 optimal perturbations, which are oriemed transversally to the main shear at the 
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FIGURB 26. (Colour online) Radial (1), azimuthal (2) and axial (3) kinctic enctgy 
components on the Rayleigh li ne for a Newtonian lluid wilh '1 = 0.88 1, nf'"' =O. k"'' = 
3.32. (l'"= 5.58. Re1 = 1135 and Re2 = 1000. 

optimal time, as showo by Butler & Farrell ( 1992) for plane Couette and Poiseuille 
tlows. Two.<Jimensional perturbations, i.e. spanwise-independenl perntrbations. grow 
only via lhe Orr mechanism (Orr 1907): a mechanism based on Kelvin's circulation 
theorem. The initial contour of lhe vertical strucmre shortens as it is tilred by lhe 
mean shear. As a consequence, lhe velocity along the contour has to increase to 
conserve the initial circulation. ln lhe 30 si malion, another mechanism, absent in 
two dimensions, is active. lndeed, the basic shear vorticity, pointing in the spanwise 
(here axial) ttirection, may be stl'etched dne to variatioŒ of areas in Lhe shear plane, 
as was showo by Viloshkin et ul. (20 12) in plane shear flows. These authors poinled 
out !hat the interplay between the spanwise vorlicity q and the plaoar divetgence d 
fields play a dominant role in energy growth. We extended their analysis to the case 
of Taylor-Couette flow and found that there is (as in the plane shear flow) a murual 
growth of tf and q and lhe maximum is reached at t = 1"''' . i.e. when the perturbation 
is tilted wilh respect to the basic shear. Following Vitoshkin et al. (201 2), the role 
pl ayed by lhe i nteraclion between tl and q is bighlighted in the analysis of the energy 
growth via the Reynold~ stress rerm. For this. a 2D Helmholtz decomposition is 
performed 

ü. = IIJ +u. wi th IIJ = V(<J>) and "• = -rot(~ej (7.10) 

where <b and 1/J are scalar functions. such thal the planar divergence d = ihl fil r + 
tl/r +( l / r) élv'fi'JO and the axial vorticity q = ( l / r)il(r v')/i'Jr -(1/r) ôtl/i'JO salisfy 

tf = tlu (</>) and q = Llu(t/1), (7.11a,b) 

wbere tlu = 82 f ilr2 + (.1 / r)iJ/(}1' + (l f r 2)il/ô0 2 is the 2D Laplacian on the shear plane. 
Al the inviscid limil the spatially averaged energy equation is 

(7.12) 
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FtGLIRB 27. (Colour onlinc) Optimal perLUrbaLion tor a NcwLonian tluid for 11 = 0.88 1, 
Re1= LOI, Re2=- 106 1.2 wilh nf'P'= 13, /t'1'=2- 176. LefL: contours of Lhc kinetic e ncrgy 
in the plane (r, z) at (a) initial Lime t =0, (b) t~ t''" /2 and (c) optimal Lime t = t""'. Rigbt: 
con Loues of Lbe kineric cnergy in Lbc plane (r. B) at (d) initial Lime t =0, (Il) t "' f'" !2 
and (<') optimal Lime t =t""'· The quantity ti=au' fôr+rl/ r+ (1/ r) 8v'/af! is Lhe 20 
divergence on Lhc shear plane. 

The first term o n the right-hand side of (7. 12 ) is the contribution of the divergent 
field. The second and the third terms. i.e. mixed q-d terms. translate the imerplay 
between the planar divergence and Lhe axial vorticity. The fourth term represenLS the 
20 Orr mechanism. The contribution of the different tenus as a fitnctioo of tinte is 
shown in figure 28(a) for a Newtoniao lluid and figure 28(/J) for a power-law lluid. 
QualiLatively, the evolmions of the different Reynolds stress eomponenLs are quiLe 
similar; however, the amplimdes reached are h igher for power-law Huid~. For bmh 
ll uicl•. the energy growth is initially domioated by the rotaLionaJ term -(y,~~~.v~). 
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FIGURE 28. (Colour onliue) Coo1ribuûou of the different Reynolds stress components 10 
1he e.nergy amplificaùon of a 30 perturbation for 11=0.88 1. Re, = 101 and Re2 = - 1061.2. 
(a) Ncwtonian fluid, nf'"' = 13, .(-•t• = 2.176 and (;'•' = 20.62. (b) Power-law ftuid n = 0.5, 
nf'''= ll , k"'"= 1.647 and 0•" = 88. 16. 

i.e. the 2D Orr mec ha ni sm. From r "'" fP' /2, the ''ortices. are tilted with the shear, 
-(Ji,~u,u;) becomes negative. i.e. the Orr mechan ism contribute• to the decay of 
the energy. The contribution of the planar divergence term is positive, but very small. 
The contribution of the mixed term d-q is positive and is at the origin of the increase 
of E when the vortices align with the ba•e shear. 

8. Conclusion 

In this paper, we performed a 30 linear stability analysis of a circular Couette 
ftow of shear-thinning ftuids in both a thin gap (1] = 0.881) and a wide gap (1] = 
0.4) between two infi nitely coaxial cylinders. Long- and shorHime evolutions of the 
disturbances are investigared. Two rheological models were adopred, the power-law 
model and the Carreau model. to describe the shear-thinning behaviour of the ft uids. 

First. we considered the asymptotic evolution at long times. Using a normal-mode 
approach, an eigenvalue problem was derived and solved with a Chebyshev spectral 
collocation method. The results show th at, for a given Re2, the shear-thinning character 
leads to a decrease of the inner crilical Reynolds number Re ," except in the vicinity 
of Re~ = 0 and for a co-rotaring regime witb a small gap. T his reduction is dne to 
an enbancement of the energy exchange between the perturbation and the base ftow, 
which is probably a consequence of the increased shear rate at the inner cylinder wall. 

For rounter-rotating cylinders, the threshold of the ouœr Reynolds number, 1Re2 1, at 
which the critical modes switch from axisynm1etric Taylor vortices w spiral vortices 
increases significantly with increasing shear-thinning effects. The axial wavelength of 
the~e spiral vortice• is strongly reduced with incrcasing shear-thinning effects, because 
of ù1e reduction of the ·effective gap' where the Rayleigh's instabiliry critcrion holds. 

Second, we studied the transient growtb of the perturbation kinetic energy that 
occurs at short times due to tbe non-nom1ality of the operators involved in the 
linearized perturbation equations. A strong iocrease is observed, up to one order of 
magnitude for shear-thinning lluids. compared ro the Newrouian lluid for given Re , 
and Re2• 

Features of the optimal pern1rbation were then derermi ne<l We showed that. at large 
shear Reynolds numbers and for a thin gap, the smtcmre of the optimal pertu rbation 
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exhibits a large azimuthal wavenumber m""'"" 12 and a small axial wavenumber l .:;; 
k""' <:; 2. whereas for a wide gap (>] = 0.4), m"P' = 2 and k"'' oc l. lt appears dtat shear
thinning effects have little irdl uence on k"'' and nf '" . 

(ij ln the particular case of a Newtonian fluid with (Re1 , Re2) on the Rayleigh line. 
the angular momentum is constant and the optimal perturbation consist~ of a 
superposition along the axial d irection of high and low azimut hal velocity streak.•, 
which evolve towards Taylor vortices via the anti-lift-up mechanism. The optimal 
energy growth behaves as 0'"' oc Rè. 

(ii) Outside the Rayleigh line, ù1e optimal perturbation, initially oriented against the 
base shear, tilts un til it almost aligns with the shear at r = r"''· The amplific.ation 
of the 30 optimal perturbation is analysed in tenus of inte rplay between the 
pl anar divergence and the axial vorticity. as saggested by Yitoshkin er al. (2 01 2). 
The decomposition of the Reynolds stress in terms of the various contri butions 
from the d ivergent and the rotational fields indicates thal the energy growth is 
domi nated by the mixed terms - (UJ Vq + llqVJ )Y,t . which overwhelm the decaying 
elfect of the Orr mechanism. The numerical results show thal the optimal e nergy 
growth be haves as G''P' oc Re113, in agreement witb Maretzke el al. (20 14). 

For shear-thinning lluids, the Rayleigh line should not be distinga ishe d from 
où1e r si tuations ; the tilting mechanism. d escri bed above, applies and the numerical 
resLùts show thal G"P' = C::~, exp(-n113

) . The transiem energy growth is enhanced 
wi th increasing shear-thinning effects. Thus, shear tllinnin g promotes the transition 
to turbulence through the linear superposition of eigenmodes. Thi.~ tendency was 
observed in a plane Couette llow (Liu & Liu 20 I l ) and a Hagen-Poiseuille flow (Liu 
& Liu 2012) of power-law Jluids invoh,ing another rrnru;ienl growtb mechanism. 
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Appendix A. Opcrators involvcd ln the llncarized perturbation equations 

The i.nitial value problem (5 .12) reads. 

2 q = .4'( iiq. (A 1) 
ill 

A .L (ii, ii) fo rmulmitm 

ln this case, q = (li, ii)1' and the operators .//( and 2 are expressed below 

(A2) 

(A 3) 

Jll vb mz ( 2 yb )l - 2- , - +-;r - - ,- + ov'> + v'>o 

im ( m
2 

) b - - 1+ -- v 
r k2 ,.1 

(A 4) 



Annexe B. Linear stability of Taylor-Couette flow of shear-thinning fluids

204

384 Y. Agbessi, B. Alibenyttltitt, C Nouar. C l..emailre and L . Chop/in 

( [ ' ( l 2? . 2k- 1 2D 1 
(DD, - k )- t m - , + D<i- <1 - - + -,) ) r- r ,. r-= }.tb 

im ( llD. 2) .l m
2 

( 2D 1 .2) - - -- + - DD. - k + -- <1 - - + - - k 
,. kl r k!r! r· r2 

(A S) 

( 

" ' o i m ( 1 4D 3 ) ) v-D.+ IlD. - k·D - Ll +D- - - + -, ( 2 b r r ,- ' b k + D v .. 
= DJL . ( 1 ) + Ir }.t 1111 m- - 0 

- - 1- DD* J + ?""'7 D 
k - r k-t-

lm-) - D 
r 

0 

(A6) 

(A 7) 

A..2. (ÏI. iv) fonnularion 

ln titis case, q = (ri, iv) T and the opera tors ,,f( and !é' are ex pressed below 

(A&) 

(A9J 

(

lm [ DVh 1 h b l - - - + D- V - VDD, 
+ Re r r 

0 

(AlO) 

[ (
? ) , 2D D (4 ) ,.2] ) ik ::+ D (D, D - k-\+ - ' - - - + D -, 
,. r ,. r-

i~ (LI+ 2n 
(A Il) 

h ([(o + ~) D+Ll] D , 0) .. > b (DD, + "'
2 

+ DJ1 r + trJJ. ,.2 
li {\ li 

(A 12) 
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(A 13) 

Appendix B. Demonstration tbat the cigcnvalucs for a Ncwtonlan nuid on the 
Rayleigh Une are real 

The eigenvalue problem reads 

:t'q = a .;/tq, (B 1) 

where q = (tt, u)T or (tt, w)T. depending on the formulation adopted. 
For a Newtonian fluid, on the Rayleigh line. the angular momentum of the base 

flow is constant. d/ dr( rV1
')

2 = 0, th us 

V"- ~ - ' ,. 
where " is a constant scalar and 

V" 
D, v" = DV" +- = 0. ,. 

(B 2) 

(B 3) 

A~ stressed by Gebhardt & Grossmann ( 1993), two types of modes ex.isL The first 
type corresponds ro v #- 0 and rhe second to u = O. 

lf u # 0 theo the u equati on of the (tt , u) formulation is considered (second li ne of 
system (B J )), 

au = 11-h (DD. u -!? u) . (B 4) 

This equation is mulriplied by the complex conjugate of u. v' and integrared over 
vol ume "f/ = 2rr2(Iq- Rf)/k 

L
K, ;·l•l hfk LR' 1,'2> Llnjk a uv' rdr = IJ.b (D D. v-!? v) v• rdr. 

, t 0 0 , Nt 0 , 0 
(B 5) 

Mer ioregration by parts, this equation become~ 

L
R, 1/q 

a uu* rdr = -IJ." I(D, v) (D, v')+i?vu'] rdr. 
• 1 Rt 

(B 6) 

If v = O then the 11 equation of the (11 , v) formulation is considered (first line of system 
(B J )), 

a(DD.-i?)u = IJ.h(DD. -i?) ' v. (B 7) 
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FIGURE 29. (Colour online) Ma rginal sl>lbiliLy c urvcs in Lbc plane (Re 1 •• , R e2 •• ) for a 
powe.r-law fluid: ( 1) n = 1. Newlonian lluid. (2) n = 0.7. (3) 11 = 0.5. and (4) 11 = 0.3. 
(il) '1 =0.88 1; (b) '1 =0.4. 

0 . 
- lJJ -0.8 -0.6 

Rf/ 

-0.4 - 0.2 0 

L'IGURE 30. (Coh)ur ooline) Marginal srability cum~s in lhe plane (Re, Rn) for a power
law fluid wilb '1 = 0.88 1. ( 1) Ncwtooian fluid, (2) n = O. 7, (3) n = 0.5, and (4) n = 0.3. 

This equation is multiplied by the complex conjugare of "· 11' and inregrated over a 
volume 11 and after integration by parts. we obtain 

1
1<• 11<• 

-a I(D,u) (D,u*) +~ uu*J r dr = 1<• (DD, u- ~ u) (DD, tt' -~ u') rdr. 

• • (B &) 
For both (B 8) and (B 6), the coefficient of the eigenvalue cr and the rigbt-hand side 
are real and do not depend on Re1• Furthermore, the left-hand side coefficient is 
negative and the right-band side is positive. The eigenvalue is thus real and negative. 
and is independem of Re,. 

Appendlx C. Effect of tbe viscosity scale on tbe stablllzationJdcstabilization of 
shcar thinnlng 

We adopt here a definition of the Reynolds numbers based on the viscosity 
evaluated at the inner wall. fJ"(Î?1), 

(C 1) 
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Figure 29' shows maiginal stabil iry c urves in terms of Re ,., and Re1 • • 

pk,n ,li 
Re,w= b .. _ , 

[l ( R,) 
(C 2a.b) 

lt appears thar the shear-thinning behaviour bas a destabiJizing effect for a thin gap 
11 = 0.881 w.hen both cylinders are counter-rotating. Rowever, for a large gap 11 = 0.4. 
stabilization is observed. The opposite el'fect is found by using as scale the viscosity 
detined by (2.9) . lndeed. for a large gap, when 11 decreases, f.I."(R1) decreases more 
rapidly !han Re ,. : this is why Re ,, .• = Rè~c/f.L"(R1 ) increases. with increasing shear
thinning effects. The selection of the viscosity scale may be considered to be simply 
a matter of c hoice; however, the conclusions th at one reaches by comparing different 
shear-thinning Huids among themselves and against Newtonian fluids cao be radically 
different from one choice to another. 

Appendix D. Marginal stabllity for a power-law fluid in the plane (Re. Rn ) 

Figure 30 shows. marginal stabili ty c urves for a power-law lluid in the plane 
(Re, Ra)- For a Newtonian ll uid. the marginal stability c nrve is delimited by the !ines. 
Ra = -1 and Ra = ( 1 - t/)/1). 
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Résumé

Stabilité de l’écoulement de Taylor-Couette de fluides complexes

Quand on augmente le nombre de Reynolds d’un écoulement, il passe progressivement d’un état ordonné, laminaire, à un état chao-

tique, turbulent. Lors de cette transition, on voit apparaître des structures hydrodynamiques ordonnées qui se désordonnent sous l’effet

de déstabilisations successives. Ces structures peuvent poser problème lorsqu’on souhaite par exemple homogénéiser des suspensions

car des particules peuvent s’y retrouver piégées et générer des zones sur ou sous-concentrées. La plupart des fluides naturels et indus-

triels sont non newtoniens. Pour mieux comprendre et contrôler l’apparition des structures hydrodynamiques dans de tels fluides, nous

nous sommes intéressés dans le cadre de cette thèse, aux mécanismes d’instabilités gouvernant la transition vers la turbulence de fluides

complexes dans la configuration simplifiée de Taylor-Couette. Dans un premier volet théorique et numérique, les concepts d’instabilités

hydrodynamiques ont été appliqués à l’écoulement de Taylor-Couette pour trois modèles rhéologiques : la loi de puissance, le modèle

de Carreau et le modèle de Bingham. Deux rapports de rayons et différentes vitesses de rotation des deux cylindres ont été considérés.

La déstabilisation de l’écoulement de Couette circulaire a été étudiée pour prédire l’apparition de structures telles que les rouleaux de

Taylor-Couette aux temps longs. Une analyse aux temps courts a également été effectuée pour étudier les phénomènes de croissance

transitoire dans l’écoulement. Dans un second volet expérimental, un dispositif de Taylor-Couette en plexiglas a été élaboré. Dans un

premier temps, des mesures de couple avec un fluide newtonien (glycérol) ont été réalisées et comparées avec succès avec les résultats

de la littérature. Des mesures rhéométriques ont ensuite été réalisées pour choisir des fluides répondant aux lois rhéologiques utilisées

dans le volet théorique. Des visualisations ont été effectuées pour détecter l’apparition des instabilités et les conditions critiques ont été

comparées aux prédictions de l’analyse linéaire de stabilité. Des mesures de vélocimétrie par image de particules (PIV) ont été aussi

effectuées pour déterminer les champs de vitesse de l’écoulement. Ces différentes études ont permis de mettre en évidence le caractère

sous-critique et l’apparition d’un écoulement chaotique engendrés par le caractère rhéofluidifiant des fluides.

Mots clés : Stabilité, croissance transitoire, transition vers la turbulence, Taylor-Couette, fluides complexes.

Abstract

Stability of the Taylor-Couette flow of complex fluids

When increasing the Reynolds number of a flow, it passes gradually from an ordered state, called laminar, to a chaotic state,

called turbulent. During this transition, organized hydrodynamic structures appear which disorganize under successive destabiliza-

tions. These structures may cause problems for example in the relation to the homogenization of suspensions, because particles may be

trapped in the structures, leading to under or over-concentrated zones. Furthermore, most of the fluids found in nature and in the indus-

try are non-Newtonian. In order to better understand and control the apparition of hydrodynamic structures in such fluids, we focused

during this PhD on the instability mechanisms governing the transition to turbulence of complex fluids in the simplified configuration

of Taylor-Couette. In a theoretical and numerical approach, concepts of hydrodynamic instabilities were applied to the circular Couette

flow for three rheological models : the power law, the Carreau and the Bingham models. Two radius ratios and different rotation veloci-

ties were considered for the cylinders. The destabilization of the circular Couette flow was studied to predict the apparition of structures

such as Taylor vortex at long times. An analysis at short time was also performed to study the phenomena of transient growth. In an

experimental approach, a Taylor-Couette device was designed. First, the torque on the inner cylinder was measured for a Newtonian

fluid (glycerol) and successfully compared to previous results of the literature. Secondly, rheological measurements were conducted

in order to select fluids showing rheological behaviors considered in the theoretical approach. Visualizations were then performed in

order to detect the apparition of instabilities and the critical conditions were compared to the predicted by means of the linear stability

analysis. Finally, PIV measurements provided velocity fields in the flow. These different studies evidenced a subcritical transition and

chaotic flow due to the shear-thinning character of the fluids.

Key words : Stability, transient growth, transition to turbulence, Taylor-Couette, complex fluids.
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