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Cette thèse est consacrée à l'étude de quelques problèmes de filtrage non

Iinéaire à valeurs dans des espaces de dimension finie ou de dimension infinie.

Ce travail est divisé en cinq chapitres organisés de la manière suivante :

Dans le premier chapitre, nous rappelons les principaux résultats de la

théorie du filtrage non linéaire. La première partie de ce chapitre concerne la

théorie du filtrage non linéaire en dimension finie alors que la seconde partie

de ce chapitre concerne la théorie du filtrage non linéaire lorsque le signal est

à valeurs dans un espace de Hilbert de dimension infinie et l'observation est

de dimension finie.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions un problème de filtrage non

linéaire avec bruits dépendants, un signal de dimension deux, une observa-

tion unidimensionnelle et un grand rapport signal/bruit lorsqu'une seule com-

posante du signal est observée. Le but de ce travail est de déterminer un filtre

approché de dimension finie pour la partie observée et, à I'aide de ce filtre, de

construire un filtre approché de dimension infinie pour la partie non observée.

De plus, on montre que ce filtre approché satisfait une équation aux dérivées

partielles stochastique de type Kushner-stratonovitch de dimension réduite

par rapport à l'équation de Kushner-Stratonovitch associée au problème con-

sidéré. Cette étude est l'objet de la publication [26].

Dans la suite de ce travail, nous étudions un problème de filtrage non

linéaire avec bruits dépendants lorsque le signal et l'observation sont à valeurs

dans des espaces de Hilbert de dimension infinie.

Dans le troisième chapitre, concernant les équations du filtrage, nous mon-

trons que le filtre non normalisé, défini par la méthode de la probabilité

de référence, est solution d'une équation aux dérivées partielles stochastique

parabolique : l'équation de Zal<ai. De ce résultat, nous déduisons que le filtre

est solution d'une équation aux dérivées partielles stochastique non linéaire :

l'équation de Kushner-Stratonovitch. Cette étude est I'objet de la prépublication

.,'lf't'
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[2e].

Dans Ie quatrième chapitre, concernant l'existence d'une densité pour le

filtre, nous:prouvons que le filtre non normalisé est absolumen! continu par

rapport à une mesure,de référence définie sur l'espace des états du signal et

nous montrons que cette densité est solution d'une équation aux dérivées pâr-

tielles stochastique parabolique déduite de l'équation de Zakai par dualité.

Cette étude est l'objet de la communication [28] à la 39ième "IEEE Confer-

ence on Decision and Control" et de la prépublication [30].

Dans le cinquième chapitre, concernant la continuité du filtre par rapport

aux trajectoires de l'observation, nous montrons que le filtre associé à un

problème de filtrage non linéaire âvec bruits indépendants, à valeurs dans des

espaces de Hilbert, est continu sur I'espace des mesures positives sur I'espace

des états du signal muni de la convergence étroite. 
'Cette 

étude est l'objet de

la commorrication [25] à la conféi-ence "Êragne.Stochastics'98" et de la publi.-

carion [27].



Chapitre 1

INTRODUCTION

1.1- FILTRAGE NON LINEAIRE

1.1.1 INTRODUCTION

Le problème du filtrage est d'estimer "au mieux" les trajectoires d'un signal

aléatoire X; connaissant une observation Y1 (partielle et entachée d'erreur) sur

celui-ci. Or, le meilleur estimateur d'une fonctionnelle de X, qui minimise le

risque quadratique étant l'espérance conditionnelle de cette fonctionnelle par

rapport à Ut : o(Y",O ( s ( t), la tribu engendrée pa.r les trajectoires de

I'observation jusqu'au temps t, ce problème revient à calculer la loi condition-

nelle de X1 sachant }1.

Ce problème a étérésolu pour des systèmes linéaires par R.Kalman et R.Bucy

(cf. [52] et [53]). Ce résultat, connu sous le nom de "filtre de Kalman-Bucy",

a été utilisé dans de nombreux problèmes'd'astronomie, de radio-guidage ainsi

que de sirivi de trajectoires. Ce filtre est aussi I'algorithme généralement utilisé

par les ingénieurs après linéarisation des systèmes étudiés.

Le problème de filtrage pour des systèmes non linéaires est plus délicat à

résoudre et la conception d'algorithmes utilisables en pratique bute sur de

grandes difficultés.

t '
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Les principales questions théoriques qui se posent en filtrage non linéaire sont

les suivantes :

Peut-on établir des équations générales du filtrage non linéaire et obtenir

des résultats d'unicité pour celles-ci ?

Peut-on obtenir de bonnes approximations des solutions des équations

du filtrage, faciles à mettre €ri o€uwê numériquement ?

Existe-t-il des filtres approchés de dimension finie ?

Le filtre admet-il une densité régulière ?

Le filtre possède-t-il des propriétés de continuité par rapport aux trajec-

toires de l'observation ?

Les techniques du.calcul difiérentiel stochastique développçgs a,u cours des

années i960-1970 ont permis à Hlîùshner {59] de prouver que le filtre as-

socié à un.problème de filtrage non linéaire est solution d'une équation aux

dérivées partielles stochastique : l'équatiorr de Kushner-Stratonovitch. Ce

résultat a été obtenu par d'autres techniques par M.F\isaki, G.Kallianpur et

H.Kunita [45] en introduisant la notion de processus d'innovation associé au

problème de filtrage considéré. Toutefois, la non linéarité de l'équation de

Kushner-Stratonovitch implique de grandes difficultés dans l'étude des pro-

priétés de sa solution. Ce problème a été résolu pa.r M.Zakai [86] qui a prouvé

que Ie filtre non normalisé associé à un problème de filtrage non linéaire

avec bruits indépendants et coefficients bornés est solution d'une équation

aux dérivées partielles stochastique parabolique : 'l'équation de Zakai La

méthode introduite par M.Zakai a été étendue au cas de problèmes de filtrage

non linéaire avec bruits dépendants et coefficients bornés par M.Davis [20],
M.Davis et S.Marcus [21] et E.Pardoux [72]. Les équations du filtrage as-

sociées à des problèmes de filtrage non linéaire avec coefficients d'observation

non bornés ont été établies par E.Pardoux [73] et J.Baras, G.Blankenship et

W.Hopkins [4] dans le cas de systèmes de filtrage avec bruits indépendants et

par P.Florchinger [a1] pour des systèmes de filtrage avec bruits dépendants et



une observation unidimensionnelle.

La forme robuste de l'équation de Zal<ai associée à un problème de filtrage

non linéaire âvec bruits indépendants et coefficients bornés a été introduite par

J.Clark [16] et M.Davis [20] a,fin d'étudier certaines propriétés de continuité

du filtre. Par application d'une transformation multiplicative, I'équation de

Zakai est réduite en une équation aux dérivées partielles déterministe dont les

coefficients'dépendent de la trajectoire du processus d'observation. La forme

robuste de l'équation de Zakai a été établie par J.M.Bismut et D.Michel [10]
et E.Pardow 172) dans le cas de systèmes de filtrage non linéaire avec bruits

dépendants et coefficients bornés et par W.Hopkins [48] dans le cas de systèmes

de filtrage non linéaire avec bruits indépendants et coefficients non bornés. Le

cas de systèmes de filtrage non linéaire avec bruits dépendants et observation

unidimensionnelle à coefficient non borné a été traité par P.Florchinger en

suivant une idée introduite par P.Canna,rsa et V.Vespri dans [12].

L'analyse numérique des équations du filtrage non linéaire est l'objet de

différents travaux menés par de nombreux auteurs. Des schémas de discrétisation

en temps de l'équation de Zakaiassociée à des problèmes de filtrage non linéaire

avec. bruits indépendants ont été proposés par H.Kushner [61], H.Korezlioglu

et G.Mazziotto [55], G.Di Masi et W.Runggaldier [23], G.Di Masi, M.Pratelli

et 
'W.Runggaldier 

[24], A.Bensoussan, R.Glowinski et A.Rascanu [8], F.Le

Gland [62] et K.Ito [a9]. Les algorithmes proposés par ces auteurs ont une

vitesse de convergence d'ordre ô où 6 est le pas de discrétisation en temps.

La discrétisation en temps de l'équation de Zakai associée à des problèmes

de filtrage non linéaire avec bruits dépendants a été étudiée par R.Elliott et

R.Glowinski [31] et P.Florchinger et F.Le Gland [43]. La vitesse de convergence

des schémas de discrétisation exposés dans ces travaux est y'ô où ô est le pas de

discrétisation en temps. Un schéma de discrétisation en temps pour l'équation

de Kushner-Stratonovitch associée à des problèmes de filtrage non linéaire

avec bruits dépendants est proposé par K.Ito et B.Rozovskii [50] en utilisant

une méthode de prédiction/correction. D'autre part, un schéma numérique

pour les problèmes de filtrage non linéaire avec bruits indépendants, utilisant

. : *
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la décomposition en chaos de Wiener due à Cameron-Martin a étê étudiée
par S.Lototsky, R.Mikulevicius et B.Rozovskii [65]. Cet algorithme permet de

séparer les calculs utilisant les observations de ceux utilisant uniquement les
paramètres du signal et ainsi de réaliser ces derniers "off-linell.

Les équations du filtrage non linéaire étant de dimension infinie, il est im-

portant de déterminer, si possible, des filtres de dimension finie ou au moins des

filtres approchés de dimension finie. Des filtres de dimension finie ont été pro-

posés par V.Benés [5], J.Levine [AS] et W.Wong [83] pour certaines classes de
problèmes de filtrage non linéaire. Toutefois, M.Chaleyat-Maurel et D.Michel

[1a] ont prouvé que des filtres de dimension finie ne peuvent être construits
que poru une classe négligeable de problèmes de filtrage non linéaire. Pour

contourner ce problème, certains auteurs ont proposé des filtres approchés de

dimension finie, pour différentes classes de prollèmes de filtrage non linéaire,
qui peuvent être calcuiés à l'aide d'rrn nombre fini d'équations. Parmi ce,.

différents auteurs citons W.Flerning, D.Ji et E.Pardoux [35] et W.Fleming,

D.Ji, P.Salame et Q.Zhang [e0] qui ont étudié des problèmes de filtrage,linéaire
, pax morceaux, W.Flerning et E.Pardoux [38] qui ont étudié des problèmes
, de fiitrage monotone par morcearx, R.I(atzur, B.Robrovsky et Z.Schuss [f+],

J.Picard [76] et lTZl et A.Benst.r,rssan [7] qui ont étuttié des proùlèmes cle fil-

trage asymptotiquement observé et l.Yaesh, B.Bobrovsky et Z.Schuss [84] pour

le cas asymptotiquement non observé

Le problème de l'existence d'une densité régulière pour le filtre a été étudié
par utilisation de techniques usuelles en théorie des équations aux dérivées par-

tielles stochastiques ou du calcul des variations stochastique (calcul de Malli-

avin). En utilisant des techniques de Ia théorie des équations âllx dérivées par-

tielles stochastiques développées par E.Pardoux [71], N.Krylov et B.Rozovsky
: [56] et E.Pardoux l72l ont montré, sous une hypothèse d'uniforme ellipticité,

I'existence d'une densité régulière pour la solution de l'équation de Zaku a*

sociée à un problème de filtrage non linéaire à coefficients bornés. Un résultat

analogue a été obtenu, sous l'hypothèse de Hôrmander, par M.Chaleyat-Maurel

et D.Michel [13] en utilisant des propriétés des opérateurs pseudodifférentiels

10



et par H.Kunita [57] en utilisant des techniques de perturbation. En utilisant le

calcul de Malliavin, D.Michel [68] et J.M.Bismut et D.Michel [10] ont montré,

sous I'hypothèse de Hôrmander, I'existence d'une densité régulière pour Ie fil-

tre associé à un.problème de filtrage non linéaire à coefficients bornés. Cette

méthode a été étendue au cas de problèmes de filtrage non linéaire avec bruits

indépendants et coefficients d'observation non bornés par G.Ferreyra [34] et

par P.Florchinger [40] lorsque les bruits sont dépendants et I'observation uni-

dimensionnelle à coefficient non borné

La continuité du filtre par rapport aux trajectoires de I'observation pour

la'norme de Banach sur C6([0,f],Ro) a été introduite par J.Clark [16] pour

des problèmes de filtrage non linéaire avec bruits indépendants et coefrcients

bornés. Ce résultat a été étendu au cas de problèmes de filtrage non linéaire

avec bruits dépendants et coefficients bornés par M.Davis [20], M.Davis et

M.Spathopoulos [22] et R.Elliott et M.Kohlmann [32]. Le cas de problèmes de

filtrage non linéaire avec bruits indépendants et coefficients d'observation non

bornés a été étudié par W.Fleming et S.Mitter [37] lorsque les coefficients de

I'observation sont polynômiaux puis, par H.Sussmann [81] dans Ie cas de coef-

ficients. d'observation de classe C2 vérifiant une condition limite au voisinage

de l'infini. En combinant les résultats de M.Davis et M.Spathopoulos l22l et

H.Sussmann [81], P.Florchinger [39] a prouvé la continuité du filtre par rap

port aux trajectoires de l'observation pour un problème de filtrage non linéaire

avec bruits dépendants et une observation unidimensionnelle dont le coefficient

d'observation satisfait une généralisation de la condition limite introduite par

H.Sussmann dans [81]. Pour conclure, remarquons qu'une notion plus faible

de continuité pour le filtre a été étudiée par M.Chaleyat-Maurel et D.Michel

[15] dans Ie cas de problèmes de filtrage non linéaire avec bruits dépendants et

coefficients bornés.

L;L.2 LE PROBLEME DE FILTRAGE NON LINEAIRE

Soit (Q, F,(fr)rr_o,P) un espace probabilisé complet et (Wù>-s et (%)1x deux

processus de'Wiener standards indépendants, définis sur cet espa,ce et à valeurs

11



dans IRt et IRd repectivement.

Considérons Ie problème de fi.ltrage non linéaire associé au processus stochas-

tique signal/observation (Xt,Y)r>g, à valeurs dans IR' x IRd, solution du

système différentiel suivant :

(1 .1 )

ou

(H1) Xs est une variable aléatoire à valeurs dans IR", indépendante du pro-

cessus de Wiener (Wr,V)r>0.

(H2) b, f et g sont des applications mesurables, lipschitziennes et bornées de

]R" dans Rt, Rt"t et lRt"d respectivement.

(H3) h. est une application mesurabie et bornée de IR' dans IRd.

Pour un exposé plus détailé des techniques de filtrage non linéaire lorsque les

coefficients du système dépendent non seulement du signal mais aussi du temps

et de I'observation nous'renvoyons le lecteur au cours de E.Pardoux dans [74].

Le filtre associé au problème de filtrage (1.t) est alors défini de la manière

suivante :

Définition L.1.1 Pour toute foncti,on $ dans C6(W,R), on noter{$), le

fi,ltre associ,é au problème de filtrage (1.1) défi,ni par :

nt(ô): Elô6ùl!,1

où lt : o{Y,0 < s < t} est la tribu engendrée par les trajectoi,res d,e l'obseruation
jusqu'au temps t.

y: 
Io' h(x,) d,s *V

t2



I..I..3 LE FILTRE NON NORMALISE

Dans ce paragraphe, nous définissons le filtre non normalisé associé au problème

de filtrage (1.1) par la méthode de la probabilité de référence.

Soit (Z)pe Ie processus stochastique défini pour tout t ) 0 par :

zt : exp (lr' o(r") dy" - | lr' llo{r"tll, ar) e.2)

Alors, comme la fonction h est bornée, nous avons E(Zr'): 1, pour tout

t>0.

Ainsi, si nous notons P la probabilité définie sur l'espace probabilisable (O, F, (Fr)r>o)

pax l? dérivée de Radon-Nikodym

d'Pl r"-r
: 2 t  tdplr,

nous déduisons du Théorème de Girsanov que le processus stochastique ,(Y)r>o

esti sous la probabilité P, un (fr)r>o processus de Wiener indépendant du pro-

cessus (Wr)r>o.

Nous pouvons alors définir le filtre non normalisé associé au problème de fil-

trage (1.1) de la manière suivante :

Définition 1.1-.2 Pour toute fonction $ d,ans Cb(R",lR), on note p($), te

filtre non normalisé assoc'ié au problème d,e fiItrage (1.1) d,éfini par :

pt@) :E lô(xr)zrllrl

oùE déslgne I'espérance sorrs Ia probabi,litéP.

De plus, le filtre et le filtre non normalisé sont liés par la formule de Kallianpur-

Striebel (cf. [51] par exemple) énoncée dans le résultat suivant :

13



Théorème 1.1.3 Pour toute foncti,on $ dans C6(R", R) nouE o,uons

nt(ô):ffi

L.L.4 LES EQUATIONS DU FILTRAGE

Dans ce paragraphe, nous rappelons les équations du filtrage satisfaites par le

filtre et le filtre non normalisé définis aux pa,ragraphes précédents.

Dans ce but, posons a : f f* * gg* et définissons, pour toute fonction /
de C2(lR",lR), les opérateurs aux dérivées partielles suivants :

Loô@) : Lr,Or#(")+ l,l_,ou{ùffi{,)
Loô@) : ht(n)g(r) +ig'o(ùff iA;, , i :1,.. . ,d.

Alors, le filtre associé au problème de filtrage (1.1) est solution de l'équation

de Kushner-Stratonovitch rappeiée dans le résultat suivant (cf. Pardoux [7a])

Théorèm e L.L.A Pour toute foncti,on Q d,ans C2([ln,lR), /e fittre rr,($) est

solution de l'équati,on o,ur dériuées parti,elles stochasti,que

nr(ô) : nr(ô) + fo' n,(Log) d,s +*lr'r"rtoù - n,(hi)tr,(QD dri (1.4)

f t
où u1 - Y- I nr(h) ds est un processus de Wiener standard appelé le processus

J O
d'innouation assoc'ié au problème de fi,ltrage (1.1).

De plus, le filtre non normalisé associé au problème de filtrage (1.1) est solution
de l'équation de Zal<u rappelée dans le résultat suivant (cf. Pardoux [74])
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Théorème 1.1.5 Pour toute foncti,on $ dans C2(W,lR), /e'filtre non nor-
malisé p(Q) est soluti,on de l'équat'ion au:x dériuées partielles stochasti,que :

Lorsque le filtre non normalisé admet une densité de classe C' p* rapport à la

mesure de Lebesgue, l'équation aux dérivées partielles stochastique satisfaite

par cette densité se déduit aisément de l'équation de Zal<ai (1.5) par dualité

(cf. Pardoux [74]) :

Proposition 1.1.6 Si,le f,ttre non nonnalisé p1 ad,met une ilensi,té p1 d,e classe

C2 par rapport à la mesure de Lebesgue alors, pt est solution de l'équati,on aur

dériuées parti,elles stochasti,que

t t d f t
pr(ô) : po(ù + Jo o,(Lofi ds + 

*_J, 
p,(kô) dY!.

r t d r t
Pt: Po * Jo ,ôo"ds +\ Jo t;n"av;

q,(n):qo(r) + lo' (t""n,tù -int:n,Or) o,

Remarque 1.1.7 Di,fférents schémas de di,scrétisati,on en temps de l'équat'ion
(1.6) onf été 'proposé par d,ifférents auteurs'au cours d,es d,ernières années (cf.
par erenxpte [62] et ftSJ et les références contenues dans ces detn articles).

Supposons maintenant que g = Let, pour tout t ) 0, posons :

qr(r) : p6(r) exp(- < h(r),Y, >).

Alors, le processus qt(r) est solution de la forme "robuste" de l'équation de
Zal<ai; c'est à dire de l'équation aux dérivées partielles déterministe

(1 .5 )

(1 .6 )

(1.7)

: t .

où Éy, est I'opérateur différentiel du second ordre défini pour toute fonction /
de classe C' pu

L",ô@) : exp(- < h(*),Y, >) És(exp(< h(r),y, >)ô@D.
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Nous allons à présent donner une condition sous laquelle le filtre associé au

problème de filtrage (1.1) est absolument continu par rapport à la mequre de

Lebesgue.

Définissons les champs de vecteurs suivants :

.a .a
( Jo :U i - ,  Uo :  f l . : - ,  L  1 i1n .
, orj orj

Soit 6 l'algèbre de Lie engendrée par Ur, ...,Un et,4l'algèbre de Lie engendrée

ptr Uo, Ut, . . . ,Un.

Notons T(Ut,...,Un) I'idéal engendré par B dans "4; c'est'ildire

T (U r , . . . , ,Un )  :  { ( Ju . . . ,Un , , lUu ,U i l 0  1 i , i  1n , lU1 , [U i ,Ue ] ]  0  1 i , i , k  <  n ]  .

Nous avons alors le résultat suivant

Théorème 1.1.8 Supposons qw: tous les coffic'ients d,u problèr,re"-de fi,ltrage

(1.1) sont de classe Cf;.

Alors si I(tly . . . ,Uà(Xo) : IR', le fi,Itre non narrnali,sé p1 admet une densi,té

de cLasse C* par rapport à la mesure de Lebesgue.' .

1.1-.5 CONTINUITE DU FILTRE

Les processus stochastiques rx et p1 définis dans les paragraphes précédent sont

des fonctions de l'observation qui ne sont définies que PY presque sûrement, où

Pv désigne la loi marginale du processus stochastique Y. Or, en pratique, nous

aimerions pouvoir évaluer ces processus en une trajectoire de l'observation et

pour cela, il est nécessaire de déterminer une version continue de I'application

a -  Pt(Ô,a).

Le résultat suivant, concernant les problèmes de filtrage non linéaire avec bruits

indépendants et coefficients bornés, a été prouvé par J.Clark [16].
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Théorème 1.1.9' Il eni,ste une foncti,onnellel d,e Cs(10, f], B.d) danslF'., con-
ti,nue pour la norme de Banach sur Cs(10,?], Ro) telle que

f (s ) :  r t (ô ,a )

presque sû,rement. De plus, la foncti,on I est localement l,ipsch'itzi,enne.

Pour conclure ce paragraphe, rappelons le résultat de continuité "au sens de
Sussmann" dû à I\f.Chaleyat-Maurel et D.Michel [15].

Supposons que tous les coefficients du système différentiel stochastique (1.1)
sont de classe Cf.

Pour tout u dans L\*(R*,Rd), définissons les processus

xI : xo + [' b@!)d,s + [' r6gdw" +f t' s(x!)ut(s) d,s
Jo  \  ù /  Jo '  i : r ru

et

/ t t  1  ç t -  
- l  

r t d  \zi :exp | / hi(x!)ui(s) d' -, Jo u,n,txy) d' - ; JrnhT7g ds)
\ r 0  z  i JoT : t  /  . -

où t/i, 1 < i < d, est l'opérateùr différentiel du premier ordre défini pour toute 
''

fonction / de classe Ct p* :

ûnô@): gl"; '#@).
Pour tout t ) 0, associons à u la mesure py aànnie,pour toute fonction / dans
Cu(lR,",lR) par :

pï@): E(ô6nzn

Alors, le résultat suivant a été montré dans [15].

Théorème 1.1.10 Pour tout u dans L2(10, T], Rd), e > 0 et pour toute fonc-
tion li,pschitzienne S deW d,ansR", on 0, :

/ r t \
l i 'qP I sup lp,@) - É(ûl> el syg^lY, - l^ u(s)dsl S ô I :0.
6*o \ogt5r 

' 
o<t<r' 

- 
Jo /
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1.1.6 FILTRES APPROCHES DE DIMENSION FINIE

Dans ce paragraphe, nous rappelons un résultat conrernant les filtres approchés

.associés à des problèmes de filtrage non linéaire avec bruits indépendants et

un grand rapport signal/bruit établi par A.Gegout-Petit [46] (voir aussi [47])

que nous généraliserons au Chapitre 2 à des systèmes de filtrage.non linéaire

avec bruits dépendants.

Le problème de filtrage non linéaire considéré dans [46] est de la forme :

(1 .8 )

où le signal (Xrt, X?) est à valeurs dans IR2 et i'observation est à valeurs rlans

IR" De plus, ce système est partiellement observé dans ie sens où la fonction

d'observation ne depend que de la composante X*l du signal.

En outre, nous supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :

. (V1\t20, (V])t2o et (W)26 sont des processus de'Wiener réels standards

indépendants, définis sur un espace probabilisé (Q,f , P).

. XJ est déterministe.

. X3 est une variable aléatoire réelle indépendante des processus (Vr1)11e,

(Vr')r>o et (WùÈs.

o fi et /2 sont des fonctions de IR2 dans IR de classe Cf.

o La fonction g définie pour tout (r1,r2) dans IR' p*

g(r r , r ' )  :  [ "  l r (u ,nz)du
JO

xl : xo, * to' f,,{r:, x!) ds + urr

x? : x3 + lr' rdr:, x!) ds + v,2

Y: Io'h(xi) d,s + e \\
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est de classe Cf .

o h est une fonction injective de IR dans IR, de classe Cl,telIe qu'il existe
a ) 0 tel que pour tout r € lR, 0 < a < h'(r).

Alors, le filtre approché (Mr)r>o défini par

Mt : xt * ! lo' {an - h(M,) d,s) i

satisfait le résultat suivant.

Proposition 1.1.L1 Soit T > 0 firé; sous la probabi,Ii,té P nous &aonE, po,u,r
tout t  € [0,?] ,

(i,) (xl - Mt) : o(,re).

(ii) Elxll)r,l - Mt: o(\D.

D'autre part, le processus stochastique (f1)11e défini par :

/  Î t  ' y . r  w 2 \  s v r  L  [ '  ,  , o ,  r z 2 r 2 ; - \fr : exp (1,' r,6:, xï dx: -; I,' r,(x!, x?y d,)

étant tel que .E(f11) : 1 pour tout I ) 0, le Théorème de Girsanov implique '-:i"

que le processus stochastiqu" (Xi)ao est, sous la probabilité P définie par la
dérivée de Radon-Nikodvm

dFl  -  F- l
f f lo-  "

un (Fr)r>o processus de Wiener indépendant des processus stochastiques (Xf )12e
et (Wùès.

Définissons alors les processub stochastiques (X?)r>o et (is)61s par :

x? : x3 + to' rr{r,, x?(M)) d,s + vl

et
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ir : exp (lr' ntr", xl1 au" -, Ir' r,(M", x?)' d')

et posons

,, \ Éle7ili,lMtl
trt\e): --fflMr)

Alors, pour toute fonction cp dans Cf(R), on a:

pt(ç) - n lofx?)lq,l: o1u7

et le filtre approché ltt(ç) satisfait l'équation de type Kushner-Stratonovitch

indépendante du processus stochastique (Xrl)i2o énoncée dans le résultat suiv-

ant.

Proposition 1.1.12 Pour toute foncti,on g dans Cl(R'), le filtre approché

ttr(d est solut'ion de l'équati,on aun dér'iuées parti,elles stochast'ique

pt(d : E|XS) + fo' u,@(s;,t")p) d,s
t t

+ I lp,(f'(M",.) d - r.r,(ù F,(h(M",.))lldM" - F'(f{M"' .)) dtl
J o _

ou

1
L6,,y1p(r):  i r"  

( t)  + ç'@) fr@,A).

De plus, le processus stochastique (o1)12e défini pour toute fonction I de Cf (IR)

pax :

ot(ç): Elçxïi,llrl

satisfait l'équation aux dérivées partielles stochastique, de type Zal<ai, suivante

ot(ç) : oo(p) + lo' 
o,(L(,,rrt) p) a, + lo' 

o,(ilM,, ) ç) dM,'



L.2 FILTRAGE SU'R LES ESPACES DE HILBERT

L.z.L INTRODUCTION

La théorie du filtrage pour des systèmes en dimension infinie a été développée

à partir du début des années 1970 par de nombreux auteurs.

L'étude des problèmes de filtrage associés à des systèmes linéaires en dimension
infinie est I'objet d'une vaste littérature. Parmi les nombreux travaux publiés

sur ce sujet, citons ceux de R.Curtain et A.Pritchard [17], H.Kushner [60] et
A.Bensoussan [6]. L'objet principal de ces travaux est d'établir les équations

du filtre de Kalman-Bucv associé à de tels svstèmes.

Les équations du filtrage associées à des problèmes de filtrage non linéaire

lorsque le signal est à valeurs dans un espace de Hilbert de dimension infinie et
I'observation est de dimension finie ont été établies par N.Ahmed [1], N.Ahmed

el J.Zabczyk [3] et N.Ahmed, M.F\rhrman et J.Zabczyk [2] pour des systèmes
avec bruits dépendants et des coefficients de diffusion constants et par R.Elliott

et J.Moore [33] pour des systèmes avec bruits indépendants et des coefficients

de diffusioir dépendant du signal.

L'équation de Zakai associée à un problème de filtrage non linéaire avec bruits
indépendants lorsque le signal et I'observation sont à valeurs dans des espaces

de Hilbert de dimension infinie a été établie par P.Florchinger dans [42].

L'existence d'une densité, par rapport à une mesure de référence sur l'espace

d'états du signal, pour le filtre associé à un problème de filtrage non linéaire

avec bruits dépendants lorsque le signal est à valeurs dans un espace de Hilbert

de dimension infinie et I'observation est de dimension finie a été prouvée par

N.Ahmed, M.F\hrman et J.Zabczyk dans [2].

Le but de ce paragraphe est de rappeler les principaux résultats établis par

N.Ahmed, M.F\rhrman et J.Zabczyk dans [2].
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L.2.2 PROCESSUS DE \MIENER

Dans ce paf,agraphe, nous allons rappeler la définition d'un processus de Wiener

à valeurs dans un espace de Hilbert.

Soit ((), F, (Fr)rr-', P) un espace probabilisé complet, H et U deux espaces de

Hilbert sépa,rables et Q un opérateur symétrique, positif appartenant à I(U).

Supposons tout d'abord que Tf I < *oo. Alors il existe un système orthonor-

mal complet (e3) dans [/ et une suite bornée de nombres réels positifs tels

que

Q e* :  Ànen ,  l c  :1 ,2 ,  " '

Définitio n L.2.L Un processus stochastlque (WQ))t>0, à ualeurs d,ans (1, e:st

un Q-processus de Wiener si,

1 .  W(0)  :0 .

2. Le processus (W(t))rzo est à trajectoi,res continues et à accroisse-

ments i,nd,épend,ants.

3. Pour tous t,s ) 0, la loi de la uariable aléatoi,re (W(t) -W(s)) est

gaussi ,enned, 'espérance0etd,ecouar iance(t_ ' )Q.

Si, de plus le Q-processus de Wi,ener (17(t))r>o est tel que

1. W(t) est F1-mesurable.

2: W(t+ h) -W(t) est indépend,ant d,e f1, V/ù > 0, Vt > 0

nous d,i,rons que (W(t))r>o est un Q-processus d,e Wiener par rappor-t à la fit-

trati,on (Fr)r>o.

Nous avons alors le résultat suivant

Proposition !.2.2 Si (W(t))t2s est un Q-processus de Wiener tel que TF

Q < +æ, alors
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1. (W(t))t>o est un processus gaussi,en surU et

E(W(t)1 :9, Cou(W(t)) :  tQ, t  > 0.

2. Pour tout t, (W(t))r>o peut s'écrire
oo

W(t) : I r/rn ln(t) "o
(1.e)

i = I

où
gn ( t ) : *  .  W( t ) , e i> ,  , i : 1 , 2 , . . .

t/ ^t

s ont d,es processus de W'iener réels mutuellement i,ndépendants sur

(Q,F,P) et la série d,e (1.9) conaerge dans L2(Q,F,P).

La variation quadratique d'un Q-processus de Wiener (W(t))t2s tel que Th

Q < +oo est donnée par

<W(t)  ) :  tQ,  t  >  0

et le théorème de Levy pour les processus de Wiener réels se généralise dans
le cas de processus de Wiener à valeurs dans [/ de la façoq suivante.

Théorème 1.2.3 Soi,tT > 0; une martingale M e Mî(H) tette que M(0):
0 est un Q-processus d,e W'iener sur [0, T), ad,apté à ta fi,ttration (f1)Ds et
à accro'issements M (t) - M (t), 0 ( s < t < T, i,ndépendants de F", pour

s e [0, Tl si, et seulement si < M(t) ]: tQ, t € [0, ?].

Nous allons à présent supposer que I est un opérateur borné, auto-adjoint et
positif sur U. Q n'étant plus un opérateur nucléaire, le Q-processus de Wiener
n'est plus necessairement à valeurs dans [/; nous allons voir comment étendre
la définition d'un processus de Wiener à ce cas.

Afin d'éviter des cas triviaux, nous supposons que l'opérateur S est strictement
positif, i.e que Qr * 0 pour n + 0.

Considérons [/s : A+g) muni de la norme induite llrllo : rc-+@)ll, u e Us
et soit Ur un espace de Hilbert quelconque tel que
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(i) U est plongé de façon continue dans [/r

(ii) l'inclusion de U6 dans [/r est Hilbert-Schmidt.

Si (gr) est une base orthonormale complète de [/o et (0t) une famille de pro'

cessus de'Wiener standards réels indépendants nous avons le résultat suivant

Propositi on 1.2.4 Le processus d,éfini, par

W(t) : înnp|r ; ) ,  t  >  o
i :L

est un Qyprocessus de Wiener sur U1 tel que tr Q1 I *æ.

Par ailleurs, pour a € U, le processus

<  a ,W( t ) t :  i  1a ,g r>  g r ( t )
i : l

est un processus de Wi,ener réel et

E  <  a ,W( t )  >  <  à ,  W( t )  > :  ( t  A  s )  <  Qa,b  > ,  a ,b  e  U

De plus, nous aaons Im Qi : (Jo et

l l r l lo:  l lSià"11,.

Nous appelons (I4z(t))1>s également un Q-processus de Wiener.

Lorsque I'opérateur Q est nucléaire, 8t .rt Hilbert-Schmidt et si nous prenons

Ut: U nous retrouvons le concept classique de Q-processus de Wiener.

Si Tb Q : *æ, nous appelons le processus construit un processus de Wiener

cylindrique sur U.

Finalement, nous pouvons remarquer que les espaces qÏfUt) sont identiques

pour toutes les extensions U1 possibles.
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L.2.3 LE PROBLEME ETUDIE

Soit (Iaz1(t))r>o t.t processus de 
'Wiener 

cylindrique, défini sur (f), F, (Fr)r>o, P),

à valeurs dans [/ et (W2(t))t>o ùn processus de Wiener standard, défini sur

(n,f.,(fr)rr_o,P), à valeurs dans IRd, indépendant du processus (l,Iz1(t))126.

Soit (X1, Y)r>o le processus stochastique à valeurs dans ,F/ X Rd, solution du
problème de filtrage non linéaire :

F(x")) a, + lo' Rd,w1(s) * Io' " 
d,w2(slT',

l",
- xs+ lo'{aX, *

: 
lo' *(*") d,s +wz(t)

(1 .10)

ou

(H1) Xo est une variable aléatoire fg-mesurable à valeurs dans .F/.

(H2) Le semi-groupe (S(t))rys engendré par l'opérateur A est tel que :

l ls(t)ll 3 M"-o'

powMeto>0 .

(H3) L'application F : H -+ f/ est bornée et lipschitzienne.

(H4) L'opérateur R: U --r 11 est linéaire, positif, auto-adjoint et continu.

(H5) L'opérateur B : IRd --+ I/ est linéaire et continu.

(H6) L'application G : H -* IRd est continue et bornée.

Remarquons que d'après le Théorème 7.4 de [18], par exemple, l'équation
différentielle stochastique définissant le signal (Xr)r>o admet, sous les hy-
pothèses (H1) à (H5), une solution faible unique.
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Pour tout espace de Hilbert réel séparable K, notons UC|@,,K), k € N,

l'espace linéaire des applications Q de H dans K qui sont, ainsi que leurs

dérivées de Fbéchet jusqu'à I'ordre /c, bornées et uniformément continues. De

plus, si ô e UC|(H,lR) est telle que I'application r H Ô@r) définie sur D(,4)

possède un prolongement continu défini sur I/ alors, ce prolongement sera noté,

lui aussi, /a.

En notant, de manière analogue à [2], l'espace 2s défini par :

Do: {ô e ucl(H,R)lôo e uCl(H,R),ô*, et (ôe),, e uCl(H, Lr(H, H))}

nous pouvons définir le filtre associé au système (1.10) de la manière suivante.

Définition t.2.5 Pour toute fonction S dans Ds, on noteTlr(Ô), le filtre as'

soci,é au système (1.10) défi'ni', 'pour toutt) 0, par :

n,(ù: ElôTilYl
I

où)), : o{Yr,,0 5 s < t} est la tribu engendrée par les trajectoires du processus

d'obseruati,on jusqu'au temps t.

En utilisant ia méthode de la "probabilité de référence" nous définissons main-

tenant le filtre non normalisé associé au système (1.10).

Soit (Z)p6 le processus stochastique défini, pour tout t ) 0, par

zt: exp (lr' . G(x,), dy, )v -, Ir'llc(x")llî d')

Alors, comme I'application G est bornée, nous avons E(Z;r): 1, pour tout

t > 0 et, si nous définissons la probabilité P sur I'espac e (9, F, (Fr)r>o) pa.r Ia

dérivée de Radon-Nikodvm

d'P I rz-r
d,r l , , :  o'

le théorème de Girsanov (voir [70]) entraîne que le processus stochastique

(Y)rr-o est, sous la probabilitéP, un (4)r>o processus de Wiener standard,
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indépendant de (% (t))r>g.

Nous pouvons alors définir le filtre non normalisé associé au système (1.10)

de la manière suivante.

Définition L.2.6 Pour toute foncti,on S dans Ds, on note pr(Ô), le f'ltre non

normalisé associ,é au sgstèrhe (1.10) défi'ni', pour toutt ) 0, par

pr(ô) :Elô6ù ztlutl.

De plus, le filtre et le fi.ltre non normalisé sont liés, pour toute fonction / dans

Ds,, par la formule de Kallianpur-Striebel (cf. [51] par exemple) :

n(ô):m
L.2.4 L',EQUATTON DE ZAKAr

En utilisant les techniques usuelles du filtrage non linéaire N.Ahmed et J.Zabczyk

[3] ont montré que le filtre non normalisé associé au système (1.10) est solution

d'une équation aux dérivées partielles stochastique : l'équation de Zakai.

Théorème L.2.7 Pour tout fonct'ion $ dans Ds, Ie fiItre non norrnalisé p($)

est solution de I'équation aun dériaées partielles stochastique

pt(ô) : po(ô) + 
lo' o,QoS) d,s + 

lo' 
. o"Q1S),dY, >yya

où Ls et L1 sont les opérateurs di,fférentiels du deunième et premi,er ordre

définis par :

Loô6):1 x,A*ô,(x))r * < F(x),ô,6) >, +rrTr((ntr + BB*)Ô,'(x))

et

Lft(x) : G(x)ô(x) + B* ô,(x).
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L.2.5. EXISTENCE D'UNE DENSITE POUR LE FIL.

TR,E

Supposons maintenant que les hypothèses suivantes sont elles aussi satisfaites.

(Hz) Les opérateurs Q1 - 
/ t t(")Q.9(s)*ds, t ) 0, avec Q: RH + BB*,

sont traçables. 
Jo

(H8) L'opérateur Q*: fo** "'o 
Q etA. dt est nucléaire.

Soit p la mesure gaussienne sur f/, d'espérance 0 et d'opérateur de covari-

ance Qool c'est à dire, l'unique mesure invariante sur fI associée à l'équation

différentielle stochastique

xt: xo + lo' ,l,x,a, * Io' Rdwttù + l, Bdw2(s).

Nous supposons de plus, que la mesure pc satisfait I'hypothèse suivante.

(Hg) La loi u de Xsest absoiument continue par râppor t à tret qo - 
# 

*t

dans L'(H, p).

Alors, nous avons le résultat suivant concernant l'existence d'une densité pour

le filtre non normalisé pl par rapport à la mesure p.

Théorème 1.2.8 Supposons que les hypothèses (H1) à (H9) sont satisfa'ites

et que

(i) ImQ* C Dom(A) et i,l eriste K > 0 tel que pour tout r,A e H

I I r, AQ*a > | < rc@lt11qir1

0,i.) n enste C > 0 tel que pour tout r e H

lQ-àp@)l s c
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(i,i,i,) ImB c Im QLn Im R.

Alors, il eriste un processus (!t)t>o-adapté (qr)ao à ualeurs dans L2(H,1r) tel
que pour tout t ) 0,

pr(dr) : qr(*) p(dr)

et, la d,ensité (q1)>s est l'uni,que solut'ion faible d,e I'équati,on aux d,ériuées par-

tielles stochasti,que dédui,te de I'équat'ion de Zakai, par duali,té.

:.,ËÊ
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Chapitre 2

FITTRAGE D'UN SIGNAT
PARTIELTEMENT OBSERVE
DANS tE CAS D'UN GRAND
R,APPORT SIGNAL/BRUIT
POUR UN SYSTEME AVEC
BRUITS DEPENDANTS

2.L INTRODUCTION

te but de ce chapitre est d'étudier un problème de filtrage non linéaire avec
bruits dépendants et un grand rapport signal/bruit lorsqu'une seule com- *'

posante du signal est observée.

En fait, nous considérons un problème de filtrage non linéaire de la forme
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t',
l',

- xo* fo' rlr,)ds * lo' o&")ar,* Io' b(x,)dw"
(2.r)

où le signal Xt: 6t, X?) est à valeurs dans n2, l'observation- Y1 est à valeurs

dans IR. et la fonction d'observation h n'est pas injective, dans le sens où elle

dépend uniquement de la composante Xj du signal.

Notre objectif est de déterminer la loi conditionnelle du processus X1 sachant

Ut : o(Y",0 ( s < t), la tribu engendrée par les trajectoires de I'observation

jusqu'au temps t. Dans le cas de problèmes de filtrage non linéaire, cette

Ioi conditionnelle satisfait une équation aux dérivées partielles stochastique :

l'équation de Zakai [86].

La fonction h ne dépendant que de la composante Xrl du signal, la composante

X! du signal n'est pa,s forcément J/, mesurable lorsque € : 0. Par conséquent,

nous sommes donc amené à distinguer les deur cas suivants

o La variance conditionnelle de toutes les composantes du signal tend vers ,

0 quand e tend vers 0 : c'est à dire que ie signal est observable.

o Le signal n'est pas entièrement observé quand € : 0.'

Dans le cas de problèmes de filtrage non linéaire avec bruits indépendants, des

critères d'observabilité du signal ont été établis sous différents jeux d'hypothèses

par O.Zeitouni et A.Dembo [87], J.Picard [7S], I.Yaesh, B.Bobrovsky et Z.Schuss

[84] et P.Milheiro [69]. Dans [84], des conditions suffisantes pour l'observabilité

du signat sont obtenues à I'aide d'un développement asymptotique formel de la

loi conditionnelle de Xr sachant J)t pour un signal de dimension deux lorsque

seule l'une des composantes du signal est observée. Un cas particulier du

problème exposé dans [84] a été étudié par P.Milheiro dans [69] lorsque la

composante du signal n'est pas bruitée.

: 
lo' rr{x,)d,s * ew1
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Lorsque le signal Xt : (J'1, X?) n'est pas entièrement observé quand € : 0

et que les bruits du système de filtrage sont 
'indépendants, Y.Takeuchi et

H.Akashi [82] ont montré, en supposant que seule la composante Xrl du sig-

nal est observée, que Elq(Xl)/}1] tend en probabilité vers nlq@)lX|1,

où,A/ : o(X1,0 ( s ( t), quand e tend vers 0. En utilisant ce résultat

ainsi que les propriétés de continuité du filtre pax rapport à l'observation

prouvés entre autres par M.Davis et M.Spathopoulos [22], H.Sussmann [79],

P.Florchinger [39] et M.Chaleyat-Maurel et D.Michel [15], A.Gegout-Petit [46]

montre I'existence d'un filtre approché (c'est à dire d'une semi-martingale J/'-

mesurable définie par un nombre fini d'équations) pour la composante Xr2 du

signal lorsque le signal est de dimension deux et l'observation est de dimension

un. L'idée développée dans [46] est de remplacer X] par un filtre approché

dans l'équation de Zakai satisfaite par Efp@r2)lx:l qui est la limite en pro

babilité de Elç$l)lY'1.

Cette méthode donne un rayon de convergence d'ordre e entre le filtre et le

filtre approché qui est solution d'une équation aux dérivées partielles stochas-

tique parabolique de dimension réduite par rapport à l'équation de Zal..a'i et

par conséquent plus facile à résoudre numériquement. 
:

Le but de ce chapitre est d'étendre le résultat établi par A.Gegout-Petit [46]

à des systèmes de filtrage non linéaire avec bruits dépendants.

Ce chapitre est divisé en trois paragraphes organisés de Ia manière suivante.

Dans le premier paragraphe, nous introduisons le problème de filtrage non

linéaire étudié dans ce chapitre et nous définissons des filtres approchés pour

Elxr'llrl et Efp(Xl)llrl. Dans le deuxième paragraphe' nous calculons

I'ordre de l'approximation de Elq@r2)/Jir] p* le filtre approché introduit

au,paragïaphe précédent. Dans Ie troisième paraglaphe, nous montrons que

les filtres approchés définis au premier paragraphe sont solutions d'équations

aux dérivées partielles stochastique similaires aux équations de Zaka;i et de

Kushner-Stratonovitch.
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2.2 DEFINITIONS ET PREMIERS RESUL-
TATS

2.2.L LE PROBLEME ETUDIE

Soit (O, F,(Fr)r>o, P) un espace probabilisé complet.. Pour toute semi-ma^rtingale
(Xr)r>o définie sur cet espace, on notera Xt : o(Xr, 0 ( s < t), t ) 0, la tribu
engendrée par les trajectoires du processus (Xr)rts jusqu'au temps t.

Soit e un réel positif, (V')rr_', (Vf)rr_o et (W)rro des processus de Wiener
standards indépendants, définis sur (Q,F,(Fr)r>o,P), à valeurs dans IR et
(Xl)r>g, (X|)r>o et (Yr)r>o les semi-martingales à valeurs dans IR solutions du
problème de filtrage non linéaire suivant

x] :xo' + lo' Tr{*:, x!) ts.+ f; nçxy av;

x? : x3 + lo' rr{t:, x2") ds + fo' uxg av! + lo' u{x1 aw" (2.2)

ou

(H1) Xol est déterministe.

(H2) Xo2 est une variable aléatoire réelle indépendante des processus (V')rro,
(Vr')r>o et (W)r.o

(H3) h et Tz sont des fonctions de IR2 dans IR de classe Cf.

(H4) le,I et b sont des fonctions de lR dans IR de classe C63.

(H5) Il existe des constantes strictement positives /c1 et /c2 telles que pour tout
r€ IR ,0<kr  <k ( r )<k2 .

Y: Io' h(x:) d,s * ew1



(H6) La fonction g définie pour tout (rt , r') dans IR2 par

s(rt, ,2) : Io'' &(u))-' f{u, r2)d,u

est de classe Cf.

(1;Z) h est une fonction injective de IR dans lR, de classe C! telle qu'il existe

a > 0 tel que Pour tout r € IR, 0 < a < h'(,)'

Remarqu e 2.2.L L',hypothèse (H6) est sati,sfai'te si, par eremple, la fonction

h est à support compact par rapport, à la uariable rr '

Pour conclure ce paragraphe, introduisons la notion de comparaison avec les

puissances de e pour un processus stochastique (f1)1>6 adapté dépendant de

Définition 2.2.2 Un processus stochasti,que (ft)t>s ad,apté (Zr)r>o défini sur

(Q, F, (Fr)r>o, P) et dépend,ant de e est d'ordre €n , et on note zt : o(e"), s'i'l

e r i , s te66 )  0  e t r )0  te ls  que,  pour tou t ts>0 e t I<q  (  oo ,  i l  e r i s teC >0 
. "

tel que pour tout € I €6,

,.1ïl- llz'lln 1 ce" et ,:P- llzlln 3 ce'

od l l . l lo est  la nonne d'e Lq(Q,Fr,P).

2.2.2 UN FTLTRE APPROCHE POUR X/ ET nlXt'llt)

L'objet de ce paragraphe est de montrer que le processus stochastique (Mt)t>o

défini par :

- 1 1 t
Mt: xot + ; J, 

r(*")(dY' - h(M') ds) (2'3)

est un filtre approché pour ElXl llrl d'ordre 1f.



Remarque 2.2.3 De la défi,ni,tion du processus stochastique (M)2s, on d,éd,u,it

faci,lement que pour tout t ) 0, Ies tribus Mt et ))1 sont égales.

Le processus stochastique (Mr)r>odéfini par (2.3) satisfait le résultat d'approximation
suivant.

Propositi on 2.2,4 Soi,t T > 0 fr,ré; sous la probabi,tité P nous aaons, pour
tout t € [0,7],

(ù (x| - Mt): o(G).

(ii,) Elxl llrl - Mt : o(\a.

Preuve : Par application de la formule d'Itô. nous avons :

d,(xl'- Mù2 : 2(x| - Mt) (frfx,, xA at + k(xî) dUL - k(Mt) dw,
1-:\'(Mù(h(x:) - h(M,)) dt + k2(x:) dt + nrçus at).

Comme lX|-U4o: ((X,t - Mr)')ï, nùus obtenons en appliquant u.re de*ième
fois Ia formule d'Itô :

d,lxl - u|o : q(x: - M,)o-' (t,W:, x?) dt - !rM,)(h(x|) 
- h(Mt) dt

+ktxl) d,u' - k(Mù dwt)

*ryu{ - Mt)q-2 (k2 (xil + k2(Mt)) dt.
l

D'où

#uurl - M,tnl

*ry E lxl - Mtlc-2 &,6h + k, Wùl .



Comme la fonction h est croissante, nous déduisons de l'égalité ci-dessus et de

(H4), (Hb) et (H7), l'inégalité suivante :

à / - m k ,

htUrl 
- M,lol

+k\q@ - I)Ellx: - M,lo-').

De plus, en posant ̂ 10 : inf{lf € S{ / Nkr > 2}, I'inégalité de Young nous

donne

lxl - M,ln-'V,6|,x?)l s :-*tx: - M,lo. (T)'-' V,6l,x?)l'

et

n3@ -l)1x,', - M,lo-',< fttx; 
- Mlo + klr- 1)g (T)*

Par conséquent, nous obtenons :

d  n r r u l  r r l o l  / q  (

dt.Llx: 
- Mlol = I ?"r"tlx,' - M,lol + crrt)

où Cr et Cz sont les constantes positives définies par :

Cr: .,kr - '#

et
o - 2

cz: (*) ' l l / , l l '  + kï(q- 1)â (*)"

De cette dernière majoration nous déduisons :

#("u"1x; - M,rt) =3,,#,("+)
ce qui implique :

Eilxi - MAol S "-# 4x[ - Molnl+*rî.
Cr' 
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Ainsi, I'estimation (i) se déduit de l'inégalité précédente en remarquant que
X8 : Mt

De plus, l'espérance conditionnelle étant ,r.r" 
"orrrr*tion 

dans tous les espaces
.Lp, l'estimation (ii) est une conséquence immédiate de (i) et de la remarque
2.2.3.  

û

2.2.3 UN CHANGEMENT DE PROBABILITE

Le but de ce paragraphe est d'introduire une nouvelle probabilité sur I'espace
(Q, F, (Fr)rr_o) sous laquelle le processus stochastique (Xl)r>o est indépendant

des processus de Wiener (Vr')r>o et (Wùès.

Soit (f1)11s le processus stochastique défini par :

f1 : exp ( [' &fr:t)-' t,tx!, x:) dx: - ; lr' @(x,))-' ï,(x], x), as) .
\ J 0  \  - ' t  -  

z J Ù

Des hypothèses (H3) et (H.1) nous déduisons que E(f|t) = 1 pour tout t ) 0.

Alors, en notant ^Ê la probabilité sur (0, F,,(F.)r>o) définie par la dérivée

de Radon-Nikodym

#1,,: r, 1,
le théorème de Girsanov implique que le processus stochastique (Îrl)r>s défini
pour tou t t )0par :

Xl : lo' n-'çx)ax!

est un processus de Wiener sur l'espace (Q,F,(Fr)r>o,F).

De plus, comme X| : i|,te processus stochastique (X/)126 est, sous la prob-
abilité ,Ê, indépendant des processus (Vrt)r>o et (W1)ès.

(2.4)
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Remarque 2.2.5 De la d,éfiniti,on ile la probabitité P, on déduit qLr'une mar-

ti,ngale est d,'ord,re en sotls la probabi,lité P si, et se.ulement si, elle est d'ordre

en sous la probabi,lité P.

D'autre part, en appliquant la formule d'Itô à g(Xtt,Xf ) nous obtenons

fr : exp (s(x/ ,x?) - s(xt,x\) - lo' La,rus(x!,x!)ds

+ lo' n-'çx1ï,Vl,r?l#w:)d, -T I,' #*:,x!)d*
I,' #*:,x?)b(x?) dw" - l,' ffitx:, x?)I(x?) dv:

L  r t  r - , - - r . \  - 2  ^ , - , 1  , - o , o  ,  \- t I,' (rrtil) 
-' 

r,(xl, x)'z as)

où

L6,x11o(xl , x3) : ffW: , x? r,6: , x?) +|ffifr:, x3)Q6?)2 +b(x?)2).

Ce résultat nous conduit à introduire les notations suivantes :

Définition 2.2.6 Pour toute traiectoire r de C(10,f];lR) posons

xl@) : x3 * lo' rr{*,, x\@D a" + lo' \x!(r)) av! + lo' utx'"çrD d,w,

et

r,(u) : ,"p (e(",, x?(r)) - g@t,, xil - fo' Lq",,"")e@,, x!(r)) d,s

+ I' *-'(,,)f,(,,,x?@D#@,)d,s -l Ir' #,,",x!(r))d,s
- I Hrr", x!(r))u(x!(n)) dw" - l,' #O", x!(r))I(x!(fl) avl

-t I (k(r,))-' f,(,,, x!(fl)' as) .

De cette définition. nous déduisons le résultat suivant :
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Froposition 2.2.7 soi,t T > 0 fr,ré; pour tout ? € R, il eriste une constante
c(p,T) telle que,pour tout t € [0, T] et pour toute trajectoire r de C(10,f], n),

El(r{r))Pl < 
"(p,T).

Preuve : Ce résultat est immédiat en remaxquant que comme toutes les
fonctions, ainsi que leurs dérivées, sont bornées nous avons : :

(f,("))o - exp 
Q (nOr, xl(r)) - s(r'o, x3) - Io' ,u,,"rn@", x!(x)) d,s)

*o !o' k-'(r") fr(r", x2,(r))#O,, ds - I Ir' #O",, 
x2"(r)) d,s

*t I,' (#o", x?(,))b(x3(r)))' o, * ri I,' (#n", x?(,)) rçx!ç41) as,2

-* l: &@"))-' r'(r", x?(,))'a") "

"o (-o l,' #o",x?@Dt(x!(r))dv: -oi l,' (#o,,x:(,\),ç*36y) o,

*o .[o' #r,", x?(*)) u(x!(r)) o*, -+ I' (#O,, x?(,)) b(x:(ù)' r")

1 "(p,?) exp (-o l,' #rr,, x?(*)) t(x!(e) avl

-* l,' (Ho",x?('))t(x?('D)' o' - o l"' ffio",x2"(r))b(x',(r))d'w"
oi 

[ (#o"'x?('))b(x?@D)' o')
où c(p,7) ne dépend pas de u et le terme restant est une martingale exponen-
tielle d'espérance 1.

2.2.4 UN FILTRE APPROCHE POUF- Efe@fl llrl

Considérons tout d'abord le cas limite du problème de filtrage (2.2) lorsque
6 :0 .



La fonction h étantinjective, le processus stochastique (Xr1)120 est complètement

observé et le problèrne étudié se ramène par conséquent à un problème de fil-

trage où le processus (Xr1)1>e est I'observation et le processu, (X?)r>o est le

signal. Ainsi, le changement de probabilité effectué en (2.a) est "naturel"

ca,r, sous la probabilfté F,le processus stochastique (Xr1)1>e €st un proces-

sus de'Wiener et, pour toute fonction I de Cl(R), le processus stochastique

nlç\hlrlXll est solution de l'équation de Zal<ai :

nlç\ïr, lxl l :

Maintenant, si nous supposons que 6 > 0, les équations de Kushner-Stratonovitch

vérifiées par Elq@)l}rl et Ele6l)lltl sont couplées. C'est pourquoi nous

voulons trouver un filtre approché pour E[p(X?)lUt] et prouver que celui-ci

est solution d'une équation de type Kushner-Stratonovitch indépendante de

xr.

Dans ce but, définissons les processus stochastiques (Xi)r=, et (ir)rro oar

X? : X|(M)

et

-  / t t
it : exp ( l'&(u"))-' Tr(M,, x!1atw,

\ JO

Remarqu e 2.2.8 Auec ces d,éfi,nitions, on 0,' pour tout t t 0, it : lt(M)'

Montrons maintenant que pour toute fonction p de IR dans IR, le processus

stochastique (p1(p))rto défini Par :

p t (p ) :
ÉtexilitlMtl

Eli,lMt)
est une semi-martingale $-mesurable qui approche nle67)l!À'

4t

nlçq\)l + lo' É1rr,,xyç(x?) r,l x,tl ds

+ lo' É1eçx7 k(x:)-" T,(xl, x?)r "l x:l d,x:

-; 
I' &(M"))-' r,(M,, xï'z ds)

(2.5)



En fait, comme le processus stochastique (xi)r>o est "proche" du proces-
sus stochastique (Mr)r>o, nous nous attendons à ce que pt(d soit proche de
nte6ilr,/x|l(E1r,1x;1)-' : nlç6h/xll er, comme E[ç6h/!,1 con-
verge en probabilité, lorsque e tend vers 0, vers E[ç(Xl) I x]1, nous espérons
obtenir un processus stochastique proche de Efg$fllyù. :

2.3 ORDRE DE pt(ç) - nle(x?) /yrl

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat d'approxirnation suivant :

Théorème 2.3.1 soi,tT < æ frné. si, pour toute fonction g dans cl(R), ll
eriste n € IN* tel que :

nl,p(xï r, I !,1 - ntç6? ) i, I !,1 : o (e")

et

nlr/Yrl - aÊrlYrl: o(e")

alors, pour toutt e [0, T], nous aaons :

pt(ç) - nlç6ïl!,1: o(r').

Preuve : En utilisant la formule de Kallianpur-Striebel (cf. [b1] par exem-
ple) et la définition du processus stochastique (/rr)t>o donnée en (2.5) nous
déduisons I'existence d'une constante positive K telle que :

n ryk6?)r,lu,l ntç6ili,D,llo1Eugtezhtyù_ r",@)tot : 
"ll.ffii- 

_-ffifll

Ll Elr,/!,1 l.l Q'6)

+K Ellgtelxj)i,pf_f_fia F,/U,l _ nli,Iy,f )l"l- 
Ll Elirlyrl bLLilytt I I



De plus, Itinégalité de Cauchy-Schwarz nous donne la majoration suivante pour

le premier terme de l'inégalité (2.6) :

- ll nlç6il r, I !,1 - nlç6il i, I U,llol' l l ll
l  l  l  

' f  \ - f  f

L\Elr,lYt) .l v - t '- Lr \--Û

: O(enP).

En efiet, en appliquant I'inégalité de Jensen à la fonction convexe t r+ (L)r-zn,

définie sur IRf , nous avons :

I t  r  t 2P l
E l( :-J-J I : nlr,1n1r,l!ù)-o]. r[(r,)'-'01: nl(r)-'o]"  

l \n lr , lu l)  J 
-  L- ' r- ' l - ' r

où le dernier terme ne dépend pas de e'

Le second terme de l'inégalité (2.6) se majore de manière analogue après avoir

remarqué que l'on a :

Élç6ïi,l lrl .z ,,^tl--EFrtA ) llPlloo'

tr

Ainsi, pour obtenir une estimation de p,t(p) - nlç67)l!rli.J suffit d'estimer

les quantités

nlrrlyrl - nlirly,l

Elç67) | t I ltl - nle67) i, I !,1.

et
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2.3.L ORDRE DE E[rtl}t] - E[irl}r]

En notant (z?(r,ù)r>o le processus stochastique défini pour tout , > 0 comme
la dérivée directionnelle

z?(r,r) : lS
nous montrons le résultat suivant.

Proposition 2,3.2 Pour tout t ) 0 nous aaons :

z?(r,a): ôt Io' ,r'#rr",x!(n))y"d,s (2.7)

où ô, est le processus erponentiel défi,ni, par :

ô, : "*o ( I,' (#r,* x?(,))- *(*rxit"ll)' - ; (ffitr:6i)') a,
\ru \ur, z ior2 

- 
/

+ I,' fitr:@))av! * l,' #(x"'(")) o*,)

Preuve : De la définition du processus stochastique Xl(r) nous déduisons
que :

Z?(r,a) : Hlt O,

+ l,q 1o' 
r(x?@ + xaD - t(x?(r)) or, (2.8)

+ Hà lot 
b(x?(t + ̂ aD - u(x?(n)) or"

D'autre part, en utilisant une technique similaire à celle dévelopée par H.Kunita
[58], A.Gegout-Petit [46] a montré la dérivabilité par rapport à À des intégrales
stochastiques figurant dans l'égalité (2.8).

Ainsi, pour tout t > 0, nous avons :



z?(,,ù : I' (#,n,,, x?(*)) r, * ffi{,,, x?(r)) z?(,,u1) a,
* I,' #(x?(,)) z?(*,ù dv? * I,' #(x?(,)) z?(,,a) dw,.

Par conséquerrt, Zl(r,g) est solution d'une équation différentielle stochastique

affine dont la solution est donnée par (2.7).
tr

De plus, des Propositions 2.2.4 et2.3.2 nous déduisons facilement le résultat

suivant :

Corollaire2.3.3 Soi,tT >0 frné; alors pourtoutt e [0,7] et À€[0,I] nous

0,aons

z?(M + ,\(x1 - M), Yt - M) : o(..fr).

De ce résultat, nous déduisons alors l'estimation suivante.

Proposition 2.3.4 Soi,t T > 0 fi,ré; alors pour tout t € [0,7] nous o,aons :

nlrrlY'l - EïirlYrl: o(\Æ).

Preuve : Pour tous r, g dans C([0, ?];lR) nous avons :

r,(') - rr(Y) : r'(s * ('- Y)) - f,(s)
: €,(r) _ €,(o)
: /. €ltrl ar

où $(À) est défini pour tout À e [0,1] par :

€'(À):rr(3/+À("-s)) .

Donc, comme d'après [46] les intégrales stochastiques figurant dans la définition

de f6 sont dérivables par rapport à À, nous obtenons :



€i(À) : rt(s + À(, - u)) fiLog(r'(s + À(e - uD)
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- k(r')- '  fr(ru rz) (#,",,) * fr(rr, n2)k(r)-t#*rr|

* n t* s -' ff@ ) T^@ t,, r z) * r r (r 1, r 2)2 k (r 1) -' ff@ r)

- k(r r)-' r,.çr r, rùff(r r, rr)

et

lsz(rr, rz) : -i#Or, r2)(t(n2)2 + b(rr)2) - 
ffi{*r, r;ffiçrr, *r1

ffi@r,r,)fr(r,,rr) 
- 

ffi{r,,rS (tfrrlL(r,) + b@ù#@ù)

+ nç,)-' ffr,t#@r, rz) - i#hrrt, rz)
â f ,

= k(n )-2 f  1(rr,  *r)#(rr,  rr) .

Ainsi, en remarquant que f, - i, : lt(M + (Xt - M)) -lt(M)' nous obtenons

I'estimation suivante :

r, - i, : lo' rr(*+ À(xl - M))fi ros{r,t M + x(xt - M))) d^

.T{M,+ À(xJ - M,), x?(M + À(x - M))) (x} - Mù d^

* lo'r,çru+ À(xl - M)) #rr* 
)(xr1 - M,),x?(M + À(xl - M)))

.z?(M + À(Xl -  M),Xt -  M) d^

* lo'rr(M+À(xl 
- M)) lo'rl,r{r,+À(x"1 

- M,),x?(M +À(x1 - M)))

. (Xj -  M")dsdÀ

* lot rrçm+À(x1 - M)) lo'rl,r{r,+À(X"1 
- M,),x?(M +À(x1 - M)))

.z:(M + À(xl - M), Xt - M) ds ù,

- 
lo' rr{u+ À(xl - M)) Ir' #(M, +À(x,' - u,1,,x2,çu + )(x1 - M)))
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.r(x?(M + À(x1 - wD (x"' M") dv: d^
'- 

I,'r,(M+ À(xl - W) Ir'lffif*"+ À(x,1 - M,),x?(u+ À(x1 - W))
.t(x?(M + À(x1 - W)) * ffiW",+ )(x"r - M,), x?(M+ À(xr - MD)

fftr:tr+ À(xl - *Dl z:@+ À(xl - M),xr - ulav! at,
- 

Io'r,(*+ À(xl - M)) lr' #(M"+ À(x! - M,),x?(M+ À(x1 - MD)
b(xr"(M + À(X1 - M))) (x: _ M,) dw, d^

Io'r,(r+ À(xl - W) Ir'lffif*,+ À(x,1 - M"),x?(M+ À(xl - W))
.b(x?(M + À(xl - M))) * ff@"+ À(x"1 - M"),x?(M+ À(xl - w))orz

,#*r(M +À(x' - rnll z:@+ À(xl - M),xt - M)dw"il

où .ft, k, l, b, th et ty'2 ainsi que les dérivées premières de l, b et g et les
dérivées secondes de g sont des fonctions bornées de M" r À(x"t - Mr) et
z?(M +À(xl - M)).

Donc, comme Xol est déterministe et, d'après la Proposition2.2.4 et le Corol-
laire 2.3.3, les processus stochastiques X: - M, et Z!(M +^(X1 - M), X, - M)
sont dlordre 1fe, nous déduisons de l'égalité précédente que

nlrrlyrl - alrlyrl: o(rE).

2.3.2 ORDRE DE ntç\ilTrllrl - aïefXilirllrl

Proposition 2.3.5 soi,tT > 0 frné; alors pour toutt e [0,"] nous auons :

ntç6?) rt I Utl - nlç6h i,l lrl : o (rG).



Preuve :.Pour tous r, gr dans C([0,7),lR) nous avons :

ç6?@)) f,(,) - e67@Dr,@) : ulfr) - n@)
: 

Jo ul}) d^

où z1(À) est défini pour tout À e [0,1] par :

vr(À) : ç6?@+ À(r - ù)r,fu + ̂ @ - ù).
Par conséquent, par un raisonnement analogue à celui du paragraphe précédent,

nous obtenons :

e6il.i ç6ïi, : 
Io' lr'6?(M +À(x' - M))r,(M + À(xr - W)

.z?(M +)(x1 -M),Xr-M)

+,p(x?(M + À(xt - M)) €l(M + )(x1 - MDI d^.

, Le résultat de la Proposition 2.3.5 se déduit aisément de cette égalité en remar-
quant que les processus {r(U +À(Xt - M)) et Z?(M + À(Xl - M),Xt - M) t:.
sont d'ordre \Æ. 

tr

2.4 UNE EQUATION POUR LE FILTRE AP-

PROCHE pt(p)

Le but de ce paragraphe est de montrer que le processus stochastique o1 défini
pour toute fonction tp dans C'(R,IR) par :

(2.s)ot(p) : nlç6?)irlJr.rl

est solution d'une équation aux dérivées partielles stochastique parabolique de
, type Zalro;i et que le filtre approché pt(p) défini par (2.5) est solution d'une

équation aux dérivées partielles stochastique de type Kushner-Stratonovitch
indépendante de Xl.



Proposition 2.4.L Pour toute foncti,ong dans Cl(B",IR), le processus stochas-

ti,que o{ç) est salut'ion de l'équation aur dériuées par-ttelles stochastique :

or(p) : oo(ç) * lo' o"(Lç,nr"v e) ds *: lr' o, ({ntu")- h(xl)) ç'u) d's

* Io 'o,({n{u"))- 'T, .çM,,)e'b) 
ds (2'10)

, * Io' o, (tn{u,))-' rr(M,, ) ç + &(M,))-' e'u) au,.

Preuve : Pa,r application de la formule d'Itô, nous avons, pour toute fonction

p dans Cb2(lR,IR),

,p(x?) : ,p(x\\ + lr' lv'63) fz(M,, X?) +|v"{X?)t{X?)' +f,w"{X?)utx!1'f a,

+ fo' v'{x?)t(x?) dv: + !o', v'6?)b(N3) dw,

: eV\) * fo' Êu,*")e6?) a, + lo' ç'@!)t(X:) d,v: + fo' v'6)b(x?) dw,

et

D'où

p;Xïf , : ç(x3) + lo' i,L,,,*"tp(X3) a, + lo' i,e'(X!)t(X? av?

* lo' i,e'(x2")u6ï dw" + lo' i,rçx')(k(M"))-'rrçM", x!1 au,

* lo' ,,r'(X?)b(X?)(k(M,D-' f,,(u", X!) as

or, comm e wx : lo' {t tu,))-' d,M, *: Ir' 
h(M") - h(x:)ds, nous obtenons :

ç6?)i, : e63)* I'r, llç,*"1eg!l +L;,0'tx?)b(x?)(h(M,) - h(x"l))] ds

i, : 1* I'r" @(M,))-' T{M",x!\au".



* Io' i "r'(X:)b6ï(k(M"D-' f rçu,, Xly as (2.1r)
1 t  -  r  - ^

* /ot ." lv6ïQr(tw,D-'fr(M,, X?) + (k(M,))-L e'(x?)b(Xïl au,
1 t -

* Jo i,r'(X!1tçX!1 av!.

D'autre part, comme les tribus o(X|,V:,0 < s < t) et )t V .lr1 sont indépendantes,
nous avons pour toute fonction r' de IR2 dans IR,

n1r 1u", x?) i " I yi : Ê[p (u", x?) i, I y,].
' Donc, en prenant I'espérance conditionnelle par rapport à J/r dans les deux

membres de l'égalitê (2.LL) et en appliquant le théoreme de Fubini pour les

intégrales stochastiques (voir E.Pardoux [74] ou R.Lipster-A.Shiryayev [64]
par exemple), nous avons :

sl,p!ïirl4rl : nlç63) lyol * I, É1i,L1,,r,,t"1e(Xr") l!"1 d,s

*+ [' n1i,e'çX!)b(X?)(h(M,) - /,(x"')) ly"]a,e J o  
L

1 t - -
+ J o E1i,e' 6ïb(X?)(k(M,))-' h(M,, X!) l !"l d,s

f t  -  , -* J"" t ir, (r(Xi) @(M"))-'fr(M", X?)

+ (k(M,))-' ç' $!1u(X)) / u"l au ".
Ainsi, le processus stochastique o1(rp) défini par (2.9) est solution de l'équation
aux dérivées partielles stochastique (2.10).

D

Proposition 2.4.2 Pour toute fonction g de Cl(R",IR), le processus stochas-
ti,que pa(ç) est solution de I'équati,on aua dériuées parti,elles stochasti,que :

ttt(p) : E(x|) + fr' (u,@(s,u")e)* r, (l @(M,) - n6!))e'ù) o,

* Io' ,"(trru"ll-' rrçM,, .)p' b) ds
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* to' lr,(trtv"ll-' fr(M,, ) ç + &(M"))-'ç' u) - p,@) rr,(k(M"))-' rr(M,,,Df
.lLr, - tt,((k(M,))-' fr(M,,.11tcçU"12 asf .

Preuve : Comme pour tout t ) 0, nous avons :

-  1 t -
ft : 1 + Jo i"ttt1tw,))-'rt(M,, x?) dM,,

des arguments simiiaires à ceux développés dans la preuve du résultat précédent

nous permettent de montrer que :

' Eïirlyrj : 1+ lo' n1r,{n(M,D-'fr(M,,X?)ly"ld,M,

et, par application de la formule d'Itô nous avons :

n1i "1nçu "))-, rr(M,, N?) I y,l 
" n n
g z . . o

(Elf ,l!,1)2 
'

r, ( n1i "çnqM,))-' fr(M,, T2"^ "\ 2

+ lr' n(u"):2 as.

Ainsi, en tenant compte clu fait que le processus stochastiqve Ê\q(Xl)irll1rl

est solution de l'équation aux dérivées partielles stochastique (2.10), nous

obtenons par application de la formule d'Itô :

nlç6?)i,lY,1 :
aEli,l!,1

E (xil - [' 
"lr(xïi, 

lv,]Pli "(k(M')):'z r'(yI 2' x?) I v'l dM,_ \__u/  Jo 
[* f ,  \ / 's  tL  s t  rsJ 

@Êrlyr) ,

@lir lYrl)- ' :  t - lo '

+ lo'a3Pç4P

*,t E li,ç' 6?u(X?)(tc(uù4 h(u,, X?) lY,l o,' Jo Eli,ly,,l
p nli"L6,v"1e6?ly,l ,-JoW"'
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*L [, nli,ç'(X?)u(X?@(tr") - n6))lY") o,' e Jo nli"ly")
E fr, (e6?&(M,D-' fr(M,, X?) + e' (X!)u(N?)(k(M,))-Lly"

dM'
Elr,ly"l

_ f Eli"(k(M:)\.'r](!{l,x?)ly'l Eli,,p(x?)(k(M"))-,r,(M",x:)ly,lk(M")2 ds
lo @[f Jy,])

_ r 
nli"(t (ur)).'zrr(t:!,., x?)l!,| a li"e,@!)b(x?)(k(M"))-,/1"] k(M,)2 ds.

l o  @[ i " l y " ] )2  
-  L -  o '  \ - - s ' l - \ - - s l \ ' - \ - . - ù l ' /  r  -  " J

Cette égalité devient, en tenant compte de la définition du processus stochas-

tique pt(p) :

r.rt(p) : E(xA) + lo' u,(v) (u,(k(u"))-' lr(M",.)))' k(M")2 ds

+ lo' (u"G'(",r,t")e) * Lrr, (tn{m") - n6))e' u) * u, ({t {tw,D-' r'(M", '1w' u)) a"

- 
lo' , ,(trtu"l l- ' fr(M,,.))r, (trcu,l l- 'TrçM,,)ç+&(M"))- 'ç'u) teçtt")2as

- 
lo' u,(w)t,(k(M"))-'rr(M",.)) aM"+ lo'u,Qr{tt ' t"D- rr(M,,',)ç+&(M"))-'ç'b)dM"

ce qui implique :

* lo'

r.rr(ç) : E(XA) - 
lo' u,(v) t "(k(M,))-' fr(M,, )) lau" 

- tr,((k(M,))-' fr(M", .)) k(M)2ds]

* lo' ,, ({t tu,)Y' fr(M", ) ç + @(M,))-',p' u) lam, 
- p,((k(M"))-' fr(M,, .)) k(M)2ds)

+ lo' (u,G'(",M")e) * Lrr" ({n{ru") - n6}))ç'a) * u, ({t {u,))-' Tr(M,, '1e' u)) a''

tr
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Chapitre 3

LES EQUATIONS DU

FII.JTRAGE

3.1 INTRODUCTION

Les équations du filtrage associées à des problèmes de filtrage non linéaire

avec bruits dépendants, à valeurs dans des espâces de dimension frnie, ont

été établies, sorls différents jeux d'hypothèses, par M.Zakai [86], M.Davis [20],
M.Davis et S.Marcus [2t], M.Davis et M.Spathopoulos 122], E.Pardoux [72],
W.Hopkins [48] et P.Florchinger [41].

Plus récemment, N.Ahmed et J.Zabczyk [3], N.Ahmed, M.F\rhrmanet J.Zabczyk

[2] et R.Elliott et J.Moore [33] ont étudié des problèmes de filtrage non linéaire

lorsque le signal est à valeurs dans un espace de Hilbert et l'observation est de

dimension finie. Un résultat d'unicité pour la solution de l'équation de Zalcat

a été prouvé par A.Bhatt, G.Kallianpur et R.Karandikar [9] par exemple.

L'équation de Zakaiassociée à un problème de filtrage non linéaire avec bruits

indépendants lorsque le signal et I'observation sont à valeurs dans des espaces

de Hilbert de dimension infinie a été établie dans [42] par P.Florchinger.

Le but de ce chapitre est d'étendre ce résultat à des systèmes de filtrage non



linéaire avec bruits dépendants.

Ce chapitre est divisé en trois parties organisées de la manière suivante. Dans

Ia première'partie, nous introduisons le problème de filtrage étudié et nous

définissons, par la méthode de la probabilité de référence, le filtre non normalisé

associé à ce problème. Dans la seconde partie, nous montrons que le filtre

non normalisé est solution d'une équation aux dérivées partielles stochastique

parabolique : l'équation de Zal<al Dans la troisième partie, nous déduisons

de l'équation de Zakai que le filtre est solution d'une équation aux dérivées

partielles stochastique non linéaire : l'équation de Kushner-Stratonovitch. '.

3.2 LE PROBLEME ETUDIE

Soit (O, F,(Fr)r>o, P) un espace probabilisé complet, H, U et I/ trois espaces

de Hilbert séparables et (W1(t))r>o et (W(t))r>_o deux processus de Wiener

cylindriques indépendants, adaptés à la filtration (f1)ps, à valeurs dans [/ et

7 respectivement.

Soit (X1, Y)t>o le processus stochastique à valeurs dans f/ x I/ solution du

problème de filtrage non iinéaire :

où

,r(x")) a, + lo' n(x") d,w1(s) + lo' atx") d,w2(s)

(H1) X6 est une variable aléatoire, .Fs-mesurable, à valeurs dans I/.

(H2) Le semi-groupe (^9(f))x>6 engendré par I'opérateur A est tel que

lls(t)ll 3 M"-o'

x1= xs+ lo'{ax, *

y: 
lo' G(x") d,s +w2(t)

(3 .1 )
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(H3) L'application F : H -..ly' est lipschitzienne.

(H4) Les applications R: H - Lz(U,.F/), l'espace des opérateurs de Hitbert-

Schmidt de [/ dans H, et B : H --+ L2(V,,F/) sont lipschitziennes.

(H5) L'application G : H ---+ I/ est continue et bornée.

Alors, d.'après le Théorème 7.4 de [18], par exemple, l'équâtion différentielle

stochastique définissànt le signal (Xr)r>o admet, sous les hypothèses (H1) à
(H4), une solution faible unique.

Pour toùt espâce de Hilbert réel séparable K, notons UC|@,K), k € N,

l'espace linéaire des applications ô de H dans K qui sont, ainsi que leurs

dérivées de Fbéchet jusqu'à l'ordre k, bornées et uniformément continues. De
plus, si ô e UC|(H, IR) est telle que I'application ï F-+ ô@ù définie sur D(A)
possède un prolongement continu défini sur f{ alors, ce prolongement sera noté.

lui aussi, /a.

Introduisons maintenant, de manière analogue à l2], l'espaneDs défini par

Do: {ô e uCl(H,R)lôo e UCI(H,R), d,,  et (ôe),* € UCI(H,,LI(H,H))}.
(3.2)

Alors, en notant Jt : o{Y", 0 ( s < t} !a tribu engendrée par les trajectoires
de I'observation jusqu'au temps t, nous pouvons définir pour toute fonction /
dans Ds le filtre associé au système (3.1) par :

n'@): Elô6ùlJrl.

Maintenant, nous utilisons la méthode de la "probabilité de référence" pour

définir le filtre non normalisé associé au système (3.1).
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Soit (Z)p6 le processus stochastique défini pour tout t ) 0,par :

zt : exp (lr' . c(x,), dy, )v -, lr'llc(x")ll'?v ds) .

Alors, comme G est bornée, nous avons E(Z;r): 1, pout tout t ) 0, et si

on note P la probabilité définie sur l'espace (O, f ,(Fr)r>ù par la dérivée de

Radon-Nikodym:

d'Pl rz-r
* l r , :  o,  '

le théorème de Girsanov prouvé par J.Y.Ouward [70] entraîne que le processus

stochastique (Yr)r>o est, sous la probabilitéP, un (fi)t>o processus de Wiener

indépendant de (Wr (t))r>0.

Nous définissons alors, pour toute fonction / dans ?o,le filtre non normalisé

associé au système (3.1) par : :

pt(ô) :810(J'ù zt/utl. (3.3)

De plus, le filtre et le filtre rron normalisé sont }iés, pour toute fonction / dans

Do, pæ la formule de Kallianpur-Striebel (r'oir [51] par exemple) :

II,(d):m

3.3 L'EQUATTON DE ZAKAL

En suivant les différentes étapes conduisant à établir l'équation de Zakai as-

sociée à des problèmes de filtrage non linéaire en dimension finie (cf. E.Pardoux

[74] par e:iemple), nous prouvons Ie résultat suivant :

Théorème 3.3.L Pour toute foncti,on $ d,ans Ds, le fi,ltre non norrnalisé p1

est soluti,on de I'équati,on aun dériaées partielles stochastique :

pr(ô) : po(ô) + lo' o,(LoQ) d,s + Io' . o"(ttô),dY" >v
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où Ls et Lr sont les opérateurs di,fférenti,els du deurième et premi,er ordre

défini,s pour toute foncti,on Q d,e Ds par :

Loô6) : ( X, A*ô,(X) >a + < F(X),ô,(X) >n
1

* ;rr ((,8(x),8(x)* + B(x)B(x)-) ô,,(x))

et

Lrô6) : G(x)ô(x) + B (x). ô,(x).

Remarqu e 3.3.2 Les processus stochasti,ques (G(x1)d(x,))12o et (B(xx)*ô,(Xr))r>o

étant àualeurs dans I'espace de Hi,lbertV, nous aaons pourtout t ) 0 :

G(xùë(xt) + B(xt).ô,(Xr): Ë (G6ùô(xr))r+ (B(xr)ô,(x,))u) 
"ni=0

où (e;)a4s est une base deV et (G(X1)ô6ù)t et (B(X1).ô*(Xr))r, sont les com-
posantes réelles respectiues d,ans cette base de G(Xùô6t) et B(X)"ô,(Xt).

Ai,nsi,, pr(Lft) dés'igne le processus stochasti,que à aaleurs dansV défini, par :

pr(Lrô): Ë @r(G(xr)ô6r))u) + p1((B(Xr)"ô,(Xr))o)) 
"0.i :0

Preuve : Par application de Ia formule d'Itô, nous obtenons :

dô6ù: Loô(Xt)dt+ < ô,(Xr),R(XùdWL(t) >r, i < ô,(Xr),B(XùdW2(t) >,

et

dzt :  4 < G(x) ,dY >v .

Par conséquent,

d(ô6)Zù : Loô(XùZtdt + Z, < ô,(Xr),R(XùdWr(t) >r (3.5)

* Zt 1 Ô,(Xr), B(xùdw2(t) >r +Ô(Xù4 < G(Xr), dY >v

+d< ô6) ,2 l t



où < ô6), Z )t désigne la variation quadratique des processus stochastiques
(ô(Xr))r>o et (Z)ès.

D'autre part, si Q est I'opérateur de covariance du processus de Wiener (Wr(t))r>o
et Vs - 8t/'(V), il existe une base orthonormale complèt" (gu)r<n<-.;oo dans Vs
et une famille de processus de Wiener réels standards mutuellement indépendants
(CI)t<o<*." tels que, pour tout f ) 0,

+oo

wz(t): t gr1r?).
i : I

Ainsi, on a:

dô6r) : Loô(xt)dt+ < ô,(xr), R(xt)dwt(t) >, + Ë . ô,(xr), B(Xr)gu >u dgr|)
i :7

et 

+ô
dZr: Zt I G(Xr),G(Xr) .,v dt + ZrZ < G(Xr), h )v dgt(t).

Donc, comme les processus de Wiener (Wr(rD';; et (.W2(t))t;s sont indépendants,
nous obtenons :

d < ô(x), Z 2t : f t, < G(xr),9t )v< ô,(xr), B(xr)sn >u dt
i : L

: Z, < ô,(Xr), B(Xr)Ë . G(Xr),er )v 9t )n d,t
i : I

z, < ô,(xr), B(xùG(xù >H dt

et, pa,r conséquent, (3.5) devient :

d(ô(xùZù : Loô(XùZtdt + Zt < ô,(Xr),R(XùdWr(t) >t

t Zt I ô,(X'), B(XùdW2(r) >r +ô(xù4 < G(Xr),dY >v
-r Zt 1 ô,(Xr), B(XùG(Xt) >n dt

et, en utilisant la définition du processus stochastique (Yr)r>0, nous obtenons :



d(ô6t)Zù : Loô(x)Ztdt + Z'< ô,(Xr),R(XùdWt (r) >t

* Zt I ô(xùG(Xt) + B(Xù-ô,(Xr),,dY >v .

C'est à dire :

ô(xr)z, : ô(xo) * Io' tof(x")z,d,s * Io"" < ô,(x"), R(x")dwL(r) >,

+ [' t, . ô(x,)G(x,) + B(x,). ô,(x,), dY" ]v .
JO

D'où, en prenant l'espérance conditionnelle par rapport à }1, sous la probablité

P dans les deux membres de l'égalité ci-dessus, nous obtenons :

p,(ù : Elo6ù ly,l +E ll,' ao{x,)z,d,sl!11

+ ullr' z" < ô,(x"), R(x")dwLG) ,, D,]
- f  Î t  

' l

* , lJ, Z, I Ltô,dY, )v lY4.

Ainsi, en appliquant le théorème de F\rbini stochastique prouvé par Lipster et

Shiryayev dans [64] et, en remarquant que le processus stochastique
/ î t  \

I I Z" < ô,(X"), R(X,)dWt (t) >r ) est une (.fi)1;s martingale locale, nous
\J0 /  t>0
avons :

p,@) : po(ô) * Ir'Ulloô(x")z"l!"las * Io' .Elltôz,l!"l,dy" s, .

C'est à dire; en tenant compte de la définition du filtre non normalisé,

pt(ô) : po@) + l' o"@og) d's + lo' . ,,(trô),dY, >v .
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3.4 L'EQUATION DE KUSHNER-STRATONOVITCII
I
I

Dans ce paragraphe, nous montrons que le filtre associé au problème de fil-
trage (3.1) est solution d'une équation aux dérivées partielles stochastique non
linéaire : l'équation de Kushner-Stratonovitch.

Théorème 3.4.L Pour toute fonctlon ô d,ansDs, te fiItrelll'est solut'ion d,e
l'équatioin am ilériuées parti,elles stochasti,que : I '

nr(ô)= r lo(d) + [^ 'n,çtoô)dr* [^ '  . t t , (Lrô) i l " (d) t rs {G),d,u,>-r4 (3.6)
JO JO

7t
où u" - Y- I fl"(G)ds est le processus d''innoaati,on assoc'ié au.système (3.1).

JO

Preuve : Montrons tout d'abord que pour tout t à 0,

pt(r) - exp (lr '  .r"(c), dy")v -; Ir '  l ln"(c)l lf,as) . (3.2)

Par application de la formule d'Itô nous avons :

zt:  !  + [ '  z,  < G(x"),dY, ]v
J O

Alors, en prenant l'espérance conditionnelle par rapport à )t dans les deux

rnembres de l'égalité précédente et en utilisant, comme da,ns la preuve du

Théorème 3.3.1,1e théorème de F\rbini stochastique prouvé dans [64], nous

obtenons

p' (L) :  E[zr l l r l
- f  , t  , l: I + E 

lJo 
t, < G(X,),4Y, >, l!r]

1t: L * Jo <ElZ,G(X,)l!,1,dY >v
7t: , * Jo < p,(G),dY, )v .

Ainsi, en utilisant la formule de Kallianpur-Striebel, l'égalité ci-dessus devient



pt(t) : I + [' p,(1) < II,(c), dY" >v
JO

ce qui conduit immédiatement à la représentation exponentielle donnée en

(3.7) .

D'autre part, comme d'après la formule de Kallianpur-Striebel, nous avons

pour toute fonction $ dans Ds,

IL(6\: Pt\Ô)
s\ '  '  p t1)

nous obtenons, par application de la formule d'Itô,

dnr@):  dpt (ô)Q,(1)) - '  +  pt (ùd(p, (1)) - t  +  d < p. (ù, (p. (1) ) - '  > ,  (3 .8)

' où < p.(ô), (p.(t))-t )1 désigne la variation quadratique des processus (pr(ô))r>o

et  ( (p1(1)) - t ) , '0 .

De plus, d'après l'égalité (3.7) nous avons :

- / 1 t 1 r t ^ \
(p,(1))-' - exp (- / < rI,(c), dy, )v *; J" l lr"(c)l l i  d')

et, pa,r conséquent, en utilisant la formule d'Itô, nous obtenons :

d'(pt(D)-L : (p,(1))-' (- . r,(G), dY >v+llrlr(G)lli dt). (3.e)

Ainsi, en tenant compte de (3.a) et (3.9), nous déduisons de (3.8) que

dnr@) : (p,(l))-r (pr(Loù dt+ < pt(Lrô),dY >v)

+ pt(ù(pt(l))- '(- < rI,(G), dY>v +llrIr(G)l l idt)

+ d < p.@),p.(1))- '  > '  .

D'autre pa,rt, si Q1 est I'opérateur de covariance du processus de Wiener
(Yr)r>o et V, : QI/'V), il existe une base orthonormale complète (ft,6)1a;a1-



dans Vr et une famille de processus de \Miener réels standards mutuellement

indépendants (Éi)r<r<+* tels que, pour tout t ) 0,

v,: Ë huoie).
i : I

Ainsi, les processus stochastiques (pr(ÔDr>o et (a(1)-1)r>o sont solutions des

équations différentielles stochastiques

*oo

dk@) = p1(Lsg)dr + t < pt(Lrô),hr )v dp'o(t)
i :L

et

*oo

apr$)-t :  p,(1)- ' l ln,(c) l l \dt -  pr( l)-L t  .  I I , (G), ht ]v d,P:(t) .

Par conséquent, lavariation quadratique des processus stochastiques (pt(Ô))r>o

et (pr(r)-1)12e est donnée par :

d ,< p. (ô) ,p . (1) - t  >>,  :  - ,pr (L)- tË .  p t (L- f t ) ,h , i  )v< I I1(G),  h , i  )v  d , t
i :1

: -pr(L)-r < pt(Lft),Ë . IÏ,(G), hr ]v h,i >v d,t
i = l

: -pr(L)-t < pr(Ltô),t lr(G) >v dt

ce qui nous conduit à

dnr@) : (pr(t))- ' pr(Loù dt + (pt(r))-r < pt(Ltô), dY >v

- (p'(t))-'pr(ô) < II'(G), dY >v +(p'(1))-1 pr(ù llnr(@)lli dt

- < (p'(t))- 'pr(L'ô),II '(G) )v d,t.

Alors, en utilisant la formule de Kallianpur-Striebel, nous obtenons :
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r l , (d) :  r lo(d) + lo ' t , t toô)dr* Io ' . r t , (Lrô),dY,)v
-:- 

Io' .n"(f)Il"(c), dY,]v * lo' .II"(d)n"(G), n"(G) )v d,s

lo' .tr"(Lrô),,II,(c) ]y d,s. .:

Finalement, en posant ur:r, - 
lr' 

II,(G) d,u,l'égalité précédente devient :

rl,(d) : rlo(d) + lo'n,tr'oô) d, * Io' .n,(Lrô)- n"(d)tru (G),d,u" >v .
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Chapitre 4

EXISTENCE D'UNE
DENSITE POUR, UN
PROBITEME DE FILTRAGE
EN DIMENSION INFINIE

4.T INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous étudions un problème de filtrage non linéaire avec bruits

additifs dépendants lorsque le signal et l'observation sont à valeurs dans des

espaces de Hilbert de dimension infinie H et V.

Le résultat principal de ce chapitre est de montrer que Ie filtre associé à un

tel problème de filtrage non linéaire est absolument continu par rapport à une

mesure de référence p sur f/.

Des problèmes de filtrage non linéaire avec bruits additifs dépendants lorsque

le signal est à valeurs dans un espace de Hilbert I{ de dimension infinie et

l'observation est à valeurs dans un espace de dimension finie ont été étudiés

entre autres par N.Ahmed, M.F\rhrman et J.Zabczyk [2] et R.Elliott et J.Moore

[33].
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Dans [2], les auteurs montrent par des techniques basées sur des résultats fon-

damentaux de l'analyse des équations différentielles stochastiques à valeurs

sur des espaces de Hilbert que le filtre associé à de tels problèmes de filtrage

non linéaire possède une densité par rapport à une mesure de référence /r sur

l'espace des états du signal.

Le but de ce chapitre est d'étendre ce résultat à la classe de problèmes de

filtrage non linéaire considérée dans ce chapitre.

Ce chapitre est divisé en cinq parties organisées de la manière suivante. Dans

la première partie, nous rappelons quelques résultats concernant l'existence et

I'unicité d'une solution faible pour les équations différentielles stochastiques à

valeurs dans les espaces de Hilbert. Dans la seconde partie, nous introduisons

le problème de filtrage non linéaire étudié dans ce chapitre. Dans la troisième
partie, nous rnontrons que le filtre non normalisé admet, iorsque les bruits

sont indépendants, une densité lrar'rapport à une mesure p'sur I'espace des

états du signal. Dans la quatrième partie, nous'calculons ia forme robuste

de l'équation de Zakai obtenue au paragraphe précédent. Dans la cinquième
partie, nous montrons que le filtre non normalisé associé à un problème de

filtrage avec bruits dépendants admet une densité par rapport à une'rnesure

donnée sur I'espace des états du signal.

4.2

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats concernant l'existence
et l'unicité de la solution d'équations différentielles stochastiques sur des es-
paces de Hilbert de dimension infinie. Nous renvoyons le lecteur à [18] pour
un exposé plus détaillé sur le sujet.

Soit (O, f ,(F)r>o,P) un espace probabilisé complet, '14 et U des espaces de
Hilbert séparables et (W(t))t>o un processus de Wiener cylindrique, adapté à

EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHAS.

TIQUES SUR LES ESPACES DE HILBERI
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la filtration (fr)r>0, à valeurs dansU.

S,ait (Zx)11s le processus stochastique à valeurs dans ?1, solution de l'équation

différentielle stochastique :

zt: e + [ '(rc z, + M(2"))ds + [ ' uQ,) d,w(s) (4.1)- J o J O

où

o La variable aléatoire ( est f6-mesurable.

o K est le générateur infinitésimal d'un C6 semi-gSoupe (P1) sur ?1.

o M esl une application de 'll dans'H.

o 6 est une àpplication d'un sous espace V de 'll dans Lz(U,?l), I'espace de

Hilbert-Schmidt des opérateurs linéaires de U dans ?l muni de la norme

de Hilbert-Schmidt.

Définition 4.2.L Un processus stochasti,que (F)12o adapté (Z)t20, à ualeurs

d,ans 7{, est une soluti,on fai,ble de I'équation di,fférenti,elle.stochasti,que (4.1)

si,, et seulement si,,

(i,) Pour presque tout t ) 0, 21 e V P-presque-sû'rement.

(ii,) Pour tous h e Dom(K*) et t > 0,

l  Z t ,h>n :  <€,h)x l  Io '  .  
r , ,K*hlu ar+ lo '  < h,M(2")  >u ds

1t
* 

Jo 
. h,B(Z') dW(s) >n

P-presque-sû,rement

Alors, le résultat suivant concernant l'existence et l'unicité d'une solution faible

pour l'équation différentielle stochastique (4.1) a été prouvé dans le Théorème

7.6 et la Proposition 6.3 de [1S].
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Théorème 4.2.2 Supposons que V :'ll et que les opérateurs M et B sont
Iipschi,tziens. Alors, pour toute uariable aléatoi,re Fs rnesurable {, I'équati,on
différenti,elle stochasti,que (/1.1) possède une soluti,an faibte unique.

Supposons maintenant que I'espace de Hilbert V est dense dans Î/, l'inclusion
V +'11étant continue, et que I'opérateur 6 est linéaire et continu.

Soit a une forme bilinéaire définie sur V x V satisfaisant la condition de coer-
civité suivante :

Il existe a > 0 et lc e IR tel que

a(u, u) + al lul li s n11r113"
pour tout u dans V.

Si on note Dom(K) l'ensemble des éiéments u de Y tels que I'application

w ---+ a(u,tl) possède un prolongement continu sur ?1, Ie théorème de Riesz

implique que pour tout o dans Dom(rc). il existe un unique élément de'Jl,

noté Ka, tel que

a(u ' ,ur )  : (  Ku,w >n

pour tout w e V. Par conséquent, I'opérateur K, défini par la forme bilinéaire

a est linéaire et engendre un C6 semi-groupe analytique.

D'autre part, nous dirons que I'opérateur 6 satisfait une condition de super-
parabolicité si, il existe ? € (0, L) et p € IR tels que

(4.2)

(4.3))nufrlll'""(r,n) * q a(u, u) s p llrllî
pour tout a €V.

Alors, le résultat suivant d'existence et d'unicité d'une solution faible pour
l'équation différentielle stochastique (4.1) a été prouvé par E.Pardoux [71]
(voir aussi le Théorème 6.24 de [18]).
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Théorème 4.2.3 Supposons que I'opérateur K uérifi,e la condi,ti'on de coer-

c'iuité, que I'opérateur B uéri'fi,e Ia condi,ti,on de superparaboli'cité et que M : 0.

Alors, l'équat'ion différenti,elle stochasti'que (1.1) possède une uni,que solution

faible (Zr)rr_o qui, est'17 conti,nue et telle que pour tout T > 0,

t (1,' llztlliat) < oo.

4.3 LE PROBLEME DE FILTRAGE NON

LINEAIRE

Soit (f,l, F,(Ft)t>o,P) un espace probabilisé complet, H, U et I/ trois espaces

de Hilbert réels séparables et (W(t))t>o un processus de Wiener cylindrique

défini sur (C), F,,(Fr)r>o,P) à valeurs dans V.

Soit (Xr, Yr)r>o le processus stochastique à valeurs dans I/ x [/ solution du

problème de filtrage non linéaire :

| *r:xo + lr'@x, t F(x")) a' + fo' B d'w(s)
)

l, '
I Y' : Jo 16) ds + CW(t)

ou

(H1) Xo est une variable aléatoire Fs mesurable, à valeurs dans .F/.

(H2) Le semlgroupe (S(t))t>o engendré par I'opérateur A est tel que

(4.4)

lls(r)ll 3 M"-"'

pourMeto>0 .

(H3) L'application F ; H -+ f/ est lipschitzienne.

(H4) L'opérateur B:V + H est linéaire et continu.
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(H5) L'application G : H ---+ [/ est continue et bornée.

(H6) L'opérateur C : V -> [/ est linéaire, continu et surjectif.

(Hz) Les opérateurs Q1 - ["G)QS(s)*d,s, t ) 0, avec Q: BB*, sonr
traçables. 

ro

(H8) L'opérateur Q*: Io* 
e'AQe'A.dtest nucléaire.

Alors, d'après le Théorème 7.4 de [18] par exemple, l'équation différentielle
stochastique définissant le signal (Xr)ao admet, sous les hypothèses (H1) à
(H5), une solution faible unique.

Sous les hypothèses (H1) à (H8), le problèmede filtrage non linéaire (4.4)

t t t

RidWl(s )+  I  B 'dW2(s)
JO

peut s'écrire sous la forme :

[ ,,: Xot- [^'@"" + F(x")) a,+ lo'
l 'o
l r t r

I r' 
: 

Jo *6) ds + Rtw2(t)
(4.5)

où (Wr(t))r>o et (Wr(t))r>o sont des processus de Wienbr cylindriques indépendants,
à valeurs dans .F/ et [/, respectivement, et ,R1 et R2 sont des opérateurs positifs,

auto-adjoints, et I'opérateur -82 est inversible.

De plus, les égalités suivantes sont satisfaites :

A :  h*BBi
CC* : Rz.

Pour simplifier la présentation, on suppose maintenant que ,R2 est l'opérateur
identité sur I'espace de Hilbert [/.
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D'autre part, d'après les résultats du chapitre précédent, le filtre non nor-
malisé p6 associé au problème de filtrage non linéaire (4.5), défini par (3.3), est
solution, pour toute fonction Q de Ds (où 2o est I'espace défini par (3.2)), de
l'équation de Zakai: -

pt(ô):  po(ô)+ [ 'p,(LoQ)d,s+ [ '  .  o,(rrô),dY,>v (4.G)
JO JO

où ,Co et Lt sont les opérateurs différentiels du premier et deuxième ordre,
définis pour toute fonction $ de Ds par :

Loô6):1 X,A.ô,(x) )n t < F(x),ô,6) >u +|n(Qô,,6))

et

Lft(x) : G(x)ô(x) + Biô,6)

et le filtre fll associé au problème de filtrage non linéaire (4.5) est solution,

pour toute fonction $ de Ds, de l'équation de Kushner-Stratonovitch :

nr(ô): I Io(d) + [ '  n,1toô) d, + [ '  . f i , (Lft)  -  r l"(d)r l"  (G),d,u" >y
JO JO

1t
où /, : Yr- I ilr(G)ds est le processus d'innovation associé au système (4.5).

JO

Dans la suite de ce chapitre, on notera p la mesure gaussienne sur 1{, d'espérance

0 et d'opérateur de covariance Qoo.

Remarquons que p est I'unique mesure invariante sur I/ associée à l'équation

différentielle stochastique

1t 1t
xt: xo * Jo 

AX"ds * Jo " 
dw(s).

Le but de ce paragraphe est de montrer qu'il existe un processus stochastique
()r)r>o adapté (qr)r>g, à valeurs dans 11, tel que le processus (ot)r>o défini pour

tout t ) 0, par o{dr) : qr@)p(dr) est solution de l'équation de Zakài (4.6).

Supposons de plus, que I'hypothèse suivante est satisfaite :
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(H9) La loi v de Xs est absolument continue par rappor t à fi et qo - ! ""t
dans L2(H,1r),. 

a'P

4.4.'. EXISTENCE D'UNE DENSITE POUR

LE FILTRE LORSQUE LES BRUITS SONT

INDEPENDANTS

Dans ce paxagrâphe, on suppose que ,B1 : 0; c'est à dire que le processus

(Xr,Yr)r>o est solution du problème de filtrage non linéaire suivant :

( r t f t 7

I xr: xolr I (AX" + F'(x")) ds + I Rl dW1(s)
l - JoJo
{ (4.7)
l r t

I Y' : Jo "6) 
ds +W2(t)

Dans. ce cas, le filtre non norm alisé pl associé au probième de filtrage non

linéaire (4.7) satisfait, pour toute fonction ô deDo l'équation de Zakai :

p t (ô ) :  po (ô )+  [ ' p " (LoS)d ,s+  [ '  .  p , (Cô) ,dY>v  (4 .8 )
JO JO

où .Co est I'opérateur différentiel du deuxième ordre défini pour toute fonction

SdeDspar :

Loô6):1 X,A"ô,(x))n * < F(x),  ô,6) >r +jr ,  (Rrô*,(x)) .
(4.e)

Alors, nous obtenons le résultat suivant concerna,nt l'existence d'une densité
pour le filtre non normalisé.

Théorème 4.4.L Supposons que les hypothèses (H1) à (H9) sont sati,sfai,tes

et que Br:0. De Plus, suPPosons que :
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( i )  F:o

ou

(ii,) L'appli,cation F : H --+ H est bomée et pour T > 0, on 0, :

r T r

J" llQ;u S(t)lldt < oo'

Alors, le processus o1(dr): qt(r)p(dr) est solution de I'équat'ion de Zakai,

Q.8) et la d,ensité (qt)t_o est l'uni,que soluti,on fai,ble de l'équati,on au,r dériaées

parti,elles stochasti,que :

Qt: Qo + f' to"a, * Io' I Gq",dY, >v

où L est une ertensi,on de I'opérateur Ls cornrne générateur infi,ni,tési,mal d'un

Cs semi-groupe sur'17: L2(H,p).

Preuve : Sous les hypothèses (i) ou (ii), G.Da Prato et J.Zabczyk

ont montré, avec une définition légérement différente de l'espace Do,

I'opérateur différentiel ,Co défini pa,r (a.9) possède un prolongement en

générateur infinitésimal .C d'un Cs semi-groupe sur '11: L2(H, p).

Nous utilisons maintenant le résultat du Théorème 4.2.2 pour montrer que

l'équation aux dérivées partielles stochastique (4.7) admet une solution faible

unique (qr)Èo puis, nous montrerons que le processus stochastique (41)12e défini
pour tout t > 0 par o1(dx) : qr@)p(dr) est solution de l'équation de Zakai
(4.8).

L'opérateur K défini par K: .C* est le générateur infinitésimal d'un Cs semi-

groupe (4)r>0, et I'opérateur 6 de 11 dans L2(V,Îl) défini pour tout û €. H

et u e.V par :

(B(q)u)(n) :< G(r)q(r),u >v

(4.10)

[1e]
que

un

est linéaire et continu.
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Ainsi, les hypothèses du Théorème 4.2.2 sont satisfaites avec M : 0 et

l'équation aux dérivées partielles stochastique (4.10) admet une solution faible,

)-adaptée, unique (qr)r>g.

Alors, pour toute fonction @ dans Dom(4*), nous avons :

ft 
.. ôG,q, )n,d,Y" )y .

(4.11)

' D'autre part,.comme Ln : L, Do c Dom(4*) : Dom(^C) et o{dr) :

qt(r) pl(dr), nous avons, pour toute fonction S dans Ds,

1Qt,Ô >u: ot(Ô)

1 qt,  LnÔ )t t :4 h, té >x: ot(LoÔ)

et

<< ÔG,Q, )t1,d,Y, >y:11 rb,Gq1)x,dXt )v:1 ot(GÔ),dY, >v

D'où, en tenant compte des égalités ci-dessus, l'égalité (4.11) devient :

ot(ô) : oo(ô) + lo' o"(toô) ds * lo' . o,(Gô),dY >v .

Par conséquent, le processus o1(dr) : qt@)lt(dr) est solution de l'équation de

Zal<ai (4.8).

tr

Remarque 4.4.2 Comme le fiItre f\ est lié au fi,ltre non norm,atli,sé p1 pa,r la,

forrnule ile Kalli,anpur-Striebel, Ie Théorème 4.4.1 i,mpli,que que le filtre admet,

lu'i aussi,, une densité par rapport à la mesure de référence p,.
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4.5 TA FORME ROBUSTE DE L'EQUATION

DE ZAKAT ASSOCIEE A UN PR,OB-

LEME. DE FILTRAGE AVEC BRUITS

INDEPENDANTS

Le but de ce paragraphe est d'établir la forme robuste de l'équation de Zal<ai

(4.10) associée au problème de filtrage avec bruits indépendants (4.7) obtenue

au paragraphe précédent.

En fait, nous montrons, sous les hypothèses du Théorème 4.4.1 que le pro-

cessus stochastique (p1(r))126 défini par :

pt(n) : q1(r) exp(- < G(r),Y >v)

est solution d'une équation aux dérivées partielles ordinaire dont les coeffi-

cients dépendent de la trajectoire du processus d'observation. Ce résultat dû

à M.Davis [20] dans le cas de systèmes de filtrage non linéaire en dimension

finie est l'objet de la proposition suivante.

Proposition 4.5.1" Supposons que les hypothèses du Théorème 4.4.1 sont sat-

isfai,tes. Alors, le processus stochastique (px(x))ès défr,ni, par (4.12) est soluti,on

de I'équation aur dériuées parti,elles

(4.12)

(4.13)
#o, 

: Lv,pt(r) - 
f,n,@) < G(r),G(r) >,

où Ly, est I'opérateur différentiel du detnième ordre défi,ni pour toute foncti,on

$ d,e Ds par :

Lv,ô@): exp(-  < G(r) ,Y >v) É* (exp(< G(r) ,Y >")ô@D .

Preuve : Par application de la formule d'Itô, nous obtenons :

77



d(exp( -  <G( r ) ,Y>v) )  :  -exp( -  <G( r ) ,Y>v)  <G(* ) ,dY>v  (4 .L4)
1

+ 
i 

exp(- < G(r),Yt >v) < G(r),G(r) >y dt

et, en tenant compte de (4.10) et (4.14),

dpt(n) : d (qr(r) exp(- < G(r),Y, >v))

: exp(- < G(r),Y, >v) (L*q(r)dt+ < G(r)qt@),dY >v

qr(r) < G(r),dY >v ** . G@),G(r) >v di)
z ,

+ d <.  q(r) ,e*p(-  < G(r) ,Y >v) ) t  .  (4.1b)

D'autre part, si Q1 est I'opérateur de covariance du processus de Wiener (Yr)ao
I

etVl - Q7V), il existe une base orthonormale complète (âa)1ai1..- dans V1 et
une famille de processus de Wiener réels standards mutuellement indépendants
(Ê)tsos** tels que, pour tout f ) 0,

+oo

Y:Dtugi(t).
l : 1

Ainsi, on a :

d,qt(r) : L*qr(r)d,t+ Ë < G@)qt(r),hr )v d,pi|)
i,=L

et

d (exp(- < G(*),Y >v)) :  
i  ""0,- 

< G(r),Y >v) < G(r),Y >y dt

-  exp( -  <  G(r ) ,Y>v)Ë.  G@),h t lv  d ,p ; (ù .
i=1

Par conséquent,

d << g(r),exp(- < G(r),Y >r) >>,

:  -exp( -  <G(r ) ,Yr>v) i .  G(x)q1( r ) ,hr lv  <G(r ) ' ,h6>y d , t
i=L

: -qt(r) exp(- < G(*),Y >v) < G(r).,G(x) >y dt
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et,,en substituant cette quantité dans l'égalité (4.15), nous obtenons :

d,pr(r) : exp(- < G(*),Y >v)L*q1(r)dt
1 . .-  
)ar@) 

exp(-  < G(r) ,Y >v) < G(r) ,G(r)  >v dt

1
: Ly,p1(r)dt - 

)nr@) 
< G(r),G(r) >y dt.

tr

4.6 EXISTENCE D'UNE DENSITE POUR

LE FILTRE LORSQUE LES BRUITS SONT

DEPENDANTS

Afln de prouver le résultat principal de ce paragraphe, introduisons de manière

analogue à celle de [2], I'espace de Sobolev V :Wâ2(p) de lamanière suivante.

Soit (e6)p1s un€ base orthonormale de fI formée de vecteurs propres de 8;,

et soit Cf (R-) l'espace des fonctions de IR- dans IR ayant des dérivées de

tout ordre continues et bornées.

Une fonction / de I/ dans IR est dans fCf;(f/) s'il existe rn € IN et f e

Cu-(R-) tels que

ô@)  :  f  ( <  ï , ê r  ) , .  .  .  , 1  t , e *  > )

pour tout r dans Iy'.

Dans la suite de ce chapitre, on notera V : Wb'' (tr^l) l'espace de Hilbert obtenu

comme le complétê de FCf;(I/) pour la norme

lldllî : lrÇào,tr)llz p'(d,r) + IHô@)'z p,@r).

Alors, le résultat suivant a été prouvé par N.Ahmed, M.F\rhrman et J.Zabczyk

dans [2].



Proposition 4.6.1 wà'0ù peut être identi,fié à un sous-espo,ce d,ense de L2(H, p),
I''inclusi,on étant continue.

Rappelons maintenant le résultat suivant concernant les mesures gaussiennes
sur .F/ prouvé dans [2],

Proposition 4.6.2 Soit H un espace de Hi,lbert réel séparable et Q* un opérateur
posi'ti'f, auto-adjoi,nt et traçable sur H. Soi,t P la projecti,on orthogonale de H
sur la fermeture delm Qk, (ealrrs urlê base orthonormale complète d,e H telle
que Qooe1, : Àk€k pour À1, ) 0 et trt, Ia mesure g'aussi,enne sur H d,'espérance 0
et de matrice de couariance Q*.

Alors,

(i,) Pour tout h dans H la série

<  Q-J  r ,h  ) :  Ë  I  h ,e1 ,  ><  r , "0 ,  *
Ic:1,Àr)0 Y ^lr

conaerge d,ans L2(II,F), et

1 _ L

Ju u QJ r,h >2 Pt@r) : llPhll2.

De plus, si, h est d,ans Im QL "t 
r est d,ans H, on a :

<Q" j r ,h>:<  r ,Q* th>

p presque partout.

(ii,) Pour tout h d,anslm Qtk "t S, ls d,ans FCf @), nous auons :

f  -  i /  \  /  '  \  f  '

Jo. ô,@),h > tlt(r)p,(dr) : - 
Jr. 

rl,,(r),h > S@)p,(dr)

'  + lroAWfù<Q*r,Q*in>p(dr).

(ii,i,) Pour tout h danslm Qk, te dans H et Q d,ans fcf (4, nous o,uons :
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r r
|  < ô,@),h >< k,r )  p(dr) :  -  l_ < k,h > S@)p,(dn)

JH JH

+ [ O(") 1k,r ><Q-,]r , ,Q-' ]n> p(dr).
J H

(i,u) Pourtouth d,ansImQtA, tt d,ans H etg d,ansFCf@), nous o,aons:

1 1 f  __L

I  <ô,@),h><.QoJ* ,k>p, (dr )  :  -  I  <k ,Qth>S@)p, (dr )
JH  JH

I  _ 1  1  I

+ JHÔ@ K-Q-*zr ,k  >< QJr ,Qtn> p(dr) -

Preuve : Les assertions (i) et (ii) ont été prouvées par Z.Ma et M.Rôckner

[66] dans le cadre d'espaces de Wiener abstraits.

Pour démontrer l'assertion (iii), considérons une suite (fô">t d'éléments de

Cf (R) telle que pour tout n ) L,

f " ( r ) : ,  s i r€ [ - r ,n1

et

Vi,@)l S t pour tout r € IR.

Alors, en posant, pour tout n ) L, gn : fn(< k, . )),la suite (g")">, converge

vers < k,.) et la suite (< (g^)r, h. >)r,2r converge vers < k,h ) dans L2(H, tt).

Ainsi, le résultat de l'assertion (iii) est une conséquence immédiate de (ii)

et du Théorème de Lebesgue.

Du résultat.prouvé dans I'assertion (i), nous déduisons que pour tout r €. H,

< Q* r,k >>:< Q"j r, Pk >

p presque partout, ce qui implique que & est dans I^ Q;*.
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Soit (k,),21 ur€ suite d'éléments de Im Q# t"U. que llk, -- kll - 0. :

Alors, en appliquant le résultat de (iii) à rb*@) :< Q**k^,t ) et en ie-

marquant que ( Q."ir,h>:< r,Q'"tn>, nous obtenons :

1 1 1 7

|  <ô ,@) ,h><,Q-oJr ,kn )u ,@r)  :  -  I  l kn ,Q"Jn>Q@)p, (d r )
J H  J H

+ [  o@ <Q-]r ,kn><Q**r ,q* in> p@r) .
J g '  

'

Donc, comme d'après l'assertion (ii), < Q-'"**,kn) tend vers < Q-Jr,n >

dans .L2(.F/, p), Le résultat de I'assertion (iv) est une conséquence immédiate de

l'égalité précédente par passage à la limite.

E

Montrons maintenant que la forme bilinéaire Ç défrnie sur FCf;(H)xFCf;(H)

par :
I

ç(ô,rlt): lr(< ô,(r),AQ*'t;,(r) >rl * < F(r), ô,(r) >u) p(dr) (4.16)

et l'opératetr B de FCf;(H) dans Lz(V, L'(H,p)) défini pour tout q e FCf @)
e tu€  V ,  par :

(B(q)u)(r) :< G(r)q(r),u )v - < Bîq,(r),u )v + < Q-""i nru,,Q-J, > q(r)

vérifient les hypothèses du Théorème 4.2.J. 
@'17)

Pour cela, rappelons tout d'abord le résultat suivant dû à N.Ahmed, M.Fuhrman

et J.Zabczyk [2].

Théorème 4.6.3 Supposons que les hypothèses (H1) à (H9) sont sati,sfa'ites

et que

(i)Im Q* C Dom(A) et iI eui,ste K > 0 tel que pour tout u,y €. H



|  <  r ,AQ*a> |  S KlQi" l lQàul .

0ù n eri,ste C > 0 tel que pour tout r e H

lQ-i p(")l s c.

(4.18)

(4.1e)

Alors, la forvne bi,Ii,néa'ire Ç possède un unique prolongement conti,nu sur V,

noté, Iui aussi, Ç. De plus, Ç sati,sfai,t la condi,ti,on de coerci,uité (1.2) et

déterrni,ne un prolongement L de I'opérateur Ls. En outre, pour tout a €

(0,*) , il eri,ste C, e IR tel que

- q(ô,ù > "llôlli + cÀlôllï,w,,t (4.20)

pour tout Ô eV.

Le résultat précédent

ants.

est une conséquence immédiate des deux lemmes suiv-

Soit (,R1)11s le semi-groupe de transition de la solution de I'équation différentielle

stochastique

xt: Xo+ [ '  'q,x,ar+ [ '  Bdw(s)
J o " / 0

agissant sur I'espaceUC|(H,IR). La mesure pt étant invariante pour le semi-

groupe (&)r>0, les résultats prouvés dans [18] ou [S5] impliquent que ce semi-

groupe s'étend. de manière unique en un C6 semi-groupe sur -L2(f1,p) de

générateur -4.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Théorème 3.6 prouvé

par M.Fuhrman dans [44] (voir aussi V.Bogachev, M.Rôckner et B.Schmuland

[11]) .

Lemme 4.6.4 Soit t la forme bilinéai,re défi,ni,e pour tous S, $ dans fci@)

par

< ô,@),AQ*r!,(r) > p(dr).
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Alors, sous les hypothèses d,u Théorème .1.6.3, la fo77ne bili,néai,re t admet
un uni,que prolongement continu, toujours noté t, en lrne forme bi,li,néai,re sur
V sati,sfai,sant Ia condi,t'ion de coerci,ui,té (4t.2) et, pour toute fonction Q dans

Dom(, ) c V, et t(ô,rlt):1 Aô,$ )721n,1t) .

De plus, pour toutes foncti,ons S et rl; dans V, nous o,aons :

ll(ô,rl')l < Kllrl.ll, et - t(ô,r!l : |lOB
où K est la constante définie d,ans l'asserti,on (i) d,u Théorème 1.6.3.

Lemme 4.6.5 Supposons que les hypothèses d,u Théorème 1.6.3 sont sati,is-

fai,tes. Alors; i,l eriste une constante C > 0 telle que, pour toutes foncti,ons S
et tf.t dans V,

t'

lJr.  F(r),ô,@) > ,b@) p@ùls l ldl lvl ldl ly

et pour tout e > 0, .il eriste une constante C, > 0 telle que, pour toute foncti,on
S dansV,

| [ . rçr1,ô*(r) > ô@) rt(dr)i s 'llOllS + c,llôll2t ru,t"t.l J n  , l _  | '  | y

Preuve : D'après l'hypothèse (4.19), nous avons pour toutes fonctions / et
ry' dans FCf @),

llr . F(*), ô,@) > ,1,(*) p@ùl

ce qui prouve la première assertion du lemme. De plus, en prenant ô : rb,
nous obtenons, pour tout e > 0,

lL. F@),ô,@) > ,b@) t @,)l< €ilôllî.llôil?,w,,t



ce qui prouve la seconde assertion du lemme.

tr

Preuve du Théorème 4.6.3 : Les résultats des deux lemmes précédents

impliquent que la forme bilinéaire Ç est bien définie, satisfait I'inégalité (4.20),

et il existe une constante M > 0 telle que

lç (ô, rl')l < u llôll"llr/llv

pour toutes fonctions ô et 4t dans V.

De plus, Ç défrnit le générateur infinitésimaI L d'un semi-groupe (Pr)r>6 forte-
ment continu de L'(H,p) qui est, d'après [18], un prolongement de Lo.

D

Nous démontrons alors le résultat suivant.

Théorème 4.6.6 Supposons que les hypothèses du Théorèrne 4.6.3 sont sat-

i,sfaites et que

Im Bi C Im atg.n Im Âfl . (4.2L)

Alors l'opérateur B possède un prolongement en un opérateur, encore noté B,

deV dans Lz(V,L2(H,1t)) tel que :

< B(q)u,ô )r,r(n,p):<< ô,Gq )p1n,p1tu )v + << Q, Biô, )Lr17,1ry,u )v

(4.22)

pou r tou tqeV ,  ÔeDo  e tue  V .

De plus, i,I eriste ? € (0, I) et C > 0 tels que

llg(q)ll'",1r,""1*,r1; < zllallT, + Cllqll27,q11,1,1 @.23)
pour tout q eV.

Pour montrer le Théorème 4.6.6, rappelons tout d'abord le résultat suivant.
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Lemme 4,6.7 Sous les hypothèses du Théorème 1.6.6, I'appli,cati,on Ô - BiÔ''

définie sur FCf;(H), admet un prolongement en une appli,cati,on conti,nue de

V dans L'(V,tt).

De plus, iI eni,ste q e (0,L) tel que

I ttaia,@)llîp@")
J a "

pour tou tÔeV.

Preuve : Comme Im 81 C Im Rf , t", résultats de l'appendice B de [18]
impliquent qu'il existe k > 0 tel que llnî"llT ! tcllnirllf,, pour totft'r e H.

Ainsi,,en prenant q e (0,1) tel que r7(1 "-"r?)-'i=k, nous obtenons :

(t - rt) < BlBir,r > < rl 1 R1r,,r )

et, pour tout @ e FCf @), nous avons :

0 - rù [ < B$iô,@),ô,@) > r.r(dr) < rt [-. < Rrô*@),ô,@) > pr(dr).
\ -  ' r ,  

J H  
l ' & \ - - / t  t & \  ,  ,  \  ,  -  ' J H

Cette inégalité implique (4.24) en remarquant que Q : Rt + Bfii.

D

Preuve du Théorème 4.6.6 : Tout d'abord, écrivons B : Bt t 82, où

(Br(q)u)( r )  :  q(* )  < G(r ) ,u  >y

et

(82(q)u)(ù - - < Biq,@)',' ltr )v +q(r) < Q'j nru,Q*È, > .

En notant (fu)r.t une base orthonormale de V, la définition de la norme de

Hilbert-Schmidt implique que pour tout q e FCf (H),



r r !

Jr2q(") 
< o,(r), Btf; >vK- QJ Brfo,QJ (r) > p(dr)

f  , " , ,  t  I
: 

Jr t @')*(*), B,T, )v( Q'J Btfio,Q'" (n) > p(dr)

r ^ - l l: - 
Jr 

t Q*t Brfio,Qt nrfio > q2(t) P(dr)
I  

" ,  
-  I  I

+ J"t@) < QJ n'70,Q,3 (r) >' p@r)

l l B r (q) llrr 
" 1r, ", 

qu, r11
ieI

: D ttq < G, fr >, llï'w,rt
ie I

: D | . G, fi )v lrllqllr",r,u,rt
i e I

llqll'",tu,rtD | . G, fn >v l'
i€I

: llqllr",fu,rlllclli

D'autre part, pour tout g € FCf @), nous avons :

11&z(ù11"",1r,""1r,r11 : \ llf,zfu) ftll?,,@,")
ieI

: D tt- 1 e,, Btfr )v *q < Q-'i ar1n,Q-*(-) > ll?,"@,r,)
ieI

, : D* l"(. ,,(r), Brft >î +q(r)' < e*+ aryo,e;t(r) >'

-2q(") < Q,(r), Brft >vD Q-""t ar\o,q-J @) >) u@ù.

Or, en appliquant (iv) de la Proposition 4.6.2 à hfre Im qi, Q* Brfn e n
et g € fci@), nous obtenons :

et ainsi,
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ll B, (q) ll'", 1;u, ", 1 t, r11
: D IrG 

q,(r), Brrt >î + t Q;i n;ro,Q} Brfo' q'@)) t'@")
iê.l 

'

: D* I r G 
q'(t)' B' f o >î +llQ-J B' rnll"u' @) p@')

. : 
Ir(ll"in"t")ll2o + o2(r)lla* B1ll27,qv,n,qr,r))) p@r)

: I ll ui o, @) 11211 1"r, (d'r) + llq;] n tll?., <v, n r n, ryll all?, s, 11Ju "

Les deux dernières estimations impliquent que pour tout q dans FCf (H),

l l s (q)'l l? 
" 
(v, 12 ( H, fi )

+llqll" 'w,ut 
l!flllc(")11,,' 

(4'25)

Donc, comme d'après le Lemme 4.6.7, il existe ry € (0, 1) tel que

I oll ain,tùllî p@,) < ? llq ll u

nous déduisons de (4.25) que I'inég alité (4.23) est satisfaite pour tout q €

FCf (H).

De plus, I'opérateur 6 se prolonge de manière évidente en un opérateur linéaire

borné, toujours noté B, de V dans Lr(V,L2(H,p)) et, pour ce prolongement,

l'inégalité (4.23) est satisfaite pour tout q e V.

Montrons maintenant que l'inégalité (4.22) est satisfaite.

Pour tout q,ô € FCf;(H) et u € V nous avons :

lr. {srtq)u)(r),ô(ù > tt(rtr): lro(ùô(") 
< G(r),u}v lt(dn)

et, d'après I'assertion (ii) de la Proposition 4.6.2,



lr. tnr{a)u)(r),ô@) > p(d")
I  /  1  - - 1  \: 

J"l-ô@ 
< Q,(r), B1u )v +Ô@)q(r) < Q-J Bp,Qoo , >) u@r)

I: 
Ju. ô*@), Bru )v q(r) p'(dr)

Ainsi, eh sommant ces deux égalités, nous obtenons l'égalité (4.22) pour tous

q,ô e FCf @).

De plus, cette égalité peut être étendue par continuité pour tous q € V et

ô e fCf;(H) et, par passage à la limite, l'égalité (4.22) reste valide pour tous

qeVetSeDs.
tr

Montrons maintenant le résultat principal de ce paragraphe concernant l'existence

d'une densité par rapport à la mesure p pour le filtre associé au système (4.5).

Théorème 4.6.8 Supposons que les hypothèses (H1) à (H9) ai,nsi que le:s con-

d,i,tions (4.15), (/r.19) et (/1.21) sont satisfai'tes. Alors, le processus o{dt):

q1(r)p,(dr) est solut'ion d,e l'équati'on de Zakai, (4.6) et Ia ilens'ité (qt)t>o est

l'unique soluti,on fai,ble de l'équati'on aur dériuées parti,elles stochasti'que :

1t t t

Qt: 8o + 
Jo 

L*q"dt + 
Jo 

Bq"dY" (4.26)

où L et B sont les opérateurs di,fférenti,els obtenus respectiaement dans les

Théorèmes 4.6.3 et 4.6.6.

De plus, le processus (qt)t>o est Lz(H,1.r,) conti'nu et pour toutT ) 0,

(4.27)

Preuve : D'après le Théorème 4.6.3, la forme bilinéaire I définie par (4.16)

est continue sur 7 x V, satisfait la condition de coercivité @.2) et définit un

prolongement L de I'opérateur .46.

" (1,' llallï6,ç,tdr) . *



De plus, d'après le Théorème 4.6.6, l'opérateur 6 défini par (4.17) est un
opérateur linéaire.continu de V dans L'(V,'17) tel que pour tout g eV,Q e Ds
et  u  € .V ,

< B(q)u, ô > r"@,t ):<< ô,GQ ) pz1n,p1tu )v + << A, Biô* ) rr(H1")ru )v .

D'autre part, les inégalités (4.20) et @.23) impliquent que pour tout / e V,

|lt tnlll?,s,", 1r,,, < - *ç @, ô) - *lqvr, <,,,t + f; il,Y,, 6,,t
pour tout a € (0,|) et pour un choix convenable de 4 € (0,1), C > 0 et

C"en.

Ainsi, en choisissant a tel que 11 <-2a nous obtenons que I'opérateur B satisfait

Ia condition de superparabolicité (4.3).

Donc, les hypothèses du Théorème 4.2.3 sont vérifiées et par conséquent,

l'équation (4.26) admet une unique solution faible, )1 adaptée, (qt)r>o sat-

isfaisant l'estimation @.27).

Alors, pour toute fonction / da,ns Dom(,C*) nous avons :

1Qt ,ô)zz(a,p)  :  1eo,ô)rz(n, r " )  *  
Io '  

aQ",Lnô)72q11,1"1 d,s

* Io' 
. ô,Bqrd,Ytrz@,r") (4.28)

et, comme l'opérateur B satisfait, d'après le Théorème 4.6.6,I'égalité (4.22),

nous obtenons :

1 Qt, Ô ) zz(n,p) :
7t

1 eo, ô ) rr(n,p) * 
Jo 

a Q", Ln ô ) yzç1,r1 d,s

1t
+ 1 11 ô, Gqx ) 7rçr,,4, dY, )v

J O

1t
+/ << Qr,BIô'  )L"(H,t),dY, )v .
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Or, comme Ln : L,Do c Dom(,C*) : Dom(4) et o/dr): Qt(r)p(dz), nous

avons, pour toute fonction S dans Ds,

1 Qt, Ô ) Lz(H,tr): ot(Ô)

< qt, Ln Ô ) rz(H,tt): I Qt, LQ > 7"11t,1"1: ot(LoÔ)

11 Qt, Biô, >r,r(n,p1,dY )v: < ot(BiÔr),dY, >v .

D'où, en tenant compte des égalités ci-dessus, l'égalité (4.2g) devient :

1t 1t 1t
ot(ô) : 

"o(ù+ Jo 
o"(Ls$)ds* 

Jo 
. o'(Gô),Ot" r, + lo 

< o'(Biôà,dY" )v

et par conséquent, le processus o1(dr) : qt(r) p(dx) est solution de l'équation

de Zakai (4.6).
û

4.7 EXEMPLE

Supposons que le signal (Xr)r>o est solution de la généralisation de l'équation

de la chaleur stochastique :

dx(t,rr :  (#(r,€) + f(x(t ,e)))  at +dwL(t,€) +b(€)dwz(t) ,{e (0,1)

x( t ,O):x( t , l ) :0 ,  t>0

X(0,.) :  Xo(.)

où (laz1(t))1>s est un processus de Wiener cylindrique sur .I{ : L2(0,L), (W2(t))èo

est un processus de Wiener à valeurs dans IRd, indépendant de (Wr(t))t>gr "f
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est une fonction lipschitzienne bornée de lR dans IR et b est dans tr2(0,1).

Supposons de plus, que l'observation (Yr)r>o est de la forme :

1t
Y : Jo G(X,)ds + W2(t)

où G est une fonction continue et bornée de H dans IRd.

â2
Alors, le domaine du générateur A : 

fu 
est Dom(A) : f/ot(O, 1) n I/2(0, 1) et

la mesure de référence p est la loi du pont brownien sur H (lfDerto,r1 dont la
fonction de corrélation est donnée par :

[ *et t -n l ,  o<€ <11 <L
l z

n(0@0(,ù): {
l 1
l ; r t ( t - € ) ,  0<11<€<1 .
t  2 "

Par conséquent, si b est dans Ild(0, 1), Ies hypothèses du Théorème 4.6.8 sont

satisfaites et la solution de l'équation deTakai associée à ce problème de filtrage

admet une densité par rapport à Ia inesure p.
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Chapitre 5

CONTINUITE PAR

RAPPORT AUX
TRAJECTOIRES DE

L'OBSERVATION DU FILTRE

ASSOCIE A DES SYSTEMES

DE DIMENSION INFINIE

5.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous étudions un problème de filtrage non linéaire avec bruits

indépendants lorsque le signal et l'observation sont à valeurs dans des espaces

de Hilbert réels séparables 11 et V.

Notre but est de déterminer des conditions suffisantes sous lesquelles le fil-

tre associé à de tels systèmes est continu par rapport aux trajectoires de

I'observation.

Pour cela, nous définissons de manière analogue à celle exposée par E.Pardoux

l74l,Ie frltre et le filtre non normalisé comme deux collections de mesures sur



H, et nous montrons leur continuité sw Ma(H), I'espace des mesures pos-

itives.sur I/, muni,de la convergence étroite. Toutefois, comme le processus

dlobservation est,àvaleurs dans un espace de Hilbert de dimension infinie, nous

utiliserons, pour étendre à notre modèle la méthode developpée dans [74], une

forrnule d'Itô pour des fonctions à valeurs dans des espaces de Hilbert de di-

mension infinie établie par M.Métivier dans [67].

La continuité par rapport aux trajectoires de I'observation du filtre associé

à des problèmes de filtrage non linéaires en dimension finie a été étudiée pax

de nombreux auteurs

Cette question a été traitée dans le cas de systèmes de filtrage non linéaire

à coefficients bornés par M.Davis [20] lorsque le signal et l'observation sont

indépendants et par M.Davis et M.Spathopoulos [22] lorsque le signal et I'observation

sont dépendants. Le cas de systèmes de filtrage non linéaire avec bruits

indépendants et un coefficient d'observation non borné à croissance sous ex-

ponentielle a été étudié par H.Sussmann dans [79]. En combinant les résultats

exposés dans [20] et [79], P.Florchinger [39] a démontré la continuité du filtre

pax rapport aux.trajectoires de I'observation dans le ca,s de problèmes de fil-

trage non linéaire avec bruits déperrdants et une observation unidimensionnelle

à coefficient non borné.

Notons qu'une notion plus faible de continuité pour le filtre a été étudiée par

M.Chaleyat-Maurel et D.Michel [15] dans le cas de problèmes de filtrage non

linéaire avec bruits dépendants et coefficients bornés.

Ce chapitre est divisé en trois paragraphes organisés de la manière suivante.

Dans le premier pa,ragraphe, nous rappelons quelques notions usuelles de la

théorie du calcul stochastique sur les espaces de Hilbert et nous introduisons

Ie problème de filtrage non linéaire étudié dans ce chapitre. Dans le deuxième

paragraphe, nous utilisons la méthode de la "probabilité de référence" pour

définir une nouvelle probabilité sous laquelle le processus d'observation est un

processus de Wiener et nous introduisons le filtre non normalisé associé au
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problème de filtrage considéré. Dans le troisième paragraphe, nous montrons

la continuité par rapport aux trajectoires de l'observation du filtre et du fil-

tre non normalisé; Le résultat principal de ce chapitre est énoncé dans le

Théorème 5.4.5.

5.2 NOTATIONS ET HYPOTHESES

5.2.L QUETQUES RAPPELS DE LA THEORIE DES

PROCESSUS STOCHASTIQUES SUR LES ES-

PACES DE HILBERT

Dans cette partie, nous rappelons quelques notions usuelles de la théorie du

calcul stochastique pour des processus à valeurs dans des espaces de Hilbert.

Pour de plus amples détails concernant cette théorie, nous renvoyons le lecteur

à [18] par exemple.

Soit (O, F,,(Fr)r.io,ry, P) un espace probabilisé complet, V un espace de Hilbert

réel séparable.

Un processus stochastique (14l(t))r.to,r1, à valeurs dans I/, est un Q-processus

de Wiener, où Q est un opérateur sur V, positif et symétrique si, et seulement

si.

1. W(0) :  0.

2. Leprocessus (17(r))r.to,4 est à trajectoires continues et à accroisse-

ments indépendants.

3. Pour tous f, s € [0, ?], la loi de la variable aléatoire (W(t)- W("))

est gaussienne d'espérance 0 et de covariance (t - s)Q.

Le sous-espace I/6 : Qà(V) muni du produit scalaire

1u ,a  )o : (  Q-Èu ,Q-*u  > ,



est un espace de Hilbert et l'espace L3: Lz(Vo,11) des opérateurs de Hilbert-

Schmidt de Ve dans un espace de Hilbert .Ff est, muni de la norme

l lvll?s : l lvgà ll2 : ?r(ùgv.),

un espace de Hilbert séparable.

Pour un processus mesurable (ôùtr1o,q, à valeurs dans .L!, nous définissons

les normes

/ f t r

llldlll, : (n lo" llô,ll',sl,)u, t e fo,rl

et nous notons N?r(0,7;LB) l'espace de Hilbert des processus .L! prévisibles
(Ôr)t.p,r1tels que ll ldll lt ( *oo.

5.2.2 LE PROBLEME ETUDIE

Soit FI, U et V trois espaces de Hilbert séparables,, (Wt(t))re1o,4 un Qt-
processus de Wiener à valeurs lans U et (W2(t))te1o,rj un Q2-processus de

Wiener à valeurs dans I/, où Çr et Qz sont des opéïateurs positifs, symétriques

et traçables définis sur U et V respectivement. De plus, nous supposons que

les processus de Wiener (lfr(t))r.to,r1et (W2(t))teto,rl sont indépendants.

Soit (Xs, Y)rrp,4 le processus stochastique à valeurs dans I/ x V, solution

du problème de filtrage non linéaire :

(5.  1)

y: 
Io' G(x")d,s +w2(t)

ou:

(H1) Xs est donné dans .I/;

(H2) L'application ,F' : H --+

]'o : 0.

I/ est lipschitzienne et bornée.
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(H3) L'application G : H + V est continue, bornée et admet des dérivées
du premier et deuxième ordre continues et bornées, notées G' et G" re-
spectivement. De plus, nous supposons que pour tout r € .F/, la fonction
G" (r) est dans L@3; V) (l'espace des fonctions linéaires de .[! dans V) et
I'application iL F+ G" (r) est uniformément continue sur tout sous-espace
borné de H.

(H4) L'opérateur R: H -- Nîv,(O, T;I!) est lipschitzien et borné.

Afin de définir le filtre associé au problème de filtrage non linéaire (5.1), rap-
pelons Ia notation suivante, utilisée dans [2].

Pour tout k e IN, notons UCt(H,lR) I'espace linéaire des applications $ de H
dans IR admettant des dérivées de F!échet jusqu'à l'ordre ,k, bornées et uni-
formément continues.

Alors, pour tout t € [0, ?] et pour toute fonction $ de UCI(.[/,IR), nous
défrnissons le filtre zr1 associé au système (5.1) par :

rt(ù: Etô6ùl!,1

où )r : o{Yr,O ( s < t} est la tribu engendrée par les trajectoires de

I'observation jusqu'au temps f.

5.3 LA PROBABILITE DE REFERENCE

Dans ce paragraphe, nous utilisons la méthode de "la probabilité de référence"
pour définir une nouvelle probabitité sous laquelle le processus (Y1)x€[0,"] est
un processus de Wiener.

Soit (Z)ç[,0,r1 le processus stochastique défini pour tout t € [0, ?] p*

21 : exp (lr' . G(x,), dy, )v -; lr'llc(x")lli ds) . (5.2)
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Alors, comme G est bornée, nous avons E(Z;r): l pour tout t € [0,?], et si

nous notons P la probabitité définie sur I'espace probabilisable (Q, F, (Fr)trp,rl)

par la dérivée de Radon-Nikodym

dPl ry- !
*l"-: o,

le Théorème de Girsanov démontré par J.Y.Ouvrard dans [70] entraîne que

le processus d?observation (Y1)r.p,r1 est, sous la probabilité P, un (F)rrp,rl

processus de Wiener indépendant ae (W1(t))r€lg,fl.

Ainsi, nous définissons pour tout t € [0,"] et'pour toute fonction / dans

UC|(H,IR), le filtre non normalisé associé au problème de filtrage non linéaire

(5.1) pa,r

pt(ô) :Elô6ù4/vû.

De pius, les techniques usuelles de la théorie du filtrage non linéaire nous

permettent de montrer que le filtre zq et Ie filtre non normalisé p1 sont liés par

ia formule de Kallianpur-Striebel (voir [Sf] par exemple) :

5.4

/  , \  Pt@)lrt\Q): 
nm

CONTINUITE DU FILTRE

Pour montrer la continuité pâr rapport aux trajectoires de I'observation du

filtre et du filtre non normalisé associés au problème de filtrage non linéaire

(5.1) nous avons besoin de fixer Ia valeur de Yr dans l'expression défrnissant 26

Dans ce but, nous calculons l'intégrale stochastique apparaissa,nt dans (5.2) à

l'aide d'une formule d'intégration par parties.
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Proposition 5.4.1 Sous les hypothèses (Ht) à (Ha) nous anons

/ 1 t
zt : 

""p (< G(xr),Y >v - 
Jo 

. G',(X')F(X,),Y, >v d's

r t l r t- 
Jo .Y,,G'(x")R(x,)dw1(s) ," -i 

Jo llc(x)ll ias
1  r t  /  L \  /  1 \ *  \-; 
J" < G"(x,) (ntx"lor ) ln6"lqi ) ,Y" >y ds )

Preuve: En intégrant par parties l'intégrale stochastiqu u 
lo' 

a G(X,), dY, )v

nous obtenons :

1t 1't

Jo 
. G(X"),  dY" )v:1G(Xr) ,Y, )v - 

Jo 
.  dG(X'),Y, )v. (5.3)

D'autre part, en appliquant la formule d'Itô démontrée par M.Métivier dans

[67], nous avons :

dc(xt) : G'(xt)dxr +ïG" (xr)d < x )t

où ( X D, désigne la variation quadratique du processus stochastique (Xt)re to,rl,
définie en [1S].

De plus, la variation quadratique du processus stochastique (Xt)telo,r1 peut

être calculée à I'aide du résultat suivant, démontré dans [18] :

Théorème 5.4.2 Pour tout Q-processus de W'iener (Wt)teIo,T, à ualeurs dans

(J , et pour tout processus stochasti,que (Ôt)tep,rj de ffi(0,7; LB), le processus
/ Î t  \

stochastique ( | ô,dWrl est une (f)p_s mart'ingale continue de carré
\J0 / telo,Tl

intégrable et sa aariati,on quadratique est donnée par :

u I, ô, dw, >,: Io (0, a+1 (ô, eÈ). ar.

(5.4)
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Ainsi, l'égalité (5.4) devient :

dG (x t) : G' (x,) (F (x t) dt+ R(x t) dw Jt11 +|c" çx,) (*t*,1, qi 
) (",t, AÏ). at

(5.5)

et le résultat de la Proposition 5.4.1 se déduit alors facilement de (5.3) et (5.5).
tr.

Remarque 5.4.3 Sù le processus d'observati,on est à ualeurs dans Rd alors,

le nésultat de la Proposi,ti,on 5.1.1 est i,mmédiat par uti,Iisati,on de la fomnule
d,'Itô prouuée d,ans [15] par eremple.

Afin de fixer la valeur de Yt dans la définition du processus (21)610,4, définissons
pour tout g dans C([0,7], V),,Ie processus stochastique (Zr(A))t.f0,rl pax :

zr(a) : ,*o (. G(xr),a(t) >v - to* . c;tx"|r1x,),s(r) )v d,s
1 t 1 r t- 

Jo . s@),G'(x,)R(x,)dwr(r) >', -; J,llc(x,)llf lds (r.0)
1  1 t  /  , ! \  , / - . - - .  ^ J \ *  \-t 
J" < G"(x,) (nfx"lOf ) IR(DAî ) ,s(s) >v ds) .

De plus, la définition du processus stochastique (Zr(g))r.fo,4 donnée en (5.6)

implique que pour tout I € [0, ?], nous avons 21: Zr(Y).

Maintenant, définissons de manière analogue à E.Pardoux 1741,, deux collec-

tions de mesures sur .F/ de la façon suivante.

Définitio n 5.4.4 Pour toute foncti,on $ d,ans tJCl,(f/, R), notons o1(y,Q) et

nr(a,ô) les deua collect'ions de mesures sur H, inderées par (t,ù e [0,?] x

C([0,T],V), définies par :

or(u,ô):E(ô(xù zr(ù)

rt@, ô) : ot(a, t)- ' ot(u, ô).

et
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D'après cette définition, les processus o1(/) et o1(Y,/) sont indistinguables

et, par utilisation de la formule de Kallianpur-Striebel, on en déduit que les

processus n1(S) et rt(Y,,Ô) sont eux aussi indistinguables.

En tenant compte de cette dernière remarque, nous pouvons démontrer le

résultat principal de ce chapitre.

Théorème5.4.5 Pour toutt € [0,?], Ies appli'cati'ons y à ot(A,) ety r-+

rt(A,) sont conti,nues deC(l},fl,V) dans M+(H)' l'espace des mesures pos-

i,ti,ues sur H, muni, de Ia conaergence étroi'te.

De plus, pour toute fonction Q dans UCI(H,IR), /es appli,cati,ons a è ot(g,Ô)

et y t-+ rt(A, ô) sont localement lipschi'tzi'ennes de C(l},Tl,V) dans IF.'.

Preuve: Soient (An)n>o une suite de C([0, T1,V) convergeant vers 3r' et / une

fonction de UC6o(,F1, IR).

Pour démontrer la première partie du Théorème 5.4.5, il nous suffit de prouver

que la suite (o1(gr,",Ô))">o converge verc o{9,,$).

D'après la Définition 5.4.4, nous obtenons :

ot(un,ô):E(ô(xr) zr(a^)):  [  ô6r) z{y,)d,P.
" / o '  

.

Or, la suite (/(X1)Zr(A^))^>s converge presque sûrement vers le processus

ô(Xr)Zr(a) et, il existe une constante positive K telle que ld(Xr)Zr(A)l 3 K

presque sûrernent. Donc, d'après le théorème de Lebesgue, nous avons :

,,ITt lrofx,l z,(a*) d,P : trotx,t z{v) d,P

c'est-à-dire :

'IT- ot(an' Ô) : o'(u' Ô)'

Ainsi, I'applicatiorL A è ot(A,, .) est continue de C([0, f],V) dans ,AZa(//) muni

de la convergence étroite.
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Prouvons maintenant la deuxième partie du Théorème 5.4.5, c'est à dire que

I'application y r-+ ot(y,ô) est lipschitzienne.

La fonction $ étant bornée, il existe une constante positive C1 telle que

ll,owazao, 
-J,ô(x,)2,(a'1aPls 

", I,lz,(a) - z{s')ld,p (5.2)
pour tous y, y' dans C([0,7],V).

D'autre part, en notant Zr(A) : exp(%(g)). nous montrons facilement qu'il

existe une constante positive C2 telle que :

lzr(a) - zr(a')l

et, d'après la Proposition 5.4.L, nolts. avons:

tv(a) - v(a')t 3 ti 
f ,".'rr'"1'- oor!1,' ,',ir,l"r^*")d,w1(s) >v I

rt
*/. | < s(s) - a'G),,G'(x,)F(x") >u ldt

*; l,' | < s(") - s'(,),G"(x") (*r*"lqÏ) (oro,oÏ)" ,, 0,.

De prus, comme re processur (l' | < s(") - a'G),G'(x")R(x")d,wr(s) tu l) _.^ *
est une (Ft)tep,rlmartingale locale, nous obtenons, en prenant l'espérance J;Inn
la probabilité P dans les deux membres de cette inégalité :

*; E (1,' t.s(s) - u'(s),G"(x,) (*fr"lqÏ) ("fopr'). ', a")
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Finalement, comme toutes les fonctions apparaissant dans l'expression précédente

sont bornées, I'inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne que

lrtut l 
- v(a')ld,P < crlla - u'll*

où C3 est une constante positive.

D'autre part, d'après (5.7) et (5.8) nous avon

lrr(a, ô) - or(a' , ô)l < cr cz lrtu@ 
- v@')ldP

er, en utilisant la majoration obrenue pour 
lrt\t l - V(a)ldP dans (b.9),

nous en déduisons qu'il existe une constante positive C (C : CtCzCù telle

que

lor(a, ô) - or(y', ùl s c lla - a'll*

(5.e)

(5.10)

ce qui implique que I'application U è ot(A,/) est localement lipschitzienne de

C([0,?],I /) dans IR.

De plus, comme nous pouvons démontrer, de manière analogue qu'en dimen-

sion finie, etre o1(!,1)-1 est borné, nous déduisons de l'inégalité (5.10) que

l'applicatiorL A â rt(A,ô) est localement lipschitzienne de C([0, f],V) dans IR.

tr
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