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Introduction 7

Introduction

Soient G un groupe de Lie et X un sous-groupe compact de G. Les représentations
unitaires et irréductibles de G dont la restriction a8 K est sans multiplicité sont particu-
litrement aisées a décrire et permettent des calculs algébriques explicites sur les représenta-
tions de K qui apparaissent dans ces restrictions. La partie de la formule de Plancherel de
G associée a ces représentations est en général complétement déterminée simplement par

Pétude des fonctions sphériques sur G.

On dira Qu’une paire (K, G) est de Gelfand si toutes les représentations unitaires et
irréductibles de G sont sans multiplicité sur K. -

L’étude des groupes semi simples G a été développée par de nombreux auteurs depuis les
années soixante et soixante dix.

Dans les années quatre vingt dix, Benson, Jenkins et Ratcliff ont étudié le cas “résoluble”
ou plus précisement le cas ol G est le produit semi direct K>S, S étant un groupe de Lie
résoluble, connexe et simplement connexe. |

Considérons donc un groupe compact K agissant par automorphismes sur S.

On dit que (K, S) est une paire de Gelfand si I’algebre des fonctions K-invariantes

Li(S)={f¢ LI(S),f(k‘l(z)) = f(z), keK, z€S)

est commutative sous la convolution.
Dans ce travail, on se restreint au cas ol S = exp(s) est un groupe de Lie résoluble connexe

et simplement connexe.

Dans le premier chapitre, on rappelle les résultats de Benson, Jenkins et Ratcliff qui rédui-
sent le probleme au cas nilpotent. En effet, on montre que la description de telles paires
de Gelfand se rameéne a celle du groupe K sur le radical nilpotent N de S. Ce radical
doit étre de pas 2. De plus, I’étude des paires de Gelfand nilpotentes se réduit, moyennant

le lemme de la localisation & 1’étude des paires de Gelfand (K, H,,).
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Ensuite on montre que (K, H,) est une paire de Gelfand si et seulement si (K, Hy,) en est
une, Ky étant la composante connexe de 1’élément neutre e de K et H, le groupe de
Heisenberg de dimension 2n + 1.

Le cadre de notre étude est donc les paires de type (K, H,) ou K est un sous-groupe
compact et connexe de U(n) agissant naturellement sur H,,. ‘
Soit 7, une représentation unitaire et irréductible de dimension infinie de H,, induite par
le caractere x,. On peut étendre 7, & G en posant :

W, (k)f(n) = f(k_l(n)) puis Yo, (k,n) = p(k) @ W, (k) om,(n)
si p est une représentation unitaire et irréductible de K et g sa contagrédiente.
Génériquement, les classes des représentations v, décrivent le dual unitaire de G.
D’autre part, les représentations unitaires et irréductibles de H,,de K et de G = K> H,
peuvent étre décrites par la méthode des orbites. Il est donc naturel de chercher un critére
géométrique portant sur les orbites coadjointes de ces groupes garantissant que la paire
(K, H,) soit de Gelfand. '
Soit p un élément du dual g* de ’algébre de Lie g de G. on note par (93 I’orbite coadjointe
de G passant par u et par & 'algebre de Lie de K. Benson, Jenkins et Ratcliff ont montré:

Théoréme 1
(K, H,) est une paire de Gelfand si et seulement si pour tout u de g*, Off N ¢+ contient
au plus une seule K-orbite. '

Dans le second chapitre, on rappelle ce résultat et on donne une description des orbites
coadjointes de G et de H,, avec l'action de K.

Benson, Jenkins et Ratcliff prouvent le théoréeme 1 en utilisant des notions fines de géomé-
trie algébrique. Nous avons cherché une preuve analytique directe en utilisant des métho-
des de quantification géométrique et d’états cohérents.

Le troisieme chapitre est consacré d’une part a la réalisation de la représentation induite
associée a 'orbite coadjointe O{é"l ) identifiée a C™ de H, identifié & C" x R et d’autre part
a I'élaboration de la théorie des états cohérents sur C"™ qui permet un calcul symbolique.

Grace a ce calcul symbolique, on définit le produit star de Berezin sur ces orbites.
Dans le quatrieme chapitre, pour toute représentation p dans le dual unitaire Kde K , on
définit la fonction génératrice de la multiplicité :
my 10, 1] — [0, +o0]
r— mpu(r).

my,(r) est l'intégrale d’une fonction associée au caractére symbolique [1] de p sur Porbite
coadjointe de H, correspondante.
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Pour tout p de K , la fonction m,(r) est développable en série entiére a coefficients dans
N. On montre que :

lim m,(r) = mult(1x, Ypm, )y Vo€ K, v B

r—1

avec la convention que si I'un de ces termes est infini, I’autre I'est aussi et par consequent
(K, H,) est une paire de Gelfand si et seulement si pour tout p de K,

1. < 1-
runl ”l,o(J ) >
mp caractérise donc les paires de Gelfand.

Dans le cinquieme chapitre, on montre grace a un résultat de Guillemin et Sternberg que
si m,(r) est non homogéne alors, il existe un certain po dans g* tel que Ofo N &L contient
au moins deux K-orbites. ' ‘

Il reste donc le cas ou les fonctions m, sont toutes homog‘enes, de la forme :
my(r) = m{)r

avec my"?) > 1 pour au moins un p de K. On sait [6] que si

(No

supm, ) < >0

p
alors la paire est de Gelfand et donc qu'en fait m,(r) = r"¥» pour tout p de K.
‘Par construction de la fonction m,, on a :

m{¥) < n-1
No+n—-1

ou (:) désigne le coefficient de binéme d’ordre k.
Il peut cependant arriver que m, soit homogene pour tout p et que

sup mf,N") = +00.
p

(voir 'exemple T' > H, partie V1.3 cas q; = q2).
Il reste difficile dans ce dernier cas de mettre en évidence le nombre de K-orbites qui
apparaissent dans Of Nnet.

Dans le sixieme chapitre nous calculons la fonction génératrice de la multiplicité pour
plusieurs paires (K, H,) de Gelfand ou non.

Quant a la seconde partie du mémoire, elle est consacrée & une étude de fonctions sphériques
associées aux paires de Gelfand.

Benson. Jenkins et Ratcliff ont montré [4], [7] et [8] que ces derniéres s’expriment essen-
tiellement en fonction de polynémes pi,; homogénes mais non holomorphes sur C".
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Ces polynomes sont difficiles a calculer explicitement. On aimerait les écrire en terme de
fonctions polynomiales invariantes “génériques” 71,...,Vx.
Benson, Jenkins et Ratcliff définissent donc des fonctions polynomiales g ; orthogonales

pour le produit scalaire

<fo>=[ @@ ¥z
O(OTLI)
obtenues par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt a partir des polynémes py

rangés dans un ordre naturel. Les polyndmes gx; s’obtiennent alors par orthogonalisation
des fonctions 751 ...7in rangées dans le méme ordre. Les calculs restent cependant ardus

méme dans les cas simples [8]. Ceci est rappelé dans le septiéme chapitre.

Dans le huitiéme chapitre, on étudie le cas K = SO(n,R) x T. On introduit le produit
star de Berezin sur C™ et puisque l’action de SO(n,R) x T sur C™ posseédent deux invariants

fondamentaux, on remplace les polynérnes vE~L par :

€ €€
Tkl = el % 'yfk * (Z)*l ( rappelons que v, = Z)

et on introduit le produit scalaire sur ’espace des polynomes :

< f,g>.= /@Hn (fe= %)« (ge~

(0,1)

NINI

)(z)dzdz.

On montre que les polyndémes pk,; sont obtenus a partir des fonctions 7 par orthogona-
lisation pour < , >..
On retrouve simplement la formule de récurrence pour les polynémes py ;.

On montre que

24 — %]

z =e*l*fy{°e_2 * €

On établit une formule de trace qui relie la valeur de l’intégrale / Y 'y{cfyée_izzdzdi
(001)

calculée dans (8] avec les coefficients Cy ; de la formule de récurrence des polynomes py, .
Enfin, on termine ce travail par le calcul explicite des polynémes pi; en fonction de v et
~2. Ce calcul qui nous a été indiqué par G. Ratcliff utilise directement 'orthogonalité des

polyndmes pi; pour le produit scalaire < .,. >,
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Chapitre 1
PAIRES DE GELFAND

I.1 Définition et propriétés élémentaires.

Soit S un groupe localement compact muni d’une mesure de Haar invariante & gauche dz.
On note par L'(S) Pespace des fonctions a valeurs complexes intégrables pour dz.
Si on fixe un élément z dans S, la forme linéaire sur L(S) :

N -1
f /S f(zyz=Y)dy,

définit une mesure invariante a4 gauche sur S.

Par unicité de la mesure invariante 3 gauche (3 un facteur prés), il existe un réel positif
Ag(x) tel que :

/Sf(ﬂvyz‘l)dy=/Sf(yr‘1)dy=As(:v)/Sf(y)dy

| 1wy = [ asw s a,
pour tout f dans L!(S). On définit ainsi un homomorphisme continu :
Ag: S —]0,+o00]
appelé module du groui)e S.

Soit A un groupe d’automorphismes de S.
Comme ci-dessus, si on fixe un élément a de A, la forme linéaire sur L(S) :

f /S f(a(z))dz

définit une mesure invariante & gauche sur S. Il existe donc un réel positif A4 g(a) tel que

/f(a(:r))dx:AA,g(a)/f(:c)d:c.
s S
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On définit ainsi le module du groupe A :
AA,S c A ——>]0, +OO[.

Pour tout élément f de L}(S) et pour tout automorphisme a de S, on construit 1’élément
af de L*(S) par : ‘
*f(z) = Aa(a)f(a"(z)), VzeS.

Définition 1.1.1
On dit qu’une fonction f dans LY(S) est A-invariante si ®f = f pour tout a dans A.

On désigne par LY (S), I'ensemble des fonctions A-invariantes de L(S).

Par suite on définit dans L*(S), la convolution ® par :

= “1\dy = -1 :
f®g(r) /Sf(y)g(y z)dy /Sf(xy)g(y )dy
et 'involution ® par : .

1% (2) = As(a) f@™)
pour tout f,g de L'(S) et z de S.

L*(S) devient alors une algebre de Banach involutive et comme

“(fog) =28 et °(f®)=(nN%,
L% (S) est une sous-algébre fermée de L!(5). |
On considere maintenant un groupe compact K d’automorphismes de S.

On désigne par L} (S) l'algebre des fonctions K -invariantes sur S, par Ak,s le module

de K et on note dk la mesure de Haar normalisée sur K.

Lemme 1.1.2 ‘
Le groupe K est unimodulaire, ¢’est-a-dire que Ak s(k) = 1 pour tout k dans K.

Preuve
Ak,s est un homomorphisme continu, alors Ak s(K) est un sous-groupe compact de

10, +00[. Or {1} est le seul sous-groupe compact de ]0, +oo[, d’ou le résultat. [

Lemme 1.1.3

Pour toute fonction h de L'(S), la fonction hx définie par :

hK(a:)z/ kn(z)dk, Yz e S,
K

est K-invariante.
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Preuve
En effet, pour tout [ de K, on a :

I 2= | *ha-1z
(hi)(@) /K h(~1z)dk

= /K lokp(z)dk
= /K “h(z)dk,

par invariance a gauche de la mesure de Haar dk. |

De plus, si V est un voisinage de ’élément neutre es de S, on peut toujours trouver un
autre voisinage Vg de eg contenu dans V qui est K-invariant.

Si on considere une suite de fonctions (¢, )nen de L1(S) telle que :

lim ¢n =6, et supp ¢n C Vk,

n—000

ot §.. désigne la mesure de Dirac au point eg, on obtient alors que :
s p ) q

lim (pn)k = beg.

n—oo

. L1(S) posstéde donc une unité approchée bornée constituée d’éléments K-invariants.

Définition I1.1.4 |
On dit que (K, S) est une paire de Gelfand, si I’algébre L}, (S) est commutative.

Proposition 1.1.5

Si (K, S) est une paire de Gelfand, alors le groupe S est unimodulaire.

Preuve
Pour tout f,g de L1 (S) et pour tout z de S, on a :

f®g(z) =g® f(z).
Ce qui s’écrit :
/ fW)gly tz)dy = /Sg(y)f(y‘lx)dy-

Or
/ 9(y) fy 'z)dy = / g(zy) fly~')dy
S

/ As(y) tglzy™") fy)dy.



14 Application du produit star de Berezin a 1’étude des paires de Gelfand résolubles

On obtient finalement que :
| 1wotv ') - Asty)o@yay =0,

pour tout f,g de LL.(S) et z de S.

En particulier, si f = / kh dk ou h est un élément quelconque de L1(S), on a :

//"h )ak{o(y™'2) ~ As(y)glay™)]dy
=// h(y)[fgy™'z) — As(y™!) *g(zy™")]dydk
KJS
=/ /h(y)[g(y—lk_l(x)) - As(y Dk~ Hz)y )] dydk
KJS
=/h(y)/ 9y k(=) — As(y™ gk~ (z)y )| dkdy
S K

Et donc

/K[g(y‘lk"l(fﬂ)) ~ As(y g (k7 @)y )] dk =0,
pour tout z,y de S et pour tout g de L1.(S). En particulier, siz= es. on obtient que :
g(y™") - Asly Hgly™") =0,
pour tout y dans S et g dans L% (S). Et donc Ag(y) = 1 pour tout y dans S. [ |

Remarque 1.1.6

Si (K, S) est une paire de Gelfand, la mesure de Haar de S est invariante a gauche et &
droite.

On consideére ’ensemble C.(S) des fonctions continues a support compact sur S et
I’ensemble M(S) des mesures bornées sur S. ,
Pour tout u de M(S) et f de C.(S), on construit la fonction p® f de C.(S) en posant :

u® fz) = /S fzy)duly), Vz € S.

On définit la convolution de deux mesures p et v de M(S) par :

u® u(f) = /5 /S f(ay)du(@)dv(y), Vf € CulS).
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M(S) est alors une algebre de convolution dont L*(S) est un idéal bilatere.

Définition 1.1.7 ‘
On dit qu’une mesure u de M(S) est K-invariante si pour tout k de K et pour tout f de
Cc(S),ona:

y . -1
<kuf>=<pr >
=< f>.

On note Mg (S) I’ensemble des mesures bornées K -invariantes de S.

Proposition 1.1.8

Si (K, S) est une paire de Gelfand alors Mg (S) est commutative.
En particulier le sous-groupe

So={z €S8, k(z) =z, Yk € K}
des points fixes sous I'action de K est commutatif.

Preuve ,

On suppose que (K, S) est une paire de Gelfand. ‘

On considére des mesures u, v dans Mg (S) et des fonctions K-invariantes f, g dans C,(S).
Puisque *(u® f) = *u® ¥ f, les fonctions 4 ® f et v® g sont dans L} (S). On a donc :

(k@ fle(v®g)®h=((v®9)® (u® f))®h,

pour tout h de C¢(S). En choisissant pour f et g des unités approchées K-invariantes,

on obtient a la limite que :
U Uv®h=v®u® h,

pour tout h de C.(S) et par conséquent :
LBV =V® L.

Et comme les éléments de L'(S,) définissent des mesures K-invariantes, L'(Sp) est com-

mutative et du fait que
630 ® 6y0 = 61-0y0,

on obtient que le groupe Sy est aussi commutatif. |

Pour tout point z de S, on note par K.z l'orbite de r suivant K (ou K-orbite de ) ie:

K.z = {k(z),k € K}

Proposition 1.1.9 [4]
Si (K, S) est une paire de Gelfand alors les K-orbites de S commutent.
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Preuve
On suppose que (K, S) est une paire de Gelfand et qu'’il existe z et y dans S tels que

Kz Ky+#Ky K.z,
ce qui revient a dire que zy n’est pas dans K.y K.z.
Soit f une fonction de C.(S) telle que :

f>0, f(zy)=1 et f(Ky Kzx)=0.
Pour tout = de S, on construit la mesure K-invariante X de S en posant :
t/f Nk, Yf € C.(S).
On a alors pour tout f de C.(S) :
6K & 6K (f) = /K /Kf(kl(y) ka(2)) dkrdk, = 0

et
6K 8 65 (f) = /K | £0(@) ko)) dindka >0

Les mesures 65 et 5{f ne commutent donc pas et en vertu de la proposition, I.1.8 la paire
(K, S) n’est pas de Gelfand. _ ]

Proposition 1.1.10

Soient K et L deux groupes compacts d’automorphismes de S tels que :
L=aoKoa™l
pour un certain automorphisme a de S. Alors (K, S) est une paire de Gelfand si et

seulement si (L, S) en est une.

‘Preuve
On considere 'automorphisme ®, de L*(S) défini par :

O, (f) = foa, Vfe L(S).
Sl f est dans L (S) alors @,(f) est dans LL(S). En effet, on a :
“@a(f)(x) = @a(f) 0 k7 ()
=¥ f oa(x)

= 3,(f)(z), Yz €S keK. N

Remarque 1.1.11

Si K et L sont deux groupes compacts d’automorphismes de S tels que K C L, on a :
Li(S) C Lk (S)
et donc si (K, S) est une paire de Gelfand alors (L, S) en est une.
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1.2 Paires de Gelfand résolubles.

On désigne dorénavant par S = exps un groupe de Lie résoluble, connexe et simplement
connexe d’algebre de Lie s.
On désigne toujours par K un groupe compact agissant sur S par automorphismes.

L’action de K sur S induit par différentiation une action sur s notée :
k(X)=*X, VX €5, k€ K.
K est aussi un groupe d’automorphismes de s et on a bien évidemment la relation :

exp(*X) = *exp(X), VX €5, k € K.

Définition 1.2.1
On dira que (K, S) est une paire de Gelfand résoluble si (K, S) est une paire de Gelfand

et si S est résoluble connexe et simplement connexe.

Soit s¢ =5+ 15, la complexification de s.

Pour deux idéaux quelconques a C b de sc tels que le s-module b/a soit simple, il existe
un unique caractére complexe )\ appelé racine de s qui est équivalent a b/a.

Le caractere A est aussi une valeur propre de ad(X) = [X,.], X de s et o1 [, .] est le crochet
de Lie dans s.

Soit R(s), 'ensemble des racines de s. L’idéal n =:eg(s) ker(t) est nilpotent et contient
[s,5]. n est appelé le radical nilpotent de s.

Soit N = exp u, le groupe de Lie connexe et simplement connexe associé a n. Alors :

Théoréme 1.2.2 [4],[24]

On suppose que K est un groupe de Lie compact et connexe agissant sur S par automor-

phismes. Si (K, S) est une paire de Gelfand, alors les assertions suivantes sont vérifiées
i) (K, N) est aussi une paire de Gelfand.
ii) Soit s = {X € 5,*X = X,Vk € K}, ’ensemble des éléments fixes de s sous 'action de

K. Alors :
§ = 59 + n.

iii) Le spectre complexe de ad est contenu dans iR et pour tout X de so, Y de s, il existe

k de K tel que :
exp(X) exp(Y ) exp(—X) = exp(¥Y).

iv) so est abélien.
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Preuve

On suppose que K est un groupe de Lie compact et connexe agissant sur S par automor-
phismes et que (K, S) est une paire de Gelfand.

i) Puisque 'algebre L1 (N) des fonctions K-invariantes de N est une sous-algébre
K-invariante de Palgébre des mesures bornées sur S, elle est alors commutative et donc
(K, N) est une paire de Gelfand. |

ii) Soit ¢ P’algebre de Lie associée a K et soit T" un élément de &.

On considére le sous-groupe 7 = exp(RT) de K.

Soit b = nt l'orthogonal de n dans s relativement & un produit scalaire K-invariant
préalablement fixé sur s.

Comme b est aussi K-invariant, la complexification bc de b se décompose en somme directe

bc =D by,
X

oub, ={X e€bc, 'X=x(t)X, VteT}
On fixe maintenant un élément X de b, \{0} et on considére une valeur propre A de ad(X)

de sous-espaces poids by, :

et un vecteur propre Y de ad(X) dans sc. On a alors :
A(Y) = H(AY)
=['X,"Y]
= x(t)ad(X)(*Y), Vte T.
Y est donc un vecteur propre de ad(X) pour la valeur propre x(t)A. Et comme la
dimension de s est finie, il faut que x = 1. Ce qui prouve que 'orthogonal b de n doit étre

contenu dans sg.

iii) Puisque (K, S) est une paire de Gelfand, on a pour tout X desp et Y des:

exp(Y) exp(X) = exp('X) exp(*Y)
= exp(X) exp(*Y),

pour certains k,! de K. Par conséquent, on obtient :
exp(—X) exp(Y) exp(X) = exp(*Y), VX € 50,Y €35.

En particulier :

Ad(exp(-X))Y = % |s=o exp(—X) exp(sY) exp(X)

=kY, VXe€sy Yes.
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Et donc

l|Ad(exp(=X))Y |ls = [[*Ylls = [[Y[]s,
ol ||.||s est la norme K-invariante de s.
Ainsi Ad(exp(—X)) est un opérateur orthogonal et le spectre de ad(X) doit étre contenu
dans ¢R.
iv) D’apres le point précédent, on peut écrire :

q q
exp(X) exp(2—nY) exp(—X) = kn exp(2—nY)

ou X est dans sg, Y dans s, k, dans K et ol ¢ =1,2,...,2"% n dans N.
Pour tout p<nona:
2n-P

exp(X)exp(sipY)exp(—X) = [exp(X)exp(EqﬁY) exp(—X)]

2nTF

= [kn exp(-2%Y)]

q

= kn [ exp('z_ﬁy)]

— 9
= kn exp(2p Y).

2n-P

On fixe p et on fait tendre n vers 'infini. K étant un groupe compact, il existe une sous
suite (kn,)n, de (kn)n telle que k,; — k. Alors pour tout p de N, ona:

q
exp(X) exp(-2%-Y)exp(—X) = kexp(2—pY)
En particulier :

exp(X) exp(21—pY) exp(—X) =k exp(2ipY)

et donc : ) .
[exp(X) exp(5;Y) exp(—X)]™ = exp(X) exp(z;Y) exp(=X)
= kexp(;n—pY)

pour tout p de N, m de Z. Et donc pour tout t = 33 de R, on a:
exp(X ) exp(tY) exp(—X) = kexp(tY).
Or pour tout Y de sg, X desettde R :
exp(X) exp(tY) exp(—X) = exp(tY).
Par conséquent :

(X,Y] =0. ]
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On construit les idéaux suivants de n :
n® =n al® = [n,al"Y), 1eN\{0},
Pour tout ! de N, n!) est K-invariant et correspond au sous-groupe distingué :
NO = exp(n®¥).
Pour tout entier [ strictement positif, on écrit :
nl=1 =0, o nl®).

L’orthogonal 0; de n) dans n~1) est aussi K-invariant.
Soit r le pas de n autrement dit r est le plus grand indice tel que :

n(r—1) £ g,

On a alors :
=D = (72 g

= "%, 0, &0
= [n(r—Z)’ 01]
car [n=2), a®] = (1=, [n,n]] € [0~ ,n],n] = {0}.

Proposition 1.2.3 [4]

Si (K, N) est une paire de Gelfand, alors N est de pas 2 c’est-a-dire que N® = {en},
en étant I’élément neutre de N.

Preuve
Soit 7 le plus grand indice tel que :

N(r—l) # {eN}

ie
n(r=1 = {0}.

On suppose que r est strictement supérieur a 2. Pour tout X de o, et Y deo,_;,0na:
. .
exp(Y)exp(X) =exp(Y + X + §[Y, X1)

par application de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff en tenant compte du fait que

([, n}, Y] = {O0}.
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K est un groupe d’automorphismes de s donc de n. 'Y appartient donc é.nr_l et
exp(*X) exp('Y) = exp(* X + 'Y + %[kX,lY])
= exp(Y) exp(X)
=exp(Y + X + %[Y, X1).
On pose :
A=FX +1Y + %[kx,‘y] et B=Y+X+ %[Y,X].
exp(A) = exp(B) implique
Ad(exp(A)) =e ad(4) - Ad(exp(B)) =e ad(B),

Si X et Y sont assez petits, ad(A) et ad(B) ont des valeurs propres X telles que :

|TmA| < 7.

Alors e 3d(4) = ¢

ad(B) entraine que

ad(4) = ad(B).
Et donc

A-B=Z¢€y,
ou 3 est le centre de n. Ce qui implique :
exp(A) = exp(B + Z) = exp(B) exp(Z).

Par conséquent,
exp(Z) = 1.

Par ailleurs, le groupe .
I ={Z €3 tel que exp(Z) = 1}

est discret [31] et donc
’ A = Bmod(T).

Puisque 01, 0,_1 et [01,0,—1] sont en somme directe et que r > 2, on a que :
Y=WYetX=FXx
et domnc
[X,Y] = [Y, X] mod(T).
On obtient finalement que :
2[X,Y] = 0mod(T).

Ce qui est absurde puisqu’on a supposé que r est strictement supérieur a 2.

La description des actions de K sur S telles que (X, S) soit une paire de Gelfand résoluble

se ramene donc a celle de toutes les actions de groupes compacts K sur des groupes

nilpotents connexes et simplement connexe et de pas au plus 2 telles que (K, N) soit une

paire de Gelfand.
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1.3 Paires de Gelfand nilpotentes et théorie des représentations.’

Dans la suite on désignera par : ;
N = expn, un groupe de Lie connexe, simplement connexe et nilpotent de pas 2,
n son algebre de Lie,
K un groupe de Lie compact d’algebre de Lie €, agissant sur N par automorphismes.
Les éléments neutres de K et de N sont respectivement notés par ex et eyn.
L’action de K sur N s’écrit :

k(n)="*n, ke K, ne N.
On construit le produit semi direct :

G=KbvN

dont la multiplication est définie pour tout (k,n),(k’,n’) de G par :

(k,n)(K',n') = (kk',n *n').

Soit L}(G) I'algebre de convolution des fonctions complexes intégrables sur G. '

Définition 1.3.1
On dit qu’une fonction F de L*(G) est K-biinvariante si :

F((K',en) (k,n) (K" en)) = F((k,n))
pour tout k, k', k" dans K et n dans N.
On note par L'(x\G/ k) 'algébre des fonctions K-biinvariantes de G.

Lemme 1.3.2

L*(x\G/k) est isométriquement isomorphe & Ly (N).
Preuve
Pour tout F de LY(x\G/k), k de K et n de N,on a:

F((k,n)) = F((ex,n) (k,en)) = F((ex,n))
et ‘
F((eK,kn)) = F((k, en)(ex,n)(k™t en)) = F((ek,n)).
AL’application |
L'(k\G/k) — Lk(G)
F I f,= F((eK,.))
. est surjective par construction. C’est aussi une isométrie car

||F||L1(K\G/K)=/K/N|F((k,n))|dndk
- /K /N [F((exc, ) ldndk
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En outre, si F’ est un autre élément de L!(x\G/k) et si f' = F'((ek,.)), on a:
s £m)= [ fm)f @ mydn

N

_ / / £ ) (') ") dndk

» KJN

_ / / F((k,n)) F' ((k,n) " (ex, m)) dndk
KJN

=F® F'((ex,m)), VmeN. |

Donc (K, N) est une paire de Gelfand si et seulement si L!(x\G/k) est commutative.

A présent, on considere ’ensemble G des classes d’équivalence des représentations unitaires
et irréductibles de G. On a :

Proposition 1.3.3

LY'(x\G/k) est commutative si et seulement si il existe une partie C dense dans G telle
que pour toute représentation unitaire et irréductible (m,’H) de G contenue dans C, le sous-
espace Hyg des vecteurs K-invariants de 'H est de dimension au plus 1.

De plus si (K, N) est une paire de Gelfand, alors dim(Hg) < 1 pour toute représentation
, (m,H) dans G. ’

Preuve
On suppose que L!(x\G/k) est commutative.

Soit 1k la fonction caractéristique de K. Pour toute représentation (r,H) de G, on a :
m(lg)H = Hk.

‘D’autre part, si 7 et £ sont deux éléments non nuls de Hg, alors pour tout € > 0, il existe
une fonction F de L}(G) telle que :

lm(F)E —nlls <€
et donc :
Im(1k ® F® 1x)€ = nll, = lIm(1x)m(F)7 (1K )§ = nll5
SHIm(F)E =l <e
Comme 1x ® F ® 1g appartient & L'(x\G/k), Hk est un module L'(x\G/k)-

irréductible.

Et enfin, puisque L!'(x\G/x) est commutative, Hg doit étre de dimension au plus 1.



24 Application du produit star de Berezin 4 'étude des paires de Gelfand résolubles

Réciproquement, si on suppose que tous les Hg sont de dimension au plus 1 pour toutes

les représentations (w, H) dans C alors :

7 (LH(\G/ ) K C M
et comme Hx est de dimension au plus 1, on a méme :
m (L} (5\G/x))H = H
Et donc pour tout F, F’ de LY(x\G/K),on a :
m(F)omw(F') = n(F') o n(F).

LY(x\G/xk) est donc commutative car C est dense dans G. | [ |

Remarque 1.3.4

Cette proposition est aussi vraie si N est un groupe localement compact et K un groupe

compact d’automorphismes de N.

Cela revient a dire que pour toute représentation (mw, H) dans G la multiplicité de la
représentation triviale 1x dans 7|k est au plus 1.
La propositions 1.3.3 est en fait une simple conséquence‘ du Théoreme fondamental des

paires de Gelfand démontré par I.M. Gelfand dans [18].

Soit maintenant n* le dual de ’algébre de Lie n associée & N, muni du crochet de dualité
<y,X>=v(X), Wwen", X en.
L’action contragédiente de K sur n* est définie par :
<kv,X>=<v,¥'X> VkeK, Xen, ven'

D’apres la théorie de Kirillov {25], il existe une bijection entre 1’espace nrN des orbites

coadjointes de N et l'espace N des classes d’équivalences des représentations unitaires et

irréductibles de N. Cette bijection est d’ailleurs un homéomorphisme, si n|*N est muni de

la topologie du quotient {10].
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Soit (m,,H,) la représentation unitaire et irréductible de N associée & l'orbite coadjointe
ON de N passant par le point v de n*.

En posant : .
kr,(n) = m,(*n), Yk € K,n € N,

on définit une autre représentation unitaire et irréductible (*r,, Hx.,) de N.

Le stabilisateur de (7, H,) est donné par :
K, = {k € K,*r, est unitairement équivalente & 7r,,}.
De plus, toujours d’apres la théorie de Kirillov, m, est de la forme
T, = indg Xv)

avec P = expp, p étant une polarisation en v et x, le caractére de P associé a v.
Par ailleurs, si 7, est une autre repésentation unitaire et irréductible de NV, m,. est

équivalente & 7, si et seulement si 7,/ est induite par un caractére associé & un point v’

k

de l'orbite OX passant par v. Or par constuction, *m, est induite par xx.,-

Le stabilisateur K, s’écrit donc [28]
K, ={keK, kveO}.
- On écrit :
Hy={f: N ->C tel que f(nm)x,(m)~'f(n) et [|f|l%, < oo}

et
(mu(n)f)(m) = f(n"'m), Vn,m e N.

kr, est alors réalisée sur H, par :

(*m.(n)f) (m) = (m,(*n)£) (m)
=f((*n)7' m)
= (¥ *¢m) )
=f( ¥t k“m ), Vn,m € N.
Pour tout £ de K, on pose :
(W, (k)f)(m) = f(*'m), Vf €My, meN.

W, (k) est alors un opérateur de H, dans Hy., qui entrelace m, et kr,.
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En effet, pour tout f de H,, on a d’une part :

(W, (k)f) (n*m) = f(* 0 m)
= xu(m) " f(¥"n)
= xv(m) " (W, (k) f)(n), Yn,me N.
Et comme
Xk~'/(km) = XU(m)a

pour tout m dans NN, on obtient que :
(Wu(k)f)(n’“m) = Xk (*m) "L (W, (k) f) (n).

et donc (W, (k)f) est un élément de My .

D’autre part, on a :

1

(Wolk™)F)(n™ ¥ 'm)

1

(m, o W, (k1) F)(F'm)
(Wy(k) o, o W, (k") f)(m), Ym € N.

(7 (n) f) (m)

I

De plus, (W,,H,) est par construction une représentation de K,.

Soit K, I'ensemble des classes d’équivalences des représentations unitaires et irréductibles

de K,. D’aprés la théorie de Mackey, pour tout (p, H,) de K, expression :
Vo, (kyn) = p(k) @ W, (k)m,(n), (k,n).E K, x N,

ol p est la représentation contragradiente de p, définit une représentation irréductible de

K, > N dans H, ® H,. De plus, l'induite
lzp,w., = ind%sivapmu

est irréductible et toute représentation irréductible de K > N s’obtient de cette maniere.

On a ainsi établi la paramétrisation suivante de G :

Lemme 1.3.5
é = {'J)p,w.,z indligEéVpr,ﬂ-u) ou %,m,:ﬁ ® W,m,, V(p, Hp) € I?m (7ru; Hu) € N}
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A présent, on note par § la restriction de ¢, », & K,. On a:
b=pW,.

Elle se décompose en :

§=_ mult(p,6)e,

pEK,

ou mult(a, 8) désigne la rﬁultiplicité de a dans 3. On a alors :

- K
Ypr, |k = indg 6

=Zmult(cp, 6)ind§ucp
veK,

et donc

mult(1x, Y, k) =Y mult(p, §)mult(lx,indk, @).
: (Pek\u

Or, d’apres le théoréeme de réciprocité de Frobenius,

mult(1g, indﬁu ) = mult(lg,,¥)

_{Osi(p;ﬁl}{ur.
T \1sip=1k,.

Alors
mult(lK, "J)p,ﬂ'u [K) = mult(lKu , 5)

Cet argument est valable méme si la série diverge ou si mult(yp, §) = oo pour certains .
D’autre part, si on écrit : ,
W, = Z mult(a, W, )a,
ack,
on obtient que
peW, = > mult(e,6)p®a.
ackK,
Or, pour tout « de K », le module 5 ® o est équivalent au module Homg (H,, Hs) et donc

la représentation triviale apparait dans p ® « si et seulement si a est équivalente a p.
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En outre, du fait que les opérateurs d’entrelacement pour p sont uniques a un scalaire pres,

la représentation triviale apparait une seule fois dans p ® p. Ainsi :
mult(1lg,,6) = mult(p, W)

et donc :
mult(1x, ¥, x| k) = mult(p, W, ).

Ce qui établit :

Proposition 1.3.6 [11]

.(K, N) est une paire de Gelfand si et seulement si pour tout v de n* et p de K, la

multiplicité de p dans W, est au plus 1.

On fixe un produit scalaire K-invariant < .,. > sur n. '
On désigne par 3 le centre de n et par m le supplémentaire orthogonal de 3 dans n, autrement
dit '

n=3>H6m

On pose 3, = ker(v),) le noyau de v}, et on construit I'ensemble
a, = {z €m, ad(z)(m) C 3, }
= {r € m, v{z,n] =0}.
Soit b, le supplémentaire orthogonal de a, dans m ie
m=a,Pb,.

Soit enfin 3|, le supplémentaire orthogonal de 3, dans 3 ie

En conclusion, on a
n=maoj;
=(a, ®b,) D (3, D3 ,)-

Et si on pose
hu = bu @3:/,

on a alors :
n=aqa, ® bu 69311



Paires de Gelfand nilpotentes et théorie des représentations 29

Soit g, : 3 — 3, la projection orthogonale.
On munit a, du crochet de Lie trivial [.,.] c’est-a-dire du crochet de n/3, et on munit b,,
du crochet de Lie [z, y],, =y [z,y].

On obtient alors que :
n, = n/3, est Lie isomorphe & a, © b,

et que a, est abélienne, b, est soit {0}, soit R, soit une algebre de Lie de Heisenberg.
Soit H, le groupe de Lie correspondant a b,,.

L’action de K, préserve a, ®h,,, on obtient ainsi une action diagonale de K, sur le groupe
A, x H, d’algebre de Lie a, ® b, et on a :

Lemme 1.3.7 [5]

W, est sans multiplicité si et seulement si (K,, H,) est une paire de Gelfand.

Preuve
Si 3, = 3 alors O} = {v} et 7, est une représentation de dimension 1. Puisque deux

caractéres sont équivalents si et seulement si ils coincident, on voit que :
K, = {k € K, tel que kr, =m}

et que W, est la représentation triviale de K, sur H, = C. Donc W, est sans multiplicité

quand 3, = 3. Dans ce cas, on a aussi :

u:{O}

et par conséquent (K, , H,) est une paire de Gelfand.
Si 3, # 3, alors 3, = 3/, est un espace de dimension 1.
Si b, = {0}, on obtient que

‘ b =3, =R

est un espace abélien de dimension 1. (K, H,) est encore une paire de Gelfand. Dans ce
cas

N ={v+v[X,.] tel que X € m} = {v}
et W, est encore sans multiplicité.
Si b, # {0}, b, est alors une algebre de Lie nilpotente de pas 2 dont le centre est 3, ~ R.
C’est donc une algebre de Lie de Heisenberg. Puisque O prend une valeur constante non
nulle sur 3/, et que 'action de K, préserve 3/, et OY, on conclut que l'action de K, sur 3,

est triviale.
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En effet, si Z est un élément non nul de 3, et si
kZ=cZ
pour un certain réel ¢ et pour un certain k£ de K, alors :
v(Z)=v(k.Z)=v(cZ) =cv(Z).
Donc ¢ = 1. La représentation 7, est triviale sur Z, = exp(3,) et
N,=N/z,.
En identifiant N, avec le produit de groupe A, x H,, on peut écrire :
m(a,n) = x(a)m,(n),

ou x : A, — T est un caractére unitaire et (7], H,) est dans H,.

Pour tout k de K, W, (k) entrelace !, avec la représentation ()* = (7*) de H, sur
H,. Et comme K, agit trivialement sur le centre 3/, de b,, alors K, préserve toutes les
orbites coadjointes de b} qui prennent des valeurs non nulles sur 3,,. Les représentations
de H, correspondant a ces orbites différent de 7, par conjugaison et par les automorphismes
de dilatation de H,. Elles peuvent étre réalisées sur ’espace de Hilbert usuel H,. Les
représentations d’entrelacement de K, sur H, correspondantes coincident avec les W,
pour toutes ces représentations. Les autres éléments de H v sont de dimension 1 et
correspondent & des orbites contenant un seul point. Le résultat se déduit par application

de la proposition 1.3.6. ‘ |

Théoréeme 1.3.8 (Lemme de la localisation){5]

Si (K, N) est une paire Gelfand, alors (K,,H,) est une paire de Gelfand pour tout v de
n*. Réciproquement, si (K, , H,) est une paire' de Gelfand pour presque tout mw, de JV,

alors (K, N) est une pai’re de Gelfand.

Preuve

La partie directe de ce théoréme est établie par les deux résultas précédents.
Réciproquement, on suppose que (K, H,) est une paire de Gelfand. D’aprés le résultat
précédent, W, est sans multiplicité.

Soient f et g deux éléments de L} (N).

Puisque 7, (f) et m,(g) sont des opérateurs W, (K, )-invariants sur H,, ils sont

simultanement diagonalisés lorsqu’on décompose H, en sous-espaces W, (K, )-irréductibles.
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On obtient donc :

Wu(f@ g) = 7'ru(f)ﬂ'l/(g)
T (g)m (f)
T, (9® f).

Si (K, H,) est une paire de Gelfand pour presque tout 7, de N alors une application du

théoréme de Plancherel montre que :

f®g=g8f
et donc (K, V) est une paire de Gelfand. a

Dans cet ordre d’idée, on se raméne naturellement & ’étude des paires de Gelfand (K, H,)
ot H,, est le groupe de Heisenberg de dimension 2n + 1 et K un sous-groupe compact de

I'ensemble Aut(H,) des automorphismes de Hj.
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Chapitre 11
PAIRES DE GELFAND ASSOCIEES
AUX GROUPES DE HEISENBERG.

I1.1 Le groupe de Heisenberg.

On consideére le groupe de Heisenberg H,, de dimension 2n + 1.

On note par b, son l'algébre de Lie . ,

Soit K un sous-groupe compact de I’ensemble Aut(H,) des automorphismes de H,,.
Puisque l'application exponentielle expy_ de b, sur Hy est bijective, Aut(H,) est égal &
I’ensemble Aut(h,) des automorphismes de b, {15].

- Le centre Z(h,) de b, est un espace K-invariant de dimension 1. Il-existe donc un caractére
x du groupe compact K tel que : '

kX = x(k)X, ke K,X € Z(hy).
Plus précisement, Z(h,) = RZ, alors x(K ) est un sous-groupe compact de R\{0} et donc
x(K)={1}  ou  x(K)={xl}

On suppose d’abord que I'action de K sur Z(hy,) est triviale.
On désigne par V le supplémentaire orthogonal de Z(h,,) dans b, relativement a un produit
scalaire K-invariant. V est donc K-invariant.

On peut alors définir sur V' une forme symplectique w par :
X, Y=w(lX,Y)Z, X, YeV,

ou [.,.] est le crochet de Lie sur b,.
De plus, laction de K sur Z(h,) étant triviale, on a :

wtX,FY)=w(X,Y), VkeK, X,Y€V.

On peut donc identifier K & un sous-groupe compact du groupe symplectique Sp(w) de w.
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D’autre part,

[V’ V] = [bna bn]
= 2Z(bn),

et la forme w est non dégénérée.

On fixe maintenant une base
{X1,.. ., X0 Y1, Y}

de V telle que : :
‘-‘)(Xs’Yt) = 5s,t et W(Xs,Xt) = W(YSaYt> =0,

pour tout s,t dans {1,...,n}.
On définit une structure complexe Iy sur V' en posant :

I()XS"—-’}/S et IoYsz—Xs, Vs=1,n.

On construit enfin sur ’espace vectoriel complexe (V, Iy), le produit scalaire hermitien wy
suivant :
wo(X,Y) =w(X,IY) —iw(X,Y), X,YeV.

Le groupe unitaire U(wp) de wp est un sous-groupe compact maximal de Sp(w). Il existe
donc un certain « dans Sp(w) tel que

K c kU(w)s™
Sion pose I = kg™ et
< X,Y >v=w(X,IY) —i w(X,Y), VX,Y €V,

et comme 1'élément k~'kx de U{wg) commute avec Iy, on a :

1

CI(X) _:fclo(n—lkn)(n_ X)
— K,(n"lkn)(lo(’{—lx))
="(IX),
pour tout k de K et X,Y de V. Et donc :

<*X,*Y >y =w(*X, I*Y)) —i w(* X, *Y)
=w*X,k(IX)) - i w*X,*Y)
=w(X,IY) —i w(X,Y)
=< X,Y >v,

pour tout k de K et X,Y de V.
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Par conséquent, K est un sous-groupe du groupe unitaire
des automorphismes de V qui préservent < .,. >vy.

Par suite, on identifie V' & C™ I’espace complexe de dimension n muni du produit scalaire
< 2,2 >y=Re(2Z’) + 1 Im(2%').

On identifie H,, le groupe de Heisenberg de dimension 2n +1 a C* x R muni du produit :

1
(z,0)(Z,t) = (z+ 2, t +t' + Ew(z,z')),

pour tout (z,t),(2',') de C™ x R et ol
w(z,2') = Im(2Z').

Le groupe unitaire U(V) des automorphismes de V' qui préservent < .,. >y agit sur H,
par :
k(z,t) = (kz,t), ke U(V), (2t) €V,
ou kz est Paction naturelle de K sur V.
Si x(K) = {£1}, on introduit l'involution f définie par :

f: H, — H,
(2,t) — (Z,-t)
On pose :
M=Z,>U(V)
avec Z; agissant sur H, par f et sur U(V) par k — k.
M est alors le sous-groupe de Aut(H,) engendré par U(V) et f.
K peut se décomposer en
Ky =x'({1})
et
| Ky = x1({-1}).
K est un sous-groupe et x(K;) = 1, il existe donc un produit scalaire sur V noté < .,. >y
tel que :
K, cU(V).

Si k est dans K3 alors ’opérateur k défini par :
kz=%kz et k(0,t) =(0,t)

est dans U(V) et on a : )
k = fk.
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Donc K est contenu dans M et par conséquent K est éussi contenu dans M. On a ainsi
montré que M est un sous-groupe compact maximal de Aut(H,).

Alors pour toute représentation de dimension infinie (7, H) dans le dual unitaire H, de
H,, le stabilisateur K, de (7, H) est de la forme :

K,=KnUV).

En appliquant la proposition 1.3.3, puisque ’ensemble C des représentations de dimension
infinie est dense dans H, alors (K, H,) est une paire de Gelfand si et seulement si
(KNU(V), H,) est une paire de Gelfand. On peut donc supposer que K est un sous-groupe
compact de U(V). ‘

On désigne par P(V) 'ensemble des polynoémes holomorphes de V.

Définition 11.1.1

On dit que ’action de K sur V est sans multiplicité si la représentation (¢, P(V)) de K
définie par : ‘

(k.0)(2) = o(k™'2),

pour tout k de K, et z de V est sans multipicité.

Proposition 11.1.2 [6]

(K, Hy,,) est une paire de Gelfand si et seulement si K agit sans multiplicité sur V.

La preuve de ce résultat sera doné dans le paragraphe III.1.
Soit K la composante connexe de K.

Lemme I1.1.3.
Si (Ko, Hy,) n’est pas une paire de Gelfand alors P(V') contient des modules Ko-irréducti-

bles avec des multiplicités arbitrairement grandes.

Preuve

On note par
P(V)=@ P,
«

la décomposition de P(V) en modules Kp-irréductibles et on suppose que les P, sont des
sous-espaces de ’espace des polynomes homogenes de degré d,. Chacun de ces modules

a un vecteur plus haut poids p,, de poids x4.
Si (Ko, Hy,) n’est pas de Gelfand, il existe donc deux indices différents a et 3 tels que :

Xa = X8 = X-

k

Mais alors les polynémes p’;pg ~* sont, pour chaque k£ de 0 & N, des vecteurs de plus haut

poids XV pour I’action de Kj.
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Il est facile de voir que ces polynomes forment un systeme

libre, ce qui prouve le lemme. |

Lemme I1.1.4 [6]
(K, H,) est une paire de Gelfand si et seulement si (Ko, Hy,) est une paire de Gelfand.

Preuve
Puisque
Ly(Hz) C Lk, (Hn),
si (Ko, Hy) est de Gelfand, alors (K, Hy,) est aussi de Gelfand.
Réciproquement si (K, Hy,) est de Gelfand et si K a | composantes connexes engendrées

par ki, ..., k;, on décompose P(V') en modules K-irréductibles
P(V) =& Po.

Si, en tant que Ko-modules, n des P, sont équivalents :

Py, %Paz z "'I%JOPO‘" I%;P,
alors par le théoréme de Frobenius appliqué a la représentation o = indﬁ0 P, de dimension
[ dim P, on voit que n < [.
Soit alors W un module Ky-irréductible apparaissant dans Py, P, est engendré par les
k;W et il existe une partie J de {1,...1} telle que le Ko-module P, soit isomorphe a EP k;W,
il y a donc au plus 2! Ko-modules inéquivalents ddnc au plus 2! P, distincts dans leéquels
W apparait. Par le lemme I1.1.3, (Ky, Hy,) est de Gelfand. |

On peut donc se restreindre & n’étudier que les paires de Gelfand (K, Hp) ou K est un
sous-groupe compact et connexe de U(V).

De plus, U(V') est isomorphe au groupe U(n) des matrices unitaires n x n.

Dorénavant, K désignera un sous-groupe compact et connexe de U(n).

On rappelle quelques résultats fondamentaux, lorsqu’on se restreint a ce cadre.

Il est clair que s’il y a un polynéme p K-invariant non constant, dans P(V') alors pour
chaque sous-module K-irréductible W de P(V), la composante isotypique de W contient
tous les p* N et donc la multiplicité de W dans P(V') est infinie.

Réciproquement, on peut montrer que si une représentation unitaire et irréductible o de
K apparait avec une multiplicité infinie, alors il y a un polynéme p K-invariant non
constant dans P(V). On a donc :
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Théoréme 11.1.5 [6]

Une représentation p dans K apparait dans P(V) avec une multiplicité infinie si et seule-
ment si toutes les représentations unitaires et irréductibles de K apparaissent dans P(V)

avec des multiplicités infinies.

On suppose que 1'action de K sur V est irréductible, si K¢ la complexification de K.

K¢ est alors un sous-groupe connexe réductif et algébrique de GL(n, C), le groupe des
matrices complexes inversibles n x n. 11 agit irréductiblement sur V.

De plus, la représentation de K sur V est sans multiplicité si et seulement si la représenta-
tion complexifiée de K¢ sur V est sans multiplicité.

Vu que les représentations linéaires sans multiplicité des groupes algébriques, connexes et

réductifs ont été classés par V. Kac, on a :

Théoréme 11.1.6 [6],[23]

Soit K un sous-groupe compact et connexe de U(n) agissant irréductiblement sur V.

Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) (K, H,) est une paire de Gelfand.

ii) La représentation de K¢ sur V est sans multiplicité.

iif) La représentation de K¢ sur V est équivalente & 'une des représentations dans le

tableau suivant :

Représentations sans multiplicité

Groupe agissant sur valeur(s) de n
Si(n,C) cn ' n>2

Gl(n,C) cn n>1

Sp(k,C) cn n =2k

C* x Sp(k,C) c» n =2k

C* x SO(n,C) cn | n>2

Gl(k,C) S?(Ck) ~ C =k(k+1)/2, k>2
Si(k,C) A%(Ck) ~Cn n = (%) et k est pair
Gl(k,C) A%(Ck) ~Cn n= (%)

Sl(k,C) x Si(l,C) - CkeCl~cCr n=~kl, k#I
Gl(k,C) x SI(I,C) CkeCl~Cn n =kl

Gl(2,C) x Sp(k,C) C’pC* ~C" n = 4k
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51(3,C) x Sp(k, C)
GI(3,C) x Sp(k,C)
Gl(4,C) x Sp(4,C)
Si(k,C) x Sp(4,C)
Gl(k,C) x Sp(4,C)

C* x Spin(7,C)
C* x Spin(9,C)
Spin(10, C)

C* x Spin(10,C)
C* x Gy

C* x Eg

(C3 ® Czk ~ Cn
C}*®C* ~Cr
CteC®~C"
CkeC® ~Cn
CF®C8 ~Cn
cr

C’n

C‘n

cr

Cn

cr

n = 6k
n = 6k
n =32
n = 8k,
n = 8k,
n=28

n=16
n =16
n =16
n=7

n =27

k>4
k>4

Le cas ou K n’agit pas trivialement sur V a aussi été étudié par Benson et Ratcliff.

Ils ont donné une premiere classification de ces paires de Gelfand, lorsque I'action de K

sur V est une somme de deux représentations irréductibles dans [9].
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I1.2 Critére géométrique sur les paires de Gelfand.

On s’intéresse maintenant & un critére géométrique qui met en présence les orbites
coadjointes. Pour cela on fait appel a la quantification géométrique encore appelée méthode
des orbites qui établit une correspondance entre les représentations unitaires irréductibles
et les orbites coadjointes entieres de ’algebre de Lie.

Cette méthode décrit dans un premier temps les duaux unitaires des groupes compacts,
des groupes nilpotents (pour lesquels, elle est réduite a la correspondance usuelle de
Kirillov) et des produits semi-directs des groupes nilpotent par des groupes compacts.
On dispose ensuite de la formule géométrique de la multiplicité qui exprime la multiplicité
des groupes de représentations en termes d’orbites.

Autrement dit si :

H est un groupe de Lie d’algebre de Lie b,

L est un sous-grbupe compact de H d’algebre de Lie I,

h* et [* les duaux respectifs de H et de L,

si T : §* — [* est la restriction canonique,

On suppose qu'a chaque orbite entieére Oy de [* correspond une et une seule représentation
unitaire et irréductible (7o, Ho) de L.

De méme, on suppose qu'a chaque orbite entiere O de h* correspond une et une seule
représentation unitaire et irréductible (7w, H) de H,

on conjecture que la multiplicité de mp dans |, est le nombre
#(O N Tl—l(OO))'IL,

de L-orbites dans @ qui sont réduites & Q.

De telles formules apparaissent dans la décomposition entiere des groupes nilpotents, des
groupes résolubles ou des groupes exponentiels résolubles [2], [3], [12] et{17].

On sait qu’elles sont asymptotiquement vraies pour les groupes compacts [20].

Plus précisement, dans notre cas, on forme le produit semi direct

G=KpH,,
muni de la multiplication

(k, (2,t)) (K, (<, )

I

(kk', (2,t) k(2,t))

(kK (2 + k2t + 1/ — %w(z, k),

pour tout (k, (z,t)), (K',(2/,t)) de G.
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Son algebre de Lie est :
g=1to by,
ou t est I'algebre de Lie associée a K.
On désigne par g*, €* et b, les duaux respectifs de g, € et bn.
On note par e : g* — €* la restriction canonique. '
Pour tout u de g*, on considére (7, M, ) la représentation unitaire et irréductible de G
associée a l'orbite coadjointe (95 de G passant par p.
L’orbite coadjointe de K associée & la représentation triviale 1x de K est {0} et

re ({0}) = ¢

La multiplicité de 1x dans Ty devrait étre le nombre de K-orbites dans l'intersection
G ~pl
o, ne-.

Ce qui suggere le résultat :

Théoréme II.2.1 [6]
(K, H,,) est une paire de Gelfand si et seulement si pour tout u de ¢+, OS N¢t contient
au plus une seule K-orbite.

Dans ce travail, on ne donne pas la démonstration explicite de ce théoreme qui est longue,
délicate et utilise des notions fines de géométrie algébrique. On se propose de relier directe-
ment le calcul de la multiplicité des représentations de K avec celui des K-orbites dans
OS Ntt. (voir partie IV) |
Par suite, on s’attache a décrire les orbites coadjointes de G.
Pour ce faire, on identifie 'algébre de Lie b, au groupe de Lie H, grace a I'application
exponentielle | ‘

expy, : bn — Hy.

Le crochet de Lie sur b, est donné par :

[(,8), (2"t))] = (0, ~w(z,2")),

~ pour tout (z,t),(2't') de V x R.
On identifie I'espace V & son dual V* en posant :

2*(2) = w(z, 2'),
pour tout z,z’ de V. Dans ce cas, le dual b de ’algebre de Lie b, s’écrit :

f); = {V(Zo,/\)’ V(ZO’,\)(Z,t) = ZS(Z) + /\t, VZ,Z() € V, A,t € R}
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L’action dérivée de ¥ sur b,, s’écrit :
A(z,t) = (A2,0), YA€t (2,t) € by,
tandis que 'action contragédiente de K sur b;, est k.v(,, 1) avec
<k (2,t) > =< V(ZO‘,\),k”l(z,t) ‘>,

pour tout k dans K, 2,29 dans V et A, t dans R.

L’algebre de Lie g = €> h,, étant isomorphe a ¢ & h,,, les éléments de g seront notés
X=(A(zt), A€t zeV, teR
Et puisque le dual g* de g est : .
g =(t>hs)" =hy ot
~EDh, ~ Db,
-les éléments de g* s’écriront p(q4,,,,1) avec
Ha,z0) (4, (2,1)) = a(A) + z5(2) + At,

pour tout o dans ¢, A dans ¢, 2,29 dans V et A, t dans R.

On construit 'application linéaire
x:VxV-—¢
(2,2)— 2 x 2

avec

zx 2 (A)=w(2 Az), A€t

Lemme I11.2.2
L’action coadjointe de G sur g* est donnée par :

Ad*G (k’ (Z, t))N(a,zO,A) = M(Ad;{(k)a+zxkéo+%zxz,kzo-{-)\z,)\)

pour tout (k, (z,t)) dans G, (a, 29, A) dans €* x V xR et oli Ad}; désigne I’action coadjointe
de K sur k*.

Preuve
On compare 'application ¢ de g dans G définie par :

(A, (2,t)) — expg(A).expy (z,t)
a l’application exponentielle de g dans G.

(A, (2,1)) — expg (4, (2, t))

ol expy est I’application exponentielle de ¢ dans K.
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La formule de Baker-Campbell-Hausdorff donne pour s assez petit :
expg(sA).expy (s(z,t)) = expg (84, (0,0)). expg (0, s(z, t))
= expg (sS4, s(z,t) + O(s%))

ot O(s?) est un vecteur de H,, somme d'une série de termes en s", n > 2.

On calcule d’abord 'action adjointe de G. Elle est donnée par :
d

Aol (2,0) (4 (2,80) = 71, [(k(5.0) expc (s oter, ) (5 () ')

Puisqu’on évalue au point § = 0, on peut oublier le terme O(s?) dans le calcul de 'action
coadjointe. On a modulo s2:

(k, (2,t)) (expg(sA),s(z1,t1)) (k,(2,1))"
= (kexpg (sA), (z + skz1,t + st; — %w(z, kz1))) (k71 (=k~'z,—t))

1

1 o
= (kexpg(sA)k™!, (2+skz1 —kexpg (sA)k ™z, sty — %w(z, kz)+ Ew(z, kexpy(sA)k™12)

+§w(kzl, kexpg(sA)k™'z))
Et on obtient : _
AdG (k, (Z, t)) (A, (21, tl))

1
= (AdK(k)A, (kz1 — (Adk(k)A)z,t1 — w(z, kz1) + Ew(z,AdK(k)Az))).
Et en particulier

Adg <(k, (2,1)) _1> (A, (z1,t1)) = Adg(k71, (=k~1z,—t)) (A, (21, 1))
- (Adx(k‘l)A, (k=12 + Adg (k1) Ak~ 2, 8 +w(k~1z,k~12))

+%w(k‘1z,AdK(k'lek‘lz))).

L’action coadjointe de G s’écrit :
Ad*G (k7 (Z, t))u(a,Zo,)\) (A1 (21, tl ))

 aso) (Ao (5, 1)) ) (4, (21 2)

= a(Adg (k™1 A) + 25 (k7 z1) + 25 (Adg (k71) A k2y)
+ Aty + dw(k™ 2, k7 zy)

+ %w(k'lz, Adg (k1A k712).
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Or
e a(Adg (k™1 A) = Adj (k)a(A).
o 23(Adg (k™)) A k™12) = w(zo, Adg(k~1)A k™ 12)
= (k712 x 20)(Adg (k1) A)
= Ady (k)(k™'z x 20)(4)
= (2 x kzo)(A).

o %w(k'lz,AdK(k_l)A k712) = %(k"lz x k~12)(Adg (k1) A)

= %(k‘lz x z9)(Adg (k™1 A)

- %Ad}((k)(k"lz x k712)(A)

- %(z x 2)(A).

o 25 (k7 z1) = (kzo)"(21).
. )\w(k" 2, k7 z) = MET ) (k7 )
= 2" (21).
On en conclut que :
Ad&(ka (ZJ))#(a,zQ,/\) (A’ (zl,tl)) = /'L(Ad;((k)a+;xkzo+%zxz,kzo+/\z,)\)(A’ (Zl’tl)) n

L’orbite coadjointe de G passant par fi(q,,,.2) €st donc :

G
O(a,zo,/\) = {iu’(Ad;((k)a—i-zxkzo+%zxz,kzo+)\z,/\)’_ k€ K,Z € V}

En particulier si v = vy 3), on a K, = K (voir lemme IV.1.1) et donc les orbites telles que

A # 0 sont toutes de la forme (9 (00"

On désigne par OX (respectivement (’)( oy A)) 'orbite coadjointe de K (respe‘ctivement

de H,) passant par o de £* (respectivement v(,, 1) de h). On a:

Lemme 11.2.3
Si X\ # 0, Papplication 2 : O(Ga,o,,\) — 0K x O(}(I):‘/\) définie par

Adg (k, (2,6)) a0,y — (Adyc(K)a, Adyy (2, t)v00))

est un isomorphisme.
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Preuve »
A est surjective par construction. Il suffit donc de vérifier I'injection.
Si les images par A de deux points L a4» (k)a+azxz,02,1) € K(Ads (k')a+dz/xz/ Az, 2y 4€

O(Ga,o’ ») sont égales, on a :
Ady (k)a = Adk(Ka et | Ady, (‘z, o, = Ady (2, t)ve -
Or Ady_(2,t)ve,») = Ady (2, t")v,») implique que :
Vo3 (AdH, (=2, —t)(21,t1)) = v(o (AdH, (=2, =t') (21, 11)),
pour tout (z;,t;) de H,. Et comme

d
Ady, (—z,—t)(z1,t1) = -gt-lszo(—z, ~t)expy (521, 8t1)(2, 1)

d
= E|s=o(sz1, sty + w(z,821))

= (Zl)tl + (.U(Z, zl))a
pour tout (z1,t;) de H,. On obtient que :

Yion (21,81 + w(z, 21)) = vor) (21, t1 + w(Z, 21))

pour tout (z;,t1) de Hy. Ce qui entraine que w(z, 21) = w(2’, 21) pour tout z; de V et par

conséquent z = z’. On en conclut que :
H(Ad; (kya+zxz,az,0) = B(Ads (k)a+3 2" x2" X2/ A)* _ .

Rémarque 11.2.4

L’application %A n’est pas un symplectomorphisme.
En effet pour tout 4 = p(x a4 22x212,0) d€ O(Ga,o,,\) et X de t*, on définit le champ X7,

tangeant a l'orbite par :

(XeHu= f(Adg(exptXg)p)

d
dt |t=0
d
Et- lt:Of(ﬁu’(Ad;((exp tX)(k.a+%z X z),exp th,z\)) :

Et donc

. d .
A (XE)Pl(a,z0) = (¢ o A)(AdG(exptX)pu)

EZItzo

pour toute forme linéaire o : OK x (’)(Ié",\) - R.
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Or
Ad};(exp tX)»u(k.a-k%zxz,z\z,/\) = /‘L(Ad;( (exp tX)k.a-i—%(exp tXz)x(exptXz),AexptXz,A)
et donc
A(Adg (exp tX)p‘(k.a-}-%zxz,)«z,/\)) = (Adj(exptX)k.o, Ady (exptX,0)r (o)
par suite
d * * *
Eﬂt:o(q" o A)(Ad;(exptX)u) = XK(p[(a,Ad;{n(z,O)um,,\)) + Xc"%(a,Ad;,n (2,.0)v0.2))

ou X¢. est le générateur du groupe

zr— exptXz
c* — C".

Si 2 est un symplectomorphisme, on devrait avoir :
w6 (X5 Y3 = 2 ((or xwn,) (3.(XE) 2.(X5)))

pour tout X,Y de . Or . (X&) = Xk + X¢n et donce :

((.UK X an) (Ql*(Xé)5Ql*(X5)) ZUJK(X;(7YI?) +an(X€,"?Y6“)
= <k.a,[X,Y] >+ < Az, [X,Y]en >
= < ko,[X, Y] >+ < 2, [X,Y].2 >

=< ka+Azxz X, Y]>

et enfin

A ((wK X WH, ) (Ql*(X&),QI;(XE;))) =<ka+dzxz[X,Y]>.

Alors que
A
we (X5, YE) = < (ka+ 5% % z,22,2), [X,Y] >

=<k.a+%zxz,[X,Y]>



Critere géométrique sur les paires de Gelfand 47

Définition 11.2.5

On appelle orbite générique toute orbite coadjointe de G de la forme :
Ofony (@))€ & x R\{0}.
L’ensemble des orbites génériques de G est noté par :
Gen={Of, o5 (o)) € & x R\{0}} ~ t*/K x (R\{0}).
On appelle orbite singuliére toute orbite coadjointe de G de la forme :
O&MM,MJ@éVxV
L’ensemble des orbites singuliéres de G est noté par :

Sing = {O(GQ’ZOYO), (o, 20) € & x V'}.

Le résultat suivant est immédiat :

Lemme 11.2.6
L’ensemble des orbites coadjointes de G est I'union disjointe de Sing et de Gen.

De plus, la reunion des orbites génériques est dense dans g*

On revient maintenant sur Pintersection (’)(Ga, 2o ) et
Puisque
E-L = {ﬂ(a,z,)\) € g*, a(t) =0, (Z,/\) EV X R}

= {1o:1 €8° (2,)) €V xR}
> by,

on obtient que
‘ A
O(C;,zoyl\)ﬂ {fi={v(k20+,\z,,\), k€ K,z €V tels que Adp(k)a+ 2 x kzo + gexz= 0}
A
={Vikzgtrzr)y K€ K,2€ V tels que a + k™ 1z x 29 + Ek‘lz x k712 =0}.

Maintenant, I’espace réel Vg muni de la forme w est une variété symplectique sur laquelle

I’action de K sur V est fortement hamiltonienne. On définit donc :
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Définition I11.2.7

On définit I'application moment non normalisée

Te: V— "
de ’action de K dans V par :
Te(2)(A) = w(z, Az)
= % <z Az>y, VA€t

Corollaire 11.2.8 [6] ‘
i) Pour tout (o, zp) de & x V, (’)(C(’;’ZO,O) N &L contient au plus une seule K-orbite.

ii) Pour tout (o, A) de £ x R\{0}, O((i,o,,\‘) NeL contient une seule K -orbite si et seulement
si T¢ est injective sur les K-orbites.

Preuve
En effet, on a :

A
(9(%,20’)\) Nnet ={I/(kzc,+,\z,,\), ke K,zeVtelsquea+ktzx 2z + —2-Tp(k—lz) = 0}.

i) Si A =0 alors

O(Ga,zo,o) Nt = {Vikz.0), k € K, tel qu'il existe z dans V vérifiant @ = —k~'2 x 2p}.
On en déduit que s’il existe z tel que @ = —z x zg alors
' G L

O(a,ZQ,O) Nt~ = K‘V(ZO,O)
qui est une seule K-orbite, sinon I'intersection est vide.
ii)Sizg=0et A#0,0na:
2
O(Ci’o,,\) net = {1/(,\2,,\), z € V tels qu'il existe k dans K vérifiant (k™ '2) = _Ta}

= TB_I(OI_{Z%),
ot OK,, est l'orbite coadjointe de K passant par —32. ]
A -

L’intersection d’une orbite singuliere quelconque de G et de £+ contient au plus une seule
K-orbite. Le cas intéressant a étudier est donc l'intersection d’une orbite générique
quelconque de G et de &+. Et puisque '

G ~ K H,
Oon = Oy X Ol

on se propose d’étudier les orbites coadjointes génériques de H,,.



L’induite holomorphe 49

Chapitre III

ETATS COHERENTS ET PRODUIT STAR DE BEREZIN
- SUR LES ORBITES COADJOINTES DE Hyp,.

On considére la base {X1,...,Xn,Y1...,Yy, Z} de b, constituée des éléments :
X;=(0,...,1,0...,0), ¥; = (0,...,1,0...,0) et Z=(0,...,0,1),
avec les relations de commutation :
(X, Y;] = 6:;2.

Dans la suite, on désignera simplement par v le point v(g x) de b, pour un certain A
non nul fixé dans R.

L’orbite coadjointe Og")‘) de H, passant par le point v est paramétrée par :

1
Pj(U) =.<V,Xj> et Qj(V)=X<U,Y}'>.

On désigne par Z(H,) le centre de H,.
Soit x le caractére défini sur le centre Z(H,) de H, par :

x(expcZ) = e**,

D’aprés le théoréme de Stone et Von Neumann (cas particulier de la théorie de Kirillov)
il existe une unique représentation irréductible 7, de H, telle que :

muiZ(H,) = X1d.

Cette représentation a plusieurs réalisations [15]. Ici, on choisit celle de Fock-Bargman qui
apparait comme une induite holomorphe associée a 1'orbite éoadjointe 0{3:‘/\).

On la réalise pour A =1 & partir d’une polarisation positive K-invariante. Ce qui permet
de construire facilement 1'opérateur d’entrelacement W, (k), k dans K, (qui dans ce cas,
coincide avec K) de telle sorte que (W, H, ) soit une représentation de K, .
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Pour tout Xy de b,, on pose :

_ d -
X5 flv) = o flexpy, —sXov) et Xo(v) = < Xo,v > .

s=0

L’ensemble {Xg v Xo € hr} engendre T, (C’)(O A)) et la 2-forme définie par :

wy (X5, Yy ) = < v, [Xo, Yo] >,

pour tout Xg, Yy de h,, est une 2-forme symplectique H,-invariante.
De plus, (9(0 %) muni de la structure w, est symplectomorphe & R?” muni de la 2-forme
canonique dP A dQ.

II1.1 L’induite holomorphe () =1).

Puisque K est un sous-groupe de U(n) agissant naturellement sur V, on fixe une polarisa-
tion positive K-invariante de h% : '

h=>2X,+iY; <
Elle définit sur O(Ié ;) une polarisation géométrique F, de T, ((9(0 1)) telle que :
_ F, =>0P; +10Q; <
Si on.pose X=(Xy,...,Xpn)et Y =(Y1,...,Y,), tout élément
g =expyc(aX +bY +cZ), a,beC"ceC

de HC s’écrit de maniére unique sous la forme
o : B .
g = exppyc Z(X —iY) expyc [Z—z(X +1iY) + pZ)

ol a = —b+1a, ﬁ—b+zaetu—c—i—?

Proposition III.1.1 [33]

- L’orbite (9(0"1) est isomorphe a HS/expﬂgb et est donc munie d’une structure complexe

HS-invariante. Avec cette structure, si on pose :
z=P+1iQ,

on identifie (9 aV =C" et action de HC sur (9(0 1 s’écrit :

0.1)
gz=z+b—1a

pour tout z de (9 et ot g est I'élément expyc(aX +bY + cZ) de HE.

01)
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Preuve

On prolonge I'action h< C-linéairement. Puisque :

Xf*-bg—j et Y;:B—Pj’
alors 3 5 5
(X; —1iY;)” = E—Q—J +i5}3 = Zi&;
° 9 .0 9
(X; +1Y;)” = 5@ - za—PJ = —2i52—j
donc

expyc g(Xj +1Y;).z=2z et expgc %(Xj —iYj)z=z-a.
n /l n

On en déduit que (’)g"l) est isomorphe & HS/ exp_ b et a C" par
z _ z .
expyg = o (X5 = i¥j)vo — [expyg — 5 (X; —1¥j)] — =

Et on montre par un calcul direct que I’action de HS sur C’)g"l) a la forme annoncée. M
On construit au dessus du fibré principal
C Hn
Hy — O,

le fibré linéaire

L~ (HE X C)/~ = Offn

9,¢] +1[9l=490"

ou ~ est la relation d’équivalence définie par :
(9:¢) ~ (¢',¢')(ou [9,¢] = [¢',¢'l) <= 3h € tel que (¢,¢') = (gh, x(h™")C).
Soit ¢ la section holomorphe du fibré principal HS — Og',‘l) définie par
o(2) = expyg — 7 (X —iY),

alors toute section holomorphe s de L s’écrit :

s(z) = [o(2), F(2))],

ou F(z) une fonction holomorphe sur C".



52 Application du produit star de Berezin a I’étude des paires de Gelfand résolubles

Si I' est 'espace des sections holomorphes de L, ’action de HS sur I’ s’écrit :
(9-5)(2) = gs(g™'2),
ou glo(2), F(2)] = [go(z), F(2)].

On note H, I'espace des fonctions holomorphes f’ sur O(}(I)"l) telles que :

1£11%, =/H,. |f(2)[Pe™ % dzdz < o0.

(0,1)

Proposition II1.1.2 [33]

La représentation induite holomorphe (m,,H,) de H, associée & 'orbite O(Ié"i) peut étre
simplement définie par :

m,(expy (@X +bY +cZ))f (2) = f(z = b+ ia)eicti(bria)2z-btia)
pour tout f dans H,, z dans O(Igj‘l), a,b dans R™, et c dans R.

"En effet, pour tout z de Og"l), g =expyc(aX +bY +cZ) de HS et sdeTona:

(9s)(z) = [go(g™ =), F(g™'2)]
= [o(2)o(2) 7! go(g™'2), F(g7'2)]
= [o(2), x(c(g,2))F (g™ 2)],

si on pose :

(9,2) = o(2) ! golg™'2)

b+za(X +iY) expyele + (b+za)(2;—— b+ ia)

1z

= expgyec -
n 2%

Remarque I11.1.3

i) La représentation , est unitaire si on munit H, du produit scalaire :
<hfsn= [ fEF e R
)

ii) {z!,1 € N} est un systéme orthogonal complet de vecteurs de H,, .

iii) L’ensemble P(V') des polynémés holomorphes sur V' est dense dans ‘H,,.
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II1.2 Calcul symbolique sur les orbites coadjointes de H,.

Pour tout s de I, z de ng‘l) et g de P~1(z), on pose :

s(PB(qa)) = 5(g)g.
L’application
- s+ 3(q)

est alors une fonctionnelle linéaire continue sur I'.
D’apres le théoréme de Riesz, il existe une section holomorphe e, dans I' telle que :
§(q) =< S, €q >Hu’

pour tout s de H,.
Et bien entendu H,, agit sur I'. On a :

ecq = € leg, Vece C\{0}

et
geq =egq, Vg€ H,.

Définition IT1.2.1
La section eq est appelée I'état cohérent associé a q.

. Soit sp la section (qui ne s’annule pas) du fibré linéaire L définie par :
so(2) = [o(2),1],

avec 0(z) = expyc ——22—i(X —1iY).

En posant : : ‘

‘eso(Z)(u) = [G'(U,), El(u)]’ _ v

on définit alors une fonction holomorphe E, de H, et toute section de carré intégrable s

de L s’ écrit :

: s(z) = [0(2), F(2)]
=< F,E, >y, [0(2),1]

et
F(z) =< F,E; >y,

ou F appartient & H,,.
Proposition IT11.2.2 [33]

Pour tout » de Og"l), la fonction E, est définie par :

E,(u) = (2717)" e

W

Uz Yaue O{é"l).
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Preuve

Pour tout polynéme f ;0N a: :
f(0) =< f,Eo >n,

_ < f,1 >N,
<L 1>y,
Ce qui entraine que :
' _ 1
Eo = HIHH?,]' = (271_)77,1'
Siz=P+iQ,ona:
z2=g9.0

avec g = expy, (—QX + PY).
Et donc : .
9-50(2) = g[o(0),e%**.1]

=[g,1]
= [0(2)o(z) " g,1]
= [o(2), x(c(g, 2))1],

. bt ia) (25— b+ i
b+2a(X+iY)epos[c+ ( +w)(; *ia)

avec c(g,z) = expyc 1Z ( cfIIL.1) et

)
X(c(9,2)) = exppg 7(P ~iQ)(2z — P~ iQ) = ¢}

Donc L
9-50(0) = e***[o(2), 1]

= e%zzso(z).

3 . I |
On a d’une part, e, = ¢ "e4 donc

€gso(0) () = €7 1% eg,(5)(u)

= [o(u), e T E,(u)] (i)

-1
'

et d’autre part, ge, = egq donc :

€gs0(0) (1) = (g€sy(0)) (1)
= g.[o(g7 u), Eo(g™'u)]
= [go (g™ u), (27) "1
= [o(u)c(g, u), (2m) "]
= (2m) "o (u), x(c(g, u))]-
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Et comme v )
x(c(g, u)) = expyg 7 (P —1Q)(2u ~ P —4Q)

_ iz(2u-=z
_ o2,

on obtient 1 |
€gso(0) (u) = ()" [a(u),e-}(Zu—z)] (i)

L’identification de (i) et de (i) donne que :

Ez(u) = ei®t Y ye (’)(}éj‘l). | |

Remarque I1I1.2.3

La fonction z — E, est le noyau reproduisant de ’espace de Hilbert H,

I11.3 Produit star de Berezin sur les orbites coadjointes de H,.

L’orbite coadjointe O(}(I)nn munie de sa structure symplectique naturelle w,, est symplecto-

morphe & R?” muni de la 2-forme canonique dP A dQ. 1l existe donc [16] & équivalence
prés un unique produit star sur (O{{fl),wu)- '

De plus, on a vu (proposition III.1.1) que les orbites coadjointes du groupe de Heisenberg
possédent une structure kahlérienne H,-invariante. Ce qui n’est pas le cas de tous les
groupes de Lie nilpotents. En effet, si une telle structure kdhlérienne existe, 'orbite est
une variété avec une métrique riemannienne, donc une connexion riemannienne, invariante.
Or, le groupe filiforme d’algébre de Lie :

g=> X0, X1,..., X0 <, [X(),Xi] =Xi.|.1

a des orbites de dimension au plus 2 qui ne peuvent, si n est assez grand, admettre de
connexion invariante. '

Cette structure kahlérienne implique 1’existence d’une structure symplectique et d’une
structure complexe, nécéssaires a la construction du produit star de Berezin.

Définition III1.3.1
Soit A, un opérateur borné sur H,.
On appelle symbole (au sens de Berezin) de 'opérateur A, la fonction A de O{é"l) définie

par:
< AEszz >H,

Alz) =
(Z) <E2aEz >'Hu

H,
, Z € (9(0’1).

Le symbole A est une fonction analytique. Il admet un seul développement A au

voisinage de la diagonale (’)(Igj‘l) X (9(1:1)"1) qui soit antiholomorphe en la premiére variable



56

Application du produit star de Berezin 4 I’étude des paires de Gelfand résolubles

et holomorphe en la seconde variable. Il est donné pér :

. < AE,,E, >x, Hn H,
ABW) = F Fow, o 5% € Ol ¥ Gy

En effet, pour tout opérateur borné A de H,, les fonctions
(Z,u) —< AE; E; >y, et (Z,u)—< E; E, >,

sont entiéres sur C?™ [15]. De plus < E;, By, >4, = €'** # 0 pour tout z,u de C".
Alors la fonction
< AEE, Eu >Hu

(Z)U) — < EZ,Eu >H,,

est holomorphe sur la diagonale. Par conséquen‘p'fl(z, u) est antiholomorphe en z et holo-
morphe en u prés de la diagonale. Il est entiérement déterminé [15] par

A\(z) =A(z,2), Vze 0(}671)'—

De plus l'opérateur A peut s’écrire grace a la fonction A comme un opérateur a noyau.
En effet, pour tout ¢ de H, et z de O{é”l) ~V ona:

(Ap)(2) = < Ap, B, >3,=< ¢, A*E, >3,

= / o(u)A*E, (u)e%zdudﬁ
v

= / ()< A E,, By Swe 3 dudi
| %

= / o(u) < AE,, E, >», e™3" dudi
y o |

=/ o(w)A(u, z) < Ey, E, >3, e~ dudi
|4 .

- (Zi)n /v o(u)A(u, 2)e ™2 duda

ol A* désigne 'opérateur adjoint de A. Ce qui établit une correspondance bijective
entre Pespace L(H,) des opérateurs bornés sur H, et ’espace E('H\u\ ) des symboles de ces
opérateurs.

Proposition 111.3.2

Si A est un opérateur borné de rang fini sur ‘H, alors la trace de A est donnée par :

1 ~ -
Ttd = W/@ﬂn A(z)dzdz.

(0,1)
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Preuve

En effet, A s’écrit sous la forme
A=UP

ol U est un opérateur unitaire et P un opérateur positif de rang fini tel que P = (A*A)%.
P est diagonalisable. Il existe donc une suite finie de vecteurs propres {e;};=1 n telle que

Pe; = Aje; avec |Aj|=1.

On complete {e;};=1,~ en une base orthonormée {e;};cs de H,.
Puisque Pe, = 0 pour tout n > N, on a:

N .
(Ap)(z) =D A < o€ >n, €5(2)

J=1
N -
=/ Z/\jcp(u)ej(u)ej(z)e'%dudﬁ
Vs

pour tout ¢ de H,. Et comme

on obtient que :

N
1 - &z
(27r)"A(u’z) = ; Ajej(u)ej(z)e?,
. N : )
Pour tout u,z de V. Et puisque Z Aje; (z-t)ej(z)e'%2£ est continue, 'application
j=1 |

(u, z) — /i(u, z)

est aussi continue. Et donc :

1 A = — A zdz
(2m)n /oHn A(Z)dZdz— (27r)"/VA(Z’Z)d d

(0,1)

N
=/ Zx\jej(z)ej(z)e%dzdz
via

N
= Z)\J <E€j,€j >H,
Jj=1

= TtA,

car < ej,e; >y, = 1. |
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Soient A et B deux opérateurs bornés sur H,. En posant

2*§=AOB,

on définit un produit star noté * sur l'espace E/(’Iz) C C’°°(O£"1)) [15].

Définition II1.3.3

* est appelé produit star de Berezin.

On notera par [A\, §]*, le commutateur A+xB-BxA.
Proposition 111.3.4

Pour deux opérateurs bornés sur H, A et B tels qu'il existe € de 10,1 vérifiant :

|,Z1(u 2)| < e(l—e)(%‘lf%,i). et |B(u,z)| < e(l—e)(uTu%z)’

la formule mtegra]e du produit star de Berezin est donnée pour tout 2 de O(o 1y = ~ V par:

(A* B)(z) = %W__/Auz zu)e T e duda,
en particulier pour tout polynome AetB (respectivement toute fonction de la forme

P(z,zZ)e"% o P est un polynéme).

Preuve

‘En effet si A et B ont la forme annoncée, pour toute fonction polynomiale ¢ de H,, on a :

Ao B(p)(2) = (2 ) /(Bcp)(v)A(v z)e 2 Judo

A(v, z)/ 27 hudue T dvdo

uz

(27r / Ao B(u, z)p(u)e 2 Juda

avec

—— 1 ~ ~ u{v—u v(z—v —tG(z—u
Ao B(u,z) = (27r)n/vA(v,z)B(u,v)e Gl 2 =2 o do

qui est dans ce cas absolument convergente. On a donc :

Ax B(z)=A0B(z) = Ao B(z,2)

1
(2m)"

vz4Zv

e’%i'/fl(v,z)B(z,v)e T e~ % dudy. [
v
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Corollaire II1.3.5
Si A et B ont la méme forme que dans la proposition précédente alors :

i) si A est une fonction holomorphe et B une fonction analytique quelconque alors

o~

Ax B(2) = A(2)B(2), Vz€ Oy

ii) De méme si B est une fonction antiholomorphe et A une fonction analytique quelconque
On a: A L

Ax B(z) = A(2)B(z), Vz € (9(0 -
iii) Si A et B sont des fonctions polynomiales (respectivement des fonctions de la forme

P(z, Z)e_zTi ou P est polynomiale), alors A x B est aussi polynomiale (respectivement de -
la forme P(z,z)e” 7).

Preuve ,
i) On suppose que A est holomorphe. Cela revient a dire que =

Au,z) = A(2), Vu,z € O(P&‘I).

On a donc :

az+zu

AxB(2) = (2 T _'a/ A(2)B(z,u)e” 2 e~ % duda

= (27r)' X( )/ B(z,z +v)e ~ % dvdp (en posant u =z +v )

r—o0 27r

= lim ——A(z / B(I)B)(z 2)vte™ F dvdv
B(0,R) u|>o !

ou B(0, R) désigne la boule de centre 0 et de rayon R et ou Z l—l'(al(f)f?)(z, 2)v! est le
_ e

développement en série de B(z,z + v) suivant v au voisinage de 0. La série converge

uniformement sur B(0, R), on peut échanger la somme et I'intégration.

Et puisque / vie™ ¥ dvdo est nulle pour tout [l | >1l,ona:
B(O,R)

ii) Si B est antiholomorphe. C’est-a-dire que :
B(z,u) = §(z), Vu,z € 0(0 1y

Le résultat s’obtient de la méme maniere que précédemment.
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iii) Si A et B sont polynomiales c’est-a-dire A(z) = Py(z, %) et B(z) = Py(z,%), on a alors:

A(u,z) = Pi(2,4) et B(u,z) = Py(u,z)

-~ o~ 1 zZ uz+zZu ui
AxB(z) = e‘T/ Pyi(z,3)Py(u, 2)e "7 e~ dudi

(2m)™ v
1 u—2z)(u—2
- (27r)"’/ Py(z, @) Py(u, 2)e™ "= duda
v
= (2;)71 / Pi(z,7+ 2)Py(v + z,2)e" Fdvdi (enposant u=2z+v)
3(1 Pz 2 D — 5(m)P2 (z,2)v™e™ % dvdo.

|u>o ! |m|>0

On échange la somme et P'intégration de la méme maniére que précédement. Et puisque
/ (ﬁ)lvme"y'?gdvdz") = (2m)"2'1'6) m,
B(O,R)

A * B(z) est un polynome.

Et enfin si : o _ A _

A(z) = Pi(z,2)e™ % et B(z) = Pa(2,2)e” 7,
on a alors : -
et donc : :

Avec le méme calcul que précédemment, on montre que / Py (z,a) Py (u, E)e_%dudﬁ est
v
polynomiale. Par conséquent, A * B(z) a la forme annoncée. |
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Chapitre IV
LA FONCTION GENERATRICE DE LA MULTIPLICITE.

IV.1 Calcul de la multiplicité.

On désigne toujours par (m,,H,) la représentation unitaire irréductible de H, associée a

Hy
(0,1)

partie II.1. On définit (*7,,H,), K, et W, (k), k dans K, de la méme maniére que dans
la partie 1.3

I’orbite coadjointe O de H,, passant par le point v = v (g 1) de b, et réalisée dans la

Lemme 1V.1.1
Pour tout k de K, les représentations (7, H,) et (*r,,H,) sont unitairement équivalentes.

Preuve

En effet, pour tout k dans K et pour tout (z,t) de h,, on a:

< k.l/(o’l), (z,t) >=< V(0,1) (k"lz,t) >
= 1t ‘
=< V(o,1), (Z,t) >

Ce qui entraine que k.v = v pour tout k de K et donc :

K,={ke K kveOg,} =K. » =

Lemme IV.1.2 ;
Pour tout k de K, 'opérateur W, (k) défini par :
W, (k)f(2) = f(k™'2) VfeEM,, 2€00n,

vérifie :
Wy (k) o kTru(zl, t1) o Wu(k)—l = m,(z1,t1) (21,t1) € Hn.
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Preuve .
Relativement a la base {Xl, vy Xny Y1, -, Ya, Z} de b, définie au § IL.1 et sous
identification de H, avec h,, tout élément (2,,¢;) de H, s’écrit :

(z1,t1) = expy_(aX +bY +cZ) = (a+ib,c) a,b€R" ceR.

Ainsi pour f dans ‘H,, z dans (9{3’:1) ~V =C",

7Tu(217t1)f (2) = f(é _ b+ia)eic+;§(b+ia)(2z—b+ia).
Et donc ,
W, (k) o *m, (21, t1) o W, (k)1 f(2) = W, (k) o my (k(a + ib), ¢) f (k=)
— ‘W,,(k)f(kz +k(=b+ ia))eic+%k(b+ia)(2z;b+ia)
— f(z ~b+ ia)eic+§(b+ia)(2z—b+ia)
=m,(z1,t1)f (2). |
On peut donc déduire de la proposition 1.3.6 le résultat suivant:

Corollaire 1V.1.3
(K, Hy) est une paire de Gelfand si et seulement si pour tout p de K, la multiplicité de )

dans W, est inférieure ou égale a 1.

On considére & présent une représentation (¢, Hy) de dimension finie de K. (Hy est un
sous-espace de dimension finie de H,.)

Sa décomposition sur I’ensemble des classes d’équivalence des représentations unitaires et
irréductibles de K est :

Y= mult(p, )

pEK

ou mult(p, 1) désigne la multiplicité de p dans 1,[)

" De plus, si x, est le caractére associé a la représentation p de K la rnultlphcxte de p dans
1 est donnée par la formule [30] :

mult(p, ) = / Tep(k)xp (k) dk

ou dk est la mesure de Haar normalisée sur K.
Soit P, la projection orthogonale de H,, sur Hy et soit ¢(k) = ¢(k)P. On a alors :

Tew(k) = Trp(k) = (2;)71 /O L (B (2)dadz
(0.1)
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—— “ EZ
ou ¢(k)(z) = < ﬁ(gfgz >’H>,,HU est le symbole de ¢(k).
Et donc

mult(p, ¥) = (2;_)11/}{/1“ (ﬁ/(-l;)(z)xp(k'l)dzdfdk.

(0,1)

On revient maintenant sur la représentation W,. Elle se décompose sur 'ensemble des

classes d’équivalence des représentations unitaires et irréductibles de K comme suit :
W, = E mMpP,
peff

ol m, = mult(p, W, ) est la multiplicité de p dans W,.
Cette somme est bien sir infinie puisque la dimension de H, est infinie.

Définition IV.1.4
L’opérateur W, (k), k dans K a pour symbole la fonction E.(k)(z) appelée I'exponentielle
star et définie par :

< W,(k)E,,E. >,
T < E,E,>n,

E.(k)(2)

Hp
, 2 € 0(0,1)'

W, (k), k dans K n'est généralement pas un opérateur & trace, mais si tel est le cas, la
multiplicité de tout p de K dans W, devrait étre :

. i i
mpy = (271')"/1{/0Hn E*(k)(z)xp(k Ndzdzdk.

(0.1)

Dans la suite, on se propose d’étudier cette intégrale. Pour cela, on rappelle d’abord la
formule d’intégration de Weyl.

Théoréme IV.1.5 (32]
Soient :

K un groupe de Lie compact et connexe,

T un tore maximal de K,

ro le groupe de Weyl associé & T,

lro| Iordre de to,

dk et dt les mesures de Haar normalisées respectivement sur K et T,
A le systéme de racines de K associé a T'.

Alors, pour toute fonction continue f sur K, on a :

| 1 /p -
»/K fk)dk = |ro] /T Q /K flktk™) dk dt,
ou D(t) = [] (1 -1t

acA
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Corollaire IV.1.6 [32]
Si la fonction f est centrale c’est-a-dire qu’elle vérifie :

F(ktk™) = f(t),

pour tout k dans K, t dans T, alors
1 f
/ F(k)dk = —— / £(6)D(t)dt.
K o] Jr

Puisque dans notre cas, K est un sous-groupe compact et connexe de U(n), quitte a
conjuguer K dans U(n), on peut supposer que T est le tore maximal diagonalisé T de K
c’est-a-dire que tout élément t de T est de la forme : '

t = , 0j(t)e[0,27r].
Dans la suite, on notera §; = ;(t) pour tout j dans{1,...,n}.

Lemme IV.1.7

Si pour unt de T, I'intégrale f(t) = / E.(t)(z)dzdz converge alors pour tout k de K

H
0(01\11)

f(ktk=1) converge et f(ktk=!) = f(t).

Preuve
La fonction k — E.(k)(z) vérifie :

< Epi-1p-1,,E, >,
<F,FE, >H,
_ < EBiag-1, B, >y,
< Ep-1,,Bx1, >n,
= E.(t)(k™1.2),
pour tout t dans 7" et k dans K. Et donc si l'intégrale

f(k) :/@Hn E.(k)(2)dzdz

(0,1)

E.(ktk~Y)(z) =

a un sens, on aurait :

f(ktk‘1)=/ E.(t)(k~'2)dzdz

H
Owh)

— /  Eu(t)(2)dzdz
e

(0,1)
= f(t),
pour tout t dans T et k dans K. [ |
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De plus, le caractére x, est une fonction centrale. Ce qui raméne 'intégrale définissant

m, , si elle existe, sous la forme :

-1 " dzdzdt.
m, = 27r |m|/ t)x,(t /OHn E.(t)(z)dzdzdt

(0,1)
Par suite, pour tout t de T, on a :

< EtZa Ez >’Hu
< Ez> EZ >'Hu

/OHn E.,(u)E,(u)dudi /e%t—lz“e%Zﬁe%}“aduda
v

(0,1)

/ E,(uw)E,(u)dudi / eifuedzle T ulgydy
ofin v

(0,1)

E.(t)(z) =

— e%(t‘l—ldx)zz
)

ot Idg désigne l'application identité de K. Et par conséquent :

. o e
/ e E*(t)(Z)dzdiz/Ve_iziﬂ(e 1)ijjd2jd2j

(0,1)
n
(2m)" H 1— e-i6;0)°

si pour tout j dans {1,... ,n}, 6;(t) n’est pas un multiple de 27. On obtient finalement :

mp |m| / H o—6;(t) ———=X,(t71)D(t)dt,

qui ne converge pas en général. En effet on a :

Un contre exemple.

On se place dans le cas G = SU(3) > H3 et on se propose de calculer I'intégrale
m, = / / k)(2)x,(k~!)dzdzdk
2m)3 Jsu) offs,

pour toute représentation unitaire et irréductible p de SU(3).

Comme dans le cas général, on choisit le tore maximal diagonalisé de SU(3) dont
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les éléments sont de la forme :

et 0 0
t=| 0 €% 0
0 0 eifs

olt 8; = 6;(t) est dans [0, 27], pour tout j appartenant a {1,...,3} et ot 03 = —(0; + 63). \
Avec les mémes notations que précédemment, on obtient :

m, = (27r E / xp(t™1) D(t)/ (t)(2)dzdzdt

(01)
R s N “1)D(t)d
= ot Jp Ll T e (7DD
j=1

On a alors besoin de la formule du caractére de Weyl : -

Etant donnés K un groupe compact et connexe et 7' un tore maximal de K, on con51dere
A le syseme des racines de K relativement a T,

P une chambre de Weyl de T,

A* Tensemble des racines positives de K relativement & P et

1o le groupe de Weyl de K associé a T'.

On convient quitte a remplacer K par un recouvrement compact K de K que la demi

somme des racines positives 6 = % E a est un poids. On a :
acA+t

Proposition IV.1.7 [26]

Sipde K est de plus haut poids g, alors, pour tout t deT, le caractére x,, de p est donné

par:

Xo(t) = D+ Z det s)ts(’\°+6)

sem

) =t -t

acAt

En particulier, si K = SU(n) et si T est le tore maximal diagonalisé de SU(n), w est le
groupe symétrique de n lettres et det s est la signature de la permutation s de . {26]

Dans notre cas, tv est le groupe de permutations de {1, 2, 3}.
Les racines de SU{(3) sont les formes linéaires

Q1 =9j—91, j#L
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Soit un choix de racines positives :

ay2=61—02>0
al,3=91—93=291+92>0
g3 =0y — 03 = 01 + 26, > 0
a2,1=62—01<0

a3y =03 —0; = —20; — 8, < 0
03,2=93—02=—91—202<0.

01,2 et ag 3 sont les seules racines simples puisque a3 3 = ay,2 + a2 3. La demi somme des

racines positives est :

1

6= —((11,2 +o;3+ a2,3) =6, — 05.

2

Soit Ag le plus haut poids de p de K.
D’apreés le théoreme du plus haut poids, Ag ne dépend que des racines simples. On écrit :

Ao =aoy 2 +bogs

Et comme A est entier, il doit vérifier la condition :

2 < )\o,aj,k >

€N,
< O ky Ok >

pour toute racine positive a; . On a donc :

2 < )\0, Q12 >

< , Q.9 >
‘= 2q 4 2p= 222

eN.

<ay2,a12 >

<aiz, o2 >

1
Or < Q12,012 >=< (33,023 >= < et

3
1 1 1 1 . .
<Q3,Q13 >= —5 <a12,012 >2< 03,023 >2= _6’ ce qui entralne que :
20 —-beN
De méme : 5 <\
< (0} > < « «a >
0,923 > _ o, 12,223 > | op
< az3,023 > < 023,023 >
=—a+2beN.
Et :

car 3 = a1 + Qg 3.

2< /\0,01,3 >
<01,3,013 >

=a+beN.
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Alors :

Ao +6= (a+ 1)91 + (b—a)92 — (b+ 1)03.

Pour toute permutation s de {1,2,3}, on a :
S(/\() + 5) = (a + 1)93(1) + (b - a)95(2) - (b + 1)93(3),

et donc
s(Ao +6) +6 = (a+ 1)81) + (b — a)8y(2) — (b+ 1)) + 61 — ba.
~ On note &(s), la signature de s.
Pour s = id
Onace(s)=1et

s(Ao+8) +6=(a+2)8 + (b—a)fy — (b+2)8s
=(a+b+4)0; + (—a+2b+2)0,.

Pour s =(2,3,1)
Onace(s)=1et

s(/\0+6)+6=—b91+(a+1)92+(b—a—1)03
=(a—2b+1)0, + (2a — b+ 2)8,.

Pour s = (3,1,2)
Onace(s)=1et

s(ho+8)+6=(b—-a+1)01 — (b+1)8; + abs
=(-2a+b+1)6; +(—a —b—1)8,.

Pour s = (2,1,3)
Onae(s) =-1et

sh+8)+6=(b—-a+1)01+(a+1)8,— (b+2)b;
=(—~a+2b+3)6; + (a+ b+ 3)0,.

Pour s = (3,2,1)
Onac(s)=-1et

s(ho +8)+ 6= —b0; + (b— a)f; + abs
= (—a - b)01 + ('—2(1 + b)02
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Pour s = (1,3, 2)
Onace(s)=—1let
s(Ao+6)+6=(a+2)0—(b+1)82+(b—a—1);
= (2a -b+ 3)01 + (a - 2b)02

Et donc le caractere de p est donné pour tout ¢ de T par :

X, (8) = 5 [ei[(a+b+4)01+(—a+2b+2)92] 1 ¢il(a=26+1)01+(2a-5+2)2]

+ei[(-2a+b+1)91+(—a—b—1)02] _ ei[(—a+2b+3)01+(a+b+3)02]

_ei[(—a-b)01+(—2a+b)02] _ ei[(2a—b+3)91+(a—2b)02] E

D’autre part, pour tout t de 7, on a :

D(t)= [J (1~

a€A
=e[Ja-e) e [J(1-e™)
aEA+ aEA+
= DT (t)D*(t71).
Alors, si on définit la fonction € par :

_ _€@1)
— Dty

Xp(t)

pour tout ¢ de T, on obtient que :

3
1 1 et . -
= o] /ng 1—e~;(1) D+(t—1)D (t)DT(t")dt

3

1 1 -1\ p+

- _ImI/TH——-l_e_wj(t) E(t~1)D* (t)dt
i=1

1 i et(261 +92)(t)(1 — ei(el-eg)u))(l - ei(201+02)(t))(1 — ei(6: +202)(t))
RG] /T € (1 — e=#61(1))(1 — e~02())(1 — e=i(~01-02)(t))

On pose maintenant :

dt.

F(61(1),6:(6)) = o (01 (0), 62(0)

ol
¢i(201462)(8) (1 _ ¢ilB1=02)(0))(1 _ ¢i(2014602)(0))(1 _ £i(6:+2602)(1))

G(01(t), 82(t) = €(t7) (1= e (D)(1 = e~10:0)
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On se met au point 8y(t) tel que G(8y(t), —6o(t)) # 0.
1l existe un voisinage |0o(t) — a, Go(t) + [ sur lequel :

_ 16(60(8), ~60(®))

2 =4

et
f=+m

s=+o
/ \F(6(t) + 5, —0(t) + s)[2d6ds > 2A / 1 / dods
T s=—o ll - ez(23)| 6

s=+a
> 4An / __ds__
s=—a Il - ez(2s)|

Or |1 — (29| est équivalent en s = 0 & |s| et donc V'intégrale m,, diverge.

IV.2 La fonction génératrice de la multiplicité.

Définition 1V.2.1
Pour tout r > 0, 'application

§:V—oV
z — T2

est appelée dilatation de V.

On considere le groupe
: R* x K ={(r,k), >0, ke K}

muni de la multiplication

(r,k).(r', k') = (rr', kK),
pour tout (r, k), (r’,k') de R* x K. Il agit naturellement sur V par
(r,k).z=r"Y(k.2)
et donc de fagon naturelle sur H,. En posant, pour tout F' de H, :
| T.F(z) = F(rz),
on définit dans I'espace H,, un opérateur diagonal T, tel que :
| (T o W, (k)) (2 = (r, k).2
=ri(k.2)".

Lemme 1V.2.2
Pour tout r < 1, T, est un opérateur a trace de trace :

N -1
‘It(Tr)=ZrN< :fl ><oo.
N>0

N+n-—1
n-—1

\

ot ( ) désigne le coefficient de binéme d’ordre n — 1.
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Preuve
Il est en effet positif, diagonalisé sur la base orthonormée de H, formée par les mondmes

homogéenes de ‘H, et sa trace est :

> rNdim(Pa (V).

N20

ol ’PN(V) est I’ensemble des polynémes holomorphes homogenes de dégré N.

On obtient par récurrence que :

amPuvy = (V70

n—1

Et donc la série

Z r¥ dim(Py(V)) = Z rN(N:ILl— 1)

N>0 N>0
§ : N+4+n— 1 (n-1)
l

N>0

_ 1
N+n 1=_ [

converge puisque la série E T ~ converge absolumment pour 7 < 1.

6 (1-r7)
Le symbole de P'opérateur T;. o W, (k) est donné par :

< E(rk Z)E >H,

k
E.(r k)(z) = g2 2 € Of),
En particulier
< E(rt)z: Bz >n
E.(rt = : -
(T )(z) < EZaEz >'Hu
— e%(t_lrzi——zz)’
et
n
/OHn E.(r,t)(z)dzdz = (2 I—I —re‘“" , VteT.

(0,1)

E.(r,t)(z) est donc intégrable sur O

définie par :

(o71) Pour 7 < 1. On introduit alors la fonction m,(r)

m,(T) (27r / /o”" (r,k)(2)xp(k™!)dzdzdk.

(0,1)
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Avec les mémes arguments que dans la partie IV.1, on obtient :

1
@)

m,(r) =

—1— -1 r,t)(z)dzdz
o DO [ Bt (e)aadzat

(0,1)

1 i 1
= — [ D(t 1 —_ i
o J 2ol I =

1 —i8,\Pi -
= = [T X e Doy
.3=1 p; 20
1 .
= ITU_I Z rprt +pn/Te—t(p101+~--+pn0n)xp(t—1)D(t)dt
Plv--»PnZO
1 .
" o] "N/ Do e ATy (7 D()de
N20 T pitetpa=
- N V),
N>0

si on note

: 1 .
mgN) = _./ Z 6—1(p161+"'+p"0")Xp(t_l)D(t)dt.

" Clest-a-dire que l'introduction du groupe de dilatation nous perrhet de chercher les multi-
plicités des représentations du groupe R x K dans H,.
Pour des dégrés différents M etN, les représentations de R x K dans P (V) et Py (V)

n’ont aucun entrelacement.

Définition IV.2.3

La fonction m,(r) est appelée la fonction génératrice des multiplicités de p.

Cette définition vient du résultat suivant :

Soit pn la représentation de K dans Py (V) définie par :
pn(k)f(z) = f(k™'2), Vk€ K,

pour tout élément f de Py (V) défini par

= Y appn B, ZEV

P +-+pn=N
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Lemme IV.2.4
i) Le caractére de py est la fonction centrale x,, telle que :

Xpny (L Z e—i(P191+'-'+pn9n)7 vteT.
pr+-+pn=N

ii) Pour tout N dans N et p dans I?, mf,N) est la multiplicité de p dans pyn.

Preuve
i) Pour tout ¢t de T, on a :

pn () f(2) = f(t72)

— E —i(p161+--+pnbn) p1 p
= [ nen apl _____ pnzl ...Zn".

P1t+--+pn=N
Et comme les éléments 27" ... 2B~ tels que p; + --- + p, = N forment une base diagonéle
de Pn(V), on obtient que : i
| Xon () = Trpn(t)

= Y ikt
p1t++pn=N

ii) On écrit :
PN = Z mult(p, pn)p

pEK
et
Xon () = > mult(p, pn)x,(8), teT.
peK
Et enfin :

mV) = _1__/ | Z e_i(plel+"'+p"9")xp(t'1)D(t)dt
7wl Jr
P1t++pn=N

- l—;—| /T Xon (D)o (671) D(t)lt

= [ mult(o,paxp (K)o (6 ek

spef{
= mU'lt(pa pN) u

Par ailleurs, on peut interpréter différemment l'intégrale

my = 1 -1 ,
(= o | X Ox,67) D
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En effet si K est le groupe U(n) tout entier, la représentation W, se décompose en

ol chaque py est irréductible et non équivalent a ppr, si M # N.
Soit Il le projecteur spectral associé a gy

[Ty est alors la projection sur 1’espace des polynémes homogenes de dégré N. On a :

Corollaire 1V.2.5
Pour tout N dans N et p dans I/(\', on a:

g = (zi)nﬁ /T /O - (W, (t) * Tin) (2), () D(t) dzdzdt.

REED

Preuve

D’apres [1] le symbole de IIy est :

Mn(z) = E.(k)(2)xpy (7 1)dk.

U(n)
1 1, Lg—1,3 -1

= e ¥ [ diiEy (-1 D(t)dt
]m‘e \/Te XPN( ) ()
1 1,5

= —6_5“/ ~t7122) x5, (71 D(t)dt

SR ST

_ e~ 12% ZL/ Z ““l!—(zlfl)pl---(znfn)p"
|ro] 2t p1!...pn!

=0 lpl=l

B8 () D0

Et comme le caractére associé & j est x5, () = Z e H@101t+anbn) o obtient :

lg|=N
ﬁN(z) = _1_ *% z / Z -—N'—-—(lel)p (ann)anﬁ (t_l)D(t)dt
|m QNN' Prttpn=N pl pn N
1 (_Z_Z_)Ne—%zi

M
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On revient maintenant au cas d’un sous-groupe fermé connexe quelconque K de U(n).

Le symbole de 'opérateur W, (t) o Iy est donné par :

W, (t) o lin(2) = W, (t) * Tin(2)

1 25 o~ 204+ vZ v

= -z W, I z,v)e” 2 e 2 dvdv

2 © /ognl) (B)v. 2w (2, v)

23 _ = _ 1 Z 5 2U+tVvE _ uy _

= e [ AT (e e e F duas

1 tzz
_ ( )N —-zz

- N

Sa trace est donc :

1

Tt(W ( )OHN) (27T

o /o L (W(0) « Tin)(2)dzdz

0,1)
1 tzz N —1l:5 —
= o J, B e e

—_ Z e—i(QIal+"'+Qn0n).

lgl=N

Et on retrouve :

m{V) —%l/zr(w (t) o TIn)x,(t) D(t)dt

|m|_//OHn () * TIn) (2) xp (8) D(t)d2dzdt.

(0,1)

Proposition I1V.2.6

(K, H,) est une paire de Gelfand si et seulement si pour tout p de I?, ona:

lim m,(r) < 1.

re—l

Preuve

En effet, par définition, la multiplicité de p dans W, notée m, est la somme des mﬁ,N)

cette somme est finie et infini sinon.

si
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Chapitre V
PAIRES DE GELFAND ET ETATS COHERENTS.

On a vu dans la partie IV que la fonction génératrice de la multiplicité caractérise les
paires de Gelfand. Dans cette partie, on se propose d’étudier l’intersection O(Ga,o,l) net
-en utilisant la fonction génératrice de la multiplicité. Pour cela, on rappelle d’abord le -
résultat suivant di & Guillemin et Sternberg.

Soit K un groupe de Lie compact et (X,w) une variété symplectique sur laquelle K agit
de facon hamiltonienne c’est-a-dire qu’il existe un morphisme d’algebres de Lie de I’algébre
de Lie ¥ de K dans P’algebre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens H(X).

C’est en particulier le cas lorsque P'action de K sur X possede une application moment
7: X — t* telle que si X = 7(z)X, = € X, dX]I = i(X*)w.

On dira alors que X est-un espace K-hamiltonien.

~ On définit sur X une préquantification K-invariante c’est-a-dire la donnée d’un fibré en
droites L, d’une connexion V et d’un produit scalaire hermitien < .,. >, sur L.

On considére h une polarisation K-invariante définie positive et ’espace I' des sections
polarisées sur L.

On désigne par 7 la représentation de K dans I'. On a :

Théoréme V.1 [19]
Soit O une orbite coadjointe entiére de K.

Si O n’est pas dans I’image de I’application moment alors la représentation irréductible de
K correspondant 4 O n’apparait pas dans .

En particulier pour X = O{é"l), I’orbite O{é"l) est un espace hamiltonien muni d’une

structure complexe HS-invariante et 'action de K dans V est fortement hamiltonienne.

- Son applicaton moment 7 est définie en I11.27.

L’espace I' des sections holomorphes sur le fibré linéaire L — (’)(}é:‘l) est identifié a ’espace
H, des fonctions de carré intégrable muni du produit scalaire < .,. >4, (voir partie III).
Puisque W, est la représentation de K dans H,,, si O}I;fp est I'orbite coadjointe entiere de

K associée a pde K on a:
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Corollaire V.2
Si p apparait dans W, alors (’)Iﬁp est contenu dans I'image de I’application moment.

Théoréme V.3
On suppose qu’il existe deux entiers distincts et non nuls M et N tels que

mE,N) >1et mE,M) > 1,

alors il existe un certain po dans g* tel que I'intersection (’)ffo Nel contienne au moins deux
K-orbites. '

Preuve

%

Soit ¢ : u(n)* — £* la restriction canonique.

On désigne par o¥™ Porbite coadjointe de U(n) associée pn.
N

Si mE,N) > 1 alors mult(p, pxy) > 1. En appliquant le corollaire V.2, on obtient que

O < r(OF™) C Tumy(V)
oll Ty(n) est P'application moment de ’action du groupe compact U (n)sur V.
D’autre part, rE(O%(")) contient le point rg(po) ol po est défini par :
to : u(n) — R
N

rr— 71131,1,

avec

= Tun)(ZN)(X),

ZN étant élément (V/N,0,...,0) de C™.
Ainsi donc O%(n) est une orbite coadjointe de U(n) passant par po. En plus, elle est dans
I'image par 7, de la sphére de rayon Vv/N.
On considére maintenant l'injection canonique

inj : € — u(n).
" Puisque

Te = Tu(n) ©11),
alors rg((’)%(")) est dans l'image par ¢ de la sphere de rayon v/N.
De méme, si on désigne par (91[\]/1(") l'orbite coadjointe de U(n) associée a pps et puisque

mﬁ,M) > 1, on obtient avec les mémes arguments que re(O%")) est dans I'image par 7 de
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la sphere de rayon v M.
Les deux spheéres sont différentes, il y a donc apparition de deux K-orbites dans V.

Et enfin puisque
7 H(05,) = Og,o,l) net,

elles sont toutes deux dans (’)(Ci o) N gL : |
De ce résultat, on peut déduire deux corollaires immédiats :

Corollaire V.4
Si pour tout p de K,

mpy(r) = mgN)rN avec mE,N) <1

G

o1y N tL contient au plus une seule K-orbite.

alors, pour tout o de ¥, lintersection O

Corollaire V.5

Si il existe p de K tel que m, est non borné, alors pour tout a de £*, I'intersection

(’)(Ci 0,1) Nt contient au moins deux K -orbites.

En effet, si (,0,1) est entier dans g* (i.e. le caractére correspondant s’exponentie a tout
le stabilisateur de («,0,1)) et si il existe p de K et tel que m, est non borné,

la représentation de G associée & ’orbite O¢

(2,0.1) contient la représentation p, de K associée

a OK. Elle est réalisée dans H,, qui contient donc p,. D’aprés le théoréme I1.1.5, P(V)
contient une infinité de représentations de ce type, elles ne peuvent étre contenues toutes

dans un des espaces Py (V) donc il y a au moins N et M tels que :
mE,N) >1et mf,M) >1, M #N.

Par application du théoréme précédent, ’intersection (’)(C('; o,nN L contient au moins deux
K-orbites.

On suppose maintenant que m, est homogeéne pour tout p de K clest-a-dire que :
my(r) = mE,N")rN"
Rappelons [6] que si il existe C tel que :

mE,N") <C

pour tout p de K , alors la paire est de Gelfand i.e. mE,N" ) <1l
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Probléme ouvert

On suppose que pour tout p de K Ia fonction m, est telle que :

mp(r) = mf,N")rNP et supmg,NP) = o0.
p

La paire (K, H,) n’est bien entendu pas de Gelfand puisque pour au moins un p, on a:

}erll mp(r) > 1.

Dans ce cas, toutes les K-orbites qui apparaissent dans O((i 0,1) tL sont dans la méme

U(n)-orbite (dans B}, ). On conjecture que plusieurs orbites apparaissent.
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Chapitre VI
EXEMPLES.

VI.1 Le cas SU(3) > Hs.

On se place dans les mémes conditions que dans les parties IV.1 et IV.2 et on se propose

de calculer I'intégrale

1 -1 -
mp(r) = W/SU(s) /0"3 E. (r,k)(2)x,(k™")dzdzdk

(0,1)

3
1 1
=— [ D(t t~! —dt
|to| /T ®xa( )JIJ; 1 —re~ii(t)

:.lr];TI Z ,,.P1+p2+p3/ e—’i(p191+P292+P303)Xp(t—1)D(t)dt
P1,p2,p32>0 T .
_ 1 prtpatps | —il(pi—p3)0i+(p2—p3)02] @ (4-1\ D+
T e &(t~")D™(t)dt,
|1o] S T
p13p21p3_0

ou €(t) est défini dans la partie IV.1. On calcule :
e(t—l)D—f-(t) — [e—z[(a+b+4)01+(2b—a+2)02] + e—i[(a—2b+1)01+(2a—b+2)02]

4 e—il(=2a4b+1)01—(a+b+1)82] _ —il(2b-a+3)6; +(a+b+3)6,]

—eil(—a—b)61+(5-2a)02] _ e—i[(—b+2a+3)01+(a—2b)92]j|

% {ei(40] +292) _ ei(301+392) _ ei(391) + 61(91-’—202) 4 ei(01—02) _ 1:|

— e—i[(a+b)91+(2b—a)62] _ e—i[(a+b+1)61+(2b—a—1)02] _ e—i[(a+b+1)01+(2b—a+2)02]

+e—i[(a+b+3)01+(2b—a)62] + e—i[(a+b+3)01+(2b—a+3)92] _ e—i[(a+b+4)91+(2b—a+2)92]
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1 e—ila—2b-3)81+(2a—b)62] _ p—il(a—2b-2)01+(2a~b-1)83] _ —il(a—2b~2)6)+(2a—b+2)6,]
te—il(a=26)61+(20-b)62] 4 —il(a—2b)6:+(2a—b+3)63] _ o—il(a—2b+1)61+(2a—b+2)62]

4 e—il(~2a+b-3)01—(a+b+3)83] _ o —il(~2a+b—2)61 —(a+b+4)83] _ o —il(—2a-+b—2)01 —(a+b+1)65]
4 e—il(—2a+b)61 ~(a+6+3)6] | e-i((_2a+b)91—(a+b)oz] _ e—il(—2a+b+1)81 —(a+b+1)62]

_e—i[(2b—a—1)91+(a+b+1)02] +e—i[(2b—a)01+(a+b)02] + e—i[(2b—a)01+(a+b+3)02]

_e—il(2b-a+2)01+(a+b+1)82) _ g—il(2b—a+2)01+(a+b+4)02] 4 o—il(2b—a+3)61+(atb+3)62)
__e—i[(—a—-b—4)€1+(b—2a—2)02] 4 e—il(—a—b-3)61+(b-2a—3)62] e~i[(—ja—..l)—3)01+(b—2a)92]
_e—i[(—a—b——l)el+(b‘—2a—2)02] _ e—{[(—a—b—nel+(b—2a+1)éz] 4 e~il(~a=b)81+(b-2a)65)
_e—il(=b+2a—1)61+(a~2b-2)03] 4 o—il(~b+20)61+(a=2b-3)02] | o—il(~b+2a)01+(a—2)0s)]
e il(=b42a+2)01+(a=26-2)82] _ o —il(—b+2a+2)81 +(a—2b+1)02] | o—~il(~b+2a+3)0: +(a—26)62)

L’expression de m,(r) est alors :

2w p2m V ’
_1__ 2 I:/ / TP1+P2+P3e—i[(m—P3+a+b)91+(P2—P3—a+2b)92]d91d02 +
2
am lml P1,p2,p3 20 0 Jo

2m P27
4o / / T.P1+P2+P3€—i[(p1 ~pa+2a—b+3)6, +(P2-P3+a—2b)02]d91d02
0 0 )

Avec 36 intégrales entre les crochets, mais chaque intégrale n’apparait que si ’exposant de
I’exponentielle qu’elle contient est nul. Il ne restera donc que les 36 termes suivants :

1) si py=ps—a—b et p; =p3+a—2b dans l'expression de m,(r) il ne reste que :

1 27
I] // ,’,p1+P2+p3d91d92 - +,’.3p3—3b
0

472
De la méme maniére on a :

2) si pp=ps—a—-b-1 et py=p3t+a—2b+1 Izz_rapgﬁgb

3) si pp=ps—a—-b-1 e py=p3+a—2b—2 I3 = —r3p3—3b-3
1'4 — _|_,’,3p3—3b—3

Iy = +r3ps—3b=6

4) si pp=p3—a—-b~3 et pr=p3t+a—2b

R R

5) si pr=p3s—a—-b—-3 e pr=p3+a—2b-3
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14)
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si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si

si

si

si
si
si

si

si
si
si

si

si
si
si

si

pr=p3s—a—-b-4
P1=p3—a+2b+3
pr=p3s—a+2b+2

"pr=ps—a+2b+2

pPr=p3—a+2b
p1=p3—a+2b
pr=p3s—a+2b-1
pr=p3+2a—-b+3
P1r=p3+2a—b+2
P1=p3+2a—-b+2
pr=p3t+2a-b
Pr=p3+2a—b
P1=p3+2a—-b-1
pr=p3s+a—2b+1
p=ps+a—2b
pPr=ps+a—2b
p1=p3s+a—2b—2
PrL=p3s+a—2b—2

"P1=p3s+a—2b—-3

pr=pst+a+b+4
pr=p3s+a+b+3
m=p3ta+b+3
pr=pst+a+b+1
Pp=ps+a+b+1
Pp=pst+a+b
P1=P3—2a+b+1
Pr=p3—2a+b
PL=p3—2a+b
P1=p3—2a+b—2
PrL=pP3—2a+b—-2
P1=pP3—2a+b-3

et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et

et

et

et
et
et
et
et
et
et

et

p2=ps+a—2b-2
p2=p3—2a+b
p2=p3—2a+b+1
p2=p3—2a+b-—2
p2=p3—2a+b
p2=p3—2a+b—3
p2=p3s—2a+b—2
p2=p3+a+b+3
p2=p3+a+b+4
p2=p3+a+b+1-
p2=p3+a+b+3
p2=p3t+ta+b
p2=ps+a+b+1
pp=ps—a—-b-1
pp=p3—a-—1b
p2=ps—a—b—-3
p2=ps—a—b-1
p2=ps—a—-b-4
p2=ps—a—b-3
p2=p3+2a—-b+2
p2=p3s+2a—b+3
pP2=ps+2a—-1b

P2 =p3+2a-—b+ 2
p2=p3+2a—b—-1
p2=ps+2a—0b
p2=p3—a—+2b+2
p2=p3—a+2b+3
pa=p3—a+2b
p2=p3—a+2b+2
pp=p3s—a+2b-—1
p2=p3—a+2b

L S I N N L o e O A

I6 — __,,.3p3—3b—6

I, = +r3p3—3a+3b+3
18 — _,,.3p3—3a+3b+3
Ig — _7.3p3—3a+3b .
IIO — +,,.3p3—3a+3b
Ill — +7.3p3—3a+3b—3
1-12 — __T.3p3—3a+3b—3
Ill;, — +T3P3+3a+6
I,y = —r3ps+3a+6
Iis = —p3p3+3a+3
I = 4p3p3+3a+3
117 — +r3p3+3a

Lig = —p3p3t3a

119 — _,r3p3—3b

I = +T‘3p3_3b

122 — __T.3p3—3b~—3
123 — _T.3p3 -3b-6
124 — +,,.3p3—3b——6
125 — _T3p3+3a+6

126 — +7.3p3 +3a+6

I, = +7-3P3 +3a+3

Lg = —3ps+3a+3
129 — _,,.3p3+3a

130 — +7.3p3+3a

I3 = —3p3—3a+3b+3

I3 = +7.3p3—3a+3b+3
133 — +,,.3p3—3a+3b
134 — _,,.Spa —3a+3b
I35 = _,,.3p3—3a+3b—3

136 — +T.3p3 —3a+36—-3
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On regroupe les résultats obtenus suivants les puissances de r. On obtient :

) ‘
mp(r) = W l Z (Ih+I2+1I19+12) +Z (I3 + Iy + I1 + I2)
P1,P2,P3>0 P1,p2,p320

+Z (Is + Is + Ip3 + I24) +Z (I + Is + I31 + I32)
P1,p2,p32>0 p1,p2,p3>0

+> o+ Do+ Is3 + Isa) + D (It + Tna + I35 + Ise)
P1,p2,p320 P1,p2,p320

+Z (Iiz + Ina + I25 + I26) +Z (I15 + I + Iz7 + Ing)

P1,p2,p320 P1,p2,p3>0

+Z (17 + Iig + I2g + 130)] .
P1,p2,p320

On étudie cette expression, terme par terme. Ainsi, on a :

b Z (I1 + In+ I1g + Ip) = [ Z r3pa—3b _ Z r3p3—3b

P1,p2,p320 p1=p3—a—b>0 p1=p3—a—b—1>0
p2=p3+a—2b>0 p2=p3z+a—2b+12>0
p3>0 p3>0
—_ E T.3P3—3b + E ,r.3p3—3bj| .
p1=pa+a—2b+12>0 p1=p3+a—2b>0
P2=p3—a—b—120 P2:P3—a—b20
p3>0 p3>0
—_ |: E ,r,3p3—3b _ Z ,’,,31)3—313
p3>a+b ps>a+b+1
p3>—a+2b p3>—a+2b—1
p32>0 p3>0
_ Z ,r3p3 —3b + Z ,r.3p3—3b:| .
ps>—a+2b-—1 p3>—a+2b
p3>a-+b+1 ps2a+b
p3>0 p3>0

Or 2a — b > 0 entraine que —a + 2b < a + b et par conséquent :

Z (Il + Iy + I19 + 120) = Z r3ps—3b _ Z p3p3+3b

P1,p2,p3>0 ps>a+b pa>a+b+1
_ Z p3pa+3b Z p3ps+3b
p3>a+b+1 ps>a+b

= 239
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De la méme maniére on a :

—3b—-3 3p3—3b-—3
° E (I3 + Iy + Iy + In2) = — E r3ps—36=3 1 E r3ps
P1,p2,p3>0 pa>a+b+1 p3>a+b+3
p3>—a+2b+2 p3>—a+2b
p320 p32>0
i Z F3pa—3b—3 _ Z 3pa—3b—3
p3>—a+2b pa>—a+2b+2
p3>a+b+3 ) ps>a+b+1
p320 p320

Si 2a —b=0, on'a—a+2b=a—}-bet,donc:

Z (s + Iy + Iny + I32) = — Z rPPa=36=3 4 Z r3pa—36-3

P1,P2,p3>0 p3>3a+2 p3>3a+3
+ Z p3ps—3b—3 _ Z y3p3—3b—3
p3=3a+3 p3>3a+2
:_27,30.-}-3

Si2a—b>1,ona—-a+2+2<a+b+1 et donc:

Z (IS + I4 + 121 + 122) = — Z T3P3—3b—3 + Z ,,,3173——36—3

P1,p2,p32>0 p3>a+b+1 p3>a+b+3
+ § 1,3}’)3 —36—3 _ § ,r3p3 -3b-3
p3>a+b+3 p3>a+b+1

_27,30, _ 27'3a+3

En résumé :

§ : Lot I+ I —2r3¢+3  §i 2a—-b=0.
Ba+latlont122) =\ g0 _gse43 o 94 p>1

P1,p2,p320 Z L

d § : (15 + I6 + 123 + 124) = Z r3p3‘3b_6 —_ Z T3p3—3b—6
P1,p2,p320 p32a+6+3 p3>a+b+4
p3>—a+2b+3 p3>—a+2b+2
p320 p3>0
- E T3p3—3b—6 + z : ’I"3p3_3b_6
pa>—a+2b+2 P3>—a+2b+3
ps2atb+d Ps>a+b+3

p3>0 p3>0
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De méme 2a — b > 0 entraine que —a + 2b < a + b et donc

Y Us+Is+In+1z) = Y premdes > rpa36=6

P1,p2,P3 ZO

p3>a+b+3 p3>a+b+d
- § r3ps—36—6 E : r3ps—3b-6
p3>a+b+4 p3>a+b+3
— 2T.3a+3‘
. E (]7 +Ig + Is; + ]32) — E p3p3—3a+3b+3 _ § : r3P3—3a+3b+3
P1,P2,p3>0 pa>a—2b-3 P32a—2b-2
p322a-—b p322a—b——1
p320 p3=>0
— E T3p3—3a+3b+3 _ } : r3p3_3a+3b+3
p3>2a—b—1 p3>2a—b
p3>a—2b—2 p3>a~2b—3
p3 =0 p320

Si2a—b=0,0na:

Z (Ir + Is + I3 + I33) = Z p3p3—3a+3b+3 _ Z p3P3—3a+3b+3

P1,p2,p3>0 p3=>0 p320

_ 2 :,r3p3——3a+3b+3 + E :,r3p3—3a+3b+3
p3>0 p3=>0

=0.
Si2a—b>1,puisquea+b>0,ona2a—b>a—2bet donc :

Z (I7 + Ig + I3y + I3p) = Z pdps—3a+3b+3 Z 3p3—3a+3643

P1,p2,p3>0 p3>2a—b p322a-b-1

_ Z p3p3—3a+3b+3 + Z p3p3—3a+3b+3
ps>2a—-b-1 P3>2a—b
= —2r%¢
Et donc :

0 si 2a-b=0.
I + Ig + I31 + I33) =
D1 P2zps>0( ' ’ ” 32) {—27'30 si 2a—-b2>1.

(] Z (Ig + Iyg + I3 + 134) = - Z r3ps—3a+3b + Z p3p3—3a+3b

P1,p2,p3 >0

p320—2b—2 p32a—2b
p3>2a—b+2 pa>2a-b
p320 P30
+ 2 7.31)3 —3a+3b _ Z T,3p3 —3a+3b
p3>2a—b p3>2a—b+2
p3>a—2b pa>a—2b-—2

p320 p3=>0
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Or a + b > 0 implique a — 2b < 2a — b. On obtient ainsi :

z 7,3p3—3a+3b + Z ,r,3p3—3a+3b

E (I9+I10+133+I34)=—
P1,P2,p32>0 pa>2a—b+2 p3>2a—b
+ § : 1,.3p3—-3a+3b _ E : ,,,3p3 —3a+3b
p3>2a—b p3>2a—b+2 '

= 2r%® 4 2r8at3,

T.3p3—3a+3b—3_ § : ,r,3p3—3a+3b—3

. E (In1 + Io + I3s + I36) = E
P1,p2,p3>0 p3>a—2b p3>a—2b+1
p3>2a—b+3 p3>2Za—b+2
p3=>0 p3>0
_ § : r3p3—3a+3b—3 + § : r3p3—3a+3b—3‘
p3>2a—b+2 p3>2a—b+3 .
p3s>a—2b+1 p3>a—2b
p32>0 p3>0

De méme a + b > 0 implique a — 2b < 2a — b. On obtient ainsi :

E (1 + T + Ios + Ing) = pPPo73t30=3 _ N p3ps—Sa43b-5
pa>2a—b+2

P1,P2,p320 p3>2a—b+3
_ E : T,3p3—3a+3b-3+ § : ,,,3p3-3a+3b—3
p3>2a—b+2 p3>2a—b+3

:_2,,.3a—+-3

p3p3t3a+6 _ Z ,,.3p3+3a+6

o E (I3 + Ing + Ips + Iy6) = E
P1,p2,p3 >0 p3>—2a+b-3 p3=—2a+b~-2
ps>—a—b-3 p3z—a—b—4
p3 >0 p3>0
_ Z r3pat+3a+6 4 Z p3p3+3a+6
p3>—a—b—4 p3>—a—b—-3
ps>—2a+b-2 p3>—2a+b-3
p320

p3>0

Puisque a + b > 0 et 2a — b > 0, on obtient donc :
Z (l13 + Ing + Ips + Ipg) = Z rpatiat6 Z r3Pa+3a+6
pa>0

p3=0

_ z ,,.3p3+3a+6 + Z T3p3+3a+6
P

ps 20 320

P1,P2,pP3 20
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e Z (Iis + Ie + Ip7 + Iog) = — Z p3p3+3a+3 4 Z 3p3+3a+3

P1,p2,p320 p3>—2a+b-2 p3>—2a+b
p32—a—b-1 p3>—a—b-3
pa20 p3 >0

+ Z T3p3 +3a+3 _ Z ,,,.3p3 +3a+3

ps>—a—b—3 ps>—a—b-1
p3>—2a+b p3>—2a+b-2
p3=>0 p3 >0

De méme a +b > 0 et 2a — b > 0. On obtient ainsi :

Z (Its + e + Io7 + Iog) = — Z p3ps+3at3 | Z /3p3+3a+3

P1,P2,p320 p3>0 p3>0
+ E T.3P3+3a+3 _ § : T.3ps+3a+3
p320 p320
=0.
o Y (hr+Ths+Ig+Is)= Y - rpetde ) r3pstia
p1,p2,p3 20 p3>—2a+b p3>—2a+b+1
p3>—a—b ps>—a—b—1
P30 p3>0
— z r3patda _ §
p3>—a—b-1 pz>—a—b
p3>—2a+b+1 pa>—2a+b
p3>0 p3>0

Si2a—bv=0, ona:

Z (Il7 + Ilg + Izg + 130) = Z 7.3p3+3a - Z 7,3P3+3a

P1,p2,p3 20 p3>20 p3>1

- § 7.3P3+3a + E :T.3p3+3a

p3>1 p3>0
= 2r3@

Si2a—b>1,onaalors —a—b—1<0et —2a+b+1<0. Donc :

Z (Il7 + Ils + Izg + 130) = Z T3P3+3a _ Z 1"3p3+3a‘

P1,p2,p32>0 p3=>0 p320

—_ E T3p3+30 + -S- ,,,3p3+3a

p3>0 p32>0

,,,3})3 +3a
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Et donc : ,
2r°®* si 2a—b=0.
Z (Ii7 + Iig + Iz9 + I30) = { 0 s 2a-b>1.
D1 7P2yP320
Conclusion
esi2a—b=0:
my(r) = I%I [2r3a — 2p3at+3 | gpdatS 4 o 4 9pe 4 op3eF8 _ 9p3e48 4 0 4 0 4 2077
— _6_7.3(1 — 7’3a,‘
|to|
car || = 6.
eSi2a—-b>1
: 1
my(r) = m[2r3a — opda_ gplat3d 4 o,8a+3 _ gp8a 4 gp3ay 9p3043_ 9p3a¥3 L 040+ 0]

Et finalement :

r3¢  si 2a—b=0.
my(r) =

0 si 2a—-b2>1.
Par suite
lim m,(r) < 1.

r—1

Ce qui confirme que (SU(3), H3) est une paire de Gelfand.

V1.2 Le cas SU(2) > Hs.

On conserve les mémes notations que dans les parties IV.1 et VI.1 et on se propose de

calculer Pintégrale :

my(r) / / (r, k)(2)x,(k™1)dzdzdk,
(27)? SU(2)

(0 1)

pour tout p de K.

On choisit le tore diagonalisé T de SU(2) dont les éléments sont de la forme :

et
t= < 0 ew2> ,  0;=206,(t) € [0,27] avec ; = 0.
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Toujours avec les mémes arguments que précédemment, on a :

mp(T) (27r /SU(Z)/ E.(r,k)(2)x,(k~!)dzdzdk

(0 1)

2
|m|/D Pxe(t™ Hl—re ’e(t)t

R / e P10 +p20) 3 (471 D(t)dt
Im' P1,p22>0 T '

:L Z Tp1+P2/e—i[(Pl—Pz)gl]xp(t—l)D(t)dt.
|m| Pl»PZZO VT

Les racines de SU(2) associées a T sont les formes linéaires :
01’2201 -0, =20, >0

et
Qg1 = 60, — 6, = —20, <O0.

La demi somme des racines positives est :

1
6= 50[1’2 = 01.
Ainsi donc _ _ . .
. D+(t) — 61011_[ (1 _ e—za) — 6101(1 _ 6—2101)
acA+
et

D(t) = DY ()D*(t71) = (1 — e21)(1 — e~2if),

Soit A le plus haut poids de p de K. Il ne dépend que de 'unique racine simple a; 2 de
SU(2). On écrit :
)\0 =at) 2 = 2&01.
2 < )\0, 12 >

Vu que € N, on obtient que 2a appartient a N.
<aQ12,012 >

Pour tout t de T, le caractere x,(t) de p est :

1 i
Xo(t) = Gy Do (et

8

ou s est une permutation de {1,2} de signature £(s).
Puisque A\g + 6 = (a + 1)0; — af2, on a

s(6+ X)) =(a+ 1)93(1) - aﬁs(z).
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Pour s =id

onace(s)=1et
8(5 + /\0) = (a + 1)01 —aby = (20, + 1)01

Pour s = (2,1)
onace(s)=—1et
5(6 +Xo) = (a+1)0; — ab; = —(2a + 1)6;.
t .
et donc ei(20+1)91 _ e—i(2a+1)01
‘ ) =
Xp(t) = eib1(1 — e=261)
eZia01 _ e—2i(a+l)01
= 1 _ e-2i6:
Par conséquent,
1 .
m,(r) = |Tn_| Z pP1+P2 /T e_"'[(pl_p2)01]Xp(t_1)D(t)dt
p1,p220
2 —2iab 2i(a+1)6 ‘
= LS gren [Comiltmpn €T € TR 1= ey — oy B
[to] o ’ 0 1 — e2ib 27
Pi,p2~2
1 m . . . . do
- Z ,,.p1+p2/ e~ HP1—P2)6: [6—220.91 — e~ 2i(a+1)61 _ o2i(a+1)6; + e2za01]_1
lm] p1,p220 0 2m
1 2m
= ﬁ T.P1+P2/ [e—i(Pl—P2+2a)91 _ e—i(Pl‘P2+2a+2)91
Y 0
P11P220
— e~ UpP1—p2-2a-2)0, + e—i(Pl—Pz—za)91] d_01
: 2
1 —9g— _
— W[ Z ,,.2p1+2a_ Z T.2P1+2a+2 _ E ,r,2p1 2a 2+ Z ,r2p1 Za]
>0 >0 >0 . >0
pzzgilzazo p2=p1p}r§a+220 p2=p1pl§a—220 pg:Z;IZaZO
1
_ __[Z r2(prta) _ Z p2prtatl) _ Z r2(p1—a-1) +Z r2(P1—a))
Iml p120 p120 P1>2a+2 P1>2a
|ro]
— T2a

car |ro| = 2. Et enfin :

lirn1 mp(r) = 1.

(SU(2), Hy) est bien une paire de Gelfand.
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Remarque

Dans le cas SU(2) > H, l'intégrale donnant m, est convergente. On peut ’écrire directe-
ment. En effet pour tout p de K, on a :

1 _
My = o /S e / . Eu(b)(2)x, (k) dzdzdk

(0 1)

- (2_71r)5|_:.1—| /T (D) / . Bu(0)(2)dzdzd

(0,1)

2
1 1 _
B Tm)/ [l —=mmx D0

1 o 1 e—2iady _ p2i(a+1)6: ) . o do

_ _ . . 1— 2i6, 1— —2i0;\ 71
1o / 1 —e®1)(1 — e~t61) 1 — e2ib1 (1=e™)(A —e ) 27
1 2m e~ t4a+2)01 _ 1 p2iad 0 -

_ . iab1(q 1y)(1 -6,y 1
|ml/ o—2i01 _ 1 (L+ ™)1 +em™) 50

27 2a de
/ —2ip01 )e2ia01 (2 + ei01 + —101) 1
lml . 2

V1.3 Le cas T’ > H,.

avec
, gimd 0\
= {t = 0 61(1292 ’ 01 = 92 = 01(t) € [0727“-] et g1,q2 € Z}

On calcule

my(r) = 277)2 /'/o iy E.(r,t)(2)x,(t"")dzdzdt

(0,1)

2
1 -
" o] T, DXt H - re‘“be ok

:% Z TP1+P2/ —i[(P1¢11+P2Q2)91]Xp(t—1)D(t)dt_

P17P2>0
Pour p de K de plus haut poids a#,, a appartenant & Z, on a :

X,(t) = e vteT
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Et donc :
2n ] do
mp(r): Z TP1+IJ2/ e—@(P1¢I1+P2¢12+a)0_
P1,p220 0 2m
— Z rP1+pz.
P1,p220

P191+p2g2=—a

a)Sigqi1 =0, g2 #0
On suppose que g; > 0. Si a < 0 et si @ est un multiple de —g,, on a :

mp(r) = Z P

p12>0,p22>0
P2q2=—a
=0

De méme si g2 < 0, si a > 0 et si a est un multiple de —¢2, on a :

mp(r) = Z rpl_?%

P120,p22>0
P2g2=—a
=0

Dans tous les cas,
lim m,(r) > 1.

r—1

(T", H2) n’est donc pas une paire de Gelfand si g; = 0 et g # 0 (ou g; # 0 et gp = 0).
b) Siqi1<q2<0

On considére la représentation p de K de plus haut poids a = (g2 — 1)q;.
On peut trouver plusieurs entiers positifs p;, pa tels que p1g1 + paga = —a. En effet, on a :

—a=(1-g)an + (0) ¢
= (1) ¢ + (—q1)

Donc :
p11p220
P1g1+p2g2=-—a
1-g2#p1#1
=7‘1—q2 +T1—q1+ 2 T.P1¢11+P2112. :
' P1 >P220
P1g1+p2q2=—a
1-qa#p1#1
et puisque

lim m,(r) > 1,

r—1

(T", H;) n’est pas une paire de Gelfand.



94 Application du produit star de Berezin & ’étude des paires de Gelfand résolubles

Remarque

Si g1 = g2, m,(r) est homogene. En effet :

—a
o -1

cnit r%  si  —aestun multiple de g¢,.
mp(r) = {O

si —a n’est pas un multiple de g,.

c)Siq; <0<q
On choisit maintenant la représentation p de K de plus haut poids a = ¢;¢2.
De méme, on peut trouver plusieurs entiers positifs p;,p» tels que p1q; + p2g2 = —a :

—a = (0) Q1 + (—q1) q2
= (q2) @1 + (—2q1) g2

—(me) @ + (~(m+Da) g

pour tout m dans N. (T, H3) n’est pas un paire de Gelfand car

lim m,(r) = +oo.
r—1
d) Si0<q; <qp
Soit p de K , la représentation de plus haut poids a = —(2¢2 + 1)g;.

On peut toujours écrire :

—a=Q2¢+1)g + 0 ¢
= I @ + 2¢1 ¢

et donc (77, Hy) n’est pas un paire de Gelfand.
On remarque encore que si g; = g2, m,(r) est homogene. De méme que plus haut :

crt r% si  —a est un multiple de go.
m(r) = { et ple de a2

si  —a n’est pas un multiple de g¢s.
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Chapitre VII

LES FONCTIONS SPHERIQUES ASSOCIEES
AUX PAIRES DE GELFAND. |

VII.1 Définition et réle des fonctions sphériques.

Etant donnés N un groupe de Lie connexe, simplement connexe et nilpotent de pas 2 et

K un groupe compact agissant sur N par automorphismes, on forme le produit semi direct
G=Kbvo N

et on désigne par C.(G) (respectivement L!(G)) l’algebre de convolution des fonctions
continues a supports compacts (respectivement intégrables pour dz, la mesure de Haar
invariante & gauche) de G. |

On note par CX(G) (respectivement L} (G)) la sous-algébre de convolution des fonctions
K-biinvariantes de CK (G) (respectivement L!(G)).

On suppose que (K, N) est une paire de Gelfand.

Définition VII.1.1

On appelle fonction sphérique associée & la paire de Gelfand (K, N) (ou fonction

K -sphérique), toute fonction continue K-biinvariante ¢ sur G telle que I'application :

frxtf) = [ f@)oa i
soit un caractére non nul de CX(G). Autrement dit :

x(f®g) = x(f)x(9)

pour tout f,g dans CK(G).
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Remarque VII.1.2

Les fonctions K-sphériques jouent le role que les fonctions exponentielles jouent dans la
transformation usuelle de Fourier pour les paires de Gelfand.

Proposition VII.1.3 [14]
Soit ¢, une fonction continue, K-biinvariante et non identiquement nulle sur G. Alors
¢ est une fonction K-sphérique si et seulement si

| dtekiyar = [ o))

pour tout x,y dans G et ot dk est la mesure de Haar sur K.

En particulier, si eg est I'élément neutre de G, on a :
(,b(eg) = 1.

Preuve

Pour tout f dans C.(G), on pose :

) = /K/Kf(klwkz)dkldkg, T €G

a(f) = /G 7 (@)¢(z)dz.

Ainsi pour tout f, g dans C.(G), on a :

B(fX ® g") - B(FF)B(gK) = /G /G [6(ay) - d()d(w)]FX (2)g" (v)dady

= [ [eu —s@ow) [ [ sazkdkar,
/K _/K g(ksks)dksdkadzdy

:/ / [/ ¢(cky)dk — ¢(z)$(y)]f (z)g(y)dzdy.
GJG JK

D’ou le i‘ésultat. [ ]

Proposition VII.1.4 [14]
Soit ¢ une fonction continue, K-biinvariante et non identiquement nulle sur G. Alors

¢ est une fonction K -sphérique si et seulement si les assertions suivantes sont vérifiées :
i) ¢leg) = 1.

ii) Pour toute fonction f dans CX(G), il existe un nombre x(f) tel que :

o® f =x(f)¢.




Définition et role des fonctions sphériques 97

Preuve

On suppose que ¢ est une fonction K-sphérique.
Pour tout f dans CX(G), on a :

F® d(z) = /G F @)y )y
- / F@) / o(y~ k) dk]dy
G K
= / F)dy V) dylé(x)
G

et en particulier
¢(e) = 1.

Réciproquemenﬁ, si ¢ vérifie i) et ii), Papplication

f e x(f) = /G F(w)oy)dy

est un caractére de I'algebre CX(G). u

Théoréme VII.1.5 [14]

Soit ¢ une fonction K-sphérique bornée alors I'application :

f— x(f) = /G F@)éy)dy

est un caractére de L' (5 \G/ k) et tout caractére de L'(x\G/k) est de cette forme.

Preuve

La partie directe de ce théoréme résulte de la définition des fonctions K-sphériques et de
la densité de CX(G) dans L'(x\G/Kk).

Réciproquement, puisque (K, N) est une paire de Gelfand, L'(x\G/k) est une algébre
de Banach commutative pour la convolution. Or les caractéres non nuls d’une algebre de
Banach commutative sont des formes linéaires continues de norme 1. Par suite, il existe

une fonction ¢ dans L*°(G) K-biinvariante telle que :

lloc =1

et

X(f) = /G F)dy)dy.
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De plus la relation x(f ® g) = x(f)x(g) permet d’écrire :

‘/f®wwmw@=xu)/¢wmwMy
G G

Ceci étant vrai pour tout f,g dans CX(G), on a :

18 6(z) = x(£)é(x)

localement presque partout et d’aprés la proposition VII.1.4, ceci montre que ¢ est locale-
ment presque partout égale & une fonction sphérique. n

e —

Soit LL (N) le spectre de L!(x\G/K) (ou espace de Gelfand).

D’aprés la théorie de Gelfand, L} (V) peut étre muni d’une topologie qui en fait un espace

localement compact.

Et grace au théoreme VII.1.5, I'espace LI/K(\N) s’identifie a ’espace des fonctions K-
sphériques bornées.

L’intégration contre une fonction K-sphérique bornée définit donc un homomorphisme
continu de L' (x\G/ k) qui est isomorphe & L1 (V). Tous les homomrphismes continus de
LY(k\G/k) donc de LY (N) sont de cette forme.

On considére (m,,H,) une représentation unitaire et irréductible de N.

On construit la représentation unitaire et irréductible (*7,,H,) de la méme maniére que
dans la partie 1.3. \

On note toujours par K, le stabilisateur de 7.

Soit H, = ? P, la décomposition de H, en sous-espaces K, -irréductibles. Cette somme

étant bien sur infinie.

Théoréme VII.1.6 (4]

Pour tout P,, tout v de norme 1 dans P, et tout z dans N, I’expression :

O, .0(T) = / < my(kx)v,v >H‘., dk,
K

définit une fonction K -sphérique bornée indépendante du choix de v dans P, et toute

fonction K-sphérique bornée s’obtient de cette manieére.

Preuve

On considére 'homomorphisme :
9, : LY (N)—C

défini par 'intégration contre ¢, q.
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Puisque L!(N) est une algébre de convolution de Banach symétrique [24], il existe une
représentation (7, H,) de L'(N) et un sous-espace H, de dimension 1 dans H, tels que :

(711 (), Hg) soit équivalente & ($.,C).

Comme §), est irréductible, l'extension 7 est aussi irréductible [29]. On montre grace aux

identités approchées en tout point de N que 7 est obtenue par intégration de m, avec
H, = H,. '
Soit v un vecteur de norme 1 dans H,. Alors pour tout f de Ly (N), on a :

T, (f)v = H.(f)v
et donc : |

< brvonr f >, = 9u(f)
= < my, (f)’U,'U >’H,,

= [ 1@ <7 @o,0 >, do
N

= / / f(k7lz) <7, (z)v,v >y, dzdk (car f est K-invariant)
KJN

:/ / f(z) < 7y, (kz)v,v >y, dzdk.
KJN

Et comme ¢, o est K-invariant, en changeant ’ordre d’intégration on obtient que :
Or, a(T) = / < m,(kx)v,v >y, dk. [
K

De plus, Benson, Jenkins et Ratcliff montrent [4] que si 7, est une autre représentation
unitaire et irréductible de N, alors :

Or,,a = Pr,, o Siet seulement si 7, est équivalente a m,, et a = o

Corollaire VII.1.7 {7]

- Soit {vy,v2,...,vy} une base orthonormale de P,.

Si K, = K, on a alors pour tout z de N :

m

< 7TU(.’B)’U_7',’UJ' >H, -
=1

1
¢7ruaa(x) - -TTL .
J
On se restreint au cas ot N = H, le groupe de Heisenberg de dimension 2n + 1 et ou

K est un sous-groupe compact et connexe de U(n) agissant naturellement sur Hy,.
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VII.2 Les fonctions K-sphériques associées aux groupes de Heisenberg.

On garde les notations des parties précédentes, 3 savoir que H,, est le groupe de Heisen-
berg de dimension 2n + 1, K est un sous-groupe compact et connexe de U{(n) agissant
naturellement sur V' de telle sorte que (K, H,,) soit une paire de Gelfand.

Les représentations unitaires et irréductibles de dimension infinie de H,, sont de la forme
[15] :
7r'/(o,)\)(z’ t) = 7TV(0,1)(V |Alz, At),

ol o
wz 22

(Mo, (2:0)f) (w) = €% 7 f(w + 2)

et X est dans R\{0}, tandis que les caractéres de H,, sont donnés par :

Xo(2,t) = e3(WEHD2) 4y c v,

On leur associe respectivement les fonctions K-sphériques :

d)‘""(o,x)’a = /K < 7Tl/(o,,\)(kzat)vav >H, dk (type I)

et
n(2,1) = / xu(kz, t)dk (type II).
K

L’ensemble des fonctions K-sphériques de type II est dense dans ’ensemble des fonctions
f de L*(H,,) dont la transformée de Fourier s’annule en ¢t = 0.
Ce dernier est par construction inclu dans l'intersection des noyaux des x,_, donc

I’ensemble des fonctions K-sphériques de type Il est de mesure nulle dans ’espace de

e —

Gelfand L} (Hp).

Dans la suite, on se réduit & n’étudier que les fonctions K-sphériques de type 1.

On a établi (partie IV) que K, = K.

Avec les mémes notations qﬁe la partie précédente, les fonctions sphériques bornées

associées a (K, H,,) sont donc de la forme :

1 m
(bﬂ'"(o,)\)’a = E E < Ty, Vi) Vj >H, -
i=1

-On pose :
¢a = ¢1r,,(0’1),a-

On a alors :

1 m
ba = — Z < My (2, 1) 05,05 >,
=1
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D’autre part, l’eSpace P(V) des polynomes holomorphes sur V = C™ est dense dans ’espace

Hilbertien H, des fonctions de carré intégrable, muni du produit scalaire :
<f9>n= [ 1@eEe Fdudz
1%

Soit : ’
P(V)=a P,,

la décomposition de P(V) en sous-espaces K-irréductibles. La somme étant cette fois finie.

On fixe une base orthonormale {v1,vs,...,v;} de P, et on pose :
1
Pa = (2m)" 7 ; ;0

Proposition VIL2.1 (7]

i) po est un élément K-invariant de I'espace P(VR) des polyémes sur ’espace réel Vg.

ii) {pa} est une base de 'espace K'P(Vx) des polynémes K-invariants sur Vg.

Preuve

En effet, on a :

P(Vr) =P(V)®c P(V)
= Z P, ® Pﬂ.
a,f

On fixe v dans K P(V%) et on écrit :
V=) vap;
, "

oll Uq,g est un élément de P, ® Pg3.

Cette somme est finie puisque v, g = 0 pour presque tout (a, 3). _
Puisque les sous-espaces P, ® P sont K-invariants et deux & deux orthogonaux , tout v, g
doit étre K-invariant. Donc les éléments K-invariants de chaque P, ® Pz engendrent
Ep(Wk).

Et comme P(VR) est sans multiplicité, une application du lemme de Schur montre que
P, ® Pg n’a pas de vecteur K-fixe lorsque o # 3 et que P, ® Pg contient un sous-espace
de dimension 1 constitué de vecteurs K-fixes qui est engendré par p,.

Et enfin, ’ensemble {p,} est linéairement indépendant puisqu’il y a pas de relations

de dépendance linéaire non triviales entre les sous-espaces P, ® Pg de P(Vg). |
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On rappelle maintenant des résultats fondamentaux de la théorie des invariants dans ce
cadre-ci.

Le polynome p, est homogene de dégré 2 deg(P,).

On en déduit que tout les polyndémes invariants sont de dégré pair.

Si g est un polynéme invariant de dégré 2m, il devrait appartenir & I’espace engendré par
{pa’ deg(Pa) < m} |

Puisque K est compact, ¥P(VR) est alors engendré par un espace de dimension finie.

Si f(2) et g(z) sont deux vecteurs de K-plus haut poids dans P(V), c’est-a-dire qu’ils
respectent le choix d’une sous-algebre de Cartan fixée et ’ensemble des racines positives
de K, alors f(2)g(z) est aussi un vecteur de K-plus haut poids.

Un vecteur de K-plus haut poids dans P(V') est dit primitif si on ne peut pas ’écrire
comme produit de K-plus haut poids. |

Soient Py, ..., Pa,, les composantes irréductibles dans P(V') qui contiennent des vecteurs
de K-plus haut poids primitifs. On pose :

’YJ = paj

Définition VII1.2.2 .
Les polynémes v;, j dans {1,...,d} sont appelés invariants fondamentaux.

Théoréme VII.2.3 [21]
Si I’action de K sur V est irréductible, on a :

KP(Vk) =Clm,. .., 74)-

Preuve : Voir [21]

Lorsque V est K-irréductible, le dual V* de V (qui est contenu dans P(V)) est I'une des
composantes K-irréductibles primitives.
On notera par v; le polynéme invariant de P(VR) lui correspondant. On a :

_ 2P

ou n = dimg¢(V).

Théoréme VII.2.4 (Procédure d’orthogonalisation) [7)
Avec les notations précédentes, on a :

Pal(z,t) = 7575,
oll g, est un polynéme dont la composante homogene de plus haut dégré est de dégré

(—l)mpaa

avec m = (3) deg(pa)-
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Plus précisement, les polynémes {q,} sont obtenus & partir des polynémes {p.} (& un
scalaire multiplicatif prés), par application de I’algorithme d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt qui respecte la mesure L

dZ = e 2**dz2dz
et en normalisant de telle sorte que ¢,(0) = 1.

La suite {p,} étant ordonnée de telle fagon que :

(a < B) = deg(pa) < deg(pg)-

On peut done, au moins en principe, retrouver les fonctions K-sphériques ¢, c¢’est-a-dire
les polynémes g, en appliquant un procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt a une
base de algébre des polynémes Clv,,...,~4] pour un produit scalaire provenant de celui
de P(VR). Cependant, ce calcul est difficile & mener explicitement en général c’est-a-dire
pour les cas ou K # U(n). (8]
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Chapitre VIII

LES FONCTIONS SO(n, R)xT-SPHERIQUES
SUR LE GROUPE DE HEISENBERG.

Dans cette partie, on étudie exclusivement le cas K = SO(n,R) x T.

Ce cas a été étudié en détail dans [8]. C’est en effet un bon exemple de paire de

Gelfand pour lequel la décomposition en sous-espaces K-irréductibles des espaces H, des
représentations 7 de H n D’est pas triviale et demande une bonne connaissance des fonctions
sphériques. On se propose donc de décrire les fonctions sphériques ou plutot les g, qui
leurs sont associés comme polynémes non commutatifs en utilisant le produit star de
Berezin au lieu du produit usuel.

VIIIL.1 Description des K-orbites et étude des invariants

On considére donc I’action de K = SO(n,R) x T sur les espaces V = C" et Hy, le cercle
T = R/2nZ agissant sur V par la multiplication scalaire.
Pour z de V et k = (A, %) de SO(n,R) x T, on écrit :

k.z = e®(Az).
(SO(n,R) x T, H,) est une paire de Gelfand. Nous montrerons dans cette partie que
la décomposition de I’ensemble P(V') des polyndomes holomorphes sur V' en sous-espaces
SO(n,R) x T-irréductibles est sans multiplicité.
Pour tout z de V, on écrit :

z = (u,v),

ol u = Re(z) et v = Jm(2) sont dans R".

Lemme VIII.1.1
1) Pour tout 0 appartenant a R\{mn, m € Z},
e'®.z est dans SO(n,R).z si et seulement si ||u|| = ||[v|| et u.v = 0.
2) Si z de V est tel que ||u]| # ||vl| ou u.v # 0, alors :
e'? 2z est dans SO(n,R).z si et seulement si 6 est un multiple entier de .
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Preuve
Soit z fixé dans V.
On suppose qu'il existe 6 dans R tel que e'®.z appartient & SO(n,R).z. 1l existe alors A

de SO(n,R) qui vérifie : .
ez = Az

Si on écrit 2 = u + iv ou u et v sont dans R™, on obtient :
cosf u —sin@ v + i(cosf v +sinf u) = Au + iAv.

Ce qui revient a dire que :

Au=cosf u—sinf v
Av = cos‘6 v+sinf u

Et puisque A est dans SO(n,R), on a :
||Au||? = |[ul|?, ||Av]|? =|]v]]® et Au.Av = u.v.

Par suite :
cos? 0 ||ul|? + sin® @ ||v||> — 2sinfcosf u.v = ||ul|?

cos? @ ||v]|2 + sin® @ ||u||> + 2sinfcos b u.v = ||v||?
(cos? @ — sin® 0) u.v +sinfcosf (||ul|? — ||v||?) = w.v

c’est-a-dire : 0 . ) -
—sin® @ ||u]|® + sin” 6 ||v||? — 2sin§ cos Bu.v = 0

sin® @ ||u||> — sin® @ ||v||? + 2sinf cosfu.v =0 -
sinfcos @ (||ul|? — ||v||?) — 2sin® @ uv =0

1) Si 6 # mn pour tout m de Z, le systéme précédent se ramene 2 :
sin® (||ul|? — ||v||?) + cos 0(2u.v) = 0
cosf (||ul|? — ||v]|?) — sinO(2u.v) = 0

ce qui n’est possible que si ||u|| = ||v|| et u.v = 0.

i0

2) I est clair que si {jul| # ||v|| ou u.v # 0 alors €Y.z = Az implique § = mm, m dans Z.

Réciproquement si § = mm, m dans Z alors e‘®.z = £z appartient & SO(n,R).z ]
On restreint 6 a Pintervalle | — 7, 7] et on considére les sous-espaces K-invariants :
Vi={zeV, ||ul| #||v]| ou uv # 0}

et

Vo={z€eV, |Jull = |jv]| et uv.v = 0}.
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Proposition VIII.1.2
Les K-orbites de V sont de la forme :

1) K.z ~ 8"~ 1 x T si z est dans V; et si Re(z) et Jm(z) sont linéairement dépendants.

2) K.z ~ Vy, 2 X T si z est dans V; et si Re(z) et Jm(z) sont linéairement indépendants.
3) K.z >V, 2 si z est dans V3 et si Re(z) et IJm(z) sont linéairement indépendants.

4) K.0 = {0}.
Ici, Vy, o désigne la variété compacte de Stiefel des 2-reperes orthonormés dans R2" et
S§™~1 désigne la sphére unité de dimension n — 1.

Preuve

Soit z fixé dans V3.

Tout point k.z de Vorbite K.z s’écrit e Az avec 6 dans [-%, 5[ et A dans SO(n,R).
En effet :

e si:
k.z =€ Az

avec 0; dans [—m, —Z[, on écrit :
e "z = Apz

et donc : _
k.z = 61(01+W)A1A02,

olt § = 6, + 7 est dans [0, 5[ et A = A1 A dans SO(n,R).

e si 0; est dans [J; [, on écrit :
ez = Apz

et on obtient : ‘
k.z = %17 4; A2,

olt § = 60; — w est dans [0, Z[ et A = A; Ay dans SO(n,R).

De plus, _ _
e?A.z = e A'.z si et seulement si A.z = A'.z.
Alors ’application ‘
k.z — (A.z,e)

est une bijection de K.z dans SO(n,R).z x T/(+1}. D’ou I'identification :
K.z ~ SO(n,R).z- x T.
D’autre part, si u et v sont linéairement dépendants et non nuls, on a :
SO(n,R).z ~ SO(n,R).u (ou SO(n,R).v si u=0)

et
SO(n,R).u ~ S™ L.
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L’orbite d’un point z de V; tel que u et v sont linéairement dépendants et non nuls est :
Kz~8"1xT et dimK.z = n.

Si u et v sont linéairement indépendants, on a :

SO(n,R).z =V, 5.
L’orbité d’un point z de V) tel que u et v sont linéairement indépendants esf :
KzxVaoxT - et | dimK.z = 2n — 2.

On fixe maintenant un point z dans ‘V2. Pour tout £ de K, on a:

kz=eYAz = Ae?® 2 = AApz € SO(n,R).z

et donc :
K.z~ S0O(n,R).z.

Si u et v sont linéairement indépendants, on a :
Kz>~V,o et dimK.z = 2n — 3.
Si u et v sont linéairement dépendants, on a ||u|| = G||u|| et u.(Bu) =0 et donc u=v =20
K.0 = {0} et dimK.0 = 0. n

Les orbites génériques sont données par le deuxiéme point point de la proposition VIII.1.2.
Elles sont de codimension 2, ce qui suggere que I'action de SO(n,R) x T sur V possede !

deux invariants fondamentaux.

Puisque (SO(n,R) x T, H,) est une paire de Gelfand, la décomposition de P(V') en
sous-espaces de polynomes K-irréductibles est sans multiplicité. Cette décomposition passe

par celle de P(V) en polynémes homogenes. On écrit :

P(V)= & Pn,

m2>0

ou P,, = P,,(V) est 'ensemble des polynémes homogenes de dégré m. C’est un espace de

dimension finie. Il est K-invariant.
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Soient :
e=2y+--+ zf1
et 52 52
A= —e oo —.
922 T 022

On définit ’ensemble des polynémes harmoniques par :
H= Ker(A :PV)— 'P(V)).

Soit H,, I’ensemble des pdlynémes harmoniques homogenes de dégré m. On a :
Hp = HN Pr.

Les espaces H,, sont SO(n,R)-invariants par construction. Et un calcul direct de leurs
plus hauts poids montre [26] qu’ils sont irréductibles et inéquivalents.
En utilisant la multiplication par €, on montre [8] qu’on a la décomposition :

=Hmn ©eHm_2 P ePr_y

=Hn ®eHpo @ DEHmo2 &

Pour tout k,l dans N, on pose :

Py = €“Hy.
Les sous-espaces Py, k+ 2l = m sont alors des modules K-invariants, irréductibles et non
équivalents, les espaces Hy ; correspondants étant en que SO(n, R)-modules équivalents
a Hy. L’action de T sépare les P, donc les Hj; de deux ”couches” différentes. De plus :

PV)=>_ > P
m>0k+42l=m

Pour tout module Py, on fixe une base orthonormée {v;} de P, et on construit le

polynome K-invariant associé au module Py ; suivant :
el = (2m)" Z v;0;.
J
Ainsi pour k = 1 et [ = 0, le polynéme K-invariant associé au module Py o = H, = P1(V)
dans la base orthonormeée

z iy 21 Zn )
12|+, lz1lls, " Nznlln
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est : B
pro = (27)" ———
211,
= lzz
= 5%

De méme, pour k = Oet ! = 1, le polynéme K-invariant associé au module Py ; = eHy = €C

dans la base orthonormée .

Hell,

est :

poa = (2m)"
. HGH’H,,

_ e
8n
On choisit comme invariants fondamentaux les polynémes :

|22

Y1 =D1,0 = —2—

et )
lel*

T2 =2npoy = T -
Benson, Jenkins et Ratcliff [8] montrent directement que 1'algébre K P (V) des
polyndmes invariants est exactement C[v7, v2]. Nous retrouverons ce résultat dans la partie

suivante.

VIII.2. Fonctions SO(n,R) x T-sphériques et produit star de Berezin.

Soit Il la projection orthogonale de P(V') sur Py définie par :

Hkl Z<.f,v_7 >H, vy,

pour tout f de P(V). Le symbole de Il ; est donné par :

<k E,, E, >n,
<E,FE, >H,

= (2m)"e” Zvj

ﬁk,[(z) =
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A présent, on définit les opérateurs m, et A de P(V) dans P(V) respectivement par :
Me U €V

et
A v— Av.

- Leurs symboles sont respectivement donnés par :
P~ (Z) _ < meE,, E, >y,
¢ < EZ) Ez >'H,,

_ mE,(2)
~ E.(2)
= €(2)
~ | <AE,E, >n,
A(Z) - < EzaEz >H,
_AE,(2)

et

pour tout z de V. Les opérateurs m. et A comme tout opérateur de symbole polynomial
défini de P(V') dans P(V) s’écrivent sous forme d’opérateur intégral :

(Ap)(z / A (u, 2) %e—uTadudﬂ,

avec A = m, (respectivement A).
On peut calculer le produit star de leurs symboles Ce qui donne pour tout z dans V' :

Me * B(z) o )n / me(v, 2)A(z v)ezvgw — % dvdd
(271_) / 6(2)4 e(z)e” =22 Judp
= me(2)A(2).
De méme pour tout z de V, on a :
A x e (2) = L ne_zT_/ A, 2)ie(z,v)e " T e~ % dvdo
(2m) v
1

= (271')”/‘/%%6(’0)6 e

) % / e(u+ 2)e(u + 2)e % duda.
1%
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Or e(u + z) = e(u) + €(2) + 2uz et par conséquent :
e(u+ 2)e(u+ 2) = e(2)e(2) + e(u)e(u) + 4(uz)(@2)

+ e(u)e ( )+ e(z)e(u) + e(u)(2u2)
+(2uz)e( )+ (2uz)e ( ) + e(2)(2az).

* Puisque /C f ; E'z';idv.ajdﬂj = (27)2'1'6y, pour tout k,I de N et j dans {1,...,n},on a

A*me(z 4/ e(2)e(z)e % dudi + ! l/ e(u)e(u)e™ % dudn
v

(2m)™ 4

1

1 __\ —ug _
+ (zﬁ)nz‘/vll(uz)(uz)e dudu

= me(2)A(2) + 2(n + |2]2).
Remarque VIII.2.1
Si f est un symbole quelconque défini dans V', on a pour tout z dans V :
(e * £)(2) = f(D)ie(2) et (f*B)(z) = A2 (2),
Ceci est dii au fait que M. (respectivement A) est une fonction holomorphe (respectivement
antiholomorphe)(proposition I1I1.3.5).

On considere Popérateur ¥ de P(V) dont le symbole est défini par :
U(z) = (n+|2]*), VzeV.

Proposition VIII.2.2

Les trois symboles (., Zi, \fl) engendrent une algébre de Lie isomorphe a sls.

Preuve
Le calcul du produit star des symboles des opérateurs m, et A donne :

(e, Aly = e x A — A x i,
=20
D’autre part, grace a la remarque VIII.3.1 on a 20 x A = 2TA. Et :

~ ~ 1 1——— v—z)(v~2%)
Af2\IJ: (zw)n/vZe(v)Z(n-ka)e == udp

= / %e(z—i—u)(n-}— Z(z +u))e” % duda
v

' / [%@(nﬂzlzﬂ(az)(zu)]e*'“z-"‘duda
|4

~ (or
= 20(2)A(2) + 8A(z), Vze V.




Les fonctions SO(n,R) x T-sphériques sur le groupe de Heisenberg 113

On a donc : L R
29, A), = —8A.

De la méme maniere, on a M * 2¥ = 2¥ m, et

20 * e = ! / 2(n + vz2) e'(v)e'(v—zzw—z dvdv
@2m)" Jv -

= 20 (2)e(2) + 8c(2).

Et enfin :
20, Fie]s = 8. |
De plus ¥ est donné par :
Vp(z) = ! / e(u)(n + ﬂz)eﬁz_ze_%ﬁdudﬂ
@2m)™ Jy .
= nep(z) + zzz.ﬂ_
<1 92,2
j

Remarque VIII.2.3

Si ¢(2) est un polynéme de dégré !, on a :
p(z) = (n+ 20)¢(2).

Proposition VII1.2.4
Pour tout k,l dans N, le symbole du projecteur orthogonal Il ; est :

1 ~ def 1 €

ﬁkl — _me*...*me*ﬁko*ﬁ*---*A = —f*l*ﬁko*(_)*l>
? Ck,lh—w—f ’ b\,——/ k,l 4
lfois lfois ‘

4k + 2 +1-1)!

0u Crit =~ 1)1

Pour démontrer cette proposition on passe par le lemme suivant :

Lemme VIII.2.5

Pour tout | et pour tout k dans N, on a :
1) 2®*ﬁ15*"'*ﬁle= 6*‘---*7?16*(2\/1\1-{-81).

lfois lfois

'3)

2)E*ﬁ\le*n-*fﬁe*ﬁk,o=4l(k+%—l—l—l)ffze*---*ﬁze*ﬁk,o.
Nt st R mand

lfois « (I-1)fois

~ ~ ~ ANMk+2+1-1)4
3 A ook A Ae coe kT I1 = - 2 II -
)»*V*J*ln* * Me ¥k o CEEES) k.0

lfois Ifois
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Preuve
Pour montrer le premier point, il suffit de voir que

20, i), = 8,

entraine que _ R
2V x M, = M x (20 + 8)

et de déduire le résultat par une récurrence sur [.
Pour démontrer le deuxiéme point, on rappelle d’abord que pour tout ¢ de P(V) on a :

Hk,o(go) € Pk,o = Hp.

et donc par définition des polynémes harmoniques A o Ik o et par suite A « ﬁk,o sont
identiquement nuls. Alors :

A*T?le*ﬁk’o = (2@+Tﬁ€*3)*ﬁk,o
= 2(1\’ * ﬁk,O
mn.~
= 4(k + E)Hk’o'

Le résultat s’obtient par récurrence sur !. Quant au troisiéme point, c’est une simple

conséquence du deuxiéme point. [ |

Preuve de la proposition VII1.2.4

"~ On considére l’opérateuf Ty, de symbole :

Ty = —Mex- - xme#llg o % Ak %A,

Cky

’ Ifois lfois

Ty, est le projecteur orthogonal de P(V') sur Py .
En effet, on vérifie, par application du lemme précédent que :

Thy Ty =Tky et Try =Tk,

ou ?k,l est le conjugué de fk,l.

D’autre part, on note par Im(j‘\k,l) Pensemble image de P(V') par 'opérateur de symbole
Tk,l- La représentation de sl; dans P(V') est une somme directe de représentations de

- plus petits poids n + 2k, k£ > 0. Ces poids sont positifs donc chaque représentation est de
type S,I ¢ avec les notations de Dixmier [13] c’est-a-dire une représentation de dimension

infinie ou U est diagonalisé, admet les poids

n+2k,n+2k+4,...,n+2k +4q,...
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de multiplcité 1. e envoie un vecteur de poids n + 2k + 4qg sur un vecteur de poids

n + 2k + 4(g + 1), € est injectif le plus petit poids n’est pas dans I'image de €. A envoie
un vecteur de poids n + 2k + 4¢, ¢ > 0 sur un vecteur de poids n + 2k + 4(q — 1), A est
surjectif et son noyau est I’espace de plus petit poids. Donc pour tout v de Pk et tout

entier [, il existe u de Py tel que :

v=Ao---0Au.
L

lfois
Et donc :
P I o0 AL
ko0 CImAo--.0
lfois
On a alors :

Im(IlxpoAo---0A)=Pyp
lfois
et finalement
Im(Tk‘l) =M0C--*0 me(Pk,o) = Pk,l-
lfois

Ce qui établit que :

o

Tii =1k, =€ 2 pg. n

On considére & présent la projection orthogonale II,, de P(V') sur le sous-espace

P, = Z Py, alors pour tout 2 de V on a :
k+4+2l=m

nm(,;) = > T(2).

k+2l=m

Son symbole est donné par :

pour tout z de V.
D’autre part si (W, H, ) est la représentation de U(n) définie par :

W (k)f(2) = f(k7"2),

pour tout f de H, et z de 0{3“1)’
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W, se décompose en :
Wu =& ﬁm
m
oil les j,, sont irréductibles et non équivalents. I, est alors le projecteur spectral associé
& pm et son symbole est donné par :

ﬁm(z) _ / < W,,(k)Ez,Ez >H,

5 (K1) dk
U(n) < Ez,Ez >HV Xpm( )

ici, xp,, est le caractere associé & p,, (proposition IV.2.5)

Les deux écritures de I1,,, entrainent :

c’est-a-dire :

~ ,.Y{n 23 ~
[Iy,0=—e 2 — | * Ax. . %A
m,0 ml ZC 2” € m—21,0 * Y

lfois lfois

pour tout m >2 et ou [%] désigne la partie entiere de 2t
On retrouve ainsi les résultats de [8] puisque d’une part, on a :

Z Pkl =
k+2l=m

D’autre part :

= ——e% Mk ki #llg o % Ax- %A
pk,l C € € k,O . ,

lfois lfois

grace a la remarque VIII.2.1 et enfin :

"
Pmo = _|’
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Plutdt que de calculer explicitement les pi;, Benson, Jenkins et Ratcliff [8] cherchent
des polynémes orthogonaux g, ;, obtenus par le procédé d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt des px; rangés dans un ordre naturel. Ils montrent alors que les g, ; sont aussi
des polynomes orthogonaux obtenus par orthogonalisation des 7{“75 dans le méme ordre
naturel.

Ici, on définit un autre produit scalaire < .,. >, sur P(V) en posant :
< UV D= / (ue™ % x ve~ % )(2)dzdz,
1%

pour tout u,v dans P(V') et puisque les fonctions ﬁk,l sont des symboles de projecteurs

sur des espaces, deux a deux orthogonaux pour le produit scalaire usuel, on a :

Théoréme VIII.2.6
Pour tout (k,l) dans N x N, on a :

1) < pr,y Prr 5= (27) "k k61,00 dim(Py ).

1 1 ~ _
2 = e e ke kT kYL ke kY R Ak ok A+
) Pkl R G Dex xexqux *mxQx x8
lfois kfois lfois
+ E Qir 1 e * o kM kY %%y Ak o x AL
7N ~ AN -~ S m——  —
kU U'fois k' fois U'fois
k'+20' <k+21
" Preuve
1) On a:

wl“

< Pk, Pk 17 >v = / (k€™ *ﬁk',lfe_%)(z)dde
v

:/(ﬁk’l*ﬁk/,l,)(z)dzdi
14

= (27T)n6k,k/51,y dim(Pk,l).
2) On a d’une part :

l
S = —(m A
Dk, Ck,zpk’o C z( e) Pk,O( )

L]

1 . ~ ~
= —— Mk - KM *Pro * Ak - -xA

lfois lfois

Et comme
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on obtient que :

k
_ ~k - 1 . . R
= Pk -+ %L % Ak *A—E e ke kTN ¥YADE—2i0 % Ak - kA
Ckl [E_,.___ﬁ k! _\,._/ . Ck ¢_\_§ YoPk—25,0 \—,—-/}
lfois lois J=1 lfois lfois

o ’7 Iy —~ —~ ~ ~
= —— | M- *Mex—= * Ak x A+ Y Mk -xMe %Q; * Ak ox A
Ckl[ € ‘€ k! & ) . € € QJ(71172) - . ,]’
lfois lois j=1 lfois Ifois

avec Q;(71,72) Zas'yk 280 Vs “a, étant dans R.

Et d’autre part, on etabllt par un calcul direct que

k-1
k : .
71*-~-*71=71+;1bﬂi, b €R. m
kfois -

Ce qui prouve que les p; ; sont des polynémes orthogonaux pour le produit scalaire <, >,,
obtenus par la procédure de Gram-Schmidt & partir des polynémes
Tkl = Mk %M%Yy % ...y * A%+ -xA ordonnés par :

lfois kfois lfois
(k,0) < (K',lU') siet seulement si k+ 2l < k' +2l' ouk+2l=k"+2U' et k <K'

De plus, nous avons comme simple conséquence de la remarque VIII.2.1 :

ul“'

N’

lfois - lfois

z ~ ~ g o_zz o~ ~
e 'yf'yé = k- *Me *’y{“e 2 o Ak ox A,
\—\,——/

pour tout (k,!) dans N x N. Et comme ‘ : |
7{66_%_ = k! Z ﬁt,j
t+2j=k

pour tout k dans N, on a :

[5)

_ gl Cr—2;, L4 1
k—23,l+7>
j=0 Cr-25,5
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et donc

C ~

k.l _—2Z = ) Ck—2ji4j

Y9€ 2 dzdz = k! ‘It(nk_z-,l i).
/V’Yl 2 E : Cr_ "y J +J)

Comme ﬁk_zj’l“ est le projecteur de P(V') sur Py_z;,4j, on a:
Te(Tlx-25,45) = dim (H-2;)
= dim (Pk:—2j) — dim (Pk—4j)-
D’ou :

Proposition VIIL.2.7
Pour tout (k,l) dansNxNon a:

5] . ,
Cr—2j1+j | (k—2j+n—1 k—2j4+n-3
n 1.1 J J _
/’71’726 % dzdz = (27) kE —= k-2 k—2j—2 .

§=0 k 25,5

On obtient ainsi une nouvelle identité faisant intervenir les coefficients Cy ;.
Cette intégrale a été calculée dans [8]. Elle vaut :

7 -1 no_
/ e dzdz = (2m) 4RI(U)? <2l T ) (l o )
V -

Cependant, nous ne sommes pas arrivé a relier ces deux nombres par un calcul direct.
Nous concluons ce travail par le calcul explicite des polynomes py ;. Ce calcul a été mené
a bien par Gail Ratcliff en utilisant 'orthogonalié de ces polynomes pour le produit scalaire
<. >

Lemme VIII.2.8
Pour tout entier m dans N, le polynéme @ défini sur R par :

m
Z )(z—]—2)(x—j—3)...(m—j—m),
Jj=0

est identiquement nul.

Preuve

Le dévéloppement du terme (z — j — 2)(z — j — 3)...(z — j — m) suivant j s’écrit :

[

m—

Z Ag(z)5*

k=0

ol Ai(x) est un polyndéme en z qui ne dépend pas de j.
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On peut alors écrire :

m—1
Qz) =) A x)z( 1Y
P = (m J)

Et pour tout k dans {0,1,,...,m — 1}, le terme Z(—l)J ,‘(ij)‘jk est nul. En effet,
3=0 '
le polynéme sur R défini par :

R(z)=(z-1)"

@ . m! i
= ;(—1)me J

et toutes ses dérivées d’ordre strictement inférieur & m s’annulent en z = 1.

“Au rang k = 0 on obtient :

R(1)=) (1)) —————= =0
= J)
Au rang k = 1, on écrit :
s !
R(1) =3 (=1) = (m ~ j) = 0.
1) = 31 g = ) =

et on déduit le résultat pour k = 1 grice au résultat du rang précédent. Le résultat pour

tout k < m s’établit par itération. On en conclut que Q est identiquement nul. [ |

Théoreme VIII.2.9 |
Pour tout k,l dans N, i

Preuve

Pour tout k,! dans N, on a établi que :

J l
71 Y32 Y2
o= DPk—25,0 et Pkl = =—Dk,0
k! Jz:% O Cra”
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Ceci entraine que :

Izr

2

Cr— “k—25,5+1
E C — —Pk-2j,j+1
—o k253

et par conséquent, pour tout jo fixé dans {0,1,..., [%]}, ona:

k ‘
5! Ck- Ck—25,5+1
< F'Yzapk—2jo,l+jo > = Z C < Pk—2j,j+1> Pk—2jo,l+jo = *
o j=0 “k—24.J
(%]

Cr—2

3.J+1

= E ——2 7 (2m) " Ok — 25, k— 250 Ot 44, l+30d1m(Pk 2jo,l+30)
j=0 “k—23.J

Cl=2o0,l+ o

= (2m)"dim(Hy-250) =5
k—2j0,J0

Par suite, si on change k — 2jop en k' et | + jp en I’ on obtient que :

A (@m)rdim(Hp) gt si K 2 =k+2etI<U.
'7 » Pk’ I >y= T
S 0 si k42 =k+2letl>l.
et on remarque que :
k
Y
< k—l,’Yé,pk',z' >,=0

pour tout k,k’,[,l’ dans N tels que k" + 20" # k + 2L.
A présent, on pose :
£3 k—2j

1 1)] " I+3
P = Cl,l ZCk —i-1,5 (k- 2J)'72

pour tout k,! dans N. Alors p;; est un polynome orthogonal a tous les pk: r, tels que
k#k oul#!l. En effet :
1)Sik’"+2l' #k+2lona:

(5]

< Pk,i; P > 1 Z (-1 < 71 ~ 'y p >,=0
ks Pk' I 2 x— , ki >.=0.
Cri = Cr-j-15  (k—2j)! )

2)Sik'+2lI' = k+ 2l avec l’:l—mpouruncertainm>0i.e. kK'=k+2m,ona:

(5]

1 ( 1)’ ’Yf i I+j
< , >.= E < , —m >.=0.
Dk,l, Pk+2m,l—m Ckl Ck Py (k 2]),72 Pk+2m,l—-m

car [+ j > | — m pour tout j dans {0,1,...,[%]}.
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3)Sik'+2l'=k+2l avec '’ =1+ m pour un certain m >0 i.e. k¥ =k —2m, on a :

L3 k-2
. 1 ( 1)1 Y1 J
< s Phe— >, = _5_ < , >,
Pkl Pk—2m,l+m Cr, 4= C (k 2 ),’Yz pk 2m,l+m

k_j—]-,j

—(-1y 7
l
; > %
Ckl ch i1 (k 2])"72 pk 2m,l+m

»J

k—-2j

N l+j,pk_2m,l+m >,=0 sil+j > 1+ m autrement dit si 7 > m. Donc :

car < ZFZ_‘])"YZ

< Pk, Dk > = < ~<V2 s Pk >,
Dkl Pk—2m,l+m Cry Z Chgrg =~ (k- 2])!72 yPk—2m,l4+m

_ Ch-
= (2m)"dim(Hp—2m ) —= 2""“”"} j =
k—j—1

C-’k:,l ,]Ck 2m,m—j

Chk—2m,i+m (k + 3 —2m—1)!
“Cri 4mmi(k+ 2 —2)!

= (2m)"dim(Hk—_2m)

ik ~ ! no. no.
;O(—l)ﬂmm—]),(m—-;—2)...(k+-§—g—m)

n

Q(k + 5)

Ck—2m,l+m (k + % —2m — 1)'

= (2r)"dim(Hk—2m) Cr. amml(k + 2 2)!

=0
d’apres le lemme précédent. De plus, on a :
(5] —2;

- 1 ( 1) 71 l+j
< ) >, = E < , >
Pk,ls Pk,l Crl Chjry (k- 2]),72 Pk,

1 1 o
== < T2, Pkl >«
Cki Cr—10 k! 2P

= (27)"dim(Hx)

=< Pk,l, Pkl >«

On en conclut que pi; = pi,; pour tout k,! dans N. n
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