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Introduction 

Soient G un groupe de Lie et K un sous-groupe compact de G. Les représentations 

unitaires et irréductibles de G dont la restriction à K est sans multiplicité sont particu- 

lièrement aisées à décrire et permettent des calculs algébriques explicites sur les représenta- 

tions de K qui apparaissent dans ces restrictions. La partie de la formule de Plancherel de 

G associée à ces représentations est en général complètement déterminée simplement par 

l'étude des fonctions sphériques sur G. 

On dira qu'une paire (K, G) est de Gelfand si toutes les représentations unitaires et 

irréductibles de G sont sans multiplicité sur K .  . 

L'étude des groupes semi simples G a été développée par de nombreux auteurs depuis les 

années soixante et soixante dix. 

Dans les années quatre vingt dix, Benson, Jenkins et Ratcliff ont étudié le cas "résoluble" 

ou plus précisement le cas où G est le produit semi direct K b S, S étant un groupe de Lie 

résoluble, connexe et simplement connexe. 

Considérons donc un groupe compact K agissant par automorphismes sur S .  

On dit que (K, S) est une paire de Gelfand si l'algèbre des fonctions K-invariantes 

est commutative sous la convolution. 

Dans ce travail, on se restreint au cas où S = exp(s) est un groupe de Lie résoluble connexe 

et simplement connexe. 

Dans le premier chapitre, on rappelle les résultats de Benson, Jenkins et Ratcliff qui rédui- 

sent le problème au cas nilpotent. En effet, on montre que la description de telles paires 

de Gelfand se ramène à celle du groupe K sur le radical nilpotent N de S .  Ce radical 

doit être de pas 2. De plus, l'étude des paires de Gelfand nilpotentes se réduit, moyennant 

le lemme de la localisation à l'étude des paires de Gelfand (K, H,). 
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Ensuite on montre que (K,  Hn) est une paire de Gelfand si et seulement si (Ko, H,) en est 

une, Ko étant la composante connexe de l'élément neutre e de K et H, le groupe de 

Heisenberg de dimension 2n + 1. 
Le cadre de notre étude est donc les paires de type (K,  Hn)  où K est un sous-groupe 

compact et connexe de U ( n )  agissant naturellement sur Hn. 

Soit .rr, une représentation unitaire et irréductible de dimension infinie de H, induite par 

le caractère x,. On peut étendre T, à G en posant : 

Wv(k)f (4 = f (k-'(n)) puis 1Lp,., (kl n) = ~ ( k )  B W"(k) 0 n,(n) 

si p est une représentation unitaire et irréductible de K et P sa contagrédiente. 

Génériquement, les classes des représentations décrivent le dual unitaire de G. 
D'autre part, les représentations unitaires et irréductibles de Hn, de K et de G = K D H,  
peuvent être décrites par la méthode des orbites. Il est donc naturel de chercher un critère 

géométrique portant sur les orbites coadjointes de ces groupes .garantissant que la paire 

(K, H,) soit de Gelfand. 
Soit p un élément du dual g* de l'algèbre de Lie g de G. on note par OF l'orbite coadjointe 

de G passant par p et par t l'algèbre de Lie de K .  Benson, Jenkins et Ratcliff ont montré: 

Théorème 1 

(K, H,) est une paire de Gelfand si et seulement si pour tout p de g*, (3: n O' contient 

au plus une seule K-orbite. 

Dans le second chapitre, on rappelle ce résultat et on donne une description des orbites 

coadjointes de G et de Hn avec l'action de K. 
Benson, Jenkins et Ratcliff prouvent le théorème 1 en utilisant des notions fines de géomé- 

trie algébrique. Nous avons cherché une preuve analytique directe en utilisant des métho- 

des de quantification géométrique et d'états cohérents. 

Le troisième chapitre est consacré d'une part à la réalisation de la représentation induite 

associée à l'orbite coadjointe 0;;) identifiée à Cn de H, identifié à Cn x IR et d'autre part 

à l'élaboration de la théorie des états cohérents sur (Cn qui permet un calcul symbolique. 

Grâce à ce calcul symbolique, on définit le produit star de Berezin sur ces orbites. 

Dans le quatrième chapitre, pour toute représentation p dans le dual unitaire k de K ,  on 

définit la fonction génératrice de la multiplicité : 

mp : ]O, 1[ -+ [O, +CO[ 

mp(r)  est l'intégrale d'une fonction associée au caractère symbolique [l] de p sur l'orbite 

coadjointe de H, correspondante. 
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Pour tout p de I?, la fonction mp(r) est développable en série entière à coefficients dans 

N. On montre que : 

avec la convention que si l'un de ces termes est infini, l'autre l'est aussi et par conséquent 

(K, H n )  est une paire de Gelfand si et seulement si pour tout p de J?, 
lim mp(r) 5 1. 
r-+l 

mp caractérise donc les paires de Gelfand. 

Dans le cinquième chapitre, on montre grâce à un résultat de Guillemin et Sternberg que 

si mp(r) est non homogène alors, il existe un certain po dans g* tel que 0; n 9' contient 
au moins deux K-orbites. 

Il reste donc le cas où les fonctions mp sont toutes homogènes, de la forme : 

mp ( r )  = m P ) r  N p  

* 
avec miNp) > 1 pour au moins un p de k. On sait [6] que si 

sup miNp) < m 
P 

A 

alors la paire est de Gelfand et donc qu'en fait mp(r) = r N p  pour to-ut p de K. 
Par construction de la fonction m,, on a : 

où (n) désigne le coefficient de binôme d'ordre k. 
Il peut cependant arriver que mp soit homogène pour tout p et que 

(voir l'exemple T t  D H2 partie VI.3 cas ql = 92). 

Il reste difficile dans ce dernier cas de mettre en évidence le nombre de K-orbites qui 

apparaissent dans 0; n tL . 

Dans le sixième chapitre nous calculons la fonction génératrice de la multiplicité pour 

plusieurs paires (K, Hn)  de Gelfand ou non. 

Quant à la seconde partie du mémoire, elle est consacrée à une étude de fonctions sphériques 

associées aux paires de Gelfand. 

Benson. Jenkins et Ratcliff ont montré [4], [7] et [8] que ces dernières s'expriment essen- 

tiellement en fonction de polynômes pk,l homogènes mais non holomorphes sur en. 



10 Application du produit star de Berezin à l'étude des paires de Gelfand résolubles 

Ces polynômes sont difficiles à calculer explicitement. On aimerait les écrire en terme de 

fonctions polynomiales invariantes "génériques" y l ,  . . . , y,. 

Benson, Jenkins et Ratcliff définissent donc des fonctions polynomiales qk , l  orthogonales 

pour le produit scalaire 

obtenues par le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt à partir des polynômes p k , l  

rangés dans un ordre naturel. Les polynômes q k , ~  s'obtiennent alors par orthogonalisation 
des fonctions y:' . . . yf; rangées dans le même ordre. Les calculs restent cependant ardus 

même dans les cas simples [8]. Ceci est rappelé dans le septième chapitre. 

Dans le huitième chapitre, on étudie le cas K = SO(n, IR) x T. On introduit le produit 

star de Berezin sur Cn et puisque l'action de SO(n, IR) x T sur Cn possèdent deux invariants 

fondamentaux, on remplace les polynômes y? y: par : 

- 
* k  * 1  E E  

1 *  * * (z )  ( rappelons que y2 = -) 
4 

et on introduit le produit scalaire sur l'espace des polynômes : 

On montre que les polynômes pk , l  sont obtenus à partir des fonctions r k , l  par orthogona- 

lisation pour < , >, . 

On retrouve simplement la formule de récurrence pour les polynômes p k , ~ .  

On montre que 
k -G - * 1  

2 = E*' * yl e ~ : 7 : e - ~  2 * €  . 
k 1 -2 On établit une formule.de trace qui relie la valeur de l'intégrale yly,e 2 dzdZ 

calculée dans [8] avec les coefficients CkI1 de la formule de récurrence des polynômes p k , ~ .  

Enfin, on termine ce travail par le calcul explicite des polynômes p k , l  en fonction de y1 et 

72. Ce calcul qui nous a été indiqué par G. Ratcliff utilise directement l'orthogonalité des 

polynômes p k , ~  pour le produit scalaire < ., . >, 
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Chapitre 1 
PAIRES DE GELFAND 

1.1 Définition et propriétés élémentaires. 

Soit S un groupe localement compact muni d'une mesure de Haar invariante à gauche dx. 
On note par L1 (S) l'espace des fonctions à valeurs complexes intégrables pour dx. 
Si on fixe un élément x  dans S ,  la forme linéaire sur L1(S)  : 

définit une mesure invariante à gauche sur S .  
Par unicité de la mesure invariante à gauche (à un facteur près), il existe un réel positif 
A s ( x )  tel que : 

pour tout f dans L1(S) .  On définit ainsi un homomorphisme continu : 

appelé module du groupe S .  

Soit A un groupe d'automorphismes de S.  
Comme ci-dessus, si on fixe un élément a de A,  la forme linéaire sur L1(S )  : 

définit une mesure invariante à gauche sur S.  Il existe donc un réel positif AATs(a) tel que 
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On définit ainsi le module du groupe A : 

Pour tout élément f de L1(S) et pour tout automorphisme a de S, on construit l'élément 

"f de L1(S) par : 
"f(x) = A A ( ~ )  f (a-'(x)), Vx E S. 

Définition 1.1.1 

On dit qu'une fonction f dans L1(S) est A-invariante si a f = f pour tout a dans A. 
On désigne par L i  (S) , l 'ensemble des fonctions A-invarian tes de L1 (S) . 

Par suite on définit dans L1(S), la convolution 81 par : 

et l'involution @ par : 
f @ (x) = ~ s ( x ) f ( . - l )  

pour tout f ,  g de L1 (S) et x de S. 

L1 (S) devient alors une algèbre de Banach involutive et comme 

" ( f @ g ) = " f @ " g  et " ( f B ) = ( " f ) " ,  

L i  (S) est une sous-algèbre fermée de L' (S) . 
On considère maintenant un groupe compact K d'automorphismes de S .  

On désigne par LK(S) l'algèbre des fonctions K-invariantes sur S, par AKYs le module 

de K et on note dk la mesure de Haar normalisée sur K .  

Lemme 1.1.2 

Le groupe K est unimodulaire, c'est-à-dire que AKTs(k) = 1 pour tout k dans K .  

Preuve 

est un homomorphisme continu, alors AKts(K) est un sous-groupe compact de 

]O, +CO[. Or (1) est le seul sous-groupe compact de 10, +CO[, d'où le résultat. rn 

Lemme 1.1.3 
Pour toute fonction h de L1(S), la fonction hK définie par 

est K-invariante. 
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Preuve 

En effet, pour tout 1 de K,  on a : 

par invariance à gauche de la mesure de Haar dk. 

De plus, si V  est un voisinage de l'élément neutre e s  de S, on peut toujours trouver un 

autre voisinage V K  de e s  contenu dans V qui est K-invariant. 

Si on considère une suite de fonctions ( p n ) n E N  de L1 (S) telle que : 

lim cp, = 6,, et supp cp, C V K ,  
n'cc 

où beS désigne la mesure de Dirac au point es, on obtient alors que : 

lim (vn) K = 6es .  
n-tm 

L1 (S) possède donc une unité approchée bornée constituée d'éléments K-invariants. 

Définition 1.1.4 

On dit que (K, S) est une paire de Gelfand, si l'algèbre L h  (S) est commutative. 

Si (K, S )  est une paire de Gelfand, dors le groupe S est unimodulaire. 

Preuve 

Pour tout f ,  g de L ~ ( s )  et pour tout x de S, on a : 

Ce qui s'écrit : .. " 
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On obtient finalement que : 

f(y)[g(y-'x) - A s ( ~ ) - ~ g ( x y - ~ ) ] d y  = O' 

pour tout f ,  g de L h  (S) et x de S .  

En particulier, si f = kh dk où h est un élément quelconque de L1 (S), on a : 

Et donc 

[g(y-'k-'(x)) - ~ ~ ( ~ - ~ ) ~ ( k - ' ( x )  y-')] dk = O, 

pour tout x ,  y de S et pour tout g de LK(S). En particulier, si x = es on obtient que : 

- g(9-l) - A s ( ~ - ~ ) g ( y - ' )  = O, 

pour tout y dans S et g dans L i ( S ) .  Et donc As(y) = 1 pour tout y dans S.  H 

Remarque 1.1.6 

Si (K, S )  est une paire de Gelfand, la mesure de Haar de S est invariante à gauche et à 

droite. 

On considère l'ensemble Cc(S) des fonctions continues à support compact sur S et 

l'ensemble M ( S )  des mesures bornées sur S .  

Pour tout p de M ( S )  et f de Cc(S), on construit la fonction p @ f de Cc(S) en posant : 

On définit la convolution de deux mesures p et v de M ( S )  par : 
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M(S) est alors une algèbre de convolution dont L1(S) est un idéal bilatère. 

Définition 1.1.7 
On dit qu'une mesure p de M ( S )  est K-invariante si pour tout k de K et pour tout f de 

Cc(S), on a : 

< ", f > =  < p , " ) >  

On note M K ( S )  l'ensemble des mesures bornées K-invariantes de S .  

Proposition 1.1.8 

Si (K,  S)  est une paire de Gelfand alors M (S) est commutative. 

En particulier le sous-groupe 

des points &es sous l'action de K est commutatif. 

Preuve 
On suppose que (K,  S) est une paire de Gelfand. 

On considère des mesures p,  v dans MK (S) et des fonctions K-invariantes f ,  g dans C,(S). 

Puisque '(p @ f )  = kp @ f ,  les fonctions p @ f et v @ g sont dans Lk ( S ) .  On a donc : 

pour tout h de C,(S). En choisissant pour f et g des unités approchées K-invariantes, 

on obtient à la limite que : 
p @ v @ h = v @ p @ h ,  

pour tout h de Cc(S) et par conséquent : 

Et comme les éléments de L1(So) définissent des mesures K-invariantes, L1(So) est corn- 

mutative et du fait que 
6x0 @ 6,o = 6X,,O, 

on obtient que le groupe So est aussi commutatif. 

Pour tout point x de S, on note par K.x l'orbite de x suivant K (ou K-orbite de x)  ie : 

Proposition 1.1.9 [4] 
Si (K,  S )  est une paire de Gelfand alors les K-orbites de S commuten t. 
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Preuve 
On suppose que (K, S) est une paire de Gelfand et qu'il existe x et y dans S tels que 

K.x K. y # K.y K.x, 

ce qui revient à dire que xy n'est pas dans K.y K.x. 

Soit f une fonction de Cc(S) telle que : 

f > O,  f (xy) = 1 et f (K.y K.x) = 0. 

Pour tout x de S, on construit la mesure K-invariante 65 de S en posant : 

On a alors pour tout f de Cc(S) : 

Les mesures 6: et 6: ne cornmutent donc pas et en vertu de la proposition, 1.1.8 la paire 

(K, S) n'est pas de Gelfand. 

Proposition 1.1.10 
Soient K et L deux groupes compacts d 'automorphismes de S tels que : 

pour un certain automorphisme a de S .  Alors (K,  S )  est une paire de Gelfand si et 

seulement si (L, S) en est une. 

Preuve 
On considère l'automorphisme @a de L1 (S) défini par : 

@a(f )  = f o a ,  Vf E L ~ ( s ) .  

Si f est dans L i (S )  alors Qa(f) est dans L ~ ( s ) .  En effet, on a : 

Remaraue 1.1.11 

Si K et L sont deux groupes compacts d'automorphismes de S tels que K c L, on a : 

c 
et donc si (K,  S )  est une paire de Gelfand alors (L, S) en est une. 
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1.2 Paires  de Gelfand résolubles. 

On désigne dorénavant par S = exps un groupe de Lie résoluble, connexe et simplement 

connexe d'algèbre de Lie 5. 

On désigne toujours par K un groupe compact agissant sur S par automorphismes. 

L'action de K sur S induit par différentiation une action sur 5 notée : 

K est aussi un groupe d'automorphismes de 5 et on a bien évidemment la relation : 

Définition 1.2.1 

On dira que (K, S) est une paire de Gelfand résoluble si (K, S) est une paire de Gelfand 

et si S est résolu ble connexe et simplement connexe. 

Soit 5~ = 5 + is, la complexification de 5. 

Pour deux idéaux quelconques a c b de 5~ tels que le 5-module b/a soit simple, il existe 

un unique caractère complexe X appelé racine de 5 qui est équivalent à b/a. 

Le caractère X est aussi une valeur propre de ad(X) = [X, .], X de 5 et où [., .] est le crochet 

de Lie dans 5. 

Soit R(5), l'ensemble des racines de 5. L'idéal n = Ti ker(t) est nilpotent et contient 
t€R(6) 

[s, 51. n est appelé le radical nilpotent de 5. 

Soit N = exp n, le groupe de Lie connexe et simplement connexe associé à n. Alors : 

Théorème 1.2.2 [4],[24] 

On suppose que K est un groupe de Lie compact et connexe agissant sur S par au tomor- 

phismes. Si (K, S) est une paire de Gelfand, alors les assertions suivan tes sont vérifiées 

i) (K, N) est aussi une paire de Gelfand. 

ii) Soit 50 = {X E 5, k X  = X,  V k  E K), l'ensemble des éléments f i e s  de 5 sous l'action de 

K. Alors : 
5 = 50 + n. 

iii) Le spectre complexe de ad est contenu dans iR et pour tout X de 50, Y de 5, il existe 

k de K tel que : 
exp(X) exp(Y) exp(-X) = exp("). 

iv) 50 est abélien. 
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Preuve 
On suppose que K est un groupe de Lie compact et connexe agissant sur S par automor- 

phismes et que (K, S) est une paire de Gelfand. 

i) Puisque l'algèbre L;(N) des fonctions K-invariantes de N est une sous-algèbre 

K-invariante de l'algèbre des mesures bornées sur S ,  elle est alors commutative et donc 

(K, N) est une paire de Gelfand. 

ii) Soit é l'algèbre de Lie associée à K et soit T un élément de t. 
On considère le sous-groupe 7 = exp(RT) de K .  

Soit b = nL l'orthogonal de n dans 5 relativement à un produit scalaire K-invariant 

préalablement fixé sur 5. 

Comme b est aussi K-invariant, la complexification bc de b se décompose en somme directe 

de sous-espaces poids bx : 

où bx = {X E bc, t X  = x( t )X,  Qt E 7). 
On fixe maintenant un élément X de bx\{O) et on considère une valeur propre X de ad(X) 

et un vecteur propre Y de ad(X) dans 5 ~ .  On a alors : 

t Y  est donc un vecteur propre de ad(X) pour la valeur propre z(t)X. Et comme la 

dimension de 5 est finie, il faut que x = 1. Ce qui prouve que l'orthogonal b de n doit être 

contenu dans 50. 

iii) Puisque (K,  S )  est une paire de Gelfand, on a pour tout X de 50 et Y de s : 

pour certains k,  1 de K .  Par conséquent, on obtient 

En particulier : 
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Et donc 
I IA~(~~P(-X))YII .  = I I k ~ I I .  = IIYlli, 

où II.I/, est la norme K-invariante de 5. 

Ainsi Ad(exp(-X)) est un opérateur orthogonal et le spectre de ad(X) doit être contenu 

dans ZR. 

iv) D'après le point précédent, on peut écrire : 

où X est dans 50, Y dans 5, kn dans K et où q = 1,2, .  . . , 2n, n dans N. 

Pour tout p < n on a : 

On fixe p et on fait tendre n vers l'infini. K étant un groupe compact, il existe une sous 

suite (knj ),, de (k,), telle que k,, -i k. Alors pour tout p de N, on a : 

En particulier : 
1 1 

exp(X) exp(-Y) exp(-X) = k exp($Y) 
2p 

et donc : 
1 m 

[exp(x)  exp(-Y) exp(-x)] = exp(X) ~XP($Y)  e x ~ ( - X )  
2p 

pour tout p de N, m de Z. Et donc pour tout t = 5 de R, on a : 

Or pour tout Y de 50, X de 5 et t de IR : 

exp(X) exp(tY) exp(-X) = exp(tY). 

Par conséquent : 

[X, Y] = 0. 
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On construit les idéaux suivants de n : 

n(0) = n, n(') = [n, n('-l) 1, 1 E N\{O), 

Pour tout 1 de N, n(l) est K-invariant et correspond au sous-groupe distingué 

N(') = exp(n(')). 

Pour tout entier 1 strictement positif, on écrit : 

( 1 )  n('-l) = 01 $ n . 

L'orthogonal 01 de n(') dans n('-') est aussi K-invariant. 

Soit r le pas de n autrement dit r est le plus grand indice tel que : 

On a alors : 

= [ n ( ~ - ~ ) ,  o1 9 n(')] 

= [n(r-2), ol]  

car [ n ( ~ - 2 ) ,  n(l)] = [n(r-2), [n, n]] c [[n(r-2), n], n] = {O}. 

Proposition 1.2.3 [4] 

Si (K, N)  est une paire de Gelfand, alors N est de pas 2 c'est-à-dire que N ( ~ )  = { e N } ,  

e N  étant l'élément neutre de N .  

Preuve 
Soit r le plus grand indice tel que : 

n(r-l) # {O). 

On suppose que r est strictement supérieur à 2. Pour tout X de 01 et Y de o r - l ,  on a : 

1 
exp (Y) exp(X) = exp(Y + X + [Y, XI) 

par application de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff en tenant compt'e du fait que 
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K est un groupe d'automorphismes de s donc de n. 'Y appartient donc à nr-1 et 

= exp (Y) exp(X ) 

On pose 

exp(A) = exp(B) implique 

Si X et Y sont assez petits, ad(A) et ad(B) ont des valeurs propres X telles que : 

Alors e ad(*) = e ad(B) entraîne que 

Et donc 

où 8 est le centre de n. Ce qui implique : 

Par conséquent, 
exp(Z) = 1. 

Par ailleurs, le groupe 
I' = {Z E j te1 que exp(Z) = 1) 

est discret [31] et donc 
A = B mod(I'). 

Puisque 01, or-1 et [cil, or-l] sont en somme directe et que r > 2, on a que : 

Y = 'Y et X = k~ 

et donc 
[X, Y] = [Y, XI mod(I'). 

On obtient finalement que : 
2[X, Y] = O mod(I') 

Ce qui est absurde puisqu'on a supposé que r est strictement supérieur à 2. 

La description des actions de K sur S telles que (K, S) soit une paire de Gelfand résoluble 
se ramène donc à celle de toutes les actions de groupes compacts K sur des groupes 

nilpotents connexes et simplement connexe et de pas au plus 2 telles que (K, N) soit une 

paire de Gelfand. 
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1.3 Paires de Gelfand nilpotentes et théorie des représentations.' 

Dans la suite on désignera par : 
N = exp n, un groupe de Lie connexe, simplement connexe et nilpotent de pas 2, 
n son algèbre de Lie, 

K un groupe de Lie compact d'algèbre de Lie é, agissant sur N par automorphismes. 

Les éléments neutres de K et de N sont respectivement notés par e~ et e ~ .  
L'action de K sur N s'écrit : 

k(n) = 'n, k E K ,  n E N.  

On construit le produit semi direct : 

G = K D N  

dont la multiplication est définie pour tout (k, n),  (k', nt) de G par : 

(k, n)(kl, nt)  = (kk', n 'nt). 

Soit L1 (G) l'algèbre de convolution des fonctions complexes intégrables sur G. 

Définition 1.3.1 
On dit qu 'une fonction F de L1 (G) est K -  biinvariante si : 

F((k t ,  eN) (k, n)  (k",  NI) = F( (k ,  4) 
pour tout k, k', k" dans K et n dans N.  
On note par L 1 ( ~ \ G I K )  l'algèbre des fonctions K-biinvariantes de G. 

Lemme 1.3.2 
L1 (K\G/K)  est isométriquement isomorphe à Lh (N).  

Preuve 
Pour tout F de L 1 ( ~ \ G / ~ ) ,  k de K et n de N ,  on a : 

F((k,n))  = F ( ( e ~ , n )  ( k , e ~ ) )  = F ( ( e ~ , n ) )  

k F( (eK,  n)) = ~ ( ( k ,  ehi)(eK, n ) ( k - ' , e ~ ) )  = F ( ( e ~ 7  n ) ) a  

L'application 
L ~ ( K \ G / K )  --+ L ~ ( G )  

F - f = F ( ( e K , . ) )  
est surjective par construction. C'est aussi une isométrie car 
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En outre, si F' est un autre élément de L 1 ( ~ \ G / ~ )  et si f' = F ' ( ( ~ K ,  .)), on a : 

Donc (K, N) est une paire de Gelfand si et seulement si L 1 ( ~ \ G l K )  est commutative. 
A 

A présent, on considère l'ensemble G des classes d'équivalence des représentations unitaires 

et irréductibles de G. On a : 

Proposition 1.3.3 
A 

L1 (K\G/K)  est commutative si et seulement si il existe une partie C dense dans G telle 

que pour toute représentation unitaire et irréductible (n, 3-1) de G contenue dans C, le sous- 

espace 7 - 1 ~  des vecteurs K-invariants de 7-1 est de dimension au plus 1. 

De plus si ( K ,  N) est une paire de Gelfand, alors dim('FIK) 5 1 pour toute représentation 

(n.7-1) dans G. 

Preuve 

On suppose que L1 (K\GIK) est commutative. 

Soit lK la fonction caractéristique de K. Pour toute représentation (n, 'FI) de G, on a : 

-D'autre part, si q et J sont deux éléments non nuls de 'FIK, alors pour tout E > O, il existe 

une fonction F de L1(G) telle que : 

et donc : 
I\T(IK @ F @  IK)< - ~ 1 1 %  = I I ~ ( ~ K ) ~ J M ~ K ) <  - ~ 1 1 %  

- < 11n(F)C - rlllu < 6 .  

Comme 1~ 8 F b lK appartient à L 1 ( ~ \ G I K ) ,  'FIK est un module L 1 ( ~ \ G / ~ ) -  

irréductible. 

Et enfin, puisque L1(K\G/K) est commutative, 'HK doit être de dimension au plus 1. 
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Réciproquement, si on suppose que tous les 7-fK sont de dimension au plus 1 pour toutes 

les représentations (K,  7-f) dans C alors : 

et comme BK est de dimension au plus 1, on a même : 

Et donc pour tout F, F' de L1(K\GIK), on a : 

L 1 ( ~ \ G l K )  est donc commutative car C est dense dans G. 

Remarque 1.3.4 

Cette proposition est aussi vraie si N est un groupe Iocalemen t compact et K un groupe 

compact d 'automorphismes de N .  

Cela revient à dire que pour toute représentation (K, 7-f) dans la multiplicité de la 

représentation triviale lK dans rIK est au plus 1. 

La propositions 1.3.3 est en fait une simple conséquence du Théorème fondamental des 

paires de Gelfand démontré par I.M. Gelfand dans [18]. 

Soit maintenant n* le dual de l'algèbre de Lie n associée à N ,  muni du crochet de dualité 

L'action contragédiente de K sur n* est définie par 

D'après la théorie de Kirillov [25], il existe une bijection entre l'espace niN des orbites 

coadjointes de N et l'espace N des classes d'équivalences des représentations unitaires et 

irréductibles de N. Cette bijection est d'ailleurs un homéomorphisme, si niN est muni de 

la topologie du quotient [IO]. 
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Soit (n,, 'FI,) la représentation unitaire et irréductible de N associée à l'orbite coadjointe 

0; de N passant par le point v de n*. 

En posant : 

n ,  (n) = ~ ( ~ n ) ,  Vk E K, n E N, 

on définit une autre représentation unitaire et irréductible tkn,, IFlk.,,) de N. 
Le stabilisateur de (n,, 'FI,) est donné par : 

Ku = {k E K, 'n, est unitairement équivalente à n,}. 

De plus, toujours d'après la théorie de Kirillov, n, est de la forme 

avec P = expp, p étant une polarisation en v et X, le caractère de P associé à v. 

Par ailleurs, si au/ est une autre repésentation unitaire et irréductible de N,  a,, est 

équivalente à n, si et seulement si T,I est induite par un caractère associé à un point v' 

de l'orbite 0; passant par v. Or par constuction, kn, est induite par xk.,. 

Le stabilisateur Kw s'écrit donc [28] 

On écrit : 

'FI, = { f :  N & @  telque f(nm)x,(m)-lf(n) et I l f l l $ v  < m} 

knw est alors réalisée sur 3-1, par : 

(*nu(n)f) (m) = (a,('n)f) (m) 

= f ( (")-' m ) 

= f ( k(n-l) '("h) ) 

= f ( '(n-' '-h) ), Vn, rn E N. 

Pour tqut k de K,, on pose : 

Wu(k) est alors un opérateur de EH, dans Tik., qui entrelace n, et 'a,. 
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En effet, pour tout f de 'FI,, on a d'une part 

Et comme 

~ k . . ( ~ m )  = xw(m), 

pour tout m dans N, on obtient que : 

et donc ( ~ , ( k )  f )  est un élément de 'FIk,,. 

D'autre part, on a : 

("*.(n)f) (m) = (Ww(k-')f) (n-l k - h )  

= (T, o w,(k-') f )  (k -h )  

= (W,(k) O T, O Wv(k-l) f )  (m), Vm E N. 

De plus, (Wu, 'FI,) est par construction une représentation de K,. 

Soit k,, l'ensemble des classes d'équivalences des représentations unitaires et irréductibles 

de Ku. D'après la théorie de Mackey, pour tout (p, 'FI,) de I?, l'expression : 

où p est la représentation contragradiente de p, définit une représentation irréductible de 

Ku D N dans 'FI, 8 'FI,. De plus, l'induite 

est irréductible et toute représentation irréductible de K D N s'obtient de cette manière. 

On a ainsi établi la paramétrisation suivante de : 

Lemme -1.3.5 .. KD N 
G = { p  où + p . T , = ~  e wvrWl ~ ( p ,  H,) E I?,, (T,, H,) E N} 
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A présent, on note par 6 la restriction de $J,,,, à K,. On a : 

Elle se décompose en : 

où mult(a, p) désigne la multiplicité de a dans P. On a alors : 

et donc 

m u l t ( l ~ , $ ~ , ~ , I ~ )  = .x A mult(cp,6)rnult(lK,indEu<p). 

vEKU 

Or, d'après le théorème de réciprocité de Frobenius, 

Alors 

mult(lK, $p,7ru lK) = mult(lK. 6 ) -  

Cet argument est valable même si la série diverge ou si mult(q, 6 )  = cm pour certains p. 

D'autre part, si on écrit : 

on obtient que 

pSW,= C mult(a, 6 ) p  €3 a .  
A 

a€  Ku 

Or, pour tout a de k,, le module p €3 a est équivalent au module Horn~(H, ,  Ha) et donc 

la représentation triviale apparaît dans p €3 a si et seulement si a est équivalente à p. 
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En outre, du fait que les opérateurs d'entrelacement pour p sont uniques à un scalaire près, 

la représentation triviale apparaît une seule fois dans p @ P .  Ainsi : 

m u l t ( l ~ ,  ,6) = mult (p, Wu) 

et donc : 

Ce qui établit : 

Proposition 1.3.6 [I l ]  

(K, N) est une paire de Gelfand si et seulement si pour tout v de n* et p de z,, la 

multiplicité de p dans W, est au plus 1. 

On fixe un produit scalaire K-invariant < ., . > sur n. 

On désigne par 3 le centre de n et par m le supplémentaire orthogonal de 3 dans n,  autrement 

dit 
n = j C % m .  

On pose 3, = ker(vld) le noyau de VI, et on construit l'ensemble 

Soit bu le supplémentaire orthogonal de a, dans m ie 

Soit enfin 3; le supplémentaire orthogonal de 3, dans 8 ie 

En conclusion, on a 
n = m @ 3  

= (a, @ bu) @ (au @a',). 

Et si on pose 

on a alors : 
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Soit q, : 3 + 3; la projection orthogonale. 

On munit a, du crochet de Lie trivial [., .] c'est-à-dire du crochet de n/J ,  et on munit F I ,  
du crochet de Lie [î., y ] ,  Ef q,[z, Y ] .  

On obtient alors que : 

n, = n / ~ ,  est Lie isomorphe à a, $ f j ,  

et que a, est abélienne, f j ,  est soit {O), soit IR, soit une algèbre de Lie de Heisenberg. 

Soit H, le groupe de Lie correspondant à b,. 
L'action de K, préserve a, @ f j , ,  on obtient ainsi une action diagonale de K, sur le groupe . 

A, x H, d'algèbre de Lie a, @ f j ,  et on a : 

Lemme 1.3.7 [5] 

W ,  est sans multiplicité si et seulement si (K,, H,) est une paire de Gelfand. 

Preuve 

Si 3,  = 3 alors O: = {v) et X ,  est une représentation de dimension 1. Puisque deux 

caractères sont équivalents si et seulement si ils coincident, on voit que : 

KU = (k E K, tel que k ~ ,  = x,) 

et que W, est la représentation triviale de K, sur 'FI, = @. Donc W ,  est sans multiplicité 

quand 3,  = 3. Dans ce cas, on a aussi : 

et par conséquent ( K ,  , H,) est une paire de Gelfand. 

Si 8 ,  # J ,  alors 3; = J / , ,  est un espace de dimension 1. 

Si 6, = {O), on obtient que 

fjv = 3 ,  " 
est un espace abélien de dimension 1. (K,, H,) est encore une paire de Gelfand. Dans ce 
cas 

O: = {v + v[X, .] tel que X E m} = {v) 

et W, est encore sans multiplicité. 

Si 6, # {O), f j ,  est alors une algèbre de Lie nilpotente de pas 2 dont le centre est 8; IR. 

C'est donc une algèbre de Lie de Heisenberg. Puisque 0: prend une valeur constante non 

nulle sur 3; et que l'action de K, préserve 3; et O:, on conclut que l'action de K, sur 3: 

est triviale. 
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En effet, si Z est un élément non nul de 3; et si 

k.Z = CZ 

pour un certain réel c et pour un certain k de K,, alors : 

Donc c = 1. La représentation n, est triviale sur Z, = exp(j,) et 

En ident,ifiant N, avec le produit de groupe A, x H,, on peut écrire : 

où x : A, - T est un caractère unitaire et (TL, 'FI,) est dans fi,. 
Pour tout k de K,, W,(k) entrelace avec la représentation ( T ; ) ~  = (TV) '  de H, sur 

'FI,. Et comme K, agit trivialement sur le centre 3; de b,, alors K, préserve toutes les 

orbites coadjointes de i ~ z  qui prennent des valeurs non nulles sur 3;. Les représentations 

de H, correspondant à ces orbites différent de nL par conjugaison et par les automorphismes 

de dilatation de H,. Elles peuvent être réalisées sur l'espace de Hilbert usuel 'FI,. Les 

représentations d'entrelacement de K, sur 'FI, correspondantes coincident avec les W, 
A 

pour toutes ces représentations. Les autres éléments de H, sont de dimension 1 et 

correspondent à des orbites contenant un seul point. Le résultat se déduit par application 

de la proposition 1.3.6. 

Théorème 1.3.8 (Lemme de la localisation)[5] 

Si (K,  N)  est une paire Gelfand, alors (K,, Hu) est une paire de Gelfand pour tout v de 

n*. Réciproquement, si (K,, H,) est une paire de Gelfand pour presque tout n, de fi, 
alors (K,  N)  est une paire de Gelfand. 

Preuve 

La partie directme de ce théorème est établie par les deux résultas précédents. 

Réciproquement, on suppose que (K,, H,) est une paire de Gelfand. D'après le résultat 

précédent, W, est sans multiplicité. 

Soient f et g deux éléments de Lk  (N).  

Puisque n,( f )  et n,(g) sont des opérateurs W,(K,)-invariants sur IFI,, ils sont 

simultanement diagonalisés lorsqu'on décompose IFI, en sous-espaces W, (K,)-irréductibles. 
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On obtient donc : 

Si ( K u ,  Hu) est une paire de Gelfand pour presque tout nu de fi alors une application du 

théorème de Plancherel montre que : 

et donc ( K ,  N) est une paire de Gelfand. H 

Dans cet ordre d'idée, on se ramène naturellement à l'étude des paires de Gelfand ( K ,  Hn) 
où Hn est le groupe de Heisenberg de dimension 2n + 1 et K un sous-groupe compact de 

l'ensemble Aut (H,) des automorphismes de Hn . 
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Chapitre II 
PAIRES DE GELFAND ASSOCIEES 

AUX GROUPES DE HEISENBERG. 

11.1 Le groupe de Heisenberg. 

On considère le groupe de Heisenberg Hn de dimension 2n + 1. 

On note par i j ,  son l'algèbre de Lie . 
Soit K un sous-groupe compact de l'ensemble Aut(Hn) des automorphismes de Hn. 
Puisque l'application exponentielle e x p ~ ~  de i j ,  sur H, est bijective, Aut(Hn) est égal à 
l'ensemble Aut ( i j ,  ) des automorphismes de I J ,  [15]. 

- Le centre Z(IJ,) de i j ,  est un espace K-invariant de dimension 1. Il existe donc un caractère 

x du groupe compact K tel que : 

Plus précisement, Z(b,) = RZ, alors x ( K )  est un sous-groupe compact de R\(O) et donc 

.On suppose d'abord que l'action de K sur Z(ij,) est triviale. 

On désigne par V le supplémentaire orthogonal de Z(ij,) dans i j ,  relativement à un produit 

scalaire K-invariant. V est donc K-invariant. 

On peut alors définir sur V une forme symplectique w par : 

où [., .] .est le crochet de Lie sur fi,. 
De plus, l'action de K sur Z(ij,) étant triviale, on a : 

On peut donc identifier K à un sous-groupe compact du groupe symplectique Sp(w) de W .  
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D'autre part, 
[V, VI = ibn bn] 

= z(tln), 

et la forme w est non dégénérée. 

On fixe maintenant une base 

de V telle que : 
w(Xs, Yt) = &,t et a(&, Xt) = w(Ys, Yt) = 0, 

pour tout, s, t dans (1,. . . , n)  

On définit une structure complexe Io sur V en posant : 

On construit enfin sur l'espace vectoriel complexe (V, Io), le produit scalaire hermitien Go 
suivant : 

wo(X,Y) = w(X, IoY) - iw(X,Y), X,  Y E V. 

Le groupe unitaire U(wo) de wo est un sous-groupe compact maximal de Sp(w). II existe 

donc un certain K dans Sp(w) tel que 

Si on pose I = KI~K-' et 

< X, Y > v =  w(X, IY) - i w(X, Y), VX, Y E V, 

et comme l'élément K - ~  k~ de U(wo) commute avec Io, on a : 

I ( ~ x )  = nIo(n- 'kn)  n- '  
( X )  

- - n(nA1kn)  (~o(.-lx)) 

= "IX), 

pour tout k de K et X, Y de V. Et donc : 

< '"x, k~ > V  = W ( ~ X ,  I ( ~ Y ) )  - i w ( ~ x ,  k ~ )  

= w ( ~ x ,  ' ( l x ) )  - i w ( ~ x ,  'Y) 

= w(X, I Y )  - i w(X, Y) 

=< X , Y  >v, 

pour tout k de K et X , Y  de V. 
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Par conséquent, K est un sous-groupe du groupe unitaire 

des automorphismes de V qui préservent < ., . >v. 
Par suite, on identifie V à Cn l'espace complexe de dimension n muni du produit scalaire 

On identifie Hn le groupe de Heisenberg de dimension 2n + 1 à (Cn x R muni du produit : 

1 
(2, t)(zl, t') = (z + z', t + t' + -w(.i, z')), 

2 

pour tout (a, t), (z', t') de Cn x R et où 

Le groupe unitaire U(V) des automorphismes de V qui < ., . > v  agit sur H, 
par : 

k(z, t)  = (kz, t), k E U(V), (z, t )  E V, 

où kz est l'action naturelle de K sur V. 

Si x ( K )  = {f 1), on introduit l'involution f définie par : 

On pose : 

avec Zz agissant sur Hn par f et sur U(V) par k c-, k.. 
M est alors le sous-groupe de Aut(Hn) engendré par U (V) et f .  
K peut se décomposer en 

Kl  = x-l({1}) 

K1 est un sous-groupe et x(K1) = 1, il existe donc un produit scalaire sur V noté < ., . > v  
tel que : 

K1 C U(V). 

Si k est dans K2 alors l'opérateur k. défini par : 

i z  = E et Ic(0, t) = (O, t )  

est dans U(V) et on a : 
il. = fk. 
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Donc Ka est contenu dans M et par conséquent K est aussi contenu dans M. On a ainsi 

montré que M est un sous-groupe compact maximal de Aut(Hn). 

Alors pour toute représentation de dimension infinie (n, H) dans le dual unitaire I?, de 

Hn, le stabilisateur K, de (T, 'Ft) est de la forme : 

En appliquant la proposition 1.3.3, puisque l'ensemble C des représentations de dimension 

infinie est dense dans & alors (K,  Hn) est une paire de Gelfand si et seulement si 

(KnU(V) ,  Hn) est une paire de Gelfand. On peut donc supposer que K est un sous-groupe 

compact de U(V) . 
On désigne par P (V)  l'ensemble des polynômes holomorphes de V. 

Définition 11.1.1 
On dit que l'action de K sur V est sans multiplicité si la représentation (e, P(V))  de K 
définie par : 

(k.e>(z) = e(k-'z), 

pour tout k de K ,  et z de V est sans rnultipicité. 

Proposition 11.1.2 [6] 
(K, H,) est une paire de Gelfand si et seulement si K agit sans multiplicité sur V. 

La preuve de ce résultat sera doné dans le paragraphe 111.1. 

Soit Ko la composante connexe de K .  

Lemme 11.1.3 
Si (Ko, Hn) n'est pas une paire de Gelfand alors P (V)  contient des modules Ko-irréducti- 

blés avec des multiplicités arbitrairement grandes. 

Preuve 
On note par 

la décomposition de P(V) en modules Ko-irréductibles et on suppose que les PO sont des 

sous-espaces de l'espace des polynômes homogènes de degré da .  Chacun de ces modules 

a un vecteur plus haut poids p,, de poids x,.  
Si (Ko,  H,) n'est pas de Gelfand, il existe donc deux indices différents cr et P tels que : 

k N - k  Mais alors les polynômes p,pP sont, pour chaque k de O à N ,  des vecteurs de plus haut 

poids X N  pour l'action de Ko. 
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Il est facile de voir que ces polynômes forment un système 

libre, ce qui prouve le lemme. 

Lemme 11.1.4 [6] 

(K, Hn) est une paire de Gelfand si et seulement si (Ka, Hn) est une paire de Gelfand. 

Preuve 

Puisque 

si (Ko, Hn) est de Gelfand, alors (K,  H,) est aussi de Gelfand. 

Réciproquement si (K,  Hn) est de Gelfand et si K a 1 composantes connexes engendrées 

par kl, ..., kl, on décompose P ( V )  en modules K-irréductibles 

Si, en tant que Ka-modules, n des PO sont équivalents 

alors par le théorème de Robenius appliqué à la représentation a = ind;, Pl  de dimension 

1 dim P, on voit que n 5 1. 

Soit alors W un module Ka-irréductible apparaissant dans Pa, PO est engendré par les 

k, W et il existe une partie J de (1, . . .1) telle que le Ka-module PO soit isomorphe à @ kj W, 
J 

il y a donc au plus 2l Ko-modules inéquivalents donc au plus 12' PO distincts dans lesquels 

W apparaît. Par le lemme 11.1.3, (Ka, H,) est de Gelfand. H 

On peut donc se restreindre à n'étudier que les paires de Gelfand (K, Hn) où K est un 

sous-groupe compact et connexe de U(V). 

De plus, U(V) est isomorphe au groupe U(n) des matrices unitaires n x n. 

Dorénavant, K désignera un sous-groupe compact et connexe de U (n) . 
On rappelle quelques résultats fondamentaux, lorsqu'on se restreint à ce cadre. 

Il est clair que s'il y a un polynôme p K-invariant non constant, dans P(V)  alors pour 

chaque sous-module K-irréductible W de P(V) ,  la composante isotypique de W contient 

tous les p k ~  et donc la multiplicité de W dans P ( V )  est infinie. 

Réciproquement, on peut montrer que si une représentation unitaire et irréductible a de 

K apparait avec une multiplicité infinie, alors il y a un polynôme p K-invariant non 

constant dans P(V) .  On a donc : 
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Théorème 11.1.5 [6] 

Une représentation p dans I? apparaît dans P(V)  avec une multiplicité infinie si et seule- 

ment si toutes les représentations unitaires et irréductibles de K apparaissent dans P (V)  

avec des multiplicités infinies. 

On suppose que l'action de K sur V est irréductible, si Kc la complexification de K .  

Kc est alors un sous-groupe connexe réductif et algébrique de GL(n, C),  le groupe des 

matrices complexes inversibles n x n. Il agit irréductiblement sur V. 

De plus, la représentation de K sur V est sans multiplicité si et seulement si la représenta- 

tion complexifiée de Kc sur V est sans multiplicité. 

Vu que les représentations linéaires sans multiplicité des groupes algébriques, connexes et 

réductifs ont été classés par V. Kac, on a : 

Théorème 11.1.6 [6],[23] 

Soit K un sous-groupe compact et connexe de U(n) agissant irréductiblement sur V. 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

i) (K, H,) est une paire de Gelfand. 

ii) La représentation de Kc sur V est sans multiplicité. 

iii) La représentation de Kc sur V est équivalente à l'une des représentations dans le 

tableau suivant : 

Représentations sans mu1 tiplicit é 

Groupe 

Sl(n, @) 

Gl(n, C) 

S P ( ~ ,  @) 
@* x Sp(k, @) 
@* x SO(n, @) 

G W ,  @) 

SW, C) 

Gl(k, @) 

Sl (k, @) x Sl(1, @) 

Gl (k,  C) x Sl(1, C) 

G@, @) x S P ( ~ ,  C )  

agissant sur 

en 

n z 2  

n = k(k + 1)/2, k 2 2 

n = (:) et k est pair 

= ( 3  
n = k l ,  k f l  
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Le cas où K n'agit pas trivialement sur V a aussi été étudié par Benson et Ratcliff. 

Ils ont donné une première classification de ces paires de Gelfand, lorsque l'action de K 
sur V est une somme de deux représentations irréductibles dans [9]. 
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11.2 Critère géométrique sur les paires de Gelfand. 

On s'intéresse maintenant à un critère géométrique qui met en présence les orbites 

coadjointes. Pour cela on fait appel à la quantification géométrique encore appelée méthode 

des orbites qui établit une correspondance entre les représentations unitaires irréductibles 

et les orbites coadjointes entières de l'algèbre de Lie. 

Cette méthode décrit dans un premier temps les duaux unitaires des groupes compacts, 

des groupes nilpotents (pour lesquels, elle est réduite à la correspondance usuelle de 

Kirillov) et des produits semi-directs des groupes nilpotent par des groupes compacts. 

On dispose ensuite de la formule géométrique de la multiplicité qui exprime la multiplicité 

des groupes de représentations en termes d'orbites. 

Autrement dit si : 

H est un groupe de Lie d'algèbre de Lie b,  
L est un sous-groupe compact de H d'algèbre de Lie [, 

b* et [* les duaux respectifs de H et de L, 

si rl : fj* + I* est la restriction canonique, 

On suppose qu'à chaque orbite entière de [* correspond une et une seule représentation 

unitaire et irréductible ( ro ,  'Ho) de L. 
De même. on suppose qu'à chaque orbite entière C? de b* correspond une et une seule 

représentation unitaire et irréductible (T,  X) de H, 
on conjecture que la multiplicité de r o  dans rll est le nombre 

de L-orbites dans O qui sont réduites à Uo. 

De telles formules apparaissent dans la décomposition entière des groupes nilpotents, des 

groupes résolubles ou des groupes exponentiels résolubles [Z] , [3], [12] et [17]. 

On sait qu'elles sont asymptotiquement vraies pour les groupes compacts [SOI. 

Plus précisement, dans notre cas, on forme le produit semi direct 

muni de la multiplication 

. (k, (z, t ) )  (k'' (z', t')) = (kk', (2, t) k(zl, t')) 
1 

= (kk', (z + kz', t + t' - -w(z, 2 kr'))) ,  

pour tout (k, (z '  t ) ) ,  (k'. (r', t ' ) )  de G. 
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Son algèbre de Lie est : 

où O est l'algèbre de Lie associée à K. 
On désigne par g*, O* et O:, les duaux respectifs de g, t et bn. 

On note par re : g* -+ O* la restriction canonique. 

Pour tout p de g*, on considère (T,, R,) la représentation unitaire et irréductible de G 
associée à l'orbite coadjointe 0; de G passant par p. 

L'orbite coadjointe de K associée à la représentation triviale lK de K est {O) et 

La multiplicité de 1 dans T , , ~  devrait être le nombre de K-orbites dans l'intersection 

Ce qui suggère le résultat : 

Théorème 11.2.1 [6] 

(K, Hn) est une paire de Gelfand si et seulement si pour tout p de tl, OF n O' contient 

au plus une seule K-orbite. 

Dans ce travail, on ne donne pas la démonstration explicite de ce théorème qui est longue, 

délicate et utilise des notions fines de géométrie algébrique. On se propose de relier directe- 

ment le calcul de la multiplicité des représentations de K avec celui des K-orbites dans 

0; n tL.  (voir partie IV) 
Par suite, on s'attache à décrire les orbites coadjointes de G. 
Pour ce faire, on identifie l'algèbre de Lie bn au groupe de Lie Hn grâce à l'application 

exponentielle 
~XPH, bn --t Hn. 

Le crochet de Lie sur bn est donné par : 

[(z' t ) ,  (zlt')l = (O, - 4 2 ,  II))' 

pour tout (z, t ) ,  (z't') de V x R. 
On identifie l'espace V à son dual V* en posant : 

pour tout z, z1 de V. Dans ce cas, le dual b: de l'algèbre de Lie b, s'écrit : 
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L'action dérivée de é sur fj, s'écrit : 

tandis que l'action contragédiente de K sur est ~.Y(,~,X) avec 

pour tout k dans K, z, zo dans V et A,  t dans R. 
L'algèbre de Lie g  = é D b, étant isomorphe à e 8 IJ,, les éléments de g  seront notés 

X = ( A ,  (z, t ) ) ,  A E é, t E V, t E R. 

Et puisque le dual g* de g  est : 

les éléments de g* s'écriront p(,,,, ,A )  avec 

P(a,zo,~> (A, (z, 0) = 4) + 2;;(z) + At, 

pour tout û: dans é*,  A dans é, z, zo dans V  et A,  t dans R. 
On construit l'application linéaire 

x : V x V - - - + ~ *  

avec 

Lemme 11.2.2 
L 'action coadjoin te de G sur g* est donnée par : 

pour tout (k, (2, t))  dans G, (a ,  zo, A) dans é* x  V x  IR et où AdK désigne l'action coadjointe 

de K sur k*. 

Preuve 
On compare l'application 4 de g dans G définie par : 

( A ,  (z, t ) )  expK (A). ~ X P H ,  ( r ,  t) 

à l'application exponentielle de g  dans G. 

(A, (z, t)) - expc (A, k t ) )  

où expK est l'application exponentielle de é dans K .  
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La formule de Baker-Campbell-Hausdorff donne pour s assez petit : 

exp,(sA). expff. ( ~ ( 2 ,  t)) = ~XPG (SA, (0' O)). ~XPG (0,s(z, t ) )  

= expc (SA, s(z, t) + 0(s2) )  

où O(s2) est un vecteur de Hn somme d'une série de termes en sn, n > 2. 

On calcule d'abord l'action adjointe de G. Elle est donnée par : 

d 
A ~ G  (k, (2, t)) (A, (21, t i))  = - [(k, (2, t)) e x p ~  (SA, ~ ( ~ 1 ~ ~ 1 ) )  (k7 (zyt))-'] 

ds (,=O 

Puisqu'on évalue au point s = O, on peut oublier le terme O(s2) dans le calcul de l'action 

coadjointe. On a modulo s2: 

(k,  (z, t)) ( e x ~ K ( s A ) ,  ~ ( ~ 1 ,  ti)) (k?  t ) ) - l  

s 1 
= (kexpK(sA)k-', (z+skzl - kexpK(s~)k- 'z ,  stl - -w(z, kzl) + -w(z, kexpK(sA)k-'z) 

2 2 
S 

+-w(kzl, k expK(s~)k- '2))  
2 

Et on obtient : 

Adc (k, (z, t)) (A, (21, t l ) )  

Et en particulier 

AdG ( k  (z, t ) )  ( A ,  (21, tl)) = ~ d ~ ( k - ' ,  (-k-'z, -t)) ( A ,  (21, t1)) ( 1 

L'action coadjointe de G s'écrit : 

Adk(k, (2, t ) ) ~ ( a , z o , ~ )  (A' ( ~ 1 '  tl)) 
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A 
= -(z x z)(A). 

2 

z,*(k-'zl) = (kzo)*(zl). 

Aw(k-'r, k-'zl) = X(k-'z)*(k-'zl) 

= XZ* (z'). 
On en conclut que : 

L'orbite coadjointe de G passant par p(,,,,,~) est donc : 

En particulier si v = v(o,x), on a K ,  = K (voir lemme IV.l . l)  et donc les orbites telles que 

X f O sont toutes de la forme Og,o,A).  

On désigne par 0: (respectivement 0:;,*)) l'orbite coadjointe de K (respectivement 

de H,) passant par a de é* (respectivement v(,,,x) de t):). On a : 

Lemme 11.2.3 
Si X # O, i7appiication 9l : o $ , ~ , ~ )  3 0: x O$'*) définie par 

est un isomorphisme. 
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Preuve 
24 est surjective par construction. Il suffit donc de vérifier l'injection. 

Si les images par de points p(Ad;(k)a+$zxz,~z,~) et ~ ( ~ d ; ( k ' ) a + ~ r ' x z ~ , ~ z ' , ~ )  de 

o:,~,~) sont égales, on a : 

Ad; (k)o = AdK(kf)a et Ad;, (r, t)vc0,*) = Ad;, (z', ~ ' ) V ( ~ , J ) .  

Or Ad;, (2, t ) ~ ( ~ , x )  = Ad;, (z', ~ ' ) V ( ~ , J )  implique que : 

pour tout (zl, t l )  de H,. Et comme 

pour tout (21, t l )  de Hn. On obtient que : 

pour tout (zl , t i )  de H,. Ce qui entraîne que w(z, zl) = w(z1, zl) pour tout zl de V et par 

conséquent z = z'. On en conclut que : 

Remarque 11.2.4 

L 'application 2i n 'est pas un symplec tomorphisme. 

En effet Pour tout P = P(k.,+ p z  xz,A,,*) de Og,,,,) et X de t*,  on définit le champ Xel, 
tangeant à l'orbite par : 

Et donc 
d - -  a* (x;)ipl(a,z,*) - dt ~t=o (ip O 

(Ad& ( ~ X P  t x ) ~ )  

pour toute forme linéaire ip : 0: x - W. 
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Ad>(exp tX)~(k.a+$zxz,hz,~)  = P(~d;(ex~ tX)k.a+$(exp t ~ z )  x (exp txz).A exp tX2.A) 

et donc 

Q(AdC(exp ~ X ) P ( ~ . ~ + + ~ X . , A Z , A ) )  = (AdK(ex~tX)k.a ,  Ad;, ( ~ X P  tX, o)u<o,~>)  

par suite 

où X@, est le générateur du groupe 

z +-+ exp tXz 

Si 31 est un symplectomorphisme, on devrait avoir : 

pour tout X ,  Y de 1. Or 31* (XG) = XK + X&., et donc : 

(WK x W H ,  ) (ar (x;), a* ( X ; ) )  = W K  (XX, Y i )  + U H ,  (X&, Y& ) 

= < k.a, [X, Y] > + < XZ, [X, Y];, > 
= < k a ,  [X, Y] > +A < z, [X, Y1.z > 

= < k.a + Xz x 2, [X, Y] > 

et enfin 

Alors que 
X 

WG(X&, Y;)/, = < (k.a + -Z x Z,  XZ,  A), [X, Y] > 2 
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Définition 11.2.5 

On appelle orbite générique toute orbite coadjointe de G de la forme : 

L'ensemble des orbites génériques de G est noté par : 

Gen = {Q$,o,A) 7 (a ,  A) E O* x w\{o}} O*/K x (w\{o}). 

On appelle orbite singulière toute orbite coadjointe de G de la forme : 

L'ensemble des orbites singulières de G est noté par : 

Le résultat suivant est immédiat : 

Lemme 11.2.6 

L 'ensemble des orbi tes coadjoin tes de G est 1 'union disjointe de Sing et de Gen. 

De plus, la reunion des orbites génériques est dense dans g* 

On revient maintenant sur l'intersection ~ g , ~ , , ~ )  n e l .  

Puisque 

= { ( Z A  E 0 ~ ( 0 )  = 0' (274 E V x w} 
= { ~ < o , ~ . r )  E g*, (z, A) E V x W} 

2 b;' 

on obtient que 

A 
O:,,,,)n O' = {v(~,,+~,,,),  k E K, r E V tels que AdK(k)a + z x kzo + -r x r = O} 

2 

- X 
- {v(bZo+.\r,*), k E K, r E V tels que a + k-'z x zo + -k-'z x k-'r = O}. 2 

Maintenant, l'espace réel Vw muni de la forme w est une variété symplectique sur laquelle 

l'action de K sur V est fortement hamiltonienne. On définit donc : 
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Définition 11.2.7 

On définit 1 'application moment non normalisée 

de l'action de K dans V par : 

re(z)(A) = 4 2 ,  Az) 

Corollaire 11.2.8 [6] 
i) Pour tout ( a ,  ro) de t* x V, O:,,o ,,) n tL contient au plus une seule K-orbite. 

ii) Pour tout (a, A) de t* x R\{O), O:,,,,) nt1 contient une seule K-orbite si et seulement 

si T& est injective sur les K-orbites. 

Preuve 
En effet, on a : 

X 
o ~ , ~ ~ , A )  fl P' = k E K I  z E V tels que a + k-'z x ro + -ri(k-'z) = 0). 

2 

i) Si X = O alors 

n t' = { u ~ ~ , ~ , ~ ) ,  k E K, tel qu'il existe r dans V vérifiant a = -k- ' r  x z O ) .  

On en déduit que s'il existe z tel que a = -r x zo alors 

qui est une seule K-orbite, sinon l'intersection est vide. 

ii) Si zo = O et X # O, on a : 

2a 
O:,,,,) n t L  = { u , ~ , , , ~ ,  r E V tels qu'il existe k dans K vérifiant ri(k-'z) = --) 

X 
-1 K 

=r, (O-$)' 

où oK,, -- est l'orbite coadjointe de K passant par - 9. 
X 

L'intersection d'une orbite singulière quelconque de G et de tL contient au plus une seule 

K-orbite. Le cas intéressant à étudier est donc l'intersection d'une orbite générique 

quelconque de G et de tL.  Et puisque 

on se propose d'étudier les orbites coadjointes génériques de H,. 
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Chapitre III 
ETATS COHERENTS ET PRODUIT STAR DE BEREZIN 

SUR LES ORBITES COADJOINTES DE Hn. 

On considère la base {XI , .  . . , X,, YI . . . , Y,, Z )  de fj, constituée des éléments : 

V 

avec les relations de commutation : 

[Xi, Y,] = bijZ. 

Dans la suite. on désignera simplement par v le point v(o,~) de b; pour un certain X 

non nul fixé dans R. 
L'orbite coadjointe 06;) de H, passant par le point v est paramétrée par : 

On désigne par Z(H,) le centre de Hn. 

Soit x le caractère défini sur le centre Z(Hn) de Hn par : 

D'après le théorème de Stone et Von Neumann (cas particulier de la théorie de Kirillov) 

il existe une unique représentation irréductible T, de Hn telle que : 

Cette représentation a plusieurs réalisations [15]. Ici, on choisit celle de Fock-Bargman qui 

apparait comme une induite holomorphe associée à l'orbite coadjointe 0:~~). 

On la réalise pour A = 1 à partir d'une polarisation positive K-invariante. Ce qui permet 

de construire facilement l'opérateur d'entrelacement Wu(k) ,  k dans Ku (qui dans ce cas, 

coïncide avec K )  de telle sorte que (Wu, 'FI,) soit une représentation de Ku.  
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Pour tout Xo de b,, on pose : 

L'ensemble {X; ,,, Xo E bn } engendre ~~(0;:~)) et la 2-forme définie par : 

pour tout Xo, Y. de fi,, est une 2-forme symplectique H,-invariante. 

De plus, O:>) muni de la structure w, est symplectomorphe à IR2" muni de la 2-forme 

canonique dP A dQ. 

111.1 L'induite holomorphe (A = 1) .  

Puisque K est un sous-groupe de U ( n )  agissant naturellement sur V, on fixe une polarisa- 

tion positive K-invariante de fi& : 

Elle définit sur 06;) une polarisation géométrique Fw de ~ ~ ( 0 ~ ; ) ) '  telle que 

Si on pose X = ( X I , .  . . , X,) et Y = (Yl,. . . , Y,), tout élément 

g = e X p ~ c ( a X + b Y + c Z ) ,  n a , b € @ " , c € @  

de H: s'écrit de manière unique sous la forme 

Proposition 111.1.1 [33] 

L'orbite 06:~) est isomorphe à  ex^ fi et est donc munie d'une structure complexe 
HO: 

H,@-invariante. Avec cette structure, si on pose : 

on identifie 0::1, à V = ên et l'action de HZ sur 0:;) s'écrit : 

pour tout t de et où g est l'élément expHc (aX + bY + cZ) de H:. 
n 
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Preuve 

On prolonge l'action b$ C-linéairement. Puisque : 

alors 

donc 
P a expH= -(Xj + i y ) . ~  = z et e x p ~ ~  -(Xj - iY,).z = z - a. 

" 22 " 22 

On en déduit que Og:l) est isomorphe à H:/exp I) et à cn Par 
H E  

Et on montre par un calcul direct que l'action de H,@ sur 0;;) a la forme annoncée. W 

On construit au dessus du fibré principal 

H: + 0;:l)l 

le fibré linéaire 
73 L = (H: 2 C)/- ---+ o;:~) 

191 Cl * [91 = g.0 

où .- est la relation d'équivalence définie par : 

Soit o la section holomorphe du fibré principal H: - 06:1) définie par 

alors toute séction holomorphe s de L s'écrit : 

4 2 )  = F(41, 

où F(z)  une fonction holomorphe sur Cn. 
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Si l? est l'espace des sections holomorphes de L, l'action de HZ sur l? s7écr.it : 

où g[o(z>, F(41  = [go(z), F(z)l. 
On note Ru l'espace des fonctions holomorphes f sur O c l )  telles que 

I l f I I & "  =/ 1f(z)l2e-f dzdf < m. 
ofoni> 

Proposition 111.1.2 [33] 

La représentation induite holomorphe (rr, , 'FIu) de H,  associée à l'orbite peut être 
simplement définie par : 

pour tout f dans Hu, r dans O;;), a ,  b dans Rn, et c dans R. 

En effet. pour tout z de g = e x p ~ c  (aX + bY + cZ) de H: et s de l? on a : 
n 

si on pose : 

c(g, Z) = o(z)-l g ~ ( ~ - ' z )  

b + ia (b + ia) (2z - b + ia) 
= e x p ~ n  7 ( X  + iY) exp@ [c + 4i lz 

Remarque 111.1.3 

i)  La représentation nu est unitaire si on munit I f ,  du produit scalaire : 

ii) {zL, 1 E Nn) est un système orthogonal complet de vecteurs de Ru. 

iii) L'ensemble P(V)  des polynômes holomorphes sur V est dense dans 'FI,. 
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111.2 Calcul symbolique sur les orbites coadjointes de H,. 

Pour tout s de l?, z de et q de Ip-'(2)' on pose : 

L'application 
s - S(9) 

est alors une fonctionnelle linéaire continue sur F. 
D'après le théorème de Riesz, il existe une section holomorphe e, dans l? telle que 

pour tout s de 'FI,. 
Et bien entendu H,  agit sur l?. On a : 

Définition 111.2.1 
La section eq est appelée l'état cohérent associé a q. 

Soit so la section (qui ne s'annule pas) du fibré linéaire L définie par : 

SO(Z) = [+), 11, 

Z 
avec a ( r )  = expx, --(X - iY). 

2i 
En posant : 

'580 ( 2 )  (21) = [ ~ ( u )  < Ez (u)] 7 

on définit alors une fonction holomorphe E, de 3-1, et toute section de carré intégrable s 
de L s' écrit : 

où F appartient à 'FI,. 

Proposition 111.2.2 [33] 

Pour tout z de O:;,, la fonction E,  est définie par : 



54 Application du produit star de Berezin à l'étude des paires de Gelfand résolubles 

Preuve 

Pour tout polynôme f ,  on a : 
f ( 0 )  = < f1Eo >7i, 

Ce qui entraîne que : 
1 

EO = 1lill;~l = - 1. 
( 2 ~ ) ~  

S i z = P + i Q , o n a :  
z  = g.O 

avec g  = expHn ( -QX + P Y ) .  

Et donc : 
g.s0(z)  = g [ a ( ~ ) l  e!".i] 

= 191 11 

= [ a ( z ) a ( z ) - l g l l l  

= [ a ( z > l x ( c ( g l z ) ) l I l  

b  + ia  (b  + i a ) (2z  - b + i a )  
avec c(g,  t )  = expH; - 

2i 
( X  + iY )  exp,~ [c + 

4i 
]Z  ( cf 111.1) et 

Donc 
g.so(0) = e i Z z [ a ( z ) ,  11 

= e f z 5 0 ( z ) .  
-- On a d'une part, e,, = c  l e ,  donc 

4 zz 
egso(0) (4 = e- - %O(Z) (4 

= [ U ( U ) ~  e-iZi E~ ( u ) ]  ( i )  

et d'autre part, ge, = egq donc : 



Produit star de Berezin sur les orbites coadjointes de H ,  55 

Et comme 

on obtient 

L'identification de (i) et de (ii) donne que 

Remarque 111.2.3 
La fonction z +-+ E, est le noyau reproduisant de l'espace de Hilbert 'FI, 

111.3 Produit star de Berezin sur les orbites coadjointes de Hn. 

L'orbite coadjointe 0;;) munie de sa structure syrnplectique naturelle w,, est symplecto- 

morphe à muni de la 2-forme canonique dP A d Q .  Il existe donc [16] à équivalence 

près un unique produit star sur (o;:~), w,). 

De plus, on a vu (proposition 111.1.1) que les orbites coadjointes du groupe de Heisenberg 

possèdent une structure kahlérienne Hn-invariante. Ce qui n'est pas le cas de tous les 

groupes de Lie nilpotents._En effet, si une telle structure kahlérienne existe, l'orbite est 
une variété avec une métrique riemannienne, donc une connexion riemannienne, invariante. 

Or, le groupe filiforme d'algèbre de Lie : 

g = > x ~ , X l , . . . , X n < ,  [ x ~ , X z ] = X i + i  

a des orbites de dimension au plus 2 qui ne peuvent, si n est assez grand, admettre de 

connexion invariante. 

Cette structure kahlérienne implique l'existence d'une structure symplectique et d'une 

structure complexe, nécéssaires à la construction du produit star de Berezin. 

Définition 111.3.1 
Soit A, un opérateur borné sur F i v .  
On appelle symbole (au sens de Berezin) de l'opérateur A, la fonction Â de 06:~) définie 

par : 

Le symbole Â est une fonction analytique. Il admet un seul développement A au 

' \ voisinage de la diagonale 0;:) x qui soit antiholomorphe en la première variable 
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et holomorphe en la seconde variable. Il est donné par : 

En effet, pour tout opérateur borné A de I F I , ,  les fonctions 

sont entières sur C2n [15]. De plus < EZ, Eu >%,= eizu # O pour tout z, u de en. 
Alors la fonction 

< AEz, Eu >xu 
( z 1 4  - < &,Eu >xu 

est holomorphe sur la diagonale. Par conséquent A(z, u )  est antiholomorphe en z et holo- 

morphe en u près de la diagonale. Il est entièrement déterminé [15] par 

A 

De plus l'opérateur A peut s'écrire grâce à la fonction A comme un opérateur à noyau. 

En effet, pour tout 9 de 7i, et z de 0;;) = VI on a : 

= Jv 
P(U)A*E= (u)e*dudù 

-uü 

cp(u)< A* E,, Eu >H,e2dudü  

= 1, p(u) < AE,, Ez >fiu e y d u d ü  

où A* désigne l'opérateur adjoint de A. Ce qui établit une correspondance bijective 

entre l'espace LC(7-t") des opérateurs bornés sur 3-1, et l'espace C('FI,) des symboles de ces 

opérateurs. 

- 

Si A est un opérateur borné de rang fini sur a, alors la trace de A est donnée par : 
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Preuve 
En effet, A s'écrit sous la forme 

A = UP 

où U est un opérateur unitaire et P un opérateur positif de rang fini tel que P = (A'A);.  
P est diagonalisable. Il existe donc une suite finie de vecteurs propres {ej) j=i ,N telle que 

Pej = Xjej avec I X j l  = 1. 

On complète {ej) j , l ,N en une base orthonormée {e j } jEJ  de 7-1,. 
Puisque Pen = O pour tout n > N, on a : 

pour tout cp de 7-1,. Et comme 

on obtient que : 
N 

N 

Pour tout U, z de V .  Et puisque C Xjej (u)ej ( z ) e y  est continue, l'application 
j= l  

est aussi continue. Et donc : 

car < e j ,  ej  >7iY= 1. 
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Soient A et B deux opérateurs bornés sur 3.1,. En posant 

- 
on définit un produit star noté * sur l'espace L(71,) C C ~ ( O ~ ~ ~ ) )  (151 

Définition 111.3.3 

* est appelé produit star de Berezin. 
A h  

On notera par [A, BI,, le commutateur Â * - E * Â. 

-- 

Pour deux opérateurs bornés sur 3.1, A et B tels qu'il existe E de ]O, 1[ vérifiant : 

1 4 u 1  Z) I < e 1 -  et * ) I  < e('-')(y+=a 1 

la formule intégrale du produit star de Berezin est donnée pour tout z de (3;;) = V par : 

ü z + z u  

(Â * E)(z)  = - A(u, z) ~ ( z ,  u ) e ~ e - f  dudü, 
( 2 d n  

h h 

en particulier pour tout polynôme A et B (respectivement toute fonction de la forme 
Z f  

P(z ,  E ) ~ - T  où p est un polynôme). 

Preuve 
En effet si A et B ont la forme annoncée, pour toute fonction polynomiale cp de fi,, on a : 

avec - ü 2 - u )  ü 2 -  -""-" 
l SV ~ ( v ,  Z)B(U, v)e A O B(u, t )  = - e- dvdü 

( 2 ~ ) ~  

qui est dans ce cas absolument convergente. On a donc - 
= A O B(z, z) -- 

A(v,t)B(z,v)e 2  e 2  dvdü. 
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Corollaire 111.3.5 

Si Â et 6 ont la même forme que dans la proposition précédente alors : 

i) si Â est une fonction holomorphe et une fonction analytique quelconque alors 

Â *  Ê(z) = Â(z)B(z), Vz E o;:~). 

A h 

ii) De même si B est une fonction antiholomorphe et A une fonction analytique quelconque 

iii) Si Â et sont des fonctions polynomiales (respectivement des fonctions de la forme 

P(z,  ~ ) e -  9 où P est polynomiale), alors Â * g est aussi polynomiale (respectivement de 

la forme P(z,  f)e-T). 

Preuve 
i) On suppose que Â est holomorphe. Cela revient à dire que : 

*, A(U, Z) = Â(z), Vu, z E 0 ; ~ ~ ) .  

On a donc : 
.. ,. e-+k ü z + z u  -~ 
A * B(z) = - Â ( z ) B ( z , u ) e ~ e  2 dudü 

( 2 ~ ) ~  

- - 'Â(z)/ B ( z , r + v ) e d ~ d v d ü  ( e n p o s a n t u = z + v )  
( 2 ~ ) ~  v 

1 1 
= lim -Â(z) / jj (a?) B)(z, z)vle-y dvdü 

T+OO (27r)n 
*(OlR) 11120 

1 
où B(0, R) désigne la boule de centre O et de rayon R et où - ( a i L ) ~ ) ( r ,  r)vl est le 

l !  
ILI20 

développement en série de ~ ( z ,  z + v) suivant v au voisinage de O. La série converge 

uniformement sur B(0, R), on peut échanger la somme et l'intégration. 
1 - Y 2  Et puisque v e 2 dvdü est nulle pour tout 111' > 1, on a : 

Â * g ( z )  = Â(z)B(z, z) 

= Â(z)ii(z). 

ii) Si 6 est antiholomorphe. C'est-à-dire que : 

B r , )  = B r ,  VU, z E 063). 
Le résultat s'obtient de la même manière que précédemment. 
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h h 

iii) Si Â et 6 sont polynomiales c'est-à-dire A(r)  = Pi ( z ,  Z )  et B ( z )  = P2(z,  i), on a alors: 

A(ul Z )  = ( 2 ,  ü) et B(u,  r )  = ~ ~ ( 2 1 ,  2 )  

et donc 

ü z + z u  

~ ~ ( r ~ ü ) ~ ~ ( u ~ f ) e ~ e - ~ d u d ü  

( u - z ) ( ü - Z )  

P l ( z , ü ) P 2 ( u , ~ ) e -  2 dudü 

"* 
- - Pl(z,ü + f )P2(v  + z , ~ ) e - ~ d v d ü  ( en posant u = z + v  ) 

- - 1 
- ( i 3 i ' ) ~ ~ ) ( r ,  m)v1 x - ( ~ ~ P ) P ~ ) ( Z ,  f)vme- y dvdü. 

rn! 
lm120 

On échange la somme et l'intégration de la même manière que précédement,. Et puisque 

L!O.R, 

(ü) 'vme-9 dvdü = (2n)n2'1!6i,m, 

Â r 6 ( z )  est un polynôme. 

Et enfin si : 
z f  

Â )  = ~ ~ ( z , ) e  et 6 ( z )  = P2(rlZ)e-T, 

on a alors : 

et donc : 

u f  u z ; z u  -a 
P l ( z , ü ) e - ~ ~ 2 ( u , i ) e ë ~ e  e dudü 

u ü 

Avec le même calcul que précédemment, on montre que Pl(z,  ü)P2(u, ~ ) e - ~ d u d ü  est 
A h 

polynomiale. Par conséquent, A * B ( z )  a la forme annoncée. 
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Chapitre IV 
LA FONCTION GENERATRICE DE LA MULTIPLICITE. 

IV.l Calcul de la multiplicité. 

On désigne toujours par (T,, 'FI,) la représentation unitaire irréductible de Hn associée à 

l'orbite coadjointe 0;:) de Hn passant par le point v = V(O,J) de et réalisée dans la 

partie II. 1. On définit (kn,, 'FI,), K, et W, (k), k dans K, de la même manière que dans 

la partie 1.3 

Lemme IV.l.l 

Pour tout k de K ,  les représentations (T,, 3-1,) et ( k ~ , ,  'FI,) sont unitairement équivalentes. 

Preuve 
En effet, pour tout k dans K et pour tout (z, t) de t),, on a : 

< k . ~ ( ~ , l ) ,  ( r ,  t) > = < v(0,1), (k-'z, t) > 
= l t  

= < ~ ( o , I ) ,  ( ~ 7  t )  > . 

Ce qui entraine que k.v = u pour tout k de K et donc 

Lemme IV.1.2 
Pour tout k de K, l'opérateur W,(k) défini par : 

vérifie : 
W,(k) 0 ' ~ , ( z l ,  t l )  0 ~ , ( k ) - '  = n,(n,  t i )  (21, t i )  E Hn- 
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Preuve 
Relativement à la base {Xi , .  . . , Xn, Yi,. . . ,Yn, Z }  de h n  définie au 5 11.1 et sous 

identification de Hn avec fj,, tout élément (zl, t l )  de Hn s'écrit : 

(21, t l )  = expH (aX + bY + c Z )  = (a + ib ,  c) a ,  b E Rn, c E IR. 

Ainsi pour f dans Ru, z dans 0;~~) E V = Cn , 

T , ( z ~ , ~ ~ )  f (z) = f ( z  - b + ia)e ic+ 4 (b+ia) (22 - b+za) 

Et donc 

~ ( k ) ~ ~ ~ ~ ( z ~ , t ~ ) o ~ , ( k ) - ' f ( z )  = W v ( k ) o ~ , ( k ( a + i b ) , c ) f ( k ' )  

= w,(k) f (kz + k ( - b  + ia))e ic+a k(b+ia)(2z-bfza) 

= f ( z  - b + ia)eic+a(b+ia)(22-b+ia) 

= "" (~1 , t l ) f  ( 4 .  

On peut donc déduire de la proposition 1.3.6 le résultat suivant: 

Corollaire IV.1.3 
A 

(K, H,) est une paire de Gelfand si et seulement si pour tout p de K, la multiplicité de p 

dans W, est inférieure ou égale à 1. 

On considère à présent une représentation ($J, Tl * )  de dimension finie de K. (Tl* est un 

sous-espace de dimension finie de Ru.) 

Sa décomposition sur l'ensemble des classes d'équivalence des représentations unitaires et 

irréductibles de K est : 
1L = C mult(p, NP, 

p~~ 

où mult(p, $J) désigne la multiplicité de p dans $. 

De plus; si X, est le caractère associé à la représentation p de R, la multiplicité de p dans 
$J est donnée par la formule [30] : 

mult ( p ,  @) = ~t$ (k )~ , (k - ' )dk  J ,  
où dk est la mesure de Haar normalisée sur K. 
Soit F )  la projection orthogonale de 'FI, sur Tls, et soit $(k) = +(k)P. On a alors : 
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où 4 ( k ) ( ~ )  = < 4(k)E'7 Ez 'nu est le symbole de <P(k). 
< E Z ,  E Z  >nu 

Et donc 

muit(p, $1 = 2 J J 4jlj(z)xp(k-l)dzd~dk. 
(2*In K O:;, 

On revient maintenant sur la représentation Wu. Elle se décompose sur l'ensemble des 

classes d'équivalence des représentations unitaires et irréductibles de K comme suit : 

où m, = mult(p, Wu) est la multiplicité de p dans Wu. 

Cette somme est bien sûr infinie puisque la dimension de 'Hu est infinie. 

Définition IV.1.4 
L'opérateur W, (k), k dans K a pour symbole la fonction E, (k) ( z )  appelée 1 'exponentielle 
star et définie par : 

W,(k), k dans K n'est généralement pas un opérateur à trace, mais si tel est le cas, la 

multiplicité de tout p de I? dans Wu devrait être : 

1 Dans la suite, on se propose d'étudier cette intégrale. Pour cela, on rappelle d'abord la 

formule d'intégration de Weyl. 

Théorème IV.1.5 [32] 

Soient : 
K un groupe de Lie compact et connexe, 

T un tore maximal de K, 
tu le groupe de Weyl associé à T, 
\tu( l'ordre de iu, 

dk et dt les mesures de Haar normalisées respectivement sur K et T, 
A le système de racines de K associé à T. 
Alors, pour toute fonction continue f sur K, on a : 

J, f (k)dk = L- / D(t) JK f (ktk-l) dk dt, 
lm1 T 



64 Application du produit star de Berezin à l'étude des paires de Gelfand résolubles 

Corollaire IV. 1.6 [32] 

Si la fonction f est centrale c'est-à-dire qu'elle vérifie : 

f (ktk-') = f (t) ,  

pour tout k dans K ,  t dans T, alors 

Puisque dans notre cas, K est un sous-groupe compact et connexe de U(n), quitte à 

conjuguer K dans U(n), on peut supposer que T est le tore maximal diagonalisé T de K 
c'est-à-dire que tout élément t de T est de la forme : 

Dans la suite, on notera Oj = Oj (t) pour tout j dansil ,  . . . , n). 

Lemme IV.1.7 
r 

Si pour un t de T ,  l'intégrale f (t) = E, (t)(z)dzdr converge alors pour tout k de K 

f (ktk-') converge et f (ktk-') = f (t) .  

Preuve 
La fonction k H E, (k)(z) vérifie : 

pour tout t dans T et k dans K .  Et donc si l'intégrale 

f (k) = ] E, (k) (z)d+di 
";:l> 

a un sens, on aurait 

pour tout t dans T et k dans K. 
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De plus, le caractère X ,  est une fonction centrale. Ce qui ramène l'intégrale définissant 

rn, , si elle existe, sous la forme : 

Par suite, pour tout t  de T, on a : 

où IdK désigne l'application identité de K. Et par conséquent : 

Jv - Z n  (e-"3 - 1 z z 
E, ( t )  ( 2 ) d ~ d Z  = e ]=l ) 3 - j d z j d S  

si pour tout j dans (1,. . . , n) ,  O j ( t )  n'est pas un multiple de 2n. On obtient finalement : 

qui ne converge pas en général. En effet on a : 

Un contre exemple. 

On se place dans le cas G = SU(3)  D H3 et on se propose de calculer l'intégrale 

pour toute représentation unitaire et irréductible p de S U  (3 ) .  

Comme dans le cas général, on choisit le tore maximal diagonalisé de SU(3)  dont 
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les éléments sont de la forme : 

où Oj = Oj ( t )  est dans [O,  2 ~ 1 ,  pour tout j appartenant à (1, . . . ,3)  et où O3 = - (O1 + 02). 
Avec les mêmes notations que précédemment, on obtient : 

On a alors besoin de la formule du caractère de Weyl : 

Etant donnés K un groupe compact et connexe et T un tore maximal de K, on considère: 

A le sysème des racines de K relativement à T,  

P une chambre de Weyl de T, 
A+ l'ensemble des racines positives de K relativement à P et 

m le groupe de Weyl de K associé à T. 
On convient quitte à remplacer K par un recouvrement compact k de K que la demi 

somme des racines positives 6 = f a est un poids. On a : 
a € A +  

Proposition IV. 1.7 [26] 

Si p de k est de plus haut poids Xo, alors, pour tout t de T, le caractère X, de p est donné 

par : 

En particulier, si K = SU(n) et si T est le tore maximal diagonalisé de SU(n) ,  m est le 

groupe symétrique de n lettres et det s est la signature de la permutation s de tu. [26] 

Dans notre cas, tu est le groupe de permutations de {1,2,3). 

Les racines de SU(3)  sont les formes linéaires 
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Soit un choix de racines positives : 

a 1 , 2  et a 2 , 3  sont les seules racines simples puisque a l , 3  = a l , 2  + a 2 , 3 .  La demi somme des 

racines positives est : 
'l 

Soit Xo le plus haut poids de p de I?. 
D'après le théorème du plus haut poids, Xo ne dépend que des racines simples. On écrit : 

Xo .= a a l , ; !  + b a 2 , 3  

Et comme Xo est entier, il doit vérifier la condition : 

pour toute racine positive a j , k .  On a donc 

1 1 
< a z , 3 ,  a i , 2  >= -- < a l , 2 , a l , p  >+< a 2 , 3 , a 2 , 3  >+= -- 2 

6 ' ce qui entraîne que : 

De même : 
2 < A07 a 2 , 3  > = 2a < a 1 , 2 ,  a 2 , 3  > + 2b 
< û 2 , 3 ,  a 2 , 3  > < û 2 , 3 , & 2 , 3  > 

car a 1 . 3  = a 1 , 2  + a 2 , 3 .  
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Alors : 

X o  + 6  = ( a  + 1)01 + (b  - a)02 - (b + 1)e3. 

Pour toute permutation s  de {1 ,2 ,3 ) ,  on a : 

et donc 

~ ( X O  + 6 )  + 6 = ( a  + 1)8,(1) + (b  - ~ ) e , ( ~ )  - (b + i)es(3) + el - e3. 
On note e ( s ) ,  la signature de S .  

Pour s  = id 

On a e ( s )  = 1 et 

Pour s = ( 2 , 3 , 1 )  

On a E ( S )  = 1 et 

~ ( X O  + 6 )  + S  = -bel + ( a +  1)B2 + ( b -  a - 1)e3 

= ( a  - 2b + l )el  + (2a - b  + 2)02. 

Pour s = ( 3 , 1 , 2 )  

On a E ( S )  = 1 et 

Pour s = ( 2 , 1 , 3 )  

On ~ E ( s )  = -1 et 

Pour s = ( 3 , 2 , 1 )  

On a E ( S )  = -1 et 
s(Ao + 6 )  + 6  = -bel + (b - a)e2 + ae3 

= (-a - b)81 + (-2a + b)02. 
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Pour s = (1,3,2) 

Et donc le caractère de p est donné pour tout t de T par : 

+ e i [ ( - 2 a + b + l ) e ~ + ( - a - b - l ) e z ]  - ei[(-a+2b+3)ûl+(a+b+3)e2] 

- , i [ ( - a - b ) e i + ( - 2 a + b ) e z ]  - e i [ ( 2 a - b + 3 ) 0 1 + ( a - 2 b ) 0 2 ]  

D'autre part, pour tout t de T, on a : 

1 

Alors, si on définit la fonction E par : 

pour tout t de T ,  on obtient que : 

1 ei (201 + 0 z ) ( t )  ( 1  - e i ( e i  - e z ) ( t ) ) ( l  - e i ( 2 Q i + e ~ ) ( t ) ) ( l  - e i ( e 1  + 2 @ 2 ) ( t ) )  
= - 1 e(t-') ( 1  - e - i @ l ( t ) ) ( l  - e - i e z ( t ) ) ( l  - e - i ( - e i - e 2 ) ( t ) )  

d t .  l m l  T 

On pose maintenant : 

1 
F m  ( t ) ,  O 2 ( t ) )  = - e i ( o l + e z ) ( t )  G(Oi(t), 9 2 ( t ) )  
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On se met au point OO(t) tel que G(OO(t), -OO(t)) # 0. 

Il existe un voisinage ] O0 (t) - a, O0 (t) + a [ sur lequel : 

Or Il - ei(2s)I est équivalent en s = O à Isl et donc l'intégrale mp diverge. 

IV.2 La fonction génératrice de la multiplicité. 

Définition IV.2.1 
Pour tout r > 0, l'application 

3 : v - v  

est appelée dilatation de V .  

On considère le groupe 
~ + x K = { ( r , k ) ,  r > O ,  ~ E K )  

muni de la multiplication 
(r, k).(r', k') = (rr ' ,  kk'), 

pour tout (r, k), (r', k') de R+ x K .  Il agit naturellement sur V par 

(r, k).z = r - ' ( k . ~ )  

et donc de façon naturelle sur 'Ft,. En posant, pour tout F de fi,, : 

on définit dans l'espace Fi,, un opérateur diagonal T, tel que : 

(T, o W, (k)) (a') = (r, k).rl 

= rl(k..z)'. 

Lemme IV.2.2 
Pour tout r < 1,  T, est un opérateur à trace de trace : 

où ( t"; ' ) désigne le coefficient de binôme d'ordre n - 1. 
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Preuve 

Il est en effet positif, diagonalisé sur la base orthonormée de H ,  formée par les monômes 

homogènes de 3-1, et sa trace est : 

où PN (V) est l'ensemble des polynômes holomorphes homogènes de dégré N. 

On obtient par récurrence que : 

Et donc la série 

1 
converge puisque la série rN+"-' = converge absolumment pour r  < 1. 

(1 - r )n  N>O 

Le symbole de l'opérateur Tr O W, ( k )  est donné par 

En particulier 

n 
1 

E, ( r ,  t ) ( z )dzd f  = ( 2 ~ ) "  n , Vt E T. 1  - 
j=l 

E. ( r ,  t ) ( z )  est donc intégrable sur O[;l) pour r  < 1. On introduit alors la fonction m p ( r )  
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Avec les mêmes arguments que dans la partie IV. 1, on obtient : 

si on note 

C'est-à-dire que l'introduction du groupe de dilatation nous permet de chercher les multi- 

plicités des représentations du groupe IR x K dans 'H,. 

Pour des dégrés différents M etN, les représentations de Iiû x K dans Pnr(V) et PN(V)  

n'ont aucun entrelacement. 

Définition IV.2.3 

La fonction m,(r) est appelée la fonction génératrice des multiplicités de p. 

Cette définition vient du résultat suivant : 

Soit p~ la représentation de K dans PN (V) définie par : 

pour tout élément f de PN(V)  défini par 
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Lemme IV.2.4 

i) Le caractère de p~ est la fonction centrale xpN telle que : 

ii) Pour tout N dans N et p dans I?, rnr) est la multiplicité de p dans p ~ .  

Preuve 
i) Pour tout t de T, on a : 

Et comme les éléments zyl . . . z p  tels que pi + - . + p, = N forment une base diagonkle 

de PN (V), on obtient que : 

ii) On écrit : 

Et enfin : 

= mult(p, PN). 

Par ailleurs, on peut interpréter différemment l'intégrale 



74 Application du produit star de Berezin à l'étude des paires de Gelfand résolubles 
. -- 

En effet si K est le groupe U ( n )  tout entier, la représentation Wu se décornpose en 

où chaque , 5 ~  est irréductible et non équivalent à PM, si M # N. 

Soit U N  le projecteur spectral associé à pN. 
IIN est alors la projection sur l'espace des polynômes homogènes de dégré N. On a : 

Corollaire IV.2.5 

Pour tout N dans N et p dans I?, on a : 

Preuve 

D'après [l] le symbole de IIN est : 

Et comme le caractère associé à fi  est ~ p ,  ( t )  = e- i (q le l+. . '+qnen),  on Obtient : 

Iql=N 
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On revient maintenant au cas d'un sous-groupe fermé connexe quelconque K de U ( n ) .  

Le symbole de l'opérateur Wu(t) O I IN est donné par : 

Sa trace est donc : 

Et on retrouve : 

m p ) = -  Ir(Wu(t)oIlN)~,(t)D(t)dt ' J lml T 

- 
1 1  (Eu ( t )  *  fi^) ( r ) X p ( t )  ~ ( t ) d z d Z d t .  

Proposition IV.2.6 

(K, H n )  est une paire de Gelfand si et seulement si pour tout p de J?, on a : 

lim m p ( r )  5 1. 
 TH^ 

Preuve 

En effet, par définition, la multiplicité de p dans Wu notée m, est la somme des miNN) si 

cette somme est finie et infini sinon. 
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Chapitre V 
PAIRES DE GELFAND ET ETATS COHERENTS. 

On a vu dans la partie IV que la fonction génératrice de la multiplicité caractérise les 
paires de Gelfand. Dans cette partie, on se propose d'étudier l'intersection Og,o,l) n PL 
en utilisant la fonction génératrice de la multiplicité. Pour cela, on rappelle d'abord le 
résultat suivant dû à Guillemin et Sternberg. 

Soit K un groupe de Lie compact et (X, w )  une variété symplectique sur laquelle K agit 

de façon hamiltonienne c'est-à-dire qu'il existe un morphisme d'algèbres de Lie de l'algèbre 
de Lie P de K dans l'algèbre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens 3i(X). 
C'est en particulier le cas lorsque l'action de K sur X possède une application moment 
T : X + t* telle que si x = 7(x)X, x E X ,  d x I ,  = i ( X * ) u .  

On dira alors que X est un espace K-hamiltonien. 
On définit sur X une préquantification K-invariante c'est-à-dire la donnée d'un fibré en 
droites L, d'une connexion V et d'un produit scalaire hermitien < ., . > L  sur L. 
On considère lj une polarisation K-invariante définie positive et l'espace r des sections 
polarisées sur L. 

On désigne par n la représentation de K dans r. On a : 

Théorème V.l [19] 

Soit O une orbite coadjointe entière de K .  

Si O n 'est pas dans 1 'image de l'application moment dors la représentation irréductible de 
K correspondant à O n 'apparait pas dans r.  

En particulier pour X = o$;~), l'orbite O$yl) est un espace hamiltonien muni d'une 

structure complexe H,@-invariante et l'action de K dans V est fortement hamiltonienne. 

Son applicaton moment re est définie en 11.27. 
L'espace l? des sections holomorphes sur le fibré linéaire L + O[;l) est identifié à l'espace 

3-1, des fonctions de carré intégrable muni du produit scalaire < ., . >%Y (voir partie III). 
Puisque Wu est la représentation de K dans Hu, si Ogp est l'orbite coadjointe entière de 

A 

K associée à p de K on a : 
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Corollaire V.2 
Si p apparaît dans W, alors OFp est contenu dans l'image de l'application moment. 

Théorème V.3 
On suppose qu'il existe deux entiers distincts et non nuls M et N tels que 

m(N) P > 1 et miM) $1, 

alors il existe un certain po dans g* tel que l'intersection 0, n t' contienne au moins deux 

K-orbites. 

Preuve 
Soit re : u(n)* + t* la restriction canonique. 

On désigne par ONn) l'orbite coadjointe de U(n) associée p ~ .  

Si mp) $ 1 alors mult(p, pN) > 1. En appliquant le corollaire V.2, on obtient que 

où ru(,) est l'application moment de l'action du groupe compact U(n) sur V. 

D'autre part, rt(0;'")) contient le point rl(po) où pg est défini par : 

avec 

ZN étant l'élément (fi, O,. . . , O) de Cn. 

Ainsi donc O:(") est une orbite coadjointe de U(n) passant par po. En plus, elle est dans 

l'image par ru(,) de la sphère de rayon fi. 
On considère maintenant l'injection canonique 

inj : t -+ u(n). 

Puisque 
rt = ru(,) 0 inj, 

U ( n )  alors re(ON ) est dans l'image par 71 de la sphère de rayon fi. 1 
De même, si on désigne par 02") l'orbite coadjointe de U(n) associée à p~ et puisque 

mp") 2 1, on obtient avec les mêmes arguments que r l ( ~ n / n ) )  est dans l'image par 71 de l 
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la sphère de rayon a. 
Les deux sphères sont différentes, il y a donc apparition de deux K-orbites dans V 

Et enfin puisque 
- 1 

~c (OfZa) = 0 g , O l l )  n 

elles sont toutes deux dans ~ g , , , , )  f î  t'. 

De ce résultat, on peut déduire deux corollaires immédiats 

Corollaire V.4 

Si pour tout p de k,  
m p ( r )  = m(N)rN  avec < 1 P 

dors, pour tout a de t*, l'intersection Og,o, l )  n tL contient au plus une seule K-orbite. 

Corollaire V.5 

Si il existe p de J? tel que mp est non borné, alors pour tout a de t*, l'intersection 

0glol,) n tL contient au moins deux K-orbites. 

En effet, si ( a ,  O, 1) est entier dans g* (i.e. le caractère correspondant s'exponentie à tout 
A 

le stabilisateur de (a ,  O, 1)) et si il existe p de K et tel que m,, est non borné, 

la représentation de G associée à l'orbite Og,O,l)  contient la représentation Pa de K associée 

à 0:. Elle est réalisée dans 'FI, qui contient donc p, . D'après le théorème II. 1.5, P ( V )  

contient une infinité de représentations de ce type, elles ne peuvent être contenues toutes 

dans un des espaces P N ( V )  donc il y a au moins N et M tels que : 

Par application du théorème précédent, l'intersection 0 g  n 9' contient au moins deux 
1 3  

K-orbites. 

h 

On suppose maintenant que m p  est homogène pour tout p de K c'est-à-dire que 

m p  ( r )  = m ( N ~ )  P T N P  

Rappelons [6] que si il existe C tel que : 

I 

pour tout p de J?, alors la paire est de Gelfand i.e. mLNp) < 1.  
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Problème ouvert 
h 

On suppose que pour tout p de K la fonction mp est telle que : 

La paire ( K ,  H,) n'est bien entendu pas de Gelfand puisque pour au moins un p, on a : 

lim m p ( r )  > 1. 
r-1 

Dans ce cas, toutes les K-orbites qui apparaîssent dans O:,,,,) n tL sont dans la même 

U (n)-orbite (dans fjn). On conjecture que plusieurs orbites apparaîssent . 
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Chapitre VI 

EXEMPLES. 

VI.l Le cas SU(3)  D H3. 

On se place dans les mêmes conditions que dans les parties IV.l et IV.2 et on se propose 

de calculer l'intégrale 

où C ( t )  est défini dans la partie IV.l. On calcule : 
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L'expression de mp(r) est alors : 

Avec 36 intégrales entre les crochets, mais chaque intégrale n'apparait que si l'exposant de 

l'exponentielle qu'elle contient est nul. Il ne restera donc que les 36 termes suivants : 

1) si pl = p3-a-b et p2 = p3+a-2b dans l'expression de m,(r) il ne reste que : 

De la même manière on a 
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On regroupe les résultats obtenus suivants les puissances de r. On obtient 

Pl ,PZ iP3 20 Pl 'PZ ,PB 20 

+ C (Ili' + Il8 + 129 + 130) 1 . 
On étudie cette expression, terme par terme. Ainsi, on a : 

Or 2a - b 2 O entraîne que -a + 2b 5 a + b et par conséquent 
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De la même manière on a : 

Si 2a - b = O, on a -a + 2b = a  + b et donc : 

S i 2 a - b >  1, o n a - a + 2 b + 2 F a + b + 1  et donc: 

En résumé : 
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De même 2a - b > O entraîne que -a + 26 5 a + b et donc 

Et donc : 
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Or a + b 2 O implique a - 2b 5 2a - b. On obtient ainsi : 

De même a + b > O implique a - 2b 5 2a  - b. On obtient ainsi : 

l Puisque a + b 2 O et 2a - b 2 O, on obtient donc : 
l 
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De même a + b 2 O et 2a - b 2 O. On obtient ainsi 

Si 2a - b > 1, on a alors -a - b - 1 5 O et -2a + b + 1 5 O. Donc : 



Et donc : 
2r3a si 2a - b  = 0. 

(117 +I2. +'JO)  = { 0 si 2a - b  2 1. 
Pl ,PZ 7P3 20 

Conclusion 

car lm] = 6. 

S i 2 a - b 2 1  

Et finalement : 
r3a si 2a - b  = 0. 

mp(r> = O si 2 a - b >  1. 

Par suite 
lim m p ( r )  5 1  
r+l  

Ce qui confirme que ( S U ( 3 ) ,  H 3 )  est une paire de Gelfand. 

VI.2 Le cas S U ( 2 )  D H2. 

On conserve les mêmes notations que dans les parties IV.l et VI.l et on se propose de 

calculer l'intégrale : 

pour tout p de I?. 
On choisit le tore diagonalisé T de S U ( 2 )  dont les éléments sont de la forme : 

t = (0' ) , Oj = Oj ( t )  E [O, 211 arec O2 = -Oi. 
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Toujours avec les mêmes arguments que précédemment, on a : 

Les racines de SU(2) associées à T sont les formes linéaires : 

Q1,2 = o1 - 02 = 201 > 0 

La demi somme des racines positives est : 

Ainsi donc 
~ + ( t )  = ,iein (1 - e-ia) = , i O i  (1 - e-2i0i)  

h 

Soit Xo le plus haut poids de p de K. Il ne dépend que de l'unique racine simple al,:, de 

SU(2). On écrit : 
Xo = a a l , ~  = 2aOl. 

Vu que 2 < Xo, Q1,2 > 
E N, on obtient que 2a appartient à N 

< a 1 , 2 ,  a 1 , 2  > 
Pour tout t de T, le caractère x,(t) de p est : 

où s est une permutation de { 1,2) de signature E ( s ) .  

Puisque Xo + 6 = (a + l ) O 1  - a02, on a 



Pour s = id 
on a E ( S )  = 1 et 

s(S  + X o )  = (a  + 1)01 - a02 = (2a + 1)Ol.  

Pour s = (2.1) 

Par conséquent, 

car /ml = 2. Et  enfin : 
lim mp(r) = 1. 
r-1 

  SU(^), H ~ )  est bien une paire de Gelfand. 
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Remarque 

Dans le cas SU(2) D H2 l'intégrale donnant m, est convergente. On peut l'écrire directe- 
ment. En effet pour tout p de I?, on a : 

VI.3 Le cas T' D H 2 .  

avec 

On calcule 

1 
mp(r) = - 

JTI J o H 2  

E, (r, t)(~)~,(t-l)dzd~dt 
(0>1) 

Pour p de I? de plus haut poids a&, a appartenant à Z, on a : 
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Et donc : 

mp (r) = rPl+pz de ,-i(plql+p~q~+a)O - 
27r 

On suppose que 92 > O. Si a 5 O et si a est un multiple de -92, on a : 

= 00 

De même si 92 < O, si a 2 O et si a est un multiple de -92, on a : 

Dans tous les cas, 
lim mp(r) > 1. 
r-1 

(Tl, Hz) n'est donc pas une paire de Gelfand si q l  = O et 92 # O (ou ql # O et 92 = 0). 

b) Si q1 I q2 < 0 
h 

On considère la représentation p de K de plus haut poids a = (q2 - l)ql. 

On peut trouver plusieurs entiers positifs pl,  pz tels que plql+ p2q2 = -a. En effet, on a : 

Donc : 

mp(r) = r ((l-qz)+O) + r((l)+(-qi)) + C r ~ l + ~ z  

et puisque 
lim mp(r)  > 1, 
r-1 

(Tl, HZ) n'est pas une paire de Gelfand. 
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Remaraue 

Si ql = q2, r n p ( r )  est homogène. En effet : 

-a 

rq;l si - a  est un multiple de q2. 
rnP(r) = 

si - a  n'est pas un multiple de 92. 

c) Si qi < O < qz 
h 

On choisit maintenant la représentation p de K de plus haut poids a = qlq2. 

De même, on peut trouver plusieurs entiers positifs pl ,p2  tels que plql + p2q2 = - a  

pour tout rn  dans^. (Tl, H z )  n'est pas un paire de Gelfand car 

lim rn,(r)  = +OO. 
r-+l 

d) Si O < qi I qz 
h 

Soit p de K, la représentation de plus haut poids a = -(2q2 + l ) q l .  

On peut toujours écrire : 

- a  = (2q2 + l)q1 + 0 q2 

= 1 ql + 2q1 q2 * 

et donc (T', H 2 )  n'est pas un paire de Gelfand. 

On remarque encore que si = q2, m p ( r )  est homogène. De même que plus haut : 

-a - 
T 92  si - a  est un multiple de qa.  

si - a  n'est pas un multiple de q2. 
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Chapitre VI1 

LES FONCTIONS SPHERIQUES ASSOCIEES 

AUX PAIRES DE GELFAND. 

VII.l Définition et rôle des fonctions sphériques. 

Etant donnés N un groupe de Lie connexe, simplement connexe et nilpotent de pas 2 et 

K un groupe compact agissant sur N par automorphismes, on forme le produit semi direct 

et on désigne par C,(G) (respectivement L1 (G)) l'algèbre de convolution des fonctions 

continues à supports compacts (respectivement intégrables pour dx, la mesure de Haar 

invariante à gauche) de G. 

On note par CF (G) (respectivement Lk (G) ) la sous-algèbre de convolution des fonctions 

K-biinvariantes de C F  (G) (respectivement L1 (G)). 

On suppose que (K,  N) est une paire de Gelfand. 

Définition VII.l.l 

On appelle fonction sphérique associée à la paire de Gelfand (K, N)  (ou fonction 

K-sphérique), toute fonction continue K-biinvariante q5 sur G telle que l'application : 

soit un caractère non nul de CF(G).  Autrement dit : 

pour tout f ,  g dans C F  (G). 
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Remarque VII.1.2 

Les fonctions K-sphériques jouent le rôle que les fonctions exponentielles jouent dans la 

transformation usuelle de Fourier pour les paires de Gelfand. 

Proposition VII.1.3 [14] 
Soit 4, une fonction continue, K-biinvariante et non identiquement nulle sur G. Alors 

4 est une fonction K-sphérique si et seulement si 

pour tout x ,  y dans G et où dk  est la mesure de Haar sur K .  
En particulier, si eG est l'élément neutre de G,  on a : 

Preuve 

Pour tout f dans Cc(G), on pose : 

f ( x )  = JK JK f (kl~k2)dkldk2, x E G 

Ainsi pour tout f ,  g dans Cc(G) , on a 

= 1 / 4(xky)dk - 4 ( ~ ) 4 ( Y ) l f  ( X ) ~ ( Y ) ~ X ~ Y .  
G G K  

D'où le résultat. 

Proposition VII. 1.4 [14] 
Soit 4 une fonction continue, K-biinvariante et non identiquement nulle sur G.  Alors 

4 est une fonction K-sphérique si et seulement si les assertions suivantes sont vérifiées : 

i )  +(eG) = 1.  I 

ii) Pour toute fonction f dans C:(G), il existe un nombre ~ ( f )  tel que : l 
i 
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Preuve 

On suppose que + est une fonction K-sphérique. 

Pour tout f dans CF (G), on a : 

et en particulier 
+(e) = 1. 

Réciproquement, si 4 vérifie i) et ii), l'application 

est un caractère de l'algèbre CF (G) . 

Théorème VII.1.5 [14] 

Soit 4 une fonction K-sphérique bornée alors l'application : 

est un caractère de L1 (K\G/K) et tout caractère de L 1 ( K \ G / ~ )  est de cette forme. 

Preuve 

La partie directe de ce théorème résulte de la définition des fonctions K-sphériques et de 

la densité de CF(G)  dans L1 (K\G/K). 

Réciproquement, puisque (K, N) est une paire de Gelfand, L1 (K\G/K) est. une algèbre 

de Banach commutative pour la convolution. Or les caractères non nuls d'une algèbre de 

Banach commutative sont des formes linéaires continues de norme 1. Par suite, il existe 

une fonction 4 dans Lm(G) K-biinvariante telle que : 
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De plus la relation ~ ( f  @ g) = x(f)x(g) permet d'écrire : 

Jc f @ 4(11)9(11)d~ = x(f) 1 ~ ( Y ) S ( Y ) ~ Y .  
G 

Ceci étant vrai pour tout f ,  g dans C;(G), on a : 

f @ (7x4 = x ( f  )4(x) 

localement presque partout et d'après la proposition VII.1.4, ceci montre que 4 est locale- 

ment presque partout égale à une fonction sphérique. H - 
Soit L h  (N)  le spectre de L 1 ( ~ \ G I K )  (ou espace de Gelfand). 

D'après la théorie de Gelfand, L i ( N )  peut être muni d'une topologie qui en fait un espace 

localement compact. 

Et grâce au théorème VII.1.5, l'espace L i ( N )  s'identifie à l'espace des fonctions K- 

sphériques bornées. 

L'intégration contre une fonction K-sphérique bornée définit donc un homomorphisme 

continu de L 1 ( ~ \ G I K )  qui est isomorphe à Lk(N) .  Tous les homomrphismes continus de 

L 1 ( ~ \ G I K )  donc de L h ( N )  sont de cette forme. 

On considère (T,, 'FI,) une représentation unitaire et irréductible de N. 

On construit la représentation unitaire et irréductible (",, 'FI,) de la même manière que 

dans la partie 1.3. 

On note toujours par K, le stabilisateur de T,. 

Soit 'FI, = @ Pa la décomposition de 'FI, en sous-espaces K,-irréductibles. Cette somme 
a 

étant bien sûr infinie. 

Théorème VII.1.6 [4] 

Pour tout Pa, tout v de norme 1 dans Pa et tout x dans N ,  l'expression : 

définit une fonction K-sphérique bornée indépendante du choix de v dans Pa et toute 
fonction K-sphérique bornée s'obtient de cette manière. 

Preuve 
On considère l'homomorphisme : 

défini par l'intégration contre 
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Puisque L1 (N)  est une algèbre de convolution de Banach symétrique [24], 'il existe une 

représentation (T, 'FI,) de L1(N) et un sous-espace 'FI4 de dimension 1 dans 'FI, tels que : 

(7rILX ( N ) ,  'FIm) soit équivalente à (fi,, C). 

Comme fi, est irréductible, l'extension n est aussi irréductible [29]. On montre grâce aux 

identités approchées en tout point de N que T est obtenue par intégration de T, avec 

'FI" = 'FI*. 
Soit v un vecteur de norme 1 dans 1-14. Alors pour tout f de LK(N), on a : 

et donc : 

= L J ,  f(k-lx) < n,, (x)v, v >wu  dxdk (car f est K-invariant) 

=J,L  f (x) < T U ,  ( k x ) ~ ,  >3iU dxdk. 

Et comme 4,u,, est K-invariant, en changeant l'ordre d'intégration on obtient que : 

De plus, Benson, Jenkins et Ratcliff montrent [4] que si n , ~  est une autre représentation 

unitaire et irréductible de N ,  alors : 

I 
= #,,, si et seulement si nu est équivalente à T,I et a = a 

Corollaire VII. 1.7 [7] 

Soit {vl, 212, . . . , vm) une base orthonormale de Pa. 
Si Ku = K ,  on a alors pour tout x de N : 

On se restreint au cas où N = H, le groupe de Heisenberg de dimension 2n + 1 et où 

K est un sous-groupe compact et connexe de U ( n )  agissant naturellement sur H,. 
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VII.2 Les fonctions K-sphériques associées a u x  groupes d e  Heisenberg. 

On garde les notations des parties précédentes, à savoir que Hn est le groupe de Heisen- 

berg de dimension 2n + 1, K est un sous-groupe compact et connexe de U(n) agissant 

naturellement sur V de telle sorte que (K,  Hn) soit une paire de Gelfand. 

Les représentations unitaires et irréductibles de dimension infinie de Hn sont de la forme 
1151 : 

où 

(%o,I) (z, t)  f )  (w) = e i t - y - 9  f (W + Z) 

et A est dans IR\{O), tandis que les caractères de H, sont donnés par : 

On leur associe respectivement les fonctions K-sphériques : 

L'ensemble des fonctions K-sphériques de type II est dense dans l'ensemble des fonctions 

f de L1 (Hn) dont la transformée de Fourier s'annule en t = 0. 

Ce dernier est par construction inclu dans l'intersection des noyaux des xqU donc 

l'ensemble des fonctions K-sphériques de type II est de mesure nulle dans l'espace de - 
Gelfand LK(Hn). 

Dans la suite, on se réduit à n'étudier que les fonctions K-sphériques de type 1. 

On a établi (partie IV) que K, = K. 
Avec les mêmes notations que la partie précédente, les fonctions sphériques bornées 

associées à (K, Hn) sont donc de la forme : 

On pose : 

On a alors : 
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D'autre part, l'espace P (V)  des polynômes holomorphes sur V = Cn est dense dans l'espace 

Hilbertien 3-l" des fonctions de carré intégrable, muni du produit scalaire : 

Soit : 

la décomposition de P ( V )  en sous-espaces K-irréductibles. La somme étant cette fois finie. 

On fixe une base orthonormale {vi, va,. . . , vl)  de P, et on pose : 

Proposition VII.2.1 [7] 

i) p, est un élément K-invariant de 1 'espace P (Vw ) des polyômes sur l'espace réel VR . 
ii) {p,} est une base de l'espace KP(VR) des polynômes K-invariants sur VR. 

Preuve 

En effet, on a 

On fixe v dans K ~ ( ~ R )  et on écrit : 

où v,,p est un élément de P, @ pp. 

Cette somme est finie puisque v,,p = O pour presque tout (a ,  P) .  
Puisque les sous-espaces P, sont K-invariants et deux à deux orthogonaux , tout v,,p 

doit être K-invariant. Donc les éléments K-invariants de chaque P, @ ~p engendrent 
KP(~w). 
Et comme P(VR) est sans multiplicité, une application du lemme de Schur montre que 

P, 8 Pp n'a pas de vecteur K-fixe lorsque a # /3' et que P, 8 Pp contient un sous-espace 

de dimension 1 constitué de vecteurs K-fixes qui est engendré par p,. 

Et enfin, l'ensemble {p,) est linéairement indépendant puisqu'il y a pas de relations 

de dépendance linéaire non triviales entre les sous-espaces P, 8 5 de P(VR). 
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On rappelle maintenant des résultats fondamentaux de la théorie des invariants dans ce 

cadre-ci. 

Le polynôme p, est homogène de dégré 2 deg(P,). 

On en déduit que tout les polynômes invariants sont de dégré pair. 

Si q est un polynôme invariant de dégré 2m, il devrait appartenir à l'espace engendré par 

{P,' deg(Pa) 5 m l  

Puisque K est compact, K ~ ( ~ R )  est alors engendré par un espace de dimension finie. 

Si f (z) et g(z) sont deux vecteurs de K-plus haut poids dans P(V) ,  c'est-à-dire qu'ils 
respectent le choix d'une sous-algèbre de Cartan fixée et l'ensemble des racines positives 

de K ,  alors f (z)g(z) est aussi un vecteur de K-plus haut poids. 

Un vecteur de K-plus haut poids dans P(V)  est dit primitif si on ne peut pas l'écrire 

comme produit de K-plus haut poids. 
Soient P,,, . . . , Pa,, les composantes irréductibles dans P(V) qui contiennent des vecteurs 

de K-plus haut poids primitifs. On pose : 

Définition VII.2.2 
Les polynômes yj, j dans (1, . . . , d} sont appelés. invariants fondamentaux. 

Théorème VII.2.3 [21] 

Si l'action de K sur V est irréductible, on a : 
K ~ ( V R )  = @ [ ~ l , ,  - "/'dl. 

Preuve : Voir [21] 

Lorsque V est K-irréductible, le dual V* de V (qui est contenu dans P(V)) est l'une des 
composantes K-irréductibles primitives. 

On notera par y1 le polynôme invariant de P(VR) lui correspondant. On a : 

Théorème VII.2.4 (Procédure d'orthogonalisation) [7] 
Avec les notations précédentes, on a : 

où q, est un polynôme dont la composante homogène de plus haut dégré est de dégré 

(-l>"~,., 

avec m = (4) deg (p,) . 
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Plus précisement, les polynômes { q , )  sont obtenus à partir des polynômes { p , )  (à un 

scalaire multiplicatif près), par application de l 'algorithme d 'orthogonalisation de Gram- 

Schmidt qui respecte la mesure 
dk = e-Hzzdzds 

et en normalisant de telle sorte que q,(O) = 1. 

La suite { p , )  étant ordonnée de telle façon que 

On peut donc, au moins en principe, retrouver les fonctions K-sphériques 4,, c'est-à-dire 

les polynômes q, en appliquant un procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt à une 

base de l'algèbre des polynômes @[yl, . . . , yd] pour un produit scalaire provenant de celui 

de P(VR). Cependant, ce calcul est difficile à mener explicitement en général c'est-à-dire 

pour les cas où K # U ( n )  . [8] 
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Chapitre VI11 

LES FONCTIONS S O ( ~ ,  IR) XT-SPHERIQUES 

SUR LE GROUPE DE HEISENBERG. 

Dans cette partie, on étudie exclusivement le cas K = SO(n, R) x T. 
Ce cas a été étudié en détail dans [8]. C'est en effet un bon exemple de paire de 
Gelfand pour lequel la décomposition en sous-espaces K-irréductibles des espaces 'FI, des 

A 

représentations T de Hn n'est pas triviale et demande une bonne connaissance des fonctions 
sphériques. On se propose donc de décrire les fonctions sphériques ou plutôt les q, qui 
leurs sont associés comme polynômes non commutatifs en utilisant le produit star de 
Berezin au lieu du produit usuel. 

VIII.l Description des K-orbites et é t u d e  des invariants 

On considère donc l'action de K = SO(n, R) x T sur les espaces V = Cn et Hn, le cercle 
T = R/27rZ agissant sur V par la multiplication scalaire. 
Pour z de V et k = (A, eie) de SO(n, R) x T, on écrit : 

k.z = e i e ( ~ z ) .  

(SO(n, IR) x T, Hn) est une paire de Gelfand. Nous montrerons dans cette partie que 
la décomposition de l'ensemble P(V)  des polynômes holomorphes sur V en sous-espaces 
SO(n, R) x T-irréduct ibles est sans multiplicité. 
Pour tout z de V, on écrit : 

z = (u'v)' 
où u = ?Xe(z) et v = 3m(z) sont dans Rn. 

Lemme VIII. 1.1 
1) Pour tout 8 appartenant à R\{mT, m E Z), 

eie.z est dans SO(n,R).z si et seulement si llull = llvll et U.V = 0. 

2) Si z de V est tel que 1 lu1 1 # 1 1 ~ 1 1  OU u.v # O, alors : 

eie.z est dans SO(n, IR) .z si et seulement si 6' est un multiple entier de T. 
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Preuve 
Soit z fixé dans V 

On suppose qu'il existe O dans IR tel que eie.z appartient à SO(n, R).z. Il existe alors A 

de SO(n, IR) qui vérifie : 
eie.z = Az. 

Si on écrit z = u + iv où u et v sont dans Rn, on obtient : 

Ce qui revient à dire que : 
Au = cos0 u - sin0 v 

Av =cos0 v+sinO u 

Et puisque A est dans SO(n, IR), on a : 

Par suite : 
cos2 O Ilu112 + sin2 O Ilv112 - 2 sin Ocos O u.v = I I u ~ ~ ~  
cos2 O IIvI12 + sin2 0 11u1I2 + 2sinOcosO u.v = Ilv1I2 

(cos20 - sin2 O) u.v + sinOcos0 ( 1 1 ~ 1 1 ~  - l l ~ 1 1 ~ )  = u.v 

c'est-à-dire : 
- sin2 0 llu(I2 + sin2 0 11v112 - 2sinOcosOu.v = O 

sin20 1 1 ~ 1 1 ~  - sin2 0 IIvl12 + 2sinOcosOu.v = O 

1) Si O # m r  pour tout m de Z, le système précédent se ramène à : 

sin0 - ( ( ~ 1 1 ~ )  + COS O(2u.v) = O 

cos0 ( 1  lu1 l 2  - 1 l ~ 1 1 ~ )  - sinO(2u.v) = O 

ce qui n'est possible que si llull = 1 1 ~ 1 1  et u.v = 0. 

2) Il est clair que si llull # 1 1 ~ 1 1  OU u.v # O alors eie.z = Az implique O = m r ,  m dans Z. 
Réciproquement si O = m r ,  m dans Z alors eie.z = kz appartient à SO(n, R).z rn 

On restreint O à l'intervalle ] - r, r] et on considère les sous-espaces K-invariants : 
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Proposition VIII. 1.2 
Les K-orbites de V sont de la forme : 

1) K.z E Sn-' x T si z est dans Vl et si S e  (z) et 3m(z) sont linéairement dépendants. 

2) K.z E Vn,2 x T si z est dans Vl et si Se(z) et 3m(z) sont linéairement indépendants. 

3) K.z E Vnj2 si z est dans V2 et si Se(z)  et 3m(z) sont linéairement indépendants. 

4) K.0 = {O). 

Ici, Vn,2 désigne la variété compacte de Stiefel des 2-repères orthonormés dans R2" et 
s n - 1  désigne la sphère unité de dimension n - 1. 

Preuve 

Soit z fixé dans VI. 

Tout point k.z de l'orbite K.z s'écrit eieAz avec 8 dans [-5, $[  et A dans SO(n, R). 
En effet : 

avec 81 dans [- T, - 5 [, on écrit : 
e-ix.z = Aoz 

et donc : 
kez = e ' ( e l + x ) ~  1A02, 

où 8 = el + T est dans [O; $ [ et A = AIAo dans SO(n, IR). 

si 81 est dans [$; T[, on écrit : 
eix.z = Aoz 

et on obtient : 
k.z = ei('l-")A1A 02, 

où 6' = 81 - T est dans [O, % [ et A = AIAo dans SO(n, IR). 

De plus, 
eieA.z = eie'A'.z si et seulement si A.z = A'.z. 

Alors l'application 
k.z u (A.2, e") 

est une bijection de K.z dans SO(n, R).z x D'où l'identification : 

D'autre part, si u et v sont linéairement dépendants et non nuls, on a : 

SO(n, R).z E SO(n, IR).u (ou SO(n, R).v si u = 0) 
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L'orbite d'un point z de Vl tel que u et v sont linéairement dépendants et non nuls est : 

K.z EY sn-l x T et dimK.2 = n. 

Si u et v sont linéairement indépendants, on a : 

L'orbite d'un point z de Vl tel que u et v sont linéairement indépendants est : 

K.z E Vn,2 x T et dimK.z = 2n - 2. 

On fixe maintenant un point z dans V2. Pour tout k de K ,  on a : 

k.z = e i e ~ . z  = ~ e ' ~ . z  = AAoz E SO(n, R).z 

et donc : 

Si u et v sont linéairement indépendants, on a : 

Si u et v sont linéairement dépendants, on a 1 lu[ 1 = Pl lu1 1 et u. (Pu) = O et donc u = v = O 

Les orbites génériques sont données par le deuxième point point de la proposition VIII.1.2. 

Elles sont de codimension 2, ce qui suggère que l'action de SO(n, IR) x T sur V possède 
l 
l 

deux invariants fondamentaux. 1 
I 

Puisque (SO(n, R) x T, Hn) est une paire de Gelfand, la décomposition de P (V)  en 

sous-espaces de polynômes K-irréductibles est sans multiplicité. Cette décomposition passe 

par celle de P(V) en polynômes homogènes. On écrit : 

où Pm = Pm(V) est l'ensemble des polynômes homogènes de dégré m. C'est un espace de i 
dimension finie. Il est K-invaria.nt. I 
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Soient : 
2 2 

E = Z 1  + . . . + Z n  

On définit l'ensemble des polynômes harmoniques par : 

Soit N, l'ensemble des polynômes harmoniques homogènes de dégré m. On a : 

Les espaces N, sont SO(n, W)-invariants par construction. Et un calcul direct de leurs 

plus hauts poids montre [26] qu'ils sont irréductibles et inéquivalents. 

En utilisant la multiplication par E,  on montre [8] qu'on a la décomposition : 

Pour tout k, 1 dans N, on pose : 
1 PkJ = € Nk. 

Les sous-espaces Pk,l, k + 21 = m sont alors des modules K-invariants, irréductibles et non 

équivalents, les espaces Nk,1 correspondants étant en que SO(n, R)-modules équivalents 

à Nk. L'action de T sépare les Pm donc les NkJl  de deux "couches" différentes. De plus : 

Pour tout module Pk,l, on fixe une base orthonormée {vj ) de Pk,1 et on construit le 

polynôme K-invariant associé au module Pk,1 suivant : 

Ainsi pour k = 1 et 1 = O, le polynôme K-invariant associé au module PlJO = Ni = Pi(V)  

dans la base orthonormée 
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est : 
z Z 

P1,o = (2~)~- 
llzl II, 

De même, pour Ic = O et 1 = 1, le polynôme K-invariant associé au module Po,l = ~ 7 - l ~  = E@ 

dans la base orthonormée 

est : 
E E  

P0,l = (2~)~- Il4 II, 

On choisit comme invariants fondamentaux les polynômes : 

Benson, Jenkins et Ratcliff [8] montrent directement que l'algèbre K ~ ( ~ n )  des 

polynômes invariants est exactement @[yl, y2]. Nous retrouverons ce résultat dans la partie 

suivante. 

VIII.2. Fonctions SO(n, R) x 7'-sphériques et produit star de Berezin. 

Soit nkll la projection orthogonale de p(V)  sur Pk,l définie par : 

pour tout f de F'(V). Le symbole de l lk , l  est donné par : 
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A présent, on définit les opérateurs m, et A de P ( V )  dans P ( V )  respectivement par : 

et 
A : v +-+ Au. 

Leurs symboles sont respectivement donnés par : 

pour tout z  de V. Les opérateurs m, et A comme tout opérateur de symbole polynomial 
défini de P(V)  dans P(V)  s'écrivent sous forme d'opérateur intégral : 

avec A = m, (respectivement A). 
On peut calculer le produit star de leurs symboles. Ce qui donne pour tout z  dans V  : 

1- ( v - z ) ( 0 - 2 )  - - 2 JI r(z) pr(z)e- 2 dvdü 
( 2 ~ ) "  

= 6 , ( z ) Â ( z ) .  
De même pour tout z de V, on a : 
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Or E(U + z )  = E ( U )  + e ( z )  + 2uz  et par conséquent : 

u "3 

-+dujdüj = ( 2 n ) 2 ' 1 ! ~ ~ , ~ ,  pour tout k, 1 de W et j dans { l ,  . . . , n},on a 

= i n , ( z ) Â ( z )  + 2 ( n  + Iz12) 

Remarque VIII.2.1 

Si f est un symbole quelconque défini dans V ,  on a pour tout z dans V : 

(6, * f ) ( z )  = f ( z )& , ( z )  et ( f  * Â ) ( z )  = Â ( 4 f  ( 2 ) .  
A 

Ceci est dû au fait que 6, (respectivement A) est une fonction holomorphe (respectivement 
antiholomorphe)(proposition 111.3.5). 

On considère l'opérateur XP de P ( V )  dont le symbole est défini par : 

$ ( z )  = (n  + lz12), V z  E V. 

A A 

Les trois symboles (S,, A, Q) engendrent une algèbre de Lie isomorphe à 512. 

Preuve 
Le calcul du produit star des symboles des opérateurs m, et A donne : 

A A A 

  in,,^], = m , * n - ~ * m ,  
A 

= -250 

D'autre part, grâce à la remarque VIII.3.1 on a 2 1  * Â = 2 1 Â .  Et : 
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On a donc : 
A h  

[2*, A ] *  = -8Â. 
h h 

De la même manière, on a f i ,  * 2Q = 2 q  f i ,  et 
.-. ( v - z ) ( * - z  

2 9 * 6 ,  = - 2(n + ü z )  r(v)e-  2 ) dvdü 

Et enfin 
h 

[2*, fi,] * = 8 6 , .  

S i  p ( z )  est un polynôme de dégré 1 ,  on a : 

Qcp(z) = (n  + 2 1 ) ( p ( z ) .  

Proposition VIII.2.4 
Pour tout k ,  1 dans N, le symbole du projecteur orthogonal ITk , l  est : 

- 
A 1 A A def  1 A E 

n k , l  = - fi,* . . .  * f i , * n k l 0 * ~ * . . . * ~  = - c*' * nk,o * ( z ) * l ,  
C k , l  - - C k , l  

lfois lfois 

4'1!(k + 5 + 1 - l ) !  
OÙ Ck,l = 

(k +; - l ) !  

Pour démontrer cette proposition on passe par le lemme suivant 

Lemme VIII.2.5 
Pour tout 1 et pour tout k dans N, on a : 

A 
h A  

h 

1 )  28*fi,*...*m,=rn,*...*fi,*(28+81) . - - 
lfois lfois 

h 

2 )  Â * m , * . . . * f i , * i i k ,  =4z(1î+;+1-i)m,*...*6,*nk, O .  - - 
lfois ( 1  -1)fois 

De plus est donné par : 

Remaraue VIII.2.3 

A A A 4 l l ! ( k  + 5 + l - l ) !  A 

3 )  ~*...*~*6,*...*6,*n~,, = n k , ~ .  -- ( k  + ; - l ) !  
1 fois lfois 
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Preuve 
Pour montrer le premier point, il suffit de voir que 

entraine que 
h 

2 G * m , = m , * ( 2 * + 8 )  

et de déduire le résultat par une récurrence sur 1. 
Pour démontrer le deuxième point, on rappelle d'abord que pour tout cp de P ( V )  on a 

et donc par définition des polynômes harmoniques A o et par suite Â * f i k , ,  sont 

identiquement nuls. Alors : 

Â * m, * f i , ,  = (2s + m, * Â) * f i , ,  
h h 

= 2~ * II,,, 

Le résultat s'obtient par récurrence sur 1 .  Quant au troisième point, c'est une simple 

conséquence du deuxième point. 

Preuve de la proposition VIII.2.4 

On considère l'opérateur Tkjl de symbole : 

- m'G 7 

lfois lfois 

TkI1 est le projecteur orthogonal de P ( V )  sur P k , l .  

En effet, on vérifie, par application du lemme précédent que : 

- 
où ?k,l  est le conjugué de ?k, l .  

D'autre part, on note par ~m(?k,k,i)  l'ensemble image de P ( V )  par l'opérateur de symbole 

?k,l. La représentation de sr2 dans P ( V )  est une somme directe de représentations de 

plus petits poids n + 2k ,  k 2 O .  Ces poids sont positifs donc chaque représentation est de 

type S,', avec les notations de Dixmier [13] c'est-à-dire une représentation de dimension 

infinie où Q est diagonalisé, admet les poids 
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de multiplcité 1. E envoie un vecteur de poids n + 2k + 49 sur un vecteur de poids 

n + 2k + 4(q + 1), E est injectif le plus petit poids n'est pas dans l'image de E. A envoie 

un vecteur de poids n + 2k + 49, q > O sur un vecteur de poids n + 2k + 4(q - 1) , A est 

surjectif et son noyau est l'espace de plus petit poids. Donc pour tout v de Pklo et tout 

entier 1, il existe u de PkI1 tel que : 

v = A o . . . o A u  . - 
lfois 

Et donc : 
Pklo ~ 1 m A o . . . o A  . - 

lfois 

On a alors : 

et finalement 

Ce qui établit que : 

Im(IIklo o A O . . 0 A) = P k , o  - 
lfois 

Im(Tk,l) = m, 0 . . . 0 m,(Pk,o) = Pk,l. - 
lfois 

On considère à présent la projection orthogonale Hm de P (V)  sur le sous-espace 

Pm = 1 Pkji, alors pour tout r de V on a : 
k+21=m 

Son symbole est donné par 

pour tout z de V. 

D'autre part si (W,, 'FI,) est la représentation de U ( n )  définie par : 

pour tout f de 'FI, et r de O:;), 
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Wu se décompose en : 

où les Pm sont irréductibles et non équivalents. IIm est alors le projecteur spectral associé 

à Pm et son symbole est donné par : 

ici, xbm est le caractère associé à pm (proposition IV.2.5) 

Les deux écritures de fi,, entrainent : 

c'est-à-dire : 

rn! - C'm-21'1 
1=1 

" -  -"'- -' 

lfois 1 fois 

pour tout m > 2 et où [FI désigne la partie entière de 7 .  
On retrouve ainsi les résultats de [8] puisque d'une part, on a : 

D'autre part : 

lfois lfois 

grâce à la. remarque VIII.2.1 et enfin : 

I f  1 
- ri" ri 

m! ' cm-21.1 Pm-21,o. 
1=1 
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Plutôt que de calculer explicitement les p k , ~ ,  Benson, Jenkins et Ratcliff [8] cherchent 

des polynômes orthogonaux q k , ~ ,  obtenus par le procédé d'orthogonalisation de Gram- 

Schmidt des pk , l  rangés dans un ordre naturel. Ils montrent alors que les qk , l  sont aussi 

des polynômes orthogonaux obtenus par orthogonalisation des yfy; dans le même ordre 

naturel. 

Ici, on définit un autre produit scalaire < ., . >, sur P ( V )  en posant : 

h 

pour tout u, v dans P ( V )  et puisque les fonctions IIk,1 sont des symboles de projecteurs 

sur des espaces, deux à deux orthogonaux pour le produit scalaire usuel, on a : 

Théorème VIII.2.6 
Pour tout (k, 1 )  dans N x N, on a : 

1 )  < P k , l l  P k t , l t  >*= ( 2 ~ ) ~ 6 k , k / b l , l '  d i I f I ( P k , l ) .  

1 1  A A 

2 ) p k , l  = -- m,*...*m,*yl*...*yl*~*...*~+ 
k! C k , l -  \-,-/ - 

1 fois kfois 1 fois 
A h 

f a k / , l ' f % , * " ' * h , * y l  * . . . * y l A * . - . * A .  

kt , l '  - l'fois -- k'fois l 'fois 
kr+21'<k+21 

Preuve 
1 )  On a : 

2) On a d'une part : 

i 
1 A A - - - % , * . . . * % ,  * p k , ~  * A * ' . . * A .  - 

1 fois lfois 

I ~t comme 
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on obtient que : 

1 1 A h A 

me*. - -*me *dpk-2j,o * A*. . .*A] - - 
lfois lfois j=l lfois lfois 

1 A h 

r41 
A 7; A 

A 

= - [iîl,*...*m, *- * A*- . .*A + C i î l , * - . . * & ,  * ~ j ( ~ l , ~ )  * A*. - .*A]  
c k , l  - k! - j=l - -' 

lfois lfois lfois lfois 

r41 
k-2s s a v e c Q j ( 7 1 , 7 2 ) = x a s y l  72, asétantdansW. 

s= 1 

Et  d'autre part, on établit par un calcul direct que 

71 * . . . * ~ l  =Yf+Cbj7j, bj E R .  - 
kfois j=l 

Ce qui prouve que les p k , ~  sont des polynômes orthogonaux pour le produit scalaire <, >, , 
obtenus par la procédure de Gram-Schmidt à partir des polynômes 

h 
A A 

rk , l  = rn,*...*jn,*71 * . . . Y I *  A* . . . *A ordonnés par - 
lfois kfois lfois 

(k, 1) 5 (k', 1') si et seulement si k + 21 < k' + 21' ou k + 21 = k' + 21' et k 5 k'. 

De plus, nous avons comme simple conséquence de la remarque VIII.2.1 : 

Z f  -- A k -9 .+ Â*. . .*Â e 2 $7; = f?iE*...*rn,*y1e - -' 
lfois lfois 

pour tout ( k ,  1) dans N x N. Et comme 

pour tout k dans N, on a : 

2.5 -- h 

e 2 yfy!j = hi,*. . .*m, *k! - - 
lfois t+2j=k lfois 
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h 

Comme nk-2 j , l+ j  est le projecteur de P ( V )  sur Pk-2j,l+j, on a 
h 

Z t ( n k - 2 j , l + j )  = dim (7- fFlk-2j )  
- 
- dim ( P k - Z j )  - dim (Pk-4 j ) ,  

D'où : 

Pour tout (k ,  1 )  dans N x N on a : 

On obtient ainsi une nouvelle identité faisant intervenir les coefficients Ckll. 
Cette intégrale a été calculée dans 181. Elle vaut : 

Cependant, nous ne sommes pas arrivé à relier ces deux nombres par un calcul direct. 

Nous concluons ce travail par le calcul explicite des polynômes p k , ~ .  Ce calcul a été mené 

à bien par Gai1 Ratcliff en utilisant l'orthogonalié de ces polynômes pour le produit scalaire 

< .,. >*. 

Lemme VIII.2.8 
Pour tout entier m dans N, le polynôme Q défini sur IR par : 

. . - 
m! 

( x  - j  - 2 ) ( x  - j - 3 ) .  . . ( x  - j  - m),  
j = O  

l est identiquement nul. 

Preuve 

Le dévéloppement du terme ( x  - j  - 2 ) ( x  - j  - 3 ) .  . . ( x  - j  - m) suivant j s'écrit : 

! où A k ( x )  est un polynôme en x qui ne dépend pas de j. 
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On peut alors écrire : 

m- 1 m m! 

Q(x) = x x ( - l ) j  j!(m - j ) !  j k .  
k=O j=O 

m 
m! 

Et pour tout k dans {O, 1 ,  , . . . , m - 11, le terme x ( - l ) j  j !(m - j ) !  j k  est nul. En effet, 
j=O 

le polynôme sur IR défini par : 

et toutes ses dérivées d'ordre strictement inférieur à m s'annulent en x = 1. 

Au rang k = O on obtient : 

Au rang k = 1 ,  on écrit : 

m 

R'(1) = C ( - l ) j  m! (m - j )  = O.  
j =O 

j!(m - j ) !  

et on déduit le résultat pour k = 1 grâce au résultat du rang précédent. Le résultat pour 

tout k < m s'établit par itération. On en conclut que Q est identiquement nul. rn 

Théorème VIII.2.9 
Pour tout k, 1 dans N, 

Preuve 
Pour tout k, 1 dans N, on a établi que : 
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Ceci entraîne que : 

et par conséquent, pour tout jo fixé dans {O, 1 , .  . . , [:]}, on a : 

Par suite, si on change k - 2jo en k' et 1 + jo en 1' on obtient que : 

et on remarque que : 

pour tout k ,  k', 1,l' dans N tels que k' + 21' # k + 21. 
A présent, on pose : 

pour tout k, 1 dans N. Alors @k,l est un polynôme orthogonal à tous les pk l ,~~ ,  tels que 
k # k' ou 1 # 2'. En effet : 

1) Si k' + 21' # k + 21 on a : 

2) Si k' + 21' = k + 21 avec 1' = 1 - rn pour un certain m > O i.e. k' = k + 2m, on a : 

car 1 + j > 1 - rn pour tout j dans {O, 1, . . . , [ g ] } .  
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3) Si k' + 21' = k + 21 avec 1' = 1 + m pour un certain m > O i.e. k' = k  - 2m, on a : 

k - 2 j  

car < yi+j7pk-2m,L+m >*= 0 si 1 + j > 1 + m autrement dit si j  > m. Donc : 
( k  - 2 j ) !  

(- 1)j  
< fik,17 pk-2m71+m >* = 2 < ~k-2m,l+m >* 

1 k - 1  (k - 2 j ) !  

d'après le lemme précédent. De plus, on a : 

On en conclut que $kj l  = pk,l pour tout k, 1 dans N. 
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