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Notations

0 signale la fin d’une preuve

cf ce qui a faire

ie. c’est a dire

e.g. par exemple

0 ensemble vide

Vv ou

Q domaine borné de R ou IR”

=09 la frontiere de Q2

B.(x) boule ouverte de centre x et de rayon 7

r = (z1,22) les coordonnées cartésiennes de z dans IR

la norme euclidienne de =

=

2| = (2% + 75)

dr = dridxo la. mesure de Lebesgue sur R?
(z,y) le produit scalaire du vecteur z et y
N I’ensemble des entiers naturels
ExF le produit cartésien de Iensemble F et F'
E\F le complémentaire de F' dans £
GRK le produit tensoriel de deux espaces vectoriels G et K
A = (ai5)1<i,j<n la matrice A d’éléments a;j, 1 <1,7 <1
n

|A| = ( Z afj)% norme de Frobenius de la matrice A

6,j=1
I matrice identité
AT matrice transposée de A, AT = (aji)1<j,i<n

1



of
Bxi

faizs

D f(a)
D*f(a)
Vf

Af

c(Q)
c™ ()

Co*Q),0< A< 1

™A (Q)

exponentielle de la matrice,
A 2 43
e =I+A+§!—+—3—!+---
transformée de Laplace de la fonction g : R = R
dérivéede g: IR =+ R ena
la dérivée partielle de f: IR"™ — X (X espace de

Banach) par rapport & la variable z;
la dérivée partielle de f : IR™ — X (X espace de

Banach) par rapport & la variable z;

la dérivée partielle d’ordre 2 de f - R™ — X (X
espace de Banach) par rapport a la variable z;

la dérivée de Fréchet de f: IR™ — X (X espace de
Banach) au point a : f(a;i- h) = f(a) + Df(a).h+o(h)

la dérivée de Fréchet d’ordre k de f: R™ = X (X
espace de Banach) au point a

of .. 9f
dx;’ ' Ozy

le gradient de f: Q CR" =R : Vf = (

le Laplacien de f : @ CIR" — IR:
02 0>
I'espace des fonctions continues sur Q
I'espace des fonctions m fois continuement dérivables
dans 2
’espace des fonctions holdériennes d’ordre X sur €,

c’est 3 dire I'espace des fonctions continues sur Q

telles que  sup |f(z) = fﬁy)l
z,yEQ,c#y |.’E - y|

< 400

Pespace des fonctions f € C™(€2) telles que

2



Dif € CONQ), Vi lil <m
D I’espace des fonctions de classe C°° & support compact
inclus dans
LP(Q) l’espace des fonctions mesurables sur {2 telles que z
|f ()| soit intégrable sur {2, muni de la norme:
Flo2 =11l = (o lFP)?
HY(Q) P’espace des fonctions f telles que f € L2(Q), Df € L*(Q)
(au sens des distributions), muni de la norme:

1 £llz0 = Wflle@ = (flua +1V )

H}(Q) I’adhérence de D dans H'(Q)
T T
cosh(x) fonction définie par: cosh(z) = c +26
e —e %
sinh(z) fonction définie par: cosh(z) = 5
1
sech(x) fonction définie par: sech(z) = cosh(z)
‘ .
t
Si(z) fonction définie par: Si(z) = / EE-Irﬁdt
0
 cos(t) =1
Ci(x) fonction définie par: Ci(z) =y + log(z) + /0 Egs—(tl——dt
1
(v= n}gnoo(; 7~ logm)
1t2)k
Jo(t) fonction de Bessel définie par: Jo(t) k'I‘ D D

+o0
ol I‘(k+1)=/ thetdt = k!
0



Avant-propos

Ce manuscrit est divisé en deux parties indépendantes, la premiere partie traite
des problemes d’obstacle relatifs a la déformation d'un fil élastique et dans la
deuxiéme partie, on s'intéresse & une équation intégro-différentielle de Volterra de

type convolutif, relative a la théorie quantique.



PARTIE
1

SUR LA DEFORMATION D’UN FIL
ELASTIQUE



Introduction

Le calcul des variations est un sujet classique des mathématiques. De nombreux
mathématiciens et parmi les plus célébres ont contribué a son étude au cours des
siecles, il reste, & I’heure actuelle, un sujet trés vivant et en pleine évolution.
L’une des théories qui a eu une grande influence sur le développement du calcul des
variations est la théorie des inéquations variationnelles (née en Italie dans les années
60). Outre son importance purement mathématique et son lien avec les autres
branches des mathématiques (comme par exemple les équations différentielles et la
géométrie), il faut mentionner ses nombreuses applications a la physique.

Les problémes d’obstacle - telle est une grande partie de mon travail de these -
représentent une application importante de la théorie des inéquations variation-
nelles. Ces problémes ont envahi un domaine trés large des mathématiques ap-
pliquées notamment la mécanique et la théorie du control optimal.

L'étude des inéquations variationnelles a été introduite par le probléeme d’obstacle
suivant: :

Trouver la position d’équilibre

u=u(an),:1:€QC]R2

d’une membrane élastique contrainte de rester au dessus d’un obstacle donné 3. Ce
probleme a été résolu en le formulant en un probléme de minimisation

min/ |Vo(z)|de,
Q

ueK

oti K est un ensemble convexe de fonctions admissibles supérieures ou égales a 1.
En effet, on a donné une forme équivalente a ce probléme, c’est & dire I'inéquation
variationnelle suivante

u€ K,
{ / Vu(z)V(v — u)(z)dz > 0, Vv € K.
Q



Comme & tous problemes du calcul des variations, on peut associer au probléme
d’obstacle (pour u régulier) une équation différentielle

(u—P)Au=0 sur Q

avecu > Y, —Au>0 sur
et on définit un sous ensemble de {2 appelé ensemble de coincidence

A = {z € Q/u(z) = ¥(z)}.
Pour plus de détails dans le domaine des inéquations variationnelles et ses appli-

cations, une vaste littérature existe et nous recommandons, pour de plus amples
développements, entre autres, les références [8], [9], [16], [19].

L’étude faite en dimensions 2 (i.e. membrane élastique) a permis de donner de
~ nouvelles pistes de réflexion. Cependant, on a pensé & étudier le cas scalaire (i.e.
la déformation d’un fil élastique) car ce cas est plus simple et on peut tout calculer
explicitement du moins pour les cas étudiés dans ce manuscrit.

Venons en maintenant au contenu de cette présente partie de these. Elle com-
prend quatre chapitres qui peuvent étre lus plus au moins indépendamment. Dans
le premier chapitre, j’ai rappelé sans entrer dans les détails des preuves quelques
résultats relatifs & un probléme modele étudié par (3], [4], [9]. J’ai tenu & commencer
par ce chapitre pour donner une idée sur l'origine des problémes étudiés dans cette
partie du mémoire et pour marquer une continuité d’une série de résultats relatifs
a la déformation d’une membrane ou d’un fil élastique.

Le deuxiéme chapitre comprend un article fait en collaboration avec mon professeur
Chipot et Fouad (ancien doctorant). Dans cet article, on s’intéresse a la déformation
d’un fil élastique par un ou deux disques rigides identiques, roulant librement sur ce
fil. D’abord, on étudie la position d’équilibre d’un seul disque rigide en donnant une
formulation autre que dans le cas d’une boule roulant sur une membrane élastique
(cf [4]). Le probléme se réveéle étre équivalent & un probléme de minimisation de
la fonction d’énergie sur un sous ensemble compact de IR®. Ensuite, on étudie le
méme probléme pour deux disques rigides identiques. On pourrait penser que ces
deux disques vont prendre une position d’équilibre telle. que chacun d’eux soit situé
4 une méme altitude au centre du fil. Ceci s’avere faux lorsque les poids des disques
dépassent une valeur critique.

Du point de vue mathématique, si on désigne par r le rayon, ({1, h1), (C2, h2) les
coordonnées des centres des deux disques, le probléeme est équivalent & minimiser
sur un sous ensemble compact de IR* la fonction

1 1
F(Cl, hl,Cz, hz) = 5/ ui(x)dw - Ghl - Gh2
0



ol la partie intégrale correspond a 1'énergie élastique du fil, I'autre partie représente
1'énergie potentielle du systeme (G est le poids des disques, h; leur altitude).
u est la solution de 'inéquation variationnelle correspondante a notre probleme c’est
a dire .

u e K, / U (vy —ug)dx >0 Vv € K,

0

ol K = {v e H}(0,1)/ le graphe de v soit situé sous les deux disques}.
Dans le troisieme chapitre, nous étudierons la position d’équilibre de trois disques
identiques rigides par un raisonnement analogue a celui de deux disques identiques.
Dans le dernier chapitre, sont présentés divers résultats relatifs & la déformation
d'un fil élastique par un carré solide. En effet, le probleme étudié nous entraine
a un probleme de minimisation sur R* par rapport aux coordonnées de deux des
sommets du carré. Etonnament, la solution & notre probleme dépend de l'intensité
du poids du carré. On a démontré que dans 1'état d’équilibre, le carré n’adopte pas
toujours une position telle qu’il soit situé au milieu du fil. En effet, le carré peut
atteindre son minimum d’énergie pour deux positions symétriques en s’inclinant sur
le coté du fil élastique. Enfin, une dicussion générale des résultats suivie de quelques
questions et perspectives est présentée.



CHAPITRE 1

RESULTATS ANTERIEURS



Chapitre 1. Résultats antérieurs 10

1. Résultats concernant une boule rigide

1.1. Formulation et étude du probléeme

L’idée des travaux effectués dans cette présente partie du mémoire découle d'un
probleme modele étudié par Bandle et Flucher [3], Bemelmans et Chipot [4], Elliot
et Friedman [9].

Dans ce probléme, on suppose qu’une boule rigide de rayon r et de poids G est
posée sur membrane élastique, cette derniere est représentée par un domaine borné
Q et dont le bord I' est supposé fixe.

Sachant que cette boule roule librement sur la membrane, on veut étudier sa position
d’équilibre .

Figure 1

En désignant par ¢ = ({1,{2), h les coordonnées du centre de la boule dans un
repére orthonormal dont 'axe des h est dirigé vers le bas, ’énergie du systeme est
donnée par

E(u;(,h) = %/QIVu(m)ﬁdx — Gh,

ol la partie intégrale correspond & !’énergie élastique de la membrane et l'autre
partie représente I’énergie potentielle, u est la fonction décrivant la déformation de
la membrane, elle vérifie les conditions suivantes

u(z) =0 sur I

et
u(z) > Y¢n(z) pp sur B(§),

10



Chapitre 1. Résultats antérieurs 11

ot ¥ est la fonction d’obstacle donnée par

Yen(z) =h+/r? — |z — ¢|?, r € B.((0).

Du point de vu mathématique, le probleme est équivalent a un probléme de mini-
misation

( Trouver ((o,ho) € Q- x R, ug € ¢y hy-

ot Q. ={¢€Q, dist((.I') >r}

et

(P)  Q Kegno = {v € Hy(Q) : v(2) > ¢y ho(2) pp sur B,(Go)}-

tels que

L E(ug; Co, ho) = inf{% /Q IVu(x)lzdx —Gh:(¢,h) € Q. xR,u € K¢}

Il est bien évident que ug est solution du probleme auxiliaire

Etant données ((,h) € Q, x R, trouver u € K¢ 4
telle que

(Fo)
/Q |Vu(z)|[*de = min{/Q |Vu(z)|*de : v € K¢}

ug est donc solution de 'inéquation variationnelle correspondante au probleme, c’est
a dire

u € I{C,h?
(Fo) /W(x)vu-u)(.p)dr >0, Voe Ko
JQ

et du fait que (P}) admet une solution unique pour ((,h) données (voir [16]), on a
déduit Dexistence d’une solution pour le probleme (P) pour {2} convexe.

Il a été démontré (voir [11]) que si ug est solution de (P) alors elle vérifie les
propriétés suivantes

(i) ug € CLH(Q) N C2(Q\ A),

(i)
—Aug =0 pp sur 2\ A
—Aug >0 pp sur
ug — Y¢o,ne 2 0 pp sur B, (&)
U = P¢o,ho pp sur A
ug =0 sur I'

11



Chapitre 1. Résultats antérieurs 12

(voir [11] ou [16])
o1 A est I’ensemble de coincidence défini par

A= {z € B.(§) : u(z) = ¢Y¢r(z)}.

On est arrivé a formuler le probléme en un probleme de minimisation sur un compact
en démontrant que

e Si |h| est assez grande, il en est de méme pour I'énergie du systeme (cf lemme 4
[4])-

e L’infimum de I’énergie ne peut étre atteint dans le cas ou la boule touche le
bord, pour cela, on a démontré que I’énergie décroit quand la boule se déplace vers
l'intérieur de Q (cf théoreme 6 [4]).

En plus de la compacité du sous domaine ou le probleme a été réduit, on a la
continuité de la fonction d’énergie E (cf [4]), d’out, on a pu déduire 'existence d’un
infimum sur ce compact.

1.2. L’étude du probléme sur des domaines particuliers

On a démontré que si Q est un disque, la position d’équilibre de la boule est unique
et située au centre du disque et on a pu déterminer exactement les coordonnées du
centre de la boule (voir [4]), et donc, dit aux arguments de réflexion on a déduit que
pour un convexe ayant deux axes de symétrie orthogonaux, la position d’équilibre
du centre de la boule doit étre I'intersection de ces deux axes, et pour un convexe
qui admet un seul axe de symétrie, alors le centre de la boule dans ’état d’équilibre
appartient a cet axe.

Dans [4], les auteurs ont démontré qu’en général on a pas I'unicité de la solution pour
des domaines non convexes, en effet, ils ont donné un contre exemple en choisissant
le domaine suivant

QRZ(—S,S)X(—l,].)UBR(S)UBR(—S) avec S=R+1,r<1<R,

pour R assez grand, la solution n’est pas unique, le probleme (P) admet au moins
deux solutions symétriques ({1, (s €] — S, +S5[), on pu démontrer que 'origine O est
un maximum ou minimum local relatif a I'énergie (cf [10]).

Dans [10] Pauteur a démontré que si £ n'est pas convexe, cela n'implique pas que
la solution de (P) n’est pas unique, il a donc choisit le domaine composé suivant

Q=Br(O)U([-S-1,S+1]x[-1,1]) S=R+1,r<1<R

12



Chapitre 1. Résultats antérieurs 13

1.3. Etude faite par Elliot et Friedman

Passons maintenant aux travaux faits par Elliott et Friedman, en effet. ils ont étudié
le probleme autrement

Pour (¢ fixé, ils ont considéré le probleme auxiliaire suivant

Trouver (u,h) € K¢
(Pc) ¢ tel que
nr(¢) = inf{n.(v,1) : (v,1) € K¢} =nr(u, h)

ou

mo) = 5 [ 1Vota)ds = i
2 Jq

et
Ke={(v,0): 1€ R,v € Hy(Q),v > 91 pp surB.(£)}.

(P;) admet une solution unique (uc, h¢) (cf [9]).
Ensuite, ils ont considéré le probleme

Trouver ¢ €€,
(Z)< telle que
nr(¢r) = inf 7€)

Il est clair que si ¢ est solution du probleme (Z) alors (u*, (7, h") est solution du
probleme (P).

On est arrivé a démontrer que (o solution optimale est le point ou la par-
tie réguliere h de la fonction de Green (fonction de Green pour lopérateur

A:Glz,y) = —l—log

27 |z — vl
(cf [9]).
Soit C P’ensemble des centres harmoniques

— h(z,y)) dite fonction de Robin atteint son infimum

C={z":h(z*,z") = m(%nh(x,a:)}.

Dans le cas ol Q est convexe, cet ensemble est un singleton C' = {z*}, on a (pour
r assez petit)

. 1
G -2 Sclrlog =), (L (o]
c.~ sont deux constantes.

13



Chapitre 1. Résultats antérieurs 14

Dans [3], les auteurs ont amélioré ce résultat en démontrant que
|Co — 2| < evr = & € [z* — e/ 2 + eV/r).

Vu I'importance des centres harmoniques, il est indispensable de les localiser, on a
pu donc les localiser dans certains domaines particuliers

¢ Pour un domaine € convexe qui admet un seul axe de symétrie. il existe un seul
centre harmonique appartenant a cet axe et se trouvant évidemment a l'intérieur
du domaine 2.

¢ Pour un domaine § convexe qui admet deux axes de symétrie le centre harmonique
est unique et coincide avec l'intersection de ces deux axes.

e Pour le domaine Qg, on a mentionné précédemment que le probleme (P) dans ce
cas admet au moins deux solutions symétriques, par ailleurs, I’ensemble des centres
harmoniques vérifie la propriété suivante

Il existe z* € C telque —z*€C et z*€[-5,5],—2" € [-5, 5]

2. Résultats concernant deux boules rigides

L’étude de la déformation d’une membrane élastique par une boule rigide a
conduit a l'idée d’étudier le cas de deux boules rigides, en effet, dans [10] I'auteur
a procédé d’une facon analogue que dans le cas d’une seule boule (cf [4]).

Soit une membrane élastique occupant un domaine € dans le plan horizontal [T =
{(z1,29,23) € R3, 25 = 0}, sur cette membrane on laisse rouler librement deux
boules de poids G,Gy et de rayon rq, ro respectivement, on veut déterminer la
position d’équilibre de ces deux boules ainsi que la déformation de la membrane.

Dans ce cas I’énergie du systeme est donnée par

1

E(U;C1,h1,C2,h2) = 5/ |VU($)|2d9U — G1hy — Gahag,
Q

14



Chapitre 1. Résultats antérieurs 15

Figure 2

olt ((;,hi),1 = 1,2 sont les coordonnées des centres des deux boules, u est la
déformation de la membrane, elle vérifie les conditions suivantes

U(ZL‘) _>_ Ilf/)é,‘,hi(x)’ xr e BT‘;(CZ) I’ = ]'7 2

'll!i-i p,: fonction d’obstacle représentée par

VL (@) = hi+ /12— = G2, r € B, () (avec B, (¢) C Q).

1=1,2
On suppose que les deux boules sont rigides i.e.

G2 = CuI* + (ho — hy)?2 > (r1 +12)2% (2.1)

On pose
Q,, = {Cz ef: dist((i,I‘) > T'i}, 1 =1,2.

On introduit ensemble fermé et convexe des fonctions admissibles

I{Chhlvc2yh2 = {U € Hé(Q) : U(:B) > wéi,hi (JJ) pp sur Bm(Cz)aZ =1, Q}a
on a donc pu donner la formulation suivante du probleme

( Trouver wu;(1,h1,(s, ho

(i € Q.,.i,hi eR,:=1,2

tels que

G2 = Gl + (A = h1)? > (11 +12)%,

u € K¢, hyCohe

et

| B4 G1sha, o ho) = min E(vi € by ¢ 1)

—~
~—
.
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ol
W= {(v;C, ha € R) b € Ry (6, C) € Dy X D,/
¢ = P (R = h)? > (r 4 72)’ v € Konew )
en utilisant le probléme auxiliaire suivant

Trouver u € h = qu,hl.ca,h:)
telle que

/|Vu |da,—mf/1vv )P de.

On est arrivé donc a reformuler le probleme (Q) au probleme

( Trouver Cl)hl’c27h2

tels que (; €Q,,hi €R, 1 =1,2,
(5){ 16— GI? + (he — h1)? > (r1 +72)7,
et

E(Clahlac27h2) = nv]iipE(CahaCI’h/)a

W' = {(¢,h,¢',h'), b, A € R, (¢, (') € oy x Q[ [ - I+ (R =h)* > (ri+72)7}.

Par analogie au cas d’une seule boule, si u est une solution de (S), on est arrivé a
déduire qu’elle vérifie

i) ue CPHY)NC*HR\ (A UA),
(11)

—Au=0 pp sur 2\ (A} UAs)
—Au>0 pp sur §2

wu—v¢'>0  ppsur B (G)
u= pp sur A;

u=20 sur I’

1=1,2
A;: ensemble de coincidence relatif & la fonction d’obstracle Y* défini par

Ai={z € Bry(G) i u(z) = ¥(2)}i = 1,2

Le probléme des deux boules reste actuellement ouvert car malheureusement on
n’est pas parvenu a restreindre le probleme sur un sous domaine compact comme
dans le cas d’une seule boule, par ailleurs, on a pu généraliser les résultats trouvés
dans [4].

16
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e En effet, on a démontré qu’il est suffisant de considérer le probleme (S) sur un
sous domaine ol |(hy, ha)| < oo (cf lemme IV 3.1 [10]).

e On a pu déduire qu’en général, le probleme (S) n’admet pas une solution unique
car si on prend deux boules identiques (Gy = Gy = G,re = r; = r), alors si
(C1y ki, Ca, ho) est solution du probleme (S5), (Ca, ha, (1, hy) Vest aussi.

e On a étudié le probléme pour des domaines particulier

(1) Pour un domaine qui admet au moins deux axes de symétrie, si ({1, hy, (2, ho)
est solution du probeéme (S) alors la condition (2.1) est saturée i.e.

G2 = CuI* + (ha — h1)? = (11 +12)°,

autrement dit, dans ’état d’équilibre les deux boules se touchent.,

(2) Q = Bgr(O). si (Ci,h1, (2, ho) est solution du probleme (S5) alors la condition
(2.1) est saturée (puisque Br(O) admet au moins deux axes de symétrie) et on a
aussi que (1, (2 appartiennent & un méme axe passant par O.

(3) Si on prend I'exemple précédent avec G = Gy = G,ry =ry = r, alors les deux
boules sont en état d’équilibre quand elles se trouvent au méme niveau (h; = hz)
si B,.(¢1) N Br(¢2) = {O} (cf théoreme IV 8.3 [10]).

(4) On peut appliquer la formulation du probleme utilisée par [9] pour tI‘OUV er des
estimations relatives aux centres harmoniques, analogues au cas d’une seule boule
pour des domaines particuliers convexes.

17



CHAPITRE 2

SUR LA DEFORMATION D’UN FIL
ELASTIQUE PAR UN OU DEUX DISQUES
RIGIDES
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ON THE DEFORMATION OF AN ELASTIC WIRE
BY ONE OR TWO HEAVY DISKS

A. Aissani!, M. Chipot?2, S. Fouad

1 Département de Mathématiques, Université de Metz, Ile du Saulcy, F-57045 Metz cedex 0
2 Mathematisches Institut der Universitit Zirich, Winterthurerstr 190, CH-8057 Ziirich.

Abstract

In this paper, we consider the deformation of an elastic wire that supports two
identical heavy disks rolling freely on it. One can expect that the equilibrium
position of these two disks is such that we have them stabilized in the middle of the
wire at the same level. In fact, we show that this result fails when the weight of the
disks is large.

Mathematics Subject Classification: 49J40
1. Introduction

We consider an elastic wire that in an undeformed configuration occupies the
interval Q = (0,1). We suppose we let roll on it a disk of radius r and weight G.
The disk will settle at some position that we would like to determine (see figure 1).

- — - ————— = = -~y

[ IR LG
){'1 }"1
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First we will assume that the disk can fit between the points 0, 1. In other words
we will choose

0<r< —12- (1.1)

Next, it is clear that the position of the disk is completely determined by the position
of its center C that we will denote by

C = (¢, h). (1.2)

For convenience we will choose coordinate axes such that h is pointing downward.
Then, an admissible deformation u of the wire is a function from Q into IR such
that '

u(0) = u(1) =0, (1.3)

and such that u is located above the heavy disk. In other words, if we denote by
1" the function defined by

h = (z) = h+ /1% — (z = ()? Vz € B((,r) (1.4)

where B((,r) denotes the interval (¢ — r,{ + r) an admissible deformation is a
function u : Q@ — IR satisfying (1.3) and such that '

u(z) > ¥t (z) Vz € B((,r). (1.5)

A configuration corresponds to a choice of C, center of the disk, and to a choice of
u. Then its energy is given by - we denote by u, the derivative:

E(u:¢,h) = —;—/Qui(m)dzv ~ Gh (1.6)

where the integral part corresponds to the elastic energy stored in the wire and the
second part to the potential energy of the system.

Clearly for (1.6) to make sense one can choose
ue K h) ={ve H(Q)/ v(z) > Y (z) a.e z € Q}. (1.7)

Assuming that the disk can take any position in the strip (0, 1) x IR, the problem
that we would like to address is to find if there exists a point (uo; (o, ho) such that

(Co,ho) € (1,1 —=7T) xR, wug € K (Co, ho)
E(ug; Co, ho) < E(u;¢,h)  V(u;¢,h) such that (1.8)
(¢,h) e (r,1-r) xR, u € K(¢,h)

20
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i.e. minimizing E over all the possible configurations or positions of the disk.

Assuming that such a point (Co, ho) exists, ug will be such that

{UO € K(C(),ho), (1 9)
E(uo; o, ho) < E(u;Co,ho)  Yu € K(Co, ho) - '

In other words ug will be the solution of the variational inequality

{ Ug € K(CO) hO))
1 2

5/ up, (T)dT SlLui(x)dx Yu € K(Co, ho) (1.10)

Q 2

which can be also expressed (see [KS] or [C]) as

{ ug € K (Co, ho),

/ Uom(’ljm - U():,;)(iE)dIE >0 Yove K(Co, hO)
Q

(1.11)

This remark in mind for any (¢,h) € (r,1 — ) x IR one can introduce u = u(¢, h)
the solution to

u € K(¢,h),
/ Up(vp — up)(z)dz >0 Vo € K(C,h). (1.12)
Q
Then, clearly, (1.8) is equivalent to
Find (Cp, ho) € (r,1 —r) x IR minimizing
(1.13)

F(C,h)=%/ﬁu§(x)dax—6‘h on (r,1 —r) xR (u=u((,h)).

Let us first note that one has
Proposition 1.1. Let ({,h) € (r,1 —r) x IR. The solution u to (1.12) is given

u=0 if h<-r, (1.14)

u = the curve drawn on figure 1 when h > —r i.e. - with the notation of this figure

(1) for z € (0,z1),
u(z) = { Y(x) for z € (z1,91), (1.15)
(x — D)Ypg(y1) for z€ (y1,1).

21
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Proof. In the case where h < —r, ¥ < 0 and u = 0 satisfies clearly (1.12).

In the case where h > —r - i.e. when the disk touches the wire - it holds if u denotes
the function in (1.15):

31

(vg — ug)(z)dx + " VY (vy — ug)(z)de

T

/ a0 — ue) (@) = () [

1

+z(y1) / (vp — ug)(z)dz. (1.16)
Y1
Integrating by part one has
hn [a!
(@) (g — ug)(@)dz = — [ Yua(v — ¥)(2)dz + P (z) (v — ) (2)[2)
Reporting in (1.16) one obtains
1 1
/ ug (Vg — ug)(z)dr = — ’ Yez(v —P)(z)dz >0 Vv e K((,h)
0 Ty

since clearly 15 < 0, this completes the proof of the proposition.
a

Remark 1.1: The interval [z;,y1] is called the coincidence set of the variational
inequality (1.12) -i.e. this is the set where

u=1.

In the next section we will show that the problem (1.8) has a unique solution.
Next we will consider the case of two disks rolling on a wire. Of course one can
consider the case of balls rolling on an elastic membrane (see for instance [EF],
[BC], [F]). However, the case of disks is more simple in the sense that everything
can be computed almost explicitly. It provides also a nice application of the theory
of variational inequalities and we hope it could open the way to the two dimensional
case.

22
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2. The case of one disk

Let for (¢,h) € (r,1 —r) x R consider the function F' defined in (1.13). Then
one has:

Proposition 2.1. The function F is differentiable on (r,1—7)x IR and it holds
if h > —r

%}C?-(C’ h) = ';"{¢x(yl)2 - d’w(xl)2}7 %1;;‘((, h) = ¢z($l) — (1) = G, (2.1)
ifh < -—r

OF oF

Before to give the proof of the position let us establish the following lemma:

Lemma 2.1. Assume that the center of the disk is located in (¢, h) withh > —r
then it holds if (z1,y1) denotes the coincidence set (see figure 1)

72 +rhy/h? + (2 =12
h? + (2

Ir1 = xl((,h) = C - (23)

r2(1 = ¢) +rhyh2 4+ (1 =) —1?

[ENRGEOE (24)

y1 =y1(¢,h) =¢

Proof. With the notation of the figure 1 using the orthogonality of 0X1, X,C
we get easily

z1(z1 — €) + ¥(z1)(Y(z1) —h) = 0.
This reads by (1.4)

pi(@ = Q)+ {h+ V= (@ - Vi — (21 - ()* =0,

ie.

C(z1— ) + 72+ hy/r2 = (z1 - ()? =0.

Setting X = ¢ — z1, we get squaring everything:
R2(r? - X2) = (% — (X2,

23
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this leads, since X > 0, easily to (2.3). the derivation of (2.4) is similar. Note that
z1,y; are diffentiable in , h.

g

Proof of the proposition 2.1. If A < —r one has by (1.13), (1.14) F = ~Gh
and (2.2) follows.

So, let us assume that h > —r, then - see figure 1 and (1.15) - one has

N
F(Gh) = ganiilon) +5 | v2@da+ Sa-p)¥R) -Gh (29)

where z;, y1 are given by the formulae (2.3), (2.4). Using the chain rule one has
clearly with obvious notation for z1¢, yi¢:

81 n

1 u 1
5c(5 [, vi@)de) = —gysleact [ Yubae (€)da + 592 (y1)vc:

Since

wwc = “"pzx, |

one obtains
Y1 1
A= 5‘?5(.;. /x $2(z)dz) = —%wi(m)xm%wi(zl)—%wi(y1)+§¢i(y1)ym- (2.6)

Differentiating (2.5) in ¢ one gets

F . Oz
O octilon) +atalo) 5P A et + (=)o) e
Using (2.6) it comes

OF (¢ ) = eataleon 2o -y 5 4 G o) ) (2

Differentiating the equality
T19s(21) = P(21)

we obtain:
6"/)1: (531 )
o¢

T1¢Pz(T1)+ T1 = (1) + Yz (z1)T1¢,

24
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hence
Oz (21) _ Pe(T) _ _Ya(z1) (2.8)
¢ 1 7 '
Similarly, differentiating
—(1 = y1)¥e (1) = ¥(y1),
one gets
0z (y1) bz (y1)
= . 2.9
o¢ (1-y1) (29)
Combining (2.7), (2.8), (2.9) the first equality of (2.1) follows.
To get the second one, one proceeds similarly. One has this time
1 1,
B=— / Yy (z)dr) = —_¢m($1)$1h + Yoen(T)dT + §¢x(y1)y1h
I

1 1
= —-2-¢3,($1)$1h + §¢a2c(yl)y1h

since ¥z = Yrz = 0 - recall that ¢ = 1.
Differentiating (2.5) with respect to h one has

or (C h) = lfcuﬂpx(xl) + $1¢z($1)a¢g§txl) + B — %ylhlpi(yl)
o
+(1- yl)%(yl)ﬁg;—yl—) -
= oo 225 1 (1 2 - 6
Proceeding as in (2.8), (2.9) one derives easily, recall that ¢ =1
8"/}:1;(5171) _ i_ Oz (Y1) _ 1
oh 1z, O6h  (1—-w1)

and the second equality of (2.1) follows. Note that all the above differentiations are
justified easily. This completes the proof of proposition 2.1.

g

Then we can show:
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Theorem 1.1. Under the assumption (1.1) the problem (1.8) or (1.13) admits
a unique solution ug given by (1.15) with

1 G G2
(=5 h=g-r\/l+ (2.10)

and 1, y1 given by (2.3), (2.4)
Proof. Suppose h > —r fixed. Then, by (2.1) one has

oF 1 OF 1

— fi = — -,

8C(§,h) <0for ¢ < 5 ac(c,h)>0for§> 5
So, taking also (2.2) into account, for h fixed F' admits a minimum for ¢ = -;— and
then

Yz(z1) = =e(y1)-

Then, from (2.1) we get

OF 1
o5 (51 = 2e(21) =G
and F(3,h) has a unique minimum when
Yo(T1) = =
If 6 denotes the measure of the angle Oz, OX; one has
0=—.
tan 5
Hence, it follows easily that
1 G
cos) = ————, sinf =
Tae Mg
and also o
( —x, =rsinb, -—;—1 — h =rcosf.
Taking ( = — one derives that

l\DIr—-\

r1 =

rG _g_ / G*
2\/14-‘}2 4 4
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This completes the proof of the theorem.
0
3. The case of two identical disks

We consider again a wire occupying in the underformed conﬁguratibn the interval
2 = (0,1). Then, we let roll on it two disks of the same radius r and the same
weight G. We suppose that when a disk sits on the wire we can always fit another

one i.e. we will assume 1
r< —. 3.1
: (3.1)
Then, we would like to determine the equilibrium position of these two disks. In-
tuitively one could expect them to stabilize in the middle of the wire at the same
level. However, surprisingly, this is not the case when their weight is too large, this

is what we would like to analyse now.

0 oy G or G Y

BRI
hy Lo :-—-E—icl ; ; E
Y RN A1
Figure 2
One will denote by
Ci = (G, hi)  1=1,2 (3.2)

the centers of the two disks. Moreover, we set for i = 1,2

Pt =M (z) = hi + /12— (z = ()2 Vz € B(G,r). (3.3)
Then, an admissible deformation is a function u : 2 — IR such that
u(0) =u(l) =0 (3.4)
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and ‘
u(z) > Y'(z) Vz e B((,r), i=1,2. (3.5)

A possible configuration is defined by ((;, h;), ¢ = 1,2 and an admissible deforma-
tion. Its energy is given by

E = E(’U,, Cl,hl,CQ,hg) = %/ ui(x)dw - Ghl - Ghz (36)
Q

As in the case of one disk we will suppose that
G €(r,1—r), hy e R. (3.7)

However, in the new situation that we are investigating the two disks cannot pene-
trate each other and one thus must have

(C2 = €1)% + (ha — h1)? > 4r%. (3.8)
We will denote by D, the set
D, = {(C1,h1,C2 h2)/ (3.7), (3.8) hold} O (39)
and by K (C1,h1,Ca, ha) the convex set defined by
K(C1,h1,Ca, ho) = {u € HY(Q)/ u(z) > ¢ (z) Vz € B(G,r),i=1,2}. (3.10)

Then, the question we would like to adress is to find out if there exists a solution
(ug, o) of the problem:

{€0 € D, ug € K(§) (3.11)
E(uo,&) < E(u,8) V(u,€) such that § € Dy, u € K(§). '

Arguing as in the introduction for £ € D, one can introduce u = u(£) the solution
to the variational inequality

{u=u(£) € K(¢)

/ ug (Vg — ug)(z)dz >0 Yo e K(&) . (3.12)
Q

Then, clearly, if (ug, &) is solution to (3.11) one has necessarily
ug = u(&o)
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(see the introduction). Thus, setting

1

F(§) = E(u,§) = 3 /Qui(x)d:c — Ghy — Gha, (3.13)

where

u= 'U;(é) = U(Cl) hl) <2, h2)7
the problem (3.11) reduces to find a solution to

o € Dr,
{[f,’ (éo) < F(§) VY€€ D,. (3.14)

So, we have to minimize F on D,.

Remark 3.1. As in the case of one disk the set where we are minimizing F' is not
compact. So, even if F is continuous one cannot conclude directly to the existence
of a minimum.

It is easy to show that u(€) is obtained as in proposition one, that is to say its
graph is obtained by drawing the tangent to the circles passing through 0, 1 and by
drawing the tangent to both circles (see figure 2 and recall that when u(z) # ¢*(z)
then u,, = 0).
Let us first start by the following proposition:

Proposition 3.1. Let us assume F given by (3.13) defined on IR* i.e. when

the disks eventually interpenetrate each other. Then for h; > —r i = 1,2, F is
differentiable and with the notation of the figure 2 it holds:

oF 1 oF 1

o 5 {¥2(y1)® — ¥a(21)’}, 3 = 5 {¥2(v2)® — ¥2(22)’}, (3.15)
OF OF
Bhy = ¢a1:(371) - %1;(?!1) -G, Ohy = 1/):%(5172) - ¢2(y2) -G. (3.16)

(Recall that ¢* is given by (3.3)).

Proof. It is an easy adaptation of the proof of proposition 2.1. To convince
breafly the reader let us give a short formal proof. Consider for instance the first
formula (3.15). One has

1
F(Cl,hl,Cz,hz)=§/Qui(:v)dw—Gh1-—Gh2.
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Differentiating in ¢; and assuming that one can differentiate under the integral it

comes oF
= (C1, h1, G2, h2) =/uzuzcl(:z;)d:c.
aCl Q

Since u = 0 on the boundary of Q one has also u¢, = 0 there. Thus integrating by
parts it comes

oF oo
%(Cl, h1,C2, he) = — /Q Uzt (T)dT = — | Py, (T)dz

since uz; = 0 outside of the coincidence set and wgl = 0.
Using the fact that
1/’%1 = —w:};a

it comes

oF

1
8{1 (Cl’hlvc2ah2) =/:1;1 ¢;x¢;dm

= ) - pien)?)

this complete the proof of the proposition
U

Let us then prove the following lemma:

Lemma 3.1. To minimize F on D, one can restrict ourselves to the case where
—r<h;<C, 1=1,2 (3.17)

C being some constant.
Proof. Suppose that hi, ho < —r. Since the corresponding u vanishes one has

F(<1>h1,C2,h2) = —Gh1 — Gh2 2 2’I"G. (318)

Consider then the configuration where

1 1
hm=hy=h G=g-7 G=5+r

i.e. the two disks are sitting at the same level in the middle of the wire. One has
(see (3.16))
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o .1 1 OF OF |1 1
%F('i—T,h,-2'+'l',h)—(%+%)(§—T,h,§+r,h)

= 2(¢h,(z1) — G)

(recall that ¥l (z1) = —¥2(y2), ¥1(y1) = ¥2(z2) = 0).

So, F( — r,h,% + r,h) has a strict minimum for ¢}(z1) = G ie. for a h such
necessarily h > —r. For this h one has

1 1 1
F(5—rh5+rh) <F(5-r-rg+r—r)=2Gr

So, by (3.18) one can assume
hi>—-r or hy>-—-r

Suppose for instance
h1 > —-r

the case hy > —r being similar. Suppose also without loss the generality that
(1 < % If ho < —r then the second disk does not touch the wire but then, moving
it on the right of the first disk until it touches the first disk and the wire (see figure
3) lowers its energy. We can thus assume that both h;, hy are greater than —r.

Figure 3

(Note that one can fit the second disk on the right of the first by (3.1)). Next, due
to the Poincaré inequality, it holds
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1
F(Cl,hl,CQ,hg) == E/Q’U,i(.’lt)d.’lt - Ghl - Gh2

Z / uz(x)d:c — Gh1 - Gh2
Q

> 2rh? — Ghy — Ghy, i=1,2,
since u(z) > ¥*(x) > h; on B(;, 7).
This implies
F(C1,h1,C2, he) 2 r(hi + h3) — Ghy — Ghy
and F goes to +oo when h? + hZ does. This completes the proof of the lemma.
a
Then we have:

Lemma 3.2. To minimize F on D, one can restrict ourselves to the case where
(8.17) holds and to the case where the constraint (3.8) is saturated i.e. to the case

(G2 = ¢1)? + (ha — hy)? = 4r*. (3.19)

Proof. Suppose that we are in the situation where (3.17) holds and where
(3.19) is not saturated. Then, if one of the derivatives in (3.15), (3.16) does not
vanish moving one disk or the other around will decrease the energy. Assuming all
derivatives equal to 0 forces

Yz (z1) = =95 (y2) = G = *a
which is impossible. This completes the proof of the lemma.
U
Then we can prove:

Theorem 3.1. Under the assumption (3.1) the problem (3.11) or (3.14) admits
a solution. '
If G < V2, F admits two minima given by

. ,
G=3-7 C2=%+7‘, h1=h2=G(%“7”)—T\/1+G2 (3.20)

1 1 1
G=5-r G=5+r m=h=GE-n-rV1+G%  (321)

this corresponds to the configuration of two disks sitting at the same levelr(see figure

5).
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If G > V2, F admits four minima given by

G?2-1 G
G rG G2 -2
—_— o e A 2 2
hy =~ 2_1{1 =} rv1+G (3.23)

and the points obtained by symmetry along the azis * = % and exchanging the roles

of ¢1,¢2, h1, ho (see figure 6).
So, in this case the two disks do not remain at the same level and one has two

possible symmetric deformations of the wire

Proof. Consider two disks such that
hi,ho are fixed, (o =(1+ 46

where § is some constant and suppose that (3.17), (3.19) holds. One has

s, OF OF
gaF(Cl,hl,Cl +6,hy) = (6—Cl + %—)(Cl,hl,cl + 6, ho)

S W)~ P

Thus, F as a function of (;, admits a strict minimum when

Va(y2) = = (z1).

Thus for such a position of the disks it is enough to look for a minimum of F' when
the two disks are tangent to the straight lines

h=opl(ar), h=—(z — )yl(z)
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"

.Cl

L) CI

Figure 4

Assuming C; on the left of Cs (see figure 4) this imposes to C to be on the right

of the line z = % and C; on the left i.e. this imposes

D] ==

1
C1+5Z§, (2—0 <
and thus since § < 2r

1 1
C12§—5>7‘, C2§—2'+5<1—7‘

(see(3.1)). Let a, b be two numbers such that

1 1
r<a<—2-—5, §+5<b<1—r.

It is clear from above that to minimize F on D, it is enough to minimize it on the
set of (;, h; satisfying (3.19) and

—r<h;<C,a<((;<b, 1=12 (3.24)

Thus one has to minimize F on a compact set. Now, clearly F' is continuous on
this set (even Lipschitz continuous thanks to the proposition 3.1 since the partial
derivatives are uniformly bounded) and thus F' admits a minimum. By what is
above the minimum of F is achieved in the interior of the set defined by (3.24) thus
minimizing F under the constraint (3.19) at a minimum there exists a Lagrange
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multiplier A such that

acl = 2(6! - wa}(xl) ) = 2)‘(C1 - CQ)’

oF 1

7= = 5Wi(y2)? — a®) = =2\ - @),

{0 2 (3.25)
oF 1 '
a—hl = x(:vl) —-—a— G = 2/\(h1 — hg),

OF
s ¥z (y2) — G = —2\(h1 — ha),
1 2 hy = by
where we have set a = ¥ (y1) = ¥z (x2) = A
162
Adding the two first equations and the two last ones, one deduces easily
Yz (z1) = =95 (32) = G. (3.26)
Thus one derives also reporting this in (3.25)
1
-2—(042 —GH = 2\(C2 = (1), —a=2A(h1 — h2).
a
S h1 — ha # 0. Th ince \ = —————— t
uppose h 9 # en, since 50hy — ha) one gets
1. 5 2 2 2
5(0: -G )=—-1l<=a"=G"-2.
Since a # 0 this is only possible when
V2 <G. (3.27)

Thus for G < v/2 one has h; = hy and the two disks are tangent to the straight line

of slope G and —G.
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Q Q 1

rNp—

ICz

SO O\ N

h a
Figure 5

Since a minimum is known to exist this is the only possibility. Denoting by d the
distance AC; (see figure 5), one has clearly

1 T h+d
(i = 3~ T, 7= cosf, tanf =G, o G. (3.28)
1
Since cos § = ——— one derives easily (3.20), (3.21). -
VExe:  (3:20), (321

If now G > /2 one has

a=+yvVG? -2

and up to a symmetry through the axis x = % the position of the disks is given by
the figure below:

Figure 6

Arguing as in (3.28) one derives easily

d=rV/1+G2, h =GG —rV/1+G?
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heo =G(1—=¢(2) —rV14+G2, hy—hy=VG?=2((1 — ().

Noting &' the angles such that: tan#’ = VG? — 2 = « one has

_ , 2r
C2— ¢ =2rcosf’ = T
It is then not difficult to derive (3.22), (3.23).
g
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CHAPITRE 3

SUR LA DEFORMATION D’UN FIL
ELASTIQUE PAR TROIS DISQUES
RIGIDES
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Chapitre 3. Sur la déformation d'un fil élastique par trois disques... 39

1. Introduction

Dans ce qui suit, on propose d’étudier la position d’équilibre de trois disques
identiques rigides (D;, 1 < i < 3) roulant sur un fil élastique.
Comme dans le cas de deux disques identiques, on se place dans un repere orthonor-
mal dont Paxe des ordonnées est dirigé vers le bas. On représente par l'intervalle
Q1 = (0,1) la position initiale du fil élastique (voir figure 1).

0 IO O AR O AR ST S C R ]
— >

Figure 1

Ces trois disques sont de poids G et de rayon r chacun, soient (;, h), 1 <@ < 3 les
coordonnées du centre du disque D;, on suppose qu’il n'y a pas d’interpénétration
entre les disques, autrement dit, ces coordonnées vérifient les inéquations suivantes

(ha — h1)* + (G2 — G1)* > 47, (1.1)
(hs — h2)® + (Gs — (2) > 4r°, (1.2)
(hs = h1)? + (G — (1)? > 4%, (1.3)

On suppose également que ces trois disques se déplacent sur le fil ¢lastique en
gardant un mouvement libre entre le points 0 et 1, pour cela on suppose

r<G<l-—mr 1<i<3 (1.4)
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Chapitre 3. Sur la déformation d’un fil élastique par trois disques... 40

avec

1
0 —. 1.
<r< g5 _ (1.5)

Il est bien clair que la position d’équilibre des trois disques est bien déterminée par
les coordonnées des centres.

Soit u la fonction décrivant la déformation du fil. elle satisfait donc la condition
sulvante

uw: 22— 1R,
u(0) = u(l) =0. (1.6)
L’énergie du systéme est donnée sous la forme
1
E(u; (Cz»hz), 1 S 1 S 3) = 5/ ui(az)dm — Ghl - th e th (17)
q ,

Comme dans le cas de deux disques identiques, il est nécessaire de noter que la
fonction u vérifie

u(z) > ' (z), Vr € B((,r), 1<1<3 (1.8)

avec

' (x) = hi + /12 — (z — ()2, Vz € B(C,r). (1.9)

2. Formulation du probleme

la position d’équilibre de ces trois disques correspond a l'énergie minimale du
systéme, on procédera donc de la méme maniere que dans le cas de deux disques
identiques.

Soit D, I'’ensemble donné par
D, ={(¢i,hi), 1<i<3 (1.1) = (1.4) sont vérifiées}. (2.1)
On pose & = ({;, hi; 1 < i < 3), on désigne par K (§) 'ensemble convexe défini par
K(§) = {u € Hy(Q)/ u(z) > ¢'(z) Vo € B(Gi,r),1 <1 < 3} (2.2)
On voudrait savoir s'il existe une solution (ug, &) au probleme:

{Trouver o € Dr,uo € K(&o) (2.3)

E(uo, &) < E(u,§) V(u,§) tel que & € Dr,u € K(§).
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Chapitre 3. Sur la déformation d’un fil élastique par trois disques... 41

Par analogie au cas de deux disques, on peut donc introduire pour £ € D, la solution
u = u(§) de 'inéquation variationnelle:

u=u(¢) € K(¢)

/ Uz (Vy — ug)(z)de >0 Vv e K(&). (2.4)
Q
Alors, si (ug, &) est solution de (2.3) on a
Uy = ’LL(&)).
Ainsi. on pose
1
F(&) = E(wé) = ; / W2(2)dz — Ghy — Ghs — Ghs 25)
2 Jo
ol
u = u(§),
et le probléme se réduit & trouver une solution a
EO € Dr 5
2.6
{F(fo) <F(€)  YieD,. (2-6)

Afin de déterminer le minimum de I'énergie, on va suivre le méme procédé que
pour deux disques identiques, c’est a dire, on va d’abord démontrer que les con-
ditions (1.1) et (1.2) sont saturées, ensuite on démontrera que la minimisation de
I'énergie se réduit & une minimisation sur un ensemble compact et du fait que la
fonction d’énergie est continue, on peut conclure a l'existence d’un minimum sur
ce compact et en tenant compte des contraintes qui seront vérifiées par les coor-
données ((;,h;) 1 <4 < 3, on déterminera explicitement le minimum de 'énergie
en appliquant le théoréeme de Lagrange (i.e. multiplicateurs de Lagrange).

Dans le cas de trois disques, on a trois ensembles de coincidence correspondants
& I'inéquation variationnelle (2.4), ces ensembles sont donnés par les intervalles :
Ay = [z, 1), A2 = [z2, y2] et Az = [z3,y3] (voir figure 1) tels que

r2Cy +rhi/h2 + (2 —r? 2.7)

h3 + (3 ’

hi — ha
V(R = h2)2 + (G — ()%

41
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h1 — ho

To = (2 + , 2.9
=0 r\/(hl—h2)2+(C1—C2)2 29
yr=C ha — hs (2.10)
T Sha = ha)2+ (G - )2 -
ho — hs
= (s + . 2.11
TG v/ (ha = h3)? + (C2 — (3)? 21
201 _ ) - -
ys =Gy 4 LTS T rhay/hi+ (1= Go)? =2 (2.12)

h3 + (1 —¢3)?

Remarque 2.1.

Pour z1 et y3 on peut les déduire facilement par analogie au cas d'un disque,
par ailleurs, on détermine s, 3,y; et y2 en se référant directement a la figure 1
(interprétation géométrique).

Remarque 2.2.

Il n’est pas toujours le cas d’avoir trois ensembles de coincidence, en effet, on
peut aussi avoir le cas ot les trois disques se positionnent de sorte cue l'un des trois
disques soit sur les deux autres. Dans cette présente étude. on va seulement traiter
le cas ou on a trois ensembles de colncidence, autrement dit, on va déterminer
I’énergie minimale de la configuration correspondante au cas ou les trois disques
touchent le fil élastique. On supposera donc dans ce qui suit que A; # 0, 1 <7 < 3.

3. Existence d’un minimum

Avant de procéder au calcul des dérivées de la fonction d’énergie, énongons le
proposition suivante

Proposition 3.1. Awec les notations déja posées précédemment, pour h; >
—r, 1 <1< 3 la fonction d’énergie est donnée par

hi 1 hs 3 1 (hg - h1)2 1 (hg — h2)2 T r 4 ys — <3
F=— r) — =Y, -t e 4 —Jog —————
pvalm) m )t s e Tt T I G

R r+z1—Q
4 g"“-£1+(1

— Ghy — Ghy — Ghs, (3.1)

Preuve. On sait que
pour u(z) # ¥'(z), 1<i<3 ona ug(r)=0,
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alors
F= %/ Zti(I)dl‘—Ghl—th—th,
z Ja )
L LR NP
=5 [ @t - 5 [ ehetelde- 5 [ st ot
“Ja “ Jay = Jag

—Ghy — Ghy — Ghs,
1 Y1 —7“2 - >
-5/ (b + /77 = (& = Q1 )P)de

2Jer (2= (x-G1)?)3
1 Y2 —7“2 5 5
3, gl VRGP
1 Y3 7“2
3| o gr et Vi @ e — Ghy - G - Gl
o hi g 1 ha 9 2 hs 3 3
= =5 {¥a(u1) - bo(@1)} = 5 {vz(y2) — ¥a(e2)} - < Walys) = ¥alzs)})
r r+2—Crqy1 T T+ 2 — (2qy2
+Z[log ;_—“_—Zﬂrl + Z[Og m]“
r T+ T —(3qys q ¢
+ Z[log r—_—m]xs - Ghl - th - th (32)

En tenant compte des formules (2.8) — (2.11) ou en se référant directement a la
figure 1, on peut trouver facilement que

ho — hy

1 2 _
et . .
2 .3 3 T2
d’oll on a

(ha =m)*  Llhs=ha)® 1) THys=C

s gy 4 L =
F= 2¢a:(x1) 2¢m(y3)+2 C2_<1 2 CB—CQ 4 gT_QS‘i'CB
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[ 7 Ty — Cl
og ) Cl G 1 GhQ th

d

Proposition 3.2. La fonction de l’énergie F' considérée comme une fonction
sur IR® est différentiable pour hy > —r, 1 < i < 3 et ses dérivées partielles sont
données par

OF 1 hp—h;, 1

r1 2

8(1 2( CZ ___ Cl ) 2%0(551) )
OF  ha—h ., .

ahl - C2 _Cl +z/)x($1) G,

8F 1 hg hl 1 h3“h2

i ool

OF hy—hy ha—hy

Ohy  G—-C (3G — G
OF 1.4 5 1h—hy,
G w(y) (C C)

8F_hy4m 2 s) —
Ohs — (3— (o

[ OF F
Preuve. Pour les dérivées oF OF OF et 0 on les déduit facilement par

9¢" 3’ Ohy  Ohy

analogie au cas de deux disques identiques (voir chapltre 2), quant aux dérivées —

3¢

et o on les calcule facilement & partir de la formule de 1'énergie (3.1).
2

O

Avant de procéder a la détermination des coordonnées des centres des disques dans
I’état d’équilibre, il nous faut d’abord établir un résultat préliminaire:
Lemme 3.1. Le minimum de l’énergie est atteint pour

Py (z1) = —93(ys). (3.5)
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Preuve. On suppose que: hi, hs, et hg sont fixes,

CG2=GC+0  (3=C0+".

0 et v sont constantes.

On a donc
oF . « oF OF OF . .
0_4-1'(<1’ h1,¢1+0, ha, G14+6+7, h3) = (351 +8C2 +8C3)(Cl,h17C1+O,h2,C1+0+%h3)

= S W3(s)" — ¥h(1)?)

Puisque le choix de (; est arbitraire, on en déduit donc que dans le cas d’équilibre
(3.5) est vérifiée.

d

Lemme 3.2. Pour minimiser F' sur D,, il suffit de se restreindre a un compact
tel que

(1) —r<h; <C,
(1) My < G < My,

1<e1<3.
Preuve.

(i) Sih; < —r, 1<i< 3 alorsona
F(Cz,hz, 1 S 1 S 3) = —Ghl — Ghz - th 2 3GTr. (36)

On considére le cas ou

1 1 1
G=5-pm Q=5 =5+ hi =hs =h, hg = h+/dr?2 —p?,

(p: constante)

Ce cas correspond & la figure ou le premier et le troisieme disque sont au méme
niveau et le second se trouve au milieu et & un niveau plus bas que les deux autres
(voir figure 2).

45



Chapitre 3. Sur la déformation d’un fil élastique par trois disques... 46

Figure 2

On a

0
an

!
2
_(OF  OF L OF 1
T \Ohy ' Ohy | Ohy’ 2

,;,h+\/4r-—p~
gy 2 ,;h+v47’2—p,

On en déduit que F(% h,;,h+ \/4r2—p2,%+p,h

pour

Yo (z1) = %

et ceci pour h > —r.

Il est bien clair que pour ce h on a

Jh++/4r +ph < F(

F(

l\Dll-—\
\.')

l\.)lr—A
l\.’)lr—A

De (3.6) on peut conclure que

hi>-r V hy>—-r V hy>-—r.

On suppose que
hy > —r,

(les autres cas sont similaires).
Sans perdre de généralité on suppose que

l\')lr—t

G <

46

+p,h

+p,h)

l\DIP—'

= 2 (21) - 3G

) admet un minimum strict

1
=5+ 2r,—r) = 3Gr.
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Si hy < —r, alors le disque D+ ne touche pas le fil, dans ce cas on va le laisser rouler
jusqu'a ce qu'il touche le disque D; et le fil. ainsi I'énergie diminue et donc on peut
supposer que

hi>r, hy>—r

Si hg < —r, alors le disque D3 ne touche pas le fil, et de méme, on laisse rouler
ce dernier jusqu’a ce qu'il touche le disque D5 et le fil, dans ce cas aussi I'énergie
diminue, on peut finalement supposer que

hi>r, 1<:1<3.
(Notons que le disque D2( resp D3) peut rouler jusqu'a ce qu'il touche le fil et le
disque D; (resp Do) d’apres la condition (1.5)).

D’autre part, on peut facilement démontrer que h; < oo, 1 <17 < 3 en appliquant
I'inégalité de Poincaré (voir lemme 3.1 du chapitre 2), d’ou (i) découle.

Maintenant on suppose que hy, hs, hz sont fixes,

(0, sont deux constantes)

D’apres le lemme 3.1, les trois disques sont en état d’équilibre pour

vi(z1) = =93 (ys),

ceci nous entraine & déduire que

1< et (32>

[NeNE
[N R

En combinant (1.5) et le fait que
§<2r, v <2

on aura 1 1
C125“5—7>7‘» C3S§+5—+—7<1—r.

Puisque
¢ < (2 < (3,
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on peut donc déduire facilement U'existence de My, M tels que

My <G <M, 1<:<3

ou .
5—5—’)/>]\4'1>T‘7

et

1
§+5+7<M2<1—r.

d

Lemme 3.3. L’énergie du systeme diminue si les contraintes (1.1) et (1.2)
sont saturées i.e.

(ha = h1)? + (Ga = (1) = 4r2, (3.7)
(hs = h2)? + (G5 — (2)? = 42 (3.8)

Preuve. On procedera en deux étapes.
Premiere étape

On considere les disques D; et Dg fixes et on fait translater le disque D, (voir figure
3).

1y f '
: \
7 S . ! .
3 i
[ R R R e R SN A N P Sl +

Figure 3

Soit m((%, h%) un point du segment [n9n3] tel que
2: Vg
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Ch > (2, m2 et n3 sont deux points de coordonnées ((a, ha), ((3, ha) respectivement.

On va démontrer que

F' = F(C.h1.C3.hy.C3, ha) < F(C1ohi.Co ha 3. hg). (3.9)
On a i b
hy = hy — ———2((3 — (),
2 =M= T (Cs — G2)

OF ,OF hs—hy OF

)(Cla h'la Cé» /2) C3a h3)

9¢y (342 - (3 — (2 Oho

1,hh —h 1 ,hs — At hs —hy hh —h hs — h'
_Lazhy L b Rl o Mol g
2 Cz"“Cl 2 CS"'CQ CB—C2 Cz_Cl €3—C2
Puisque
hg—h,z_hg—hz
, Gs—¢Ch (-G
0F, 1 I’L{;—hl h3—h/2 2 hg—h{) ’
alors on a = ——(—= — - = < 0. car his > hs).
;=350 w-a) L g (car by > ho)

On en déduit donc que (3.9) est bien vérifiée.
Deuxieme étape:

On peut conclure de la premiére étape que ’énergie diminue quand les disques D»
et D3 se touchent (rapprochement optimal). Pour cette étape, on va considérer que
ces deux disques sont fixes et on fera translater dans ce cas le disque Dy (voir figure
4). '

T S .

A 1
hy fpomcceeee e 2T S S -
fuy

Figure 4
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Soit n((1, h}) un point du segment [n172] tel que
¢} > (1 et m est le point représenté par les coordonnées ((y, hy).

On va démontrer que

FN - F(Cll_v &a<2)h2«,<37h'3) < F(C1>h17<.27h23637h‘3>' (310)
On a b h |
h/ — h . 2~ 1 _ 7 :
1=he = g (e 6

OF" _ OF _hs—hi OF

)(C1. hY. G2 ha. Caoha)

+ —
aq 0C1 G2 —C1 O
1 hy =~y 1/ 332 ha — hy
— = - e <0,

d’ou (3’.10) est vérifiée.
On en déduit donc de la premiére et seconde étape que dans le cas ou (3.7), (3.8)
sont vérifiées, I’énergie du systeme décroit.
U
4. Calcul du minimum de ’énergie

Maintenant, on peut déterminer explicitement le minimum de lénergie.
Enoncons la proposition

Proposition 4.1. La fonction de ’énergie F' admet un minimum donné par

les coordonnées ((;,hi), 1 <1<3
2v3
(i) Si G # ;—(2\/34—- 1), ona

ot a est la racine positive du polynome:
9

3 4+ (2 — ZG2) -G.
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Dans ce cas la position d’équilibre des trois disques est représentée par la figure 2.

(ii) Si G = %\?(2\/371— 1), on a

1 1

C1=§—"“, Cz='2', Csf—'—fi-r,
h1=h3=3—f——i§—r—g\/4+9G2,
h2=§f-+7° 3—§—§—r—%\/4+9Gz. |

Dans ce cas, les trois disques se positionnent comme dans la figure &

Remarque 4.1. Dans les deux cas (i), (ii), il ne faut pas omettre les points

obtenus par la symétrie par rapport a l'axe x = 3"

Preuve de la proposition. Puisque on a supposé que (3.7), (3.8) sont
vérifiées, alors ceci nous permet de déduire l’existence de deux multiplicateurs de
Lagrange )\, A2 tels que les coordonnées (i, hy) 1 <4 < 3 dans Pétat d’équilibre
sont des solutions du systéme: )

(OF _Liha=yy L1 y2_ B

o0 "alg g ) S TG )

of __ZfeTtMye S (s 2y2 e ~
5 =3 —a) talgTg) T e - 2h(G - 6)

hs —h
= i (ye)? — S(o—2)” =20 (G~ C2),
8C3 2 C3 - CZ (4 1)
| OF _ ha=hs a " G oy (e — hy) |
T -G 2(T1 1{h2 1)
oF . h2—h1 _ h3—h2
%’}g }Q;z - %1 Cs — G2
3 — 162 3

= — 3 — G =2)a(hg — ha).
( Ohs 3 — Ca ¥z (y3) 2(hs — ha)
En combinant la somme des trois premiéres équations et la somme des trois
derniéres, on trouve

— G =2\ (hs = h1) — 2X2(h3 — h2),

| 3G
i Yole1) = —¥p(vs) = 5 (4.2)
Puisque g . >
1 _ oV . 1 — I _ ot
Yi(xy) = 5 i.e. \/7"2 reprn i :
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52
alors
. = 3Gr
P T Vit eGe
et sur le fait que
hi+ V1?2 = (G = 21)? = 9N (1) = 219y (1),
on a donc
= ———(1 - —\/4 + 9G? (4.3)
et de la méme maniére, on trouve
3G
hy = Z-(1— () = —\/4 +9G2. (4.4)
" De la premiére et troisiéme équation de (4.1) on a
| 1(ha —h1)2  9G?
jo L= m) |
4 (G2 —¢1)®  16(¢2 — (1)
1 (hs — hy)? 9G?
Az = —( : 2)3 + :
4 (3 —G)*  16(G— ()
En remplacant A\; et Ay dans les autres équations, on obtient
ha—h1 3 ha—hi. 9 ,
+ 2--G°)-G =0, 4.5
C2— G Cz—Cl( 4 ) (4:5)
hy —hs ®  hy—hy 9 .,
+ 2--G°)-G=0 4.6
(_C3—C2 C3 — G2 4 ) (4.6)
On pose
a_hg—h]_ ﬁ_hz—hg,
=G’ GG
On considere I’équation :
z +z(2 -~ Z—G’z) -G=0. (4.7)

Rappelons dans le lemme qui va suivre la résolution d’une équation de la forme:

3 +pr+q=0, (p,q)E]R*z.
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Lemme 4.1. Soit

23 +pz+q=0, (p,q) € R*. (4.8)
On pose
2 3
q p
A==—+—
4 + 27’
alors |

(i) si A > 0, U’équation (4.8) admet une racine réelle et deux imaginaires con-
Juguées,

(ii) si A = 0, les racines de Uéquation (4.8) sont réelles et ['une d’elles au moins
est multiple,
(iii) si A < 0, toutes les racines de l’équation sont réelles et distinctes.
Dans les différents cas cités, ces trois racines sont données sous la forme:
1 V3
ag=a+b, ax= —§(a+b)+z—-§-(a—b),
1 V3

az = —§(a+b) — iT(a - b),

avec

a=(-2+VR)},  b=(-5- VAL

Remarque 4.2. En particulier si g est négatif, il est facile de démontrer que
’équation admet une seule racine positive et cette racine est donnée par a;.

Revenons maintenant & notre démonstration:

On a .2 : 9G23
2.2
A-_—,_G_+(___4__)_7
4 27
2T 6 9 4 3., 8
= 64G +8G 4G +27.

En étudiant les variations de A, on trouve

A>0 st G<uw,
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A=0 st G =w,
A<O st G>w.

avec

_2(3+2v2) +1
3 (3+2v2)5
On suppose que G < w, alors 1’équation (4.7) admet une seule racine positive, elle
s’écrit sous la forme:

=

m=(G+VE+ (G- VA,

de (4.5) et (4.6), on a
hz—hl _‘hg-—hg

= —a=a, | 4.9
C2—CG  G—¢ ' (4.9)
en combinant (3.7), (3.8) avec (4.9), on aura ‘
C—C=GC—C, | (4.10)
hg — h1 = hy — hs,
d’ou
hi = hs. | (4.11)
De (4.3) et (4.4), on obtient
Cl =1- <3a
et de (3.7) on a
G~ G = e (4.12)
T it |
Ainsi, de (4.3), (4.4), (4.10), (4.11) et (4.12), on aura
'C 1 2
1= 9 r———l +‘a2a
o= =
2 = 27
1 2r
3G 3Gr T ‘
hi=hs = — — —— — —\/4 + 9G?,
' 3*; 4 Vltar 27
T T
heg = — + 2a — 3G) — =4+ 9G2.
\ 2 4 r——l+a2( «a ) 2
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Puisque le systéme (4.1) admet une solution unique pour G < w et puisque le
minimum de 1'énergie existe, alors on peut conclure que le minimum de I'énergie
" dans ce cas correspond aux coordonnées représentées par le systéme (4.13) (voir
figure 2).

Si a = /3, les trois disques se touchent en méme temps, autrement dit, on est dans
le cas ou (1.1), (1.2), (1.3) sont saturées (voir figure 5).

ki

hy

Figure 5

Ainsi pour o = v/3, (4.13) se réduit &

F1 1 1
Cl—'é—r,;é -2;(53—54—7",
{ ha=hs = T—TT—_g\/4+9G2, (4.14)

Dans ce cas, la valeur de G est la solution positive de I’équation:

3\/§+(2—%G2)\/§—G=0

ie. G=M(2¢_—1)

95



Chapitre 3. Sur la déformation d’un fil élastique par trois disques... 56

On suppose maintenant que G > w et on suppose également que h, # h3, on pose
comme hypothese:

hy —hy hz—hazﬂ
(3 — G2

(pour des raisons de symétrie on peut remplacer cette hypothése par
ho—hs hz—hl_ﬁ)

G-G O M a-a 7
On a vu que dans ce cas ’équation (4.7) admet une seule racine positive (i.e. a) et
les deux autres sont négatives, autrement dit, 3 peut prendre deux valeurs négatives
as ou az. Pour déterminer laquelle des deux valeurs réalise la plus petite énergie,

~ on va comparer les deux énergies correspondantes a ces deux valeurs.’

Notons que
_ 3Gr
S Y e
et
: 3Gr

= + —,
Y3 = (3 o0

alors on peut écrire (3.1) sous une autre forme:

G G 1(ha —h1)? 1 (h3— h3)?
F=——hy—-—hy—Gho + = - + f(G,r 4.15
44 T2 G-G T2 GG fG.n) (4.15)
ou 7 ¢ ¢
T r+ys—C3 T r+x1— QG
Gr)="llog T¥ =68 Ty TTT1=0
f(Gir) 4Og7‘+ys—C3 40g7‘+$1—C1
T, T+ys—(3
= —log —2= >~
2 % T Fus— G

En tenant compte du fait que

ho — hy ho — h3 :
= =0,
G -G C3 — G2
on va écrire F' comme étant une fonction de 3 et on étudiera ses variations.

De (3.7) et (3.8) on a

l(hz - h1)2 _ 7'012

2 (-G  V1+a?
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et ~
1 (h3 - h2)2 _ T‘,Bz

2 G-CG  J1+p?

on a également:

_ 2r 2r
Ga—C = \/1—375?+ T (4.16)
{ hy — h1 = o(C2 — (1),
hz — ha = —B((3 — (2),
=
hs — hy = ——2 2rp (4.17)

Aita itE
De (4.3), (4.4), (4.16) et (4.17) on a

C—‘l'—-l—( 2ro 2rp o 1 + 1 )
=3 Un e iR ire  ire

En remplacant chaque terme de (4.15) en fonction de o, 3, on obtient

9 G?r rGp - {9 G?r rGo ra? )
N e e e

2
_¥” + ?Wt +9G? + f(G,r).

8
Soit
F=F(@g)= \/—=ﬁ2(452 — 4GB +9G?) + k(G,r, ).
On pose 472 — 4Gz + 9G?
(I)(.'L') = ( m )’
e , 2+ (2-) -G
o (IIJ) = 4( (1 +.’I:2)% )

Il est clair que Péquation: ®' () = 0 est similaire & celle de (4.7).

On suppose que

a= (%-{-i\/—A)% = 2o +yo. - (4.18)
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On sait que

a2=—%(a+b)+i—\é—§(a—b)

=—x0—yo\/§<0

1 V3
ag = — §(a+b) —1—2—(a—b)

=—xo+yo\/§<0,

et

sachant que zo > 0 (puisque @ = a + b > 0), on en déduit facilement que

zo > yoV/3 > 0

d’ou
as < as.

Puisque F(B) est croissante sur I'intervalle (a3, as], par conséquence on a
F(az) < F(a3).

Dans ce qui suit, on va démontrer que 1’énergie minimale pour G > w ne correspond
pas au cas ol hy # hs, on va démontrer donc que

F(az) > F(a). (4.19)
Il est bien clair que

Fla3) — F(a) = L (4a2 — 4Gas + 9G?) — —7'——2(40[2 — 4Ga +9G?),

4/1+ a3 4W1+a

puisque on sait que a = 2xg, alors on a

1

1
> )
V1+a3 V1i+a?

d’ou
r

44/1+ a3

a+ag =10 —YoV3.

Fi(a2) = Fi(o) > {4(a — a2)(G = (e +a2))}.

On a
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Pour G > w, on peut facilement vérifier a partir de (4.18) que

o — yo\/§ <G
. ) . 2 2 G
(cela provient du fait que zo(zg — 3yg) = —2-)

- On en déduit donc que (4.19) est vérifiée. On peut donc donner la conclusion
suivante

Danslecasou A; #0, 1 <3< 3,16 energle minimale des trois disques - soit Fo - est
donnée par ,

SiG# \/_(2\/_—1)

9G? 3G

. (4<3¢2—z1Ga+9G2)——8—+—4z 4+9G? + f(G,r)

2v1 + a2

et la position d’équilibre est représentée par la ﬁg\‘ure 2 (cf (4.13)).

SiG = #(2%3_4— 1),

Fy =

2 2
F0=gir—rG\/§+3r—9§—+3—€T—\/4+9G2+f(G T)

dans ce cas la position d’équilibre des trois dlsques correspond & la figure 5 (cf
(4.14)).

a

Remarque 4.3. Comme on l'avait déja mentionné précédemment, on peut
avoir le cas ol I'un des trois ensembles de coincidence est vide, c’est & dire le cas
ou Pun des trois disques qui ne touche pas le fil soit sur les deux autres. Une
fois le minimum de I’énergie déterminé dans ce cas, on peut déterminer la position
d’équilibre de ces trois disques dans le cas général en comparant ce minimum avec
Fy.
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1. Introdufction

On considere un carré rigide sur un fil élastique susceptible d’y bouger librement
et on voudrait déterminer sa position d’équilibre (voir figure 1).
On désignera par 2r, » > 0 la longueur d’un co6té du carré et par G son poids.

) \

\\: uQ

VP NG
N S

A \

B
y

Figure 1

On désignera aussi par P = (z,,y,) le barycentre du carré et on supposera que le
fil dans sa position initiale (indéformé) occupe 'intervalle 2 = (0, 1).

Si u est une déformation admissible du fil et si P = (z,,y,) est la position du centre
du carré, alors, I’énergie totale correspondante a cette configuration est donnée par

1

1
E:—/ u?(z)dz — Gy,, ' (1.1)
2 Jo

oll u, désigne la dérivée de la fonction u en z. Le premier terme dans ’expression
ci-dessus est 1’énergie élastique, le second est ’énergie potentielle.

Si on désigne par ) ’ensemble fermé des points occupés par le carré on supposera
toujours que

QCOxR, (1.2)
et on imposera dans ce qui suit .
-, 1.3)
r< 1 (1.3)

Alors, pour un carré fixé dans une position telle que (1.2) soit vérifiée, une admissible
déformation u est une fonction

u € H}(Q), (1.4)
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telle kque
QCCy={(z,y) e xR/ y<u(x)} . (1.5)

Notons que 'axe y est dirigé vers le bas.

En ayant choisi r tel que (1.3) soit vérifiée, on voudrait minimiser (1.1) sur

I’ensemble de tous les couples admissibles (Q,u) vérifiant (1.5).(rappelons que @

est ’ensemble des points occupés par le carré et on admet que cet ensemble décrit

toute la bande £ x R). Ainsi, le probléme dont on voudrait formuler est donné par .
Trouver

inf(Q,u)%/QuZ(m)d:c - Gyf, (1.6)
ou () est un carré de barycentre yI? , situé dans la bande 2 x R et u est une fonction
vérifiant (1.4), (1.5). Plus précisément, on voudrait démontrer que ce probleme
admet un minimum (Qo, ug), unique, a une symétrie pres. '
On minimise sur un ensemble des carrés isométriques et déformations admissi-
bles, ainsi le probléme semble un petit peu original & premiere vue. Toutefois,
on démontre tout d’abord que ce probléme peut étre reformuler en un probleme de
minimisation sur R*. En effet, on suppose que la position du carré Q est fixée dans
la bande Q x R. Désignons par Ig = I1,(Q) le sous-intervalle de (0, 1), projection
de @ parallele & I’axe y (II, est l'usuelle projection orthogonale sur 'axe ).

Pour z € Ig, on pose '

Yo(z) = Sup{y/ (z,y) € Q}. (1.7)

Il est bien clair que la fonction g décrit la frontiere inférieure de @ et elle est
~ constante si les cotés du carré sont paralléles a ’axe, sinon une fonction chapeau.
Par conséquence, les contraintes (1.4), (1.5) seront vérifiées pour

u € Co = {u € Hy(Q)/ u(x) 2 ¢o(x) sur Ig}. (1.8)

(Rappelons encore une fois que 'axe y est dirigé vers le bas).
Alors, Q étant fixé avec le centre P = (z,,yp), il est bon de chercher d’abord u = uq
la solution du probleme '

1 L
min,ec, 3 / v (z)dz — Gyzf)2 v (1.9)
Q _ .

ou d’une fagon équivalente puisque yf} est fixé

Minvecqé/gvg(m)d:c. ‘ (1.10)
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On sait que (voir [8], [16], [19]) que ce probleme admet une unique solution et qui
est aussi solution de I'inéquation variationelle

u € CQ,
/ Uy(vy — up)dz >0 Vo € Co. (1.11)
Q
Il est facile de démontrer - voir les références ci-dessus - que
—u” Z 0 in Q (1.12)
- i.e. la fonction u est concave - et en dehors de I’ensemble de coincidence
A ={z € 9/ u(e) = ¥o(=)) (1.13)
on a
u’ =0 (1.14)

i.e. u est une droite.
Observons que u = ug est parmi les cas suivants

eSi QCQx(-0,0l,u=ug=0, ie. lecarré ne touche pas le fil.
‘e L’ensemble de coincidence est réduit & un point (voir figure 2).

Figure 2

e L’ensemble de coincidence est la projection d’un seul cdté du carré (voir figure 1).
¢ L’ensemble de coincidence est Ig (voir figure 3).
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0 Ig 1

, [
: | z
) 1
' '
\ [
] ]
\ 1
' 1 .
' 1
\ 1
) '
\ |
| ! N
| | uQ
,~ :

AT Q!

C
B
y

Figure 3

Pour voir ceci, il est suffisant de noter que u est affine par morceaux - i.e. u"” =0
par morceaux - et d’intégrer par parties dans (1.11) sur chaque intervalle ou u"’ =0.
Ayant pris ¢a en considération, (1.6) est équivalent a

) 1
1an'CQx]R-2—/Qu'5(x)d:v — Gyff (1.15)

i.e. on minimise seulement sur Q. (On a désigné (ug), par ug pour ug la solution
de (1.11)).
Maintenant, le carré Q est parfaitement défini par deux de ses sommets - soient A,
B dans les figures ci-dessus - A étant le sommet le plus situé a gauche, B le plus
situé vers le bas & droite de A tels que

si

A= (za,ya), B=(zB,y8) | (1.16)
on peut toujours supposer que
za<zp, Ya<yB- - (1.17)

Notons que les deux points A, B ne peuvent pas bouger librement, par ailleurs, ils
vérifient toujours la contrainte

(za—2zB)® + (ya — yB)2 = 4r%. (1.18)
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Puisque @ est déterminé sans ambiguité par A et B on a

1
—/ Ug(ﬂf)dib - Gyp = F('{L‘AayAvav yB) (119)
Q

2
i.e. le probléme devient un probléme de minimisation d’une fonction sur R*
dépendante de la contrainte (1.18). C’est ce qu’on veut formuler maintenant (voir

[ACF], [BC)).

Notre travail est divisé comme suit. Dans la prochaine section on démontrera que
la fonction définie par (1.19) est une fonction C'. On démontrera également par
un argument de compacité que le probleme (1.6) admet un minimiseur, finalement,
dans la derniére section, on déterminera explicitement ce minimiseur.
Etonnament, le résultat trouvé dépend de l'intensité de G. Pour G petit le minimum
de ’énergie est atteint quand le carré est centré au milieu du fil et ses cotés sont
paralléles & 'axe. La valeur de G devenant plus grande, le carré s’incline sur le
coté et le minimum de ’énergie est atteint pour deux positions symétriques. Une
progression supplémentaire en poids entrainera le carré a atteindre son minimum
d’énergie quand il est centré une autre fois mais dans ce cas la avec ses cotés faisant
un angle de 45° avec I’axe des coordonnées. Finalement, quand G est suffisamment
grand, le carré s’incline encore une fois pour atteindre son minimum d’énergie pour
deux positions symétriques.

2. Existence d’un minimiseur
On considére A, B €  x R deux points vérifiant (1.17), (1.18). Si Rz désigne

la rotation kd’angle g, le point C = (z¢,yc) est tel que

()= (o) e 7on)
Yc YB YA —YB
i.e. le point C est tel que
cc=2p—(Yya—yB) » Yc=yp+(ra—7B) | (2.1)
C est le troisitme sommet du carré () et la contrainte
QCcOxR
est interprétée maintenant par

A,B,C € Q xR. | (2.2)
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Pour (2 4,y4), (zB,yB) tels que (2.2) soit vérifiée, on voudrait donner une expression
pour la fonction F définie dans (1.19). Comme on a vu précédemment, différents
cas sont possibles. '

e Le carré ne touche pas le fil.

Dans ce cas B € 2 x (—o0,0] et onau =ug =0 et

F('TAayAaxBayB) = _'Gy:? ‘ (23)

Il est clair que ,
Yat+yc _Ya+yBp+ITa—2p

2 2

vy = (2.4)

Ainsi, dans ce cas

G
F(za,ya,2B,YB) = __Z‘(yA +yp+ra—2zB). (2.5)

Dans le cas ot B € Q x (0,00] - i.e. quand yg > 0 - on a différentes situations - a
une symétrie pres - correspondantes a 'une des figures précédentes.

¢ L’ensemble de coincidence est réduit a& un point.
On est dans le cas de la figure 2. Ceci impose les containtes

- rg—
yp >0, B < YB —Ya : YB < B A (2.6)
rg ITp—T4 1l—Tp YB—ya

et on a clairement

1 y% vE G
F(za,ya,2B,yB) = 5{33—'5 + 1—_;;} — 5 Watyp+ra—up) (2.7)

o L’ensemble de coincidence est réduit a II,([AB]).
C’est & dire que si [AB] désigne le segment entre les points A, B on suppose qu’on
est dans le cas de la figure 1. Ceci nous entraine & imposer

YB YB— YA YB TB—TA

yB>0’ "'—'Z ’ < ’ (28)
tp —¥p—TA 11—z YB—ya

et on a

1 2 _ 2 2 G .
Py y—A"*'(yB a) +—2B }_Z(yat+yp+za—28). (2.9)
2'z4 zp—z4 l1—zp 2

VF(wA’yAamB, yB) =
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o L’ensemble de coincidence réduit & IT,([BC]).
C’est la situation symétrique de celle qui précede. Ceci impose

— rp—2
yp >0, YB  YB~YA _UB . TB—2a (2.10)
rp TB—TTa 1—2Zp ~ YB—ya

et on a

, 1 y% (xB—14)? y2 G
F(xA’yAaxB7yB) =5 B +( ) + = }——(yA""yB"‘:EA—-'L'B), (211)
2'zp yp—ya l-—z¢ :

2
YB — YA

B — T4
B—TA

yB_yA.

ou z¢, yc sont données par (2.1). Notons que si T' = est la pente du

segment [AB], la pente de [BC] en valeur absolue est T=

¢ L’ensemble de coincidence est I1,(Q).
Ce cas correspond a la figure 3. Ceci impose

yp >0 YB S YBTUA _YB  TB-Ta  (212)

xrg " rp—Ta 1—2B T YyB—ya

et on a

1,942 (yB—ya)?  (zp—za)’ y2
{4+ + +
2 x4 TB—7TA YB — Ya 1—-=zc

F(:L'A’yAva9yB) =

G
_'Q—(yA +yp+2za—2B), (2.13)

ol z¢, yc sont données par (2.1). Utilisons (2.5) pour yp < 0 et (2.11) pour yg > 0,
il est bien clair qu’on peut prolonger F par continuité pour 4 = zpg. Ainsi, pour
tout r vérifiant (1.3), on a défini une fonction sur le domaine :

D, = {(xAvyA,xB,yB)/ rA,TB,Tc € (O, 1),CCA <zg, Yya < YB,

(za—2zB)* + (ya —yB)’ =4r°}. (2.14)

Alors, on peut démontrer:
Théoréme 2.1. La fonction F' définie ci-dessus est continue sur
D ={(z4,ya,%B,yB)/ Ta,zB,2c €(0,1),z4 < 2B, ya < ¥YB,
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@a-za)l +lwa-vs)? <7} (219)

Preuve. A, B étant fixés, le carré @ est fixé et ainsi sont yf, uQ, on a

1
Flaayaean) =3 | (p)ds = Gy
Q
1

G
=3 /Q (UIQ)2d$ - 3(3//1 +yp+ 24 —2B).

Maintenant, il est clair que quand A, B — A, B la dérivée ug — u’6 uniformément
sur (0,1).

(ua est la fonction qui correspond a Q le carré défini par A, B). La continuité de
F est donc claire.

g

De plus on a

Théoréme 2.2. La fonction F est C! sur

2

| 1
D° = {(xa,ya,2B,yB)/ ta < 2B, Yya <YB, (Ta—2p)’+(ya—yp)’ < Z}' (2.17)

Preuve. Il est clair que F est C! sur tout sous-domaine de D° ou1 (2.5) ou (2.7),
(2.9), (2.11), (2.13) est vérifiée. Il est ainsi suffisant de démontrer que les premieres
dérivées partielles s’accordent régulierement sur la frontiere de ces domaines. Tout

oF

d’abord on considere ——

Ox 4
Sur les différents sous-domaines on a clairement
oOF G
i) dans le cas de (2.5), (2.18)
OF G '
2.3 dans le cas de (2.7), (2.19)
OF 1, ya, YUB—Ya\yy G
_—= (2 = 7= B | 1 de (2.9), 2.2
e, 2{ (wA) +($B—$A) } 3 ans le cas de (2.9) (2.20)
oF }—{QM + Z—y—g—} _G dans le cas de (2.11), (2.21)
Orga 2° yYB-—Yya l1—-zc ;

68



Chapitre 4. Sur la position d’équilibre d’un carré ... 69
OF 1. ,ya\, . ,YB—YA,2  ,TA—TB Yo G
= {(2A 22 94 9 9 - =
O 4 2{ (wA) +($B—$A) + yB—yA+ 1—330} 2

dans le cas de (2.13), (2.22)

avec rg =rpg — (?JA —yB), Yyc =yYB + (:UA' - wB)'

Quand yp > 0, yp = 0 la seule possibilité pour définir

61,'A
oF . - .
(2.21) et 5o est continue sur la droite yg = 0.
T A :
Quand on passe de la formule (2.9) 4 (2.13) on a
yc _2133—-7?/\_)0(et Yyc  ys - 0)
l—zc yp—ya l-zc l-up
et la formule (2.22) converge vers (2.20).
Quand on passe de la formule (2.11) & (2.13) on a
UB YA VA o oy ¥BTYA _YB
IB—Tpa T rB—TA ITB

et la formule (2.22) converge vers (2.21).
Finalement, quand on passe des formules (2.9), (2.11) & (2.7) on a

YB—Ya YA

Tp—Ta Tp rp—ZTp B
ou
rg— '
B A Yyc __)0)’ (et Yyc  _YB ——>O)
yB—yYa Ll-—z¢ l—-z¢ 1-—2p

et les formules (2.20), (2.21) convergent vers (2.19).
On procede d’une fagon similaire pour les autres dérivées. On a

oF @G
5on = 2 dans le cas (2.5),

1

= —{—(2—3)2 + (-l——y—Bx_)z} + G dans le cas (2.7),
B — 4B

2 2

1 YB — YA \2 YB .o, G o
=l T Tt 2.
2{ (CCB—:L'A) +(1‘$B) }+ 5 dans le cas (2.9),
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1 YB3 , ,TB—TA yc Yyc o9, G '

= = ) -2 + “1+— dans le cas (2.11), (2.29
(2B Ay B0 (B O (211). (229
1 YB—Ya,2 , ,TB— T4 Yo yc 9, G

= (22 _Z4)\2 9 -2 + “}+ = danslecas (2.13).
2{ (xB—:vA) YB — YA 1 -yc '(l—a:c)} 2 (2.13)

(2.30)
En utilisant (2.23)-(2.25) on peut voir facilement que la transition s’effectue
également dans ce cas.
On a maintenant

gfz = —% dans le cas (2.5), | (2.31)
G

=-3 dans le cas (2.7), (2.32)

A—yp, G
—{2——— + 2—-———} — — dans le cas (2.9), (2.33)

rp—TA 2

l Tp—Ta,
= —{(———=— — — dans le cas (2.11), 2.34
L e (211, (234
= .I_{Qy_A+2yA —YB '+(IB —:CA)Q—( ye )2}—-6—;- dans le cas (213) (2.35)
2" T4 TB—TA YB— YA l-z¢ 2

De méme, il découle de (2.23)-(2.25) que la transition s’effectue aussi dans ce cas.
Finalement

F G
%—; =-3 dans le cas (2.5), ‘(2.36)
= —{2— +2 } — = danslecas (2.7), (2.37)
1 — B
= —{2yB Ya 4 o _UB } - -(—;- dans le cas (2.9), (2.38)
TB—T4 l—zp 2
_leo¥s (BT Tap,, YC L )2 }—— dans le cas (2.11), (2.39)
2" B YB—UYa l-zc 1—130 |
:-1—{2yB_yA —(xB—:cA)2+2 yo + ( )2 }——— dans le cas (2.13),
TB—2%a  YB—Ya l-zc 1—$c
(2.40)

et 13 également la transition s’applique régulierement. Ceci termine la preuve du
théoreme.

g
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On peut maintenant établir le théoréme principal de cette section - a savoir
Théoréme 2.3. Le probléme (1.6) admet un minimiseur.

Preuve. D0 & notre précédent analyse, il est suffisant de démontrer que
F(za,ya,%B,yp) admet un minimiseur sur D,. ‘

Etape 1. On peut supposer
—2r<ya <yp<C - (2.41)

pour une certaine constante C.
En effet, pour y4 < —2r onayp <0 et

G
F(za,ya,2B,yB) =— —(ya +yp+ 24— B)

2
G
='§($B —ZA—YB—Ya)
>rG = F(za,—-2r,z4,0). (2.42)
Ainsi, on peut supposer
=2r<ya<ys (2.43)

Da a l'inégalité de Poincaré, on a pour une constante C'

1 . G
F(anyA)mB’yB) =§/ (UIQ)2dx - _2_(3/,4 +ypt+ra— .’L‘B)
Q

Zg-/ﬂuéda: - GysB.
Maintenant pour yg > 2r on a Y4, yc € © x (0, +00),
uQ > yp—2r sur Ig
et I'inégalié ci-dessus devient
F(z4,y4,%8,y8) 2 Clyp — 2r)*r — Gyg.

Puisque la partie & droite de I'inégalité converge vers +oco quand yg — +00 on peut
supposer que ypg est borné - i.e. (2.41). ‘
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Etape 2. L’infimum (1.6) ne peut étre atteint par une suite de points (z4,y4) =
(0,0).

Si z4 = zp, alors quand (z4,y4) — 0,yp > 0, on applique la formule (2.11) et
F — +00 et ceci est impossible.

Si z4 < zp alors il est clair qu’on peut prolonger F' par continuité-en (0,0,zp,yg).
En suivant la position de B, on a deux configurations possibles décrites par les
figures ci-dessus '

AN
< =

() (1)

Figure 4

Dans le cas (I) quand on déplace toute la figure vers la droite, la fonction F' sera
donc définie par (2.7) ‘

1. y2 Y2 G
F(z4,0,2B,yB) = '2‘{'3% +7 _BxB'} -5 (ys+za—2zp)

Onazp==x4+cst,ys =0, yp fixé. Ainsi

d .. 1. yh b :
—"F(fBA,O,$B,yB)=§{—-—2-+ 2}<0 puisque zp<l—=zp
B

qui rend incompatible un minimum en 0. (zp < 1 — g puisque 2zp < 4r < 1).
D’une facon similaire, dans le cas (II), pour 24 > 0 on aura F' définie par (2.11) i.e.
2 2 2 ’
rg— G
YB (rp A) + Yc } —

1
F =Ll G e,
(xAvoavayB) 2{333 + YB 1—xC 9 (yB+fEA ‘LB)

Cela entraine comme précédemment au fait qu’on ne peut pas avoir un minimum
en 0 puisque |
d 1, y» yc
—F(z4,0,2 = {-(Z=P+(——)’} <0
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pour z 4 suffisamment petit. Pour voir ceci, on note que quand A = 0, il est suffisant
de démontrer que

yB YB— TB ]
> ——— & (-2 —yB)yp > xplyp — zB)
rp l—zxp-—ynB
& yp — LRYB — Yy > TBYB — TH

@yB—Za:ByB—y%+sz>0.

Cette inégalité est vraie puisque

yp— 2TpYp — Y5+ T8> Y — T —Yp— VB + 5
=yp(l —2yg) > yg(l—4r) >0 par (1.3). (2.45)

Etape 3. Fin de la preuve.

On sait que F est continue sur D,.. Si on démontre que le minimum de F est atteint
sur un sous-ensemble compact de D, alors ceci termine notre démonstration. Grace
a (2.41) et pour des raisons de symétrie si on démontre qu’on peut supposer que

pour une certaine constante §, on sera en mesure de conclure (puisque par symétrie
on voudrait avoir aussi zg < 1 —4).

Si on cherche un minimum dans la région
yp <0

alors on a

G
F(za,ya,2B,YB) = _E(yA +yp+za—2B).

Le déplacement du carré horizontalement ne changera pas 1’énergie, ainsi on peut
supposer dans ce cas que (2.46) est vérifiée.

On considére maintenant yg > 0. Si y4 < 0 alors pour x4 > 0, F sera définie par
la formule (2.7) ou (2.11) si y4 > 0 (2. 9) or (2.13) pour z 4 suffisamment petit.
Considérons les différents cas:

e F est définie par (2.7)

C’est le cas de la figure 2. Le fait de laisser le carré tourner jusqu’a ce qu’il touche
le fil va diminuer son énergie (u ne change pas mais yQ croit). Ainsi, ce cas peut
‘étre inclus dans le cas de (2.9) ou (2.11) et on n’a pas & le considérer .
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o F est définie par (2.9)

Alors, en déplacant horizontalement le carré on obtient

. d 1 Ya 2 YB 2
4 ={-(== :
d(L“A (anyAaxB’yB) 2{ (xA) +(]_—$B) }

Cette dérivée est positive pour

lyal YB l—=zp 1—2r
< S Tp> > J 2.47
ey ST g Oz [yal 2 —F—1yal (2.47)
ot C est la constante dans (2.41). De cette facon on peut imposer (2.47).
S’il n’existe pas  telle que '
za >0 ou |ys| >4 (2.48)

alors I'infimum est “atteint” pour A = 0 et ceci est impossible. Ainsi, (2.48) est
vérifiée et également (2.46) par (2.47) pour une autre valeur J éventuellement.

e F est définie par (2.11)
Dans ce cas on a

d

1 YB \2 Yc 9
T F@avaenyn) = 5{=(2) +(325)} <0

: : : —xptv
pour z 4 suffisamment petit (voir (2.45) et noter que - yo . _YBTTBT T4

= >
l—-2z¢ l1=-zp—yp+ya

YB—ITB+Ta
l-—zp—ynB

Ainsi, dans ce cas on peut supposer que (2.46) est vérifiée aussi

o F est définie par (2.13).

Alors, on a

puisque on est dans le cas ou y4 < 0).

d _ 1 YA |2 yc 2‘
dxAF($A7yA,$B,yB)—2{ (:cA) +(1—xc) '

Cette quantité est positive pour

1— -z -
Ta> 7o) ya > B+Ya—YB
yc C

1—-4r

4
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puisque y4 > 0.
Alors on conclut comme pour F' définie par (2.9). Ceci démontre qu’on peut toujours
supposer (2.46) d’ou se termine la preuve du théoreme.

a

3. Calcul des minimiseurs

Comme on avait déja vu précédemment, on doit minimiser F' sur D, - ou, en
d’autres termes F sur D avec la contrainte (1.18) -
Tout d’abord on note que pour yp <0 on a

F(za,ya,28,Y8) = ——(Ya+yB+2a—B)

2(
G .
> —2-(yA +24—2B)=F(ra,ya,25,0) (3.1)

et on peut toujours supposer que yg > 0. Alors - rappelons que F est C! - on peut
supposer F donnée par 'une des formules (2.7), (2.9), (2.11), (2.13). En fait, da a
la symétrie du probléme, un minimiseur trouvé a partir de (2.11) doit conduire &
un minimiseur trouvé a partir de (2.9) et inversement. Ainsi, on peut se réstreindre
aux cas de (2.7), (2.9), (2.13). De plus, comme on a vu dans la partle d’existence,
on peut éviter le cas (2.7) en déplacant le carré de la figure 2 jusqu’a ce qu’il touche
~le fil. Toutefois, on peut juste se restreindre aux cas (2.9) et (2.13).

Cas 1: Un minimiseur de F est & l'intérieur de D sur ’ensemble des points ot F'
est donnée par (2.9).

Dii & la théorie usuelle des multiplicateurs de Lagrange (voir (1.18)), on a pour
une certaine valeur A

( OF yB — Ya G
%“’ﬁ‘ —{ ( ) Rl S ) }— > —GQ)\(xA z5),
5——=_{ ( yA) +( )}+_=2)\($B—LL‘A),
TB —ZTA — B 2 29
< oOF — 2 YB G — 9 ( . )
@;—-{ :vB—xA}—_i—G (ya — yB),
oF 1 yB e B

En additionnant les deux premieres équations et les deux dernieres, on obtient

facilement : G
Ya _ _¥8 _ 2 (3.3)
zg L—zpB 2 v
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En gardant aussi la pemiére et la troisieme équation, on aura

G? lyB_yA 2_G

Y + 2(”) 5= 2M(z4 —zB), - (3.4)
IAZIE — 9\ ya —yp), o (3.5)
rg—TAg

(za—28)*+ (ya —yp)* = 4°. (3.6)

Puisque un est supposé étre a l'intérieur de D on a y4 < yp, ¢4 < zp et donc par
(3.5) X est différent de O et donnée par

En remplagant A dans (3.4) on aura

YB—Ya .,y _ G 1,
gB " JAy2 _ T —2==C 4G —
(xB—xA) 1 +G 4{G + 4G ‘8}
1 2
= Z{(G +2)° —12}. (3.7)
Ainsi, ce cas est seulement possible quand (rappelons que y4 < yB)

(G+2)?-12>0& G >2(V3-1). (3.8)

En combinant (3.6), (3.7) on obtient

VG? +4G — 8
YB — Y4 = 5 (zB—za)
alors
r .= 4r 3 _2r\/G2+4G-—8 (3.9)
BrtA= U rac-a BT /G464 '
Il est commode d’écrire (3.3) sous la forme
G
ya =524, yp=5(1-25)
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on en déduit

g 2Gr

+ —g+§(a: —zg)=—— (3.10)
ya yB—2 2 A B—2 \/G2+4G—4 . .
d’ott o |
r
=— G+ VG?+4G - 8),
VA= T~ T +4G_4( 4 )
_G_ - (G — VG2 +4G - 8) (3.11)
YB= T /G2 +4G -4 ’ '
1 r 2V/G? +4G -8
= = - 2+ ,
AT \/G2+4G—4( G )
1 r 2VG2? +4G -8
=+ 9 — : 3.12
R ey ¢ OGP

Si on désigne par E la valeur de F & ce moment la on a - voir (2.9), (3.3), (3.7),

(3.9), (3.10) -

_1.G (yp—ya)’, G .G
-—2{2(.%4+y3)+ P } 2(?/A+y3) 5'(%4 zg)
G G 1(yp—ya)’
4(yA+yB)+ (a’B"'33A)+2 Py
__g_{g_ 2rG - 2rG - 1r(G* +4G - 8)
T 42 JF@BF4G-4 VG +4G-4 2 VG2+4G -4
——G—2+ - {—+2G+€i+2G 4}
8  VGT+4G -4 2
2
__ % +r/GE 4G —4. (3.13)

Remarque 3.1. En fait, pour que [AB] soit le seul segment touchant le fil on a
" besoin d’une condition supplémentaire a savoir

Tp—Ta _ 2 >§
yp—ya VG2+4G-8 2
&4>G6VG2+4G -8

0> G +4G* —-8G* - 16

&0 > (G —-2)(G* +6G* +4G +8)
&G < 2.

7
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On considere maintenant le second cas - i.e.

Cas 2. Un minimiseur de F est & l'intérieur de D sur ’ensemble des points ou F
est donnée par (2.13).
A ce moment 13, le systeme des multiplicateurs de Lagrange est donné sous la forme

(OF 1. yaws , YB—Ya,2 , T4 —ZB yc G
— = —{—(— — 2 2 - = =2A —
0z 4 2{ (CI?A) +(wB—wA) _+ YB — YA " 1—:::0} 2 (£a —25),
OF 1. yYyB—Ya\2  ,TB—ZA yc yo oy, G
(2 ZA 2 -9 =
8:83 2{ (.'BB—:BA) + YB — YA 1—.'IJC+(].—:BC)}+2
) , =2\(zp — CBA)
oF —YB TB—TA\ 9
— == 2—— + 9 + - - = -
%y]é { es—22 " Up—va ) (1 ) } - 2M(ya — yB),
yB Ya TBp—TA yC
o= =2 - (EETTAY g MO >2} -2
Oyp TB—TA YB— Y4 1— l1-=zc 2
\ =2\ (yB — yA)-
‘ (3.14)
En additionnant les deux premieres équations et les deux derniéres on déduit
Ya yo G ~
—_— = = —. NE
T A 1- rc 2 (3 5)
En gardant la pemiére et la troisitme équation de (3.14) on obtient
1, yp—ya,, ¢B—2za G .
() —— — — =2 - , 3.16
2(333—96,4) vp—ua 8 (za—zB) (3.16)
- 1 zp— G?
U094 | S (ZE2A) - = = 2M(ya — ). (317)
TB—Ta 2 YB—Ya 8
YB — YA

1 » \ . ’ .
. Notons que T, = # 0 puisque un est a 'intérieur de D.
rBp— T4 T
On suppose que A est nécessairement différent de 0. En effet, dans le cas contraire

on a

On pose T =

1, 1 1 G
ST — 5= T+ om = ¢ (3.18)

Des deux premieres équations on déduit

1., 1 1.1 1 1 1
§(T2—'Tg)=—(T-T)@g(T—T)(T+'f)=—(T——)
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D’ol, on a impérativement 7' = 1 mais alors (3.18) est impossible. Ainsi A # 0. En
divisant (3.17) par (3.16) on obtient

T=(-T+— ——)/(=T% - = - —
THsm-3GT 7%
1,, 1 G? 1 G?
PTG =) =Ty
1., 1 ~ G?
¢>§T—ﬁ+(T_l)—_8_(T_l)_0
175 -1 G?
4=>§ T2 +(T—1)—_§—(T_1)_0
(T-1) 1+T+T*+T°+T¢ G2,
& { e +2 4}_0.
on a donc }
T=Y8"Y4 (3.19)
TB—TA
ou 2 3 4
1+T+T2+T*+T G |
= +2-—=0. (3.20)

On note tout d’abord que (3.19) est la seule possibilité - di a (3.15) et pour qu’on
soit dans le cas de la formule (2.13) -
soit

G>2. (3.21)

On peut écrire I'équation (3.20) sous la forme

1 1 G?
— +T? — — — =0.
T2+ +1+T+T+2 1 0

1 : 1
En posant u =T + T et en notant que u? = T2 +2 + Tz on obtient

2
u2+u+1—GT=O

12 G*-3
@(U+§) = T (3.22)
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Ainsi, pour avoir une solution de (3.22), on doit imposer
G > V3. (3.23)

On obtient alors (rappelons que u doit étre positive !)

+1_ GZ -3
UT9T T2
2 GI-3-1
& T°-T( 5 Y+1=0
GZ-3-1, VG -3-1,
o (-t s () - (3.24)

Afin que cette équation soit résoluble on doit avoir
JGE—3-1>4eG>2VT. (3.25)

On aura alors

=2t (3.26)

| : :
Il est clair que les solutions de (3.22) sont T' et 7 ainsi une seule parmi ces racines

doit étre considérée - pour l'instant on va considérer celle avec le signe + - en effet,
I’autre racine correspond & la position symeétrique du carré.

Maintenant on calcule z4, B, Y4, yB et F qui correspondent & ces différentes
valeurs de T

Tout d’abord

elecasT=1(G>2).

En écrivant (3.15) sous la forme

G G
ya=5%a, Y8~ (B —z4) = '2_(1 —o5+ya—YB)

et en la combinant avec (3.19), (1.18) on obtient

yB —ya =5 — T4 =V

80



Chapitre 4. Sur la position d’équilibre d’un carré ...

81

Alors, on en déduit facilement

1 1
1A=§*\/§7‘, ~TB=§» yA—

NIQ
l\.')l»——l

Dans ce cas la valeur E de F' est donnée par

E=—-—+\/_r—+l

=
9Lecasof1T=S+\/S2—1, S= Gt -3 1, (G > 2V7).

4
Dans ce cas on a par (3.15) et la définition de T

G G
ya = 5% yc=yp—(xp—1r4) = 5(1—$B+yA—yB)
yp—ya =T(xp—a)
(1+T%)(zp—x4)? =4r? (voir (1.18)).

Il s’ensuit

2r 2rT
IBp—TA = _I—E’ YB—Ya = \/—1_-*_———7—5

En additionnant les équations de (3.29) on obtient

Gr GrT 2r

G
+yp= = — - .
YATIE S Y T AT \/1+T2+\/1+T2
On aura donc a G
T
yA—Z+\/=T2{(1—T)—§(1+T)},
G 1+T
yp= 7+ \}—){ —-—}
wA=l+——r——{z'(1—T)—(1+T)},
2 V1+T?'G
1 r(1-T),2
:IJB—2+ 1+T2{G+1}

avec T donnée ci-dessus.

81

\/—r yp = —ii+ \/zr(l - %). (3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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Pour la valeur E de F & ce moment 13 on a de (2.13), (3.29)

1.G 1 G
E= 5{“2'(%4 +yc)+T(yp —ya) + T(l‘B —z4)}— —2'(yA +yp+ 14— TB).
En utilisant le fait que yc =y — (B — z4) on aura
G 1 1
E=—Z(yA+yB—(ﬂfB—wA))+i{T(yB—yA)‘*'T(ﬂfB—xA)}
__'_g_(g_ Gr B GrT )+ rT? 4 r
402 1+72 Vi+T? Vi+T® TV1+T12
G- r G? 1
= et ——{—(1+T)+T?+ =}. 37)
Tt ,___1+T2{4( +T)+T° + 7} (3.37)

On considére aussi le cas ou l'infimum de F est atteint sur la frontiere de D, - i.e.
pour £, = T ou y4 = yp - puisque ceci correspond & un carré dont ses cotés sont
paralleles & 1’axe, on peut donc sans perdre de généralité supposer que y4 = yB-
Ainsi, considérons 4

Cas 3. Un minimiseur appartient & la frontiére de D - i.e. est tel que y4 = yp -
puisque on peut supposer que yp > 0 on est dans le cas de la formule (2.9) et on a

1 2 2 .
F(wA,yA,wB,yB)=§{g—é+ Ya }

G
1 — —(2ya+ 24 —zB).
A —zpB

2

Puisque g =z 4 + 2r on a

. 2.1 1
F(za,ya,%B,YB) = %A{;Z + m} — Gya +rG.

On veut minimiser cette derniére sur x4 € (0,1), ya > 0. Il est facile de constater
que pour y4 fixée le minimum de cette fonction est atteint pour

1 1 o L
—_—=— T = T
ta l—x4—2r 47 9

Alors pour cette valeur on a

F(za,y4,2B,YB) = yAr — Gya +rG
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¢
2

et le minimum est atteint pour y4 =

Ainsi, dans ce cas on a

1 1 G 1
xA='2'—7", $B=-2-+7", yA=yB=‘é‘(§—7“)

et la valeur E de F' & ce moment la est donnée par

G? 1 G? 1
E——‘i—(g—'f‘)—y(i—r)+T‘G

2 G2

= ——8—'+7"(T+G).

Aprés ces préliminaires décrivons la situation. Tout d’abord on a

Théoréme 3.1. On suppose que

G<2(V3-1).

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Alors, le probléme de minimisation (1.6) admet une solution unique donnée par un

carré centré au milieu du fil avec A, B donnés par (3.58).

Preuve. On sait que le probleme admet un minimiseur. D aux contraintes
(3.8), (3.21), (3.25) la seule possibilité doit étre dans le cas 3 ci-dessus. Ceci termine

la démonstration du théoréme.

g

Quand (3.40) est vérifiée, la position minimale en énergie est représentée par la

figure ci-dessous

/
[S1En)

Figure 5

En laissant croitre le poids du carré, on aura
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Théoréme 3.2. On suppose que
20V3-1)< G <2 o (3.41)

Alors, le probléme (1.6) admet deuz solutions. L’une des solutions est telle que A,
B sont donnés par (8.11), (8.12) l’autre est obtenue par la réflexion par rapport a
Vaze x = %

Preuve. Di 4 (3.21), (3.25) un minimiseur peut seulement se trouver dans le
cas 1 ou dans le cas 3.

En Considérant (3.13) et (3.39) on remarque que

2
\/G2+4G—4§§—+G

4
@Vu—élﬁ%u ol on a posé u=G?+4G
ou? — 16u + 64 = (u—8)2 > 0. (3.42)

Ceci est toujours vrai - avec I’égalité seulement pour u =8 - i.e. G = 2(v3 - 1).
Ainsi, Iénergie donnée par (3.13) est la plus petite et A, B sont donnés par (3.11),
(3.12). D’ou1 se termine la preuve du théoréme.

g

Quand (3.41) est vérifiée alors le minimum de ’énergie est atteint pour deux confi-
gurations symétriques représentées par le figure ci-dessous

2AVI-1) <G <2

Figure 6

Passons maintenant & un poids plus grand.
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Théoréme 3.3. On suppose que
2< G <2VT. (3.43)

Alors, le probléme (1.6) admet un unique minimiseur donné par un carré centré au
milieu du fil ayant ses cotés faisant un angle de 45° qvec l’aze des coordonnées et
ot A, B sont deuz points donnés par (3.27).

Preuve . Dii 4 la remarque 3.1, la seule possibilité pour le minimiseur doit étre
dans le cas 2 - avec T =1 - ou le cas 3 (notons que pour G = 2¢/7 il existe une
seule solution 7 = 1 dans le cas 2). Ainsi, ceci nous conduit & comparer les énergies
données par (3.28) et (3.39).

Notons que

2 2
ﬁ(%ﬂ) < 94—+G (3.44)
G? .
@—4—(\/5—1)—G+\/§§0.
| 9

Le minimum de cette parabole est atteint pour G = 71 € (2, W7 ).

Puisque pour G = 2, G = 24/7 cette expression quadratique est négative, il s’ensuit
que (3.44) est vérifiée et ceci termine la preuve du résultat requis.

a

Dans le cas ol (3.43) est vérifiée la configuration de I’énergie minimale est illustrée
par la figure suivante

/
w0l &

Figure 7
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Finalement, supposons que G est plus grand que 2v/7. On a donc

Théoréme 3.4. On suppose que
G > 2V7. (3.45)

Alors, le probléme (1.6) admet deuz solutions symétriques, l'une est celle donnée
par A, B définis dans (8.33)-(3.36).

Preuve. La seule possibilité pour un minimiseur doit &tre dans le cas 2 ou
3. Ainsi, on a & comparer les énergies données par (3.28), (3.37), (3.39). On va
démontrer que celle dans (3.37) est la plus petite et ceci completera la preuve du
théoreme.

¢ Comparaison de (3.28), (3.37)
On voudrait démontrer que

G? 1 G? s 1
\/5(——+1) \/_ﬁ{—1+T)+T + 7} (3.46)

Comme précédemment on pose

V31

S = 1 | (3.47)
donc
T=S+/52-1. (3.48)
On a aussi —
T =5+ - S VS -
—/52 - 1 —vS52-1
d’our 1
T+7 =25 & T? +1=25T. (3.49)
Avec cette expression, il est bien clair que (3.46) est équivalent a
G? 9 G? 9
4ST(—4—+1) > {T(1+T)+2ST—1+2S—T}
G2
=(1+T) 2{—+2S—1}2
2 1+ 2T T2 G?
o 45(9— +1)2> —JF-T“L——{— +25 —1)?
1 2

(T+2+T{—+25—1}2 (25 +2) {—-+25—1}
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Ainsi on voudrait démontrer que

25(9;+1)2 > (S+1){%2-+25——1}2. ‘ (3.50)

On adS =G =31, dou

1652 = G%2 -2 — 2/ G2 — ___—_G2_4_2(\/G2—3-—1)=G2—4—85, (351)

ie. on a une relation entre S2 et S, en développant (3.50) et en utilisant ’expression
de S? en fonction de S, on aura aprés des simplifications:

2 2 ) 2
25(% +1)2>(S+ 1){(% —1)2 +4S(—i— —1) +45?%}
2 2 2
=(S+1){(G——1)2+4S(§——1)+9——1—25}
4 4 4
2 2
= s+01& - 1S 456 -0))
e N €T G G 2 A
=S(= — D + 584G = 6)+ (G-~ +5(C —6)
G? G2 1,G? S\ o G? G?
_S(T_I)T+(Z(T—l)—§)(G —6)+(_4—_1)T
+ S(G* - 6) '
G? G2 1, G? G* 3
—5{(2——1)—4"*'5((; —6)}+(—4"—1)(—2——§)
Gt G? G? G*-3
“S{E“LT_?’}J"(T—I) s ,(3'52)
Ainsi (3.52) est réduit a
' G Gt Gt G2 (G2 —4)(G*-3)
25(1+—2—+E)—5(TE+ 1 -3)> 3
S(G* +12G? + 80) > 2(G? — 4)(G* - 3). (3.53)

On pose X = G2 > 28. Alors (3.53) est équivalent a
(VX —3 — 1)(X? + 12X +80) > 8(X —4)(X - 3)
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&
VX —3(X?+12X +80) > 9X* — 44X + 176
< _ 0X? — 44X + 176 — 5(X? 19X 80)
| - + 176 — + +
VX =3-5> X% + 12X + &0
_4X? 104X - 224 4(X —28)(X +2)
X24+12X+80  X24+12X+80 °
Puisque
X —28
X —-3-5= e,
VX =345

il est donc commode d’écrire 'inégalité ci-dessus - aprés une division par X — 28 -
sous la forme :

X2 4+12X +80> 4(X +2)(VX -3 +5)

=4
X?—-8X 440> 4(X +2)VX -3
=
(X? = 8X +40)% > 16(X — 3)(X* +4X +4)
&~

X% —32X3 +128X2% — 512X + 1792 = (X — 28)(X® —4X? + 6X — 64) > 0.
Ainsi, tout le probléme est réduit & démontrer que pour X > 28

P(X)=X?>-4X?>+16X -64>0

OnaP'(X)=3X2-8X+16=3{(X - %)2 + %} > 0 et P(28) > 0. Ceci termine
la preuve de (3.46).

e Comparaison de (3.37) et (3.39)
On voudrait démontrer que

G‘)

(- +&> (1+T)+T*+ } (3.55)

1
gV {_
On procede comme avant pour avoir au lieu de (3.50) 'expression

5(%2- +G)? > (S+ 1){%2 +25-1)%
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Alors, au lieu de (3.52) on a

S(—4—+G) >S{—1—6-+T_3}+(_4——1)( 5 )
be. Gt G Gt G (G? — 4)(G*
. G* _2.— 12_4 12_3)
5(16+2+G>>S(16+4 3) + - 3
© G?  3G? (G* — 4)(G*
S(—.+——+3)>( — 4G —3)
2 4
=4
S(4G® + 6G? + 24) > (G? — 4)(G* - 3).
G?-3-1 < 4.
En remplacant S par sa valeur - S = 1 - on a & démontrer que
(VG =3-1)(2G® + 3G + 12) > 2G* — 14G? + 24
@ - V B
VG2 = 3(2G® 4+ 3G? +12) > 2G* + 2G?® - 11G? + 36.
On a

3
V@ -3-G=- ,
VGT-3+G

d’olt 'inégalité ci-dessus est équivalente a

2G8 2412
G(2G3+3G2+12)>2G4+2G3—11G2+36+3( " +3G7 +12)

G+ vG?-3

' 3
G? +11G? + 12G - 36 > 2G® + 3G? + 12
G+ VG? - 3( )
puisque VG2 — 3 > 5 il est suffisant de démontrer que
(G + 5)(G® + 11G? + 12G — 36) > 6G° + 9G* + 36
o
G* +10G® + 58G” + 24G - 216 > 0

qui est évidemment vérifiée pour G? > 28.
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Ceci termine la démonstration du théoréeme.

Ainsi, les positions d’équilibre sont représentées par les figures suivantes

G>0T

Figure 8

1
Remarque 3.2. On constate d’aprés (3.35), (3.36) que z 4,25 — ikl quand

G — +00. Dans ce cas le carré 4 tendance & avoir ses cotés paralleles’a l'axe a
Iinfini.
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Conclusion et questions ouvertes

Contrairement & ce qu’on s’attendait intuitivement, les résultats de cette partie
nous ont permis de parvenir entre autres au fait que la position d’équilibre de deux
disques identiques rigides roulant sur un fil élastique ne correspond pas toujours au
cas ot les deux disques adoptent une position symétrique au milieu du fil. Concer-
nant un carré, aussi un résultat inattendu a été démontré. En effet, on a vu que
dans ’état d’équilibre, le carré ne se stabilise pas toujours au milieu du fil pour une
position symétrique, et cela dépend de la valeur du poids du carré.

Pour compléter ’étude du probleme de trois disques identiques, on doit traiter le
cas ol I'un des trois disques qui ne touche pas le fil élastique et soit sur les deux
autres et voir si le minimum de I’énergie est atteint dans ce cas.

On propose également d’étudier le cas de quatre disques identiques ou plus.

Enfin, il est intéressant d’étudier la position d’équilibre dans le cas d’une éllipse.
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PARTIE
11

.~ SUR IL’ETUDE D’UNE EQUATION
INTEGRO-DIFFERENTIELLE
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Introduction

As a motivation, we would like to briefly sketch the origin in physics of the
problem studied in the following.
In nonrelativistic quantum theory a closed physical system is described by a
Schrédinger equation

(e, t) = —iH(z, ), (0.1)

(the dot denotes a partial derivative with respect to t)

where the so-called wave functions 9 are elements of a Hilbert space H. = denotes
some degrees of freedom other than time and H is a selfadjoint operator in H
generating a unitary one-parameter group of time-ewlution. Time only will be
of interest to us in the following. In real physical situations one rarely has to do
with closed systems but rather with open ones as subsystems to which a space
Hg is associated and H decomposes into H = Hs ® Hgr where Hg belongs to the
complementary system ("reservoir”). It is in this way that well-defined concepts
of nonunitary dynamics, energy dissipation and irreversible processes, as naturally
observed in reality, become meaningful and accessible.

By straightforward derivations [1] one then shows that in Hg equation (0.1) must
be replaced by

t
p(t) = —i H, plt)] + /0 K(t - s)p(s)ds + J (2), (0.2)

where p is a so-called selfadjoint, positive density operator in Hg with normalized
trace, i.e.,
p>0, Tr(p=1 0<t<+00. (0.3)

The trace is defined by Tr(p) = Z (i, ppi), {¢i} an arbitrary orthonormal basis

(]
in Hg, [H, p] denotes a commutator and K appears as a very complicated kernel
operator acting, in general, in B(H), the space of all bounded operators in Hg. The
inhomogeneity J(t) arises from the restriction of the initial condition for ¥ to the
open subsystem, usually called "entanglement”.
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Now, for a practical mathematical treatment, it is most convenient to transform
(0.2) into coupled equations for real functions of time by taking matrixelements
of all operators in an orthonormal basis in Hg and separating real and imaginary
components. Of course, the lengthy procedures will not be given here (see {1]) but
we mention as a result that (0.2) reappears in form of a Volterra integro-differential
equation

v(t) = Av(t) + /Ot C(t—s)v(s)ds +£(t) , (0.4)

where for dim(Hs) = N, we have {v,f} € R" with n = N2 — 1, {4, C} are real
(n x m) - matrices and, in particular, A* = —-A4.

Most important is the consequence of properties (0.3) which in this repre-
sentation are found to be equivalent to a bound on the Euclidean norm of
vV = (’01,’02,"',’Un)T,

VO =Y R0 <i-5. (05)
=1

In a first attempt we will try to localize some special kernel functions which might
be useful in physical applications. Except for general bound estimates we restrict
ourselves to the lowest dimensions n = 2,3 whereas n = 2 helps to get acquainted
with the mathematical problems and, finally, n = 3 is the lowest dimension of real
physical importance and interest. '
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1. Formulation of the problem.

We consider the integro-differential equation
t
v(t) = Av(t) + / C(t — s)v(s)ds + £(t), 0<t< +x© (1.1)
0

with A being a constant (n X n) - matrix satisfying AT = ~A4 (skew symmetric).
We suppose that f : [0, +00) — IR is continuous and C(t —s) is an (n x n) - matrix
of continuous functions for 0 < s <t < +0.

Qur aim is to determine conditions fulfilled by A, C, f such that the norm of the
solution of (1.1) is bounded by a certain constant.

Existence and uniqueness of the solution are proven in {2]. Let us start with the
following lemma.

Lemma 1.1.

Equation (1.1) can be transformed into
¢ ‘ |
v(t) =F(t)+ / H(t—s)v(s)ds , 0<t <+ (1.2)
0

where F : [0,+00) — IR™ is continuous and H(t — s) is an (n x n) - matriz of
continuous functions for 0 <s <t < +co .

Proof.

Integrating equation (1.1), on has

v(t) = v(0) + /Otf(u)du + /Ot Av(u)du + /Ot /Ou C(u — s)v(s)dsdu .

We interchange the order of integration in the last term (see appendix A1) to obtain

v(t) =v(0)+ /0 ’ fw)du + jot (A+ Ot " Cudu)v(s)ds .

' Set ,
v(’O) +/0 f(u)du = F(t),
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-8

A-l—./‘t Clu)du= H(t— s).
0 |

Again, F and H are continuous, such that (1.2) holds.

Remarks 1.1.

¢ Equations (1.1) and (1.2) are equivalent. ~
e Since F, H are continuous, equation (1.2) admits one and only one solution v(t)

([2])-
2. Classical method.

Let us introduce the function
+o0

G(t—s)=- C(u)du , (2.1)

t—s

well defined and continuous for 0 < s <t < oo.
Define now a constant matrix @ by

Q=A+ T C(w)du = A— G(0). (2.2)
0

We suppose that there exist positive constants o, M, k1, v, L such that

€209 < Me™®W | for 0<u<t<+o0, (2.3)
t
J/ |£(w)|du < k1, | (2.4)
0
and
IG(t — )] < Le™"79 for 0<u <t < +oc. (2.5)

We can now establish the following proposition.
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Proposition 2.1.

Under the assumptions above, the solution of (1.1) or, equivalently, of (1.2) is
bounded.

Proof.
Inserting the identity

= C(u)du + / t C(t— s)v(s)ds
0

t
4 / G(t — s)v(s)ds = —v(?)
“and (2.2) in (1.1) yields
d t
v—-Qv=1f(t)+ E/ G(t — s)v(s)ds.
0
After left-multiplication by e™*@ we obtain

2 (e 9v) =25 [ ale - a)viads +£0)}

Integrate the last equation from 0 to ¢,

t

e 9v(t) = v(0) + /t e U9 (u)du + / e “Q{%( /u G(u— s)v(s)ds) }du ,
0 0 0

and use integration by parts of the last term above. We then have

e Cv(t) = Q(O) + /t e U (u)du + [e;“Q /Ou G(u— s)v(s)ds]g
0
t pu 40 _
+/0 /0 Qe "YG(u — s)v(s)dsdu
= v(0) + /t e""Qf(u)du +et@ /t G(t — s)v(s)ds
- 0 0

t pu
—uQ _
+/0‘/0 Qe ““G(u — s)v(s)dsdu .
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t

V(B)] < M(V(O)] + k1) + L / e~ |y (s)|ds

M|Q|L/ { —~(t—s) __ —a(t s }|V |d.S

If « = v we have

t u . i
/ / e~ =W |G (u — s)||v(s)|dsdu < L/ (t — s)e™ =) |v(s)|ds ,
o Jo 0

Thus, we have an inequality of the form

v(e)] < M(v(O)] + k1) + / o(t — 5)|v(s)lds

where
¢<t-s>={:izéi:2§ = 32
with
oot — 8) = Le™®(=) 4 M|Q|L(t — s)e™>(~*).

By using Gronwall’s inequality (see appendix A2) this can be rewritten as

Y

V(O] < M(v(O)] +kelo 2% e
Now, in order to conclude that |v(t)| is bounded it is sufficient to show that the

v t
integral / ¢(t — s)ds is bounded. The explicit form is given in the two cases.
0

e Fora#7v,
t t t t
/ ©1(t — s)ds =Le™ ™" / e’’ds + M{e‘” / e?ds —e™ / e**ds}
0 0 a—79 0 0
L —vt M L ¥t —at
=-—67——(e7t 1)+ lQL {67 (e“’t—l)—e—a—(eo‘t—l)}
L - M|Q|L - M|Q|L -
=—(1l—e _'Yt 4+ —""—(1—¢ yty _ 1wl (] — et
7( ) v(a—v)( ) a(a—v)( )
=wl(t) )
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Multiplying the last equation from left by et yields

v(t) = e'9v(0) + /t e(t="Qf (u)du + /t G(t — s)v(s)ds

0

t u l
+/ / Qe(t—“)QG(u — s)v(s)dsdu .
0o Jo

Upon using the bound (2.3) the norm estimate of this expression is given by

lv(t)| < M|v(0)le™** + / Me=*t=W|f(y) |du+/ |G(t — s)||v(s)|ds

t u . )
+M|Q|/ / e~ =G (u — s)||v(s)|dsdu . (2.6)
- 0o Jo ,
Now, we interchange the order of integration in the last term and obtain -

/Ot /Ou e~ t=W|G(u — s)||v(s)|dsdu = e~ /Ot (/st e**|G(u — s)|du)|v(s)|c?s .

By taking into accout (2.5) we find
t U t t
/ / e~ = |G(u — 5)||v(s)|dsdu < Le—o‘t/ {/ e* =74 gy } v (s)|ds
o Jo

=L o‘t/ 75{/ =gy} |v(s)|ds .
If we assume a # vy we have
t
/ / (t=v)|G(u — s)||v(s |dsdu< "O‘t/ v {el*=) — e v(s)|ds
=(t=s) _ g—alt—s)
< / {e Vv(s)lds -

(2.7)

Inserting (2.7) in (2.6) and using e~ < 1 in the first 2 terms then gives us
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with nonnegative derivative

W) = e + 214 f(m ~ ™) 20,

11 is monotonously increasing towards a constant value for £ — +o0o ,

1] :
/ v1(t — s)ds < lim ¢1(t):£ +M|Q|L.
0 100 v a')’

e Fora = ’y',

t t

/0 @a(t — 8)ds =Le™** /

t
e**ds +M|Q|L/ (t—s)e~*(t—9)gs
0 0

at _ ate—at
)

o2

=§(1 — ™) + M|Q|L( l-e

=y2(t) ,
where we have again

Wo(t) = Le™* + M|Q|Lte”* >0,

then . | |
. L M|Q|L
— < e .
[ exe = )da < fim watt) = 5+ =
The final result can now be summarized as
L Ml
[v(t)] < M([v(0)| + k1)e? oy, (2.9)

(valid also for v = a). This completes the proof of the proposition.
2.1. Applications in 2 and 3 dimensions.
Example 1.

1
For n = 2 we require, e.g., [v(t)| < 3 in the following.
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For matrix A we set | '

A= ( 0 a) , a€lR,
—a 0

and choose the kernel C(t) in the form

C(t) = h(t) ((1) (1)) = h(t)I. (1 : identity matrix)

According to (2.2) we have

+oo b a
Q=A+/ C(u)du———( )———bI-l-aJ,

+oo '
N (10 (0 1
b—/o h{u)du, I—-(O 1), J—(_l 0),

and the Frobenius norm results in

Q| = {2(a® + ¥)}3.

For the exponential form we get

where

J4Q _ (thatd

and note that i
J2 - "‘I,J3 = —J,J4 = I, ......

Finally, by power expansion one finds

(at)2 2 (at)3
TR

t)4
'@ =e (I + atJ + J? + (‘1‘) J44-)

___etb{I(l _ (at)? + (O'Lﬁ — )+ J(at - (at)® + (at)® — 9}

2! 3! 5!

=e'? (I cos(at) + J sin(at))

-—etb( cos(at) sin(at)) ’

- —sin(at) cos(at)

with norm

e1Q] = v/2ett.
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This shows that in view of (2.3) b must be negative. Set

+oo
/ h(u)du = —w, w > 0,
0

with a suitable choice, e.g.,
A(u) = —w(l + w)e AT«
From (2.1) one has |
+00
G(t—s)=— C(u)du = Twe~(+w)(t=3)
: t—s

with norm given by
|G(t — 3)! —_ \/§we—-(1+w)(t—s)’

such that the parameters in (2.3) and (2.5), respectively, can be set to
M=V2 a=w, L=V2w, v=1+w.

Furthermore, in order to have only one adjustable parameter, £(t) = (f1(t), f2(t))?
is chosen proportional to w, '

f1(t) = falt) = —\‘/"—ie-t, ky =w,

and, finally, we set

V21

az—i-(')—’w.‘

With the above parameter definitions, inequality (2.9) as a function of initial con-
dition |v(0)| and w reads

16\/§w

v(t)] < V2(Iv(0)] +w)e (1 + ).

: 1
From numerical estimates one finds for |v(0)| = r for instance, that the range
O<w< 515- is admitted, whereas for |v(0)| = -:1): the corresponding range shrinks to

1
L e i .
O<w< 135" approximately
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On the other hand, the problem has an exact solution. If we denote the Laplace
transform of a function g(t) by

+o0 '
i) = [ g,
0
equation (1.2) is transformed into
sv(s) = v(0) + Av(s) + C(s)¥(s) + £(s),
or, in terms of the components v(t) = (z(t),y(t))7,

(s — 1(s))E(s) — ai(s) = z(0) + fi(s),

! j (2.1.1)
aZ(s) + (s — h{(s))7(s) = y(0) + fa(s),
where ) w(ltw) - ) g
h(s) = T rita fi(s) = fo(s) = Bl

The solutions of (2.1.1) are given by

B(s) = (fi(s) +2(0))s = (Fi(s) + 2(0))h(s) +(fals) + (02 -
s2 + ﬁ(s)(ﬁ(s) — 2s8) + a? ’

s (5= eD(Fale) +40) = alfi(6) +2(0))
82 + h(s)(h(s) — 25) + a*
In principle, the backtransforms can be given analytically. In view of the length
expressions we prefer to give the plots for xz(t), y(t) and Iv(t)] = (22(t) + ¥3(t))?
1

1 T
below, for the choice v(t) = (5,0) , W= =.

0.4-
031
021

0.1

x)

2

¥y

/N
[\
\

| ¥__1_'_____ 0041

0.1
0.06 /
0.04 [
0.02-

-0.02+

N\

/B
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el

0.3 \
\
0.1 : \

0 2 4 8 8 10

1
Obviously, |v(t)| £ 3 is fulfilled. This puts in evidence that the norm estimate (2.9)
may be too strong. It yields conditions which are sufficient but not always necessary.

Example 2.

The lowest - dimensional case of real physical interest is for n = 3, i.e., for quantum
dynamics of so-called 2 - level systems occuring in atomic and molecular physics,
as mentioned in the introduction.
Consider a very simple choice by

| 0 1 1 : -1 -1 -1
A=w| -1 0 1}, ct)=nr)| 1 -1 -1},
-1 -1 0 1 1 -1

h(t) = w(l +w)e "N £(8) = (A1), f2(t), ()T =we (0,0, 1)7.
We then have
+o0 :
Q=A+ / Cwdu =-wl, |Q|=v3w,
0
th — e-—th, Ith| — \/ge“"t,
+oo - -1 -1 -1
G(t—s)=— Clu)du = —we 1+ | 1 -1 -1},
t—s 1 1 -1
IG(t — s)| = Jwe=(Fw)E=9) -
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t
/ |f(u)|du < w.
0
The appropriate constants in (2.9) are thus obtained as
M=\/?_>, a=w, L=3w, y=14w, k1 =w,

leading to the final estimate
12w
Iv(£)] < V3([v(0)] +w)el +w.

1 1
Requiring again |v(t)| < =, an upper limit is found for |v(0)| = 1 and w = 9.1073
and, probably, larger values of the initial condition do not seem to be reasonable.

In any case, |v(0)| = 3 is definitely ruled out. Again, the corresponding Laplace-

transformed equations for v(2) = (z(¢),y(t), 2(t))” read

(5 + h(5))E(s) + (R(s) — w)ii(s) + (h(s) — w)&(s) = 2(0),
(w —h(s))E(s) + (s + h(s))F(s) + (h(s) — w)Z(s) = y(0),

(w — h(8))&(s) + (w — B(5))U(s) + (s + h(5))2(5) = 2(0) + fa(s),
where (1+w) |
: ~ w w ~ w
ho)=siori P51
Instead of giving the very lengthy backtransforms, the time-behavior of the com-

ponents and the length of v are displayed in the figures below, for the choice
T B

1
v(0) =(5,0,0) ,w=0,8.

X8 i)

08

I\ = /N
JN\ - \
4\ * N

-0.02] S~
.11 \ 004 /
\ 2
g \__/,/f”#pf—d o8] { /
¢ 2 4 8 8 © 0 2 4 6 8 10
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w2l /N TN

=N 4\
[\ o\
=/ N 4\

006, " 01

) z 4 [ 8 © o 2 4 6 8

L

1]

The results show that even for |v(0)| =-% and w = 0,8 the bound |v(t)| gé— is

preserved whereas larger w values start violating this desired condition.

After these exploratory simple examples we will envisage more general cases. Since
in most situations it will be hard or impossible to find analytic solutions by Laplace-
transform or Picard’s approximation and other available methods we have to resort

to numerical procedures.
3. Numerical methods.
3.1. n=2

In the following, we consider equation (1.2) in 2 dimensions with
0 a Cu(t) Clz(t))
A = ’ C t = ?
(‘a 0 ) () ( Ca(t) Coalt)

v(0) = (z0,%0)7, £=(f(t), f(t))""

Then, we have

t—s t—s
Ci1(u)du a +/ Ciz2(u)du
0

t—s t—s

Cai{u)du
0 0

_ (Hu(t—- 8) Hya(t— s))

H(t—s)= /0

—a+ Caa(u)du

Hai(t—s) Haa(t—s)

and

t t
F(t) = (iL'() +/0 fl(u)du, Yo + /0 fZ(U)du)T = (Fl(t)’ F2(t))T‘
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For a sequence {t;}, ¢ € N, t; = iAt, At > 0 a small time-increment, a corre-
sponding sequence {v;} will be conqtructed where we have abbreviated v; = v(t;).
Supposing that {vi, va, ....,v;} are known, the next value v; 4, will be determined
successively.

In a first step we then have

tit1
Vier =F(tiy1) + H(tiy1— s)v(s)ds
. 0
i+1
=F(ti+1) + Z H(ti+1 — s)v(s)ds.
tj-1
By the trapezoidal rule one obtains
At i-+1
Vi1 & F(tia) + = Z {H(tiy1— t])v.) + H(tiy1 — tj—1)Vj-1},
j=1
or, else,
At At . :
Vil — "—'AVH_]_ ~F(tiy1) + —""H(ti_H —to)vo + At Z H(tiy1 — tj)Vj. (3.1)

=1
Denoting vj = (v}, v]? )T, then, the equations for the single components read

( Ot
Viyg— 2 —av?,; = Fi(tiy1) + _{$0H11(tz+1) + yoHi2(tiy1)}

+AtZUjH11(ti+l — tj) + ijlz(ti+1 - tj),
\ A = (3.2)

t JAN
7avil+1 + 02, = Fa(tit1)+ "2—{$0H21(tz'+1) + yoHoz(ti+1)}

+At Z’U;Hzl(ti.i.l - tj) + 'U?sz(t.,;_n - tj).
{ j=1

~ After replacing F', H we get
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_ 1 ( _ é2i 0 /ti+1 At [h+r
Viy1 = —_—“1+ %?%2 To+ ayo it 7 %o+ | fi(u)du +a 3 J, fa(u)du
At tit1 tit1
—2—{130 Cu(u) du + Yo Clg(u)du}
0 , : 0
A2 tiy1 tita
+—4— a{zo / Co1(u)du + yo Coo(u)du}
0 0
i tip1—t; XTI Cplivi—t; )
+j§ {At/o C11(u)du — ¢ + —4—0,/0 Cgl(u)du}vj
% tiv1—t; A2t tiv1—t;
+ Z {aAt + At/ Cr2(u)du + —z—a/ ng(u)du}vﬁ) , (3.3)
0o 0

=1

At At tit At bit "
v, = ——é—av}H +yo —azo +/(.) fa(u)du + —2-—{:1:0 A Cor(u)du

tiv1—t;

tig1 i
+Yo / sz(’u)du} + At Z{ —-a +/ 021(u)du}v}
Jo = 0

tit1—t;

Coa(w)du, (3.4)

i
2
+At Z v /
=1 0
where the starting values for ¢ = 0 are given by

vl = ——l-—-—-(xo + ayo At — éﬁazxo + / At{.fl(u) + aéifz(u)}du
1 1 + Af-ta? 4 o 2

At 2 2

At At A4t AN
+/ {11:07011(?1) + yo'—2'012(U) + TGIBQCZl(u) + —Z—ayQng(u)}du),
0

At N At (At
¥ = —=av! +yo —azo 5+ fa(u)du + = {z0C21 (u) + yoCa2(u)}du.
2 2 0 2 Jo

Now, we are able to compute {v}}, {v?} by using the following Maple program.
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Sol:=proc(n) o
local v1, v2, v, %o, yo, a, t, i, f1, f2, C11, C12, C21, C22;
t:i=( ); xo:=( ); yo:=( ); a:= ( ); fli=x— >( ); f2i=x— >( ); Cll:i=x— >( );
Cl12:=x— >( ); C21:=x— >( ); C22:=x— >( });

vii]:= ();

v2[1)=();

v[1}:= sart(v1{1]A2 + v2[1] A 2);

print ([t,v[1]]);

if n<=1then

RETURN (eval (v))

fi;

for i from 1 ton-1 do

v1[i+1]:= ();

v2[i+1f=();

v[i+1]:= sqrt(v1i[i+1A2 + v2[i + 1] A 2);

print ([t*(i+1),v[i+1]]);

od;

RETURN (eval (v))

end;

Above, v/ has been denoted by vi[i], (j = 1,2), and t is used in place of At. Later
on, this program will be used as input to obtain plots for the single components of
v as well as of its norm.

3.1.1 Application.
Example 1.

Let us choose, e.g.,

0 1

O(t) = —tet” (_1 O) CE(t) = —tef (1,0)T, A= -;- (_01 é) v(0) = i(1,0)T.

For examples of this type, owing to a particular relationship between A and C(t)
one can give a more direct estimate than the one in (2.9) by just using the integrated
form (1.2).

For positive constants k, M and

|F(t)| < &, /OtlH(t— 8)|ds < M, (3.1.1)
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Gronwall’s inéquality yields directly
Iv(t)| < keM. (3.1.2)

Note, however, that the second bound in (3.1.1) may not exist in general even if
(2.9) guarantees boundedness.
For the present example we get

R Y. 7
v YT
1
If we increase the initial value of v to v(0) = =(1,0)7 this estimate is violated
but, as shown in the figure below (graph of IV({,)} in both cases), the numerical

calculations still respect the requirement v(t) < 5

D5
0.4

0.3

0.1

2 4 -] 8 10

Figure 3.1

Exarriple 2.
A different choice is

A=z (_01 (1)) C(t) “_‘Z(TitT)z (_01 (1)) £(t) = —e~%(1,0)T.

H g b
’ ' ( ) ( 3 ) 9
3 3
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. ' |
but v(0) = -2-(1, 0)" would not be admitted by (3.1.2). Nevertheless, the displayed
figures show the desired boundedness in both cases. :

0.5
0.4
0.3

0.21

0.11

v 2 4 s 8 »
Figure 3.2

Working out an essential improvement of bound estimates will be extremely
demanding and has to be postponed for later investigations. '

3.2. n=3
3.2.1. A special case.

First, we consider a simple example motivated by physics [1], and given by

0 —-c b
A=| ¢ 0 -a , a,bcelR.

-b a 0

o0 =hoL, £ = 0,05 [ Hujaw),

at the moment for a suitably general kernel h(t). Vector and initial condition are

denoted by
' V= (,1)17,02,,03)T, V(O) = (anyOWzO)T'

Hence

Ot ™ h(u)du —c b
H(t-s)= c fé_s h(u)du —a ’
-b a fot ~° h(u)du
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i ]
F(t) = (0, %0, 20 41 / / h(u)duds)T.
2 0 JO

We apply the same method as used in 2 dimensions and obtain

] At _At 1 |
2 2 Ui+1 . z
"'TC 1 TCL vz’+1 = F(t)+—H(tZ+1"O)V(O)+At E H(ti+1 - tj)Vj,
Atb _Ata 1 v: 2 j=1
2 2 i+1 J

equivalent to the system of equations

( At At At |
v + —E-C’Uzz-i-l - _z'_bv?+1 = —é'{xOHll(ti—H) + yoHi2(tir1) + 20Hia(ti1)}
i .
+F; (ti+1) + Atz 'U;Hu(tﬂ_l - tj) + U?le(ti+1 _— tj) + U;H13(ti+1 — tj) = ay,
j=1

JAN 4 JAN 5 AN
-—2'C'Uil+1 +oi+ 7avz3+1 = 7{$0H21 (tiv1) + yoHo2(tiv1) + 2o Has(tiv1)}
{ ' i
Fa(tiv1) + At Z’U;Hzl(ti-}-l -t)+ 'U?H22(ti+1 —t;)+ 'U?H23(ti+1 — 1) = aq,
j=1 - ‘
At At ' At
Tb’vz'lﬂ - —2‘01’5?'+1 +v = 7{$0H31(tz'+1) + yoHso(ti+1) + 20Haz(ti+1) }

i
F3(tiy1) + At Z’U;‘HBI(ti+1 —t;) + v} Hsa(tips — t;) + v} Hag(tir1 — t;) = as.
\ J=1

(3.5)
The solutions are found to be

o= (acO?t + 26At)as + (abA%t — 2cAt)ay + (a2 A% + 4)ay (3.6)

e 4+ N?t(a® + b2 + c?) ’ '
o2 (beA\%t — 2alt)as + (V2A% + 4)as + (2cArt + abA2t)a, (3.7)

s 4 + A%t(a? + b2 + c2) B
B = (2 A%t +4)az + (cb A%t +2aAt)as + (acA?t — 2bAt)a, (3.8)

L 4 + A2t(a? + b% + ¢2) ' '

By analogy, for the calculation of the numerical solution of (1.2) we can use the
kind of program developed previously. As a test we use an analytically solvable case
and set

1
ht)=—e3 zo=y=20=—7=, a=b=c=0.
() 0 Yo 0 \/ﬁ
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The associated Laplace-transformed equations read

(s~ h(3)a(s) = o,
(o= h(s)3ls) =v0,
(5 = h())2(s) = 20 + 5-h(),

with solutions

) . B _ . 20 77’(8)
Z(s) =4(s) = s—his)’ &s)= s — h(s) * 2s(s — h(s)) ’

and back transforms

3 3
z(t) =y(t) = -—\é_—{—-\/-: _-Q.tsinh(—?t) + e—gtcosh(—\/z—-g-t)},

3 3
2(t) =z(t) — l + ;e 2tcosh(£t) 4 — \/_ -—t V5

inh(—t).
sinh(%=1)

A comparison between the analytical and numerical results have shown excellent
agreement, and a plot of the norm |v(t)} is given in figure 3.3.

057
0.48+
0.484
0.94 7
0.423

0.4
0.387
0.367
0.4
0.32

0.3
0281
0,287
0.243

o 2 4 [} 8 10
Figure 3.3

In addition, figure 3.4 shows the behavior obtained from numerical evaluation for
some different conditions, :

1
a=c=1b=0, v(0)= 5(1,0,0)7".
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0.57
0.41
0.3

0.2

o 3 i ) 3 )
Figure 3.4

3.2.2. General case.

For n = 3 the most general real representation of the dynamical equations for a
quantum-mechanical 2-level system in Markovian (or weak coupling) limit are given
by ordinary differential equations of the form

v(t) = (A+ B)v(t) +w, " (3.9)

where A is real skew-symmetric, B real-symmetric and w a constant vector. The
- correct bound required by quantum theory is then

VO <3,
and can be shown to be guaranteed by a set of inequalities fulfilled by the matrix
elements of B and the components of w. The corresponding derivations are well-
described in the literature [1].

For the more general non-Markovian case, equations of type (1.1) appear. Conse-
‘quently, we let us guide by the former results in the sense that the elements of B
are replaced by time-dependent kernel functions and allowing for time-dependence
of w as well but maintaining at the same time a time-local version of the inequal-
ities. Tentatively, we suppose that in this way the bound will be preserved but a
rigorous proof is still missing. Therefore, it is our aim to select some suitable func-
tions with help of numerical methods such that examples of real physical interest
can at least be simulated satisfactorily. Necessarily, this attempt will remain on
a semiphenomenological level. On the other hand, on a fundamental level these
functions should be derived from the original exact quantum equations but, un-
fortunately, no progress could ever been made in this direction so far. Physicists
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have always tried to circumvent the difficulties by some perturbation techniques,
however, the latter will always violate positivity of density operators or, in other
words, the required bound.

In the following we will summarize the details using conventions in close analogy to

what had been introduced for (3.9) in the earlier literature on the Markovian case.
The general parameterization is then given by

0 —c b
A=-AT=| ¢ 0 -al, a,b,ce R,

-b a 0

—3(t) o) B
cCty=Cct)' =1 oft) -v@ ot |,
B(t) () —-m(@)
£(t) = —~V2(A@t), —u(t),v ()7,

(3.10)
subjected to the inequalities

(0 < vi(t) < () +(t), (i,k,1) a cyclic permutation of (1,2, 3),
4(a(t) +%(1)) < 1 () = (2(t) — 75(1))%,
4B%(1) + 1 (1)) <7 (1) = (m(t) = 1(®)%
| 460 + 2(2) S22 — (1 (6) ~ 12(0)*,

46(csd — vA) — du(or + v8) > (713 +71 — 72) (5% + 1?)

1 1
{ +Hyz + 73 —m){e® +1° —=9F - Z(’Yz =732} + (71 + 72 — 1) (8° + A).

4
(3.11)
This time-local generalization is supposed to force the solutions to satisfy again

1
v(it)| < —=. 3.12
fv(®)] 7 (3.12)
It must be mentioned that also weaker conditions involving integrals of these func-

tions only may be sufficient. This has been shown in special cases [7] but no general
theory is available as yet.
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Regarding a numerical implementation, one generalizes the earlier procedures to 3 -
dimensions and set

T
V(O) = (l'o,yoazo) 3 Vi = ('U,%,’U?,‘U?)T

Then, we need

tit1

tita At : tit1
a; =T —\/5/ )\(u)du+—2—{ —cy0+bz0—:c0/ 73(u)du+y0/ a(u)du
: 0 _ 0

“JO

tit1 v tig1—t;
+29 / Blu)du} + At Z {~cv? +bv} — v} / v3(u)du
0 . 0
=1

tit1—t;

tit1—t;
+v3 /0 ofu)du + v3 /0 B(u)du},

tit1 tit1

7 tit1 '
w(u)du + -——{ca:o —az + Zo / a(u)du — yo / o (u)du
0 0

ag = yo+\/—/

tita 1 tit1—1;
+29 /0 6(u)du} + At Z {cv} — av? + v; /(; a(u)du
=1

tiy1—t; tiy1—t;
¢ [ du o [T st

| 755] b1 tit1

At
as = 2p — V2 / v(u)du+ -2--{ —bxg + ayo + o B(u)du +yo / 0(u)du
Jo Jo Jo

ti+1‘— tj

tit1 i
-2 / 'yl(u)du} + At Z {—bv} + av? + v} / B(u)du
0 =1 0

| tit1—t; tit1—t;
+vf / 6 (u)du — 'vf / 7 (u)du}.
0 0

Furtheremore, one needs vq = (v},v3,v})T which is obtained from (3.6), (3.7), (3.8)

by replacing ¢ by 0. The subsequent general program will be used in the following
tests.
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Sol:=proc(n)

local v1, v2, v3, v, xo, yo, 20, a, b, ¢, t, 1, A, u,v,v1,%2,73, @, 5, 6;

t:=( ); xo:=( ); yo:=( ); zo:=( ); a:= ( );b:=( ); c:=( );

A=z—> (fip=a—>(vi=2->(imn:=2->()i72:=2->()

[1]:
v2[1]:= ();
va{l]:= ();

v[1]:= v1{1]A2 + v2[1] A2 + v3[1] A 2;
print ([t,v{1]]);

if n<=1 then

RETURN (eval (v))

fi;

for i from 1 ton-1 do

vi[i+1]:= ();

v2[i+1}:= ( );

v3[i+1]:= ( );

v[i+1]:= v1[i+1A2 + v2[i + 1] A 2+ v3[¢ + 1] A 2;
print ([t*(i+1),v[i+1]]);

od;

RETURN (eval (v))

end;

3.2.2.1. Applications.

For simplicity, we choose
a=0=A=u=0, MmMm=v=7=17, (except for example 5).
The conditions (3.11) reduce to

Y t) 20,
wt) 220/5(8) + 82(2))

for which it is now straightforward to test a series of admitted kernels as given in
the table below. :
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Assumptions Graph of |v(t)[?
Example 1.
"0 =175
1
U(t) == 1 +€t’ 031
6(t) _ 1 027
1 +cosh(t)’
(i)a=b=c=0, |

Sk

;UO::yO:zO:

(ii)a=b=c=

<

1
$0:§ay0:§7z0=

>[4

0.4

9.3

02

0.14

Comparison between

the two cases (i) and (ii).

061

0.4+

0.3+

024

6.1
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Assumptions Graph of |v(t)}?

051

0.4

(iii) a =b=c =0,

1 1
$0=§,y0=",20=

0.3

02+

[V

0.1

(iv)a=b=c=1, )
1 1 5 "
on:g,yo:i,Zo:—g‘- 02]
054

(V) a=b=c=2, )
1 1 V5
To=3,Y0 =73,20 = —= o]
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Assumptions

Graph of |v(t)}2

(vi) a=b=c=35,

1 1 N3

=gl Ty g

o4

04

o

0.1

Comparison between

the four latter cases,

05

041

0.3

02

0.1

(vii)a=5,b=c=0,

1 1 V5
$0=§,y0='2',20= —6_

o8
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Assumptions Graph of |v(t)[?

051
0.4

03

Comparison between

the two cases (iii) and (vii). a2}
Example 2
v(t) = 4sech(t), "
_ sinh(t) o4
u(t) = cosh2(t) (t)’ oo]
5(t) =et, | i
()a=b=c=0,
_1o 1B )
270—3,?J0—-2,0——6- : : . 4 -

0.59

041

(i) a =b=c=0,

S
—3>yo X 20

039

I

>|%

a2q

o
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Assumptions Graph of |v(t)|?
Example 3.
4 061
’Y(t) = 1 _,,__ t2’ 0.49
t

Y0 = T "

_ ¢ oz
o(t) = 144’
()a=b=c=0, |
N _l _-l , __[é . 1 z 2 [

0= 3’ Yo = 9’ 0 — 6

054

04+

0.3

021

-]

Comparison between the two
cases, (ii) and the case where
a=5b=c=0.

0.5

G4

0.3

021

0.1

sl
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Assumptions Graph of |v(t)|?
Example 4. "
v(t) = 2v2e7Y,
v(t) = 0(t) = e—tsin(t), 0o}
(i) a=b=c=0, 0z
11 V5
mo=§,y0="2‘,20='§"- ™

059

04

0.3

0.2

Q.1

Comparison between the two
cases, (ii) and the case where
a=5b=c=0.
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Assumptions | Graph of |v(t)?
Example 5.
W) =goge =123
M) = u(t) = v(t) = o 1)21(7:' = | -
oft) = A1) = 8(6) = T 7
()a=b=c=0,

5

as

04

(ii) a =5,b=c =0,

To= 5% =720 =

0.24

051
(iii) _ 04
Comparison between both cases 0]
a=b=c=0,a=5b=c=0, o
1 .
with o=y =29 = —. 03]
V6 |
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Since the variations of |v(t)[? are relatively smooth within the displayed interval it

was sufficient to perform the calculations with a tlme-step At = 2% as a first test for

each example and At = -1% for the other cases, only in case (iii) of the last example

1
a step 100 has been necessary.

In appendix A3, we present a variety of admissible kernels and mhomogenelty func-
tions which might be useful in applications.
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Conclusion and open questions

In statistical physics quantum dynamics of open systems is the fundamental
setting to account for irreversible processes and associated relaxation- and dissipa- -
tion phenomena. For most applications to very fast microscopic dynamics down
to the femtosecond scale the basic equations are known to be given by Volterra
integro-differential equations of convolution type. Essentially, quantum theory sets
a concrete bound on the solutions and yields a representation of integral kernels.
The latter is of such a complexity that no practically useful treatment could be
found up to now.

For applications to physical experiments it is often desirable to have available at
least some explicit kernel functions. In a first attempt, therefore, we have tried
to work out such functions merely with help of bound estimates. A first proof
uses standard techniques to yield more detailed restrictions on involved matrices
and inhomogeneity functions for arbitrary finite dimension n whereas the further
investigations have been restricted to n = 2 and n = 3. Although examples in 2
dimensions are not yet of physical importance they have been studied in order to
get more insight into difficulties of the problem. Simpler cases could analytically
be solved by Laplace transform whereas for more general assumptions one had to
resort to numerical procedures. As was to be expected, the derived general bound
estimates have the drawback of being too restrictive. In other words, kernels which
perfectly solve the problem are possibly rejected or accepted only for a limited set
of initial conditions. In principle, the numerical treatment may help to improve this
situation by showing that the explicit choice is admitted for all initial conditions
even when the strong bound estimates would reject it. For this purpose a simple
- Maple V-program has been set up, however, without any aim at perfection.

A similar strategy is adopted for n = 3 which is the lowest-dimensional case of phys-
ical importance in that it represents general quantum dynamics of an open 2-level
system coupled to an environment, as frequently occuring in atomic or molecular
physics. Here, we have taken advantage of a tentative extension of mathematically
rigorous results derived in the theory of completely positive quantum dynamical
semigroups and associated Markovian master equations. Not quite surprisingly, the
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explored time-local generalization of semi-inequalities for the semigroup generators
has turned out to provide an efficient tool for the search of suitable kernel-and inho-
mogeneity functions. At least in this way, and with help of a corresponding Maple
V-program one has been able to find a collection of suitable candidates of potential
practical use to simulate short-time dynamics of physical systems.

For future investigations there remain essentially the following open questions:

(1) One should try to improve the general bound estimates towards sharper condi-
tions

(2) In particular, the effect of the skew-symmetric matrix A has to be clarified in
more detail, even for the case of time-dependence. As a result of experience the
true bounds are expected to be independent of it.

(3) Most probably, the time-local version of inequalities can substantially be weak-
ened by relations involving only integrals of single kernel functions or certain prod-
ucts of the latter ‘

(4) The simple computer codes should be improved regarding numerical stability
and fast execution time.
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APPENDICES

Al. Interchanging the order of intégration
Let f, g be continous functions respectively on R* x R*, RT. Then we have:

/Ot /0 £(u,5)g(s)dsdu = /0 g / " Hu, s)du} a(s)ds. )

fort >u>s>0.
Proof.

t u .
We can see that the integral / / f(u, 8)g(s)dsdu is taken over the triangle in
o Jo
figure al

right-hand side of (al)

left-hand side of (al)

\ A {t,1)
L

.

Figure al

Therefore, we can easily deduce the formula (al).
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A2. Gronwall’s inequality

Let f,g:[0,a] = [O,‘oo) be continous and C' be a nonnegative number. If

fH <C+ / o()f(s)ds,  0<t<a,

then _ .
f(t) < C’exp{/ g(s)ds}, 0<t<a.
Jo

Proof.

t v
Suppose first that C' > 0. Divide by C +/ g(8) f(s)ds and multiply by g(t) to
0

obtain: ,

FO9/(C+ | a0)f()ds} <a0).
An integration from 0 to ¢ yields:

log{(C + / 9(s)f(s)ds)/C} < / g(s)ds

or

fH<C+ / 9(s)f(s)ds < C exp{ / o(s)ds}.

If C = 0, take the limit as C — O throught positive values. This completes the
proof.

g
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A3. List of admissible kernels and inhomogeneity functions
. t oo
k(z) / k(z)dz / k(z)dzx
0 0 :
—bx a 1 —e bt a
b>0
1 e’
1 log(2 1
T3 og(7 ) +1og(2) 0g(2)
e % sin(mx) 1 (m — e~ %(m cos(mt) + asin(mt))) _m_
’ a? + m? a? + m?
a>0
2 1 1
-\7-776_“2””2 —er f(at), erf: normalized error function -
1 T
T2 arctan(t) 3
T 1 o T
15 24 3 arctan(t”) 1
T 1 1 1
(a2 +z2)! 6a% 6(a2+t2)3 6a
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t oo _
k(z) / k(z)dz k(z)dz
0 0
sech(z) arctan(sinh(t)) -;E
1 t
cosh(z) + 1 tanh(-z-) !
sinh(x)
SO 1—
cosl2 (z) sech(t) 1
2,—T 3
Te sma see formula (a2) -;—
zsin(mz) see formula (a3) Zg-ma
a2 422’ 2
m,a> 0
—z? L 1 1
are 20,6 + 2a 2(1,
aze™”* —ateft —aet +a a
2
Jo(m+/) cos & no analytical calculation sin(—4—-)
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t oo
@) [ +layis | ke
0 _ 0
1 11 1
(x + 1)att’ a ofl+t)> «
a>0
z 1
I - a '
(1 +22)% 1 +¢2
ame‘szo(mx), no analytical calculation %ae_%mz
m>0
L efrm1(4)l 3 _2log2
@1 02 1 2 see formula (a 2 0g
az + b ' 2 v/3r(ad3 ¢ + be)
T see formula (a5) 3 PE
(a,b,c,d > 0)

1 1 1 : 1 1
(a2) = —-2-e"t cos(t)t2 — e “cos(t)t - 3 cos(t)e™* — Ee"t sin(t)t? + 3 sin(t)e™" + 3

1 1
(a3) = -;—Sz'(tm—ima) cosh(ma)+-2-i0i(tm—ima) sinh(ma)—l—g Si(tm+ima) cosh(ma)

1 1
—EiCi(tm + ima) sinh(ma) — 3 sinh(ma)m.

5t + 3t2 — (12t + 4t% + 8)(log(t + 1) — log(2 +t) + log(2))

(ad) = G+ D2+
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(a5) = —_18dlg_ + { — 3bclog(c) + 6bclog(te + cid?¥) - 3belog(tic — tedds + c3d?)
3C3 |

2,1\ £ :
+6bv/3 arctan (-;— (2tc _20:;3)\/3)6 + 3ac3 d3 log(c) — 6ac d¥ log(tc + c3 d¥)
c3ds

1(2tc — c3d3)V/3
+3acdd? log(t*c — te3ds + c%d§) + 6aV3 arctan (3-( < gcd_l_ - )\/_)c%d%
c3as

+bv3me + av/3rcids).
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