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Notations

I signale la fin d'une Preuve

cf ce qui à faire

i.e. c'est à dire

e.g. Par exemPle

A ensemble vide

vou

f) domaine borné de IR ou IR2

P - ô0 la frontière de 0

Br(*) boule ouverte de centre r et de rayon r

r - ( r1 , r2 ) lescoordonnéescar tés iennesderdans lR2

lrl : (r2, + rl1à la norme euclidienne de r

d,r: d,ri,rz la mesure de Lebesgue sur IR2

(*,A) le produit scalaire du vecteur r et y

N I'ensemble des entiers naturels

E x F le produit cartésien de I'ensemble E et F

E \ f le comPlémentaire de F dans -E

G g K le produit tensoriel de deux espaces vectoriels G et K

A - (at)tl i ., j ln la matrice A d'éléments o4i' 1 ( i '  j  1n

Tt,

lAl : (D, 
"?i)à 

norme de Frobenius de la matrice A

i , i=L

I matrice identité

Ar matrice transposée de A, 4'r - (ai'i,)t<i,t'<n



eA exponentielle de la matrice,

"A:I+A.#.#+ "
gt rans fo rméedeLap lacede la fonc t iong : IR-+ IR

g'(a) dérivée de g : IR -+ IR en a

f ,, la dérivée partielle de / : IR' -+ X (X espace de

Banach) Par rapport à la variable r';

9J- la dérivée partielle de / : IR' -+ X (X espace de
ort

Banach) par rapport à la variable ra

r,o,o la dérivée partielle d,'ordre 2 de T : ]R' -+ X (X

espace de Banach) par rapport à la variable r'i

D r @) la dérivée de Fréchet de / : IR' -+ X (X espace de

Banach) au point a 1 f  @+h) - f@) + Df(a) 'h+ o(h)

Dk I @) la dérivée de Fréchet d'ordre k de / : lR' -+ X (X

espace de Banach) au Point o

Vl  legrad ientde/ :QcIR ' -+ IR:V/ :  '01  " '  
a / r

'a*o '  '  ô rn '

A/ le LaPlacien de / ' O c lR' -+ IR:

a/ '  
az f  ' !  ' l  a ' f= 
æ 

1- . . ._ 
a"7

C(o) l ' espacedes fonc t ionscon t inuessurQ

C-(0) I'espace des fonctions rn fois continuement dérivables

dans Q

Co,^(CI),0 < À < 1 l'espace des fonctions hôldériennes d'ordre À sur Q,

c'est à dire I'espace des fonctions continues sur Q

tettes que sup l/(") - /ls)l ( *oo
r,y€.{ l ,at 'Y W - Al

C*,À(O) I'espace des fonctions / e. Crn (Q) telles que



Dif  eCo'^(O) ,  Y j , l j lS*

D I'espace des fonctions de classe c- à support compact

inclus dans f)

1r (CI) I'espace des fonctions mesurables sur Q telles que r +

|/(")|P soit intégrable sur f), muni de la norme:

l / lp,o :  l l / l l ro(o) :  ( /o l / lo)à

I/r(CI) l,espace des fonctions / telles que "f € t2(O) , Dl e L'(O)

(au sens des distributions), muni de Ia norme:

l l / l l r ,o :  l l / l l . r ' (o) :  ( l /11,e + lv/ l? 'n)à

Hot(A) I 'adhérence de 2 dans Ht(O)

cosh(r) fonction définie par: cosh(") - 
ry

sinh(r) fonction définie pat: cosh(") - 
ry

sech(r) fonction définie par: sech(') - 
h

Si,(r) fonction définie par: Si(r ) = 
lo" 

ti"Q-a'

Ci ' ( r ) fonct iondéf in iepat :Ci ( r )_ l+ log(r )* I , "M-a1

?v: ri* (i l-ros-;
v rn-)oo \ z-/ k

tc:l 
+co 

?àt )o
Jo(t) fonction de Bessel définie par: 'I6(t) : t

k_o k ! f  (k  + 1)

où r(k+ t)  :  
/  

7k"-t47 - tçt '
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Avant-propos

Ce manuscrit est divisé en deux parties indépendantes, ia première partie traite

cles problèmes rJ'obstacle relatifs à la dêformation d'r.tn fil éla^stiqrre et dans la

cieuxièrne partie, on s'intéresse à une équation intêgro-différentielle de Volterra de

type con',rolutif, relative à la théorie quantique'

4
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Introduction

Le calcul des variations est un sujet classique des mathématiques. De nombreux

mathématiciens et parmi les plus célèbres ont contribué à son étude au cours des

siècles, il reste, à l'heure actuelle, un sujet très vivant et en pleine évolution'

L,une des théories qui a eu une grande influence sur le développement du calcul des

variations est la théàrie des inéquations variationnelles (née en Italie dans les années

60). Outre son importance purement mathématique et son lien avec les autres

branches des mathématique, (.o*-" par exemple les équations différentielles et la

géométrie), il faut mentionner ses nombreuses applications à la physique.

Le, problEmes d'obstacle - telle est une grande partie de mon travail de thèse -

représentent une application importante de la théorie des inéquations variation-

,r.jl.r. ces problèmes ont envahi un domaine très large des mathématiques ap-

pliquées notamment la mécanique et la théorie du control optimal'

L'oi.ra" des inéquations variationnelles a été introduite par le problème d'obstacle

suivant:
Trouver la position d'équilibre

v -u ( r ) , r€QCIR2

d,une membrane élastique contrainte de rester au dessus d'un obstacle donné th' Ce

problème a été résolu en le formulant en un problème de minimisation

lVu(r)ldr,

où K est un ensemble convexe de fonctions admissibles supérieures ou égales àTy''

En effet, on a donné une forme équivalente à ce problème, c'est à dire I'inéquation

variationnelle suivante

VueK.

*ir /
u€.K J s

(u€K,
) 1

I /" 
Vu(æ)v(u - u)(r)dr > 0,

6



Comme à tous problèmes du calcul des variations, on peut associer au problème
d'obstacle (pour u régulier) une équation différentielle

("  -  ,b)Lu:0 sur CI

avec u) tft, -Au ) 0 sur O
et on définit un sous ensemble de O appelé ensemble de coincidence

^ - {r  e alu@) -,b@)}.
Pour plus de détails dans le domaine des inéquations variationnelles et ses appli-
cations, une vaste littérature existe et nous recommandons, pour de plus amples
développements, entre autres, les références [8], [9], [16], [19].

L'étude faite en dimensions 2 (i.e. membrane élastique) a permis de donner de
nouvelles pistes de réflexion. Cependant, on a pensé à étudier le cas scalaire (i.e.
la déformation d'un fil élastique) car ce cas est plus simple et on peut tout calculer
explicitement du moins pour les cas étudiés dans ce manuscrit.

Venons en maintenant au contenu de cette présente partie de thèse. Elle com-
prend quatre chapitres qui peuvent être lus plus au moins indépendamment. Dans
le premier chapitre, j'ai rappelé sans entrer dans les détails des preuves quelques
résultats relatifs à un problème modèle étudié par [3], [4], [9]. J'ai tenu à commencer
par ce chapitre pour donner une idée sur I'origine des problèmes étudiés dans cette
partie du mémoire et pour marquer une continuité d'une série de résultats relatifs
à la déformation d'une membrane ou d'un fil élastique.
Le deuxième chapitre comprend un article fait en collaboration avec mon professeur
Chipot et Fouad (ancien doctorant). Dans cet article, on s'intéresse à la déformation
d'un fil élastique par un ou deux disques rigides identiques, roulant librement sur ce
fiI. D'abord, on étudie la position d'équilibre d'un seul disque rigide en donnant une
formulation autre que dans le cas d'une boule roulant sur une membrane élastique
(cf [+]). Le problème se révèle être équivalent à un problème de minimisation de
la fonction d'énergie sur un sous ensemble compact de IR2. Ensuite, on étudie le
même problème pour deux disques rigides identiques. On pourrait penser que ces
deux disques vont prendre une position d'équilibre telle.que chacun d'eux soit situé
à une même altitude au centre du fiI. Ceci s'avère faux lorsque les poids des disques
dépassent une valeur critique.
Du point de vue mathématique, si on désigne par r le rayon, ((r,ht) ,((2,h2) les
coordonnées des centres des deux disques, le problème est équivalent à minimiser
sur un sous ensemble compact de IRa la fonction

F(Cr, hr,ez,hz) : + [' u?,ç4a, - Ght, - Ghz
z ,  JO



où la partie intégrale correspond à l'énergie élastique du fil, I'autre partie représente
1'énergie potentielie du système (G est le poids des disques, hi leur altitude).
u est la solution de i'inéquation variationnelle correspondante à notre problème c'est
à clire r

ueK, ur (u r , -u r )d r>0  Vu€K,

oir K : {u € Hot(0, 1)/ le graphe de t; soit situé sous les deux clisques}.
Dans le troisième chapitre. nous étudierons la position d'équilibre cle trois disclues
iclentiques rigides par un raisonnement analogue à celui de deux disques identiques.
Dans le dernier chapitre, sont présentés divers résultats relatifs à la déformation
d'un fii élentiqrre par un carré solide. En efTet, le problèrne étudié nous entraîne
à un problème cle minimisation sur lRa par ra,pport aux coordonnées de cleux des
sommets du carré. Etonnamerrt, la solution à notre problème dépend de i'intensité
du poids du carré. On a dérnontré que dans l'état d'équilibre, le carré n'adopte pas

toujours une position telle qu'il soit situé au milieu du fii. En e{Tet, le carré peut
atteindre son minimum d'énergie pour deux positions symétriques en s'inclinant sur
le côté du fil élastique. Enfin, une dicussion générale des résultats suivie de quelques
questions et perspectives est présentée.

T
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Chapifte 1. Résultats antérieurs

1. Résul tats concernant une boule r ig ide

1.1. Formulation et étude du problème

L'idée des travaux effectués dans cette présente partie du mémoire découle d'un
problème modèle étudié par Bandle et Flucher [3], Bemelmans et Chipot [.t], Elliot

et Friedman [9].
Dans ce probième, on suppose qu'une boule rigide de rayon r et de poicls G est
posée sur membrane élastique, cette dernière est représentée par un clomaine bomé
O et dont le borcl f est supposé fixe.

Sachant que cette boule roule librement sur la membrane, on veut étudier sa position

cl'équilibre .

10

En désignant par ( = ((r,,eù, h
lepère orthonormal dont I'axe des
donnée par

E(u; ( ,h)  -

orj la partie intégrale correspond à l'énergie élastique
paltie représente l 'énergie potentielle, u est la fonction
la membrane. elle vérifie les conditions suivantes

Figure 1

les coordonnées du
h est dirigé vers le

centre de la boule dans un
bas, l 'énergie c1u système est

Gh,

de la membrane et I 'autre

décrivant la déformation de

T 1,,'"(x)l2dr 
-

u ( r )  -  Q sur f

et

u(r )  à  'ùc ,n( r )

10

pp sur B'"(€),



Chapitre 1. Résultats antérieurs 11

où ùq,a est ia fonction d'obstacle donnée par

P'c,a(z)  -  h  + t  |  . 1 ,, ' - - l r -Ç l - ' r  €  8, . (O.

Du point cie vu mathématique, le problème est écluivalent à un ploblènre cle rnirli-

misation

'est

[ 16 ] ) ,  on  a

vérifie les

r . -  ln ç ,À  i .

à r l e  c

u€

robl

f Trciuver' ((0, ho) € Q,' x IR. us € y'içr,r,r.

|  "U  
f ) , .  =  { (  e  Q,  d is t (Çs ,  f  )  >  t }

l " t
(P )  

{  f , , ,ho  =  { r ' € .Ë /s r (Q)  :  u ( r )  )  rp ' ço ,ao( r )  pp  su r  B , ' ( (o ) } .

I tels que
|  _r f  .
I  

t ,"0;(o,ho) -  inf{  i  JrV"fr) fd,r  
-  Gh' (( ,h) € Q, X R,

Il est bien évident que u6 est solution du problème auxiliaire

( Etant données (e ,D e O' x IR,trouvet u e I{ç,n

, 7r \ J telle que
t ror  

I  / ' t r ( r ) l2dr-min{  [  prçr) l 'dr :uel rç ,a] .
( , ,n  Jo

us est donc solution de i'inéquation variationnelle correspondante au p

à clire

( " € / iç,n,
(Pd)  

1/ t , , ( r )V(r , -?, ) ( r )drà0.  Vr '€ / tçr , .
\ . / ( 2

et clu fait que (Pj) admet une solution unique pour (Ç,h) données (voir

déduit l'existence d'une solution pour le problème (P) pour f) convexe.

Il a été démontré (voir [11]) qn. si u6 est solution de (P) alors eile

propriétés suivantes

( i )  ,o  e  Ct ' t (C t )  n  C2(Q \  ^ ) ,

( i i )
( -Az6-0  ppsur  O\A

l -Azo>0 ppsur  O
|  " ,

{  "o 
-  Û(o,ao )  0 PP sur B'(€o)

|  ,o -  , /1o,ho pp sur ^
\un :O sur  f

11



Chapitre 1. Résultats antérieurs L2

(voir  [11]  ou [16])
où i\ est I'ensemble de coincidence défini par

^  -  { r  e  B , ( { )  :  z ( r )  :  the  ,n ( r ) } .

On est arrivé à formuler le problème en un problème de minimisation sur un compact

en démontrant que

r Si lhl est assez grande, i l  en est de même pour l 'énergie du système (cf lemnie .l

t4l) .
o L'infimum de l 'énergie ne peut être atteint dans le cas oùr la boule touche le

bord, pouî cela, on a démontré que l 'énergie décroît quand la boule se cléplace vers

I' intérieur de Q (cf théorème 6 [a]).
En plus de la compacité du sous domaine ori le problèrne a été réduit, ott a Ia

continuité de la fonction d'énergie E (cf. [4]), d'où, on a pu décluire I 'existence cl 'un

infimum sur ce compact.

L.2. L'étude du problème sur des domaines particuliers

On a démontré que si Q est un disque, la position d'équilibre de la boule est unicl-re

et située au centre du disque et on a pu déterminer exactement les coordonnées clu

centre de la boule (voir [a]), et donc, dû aux arguments de réflexion on a décluit clue
pour un convexe ayant deux axes de symétrie orthogonaux, la position d'écluilibre

du centre de la boule doit être I'intersection de ces deux axes, et pour un convexe
qui admet un seul axe de symétrie, alors le centre de la boule dans l'état cl'équilibre
appartient à cet axe.
Dans [4], les auteurs ont démontré qu'en général on a pas I'unicité de la solution pour

cles domaines non convexes, en effet, iis ont donné un contre exemple en choisissant
le domaine suivant

QR = ( -^9, ,S)  x  ( -1 ,  1)  U Bn(S)  U BË(-S) avec ,S- .R*1. r<1<,R.

pour .R assez grand, la solution n'est pas unique, le problème (P) aclmet au noins

cieux solut ions symétr iques ((r , (z e]-S,+S[) ,  on pu démontrer que I 'or ig ine O est

un maximum ou minimum local relatif à l 'énergie (cf [10])'
Dans [10] I 'auteur a démontr'é que si Q n'est pas convexe, celà n'impliclue pas que

la solution de (P) n'est pas unique, il a donc choisit le domaine composé suivant

Q -  Ba(O)u( [ -S-1,5+1]  x  [ -1,1] )  5  - .R * t , r< 1 <.R

L2



Chapitre 1. Résultats antéûeurs
1 0
l . )

Frieclman, en effet. ils ont étuclié

suivatrt

1.3. Etude faite par Ell iot et Friedman

Passons maintenant aux travaux faits par Eliiott et

le problème autreurent

Pour ( f ixé, i ls ont considéré le problème auxil iaire

I  Trouver (u.h) € l ic
(Pc) ( tel clue

[  ' i , ( ( )  -  inf{ry,"(u, l )  :  (u, ,1)  e / ( ( }  -  n,(u,h)

ou

lVu(r)12 dr  -  Gt_l f-  
2 la

q, (u , ,1 )

et

I { ç=  { ( r , / )  : /€ lR ,ueH} (Q) , ,  ) rhc , t  pp  su rB ' ( ( ) } .

(Pç) admet une solution unique (ue,hù (cf [9]).
Ensuite, i ls ont considéré le problème

I Trouver (l € Q,"
(Z) \  te l le que

I n' ((,: ) = inf 4' (()

I l  est  c la i r  que si  ( i  est  solut ion du problème (Z) alors (u*,( ; ,h.)  est  solut ion du

ploblème (P).
On est arrivé à démontrer que (o soiution optimale est le point orf la par-

tie régulière h de la fonction de Green (fonction de Green pour I'opératetir
11

A: G(r,  r )  - ; t "e 
l " ï  

-h(r ,y))  d i te fonct ion de Robin at te int  son inf imum

(cf lel ) .
Soit C l'ensemble des centres harmoniques

C =  { r *  :  h ( r * , r * )  =minh( r ,  r ) } .

Dans le cas où ft est convexe, cet ensemble est un singleton C - {r*}, ott a (pour

r assez petit)

( cf [e])l (o  - .u .1 (  c( r log ! ; ' .

c.1 sont  deux constantes.

13
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' l l
I =

Dans [3], Ies auteurs ont amélioré ce résultat en démontrant que

l(o - r*l < c1ft a€o € [r- - c\fr,r. + ctfr).

I'u l'importance des centres harmoniques, il est indispensable cle ies localiser, on a
pu donc les localiser dans certains domaines particuliers

o Pour un clomaine Q corlvexe qui aclmet un seul axe cle s.vmétlie. il existe un seul
centre harmonicpre appartenant à cet axe et se troul'ant évicleuuuent à l ' intérietrr
du domaine Q.

r Pour un domaine Q convexe qui admet deux axes de synétrie le centre harmoniclue
est unique et coincide avec I'intersection de ces cleux axes.

o Pour le domaine OR, on a mentionné précédemment que le problème (P) clans ce
cas admet au moins deux solutions symétriques, par ailleurs, I'ensemble des centres
harmoniques vérifie la propriété suivante

I l  existe n* e. C tel  que - r* e C et r-  e [- ,9, S],-r* € [-S,. t ] .

2, Résultats concernant deux boules rigides

L'étude de la déformation d'une membrane élastique pal une boule ligicle a
conduit à I ' idée d'étudier le cas de deux boules rigides. en effet,. clans [10] I 'auteur
a procéclé d'une façon analogue que dans le cas d'une seule boule (cf l+]).

Soit une membrane élastique occupant un domaine Q clans le plan holizontal lI -

{ ( r r ,  r2,x)s)  e IRt,J3 = 0},  sur cet te membrane on la isse rouler l ib lement c leux
botrles de poids Gt,Gz et de rayon I'r, r '2 respectivemettt, on veut clételminer la
position d'équilibre de ces deux boules ainsi que ia déformation de la membrane.

Dans ce cas l'énergie du système est donnée par

E(u; Çr, ht,  Cz,,  hz) lVu(r ) l 'd*  -  Grhr  -  Gzhz,_1f-iJ"

L4
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où ( ( ; ,  hr ) , i
déformation

=

de

Figure 2

1,2 sont les coordonnées des centres des deux boules, u est ia
la membrane, elle vérifie les conditions suivantes

u(r)  > ' t t , ,n ,@),  r  e  8, , (Ç) ' i  -1 ,2

(2 .1)

4,t , ,n, :  fonct ion d 'obstacle représentée par

vt , ,noQ)  -  h ;1

i -L ,2
On suppose que les

r  €  8 ' , ( ( ; )  (avec 8 , . , (e  , )  c  f t l

deux boules sont rigides i.e.

le, -(rl '  * (h, - ht)' 2 @, + rr)t.

On pose
f) ' ,  =  { ( ,  e  O :  d is t ( ( ; ,1)  ) , t } ' ,  i  :  L ,2 '

On introduit I'ensemble fermé et convexe des fonctions admissibles

I iq1,ht ,cz ,hz = {u  e f f i (o)  :  u( r )  >  rh i , ,n , ( r )  pp sur  B,oG;) , i ,  =  r ,2} ,

on a donc pu donner la formulation suivante du problème

@)

Trouver  u ier ,hr ,ez ,hz
( ;  €  Q, '  ,h ;  e  IR 'd  -  1 ,2
tels que

l ( ,  -  ( r l '  +  (hz -  hr ) '  )  ( r1  + rz)2,
u  €  y ' f ç , , h r , C z , h z

et
E(r ;  C, ,h , ,  C '  , ,h ' )mrn

W
Efu;et , ,ht ,ez,hz) :

15



Chapitre 1. Résultats antérieurs 16

ou

l ( ' -  ( l '  +  ( t '  -  h ) t  2  ( t r  I  rz )2 ,u  €  / {ç ,n , ( ' ,h ' } ,

en utilisant Ie problème auxiliaire suivant

f  Trouver u € /f  :  y ' fc, ,ht,Cz,hz
I  te l le  aue(Ç0) 
1 [  v-,( . r) l2dr '  -  i4.  /  t t , , . r ' ; l2d.r .
\ Jc  xJç '

On est arrivé donc à reformuler le problème (Q) 
"" 

problème

1 Trouver  Çr ,h t ,  Çz ,hz

I  t "b qn" ( ;  € Q' ,  ,h;  €1F." ,  i  = 1, ,2,

(s) { le, - (,l ' * (h, - hr)' ) (r1 + r2)2 ,
le t
L utCr ,ht,Cz,hz) :  

WyE(e ,h,e' , ,h ') ,

W'={(( ,n,  Ç ' ,h ' ) ,h ,h '  €R,( ( , ( ' )  6Q,. ,  
" f ) ' ,  I  lC, ' -e l '+(h ' -  h) '  à  ( ' ' r * r 'z )2} '

Par analogie au cas d'une seule boule, si u est une solution de (S), on est arrivé à

déduile qu'eiie vérifi.e

( i )  u  €  a ' t ' t 1CI )  Àc2(0  \  (A t  U  Â2) ,

( i i )  
( -au -o  ppsur  Q\ ( - \1  U : \2 )

l - r r>o ppsur 0

{ " - rb i>0 ppsur  8, , (Ç.)

lu-v '  ppsur , \ ,
\u=0  sur  f

W -  { ( r ;  ( ,  h , ,C ' ,h ' ) ,h ,h '  €  IR,  ( ( ,  ( ' )  6  CI , r  *  Q, , l

r,2
ensemble de coïncidence relatif à la fonction d'obstracle ,h' défini par

Àr  =  { r  €  B,o( ( ; )  :  z ( r )  -  rho(* ) } , i  -  L ,2-

Le problème des deux boules reste actuellement ouvert car malheureusement on

n'est pas parvenu à restreindre le problème sur un sous domaine compact comme

clals le cas cl'une seule boùle, par ailleurs, on a pu généraiiser les résultats trouvés

dans l4l.

i -
l \ ; :

16
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o En effet, on a démontré qu'il est suffisant de considérer le problème (S) sur un

sous domaine où l (ht ,hz) l  < *  (cf  lemme IV 3.1 110]) .
o On a pu déduire qu'en général, le problème (S) n'admet pas une solution unique

car si on prend deux boules identiques (Gr - Gz = Grrz - ' t1 - r) ' alors si

(e r ,h t , ( ;z ,hz)  es t  so lu t ion  du  prob lème (S) ,  ( ( ,  , ,hz ,Cr ,h1)  I 'es t  auss i .

r On a étudié le problème pour des domaines particulier
(1) Pour un domaine qui  admet au moins deux axes de symétr ie,  t i  ( ( t ,hr , ( : ,h:)

est solution du probème (,S) alors ia condition (2.1) est saturée i.e.

l ( ; ,  -  Cr l '  t  (hz -  hr) t  :  ( " r  + t ,  ) ' ,

autrement dit, dans l 'étai d'équil ibre les deux boules se touchent.

(2 )  A  -  Bn(O) ,  s i  (C t ,h t ,Cz ,hù  es t  so lu t ion  c lu  p rob lème (5)  a lo rs  la  conc l i t ion

(2.1) est sabur'ée (puisque BnQ) admet au moins cleux axes cle s1'rnétl ie) et on a

aussi clue (1,(2 appartiennent à un même axe passant par O.

(3) Si on prend I'exemple précédent avec G1 - Gz = G,12 - 1.1 : r, alors les cleux

boules sont en état d'équilibre quand elles se trouvent au même niveau (h1 - h2)

si  B,"(ç1) n B,((r)  -  {O} (cf  théorème IV 8.3 [10]) .
(a) On peut appliquer la formulation du problème utilisée par [9] pour trouver des

estimations relatives aux centres harmoniques, analogues au cas d'une seule boule

pour des domaines particuliers convexes.

l7
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Chapitre 2. Sur la déformation d'un frl élastique par un ou deux disques... 19

ON THE DEFORMATION OF AN ELASTIC WIRE
BY ONE OR T\MO HEAVY DISKS

A. Aissani l ,  M. Chipot2,  S.  Fouad r

Département de Mathématiques, IJniversité de Metz, Ile du Saulcy, F-57045 Metz cedex 0
2 Mathematisches Institut der Universitât Zûrich, Winterthurerstr 190, CH-8057 Zùrich.

Abstract

In this paper, we consider the deformation of an elastic wire that supports two

identical heavy disks rolling freely on it. One can expect that the equilibrium
position of these two disks is such that we have them stabilized in the middle of the

wire at the same level. In fact, we show that this result fails when the weight of the

disks is large.

Mathematics Subject Classification: 49J40

L. Introduction

We consider an elastic wire that in an undeformed configuration occupies the

interval O - (0, 1). 
'We 

suppose v/e let roll on it a disk of radius r and weight G.

The disk will settle at some position that we would like to determine (see figure 1).

Figure 1

19



Chapitre 2. Sur la déformation d'un fiI élastique par un ou deux disques... 20

First we will assume that the disk can fit between the points 0, 1. In other words

we will choose
I0arat.

Next, it is clear that the position of the disk is completely determined by the position

of its center C that we will denote by

C : (e ,h).

For convenience we will choose coordinate axes such

Then, an admissible deformation u of the wire is a

that 
u(o) - u(1) - s,

and such that u is located above the heavy disk. In

,bÇh the function defined by

qteh : rh@) : h + 1/r2 - @ - 0'

where B(C,ù denotes the intervat (e - r,C + r) an
function u: {l -+ lR satisfying (1.3) and such that

u(r) > ,lten (r) Vr e B(e ,ù.

A configuration corresponds to a choice of. C , center of the disk, and to a choice of

u. Then its energy is given by - we denote by u* the derivative:

E(,;C,D:+ [ "7ç4ar-Gh 
(1.6)

z, Jçl

where the integral part corresponds to the elastic energy stored in the wire and the

second part to the potential energy of the system.

Clearly for (1.6) to make sense one can choose

u e K(( ,h)  -  {u e H|(o) /  u(r)  >rben@) a 'e r  e Ct} . (1 .7)

Assuming that the disk can take any position in the strip (0, 1) X R, the problem

that we would like to address is to find if there exists a point (ro;(0, he) such that

(1  .1)

(1 .2)

that h is pointing downward.
function from f) into IR such

(1.3)

other words, if we denote by

Vr e B(( , r )  (1.4)

admissible deformation is a

(1 .5)

[ ((0, ho) € (", 1 - r) x IR, uo e K(eo, ho)

1 n@o;(0,  ho) 3 E(u;Ç,h) v(u;( '  h)  such that

L te,h) e (",  1-r)  xIR, ueK(e,h)

20
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chapitre 2. sur Ia déformation d'un fil éIastique par un ou deux disques... 21

i.e. minimizing .E over all the possible configurations or positions of the disk.

Assuming that such a point ((0, ho) exists, uo will be such that

f uo e K(eo,ho),
1 E ( "0 ' (0 ,  ho)  < E(u; (0 ,  ho)  Yu € K(eo 'ho)  .

In other words us will be the solution of the variational inequality

( uo e K((0, ho),

1 + / uf;,(r)d, =+ [ uz,çflar vu eK((o,ho)
\  z  " lO 

.  Jç l

which can be also expressed (see [KS] or [C]) as

( uo e K(eo,ho),
J f

I /" 
uot(ur - uoc)(r)dt 2 0 vt' € K((o' ho)'

(1  .11)

mind for any ((, /r) € (r, 1 - r) x IR one can introduce u. -- u((,h)

(1.e)

(1 .10)

(1 .12)

This remark in
the solution to

("eK(e,h),
l f l \

I  /" 
u,(u, - u,)(r)dr 2 o vu € K(e'D'

Then, clearly, (1.S) is equivalent to

I nina ((0, ho) € (r, 1 - r) x IR minimizing
I  - .  .  I  f  n ,  \ ,

1", , ,  
h) : iJn î l r )d,r-Gh on (r ,  1-r)  xIR (u-u(( ,h)) '  (1 '13)

'ba

u

Let us first note that one has

Proposit ion 1-.1. Let (( ,h) e (r,1 - r)  x

u :0  i f

- the curae drawn on figure 1 when h > -r

( "'h"@')u(r) : | ,lt@)
|. (" - \,h"@')

n. The solut'ion u to (1.12) is giuen

h 1 - r ,  (1 '14)

i,.e. - with the notati,on of thi's figure

To,  r  €  (0 , r1) ,

Tor  re  ( r1 ,y1) ,  (1 .15)

To,  r  e  (y , l ) .

27
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Proof.  In the case where h 1-r ,4)  (  0 and u:0 sat isf ies c lear ly (1 '12) '

In the case wher e h > -r - i.e. when the disk touches the wire - it holds if u denotes

the funct ion in (1.15):

rr  f t r  fat
I  u*(r ,  -  u, ) ( r )d,r  :  1b*ç*ù |  ( r*  -  u")( r )d ' r  + l 'h , ( ' ,  

-  u, ) ( r )dr
J o  J o  J x t

+,b.(uù l,',(r ,  -  u")(r)dr. (1 .16)

Integrating by part one has

,!,,(u - {) (r) dr + û "(r) 
(, - rl,) @)l'"',

Reporting in (1.16) one obtains

7r  far
| ,*(r* - u,)(r)d,r - - 

| ,b,,(u - l ' ')(r)dr >-0 Vu € K(C,h)
Jo  J , ,

since clearly ûr, 10, this completes the proof of the proposition.

I

Remark 1.1: The interval l*r,yrl is called the coincidence set of the variational

inequality (1.12) -i.e. this is the set where

u :  U .

In the next section we will show that the problem (1.8) has a unique solution.

Next we will consider the case of two disks rolling on a wire' Of course one can

consider the case of balls rolling on an elastic membrane (see for instance IEF],

[BC], lF]). However, the case of disks is more simple in the sense that everything

àatt be computed almost explicitly. It provides also a nice application of the theory

of variational inequalities und *. hope it could open the way to the two dimensional

case.

| *',,''.b'tù"',' 
- u') (r)d'r : - 

I *',,'

22
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2. The case

Let for ((, h)
one has:

Proposition

i f  h> - r

OF, ,  , ,
ôC 

(q ' f t )  :

i fh<-r

of one disk

€ (", 1 - 
") 

x IR consider the function F defined in (1.13). Then

2.L. The function F is differentiable on (r,1 - 
") 

x IR and i't holds

*fr,@r)' 
- rh,@r)'\, ff ife ,h) : 'b,1rr) - 'b,(Yr) - G,

#rr,h) :0, fnrc,h) - -G.

rr: rr(e ,h): e -"e *'^ff4 ,

r t(r t  -  ()  + r l t (" t)(1,@r) - h) :  o.

r t ( r t  -  C)  + {h  +

C@,-e)+r '+h{r2-(* t :0 .

Setting X = e - r7t we get squaring everything:

h'(r' - x') : (r2 - ex)',

(2.1)

(2.2)

Before to give the proof of the position let us establish the following lemma:

Lemma 2.1. Assume that the center of the disk is located in (e ,h) wi'th h > -r

then it hold,s iÎ @t,ar) d,enotes the coincidence set (see figure 1)

a\- -at ( ( 'h)  =(+

(2.3)

(2.4)

Proof. \Mith the notation of the figure 1 using the orthogonality of oxt, xtc

we get easily

This reads by (1.4)

i .e .

, ' - ( r r - ( )2 :0 ,

23
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this leads, since X > 0, easily to (2.3). the derivation of Q.\ is similar' Note that

rl,Ar are diffentiable in (, h. 
il

Proof of  the proposi t ion 2.1.  I f  h < -r  one has by (1.13),  (1.14) F -  -Gh

and (2.2) follows.

So, let us assume that h ) -r,then - see figure 1 and (1'15) - one has

FG,h) : f,*r,b?(",) + ; I. ', '  
pl@)ar+ ]fr 

- ù'h',@') - Gr', (2'5)

where 17, ul are given by the formulae (2.3)' (2.4). IJsing the chain rule one has

clearly with obvious notation for r4,, U1Ç,:

LrL ["
OC'2 J, ,

Since

4fi@)aQ : -Tr',("r)"rc * f *0,,' 4),û,<(r)d,r +f,'tt;@r)ar<'

lbre : -Qr*)

one obtains

.  0 , t  f ï t  -  1  1  ^  r  1 ,2 , - . ,1^
A-- frG J,:,, lfi(r)d,r): -à'û(rr)rrc+ ,'t'?t.'l-à'p|(v')+ |'h|@')a'c (2'6)

Differentiating (2.5) in ( one gets

# 
-- 

|*re,b?(",) + rtu@t)W + A - |a,co\(ar) + (1 - aùû'talff

Using (2.6) it comes

ff fe, h) : *,,p*@;W+ (1 - v)û,fu'1ff +)t';(") - |v?{u'l' Ql)

Differentiating the equality 
rtthr@r) - rb@r)

we obtain:

rrcû,(rù.* rtw : rhe(rr) + ,b*(rr)*rc,

24
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hence

Similarly, differentiating

one gets

Aç n1 n1

*(1 - vt)û"(g/t)  - 'b(at),

ôrh"(yt) ,h"@r)

(2 8)

ae 
: 

{t-r1'
combining (2.7), (2.8), (2.9) the first equality of (2.1) follows.

To get the second one, one proceeds similarly. One has this time

(2.e)

0 ' I  fo '  -  1  fa r  7  ' ' '  \
o : û\i J,-,, 

ç2,@)afl = -; 'hT(*t)"n * 
J,, 

1b,Ih'n(r)dr + ,tb""(ar)an

r 1
:  -Zrl7(*r)r,,n + ;r l t '"(aùatn

since rhæh: rhn*:0 -  recal l  that  / ; ,  :  1 '

Differentiating (2.5) with respect to h one has

#rr, q - f;*tn'b,@,) * rt6@ù7ffi + B - f,a'n't'?@')

-r(1 - aùû,çrSffi -c

--  rr th,@ùw* (1 -  y1)r '  '  
' 'Ô'b '(at)

ah'\ --"!,(at)ff-c
Proceeding as in (2.8), (2.9) one derives easily, recall that $6:1

7rh"@t):1 Ô'b,(ar) --+
Ah r1 '  Ah  (1  -  Y t )

and the second equality of (2.1) follows. Note that all the above differentiations are

justified easily. This completes the proof of proposition 2.1.
I

Then we can show:

25
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Theorem 1.1-. Under the assumption (1.1) the problem (1 8) or (1.13) admits

a unique solution us giuen by (1.15) with

26

1G
Ç:t ,  h :  

4-r

and, 11, y1 giuen by (2.3), (2./r)

Proof. Suppose h > -r fixed. Then, by (2.1) one has

atr  1 aF. 1

fr(e,h) <oror(<i, frG,h) >ofor(>5.

So, taking also (2.2) into account, for h fixed tr' admits a minimum for ( -

then
,["@r) -- -rh"(at).

Then, from (2.1) we get

E,'
ah';' 

h) : 2tl;"@1) - G

and F(|, n) nas a unique minimum when

G
l'"lri -- 

t.
If 0 denotes the measure of the angle Or, OXt one has

^G
tang :1 .

Hence, it follows easily that

(2 .10)

and
1
2

and also

Taking ( - - t- 2

cos0:

e -  r t :  rs ind '

one derives that

Gr t  -h : rcos0 .
2

rG1
r t :  

d

n fre
,  U  l .,  h:V-rVt*T

26

,rlr* +

G2
1* -



Chapitre 2. Sur la déformation d'un frI éIastique par un ou deux disques... 27

This completes the proof of the theorem.

!

3. The case of two identical disks

We consider again a wire occupying in the underformed configuration the interval
Q - (0, 1). Then, we let roll on it two disks of the same radius r and the same
weight G. \Me suppose that when a disk sits on the wire rù/e can always fit another
one i.e. we will assume

1
t '  

o '

Then, we would like to determine the equilibrium position of these two disks. In-
tuitively one could expect them to stabilize in the middle of the wire at the same
level. However, surprisingly, this is not the case when their weight is too large, this
is what we would like to analvse now.

Figure 2

One will denote by
Ct , :  (e t ,h t )

the centers of the two disks. Moreover. we

(3 2)

,lrn : rpe;ht(") - ho + J* 1" - ÇY Vr€

' i :1 ,2

set for i=1,2

(3 1)

(3.3)

(3.4)

B(et,r) .

thatThen, an admissible deformation is a function u : O -r IR such

u(0)  -u(1)  -s

27
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and
u(r) > ,1.,0 (") Vr € B(en,r), i  :  I ,2. (3.5)

A possible configuration is defined bV ((r,ht), ' i :1,2 and an admissible deforma-
tion. Its energy is given by

E - E(u;er,ht,ez,hz) :  I ,  
l_u2,@1ar 

-  Ght -  Ghz.

As in the case of one disk we will suppose that

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.e)

(3 .11)

(3.12)

However, in the new situation that rrv'e are investigating the two disks cannot pene-
trate each other and one thus must have

Ç e ( r ,1  -  
" ) ,  

ha € IR.

G, - (t)' + (h, - h1)2 > 4r2 '

\Me will denote by D" the set

D, : { ((t, ht , ez, hz) I (3.7), (3.8) hold}

'ttro : u(€o)

28

and by KGt,ht,,ez,h2) Ihe convex set defined by

KGr,ht ,ez,hz)  :  {u  e H}(Ql  u(r )  > , l , i ( " )  Vr  € B(eo,r ) , i :1 ,2} .  (3.10)

Then, the question we would like to adress is to find out if there exists a solution
(ro, (o) of the problem:

I €o e D,, uo e K(€o)
\ E(,rg, €o) < E(",,€) V(rr, €) such that € € D,, u € K(€).

Arguing as in the introduction for { € D, one can introduce u : u(€) the solution
to the variational inequality

(  u  -u  (€)  €  / ( (€)
) f

I /" 
u,(u, - u,)(t)dr > o vu e K({) '

Then, clearly, if (us,€o) is solution to (3.11) one has necessarily
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(see the introduction). Thus, setting

where
u  :  u (€ )  -  u (e r , ,h t ,Ç2 ,hz ) ,

the problem (3.11) reduces to find a solution to

F(€) :  E(u,€) : l  
| ru2,@)a, 

- Ght- Ghz,, (3.13)

{€oeD, ,
\ r(eo) < F'(€) Y( e D,.

#: lw*@,)' -,tl("')'), #:|rn@,)' -,tz@,)'\,

# 
:,h'@r) -,hî@r) - G, # 

:,1,?@r) -,1,3@z) - G

(3 .14)

So, we have to minimize F on Dr.

Remark 3.1. As in the case of one disk the set where rtre are minimizing F is not

compact. So, even if F is continuous one cannot conclude directly to the existence
of a minimum.

It is easy to show that u({) is obtained as in proposition one, that is to say its
graph is obtained by drawing the tangent to the circles passing through 0, 1 and by

drawing the tangent to both circles (see figure 2 and recall that when 
"(r) 

* rlt'@)

then u"" - 0).

Let us first start by the following proposition:

Proposition 3.1. Let us assun'ùe F giuen by (3.13) d,efined, on IRa i.e. when
the disks euentually interpenetrate each other. Then for hi ) -r i, : t,2, F is

differenti,able and with the notation of the figure 2 i,t holds:

(3 .15)

(3.16)

(Recall that tl.tx is given by (3.3)).

Proof. It is an easy adaptation of the proof of proposition 2.1. To convince
breafly the reader let us give a short formal proof. Consider for instance the first

formula (3.15). One has

F((, ,  ht ,Cz,hz): ;  
I r" |@)d,r 

-  Ght -  Ghz.
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Differentiating ir (r and assuming that one can differentiate under the integral it
comes

ôF, ,  ,  f

e((t ,  
ht ,  (2,  hz) :  

J nu,u,r ,(r)dr '
Since u : 0 on the boundary of f) one has also uç, :0 there. Thus integrating by
parts it comes

0 F , ,  ,  2  '  \  f  l a r  , 1  1

* 
(et ,ht,ez,hz) : - 

Jrltr*uet@)dr 
: - 

J,, 
' l ' ; , ' l t t,@)dr

since uaa :0 outside of the coincidence set and r/f, - 0.
Using the fact that

,lttr: -rl,l,

it comes
aF,_,  .  fa ,
?çG'' hr' Çz' n') : 

J,,' ' ltl"'l ' 'Ia"
1-- 
r{rt 'I{ur)' 

- rbl@t)'}

this complete the proof of the proposition

I
Let us then prove the following lemma:

Lemma 3.1. To minimize F on D, one can restri,ct ourselues to the case where

- r  t  h , i  1C,  i :  I ,2  (3 .17)

C being son'te constant.

Proof. Suppose that hr ,hz 1-r. Since the corresponding u vanishes one has

F((r ,  ht ,ez,hz)  :  -Gh -  Ghz 22rG. (3.18)

Consider then the configuration where

ht  :  hz :  h ,  e ,  :  ; -  
r ,  Cz : |+,

i.e. the two disks are sitting at the same level in the middle of the wire. One has
(see (3.16))
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0r ,1  - "1 r -L \ - ,ÔF,AF\ / l  ^L  1 , -

ah--(;  
-  r 'h '  r* ' 'h) 

:  (  ah, * unr)( i  
- ' 'h '  

r+ r 'h)

:2(r l , l ("r) -  c)

(recall thar {1,("t) - -rh?@r), ,!l@ù : rb|("r) - O).

So, F(f  -  r ,h,È+r,à,)  has a str ict  minimum for t l , | (* t )  -  G i .e.  for  a h such
necessarily h > -r. For this h one has

,è , ,n,! ,  *  r ,  h) <

So, by (3.18) one can assume

,è r, -r,T * ,, -r) : 2Gr.

h1 ) - r  o r  hz ) - r .

Suppose for instance

h t )  - r

the case h2

et 3 à. If. h2 I -r then the second disk does not touch the wire but then, moving
it on the right of the first disk until it touches the first disk and the wire (see figure
3) lowers its energy. We can thus assume that both ht, hz are greater than -r.

Figure 3

(Note that one can fit the second disk on the right of the first by (3.1)). Next, due
to the Poincaré inequality, it holds
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F((r,  hr,Cz,hz) : ;  
I r" ' "(r)d,r  

-  Ght -  Ghz

- la \ /

> 2rh26 - Gh - Ghz, i : r r2 ,

since u(r) > l !o(") )  hi  on B(et, ,r) .

This implies
F(( r ,  hr ,Çz,hz)  )  r (n l  +  h3)  -  Gfu -  Gh2

and F goes to *oo when h? + hZ does. This completes the proof of the lemma.

l

Then we have:

Lemma 3.2. To minimize F on D, one can restrict ourselues to the case where
(3.17) holds and to the case where the constraint (3.8) i,s saturated i.e. to the case

(Cz -  ( t ) t  + (h,  -  ht)2 :4r2.

Proof. Suppose that we are in the situation where (3.17) holds and where
(3.19) is not saturated. Then, if one of the derivatives in (3.15), (3.16) does not
vanish moving one disk or the other around will decrease the energy. Assuming all
derivatives equal to 0 forces

,1,t@ù - -rp}(aù - G: La

which is impossible. This completes the proof of the lemma.

I

Then s/e can prove:

Theorem 3.1. Under the assumption (3.1) the problem (3.11) or (3.11 admits
a solution.

If G < rt, F admits two minima giuen by

e, : ï-r ,  ez:|*r ,  ht -  h2: 
"( ;  

r)  -r ,rre (8.20)

(3.1e)

(3.21)I

er:  i -  r ,  ( r  :  
;+ 

r ,  ht  -  hz:  G(;  r )  -  r t / t  + G2;

th'is correspond,s to the configuration of two disks sitting at the sl,rne leuel (see figure
ô t .
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IT G > rt, F adm'its four minima giuen by

\ I  
_

(3.23)

and the points obtained by symmetry along the aris r : à and erchanging the roles
oT Çt,Cz,ht ,h2 (see f igure 6).
So, in this case the two disks do not remain at the s&rne leuel and one has two
possible symmetric deformations of the wire

Proof. Consider two disks such that

ht,hz are fixed, ez : Ç * 6

where ô is some constant and suppose that (3.17), (3.19) holds. One has

a .aF aF
aç, 

F((t ', ht', Ct + 6, h2) : ( 
ô(, 

* uer)(h, 
ht, (r * 5, hz)

7 ,  , l r  t )- - , { r t ' " (vr) '  - ,1t }@r)2) .

Thus, F as a function of (r, admits a strict minimum when

,1,3@ù - -rp',(rt).

Thus for such a position of the disks it is enough to look for a minimum of F when

the two disks are tangent to the straight lines

h -  r t ! l ( * r ) ,  h:  - ( r  -  t ) rh ' "@t)
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Figure 4

Assuming C1 on the left of C2 (see figure 4) this imposes to C2 to be on the right
of the line r - ] and C1 on the left i.e. this imposes

- r  th i  1C,  a  1  Ç i  1b ,  i  -L ,2 . (3.24)

Thus one has to minimize F on a compact set. Now, clearly .F' is continuous on
this set (even Lipschitz continuous thanks to the proposition 3.1 since the partial

derivatives are uniformly bounded) and thus F admits a minimum. By what is
above the minimum of f' is achieved in the interior of the set defined by (3.24) thus
minimizing F under the constraint (3.19) at a minimum there exists a Lagrange

( \ r -6 | : ;

and thus since 6 12r

11
er>i-6>r, ezSr+ô<r-r

(see(3.1)). Let a, b be two numbers such that

1_1-
r<-a . ; -6 , ; *6<b<7-r .

It is clear from above that to minimize ̂ F' on D, \t is enough to minimize it on the
set of et.,ht. satisfying (3.19) and

(rf ô r+,
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multiplier À such that

aF r , ,  ,1
tr.: i@' -,hi("')') - 2À((r - eù,
aF r , , , t ,  re

tr: ,W?@r)' - o\ - -2À((r - eù,
aF 1 .

Un, 
: r!i@t) - a - G - 2À(h - hz),

aF .., ,
uu 

: 
" 

- rb;(ar) - G - -2\(hr - hz),

where we have set a : rb1(vr; - ,/;@r) : 
#

Adding the two first equations and the two last ones, one deduces easily

,ltt @r) - -rp?@z) : G.

Thus one derives also reporting this in (3.25)

'l

i@' 
- G') - -2\(Cz- ('), -(r - 2\(h - hz).

Suppose ht - hz I 0. Then, since À : z(tu - h2)one gets

(3.25)

(3.26)

1 _

; (o ' -G ' ) - -1  ss2-G2-2.

Since a + 0 this is only possible when

tÆ<c. (3.27)

Thus for G < rt one has ht : h2 and the two disks are tangent to the straight line
of slope G and -G.
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Figure 5

Since a minimum is known to exist this is the only possibility. Denoting by d the
distance AC1 (see figure 5), one has clearly

er -*-r, L:"o"n, tano - G, 
T 

- G'

Sincecosd_#oneder iveseasi ly(3.20) , (3.21) .

(3.28)

If now C > {Z one has
o:* læ

and up to a symmetry through the axis r - ] the position of the disks is given by
the figure below:

Arguing as in (3.28)

Figure 6

one derives easily

ht :  Ge, - ,

36
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hz:  G( l  -  (z)  -  , rÆ' ,

Noting 0' the angles such that: tan?' :

, I GïL r -nz :  Vu ' l  -2G,-er ) .

\æ: o one has

) n

Çz-  Ç :2 rcos | '  -  - -  - - --Gq

It is then not difficult to derive (3.22), (3.23).
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Chapitre 3. SLrr la défot-mation d'ttn frl éIastique pat' trois clisclrre^s...

1.  Introduct ion

Dans ce qui suit, on propose d'étudier la position d'équil ibre de trois disques
identiques rigides (Dt.,I < i < 3) roulant sur un fi l  élastique.
Comme dans le cas de deux disques identiques, on se place dans un repère orthonor-
mal dont I'axe des ordonnées est dirigé vers le bas. On représente par I'intervalle
0: (0, 1) la position init iale du fi l  éiastique (voir f igure 1).

Figure L

Ces trois disques sont de poids G et de rayon r chacun, soient (et.,h), 1 ( z ( 3les
coordonnées du centre du disque Di, on suppose qu'il n'y a pas d'interpénétration
entre les disques, autrement dit, ces coordonnées vérifient les inéquations suivantes

(h, -  hr) '  *  (Ç, -  e , .) t  > 4r ' ,  (1 1)

(hs - hr)' * ((s - 4.2)2 > 4r2, (1 2)

(he -  h t ) '  i  ( ( .  -  C) '>  4r ' .  (1  3)

On suppose également que ces trois disques se déplacent sur le fi l élastique en

39

gardant un mouvement l ibre entre le points 0 et 1, pour cela on suppose

1<?<3

39

r1Çt , {L - r , (1 .4)
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AVEC

I l  est  b ien c la i r  que la posi t ion
ies coolclonr-iées cles centres.

Soit 'u la fonction décrivant Ia
suivante

avec

1
0(r (  - .

I tJ

d'éqr-ri l ibre des trois

déforrnatron du fi l .

u :Q-+ lR ,

u(0)  -u(1)  -s .

(1  5)

d isqr res  es t  b ie r r  c lé te l r r r i r rée  I )a l

eile saLisfâit clonc i:r, conclit iou

(1  6)

(1  7)

que la

(1  8)

Vr  €  B(Ç, , r ) .

L'énergie du système est donnée sous la forme

E@;(eo,ht) , r  < i  <3) -  I  [  "?@)dr 
-  Ght -  Ghz -  Ghs.

L  J ç I

Comme dans le cas de deux disques identiques, il est nécessaire de noter
fonction u vérifie

u(r)  > ,b '@), Vr€B(et , r ) ,  1<?<3

, l r ' ( r )  -  h i  * / . t  c ) \

2. Formulation du problème

la position cl'équilibre de ces trois disques correspond à l'énelgie rnininiale du
système, on procèdera donc de Ia même manière que dans le cas de deux clisques
identiques.

Soit D" I'ensemble donné par

D, :  {Gt ,h t ) ,  1  (  i  <3 (1 .1)  -  (1 .4)  sont  vér i f iées} .  (2 .1)

On pose €: (( l  ,ht; I  <i  < 3),  on désigne par 1(({) I 'ensemble convexe défini  par

/ ( ( { )  -  {u € Hâ@)l u(r)  > r l ,o(")  Vr € B(eo,r) ,1 S, < 3}.  (2.2)

On voudrait savoir s' i l  existe une solution (us,{o) au problème:

l  Trouver €o € D,.Lto € K(€o) , ,  , . . ,

\  f  1 t ,0 ,€o)  (  E(u ,€)  V( . , , { )  te l  que €  €  D, ,u  €  K( { ) .  \ : 'u l

40
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Par analogie au cas de deux disques, on peut
tt : rt(€) de I'inéquation variationnelle:

(u-u({ )  e / ( (€)
) f

I /" 
u'(u' - u*)(r)dr

Alors,  s i  (ue,  {s)  est  solut ion de (2.3) on a

donc introduire pour € e D" la solution

>0 Vue 1{( { ) . (2  4)

' t l o : 1 ( € o ) .

F(€)  :  E(u ,€) ,u2,ç4ar -Gh-Ghz-Ghs (2 5)

Ainsi .  on pose

:; T,
oLt

u :  u (€) ,

et Ie problème se réduit à trouver une solution à

I€oen'
I r(eo) S F'(€) v{ e D,.

Afin de déterminer le minimum de l'énergie, on va suivre le même procédé que
pour deux disques identiques, c'est à dire, on va d'abord démontrer que les con-
ditions (1.1) ei (1.2) sont saturées, ensuite on démontrera que la minimisation de
l'énergie se réduit à une minimisation sur un ensemble compact et du fait que Ia
fonction d'énergie est continue, on peut conclure à I 'existence d'un minimum sur
ce contpact et en tenant compte des contraintes qui seront vérif iées par les coof-
clonrrées (Çr,ht) I < i ( 3, on déterrninera explicitement le minimunr cle l 'énelgie
en appliquant le théorème de Lagrange (i.e. multiplicateurs de Laglange).

Dans le cas de trois disqr-res, on a trois ensembles de coïr-rciclence corl 'esponclauts
à I ' inéquation variationnelle (2.4), ces ensernbles sont donnés par les intervalles :
Âr :  l r r , y t l ,  À2 :  l r r ,Ar l  e t  A3 : l rs ,93 ]  (vo i r  f igure  1)  te ls  que

,2et+rnrt [h?Ie?

(2  6)

(2 .7)

(2 8)

@ I  _  
\ I nl+e? )

hr-hz
at :Çt* r

4 l
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' az  :  Çz * ' ' r

t 3 : ( e * r

12 :Çz* r
ht - h'z

W'
hz - h,t

ffi
hz-hz

/ / r -  r .  \ 2  ,  / *  /  \ t
V \nz  -  ns) '  +  ( (z  -  Çs l "

, ' (L-(e) +rhsff i

/?  o \

(  2 .10)

(2 .  1  1)

( )  1 ) \as:(s*

Remarque 2.L.

Pour 11 el gs on peut les déduire facilement par analogie au cas d'un disque,
par ail leurs, on détermine rz,rg,At et Az en se référant directemenr À lo fio"' 'o 1

(interprétation géométrique) .

Remarque 2.2.

Il n'est pas toujours le cas d'avoir trois ensembles de coïncidence, en effet, on
peut aussi avoir le cas oùr les trois disques se positionnent de sorte clue I 'un cles trois
disques soit sur les deux antres. Dans cette présente étude, on va serilenienb tlaiter
le cas où on a trois ensembles de coincidence, autrement dit, on va clételminer
l 'énergie minimale de Ia configuration correspondante au cas oùr les trois clisques
touchent le fi l  élastique. On supposera donc dans ce qui suit que Ài + A, I < ? S 3.

3. Existence dtun minimum

Avant de procéder au calcul des dérivées de la fonction d'énergie, énonçons le
proposition suivante

Proposition 3.1. Auec les notati,ons déjà posées précédemment, pour hi )
-r) | < i I 3 la fonction d'énergi,e est donnée pl,r

, : T,tf ("') - \,t'i{uù
(h, - ht)' (ht - hz)' r+a3-ç3

Çz-Ç t
Iog

I- r ;
+

1
-j- -' 2

I+-,2

r
_ ;

+

r* r t -et

es-ez

-Gh- Ghz -  Ghz.

r -Us*Çs

log (3 .1)' r - r t *Çr

Preuve. On sait que

<?<3

A '=-

pour u(r) # ,1, '@), ona  u r r ( r ) - 0 ,



Chapitre 3. Sur la déformation d'un fil élastique par trois disques... A t )
+ J

alors

D -
1 f  , ,
z Jn'';t

1  f g r-; I-  J iÛ_t

r )d r  -  Ght -  Ghz -  Ghz,

, l  ,  \  l ,  \  r  I  f A 'rbi ,@)4; ' l r )cLr -  
t  l -

-Gh-Ghz-Ghs,
,- t

æ(àr*

* 2- t-iJ*, 
e_@

( h ^  t -
.  r o r Q  \ ' " 2  |

-  \ z ) ' ) 2

I  fa t  - r2-tJ,,æ(hs*

-\t ',t",@r) -,tï@'D - 
+{,b?@r) 

-,t3@r)} - 
+{,t1r,r) 

-,t ',(,r)}

. T t ,  r l r - ( r . r y ,  T t ,  r * r -Çz ta ,
- 1 - - | I L / H .  i  - T -  - i r u x - l

4 '  "  r  -  r *C t ' " ,  4 '  "  r  -T *Ç .> ' r z

+ilros=ffi]:: - Gh-Ghz-Ghs (32)

En tenant cornpte des formules (2.8) -  (2.11) ou en se référ 'ant  d i rectement à Ia
figure 1, on peut trouver facilement que

,bt .@r) -4,?@r) -* ,
ç 2 - ç 1

,1,?"(r)rh'@)ar - ,1,1,@)rbt (r)dr

12 - (r  -  (s)r)d* - Gfu - Ghz - Ghs,

t l.:,"
: -+ I,:,',

: I'"',

et

(3.3)

(3 .4)
hz-hz,h3@ù : rbT("') -

d'où on a

h ,
F  -  - ) tb l ( r r )  -'2

, > )(e- (z

(hz - ht)z (he - hr)' r+w-ÇJI+
1

2
+!rog

Cz-er

43

/  /  \ a  \  |( r  -  Çr  ) -  )a r

,2- ( r -er) ' )d*

TrXv.) +
2 Çs-Çz r -Az*Çs
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a 1

T ,  r * t ' - r "-; Ios---+ - Gh - Ghe - Ghs.
+ r -J î r t ( r

x
Proposition 3.2. La ,foncti,on de I'énerq'ie F consi,dérée comme rlne.fonction

sur IR6 est di,.ffé,rcntiable pour hi , _r: I < i I 3 et ses dénuées partielles sont
données par

AF I ,h2 -h1  ,2  1 ,

A-;( çâY- r..i"'trt)2'
AF hz-h  , t ,
ur'- 

-ff i+t|""(tt) -G'

AF I ,hz -h1 , ,  l , hc -h2 , ,
_ - t - - \ . _ ) _ - t - r .

7Cz 2'Cr-et '  '2 ' ( r -ez"

AF hz -  h t  hz-  hz
Arrr: (, - (1 Jffi 

- t''

AF I ,B ,  r2  7 ,hz -hz , , z

â(, 
:  

,ai\as)'  
-  

t \  ç, - * l ' '
AF hs  -  hz  ,3 ,
M:ffi- ' l ' i@s)-G'

Preuve .Pc  '1  1 "  '  aF  aF  aF  aF  1  r ' r  ' 'rur les dérivées 
ô(, 

, 
â(r, bf, 

.t 
*, 

on les déduit facilement par

analogie au cas de deux disques identiques (voir chapitre 2), quant aux clérive", IdÇz
AF

", Ah, 
on les calcule facilement àpartir de la formule de l'énergie (3.1).

D

Avant de procéder à la détermination d.es coordonnées des centres d.es disques d.ans
l'état d'équilibre, il nous faut d'abord établir un résultat pÉlirninaire:

Lemme 3.1. Le m,'ini,mum de l'éneru'ie est atte'int pour

,l,l@') - -û1(s'). (3.5)
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,AF AF ôF,
( r ( ,  *  

Aç+ ô f t  ) ( ( r  ,h t , ( t+6,h2,  ( r *ô+7,  /2 . ;

I , , , ,  , ,:  
rt t t i@ù' - r l , i@r)').

Puisque le choix d" (r est arbitraire, on en déduit donc que dans le cas d'équilibre
(3.5) est vérif iée.

!

Lemme 3.2. Pour minim'iser F sur Dr, i l  suffit de se restreindre à'un compact
tel a'ue

Preuve. On suppose que: h1,

Cz: et

ô et  7 sont constantes.

On a donc

ôF , .
*  t ( t  ,h t 'Ç t+6 ,h2 , ( r *ô+7 ,  hs )  :
o \ r

,L
\ t ' :  t -P '

(p: constante)

Ce cas correspond
niveau et le second
/ r r n i r ' f i o r r r p  ? ' l

h2, eI h3 sont f ixes.

+ ô. Cs -- (,2 't t.

( i )  - r  th i lC ,

(xi) Mr I Ç, I M2,

1  <  i  <  3 .

Preuve.

( i )  S i  h i  1 - r ,  I  <  i  (  3  a lo rs  on  a

F(Co,h i ; r  1 i  < 3)  -  -Gh -  Ghz -  Ghs )  3Gr.

On considère le cas où

(3  6)

1
Çz: r, \ J -

-h3:h ,  hz-h+

à Ia figure or) Ie premier et le troisième disque sont au mêtle
se trouve au milieu et à un niveau plus bas que Ies cleux autt.es

I
i *  P '  n t
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Chapitre 3. Sur la déformation d'un fr,l éIastique par trois disques... 4 0

Figure 2

Ona

,è p,n,l,n +

#"f,- o'n'f;'n+

i  . .
' t+P'h)<

:  2r l t I(r1) -  3G.

un minimum strict

- f2 r ,  - ' r )  :3G ' r .

+ p,h)

,aF aF 4F.,1 1
\oht+ ar ' , r*  ad 

( t  -  P'h '  r 'h*
_ 1
4r2 _  r r , ;+  p ,h)

on en dédui t  que,F( l -  p ,h,+,h+ t /W,T+ p,h)  admet
pour

, 1 r  .  3 G
Vi \ r r )  :  

2

et ceci pour h > -r.

I l est bien clair que pour ce h on a

oè- 11- r - - r -"2 '  '2

De (3.6) on peut conclure que

hr)  - r hz)  - r hs ) -'r.

On suppose que
h1 )  - r ,

(les autres cas sont similaires).
Sans perdre de généralité on suppose que

1
ettt
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Chapitre 3. Sur la déformation d'un fi.l éIastiqtte par trois disques...

Si à2 ( -?', alors le disque D2ne touche pas le fiI, dans ce cas on va Ie laissel louler'
jusclLr'à ce qti ' i l  touche le disque D1 et le fiI. ainsi l 'énelgie ciirnirrr-re et clorrc ort perrt
sLlppose| que

hy l r ,  hz ) - r .

Si à3 1 -r, alors le disque Ds Le touche pas le fiI, et de même, on laisse rouler'
ce dernier jusqu'à ce qu'ii touche le disque D2 et ie fiI, dans ce cas aussi l'énergie
diminue, on peut finalement supposer que

h i l r ,1<?<3.

(Notons que le disque D2( resp D3) peut rouler jusqu'à ce qu'i l  touche le fi l  et Ie
disque D1 (resp D2) d 'après la condi t ion (1.5)) .
D'autre part, on peut facilement démontrer que hi I æ, I 3 i,( 3 en appliqr-rant
I ' inégalité de Poincaré (voir lemme 3.1 du chapitre 2), d'où (i) décoLrle.

Maintenant on sLlppose que h1 ,hz,he sont f ixes,

(z : ( r fd ,  ( s : (z * l '

(ô,7 sont deux constantes)

D'après le lemme 3.1, les trois disques sont en état d'équil ibre pour

,l'I@ù - -,b|(as),

ceci nous entraine à déduire que

erSl et Çs2r '

En combinant (1.5) et le fait que

6 S2r ,  j  32r ,

olt aLll'à
1-1

Cr> i-6 
- 'Y )r, et< i+ô-+ t 

,-.-L-r.

Puisque

Çt<ez((s,
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Chapitre 3. Sur la défornation d'un fil élastiqtte par trois ciisques. +5

on petrt clonc dédr-rire facilement I'existence de lv[t, MIz tels que

Mt lCr<Mz,  1 ( i<3 .

ou
-ô -1 )My) r ,

+ô*ry< M2 1 I  -  r .

1
2

et
1

2

Lemme 3 .3 .
sont sat'urées ' i.e.

n
L'énergie dzt s'ystème dimi,'nue si les co'ntrai'ntes (1.1) et (1.2)

(h, -  n;2 + Kz - et)2 :  4r2, (3 7)

(h, - hr)t * ((, - Çz)2 : 4r2 . (3 8)

Preuve. On procèdera en deux étapes.

Première étape

On considère les disques D1 et D3 fixes et on fait translater le disque D2 (voir figure
3) .

Figure 3

point du segment lnzrtel tel que

48
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Chapitre 3. Sur la déformation d'ttn frl éIastique par trois disques... 49

Ç[ > (t, rl2 et 4s

On va ciérnontrer

sont deux points de coordonnées (er,hr), ((., ô3) respectivemeut.

qLre

:  F( ( r  .û ,ÇL-h ' r .Ct ,  he)  (  F( ( t '  h r ,Çz.h ' : ,  (e .  h : ) . (3 e)TJIr

Ona

ÔF'
aÇ

h', -- n, - b- J?((s - (i ).
q 3 - q 2

, 0 F  h 3 - h 2 Ô F r , -  ,  > t ,- (tr + ffi ?nr) (er, ht, Çt, ht, es, hs)
I ,h ' ,  -  h re ,  I ,h t -  hLf  ,  hz  -  hz ,h ' r -  h t  he -  h '2  r- - ;(ffi)- + ;(ffi)- + G: (, t6- ç 

- 
T;1- L')

Puisque
hs-hL hs-hz
a f l f a )
\ 3 - \ 2  \ 3 - 5 2

alols on a .,  - -
AF '  I th '2 -h  hs -h '2 rz
, \ . t : - â J 7 r  ,  

-  
.  . r  t
' " "  , ' ' l \ "  _ G,""  

, " i  
< 0.

I  r I  /  r  r l

hz-hLz (car  hs  >  h) .
o\2. 2' e',  - et ez-Ç Çs - Ç'z

On en déduit donc que (3.9) est bien vérif iée.

Deuxième étape:

On peut conclure de la première étape que l 'énergie dininue quaud les clisques D2

et Ds se touchent (rapprochement optimal). Pour cette étape, olt va consiciérer qLte

ces deux disques sont fixes et on fera translater dans ce cas le disque D1 (vorr figure
,1 \

h r

h'r

l r,,

Figure 4
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Chapitre 3. Sur la déformation d'un fr.1 élastique par trois disques... 50

Soit n((i, h") un point du segment lqttz) tei que

(i > (r et rl1 est le point représenté par les coordonnées ((r,hr).

On va démontrer que

F"  -  FG' r ,h l , (z ,hz , ,ez ,ha)  <  F( ( r ,  h t ,Cz,hz ,e3 hs) .  (3 .10)

on a 
h,t : n, - L3- Jr ((, - (i),

\ 2 - \ 1

dF"  ,AE h2-h1  08 , , - , , ,

u(, 
:(u(, * 

ff i  o, ')Gl'h't 'Çz' hz' (s' lzr)

-  -  1  (h ' -  h '  -  t , l ( . r1  t )2 -  Gh, t  
-  h '  

< o.
2 'Çz -e t  

/ r \  L "  
Çz -Ç r

d'or i  (3.10) est  vér i f iée.

On en déduit donc de la première et seconde étape que dans Ie
sont vérifiées, l'énergie du système décroît.

cas où (3.7) ,  (3 .8)

!

4. Calcul du minimum de l 'énergie

Maintenant, on peut déterminer explicitement le minimum de I'énergie.
Enonçons Ia proposition

Proposition 4.1. La foncti,on de l 'énergie F admet un m'inim'um donné par

les coordonnées (et,, ht), 1 < i < 3

( i) si 
" 

+'#eh4 - r). on a

,12r^1
Çr: t  ,  \2:  t '  

q.

3G 3Gr r
, o L - ' b r -  

4  , Æ T æ  2

hz:Y * +eo -3c) - IJn*sG',4 t /L+a-  
' 2 '

o'ù a est la racine positi,ue du polynome:

,3 + rç2 -lr', - 
".

I
I

4+9G2,
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Chapitre 3. Sur la déformation d'un frl éIastique pat trois disques...

Dans ce cas la posi,ti,on d'équi,libre des troi,s d'isques est représentée par la figure 2.

( i i) siG:#QJu- L ) ,  on  a

T,T.
i - ' '  \ ' :  t '  Ç3:

, ,3GSGrrfLL :ng :  
4  

-  
2  

- t

.  3G /; \Gr ,pZ
hz:  

4+r t /3-  2 
- t \

Dans ce cas, les troi,s di,sques se positi,onnent commè dans Ia figure 5

Remarque 4.L. Dans les deux cas (i), (ii), il ne faut pas omettre les points

obtenus par la symétrie par rapport à I'axe ,: 
i.

Preuve de la proposition. Puisque on a supposé que (3.7), (3 8) sont
vérifiées, alors ceci nous permet de déduire I'existence de deux multiplicateurs de
Lagrange Àr, Àz tels que les coordonnées (Co,ht) I < i ( 3 dans l'état d'équilibre
sont des solutions du système:

ry_Lrhr-hr."  r , . , ,  r?
ôC, 2' Çr- (r Y - 

; ' l t '"(* ') '  
- -2Àt((z - (r) '

# : -ir#y * L(m)' - 2^,G, -(r) - 2\z(Çs - cz),
AF L, , , ,o  _ 1 

fh:  
-  

\ , r1 ,  _ z^r( (a _ (z) ,
acr:2ai\az)'  2, Cs-ez,
AF hz-  h t

ft. 
: -Éi + 4)1"("') - G - -2)q(h2 - h1),

AF hz-h r  hs -hz  . .1
- _ - - -- (r _ ùt(hz - ht) - 2Àz(hs - hz),
ottz (z - Çr S3 - t2
aF hs-hz
ft:ffi- 'hi(Ys) 

- G -2\z(h'-hr)'

51

Bn combinant la somme des trois premières
dernières, on trouve

,bl@r) - -,b1@')

Puisque

f r,,

équations et la somme

3G
2

(r, :
1
2

(4.1)

des trois

(4 2)

3G
ô tz

3G
-  

2  
L ' e '

( ; t - r t

4 + 9G2,

l l r '"("t)
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Chapitre 3. Sur Ia déformation d'un fr.I élastique par trois disques... 52

alors

et sur le fait que

r t :  Ç t  -
3Gr

J4 + scz'

"-(et-*r ' ) '
-  ûL @') -  r f t I@ù,h*

et de la même manière, on trouve

on a donc

On pose

On considère I'équation :

,  3G.
hL=  

2ç r -

13 + ne -1"'r- G - o.

T

2
(4 3)

(4.4)

De la première et troisième équation de (4.1) on a

, 1 (h, - hr)' 9G2
AL: -4æ -  

lqçr -ç1 '

) . :_L( fu-hù2 __gG' ,A2: -a6-r 
*1çr-çf '

En remplaçant À1 et À2 dans les autres équations, on obtient

(\, - g, )' + hr, - L., e _ lcr; _ G _ o.
Çz-Çr  Çz-Çr  +

(\, 
- L.t )' + hr, - L,' e - lcr) - G - o.

ç 3 - ç 2  ç 3 - ç 2  +

hs:f;o-G) -;JT@

hz-h t p- hz-hs
a :

, > )(z - ( r Çs-Çz

(4 .5)

(4 6)

(4.7)

Rappelons dans le lemme qui va suivre Ia résolution d'une équation de la forme:

*3  +p**q :0 ,  (p ,q)€ IR*2.

4+9G2
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Chapitre 3. Sur Ia déformation d'un frl éIastique par trois disques." 53

Lemme 4,L, Soi,t

,3+pr+e:0,  (p,q)en*2.

A>0 s i ,  G<w,

(4 8)

On pose

alors

(i,) si A > 0, l'équati,on (/, 8) admet une racine réelle et d,eurimaginai,res con-
juguées,

(i,i,) si, A : 0, les raci,nes de l'équation (/r B) sont réelles et l'une d'elles au mo'ins

est mult ' iple,

(ii,i,) si A < 0, toutes les rac'ines de l'équati,on sont réelles et disti,nctes.

Dans tes d,i,fférents cas ci,tés, ces trois raci,nes sont d,onnées sous la forme:

^:+ +*,

at : a * b, d2: -ia+ b) + n#a- b),

as: -ia+ b) - o*a- b),
auec 

cto:(-l+,Â1ï, b-(-l- ' l l.P

Remarque 4.2, En particulier si q est négatif, il est facile de démontrer que

l'équation admet une seule racine positive et cette racine est donnéê pâr 01.

Revenons maintenant à notre démonstration:

Ona ^:+*WÏ,
- -'J"u * 3"- -f,c'.- *

En étudiant les variations de A. on trouve
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Chapitre 3. Sur la déformation d'un frl élastique par trois disques... 54

avec

A-0 s i  G--w,

A<0 s i ,  G>w.

2(3+2rt)à+t
w_7- - - - - - - - - - - - - - - -3 Q+z'Dà

On suppose que G 1 w, alors I'équation (4.7) admet une seule racine positive, elle
s'écrit sous la forme:

, G  - 1  G
aL: ( ,  + . ' . fq i  *  ( ;  -  rÆ;È,

de (a.5) et (4.6),  on a
h, - 

\:, _ 
hr, - \,t : e, : &rt

Çz-  Ç Çs-  Çz

en combinant (3.7), (3.8) avec (4.9), on aura

d'oir

De (a.3) et @.\,  on obtient

et de (3.7) on a

(4.10)

(4 .11)

ez - et: (s - (2,

hz-h t -hz -hs ,

h r :  he '

( r :1 - (e ,

(4 e)

(4.r2)

(4 .13)

Çz-(' '-L: r -  
r@'

Ainsi, de (4.3), (4.4), (4.10), (4.11) et (a.L2), on aura

2r
Çt: r- ,M,
.r
\ 2 : 2 t

12r. _  -  _ :  _, t -  2 ,  U@,
, ,3G3Grrr^ht:hz:;-ff i-r{4+ec2,

hz:T.ffieo-3c) -;@
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Chapitre 3. Sur la déformation d'un frl éIastique par ttois disques...

Puisque le système (4.1) admet une solution unique pour G < u.r et puisque le

minimum de l'énergie existe, alors on peut conclure que le minimum de l'énergie

dans ce cas correspond aux coordonnées représentées par le système (4.13) (voir

f igure 2).
Si o - rÆ, les trois disques se touchent en même temps, autrement dit, on est dans

le cas oir (1.1), (1.2), (1.3) sont saturées (voir f igure 5).

Figure 5

Ainsi pour o : J3, (4.13) se réduit à

r I11
|  ( t :  1- ' ,( , :  r ' (g: t+' '
|  -  

JG3c, V
{n'-hs:T- 2 

-trE*,

| , 3G /; 3Gr ,62.
f  nr-  4+rv,r-  2 

- ,

Dans ce cas, la valeur de G est la solution positive de l'équation:

s/5+ e-ïG\'Æ-G -o

ie. G:#e,Æ-1).

(4.r4)
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Chapitre 3. Sur la déformation d'un frl éIastique par trois disques... 56

On suppose maintenant que G 2 u et on suppose également que ht, * â3, on pos€
comme hYPothèset 

n, - n, hz - ht ^
eTÇ_Q' :ar t  ç r -ç :0

(pour des raisons de symétrie on peut remplacer cette hypothèse par
hz -  hs  hz-  h t

"  
r  * t r T - - H / .

\ 3 - \ 2  \ 2 - S 1

On a vu que dans ce cas l'équation (a.7) admet une seule racine positive (i.e. o) et
les deux autres sont négatives, autrement dit, 0 peut prendre deux valeurs négatives
a2 or as. Pour déterminer laquelle des deux valeurs réalise la plus petite énergie,
on va comparer les deux énergies correspondantes à ces deux valeurs.

Notons que

,- - 3G'
&r_\r  

JmZ

et 
. zGr

Ug: ss. 
, /Try

alors on peut écrire (3.1) sous une autre forme:

G G ,L (h r -h r , ) ' , 1 (h . - h r ) '  ,  r t r t ^ \  tÀ1 , . \F--1h-1ht-Ghr- ;  ,  ,  T;  -  r f (G,r )  (4.1o7
4 '  4  L  \2-s t  z  (s - (z

oir
r /^  \  r ,  r *ys-ee r ,  r+rL-eL
/ (u ' r )  :  

4 logr+9b _C3 Ztog r+rL_er
r  1  r+W-e3: t tot"+93_ft

Bn tenant compte du fait que

hz-hr  _a e t  
h , r -h t :s .

Çz-Ç Çs-Çz

on va écrire F comme étant une fonction de 6 et on étudiera ses variations.

De (3.7) et (3.8) on a
r (h, - hr), ra2
; - : -2 Çz-Ç ,M
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Chapitre 3. Sur la déformation d'un frl élastique par trois disques. .. 57

on a également:

r( fu-h2)2 _ ,0'  ,
2 es-ez 

- 
tE+pz'

2r 2r
a  _ a\r :r - 

ufl@ 
' 

vE+ pt'

I n, - ht : a(Çz - Çt),
\ nr - hz : -7Ks - Çz),

, , 2ra 2r0
f r 4 - l L1  :  

p

De (4.3) , (4.4), (4.16) et (4.17) on a

, - - ! -  1 ,  2ra -  2ro \ -n- l  1  -  1  ,
"-  2 lG\r1çz \m' 

' tu@ 
{-taBz' '

En remplaçant chaque terme de (a.15) en fonction de a, 0, on obtient

,g Gzr rGP rP2 .,  ,  ,g Gzr rGa raz r
L - r + , -r-t4\FtP 

\fræ \Fpz' ' '4,5aoz 'ÆTæ JTTæ'

gG2 2(7,._? +îr/++sGz+f(G,,)

Soit
F : F(0) -  +@p2 - 4Gg +sG') + k(G,r,a).\ '  /  

4 \ /L  +  P2 '  
'

On pose

o(") - ,4r2 
- 4Gt + 9G2 '=\@,,

ona

Q'(")  -o 'x3+Q-Y)r-G'"\@,'
Il est clair que l'équation: iD'(r) :0 est similaire à celle de (a'7)'

on suppose que 
,G rr !

o :  ( |  +  t 'Æ)à :  ro  *  iyo .  (4 '18)
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Chapitre 3. Sur la déformation d'un fr.I éIastique par trois disques... 58

on sai t  que 
r  ,  . \  . r fg,  , \

" ,  
_:  

_: : : , : ; i ; (a 

_ b)

et
I ,  .  ' \  . t f 3 ,

a3 : - ) (o+b) - i , ; (o -b )

- ro*aoJ3<0,

sachant eue rs > 0 (puisque CI - a* b > 0), on en déduit facilement que

ro)Aot /3>0

d 'où  
0 ,2  . - as .

Puisque F(P) est croissante sur I'intervalie laz,a3], par conséquence on a

F(or) < F(or)

Dans ce qui suit, on va démontrer que I'énergie minimale pour G ) w ne correspond

pas au cas où h * h3, on va démontrer donc que

F(or) > F(o).

a*a2- ro-aot f3 .

(4.1e)

Il est bien clair que

F(o,)-F(o)_+@o3_4Gaz+gG\_+(4o,-4Ga*gG,),
4v/TÇ@'--"  

'  4\ / r*e2'

puisque on sait que cr - 2r0,, alors on a

11

f iTæ2'vEæ'

Fr(oz) - Fr(")
+1/t + al '  \

d'où

Ona
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Chapitre 3. Sur la déformation d'un fil éIastique par trois disques... 59

Pour G ) w, on peut facilement vérifier à partir de (4.18) que

ro-aoJ|<G

(cela provient du fait eu€ rs (r'o - SASI : 
l).

On en déduit donc que (4.19) est vérifiée. On peut donc donner la conclusion
suivante

Dans le cas où Ai +0, I <i 53, l 'énergie minimaledes trois disques- soit Fs - est
donnée par

^ .  ^  , 2 t Æ r a  f f i  1 \siG+Çe,Æ+-1),

Fo: #(4; 
- 4Ga*sG') -Y +ryCry + r(G,r)

et la position d'équilibre est représentée par la figure 2 (cf (a.13))

^' ^ 2\'f3siG_ _;(r,Æ4_D,

dans ce cas la position d'équilibre des trois disques correspond à la figure 5 (cf
(4.r4)) 

r

Remarque 4.3. Comme on I'avait déjà mentionné précédemment, ôn peut

avoir Ie cas otr I'un des trois ensembles de coïncidence est vide, c'est à dire Ie cas

où I'un des trois disques qui ne touche pas le fil soit sur les deux autres. Une

fois le minimum de l'énergie déterminé dans ce cas, on peut déterminer la position

d'équilibre de ces trois disques dans le cas général en comparant ce minimum avec

Fe.
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Chapitre 4. Sur Ia position d'équilibre d'un camé ...

1. fntroduction

On considère un carré rigide sur un fil élastique susceptible d'y bouger librement
et on voudrait déterminer sa position d'équilibre (voir figure 1).
On désignera par 2r, r ) 0 la longueur d'un côté du carré et par G son poids.

Figure 1

On désignera aussi par P = (rp,go) lebarycentre du carré et on supposera que le
fil dans sa position initiale (indéformé) occupe I'intervalle fl = (0,1).

Si z est une déformation admissible du fil et si P = (rp,gp) est la position du centre
du carré, alors, l'énergie totale correspondante à cette configuration est donnée par

(1 .1)

où u" désigne la dérivée de la fonction 'u en r. Le premier telme clans I'expression
ci-dessus est l'énergie élastique, le second est l'énergie potentielle.

Si on désigne pat Q I'ensemble fermé des points occupés par le carré on supposera
toujours que

Q cA x R,

et on imposera dans ce qui suit 
1

r< 
4.

Alors, pour un carré fixé dans une position telle que (1.2) soit vérifiée, une admissïble
déformation u est une fonction

u € f/or(Q),

61
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E -, 
f , '  

, i@)d,r - Gao,

(1 .2  )

(1 .3)

(1 .4)



Chapitre 4. Sur la position d'équilibre d'un carcé ... 62

telle que

QcC"={(r ,y)  e Oxn/  y< 'u(r ) } , (1 .5)

Notons que I'axe y est dirigé vers le bas.
En ayant choisi r tel que (1.3) soit vérifiée, on voudrait minimiser (1.1) sur
I'ensemble de tous les couples admissibles (Q,u) vérifiant (1.5).(rappelons que I
est I'ensemble des points occupés par le carré et on admet que cet ensemble décrit
toute la bande ft x IR). Ainsi, le problème dont on voudrait formuler est donné par

Trouver

inf1q,,; I f."Zrrd* 
- Ga!, (1 .6)

(1.7)

(1 .8)

(1.e)

or) 8 est un carré de barycentre yfl ,, situé dans la bande O x IR et u est une fonction
vérifiant (1.4), (1.5). Plus précisément, on voudrait démontrer que ce problème
admet un minimum (Qo,uo),, unique, à une symétrie près.

On minimise sur un ensemble des carrés isométriques et déformations admissi-
bles, ainsi le problème semble un petit peu original à première vue. Toutefois,
on démontre tout d'abord que ce problème peut être reformuler elt un problème de
minimisation sur IRa. En effet, on suppose que la position du carré Q est fixée dans
la bande O x IR. Désignons par Ie: II"(8) le sous-intervalle de (0, 1), projection
d" Q parallèle à I'axe U (1, est I'usuelle projection orthogonale sur I'axe r).
Pour r e Iq, on pose

, !q@) = S"p{y/ (*,y) e Q}.

Il est bien clair que la fonction tlq décùt la frontière inférieure de Q et elle est
constante si les côtés du carré sont parallèles à I'axe, sinon une fonction chapeau.
Par conséquence, les contraintes (1.4), (1.5) seront vérifiées pour

(Rappelons encore une fois que I'axe y est dirigé vers le bas).
Alors, Q êtant fixé avec le centre P - (r,p,A),il est bon de chercher d'abord u = ue
la solution du problème

u € Cq = {u € f/01(O)/ u(r) > ,bq@) sur /q}.

u2,6)ar - Ga|

ou d'une façon équivalente puisque gf; est fixé

.  l f
mrîueco, 

Jn

Min,çço| l*,?f,ro..
62
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On sait que (voir [8], 116], [19]) que ce problème admet une unique solution et qui

est aussi solution de I'inéquation variationelle

63

(ue.Cq,
) f' l  

/  u , (u, -u, )dr20 Vue Cq.
\ ra

Il est facile de démontrer - voir les références ci-dessus - que

(1 .  1  1)

-u">o in  o (1.12)

- i.e. la fonction u est concave - et en dehors de I'ensemble de coincidence

^ - {r e al u@) - ,!q@)} (1 .13)

ona
tr ,"  = 0 (1.14)

i.e. z est une droite.

Observons que u = ue est parmi les cas suivants

o  S i  QCAx ( -oo ,0 ] , ,  -  ue=0 ,  i .e .  l ecar réne touchepas  le f i l .

o L'ensemble de coïncidence est réduit à un point (voir figure 2).

Figure 2

o L'ensemble de coïncidence est la projection d'un seul côté du carré (voir figure 1).

o L'ensemble de coïncidence est /q (voir figure 3).
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Figure 3

Pour voir ceci, il est suffisant de noter que u est affine par morceaux - i.e. u" : 0

par morceaux - et d'intégrer par parties dans (1.11) sur chaque intervalle où LL" = 0.

Ayant pris ça en considération, (1.6) est équivalent à

(1 .15)

i .e. on minimise seulement sur 8. (O" a désigné (uq)rpar u', pour uqla solution

de  (1 .11  ) ) .
Maintenant, le carré Q est parfaitement défini par deux de ses sommets - soient A,

B dans les figures ci-dessus - A étant le sommet le plus situé à gauche, B le plus

situé vers le bas à droite de A tels que
si

inro.n,a.; 
ln"'â@)ar 

- Ga|

A=(r t , ,Ae) ,  B : ( rs ,As)

on peut toujours supposer que

(1.16)

(1.17)041 rp ,  Yn lAB .

Notons que les deux points A,, B ne peuvent pas bouger librement, Pôr ailleurs, ils

vérifient toujours la contrainte

@e-r" ) ' *@e-aB)2:4r2 . (1 .18)
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Puisque Q est déterminé sans ambiguité par A et B on a

i.e. le point C est tel que

rc  = tB- (ao-aB) ,  Uc :aB*( re-  ra)

C est le troisième sommet du carré Q et Ia contrainte

ScOxlR

A,B, ,C e Q x IR.

65

* [  oa@)dx -  Ga? = F(ra,ua,rB, 'aa)
2lç

(1.1e)

(2.1)

i.e. le problème devient un problème de minimisation d'une fonction sur IRa
dépendante de la contrainte (1.18). C'est ce qu'on veut formuler maintenant (voir

lAcFl, [Bc]).
Notre travail est divisé comme suit. Dans la prochaine section on démontrera que

la fonction définie par (1.19) est une fonction C1. On démontrera également par

un argument de compacité que le problème (1.6) admet un minimiseur, finalement,
dans la dernière section, on déterminera explicitement ce minimiseur.
Etonnament, le résultat trouvé dépend de I'intensité de G. Pour G petit le minimum
de l'énergie est atteint quand le carré est centré au milieu du fil et ses côtés sont
parallèles à I'axe. La valeur de G devenant plus grande, le carré s'incline sur le
côté et le minimum de l'énergie est atteint pour deux positions symétriques. Une
progression supplémentaire en poids entraînera le carré à atteindre son minimum
d'énergie quand il est centré une autre fois mais dans ce cas là avec ses côtés faisant
,rn u.rg1" de 450 avec I'axe des coordonnées. Finalement, quand G est suffisamment
grand, le carré s'incline encore une fois pour atteindre son minimurn d'énergie pour

deux positions symétriques.

2. Existence dtun minimiseur

On considère A, B e Q x IR deux points vérif i.ant (1.17), (1.18). Si .RA désigne

la rotation d'angle T,r" 
point C -- (*",9o) est tel que

( ; : ) :  ( î : )  + Ri( ; : - ; : )

est interprétée maintenant par

(2.2)
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Pour (ro,yt), (rs,An) tels que (2.2) soit vérif iée, on voudrait donner une expressron
pour la fonction F définie dans (1.19). Comme on a vu précédemment, différents
cas sont possibles.
r Le carré ne touche pas le fiI.
Dans  ce  cas  B e  O x  ( -oo ,0 ]  e t  on  au ,=  ue  =  0  e t

F( ro ,UA , tB ,AB)  =  -CA | .

ll est clair que

Ainsi, dans ce cas

o ,e  _Ae*Ac  _
ap2-

Ut . *Un* r :A - r :B

(2.3)

(2 .4)

(2.5)

(2.6)

(2.8)

Dans le cas ori B € O x (0,*] - i.e. quandyn > 0 - on a différentes situations - à
une symétrie près - correspondantes à I'une des figures précédentes.

o L'ensemble de coincid.ence est réduit à un point.
On est dans le cas de lafigure 2. Ceci impose les containtes

F(,  e,UA, c  BtaB) = - l f r "  *  aa *  r  e  -  *  B) .

Un)0, ,  
an aAn-Ue^ Un ara- ra
TB rB- rA '  t - rn  aB-aA

et on a clairement

1 ,,2 A'n ,  G,
F(re,aA,rB,aB) -  

; { -*  + 
f t }  

-  
;@e + aa * xe -  rB).  Q.7)

r L'ensemble de coïncidence est réduit à II,([AB]).
C'est à dire que si lABl désigne Ie segment entre les points A,B on suppose qu'on
est dans le cas de la figure 1. Ceci nous entraîne à imposer

aa ) 0,, 
ya 

> 
ua - a'q' . aa a 

rn - r.'n'
TB xB-0A '  l - rn  aB-aA

e tona

F(,o,aA,rB,yB)_i,*,-#-9*}. l(yo+Un*x,q,_rn).(2.9)
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o L'ensemble de coïncidence réduit à II'([BC]).
C'est la situation symétrique de celle qui précède. Ceci impose

An)0 ,  
an  

aYB-YA 
Ua , rs - rA  (2 .10)

rB  rB- rA '  I -nn -  y " -U ,4 ,

e fona

< ,  ,  
r_ rA)2 ,  yb  ,  G ,

F(,o,UA,f iB,yB)_,, t#*kT|-rC}_}r ,"*an*re_*a),(2.11)

oi rç,  ycr sont données par (2.1).  Notons que si  7 -Aa 
-An 

est  la pente c lu
r B _ T A

segment lABl,la pente de [BC] en valeur absolue 
"rt | 

= 
ffi^

o L'ensemble de coincidence est II'(Q).
Ce cas correspond à la figure 3. Ceci impose

yn . -O,  YB 
>aB-aA.  

Us  , - ra - r t '  Q . Iz )
rB  æB- rA '  l - rn -  yu -u ,q

e tona

F (* o,a A, r B,a B) - irù^. # . # + #\
G,-l@o * YB * r.q' - 'n) ' ,  (2'13)

où16: , !6 :son tdonnéespar (2 .1 ) .  U t i l i sons(2 .5 )  pourAn( -0e t (2 .11)pouran)0 , ,

il est bien clair qu'on peut prolonger F par continuitépour rA= rs. Ainsi, pour

tout r vérifiant (1.3), on a défini une fonction sur le domaine

D,  =  { ( ro ,  AA, rB ,Aù l  r t , rB , t c  €  (0 ,  L ) , te  1nB,  'Ae  3  Yn ,

( ro - ru ) ' *@t  -aB) '  -  4 r ' \ .  (2 .14)

Alors, on peut démontrer:

Théorème 2.L. La foncti,on F défi,nie c'i-dessus est continue sur

D -  { ( r , c ,UA, ïB ,An) l  tA t tB , rc  €  (0 '  1 )  , îA  1æBt  UA 1Yn,
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( ro -  , " ) ,  + @e - yB)2.  
l )

Preuve. A, B étantu fixés, le carré Q est fixé et ainsi sont Af , uq, on a

F(ro,aA,tB,ys) =I 
lrr 'd2ar 

- cyf;

=t 
lr(u'q)2 

d,, - 
]w^ * aa * x,t - r s).

(2 .15)

Maintenant, il est clair que quand A, B -> A,, B la dérivée u'e ) uf, uniformément

sur  (0 ,1) .
(u= est la fonction\ (4,

F est donc claire.

I

De plus on a

Théorèm e 2.2. La fonction F est Cr sur

Do =  { ( ro ,UA, , rB ,AB) l  re1 rB ,  U t  1yn ,  ( r4 - *u ) t+@e-Aù '  a  
i }  

Q . l7 )

Preuve. I l est clair que F est Cr sur tout sous-domaine de D0 oir (2.5) ou (2.7),

(2.9),, (2.11), (2.13) est vérifiée. Il est ainsi suffisant de démontrer que les premières

dérivées partielles s'accordent régulièrement sur la frontière de ces domaines. Tout

d'abord on consi," 
AF

rcre 
u^'

Sur les différents sous-domaines on a clairement

AFGI

fr= 
-;  dans le cas de (2.5), (2.18)

#,= 
- i  dans le cas de (2.7), (2.19)

#=l,_.nY+(m),}_ldanslecasde(2.9),(2.20)
AF L ,n( ro  - , " ) -  

+2,  ac  
)  -  g  dans le  cas de (2 .11) ,  (2 .2L)

a r o : t | "  a B - y o  
- " ; q t  

2  
u @ r r r t v

qul correspond à 0le carré défini patÂ,8). La continuité de
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aF 
lf-f  ! ! \ ,  + (B 

- YA ), +2ry- *2, a" 1 - I
û,= z '  ' t4 '  ' rB- t t  

un-u .q ,  L- rcJ-  2

dans le cas de (2.13), (2.22)

avec rc - rB - fue - Aa), YC : Ua * (re - rn).  
^tr

Quand Aa ) 0, Us -+ 0 la seule possibilité pour définir 
t "tt 

(2.19), (2.20) ou

nt r
(2.21) et 3 est continue sur la droite Us = 0.

dr,q,
Quand on passe de la formule (2.9) à (2.13) on a

. r"  -*B-*o->0 rct9-.r"  +0) (2.23)
L - I C  A B - y A  L - I C  L - x B

et la formule (2.22) converge vers (2.20).

Quand on passe de la formule (2.11) à (2.13) on a

YB-aA-U+O ptW-uB ->0)  (2.24)
ûB - r.e. rA rB - rA rB

et la formule (2.22) converge vers (2.21).
Finalement, quand on passe des formules (2.9), (2.11) à (2.7) on a

ua-u. t  _ue,  +0,  (et  aB-aA _un _>0)
tB - r l .  ûa  rB- r4  nB

ou

rB-re-=0" - )0)  ,@t9- tw - '0)  (2.25)
Un-a ,A ,  L - rC  L - rC  L - rB

et les formules (2.20), (2.2L) convergent vers (2.19).
On procède d'une façon similaire pour les autres dérivées. On a

A F  G  t  t

t 
= 

; 
dans le cas (2'5)' (2'26)

- lt-r !!\ '  + ( aB 
l ' t + I dans le cas (2.7), (2.27)

2t  ' r " '  '  t l -  rB"  
'  

2

: lr-, mf+ ( &)'\ *l dans le cas (2.e), (2.28)
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=lt-, fif +2ffi-rft+tft9+l dansrecas (2.11), (2.2s)

= l {  - (aB 
-  aA \2 +2!-P-2 -2 ac + (  -U" t r t  + 9-  

2 r  ' r t - r .n '  ' 'a " -ae 'L -ac ' 'L - * t ' )  '  
2

En utilisant (2.23)-(2.25) on peut voir facilement que la

dans le cas (2.13).

(2.30)
transition s'effectue

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

également dans ce cas.
On a maintenant

# 
= -g dans Ie cas (2.5),

= -l dans le cas (2.7),

-Irru- +rm\ -i dans le cas (2.e),

: }r, ffi l ' 
- (#î)'\ - I dans re cas (2.11),

I  , ^Ue  nAA  -  Un  ,  , rB  -  lA  e  ,  Ac  r2 r  G  - r ^ - ^  r ^  ̂ ^ -= ; r  L -  t  +rJ) r - (  , ' "  f  \ -1  c lans le  cas (2 .13) .  (2 .35)
Z  I a  : c B - ï A  U n - ! , q ,  L - r C  z

De même, il découle de (2.23)-(2.25) que la transition s'effectue aussi dans ce cas.
Finalement

A F  G  I  I

A*:  
- ;  dans  le  cas  (2 '5 ) '

-!+ru *z aB ' G ,
z' rB ft\  

- 
;  

dans le cas (2'7)'

- !12an-ae +2,u8 ) -g danslecas (2.g) ,-  
2 r ' rn - r .q ' ' l - *u t  2

- !pW - (rB 
-  xe),  

+2-u" + (+)r)  -  g dans le cas (2.11),  (2.39)
2 ' rB  'Un-a .q , '  L - rc  ' L - rc ' '  z

- l { r9-B 
-w- -  (æB 

- xn)t  
+2-ac- + (+)r}  -  g dans te cas (2.13),

z - rB- rA  aB-aA L - rc  L - rc  
"  (2 .40)

et là également la transition s'applique régulièrement. Ceci termine Ia preuve du
théorème.

I
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On peut maintenant établir le théorème principal de cette section - à savorr

Théorème 2.3. Le problème (1.6) admet un m'ini 'm'iseur.

Preuve. Dû à notre précédent analyse, il est suffi.sant de démontrer que

F(ro,AA,rB,y6) admet un minimiseur sur D' .

Etape 1. On peut supposer

7L

-2 rSAa,  l yB1C

pour une certaine constante C.
En effet, pour Ae I -2r on a ys 10 et'

F ( *o ,aA,  r  B ,aB)  -  -  
* f r ^  *  ap  *  r .a '  - ,  a )

G,'- | (xn-14-ua-se)

)  rG = F(x . t , , -2r ,na,0) .  (2 .42)

Ainsi '  on peut supposer 
-2r 1ae syn. e.4J)

Dû à I'inégalité de Poincaré, on a pour une constante C

F(*,o,uA,r B,aB) =I 
Irrrr2dr 

- 
Trr^ *'y n * r.q, -, n)

c fo -
>; J'uQdr 

- Gan'

Maintenant pour Us ) 2r on à U,q,, gc e. Q x (0, *-),

(2.lL',)

-  ue2gB-2r  sur  Iq

et l'inégalié ci-dessus devient

F(*o ,AA,nBtAs)  > .C(An -2r )2r  -  GYa.

Puisque la partie à droite de I'inégalité converge vers *oo quand Aa + *oo on peut

supposer eue Ua est borné - i.e. (2.a1).
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Etape 2. L'infimum (1.6) ne peut être atteint par une suite de points (ra,Ae) +
(0,0) .
Si ra - rB; alors quand (*e,Ae) J 0, aa ) 0, on applique la formule (2.11) et
F -r +oo et ceci est impossible.
Si ra 1 r n alors il est clair qu'on peut prolonger F par continuité en (0, 0,r B,,An).
En suivant la position de B, on a deux configurations possibles décrites par les
figures ci-dessus

( 1 1 )

Figure 4

Dans le cas (I) quand on déplace toute la figure vers la droite, la fonction F sera
donc définie par (2.7)

F(,e,0,rB,aB) -it*. 
&t 

- 
]u" * x.a, - *n).

Ona tB : re*cs t , , ya=0ras  f i xé .  A ins i

d - r -1,  ++r=a'u r^ l<o puisque îa l -L-xn
oro ' { 'o 'o ' tB ' 'aB)- ; { - ; ' "  

'  (1  -  r t ) ' '

qui rend incompat ib le un minimum en 0.  ( rn <l-  rn puisque 2rB 14r < 1).
D'une façon similaire, dans le cas (II), pour re) 0 on aura F définie par (2.11) i.e.

F(*o,0,rB,,vB) =t t*. ry . &\ 
- i(vn + ra, - rn).

Cela entraîne comme précédemment au fait qu'on ne peut pas avoir un minimum
en 0 puisque

*rO ",0, r B,yt n) = I-fffi1, + ( ftY) < o,

72
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pour 14 suffisamment petit. Pour voir ceci, on note que quand A -- 0, il est suffisant
de démontrer que

ua > -  yB- rB 
<+(1 - rB-aùas)  ts (ys- rn)

. r 'B  L - J :B -aS

ë An - rcByB - 'g2p ) t :B'As - ,28

ë an - 2rnaa - a2a + rzu > 0.

Cette inégalité est vraie puisque

u n - 2r nyn - a2a * *'") ga - rl - y2a - y's * r'n

= an\ -  2an) 2 ya(1 -  ar)  > 0 par (1.3).  (2.45)

Etape 3. Fin de la preuve.
On sait que f' est continue sur D,. Si on démontre que le minimum de F est atteint
sur un sous-ensemble compact de D, alors ceci termine notre démonstration. Grâce
à (2.41) et pour des raisons de symétrie si on démontre qu'on peut supposer que

*a ,à6  (2 .46)

pour une certaine constante ô, on sera en mesure de conclure (puisque par syrnétrie
on voudrai t  avoir  aussi  ra (-1- ô).

Si on cherche un minimum dans la région

Un 10

alors on a

F(,  o,uA, n B,aB) -  - f ; f r "  *  aa *  r  e - ,  n) .

Le déplacement du carré horizontalement ne changera pas l'énergie, ainsi on peut
supposer dans ce cas que (2.46) est vérifiée.

On considère maintenant Aa ) 0. Si Ua 10 alors pour re) 0, F sera définie par

la formule (2.7) ou (2.11) sîA.a. > 0 (2.9) or (2.13) pour nA suffisamment petit.

Considérons les différents cas:

o F est définie par (2.7)

C'est le cas de la figure 2. Le fait de laisser le carré tourner jusqu'à ce qu'il touche
le fil va diminuer son énergie (u ne change pas mais goQ croît;. Ainsi, ce cas peut

être inclus dans le cas de (2.9) ou (2.11) et on n'a pas à Ie considérer .
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o F est définie par (2.9)

Alors, en déplacant horizontalement le carré on obtient

- d  F ,  '  1 r ,AA . r+ ( rU "  
) r \ .

d,Çr  \ te 'uA ' ' tB 'an)  =  
r l - t ; l  L  -  rn

Cette dérivée est positive pour

laol .:P ërtr+lynl> ffW^t e.tl)
1 4  

-  
L - r n  ' U e  ' v '

où C est la constante dans (2.41). De cette façon on peut imposer (2.17).
S'il n'existe pas ô telle que

*e26 ou lye l>6 (2.48)

alors I'infimum est "atteint" pour A : 0 et ceci est impossible. Ainsi, (2.48) est
vérifiée et également (2.46) par (2.47) pour une autre valeur ô éventuellement.

o F est définie par (2.11)
Dans ce cas on a

d ' - \  -  l r - rVl  + ( :c )2) < o
daF( 'o 'aA ' rB 'YB)  

=  
t t - ( ; ; ) " '  r  -  rc ' '

pourr4suff isammentpet i t (voir(2.45)etnoter,"" f t=f f i>

U n - r g * r 4  t  r  \  , ^ \

ffi 
puisque on est dans le cas où ya S 0)'

Ainsi, dans ce cas on peut supposer que (2.46) est vérifiée aussi

r  F est  déf in ie par (2.13).
Alors, on a

d  n ,  '  1 , ,UA)2+( rA"  
) r \ .

d *o ' \ t ' q 'ae ' rB ' )aB)  
-  

t t - \ *o '  ' L -  r c '

Cette quantité est positive pour

re2'- '"ro?'wro
UcC

l-4r
> Tao
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puisque an ) 0.
Alors on conclut comme pour F définie par (2.9). Ceci démontre qu'on peut toujours

supposer (2.46) d'où se termine la preuve du théorème.

o

3. Calcul des minimiseurs

Comme on avait déjà vu précédemment, on doit minimiser F sur D' - ou, en

d'autres termes F sur D avec la contrainte (1.18) -

Tout d'abord on note que pour As 10 on a

F( ,  r ,aA,  r  B ,a  B)  -  - * f r^  *  Y s  *  r .4 '  -  t  n )

G.
2.  |@o *  t  e  - '  

" )  
-  F( r  a ,a 'q , ,  r  a ,0)

et on peut toujours supposer que AA ) 0. Alors - rappelons que F est Cl - on peut

supposer F donnée par I 'une des formules (2.7),  (2.9),  (2.11),  (2.13).  En fai t ,  c lû à

la symétrie du problème, un minimiseur trouvé à partir de (2.11) doit conduire à

un minimiseur trouvé à partir de (2.9) et inversement. Ainsi, on peut se réstreindre

aux cas d,e (2.7), (2.9), (2.13). De plus, comme on a vu dans la partie d'existence,

on peut éviter le cas (2.7) en déplacant le carré de la figure 2 jusqu'à ce qu'il touche

le fiI. Toutefois, on peut juste se restreindre aux cas (2.9) et (2.13)

Cas 1: Un minimiseur de F est à I'intérieur de D sur I'ensemble des points où F

est donnée par (2.9).
Dû à la théorie usuelle des multiplicateurs de Lagrange (voir (1.18)), on a pour

une certaine valeur À

t ù

(3 .1)

AF
ôra
AF- =
ôrn
AF- =
oae
AF

4 -

ôan

(3 .2)

obtient

(3.3)

En additionnant les deux premières équations

facilement
UE
û A L- ra

{o

et les deux dernières, on

G
1'
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En gardant aussi la pemière et la troisième équation, on aura

-*+ 1t un - ue f - g = 2À(r.q, - rn),
8 

'2 ' rn - ra '  
2

aa-ao -2À(ve-un) ,
rB -  r l ,

(re, - ,u\' * @l, - ya)' = 4r2.

Puisque un est supposé être à f intérieur de D on a !41Aa, n.q
(3.5) À est différent de 0 et donnée par

À -

En remplaçant À dans (3.4) on aura

2(*  a  -  ,o ) '

(G+ 2)'  -12 > o <+ c > 2(rt- 1).

En combinant (3.6), (3.7) on obtient

aa -  aA: (rn - re)

alors

rB-cA=#t aB-Un

I1 est commode d'écrire (3.3) sous la forme

(3.4)

(3.5)

(3.6)

I r n et donc par

(yB 
- aA 

), = * + G _ Z = I={G, 
+ 4G _ B}' rB  -  rA '  4

= ft(c+ 2)2 -nl.

Ainsi, ce cas est seulement possible quand (rappelons que Ae z-As)

(3.7)

(3.8)

(3.e)

GG
ae:î*o,  Ua=lG-rn)
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on en déduit

G G, \
UelUa=T+t l r t - ra) :

d'or)

u.e=i-#(G+,@1,
Gr

aB= G-t@1,

L r zJW.
.r. .{=r-f f iv.T--t .

L r  2 t /Gz+4G-8,
LB:t-v4æ=r--T' .

Si on désigne par E la valeur de F à ce moment là on a - voir (2.9),
(3.e) ,  (3.10)  -

I .G  \  r  @a-yo) '  G  G, . .  _  \t =i{ i@e * vn) + ff i} 
- 

;@o+ an) - 
,(re 

-,n)

G,  .  \  G ,  \  r  L (Yn-ao) t- - q\u,+* an) * r lra 
- re) + 2ff i

2Gr
2ul

(3.10)

(3 .11)

(3 .12)

(3.3) ,  (3 .7) ,

(3 .13)

G,G ZrG , ,  2 rG l r (G2 +4G-8)
: -- - 4rt \/Erc- 4t' \@' 2 \reÆ-G 4

Remarque 3.1. En fait, pour que [AB] soit le seul segment touchant le fil on a

besoin d'une condition supplémentaire à savoir

tB  -  r t  2

Up-Ue t /Gz+4G-8

ë4>G\@
<+0 > G4 +4G3 -8G2 - t6

eo > (G -z)(Gt + 6G2 + 4G + S)
ëG <2.

G,t
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On considère maintenant le second cas - i.e.

Cas 2. Un minimiseur de F est à I'intérieur de D sut I'ensemble des points où F

est donnée par (2.13).
A ce moment là, le système des multiplicateurs de Lagrange est donné sous la forme

78

aF -  Lt  - raA tôxa- 2,,,o) + (m)' +2ffi+2hI -i :?^@o- tB)''

# :1,-, ffi,, + zffi - rft + (ftn + f;
y -\+zu +2YA-YB **."=-' l î '"- r.-^];-) ') - 9 -zx(a.q.-aa),
dAe  : / , -  rA  rB - rA  AB-AA  L - r c  z
AF : l r raa-Un _( rn- r t \2+2 ac  +(  Uc t r l_9
ôaB-  2 ' ' rB-14 'yu-ao"  

-L-xc '  \1 - rc"  2
- 2À(an - ye). 

(3.14)
deux premières équations et les deux dernières on déduitEn additionnant les

OnposeT-W
rB

On suppose que

ona

r s  I  -  t c
(3 .15)

(3.16)

(3.17)

à I'intérieur de D.

dans le cas contraire

(3 .18)

acUE G
2

En gardant la pemière et la troisième équation de (3.1a) on obtient

L 
rYn 

- ae )2 - ry - f - 2À(re - rn),
2 'æg -  ra '  gu  -  a ,q ,  8

_aB 
-  aA + l (  

rB -  tA),  _ *  _ 2\(y.a,  _ an).
rB-rA z un-a,q,  Ô

- U , q ,  
1 1  ,  

1

r\orons que ?, : + 0 puisque un est
- æ A  -  

I

À est nécessairement différent de 0. En effet,

L^,  1  -  1  6z
- t -  -

2-T,2728

Des deux premières équations on déduit

I,r' - fu - -(r- ir of,r, -
78

|ltt * ir - -(r -
1, ,

r)
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D'où, on a impérativement T = 1 mais alors (3.18) est impossible. Ainsi À I 0. En
divisant (3.17) par (3.16) on obtient

79

r:(-r.#-Çtft72 -i-i,

<+r( 'rr'- 
î -ir - -r. # -+

o|r'-#+(r-1) - lrr-1) =o

*iT+("-1) - lrr-1)=o
ry {L+r +r1!r' +r4 +2-*t =0.=z\rQ

4

on a donc
aB-aA  1

1 - - - ^

f rB - rA

L +T +T2 +73 +74 6z

G>2.

On peut écrire l 'équation (3.20) sous la forme

1 
*n ,+  

|  G ' -n

Tr-r  r1+I*ù* ' -1-O'

Enposant u=, *+et en notant que u2 =72 +2+ # ""obt ient

(3.1e)

ou

On note tout d'abord que (3.19) est la seule possibil i té - dû à (3.15) et pour qu'on

soit dans le cas de la formule (2.13) -

soit

(3.20)

(3.21)
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Ainsi, pour avoir une solution de (3'22), on doit imposer

c >'Æ.

On obtient alors (rappelons que u doit être positive !)

,*t-'ry
ër2 -r({ry-) +1-0.

2 I

^ t . r 1  tæ-1 ,2  - ,@- )2 -1 .<+(r-T- j - - (  4  t  ^ '

Afin que cette équation soit résoluble on doit avoir

On aura alors

(3.23)

(3.24)

Il est clair que les solutions de (3.22)sont T t' 
+, 

ainsi une seule parmi ces racines

doit être considérée - pour l'instant on va considérer celle avec le signe + - en effet'

l,autre racine .orr.rpàrrd à la position symétrique du carré.

Maintenant on calcule TA, ï8, AA, Ai et F qui correspondent à ces différentes

valeurs de T.
Tout d'abord

o Le cas T :L (G >-2).

En écrivant (3.15) sous la forme

aA: lro, aB - @B - r 'q,) : 
|O 

- rs * ae - aB)

et en la combinant avec (3.19), (1'18) on obtient

Un-UA=frB- rn : t f2 r .

80
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(3.26)
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E: -+. fr,(î *t,

o Le cas où ? :,5 *,,,ffi., s - fG' -; - t, (G >- 2rn).
Dans ce cas on a par (3.15) et la définition de T

GG
At.  =  

î ro ,  Uc = Ua -  ( ru  -  re)  = ; ( t  -  ûa *  Ue -  Ua)

up-u. t=T(*n- ,e)

( t  + f2 ;@n -  rA)2  - -4 r2  (vo i r

L r1
x 'A :  

r -VZr ,  
rS= i .

Dans ce cas la valeur E de

(1 .18) ) .

2rT
nB-rA=m,  Ua-U,q,= \ffi'

En additionnant les équations de (3.29) on obtient

GGr GrT 2r
ua*un=T-6 +lf i7z:.

GrGut =i + #{(1 
- r) -}tr + r)},

G .  r (1 *T) , ,  G. ,
uB:V+6V1t- r t '

Alors. on en déduit facilement

Il s'ensuit

On aura donc

at =i,i- frù,
F est donnée par

ya=Ï*rt,fr-T). g.2T\

(3.28)

(3.2e)

(3.30)

2r
(3 .31)

rB=L+H#{}+r1

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

avec ? donnée ci-dessus.

81
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Pour la valeur E de F à ce moment 1à on a de (2.13), (3.29)

L ,G,  ,  \ ,m/  1  G '
,  = 

i { i fu"+ ac) +r(an - aù + }(ra 
- rùlr  - ;@e+us * x,a.- rn).

En utilisant le fait que Ac = Ua - @n - 14) on aura

G ,  ,  . .  1  1
E -  -  

| {a"  *  vn -  @n -  r4))  + ;  {T(vB -  vù + 
} ( ra 

- ,ù}

GrG - Gr - GrT ,*L++
4'2 ,ffi ,æ' ,Fm frÆTT

F(r ; ' ,aA,r  B, ,aB) = & -  Gya *  rG
,- r

82

(3 .37)

On considère aussi le cas où l'infimum de F est atteint sur la frontière de D' - i.e.

pour frA= rB o:uu.e.= y3 - puisque ceci correspond àun carré dont ses côtés sont

parallèles à I'axe, on peut donc sans perdre de généralité supposer Que 9a : UB.
Ainsi, considérons

Cas 3. Un minimiseur appartient à la frontière de D - i.e. est tel que AA = AB '

puisque on peut supposer eue ga à 0 on est dans le cas de la formule (2.9) et on a

F(,t,uA,tB,an) =it*,. 
&t 

-+Qao+ re- rn).

Puisque  nB=r l . *2 rona

9 t 1

F(re,aA,,  r  B,aB) = \ tL+ + \  -  Gyo * ' rG.
2 ' rA  1 -14-2 r '

On veut minimiser cette dernière sur rD4 € (0, l), ye> 0. il est facile cle coustater

que pour ya frxêe le minimum de cette fonction est atteint pour

û4  L -æa-2r

Alors pour cette valeur on a

1
ë r . t=  

t - r .
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et le minimum est atteint pour Ya

Ainsi, dans ce cas on a

-  r ) .

I
- r )  : tB= ; * r ,  Ue :UB=')

moment là est donnée par

-  G' ,1 ,  G' ,L,=7G-r) - 
1ç-r)+rG

çz  .G2-T + r(1+ G). (3.3e)

Aprés ces préliminaires décrivons la situation. Tout d'abord on a

Théorème 3.1. On suppose que

G,T
2'2

G,I
- t  -
2 ' ,2

I
re= î

.Pàce

- r ) (3.38)

et la valeur ^E de

G 326Æ - 1). (3.40)

Alors, le problème de mini,m'isation (1.6) admet une solution unique donnée par un

carré certtré au mil ' ieu du fi, l  auec A, B donnés pa'r (3.38).

Preuve. On sait que le problème admet un minimiseur. Dû aux contraintes
(3.8), (3.21), (3.25) la seule possibil i té doit être dans le cas 3 ci-d.essus. Ceci termine

la démonstration du théorème.

I

Quand (3.40) est vérifiée, la position minimale en énergie est représentée par la

figure ci-dessous

c < 2 ( / 3 - 1 )

Figure 5

carré, on aura

83

En laissant croître le poids du
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Théorème 3.2. On suppose que

z(\fr-1) <G<2 (3 .41)

Alors, le problème (1.6) admet deux solut' ions. L'une des solutions est telle que,4,

B sont donnés par (3.11), (3.12) l 'autre est obtenue par la réfietion par rapport à

l ' a re  r  :  I .

Preuve. Dû à (3.21),
cas 1 ou dans le cas 3.

En Consiclérant (3.13) et

(3.25) un minimiseur peut seulement se trouver clans le

(3.39) on remarque que

G2+4G-4<
î * ,

L.^
ê\F S i" 

où on a posé u = G2 + 4G

êu2 - 16u * 64 = (u - 8)2 > 0. (3.42)

Ceci est  toujours vrai-  avec l 'égal i téseulement pour u:8 -  i .e.  G -2(tÆ- 1).

Ainsi, l 'énergie donnée par (3.13) est la plus petite et A, B sont donnés par (3.11)'

(3.12). D'orf se termine la preuve du théorème.

I

Quand (3.41) est vérifiée alors le minimum de l'énergie est atteint pour deux confi-

gurations symétriques représentées par le figure ci-dessous

2 1 y ' 5 - 1 1  < c < z

Figure 6

Passons maintenant à un poids plus grand.

84



Chapitue 4. Sur Ia position d'équilibre d'un catré ... 85

Théorème 3.3. On suppose que

2<G<2'/1. (3.43)

Alors, le problème (1.6) admet un un'ique m'inimiseur donné par un carré centré uu

mi,lieu d,u f,t ayant ses côtés fa'isant un angle de 450 auec I'are des coordonnées et

où A, B sont deur points donnés par (3.27).

Preuve . Dû à la remarque 3.1, la seule possibilité pour le minimiseur doit être

dans le cas 2 - avec T = L - ou le cas 3 (notons que pour G = 2tft il existe une

seule solution T = | dans le cas 2). Ainsi, ceci nous conduit à comparer les énergies

données par (3.28) et (3.39).

Notons que

rtrÇ*tt
-1,

*î(,n-1) -G +tfz<0.

Le minimum de cette parabole est atteint pour C - -2 - e (2,2'h' '
\ /2_1

Puisque pour G = 2, G - 2t/7 cette expression quadratique est négative, il s'ensuit

que (3.44) est vérifiée et ceci termine la preuve du résultat requis.

t

Dans }e cas où (3.a3) est vérifiée la configuration de l'énergie minimale est illustrée

par la figure suivante

/-12

<a+G
4

(3.44)

z <c;  szr t

Figure 7
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Finalement, supposons que G est plus grand que 2\rn. On a donc

Théorèm e 3.4. On suppttse que

G > 2\n. (3 .45)

Alors, le problème (1.6) admet deur solut' ions symétriques, I 'une est celle donnée

par A, B déf,nis dans (3.33)-(3.36).

Preuve. La seule possibilité pour un minimiseur doit être dans le cas 2 ou

3. Ainsi, on a à comparer les énergies données par (3.28), (3.37), (3.39). On va

démontrer que celle dans (3.37) est la plus petite et ceci complètera la preuve du

théorème.
o Comparaison de (3.28), (3.37)

On voudrait démontrer que

- .G2 1  -G2.  1 .
{r(î +1) > 

@{;-(r 
+r)+rz * i}. (3.46)

Comme précédemment on pose

c- G4_L (3.17)

(3.18)

S -  \ /52  -L  1

s_!84 
-s_\F

donc

On a aussi

d'où

r _s*@1.

T=S+tFt.

,*+='2S ëT2*1= 2ST.

Avec cette expression, il est bien clair que (3.46) est équivalent à

4sr(+.1)' > tÇO+r) +zsr- 1 + 2s -r\2

-(1 + rf {++2s-1}'

<+ 4s( + .1)' > t#tÇ * zs - L\2

= (à +2+T{+ +2s- 1}' - (2s+ 2){ +.2.s 
- 1}2.

(3.4e)
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Ainsi on voudrait démontrer que

(:2 - 72
2s(î + 1) '> (s+ 1){ i  +2s -Llr2. (3.50)

on a 4s =.rffi3 - 1, d'où

1652 :  G2 -2-2@: G2 -4-26m- 1)  = G2 -4-85,  (3.b1)

i .e. on a une relation entre ,52 et  ̂ S, en développant (3.50) et en uti l isant I 'expression

de 52 en fonction de ,9, on aura après des simplifications:

112 112 ^ ç2
zs(T + 1)2 > (s + 1){(? - r) '+ 4s(î - 1) + 4s']1

- (,s + 1){( + -r)' + 4s(+- 1) + + -1 - 2s}

- (,s+ 1){( + -D+ + s(G2 - 6)}
: s(+ -r)+ + s2(G' -o) + (+ -D++ s(c2 - 6)
-s( +-D+*(l e-1) -;) (G'-6) +(+-D+

+ s(G2 - 6)

- s{ e - D+ +f;rc'- o)} * (+- 1)( î -i,
:  ÇI  Gn *G'  -  a ,  'G2 - 'G2 -3

,116- 4-ur*(?-r)?. 
(3.52)

Ainsi (3.52) est réduit à

2s(1 ++.tù-t(#.+-3)> ry
ë

s(Gn + L2G2 + 80) > 2(G' - 4)(G' - 3). (3.53)

On pose X = G2 > 28. Alors (3.53) est équivalent à

(\ff i  - L)(x' +Lzx + 80) > 8(x - 4)(x - 3)
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{+

<+

/y 3çyt + r2x + 80) > gx2 - 44x + 176

!m-b>
9X2 -44X +L76-5(X2 +L2X +80)

x2+12X+80
4X2 - r04X - 224 4(X - 2S)(X + 2)

xr+Lzx+8g 
:m'

/ - - ;  ,  X-28
V , L  

- ù - ù

yÆ+s'
il est donc commode d'écrire I'inégalité ci-dessus - après une division par X - 28 -

sous la forme
x2 +L2X +80 > 4(X +D('F+S)

x2-8x+40>4(x+2)/x-s

(x' -8x + 4o)' > 16(x - 3)(x' + 4x + 4)

e

y+ _JzXs +L2gX2 _SL7X +tTgZ=(X -28)(X3 -4X2 +6X -64)  > 0.

Ainsi, tout le problème est réduit à démontrer que pour X > 28

P(X) :X3-4X2+16X-64>0

Ona P ' (X) :3X2-8X*16= 
' I ( t1 '  4 ' z  '  32 '
I t(X - 

t)" 
+ 

5) 
> 0 et P(28) > 0. Ceci termine

la preuve de (3.a6).
o Comparaison de (3.37) et (3.39)

On voudrait démontrer que

Puisque

<+

(+

On procède comme avant pour avoir au lieu de (3.50) I'expression

t(+ + G)'> (s + 1){ + . 2s - \2.

(3 .55)
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1 .  e .

Alors, au l ieu de (3.52) on a

<+

Ona

pulsque

t(+ + G)'> s{ #. + -3} + ( + -lx%j)

t(*.++G\ >s( #.+-tr +€ -  1 ) (G2 -  3 )

t f f i f2G3 +JG2 +12) > zG4 +zG, -LLG2 +36.

3QG3+3G2+12)

G+{Ts

<+ 
^ ,G'  .  JG2 .  ô \  -  (G'  -  q(G2 -  3)
o \ ; - -  

4  
- : . J1 )  

B

e
secs + 6G2 + 24) > (G' - 4)(G' - 3).

Enremplaçant ,Sparsavaleur-s_ry-onaàdémontrerque

$æ- 1)(2c3 + gG2 + Lz) > zG4 - L4G2 + 24

d'or) I'inégalité ci-dessus est équivalente à

GQG\ + 3G2 + L2) > 2G4 + 2G3 - LrG2 + 36 +

Gs +LrG2 +LzG- 36 > 
#Që 

+3G2 +n)

\æ > 5 il est suffisant de démontrer que

(c+5)(Gt  +rLG2+LzG-36) >6G3 +9G2 +36

ê

G4 + 1oG3 + 58G2 +24G - 216 > o

qui est évidemment vérifiée pour G2 >28.
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Ceci termine la démonstration du théorème.

Ainsi, les positions d'équilibre sont représentées par les figures suivantes

c>2r t

Figure 8

1
Remarque 3.2.  On constate d 'après (3.35),  (3.36) que rA'  rn à 

; - ,  
quand

G -> *oo. Dans ce cas le carré à tendance à avoir ses côtés parallèlis'à I'axe à

l'infini.

t
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Conclusion et questions ouvertes

Contrairement à ce qu'on s'attendait intuitivement, les résultats de cette partie
nous ont permis de parvenir entre autres au fait que la position d'équilibre de deux
disques identiques rigides roulant sur un fil élastique ne correspond pas toujours au
cas où les deux disques adoptent une position symétrique au milieu du fil. Concer-
nant un carré, aussi un résultat inattendu a été démontré. En effet, on a vu que
dans l'état d'équilibre, le carré ne se stabilise pas toujours au milieu du fil pour une
position symétrique, et cela dépend de la valeur du poids du carré'
Pour compléter l'étude du problème de trois disques identiques, on doit traiter le
cas où l'un des trois disques qui ne touche pas le fil élastique et soit sur les deux
autres et voir si le minimum de l'énergie est atteirt dans ce cas.
On propose égaiement d'étudier le cas de quatre disques identiques ou plus.
Enfin, il est intéressant d'étudier la çxlsition d'équilibre dans le ca^s d'une éllipse.
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Introduction

As a moti'ration) we would like to briefly sketch the origin in physics of the
prcblem str.rrlie.d in the following,
In nonrelativistic quantum theory a closed physical system is described by a
Schrôclinger equation

ù(r,t) - - iV!)(n,t),

(the dot denotes a partial derivative with respect to t)
where the so-called wave functions tlt are elements of a Hilbert space 17. r denotes
some degrees of freedom other than time and f/ is a selfadjoint operator in ?/
generating a unitary one-parameter group of time-erclution. Time only will be
of interest to us in the following. In real physical situations one rarely has to do
with closed systems but rather with open ones as subsystems to which a space
T-ls is a^ssociated and 71 decomçxrses into '11 : 71s & Tdn where ?ln fuLçngs to the
complementary system ("reservoir"). It is in this way that well-defined concepts
of nonunitary dynamics, energy dissipation and irre'rersible processes, as naturally
observed in reality, become meaningful and accessible.
By straightforward derivations [1] one then shows that in ?fs equation (0.1) must
be replaced by

(0.1)

(0.2)

(0.3)

p(t) : - i[H, p(t)] + lr oQ- s)p(s)ds + J(t),
Jo

where p is a so-called selfadjoint, positive density operator in Tls with normalized
trace, i.e.,

p)_t,  Tr(p)-1,  0<r(*oo

The trace is defined by Tr(p) -D@0, PVù, {po} un arbitrary orthonormal basis
L

in'11s, lH, pl denotes a commutator and K appears as a very complicated kernel

operator acting, in general, in B(T{)o the space of all bounded operators in'11s, The
inhomogeneity J(t) arises from the restriction of the initial condition for tlt to the

open subsystern, usually called "entanglement".
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Now, for a practical mathematical treatment, it is most convenient to transform
(0.2) into corrpled eqrrations for real frnctions of time by taking matrixelements
of all operators in an orthonormal basis in Tts and separating real and imaginary
components. Of course, the lengthy procedures will not be girren hete (see [1]) but
we mention as a result that (0.2) reappears in form of a Volterra integro-differential
equation

û(r) St
- Av(t) * 

Jo " 
(t - s)v(s)ds + f (t) ,

:f,,?(^.,-1
ZJ "L \ " /  i  -  

-^ /
i=L

(0.4)

(0.5)

where for d,i,m(Vts) : N, we have {v, ff e IR" with n, - N2 - I, {A,C} are real
(n x n) - matrices and, in particular,, At - -4.

Most important is the consequence of properties (0.3) whictr in this repre-
sentation are found to be equivalent to a bound on the Euclidean norm of

v  -  ( a t , u2 , " '  , , an )T ,

l.r(t) l'

In a first attempt we will try to localize some special kelnel functions whiù might
be useful in physical applications. Except for general bound estimates we restrict

ourselves to the lowest dimensions rr:2,3 whereas rù:2 helps to get acquainted
with the mathematical problems and, final|y, n :3 is the lowest dimension of real

physical importance and interest.
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partie If. Sur I'étude d'une équation intégro-différentielle

1. Formulation of the problem.

\N'e consider the integro-differential equation

f t
ù(r)-  Av(t)*  

JrC(t-  
s)v(s)ds+f( t ) ,  0<r(  *oo (1.1)

with ,4. being a constant (rz x rz) - matrix satisfying Ar' - -A (slrew symmetric).
W'e suppose that f : [0, +oo) -' IR' is continuous and C(t -s) is an (nx n) - matrix
of continuous functions for 0 S s < t < *oo.
Or.rr aim is to rletermine conditions firlfilled by A, C, f srteh that the norm of the
solution of (1.1) is bounded by a certain constant.
Existence and uniqueTress of the solution are proven in [2]. Let us start with the
following lemma.

Lemma 1.1.

Equati,on ( 1. 1) can be trans,formed' i,nto

v(t)-F(t)+ [ ' rU-s)v(s)ds,  0st(*oo (1.2)
J 0

where F : [0, +oo) - IRn 'is continuous and H(t - s) i,s an (n x n) - matrir of
cont'inuous functi,ons for 0 S s < t < *oo .

Proof.

Integrating equation (1.1), on has

7t t 1't 7u
v(t)  -v(0)+ |  tçu1a"+ |  Av(u)du+ |  |  c("-s)v(s)dsdu..  

Jo  Jo  JoJo

We interchange the order of integration in the last tèrm (see appendix A1) to obtain

7t  
' t  

f t - t
v(r) -v(0) + 

J0 
f@)0"* 

Jo 
(A* 

J, 
c(u)du)v(s)ds.
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f t
v(0) + 

Jo 
f @)du - F(t) ,
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I partie II. Sur l'étude d'une équation intégro-diffêrentielle

t - 8

o* 
Jo 

C(u)du - H(t - s).

Again, ,F and H are continuous, such that (1.2) holds.

D

Remarks 1.1.

o Equations (1.1) and (1.2) are equivalent.
o Since F, H are continuous, equation (1.2) admits one and only one solution v(Û)

( t2l).

2. Classical method.

Let us introduce the function

f +oo

G(t-s)  : -  I  C(")dr,  (2.1)
J  t - a

well defined and continuous for 0 < s S t ( oo.

Define no'ù/ a, constant matrix Q bY

e : A* [** c(u)d,u - A-c(o). (2.2)
J O

We suppose that there exist positive constants d, M, (fl, ̂ y,,,L such that

lsQ1-" ) lSM"-o( t -u) , ,  fo r  01u<t<*oo,  (2 .3)

98

t

J, l f (u) ldu 
Skr,

and

lc ( t -s) l  Sf , " - t ( t -s) ,  for  0 lust<*os.  (2.5)

'We 
can now establish the following proposition.

(2.4)
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Proposition 2.1.

[Jnd,er the assumpti,ons aboae, the soluti,on o.f (1.1) or, e4u'i'aalently, of (1.2) is

boundd.

Proof.

Inserting the identitY

!- f Ge -s)v(s)ds - -v(t) [** c(u)au * I ' c (t -s)v(s)ds
JO JOdt Jo

and (2.2) in (1.1) yields

ù - Qv - r(r) * * I, 
GQ -s)v(s)ds.

After left-multiplication by s-tQ we obtain

d.  ,^ .d  f t  - . ,  \  /  \ ,  . . / . \ \
6tu- 'ou(t))  

-  e-tQ {" J,  
G(t  -  s)v(s)ds +r(t)} '

Integrate the last equation from 0 to t,

e-tav(t)-  v(0) * [ '  e-,ar(u)du* [ '  "- ,o t* t  l "  ,@- s)v(s)ds) \dr,'  '  
Jo  Jo '6 '1 'Jo

and use integration by parts of the last term above. We then have

e-'au(t)- v(0) * 
Io' 

e-'af(u)d,u * le-'o lr" 
*ru- s)v(s)ds]f

7t  fu

+ I I Q"-"qG@-s)v(s)dsdu
Jo  Jo

ft 
pt

- v(0) * 
J, 

e-"af(u)d,u * e-tQ 
J, "A 

- s)v(s)ds

, t  f u
* 

J, J, Qe-"4ç1u-s)v(s)dsdu.
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l " ( r ) l  < M(lv(0) l+ k l )+

+ 
MlelL 

[ '  {"
Q - j  J o  

\

I f o=?wehave

7 t  f u  f t

|  |  " -a ( t -u ) lG@ 
-s ) l l v (s ) ldsd ,u  S  L  |  

( t  -  s )e - " ( t - " ) l v (s ) lds
Jo  Jo  Jo

Thus, we have an inequality of the form

ftJ,

- ' y ( r

" - tG-s)  lv (s) lds

-s)  _  
" -a( r -s )  )  l v (s ) lds

where

with

l . r( t) l  S M(lv(O)l+ k, ) * 
l r  eQ -s)lv(s)lds

a* t
a= l

(  , " .  11 -  s)  for,p(t - ') = 
t i)i't -,> ror

çt ( t  -  s )  =  Le- t ( t - " )  +  y(e- r ( t - ' )  -  
" -a( t -s) ; ,

ç2 f t  -  s )  =  Le-o( t - " )  +  MIQIL( I -  s )e-a( t -s ; '

By using Gronwall's inequality (see appendix A2) this can be rewritten as

l c

l " ( t ) l  <  M( lv(0) l  + k t  )eJo 
v( t - ' )a '  '

Now, in order to conclude that l"(t)l is bounded it is sufficient to show that the

1 t  . ,
integral 

J, 
,A - s)ds is bounded. The explicit form is given in the two cases.

o  For  a* 'y  ,

|  , r ( t  -  s )ds =Le-1t  [ '  " - , "dr+ W{"- - , ,  [^ '  " r "d"  
-  e-ot  

[^ t  " * "ar ]
Jo  Jo  d ' - ' ' l '  Jo  Jo

=t":," (r,' - l + ry{+(r" - r) - +("*' - t)}'Y  o ' -1 '  ' )

-LG - 
"-, ,) * Ylal!  r(L - e-tt \  -  IvlPlL.(1 - r- ' ' )

' t  -  
t (o  -  7 ) ' '  o (a  - 'Y )

- rb t \ )  ,

(2.8)

101
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Multiplying the last equation from teft by 
"tQ 

yields

v(r) - "tav(o) * 
lr '  "(t-u)alçu)du 

* 
lr '  

G(t -s)v(s)ds

* [ '  [" n"rr-raG.*- s)v(s)d sd,u .
J o  J o

Upon using the bound (2.3) the norm estimate of this expression is given by

l r ( r) l  < Ml ' (o) le-ot + 
l r '  

7r1"-a(t-u) l f (u) ldu + 
l r '  VA- r) l lv(s) lds

f t  f u
+ IvI lQl 

Jo J,  "-a(t-u) lG@ - s) l lv(s) ldsdu (2.6)

Now, we interchange the order of integration in the last term and obtain '

7t ru l ' t  .  f t

I  I  "-a(t-u)lG@ 
- s)l lv(s)ld,sd,u -- s-o' l t  |  ( |  e""lG(u - s)ldu)lv(s)lds .

Jo Jo  Jo  Js

By taking into accout (2.5) we find

7 t  r u  _ f t  f t  ,  .

|  |  "-a(t-u) lG@ - s)l lv(s) ld,sttu . t"-" 
Jo { J , " '"-t@-4 

du\ lv(s)lds
Jo  Jo

=  Le -o t  [ '  " r , {  [ '  " r " - t )ud ,u ] l v ( s ) l ds  
.

Jo  
t  

J "

If we assume a * I we have

[ '  [ "  
" - o t r - ' ) 1G(u  

-  s ) l l t ( r )  l d , sd ,u l  : L  ^ ' . " - o '  [ '  , " ' " { e t ( o - r l  -  e " (o - t ) } l v ( s ) l ds
l o  Jo  

-  r -  \  " '  -  a ' - ^ l  Jo
r r t

t  #, J, {e-r(t-") -  s-a(t-sr } 1v1s;la" .

Inserting (2.7) în(2.6) and using e-ot 11 in the first 2 terms then gives us 
Q'7)
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with nonnegative derivatiræ

,b,r(t) - Le-1t + Yry(e-tt - e-ot) > 0.
d , - . y

tr is monotonously increasing towards a constant value for t -+ *oo ,

f t  -  '  1 , . - -  - t  / r \  L  ,  MIQIL

Jo r'(t 
- s)ds s JT-'- rhT) - ! +Ë

e For at :.y ,

t t P t

I çrQ - s)ds :f,s-at I e"'d,s + IuIlQlL I t, - s)e-a(t-s) 6s
Jo Jo Jo

:*rt-e-ot)+turlelL(#l
-tlz(t) ,

where we have again

,ti?) : Le-ot + MlSlLte-ot ) o ,

then

[^' *rlr- s)ds <,llg ,!2ft) -L *ry
J O

The final result can now be summarized as

L ,  MIQIL

l"(t)l < M(lv(o)l + tcùet a"t ,

(valid also for .y - a). This completes the proof of the proposition.

2.L. Applications in 2 and 3 dimensions.

Example 1.

For n - 2 we require, e.g., lv(t) | < * 
in the following.

t02

(2.e)

û
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For matrix A we set

,4:( j ,  ;) ,  o€rR,

and choose the kernel C(t) in the form

c(t) -h(4 (â Î) 
: h(t!. (/ : identity matrix)

According to (2.2) we have

e : A * Io** 
c(u)d,u: (j, :) 

: br + al,

rvhere 
/o+*-.  t : (1 9\ .  r_(o r \ .u:J, h(u)du, ,:\.ô r), ,: |r. j ,  ô1,

and the Flobenius norm results in

lel  :  {2(o, +02;1È.

For the exponential form we get

"tQ 
_ utb 

"atJ

and note that 
J2 -- -1, J '  -  -J,Ja :  1,.  .  .  . . -

Finally, by power expansion one finds

etQ -etb g + att *%t'* $ rs + $r^+ 
...)

-etb{r0- W+ 19*'o ,- (oilu *9I -...)}
t ' - \ -  2 l  t - ' " ) *J (a t  3 !  5 !

=e'b (/cos(ot) + J sin(at))

-"to ( to:(9t), sin(at) 
) .

\ - sin(ot) cos(ot) / 
'

with norm 
ptel - {2"r0.
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This shows that in view of (2.3) b must be negative. Set

f +oo

J, 
h(u)du--u), ,o)0,

with a suitable choice, e.g.,

h(u)  -  -a(1*  w)e-$+*)" .

From (2.1) one has

G(t -s) : - [** 
"(u)d,u 

- luls-o+w)(t-") ,
J  t - s

with norm given by- 
lc(t - t) l  - , f iwe-(1+@)(r-s),

such that the parameters in (2.3) and (2.5), respectively, can be set to

M -  6,  o :  ( r )1 L - r fzr , ' ' l  -  I *w.

Furthermore, in order to have only one adjustable parameter, f (t) - (û (t), /rUDr
is chosen proportional to ar,

/ r ( r )  :  fz$)  -  a-="- t , '  kL :e,
\/z

and, finally, we set
'Æo - 1l*'

With the above parameter definitions, inequality (2.9) as a function of initial con-
dition lt(O)l and a.r reads

16tÆw

From numerical estimates one finds
1

0 < c.r S : is admitted, whereas for
z5
1

0 < r..r S T5E, 
approximately.

l"(r)l s'fr,(1"(o)l +a.,)e5(1 + c..',) .

for lv(0)l- i, 
for instance, that the range

l.r(O)l : | 
,fr. corresponding range shrinks to
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On the other hand, the problem has an exact solution. If we denote the Laplace
transform of a function g(t) by

aG): fo** s(t)e-"tdt,

equation (1.2) is transformed into

sû(s) - v(0) +.Af(s) + Ô(s;r'çs) + É(s),

or, in terms of the components v(t) - (æ(t),9(t))T,

(s-n(s))â( ' )  -  ou@) -r(0)+Â(s),

on(')+ (s - É('))s(') - s(o) + Â(s),

where

(2 .1 .1)

Â,1"; - -ti*, Â(,) - j,çsl -
'',Æ(s + t)

The solutions of (2.1.1) are given by

ô(s)  -
f '( ') + r(o))s - (Â(') + r(o))h(s) + s) + s(o))a

sz+â(s)(r , ( r )  -2s)+az

û(r) - 
(s - h(s)UÂ(s) +g(o)) - o(,t(s) + r(o))

/ \D/ -  
s2+É(sXr , ( r ) -  2s)+az

In principle, the backtransforms can be given analyticatly. Il. yi"Y qf. th" tT.Slltf

expressions we prefer to girrc the plots for r(t) ,, A(t) and lv(t)l - (*'(t) + y'(t))â
1,7  1

below, for the choice v(t) - ( 
,, 

0) , , - 
;.
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lv[t]l

' o à 4 , 8 8 1 0

Obviously, l.r(r)l = * t, fulfilled. This puts in evidencethat the norm estimate (2.9)

may be too strong. Il yields conditions which are sufficient but not always necessary

Example 2.

The lowest - dimensional case of real physical interest is for n:3, i.e., for ciuantum

dynamics of so-called,2 - level systems occuring in atomic and molecuiar physics,

as mentioned in the introduction.
Consider a very simPle choice !Y

/  o  1  1 \  / - t  -1  -1 \

A-ut-t 11, c(t1 -h(t)[ ] ,t 
-1 

l,
\ - t -1  o l  \1  1- t /

h(r) - c..,(1 + w)e-$+')t, f(t; - (/t(t) ,,rr1), ft(t))' : rte-t(0,0, 1;".

\Me then have +oo
Q : A+ I c(u)d,u - -ar, lQl: 'fyr,

Jo

eQt : e-rt I, pa\ - fr"-rr,

l -r  -1 -1\
G(t -s) : - [** 

"(u)d,u 
- -12s-(L+u)(t-") 

{ f -i -i 
} ,r t -s  \  1  1  - l /

lc(t - s)l : ga''1s-G+w)(t-"),
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The appropriate constants in

M -  1 /3 ,  a :  w ,

leading to the final estimate

where

t

l f  (u)ld,u 3 w.

are thus obtained as

L :& r t , ' l : ï * u ,  k t - ( t j

L2w

t,
(2.e)

l"(t)l s Æ|"(o)l + c..')eL * u .

Requiring again lt(t)l =*, unupper limit is found for lv(0) l: ïand 
ar - 9.10-3

and, probably, larger vahies of the initial condition do not seem to be reasonable.

In any case, l"(O)l - i 
is deflnitely ruled out. Again, the corresponding Laplace'

transformed equationJfot v(l) - (*(t),y(t)'z(t))r tea"d

(s + ru(s))i(s) + (r,(t) - a,)Û(s) + (É(s; - r,r)z(s) - r(0),

@ - fr(s))â(') * (s* rr,(s))Û(s) + (h(s) - w)z(s)- s(0),

(w - ir(s))t(') + (r, - r,('))y(s) + (s + h(s))z(s) - z(0) + /e(s)'

i -u  r  o (1  +c . r )  I  _
n ' l 9  l :  . f f i  t  J 3 :S+c. r+ I s*1 '

Instead of giving the very lengthy baektransforms, the time-behavior of the com-

ponents 
,and 

tle length of v are displayed in the figures below, for the choice

v(o; - (f  ,  o, o1 , u) :0,8 .
rt0

\ \

\
\ \\\

\\
L \

ra7
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The results show that even for lt(O)l - I und u : 0,8 the bound l"(t)l S

preserved wherea"s larger c.r values start vi6lating this desired condition.

After these exploratory simple exarnples we will envisage more getreral càses. Since

in most situations it will be hard or impossible to find analytic solutions by Laplace-

transform or Picard's approximation and other available methods we have to resort

to numerical procedures.

3. Numerical methods.

3.1. n:2

In the following, we consider equation (1.2) in 2 dimensions with

o: (j, f;) , "1'v : (?,:li\ Z::lil),
v(0) - (*o,yr)' , f : (/r U), fr(t))r .

1
t t t

Then, we have

H(t-s)- ( Jo'-' ^,";'(u)d'u " *,1*';' cl'?(u)d")

[-, * Io'-' 
czt(u)d,u lr'-' 

c22(u)d,u )
( nrrlt - s1 Hn(t - r) \
\ Hrr(t - s) Hzz(t - s) )

f1(u)d,u,ao + 
fo' f2@)d,u)r
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For a sequence {t-}, l, e N, h :'i&t, At > 0 a small time-increment, a corre-
sponrling seqgence {vi} will be constntctecl where we have abbreviated vl - v(tr).

Supposing that {tr,tr,....,ve} are known, the next valu€ Vl+t will be determined
successively.
In a first step we then have

vi+1 :  F(ta+r)

- F(tz+r)

By the trapezoidal rule one obtains

ftn+,
* 

J, 
H(t*r - s)v(s)ds

*  î  / "  H(ù+t-  s)v(s)ds.
fi Jti-'

vi+r È F(tr+r) *  +îgnr+, 
-  t i ) t i  *  H(t ia1 - t i -1)v3-r) ,

j : I

or, else,

at .  at --,  .  \ .  
' ' '

vi+r - TAnr*ræ 
F(t4+r) * îrA*L 

-to)to + At Drft4r - tr')vi. (3.1)
j:t

Denoting ui - @|,rl)', then, the equations for the single components read

û*, - lou\*, 
: Ft(tt+t) + 

L+{"oÏ11(t*t) 
* sozrr(t+r )}

i

+AtDol urr(h*, - ti) + 4 H rr(tt*, - t),
j : L

At  1  0  a t '

î "ul *, * r7*, - Fz(h +t) + 
; {r oH zr(t * r) * so H rr(t;+ t ) }

?,

+At tr; Hzt(h+r - t) + $Hrr(t+t - t).
j = L

(3.2)

After replacing F,, H we get
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uf,+t:&(",*a!gLt_*o,*o*!ort@)d,u+'+|o,'* ' f2@)d,u

#r^ Iot'*' 
crt(u)d,u*ro 

lo"*' 
cp(u)d,u\

A2t - 
tr+r Str+r

+f o{r, 
J o 

C21(u)du + ao Jo 
C22(u)du}

U 
ftr+t- t  j  _ 1zt ,  L2t f t r+t- t i

+f {ot J" 
cn(u)itu - 

îo' * î" J, 
czt@)au\rl

j : t

i  f t ta t - t i  Az t  l t t1 t - t5  _  ^ \
+ I {att * ot 

J" 
cp(u)du * î" Jo 

c22@)du}ri 
) 

, (3.3)
j : t

,  L t  ,  Af  t t t+ t  , .  L t  ,  -  f tn* tui+t : -Torl*, * so - "roî 
* 

Jo f2(u)d,u * î{ro J, 
cn(ù)du

+ao Io 
c22(u)d,ul + nt I t - a * 

I:'.'-" 
c21@)d'ulu|

i  ^ t , , , - t ,

*or; ol 
lr"*'-" 

crrçu1du, (3.4)

where the starting values for i - 0 are given by

,i - #(*o + alsat - * 
or*o + 

/ 
"'{ tt.*) * o}rrtu)}d,u^  1* foz \

a t  a t  a  ,  \ .  Lz t  ,  n ' r  \
* 

Jo {"0}cr,(r) + ao}cn(u) + }orocrL(u) + î"aoczzfu)}du),

n L t  ,  L t  f / t ' ' '  L t  tMt '
14 - -Tori * ao - "roî 

+ 
Jo 

!2@)du * î J, {*ocrr(") + ssc22(u)}du'

Now, we are able to compute {r}}, {ri} bV using the following Maple program'
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$el;-proc(n)
local vL, v2,, v, xo, yo, â, t, i, f1, n, CLI, CLz, CzL, C22;
t : : (  ) i  xo:-(  ) ;  yo,-(  ) ;  u ' :  ( ) ;  f l : -x-  >(  ) ;  f2: -x-  >(  ) ;  C11:-x-  >(  ) ;
C!2: :x-  >(  ) ;  C2L:-x-  >(  ) ;  C22:-x-  >(  ) ;
v l [1 ] ' -  (  ) ;
v2[1] : -  (  ) ;
v[t ] : :  sqrt(vl [1] A2 + uz[I ]  nz);
pr int ( [ t ,v[ t ] l ) ;
i f  n<-1 then
RETURN (eval (v))
fi;
for i from 1 to n-l do
v l [ i+1] : :  (  ) ;
v2[ i+1]:-  (  ) ;
v[i+t]:- sqrt(v1[i*Un2 + a2li + 1] n 2);
print ([t* (i+ t),v[i+1]l) ;
od;
RETURN (eval (v))
end;

Above, uf has been denoted by 
"j[i], 

(j : !,2),, and t is used in place of At. Later
on, this program will be used as input to obtain plots for the single components of
v as well as of its norm.

3.1.1 Application.

Example 1.

Let us ctroose, e.g.,

For examples of this type, owing to a particular relationship between A and C (t)

one can gi',re a more direct estimate than the one in (2.9) by just using the integrated
form (1.2).
For positive constants la, M and

c(t1 - -tet '  ( j ,  â) , t,, : 
-te*(1,0)", ,: i  ( j ,  à), "(0): |tr,o)'.

pt

lF(t)13 t ' ,  I  lH(t -  s) lds S M,
JO

(3 .1 .1)
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Figure 3.1

Example 2.

A different choice is

, : * (j, â), "1,y 
: 

#(-l l),'1'v : -s-3'ûç1,0)r

Here again, we find

t12

Gronwall's inequality yields directly

l"( t) l  I  tceM. (3.1.2)

Note, however, that the second bound in (3.1.1) may not exist in general even if
(2.9) guarantees boundedness.
For the present example we get

k:+,, !t'[ -+
If we increase the initial value of v to v(O) : *(t, O)" this estimate is violated

2
but, as shown in the figure below (gtaph of lv(lû)t in both cases), the numerical

calculations still respect the requirement 
"(t) S Z.

k-* , , .  
" ô  

F  1  . r '
tuf - f ,  for v(o) -  

i (1,0) ' ,

r12
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1
but v(0) - ;(1,0)r would not be admitted by (3.1.2). Nevertheless, the displayed

figures shorry-the desired boundedness in both cases.

Figure 3.2

Working out an essential improvement of bound estimates will be extremely
demanding and ha^s to be postponed for later investigations.

3.2. n:3

3.2.L. A special case.

First, we consider a simple example moti',rated by physics [1], and given by

(o  -c  b  \
l , : l  c  0  -a  

l ,  a ,b ,c€IR.

\ -b  a ,  o  /

c(t) -h(t)r, f(t; - (0,0, + [' h@)du)r,
z  J 0

at the moment for a suitably general kernel h(t). Vector and initial condition are
denoted by

'o - (r t  ,r ' , r f)T, v(o) -  (*o,uo,zo)r .

( Ë-' h(u)d,u -c b \
H(t- '): I c j!-" nçu1au -a | ,

\ -b a fi-" nplau f
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F(r) - (no,uo,zo*: f I  n@)audr)'.
zJo  Jo

We apply the same method as used in 2 dimensions and obtain

(1 l" -#b\/ol, \  i
I - ̂ +" 

'! 
4" I t;?:: ) - "(o* #r(ro*,-0)v(0)+a,I H(tt+, - t)vi,

\ îb -ffa | / \,i+' / i=l

equivalent to the system of equations

1 at  o at .  o af
al+t * 

î"r7*, 
-oî*it  -;{rsHn(ti+r) * aoHn(ù+r) + zoVn (tz+r)}

+fi(ti*1)+ ar D 4 rrr(tr+, - t) + rl[r21tr*r - ti) + ul nrrçti+t - tj) : or,
j = L

at1ô/ \ t 'a t- 
î*|*t 

* u7+, + 
faaf*t 

: 
f {ro Hzt(tr+r) * aoHzz(tr+r ) * zsH2s(ti'F1)}

't,

Fz(tt+ù + At LrlHzt(ù+t 
-t) +ulnrr$i.+!. - t) +rltt2slti*r- tù : &2t

j : L

Ar, rA. to"At
î*|*, 

- 
îou|*, 

* ol+, : 
|{*oHsr(t+t) 

* yoHt (to+) * zsfiss(t,*t)}
i,

Fs(t*ù + atDo|ntr(ù+, - ti) + ulnu2çti*t - t) + ul nttçtt+t - tj) : os.
j=t  

(B.b)

The solutions are found to be

, (o"Lzt + 2b\t)as + (ab\2t - 2cLt)az + (a2 L2t * 4)a1
a i+L :

4+L2t (a2+bz*c2)

, (b"a^2t - Za\t)as + (b2\2t * 4)a2 * (2c\t * ab\2t)a1
u i+r :  ' ,

" 
("' A2t + 4)os + (a L2t *Za\t)az * @cLzt - 2bat)a1

u i+ t :

By analogy, for the calculation of the numerical solution of (1.2) we can use the
kind of program developed previously. As a test we use an analytically solvable case

(3.6)

(3.7)

(3.8)

h(t)  - -u-3 ' ,  to:Ua: zo:h,  a:b-:-  O.

LL4

and set
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The associated Laplace-transformed equations read

( ( ' -  a1s;;r1s; :  r ,os
J (r - h(s))ûG) : uo,
I  -  1 -

t  ( '  -  h(s))z(s): zo * *n(t),

- "9 z(s1 - --{- -'
s-h(s) '  

'  
s -h(s)

with solutions

f (s) - f(s)

and back transforrns

r(t) - s(t)

33-ît 
srnh(#r) * e i' "orn(#t)j,

Æ,3: -6- \æ"

z(t) -r(t) - 
;* ;" 

2 cosh(fù + 
m*ù+!"-it,und*,).

A comparison between the analytical and numerical results have shown excellent
agreement, and a plot of the norm l"(t)l is given in figure 3.3.

Figure 3.3

In addition, figure 3.4 shows the behavior obtained from numerical evaluation for
$ome clifferent conditions.

a: c:  l ,b :  0,  v(o) :  j { r ,  O, o)t .
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Figure 3.4

3.2.2. General case.

Fbr n : 3 the most general real representation of the dynamical equations for a
quantum-mechanical 2-level system in Markovian (or weak coupling) limit are given
by ordinary differential equations of the form

ù(t) - (A+ B)v(t) * w, (3.e)

where L is real skew-symmetric, B real-symmetric and w a constant vector. The
correct boun<l required by qr.rantum theory is then

^1
l ' r ( t ) l '  S;  ,

and can be shown to be guaranteed by a set of inequalities fulfilled by the matrix
elements of B and the components of tu. The corresponding derivations are well-
described in the literature [1].
For the more general non-Markodan case, equations of type (1.1) appear. Conse-
quently, we let us guide by the former results in the sense that the elements of B
are replaced by time.dependent kernel functions and allowing for time-dependence
of u.r as well but maintaining at the same time a time-local version of the inequal-
ities. Tentatively, we suppose that in this way the bound will be preserved but a
rigoruus proof is still missing. Therefore, it is our airn to select some suitable func-
ti6ns witi hetp of numerical methods such that examples of real physical interest
can at least be simulated satisfactorily. Necessarily, this attempt will remain on
a semiphenomenological level. On the other hand, on a, fundamental level these
functions should be derived from the original exact quantum equations but, un-
fortunately, ro progress could ever been made in this direction so far. Physicists
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have always tried to circurnvent the difficulties by some perturbation techniques,
however, the latter will always violate positivity of density operators or, in other
words, the required bound.
In the following we will summarize the details using conventions in close analory to
what had been introduced for (3.9) in the earlier literature on the Markovian case.
The general parameterization is then given by

/o -c ô\
A--A' : l  c  0 -"1,  a,ô,c€lR,

\-ô a 0 I

c(tl - cl)r : (-Jt' Jf'n g[i\ ) ,
\ p(t) ô(4 -t,,(t) I

f(t) - - rÆQ(t), - p,(t),,  (t))r,

subjected to the inequalities
(3.10)

(i,k,l) a cyclic permutation of (1, 2, 3),0 S "yd(t) S .yn(t) *.yr(t),

a@zQ) + u2 (t)) s û(t) - (tr?) - -.ts(ù)2 ,

4@2(ù + Ê(ù) S-y3(t) - (-y,(t) - rr(t)) ',,

4(62ft) + À2(r)) <û(t) - (r,(r) - tr(t))',,

aB@6 - u^) - 4p(a\+ u6) > (tt *7r - tù@2 + t')

+Oz* ?s - t,,){o2 + u2 -lr? - 
Irr, 

-rr)'} * (r, *'T z -ru)(ô2 + À2).
(3 .11)

time-local generalization is supposed to force the solutions to satisfy again

l '(t) l s +. (3.12)
\/2

This

It must be mentioned that also weaker conditions involving integrals of these func-
tions only may be sufficient. This has been shown in special cases 17] but no general
theory is available as yet.

LL7
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Regarding a numerical implementation, one generalizes the earlier procedures to 3 ,
dimensions and set

v(0) -  (*o,go,zo)r ,  v i  :  @l,o?,r l ) ' .

Then, we need

aL:ro-,Æ 
lotnn' 

^çuyo"*+{-"vo*bzo-ro 
fo"n' ,rçu1du*oo Io 

'  
a(u)d,u

*ro ['"n' B@)d,u)+ar iu"q +bul -o] [-"*'-" ,rçuyou
Jo 

'  
j : ,  

'  Jo

1t*g - t i  t r+r- t i

*r7 
Jo 

a(u)du*$ 
)o B@)du\,

çt+t Lt , ptt+t t'i,ar
a2:ao+J2 I  p@)du*|{""0-azo*ro 

Jo 
a(u)du-^ 

Jo 
12(u)du

.to

*ro l-'n*' 6(u)d,u)+ ar yt*; - orl *rI ["*'-" oçuyou
Jo j - t  

"  Jo

-r? ["*'-" ,r(u)du *r1 ["n''" uçuyouy,
" J o  - J o

çt4r At f t r+t ,  t i+r

az : ^ - J, 
J, 

u(u)du+ |{ 
- a"o * ouo + "o Jo 

g@)du+ao 
Jo 

6(u)du

-ro 
Io"* 11@)d,u)+ ar É t-r; + aul * rl I, 

'-" 
Bçuydu

j : t

*r? ["*'-" uçu1ou-u? [t'*'-" ,r(u)d,u]." Jo  - Jo

Furtheremore, one needs vl : (rl.,r\,u!)" which is obtained from (3.6), (3.7), (3.8)
by replacing i by 0. The subsequent general progran will be used in the following
tests.
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gsl;:proc(n)

local vl ,  v2, v3, v, xo, yo, zot a, b, c, t ,  i ,  À, F, ur^l t , lz,^lgra,9,6;
t : - (  ) ;  xo: : (  ) ;  yo, - (  ) ;  zo: -1  ) ;  u ' :  (  ) ;U, -q  ) ;c : -1  ; '
À : -  r -  >  0 ;p i :  n-  >  0;  L l : :  r -  >  0 ; f t  : :  t -  >  0 ;1,  i :  n-  >  0;
^ys::  r-  > 0;a,- r-  > 0;É,- r-  )  0;ô:- "-  

> 0;
v1[1 ] : -  (  ) ;
v2[1] : :  (  ) ;
v3[1] : -  (  ) ;
v [1 ] : -  v1[1]A2 + a2[ I ]  ̂ 2  +  u3[1]  A 2;
print ( [ t ,v[ t ] l ) ;
if n<-1 then
RETURN (eval (v))
fi;
for i from 1 to n-1 do
v l [ i+1] : -  (  ) ;
v2[ i+1] : -  (  ) ;
v3[ i+1]:-  (  ) ;
v [ i+ l ] : -  v1[ i+1]n2 *u2[ i ,  +  1 ]  n  2+u3l i  *  1 l  A 2;
print ([t*(i+ t),v[i+t]l) ;
od;
RETURN (eval (v))
end;

3.2.2.L. Applications.

For simplicity, we choose

q,: g: À :  F: A, ^l t :  ^ lz: ^yz :  ^f t  (except for exampte 5).

The conditions (3.11) reduce to

rtt) à0,

1() 22(u'(t) + 621tyt ,

for whidr it is now straightforward to test a series of admitted kernels as given in
the table below.
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Assumptions Graph of lv(t)12

Example L.
3

r y f  * \  -
r \ a t  -  

7  + t 2 '
1

u(t\ - --+.
'  L *e t '

1
Â/+\ -0\L):î]fr;;{ 

F),
( i )a -b :c :0 t

, ,0 :  AO -  ,O -  L .
tÆ'

( i i )a :b :c :0 ,

11'Æta: î ,ao: l tzo:  
l - .

Comparison between

the two ca,ses (i) and (ii).

L20
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Assumptions Graph of lv(t)12

( i i i )  o  :b :  c :  0 ,

11 'Æ
fro  :  j tUo -  

, ,  
zo :  

T .

( iv )  a  :  b :  c :  I ,

11 'Æ
To:  

î ,Ao:  l t  
zo :  

î

( r r )o :b :c :2 ,

11. 'Æ
r0 :  j tuo  :  1 ,zo:  T .

L2T
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Assumptions Graph of lv(t)12

(v i )o :b :c :5 ,

11 'Æ
to :  j tao :  l t  

zo :  
T .

Cornparison between

the forrr latter ca,ses,

(v i i )  o  :  5 ,  ô :  c :  0 ,

11tÆ
ro  :  

î ,Yo  
:  

l t  
zo :  

ï - .

L22
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Assumptions Graph of lv(t)12

Comparison between

the two c&ses (iii) and (vii).

Example 2.
'v(t) :  sech(t),

u(t) -
cosh2(t) '

11 'Æ
ro :  5 'Uo: t ' ro 

:  
T

( i i )  a  :b :  c :  0 ,

11. rÆîs- l ,uo:i ,ro:16-.

t23
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Assumptions Graph of lv(t)[2

Example 3.
4

t(t) : 
lj tr

/ r \  tu\t)-@,

tô(r)-ffi,
( i )  o -b :c :0 ,

1 1 ' '$ '
ro :  

l tAo  
:  j ; t  zo :  

; - .

( i i )  a :b :c :0 ,

11tÆ
fro:  

î ,ao 
:  

l t  
zo:  16- .

Comparison between the two

cases, (ii) and the case where

a: \ rb  -c :0 .
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Assumptions Graph of lv(t)12

Example 4.

lQ) : 2tE'e-t ',

v ( t ) -ô( t ; -e- ts in( t ) ,

( i )  o -b :c :0 t

11 'Æ
co :  

l tUo 
:  

î ,  
zo:  

T-

( i i )  a  :  b :  c :  I ,

11 'Æ
ïo:  

î ,40  
-  

1 , ,  
t0 :  -6-

Comparison between the two

cases, (ii) and the case where

a-5,b :c :0 .

-ri,;i!r:

L25



partie IL SUr I'étude d'une équation intégro-différentielle 126

Assumptions Graph of lv(t)12

Example 5.
4

t r ( t )  :  
æ,  

' i : t ,2 ,3

À(r) - tt(t) = u(t) :

a( t )  -  g( t ) :  ô( t ;  -

( i )  o-b:c :0,
1

U 0 :  A O  
-  Z 0 :  - .

(r + 1)2 (t + z1z',
t

( i i )o :5 ,b :c :0 ,

11.6ro:E,ao:î , ro:J-

aa

0.{

o.3

o.2

o t

(iii)

Comparison between both cases

a-b-  c -  0 ,4 :5 ,b :  c :0 ,

with rs :  Uo :,  
Iro:&.
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Since the variations of l"(t)l' are relatively smooth within the displryed interval it

was sufficient to perform the calculations with a time-step At : 
* 

* a first test for

each example and At : ] fo, the other cases, orty in case (iii) of the last example
., ,,

a step 
fr 

n* been necessary.
In appendix 43, we present a vat'iety of admissible kernels and inhomogeneity func-
tions which might be useful in applications.

L27



Conclusion and open questions

In statistical physics quantum dynamics of open systems is the fundamental
setting to account for irreversible processes and associated relaxation- and dissipa-
tion phenomena. For most applications to very fast microscopic dynamics down
to the femtosecond scale the basic equations are known to be given by Volterra
integro-differential equations of convolution type. Essentially, quantum theory sets
a concrete bound on the solutions and yields a representation of integral kernels.
The latter is of sttch a complexity that no practically rrsefrrl treatment corrlrl be
found up to noïry.

For applications to physical experiments it is often desirable to have available at
lea^st some explicit kernel functions. In a first attempt, therefore, we have tried
to work out such functions merely with help of bound estimates. A first proof
uses standard techniques to yield more detailed restrictions on involved matrices
and inhomogeneity functions for arbitrary finite dimension rz whereas the further
investigations have been restricted to n:2 and n - 3. Although examples in 2
dimensions are not yet of physical importance they have been strrdied in order to
get more insight into difficulties of the problem. Simpler cases could analytically
be solrred by Laplace tratrsfonn whereas for rnore general assurnptioru orre had to
resort to numerical procedures. As was to be expected, the derived general bound
estimates have the drawback of being too restrictive. In other words, kernels whidr
perfectly solve the problem are possibly rejected or accepted only for a limited set
of initial conditions. In principle, the numerical treatment may help to improve this
situation by showing that the explicit choice is admitted for all initial conditions
even when the strong bound estimates would reject it. Fbr this purpose a simple
Maple V-program has been set up, howerrer, without any aim at perfection.

A similar strategy is adopted for n:3 whidr is the lorvest-dimensional case of phys-
ical importance in that it represents general quantum dynamics of an open 2-level
system coupled to an environment, as frequently occuring in atomic or molecular
physics. Here, we have taken advantage of a tentative extension of mathematically
rigorous results derived in the theory of completely positive quantum dynamical
semigroups and associated Markovian master equations. Not quite surprisingly, the
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explored time-local generalization of semi-inequalities for the semigroup generators
has ttrrned orrt to provicle an efficient tool for the search of stritable kernel-ancl inho-
mogeneity functions. At least in this way, and with help of a corresponding Maple
V-program one has been able to find a collection of suitable candidates of potential
practical use to simulate short-time dynamics of physical systems.
For future investigations there remain essentially the following open questions:
(1) One should try to improve the general bound estimates towards sharper condi-
tions
(2) In particular, the effqct of the skew-symmetric matrix A has to be clarified in
more detail, even for the case of time-dependence. As a result of experience the
true bounds are expected to be independent of it.
(3) Most probably, the time.local version of inequalities can substantially be weak-
ened by relations involving only integrals of single kernel functions or certain prod-
ucts of the latter
( ) The simple computer codes should be improved regarding numerical stability
and fast execution time.
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APPENDICES

A1. Interchanging the order of integration

Let f ,g be continous functions respectively on IR+ x R+, R+. Then we have:

Ir' Ir" f 
(u,s)s(s)itsilu = 

Io' {1,' ï{u,s)d,u}s(s)d,s,,

fo r t )zàs20.

Proof.

We can see that the integral [' [" f fu,, s)g(s)d,sd,uis taken over the triangle in
Jo  Jo

figure al

(o1 )

left-hand side of (al)

gure a1

Therefore, vr'e can easily deduce the formula (al).

l

r igh t -hand s ic le  o f  (a l )
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42. Gronwall's inequality

Let f ,g:[0,o] -] [0,-) be continous and C bea nonnegative number. If

7 t

f (ù<C+ |  s(s) / (s)ds,  0( t<a,
Jo

then

Proof'  

f  t
Suppose first that C > 0. Divide by C + 

Jo 
s@f?)ds and multiply by s(t) to

obtain: 
7t

f (t)g(t)l{c * 
Jo 

gG)f G)ds} < g(t).

An integration from 0 to t yields:

1 t f i
tog{(C+ /  e(s) / (s)ds) lC}< |  s(s)ds

Jo  Jo

or

ï ( t )  <c *  [ '  gG)ïG)d,s 3C"xp{  /  s(s)ds} .
Jo  Jo

If C -- 0, take the limit as C + O throught positive values. This completes the
proof.

1.t

T(t )  < Cexp{ |  s(s)ds) ,  0  <t  1a.
J O
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43. List of admissible kernels and inhomogeneity functions

k(*) I,t k(æ)dr I,oo

k(r)dr

&e-b*,

b>0
io - "-b')

a

b

1
L*eæ

r"g(*) +log(2) log(2)

e-o'sin(mr),

a>0
# 

(m - u-at (mcos(rnt) + a sin(rnt)))
rii

m
ô

..-Lo-o'r'

\/ 7r

1=erf (at\. erf: normalized error function
a

1
o,

1
L*12

arctan(t)
2

0

ffi I arctan(t2)
+
t l

4

r
(a2 + r2)4

11
F-W

I
æ
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k(r) I,
t

k(r)dr lo* n{*)a*

sech(r) arctan(sinh(t)) t

1
-
cosh(r) * 1

tanrr(j) 1

si,nh(r)
cosh2(r)

- sech(t)

12 e-' sinæ
see formula (a2) l

2

c sin(mr)
a2+r2 '

m,a> a

see formula (a3)
t l

;e
z

-n1,4

- - 2
afre

1-ro" t 2  1-b +ro
1
, "

afre -a te- t -ae- '+a a

Jo(m{r)cos 0 no analytical calculation .  ,rn2 rstn(7,1
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k(*) I,
t

k(r)dr fo* nl')a'

1
(r  +  1 ;o+t '

a>0

11
a a(L *  t ) "

1
a

n
-
(r + æz;a 1

o,ûe-*'Js(m*),

m>0

no analytical calculation !o"-i*'

1

( r+I )2(a+2)2
see formula (a4) | 

- zrcsz

ar*b
cr\ + d'

(a,b,  c,d > 0)

see formula (a5)
2 'fz"1oat câ + bc)
9 d,ïcâ

(a2) - -+"-'cos(t)t2 - e-tcos(t)t - 1.or(t)"-' -+"-'sin(t)r2 + j sin(t) 
"-' * i,.

(a3 ) - |st ç*- i,ma)cosh(rna ) +!tc 4t* - ima)sinh (rno) +| st {t**ima)cosh(rna)

-!t c t {r* * ima)sinh(rna ) - } 
sinh(nza)zr.

ft + 3* - (r2t + 4t2+ sxlog(t + 1) - log(2 + t) + log(2))
2(t+1x2+r)

t34

(o4) -
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1 -
(a5) - 

"r.3;T 
{ - zuclog(c) * 6ôclog(tc + c?d,t) - 3ôclog(t' 

" 
- t"ïat + 

"t 
aâ)

+6b\Æarctan 4@" =lfo\Æ)c + uc\a* tos(c) - tucld* log(rc + 
"'" 

d,â)

ih'c3atbs(fc_tcâat+"àa\+6a\ÆarctanGry)c?at

+btfutrc+aÆrc3at).
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