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RESUME

Les coques de révolution et en particulier les coques de type torisphé-
nquenque ou el[puque llamDent localemenl sous une pressron lnterne. Pour
prévoir correctement les charges critiques de flambage, le calcul de ce

elliptique flambent localement, sous une pression interne. Pour

flambage est effectué en plasticité. Les pressions critiques sont ainsi dé-
terminées numériquement sur des modèles classiques de la plasticité, en
utilisant un code de calculs. Souvent cette étude de dimensionnement au
flambage, prendra un temps calcul important. I-e, mieux est d'avoir une
bonne estimation de la pression critique de fla:nbage en utilisant des équa-
tions analytiques. C'est pour cela qu'une nouvelle méthode simplifiée de
calcul de flambage aété introduite et développée.

ABSTRACT

Shells of revolution and in particular, torispherical or elliptical shells
present a local buckling under internal pressure. To predict correctly the
critical loads, the plastic buckling has been considered. Thus, the critical
pressure has been determined numerically, using classical models of plas-
ticity and numerical code. Often this computation (torispherical or ellipti-
cal shells), takes a long numerical time. That is why it is better to have ac-
curate analytical estmations of the buckling load. In this respect a new
simplified buckling analysis has been introduced and worked out.
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NOTATIONS GENERALES

NOTATTON nFS nFPI ACFMTTNTS FT DF.S GRANDFURS TFNSORIEI LFS

c,B,1,ô,1,,p,1=I ,2

l , j , k , l  =113 '

i I matrice

{ } colonne vecteur

v représentation d'un vecteur

ur déplacements tangentiels covariants

uo déplacements tangentiels contravariants

w déplacement nonnal

ocrp rcnseur des contraintes (contravariant)

sa' tenseur des déformations (covarian| de Green-Lagrange

Mo0ro tenseur du quatrième ordre (covariant) des souplesses

HaFrô tenseur du quatrième ordre (contravariant) des coefficients de

comportement

TsÊ tenseur des déformations de membrane

KaÊ tenseur des déformations de flexion

ô'i symbole de Kronecker (=l,pour i=j et = O,pour i4)

Sij déviateur des contraintes (Sij=oij-1/3ok1ô';)

(aF) coordonnées physiques donnant les composantes physiqueS (11;=3' t2)=r0)

oe contrainte équivalente (o"2=l/2SUSU)

ee déformation équivalente
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dérivée covariante

Fg, symbole de Christoffel sur la surface moyenne de la coque
de révolution

oy

ey

v

E

tl

Er

ES

p

n

CARACTERISTIOUES MECANIOUES ET CHARGEMENT

limite élastique des contraintes

limite élastique des déformations

coefficient de Poisson (v=0.3)

module d'Young

module de cisaillement

module tangent

module sécant

pression interne

nombre d'ondes circonférentiel

GEOMETRIE DES COOUES ETUDTEES

,.- 
Spiercol Cop

h

-  Torus

coque torisphérique
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coque elliptique

h
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épaisseur de la coque de révolution

grand axe de I'elliPse

petit axe de I'elliPse

rayon du cylindre de base (diamètre D=2R)

rayon du tore

rayon de la calotte sPhérique

longueur du cylindre de base

angle de I'ellipse

abscisse curviligne

angle de rotation autour de I'ane de révolution

dérivée temporelle

dérivée partielle : ô/âs

dérivée partielle : ô/â0

dérivée par rapport à la variable de référence (:

contrainte méridienne

conrainte circonférentielle

a/aE
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cr(s) rapporr des contraintes: or(s)/os(s) ( voir aussi (UI-l1) chapitre II)

Ns contrainte résultante méridienne

N6 contrainte résultante circonférentielle

Ca courbures principales des structures étudiées (voir tab. I-I ettab.I-2
du chapitre tr)
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INTRODUCTION GENERALE

La théorie des coques minces est largement utilisée pour la modélisation de
nombreuses structurés industrielles. Ces structures sont rencontrées dans la plu-

part des domaines du nucléaire, de I'aéronautique,_de I' aérospatial, aussi dans
èertaines constructions mécaniques et civiles. Du fait de I'importance de ces stru-
ctures, beaucoup d'études ont été menées depuis le début du siècle dernier pour
appréhender la stabilité de ces structures sous divers chargements.

Une grande partie de ces structures est composée d'assemblages de coques de
révolution simplès: cylindre, sphère, ellipse ou cône. On peut citer par exemple:
les réservoirs, lès réaiteurs, les missiles etc... I1 apparaît sur ces coques un phé-
nomène d'instabilité local ou global dû au chargement et au changement de géo-
métrie surtout pour les coques composées. Cette instabilité provoque, le plus sou-
vent la ruine dè ces sû:uctures, ce qui impose un dimensionnement au flambage.
Cet aspect afutl'objet de plusieuri études théoriques et expérimentales, [G3],
tA3l. Ôn constate que les résultats obtenus par ces différentes études présentent.
des écarts enfte eilês et entre les valeurs expérimentales. On s'aperçoit que le di-
mensionnement au flambage élastique.surestime la charge critique. Pour se rap-
procher au mieux des tests expérimentaux, généralement on fait un calcul en plas-
ticité.

Au delà de la limite élastique le comportement du matériau n'obéit plus à la
loi de Hooke, et les interprétations de ce phénomène sont diverses et controver-
sées. Dès 1889, Engesser lB}l, avait remplacé dans la formule d'Euler donnant la
charge de flambage, d'une poute comprimée, le module d'Young pT le module
t-gJnt. Il fut plui tard critiqué, car il avait négligé la décharge élastique qui peut
se produi.e sui une portion de cette poutre en compression. Pour.corriger son
.trèu., il introduit un module dit réduit, qui tient compte des parties élastique et
plastique. Cette théorie était considérée comme exacte pendant plusieurs décen-
nies.

A partir de !947, Shanley [S2], a clarifié le problème de bifurcation sur un
.*.*pî. simple. Ensuite HilliHll, a donné une formulation précise pour cancté-
riser ies étati critiques. Actuellement, la position du problème est clairement ex-
posée dans les traiiés fondamentaux en ce qui concerne la charge et le mode de
Lifurcation et le post-flambage[L3], voir Hutchinson[H2] par exemple.
La difficulté de la plasticité réside dans la modélisation des lois approprié9s, _

pour le comportement élastoplastique. L'exemple le plus convaincant est l'étude
àe l'éprouueite cruciforme. Ces lois dépendent généralement de la modélisation
des côurbes de contraintes-déformations du matériau obtenues par l'essai de trac-
tion. Le plus souvent en pratique, on utilise des lois populaires à_savoir: la théorie
de la déformation du J2&lattréorie incrémentale, qui décrivent la plasticité clas-
sique.

Le dimensionnement au flambage plastique reste un problème difficile. Nous
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proposons dans ce mémoire des méthodes simplifiées pour le calcul des charges

àe na*Uage des coques de révolution sous_ pression interne. Pour étudier ce p{o-

blème, on-adopte c"i loir classiques (la déformation et I'incrémentale), faciles à

manipuler, toui en donnant des iésultats concrets et facilement exploitables. On se
pfâ6 dans le contexte des petites déformations et des rotations modérées. Le plan
-de 

la thèse se compose de trois parties.

La première partie esr une étude bibliographique. dans laquelle sont rappgl.ées
les étudès du flambage élastique er plastique et les critères qui leur.sont associés.
Il nous semble utile?e mettre I'acôent sur le critère de Hill, car il donne la plus
petite charge critique de flambage plastique. Ceci va dans le sens de la sécurité de
iu ,tru.tutJ. On Oefinit aussi leJdéformations de ces coques minces, qui sont éta-
blies à partir de la théorie des surfaces. Il ressort qu'.à pTq. de certaines hypo-
thèses èlatiues aux types de déformations et à la géométrie de la structure on
établit diverses équatiôns de coques. Pour modéliser le comportement élastoplas-
tique on a cité diverses lois dont I'utilisation est plus ou moins complexe. Pour
*ônt 

", 
I'importance du calcul de bifurcation, on donne quelques exemples de

modèles simples dans les domaines élastique et plastique.

Dans la deuxième partie, on applique la formulation de Hill à des-coques de
Donnell[D2] pour déierminer ta presiion critique, ptr un calcul en éléménts finis.

On pourru uiilir". une discrétisation en éléments filiformes à cause de la symétrie
de rèvolution des structures étudiées: coques torisphérique et elliptique

L'outil numérique utilisé est un programme appelé CO_Q relatif au calcul de
vibration, existani au L.P.M.M., qu'on a largement modifié et validé sur ces

types de structures. Les modes et lei valeurs propres que nous avons calculé ont
été effectués dans les deux cas suivants:

-l'êtatfondamental est un état de membrane (on néglige les rotations dans la
la phase de préflambage).
- on introduii le préflambage en corrigeant I'allure de la contrainte circonféren-
tielle par une certaine fonction.
Les rèsultats obtenus dans les deux cas considérés, sont confrontés à ceux de la

littérature [G3 ], [87 ] .

On développe dans la troisième partie des méthodes simplifiées de flambage
de coques de ièvolution. On propose une analyse simplifiée-pour le flambage
plastique de ces coques sous pression interne. Pour cela, nous allons utiliser une
-etnoàe asymptotique simifaire à celle introduite par Abdelmoula [A1]' pour
érudier I'infiuence dès conditions aux limites sur la pression de flambage élasti-
que de coques cylindriques sous pression externe. Ainsi, nous donnons des for-
mules *Aytiqués simpiifiées pour le calcul de la pression critique et le nombre
d'ondes critique circonférentiel associé.

L'intérêi de ces formules simplifiées, est qu'on peut séparer nettement f in-
fluence du comportement et I'influence de la géométrie sur la pression critique
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de flambage des coques de révolution étudiées. Il en résulte que la méthode analy-
tique simplifiée nous permet une discussion intéressante sur le modèle de plastici-
té choisi. Son application sur des coques torisphériques donnent des résultats qui
montrent le rôlé ôominant de certains paramèues géométriques de ce type de co-
ques. Ces formules simplifiées peuvent être utilisées à l'élaboration d'abaques
po* le dimensionnement au flambage plastique de ces coques.
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T. FLAMBAGE ELASTIOUE

La connaissance du flambage est très ancienne, en effet au 18e siècle, la pre-
mière théorie du flambage fut donnée par Euler, ensuite elle a été développée par
Lagrange.

Actuellement, le flambage élastique est parfaitement connu, il existe diverses
théories perfectionnées, données par plusieurs auteurs, qui décrivent ce phéno-
mène. On peut citer par exemple celle, formulée par Koiter, Budiansky, Potier-
Feny ,[Kl],[84],[P1].

Dans les théories d'instabilité, en particulier le flambage élastique, des modèles
très simples peuvent illustrer certaines caractéristiques essentielles des sysÈmes
strucruréls plus complexes. Ainsi, nous rappelons des charges critiques de flam-
bage élastiques des structures couramment utilisées: poutre, plaque, coque.

I-1. Un modèle élémentaire de flambagelPll

Pour illustrer, le phénomène de flambage élastique, nous considérons une
barre, fig. I-1, verticale de longueur l, dont I'extrémité supérieure est soumise à
une forcé constante, qui reste dans la direction verticale (charge conservaûve). A
la base, un ressort élastique exerce un moment de rappel f(a) non-linéaire:

f(a)=1ç, u+K2a2+ K 3a3 +....

avec Kr>g.

tl.

(r- 1)

I
fig.I-l Modèle simple



Dans tout ce qui suit, on ne considère que le cas statique de (I-2).Donc, (I-2)

se réduit à:
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L: charge
a : angle de rotation de la barre
I : son moment d'inertie

L'équation du mouvement de la barre s'écrit sous la forme :

fà+ftal-tlsina=O (r-2)

(r-3)f(a)-Àlsina=O

Pour a=0, l'équation (I-3) est vérifiée, (f(a)=O, voir (I-1)). Cette solution
coffespond à l'état-fondamental. On injecte I'expression (I-1) du moment de rap-
pel, dâns la relation ci-dessus. Ensuite, on dérive la relation (I-3) par rapport à-a
àu point a=0. On obtient ainsi, une valeur de la charge_notée p-ar 1"", qui caracté-
rise la limite de la position verticale (a=0) de la barre. Cette valeur est:

(r-4)I .=Kt/ l

et est appelée charge critique de flambage (ou charge d'Euler). Pour des valeurs
Oe l,<1,. ia positioriverticaie est stable, et est instable pour des valeurs de À>1"".
Donc, le point (a=0,À=1"") est la limite de stabilité.

Cepeïdant, il existd d'autres solutions d'équilibre (aÉ0) qu'9n se contente de
décrirebrièvement. En faisant un développement de Taylor de I'expression (I-3),

au voisinage de (0,L"), on obtient après zllrangement des termes de ce dévelop-
pement le paramètre de charge sous la forme:

À,ia;=1".,-Bp+$2a2 + termes d'ordre supérieur (I-5)

où les constantes B1 et p2 sont respectivement égales àKzn et K3/l+À./6. Sur la
fig. I-2, on présend h sdlution fondamentale a=0 et la courbe l"(a) dans le cas
où BrtO et $r=9. Ces deux courbes solutions se cou_pent au-point (0,1"J. Ce point
est appel é p6int de bifurcation Ainsi la courbe a=0 est la branche fondamentale
et l"(a) est une branche bifurquée. Enfin, on remarque que le point de bifurca-
tion, coincide avec la limite de stabilité.
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frg.I-Z Point de bifurcation ou limite de stabilité

I-2 Critère de stabilité élastique [K1], Pll

L'énergie potentielle P d'une stucture élastique, soumise à une charge con-
servative 1,, peut être exprimée comme une fonction du déplacement u et de la
charge À. On suppose que cette fonctionnelle est dérivable autant de fois qu'il est
néceisaire, de telle sorte que le développement de Taylor au voisinage d'un état
fondamental uo s'écrit:

P(À,uo+u)=Po(uo)+P 1 (1.,uo,u)+P2(l",uo,u)+... -.+Po(l,,uo,u) (I-6)

où Po(uo) est l'énergie potentielle à l'état fondamental, Pn est une fonction
homogène de degré n par rapport à son dernier argument. Tout équilibre u est
solution de l'équation variationnnelle:

ôP=0
quel que soit ôu champ de déplacements admissibles.

(r-7)

De la même manière nous pouvons ainsi effectuer la dérivée seconde
ô2P(1,,u,ôu)..... etc.

Un état d'équilibre u est dit stable s'il réalise un minimum local de l'énergie
potenrielle (théorème de tæjeune Dirichlet, pour les systèmes discrets). En pra-
tique on uûlise le critère de la seconde variation:
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un état d'équilibre u est dit stable si
I
L
LilLuo.u'l > 0 quel que soit u admissible

ou.
II est dit instable si:

t
1

II existe u différent de 0 admissible. tel que PZ(L.uo.u) <0 (I-9)

Si on suppose qu'il existe un équilibre fondamental uo, on a :

P1(À,uo,u) = 0 quel que soit u admissible (I-10)

A la limite de stabilité (Fz(l.,uo,u)>0), P2 admet un minimum en u1 non nul.
La valeur de u1 sera donc obtenue par:

ôP2(},,uo,u1,ôu)= Q (r-1 1)
quel que soit ôu admissible

u1 est appelé mode de flambage.

I-3 Quelques exemples de contraintes critiques

La contrainte critique de la barre élastique, de la fig. I-1 en compression est :

6c =n2Bl0h)2 (r-r2)

où r est le rayon de giration de la section S; il est défini par r=(VS)rtz avec I mo-
ment d'inertie de la section. E est le module d'Young.

Nous donnons ci-après les formules ôlassiques des contraintes critiques d'une
plaque, dont le comportement peut êffe isotrope ou orthotrope [B3].^ 

Pôur une plaque fig. I-3, sur appui simple, chargée dans son plan par une force
compressivé uniformément répartie p*, la contrainte critique est donnée par la
formule:

o c* = kc(æ h lùzF, I Q2(t -v2))

avec k.=(mb/a+almb)2, où m est le nombre d'ondes longitudina! a, b et h sont
respecùuement la longueur, la largeur et l'épaisseur de la plaque. E est le module
d'Young et v est le coefficient de Poisson.

(r-8)

(r-13)
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(r-15)

fig. I-3 Flambage d'une plaque comprimée sur appuis simples

Dans le cas d'un comportement orthotrope de cette plaque, la contrainte cri-
tique est donnée par la formule suivante:

oc =l ftt(nat m)21(ml a)4 C *+2(m/ab) 
2(Co, +C66)+ ( 1 /b)4 C5 s I (I- 1 4)

où Caa, C+s, CSs et C66 sont les coefficients de comportement en flexion.
Dans le cas d'une coque cylindrique de rayon R, fig. I-4 d'épaisseur h et sans

défaut, soumise à une compression æriale la contrainte critique est donnée par
[El ] :

oc _(EhlRX3(1_yz;1-Uz
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fig. I-4 Cylindre en compression axiale

Enfin, pour une coque sphérique, fig. I-5, de rayon r et d'épaisseur h, sous
pression hydrostatique p, soumise à un état biaxial, la contrainte critique de
flambage élastique est donnée par[81] ,lZ2l:

oc -(Eh/r)t3( yyzlyrtz (I-16)

Ipv

fig. I-5 Sphère sous pression externe
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TI- FLAMBAGE PLASTIQUE

Jusqu'à présent nous n'avons parlé que du flambage élastique. Pour ce geffe
de problème, aussi bien la détermination de la charge critique que I'analyse après
flambage est complètement formulée IA5l.

La situation esf bien différente en présence des déformations plastiques condui-
sant à des non tinéarités matérielles. La différence majeure se manifeste dans la
dissociation entre la notion d'instabilité et de bifurcation à I'inverse du cas élasti-
que où les deux coincident. En plus de I'interaction des non linéarités géométri-
que et matérielle, s'ajoute le délicat problème du choix de la loi constitutive ap-
propriée pour modéliser le comportement plastique.

Les études sur la poutre comprimée ont marqué I'histoire de la théorie du
flambage plastique. Dès 1889 , Engesser ïEZl avait remplacé le module d'Young
par le module tangent dans la formule d'Euler (I-11).

Cette idée fut plus tard critiquée, car une portion de la partie convexe de la
poutre déformée peut être soumise à un déchargement élastique. Ainsi, la con-
trainte critique sera fonction du module tangent et du module réduit, que I'on as-
socie souvent au nom de Considère [C2]. Cette formulation fit autorité pendant
plusieurs décennies

Ce n'est qu'en L947 que Shanley [S2] montra sur un modèle simple et discret
qu'une bifurcation à charge croissante (et non constante) pouvait avoir lieu sans
décharge élastique à partir de la charge critique du module tangent. Alors, le cri-
tère du module tangent fut définitivement établi.

II-1 Modèle de flambage plastiquelQ1]

Læ modèle utilisé, appelé "tige de Shanley ", fig.Il-l est constitué de deux
tiges rigides AB et CD perpendiculaires qui forment un solide indéformable. B
est le milieu de CD, les deux tiges CF et DE articulées en C et D sont maintenues
dans la position verticale par des glissières coulissantes dans la direction OE. [æs
tiges CF et DE sont représentées par un système constitué de patins et de ressorts
élastoplastiques, fig. tr- 1 (b).
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(b)(a)

fig. II-1 Modèle élastoplastique de Shanley

La charge critique du module tangent est donnée par la formule suivante:

1,, = (EH)/(E+H)(2 a2lll =P,r12a2n) (r-1)

La charge du module réduit est donnée par:

Àr = (2EH)l(E+2H)(2a2n) =Er(Zazn) G-2)

E: module élastique
H: module d'écrouissage et est lié avec E, par: IlBr=llBa11y1
l: longueur de la tige AB
a: longeur de la tige BC

Si on compare ces deux charges à ta charge critique élastique, (7" 
"=E2azll 

),
on a I'inégalité suivante entre les différentes charges:

l " r< I '< À. (tr-3)
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II-2 Critère de Plasticité de Hill

Une discussion satisfaisante du critère de bifurcation a étê donnée par Hill

[H1] et reprise ensuite par Hutchinson[H2], que nous rappelons ci-après. Elle se
base sur lâ formulation du problème en vitesses de déplacement. A partir du ten-
seur de déformation de Green-Lagrange qui a pour expression

etj= I | Z(uig +ui ti *uk 6up5 )

où le symbole r indique la dérivée covariante, on écrit le principe des travaux vir-
tuels, sous une forme incrémentale:

(tr-4)

où oij désigne le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff. dV et dS sont
respectiv.irent le volume et la surface élémentaires du solide non déformé. Ti
représente les composantes du vecteur force par unité de surface.

L'analvse de bifurcation se fait en considérant l'évolution des deux solutions:
(ù;" ,ôij,; .t (ù,0 ,ôijn) du problème (II-4). On introduit pour cela les différences:' ' 

,i, =T,o - û,â , Ëi-=6 .u'- ê,," er ôii =ôUu - ôij, en éciivanr (II-4) pour 5iju et
frijo, puis en effectuirnt lâ différence membre à membre des deux équations obte-
nuès, il vient en choisissant ôupg=ùpg:

Irr,*u* +ouuknôu*.,)dv= Jsi'ôuids

f  . . . .
H =JV(o'r-e;+o'juugiup6)dV = 0 (r-5)

où ouo est l'état de contraintes du chargement fondamental.
L'idée de Hill consiste à minorer cette fonctionnelle H par une autre fonc-

tionnelle F quadratique telle que:

H >F (rr- 6)

Cette fonctionnelle F est alors établie pour un milieu satisfaisant les mêmes
conditions aux limites, mais pour lequel la loi de comportement est remplacée
par une loi élastique non linéaire qui est identique à la la loi élastoplastique lors-
que le matériau est en charge. Cette loi définit alors, un milieu dit "solide de
comparaison ". Sous forme incrémentale, une loi de comportement élastoplasti-
que associée à une seule fonction seuil, se formule de la manière suivante:

Oij = Lijklen (rr-7)
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ou
fUkr - g-lnijnu, dans la zone plastique

Lijkr 
= 

{

rijkl dans la zone élastique (II-8)

nij désigne la normale unitaire extérieure au convexe d'élasticité (surface seuil
renfermant le domaine élastique). g est le déterminant du tenseur métrique de la
surface du solide, il dépend de l'histoire des déformations et de l'état actuel du
taux des contraintes.
fijH et LijH sont respectivement les modules instantanés élastique et plastique. Les

modules LUH sont calculés selon le chemin fondamental au point de bifurca-

tion. On peut donc supposer qu'ils ne dépendent pas de la vitesse de déforma-

tion. Un choix naturel pour la fonctionnelle quadratique F et la condition suffi-

sante d'unicité sont:

(rr-e)

Cette condition donne le critère de non bifurcation au sens de Hill.

III- THEORTE DES COQUES MINCES

UI-l lntroduction

Les hypothèses fondamentales dans la théorie des coques supposent,que I'effet
des congaintes normales à la surface de la coque est nul et que les déplacements
parallèles à la surface de la coque varient linéairement dans l'épaisseur de la
coque. Ce sont les hypothèses de Love-Kirchoff.

On se place dans le cas des coques dites minces, c'est à dire des stmctures
dont l'épaisieur h mesurée sur la normale à la surface, est très petite par rapport
au plus petit des rayons de courbure principaux. L'étude de telles structures est
basée sur la théorie des surfaces [G7], [S1] , [K2], tN2l.

L'analyse théorique des coques fondée sur les hypothèses de Love-Kirchoff
et sur la minceur de la coque permet de réduire le problème tridimensionnel à un
problème bidimensionnel. Le comportement de la coque mince en déformation
est alors décrit par l'étude de sa surface moyenne.

[r 
J",c*r,i** o'i i,npùs rildv

L ro
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III-2 Déformations d'une coque mince

On considère successivement la coque mince dans son état initial et dans son
état déformé, puis on décrit l'évolution d'un point appartenant à la surface
moyenne dans ies deux configurations considérées. On définit ensuite, les défor-
mations relatives à cette surface moyenne.

III-2-I Géométrie de la coque mince

Dans un état non déformé, on exprime le vecteur position R d'un point M de
la surface, fig. III-1, de la façon suivante:

R=t+a3n ( I I I -3)
où

t est une fonction seulement de ad

[ = t ( a0 )

g normale unitaire qui dépend aussi de aa

n = n(ao) (Itr-4)

ad sont les coordonnées de ligne de la surface
a3 représente la coordonnée de Ligne suivant la normale à la surface de la coque.

La coordonnée a3 dans le cas d'une coque mince, définit la variation de h le
long de la normale à la surface de la coque. Ses limites sont données par la rela-
tion suivante:

-htz < a3 < N2 Gtr-5)

L'équation de la surface moyenne est définie par :

a3 = 0. (Itr-6)
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fig. Itr-1 Géométrie d'une coque mince

Iæs composantes de R dans le repère (O,xi), sont notées par xi. Comme nous
ne nous intéresserons qu'à la surface moyenne, le vecteur position R sera iden-

tique à 1 .

lll-2-2 Tenseurs associés à la surface moyenne

A l'état non déformé, le tenseur métrique de la surface (ou de première
forme) est défini par :

acÊ=I ,ot ,p a=det(a"p)

Le tenseur de deuxième forme est défini par:

(rtr-7)

boÊ = t.t ,sg (Itr-8)

où le vecteur normal n est donné par la relation:

n = (ttZ).eoÊ.g,o^ !,p (Itr-g)
avec

e oÊ est le tenseur de permutation (tenseur de Ricci) défini comme suit:

eoÊ= {

çv
/ /  ^nnSt .
Ut 

-- u,j!|_

a l  : - o

elz-r l^Ja, e2r=-e12

(m-10)



Le tenseur de deuxième forms baÊpeut se mettre sous une forme contrava-
riante ou mixte par les formules de passage:

boB = uotbB^= âa?rb'À
b'P - aolbFl,
boÊ = aolboÊ
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Enfin le tenseur de troisième forme de la surface est défini par:

caÊ = brobrp. (u-11)

(rrr-12)

(trr-16)

(trr-17)

(rrr-18)

A l'état déformé le nouveau vecteur position fd s' écrit en fonction du vecteur
position I et du déplacement u:

rd=[ (a0)+u(ad) (rtr-13)

Dans la configuration déformée, le point M de la surface s'est déplacé d'un
vecteur u qui s'écrit comme une combinaison linéaire d'un déplacement tangen-
tiel uo et d'un déplaceùent nonnal w:

u = ucr  ̂ +wn (rtr-14)

On définit comme précédemment, les tenseurs correspondant à la surface
moyenne déformée:

adoÊ = !d,o.fd,p ad = det(aop) (trI-15)

bdoB =trdrd,op

nd =e d oF fd,o^Id,p

e d aF = 1a/ad)rt2 .oP

L'indice (o) indique l'état déformé.

III-2-3 Relations déformations déplacements

On utilise les hypothèses de Love-Kirchoff, qui conduisent à établir I'expres-
sion du déplacement d'un point quelconque de la coque en fonction des caractéris-
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tiques de la surface moyenne, et qui permettent de réduire l'étude des déforma-
tions à celles des déformations de la surface moyenne.

Le tenseur de déformation de membrane est défini par l' expression suivante:

YsF = $l})(adop- acrp ) (trI-19)

et le tenseur de déformation de flexion est défini par:

KcrÊ =bdap -boÊ Gtr-20)

La déformation à I'inérieur de la coque s'écrit :

ÊoÊ = Tog + a3rop + (a3)2vop (In-zI)

pog représente les coefficients des termes quadratiques en a3. L'expression com-
plete de la déformation est diffîcile à manipuler. Dans le cas des coques minces le
vecteur déplacement u est linéaire en ar, alors on peut négliger le dernier terme
dans (Itr-21). Ainsi on obtient la déformation linéaire en ar.

eoÊ = Tcrp +a3rop GtI-22)

Les expressions de Tog et Kog contiennent des termes linéaires et non linéaires
en déplacement. Le plus bouverit on prend le tenseur des déformations de flexion
rop.linéaire en faisant I'approximation des petites déformations, ce qui revient à
ecrtre.

(alad) = 1 (trI-23)

III-3 Diverses équations de coques

Ces équations ont été établies par plusieurs auteurs [K2],[N2],[T3]. L'écritu-
re la plus complète des déformations est celle de Koiter, par exemple:

ToF = 0oÊ + Il}axL{Gxa - orcrxerp - orp) + Ilà<poçg

Tr Grr-24)
Kc,g = 1/2[(9"1p+gplo)+brs(0rp - corp)+brp(0ro - o,(J]

les quantités ci-dessus représentent:
Ocp: partie linéaire de déformation de la surface moyenne
oop: tenseur de rotation de la surface moyenne (antisymétique)
go: rotation de la normale de la surface moyenne.

Ces quantités sont respectivement définies à partir des composantes du vecteur
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déplacement uoet w par les expressions suivantes:

}ug =Il}(uplo + uolp) -bopw (trI-25)

@aF =Ll}(ucrlp - uplc) (Itr-26)

9a, =w,cr +bIou, ' (W'-27)

On introduit la rotation autour de la normale notée par: Ç), dont I'expression
est donnée par:

Çt = Ll2eaFcoaÊ GII-28)

Si on néglige dans les deux expressions donnant les déformations de mem-
brane er de fiéxi-on (trI-24) les produits ænsoriels: 0.0, ol.0 et b.0, on obtient les
coques de Koiter-Sanders :

- TaÊ =0aÊ + Il}g.,gg+Ll}aogÇ|z

t gr-ae)
R ap =L I 2(9al p +9p I ù - | | zbx .,orxl- | lzbrporp

Si on suppose que la rotation autour de la normale O et le tenseur rotation:
oog sonr négligeables devant les courbures bap dans (trI-29), on obtient les équa-
tions de coques de Sanders[S1]:

, YoÊ - OaF +I|Z<P"9P

t (rtr-30)
KoÊ = Il2(9"1p+ gpl" )

Dans les relations (trI-30), si on retient uniquement les termes non linéaires
en w et on néglige les termes en uo devant les courbures, on obtient ce qu'on ap-
pelle les équations de Donnell Musthari Vlasov [D2],[M1]'N1I (en abrégé, on
écrit D.M.V.):

ToÊ = 9sP +Il?w,ow,Ê

{ (rrr-31)t
KoF = wlap

III-4 Conclusion

Tous ces modèles d'équations sont difficiles à manipuler pour les structures
complexes (coques torisphérique et elliptique). I-e plus souvent la théorie la plus
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simple (D.M.V), donne des résultats saûsfaisants. L'exception la plus connue, est
le càs des petits nombres d'ondes circonférentiel (n=1,2,,3,4).

Iv. LOIS ELASTOPLASTIOUES

En élastoplasticité la déformation notée Par eij est considérée comme la
somme d'une partie élastique et d'une partie plastique:

t r r= te i1  *eoU GV-1)

où
t eij est le tenseur des déformations élastiques
t no est le tenseur des déformations plastiques.

Les théories qui permettent de décrire les modèles élastoplastiqugs sont la théorie
d'écoulemenl ôu la théorie incrémentale, la théorie de la déforma-
tion[B 1 ], [K3], [H 2] et récernment la théorie du vertex [S5]' [C 1 ]' [N 1 ], [T3 ] .

Dans la résolution des problèmes de flambage plastique, on a souvent re-

cours aux deux premières théories citées ci-dessus. Ces théories s'adaptent mieux
à la modélisation numérique et donnent généralement des résultats satisfaisants.

IV-l Théorie incrémentale

En petites déformarions, la loi de comportement plastique en théorie inué-
mentale, s'écrit sous la forme:

ot:=Lijot à u (rv-2)

où oij est I'incrément de conuaintes et Eii est I'incrément des déformations totales.
lijkl 

"r1 
le module instantané défini par les relations (II-8). On choisit ensuite

comme fonction seuil, celle qui est associée au critère de Von-Mises,,9,t qui est uti-
lisée par de nombreux auteuis,[H2],[K3]. Dans ce cas, le tenseur L'Jril définissant
le miieu "solide de comparaison" et associé à la théorie incrémentale est donné
par la relation suivante:

lijkr - E/(1+vX1/2(ôftô'+ôilô3r.)+(v/(1-2v))ôijôkr-hrsijsp/(1+v+2hrJ/l (IV-3)

où E est le module d'Young et v est le coefficient de Poisson Qri 9st le symbole
de Kronecker, Sij est le déviateur des contraintes, (Sij=6U -1l3oK1ô1i et okk est la
trace du tenseur ooF). J2 est le second invariant, (J2=l//$tlSii). hr est une fonction
dépendant de J2 et est déterminée par la courbe contraintes-ôéformations obtenue,
à fartir d'un esiai de traction uniaxial. L'expression de h1 sera donnée plus loin.
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IV -2 Théorie de la déformation

Cette théorie fait associer au matériau élastoplastique considéré, un matériau

fictif dont le comportement est caractérisé par une loi élastique non linéaire. La

théorie de déforrnation la plus utiliséelH2],[K3], est celle associée au critère de

Von-Mises et est appelée "théorie de déformation du J2"..La déformation total eU

est alors exprimée en fonction de la contrainte ou (ou St:; et de la fonction seuil
(critère de Von-Mises) Par:

t,j = 1Æ[(1+v;oij -vokô11+h2Su ] (IV-4)

h2 est une fonction dépendant du second invariant J2 qui peut être déterminée par

uti test de traction uniaxial. [æ module instantané correspondant à cette loi de dé-
formation du J2 est donnée par la relation:

lijkr - E/( 1 +v +h t [ 1 /2 (ô'rôi1+ôilôir)+( 3 v+h D I G 0 -ZvD ôij ôkr

-h2'S u Skl/( 1 +v+ 2h z' J ùl (w-5)

où h2'-dhzldJz.

La déterminarion de la charge critique de flambage plastique au sens de Hill,
nécessite le calcul des composantes des modules instantanés des relations (IV-3)
ou (IV-5), (suivant le modèle plastique utilisé pour le calcul du flambage). En
pratique, ces composantes sont déterminées. ? pattit des composantes des tenseurs^d.s 

io,rplesses (finverse des tenseurs Lijkl) coffespondant à ces lois cités ci-
dessus.

IV-3 Différence entre les deux lois

Les expériences montrent que la théorie de déformation semble donner de
meilleurs rèsultats que la théorie incrémentale pour les problèmes de stabilité.
L'exemple le plus célèbre est celui de l'éprouvette cruciforme qui, sous compres-
sion axiale, flambe en torsion [G5], fig. IV-2.



fig. T{-2 Eprouvette cruciforme en compression axiale

. Une analyse de_cette- éprouvette en théorie incrémentale, montre que Ia con-trainte. critique est.la même qu' el élasticité , lLz) ,[H2].u"*prrrrion de ce6econrainte critique de torsion, dans le cas élastique est:
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oc = F GlDz (rv-6)

trs=!r/[ I +3 p( 1 /Er- 1 Æ)] (rv-7)

où p est le module de cisaillement élastique, t et b sont respectivement l,épais-
:-ït_t']. 

largeur de I'une des plaques (idèntiques) qui forment lÈprouverre cru-cllorme.
L'étude de flambage plastiqug de cette même éprouvette (en compression), enthéorie de déformation fournii la même relarion tïv-ol de là ,ont uint" cririque,

en remplaçant p par un module de cisaillement dit sécant, noté pr rt défini par:

où E_ et Es sont respectivement le module d'young et le module sécant.
La contrainte critique_ ainsi obtenue est inférieure à celle ttàuuee à partir dela théorie d'écoulement. Comme^le montre la fig. IV-3, citêe far ptusieurs au-teurs[L2],lHZl, la théorie de déformation condiit à une meilleure corrélationavec les résultats expérimentaux, en dépit du fait qu'elle est prrysiquement inac-ceptable.

. Pgut gxpliquer cet aspect néanmoins paradoxal, deux raisons sont souventevoquées. E'n premier, la théorie incrémentale est très sensible aux imperfections.
La deuxième estque la surface seuil du critère est régulière (en chaque point dela surface seuil, il existe une seule normale à cette suriace).
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fig. IV-3 Comparaion entre les résultats des deux théories de la plasticité et
les résultats expérimentaux, du flambage plastique de l'éprouvette cru-

forme en compression axiale.

Pour tenir compte de I'aspect phénoménologique de la plasticité, certains
aureurs[S5],[C1],[N1],[T3], proposent des modèles plastiques où la surface seuil
(convexe d'élasticité), présente un coin.

IV-4 Exemples de calculs de flambage plastique

Nous donnons ici quelques formules donnant la contrainte critique de flam-
bage plastique de structure, fréquemment utilisée.- tl-aconirainte critique pour une pouffe comprimée est donnée par:

oc =rr 2nr.l1l/r12 (IV-10)

En utilisant la théorie incrémentale, sur un modèle de plaque carrée[A4], de
côté a et d'épaisseur h, fig. IV-4, on trouve que I'expression de la conrainte cri-
tique est donnée par:

6c = (æh/ a)z (Ztt t tZ) t 2 p( 1 9+ v)+24HU l4(2tt(5 - 4v)+6H( I -v)l (ry - 1 1 )

où H est le module d'écrouissage (H= o'i tJ n,r), p est le module de cisaillement
élastique et v est le coefficient de Poisson.

. R d!,,,, 1,,, j ; , in'Jn,,,)\.
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fig. IV-4 Flambage plastique d'une plaque carrée en compression

Soit un cylindre en compression axiale de rayon R, d'épaisseur h et de lon-
gueur L, fig. fV-5. Partant de la charge critique élastique, Timoshenko [T1], dé-
termine pour des coques épaisses et pour un mode axisymétrique, I'expression de
la contrainte critique plastique du cylindre:

o" =[ EE/3(1-v2)] 1/2.(h/R) (rv- 12)

où E et Er sont respectivement le module d'Young et le module tangent.
-o

+ + + ++ +

iltlti
{

fig. IV-5 Flambage plastique d'un cylindre en compression axiale

Gérard[G5], dans son étude adopte la théorie de déformarion er propose
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pour le même cylindre, la formule:

oc =312 (E,E, ;trz ft/R) (IV-13)

avec E, module sécant.

V-  CONCLUSION

Tous ces résultats montrent que le modèle du comportement et les paramè-
tres géométriques jouent un rôle prépondérant dans la modélisation du flambage
de telles structures. La modélisation réelle de la plasticité est très difficile. L'in-
fluence du comportement plastique sur le flambage plastique reste un problème
mal compris. A cela s'ajoute le choix du critère de plasticité. Cependant, il existe
diverses lois théoriques plus ou moins complexes avec lesquelles on essaie de mo-
déliser au mieux le flambage plastique.

Pour étudier le flambage plastique des structures complexes (coques de révolu-
tion, exemple: coques torisphérique ou elliptique), deux lois sont souvent utili-
sées. Ce sont la théorie incrémentale et la théorie de déformation. Ces théories
dites lois classiques de plasticité, sont le plus souvent en pratique, associées au cri-
tère de Von-Mises et sont utilisées dans le contexte du critère de Hill, pour le cal-
cul de flambage de ces structures. L'avantage de ces lois est que I'on peut facile-
ment les introduire dans des codes de calculs numériques. Néanmoins I'influence
de la géométrie de ces coques de révolution n'est pas très différente du cas élas-
tique et peut être facilement prise en compte dans ces codes de calculs de structu-
res.
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre on calcule, la pression critique de flambage plasti-
que d'une coque de révolution de type torisphérique ou elliptique, en uti-
lisant la méthode des éléments finis. La modélisation de ces coques de ré-
volution est décrite par un choix adéquat des coordonnées relatives à leur
surface moyenne. Sous une pression interne, ces types de coques donnent
naissance à un état biaxial de contraintes, en théorie de membrane. L'une
de ces deux contraintes, peut être compressive et provoquer un flambage
local. La détermination numérique de la pression critique est faite en pre-
nant le modèle théorique, des coques de D.M.V. Le comportement plasti-
que est décrit par deux théories différentes: la théorie incrémentale et la
théorie de déformation.

Dans ce chapitre nous allons commencer par donner une description
géométrique des coques torisphériques et elliptiques.
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I- GEOMETRIE DES COOUES TORISPHERIQUE ET
ELLTPTIOUE

On considère dans un repère global (O,xl,x2,x3;, une coque de révolu-
tion autour de I'axe Ox3, dont la surface moye^nn€ est décrite PQr l^es coor-
données locales s et e du repère local (O',ar,a2,a3), fig. I-l où al,a2,a3 sont
respectivement identifiées à s, 0 et z (on rappelle que z est l'ordonnée sui-
vant la normale de la surface moyenne). Tout point A appartenant à cette
surface est caractérisé par les composantes du vecteur Q\:

x 1 = r(s)cosO
x2 = r(s)sinO
x 3 =A'A= q(s) (r-1)

fig. I-1 Géométrie d'une coque de révolution
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A partir de ces coordonnées intrinsèques: (l'abscisse curviligne s et
I'angle 

^0;, 
on cherche le tenseur de la premièe for1e a"p 9e la surface et

te tànseui de la seconde forme bog de la surface, qui noud donne les diffé -

rentes courbures bap relatives à la coque de révolution.
Les tenseurs iovariant aop ou contravariant ao9 dim de première

forme sont donnés par:

acrF = ""u = 
Lo

(r-2)

Le tenseur covarianl bcÊ dit de deuxième forme et sa forme mixte
associée bog sont donnés Par:

I

;lL' ;,1

=[ï',' ,,^:,,,JboF

2
dq/dsdr 0

bi . (r_3)
rdq/ds

On rappelle, que le lien entre bop et bop est donné par I'expression
tensorielle:

bop=aorb'Y (I-4)

Vu que, bog=O pour a*p, les directions circonférentielles et méridien-
nes soni les diiections principales de courbure. Les directions relatives à s
et e sont aussi des directions principales^ du tenseur de première forme,
car les composantes des tenseurs âsg et aoF sont nulles pour a*p.

Nous allons appliquer ces reldtions à une coque de révolution, de
géométrie connue. On s'intéressera par la suite aux coques torisphériques
et elliptiques.

I-1 Coque torisphérique

C'est une coque de révolution d'épaisseur h, composée par un assem-
blage d'un cylindre, d'un tore et d'une calotte sphérique fig I-2,
[A3],tG1l,[G3],[G4], [L1]. Le raccordement géométrique entre la partie
torique et la calotte sphérique, est donnê pat I'angle de raccordement q'
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défini par la relation suivante:

gr = arc[cos(R-R,)/(Rs-Rr)] G-5)

où R est le raYon du cYlindre de base
R, est le raYon du tore
\ est le rayon de la calotte sphérique-
1" est la longueur de la partie cylindrique'

. , -  Spnenco{ Cop

_ Toru s

lc

fig. I-2 Coque torisPhérique

Pour les différents éléments de cette coque torisphérique le tenseur
bap est de la forme suivante:

(r-6)

Dans toute la suite, on adoptera les notations suivantes pour les compo-
santes du tenseur bop:

Cr = blr er Cz= bzz (I-7)

où C1 est la courbure principale dans la direction méridienne et C2 est la

b'Ê=L: J



-38

courbure principale dans la direction circonférentielle.
D'aprês cesïotations, les composante_s -dulenseur bop dans le cas de la

coque tbrisphérique sont donné par tab. I-1. On remarque que -la seconde
courbure principâle C2 varie (dans la direction méridienne) en fonction de
I'abscisse^curviligne s sur la partie torique. Pour cela on la note par C2(s).

cylindre tore calotæ sphérique

q 0 1R, 1lRs

a 1/R Ç(s) 1R,

tab. I-1 Courbures principales de la coque torisphérique

l-Z Coque elliptique

C'est aussi une coque de révolution,lG2],[86],[B8], d'épaisseur h,
composée seulement de deux parties raccordées entre elles: un cylindre de
tayor R et de longueur l" et une ellipse, de demi a>(es notés a et b, fig.I-3.

fig. I-3 Coque elliptique

En gardant le même système de coordonnées locales que précédemment
(s,0) ét connaissant les équations paramétriques de I'ellipse, on peut dé-
terminer facilement les expressions des courbures principales Co. On
ffouve:

CFablt3tz C2=(bla)t-Ltz



ou
r=a2sin20 + b2coszq. (I-9)

où 0(s) est I'angle paramétrique de I'ellipse variant de 0 à nl2.
I1 en résulte, quele tenseur bop sur chaque élément de cette coque el-

liptique est donné par:

-39

11-10)

où C1 et C2 sonr données sur chaque partie de la coque elliptique par le ta-
bleau suivant:

cylindre ellipse

q 0 ablt3t2

o 1/R blatrn

tab.I-2 Courbures de la coque elliptique

On remarque que les deux courbures principales varient, le long des
lignes méridiennes au lieu d'une seule, dans le cas de la coque torisphéri-
que.

b 'p=[ :  

; ]
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II- FLAMBAGE LOCAL DES COOUES DE REVOLUTION
SOUS PRESSTON INTERNE

II-1 Origine du flambage local

A partir de la théorie linéaire de membrane, les forces de membrane
notées p. N, et Ns, d'une coque de révolution sous pression interne p,
sont données par les relations suivantes[T2]:

N. = pl2C2

Ne = (plCù(l-Ctl2cz)

(r-1)

(tr-z)

En introduisant, l'épaisseur h de cette coque, dans les relations ci-des-
sus, on obtient les expressions des contraintes de membrane:

or= p/2hC2 oe = @l2hCù(2-CJCz) (rr-3)

où o, est la contrainte méridiennê, o0 est la contrainte circonférentielle.
On rappelle que les courbures principales ont été présentées aux tab. I-1
et tab.I- 2.

Les courbures principales Co, l'épaisseur h et la pression p sont des
grandeurs positives. Il apparaît clairement que 06 peut devenir négative, si
le rapport des courbures principales dépasse la valeur 2. Donc, la con-
trainie ospeut être compressive. La condition C1/Cr>2 est remplie, pour
certaines coques de révolution, dont au moins I'une des courbures princi-
pales est variable. Alors, il peut y avoir un flambage circonférentiel sur
ôe genre de coques, mais cette possibilité dépend de plusieurs facteurs: de
géométrie, de propriétés du matériau etc...[G3].

Nous allons examiner dans la suite, cette question dans le cas des co-
ques à géométrie simple et présentant, au moins, la variation d'une seule
courbure principale.

II-1-l Flambage local d'une coque torisphérique

Les valeurs attribuées au tenseur bog de cette structure, voir tab. I-1,
nous montrent, que le rapport des courbures principales C1lC2 prend les
valeurs successives: 0 sur la partie cylindrique, 1 sur la calotte sphérique
et l/(Rrc2(s)) sur la partie torique. Comme Cz(s) varie de llR à l/Rs,
alors Crlczprend les valeurs R/R, à R/&. Par construction géométrique,
on a généralement R< R < R.. En choisissant une forme donnée, de coque
torisphérique exprimée par un rapport: R./R,>2,le rapport des courbures
principales C1/C2est aussi supérieur à 2 surl'ensemble du tore. Il enré-
sulte alors que la contrainte og ost compressive sur cette zone, d'après les
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relations (II-3).
Nous avons présenté, sur la f ig. I I- l , l9.s deux contraintes osetOspour

cette coque de iévolution, susceptible de flamber, sous I'action de o6.

100

50

0

-50

100

150

-200

00.5  1 1.5  2
Abscisse curviligne rapportée au rayon de base s/R

fig. II-1 Etat de contraintes dans la coque torisphérique d9 géométrie:
R=68. 5 8mm, RF27 .94mm, Rs= 1 37. I 6mm et l"={L 1 48mm

Le phénomène d'instabilité qui apparaît sur ce type de coque, est un

flambage circonférentiel local. On remarque que o6 êst compressive sur

tout le iore. Son maximum en valeur absolue se situe au niveau de la jonc-

tion tore-sphère.

lL-l-z Flambage local d'une coque elliptique

Comme nous I'avons vu précédemment, I'instabilité de ce type de
structure dépend aussi du rapport des courbures C1/C2. Fn. particulier,
pour la coque elliptique, le râpport des axes de I'ellipse a/b joue un rôle

i*portunt ôans t'instâUitité de ôette structure. En effet, le rapport Crlcz
dépendant de la géométrie de I'ellipse est donné par la relation:

C/C2=@lb)2/[cos20+(a/b)2sin'0] GI-4)

(l)
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A partir de I'expression ci-dessus, on peut connaître la région où o6
devient compressive. Cette région correspond à différentes valeurs de
I'angle Q, vérifiant la relation suivante:

sinS < t t((a/b)2-Dl2((alb1z-111rr2. (tt-5)

Cette expression n'a un sens, que si on choisit un rapport d'axes an>tlZ.
On remarque que, pour alb -^12, la contrainte o6 n'est négative qu'au
point de raccordement entre les parties cylindrique et elliptique.

Les modèles de coques étudiées par la suite, auront un rapport alb>z.
Tenant compte de cette condition, tout en ne s'intéressant qu'à la partie el-
liptique, on peut évaluer les limites du rapport C1lC2, sachant que I'angle
Q appartient à I'intervalle f},rclZl. En effet, pour un rapport a/b donné, on
obtient les situations suivantes:

pour 0=0 C1/C2=@tb)2>2
pour Q=nlZ CllCr=1 (rr-6)

Il en résulte que la contrainte og n'est compressive que sur une por-
tion de la partie ellipse, donc le flambage ne se manifestera que sur une
portion de l'élément ellipse. On a aussi dans ce cas une instabilité locale.
Pour illustrer ce phénomène, on a représenté fig. II-2, une coque ellipti-
que de rapport d'axes alb=2, et de rayon de base R. On s'aperçoit, eue os
est compressive à partir du point de raccord (cylindre-ellipse), et devient
un "peu" positive, en étant toujours sur la partie elliptique. La partie inté-
ressante est celle correspondant à os(O, et son maximun se situe au niveau
de la jonction cylindre-ellipse.
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o 0 .2  0 .4  0 .6  0 .8  1  1 .2  1 .4  1 .6
Abscisse cufliiligne rapportée au rayon de bæe s/R

fig.Il-Z Etat de conraintes dans une coque
elliptique alb=Z avec R=a=68.58mm , lc=25.4mm

i lr- LoIs PLASTIOUES UTILISEES POUR LES COQUES
DE REVOLUTION ETUDIEES

Le dimensionnement au flambage plastique d'une structure, nécessite
en plus des données géométriques de cette structure, I'utilisation d'une loi
de ôomportement plastique. Pour modéliser la plasticité, on considère les
deux lois plastiques suivantes: la théorie incrémentale et la théorie de dé-
formation-du Jz, toutes les deux étant associées au critère de Von-Mises.
Pour caractérisér complètement le comportement il suffit alors de connaî-
tre le coefficient de Poisson et la courbe de traction uniaxiale.

A cause des hypothèses de Love-Kirchoff et de la minceur de ces co-
ques de révolution, on peut ne considérer que la partie bidimensionnelle
du tenseur des défomations rog. Dans le contexte des petites déformations,
on peut décompoSer tog en deux parties: une partie élastique €eop et une
autre plastique ePaÊ:

eoF=e"oÊ*ePsF. (trL1)
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Nous considérons par la suite, que le comportement plastique est tra-
duit par une relation entre les déformations Êcrp et les confraintes bidimen-
sionnelles ooF de la forme suivante:

à"F =E.H"PrôLÉ, (rrr-2)

où HoÊvô est le tenseur adimensionnalisé des modules instantanés en con-

raintes planes, E est le module d'Yolng.
Les 

^composantes 
du tenseur HdFTô, peuvent être déterminées à partir

des composantes du tenseur des souplesses MoFrô, défini par la relation

suivante:

eoÊ = (l/E).M'pyo àrô (trr-3)

Les composantes de HaFrô seront alors calculées, par inversion de la
matrice associée à MoÊyô.

III-1 Courbe de traction uniaxiale

La courbe utilisée[G2] pat la suite, est celle donnée par la fig. III-1.

0.1180

0.1200

0.1267

0.1333

0.1  1  80

1.30

1.50

1.80

fig. trI-l Allure de la courbe contraintes-déformations

On distingue deux régions:
-une partie élastique linéaire définie par:

acier v=0.3

(oÆ)x102

E=o/e V €St"  ( I I I -4)
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-une autre région caractérisée par des segments de droite reliés entre
eux, et définis par leurs pentes, obtenues par:

E=ôlô V t ) ty  ( I I I -5)

où E, esr appelé le module tangent et ey est la limite élastique. On définit
dans les -è*es conditions, une autre pénte notée Pd E, et appelée module
sécant, comptée à partir de I'origine des axes e et o, sa définition est don-
née par:

Es=o/e V t )€y ( I I I -6)

On remarque que dans le cas élastique, les relations (trI-S) et (III-6)
deviennenr identiques à (trI-4). Il en,ressort, qu'on peut lier les différents
modules (E, Et e[ Er), quelle que soit la déformation dans le cas de la
courbe contrainie-déformation que nous avons décrit:

1 V e<F- .-v

EEr-(EÆ,-1)o, /o"  V €) ty  ( I I I -7)

où ou est la limite élastique en contraintes et oeest la contrainte équivalen-
te dd chargement considéré (pression interne).

III-2 Expressions des modules tangents selon le modèle de
plasticité

Nous allons procéder en détail, au calcul des modules tangents autour
d'un état de contraintes plan et biaxé, en particulier de l'état de contrain-
tes de membranes donné par (II-3). Ce calcul sera réalisé par les deux
types de lois de comportement considérées, la loi incrémentale et la loi de
la déformation.

III-}-L La théorie incrémentale (flow theory)

On rappelle qu'en théorie incrémentale, le taux de déformation total
Êçrp est donné par la relation suivante:

éoF = (1Æ) [(1+v)ooF-vonôop+h(J)SoFs*rsH] (trI-8)

E/E. = {



-46

où ;n est la trace du taux de contraintes oo0, ôog est le symbole de Kro -

necker, J2 est le second invariant du déviateur dei confraintes. On rappelle
que le fieï entre J2 et la contrainte équivalente oe est: J2=6.2/3. h(Jt) est
une fonction scalaire définie Par:

h(Jd = (3t41ù(E/Er-1) (III-9)

On rappelle que les coques torisphérique et elliptique, sous la pression
interne p, dévelôppent des contraintes de membrane, dont le rapport a un
rôle important dâns l'élaboration des expressions des modules plastiques.
pour cela, nous allons exprimer la contrainte équivalente oe en fonction
de la pression. Connaissant que o"=(3/2)SUSii (SU est Ie déviateur des con-
traintes) et I'expression des contraintes o, et os, on obtient:

o" =(pl(ZCzh))t a2 - s. +llrtz (ru-10)

où o est le rapport: os/o., il peut aussi être formulé, à partir des courbu-
res principales Co, des coques de révolution:

cr(s) = 2 - Crl L, (m-11)

Dans toute la suite, on adoptera la notation ci-dessus.

En tenant compte des relations (Itr-3), ([[I-7) et de (III-9) à (trI-11),
la matrice tMl de ce modèle, associée au tenseur Magyô définie par la
relation:

àop =(l/E )MopyooÉ

a pour composantes:

Mrrn = 1 + QZ)(EtEt - 1)e12

Mzzzz= I + (Il4)(ElÙ-l)e22

Mnzz = -v+ (Il4)(EtEt -1)e1e2 = Mzzrr

Mrztz=2(1 +v) '

(rtr-12)

(rrr-13)

Les facteurs eo sont obtenues à partir des contraintes de membrane
(II-3) et de la contrainte équivalente (III-10). Leurs expressions sont:

e1 - (2- a)/{o2 - CI, +1 èt e2-- Qu -l)/',1u2 - ct, +l (trI-14)
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La loi de comportement du modèle incrémental est alors:

ocrÊ = E HoÊTôeyo (trr-14)

On détermine les composantes de la matrice [H] associée au tenseur HcFvô
en inversant la matrice [M], on obtient:

111 I I I = MzzzzlUVI r r r tMzzzz- Mrrrr')

flr22 = -Mnzzl[Mrrr rMzzzz- Mrrrr'f

g22?'2 = Mrrr r/[Mr ntMzzzz- Mrrzrzf

gl2t2 = 1/[2(1+v)] GI-15)

Pour alléger l'écriture des composantes des tenseurs d'ordre quatre,
MaFyô et HoPS;on adoptera dans touÈ la suite, les notations habituelles en
calcul des sffuctures:

Mrrrr  = Mtt

Mrrzz= Mrz

111111 =  f l l1

ylrzz - HIz

Mzzzz = Mz2

Mntz= M33

p12222 - H22

gl2r2 - H33 (trr- 16)

On remarque que le module sécant E, n'intervient pas dans tous les
coefficients de comportement plastique. Par contre le module tangent Er
est présent pafiout, sauf au niveau du dernier coefficient: Hrr. On consta-
te que le module de cisaillement H33 de cette loi, est identique à celui de
l'élasticité.

Généralement, c'est ce coefficient qui rend cette loi peu réaliste pour
les calculs de flambage. Par contre on note une chute sensible des autres
coefficients (inférieurs à I'unité), au delà de la limite élastique. Ils dépen-
dent seulement de E, (voir courbe contraintes-déformations considérée) et
de la géométrie de la structure: ce dernier point peut paraître surprenant,
mais ces modules instantanés ne dépendent que de la direction du champ
de contrainte qui dans I'approximation de membrane est une fonction
connue de la géométrie de la coque; on a reporté I'expression de ces con-
traintes de membrane pour obtenir les relations (III-13).
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lll-2-2 La théorie de déformation du JzQz theory)

Dans ce cas, on formule le taux de déformation total Ëop, en introdui-
sant deux fonction scalaires: h(JD et sa dérivée par rapport au deuxième
invariant J2, notée par h'(J2). La relation relative à cette loi est donnée
par:

Ëog = (1/E) [(1+v)ooF-vonôop+h(JtscrÊ+h'(J)SoÊS*,Skr] (Itr-lS)

où les fonctions scalaires h(J) et h'(Jt sont données par:

h(Jz) = 312 (EÆs-l) et h'(J) = (314Jù(EÆr-E/Es)' (trI-19)

On détermine les composantes de la matrice [H], associée au tenseur
HcrFvô relatif à ce modèle plastique par le même procédé, utilisé dans la
première loi plastique. Ainsi, on obtient les composantes de [M], données
par:

Mrr = ElE, +It (ElErElEJer2

Mzz = EÆr+ Il4(ElErElEr)e2z

Mrz = -v+IlT -ElZBr+l I 4(ElE{E/Er)e1ez

M3l = 2(1+v)+3(E/Es -1) (rrr-20)

les facteurs eo sont identiques à ceux de la loi incrémentale, voir relations
(rrr- 14).

On retrouve comme dans le modèle précédent la matrice [H] par in-
version de la matrice tM]. On constate, I'influence de deux modules tan-
gent Eret sécant E. en plus du module d'Young E. On remarque que tous
les coefficients de comportement de ce modèle plastique, chutent au delà
de la limite élastique. 

^En 
particulier,le module Oe ciiaillement 

"lr, 
Qr1i

était constant (éga[ à celui de l'élasticité) dans le modèle plastique décrit
précédemment, présente ici une diminution sensible. En effet, sa valeur
est donnée par:

H33- r t l2(1+v)+3(E/Es - 1)l (rtr-21)

où v est le coefficient de Poisson.
On peut alors évaluer le rapport des coefficients de comportement H33

relatifs aux deux lois plastiques. Pour cela, on introduit le module de ci-
saillement élastique ;.r-(on rappelle: lt=El\(I+v)) et on définit un module
de cisaillemenr ,é"*i p, (pr=ËH33 où H33 est celui donné par la loi de dé -



-49

formation du JJ. En évaluant le rapport entre les deux modules de cisail-
lement (sécant et élastique), on obtient:

Pr/F = 1+3p(l /Es-l /Et) (rtr-22)

Ce rapport est mentionné dans de nombreuses publications[H2], [M1] et
IT3].

Pour une comparaison globale des coefficients de comportement plas-
tique des deux lois étudiées, on remarque que les modules de comporte-
ment associés à la théorie de déformation du J2 sont inférieurs à ceux as-
sociés à la théorie incrémentale. Ceci est dû à I'inégalité (Et<Es<E) qui
existe entre les trois modules: le module tangent, le module sécant et le
module d'Young et à leur apparition dans ces lois plastiques. En effet,
dans la première loi on retrouve deux modules seulement (E et E,), par
contre dans la seconde loi, les trois modules (E' E, et E) interviennent
dans ces expressions. Dans notre étude du flambage plastique, on a gardé
E, constant, par contre E. varie en fonction du chargement (pression in-
terne p). It en résulte que ces coefficients de comportement vont influer
sur l'étude du flambage plastique des coques de révolution (coques toris-
phérique et elliptique sous la pression interne).

IV. FORMULATION DU PROBLEME DE FLAMBAGE
PLASTIOUE

Pour établir l'équation du flambage plastique, des coques de révolu-
tion sous pression interne p (coques torisphérique et elliptique), on appli-
que le critère de Hill. Dans le contexte des coques minces, de surface
moyenne Ç), d'élément de cette surface noté dQ et dans le cas des coques
de D.M.V, la formulation variationnelle du critère (voir relation II-9) du
chapitre I), s'écrit:

I
J ,, [Nt"Fl &y(opy +M(oÊ) ôq6rpy +No(oF) *,oôw,pldQ= 0 GV-1)

intervenant dansNous allons par la suite définir, tous les termes
l'équation variationnelle (IV- 1 ).

IV-l Cinématique de D.M.V.

On rappelle, que le tenseur des déformation ÊaÊ , dans le contexte
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des coques minces et les hypothèses de Love-Kirchoff, est fonction de la
déformation de membrane YsÊ et de déformaûon de flexion Kop. La rela-
don entre Êsp et les tenseurs TaF et Kop est donnée par:

eoÊ =Yag * z:r.og GV-2)

où z est la coordonnée suivant la normale à la coque, mesurant la varia-
tion dans l'épaisseur de ces coques de révolutions- En théorie de D.M.V.,
les expressions des tenseurs Ta$ et Kop en fonction du déplacement sont:

Ttt  = u1,1 -C1w +L/Zw,12

Tzz= uz,z -lrzzul -b22w +I12w,22

ZTn= u1,2 * tt2,1 '21212u2 *w,1w,2

K l r  =  w , l l

Kzz=w,22- f l22w, t

2f  n =2W ,IZ -2fLpw ,2.

avec bzz-rz(s)

où u1, u2 Sont respectivement les déplacements dans les directions méri-
dienne Jt circonférentielle, w est le déplacement normal à la surface
moyenne de la coque. logrest le symbole de deuxième espèce de Chris-
toffel sur la surfacê moydline de la coque de révolution (voir ses valeurs
en Annexe, (A-1)). Une représentation de ces déplacements fig. IV-1, sur
I'une des coques étudiée, est celle de la coque elliptique.

(IV-3)
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fig. tV-l Représentation des déplacements dans la coque elliptique

Pour appliquer le critère de Hill, on a besoin des quantités incrémenta-
les associéés aux tenseurs de déformation de membr4ne YsÊ et celui de dé-
formation de flexion rop. Ces quantités sont données par:

Yt t  =  u1,1 -C1w +wo,1w,1

Tzz= uz.z -l1zzu1 -b22w+*,o2*,2

\yr,z =u1,2 +u2,1 -Zl2 rz;z+ *o,1*,2 *wo,2w, 1

K l r  =  w , l l

n l
Kzz= w,22' l  '22w 

, l

Zir, = 2à Jz -212 pw ,2

où on note par wo le préflambage de la coque étudiée.
On suppose que la variation de I'incrément est nulle, c'est à dire que les

variations des déplacements virtuels sont constantes. Sachant que la dé-
formation de flexion est linéaire en déplacements, alors les variations des
composantes du taux de déformation de flexion sont nulles. On obtient
alors, en négligeant les rotations avant flambage exprimées par le terme
wo,r, seulement les variations incrémentales relatives au tenseur de dé-
formation de membrane qui sont non nulles:

(rv-4)
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ôTr,  = * ,1ô*,1

6|zz=w,zô*,2

26+n - *,rô*2 +w,2ôw,1 (IV-5)

IY-2 Introduction du comportement plastique dans le critè'
re

A partir de la modélisation utilisée pour le comportem€nt plasti_9ue.,, on
introduit les contraintes incrémentales résultantes, notées par N(op'r et
14(crF) respectivement de membrane et de flexion. Pour une épaisseur h
constante àans le cas des coques étudiées, on peut donner les expressions

de ces tenseurs en fonction du comportement plastique:

N<"pl = gpgoPyôïyol.

tr4(crF) =(Eh3/ 1 2)HdPrôK(ïô)

où tspl désignent les composantes physiquel gui sont définies en Annexe
(voir A-11), E est le module d'Young et Hoplo est le tenseur de comporte-
ment associé aux deux lois plastiques décrites,précédemment.

Dans la relation (IV-l), le tenseur No(cFt caractérise le chargement
fondamental, dont ses deux composantes No(l l) et No(22), Sont identifiées
respectivement à N* et Ns, (voir expression (II-3)), les autres composan -

tes No(12) et No(21), iont nulles car il n'y a pas de torsion dans la coque
avant flambage.

En injectant les relations (IV-6), les expressions de N.et de.Ns, dans
(1y-1) ei en divisant par E, les deux membres, de l'équation variationnel-
le. on obtient:

(rv-6)

l .  ^  ^ .

J r, { nn"0tu T,ru%pl +h3 | rzlHc,,utu *,oru* 
*l

(ptB)lIl2Q w,rrFw,rri+ Ll2\aw ,(2)ôY(2) I )dÇr= 0 GV-7)

On trouve bien un problème de valeurs propres en pÆ, où la plus petite
représente la charge ôritique, au sens de Hill. La recherche des pÆ, analy-
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tiquement est quasi impossible. On utilise donc, une des méthodes numé-
riques, par exemple on opte dans notre cas, poùr la méthode des éléments
finis, pôur déterminer la pression critique du flambage plastique, des co-
ques torisphérique et elliptique.

IV-3 Formulation en éléments finis du problème de flamba.
ge

Le principe de la méthode des éléments finis,lZl],lB2l, consiste à
remplacer les équations générales d'un milieu continu, par celle d'un mi-
lieu discrétisé en un nombre fini d'éléments. Ces éléments sont connectés
entre eux par une série de points appelés noeuds. Ainsi, le problème va-
riationnel du flambage plastique (IV-7), peut être écrit sous une forme
matricielle (milieu discret), de la façon suivante:

élrs

>Jt{htHl{vl Itt f l I  +{h3tlzl l l{1(}}t{ô*} +
t=r 

Ç)e

(ptï)tllzCz ) *,r,1 ôw,(r) +QIZC2)o fu,rr) ô*,(r) J]oOr= 6 (IV-8)

où dÇ). est un incrément de la surface moyenne englobant l'élément de la
coque, le symbole { i est un vecteur colonne et { }r est son Eansposé.

La résolution par ta méthode des éléments finis se fait par approxima-
tion, soit sur le champ de contraintes, c'est le modèle "force", soit sur le
champ de déplacement, il s'agit alors du modèle "déplacement". Dans
notre étude, nous allons opter pour le second modèle de résolution. Pour
cela on cherche à déterminer le champ de déplacement {u} aux noeuds en
utilisant des fonctions polynômes d'interpolation. Elles sont aussi néces-
saires, pour I'approximation des courbures principales variables, pour les
coques étudiées (coques torisphérique et elliptique). La symétrie de révo-
lution et du chargement (pression interne), dans ces structures nous per-
met de considérer des éléments filiformes à deux noeuds.

V-3-l Approximation de Ia géométrie

Chaque élément, fig. IV-2, de la coque de révolution est construit à
partir de noeuds notéS par 1 et 2, dont les coordonnées dans un repère
global (O,x,y) sont représentées par les couples (xr,yr) et(x2,y2). On note
par gr et ez respectivement les pentes de la tangente à l'élément, à la sor-
tie des noeuds I et 2. L'utilisation de trois coordonnées Xa, Ya et 90 en
chaque noeud pennet une meilleure approximation de la courbe à décri-
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re, en particulier de sa longueur et de ses courbures.

,  9Z

fig. IV-2 Représentation dans le plan d'un élément de la coque

On considère une variable de référence notée (, appartenant à I'inter-
valle [-1,+1], elle prend la valeur -1 au noeud I et +1 au noeud 2.Par
rapport à une approximation classique par éléments finis, nous avons
d'âbord le problème d'une géométrie qui n'est complètement caractérisée
par les données nodales (xa,Yo,9cr). Nous proposons de réaliser une esti-
mation de cette géoméfie par approximations successives. Dans un pre-
mier temps, nous Supposons que l'élément de coque est rectiligne, donc la
longueur de l'élément est donnée par une combinaison linéaire entre les
cooidonnées des noeuds. On obtient alors I'arc de courbe ds au premier
ordre t, en fonction de la variable de rêférence:

(ds/dÉ)2r =Il l(xz-xr)2+(yz-yr)21 =s'r2 (IV-9)

Ensuite on essaie d'approcher l'équation de la courbe grâce à une in-
terpolation par polynôme à'Hermite à partir des valeurs nodales de x(E),
x'(q), y(E), y'(6) en sachant que:

x'=dx/d€= cos<p.ds/d( et y'=dy/d6= sing.ds/d( (IV-10)

Comme ds/d[ n'est pas connue exactement, on reportera son approxi-
mation à I'ordre l. On construit aussi successivement les valeurs nodales
de x'((), y'(E), puis la première approximation de la courbe et la seconde
approximation de ds/dÇ:

(xr,!r)

(x'Y2)

x'o= cosQaS'I Y'c, = singos'1. ( IV-11)
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xr (\)=l | 4(N 1 x 1 +N2x' 1 *N 3 X 2*N4x' 2), Y t (1) =I | 4(N 1 y 1+N 2Y.f N { z+N+Y' z)
(rv-12)

(ds/d()2u =(dx1 ld\)z +(dyn ld\)'=s'r2 (rv- 13)

où Ni (i=t,+) sont des fonctions d'Hermite (voir Annexe, (A-2)). On arrê-
te le processus à I'ordre rrr, et on accepte la longueur de l'élément donnée
par I'expression de ds:

(ds/dÇ)2nr = (dx,, ld\)2 +(dyn ld\)' =s'rrr2 (IV-14)

où x11et yu sont de même nature que (IV-12), seulement il faut remplacer
dans (IV-l1), s'l pâI s'n.Dans la suite de notre étude, on identifie Xn, Ylr
et s's1 respectivement à x(q), y(6) et s'(€). Ceci permet d'avoir une ap -
proximation des courbures principales en fonction de la variable de réfé-
rence 6. On rappelle que les expressions explicites des deux courbures
principales pour une coque de révolution sont les suivantes:

C 1=(y "x'-y'x " )/(x' 2 *r'21312 cz=llx fy' l(x'2+y'21rt21 (IV-15)

Ces approximations nous permettent de mettre en oeuvre I'intégration
numérique. En effet, une surface moyenne élémentaire dQe fig. IV-3, de
I'une des coques de révolution étudiées ayant pour frontière la longueur
de l'élément s'écrit:

dQr-rdsdO =x(E)s 'd(d0 + C)e (rv-16)
+ l

f
-znJx(()s'd(

- l
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\
td ,  \-T{

où U1, \)2etW ne dépendent que de l'abscisse curviligne S, et où n est le
nombre d'ondes circonférentiel. On prend des variations du champ de dé-
placement {ôu}, telles que le produit {ôu}t{u} soitréel et ne dépend que
de s. On obtient alors:

ôu1= ôur(s)e-int ôu, = -iôuz(s)e-ine et w=ôw(s)e-ine GV-18)

On considère que les composantes tangentielles du champ de déplace-
ment {U}, donné par Ur etU2 sont combinaisons linéaires des déplace-
ments respectifs aux noeuds. Par contre le déplacement suivant la normale
à la surface moyenne, 

'W, 
est représenté par des fonctions d'Hermite des

déplacements normaux aux noeuds. A partir de ces deux hypothèses, le
champ de déplacement {U} aux noeuds est interpolé par les fonctions
polynômes:

dç)e

I
-)

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

\1
\

\

fig. IV-3 Surface moyenne englobant un élément de discrétisation
de la coque de révolution

IV-3-2 Approximation du champ de déplacement {u}

A cause de la svmétrie de révolution existant dans les structures étu-
diées, on suppose le mode de flambage {u} de la forme:

ur = ur(s)eine uz = iUz(s)gin0 et w=w(s)eino (rv-17)

U 1 =[( 1 -()t2] U s+l[+\)t2\ U n U2 =[ ( 1 -() I 2]U zû[Q+\) t2] U 22
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W = (1/4XNrW 1*N2S'V/1,1*N3W2*N4s'W2,1] (rv- 19)

où U,,n est le déplacement Ud au noeud Ê, Wa représente le déplacement
normll à h surfâce moyenne de la coque, au noeud o, fig. V-4. Les gran-
deurs N1, N2, N3, et N4 définissent les fonctions d'Hermite, données en
Annexe, relatior (A-2), et s' est la dérivée par rapport à la variable de ré-
férence ( de I'arc de courbes (IV-14).

H

H
fig. IV-4 Représentation des déplacements au niveau de chaque noeud

de l'élément issu de la discrétisation de la coque de révolu-
tion

Dans les relations de la théorie de D.M.V, (voir relation (IV-3)),
apparaissent les dérivées première et seconde (ici seulement_par.rapport à
s, à'après (IV-17) et (IV-18)), des déplacements Ud et W. On détermine
donc,ces dérivées de Uoet \V (IV-19) par rapport à I'abscisse curviligne
s, en fonction des déplacements aux noeuds Uog et Wo Pil des fonctions
polynômes en effectuant leurs dérivées successives par rapport à la varia-
bte Ç. On obtient, ainsi les dérivées successives de Uo et W par rapport à
S :

IJr,r= (-1l2s')Ur 1 +(Il}s')U p IJ2,t = (IlZs')U21+(IlZs')U22

W, 1 =( I /4)[B rW r+B2!V 1, 1*B3\il2+BaW2, 1]

W,11 =(1/4)[D1W1+D2W1,1+D3W2+DaW2,1] GV-20)

On remarque qu'en effectuant les dérivées successives du déplacement
normal W, on obtient des polynômes en ( longs à écrire. On pose et on
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noæ par 81, 82, 83, B+, Dr, Dz,D3 et Da des fo.19ti-ons 4. É,. qui sont con -

teou"i Aani tes deux dernières expressions de (fV-20). Ces fonctions sont:

Bt=Nt'/s' B2=Nz'+N2s"/s' B3=Nt'/s' B+=N+'*N4s"/s'

Dt=Nt"/S'2 - Nt'S"/S'3 DZ=NZ"/S'+N2'S"/S'2+N2S"'/S'2 -1qrt"27a'3

D3=N3"/s'2 -N3's"/s'3 D+=N+"/s'+N4's"/s'2+N4s"'/s'2 --f-+9"2/s'3(IV-21)

[,es quantités N1' et Ni" (i=r,+) sont les dérivées première et seconde des
fonctions d'interpolation d'Hermite N1 (voir Annexe, (A-3)). S', s" et s"'
sont les dérivéès successives de s par rapport à E. Sachant que
s'-[x'2+y'21rt2, (expression (IV-13)), on obtient les expressions de S" et
s t t t :

g" = (x'x"+y'y")/s' et s"'=(7ç"24y"2+x'x"'+y'y"'-s"2)/s' G\f -22)

où x', x", X"', y', y" et y"' sont les dérivées successives de x et y par rap-
port à la variable de référence (.

Pour garder une notation courante, dans le calcul éléments finis, on
note par {q}" le champ de déplacement élémentaire aux noeuds dont ses
composantes sont définies par:

{q}"={Utt ,Uzt ,W1,Wl, l , lJp, lJ22,W2,W2,1}T ( IV-23)

où la partie de gauche du second membre de la relation ci-dessus, concer-
ne le noeud no I et celle de droite, le noeud no2.

IV-3-3 Mise en équations en éléments finis

Le calcul du flambage plastique en éléments finis sur le modèle de dé-
placement fait intervenir le lien entre le champ de déplacement le long de
i'élément {U}t, le champ de déplacement élémentaire aux noeuds{q}' et
la loi de comportement plastique sous une forme discrétisée au niveau
d'un seul élément de la coque de révolution. D'après les approximations
faites précédemment sur le déplacement on peut écrire ce lien sous la
forme:lUG))"=[Bd(€)]{q}" où [Bd] est la matrice de passage faisant inter-
venir les polynômes d'interpolation (voir Annexe, tab. A-2). Dans notre
étude, c'est la formulation en vitesses de déplacement élémentaire {U}eet
en variation de déplacement élémentaire {ôU} donnée en Annexe (formu-
les (A-4) et (A-5)), qui nous intéresse. Pour cela on formule ces relations
en fonction du champ élémentaire de vitesses aux noeuds {q}t e_t de la va-
riation du champ de déplacement élémentaire aux noeuds {ôq}e,(voir
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(A-6) et (A-7)), de la manière suivante:

tÛ)'  =tgol {q} '  et {ôu } '=[Bd]{ôq}'  (rv-24)

On peut aussi lier le taux de déformation élémentaire {t}t, défini par:

{r}t= {yir,yrr,2nr,*, 1,i22,,ir,j1r (IV-25)

avec le champ {à}t p. une auffe matrice de passage notée par: [B], dont
les composantes (voir Anaexe, tab. A-1), sont d'autres coefficients dépen-
dant de la variable (. Il en est de même pour le vecteur variation des dé-
formations {ôe}. Cette liaison est:

1Ë1'=p11i1' et {ôe}'=[B]{ôq}' (rV-26)

Le comportement plastique du matériau peut se mettre sous une forme
matricielle, pour un élément de la coque, à partir des théories de la plasti-
cité décriteiprécédemment. En effet, en nôtant par {ô}t le vecteur taux
de contrainte élémentaire, défini par:

1 o 1 "= 1 yt t t1,51tzz;, 1t1t tzl,Olt t tl,14tzzl,tr4( t 2) I r GV -27)

on trouve une relation entre les vecteurs {o}t et {e}t en utilisant les ex-
pressions (IV-6) du comportement en membrane et en flexion, qui est :

{o} '=PtCttel '  GV-28)

où E est le module de Young et [C] est une matrice décrivant le compor-
tement du couple membrane flexion; cette matrice dépend de l'épaisseur h
de la coque et des modules instantanés bidimensionnels adimensionnalisés
[H]. L'expression de [C] est:

Inr"r ro] I
lcl= | - I GV-2e)L-r 

I ror n%aruJ

On a vtr que la caractérisation de la charge critique se ramène à I'an-
nulation de la forme bilinéaire (IV-8). Cette forme bilinéaire sur la
Structure se décompose sur les éléments de la manière Suivante:
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JItnrnrtv) )tt ôy1 +{tr3tl l l l l t  *ttt{ô*} +
Ç)e

(pt1)l(ll2c,) i ,r,lôw,(r) +QIZCù cr w,tzl ô w,1z; l]AO.= g (rV-30)

En utilisant les définitions attribuées aux vecteurs taux de contrainte et
à la variation des déformations, les deux termes qui constituent cette ex-
pression, peuvent être respectivement reécritsous forme matricielle :

{ ôy} r { htHl { y}+ { ôr } r{ (h3/ 1 2) tHl { r } = l/E { ôe } r{ o }

( 1 /2 CDôw, C, I J, t, )* ( | | 2C z) c-ô*, 1r;*,1r r= (I | 2C 2)0ry', r, l*

(U2C)oJ6irrr, (IV-31)

où les quantités ôy,,rr"t ôy122y sont obtenues en remplaçant dans la rela-
tion (IV-5) w et ôw par leurs expressions respectives données par les
formules (IV-17) et (IV-18). En fonction du champ de déplacement élé-
mentaire{U}t, ces quantités peuvent s'écrire sous la forme matricielle
suivante:

ôy r r l={ ôu }er[Dor] { u}'

ôyrzzl= { ôU } " [Doz] { U }' (rv-32)

où les matrices [Dor], [Doz] sont construites à partir de la théorie des co-
ques utilisée (théorie de D.M.V.) et la nature du chargement de la structu-
re. Les composantes de ces deux matrices sont définies en Annexe.

A I'aide des égalités (IV-31) puis en introduisant les relations (IV-24)
à (IV-29), I'expression (IV-30) peut se mettre sous la forme ci-dessous:

T f
{h}tj Blr tq [B]da, {q}'+t(pÆ) (rtzcrlrsf 1ni t uol do. {q}'

Oe
|  , r  Â  .* ! ona) o FtttD;t tBol do, {q} ' l)

oe
(rv-33)
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A cause de la symétrie de révolution de la struccure et du chargement
la forme intégrale de surface peut être réduite à une intégrale de ligne. En
introduisant I'expression (IV-15) dans (IV-30), on peut effectuer cette in-
tégrale de ligne par une méthode numérique. On note par [kt]e: la matrice
Oe rigidité tangente élémentaire de la structure étudiée et par [ko]" sa ma-
trice de rigidité géométrique élémentaire, on obtient les expressions
suivantes:

r .*t
[k ]" = J tslttcl tBlx(6)s'(6)d6

- 1

+ 1
|  . _

lkol'= J G tzcr)lB dlrlDo r I tgdl x(6)s'(E)d6+
- l

+ l
I
J Otxz)(ttzc)cr[Bd]tlDoz][Bu]x(E)s'(6)d€ (IV-34)
- 1

Pour étendre le problème à toute la structure étudiée, on assemble les
matrices de rigidité tangente et géométrique élémentaires de tous les élé-
ments de la strucnre. On définit ainsi, une rigidité globale tangente [Kt] et
une rigiditê, géométrique globale [Ko] de cette structure auxquelles on as-
socie un champ vecteur vitesse total noté {Q}, relatif à I'ensemble des
éléments de la structure. La résolution du problème de flambage plastique
de la coque de révolution sous une pression interne p, par la méthode des

éléments finis s'écrit:

( tKT + (pÆ) [K"] ) {Q} = 0 (rv-3s)

V-3-4 Maillage des coques torisphérique et elliptique

Nous avons vu, précédemment que ces coques sous pression interne
flambent localement, pour cela nous allons mailler finement sur les par-
ties où aura lieu I'instabilité, (une centaine d'éléments au niveau des zones
torique, sphérique et elliptique). Par contre sur la partie cylindrique on
conserve quelques éléments (une dizaine). C'est le maillage donné par la
fig. IV-5.
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IV-3-5 Atgorithme de résolution des problèmes aux valeurs
propres

L'équation (IV-35) à résoudre est un problème de valeurs propres en
pÆ et dè vecteurs propres associés. [æs matrices [Kt] et [Ko] dépendent du
nombre d'ondes circonférentiel n. De plus, la matrice de comportement
[C] (voir relation (IV-29)), dépend du chargement, donc la matrice tan-
gente globale [Kt] en dépend aussi. Ceci permet de dire, que le problème
(IV-35) est un problème de valeurs propres non-linéaire. A cela, s'ajoute
I'effet de la plasticité (évolution de la matrice de comportement en fonc-
tion de la pression) et de la complexité de la géométrie des structures à
étudier: coques torisphérique et elliptique. Ainsi, on a à résoudre l'équa-
tion (IV-35), à chaque étape du chargement (à chaque incrémént de pres-
sion). On aura donc, à effectuer une série de calculs numériques de va-
leurs propres non-linéaires ei vecteurs propres associés de (IV-35), qui
nécessitera un temps machine important, pour la résolution.

L'outil numérique, qu'on utilisera pour cette résolution des problèmes
(IV-35) est un programme COQ, qui existe dans notre Laboratoire.
L'existence de I'instabilité locale au niveau de ces structures nous a amené
à modifier un certains nombre de routines dans notre programme d'ori-
gine COQ, qui était destiné exclusivement à la résolution des problèmes
de vibration où la matrice de rigidité géométrique est toujours définie po-
sitive. Cette difficulté a été contournée tout en conservant I'ossature prin-
cipale du programme, en introduisant dans l'équation numérique un déca-
lage spectral (encore appelé shif| sho, ce qui permet de rendre la matrice
de rigidité globale définie positive. A partir de cette considération la rela-
tion (IV-35) peut se mettre sous la forme:

( tKT + (pÆ)tKol + sholll - Àtll I {q} = 0 (Iv-36)

où [I] est la matrice unité. Pour chaque nombre d'ondes n, la pression cri-
tique p(n) sera obtenue lorsque la plus petite valeur propre À sera proche
du décalage spectral sho. On peut ensuite tracer la courbe de stabilité neu -
tre (n,p(n)) dont le minimum donnera la pression critique. En pratique,
on a choisi comme valeur de sho, la plus petite valeur propre de l, obtenue
à partir de l'équation ci-dessus, pour pÆ=0 et un nombre d'ondes circon-
férentiel arbitrairement choi si : no=20, (sho=minl,(0, no)).

V. RESULTATS NUMERIQUES

Pour valider le programme COQ on a calculé la charge critique de
flambage élastique de certaines structures connues (cylindre, cône et sphè-
re sous une pression hydrostatique p), et nous avons comparé avec des ré-
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sultats connus dans la littérature [S3]' [S4], lz2l.
Le plus important pour notre étude, ce sont les résultats obtenus dans le

flambâge locàl des coques torisphérique et elliptique, 99e nols allons ana-
lyser dans le prochain paragraphe. Ces résultats relatifs à chaque type de
structure, permettent de discuter I'influence de la géométrie et dy com-
porrement plastique utilisé. On a aussi fait un calcul de flambage élastique
de ces coques de révolution sous pression interne afin de comparer le di-
mensionnement de ces structures dans les deux cas: élastique et plastique.

V-l Flambage élastique des coques simples sous pression
hydrostatique

On prend contme premier cas,
longueur l. et d'épaisseur constante
f ig.  V-1.

une coque cylindrique de rayon R de
h, sous une pression hydrostatique p,

1+
fig. V-1 Coque cylindrique sous pression hydrostatique

On rappelle que la première courbure principale C1 est nulle et la se-
conde C2 vaut llR. Cette pression développe un état de membrane défini
par les contraintes oset os de valeurs respectives p/2hC2etPkCz.Pour
des données géométriques à savoir les rapports: R/h et lc/R, et certaines
conditions aux limites imposées, on obtient les valeurs de la pression cri-
tique, voir tab. V-1, qui collent parfaitement avec les valeurs de référen-
ce. Un exemple de mode de flambage élastique est donné fig.Y-2.

+
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(pÆ)x(h/R)x10**3 avec R/h=100

Conditions aux limiæs

W=\rr= U, =0

t lR coQ soBEL

w=W =Q

u . b
1 .

o .

8 .
1 0 .

2 . 1 0 5 ? 9 3 0  ( 1 1 )  2 . 1 0 6 3  ( 1 1 )
r  . 7 1 4 ? 1 8 3  ( 1 0 )  r . 7 1 5  ( 1 0 )
0 . 9 8 3 9 2 3 1 5  ( 8 )  0 . 9 8 3 8  ( 8 )
0 . 6 4 1 ? 6 0 6 4  ( 7 )  0 . 6 { 1 7  ( 7 )
0 . 4 7 4 4 9 4 3 8 ( 6 )  0 . 4 7 4 4 ( 5 )
0 . 3 1 3 2 7 8 8 6  ( s )  0 . 3 1 3 2  ( 5 )
0 . 2 3 9 6 2 2 9 6 ( 4 t  0 . 2 3 9 5 ( 4 )
0 . 1 6 ? 9 1 2 3 8  ( 4 )  0 . 1 6 7 9  ( 4 )

0 . 1 1 5 8 6 5 0 3 ( 3 )  0 . 1 1 s 8 ( 3 )
0 . 0 9 6 8 1 3 7 4 4  ( 3 )  0 . 0 9 6 7 8  ( 3 )

es t  Ie  nornbre  d 'ondes

2 . 8 s 0 6 3 2 8  ( 1 2 )
2 .282194L (LL l
1 . 3 0 6 2 2 1 0 ( 9 )
0 . 8 6 8 9 0 3 4 1  ( 8 )
0 . 6 5 5 3 ? 9 0 3  ( 7 )
0 . 4 4 4 5 8 5 3 7  ( 6 )
0 . 3 3 5 2 s 4 s 8  ( 5 )
0  . 2 2 9 0 2 3 5 r  ( 4 1
0 . 1 7 5 9 0 3 0 0  ( 4 )
0 . 1 4 4 6 9 2 8 8  ( 3 )

SOBEL

2  . g S L  ( t z l
2 . 2 8 2  ( l L l
r . 3 0 6  ( 9 )
0 . 8 6 8 8  ( 8 )
0 .  6 5 5 2  ( 7 )
0 . 4 4 4 4  ( 5 )
0 .  3 3 5 1  ( 3 )
0 . 2 2 8 8  ( 4 )
0 .  r 7 5 8  ( 4  )
0 . 1 4 4 5  ( 3 )

tab. V-1 Comparaison des résultats entre Sobel[S3] et COQ

fig. V-2 Mode de flambage élastique
pres si on hyd'rostatisque

d'une coque cylindrique sous

Dans le cas d'une coque tronconique de géométrie décrite par la fig.
V-3, d'épaisseur constante h, et se trouvant dans les mêmes conditions de
charge que la première structure, il existe aussi un état de membrane dé-

coque cylindrique avant flambage de la coque cylindrique



-66

la secondefini par os et og, seulement cette fois ci
variable : Cz=coscr/r(s).

courbure principale est

.-

-  -10\

--4:'
_ G

fig. V-3 Géométrie de la coque tonconique

Pour un rapport de Rllh et des conditions aux limites fixées, on obtient les
pressions critiques élastiques de cette coque tab. Y-2, qui collent encore
avec les données de la littérature. La reprêsentation du mode de flambage
est illustré en fig. V-4.

(pÆ)x10**6 Rr/h=100 Rr=100
Conditiohs aux limiæs RF1:-W= W.r= 0, RF2: W =W.r- U =0

nfr: W =Y/.r=Y =9, RF; W =W,;= U =V=0

2 5 .  3 2 2 3 9 0  ( 1 1  )  2 7  . 9 1 8 4 5 9  ( r 2 l
2 6 . 3 2 ( l r t  2 ' t . 9 8 ( 1 2 )

2 6 . 5 2 4 7 9 9  ( 7 2 )

2 6  . 5 2  t L z J

2 8 . 5 0 6 3 7 8  ( 1 2 )
2 8 . 5 1  ( 1 2 )

2 3  . 8 2 2 0 5 5
2 5 . 9 4  ( 1 2 )

2 4  . 5 3 3 1 4 2  l L z ] ,
2 4  . 6 L  ( r 2 l

2 6 . 4 0 9 1 0 ? ( 1 2 )
2 6 . 4 9 ( 1 2 )

1 8 . 7 7 6 4 5 1  ( 1 2 )

1 8 . 8 3 ( 1 2 )

1 9 . 6 4 4 3 6 5  ( 1 2 )

1 9  . 7  2  ( 1 2 )
1 8 . 9 3 ? 1 5 4 ( 1 2 )
1 8 . 9 7  ( 1 2 )

2 0 . 1 4 1 4 0 3 ( r 3 )
2 0 . r 9 ( r 3 )

1 . 3 2 ? 8 5 4 8  ( 9 )
1 . 3 2 6  ( 9 )

r . 3 2 9 0 9 0 3  ( 9 )
1 . 3 2 8 ( 9 )

r . 3 3 0 7 0 6 s ( 9 )
i . 3 2 9  ( 9 )

COQ: valeurs supérieures, Singer: valeurs inférieures; (-) nombre d'ondes circonférentiel
tab.V-2 Comparaison entre les résultats de Singer[S4] et COQ
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coque tronconique avant le flambage coque tronconique flambee

fig. V-4 Mode de flambage élastique d'une coque tronconique sous
pression hydrostatique

Enfin la dernière structure testée par notre programme COQ est une
sphère, de rayon R, d'épaisseur constante h qui SouS pression externe p,
développe aussi un état de membrane où les contraintes os et os sont éga-
les (o r--pl2hC2 car les deux courbures principales sont égales:
Cr=Cz-llR). Le calcul de la pression critique élastique donnée par COQ
a pour expression, pour un nombre d'ondes circonférentiel critique égal à
6i plB=LZt(frfn)2.-Ce résultat est le même que celui donné dans la réfé-
rence tzz).I-e mode critique colrespondant est dessiné en fig. V-5.
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fig. V-5 Flambage de la coque sphérique sous pression externelZZl

On remarque que tous ces résultats sont établis en identifiant les modules
tangent E, et sécant E. au module élastique E dans la matrice des coeffi-
cients [H] du comportement plasûque.

V-2 Flambage des coques torisphérique et elliptique

Ayant validé notre programme éléments finis COQ en élasticité, on
s'intéresse alors aux résultats du flambage élastique et plastique des coques
torisphérique et elliptique sous la pression interne p. Ces résultats sont ob-
tenus à partir d'un état de contrainte calculé en théorie de membrane. La
géométrie de ces coques est la même que dans I'article de Galletlytcll.

Y -2-l Coque torisphérique

Le calcul élastique de la pression critique de flambage est obtenu, en
prenant un comportement élastique du matériau. Dans ce cas les compo-
santes de la matrice [H] gardent des valeurs constantes et les paramètres
qui varient sont la pression et le rapport lié aux deux courbures principa-
les cr. Le graphe de la fonction pÆ(n) représentant la courbe de stabilité
neutre fig. V-6, nous donne la pression critique élastique et le nombre
d'ondes circonférentiel critique associé. Le mode de flambage colrespon-
dant à ce résultat élastique fig. V-7, s'étend sur la partie torique et atteint
son maximum près de la jonction tore-sphère. Ceci explique le phénomè-
ne d'instabilité locale sur ce type de structure. Cet aspect est mis en évi-
dence par la représentation spatiale de ce mode fig. V-8.



-69
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Nombre d'ondes circonférentiel n

V-6 Courbe de stabilité neutre élastique (v=0.3) d'une coque toris-
phérique de géométrie: R=68.58mm, lc=41,148mm, P.ç27.94,

R.=137.16mm et h=0.IZ7mmet sous pression interne p
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coordonnée x des noeuds
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fig. V-7 Allure du mode de flambage élastique de la coque torisphérique

fig. V-8 Représentation dans I'espace du mode de la coque torisphéri-
que

Dans le cas du flambage plastique, on a deux types de résultats, car on
utilise les deux lois de plasticité décrite dans le début de ce chapitre. La
matrice [H] n'a plus ses composantes constantes lorsque la pression croît et
donne une défolmadon e supérieure à la déformation élastique imposée
en. On voit alors apparaître le module tangent E, et le module sécant E, en
pius de I'influence de la géométrie de la structure mesurée par le rapport
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cx(s).
En traitant le flambage plastique sur le modèle de la théorie incrémenta-

le, on constate quTl y a seulement la géométrie de la structure et le modu-
le tangent E, interviennent dans le comportement [H]. On rappelle que E,
garde une valeur constante d'après la courbe conffaintes-déformations uti-
lisée. On s'aperçoit que lorsqu'on dépasse la limite e' les composantes de
la matrice des coefficients de comportement [H] commencent à diminuer
et deviennent ainsi inférieures à celles du cas élastique, sauf pour la com-
posante représentée par H33 qui conserve sa valeur élastique. En particu-
lier le coefficient de la rigidité de la structure dans la direction circonfé-
rentielle (direction de la compression): H22, voit sa valeur inférieure à
I/(1-v2). Cette chute de modules débute quand en un point de la structure
le rapport erle devient inférieur à I'unité. Ce point correspond à la valeur
maximale eh valeur absolue du rapport cx, entre les contraintes circonfé-
rentielle et radiale. Cette réalitê est confirmée par la courbe de stabilité
neure fig. V-9, donnant une pression critique plus petite que celle relati-
ve à l'élasticité. Le mode de flambage plastique reste aussi local avec ce
modèle de plasticité.

30 40 50 60
Nombre d'ondes circonférentiel n

fig. V-9 Courbe de stabilité neutre en théorie incrémentale, EÆr=J!1,
Êv=l.18x10-', dans le cas de la coque torisphérique de géométrie:
R=68.58mm , lc=4I,L48mm, R;27 .94rnm, R*=137.16mm et h=0. I27mm

Lorqu'on passe au second modèle de plasticité à savoir la théorie de dé-
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formation du J2, on rappelle que les deux modules E, et E, interviennent
dans le compoitement décrit pal [H], en plus du rapport lié aux deux
courbures principales cr. L'inégatité existante entre ces deux modules et le
module d'Younj (voir pttagtàptte III-2-2) montre que le terme H22est
plus petit que celui de la loi incrémentale, ce qui explique que la valeur de
ia prèssion critique de flambage fig. V-10 obtenue par ce modèle est plus
basse.

0.92
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0.8
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Nombre d'ondes circonférentiel n

fig. V-10 Courbe de stabilité neutre en théorie de déformation du J2
E/E,=J!1, eu=1.18x10-3, dans le cas de la coque torisphérique de géomé-
trie: R=68.58mm, lc=4I,148mm, Rt=27.94mm, Rs=l37.16mm et
h=0.127mm

Il est nécessaire de remarquer que dans la deuxième loi de la plasticité,
le module sécant dépend de la pression p. Par conséquent [H] en dépend
aussi. Par contre dans la première loi, seule la géométrie de la structure
intervient dans [H]. L'effet de la plasticité sur la structure est aussi le
même dans les deux lois (début de plastification et ruine de la sructure).

En regroupant sur la fig. V-l1, les résultats élastique et plastique du
flambage de la coque torisphérique sous la pression interne P, on a f iné-
galité suivante des pressions critiques relatives aux trois théories:
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(pÆ)ér" > (pÆ)in' > (pÆ)dér (v-1)
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où les exposantS éla, inc et dér désignent respectivement les théories: élasti-
que, incrémentale et de déformation.
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fig. V-l1 tes courbes de stabilité neutre dans le cas d'un comportement
élastique (v=0.3) et plastique: loi incrémentale (fig. V-9) et loi

de déformation (fig. V-10), de la coque torisphérique sous
pression interne p et de géométrie donnée précemment.

Dans notre étude, on s'est intéressé à un seul spécimen parmi les co-
ques torisphériques, testées par Galletly[G1],[87], tab. V-3, en gardant
l'épaisseur h constante sur toute la structure et égale à sa valeur nominale:
h=0.I27mm. Or dans les résultats donnés dans tâb. V-4, on tient compte
du fait que l'épaisseur h est variable, comme indiqué à la fig. V-lz.Il en
résulte que notre analyse n'est pas parfaitement comparable avec les cal-
culs de Galletly.
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Buckl ing
lest
resul ts
(PcrlE) x lo'

Elast ic-p last ic

BOSOR5 buck l i ng  p red i c t i ons

Specirnen Tested by Mater ia l

Geometry

t,(mm) R"/rn R1/t" Rttn LclRc

Elast ic

Flow theory Deformation Linear
theory

Nonl inear

A I
A 2
A 3
MSI
MS2
M53
Ms4

Gal let ly
Gal let ly
Gal let ly
Gal let ly
Gal let ly
Gal let ly
Ga l l e t l y

Alumium 0.12'1 54ç
Aluminum 0.254 2'10
Aluminum 0.254 2'10
Mi ld  S tee l  0 .127 540
Mi ld  S tee l  0 .127 540
Mi ld  S tee l  0 .127 540
Mild Sreel 0.12'1 540

220 1080
l t 0  5 4 0
l l 0  5 4 0
220 1080
220 t080
220 1080
220 1080

0.6
0.6
0.6
0.6
u .b
0.6
0.6

Â  r <

20.8'1
2 t .84
4 . 2 3
2.60
/ .  I )

2 .50

8 .93  (4s ) "  8 .93  (45 )
2t .J6 (2r)  20.90 (2s)
22.9t (25) 2t.34 (29)
r . 4?  (30 -40 )
1 .  l  ?  (30 -40 )
2.00 (27) t. '13 (2'1)
t. '17 (28)

s .7  ( s0 )  13 .7  (50 )

24.0 (37)  No buckl i r
4 . 0  ( s s )  6 9  ( 5 s )
I . 6 ?  ( 6 5 )  4 . 3  ( s 5 )
5 .0 r  (50 )  r  0 .77  (50 )
3 .4  ( ss )  8 .3  ( s0 )

rab.V-3 Coques torisphériquestestées par GalletlylG1 ], [B7]
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CODE

Valeurs de (pÆ)x106 et le nombre d'ondes circonférentiel (n)

Elasticité Théorie incrémentale Théorie de déforma-
tion du J z

Programme
coQ

3.10s(s0)

3.16(ss)

1.2s1(45)

1.384(30)

0.83(35)

Bosor5 3.4(ss) r.77(28) pas de Ésultat donné

tab. V-4 Pressions critiques de la coque torisphérique en théorie de
membrane comparés à ceux d'une coque type MS4.

On s'aperçoit qu'il y a effectivement un écart entre nos résultats et ceux
de Galletly. Cet écart est d'environ I}Vo en élasticité, ce qui est raisonna-
ble compte tenu de cette variation d'épaisseur ainsi que des incertitudes
sur les données du calcul effectué par le code Bosor5. En plasticité l'écart
est un peu plus grand, mais le flambage plastique des coques testées ici est
très sensible par rapport aux données. Des écarts analogues[G3], ont sou-
vent été observés entre des codes sérieux, coûIme on le voit sur le tableau
V-4, car les facteurs de géométrie influent beaucoup.

P.,  = intcrnal  buckl ing
Saclay Mater ia l  Approx.  prcssure,  MPa
modcl  of  shcl l  dro,  P. ." ,  -  Pscor r

No. * 'a l l  M Pa CEASEMT BOSOR 5 Erpt .  p. , " ,

Hcad I Carbon 235 0.28 0.3? 0.4t +231
stecl (36)'

Hcad 2 Carbon 105 0.59 0.74 0.80 + t. ly.
s tee l  (32)

Head 14 Stainlcss = 350 0.26 0.30 0.36 + 16.7'/L
steel (curved (62)

strcss- srrain
diagram)

'F igurcs  rn  parcn thcscs  arc  thc  p rcd ic ted  numbcr  o fc i rcumlcrcn t ie l  wavcs  r t  buck l ing

tab. V-5 Modèles de coques elliptiques du C.E.A. analysés par les
codes CEASEMT(Saclay) et Bosor5(Live{pool)
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V -2-Z Coque elliPtique

On analyse cette structure tout en gardant le même rayon R et la même
épaisseur de la coque précédente, où R devient la longue-ur du grand axe
i, de I'ellipse. On se contente de donner les pressions critiques de flamba-
ge plastiq-ue relatives aux lois plastiqugs utilisées, concernant un type de
éoque elliptique dont le rapport entre le grand axe a et le petit axe b, de
l'ellipse est égal à 2.

En effectuant un calcul de flambage élastique, de cette strucnrre, on
trouve la courbe de stabilité neutre pÆ(n), donnant la pression critique de
flambage, fig. V-Iz.

20 30 40 50 60 70 80
Nombre d'ondes circonférentiel n

90 100

fig. V-12 Courbe de stabilité neutre élastique (v=0.3), de la coqug ellipti-
que sous pression interne et de géométrie alb=2, R=68-58mm,
h=0.127mm et l.=/J.4-*

Le mode de flambage correspondant à cette pression critique élastique
est représenté par la fig. V-13-(a). Son allure nous monffe, que ce mode
s'étend seulement sur une partie de la région elliptique. Ceci est dû à la
variation des deux courbures principales C1 etC2dans cette région. La va-
leur maximale du mode se situe près de la jonction cylindre-ellipse. Une
autre étude similaire sur le flambage local de ce type de structure[B7],
montre que le mode de flambage de la coque elliptique, s'étend aussi sur
la même région fig. V-13-(b). La fig. V-14, nous illustre I'aspect du
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mode local pour ce type de strucnrre.
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fig. V-13-(a) Mode de flambage élastique d'une coque elliptique sous
pression interne, donné par COQ
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fig. V-13-(b) Mode de flambage élastique de la même coque, calculé
par Bosor5[B7] (ici t est l'épaisseur)

fig. V-14 Représentation spatiale du mode de flambage élastique
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Pour la coque elliptique, on peut faire les mêmes remarques que dans
le cas du flambage plastique de la coque torisphérique. En effet-on note
aussi une diminutiôn des coefficients de comportement en utilisant la
théorie incrémentale ou la théorie de déformation du J2par rapport au cas
élastique. On trace les courbes de stabilité neutre correspondantes aux
deux modèles plastiques utilisés fig. V-l5 et V-16, en utilisant la limite
élastique eo de la courbe conffaintes-déformations considérée (fig. V-III,
paragiaphe trI-l) en choisissant un module tangent Er, donné par le rap-
port: EÆ,=61361.

\o*
5 5.5
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r r'l

o.v c
lt)
è0

= r F

f f  + .c
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'44
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4030 50 60 70 80 90

Nombre d'ondes circonférentiel n
100

fig. V-15 Courbe de stabilité neutre en théorie incrémentale avec
E"/Q=$, d'une coque elliptique alb=Z et sous pression interne
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20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nombre d'ondes circonférentiel n

fig. V-16 Courbe de stabilité neutre en théorie de déformation du J2 avec
EIEç6 d'une coque elliptique alb=Z et sous pression interne

A la valeur de la pression critique de flambage plastique, on a tracé
fig. V-17, l'évolution des deux composantes Hrt etHtt de la matrice des
coefficients de comportement [H], le long de la partie plastifiée du méri-
dien de la coque elliptique. On s'aperçoit, quand^H" croît, H" décroît. Le
point d'intersection des courbes Htr(s/R) et Hzz(s/R) situe le lieu où le
mode de flambage atteint sa valeur maximale. Cette variation inverse
entre Hll et H22 est aussi signalé dans la littératuretB6l. Cette évolution est
dûe à la variation des courbures principales dans les expressions de Hl1 et
H22 (voir par exemple: relation (trI-13)).
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fig. V-17 Evolution des coefficients Hll et H22 à la pression critique de
flambage plastique, le long de la zone plastifiée, en théorie

incrémentale avec ElEt=6, v=0.3; d'une coque elliptique sous
pression interne et de géométrie:. alb=Z,1c=25.4mm,
h=0.127mm, a=R et R=68.58mm

En étudiant la coque elliptique, on s'est intéressé à I'influence de sa
géométrie sur la pression critique de flambage.On rappelle, que cette
géométrie est définie par le rapport alb, des axes de I'ellipse. On effectue
alors, un calcul de flambage élastique en prenant deux valeurs consécuti-
ves du rapport alb,fig. V-18. On remarque que la pression critique dimi-
nue, lorsque le rapport alb augmente. On a vu précédemment que la con-
trainte circonférentielle os eui dépend des courbures principales de I'el-
tipse et par conséquent de a/b, (voir relations (II-3) et (tr-6)). Ce résultat
est donc dû, à I'augmentation de og qui croît en valeur absolue pour des
valeurs de aô de plus en plus grandes.
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20 30 40 50 60 70 80
Nombre d'ondes circonférentiel n

90 100

fig. V-18 Courbe de stabilité neutre élastique en fonction de la forme de
I'ellipse (rapport a/b des axes de I'ellipse où a=R, R=68.58mm,

l.=25.4mm et h=0.I27mm avec v=0.3)

V-3 Conclusion

Les résultats numériques du flambage des coques étudiées, en éléments
finis, avec un état préciitique obtenu de membrane, montrent qu'un di-
mensionnement de ielles structures sous pression interne, ne peut se faire
que dans le domaine plastique. En effet, la valeur numériqug d?"9 le cas
élastique, surestime lâ pression critique, mais il semble que la théorie de
déformation du J2 se rapproche davantage des résultats expérimentaux que
la théorie incréméntale. Du point de vue de la résistance au flambage sous
pression interne, la coque elliptique s'a{lPqe mieux à ce type de sollicita-
hon qrre la coque torisptrérique, le tab. V-6, nous montre Sur un exemple
de flambage des deuf coques de même géoméuie de base (ici mêmes
épaisseur h et rayon de base R), les pressions critiques respectives.
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coQLJE

Valeur de(pÆ)xlO6

(n) est le nombre d'ondes circonférentiel

orisphérique
avec:
lc=41.148mm

3.10 (s0)

elliptique
avec:
lc=25.4mm

8.77 (7s)

tâb. V-6 Pressions critiques élastiques des coques étudiées sous pression
interne âvec R=68.58mm, h=0.1 Zlmm et alb=2

En général, ces coques présentent un nombre d'ondes circonférentiel
élevé, par rapport aux coques classiques: cylindre, sphère ou cône. A
cause de la complexité géométrique des structures étudiées, on peut ad-
mettre une certaine marge d'erreur. Dans tout qui Suit, on n'étudie que la
coque torisphérique. On a vu que cette coque SouS pression interne, p1é-
sentait un flambage local. Ce flambage étut dû à la contrainte circonfé-
rentielle os, obtenue en théorie de membrane, (voir (tr-3)).

Nous allons dans la suite apporter une modification au niveau de o6 et
on conservera l'autre contrainte o*, calculée aussi en théorie de membra-
ne. On effectuera le même calcul élements finis (équation (IV-36)), pour
déterminer la pression critique de flambage dans le cas élastique et plasti-
que, tout en tenant compte de cette modification. On commentera ensuite,
les résultats numériques obtenus, avec ceux déjà connus (résultats précé-
dents: sans modification de o6).

V-4 Résultats numériques avec modification de la con-
trainte circonférentielle, de la coque torisphérique

Vu la complexité géométrique des coques torisphérique et elliptique,
on a choisi de traiter le problème avant flambage en théorie de membra-
ne, mais il s'avère que cette théorie seule, ne suffit pas à analyser ces
Structures. L'effet de la flexion a une grande influence Sur ce type de
structure et la plupart des auteurslGl], [G6], en tiennent compte. En
effet, I'exemple fig. V-19[G6], sur l'étude d'une coque torisphérique,
montre que I'influence de la flexion a tendance à diminuer la grandeur de
la contrainte circonférentielle de membrane "au voisinage" de la jonction
tore-sphère.

Généralement, le calcul de la flexion est effectué par un calcul nonli-
néaire en préflambage, mais pour ce type de coque, sa formulation va
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compliquer davantage nos expressions de flambage. Pour cela on propose
oor -uoière de tenir compte de la flexion en évitant ce calcul de préflam-
bage. Nous nous intéressons donc dans tout ce qui suit qu'à la coque toris-
phérique décrite dans les paragraplgs précédgnts..Nous introduisons donc
èe phênomène de flexion par le biais d'une fonction f(s), seulement dans
la ôonfainte de membrane os, de manière à réduire sa grandeur au "voi-

sinage" de la jonction tore-sphère, sans modifier la géométrie de départ
de là coque. En ajustant cette contrainte oe PT f(s), on obtient une con-
trainte ciiconférentielle corrigée qu'on ûote o6con.

o' -* -r...

Circumterential stress on middle surt6ce

fig.V-19 Effet de la flexion sur la contrainte circonférentielle os d'une
coque torisphérique sous pression interne

Cette conffainte oo*o est définie par:

s(stv s)s2oe/(P/h)
t

os@r/(P/h)= t
f(s) S 1 ( 5 ( 5 , (v-2)
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où I'intervalle [sr,sz] représente la longueur du "voisinage" d9 la jonction

rore- sphère. On-chbisif la fonction choisie f(s) de forme polynômiale et
d'expression:

f(s)= (s-sz)(As+B) ry-3)
I-es constantes A et B sont alors déterminées par le choix des conditions

aux limites suivantes:

f(s1) = oe/(P/hXsr)
{r(sr)=o'

On obtient les valeurs de A et B:

A=f(srXs rsz)z et B=-2As1*s2

(v-4)

(v-5)

Cette manière de tenir compte de la flexion, nous amène à représenter
I'allure des confaintes circonférentielles 66 et ootot, fig.V-20 relatives à

la coque torisphérique.

100

-200

00.5 1 1.5  2
Abscisse curviligne rapportée au rayon de bæe s/R

fig. 20 Allure de la contrainte circonférentielle: en membrane pure et
avec correction, pour la coque torisphérique (s1/R=1.002, s2lR=1.084)

On introduit dans (IV-34), I'expression de la contrainte circonférentiel-
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le corrigée définie ci-dessus. On obtient alors, une autre matrice globale
géométrique [Ko]coo, ne différant de [Ko] quq par le facteur ggi e-st multi -
pUe par lâ marice [Doz]. On utilise ensuite l'équation (IV-36) de I'algo-
rithme de résolution des problèmes aux valeurs propres.

En élasti cité,la pression critique de flambage est donné par la courbe
de stabilité neutre, fig. Y-21. On a fiaeé, dans le cas plastique, les deux
courbes pÆ(n) en théorie incrémentale fig.Y-22 et en théorie de défor-
mation du J2, fig. Y-23, donnant la pression critique de flambage plasti-
que. On remarque que les deux valeurs de la pression critique de flamba-
ge plastique, sont aussi plus petites que celle du cas élastique.

30 40 50 60
Nombre d'ondes circonférentiel n

fig. V-21 Courbe de stabilité neure élastique
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Nombre d'ondes circonférentiel n

stabilité neutre plastique: théoriefig.
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fig. Y-23 Courbe de stabilité neutre plastique: théorie de déformation
du J"
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Avec la correction ainsi introduite, on retrouve une pression critique
élastique proche de celle calculée par Bosor5. Par contre en plasticité, il
reste un écart avec les résultats de Bosor5, même si I'introduction de la
correction a augmenté nettement la charge critique.

CODE
Valeurs de (pÆ)xl0 6 (n) est le nombre d'ondes circonférentiel

Elasticité
nonlinéaire

Théorie incrémentale Théorie de la déforma-
tion du J z

Programme
coQ

7.42(ss)

7.48(s0)

z.r19(3s)

2.149(30)
1.01(6s)

Bosor5 8.3(s0) 1,.77(28)
pas de résultat
donné

tab. V-7 Pressions critiques de la coque type MS4, avec modification de
os, coiltparées aux résultats de Bosor5[85]

On reporte I'ensemble des résultats du calcul par éléments finis de la
pression critique de flambage de la coque torisphérique tab. V-8. On
constate que la valeur de la pression critique de flambage élastique a plus
que doublé, comparée à celle de la membrane pure. Il en est aussi de
même des pressions critiques de flambage plastique du modèle de la théo-
rie incrémentale ou de celui de la théorie de la déformation du J2.

tab. V-8 Pressions critique de flambage de la coque torisphérique
sous pression interne

Le flambage de la coque torisphérique d'épaisseur h et sous pression

Programme

COQ

Valeurs de (pÆ)x10 u 
(n) est le nombre d'ondes circonférentiel

Elasticité Théorie incrémentale
Théorie de la déforma-
tion du J z

Membrane
pure

3.10s(50)

3.16(ss)

r.2sr(4s)

1.384(30)
0.83(3s)

Membrane
avec modifi-
cation de oe

7.42(ss)

7.48(s0)

2.119(35)

2.149(30)
1.01(6s)
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interne p, dépendait en partie de I'allure de la contrainte circonférentielle
le long àu méridien de la cogue. E1 tPtiqeT! oe par f(s)-' on a diminué
la valJur absolue de os, car I o6tot'| < | os | . C'est cette inégalité fonction
du choix de f(s), qui èst à I'origine de I'augmentation des valeurs de la
pression critique oè fipuag-Ç, ipdiguées-au !u9lt9u ci-dessus. on remar-
qur qo. la différence loe* l- loe lest dûe à la flexion, lors du préflam-
bage, que nous avions négltgée.

VI .  CONCLUSION

Nous avons montré dans ce chapitre, que les coques torisphérique et el-
liptique sous une pression interne présentent un flambage local. Ce flam-
bàga peut être relié à l'évolution le long des méridiens du rapport a(s)
OeJ Oêux contraintes principales o, et os. En théorie des membranes cr(s)
est lié aux deux courbures principales de ces structures. C'est donc un fac-
teur de géométrie très important qui influe fortement sur les contraintes
avant flàmbage et donc sur la pression de flambage. A cause_de la com-
plexité géométrique de ces coques, on a ftuté le problème de flambage en
ihéorie de coques de D.M.V. Nous nous sommes limités à certaines struc-
tures précédemment étudiées par Galletly[G1], ce qui a permis de valider
notre code d'éléments finis.

On a déterminé la pression critique de flambage de ces structures, par
un calcul en éléments finis. Le code de calcul étut, un programme COQ,
dans lequel on avait introduit certaines routines, pour I'adapter au calcul
du flambage local.

Les résultats ainsi obtenus pour les coques torisphérique et elliptique,
montrent que la valeur de la pression critique élastique est toujours supé-
rieure à celles du cas plastique. Cette diminution est dûe à la variation du
comportement des lois plastiques utilisées, qui se raduit par une chute de
modules par rapport au cas élastique. Cependant on remarque que la pres-
sion critique dè flambage de la coque elliptique est plus grande que celle
de la coqùe torisphérique. Cette différence explique que la coque ellipti-
que résisle mieui à ce type de sollicitation (une pression interne). On a
iomparé nos résultats pour la coque torisphérique à ceux de Galletly,
l'écart dans le cas élastique étant raisonnable. Par contre en plasticité cet
écanreste assez grand. Le flambage plastique des coques que nous avons
testées, est trèS sensible par rapport aux données de ces coques. D'autre
part, la théorie des membranes surestime la contrainte de compression. Il
aurait donc fallu faire un calcul non-linéaire pour le comportement avant
flambage. Nous nous sommes contenté d'introduire a-priori une correc-
tion artificielle de la contrainte circonférentielle, ce qui a permis d'obte-
nir des résultats identiques à ceux de la littérature en élasticité. En plasti-
cité, il reste toujours un écart avec ces résultats.
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La détermination numérique des pressions critiques de flambage des
coques torisphérique et eltiptique, nous a pris un temps calcul_importânt.
Ainsi, I'utilisation de I'outil numérique reste assez coûteux. Nous allons
donc proposer une méthode simplifiée analytique, que nous développons
dans le prochain chapitre.
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INTRODUCTION

Le calcul de la pression critique de flambage des coques complexes
(coques torisphérique et elliptique) sous pression interne, par_des métho-
àes-analytiques a déjà fait I'objet de diverses études. Certains au-
teurs[A3i,[Ot],[GZ],[G3] donnent une formulation analytique et parfois
semi empirique.

Dans notre cas, on va remplacer le gros calcul numérique relatif au
flambage de ces structures, pâr un procédé analytique,.qui dépend de cer-
taines hypothèses et des faits expérimentaux observés sur ces types de
strucrures sous pression interne. On propose, alors une méthode analyti-
que similaire à Celle utilisée, pour l'étude de f influence des conditions aux
limites sur le flambage élastique des coques cylindriques sous pression ex-
ternelAl]. Nous allôns appliquer cette méthode, dite méthode simpli-
fiéelA}l, seulement à la coque torisphérique, pour deux raisons: la pre-
mière est d'avoir moins de paramètres géométriques, exemple: la coque
torisphérique présente une seule courbure principale variable, alors que sa
consôeur ('coque elliptique), compte deux courbures principales variables.
La seconde est que la coque torisphérique est un premier test pour cette
nouvelle méthodè, que nous exposons. Nous allons, ainsi établir des for-
mules permettant de mesurer l'évolution de la géométrie et du comporte-
ment lôrs du chargement, ainsi que leurs effets sur la pression critique de
flambage et sur le phénomène de la plasticité au niveau de cette structure.

Le calcul de flambage se fera en théorie de membrane en considérant
I'expression exacte de la contrainte circonférentielle os(fig. II-1, c_hapitre
ID ét son expression corrigée ogto'(formule V-2 du chapitre II). Les ré-
sultats obtenus par cette méthode simplifiée seront comparés à ceux du
chapitre II obtenus par un calcul éléments finis.

Pout introduire Cette nouvelle méthode, on utilise les équations d'équi-
libre et les équations de compatibilité qui en découlent à partir de la for-
mulation bidimensionelle du critère de Hill: relation IV-1 du chapitre II.
On se ramène ainsi, à des équations aux dérivées partielles plus ou moins
complexes, qu'on va simplifier en faisant certaines hypothèses de géomé-
trie êt de comportement. La plupart des solutions des équations de la mé-
thode simplifiée, sont obtenues par une résolution de type graphique.
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I. EOUATIONS DE FLAMBAGE

On part de la formulation de Hill du problème de flambage plastique
établie àu chapitre II, formule IV-l.-En intègrant par partie cette fonc-
tionnelle, sachant que sur la frontière âÇ), les déplacements virnrels ôuo et
ôw sont nuls, on obtient les équations d'équilibre Suivantes:

t  
,  ^ t

M(oF)l<oF, -NtaÊ)b(op) + (No(oÊ)*,J,p =0 (I-1)

i.q("F)lrpl = 0 $-2)

La dernière équation d'équilibre (I-2) peut en général être résolue en
introduisant une fonction f d'Airy, (dite aussi fonction de contraintes), qui
vérifie la relation:

Nt"Pl = € or€ ̂ u il,up, (I-3)

où le symbole € est le tenseur de permutation de Ricci. Pour résoudre le
problème, il faut tenir compte de l'équation (IV-6) du chapitre II, tradui-
sant le comportement plastique de la structure.

I-L Première équation de flambage en utilisant la loi de com-
patibilité

Pour établir cette équation de flambage, on aura besoin par la suite de
la dérivée du renseur t"U,. On peut éliminer facilement les vitesses tangen-
tielles uo, dans I'expres'sion du taux de déformation de membrane Togl,
(formule (IV-4), chapitre tr) en effectuant la dérivée de ce taux par rap-
port aux indices (c4). Ceci est possible en théorie de coques de D.M.V, car
dans ce cas les dérivées covariantes commutent. I-es dérivées du tenseur
de deuxième forme de la surface moyenne btogir(og) sont nulles d'après les
équations de Coddazi: bcsp;bov3. Ainsi il n'afiparaît dans la dérivée de
y,op, qu. les dérivées de tâ'nitesôë du déplacemènt normal w. On obtient:

d= TtopX.,B)=-b1oplo,,op, G-4)

En inversant la loi de comportement en membrane, le tenseur taux de
contrainte lil(oF) s'écrit en fùction du tenseur de déformation ToU, de la
forme suivante:

TaÊl=( 1/Eh)Mopr6P(rô) (I-5)
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On introduit ensuite la fonction de contraintes (I-3), dans la relation ci-
dessus, que I'on repofte dans (I-4) et en exprimant explicitement le ten-
seur blogy en fonction des courbures principales C1 et C2 de la coque toris -
phériquê, voir tab. I-1, chapitre tr. On obtient la relation suivante:

ô+ Cr(1 tr\Sà,rr-ftrr*,,]  + C2;,rr = o (I-6)

L'expression ci-dessus est alors appelée loi de compatibilié ou première
équatibn de flambage, où r2(s) est la deuxième composante du tenseur de
la première forme de la surface aap et .f"ro est le symbole de Christoffel
de deuxième espèce. L'expression de G est longue à écrire, voir Annexe
(A-r2).

I-2 Deuxième équation de flambage

On intoduit comme dans le cas de la membrane, la loi qui lie le taux
de déformation de flexion i<16rpyau taux de contraintes résultantes de fle-
xion ùr"pl qui est:

M r"Pl= (E h3 | rz)HaPrô r1yô) (r-7)

où h est l'épaisseur de la structure étudiée, E est le module d'Young,
HcrÊrô est le tenseur des rigidités tangentes qui a été adimensionnalisé sur
le module d'Young. En remplaçant dans la première équation d'équilibre
(I-1), le taux de contraintes résultantes de membrane par la fonction de
contraintes f, (I-3) et en effectuant ensuite les dérivées covariantes du ten-
seur taux de contraintes résultantes de flexion (I-7), on obtient I'expres-
sion suivante:

k * b - [c,((r/r2)r.rr-rtrri,)] - cri,rL = o

où Capourexpression:

i = 11r1otrt)*,,),, + No(22)11 trz)li,u- f trr*,rl

et où No(lt) , No(22) sont les contraintes résultantes de membrane de l'état
fondamental, et sont respectivement identiques à N, et Ne. L'expression de
K est aussi longue à écrire, voir Annexe relation (A-13). La relation (I-8)
est la deuxième équation de flambage. Le flambage de la structure est dé-
terminé par les deux équations (I-6) et (I-8).

(r-8)

(r-e)
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PLTFIEE

Les relations (I-6) et (I-8) constituant les équations de flambage, sont

difficiles à manipuler. Pour cela nous allons considérer certaines hypothè-

r.r O" simplificâtion. En effet, les expériences de flambage, faites sur des

structures présentant un phénomène d'instabilité locale fig. I-1, montrent
que la longueur d'onde 

^circonférentielle 
mesurée le long du .mode de

flambage, e-st plus petite que celle mesurée dans sa direction méridienne.

F t g u r e  9 6  E x a m p l e s  o f  e l a s t i c - p L r s t i c  c û c u m f e r e n t i a l  b u c k l i n g  d u e  t o  i n r e r n a l  p r e s s u r e :  ( a )
0 . 1 3 7  m  d i a m e t e l  m a c h i n c d  a ) u m i n u m  t o r i s p h e r i c a l  m o d e l  ( f r o m  G a l l e t l y  l l 3 9 ] ) ; ( b )  3  n r  d i a m e r e r
' a s  

m a n u f a c t u r e d ' s t a i n l e s s  s t e e l  p r e s s u r e  v e s s e l  w i t h  t o r i s p l r e r i c a l  e n d s  ( c o r r r t e s l , P  S r a n l e 1 , ,
U n i v s y s i l y  o f  N o t t i n g l r a m ,  D n g l a n d )

fig. II- I Expérience sur un flambage local d'une coque
torisphérique[G3]

Mathématiquement, cela ressemble donc au cas du flambage des coques

cylindriques sous pression externe qui avait.été étudié .pat.Abdelmou-
fatnf l. No,rt alloni reprendre la méthodologie qu'il avait mise au point
pour étudier f influencé d"s conditions aux limites sur le fla^mbage. Cela
ievient à dire que ô/ôs est une dérivée partielle lente et (1/r)(ô/ô0) est une
dérivée partielie rapide. Cette hypothèie nous amène à ne conserver â/às
que devànt les termes contenant ies courbures principales _et à la négliger
dans les autres terïnes, dans les équations de flambage (I-6) et (I-8). Cette
simplification est I'un des fondements de la nouvelle méthode simplifiée
que nous exposons. Ainsi d'après les relations (I-6) et (I-8) et I'hypothèse
précédenæ, ôn obtient les équations simplifiées du flambage de la structu-
re:

(L /r4)(Eh 3 I r 2)H22w,,zzzz +
a a '

(Ilrz)Nsw ,zz-(Ilrz)C rf ,zz-Czf,rr = 0 (tr-1)
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GI{)Q lutr)M r j.2222+çL h21C ri,22+C2w, 1 1 = 0 $-2)

où H22 est le coefficient de raideur dans la direction circonférentielle,
tandis que M11 est le coeff,rcient de souplesse dans la direction méridienne
et h est l'épaisseur de la coque torisphérique. Ces formules ont une impor-
tance capitale pour la suite de notre analyse de la méthode simplifiée. On
voit en particutier que la loi de compgrtement n'intervient que par I'in-
termédiàre des deux coefficients H22 et Mt1. Pour résoudre ces deux
équations aux dérivées partielles à coefficients variables, nous allons émet-
tre d'autres hypothèses simplificatrices.

II-l Calculs approchés du mode de flambage

Nous avons vu, que la coque torisphérique présente une symétrie de
révolution. On peut donc se limiter à chercher des modes de flambage
harmoniques, colnme I'ont fait de nombreux auteurs[A7],LB7l.

* =û(r)"tno

f =F(s)etnu (rr-3)

où n est le nombre d'ondes circonférentiel.
En substiruant les relations (II-3) dans les deux équations simplifiées de

flambage (II-1) et (II-2), on obtient une nouvelle expression des deux
équations de flambage:

[(n4lr4)gnz11zz112-1n2/r2;Nr1ù + (n2lr2)crF - crF,,r = 0 (II-4)

-(nz /rz)c, w+ c2w,rr+ çn4 h4) (M r rÆh)F= 0 (tr-s)

On remarque que les équations ci-dessus restent assez compliquées à ré-
soudre parce que leurs coefficients, en particulier les courbures ne sont
pas constants.

II-1-1 Modèle très simplifié avec prise en compte d'une seule
courbure

On se propose alors une autre hypothèse de simplification, dont on va tes-
ter la validité par la suite. Elle consiste à négliger une des deux courbures
principales dg la coque torisphérique. On peut en effet remarquer que la
ôourbure principale Czintervient devant des dérivées dans le sens axial
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(voir (II-1), (II-2), (II-4) et (II-5)) que I'on s'est proposé de négliger de-
vant les dérivées circonférentielles. Nous proposons donc de négliger cette
courbure C2 et de garder sa consoetu Cr qui est constante sur cette pafiie
où apparaît I'instabilité. A partir de cette première hypothèse, l9l termes
avee ôes dérivées axiales disparaissent dans les équations simplifiées de
flambage qui deviennent, un système classique de deux équations à deux
inconnues:

[rn'rrrl 
H22t(h4)-Ns(n2lr2) +c rçn2n2)

I
I
l-AtrZtti 

1n4lr4;MttÆh

w

F

Ce système admet une première solution à savoir W=F=0 et une deu-
xième solution si le déterminant construit sur ces deux inconnues est nul.
C'est cette dernière solution qui est intéressante, car elle nous donne I'ex-
pression de la contrainte résultante circonférentielle critique Nsc en fonc-
iion du comportement, de la géométrie de la Structure et du nombre
d'ondes circonférentiel n, cette expression est la suivante:

Ne.Æh) = (hz I r})Hzznz hz * C 12r2l(n2M t t)

= 0 (II-6)

(rr-7)

I-e fait de négliger la courbure C2 a transformé les équations différen-
tielles en X1 (II-4) et (II-5) en un système algébrique (II-6). En consé-
quence on ne peut plus déterminer la forme du mode de flambage dans la
direction méridienne. De plus la formule ci-dessus déterminera une valeur
critique en chaque point du méridien. On se contentera donc de prendre la
valeur minimum, non seulement par rapport au nombre d'ondes, ce qui
est classique, mais aussi par rapport à x1=5.

Pour chercher le nombre d'ondes critique nc, on prend d'abord le mi-
nimum de (II-7), en effectuant la dérivée de (NscÆh) pal rapport à n
qu'on égalise à zéro. Ensuite on minimise en premier pal rapport à la
pression p puis par rapport à s, I'expression du nombre d'ondes qui annul-
Ie la dérivée: à/ôn(NscÆh). On obtient ainsi l'expression du nombre
d'ondes critique:

nc = LZLt4(c r/h)l/2{ (H22M r 1)-1l4r }o,in (u-8)

où r est le rayon du parallèle et h est l'épaisseur de la coque torisphérique.
En explicitant la pression p à partir de I'expression de Ns (on rappelle:
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Ns=(p/2Cla(s)) et en injectant I'expression (II-.8) dans (II-7), on obtient

utie premiére formule analytique de la pression de flambage:

(pÆ)' = zhzcrr,h l[2czla(s)](H22lM,,)t"]^,o G-9)

où q,(s) est |ié aux rapport des courbures principales de la coque toris -

phérique, voir relation (Itr-9) du chapitre II-' 
O; remarque que dans le cas élastique, le minimum de la relation ci-

dessus donnant la pression critique élastique, peut être pris seulement par
rapport à des graodeuts purement géométriques puisque les coefficients
reipectifs H22étM11deviênnent des valeurs constantes. La pression criti -

que de flambage élastique est alors:

(pÆ)'er", = 2h2c rltr/t t t -v2)l {2c21 u(s) } mio

où v est le coefficient de Poisson.

Il-l-2 Modèle simplifié avec méthode de Ritz en conser'
vant les deux courbures

On considère une autre hypothèse, qui consiste à garder les deux cour-
bures principales C1 etC2devant la dérivée ô/ôs. Dans ce cas on voit ap-
paraîttè dani les équationi de flambage (II-4) et (II-5) le mode de flamba-
ge W(s) et la foncûon de contraintes F(s) qui sont difficiles à déterminer
éxplicitement. Pour cela, nous allons utiliser la méthode de Ritz, qui con-
siste a approcher les solutions exactes des équations de flambage' P'ar {es
fonctioni^de forme données Wo(s) et Fo(s). Cela revient à reformuler les
relations (II-3) de la manière suivante:

(r-10)

'W(s)=Wo15;at

ôv/1s;=wo1s;

F(s)=Fo15;3,

ôF(s;=Fols; (rI-11)

où Wo(s) et Fo(s) sont respectivement le mode et Ia fonction de conftaintes

donnés, \et à2sont des coefficients qui caractérisent l'évolution du mode
et de ta Conrainte. Le fait de conserver ô/ôs devant les courbures nous
permet de tenir compte du mode de flambage dans la direction méridien-
ne. Pour cela, on suppose que I'allure de ce mode de flambage_est donnée
par une seule foncti,on fo(s) que I'on précisera plus loin: On a choisi
V/o(s)= Fo(s)=fo(s) que I'on injecte dans (II-11), pour établir une expres-
sioï simpie de la preJsion critique de flambage. Pour cela, on multiplie les
expressiôns Gl-4iet (II-5) par fols; puis on intègre suivant le méridien de
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la coque torisphérique. On obtient aussi un système de deux équations à
deux inconnues:

Ir,,rn'r, z)H22 na h4-N rn2lr 2l fo2(s ) ds

rr= Jrlcrfo, 1 1(s)fo(s)lds

Jr ra, r",r, nz h2 -crf o, n (s)lfJs)os

lr,*,, rto)n4lr4lfo2(s)ds

à 1

-0

Jr r",r", s)nz lrz+c2fo, I r ( s)l fo(s )ds à2

(II-12)

La solution intéressante est celle donnée en annulant le déterminant,
construit sur ces deux inconnues. En reportânt I'expression explicite de Ns
dans ce déterminant, on obtient une deuxième formule analytique de la
pression de flambage, donnée Par:

pÆ = (h 3/6 ) n2 (J fl ) +l2hl 1n6lrl, ; 1 lRRr) 
-2 

[ n4I22- 2n2RRJzIr+ (xB ù?lt'l(tr_13)

où R est le rayon du cylindre de base de la coque torisphérique, R, est le
rayon de la partie torique (on rappelle que R, est f inverse de la courbure
principale dans la direôtion méridienne C1 dans cette zone). On note dans
toute la suite:

f l
Jr = Jr[H2%2{s)/r4]ds Jr= Jr[M'fo21s;/r41ds

f f
Ir= J r[cr(sXo2(s)/(r2cr)]ds 

Iz= RJ r[fo2{s)/r2]ds 
et

(rr-14)

Les coefficients 11 ne dépendent que de la forme de la structure alors
que les coefficienrs Jo dépendent à la fois de la géométrie et du compor-
tèment plastique, en particulier de la pression p, par I'intermédiaire des
coefficiênts H22 et Ml. On peut remarquer que ces coefficients Jopeuvent
ne pas dépendre de la pression en plasticité: c'est le cas en particulier
pour la théorie incrémentale lorsque le module tangent est constant. De
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plus les Jo ne dépendent que de paramètres sans dimension liés au char-
gement et au comportement:

Ja = Jo(PlE,e,ElE,E/E.,E,V) (tr-15)

où E, p, Êy, Eret E* sont respectivement le module d'Young, la pression,
la limite dlastique en déformation, le module tangent et le module sécant.

Il est en général impossible d'avoir une expression explicite de la pres-
sion critiqué de flambage, mais on peut la déduire d'une résolution gra-
phique, en cherchant (pÆ)c cornme solution de l'équation:

ptB - f(Jo(p/E),n2,I,; = 6

où f est le second membre de l'équation (II-13). Enfin
pour que les coefficients 11 et 12 soient sans dimension,
port J1lJ2.

II-1-3 Modète simplifÏé avec méthode de Ritz
servant qu'une seule courbure

En fait, la courbure dans le sens circonférentiel n'est indispensable que
pour déterminer la forme du mode de flambage. Comme on a introduit
â-priori cette forme, on peut maintenant essayer de négliger cette courbu-
re- C2, ce qui conduit à une troisième formule analytique déduite de (II-
13), plus " sympathique" :

p lE = (h3 t 6)n2J rlI ;[}hl (n2JrR2R,2 )]Iz2 il t

(rr-16)

on s'est arrangé
ainsi que le rap -

et en ne con-

(rr-17)

Pour déterminer le nombre d'ondes circonférentiel critique IIc, on cher-
che le minimum de (II- I7), par rapport au nombre d'ondes circonféren-
tiet n en dérivant I'expression de (pÆ) ci-dessus, par rapport à n, puis on
met à zéro le résultat obtenu:

n 4 = 12I22(hRR,)-2(JrJz)-r (rr-18)

La pression critique de flambage est le minimum de la fonction obtenue
en remplaçant le nombre d'ondes circonférentiel n, de I'expression (tr-17)
par nc, on obtient:

(pÆ)' = lzÊ({3.R\) xt, n}f grnr>

(tr-1e)



-  101

où 11, Iz, Jt et J1 sont donnés par la relation (II-14). On rappelle que les

rappôd llllyetltfirsont des nombres sans dimension''ôo 
r.*ar[n., qué dans le cas élastique, les fonctions Io et Jo deviennent

des fonctiottt d" ia forme seulement, cat les modules tangen! E eJ sécant
Er-Oeuieonent dans ce cas, respectivement identiques au module-d'Young
B. tes trois formules (tI-9), (II-16) et (II-17) constituent les équations
analytiques de la nouvelle méthode simpli-fiée d9 calcul de flambage, que

,roui auotts décrit préédemment. Nous allons dans le prochain paragra-

fhe, calculer les pràssions critiques de flambage de la coque torisphérique
sous une presslon lnterne, en applicant les formules de la méthode propo-
sée.

ITI- FORME PRATIOUE DE LA FORMULE SIMPLIFIEE

Nous allons utiliser la méthode simplifiée de flambage d'abord pour
calculer la pression critique de flambage élastique, afin de valider certai-
nes hypothéses de départ, ensuite pour traiter le Tlambage élastoplastiq}e.
pour tètu otr étudie én premier, là coque torisphérique sous pression in-
terne p, dans le cas élastique et en théorie de membrane.

III-I Validation sur le cas élastique

On considère en premier le modèle très simplifié décrit. précédem-
ment. On effectue alors, sur ce modèle, un calcul de la pression critique
en utilisant la première formule (tr-9) de la méthode. On obtient la valeur
de cette pressiôn et son nombre d'ondes circonférentiel associé:

(p/E)cx106= 1.81
nc=48 (m-1)

Les deux autres modèles simplifiés avec méthode de Ritz, font inter-
venir la fonction fo(s). On suppose dans toute la suite,_que- cette-fonction
est une forme apprbchée de I allure réelle du mode de flambage élastique,
(voir fig. Y-7 du^chapitre tr). Pour construire cette fonction, on considère
trois pùnts appartenànt à I'allure du mode réel. Ces trois points- sont si-
tués ôomme iuit: le premier est le début de ce mode, le second est son
ma<imum et le dernièr point est la "fîn" de ce mode réel. On fait ensuite
une approximation polynômiale sur ces Eois points l quttit de leurs abs-
cissei ôurvilignes .êspê"dves. Ceci permet de choisir la courbe fo(s) qui
approche le mieux la forme réelle du mode de flambage.

On note par s1, Sc et s2 les abscisses curvilignes des trois - points pris
précédemmènL en s'arrangeant de telle manière que I'origine des abscisses
èurvilignes, soit située au début du tore (plus précisément au point de la

'$
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jonction cylindre-tore). On définit alors cette fonction fo(s) comme suit:

fo(s) = Q si  s  É [sr ,sz]

0sfo(s)<1 si  s€ [sr ,sz]  GII-2)

et en lui imposant les conditions aux limites suivantes:

fo( so)=fo, 1 (s o)=fo, r (st)=o
fo(sc)=[ s1 ( sc ( s2

Sr(sSsc

sc(s Ssz

(trr-3)

(rrr-4)

A partir des relations (III-2) et (III-3), I'allure de cette fonction fo(s),
est donnée par:

(s-st )2(Ers-Gr)

f
fo(s) = t

(s - sz)2(Ezs -Gz)

où les valeurs des constantes Eo et Go sont obtenues à partir des condi-
tions aux limites imposées à fo(s). Ces valeurs sont:

Eo = -2l(sc-s)' Go = -ll2(3sc-so)Eo (m-s)

On a reporté sur le même graphe fig. trI-l, le mode réel et le mode de
Ritz donné par fo(s), pour mieux distinguer les différentes parties de la
coque torisphérique. On rappelle qu'on a discrétisé la paftie torique et la
pafiie sphérique en cent éléments chacune. Par contre, on a ignoré ici la
paflie cylindrique puisque le mode flambage est assez loin de cette zoîe.
On peut remarquer de plus que le mode est concentré près de la jonction
tore-sphère, plutôt du côté du tore.

La fonction fo(s) est ainsi choisie et définie. On revient maintenant aux
deux formules (II-16) et (II-17) du modèle de Ritz de la méthode simpli-
fiée. On rappelle que les coefficients J1 et J2 gardent une valeur constante
dans ce cas élastique que nous traitons. On trace donc les courbes
pÆ-nombre d'ondes n, relatives aux expressions (II-16) et (II-17), fig.
III-2 et III-3.
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0 t0  20  s1  30s  40sz  50
abscisse curvilisne s

fig. Itr- 1 Superposition du mode réel et du mode approché donné par
la fonction fo(s) utilisée dans la méthode de Ritz avec
Sr=28mm Sz=4Qmm et sc=34mm

o

6 0.6
tt)

0.4

mode de Ritz fo(s)

mode reel élætique W(s)
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30  60  90  120
nombre d'ondes circonférentiel @)

150

fig. trI-2 Calcul'de la pression critique de flambage avec Ir +0

20  40  60  80  100

nombre d'ondes circonférentiel n

120

fig. trI-3 Calcul de la pression critique avec Ir=0 (Cz<<Cr)

[(pÆ) x I 0* * 6 lcr-3.227 (50)

[(pÆ)x l0* *6]cr=3. 1 57(50)

On remarque que la seconde courbure principale C2 (qui est contenue
dans le coefficieni de forme 13) n'a presque pas d'influence sur la pression
critique, ce qui confirme I'hypothèse que C2 est négligeable devant C1. La
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courbure C2 n'intervient que pour définir le mode de flambage, mais sa

forme a êtê posée a-Priori.
Les résuliats du calcul de flambage étastique, tab. III-1 nous montrent

que la méthode de Ritz donne une mêilleure approche d9 la pression criti-

{u., .- ses valeurs sont proches de celle donnée par le calcul éléments
nnis. Par contre la première formule (qui ne prenait pas en compp la
forme du mode) est àssez loin de la valeur réelle de la pression critique,
mais elle donne néanmoins une bonne estimation sur la valeur du nombre
d'ondes circonférentiel critique, qui est généralement assez grand par

comparaison à celui des coquès simples: cylindre par exemple.

Valerrs de (pÆ)xl0 6 (n) est le nombre d'ondes circonférentiel

Première formule
(rr-9)

METTIODEDERIIZ
METHODE
F. F Chân. i l

Deuxième formule I cÉ0
(rr-16)

3.2n60)

Troisième formule Il =0
0r-17)
3.1s7(s0) 3.10(s0)1.81(48)

tab. III-1 Pression critique approchée du flambage élastique de la
coque torisphérique sous pression interne, les contraintes
avant flambage étant obtenues en théorie de membrane

Il ressort de cette analyse, que les trois formules utilisées (II-9), (II-

16) et (tr-17), peuvent être classées en fonction de leur complexité et leur
avantage. La piemière relation (tr-9) est très simple et elle ne présente pas

d'intérdt, puiiqu'elle donne une mauvaise valeur.de la.pression critique.
I-es deux âures formules analytiques (II-16) et (II-17) donnent une bonne
valeur de la pression de flambage, mais on qlréféré la dernière relation
(II-17) à cause de sa simplicité par rapport à (tr-16). De plus cette derniè-
re relation est beaucoup plus slmple et conduira à des résultats lisibles
dans la suite. C'esr cettefôrmule analytique de la pression critique (tr-17)'
qu'on utilisera dans la suite pour discuter le flambage plastique.

III-2 Forme pratique de la formule simplifiée

On rappelle que dans le cas plastique et pour une coque torisphérique
de formô^donnée, les coefficients Jr Jz dépendent de la pression et des
modules tangent et sécant adimensionnalisés sur le module d'Young..La
pression criti-que de flambage ne peut êEe obtenue que par une résolution
graphique dela relation (Ii-17). Donc, on a à résoudre une équation de
iypè' la pression p est égale une fonction dépendant aussi de p. On s'inté-
têir. plus particutièremént dans tout qui suit, à la formule finale (II-19)
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déduite de (II-17) qu'on avait retenu. On rappelle que dans la relation (tr-

19) interviennent dèux facteurs essentiels de géométrie et de comporte-
ment (dû aux coefficients H22 etM11). Pour cela nous allons mettre en
évidence à partir de (tr-19), des paramètres sans dimension qu'on définira
dans le prochain paragraPhe.

III-2-L Paramètres adimensionnels intervenant dans Ia for-
mule simPlifiée

Nous allons dissocier les deux facteurs cités ci-dessus (géométrie et
comportement), afin de voir I'influence de chacun d'eux sur la pression
critique. Nous utilisons la roisième formule analytique de la pression cri-
tique établie précédemment (voir relation (II-19)).

On rappeilè que le calcul du flambage plastique dépend de la courbe de
contraintes-déformations choisie et de l'évolution du chargement. Nous al-
lons donc introduire un paramètre de charge sans dimension noté par l, et
donné par la relation suivante:

f, =(p/Ee")(R/h) (rtr-6)

qui tient compte de la pression p, de la timite élastique €r, du module
ô'Yorrttg E et de la minceur de la coque, mesurée par le rapport de géo-
métrie R/tr.

Pour faire apparaître le paramètre de charge À dans la relation (II-19),
on injecte la relation ci-dessus dans (II-19) et on la reformule de la ma-
nière suivante:

)çlzhzti'.h.RR,er)J Q rtlùrtz(rztr) (III-7)

Le second membre de l'équation ci-dessus est composé d'un produit de
trois facteurs sans dimension notés pâr fr, fz,fz et qu'on les identifie res-
pectivement à:

- fFùh2l({3.RRrey) 9ù apgqaî1 la minceur de la coque torisphé-
rique: hlR, h/R, et la limite élastique er.

- fz=Iz[Ir n'est une fonction que de la forme de la courbe
méridienne, c'est à dire que ce facteur est invariant
par homothétie.

- \=(J1lJ)rtz est une fonction de la forme de la courbe méridienne
(invariant par homothéûe) et des paramètres sans di-

mension traduisant le comportement: EÆ1, EÆr, v du
paramètre de chargement.
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Il apparaît de cette analyse que le facteur essentiel de géométrie est re-
présenié par la minceur et la forme de la courbe méridienne. l-e second
lacteur essentiel dissocié est celui du comportement qui contient les rap-
ports: ElEt, EÆ, et v le coefficient de Poisson. Ces rapports dépendent de
la hmite élastique (allure de la courbe contraintes-déformations utilisée) et
du chargement.

En regroupant les facteurs f1, f2 f3 dans le tab. III-2, on indique I'in-
fluence de la géométrie (minceur, courbe méridienne) et celle du compor-
tement (EÆ,, EÆ, et chargement) sur ces trois facteurs qui constituent le
second membre de l'équation (III-7).

GEOME-IRIE
etCOMPORT.
dans fl, D f3

minceur de la
coque torisphérique

fornp de la courbe
méridienne conportement chargement

ler facteur
fr

h/R h/Rt RlRt ty

2e.r facteur
f2

dépend

3eme facteur
f3

dépend E/E EÆs v L

tab. III-2Indication de I'influence de la géométrie, du comportement
et du chargement sur la formule analytique proposée

Le rapport (Jl/J2)1/2 représenté par le facteur f3, dépend plus précisé-
ment des coefficients H'zz et M11, lorsque la géométrie dt^lu coque à étu-
dier est connue. En effet dans J1 intervient le coefficientHLz et dans Jz aP-
paraît le coefficient M1r, voir relations (II-14). De plus ces coefficients
dépendent en particulier du rapport de la limite élastique oy sur la con-
trainte équivalente oe, qui lui aussi est fonction du paramètre de charge 1",
donné pù 1II-O). Ce-rapport dont dépendentH22 ét M11 (voir leurs rela-
tions respectives (III-15), (III-20) et (III-13), (trI-20) du chapitre II), est
le suivant:

o, /or(s)=2c2Rl(1,{42-a+1) (m-8)

où C2 est la seconde courbure principale qui varie, R est le rayon du cy-
lindre de base de la coque étudiée et cr, est liée au rapport des deux cour-
bures principales. On pèut remarquer que dans le.domaine élastique, H22
et Mtl prennent respectivement les valeurs 1/(1-vz) et 1, où v est le coef -
ficient de Poisson.
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D'après le tableau ci-dessus, on peut mettre ce rapport -(IJJùItz (ou fg)
comme une fonction de paramètres sans dimension, sous la forme suivan-
te:

f3 = (J1lJ z)rt2=f()r,E/E'E/E'v) (m-e)

où E, E, et E. sont respectivement le module d'Young, le module tangent
et le module sécant . On s'aperçoit que le facteur f3 ne dépend plus de la
minceur: MR ou h/Rr, mais il dépend de la forme de la courbe méridienne
caractéris êe par le rapport R./Rr et le paramètre de charge 1,.

III-2-Z Principe de résolution

Le second membre de l'équation (III-7), dépend du paramètre de
charge L p* I'intermédiaire du rapport f3=(J1lJz)''t. Pour alléger l'écri-
ture de ceiecond membre, on le pose dans toute la suite égal à f(l'). On se
ramène donc, à une équation de type fFf(t). La résolution par la méthode
graphique, consiste à tracer la courbe f(1,) et à porter sur le même graphe
la droiæ d'équation l,=À. La solution de l'équation (III-7) qu'on note par
L* représente le point d'intersection de ces deux courbes. On peut ainsi
déduiie de (III-6) I'expression donnant la valeur de la pression critique de
flambage, sous les formes suivantes:

(pÆ)'=l".er(hlR) ou (p/or)c=1"-(h/R) (trI-10)

où on rappelle que h est l'épaiseur de la coque torisphérique, R est le
rayon du cylindre de base, ey ou oy est la limite élastique

III-3 Applications de la formule simplifTée au flambage
plastique de la coque torisphérique

Dans ces applications, nous allons montrer les diverses considérations
paramétriques qui influent sur le comportement et sur la solution graphi-
que l,*. On calculera ensuite les valeurs approchées de la pression critique
de flambage de la coque torisphérique, en considérant I'expression exacte
de la contrainte circonférentielle os de la théorie de membrane et son ex-
pression corrigée oeto', (voir fig. II-1 et la relation (V-2) du chapitre II)
On comparera par la suite, ces valeurs à celles obtenues par le calcul élé-
ments finis. On a donc besoin, des expressions (III-6) à (III-10) pour met-
tre en oeuvre, les applications de la méthode simplifiée.
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paramètres qui influent sur la solution simpli-

Dans ce qui suit, nous allons étudier I'influence des paramètres adi-
mensionnels introduits précédemment, sur le comportement (lois plasti-
ques) et sur la solution graphique l.* du problème simplifié. On aura donc
à discuter sur deux types de paramètres: ceux de géométrie (forme de la
courbe méridienne et minceur) et ceux traduisant les modèles plastiques
utilisés. On pourra ainsi mettre en évidence la plastification progressive
de la structuie et avoir déjà une idée sur la nature de la solution À. à ob-
tenir. Ceci est possible du fait, qu'on avait sépraré ces deux paramètres.
Enfin dans certains cas de discussion de I'influence de ces paramères sur
le problème simplifié, on discute seulement sur le cas du modèle incré-
mental. Cependant dans le cas de la théorie de la déformation, on abouti-
rait aux mêmes conclusions, qu'en incrémental.

III-3-1-l Influence du comportement sur la courbe f(À)

Les lois plastiques utilisées agissent $^irectement sur le comportement
et en particulier sur ses coefficients H" et Mrr. Pour cela on trace la
courbe f(1") en théorie incrémentale et en théorie de déformation du J2.
Dans ces deux modèles, on a besoin de ElBret en (voir sa valeur, fig. trI-l
du chapitre II). Pour illustrer l'évolution de la flasticité dans la structure
étudiée, on considère un rapport EÆ, choisi égal à 10 dans les deux modè-
les.

Sur la fig. Itr-4, on a Eacé la courbe f(1,) dans le cas de la théorie in-
crémentale. La courbe f(1,) présente trois paliers où f(1,) est une constan-
te.I-e premier palier.correspond au chargement élastique, car les rapports
I2lI1 (ou f) et (JrlJz)Lt/ (ou f3) gardent chacun une valeur constante, dans
le domaine élastique. Le second palier correspond à une plastification
complète de la partie torique de la strueture, puisque le rapport(Jr/Jùrtz
devient constant, car il ne dépend pas du module sécant en théorie incré-
mentale, mais du rapport EÆt qu'on a supposé constant. Enfin le dernier
palier est un début d'évolution de la plasticité sur la calotte sphérique de la
coque torisphérique. Entre le palier élastique et la plastification complète
du tore il y a une zone qui correspond à la plastification progressive du
tore.
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fig. Itr-4 L'évolution de la plasticité en théorie incrémentale

Sur la fig. trI-5, on a tracé la courbe f(À.), dans le cas de la théorie de
déformation du J2, pour un même rapport de EÆ, que dans le modèle
plastique précédent et avec la même limite élastique. On observe le même
palier élastique que celui établi en théorie incrémentale. Par contre la
fonction f(À) ne garde plus des valeurs constantes au niveau de chaque
partie de la coque torisphérique, car dans ce cas intervient le module sé-
ôant E, qui dépend du paramètre de chargement 1,, en particulier de la
pression p.
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Êy =l '18x10-3

E/Er=10

0 .5

0
0  0 . 2  0 . 4  0 . 6  0 . 8  1  1 . 2  1  . 4  1  , 6

paramère de charge À

fig. trI-5 L'évolution de la plasticité en théorie de la déformation du J2

III-3-1-2 lnfluence du comportement sur la solution du pro-
blème simplifTé

Dans le cas élastique, la solution élastique I*e donnant la pression criti-
que coffespondantc est le point d'intersection des courbes l,=1, et
f1l";=serstante du palier élastique, fig. Itr-6. Cette solution ),*B rle dépend
que de la forme donnée de la coque torisphérique, car les paramètres sans
dimension EÆ,, EÆ, sont identiques et ont une valeur commune égale 1.
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fig . trI-6 Solution graphique du cas élastique

En plasticitê,la fonction f(1,) dépend de la loi de comportement uti-
lisée. Ainsi f(1,) est fonction seulement de EÆ,en théorie incrémentale et
de EÆ,, EÆ. en théorie de la déformation du J2. Pour trouver la solution
plastique l,-, pour les deux modèles plastiques utilisés,_on reporte les
èourbés f(1,) dès fig. III-4, Itr-5 et la droite d'équation À=1" sur un même
graphe. Oà s'aperço-it que les deux soluûon I*r, f,*, colrespondant respec-
iivément à la théorie incrémentale et à la théorie de déformation du J2
sont nettement distinctes, fig. trI-7.
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fig. Itr-7 Solution graphique du cas plastique

On note que le module tangent E, joue un rôle important dans le com-
portement plastique (en particulier les eoefficients Hzz etMrr) et,aussi sur
Îes solutions graptriquei l.* donnant les pressions critiques de flambage
coffespondantes. Pour illustrer cela, on lui attribue diverses valeurs allant
de I'ordre du module d'Young E jusqu'au centième de celui ci, fig. trI-8,
en considérant la théorie incrémentale. On observe que la courbe f(1")
tend vers une limite, à partir des valeurs de EÆ, > 100. Par contre, ces
courbes f(À) se différencient entre elles pour des rapports de EÆ, plus
petits de 3 à 11. Cela entraîne que les solutions l,* suivront les mêmes va-
riations que les courbes f([). On peut remarquer qu'on peut obtenir le
même aspect des courbes f(1,) avec les mêmes valeurs de EÆr, en considé -
rant I'aufie loi plastique à savoir la théorie de la déformation du J2.
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pararÈtrede charge I

fig. III-8 Effet du module tangent (donné par le rapport EÆ,) sur les
solutions plastiques l.* (intersection des courbes À, et f(),), en

théorie incrémentale

Ceci nous montre que la pression critique de flambage (pÆ)", corres-
pondant à ces solutions plastiques graphiques l,'croît quand le rapport
E/q diminue et garde une valeur constante pour EÆr>100, fig. III-9, en
théorie incrémentale.
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fig. III-9 Effet du rapportE[Etsur la pression critique de flambage
plastique, en théorie incrémentale

III-3-1-3 Influence de la minceur de la coque

Pour mettre en évidence I'influence de la minceur R/tr de la coque, on
reécrit l'équation (III-7) sous la forme:

f3@)=t({3tz)ufz.\/R.(R/h)2.eylI (m-11)

où la fonction f:(À) (voir relations (II-14) et (Itr-7) dépend du comporte-
ment, de la forme courbe méridienne, mais pas de l'épaisseur ni de la li-
mite élastique. Pour une loi de comportement donnée, on a donc une seule
fonction fl(À) que I'on peut calculer et tracer, fig. III-12. Le second
membre de l'équation (III-11) définit l'équation d'une famille de droite
dont la pente varie avec la minceur pour une limite e, donnée. Cette pente
varie aussi, avec la limite élastique ev pour une minceur R/h imposée. Ces
droites sont représentées sur la même fig. III-12, dont les valeurs prises
par leurs pentes sont données par les rapports R/h allant de 100 à 2000.
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1/{l-T2

fie. III- 12 Effet de la minceur de la coque sur la solution graphique
l.*, en incrémental avec: EÆ,=lQ, Êv=1.18x10-r et v=0.3

A partir de cette courbe, on peut déterminer la minceur en fonction de
la limite élastique ev et de R./R,, à parrir de laquelle le flambage est élasti-
que. Il suffit pôur cêla d'écrire què la droite passe par le point L (},=ÀBp,
fz=Il^l-v\ qul caractérise la limite du flambage élastique. On a donc I'ex-
pression de cette minceur "limite" donnée par la relation suivante:

(R/h)2=[2]^/l(t-v2)]f2G/RJ(l/er]'p) (Itr-12)

Lorsque la minceur R/h est plus grande que la minceur limite, le flam-
bage a lièu dans le domaine élastique. Lorsqu'elle est plus petite, le flam-
bage se situe dans le domaine plastique. Comme la courbe f1(i,) est dé-
croissante, on voit que la charge de flambage obtenue en plasticité (ici en
théorie incrémentale) est plus faible que celle obtenue en théorie élastique.

paramàre de charge l,
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III-3-2 Calculs de la pression critique de flambage de la co-
que torisphérique, pâr la méthode simplifiée

Nous allons déterminer les valeurs de la pression critique de flambage
de la coque torisphérique, sous pression interne p en utilisant la formule
retenue (voir relation II-I7), de la méthode simplifiée. On avait vu qu' un
calcul de préflambage en théorie de membrane donnait des résultats très
approximatifs. C'est pourquoi nous calculerons la pression de flambage en
tenant compte de la correction de la contrainte circonférentielle og intro-
duite au chapitre II, relation (V-2). Les valeurs de la pression critique
ainsi trouvées seront ensuite comparées à celles obtenues par le calcul en
éléments finis du chapitre précédent.

Pour le cas élastique, on se limitera au calcul des courbes pression-
nombres d'ondes données par la formule (II-17).
On rappelle que les paramètres sans dimension de comportement EEr,

EÆ. utilisés dans les calculs approchés effectués, sont ceux donnés par la
courbe contrainte-déformation donnée dans le chapitre II, (voir fig.
m-1).

Pour calculer la pression critique de flambage élastique, on préfère uti-
liser la formule (II-17) puisqu'on obtient directement la valeur de cette
pression et son nombre d'ondes circonférentiel critique associé sans passer
par une résolution graphique. Cette valeur est représentée par les courbes
des fig. III-13 et III-14 en considérant respecûvement I'expression exacte
de la contrainte circonférentielle de membrâne 06 et son expression corri-
gée ogcor.

2 . 7 5

[(pÆ)xl0**6]ce3. l6 (50)

20  40  60  80  100
nombne d'ondes circonférentiel n

120

1 1

8 .25

\o**
x  c ' c

fig. III-13 Pression critique de flambage élastiQue âvec os
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[(pÆ)x I 0**6]cr=8.37(50)

20  40  60  80  100  120
nombre d'ondes circonférentiel n

fig. III-14 Pression critique de flambage élastique avec oe"oo

Dans le cas plastique, on détermine la pression critique de flambage
de la coque torisphérique sous la pression interne P, en résolvant graphi-
quement l'équation (III-7). On s'aperçoit donc que la solution graphique
l,* obtenue en théorie incrémentale et celle de la théorie de déformation
du J2 coincident, fig. Itr-15 et trI-16, pour un état fondamental représenté
par la contrainte de membrane o6. Ceci est dû à la valeur du rapport EÆr
donné par la courbe contrainte-déformation (voir fig. trI-1 du chapitre tr)
utilisée, qui a une valeur assez grande. De plus, on avait vu précédemment
que pour des valeurs de ce rapport dépassant la centaine, les pressions cri-
tiqués correspondant à ces valeurs se confondent. Par contre, en calculant
les solutions graphiques l.'respectives au modèle incrémental et au modè-
le de déformation et en tenant compte de la correction de la contrainte
circonférentielle os, on s'aperçoit que ces solutions se différencient. On
obtient donc la solution 1.. de la théorie incrémentale fig. III-17 qui est
plus grande que celle de la théorie de la déformation du Jz, fig. III-18.

Y20*

x
t l l

5 1 5

30

25

10
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i : c i

f, +0.315 + G/E) xl0**6=0i688
: : ;

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
paramère de charge À

fig. III-15 Pression critique de flambage plastique en incrémental
âVêC 06

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
paramètre de charge I

Pression critique de flambage plastique en déformation
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fig. Itr-16
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paramètre de charge l"
fig. trI-17 Pression critique de flambage plastique en incrémental
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fig. III-18 Pression critique de flambage plastique en déformation

aveO Og*t
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On présente I'ensemble de ces résultats de la méthode que nous avons
proposé, dans le tab. ilI-z. On remarque un redressement des valeurs de
la pression critique de flambage, en tenant compte de la flexion par I'in-
termédiaire de I'expression de og*t.

COMRAINTE
CIRCONFEREN.
TIELLE

6
Valeurs de (pÆ)xlO 

-
et le nombre d'onde circonférentiel (n)

Elasticité Theorie incÉmentale Theorie de déforma-
tonduJz

6e 3.16(50) 0.688 0.688

o cûÎ
0

8.37(50) r .573 1A42

tab. Itr-2 Pressions critiques de flambage par la "méthode simplifiée de
calcul de flambage"

Pour tester la fiabilité de cette méthode, on compare ces résultats à
ceux du calcul par éléments finis, en calculant l'écart existant entre les va-
leurs des pressions critiques de flambage de la coque torisphérique sous
pression interne p, tab. Itr-3.

tab. Itr-3 Pressions critiques par les deux méthodes: calculs en êlê-
ments finis et calculs par la méthode approchée

On remarque que la méthode donne des résultats assez bons dans la cas

CONTRAINTE
CIRCONFEREN.
TIELLE

Valeurs de (pÆ)x10 6
et le nombre d'onde circonférentiel (n)

Elæticité Theorie incrénpntale Theorie de déforma-
tion du J z

og

E.F.

M.A

ECART

3.105(50)
3.16(s0)

1.77 Vo

r.251

0.688

0.83

0.688

o 00rr
e

E.F.

M.A.

ECART

7.48(s0)

8.37(s0)

l l  7o

2.r19

1.573

34Vo

1.01
t.M2

4270
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élastique, mais elle présente des écarts sensibles dans la cas plastique. Ceci
est dû à I'effet du comportement et au choix de la forme du mode de Ritz
qu'on a supposé représentant le mode réel élastique.

Iv. CONCLUSION

Nous avons développé une nouvelle méthode pour le dimensionnement
au flambage des structures de type coques torisphériques Sous une pres-
sion interne donnée. Elle permet de donner des résultats approchés de la
pression critique de flambage en fonction de la géométrie de ces structu-
ies et des caractéristiques mécaniques du matériau utilisée. En particulier
le comportement du matériau est mesuré seulement par deux coefficients
très importants à savoir le module bidimensionnel instantané adimension-
nalisé H22 dans le sens circonférentiel et la souplesse adimensionnalisée
Mrr dans la direction méridienne.La méthode que nous avons proposé est
d'un grand intérêt pratique puisque la méthode présente des formules ana-
lytiques qu'on peut manipuler.

L'étude de la coque torisphérique montre que la courbure principale
dans la direction circonférentielle C2 de cette structure peut être négligée.
Cette hypothèse nous a permis de retenir la dernière formule (relation (tr-
17)) parmi les trois que nous avons proposées, (relation (tr-9), (II-16) et
(II-17)). Cette formule nous a permis de mettre en évidence deux facteurs
importants à savoir la géométrie (minceur R./h, forme de la courbe méri-
dienne R/Rr) et le comportement (paramètres adimensionnels: EEr, EÆr,
À et v), qui influent sur le problème simplifié. I-es solutions de ce pro-
blème sont obtenues par une résolution graphique. Les solutions donnant
les valeurs de la pression critique de flambage sont validés: dans le cas
élastique (validation assez bonne) et dans le cas plastique tout en tenant
compte du choix du mode de Ritz et de la manière d'introduire le pré-
flambage.

Cependant on pourrait étendre cette méthode simplifiée à la coque ellip-
tique. Dans ce cas, il nous semble qu'on peut garder ses deux courbures
principales et a formuler des relations analogues en fonction des axes de
I'ellipse. En effet, certains auteurs[A3], [G4], [D1] présentent des formules
donnant la pression critique de flambage d'une coque elliptique sous pres-
sion interne, dans lesquelles apparaît le rapport des ues de I'ellipse.
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CONCLUSION GENERALE

Le flambage des coques de révolution, sous pression interne et en par-
ticulier celui des coques torisphérique ou elliptique est un flambage local.
Il est dû à une contrainte circonférentielle qui est une compression lorsque
la courbe méridienne est assez courbée. Si on la calcule en théorie de
membrane, cette contrainte ne dépend que de la géométrie de ces coques
et de la pression appliquée.

Pour dimensionner ces structures au flambage, on a opté pour des
théories simples à cause des non-linéarités géométrique et matérielle de
ces coques. On a donc utilisé, la théorie des coques de D.M.V. avec un
comportement avant flambage calculé en théorie des membranes. De plus,
le calcul des pressions critiques numériques, nous a amené à considérer les
lois classiques de plasticité (la théorie incrémentale et la ttréorie de défor-
mation du J2). On a appliqué ces lois dans le contexte du critère de Hill
qui est classique dans les calculs de flambage plastique. L'outil numérique,
que nous avons développé, pour évaluer ces pressions critiques, est un
code d'éléments finis COQ. Les éléments des coques utilisés ne sont pas
classiques. En pafiant de la symétrie de révolution et du chargement exis-
tant dans ces coques, on a proposé des éléments filiformes "courbes". Ces
éléments (arcs de courbes) sont obtenus, par approximations successives
sur une variable de référence, afin d'approcher au mieux la géométrie
réelle de ces coques, en particulier les courbes méridiennes.

On a calculé les pressions critiques numériques de flambage élastique
et plastique pour les coques torisphérique et elliptique. Les valeurs de ces
pressions critiques ainsi obtenues dans le cas élastique sont toujours supé-
rieures à celles du cas plastique. Tout au long de cette étude, on a mis
I'accent sur le rapport des deux contraintes obtenues en théorie de mem-
brane. On a remarqué qu'il agit fortement sur la pression de flambage. En
comparant ces résultats à ceux de la littérature, on a un écart raisonnable
dans le cas élastique, mais en plasticité cet écart est assez grand. Il en res-
sort que les coques étudiées sont très sensibles aux données géométriques.
On s'est aussi aperçu que la théorie de membrane donne une pression cri-
tique de flambage surestimée. En effet, I'effet de la flexion est loin d'être
négligeable dans ces structures. Sans faire un calcul de flexion dûe au pré-
flambage (assez compliqué), on a introduit l'effet de cette flexion, en mo-
difiant artificiellement la contrainte de membrane causant I'instabilité. En-
suite, on a comparé les résultats obtenus avec ceux de la littérature. Dans
le cas élastique ces résultats sont toujours en accord raisonnable avec les
résultats connus, mais en plasticité, un écart demeure. Il nous semble donc
que la sensibilité aux données géométriques reste assez forte. Cependant le
code éléments finis que nous proposons a été complètement validé sur ces
structures complexes. Mais le temps de calcul dépend de la puissance de la
machine numérique et il reste souvent très coûteux.
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Dans le souci de I'utilisateur, on a proposé une nouvelle méthode dite
"Méthode simplifiée de calcul de flambâge",.poqr déterminer la pression

.titiqu* Oe fiambage, à partir de certaines simplifications. On a montré
que pour une coquJ torispnerique, la seconde courbure Principale (dans la

dir"Ëtion circonfèrentiellè), n'à pratiquement pas d'influence sur la pres-

sion critique de flambage. Cette possibilité nous a permi-s- de proposer des

iormules ânalytiques faiiles à manipuler. on a retenu celle qui.dépend du

choix d'un môde de Ritz et qui nous a conduit à des résultats importants.

On a montré que le comporÉment agit seulement par deul composantes:
la rigidite cirànterentieile er la souplesse dans la direction méridienne.
Les formules analytiques proposées nous ont permis de dissocier I'in-

fluence de la géométrie et celle du comportement'
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ANNEXE

Nous allons développer les relations auxquelles on fait référence en
Annexe et qui ont été utilisées lors de notre étude du flambage des coques
sous pression interne.

En théorie de surface et en particulier dans le cas des coques de révo-
lution, on a utitisé des dérivées covariantes faisant appel aux symbols de
Christoffel. Dans notre choix de coordonnées intrinsèque s et 0, pour dé-
crire la surface moyenne des strucfures étudiées (coques torisphérique et
elliptique), le symbol de Christoffel foÊ,, de deuxième espèce sur la surfa-
ce moyenne prend seulement deux valeurs, à savoir:

12n=rllr et ll22= -r,f (A-1)

En calcul éléments finis, I'approximation des déplacements Ur, Uz et W
aux noeuds, consiste à faire une interpolation d'Hermite donnée par les
fonctions N1, N2, N3 et Na. Ces fonctions dépendent de la variable de ré -
férence ( et ont pour expressions:

Nr=( I-\)2(2+\)

Nz=( 1-q2X 1-q)

N:=( I+\)zQ-\)

N+=(- 1+€2)(1*€)

Les dérivées succéssives de ces fonctions par rapport à la variable de
référence sont:

N'r=-3( I-1')

N'z=(- 1+EX1+3€)

N'g=3( I-\2)

N'+=(-1-EXI-38)

N"t=6€

N"z=6(-2

N"g=-68

(A-2)

N" ' l=  6

N"'2=6

N"'3=-6

Ntt'4=6

(A-3)
N"+=6€+2

Nous allons expliciter les matrices [B], [Bd] à partir de leurs expres-
sions vectorielles respectives, tout en raisonnant sur un seul élément de la
structure à étudier. Pour cela nous allons spécifier les grandeurs vectoriel-
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les utilisées dans les expressions (IV-23), (lV-24) e! (IV-25). .
I-es vecteurs vitesses de déplacement tangentiel Us, normal W et leurs

dÇrivées par rapport à I'abscisse curviligne s, représentées par le vecteur

{U} champ de vitesses est défini par:

{û}'=tÛr,Ûr,,,Û2,Û2,r,ù,fu,r,fu,,, }t (A-4)

La variation du champ de déplacement élémentaire {ôU}e peut êre

aussi de la forme:

{ ôU }e-{ ôUt,ôU1,1,ôU2,ôU2,1,ôW,ôW,1,ôW,t t }r (A-5)

On rappelle que la méthode des éléments finis consisæ1t à rapprocher
le champ'de vitèsses (A-4) à un champ de vitesses aux deux noeuds de
l'élément noté par:

{q}"={Ûrr,Ùrr,ùr,fu,,1, IJ12,Û22,Wr,frr,r}t (A-6)

Il en est de même pour une variation élémentaire {ôq}t:

{ôq}"={ôUll,ôU2r,ôW1,ôW1,1, ôU12,ôU22,ôW2,ôW2,1}r (A-7)

où la partie de gauche dans (A-6) et (A-7) concerne le noeud n"l et la par-

tie de droite le noeud no2.
On a introduit un vecteur taux de déformation élémentaire {é} qui lui

contient les vitesses de déformation de membranes'i'op et les vitesses de

déformation de flexion ùop. Ses composantes s'écrivent:

{é}t={yr r,Trr,21,,r,r1,i22,2krr}t (A-8)

On peut aussi établir les variatons élémentaires {ôe}t du vecteur dé-
formation {e}:

{ôe}e=1ôYr,,ôTzz,2ôy12,ôrtt,ôrzz,2ôKrz}r (A-9)

Enfin, pour utiliser le comportement modélisé po-ur l'élément de la

structure, on a défini un vecteur taux de contrainte {ô} dans lequel inter-

viennent les contraintes résultantes incrémentales de membrane 15tt"F)1 et

celles de flexion 1ùt"01), sous la forme:

1o1t=1Nttt1,1l11221, pttzl,tr4ftl),ù(22),ii4(tz)1r (A-10)
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Les composantes physiques du tensru, Nro9l sont déterminées par la
relation ci-dessous, pËt*ettânt le passage d'un tenseur ToF dg même natu-
re, de coordonnées^intrisèques (i et 0) en un tenseur T(cÊ) exprimé en
coordonnées physiques (s et r0).

T(oPl - T"F{ap Fluoo (A-11)

où cette fois-ci exceptionnellement o êt p ne sont pas des indices muets! On
rappelle que les composantes du tenseur de la première forme de la surfa-
ce â-n ou adF sont définies dans le chapitre II, voir relations (I-2).Ainsi
pu. 

"iLrnple 
N(22) s'écrira: p(22)-p22"'h2 t (l |r2)=r2N22.

A partir des considérations ci-dessus et I'approximation donnée par les
fonctions d'Hermite (A-3), l'écriture complète des deux mafices de pas-
sage [B] et [Bd] sont données par les tableaux respectifs: tab. A-1 et tab.
A-2.

tab. A-1 Les composantes de la matrice [B] avec Ae1=(1-Ç)/2,

4r=( 1 +() 12 et B ot=-l l2s'

Bor 0 -clAl -cr4 Boz 0 -cr& -ct& 
I
I

ft,r4, nt?\, -czAr -c2l", f ,r\, ntr'\z -czl= -czlo 
I
I

n/rAorBolr-ZhPrz4r0 0 nhLo2 Bo2h-2lrr2n\z 0 0 
I
I

0  0 Dl  D2 0 0 D,  ool

I
0 0 -n2l4Ar-f'rrB, -n2l?4-f2 rrn, 0 0 -nzÊ1"-f2 rrB, -n2lr2&-f',rBol

I
0 0 -2nS b2lrt' rrA, -ZnB2tr-2trf rzh.o 0 -ZnB3lr-2hf ,rù -2nBalr-2lrr',r& j
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4zoo

Boz00

o{zo

0Boz0

0043

0083

00D3

tab. A-21æs éléments de la matrice [Bd]

Les matrices de chargement [Dol] et [Do2] sont des matrices carrées 6x6.
En théorie de coques de D.M.V., elles sont simples i écrire, car elles
comportent chacune un élément non nul, à savoir Dot(1,1)=1 pour [Do1] et
Do2(5,5y=n2, pour [Doz], avec n représentant le nombre d'ondes circonfé-
r"ttii4. Les vâleurs de ces éléments des deux matrices de chargement sont
obtenues à partir des dérivées secondes de la vitesse normale w, par rap-
port aux ,r*iables intrinsèques: I'abscisse curviligne s et I'angle de révolu-^tion 

0. [,es autres éléments des deux matrices sont des zéros.

Enfin, on rappelle qu'on a signalé au chapiUe III, I'existence de deux
relations longues-à écrire, leurs expressions sont les suivantes:

G = (1Æh){ 1/r2[Mt ,(I/rzf .22+f2trf t;+M 12f ,11),zz+

I M 1 2 ( I /r T' 22+lf2 pf',1) + M zzi r 1f ,1 ;2 | r lzW n$ | ri,rr-l2 rrl hi,z)] il

+2T2 ,rlrlzMy(l tri,n-7z pL hi ,r11 ,r-2(12 r D2 [M y(! lrzi ,22

+f 2 r rf, r ;+M r zf , r r I - 2 lM 12(l I t4,22*Tz pf ,) +M zzf, r r I f 
2 
t z, t t

-2f2 rzlw pll hzf ,)2+f 
2 r rf, i ; +M rri,r rf ,,

-212 plM s(I I rzi,22+f 2, 2f,, ;+M, 2i,,, 1,, )

1ç = 1en3 n2) {[ H 1 I w, 1 1+" 
r z1 t lP*,rr*f' rzï, r ], I I *

l
B. l
ooJ

A\ , r000

Bor000

0Ab l00

0Bor00

00A lA2

0081B,2

00DlD2

(A-r2)
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2trl2T33(rÂ,rz-fz12à,rf ,rr+tt?l*rz*,,r*Ht'(llrzw',y2+f}12w,t)),zz+

2f2,,l(Htt-1112;w'r,+1Hr2-H22)$tii,22+T212i,r)l,r*

z(l2v)21(1111-3FI12)w,11+(Hlz4pp\Qkzi,22+f2rz*,r)l+

612,rLhl2H33Qh; ,p-|zplri ,rl,rl (A-13)

où h est l'épaisseur de la coque étudiée, E est le module d'Young et les
matrices tMl et [H] représentent respecûvement les coefficients de souples-
se et les coefficients du comportement plastique des lois utilisées.

On note que les dérivées covariantes, sont effectuées à partir d'un for-
mulaire mathématique situé dans la référencetc7l.
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