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Introduction

Dans la premiére partie de ce travail, nous nous sommes proposés de compléter les
résultats de M. Chipot et G. Michaille sur I'unicité des solutions de ’équation quasilinéaire

elliptique suivante :

0 ou )
—b;;(a($,u)5x—i)=f in Q,

u—4g € H(}(Q)a

(0.1)

dans laquelle © désigne un ouvert borné de R",n > 1, a(z,u) une fonction de

Carathéodory telle que
0 < a<a(z,u) <P pour presque tout z € @, Vu € R,

ot a et B sont deux constantes strictement positives et o f € H~1(Q), g € H(Q).
On s’est attaché & donner des conditions simples et aisément vérifiables, et a fournir

un contre-exemple dans le cas ol celles ci ne sont pas vérifiées.

Dans la deuxiéme partie, on s’est interessé au probléme “approché” déduit de (0.1) en
remplacant H!() par un espace d’éléments finis Vi, dans des cas ot la solution de
(0.1) est unique.

Aprés avoir étudié la convergence des solutions approchées vers la solution unique
de (0.1) dans le cas général, on a étudié I'unicité de la solution approchée dans des cas
simples et classiques en dimension 1 et 2. Dans chacun des cas, on a fourni des

contre-exemples lorsque les conditions obtenues n’étaient pas remplies.
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Dans la troisiéme partie, on s’est intéressé aux solutions des systémes suivants :
(a(uy, ...,un)ug)l =f; dans I=l]a,b] Vi=1,2,.,n
u; € H(Ja, § (0.2)
ui(a) = A4; et u;(b) =B,
ot les f; sont des distributions de H~1(]a, b[) et les a; des fonctions continues qui vérifient
0<a<a <p,

et, en particulier, a leur unicité.
On remarquera que, en dehors de quelques cas vérifiant des conditions draconiennes,
il n’y a en général pas unicité. Des contre-exemples sont donnés pour les cas ot I'unicité

peut tomber en défaut.

Certains résultats qui sont donnés ici ont été obtenus en collaboration avec M. Chipot.

L’essentiel des chapitres 1 et 2 est traité dans [A.C;] et [A.C5).



Notations

D’ iére général implifier 1 tati t 1 iln’ i
une maniére générale, pour simplifier les notations et lorsqu’il n’y aura aucun risque

/Q f(z)dz = / f

de confusion, on notera :

On utilisera les notations habituelles pour les espaces de Sobolev : H(2), H}(§)
et pour P’espace dual H~1(Q).

Les autres notations seront définies au fur et & mesure de leur apparition.



A REMARK ON UNIQUENESS

FOR QUASILINEAR ELLIPTIC EQUATIONS

N. André & M. Chipot
Université de Metz

Département de Mathématiques
Ile du Saulcy, 57045 METZ Cedex 01
(FRANCE)

1. Introduction

Let © be a bounded open subset of R",n > 1. Assume that a(x,u) is a Carathéodory
function satisfying
0<a<a(z,u) <P ae. z€Q, VueR (1.1)

where a, f are two positive constants. For f € H™1(Q), g € H(Q) we would like to
consider here the problem

0 Ju :
—b?i(a(:c,u)gw—i) =f in 9,

u—g € Hj ().

(1.2)

We use the summation convention and we refer to [G.T.] or [K.S.] for the definition of the
Sobolev spaces used throughout the paper.

First, under the above assumptions, using a fixed point argument of Schauder type,
it is very easy to show that (1.2) admits a solution (see for instance [C.M.]). We would
like to investigate here the question of uniqueness. More precisely we would like to prove
the following result :

THEOREM 1 : Assume that for some positive constant C one has
la(z,u) —a(y,u)] < Clz —y| Yu€eR, Vz, ye (1.3)

or

la(z,u) — a(z,v)| < Clu—v| Vu, v €R, ae z€Q (1.4)
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then the problem (1.2) has a unique solution (| | denotes the usual euclidean norm in R”).

If (1.3), (1.4) fail then uniqueness can fail even if
u— a(z,u)

is Holder continuous of any order.

Remark 1.1 : Loosely speaking uniqueness holds if and only if either

Ja(z,u)

|Vea(z,u)] or 5

are uniformly bounded.

This kind of problems were considered before by several authors (see [C.C], [C.M.],
[M.], [T.]), however, even in this simple case the picture was not yet complete. In partic-
ular, no counterexample seems to be known. Moreover, uniqueness in the case (1.3) was
established only under the additional assumption that v — a(z,u) was Holder continuous
of order larger than 1/2.

2. The proof of uniqueness

Let us first consider the case where (1.3) holds. Then set
A(z,s) = / a(z,t)dt (2.1)
0

If u € H1(Q) then it is clear that
A(z,u(z)) € HY(Q). (2.2)

Moreover, in the distributional sense one has :

d du (@) Ha(z,t)
s Aleu) = e, w5 + /0 et (2.3)

Then let us prove :
PROPOSITION 2.1 : Assume that (1.3) holds, then (1.2) has a unique solution.

Proof : Let us denote by u, v two solutions of (1.1). By subtraction we get
0 Ou Ov
- —_— - — )= i . 2.4
ami(a(ar:,u) B2, a(z,v) 3:6,') 0 in Q (2.4)
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But thanks to (2.3) this reads also :

u(z) alz
3x,(3 (A(z,u) — Az, v))—-/ 9 ( t) dt) = 0 Q. (2.5)

v(z) 0561
If f is a function we denote by [f > 0] the set defined by
[f>0]={z € Q]| f(z) > 0}
and we use similar notation for [0 < f < €.
Then we have
LEMMA 2.1 : For any ¢ € C1(Q)
¥(®) Ja(, 1)
(- (A, 0) = Alz,0)) - [
/[‘u—v>0] Oz; v(z) O0x;

Let us postpone for the time being the proof of this lemma. Then, integrating by parts in
(2.6) we obtain (recall that A(z,u) — A(z,v) € H}())

u(z)
/ Az, u) - +/ dalz, t) dt dz=0
[u—v>0] v

() 6:v i aCE :
which reads also

it 2 B:c = 0. (2.6)

62

u(e) 32 da(z,t)
/[u >0] /(z) [a( 6 2 * 5(:10, )66 ] dtdz = 0. (2.7)

Then, choosing £ = 7! in (2.7), we have for v large enough and by (1.3)

8%¢  Oa(z,t) 9¢
oz t)a 2 + Or; Oz;

> " (y?a - Cy) >0 (2.8)
and then in order for (2.7) to hold, [u — v > 0] must have a measure 0. This leads tou < v
and reversing the role of v and v to u = v.

Proof of the lemma : Let us denote by ( )% the positive part of a function, by min][ , ]
the minimum of two functions. Remark then that for £ € C1(Q), € > 0

(A(z,u) —GA(””’”))+ ,1).€ € H)(Q).

min|

Thus, multiplying (2.5) by the above function and integrating over @ we deduce (for
simplicity we set below A(z,u) = A(u)),

/“m Baa,) py .o (AW) ~ A@)*

(z) 6 € ]633, de =




u(2) Jalz U v
24w - A - [ 4Dy 2 A A g (29)

- /[0<A(u) —A(v)<e] OTi w(z) 0T
Let us denote by x a the characteristic function of the set A. By (1.1) one has

[0 <u—v]=[0< A(u) — A(v))].
So, when € — 0
(A(u) — A(v)*

- 1] = X[o<u—v] a-€. in Q.

min|

It follows, by the Lebesgue convergence theorem, that the first integral in (2.9) converges

toward )
W Qa(z,t
[ A - 4wy - [ 252y 2
[0<u—v}]

(z) 61’1 Z;
Now, we claim that for £ > 0

u(2) Hg(z u v
lim [a.(A(u)—A(v))—/ Gala,t) 4y 2 fli%)uxzo.

dt]
¢=0 Jlo<a(u)-A(v)<d 9z v(z) 35!7 3xz(
Indeed, this integral reads also

1

€ /[0<A(u)—A(v)3e1

/ /“@) da(z,1) , 0 (A(u) A(v)) Edo >
<A@ -A@<d Joy O Oz € -

u(z)
_/ / da(z, t)dt 0 (A(u) A(v))fd >
[0<A(u)—A(v)<e] Jo(z) Oz; Oz; €

1 u(z)

"/ / Va(z,1)|dt|V(A(u) - A(v))I€ dz. (2.10)
[0<A(u)—A(v)<e] Jv(2)

Now, by (1.3) one has for some constant C

IV(A(u) = A(v))|*¢ dz—

u(z)
/ Va(z, 8)|dt < Clu(z) — o).

(z)
Moreover, when u > v one has
u(z)

a(u(z) — v(z)) S/ a(z,t)dt = A(u) — A(v).

v(z)

Hence on [0 < A(u) — A(v) < ¢

/ " \Wate,lat < Saw) - 4w < e

(z)



and the last integral in (2.10) is bounded from below by

C
- [V(A(u) = A(v))[ € de
[0<A(u)-A(x)<e]

which goes to 0 with e.
Collecting the above results and letting ¢ — 0 in (2.9) we obtain for ¢ € C1(Q),£ >0

o u(z) da(z,t) , . Ot
/[u—v>0][a$i(A(x’ u) = Ale,v)) - /v(z) 0zx; d] Oz; de < 0.

Changing ¢ into M — £ for M large enough such that M — ¢ > 0 leads to (2.6) for any
£ € CY(Q).

Let us now turn to the case where (1.4) holds. In fact, we would like to use here a
slightly more general assumption. Indeed let us set

we(t)=  sup  |a(z,u) — a(z,v) (2.11)
z€Q, |u—v]<Lt
and let us assume p
s
= +o0. 2.12
/0+ wa(s) (2:12)

Clearly if (1.4) holds one has
wq(t) < Ct

and (2.12) holds.

Then we have :
PROPOSITION 2.2 : Assume that (2.11), (2.12) hold, then (1.2) has a unique solution.
Proof : Let us denote again by u, v two solutions of (1.1). Then for € > 0 let us set

/v i when z > e,
e w(s)? (2.13)

0 when z <e,

F, =

where for the sake of simplicity we have set w, = w. From (2.4), multiplying by

F.(u—v) € H}(Q) (2.14)
and integrating by parts, we get
Ou v 0
/Q(a(:c,u)éz - a(x,v)a—i : —BZFG(U —v)dz =0. (2.15)
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This can be rewritten as

v) 0
/Qa(;c, )(T,) 9%, —F (u—v)dz=— /(a(:v u)—a(z, v))a aa Fe(u—v) dz. (2.16)

From (2.13) we deduce
Nu=vl / (a(z,u) — a(z,v)) o D
/[u—v>f] #v) w?(u — v) &= [u—v>e] w?(u —v) dz; Or; (v —v) de
w(u — v)
< ——=|Vv||V(u —v)| dz
/[u —v>q w2(u )| ” ( )l

_—_/ wo) =0l (2.17)
[u—v>€]

w(u — v)

Hence by (1.1) and the Cauchy-Schwarz inequality we obtain

N2 . a2 )
o f BU L o<t (oo doft | Mu =0)lF 14
[ [u—v>¢]

u—v>q W (¥ =) [u—v>q @ (u—v)

from which it follows

— )12
[l 1o
[—v>q W (u—v)

/’d_s hen z >
G. = {Ew(s) when z > e,

0 when z <e.

Set

Then the above inequality reads

/ IVGe(u —v)|? dz < l/ |Vo|? de.
Q @ Jo

Hence, by the Poincaré Inequality (see [B.K.S.] for a similar argument), for some positive
constant C

/ |Ge(u —v)|? dz < C/ |Vo|? dz.
Q Q
Letting € go to 0 we deduce by (2.12) that
u<vo
and the result follows by exchanging the role of u and v.

So, we have established the part of Theorem 1 regarding uniqueness. Let us turn now
to the second part of this theorem.

10



3. A class of counterexamples

We are going to construct one dimensional counterexamples. So, for Q = (a1, as) we
will consider the problem

{ —(a(z,u)u') =f in Q
(3.1)

u(al) = Al , u(ag) = A2
where ay, as, Ay, A, are constants. Let us prove :

PROPOSITION 3.1 : Assume that (1.3), or (2.11), (2.12) fail, then (1.2) or (3.1) may
have several solutions even if u — a(z,u) is Holder continuous of any order v, v € (0,1)

i.e. even if
la(z,u) — a(z,v)]| < Clu—v|" Vu, v €R, ae. €. (3.2)

Proof: Let w be a nondecreasing, continuous function such that

w0)=0, wit)>0 Vi>0, / < +o0, (3.3)

+ w(s)

2
# is non increasing. (3.4)

We are going to construct a counterexample to uniqueness of the type of (3.1) with an a
having a modulus of continuity w, equivalent to w.

Set
(s) = / % (3.5)

Then, 6 is a one-to-one mapping from [0, T] into {0,6(T)] for any T' > 0. Let us denote by
6! its inverse. One has clearly

de 1

o W= w07 (y)) Vy>0. (3.6)

Let u be a smooth increasing function defined on (a;,az), and such that u(a;) = Ay <
A = u(az). Then, let us define v by

u+ 6~z —a;) in aneighbourhood of a;,
v = (3.7)
u+6071(as —z) in a neighbourhood of ay,
v being smooth and such that
v>u v'>0 on (a1, a2). (3.8)

11



It is clear that such a definition is always possible. Now, let us define a(z,u) by setting
(1 if =z ¢ (al,az),

1 if z€(a,a2) andif u < u(z),

= ::Eg if z€(a,02) andif u2v(), -

§+(1- :f'lgi if z€(ai,a2) andif u=éu(z)+ (1 - 6)v(z).

It is clear that a defined that way is continuous in both variables z, u (note that u'(a;) =
v'(az2), u'(az) =v'(az2)). Moreover, (1.1) holds.

From this choice of a one has obviously
a(z,v)' = a(z,u)u’ =u' on (a1,a;) (3.10)
so that u and v are both solution to (3.1) with f = —u"

Now, for ¢ small enough, there exists = close to a; or a; such that |u(z) — v(z)| = ¢, then
by (3.9),

alxr,u(xr))—alr,v\r)) = _U,(m)
(@ u(@)) ~ ale,v(z)) = 1= 523

_ Y@ - ()
V()

But, in the neighbourhood of a; or a; one has (for instance for a;, and by (3.6))

(v—u) =w(@ z —a1)) = w(v —u) (3.11)

and thus,

1
a(:c,u(ac)) - a(ac, ’U(:C)) - ,( ) w(v(:z:) ’LL(SC)) - ,v,(x)
So, for ¢t small and for some constant C

wa(t) 2 Cuw(?),

/+ wa(s) c /+ w(s)

and (2.12) fails. Of course, one can show that (1.3) fails as well.

hence

In the case where (3.4) holds, let us now prove that, for some constant C, one has also
wq(t) £ Cuw(t). (3.12)
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For that, remark that if P denotes the projection of R onto [u(z),v(z)] i.e. if
u(z) if y <wu(z),
Py)= qv if y€[u(z),v(z)], (3.13)
v(z) if y2>o(2),
then, by definition of a one has
(@) = aa, Py). (3.14)
So, if we prove that
la(z,2) —a(z,2)| < Cw(|z = Z'|) V2, 2 €[u(z),v(z)], ae. z€Q (3.15)
we will have (3.12) since from (3.14) it will follow

la(z, v) — a(z,v)| = |a(e, P(u)) — a(z, P(v))|
< Cuw(|P(u) = P(v)])

<Cuw(lu—v|) Vu, v €R, ae. z €. (3.16)

To prove (3.15) consider for §,8' € [0, 1]

z="6u(z)+ (1 -8)v(z) , 2'=8u(z)+(1-8)(z). (3.17)
From (3.9) one has
u'(z
a(z,2) —a(z,2")=(6 = §")[1 - v’gacg] (3.18)
and
z—2'=(6 - ) u(z) - v(z)). (3.19)
So, for = outside of neighbourhoods of a; and a; one has
P N T PR ) C) IV
ofe,2) = afa,2)| = = 111 = B/ hu— ]
< Clz -2 (3.20)
Let us fix some to > 0. Since by (3.4) the function th) is non increasing, one has
@) 5 @) vy <y, (3.21)
0

13



hence for some constant C

w(t) > Ct VYt <t (3.22)

It then follows frow (3.20) that
la(z, 2) — a(z,2")| < C'w(|z — 2']). - (3.23)
C' depends of course of the neighourhoods of ay, as considered. Note also that a be-

ing bounded we need only to establish (3.23) for small values of |z — 2'|. Now, in the
neighbourhood of a; or a3, by (3.11), (3.18) one has

o' —u!
(. 2) - az, )| = |5 - 8/ L2

— 16— 6,|w(v ,_ u)
v
1|z -2
v o—a T
1 2= 2 w(v—u)
B v'w(|z ? Dw(lz —2|) v—u (3'24)
Using (3.4) and the fact that |z — 2'| < v — u we derive
! ]‘ !
la(z, 2) — a(z, 2')| < Fw(|z —2')).
So, combining this with (3.23), we get for some constant C
la(z,2) — a(z,2")| < Cw(|z — 2'|) (3.25)

and (3.12) follows.

In particular, when
wt)=t", v€(0,1)

(note that for such an w (3.3), (3.4) hold) (3.16) reads
la(z,u) —a(z,v)| < Clu—v|" VYu, v €R, ae. z€N

which is (3.2). This completes the proof of proposition 3.1.

Remark 3.1 : When in (1.2) ¢ = 0, it is still possible to produce examples of non
uniqueness. For instance consider the construction we just made on (a1, az) = (—1,0) and
with 0 = A; < A,. Then, symetrise u and v on (0,1). It is clear that we are producing
that way a counterexample to uniqueness on (—1,1) with homogeneous boundary data i.e.
with ¢ = 0.
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4. Concluding remarks

In fact the Theorem 1 can also be rephrased into a comparison principle. More
precisely we have :

THEOREM 1’ : Assume that for some positive constant C' one has
la(z,u) —a(y,u)| < Clz—y|] Yu€R, Vz, yeN (1.3)
or
la(z,u) —a(z,v)| < Clu—v| Vu, v €R, ae z€N. (1.4)

Let us denote by uy, us the solution to (1.2) corresponding respectively to the data (f1,41),

(f2,92), then if
fi<fh , gl

one has
U1 S Ua.

(fi < fo is for instance taken in the H™! or in the measures sense).

Proof : In the case where (1.3) holds, (2.5) becomes

u1(2) ga(z
(z,u1) — A(z, U2))—/ 9 ( ,t)

uy () Ty

———>dt) <0 in Q.

So, one can establish (2.6) (with u,v replaced by uj,us) as in section 2 and conclude the
same way that u; < us.

In the case where (1.4) holds, since

Fe(ul - 'LL2) € H&(Q) y Fe(ul - u2) > 0,
(2.16) becomes

O(u1 —ugz) 3 Ou
/Qa(a:,ul) ). P da < /(a(a: 1) a(z,ua)) S F(u1 u3) da

and the proof is the same.
The situation is quite different for the problem
0 Ou :
—a—m(a(x,u)ga) +A(zju=f in @,
u—g € Hy(Q).
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where A\(z) is a positive function. Here uniqueness can hold even when both (1.3), (1.4)
fail. We refer the reader to [A.], [A.C.].

With a similar technique uniqueness and nonuniqueness results are also available
for more general nonlinear problems as for instance variational inequalities associated to
nonlinear operators of the type considered here (see [C.M.], [M.]), or systems (see [A.],

[C.F.M.)).

It is also possible to consider the parabolic analogue of our problem i.e.

Ou
ot

u—g € H;(Q) te(0,T) , u(.0)=uo.
In this situation uniqueness may also hold even if (1.3), (1.4) fail (see [Ar.], [C.R.], [R.]).

0 Ou .
- g.x—i(a(fv,u)a—m) =f in Qx(0,T),

16



CHAPITRE 2
Unicité des solutions approchées.

 Dans ce chapitre on s’interessera aux solutions approchées du probléme:

— 5, (a(z,u).5%) = f,

u € H3 (), 21)

ot f € L*(Y) et ot a(z,u) est une fonction de Carathéodory Lipschitzienne en = et u

vérifiant
0<a<a(z,u) <P, presque partout sur 2, Vu € R. (2.2)

et

3k tel que |a(z,v) — a(z,u)| < k.Ju —v| Vu,v € R (2.3)

On sait que (2.1) admet une solution unique ug(c.f. chapitre 1).

On se propose de mettre en évidence deux phénomenes. D’une part le probleme
approché correspondant & (2.1) peut avoir plusieurs solutions, mais d’autre part lorsque la

taille du maillage est petite celles ci sont confondues et 1'unicité est rétablie.

On travaillera tout d’abord en dimension 1 puis sur des éléments de Lagrange de type
P1 ou Ql-

2.1 Résultats préliminaires.

On suppose dans cette partie que € est un ouvert borné de R™, n > 1.

On désigne par V§*, h > 0 un sous espace de dimension finie de H} (2) et ’'on suppose que

Yw € HY(Q) Jwy €V telle que wy, — w quand k — 0. (2.4)

On dit que vy € V;* est solution de (2.1) dans V{} si et seulement si:
/ o(z,08). T vh. T w =< f,w > Voo € VI, (2.5)
Q
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<, > désigne la dualité entre H~1(Q2) et H}(Q). On a alors
Théoreme 2.1

Si f € H71(Q) et si a est une fonction de Carathéodory vérifiant (2.2) et (2.3) alors

il existe une solution u; de I’équation (2.5)
Démonstration du théoreme 2.1

Soit v € Vi, grace au théoréme de Lax-Milgram, on sait qu’il existe un unique

u solution de

Joa(z,v)Vu-Vwdr =< fw > Vwe VW

(2.6)
u € V.
H}(Q) et V}* sont munis de la norme :
llo]* = /9 Vo(2)? dz = [|Vl; (2.7)
ol | | est la norme euclidienne et | |5 la norme usuelle de L%(2). De plus, || ||+« désigne
la norme duale dans H~1(Q).
En prenant w = u dans (2.6), on obtient grace a (2.2)
a/ |Vu(z)]? dz < / a(z,v)Vu - Vu dz =< f,u ><||f[l«|]u]l-
Q Q
pone il
< . :
I < 17 8)
Donc ’application
v—oT(v)=u

envoie la boule B(0, ”ia'-'i) de V§* sur elle-méme. De plus, il est facile de montrer que T est
continue. Donc, d’apres le théoréme du point fixe de Brouwer,(cf.[G.T]) (2.5) admet une

solution.

On va maintenant regarder de quelle fagon convergent ces solutions approchées.
Théoréme 2.2

Soit (vs)s une “suite” de solutions dans V*, alors vy, tend vers uy dans H}(Q)

On commence par démontrer le lemme suivant:

18



Lemme 2.1
La “suite” v, tend faiblement vers uq dans Hj ().
Démonstration du lemme 2.1

En prenant w = v, dans (2.5), on a:

/Qa(it,’vh)-| V'Uh|2 =< f7vh >
or

ofl 7 ull? < /Q alz, o). 7 vl?

< fyon >< C(f)-| 7 oz

Donc, pour une certaine constante C on a
I'7onllz < C,

et vy, est bornée dans H}(Q).

(2.9)

Quitte & extraire une sous suite, on peut supposer que la “suite” des vj converge

faiblement dans H}(§2) vers une fonction v.

Soit w une fonction de HE(RQ), il existe une suite (wy); ot wy, € Vi qui tend vers

w dans H}. D’autre part

/a(:v,vh).Vvh.vwz/a(w,vh).VUh.th—}—/a(az,vh).Vvh.v(w—wh)
Q Q Q

=< f,wp > —I—/ a(z,vp). V vn. V(W — wp).
Q
Or, d’aprés (2.9)

| /Q a(z,08). 7 vh. 7 (0 — wa)| < Bl 7 (w0 — wi)ll2.]| 7 vall2
<Y (w - wn)le.

Donc cette intégrale tend vers 0 quand h tend vers 0, on en déduit que

lim [ a(z,vp). T op V(w—wp) =0
h—0 Jo

< f,wp >—=< f,w > quand h — 0.

On obtient donc

/a(w,vh)vvh.v'w —< fiw >
Q
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Ona
/a(w,v).vv.Vw=/a(:t,vh).VUh.Vw
Q Q

+ /Q(a(:t, v) —a(z,vp)). VY oh.- YW+ /Q a(z,v). vV (v —vp). V w.
(2.13)

Quitte & extraire & nouveau une sous suite, on peut supposer que (v, —v) — 0 presque
partout sur {2.

La fonction a étant continue a(z,vp) — a(z,v) — 0 presque partout.

Utilisant (2.9)

| /Q(a(a:,v) — a(z,vp)). vV op. V0| < 2.C.|((a(z,v) — a(z,v4)).| ¥ w])]2, (2.14)

[(a(e,v) = a(z, o).l v w|* < (28)*| v w]* € L}(Q)

et
|(a(z,v) — a(z,v;))|*.] 7 w| — 0 presque partout

et donc (2.14) tend vers 0 avec h. On sait d’autre part que :
Yup — v dans (L*)" (2.15)

d’ou

/Qa(:r:,v). vV (v—vp).Vw—0. (2.16)

On a donc montré que (cf (2.13), (2.14) et (2.15)) que :

/a(a:,vh).Vvh.vw——»/a(:c,v).Vv.vw Yw € Hy(Q) (2.17)
Q Q

donc, d’apres (2.12)

/ a(z,v). Vv. Vw=< f,w> Yw € Hy(Q). (2.18)
Q

Donc v = ug la solution unique de I’équation (2.1) et comme vj, a une unique valeur

d’adhérence faible le lemme est démontré.

Nous sommes maintenant en mesure de terminer la démonstration du théoréme 2.2
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et de montrer que la convergence est en fait forte.

Démonstration du théoréme 2.2

D’aprés la compacité de I'injection canonique de H}(Q) dans L*(R2) on a:

vy, — uo dans Hy(Q) (2.19)
vy — ug dans L*(Q). (2.20)
D’autre part
[ a1 (on = w)l = [ alave)] v ol
@ & (2.21)
+ / a(z,vs).] 7 uol? — 2./ a(z,vp). V Vh. V Ug-
Q Q
De (2.20) et (2.5) on déduit :
’lliir%) Qa(:1c,vh).| Vot = ilzl—rﬁ) < fyop >
=< f,up > (2.22)
= / a(z,ug).| ¥ uol?.
Q
D’autre part les seules valeurs d’adhérence possibles pour
/ a(z,vp). Y Vh. V Uo €t / a(z,vp).| 7 uol? (2.23)
Q Q

sont toutes deux
/Qa(:z,uo).| V ol?. (2.24)
En effet si ces quantités convergent on peut extraire de v une sous suite telle que
v, — Ug presque partout.
On en déduit alors d’aprés le théoréme de convergence dominée que :
a(z,vp). 7 uo — a(z,up). V uo dans L*(Q)
a(z,v).| 7 wo|? = a(z,u0).| V uo|* dans L'(Q).

Comine

Jvn, — Vup dans L2(Q) faible
(2.24) est bien la seule valeur limite possible pour (2.23) et de (2.21) et (2.22) on déduit

lim / a(z,vs).| v (ug —vp)|* = 0. (2.25)
h—0 Jjo

Le théoréme découle alors de I'inégalité

]| 7 (0 — va)|}3 < /Q a(z, o). 7 (v — wo) 2.
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2.2 le cas particulier de la dimension 1

Soit §2 =|a, b[ un intervalle de R. On considére u solution du probléme

- (a(x’u)ul), =1 (2.26)
u € HY(Q).

On suppose {2 divisé en n sous intervalles -i.e. on considére une subdivision

ag=a<a;<... < Qp-1 < an =b. (2.27)
On pose
h= max (a; — ai—1) (2.28)
=1l..n

On désigne alors par V! le sous-espace de H}() défini par

Vi = {v Q — R continues, v(a) = v(b) =0,

2.29
v est affine sur Ja;—1,a;] Vi=1,2..n—1}. ( )

Il est clair que Vi est un sous-espace de dimension finie n — 1 de H}({2) dont une

base est constituée par les fonctions w; définies par
w; € Voh , w,-(a]-) = 5,"]' Vi=1,..,n—1, VY5 =0,..,n. (2.30)

H}(Q) est muni de la norme
[leall = [’z

et H~1(Q) de la norme duale || ||«.

On a la propriété de monotonie suivante :
Théoréme 2.3
Soient f1, f2 € H™1(Q) vérifiant

fisfa (2.31)

au sens de H~1(Q). On suppose de plus que a vérifie (2.2) et (2.3) et que
% :

[
T — 2.32
PR (2.32)
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ou k désigne la constante dans (2.3). Alors, si u; 5, ¢ = 1,2 sont solutions de

Jo a(z,uip)u; pv' dz =< fi,v > Yo € Vi,
2.33
v €V (2.33)

on a
up,p < Ugpe (2.34)

Démonstration du théoréme 2.3

En procédant de la méme fagon que pour obtenir (2.8), on obtient pour : = 1,2

1fill

«

g p |l = Jug pl2 < (2.35)

De plus, si uy s, U2 dééignent les solutions de (2.33), par soustraction on obtient

/ a(z,uy p)uy o' de —/ a(z,usp)up v’ do =< fi — fa,v > Vo € Vi
Q Q
Donc

/ a(z,uy,p)(1,n — uz,p)'v' dz = /(a(xau2,h) — a(z, u,p))ug 4v' dz
Q Q

+ < f1 — fa,v> Yv € Voh. (236)

En posant
Whp = UL,h — U2,k (2.37)

et en utilisant (2.3) on obtient

[ e uspute do < [ lote,unn) - e, un )l '] ot < fi = fo,v>
Q Q
< / Flug,p — up allu pl[o'] de+ < fi — fa,0 >
Q

< / Floallug oll] dz+ < fi — farv > W eV (2.38)
Q

Si maintenant on désigne par v la fonction de Vj* définie par

1 st wi(a;) >0,
v(a;) = { (2.39)

0 sinon.

Il est clair que, v > 0 et par la définition de la positivité au sens de H~1(2) et en utilisant
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(2.31) on a
< fl —f2,'U >< 0.

(2.38) entaine alors

/ a(z,uy p)wpv' dz < k/ lwh |[ug || de.
Q Q

Considérons un intervalle (a;—1, ;). Sur un tel intervalle on a
v'=0

sauf si

wp(ai—1) > 0 et wp(a;) <0 ou wp(ai-1) <0 et wy(a;) > 0.

Maintenant si (a;—1,a;) est un intervalle vérifiant (2.43) on a, grace a (2.39)

> 0.

i oo _ lwa(ai) —wi(aio)l
" (ai —a;—1)?

D’ot1 utilisant (2.2), (2.41) et (2.42) on déduit

(az — Q- 1)2

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

Wp G ) — Wh\Cs— &
O‘Z/ lwn(ai) (ai-1)| dr < kZ/a 1 |wh(a,-)—wh(ai—1)||u'2,h||”'| dz

ou la sommation est étendue aux ¢ vérifiant (2.43). On obtient alors

lwr(a:) — wa(ai-1)| |wn(ai) — wa(ai-1)|
<k 2.l dz.
Z 4 — it Z PR . lug | dz
En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et (2.35) on a
a;
[ sl do < bl = azmn)¥ < W20t
ai-1

et (2.44) devient

leh(az)—wh(az -1)| klllel h Z [wn(a:) — wa(ai1)]

—ai— a; ~— Gi—1

En utilisant (2.32), on obtient une contradiction si ’ensemble des ¢ vérifiant (2.43)

n’est pas vide, on a donc
wp =upp — Uz,p 0.

Ceci acheve la démonstration du théoréme 2.3.

Il en découle immédiatement
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Théoréme 2.4

Soit f € H™1(Q) et a une fonction de Carathéodory vérifiant (2.2), (2.3). Alors si

ou k est la constante de (2.3), (2.5) a une solution unique.
Ce résultat est optimal en ce sens que I’on peut montrer
Théoréme 2.5

Sous les hypothéses du théoréme 2.2 et si k n’est pas supposé petit le probleme

approché (2.5) correspondant & (2.26) peut avoir plusieurs solutions.
Démonstration du théoréme 2.5

Supposons  =]0,1] et

a; =i.h = L oVi= 0,1,...,n.

n

Notons u} = (u(a;) — u(ai—1)).n la pente de u sur [@i—1, a;] et u; = u(a;). Soit w;,
i=1,..n — 1, la base de V{* définie en (2.30).

Pour tout ¢ on doit avoir

/ o w) il =< f,uw; >= fi (2.45)
0

C’est a dire

(/a“i a(xau)-‘k”) upn = (/‘:m a(:ﬂ,u).dm) wpqn = fi

En écrivant que u appartient a Vi et en posant

/ a(z,u).dz = A}

=1
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on obtient le systéme suivant:

Or at
AP = / a(z,u)dz
ai—-1
1 -1
=1 e sl Dy
nJo

Soit ¢ une fonction définie sur [0,1] et telle que:
(6(0)=4(1) =1
#O0)=¢(1)=0 $€C=(0D
| 5e=1

(1> ¢(z)> 1 pour tout z € [0,1].

Soit u € Voh définie par ug = up = 0, u1, U, ..., Un—1 réels strictement positifs donnés.

Nous construisons & partir de u une fonction a de la fagon suivante :

pour T € L;—l, ;’;] on pose t = n.(z — 3;—1) et

1 pour z < u(z)

a(z,2) = ¢ ¢(t) pour z > 2.u(z)

g+ (1 — p).6(t) pour z = pu(z) + (1 — p).2.u(z) € [u(z), 2.u(z)].

Il est clair que a(z,2) € [5,1].
D’autre part la fonction a est continue car u est continue, ¢ est continue et
$(0) = ¢(1) = 1.
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Montrons que a est méme Lipschitzienne en z et en z.

On commence par le vérifier pour z. En effet pour z € [i=L = n] on a

#t) -1
Tu(z)

Size[t 1], §=2,.,n—1 alors u(z) > infici<n—1ui >0 donc pour

n’'n

IEE[l nl

—a(z,z)=0 ou a(:l: z) =

0z

0 1
— <
[5-a(z,2)| < ;

infi<i<n—1 %
et Za(z,7) est borné. Reste a voir les cas ol € [0,1] ou z €[22, 1].

Si, par exemple, z € [0, 1] alors u(z) = n.z.u; et t = n.z; d'ou

12 oz, 2)| = '¢(52;> g
#0)-
Slaha
_ |¢(t> 80,
N t.uq
maxpo,1] W(t)'

d’aprés le théoréme des accroissements finis. Procédant de facon similaire sur [2=1,1],

on achéve de montrer que a est Lipschitzienne en z.

Pour montrer que a est Lipschitzienne en z on remarque que
pour z < u(z)

—a—a(x,z) =

Oz
pour z > 2.u(z), 586] o ,n[

0 o i—1
a—ma(x,z) = QS (n(:v - T))n
Donc dans ces deux cas | 2 a(z, z)| est borné. Si maintenant
z = pau(z) + (1 - p).2u(z) pe€lo,1] (2.46)
alors
o} o ' ' it_
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et
z = pu(z) + (1 — p)2u(z) = 2.u(z) - pu(z).

D’ou p
=92 —
g u(2)

et on a donc P » (x) ’
2 o(a,) = 21— 00—t (O
'(z)|est bornée ainsi que |¢'(¢)| donc sur toute partie ou u(z) >m >0

On sait que |u
Si maintenant u tend vers 0, par exemple quand z tend vers 0

a 7
5= a(z, z) est bornee .
(le cas z tendant vers 1 se traitant de maniére similaire) alors

1—¢(t) _ 1—¢(t) _ (t) — 4(0)
w(z)?  (tup)? T (tw)? (2:48)

Or d’apres le développement de Taylor de ¢ en 0
2
4(2) = 9(0) = 5-4"(61).

D’oll en combinant ceci avec (2.47) et (2.48) on a encore | 2a(z, z)| borné dans ce cas

Soit f € H™1(0,1) qui vérifie

1
/ a(z,u).uiw; =< f,w; > Vi=1,.., (2.49)
0

n—1.

Plus précisement, posons
f = ~(alz,u(@) (@) Vo &2

1l est clair que f € H~1(0,1) puisque a(z,u(z)).u'(z) est une fonction continue par

MOTCeaux.
On vérifie alors sans peine que u et v = 2.u sont alors solutions de (2.5).
En effet )
at 1
AY = / a(z,u).dr = -
ai-1
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A} = / a(z,v).dz
ai—1

1 . .
t+1—1 t4+:—-1_ dt

1 1

De plus v' = 2.u' , donc A} = A} et

1 1
/ a(z,u).ul.w; = / a(z,v).v;.w;
0 0

pour tout i = 1,..,n — 1, ce qui termine.
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2.3 Cas particuliers en dimension 2

2.3.1 Eléments finis de Lagrange de type P,

Dans cette partie  désigne un ouvert polygonal borné de R?. Si f € HY(Q) et si
a(z,u) est une fonction de Carathéodory Lipschitzienne en u on sait qu’il existe une

unique solution de

—%(a(x,u).%‘;—) = f dans Q
(2.50)
u € Hi ().

On la notera uy.

On suppose () divisé en n triangles T; suffisamment “réguliers”, -i.e. tous les angles
8;; (j = 1,2,3) de ces triangles vérifient

T

5 (2.51)

0<6<6;; <K<

et les diamétres h; vérifient
max h; = h,
[}

h étant la taille du maillage.

On désigne par Vj! le sous espace de dimension finie de H 1(Q) défini par
Vl = {v:Q — R, continue, v(z) =0 Vz € 0Q, v affine sur T; Vi=1,.,n}
On a alors

Théoréme 2.6

Si f € H™1(R), a est une fonction de Carathéodory vérifiant (2.2) et Lipschitzienne
en u (vérifiant (2.31)), et si de plus [Vuo|?, olt ug est I'unique solution de (2.1), est

équiintégrable, c’est & dire qu'’il existe une fonction e telle que
lim e(h) =0 / Vuol? < e(h) VK €, (2.52)
- K
alors pour h assez petit la solution de (2.4) est unique.

Ce résultat est optimal dans le sens ou 'on peut montrer :

Théoréme 2.7
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Sous les hypothéses du théoréme 2.6 et si h n’est plus supposé petit le probleme

approché (2.4) correspondant & (2.50) peut avoir plusieurs solutions.
Démonstration du théoreme 2.6

Supposons que up et vy, soient deux solutions de (2.4). On a donc :

/ a(z,up). V up. VW= / a(z,vh). V. Vw0 Yu € Vg (2.53)
Q Q

On note a; les sommets des triangles et on choisit ¢ € Vi de la fagon suivante :

1 st (uh - vh)(ai) >0
$(ai) =
0 si (up —vn)(ai) <0.

Reprenant w = ¢ dans (2.53), on obtient
z/ﬂ"(‘”’”h)'V(“h BAARY /T (a(z,08) = a2, un))- Vo4 V 6 = 0. (2.54)

On notera

I = / a(z,up). V (up — v1)- V ¢

et
Il = /Tl(a(:c,vh) — a(z,up)). V Vr V ¢

Les seuls triangles sur lesquels /¢ # 0 et donc éventuellement I} et I} # 0 sont ceux sur
lesquels (up — vi) prend a la fois des valeurs strictement positives et négatives ou nulles.
On va montrer que I} > 0 V: et que pour h assez petit I} est négligeable devant Ii.

Pour cela on démontre d’abord un lemme.

Soit T = (A1 A2As3) un triangle “régulier”, dont les angles ; vérifient (2.51), alors

pour un certain 7 on a :
0<7<cos(8;)<1—r, (2.55)

de plus, si on note ! le plus grand des cotés de T, il existe t > 0 ne dépendant que de é

et k tel que
|Ai4;|
l

>t (2.56)
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lemme 2.2

Si on note \; les fonctions affines sur T telles que A\;(A;) = 6; j pouri=1,2,3

et 7 =1, 2, 3, alors
T . .
VAi- VA £ —p Ppourt #j (2.57)

et

<tv Al L

% ? o1 m ne dépend que de ¢ et k. (2.58)

Démonstration du lemme 2.2

Sans perte de généralité, on peut poser i = 1 et j = 2. on pose de plus A3A; = p et
Apds =v, 6 < (pv)=03< &

On note pq et vy les vecteurs directement perpendiculaires & p et v de norme 1.

H1
Ay = —
v Hi1.V
ot y1.v > 0. (On note par un point le produit scalaire entre deux vecteurs.)
U1

VA = —
Vi

ou v1.u <0
H1.v1
(p1.v).(v1.1)

En utilisant la définition de uq etvy et (2.55) on obtient pp.vq = F;ILVF[ = cos(p,v) > T et

VA1V A2 =

donc
VA2. T A <0
et
T T
> —.
lv].Jul ~

1
A2. 7 A1 > cos(p, v). >
|V 2-V 1| (:u )IVHMI

Ce qui démontre (2.57).

On a de plus
T2 W pp——
[ATsin(r)
1
27
et, en utilisant (2.56),
AVRII RS

l.siné’

t
sind

ne dépend que de § et &, on a donc (2.58) ce qui termine la démonstration du lemme.
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Soit T; un triangle sur lequel ¢ # 0 donc ol (up — vp) est & la fois > 0 et < 0.
On note On note (A, B, C) ses sommets et h; son diamétre.

Pour arriver au résultat on commence par minorer l'intégrale I} et par démontrer le

lemme 2.3

En notant a, b, ¢ les valeurs de (uj — v;) aux sommets de T; on a :
I =1 > K(ja] + [b] + |e]) (2:59)
ou K est indépendante de h et de T;.
Démonstration du lemme 2.3.

On commence par étudier /(up — vp). V ¢.

Sur T; ¢ # 0 donc on peut supposer que a > 0. Il y a alors deux cas possibles :
oubiena>0,0<0etc<0,et¢=Agoubiena>0b>0etc<0,et ¢ =g+ Ap
-Commencons par le premier de ces cas. Les triangles sont supposés “réguliers”, ils

vérifient (2.51), on peut leur appliquer le lemme 2.3 et donc il existe m tel que
AR
L<|gagl<p

<1Vl £

T3

V(uh - 'l)h). \V/ ¢ = V(a.)\A + b+ c.)\c). \V A
=a|v.)\Alz+b.§7/\B.V)\A+cV)\A.V)\C (260)
T
2 37 (lal + [b] + fe])-

-Regardons maintenant le deuxieme cas.

Dans ce cas on se raméne au cas précédent en remarquant que Ag +Ag + A ¢ =1

et donc

V(ur — o). V ¢ = V(ur —vr)-(VAa + VAB)
= -V Ac. V (up — vg)
= —(J.V/\A.V)\C —bV)\B.V)\c—C(V)\c)Z
-
> ,—g-(lal + (8] + fe])-

Utilisant (2.2) et (2.60), on obtient
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I > ok (lal + b + ]cl)/ ds.
z T;

T; vérifie (2.51), il existe donc une constante M ne dépend que de § et « telle que

/ dz > M.h?.
T

Reprenant (2.60), on obtient
I 2 ar.M.(|a| + |b] + [¢])- (2.61)

Ce qui termine la démonstration du lemme 2.4, en posant K = ar.M ne dépendant que
de § et .
On majore maintemant I}. Plus précisément on a :

Lemme 2.4

En reprenant les notation du lemme précédant il existe une fonction e(h) telle que

I, < e(R)(|al + [B] + [c])
(2.62)
e(h) — 0 quand h tend vers 0 indépendamment de T;,
h étant la taille du maillage.
Démonstration du lemme 2.4
On sait que a est de Lipschitzienne en u et que | 7 ¢| est constant sur T;, on
peut donc écrire que
BI< k174 [ un= 00l 7 val
D’apres (2.58) on a aussi
m
< —,
Ivél< 4
(up — vp) s’annule sur T; donc,
lun — va| < |V (ur — va)|-hi
Et donc
Bl < km) 9 @=v)l. [ 19l (2:63)
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v est dans L%(R), grace a I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

/ﬂ|Vvh|§(/Tid:c)%.(/ﬂlvvhp)%. (2.64)

Etant donné la définition de T;, on a

([ a)" <

On sait que up — vy = arg + bAp + cA¢, en utilisant (2.58) on obtient
m
| 7 (ur = on)l < -=(laf + (5] + |e])-

On obtient donc .
3

L] < ka2 (la] + [b] + |c|>( [1v m?)

Pour obtenir la majoration souhaitée, il suffit maintenant de montrer que :

(/T | Vvh|2>% = e1(hi)

ou €1(h;) — 0 quand h; — 0 indépendamment de T;.
Remarque :
Gréace a I’inégalité de Holder, (2.52) est vérifiée par exemple, si on a un résultat de
régularité de type Meyers (cf.[Me] ou [G]), c’est & dire si :
|Vug| € LP(Q)

pour un certain p > 2. On peut aisément montrer que (2.52) est vérifié si :

f=fo+ g;? foEL%, iel’>(Q) Vi=1,...,n, p>2.
=1 t )

On va maintenant utiliser le théoréme 2.2 et (2.52) pour montrer que

(/T‘_ | v vh|2>% = e1(hi)

35

Ou € (h;) ne dépend pas de T;.



Pour cela on utilise I'inégalité triangulaire.

(/Tilvth)% < </ﬂlv(vh—uo)|2)%+ (/T,.|vu°'2>%' (2.65)

En utilisant (2.52), on obtient

(»L“; | v u0|2) ; < €(h;) (2.66)

Il est clair que €'(h;) < €'(h) (ol h est la taille du maillage) et que €'(h) ne dépend pas

de T;. On a de plus
(/ |V(Uh—uo)|2> < </ |V(vh—uo)|2)
T: Q

et on a vu dans le théoréeme 2.2 que

(/ | v (vi —u0)|2> — 0 quand & — 0,
Q

h étant la taille du maillage. On a donc bien

( / 1= u0)|2>% — ()

ot e3(h) — 0 quand k — 0, indépendamment de T;. En reportant cette inégalité et (2.66)

dans (2.65), on obtient
([ 1vur) =at (2.67)

olt €;(h) est indépendant de T;. On a donc bien
I < e(h)(la] + [b] + [c])

ot e(h) ne dépend que de h. Ce qui termine la démonstration du lemme.

On peut terminer la démonstration du théoréme 2.5 en regroupant (2.59) et (2.62),

ce qui donne
[ (st vu=a@v)v ) 962 (ol + o+ 1e)CK = e(h)
T;
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ou K ne dépend pas de h.
Pour h assez petit K — e(h) > 0, or d’aprés (2.54) °,(If + I) = 0 donc sur les
triangles ou up — vy, s’annule
(lal +[b] + [e]) = 0
donc up = vy, sur ces T;, et de proche en proche la solution est unique. Ce qui termine

la démonstration du théoréme 2.5.

On va maintenant montrer que si h n’est pas suffisamment petit, il se peut que le

probleme approché admette plusieurs solutions et démontrer ainsi le théoréme 2.7.
Démonstration du théoréme 2.7

Soit 2 = T un triangle équilatéral de c6té 1 et M} une subdivision de Ty en triangles
équilatéraux T; de c6té h. On notera V" le sous espace vectoriel des fonctions continues,
de  dans R affines sur les triangles T;, comme dans la partie précédente.

Soit u = uy une solution du probléme approché (2.4), on a alors

Z/jla(:v,u)Vu.Vw=ZVU.Vw./T.a(:L',u) Yw € Vit (2.69)

)

car Ju et SJw sont constants sur T; V.

On définit une fonction ¢ sur Ty de la facon suivante :

¢ est une fonction C™ invariante par les isométries conservant 9T telle que

¢ =1 sur 0T,, 12¢2%surT0

| v ¢| = 0 sur 0T (2.70)
fTo ¢ = l8§°
Soit u € V* une fonction telle que u; = u(a;) > 0 dés que a; ¢ 99. (2.71)

On construit alors a partir de cet v une fonction a de la fagon suivante.
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Sur chaque triangle T;, on construit une bijection continue de T; dans T, qui & chaque
sommet de T; associe un sommet de Ty et qui a ¢ € T, barycentre des sommets de T}
affectés des coefficients «, B, v associe y = y(z) € T, barycentre des sommets

correspondants de Ty affectés des méme coefficients. On pose alors

1siz <u(z)
a(z,z) = ¢ ¢(y) st z > 2.u(z) (2.72)

pA4 (1 —p).d(y) si z = pau(z) + (1 —p).2u(z) € [u(z),2.u(z)).

Il est alors évident que

/ a(z,u) = ﬁ.lﬂ Vi
- 4

et d’apres (2.72) que

/T.- o(z,2u) = h2. /T ota)de

V3
= 2 p2,
8

Si on pose v = 2.u ; on sait que : Vv = 2. Y u, et on obtient

ZVU.VU)./ a(x,v):ZVu.vw./ a(z,u) Yw e Vi
; T; : T;

v [

De plus
g: w-—>Z/ a(z,u) Vu. yw
i YT

est une forme linéaire sur V.

(10, f) —> /Q fa

est un produit scalaire sur V}, or V* est de dimension finie donc il existe un f dans

g(w) = /Qf-w-

Pour cet f, u et v sont solutions de (2.4).

Vi tel que

Il est clair que a est continue et que % <a(z,u) <1 V(z,u), il reste & voir que a
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est bien Lipschitzienne en z et z.
On commence par montrer que a est Lipschitzienne en z.

Pour z € T; on a

—a(z,2)=0

0z

ou

py)-1_ 1
wz) = @)

Grace & (2.71) on voit que sur tout triangle T; ne touchant pas 9, u(z) est minoré

0
0> Ea(:p,z) =

par une constante m > 0 et donc 2 a(z,z) est borné sur T;.

Il reste a considérer les autres triangles T; ot u n’est pas identiquement nulle, mais

ou u s’annule.
On sait que u est affine sur T; et u est strictement positive en I'un des sommets, donc

pour une certaine constante m :
1
u(z) > m.d(:c,aTi).E.
En utilisant (2.70), on obtient

1= 9(y) < sup| v ¢l.(d(y, 0T))

or

1
d(:v,BT,-).E = d(y, 0Ty).
En utilisant les deux derniéres formules on obtient

9 e = L W)
52 u(2) (2.73)

1
< sup| v ¢|.—.
To m

. -5 ,
Ce qui prouve que dans ce cas aussi $-a(z,z) est borné.
On a donc montré que u est Lipschitzienne en z. Il reste a le faire pour z.

On pose z = (z1,z2) et y = (y1,y2). Pour montrer que a est Lipschitzienne en z

on remarque que pour z < u(z)

-a-?cja(x,z) =0 Vi=1,2
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et que pour z > 2.u(z),z € T;

[am-ale, )] = g2 (ue). 22 < &

T; h'
Donc dans ces deux cas 6%a(ac, z) est borné. Si maintenant

z=pu(z)+ (1 —pu)2ulz) uel0,1], (2.74)
alors en utilisant (2.72) et en dérivant a par rapport & z;, ¢ = 1,2, on obtient avec

la convention des indices répétés :

g-a(z,2) = (1= ) + 5 (0)- 35,01~ ) (2.75)
" Q1 vz v ok ) fixés par la forme du triangle. (2.76)
O0zx;’ 8:16, '
En dérivant (2.74) par rapport a z; ,on obtient:
u(:c) =0
puis
a% . ( (2 (2.77)

12 — u] <2, u est une fonction affine sur Tj, donc il existe C tel que
0
|§cfi’u($)l <C,

et donc

0
2—u).
(2—p B,
Si 2 € T;, T; ne touchant pas 8T, alors u(z) est minoré par une constante

strictement positive d’ou a%&- est borné ; les autres termes de a—ifa(:c, z) sont eux
aussi majorés donc z>-a(z, 2) est bornée sur T;.
On suppose maintenant « € T;, T; touchant le bord de Q. on a :

lp—1 <1 etque —(y) -—(y) sont bornés sur Tp.

En utilisant (2.73), (2.75) et (2.77) on obtient que a—z'_a(x, z) est borné sur les triangles
du bord.

On a donc montré que a est Lipschitzienne en z, ce qui termine la démonstration du

théoréme 2.6.

40



2.3.2 Eléments finis de Lagrange de type @,

Dans cette partie () désigne un rectangle de R%. Si f € H™1(Q) et
si a(z,u) est une fonction de Carathéodory Lipschitzienne en u on sait qu’il existe une

unique solution de

—%(a(w,u).g—;) = f dans Q
(2.80)
u € HY(Q).

On la notera ug

On suppose 2 divisé en n carrés C; de coté h. On désigne par V;* le sous espace

de dimension finie de Hg(§2) défini par
Vi = {v:Q — R, continue, v(z) =0 Yz € 9Q, v|c, € Q1 Vi=1,..n}
ou (); désigne l'espace des polynomes définis par
Q1 = {a+ bz + cy + dzy}
On a alors

Théoréme 2.8

Si f € H71(Q), a est une fonction de Carathéodory vérifiant (2.2) et Lipschitzienne
en u (vérifiant (2.31)), uniformément continue en z,et si de plus |Vug|, ou ug est 'unique

solution de (2.1), vérifie (2.52), c’est & dire qu’il existe une fonction e telle que
lim e(h) =0 | / Vuo|? < e(h) VK € 4,
h—0 K

alors pour h assez petit la solution de (2.4) est unique.

Démonstration du théoréme 2.8

Pour la démonstration on utilise & peu prés la méme technique que pour le théoréme
2.6.

Supposons que uj et vy, soient deux solutions de (2.4). On a alors
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/ a(z,up). Vup. Jw = / a(z,vp). Vop-Vw Yw € Vi (2.82)
Q Q

On note a; les sommets des carrés C; et on choisit ¢ € Vj* de la facon suivante :
1si (up —vp)(ai) >0
¢(a;) =

0 si (up —vn)(a;) <0.

(2.83)

Reportant w = ¢ dans (2.82), on obtient

Z/C (a(iv,Uh)- V un — a(z,vh)). 7 'Uh) v é=0. (2.84)

Les seuls carrés sur lesquels y7¢ # 0 et / (a(:c, up). Vu —a(z,vp)). 7 vh) v ¢ est

t

éventuellement non nulle sont ceux sur lesquels (up — vp) prend des valeurs strictement

positives et d’autres négatives ou nulles.

Dans chaque carré C; ou (up —v4) s’annule on note z; un point ol (up — v;) s’annule

et u; = up(z;). On peut alors décomposer (2.84) de la fagon suivante :
Zi: /3,- (a(m,uh). Y up — a(z,vp)). vh> Vo= Z,: (/C a(zi,u;). 7 (up —vg). 7 ¢
+ / (a(x,u,-) - a(:ci,ui)). \V4 (uh — vh). \V4 (ﬁ
C;
+/ (a(z,up) — a(z,u;)). 7 (up —v3). V ¢
C;

+ /Ci(a(:v,uh) ~ a(z,vp)). V V4. V ¢)'

(2.85)
On note
Ii = Z (/C a(zi, u;).  (up — vp). V 6
I; = /C'(a(:c,u,-) —a(zi,ui)). V (up — vp).- V 6
5= | (a(e,us) = a(e,u). ¥ (un = 00). 7 6
et enfin

Il = /C‘(a(x,uh) —a(z,vp)). V vh. V &.
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On va démontrer que si up — vy, n’est pas identiquement nulle sur C; alors I} est strictement
positive et que pour h assez petit les trois autres intégrales sont négligeables devant I}.

Pour cela on a besoin de faire quelques calculs préliminaires.

Calculs préliminaires
Soit C I'un des carrés de coté h, S, 59, 53,54 ses sommets et py, p2, ps, P4
les fonctions de base de Vj telles que p;(S;) = §; ;.

Soit p = Zi a;.pi.
On va calculer différents 7p. 7 p;, on peut donc supposer que C' est le

carré {(0,0); (h,0);(k, h);(0,h)}. On a alors:
(=t -n)

(- (-2)
(@)
(

(- (h=2)).

1
P = ﬁ(h - $)(h = y) V=

P2 = (2 (h =)
(2.86)

Vp2=
1
p3 = ﬁ-(w)-(y) Vp3=

- - e T

1
pse = ﬁ-(h —z).(y) VPi= 733

>

En utilisant (2.86) on obtient
1
/ VP-V P1 =74 /Cal(?/ —h)? —ay(z — h)? — ag(h - y)* — agz.(z — I)
c
+ asz.(z — h) + asy.(y — B) — asy.(y — k) — as(h — z)*dz.dy.

Et comme

c 6 C 3

on obtient

/Vpi-Vp::g Vi=1,2 3, 4
C 3

1
/VP1-VP2=/VPl-VP4=/VP2-VP3=/VPa-VP4=—-6
c c c c

et

1
/VPl-VP3=/ VPz-VP4=—§-
c c
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On obtient donc

2 1 1 1
/;' VP-VP1 = ga1 = g9~ 39~ gu (2.87)
Toujours en utilisant (2.86), on obtient
/ ——1a -I—ga 1a . (2.88)
CVP-VP2— gl T332~ gd— 304 .
et
/ = 10 2 + 2 ! (2.89)
CVP-VP3 = T3u T gt 33— g .
. 1 1 1 2
/CVP- Vs = TeM T30 T B + 3% (2.90)

et enfin en reprenant les quatres inégalités précédentes

/C Vp.Vp = é((al ~a2)?+2(a; —a3)? +(a1 —aq)? +(ag —a3)? +2.(az —a4)? +(as —a4)2>.

(2.91)
§= (/CIVPiIZ)%Sl

(/ngjai.p,-v)% < ;mil(/clvm?)% .
Szizla#-

Ensuite on s’occupe successivement des quatres intégrales I*. On commence par

Comme

on a

minorer I} et pour cela par montrer le lemme :
Lemme 2.5

Pour tout carré C; ou (up — v;) s’annule, on a:

-

Ii= /c.- a(zi,13). 7 (un — v2). T 6 > K(/C‘ |7 (un — v,,)|2) L (299)

Démonstration du lemme 2.5

Sur ce carré a(z;,u;) est une constante supérieure & o et (up — vy) = Y, a;.p;
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et en utilisant (2.92) on obtient
%
(L 1oas-mpr) <3l

On sait que ¢ # 0 sur C; on peut donc supposer que (us —vp)(S1) >0

Il y a alors plusieurs cas, on peut avoir
ou bien
(up —vn) <0en S; pours #1 (2.94)

ou bien
(up, —vp) <0en S3 et Sy (2.95)
ou bien (us —vz) < 0en Sy et S3 (on se raméne au cas précédent par rotation)
ou bien
(up —vp) <0en S, et Sy (2.96)
ou bien (up —vr) < 0 en Ss seulement (on se raméne alors au premier cas en
remarquant que:
V(up —vp). V ¢ = V(—up +vr). V(1 — ¢) et en échangeant S; et S3)
ou bien (u —v) < 0 en Sy ou S4 seulement (on se rameéne au cas précédent).
Il reste donc trois cas a considérer.
-5i (2.94) est vérifié
alors (up —vgp) =D _;a;.p; ot ag >0et a; <0 pouri>1¢=p.
En utilisant (2.86), (2.87), (2.88) et (2.89) on obtient

2 1 1 1 1
/C'_ V(up —vr). vV p1 = 501 - gaz - 503 - ga4 > 6(2,: |ai|)

z%(/cjv(uh—vhn?)%-

-Si (2.95) est vérifié alors
(uh —vr) = ;ai.pioua; >0,as>0et a; <OVi>2et ¢ =p +po.
En utilisant (2.86), (2.87), (2.88) et (2.89) on obtient
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1 1 1 1 1
/C._ V(ur —v3). 7 (p1+p2) = 5(11 + 5612 - §a3 - 504 > 5(213 lai|)

1

>5[ 19 -wr)

-Enfin si (2.96) est véifié alors
(up —vp) =) ;a;.piota; >0,a3 >0,a, <0etag <0etd=p; +ps.
En utilisant (2.86), (2.87), (2.88) et (2.89) on obtient

3

z%(/cilvmh—vh)ﬁ)%-

En posant K = % on obtient bien I'inégalité (2.93), ce qui démontre le lemme.

1 1 1 1 1
/C.- V(ur —vr). vV (p1+p3) = 30— g0t gas—gas 2 —(Z |ai])

On majore en suite |Ii| en montrant le lemme suivant :
Lemme 2.6
Sur tout carré C;
1
THES e(h)(/c_ | (un— vh)|2) 2 (2.97)
ot €(h) — 0 quand h tend vers 0, et ce indépendamment de C;.
Démonstration du lemme 2.6

On sait que a est uniformément continue en z, il existe donc une fonction € > 0,

nulle en 0, croissante et continue en 0 telle que :

[(a(z, ui) — a(zi, ui))| < e(llz — zi]|) < €(2R).
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En utilisant (2.92) on obtient

[ (0t = ales, ). 7 (wn=o). 7 4

Se<2h>-(/ci|v<uh—vh>|2)%.(/a |v¢|2)%

< C.e(zh).(/a |7 (un — Uh)|2) 1

2

Et cela démontre le lemme 2.6.

Il faut maintenant majorer |I}|.Pour cela on démontre plus précisément

Lemme 2.7

Sur tout triangle C;

1
, 3
5 < a®.( [ 19— (299
Ci
ol €1(h) — 0 quand h tend vers 0, indépendamment de C;.

Démonstration du lemme 2.7

On sait que la fonction a est de Lipschitz en u, donc
la(z,u;) — a(z,u)| < k.Jur — u;].

La fonction up sur C; est une fonction du second degré donc elle est dans C?%(C;) ,on
peut donc écrire

[un(e) = uil <l = 2| max| 7 ual

(2.99)
< 2.h. max | 7 unl.

1
On va maintenant majorer maxc, | V u| en fonction de (fc.- | v ul?)®.
On peut supposer que le carré C; est en fait le C des calculs préliminaires.

En utilisant (2.86), on a

2

|V ua(z, ) = % ((a1 — a3).(y—h) +(as —a4)y)2 + ((a1 —a0).(z = h)+ (a5 — a2).:c) .

En utilisant le fait que (A + B)2 < 2.(A2+ B?) et que [t —h|<het l[y—h|<h
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on obtient:

[

sup ) < 32 (01 = 0+ (an = ) + (o1 = a0+ a5 - 0)?)

Grace & (2.91) on obtient:

K 2\ ?
sup|v'uh|§7.(/ | 7 un| ) . (2.100)
C; C;
En combinant (2.92) appliqué & ¢, (2.99) et (2.100) on obtient

| /C (e, u5) = a(z, ). 7 (v = ). 7 0

<2K(/ |vuh|2)%/av(uh—vh).v¢l
<2 ([ 1gup) (/C'_Iv(uh—vh)|2)§l-(L€Iv¢l2>
ok ([ Igmp) .(/Ciwm—vh)l?)i,

(/Cilv¢|2)%§2::/ vt <2

Pour obtenir le lemme il suffit de démontrer que:

(/C | wm)% =& (h)

ou €}(h) — 0 quand h tend vers 0, indépendamment de C;. On procéde comme

Nf=

I/\

car

dans le cas des triangles en utilisant la solution uy de (2.80), qui vérifie (2.52). On
remarque cette fois encore que grace a I'inégalité de Holder, (2.52) est vérifiée par

exemple, si on a un résultat de régularité de type Meyers (cf.[Me] ou [G]), c’est a dire si :
|Vuo| € LP(Q)

pour un certain p > 2. On peut aisément montrer que (2.52) est vérifié si :

f= f0+zafz foEL%, fie LP(Q) Vi=1,...,n, p>2.
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On utilise l'inégalité triangulaire pour écrire

</Ci|vu;z|2)% < (/C;|v(uh_u0)|2)%+(/Cilvuw)%-

On sait que

(/C;|Vuo|2>% < é(h)

ou €'(h) est indépendant de C;. On a vu dans le théoréme 2.2 que

(/ | 7 (up — uo)|2) — 0 quand % tend vers 0.
Q

En reprenant (2.101), on obtient

(/C'_IvuP)% < é(h)

ou €)(h) — 0 indépendamment de C;.

Le lemme 2.7 est ainsi démontré.
Il reste |I}| & majorer. On le fait dans le lemme suivant.
Lemme 2.8

Sur tout carré C;

1] < ez(h).(/q |7 (un — vh)|2> ;

ou €z(h) — 0 quand h tend vers 0, indépendamment de C;.

Démonstration du lemme 2.8

(2.101)

(2.102)

On utilise le méme principe que dans la démonstration du lemme 2.7. En écrivant que

u est Lipschitzienne, il vient

la(z,un) — a(z,vn)| < k.Jup(z) — vi(z)]
< |z —2il. max | 7 (un — va)l

< 2.h. max | 7 (un — vn)|

car (up — vp) s’annule en ;.
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En utilisant les mémes résultats que ceux qui ont permis de montrer le lemme 2.7,

on obtient:

v =l <5 [ 19 —vh)|2)% (2:104)

(/C |vvh|2)% < es(h)

ol e3(h) — 0 indépendamment de C;. En utilisant (2.92) appliqué a ¢, (2.103) et (2.104)

et

on obtient
m <ot ([ 190 —'vh>|2)%./c'_ |9 () 7 6
52K</Ci|v(uh—vh)lz>%-(/ci v k)
s4K(Li|v<uh—vh)|2)%.(Li vul)’
<[ 19 0= vh)|2)%.

Ce qui fournit le résultat du lemme 2.8.

2-(/0'_|v¢12)%‘

Pour obtenir le résultat du theoréme il suffit de regrouper les résultats des 4 lemmes.

Sur chaque carré C; ou (up — vp) s’annule on a:

A (ate,0)- 70 ato, w70 ) w2 ( [ i(v(uh—vh»?) %.(K—e(h)—el(h)—eg(h))

K ne dépendant pas de h, ni les € de Cj, cette intégrale est strictement positive
pour h assez petit sur tout C; ou \7(up — vy) n’est pas nul.

On sait (cf (2.84)) que

> [ (ater). 7= ata, ), Vo) 7é=0

donc pour h assez petit, 7(up — vp) est nul sur tous les carrés ou {(up — vy) s’annule donc

la solution approchée est unique, ce qui termine la démonstration du théoreme 2.7.
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Remarque:

Pour h pas assez petit, il se peut qu’il n’y ait pas unicité, en effet on peut toujours

construire un exemple sur le méme modéle que celui qui illustre le théoreme 2.6.
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CHAPITRE 3
Existence et unicité dans le cas des systémes

Dans ce chapitre on se propose d’étudier les solutions de systémes du type
—(ai(ul,...,un)ug)' = f; dans I=|a,b] Vi=1,2,.,n,
u; € H'(Ja, b)) Vi =1,2,.,n, | (3.1)
ui(a) =4; et ui(b)=B; Vi=1,2,.,n,
ol les f; sont des distributions de H~(]a, b]) et les a; des fonctions continues qui vérifient
0<a<a; <B. (3.2)

On notera u le n*Plet  (yj...uy).

On commence par démontrer 1’existence de solutions dans le cas général; puis on
étudie 'unicité de celles ci. Il n’y a en fait que peu de cas ot 'on peut espérer I’unicité,

si ce n’est dans le cas ou les f; sont nulles.

3.1 Existence d’une solution

On utilise le théoreme du point fixe de Schauder pour démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.1:

Le probleme (3.1) admet toujours au moins une solution faible dans (H I )) :

Démonstration du théoréme 3.1

Soit v = (v1,...vs) une fonction de (L%(I))"et u;o des fonctions régulieres vérifiant
uio(a) = A; et u; o(b) = B;.

On cherche une fonction v = (uy, .., 4, ) dont les composantes u; sont solutions de :
!
—((ai(v).uﬁ) = f; dans I,

U — Ui € H&(I)

(3.3)
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Vi=1,.,n, u;— u;o est donc solution de :

- ((a,-(v).(u,- - Ui,o)'), = fi + (ai(v).uip) dans T

U; —Uj0 € H&(I)

(3.4)

On remarque que, & 1 fixé

(&) — Zm@wm;

est une forme bilinéaire continue et coercive sur Hg(I)

¢ —+<n&>—Lm@mm&

est une forme linéaire continue sur H}(I) donc, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram,
il existe une unique solution faible de (3.4) dans H}(I) il existe donc une unique

fonction u = (uq,...,un) = T(v) € (H}(I))" solution de (3.3).

On notera ||ul| = Z lu;] out |u;| désigne la norme habituelle dans H; (1)

=1

Il faut maintenant montrer que |ju|| est bornée indépendamment de v.

On prend &; = u; — u;0 € Hi(I), on a donc, en utilisant (3.4)
/ai(v).(ug — u;,(,)2 =< fi, (s —us0) > —/ai(v).ug,o.(ué —u;o) Vi=1,.,n.
I I

On sait de plus u; — u; 0 € H}(Q) (cf (3.4)) donc que |u! — uolrr > Cllug —uip|mn,
ou C' > 0 est une constante qui ne dépend que de I.

En utilisant (3.2) on a donc, pour tout :, la majoration suivante :

C.alu; —uig|? < a/(ug — uﬁ’o)2
I

< Blui — uiolJuio] + || fill«-Jui — uig

< (”fz”* + ,3|ui,0|)|ui - ui,o|.

| ||« désigne comme précédemment la norme de dual fort dans H~1(I).
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Ce qui donne

1 .
U; — ui,Ol S m(”ﬂ”* + ﬂlui,ol) VZ = 1)27 N,

<Kj;

ou K; ne dépend pas de v. On obtient donc en posant ug = (u; )

lu—uoll <) Ki =K, (3.5)

ou K ne dépend pas de v. D’oti d’apres 'inégalité de Poincaré
|T(v) — wol(z2¢yy» < C

ou C est une certaine constante. On désigne alors par B(ug,C) la boule de centre ug et de
rayon C dans (L?(Q2))". Il est clair que cette boule est un convexe fermé de (L?(Q2))". De
plus T est une application de B(ug, C') dans elle méme et (cf.(3.5) et le fait que l'injection
canonique de (H}(2))" dans (L*(2))" est compacte (voir [R.T]), T(B(uo,C)) est
précompact dans (L2(Q2))". Si T est continue, T a un point fixe d’aprés le théoréme du

point fixe de Schauder (cf. [G.T)).

Si donc on montre que T est continue, on obtiendra ’existence d’une solution de (3.1).
Soit (v,,) une suite de B qui tend vers v dans (L2(2))".
Il faut prouver que (T(v,) — uo) tend vers (T'(v) — ug) faiblement dans (HJ(Q2))"
(donc fortement dans (L*(2))™).
(T(vy)) étant bornée dans (H})", il suffit de montrer que T'(v) est le seul point

d’accumulation de (T(v,)). Soit u 'un de ces points.

Soit (vp, ) une sous suite extraite de (vy,) telle que T(vy,, ) — u

On peut donc extraire de (vy,, ) une sous suite (v, ) telle que:
Up,, = T'(vn,, ) — u dans (H!)"
(3.7)

Un,,(2) — v(z) presque partout dans L.

L’ensemble {(w;,...wn) w; € H' w; —u;o € H} } est fermé et convexe dans (HH)™

et donc faiblement fermé.
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u vérifie donc : u —ug € (H3())".

On sait que

/ai(vnm).u;,nm.fﬁ = /fzfz Vi=1,.,n V&= (&,...6n) € (Hy())™
I I

et que Vi =1,..,n,

/I (0i(m Yt — () ) £} = /I (ai(my )= a:(0)) €1+ /I 0i(vn, il —ul) €1 (3.9)

On sait que a est continue et que pour presque tout z de I, v, (z) tend vers v(z)

donc a;(vn,, ) tend vers a;(v) presque partout sur I. De plus
|ai(vn,, ) — ai(v)|.Jul- €] < 2Blwg]-|&] Vi=1,..,n.

Donc d’apres le théoreme de convergence domminée de Lebesgue on obtient

/I(ai(’vnm) —a;(v))uigi— 0 Vi=1,.,n (3.10)

Un,, tend faiblement vers u dans (H'(Q))", i.e. u}, (z) tend vers u}(z) faiblement
dans L?(2) de plus, toujours d’aprés le théoréme de convergence domminée de Lebesgue

on a

ai(Un,, )€} = ai(v)é;  dans L*(Q)
d’ou
/ai(vnm).(u;,nm —ul)él = 0 Vi=1,.,n.
On obtient donc :

/az(v)u;ﬂ = /f,-.{i, Vi=1,.,n

et donc u = T'(v)
La fonction T est donc une fonction continue. On peut appliquer le théoréme du point

fixe. Il existe donc une solution, ce qui démontre le théoréme.
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3.2 Résultats d’unicité.

On peut trés bien ne pas avoir unicité de u solution de (3.1) méme si les a; sont

tres réguliers en effet on peut montrer le théoréme suivant :
Théoréme 3.2

Siai(u) = A(u) Vi=1,.netsiAest C*™ en v, le systéme (3.1)
peut avoir plusieurs solutions.

Démonstration du théoréme 3.2

On démontre le théoréme 3.2 en construisant un contre-exemple.

On prend n =2 et I = (0,1). On montre que le systéme

—(A(ur,u2)ul)' = fi sur ]0,1] 0< a < A(ug,ug) < B

3.11
u1(0) =a, ui1(1) =08, ux(0)=4d', ux(1) =1V, (3.11)
peut avoir plusieurs solutions méme si A est C* sur [a, b|xR.
On se donne u;
uy C® sur [0,1] & valeurs dans [a,b] strictement croissante.
(3.12)
u1(0) =a, u1(1) =05, uj >0 (uy bijective de [0,1] dans [a, b]).
On choisit une fonction 8 telle que
0 soit une fonction C* sur [0,1] & valeurs dans [r,1] ot 7 > 1
8(0)=6(1) =1, (8.13)

6 est telle que u}(1 — ) admette un maximum et un seul sur [0, 1].

(Par exemple, dans le cas ol u} est une constante, il suffira de prendre 8 convexe.)

On remarque que uj(1 —8) > 0.
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On choisit maintenant 1 € C'° telle que
( ¢ soit une fonction de [a,b] dans R,

¥’ strictement croissante, (3.14)

[ #a@mna - o = [ una - o

On peut, par exemple si @ > 0, choisir ¢ = 2% + hz et donc ¢’ = }z + h alors

S ho /0 (@ (ur(8)) = 1)ad (2).(1 — O(2))dt

est une application continue de [0, 1] dans R. S(0) < 0 et S(1) > 0, donc il existe h pour

lequel S s’annule. On prendra alors la fonction 3 correspondant a cet h.
On choisit o' et b en posant p(a) = a' p(b) =¥
On définit maintenant uy & partir des fonctions précédentes.
ug = P(uy). (3.15)
On obtient donc uh = 9'(u1)u] et u2(0) = a', ug(l) =¥

On va maintenant construire les fonctions vy et vo telles que (uq,u2), (vy,v2)

solent solutions de (3.11).

Commencons par v;. Posons
t
v(t) =a+ / uy (£)0(t)dt + ct (3.16)
0

ou (c.f.(3.12))

c=b—a- / 1 u! (1)B(t)dt = / 1 ! ()(1 — 8(t))dt > 0. (3.17)

¢ est donc positif et on a v1(0) =a v1(1) =b.

vi(t) = ui(t)0(t) +¢ >0 (3.18)
v, est donc strictement croissante et vérifie v;(0) = a et v1(1) = b.

(v1 est une bijection de [0, 1] dans [a, b]).
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Quant & vy, on la définit ainsi, on pose

va(t) = d + /Ot ug()0(t)dt + et (3.19)

e=b —a - / ()88 = / L ()(1 - B(t)dt

et en utilisant (3.15), on obtient

e= /0 ' (ur (1)) (1)(1 — 6(2))dt = c. (3.20).

On a donc

v2(0) = a' v2(1) =¥ et vy(t) = uh(t)8(t) + ¢ > 0. (3.21)

Vérifions que l'on n’a jamais vy = ¢(v1) en dehors de 0 et 1.

Pour cela on étudie les variations de vy — 9(v1) sur [0,1]. En utilisant (3.21), (3.15)
et (3.18)

- on obtient

(v2(t) — $(v1(2)) =ui ()9 (u1(t))6(2) — ¥ (ve(t))uy (£)6(2)
=(¢'(u1(t)) — ¥'(va (£))us (1)6(2).

ul > 0,80 > 7 et ¢ est strictement croissante donc la dérivée de v; — (v ) ne s’annule que

S1 U1 = Uy.

(u1 — v1)'(t) =uy(t) — uy(H)0(t) — ¢

1
—u (£)(1 - 8(t)) — / wl (£)(1 - B(t))dt

1
/ uy (t)(1 — 6(t))dt est la valeur moyenne de uj(1 — ) or (cf (3.13)) u}(1 — 0) admet
0

un maximum est un seul donc u} — v} s’annule exactement
1 1
deux fois sur [0, 1],

en 0 uj —v} =-c<0.
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Le tableau de variations de vy — ¥(v;1) est donc le suivant:

X 0 6 0 B 1
uy — vy () 0 (+) 0 ()
ANCO RN
wi—v1 0 0 0
NG S
(v2—9(v1)) | O () 0 (+) 0
va—p(v) | 0 0
NG/

ve — 1(v1) ne s’annule donc qu’en 0 et en 1.

En posant
p(z) =va2(v7'(2)) = v2 = (1),

on remarque que ¢ — % ne s’annule qu’en a et b et que ¢ — 9 < 0 sur |a, b].

A partir de ces fonctions on définit A, de telle sorte que A(vy(z),v2(z)) =1 et que
A(ui(z), uz(z)) = 6(2).
On sait que les fonctions u; et us sont strictement croissantes, donc bijectives de

[0, 1]‘ dans [a, b] (respectivement [a',b']); on peut donc utiliser leur fonctions réciproques.

On définit A pour z; € [a, b] en posant tout d’abord

(O(ui(21))  siza =1(z1),

1 si22=v2v1"1z1 = o(z1),
B(z1,22) = < (i (=) = ol=) (3.23)

(1=1) +£.6(u7" (1)) = 1 = t(1 - 6(uy" (21)))
sizg = tY(z1) + (1 = t)p(21)-

Il est clair que B est continue sur [a, bjxR
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On pose
D ={(21,22) | ¥(21) < 22 <9(z1) }-

On a
7 < B(21,29) <1 V¥(z1,22) € D.

Comme B est continue sur [a, b]xR, on peut trouver 6 > 0 tel que

32-— < B(z1,22) 2 Vz=(21,22), dist(z,D) < 6.

On peut trouver y une fonction C* de [a, b]xR telle que

1 si dist(z,D) <

wo|on

Xx=1410 si dist(z,D)>

wojon

0<x<1

On pose alors

A=x.B+(1-x)

On remarque que pour z tel que dist(z,D) > g alors A =1 et si dist(z,D) < % alors
5 <inf(B,1) < A< sup(B,1) <2
Pour montrer que A est C* sur [a, b]xR, il suffit de le vérifier sur B.

Il est clair que (u1,us) et (v1,v2) sont solution du systéme (3.11) dans lequel on pose

fi = (u1.8)'. En effet en utilisant (3.21) et (3.18), on obtient
{ A(uy,uz)uj =ul.0 Vi=1,2

A(vy,v2)0t =vj =uj.0+c Vi =1,2.

On va maintenant montrer que puisque u; ,% et 6 sont C* alors B D'est aussi.

On sait (3.12) que u} > 0 sur [0, 1] donc ul! est aussi C®, ug, vy, vy sont
également C*° comme composées de 1, u; et 6.
On sait aussi (3.18) que v} > 0 sur [0,1] donc v; " est également C* ainsi que .
On a défini B par
B(z1,22) = B(21,t9(z1) + (1 = t)p(21)) = 1+ t.(1 = >0(u1_1(z1)))
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22 — P(21)
w(z1) — ¢(21)'

On a vu que ¢ — ¢ est C™ sur [a, b] et strictement négatif sur a, b[.

t= (3.25)

Donc en tout point z = (21, 22) tel que 2, €]a, b[ il est clair que B est C*° .

Le probléme ne se pose que lorsque z; se rapproche de a ou b.

Etudions, par exemple, B au voisinage de a.

On pose hy = z; — a. On étudie d’abord la dérivée de B par rapport & z2. On a

0B Ot -1
B0y~ ay (LT 0w (21)) (3.26)

ou

ot 1
dza @(z1) — (Zl)

On remarque que Q ne dépend que de z;.
q

avec (1) = va(v] (1)) (2.27)

On va montrer que admet un développement de Taylor & 'ordre n  (Vn € N.)

En remarquant que v}(0) > 0 on obtient (v;')(a) = ——=. Ecrivons le

’(0)

développement de Taylor de ¢ en a. Cela est possible car ¢ et ¢ sont C°.

o(z1) = va (v (21)) = v2((v7 (@) + Ra.(v7 1) (@) + oo + o(hY)) pour tout n de Nx

=v2(0+v/

(3.28)

Ecrivons maintenant celui de ¢ (C*°) en a.

P(z1)=a + k1Y (a) + ....... + o(hY).

On obtient donc

oe0) = 9(e1) =( S = #@) o ol0D), (3.29)

On va maintenant montrer que le coefficient a; de h; n’est pas nul.
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BO) o W@uBO e
wo V= Tum e Y

- m (W(a).u;(()) o —'(a)(0) - c.¢'(a)) (3.30)
= m-(l —¢'(a)).

On sait que v’ est strictement croissante d’aprés (3.14) on sait que
q p q

#@- [ -0 < [ W -o

1
< [ua-o,
0

ol u}(1 —8) > 0 non identiquement nul sur 0, 1], donc '(a) < 1 et grace a (3.30)

1’2(0)

v~V @> (3.31)

On a donc

o(z1) —¥(z1) = h1.(a1 + ...... + o(A?™1))

c

W-(l —¢'(a))#0

a; =

On s’interesse maintenant au développement de 6(u7!). 1l est possible
d’écrire ce développement car 8 et u7' sont C* sur [a, b].
1—68(ui'(z1)) =1—0(u7 (a) + h1.(ur") (@) + ... + o(h1)") (3.32)
=1—1+4b.hy + e + o(}). '

Donc 9B ;
_a n
97 ar +v1h1 + ... + o(RT)

ou le premier coefficient est bien défini.

On obtient enfin que g—? est C* sur [a, b]xR.
2
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Il faut maintenant calculer 3 B . En dérivant (3.23) par rapport & z; on obtient

08 _ 01 g7 o) = O () 535

En dérivant maintenant (3.25) on trouve

ot _ _ —¥(z) (= d(a)(e(a) = '(21))
w(21) — (=) (p(z1) — #(21))”
_ () L ¢(m) =)
e(z1) —P(z1)  p(z) —¥(=1)

(3.34)

En reportant (3.32) et (3.34) dans (3.33) on obtient

8B ¢'(21)-(br-h1 + ... + o(h}))

0z1  a1.hy +az.h? +....+o(h})

, (1= 6 (z1))-(¢'(z0) — ¥'(21))
a1.hy + ag.h? + ... + o(hT)

- tEZO(ul_l(zl)).

On pose
P'(21).(b1hy 4 ... + o(h}))

B = —
VT T ahy + ag B2 4 o+ o(RD)

et

(1 —6(uy (21))-¢'(21) = ¢ (21) -1
B .
27 Tarhy + ag k4 ..+ o(h}) 3z O(ui" (1))
On remarque que By et By ne dépendent que de z;.
_ (1-9(a))-c
By ne pose pas de probleme car a3 = ~—7—~""— 0 et donc
1 ) Erae

B, = —zb'(zl).(fbf + .+ o(hD))

est n fois dérivable en 2; (et indépendant de z2).

En remarquant que 3 ﬂ‘-’- =1 (hy = 21 — a) et en dérivant (3.32) on obtient

9 4 - n
52—10(111 1(21)) = —b1 + ... + O(hl )
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Grace & (3.29),0n sait que
50(21) - l,[)(Zl) = (Il.hl + az.h% + ...+ O(h?)
ol hy = z1 — a, ce qui donne en dérivant :

@'(z1) —¥'(21) = a1 + by hy + ... + o(hT). (3.35)

Reprenant (3.32) on étudie le terme B :

By

By =
2 al.hl + (lQ.h% + O(h?)

B = [(bl.hl + .. +o(h})).(a1 + ¢} . k1 + wo(hE

+(=by + oo + o(A))-(a1.h1 + ag.h3 + ... + o(h{‘))] _

Dans B}, le terme en hy disparait. On a en effet:
(—a1b1 + a1b1).hy + ca.h? + ... + o(R})

oli le premier coeficient éventuellement non nul est celui de h?

En utilisant (3.29) et (3.25) on voit que le terme ¢.B; peut s’écrire

(72 — $(21))-(C2 + e + 0(h]))
a? + aj.hy + ....o(hY)

, un terme lui aussi n fois dérivable en z; etz;.  (3.36)

On sait que % = B, 4+ t.B, donc g—g est lui aussi C°.
La fonction A est donc une fonction C™ en a des variables z; et zo sur [a, b]xR.

Au voisinage de (b, b') on peut reprendre les mémes calculs.
1 1
En effet / P'(ug —.(1—8)uy = / (1 — 6).uj et ¢’ étant strictement décroissante ,
~Jo 0

on utilisera 3'(b) > 1.

Et la démonstration sera ainsi terminée.

64



3.3 Cas particulier ol1 les fonctions f; sont toutes nulles

Théoréeme 3.3
Dans le cas ou les a;(u;...u,) sont indépendantes de z, i.e. ai(u1...uy) = a(u) ,

la solution du probléme (3.1) est unique.

Il est nécessaire de supposer que les a;(u;...u,) sont indépendantes de ¢ car dans
le cas contraire on a le théoréme suivant

Théoréme 3.4

Si les a;(uy...up) ne sont pas indépendantes de ¢, il n’y a pas forcément unicité

de la solution de (3.1).

Démonstration du théoréme 3.3

Dans le cas ol a;(u1...un) = a(u), (3.1) devient

!
(a(ui...un).ug) =0 Vi=1,2.n, (3.37)
c’est & dire :
a(uy..up)ut =C; Vi=1,2..n. (3.38)
On sait que a(u) > a > 0 (cf.(3.2)) donc on peut écrire
C:
r i
“= (3.39)

et en intégrant

Bi - A,’ = u,(b) - u,(a)

b
dz
oA / .
Il existe des constantes (ky, .., k) non toutes nulles telles que
> ki(Bi—A)=0
1

ou les k; ne dépendent que des conditions aux bornes. En remarquant que:

b
| a2 6-a5 40,

a(u

65



n
on voit que les constantes ky, ..., k, non toutes nulles vérifient Z ki(Ci) = 0.
1

On obtient donc:
a(u). Z ki(u;) = 0 c’est & dire : Z ki(ul) = 0.
1 1

11 existe donc un 7 pour lequel
J#i
et donc
U; = Z k;(u]) +c; (3.40)
i

\ k V4 . .
ou les k; = ¢ ne dépendent que des conditions aux bornes.

On termine la démonstration par récurrence sur n.

-Sin=1:
(3.37) devient (a(u).u') = 0. En posant

Ulz) = /0 " (s)ds

on obtient U' = a(u).u' et donc U" = 0, U étant fixée en a et b, U est unique et

u aussi. Ce qui fournit le résultat pour n=1.

-5i le résultat est vrai pour un systéme a (n-1) inconnues,

on sait (3.40) que 'une des fonctions est combinaison linéaire des autres ,on peut donc
supposer que U, = Z’lz_l ki.u; + c ol les coeflicients k; ne dépendent que des

conditions aux bornes.
a est donc uniquement fonction des (n-1) premiéres fonctions . En posant:

n—1

b(U1..tn—1) = a(u1...up—1, Z kiu; + ¢)
1
on obtient le systéme suivant:
(b(u1, ...,un_l)ug)’ =0 sur [a,b] Vi<n-1
(b(u1, ...,un_l)u:,)l =0
ui(a) = A; et wu;(b)=B,.
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D’aprés I’hypothése de récurrence, les (n-1) premiéres solutions sont uniques.

b ne dépend pas de u, donc la derniére équation admet une solution unique, elle aussi.

Et cela termine la démonstration de théoréme 3.3.

On passe maintenant & la démonstration du théoréme 3.4 en donnant un exemple dans

lequel (a,b) =(0,1) et n =2
Démonstration du théoréme 3.4

On considere le systéme suivant:

(ai(ui,ug)ul) =0 sur 10,1 0< a<a;(us,ug) <P
(1) (3.41)
u,(O) = B; u,:(l) = Bl{ ou Bz,' > B;.

On choisira u; et v; (i = 1,2), deux fonctions qui ont la méme dérivée en 0 et 1.

C’est & dire u; (i = 1,2) des fonctions C? strictement croissantes telles que
u,(O) = B,’ u,'(l) = B:
On note

u(0)=r; >0 ui()=ri>0 (3.42)

et v; (¢ = 1,2) des fonctions C! strictement croissantes telles que
(v;(0) = B; wv;(1) = B!
vi(0) =ri vi(1)=r;

< (3.43)
u; < vy sur |0,1]

\ Ug > Vg Sur ]0, 1[

uy et vy sont strictement croissantes, donc ce sont deux bijections de [0, 1] dans [B;, Bj]
Sur )0, 1[, u1(z) < vi(z) donc sur |By, B[, on a uy'(t) > vy'(t). Donc
Yz €]B,,Bj[on a
va(vr!) < va(uyt) < ug(up?) (3.44)

67



On sait de plus, par définition que les fonctions u} sont minorées par une constante

strictement positive .

On va définir les fonctions a; (i = 1,2) en utilisant les fonctions u; et v; (i = 1,2).
Soit a; défini de la facon suivante: pour i = 1,2. Si y € [va(v7 ' (2)), ua(uy ()] on

posera (pour z €]By, Bi[)

y — vy(vy ! (z)

ug(ug " (2)) = va(vy ' (2))

t= t(y) = S [0’ 1]

( 1
ul(uy '(B1))

1
ui(uy ' (BY))

= u’.l(O) pour z < By

= u,.}l) pour z > Bj

——L— pour y > uy(uy(z))
(w1 (2)

ai(xay) = 9 1 1
T @) Pour Y < va(vy ()

1 i 1
tiertey T~ Dy

| pour y € [va(vy " (2)), ua(uy " (2))],y = tvz (o7 (2)) + (1 — t).ua(uy ' ().

les fonctions a; sont continues sur tout intervalle de la forme (C, D)xR ou

Bi < C < D < B! car les fonctions u', v, u;! et v7! sont continues en z.
1 1 7y Yir U 1

On sait de plus que ui(u]!(B;)) = vi(v;1(B1)) = ul(0) et que
ui(uy'(By)) = vi(vi}(B})) = u'(1), les fonctions a; sont donc continues partout.
On vérifie aisément que

a(uy,ug).u; = 1 = a(vy,vq).v}.

Les couples (uy,uz) et (v1,v3) sont solutions du systéme (3.40). Ce qui termine

la démonstration.
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