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ANALYSE NUMERIQUE DE PROBLEMES NON CONVEXES

A DONNEES AU BORD NON LINEAIRES



NOTATIONS

Dans toute la suite, les notations utilisées sont, dans la plupart des cas, définies dans
le texte. Néanmoins, quelques notations ou définitions "standards" ont été volontairement
omises. Nous les rappelons ci-dessous.

- Pour O C Rt. on note

ôO la frontière de f,),

lCll la mesure (de Lebesgue) de O,

et on dit que f) est un domaine de R', si O est un ouvert 1-régulier de R" (cf. [R.T.]
def. 1.3-1 p.22).

- Pour A C R , co",4 désigne I'enveloppe convexe de A. C'est-à-dire

k k

CoA:  {a : \ * ;yn  I  anë A o , t20 Don:  t  k  es t  un ent ie r } .
i= l  i= l

- Pour A, B C R , d(A, B) est la distance de A à B, i.e.

d(A,B)-  in f  . l c -61
a€A
beB

en particulier, si z € R', on note d(x,,A) - d({x},A).

- Ponr c € R' et e ) 0, B(x,e) etB(r,e) sont respectivement la boule ouverte et la boule
fermée de centre c et de ravon e.
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ANALYSE NUMERIQUE DE PROBLEMES NON CONVEXES

A DONNEES AU BORD NON LINEAIRES

O. INTRODUCTION

Durant les dernières années, les problèmes de calcul des variations ont suscité un intérêt
considérable. Ceci est dû au fait que, d'une part, certains problèmes physiques (par exem-
ple en élasticité, mécanique etc.) font appel au calcul des variations, d'autre part du point
de vu mathématique, les méthodes constituent un outil puissant. De plus les méthodes
variationnelles sont bien adaptées au traitement numérique.

Sous forme générale, le problème est le suivant:

min{E(u) l  u€X e t  n :? , )o  sur  ôCI }

où par exemple

(0 .1)

(0.2)

O est un domaine borné de -R', g

g :d l xR*

s(x. ,u(x) ,Yu(x))dæ.

est une fonction

x Rnx* r .R+ : [0, *-)

us est une fonction fixée, et X un certain espace de Ba,nach, par exemple un espace de
Sobolev wt,o(Q).

Le problème qui nous intéresse est lorsque la fonction g@,,u(æ),,') (pa,r exemple une
certaine certaine énergie ) posède des puits de potentiels : to;(c) c'est-à-dire que

p (n ,u , t o ; ( c ) ) - 6  c  € f , }  i  e I ( r )

où f(r) est un ensemble d'indice. On s'interessera en particulier aux problèmes suivants:

n@): ln

^t 
lre(Yu(n))dr

( / )

( I I )im;[ t,r(v,(')) + ir(u(r) - A(æ)]d,x
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où les infima sont pris sur un certain espace de Sobolev, pax exemple inclus dans lyl,p(f))

Le problème de ce type a été consideré par C. Collins, D. Kinderlerer, M. Luskin en
dimension un. Le problème était le suivant:

(A)

où p(s) est une fonction continue d'une variable telle que pour ss ( s ( su, 0 < a <
(r,, - s1)12 et À1, À2 ) 0, on ait

,# 
l, 'k@'@))+ 

(u(c) - A(r)2ldr

p ( " )>p (s r ) : p ( s , ) - 0

p (s )2 )1 ( s - ss )2

p (s )>À1 (s - s , , ) 2

p(s) 2 \ ' (*) '

p ( s ) à À 2 ( s - F ) 2

pour s f  t t r tu,

pour ls - s1l ( a,

pour l" - ",rl 
< a,

pour  s f  +a<s(s r r -a ,

pour  s (s t -o  ou  s )s r r f  o .

et où
A( r ) :8 .æib

e t  ueHt ( f ) , f  : (0 ,1 ) .

Ensuite, des problèmes en dimension superieure ont été considerés par M. Chipot et
C.Collins (voir [C.2],lC.Cl). Leurs problèmes étaient

f(B) 
"#Iltn' 

JnvTu(r)) 
dx

V(u(r) -  a- r)  + e(Vu(x)) dr(c) inf t
uEI l " ' ' - (O) " /O

inf t
u € W l ' - ( O ) . / ç ;

(D)

où

et f,) est un

v(u(r) - A(r)) + e(Yu(æ)) dx

Wol'-(CI) - {, € Wr'-(ft)lu(*) - o. * sur ô0},

domaine borné, et g posède des puits u; i :1,. . . , k tels que

p(u r r )  -0  V i  :  7 , , . . . , k , ,

p (n )  >0  V to  * . ; , ,  i : 1 , . . . ,1e .
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Récemment, les résultats de problème (B),(C) ont été généralisés dans le cas vectoriel par
M. Chipot, C.Collins, D. Kinderlerer,

Dans tous les problèmes avec des puits de potentiels, les difficultés résident dans le fait
que la densité dténergie ? est non convexe, par consequent les fonctionnelles suivantes

ne sont pas en général semicontinues inférieurement faiblement.: Pour tous les problèmes
précédents, les minima n'existent pas en général. Néanmoins, une description des solutions
approchées peut être réalisée à I'aide du concept de mesure de Young, qui explique les
comportements des suites minimisantes.

De tels problèmes interviennent en elasticité par exemple pour des cristaux, etc. (voir par

exemple [B.J . r ] ,  [B.J . r ] ,  [Er . ] ,  [F .1] ,  [F. r ] ,  [J . t ] ,  [J . r ] ,  [J .K. ] ,  [K. ] '  [Ko. ] ) .  E{r ) ,  i  :  1 , ,2

représente I'énergie de déformation de matériaux. D'un point de vue physique, l'énergie

diminue d'une certaine manière. Donc, il est interessant de savoir à quelle vitesse et de

quelle façon l'énergie décroit vers son infimum. Dans la Section 2, nous donnerons une

estimation de l'énergie à I'aide de la méthode des éléments finis. Et dans la Section 3

nous obtiendrons un résultat d'unicité concernant les mesures de Young associées aux
problemes qui explique le comportement de la déformation. Les rapports entre (B) et (D)

sont exposés dans [B.M] et pour toute notion sur les espace de Sobolev, Nous renvoyons à

tc.rl ou [H.8.].

Er(r): I eçvr(r))d.*
JA

f
Er(o) : I lpFu(r)) + ù(u(c) - A(r)ldr

J A



1. POSITION DU PROBLEME

Soit 0 un domaine borné de R', n ) 2, de frontière l. Pour simplifier, nous le supposons
po lygona l .  So ien t  ensu i te  to ;  €Rn,  i :L , . . . , k ,  (  f r  >  2 )e t  g :  R ' - -+  Runefonc t ion
telle que

p(w; ) :0  V i :L , . . . , k ,

p (w)>0  Vu  f * ; ,  i : t , . . . ,1c .

0 < û(4) < cl€lq V( e (-M,M).

Soit A(c) une fonction Lipschitzienne i.e.

A € Wl ' - (O).

Nous définissons Wi'-(Ct) comme I'ensemble :

Wi'-(o): {u € wt'*(ct) lr(r) :  A(x) sur l}.

Les problèmes alDcquels nous nous interessons sont les suiva^nts

( i .1 )

(1 .2 )

De telles fonctions interviennent souvent en physique, et plus particulièrement en
mécanique des matériaux. Par exemple, cp peut être une densité d'énergie qui s'annule
aux puits tl;.

Nous désignons par V une fonction non-negative et continue telle que, pour certains réels

Ç)0 ,  c )0 ,  e tM  >0 ,ona i t

(1 .3 )

(1.4)

(1 .5 )

inf [ çN,b\\ dx
uew]'*(o) Jo 

' '

I

inf / v1r1'; - A(*)) + e(Yu(r)) dx
ueWj'*(o) Jo

(1 .6 )

(1 .7 )
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f

,. jT'l1nr Jnv(u(x) 
- A(*)) + e(vu(r)) dx

Plus précisement, nous envisagerons dtétudier ceux-ci lorsque

VA( r )€Co(w; )  p .p .0€O.

Pour préciser les choses, nous
regulière si

dirons qu'une triangulation de O i.e. {Tn , h > 0} est

(1 .8 )

(1.e)

vh>0

VK eTn, K est un n-simplexe,

pff^ (hx) : h, (1.10)
' - E  h Ylu )  } telque YK eT1,,  

f r  3r,

où h6 est le diamètre de K et px est la rondeur de K, c'est-à-dire p7, est le diamètre
maximum des sphères (cercles lorsque n:2) contenues dans K. Soit P1(/{) l'espace des
polynômes de degré ( 1 sur K. Notons

V6: {u:  f , )  - -+ R cont inue ,  u lx € &(I{) ,  VK eTn} (  1 .11)

et désignottt .4 I'itrt"rpolé affine de A sur 4, qui est déterminé uniquement par A et 16.

Remarque 1.1 : Si VA € Co(w;),en général, on n'a pas nécessairement

VÂ e Co(w;).

Ensuite, désignons par

V f  -  { r ,O- rR  con t inue  l t r l r  e  Pr (K) ,VK eTh ,  u :âsur f } .  (1 .12)

Notre but est d'obtenir une estimation des infima

Eu:

p 3 -
u h -

El: i" f"  /  e(Yu(x))d,æ
veV{ Jn

i 'r . I v(u(c) - A(*)) + e(Yu(x)) dr
oevf Jdt

r
Ê{,^ J"Û(u(r) 

- A(')) + e(Yu(r)) dr

(1 .13)

(1 .14)

(1 .15)
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en terme de la taille â. Il est évident que les infima de (1.13)-(1.15) sont des approximations
des problemes (1.6), (1.7) et (1.8).

Remarque 1.2: Dans le cas où A est a,ffine sur chaque face de l, alors ona Â: A.
Signalons que pour les problemes (1.13),(1.14) et (1.15) il n'y a pas d'hypothèse à imposer
sur p. cependant, pou (1.6)-(1.8) on peut supposer que p est Borel-mesurable.

Dans notre problème, le fait que ,4. soit non-linéaire introduit des difficultés necessitant de
nouvelles techniques pour le resoudre.

Signalons d'abord que I'on peut toujours supposer sans perdre de généralité que

0 e ri(Co(o;)) (1 .16)

où ri(Co(wi)) désigne l'intérieur relatif de Co(w;) -i.e. I'interieur de Co(w;) âans le sous-
espace engendré par les vecteurs ui - wr. En effet, soit tr.' € ri(co(to;)), on peut faire une
tra,nslation.

' u : t t + .w .x (1 .17)

où to'c désigne le produit scalaire de ur et c . Ainsi, elle nous entraîne à minimiser

f

/  v(u(c) -  (A(*) -  u .  r))  + e@ +vu(x)) dæ (1.18)
J O

sur un certain espace. Donc, si nous notons

,/(r) : e@ + €) , A( r ) -A(x ) -w .x (1 .1e)

alors, on est ramené au même probleme avec des puits u.r; - u qui veriûent

0 e  r i (Co(u i  -  w) ) ,  VÂ@) e  Co(w; -  u ; )  a .e .  c  €  O. (1.20)

Donc, dans la suite, nous supposerons toujours que (1.16) est vrai. Nous noterons W -

L(r;) Ie sous espace engendré par les to;. On peut toujours trouver pll vecteurs: wi, i :
0 ,1 , . .  .  , p  t e l s  que

p

0 :  ! o ; to ;  t  o r i  €  (0 ,1 ) .
i=0

rDi - rroti : tr. .. rp, indépendants linéairement
et

où p - dimL(w;).

(1 .21)

(1.22)

Les coefficients o; sont determinés de façon unique par le choix des ur;.
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2. ESTIMATION DE L'ENERGIE

Notre résultat principal est le suivant :

Theorem 2.L z Supposons que

(1) A est conaene et borné,

(2) V est une fonction bornée sur les bornés ileFi qui aérifie (1.1) et (1.2),

(3) V est une fonction continue satisfaisant (1.3).

SiAet l l t , - ( f t )  uér i f ie

1K compact contenu ilans ri(Co(w;)) tel que

VA( r )eK p .p .  r€Q,

alors, il existe une constante C, independante ile h € (0,1), telle que

(2 .1)

EL : 
,:!rf l.e(vu(c)) 

dn < chl , (2 .2 )

E'u: i"f  ̂  [ v(u(c) - d(*))+ e(vu(c) ) d* < chdl*, (2.8)
ævf Ja

El: !*r, / v1r1'y - A(')) + e(vu(o) )d* 3 chi+r e.4)ûevh Jçt

où r = g AL, (A désigne I'infimum ile ileux nornbres ).

Pour prouver le Theoreme 2.1, nous avons besoin d.e deux lemmes.

Lemme 2.L z Supposons que A € Wl'*(O) satisfait (1.9). Alors, si le segmentlæ,,rtf est
contenu ilans dl on o, :

1.,.(* 
-  * ' )  S A(*) -  A(* ')  Sy*;.(* -  * ' ) (2.5)
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Remarque 2.2: une conséquence immédiate de Lemme 2.1 est que

A( * ) -A (x t ) : g

sur chaque segment [*,*'] tel que î - æt € wt,où ]zr désigne I' espace
w, qui est réduit àzero lorsque u;, i :1,.. . ,k engendrent tout I 'espace.

Maintenant, nous désignons par u1 ,u2r... ,op une base de W et par rz
réseau de taille ho, ( a € (0, 1) sera choisi plus loin) engendré par les
,  :  ( r r ,  22t . . . ,  zp)  €  ZP quelconque

orthogonal de

Ies points du
ui i.e. pour

p

r r :Dz ;haa ; .
i=1

Nous définissons ensuite la fonction Â par

A(r) : 
Uleal{A(*") 

I\ w;.(x - x,)ù.

signalons que Â est constante dans la directioî wt, (voir Remaxque
considérerons comme une fonction de r € lrtrl aussi bien qu'une fonction
définition une cellule unitaire du réseau engendré par lzoui, sera

(2.6)

(2 .7)

2.2), et nous la
dec€R ' .  Pa r

. p'D  a;houi  I  on e [0 ,1 ] ]," * ri=,

où. æ, est défini par (2.6). Ensuite, car (2.1) est wai, on a pour un certain À e (0, 1)

A
vï . Co(w;).

En vertu du Lemme 2.1. on déduit

A(*) -  A(y) < \u w;.(æ - y)
I

pour tout segment [r, gr] contenu dans O. Ainsi, nous avons :

(2.8)

(2.e)

Lemma 2.2 z Supposons que {l est conuexe. Sous les h,ypothèses précéilentes. notons C
une cellule unitaire engendrée par les hou;. Alors, il existe une constante C indépenilente
ile C et À, h € (0,1), telle que pour tout x € C, le nombre d,e z poar lequel on ilroit prendre
I'infimurn dans (2.7) est uniforrnérnent borné par

C
(1 - r;r (2 .10)
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i .e .
Â(u )  :  . ,  A -^ ,  {A ( " , )  * \  w ; . (x  -  * , ) }

{ r l t '  eo }  
t  

i

-  A {A(x , ) *Vw; . (æ- t , ) }

où le nombre des z; est borné par (p.10).

Démonstration : Supposons que

p

c - rzo + {D a;hda; I  o, e [0,1]] .
i=1

Dans (2.7) en fait, on ne prend pas l,infimum sur les z tels que

A(* " )  +  y  u i . ( t  -  n ,o )  <  A(* , )  * \  w ; . (x  _  r , ) .

I Or, ceci est équivalent à

(2 .11)

(2.12)A(*,)  -  A(*,)  *  v.  w;.(r  -  x,o) 1v w;.(r  -  *")

et grâce au Lemme 2.1, (voir (2.9)), (2.L2) est vrai si

ÀY w; . ( r ro  -  * " )  I  \  w; . (æ -  r , r )  1  V.  w; . ( r  -  r r )

ou
\V {w ; . ( x ,o  - t r )  Iw ; . (æ -  æ, ) }  *V .w ; . (n  _  r , o )  1V  w , i . ( x  _  * , ) .  ( 2 .13 )

Tenant compte de I'inégalité qui est toujours vraie

V . {w ; . ( r , o  -  r )  +  w t . ( r  -  x r ) )  1y  w ; . ( x ,o  -  r )  * y  w ; . (æ _  * " )

(2.13) est vrai si

) ,Uw ; . ( r " o  - r )  +  ) , uw ; . ( x  -  r , ) * \w ; . ( x -  x "o )  1y .w ; ( x  _  * , ) .  ( 2 . I 4 )

Puisque
ÀU u; . (æro -  r )  <  y .  w; . (x ,o -  æ)

(2.1,4) est vrai si

v,wr.(x"o-r)+yr, .(r  -rzo) S (1 -))y , , . f f5.1,-*"1. (2.1b)

Pour tout x € C, r - tzo appartient à la cellule

p

{ \a ;h "u ; la ;€ [0 ,1 ] ]
i=1
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et pour une certaine constante C on a ,

Ynu;.(r ,o -  r )  +Vnwt.(r  -  nzo) S Ct '  Vr € C. (2.16)

Maintenant,

\* 
- '"), € ,s(0, 1)

l ' -*"1 
- - \- '  /

où ^9(0, L) désigne la sphère unitaire deW. Dautre part, nous savons que

Vtu; .u)0  Vu€W,u+0.  (2 .17)

En effet, sinon, pour tout i, nous aurions w;.u 10 et en vertu de (1.21), nous aurions

)--o;t l ; .u - o,

soit
W; .U  :0 .

Puisque les tr.,; engendrent l'espace W, onaurait alors nécessairement u : 0, et ceci entraîne
une contradiction. Donc, (2.17) est vrai. Il en resulte par un argument de compacité qu'il
existe une constante r7 ) 0 telle que

Yowt.u )_ T )  0  Vu € S(0,1) .

ainsi, tenons compte de (2.16), (2.15) est vrai si

Cho < (1  -À)  n læ-r "1 .

En particulier, pour I'infimum (2.?) nous ne devons tenir compte que des r, pour lesquels

l*  - *,1. , : \ ,  .
\L - ^)r l

Il est clair que Ie nombre de ces r, satisfait (2.10). La démonstration du lemme est
maintenant complète .

Montrons maintena^nt:

Lemma 2.3 z Supposons que dl soit conaexe. Sous les hypoth,èses précéilentes, on a

A(*) 3 ^( ')  S A(c) + C.ho. (2.1s)

Démonstration : Puisque O est convexe on obtient en utilisant le Lemme 2.1
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A(* )  <  A(* " )  *y rn .  t  -  tz  V*"  €  e

qui donne

A(*) <  ̂ (") .
Ensuite, pour ,t € fl, notons par rz le point le plus proche de r parmi les points r". II est
c l a i r que  

^ ( " )S  A ( * , ) * yw ; . t - r z

< A(*)  *  A(r " )  -  A(* )  *  y  u ; .  t  -  rz

< A(*) + C.h'.
Ceci termine la démonstration.

Démonstration du Théorème 2.1 :

Preuve de (2.+) : Soit r?7, I'interpolé de la fonction Â(e) définie en (2.2). Il est clair que
trn e Vn. Ensuite, puisque

VÂ(r)  :  Pt  p .p.

Â est une fonction Lipschitzienne de constante de Lipchitz bornée 'niformement. Il en
est de même pour û.1, (voir, par exemple [8.c.] ou [Br.]). puis, grâce au théorème des
accroissements finis (voir Lemme 2.L), on a

l ^ ( ' )  -û 'n(*) l<Ch

pour une certaine constante C. Lorsque ot e (0,1) on déduit de (2.1g) que

lA(* )  -  t  n(* ) lS lA( ' )  -  ^ ( ' ) l  +  lÂ(c)  -  t  n(* ) l

< Ch" + Ch S Ch". (2.19)

En vertu de (1.3), ceci entraîne que

l^vçauç.1- A(r)) d,x 3 clttlh,e e.20)"/o

(ori l0l désigne la mesure de Ct).

Ensuite, nous allons estimer

lnvVan(r)) 
rtx.
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D'abord, notons que
Vû6 - w;

sauf peut-être sur I'ensemble I où I'on a interpolé . Néanmoins, sur cet ensemble L,yû1,
reste borné, donc

(2.21)

où l/l désigne la mesure de Lebesgue de .I. Or, I'interpolation a lieu seulement sur un
h-voisinage de I'ensemble où le gradient de Â n'est pas continu.Il est clair que Â(z) a
un saut dans son gradient sur chaque cellule unitaire engendré par hou; quand rrè â",
fonctions:

A ( * " ) *w ; (æ- * " )

est égale à une autre. Deux telle fonctions sont égales sur un ensenble, d" (p- 1)-dimension,
de mesure bornée par C(h)p-r (intersection d'un hyperplan et d'une cellule d.e diamètre
borné par Ch. Donc, il est clair que

I vVa^(x)) dx < clIl.

l l l  < C(h")o-t.h.N

où /[ est le nombre de cellules contenues dans P1,y(f]) ( Pw
sur W ). Clairement on a,

N.(h'1n < ç.

ainsi (2.22) s'écrit
l l l < chr-'.

reunissons (2.20), (2.21) et (2.23) on obtient,

(2.22)

désignant la projection de f)

(2.23)

I vçao@ - A(*)) * e(vû1,(æ)) d* < c(h.a + hr-,).
J N

I'expossant est optimal dans I'inégalité précedente lorsque ag : !- a i.e. quand o : #.
Ceci complète la preuve de (2.a).

Remarque 2.3: L'estimation (2.a) est optimale (voir [C.M.]).

Preuve de (2.2), (2.3) : En ayant defini À(r) comme précedemment, remarquons que
cette fonction n'est pas nécessairement égale à A(x) sur la frontière de ft. Donc, son
interpolé n'appartient pas en général à.Vf . Afin de corriger ceci, on pose

un:  L(x)  n(A(c)  *  d is t ( r ,  f ) ) .

Il est évident que uà - A(x) sur f. Puis, definissons

ûn : I'interpolé de u6 sur rà.

ainsi, on a û1 e Vî.
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Comme plus haut, on a

l î 'n ( * ) -A(* ) l<Cho
En vertu de (1.3) et (2.20), on aboutit à

I vçnu{*) - A(*)) d,x I choq. (2.24)
t Q

Ensuite, comme dans le partie L,

f  / e ^  /  \ \  '

JnvFt'n(r)) 
dx < ClIl (2.2s)

où ^I désigne I'ensemble où I'interpolation a lieu. Remarquons que lorsque

d is t ( x , ,T )>  Ch"  th

où C est la constante de (2.18), on a

Â(")  <  A@)+dis t ( r ,T)

autrement dit
un ( * ) :  Â ( r ) .

ainsi 
ûa : I,interpolé de Â(r).

En posant

\  :  {æ |  d is t (x , t )  >  Ch" + h} ,

par une estimation comme celle de la Preuve de (2.4), on obtient,

r
l- vFan(æ)) dx 3 chr-o . (2.26)

J I r

Ensuite, on estime

I e(vû1,(æ))dx. (2.27)
"ro\r1

Puisque le gradient de û1 reste borné uniformément sur O\I1, on a

f
| çFa6@))dxC' lo\/ ' l  < C. lr l ' .- '  . (Ch" + h)

JO\11

s ch". (2.28\

On obtient finalement

I
I v(ît6(x) - t(*)) * e(yû{x)) d* s c(h"a t ht-a * ho), (2.29)

J A
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[^vVan(r)) dx S Cçht- '  + h') .  (2.30)
J O

Darrs (2.30), l 'estimationest optimalelorsque a:1-a i .e. quand a: +. ceci compléte
la preuve de (2.2).

Si q > l- alors h'c < ho et (2.29) s'écrit

f

Jnt(î 'n@) 
- a@D i e(vû1,(r)) d, S c(6r-" + h") (2.31)

et on obtient encore

I vçauç*y - A(*)) * e(vû1,(r)) d,æ 3 chi .
J{t

Dans  le  cas  g  1 I ,  h "  <  hc  e t  on  a

[^vçau6y 
- A(r)) t e(yû1,(x)) d* < c(h,t * hr-o),

J O

qui est optimal lorsque o : 
h. Ces deux dernières inégalités complétent la preuve de

(2 .3) .

Remarque 2.4: Dans le cas où O n'est pas convexe, lorsque q > l,,et sous les hypothèses
du Théorème 2.7, nous avons, pour une certaine constante C

En s Cni vi = 7,2,3. (2.32)

En effet, grâce a (1.3), on a
nlsnl

et puisque Vf c V1,
El < El.

Donc, il suffit à démontrer (2.32) pour i : 2. Or, il est évident qu'un domaine polygonal
peut être décomposé en plusieurs domaines f,);, i :1,,. . . , N, qui sont convexes. puis, sur
chaque sous-domaine nous construisons une fonction uà comme da^ns la démonstration du
Théorème 2.1, avec la condition au bord de O;. Nous appelons alors û6 I'interpolé de cette
fonction sur 1rù. Donc

f N f

l^v(ûn(t ) -  A(*))*e(vû,6(r) )  dx:  t  /  iû(rû ' ( r )  -A( ' ) )  +ç(vûn(x))  d,r
Ja ?-, Jn,

le résultat se déduit comme plus haut. Dans le cas g 1 7, on peut arriver de la même
manière à 

Eu, El S Ch# .
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Remarque 2.5 Dans le cas où V,4: constantef w; et VA e Co(w;), on a toujours

V A € r i(Co(n;))

pour certains ?.rj. Donc, nos résultats généralisent ceux de [C .C], [C .M] et t Cù.

On donne maintenant des condition pour que (2.2)-(2.4) admettent un minimizer.

Theoreme 2.2 Supposons que g et t soient continues et que

tct[T".P(() 
: *oo ilans les cas (2.2), (2.9) (2.33)

ou

alors, Ies infirna
telles que

t{tLT_ 
Ù(() : +o" ilans les cas (2.3), (2./1) (2.34)

(2.2)-(2.D sont atteints. i.e. iI eriste uru e Vf , uzu e Vf , u3o e V1,

Eu: 
lnvF"tu(r))d,r 

(2.sb)

^ 1
El:  I  v1u2uçr1-A("))  +e(vu2o@))dx (2.36)

JA

^r
El : 

Jrvçusnçx) 
- a(')) +,e(yu3u@))dr. (2.J7)

Démonstration En fait, toute fonction deVf ouV1, est déterminée uniquemenr par ses
valeurs sur les noeuds de 16. Notons

X :  { r  :  (un(nt ) ,  uh(nz) , .  .  . ,un(nw) l "n e Vn] .

où n6 sont les noeuds de z6 et N est le nombre de noeuds de la triangulation. Donc on
peut écrire

.F,(") : E'n@n) i  : 7 r2 r3 ,

avec une définition evidente pour Eir(r). Puisque !trr et g sont continues, Fl est continue
en r e X. Donc, le problème revient à minimiser F; sur X. Si on peut montrer que
F;(r) --+ *oo, quand l"l * foo alors, on aura immédiatement que le minimum de chaque
F; est atteint grâce à un a.rgument de compacité.

D'abord, nous montrons ce résultat sous I'hypothèse (2.33). En fait, si læ l+ *oo alors, il
y a au moins une de ses composantes, par exemple æi - uu(ni) qui va tendre vers *oo.
Puisque que lz6(nr)l * *oo, nj est nécessairement un point interieur de la triangulation.
So i t  r € l t e l que

dist(ni, l)  - dist( ni,  æ)
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(on suppose pour simplifier que O est convexe). Soit ft l'endemble des simplexe de rh
traversés par le segment lni, 11. Appliquant le théorème des accroissements finis à chaque
segment contenu dans un simplexe de ft on vérifie sans peine que

lun(r) - Â@)l < pÊ$ lv(rr, - Â11y1a*t(ni,x).

D'or) pour un certain K g S

lun(n) - Â@)l< lvur. lo -vÂl*ld,ist(ni,r)

< (lVur,lr l  + lv,î l" l)dist(n1,T).

On en déduit alors que

l"^(-"5 - Un" - lv,îlr.l < lvunlx--+ +oo. (2.3s)
dist(ni , l )

De sorte que

r f
F t ( " )2 .  I  e (vu6( r ) )dx2  I  ç (v "n(x ) )d r

J A  J K

>l 1{ |  P(Vunlr) * +oo i :  L,2. (2.39)

dt ori existence de minima dans ce cas.

Ensuite, supposons que (2.34) soit vraie; on va montrer que F2(r), Fr(t) tendent vers

*oo . Comme on I'a fait plus haut, si ri : u6(ni), (ni etant un sommet de K) on a

I
/  û(u6(r )  -  A(" ) )  t  e(Yu{x))dr

J A

- 
Jx

-  
l u l  l ) { l u1 (n ;  ) l

Supposons un instant que

mes{r € K, lrn(*)  f= }  f  un(n)t t  > t f l " . t r t  Q.4t)

où lKl désigne Ia mesure de K. Alors, (2.40) s'écit

r
J nv 

(un(r) - a(')) + e(Y u6(æ)).dn

> f l l" I  r I  inf i [(up,(c) - A(r))+ *oo (2.42)- ' 3 ' ' ' l , r n1> ! l u r , ( n ; ) l
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car A(r) est borné. Autrement dit, Ft(*) : EL@n) -) +oo lorsque I r l- +*. ce qui
termine.

Afin de montrer (2.4L), sans perdre de généralité, onpeut supposer que nj:0 et

uh( r ) -a . r *b  x€K

où 6: un(ni). Donc, le problème revient à montrer que

mes{r eK;lo,.r+Urlul ôl} > t}1" tr t  e.4s)

et ceci est un résultat prouvé par M. Chipot et C. Collins dans [C.C]. Donc, la
démonstration du Théorème 2.2 est entièrement terminée.
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3. ANALYSE DES MESUR,ES DE YOUNG

ASSOCIEES AUX PROBLEMES

On s'attend à ce que la suite û1, converge vers un point réalisant le minimum de (1.6), (1.7)
ou (1.8). Cependant, il est possible que de tels problèmes n'admettent pas de "minimizer"..
Autrement dit, il est possible que I'infimum de (1.6), (1.7), (1.8) ne soit jamais atteint.
Pour voir ceci, il suffit de remarque que

un :  I \ (n)n (A(z)  I  d , is t ( r , l ) )

fournit dans les trois cas une suite de Wl'-(Sl) telle que toutes les integrandes dans (1.6),
(1.7), (1.8) tendent vers 0. Par conséquent, les infima de (1.6), (1.7), (1.8) sont égaux à 0.

Si maintenant dans les cas (1.7) et (1.8) on suppose

0 < u(o ve + 0, (3.r1

V A(r) I w; sur un ensemble d.e mesure positive , (3.2)

alors, ces problème n'admettent aucun minimizer. En effet, si u un tel minimizer, alors

I

/ v1"q,; - A(,)) d,æ : o
Ja

entraîne u : A p.p. . Par suite, on a Vu : VA p.p. Mais ceci est impossible car on
aurait alors

I egu(x))d,x lo.
.ro

D'où. la contradiction puisque on sait déjà que I'infimum est zéro.

Dans le cas (1.6), supposons en plus de (3.2), que I'on fasse I'hypothèse suivante

rri - ur engendrent un sous-espace propre de R". (3.3)
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Là aussi il n'y a pas de minimizer. En effet, soit u un tel minimizer , alors

I e$u(*)) dr : o.
J O

Il en résulte que Yu(r) : vl, p.p.. Si z désigne un vecteur unitaire orthogonal au sousespace W engendré par u; - u1, oû. à

(VA-Vu )  Lu

ainsi, on obtient,
a.

Ar lA-u) :0 .
En vertu de la condition au bord, ceci entraîne

U :A

Yu :VA :  w ;

qui n'est pas possible d'après (3.2).

Nous remaxquons d'ailleurs, dans ce cas-là, qu'il n'est pas nécessaire de supposer que
0 e Co(w6).

Remarque 3.1 Il est évident que la condition (3.3) est satisfaite automatiquement s,il
y a moins de n puits de potentiels url i  :  ! , . . .  ,k.

Malgré l'absence de minimizer, l'énergie decroit jusqu'à son infimum . Donc il est utile
d'étudier les suites minimisantes pour voir si 

"11". 
porrèdent des caractéristiques communes.

Cela peut être fait à l,aide du concept de mesur" d" yorrrrg.

Dans ce paragraphe, nous supposons que

uô - r,r i :2 . . . rc sont rinéairement indépendants. (8.4)

Comme nous I'avons vu, sous les hypothèses (3.1),(3.2) et (8.3) les problemes (1.6) (1.2)
ou (1.8) ne possèdent aucun minimizer.

Rappelons que

VA(c) e Co(w;) p.p r € O. (3.S)
Ainsi, il existe ai(n) tel que o; € [0,1]

VA(x): I a;(æ)w; , to1(c) : 1. (9.6)
i = l  d= l
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De plus , on sait que les or sont uniques grâce à (g.4). on sait aussi que, o;(c) est
mesurable (voir Remarque 8.2)..

Rappelons ensuite un théorème qui est bien connu (voir par exemple [T.], [8.], [D.], [Ev.]):

Lemme 3.1 Toute suite un e Wr,*(e) verifiant

llvunll* 1 C,

((]ù I loo désigne la norme usuelle dans Z-(O), et lVu;,1 la norme euclidienne de Vun )détermine une mesure de Young . Plus précisement, il existe une sous-suite, notée encore
Yu6 er une mesure paramétrée de probabilité r/, sur R" telle que pour toute fonction de
Caratheodory bornée .F'

t'f 
lrF@,vu1,(x)) d,r : 

In l*, 
F(r, À) du,(À)dæ. (3.7)

Puisque Vu6 est uniformément borné (3.7) est vrai egalement pour toute fonction de
Carathéodory F(",€) localement bornée en {.

Nous avons le résultat principal sui',rant

Théorème 3.1 Supposons que g soit continue et:

1) (3.1) (3.2), (3.,11) et (9.5) soient satisfaites ;

2) ilans Ie cas d,e (1.6), (3.5) est araie;

3) un est une suite minimisante d,e (1.6), (1.7) ou (1.5); ouuh est une suil,e telle que

( 
"u 

ev{ , /n 9(vu1,(n))d,n -+ 0 i lans Ie cas (1.6)
I
i "u e Vf , InÙ(21(c) - A(*)) t p(yu1,(x)) d,n -, 0 itans te cas (1.7) (8.8)
I
I
l uneVn  ,  / ; ù (u l , ( r )  -A ( * \ ) *9 (Vu1 , (æ) )dx -+0  i t ans le  cas  (1 .8 )

s i

l ra l - ,  lVu l l -  <  C

alors, Yu6 ilétermine une rnesure ile young unique donnée par

k

ur :Ea; (x )6 ,o ,
i=1

où 6., ilésigne Ia masse ile Dirac au point w; et a; les coefficients d,e (s.6) .

(3.e)

(3.10)
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Démonstration Grâce à (3.9), il existe une sous-suite notée encore 26, telle que

uh --+ u uniformément

Yu1, - yu dans (Z-(f)))"faile_ * . (g.11)
pour un certain u e Wl,æ(e).

Soit u,la mesure de young déterminée par Vu1,(r). D,après le Lemme 8.1, pour tous lescas considérés, on a pour une sous_suite

,,y [^e(vu1,(x))d.* - [_ L_e(t) du,(À)d,x:e,n JQ . /o, /p"  " -

( l'égalité précedente est claire si u6 est une suite minimisante car les infima sont tous nulsdans (1.6)- (1.8)  ) .

Ainsi on a 

L^ç(x) du,(À) -g p.p. ,  € f)
" /R" '  

'

dtoù z" est supportée seulement par les puits to;. Donc. on a

k

u,:Do;@)6- '  (g.12)
i = l

pour certaines fontions mesurables p;.telle que

k

DBni",): t .
i=1

Cas (r.Z) er (1.s)

si uà est une suite minimisante ou satisfaisant (3.8) d'après le Théorème d.e convergencede Lebesgue, on a

[^vçur,ç,1 
- A(r)) d,æ -.* 

[ v6çr1 - A(r)) d,x :0Ja Ja

et en vertu de (3.1), il en résulte

u(æ):  A(* ) .  (s .18)
Puisque la limite de u1, est unique, on déduit de (8.11) et (8.18) que

Yul - y4 dans (^D-(f)))" faible_,r . (3.14) ,
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Soit B une boule quelconque contenue dans o. D'après (B.z), on a d,une part

f  r r
lYu{r )dr - -+ |  |  Àdu"( \ )dn

J B  J B J R "
k 1

:  t  |  0nt*1a" .rn. (s. lb)
7=rJa

D'autre part

[_vu6@)ar-- [  vA@)dr. (s.16)
J B  J B

Ainsi on obtient

I v eç4dx :f. t B;@)dr . w;.
JB  7 : , JB

Puisque

v  A (x ) :  É  a ; ( r )w ;
i :1

après divison par lBl on a

k 1 r k 1 f

P(El J "gn{*)a*).,0 
:f,Ë 

J "a;(x)dx)..u,
En vertu de (3.a) on sait que les coefficients sont uniques par rapport aux u.r; , ainsi on a

7111

Ei J"B;(æ)dr:  l r l  Jra{r)dx 
Yi :1, . .  .  , te .

D'après le théorème de différentiation de Lebesque, on a finalement

0 ; ( " ) :  a ; ( x )  P 'P '  r  €  O '

Cas (1.6)

Puisque nous avons supposé que les wi - ur engendrent un sous-espace propre de Rn.
Soit v un vecteur unitaire orthogonal av L(u; - ,r) (L(r) désigne I'espace engendré
par les toi ). on pose

^F'(r, À) : l{À - V A(r)} . ul
où o.ô désigne le produit de a et ô. En utilisant (3.7), on obtient

f  1 1
I  l{vu6(x) - vA(c)l .uldn -+ | /  l{r - vA(r)} .vldu,(À)dæ

JO Ja  Jn

1 k
: I l{I Br(') w; - v A(x)} ' uld,r - o,

Ja 7=r
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c'est-à-dire que

ï rô  r , , . / , - \ -  ̂ / ^ \ r t )^
Jr,Ai{uu(*) 

-  A(x)} ldr --+ 0. (3.12)

Par l'inégalité de Poincaré

f . I â

Jnl"u 
- Aldæ s t Jnlf i{"n(*) 

- A(r)} ldx

Ainsi,

un -+ A dans ,t(O).

D'après I'unicité de la limite, et en tenant compte de (8.11) , on a

un --+ A uniformément

d'où on retrouve
Yu6-Yn dans (,t-(O))" faible ,r. .

On conclut alors comme précédemment.

Lorsque u6 est une suite dans (3.8), nous déduisons par I'inégalité de Poincaré-Wirtinger
que

1 f â

I  l "u-  A-(un-  A)e l  tu  <C I  l * { "u-  A} l  d , r  -+0 (8.18)
Ja  Ja ' ôu

où uç2 désigne la valeur moyenne sur f,). Ir résulte de (8.1g) et (3.11) que

(un  -  A )  -  (un  -A )o  -  @ -  A )n  :  Q

ainsi,

uh -+ A+ C dans .01(O).

D'où par  (3 .11) ,

u :A IC

mais puisque,

uh --+ u uniformément sur CI

un :  Â  su r  I

onasu r f

un :Â -+A :u

par conséquent, C : 0. Ainsi, on est ramené au cas précédent, c'est-à-dire que u : A . La
preuve du Théorème 3.1 est donc complètement terminée.

Remarque 3.2 on peut démontrer que o;(c) est mesurable. En effet

o{r) - (VL(c) - wi,,  u)

où z € (Ir)t est un vecteur unitaire et

L ; :  L (wZ  -  r r t t . . .  r t r i - t  - , tD t t r l i + r  -  rÙ r t . . .  r u t ,  -  Wt ) .
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4. ANALYSE PROBABILISTE

Dans Ia Section 3, on a obtenu un résultat d'unicité de la mesure de young associée
aux problèmes (1.6)-(1.8). En fait, cette unicité indique une cohérence des oscillations
des suites minimisantes. Plus précisement, si 'Dn est une suite minimisante pour un
point r € f,) quelconque la probabilité pour que Vur(æ) soit dans le voisinage de
wi tend vers oti(r). Nous préciserons ceci dans les Theorèmes 4.1 et 4.2.

Dans toute la suite nous ferons les mêmes hypothèses que dans la Section 3. C'est-à-dire
nous supposerons que (3.1)-(3.5) sont vérifiés.

Tout d'abord, introduisons la fonction :

tr(€) : ,r

où i est le plus petit entier tel que

l€ - r r l  -min i l€_r i l

Il est clair que II est une fonction Borel-mesurable. par conséquent, si
fonction mesurable , alors n({(")) est aussi mesurable.

Puis, supposons que

R <|* i r ;+ i lw;  -  r i l

et considèrons B un sous-en.u*bl"'a* CI. Posons alors

af@):Bf : {x e B; vu(c) € B(to;,R)}

B(*;,^R) :  { to € R"; l .  - .r l  < R}
&

B!:B\UB,*.
i=1

(4.2)

€(r) est une

(4 .1 )

(4.3)

(4.4)

(4.5)
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Dans la Section 3, on a prouvé que les mesures associées aux problèmes (1.6)-(1.8) sont
uniques et données pa^r 

k
tt, : f o6(r)6,,,.

Posons

Er(,): IvYr@))d,x (4.7)
J A

Er(u)-  [ ,c ! r ( r ) )+v(u(c)  -A(r ) )d , r  (4 .s)
J O

et supposons qu'il existe des constantes À1 p > L telles que

P({) > Àr l{ - r(€)lo - Àr mjn lt - *ilo. (4.e)

Lemme 4.1- Supposons que

uj  -wr  j :2 , ,3 , . . . ,  k  in i lépeni lants  l inéai rement .

Si
( r r -V  wz -V  , r - I l \

M:l I
\ 1  11 /

où V e R, alors, on a MT M est inaersible .

Démonstration Il est clair que par une operation matricielle élémentaire, i.e. en
soustrayant la première colonne de toutes les autres colonnes de la matrice M, on
obtient

/ r r -V ,  u )2 - t n r t  . . . ,  t t r - u l r \
Mel I

\  1,  o,  . . . ,  o )

où <+ désigne une équivalence matricielle. Puisque (q -.ti i : 2,..., k) sont
indépendants, RangM : le . Par conséquent, M't M est inversible. En effet, supposons
que

MT Mr  : 0

ona
(Mr  Mæ,r)  :  0

c'est-à-dire

l lMcl l  -  6.
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ceci entraîne 
Mx = o

comme RangM : le il est nécessaire que r : 0, d'où le résultat.

Lemme 4-2 Soient B c O un d,ornaine Lipschitizien et ! 1 r I çt. Alors, il eriste
une constante C : C(B,r,p,Àt) telle que

l "ror- 
n(vu)l 'dn < cE1(u)i . (4 .10)

Preuve La démonstration est une conséquence immédiate de I'inégalité de Hôlder. En
effet

f . r ^
I lvu -rryuldx < ( | lv, - rrvul,'* 6a1i . 1a1L-i

J B  J B

<c'rl"ryd,æti. (4 .11)

On notera I4l I'espace engendré p* les vecteurs wi - LDr et par 147J- son orthogonal
que I'on supposera dans ce théorème non réduit à 0. .

Théorème 4.1 Supposons que

k

(1) VA(r) €. Co(w;),  vA(x): D a;(r)w;,
: t

(2) Ia condition (1.9) est réalisée,

(3) B est un domaine Lipschitzien tel que

f r
|  _ lu(*) la"@) 1C .  

|  ( l r l  + lv,u(x) l )dr  Vu € Wl ' r (Q) (4.12)
J A B  J B

où  Y r : ( ô f  ôu1 ,0 f  0u2 , . . . , 01ôv , )  e t  ( u1 t t / 2 t . . . , u r )  es tunebaseo r thono rma le i l e  WL .
Alors, i I  existe une constante C - C(\r,p,B,witAtR,O) tel le que

, - lB;l(r) l  1
ldr-frf l<c'81(u)-, i :1,.. . , ,k (4.1s)

gtour toute u € wi'-(f|) où a; est Ia ualeur nl,oyenne ile a;, c'est-à-ihire

", 
: 

Ë l"a;(x)dx.
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Remarque Il est clair que (4.12) est vrai par exemple si B est un domaine Lipschitizien
tel que

l f r ( * ) .  u ; l )  c )  0  p .p. r  €  AB

où d(r) désigne la normale extérieure de ôB et (rr,rr,. ..r,) est une base orthogonale
de 1ryt (voir [C2J).

Démonstration Puisque

o n a

Puis en posant

B: B! U fUrfi
i

I ta,Rl + lBll - lBl.

-1r
YA: 

El J"vA(t)dx
o n a

I tr,"tt,n - va) : D l"*r,, 
-vr1ax

:D /"tn{o,{"))- v'r1ax- J",

1 _ f- /_[r(v,(,)) - vA]dr - | [r(vu(r)) -i4ar @.r4)JB  Js ! -

f - I _:  /  [ r (vr("))-vu(c)]d*+ l [vu(o) -9,tçx11ax
J B  J B

r_- I [r(vu(r) -vA(x))dæ
JB*

Èt t r *  Iz* Is .

Tout d'abord, le Lemme 4.2 entraîne

l / ' lSC.E1(u) i .  (4 .1b)

Ensuite, estimons 12. On a

r .  r  . f  _
l(vu(x)-YA(r))dx- |  Yud,æ- |  t rAdx

J B  J B  J B
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: lBl(Vu - VA)

: 
l"{o,{r) 

-vA(r))dr.

Grâce au Théorème de la divergence, on a

f . r
J 
"F,@) 

- vA(r))dx : 
Jur@@) 

- /(,)) . ddo

où d désigne la normale extérieure à AB. Alors il est clair que par (4.L2) on a

rr
Ju"l, 

- Aldo < c . 
Jnfu 

- Al + lv,(u(r) - A(r))l)dx

<c. l r lo,{r{r) -A(x)) ldx.  (4.16)

D'autre part, puisque

e - V A : Pw((- V,4) * ps,,({ - VA)

o n a

p(€) > À1minl(-*;lo

: Àtminl({ - V,4) - (rn - V A\1n

: ÀrminlPw({ - V/) I pyTt(€ - V/) - (., - VA;;r

2 À1lpryr({ - va;;n V( e R".

(On remarquera eue u; - VA - ui - r, * Df=, a;(w; _ rr) eW). puisque

pryt (v(u(x)  -  A(x) ) :  D(o(r ( r )  -  A(* ) ) .u ; ) .u ;
i=1

-L,A.:à*@@)-A(x)) 'v ; '
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Pour presque tout r on obtient

e$u(x)) > ),1lPs t(V, -  V A)Y

: ÀrlPw'V(u - A)le

: Àr lV,(u(*) -  A(r)) lo.

Donc (4.16) s'écrit

I",-Atd,rt l,rffr;a"
< c .  ̂ , i 

lrp(vu(x))li 
dr

-  - - . ! '  . - . r  ,  f  . .  ,  r
< C . À, o .  lCI l ' - t( /n le$u(x)) ldr);

-  c .E{u) i  . (4.17)

Maintenant, estimons 13

En rénnissant les estimations de 11 ,,Izrls, on obtient

t l(rlvu(r) - 9.tçx;1px
JB!

JB*

1 Ct .E1(u ) i  *  Cz .E{u ) i

-  ct .E{ lb . (4.18)

E tao"ttr;  -  va; S lrr l+ l /zl+ lrgl

<c.E,1@)ï .  (4 .1e)



34

D'autre part

k

l c , ;@)(w; -VA(c) ) :6  (4 .20)
i=1

k

ç / \la; ln)  :  t .  (4.21)

Or (a.20) s'écrit
k k

\a;(æ)un : f  a;@)VA(r)
i= l  i= l

et après integration, on a

l r k l r &

E JrD,r'{*)r.dæ 
: 

E lrf 
a;(r)v A(x)d,x

c'est-à-dire
k

D"n.t - VA.
i = l

Autrement dit
k k

D",*r: t  oqvA
r '=l i=l

et donc, on a

k

D "r(rr 
- V,l; : 6

i=1

&
\ _ a _

La;  
- -  t '

i=1

k

lBl : f  ta,Rl +lB!1,
i :1

on déduit

!{a' lal- ladul)(,;-va;--t lBfl(, ' -va) G.24)
r ' :1 i : l

lr

I(", lal - lao"l) - lB!1.
i : l

Puisque

(4.22)

(4.23)

(4.25)
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(4.26)

(4.27)

(4.28)

My:b

/ . ,  -V l  u2 -vA . , r  -  Va\
, : ( ;  

1  

- - ,  

,  )

/  dt lBl -  lB,t l  \
I azlBl - IBil I

a: l  I
t l
I  . . .  I
\a6lal  -@fl/

( - Df=, IBfl(,'- va1"1;1 \
, u:l I

\ tBlt /

le Lemme 4.L, (4.26) a une solution unique :

, :  çMr M)-t l , trb.

Sous forme matricielle cela s'écrit

D'après

Il en resulte que

où | 'l ag.sisne la norme euclidienne et ll . ll, la norme matricielle correspondante à la
norme euclidienne, c'est-à-dire que

l lAll ' : *"P J4'1'
lu l : t  lu l

Pour évaluer lô1, on doit estimer lB!1. puisque

(4.2s)lal < ll(ur u1-1 ur 111101

RIB|I = I 
"olr(vu(z)) 

- vu(æ)ldæ

< / lnrou(,)) -vu(r)11d,æ

lBf | < fit"t'-lr-â1r,1u;;à

(4.30)s c . lÛt(u) l i .

o n a
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Finalement, il est clair que

l " , lBl-  lBo"l l  S ls l  < C .  lb l  < c .  (81(u)) i .

Ceci complète la preuve de Théorème 4.1.

Théorème 4.2 Supposons

(1) la condition (/.9) est uraie et il eriste Àz ) 0 e t  q>L te lsque

tou t  t€Rû(t) > Àzltlq pour (4.31)

(2) B est un dornaine Li,pschitzien contenu ilans f)

Alors, pour toute fonction u €WI'*(Q) , on a

la;lnl- lB,"l l < cE1(u)i + cE2@)# @t@);oi*-.. + Ez(u);Gf6 1g es2)

où C:C(8 , ,p ,q ,À t , \ z , r i , ,O ,4 )  e t  s :pAg,  r ' : f i .

Démonstration Comme dans le Théorème 4.1 . on a

k

Ë t","tt, n -9d1 - [_ _^[rl(vu(r)) -trA]d,r
i : t  J  B-B*

et
k

I ta,ul : lBl - lB!1.
i : 1

(4.33) et (a.34) s'écrivent sous forme matricielle:

f laf lf , r rrrlr7"./-\( i":*iI ( I"-"v[rl(vu(c)) - valdc 
1Ml l:l I

|  . . .  I

\ r"rr/ \ lBl - lBIl I

où M est donnée par @.27). D'autre part, on sait que

È

!a; lBl( tu;  -  VA):0
d:1

È

I" ' lal  - lBl.
i : l

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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Donc, (4.35) peut écrire de la manière suivante

/a r lB l - lB r . l \  .  r  1 r , r( ;;ili -i;ifil f 
- In-np[rl(vu(c)) - valac 1Ml l:l I

\.-tai - t*ft) \ B:t I
Ainsi, pour évaluer *,lBl - lBPl, il suffit d,estimer le vecteur situé à droi

D'abord, du Lemme 4.2, on a

I, - " r[rl(vu(r)) 
- ''e,çr11ar

: 
I"[r(vu(r)) 

-v.r1ar - 
Irr[rr(vu(r)) 

-i.qan

d:rh + h

'r: 
l"w(vu(r)) 

-v'+1ax

: 
l"w{r,(')) 

- vu(x)ld,r + l"vr{*) 
-gAldæ

(4.37)

(4.38)

(4.3e)

Ensuite,

puis du lemme 4.2

lall s frtat'-;.1 ,; n,ç,11

1 C(\ , ,p,8) .  E{u) i  .

I l;v,{.) 
-eAldxl

:l 
l"lv'(') 

- vA(æ)ldxl

- | lu"{u{x) 
- A(x)) - ddol

<pBlf  ( l r" l , ( ' )  -  A(r)1,do)i

l/rl s c(\r,p,, B) . E1@)ï * | l"to"fr) 
- g Aldæl

et
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où r > 1 r' est son conjugué et fr désigne la normale exterieure à AB, @BI est la
mesure de Hausdortr (n - 1) -dimensionnelle. Ensuite il faut estimer

r
Ju"lu(*) 

- A(r)l 'do

Par le Théorème de la trace. on a

t  fu@)ldo<c [6u(") l  +lvu(x) l)dr
J ô B  J B

en remplaçant u(o) pa.r lu(r) - A(*)l' on obtient

r
Ju"lr(*) 

- A(r)l 'do

s c I b - Allu - Al'-' + rlu - Ay-rlv(, - A)lldr
J B

< c [ fu - Allu - Al'-' dæ * c I W - Alr-tlv(, - A)ld,r
J B  J B

Èrc h-rc .Jz.  (4.40)

Par I'inégalité de Hôlder, pour s ) 1., et s' son conjugué (on préciesera s plus loin) on a

J, s(lBlu - Al' '('-'ta.)i(l"lu - Aldr)i

f
S ( I lu - Al' '(,-r) ar)i l l , - All,,,,a

J B

ou

J, < ( I"lu 
- Al'('-\ dùï ( I"lv(, 

- a)l dn)+

= ( l "la 
- a1' {'-r) aùill, - All,,",s

l l ,  - All,," ,": {|"{lu - Al' + lv(o - A)ndî)i.

luub@ 
- A(r)l 'd,o . c(l"lu - Al'( '-r)aù|l lu -,411r,,,a. (4.41)

Donc
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Nous avons donc

. f - , f
|  /  tv,{ 'y -1.+1a*1<laaf,ç |  l ,( ,)- A(x)l ,do)*
JB  J6B

< C(8,ù( [  fu - a1'r ' -raù# ( l lu- Al l , ," ,a)*.
J B

Puisque dans les inegalités précedentes, r est un réel superieur à un, on peut choisir

, : ! - ! t '
s t

/  < \  t

[ r - . t J s :9 .

c'est-à-dire que

Par conséquent,

| [ Frç.y -v.+1aæ1 < c(8,",q)( [ W - Alqd,r);ç'61, - Allt,,ù#
J B  J B

< c (8, r, q)( 
| BWPo"i,*,-' 

( | l, - Allr,,,")#

< C(8,s ,  q ,  ) ,2) (F,2(u)) ;T; ' ( l lo  -  A l l r , " , r )# .

Puisque par I'inégalité de Hôlder, on a

f  1 - '  f

I  W-Aldr < lBl i ( l  lu-Af dr) i
J B  J B

< C . (Er(u) ) i  (4 .42)

et

f f l
/  lv(, - A)l 'dæ SC '{ I  lV, - r(vu(r)) l"dx * / lr lvo - vA(c))l"dr}

J B  J B  J B

f
< c( I lV, - r(vu(u ))lpdr)i + c

J B

SC'(E{u)) i  as (4.43)

où C :  C(B.,e,ui ,A,s,p,Àr,O).  de @.a\ et  (4.43),  on dédui t

l l ,  - âl l i ," ,n 3 Cl(Ez(r)) i  + (81(u))Ë a 1;1

où  C  :  C (ArB ,s rp rg r \ r ,À2 ,u . r ; ,O ) .  pu i s ,

(ll, - Allr,",")# 3 cl(81(ù )tk+,r,l + (ar(u))a,rrt 1 11
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où s :  p f ig  donc ,

I / tv,(") - v.qa*1s cE2@)#t(81(u));T,+; + (ar(u))a;tr; 1 11
J B

puis

l/r I s cE1@)ï + cE2@)#[(Er(o));G{z; + (ar(u));r,*'r -,. 11.

Finalement

f

, J r_ 
"r[rl(vu(c)) 

- 9't1a*1

S2l [ [ i l (vo(r) )  - i .qaæ1
J B

< CE{u)ï + CE2@)#t(8,(o));r;i" + (rz(u))at'âr a 11.

Rappelons que C :  C(B,s,p,8r \ r ,Àz,wi )R)A)  .  On a

l0' lBl -wrl l  < lyl < l lal l l . l

o ù A : ( M L M ) - ' . ,  e t  

t _ f
1 t a-e*[II(Vu(r)) - V'a(r)]dr 1

. : l  
-e 

l .
r  l '
\ talt /

Au début de Ia démonstration, on a déjà déduit du Lemme 4.2 que

la ! | s c (Àr,, p,B)(.el (?,)) â

donc

lel < C E1(r)à + C E2@)#t(Er(o));G{?t + (Er(u));k+ + 11.

ceci est complète la démonstration de Théorèrne 4.2 en tenant compte du fait que A est

inversible.
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