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ANALYSE NUMERIQUE DE PROBLEMES NON CONVEXES

A DONNEES AU BORD NON LINEAIRES



NOTATIONS

Dans toute la suite, les notations utilisées sont, dans la plupart des cas, définies dans
le texte. Néanmoins, quelques notations ou définitions “standards” ont été volontairement
omises. Nous les rappelons ci-dessous.

— Pour 2 C R™, on note
09 la frontiére de (,
| la mesure (de Lebesgue) de ,

et on dit que 2 est un domaine de R", si Q est un ouvert 1-régulier de R (cf. [R.T\]
def. 1.3-1 p.22).

— Pour A C R", coA désigne ’enveloppe convexe de A. C’est-a-dire

k k
COA:{y=ZOtiyi | yi€A ;>0 Zaizl k  est un entier}.
=1 =1
— Pour A, B C R", d(A, B) est la distance de A a B, i.e.
d(A,B)= inf |a—b
(4, B) ot |a — |

a
be B

en particulier, si z € R", on note d(z, A) = d({z}, A).

— Pour z € R™ et € > 0, B(z,¢€) et B(z, €) sont respectivement la boule ouverte et la boule
fermée de centre = et de rayon e.



TABLE DES MATIERES

0. Introduction. ... ... ..ottt e 4
1. Position du probléme............... PP 7
2. Estimation de I’énergie ..............co i 10
3. Analyse des mesures de Young associées aux problémes............... 22
4. Analyse probabiliste................coiiii i 28

REFERENCES ... ..ttt it iea e ey 41



4
ANALYSE NUMERIQUE DE PROBLEMES NON CONVEXES

A DONNEES AU BORD NON LINEAIRES
0. INTRODUCTION

Durant les derniéres années, les problémes de calcul des variations ont suscité un intérét
considérable. Ceci est dii au fait que, d’une part, certains problémes physiques (par exem-
ple en élasticité, mécanique etc.) font appel au calcul des variations, d’autre part du point
de vu mathématique, les méthodes constituent un outil puissant. De plus les méthodes
variationnelles sont bien adaptées au traitement numérique.

Sous forme générale, le probléme est le suivant:
min{E(v)] veX et v=uvy sur 00N} (0.1)
ou par exemple
E(v) = /Qcp(m,v(:c),Vv(z))dx. (0.2)
Q est un domaine borné de R™, ¢ est une fonction

@: QA xR™x R"™™ - Rt =[0, +o0)

ve est une fonction fixée, et X wun certain espace de Banach, par exemple un espace de

Sobolev W14((Q).

Le probléme qui nous intéresse est Iorsque la fonction ¢(z,v(z),:) (par exemple une
certaine certaine énergie ) poséde des puits de potentiels : w;(z) c’est-a-dire que

o(z,v,wi(z)) =0 reQ t€l(z)

oi I(z) est un ensemble d’indice. On s’interessera en particulier aux problémes suivants:

inf /Q o(Vo(z))dz o)

inf / (o(Vo(2)) + T(o(z) — A(z)|dz (I1)
Q



)

ott les infima sont pris sur un certain espace de Sobolev, par exemple inclus dans W1 P (Q)

Le probleme de ce type a été consideré par C. Collins, D. Kinderlerer, M. Luskin en
dimension un. Le probléme était le suivant:

(4) inf [ [o(0'() + (o(e) - A(e))dn

ol ¢(s) est une fonction continue d'une variable telle que pour 8§ <3<8,, 0<ac
(su —s1)/2 €t A1, A9 >0, on ait

(¢(s) > @(s1) = p(su) =0 pour s # 51,54,
0(s) > A1(s —s1)? pour |s—s| < &,
J o(s) > A1(s — sy)? pour |s—s,| < a,
©(8) > Mi(a)? pour s;+a < s < s, —a,
L p(8) > Aa(s — 5)2 pour s< s —a ou 8> S, + a.
et ou
Alz)=35-z+b

et ve HY(T),T = (0,1).

Ensuite, des problémes en dimension superieure ont été considerés par M. Chipot et
C.Collins (voir [C.5],[C.C]). Leurs problémes étaient

(B) inf /{; e(Vu(z)) dz

vEW, ™ (Q)
(€) ot [ H0(0) = a2) + (V@) o
(D) 2L oy || HO@) = 4@ + p(F0(2) do

W2 (Q) = {v € W (Q)|v(z) =a-z sur 40},
et  est un domaine borné, et ¢ poséde des puits w; i =1,...,k tels que

pe(w;))=0 Vi=1,...,k,

p(w)>0 Yww;, i=1,...,k
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Récemment, les résultats de probléme (B), (C) ont été généralisés dans le cas vectoriel par
M. Chipot, C Collins, D. Kinderlerer.

Dans tous les problémes avec des puits de potentiels, les difficultés résident dans le fait
que la densité d’énergie ¢ est non convexe, par consequent les fonctionnelles suivantes

El(v)z/(;go(Vv(x))da:

Ex(v) = /Q [P(Vo(2)) + ¥(o(z) — A()|dz

ne sont pas en général semicontinues inférieurement faiblement. Pour tous les problemes
précédents, les minima n’existent pas en général. Néanmoins, une description des solutions
approchées peut étre réalisée a l'aide du concept de mesure de Young, qui explique les
comportements des suites minimisantes.

De tels problémes interviennent en elasticité par exemple pour des cristaux, etc. (voir par
exemple [B.J.1], [B.J.2], [Er.], [F.], [F.2], [J.4], [J.2], [J.K.], [K], [Ko.]). Ei(v), : =1,2

représente ’énergie de déformation de matériaux. D’un point de vue physique, I'énergie
diminue d’une certaine maniére. Donc, il est interessant de savoir & quelle vitesse et de
quelle facon ’énergie décroit vers son infimum. Dans la Section 2, nous donnerons une
estimation de 1’énergie & I’aide de la méthode des éléments finis. Et dans la Section 3
nous obtiendrons un résultat d’unicité concernant les mesures de Young associées aux
problemes qui explique le comportement de la déformation. Les rapports entre (B) et (D)
sont exposés dans [B.M] et pour toute notion sur les espace de Sobolev, Nous renvoyons a

[G.T] ou [H.B.].



1. POSITION DU PROBLEME

Soit Q un domaine borné de R", n > 2, de frontiére I'. Pour simplifier, nous le supposons
polygonal. Soient ensuite w; € R, ¢ =1,...,k, (k>2)et ¢: R™ — R une fonction
telle que

o(w;)=0 Vi=1,...,k (1.1)

e(w)>0 Yw#w;, i=1,...,k. (1.2)
De telles fonctions interviennent souvent en physique, et plus particuliérement en

mécanique des matériaux. Par exemple, ¢ peut étre une densité d’énergie qui s’annule
aux puits w;.

Nous désignons par ¥ une fonction non-negative et continue telle que, pour certains réels
g>0, ¢c>0, et M >0, on ait

0< U(E) < clél” VE € (~M, M), (1.3)

Soit A(z) une fonction Lipschitzienne i.e.
A€ WHe(Q). (1.4)
Nous définissons W}'*°() comme I’ensemble :
WiP(Q) = {v € W-°(Q) | v(z) = A(z) sur T'}. (1.5)

Les problémes auxquels nous nous interessons sont les suivants

inf /s; o(Vo(z))dz (1.6)

vEW, 7 (Q)

inf / B(o(z) — A(z)) + o(Vo(z)) de (1.7)
veW 7(Q) JQ
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. /Q ¥(v(z) ~ A()) + ¢(Vv(2)) dz (1.8)

Plus précisement, nous envisagerons d’étudier ceux-ci lorsque

VA(z) € Co(w;) p.p. z € Q. | (1.9)

Pour préciser les choses, nous dirons qu’une triangulation de Q i.e. {7, : h > 0} est
reguliére si

(VK € T}, K est un n-simplexe,

{ max (hx)=h, (1.10)

dv > 0 tel que VK € Ty, Z—KSV,
K

Vh >0

\

ou hg est le diametre de K et pg est la rondeur de K, c’est-a-dire pi est le diametre
maximum des spheres (cercles lorsque n = 2) contenues dans K. Soit P;(K) l'espace des
polynomes de degré <1 sur K. Notons

Vi ={v:Q > R continue , v|x € P\(K), VK € T;} (1.11)

et désignons A linterpolé affine de A sur 7, qui est déterminé uniquement par A et 7.

Remarque 1.1 : Si VA € Co(w;), en général, on n’a pas nécessairement

VA € Co(w;).
Ensuite, désignons par

Vhf'i ={v:Q = R continue | v|x € P/(K), VK € Ty, , v= A sur T}. (1.12)

Notre but est d’obtenir une estimation des infima

Ei = inf [ o(Vo(z))dez (1.13)
veVA Ja
E? = inf | ¥(v(z)— A(z)) + ¢(Vv(z))dz (1.14)
veVA Jo

B = inf /Q U(o(z) — A(z)) + 9(Vo(z)) de (1.15)
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en terme de la taille k. Il est évident que les infima de (1.13)-(1.15) sont des approximations
des problemes (1.6), (1.7) et (1.8).

Remarque 1.2 : Dans le cas ot A est affine sur chaque face de T' , alors on a A = A.
Signalons que pour les problemes (1.13),(1.14) et (1.15) il n’y a pas d’hypothese a imposer
sur ¢. cependant, pour (1.6)-(1.8) on peut supposer que ¢ est Borel-mesurable.

Dans notre probléeme, le fait que A soit non-linéaire introduit des dlfﬁcultes necessitant de
nouvelles techniques pour le resoudre.

Signalons d’abord que l'on peut toujours supposer sans perdre de généralité que
0 € ri(Co(w;)) (1.16)

ol ri(Co(w;)) désigne I'intérieur relatif de Co(w;) -i.e. 'intérieur de Co(w;) dans le sous-
espace engendré par les vecteurs w; — w;. En effet, soit w € ri(co(w;)), on peut faire une
translation,

v=utw-z (1.17)

ol w - = désigne le produit scalaire de w et z . Ainsi, elle nous entraine & minimiser
/Q Y(u(z) - (A(z) —w - 2)) + @(w + Vu(z)) de (1.18)
sur un certain espace. Donc, si nous notons
pw)=pw+€) , A@)=AR)-w-z (1.19)
alors, on est ramené au méme probleme avec des puits w; — w qui verifient
0 € ri(Co(w; —w)) , VA(z) € Co(w; —w) a.e. a: € Q. (1.20)

Donc, dans la suite, nous supposerons toujours que (1.16) est vrai. Nous noterons W =
L(w;) le sous espace engendré par les w;. On peut toujours trouver p+ 1 vecteurs: w;, ¢ =
0,1,...,p tels que
p
0= Za;wi , «a; €(0,1). (1.21)
=0
et
w; —we,t = 1,...,p, indépendants linéairement (1.22)

ou p = dimL(w;). Les coefficients a; sont determinés de facon unique par le choix des w;.
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2. ESTIMATION DE L’ENERGIE

Notre résultat principal est le suivant :

Theorem 2.1 : Supposons que

(1) Q est conveze et borné,

(2) ¢ est une fonction bornée sur les bornés de R™ qui vérifie (1.1) et (1.2),
(3) ¥ est une fonction continue satisfaisant (1.3).

Si A € WH(Q) vérifie

3K compact contenu dans ri(Co(w;)) tel que

VA(z)e K p.p. z€Q, (2.1)

alors, il existe une constante C, independante de h € (0,1), telle que

El = inf / o(Vo(z))dz < Ch}, (2.2)
vEVhA Q
E; = inf [ ¥(v(z)— A(z)) + o(Vo(z))dz < Ch7F, (2.3)
vevA Ja
E} = Jnf A P(v(z)— Alz)) + ¢(Vo(z))dz < Chet O (24)

our=qAl, (A désigne linfimum de deuz nombres ).
Pour prouver le Theoreme 2.1, nous avons besoin de deux lemmes.

Lemme 2.1 : Supposons que A € WH*°(Q) satisfait (1.9). Alors, si le segment [z, '] est
conteny dans Q on a :

Aw; - (z —2') < A(z) — A(2") < Vw; - (z —z') (2.5)
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Remarque 2.2 : Une conséquence immédiate de Lemme 2.1 est que
A(z) - A(z')=0

sur chaque segment [z,2'] tel que z — z' € W, ott WL désigne I’ espace orthogonal de
W, qui est réduit a zero lorsque w;,i = 1,..., k engendrent tout Pespace.

Maintenant, nous désignons par V1,V2,...,Vp une base de W et par z, les points du
réseau de taille h%, ( @ € (0,1) sera choisi plus loin) engendré par les v; i.e. pour
z = (21,22,...,2p) € Z? quelconque

P
T, = Zz,-h"v,-. (2.6)
=1 )
Nous définissons ensuite la fonction A par

M@= A A +Ywi(e - 22)). (2.7)

Signalons que A est constante dans la direction W+, (voir Remarque 2.2), et nous la
considérerons comme une fonction de z € W aussi bien qu’une fonction de z € R™ . Par
définition une cellule unitaire du réseau engendré par h%v;, sera

P
2.+ {) @h%; | o; € [0,1]}
i=1

ol z, est défini par (2.6). Ensuite, car (2.1) est vrai, on a pour un certain A € (0, 1)

V% € Co(w;). (2.8)
En vertu du Lemme 2.1, on déduit
A(z) — A(y) £ AVwi(z —y) (2.9)

pour tout segment [z,y] contenu dans Q. Ainsi, nous avons :

Lemma 2.2 : Supposons que  est conveze. Sous les hypothéses précédentes. notons C
une cellule unitaire engendrée par les h*v;. Alors, il eziste une constante C indépendente
de C et A, h €(0,1), telle que pour tout z € C, le nombre de z pour lequel on drost prendre
Uinfimum dans (2.7) est uniformément borné par

C

A= (2.10)
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i.e. Az) = {zll/z\eﬂ}{A(xz) + \i/wi.(w —z.)}
= MA(z:) + Vwi(z ~2,)}

ot le nombre des z; est borné par (2.10).
Démonstration : Supposons que

C=z, + {i a;h%v; | a; € [0,1]}.
=1

Dans (2.7) en fait, on ne prend pas 'infimum sur les z tels que

Az, + \i/w,-.(:t: —2,) < A(z,) + \{w,-.(z —z;).
Or, ceci est équivalent 3

A(z;,) — A(z,) + \i/wi.(:c —T4) < \i/w,-.(x —z,)
et grace au Lemme 2.1, (voir (2.9)), (2.12) est vrai si

A v wi. (24 — )+ \i/w,:.(.r — %) < \i/w,;.(:c —z,)

ou

AV{w;.(z,, — z) + wi(z —2;)} + Vw.(z — Tx) <Vuwi(z—z,).

Tenant compte de I’inégalité qui est toujours vraie
\i/{w,-.(acz0 —z)+wi(z—z,)} < \{wg.(a:zO —z) +\;_/w,-.(x — )
(2.13) est vrai si
/\\i/w,-.(:c,,0 —z)+ /\\i/w,-.(:z: —z,)+ \i/w,-.(a: —Z) < \i/w,-.(:t: —z,).

Puisque
AVwi (2 —z) < Vwi(z,, — )
T T

(2.14) est vrai si

(a -
B

Vwi(Zz —2)+ Vwi(z —z,) < (1= A)Vw;.

Pour tout z € C, ¢ — z,, appartient & la cellule

D aih®v; | a; €[0,1]}

i=1

xz)l:c —z,|.
Tz

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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et pour une certaine constante C on a ,
\i/'w,-.(:l:zo —z)+Vuw.(z —z,) < Ch* VzeCl. (2.16)

Maintenant,

=2 ¢ g0,

|z — z,|

ot 5(0,1) désigne la sphére unitaire de W. Dautre part, nous savons que

Vw; o >0 YveW, v+#£0. | (2.17)

En effet, sinon, pour tout ¢, nous aurions w;.v <0 et en vertu de (1.21), nous aurions

Z o;w;. v =0,

soit
w;.v = 0.

Puisque les w; engendrent I’espace W, on aurait alors nécessairement v = 0, et ceci entraine
une contradiction. Donc, (2.17) est vrai. Il en resulte par un argument de compacité qu’il
existe une constante n > 0 telle que

Vw;v>2n>0 Vve S0,1).

ainsi, tenons compte de (2.16), (2.15) est vrai si
Ch*<(1-X)n |z -z,

En particulier, pour 'infimum (2.7) nous ne devons tenir compte que des z, pour lesquels
Ch®
(1=Xn’

Il est clair que le nombre de ces z, satisfait (2.10). La démonstration du lemme est
maintenant compléte .

Montrons maintenant:

Lemma 2.3 : Supposons que  soit conveze. Sous les hypothéses précédentes, on a

A(z) < A(z) < A(z) + C.h°. (2.18)

Démonstration : Puisque § est convexe on obtient en utilisant le Lemme 2.1
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Alr) < A(z,))+Vw; -z —z, Vz,€Q

qui donne

A(z) < A(z).

Ensuite, pour z € (2, notons par z, le point le plus proche de z parmi les points z,. Il est
clair que

- A(z) <A(zy))+Vw; -z —z,
SA(z)+ A(z,) - A(2)+Vw; -z — z,

< Az) + C.he.

Ceci termine la démonstration.

Démonstration du Théoréme 2.1 :

Preuve de (2.4) : Soit i l'interpolé de la fonction A(z) définie en (2.7). Il est clair que
iy € V. Ensuite, puisque
VA(z) =w; p.p.

A est une fonction Lipschitzienne de constante de Lipchitz bornée uniformement. Il en
est de méme pour 4y, (voir, par exemple [B.C.] ou [Br.]). Puis, grice au théoréme des
accroissements finis (voir Lemme 2.1), on a

|A(z) — dn(z)| < Ch
pour une certaine constante C. Lorsque a € (0,1) on déduit de (2.18) que
|A(z) — dn(z)] < |A(z) - Al2)] + |A(e) — in(z)|
< Ch* +Ch < Ch~. (2.19)
En vertu de (1.3), ceci entraine que
/9 Y(an(z) — A(z))de < C|QJheT (2.20)

(o1 [§2| désigne la mesure de Q).

Ensuite, nous allons estimer

/ o (Vin(z)) dz.
JQ
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D’abord, notons que
V’&h = w;

sauf peut-étre sur I’ensemble I ot 'on a interpolé . Néanmoins, sur cet ensemble I Vi,
reste borné, donc

/Q o(Viia(z)) dz < O|I]. (2.21)

ou |I| désigne la mesure de Lebesgue de I. Or, 'interpolation a lieu seulement sur un
h—voisinage de I’ensemble ol le gradient de A n’est pas continu.Il est clair que A(z) a
un saut dans son gradient sur chaque cellule unitaire engendré par A%v; quand une des
fonctions:

A(z,) + wi(z —z,)

est égale a une autre. Deux telle fonctions sont égales sur un ensenble, de (p—1)-dimension,
de mesure bornée par C(h*)? -1 (intersection d'un hyperplan et d’une cellule de diametre
borné par Ch®. Donc, il est clair que

Il < C(h*YP~LA.N . (2.22)

ou N est le nombre de cellules contenues dans Py(2) ( Py désignant la projection de Q
sur W ). Clairement on a,

N.(h*Y < C.

ainsi (2.22) s’écrit
|I| < Chl™=, (2.23)

reunissons (2.20), (2.21) et (2.23) on obtient,
/ B(in(z) — A(2)) + p(Vin(z)) de < C(h + R1-9),
Q

I'expossant est optimal dans I'inégalité précedente lorsque ag = 1 — o i.e. quand a = q%.
Ceci complete la preuve de (2.4).

Remarque 2.3 : L’estimation (2.4) est optimale (voir [C.M.]).

Preuve de (2.2), (2.3) : En ayant defini A(z) comme précedemment, remarquons que
cette fonction n’est pas nécessairement égale & A(z) sur la frontiere de Q. Donc, son

interpolé n’appartient pas en général & ViA. Afin de corriger ceci, on pose
up = A(z) A(A(z) + dist(z,T)).

Il est évident que up = A(z) sur I'. Puis, definissons
up, = linterpolé de up, sur 7.

ainsi, on a i, € VA



17

Comme plus haut, on a

in(z) - A(z)| < Che
En vertu de (1.3) et (2.20), on aboutit &

/ U(tip(z) — A(z)) dz < Ch°1.
Q
Ensuite, comme dans le partie 1,

[ eV e < i
Q
ou I désigne I'ensemble o1 I'interpolation a lieu. Remarquons que lorsque
dist(z,T') > Ch® + h
ou C est la constante de (2.18), on a
A(z) < A(z) + dist(z,T)

autrement dit

up(z) = A(z).

ainsi
i, = l'interpolé de A(z).

En posant
I = {z | dist(z,T) > Ch* + h},

par une estimation comme celle de la Preuve de (2.4), on obtient,

/ o(Vig(z))dz < Chl~e,

L

Ensuite, on estime

/ o(Vin(z)) de.
a\I
Puisque le gradient de 4, reste borné uniformément sur Q\I;, on a.
| o(Vau(@)deC 10\ < O [Ty - (CH 4
o\L
< Che.
On obtient finalement

/Q U(in(z) — A(@)) + o(Vin(z)) dz < C(A* + B1=% 4 he),

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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/Q o(Vin(z)) de < C(R1=0 4 ho), (2.30)

Dans (2.30), l’estimation est optimale lorsque a = 1 — o i.e. quand o = 1. Ceci compléte
la preuve de (2.2).

Sig>1 alors A% <h® et (2.29) s’écrit
/Q V(i) — A@)) + 9(Vin(2)) de < C(h1=2 + 1) (2.31)
et on obtient encore
/Q U(in(z) ~ A(z)) + o(Vin(z)) dz < Ch3.
Danslecas ¢ <1, h* < h® et on a
[ #@(@) - 4@) + o(Via(@)) de < O(her + 1),

qui est optimal lorsque o = q_}_—l. Ces deux dernieres inégalités complétent la preuve de

(2.3).

Remarque 2.4 : Dans le cas ot1  n’est pas convexe, lorsque ¢ > 1, et sous les hypothéses
du Théoréme 2.1, nous avons, pour une certaine constante C'

Ei <Ch? Vi=1,2,3. (2.32)
En effet, grace a (1.3), on a
E;, < Ej
et puisque VhA C W
E; < EL.

Donc, il suffit & démontrer (2.32) pour i = 2. Or, il est évident qu’un domaine polygonal
peut étre décomposé en plusieurs domaines ©;, ¢ =1,..., N, qui sont convexes. Puis, sur
chaque sous-domaine nous construisons une fonction u;, comme dans la démonstration du
Théoréme 2.1, avec la condition au bord de Q;. Nous appelons alors i}, I'interpolé de cette
fonction sur 7;,. Donc

N
[ #(n@) - A@) + (V@) de = Y || #an(z) - 4o) + p(Vin(e)) de

le résultat se déduit comme plus haut. Dans le cas ¢ < 1, on peut arriver de la méme
manieére a
E} E} < Ch#h,
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Remarque 2.5 Dans le cas ot VA = constante w; et VA € Co(w;), on a toujours
VA € ri(Co(w;))

pour certains w;. Donc, nos résultats généralisent ceux de [C .C], [C .M] et [ C,].

On donne maintenant des condition pour que (2.2)-(2.4) admettent un minimizer.

Theoreme 2.2 Supposons que ¢ et U soient continues et que

mlirﬂ @(€) = 400 dans les cas (2.2), (2.9) (2.33)
ou
IEIHI{II- U(€) =+oo dans les cas (2.3), (2.4) (2.34)

alors, les infima (2.2)-(2.4) sont atteints. i.c. il existe ul € Vh“i, ul € VhA, ud €V,
telles que

Bl = /Q oVl (2))dz (2.35)
B = /Q U(ud(z) — A(2)) + (Ve (z))da (2.36)
By = [ ¥(uh() - A@) + o(Vub())de. (2.37)

Démonstration En fait, toute fonction de Vh“i ou V}, est déterminée uniquement par ses
valeurs sur les noeuds de 7,. Notons

X = {z = (un(n1),ur(nz2),. .., un(nn)ur € Vi}

o ni sont les noeuds de 7, et N est le nombre de noeuds de la triangulation. Donc on
peut écrire '
Fi(z) = Ej}(up) 1 =1,2,3,

avec une définition evidente pour E}(v). Puisque ¥ et ¢ sont continues, F} est continue
en ¢ € X. Donc, le probléeme revient & minimiser F; sur X. Si on peut montrer que
Fi(z) — 400, quand |z| — +oo alors, on aura immédiatement que le minimum de chaque
F; est atteint grace & un argument de compacité.

D’abord, nous montrons ce résultat sous I’hypothése (2.33). En fait, si |z |— 400 alors, il
Y 2 au moins une de ses composantes, par exemple z; = up(n;) qui va tendre vers +oo.
Puisque que |up(n;)| — 400, n; est nécessairement un point interieur de la triangulation.
Soit z €T tel que

dist(n;,T') = dist(n;, z)
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(on suppose pour simplifier que  est convexe). Soit R 1’endemble des simplexe de 7y,
traversés par le segment [n;, z]. Appliquant le théoréme des accroissements finis & chaque
segment contenu dans un simplexe de R on vérifie sans peine que

lun(n;) — A(e)| < max |V(up, — A)|k|dist(nj, ).
D’ol1 pour un certain K € R

lun(r;) — A(2)| < |Vunly — VA|k|dist(n;,T)

< (|Vunlgl + |VA|k|)dist(n;, T).
On en déduit alors que

[un(n;) - A(2)|
dist(n;,T)

— |VA|k| < |Vun|x — +o0. (2.38)
De sorte que

Fi(z) > / o(Vun(z))dz > /K o(Vun(z))de

>| K | o(Vup|g) — 400 1=1,2. (2.39)
d’ o1 existence de minima dans ce cas.

Ensuite, supposons que (2.34) soit vraie; on va montrer que F3(z), F3(z) tendent vers
+00 . Comme on l’a fait plus haut, si z; = uz(n;), (n; etant un sommet de K) on a

| @) = A@) + (Pun(a))ds
> /K T(up(z) — A(z))de

> inf U(up(z) — A(z))mes{z € K, | up(z) |> %uh(nj)} (2.40)

T ual>3Hua(n;)|

Supposons un instant que
1 1.,
mes{z € K, | un(z) |2 5 [ un(nj) |} 2 (3)"|K] (241)

ot |K| désigne la mesure de K. Alors, (2.40) s’écrit

/9 T(un(z) - A(2)) + o(Vun(z)).dz

> (%)"|K| inf  U(un(z) — A(z)) = +oo (2.42)

lun|>41un(n;)l
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car A(z) est borné. Autrement dit, Fy(z) = Ej}(up) — +oo lorsque | z |— 4o0. ce qui
termine.

Afin de montrer (2.41), sans perdre de généralité, on peut supposer que n ;j=0et
up(z) =a.x+b rteK
ol b = up(n;). Donc, le probléme revient & montrer que
mes{z € K;| a.z+b| > % I (%)n K | (2.43)

et ceci est un résultat prouvé par M. Chipot et C. Collins dans [C.C]. Donc, la
démonstration du Théoréme 2.2 est entiérement terminée.
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3. ANALYSE DES MESURES DE YOUNG

ASSOCIEES AUX PROBLEMES

On s’attend a ce que la suite 4, converge vers un point réalisant le minimum de (1.6), (1.7)
ou (1.8). Cependant, il est possible que de tels problémes n’admettent pas de “minimizer”.
Autrement dit, il est possible que I'infimum de (1.6), (1.7), (1.8) ne soit jamais atteint.
Pour voir ceci, il suffit de remarque que

vp = A(z) A (A(z) + dist(z,T))

fournit dans les trois cas une suite de Wy *(Q) telle que toutes les integrandes dans (1.6),
(1.7), (1.8) tendent vers 0. Par conséquent, les infima de (1.6), (1.7), (1.8) sont égaux & 0.

Si maintenant dans les cas (1.7) et (1.8) on suppose

0< U(E) VE#0, (3.1)

VA(z) # w; sur un ensemble de mesure positive , (3.2)

alors, ces probléeme n’admettent aucun minimizer. En effet, si u un tel minimizer, alors

/ U(u(z) — A(z)) dz =0
Q

entraine u = A p.p. . Par suite, on a Vu = VA p.p. Mais ceci est impossible car on
aurait alors

/ o(Vu(z)) dz 0.
Q

D’ou la contradiction puisque on sait déja que I'infimum est zéro.

Dans le cas (1.6), supposons en plus de (3.2), que ’on fasse I’hypotheése suivante

w; —w; engendrent un sous-espace propre de R". (3.3)
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La aussi il n’y a pas de minimizer. En effet, soit u un tel minimizer , alors
/ o(Vu(z)) dz = 0.
Q

Il en résulte que Vu(z) = w; p.p.. Siv désigne un vecteur unitaire orthogonal au sous
espace W engendré par w; — wy, on a

(VA-Vu) Lv
ainsi, on obtient, ,
0
En vertu de la condition au bord, ceci entraine
u=A
puis
' Vu=VA=uw;

qui n’est pas possible d’apreés (3.2).

Nous remarquons d’ailleurs, dans ce cas-la, qu’il n’est pas nécessaire de supposer que

0 € Co(w;).

Remarque 3.1 11 est évident que la condition (3.3) est satisfaite automatiquement s’il
y amoins de n puits de potentiels w; i=1,...,k.

Malgré I’absence de minimizer, énergie decroit jusqu’s son infimum . Donc il est utile
d’étudier les suites minimisantes pour voir si elles posseédent des caractéristiques communes.
Cela peut étre fait a ’aide du concept de mesure de Young,.

Dans ce paragraphe, nous supposons que
w; —w; t=2...k sont linéairement indépendants. (3.4)

Comme nous I’avons vu, sous les hypothéses (3.1),(3.2) et (3.3) les problemes (1.6) (1.7)
ou (1.8) ne possédent aucun minimizer.

Rappelons que
VA(z) € Co(w;) p.pzeq. (3.5)

Ainsi, il existe a;(z) tel que o; € [0, 1]

k k
VA(x):Za,-(:v)w,- , Zai(:c)=1. | (3.6)



24

De plus , on sait que les a; sont uniques grace & (3.4). On sait aussi que, a;(z) est
mesurable (voir Remarque 3.2).

Rappelons ensuite un théoréme qui est bien connu (voir par exémple [T.], [B.], [D.], [Ev.]):

Lemme 3.1 Toute srujter up € WHe(Q) »vériﬁa,nt «

[Vunlle < C,
(ot | | désigne la norme usuelle dans L>(Q), et |[Vuy| la norme euclidienne de Vau,, )
détermine une mesure de Young . Plus précisement, il existe une sous-suite, notée encore

Vu,, et une mesure paramétrée de probabilité v, sur R™ telle que pour toute fonction de
Carathéodory bornée F

lim /9 F(z,Vuy(z)) dz = /9 /R i F(x,,\) du,(,\)dx. | | (3.7)

Puisque Vwu; est uniformément borné (3.7) est vrai egalement pour toute fonction de
Carathéodory F(z,£) localement bornée en €.

Nous avons le résultat principal suivant

Théoréme 3.1 Supposons que ¢ soit continue et:

1) (8.1) (3.2), (5.4) et (3.5) soient satisfaites ;

2) dans le cas de (1.6), (3.8) est vraie;

8) up est une s;uite minimisante de (1.6), (1.7) ou (1.8); ou us est une suite telle que
up e VA | Jop(Vun(z))dz — 0 dans le cas (1.6)
un €V, Jo W(un(z) — A(2)) + ¢(Vus(z))dz — 0 dans le cas (1. 7)  (3.8)

uh €V, Jo un(z) — A(z)) + o(Vunr(z))dz —» 0  dans le cas (1.8)

31

|trloo, [Vitnloo < C (3.9)

alors, Vuy, détermine une mesure de Young unique donnée par
k
Vg = Za,-(:b)csw.. (3.10)
i=1

ot by, désigne la masse de Dirac au point w; et o; les coefficients de (3.6) .
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Démonstration Grace 3 (3.9), il existe une sous-suite notée encore uy, telle que

up, - u  uniformément

Vup — Vu  dans (L%°(Q))"faile- * . (3.11)
Pour un certain u € Whe(Q).

Soit v, la mesure de Young déterminée par Vuy(z). D’aprés le Lemme 3.1, pour tous les
cas considérés, on a pour une sous-suite

lim /Q o(Vun(z)) dz = /Q /R (A duy(Ndz = 0,

( égalité précedente est claire si uj est une suite minimisante car les infima sont tous nuls

dans (1.6)-(1.8) ).

Ainsi on a

A{" ©(A) dve(A) =0 pp. zeQ

d’oti v, est supportée seulement par les puits w;. Donc, on a

k
Vp = Z Bi(2)6., (3.12)

pour certaines fontions mesurables f;.telle que

k
Z Bi(z) = 1.

Cas (1.7) et (1.8)

Si up, est une suite minimisante ou satisfaisant (3.8) d’aprés le Théoréme de convergence
de Lebesgue, on a

/ U(up(z) — A(z)) dz — / Y(u(z) - A(z)) dz =0
Q Q

et en vertu de (3.1), il en résulte

u(z) = A(z). (3.13)
Puisque la limite de uj est unique, on déduit de (3.11) et (3.13) que

Vup —~ VA dans (L°(2))" faible- «. (3.14)
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Soit B une boule quelconque contenue dans . D’apreés (3.7), on a d’une part

/I;Vuh(x)dx —>/;B/R" Advg(A)dz

k
-y /B Bi(z)de - ws. (3.15)
=1

D’autre part
/ Vun(z)dz — / V A(z)dz. (3.16)
B B

Ainsi on obtient

| /B VA(z)dz = Z; /B Bi(z)dz - w;.

k

VA(z) = Zai(ﬁﬂ)wi

=1

Puisque

apres divison par |B| on a

kg w
;(l_ﬂ/;}ﬂi(av)dx)-wi = ;(E/Bai(x)dx).wi,

En vertu de (3.4) on sait que les coefficients sont uniques par rapport aux w; , ainsi on a

1 1 )
IFI‘/1;13,-(,7:)d:1:=W/B‘Oz,-(.'zc)d:c Vi=1,...,k.

D’apres le théoréme de différentiation de Lebesque, on a finalement

Bi(z) = ai(z) p.p. €.

Cas (1.6)

Puisque nous avons supposé que les w; —w; engendrent un sous-espace propre de R™.
Soit v un vecteur unitaire orthogonal au L(w; — w;) (L(w;) désigne I’espace engendré
par les w; ). on pose

F(z,A) = [{A - VA(z)} - v|
ol a - b désigne le produit de a et b. En utilisant (3.7), on obtient

| 9us(e) - VA@)} - vldz | [ 12 = vA@) - vidna(a)ds

k
- /Q S Bi(e)wi — VA(z)} - vldz =0,

i=1
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c’est-a-dire que 5
[ 13- tustz) ~ A@)idz 0. (3.17)
Q ov ,

Par I'inégalité de Poincaré

/ fus — Aldz < c/ 12 fun(e) — A()}de
Q o Ov
Ainsi,
up - A dans L'Y(Q).
D’aprés I'unicité de la limite, et en tenant compte de (3.11) , on a

up — A uniformément

d’ol on retrouve

Vup — VA dans (L*®(Q))" faible .

On conclut alors comme précédemment.

Lorsque uj, est une suite dans (3.8), nous déduisons par inégalité de Poincaré-Wirtinger
que

/|uh—A—(uh—A)Q| deC/ 12 fun— A} do — 0 (3.18)
O Q ov
ol v désigne la valeur moyenne sur Q. 11 résulte de (3.18) et (3.11) que
(un —A) = (up — A)g = (u—A)g =C
ainsi,
up - A+C dans L'(Q).

D’oti par (3.11),
u=A4+C

mais puisque,

. 2 7~
up — u  uniformément sur

up=A sur T

onasur
up=A—-A=u

par conséquent, C' = 0. Ainsi, on est ramené au cas précédent, c’est-a-dire queu=A.La
preuve du Théoréme 3.1 est donc complétement terminée.

Remarque 3.2 On peut démontrer que o;(z) est mesurable. En effet
ai(z) = (VA(z) — wi,v)
ot v € (L;)" est un vecteur unitaire et

Li = L(ws = w1,...,wi—y — W1, Wiy — wy,..., Wt — wy).
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4. ANALYSE PROBABILISTE

Dans la Section 3, on a obtenu un résultat d’unicité de la mesure de Young associée
aux problémes (1.6)-(1.8). En fait, cette unicité indique une cohérence des oscillations
des suites minimisantes. Plus précisement, si v, est une suite minimisante pour un
point z €  quelconque la probabilité pour que Vvn(z)  soit dans le voisinage de
w; tend vers a;(r). Nous préciserons ceci dans les Théorémes 4.1 et 4.2.

Dans toute la suite nous ferons les mémes hypothéses que dans la Section 3. Clest--dire
nous supposerons que (3.1)-(3.5) sont vérifiés.

Tout d’abord, introduisons la fonction :
I(¢) = w; (4.1)
ou ¢ est le plus petit entier tel que
|€ — w;| = min; | — wj]| (4.2)

Il est clair que II est une fonction Borel-mesurable. Par conséquent, si  £(z) est une
fonction mesurable , alors II(£(z)) est aussi mesurable.

Puis, supposons que

1 . ‘
R< Emzn,-;éjlw,- - wj| (4.3)

et considérons B un sous-ensemble de 2. Posons alors

Bf(v)=Bf={zeB; Vu(z)e B(w;, R)} (4.4)

B(w;,R) ={w € R";, |w—w;| <R} (4.5)

k
B}=B\| B~

=1
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Dans la Section 3, on a prouvé que les mesures associées aux problémes (1.6)-(1.8) sont
uniques et données par

k ,
vp = Za,-(a:)éw,.. ‘ 7  (4.6)

Posons

Ey(v) =/Q<,0(Vv(:c))da:‘ (4.7)

Ea(v) = /Q o(Vo(2) + U(v(z) — A(x))de (4.8)

et supposons qu'il existe des constantes A; p > 1 telles que

P(€) 2 Ml€ = TP = s min |¢ — wj . . (49)

Lemme 4.1 Supposons que

wj—wy J=2,3,...,k indépendants linéairement.

wl—V ’U)2-—V ’wk—V
M =
1 1 1

ot V€R", alors, ona MTM estinversible .

Démonstration Il est clair que par une operation matricielle élémentaire, i.e. en
soustrayant la premiére colonne de toutes les autres colonnes de la matrice M, on
obtient

’U)]_—‘/, w2 —W1y, ..., Wg— Ui,
M =
1, 0, ..., 0

oi <= désigne une équivalence matricielle. Puisque (w; —w;; ¢ =2,...,k) sont
indépendants, RangM = k. Par conséquent, M TM est inversible. En effet, supposons

que
M™Mz=0

on a

(MTMz,z)=0

c’est-a-dire

|Mz|| = 0.
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Ceci entraine

Mz =0

comme RangM =k il est nécessaire que z = 0, d’olt le résultat.

Lemme 4.2 Soient B C Q un domaine Lipschitizien et 1 < r < p. Alors, il eziste
une constante C' = C(B,r,p, A1) telle que

/B |Vv —II(Vv)|"dz < CEy(v)7. (4.10)

Preuve La démonstration est une conséquence immédiate de I'inégalité de Holder. En
effet

[ 90 =190 < ([ (90~ M0 $an)f B
B B

< C-[/B @dx]ﬁ. (4.11)

1

On notera W D’espace engendré par les vecteurs w; — w; et par WL son orthogonal
que 'on supposera dans ce théoréme non réduit 4 0. .

Théoréme 4.1  Supposons que

k
(1) VA(z) € Co(w;), VA(2)=)_ ai(z)w;,

i=1
(2) la condition (4.9) est réalisée,
(3) B est un domaine Lipschitzien tel que
/ lo(z)|do(z) < C - / (lo] +|Vyu(z))dz Vo € WHH(Q) (4.12)
B B

ot V, =(0/0v1,0/0mn,...,0/0v,) et (v1,vs,...,v,) est une base orthonormale de W+ .
Alors, il eziste une constante C = C(A1,p, B,w;, A, R,Q) telle que

R
lo_‘i‘wﬁ;(iﬂmc‘ﬂ(”)% t=1,...,k (4.13)

pour toute v € W},’M(Q) ou a; estla valeur moyenne de o;, c’est-d-dire

o; = I—é—|/Ba,~(x)d:v.
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Remarque 1l est clair que (4.12) est vrai par exemple si B est un domaine Lipschitizien
tel que

|i(z) - vi| >¢>0 p.p.xc OB

ou 7i(z) désigne la normale extérieure de OB et (vy,vs,...7,) est une base orthogonale

de W (voir [Cy]).

Démonstration Puisque

B=5}J({UBH

on a

3" IBF| +|BE| =|B|.
Puis en posant

_ 1
VA=—/VAxd:L'
3] /5 VA

Ri(r: T A) — 0 — T AVdz
SR 9 =Y [ (i T
- /B [(T0(z)) - VA4Jdz
==/puvu@)—vAux—/'uuvm@)—vAux (4.14)
B BR
- / (Vo(z)) - Vo(z)dz + / (Vo(z) — ¥ A(=)|dz
B B

—/ [I(Vu(z) — VA(z)]dz
BE

def + L +1,.

Tout d’abord, le Lemme 4.2 entraine
\I| < C - Ey(v)?. (4.15)

Ensuite, estimons I. On a

/I;(Vv(:c)—vA(a:))dzz/BVvd:c—/BvAdz
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= |B|(Vv — VA)

= / (Vo(z) — VA(z))dz.
B

Gréace au Théoréme de la divergence, on a

/ (Vo(z) — VA(z))de = / (v(z) — A(z)) - fido
B 8B
ou 7 désigne la normale extérieure &3 OB. Alors il est clajr que par (4.12) on a
[ o= dlds <0 [[(v- a1+ 19 (0(0) - A
8B Q
<c. / IV, (u(e) — A(2))|de. (4.16)
Q

D’autre part, puisque
€~ VA= Pyt~ VA)+ Pyt — VA)
on a
©(§) 2 Amin|¢ — w;|?
= Aiman|(§ — VA) — (w; — VA)J?
= Jimin|Pw (¢ — VA) + Pyo (€ — VA) - (w; — VA)P?
> M|Pwi(é~ VAP VEe R

(On remarquera que w; — VA = w; — wy + ELI a;(w; — wy) € W). Puisque

r

P+ (V(v(2) - A(2)) = ) (V(v(z) — A(2)) - ) - s

=1

=3 5-(o(e) - A(2)) -

=1
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Pour presque tout x on obtient

@(Vo(z)) 2 M|Pw+ (Vo — VA)PP
— \t|Ps V(v — A)P

= M|V, (v() - A2))P.

Donc (4.16) s’écrit
/ lv — Aldz S/ Imﬁdx
oB o M
<037 [lp(@)ltds
Q

<CATT QP /Q P(Vo(z))ldz)}
=C - Ey(v)?. (4.17)

Maintenant, estimons I3

/ (IVv(z) — VA(z))|dz
BE

< [ (@Ve(z) = Vo(@)] +Vo(e) - VA(e))de
BE
< Cy - Ey(v)7 +Cy - Ey(v)?

= C; - Ey(v)?. (4.18)

En réunissant les estimations de I;,I5,I3, on obtient

> " |BE|lwi — VA| < |I| + |} + 1]

< C- Ey(v)?. (4.19)



D’autre part

Or (4.20) s’écrit

et apres integration, on a

c’est-a-dire

Autrement dit

et donc, on a

Puisque

on déduit

k
Y (&lB| - |BF|)(w; — VA) =

i=1

34

k
Z ai(z)(w; — VA(z)) =0

k
Z a;(z) =1.

k k
Z ai(z)w; = Z ai(z)VA(z)

i=1

k
Z a;w; = VA.
i=1

k k
Z a;Ww; = Z O—tivA

=1 =1
k
Z o‘z,-(w, — VA) =
i=1
k
Z a; =1
i=1

k
|B| =Y _|Bf|+|BE|,
i=1

k
> (@Bl - |Bf|) = |Bf|.

=1

k
Z a;(z)VA(z)dz

k
-3 1BE|(wi - V)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)



Sous forme matricielle cela s’écrit ] :
My=1b (4.26)

- ou S _ _ _
' [w; —VA w,—VA ... w; — VA o
: ’ 1 1 1 ' ,
a1|B| - |B|
a3|B| - |Bf|
Yy =
ar|B| - |Bf|

- L 1BF{w: - VAG))
1BA

D’aprés le Lemme 4.1, (4.26) a une solution unique :

y=(MT"M)"'MTs, (4.28)

Il en resulte que
| Iyl < 1I(MTM)T M7y ]b) (4.29)
ol || désigne la norme euclidienne et [ -1l2 la norme matricielle correspondante 4 la

norme euclidienne, c’est-a-dire que

|Av|
All2 = sup —.
” ”2 lo|=1 Ivl

Pour évaluer |b], on doit estimer |BE|. Puisque

RIBF| < /B I(o(2)) - Vo(a)jde

< [ IN(¥o(@)) - Vo(z)lde

BRI < ZIBI 3 H By (o))}

< C-|E(v)5. (4.30)
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Finalement, il est clair que
1
|| Bl = |BF| < [yl < C - [b] < C - (B (v))7.
Ceci compléete la preuve de Théoréme 4.1.

Théoréme 4.2 Supposons

(1) la condition (4.9) est vraie et il existe Ay >0 et g > 1 tels que

T(t) > As|t|? pour tout t€ R

(2) B est un domaine Lipschitzien contenu dans Q .

Alors, pour toute fonction v € WyP(Q) , ona

@Bl - | BRIl < CE1(v)% + CEy(v) 77 (By(0) 7057 + Ey(v) W + 1)

ot C=C(Bap)qa)‘l7)‘2>wi7QaA) et s=pAg, s'= 81-

8—

Démonstration = Comme dans le Théoréme 4.1 , on a

k
Ri(1: — TA) =
> 1B wi = 94) /B

[I(Vo(z)) — VAldz
BE

et .
> IBf| =Bl - |BE|.
i=1

(4.33) et (4.34) s’écrivent sous forme matricielle:

1By (Vo(z)) — VAld

|B§| fB—Bﬁ[ (Vo(z)) z
My ... =

IB%{I |B| - ‘Bgl

ou M est donnée par (4.27). D’autre part, on sait que

k
Za,-|3|(w,- —VA)=0

k
S Bl = B
i=1

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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Donc, (4.35) peut écrire de la maniére suivante

a1|B| - |BfY ~ i
a|B| - |BR| Jp-prlIl(Vo(2)) - VAldz

M = (4.37)
e -
ax|B| - |BF| |B:|

Ainsi, pour évaluer @&;|B|— |BE|, il suffit d’estimer le vecteur situé & droite de (4.37).

D’abord, du Lemme 4.2, on a

1 _
[BE| < =|BI'™5A " By (v)5

< C(M,p, B) - Ey(v)?.

Ensuite,
/ [MI(Vv(z)) — VA(z)|de (4.38)
B-BR

- / (Vo(z)) — VAJds — / (Vo(z)) — VAldz
B Bf
d‘—gffl + I
I = /B (Vo(z)) — VAldz
= / (Vo(z)) — Vo(x)ldz + / [Vo(z) — ¥ Alde
B B

puis du lemme 4.2
11 < COp. B)- Ba(w)} +] [ [Vo(a) - VAldal (4.39)
B
et

| /B [Vo(z) — ¥ Aldz|
= /B [Vo(z) - VA(z)|de]

= /a _(4(e) ~ Aw)) - ido]

<1081 ([ lo(e) - A(o)lrdo)?
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oir>1 r' estson conjugué et 7 désigne la normale exterieure & OB, |0B| est la
mesure de Hausdorff (n — 1) -dimensionnelle. Ensuite il faut estimer

/ lv(z) — A(z)|"do
oB

Par le Théoréme de la trace, on a

/ ju(z)ldo < C / (Ju(2)] + [Vu(z)|)de
OB B

en remplacant u(z) par |v(z) — A(z)|" on obtient
[ @) - aGordo
8B
< c/ o = Allo — A"~ + rlo — A" [V(v — A)[Jdz
B
< C/ v — Allv — A" Ydz + C’/ v — A" V(v — A)|dz
B B

e 5,100, (4.40)

Par I'inégalité de Holder, pour s > 1, et s’ son conjugué (on préciesera s plus loin) on a
J1 < (/ lv — A|3'(f—1)dz);‘r(/ lv — A|3dz)%
B B

< (/ o — A]*C"Vdz) ¥ ||v — Ally,0,8
B .

Ty < ( / o — 4| =D gy / V(v — A)|*dz)
B B

<( / lo — A|* " Vde) 7 {jo = All1,6,8
B

llo = Alls.8 = ( /B (Jo = AP + V(v — 4)*)dz)?.

Donce

/ lo(z) — A(z)|"de < C(/ o — A" =Ddz) [|v - Allse5- (4.41)
oB B



39

Nous avons donc

| /B [Vo(z) — ¥ Aldz| < [9B|( /3 (@)~ Al do)?

< C(B,r)( /B v = A[*CDdz) 7 (|l — Allr,6,8)7

Puisque dans les inegalités précedentes, r est un réel superieur & un, on peut choisir

_q+s

SI

c’est-a-dire que
(r—1)s" =gq.

Par conséquent,
I/ [Vo(z) — VAldz| < C(B,S,Q)(/ [v — A[7dz) ™ (||o — All1,0,8) 7
B B

‘I’(” 0= A) joyai7 (o — Ally o 5)75

0@ 25

S C(B,S,q, )‘2)(E2(v))q-+7(”1) - A”l,s’B)q’Tr_

Puisque par l'inégalité de Holder, on a
/ v — Al*dz < |B|‘—Tr’-(/ v — A|tdz)}
B B

< c (Ey(v))7 (4.42)

et

/ V(v — A)|*de < C - { / Vo — TI(Vo(z))|*dz + / Vo — VA(z))|*dz)
B B B
< C( /B |Vv — I(Vo(z))Pdz)? + C

<C-(E(v)} +C | (4.43)
ou C=C(B,q,wi,A,s,p,A1,0). de (4.42) et (4.43‘), on déduit
llv = Allf 1,5 < CU(B2(v))7 + (Ex(v))7 +1)]
ou C =C(4,B,s,p,q,A1,A2,w;, Q). puis,

(lo = All1,s,8) 77 < CU(By(v)) T + (Ey(v)) T + 1]
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ou s =pA q donc,
'/ (Vo(e) — V Alde| < CEy(v) 7 [(By () T&F + (Ey(v)) T + 1]
B

puis
|| < CEy(0)F + CEy(v) 77 [( By (0)) 757 + (Bp(v)) 747 + 1],

Finalement
1/ (@) ~ VAl
<2l [ M(V(e) - VAl
< OBL(0)} + CB)RT (B (o) T + (Bo(o) T + 1),

Rappelons que C = C(B,s,p,q, 1, 2,w;, R, A). Ona
la:| Bl — |Bf|| < ly| < ||Allle|
on A=(M+M)1, et

— fB—Bg‘ [M(Vo(z)) — VA(z))dz

|BZ|
Au début de la démonstration, on a déja déduit du Lemme 4.2 que
|BE| < C(M,p, B)(E\(v))7

donc
el < CE1(v)% + CEay(v) 7 [(By(0))70FD + (By(v)) T+ + 1],

ceci est compléte la démonstration de Théoréme 4.2 en tenant compte du fait que A est
inversible.
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