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NOTATIONS

Dans toute la suite, les notations utilisées sont, dans la plupart des cas, définies dans
le texte. Néanmoins, quelques notations ou définitions “standards” ont été volontairement

omises. Nous les rappelons ci-dessous.

— Pour 2 C R", on note
o0 la frontiere de {2,
|©2] 1a mesure (de Lebesgue) de 2,

et on dit que £ est un domaine de R™, si  est un ouvert 1-régulier de R" (cf. [ R.T\]
def. 1.3-1 p. 22).

— Pour ©Q un domaine de R™, on note

(1) Wheo(Q; R™) Pespace (de Sobolev) des fonctions u : @ — R™ telle que u et sa
dérivée (au sens des distributions) Vu : § — R™*™ soient mesurables au sens de
Lebesgue et essentiellement bornées sur (2;

(2) Wy'>°(22; R™) I'ensemble des fonctions u € W1°(Q; R™) telles que u = 0 sur 9
(3) WLoo(Q) = Who(Q; R) et W, ®(Q) = Wy (4 R).
(Cf. [G.T\] et [B.M.]).

— Une triangulation d’un domaine borné et polygonal 2 C R", est une décomposition finie

du type
a=J K

telle que
(1) chaque élément K € 7 est un polyédre de R™ d’intérieur non vide;
(ii) les intérieurs de deux polyédres de 7 sont disjoints;

(iii) toute face d’un polyedre de T est soit face d’un autre polyedre de 7, soit une
partie de 0.

(Cf. [R.T.)).



— Pour n et m deux entiers naturels, on note
R™*™ I’ensemble des matrices réelles & m lignes et n colonnes;
M‘n — Rnxn;
GL(R") le sous-ensemble de M™ constitué des matrices inversibles;

SO, le groupe des matrices orthogonales de det 1.

— Pour une matrice € R™*™ on note 87 la matrice transposée de B et par adj B sa
matrice des cofacteurs.

— Pour une matrice o € M", on note Tr(a) sa trace et det(a) son déterminant.
- Pour A ¢ R™*", C'oA désigne ’enveloppe convexe de A.
— Pour une fonction D, on note par DY sa partie positive.

— Pour A,B C R", d(A, B) est la distance de A 4 B, i.e.
d(A,B)= inf |la—0
(4,B) eAI I

a
be B

en particulier, si £ € R", on note d(z, A) = d({z}, A).



INTRODUCTION

Dans la premiére partie de cette thése, nous nous sommes intéressés a la fonction de
densité d’ énergie du matériau de Saint Venant- Kirchhoff, ie,

W(F) = :2\-(T7"E)2 + uTr(E)? (0.1)

Tp_
Ez__(FF2 D . permn

Nous nous sommes en particulier intéressés & caractériser le domaine de rang 1 convexité

de W.

On donne des conditions nécessaires et suffisantes sur la variable F' € M™ ou sur les
valeurs singuliéres v;(F') pour que la fonction de densité d’énergie du matériau de Saint
Venant- Kirchhoff soit rang 1 convexe.

Cette partie généralise les résultats obtenus par [ Ra.], qui montrent la non- polycon-
vexité de 1’énergie de Saint Venant - Kirchhoff.

Dans la deuxieme partie, nous nous sommes intéressés dans un premier temps a la
relaxation de quelques fonctionnelles du type :

W(F) = B(IF* — @)® + ¢(det F) a,f € R} (0.2)

¢ : R — R est une fonction convexe et | . | désigne la norme associée a un produit
scalaire défini dans M™.
On calcule notamment Penveloppe quasiconvexe QW de W ou

1
QW(F) = <peW(}'I°I°lfQ;R") a /Q W(F 4+ Vy(z))dz. (0.3)

et on montre que
W(F) si |F?>a«

0.4
o(detF) s |F|? <a. (04)

QW (F) = {

Par ailleurs, on montre également que la fonction de densité d’ énergie d’un matériau de
Saint Venant- Kirchhoff auquel on ajoute y(detF) i.e :

W(F) = %(TTE)2 + uTr(E)* + ¢(detF) (0.5)

g o FTE-D)

I’hypothése : " > p on en déduit QW. Dans le cas ou ¢ = 0 dans (0.5), on determine
un domaine sur lequel QW = W.

peut s’écrire en dimension deux sous la forme (0.2) precédente et sous



Dans un deuxiéme temps, on s’intéresse & la relaxation de quelques fonctionnelles du
type:
W(F) = B(IFI* ~ @)® + p(adjnF) a,B € RY; F € RHDX7 (0.6)

et o : R""1 — R est une fonction convexe.
On montre que

W(F) si |F*>a
QW(F) = : . 2 (0.7)
pladjn F) si |F)? <a.
On étudie également le cas :
avec g convexe et on montre que
QW (F) = g(F, .., Fa) + Cp(detF) (08)

ou Cp désigne 'enveloppe convexe de ¢.

De tels problémes ont été considérés d’abord par Dacorogna [ 11 ], [ 16 ] dans le cas
particulier ot ¢ =0 et | . | désigne la norme Euclidienne des matrices dans (0.2) et (0.6).
Ensuite Firoozye [ 17 | a développé le cas quasi-affine i.e le cas ot p(detF) = adetF + b
en introduisant une mesure de Young et moyennant une méthode de translation.

En résumé : Cette partie consiste alors & calculer explicitement ’enveloppe quasicon-
vexe de certaines fonctionnelles vectorielles ( cf. [4],[5],[6]).

Dans la troisieme partie, on étend les résultats obtenus par [ C.L. ], [ C. ] & des
problémes avec contraintes.
En considérant le probleme de I'obstacle, on montre moyennant des hypothéses supplé-
mentaires que le probleme étudié conduit & des résultats analogues.

Enfin, pour une fonctionnelle invariante par rotation, on montre que le minimum de
la densité d’énergie n’est pas atteint.



PARTIE 1

SUR LA RANG-1- CONVEXITE DE LA FONCTION
DE DENSITE D’ENERGIE D’ UN MATERIAU DE

SAINT VENANT-KIRCHHOFF.



ON THE RANK-ONE-CONVEXITY DOMAIN OF THE
SAINT VENANT-KIRCHHOFF STORED ENERGY FUNCTION

Bernard BRIGHI and Mahmoud BOUSSELSAL T

Abstract : The goal of this paper is to give a characterization of the rank-one-convexity

domain of the Saint Venant-Kirchhoff stored energy function.
Key words : Saint Venant-Kirchhoff material, stored energy function, rank-one-convexity.

Mathematics subject classifications : 26B25, 73C50, 73C99.

1. Introduction

For a homogeneous, isotropic, elastic material, whose reference configuration is a
natural state, one can show that the response function associated to the second Piola-
Kirchhoff stress tensor is of the form

S(F) = A(4rE)I + 2uE + o E) (1.1)

for a matrix F € M} neighbouring of the identity matrix I € IM?® and where
L T
E=E(F)= E(F F-1). (1.2)

For n € IN*, we denote by M" the set of all n x n real matrices and by MY the subset of
IM" of the matrices A verifying det A > 0. For A € M", AT is the transpose of the matrix
A and trA the trace of A.

The positive constants A and p are called the Lamé constants of the material under
consideration (see [Ci.1] or [Ci.2] for a complete point of view about these notions).

t Université de Metz, U.F.R. “M.I.M.” Département de Mathématiques et Informatique, Ile du Saulcy,
57045 METZ Cedex 01 (FRANCE)



Now, we call Saint Venant-Kirchhoff material, a homogeneous, isotropic, elastic
material, whose response function ¥ associated to the second Piola-Kirchhoff stress tensor
is defined by (1.1) where we have neglected the term o(E), that is to say such that

VF e M3 , 5(F)= AtrE) + 2uE

One can prove that such a material is a hyperelastic material and that its stored energy
function W : ]Mi — R is given by

W(F) = %(trE)2 + pte(E?) (1.3)

(see [Ci.1] Th. 4.4-3, p. 155 or [Ci.z] Th. 1.4-7, p. 76).

“ .. Since Saint Venant-Kirchhoff materials are the simplest among the nonlinear
models (in the sense that they are the simplest that are compatible with (1.1)), they
are quite popular in actual computations ... but the relative simplicity of their practical
implementation is more than compensated by various shortcomings.

... their associated stored energy function is not polyconvex...” (P.G. Ciarlet - 1988).
See [B.], [Ci.1], [Ci2]) or [D.] for details about polyconvexity, and [Ra.] for the non-
polyconvexity of the stored energy function of a Saint Venant-Kirchhoff material.

On the other hand, if W : ]Mi_ — R is the stored energy function associated to some
hyperelastic material, it is suitable for physical reasons, that one has
li W(F) = 400 1.4
det }15’n—l>0+ ( ) + ( )

(see [Ci.q] or [Ci.2]). In this case, it is usual to extend W to a continuous function defined
of M? into R U {400} by

W(F) =400 if detF <0.

The Saint Venant-Kirchhoff stored energy function does not satisfy (1.4) and thus we
can not obtain an extension as above.

“ .. At their best, Saint Venant-Kirchhoff materials can be only expected to be
useful in a narrow range of ‘small’ strains E, as indeed they should be from their very
definition ; this is why such materials are often referred to as ‘large displacement-small
strain’ models. In spite of these various inadequacies, Saint Venant-Kirchhoff materials
can be nevertheless expected to perform better than the linearized models that are so often

used...” (P.G. Ciarlet - 1988).

It turns out that we can consider the equality (1.3) as a definition of W which is not
only valid on a neighbourhood of I, but on ]Mi and even on the whole set M3,

As we have said above, the function W is not polyconvex on ]Mf’,_ ; in fact, we know
more since the Saint Venant-Kirchhoff stored energy function is not rank-one-convex on

7



M3 (see [A.] or [Br.]). In this paper, we are interested in the rank-one convexity
domain of W, in other terms in the greatest subset of IM" on which W is rank-one-
convex, and we are going to characterize exactly this domain.

So, from now on, we will denote by W the function defined on M" (with n > 2) by
the equality (1.3).

2. The “Legendre-Hadamard” condition for W

First, let us recall the definition of rank-one-convexity on a subset U of M". A function
W :M" — R is said rank-1-convex on U if

VF,G € U such that [F,G]CU and rank(F-G)=1

one has

VA €[0,1], WOF +(1=XG) < AW(F) + (1 - WW(G).

It is well known that, if W is twice continuously differentiable, then W is rank-1-convex
on U if and only if one has

2
inf OW(F)

i,5,k,1

a,-bjakbl >0, VFeUl. (2.1)

(Legendre-Hadamard condition on U)
(see [B.] Th. 3.3, p. 352).

Now, let us introduce some notation ; for F,G € M" we set F : G = tr(FTG) the
matrix inner product in M" and |F| = (F': F)* the corresponding norm.

Next, if a,b € R" let us denote by a @ b the n x n matrix defined by
(a ® b),‘j = a,-bj.
Therefore, if the vectors a and b are column matrices one has

a®b=ab’ (2:2)

and the euclidean inner product in R" (respectivly the euclidean norm in R"™) can be

written .
a.b=aTb (respectivly |a| = (aTa)?). (2.3)

Using (2.2) et (2.3) it is easy to verify that, for F € M" and a,b,¢,d € R", the following
identities hold :



(a®b)T=bQa
Fla®b)=(Fa)®b

(a ®D)F = a® (FTb)
(a®b)(c®d) = (b.c)(a®d)
tr(a ® b) = a.b
F:(a®b)=Fba=FTab
(a®Db):(c®d) = (a.c)(b.d)
la ® b|* = |af*|b]*

(2.4)
(2.5)
(2.6)
(2.7)
(2.8)
(2.9)

(2.10)

(2.11)

Since it is clear that the Saint Venant-Kirchhoff stored energy function W is indefinitly

FPW(F)
OF;j0Fy

convexity of W. We have the following result :

differentiable we can compute

Lemma 2.1 : For F € M" and a,b € R" one has

O*W(F)

Y = .’E 2 _ 2 2 2 2
57 om, bios = (SUFP = mlbP + u(IFS ~ b))l

1,5,k

+(A+ u)(FTab)® + ulFTal?|b]?.

and use the criterion (2.1) to study the rank-1-

(2.12)

Proof : Let us consider FF € M" and a,b € R". First, since E = ET (where E is

defined by (1.2)), we can write
i A 2 2
W(F) = -é-(trE) + u|E|*.

Next, for a matrix H € IM" the quantity

1 O*W(F) def 1
3 2 pF, o, ik = ger(H)
l’]’k"
is the second-order term of the Taylor expansion in H of W(F + H).
We have : 1
"E(F+H)= §(FTF— I+FTH+HTF + HTH)

thus 1
te(E(F 4+ H)) = §(|F|2 -n+2F: H+ |H|2)

9

(2.13)



then the second-order term in H of (tr(E(F + H)))? is

i((2F . H)? + 2(|F|? — n)|H|2).

On the other hand, by using (2.13) and the equality [A + BJ? = |A[> + |B|? + 24 : B we
see that the second-order term in H of |[E(F + H)|? is

i (IFTH + HTFP? + 2FTF - I): H'H)

therefore we deduce that for any matrix H € M™, one has

or(E) = 5 (2(F - 7Y + (1P - m)| )
(2.14)
+ §(|FTH + HTF? + 2(FTF - I) - HTH).

Now, for a,b € R"™ and H = a ® b, (2.14) can be written

er(@®8) =3 (2F: (40 1) + (IFF ~n)la o bP)

+E(IFT(@@b) + (@a® )PP+ 2AFTF - 1) : (a®b)T(a® )
which becomes, by using the equalities (2.4)-(2.11)

(2F7a.b)? + (1F1 - mlaf?b?)
(2.15)

(I(FTa) Qb+b0 (FTa)? +2(FTF - I): a2 (b ® b)).

pr(a®b) =

_.I_

NI® N>

But, one has
(FTa)®b+b@ (FTa)|* = [(FTa) @ b* + [6® (FTa)? + 2((FTa) ® b) : (b® (FTa))

= 2|FTa*|b® + 2(FTa.b)?

and

(FTF—1I): |aP(b @) = [a(FTF: (5@ )~ I: (b® b))
= la*(IF]? — |b]2)

10



in such way that (2.15) gives
A
or(a®B) = (SUF —n)? + u(|FHP — b)) a?
+ (A + p)(FTa.b)* + p|FTaf b,

The proof is now complete. O

Before to go on, let us recall what are the singular values of a matrix. Let F € M" ;
if we denote by ay,...,a, the eigenvalues of the symmetric matrix FT.F, one has
Vi =1,...,n, a; € Ry and the n nonnegative numbers v; = Va; are called the sin-
gular values of F. Then, for some orthogonal matrices Q; and Q5, we have

(5] 0
F=@ ( ) Q. (2.16)
0 Un

Next, we set S*~! = {z e R" ; |z| = 1}.

Proposition 2.1 : Let F € M" and vy,...,v, the singular values of F. Then

PW(F)
arhy > i v (a,0) >0 2.17
a,l}GIR" o aF']aF EY Y b]akbl z 0 = a,bgéf"—l f’vl,..., n(a ) = ( )

where fy, .. v.(a,b) is given by
P (@8 = 302 4o+ 02) + 03} + ) ..+ 02 (a2 + B2))
2 nA
+ (A + p)(viardy + ... + vpanb,)* — (—2—- + p).

Proof : Since the functions

O*W(F) 8*W(F)
E : hAMAGYIY = gibiah
ar—»ijklaFijaFkla,bgakbl and bn——»ijklaFijaFkla ;arb
are homogeneous polynomials of degree 2, we can write

FPW(F)

a i’éxfan e OF 08, i 2 0
2w (F) ,

¢ bggﬂ ikl aE‘jaFkla’bJakbl 20

= nf %(|F|2 —n)+ u(|FTal? + |Fb2 — 1) + (A + p)(FTa.b)? | > 0 (2.18)

11



by using, for a,b € $"~1, the identity (2.12) of the previous lemma.

(5] 0
Now, if we use (2.16) and denote by V' the matrix ( ) , we get

0 Vn

(218) = inf | l%(|Q1VQ2|2 — )+ u(QTVQTaP +1Q:V Qb ~ 1)

O+ u)(cz'{vcz?a.bf] >0

o [guvﬁ =)+ u(IV(QT ) + V(@) - 1)

+(A+ u)(V(Qfa)-(sz))Z} >0

S [-Q—GVF —n)+p(IVal* + VO 1) + (A + u)(Va-b)z] 20

= o (@) 20

So, we have (2.17).
Now, we are able to obtain some results about the rank-1-convexity domain of w.
3. The rank-one convexity domain of W

Let us denote by ® the rank-1-convexity domain of W. The Legendre-Hadamard
condition (2.1) implies that

- n . 02W(F)
D= {F €M ! a,;rellfR" TR aFijasz

17]’ 3

a,-bjakbl Z 0}

which can be written, by using proposition 2.1

D= {F e M"; a,bier.lst:"l fv1,...,vn(a’ b) > 0} (3'1)
where vy,...,v, are the singular values of F.

12



For a matrix F' € M" we would like to obtain necessary and sufficient conditions, in
terms of its singular values, in order to have F' € D.

Our main result will rely on the following lemma :

Lemma 3.1 : Let vq,...,vs be some real numbers such that 0 < v; < ... < vg, and
g be the function defined on R™ x R™ by

9(a,b) = p(v3(a? + 83) +... + v2(a2 + B2)) + (A + p)(via1ds + ... + vnanbn)®.
Nezt, let us denote by K the following set
K= {(i,j)e]N2 c1<i<j<n and (\+2p)v; z,w,-}.
If 7, = z,yér;f"_l g(z,y) then
(A + 3p)v? if (1,2)¢K
1, =

in —H (—uv? s — uo?) g
(51)121{/\4_#( pvi + 2(A + 2p)viv; ,uv]) if (1,2) € K.

Proof : First of all, let us denote by el,...,e™ the canonical basis of R", and recall
that the constantes A, u are positive.

If vy = 0, then g(e',e!) = 0 and since g > 0, we get Z, = 0, in such way that the
lemma is proved in this case.

So, from now on, we will assume v; > 0, and we will denote by I1,..., I, the subsets
of {1,...,n} defined by L U...UI, ={1,...,n} and

{i,jGIk=>v,-=v,~

i€y, j€; and k<= v; <vj.

Since S"~! x 8™~ is a compact set,
I, = g(a,b) (3.2)

for some (a,b) € S"7! x S*L.
Now, let us divide the rest of the proof in two steps.

Step 1 : Here we are going to give necessary conditions in order to have (3.2). So, let
(a,b) € 81 x S™~! satisfying (3.2) ; then, there exist Lagrange multipliers a and 3 such
that Vi = 1,...,n one has

ai,- (9(a,0) +alal® = 1) + BB - 1)) = 'a%(g(a, )+ a(lal* — 1) + B(b* — 1)) = 0.
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Therefore, Vi = 1,...,n one has
pla; + (A + p)evib; + aa; =0 (3.3:)

and
,uv?b; + (A + p)evia; + fb; =0 (3.4;)

n

where we have set ¢ = E vja;b;.
i=1

b; : :
Now, multiplying (3.3;) by - and adding for : = 1,...,n we get

=~ a;b;
A+2u)c+ay av— = 0. (3.5)
=1 '
From (3.4;) we obtain, by the same way

(A+2p)c+8) “v—b =0. (3.6)
=1 ?

So, (3.5) and (3.6) imply that

(a—ﬂ)z

i=1 Yi

— In a first case, let us assume that one has Z aibi _ =0 ; then by (3.5), ¢ = 0. Therefore,

i=1 i

(3.3;) and (3.4;) can be written
(p? +a)a; =0 and (pv? +B)b; =0

and thus, since this equalities are valid for all ¢ = 1,...,n, and that a (respectivly 3) does
not depend on 7, we get necessarily

a= Zaiei and b= Zb;ei.

i€l iel)
Consequently, since ¢ =0 and a,b € S"71, we easily deduce
g(a,b) = p(v] +v5) for some 1, 3. (3.7)
- Now, let us assume that a = = [ ; then we can suppose ¢ # 0 (indeed, if ¢ = 0, then
thanks to (3.3;), we obtain a # 0 and by (3.5), Z = 0 which brought us back to the
previous case). Next, if we multiply (3.3;) by b; and (3 4;) by a;, we get by substraction
(A + p)evi(b? — a?) =0 implying that b2 =a? Vi. (3.8)

14



Let i € {1,...,n} ; using (3.8), one has, either

( a;=b;=0
or
+ pv?
a; =b; #0 and th = _2TH% (3.3,
J # us ¢ O pv; y (3.3:) (3.9)
or
+ po?
= —b; d th = 2T A% -
\ a #0 and thus c Ot o, by (3.3;).

Let us remark that the equality

a+ ! ot pvl
(A+pi (A +p)v;

implies (v; — v;)(a — pv,-:j) = 0 and v; = v; (since, if we multiply (3.3;) by a;, and add for

1=1,...,n, we get ,qu?a?+(/\+,u)c2+a=0 and o < 0).

i=1

Consequently, if we denote by A and B the following subset of {1,...,n}

A={i;ai=b;#0} and B={i; a;=-b; #0}

we get for some k,l € {1,...,p}

ACcIly ad BCI,.

— If A = 0 then g(a,d) = (A + 3p)p? for j € L. (3.10)
— If B = @ then g(a,b) = (A + 3p)v? for j € I}. (3.11)

— If A# 0 and B # () then k # [ (indeed, if k = I, then (3.9) implies ¢ = 0, but we have
supposed the opposite). So, a and b are of the form

a= Z aie' + Z aie! and b= Z aiet — Za,—ei (3.12)

te€ly i€l t€l} tel}

and thus, if + € I} and j € I;, we have ¢ # j and
g(a,b) = 2u(viz® + viy?) + (A + p)c? (3.13)
where z? = Z a? and y? = Zaﬁ.
s€l; s€l;

15



But, using (3.9), we can write

__atp} o + po?
Ot v~ O

which gives easily
I

A4 p

a=-—uv;v; and c=

(v; — v;). (3.14)

On the other hand, by definition of ¢ and since y?> = 1 — 22, we have

— .2 2 _ 2
¢ =v;z° —vjy° = (vi + vj)z° — v,

implying that

2 _ —Hvi+ (A+2p)y; 4 o2 = At 2p)vi — po;

Ctmito) 0 Y T O a) ity (3.15)
By using (3.13), (3.14) and (3.15) we get
g(a,b) = ﬁ (—,uv,-2 +2(A + 2p)vv; — ;wf). (3.16)

So, we have proved that, if Z, = g(a, b) then necessarily, g(a,b) is given by (3.7), (3.10),
(3.11) or (3.16).
Step 2 : Now, we can compute Z,; according to the values of ey
V2
First, let us denote by h the function

7
h(z,y) = Y (—#$2 +2(A + 2p)zy - uyz).

Now, let us remark that, if K = §, then (3.15) is not possible for i # j and thus (3.12)
does not hold. Consequently, thanks to (3.7), (3.10), (3.11) and (3.16) we get

min|(A + 30)03 ; (v} + o)] if K=0
I, = (3.17)
min [()\ +3pi; p(v?+vd); min h(v,-,vj)] if K#0.
X (i,j)EK

-1f (1,2) € K then

(in, h(vi,0;) < h(o1,v2) < min (0 +3u)of 5 u(of + )]
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the last inequality arising from the following identities

h(vr,02) — u(0? + v) = — ”(“2")@ 0)?

1 2
h(vi,v2) — (A +3p)of = Ita (lwl -(A+ 2#)02) :

So, by using (3.17) we obtain

(1,2) € K = I, = min_h(v;,v;).
(i,j)€K

-If (1,2) € K then
(A +3p)vf — u(vf +v3) = (A + 2p)0] — pof < 0

2

. V1 H H . . .
(indeed, - <3 ey <1 and thus 22 <7 gy which implies that (A + 2u)v? < pvl).
Therefore, taking into account (3.17), we can write when (1,2) ¢ K
(A + 3p)v? if K=10
I, =

min [()\ +3u)v? ; (il"%iélK h(v,-,vj)} if K#0.

Finally, to conclude, it remains to show that

V(i,j) € K, h(vi,v;)— (A +3u)? >0 (3.18)

holds when K # 0 and (1,2) ¢ K.

Let (i,5) € K ; then
(A +2p)v; — pv; > 0. (3.19)

Next, (1,2) ¢ K and thus
' (A +2p)vy < pvg < po;. (3.20)

By using (3.19) and (3.20) we get
((A +26)v1 — poj) (A + 2p)vs — pv;) <0
that we can write
2] = p(A + 2u)viv; < —(A + 2u)?v10; + p(A + 2pyvrv;.
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Consequently,

1
h(vi,vj) — (A + 3,u)vf = —m (;ﬁv? —2u(A + 2p)vv; + ,u2v]2- +(A+3u)(X+ ,u)vf)
1
23T (u2v? — (A +2p)vi0; + (A + 3p) (A + p)oi
— (A +20)%v10; + p(X + 2#)01%‘)
1

T Tt (“2”? — (A + 2p)viv; + (A + 2u)?0f — p?o}

— (A +2p)%v10; + u(A + 2#)v1v1)

1
= -—_)\ n 7 (Il2(’vi - ’U])(’U,‘ + ’01) - p()\ + 2/1)1_)]-(101- — Ul)
— (200 (03 = 1))
Vi — 0
=7 T ; (.“()\ +2u)v; + (A + 2#)21)1 — uz(v,- + v1)>
Vi — M e
T A +u ((’\ +3u)(A+ p)or + p(A + 2p)v; — p v,)

>0 since v; >v; and v; > v.

So, (3.18) holds, and the proof is complete. O

The following theorem gives the requested characterization of D.

Theorem 3.1: Let Fe M" and vy <... < v, be the singular values of F. Let us
denote by K(F) the following set

K(F) = {(1,]) EN?; 1<i<j<n and (\+2u)w; > ;wj}.
() If(1,2) € K(F) then, F € ® if and only if

A A
(A+3upd 2 (5 +4) = S0} +... +v2)

(i3) If (1,2) € K(F) then, F €D if and only if
i £ (w2 s — ) > E _ é 2 2
(.~,j§’e“:‘<‘<p) A "‘u( pv; + 2(X + 2p)viv; uv,) > ( 5 + 1) 2(v1 +...+v;).

18



Figure 1 :
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Figure 2:
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Figure 3 :
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Now, for F' € M? and v; < vy its singular values, one has

vi+vi=|F® and wvy=detF (4.1)

Moreover, if we denote by || . || the matrix norm defined on M? by

IF|I* = sup |Fzf?

z|=1

where | . | denotes the euclidean norm (see (2.3)). It is well known that ||F|| = v, and thus

(A+2p)v1 > pvy <= (A+2u)det F > y||F||?

in such way that theorem 4.1 leads to :

Theorem 4.2 : Let F ¢ M? \ {0}.
() If (A+2u)detF < p||F|f?, then F €D if and only if

A A
SIFI" = A+ WIFI® +3(5 + p)(det F)? > 0.

(i) If (A +2u)det F > p||F||?, then F €D if and only if

)\ 2
“SEIFE + 2pdet F 2 (;\ig) .
m

Proof : It is immediate since

det F
vy == (fF#0) and v, =|F].
TFT
O
Remark 4.1 : This can be express also without using the norm || . || ; indeed (4.1)

implies that v? and v3 are the solutions of the following equations
X2~ |F’X +(det F)2 =0

o = 5 (|F|2 + \/|F|4 4(det F)2 )
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I- RELAXATION DE FONCTIONNELLES DU TYPE
ENERGIE DE SAINT VENANT - KIRCHHOFF

1. INTRODUCTION

On considére le probléme variationnel du type :
(P) Inf {I;(u) = / W(Vu(z))dz : u=wug sur 00}
Q
Q un domaine borné de R*, W : R™*" — R, u: @ — R™ et Vu désigne la matrice

du gradient de u.
On associe au probléme (P) un probléme relaxé noté (QP)

(QP) Inf {I(u) = /QQW(Vu(:I:))da: : u = ug sur 0N}
" QW(F) =  Inf — / W(F + Vo(c))dz (1.1)
pewi=(a;rm) [ Jo ' '

La fonction QW est appelée I’enveloppe W1:>°(Q2; R™) quasiconvexe de W.
Le second membre de (1.1) est continu, independant du domaine {2 et quasiconvexe
(W est dite quasi convexe si QW = W ) (voir pour plus de détails Morrey [ 22 ], Dacorogna

[11],[14],[16]).

Notre étude qui consiste & calculer explicitement ’enveloppe quasi-convexe QW de
certaines fonctionnelles est motivée par le fait que la quasi-convexité de W est une con-
dition nécessaire et suffisante pour que I; soit sequentiellement faible x semi continue
inférieurement dans W1°(Q; R™) (voir [ 21 ] ). Cependant, cette condition est trés
difficile & vérifier dans la pratique.

En ’absence de la quasi convexité de W (convexité dans le cas scalairen = 1oum = 1)
le probléme (P) peut ne pas admettre de solutions, ce qui conduit en géneral & étudier le
probléme relaxé (QP). On a ( cf. [ 11] ) inf(P) = inf(QP) et sous certaines conditions
de coercivité cf. [ 14 ], le probléme (QP) admet des solutions et I’on a min(QP) = inf(P).

2. RAPPELS ET DEFINITIONS

Définitions 2.1 : (f. [11],[14],[16])

1. On dit que f : R™*® — R est rang 1 convexe si :
FOE+ A =Xm) S Af(E)+ (1 —A)f(n)
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pour tout A € [0,1], £ et n dans R™*™ tels que rang ({ —n) < 1.

2. Une fonction f : R™*" — R Borelienne localement intégrable est dite
quasiconvexe si :

/D F(€ + Ve (x)) dz > f(¢)mes(D) (2.1)

pour tout ¢ € R™*™, pour tout domaine borné D C R™ et pour tout ¢ € Wob>°(D,R™)
i.e o est Lipschitz et ¢ = 0 sur 8D, mes(D) designe la mesure de D ).
p 12 g

3. On dit que f est polyconvexe si il existe

g : RT®»™  _, R

convexe telle que f(A) = g(T(A)) ot
T . RPX™ — R‘r(n,m)

est telle que :
T(A) = (A, adjz4, -+, adjinf(n,m)A)-

adj, A dénotant la matrice de tout les mineurs s x s de 4, (1 < s <inf(n,m)) et

inf(n,m)

T(n,m) = Z o(s)

s=1

avee o(s) = (m) (n> - (s!)2(mT!:)!!("—3)!

Théoréme 2.1 (cf. [11],[16])

Soit f:R™*® — R une fonction continue.

Alors
1. f convexe => f polyconvexe = f quasiconvexe => f rang 1 convexe.  (2.2)

2. Dans le cas scalaire, i.e m = 1 ou n = 1 toutes ces notions sont équivalentes.

Remarque 2.1

Les réciproques dans le Th. 2.1 sont fausses (voir sur ce sujet [ 11 ], [ 23 ]).

Définition 2.2 : (cf. [11],[16])

: N
Soit A, > 0 et E Ay =1. On dit que (Ay, 4y), <, < satisfont (Hn) si :

v=1
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1. N =2 alors rang {4; — A2} <1
2. N > 2: alors & une permutation prés, rang {A; — A2} <1 et si

A14; + X242
=AM+X, Bj=——"—"=
Hi 1 2 1 M A

pi = Ait1,  Bi=Aip

pour 2<: <N -1
Alors (u;, B;) 1 <1 < N —1 satisfont (Hy—1) & une permutation pres.

On définit les enveloppes : convexe, polyconvexe, quasiconvexe et rang 1 convexe

respectivement par :
Cf = sup{g < f, gconvexe }

sup{ ¢ < f, g polyconvexe }
f, g quasi convexe }

Pf = (2.3)
Qf = sup{g <
Rf = sup{g <

f, g rang 1 convexe }
Ces différentes enveloppes de f ont été caractérisées par Dacorogna cf. [ 16 | :

Théoréme 2.2 (cf. [16])
— R une fonction telle que pour tout 4 € R"*™ a < f(A) avec

Soit f : R™*"
a € R.
Alors :
nm-+1 nm+1
Cf(A)=Inf { > Nf(4i): Y Nidi= A}
=1 =1
r(n,m)+1

r(n,m)+1
Pf(A)=Tnf{ )  Nf(4): >,  NT(4)=T(4)}

I I
Rf(A) = Inf {Z /\,'f(A,') : Z AA; = A et (/\,',A,‘)]S,’SI satisfont (HI)}

=1 i=1

De plus Cf , Pf et Qf sont localement Lipschitziennes . Enfin, si on suppose en outre

que f est continue alors :
1
Q= i o [ SF+Vela)is
pewt=@rm) [ Jo

o1 § C R" est un domaine borné, Qf est également localement Lipschitzienne.
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Remarque 2.2

De (2.2) et (2.3) on a

Cf < Pf < Qf < Rf < f. (24)

Définition 2.3 :

Soit f: R™*® — R unefonctionet 1 < p < oo. Alors
on dit que f vérifie la condition (Cp) si

1) Pour p = o0
(Ceo)  [F(A] < n(lA])

pour chaque A € R™*" ol i est une fonction continue, croissante.

2)1<p<oo
(Cp)  —a(1+|A]9) < f(4) < a(1 +|A]),YA € R™*"

ona>0, 1<g<p;
3)Sip=1
(C1) 1f(A) < a1+ ]A])

pour chaque A € R™*" ou o > 0. O

Théoréeme 2.3 : (cf. [11])

Soit f: R™*® — R une fonction quasiconvexe vérifiant la condition (C,), soit
Q un ouvert borné et

I(u,9) = /Q F(9(u(z)))dz

Alors I est faiblement semi continue inférieurement dans W:?(2, R™) (* faiblement semi
continue inferieurement si p = 0o) i.e.

liminfy, ~ul(u,, Q) > I(u, Q).
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3. RELAXATION DE FONCTIONNELLES DU TYPE :

W(F) = B(IF|* - a) + ¢(det F)

Dans toute la suite on note par (, ) un produit scalaire dans R"*" et par |.| la norme
associée.

Théoréme 3.1 :

Soit W:R"*" — R.

Soit ¢ : R — R une fonction convexe telle que
W(F) = B(FP - a)? + p(det F) a8 ¢ RY,
Alors

W(F) si |F|?>a.

¢(detF) s |F|? < a. (1)

PW(F) = QW(F) = RW(F) = {

Avant de procéder a la démonstration du Théoréme, on donne quelques lemmes
préparatoires :

Lemme 3.1

Soient f: R"*" — R et ¢ : R— R telles que
f(F) = ¢(det F)

Alors

f polyconvexe <= f quasiconvexe <=> f rang 1 convexe <= ¢ convexe. (3.2)

Preuve

Voir Dacorogna [ 10 ], Th. 1.10, 1° partie, p. 133. O
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Lemme 3.2

Soit F € R"*™: 0 < |F|? < a, il existe B, C dans R"*" X €(0,1) tels que
F=AB+(1-))C
rang {B-C} <1
BI*=ICI" =a (3.3)

det F = det C = det B

Preuve
Sirang F =1.
On choisit
F _ F — ]. IFI V4 2 Vd
B = —\/c_v-lﬁ, C = \/EIFI, A= 5(1 - _a) et on a le résultat désiré.
Sirang ' # 1.

On note par Fj = (Fj;) le 7*™€ vecteur colonne de F. Puisque rang F # 1 il existe
un jo pour lequel Fj, # 0.
On peut supposer sans restreindre la généralité que Fy # 0. On pose alors

E = aG avec G = (F3,0,---,0) € R**™ qa 0.

et on choisit

B=F-(1-)ME, C = F+)\E.

Clairement, E est une matrice de rang 1 et donc, on a
F=M+(1-X)C , rang {B-C}<1

Puisque le déterminant d’une matrice est le méme quand on ajoute & une colonne une
combinaison linéaire des autres colonnes on a :

" det B = det C = det F.
Pour compléter la démonstration, il reste & montrer que
B =1’ =a , Xre(01) (3:4)
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Pour cela, on remarque que (3.4) équivaut a
IF|? 21 = \)(F,E)+ (1 - A\’|EP = (3.3)

|F|> +2\(F,E) + X} |E> = a (3.6)
donc (3.5) et (3.6) équivaut &

IFI* —2(1 = Na.(F,G) + (1 - 1)a’|G]* = a 3.7)

|F|? + 2)a.(F,G) + X2a%|G|* = « (3.8)

on pose alors ¥ = 2(F,G).

On aura donc terminé pourvu que I’on puisse trouver A € (0,1), a tels que (3.7) et (3.8)
solent vérifiées.

On remarque que si A et A — 1 sont solutions de (3.8), alors (3.7) est automatiquement

vérifide. Ceci est le cas si 5
—a

A1l = —— 3.9
AtA-1 a?|G? (3.9)
1 by

a
= (] — ——— 3.10
A 2(1 a2|G|2) ( )

Dans ces conditions (3.7) et (3.8) sont vérifiées pourvu que
IF|* — &
MA=-1)= ——

a¥X ., 4(0‘_|F|2)
(a2|G|2) + a?|G|?

=1 (3.11)

On suppose que ’on puisse trouver a solution de ( 3.11 ), alors de (3.11) on vérifie que

aX
—-1< <
1< ogn S

et donc A € (0,1). D’autre part évidemment ’on a (3.7), (3.8).

Il reste donc & prouver qu'il existe a € R tel que I'égalité (3.11) ait lieu . Pour cela, On
remarque que

Si a — 0 le premier membre dans (3.11) tend vers +oo.

Si @ — 400 le premier membre dans (3.11) tend vers 0.

Par continuité il prend donc pour une valeur de a la valeur 1. Par suite, on a le résultat
désiré.
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Théoréme 3.2

On suppose que ¢ est une fonction non négative telle que
2
g=0sur |F|"=«a
g est convexe & lextérieur de By = {F : |F|* < a}

(On ne suppose pas que g ne dépende que de la norme).

Alors
g & Pextérieur de B,
Cg = Pg = Qg = Rg = (3.12)
0 a l'intérieur de B,
Preuve
Posons

{ g a Pextérieur de B,
g =

0 a 'intérieur de B,.

g est convexe. En effet : si AFy + (1 — A\)F; € B, alors puisque § > 0on a

0=g(AF1 + (1= A)F) < Aj(F1) + (1 - N)g(F2)

Maintenant, on dit que g est convexe a ’extérieur de B, s'il existe une fonction convexe
g de R**" telle que § = g a 'extérieur de B,.
Donc, nécessairement par convexité de §, § <0 sur B,. Par suite, si

)\Fl+(1_’\)F2)¢Ba
on a

g()\Fl + (1 - /\)Fz) = g()\Fl + (1 - )\)F2)

et
GOAF1 + (1= N F) < Aj(F1) + (1= N)g§(F2) < AG(F1) + (1 = A)g(F2)-
Ce qui montre que § est convexe; on a naturelment § < g.
Ensuite si h est une fonction convexe telle que h < g, par convexité on a h < § et donc
Cg=3g.
En vertu des inégalités
Cg<Pg<Qg<Rg<y.
ona Cg = Pg=Qg = Rg =g & lextérieur de B,. En plus puisque g = 0 on |F|? = q,
par le lemme 3.2 on a
0=Cg < Rg <0sur By

et le résultat en résulte.
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Preuve du Théoréme 3.1

Soit f(F) = ¢(det F), $(F) = B(|F|* — a)?, alors W(F) = ¢(F) + f(F). Du
lemme 3.1 il resulte que f est polyconvexe. D’autre part i satisfait les hypothéses du
Théoréme 3.2 alors de ( 3.12 ) on deduit

C(F) = PY(F) = Qu(F) = Ry(F) = { tb(ol*“s)i Sl}llljli _>(; .a.

Par ailleurs
=W~ f2Cy. (3.13)
Puisque f est polyconvexe, alors en combinant (2.2), (2.4) et (3.13) on obtient

PW(E) > (f +oum = { m S L 2 (3.14)

De (2.4) et (3.14) on a donc en particulier :
PW(F)=RW(F)=W(F)si|F>>a

et
(3.15)

f(F)< PW(F) < QW(F) < RW(F)si [F|* < a

alors, il suffit de montrer I'inégalité inverse i.e : RW(F) < f(F) si |F|? < a. Maintenant
combinant ( 3.3 ), (3.15) et le fait que RW est rang un convexe, on obtient

RW(F) < AW(B) + (1 = AW(C) < (detF). (3.16)

Donc le résultat désiré résulte de (3.15) et (3.16).

Corollaire 3.1

Soit ¢ une fonction définie comme dans le Théoréme 3.2. Soit go une fonction convexe
de R. Soit g; une fonction convexe de R? — R (p = le nombre de mineurs > 2 ne
contenant aucun élément de la premiere colonne.)

n-1
Soit g, une fonction convexe de (R") . Alors les enveloppes quasiconvexes, poly-
convexes, rang - 1 convexes de

W = g(F) + go( det F) + g1(M) + g2(F57, ..., Fy)
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sont toutes egales a :

Cg + go(det F) + g1( M ) + go(Fy , ..., )

Preuve

Il suffit de reprendre la démonstration du Théoreme 3.1.

Corollaire 3.2

Soit W(F) = B(IFI? — a)? + (] det F)
oup: R, — R est une fonction convexe telle que ¢(0) = zgfla ().

Alors

WEF) si |FP>a

PW(F) = QW(F) = RW(F) = {¢(|detF|) si |F]? <a

Preuve

1l suffit d’appliquer le Th. 3.1 avec la fonction convexe £(z) = ¢(|z]).
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4. RELAXATION DE FONCTIONNELLES DU TYPE :

W(F) = Energie de Saint Venant - Kirchhoff + y(det F).

Proposition 4.1

FTF 1T
Soit W(E) = —(TrE)2 + uTr(E)? =3 et F € R"*" (n=2o0un =3)

ou A et u sont les constantes de Lamé. Alors W peut s'écrire sous la forme suivante :
'WE-WF—§F2—32_,12EF4_ di F'|2 U ]
OW(E) = Wi(F) = SIFB-(3+ )V + L (Fls—2ladi FE) - L(2u+33) sin = 3 (4.)

(A J;%)(m 2(A +p)

Sy )2—§(detF)2 M =2 (4.2)

ii)W(E) = Wi(F) = 2(\ + 2u)

ou | . |2 désigne la norme Euclidienne des matrices.

Preuve :
TrC —
Puisque TrE = —T—C—;——ﬁ et C=FTF alors
A 2_ A 2 2
§(TrE) = g[(TrC) —2nTrC + n*]
Par ailleurs,
TrC? = (TrC)? — 2Tr adjC  pour n = 3.
donc u '
uTrE? = Z[(TrC’)2 —2Tr adjC — 2TrC + n]
par suite

. " A
W(F) = W(C) = SI(TrC)* - 2nTrC +n?] + gj-[(:rrc)2 —2Tr adjC — 2TrC +n] (4.2)

d’autre part, on a
Tr C =Tr FTF = |F)? (4.3)

Tr adjC = |adj F|3 (4.4)
D’ot1 en combinant (4.2), (4.3) et (4.4) on a :

A :
Wi(F) = S(IFI = 61F 13 +9) + (SIFIf - 21FI3 +3) - £ladj FI3
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Par un calcul simple on obtient la forme désirée (4.1).

ii) la deuxiéme expression résulte du fait que TrC? = (TrC)? — 2det C pour n = 2.

O

Théoréme 4.1

A
Soit W(F) = §(T1'E)2 + uTr(E)® 4+ o(det F) ott X et p sont les constantes de Lamé

FTF_7T
supposées positives; E = — et FF € R**2. On suppose ¢ deux fois dérivables
verifiant " > p.
Alors
W(R)s | > 275 L
QW(F) = ( )
p 2 p(A + p At p
—=(det F t —_—
2( et F')* + ¢( de F)+2(/\+2N) |F|2<2(/\+2 )
Preuve :

D1 2 la proposition 4.1, la fonction de densité d’énergie d’ un matériau de Saint Venant
Kirchhoff peut s’écrire sous la forme :

wi(r) = AL pg 2040, 2 ey KO )

A 2u 2(X + 2p)

et donc

W(F)=W;y(F) + ¢(det F)
Posons ( )

[ p(A + p
t)=—C2¢ )+ 2T E)
WO = -5 + o0 + gt
Clairement ¢ est convexe. Si nous posons 8 = At 2,u, a=2 At on obtient
8 A+ 24

W(F) = B(IF|; — @) + 4(det F)

avec 1 convexe; alors du théoréme (3.1) on en déduit le résultat désiré.
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5. LE MINIMUM DE L’ENERGIE DE SAINT VENANT-KIRCHHOFF
DANS LE CAS LINEAIRE.

Dans cette section on considére ¢ = 0 dans (0.5) et on determine un domaine sur

lequel QW(F) = W(F), pour F dans R***(n=2oun =3).

Théoréme 5.1
Soit W; la fonction de densité d’énergie du matériau de Saint Venant - Kirchhoff i.e
A 2 2
Wi(F) = E(TTE) + pTr(E)

Alors on a

CWy(F) = PWy(F) = QWy(F) = RWy(F) = Wy(F)si |[F2> n+ 2%.

Preuve

En utilisant la proposition (4.1), il suffit de démontrer le théoréme pour n = 3 (le cas
ol n = 2 est analogue). La fonction de densité d’énergie de Saint Venant Kirchhoff peut
s’écrire sous la forme :

A 2 .
Wi(F) = S(F - 3+ )7 + S(FI — 2ladi FI3) — (20 + 3))

Par ailleurs 4 u
L(F) = 2 (Pl ~ 2ladiF) ~ L2 +3)).

est une fonction convexe. En effet, soit (vq,ve,vs) les valeurs propre de (FFT)% alors L(F")
s’écrit :

L(F) = Y(v1,v2,00) = £1(0F + 0] +03)? —2(o}0} + vjof + vod)] - 220 +3Y)
= %(vi‘ +vs +v3) — fx(2u +3))

avec 1 symmetrique, convexe, et non décroisante par rapport a chaque variable v;.

D’ol la convexité de L (cf. [2]). Par conséquent le résultat désiré résulte de (2.3) et (3.7).

O
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Certains résultats développés par Firoozye [ 17 | peuvent étre obtenus & partir du
théoréme 3.2 et de la remarque suivante :

Remarque 5.1

Soit
W(F)=f(F)+adet F+bou f:R"”™™ — R; a,beR

alors

QW (F) = Qf(F) +a det F +b.

En effet, on pose

g(F) =a det F+b.

Qf(F) = QW — g)(F)
1 1
- <P€W(}’I°£]{D;R")[|3|- /D W(F + Ve(z))dz — g(m /D(F + V(z))dz)]

1

o [ W +Ve())dz - o(F)
pewh>(D;r) |D| Jp

=QW(F) - g(F)

d’otn le résultal désiré.
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II- QUELQUES EXEMPLES DE FONCTIONNELLES RELAXEES.

1. RELAXATION DE FONCTIONNELLES DU TYPE :

W(F) = B(IF|> - a)® + ¢(adjn F)

Théoréme 1.1

Soit
W:RHDXr _, R

Soit ¢ : R**! — R une fonction convexe telle que
W(F) = A(IFI* - o) + ¢(adjnF)

Alors

W(F) si |FP>a

PW(F) = QW(F) = RW(F) = {cp(adjn F) s |Ff<a

\
ou

adj, F = (detﬁ’l, —detF?, ..., (—1)"+2detﬁ’"+1)

et F'* est la matrice déduite de F' en supprimant la k ™° ligne.

Avant de procéder & la démonstration on a besoin d’introduire les lemmes suivants :

Lemme 1.1
Soit f:R(™tDXn _, R et ¢ : R — R telles que

f(F) = p(adjnF)

alors

f polyconvexe <= f quasiconvexe <=> f rank one convexe <= ¢ convexe. (1.1)

Preuve
Voir Dacorogna | 10 ], Th. 1.10, 1° partie, p. 133.
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Lemme 1.2

Soit F € R("*Dxn : |F|? < o, il existe B, C dans R(™tD%" ) € (0,1) tels que

F=AB+(1-X)C
rang {B‘—C}Sl
B =[C°=a (1.2)
adj,, F= adj, C = adj, B

Preuve

On note F; = (F,]) la 1€10€ ligne de F'
I-Si F=0.
Onpose E=p®@BoupucR", BeR™et [E? = a.

On prend
B=E,C = -E \=1/2

II -Si0o<|F|° <o
Il existe une ligne - par exemple Fj- qui est non nulle.

On pose
0 0 0
E= 0 = a. 0 + b. o = a.G +b.H € R{rtD)xn
aF1 Fl 0
bFl 0 Fl

Il est clair que E est de rang 1.

On pose alors
B=F—-(1-)AE ; C=F+)E

Il est clair que
rang {B—-C} = rangE =1

F=AB+(1-)\C
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d’ autre part

Fi Fy
F2 F2
B= s C= s
F,—(1-\aF, Fn + )aF;
Fn+1 - (1 - /\)bFl Fn+1 + /\bF1

D’ ou tous les mineurs obtenus en supprimant une ligne autre que Fj sont égaux aux
mineurs correspondant dans F. On aura donc

adjinF = adjp B = adj,C

pourvu que

F, F, F,
det = | = det
Fo—(1=\aF; Fy + AaF, F,
Fn+1 — (1 - /\)bFl Fn+1 + Ab.Fy Fn_|.]

Soit encore en utilisant la linéarité du déterminant pourvu que
a detF™ — b detF™t! = 0. (1.3)
D’ autre part on vérifie aisément que
Bl = a , IC]® = «
équivaut a
IF|? —2(1 = N)[a.(F,G) + b.(F, H)] + (1 — \)?[a®|G|* + 2a.5(G, H) + V.|[H|?] = « (1.4)

|F2 + 2\[a.(F, G) + b.(F, H)] + X*[a*|GP + B|H|* +2a.b(G, H)] =a.  (L5)

On aura donc terminé pourvu que I'on puisse trouver A € (0,1), a, b tels que (1.3), (1.4)
et (1.5) soient vérifiées.
On remarque que si A et A — 1 sont solutions de (1.5) alors (1.4) est automatiquement
vérifiée - Ceci est le cas si

—2[a.(F,G) + b.(F, H)]

A+A=-1=
+ a?|G|? + 2a.b.(G, H) + b*|H|? (1.6)

1 2[a.(F,G) + b(F, H)]
16 = A= oGr 1 2akG &) + PIAP (L7

2
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Dans ces conditions (1.4) et (1.5) sont vérifiées pourvu que

IF|* - a
Z[GP + 20.5.(G, H) 1 RH]?

AA=1) =

2[a.(F, @) + b.(F, H)|

( a — |F|2
Z[GF + 2a.0.(C, H) + 2 [H]?

2|GE + 2a.b(G, H) + B|HP?

) +4 =1. (1.8)

Supposons que l'on puisse trouver a ,b solution de (1.8) alors de (1.8) on vérifie que

e aBO+LER]
= @?|GJ? + 2a.b.(G, H) + 0 [H[? ~

et donc A € (0,1)- D’autre part évidemment l'on a (1.4) et (1.5). Le tout est donc de
trouver a, b vérifant (1.3) et (1.8).

Supposons detF'™ # 0 on a alors a = §b pour une certaine constante 6. Il en resulte que
(1.8) devient

2[6(F,G) + (F, H)|

( a — |F|2
b%[62|G|2 + 26(G, H) + |H|?]

262G + 28(G, H) + [H[?]

) +4 1 (1.9)
Si b — 0 le membre de gauche dans (1.9) tend vers +oo.
Si b — 400 le membre de gauche dans (1.9) tend vers 0.
Par continuité il prend donc pour une valeur de b la valeur 1. On raisonne de méme en
échangeant les rdles de a et b si detF™+1 £ 0.
Si

detF"+! = detf™ =

alors (1.3) est automatiquement satisfaite et 'on conclut comme précédemment en prenant
par exemple a = b.

Preuve du Théoréme 1.1

En vertu des lemmes 1.1, 1.2 et du Théoréme 3.2; il suffit de reprendre la démons -
tration du Théoréme 3.1 .
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Corollaire 3.1

Soit W(F) = B(IF? - a)? + ¢(|adjuF))

oup : Ry — R est une fonction convexe telle que (0) = Iierg+ ¢(z). Alors

W(F) si |F|*>a

PW(F) = QW(F) = RW(F) = {go(ladjnFl) si|FI* <a

Preuve

Il suffit d’appliquer le Théoréme 1.1 avec la fonction convexe £(z) = ¢(|z|).

Corollaire 3.2

Soit W(F) = B(IF|” — &) + p(adjnF) + g(Fy, -, Fn_yy)

ol ¢ et g sont deux fonctions convexes définies dans R™*! respectivement dans (R")?~1.

Alors

W) si |F?>a

PW(F) = QW(F) = RW(F) = {‘P(ad.]n F) +g(Fl, . ,F(n—l)) sl |.F|2 < a.

Preuve

La démonstration est analogue a celle du Théoréme 1.1 .
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2. RELAXATION DE FONCTIONNELLES DU TYPE

W(F)=(F,+,Fa_1)+ h(detF)
Dans ce chapitre on étudie d’autres exemples dépendant du déterminant.

Théoréme 2.1

Soit
g : (R")("'l) — R

une fonction convexe telle que

W(F) = g(Fi,..e; Fn—1) + h(detF)
oith:R —— Restunefonction vérifiant Ch(0) = h(0), F e R"*"et F; 1< j < n-—1
désigne les vecteurs colonnes de F.

Alors

PW(F)= QW(F)=RW(F) = g(F\, -, Fa_1) + Ch(detF).

Pour démontrer le Théoréme on a besoin d’introduire le lemme suivant :

Lemme 2.1
Soient 3,7 € R,A € [0,1], F € R"*™ tels que det F' = AB+ (1 — M)y # 0. Alors il

existe B,C € R™*" tels que
F=AB+(1-)C
rang {B—C} <1

detB = 3, detC =y (2.1)

(B11°")Bn—1) = (Cl,"',Cn—l) = (Fla"'aFn—l)-
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Preuve :

Remarquons que si det F # 0, on peut supposer sans perdre la généralité que le
cofacteur de F,, est différent de 0.
On note dans tout ce qui suit le cofacteur de F,, par Cof F,, .

On choisit
B’ C e Rnxn
telles que
B,'j = C,'j =F,'j saufsiz':j =n.
on pose
B g _(1=N0-8
nn — L'nn Cof an
et
A(y = B)
Cnn - an - _COfF_nn-

Alors en développant le determinant de B et C par rapport & la derniére colonne , il est
facile de voir que les quatre conditions sont satisfaites.

O
Preuve du Théoréme 2.1
Il est clair que
9(Fi,--+,Fp_1)+ Ch( det F) < PW(F) < QW(F) < RW(F) (2.2)

alors il reste & montrer que
RW(F) < g(Fy,...., Fn—1) + Ch(det F).
On a deux cas :
1° cas :
Sirang de F # n, ie, detF = 0.
Pour toute matrice F' € R"*" il existe B,C € R"*" telle que
(Fla"'an—l) = (Bla""Bn—l) = (Cla""cn—l)

A€ (0,1)

F=AB+(1-))C, rang{B-C} <1

et
detB = detC = detF.
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En effet :

Il suffit de choisir B=F — (1-A\)E,C =F 4+ AE ou E = (E;;) tel que E; = 0 pour
tout 1 < j <n—1et E, = F;. Maintenant en utilisant la rang 1 convexité de RW et la
relation ( 2.3 ) on obtient

RW(F) < AW(B) + (1 - )W(C)

= X\g(B1, -+, Bn_1) + AR(detB) + (1 — \)g(Cy, - -+, Cn1) + (1 — A)A(detC)
= g(Fl, e 7Fn—1) + h(O) = g(Fl, s ,Fn—l) + Ch(())
= g(Fl, Tty Fn—]) + Ch(detF)

2° cas :
Si rang F = n ie. detF # 0 alors de ( 2.2) il suffit de montrer que

RW(F) < g(Fy,---,Fn-1) + Ch(detF)
On sait ( cf. [15]) que pour tout € > 0, il existe a3, a2 € R telles que
Mr(ag) + (1 = Ah(az) < Ch(detF) +¢€

et
Aag + (1 = N)ag = detF.

par suite en utilisant ( 2.1 ) et la rang - un convexité de RW on obtient
RW(F) < AW(B)+ (1 -A\W(C)

=g(Fy, -, Fo1) + AR(a1) + (1 — AN)h(az) < g(Fi,+++, Fae1) 4+ Ch(detF) + €

pour tout € > 0. D’ou
RW(F) < g(Fy,---,Fn_1) + Ch(detF)

et on a le résultat désiré.
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PARTIE III

ESTIMATION D’ENERGIE POUR UN PROBLEME VARIATIONNEL
NON CONVEXE AVEC CONTRAINTE ET CONDITION AU BORD

NON HOMOGENE.
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1. INTRODUCTION

Soit @ un domaine borné de R", n > 2, de frontiére T'. Pour simplifier, nous le
supposons polygonal. Soient w; € R®,i=1,...,k, (k>2)et ¢ : R® — R une fonction
telle que

p(wi)=0 Vi=1,... k, (1.1)

P(w)>0 Yw#w;, i=1,...,k. (1.2)
De telles fonctions interviennent souvent en physique, et plus particuliérement en
mécanique des milieux continus. Par exemple, ¢ peut étre une densité d’énergie qui

s’annule aux puits w; (Voir pour plus de détails [B.J.,], [B.J.;], [Er.], [F.4], [F.2), [Jal,

Soient A(z), B(z) deux fonctions Lipschitziennes i.e. telles que
A, BeWH>(Q) (1.3)
On note par K4 3(Q2) 'ensemble ;iéﬁni par
Kap(Q) = {ve Wh™(Q) | v(z) = A(z) sur T, v(z) > B(z) dans Q}. (1.4)

\
ou

B(z) < A(z) sur T. (1.5)

Le probléme auquel on s’intéresse est :

inf /Q o(Vu(z)) dz. (1.6)

vEK 4,5(R)
Plus précisement, nous étudions le cas
VA(z) € Co(wy), (1.7)

et on suppose qu’il existe

D e Wh(Q),D(z) < A(z)sur I',D(z) > A(z) dans Q t.q. VD € riCo(w;) p.p-.(1.8)
( Si on suppose que VB(z) € Co(w;) p.p.z € Q on peut choisir D = B)
(ri désigne l'intérieur relatif et C'o désigne I’ enveloppe convexe. )
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Pour cela, on considére une triangulation réguliere 7, : h > 0 de 2 (voir [R.T], [G.L.T.])

i.e. vérifant : .
(VK € T;,, K est un n-simplexe,

vh>o0 | max (hx)=h, (1.9)

h
dv > 0 tel que VK € Ty, p—K_<_V,
K

\

ou hg est le diametre de K et px est la rondeur de K, c’est-a-dire py est le diamétre de
la plus grande sphere (cercles lorsque n = 2) contenue dans K. Si P;(K) désigne I’espace
des polynémes de degré < 1 sur K, on note

Vi ={v:Q > R continue , v|g € P,(K), VK € T3} (1.10)
Th = {p € Q; p est un sommet de K € T3} (1.11)
Sh={p€Zh, p¢T} (1.12)
et
Kr={v € Vi; B(p) < vn(p) Vp € T}, uva(p) = A(p) Vp € =5 NT}. (1.13)
On note également II), 'opérateur d’interpolation défini par :
Hh : Wl’ OO(Q) e Vh
tel que

Vo e Wh*°(Q), Vpe s, ona (IIxv)(p) = v(p) (1.14)

K4,5() est un ensemble convexe, fermé et non vide de W1®(Q), en effet il suffit de
remarquer que la fonction G(z) = A(z) V D(z) appartient & K, () ou (V désigne le
supremum ). On vérifie aisément que K}, est non vide (car II,G € K3).

Notre but est d’obtenir une estimation de ’infimum

Ep = inf o(Vop(z)) dz (1:15)
vE€Ky Jq

en terme de la taille A du maillage.

De tels problémes ont été considérés d’abord par C. Collins, D. Kinderlehrer et M.
Luskin en dimension-un (voir [C.K.L.], [C.L.] - [C.L.4], [Co.]). En dimension supérieure ,

52



les estimations ont été obtenues par M. Chipot et C. Collins dans les cas ou VA est une

constante ( voir [C.;], [C.2], [C.C.] ), et par M. Chipot , C. Collins et D .Kinderleher dans

le cas vectoriel ( voir [C.C.K.] ) puis par [C.3], [C.L] si VA est non constant. Dans ce
travail on étend les résultas obtenus précédemment & des problémes avec contraintes.
Signalons d’abord que 'on peut toujours supposer sans perdre de generalité que

0 € ri(Co(w;)) (1.16)

ot ri(Co(w;)) désigne l'intérieur relatif de Co(w;) -i.e. Dintérieur de (Co(w;)) dans le

sous-espace engendré par les vecteurs: w; — w;. En effet, soit w € ri(Cow;), moyennant

une translation de la forme:

ol w - z désigne le produit scalaire de w et z. On est conduit & minimiser

/ o(w + Vu(z)) de (1.18)
Q
sur un certain espace. Donc, si on pose

B(w) = p(w +€) (1.19)

on a & traiter le méme probléme avec les puits w; — w qui vérifient

0 € ri(Co(w; —w)) , VA(z)€ Co(w; —w), Vf(z)€ Co(w; —w) ae. z € Q. (1.20)
Donc, dans la suite, nous supposons toujours que (1.16) est satisfaite. Notons en plus que

si W désigne ’espace engendré par w; on peut toujours trouver (p + 1) vecteurs w; tels
que

P
0= Za,-w,- , Q; € (0, 1). (1.21)
=1
ou les coefficients o; sont uniquement determinés par le choix des w; .

On note dans toute la suite par G la fonction définie par :

G(z) = A(z) + (D-A)H(z) = A(z)V D(a). (1.22)
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2. ESTIMATION D’ENERGIE.

Théoréme 2.1 :

On suppose que 2 est convexe et que ¢ est une fonction bornée sur les ensembles
bornés de R™ qui verifient (1.1) et (1.2). Sous les hypotheéses (1.7) et (1.8) et s’il existe un

compact
K contenu dans ri(Co(w;)) tel que

VGeK pp €, (2.1)

alors, il existe une constante C, independante de h € (0,1), tel que

E,= inf [ ¢(Voi(z))dz < ChY, (2.2)
vn€Kn Jq
Théoréme 2.2 :
On suppose que ¢ est une fonction continue, telle que lim |40 (§) = +oo.

Alors, il existe up € K}, telle que

/Q P(Vus(e))dz = inf [ o(Von(@)da (2.3)

Preuve :

Soit vy, € Kjp; vp est completement déterminée par ses valeurs aux noeuds de la

triangulation.
On note X le vecteur des valeurs de v; aux noeuds de I}, i.e.

X = (va(n1), -, vn(np)) avec B(n;) < wp(ni), 1 = 1,---,m.

Alors
/ o(Vo(z)) dz
Q

est une fonction continue en X, qu’on minimise sur un convexe, fermé, non borné K ou
K={XeRl:Bi=prn) < Xii =1,---,m}

Si |X|1im F(X) = +o0. Le résultat découle par un argument de compacité. En
—+4 00
effet , si | X |- +oo , alors, une au moins des ses composantes qu’on note X; = v;(n;)

tend vers +o0o. Puisque vp(z) = (IInA)(z) sur le bord et que nj est un sommet de certain

simplexe K, on a
vr(n;) — (ITxd)(2)

< .
dist(n;,T) <| Vop |— 400 (2.4)
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de sorte que
F(X) = /Q o(Von(2))dz > /K o(Vou(2))da
>| K | o(Vup|g) = +o0

d’ ol I’ existence du minimum et par suite on a le résultat désiré. O

Afin de prouver le Théoréme 2.1, nous avons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 2.1 :

Supposons que A, D € W1:°(Q) vérifient (1.7) et (1,8). Alors, si le segment [z, z'] est
contenu dans 2 on a :

Niwiz—z2' <Gz)-G)<V; w;-z—2' (2.5)
(On désigne par A l'infimum et par V le supremum).

Démonstration :

Il suffit d’appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires aprés régularisation

(voir [C.L.])

Remarque 2.2 :

Une conséquence immédiate du Lemme 2.1 est que
G(z) - G(z') =0

sur chaque segment [z,z'] tel que z — a' € W+, o W+ désigne |’ espace orthogonal de
W, qui est réduit & zéro lorsque les w; engendrent tout ’espace. ’

Maintenant, nous désignons par vy, vz,...,0, une base de W et par z, les points du réseau
de taille h*, (& € (0, 1) sera choisi plus loin) généré par les v; i.e. pour z = (21,22,...,2,) €
Z? quelconque on pose,

P
T, = Z z;h%v;. (2.6)

=1

Puis, on définit la fonction A par
A(z) = Az, e} {G(22) + Viwi (2 — 2,)}. (2.7)
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Signalons que A est constante dans la direction W+, (voir Remarque 2.2), et nous la
considérons comme une fonction de * € W aussi bien qu’une fonction de z € R®. Par
définition une cellule unitaire du réseau engendré par h*v; est un ensemble du type

T, + {Za;hav; | i €[0,1]}

=1

ou z, est défini par (2.6). Ensuite, d’apres I’hypothése (2.1) on a pour un certain A € (0,1)

G
V-X € Co(w;). (2.8)
En vertu de Lemme 2.1, on déduit
G(z) — G(y) < AViwi(z —y) (2.9)

pour tout segment [z,y] contenu dans . Ainsi, nous avons :

Lemma 2.2 : ( cf. [C.L], [C3])

Supposons que {2 soit convexe. Sous les hypothéses précédentes, si C designe une
cellule unitaire engendrée par les h®v;, alors, il existe une constante C' indépendante de
Cet A, h€(0,1), telle que pour tout € C, le nombre de z pour lequel on doit prendre
Vinfimum dans (2.7) est uniformément borné par

C

m (2.10)

Le. A(Z) = Afofe, e} {G(22) + Viwi.(z — 2,)} = AL, {G(2;) + Viw;.(z — )} ol le nombre
de z; est borné par (2.10).

Ensuite on a :
Lemma 2.3 :

Supposons ) convexe. Sous les hypothéses précédentes, on a

G(z) < Alz) < G(z) + C.h°. (2.11)

Démonstration :

Puisque {2 est convexe on obtient en utilisant le Lemme 2.1

G(z) < G(z,)+ Vsw; -z —z, Vz, €N

qui donne

G(z) < Az).

56



Ensuite, pour z € (), notons par z, le point le plus proche de z parmi tous les points z,
considérés précédemment. Alors, on a

A(z) £G(z))+ Viw; -z —z,
<G(z)+G(z,)— G(z) + Viw; -z — z,
< G(z)+ C.h%.

D’ou le résultat.

Démonstration du Théoréme 2.1 :

Ayant defini A(z) comme précédemment remarquons que cette fonction n’est pas
nécessairement égale & A(z) sur I, donc, son interpolé en général n’appartient pas a K.
Pour remédier cette situation, on pose

up = A(z) A (G(z) + dist(z,T)).

= [A(z) A (A(z) + (D — A)T + dist(z,T))).

Alors on peut vérifier facilement que up = A(z) sur ' et up, > B p.p. dans Q, d’ou
up € Ky4,4(€2). On définit

4y = linterpolé de up, sur 7p,,

ainsi, on a 4, € Kj. Maintenant, on va estimer

[ (Vo) de
Q

Remarquons que lorsque
dist(z,T') > Ch®

ou C est la constante de (2.11), on a
A(z) < G(z) + dist(z,T)

et donc

up(z) = A(z).
Autrement dit, lorsque dist(z,T') > Ch® + hona

ity = l'interpolé de A(z)

En posant

I = {z | dist(z,T) > Ch* + h},
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on obtient, ( voir [C. L. ]).
[ e(Vane) de < ol

ou |I;| désigne la mesure de I, puisque l'infimum dans (2.7) est pris sur un nombre fini
de fonctions, alors (voir [C.L.] pour plus de détail) on a |I;| < C(h*)?~1.h.N ot N est le
nombre de cellules de taille A* inclusent dans Py/(2) ot Py désigne la projection de
dans W. Comme N.h* < C alors |I;| < C(h'~%) et par suite, on a

/1 o(Vip(z))dz < Chl2, (2.12)

Par ailleurs, puisque le gradient de @ reste borné uniformément sur I \I;,on a

/ o(Vitn(z)) dz < Cho. (2.13)
I\I

On obtient finalement

/Q o(Vin(z)) de < O™ + B%). (2.14)

Dans (2.14), I'estimation est optimal lorsque @ = 1 —« i.e. quand & = 2. Dot le résultat
désiré. O
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3. ANALYSE DES OSCILLATIONS - MESURE DE YOUNG.

Théoréme 3.1

On suppose que ¢ est bornée sur les sous ensembles bornés de R™. Si de plus ¢ admet
au plus n puits, alors

inf Vo(z))dz = 0 3.1
veri o [ P(Vo(@)de (3.1)

et I’ infimum ne peut étre atteint.
Preuve :

Soit
up = A(z) A (G(2) + dist(z,T)).

Clairement, up, € K4 (). Lorsque
dist(z,T') > Ch®

ot C' est la constante de (2.11) on a u = A(z) alors Vup(z) = VA(z) = w;. Donc si
on note par I', ’ensemble

Th = {z €Q : dist(z,T') < Ch},

alors

/go(Vuh(:c))da: < / ¢(Vug(z))dz < C'h®
Q T

et donc

inf \Y% dr = 0.
veﬁ,lf,p(m/g‘p( v(z))

On suppose que

VA(z) # w; sur un sous ensemble de mesure positive. (3.2)

Soit
u € Kz g(R) tel que /Lp(Vu(:c))dx = 0.
Q

Alors
Vu(z) = w; p.p. dans Q.

Par ailleurs on a
k k
VA(z) = Z a;(z)w; alors z ai(wi—VA)=0
i=1 =1
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ce qui veut dire que les
w;—VA 1= 1,---,k

sont lineairement dépendants, par suite, il existe un vecteur unitaire orthogonal 8 Vu—V A

et on a
vl (Vu—VA)

et donc

0

A — u est constante dans la direction v et comme A — u = 0 sur I' alors

on a
u=A

ce qui est en contradiction avec (3.2) d’ou le résultat.

En P'absence de minimizer, il est utile d’étudier les suites minimisantes afin de voir s’ils
possédent une caractéristique en commun. Cela peut étre fait moyennant une mesure de
Young.

Dans cette paragraphe, nous supposons que
w; —w; t=2,---,k sont linéairement indépendants (3.3)

Comme on a vu précédenment, sous les hypothéses (3.2) et (3.3) le probléeme (1.6) ne
posséde aucun minimum.

Rappelons que
VA(z) € Co(w;) p.p.z €% (3.4)

ainsi, il existe a;(z) tel que a; € [0,1] et

k k
VAz) = ai(mw; , Y aiz)=1. (3.5)
=1 =1

De plus, on sait que a; est unique gréce au (3.3). en fait, a;(z) est mesurable (voir [ C.L.])
On rappelle un Théoréme qui est bien-connu ( voir par exemple [T.], [B.], [D.], [Ev.] ) :

Lemme 3.1

Soit up € W1°(Q) une suite telle que [unloo, |[VUn|loo < C (0l | |00 désigne la

norme usuelle dans L>®(§2) et |Vuy| la norme Euclidienne de Vuy.
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Alors u; détermine une mesure de Young. Plus précisement, il existe une sous-suite,
notée encore wup et une mesure de probabilité v, sur R™ telle que pour toute fonction de

Carathéodory bornée F(z,§) on ait :

li,Iln/Q F(z,Vup(z)) dz = /Q /R" F(z, ) dvz(A\)dz. (3.6)

Théoréme 3.1

Supposons que
i) (3.2), (3.3), (3.4) et (3.5) sont satisfaites.

ii) Si up est une suite minimisante du probleéme (1.6) telle que

|nloo, |VUrloo £ C. (3.7)

Alors, Vuj, détermine une mesure de Young unique donnée par
k
v =Y 0i(z)bu; (3.8)
i=1
ot 6, désigne la masse de Dirac au point w; et a; sont les coefficients dans (3.5) .
Démonstration
Grace & (3.7), il existe une sous-suite notée encore us, telle que
up, — u  uniformément
Vup — Vu  dans L*°(R2) faible * (3.9)

pour un certain u € WhH°(Q).

Soit v, la mesure de Young associée & up. D’aprés le Lemme 3.1, il existe une sous suite
notée encore uy telle que

lilrln/Q P(Vup(z))dz = /Q /R" @(X) dvg(N)dz = 0.
Ainsi on a

/R" o(A) dv,(\)=0 p.p. z €N

De sorte que v, est supportée seulement sur les puits w;; donc, on a

k
vy = Z Bi(x)bw; (3.10)

=1
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pour certaines fonctions mesurables f3;.

On a supposé que w; —wy ¢ = 1,---,k engendrent un sous espace noté L, C R",
par ailleurs on a 0 € Co(w;); donc il est clair que le sous espace L; coincide avec le sous
espace L engendré par w; ¢=1,---,ket onadim L <n.

Maintenant, soit ¥ un vecteur unitaire orthogonal a L. En posant

F(z,A) = {A - VA(z)}.v]

ott a.b désigne le produit de a et b. Puis, en utilisant (3.6), on obtient
/ {Vun(z) — VA(e)}.vldz — / / 1A = VA()}v]dve(V)dz = 0

Q e JR»

(car v, = Y Bi(z)dw;). C’est-a-dire que
[ I tuna) - A)lde =0
| |5, (= z)}|dz — (3.11)
Par I'inégalité de Poincaré
0
jun — Alde < C [ | {un(z) — A(2)}|ds
Q 0 ov

on obtient,

up —» A dans L}(Q).

D’aprés P'unicité de la limite; on a en tenant compte de (3.9),

up = A uniformément

enfin, on retouve
Vup — VA dans L%(Q) faible *

Soit B une boule quelconque contenue dans §2. On applique le lemme (3.1) avec
F(z,£) = xB(2)£

ol xp désigne la fonction caractéristique de 'ensemble B.
Donc on a

| /B Vun(z)de — /B /R _Mdvz(N)dz
=g /B Bi(z)w;dz. (3.12)
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D’autre part,

/B Vun(z)ds — /B V A(z)ds (3.13)

D’ou

/BVuh(:t)da: -—+/BVA(x)dx

k
= Z /B oi(z)w;dz. (3.14)

En comparant (3.12) et (3.14), on obtient

k k
3 /B ieyoids =3 /B ai()wide. (3.15)

i=1

De 'unicité des coordonnées barycentriques on a

/ Bi(z)dz = / ai(z)de V i=1,--- k.
B B
En divisant par |B| et en vertu du théoréme de différentiation de Lebesgue, on a

Bi(z) = ai(z)p.p. z€N

d’ ou I’ unicité de la mesure de Young et le résultat.
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4. NON EXISTENCE D’UN MINIMIZER REGULIER POUR UNE
FONCTIONNELLE INVARIANTE PAR ROTATION.

Soit 2 un domaine borné de R™. On désigne par R**™ I’ensemble des matrices carrées
d’ordre n & coefficients réels et 'on pose :

Wye(Q) = {ve Wh(Q) | v=A.z sur Q)
On s’intéresse au probléme suivant :
Trouver u € Wy*() tel que :
(P)
u minimise I’énergie [, W(Vv(z))dz
On suppose que W : R**® — R, verifiant :
W > 0et W est continue (4.1)
W(QF)=W(F)VQ € SO, VF ¢ M* (4.2)
il existe k, (k > 2) matrices wy,---,w; telles que W(w;) =0Vi= 1,--- .k (4.3)
wi, i = 1,---,k sont inversibles  (4.4)
Vi#j, wi—wjestrang-1 (4.5)
Ww)>0 Vw g {Quw; Q€ SO,} i=1,---,k (4.6)
k k
A= owi0; €(0,1), Y ai=1 (47)

i=1 i=1

Maintenant, on considére une triangulation 7; de Q en K simplexes et on choisit les
espaces d’ élément finis :

Vi ={w € Co(ﬁ) : vp|x € P(K), VK € T},}

VA={vheVy : vy = A-zsur N} (4.8)

Théoréme 4.1

Sous les hypotheéses précédentes; il existe une constante C' > 0, indépendante de h,
telle que :

inf [ W(Voug(z))dz < Ch? 4.
ot /Q (Von(z))dz < Ch} (4.9)
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Démonstration :

C’ est une conséquence directe des Théorémes 2.1 et 2.3 dans [ C.C.K ].

Théoréme 4.2
Sous les hypotheses (4.1) & (4.7) et si Ifllim+ W(¢) =+
— 100
il existe u, € VA telle que

vhiél‘f/’:‘/QW(Vvh(z))dw=/{;W(Vuh(a:))da:

Démonstration

I suffit de reprendre la démonstration du théoréme 2 dans [C.;].

Une question d’importance est de savoir s’ il existe v € W}l’w(Q) solution de P .

Il est clair que (4.9) entraine que

inf / W(Vu(z))dz =0
veW ™ Jo

et par suite si v(z) = Qw;.z avec A = Quw;; v réalise I'infimum de (P) lequel est égale a 0.

Supposons donc
A#Qu; Vi (4.10)
Théoréme 4.3

Supposons que W vérifie (4.1) & (4.7). Soit ©; un ouvert connexe inclu dans Q et tel
que :

0 N 0N ne soit pas entierement contenu dans un hyperplan de R®.  (4.11)

Alors, il n’existe pas d’ élements u € W}"‘”(Q) réalisant 'infimum et qui soit de classe

C! sur Q;.
Démonstration : (cf. [B.C.3})

Supposons que ’on ait :
/ W(Vug(z))dz = 0ohu€ W™ (Q)
Q

avec u est de classe C! sur ;.

Alors
Vu(z) = Q(z)w; p.p. dans Q avec Q(z) € SO,.
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Il en résulte, si T désigne 'opérateur transposé que :

Vu(z)T.Vu(z) = wfw; p.p. dans Q.

On a donc
Vu(z)T.Vu(z) = wlw; p.p. dans @ Vz € Q4.
D’ou
(V@) - (Vu(ehor?) = In
et donc

(Vu(z)w' € SO, Yz €
ainsi, il existe cf. [Ci.;] @ € SO, telle que

Vu(z) = Qw; Vz € Xy

D’oti u(z) = Qw; - z + C Vz € ; oi C est une constante de R".

Les applications affines A et u doivent coincider sur 8Q; N R, donc d’apreés (4.11) en
particulier en (n+1) points non coplanaires. On a donc nécessairent C' = 0 d’ot u = Quw; -z
ce qui est en contradiction avec I’hypothése (4.10).

O
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