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NOTATIONS

Dans toute la suite, les notations utilisées sont, dans Ia plupart des cas, définies dans
le texte. Néanmoins, quelques notations ou définitions "standards" ont été volontairement
omises. Nous les rappelons ci-dessous.

- Pour f,) C R", on note

ôO la frontière de O,

l0l la mesure (de Lebesgue) de O,

et on dit que O est un domaine de R', si O est un ouvert l-régulier de R" (cf. IR.T.]
def. 1.3-1 p. 22).

- Pour O un domaine de R', on note

(L) Wt,*(Cl;R-) I'espace (de Sobolev) des fonctions u : O -> R- telle que z et sa

dérivée (au sens des distributions) Vu : O ----+ ffmxæ soient mesurables au sens de

Lebesgue et essentiellement bornées sur O1

(2) W|*(fl;R*) l'ensemble des fonctions u € W',*(Q;R-) telles que u : 0 sur ôf,l;

(3) wt''"( 9) : wr'*(çl; R) et w01'-(çr) : wt'*(cr; R).

(cf. [G.r.] et [8.M.]).

- Une triangulation d'un domaine borné et polygonal O C R', est une décomposition finie
du type

telle que

(i) chaque élément K e T est un polyèdre de R" d'intérieur non vide;

(ii) les intérieurs de deux polyèdres de 7 sont disjoints;

(iii) toute face d'un polyèdre de 7 est soit face d'un autre polyèdre de T, soit une

partie de ôO.

(cf. [R.r.]).

o: ! r
KCT



- Pour n eL m deux entiers naturels. on note

RrTrxt, I'ensemble des matrices réelles à rn lignes et n colonnes;

Mr :  Rr lxn.

GL(R") le sous-ensemble de M" constitué des matrices inversiblesl

SO" le groupe des matrices orthogonales de det 1.

- Pour une matrice p e R-*t, on note ÊT lu matrice transposée de B el par adj B sa
matrice des cofacteurs.

- Pour une matrice a e. M', on note ?r(o) sa trace et det(a) son déterminant.

- Pour A CR*xn, CoA désigne I'enveloppe convexe de A.

- Pour une fonction D, on note par D+ sa partie positive.

- Pour A, B C R, d(A,B) est la distance de A à B, i .e.

d(A,,n):  inf .  la -  ôl
a€A
bcB

en part icul ier, si r €Rn, on note d(x,A): d({r}rA).

2



INTRODUCTION

Dans la première partie de cette thèse, nous nous sommes intéressés à la fonction de
densité d'énergie du matériau de Saint Venant- Kirchhoff, ie,

B:@' l_- t ) :FeRnxn., '
Nous ,rorrr-ro**es en particulier intéressés à caractériser le domaine de rang 1 convexité
de W.

On donne des conditions nécessaires et suffisantes sur la variable F e M" ou sur les
valeurs singulières ,l(F) pour que la fonction de densité d'énergie du matériau de Saint
Venant- Kirchhoff soit rang 1 convexe.

Cette partie généralise les résultats obtenus par I Ra.], qui montrent la non- polycon-
vexité de l'énergie de Saint Vena.nt - Kirchhoff.

Dans la deuxieme partie, nous nous sommes intéressés dans un premier temps à la
relaxation de quelques fonctionnelles du type :

W(F) - p(lFl' - o)2 + cp(det F) a,, B eFr\ (0.2)

p : R --+ R est une fonction convexe et | . I désigne la norme associée a un produit
scalaire défini dans M".

On calcule notamment l'enveloppe quasiconvexe QW de l\l où

\
w(F): ; (TrE)2 + pTr1E12

ew(F): ,.r;I,3f*,*,r # Ir*r, +ve@))d,x.

( w@) si lFlt 2 "QW(F): 
t e(d"tP) si lll ' < o.

w(F) : )t 
rt)' + prrçE)2 + p@"tr)

et on montre que

(0 .1)

(0.3)

(0.4)

Par ailleurs, on montre également que la fonction de densité d' énergie d'un matériau de
Saint Venant- Kirchhoff auquel on ajoute g(detF) i.e z

(0.5)

@rF - r)E:7peuts 'écr i reend imens iondeuxsous la fo rme(0 .2)precédentee tsous

I'hypothèse : g" > p on en déduit QW. Dans le cas où g : 0 dans (0.5), on determine
un domaine sur lequel QW -- W.



Dans un deuxième temps, on stintéresse à la relaxation de quelques fonctionnelles du
type:

w(F) - P(lFl2 - o) '  *  e@dj*F) o, g. Rî,f  6 11(n*r)xn

et g ; Rn*r ---+ R est une fonction convexe.
On montre que

QW(F) :
lF l '  > o

si lFl '  < o.

On étudie également le cas :

W(F) : e(4,..., Fn) i- e@etP)
avec g convexe et on montre que

QW(F) :  e(Fr,, . . . ,  Fn) * Ce@etP)

[* f r t  
s i

lv@di"F)

(0.6)

(0.7)

(0 .8)

où Cg désigne I'enveloppe convexe d" g.

De tels problèmes ont été considérés d'abord par Dacorogna [ 11 ], [ lG ] dans le cas
particulier où g : 0 et | . I désigne la norme Euclidienne des matrices dans (0.2) et (0.6).
Ensu i teF i roozye [17 ]adéve loppé lecasquas i -a , f f i ne i . e lecasoù9@etF)
en introduisant une mesure de Young et moyennant une méthode de translation.

En résumé : Cette partie consiste alors à calculer explicitement l'enveloppe quasicon-
vexe de certaines fonctionnelles vectorielles ( cf.. I  ], IS ], t6 ] ).

Dans la troisième partie, on étend les résultats obtenus pa,r I c.L. ], t C. ] à des
problèmes avec contraintes.
En considérant le problème de l'obstacle, on montre moyennant des hypothèses supplé-
mentaires que le problème étudié conduit à des résultats analogues.

Enfin, pour une fonctionnelle invariante par rotation, on montre que le minimum de
la densité d'énergie n'est pas atteint.



PARTIE I

SUR LA RANG-I- CONVEXITÉ DE LA FONCTION

DE DENsrrÉ D'ÉNERGTE D' uN MATÉnr,lu op

SAINT VENANT.KIRCHHOFF.



ON THE RANK.ONE.CONVEXITY DOMAIN OF THE

SAINT VENANT-KIRCHHOFF STORED ENERGY FUNCTION

Bernard BRIGHI and Mahmoud BOUSSELSAL T

Abstract : The goal of this paper is to give a characterization of the rank-one-convexity

domain of the Saint Venant-Kirchhoff stored energy function.

Key words : Saint Venant-Kirchhoff material, stored energy function, rank-one-convexity.

Mathematics sub iect classifications : 26825, 73C50, 7 3C99.

1. Introduction

For a homogeneous, isotropic, elastic material, whose reference configuration is a
natural state, one can show that the response firnction associated to the second Piola-
Kirchhoff stress tensor is of the form

t(F) - )(trEX -r 2p,E + o(E)

for a matrix .F' e Mf neighbouring of the identity matrix / e M3 and where

(  1 .1 )

E:E(F)-!{r,r-D. G.2)

Flor n € N*, we denote by M' the set of all n x n real matrices and by Mi the subset of
M' of the matrices A verifying det A > 0. For A € M', Ar is the transpose of the matrix
A and trA the trace of A.

The positive constants À and p arc called the Lamé constants of the material under
consideration (see [Ci.t] or [Ci.2] for a complete point of view about these notions).

Ï Université de Metz, U.F.R. "M.I.M." Département de Mathématiques et Informatique, Ile du Saulcy,

57045 METZCedex 01 (FRANCE)



Now, we call Saint Venant-Kirchhoff material, a homogeneous, isotropic, elastic

material, whose response function i associated to the second Piola-Kirchhoff stress tensor

is defined by (1.1) where we have neglected the term o(E), that is to say such that

vre M|  ,  Ê(r ) -À( t r^E) /*2pE

One can prove that such a material is a hyperelastic material and that its stored energy

function IÎr : Mf ---r IR is given by

w@)-| {*4D'*1t t r ( r .2)

(see [Ci.1] Th. 4.4-3, p. 155 or [Ci.2] Th'. L.4-7,p. 76).

(1 .3)

(1 .4 )

"... Since Sa"tnt Venant-Kirchhoff materiaJs are the simplest among the nonlinear
models (in the sense that they are the simplest that are compatible with (L.7)), they
are quite popular in actual computations ... but the relative simplicity of their practical
implementation is more than compensated by vatious shoftcomings.

. .. their associated stored energy function is not polyconvex. . ." (P.G. Ciarlet - 1988).

See [8.], [Ci.t], [Ci.2] or [D.] for details about polyconvexity and [Ra.] for the non-
polyconvexity of the stored energy function of a Saint Venant-Kirchhoff material.

On the other hand, if.W : MI .+ IR is the stored energy function associated to some
hyperelastic material, it is suitable for physical reasons, that one has

l im W(F) :  *oo
det F+0*

(see [Ci.1] or [Ci.2]). In this case, it is usual to extend W to a continuous function defined

of M3 into IR u {+oo} bv

W(F): *oo if  det F < 0'

The Saint Venant-Kirchhoff stored energy function does not satisfy (1.a) and thus we

can not obtain an extension as above.

" ... At their best, Saint Venant-Kirchhoff materiaJs can be only expected to be

usefuj in a na,now range of 'smaJl'strains E, æ indeed they should be from their very

defrnition ; this is why such materials ate often referced to as 'large displacement-small

strain' models. In spite of these various inadequacies, Saint Venant-Kirchhoff materials

can be nevertheiess expected to perform better than the linea,rized models that a're so often

used..." (P.G. Ciarlet - 1988).

It turns out that v/e can consider the equality (1.3) as a definition of Û which is not

only valid on a neighbourhood of .I, but on Mf and even on the whole set M3.

As we have said above, the functiott Û ir not polyconvex on Ml ; in fact, we know

more since the Saint Venant-Kirchhoff stored energy function is not rank-one-convex on



Mf (see [A.] or [gt.]). In this paper, we are interested in the rank-one convexity

domain of. fu, in other terms in the greatest subset of Mt on which W i" rank-one-
convex, and we are going to characterize exactly this domain.

So, from nov/ on, we will denote bV W the function defined on M' (with n > 2) by
the equality (1.3).

2. The 6clegendre-Hadamardtt condition for ûV

First, let us recall the definition of rank-one-convexity on a subset U of M". A function
W :M" ---+ lR is said rank-l-convex on t/ if

VF,G e U such that lF,Gl c U and ra,nk(^F' - G) : t

one has
VÀe[0,1]  ,  w(^F+(1 -À)G)<^w(F)+(1 -^)w(G).

It is well known that, if I,7 is twice continuously differentiable, thenW is rank-l-convex
on U if and only if one has

iqf.-  I  Hry-";biapbl)0 , YFetJ. (2.1)
a'ô€lR' 

;7,i 3,1 
o ! ; i o !'t,"1

(Legendre-Hadamard condition on U)

(see [8.] Th. 3.3, p. 352).

Now, let us introduce some notation;for f ' ,G e M" we set F: G: tr(FrG) the
matrix inner product in M" and lfl : (F : F)i the corresponding norm.

Next, if. a,b€ IR" let us denote by a I ô the n x nmatrix defined by

(a&b) ;1  -  o f t i .

Therefore, if the vectors a and 6 are column matrices one has

a&b:abr  (2 .2 )

and the euclidean inner product in lR' (respectivly the euclidean norm in IR") can be
written 

a.b : aTb (respectivly lal - (aT a)ï). (2.g)

Using (2.2) et (2.3) it is easy to verify that, for F € M" and a, b,c,d € R', the following
identities hold :



(aeb) r  -b&a

F(aaô)- (F 'a)oô

(aSô)F ' :d8 (F 'b )

(a 8 ô)(c 8 d) - (b.c)(a e d)

t r (a  8  b ) :  a .b

F :  (a 8 ô) -  Fb.a:  Fra.b

(a s ô) : (c 8 d) - (a.c)(b.d)

la&b l2  - la l2 lb l2

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.s)
(2 .10)

(2.11)

Since it is clear that the Saint Venant-Kirchhoff stored energy function ?7 is indefinitly

differentiable we 'r^ A2Wt F)
an comput" 

ffi,and 
use the criterion (2.1) to study the rank-L-

convexity of. W. We have the following result :

Lemma 2.1 : For F € M" anil a.ô € lR" one has

s- a2w@\ ,

,H,,ffia;biapbl
: (|rt"t'- ")lbl '  + p,(lFblz - lôl '))l" l '

(2.12)

+ (À + p)(Fr a.b)' + plFr ol'lblt .

Proof : Let us consider F € M'and a,ô € IRt. First, since E: ET (where.E is
defined by (1.2)), ïve can write

w@)-|$,4l '+pl l l2.

Next, for a matrix H € M" the quantity

1 ç a'zw@) Fr...,-. &f 1
1nk,,ff i,HuHu Ë' ,vr@)

is the second-order term of the Taylor expansion in I/ of W(F + I/).

We have 
1

E(F + H) : |{r' r - I + FrH + HrF + Hr H) (2 .13)

1
f t (E(F +H))  :  ) { l r l ' -n t2F:  H + lË l ' )

I

thus



then the second-order term in I/ of (tr(E(.F' + H)))2 is

1 r

n@r, H), + 21F12 - 
")lrlr).

on the other hand, by using (2.19) and the equarity lA + Bl2 - lAl2 + lBl, + 2A: B we
see that the second-order term in H of. lE(F * fl)12 is

In@r, + Hr Flz +2(Fr F - r), rr r)

therefore we deduce that for any matrix ff € M", one has

pr(H) :  )(rr,  ,  H), + 0Fl, - ,) l l ] l , )
(2.14)

+ f,(tr'n + Hr Fl2 + 2(Fr F - /) ' rr r)

Now, for a,ô e IR" and f/ - a I b, (2.1,4) can be written

pr(oo ô) - 
i (rrr:  (a8ô)), + QFl, -n)laablr)

+ l(r ' fa e b)* (o a b) '  FI '  + 2(Fr F- /) '  (a a b)r(a* al)

which becomes, by using the equalities (2.a)-(2.11)

vr(oo ô) - )(zrrr".b), +0r'1, - n11a1rp1r) 
(2.15)

+ l ( t f r 'a) o 6 + ô a (F'  o) l '  + z(Fr F- r) '  @l '(b* ai)

But, one has

l (F ' " )  aô+ ba(Fra)12 : l (Fra)  sô l '+  lôs (F," )1,  +2((Fra)6 lô) :  (ôo(F"a))

- 2lFr al2lbl' + 2(Fr a.b)z

and

(F,F - / ) ' l " l r (boô) -  la lzçrrr :  (ôB b)-  r :  (6oô))

: lalz(Fbl' - lilr)

10



in such way that (2.15) gives

eF(ae ô) - (]f f f ,  - n)lbl2 + pl lbl2- lôlr)) lol '

+ () + p,)(Fra.h)' + plFr ol'lbl'.
The proof is now complete.

Before to go on, let us recall what are the singular values of a matrix. Let .F e M" ;
if we denote by ott...tdn the eigenvalues of the symmetric matrix Fr.F, one has
Vi : 1, ...tfl, o; € IR+ and the n nonnegative numbers oi : @ are called the sin-
gular values of F. Then, for some orthogonal matrices 8r and Q2, we have

_ lut  0\
F:Qrl  

lAr.  
(2.16)

\  o u*)
Next, we set ,S"-1 - {" € lR' ; lr l - 1}.

Proposi t ion 2.1 :  Let  F € M' ani la1t . . . tun the s ingular aalues of  F.  Then

,,;$, D,,ffi,a;biapbl ) 0 => ,,uè1"-, Ï,,,,.,,n(a, ô) > 0 (2.17)

where for , . . . ,on(a,b)  is  g iuen by

fa1,... ,an(a,b) : 
)ft ' ,  * .  .  .  + r '*) + t @?(o? + b?)+ . .  .  + u',(o?* + b?))

+ (À + pt)(u1aft1+... + unanbn)2 - 
e + p).

Proof : Since the functions

a -  -  a '?Û(r)  ̂ .A:o.rh,  a.n;  h *_.+ -  a2Û(r)  ^.*
nk,,ffi,a;biaPfu 

and 6 r--+
nlu,,ffi,a;biaPbl

are homogeneous polynomials of degree 2, we can write

inr - a2fir(r) ^,
o,Dèh',1r, , f f i ,a;b i  avfu 2 o

<==+ inf \- a2Û(r) ,
a,ôès,_r nk,,ffiof;bia*h 

) o

<+ inf  - ,  f ] , , " ' ' -n)+ rr(Frol ,  + l tb lz-1)+()+p)(Fro.q"]>0 (2. is)
o , 6 ç 5 n - r  

l Z "  
'  /  '  \  '  '  / \  

J

11



by using, for a, b e S"-r, the identify (2.12) of the previous lemma.

Now, if ïve use (2.16) and denot e by Vth" *utri* ( 
0 

) , *" *",
\  o ,. /

f r
(2.1s) o ,,,ètr" _,1îl?rvQzl2 - n) + p(ATvQT"l' + lQJQ2bl2 - D

+ (À + tù@Tva7 ".q']> oJ

<+ inf . h,'u' ' -n)+ rr(v(QTo)l'+lv(Qrb)l'-Da,bes"- r  lZ  
"

+ (À + rùV@T o).(8,a))'l > o
J

<+ inf,-, f*,,u'' - n) + rrpvol' + lvbl2- 1) + (À + ù(vr.a)'l > o
e,be 'n - r  

lZ  
"  

J

<+ i r l_,  f r r , . . . ,on(a,  ô)  > 0.
a,bÇ.5 '

So, we have (2.17).

Now, ure a^re able to obtain some results about the rank-l-convexity domain of W.

3. The rank-one convexity domain of W

Let us denote bV ô the rank-l-convexity domain of. W. The Legendre-Hadamard
condition (2.1) implies that

'b : {F€ M' , 
",iât, D,,ffi,a;biapbl 

> o}

which can be written, by using proposition 2.L

'b : {F € M" t 
",ul1!"_, 

frr,...,,n(a, ô) > 0} (3.1)

where urt. . . ,,un ate the singular values of F.

12



For a matrix F € M' we would like to obtain necessary and sufficient conditions, in

terms of its singular values, in order to have p e'b.

Our main result will rely on the following lemma :

Lemma3 .L :Le tU1 , . . . , unbeso rne rea Inumberssuch tha t0 (u1 ( . . . <
g be the function d,efined, onlP'n xIF"" by

s (o ,b ) :  p (u l (a ! *b t )  + . . .  +  r ' " ( "?+b?) )+ (À  +  p ) (ap th* . . . Iunanbn)2 .

Neat, let us ilenote hg K the following set

K:  
{Q, i l  

e  IN '  ;  1<  i  <  i  <n  an i l  ( \+2pr )u ;>  t tu i l | .

I f  To: inf  s(x,A) thenr  Y  
r 'Yesn- r  "

( () + ïp)r? ir Q"2) / K
I

î o : \  
t t  /

-e 
I ,#g* ffil-,'? +2(^ *2p')u;ui - 

"?) 
ir Q''2) e K'

Proof : First of all, let us denote by 
"t,...,€n 

the canonical basis of lR', and recall

that the constantes \, p, arc positive.

If a1 - 0, then g(et,eL) : 0 and since g ) 0, we get 1o : 0, in such way that the

lemma is proved in this case.

So, from nolt/ on, we will assume u1 ) 0, and we will denote by .[ , . . . ,I, the subsets

o f  { 1 ,  . . . , n }  de f i ned  by . I 1  U  . . .U  I o :  { 1 , . . . , n }  and

(  l , i  , 11 ,  -+  u i :  u j
I

[ ;a ro ,  je l t  and k<t -u ;1u i .

Since ,S'-1 x St'-l is a compact set,

l o :  g (a , ,b )  (3 .2 )

for  some (a,b)  e  5 ' - r  x .S"-1.

Now, let us divide the rest of the proof in two steps.

Step l. : Here ïye are going to give necessary conditions in order to have (3.2). So, let

(o,,b) € ,S"-1 x 5'-1 satisfying (3.2) ; then, there exist Lagrange multipliers a and B such

that Vi :  1,. .  . ,  n one has

*(nr",b) 
+ a(lalz- 1) + p(lbl '- t)) : 

&(o@,,b) 
* a(lalz- 1) + P(lbl '- t)) :

13



Therefore, Vi : 1, . . . )n one has

pu?ar+( )+  p ' )cu ;b ;+on i -0  (3 .3 ; )

and
pu?bi+(À+ p , )cu;a ; *Bb; :g  (3 .ar )

where we have set c : iupp1.
j : l

Now, multiplying (3.3;) W 
*and 

adding for i - 1,..., n we get

fl 1

( \+zpr )c+of  
o : 'on :0 .  

(3 .5)-i:r ui

Flom (3.4;) we obtain, by the sarne vùay

(\ + z1.t)c * UDÙ : o. (s.6)
8 : l

So, (3.5) and (3.6) imply that 
, 1

@-ilDT:o'
t = l

- In a first case, let us assume that one fru, f ù :0 ; then by (3.5), c:0. Therefore,
- u i

(3.31) and (3.4;) can be written

j t r? + a)a;:  g and (pr? + g)h :0

and thus, since this equalities are valid for all i : 7, . . . ,n, and that o (respectivly B) does
not depend on f , we get necessarily

'  a :  T  a i e i  and  b : l b ; e i .
i€.Ix i€,It

Consequently, since c:0 and a, ô € 5"-1, we easily deduce

g(o,b) - p(u? + u?) for some i, j. (3.7)

- Now, let us assume that q : 0 ; then we can suppose c f 0 (indeed, if. c : 0, then

thanks to (3.3;), we obtain d + 0 and by (3.5), I 
dcod : 0 which brought us back to the' =u i

previous case). Next, if we multiply (3.3;) by ô; and (3.a1) by o;, we get by substraction

(\ + llcu;(b? - 
"?) 

- o implying that b! - a! Vi. (3.8)

t4



Let i€ {1 , . . . ,n } ; using (3.8), one has, either

a ; : b ; - 0

at: b; # 0 and thus

a;: -b; * 0 and thus

":-ffi bY(3'3r)

":ffi, bY(3'3;)'

Let us remark that the equalitY

a*P,u? -  a iP 'u l

11'.-p;ta 
- 

çs+ p)ui

implies (ui - r;)(o - ttuiu j): 0 and ui -- ui (since, if we multiply (3.31) by a;, and add for

i : ! , , . - . , f t ,we get  p>tu ! " !  +  (À+ p t )cz  f  o :0  and o  <  0) .
i= l

Consequently, if we denote by A and B the following subset of {1, ...,n}

A :  { i  i  a i :b t  #0 }  and  B :  { i  i  a i :  -b ;#0}

we get  fo r  some le  , ,1  e  { t , . . . ,p }

Ac I * Bch.

(3.e)

(3.10)

(3 .11)

+ rf A: 0 then g(o,b) - () + sp)r? for j e h.

-+ rf. B: 0 then s(a,b) - (À + 3p)r7 for j e Ip.

-+ lf A * A and B + A then k I I (indeed, if k : l, then (3.9) implies c : 0, but we have
supposed the opposite). So, a and ô are of the form

a:  DaiJ +DooJ and ô:  I  a ie i  -Doæo
ieln i€h i€.In iêIt

and thus, if. i e.[r and j e h, we have i f j aû

g(o,b) - 2p,(u! x2 + ulv\ + (À + p)c2

t  2  S a  2  t  z  S 4 . . 2where r '  :  
La;  a f , rd  Y- :  Lor .
s€ft s€fr

(3 .12)

(3 .13)

15



But, using (3.9), rtve can write

": 
- ' '1* P?? - '?+'l?

(À * p)u1 (À + p,)u1

which gives easily

s - -p,u;u;i and 
": #@i - r;). (g.14)^+ p '  '

On the other hand, by definition of c and since y2 - 1 - 12, we have

": 
r;*2 - riy' = (u; + ui)r2 - ui

implying that

*z _ -!lu; + lI *2p):ti and ,z _ (I.+ 2p).u; - ttui .
Q+ fi@; * ri) " 

- 
(À * p)(ut * r.r) 

'

By using (3.13), (3.14) and (3.15) we get

s(o,b) : 
#(-rr7 

+ 2(^ * 2pr,)u;ui - ,r?) .

(3.15)

So, we have proved that, if.Is : g(o,b) then necessarily, g(a,b) is given by (3.2), (8.10),
(3 .11)  or  (3 .16) .

Step 2 : Now, $re can compute 7o according to the values of ".U2

First, let us denote by lz the function

h(*, y) : 
#(- r*'+ 2(À * 2pt)æy - rr') .

Now, let us remark that, if K: A, then (3.15) is not possible for i lj und thus (3.12)
does not hold. Consequently, thanks to (3.7), (3.10), (3.11) and (3.10) we get

(3 .16)

(3 .17)

-  I f  (1,2) e K then

[minffr+sp),?;rt(u?+û] 
i f  K:a

ro:1 r
I min ltl + Bp)u? ; u(u? + rï' rnrqiâr. 

h(ut,u)f if K + A.

( min 
[f 

l * ilp)r?

16
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the last inequality arising from the following identities

( t  @r,,uz) - t  @? + aZ):- '( l  i :4 (r,  - rr),
|  ' -  - '  ^+t r
I
I  r r ^ ^  ^ -  \  t \  r  o . . \  - 2  1 '  1  12
I  h(r, ,uz) _ (À + Bp)uf : _ù (rr, _ (\+2p)u2) .

So, by using (3.17) we obtain

(7,2) e K + tn : 
r#it*h(u;,u).

- If (1,2) / K then

(À + sp)uf - p(r? + ,l): (À + 2p)u? - p,u| < 0

(indeed, 
" a, l= < L andthrr. C . ' p 

"'Li^'' ' ,t)2 À*21.r, #r t ffi 
which implies that (À +2p')u! < PuZ)'

Therefore, taking into account (3.17), \À/e can write when (I,2) É K

f  (À+ïp)r? i f  K:a
To:1 t. .  ,

I min l(r + ïp)u? ' rn3iâr. 
h(ur,u1)] if K + a.

Finally, to conclude, it remains to show that

V(i, j) e K , h(u;,ui) - (À + Bp)ul, l0 (s. ls)

holds when K + A and (L, 2) ç K.

Let (i ' i) e K ; then 
(À + 21t)u; - pui )- 0. (g.19)

Next, (1,,2) / K and thus
(\ + 2pr)u1 1 1tu, I pu j. (9.20)

By using (3.19) and (3.20) we get

((r + 2p)r' - ttu j)((r + 2p)q - p,uj) < 0

that we can write

p'o? -  p(À+ 2p,)u;ui  < -(À |2p,)2up,;  *p(À r2p,)upi .

t7



ml

sul

Consequentlg

h(u;, ,u)-  (À + sp)u?: -# (u,r? -zp(\*2p)u6ui + rzuzi+ (À + ap)(À + u)r?)

Lr
> -À+r,  

lu"? 
-  p(^t2p')u;ui  +(À+3p)(À + p)u?

-  (À + 2pt)2up;+ rr()  +2pt)up1)

I1: -ù 
lu'r? 

- p(^*2p,)u;ui + (À + 2p)t"? - p'r?

-  ()  + 2p,)2u1u;+ p(À + 2p,)u1ui)

I t: -ù 
lu'@n 

- u)(u;1 
") 

- p(^ * 2p')ui@; - ut)

- (À + 2p)'rr(rn - ,r))

: 
ffi(r(r + 2p)ri+ (À + 2p)'r, - tf (u;* r,))

: 
ffi(fl + 3pXÀ * p)u,+ p() * 2pt)u1 - r'r,)

> 0 since ui ) u; and u; ) u1.

So, (3.18) holds, and the proof is complete. tr

The following theorem gives the requested characterization of. 'b.

Theorem 3.I : Let F e M' anil u1
ilenote by K(F) the following set

K(F) :  
{ (z , i )  €  [ l [ '  ;  1< i  <  j  <n an i t  ( \+21. r )u ;> t ' r j \ .

(i) If (7,2) ç K(F) then, F e'b if and onls if

(À + s1lul2 (+ + p) - )<,1 * ...+ u7)

(i i) ï (1,2) € ^f((.F') then, F eô if and, only if

r;,,Ëhrr #(r,7+ 2(À * 2pt)u;ui - r,?) . (+ + p) - )f,l * ... +,',).

v e i
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Now, for tr' € M2 and u1 ( u2 its singular values, one has

al, + ul - lPl' and u!)2: det F. (4.1)

Moreover, if we denote by ll . ll the matrix norm defined on M2 by

l lFl l '  :  suP lFrl2
l c  l= r

where | . I denotes the euclidean norm (see (2.3)). It is well known that llfll : u2 arrd thus

(À+2p)ut) ttr, aa (À +2p)det.F 2 pllpll '

in such way that theorem 4.L leads to :

Theorem 4 ,2 :  Le tFe  M2\ {0 } .

(i) $ (^+zp)detF < pllPll2, then F €Ô ,1 anil only if

t ^ \

; l lPll^ 
- (À + p)llnll '  *t(î+ pXdetF)' > 0.

Uù ï Q,+zp)detF > pllPll ', then F eÔ ,f and, only if

+lFl2 + 2lt detr > (] + P)'.
2,_ ,  À*2p , .

Proof : It is immediate since

det Fur : 
ll,'1- 

(if F + 0) and u2 - llrll.

!

Remark 4.1 : This can be express also without using the norm ll . ll ; indeed (4.1)
implies that ul and u| are the solutions of the following equations

vz - lFl'x * (det F), : o

a,ûd thus
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I- RELAXATION DE FONCTIONNELLES DU TYPE

ENERGIE DE SAINT VENANT . KIRCHHOFF

1. INTRODUCTION

On considère le problème variationnel du type :

(P) Inf {/1(u) : | 'u : zg sur ôo)

O un domaine borné de R', W : R*xn + R, u : O -r R* et Vu désigne la matrice
du gradient de u.

On associe au problèm" (P) un problème relaxé noté (QP)

@P) Inf {r2(z) : I qwçv"(x))i|,æ z rtr:u6 sur ôo]
JO

o ù 1 f

Qw(F): . I+f  à I  w(F +ve@\dx. (1.1)
ja€ l ïzo ' ' * (Q;Rn) lù ,1 Jo

La fonction QW est appelée I'envelopp. Wr'*(O; R*) quasiconvexe de 17.

Le second membre de (1.1) est continu, independant du domaine O et quasiconvexe
(W est dite quasi convexe si QW - W ) (voir pour plus de détails Morrey 1221, Dacorogna

[11 ] , [ 14 ] , [ 16 ] ) .

Notre étude qui consiste à calculer explicitement I'enveloppe quasi-convexe QW de

certaines fonctionnelles est motivée par le fait que la quasi-convexité de W est une con-

dition nécessaire et suffisante pour que .I1 soit sequentiellement faible * semi continue

inférieurement dans Wt,*(Q; R-) (voir [ 21 ] ). Cependant, cette condition est trés

difficile à vérifier da.ns la pratique.

En I'absence de la quasi convexité deW (convexité dans le cas scalaire n :1 ou rn : 1)

le problèm" (P) peut ne pas admettre de solutions, ce qui conduit en géneral à étudier le
problème relaxé (QP). On a ( cf. [ 11 ] ) inf(P) - inf(QP) et sous certaines conditions
de coercivité cf. [ 14 ], le problème (QP) admet des solutions et l'on a min(QP) - inf(P).

2. RAPPELS ET DEFINITIONS

Déffnitions 2.1 : ( cf. [ 11 ], [ 14 ], t 16 l)

L. On dit que -f t R-t" -) R est rang 1 convexe si :

/(r( + (t - À)z) < À/(€) + (1 - r)/(n)
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pour tout À e [0,1], ( et 7 dans R'nxn teh que rang (€ -q) <L.

2. Une fonction / : R*x' R Borelienne localement intégrable est dite
quasiconvexe si 

t /(€ + vp(')) d,r 2 ï(omes(D) (2.r)
J D

pour tout { € R*"t, pour tout domaine borné D CR et pour tout g eWsr'*(D,R-)
( i.. p est Lipschitz et g: 0 sur 0D, mes(D) designe la mesure de D ).

3. On dit que f est polyconvexe si il existe

g - P{r(n,m) ---) R

convexe telle que f @):9("(A)) où

T : Rnxrn pr(n,m)

est telle que :
T(A) : (A, ad,j2A, " '  ,  adi iot(n,*yA).

ad,j"A dénotant la matrice de tout les mineurs s x s de A, (1 < 
" 

( inf(n, m)) et

inl(nrrn)

r(n,m) :  t  "(s)
s :1

, \ /*\ ("\ mtnt
aveca (s ) :  

\ r / \ " /  
_  

@

Théorèrne 2.L (cf. [  11 ],[  16 ])

Soit / . R'7ùx7, -) R une fonction continue.

Alors
L. / convexs + / polyconvexe -+ / quasiconvevs -+ / rang 1 convexe. (2.2)

2. Dans le cas scalaire, i.e m: L ou n : 1. toutes ces notions sont équivalentes.

Remarque 2.1

Les réciproques dans le Th. 2.1 sont fausses (voir sur ce sujet [ 11 ], [ 23 ]).

Déftni t io n 2.2:  (  cf .  [  11 ] ,  t  16 l )

N

Soit À, ) 0 et !, lr:1.. On dit que (À,,,Ar)r,r=" satisfont (ff1') si:
v= l

n



1.. N : 2 alors rang {.4r -,1,r} < 1
2. N > 2: alors àunepermutation prés, rang {A1 - Az} ( 1et si

(  r r -  Àr *  À2,  Br :  
^ t1t  + ! 'A '

t  ^ r *Àz'l
(  P i  :  À i+ r ,  B ; :  A ;+ r

pou r2< i<N-1
Alors (p;,8;) t <i < N - 1 satisfont (I/w-t) à une permutation près. !

On définit les enveloppes : convexe, polyconvexe, quasiconvexe et rang 1 convexe
respectivement par :

Cf :  sup{g

PT _ sup{ g

Af - sup{ 9

Rf _ sup{g

Ces différentes enveloppes de / ont été canctérisées par Dacorogna cf. [ 16 ] :

Théorème 2.2 ( 
"f. [ 16 ] )

Soit / : R*x' -+ R une fonction telle que pour tout A € Rnxm a < f(A) avec

c€R .
Alors 1 

nm+r nm]iT

Cf (4: Inf { t  ^;T(A;) '  t  À;A;: 41
i= l  i= l

r (n ,m) !L  r (n , rn ) *7

PT@):Inf{ t  ^;r@ù' t  ^ ir(Ai) :r(A)}
i=1 i=L

I I

Rf @): Inf {I f,f(an) ' D \tAt - A et (À;, A;)r<t<r satisfont (Ar)}
i=1  i= l

Deplus Cf , ,  Pf  etQf sont localementLipschi tz iennes. Enf in,s ionsupposeenoutre
que.f est continue alors :

a r @)=,.,";,rJ,fn,*_) Ë lr rr, + v e@))dr

où O C R' est un domaine borné, QT est également localement Lipschitzienne. tr

(2.3)
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Remarque 2.2

De (2.2) et (2.3) on a

CT < PÏ

n

Déftnition 2.3 z

So i t / 'R , rnxæ + Runefonc t ionet  L  1p  l  oo .A lo rs
on dit que "f vérifie la condition (Co) si

1 )  Pour  P :æ
(c.") l/(A)l < ?(lAl)

pour chaque A € Rrnxn où 4 est une fonction continue, croissante.

2 )L<p<oo

(C)  -a (1  + l ,4 lo )  S  f@)  <  @(1 + lA lo ) ,vAe Rrnxn

oùo)0 ,  I3q<p ;

3 )S ip -1
(cr) l/(,+)l < 0(1 + lAl)

pour chaque A € Rrnxn où o 2 0. !

Théorème 2.3:  (  c f .  [  11 ]  )

Soit / : R-x' -+ R une fonction quasiconvexe vérifiant la condition (Co), soit
O un ouvert borné et

. I(u,0): I f(v@(*)))d,
J A

Alors f est faiblement semi continue inférieurement dans I,71,p(O, R'') (* faibtement semi
continue inferieurement si p : oo) i.e.

I iminf u, -ul(ur,O) > /(u, CI).
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3. RELAXATION DE FONCTIONNELLES DU TYPE :

W(F) - p(lFl' - o)2 * e@et F)

Dans toute la suite on note pil ( , ) un produit scalaire dans R'x, et par l.l la norme
associée.

Théorème 3.1 :

So i t  W:Rnxn  +  R .

Soit g : R -r R une fonction convexe telle que

W(F) : p(lFl2 - o)2 + e(det F) a, B ePt\

Alors

pw(F) - ew(F): RW(F): 
{i:?r) ",, ,',rr,} ï'*. (s.1)

Avant de procéder à la démonstration du Théorème, on donne quelques lemmes
préparatoires :

Lemme 3.1

Soient /: R'x' -r R et g i R --+ R telles que

f  (F):  e(det F)

Alors

/ polyconvexe g f quasiconvexe ç=9 / rang 1 convexe è g convexe. (g.2)

Preuve

Voir Dacorogna [ 10 ], Th. 1.10, 1o partie , p. 1BB. tr
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Lemme 3.2

Soit .F € R7ùxn : 0 < lFl2 (a, i l  existe B, C dans R'*', À e (0,1) tels que

F_) ,8+(1  _À)C

rang  {B-C}<L

lB l ' : lc l t :o (3.3)

det F:  det  C: det B

Preuve

Si rang F : '1.

On choisit

_F  ^  ,_F  L , -  l .F ' l .B : - t /a t ^ t ,C :Jd ï^ ,  ) - ; (1  -L - )  e t  ona le résu l ta t  dés i ré .
l r  I  l r  I  z '  \ /a '

S i rang  F  +1 .
On note pat Fi : (r,i) le ième vecteur colonne de ̂ t'. Puisque rang .F + I ilexiste

un jo pour lequel Fj, + 0.
on peut supposer sans restreindre la généralité que Fz * 0. on pose alors

E -  aG avec  G :  (F2 ,0 , .  .  .  ,0 )  €  Rr " ' ,  a ,+  0 .

et on choisit
B -  ^F ' - (1 -^)E ,  C :  F+ln.

Clairement, .E est une matrice de rang L et donc, on a

F:) ,8+(1  -À)C ,  rans {B-C}Sr

Puisque le déterminant d'une matrice est le même quand on ajoute à une colonne une
combinaison linéaire des autres colonnes on a :

' de tB-  de tC:de tF .

Pour compléter la démonstration, il reste à montrer que

lB l ' : lc l ' :a ,  À€(0,1)  (3.4)
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Pour cela, on remarque que (3.4) équivaut à

lF l '  -  2(L -  Àx4 E) + (1 -  À) ' lEl '  :  o

lFl" + 2^(F, E) + ̂ zlol', : o

donc (3.5) et (3.6) équivaut à

(3.5)

(3.6)

l .al '  - 2(r - ))".(4 G) + (r - \) 'o' lGl' : o

lrl '+ 2Àa.(F,G) + \2azlGlt -- o

on pose alors E - 2(F,G).
On aura donc terminé pourvu que I'on puisse trouver ) e (0,1), a tels que (3.7) et (3.8)
soient vérifiées.
On remarque que si À et ) - 1 sont solutions de (3.8), alors (3.7) est automatiquement
vérifiée. Ceci est le cas si

(3.e)

(3 .10)

Dans ces conditions (3.7) et (3.8) sont vérifiées pourvu que

(3.7)

(3.8)

<+

<+

-aE
À+À-l_ 

W

'  7 r .  a E  \À:5(r - Wp)

.  lF l2 -aÀ(À-tl:ffi

(  aE \z*a@- lP l2)  _ . ,\  a2 lc lz  '  o r lc l ,
(3 .11)

On suppose que I'on puisse trouver a solution de ( 3.11 ), alors de (3.11) on vérifie que

aE-r 3 orlcl, st

et donc À e (0, L). D'autre part évidemment I'on a (3.7), (3.8).
Il reste donc à prouver qu'il existe a € R tel que l'égalité (3.11) ait lieu . Pour cela, On
rema,rque que
Si a --+ 0 le premier membre dans (3.11) tend vers *oo.
Si a --t *oo le premier membre dans (3.11) tend vers 0.
Par continuité il prend donc pour une valeur de a la valeur l-. Par suite, on a le résultat
désiré.
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Théorème 3.2

On suppose que g est une fonction non négative telle que

g:0sur lF l2 :a

g est convexe à I'extérieur de Bo : {F : lFl2 < o}

(On ne suppose pas que g ne dépende que de la norme).
Alors 

( g àl,extérieur de Bo
Cs : Ps -- Qg : Rs : { 1e.tZ;

[ 0 à I'intérieur de Bo

Preuve

Posons

"  tgà l 'ex té r ieurdeBo
n - 

l o à l'intérieur de Bo.

/es tconvexe.  Enef fe t :  s i  ÀFr+(1  - ) )F ,  €Bo a lo rspu isque i )0ona

0- i (^ f i+(1 -  ^)Fr)  <Àt(F1)+(1 -  ^) i@z)

Maintenant, on dit que g est convexe à I'extérieur de Bo s'il existe une fonction convexe

Q de P"x" telle que g : g à l'extérieur de Bo.
Donc, nécessairement par convexité de g, g < 0 sur Bo. Par suite, si

Àr ' r+(1 -À) IÈ) /8"

o n a

i \h+(1 -À)Fr) :s( ) ' f i  +(1 - ) )Fr)

et

0Q4i+ (1 - À)Fr) < Ài(F') + (1 - ^)0@z) < Àr(r1) + (1 - ^)ë@r).

Ce qui montre que i est convexe; on a naturelment i < g.
Ensuite si â est une fonction convexe telle que h ( g, par convexité on a â ( f et donc

cg :  g .
En vertu des inégalités

Cs<Ps<QgSRg<g.

onaCg -  Pg:Qg -  Rg:  g  à l 'ex té r ieurde  Bo.  Enp lus  pu isque 9 :0  on  lF l2 :  a ,

Par le lemme 3'2 on a 
o: cg < Rg( o sur Bo

et le résultat en résulte.



Preuve du Théorème 3.1

Soit f(F) : p(det F), ,b@) - P(lFf - c)2, alors W(F) - ,!@) f /(r). Du
lemme 3.1 il resulte que "f est polyconvexe. D'autre part { satisfait les hypothèses du
Théorème 3.2 alors de ( 3.12 ) on deduit

c,b@) - Pû(F): Q,h@) - Rh,): {tf? "l}12'*"

Para i l leurs  
tb :w-r>crh .  (g .1g)

Puisque / est polyconvexe, alors en combinant (2.2), Q.\ ef (3.13) on obtient

Pw(F)> (/ + ct)\( F\ : { w-J? si lFl2 > o'ulP)V'): 
t ffr i r i ;F1t c o (3'14)

De Q.\ et (3.1a) on a donc en particulier :

PW(F) :  RW(F) :W(F) s i  lF l2 > a

et
(3 .15)

/(r) < PW(F) <QW(F) S RIv/(F) si lFl2 < o

alors, il suffit de montrer I'inégalité inverse i.e: RW(F) < /(F) si lPl' < o. Maintenant
combinant ( 3.3 ), (3.15) et le fait q:ue RW est rang un convexe, on obtient

RW(F) < ^w(B) + (1 - ^)w(C) < e(detF). (3.16)

Donc le résultat désiré résulte de (3.15) et (3.16).

tr

Corollaire 3.1

Soit g une fonction définie comme da^ns le Théorème 3.2. Soit gs une fonction convexe
de R. Soit 91 une fonction convexe de Rp -r R (p : le nombre de mineurs ) 2 ne
contenant aucun élément de la premiere colonne.)

Soit 92 une fonction convexe de (R")"-t. Alorc les enveloppes quasiconvexes, poly-
convexes, rang - 1 convexes de

w : g(F) * go( der F) + gr(M) + gr(FT ,..., Fl)



sont toutes egales à :

Cs + s6(det F) + or( M ) + oz(F{ ,..., Fl)

Preuve

Il suffit de reprendre la démonstration du Théorème 3.1.

Corollaire 3.2

Soit W(F) = g(Flt - o)2 +,p( det r'l)

ori g : Ra R est une fonction convexe telle que g(0) : 
,lit* 

p(r).

Alors

h?,7. F\ ( w@) si ll l ' > opw(F) - gw(F) - RW(F): 
t e,arrrr) si r.r, < o

Preuve

I1 suffit d'appliquer le Th. 3.1 avec la fonction convexe {(t) : çkD.

u

n
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4. RELAXATION DE FONCTIONNELLES DU TYPE :

W(F) - Energie de Saint Venant - Kirchhoff + p@et F).

Proposition 4.1

soi t  Û(r ) : ) { r r4D2 + urr1n12;  ,  - "T- 'e t  F € Rnxn (n:2oun:3)

où À et p sont les constantes de Lamé. Alors fu peut s'écrire sous la forme suivante :

i)w(E) - wr(F): |f trÉ -(B+ !n' +lFlt-zlad,i Fl)- frfzu+3À) si n : s (4.r)

i i)W(E)_Wt(F):P.'F|:,_\\: i,Y_|{a.,F),+ffisin:2(4.2)

oti | . 12 désigne la norme Euclidienne des matrices.

Preuve :

Puisque TrE : ry et c : Fr F, arorc

\ \
: r { r rn) '  - : r [ (TrC)2 -znTrc +n2]

Par ailleurs,
TrC2 - (TrC)2 - 2Tr adjC 

_pour 
n = 3.

donc 
1tTrEz : l1çrrq2 - 2Tr ad,jc - 2Trc i nl

par suite

w@) -wçc1: 
f;Krr")2 

-2nTrC +n2l+ f, l{rrQ2 
-2Tr ad,jC -2TrC +nl (4.2)

d'autre part, on a
TrC:TrFrF:ElZ (4.3)

Tr adjC - ladj Fl| (4.4\

D'ori en combinant (4.2), (4.3) et (4.4) on a :

w,(F): |f trtÉ - 61113+ e) + ff,trtt - 2lll!,+ s) - f,t"ai rB



Par un calcul simple on obtient la forme désirée (4.1).
ii) la deuxième expression résulte du fait que TrC2 - (TrC)2 - 2 det C pour n : 2.

n

Théorème 4.L

\
soit I4r(F1 : ,QrE)' + p,Tr(E)z * P(det F) où ), et pt sont les constantes de Lamé

supposées po"it-i,r"r; 
" 

: 
" I- 

' 
et F € F,2x2. on suppose cp deux fois dérivables

verifiant ?" ) Lt.
Alors

aw(r) : 

{

w(r,)si lFtS>_r(H)

-l<o*F),+p(det n+ffi si El <r(H)

Preuve :

Dû à la propositio n 4.1,1a fonction de densité d'énergie d' un matériau de Saint Venant
Kirchhoff peut s'écrire sous la forme :

wr(F) :

et donc

w(F)-Wt(F ' )+e(derF)

Posons

,b(t):_i* +vQ)* wrl
Clairement {: estconvexe. Si nous posons p : ^ +r2P,, 

ot : 2 ! ! I on obtient,  g  ,  __ _) ,+2p"

W(F) : p(Fl| - o)2 + /(det r')

avec tfs convexe; alors du théorème (3.1) on en déduit le résultat désiré.
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5. LE MINIMUM DE L'ENERGIE DE SAINT VENANT.KIRCHHOFF
DANS LE CAS LINEAIRE.

Dans cette section on considère g = 0 dans (0.5) et on determine un domaine sur
lequel QW(F) - W(F), pour -F dans R'x'( n:2 ou n - 3).

Théorème 5.1

Soit l4zr la fonction de densité d'énergie du matériau de Saint Venant - Kirchhoff i.e

wr(F): |{rrt)z + prrç812

Alors on a

CW1(F) - PW1(F) - QWI(F) : RWI(F) : Wt(F) si lf l l l / n + 2(.
^

Preuve

En utilisant la proposition (4.1), il suffit de démontrer le théorème pour n : 3 (le cas
ori n : 2 est analogue). La fonction de densité d'énergie de Saint Venant Kirchhoff peut
stécrire sous la forme :

w,(F): |f trt; 
- (s + '|n, + lultt 

- zlad,i Fll) - f^fzu+ sÀ)

Par ailleurs
L(F) : f,ftrÊ 

- zlad1 Fll) - nL^fzu + BÀ).

est une fonction convexe. En effet, soit (u1 )u2,us) les valeurs propre de (fF")â alors ̂ L(F)
s'écrit :

L(F) : û(q,u2.us) : 
f,l{"? + al + r3)' - 2(al,ul + ulu! + u!u111 - 

f,^rzu+ 3À)

-- f,{,Î+ af +,$) - frrzu+ B))
avec rft symmetrique, convexe, et non décroisante par rapport à chaque rrariable u;.

D'où la convexité de ^D (cf. t2 ]). Pa,r conséquent le résultat désiré résulte de (2.3) et (3.7).
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Certains résultats développés par Firoozye [ 17 ] peuvent être obtenus à partir du
théorème 3.2 et de la remarque suivante :

Remarque 5.1

Soit
w(F) -  f@) *a det F + 6 où / :  Rnxæ ---+ R; a,6 € R

alors

Qw(F) -  Qf@) *a det F +b.

En effet, on pose

s(F) :ade t  F+b .

Af@): e(w _ s)(F)

, - n(ù I"r, +ve@))d'r)l

: 
,r*;!{o,*'r Ë Ir*" +Ye@))d'x - s(F)

- QW(F) - s(F)

d'où le résultal désiré.

!
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II- QUETQUES EXEMPLES DE FONCTIONNELLES RELAXEES.

1. RELAXATION DE FONCTIONNELLES DU TYPE :

w(F) - p(lPl2 -o)2 *e@dj"F)

Théorème 1.1

Soit
I/[/ 2P1@*r)x'--+ R

Soit g : R'*1 -> R une fonction convexe telle que

W(F) - p(Ff -o)'*e@di*F)

Alors

( w@l si lFl '> oPW(F) : QW(F) - nw(F) : I  ), :
lv@di" F) si lFl '  < o

où
ad, jn  F -  (detFr ,  -detÊz,  . . . ,  ( -1)"+26"1f in+t1

et Fk est la matrice déduite de F en supprimant la k è-" ligrr".

Avant de procéder à la démonstration on a besoin d'introduire les lemmes suivants :

Lemme 1.1-

Soit /: R(n+r)Xn -r R et g : R'*1 -r R telles que

f (F):  e(adj"F)

alors

/ polyconvexe <+ / quasiconvexe ç f rank one convexe ë g convexe. (1.1)

Preuve

Voir Dacorogna [ 10 ], Th. 1..10, 1o partie, p. 133.

40



Lemme 1.2

Soit F € R(n+r) "" ,1F1, ( c, i l  existe B, C dans R("*t)*', À € (0,1) tels que

F:ÀB+(1 -À)C

ra"ng {B - C} S t

lBl ' : lc l ' :o

ad j , ,F -  ad j '  C-  ad inB

Preuve

On note.ft : (F;) 1.;ème figne de f'

I -S i .F :0 .
Onpose  E :FgÉoù F€Rn+r ,  0eRet lE l2  :  a .
On prend

B:E ,C:  -8 , \ -7 /2 .

I I  -S i0  < lF l '<o .

Il existe une ligne - par exemple Fr- qui est non nulle.
On pose

E_

Il est clair que
On pose alors

Il est clair que

(1 .2)

/0\ /g\ /g\l,lf:tt'l
I  o |  

:  
"  I  g |  + a I  o |  = a.G*b.H€11(n*r)xn

\ii:) \i/ \Â/
.E est de rang 1.

B.-r - (1 -^)E;  C:F+^E

rang{B-C} :  rangE:  1

F- ) ,8+(1  -À)C
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d' autre part

B_

Dt où tous les mineurs obtenus en supprimant
mineurs correspondant dans .F'. On aura donc

adj"F : adjnB : adjnC

/1\
c:l ': 

I
\":î,.iîia)

une ligne autre que ^F1 sont

pourvu que

'"(*,:ï,n#,): '"'(*,i,*) : -(;,)

egaux aux

(1 .6 )

Soit encore en utilisant la linéarité du déterminant pourvu que

ade tF" -bde tF"+r  -  0 .

D' autre part on vérifie aisément que

(1 .3)

lB l ' -a, lc l , -a

équivaut à

lF l ,  -2(r -  ) ) [o . (4c)  + b. (F,H))+(1 -  ^) ' [o ' lGl '+2a.b(G,H)+b2.1H121 -  a (1.4)

lFl' + 2\la.(F,G) + b.(F,n)l + \21a21G12 + bzlv12 * 2a.b(G, H)l : ,. (1.b)

On aura donc terminé pourvu que I'on puisse trouver À e (0,1), a , ô tels que (1.8), (1.4)
et (1.5) soient vérifiées.
On remarque que si À et ) - 1 sont solutions de (1.5) alors (1.4) est automatiquement
vérifiée - Ceci est le cas si

À*À-1 :
-21a.(F,G) + b.(F,H)l

o, lcl,  * 2a.b.(G,, H) + b2lv 12

2la.(F,G) + b.(4fr) l
*tt  -2t- o2lcl ,  *2ab(G,,fr)  + b2lï l2

(1.6) <==+ À :
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Dans ces conditions (1.4) et (1.5) sont vérifiées pourvu que

À(À - 1) _ ,,=,= , ){,: z=, ,:a2lc1z * 2a.b.(G, H) + b2 lH 12

<+

, 2[".(F,G) + b.(F,, H)] \2 , ,,, " 
- lFl'\wm)-++ :1. (1.8)

Supposons que l'on puisse trouver a , ô solution de (1.8) alors de (1.S) on vérifie que

1 . ,  2 [a. (F,G) +b.(F,H) ]  2  <_ I \  
> L

et donc À e (0, L)- D'autre part évidemment I'on a (1.a) et (1.5). Le tout est donc de
trouver a, b vérifant (1.3) et (1.8).
Supposons detF" I 0 on a alors a : 6b pour une certaine constante 6. I1 en resulte que
(L.8) devient

/ 2b[6(F,G) + (F, H)] \z , ,, " 
- lPl,

f  ) '  +  a  :1  (1 .9 )

Si ô -r 0 le membre de gauche dans (1.9) tend vers *oo.
Si ô -+ *oo le membre de gauche dans (1.9) tend vers 0.
Par continuité il prend donc pour une valeur de 6 la valeur 1. On raisonne de même en
échangeant les rôles de a et b si detÊ'"+t + 0.
Si

detÊ"+r = detÊn :0

alors (1.3) est automatiquement satisfaite et I'on conclut comme précédemment en prenant
parexemplea :  b .

tr

Preuve du Théorème 1.1

En vertu des lemmes 1.1, L.2 et du Théorème 3.2; il suffit de reprendre la démons -
tration du Théorème 3.1 .
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Corollaire 3.1

soit I{z(F) : p(Fl, _ o)2 a efudj"Fl)
où p : R+ -+ R est une fonction convexe telle que 9(0) : ,L{* 

p(æ).Alors

pw(F) _ ew(F): Rw(F): 
{irlT},_;,,r,It, 

,rî 
. _

Preuve

I1 suffit d'appliquer le Théorème 1.1. avec la fonction convexe ((") : çkD.

n

Corollaire 3.2

Soit  tv(r ' )  :  g\Fl t  -  o) ,  t  e@d,j ,F) + s(Ft , . .  . ,4o_r))

où g et g sont deux fonctions convexes définies dans R'+r respectivement dans (R")"-1.
Alors

PW(F) -- ew(F): Rw(F): {*,@) :i vf t "
I  r(adj" F) + s(Ft, .  .  .  , {n-r)) si  lFl '  < o.

Preuve

La démonstration est analogue à celle du Théorème 1.1 .
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2. RELAXATION DE FONCTIONNELLES DU TYPE

W(F):  p(Fr , . . .  ,Fn-L)  + h(detF)

Dans ce chapitre on étudie d'autres exemples dépendant du déterminant.

Théorème 2.L

Soit
I  :  (Rn;(n-t) -) R

une fonction convexe telle que

W (F) : g(Ft,,. . . , ,  Fn-r) + h(detF)

oùh:R - - - -+ Restunefonct ionvér i f iant  Ch(O):h(0) , .F '€Rnxn et  F i  t<  j  1  n-L
désigne les vecteurs colonnes de F.

Alors

PW(F):  QW(F) :  RW(F) :  e(h, . . . ,Fn_r)  +  Cn@e1. . f .1 .

Pour démontrer le Théorème on a besoin d'introduire le lemme suivant :

Lemme 2.1

Soient 0, . , t  € R,À € [0,1] ,F € R"x" te ls que det F -  ^P +(1 -  ^) l  *0.Alors i l
existe B,C e Rnxn tels que

F-ÀB+(1 -À)c

rang{B-C}<1

detB - p,, d,etC - 7

( 8 t , . . . ,Bn - t )  :  (C t , . . . ,Cn -L )  :  (F r , . . . , F r , - r ) .

(2.r)
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et

Preuve :

Remarquons que si det F f 0,, on peut supposer sans perdre la généralité que le
cofacteur de Fnn est différent de 0.
On note dans tout ce qui suit le cofacteur de Fnn par Cof Fnn .

On choisit
B.  C € R'x"

telles que
Bij : g;i :F,i1 sauf si i : j : n'

on pose

B n n :  F n n
(t-r)(z-É)

Cof Fnn

11  -F  - ^0 -0 )v n n - r n n  
c o f F n n

Alors en développant le determina"nt de B et C par rapport à la dernière colonne , il est
facile de voir que les quatre conditions sont satisfaites.

Preuve du Théorème 2.1

Il est clair que

g(4,...  ,Fn-t) + Ch( det F) < Pw(F) < Qw(F) < RW(F)

alors il reste à montrer que

RW(F) < g(n, ..., Fn-r) + Ch@et f1.

On a deux cas :
1o  cas :
Si rang de F I n, ie, detF : 0.

Pour toute matrice F € R""' il existe B,C e Rnxn teile que

(2.2)

(F  , , " '  , , Fn - r )  :  (B t  , . . .  ,Bn - t ) :  (C t , " '  ,Cn - t )

À e (0 ,1)

F:ÀB +(1  -À)C,  rang {B -C}  St

detB:d ,e tC:de tF .
et
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En effet :
I l su f f i t  decho is i r  B :  F  - (1  -  ^ )E ,C:F+  ÀEoù E : (E t i )  te lque  E j :0  pour

tout L < j <n-Let En- F1. Maintenant enutil isant larang l convexitéde RW etla
relation ( 2.3 ) on obtient

RW(F) < ̂ w(B) + (1 - ^)w(c)

-  Às(81,.- .  ,Bn-r) + mlaetB) + (t  -  f)g(Cl , . . .  ,Cn-L) + (1 - \)h(detc)

:  g(Fr , , . - .  ,Fn-r )  +  lz (O)  :  g(Fr , . . .  ,Fn-L)  + Cnç01

: g(Fr, ' ' '  ,  Fn-t) + Chçaetf\ '

2o cas :
Si rang F -- n ie. detF I 0 alors de ( 2.2) il suffit de montrer que

RW(F) 3 s(Fr, - . ., Fn-r) + Cn@etf1

On sait ( cf. [15 ]) q"" pour tout e ) 0, il existe o4,ot2 € R telles que

Àlz(c1) + (1 - \)h(a2) < Ch(detF) * e

et  
Ào,  + (L -  \ )a2:  d 'e tF.

par suite en utilisant ( 2.I ) et la raf,rg - un convexité de RW on obtient

RW(F) < ̂ w(B) + (1 - ^)w(c)

:  g(Fr , .  . .  ,Fn- l )  +  Xz lor )  +  (1  -  À)h(a2)  S g(n, , . . .  ,Fn-r )  +  cn@eff )  +  e

pour tout e > 0. D'où

RW(F) < s(Fr,. . .  ,Fn-r) + Cn@etf1

et on a le résultat désiré.
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PARTIE III

ESTIMATION D'ENERGIE POUR UN PROBLEME VARIATIONNEL

NON CONVEXE AVEC CONTRAINTE ET CONDITION AU BORD

NON HOMOGENE.
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1. INTRODUCTION

Soit O un domaine borné de R', n ) 2, de frontière l. Pour simplifier, nous le
supposonspo lygona l .  So ien t  t o i  €  R ' ,  i : 1 r . . . , k ,  (  k  >  2 )e tg :  R ' - -+Rune fonc t i on
telle que

p (w ; ) :O  V i : | , . . . , k ,  ( 1 .1 )

ç@)>0 Vwfw; ,  i :L , . . . ,1e .  ( I .2 )

De telles fonctions interviennent souvent en physique, et plus particulièrement en
mécanique des milieux continus. Par exemple, g peut être une densité d,énergie qui
s'annule aux puits to; (voir pour plus de détails [B.J.r], [B.J.r], [Er.], [F.1], [r,.r], [.1.r],
lJ.2l ,  [J.K.] ,  [K.] ,  [K".] .)

soient A(r), p(z) deux fonctions Lipschitziennes i.e. telles que

A, p € I ,T/1'-(O)

On note par Ke,B(O) I'ensemble défini par

Kç,B(Q) _ {u eWr'*(O) lu(o) _ A(n) sur t ,u(r) >_ g@) dans f)} .

où

0@)
Le problème auquel on s'intéresse est :

I

,.11ju,n, Jrv7u("))d*'

Plus précisement, nous étudions le cas

VA(r) € Co(w;),,

(  1 .3)

(1 .4 )

(1 .5 )

(1 .6 )

(1 .7 )

et on suppose qu'il existe

D ew7'*(o),D(c) s c(r) sur t ,D(c) >- g@) dans o t .q. vD €rico(w;) p.p.o.(1.8)

( si on suppose que vB(c) e co(w;) p.p.r € o on peut choisir D : g)

(ri désigne I'intérieur relatif et co désigne I' enveloppe convexe.)
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Pour cela, on considère une triangulation réguliere 76 : h > 0 de O (voir [R.T], [G.L.T.])
i.e. vérifant :

vh>0

VI{ €. Tn, K est un n-simplexe,

pff^ (hx) : h,

fv ) Ltel que VK e Tn, b < r,
PX

ori â6 est le diamètre de.[f et px est la rondeur de K, c'est-à-dire p7, est le diamètre de
la plus grande sphere (cercles lorsque n :2) contenue dans K. Si A(/() désigne I'espace
des polynômes de degré ( 1 sur K, on note

(1.e)

et

V6 :  {u :  O + R cont inue, ulx € n(K),  VK eT1,}

Et : {p e 0; p est un sommet de K ç Tn}

l1  :  {p  €En,  p  / l }

K1 - {u  eVni  0@)Srn(p)  Vp€E06,un(p) : ,4 (p)  Vpe-  Ennf } .

On note également 116 I'opérateur d'interpolation défini par :

IIn : Wr' -(O) + Vn

Vu eWL, -(O),  Y p€86,,  on a ( I I ; ,u)(p) -  , (p)

(1 .10)

(  1 .11)

(1.12)

(1 .13)

tel que

K+,B(Q) est un ensemble convexe, fermé et non vide de l7t'-(O), en effet il suffit de
remaxquer que la fonction G(c) -- A(r) v D(x) appartient à Kd,p(Q) ori (v désigne le
supremum ). Ott vérifie aisément que K6 est non vide (car lInG e Kn).

Notre but est d'obtenir une estimation de I'inflmum

(1 .14)

(1 :15)Eh :,^'âL^ 
lnvYru(x)) 

d,x

en terme de la taille â du maillage.

De tels problèmes ont été considérés d'abord par C. Collins, D. Kinderlehrer et M.
Luskin en dimension-un (voir [C.K.L.], [C.L.1] - [C.L.o], [C".]). En dimension supérieure ,
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les estimations ont été obtenues par M. Chipot et C. Collins dans les cas où VA est une
constante ( voir [C.t], [C.r], [C.C.] ), et par M. Chipot , C. Collins et D .Kinderleher dans
le cas vectoriel ( voir [C.C.K.] ) puis pæ [C.rj, [C.L] si VA est non constant. Dans ce
travail on étend les résultas obtenus précédemment à des problèmes avec contraintes.

Signalons d'abord que I'on peut toujours supposer sans perdre de generalité que

où rf(Co(trl;)) désigne I'intérieur relatif de Co(u;) -i.e. I'intérieur de (Co(al)) dans le
sous-espace engendré par les vecteurs: ui - ur. En effet, soit u; €. ri(Cow;), moyennant
une translation de la forme:

u :u+u . t

où u.' .r désigne le produit scalaire de to et z. On est conduit à minimiser

f
I ç@ tYu(r)) dx

JA

sur un certain espace. Donc, si on pose

(1 .18)

0 e ri(Co(w1))

Q@): e@ + Ë)

on a à traiter le même problème avec les puits tr; - u.' qui vérifient

I

0  - \ a ru t  t  a i  €  ( 0 ,1 ) .

où les coefficients o; sont uniquement determinés par le choix des tl; .

On note dans toute la suite par G la fonction définie par :

G(r)  -  A(x)  +  (D -  A)+(* )  :  A(* )v  D(x) .

(1 .16)

(1 .17)

(1.1e)

(r.21)

0er i (Co(r r - r ) )  ,  VÂ@)€Co(w; -w) ,  Vr t@)€Co(w; -u)  a .e .  r  €0.  (1 .20)

Donc, dans la suite, nous supposors toujours que (1.16) est satisfaite. Notons en plus que

si I,7 désigne I'espace engendré par ui on peut toujours trouver (p + 1-) vecteurs u;; tels
que

( t .22)

53



2. ESTIMATION D'ENERGIE.

Théorème 2.L z

On suppose que O est convexe et que tp est une fonction bornée sur les ensembles
bornés de R" qui verifient (1.1) et (L.2). Sous les hypothèses (1.7) et (1.8) et s'il existe un
compact

K contenu dans ri(Co(-;)) tel que

YGeK p.p .  r€O,

alors, il existe une constante C , independante de lz € (0, 1), tel que

(2 .1)

En =,,tËf.o 
lnv(v'u(x)) 

d't s chi '

lnv(vuo(x))d'r:

un(ni_) -.9r4)@) 
Sl vur lr +-

dist(n1,1)

(2.2)

Théorème 2.2 z

On suppose que g est une fonction continue, telle que lim;6;*+-p(€) : *oo.
Alors, il existe un €. Kn telle que

(2.3)

Preuve :

Soit u2 ç Kni u6 est complètement déterminée par ses valeurs aux noeuds de la
triangulation.

On note X le vecteur des valeurs deu1, aux noeuds de Efl, i.e.

X  _  (on( r t ) , . . . ,  un( rù )  avec  B(n ; )

Alors

I egu(r)) dr
J O

est une fonction continue en X, qu'on minimise sur un convexe, fermé, non borné K où

K -  {Xe Re :0 ; :0( " ; )  1X; i  =  L , " ' ,m} .

Si _ lim F(X) : *oo. Le résultat découle par un a,rgument de compacité. En
lXl-{oo

effet , si lX l- +- , alors, une au moins des ses composantes quton note Xy : un(nj)
tend vers *oo. Puisque u;(r) - (II6A)(c) sur le bord et que ?zj est un sommet de certain

,:2L^ lnvV'u(x)) 
d'x

simplexe K, on a
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de sorte que

f r
F(x)- |  e(Yu{æ))dx/ |  e(Yu6(x))dx

J A  J K

>lKlç(Vrnlr)*+*

d' où I'existence du minimum et par suite on a le résultat désiré.

Afin de prouver le Théorème 2.I, nous avons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 2.1 :

Supposons que A, D eWr,*(O) vérifient (1.7) et (1,8). Alors, si le segment [r,r'] est
contenu dans O on a :

A ;  w;  .  t  -  r '  S  G(æ)  -  G(* ' )  1v ;  u ; .  r ,  -  r '

(On désigne par A l'infimum et par V le supremum).

Démonstration :

(2.5)

Il suffit d'appliquer le théorème des valeurs intermédiaires après régularisation
(voir [C.L.])

Remarque 2.2 :

Une conséquence immédiate du Lemme 2.1 est que

G( r ) -G (x ' ) - 0

sur chaque segment l*,r'l tel que t-fr' €Wt, où l7r désigne I'espace orthogonal de
W, qui est réduit à zêro lorsque les tl; engendrent tout I'espace.

Maintenant, nous désignons par ur ,uzr . .. , t p une base de W et par r, les points du réseau
de ta i l l e  ho , (o t  €  (0 ,1 )se racho is ip lus lo in )générépar lesu ;  i . e .  pou rz  :  ( z r t z2s . . . , zp )  €
lP quelconque on pose,

p

r , :Dz;hdu; .  (2 .6)
i : l

Puis, on définit la fonction A p-

Â(c )  -  A {z l c ,eo }  {G( * , )  *Y ;w ; . ( x  -  r " ) } .
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Signalons que Â est constante dans la direction l7r, (voir Remarque 2.2), et nous la
considérons comme une fonction de x €. W aussi bien qu'une fonction de c € R". Par
définition une cellule unitaire du réseau engendré par hou; est un ensemble du type

"  
+ { f ,a;hou; l  on e [0,  1] ]

i=1

où r" est défini par (2.6). Ensuite, d'après I'hypothèse (2.1) on a pour un certain À e (0, 1)

(1
vi . Co(w;). (2.s)

En vertu de Lemme 2.1. on déduit

G(*) -  G(v) S Àv; wi.(r  -  y) (2.e)

pour tout segment læry) conlenu dans O. Ainsi, nous avons :

Lemma 2.2 z  (  c f .  IC.L. ] ,  [C.aJ )

Supposons que O soit convexe. Sous les hypothèses précédentes, si C designe une
cellule unitaire engendrée par les houi, alors, il existe une constante C indépendante de
C et \,  h e(0r1), tel le quepourtout c €C,le nombre de z pour lequel on doit prendre
I'infimum dans (2.7) est uniformément borné par

C
(1_À) t  (2 .10)

i.e. Â(r) : A1ztu,ea1{G(r 
") I 

v;to;.(r - n,)} - Az;{G(* 
") I 

Y;w;.(æ - n,)} où Ie nombre
de z; est borné par (2.10).

Ensuite on a :

Lemma 2.3 :

Supposons f,) convexe. Sous les hypothèses précédentes, on a

G(* )<Â( " )<  G(x )+C.ho .

Démonstration :

Puisque O est convexe on obtient en utilisant le Lemme 2.1

G(r)  3 G(r ' )  *  V;u; ;  . t  -  tz Vc" € O

qui donne
G(r)  S  ̂ ( r ) .

(2 .11)
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Ensuite, pour t € O, notons par z, le point le plus proche de r parmi tous les points r"
considérés précédemment. Alors, on a

^ ( r )  S  G( * " ) IV ;w ; . t - r z

S G(x)  *  G(x, )  -  G(*)  *  V; to1 . t  -  tz

< G(r) + C.h" .

D'où le résultat.

Démonstration du Théorème 2.1 :

Ayant defini Â(c) comme précédemment remarquons que cette fonction n'est pas
nécessairement égale à A(x) sur l, donc, son interpolé en général n'appartient pas à Kn.
Pour remèdier cette situation, on pose

un: lv(r)  n (c(c)  t  d ist(r , l ) ) .

_ [^(r) n (A(c) + (D - A)+ r dist(æ,r))].

A lo rsonpeu tvé r i f i e r f ac i l emen tqueUà_A(x )su r | e tu6>
uh € Kn,p(Q).On définit

ûa = I'interpolé de u6 sur 76,

ainsi, on a û1 € Kn. Maintenant, on va estimer

[ ,gau(æ)) d,r
J A

Remarquons que lorsque 
d,st(x,r) > ch,

où C est la constante de (2.11), on a

Â(" )  <  G( t )+d is t (æ,1)

et donc
un(*)  -  À(c).

Autrement dit, lorsque dist(x,l)

ûr, : I'interpolé de Â(u )

En posant
\ : {x I dist(x,l) > Ch" + h},,
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on obtient, ( voir [C. L. ]).

I e(vau(æ)) dx < cvrl.
JI,

où lIll désigne la meswe de.[, puisque I'infimum dans (2.7) est pris sur un nombre fini
de fonctions, alors (voir [C.L.] pour plus de détait) on a lll l S Cqt "1o-L.h.N où N est le
nombre de cellules de taille lzo inclusent dans Pw(O) où Pr,v désigne la projection de O
dans 17. Comme N.ho ( C alors llrl S C(t]-"1et par suite, on a

r
I vFûn(r)) dx 3 Cht-".

J I r

Par ailleurs, puisque le gradient de û6 reste borné uniformément sur -[\-e, on a

I

I çFar(")) dr 1 Cha.
J/\rl

On obtient finalement

lnv(van(r)) 
dx 3 cçhr-' + h').

(2.12)

(2.t3)

(2.r4)

Dans (2.L4),1'estimation est optimal lorsque a : I- a i.e. quand o : *. D'où le résultat
désiré. trr
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3. ANALYSE DES OSCILLATIONS . MESURE DE YOUNG.

Théorème 3.1

On suppose que g est bornée sur les sous ensembles bornés de R". Si de plus g admet
au plus n puits, alors

I

, . i* ,n,JnvF"@))dx:o (3'1)

et I'infimum ne peut être atteint.

Preuve :

Soit
un - /t(r) n (c(r) * dist(æ,,1)).

Clairement, u; € Ke,p(Q). Lorsque

dist(x, l )  > Ch"

où C est la constante de (2.11) on a uh - A(r) alors Vz;,(c) : VÀ(c) : to;. Donc si
on note par h I'ensemble

In  - -  { r  €0  :  d is t (x , l )

alors

I v$uu(r))d,r < t e(Yu1,(n))tu 1c'ho
J A  J l n

et donc
f

'.iÏtr,n, JnvFu(x))dæ 
- o'

On suppose que

VA(r) f w; sttr un sous ensemble de mesure positive. (3.2)

Soit

u € Ke,B(Q)tel que I e(Vu(r))d,x - 0.
J A

Alors
Vu(r) - ui p.p. dans fl.

Par ailleurs on a

k k

VA(x)-  t  a ; (x)w;a lors  I  a ; (w; -  VA)  :  g
i= l  i= l



ce qui veut dire que les
w t  -YA  i  -  1 , " '  , k

sont lineairement dépendantsr pil suite, il existe un vecteur unitaire orthogonal àVu-Y A

e tona
u L (Yu -VA)

et donc

l to-,1 - o
ou '

A-u est constante dans la directionu et comme A-u:0 sur I alors

ona  
u :  A

ce qui est en contradiction avec (3.2) d'où le résultat.

!

En l'absence de minimizer, il est utile d'étudier les suites minimisantes afin de voir s'ils

possèdent une caractéristique en commun. Cela peut être fait moyennant une mesure de

Young.

Dans cette paragraphe, nous supposons que

ui - ur i :2,. . . ,le sont linéairement indépendants (3.3)

Comme on a vu précédenment, sous les hypothèses (3.2) et (3.3) le problème (1.6) ne

possède aucun minimum.

Rappelons que

VA( r )€Co (w ; )  p .p . c  €C I  ( 3 .4 )

ainsi, il existe ai(n) tel que ri € [0, 1] et

VA(x)- ta; (n)w;  ,  ta ;@): t .  (3 .5)
i : l  i= l

De plus, on sait que ûr est unique grâce au (3.3). en fait, ai(r) est mesurable (voir I C.L.])
On rappelle un Théorème qui est bien-connu ( voir pax exemple [T.], [8.], [D.], [Ev.] ) :

Lemme 3.1

Soit u6 € I,fl'-(O) une suite telle que lu6loo, llV"rll." < d (où | 1." désigne la
norme usuelle dans .D-(O) et lVu6l la norme Euclidienne de Vu6.
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Alors za détermine une mesure de Young. Plus précisement, il existe une sous-suite,
notée encore u6 et une mesure de probabilité u, sur R* telle que pour toute fonction de
Carathéodory bornée F(r,() on ait :

,ry 
IrF@,vu1,(r)) 

d,r : 
l* I*^F(c, 

À) d,u,(\)d,x. (3.6)

Théorème 3.1

Supposons que
i) (3.2), (3.3), (3.a) et (3.5) sont satisfaites.
ii) Si u1, est une suite minimisante du problème (1.6) telle que

luuloo, lVu6l* < C. (3.7)

Alors, Vun détermine une mesure de Young unique donnée par

k
f--au,: La;(x)6*, (3.8)
i= l

où 6-, désigne la masse de Dirac au point w; et a; sont les coefficients dans (3.5) .

Démonstration

Grâce à (3.7), il existe une sous-suite notée encore u6, telle que

uh --+ u uniformément

Yu6 - Vu dans .t-(Q) faible x (3.9)

pour un certain u e Wr'*(Q).

Soit z" la mesure de Young associée à un. D'après le Lemme 3.1, il existe une sous suite

notée encore z6 telle que

I  1 r
tU" 

/" e(vu6(x)) dr : 
Jn J* eQ) du,(\)d,x : 0.

Ainsi on a

l*.vo) 
d,u,(\) : Q p'p. r € o.

De sorte q:ue ur est supportée seulement sur les puits to;; donc, on a

k

u,:Eor(r)6*,  (8.10)
i=1
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pour certaines fonctions mesurables B;.

On a supposé que ui - wr i : 1,... ,,b engendrent un sous espace noté Z1 C R",

par ailleurs on a 0 €. Cs(w;); donc il est clair que le sous espace .t1 coincide avec le sous

espace Z engendré par w; i : Lr"' ,lc et on a dim L < n.

Maintenant, soit z un vecteur unitaire orthogonal à .0. En posalt

F(c,))  -  l { r  -vA(r)} .u l

où o.6 désigne le produit de a et ô. Puis, en utilisant (3.6), on obtient

I  _  f  I  . .
I  l {vu{r)  -vA(æ)}.uldx -  l -  l_ l {À -  vA(æ)}.uldu"(À)dn:0

JA JA JR"

(car u, - | B;@)6*'). C'est-à-dire que

I t lUufQ-A(r) ] ldn+o (8.11)
Jn'ô,

Par I'inégalité de Poincaré

f râ

Jnl"u 
- Aldn t 

" Jnlf i{"n(*) 
- A(r)}ldr

on obtient,
u1 r+A  dans ,D l (O ) .

D'après I'unicité de la limite; on a en tenant compte de (3.9),

un --+ A uniformément

enfin, on retouve
Yul'YA dans ,-(CI) faible >|

Soit B une boule quelconque contenue dans O. On applique le lemme (3.1) avec

F(",€)  -  xn(*) .€

où Xr désigne la fonction caractéristique de I'ensemble B.
Donc on a

r f f
I Yu6(t)dæ --+ | | Àdu"(\)d,x
JB t" t r"  

,
: t  I  B;@)w;dx. (s.12)

7=tJB



D'autre pilt,

I vu6(r1d,r + [ voçr1a* (8.13)
J B  J B

D'où

r I 
Y A@)dr1"vun(r)o* 

- 
J"

k 1

: 
E J"a;(x)w;d'r' (3.14)

En comparant (3.12) et (3.14), on obtient

k r k î

, I B;@)w;d,r -f I a;@)w;tu. (3.15)- ; = r JB  
ÉJs

De l'unicité des coordonnées barycentriques on a

r f

J"0{*)d*:  J"a;(r)dx 
V i : I , ' " , le.

En divisant par lBl et en vertu du théorème de différentiation de Lebesgue, on a

0{* )_  o ; ( r )  p .p .  r€o

d' où I' unicité de la mesure de Young et le résultat.
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4. NON EXISTENCE D'UN MINIMIZER" REGULIER POUR UNE
FONCTIONNELLE INVARIANTE PAR ROTATION.

Soit fl un domaine borné de R'. On désigne pa,r R'xt ltensemble des matrices carrées
d'ordre n à coefficients réels et I'on pose :

W)'*çQ1 - {u € Wl'-(f)) | u: A.x sur ôO}

On s'intéresse au problème suivant :

[ fr"uver u eWrA,*(Q) tel que :
(P) (

[ " 
minimise l'énergie [rW(Vu(x))dn

On suppose que 17 : Rnxn + R, verifiant :

w
w(QF) - w(F) vQ e SOn, YF e M" (4.2)

il existe k, (k

e i t  i  -  1 , . . . , f rson t invers ib les  (4 .4 )

Vi + j, ei - ej est rang - L (4.5)

W(w)  >  0  Y ,  /  {Qrn  Q e  SO"}  i :7 , . . .  , k  (4 .6 )

k k

A:D o t iu i ta ;  €  (0 ,1 ) ,  t  o t i  :7  (4 .7 )
i=L  i= l

Maintenant, on considère une triangulationT6 de 0 en K simplexes et on choisit les
espaces d'élément finis :

V1, :  {u6 € Co(O) :  un lx  e  h(K) ,  YK eTn}

Vî :  {un eVn i  uh -  A.  r  sur ôO} (4.s)

théorème 4.1

Sous les hypothèses précédentes; il existe une constante C ) 0, indépendante de h,
telle que :

inf I wgru(æ))dr < Ch+ (4.e)
ua€.Vf Jn



Démonstration :

C' est une conséquence directe des Théorèmes 2.L et 2.3 dans I C.C.K ].

Théorème 4.2

Sous les hypothèses (a.1) à (4.7) 
", 

rt 
,.,1T_ 

Ut(€) : *oo

il existe ua e Vî tele que

f 1
i n f  .  lW(vu{æ) )dx -  lW(vu6(x ) )dn,nevî Jç Ja

Démonstration

Il suffit de reprendre la démonstration du théorème 2 dans [C.zJ.

!

Une question d'importance est de savoir s'il existe u eWrA'*(O) solution de P .

Il est clair que (4.9) entraine que

inf I w(vr(a )dr : o
aew)'* Ja

et par suite si u(æ) : Qr;.n avec A: Qw;; u réalise I'infimum de (P) lequel est égale à 0.

Supposons donc
AlQu;V  i  (4 .10)

Théorème 4.3

Supposons que W vérifie (4.1) à (4.7). Soit O1 un ouvert connexe inclu dans O et tel
que :

ôOr n ôO ne soit pas entièrement contenu dans un hyperplan de R'. (4.11)
Al911 il n'existe pas d' élements u € W)'*(O) réalisant l'infimum et qui soit de classe

Cl sur O].

Démonstration : (cf. [B.C.r])

Supposons que I'on ait :

f

JnW{Vun(x))dx 
: 0 où u e Wi,*(Q)

avec u est de classe Cl sur O].
Alors

Vu(c) - Q@)u; p.p. dans O avec Q@) e SO".



Il en résulte, si ? désigne l'opérateur transposé que :

Yu(r)T.Vu(x) - rTr; p.p. dans O.

On a donc

Vu(x)r.Yu(r) - rTr; p.p. dans O Vc € Or.

D'où
(Vu(r)ar;- t ) t  .  (v"(  *)r ; t )  :  In

et donc
(Vu(x)unr e SOn Vc € CIr

ainsi, il existe cf. [Ci.1] Q e SO" telle que

Vu(r) : Qu; Vc € Or

D'où u(r) : Qu;.r i C Vz € Or où C est une constante de Ro.
Les applications affines A el u doivent coincider sur ôO1 n ôf,), donc d'après (4.11) en

particulier en (n*1) points non coplanaires. On a donc nécessairenl C :0 d'où u - Qu6'r
ce qui est en contradiction avec I'hypothèse (a.10).
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