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Le monde mathématique ressemble beaucoup à une vilJe, une ville im-
mense, dans laquelle les lois de |'éehange ne sont pas toujours bien défrnies.
on s'y rnsère sans toujows Ia dominer, et en y vivant, on la îait vivre. ElIe
est bâtie avant notre anivée, et on n'apprendra jamais tout ce qu,elle con-
tient, mais chacun de nous sait que beaucoup y oeuvrent dans I'anonymat
pour que les circuits de distribution et d'infonnation y soient effr.caces, et
que certains veillent sur sa mémofue, préservent ses monuments, alors que
d'autres Ia font visiter, et d'autres y bâtissent de nouveaux édifr.ces, sou-
vent dignes d'intérêt, et plus rarement de superbes monuments. Certaines
gens réhabilitent de vieux bâtiments et d'autres les rega,rdent faire... Mais
comme il est bien connu, il faut de tout pour faire un monde.

Nous avons vouLu, en travaillaltt à cet ouvrage, apporter une contri-
bution bien modeste à la fascinante vie de ce petit monde, et souhaité
que les lecteurs qui voudront bien s'y plonger découvrcnt à leur tour
les nombreuses occasions de bonheur que nous avons connues dwant son
élaborution.

Rached Mneimné,
Préface de "Eléments de géométrie",
Paris, Cassini: 1997.
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INTRODUCTION

Introduction

Alternativement dans le temps, les objets et les structures géométriques produites par
les mathématiques sont le substrat des théories physiques et vice versa. Les théories de
quantifi.cation se prêtent bien à ce propos. Considérablement développées aux cours de ces
dernières années, elles ont des applications nombreuses et variées dans plusieurs branches
des mathématiques et de la physique théorique.

De manière générale, on entend p* quantification la procédure permettant d'associer à
chaque système mécanique classique un analogue quantique; en particulier de décrire les
observables et les états d'un système quantique à partir de la description des observables
et des états du système classique correspondant. Cette correspondance n'est pas unique,
et plusieurs théories de quantifi.cation ont été envisagées.

La théorie sous-jacente à I'ensemble de ce travail est celle de Ja quantifrcation par
déformation fondée par F. Bayen, M. Flato, C. Fbonsdal, A. Lichnerowicz et D. Stern-
heimer dans [BFFLS]. Eile est basée sur la théorie générale de déformation des structures
des algèbres associatives et des algèbres de Lie, développée pa^r M. Gerstenhaber da"ns [Ger].
La démarche de IBFFLS] consiste à prendre comme modèle de la mécanique classique une
variété de Poisson, c'est-à-dire une variété M pour laquelle I'algèbre C*(M) des fonctions
lisses sur M est munie d'un crochet de Lie { , }, vérifiant la règle de Leibniz. Quantifier M,
c'est alors construire un produit-star sut M , i. e. une application bilinéaire * de la forme:

* :C*(M) x C*(M)--+ C*(M)[ [ r ] l j
(u,r) ê u, *,ù : Dn"C*(u,u),

nà0

telle que
( i )  Co(u ,u)  :  uu ;
( i i )  C t (u ,u )  -  C{u ,u)  :2 {u ,a } ;
(iii) son extension â-bilinéaire à C*(M)[[n]] 

" 
C*(M)llhl] définisse une loi associative

sur I'algèbre formelle C * (M )fifil].
On impose très souvent la condition d'annulation sur les constantes:

C"( l ,u)  - -  C"(u,1) :  0 Vn )  1,

et la condition de parité:

Cn( r ,o )  :  ( -1 ) 'Cn (u ,u )  Vn .



INTRODUCTION

En général, les produits-star que l'on recherche sont différentiels: on demande aux
cochaînes C" (n 2 1) d'être des opérateurs bidifférentiels sur M.

Des théorèmes d'existence des produits-star (différentiels) ont été démontrés par
différents auteurs, dans des cadres de plus en plus généraux. Les premiers résultats sont
dus à J. Vey [V"y], et à O.M. Neroslavsky et A.T. Vlassov [NV]; ils prouvent I'existence de
produits-star dans le cas symplectique sous la condition de Ia nullité du troisième nombre
de Betti. Cette obstruction cohomologique a été levée, d'abord par M. Cahen et S. Gutt
dans le cas d'un fibré cotangent [CG1], puis par M. De \Milde et P.B.A. Lecomte dans
le cas d'une variété symplectique quelconque [D\M-L1]. Des preuves plus simples et plus
géométriques ont ensuite été données, toujours dans le cas symplectique, par H. Omori,
Y. Maeda et A. Yoshioka [OMY] et B.V. Fedosov [Fel]. Le cas des variétés de Poisson
régulières a été traité par M. Masmoudi dans [Masl]. I1 a fallu attendre plus de vingt
ans pour voir apparaître, dans le travail magistral de M. Kontsevich [Kon2], une preuve
de l'existence d'un produit-star sur une variété de Poisson quelconque; la construction de
[Kon2] fournit aussi une formule expiicite de produit-star pour les structures de Poisson
sur IRd. Une preuve plus algébrique est donnée dans [Tam], voir aussi [Kon3].

Parallèlement aux théorèmes d'existence, des classifications des produits-star ont été
données. Les premières classifications apparaissent dans [DW-L1, D\M-L2] en situation
symplectique. Des résultats plus précis et plus explicites ont été obtenus par la suite:
par Fedosov [Fe2], Nest-Tsygan [NT], Bertelson-Cahen-Gutt [BCG], Deligne [Del], et plus
récemment par Gutt-Rawnsley [GR] et Weinstein-Xu [WX] pour le cas symplectique, et
par Kontsevich [Kon2] pour le cas général.

A la différence de la quantification géométrique (celle de Kirillov, Kostant et Souriau
[Kir, Ko, Sou]) et de la quantification asymptotique (de Karasev et Maslov [KM]), ia
quantification par déformation a l'avantage d'interpréter ia mécanique quantique comme
déformation de la mécanique classique, sans faire intervenir d'opérateurs sur des espaces
de Hilbert et sans changer la nature des observables.

Les succès de Ia théorie ont été nombreux et physiquement significatifs: les prédictions
correctes s'étendent du spectre complet de l'atome d'hydrogène, à I'oscillateur harmonique
et aux niveaux d'énergie qui sont obtenus avec leurs vraies multiplicités. La quantification
par déformation a aussi suggéré de nouvelles perspectives dans la théorie quantique des
champs et en particulier dans l'électrodynamique quantique [Di1, Le].

De plus, la quantification par déformation s'est très vite révélée utile pour ia théorie des
représentations des groupes de Lie. On trouve dans [Fr] un prograrnme de construction
des représentations unitaires et irréductibles des groupes de Lie à partir de déformations
covariantes sur les orbites coadjointes. Cette nouvelle méthode des orbites, appelée pro-
grarnme déforrnation, a élé complètement réalisée dans le cas nilpotent [Ar1, ACl , ACzl,
exponentiel [AC3] et résoluble [ACL], puis dans le cas des groupes compacts [ACG2, CGRI]
(voir aussi IABS, ACMP, Mor, 

'Wil, 
Za]) et pour les représentations minimales [ABC]. Des

exemples très parlants ont été simultanément étudiés comme SL(2,IR) [AY] ou encore le
groupe euclidien E(2) [AC4].



INTRODUCTION

Par ailleurs, on peut montrer [Kir, Li2, \Me1, Va2] que toute variété de Poisson admet
w feuilletage naturel, le feuilletage caractéristique f engendré par les champs d.e vecteurs
hamiltoniens. C'est en général un feuilletage singulier (les feuilles ne sont pas forcément
toutes de même dimension) et chacune des feuilies de F est munie canoniquement d'une
structure de variété symplectique.

Il est dès lors naturel, pour une variété de Poisson M donnée, de chercher à construire des
produits-star sur M qtti soient compatibles avec le feuilletage symplectique F de M, c'est-
à-dire des produits-star qui se restreignent sans ambiguité aux feuilles symplectiques ou au
moins aux feuilles symplectiques "génériques". De telles déformations sont communément
appelées produits-s tar ta,ngentiels.

Pour ies variétés de Poisson régulières, on trouve dans [Li2] une définition précise de la
notion de tangentialité, ainsi qu'une version tangentielle des résuitats de Vey. De plus, sur
de telles variétés, le produit-star que Masmoudi a construit dans [Mas1] par généralisation
des idées de De Wilde-Lecomte et Omori-Maeda-Yoshioka a la propriété d'être tangentiel.
Dans le cas général, la situation est moins heureuse: on sait que de tels produits-star
n'existent pas toujours.

En effet, soient g une algèbre de Lie, g" le dual de g et G Ie groupe de Lie connexe et
simplement connexe d'algèbre de Lie g. On rappelle que le dual g* de g est une variété de
Poisson dont les feuilles symplectiques ne sont autre chose que les orbites coadjointes de G
dans g*. On connaît à priori deux produits-star sur g*: celui de Gutt [Gu2] obtenu à partir
de I'application de symétrisation entre I'algèbre symétriqu. S(g) et I'algèbre enveloppante
t/(g), et celui de Kontsevich-Duflo [Kon2, ABM] qui préserve la structure d'algèUtl d."
polynômes invariants sur g*. Ces produits-star ne sont pas tangentieis: ils ne se restreignent
pas en général aux orbites coadjointes, même pas à celles qui sont en position générale.
Dans [Asi], Asin Lares nous apprend que le produit-star de Gutt n'est que rarement tan-
gentiel: il ne peut se restreindre à une orbite coadjointe O dans g* que si cette orbite est
ouverte dans un sous-espace a,ffine d" g*. Bien plus, on trouve dans [ACGI] et [CGR2]
des exemples d'algèbres de Lie g pour lesquels il n'existe pas de produit-star tangentiei
et différentiel défini sur tout le dual g*. Ces exemples incluent toutes les algèbres âe Lie
serni-simples et plusieurs algèbres de Lie nilpotentes. En fait, dans [CGR2], les auteurs
montrent qu'une déformation sur g* à la fois tangentielle et différentieile n'est possible que
lorsqu'une condition algébrique très forte est satisfaite par les invariants quadratiques de
g. Ce résultat a été formuié en termes géométriques dans ['We3].

La situation n'est cependant pas aussi désespérée qu'il y paraît. Pour contourner la
difficulté, on peut citer au moins deux aLternatives possibles:

(i) travailler de manière algébrique, c'est-à-dire en permettant au produit-star de n'être
pas différentiel;

(ii) construire des produits-star différentiels, éventuellement non définis partout, et tan-
gentiels seulement sur un ouvert dense de la variété de Poisson considérée.

Pour les algèbres de Lie, ces aiternatives ont déjà été relativement exploitées dans la
littérature. Soyons un peu plus précis:
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- L'idée (f) de considérer des produits-star non-différentiels sur les duaux des algèbres
de Lie est ancienne, eile a été soulevée par Fronsdal et Flato, et mentionnée dans [jtert].
Pour le cas des algèbres de Lie semi-simples, nous savons construire depuis 1CbZ1 ""produit-star algébrique, tangentiel sur toutes les orbites régulières. Une construction plus
générale (mais moins explicite) pour les algèbres de Lie semi-simples et certaines algètres
de Lie nilpotentes est donnée dans [ACG1]. Des résuitats plus récents ont été obtenis par
Fioresi-Levrero-Lledo dans [FLL] et Fioresi-Lledo dans [FL].

- L'idée (ii) de construire des produits-star différentiels et tangentiels seulement sur une
partie du dual g* a été menée à bien dans certains cas spécifiques. Dans [ACl], D. Arnal
et J.C. Cortet ont obtenu de tels produits-star sur I'ouvert générique V des algètres de Lie
nilpotentes' Leur construction consiste à définir un produit-star de Moyal sur V au moyen
d'une paramétrisation simultanée des orbites contenues dans I/. Pour ies algèbres de Lie
nilpotentes spéciales, il est possible de construire des produits-star différentiels, définis sur
tout g* et tangentiels sur les orbites génériques. On trouve une telle construction dans
IACGI] puis dans [BA]. Le produit-star de [ACGi] est obtenu par récurrence à partir
d'une base de Jordan-Hôlder de g; ii diffère en général du produit-star décrit aans [ÀCf].
Le produit-star de [BA] est construit à I'aide d'une formule intégrale par modifitation
de la formule de Rieffel du produit-star de Gutt (l'application exponentielle usuelle étant
remplacée par un difféomorphisme g : g --+ G).

Notons que les produits-star tangentiels définis sur une partie au moins du dual d.,une
algèbre de Lie g sont des objets importants pour l'analyse harmonique du groupe de Lie
G correspondant. - Ils peuvent en efiet être utilisés dans la descriptiàn et la construction
du dual unitaire ê a" C via le prograrnme déformation mentionné plus haut.

Première problématique:

Peut-on développer une étude unifrée de I'existence d.es produifs-s tar tangentiels? Com-
ment classifr.er de tels produifs-sta,r, en particulier comment savoir quand i en existe? Et,
pour uae algèbte de Lie g n'admettant pas de produit-star tangentiel et différentie1, est-il
touiours possibJe de constru;tre sur g* un produit-st ar tangentiel algébrique?

Dans la première partie de cette thèse, nous avons essayé de donner queiques éléments
de réponse à ces questions. Nos résultats se répartissent principal"*"r1 autour de trois
axes:

1. L'étude complète de I'existence et de la classification des produits-star tangentiels
nécessite le calcul de la cohomologie de Poisson tangentielle. Dans le cas d.es variétés de
Poisson régulières, cette cohomologie a été définie et son rôle précisé dans [Li2]. Assez
curieusement, aucun écrit (à ma connaissance) ne traite du calcul des espaces de cette
cohomologie qui, à la différence de la cohomologie de Poisson usueile, ne dépend de la
structure de Poisson que par I'intermédiaire du feuilletage et de la cohomologie de de Rham
des feuilles. Dans un article [Ga2], j'ai exploré cette question, en calculant explicitement
de nombreux exemples issus des algèbres de Lie. Cet article met en évidence des problèmes
de géométrie différentielle et de théorie des feuilletages, non triviaux et intéressants en soi.
Il est repris au chapitre II de cette thèse.
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INTRODUCTION

2. La question de l'existence de produits-star tangentiels algébriques sur les duaux des
algèbres de Lie est difficile à traiter de manière générale. Il nous a paru utile et naturel
d'examiner ici le cas des algèbres de Lie nilpotentes: le duai de ces algèbres est stratifr.é (voir
[Ver, ACG1, Bon, P"k]) et on a une paramétrisation très précise des orbites contenues dans
chaque strate. Dans [Gal], j'ai donné une condition nécessaire et su-ffisante d'existence de
produits-star tangentiels, différentiels ou non, sur les duaux des algèbres de Lie nilpotentes.
Ce travail est repris au chapitre III de cette thèse.

3. Soient g une aigèbre de Lie nilpotente et g" son dual. On sait que toute orbite
coadjointe O dans g* admet une carte de Darboux globale dont les applications coordonnées
pi)qj sorrt restriction à I'orbite de fonctions polynomiales fi, g; définies sur g*. Les fonctions
f;,gj ne vérifient pas en général les relations de Darboux:

{T; ,g ; }  :  6 ; , j , ,

en dehors de I'orbite. Cependant, M. Saint-Germain a expliqué dans [SG] comment pro-
longer les fonctions pitg; sur un ouvert d" g* de sorte que les relations de Darboux soient
encore vérifiées sur tout I'ouvert. La considération d'exemples l'a mené à conjecturer
l'existence de tels prolongements qui seraient algébriques. Que dire de i'aspect algébrique
des prolongements de Saint-Germain? Peut-on construire, à partir de ces prolongements,
un produit-star différentiel et tangentiel sur I'ouvert fl de g* formé des orbites de di-
mension maximale? Et si oui, quelles propriétés supplémentaires peut-on exiger d'un tel
produit-star? Ces questions seront élucidées au chapitre IV de Ia thèse.

L'existence et la classification par Kontsevich des produits-star sur une variété de Pois-
son quelconque [Kon2] résultent d'un théorème beaucoup pius général: le théorème d.e for-
maJité. Ce théorème stipule l'existence d'une formalité sur toute variété différentiable M,
c'est-à-dire d'un loo-morphisme particulier entre I'algèbre de Lie graduée des multichamps
de vecteurs et celle des opérateurs multidifférentiels sur M. Dans [Kon2l. Kontseviclr- a
d'abord construit une formalité explicite pour IRd, puis a montré I'existence â',-" formalité
sur M quelconque par des arguments abstraits de recollement issus de la eéométrie formelle
de Gelfand-Kazhdan [GK]. La construction de Kontsevich pour IRd 

"rI 
a,rjorrrd'hui bien

comprise (voir [AMM] par exemple). Le passage de IRd à M reste, quant à lui, encore très
formel et très algébrique.

Seconde problématique:

La théorie des produits-sfar est fortement liée à l'étude de cohomologies appropriées. Qu'en
est-il pour les formaJités? Senit-il possible de rccoller les formaJités locales d.e manière
moins formelle, en s'inspiranf des preuves de recollement des produits-star?

J'ai eu l'opportunité et le privilège de travailler avec Didier Arnal et Mohsen Masmoud.i
sur ces questions au cours de I'année universitaire 2000/2001. Nous avons d'une part
commencé à étudier une cohomologie de Chevalley naturellement associée à l'équation de
formalité, d'autre part, nous avons avec Najla Dahmene rédigé un article IADGM] visant à
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construire des produits-star tangentiels en s'inspirant de la construction de [Fe1] et [CFT].
J'ai essayé de faire une synthèse de nos travaux dans la deuxième partie de cette thèse.

Le présent travail est divisé en six chapitres que nous allons maintenant brièvement
résumer.

Première partie:

Ce premier chapitre présente quelques aspects de la géométrie de Poisson et contient les
principaux concepts qui seront utilisés par ia suite. On y trouve entre autres les notions
de variété de Poisson, de produits-star, et de cohomologies de Poisson, de Hochschild et de
Chevalley. En vue d'une étude unifiée de l'existence et de la classification d.es produits-star
tangentiels, on distingue à la fin du chapitre plusieurs notions de tangentialité (tangentialité
C-, algébrique, locale et différentielle).

Chapitre II:

Dans le second chapitre, on s'intéresse à la cohomologie de Poisson tangentielle des
variétés de Poisson régulières ainsi qu'à ses applications pour l'étude et la classification
des produits-star tangentiels pour les aigèbres de Lie. On prouve que, pour une variété
de Poisson régulière, la cohomologie de Poisson tangentielle s'identifie à la cohomoiogie
de de Rham tangentielle du feuilletage symplectique (théorème II.2.3). La conséquence
intéressante de ce résultat est que la cohomoiogie de Poisson tangentielle, contrairement à
la cohomologie de Poisson usuelle, ne dépend que de la géométrie du feuilletage et pas de
la structure symplectique des feuilles (remarque II.2.4). Nous démontrons aussi que toute
variété feuilletée admet un bon recouvrement (Ur) i.e. tel que toutes les intersections
d'un nombre fini d'ouverts sont de cohomoiogie de de Rham tangentielle triviale en degré
supérieur àzéro (proposition II.2.6). Ce résultat nous permettra d.'interpréter la cohomolo-
gie de de Rham tangentielle (donc la cohomologie de Poisson tangentieile des variétés de
Poisson régulières) comme une cohomologie de Ôech (propositions II.2.T et II.2.8). Nous
calculons finalement cette cohomologie dans de nombreux exemples issus des algèbres de
Lie. En effet, chaque algèbre de Lie g donne lieu à une variété de Poisson régulière na-
turelle: i'union fl des orbites de dimension maximale dans g*. Le chapitre traite en détail
le cas des algèbres de Lie nilpotentes, puis de toutes celles d.e dimension B. Ces calculs
montrent en particulier que les espaces de la cohomologie de Poisson tangentielle sont
généralement très gros, et ceci même lorsque la cohomologie de de Rham des feuilles est
triviale (proposition II.4.7).

Chapitre III:

Dans ce chapitre, nous donnons une condition nécessaire et suffisante d'existence de
produits-star tangentiels et gradués, différentiels ou non, sur le dual g* d'une aigèbre de
Lie nilpotente g. A cette fin, nous définissons une cohomologie adaptée aux déformations
tangentielles et graduées de I'algèbre symétriqu" S(g) (cohomologie de Hochschild. bien
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graduée) et en calculons les premiers espaces (propositions III.2.3 et III.2.4). Nous prou-
vons à partir de ces calculs qu'un produit-star tangentiel et gradué sur S(g) existe si et
seulement s'il existe un bon second terme C2 (théorème III.3.3). En fait, un tel produii-
star algébrique, iorqu'il existe, peut être supposé différentiel dès que son C2 est diffZrentiel.
Finalement, nous montrons que toutes ces déformations (différentielles ou non) sont tan-
gentiellement équivalentes (proposition III.3.4 et théorème III.3.5). On étudie ensuite le
caractère tangentiel du produit-star de Gutt (propriétés III.4.1 et III.4.2). On clôt Ie
chapitre par une application de nos résultats à gs,+; un exemple typique d'algèbre d.e Lie
nilpotente pour lequel ii n'existe pas de produit-star tangentiel et différentiel défini sur
tout le duai IACGI, CGR2]. En réalité, nous donnons pour cet exemple la construction
explicite d'un produit-star tangentiel et algébrique.

Le chapitre IV est consacré à la description de produits-star tangentieis sur la variété f,)
des orbites coadjointes de dimension maximale dans le dual g* d'une algèbre d.e Lie niipo-
tente g. Après quelques rappels de géométrie algébrique, on étudie le caractère algébri[ue
des prolongements considérés par Saint-Germain dans ISG]. Pour être exact, on prouve
l'existence de cartes de Weinstein, semi-algébriques, homogÉnes, prolongeant les fonctions
de M. Vergne (théorème IV.2.1). Nous utilisons ensuite ces cartes adaptées pour construire
localement sur f) des produits-star tangentiels, gradués et différentiels (proposition IV.b.1)
et une partition de I'unité homogène (proposition IV.5.2). L'existence de cette partition
nous permettra de construire un produit-star tangentiel, gradué, différentiel, gloÈalement
défini sur I'ouvert Q pour g nilpotente (théorème IV.5.3), Chemin faisant, nous donnons
une preuve cohomologique de l'existence d'un produit-star tangentiel sur une variété de
Poisson régulière M àpatlir d'un bon recouvrement de M el de.hu-p, de vecteurs tangen-
tiels conformes locaux (théorème IV.4.1). Cette preuve repose sur les idées et techni{ues
développées dans [D\M-Ll, DVV-L2] en situation symplectique; elle reprend la formula-
tion de [Mas2, Mas3, ALM], où ces techniques ont été utilisées pour lra construction de
produits-star covariants sur une (seule) orbite coadjointe.

Seconde part ie:

Chapitre V:

Dans le chapitre V, nous donnons une version graduée de la cohomologie de Chevalley
des algèbres de Lie. Conformément à [Kon2], on considère les algèbres de Lie graduées des
multichamps de vectevrs Tna,s(M) et des opérateurs multidifférentiels noan(U1sur une
variété M diffêtentiable. On munit Do4y(M) d'une structure deTooty(MiËàa"L gradué
(proposition V'4.1). Puis nous localisons I'obstmction à I'existenËe â),-" formalité dans
un espace d'une cohomologie de Chevalley â appropriée (théorème V.b.1). Ce chapitre est
la suite directe de [AM].

Chapitre VI:

Le chapitre VI concerne les variétés de Poisson feuilletées, f.e. les variétés différentiables
munies d'un feuilletage (régulier) et d'un 2-tenseur de Poisson tangent aux feuilles de ce
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feuilletage. On démontre que sur de teiles variétés la construction de [CFT], elle-même
inspirée de [Fe1], permet de construire des produits-star tangentiels (ihéorÉme VI. .5).
Ce résultat généralise Ia preuve de I'existence d'un produit-stai tangeniiel sur les variétés
de Poisson régulières de manière plus conceptuelle et plus géométrique. Le chapitre se
termine par des exempies pris dans les duaux des algèbres de Lie. Dans certains cas,
nous parvenons ainsi à construire des produits-star tangentiels sur des ouverts contenant
strictement celui des orbites de dimension maximale (proposition VI.s.l).

La littérature est particulièrement riche en matière de quantification par déformation et
ia plupart des écrits sont des références incontournables sur le sujet. Clest la raison pour
laquelle je me suis permise, à la fin de cette thèse, d'inclure une ltngue bibiiographie.
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CHAPITRE I

CHAPITRE I

Généralités sur les variétés de Poisson
et leurs déformations

Les variétés de Poisson ont été introduites par Lichnerowicz fLil, Li2l. Leur impor-
tance a été rapidement reconnue par Weinstein qui en a étudié les propriétés locales
[Wel]. Elles jouent aussi un rôle fondamental en mécanique et 

"n 
phyriqrre, et elles sont

systématiquement étudiées depuis plus de vingt ans. Dans ce premier chapitre, on intro-
duit les notions essentielles qui sont attachées à une variété de Poisson M et on rappelle
les théories cohomologiques associées au problème des déformations de la structurl de
Poisson de M, et de I'algèbre associative et de Lie des fonctions lisses sur M. Le 1ecteur
pouma se reporter à [CW, Va2] s'il souhaite plus d'informations sur la géométrie de Pois-
son et à [Gu4, Ster2] qui offrent une synthèse des résultats accumulés sur la théorie des
produits-star depuis I'article fondateur IBFFLS].

I.1 Géométrie de Poisson.

Déftnit ion I.1.1
Un ctochet de Poisson sur une variété différentiable M est une application bilnéaire {,}
sur I'algèbre .ff : c*(M) des fonctions Jisses sur M vérifrant

(i) L'antisymétrie:

{ u , r } :  - { u , z }  Vu ,u  €  - l f

(ii) La règle de Leibniz:

{u ,uu t }  :  { u ,u } -  +  {u ,w}u  Yu ,u , ,u . r  €  I f
(iii) L'identité de Jacobi:

{ {u , r } , u }  +  { {u , , * } , 2 }  +  { { t r . ' ,  z } ,u }  :  g  Vu ,a ,u  €  .ô / .

Une uariété munie d'un crochet de Poisson esf appelee variété de Poisson.

Soient (M,{,}) une variété de Poisson et y'{ : C*(M).Le crochet de poisson fait de ,n/
une algèbre de Lie. La règle de Leibniz implique, pour toute fonction lisse / sur M, que
I'application linéaire g,-- {f ,g} est une dérivation de I'I. A chaque fonction / "orr".porrd
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donc un champ de.vecteur" Hf , appelé I'Hamiitonien de f , Hr@): {T,g}. De l,identité
de Jacobi, on déduit également que

IHt ,Hn] :  H{r ,c} ,

autrement dit l'application f - f/1 est un homomorphisme d'algèbres de Lie de (.nf, { , })dans I'algèbre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens. Enfin, compte tenu des pro-
priétés (i) et (ii) de la définition I.1.1, ii existe un unique 2-tenseur contravariant anti-
symétrique, noté A, tel que

{f ,' g} : L(df , dg).

Ce tenseur Â est appelé tenseur de Poisson de la variété de Poiss on M ou encore bivecteur
de Poisson.

. 
Not-ons V-(M) I'espace des tenseurs contravariants totalement antisymétriques s1r M.

AfiI] d'exprimer I'identité de Jacobi en termes du tenseur A, on ..ppl]]" que le crochet
de Schout"n [, ]s est par définition I'unique extension du 

"o-*rrtàieur 
des champs de

vecteurs àV.(M) telle que

I )  lP,Qls :  -(- t ; tr- t)(s-t)  [e, p]s

2) [P, [Ç, Æ]s]s : [[P,Qls, Æ]5 + (-t;tr-r)(c-r) le,lp,Ælsls
pou r  P  €Ve (M) ,  Q  €Vc (M) , l ?  6  V . (M) .

Le crochet de Schouten satisfait donc I'identité de Jacobi graduée pour le décalé y.(M)[1]
(qui-est I'espace gradué V*(M) dont la graduation est baissée d,une unité: un Ë-tenseur
est de degré fr dans v.(M) et de degré k -r dans V*(M)[l]), à savoir:

(- t ;k-t)r ' -1) [ [p, 8]s, Elsl*(-r ; to-r)(p-r) [ [g, R]",  pls+ (_1)(r-r)(q-r) [ [8, p]s, els :  0,

p"y P e VP(M), Q eVt(U), f t  e V"(M).
Le crochet des fonctions { , } associé à Â (comme pius haut) satisfait I'identité de Jacobi

si et seulement si À vérifie l'éealité:

[Â, Â]" :  6.

Pour vérifier ce point, il suffit de se placer dans le domaine [/ d,r:ne carte de M d.e coor-
données locaies (r;). Dans ces coord.onnées, le crochet de Poisson s'écrit sous la forme:

{ f  ,g}p :  l r i j (x)yy,' 
Oti Ofrj

ici et dans la suite, on a utilisé la convention d'Einstein de sommation sur les ind.ices répétés,
et les fonctions locales Atj sont les coefficients du tenseur de Poisson Â. L,antisymétrie du
crochet se traduit alors sur les coeffi.cients par:

Â 'J  :  -ÂJ '
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défini par

et f identité de Jacobi équivaut à:

L,i}tk + A,r*3 * tr.* â=Anj - o.
0 * ,  

I  r r  
0 r ,  

I  r r  
ô * ,

Par définition même du crochet de Schouten sur (I,le premier membre de cette relation
est la composante (ijk) de -[4,Â]5. D'où I'assertion annoncée.

Dans la suite, on désignera notre variété de Poisson par le couple (M, L). Au bivecteur
de Poisson Â, il est classique d'associer le morphisme de fibrés vectoriels

f f :T*M - - -+TM
-t+

d l-----+ aT

g@#) : tt(a,,9)

pour tout élément a et B d'une même fibre de T* M. Remarquons au passage que l,on a
#(df) - Hf pour toute fonction / de N.

on appelle rang de M au point r, le rang de l'application linéaire ff, : TiM --+ T,M.
En coordonnées locales, c'est le rang de la matrice tyài(").Si le rang de M èst constant,
égal à 2n, Ia structure de Poisson est dite réguiière et h : a;m@) - 2n s,appelle la
codimension de M. En particulier, si â:0, c'est-à-dire si le rang de M est partout égal
à la dimension de M, # est un isomorphisme et M est une variété symplectique donilu.
2-forme symplectique n'est autre que &r : #-1(^).

On appelle champ caractéristique de M., ortdistribution caractéristique, le sous-ensemble

c-l)c"
x€.M

où C, est le sous-espace vectoriel de I'espace tangent TrM engendré par I'image de
#, : TiM -'+ TrM. A. Kirillov a montré que la distribution caractéristique Ô est
complètement intégrable au sens de Stefan [Stef] et Sussmarrn [Su], et donc définit un
feuilletage généralisél. Les feuilles de ce feuilletage ne sont pu,, oà."r.airement de dimen-
sion égale, mais toutes ont une dimension paire et sont des variétés symplectiques. Une
façon d'énoncer ce résultat est donnée par la

Proposit ion I.1.2 [Kir, We1]
Mre ]a t i on -dé f rn i ecommesu i t : t - y s i e t seu ]emen ts , i ] ex i s t eune
coutbe joignalû æ et y, dont chaque segment esf un morceau de courbe intégrale d,un
champ de vecteurs hatiltonten su.r M. ALors - est une relation d'équivalence et les cJasses
d'équtvalence sont des sous-variétés symplectiques, appelées Jes feujJ1es d.e la structure de
Poisson.

I On reviendra plus précisément sur la notion de feuilletage dans l" ,".orrd. 
"ffitr"
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Exernple I.1.3
L'exemple Ie plus simple de variété de Poisson non ftgulière est le dual g" d'une aJgèbre
de Lie g. Le 2-tenseur À sur g* dorné par

Lr(X,I ' )  :< p, lx,Yl> VX,Y € g,Vpr, € g*,

défrnit une structure de Poisson sur g*, appelée structure de Poisson-Lie. On peut aussi
écrire

{ f  ,g } } t ) :1  u , ld r f  ,d rs l>  Yf  ,g  e  C-(9 . ) ,
où drf € L(9",.R,) = g désigne Ia différentielle de f au point pt.
Si Xr,.. .rX* est une base de g et n1t... trrn Ie système de coordonnées global d" g*
associé à eette base. on a' r n

{* ; , ,* i } :  t  Cf i*o
È = 1

où Jes C!1 sont les constantes d.e structure de g.

Proposit ion I.1.4 [Kir, We1]
Soient g une algèbre de Lie et g* son dual. Les feuilles symplectiques de la structure de
Pojsson de g* ne sont autre cJ:ose que les orbites coadjotntes dans g*.
Preuve:
Prenons un groupe de Lie G connexe d'algèbre de Lie g. On désigne par Ad (resp. Ad*)
la représentation adjointe (resp. coadjointe) de G dans g (resp. g*), et par ad (resp. ad*)
I'action correspondante de g. On rappelle rapidement ce que sont ces actions. Défi.nissons
d'abord

"n(h)  
:  ghg- l  Yg,h e G.

La différentielie en 0 de cette application est la représentation adjointe:

Aak)6) : d(oc)p(x) vs € G,VX e g'

La représentation coadjointe est la contragrédiente de la précédente:

< Ad-(g)({),X >:< Ë,Ad(s- ')(X) > V( € s*, Vg € G,VX e s.
Enfin, les actions ad et ad," sont les différentielles en 0 de Ad et Ad* respectivement. Notons
(X;) une base de g et (r;) le système de coordonnées global qui lui est associé. Dans ces
notations, la courbe 7l du champ de vecteurs hamiltonien Hr, relatif à la fonction r;,
passant par un point € d" g. à I'instant t :0, est donnée par

'Y i(t) :  Ad. (exP( -tX; )X€)'

En effet, pour tout X de g, on a

fI"' (XX() :( €, lX;, Xl s:
d:  
t rr=oI { 'AdexP(fx6)(x) 1:

d

:!,: :i,iï ;;,':,"i 
x { )' x > -
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Ainsi, la courbe intégrale de
différentielle

ffr, passant par { en f : 0 est la solution de l'équation

d'v, .-;:(t) : -ad'* (xr Xz; (t))dt

avec la condition initiale

zr(o) : (.
Par ailleurs, G est engendré en tant que groupe pax I'image de I'application exponentielle
exp : g * G (par connexité de G) et tout champ de vecteurs hamiltonien est combinaison
linéaire des ff",. Le résultat s'ensuit.Et

On retrouve en particulier le fait que les orbites de la représentation coadjointe sont des
variétés symplectiques; un résultat important dû à Kirillov-Kostant-Souriau (voir [Kir] ou
[Ab-Ma] pa,r exemple).

Le fait qu'une variété de Poisson M soit toujours feuilletée (feuilletage régulier si la
structure de Poisson de M est régulière, feuilletage singulier dans le cas général) suggère
ia notion importante de fonction sur M constante le long des feuilles de M. Remarquons
qu'une fonction / est constante le long des feuilles de M si et seulement si son Hamiltonien
H 7 est nul. Une telle fonction est appelée fonction de Casimir. Signalons aussi que dans
le cas où M - g* est le dual d'une algèbre de Lie g et si G désigne le groupe d.e Lie
connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie g, les fonctions de Casimir coincident
avec les fonctions sur g* qui sont G-invariantes. (On rappelle qu'une fonction / sur g" est
G-inrrariante si pour tout élément g de G, on a:

s.f @ :: f (Ad*(sX€)) : /(O V{ e 9..)

Remarque I.1.5
De manière p/us générale, pour une variété de Pojsson M et pour toute sous-aJgèbrc S d.e
l/ : C-( M), stable pat le crochet de Poisson , on peut défr.nir les Casimir de ,S comme
étarft les éIéments de S d'Hamiltonien nul.

Insérons maintenant les notions de morphismes de Poisson, de sous-variétés de Poisson
et de variétés de Poisson produit.

Définit ion I.1.6
Soient (Mt,,!\t) et (M2,42) deux variétés de Poisson. [Jne application e : Mr -+ Mz
en t reM le tM2es t  unmorph ismedePo issons iA l  e tÂ2  son t reJ iés  pæQ,o t l , cequ ies t
équivalent, si les croùets de Poisson { , }r et { , }2 resp edifs satisfont

{ " f  o  O,g  o  O} r  :  { f ,9 }zo  Q Vf ,g  €  C*(Mr) .

Nous dirons qu'une variété de Poisson (M, L) est une sous-variété de Poisson d'une
variété de Poisson (M, L) si -û est une sous-variété de M et si I'immersion injective de É[
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dans M est un morphisme de Poisson. Notons que si la structure de Poisson À existe, elle
est unique.

Déffnit ion I.1.7
Si (M1,Â1) et (Mr,lvz) sont deux variétés de Poisson, on appelle vafiété de Poisson produit
de M1 et M2, Ia variété de Poisson (Mt x Mr,l\) où A : Âr O À2.

Toute variété symplectique peut être recouverte, via le théorème de Darboux, par des
cartes canoniques dans lesquelles la structure de Poisson est constante. Cela n'est plus
vrai dans le cas d'une variété de Poisson non symplectique. Cependant, on dispose d'un
résultat voisin du théorème de Darboux: le théorème fondamental de décomposition de
Weinstein. Ce dernier s'énonce comme suit.

Théorème I.1.8 [We1]
Soient (M, t\) une vaiété de Poisson de dimension m et xs un point de M . On suppose
que Ierang de A en 16 est2r. Alors, ilexiste une carte(UrV) de M en r0, dite cafie de
Weinste in,dont lesappl icat ionscoordonnéesassociées(prr . . . tpr ter t . . . rgr tzr t . . . rz*_zr)
vérifient les relations de commutation

{p; ,q i l ;  
-  6 ; , j  {zo,z6}(ns)  :  0

{p ; , p i } :  { q ; ,Ç r }  :  o

{p ; , t o }  :  { q r ,  zo }  : 0 ,

où6 ; , i  es t  l esymbo ledeKroenecke re t i ,  j  e  {1 , , . . . , r } , a ,b  €  {1 , . . .  ,m_  2 r } .Les  c roche ts
{zo,zo} ne sont fonctions que des zrt...tz,rn-2r et L'exptession du crochet de Poisson dans
Ia carte (U,à est Ia suivanfe

r  )  { ' ,au a,
Iu',aJ : 

)-r\ Ap, A%

0u 0a ,
- -  I  - J -

oqr op,i' '
,  ,0u  0u
Iz" ,zb j  0 ;64

lSa,bltn-2r

Corollaire I.1.9 [Wel]
On conserve les hypothèses du théorème précédent. Alors, il existe un ouvert LI contenant
ts eui s'identifre par un difféomorphisme g de Poisson à une vafiété de Poisson produit
5 x À où ,5 est un ouvert de É' muni de la structure symplectique canonique et R est
un ouvert 4" p.tn-zr muni d'une structure de Poisson dont le rc,ng d.u tenseur associé est
nul en ?(æo). Les facteurs ,9 ef R sont uniques à difféomorphisme local de Poisson près.

Remarques f.1.1O

@stcons ta r t t su runvo i s i nage t ] deæg ,aJo rspou t t ou t xd ' e [ r , ona
{2",26}(x):0 (sinon lerang deÂ en t augmenterait); dans ce cas,l'expression du crochet
se Éduit à

{u,o}:ir3Y-?%.
?=r'?p1, Aqn 0q; ôp;' '

ii) Si M est une vanété de Poisson réguliùe, le rang est constartt partout et i) s'applique sur
tout ouvert de M. Dans ce ca,s particulier, on retrouve les cartes décrites par Lichnerowicz
dans [Lil].
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I.2 Cohomologie de Poisson et première interprétation.

Dans ce paxagraphe, (M,À) désigne encore une variété de Poisson, -ôy' : C*(M) est
l'algèbre des fonctions lisses s.ur M, V"(M) désigne I'espace gradué des tenseurs con-
travariants totalement antisymétriques, et on note Q*(M) l'espace gradué des formes sur
M . La cohomologie de Poisson de (M, L) (encore appelée A-cohomologie ou cohomoiogie
de Lichnerowicz-Poisson) est définie comme suit.

Définit ion I.2.1
Soit o : V*(M) --+ V*+r(M) l'opérateur défrni par

o  :  [À , . ] s .

L'identité de Jacobi graduée du crochet de Schouten permet de montrer que t est un
opérateur de cohomologie i.e. 02 :0. Le complexe (V*(M),o) est Ie complexe de Poisson
de M et la cohomologie associée, que I'on notera dorénava"nt par Hi(M), s'appelle Ia
cohomologie de Poisson de M.

Le lecteur trouvera dans [Hue] une définition algébrique de la cohomologie de Poisson
et dans [CW, APP, Mon] des études récentes sur cette cohomologie.

On rappelle que I'on peut définir une structure d'algèbre de Lie (de dimension infinie)
sur Or(M) via le crochet:

{ r , 0 } :  Lo#0  -  LBua-  d ( / r (a ,B \  Vo ,g  €  f } l (M) .

Ce crochet est I'unique extension du crochet donné pzr {df ,dg}: d{f ,g} satisfaisant à

{o , f  g } :  f  {a ,0}+@#i lP Vo,g  €  ç}1(M) ,V/  e  l f  :C*(M) .

Il fait d" # un morphisme d'algèbres de Lie de fll(lf) dans Vl(M) et munit le fibré
cotangent T* M de M d'une structure naturelle que l'on appelle de façon un peu pédante
structure d'algébroïde de Lie. On peut alors montrer ([Va2] p.44) que I'opérateur o:

o  : vk (n t t )  - -Vk+ ' (M)

vérifie
oe (o0 , . . . , d& )  :  D  ( - r ) n " f (Q@o, . . . , , d i , . . . , a f t ) )

0< t<È

+  E ( -1 )n * i  Q ( {on ,a i } ,@0r .  .  - , â i , .  . . , d i ,  - .  - , ak ) ,
i < j

ici Q appartient à Vu(M),les a; sont des l-formes sur M et 
^ 

désigne I'omission.
Signalons également que le prolongement naturel # de S aux puissances extérieures de

T* M et aux sections de ce fibré:

#^@0, .  .  .  , 0c -1 )  :  ( - 1 ) c ) (  o { , , .  . . , o { - r )
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CIIAPITRE I

entrelace a et la différentielle extérierre d de de Rham, donc induit un homomorphisrne
naturel de Hip(M) dans Hi@) [Kos]. Cet homomorphisme est un isomorphisme dans
Ie cas symplectique.

Définition I.2.2 [Kon2, Gu4]
o Une déformation de la structure I\ d'une variété de Poisson (M, L) est une série formelle
de la forme

l \ ' :A+t 'kok '
k>1

ici les ap sont des 2-tenseurs sur M , telle que I'on ait formellement I'égaJité [Âr, Àr1" : 6.
e Deux déformations t\, et l\t, sont dites équivalentes s'il existe un opérateur différentiel
formelT de Iaforme: T : Id+Di L,Di où D : DrpDp esf une série de champs de
vecteurs Do et tel que

T {u ,u } , :  {Tu ,Tu } ' , ,

si l 'on note {u,u}, :  l t ,(du,du) et {r,u} ' ,  :  ly ' ,(du,du).

Cela étant dit, on est en mesure d'interpréter les premiers espaces de la cohomologie de
Poisson: D'abord, H'n@) est I'espace I(M) des fonctions de Casimir, i.e.

Hi@):  r (M):  { " f  e  N :  C*(M),  Hr  = 0} .

D'autre part,

HI(M): v'n@)
X^(M)

où Ul(nzf) est I'espace des automorphismes infinitésimaux de la structure de Poisson (f.e.
Ies champs X vérifiant oX: 0, parfois appelés champs de Poisson) et y{M) est I'espace
des champs de vecteurs hamiltoniens H r U € lf ). Le second espace H"n(M) classifie
les déformations formelles de la structure de Poisson Â modulo les déformations triviales.
Enfin, Hi@) contient les obstructions au prolongement d'une déformation de la struc-
ture de Poisson Â à un ordre supérieur (sur tout ceci, voir la présentation générale dans
I'appendice A.1).

I.3 Déformations des structures algébriques.

Dans cette section, on rappelle les notions de déformations au sens de [Ger] de I'espace
l[ : C*(M) des fonctions lisses sur une variété M, considéré soit comme algèbre asso-
ciative, soit, si M est une variété de Poisson, comme algèbre de Lie. Le lecteur pourra
consulter [Ger, Gul, Li3] pour plus de détails.

a) Déformations associatives et cohomologie de Hochschild.

Déffnit ion I.3.1
e Une application bilinéatre de l[ x .l{ dans lf [[r]] défrnie par Ia série formelle

. r? . t  * ? ) : uu i I u " cn (u ru )
n21
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ori /es C, sont des applications bilinéaires de N x I/ dans l/ est une déformation formelle
de I'algèbre associative N (ou déformation formelle associative de N), si son extension
naturelle en une application bilinéaire de Nllu]] x N[[z]] dans N[[z]] satisfait forrnellement
Ia condition d' associativité

(u *u ) *u ) : u * (uxw)

pour des fonctions fisses ?.t ),ù ),u) sur M .
t Deux déformations formelles x et *t de I'algèbre associative /y' sonf dites équivalentes s'il
existe une série formelle

T : Id, ilu"T"
s ) 1

où /es T, sont des endomorphismes de N (T agit alors naturellement sw lf tl"]]) satisfaisant
formellement Ia relaiion

T(u * '  u) :  Tu * Ta.

A) Considérons à présent une déformation associative * et notons

(u  *  u )  *  u )  -  u  *  (u*  ? r )  -  
D" "  D. (u ,u , ,w)
n ) l

ou
D n ( u , u r u )  - C,(C 

"(u,  
u) ,  w) -  C,(u,  C,(u,  w)) .

r ls=nrrrs lO

Si nous Dosons

E n ( u r u , , u )  - C,(C 
"(u,  

u) ,  *)  -  C,(u, ,  C 
"(u,  

w)) ,
r f  s :n , r rs )1

nous voyons que
Dn(u ,  u ,u )  -  En (u ,u ,  u )  -  6Cn(u ,u ,  w ) ,

le dernier terme de cette expression étant ce que I'on appelle le cobord de Hochschild de ta
2-cochaîne C,r. Revenons rapidement sur cette notion dans le contexte algébrique général.

Soit "4 une algèbre associative et B un ,4,-bimodule. Une p-cochaîne d.e Hochschild est
une application multilinéaire de .4@p dans B (les O-cochaînes étant les éléments de 6). Le
cobord d'une pcochaîne C est la p * 1-cochaîne définie par

6C(us , .  .  . , up )  :  uoC(u t , , .  .  . , up ) *
p-7

+ t ( -1 ) r  C(u r ,  .  .  .  tukure+r , .  .  . ,up ) *
,k:0

*  ( - r ; r+ t  C (u ; , .  .  .  , uo_1 )up .

L'opérateur 6 est un opérateur de cohomologie: 62 : 0. Si on note C*(A,B) Ie A-module
gradué des cochaînes de Hochschild, on obtient un complexe (C.(,4,8),6).La cohomologie
correspondant'e H*(A, B) s'appelle La cohomologie de Hochschild (de ,4 dans 6).
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CHAPITRE I

La construction d'une déformation formelle associative de l[ au sens de la définition I-3.1
peut se faire par récurrence, c'est-à-dire en supposant que i'on ait trouvé des cochaînes
Cr,.. . ,  C6 pour lesquelles D;:0 pour tout i  I  k, et en cherchant C611 tel que D7r_.,.1 - 0.
Dans ce cas, .Ep-.,r-1 ne dépend que des C" pour s I lc. Il a été prouvé dans [Ger] que la
condition D; :0 pour i < k implique 6E.p11 - 0. Ainsi, -8411 est en fait un cocycle de
Hochschild et on peut trouver un bon Ct+r si et seulement si ce cocycie est exact.

Autrement dit, les obstructions à I'existence d'une déformation associative résident dans
le troisième espace I/3(N,lf ) de la cohomologie de Hochschild de I[: si cet espace est réduit
à zéro,l'existence d'une déformation formelle associative de l/ est assurée.

B) Considérons à présent deux déformations formelles de I'algèbre associative If que
I'on note abusivement * : 

DCrr'et *' : 
Dc'."". Supposons que * et *, soient

n ) 0  n > . }

équivalentes jusqu'à I'ordre n; c'est-à-dire qu'il existe T : Id, + t [2" comme dans la

définition I.3.1 tet que la relation 
s)l

T(u* 'u ) :TuxTu

soit vérifiée formellement jusqu'à I'ordre n erL u. Notons encore Gr : 0 et

T,(u)T",(r:)G ; (u ,u ) : T"C'r(u,u) -
r !s :à ,

r *s*s '

1  s { s r : i , s , s r ) 1

C,(7"(u),?i , ( r ) )  - (C,(7"(u), u) + C,(u,Zi (r))) .

r , 9à

t
= i r r , s r s ' ) 1 r {s : r ' r r , s )1

Cela étant posé, la relation d'équivalence jusqu'à I'ordre n de x et *' peut se traduire par
l'égalité:

CL-C**G*:6Tr  V1 (k (n .

La cochaÎn" (C'-+, - Cn+r + G*+t) est alors automatiquement un 2-cocycle de Hochschild
dont la ciasse de cohomologie est-l'obstruction au proiongement de l'équivalence au rang
n + 7- Ainsi, le second espace H'(N,N) de la cohomologie de Hochschild de .^[ contient
les classes d'équivalence des déformations formelles associatives d.e .l[. Lorsque cer espace
est nul, toutes ces déformations sont équivalentes.

Les notions suivantes nous seront utiles pour la suite.

Définitions I.3.2
Soit I[ : C*(M) I'algèbre des fonctions fisses sur une variété différentiable M. [fne
application p-hnéaire C de ÀIap dans lf est dite locale si C(u1,. .. ,up)v - 0 dès gu,un
des argsntents u; vérifre uipt : 0, U étant un ouvert de M. Cette ap'llication C est dite
d-différentielle si elle est définie par un opérateur difrérentiel d.'ordre au matcimum d, en
chaque argtunent. EIle est dite nulle sur Jes constantes si C(u1,. ..,up) - 0 dès qu,un des
u; est constant. (Ainsi, les appltcations C qui sont à Ia fois nulles sur Jes constantes et
t-différentielles sont des opérateurs différentiels d'ordre exactement 7 en chaque argt:nent.)
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Remarquons qu'il existe plusieurs variantes de la cohomologie de Hochschild de l'algèbre
l[ des fonctions lisses sur une variété M. Par exemple, on peut considérer le sous-espace
Clntt,n"(N,I/) de C*(N,,AI) des cochaînes différentielles qui s'annulent sur les constantes.
On obtient ainsi un sous-complexe (Cj6yf,n"(N,N),6) de (C.(l[,N),d). La cohomologie
résultante, notée HLntt,n"(N, N), a été calCutée par J. Vey dans [Vey] au moyen de résultats
de Gelfand et F\rks. Un calcul plus explicite (sans suites spectrales) est donné dans la thèse
de S. Gutt [Gu1]. Le résultat est

Théorème I.3.3 [Vey]
Le p-ième espace Hlntr,*"(N,N) de Ia cohomologie de Hoe/,schild différentielle et nulle
sur ies constantes de N est isomorphe à |'espace Ve(M) des p-tenseurs contravaùants
antisymétriques sur M.

Remarquons que I'on peut aussi remplacer la condition de différentiabilité des cochajnes
pa,r des hypothèses plus faibles de localité ou de continuité, sans changer de manière
essentielle la théorie [Gu3, Pin2,, Nad].

Maintenant, on suppose que M est munie d'une structure de Poisson A et on considère
Ia structure d'algèbre de Lie induite par A sur lf : C*(M).

b) Déformations des algèbres de Lie et cohomologie de chevalley.

Déffnition I.3.4
o Une application bilnéatre de I{ x l/ dans lf [["]] défrnie par )a série formelle

{u , , r } ,  :  {u , r }  +  t  u"  C, (u,u)
r )1

où /es C, sont des applications bilinéaires aJternées de.l[ x /f dans.l[ est une déforrnation
formelle de I'algèbre de Lie (If, { , }) si son extension naturelle en u.ne application bilnéa,tre
de N[[z]] x .nf [[z]] satisfait formellement I'identité de Jacobi:

{ { u , r } , ,w } ,  *  { { u , . } , , u } ,  *  { { t o ,u } , , u } ,  : 0 .

o Deux déforrnations formeJJes {, }, et {, }', d" L'algèbre de Lie.lf sont dites équivalentes
s'ij existe une série formelle

T : Id,_lLu"T"
s ) 1

où ies T" sont à nouveau des endomorphismes de N satisfaisant formellement

T ( { " , r } ' , ) :  {Tu ,Ta } , .

L'identité de Jacobi et la cohomologie de Chevalley sont les homologues pour les
déformations formelles des algèbres de Lie de la condition d'associativité et d.e la coho-
mologie de Hochschiid pour les déformations formelles associatives. Pour s'en convaincre,
considérons une application bilinéaire alternée de l[ x -lf dans lf ttr]] de la forme

{u,u} ,  :  {u,"}  + D u '  C,(u,u) .
r21
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On a pour tout ?r,)?))?.D dans l{, la relation

{ {u ,  r } , ,  w} ,  *  { { r ,  * } , ,  u } ,  t  { { . ,  u } , ,  u ) ,  :  L  " "  
D ' * (u ,  u ,  w)

oLl

D' , (u ,u,w) :  I  {  C, (C,(u,u) , . ) .
r { s : z , r . s ) 0  J ( u . u ' I D )

l;triJ#J"ia 
suite, f1u,,,.1désigne la somme sur les permutations circulaires de ?r,)'u)'tD.

E ' , ( r ,u ,u) -  t  {  C, (C"(u,u) ,u) ,
r 1s=n , r . s ) l  J  ( u ' t t 'w )

on constate que

D'.:  E' .  -  AC".

La cohomologie â qui apparaît ici est la cohomologie de Chevalley. Revenons rapid.ement
sur sa définition.

De manière générale, considérons une algèbre de Lie (A,[, ]) et un -4-module d'aigèbre
de Lie 6 c'est-à-dire un espace vectoriel muni d'une action de 14, sur 6 vérifiarit

la1,a2l -b:  a t . (az.b)  -  or . ( " r .b)  Va1,a2 € A,Vb < B.

Par définition, une cochaîne de Chevalley est une application muitilinéaire alternée de ,44*
dans 6. Le cobord d'une pcochaîne c est la p t l-cochaîne définie pa^r

k

ôC(as , . . .  , ap ) :  I ( - r ) i o ; .C (oo , .  . . , â i , .  . .  , ap ) r
r=0

+  \ - r - t ; n * ,  c ( l on ,  a j l , ao , , . . . , â i , . .  . , ô j , .  .  . ,  ap ) .e'
La cohomologie résuitante est la cohomologie de Chevalley de I'algèbre de Lie ,4 à valeurs
dans 6. On la note H[u",(A,B).

Deux exemples classiques I.B.b

" 
et y(M) !'algèbre de Lie des champs

M. Alors, H2"6",(y(IuI),X(M)) est réduit à {0} [Li4, Li\].
r Soit g une algèbre de Lie simple. Alors, iI résulte du théorème de
Hbu",(g,g) : {o}.

Finalement, des considérations semblables à celles du paragraphe a) peuvent être faites
ici. En effet, lorsqu'on cherche à construire successivement les C, d'une déformation
formelle de I'algèbre de Lie (I/, {, }), on rencontre à chaque crarr une obstruction
représentée pax un élément de H[u",(l/,ltr). De même, l'étude de l'équivalence de deux
déformations formelles de l'algèbre de Lie (I/, {, }) fait apparaître, à chaque cran, une
obstruction dans H2c h"r(N, N).

de vecteurs sur

Whitehead que
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Comme pour la cohomologie de Hochschild, on obtient des théories consistantes si on
restreint l'espace des cochaînes de Chevalley aux applications différentielles (resp. aux ap-plications l-différentielles) qui s'annulent sur les cânstantes. Les cohomologies résultantes
seront notées Hbn",,ary1,,"(N,I/) (resp. Hbn"uJ-aif 1,n"(N,/r)). En fait,  on a le
Théorème I.3.G
Le p-ième espace Hpcr,"rJ-aif f,n"(N,.n[) et Ie p-ième espace Hï(M) de Ia cohomologie de
Poisson de (M,A) sonf isomorphes.

Ce théorème a.-été prouvé en premier lieu dans [Li1] pour les variétés de poisson
réguiières' Par définition même de l.a.cohomologie de Chevalley et de celle de poisson,
il reste valable dans le cas d''ne variété de poisson arbitraire.

Définit ion I.4.1
Soienf M une variété de Poisson de crochet de poisson 

{ ,sfar sur M est une application bihnéaire * de ff x If dans
forme

u*? ) :  l u "C . (u , ,u )
n ) 0

telle que:

) et .nrr : C*(M). un produit-
Jes séries formelles Nf[u]l de Ia

( t )  Co(u , r )  :  uu  Cr (u ,u )  :  {u ,u }  yu ,u  €  N
( i i )  Cn(u,u) :  ( -1)"  C,(u,u) Vu,u Çl / ,Vn )  0

( i i i )  7 *u :u* l :u  Vue  l r r

( i r )  t  C,(C"(u,a),r)  -  C"(r ,C"(u, ,u,))  :0 Vz, u,w 4_I/ ,Vru )  0
r f  s :z , r ,s )0

(r) Les Cn sonf des opérateurs bidifférentiels.

Remarqu es I.4.2

Mion d:utt produit-stat sur M, à savoir:

lu ,u l* : * r "*u-  u*u) ,

défrnit une défonnation formelle de I'algèbre de Lie (ntr : c*(M),{, }).2) De maniète plus générale, on peut iemplacer l[ àu'," la défrnitiin'i.+.1 p* ur2e sous-
algèbte S stable pa'r Ie crochet de Poisson et ne défrnir Ie produit-star que sur ,S. par
exemple, dans le cas où M est le dual g* d.'une algèbre de Lià, il est intéressamt et naturel
de considérer Ja sous- algèbre de C-(g;) constitule d.es fonctions polynomrales sur g*.
3) On peut être amené pour diverses raisons à abandonner certaines hypothèses du produit-
stat' En patticulier, I'hypothèse (u) de bidifférentiabilité est atratblil-dunrpJusieurs cons-
ttuctions de défortnations sur Jes orbites coadiointes. lvous aband.onnerons justemenf
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cette hypothèse au chapitre III de cette thèse lorsque nous construtrons des produits-star
algébriques sur.les duaux des algèbres de Lie nilpotentes.

Exemples f.4.3
7) L'exemple Ie plus simple de produit-star est dorné par le produit-star de MoyaJ-WeyI
sur Ia variété symplectique IR2n munie de sa 2-forme symplectique canonique

, : Id ,p;Ad,q; .
i

La structure de Poisson induite pat u s'écrit:

0u 0u 0u 0u
lt(du, du) : {u, u} : t

z
ôq; ôp;'

L'expression du produit-star de Moyal-Weyl est:

, t . t  *  ?)  :  uu + l \ r ,çu, r1 ,
r ) l

où P'(u,u) désigne la r-ième puissa"nce du crochet de Poisson. Dans Ie système de coor-
données g lobal  de Darboux:  ( r1 t . .  . , rzn)  :  (p t t . .  . ,pntgr t . . . rgn) ,  ce la s 'écr i t

P' (u , ,u ) :
2 l t . . . t t r  t J l t . . . t J r

Ce produit-sta.r a été intrcduit par Moyal dans [Mo]. IJ provient de Ia composition des
opérateurs sur C*(IR') via Ia transfonnation de WeyI [W.y].
2) L'exemple précédent se généralise à L'espace plat IRd muni d.'une structure de Poisson
constante ou p/us généralement encore à une va,riété de Poisson munie d'une connexion de
Pojsson plate. (Rappelons qu'une connexion de Poisson sur une variété de Poisson (M, L)
esf une connexion affine I sans torsion dont Ia dérivation couarianteY vénfr,e VA : 0. On
montre [Li2, Va2] qu'une va.riété de Poisson admet une connexion dePoisson si et seulement
si eJJe est régulière. Une connexion de Poisson est dite plate si elle est de courbure nulle.)
Pour obtenir un produit-star sur une vafiété de Poisson munie d'une connexion de Poisson
plate, iI sufrt de remplacer les dérivées partielles de la formule de Moyal par les dérivées
covariantes de la connexion.

La théorie des produits-star s'est considérablement développée autour des problèmes
d'existence et de classification. Nous aimerions insister maintenant sur le fait que ces
problèmes sont d'abord des problèmes de cohomologie.

a) Sur ltexistence des produits-star.

Nous venons de voir qu'un produit-sta,r sur une variété de Poisson M est une déformation
formelle particulière de I'algèbre associative N des fonctions iisses sur M qui, par anti-
symétrisation, donne une déformation de la structure d'algèbre de Lie de N. Les problèmes

6 aq,
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d'existence des produits-star sont donc liés aux théories cohomologiques de Hochschild etde Chevaliey (cf. section 3 du chapitre).

En étudiant ces cohomologies, les auteurs ont montré que I'obstruction à i,existence
d'un produit-star sur une va,riété symplectique peut être locaiisée dans le troisième es-pace de Ia cohomologie de de Rham ([V"v, Nvl curl;. on retrouve cette obstruction
cohomologique quand on recouvre la variété symplectique par des domaines de cartes
de Darboux et que l'on essaie de recoller brutaJlmlnt les prodrritr-.tar locaux de Moyal.
Cette obstruction a finalement été levée d'abord dans des cas particuliers (comme les fibréscotangents ou les variétés parallélisables), puis sur une -rariété symplectique quelconque
[DW-Ll]. L'existence de produits-star dans le cas symplectique a ensuite été redémontrée
de manière plus géométrique dans [Fe1, Fe2] et [OùV].

L'idée ingénieuse de Fedosov dans [Fe1] (exposée aussi dans [we2]) a été d,associer à Msymplectique un fibré naturcI W en 
1fsèbres àe Weyl. En fait, la Jructure symplectique

de M fait de chaque espace tangent frut un 
"rp*." 

symplectique et le fr;,;,é W est définipar:

w- U w,,
seM

?ù 
yv' désigne I'algèbre de Weyl associée à I'espace symplectiqre T,M; la structure

d'algèbre étant donnée par le produit-star de Moyal-Weyl. La méthode de [Fel] con-siste alors à fixer une connexion symplectique D6 ,rrr M, à l'étendre naturellement en uneconnexion D àW, puis par un procédé itératif à déformer D en une connexion plate D surW' 11 prouve ensuite qlue C*(M)[[z]] s'identifie à la sous-algèbre de l,algèbre l(W) dessections deW formée des sections horizontaies d.e (w,D).cJJ"*i", o"i", lui permet detransférer la structure d'algèbre de f(w) à C*(M)11"11ât donc d,obtàir ro produit-star
s.ut M.

- Notons au passage que la méthode de Fedosov a été par la suite maintes fois réutilisée àdes fins diverses et dans des situations très différentes lcitons [BNw, èr'r, Far, VaB] parexemple).

La considération naïïe des premiers résultats d'existence des produits-star du cas sym-plectique (notamment ce.u1 de [NV]) dans le cas général d'une variété de poisson faitapparaître, au lieu du troisièm" 
".pu"" 

de la cohomo-logie de de Rham, le troisième espacede la cohomologie de poisson.

Dans le cas des variétés de Poisson régulières, ce problème cohomologique a été contournépar Masmoudi dans [Mas1, Mas2] en généralisant Ès méthodes.y*ptJ"tiques de De \Mildeet Lecomte' Notons que cette généralisation a été possibl" .*, dans le cas régulier, ondispose encore de cartes dans lesquelles la structure de Poirson est constante (cf. remarquesI.1.10) donc de produits-star de Moyal locaux.

Pour les variétés de Poisson quelconques, la structure de Poisson n,étant plus localementconstante, il a fallu d'abord montrer l'existence d'un produit-star.r* no. È11e a été obtenuepar Kontsevich poul lRd puis pour M quelconqrr" 
"rrigg7; 

elle apparaît dans [Kon2] commeconséquence du théorème de formalité.
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Les premières classifications de produits-star oni été données dans [D\M-Ll, DW-L2] par
M' De Wilde et P.B.A Lecomte. Ces auteurs ont montré que les classes d'équivalerr"Ë à",
produits-star sur une variété symplec tique M sont en bijection avec les séries formelles
lig\M)t[z]] en z à coefficients dans le deuxième espace de la cohomologie de de Rham
de M.

Avec [Fe2, BCG, NT, WX], on apprend. notamment que toute classe d'équivalence de
produit-star sur M symplectique contient un produit-star construit par la méthode de
Fedosov' Dans [Dei], P. Deligne compare ies classifications données par De Wilde-Lecomte
et celles de B.V. Fedosov, en utilisant le langage de la géométrie aigébrique. Dans [GR],S' Gutt et J. Rawnsley établissent une comparaison plus directe et p"lus explicite.

Dans son article [Kon2], M. Kontsevich classifie les produits-star sur une variété de
Poisson quelconque aï moyen de classes d'équival"n." à" jauge des 2-tenseurs formels
contravariants dans v'z(M)[[u]], faisant ainsi apparaître le re*nJ"space de la cohomologie
de Poisson:

Théorème f.4.4 [Kon2]
Les classes d'équivalence des produifs-star sur une variété
jection avec les cJasses d'équivalence d.es déforrnations de A

/ \ , :  / \ u * a t u z  * a z u s  l  - . . , ,

où les e; sont des 2-tenseurs contravafiants sur M tels que I'on ait formellement l,éga)ité

[Â,, À,1" : g.

Ce théorème met un point d'orgue au problème initial de la quantification par
déformation, tel qu'ii a été énoncé dans [BFFLS]. n donne aussi urre motivation pour
le calcul de la cohomologie de poisson.

Nous avons rappelé dans ce chapitre comment les déformations des structures d,algèbre
associative et d'algèbre de Lie des fonctions lisses N : C*(M) sur une variété de poisson
M sont reliées aux cohomologies de Hochschild, de Ctrevitey et plus spécifiquement dePoisson' De la même manière, on peut être amené à déformer d'autres structures ou àconstruire d'autres types de déformations. A chaque fois, il y a une théorie cohomologique
appropriée: cohomologie- cyclique [CFS] pour les produits-star fermés, cohomologià à".bigèbres de Lie pour les déformations des !.orrp", aL ue-poisson, cohomologie des graphes
[ABM, AM] pour les produits-star de Kontsevich ...

lans ce travaii, nous nous intéresserons tout particulièrement aux problèmes d,existence
et de classification des produits-star tangentiel, .,rr ,rrr. variété de poisson M. Enréalité,
il y a de nombreuses façons de définir Ia notion de tangentiaiité. Lorsque rien n,est précisé,
on entend, par produit-sta,r tangentiel sur M, un prùuit-star différentiel qui se restreint

de Poisson (M,L) sont en bi-
de la forme
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sans ambiguité à toutes les feuilles symplectiques de M. C'est là le seas le plus fort du
terme. Cependant, de tels produits-star n'existant pas en général, des notions plus faibles
et plus souples ont dû être considérées. Parmi ces versions affaiblies de tangentiulité, ,ror-r,
retiendrons:

Défi nition I.5. L (A-tangentialiré)
Soient M une variété de Poisson, N - C*(M) et A une sous-algèbre de N, stable par Ie
uochet de Poisson' IJn produit-star algébrique * slir M est dii A-tangentiel s'il iérifr",
pour toute lonction u sur M de Casimir, appartenant à A,

?.t, * 1) : ,ttu vu € A.

On dira qu'il est C*-tangentiel si A: N.

Dans le cas d'une algèbre de Lie, cette définition se précise et peut être légèrement
modifiée:

Définition I.5.2 (tangentialité algébrique)
'Soienf g une algèbre de Lie, g* Ie dual de g et G le groupe d.e Lie connexe et simplement
connexe d'algèbte de Lie g. .lfofons R(g) I'aJgèbre des fonctions rationne]les sur g.. SuO-
posons que S soit une sous-aLgèbrc de&(ù, stable par Ie crochet d.e Poisson, 

"t 
oàtoo" iG

L'espace des fonctions G-invariianfes de S:

SG: {u  € ,9 :s .u [ ) :u (Ad,* (sX{) ) : " ( { )  V(e  g* ,  s  €G} .

Un produit-star algébrique lur g* est un produit-star ta^ngentiel algébrique de ̂ g s,rl vérifr.e,
pour toute fonction u de SG :

?t *,u : uu Vu € ^9.

Défi nition I.5.3 (tangentialité locale)
Soit M une variété de Poisson. [Jn produit-star algébrique* sur M est dit tangentiel ]oca1
s'il est C* -tangentiel sur tout ouvert de M .

Déffnition I.5.4 (tangentialité différentielle)
Soit M une variété de Poisson. (Jn prod.uit-star différentiel et tangentieJ sur M est un
produit-sta,r à la fois tangentiel local et diff&entiel.

Remarque I.5.5
ff i iétédePojssonrégu1ière,unptod.uit-sta'rdifférentie1ettattgentjeJsur
M se rcstrcint à foutes Jes feui/Jes symplectiques de M. En fait, d.ans Ie cas régulier, Ia
définition I'5-4 équivaut à Ia notion de tangentiaJité donnée par Lichnerowicz auol lliZj "ntermes d'opérateurs tangentiels défrnis à partir d'une connexion de Poisson (ta nàtioi ae
tangentialité de [Liz] a été rappelée dans l,appendice A.2).
o Da.ns le cas où ItI esf une variété de Poisson quelconque, tin produit-star différentiel
noté * - 

| unCn sut M , tel qu'en tout point æ de M f ipérateui Cn est bidifférentiel et
tangentiel àlafeuille symplectique passant pæ rt est tangentiel (au sens de la défrnition
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l5'a); de plus la valeut d'e uxa au point æ ne dépend que des restrictions de u et d.e u à la
feyille passant pa,r r- -ff,os nofion s de tangent;aî;té ne gamntissent pas cette propriété engén&al, sauf si Ie nng du tenseur de Poision est constant au voisinage d.e r (par exemple,
si ce rang est maximal).

Par souci de clarté, nous repréciserons dans chaque chapitre, s'il en est effectivement
question, quel est le type de produit-star tangentiet lue I'on considère.

Toutes ces déformations tangentieiles (C-, algébriques, locales ou différentielles) font
intervenir une version tangentielle des théories cÀomologiques de Hochschild, de Cheval-
ley et de Poisson, décrites dans ce chapitre. Dans le cas des variétés de poisson régulières,
on tro-uve dans [Liï le calcul des premiers espaces de la cohomologie de Hochschild tan-gentielle, ainsi que la notion de cohomologie âe Poisson tangentieitu. r,. cohomologie de
Chevalley tangentielle a été utilisée dans [Masl] pour montrer 1'existence de produits-star
tangentiels sur toute variété de Poisson réguiiEre. La classification de tels produits-star
passe par le calcul de la cohomologie d_e Poisson tangentielle. Cette cohomoiogie est peu
traitée (si elle I'est) dans Ia littérature. Nous proposon-s de l'étudier dans le second. chapitre
de cette thèse.
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CHAPITRE II

Calculs explicites de cohomologie de Poisson tangentielle

Ce chapitre est une introduction à l'étude de la cohomologie de poisson tangentielle
des variétés de Poisson régulières, une cohomologie importante pour la classification desproduits-star tangentiels sur de telles variétés.

Après avoir rappelé la définition d.'un feuilletage et fixé les notations du chapitre, ondémontre dans la section 2 que la cohomologie d"e Poisson tangentielle d.,qne variété dePoisson régulière M s'identifie à la cohomot"gi" a" de Rham àngentielle du feuilletage
symplectique de M- On prouve ensuite que toirte variété feuilletée"( M,F) ad.met un bonrecouvrement (t/') i-e. teI que toute intersection finie d.'ouverts ait À cohomologie de deRham tangentieile nulle en degré supérieur à 0. On utilise ce résultat pour identifier lacohomologie de de Rham tangentielle à une cohomologie de ô"À 

--*-

Comme toute cohomologie de feuilletage, la cohomologie de Poisson tangentielle est dif-ficiie à calculer en toute généralité. Du,nrlu. section 3, on rappelle des théorèmes connus deDazord et Hector [DH] et de Vaisma,n [Vu,l, Va2] qui ioon"nt le calcul de cette cohomologiepour des cas très particuliers de variétés de poirson régulières.
Toute la suite du chapitre est consacrée à des calculs explicites de cette cohomologie pourdes exemples caractéristiques pris dans les duaux des algèbres de Lie, on notera aussi lesimplications de ces calculs pour la théorie des produits-star tangentiels. plus précisément,

toute algèbre de Lie g donne naissance à une variété de Poissà réguiière: I,'nion e d.esorbites coadjointes de dimension maximale. Dans la section 4, on tàte du cas nilpotent:Pour une algèbre de Lie nilpotente g, on peut stratifier l,ouvert O relativement à unebase de Jordan-Hôlder B d" g. La première de ces strates est un ouvert tr/s, l,ouvertgénérique' Il est facile de remarquer que sa cohomologie de Poisson tangentielle est trivialeen degré supérieur à zéro. on montre ici qu'il 
"r, "ft 

de même poor"l,o,rrr.rt canonique
EV", 

union des ouverts génériques relatifs à toutes les bases de Jordan-Hôlder de g. Il
peut malheureusement arriver que cet ouvert 

! 
Va soit strictement plus petit que ç2. Bien

plus, en analysant en détail le cas d.- 9+,r, nous verrons que les espaces de la cohomologie
de O peuvent être non triviaux et mêmË-très vastes.

Dans la section 5, on considère une variété d.e Poisson réguliè re M de dimension B eton se sert des calculs élaborés dans [â2] pour décrire le. erpuc", de la cohomologie d.e
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CHAPITRE II

Poisson de M. Nous observons alors comment les espaces de la cohomologie de poisson
tangentielle sont imbriqués dans ceux de la cohomologie d.e poisson.

Dans la section 6, nous étudions la cohomologie de Poisson tangentieile et non tangen-
tielle de f) pour chaque algèbre de Lie de dimension 3. Nos calculs font apparaître une
division de ces algèbres de Lie en deux classes:
- celles pour lesquelles I'espace des orbites QIG est séparé et dont les groupes de coho-
mologie de Poisson et de Poisson tangentielle de e,, ÈI,ro,(cl) et rrf(h), peuvent être
facilement calculés en utilisant les résultats rappelés 

"o 
,Ëèiio" r;

- les autres pour lesquelles le feuilletage de O est plus complexe (l'espace des orbites n,y
est plus séparé) et qui font intervenir des espaces de cohoàologià énormes sembiables à
ceux rencontrés dans la section 4 pour ga,r.

Enfin, on termine ce chapitre en donnant un exemple explicite de bon recouvrement
pour I'ouvert Q des orbites de dimension maximale de s(z)-.

Comme pour la plupart des notions importantes en mathématiques, il y a plusieurs façons
de définir un feuilletage. Nous nous contenterons ici de la définition i. plrrc simple et Ia
plus géométrique, et renvoyons le lecteur à [CC], une référence récente sur le suj"i.

Définit ion II .1.1
Un feuilletage F (régulier) de dimension n sur une variété M de dimension m -- n* / est
une pattition de M en sous-variétés immergées Lo d.e d.imension n, les feuilles, telle qu,il
existe au voisinage de chaque point de M une carte

g: (æ,y) ,U_- . t rR 'x lR l

dans laquelle les composantes connexes de LoÀtI sont défrnies pa,r les équations a : const.
Une telle carte est dite carte adaptée (au feuilletage) ou encore carte distinguée. Les
composantes connexes d'une feuille dans une carte adaptée sont les plaques.

Remarque fI.1.2
Nous avons ruppelé au chapitre I d.e cette thèse que toute variété de Poisson se décompose
en variétés symplectiques, Ies feuilles symplectiques de la structure de pojsson . Dans Ie cas
d'rtte vatiété de Pojsson régulièrc M, les feuillei symplectiques forment un vrai feuilletage
(au sens de la définition II.1.1), feuiJletage que I'on appe]I"ri f"*ll"tage symplectique de M .
Pour ce feuilletage, les cartes de Weinstein fwel] oi àn"or" celles aerAt", par Lichnerowicz
daas fLil]sont des cartes adaptées-

NOTATIONS:
Dans tout ce chapitre, pour une variété difrérentiable M, onnoteraV-(M) I,espace des
tenseurs contrava,riarûs totalement antisymétriques sur M et Q*(M) I,espace des formes
sur M ' Pour une variété de Poisson (M, L), on conservera les noiation, àu chapitre I; en
patticuliet, on notera encore ff Ie morphisme de frbÉ entre T*M et TM et o l;opérateur
de cohomologie de Poisson associé à la structure de poisson Â.

If.l Variétés de Poisson ulières et
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Ces décompositions
savoir:

Maintenant, soit (M,F) une variété feuilietée et notons Tî le fibré tangerû à T (i.e. Le
sous-fibré de TM défini par les champs de vecteurs tangents à F). Comme dans [DH] ou
[Li2], on peut choisir une distribution transversale uF de sorte que I'on ait la décomposiiion
suivante du fibré tanqent TM de M:

TM :  uF  ATF .
En passant aux espaces duaux, on obtient une décomposition du fibré cotangent T* M d,e
M:

T*M :  u *F  @T* f  .

induisent une double graduation sur les tenseurs et sur les formes, à

V.(M):  Q-Vo,o(M) et  0- (M):  O Op,q(M)
p , Q  p , Q

où'Vr,o(M) (resp. Qo,o(M)) désigne I'espace des sections du fibré Ar(uF) I AI(TF) (resp.
xn(u*F)8Ac(T*r)). Les éléments devo,o(M) etQr,n(M) seront dits de tvp" (p,q). Et
un opérateur sera dit homogène de type (a,6) s'il envoit les éléments de type (p, q) dans
ceux de typ" (p -l a,q * b).

Rappelons ici que la différentielle extérieure d de de Rham se décompose sous Ia forme

d: dl  + d" + dr,_r,
où d' est de type (1,0), d'r n'est autre que la différentielle tangente et est de type (0,1), et
d,2,-1 esL bien entendu de type (2,-1).

Supposons à présent q'uLe (I[,4) soit une variété de Poisson régulière et notons -F le feuil-
letage symplectique de M. On peut comme ci-dessus choisir une distribution transversale
uf - I. Vaisman a montré que le cobord de Poisson o admet une décomposition analogue
à celle de d:

Proposition II.1.3 [Va2]
@é#dePojssonréguI ièreetFsonfeui1IetagesympIect ique.Sjonse
donrte une distribution tra,nsversa)e uF, on peut décomposer d sous Ia forme

t :o ' +o "

où o' est de type (-7,2) et ot '  est de type (0,1).

Explicitement, on a:

o '  Q ( o 0 , .  .  . , , 0 t p - 2 t  0 o r . . . ,  7 c + r )  :

D ( - r )o* i  e ( {po,  g i } , ,c ,0 , . . . ,  ep_2,  00, . . . ,  Ê0, . . . ,  0 i , . . . ,  Lq+t )
i< j

o "  Q ( * o r .  . .  r e p - t ,  0 0 , . .  . ,  0 q )  :

I  ( - t )o*o  p f  e@ot .  . . ,ep- t ,00, .  .  .  ,  Ê0, , .  .  .  ,Êù+
0 ( i ( q

I  I  ( - t ) " *o* i8( {oo,g i } ,as , . . . ,â i , . . . ,ep- r , , f ro , . . .  Ê i , . . . ,gù1;
0 S i < p - 1 0 ( r S q

D(- t ) , * ie (oo , . . . ,ep_r t  {0 r ,  Ê i } ,  g0 , . . . ,  Ên , . . . ,  Ê j , . . . ,  Ê ) ,
i < j

36



CII{PITRE II

pour tout Q dans Vo,o(M), pour tout a; dans h,o(M) et B; dans Vo,r(M), et où { , }
désigne le crochet induit sur fl1(M) par la structure de Poisson À de M (cf. chapitre I).

rI.2 Plusieurs versions de la cohomologie de Poisson tangentielle.

Dans [Li2], A. Lichnerowicz a défini la cohomologie de Poisson tangentielle d'une variété
de Poisson régulière M en restreignant I'espace des cochaînes de la cohomologie de Pois-
son de M aux multichamps de vecteurs tangentiels. Il nous sera utile de définir cette
cohomologie en utilisant les types des tenseurs:

Définit ion II .2.1
L'espace OqVs,q(M) muni de I'opérateur ot' constitue un complexe de cohomologie dont
Ia cohomologie associée à savoir

HK,ron(M1 : T"'!o,1,' 
t 
-Yo,o(U) - vo,o+'Qw))

Im(ott :  Vo,q-t(M) -, Ys,r(M))

est la cohomologie de Poisson tangentielle de M.

On remarque aussitôt que f/f;,ro," (M) : HN@). La cohomologie de Poisson tangentielle
est importante pour la théorie des produits-star tangentiels, en effet: HI,ron(M) paramètre
les dérivations tangentielles des produits-star tangentiels sur M modulo les dérivations
tangentielles intérieurcsl H2n,ro"(M) classifie ces produits-star et Hsn,ron(/1.4) contient les
obstructions à la construction de tels produits-star sur M. (Ce dernier fait pourrait être
omis puisque toute variété de Poisson régulière admet un produit-star tangentiel [Masl]).
Le lecteur trouvera les preuves de tous ces points dans I'appendice A.2 de cette thèse.

a) Cohomologie de de Rham tangentielle.

Soient (M, L) une variété de Poisson régulière et .F son feuilletage symplectique. L'objet
de ce paragraphe est de montrer que la cohomologie de Poisson tangentielle de (M, L)
s'identifi.e à la cohomologie de de Rham tangentielle de la variété feuilletée (M,F) sous-
jacente.

Pour cela, on reprend d'abord les notations de Vaisman ([VaZ]) associées à une variété
feuilletée (M, F) arbitraire. Pour tout p, on note Ap (F) le faisceau des p-formes projetables
(ce sont celles qui proviennent de forrnes sur I'espace des feuilles). En particulier, O0(.F) est
le faisceau des germes des fonctions qui sont constantes le long des feuilles symplectiques.
Le choix d'une distribution transversale uF pour M permet d'introduire la cohomoiogie
du faisceau @e(f):

Ho(M,oo(r)) : T"'!!l' '?o,o(M): ao=o*'!Y,D .
Im(d ' t  :  Op,s- r  (M) -  Ao*(M)) '

Un changement de distribution transversale uF se traduit par un isomorphisme pour les
cohomologies correspondantes. Précisons ceia.

On note NF:TMITF le fibré normal de F et CIflpl(.F) I'espace des sections dufibré
Ae(N.f) 6 na(?.f). Les éléments de CIbl(.F) sont dits p-formes normales et ceux de
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AIpf@) sont appelés g-formes tangentielles à valeurs d.ans les p-formes normal.es. L'algèbre
de Lie des champs de vecteurs tangentiels agit naturellement sur les formes normales par
dérivation de Lie et la différentielle tangente d,y agit sur ftfr(jr) de la manière usuelle:

q

dy(a" ) (X0, . .  .  r  Xù :D( - r )nr  x , (u , (Xs, . . . , ,  iu , .  . . ,X0) )+
i :0

f ( - t )n* i  r , ( lxo,  x i l ,xo, . . . , Î0 , . .  . ,  i j , .  . . ,  xo)
i < j

où c € M,, u € oipl@) et x; € T,F port tout f. Puisque d,7 est de carré nul,
(eo 0[,(f),.dr) est un complexe dont on note f/,],(.F) la cohomologie associée.

Ces notations étant introduites, on peut démontier le
Lernrne 1I.2.2
Les complexes (oQo,o(M),d") et (Qofrr(M),dr) sont isomorphes. En particulier, Ies

q q l f l

cohomologies corcesponda^ntes H"(M,Oo(.F)) et H(o{F) coincident, et sont indépendantes
du chaix de uT.
Preuve:
Pour o dans M, notons $, : NrF --+ urF l,application définie par:

,h"e) : " (Y)  s i  YeT"M.

Dans l'expression ci-dessur f dérigoe la classe d.e Y dans I/"f et zr : TM --+ uF est Ia
projection de TM parallèlement à TF- Les t/" définissent un morphisme naturel de fibrés
entre NF et uF.
L'application / : Qo,o(M) -- AIel(M) donnée par

f ( r , ) (Xr , .  .  . ,XoXYr , . .  . , tù  :  a , (Xt , . . . ,  Xq, rh" ( \ ) , .  . . , rh ,Vù,

où o appartient à Qp,q(M), les x; à TrF et les Yj à T,M, est bijective. De plus,

d ,y  f  (u , ) (Xs ,  .  .  . ,  X  ù (Yr ,  .  .  . ,Vr )
II-:  ) , ( - t )nxn ( / ( r , ) (x0, .  . . , i , , . . . ,x 'Xyr , . . . , rù)

i :0
q p

-  t  D(-t)n* '- t  T@,)(x0r. .  . r  in, .  .  . ,xù11{r, l , t r , .  . .  , t , , . .  .  ,yo)
r:0 l :1

+ t  ( -1)n+' / ( r , ) ( lx ; ,x j l ,xo, . . . , in, . . . , i j , . . .xoXri , . . . , to)
0 ( i ( j ( q

o

:  ) - ( - r ) i  x r (u , (xor .  . . ,  i r , .  . . ,  xo, rh , ( ] r t ) ,  .  .  . ,  rb" (yrD)
i=0 

\

p q

+ t f ( - t )n*I+or,(r , . , ( [ fJJ,D,xo,. .  . , în, . . . ,xq,rb,( tù, . . . , rb,(vù, . . . , rb,( tù)
I=1 i :0
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+ t  ( - l )u+ ' r ,  ( lXo,Xi l ,Xo,  .  .  .  ,  io , .  .  .  , i  j , .  .  .Xo, r [ , (yr ) ,  .  .  .  ,  ,h , (yo))
o< i< jSc

:  d "  a r (Xo r .  .  . ,  Xo ,  rh " ( t , ) ,  .  .  . ,  r h rVù)

:  7 (d "  w , ) (Xo ,  .  .  . ,  Xù (Yr , .  .  . , t o ) .

On a donc dyo f : f o d",ce qui achève la preuve.O

Il est important de signaler que Hq(M, Oo(.F)) s'identifie à la cohomologie de de Rham
le long des feuilles, encore appeiée cohomologie de de Rham tangentielle. On peut alors
montrer Ie premier résultat important de ce chapitre:

Théorème ff.2.3
Soit (M,Â) une vafiété de Poisson régulière. Soient F son feuilletage symplectique et uF
une distribution transvercaJe de M. On note I(M) L'a,nneau des fonctions de Casimir sur
M (qui s'identifre, rappelons-Ie, à |'a,nneau des fonctions fisses sw M constantes le long
des feuilles de F). Alors, (ovs,r(M),o") 

"t 
(? Qo,o(M),dtt) sont des complexes de I(M)-

modules isomorphes. Enparticulier, Hir,r"*(M) et H"(M,oo(.F)) sont des l(M)-modules
isornorp,hes.
Preuve:
o Montrons d'abord que le prolongement f (cf. chapitre I) de S aux formes définit un
isornorphisme de /(M)-modules de Qo,c(M) dans V6,a(M). Soit À dans eo,o(M).Dire que
#(f) : 0, c'est exactement dire que pour tout système de coordonnées locaies (æ;) de M
et pour tout ensemble d' indices is, .  .  .r ic_1, on a

donc

À( (d r  ; )# ,  .  .  . ,  ( d roo_ , )# )  :  0 ,

\ (H ,0 , . . . ,H r , o_ , ) : 0 .

Les champs de vecteurs tangents aux feuilles étant
hamiltoniens, eux-mêmes engendrés par les Hri,, il
est donc bien injective sur Qo,c(M).
De plus, si Q appartient à Vo,o(M), on peut définir
champs de vecteurs X; de type (0,1),

engendrés par les champs de vecteurs
s'ensuit que À : 0. L'applicati on #

À dans Qo,c(M) en posant pour tout

À(X0, . . . ,Xc - r )  :  Q(00 , . . . ,  f l q - r )

or) les B; sont des formes de type (0,1) tets qrc pl - Xt. De tels B; existent et sont
uniques et par construction, on 1#()) = Q. D'où la surjectivit é de if .
r Montrons maintenant que o o #: -# o d. On rappelle que

o(4 .1 )1os ,  . . . ,o ,c )  : ?Do"f  ( { tÀ(oo,  .  .  . , ,â i , .  .  . ,  oc))

I ( - t )n * i  #s ( {ou ,a j } , ,ao , . .  . . ,â i , . . . ,d j , .  .  . ,  ac ) ,

t
0( iSe

i < j

39



CHAPITRE I]

ori À est une q-forme et les a; des l-formes.
De {a;, oj}# :1of ,of), on déd.uit que

o(r t \@o,.  .  . ,  aq) :  ( - l )sdÀ (ot , .  .  . ,  oï )
:  ( -1)c(-L)c+I#@^Xoo, .  .  . ,  aq)

:  -ççaS7(o0, . .  . ,aq) .

o Il s'agit à présent de vérifier qve o,'(rtÀ) : -if@,,())) sur eo,o(M).
Soit À une forme de type (0, q). On a alors

d,À :  d, '  \  + d"  ̂  + dz,_L(^) :  d" À+ d2,_r()) .

D'autre part, comm" rtçQo,oçM)) : 0 dès que p ) 0,, on voit que:

#@fù : ipça,,çs\y.

De plus, f ,À appart ient à Vo,c(M).Et, puisque o' est de type (-I,2), on a:

"(#^) 
: o"(#À) + o'(ffs\: o"(#À).

Posons donc: 
ro: ( t1art '

On définit ainsi une famille (/o) d'isomorphismes de /(M)-modules

f q : Qs,t(M) --+ Vs,t(M)

vérifiant:

/ o * t od " :o t t o fq

pour tout q. Le résultat s'ensuit.O

Remarque II.2.4
Une conséquence immédiate du théorème 1L2.3 est que la cohomologie de Poisson tangen-
tielle d'urte variété de Poisson Égulière M ne dépend que de son feuilletage symplectique
et non pas de Ia structure symplectique sur ses feuil/es.

b) Cohomologie de Ôech.

L'objet de ce pa,ragraphe est d'identifier ia cohomologie de R-ham tangentielle d'rme
variété feuilletée à une cohomologie de Ôech.

Soit donc (M,, F) une variété feuilletée. Nous dirons qu'un recouvrement localement fini
de (fu[,F) est un bon recouvrement si pour tout 4 ) 0, tout /c et tout i t , . . . , ik,

Ho  ( ( Jû , . . . , ; n ,eo  (F1u , r , . . . , , ,  ) )  :  { 0 } ,
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où [/;r,,..,;* -- U;, n . . . n U;o et Flu,r,...,,u désigne ]e feuilletage induit par F dans [r,...,;u
(i.". si on note tro les feuilles de F, alors les feuilles de Fp;r, ,io sont les composantes
connexes des intersections Lo À U;r,...,io ).

Supposons momentanément qlue M soit une variété munie d'une connexion affi.ne I
(c'est-à-dire d'une connexion sw TM)- Une géodésique de M est une courbe 1 st;il- M
dont le champ de vecteurs tangents est parallèle le long de 7 i.e.

Vi1ry7( t )  :0 .

Soit z un point de M. Un ouvert l[, d" 0 dans T,M sera dit normal s'il est étoilé
en 0 (si X € N" et 0 S t 11, alors tX € I{") et s'il est difféomorphe par I'application
exponentielle à un voisinage ouvert de r dans M. De même, un ouvert W, de r dans M
sera dit normal en r s'il existe un ouvert normal I[" de 0 dans T"M teI que exp(/trc) : Wr.
On peut démontrer (voir [Hel] par exemple) qu'en tout point r de M, il existe un voisinage
normal W, : exp ltr" de e dans M,, qui soit normal en chacun de ses points et qui soit
géodésiquement convexe. Notons que les géodésiques de W, issues de c vérifient

7 (0 ) : r  1 ( t ) : exp ( tX )

où X appartient à ff", et sont définies au moins pour 0 < t < 1.

Déffnition II.2.5 [Li2]
Soient (M, F) une va,riété feuilletée et I une connexion affi.ne sans torsion sur M . La
connexion I est dite adaptée à F si et seulement si dans toute carte adaptée les coeffi.cients
de Christoffel vérifrent

l iK  :0

pour tout indice tartgentiel i, pour tout indice transverse u et pour tout K.

Nous nous proposons maintenant de montrer que toute variété feuilletée admet un bon
recouvrement. Rappelons d'abord qu'il existe, pour toute variéié feuilletée, des connexions
affines sans torsion qui sont adaptées au feuilletage [Li2]. Maintenant, on a la

Proposit ion II.2.6
Soit (M,F) une variété feuilletée. On se donne de plus une connexion a,ffine I sur M, sans
torsion et adaptée à F. Alors, tout tecouvrement (U;) de M par des domaines de cartes
(Ut,pt) adaptées admet un sous-recouvrement (yr) tel que
(1) chaque V1 est d'adhérence compacte
(2) (V) est localement frni et est un bon recouvrement de M.
Preuve:

Quitte à prendre un sous-recouvrement, on peut supposer que (t/i) est localement fini et
que chaque Ul est compactl et même qu'il existe un sous-recouvrement (U) d" (Ul) (avec
le même ensemble d'indices) tel que Ui C Ui pour tout i. Notons g'; : çtlu1. Ponr tout z
de M, prenons un voisinage normal W, de r. On peut supposer que W, esi sufrsamment
petit pour satisfaire les propriétés suivantes:
- W, est géodésiquement convexe;

4T
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- pour tout a deWr, il existe un voisinage normal l/" de 0 dans ToM teI que exp : No -+ \ff,
soit un difféomorphisme;
- W, est contenu dans un ceftain Ut;.
Notons donc çr: ptJw,, et pour tout k, posons

Bn :  {(W,,p,)  :  W, nq + 0}.

Comme [/|est compact, on peut extraire une sous-famille.B[ de Bn recouvrant U|. Les
élements deB:  UB[ formenta lorsunat lasdecar tesadaptées (V,rhùvér i f iant (1) ; t (2) .

k

Montrons-le. Par construction, il est déjà clair que chaque V est compact et que (I/1) est
localement fini. Il s'agit à présent de démontrer que chaque I/7 est à plaques géodésiquement
convexes. Prenons donc un domaine tr{ et un point y de V1. Notons P, Ia plaque de Fç,
contenant g. Prenons encore deux points a et b de Pr. Par hypothèse, il existe un voisinagè
normal l/" de 0 dans ToM teI que exp : l/o * V; soit un difféomorphisme.

i) Montrons d'abord que exp(l[" aT"F) - Po. Soit Y un vecteur de I/" aTof . Alors,
la géodésique r de Vs, issue de o et de direction l':

r (0)  :a  et  i (0) :  r - " (#) :V

est au moins définie sur [0, 1]. On l'écrit dans la carte adaptée (V,rhr) comme suit

r ( t )  : :  ,h( r ( t ) )  :  ( r ' ( t ) , " " ( t ) )

où i :1 , . . . , r  sont  les ind ices tangent ie ls  et  u  -  I r . . . ,s  les ind ices t ransverses.  Comme
r est une géodésique, elle satisfait:

dtz

d2 ri
:

dtz
1 < J

#n"

L < J

d2æi

dt"

d2 tu

dt,

- ;  , d x J  d x Kt ' ixl*)E 
at

p o u r  i  : 1 r . . .  1 r

p o u r  L ! , : L r . . . , s .

- ;  ,  , d t J  dxK
L"txl*) 

dt dt 
pour i  :  \ , .  .  .  )r

r+s

,  , d æ J  d æ Kt , * _ _ _ t + l _  .  p o u r  u , : I r . . . r s .-  rK \ * /  d t  d t
r *s

1(  J , I f  ( r *s

D
,K1

t
,K (

Comme I est adapiée à F et sans torsion, on a:

l i e : lh ; :0  V l  < i< r , !1u1s , t<A Sr *s .

On en déduit que:
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Notons maintenant

TU) : ("0(t))rsns,", g(t) :  ( '"(r))rs,s"

Le système précédent se réduit à deux équations différentielles ordinaires de la forme:

(1) f " (t) : Fff'(t), f (t),, s'(t), s(t))
(2) s" (t) :  G(g'(t),s(t) '  /(t)).

Comme à f instant init ial i(0): Y est dansToF, on a g'(0) :0. Pour f frxé,I 'équation
(2) admet une unique solution de condition initiale (g(0),9'(0)) : (c"(0),0). La fonction

s  =  s (0 ) :  (2 " (0 ) )  :  cs t

est solution, c'est donc la seule. Maintenant pour g = g(0),I'équation (1) admet une
unique solution de condition initiaie (/(0), f'(0)). On Ia note

/o( t )  :  (a ' ( t ) ) r5r5 ' .

Nous déduisons de tout ceci que (rt(t),  *"(t)):  (at(f),r '(0)) pour tout 0 < t < 1. En
particulier, on voit que r(1) : exp(Y) est dans Po. Nous obtenons ainsi I'inclusion

exp(lf, nT"F) C Po.

Par ailleurs, Iy'o aToF étant un fermé de /f, et exp : No --+ V étant un difféomorphisme,
exp(lf" aT"F) est fermé dans I/s, doncfermé dans P,. Enfin, exp(lf" ÀT"F) étant une
sous-variété de & d" dimension (dim ?}.F) égale à ceile de Po, elle est ouverte dans P".
Par connexité de Po, nous obtenons l'égalité souhaitée.

ii) Soit 7 l'unique géodésique de Vr, joignant a et b. On peut alors écrire que

7 : [0, 7] - V, Z(i) :  eæp(tX)

où 7(0) : a, ry(1) : b et X est un vecteur d" N". Comme a est dans Py, Po et Pn désignent
la même plaque. Maintenant, comme "),(1) : eæp(X): b appartient à Ps : Po, que exp
réalise un difféomorphisme de I{" dans V1 et que I'on a l'égalité montrée en i), on voit que
X appartient en fait à NoîToF. Comme cette intersection est étoilée en 0, 7 est tout
entière dans P' On a donc montré que P, est géodésiquement convexe.

En procédant ainsi pour tout point y de chaque Vt on montre que tous les 71 sont à
plaques géodésiquement convexes (donc contractiles). Il en est alors de même des inter-
sections finies Vir,...,io. Autrement dit, chaque Flr,r,...,r* est un feuilletage produit dont
les plaques sont contractiles. Cela implique, nous le verrons plus tard avec un résultat de

[DH], le théorème II.3.1, que

Ho(Vnr , . . . , ; , , ,  Oo( .F))  :  {0}

pour tout q > 0. D'ori le résultat.tr
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Pour tout faisceau A sur M,, en particulier pour O0(f), nous noterons I'espace des k-

cochaînes de Ôech de A relatif à un recouvrem ent Ll de M p* Ô,r çU,A), le cobord de Ôech
pu,t 6 et la cohomologie associée au complexe (C*(t/,.4),5) pu, if*(1.1,,4). On peut alors
montrer la

Proposit ion II.2.7
Soient (M,F) une va,riété feuilletée et uF une distributian transversaJe de IVI. Pour
tout bon recouvrement I,l : (Ut) de M, les cohomologies H*(M,Oo(.F)) et H"(t/,Oo(.F))
coincident.
Preuve:
On considère le double comolexe

(K*'*, 6, d," ) : (c* (I/, tlo,*(M)), 6, d" ),

or) Clo,r(M) désigne le faisceau svr M qui à tout ouvert U de M associe les formes de type
(0,k) sur U. On appelle complexe total de K*,* le complexe (K",D) où

Kn :  
t  I {P 'q  et  D :6  + ( -9n4 '  en degré (p,q) .

P*q :n

La cohomologie de ce complexe, que I'on note ff*(,I{), s'appelle l'hypercohomologie de
Ôech de M. On a deux filtrations naturelles sur K*,*:

Fo : @;>p @i Ki ' i

Fi :  Qi>, @t Ki, i  ,

et donc deux suites spectrales dont l'aboutissement commun est If.(K).

i) Etudions d'abord la première suite. Elle est donnée par les formules:

, El'o : zl,c IBT\ + zyll,t-t

où.
Zo, ,n :  {Q e  FrnTçr+of  DQ Ç Fp+, }

Bo,,n : {Q e FrÀ KP+q lQ - DP,,P e Fe-,} C ZP,c.

On définit alors les différentielles

d, : EPr'q --+ fiP*r'Q-r*t,

induites par D. La cohomologie

{Ker d, :  El 'q -+ EP-lr 'q- '+t}

{Im d, : Ef;-r't+r-l } Eor'o}

s'identifie canoniquement avec Elf, et H"(8,): Ei+r I *o*o:,, ETfr.Autrement dit,
la cohomologie du complexe .Ei est égal à Er+r.
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On peut maintenant vérifrer que

F, n Kn+t : Oo<"<q?(Plq- s,s

ZP ,c  _  FonKn+ t

2Plr ' t -7  :  Oo<"<q-  1I {Pr l -s 's .

Donc E|'o : I(p,Q et d,s : I{P,4 ---s l{P'e*r. On voit aussitôt que ds : d". Donc que

E1p,e _ {A e Ko'o f d," A: o}
-r 

{Q e K' 'o : Q : dt 'P,P e. Kn'rt1

:  Hl, ,  (Co (u,Oo,.(M))).

Puis, que

'np,(r _ {Ker d4 : E!'q ---+ E!+r'e1
rJ2

: Hl H 1,, (C. (u,fto,. (M))).

Comme U est un bon recouvrement. on a

Hl,,(C.(U, f,i6,.(M))) : {0} si s > 0

H8,, (c* (I/, f,)',* (M)) ) : c* (î/,,oo,o (M)).

Ainsi, Eor,o : iIp(t/,oo(.F)) et El'q: {0i si q > 0.

ii) Les premiers termes de la seconde suite spectrale peuvent être calculés de manière
similaire. On obtient:

Et[ 'e - Yt 'n

E'T'o : HIQ- (u,oo,o(M)))

E''r'o : HI,, Hl(c- (u,Qo,*(M))).

On peut montrer comme dans [BT, p.94] (ou [Brv]) q:ue Ht(Ô*(1,1,{ls,e(M))) : {0} pour
q > 0. Ainsi,

E, I 'o :  Ho(M,oo(O)

E'! 'q : {0} Vq > 0.

iii) Nous venons de voir que pour tout I + 0, Eî-''' : {0} - E'T-'''. Les deux suites
spectrales dégénèrent donc au rang 2. Il résulte alors de la théorie générale des suites
spectrales ([Bw, p.17] par exemple) que

H"(I{) - Eî'' - E'|;'o pour tout n.

D'ori le résultat.D
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Cette proposition est utile pour le calcul de la cohomologie de Poisson tangentielle, nous
aurons l'occasion de le voir ultérieurement (section 4 de ce chapitre).

En fait, on peut démontrer le résuitat plus explicite suivant:

Proposit ion fI.2.8
Soit (M, F) une variété feuilletée et uF une distribution transversale de M . Soit U : (U;)
un bon recouvrement de M . Soit (h;) une partition de l'unité subordonnée au recouvrement
tl. On peut associer à tout k-cocycle de Cech c: (c;o,...,ik), Ia fonne d," -fermée w" de type
(0, k) défrnie par

.  .  b ( e + 1 )
t i c l r y ; :  ( - 1 ) = g  t  c i r , . . . , i n , i d . " h i ,  A  . . .  A  6 r t h ; * .

à t  r . - .  ' i h

L'application $, associant à une ciasselcl de noQt,O-t(fl) la classelw"l de Hr(M,Oo(.F)),
défrnit alors un isomorphisme de la cohomologie de Cech da,ns la cohomologie de de Rham
tangentielle.
Preuve:
On trouve dans [Bry] une construction explicite d'un isomorphisme entre la cohomologie
de de Rham d'une variété différentiable quelconque M et la cohomologie de Ôech de M à
coefficients dans le faisceau constant IRiw. Pour démontrer notre proposition, nous allons
reprendre cette construction en remplaçant IRy par le faisceau Oo(.f) et la différentielle
extérieure d de De Rham par la différentieile extérieure tangente d".

Comme précédemment, on notera H.(K) la cohomologie totale du double compiexe
(K*,*,6,d,"): (C*(l/ ,O0,*(M)),6,d"). Une k-cochaîne de Ôech sera vue comme une k-

hypercochaine de Ôech à valeurs dans les fonctions lisses sur M, f. e. comme un éIément
de Kk'0. De même, une forme de type (0, k) sera vue comme une 0-hypercochaîne de Cech
à valeurs dans les formes de type (0, k), i.e. cornrne un élément de Ko,k. Maintenant, soit
c un k-cocycle de Ôech et u une forme de type (0, k) d"-fermée. Dire que les classes [c] et

[c.r] sont égales dans f/k(-K), c'est dire qu'il existe une suite-(aq)0sq<k-1 telle que:
- Chaque élément oo est une (k - 1 - g)-hypercochaîne de Cech à valeurs dans les formes
de types (0, q) et

( Jao ) ;0 , . . . , r h_q :  ( - r ; t - a - t  d " ( (o ,q - t ) ro , . . . , i k -q )  V1  S  q  <  k_  r ;

- (d" oo-t); est la restriction de o à Il;
- ôao : -c.

En effet, dans ces conditions, on voit facilement que:

D(Ï oo) : -c + t ')

ll:o

(on rappelle que D:6 *(-t;rd" en degré (p,q)).
On introduit maintenant l'application

H : Ô*(u,,oo,r(M)) --  c*-t(u,Qo,*(M)),
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définie par:

H  (a )  ; r , . . . , i h  :  
L  h  noo ,o r , . . . , , u .

i

On montre comme dans [Bry] que:

5141o; ;nr , . . . , i ,  *  A(5(o; )n. , . . . , i r :  e io , . . . , ip  pour  tout  p  > 0.

En fait, il s'agit d'abord de constater que

6141*; ;n , ,  . . . , i0  :  E(- r ) i r r (o) ;0 , . . . , r ;  , . . . , i ,  :  I  I t -U i  h ,on,no, . . . , ï5 , . . . , ip .
j=o j :o  i

Puis, que:

rr(6(a))n, , . . . , ip --  
|  a,a1*;  i , is , . . . , ip

:  t  o s- '  S, .  - r r i^ '
/_ /  io t is , . . . , i ,  -  

L  
n i  ) , \ -  L  ) "  e i , is , . . . , i i  , . . . , io

i i j = 0

:  e i o , . . . , i p  -  0 1 a 1 r ; ;  i 0 , . . . , i p .

L'application I/ vérifie donc bien la relation d'homotopie annoncée.

On est maintenant capable de construire les ao récursivement. On part de ao : -ff(c).

Comme 6nç"1: c, on aura bien la condition 6oo : -c. On aura alors,

(*o)0r , . . . , ih  :  -  
t  h ic i , i1 , . . . , i1 , -

i

Supposons maintenant que l'on ait l'égalité

6(oo- t )  :  ( - t ; r -e  
-2d"  

an-z

jusqu'à un certain rang g, alors

6d" ao-r :  d" 6(ac-r ) :  0.

En appliquant I'homotopie H à d" ao-r, il s'ensuit que:

d,ao_r  :  6H(d, ,ac_r) .

Ceci nous conduit à poser:

ao :  ( -1)n-c- r  H(d"oo-r ) '
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Cette relation fournit par récurrence d.es ao satisfaisant les conditions requises:

( t r )n r , . . . ,0o  :  - ( -1 ) f r - '?  
I  c is ,à1 , . . . , iph6"d , "  h ; ,
2 0 , z L

:

( * * - r ) r  :  - ( -1 )L+ i i  
f  c i 1 , . . . , i 1 " , i h i rd "ho r^  . . .  A  g t th t r .

i t , . . . , i t "

Ceci achève la preuve.O

I1 est possible, mais plus compliqué, d'écrire explicitement le fr-cocycle de ôech corres-
pondant à une forme dt'-fermée de type (0, fr), c'est-à-dire de montr", concrètement la
surjectivité de t[. A titre d'exemple, considérons les cas k: 1 et k:2.

k :1 :
soit une forme cu de type (0,1), d"-fermée. sur tout ouvert (r;, on a @[J; : d, f t pour

unece r ta ine fonc t i on f i .  Su rUnr j . , d ' , ( f  - f i ) : 0e t f i - f i : c i , ; appa r t i " " i eO0q f ; .  On
construit ainsi un l-cocycle de Ôech c : ("j,;). On veut montrer que kr - o" est un cobord.
Or sur [Jt, a - ec:, - 

I  ci, ;d,"hi. Notons alors
j

9t :  f ;+ I  c i , th i .
i

On vérifie facilement que pi -gt:0 sur [/l,;, donc A; est la restriction à [l d,une fonction
cp définie globalement. De plus, c,r -LD.: d,ttg. D,où,le résultat pour Ë:1.

k :2 :
Soit à présent une forme c..r de type (0,2), d,,-fermée. Sur tout ouvert U;, on a,.lu; : d,,tai

pour une certaine-forme o; de type (0,1). Sur [/;,;, on a ai _ aj : d,'fj,;'porrr rro"
certaine fonction "li,;. Les fonctions ci,j,k.: ft,i I Ti,'i*fr,, appartiénnent;i;;. à Oo(f)
et définissent un 2-cocycle de ôech , | ("n,i,rj. vérifions que e - @c est un cobord. on
rappelle que crc : - 

I ci,k,id,"hi A d,,h1, suï [/i. posons

i ,k

Êt : o,i - t ci,t ,;hid," h/, + d"(I ftnhn).
i , k  k

En uti l isant lefait q"e I d,"h1,=0, on constate eue g;- 0t:0 sur Ll,1 donc que B; est

la restriction à U; ̂ d'T-" f**" B de type (0, 1) définie sur to'.t M. Par construction, on a
aussi c.r - (D": dttB. D'où le résultat pour k : 2.
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II.3 Quelques théorèmes connus.

On rappelle ici deux résultats classiques de la théorie des feuilletages. Ces résultats, que
I'on peut trouver dans [DH] et [Va2] respectivement, calculent la cohomologie d.e Poisson
tangentielle dans certains cas particuliers.

Théorème II.3.1 [DH]
Soient (M,F) une vafiété feutlletée et r un entier naturel. On suppose que Ie feuilJetage
F de M est donné par une submersion II : M --+ B pour une certaine vafiété B (séparie)
et que chaquefetnl le (connexe) L deF vérifre HL"Q): {0} pour0 .-q1r. Al.ors

[  
,o(*,oo(r)) :

t:
C*(B)

{0}

s i  g :0

s i  0 . - - q1 r .

Théorème II.3.2 [Va2]
So ien tLe tRdeuxva r ié tésd i f f é ren t i ab lese tso i tF le feu i l I e tagedeM:LxRpa . r l es
feuilles L x {æ} où r parcourt .R. Alors, si Jes nombres de Betti de L sont fr.nis, on a

Ho (M, ao VD : HL n@) s ge(,R).

Preuve:
Soient Ft,...,,u'" des g-formes sur -t formant une base de Hfio@). Alors, toute fornre
d"-fermée str M, de type (p,q), s'écrit sous la forme

À  :  c r  Ap r  +  . . .  I  a "  A  p , ,+  d "  0

où les û; sont des pformes sur Ret B est une forme sur M de type (p,q- 1). Le résultat
s'ensuit.O

Le théorème suivant est un résultat important issu de [Va1, Va2], nous aurons à l'utiliser
par la suite.

Théorème II.3.3 [Va1, Va2]
Soit M : ,S x .R une variété de Poisson régulière de structure de Poisson I\ transversale-
ment constante par rappott à Ia distribution tmnsvercale uF : TR (i.e. Ie feuilJetage
synplectique F de M : S x -R est défrni par une structure symplectique frxe de S). Alols,
si les nombres de Betti de S sont fr.nis, on a:

Hi,@) = o.g=o ub"G) e oo-È(n).

Remarque II.3.4
Le théorème précédent peut être utilisé pour montrer que, contrairement à la cohomolo-
gie de Poisson tangentielle, Ia cohomologie de Poisson usue/Je dépend non seu/em ent du
feuilletage symplectique, mais aussi de Ia structure symplectique sur hes feuilles. En effet,
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considétons Ia variété produit M : 32 x IR'i et notons a Ia structure symplectique stan-
dard de Ia sphère 52. Si on munit M de la structure de Poisson régulière défriie par Ia
même structure symplectique c.l sur chaque feuille, alors Ia, cohomologie de Pojss on de M
est donnée par Ie théorème 1L3.3. Cependant, si on regarde M comme su(2).\{0} muni
de sa structure de Poisson linéaire issue du crochet de Lie, alors eltaque feuille 

-St 
x {t}

(t e IR\) a une structure symplectique différente, à savoir tu, et le résultat du théorème
n'est plus vrat pour M. (Le calcul détaillé de la cohomologie de Poisson desu(2).\{g}
sera fait ultérieurement).

If.4 Etude du cas nilpotent.

On revient rapidement sur quelques propriétés importantes des algèbres de Lie nilpo-
tentes. Le lecteur pourra se reporter à [ACG1, Bon, Puk, Ver] pour plus de détails.
Soient g une algèbre de Lie nilpotente de dimension m et g* le dual de g. Soient encore
G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie g et f,l l'ouvert dense d" g* des orbites de la
représentation coadjointe de G dans g*. On note

goCgrC . . .C9* :9

un drapeau de g (d img; :  i )  te t  eue [g ,g; ]  Ç g; -1 pour  tout  i  de {1,  . . . ,m} .on désigne
par B: (xr,-.. ,x*) une base de Jordan-I lôlder adaptée à (gr);,  c'est-à-dire

g ; : IRX1  e . . . e lRX i

pour tout i. on peut alors stratifier g* (ou cl) de la façon suivante.
Pour pr dans g*, on définit I'ensemble des indices de saut J, par

J,,:  { j  ,  Xi É gi_r * 81,},

où 0r : {-X € g : VIZ € g, ( F,!X,Y] >: 0}. Si Jr: Ur.

E:  Ep O IRXi ,  . . .  O IFtXy, , .

Notons L: Uwp € g.] et pour tout élément ,r de a, définissons Ia strate

6 tu :  { p  €  g *  :  J * :  J y .

Par construction, chaque strate est un sous-ensemble G-invariant de g* et g* est ia réunion
disjointe de ces strates:

n. : , lo6t" '
Il est important de noter que toutes les orbites contenues dans une strate donnée ont la
même dimension (égate à card"I). De même, on a:

ç) -  u  6 ro
J€Amax
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où. A-* est I'ensemble des "/ de A de cardinal maximal.

Les orbites contenues dans une même strate peuvent être simultanément paramétrées.
Considérons en effet une strate 6f arbitraire de g* et supposons que les orbites contenues
,dans 6f sont de dimension 2r. Alors, on a:

Théorème fI.4.1 [Puk]
Soient g une algèbre de Lie de dimension m, B : (Xt) une base de Jordan-HôIder d.e g et
(Xi) labase duaJe de B. Avec les notations ci-dessus, soient J : { j t , , . . . , j2,} et 6J" ta
strate correspondattt à J. Alors, il existe des fonctions El (t < j < *)t

R{ | 6rB x trtz" --+ IR

(p ,a i r ,  .  .  -  , u  j z , )  , -  R {  0 t ,a  j r ,  .  .  .  , u  j r , ) ,

rationnelles, réguhières sur 6t" 
" 

IR2" et telles que:
i) Pour p, fr,xé, les fonctions Rl ne dépendent que des A jr, .. . ,A jn
polynomiales en ces variables;
i j )  S i  j :  jn  appaf t ient  à  J ,  Rlo} t ,y j , t . . . , , .U jz , ) :y ju  pour tout  1 . t ;
iii) Soit p e 6rB, aJors I'orbite Or de p, est:

ot"  :  {Da{ f r ,u  j r , , . . .  ,a j " , )x . î  ,  a j , , . . . ,u  j , ,  €  R"} ,
j : l

et I'application u : IRZ' ---+ g* défrnie par

/  \  \ - 1  ^ t ,u(U j , ,  .  .  .  ,a  j r , )  :  L  A i  fu ,a  j , ,  .  .  .  ,U j " , )
i : 7

réalise un difféomorphisme de IR2" da.ns O r;
iv) Pour A € Rd, frxé, les fonctions p e 6JB
contenues dan" 6Jg.

,- n{fu,y) sont constantes sur les orbites

De manière plus précise, avec la formulation de [ACG1, Ver], il existe sur g*:
( i) - - 2r fonctions polynomiales zrt.. .  t  zm-zr
(i i)  2r fonctions rationnelles pr,. . . tp,tet,. . . ,q, régulièt"r ru, 6{
telies que
- les fonctions polynomia"les zrt...tzrn-2T séparent les orbites contenues dans 6f ;
- pour chaque orbite O contenue dans OJ", it existe un symplectomorphisme (une carte de
Darboux globate) g: O -- IR2' défini par les fonctions pitgj.
Ces fonctiofls p;,8j.,2r, peuvent être obtenues à partir des applications Â/ du théorème
précédent: pour les p;tÇj, on étudie l'application u; et on peut prendre pour zy.(r) ies
fonctions R{(*,0) pour tous les / n'appartenant pas à {jr,...,j;,} (ce qui donne bien
m -2r fonctions zk au total).

où in< j 1 jn+t et sont
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La première state, notée VB, a des propriétés supplémentaires: c'est un ouvert de Zariski
dense dans g*, elle ne contient que des orbites de dimension maximale (disons 2d), et les
fonctions polynomialos 21,. . . t zm-2d, séparant les orbites de Vs sont G-invariante-s. ( Ce
dernier point est propre à la première strate. En fait, pour une strate secondaire 6L t V",,
les fonctions zrt ne vérifient pas forcément Hrr: {"r,.}:0 en dehors ae 6É.)

De plus, si on identifie I'algèbre symétrique .9(g) de g à l'algèbre des fonctions poly-
nomiales sur g* et si on note ,S(g)G le sous-anneau de ,9(g) des fonctions polynomiales
G-invariantes, alors Ie corps des fractions de S(g)" s'identifie au corps des fractions ra-
tionnelles IR(rt, ...,tzm-2it) en les variables zs [Dix].

Dans la suite, nous dirons que VB est I'ouvert générique associé à la base B, les or-
bites contenues dans I/6 seront appelées orbites gén&iques et les fonctions polynomiales
zl t . . . t zm-2il qui leur correspondent seront les invarian ts génériques. On peut tout de suite
dire que la cohomologie de Poisson tangentielle de Vs est acyclique en degré supérieur à
zéro: Ie feuiiletage symplectique de Va étant un feuilletage produit par des feuilles con-
tractiles (voir le théorème II.3.1). Dans la proposition qui suit, on montre que l'on peut
même s'affranchir du choix de la base B.

Proposit ion II.4.2
Soit g une algèbre de Lie nilpotente. Soit 

lVn 
L'urnon de tous Jes ensembles génériques

associés à toutes les bases de Jordan-Hôlder B de g. Désignons paî L Ia structure de
Poisson régulière deNVa. Alors,

Hlr,r"^(f;Vs): I(VV") et HT,,r"^(f;yB) : {0} Vq > 0.

Preuve:
La projection fI , 

Vr" 
-- (g VB)IG étant une fi.bration localement triviale, donc une

submersion et les orbites contenues dans U Ve étarrt toutes connexes et cohomologiquement

triviales, le résultat est une conséquence directe du théorème II.3.1.û

Remarque II.4.3
.ltrous savons bien que I'ouvert génériqueV6 est en général inclus strictement da,ns Ia variété
f) des orbites de dimension maximale (votr [SG] par exemple). Malheweusement, I'ouvert

NVa 
peut être lui aussi sfrictement plus petit que f). Cela est notanment le cas pour /es

algèbres de Lie frIiformes (défrnies dans [CG], voir aussi [BLM, Go-Kh]), pour lesquelles
tous Jes Vs coi'ncident et sont distincts de f,).

Nous insérons ici un résultat qui est pratique à utiliser et qui permet de traiter facilement
de nombreux exemples.

Proposit ion II.4.4
Soient g une algèbre de Lie nilpotente de dimension m, g* Ie dual de g et G Ie groupe
de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie g. Notons Q la vaiété des or-
bites de dimension maximale (éga,Ie à 2d). Sojent enfrn B : (X;) une base de Jordan-
Hôlder de g,Vs l'ouvert générique associé à cette base B et z1,...tzm-2it les invariants
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génériques séparant les orbites de VB. Si Ô, désigne un ouvert de Q te| que tes fonctions
polynomial€s z1r. . . t zm-2a sépa,rent les orbites contenues dans Ô et ful que les vecteurs
dr{p),--.,d"*-2a(U,) sont linéairement_indépendants pour tout point p à*r, ô,, alors Ia
cohomologie de Poisson tangentielle de Ô est acyclique en degré supérieur à zéro i.e.

HI,r^.((ù: r(ô) et Hl'r,.((ù: {0} Vq > 0.

Preuve:
I1 s'agit de montrer qu'il existe sur l'espace des orbites Ô/G or," structure de variété
pour laquelle la projection canonique II : Ô -- a1C soit une submersion. La proposition
résultera alors du théorème II.3.1. Nous savons ([Die] ou [Bou]) qu'il suffit pourceia de
montrer que le graphe X de la relation d'équivalence d'appartenance à une même orbiie
est une sous-variété fermée de Ô x Ô. Défitrirsons d.onc l'application /:

f :Ô x Ô ----- F.1n-2d'

0" ,n)  -  ( r t j t )  -  , t ( rù , .  . . t  z rn-2 i r (p)  -  z^_2d(q)) .

II est clair que / est indéfiniment différentiable. De plus, D : ,f-t(O) est non vide car
A : { ( p , t ù : t t €C I } cX .
D'autre part, pour_t9ut coupL (p,q) d" /-,(0), la différentielle /*1r,ol de .f au point (p,rl)
est de rang m -2d d'après l'hypothèse faite sur les 21.
Il en résulte que X est une sous-variété plongée et fermée de Ô x Ô, ce qui achève la preuve.El

Remarque fI.4.5

Si un cefiain ouvert Ô satisfait les conditions de Ia proposition 11.4.4 pour une base de
Jordan-Hôldeq alors il les satisfait pour foutes Jes autres bases de Jordan-Hôlder. En effet,
les invariants géneriquês z1r...tZrn-2it relatifs à uae base B donnée générant Ie corps des
fractions de ^9(g)G, Ie fait que les orbites coadjointes contenues datrs-Ô soient séparées ou
non par les fonctions polynomiales z1t . . .t zm-2a ne dépend p* du choix de Ia base B.

Comme on peut le voir en étudiarrt les exempies de Pedersen [Pel, Pe2], il existe
des algèbres de Lie nilpotentes pour lesquelles les propositions II.4.2 et lI.[.4, et plus
généralement le théorème II.3.1, ne permettent pas de calculer la cohomologie de Poisson
tangentielle de f,).
Etudions ici en détail le cas d" g - gu,r. Cette algèbre de Lie filiforme a pour crochets:

[x+,xe] - x2, [x4 ,xz]: xr.

Dans la suite, on identifiera g* avec IRa au moyen du système de coordonnées (r;) de g*
associé à la base (X;). Les orbites coadjointes de dimension 2 sont de deux types.

Il y a d'une part les orbites des points p : (pr, Fzt lf,s,l.r+) où /.r1 est non nul; ce sont des
cylindres paraboliques de la forme

o r, :{(pr, 
",  

U*#aI, t t f i )  :(s, t)  e IR2}.
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D'autre part, i l  y a les orbites des points p: (0, Fztl ts,F+) où p.2 est non nul; ce sont
des variétés a,ffines de la forme:

Op :  { ( 0 , , p r , s , t t z t ) :  ( s , t )  €  R . ' }

Pour cet exemple, Ia variété des orbites de dimension maximale est donc:

O: { ( r t , t2 , t r , r+)  €  g* , ,?+rZ+0} .

On voit aussitôt que les poiynômes génériques invariants associés à la base (X;), à savoir
zr :  tr et z2 - 12, - 2rsr1, ne séparent pas les orbites.

-0.1 -1 ,5

F igu re  1 :  Les  o rb i t es  des  po in t s  (0 ,  1 ,0 ,0 ) ,  (0 , -1 ,0 ,0 )  e t  (o ,1 ,0 ,0 )
pou r0< l " l  ( 0 ,1 .

X A
U =
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En fait, I'espace des orbites C)/G (si G désigne le groupe de Lie connexe et simplement
connexe d'algèbre de lie g) n'est pas séparé. Pour s'en convaincre, il suffit de considérer les
orbites O+ et O- des points (0,1,0,0) et (0, -1,0,0). Notons un instant II  la projection
fI : CI --+ QlG. Pour tout voisinage ouvert t/ (resp. V) de O+ (resp. O-), II-1(U)
(resp. r l-t(y)) est unouvert deCI contenant (0,1,0,0) (resp. (0,-1,0,0)). Alors, 

"o-*"I'illustre la figure ci-dessus, II-t(U) n II-1(y) rencontre les orbites des points (a,1,0,0)
pollr û sufrsamment petit. Il en résulte que I'intersection (I ÀV : II(n-t(t/) n fl-t (I/))
est non vide, d'où I'assertion.

Quelle est donc la cohomologie de Poisson tangentielle de fl?
Déjà, nous savons que Hlr.r..(Q): /(Cr).
Pour étudier Hrn,ro,(fr), il faut d'abord constater que tout champ de vecteurs tangentiel
X est de ia forme X : a0+ * bHrn où a, 6 appartiennent à C""(CI) et que 

"(X) 
: 0 si et

seulement si
s  H," (b)  *  1a(a) :  g .

Nous nous proposons maintenant de ramener l'étude d" H'n,ro,"(CI) à la résolution de
l'équation aux dérivées partielles suivante

H,n(g) : o

ori c et g ne dépendent que des variables z1 ,rz,rs.
Supposons donc que X: aôalbïrn satisfasse o(X):0, c'est-à-d.ire que Ssoit vrai.
existe / e C-(fl) tel que X : of si et seulement si

X (d r ; ) :  o f  (d r t )  :  - { f  ,æ ; }  V i ,

ou, ce qui est équivalent, si et seulement si

6 :  -0+U)  
" t  

o :  H ,n (T ) .

Ainsi, l'existence de / équivaut à I'existence d'une fonctiong(r): g(æt,æz,rz) vérifiant

-b ( * t , ,  12 ,  rs t  t )d t  +  g (q ,  t2 ,  æs)f@): l,
et

f r+
H,"( f ) (*)  :  -  

I  H,nb(æ1,tz,rs, t )dt  + H""(g)(r)  :  a(r) .
J o

Compte tenu de *, cela signifie

f t+H,"U)@): 
Jo

:  a(xr

:  a(x t

ôa(a)(r  1,  r  2 t  r  3 t  t )dt  + H, 
"(g)(*)

t f r z t t B , r n )  -  a ( æ t , , f r 2 t r J , 0 )  +  H r " ( g ) ( " )

,  12, 13, r4),
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et donc, comme annoncé, qrte Hrn(gX") : a(r1r12,r3,0).tr

On montre alors

Lernme II.4.6
Soit a: a(rt,rz,rr) une fonction de C'"(CI). S' i I  existe une fonction g - g(rt,xz,rs) de
C'"(CI) tel que H".(g) : *z}s(g) * r102(g) : a, alors

f r  r  s2  , ds

"Ï3r ,/ ,  
alrr '  s '  - 

Zxr 
* 

,^) ^

doit exister.
Preuve:
En utilisant le changement de variables

' t ' r  :  rs  -  
* 'u  

:  
?r ' .x ' l  

:  , , r t

on rnontre que, sur I'ouvert U : {, € M : q * 0},g est nécessairement de la forme

s(ær,rz-rs) :  
l r *  

a(r1, r1t , , . r -  
*+! la t*c(r r  , r r -  

* )
[ ' "  ,  rZ  s2  .ds  12:  

Jo  
a ( * t , s ,  z3  -  

^  
+  

, ^ ) ;  
*  c ( c1  , r t  -  

ù )

Donc 
F I s2 -d,s I

s(r t ,7,o) :  
/ ,  

a(rr ,  " ,  
- f i  *  ,^)-  *  .çrr ,  -  

^ l
et

s(r t , - l ,0)  :  lo- '  
a(* t , " , -* .  

*r*r*  
c(n1,-* ,

Ainsi ,  s(r t , l ,0)  -  s(ær,-1,0) :  
I : ro(*r , r , -*-  *r#

Le lem:rre résulte de la continuité de g en les points (0,1,0) et (0,-1,0).D

Tandis que les feuilles de f) sont cohomologiquement triviales, le premier espace de la
cohomologie de Poisson ta,ngentielle, HI.r"*(Q), de f,) est énorme. En effet, nous avons

Proposit ion II.4.7
Soit G le groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie g : g+,r . On note
encore Q Ia vafiété des orbites de dimension maximale associée à g et Â sa siructure de
Poisson régulière. Enfin, on désigne pa S(g)G (rcsp. A(g)G) I'anneau des fonctions sur
g*, polynomiales (tesp. analytiques) et G-inva,riantes. Pour tout a ) *, on introdujt les
champs de vecteurs To : tq)a et Ko : le oôa où

+ - 1 ^, ,^ 
*r""P(;f;g)

t ' : 
çrzr t, *zr1o et k*: -@1fffi '
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(i) Alors, /es classes lT"l génèrent un lB-espace vectoriel de dimension infrnie.
(ii) Les cJasses lK,] sont linéairement indépendantes non seulement sur IR mais aussi sur
S(g)" (ou encore sur A(g)G ), i.". HI.'"*(Q) n'est pas de type frni en tant que module sur
s(g)" (ou A(s)G ).
Preuve:
Pour tout 0 ( rr ( 1, nous avons

l,'

On voit donc aussitôt
tout i. Par suite, les
montré (i).
Le point (ii) se prouve

ds
("? + tr)o *t .lo" dt4 .# (vo)

et

l,' çallv; = fo" . f t  ds  -  1
+ I -2,^ 1 co-A (Vo >

J x r  ô  e I  & l

p

où co : #\. Supposons maintenant que pour un certain p, )- À*,[?L,] :0, les Ào,
z : l

appartenant à IR. Par le lemme II.4.6,

n l  P  t

E- /  ) -  Ào; ;a , j l
Jo Et \r1 f "- l4

doit avoir une limite lorsque 11 tend vers zéro. Or, si 0 < 11 < 1,

11 \  ds  |  |  l t  Àoo_rd"  
,l ' l>l J, ^d?Fl- l  J, . ,alrs2)ar-r

,  f t  À ,o"ds  ,-tJo 
;G?;?rl

\  lÀ."  I  lÀoo-, l r . . r - ,  lÀor l "o,.ç4 --F, 
æ,

("? + "r )o*,

1.
t)

que )o, doit être nul et, en répétant l'argument, que Ào, : 0 pour
classes [7i] engendrent un lR-espace de dimension infinie et on a

de manière analogue, il sufi.t pour cela de constater que

et

l,'ffi*",-lo'l1ry*
> lr".orfr)-"*p(4|1ll

r t  2exp(æ+æ-) 2exp(g)

J, @iiqds<--;4Ld
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Pour finir l'étude de cet exemple, nous allons montrer gue H2,,,,ton(fl) est trivial. Soit ,4
un 2-tenseur tangentiel. Nécessairement,

A:  VL:  g( rz0+ A ôs *  rpa t r  02)

pour une certaine fonction cp dans C""(ç)) et o(A): 0. Il nous faut donc trouver un champ
de vecteurs tangentiel B tel que A : o(B), ou ce qui est équivalent des fonctions a, ô de
c""(fl) telles que r/,.,(ô) + ô+(c) - g. on voit immédiatement que les fonctions

p ( r r , 12 , r s , t ) d t  e t  b :0

conviennent. On a donc bierr Hf;,ro,(fr) : {0}.
Notons que la trivialité d. H'n,r,n(fl) se déduit aussi des propositions II.2.T et II.2.g qui
identifient la cohomologie de Poisson tangentielle avec une cohomologie de ôech. En effet,
on peut facilement trouver un bon recouvrement de f,) sans intersection triple non triviale.
Enfin, le rang de f,) étant égal à 2, nous avons aussi frf,r,r(CI) : {0} pour tout k > 2.
Rernarque (et convention) II.4.B
t Pour proposition 11.4.7, nous avons utilisé implicitement
f intégrité des annea* S(g)G et A(g)G. .lflous conjecturons que Hi,r",(o) n,est pas non
plus de type fini en tant que f(O)-module.
o Dans Ia suite, chaque fois que nous diron s d'un espace de cohomologie Hf;,ro,(C|) ou
;Il(çr) de l'ouvert Q (relatif à une algèbre de Lie g dornée) qu't! est infrni, rror" 

"or"-entendrons qu'il est de dimension infrnie à la fois en tant qu'espace vectodel et en tant que
module sur ^9(g)G ou A(g)G .

Rernarque II.4.9
Les calculs de cette section 4 montrcnt cpe tous les produits-star tangentiels sur Us Vs (et
sur tout (l satisfaisant les conditions de la proporition 11.4.4) sont équivalents, en raison
de la nullité du second espace de cohomologie de Poisson tangentielle-(cf. appendice A.2).
Et il en est de même pour l'ouvert dense 0 des orbites de dimension maximale de gît.

rr-5 Le cas des variétés de Poisson régulières de dimension B.

Dans cette partie, (M,,À) désigne une variété de Poisson régulière de dimension 3. On
exclut ie cas trivial or\ Â : 0, i.e. M est supposé de rang 2. Èour déterminer les espaces
de cohomologie H[(M) de M ,, nous nous inspirerons des calculs faits dans [Va2].
Déjà, HoilM) : Ho,,t.ron(M) : I(M).
De plus,

H,n(M) : {a :Y'(Y)"="9=) =o}
{"f ,  f  ec*çu1y

Choisissons une distribution transvercafe uF de M. Tout élément e de V1(M) se
décompose aJors de manière unique sous la forme

Q:Qo , t lQ r ,o
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où Qo,r et Qt,o sont de type (0, 1) et (1,0) respectivement. Ainsi, o(Q) :0 si et seulement
si a(Qs,1 * Qr,o) : 0 ou encore si et seulement si

o ' (Qo , r )  +  o ' (8 t ,  o )  +  o "  çqo , r )  +  o "  (Qr ,o )  :  o ,

donc, puisque a' est de degré (-1,,2), si et seulement si

o ' (Q t ,o )  I  o " (Qo , r )  +  o " (Q t ,o )  :  o ,

c'est-à-dire si et seulement si

o"(Qt ,0)  :  o  et  o ' (Qt ,o)  *  o"(Qo,r )  :  o .

Considérons donc I'application linéaire p définie par

p: Htn(M) -+ Ût,o(M)

lA) F----+ A1.s

où
û r ,o (M) :  {A  € ,h , ' (M ) :  o ' , (A )  -  o } .

Par suite,
H'n@) - Ker(p) 0Im(p).

Or,

K e r (p) ::' 
r'1' rt T, :ff1,' "or ir::or',

{ " f , f€ .C*(M)}
_  {A  eVo t (M)  :  o t ' (A )  : 0 }

{o, , f  :  f  eC*(M)}
-- HT,r,.(M).

De plus,

I * (p ) :  {A€V1,s (M) :o" (A) :0  e t  lB  €  Vo; (M) lo , (A)  +  o , , (B)  -  0 } .
Calculons maintenant le deuxième espace de cette cohomologie:

H7@) : {a, e,!=?(Y)' !(9), =,0}
{ " (V) :V €v ' (M)}

_ {Q :  Qo,z *  Qrt  e V2 (M) :  o" (Qt, t )  :  o}

{o (V) :V  :  Vo , r  *  V r ,o  €Vt (M) }

_  . {Qo ,z  eVo,z (M) }  ^  {8 r , r  €  Vr , r (M) :  o " (Qr , r ) :0 }

{o" (vo , t )+o ' (Y t ,o ) }  
-  

{o " (v t ,o ) }
{Qo,z }

{o " (Vo , t ) }  ̂  {8 t , t :  o " (QrJ ) :0 }-; t :r . ' lMD-@

_ H'n,rr*(M) ^ 
K"r(oi\rr,r1*)

- 
;O;@D w 

",çyrnçtwD 
'
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Le troisième espace s'obtient de manière similaire:

H3^(tvI): {Q t , z } -  {Q t , r }  --  
|o" (vr , t ) ]  

- h,z(M)
{o(Vo,,  *  7r , r ) } o"(VtJWD'

Nous avons déjà vu que (Oq Qo,o(M),d!t) et (@oUo,oçM),o") sont des complexes de
f(M)-modules isomorphes. D'autre part, ii est toujours possible, pour tout p, g, de définir
un isomorphisme entre Qo,o(M) et Vr,o(M). I1 sufrt pour cela de considérer une métrique
euclidienne sur u"F (cf.. [Va 2]). On obtient ainsi un isomorphisme entre u*F @T"F et
uF O 7f, isomorphisme qui se prolonge naturellement de Qo,o(M) dans )/o,o(M). Cepen-
dant, cet isomorphisme n'est pas en général un isomorphisme de complexes. Dans la
proposition qui suit, nous donnons une situation simple où les complexes de I(M)-modules
(AqVe,q(M),o") et (Oq fl,o,o(M),d") sont effectivement isomorphes pour tout p. Ceci nous
donnera plus de renseignements sur les espaces Hi,@).

Proposit ion II.5.1
Soieni M une variété de Poisson réguLière et f son feuilJetage symplectique. Soii aussi
uF une distribution transversaJe pour M. On suppose que Qr,o(M) etV1,s(M) sont des
I(M)-moduJes f ibres de bases respectivet (0t) et (X;), et que d'/t :0 et o"Xl :  0
pour tout i. Alors (OoVo,oçM),o") et (Oq Qo,o(M),d") sont des complexes de I(M)-
modules isomorphes pour tout p. En particulier, Ht(M,ao(f)) et Hq(@Ve,*(M),o")

sonf isomorplres en tant que l(M)-modules.
Preuve:
On rappelle d'abord que # :T*M -+ TM s'étend en un isomorphisme de f(M)-modules
ft : Qs,t(M) * )lo,o(M) vérifiant ott o rt : -rt o d". Considérons alors I'application

ff : Qo,o(M) - Vr,o(M) définie par

#t  I  e i r , . . . , ip  A gr ,  A . . .  A  g ; ) :  I  (# ( "n , , . . . , i , ) t r  X , .  4 . . .  A  X;o)
i t , , . , , i p  i t r . . . , i p

où oi,.,...,ip appartient à çrg,q(M). Il est facile de vérifier que # est un isomorphisme de
/(M)-modules et qlue o" o # : -jf o dt'. Le résultat s'ensuit.o

Revenons maintenant sur quelques notions élémentaires.
Soit I/ ---+ B un fibré vectoriel dont les fibres sont de dimension g. Nous dirons que

V + B est orientable si le fibré I\qV -+ B admet une section globale partout non nulle.
Si V + B est orientable, il en est de même de son dual V* + B. Rappelons aussi qu'une
variété M esl dite orientable si TM (ouT*M)I'est,.

D'autre part, nous dirons d'un feuilietage .F sur M, qu'il est co-onentable (ou simplement
orientable) si son fibré norrnal NF est orientable. Dans le cas important d'un feuilletage
"F de codimension 1, il est équivalent de dire que f est orientable et de dire qu'il existe une
l-forrne B, non nulle en chaque point, et qui s'annule exactement sur les vecteurs ta^ngents
au feuilletage. Si tel est le cas, nous dirons que B définit f .

En général, I'orientabilité d'un feuilletage .F sur M n'implique pas l'orientabilité de M,
ni rnême celle des feuilles de F. Cependant, si (M,Â) est une variété de Poisson régulière
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(de rang 2n), el si f désigne le feuilletage symplectique d.e &/, alors le tenseur Â' définit
une section globale partout non nulle du fibré LznTF, et le fibré tangent TF de.F est
orientable. Ainsi, le feuilletage symplectique d'une variété de Poisson régulière M est
orientable si et seulement si M est orientable.

Proposit ion II.5.2
Soit M une vafiété de Poisson régulière de dimension 3 et d.e rang 2. Soit F son feuilletage
symplectique. On suppose que M est orientable et que I'on peut choisir une l-forme B
définissant F teLle que dB: 0, A]ors,
(i) les deuxième et troisième espaces de Ia cohomologie de Poisson de M sont donnés par

Hi@) -  H'n ' 'on(M)  ̂  - ' '  '
ff ioHL(M'o'(4)

Hï,(M) - H2(M,ot(r));

(ii) les I(M)-moduJes Hfl,ro.(M) et Hq(M,ot(r)) sont isomorphes pour tout q.
Preuve:
Identifions le fibré normal lf.F de .F à un sous-fibré uF de TM. Comme M (ou f) est
orientable par hypothèse, on peut trouver un champ de vecteurs X sur M, partout non
nul, de sorte que, pour tout r, u,f (resp. 

"îT) 
soit engendré par x, (resf. p,). par

cons t ruc t i on ,  o t tX :0  e t  d0 :  d "0 :0 .  De  p lus , f ) r , o (M)  e tV1 ,s (M)  son t  d ,es ' I (M)_
moduies libres isomorphes de bases respectiver (B) et (X). Le point (i) est doo"'rrrr"
conséquence directe de la proposition II.b.1.

Poul_ryouver (ii), on introduit I'application o : Hq(M,oo(r)) -, Hq(M,ot(O) définie
par ô([a]) : [oÂ B] pour tout a € C,s,q(M) vérifiant d,,,a' - 0. L'application est bien
définie car si a et at sont deux formes de type (0, q) de même classe dans f/q(M, Oo(;r))
alors il existe une forme 7 de type (0, q - 1) telle que a - qt : d,,7. Ainsi,

(o - o') A 0 : d"(l) A 0 : d"(l  A g)

donc a A B et d' A P sont bien de classe identique dans Hq(M, ot(r)).
De même, on vérifie que [o A P]:0 implique [o] :0, d'où l,injectivité de iD.
Finalement, prenorrs une classe [c-.'] dans Hc(NI,Ot(.f)). En tant que forme de type

(Lrq), c,' s'écrit de manière unique sous Ia forme (^) : arA B où a est rro" fo.m" d" type
(0, q). On en déduit que [c.r] : O([o]) d.onc que ô est surjective.ft

Toute algèbre de Lie, répétons-le, donne naissance à une variété de Poisson régulière:
I'union f,l des orbites coadjointes de dimension maximale. Dans Ia suite, nous proposons
d'étudier la cohomologie de Poisson tangentielle et non tangentielle de O poo, .h.qrr"
aigèbre de Lie de dimension B.

On rappelle d'abord [Br] que toute aigèbre de Lie de d.imension 3 non abélienne est
isomorphe à exactement une des algèbres de Lie de la présente liste:

II.6 Excursion à travers èbres de Lie de dimension B.
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- Une algèbre de Lie nilpotente: celle de Heisenberg définie par [X1 , Xz] : Xs;
- Une algèbre de Lie résoluble non exponentielle e(2) définie par les crochets:
lxr,xr] - -xs, [xr,xr] - xzi
- Plusieurs algèbres de Lie résolubles exponentielles:
* l'algèbre de Lie du groupe affine défini par:

lxt,xzl - xzi
* la "book algebra":
lXt, Xr] : Xz,, [Xt, Xs] - Xs,
* les "algèbres de Lie de GréIaud":
lXt,,Xrl - Xz - oXz, fXr,Xr] : Xs I oX2 o ) 0;
*  [X ,  ,Xz ] :  X r , lX r ,X3 l :  lXs  r  ]  l ;
* [Xr , Xr) : Xz I Xs, [Xr , Xs] : Xs;
* [xr ,xz]: xz, fxt,xa] : -x'
* 

[Xt ,Xzf : Xz,lXt,Xr] :  !X, r I  -r;
- Deux algèbres de Lie simples:
su(2) et st(2).

Commençons par étudier les cas simples.

a) L'algèbre de Lie de Heisenberg.

Cette algèbre de Lie nilpotente est définie par le crochet lXr,Xrl: XB.
Pour cet exemple, les orbites non réduites à un point sont des plans et la variété de Poisson
régul ière (o 'Â)  est  

e  :  { (zr  j r21rr )  :  rs  t '  0} ,

munie de sa structure de Poisson Â. On identifie 0 à la variété produit IR2 x IR" au
moyen de la carte de Weinstein associant à un élément r : (", )rz,rt) de fl le point
(p:  * t ,8 :  f r ,2  :  xs) .
D'après le théorème II.3.1 (ou le théorème II.3.2), la cohomologie de Poisson tangentielle
de O est acyclique en degré supérieur à zéro.
Par ailleurs, À est tranversaiement constante relativement à ia distribution transversale
uF: rlR". Ainsi, par le théorème II.3.3 (ou par calcul direct), nous obtenons:

//,Î(CI) : Hl.,ron(ç)) :I(fr) : C-(IR*)

f/i(CI) - {udz: u e /(f))} - /(CI)
f/, t(CI): {0} vk > 1.

b) L'algèbre de Lie e(2) du groupe euclidien.

Les crochets de cette algèbre de Lie sont:

lxr,xrl - -x3, lxr,xs] - xz.

Les orbites de dimension 2 sont des cylindres C,^ caractérisés par leur rayon r ) 0. La
variété de Poisson régulière (çt, ̂ ) est donc

f , )  :  { ( r i ,  tz, rs)  € e(2)"  ,  n2,  + ,? + 0},
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munie de sa structure de Poisson régulière Â. On identifie 0 à la variété produit IR x IIx IRï_
au moyen de la carte de Weinstein qui à un élément c de f), associe le point (p, q, r) où

P :  ' ' r -  e " 8  -  r z t z t l  
.  T :r -'!) 

J4T4) 
' -

D'après le théorème II.3.2, la cohomologie de Poisson tangentielle de CI est la suivante:

HÎ,r,,(o): r(fr) : c""(IR,î)
HI,I,*(Q) : f/f,"(IR x D I C-(ni)

: {lp(r)dql, p(r) € /(o)i - I(fi)
HI,r".(e) o {o} vk > 1.

De plus, Â est ià encore transversalement constante relativement à la distribution transver-
sale uF : ?Ri. Donc, d'après le théorème II.3.3, la cohomologie de Poisson de CI est
donnée par:

fri(ç,) : /(o)
fI i(CI) = HI,ro,.(O) O {z d,r : u€ l(CI)}

- /(CI) o /(fr)
Hi(q - Ir|"(rR x T) I o'(ni)

- {[p(r)dq A dr]: p(,) e l(CI)] = /(Cl)
f4(CI) : {o} vk > 2.

c) L'algèbre de Lie a du groupe affine.

Le seui crochet non nul est:

lxr, xzl - x2.

Les orbites non triviales sont des demi-plans (r3 et sign(x2) fixés). La variété de poisson
régulière (ft, A) est:

0  :  { ( r1  )nz , ,æs)  €  0 *  :  * z  #  0 } ,

munie de sa structure de Poisson régulière A. Dans cet exemple, Q s'identifie à IR. x IR x IR
par le biais de la carte de Weinstein qui à un élément c de f,) associe l'élément (p,q,z)
défini par

p :  f r z ,  q :  
- : ! ,  

z  :  rB .
t2

D'après le théorème II.3.1 (ou II.3.2), la cohomologie de Poisson tangentielle de O est
acyclique en degré supérieur à zéro.
De plus, la structure de Poisson Â est transversalement constante par rapport à la distri-
bution transversale uF - ?IR. Ainsi, d'après le théorème II.3.3, ia cohomàiogie de poisson
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de f,) est la suivante:

flÎ(CI) : Hl,ro,(ç)) : /(ç2)

r :  C-(({1} *  IR) u ({- i }  x R))
- c-(IR) o C-(IR)

fIi(CI) - {udz: u e /(fr)} - /(f})

I/f (CI) : {0} vk > r.

d) La book algebra.

Cette algèbre de Lie est donnée par les crochets suivants:

[Xt, Xr] :  Xz, [Xt, &] : ;-s.

Les orbites non triviales sont caractérisées par un inva^riant d et sont de la forme

Oe :  { ( " ,  " 'cos(d) ,  
e t  s in(d))  :  (s ,  t )  €  R' } .

La variété de Poisson régulière (f), A) est

Cl :  { ( r r ,  12, rs)  ,  * }  +  "3  + 0} ,

munie de sa structure de Poisson régulière A. Comme dans les exemples précédents, f,l
s'identifie à la variété produit IR x IR x l[par la carte de ïVeinstein qui à l'élément r d.e f,]
associe le point (p,q,0) dé ni par

1p: rL, o : ;ln(rl + *3), e,o : H++vî i+r i

D'après le théorème II.3.1 (ou II.3.2), la cohomoiogie de Poisson tangentielle de f,l est
acyclique en degré supérieur à zéro.
A nouveau, Â est transversalement constante relativement à la distribution uF: ?IE La
cohomologie de Poisson de f,l est donc:

IIÎ(fr) : Hly,ron(f)) : /(o) : c""(D
//i(CI) : {udï : u e /(o)} = /(CI)
f/r(CI) : {o} vk > 1.

e) Les algèbres de Lie de Grélaud.

Ces algèbres de Lie, étudiées par Grélaud dans [Gré], ont pour crochets

lX r ,X " l -  X2 -  oXs ,  [X r ,Xs ]  -  X t  *oX2  o  )  0 .
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Les orbites coadjointes de dimension 2 peuvent être vues comme une version "spirale" de
la book algebra, elles sont paramétrées par un invariant d et sont de la forme

Oe : {(r, "t 
cos(d + ot), et sin(0 + ot)) : s, f € IR}

où d est défini par

e,o : 
ffi"-Êtn(,22+"2).

La variété de Poisson résulière associée est:

f )  :  {(rr ,  r2,rs) :  *r" + n3 + 0},,

munie de sa structure de Poisson réguiière Â. Comme pour la book algebra, on identifie f)
à la variété produii IR x IR x llet la cohomologie de Poisson tangentielle de fl est acyclique
en degré supérieur à zéro.
De plus, À est transversalement constante par rapport à la distribution uF : TII La
cohomologie de Poisson de O est donc:

frl(CI) : Hl,ron(0) : /(f)) : c-(D
ni(CI) : {udg : u e /(fi)} - /(çl)
f4(CI) : {0} vk > 1.

f) Des variantes de la book algebra.

Considérons la famille d'algèbres de Lie définie par les crochets:

Lxr,,xr l_ xz, [xr,xr]  :+ z>1.
I

Les orbites de dimension 2 peuvent être paramétrées comme suit:

O t r :  { ( " , " - ' 1 t " , " - *  pù :  ( s , t )  €  R ' i ,

elles sont toutes de cohomologie de de Rham triviale (en degré supérieur à 0) et la variété
de Poisson régulière (O, A) est:

O :  { ( r r  ) t2) î r )  ,  *?,  + *3 + 0} ,

munie de sa structure de Poisson régulière À.
II s'agit maintenant de montrer que le feuilletage symplectique .F de fl est induit par une
submersion II de 0 dans le cercle 51. Pour cefaire, introduisons I'application

r' : rR x R2\{(0,0)} --+ rR

définie par
F(t ,x2,  r r )  :  

" - "*T + "-T *3 -  t .
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Le théorème des fonctions implicites affirme I'existence et I'unicité d.'une fonction
indéfiniment différentiable I : n2\{(0,0)} * IR telle que

F(p(*" , re) ,  rz ,æz)  :  0  V(r2,cs)  e  IR '?\ { (0 ,  0) } .

ses dérivées partielles de premier ordre sont les suivantes:

Ô*  
:  

e -2?x2

orz e-zçrZ + e=# "!:

ô9 
"=?*,A*r: 

""r4 +;++
Définissons maintenant I'application II : CI --+ S1 par

(rr, rr,"r) ,----- I I(",,  frz) rs) :  (e-e@2,,") rz, 
"-k?@ 

*r).

I1 est facile de vérifier que II est une submersion et qu'elle induit le feuilletage de 0. Ainsi,
pa,r le théorème II.3.1, la cohomologie de Poisson tangentieile de CI est acyclique en degré
supérieur à zéro (il en était de même pour la book algebra).
D'autre part, on observe que O est orientable et que son feuilietage symplectique .F est
défini par la 1-forme 0 : d0 où d est donné par

e 'o  :  e-912 a ze# e,3.

On déduit donc de Ia proposition II.5.2 que, comme pour la book algebra, la cohomologie
de Poisson de f,) est donnée par:

.F/î(CI) : Hl.,roo(f)) : /(f))

f/i(CI) - {ud0 : u e r(Cl)} - /(f,)
f4(CI) ., {0} vfr > 1.

Un exemple tout à fait analogue au précédent: I'algèbre de Lie définie par les crochets

[Xt ,Xr ]  -  X2 a Xs,  [Xr ,Xs]  -  X3.

Dans ce cas, les orbites de dimension 2 peuvent être paramétrées par:

O p : {(t ,  "- '( l t ,  
- pst), e-t pz) : (s, t) € IR,2},

toutes sont cohomologiquement triviaies et la variété de Poisson régulière (CI, ̂ ) est à
nouveau

f )  :  { ( r r  ) r21rs)  ,  * l  +  *3 + 0} ,
munie de sa structure de Poisson Â.
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Introduisons maintenant I'application G définie par

G( t , r2 , r s )  :  
" - " ( ( t ,  

-  r r t ) ' +  r l )  -  t .

Pa^r le théorème des fonctions implicites, il existe une unique fonction indéfiniment
différentiable lt: R2\{(0,0)} * IR vérifia.nt

G( r l t@t , r s ) , r z , " r )  :  0  V ( r2 ,æs)  €  lR ' z \ { (g ,0 ) } .

Ses dérivées partielles sont:

A1h rz - thrz

A*r:@
Alh rs I thz rs - ,h*z
a*r:@

Comme précédemment, le feuilletage symplectiqre F de O est induit par une submersion,
à savoir I'application fI : f,) -* 51 définie par

f l ( r r ,  rz  t  or )  :  çe-*bz, rz)  (æ2 -  rs th( rz ,  rs) ) ,s- ' !@r, ' " ) *s) .

Par suite, d'après le théorème II.3.1, la cohomologie de Poisson tangentielle de O est
acyciique en degré supérieur à zéro .
Là aussi, F est orientable et est défini par la l-forme 0 : d0 où d est maintenant donné
par  

ero :  
"_ t ( (* ,  

_  , r rD I  zxs) .

La cohomologie de Poisson de f) est donc à nouveau:

H|(c,) : Hl,ron(o) : /(o)

fIi(CI) = {ud0 : z € /(f})} - /(CI)
r4(ç)) = {o} vk > L.

g) L'exemple de I'algèbre de Lie su(2).

Les crochets définissant la structure d'algèbre de Lie de su(2) sont:

lXt ,Xz l :  X3,  [Xr ,Xs]  -  X1,  [Xr ,  Xr l :  Xz.

Toutes les orbites coadjointes non triviales sont des sphères de dimension 2 et la variété de
Poisson régulière (St, A) des orbites de dimension maximale n'est autre que f) : su(2).\{0}
munie de sa structure de Poisson Â. On identifie naturellement S) au produit S2 x nï.
Ainsi, par le théorème II.3.2,la cohomologie de Poisson tangentielle de f,l est:

H1,r",(0) : /(f)) : C""(Ri)
Hi,r,,(o) : {o}
H'n,r".(e): {[zÂ] : z € /(Ct)]

- {[ur,r] : u e /(O)] - /(çr)
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ori l'on a noté c,.r1 la 2-forme feuilletée associée à Â i.e.

r3d,r1 A dr2 | r1dr2 A d,r3 * r2drs A d,r1 ,u ) L :  ( r :

Enfin, pour des raisons évidentes de degré, on voit que

HI,'"*(Q): {0} vk > 2.

Il est à noter que, dans cet exemple, f,) s'identifie à un produit du type S x .R; cependant,
le théorème II.3.3 ne peut pas être utilisé, Â n'étant pas transversalement constante.

Dans la suite, nous proposons de déterminer par calcul direct la cohomologie de Poisson
de (Cl, A). Nous avons bien entendu:

f / Î (CI ) : / ( f ) ) :c - (R l ) .

Introduisons maintenant la l-forme Ê : dr et le champ d'Euler X : D r;0;, et considérons
la distribution transversale uT dont les espaces uiF (resp. u,F) sont engendrés par B,
(resp. X,).
On se souvient que f{(f)) s'identifi.e à

{A e ) / t ,o(C))  :  o" (A) :0et  18 e Vo,r (0)  te l  que o(A)  + r , , (B)  -  0} .

En outre,  {A eh,s(Q):  o"(A) :0}  s ' ident i f ie  à  {uX:  u e / ( f l ) } .  Et ,  comme

o(ux ) : uo (X ) :u l \

pour tout u de /(C)) et que la classe [uA] de H'n.r,^(Q) n'est nulle que si u:Q,nous avons

Hï(0) :  {o} .

Nous déduisons du point (i) de la proposition II.b.2 que

rrï(o) = l^i:'""jtl e nl(CI, o'(.r)).r \ \ - - l  -  
a ( V 1 , s ( f t ) )  

v  - -  \ Y Y

Nous avons vu que Vt,o(f)) ) {uX : u e /(f))} et que o(uX): uÀ pour tout u de f(O). De
plus, par le point (ii) de Ia proposition II.5.2, Ht(o, ot(O) 

"t 
HÀ,ro,,(f,)) sont isomorphes.

Il s'ensuit que

nï(CI) : {oi.
Cette même proposition II.5.2 nous indique que

r / î( fr)  -  H2(e,ot(.r))  et H2(e,,ot(r))  = Hz^,t",(e).
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De façon plus explicite, on a

Et bien sûr

Hi(CI) :  {z [ÂAX]  :? /  €  / (c l ) ]
- {ul*t A drl: ?/ € 1((-2)}
- r(c,).

/4(fr): {o} vk > 3.

L'aJgèbre de Lie su(z) donne un exemple de vafiété de Paisson régulière, à savoir
su(2).\{0}, qui est exacte mais qui n'est-pas tangentiellement exacte- Bi.n p}us, puisque
pour Q : su(2).\{0}, Hî(f}) : {0} et H2n,ron(CI) I {0i, le cas de su(2) montre qu'il n;y a
pas en général de plongement des espaces de Ia cohomologie de Poiison tartgeniielle d.ans
ceux de Ia cohomologie de Poisson usuelle, excepté en d,egré 1.
-lfous devons ajouter que Ia cohomologie de Poisson desu(z).\{g} a déjà été ca]cu1ée dans
[Xu], pat une méthode différente faisartt interwenir les groupoides symplectiques. Cette
méthode consisf e à ramener le calcul de la cohomologie de Poisson à celui de Ia iohomologie
de de Rham de certaines variétés.

Il s'agit à présent d'examiner les algèbres de Lie de dimension 3 restantes. Nous verrons
que toutes ces algèbres de Lie sont des cas pathologiques.

h) Un exemple intéressant.

considérons I'algèbre de Lie I7 définie par les crochets suivants:

[xr, xr] - x2, lxr, xs] : _x3.

On notera f/ le groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre d.e Lie f . pour cette
algèbre de Lie, les orbites de dimension 2 sont soit des composantes connexes de cylindres
hyperboliqu€s r2u3 : con,stt soit des demi-plans r.2:0,sign(æs) f ixé ou lr3 :0, i ign(r2)
fixé. La variété de Poisson régulière (f), ^) correspondante est donc

O :  { ( r r , , rz , r ; )  €  b* '  x l  + x !  + 0} ,

munie de sa structure de Poisson régulière Â. Toutes les orbites sont connexes et coho-
mologiquement triviales, cependant le théorème II.3.1 ne peut être appliqué car I'espace
des orbites QlH, muni de la topologie quotient, n'est pas séparé
Qu'en est-il alors de la cohomologie de Poisson tangentielle de O? On a bien sûr
H1,r",'(0) : I(0)- pour-décrire H\,ro.o(CI), onprocèdà comme pour gc,r. On constate
d'abord que tout champ de vecteurs iangentiel x est de Ia forme

X:a1r+bH, ,

où c,6 appartiennent à C""(f)). De plus, on montre que a(X) : 0 si et seulement si

H,,(b) - f  âr(a) :  g.
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Prenons un opérateur tangentiel X - a7r + bïr, tel que a(X) : g. L'existence d.'une
fgnc-!io1_/ de C-(f)) tel.que X -- 

"(f) 
équivaut à l'existence d.'une fonction g: g(rz,rs)

de C-(O) te l le  que H", (g) :  o(0,  r2 ,æB).

considérons le changement de variables u : r2r;t u - '3=r'3. Il donne naissance à un
di f féomorphisme 9 de { (u,v) :u  )  0}  dans { (* r , * r ) : î2}  d , " ,  )  0}  déf in i  par

/ \ / t l-7 ag\u ,u)  :  (V  u  I  t /  t t z  I  u '2 ,

ç( , , r )  :  (
-u l yE '+a î '

t---:----vu+vu '+u"
)  . i  u )0

s i  u (0

v@,0)  :  ( r / " , r / " ) .

Cette fonction cp se prolonge de manière naturelle à {(r, u) : u > 0} u {(0, ,) : u I 0}. on
notera encore p ce prolongement. On peut alors montrer un lemme analogue au lemme
II.4.6, à savoir le

Lemme II.6.2
Soit a: a(rz,r3) une fonction dans C-(f l).  Soit g: g(r2,4) également dans C""(f,)
telle que H,,(g): a et notons A(u,u): a(p(rz,rs)), g désignant Ie difféomorphiime
défrnt ci-dessus. Alors, la limite suivante

ls,/,ffiû,
existe.
Preuve:
On a par hypothèse,, 1202 - asôs(g): a. Dans les nouvelles variables, cela s,écrit:

zJ"ra"ra,(G):4

où G : g o g. Ainsi, G est de la forme:

G(u,u):  [ '  + dt + l : (u).
J -r 2t/u2 + t2

Par continuité, de g en (0,1) et de g en g(0, l) : (r/2,0), G(0, -1) doit exister, donc
ii|n^ti(u) doit avoir un sens. De même, G(0,1) existe. Le résultat s'ensuit directement.El

Ainsi, en utilisant les champs de vecteurs fo : i,,ôl et Ér: [4, où

i 1 .- exp(T4i;T)
t. :  

@1 *g1, 
er k" :  

(  ,

on peut montrer gue Hrl,ro"r(f)) est infini.
Ensuite, on voit soit par calcul direct soit par un argument de eech que Hrn,r".(e): {0}.

u2 t u2)
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Et comme f,) est de rang 2, on a même Hl,r".(e): {0} pour tout k > 2.

La cohomologie de Poisson de f) est donnée par la proposition II.5.2. En effet, Ie feuil-
letage symplectique de o est orientabie et est défini par la l-forme 0 : xzd,rt * rsdrz
(dÊ :0). Ainsi, si on note y :4t l  ts}z

ara-' on a

frl(CI) -- /(CI)
Hi(CI) : HÏ.ro,(g) e {"x : u e r(CI)}
H'n(q - Ht (0, o1(A)

-  HÏ , r t r (Q)

f l i(CI) = H2(Q,Ot(.F))

= H|,ron(0) :  {o}
Hf (o):  {o} vk > 3.

On voit que les espaces fI,t(O) et I/fr(O) font intervenir Hln.ro,{f,)), donc qu'ils sont infinis.

Remarques If.6.3
Considérons Ia famille d'algèbre,s de Lie suivante:

[Xr,Xr]:  X2,, [Xr,Xr] :  l t ,  r  l --7.

Pout ces exemples, ]a cohomologie de Poisson tangentielle de f,) est essentj ellement Ia même
que celle rencontrée polrr 11 (Ia structure des orbites y est similatre). Par contre, Ie calcul
de la cohomologie de Poisson sembJe plus difficile à obtenir.

i)  Le cas de st(2).

Les relations de commutation de st(2) sont:

lXt,Xzl:  -XB ,,  lXs,Xtl :  Xz, LXs,Xrl  -  -Xr.

La forme de Killing permettant d'identifier I'algèbre de Lie sf(2) à son dual sl(2)*, les
orbites coadjointes coincident avec les orbites du groupe SL(2,R) opérant par action
adjointe sur st(2). Les trois orbites que sont

Ialo : {0};

W,p : {0n, pz, ttù , p? + pl - p2s : O,Fs > 0};
W- :  {0q, pz, Fs) :  p! + p,3 - p2s :0,ps < 0}

constituent le cône nilpotent.
Les points situés à I'extérieur du cône ont pour orbites des hyperboloides à une nappe
(asymptotes au cône nilpotent):

wp : {}tt, ttr, Fù : pl + p3 - p? : k'} (k > o).

7T
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Et les orbites des points situés dans chacune des composantes de I'intérieur du cône sont
données par des moitiés d'hyperboioîdes à deux nappes (asymptotes aussi au cône nilpo-
tent):

wn: {(w, pz, Fz) : pl + uZ - p? : -h2,, p*h > 0} (h + 0).
La variété de Poisson régulière (f), ^) est donc:

f t  :  {(r1 ,12, rB) € sl(2)* ,  *!  + æl + r!  + 0},

munie de sa structure de Poisson régulière Â. Comme dans I'exemple précédent, I'espace
des orbites est clairement non séparé. Nous proposons maintenant de décrire la cohomolo-
gie de Poisson tangentielle de (O, Â).
Comme toujours, Ë1.,r,,(0) : I(fl). Qu'en est-il de F},r",(0)? Prenons un champ de
vecteurs tangentiel X de la forme

X : aHr"

où o appartient à C""(f)). Dire que X : oT pour une fonction / dans C-(fl), c'est
exactement dire que / vérifie

H", ( f )  :  ï2o '

H" , ( f )  :  - t t , '

Ë""(.f) :0.

Considérons l'ouvert U : {n : (rt)12,æs) : rl + æl + 12" > 0} que I'on peut manifeste-
ment paramétrer par:

r t :  -ps in(q)  *  zcos(g)

12 : -pcos (q ) - zs i n (q )

t g :  p .

Dire que X - o/ équivaut sur l'ouvert t/ à dire que ôo(/) : -o, et que ôo(/) : O.
Autrement dit, si X : o/, aJors .f1u n" peut dépendre que des variables (p, z) et est de la
forme

f  :  T(p,z):  -  [o o!,q,z)d,s + rhe).
J_ r

En considérant les champs de vecteurs suivants

io : îoHr" et ko : îoHr"

ori
î - 1 ^ ^ t a \to : (;T rt + r2sy et I:o : exn( 

F477r)
et en utilisant des arguments déjà évoqués dans cet exposé, on peut montrer que l{.rrr(fl)
est infini.

I1 en est de même pour flf;,ror(O). Prenons, en effet, un 2-tenseur tangentiel X. Ii existe
alors un certain <p dans C'"(f)) tel que

X : gL: g(ns02 A ôr * r2ô3 A 01 | r102 1 ôa)
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et X vérifie nécessairement a(X) : g. Supposons maintenant qu'il existe un champ de
vecteurs tangentiel, notons-le B, tel que X : o(B). Si on écrit B sous la forme

B :aHr r+bHr r * cH" "

où a, ô, c appartiennent à C-(f)), aiors

fl+ H",(o) + H",(b) I H,"(c) :  p.

Su r l ' ouve t tU  :  { ( * r . , * r , r r )  e  Q :  r ! + *7 -  *3>0 } ,  ïÉse  t r adu i t  pa r :

(-rr0, - sin(q)ôoX") + (*t0, - cos(q)ôo)(b) + ôo@) : e.

Par intégration de I'expression ci-dessus en g, entre 0 et 2n,, il vient:

r f 2 n  ,  r r 2 o
par( | (cos(q)c - sin(q)b)d t) + "ar( | (sin(q)a + cos(q)ô)dq)-  rJo , /  rJo

f 2 n
+ I  esin(q)â'(o) -cos(q)ôq(b))dq:

Jo

: plp(/ '"{."r{ q)a -sin(q)b)dq) + 
"ao( / '" tr," i  

q)o *cos(q)b)dq)
. J 0  /  \ J 0

f 2 n
+  /  ( cos (q )a -s in (q )ô )dq :

J o
f 2 o

: I P(P, q, ')dq'
Jo

Supposons de plus que p dépende uniquement des variables p, z, et introduisons les fonc-
tions ff et 9 définies par:

H(p,, r) :  [ '"  ç"os(q)a - sin(q)b)dq g(p, z): / ' -1*,r, (q)o +cos(q)b)dq.
J o  J o

Alors,
pÔpU*H :2ng - "0 r (g ) .

Ainsi, sur I'ouvert [/ fl {p > 0}, I/ s'écrit nécessairement sous la forme

n : ! ( fo znçç", z)d,s - zs(p, z) + zs(t, ,) + ,brQ)).
P \JT

De même, sur l'ouvert U n {p < 0}, ff s'écrit nécessairement sous la forme

n : ! ( [' ,"rfs,, z)d.s - ze(p, z) * zg(-r, z) + ,h"e)) .
P \"/ -r

4 q
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La fonction H(p,,2) existe en les points (p, 0) avec p + 0, donc ry'1 (z) er ûz(z) doivent avoir
unel imi te lorsque"(>0) tendvers zéro.Enoutre,  H(p, r )  ex is teaussienlespoints  (0, r )
avec z f 0. Donc, pour tout z f 0, nous devons avoir

fo {zn*{r, z))d,s - zs(O, z) + zs(L,, z) + {:r(21 : g
J I

ainsi que

lo çrnrç", z))d,s - zs(O, z) + zg(-L,, z) + thz(z) : g
J - 7

Par suite,
f L

|  (2rvG, z))ds -  zs(r ,  z)  i  zs(-L,  z)  -  ût(z)  *  ûz(z) :  g.
J_ r

Autrement dit, si X : gÂ où pV: ç(p,,r) et s'il existe un champ de vecteurs tangentiel
B satisfaisant X : o(B), alors la timite

doit exister. Pour

champs de vecteurs

Finalement,

Hf. , , , (CI) :o vk>2.
Ajoutons que le feuilletage symplectique de f) est orientable et qu'il est défini par la 1-
forme 0 : xtdæt * x2dr2 - rsd,rs, non nulle sur tout f,). Ainsi, par Ia proposition II.5.2,
tous les espaces de cohomologie de Poisson fIf (çl) (i < É ( S) sont infnis. On finit cette
partie par la

Rernarque fI.6.4
Les caJculs de la section 6 montrent en particulier gue Hzt ,ton(A) : {0} pour toutes Jes
algèbres de Lie de dimension 3 non semi-sr'mp les (i.e. toutàis iauf su(z) et sl(z)). Pour ces
algèbres de Lie, iI n'existe donc qu'une et une seule classe de produits-star t'angentiels sur
I'ouvert O des orbites de dimension maximaJe.

II.7 Un exemple de bon recouvrement.

Il est possible de donner une construction expiicite d'un bon recouvrement sur f,ù pour
chaque algèbre de Lie de dimension 3. Cela n'est pas tout à fait immédiat dans le cas de
sl(2). Nous nous proposons ici de détailler ce cas.

Considérons d'abord I 'ouvert u : Ix : (*t,rzjrJ)
haut, on paramètre U via l'application

4 'lR x llx IRI ----+ t/

: n2, + 
"3 

- ,3 > 0]. Comme plus

(p ,q, " )  -  ( r r  -  -ps inq *  zcosq)  tz :  -pcosçI  -  zs inq,  z3 :  p) .
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r 1

n | (2nee, z)d,s)
" 7 o  

J  - l

voir que H"n,r".(Q) est effectivement infini, il sufrt de considérer les

t.Â où f.: ,--n=]---.----u* et lîo; ^;, rî - 
txp(4#+4)

(rï + æi * r!)' * t ' ou o': 
@æiæ'
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Rernarquons que U =  
ogoWnoùW1, :  { (p r , , t " r ,Fs) :  p , l+  p3-  p? :kz}  es t  symplec to_

morphe à 7*1I: IR x llpar

Ér :  IR  xT- - - -W*

(p, ,q)  -  rb(p, ,q,k) .

La cohomologie de Poisson tangentielle de [/ n'étant pas triviale, nous partageons [/ en
les trois ouverts suivants:

Ul : ?h(B"x]0, zr'[ x IRi)

uz: ?h(8."1+,f t.*il
t4 : d(IR "l+,f t.*il.

Hl,r , , ( (J) :  {o}  vk> o,v1 < j  < g.

considérons de même I'ouvert v : {* 
-- (*r)rz,rr) , û, + 

"Z 
- *Z < 0}. Nous

partageons alors v en deux ouverts connexes [Ja : {( : (*r,rrr"r) € V : r,s'> 0} et
us : {{ : (rt tvz,rr) g y : rs 10}. Nous constatons immédiatement que [J+ = 

ugowu
et  que us  -  

u2owu oùw6:  {p :  ( l t t , l t r ,F) :  p !+  p4-  p3:  -hz ,psh> 0} .  rc i ,w1,
est symplectomorphe au disque ouvert D : {Q,r) : 0 < e <2r,r z-1}, dont la structure
symplectique est donnée par la 2-forme

, : -g-d,r Ad,o.
( r  -  r ' l '

Ce sympiectomorphisme est défini par

On a clairement:

ou

,h ,  D  -+Wn

(0,r)  -  (h, l tz,  t rs)

Ft : -2hË9 Fz : -2hï# uz : h#

Ainsi, Ua = D x IRi, Us = D * 
Fî et_9n a bien Hf',ron((Jn) : Hh,ron(lr) :{0} dès que

k >0. On peut également voft(Ja et [J5 comme des'domaines de-àaiies de \['einstein en
posant

p+ :U+ - p+(U+) = IR x IR x IRi

( r r ,  , r ,  re  )  H (p,  q ,  
" )

or)
rt : p rz : -sh(n1r/-t + n, ns : ch(Q)\tr+F

/ o
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Ce qui signifie
1 ,  r t y - r z tp : æt q: ; t"(f f i)  ,  :  "2, + " l  

-  *! .

De même, on définit
ps :(Js - ps(Us) = IR x IR x IRi

( * t , * r , * r )  -  (P , , q , " )

où
rt : -p æz : -sh(ùJ-, + p' rz : -ch(r1f -, + n'.

Ce qui signifie

P :  - r7 q : ; t " (#)  
"  

:  * l  +  *2,  -  æ23.

Il s'agit à présent de recouvrir I'ensemble des orbites nilpotentes contenues dans f,), c'est-
à-dire le cône nilpotent "Â/ privé de {0}:

" , \ / \  {0}  :  { r  :  ( * r , * r ,us)  e  Q :  n !  +  *3 - r3  :  0} .

Pour cela, on introduit un paramètre À, 0 ( À ( 1, dans les cartes (Us,,p+), (Ur,pt)
précédentes. Concrètement, on pose:

Ua  :  1€ :  ( * t r r 2 ,ns )  €  M

U,  :  { € :  (æ t ,12 , r s )  €  M

Ue : {€ : (æ t ,æ2 , r s )eM

U,  :  {6 :  ( " r  , f r 2 , ,æJ)  € .  M

Un :  {€  :  ( " t  , r z ,æs)  e  M

Ut  :  {€  :  ( " r  , t z , r s )  e .  M

Utz  :  i €  :  ( " t  , r z , r t )  €  M

UB :  { €  :  ( t t  , t 2 , î r )  e  M

On définit pour f :6,7:

9 ; :  U ; ' ç ; (U t )

( * t , * z , t t )  -  (P :  \ * t , q

Pour  i  :  8 ,9:

9 t :U ; -p ; (U t )

( * t , , * r ,  r s )  -  ( p  :  \ r z , q

( )" r ) '  + ,7 -  r? < o,r3 )  0,  r r  > 0]
(À r r ) '  +  * l -  l l 3  <  0 ,13  )  0 ,c r  <  0 ]

(\rr) '  + *? - *3 < o,r3 ) o, ,z > o\
( \* r ) '  + *? -  æ? < o,r3 )  o,  

" ,  
< o)

(Àrt ) '  + *7 -  n? < o,r3 (  o,  cr  > o)
(À*r) t  + *7 -  r? < 0,æ3 (  0,  ær < 0]
(\rr) '  + *2t - ,? < o,ca ( o, *, > oj
(\"r) '  + ,? - n3 < 0,,03 ( o, æz < oj.

: * h(ffi), z : *2, + æ2, - *?).

1  ,  r t y - r t t: ;l"(ffi), z : *2, + rl - *?).
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Pour  i  :  10 ,11 :

?; : Ut ----'+ V;(U;)

(*r,*r ,  ra) -  (p --  -À*r,q :  
* t"(#), ,  

:  * l  + * l  -  *?).

Enf in ,  pour  i :12 ,13 :

p t :U t -V ; (U IS

(*r,*r,rr) ,---- (p : -\*z,q : *t(i+), " : *! + *| - *?).

On obtient ainsi un bon recouvrement de f,). En effet, la restriction du feuilletage sym-
plectique de fl à chaque intersection finie d'ouverts U; est un feuiiletage produit (comme
dans le théorème II.3.2) dont les feuilles sont contractiles.
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CHAPITRE III

Produits-star tangentiels algébriques sur les duaux
des algèbres de Lie nilpotentes

Dans ce chapitre, on donne une condition nécessaire et suffisante d'existence de produits-
star tangentiels définis sur I'algèbre symétrique ̂ 9(g) d'une algèbre de Lie g nilpotente. On
introduit d'abord les définitions nécessaires puis on calcule, dans la section 2, la cohomolo-
gie associée aux déformations associatives et "bien" graduées de .9(g). Dans la section 3,
on utilise cette cohomologie pour démontrer que la construction d'un bon opératetx C2
sufrt à assurer I'existence d'un produit-star sur g*, tangentiel, bien gradué, différentiel ou
non. On prouve ensuite que tous les produits-star de ce type sont équivalents. Dans la
section 4, on met en évidence certaines propriétés tangentielles du produit-star de Gutt.
Finalement, on applique les résultats de ce chapitre à gu,n, un exemple typique d'algèbre
de Lie nilpotente pour lequel il n'existe pas de produit-star à la fois tangentiel, différentiel
et défini sur tout le dual.

IIf.l Préliminaires sur les algèbres de Lie nilpotentes.

a) Pararnétrisation dtune partie du dual.

Un des faits caractéristiques du cas nilpotent est que les orbites coadjointes sont
difféomorphes à des espace, IR2d et qu'elles se prêtent à une paramétrisation simple. Nous
avions déjà rappelé au chapitre II de cette thèse comment le dual g* d'une algèbre de Lie
nilpotente g pouvait être stratifié et comment paramétrer les orbites contenues dans une
même strate. Pour fixer les notations de ce chapitre, nous revenons rapidement sur la
paramétrisation de l'ouvert génériqueVB, c'est-à-dire de la première strate de la stratifi-
cation de Pukanszky relative à une base de Jordan-Hôider B de g.

Supposons donc que g soit une algèbre de Lie nilpotente de dimension zæ, de dual g*,
et notons G le groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie g. Soient
B : (X';) une base de Jordan-HôIder de g et (r;) le système de coordonnées de g* associé à
B. Supposons que la dimension maximale des orbites coadjointes soit égale à 2d. L'ouvert
générique Vs associé à la base B est par construction un ouvert de Zariski, dense dans g*,
invariant sous i'action coadjointe de G dans g*, et ne contient que des orbites de dimension
maximale. On rappelle [ACGI, Ver] que l'on peut trouver:
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( l) 2d fonctions pt,. . . ,pd,gtt. . . t1ir rat ionnelies en les variables r; et régalières sur Vg
(ii) nz - 2d, fotctions polynomiales z7t . . - t zrn-2d.
(iii) un ouvert U de Zafiski dans lF"tn-2d
tels que:
- l'application g :Vs ---+ U xrFtzd, qui à un point ( deVs associe (r(€),p(€),q(€)), soit un
di f féomorphisme (où I 'on a noté z  :  (zr t  - . . t  zm-2d) , ,  p :  (p t , .  . . ,pa)  et  q :  (q t , .  . .  ,qa)) ;
- les fonctions pi, gi forment une carte de Darboux globale de chaque orbite contenue dans
VBi
- chaque fonction rationnelle invariante suï g* peut s'écrire de manière unique comme
fonction rationnelle en les variables z1;
- si X est un éiément de g et si l'on considère X comme une fonction sur g*, alors on peut
écrire

Xlr" :  
D ai(q,, z)pi * ao(q, z)

L< j<d .

où.chaque coefficient cl (0 < I S d) est unefonctionpolynomialeenles variables er+tt...,Qd
à coefficients dans le corps IR(r) des fractions rationnelles en z.

Les fonctions pi,Ç; permettent de paramétrer les orbites contenues dans VB, et les fonc-
tions polynomiales zp sont celles que nous avions qualifiées d'invariants génériques au
chapitre précédent.

Considérons maintenant I'algèbre symétrique S(g) de g. On identifi.e natureilement
I'algèbre S(g) à I'algèbre des fonctions polynomiales sur g* à valeurs réelles et on la munit
du crochet de Poisson induit par le crochet de Lie de g:

{f ,g}: {x;,.,r## f ,,g €s(g) = IR[',, ...,æ*f

gù.{tn,rj}: Cfi*o si les Cfi designent les constantes de structure de g. On peut aussi
ecrlre

{ / ,gX()  :  { ( [de( / ) ,de(g) ] )  T ,s  € lR[" ' ,  . . . , r * ] ,

où(e  g .e td6 ( f ) , de j )  son t l esd i f f é ren t i e l l esde  f , 9e î f  doncdesé lémen tsdeg* * -g .
Da_ns ce chapitre, nous choisirons (ce sera plus commode) de noter 7 la sous-algèbre

S(g)" de .9(g) des fonctions polynomiales invariantes sous liaction coadjointe de G. En
général, I'algèbre Z n'est pas de type fini (voir [Dix] p.160, exercice 4.9.20). Son corps des
fractions est par contre finiment engendré puisqu'il s'identifie, d'après ce qui vient d'être
dit, au corps IR(r) des fractions rationnelles en z.

Par suite, le corps des fractions ^9(g)7 de .9(g) par rappofi à T peut être identifié à
I'algèbre IR(z)[r1 , . . . , n*f des fonctions polynomiales sur g* à coefficients dans IR(z), donc
à I'aigèbre IR(")[p, q] des fonctions polynomiales en p,e à coefficients dans IR(r). De plus,
pour tout éiément X, considéré comme une fonction sur g*, la dérivée partielle ôx par
rapport à X est de la forme

LSiSd
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or) les coefficients a;, bi, ca appartiennent à S(g)r r: IR(z)[æ1 ,.. . ,r*f 1 IR(z)[p, q].

Dans toute la suite de ce chapitre, sauf mention du contraire, on conservera les nota-
tions de a). En particulier, g désignera une algèbre de Lie nilpotente, (*;) désignera un
système de coordonnées giobal sur g* et l'algèbre symétrique S(g) sera identifiée à l'algèbre
IR[rt, ...,r*f des fonctions polynomia]es sur g*. De même, l'algèbre localisée ̂9(g)7 sera
identifiée à i'algèbre R(")lp,ql.

b) Opérateurs différentiels, algébriques et tangentiels.

Déftnit ion II I .1.1
Une application multilinéaire F : S(g) x ... x S(g) - S(g) est différentielle si elle est
donnée en chaque argurtent par des opérateurs différentiels (d'or&e frni). Les applications
multilinéaires sur.9(g) qui ne sont pas différentielles seront qualifiées d'algébriques.

Soit D un opérateur différentiel sur S(g). On peut donc écrire:

D (u r , . . . , u " )  :  
t  Do r . . . o "ô , r ( r r ) . .  .  ôo " ( r " )

or) les multi-indices rr sont relatifs aux variables r; et les coefficients Dor.-o" sont des
polynômes sur g*. En écrivant les coefficients et les opérateurs â* dans les variables
p,g,z, on voit que D s'étend naturellement à S(g)t. Nous noterons D cette extension.

Maintenant, soit A un opérateur algébrique sur ^9(g). On a la décomposition l:L, A*
N

ori les A1,r sont de la forme

Ax (u t , . . . , u r )  : Aor . . . o "0o ,  ( r t )  .  .  .  âo "  ( r " ) .
t -  ^ r

E  l - r t

Les a; figurant dans cette expression sont à nouveau des multi-indices relatifs aux variables
rt , l r r i l  désigne la iongueur de o; :  s i  I 'on note o1 :  (o l  , .  . . ,aT),  a lors lasl  :  o l  *  . . .*aT,
et les coefficients Aor...o, sont dans ̂ 9(g). Notons alors All; l'opérateur défini par

Â(ù: It '7i '
îf aerigtrant l'extension de i'opérateur différentiel Ar, à S(g)r. Il est ciair que Âir;

s'identifie à A sur S(g) et qo" Â1ry envoit S(g)r dans I'algèbre (formelle) IR(z)[p, q][[t]] des

séries formelles en l'indéterminée f à coefÊcients dans IR(")[p, q].

Une application F' : ^9(g) x ... x ,S(g) -' ,9(g) est tangentielle (au sens fort du terme)

s1lr un ouvert O de g" si elle est tangente à toutes les orbites coadjointes contenues dans
(?. Autrement dit, si pour toute orbite O contenue dans O, F(u1,,...,u") s'annule sur O

dès qu'un des arguments u; s'annule sur O.

Dans ce chapitre, nous utiliserons la notion plus faible de tangentialité algébrique (pour

les opérateurs), introduite déjà à la fin du chapitre I (définition I.5.2) et utilisée dans

lccR2l.

t
l o t l + . . ' + l o
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Déffnit ion II I .1.2
Une application F' : S(g) x .. . x S(g) -- S(g) sera dite algébriquement tangentielJe si elle
s'atutule sur Jes constantes et si

LF (u1 , . . . , u " )  :  F (u r , ' . . , 7 \  u1 , . .  - , u " ) ,

pour tout A, dans T, tout Lt,rt. . . ,u, dans S(g) et tout 7 ( / ( s'

Un opérateur algébriquement tangentiel s'étend de manière unique à S(g)z en posant

f r r  u t  
?)  :  - -J-  p(ur , . .  . ,u , )o  (  g r '  " ' ,  
&) :  e ,  -  e r t  

t

où u; e S(g) et Qi €T pour tout i et tout j.

Les variables p, q) z permettent de donner une caractérisation pratique de la tangen-

tialité algébrique. En effet, si tr' est un opérateur algébriquement tangentiel sur ,S(g), son

extension F à S(ùr vérifie

Ê '@r , . . .  t  z ku r t . . . , u " )  :  
" oÊ (u r , . . . , u r )

pour tout invariant générique z/c, pour tout u; dans S(g) et tout /. Par suite, .Ê est de la

forme
F(u r , .  . . , , u r ) :  t  Fa r . . . a " (p ,q ,  

" ) } a r ( r t ) .  
. . ôa " (u " ) ,

ici les multi-indices &6 sont relatifs aux variabies p,grz,les ftr...6" sont des éléments de

S(g)r = IR(z)[p, g] et les ô5,, n'incluent pas de dérivées partielles par rapport aux variables

z k .

Réciproquement, si C : D Cr est un opérateur algébrique sur S(g) pour lequel C1r;

s'écrit sans faire intervenir de dérivées partielles par rapport aux variabies 26, alors C est

aigébriquement tangentiel.

Remarque III.1.3

@deL ien i1po ten tee tBunebasedeJordan .Hô Ide rdeg .Tou teapP] j -
cation multilinéaire sur ^S(g) qui est tangentielle (au sens fort) snr g*, est algébtiquement

tangentielle. Réciproquement, une application algébriquement tangentielle est tangentielle

sur I'ouvert générique Ve. Plus exactement, un opérateur algébfiquement tangentiel est

tangentiel sur I'union O de toutes Jes strafes d" g* pamnétrées par des triplet's (p,qrz)

(avec hes notations du chapitre II) tels que les z sont des fonctions invaria'ntes sur g*. Cet

ouvert CI contient Vg par construction, et coïncide souvent avec l'ouvett O des orbites de

dimension ma>cimale. Tel est notamment Ie cas pour I'exemple Es,+ Que nous étudierons

au dernier paragraphe de ce ehapitrc.

III.2 Cohomologie de Hochschild bien graduée.

Déftnition III.2.1
IJne application s-hinéaire C : S(g) x ... x S(g) * S(g) (ditrérentielle ou non) est dite

homogène de degé -n si pour tout polynôme llrt...,u", homogène de degré dt,...rd,

respectivement, C(u1,. . . ,u") est un polynôme de degré ù -f . . .  I  d" - n.
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Rappelons que tout opérateur différentiel sur ^S(g) s'étend de manière naturelle à ,9(g)2,
et notons, pour tout élément z de S(g)z - R(r)lp,q), llull le degré de u en tant que
polynôme en p. Dans [Mas2], Masmoudi a défini la notion d'opérateur correct:

Définitions fII.2.2
Une application s-différentielle D' S(g) x ... x ,S(g) * S(g) est dite correcte de degré -n

si pour tout u; de ,9(g)r te| que ll"rll : d;, (1< i < s), L'extension D de D à S(g)z vérifre

l lô(" t , . . . ,u , ) l l  S (dr  +. . .  + d," )  -  r .

IJn opérateur algébrique C : D Cps sur S(g) est dit correct de degré -n si toutes les
applications différentielJes Cx1 Ie sont.

Dans la suite, nous dirons d'un opérateur algébrique sur ^9(g) qu'il est bien gradué de
degré -n s'il est à la fois correct de degré -n et homogène de degré -n.

Maintenant, considérons I'espace Cl : C\,bs,o.*"(S(g)) des applications s-linéaires de
,S(g) 

". 
. .x S(g) dans ,9(g), nulles sur les constantes et bien graduées de degré -n. Dans C"-,

les applications différentielles forment un sous-espace noté Clr,a;ll : C"n,bs,oa,,",onff (S(g)).
Il est clair qte Ci et Cfi,a;y y, munis du cobord de Hochschild 6, sont tous deux des complexes
de cohomologie. Nous noterons ffl,6o"oa,,,"(S(g)) et, Hl,6n,ait,nc,diJf(S(g)) les cohomolo-
gies correspondantes. Ces cohomologies seront appelées cohomologies de Hochschild bien
graduées.

De façon générale, pour une algèbre commutative et associative,4 et un "4-(bi)modtle B,
nous avions noté C*(A,B) (cf. chapitre I) le.A-module gradué des cochaines de Hochschild,
et H*(A,B) la cohomologie correspondante.

En toute généralité, la cohomologie f/*("4,6) n'est pas connue. Dans le cas où ,,2[ est
l'algèbre des fonctions lisses sur une variété M et où les cochaînes sont des opérateurs mul-
tidifférentiels sur,4 à valeurs dans,4, le,t-ième espace de cette cohomologie,, H!;y7(A,A),
coi'ncide avec I'espace des k-tenseurs contravariants complètement antisymétriques st:r M

[HKR, V"y].
D'autre part, dans [Pin2], G. Pinczon nous apprend que si L est I'algèbre C-(g*) des

fonctions lisses sur ie dual d.'une algèbre de Lie g, alors pour un fr donné, Hk6@),A)
s'identifie à H[irr6(g),ra) et, par densité de S(g) dans C-(S*), à HIû,(A,A). Cet
argument nous a permis d'obtenir des annulations pour la cohomologie de Hochschild bien
graduée.

En effet. montrons la

Proposition III.2.3
Pour tout n supérieur ou égal à 3, on a:

HT,bs, od,n" ( S(g) ) :  H?r,b s, od,n 
",a; 

y 1 (S (g) ) :  {0 } '

Preuve:
Soit C un élément de C2" pour lequel 6C : 0.
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1) Examinons d'abord le cas où C(u, u) est symétrique en u, u. Dans ce cas, un opérateur
7 tel que C : 6T a été construit explicitement dans [Gu1]: pour un poiynôme u sur g* de
la fo rme  u : r ï ' . . . * l o ,

d  a ; - 1

r("X{): D D c("n,*T,...* i \ ,rhrc€i '- i- '€i j | '  . . .ei, v€ e g..
i :1  j=o

On vérifie que cet opérateur 7 est nul sur les constantes et bien gradué de degré -n.

2) Dans le cas général, d'après le résultat de Vey et I'argument de Pinczon précédemment
évoqués, C est de la forme C : 6R + A, où

A(u,,u) : a; iôt(u)}i@) (onj :  -ojt  Vi, i) .

Cornme 2A(u,u): C(u,u)-C(u,u), A est nécessairement homogène de degré -n et les
coeffi.cients de A sont des polynômes de degré 2 - n. Par hypothèse, on a n ) 3, donc ce
degré est négatif et la partie antisymétrique A de C est nulle. On est a,lors ramené à 1).
Le cas où C appartient à C'r,ortt se traite de la même façon.D

Proposition lff.2.4
Pour tout n supérieur ou égal à 4, on a:

HT,bsrod, ,n"(S(g))  :  HT,bsrod,n" ,a;  y  y(S(g))  :  {0} .

Preuve:
1) Soit .E un élément de Cl tel que 6E :0. On peut écrire -E sous la forme E : Er *.Ez où
.81 est pair en uru, E2 impair errLt,)'trl et 6Et - 6Ez:0. D'après I'argument de Pinczon,

Ht(,s(g), A) : Htont ^s(s), A) : Hsdir r(A, A),

où A : C-(g*). On peut donc trouver deux cochaînes de Hochschild Cl et Cz dans
C' (S(s),,"4) telles que

oE1 :6Cr où Cr(u,u) est antisymétrique en u,u
oE2 : 6Cz * A où C2(u, u) est s5métrique en u, u et où

A(u, u, w) -- 
D o n i  *0 o(u) Q @)ô e(w),

les coefficients a;i1, étant complètement antisymétriques.
Comme

f
ç  Ez (u ,o ,  t r l )  : :  Ez (u ,u ,u )  *  Ez ( r ,u ,u )  +  Ez (w , ,u ,u )  : 3A(u ,u ,w) ,

J  (u ,u  , t o \

A est nécessairement homogène de degré -n et les coefficients a;;p sont polynomiaux de
degré 3-n.  Comme n)  4,n-B (  0  et  Aest  rédui t  àzéro.  De p ius,  parhypothèse, .E



CHAPITREIII

s'annule sur ies constantes. On peut supposer qu'il en est de même pour C1 et C2 quitte
à remplacer (comme dans [Pin1]) C, par C,i. - 6T; où ?, est défini par

T ; ( " ) :C ; ( ! , L )u  i : L , 2 .

Pour vérifier ce point, il suffi.t de remarquer que, pour ce choix d" 4 et T2,

(C;  -  6Ti ) (L, ,1)  :  0  i  :  L ,2.

Du fait que 681 :6Ez:0, on aura alors, pour tout u,

(Ct  -  671)(u,1)  :  (Ci  -  6Ti ) (7 ,u)  :  0  i  :  7 ,2.

2) Montrons à présent que C1 appart ient à Czr. Pour cela, décomposons -81 et C1 en
une somme infinie I Er," ( I Cr,r respectivement) d'opérateurs différentiels en les

variables r; deh fJàt" 
N>o

Respectivement,

O  C1 ,1s (u , r s ) :  f  Ck r . . . k ^ , t r . . t u (01 , r . . . n " (u )01 r . . . r u (u ) -  } k r . . . k " (u )01 r . . . 1 r (u ) )

"ï!;'

ori les coefficients Ckr...k",Ir...ro sont symétriques en les indices fr; et en les indices ii, et tels
que C6r . . -ko, r1. . .16 -  -Ch. . . lo , ,hr . . . r "  (s i  

" - -b) .Puisque .81 s'annule sur les constantes, .81,1s :0 si l'/ < 3. On peut donc écrire,

Et:  I  " r ,1, '  
g 

t (Er)r :  I (6cr)r ,
N>3 N>3 N>3

et par définition même du cobord de Hochschild,

Et : I a(cr,r).
N > 3

Les termes Cr,r et C1,2 n'intervenant pas dans l'égalité h - 6Ct, nous supposerons que
Ct : f Cr,N

N>3
Le but est donc de montrer que C1,,y (.^r > 3) envoit S(g)* ^9(g) dans S(g), et est homogène
et correct de degré -rl, ou ce qui est équivalent, de voir que Ckr...r",l....ru est un élément
de .9(g) homogène de degré a + b -n : -l[ - n et que

|  |Cr, . . . , r" , r , . . . r ,  l l  < |  lxr ,  l l  + .  .  .  *  l lXr" l l  + l lxr ,  l l  + .  .  .  *  |  lXr,  l l  -  
" .

E r , x ( u r u r w )  :  
I  E k r . . - k ^ , 1 1 . . . t 6 , r n 1 . . . m " 0 t  r . . . t  o @ ) } t r . . . t u ( u ) ô * r . . . * . ( . ) .

a*b *c :N
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Pour ce faire, nous nous inspirons d'une technique utilisée dans [Li2] p.238-242 ou encore
dans la thèse de S. Gutt [Gul] .

Selon O, Cr,iv est une somme finie de termes de type (a,b) (a > b). Soient (r, s) le
p lusg randdes t ypes  (a ,6 )  pou r l ' o rd re  (o , , b )>  (o ' , b ' )  s i  a )  a ' ous i  c :  a te t  b>  b ' ,
et Cpr...1r,,r1...t" le plus grand coefficient pour i'ordre lexicographique en les indices. On
appelle partie principale de Cr,r,, l'unique terme P de type (r, s) défini par

P(u ,u ) :  Ck r . . . t , , r r . . . r , ( ôp ,  . . . * , (u )04 . . . 1 " (o )  -  0 * r . . * , (u )â r r . . . r " ( r ) ) .

A la partie principale P de C1,ry correspond dans d(C1,ru) les termes

-  C k r . . .k , , r ,  . . . r "  (ôr ,  . . .p ,  (uu)07r . . .1"  ( .u)  -  0*r . . . * , ( * )0u. . . r "  ( t  r ) )

*  C k r . . . t , , t r  . .  t  "  
(0  n r . . . t " ,  (u)  Ô r  r . . .1"  (ou. '  )  -  0  kr . . .  k ,  (u  w)  f i  r . . .  r "  ( "  ) )

modulo d'autres termes ne comportant pas de dérivations sur u ou sur î.r.
Il y a trois cas à envisager.

-  s i  r  )  s , r  )2 ,s> 2: I I  ex is te dans 6(C1, ,nr )  un seul  terme de type ( " , ,  -  1 ,1)  qu i
peut s'écrire, à un coefficient constant près,

C k, . . .k,,rr. . .r " 
0 k r. . . .k,( r)ôr, . . .r" -,  (u)ôs" (u.t).

- s i r 23 , s :1 :Làenco re , i l n ' ex i s t edans6 (C1 , l r ) qu ' unseu l t e rmede type ( r -1 ,1 ,1 )

que I'on peut écrire à un coefficient constant près,

C kr . . . k , , t ,  0k  r . . . k ,  -  r (u )0* , (u )ô1 ,  ( t l ) .

Dans ces deux cas, les coeffi.cients Ckr...t,,tr...l" sorit homogènes et corrects de bon degré.
-  s i  r :2 ,s :1  :  Les  te rmes de  type  (1 ,1 ,1 )  dans  6(Cr , ru )  son t  à  un  coef f i c ien t  p rès ,

(C r  i , r  *  C i  * , r )  0 ; (u)0 i (u) ïp(w) .

On en déduit que (C,i,r *Ci*,;) est polynomial de degré 3-n. Puisque n24, n - 3 < 0
et C;i,p * Ci*,t: 0. Par sommation circulaire, on trouve:

2Cti,*: (Ct. i ,r,  t  C1*,t) - (C1n,t + C*;, i)  I  (C*r,, i  * C;i,p) :0

Ceci étant vrai pour tout i, tout j et tout k, ii n'y a dans C1,1, aucun terme de type
(2,1). Par suite, la partie principale P de C1,p est homogène et correcte de degré -n.

En réitérant la preuve de proche en proche (pour la partie principale P' de (Ct,w - P),
pour celle de (Cr,u - P - P')...), on parvient à montrer que tous les C1,1y (donc aussi
Cr: D Ct,ar) peuvent être choisis dans Cl.

3) Le même raisonnement s'applique à Cz. En effet, on peut décomposer .82 sous la forme

Ez : D ur,*:  t(6cr),v :  I  6(G,n)
N>3 N>3 N>3
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et on peut supposer que Cz: D Cr,*.
N>3

D'autre part, la partie principale de Cz,w de type (r, s) s'écrit:

Ck1, . . . ,1r . , Iy , . . .J" (1nr , . . . , t .  (u)ôt . , . . . , t "  ( r )  a  0*r , . - . ,n , (u)04, . . . , r "  (u) ) .

- Les cas r ) s ) 2 et r ) 3,s : 1 se traitent comme précédemment.
- Si r :2,s:1: Les termes (1,1,1) dans 6(C2,irr) sont àun coeff icient constant

(C o i , *  -  C i  * l )ô ; (u)ô 1@)ôe(w).

Comme n 2 4, (Cû,* - Cin,;) est un polynôme de degré n - 3 ( 0 et Cij,k : Cin,r. Les
coefficients C;j,t n'apparaissant pas dans 6(C2,N), nous pouvons supposer que C2,1u' ne
contient aucun terme de type (2,1). En procédant comme avant par partie principale, on
montre finalement que tous les C2,ry pour.lf > 3 (et donc C2: t Cz,x) appartiennent

à C\. Nous avons traité ici le cas non-différentiel, mais il est 
"t#r-to,r" 

le cas différeniiel
s'obtient de manière identique.tr

Remarque IfI.2.5
Les pa,ragraphes 1) et 2) sont encore valables pour un 7-cocycle E1 dansC!, En effet, on
peut encore trouver C1 dans C! tel que E1 - 6Cr. La seule différence est que, darts ce cas,
Jes termes de type (2,1) deCl sont à coeffi.cients constattts (et non p/us nuJs).

fff.3 Déformations tangentielles et bien graduées de ltalgèbre symétrique.

Déftnition III.3.1
Unproduit-star de ̂ 9(g) ssf ,rn6 application bilinéure de ̂ 9(g) x,S(g) dans S(g)[u]l définie
pal

(u, r )  - - -+ u*n :  r . ! ,?r  *  {u ,u}u +DC*(u,u1r-
n ) 2

où les Cn sont des opérateurs sur ,5(g) à vaJeurs dans ̂ 9(g) vérifrant

( i )C" (u ,u ) :  ( - f ) "C. (u ,u )  Vz ,u  e  ,S(g) ;
( i i )C . (L ,u ) :0  Vu e  .9 (g) ;

( i i i )  D  C, (C" (u , ,a ) ,w) :  I  C , (u ,C, (u ,w) )  k )0 ,VLt , ,u ,u . ,e  ^g(g) .
r *s :È  r *s :È

Unproduit-star* de.9(g) est gradué si les cochaînes Cn le défrnissant sont homogènes de
degré -n. Il est dit bien gradué si chaque Cn est à la fois homogène de degré -n et correct
de degré -n. Finalement, * est un produit-startangentiel (algébtique) de ^S(g) si les Cn
sont des opérateurs algébriquement tangentiels sur S(g).

Rappelons que notre motivation essentielle dans ce chapitre est liée à la théorie des
représentations des groupes de Lie. Comme on l'a déjà mentionné en introduction, dès la

pres,
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parution de [BFFLS], un prograrrrme d'application des produits-star pour la construction
des représentations irréductibles et unitaires des groupes de Lie a été proposé. Dans
ce prograî]me déformation, ce qui correspond à une représentation unitaire, c'est une
déformation covariante sur une orbite ou une famille d'orbites (cf. [ACMP] p* exemple).
Si on veut décomposer une telle représentation, on doit imposer à cette déformation d'être
tangentielle. Il est donc important de construire des produits-star remplissant à la fois la
condition de tangentialité et celle de covariance. Cette dernière est définie comme suit:

Définition III.3.2
Un produit-star * de.5(g) est dit covariant si pour tout X et Y de g, on a

lg xY - y x x):  [x,  r ] .
2u ' ' -

On notera que tout produit-star gradué de ^9(g) est covariant.

Théorème fII.3.3
,Supposons qu'il existe un opérateur Cz sur S(g), aJgébriquement tangentiel, homogène
et corcect de degré -2, tel que u * u : uu + {u,u}u * Cz(u,u)uz vérifre Ia condition
d'associativité jusqu'à l'ordre 3 en u. Alors, on peut prolonger x en un produit-star* sur
,S(g), tangentiel et bien gradué. De plus, si C2 est différentiel, on peut prolonger * erl un
produit-star x à Ia fois tangentiel, bien gradué et différentiel.
Preuve:
On suppose avoir trouvé des opérateurs C2, . .. ,Cn-t (n 2 3) algébriquement tangentiels,
homogènes et corrects de bon degré tel que

1 .1 *u :ua+ {u r r } r+ D
kln

C1,(u,u)uk

soit associatif jusqu'à l'ordre n er u. On considère alors le cocycle de Hochschild .8" défini
par

E n ( u r u r u )  - C 
"(C "(u,  

r ) ,  w) -  C,(u,  C,(u,  u:)) .
r ) 1 , s ) 1 , r { s : r r

On voit aussitôt que En est homogène et correct de degré -n. Pa,r la proposition III.2.4
et la remarque III.2.5, il existe un opérateur Cn homogène et correct de degré -n, et tel
que En -  6Cn,  Cn(u,u)  :  ( -1)"Co(u,u)  e t  C"(L,u) :0  pour  tout  u ,u dans .5(g) .  Nous
allons montrer que C,, est nécessairement algébriquement tangentiel.
Par passage aux coordonnées (p, q,z),L'égaIité E, - 6Cn devient

En :6 (C , f  r ) )

ori ies notations 
^ 

et 
- 

sont celles du paragraphe IILI. Pour simplifier l'écriture, nous
oublierons le n et écrirons E : En ainsi que C : Cn. Comme dans la proposition III.2.4,

- 12 <
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t
* ô * c :

L Ên: t dQx).

on décompor" Ê et Ôg en somrrle infinie D, no
K>0

en les variables (p,q,t) de la forme

Ex(u ,u ,u ) :

Respectivement,

E k r . . .  L  o , I ,  . . . 1  b ,m  r . . . ^  "1 t r  r  - . . n ,  ( u ) f i  ,  4  (u )  ô r r  r . . . * .  ( * ) .

^ / \ S acv (u ' , u ) :  L  Ck r . . . k " , t ' . . . t r (ôp r . . . h "u01 r . . JouJ -  ( -1 ) "ô , r r . . . k "u01 r . . . r uu ) .
alb:I{

a ) à

-E s'a,nnulant sur les constantes, Ê6 : 0 pour K < 3. De même, C s,annulant sur les
constantes, on a Ôt :0. De plus,

K>3 I{>3

Dans ce cas, E est symétrique en u et u. Ecrivons alors

Ô(r) :DÔ*iÔ2.
K>3

Comme C est correct de degré -n avec n ) 3, Ô, :0. Afin de montrer que les Ôx (/{ > B)
n'incluent pas de dérivées par rapport aux variables zfr, nous ailons procéder comme dans
la proposition III.2.4. Soit donc P la partie principale de C s de type (r, s) en les variables
(p ,q , r ) .P lus i eu rscasson t  àcons idé re r .  Lescas r  )  s  ) 2e t  r  >  3 , s :  l se t ra i t en t
faci lement. Maintenant, si r:2 et s:1, les termes de type (1,1,1) dans 6ir< sont à un
coefficient près

(C ni,, ,  + C i* l)ôr(u)O 1@)ôe(w).

Si cette expression contenait une dérivée pax rapport à une variable z7r, alors (Cnj,,r*Cin,)
serait nécessairement nul et par sommation circulaire (la même que dans la preuve de la
proposition III.2.4), on aurait Cij,k:0. Il en résulte que la partie principale P ne fait pas
intervenir de dérivées par rapport aux variables zp. En répétant la preuve par étapes, on
montre qu'il en est de même pour tous les Ô7r (et donc po,rt Ô1ry : t Ô61. Y* suite,

K>3
C - Cn est algébriquement tangentiel si n est impair.

Si n est pair (n à 4),

Dans ce cas, .E est antisymétrique en u et w. On a alors ô1r; : D ôx +ôs-lô2. Or,
K>4

comrne C est correct de degré -n et que n ) 4, Ôz : Ôs_:0. Comme précédemment,
en utilisant les parties principales, on montre que tous les C;ç pour I{ > 4 n'incluent pas

z \ -  i i

I L Cn respectivement) d'opérateurs
K>o
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de dérivations par rapport aux variables z1r. Par suite, C : Cn est aussi algébriquement
tangentiel lorsque n est pair.lt

Considérons un instant I'espace c-ïr,tons,bsroa (resp. cïr,tons,herod,dirl) des applications
s-linéaires de.9(g)8' dans .9(g), algébriqulment tangentiels (d;;";;ll"r r* 1"" constantes
p-ar 

-définition), bien graduées de degré -n. (resp. différentieiles). Muni du cobord de

Ï:t:ltto, 
CT,tons,bs'gJ:":P 

,C|,tong,bg_,"0,0n7) àevient un complexe dont la cohomologie

:,tt .":tt" 
fl,Â,17no,ps,a(S(g-)) (resp. H\,to,,s,bs,"a(S(g))). Cette cohomologi" gou,o"rrr"

I'exrstence et I'équivalence des déformations tangentielles et bien graduées de S1g;lno fuit,
les preuves de la proposition III.2.4 et du théorème III.3.B contiennent déjà le calcul des
espaces Hl,rons,bs,'r(S(g)) .t Hl,ronn,bsra(t,dif 

f(S(g)) pour n ) 3. On propose maintenant
de calculer les espac"" H2r,rons,on,"o(S(g)) et'irl,r^rs,bsratrd.if 

f(s(g)) pour rz ) 2.
Proposit ion III .B.4
(i) S!c1u,fi est un z cocycle de Hochschild, a"rûisymétfique en Lr)n, a)gébriquement tan-
gentiel, bien gradué de degré -(2k - 7), k >- 2 (ditr&entiei ou ooe âori C 

"it 
l,opérateur

CTIAPITRE III

nul.
(ii) SiC(u,u) est un 2-cocycle de Hochschild, symétrique enu,u, aJgébriquement tattgentiel,
bien gradué de degré -2k, k ) 1 (resp. ditrérentielj alors on'p"Jt ,uiposer que c : 6R
où rt est algébriquement tangentiel, bien gradué de degré -2le (resp. iner"nlias.
Preuve:
Le point (i) est une conséquence immédiate de la proposition III.2.B. Montrons donc (ii).
Soit C est un 2-cocyc\e de Hochschild, symétriqrr",-rlgébriquement tangentiel, bien gradué
de degré -2k, k > l. Par la propositionlll.i.+, C s'écrit sous la forme C : 6R où -R
est bien gradué de degré -2fr. Pour montrer que .R est algébriquement tangentiel, on
transpose l'égalité C :6R en coordonnées p,q,z:.

0 : 6fr,ot.
Ceci s'écrit aussi comme une sortme infinie d'opérateurs différentiels en les variabl es p) q) z:

De": f 6Ên.
K > 2 I(>1

Comme Â est correct de degré -ztr_(t > 1), É, : 0. Soit donc K ) 2. Comme dans [Li2],on écrit la partie principale p de fr.x sous la forme

Pl  r ,  " ' ,1  v  07r , . . .  J  *  (u)

où Pr,,. . . , l* est compiètement symétrique en les indices h,.. . ,1y. Leseul terme de type
(K - 1,1) correspondant à p dans 6ô6 est à un coefficient constant près

PIr , . . . , I  *  01r , . . . , t  K -  r@)Q *  (u) .

En réitérant I'argument pour la partie principale de .Ê6 - P et ainsi de suite, on parvient
à rnontrer que pour tout K ) 2, É'rc ne faii pas intÀenir de dérivées par rapporr aux

89



CHAPITRE III

variables z4 et donc que .R est algébriquement tangentiel. Le cas différentiel s,obtient de
la même manière (et même plus facilement).f,

Théorème III .3.5
Deux produits-star tangentiels et bien gradués de.9(g) sont toujours tangentiellement
équivalents. on peut trouver un opérateur d,équivalence de la forme

T:rd,+fTr*rzk
È>1

où /es T2p sont des opérateurs algébriquement tattgentiels sur .9(g), bien gradués de d.egré-2k (ditrérentiels si les prcduits-star Ie sont).
Preuve:
Le résultat repose sur la proposition précéd.ente. En effet, consid.érons d.eux produits-star
*, *', tangentiels et bien gradués de ^g(g). on suppose avoir trouvé To,Tz-,. .. ,Tzgr_t),pour k ) 1, tels que:
-To : I d ;
--chaque Tri(i > 1) soit algébriquement tangentiel, homogène de degré -2j el correct de
degré -2j;
- le produit-star *" donné par

?.t*t,  u : H-l(H(r) *, H(")),

où

H :  Id ,  *  T2u2 + . . .  +  Tzk_zr2k-2,

satisfasse C'1'@,r) : Ci(u, u) pour tout j < Zk - 2.
De l'associativité de *,,, on déduit alors que

6(Ci*_r -Cz*_r ) :0 .

Maintenant, soit k :_I et c'l(u,u) :_cy@,u) : {u,r}, soit k } z et par le point (i) de la
proposition III.3.4, Cfi_r : Czt _t. Puis, compte tenu de I'associativité,

6(Ci* - Czx) :0.

Par la proposition III.3.4 (ii), on obtient un opérateur ?21, algébriquement tangentiel, bien
gradué de degré -2le , et tel que Cfi,: Czr, I 6721,.8

III.4 Les propriétés ta ielles du duit-star de Gutt.

- Dans [Gu2], S' Gutt a construit un produit-star explicite sur le dual d,une algèbre de
Lie g quelconque. Nous aimerions rappeler ici cette construction.

- .fotons U(g) I'algèbre enveloppante de g et soit a , S(g) - U(g) la bijection caaonique
définie par symétrisation:

1
o(Xt  .  . .  X, ) :  :  I  X"( r )  . .  .  X,@)

n !
r c F
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où tn désigne le groupe de permutations à n éléments. Si z est un élément de U(g), on
notera [z],, la z-ième composante de u dans la décomposition canonique [Dix]:

u(g) : oa(^9"(s)),

S"(g) désignant l'ensemble des éléments homogènes de degré n de S(g). On définit alors,
pour tout P dans So(g) et tout Q dans ,So(g),

pxcue : I C",cu(p, e)r, : D "-t 
(o(p).o(e)lo+o_,1) (2r), .

r )0 r)0

En étendant cette expression par linéarité à tout ,S(g), on obtient un produit-star sr g*,
appelé produit-star de Gutt, ou parfois produit-star issu de la formule de Baker-Campbell-
Hausdorff. Ce produit-star est en réalité la partie verticale d'un produit-star construit
dans [Gu2] sur Ie fibré cotangenl T*G d'un groupe de Lie G arbitraire. Il est totalement
déterminé par I'expression de X *ou Q où X appartient à g, à savoir par la formuie

+ x xcu Q :D,çY",x,, ,ci :c#Ti,. . .  c#i-, i ,aj(x)aj, , . . . , j , (e)
r )0

où B. désigne le r-ième nombre de Bernouilli et les Cli sont les constantes de structure de
g. En fait, on a la formule de récurrence suivante:

1 È r

C, ,co(P,Q)  : ;  t  I  C" - " ,o  u (X i , ,C" ,c , (X  j ,  . . .1 ;  . . .X  ju ,Q) ) ,
l=1 s:0

s iP :  X i r . . .X j n .
Ce produit-star est gradué et différentiel. 11 n'est pas (atgébriquement) tangentiel en

général, mais il possède certaines propriétés tangentielles intéressantes. Plus precisément,
on a:

Propriété [I .4.1

Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie g. Si *c, :DC,,.ur" désigne le produit-star

de Gutt sur g*' aJors 
czn+t,cu(L,.) :  o 

=

pour tout k > 0 et pour tout polynôme G-inva,riant L,.
Preuve:
Tout polynôme invariant se décomposant en une somme d.e polynômes invariants ho-
mogènes, on peut supposer que A est un polynôme homogène de degré p. Pour tout
Q de Sq(g), on a

Zluz*+tCrr+r,"u(4, 8) : A *c,, A - A*c,, A
È>0

-r11o(a;.o(A) - a(Q).a(a)l@+c-.)) (2") '  .
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Il sufrt maintenant de remarquer que I'application o envoit les polynômes invariants (donc
A) dans le centre Z(g) deU(g), pour avoir le résultat.D

Propriété ITI.4.2

@tuneaIgèbredeLieni IpotentedepasnpouI IaqueI1eIeprodui t -s tar
*6u est tangentiel jusqu'à I'ordre n - L. Alors, *çu est tangentiel
Preuve:
1) Montrons d'abord que si C,,cu(X,.) : 0 pour tout X de g et si 6Cr,6u est
aigébriquement tangentiel, alors Cr,5r,, est algébriquement tangentiei: Pour tout k et pour
tout A de l'algèbrer des fonctions polynomiaies invarianres, on a

1 k

;  t  6c,,6u(x;, ,x i , . .  .  f ; ,  .  .  .  x,* ,  a)
I=1

k w ,

:  f  !#C, ,o*(X; r . . .  i t ,  . . .  X; r , ,4)  -  C, ,cu(Xtr . . .  X i l ,  A)+
É k

+ I  C, ,cu(Xt , ,  X i , . . .  i ; ,  . . .  X , \ )  -  
DC, , . , (X; , ,X ; ,  . . .  i t , . . .Xo*)4 .

J : l  l=1

Par suite,
k v

C, ,cu (X ; , . . .  X i l ,A )  :  D*C" ,co (X ; , . . .  i r , . . .X r * ,  A ) .
l=1  

tu

On déduit de cette formule et du fait que C,,cu(X,.) : 0 pour tout X d.e g que

C,,cu(P,A)  :0  VP e S(g) .

Enfin, comme

6C.,6u(A, ,u,u)  -  L ,C, ,6u(u,u)  -  C, ,cu(Az,  u)  *  C, ,6o(A, ,uu)  -  C, ,cu(L,z)u :  0

pour tout u,u de ^9(g) et tout A de T, on a

L,Cr ,6u(u,u)  :  Cr ,Gu(Au,  u) .

De même, comme 6Cr,6u(u,A, u) : 0, on a

C r ,Gu(u ,Au)  :  C  r , çu (Lu ,  u ) .

Ainsi, Cr,Gu est bien algébriquement tangentiel.
2) Comme g est nilpotente de pas n) on déduit directement de la formule O que

C,,cu(X,u)  :0  VX € g,Vz € ,g(g) ,Vr  > n.

Puis comme 6Co,çu est algébriquement tangentiel, nous obtenons par 1) que Crr,çr, est
tangentiel. De l'associativité de *6rr, ii résulte que 6Crr..1,Ga €st algébriquement tangentiei,

92



CHAPTTRE III

et en utilisant à nouveau 1) que Cn*r,Gu est algébriquement tangentiel. En répétant
I'argument, on voit ainsi que tous les Cr,Gu sont algébriquement tangentieis.il

Cette dernière propriété montre en particulier que *6,, est aigébriquement tangentiel
pour toutes les algèbres de Lie nilpotentes de pas 2. D'autres propriétés sont données dans
[Asi]. Soulignons aussi que le produit-star *6r, coincide avec le produit-star de Kontsevich
dans le cas nilpotent lAr2].

I I I .5 Application à gr,u.

Dans cette partie, nous proposons d'étudier en détail ie cas de gs,a. Cette algèbre de Lie
est donnée par les crochets:

[Xs,X+] - X3 ,,  lXs,Xsl:  Xz, lXn,,Xrl  -  X1.

Le corps des fractions de I'anneau T des fonctions polynomiales invariantes sur gf ,a est
généré par deux éléments du centre d" gs,a, à savoir X1 et X2, et par

XrXs - XzX+.

Un calcul simple montre que le terme d'ordre 2 du produit-star de Gutt, Cz.cu, vérifie

l:s*
2

cz,cu(L, ) : {a* * Tu* + (a*

Ce terme étant non nul, le produit-star *5r,, de Gutt n,est
ple. D'ailleurs, les résultats de [ACG1, CGR2] permettent
produit-star sur gi,+ à la fois tangentiel et différentiel.

En réalité, ce fait est démontré de manière explicite dans [ACG1] (pour I'exemple gu,n
précisément). Plus tard, les auteurs de [CGR2] ont montré lg'résultat'!énéral suivant:

Théorème III.5.1 [CGR2]
,Soient g une algèbre de Lie et g* Ie dual de g. .lfiotons (X;) une base d.e g et (r;) Ie système
de coordonnées global d" g* associé. A tout invariant quad.ratique a - 

I'o;;ixiii d" g,
on peut associer une forme quadratique B sur g* en posant 0(r;,, j): a,;i pour tiut i et
tout j, ainsi qu'une application Linéair" g , g* --. g défrnie par

< rt, pG) >- 0(n,0 V(, ? e s..

!'image P(S\ d'une telle application g est un idéal de g, qui coincide avec g /ui-méme
Iorsque laformeB estnondégénérée. Deplus,sTJexiste unproduit-star*surg^*; fungentiel
et différentiel sur g* , alors pour tout invariant quadratique A de g, I'idéal h@.) issocié
doit être nilpotent de pas 2.

pas tangentiei pour cet exem-
d'affrmer qu'il n'existe aucun
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Puisque I'invariant quadratique a : # +xrxs - xzxE de gr,+ est non dégénéré et que
9s,+ est nilpotente de pas 3 (et non de pas 2), on déduit aussitôt d.u théorème ci-dessus que
l'on ne peut espérer pouvoir construire de produit-star tangentiel et différentiel sur gf;,a.

Un des moyens de savoir si l'on peut contourner la difficulté en construisant une
déformation algébrique, tangentielle et bien graduée de S(gr,n), est de chercher à corriger
Cr,cu par un opérateur ? sur S(gr.n) tel que

tF Cz,cu(L,  ?r )  + 67(A ,u)  :0  Vu € S(gr .+) .

En effet, l'existence d'un produit-star algébrique, tangentiel et bien gradué équivaut à celle
d'un bon ?. (S'il existe un tel produit-star, alors il àxiste un bon Ô2, et puisque tous les
produits-star gradués sont équivalents et que le produit-star de Gutt est gradué, ii existe
un bon 7. Réciproquement, s'il existe un bon ?, alors ii existe un bon terme d.e second
ordre, terme à partir duquel on peut construire, d'après le théorème III.B.B, un produit-
star algébrique, tangentiei et bien gradué.) En essayant de résoudre * par récu.ren.e, lous
avons vu qu'il était possible de construire ? de la forme:

" 
: I (r5î] .rrrai 

-'}ru 
+ A5î] .rnn 0î-'Lnn+ /[î]..r.u 0i-'lur\ .

n24 /

Partons pour r, :4 des coefficients suivants:

.  (4\  X?
Aàiis : 

6

A\n)nn: +
Aln)nu:ry.

On obtient aiors les relations de récurrence:

A5î1 ,u, : -;!o1iî:1),,,,

A\T)..., no : - 3o[î.:ll* ",
A[î] ,nu : -;!olî:?,,,,.

En procédant ainsi, on aboutit à la solution suivante:

? : 
D(- 1\n-2 2n-s *.-n (*rrui-, ôru + x2rô!-2an+ * 2æræ20!-za.-\
n24 

- /  
6( ,  -  2) t*s  \ -2"3 

tz55 - r  &1Lf3 u44 - r  z :81ï2ug g+s 
) .

Cet opérateur ? n'est évidemment pas différentiel. Cepend.ant, si I'on introduit la symétrie
orthogonale

as :91 .+ *9 i . +

( * t  r  r ,  t  r s t  r 4 t " u )  -  ( r r  r  r ,  t  - r g t  t  c ,  r  s )
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que I'on peut voir comme un opérateur algébrique:

os : t- 
(-2*j)" 

a',-
,"ru nl' '

on peut exprimer 7 (sur I'ouvert *" * 0) sous une forme plus sympathique:

T : Ass1ss I A+sô+s I A++0++
où

Ass :ffir",- Id')*#u"
^ rlr:Gs _ Id,) + 

t_Lr2 nra45 : -b"'' 
' 'l*' ol

4 - 2  T l 2  nA++:fu("'-Id')+#;as.
Rappelons que:

q - I d+2 t s0s :#sSs ,

où ^93 est un opérateur algébrique défini sur gf,n. on a donc en fait:

n ?  T . 1 ^  * 2r : fi&ôsr i ffzs"a* + fisra*.
L'opérateur ,S3 peut d'ailleurs être étendu à toutes les fonctions lisses / sur gi,+ en posant:

1 - .  A f,ss(/) :  _z=lf(or(")) - T@) + 2cap(æ;l :
t - s  d x s '  "

L ï"" ,a. f  af  . . .: - 
*3 J-,"\ a;l*"r2tttr4't5) 

- 
àftAWt

et

Ss( , f )1 , " :o  :  z#@r )  t2 )01  14)  15) .
u & z

Par construction, C? : Cr,Gu + 6T est tangentiel. Il est clairement homogène de degré
-2. II reste donc à vérifier qu'il est aussi correct de degré -2. Pour cela, on introduiile
système de coordonnées (p,qrr) de la première strate d" gl,t, à savoir:

(p  :  *n ,q  :  
l ,  

z r  :  : t t t  zz  :  r2 tzs :  (+  *  z t rs  -  * r rn) ) .

Dans ces variables et avec les notations du début de ce chapitre, on a:

6i,@,u) :}oo(u)ôoo@) - 20oi,)0oo(r) + 0oo@)0ooo)
1  1 , a+ jzi(ô,"o@)ôo@) * 0""0@)ôo@))

L , , ^- 
ir i(ôor@)0""(u) * ôep@)O,"(u))

4,1(r) : \-1-r; " 
ffiq.-4(q r?ô", + aù,-2ape(u).

n24
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et

Comme 40 : i;,+6ftrl et Cz coincid.ent sur ̂ 9(g), on déduit d.es formules précédentes
que C2 est correct de degré -2. Ceci suffi.t pour montrer l'existence d'un produit-star
(algébrique) de S(gr,o), tangentiel et bien gradué, selon notre théorème III.B.3.

Dans cet exempie, I'ouvert CI des orbites de dimension maximale est I'union des trois
premières strates. La première strate ("t l0) a déjà été paramétrée ci-dessus. Les deux
autres strates peuvent être paramétrées comme suit:

f f1  :0 ,  rz  t 'A :  p ' :  rs tq '  : l , z ' t :L r r l : *z r r , r :+  -  r2r4

r L :  1 2 : 0 ,  n s f 0 :  p "  : r , r q "  : 1 l t _ _ 1 , _ ^ _ l t _
, 2 1 : 2 2 : U t Z Z : l J .

Comme z! est la restriction de l'invariant générique 4 àlaseconde strate et zt! Iarestriction
de Ir/a à la troisième strate, le produit-star algébrique que nous venons de construire sur
gfr,n est tangentiel non seulement aux orbites de la première strate, mais à toutes celles de
dimension maximale (cf. remarque III.1.3).

Signalons que si I'on se restreint à la variété de Poisson régulière f), il est possible [Mas1,
Mas2] de construire un produit-star à la fois tangentiel et différentiel sur f,2 qrri, bi"r,
entendu, ne s'étend pas à tout g$,n. Pour finir ce chapitre, nous proposons de construire
explicitement un opérateur Ct, à coeffi.cients homogènes d.ans C".(çri, à la fois tangentiel
et différentiel de la forme:

CL:Cz .Gu+6T ' ,

I4

tr3

ou

T' : A$s1+ss * Arssôs ss i A+ss1+ssI Asaa?saa I A++sô++s f Asssôsss I A+++ô+E+,

I?r..Aoi! ci-dessus étant complètement symétriques en les indices i,j,k. La condition
cL(L,.) : 0 impose aux coeffi.cients de ? de vérifier re système suivant:

.4344ô3(A) * 3A+++ô+(A) + A544A5(L) : +'6

,,4,35543(^) I Aa55ôa(A) + 3A55sôu(A) : +,6

4345ô3(A) * 2Aaa50a(n) + 2A545A5(L) : "!', 3

2AÆ444(L) * As+sôs(A) : 0
443544(A) +2A,f,5A5(A) : o.
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Voici une solution:

ori I'on a noté r :

3r
rsrZ
6r

-û + 2r ln2

A+ss
' r 1 t 2 1 3

Asss :

A+ss :

As+n

A
14445

^
f r555

A/-L444

, 9 tr i+ r -2+r ' s .

,r1f iz
: -

6r
_ 11 - 2rpZ

6r
_ * t *7

6r
,- Î i rz

: -
6 r r
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CHAPITRE IV

Déformations sur les orbites coadjointes
de dimension maximale

Soient g une algèbre de Lie et g* I'espace dual de g. Les orbites coadjointes dansg* sont munies canoniquement d'une structure de variàté symplectique. Du théorème
de Darboux, il résulte donc que, sur chaque orbite O, il existe des coordonnées locales
Pr," ' ' ,PrtgLt" ' ,Qr (2.r: dimO) tel les que la 2-forme symplectique canonique 1a sur Os'écrive dans ces coordonnées sous la forme

, :É  d .p ;Ad ,q ; .
i = l

Dans le cas niipotent, on a bien plus: les auteurs de [ver, ACl, ACG1, Bon, puk] ontmontré qu'il existe' pour toute orbite coadjointe, une carte de Da,rboux globale dont lesapplications coordonnées p;,gi sont restriction à l'orbite de fonctiors poi!.romiales fi,g;définies sur g*' Il n'y a aucune raison pour que ces fonctions fi,gi ,rérifi.nt les relations
de Darboux:

{T ; , g i } : 6 r , j ,

en dehors de I'orbite. Cependant, M. Saint-Germain a montré dans [SG] l,existence deprolongements f;, gi des pitejt définis dans un voisinage ,formel,, de I'orbite et satisfaisant
ies relations de Darboux sur tout ce voisinage. La coisidération de plusieurs exemples l,amené à conjecturer I'existence de prolongements qui seraient algébriques et qui satisferaient
les relations de Darboux sur touf un ouvert d" gi.

Nous consacrons la section 1 de ce chapitre à quelques rappels de géométrie algébrique.
Puis, dans la section 2, nous considérons une algèbre de Lie nilpotente g, et donnons
une description plus précise des prolongements ànsid.érés par Saint-Germain (l,aspect
algébrique sera également spécifié). Ceci-rrorm permettra de ràcouwir l,ouvert e de g* desorbites de dimension maximale par des cartes de Weinstein homogènes et semi-aigébriques.
Ç.omme le témoignera l'exemple de I'algèbre de Lie sl(2) dans la section B, la 

"orrrtructiond'un tel recouvrement n'est pas toujours possible lorsque g n'est plus nilpotente. Da,nsla section 4, nous donnons une preuv" 
"àho*ologique 

de l'existence d,,un produit-star
tangentiel sur une variété de Poisson régulière M .n utilisant un bon recouvrement deM et les champs de vecteurs locaux conform.s et tangentiels. Cette preuve s,inspire des
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techniques de De \Milde et Lecomte données dans le cadre d.'une variété symplectique
[Dw, Dw-Ll, Dw-L2], et reprend la formulation de [Mas2, Mas3, ALM] o,i .", -ê-",
techniques avaient été utitisées pour la construction de produits-star covariants sur une
(seule) orbite coadjointe. Finalement, nous utilisons cette section 4 et les prolongements
décrits en section 2 pour montrer I'existence d'un produit-star tangentiel, différentiel et
gradué sur l'ouvert Q c g* des orbites de dimension maximale pour toute algèbre de Lie
nilpotente g.

IV.1 Un peu de géométrie algébrique.

a) Ensembles semi-algébriques réels.

Déftnit ion IV.1.1
Un sous-ensembleV de IR^ est semi-algébrique s'il peut s'écrire sous Ja forme:

V- U n {reIR^:pa@) si j  o} ,
l S i ( s  l ( j 1 r ;

où,  pour  tout  i  -  l , t  . .  ,s  e t  j  :  l r . . . r r i ,  s r j  €  { ) , : ,  ( }  e t  où les p; i  sont  des fonct ions
polynomiales sur lR*.

Définit ion IV.1.2
Soienf A c IR* et B c IR" deux ensembJes semi-algébriques. Une application f de A
dans B est dite semi-algébrique si son graphe est un ensemble semi-algZbrique d3-4''*+".

Un résultat important de Tarski-Seidenberg ([BR] p.60) nous apprend que si f : A ---+ B
est semi-algébrique, alors l'imag" f @) C B est un ensemble semi-algébrique. A partir de
ce résultat, il est facile de montrer la

Proposition IV.1.3 [BR]
7. La composition de deux applications semi-algébriques esf semi-aJgébrique.
2. Soient A C IR* et, B C IRn deux ensembJes semi-algébriques. Alorc, I'application
h: (hr,...,hn) : A -'+ B est semi-algébrique si et seu]emenf si toutes les fonctions h; Ie
sont.
3. Soit U un sous-ensernble semi-algébdque ouvert de IR*. L'ensemble S(U) des fonctions
semi-algébriques sur U à vaJeurs dans IR possède une structure naturelle d.tanneau. De
p/us, si f est un élément de S(U)aC'"(t/) alors, pour tout le : L,. . . )m, la défivée partielle
A"rç) est encore dans S(U) n C."(t/).

Enfin, on appelle ensembJe algébrique de IR- une partie .F' d.e IR- qui est l,ensemble
des zéros communs d'une famille (f ;);et de polynômes sur IR*. Notorr. qo" les ensembles
algébriques de IR- sont les fermés d'une topologie dite topologie de Za-risli de IR-. Enfin,
rappelons qu'une fonction f , U C IR- -* IR, définie sur un ouvert U de IR-. est dite
algébrique s'il existe un polynôme P € IRIX1 ,...,,X^,,y] tel que

P( r , f (æ) )  :  P (ær , . . .  t nm t f ( r r , . . . , r * ) )  :  0  Y r  : ( " r , . .  . , t * )  € . ( J .

Il est clair que toute fonction algébrique est semi-aigébrique. Cepend.ant, I'image /(,4)
d'un ensemble algébrique A par une fonction algébrique f n'est pur àr général ,ro 

"or"*tl"
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algébrique. En fait, les ensembles algébriques ne sont pas stables par projection. En effet,
considérons par exemple le disque unité:

D  :  { ( r , y )  €  IR , t  :  { 02  +y2  : I } .

C'est évidemment un ensemble algébrique de IR2, mais sa projection zr(D) : {lrl < 1} par
I'application ?r: (*,y) r-+ z est un ensemble semi-algébrique, non algébrique. La preuve
de la proposition IV.1.3 ne s'étend donc pas aux fonctions algébriques. C'est la raison
principale qui nous a conduits à utiliser ici la notion de semi-algébricité, beaucoup plus
naturelle.

Dans la suite, le dual g* d'une algèbre de Lie g (de dimension m) sera identifié à IR-, ce
qui nous permettra d'utiliser les notions de fonctions semi-algébriques et algébriques pour
g* .

b) Stratification semi-algébrique de Bonnet.

Au chapitre II de cette thèse, nous avons déjà eu I'occasion de rappeler la stratification
due à Pukanszky du dual g* d'une algèbre de Lie nilpotente g. Les couches de cette
stratification sont définies à partir d'une base B de Jordan-Hôlder fixée. Elles sont indexées,
rappe1ons - l e ,pa rdesensemb1esd , i nd i cesdesau t . / : { j t < . . . <

6 t r :  { p  €  g -  :  J r :  17 .

Dans [Bon], Bonnet construit une stratification plus fine que celle de Pukanszky. Pour cela,
il décompose chaque ensemble d'indices de saut Jr en deux sous-ensembles I, et I'r,, et
définit une involution de ..I, dans lui-même échangeant Ir el Ii. Ces ensembles d'indices,
qui nous serviront ultérieurement pour la description des prolongements de Saint-Germain,
ont été construits de manière récurrente par J. Ludwig et H. Zahr dans [LZ] (voir aussi
Ia construction analogue de B. Curey [Cur] pour le cas plus général des algèbres de Lie
exponentielles). Nous rappelons ici brièvement cette construction. Soient donc B une base
de Jordan-Hôlder d'une algèbre de Lie g niipotente et p, un point d. g*. Soient

i \  :  min{j  :1 tr , lx,  X i l  >+ 0 VX e g}

h :  min{i  :1 1l. , lX;,X4] >l 0}

br ] t ) :  {X € g :<  F, lX,X, ; , ]  > :0} .

Alors, br(p) est une sous-algèbre de g de codimension 1. C'est donc un idéal de g. Pour
i  :  L , , . . . , t u r i  *  i t ,  posons

xl:X;- 1 F, lX t ,  XUI  > xû.
1 p , lX ; r ,Xnï  j  >

La suite (x|) ainsi définie constitue une base de Jordan-Hôlder d" Itr(p).
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On peut maintenant continuer la construction par récurrence en posant

i 'p : min{i :1 tr,çx, xl-\ >+ a VX e g}
ip : min{i :1 1L,, lxl-t ,xf;t l  >+ o}

bo} t ) :  {X € g:< t t , lX,XiLt l  > :0} .

Aiors, bo1t) est un idéal de br-r}ù et une sous-algèbre de g dont une base de Jordan-
Hôlder est donnée par (Xf) où

xf : xl-' - ,xlat l  >
xl ; t ,  v i# i r , . . . , i r .

< p,lxon;' ,Xl;t l  >

Le processus s'arrête lorsque p : d: la;m(Or). O, note ensuite:

I *  :  { i1  ,  . .  .  >  ia }  I i :  IL :  { i ' r , . .  .  , i 'o } :  { i i ,  . . . , i ; } .

On stratifie finalement g* de la manière suivante. A tout ensemble ordonné d.écroissant
I  : ( i r , . . . , i r ) ,  on  assoc ie  I "  :  ( i I , . . . , i ; ) .  Pu i s  on  pose

6L ' - : {pe S* : I r : f  e t -  / . ] .

On peut montrer que ces ensembles sont invariants sous I'action coa-djointe. On peut aussi
munir I'ensemble des couples (f, f*) d'un ordre total et numéroter ces couples d.a's l,ordre
croissant. Il est dès lors possibie de construire une suite (Pl) de polynômes sur g* telle
que le .6ième ensemble 6'Ë'- soit celui des points où s'annulent ps,.. ., pK-rmais pas p6.
Ainsi, L" 6I;I- forment une partition de g* en sous-ensembles semi-algébriques.

Comme pour la stratification de [Puk], la première des strates de Bonnet est un ouvert
de g* et chaque strate 6'É'' peut être paramétrée au moyen de triplets (r, p, q) de fonctions
rationnelles, régulières sur la strate tels que:

- à chaque z correspond une et une seule orbite O, dans 6'r;,- ;
- pour z fixér les fonctions p, g constituent une carte de Darboux globale de I'orbite Or.

c) Produits-star gradués sur un ouvert de g*.

Les produits-star gradués ont été définis au chapitre III. Nous avons besoin de transcrire
cette notion dans une situation locale:

Déffnitions IV.1.4
Soit g une a/gèbre de Lie nilpotente et LI un ouvert d" g*. (Jne îonction fisse f sur (I est
dite homogène de degré d si:

/("€) : sd,f({),

pour tout s ) 0 et tout { de U pour lesqueis s{ appartient à U. De pIus, une application
k-Iinéaire C : C*(U )x . . . x C-(U) sera dite homogène de degré -n si pour tout ult. ..,?1k

< p,lxoi-'

4

101



CHAPMRE TV

homogènes de degré dt,. .- ,d.1, respectivement, ra fonction c(ur,. . . ,uk) est homogène de
degréù I . . ' *d * -n .  En f i n ,  unp rodu i t - s ta r * :  

t  Cnun  su r (J  se tad . i t  g radué  s i

chaque Cn est un opérateur sur U homogèn" a" a"greYi.

Les produits-star tangentiels que nous considèrerons dans ce chapitre sont des produits-
star différentiels sur des variétés de Poisson régulières; c'est d.onc lanotion de tangentialité
différentielle qui sera utilisée ici (cf. append.ice A.2 et la définition I.b.4 du chapitre I).

IV.2 A de lac ure de M. Duflo et M. Saint-Germain.

Danl ce paragraphe, g désigne une algèbre de Lie nilpotente. Soient pr un point du dual
g* et O* l'orbite coadjointe de pr. Notons pour un instant

é , O r -.' IR2" € * @?. ({), qrg, (€))

une carte de Darboux giobale de O, du type de celles construites par M. Vergne fVer]dals le cas générique et par D. Arnal, J.C- Cortet, M. Cahen, S. Gutt, p. Bonn-et tÀCr,
+CG1' Bon] dans le cas général. En reprenant, dans ce contexte, la preuve du théorème de
décomposition d'A. 

X.t"-tl^"t" [We1], ii est possible de construire des prolongements pr,qi
des foncti"Tr, y?-,ql*, définis sur un voisinage ouvert de pr dans g* (pour la topologie
usuelle), à la fois semi-algébriques et homogènes. Montrons ce résultat:
Théorème IV.2.1
Soient g une algèbre de Lie niJpotente de dimension m, g* son dual et p un point de
9-. On suppose que Ie tenseur de Poisson est de ra.ng 2r in p. A?ors, il existe une caûe
de Weinste in de g" . -en p, ,  notée (Urp. , . t . . . rpr rgt , . . . rQr ,zr r . .  i rz*_zr) ,  te l le  que [ ]  so i f  un
ensemble semi-algébrique d" g*, ouvert pour la t;opoligie habituelle et te]Ie que les pr (resp.
qi) soient des ronctions semi-aJgébriques sur (J, ho Jgèo", de degré J (resp. 0).
Preuve:
On procède par récurrence sur la d.imension de g.

o Le cas où g est de dimension 1 est évident.
o On suppose que le résultat est vrai pour toute algèbre de Lie nilpotente de dimension

m - 7 et on le montre pour g de dimension rn. Considérons une base de Jordan-Hôlder
(X6) de g et notons a I ' idéal de g engend.ré par (Xr,.. . ,X^_t). Soit 11 : g* __+ o* laprojection de g* dans o* qui à ( g g* associe gr-o d o;. Notorr, 

"-rr"or" 
It, : U;,. ..,ir) etI^i:9i: . .-, i i )  les indices de saut au point p J" g*. Dist inguon, d"o* iu,r.

S imÉ I * :
Dans ce cas, or et 

?nrr.l sont de même dimension (égaJe à 2r). on note alors
(U ' rP ' r - r . . . . rP ' r r 8 ' t , , . . . rQ ' r r ' r i r r . . . t z tm-L -z r ) l aca r t edeWe ins te i ndeo*en I I ( p l ) ob tenue
par induction. Posons:

P; - Ptt; ofl, qi - q:i olt.

Par hypothèse de récurrence, les p; (resp. res qi) sont semi-algébriques sur

u :rr-L(u').{{ e g. : m ( Ia},
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homogènes de degré 1 (resp' de degré 0). Ils vérifient clairement les relations de commu-tation souhaitées, à savoir:

{  p r ,Q i }  :  6 i , i ,

et les champs de vecteurs hamiltoniens Ho,Ho, quileur sont associés satisfont:

IHo,, Ho,] : H {or,o,1 : lHo,, Ho,l : lHc,, Ho,l : 0.

Il est maintenant possible de compléter les pt,gi par des fonctions zk pour lesquelles lejacobien du système (m,qj,zk) soif non nul et d;tbt"ni. la carte de weinstein souhaitée.
S im€ I r :

Dans ce cas, o, est de dimension eg4g à (dim on,ù) + z. on trouve, par hypothèsede  récu r rence '  une  ca r te  de  we ins te in - (u_ ' : ? ' i , . . . r 0 ; r - r , g , t , . . . r g , r_ r ,2 , t , . . . , 2 , r r_z r+ t )
d" 

1* -"" rl(p)' Posons p : x*. considé-ree 
"o**" 

iooËiioo'*tl;, p est clairementsemi-algébrique et_homogène de degré 1. Pour simplifier l'écriture, oi ,rot" s l,indice rn*associé à rn' Soit X, l'élément de g correspondant, iue I'on considÉre comme fonction surg*. On constate aussitôt que:

{p,x,}(p) # o.
Ainsi, le champ de vecteurs hamiltonien H, associé à la fonction p est tel que:

Hoj') * 0.

on peut donc retlt:esser ce champ iur un voisinag. Û d" p- Identifio-ns dorénavant g* àIR*. on peut supposer qn. û x û, x R.t' porrrîn c"rtain .";"; t;:e n1;:t;ï,'ooË
t t : ( p t t . . . t l f , a - L t 0 r & s * r  r . . . , F ^ ) .  N o t o n s  g r l a  c o u l é e  l o c a l e  d e  H o :

p(t, p) : pt}") : Ad*eæp(-tx*)(p,),

et introduisons la fonction tr'définie sur un certain ouvert w deg* par:

F :Wcg*= lR- - -g* : IR*

( y r ,  - .  .  , a ^ )  è  ?yo (A r , . .  . tUs - r t 0 tas r r r . . . rU * ) .

Nous pouvons écrire:

F ( y t ,  -  -  . , a * )  :  (F l  ( y r ,  .  .  . ,  a ^ ) ,  .  -  . ,  F * ( y r ,  .  .  . ,  a , o ) )  =  ( x t ,  .  .  . ,  r  * ) .

Comme g est nilpotente, les fonctions .F1 sont polynomiales en les variables (y;). De plus,I'application 't'est par construction un ditréomtrphisme locaJ. Elle nous permet de définirun système de coordonnées (yr.,...,U^) tel que È, : ôn". Ds,agit maintenant de montrerque la fonction g: us est semi-argéÈrique 
"t 

tro*âgeo."à" d"grà0. or, on a

( * )

( * -1 )

F * ( y t , . . . , a * ) : a m : t r t

m-2
Fm-r(vr,.  - . ,a^) :  am-t+ D D Wr,f l f- ,  :  , ,rn-l

I ) l  j = t
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( * -2 )

( " )

( ' -1 )

( 1 J

t n _ J

F,n-z(yt, . . . ,u*) :  urn-Z+ t  f ,  qr,r l i - ' t  :  t rn-2
l >7  i : l

pour certains réels /rf).
Les équations (i) pour i f s nous permettent de dorurer une expression de y; de la forme
Yi : rô - -Uyt,. . . ,Ui-r, g"). Dans (s), on remplace successivement yrn pat rntt Urn-t pal
r m - 7  -  F * - r ( A l : . - . r  A m - 2 t A " ) ,  U ^ - z  p û  r m - z  -  f i l r ç y r t . . . t U m - B r U " ) ,  . . . ,  U t  p a r  1 1 .
Finalement, on obtient à la ligne (s) une équation polynomiale de la forme

P(*r , . . . ,n rn ,g , )  :  I  r ] ia r j r j  :o  or j  €  IR.
o< l<N j= r

Cette équation en g, a une unique solution qui est la valeur de la fonction q au point
l l t , . , t l n . .

Les fonctions P, 0 que nous venons ainsi de construire sont définies sur un ouvert t/ (que
I'on peut supposer semiaigébrique), elles sont semi-algébriques sur cet ouvert et vérifient

{P,qX€): t  v( e u.

Quitte à remplacer [/ par un ouvert plus petit, on peut prétendre qu'il existe un ind.ice fr
pour iequel la fonction coordonnée rp ne s'annule jamais sur [/. par suite,

I , if ati?:o
0< l<N  i : t

on en déduit que q: gr" est une fonction des variables (#,..  . ,æ), et donc que g est
homogène de degré 0.
Posons enfin

h :e rp ( -q i l r ) ( p ' i on )  1 (  i  (  r -  1
q j : e rp ( -qHr ) (q ' r o I J )  1<  j  ( r -  1

l t : e rp ( -qHr ) ( z ' kon )  I  <  k  1m-2 ,  + t .
Vérifions que les relations de commutation requises sont bien satisfaites:
Par construction, {p,-q} - I, Ho: ôp et donc {g,pl} : {q, ei}:0. Maintenant, soient /,
et g' deux éléments de C*(tI') (on rappelle que [/'est le dàmaine de la carte (p,;,q,i,"i1,
carte de c* que l'on avait obtenue par induction). Notons encore

D:  e rp ( -QHp) ,  f  : I I * ( f ' ) e t9  :  t I . ( g ' ) .
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Alors, on a:

D({f ,s}) : f  # qk @ o)k ur,s})
7ro t

: ;  é)rqu 
t #{@,yff),(Hùj(s)}

Et 
k l  '  

o* l : r f ! ; t  
t t '

-  
. . -11;+ j: 

H 
-É-q'*' {(H ù' (f)' (H ù' (g)}'

Comme Hc: ô, et que fr,gt appartiennent à C*(Ut), on a bien

D({f ,.q}) : I 
(-,11:*' 

Iqo(ur)n(f),qi(no)i(.q)} : {D(f),nk)}.r , /  
î  

i ! j !

Ceci montre que:

{p; ,q i }  :  6 ; i

{m ,p i } : { q r ,Q r } : o

{m, /n} : {qj,  /*} :  { i1,, i}  :  e.
Enfin, on a

{p, D(f)} : t 4 rrrqo @ùo (f))
k  

- '

\ . .  ( - 1 ) *  - k - t r  t

+- G=îqr-'(aùuu)
- T 

e#nr@,)**'("r): o
Ceci  montre que {p,pù:  {p ,  q i } :  {p ,4} :0 .

Par construction, toute fonction lisse s'écrit au voisinage de /-, comme fonction des p;rqi
et des ./7.. Maintenant, soit A la matrice jacobienne des fonctions in (r < k I m _ zr'r'rï.
Le rang du tenseur de Poisson étant 2r en p, il existe un mineur d,ord.re m -2r dans A.En se restreignant au besoin à un ouvert semi-algébrique où ce mineur est non nul, on peut
choisir m-2r fonctions ,n:4r de sorte que (p,;,  or,o,q,,z6) soit une carte de weinstein.

Finalement, par^le point 3 de la propositioo IV.i.à, 1" pn,q; sont d.es fonctions semi-
algébriques' Pour finira on constate que p étant ho*ogÉr" a. aËgre L, Hp est un opérateur
homogène de degré 0. De pius, g est homogène de d"grà 0 et les pi"(r"rp. nj) .".r, homogènes
de desré 1 (resp. 0) p* hypothèse de réÀrrer.". i". p;,,gi sont donc blen homogènes de
bon degré.O

Dans [SG], Saini-Germain a conjecturé I'existence, en chaque point lt deg. (g niJpo-

2i1?:!::\?:.d",Y:t":r"hJyn:Qi,z.n) dont les apptications coordonnées p;,qi seraient" "  t ' 2 1  Y J  Ù v L  @ ç u !
algébriques' Notre théoÈme 1V.2.1 répond affirmitiu"m"rt à cette conjecture pour tout
p, dont I'orbite O* est de dimension 2.
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CHAPITRE TV

Vu I'aspect polynomial de I'appiication exponentielle dans le cas nilpotent, on aurait pus'attendre à obtenir, en tout point p de g*,àes cartes d.e \Meinstein àont les applications
coordonnées Pi,8i,z* seraient rationnelles en les variables (z;). Si cela est vrai pour lespoints génériques, les exemples les pius simples montrent qu'il n'en est rien en général. (CepMnomène déjà observé par Saint-Germain dans [SG] seÀ iilustré dans la section s d.e cechapitre avec I'exernple de I'algèbre de Lie gu,n.) ôn peut néanmoins améliorer le résultatdu théorème précédent si on se restreint a"" tutt", d" Weinstein qui recouvrent la yariété
o des orbites de dimension maximare. Montrons d,abord le
Lemme fV.2.B
Soient g une algèbre de Lie nilpot_ente et (r;) un systèm e de coord.onnées d.e g*. Onnote encote dl l'ouvert de g" des orbites d.e dimension marcimale. Alors, le champ-d,Eu;er
X : D r;0; est transverse à toute orbite contenue dans f).
Preuve:
Soit o une orbite de dimension maximale. Compte tenu de la structure même des orbitescoadjointes des algèbres de Lie nipotentes [ACil, Ver, Puk], il existe nécessairement unpolynôme invariant homogène z tel que ,p f 0. Don", pour tout æ de o, x,(") : kz si zest de degré k et, X,(z) f 0 sur O. par ,rrit*,

X" É T,O yr € O.tr

Maintenant, nous avons:

Proposit ion IV.2.4

@L ien i1po ten ted 'ed imens ionm.onno te (e ; )unsys tèmed .ecoor -
données d" g*' Soient Q la vafiété des orbites de dimension maximale (2d,) et 1.r, un pointdef ) '  I lex is te uneca ' r te  d.eweinst" t ! \uzpi tg j , tzx) , r< i , j  1d,L< f r  <  rn-2d, ,u  étar t tun ouvert de g" contenant p', semi-algébrique,-1es ion"tioo,i p;,qj etÀt semi-algébr:iques efhomogènes de degté 1 et 0 respectivement, et les z1r des fonctiins invariantes ftomogènes.Preuve:
Prenons donc un point pr de f). D'après le théorème IV.2.1, il existe une carte de'W.einstein,
notée (u,pt , " - tp i t te t t - - . ,ed. rzr t . . . tz rn-2a) ,  te l re  que res p; ,91 so ient  semi-a lgébr iques
:* t/ et homogènes de degré 1 et 0 respâctive*"rrt. L" 

-run! 
du tenseur de poisson

étant constant et maximal sur tout o, les ionctions 26 sont invariantes. Dans cette carte(U,p,q,z) , Ie  champ d 'Euler  X:  Dc;ô;  s 'écr i t :

d 6 m-2il
v - - \ - - r .  \ â  ,  \ - . r  /  \ ^  \ -. t  :  

z_a;\p,g,z)do, I  Lbi@,q,z)ôci  + ) ._ cn(p,g,z)0,* .
t = r  j = r  & : l

En fait, les c6 ne sont fonctions que d.es variabres z. Eneffet, comme

Lx/\(T,s) :  {T,g}:  x({ f  ,s})  -  {xT,s} _ { f  ,xg} vT,g €c-(s*) ,
la fonction L x T (: X/) est invaria,nte dès que / l'est. on peut donc considérer la projectionq : T*(X) de X relativement à I'application

T :  r  € U  + +  z ( r )  a  p m - 2 d .
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Par transversalité de X, q(ù 10. En redressant ce champ ry en un voisinage [/, (que I'on
peut choisir semi-algébrique) d" p, on obtient d.e nouveilLs variables 

",r,...,r,*_ro 
telles

que

T l  
o  i  /  ' \:  

q ,  Ly lz r )  :  r

Ly (z j ) :0  V2< j1m-2d .

ceci équivaut à dire que zl (resp. z'i.voyr j + L) est homogène de d.egré 1 (resp. 0). La
ca"rte de weinstein (u',p,g, z') posséd" donc les propriétés exigées.n

fV.3 Exemples.

a) Un exemple fondamental.

Nous avons démontré avec le théorème IV.2.1 que les prolongements de Saint-Germain
sont semi-algébriques (et mêmes algébriques pour ies orbites de dimension 2). En général,
ces prolongements ne sont pas rationnels.

Considérons par exemple l'algèbre de Lie nilpotente g: gs,+ de base de Jordan-Hôlder
B  :  (X r , . . . ,Xs )  e t  de  c roche ts :

[Xr,Xn] - X3, [Xr, Xsl: Xz, [Xa,Xil - X1.

Considérons ici la troisième strate 6'Ét' de la stratification de Bonnet, il s,agit de la strate
correspondant aux ensembles d'indices /: {b} et I* : {4}:

6 'Ë ' - : { r :  ( * r r . . . r r s )€g * :  x }1  : ,  2 : e ,  æs f  0 } .

Cette strate 6'â'' est bien un ensemble semi-algébrique (non ouvert) de g*; elle peut être
paramétrée par les fonctions suivantes:

l s
P :  _ T 4 I Q  :  : ,  Z T

r3

_ 2
:  î t t  22  :  12 ,  zS :  ?  -  r2 r+  *  /  ths .z

Les fonctions P,9 ci-dessus constituent une carte de Darboux globaledes orbites coadjointes
contenues dan, 6f1.. y"i: {p, q} n'est plus éga1 à 1 en dehoria"èg; . 

-Iio.rqrr,on 

cherche
à prolonger ces p, q en des fonctions fi, Q vérifrirt la relation de Darboux sur tout un ouvert
en utilisant le redressement du champ flo comme dans la preuve du théorème fV.2.1, on
obtient:

P :  - t { t  q :

Ces fonctions p, { sont homogènes respectivement de degré 1 et 0, et par construction
elles se restreignent en des fonctions polynomiales sur les orbites contenues dans la strate
envisagée. Elles sont bien aigébriques, mais elles ne sont pas rationnelles.

* t+14-n2t4* rsnr
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b) Pour aller plus loin.

Dans le cas nilpotent, toute orbite coadjointe O admet, nous I'avons déjà dit, une carte
de Da,rboux globale constituée de fonctions pi:g7 polynomiales sur o ( {pn,qi}:6i,).
9"t-p,,Çi peuvent toujours être prolongés en desfonctions f;rfr vérifiant les reiations de
Darboux sur tout un ouvert d" g*, et homogènes de degré t el o rlspectivement. Les choses
sont loin de se passer aussi bien lorsque l'algèbre de Lie n'est plus nilpotente.

Considérons à titre d'exemple le cas de st(z). On rappelle que la structure d,algèbre de
Lie de sl(2) est donnée par les crochets:

[xt,xz] - -x3, [xr,xz] : x2, lxt.,xz)- _x1.

Dans cet exemple, l'anneau des fonctions polynomiales invariantes est engendré par

z:x?+r22-x ! -

Si ce polynôme invariant ne sépare évidemment pas les orbites coadjointes de sl*(2), il
permet de répartir celles-ci en familles finies. On rappelle que t" àôo" oilpoteoi (J. r.
Ia famille des orbites coadjointes nilpotentes) de st.(2) est la réunion des trois orbites
suivantes:
- I'orbite triviale IuZs réduite au point {0},- Wt : {p : }tt, ttz, Fs) , pT + rt? - p3 :0, trr > o}-.w2 : {p : 1tr, p2, pB) , p? -f pZ - p3 - o, p, < oi.
Ainsi, on compte parmi les orbites de dimension maximale deux orbites nilpotente s W1 et
Wz' Ce sont précisément ces orbites qui posent problème: D'une part, il Lst clair qo" l"
champ d'Euler x : D c;ô; n'est pas transverse à ces orbites, d'autre pu"t, on a le
Lernme fV.3.1
Sr O désign e la va,tiété des orbites de dimensi on maximale d.ans le cas de sl,(2), aJors toutes
Ies fonctions q homogènes de degré 0, défrnies sur un voisinage d.'une orbite nilpotenteW
de Q et qui se restreignent en des polynômes sur w sont constantes sur w.
Preuve:
Soit { un point deW- Pour tout réel t strictement positif, f{ appartient encore à ?1r. Soit
maintenant g une fonction vérifiant les hypothèses àe l'énoncé.- A1ors

q(t() : q(€), y€ e W.

Comme e1w est supposé polynomial, on a:

où les 96 sont des polynômes homogènes de degré fr. Il s'ensuit que

N N

D t*q*(() : D qk((), V( e W, Vt e rRi

N
\-\g lw :  .Lq* ,
À=0

/c=0 /c:0
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soit encore

q lw :go : cs t . l

Du lemme, on déduit immédiatement:

Corollaire fV.3.2
Soit W une orbite de sI*(2) nilpotente et de d.imension maximale. A?ors, iI n,existe pas
de fonctions h I homogènes de degrés respectifs 7 et 0 sur un voisinage d.e W, qui sient
Égulières sur W et qui vérifrent

{np,up}  :  {n , t }p :7.

IV.4 Champs conformes et produit-star ta ntiel sur les variétés de poisson
régulières.

L'existence d'urr produit-star tangentiei sur toute variété de Poisson régulière est connue
depuis [Masl, Mas2]. On donne ici une preuve cohomologique de ce résultat en utilisant
I'existence d'un bon recouvrement et de champs de vecteurs tangentiels conformes locaux.
Cette preuve s'inspire des techniques de De Wilde-Lecomte développées dans [D\ /-L1,
DW-L2] en situation symplectique, et reprend la formulation de JffrfàrZ, MasB, Àlnn1 o,i
ces techniques ont servi à construire des produits-sta^r covariants sur toute orbite coadjointe
admettant une polarisation réelle ou complexe.

Théorème IV.4.1

loit (M,A) tme variété de Poisson régulière, alors M admet un produit-star tangentiel.
Preuve:
On se donne un bon recouvrement (Ur) de M où chaque Uo est le domaine d.,une carte
de Weinstein. Pour tout entier r non nul, on pose [/or...o, :  [Jo, À...n(fa,, si cette
intersection est non vide. Il est ciair que A est un cocy"lL pà.r, lu 

"àho*ologie 
àe poisson

tangentielle, il est donc tangentiellement exact dans chaque ouvert I/* du recouvrement.
Pour chaque e, I'ensembie des champs tangentiels conformes sur [/o:

Co : {{o tangentiel : Zg.Â : -Â sur Ur}

est donc non vide. C'est en réalité un espace affine dont l'espace vectoriel sous-jacent est le
quotient de I'espace C*(U") des fonctions lisses sur Uo par celui des fonctions invariantes
sur U*' En effet, si {* et (! sont deux champs tangentiels conformes sur Uo, leur différence
€-" - {l est un cocycle de Poisson tangentiellement exact sr:r Uo. lexiste donc une fonction
/ sur [/o, déterminée à une fonction invariante sur [/o près, telle que

€"-€l-Hr.

Donnons-nous maintenant, sur chaque [/o, un produit-star *o tangentiel (par exemple celui
de Moyal), un champ tangentiei conforme {* d.ans Co et une application affine Do d" Co
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dans I'ensemble des dérivations tangentielles de *o de ia forme:

1. D.(€*) : r{ t Le.+ >l n"ï(€*),r,0u 3_t
2.  D"(€" + H t ) :  D,(€*)  + o,( / ) ,

où O"(/) : [.f, .]*". La donnée d'une telle application est légitime (voir I'appendice A.2).
La preuve qui suit consiste à construire récursivement un prodrrit-star * global 

"o, 
ÂrI

par recollement des *o, et une dérivation Do de sa restriction à Uo. Soit ft un entier non
nul' Supposons que l'on soit parvenu à modifi.er les *o en des séries formelles encore notées
*o telies que si l'on pose

*, : f C,,ou,,
r ) 0

alors pour tout r < 2k et pour tout a, B,

Cr,o: Cr,Ê sur [Jao.

Supposons également que Do soit une dérivation tangentielle de *o à I'ordre 2k près. Il
s'agit alors d'étendre la construction jusqu,à I'ordre Zt + Z.

Les hypothèses faites impliquent d'emblée que sur uoB, czk,o - czt,Ê est un cocycle
de }lochschild symétrique, tangentiel et différentiel. Il existe donc un opérat.u, ÀoB,
tangentiel et différentiei vérifiant sur UoB,

Czk ,o -Cz* ,Ê  -  6Ao0 .

Posons BoÊ : Czk+t,o - Czt +t,p - ôAoÊ. Alors

6Ba9 : ïBoP-0 ,

ici ô désigne le cobord de Chevalley. Par suite, Bop est un 2-cocycle de Chevalley tan-
gentiel, l-différentiel et nul sur les constantes. Comme la cohomoiogie de Chevalley res-
treinte à de tels opérateurs s'identifie à la cohomologie de Poisson- tangentielle et que
H'n(U"ù - {0i, on peut trouver un opérateur R..B,tangentiel, l-différentiel et nul sur les
constantes tel que:

Bog :1Rag.

A présent, posons:

Tofl : Aop * RoB sur [Joa.

Alors,
6Top - Czk,o - Cz*,Ê et ATdp : Czk+t,o - Cz*+t,p.

Choisissons To0 tel que ToF : -Tog pour tout a, B et posons

t T t t m' l 'aÊt :'1'"p I TB1 I T1o.
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Il est clair que:

6To fu :0ToBr -Q .

comme HÏ(u,B): {0}, il existe une foncti on toB, définie sur uop, tele que

T"n@):ùtoBr(u) .

Maintenant, si {oB est un champ tangentiei conforme sur Uop, alors

D BG"ù - D.(€,ù : f ",, (DrB, G*ù - o?, (€.ù)
r ) 0

est à I'ordre 2k près une dérivation tangentielle de *o ou *B. La structure desdérivations tangentielles rappelée dans I'alpendice A.2 p"t*"f d,affirmer que cettedifférence DBG"ù - D*((,ù est de la forme

È _ 1

D BG"B) - D*(€.ù : t "'"a,ff!h) + u2k n!r' t . . .,
7:l

où les fonctions T'.p 
". 

dépendent pas du champ conforme {oB. par ailleurs, si l,on note

T : enp(-r2kToL)

oùTo,B est i'opérateur introduit plus haut, alors pour tout z et tout o, et à1,ordre zk+2près, on a l'égalité suivante:

u*B u :  T-1(T(u)  *o 
" ( r ) ) .

Ainsi,

D"(€"ù-7- roDB(Çf ioT

est une dérivation à I'ordre 2k +2 près de *o. I1 existe donc une fonction olkB st,. (IoB teIleque

fr_1
Dzu(€,ù - D'Br(€,ù - (Le.uToB tZkT,fi+ tt ,"ô*uzi)rrr: asr.h|.-B)

: l

l r - l  
&_1

ti tf ""é,U',b)]26 désigne la partie d'ordre 2rt en, d" E ,t,é,UZb). contrairement
r=1 

r: law.f2rfi,la fon-ction 
,gYp y""t.dépendre de €.B. Précisons ceia. Si €lp est un autre cha.rnpconforme sw uop, aJors il existe une fonctià" I aen"ie sur u*B r,.ï7Ë'qrr. €lB : e"u i nîDe plus, par définition,

D?u (€"B + H ù - D7k (Ë,ù r c*+r,,(.f, .)
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etr

n'uh (€"8 + H ù : Dlk (€,ù * crn+r.,p(f ,.).
Donc, on a

ag':p&"B + Hù : asZhG,B) - (07.ù (/,.) + {f ,7,8.} - T,B(f ,.})
: A@':u + T"BUD.

on pourra donc choisir un champ tangentiel conforme €.,B suruoB et poser:

o s'"hG"B + H i : s?rB + r,B(f) VT e C*(g.ù.

Maintenant, pour tout champ conforme €.,l-' srrr [Jep-t) oî a

(DB - D")(i l8) * (D., - Dù(€,8) * (D* - Dt)G*pr) :0.

Ainsi, pour 1 < i < k, la fonction

f '"b+tâ:r+fiL
est invariante sur Uo6 et donc

-(L €. u.,Toh I 2kT,B) : 0 gZkB r(to B ),

où I'on a posé

l'okBr: g?h + g'Bf, + g'-,L.

Mais on a vu précédemment qae ToBr: &oyt et on a

-(Lilu,}toh | 2le0t,B1) : -0(LeoB,tot.t + (2k - r)t,B).

Considérons l'équation:

-(Le.u-,v + Qk - t)e) : 97kBr(€,8^,).

Les équations de ce type admettent une unique solution, qui est invariante si le secondmembre I'est. Ainsi, si grB, est I'unique solution C- de l,équation

-(Le,u^,e + (2k - t)ù : s2:pr(€.8),

on aura
0(Le.u. , (poB, -  toBt)  + Qk -  r ) (ç,8,  -  toBt))  :0,

soit encore
LÊ.ur(Pop, - t ,pt) + Qk - 7)(p,8, - t . ,B.") :  ca\^yt
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où' coB, est invariante' La fonction toÊt - grh est donc solution de l,équation en gsuiva-nte

Lê.u, (ç)  + (2k - t ) (ù :  co, . r .

c'est donc la seule solution et elle est invariante. Il en résulte que:

o ( t " p t -PaB ' ) -Q .

C'est-à-dire:

ToFt: ÔPopr

on vérifie en utilisant l'égalité t que gaBl rre dépend pas du choix de €oh.D,autre part,par construction, on voit que la fonction gayg àéfirri" p*,

?a?t6 : ?oÊt - gafl6 I po1ô - gÊû

est solution de l'équation:

-  Le.utd? *  (2k -  l )P :  0 ,
où 6*9zo est un champ tangentiel co1{o1me-s w UoBr6. L'unique solution de cette équationétant la solution nulle, p.Àr: 0. Mais alors, p;;;;"r une partition de l,unité (d,). d"M subordonnée au recouvrement (Ur), 

"t 
porârrr,

s , ,1 :D'hrr r r?  sur  [Jog.
.Y

Par construction,

?ogt: sag * sB, * s1., sur UoÊr.
Donc, si on remplace ToB par

Go f l :ToÊ-7sog ,

on obtient non seulement les relations:

6GaÊ - STaÊ et AGap : ôTos,

mais aussi

GoB IGBt tG to :0 .

Ceci nous suggère de définir, sur chaque Uo, I'opérateur

Ko -DG,rrhr.
'l

On vérifie alors que Gog: Ko - Kp sur UoB. par conséquent,

Czk,o - 6Ko: Czh,g - 6KU,

Czk+t,, - 7Ko : Czk+r,p - ôI{p.
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Si on note pour chaque [/o:

et aussi

TL:  
" rp( - rzkKo)

Lt, *tou : T';r(TL(r) *, f i ,@)): f C,,,o(u,r)r,,
>0

alors, pour tout a et A.
C'",o : C'r,B Vr < 2k t 2.

Enfin, on obtient une dérivation tangentielle de *', à r,ordre 2k+zprès en posant:

D', ( ( , )  :  T '  aD.( ( , )  o  T ' - t .E

ryq Produits-.t=. di{érentiels, tanr v . U r r u ( l l | I t s - S I a r o l [ e r e n t l " I " . @ s u r l ' o u v e r t d e n s e d e

g* des orbites de dimension maximare (cas nilpotent).

,b " (p ) :  p , ( t r r i  Vp ,  €  Uo.

Proposit ion IV.E.1

@eLieni Ipotente. ,g* I .edua1degeto/buver tdensedeg*d.esorb i tes
de dimension maxim aJe- Alors, il ex:sie des produ iîs-sta"r locaux, tattgentiels, gradués etdifférentiels sur f,).
Preuve:
soit (u")" un recouvïement de c) par d.es cartes de weinst ein (tlo,,pi,qi,ri)homogènes
comme celles construites dans la proposit io,-l-v .2.4. Dans ch.quà.;;; 

-uo,Lproduit-star

$:rTffi::l 
t"t variables nî , ui est iangentiel et différenriel. 11 esr sradué par homogénéiré

Proposition IV.b.2
@ de Lie nilpotente d.e dimension rn et dr l,ouvert d.ense de g* desotbites de dimension maximale soi! encore (u*) un îecouvrement deo p* des cartes deweinstein (homogènes). Ir existe aJors une pui4nion de l,unité ç.r1r,s, ae {r subordonnéeau recouvtement (t/")' tene que chaque {.to soit homogène a. aàgi'ô.Preuve:
Pour tout point a:(a6) de IR-, nous noterons l lallr:Dcf. Nous noterons aussi

S- -1  :  {a :  (oo)  e  IR-  :  l l " l l ,  :  1 } .

Soit maintenant (",) t* système de coordonnées de g*. Dans ce système, tout point p de os'écrit p : (p;) et o s'identifie à un o'vert d: R- --{0} .rrr l"qrrËinllsl par dilatation.De plus, pour tout-point p de o, la fonctio" t -* 1lt.pll, est coniinue et strictementmonotone sur IR|, il existe donc un unique t, dans nî ;;i qr" tu.p-roi, au"', o n s--1.On vérifie alors que pour tout réel s ) 0rt"t, - L-. Introduisons à présent une partitionde I'unité (pr). de f,) o,s--1 subordonné. au r..àrr.r."*ent (u, n s--r)o. posons alors
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On obtient ainsi une partition de l'unité de f) subordonnée à (%). De plus, les ry'o sont
bien homogènes de degré 0 puisque pour tout réel s ) 0 et pour tout point pt de fl,

rh 
"(s 1t1 : I  o(t " r.s tt) :  ç,(t p F) : û,0ù.a

La partition de l'unité construite ci-dessus va maintenant nous permettre de prouver
I'existence d'un produit-star tangentiei et gradué sur ,f) par recollement des produits-star
locaux de la proposition IV-5.1. Malheureusement (mais ce n'est pas tellement surprenant),
le caractère semi-algébrique des prolongements de Saint-G.r-u-ir, (étudié au début de ce
chapitre) ne pourra pas être conservé après recollement.

Théorème IV.5.B
S3it g une algèbre de Lie nilpotente et 0 Ja variété des orbites de dimensjon mascimale
da'ns le dual g*. Il existe aJors un prod.uit-star tangentiel, gradué et différentiel sur f,).
Preuve:
Il suffit de reprendre la preuve du théorème IV.4.1 pour la variété de poisson régulière f)
et de faire les modifications suivantes:

i) Prendre un recouvrement de Q par des cartes de Weinstein homogènes d.u type de
celles construites dans la proposition IV.2.4.

ii) choisir AoB et 7oB homogènes de bon degré (i.e. de d.egré -2k).
iii) Remarquer que par homogénéité de T*8,, ço67 est invariante. Donc que

Togt : Ôgoh : 0 : To0 * Tg * T1o.

iv) Choisir une partition de l'unité (t/,) homogène, ce qui est possible d,après la propo-
sition IV.5.2. Puis, prendre pour K* I'opérateur suivant:

Avec ces choix, I'opérateur Ko sera homogène de bon degré et il en sera de même pour les
produits-star modifiés *!.n

I{, - Dr,rrbr.
^Y
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CHAPITRE V

Une approche cohomologique de la formalitê de Kontsevich

En 1997, M. Kontsevich conjecture dans [Konl] I'existence d'une formalité pour toute
variété différentiable M, c'est-à-dire d'un .Coo-morphisme particulier entre deux algèbres
de Lie différentielles graduées naturellement attachées à M (celle des multichamps de
vecteurs Tea's(M) et celle des opérateurs différentiels Dea,s(M) sur M). Peu de temps
après, il démontre sa conjecture dans [Kon2]. En conséquence de ce résultat, désormais
connu sous le nom de théorème de formalité, il déduit I'existence d'un produit-star sur
toute variété de Poisson répondant ainsi à une question qui a arrêté de nombreux auteurs
pendant longtemps.

PIus précisément, Kontsevich construit d'abord dans [Kon2] une formalité explicite pour
IRd à partiï de graphes admissibles. Cette constructior, 

"ri 
aujourd'hui bien 

"o*prir"(voir par exemple [AMM] pour une explication détaillée). Puis, il parvient à globaliser sa
construction pour une variété quelconque en utilisant des arguments subtils de géométrie
formelle.

Ii serait intéressant de pouvoir dorurer une preuve moins abstraite et plus géométrique
du recollement des formalités. Ce n'est bien sûr pas si simple. Une façon d'aborder cette
question est de mettre en évidence et d'étudier les cohomologies les plus appropriées au
problème d'existence (voire de classification) des formalités. Rappelons que la cohomologie
de Hochschild des graphes de Kontsevich a été introduite pour la première fois dans [ABM]
pour le cas des bons graphes liés aux structures de Poisson linéaires. Dans cet article, les
auteurs calculent les premiers espaces de cette cohomologie. Ces calcuis leur permettent
d'obtenir une preuve très jolie du fait que, pour une algèbre de Lie g donnée, tous les
produits-star de Kontsevich (f.e. tous ceux construits au moyen d'opérateurs "universels"
obtenus à partir de graphes admissibles) sur g* sont équivalents (ce fait est aussi prouvé
dans [Di2] d'une toute autre manière). Le calcul complet de la cohomologie de Hochschild
pour tous les graphes et en toute dimension a été ensuite obtenu dans [AM]. Dans ce
dernier article, les auteurs montrent comment cette cohomologie permet de réinterpréter
l'équation de formalité pour IRd.

En prolongement direct de [AM], D. Arnal, M. Masmoudi et moi-même avons défini
et commencé à étudier une cohomoiogie de type Chevalley, naturellement associée à la
formalité; une cohomologie qui nous a permis de localiser (un peu comme pour les produits-
star) I'obstruction à I'existence des formalités. Dans ce chapitre, je propose de donner la
preuve détaillée de cette localisation dans le cadre général d'une variété M quelconque.
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Le plan du chapitre est le suivant. Dans la section 1, on définit ia cohomologie de
Chevalley des algèbres de Lie graduées. C'est la version graduée de la cohomologie classique
des algèbres de Lie. Dans ies sections 2 et 3, on revient rapidement sur la notion de
forrnalité et sur la construction explicite de Kontsevich pour l'espace IRd. Dans la section
4, on munit i'algèbre de Lie graduée Deay(M) d'une structure deTo4n(M)-module gradué.
Ceci sera utilisé dans la dernière section pour localiser I'existence des formalités.

V.1 Cohomologie de Chevalley graduée.

Pour tout espace gradué V et tout élément u deV, on notera lul le degré de u dans I/
et ô le degré de u dans le décalé Vft l  ( i .e. ô : lul - 1). On notera aussi I / [n] :V[L]*,
^9(7) I'algèbre symétrique graduée de I/ et A(y) I'aigèbre extérieure graduée de V. Ce qui
signifie:

S(V) :  T(V)l  (  u I  y -  (- t l" t tuty & t  >

^(Y)  :  T(V) l  (  r  I  u  *  ( - t ; l " t tu ty  s  x  ) ,

si I'on note ?(V) I'algèbre tensorielle de V. On rappelle que I'on a un isomorphisme
d'espaces vectoriels entre S'(y[i]) et A"(V)[n] [Kon2, AMM].

Par définition, une algèbre de Lie graduée est un espace vectoriel gradué E: ..erg",
muni d'une application bilinéaire [, ] : g x g ---+ g telle que:

i)[gn,gj] c gi+i

i i ) lx,yl  :  (-1) lxl lYl+lty,Xl VX,y e g

i i i)(-qtxttztltx,,yl, zl+ (-r; lvl lt l [[y, z].,x1+ Çgl4Vllz,xl, yl : s vx,y, z e g.

Soient g une algèbre de Lie graduée et M un espace gradué. La graduation de ,Âl induit
une graduation sur l'algèbre End,(M) des endomorphismes de M. On a une structure
naturelle d'algèbre de Lie graduée sw End,(M) donnée par le crochet

l f  ,g l :  f  os  -ç-g l f l lo ln  o  y  Vf  ,g  e  End,(M).

On dira que M est un g-module gradué s'il existe un homomorphisme d'algèbres de Lie
graduées ur de g dans .End(M) (on notera w(a)(m) : or.Trl.) d € g,rn € M),, c'est-à-dire
un homorphisme de degré 0 de g dans End(,&4) tel que

l * ,01.r" :  ot.(p.rn) -  (- t ; l ' l l r l  p.(o.*) Vo, Ê €. g,Ym € M.

Pour des raisons d'homogénéité, on préfère travailler dans le décaté g[1]. Au crochet de
Lie [, ] d" g, on associe donc I'application bilinéaire

[ ,  ] '  '  g[1] x s[1] --  s[1],

de degré 1, définie par

lo ,  0 \ '  :  ( - r ; l ' l ( lB l -1) lo ,  0 l  : ( - t ; (a+t )B l " ,  0 l  Vo.  g  e  g.
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De même, on associe à un g-module gradué M I'application bilinéaire

l , l - ,  g [1]  x  MlTl - -+ Ml I l ,

de degré 1, définie par

lo ,* ] * r :  ( - t ; l " l ( l * l - r )  a .m:  ( - t ; (a+t ) f t  * . *  Va € g,  Vm € M.

La structure d'algèbre de Lie graduée pour g et celle de module pour ;1r1 se traduisent en
termes d" [, ]' et de [, ]ru, put les formules:

. lc, ,  pl '  :  i - r ;ao1 0,o7'  Va,,  B e s
o (identité de Jacobi graduée)

( - r )"1[ [o,  Ê] ' , t l '+  ( - r ;pa1l0, t l '  ,a l '  + ( -1)rFl l r ,o l '  ,01 '  :0 vo,  g,1 e s
o (propriété de module)

ll.., 0l', m).u -f ( - t )" [", 10, *],v.l*r-t

+ ( - r ;Ét t+ ' ) lP, l* ,ml , , , . ) t t  :0 V*,0 € g,Vm € fu\ .

Finalement, on définit la cohomologie de Chevalley graduée de g à valeurs dans un
g-module gradué M de la façon suivante:

Les cochaînes sont les applications multilinéaires symétriques, c'est-à-dire les applica-
tions de ,S.(g[1]) dans ,tVI[1]. Le cobord d'une (n - l)-cochaîne C est Ia n-cochaîne donnée
par:

0C(o ,1 .  .  .  .  . a , ) :  I ( - t ) t " '  , o ( i , r  .  .  . 1  .  .  . n ) l o ; ,C (o , . .  .  .  .  . û ; .  .  .  .  . a , ) l * t
à : l

1ç- ,  - ,a- ;  L t - t )u  " . ( i i ,1 - - . i i  
.  - .n )C( [a ; ,c , i ] ' .a t . .  -  - . f f i i - .  - . .o" ' - ) ,

" t+j

les c; étant dans g et Ô désignant le degré de C. Ici et dans la suite, pour toute partition
(I, /) de {1, . . . ,n}, on désigne par eo(f, "I) la signature de la permutation-battement (/, /)
sachant que I'on a

d t .az  :  ( -1 ; c ' o ' az .o t r

pour tout élément a1 (resp. a2) de g de degré d1 (resp. d2) dans g[1]. Par exemple,

eo ( i , 7  . . . i  . . . n )  - -  ( - 1 ;a ; ( a r - r * " ' * ô1 ) .

Notons que le cobord 0C de C est de degré lC : Ô +t. Vérifions maintenant que ô est
bien un opérateur de cohomologie:

Lemme V. l .1
Ona02 :0oô :0 .
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Preuve:
n * 7

ô2 C (a1.  .  .  .  .arnq1)  :  
f  ( -  I )ac a,  eo( i ,  I  .  .  . î  .  .  .  n  *  I ) la ; , ,  0C (c ,1.  .  .  .  . î ; .  .  .  .  .c ' , -+ t ) l  * t
t : L

-  
I  eo( i i ,1 . . .û  . . .n  * r ) ( -Dac ac( loo,o i l ' . * r .  .  .d ià j . . . . .an+r ) .
i< j

Ecrivons cette expression sous la forme d'une somme de deux termes

Détailrons le premier terme: 

02c: (/) - (//)'

n*7

( r )  :  I ( - r ) ta* l )d 'e* ( r ,  1 . . . î . . .n  *  1)  t ( -1)Ôdi  ro , ( j ,L . . .û .  . .  n  *  1)
i : l  i+ j

l * r , lo j ,  C (or.  .  .  .  .6dj .  .  .  .  .otn*7) lu l*r
n* l

-  
I t - t l (c+ i )a i  eo( i ,7 . . . î . . .n  *  1)  t  eo , ( tc t , r . . . î I  . . .n11X-1)Ô
i : l  

, l r t l*,

[a ; ,C( lap. ,o t f '  .o t . .  .  .  .a f ia t .  .  .  .  .ao+r) ] * t
:(/r) - Qr),,

où l'on a noté pour simplifier e*, àla place de eoqlo-1.

Quant au second terme, on a:

( r1)  :  Du.(n j ,1 . . .û  . . .n  r  1)( - r ;Ô+r I  ( -1)r" ,  eo, , ( t ,01. . .  î t  n  *  1)
à<j t<,'*<,lr*t

[a1 ,C (as .a1 . .  .  .  .a@at .  .  .  .  .an+t ) ] * r

+f  e , ( i j , I . . .û . . . ra*1)  t  eo , , (uu,01. . .  G j  . .n*1)
i<j 

"iîJ"'Ï'i
C ( l o " ,ao f '  . o ,o .  .  .  .  . aud ]à ta  j .  . - .  . a , .+ r ) .

Ici,  on a noté ao:lai,a;] '  et €q,, signif ie €(au{o6})\{o;,oi}.

En conservant les notations ci-dessus et en précisant la place d.e o6, on trouve

(1 / )  :  Du* ( | i , 1 . .  . û  . .  . n  t  1 ) ( - r ; t ô+1 )+Ô(a i+a . i+1 )
i < j

l lot ,oj f '  ,C(or. . .  .  .@j..  .  .  .a.+r) l*r

+  r  eo( i j ,1 . . .û . . .n r  1) ( - r ; {Ô+1)+d 'Ô I  eo, , (1 ,01. . .  û  n*  1)
i < j  l +o , i , j
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lcr1, C (la;, o i7' . . . . .a@a1. . . . .a,+r))*r

+  t  eo( i i , I  . .  .û  . .  .n  11)  t  eo , , (O,  u ,7  . .  û  .  n  +  1)
i< j  u#i , j

C( l [on ,a i f '  , ao ] '  . o r .  .  .  . a@da.  .  .  . . an11 )

+ \ -  
/ r . 4  a .  .  r \  s -  /  ^

,  ^ueo ( i J , L . . . i j . . . n I 1 )  L  eo t r ( u , , u ,0 ,1 . . . uu i j . . . n  *  1 )
i<j , ,Tâo",r, i

C ( [o " ,oo f '  . l a r ,o  j ] '  . o t . .  .  .  . ao f f i i a  j .  .  .  . . an* t )

:(I It) + çt tt) + (r/3) + (I14).

Montrons que (-[) - (llr; : g'

(1r) - (rr1) :

: t  e*( i i , t . . .û . . .n i_r) ( - r ;c ta; rd; ) rd i fa ' , [a i ,c(or . . . . .6 f r i . . . . .a .+) ]* i , ' r
i < j

+ t  eo( j i ,L . .  .û  . . .n  *  r ) ( - r ;Ôta ; *a i ) *4 . ;  lo . i , fa r ,C(or .  . .6 îù j . .  .  .  .o ,+ r ) ]  * l * t
i < j

+ t  eo ( i j , t . .  .û  . . .n  *  1 ) ( - r ; c ta '+aù l la ; , c . i l '  ,C (c ,y . . . .  .@i . . . . .a^+ t ) l7n t .
i < j

Cette sorrme est nulle d'après la propriété de module de M.

Montrons que (.I2) + lffr; : g'

æ * 1

( r rz )  : t  t  ( - i ; (c+t ; . 'd 'Ô e . , (k t . , t . . . î t  .  . .n  *  r )eo, , ( i ,  01 .  .  . î i ;  . .  .  n  f  1 )
i = l  t < l

h , t * i

la;,C(fap,o;l ' .ar. . . . .afriat. . . . .an+r)lu
n * L

:  t  I  (-r) te+D+d;Ô r. ,(kt,r .  . .  î t  .  . .  n + 1)(-1)(o-È+dr+1)di
i : l  & < l

k , t * a

eo, , (0 ,  i , , I . . .ËU .  .  .n  *  1 ) [c6 ,  C( loo ,a t ] ' .a t . . .  . .a f r * -o , t . . .  . .an+t ) ] * r
n*1

:  t  I  ( - r ) ta+ l )+d iÔ+d '  eo(k l i , I  .  .  . î t  .  .  .n  i1 ) ( -1 ) (d r+ar )ar
i = l  k < t

e , r * i

fa;, C (lap, atf' .ar. . . . .afilar. . . . .o,,+r )].,u
n*1

:  -  t  I  ( - r ) ta* l )c i i *ô.oUk\ ,L. . . fu . . .n  *  1)
n=t *1,1,

lo, ; ,C( lap,at f '  .at . .  . . .afrÈar.  .  .  .  .o, ,+r) ]u
: - (Iz)'
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Considérons à présent le terme (f13). Fixons trois indices distincts r, s,I (on suppose
que r < s < t). Les termes qui ieur correspondent dans (//3) ont pour sorrme

,S :eo ( r s ,1 . . .Æ . . . n *  1 )eo , , ( 0 ,  t L . . . ; à . . . n  *  1 )

C( l * , ,a" f '  ,  a1f '  .a1.  .  .  .  .a f iq .  .  .  .  .an+r)+

l eo ( r t , t . . . r t . . . n  I I ) eo , , ( 0 , s1  . . . ; à . . . n  *  1 )

C (1o", axf ' ,  arf i  .a1. . .  .  .o,f i-"ar. .  .  .  .on+r)+

*eo (s t , , t .  .  .  f t  . .  . n  *  1 )eo , , ( 0 ,  r L . . .G t  . . . n  *  1 )

C( lo " ,a1 f '  , a , l '  . a1 .  .  .  .  . a f i a t . .  - .  . an+ t ) .

Comme ^9 : 0 par I'identité de Jacobi graduée d" [, ]', ces termes ont une contribution
nulle dans (1Ir). Cela étant vrai pour tout triplet d'indices (r,s,t), on a prouvé que
(/lr; : g.

Il reste à montrer que (fla) : Q;

/ l - l - \  \ -

\ 114 )  :  L ro l r J , I .  .  . z J  . . . n  - f  I )  L  eo , , ( u , . , u , 0 ,1  . .  . uu i j .  . .  n  *  1 )
i<j .,ï+.i,,,i

C ( [o " ,o r f '  . l a ; ,  o j f '  . o r .  .  .  . . auÇà ia  j .  . . .  . o , ,+1 )

- 
t  eo(i juu,,I  .  .  .  tu . .  .  n .--1)(-f;(ar+di*1Xo-"*d")

;2j,

C ( l * " ,  aof '  . lo t ,  o  j l '  .or .  .  .  .  .auÇàiot  j .  .  .  .  .an* l ) .

En permutant [a,,,cr] '  et lo;,* j l ' ,  on obtient:

( I I 4 )  : \  e , ( i j uu , l  .  .  i f r ,  . .  . n  *  1 ) ( - r ; (a r+a i+1 )

;1"
C ( lon,  o j f '  . fou,  oof '  .  .  .  .  .a ;d@uaa.  .  .  .  .o tn+7) .

Pu is  en  passan t  de  l a  pe rmu ta t i on  ( i j uu , r  . .  . i j uu  .  . . n  *  r )  à  (uu i j , t . . . uô l i .  . .  n  *  1 ) ,

( f /4)  :  -  
t  eo(uui j , , l .  . .  Gi  . . .n  l1) ( - t ; t " ;+d ' - t t ) (d ; - rd i )
i < j
u < u

C ( lon,  o  j l '  .Lo o,  a , f '  .  .  .  .  .a ;@uda.  .  . .  .on+r  ) .

Enfin, en échangeant les noms des indices i, j et u,u,

( I 14 )  : -  
t  eo ( i j uu , l  .  .  .  ûa  . .  . n  l 1 ) ( - r ; (a r+o i *1 ) (41*c " )
i < j
u < v

C (lou, ao] '  . lo,t,  o i l '  .  .  .  .  .ausdia j .  .  . .  .co+r ) :

: _ (rrù.
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Par suite, (II4) :0 et finalement 02C : O.Et

V.2 La notion de formalité.

") 
L"" 

"lgèb"u" 
d" Li. diffé""oti"llu" g".dréu, 4or, "t 

Do,rr.

Une algèbre de Lie graduée g est dite différentielle si elle est munie d'une différentielle
d (dz :0) de degré 1 qui est une dérivation de degré 1 de g:

dfa,bl:  lda,ôl + (-1)1. l" l la,dbl Va,b € s.

Soit M une variété différentiable. On associe à M deux algèbres de Lie différentielles
graduées: l'algèbre de Lie g, - Tpora(M) des multichamps de vecteurs et I'algèbre d.e Lie
g, - DpoIu(M) des opérateurs multidifférentiels sur M. Décrivons-les rapidement.

Dans gr, un k-tenseur cv est de degré lol : k -1, ii est de degré &. : k - 2 dans le
décalé gr[1]. La structure d'algèbre de Lie de g, est donnée par le crochet de Schouten.
La différentielle considérée sur 91 est la différentielle nulle.

Dans gr, un opérateur rn-différentiel D est de degré lDl: m-L,,il est de degré D : m-2
dans le décalé gz[1]. La structure d'algèbre de Lie de g, est donnée par le crochet de
Gerstenhaber [, ]c. On rappelle que si D1 est un opérateur rn1-différentiel et D2 tn
opérateur rn2 - différentiel,

lDr' ,  Drlc - Dr o Dz - (-f ; la'  l lD' l  P, o P,
où

D1  o  D2 ( f1 , . .  . ,  f * r+ *z - t )  :
rn l

I ( - r ) t - z - t ) ( r - t )Dr ( / r , . . . , f j - r ,Dr ( f i , . . . , f j+ * r - r ) , f j+ * " , . . . , f * ,+* , - t ) .
J = l

Enfin, la différentielle d que I'on met sur g, est définie par

d ,A :  - [ p ,  A ]c :  ( - t ) l a l54  VA € .  s r ,

où p désigne la multiplication usuelle des fonctions et 6 le cobord de Hochschild.

b) L."-algèbres et formalité.

Soit V un espace gradué. Suivant [Kon2], on associe à I/ Ia cogèbre colibre cocommuta-
tive sans co-unité générée par V:

C(V) :  S+(Y[1]) :  0,,>rS'(Yt l l ) .

On appelle L*-algèbre un couple (V,Q) où V est un espace gradué et Q une codérivation
de la cogèbre C(v) (si on note a la comultiplication de C(v), cela signifre:

LQ:(8era;zr+Qds8)A )
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de degré 1 et de carré nul:

lQ '81:  o :2Q2.

Un -Loo-morphisme entre deux .too-algèbres (V,Q) et (V2,Q') est un morphisme de
cogèbres 

T : c(v1) --+ c(vz)
tel que

FQ : QtF.

Par propriété universelle des cogèbres cocommutatives colibres, une codérivation

Q : C(V) --+ c(V)
est entièrement déterminée par sa composition avec la projection sur I/[1]; c'est-à-dire par
une suite d'applications Q,, : ^9"(V[1]) ---+ V[I], que l'on appelle les coeffi.cients de Taylor
d" 8.

Notons que la condition Q' :0 se traduit par une infinité de relations quadratiques en
les Q1. La première de ces relations dit qoe Q? : 0 donc que (y, e1) est oo .o*pÈxe de
cohomologie. La seconde exprime le fait $rc Qz est une forme bilinéaire sur V compatible
avec Q1 relativement à la règle de Leibniz. La troisième signifie $rc Qz satisfait l'identité
de Jacobi à un terme homotopique près donné par 0s...

De même, un morphisme de cogèbres

f : C(V1) -- C(V2)

est entièrement déterminé par sa composition avec la projection sur Vr[l); c'est-à-dire par
nne suite d'applications F,, : S^(V1[t]) - Vzlll, appelées les coefficients de Taylor de F.

Le fait qu'une application .F soit un .too-morphisme entre deux .too-algèbres (V,Q) er
(V, Q') se traduit par une infinité de relations entre les coefficients de Tayloi a" Q ) Q:, ài f .
La première de ces relations a,ffi.rme que .F1 est un morphisme de complexes entre (VrQr)
et  (V,Q\) .

Il est important de remarquer que toute algèbre de Lie différentielle graduée est une
-Do.-algèbre dont les coefficients de Taylor Q; de la codérivation Q sont nuls pour i > g.
De plus, on a la

Proposition V.2.1 [Kon2, AMM]

ff i , , | . , ] , ,d,,)deuxaJgèbresdeLiedifrérentie1lesgraduée.s.. lÙotons(V',8)
et (V',Q') Ies L*-algèbres correspon dantes. Soii maini enant F ui morplhjsme de cogèbies
de C(V) dans C(V'). Alors, F est un Loo-morphisme si et seuJement sj les coefficients de
Taylor F* (n > 7) v&ifrent I'équation de L*-morphisme:

Q'tF^(or. . . . .o,,)+*,2 e"(1, J)Q'2(F11(a r).F1 ;t (o"r)) :
Iv  J= { t , . . . ,n l ,V l+o,1 J l+o

3:  L  eo(k ,1 ,  .  . .  , k , . . . ,n )F" (8 r (o r . ) . .  .  . .d r .  .  . . . c , " ) *
le=l
'l -

+  ;  Leo (k \ , 1 , .  .  . ,  k l , .  . . , , n )F , t (Qz (a r , . a1 ) . . . . a î a r . .  . . . d , . ) ,- k+t
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où l/l désigne Ie nombre d'éléments de I et e*(t,J) désigne Ie signe associé à la
permutation-battement corresponda.nt à Ia partition (1, J) de {1, . . . ,n} (comme au para-
graphe V,1).

Enfin, on appelle Loo-quasi-isomorphisme entre deux Zoo-algèbres (Vr,Q) et (V2,Q')
un ,Loo-morphisme qui est un quasi-isomorphisme de complexes (i.e. un morphisme de
complexes induisant un isomorphisme en cohomologie) entre les complexes (V1,8r) 

"t(vr ,Q\) .

Les structures de .L""-algèbres sur g, : Tporu(M) et g, - Dpoh(M) ont été décrites dans
[Kon2] (voir aussi [AMM]). On les rappeile ici. Si û1 est un k1-tenseur et û2 un k2-tenseur
alors:

Q{. , t )  :  0  et  Qz(o1.*r )  : ( - t ; ( ' t . - t ;u , for ,az]s ,

le dernier crochet étant le crochet de Schouten. Et, si A1 est un opérateur rn1-différentiel
et, A2 un opérateur rn2-différentiel, alors

Q'r(At) :  -6(Ar), et Q'r@t.Az) : (-t ;(", '  
-r)* ' lAr, 

Ar]c.

Le iemme suivant est bien connu.

Lemme V.2.2 [HKR, Vey]
Soit M une vanété différentiable. On note encore g, (resp. gr) |'algèbre de Lie diff&entielle
graduée des multicharnps de vecteurs (resp. des opérateurs multidifférentiels) sur M . Alors,
I'application F{o) 'gr([1]) * gz([1]) défrnie par

r {o)(€r  ^  . . .  A €"X/ ,  , . . . ,  f , - )  : D .(o) Ii€,ror(fi),
a € E ,  i = 1

où D,' désigne le groupe de perrnutations de {1, . . . ,n}, /es (6 sont des ehamps de vecteurs
ef les f ; des fonctions sur M , est un quasi-isomorphisme entre les complexes (gr, d : 0) eÉ
(gr , ,d '  :  6) .

Rernarque V.2.3

L'application F@) du lemme précédent permet d'identifrer Ia cohomologie H(S) d.u com-
plexe (5r,,6) àgr. P/us précisément, si D est un m-cocycle deHochschild, onpeut écrire

D:aD+6.R

où -R est une rn - L-cochaîne de Hochschild et aD désigne l'antisymétrisé de D:

oD(fr , . . . ,  f , , )  :  :  I  e@)D(f ,11) , . . . ,  f ,e . ) ) .
" " '  o € D ^

Comme aD est un opérateut différentiel d'ordre 7 en chaque a,rgurnent, il peut être identifré
à I'unique élément a de 91 tel que

r{o)(") : aD.
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On se servira de cette identifrcation dans la suite.

Le théorème de formalité* de Kontsevich affirme eue gz est quasi-isomorphe à sa coho-
mologie H(g) identifiée à gr. Ce théorème s'énonce comme suit:

Théorème V.2.4 [Kon2]
Il existe un L*-quasi-isomorphisme F (appelé formalité) entre gt et gz, ayant pour premier
tenne T, : FIo).

Pour une formalité, i. e. pour un .too-quasi-isomorphisme entre gt et gz, l'équation de
-too-morphisme régissant Ia condition de .too-morphisme (au sens de la proposition V.2.1)
s'appelle équation de formalité.

Remarque V.2.5
-lfous avons choisi ici de présenter ]a notion de formalité en tennes algébriques. Dans Ie
langage géométrique, eLhe se tuaduit comme suit. Intuitivement, Ia cogèbre C(V) associée
à un espace gradué V peut-être vue comme une vailété formelle avec un point base. (Jne
codérivation Q de C(V) cotrespond alors à un champ de vecteurs sur cette va,riété formelle.
Dans ce contexte, u.ne Lo-aJgèbre est appelée Q-variété, un Loo-morphisme f entre deux
Lo"-algèbres correspond à une application entre deux vafiétés; et FQ : Q'f se traduit
par Ie fait que les champs de vecteurs Q et Q' sont F-reliés.

c) Le lien avec la quantification par déformation.

Une formalité F entre g, : Tpob(M) et g, - Dp,oto(M) coûrme ci-dessus donne pour
toute solution Â dans T,a,(M) de l'équation de Maurer Cartan:

2 dL + [Â, A]s : [4, À]s : 0,

une soluti on C: t 
' ir,rn.. 

...^) d,ans Dpory(M) del'équation de Maurer Cartan:
r ) 1

26C + lC,Cl6 :  g .

Ainsi, la donnée d'une formalité f permet d'associer à tout tenseur de Poisson It de M,
unprodu i t - s ta r * (appe lép rodu i t - s ta rdeKon tsev i ch )dé f i n ipa r * :p+Cs ipdés igne
ia multiplication usuelle de C*(M). Dans la suite, on ajoutera à toute formalité -F le
coefficient Fo: pl, et par abus de notation on posera F :DFr.

n)0

Remarque V.2.6

Dans le cas où M est |'espace IRd muni de Ia structure de Poisson /\ constartte, le produit-
star de Kontsevich coincide avec Ie produit-star de Moyal. Et, si M : IRd est muni d'une

* Le terme de formalité est emprunté au iangage homotopique, un langage qui qualifie de
formelle une algèbre de Lie différentielle graduée quasi-isomorphe à sa cohomologie munie
de la différentielle nulle.
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sfrucfure de Poisson linéaire (i,.e. si M correspond au dual d'une algèbre de Lie), alors le
produit-star de Kontsevich diffère généralement du produit-star de Gutt.

V.3 La formalité explicite pour l tespace IRd.

Dans [Kon2], Kontsevich construit une formalité explicite pour IRd à partir de graphes
adrnissibles. Rappelons rapidement cette construction.

Pour définir un graphe l, on se donne des sommets et cles ar'êtes. Les sornrnets sont de
deux t;,-pes: les sommets aériens sont des points pt,. . . ,p' du demi-plan de Poincaré:

'H :  
{ ,  €  C :S (z )  >  0 } ;

les sommets terrestres sont des points gt,. . . ,Q^ de la droite réelle. Les arêtes sont des
----+

flèches aô partant d'un sommet aérien (la source) et anivant sur un soûrmet aérien ou
terrestre (le bui). Un tel graphe est admissible s'iI n'a ni flèches multiples ni boucles (f.e.
la source et le but d'une flèche doir,-ent être différents). Il est dit orienté si I'on a mis un
ordre total sur les flèches. On note dorénavant Gn,,n l'ensemble des graphes admissibles
orientés à n sommets aériens et rn sornmets terrestres.

\ioici un exemple de graphe à trois somrnets aériens et deux sommets r,erresrres:

Figure 2: un graphe adr:rissibie.
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Pour reproduire ici la formule explicite de la formalité pour IRd, on choisit d'employer les
notations de [AM, AMM, MT]. Pour un graphe T de Gn,rn, on note ptt. . .,pn ses sommets
aériens et qt,...rg* ses sommets terrestres. On suppose que les sommets et les flèches
de I soient énumérés de façon compatible avec i'orientation de l: les flèches partant d'un
somrnet aérien p1 ont les numéros frr * . . . + ki-t + 1, . . . ,kt * . . . i ki. L'ensemble de
ces flèches est noté Deb(p1), il est de cardinal k3. On note aussi f in(ô) I'ensemble des
flèches arrivant sur un sommet b (aérien ou terrestre) et 96 son cardinal. Soit maintenant
I{ : |,|:rle; Ie nombre total des flèches du graphe l. Alors, I permet de définir une
application

B7: S"(To,rr( lRd)) -, Dootr(F.d)

qui à tout n-uplet (41, .. .,o,.) de tenseurs contrava,riants totalement antisymétriques as-
socie I'opérateur rn-différentiel défini comme suit:

Br (o t  . . .  . .o " ) ( f r , . . .  ,  f  ̂ )  : t
1 1 \ , . . . , i

f i , r, n.rr,, a? "b(n ù 6 r ;,(q,)( rt) - . . 0 F ;n(c*> ff *),
x ld  i = t

les fi étant des fonctions lisses sur IRd, si les û; sont des ,b;-tenseurs, et I'opérateur nul
sinon. Dans I'expression ci-dessus, on a posé:

o leb (o )  -  oO .o r * . . . r j - r * r  
" '  i r " r+ . . . + r i

ô rn$ ) :  ô i " r . . . i " nu  s i  F i n (b ) :  { s r , . . . , s su } .

Par exemple, si l'on munit ie graphe I de la figure 2 de i'ordre suivant:

m <prfr  <M <pff i  <pfr  <M,

alors

Br(or .az.ot)( f r ,  fz)  : ol' n'0" 0 n, nna2ô ;" a'{i ui' ôi, ( f, )ô; 
"; "( 

f ù,
l< i r , . . . , i6S i l

pour tout teirseur dttotz et o3 d'ordre 3, 0, 3 respectivement et pour toute fonction fi et
/2 sur IRd.

Maintenant, la formalité explicite U de Kontsevich est uniquement déterminée par ses
coefficients de Taylor:

î,ln : S" (To,rr(IRd)[t1; -' Do,1r(IR,d)[t].

Par définition, les Un sont homogènes de degré 0: si les tr; sont des fr;-tenseurs, alors

n

U,@1L..an) :  d1 + . . . *  dn -  !1 t r  -  z) .
i :1
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Autrement dit, Un(a1. . . . .a",) est un opérateur ræ-différentiel avec

m-2 :Ë  k ; - 2n .
i : 1

Les coefficients de Tavlor de la formalité sont définis comme suit:

où le coefficient Trft, associé à un graphe I de Gn'n est un nombre réel nul sauf si le
nornbre de flèches de I est exactement égal à 2n i m - 2. Il s'obtient en intégrant une
forme fermée c.,.ç de degré 2nlm-2 sur une composante connexe de la compactification de
Fulton-MacPherson [FM] d'un espace de configuration qui est précisément de dimension
2n+m -  2.  Pour  êt re complet ,  notons,  pour  2nIm-2>0,  Confn, rn I 'espace

Con fn , , o : { ( p r , . . . tPn i8 t , . . . , 8 * )e  7 t "  x  IR - :  p ; f  p i ,  s i i l i ; q * *q1 ,  s i k l l } .

Le groupe des transformations affi.nes:

ç ( t )  :  { "  -  az  *b :  a  €  IR ; ' 6 ,b  e  IR }

agit sur Conf n,* libremerrt. L'espace quotient

Cn,* :  Confn, rnf  GO\

est donc une variété de dimension 2n lrn-2. Cette variété est non connexe, on note Cd-
la composante connexe relative au cas où les points terrestres sont rangés dans I'ordre
cro issant  ( i . " .  q t  <  . . .  <  4-) .

On note Cl,*Iacompactification de Fulton-MacPherson de CI.*, telle qu'elle est décrite
dans [Kon2] ou [AMM].

On note encore

Deb(pi)  :  { 'p f i , . . . ,p i "Ë} î  * ,+. . .+*, - ,* i  :  pf r .

Alors, par définition, Izft, est:

où

(rr : dO- A . .. A <D-+ et O-----+ : erg(ry).
2 t rL * ' k l  . . . l c . !  u1  u r t+ " ' +nn  p j a  ' a -p i

Comme Br, Wr dépend de I'ordre des flèches de f; mais le produit WrBr n'en dépend
plus.

? /n (o r . .  .  .  . o , , ' )  :  I  WaBç(a1 . .  . . . t n ) ,
l €Gn . *

Wr:  [  , ,
J cI,^
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La pre
plication

C*,,n-

uve du fait que Ies Un vérifient bien l'équation de formalité s'obtient par ap-
du théorème de Stokes pour les formes fermées c.ln et pour les variétés à coins

V.4 L'algèbre de Lie graduée Dooln vue comme ?loorr-module.

Dans ce paragraphe, M désigne une variété différentiable. On note encore gr : Teay(M)
l'algèbre de Lie différentielle graduée des multichamps de vecteurs et 92 celie des opérateurs
multidifférentieis str M. Nous proposons maintenant de montrer que l'existence d'une
formalité entre Er et Ez est bien décrite par la cohomologie de Chevalley graduée d.e g, à
valeurs dans gr, vu comme module sur lui-même. On écrira le cobord d'une application
g: S"-r(gr[t]) * gr[1] en faisant apparaître la codérivation Q comme suit:

n

ôç@r . .  .  . .on ) :  f  ( - r )Q* 'uo ( i , r . . .1  . .  . r )Qr@r .ç (c4 . .  . . . î ; . .  .  .  .@, ) )
i :1

1 ç - -  / . . <- ,  
Leo ( i j , L . . . i j . . .  "X -1 )op (Qr (o *o j ) . a t . . . . . d î j . . . . . a , " ) ,' 
i+j

les a6 étant des muitichamps de vecteurs sur la variété M.

Par ailleurs, on peut définir une action de g, sur gz en posant:

a.D: 
"1r!o)ça1,n16 va € 9r ,vD € 92,

"r: 
o[r{0)(o),Dlc désigne l 'antisymétrisation de l 'opérat"u, [ .F{0)(o),D]c.cette action

définit une structure de gr-module gradué sur 92, comme le prouve la

Proposit ion V.4.1

On note encore [, ]s J" crochet de Schouten et [, ]c celui de Gerstenhaber. On désigne
encore par o, |'antisymétrisation des opérateurs et p* 4o) linjection de g, dans g, défrnie
plus haut. Alors, on a les égaLités:

( i )  a lD1,  Dz]c  -  a lDr ,aDz]c VD1,  D2 € 92;

Ql rl0) @, gls) : alrl') @), r{o) @)1" ya, g e sr;
(iii) afrlo) ([o,0]s), Dl" :

"frto)ç"S,"lF{o)@),Dlclc 
- (-r; l ' l l r t"[r lo)@),o1r{o)1o; ,D]clc Vo,0 € sr,D €. sr.

Preuve:

Soient D1 un opérateur rn1-différentiel et D2 un opérateur m2-diff&entiel sur M. On a
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d'une part

alDt, Dr]c(ft,, . . ., f *,+,,"z-t) :

:  a (D t  o  Dz  -  ( - t ; l o ' l l o r lDz  o  Dù( f t , . . . ,  f * ,+* , - r )

1 - r n 7
:  

ç*3 * ,  -  r ,  
' ( " )  [ I ( -1) ( rn '?-1)( i -1)

'  û € E ^ t + ^ z - r  j : l

Dt ' ( f  
"0 ) , '  

-  - ,  f  og  -1 ,  Dz ( f  , ç1 ,  .  .  . ,  f  o }+ * r - t ) ) ,  f  oç  a * r ) , '  .  . ,  f  o (mr+mz- t ) )
Tnz

-  
DC- t l  (m1-r ) (m2-1)*( rn1 -1)( l - r )

l= I

Dz( f , 0 ) , ' . . , ToQ- t1 ,D { f , (D t . . . t f o ( t+mr - r ) ) , f oç t1 * r1 , . . . , f o ( ^ r+ - r - r ) ) ] .

D'autre part,

[D1,  aD2l6( f r ,  .  .  . ,  f * ,+ ,o, - r )  :
rn l

:  \ - f  - t  1 ( rnz- r )1 i - l )  
1  

\ -  /  \-  /  . \  L) 
--1.  / -  e\r i )

j=l  '  r i  €E^2

Dt Ï t , .  . -  ,  T i - r ,  D r ( f  , i ( r ) , . '  .  ,  f  , i e l * 2 -D ) ,  f  j + ^ r ,  - . . ,  f  * t +^ r - t )
rn -2

-  
t  ( -1 ; ( - ' - t ) (mz- l \ thu  -1 ) ( I -1 )  r  \ -  /  \

.  I= r  
t - t ' '  - '  

^ " '  
" ,k r " " "
s  1 ( p ) = l

Dz( f  
" ,G ) ,  " . ,  f  s7 (p - r1 ,D t ( f  " , p ) , ' - . ,  f + * r - r ) ,Â r ( I * r n r ) ,  . . . ,  f  , , ( * r+ * r - r ) ) .

Dans la première sorffne, la permutation ri dépend de j au sens où elle appartient au
groupe de permutations des rn2 indices j,..., j *mz - 1. Pour j frxé, on étend 11 en la
permutatiot fi du groupe de permutations à -t + n72 - 1 éléments laissant les indices
1 , . . . ,  j  - L , ,  j  *mz , . . . , r rL1*mz  -  1 f i xes .  On  a  c la i remen t  e ( f1 ) :  r ! i ) .

De même, dans la deuxième somme, la permutation s; est une permutation des rra2
indices 1, . . . ,1r1+m1t . . . t r r t r Imz -  1 .  On étend cet te  permutat ion en une permutat ion
du groupe de permutat ions à * t  +  rn2-  1 é léments ia issant  les ind ices l+7, . . . ,1+mt - I
fixes. Là encore .(gr) : e(sr). Nous obtenons alors

lD1 ,aD2 l6 ( f r , . . '  ,  T * ' + * r - r )  :
tTl, I

: \ - f _ t 1 ( rnz - t ) ( j - r )  r ;  
t  , ( r i )L \  - t  

m , r l . , u
j = l  

.  - ' -  
15  €E^2

D{ f  ; i ( r ) , . ' .  , f ; , 1 i - t 1 ,Dz ( f r i ( r ) , . . .  ,  f ; i ç+ * r - t ) ) , ,  f r i u+* r ) , . . . t f ; i (m*mr -D)
rn-2

-  
t ( -1;(- ' - r )@t2-r) ! ( ry 

-1)(r-1) j -  
t  e(sr)

l=1 m2! 
" ,7r*"
r  1 ( p ) = l

Dz( f  
" ,O) , . . . , f  s ,@- t ,D t ( f  " ,@) , . . . ,  f  s ,e+* r - r ) ) , . f , , ( r+  * r ) , . . . ,  f  s t ( * t+* , -1 ) ) .
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Par antisymétrisation, on trouve

atDr , "Dz]c( f t , . . . ,  f  * ,+* , - r )  :

:  
@J#;-ù.,."à,_, '(o) lËt-t l '*z-1)(r-1) h,f , '(" i)

Dt( f "Gi ( r ) ) , ' ' '  t  fo f t ; ( i ) ) ,  Dz(T,( ; i ( i ) ) ,  .  .  . ,  fo f f5U+,o, -97) ,

f  o@5 Qlrn; ) ,  .  .  .  t  f  oQj  Qnl l roz - r ) )  )
m-2

-  
I f - t ; ( - r - t )1* r - r ) * ( rn r -1 ) ( r -1 )  

1  
I  e (s r )

l=r *"' ":frïi?
Dz( f  ,G ,OD,  " '  , , f o ( ; , ( r - r ) )  ,D r ( foG, (L ) ) , .  . .  t  f  o ( î t ( I *m t - r ) ) ) ,

f o . i , t l *mù) ,  .  .  . ,  f o *2 ( rn1 l .mr - r ) ) ) ]  .

D'où. le point (i):

a lDt,  aDz]c(Tt,  .  .  . ,  T*r+, , ,z-r)  :

@#=,nË,-t, t ,"z-1)(r-1) t  .(o')*
) !  ; r  o t€ ' ,mt+*z- t  

T f l z l

D { f r '  r ) , " ' , f o ' Q 1 1 , m z l . D z ( f o ' 0 ) , . . . ; f o ' ( i + m z - D ) , , f o ' ( i + * r ) , . . - , T o , Q n t + m r - 1 ) )
m - 2

-  \ -  / - 1  \ ( r n r  
- r ) ( r n z - 1 ) * ( r n r  - r ) ( l - r )

.L \ -''

l=1

m2lD2( f  o ' ( r ) ,  .  .  . t  / c ' e - t ) ,D1 ( f  , , gy t .  .  . t  f  o ,ea* r - t ) ) ,  f  o , (+m) , .  . .  ,  To , ( * - r * "nz - r ) )
:  a lDt ,  Dzlc( f t , ,  .  .  . ,  f , , ,+* , - r ) .

Le point (ii) se vérifie facilement. Le point (iii) résulte directement de (i) et (ii) et de
I'identité de Jacobi graduée vérifiée par le crochet [, ]c.O

Nous noterons ô' le cobord de Ia cohomologie de Chevalley graduée de g, à valeurs dans
92, muni de la structure de gr-module définie plus haut:

Pour Q r S"-t(gr[t]) - g2[1] et pour tout at € gr, on peut écrire

ô ' iD (a1 . . . .  . o " , )  :  É t - t l 6 " , r , , ( i , 1 . .  . ? .  . . n )ae ' r ç | o ) (o1 ) . ô (o r . . .  .  .C . .  .  . . û , , ) )
i = 1

- ;2e. ( i i ,1 - .  .û .  .  . , ,X-1) 'o (Qr@n.d; -o t . .  . .  -dæi . . .  . .on) .

Dans la suite, on simplifiera I'expression des cobords â'iD que nous aurons à considérer en
écrivant ai au lieu de FIo)@n).

t
o ' € E * t + * z - : '

,@')h.
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Remarquons que pour toute application ç : Sn-7 (g, [t]) - gr [1], on a d'après la propo-
sition v'a'l (ii): 

o,Flot * : Flo) op,

oli .Fjo)p est défini par:

Flo) ç@,,.  .  .  .  .o,"-r )  , :  4o) @(c-1. .  . .  .o,,- ,  ))  va, € sr .

v-5 rnterprétrtion cohomologique de ltéquation de formalité.

Pour une application O : ^9r(gr[t]) + gzll], on convient de définir le cobord de
Hochschild de O par:

ô (O) (a1  . . . . . op ) : : 6 (ô (a r . . . . . " o ) )  Va ;  €  g1 .

De même, on définira l'antisymétrisé aô de O par:

aQ(a1  . . . . . * ù : :  a (ô (o r . . . . . " r ) )  Va ;  €  g1 .

On est maintenant en mesure d'interpréter l'existence des formalités de manière coho-
mologique: On cherche à construire les Fo d'un -t--quasi-isomorphisme entre g, et g, de
proche en proche en résolvant l'équation de formaJité:

6 ( f ) ( a1 . . . . . op ) :  -  
I  l e , ( k t , t . . . î t . . . p )Fp - r (e r (o1 , . o1 ) . o r . .  . . . 6à r . . . . . op ) i
- 

k+t
I+-
2

e,(1, J)Q'r(Fg (a r). F1 rt (a r) ).
'iiil,\'';;',1

On part de Ft : FIo) . On impose en outre aux F, d'être homogènes de degré 0. On a
alors le

Théorème V.5.1
Supposons que I'on ait trouvé des f2,,.. .,fn-r, homogènes de degré 0, vérifr.ant |'équation
de formalité jusqu'au rang n -L Notons En Ie second membre de |'équation de formalité à
L'ordre n. Alors En est un cocycle de Hochschild et son antisymétrisé aÙn vu comme une
application de S"(g1[1]) dans gt [1] (rem arque V.2.3) est un cocycle pour la cohomologie
de ChevaJley graduée Ô de g, à vaJeurs dans g, . Si ce cocycle est exact, on peut trouver
F'.-t, et f'r, homogènes de degté 0, pour que F2r...,Fo_2rF,r_rrE,, vérifrent lréquation
de formaJité jusqu'au nng n.
Preuve:
Le fait que .8,' soit un cocycle pour la cohomologie de Hochschild a été d.émontré dans
[AM]. De plus, en utilisant la proposition V.4.1 (i), on constate que

a Û n ( a 1 . . .  - . a n )  :  0 t  a F n - r ( o t . . .  . . a n )  |  a R n ( a 1 . . . . . a , . ) ,
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où l'on a posé

R,,(or.....*,) : I I e,e,J)e'2(Fs(a).f1;t(*.r)).- 'iil-*';t;-1)

Notons que comme Q! est de degré -1 comme application de S2(g2[1]) dans grll], -R," et
son antisymétrisé a.R,, sont de degré Én: oh.n - !.

1) Montrons maintenant que 0taR, - 0:

0 ' aRn (a1 . . . . . 4 " r+ r ) :
n* l

:  
f { - t ; u '  r o ( i , , 1  .  .  . 1  .  .  . n  I  7 )aQt2@; .aRn(o r . . .  .  . ô , i . .  .  .  . a , ,+ r ) )
i :7

1 s--
+  ;  Leo ( i j , 1 . . . i j  . . . n  I  L )aR" (Q2 (a ; . a i ) . a1 .  . 6 f j . . . . . an+ r )

. f J

.  n+I
I r -: ; I t -1 )ddeo( i ,  1 . . .1 . . .n *1 )  I  eo , ( I , J )

z = l  r u . r = 1 r . . î . . n a r y
l r l>_2, l r l>_2

aQ'r@ ;.  aQ L(fv t@ r).  F1 4@ r)))
1 -

+ + t  eo( i j , l . . .û  . . .n  - r  7)
+ u

i+j I U J : { 0 , 1 . . . t j . . . 4 + 1 }
l r l>2 , l r l>_2

aQ'r(fg 1@ r).Ft tt(or))
1 1

: ^ ( / )+ ; (11) .
2 '  4 '

où eo, et eo,, ont la même signification que dans le paragraphe V.1.

Le premier terme s'écrit:
n* r

( /)  :  t  I  (-r)(ci+.;)",ro( i , I ,J)ae'r@e'z(Fv(or).T1t(ar)).on).
i = 1  . r r " = 1 r . . î . . ^ + l ]

l r l>_2, l r l>2

L'identité de Jacobi graduée étant vérifiée par aQ', d'après ia proposition V.4.1 (iii), on
en déduit que

n * ' l

( / )  : -  D t  ( -1 ; . ,1 '1*" ' ) .o( i ,  I ,J )aet  (ae, r@lr l@1).a; ) .F1r t (or ) )
; -  r"-' '"'1i!';,ilij,*'l

t  eo,,(1, J)

I u J = { 1 . . . i . . . n } 1 }

l r l>2, l r l>2

-  -2 
t  e. , ( i , I ,J)aQt (aQ'2@;.Fp(ar)) . f l . r t (o;)) .

ru - r : {  r . .  î . .  æ-p r  }
l r l>2, l r l>2
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De même, on peut arranger le second terme:

I U J = 1 o , L . . . { j . . . n + L }
l r l>2, l r l>2

t  €o( i j , \ ,J)aQ'2(Fg(Qz(a;.aj ) .ar , ) . f j r t (*r))

I t  u  J : {  1 . .  .  n + 1 }

l r l > _ 2 , 1 r ,  l >  3
i e r t

( r ' = r u { i } )

+ ;  t  €c1;11ur1 Ui , I r )aQ'r( \ r (Qr@;.o).a1,) .Fyt1(*r)) l  .
. * i  e I

I t : I t u I i i \ , 1 = r 1  u { 0 }

En utilisant la proposition V.4.1 (i) et la définition de ô', on obtient:

# 0 ' (ah.)(ar. . . . .cyru*r)  :  -  
t  e,(1. ,J)aQ'r(T'af i1r ,1-r(ay).F1tt(o"r)) .

'' iij-li,;;îi"'l

L'équation de formalité étant vérifiée jusqu'au rang n - 1, on a

ô' afp-t * aRp : a(Ep) : 
"(6(Fp)) 

: 0 Vp 3 n - t .
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( I I ) :Dr*Ui , r . . .û . . .n* i )  t  eo , , ( r , laQ'2(F1r1@l) . fp (a) )
i+ i

- \ -- 
./-t

i # j  r -11u{o}
1 1  u J = {  1 . . .  i r . .  .  n  + 1 }

+I  t  e .Gi , I . . .û . . .n :_I )eo, , ( I , {0} , / t )
i+ i  r : J l  u {o}

I  u J l - { r . . . i  j  . . . n + ' r }

aQ'2(Fp 1@ r) .  Fp 1(Q z(o t .o ) .4 r ,  )  ) .

Ce qui s'écrit encore:

(r4 :  t  I  D eo(i j , \ , ,J)aQ'r(F11(Q2(a;.oj) .or,) . f . t t t (*"r))
i + j  r= r1u {o }

r r u J - { 7 . . . i j . . . n + 7 }

+ t eo(i i , / ,  ÀX-1)(di*di+t)at oqt çFv(*t).Ftt(Qz(a,i .ai).o-r,))]
J -J1  u  {  o }

I u J r : { r . . . ; i . . .  ' * 1 }

:  2D t  e,( i  j ,  \ ,  J)aQt (Fp(Q2(a;.a j ) .ar , ) . fp(où).
i + i  r= r1u {o }

I  r u J = { 1 . . . i  j . . . t u + L l

En sommartt les deux termes obtenus et en arrangeant les signes, on peut faire apparaitre
le cobord des aflr; (llf I < 2). En effet, on a

ot  (aR.) (ar .  .  .  . .0nr1 l  :  j f l  +  | f l l l
: t eo(I' ,J) l- t eoç1u,(i,I)aQ'r@Q'"@r.4t(or)).ft.rt(r-r))
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Puisque l/ ' l  S n-L pour tous les -I 'del 'expression ci-dessus) on a

-0t al\r,çr(or,) :  aT1r,1(ar,) :  * D Éosur$,\aQ'r(Fp(as).F1r(aT)).
s u'I:I t

l s  l >  2 , l l  l >  2

Par suite, l'équation * devient:

0 '  (ah. ) (ar .  .  . .  .02+r)  :
I

: - z
s  u ? u J - {  r . . .  n + 1 }
l s  l >  2 , l l l >  2 , l J l >  2

1

:; D €o(S, r, J)aQ'r@QLVtst@s).FVt@y)).F1t1(o.r)) :: ,S,.
-  

s u r u * r - { r . . . n * 1 }
ls  l>_2, lT l>  2 , l r l>2

Cette soûlme ,5' est nulie d'après l'identité de Jacobi graduée. Elle est en effet égale à

e, (,5 u T, J) e o, u, $, T) aQ'r(aQ'2(F1 s (a s) . Fg l@ y)) . F1 4( o r) )

E €o(5,,7, J)aQ'r(aQ'r(F1s(as).Fg(ar)).Ftrt(o.r))+
1

6 . 5 u T u  J - { 1 . . .  n + 1 }
l s  l >  2 , l l  l >  2 , l r l >  2

+ 1 t eo(T, J, S)aQ'r@Q'zfls(ar).\t(a1)).rrsr(as))+'  
6  ,u ru" f r . . .n*1)

l s l>2 , lT l>  2 , l r l>2

+ 1 )-- eo(J, S,7)oQ'r@Q'2(F1t(aù.Fy(as)).Fe;(a"))+'  
6 ,uru"?. . .æ*r l

l . r  l >  2 , l T  l >  2 , l r  l >  2

E €,(^9, T, J)laQ'2@Q'r(F1s(as).Fg1@y)).Fp1(r.,))+
S  u ? u  J = { 1 . . .  n + 1 }
ls l>  2 , lT l>2 , l r l>2

* ( - t ;'; t a t + q:r ) aQ'r@Q'r@1r (o r) . F 1 t1 ( o r) )..Fl 
"t 

( o 
" 

) ) +

* (-r) '"t qs*a:t) aQ'r@Q'2@1tt(""r).rtst( os))-Fv(or))] : 0.

Nous avons ainsi montré que }'(aR.):0 et donc que }t(afln):9.

2) Montrons maintenant que 4.8,, s'identifie à un cocycle pour ô: Puisque 8,, est un
cocycle de Hochschild, les aEn(a1.....o,,-) (*n e gr) sont des opérateurs rmrltidifférentiels
d'ordre 1 en chaque argument. L'espace de ces opérateurs étant en bijection avec gr([1])
par I'application fi{o) (d'après la remarque V.2.3), il existe une unique application

ô . :  S " (s t [1 ] )  -+  g r [1 ]

telle que aEn - 
4o) ô*. Il s'ensuit que

T'aEn : FIo) AÔn : O
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CHAPITRE V

donc que aEn s'identifi.e au ô-cocycle Sn.

3) Supposons que $n: 0gn-1 où

?n- r  S " - t (g r [ t ] )  -  gz [ i ] .

Bien entendu,

6(FIo) p.-r) :  0.

Les applications Fl :  Fz,.. . ,Flr_, :  Fn-zt7,r_, :  fn_r - FIo)ç^_1 vérif ient donc
l'équation de formalité jusqu'au rang n - L. De plus, le second membre Et, de l'équation
de formalité à I'ordre n pour ces Fl est un cocycle de Hochschild d'antisymétrisé nul
puisque

aE'* : aEn - 0'F{o) ç^-r : a4n - 4o) @ço-r) : 0.

Il existe donc Fl tel que
E' t :  6F '* '

d'où le résultat.O

Commentaires V.5.2
La cowtaissartce de la cohomologie de ChevaJley 0 considérée dans ce chapitre appofierait
des renseignements précieux pour l'étude des formalités (quant à Ia nature afithmétique
des coefficients, à une notion possible de classes d'équivalence des formalités, à I'estimation
du nombre de ces classes...). Nous pensons aussi qu'elle serait utile pour Ia question
du recollement des formalités. Les espaces de cette cohomologie s'annoncent difficiles à
caJculer dans leur totalité. Il dewait être possible cependant de traduire la cohomologie ô
en termes de graphes et de caJculer explicitement sur les graphes les premiers espaces de
cette cohomologie, en reprenant Ia démarche adoptée dans [AM] pour Ia cohomologie de
Hochschild.

136



CTTAHTFË VI

CHAPITRE VI

De la formalité locale de Kontsevich aux déformations
tangentielles sur les variétés de Poisson feuilletées

Dans un article récent [CFT], Cattaneo, Felder et Tomassini ont montré comment la
notion de formalité permet de construire des connexions plates de Fedosov sur certains
fibrés vectoriels au-dessus d'une variété de Poisson M et donc un produit-star sur M pa
la méthode de Fedosov [Fe1, Fe2]. Dans [ADGM], D. Arnal, N. Dahmene, M. Masmoudi
et moi-même avons étudié le cas où. M est une variété de Poisson munie d'un feuilletage L
(éventuellement différent du feuilletage symplectique de M) tel que le tenseur de PoiÀson
lt' de M soit tangent aux feuilles; dans la suite, une telle variété (M,L,Â) sera appelée
variété de Poisson feuilletée. Nous avons montré que, pour une telle va,riété, la construction
de Cattaneo-Feider-Tomassini fournit naturellement des produits-star tangentiels. Dans
ce dernier chapitre, je propose d'expliquer ce résultat.

La section 1 du chapitre est consacrée à une brève description de nos objectifs et de
nos motivations pour ce travail. La section 2 reprend les concepts de base de la géométrie
formelle en les adaptant au contexte des variétés de Poisson feuilletées. Dans la section 3,
sont mises en lumière certaines propriétés de la formalité de Kontsevich. Ces propriétés
nous permettront d'adopter la méthode de Fedosov, puis d'établir notre résultat dans
la section 4. Enfin, dans la dernière section, on applique notre résultat à l'étude des
produits-star tangentiels sur le dual g* d'une algèbre de Lie g. Dans certains cas, nous
parvenons ainsi à construire des produits-star tangentiels et différentiels sur des ouverts
d" g* strictement plus gros que I'ouvert O des orbites de dimension maximaJe.

Vf.1 En guise de motivation.

La notion de formalité a été introduite par Kontsevich [Konl] et utilisée d.ans son re-
marquable article [Kon2] afin de montrer I'existence d'un produit-star dans le cas d.'une
variété de Poisson quelconque. Dans ce dernier article, il démontre I'existence de formalités
pour toute variété différentiable. Nous savons, pour l'avoir déjà dit, que la donnée d'1ne
formalité F sur une variét é M permet d'associer à toute structure de Poisson Â de M 1n
produit-star * sur (M,1t):

*: I "]rurn.....^).
7>o *'
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CHAPITRE VI

En réalité, le théorème de formalité de Kontsevich a d'autres conséquences utiles; il est en
effet possible d'introduire les séries formelles suivantes:

,+(€,^) : f 
' ]rr*rrr.^. ....A)

È>0 ' " '

F(€,q,A) :  I  { r**r (€.4.A. .  . .  .^)
&>0 

' " '

Â(/, A) :  t  " ]ro*,(ï .A. . . .  .^)
k>0  

' " '

où €, 17 sont des champs de vecteurs et / une fonction C* sur M, et l'équation de for-
malité donne de nombreuses relations entre ces objets. Ctest en partant uniquement de la
formalité "canonique" pour IRd et de ces opérateurs A,F,Rque les auteursàe [CFT] ont
pu donner une construction explicite d'un produit-star sur une variété de poissàn (Ut,t)
générale, par recollement des produits-star locaux de Kontsevich. Pour y parvenir, il, ooi
d'abord associé à M un fibré formel E en algèbres associatives, le prod.uit sur les fibres
étant donné par la formule explicite du produit-star local de Kontsevich. Leur fibré .E
admet une connexion naturelie D - d + Ar(., Lr) de courbure non nulle ,F. et qui dorrne
une dérivation de l'aigèbre des sections f(E) de E. Reprenant la démarche de Fedosov
[Fe1, Fe2], ils ont alors modifré D en une connexion plat! D, et construit une bijection p
entre I'algèbre C*(M)l[u]] des séries formelles en z à coefficients dans les fonctions lisses
sut M et I'algèbre H0(E,D) d". sections Dhorizontales de -8. D'où un produit-star sur
M :

f  xm s : p-tG0* pGD Vf ,g € C*(M).
L'objectif de la suite est de montrer comment cette construction permet, dans le cas d,une
variété de Poisson feuilletée, d'obtenir des produits-star tangentiels.

Notre première motivation pour ce travail était de comprendre parfaitement la construc-
tion de [CFT] afin de pouvoir construire des formalités ;tangentielles" sur les variétés de
Poisson régulières, puis plus ambitieusement encore d.e doÀer une preuve géométrique
"à la Fbdosov" du recollement des formalités. Nous somrnes bien sûr encore loin de cet
objectif, cependant ce chapitre donne déjà des id.ées de recollement.

En rapport plus direct avec les ambitions de cette thèse, ce travail permet de généraliser
aux variétés de Poisson feuilletées la preuve de l'existence d.'un produit-star tangentiel sur
les variétés de Poisson régulières [Mas1]. Comme nous le constaterons à la fin du chapitre,
cette généralisation peut s'avérer fructueuse pour l'étude des produits-star tangentieis sur
Ies duaux des algèbres de Lie.

I/I.z Géométrie formelle ur les variétés de Poisson feuilletées.

Déffnition VI.2.1
Une vailété de Poisson feuilletée (M, L, L) est la donnée d'une va,riété M, d,un feuilletage
L et d'une structute de PoissonÂ sur M tels que Â soit tangent aux feuilles de L.
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Exemples VI.2.2
1) Soient (M, L) une variété de Poisson régulière et L Ie feuilletage symplectique de M .
Alors, (M,L,A) est une variété de Poisson feuilletée de manière naturelle [Li2].
2)  Soi t  bn:Vect{Xt , . . . ,Xk,Yt , . . . ,Yt ,Z}  | 'a lgèbre de L ie deHeisenberg de d imension
2k+1. et de centreIRZ. Les orbites coadjointes danslli sont soit de dimension2lc, elles
sont alors de Ia forme:

Ox: {€ e ni  :1 €,2 ) :  À + 0},

soit de dimension nulle, ce sont alors les points deW : {€ e bi '< {, Z s: 0}. La réunion
des Ox et deW formant un feuilletage (régulier), noté L, sur 11| et le tenseur de Poisson
Â issu du crochet de Lie étant évidemment tangentiel à L, (bi,L,Â) est une va"riété de
Poisson feuilletée.

Des exemples moins élémentaires seront étudiés dans le dernier paragraphe du chapitre.

Dans toute la suite, on supposera que (M,L,A) est une variété de Poisson feuilletée de
dimension rn. La géométrie formeile (à la Gelfand-Kazhdan [GK]) associe usuellement à
une variété M Ia "variété" M'*' (de dimension infinie) des jets de systèmes de coordonnées
srar M. L'idée principale de ce travaii est de substituer à Mcoor une autre va,riété (aussi de
dimension infinie), Mtup', obtenue en ne conservant que les cartes locales ç:u ---+ M de
domaine un voisinage ouvert [/ C IR- de 0 qui sont adaptées (au feuilletage 4). Ainsi,
pour toute feuille L de L, chaque composante connexe C de I'intersection Lng(U) s'écrit
sous ia forme

C :  { v@)  ;  yn+ r  :  dn r t , .  - '  , a *  :  am}v :b t , . . . , a^ )€ (J t

si n désigne la dimension de.4. Plus exactement,

Déffnition VI.2.3
X4adapt est l'ensemble des jets infrnis [p] "" 

0 de cafies locales adaptées ç : tJ C IR* -+ M.

En fait, lyladapt peut être considérée comme une limite projective de vraies variétés:

114adapt:JFn Mfuor,
k

les Miùrt étant les variétés des fr-jets des cartes locales adaptées régu1ières en 0. L'algèbre
A des fonctions lisses sur X4adapt devient alors limite inductive des fonctions lisses sur 11,4;ePt:

,:_lip Cæ(Mi"e\.

9!uq": variété Mî*" est un fibré principal sur M de groupe structural le groupe Gf,, des
k-jets des transformations tangentielles g laissant 0 stable:

g  :  I R -  - - +  I R - ,  g ( 0 )  :  0 ,  g ( A t , . . .  r A n  r a n r r t . .  . r a * )  :  ( 2 1 , . . . ,  z n , b n 1 ; t t .  .  .  ,  ô * ) .
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On peut donc considérer Mad^pt -+ M , [p] - p(0) comme un fibré principal sur M de
groupe structura,l le groupe Go,t des jets infilis de transformations g de la forme ci-dessus.
L'algèbre de Lie de Gs,6 s'identifie à l'algèbre de Lie

r ù r n ^

w.,t :  { f  , ,@', ' -- ,0 ' \#* 
râ, 

ui(an+', . . . ,0\#,ui(ùe IR[[v] l ,  , r(0) :  0],

qui est une sous-algèbre de l'algèbre de Lie W des champs de vecteurs formels sur IR-.
L'espace tangent T1*1M^duvt en un point [g] s'identifie donc naturellement à I'algèbre de Lie

Wt - {Du,@',. . . ,u*l# * t  ui(y"+'
j :7  "  j :n+l

, ' '  '  ,e*,  *L, 
ui@) e nttYl l ] '

Comme dans [GK] et [CFT], on peut définir une forme de Maurer-Cartan r.r14s dans
Ar(Muunt,W1) (ce qui revient à dire que l'on a une action de toute I'algèbre de Lie Wt sur
M"d"p'). L'expression explicite de cette forme a14ç est obtenue comme suit. Soit g une
carte locale adaptée de M et { un élément deWt. Il existe alors un vrai champ de vecteurs
( sw M dont le jet infini err n :9(0) est ti] : €. Soit fl le flot du champ ( sw M. Comme

{ est dans TlrlM"*n', ftog est une carte locale adaptée. Enfin, u14ç est donnée par:

,uc(lçl)({) :  Dé-reloppement de Taylor en 0 de - dp(y)-t *çro p)lt=0.
d t ' "  -

Ef uyç(fgl) définit un isomorphisme de TlqM^duPt dans Wt. Bien entendu, c,r,1ac' vérifie la
relation de Maurer-Cartan:

duutc +!@*", rucf  :0 ,

ce qui signifie

drrnc(lpl)(X', Xr) : -lauc([p]Xxt), auc(lvD@z)l VX1, X2 € T1o1Mtun'.

S'il existait un groupe de Lie d'algèbre de Lie W1, I'existence de uyç équivaudrait

[KN] à la trivialité du fibré Mad^pt et donc à l'existence de sections globales. Ce groupe
n'étant pas défini, I'existence de sections globales n'est pas assurée. Introduisons donc le
sous-groupe H C GL(rn,lR) des matrices â de la forme:

,  (A  B \
":\o c) '

Naturellement, I/ agit (à droite) sur M'dupt. Considérons le nouveau fibré suivant:

M#'- Mù"etf  H.
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Ce fibré admet des sections globales puisqu'il est à fibres contractiles, GsJf H étant iso-
morphe à un espace vectoriel. Notons q\e M"d"pt (resp. M^#*) est un sous-fibré du fibré
Mcool (resp. Md) utilisé dans [Kon2] et [CFT].

A présent, choisissons une section s : M ---+ M!]^vt de M;l"p'. comme dans [cFT], on
construit un fibré vectoriel

Éo :  Mudupt  x} I  IR[ [y1,  . .  . ,a* ] l

au-dessus de Ml 'et en prenant son pull-back par la section s, on obtient un fibré vectoriel
Es sur M:

Eo : sÉo -----------+ Éo

I
t l
I  lpJI

M --;- M#n'

? , ,e .

Eo :  { ( * , €o )  e  M  x  Es :  s ( r ) :  p (âo ) } .

En fait, on a une injection naturelle j : Muaupt --+ M"*'. Elle induit une injection i de Mio*'
dans Mr et par composition de s avec i, on trouve une section i o s du fibré Mfr --, M.
On voit alors que notre fibré .Eo s'identifie au fibré Eo d" [CFT] qui est ie pull-back p*
i o s d'un fibré É0ffi sur Md:

M --;----+ MiY' --,._-.+ Me.

Sur le fibré trivial Mtupt x IR[[yt,...,y*]l ---, M^&pr, on a la connexion plate naturelle
d*uuc.Les sections horizontales de cette connexion sont exactement les applications

[p] * Développement de Taylor en 0 de / o g

ori f est une fonction lisse sur M. Par If-équivariance, on obtient une connexion, encore
notée d*auc, sur É0 -. M#fr. Par pull-back de cette connexion, on obtient finalement
une connexion plate Ds sur Es --+ M.

Eo ------------J Éo Éo*

l l l
t t l
t t l+ + . L
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vI.3 loitation de la formalité de Kontsevich.

a) Déformation de Eo et de Do.

Nous venons de construire un premier fibré vectoriel E6 --+ M et une connexion piate
D6 sur -Es telle qte l{er(Do) soit en bijection avec les fonctions lisses sur M. Il s'agit
maintenant d'introduire le paramètre z dans nos constructions. Pour cela, on défiiit
d 'abord le  f ibré:  

Ê :  M^ùp,  xH IR[ [g l  , . . . ,a* ] l [ r ) ]

sur Mftl"p'. Puis, on construit le pull-back E de É par la section s: M -> Mifet.

E :  sÊ .

Pour les calcuis, on se donne un recouvrement de M par des cartes g, : (J -- M rcentrées
en r et de domaine [/ contractile. Pour chaque ouvert U du recouvrement, on choisit une
section su : 9r(U) - v"(U)ud"P' comme représentant de la classe (moduto H) de la section
s. On a donc

s ( r )  :  s r y (æ)oh*

pour un élément h, de H. Intuitivement, on peut dire que .E se comporte localement
comme le fibré trivial M x Rllyt, . . . , y*ll - M . une section / de .E porrrm donc être
vue comme une fonction æ - /" e IR[[yt , . .  . ,y*] l !"]1.

Tous les objets que nous aurons à construit" rni E vont d.ésormais être présentés par
leur expression locale. Toutes nos constructions étant invariantes par f/, ils auront un sens
global.

considérons d'abord la formalit é r,{ : Drr de Kontsevich pour IR- et notons A" ra

structure de Poisson induite par Â sur la iit* ftrl, de .Es passant par ,r:

À"  :  (p ,  t ) . (^ ) .

La formule explicite du produit-star local de Kontsevich exprimée en les variables y permet
de définir un produit associatif * sur les fibres de -E : E;ït"ll. En effet, pour tout f , et
tout g" dans la fibre -8" de .E passant par o, on pose

T, * g, : Py U,8 9"),

où

p{ :p(A,) :  D "}r.rn,.. . . .^,).
f t>o '" '

Par construction, * est tangentiel au sens or! chaque llt(l\r.....4") est un opérateur bi-
différentiel dont I'expression dans nos coordonnées ne taii intervenir que d.es Jérirré". p*-
t iel les relatives aux variables 91 ,.. . ,Un.
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On décrit maintenant une déformation D de la connexion D6. On la définit d'abord
localement en posant pour toute section f de E:

(Df)" - d,f + Ay f": (Dof), -r o(u),

où si { € T,M, A{ (O est

Ay (€) : A(sï@ w c),(t),Â, ) :  D, "], r*r(sb(u u c)" (€).^,. .  .  .  .A, ).
Ço 'c t

On peut vérifi.er ([CFT], lemme 4.1) que cette expression loca^le de D ne dépend pas des
représentants choisis s:s et donc qu'elle induit une connexion D globalement définie sur E.

D'autre part, pour tout champ de vecteurs { tangent à Ia feuille de M passant pû rt
sis(uruc)r({) appartient par construction à

Ë*,tr' "'v*ll l l ' l l*
j : t

Il en résulte que tous nos opérateurs différentiers î,ft,r1(tî,(rmc)"({).^r. . . . .^") (et de ce
fatr Ay (€)) sont tangentiels.

Le produit * que I'on a défini sur les fibres confère une structure d'algèbre à I'espace
f(E) des sections de .E par la multiplication point par point. On I'étend naturellement à
I'espace Q*(M,E):9.(M) 86:-1az; f(E) des formes st:u M à valeurs dans les fibres de
-E en posant localement:

, i  * , , t '  :  ( a i r , . . . , i x ( y )d *n ,4 . . .  A  d * i o ) * (b j r , . . . , j ,@)d* i ,  A . . .  Ad r i , )
=  ( aù , . . . , i n *b j r , . . . , j , )@)d "n t  A . . .  A  dæ i r  ̂d , x i t  A . . .  Ad , r i , .

On a donc une structure d'algèbre grad.uée (par le degré des formes) et d'algèbre de Lie
graduée sur f)*(M, E) p* le crochet

lu,u'f* :  u) *u)'  - (-I)kta, * u Vu) e çtk(M, E),r, e et(M, E).

Enfin, on étend D (et no) à Q*(M,E) par la règle de Leibniz

D(a Ab)  -  (d"a)  A ô + ( - r )o"  A Db Va e ee(M),V6 € ç t* (M,E) ,

ou' ce qui revient au même, en utilisant la formuie plus explicite suivante:

p

Du(xs, .  .  . ,xo)  :  D(-r) i  Dy,çrçx ' , .  .  .  :  xo))+
z'=0

+ t ( - 1) '* i  ,(x o, x i l ,  xo, . .  .  ,  i  o, . .  .  ,  i  j  ,  .  .  .  ,  x o),
i < j

143



CHAPIIRE VI

si c^.r € Q*(M,E) et 1es X6 sont des vecteurs tangents à M.
Cela a maintenant un sens de parler de Dzo et de D2. Notons que la platitude de Ds se

traduit par Dfr : 0, tandis que D' + 0.

b) Relations et premières propriétés.

Considérons un instant l'espace Teas(R*) des multichamps de vecteurs et l'espace
Dpo4(R^ ) des opérateurs multidifférentieis sur IR-. Par analogie avec [AMM] et [AM],
nous appellerons opérateur de Kontsevich toute série formelle U : D"Uo où les [/o sont des
applications de .Se(7urln(IR-;; dans Dpoq(R-) telles que pour touie famille (or,.. .,dp)
de tenseurs contravariants tot alement antisymétriques,

uo(o ' "  "  "or )  :  
Æo " r ,9 , " "  

u" ' , " ' ' " (ô" r  I ' ' '  I  ô" ' ) ,

où les sI :  ("1,..  . ,sT) sont des mult i- indices et où les coeff icients f/" ' , . . . ,",  des
Uo(or,,...,dp) en un point gr de IR- sont des polynômes à coefficients constants en les
composantes of""''"(a) des c; et en leurs dérivées partielles pax rapport atx yi.

Remarquons (ce sera nécessaire pour la suite) que I'action des opérateurs de Kontsevich
s'étend naturellement à des multichamps de vecteurs a6 formels (c'est-à-dire à des tenseurs
sur IR- à coefficients non plus dans C'"(R-) mais dans IR[[yt ,. . . ,A^]l).

Nous noterons désormais !Il'espace des opérateurs de Kontsevich. L'algèbre de Lie W
des champs de vecteurs formels sur IR- agit naturellement sur ![ Si g : Do[/o est un
opérateur de Kontsevich et ( un champ de vecteurs formel sur IR*, on note pôur tout p:

p

t .Uo(o t . . . . .où ' :  -  
t  Ur (o r . . . . .Le (o r ) . . . . .oo ) ,
l=1

sont des multichamps de vecteurs (éventuellement formels) sur IR-. On pose

L'action défrnie ci-dessus fait de ![ un W-module. Introduisons maintenant la cohomologie
de Chevalley de W à valeurs dans 1I. Une pcochaîne ,5 est un élément de Homç1(/teW,5J):

S  :W x  . . .  x  W - -+  [ ,  € t , . . . , t p -  S (€ t , . . . , €o . , . ) .

Le cobord d'une pcochaîne est la p * 1-cochaine suivante:

p

ôs({0,  . . . , (0 , . )  :  D(-1)r6; .^g(€0,  .  . . ,1n, . .  . ,€o, . )
i :0

+ \ - r -1;n*r ,s( [ (n, { r ] ,€0, . . . ,C, . . . ,C, . .  . ,€o, . ) .a'
Nous appellerons cochaine formelle toute série formelle ,S : Do So de p-cochaînes ,5o. Bien
entendu, ies séries formelles P, Aet f' associées à laformalité-canonique 1,1 :D*>o|lx de

où les a;
alors:

t.[J :: le u,
p
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IR* (cf. [CFT] et introduction de ce chapitre) sont des exemples de cochaines formelles.
De plus, on a la

Proposit ion VI.3.1 [CFT]
Soit a un 2-tenseur de Poisson (éventuellement formel) sur IR* . Alors, pour tout
deW, on a les relations:

Q)r@) o  (A(€ ,  a)a  td+/daA(( ,o) )  -  A( ( ,a)o  p(a) -  ïp ( t ,û ) :0
(i;) P(a) o (f'(€, ry, o) I Id - Id I F'({, n,o,)) - A(€,a) o A(tt,a)-r

I  A( r t ,a )  o  A( ( ,  a )  -  AAQ, \ ,d )  :0

( i i i )  A(€,a) o F(r1,( ,o)  *  A(q,o) o t r ' ( ( ,€,*)  *  A(C,,")  o t r ' ( { ,  q,or)+

+ AF6 '? '  ( '  a )  :  0 '

€,q, e

Preuve:
Ces relations s'obtiennent directement à partir de l'équation de formalité pour les coeffi-
cients de Taylor de U. Rappelons que cette dernière s'écrit avec les notations du chapitre
V.

6(? /o@1. . . . .oo ) )  -  I
2

e*(1, J)Q'2(U!1@ r).\ ;r (a.r)) :
'i"'7['\';i;!"'

I:  - r \e , (k l , t  .  .  -  î t  . .  .  f i l /e- t (Q"@r, .où.û1.  .  .  . .6ab. .  . .oo) .
k+t

En effet, on constate d'abord que pour toutes fonctions /, g,

[ r (o)  o  (A(€,  a)  a  td  + Id  &A(€,o))  -  A(€,a)  o  p(a) ]  ( f ,  g)  :
o o  , . r oo

:L,"ru'ru,r... . ..c) f[,"afu*? 
(u 

"+'(€.a. 
. . . .*) f) o g) +

o o r o o

+ t Tr,@.....c)(r o;
r = 0  

' '  
g : 0

oo . '3 co

-I 'A',*r(€'o""'")(E

"7{u,*'(€.o. . . . .o)s)) -

'^r,r*... . .o)(/ s e)) :
s=0 r:0

oo - ,n ra

:  I  ADcful , (a. .  - . .o)((u.-r+r(( .a. . . . . ' ) / )  e g)+
n=0 &:0

.  
Ë 

" ; }c fup(a. . .  . .a)  ( r  a  çu,- r+r(€.a. . .  . .o)g)) -

_ S ,'+ îk+r- 
kA kÇi- 'Lt*+r(€.*. 

.  . .  .o)(u.-*(a.. . .  .")(/  I  s)) :

$  , n .:  L  a l (U"+{( .a . .  '  . .o) f )g  *  f (U"+r( f .o . . .  . .o)s)  -L tn* t ( ( .o . . . . .ax /g) )+
tl:o
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+ Ë "; D,cfup(a. . .  .  .o)(t/._*+t(€.a. . .  .  .o)f)s o)+
n = O  

' " '  
k = l

+ Ë 
' ;D,c lu1,(a. . . . .a) ( ï  

s  (u. - r+, ( { .o . . . .  .o)g)) -
n = o ' " '  k = l
oo  - .n  n

D, Alcfun(Ço'.  .  - .a)(u.-n+r(a. .  .  .  .oX/ s s)) .
n:0 lc:I

En utilisant maintenant l'équation d.e formarité, r'égalité [a,o]s : 0 et re fait que pour
tout tenseur contravariant antisymétrique rt T.a : i.n puisque a est un 2-tenseur, on voit
aussitôt que:

P(o)  o (A( f ,  a)  a  Id  *  rd  6 A(€,o))  -  A(€,a)  o  p(a)  :
@  - . t t

:  -  
t  

'  
, "a , ( ( ,a ]s .a . . . . .a ) :0p(4 ,a) .

n=0

On a donc (i). Les points (ii) et (iii) s'obtiennent de manière tout à fait analogue.ft

Revenons dorénavant à notre variété d.e Poisson (M,L). pour tout élément,S de
!:"n!LoW,[), on construit la pforme SM sw M à vaieurs dans les opérateurs sur
IR- définie par:

s{ Gt,. .  . ,  €n) - s("b@prc)"((r), . .  .  ,  "ï@uc),({o), n";.

En particulier, on notera:

P{ :P(^,) : t ' irrrn,.....^,)
& > 0

Ay @ _ A(sû@ uc),(€),, ty,)
.-- /&:  
k ^Un+t(tû@uc)"(€).^". .  .  .  .^")

p{ G,,ù : i(" i ,  @ u c),(€), " i t  (a m c),(rù, r\,)
.-- tzÈ:  L aUn+z(tb@ uc),(O.sï@uc),(rù.\y,.. .  .  .Â"),
f r >o ' " '

où {, ? sont maintenant des champs de vecteurs sur M.

De la proposition précédente, on déduit immédiatement Ie
Corollaire Vf.B.2 [CFT]
Pour tout champ de vecteurs €rrlrC sur M,

( i )py "@y(€)ard+ rdeAy(e))  _ Ay(C)op{ _@p)y(€):0
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(ii)py o (Fy (€,ù e rd - rd e p{ (t,ry)) - Ay (0 " .t{ çù+
I Ay (q) ".qY G) - @A)y (t ?) : o

ç;;t1,+{ çE) " F{ (q,() + tY 0ù o r{ G,0 + ,t{ çç o F{ (t,ù+
+ çar\{ ç{, ?, () : o.

Proposit ion VI.3.3 [CFT]
L'application S r-, SM qui à tout éIément S de Homç1(ttow,t;) assocje Iap-forme SM
sur M à vaJeuts dans les opérateurs stsr IR*, où

s{  ( t r , , .  .  .  ,€o)  :  s(s î t@nrc) , ( ( r ) ,  .  . .  , ,s î t ( ruc) , (e , ,  L i ) ,

défrnit un morphisme de complexes du complexe de Chevalley (Homy1(L*W,5J),ô) dans
celui de de Rham (Q* (M, D pory(IR*)), d).

Il est maintenant facile de montrer le

Théorème Vf.3.4 [CFT]
SiD désigneencorelaconnexionnaturel leD - d+AM surE etxleproduit associati f
sur /es fi.bres de E, alors, pour toute fonction f ,,g d.l(E), on a:

(1)  D(f  *e)  :  @f)  *  s + f  *  (Dg)
( 2 )D ' ( f ) :FMx f - f *FM

(3) DFM : g (identité de Bianchi\.

Preuve:
Compte-tenu de la proposition VI.3.3, @P)y - d(PlI). De cette égalité et du corollaire
VI.3.2 (i), on déduit (1). A présent, soient / une section de E et t,T deux champs de
vecteurs sr;'r M. Alors,

D, f  (e ,rù :  Dc(DrT) -  Dr@er) _ Dç,rt f  :
: Ay (€). Ay (ùU) - eY @ " Ay (1ff) + çaey({, "rX/).

Ainsi, par le corollaire VI.3.2 (ii),

D, f((,ù : p{ o (Fy (€,?) s / - f  o p{ (€,,ù).

D'où le point (2). Le point (3) résulte directement du point (iii) de ce même corollaire.t

On définit la notion de connexion de Fbdosov tangentielle comme suit:

Déffnit ion VI.3.5
lJne connexion D sur .E est une connexion de Fbdosov de courbure de Weyl F dans
Q' (M , E) si pour toute forme u, a, d.e e* (M , E),

D (wx r ' ) :  (D r ) , k t . , ' '  +  ( _ l 1a ' ep1u* (Du ' ) ,  D2a :  Fxu  -u *F ,  e tDF :0 .
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Une connexion de Fedosov D : d* O sur E est tangentielle si pour tout r de M, et pour
tout vecteur ( tangent à lafeuille L de L passant pæ r, O,(€) est un opérateur tangàntiel
formel sur lfullyr,. . . ,U*ll.

On déduit du théorème VL3.4 et de la définition VI.3.5 que notre connexion naturelle
D sur Q*(M,E) est une connexion de Fedosov tangentielle de courbure de Weyl f'M.

vI-4 Adoptior d" l" méthod. d. F"do"ot .t t"ng"nti"lité.

a) Connexions tangentielles plates de Fedosov.

Suivant le procédé de Fedosov [Fe1, Fe2], on peut maintenant modifier D en une con-
nexion de Fedosov plate D. On annonce d'abord un résultat cohomologique connu (voir
par exemple fFe2] ou [CFT] pour la preuve).

Proposition VI.4.1 [Fe2, CFT]
Les groupes de cohomologie de Ds : Q*(M., Eo) - e*+l(M,.Eo) sont Jes suivants:

( c*(u)
Ho(Eo,Ao) :  

1
l. {0}

s i  p :0

s i  p>0 .

Proposition VI.4.2 [CFT]
ff id.eFedosovtangentielIedecourbuted'eWeyIF,aJorspourtoute].-
forme'r sur M à vaJeurs dans E, D' - D + [2, .]* est une connexion de Fedosov tangentielle
de courbure de Wevl

F , :F - lD l * l x . r .

Preuve:
La seule chose à vérifier ici est que D' est tangentielle, si D l'est. Le reste de la preuve est
donné dans [CFT]. Ot, pour tout champ de vecteurc {, r({) est une section de .E et l,on a:

lz , . l . ( ( )  :  7({)  * .  _ .  *7(€) .

Ainsi, par tangentialité de * en les variables at, [2,.].({) est bien un opérateur formel
tangent ie l  sur  IR[ [y1,  . . . ,A^] l . t

Proposition VI.4S [CFT]
IJ exr'ste sut E une connexion de Fedosov tangentielle de courbure de WevInuJJe.
Preuve:
on cherche une connexion plate de la form"D =g * [2, .]*-où T app-artie nt à uer(M, E).
D'après la proposition précédente et comme FM :'";ilo + rri,{ +..., nous devons
résoudre l'équation

FM + D l  +7*^ r  :o  pour  7  e  ue l (M,E) .
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On suppose avoir trouvé j&) : uyt I . . . I ,k j* tel que

pÙlrl :: FM + D1,G) i 7G) * 7(t) - O rnod, ,ktt ,

et on cherche 7;r..1 tel que

V,1a\n+g : F + D7&+t7 * l*+t1*7(È+r; - O rnod, uk+z

-Fdq I uk+r Dslp*t mod ,k*2 .

Or
pVç&)+h(È),7d0)ç:o

(c'est l'identité de Bianchi pour D). Comme ,pdrl : 0 modul o ,ktl, cette dernière
expression se réduit modulo uk*z à:

DsF t ' t f t ) : g  mod ,  , k12 .

Enfin, comme H"(Eo,Do) : {0}, on peut trouver 7*+r tel que

Dai*+r - -u-k-T rAr:':r.

D'où la proposition pax récurrence.El

b) Le résultat: obtention dtun produit-star tangentiel.

Soit 7 une l-forme d ans ull (M, .E) tel que D - D * [2, .]* soit plate. Considérons la
projection r : HÙ(E,D) -- C*(M) qui associe à chaque s".tioo D-horizontale / sur .E la
fonction C*: r *-t /"(0). Il s'agit maintenant de construire une section de z- de la forme:

p  :  i d *  r p r * . . .  :  Ho (Eo ,Do )  =  C* (M)  - *  no (E , ,D ) .

On peut montrer [CFT] l'existence de p de manière cohomologique. Pour cela, on doit in-
troduire I'espace By, des opérateurs différentiels d'ordre ( fr, s'annulant sur les constantes.
Pour tout T de Bp, on pose:

Do ( " ) -DsoT -ToDs .

On obtient alors un nouveau complexe (unBn,D6) et, comme pour (.86, Ds), la cohomologie
résultante est acyciique en degré supérieur à zéro (voir [cFT]):

He( t tpBp,Do)  :0  Vp >  0 .

L'annulation du premier espace permet de résoudre par récurrence l'équation

Dop-poDs-e .
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Enfin, D étant une
D-horizontales f/o(

vation de I'algèbre des sections f(E) de ,8, l'espace des sections
) est une algèbre. La formule suivante

f xu s : "GU) 
x p(g)) Vf ,g € C*(M)

a donc un sens et définit un produit-star sur M.
On trouve dans [CFT] une seconde contruction plus explicite de l'application p.

Décrivons-la rapidement. A tout / de C*(M), on associe la section RM(il àe E définie
par

- , k
Ry @ : R(f ,,4,) : D, Vu**r(.f,.Â". .. . .^") € IR[[st ,... ,v^l][r]1,,

È>0

où I'on a à nouveau noté
A" :  (p"  t ) . (^ )

et où f "(y) 
désigne le développement de Taylor d" (f o g,) en A :0.

Pour tout champ de vecteurs hamiltonien ? sur M de développement de Taylor D, on
pose

H(n) : F(rt,"ï@uc)(.), A") - A(rt, /\)t e er(M, E).

De la trivialité de Hl(M,Eo), on déduit l'existence d'une unique section 0h) d..E vérifia.nt

( DBQù : -H(n)
I

t B(oxr: o) : o.
Par construction, n -. 0h) est linéaire et I'application p attend.ue est:

pu) : RM $) + vB(/t, fll).

Pour les variétés de Poisson feuilletées, la notion ia plus naturelle de produit-star tan-
gentiel est donnée par la

Déffnition VI.4.4
Un ptoduit-star * (ditrérentiel) sur (M, L,À) est dit tangentiel si pour tout domaine V de
catte adaptée et pour toute fonction locale f, constante sur les plaques deV, on a:

f *gV: fey VseC*(M).

Il s'agit-là tout simplement de I'adaptation de la notion de tangentiatité différentielle
(définition I.5.4 du chapitre I). On avait déjà rema,rqué que les proàuits-star différentiels
et tangentiels sur les variétés de Poisson régulières sont tangentiels à toutes les feuilles
symplectiques. De même, un produit-star tangentiel sur (M, L, L) au sens de la définition
VI.4.4 est tangentiel à toutes les feuilles de L.

déri
E,D
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On arrive alors au résultat principal du chapitre.

Théorème VI.4.b
L'applicat'ion p: C*(M) --+ H0(E-D) décrite ci-dessus induit un produit-star x1,1 tangen-
tiel sur M.
Preuve:
Soit I/ un domaine de carte adaptée et .f une fonction locale, constante sur les piaques de
I/. ]Vfontrons que

p(f )(") : alo (.f ) * uB(fir,.f]sX") : /" vx € v.
Pour cela, on vérifie d'abord que i'on a

U*+r( f  , .L" . .  . .  . I , )  :  0  Vf r  >  1 .

Par définition de la formalité de l{ontsevich pour- IR-, cette folction est:

Lt*+r( f  , .L , . . .  .  . , \ , )  -  
D WrBr( f  ,^ , . . .  . .À") ,

f  € G l + r ,  o

où Gta1,6 désigne fensemble des graphes admissibles f à k + 1 sommets aériens (notés
Pot .  . . ,p6)  dans ie  demi-p lan de Poincaré

V{ : { z€C :S (z )  >0 }

et 2fr flèches: deux flèches partant de chaque sommet pt (i > 1) et aboutissant sur un autre
sonrmet pj (iI n'y a ni boucles ni flèches par.a,llèles).

Figure 3: un graphe dans G6a1.6.

1 ô 1
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_ o-" rappelle (cf- chapitre v) que la fonction Br(f ,.L,. .. ..^") est définie à partir de
|, des dérivées partielles d" f , et des coefficients Air de Â. Comme / est constante
sur les plaques et que Â est tangent aux feuilles de L,les seuls graphes I pour lesquels
Br(f".L".. . ..4') n'est pas identiquement nul sont ceux dont aucune flèche n'aboutit
su po. Ces graphes sont de la forme de la figure 3 ci-dessus. De tels graphe | étant
non connexes, ils ont un poids T,7p nul. Précisons cela. On rappelle que IuZp est par
définition I'intégrale d'une Zlc-forme t.lr sur un espace d.e configur"llà" C[*r,o. CLt 

"rpà""de configuration peut être paramétré par:

P t  :  i ,  p o  :  z o t  P 2  :  z L t . . . t  p t e  :  z l c - t .

L'appiication

( i ,  z o ,  z t t .  .  .  t  z k - 7 )  *  ( ( t ,  z r t .  .  . )  z k _ l ) ,  z o )

permet alors d'identifier C[*r,o à un ouvert dense de Cfo x'11. Chaurne des 2k-formes r,.r1
ne dépendant pas de zs, elles appartiennent à L2k (Cl,). Or, t{o est de dimens ion 2k - 2,
donc Â2k(c{p): {0} et l 'on a bien ûrf :0. D'autre pi l t ,  puisque [Â,/]s:0 d,après les
hypothèses faites sur / et À, et par linéaritê de B, on constate que

P(lL,/ ls) :0.

Ainsi,
pU)@):Lh( f , ) :  f ,  Vr  €V.

Par tangentialité de * en les variables Ul, on a en outre:

f"x p(s)(*):  f"p(g)(") Vs e C*(M),Vr e V.

Par ailleurs,

pUù@) : nY Uù + uB(tt,/glsx") : T,Ry (s) + upflr, glsx") Vn € v.

Et, pour tout champ de vecteurs hasriltonien n' : fn, T0@ et p(rt) sont deux soiutions
de l'équation

+ D gfu) : -F(n, ,,rï@uc(.)), Â,) + A(rl ,Â"),y
remplissant la condition de normalisation

f  0(rt)  :  0(rt ' ) :  0tr=0.

Ceci provient de la linéarit é en f , du membre de droite de l'équation * ci-dessus. par
unicité de la solution, on obtient finalement, gjrù : f 0Qù et four toute fonction 9 sur
M,

p( f  g) ( " ) :  f ,p(g)(* )  Væ e V.
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Par suite, pour tout r de V,

Enfin,

Ceci achève

p(f)  x p(g)(*)  :  pU)@) x p(s)(")
: f  

"  
*  p(g)(*)

:f , p(g)(*)
:pU g)@).

f xat gV : 
"Gff)x p(ù)V : r71ù)tu : f  oy.

la preuve du théorème.tr

Vf.5 Application aux algèbres de Lie.

Nous venons de démontrer I'existence d'un produit-star différentiel et tangentiei sur toute
variété de Poisson feuilletée. Nous proposons maintenant de montrer en quoi ce résultat
peut être utile pour la théorie des produits-star tangentiels sur les duaux des algèbres de
Lte.

Nous savons que le dual g* d'une algèbre de Lie g est une variété de Poisson qui n'est ja-
mais symplectique, ni même régulière. Comme toute variété de Poisson, elle esf cependJnt
feuilletée (feuilletage généralisé) par des feuilles symplectiques. Ces feuiller, oor^ l,avons
vu 

3'u chapitre I (proposition I.1.4), sont en fait les orbites àe la représentation coadjointe.
Notons maintenant f) l'ouvert dense d" g* des orbites de dimension maximale et I le

feuilletage symplectique de fl. C'est un vrai feuilletage et f,) est une variété de poisson
régulière. I1 existe donc un produit-star différentiel et tangentiel sur e.

Nous savons qu'un tel produit-star ne peut pas être étendu en générai à tout g* (c,est
le résultat de IACGI, CGR2], rappelé au chapitre III).

une question alors se pose: peut-on munir g* (or au moins une partie d" g* contenant
strictement f,)) d'r:ne structure de variété de Poisson feuilletée en coLplétant les orbites de
dimension maximale par d'autres variétés (non symplectiques) de cetie même dimension?
Autrement dit, peut-on étendre le feuilletage (régulier) L à un ouvert f,), strictement plus
grand que f,)? En cherchant la réponse à cette question, nous avons obtenu la

Proposit ion VI.b.1

@ e Lie de dimension m, e l'ouvert des orbites de dimeasion maximaJe
d" g* et L Ie feuilletage symplectique de O. Soient encore n :2d, la dimension maximale
des orbites coadjointe's dans g*, et I : m-n. Enfr.n, supposon s qu'ilexrste un ouvertgl de
g* et I  fonctions invaria'ntes zLt... tztt défrnies surf,)1 ài t" l t"t  que Ies vecteurs d,21,... ,d,21
soienÉ linéairement indépendants en tout point de f,)1 . Alors, on peut étendre L en un
feuilletage Lt sw f,)': f,)r Uf,), et il existe sur cet ouvert,Ç2' un produit-sta,r différentiel,
tangentiel à toutes les orbites de dimension maximale.
Preuve:
Notons u I'application définie par

u  :  Q r  - r  IR /  :  €  *  ( r r ( ( ) , . . . , 21 (€ ) ) .
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Avec nos hypothèses, u est une submersion puisque, pour tout point { de e1, la différentielle
u*1 de u en { est de rang /. On a donc un feuilletage naturel sur f)1, noté L' les feuilles
étant les composantes connexes des u-1(r), où æ parcourt IRl.

Montrons à présent que le feuilletage 4r;o.,o, induit par Lr sur fl rt fl1 coincide avec la
restriction 41onor de,C à (-) n çh. Pour tout { de Q t,l f)r, on sait déjà que la feuille de,C
passant par € est I'orbite coadjointe (connexe) Oq de {, de dimension n :2d,. De plus, la
feuille rr(€) de Ll contenant ( est, par construction, une sous-variété connexe de f* aussi
de dimension n :2d, et contenant Op.

Considérons maintenant une carte (th,V) de ft ft Q1 en ( adaptée à lr et notons e6
la llaUue de L\ LL passant par (. Il est clair que pour toute feuitle L de L, Qa n Z esi
ouvert dans Q6. (En effet, pour tout point p de Qel.t, on peut trouver un d.omaine U de
carte adaptée pour.C contenant p, et considérer la plaque P, de.4;u passant par p.Alors,
Qe a P, est un ouvert de 8g contenu dans Q6 n r.)

Par conséquent, Q6 est une réunion disjointe d'ouverts, chaque ouvert étant I'intersection
de 0e avec une feuille L de L. Par connexité de ee, on déduit que

Qe:  QenOe,

ce qui équivaut à

Qe c oe.
Les feuilletages L1 et ,C coincident donc bien sur I'intersection O t'l O1, et on peut définir
un feuilletage L' sur f,)' : f,) U,f)1 en posant:

L'(() : -tr(€) si

L'(€) - OË si

Ce feuilletage tait de (fl', Lt.,lt1ç,) une variété de Poisson feuilletée. Du théorème VI.4.b,
on déduit qu'il existe sur f,)' un produit-star différentiel, tangentiel à toutes les feuilles de
L' et donc à toutes les orbites coadjointes de dimension maximale.Et

Remarques Vf.5.2
iVous avons déjà eu |'occasion de voir au cours de cette t.hèse que les hypothèses du théorème
précédent sont rcmplies pour les aJgèbres de Lie nilpotente". pl,r" généraJement, il existe
un ouvert f,)1 et des invariants rationnels zi avec les conditions aà h proposition VI.S.I
pour I'aJgèbre de Lie de tout groupe algébri.que (voir [Ri] p.25T p* 

"*i*p7").
Donnons maintenant des exemples concrets d'algèbres de Lie nilpotentes pour lesquelles

notre résultat s'applique.

Revenons d'abord sur gb,4 dont les crochets sont, rappeions-re:

[Xs,&] : X3, [Xs,Xr] - Xz, lXn,X:] : Xr.

Comme on I'avait déjà constaté au chapitre III de cette thèse, gs,4 possède un invariast
quadratique

L:+*XsXt-XzX+,

€€or

{ e O\ftr.
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CHAPITRE VI

dont-l'idéal P(gi,ù associé coincid.e avec gs,4. Cet idéal n'étant pas de pas 2, ii n,existe
pas d'après [CGR2] de produit-star sur gi,+ à la fois différentiel et tangentiel aux orbites
de dimension maximale (d'aiileurs même pas aux orbites génériques). E" fait, pour cet
exemple, on peut voir directement que le feuilletage symplectique .4 ne peut être étendu
à aucun point {t extérieur à fl. Pour cela, on peut montrer par exemple qu'ii n'existe pas
de carte adaptée au voisinage d'un point (' d" gs,n tel que €i : (L: 6â : 0. IJne autre
façon de procéder, probablement plus astucieuse, est d.e considéràr les-espaces tangents
aux orbites de fl. En effet, supposons que I'on puisse étendre le feuilletage réguliei f, à
un ouvert f,)' strictement plus grand que fl. Il existerait alors une distribution D de classe
C- telle que pour tout point {' de f)',

i " (TOs ) :  Dp1o r , ) ,

si i désigne I'immersion injective de I'orbite Og, de {' dans gl,+. Or, l,espace tangent de
I'orbite flg d''n point f générique (i.e. tel que €r I 0) est de lâ forme:

TeOe :  {a}s  + bA4I  c05:  €ec -  Ëzb + {1c :  0} ,

d'où une contradiction.

En revanche, si l'on considère le produit-semi direct gr : R X gs,+ de gs,+ par IR, de
base B : (Xr ,. . .  ,Xa) et de crochets non nuls:

[Xu,, Xu] - Xt, [Xr, Xn]: Xr, [Xr, Xs] : X2, [Xn, Xr] - Xl.

Alors, I'ouvert générique Vs coincide avec I'ouvert 0 des orbites d.e dimension maximale:

ve:o:{€:IË$î, tr#a}

et pour tout { de f,), on peut écrire avec les notations usuelles:

Oe : { ( { r ,  € ,  ,e t t€ rpr , tzp t  -  
*  *  qz , t tpz )  ;  p t ,e r tpz tez€  n} .
zÇt

D'après la proposition VI.5.1, le feuilletage symplectique 4 de O s'étend naturellement en
un feuilletage L' sur tout gf . Explicitement, on a:

, '  :  ( rP*ooe)U(g{(0,€r,  t ,u,z, t ) :  x,a,z, t  e R}) .

On munit ainsi I'ensemble du dual gf d'une structure de variété de Poisson feuilletee. De
notre théorème VI.4.5, on déduit que gi admet un produit-star différentiel et tangentiel à
toutes les orbites de dimension maximale. Notez que dans cet exemple le produit-star de
Gutt coincide avec celui de Kontsevich-Duflo [Ar2], et est déjà tangentiet.

Prenons maintenant I'exemple de l'algèbre de Lie gu,rr. Les crochets définissant la
structure d'algèbre de Lie d" go,rz sont les suivants:

[Xu, Xu] : X4, lXo, X+l : Xs,, [Xo, Xs] : X2, lXr, Xrl - -X1, lX+,Xs] : Xr.
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Les orbites génériques Og (ici f) : {€ : t;Xi , €r
suit:

OË:  { ( { t ,  q t  tSz t t tPz t  -Ûp t ,  z  *  q tPz

L'ensemble des orbites de dimension 2 est:

+ 0j) peuvent être paramétrées comme

q22 ,-  # )  :  P t tPz tg r ,  Çz  €  IR ) ,
zÇt

{{, (, :  0,t3,+ {r '  + €3 + a}.

Comme pour 9s,4, cette algèbre de Lie possède un invariant quadratique à savoir

/  . ' :+tXeXt-XzX+.

Bien que dégénérée, la forme quadratique B correspondant à A' est telle que I'idéal P(gë,,rr)
est nilpotent de pas 3 et non 2:

p@i , r r ) : 1  X r ,Xz ,Xs ,Xa ,X6  )  .

Là encore, I'argument de [CGR2] nous permet d'affirmer qu'il n'existe pas de produit-star
tangentiel et différentiel sur gë.n. Cependant, les hypothèses de la proposition VI.5.1 sont
satisfaites pour I'ouvert

f,)r : {t : &xi, €? + û + e3 + €? t o},

et pour les invariants z1 - Xl et z2 : A' (vus bien sûr comme des fonctions sur gË.rz).
En effet, I'application u : ( *. (rt(€),rz(€)) a pour jacobienne la matrice:

.  (1 o o o
r ac\u ) : 

[ €u -€s €s -€z

qui est de rang 2 sur O1. Ainsi, f,)' : f) U f,lr - f,)1 est une variété de Poisson feuilletée (elle
correspond à la réunion de toutes les orbites de dimension non nulle). Par Ie théorème
VI.4.5 et ia proposition VI.5.1, il existe donc un produit-star différentiel et tangentiel sur
f,)'. C'est d'une certaine façon ce que I'on pouvait faire de mieux pour gâ,12, puisque si I'on
calcule les espaces tangents aux orbites contenues dans O', on peut montrer comme pour
gs,e eue l'on ne peut espérer pouvoir étendre le feuilletage L' au-delà de f)'.

Commentaires VI.5.3
o L'extension du feutlletage L de I est loin d'être Ia seule façon de construite un produit-
star tangentiel sur le dual d'une algèbrc de Lie g: le fait gue g* ne puisse pas être muni
d'une structure de variété de Poisson feuilletée ne signifie pas qu'il n'existe pas de produit-
star différentiel et tangentieJ sur g*. Pour s'en convainæe, iI suffit de considérer le cas de
g+t. On rappelle que cette algèbrc de Lie nilpotente a pour crochets:

[&, Xt] - Xz, lXn,Xrl - Xr,

a  t ^
100
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et que l'ouvert des orbites de dimension maximale est:

C) : {r € git 12, + "r, + 0}.

Pour cet exemple, Ie feuilletage L de Q ne peut être étendu à aucun point { extérieur à e.
Pour Ie vérifr.er, il suffit de constater que I'espace tangent à I'orbite 01 d'un point { de e
est de la forme:

TeOt :  {a02+ ôAs I  c0+ :  tzb - {1o :  0} .

Pourtant, g4,r étant une algèbre de Lie frIiforme, eIIe est spéciale; Ia construction de IACGI]
(ou [BA]) fournit donc un produit-star différentiel, défrni sur tout gî._ et tangentiel à tuutes
Ies orbites de dimension maximale.
t Ce travail soulève un problème géométrique intéressa^nt, plus général que celui traité
dans notre proposition VI.5.1, celui de caractériser les algèbres de Lie g pour lesquelles le
feuilletage L peut effectivement être étendu en dehors de f,t.
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A.r Algèbres de Lie graduées et cohomologies

Le formalisme des algèbres de Lie graduées développé dans [DW-Ll, DW-L2, NR] est
particulièrement bien adapté aux théories de déformation. Nous rappelons ici comment ce
formalisme permet de donner une présentation unifiée des cohomotàli". qui entrent en jeu
dans la théorie des produits-star (voir aussi [Ro]).

On rappelle qu'une algèbre de Lie graduée sur un corps
un k-espace vectoriel gradué g : O gt, muni d'un crochet

propriétés, 
't"

i) lgo,gj l  C gt+i

i i ) [X,y ]  :  ( -1) lx l lY l+1[y ,Xl  VX,y e s

k de caractéristique nulle est
[, ] , g x g ---+ g vérifiant les

i i i ) ( -qtxt lz t lx ,y l ,z l+(- l ) lYl l " l [ [y ,  z ] , ,x1+(- l ) tz i lv t ïz ,x l ,y l :0 vx,y, ,z e s
où I'on a noté lxl le degré d'un élément X de g.

Soit (9,[, ]) une algèbre de_Lie graduée (par exemple sur IR). On appelie structure
associée à g un élément P de 91 tel que LP, pl: 0. A chaque structure p, on peut associer
un opérateur

0p :g ' - g

de degré 1, défini pa.r
Ap6) -_ lp, xl VX e g.

L'identité de Jacobi graduée de g permet de montrer que ôT : a. On note Hf,(g) la
cohomologie associée à cet opérateur de cohomologie. Il résulte encore de l,identité de
Jacobi graduée que_le crochet [, ] passe au quotient àt li.rr" une structure d'algèbre de Lie
graduée à I'espace ni,k).

Si P est une structure de g, une déformation de P est une série formelle p, dans 91[[z]]:

P,-p .çupr+u2pra. . .

telle que I'on ait formeliement l'ésalité

lP,, P,1 : g.

En degré 1, cela signifie que [P,Pr] :0, donc que p1 est un cocycle pour âp. Une
déformation P, de P est dite triviale s'il existe un élément Q, dans g01p11 t"f que l,on
ait formellement P, : lP,Q"l. A I'ordre 1, on obtient pl : lp,erl: àrer'iporr.-qrr,rro"
déformation P, soit triviale, il faut donc que le cocycle Pr soit un cobord. Finalernent,
Ie premier espace, Hb@), classifie les déformations d.e P, tandis que le second., Hî(g)',
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contient les obstructions au prolongement des déformations de P d'un ordre donné à un
ordre supérieur.

L'algèbre M(E)

soit E un espace vectoriel et M*(E) l'espace des applications rn* 1-linéaires de -E dans
E. On définit un crochet de Lie gradué stlr M"(E) de la manière suivante. Soient A et B
deux applications dans M*'-t(E) et Mmz-t(E) respectivement. on pose:

A  o  B ( r 1 t .  .  .  t  t r n t l * r - t )  :

m l

:  
D ( - r ) ( * ' - t ) ( i - t )  A@r , . . . , t  j - 1 ,  B ( r i , .  . . , r  j + * r - r ) , ,æ i1 * " , . .  . , tm r t , , z_ r ) ,
j :7

puis

LA,  Bl  :  A oB + ( - t ; tm1-r ) (m2-t )+7 B o A.

Un élément P de Mt(E) vérifie lp,pl:0 si et seulement s'il détermine une structure
associative sur -8. soit p une telle structure et notons A : (E,p) l,algèbre associative
obtenue. Alors, la cohomologie associée à âp s'id.entifie à la cohomoiogi" àe Hochschild de
A avec le décalage suivant:

HF(M.(E)) : r/e+t G4,,A).
Dans le cas où "4 est I'algèbrc C*(M) des fonctions lisses sur une variété M, munie d.e
la multiplication usuelle des fonctions, le crochet [, ] est le crochet de Gerstenhaber l, ]6utilisé dans [Ger].

L'algèbre de Richardson-Nijenhuis A(E)

Soit encore -E un espace vectoriel. On note Ar(E) I'espace des applications k*l-linéaires
alternées sur -E à valeurs dans.E. Par antisymétrisation drr.ro"h"t [, ] de M(E) vu plus
haut, on obtient sur A*(.8) un crochet gradué, dit crochet de Richardson-Nijenù"i, [, ]"r,

lA,Blnw : a( lA,Bl);

I'antisymétrisation d''n éiément c d.e A*(E) étant défini par:

aC(u1 , . . . , ? rÈ+ r ) : e (o )C(u "11 ) ,  .  .  . ,  uo ( *+ r ) ) ,

s i , l ' onno te_X111  l eg roupedespe rmu ta t i onsde {1 , . . . , k+1 } .Uné lémen tpd .e  A t (E )
vérifie [P' P]nn : 0 si et seulement si P désigne une structure d'algèbre de Lie sr:r E. La
cohomologie associée à un tei P n'est autre que ia cohomologie de Chevalley de I'aigèbre
de Lie g: (E,P) qu'il définit, avec le décalage:

H F(A. (E)) : HbI:"(g, g).
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Soient M :une variété différentiable et A*(C*(M)) I'espace des applications multi-
linéaires alternées sur C-(M). L'espace V-(M) des tenseurs contravariants totalement
antisymétriques sur M s'identifie de manière naturelle au sous-espace A(C*(M))r_oif f ,ncde ,4.*(C-(&/)) des applications l-différentielles qui s'annulent sur les constantes. Le cro-
chet de Richardson-Nijenhuis induit par restriction un crochet [, ] sur V.(M) qui n'est
autre que le crochet de Schouten. Un élément A tel que [Â, A] : O pour ce crochet est
donc une structure de Poisson str M. Enfin, la cohomologie associée à une telle structure
A est la cohomologie de Poisson de la variété de Poisson (M,L) avec le décalage:

HI(A" (C* (M))r_atr 7,n") :  HI*t  (M).
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A.z Classes d'équivalence et dérivations des produits-star tangentiels

En confrontant les théories cohomologiques de Hochschild et de Chevalley, les auteurs de
IBCG] (voir aussi [DW-L1, ?w-L2]) sont parvenus à loca,liser les obstructions à l,existence,
les classes d'équivalence et ies dérivations des produits-star sur une variété symplectique
M_dans les trois premiers espaces de Ia cohomologi" de de Rham d,e M.

Leurs résultats se généralisent directement au cas des produits-star tangentiels sur les
variétés de Poisson régulières, à condition bien srir de substituer Ia cohomologie de poisson
tangentielle à la cohomologie de de Rham. Pour être complet, nous proposons ici de donner
les preuves de cette généralisation.

- -Soient (M, L) une variété de Poisson régulière, N : C*(M) et I une connexion affine sur
M, adaptée au feuilletage symplectique f a" u (cf. chapiir. it;. Si on note V la dérivation
covariante associée à f, une application k-différentielle ? de N dans ff peut s,exprimer
[Li2] de manière unique en terrres de dérivées covariantes symétrisées des arguments et de
tenseurs partiellement symétriques:

T(ur r . . . . ,uk )  :  
f  T r t , . . . , r *V" ( r r r ) . . .  v ' * ( , r r ) .

f  l  t . , .  r ? . k

L'appiication 7 est dite tangentielle si les d.ifférents tenseurs définissant ? relativement à
I sont tangentiels, i-e. sont des sections convenables de puissances tensorielles du fibré
?F tangent au feuilletage F. Cette définition est indépendante du choix de la connexion
adaptée [Li2]' En fait, il est équivalent de dire que 7 est tangentielle et d.e dire que d.ans
tout domaine [/ de carte d'un atlas adapté d. M l'écriture de ? dans U ne fait intervenir
que des dérivées partielles tangentielles.

Dans la suite, nous ne considèrerons que des applications différentielles nulles sur les
constantes' Soit d le cobord de Hochschild. On- vérifie aussitôt que si une applica-
tion différentielle ? 

1ur N est tangentielle et nulle sur les constantesj ror 
"obord 

6? estégalement différentiel, tangentiel et nul sur les constantes. On peut donc définir une coho-mologie de Hochschild tangentielle: Un fr-cocycle d.e Hochschiid ? différentiel, tangentiel
et nul sur les constantes est tangentieliement Lxact s'il est le cobord T : 6Ai'une"appli-
c-ation (É - l)-ditrérentielle A, tangentielle et nulle sur les constantes. Le &-ième espace
de cohomologie de H_ochschild tangentielle, noté Htn1y,ron,n"(lr), s,obtient alors en quo-
tientant I'espace des k-cocycles différentiels, tangentiàiJ;t ;ùjr sur les constantes par celui
des k-cocycles tangentiellement exacts. A. Lichnetowtcz a obtenu dans [Li2] une version
tangentielle des résultats de Vey en degré 2 et B:

P{oposit ion A.2.1_

@ c knp. tout s-cocycle E) de Hochschild, d.ifférentiel, tarryentiel et
nuj strr les constantes, tT exl'ste une 7-coùaîne i' (rcsp. une 2-cochaîne E,) de Hochschild.
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differcntiel, tangentiel et nu| sur Jes constantes ainsi qu'un 2-tenseur A (resp. un J-tenseur
B) contravariant, tangentiel, totalement antisymétnque tel que I'on aii

C(u,u) : 6C'(u,u) + A(du, du)

E(u, u, w) : 6 E' (u, u,, u) I  B(du, du, d,tn).

De même, on peut définir une version tangentielie de la cohomologie de poisson de
(M,L)- Si R est un Ë-tenseur contravariant antisymétrique et tange-ntiet, son cobord
oR: [Â' Â]s ( [, ]" désignant le crochet de Schouten) est encore tangentiel. Un k-cocycle
tangentiel est dit tangentiellement exact pour d s'ii est le cobord à,'n (k - 1)-tenseur
tangentiel. On appelle cohomologie de Poisson tangentielle de (M,L) ia cohornologie
Hi,,ron(M) obtenue en quotientant l'espace des cocycles de Poisson tangentiel. p., .Ài
des cobords tangentieliement exacts (pour a).

On rappelle qu'un produit-star tangentiel sur (M,L) est une application bilinéaire *:
.n/ x l[ --+ l/[[z]] de la forme

r . . t , * , u  :  uu  +  {u , ,u }u  + \C . (u ,u )u .
'"22

dont I'extension bilinéaire naturelle à l/l[/]] définit une loi associative sur Nl[z]] et telle
que les C' sont des opérateurs différentiels, tangentiels, nuls sur les constantes et vérifiant
ia  condi t ion de par i té  Cn(u,u) :  ( -1) 'Cn(u,u) .

Deux produits-star tangentiels * et *' sur (M,L) sont dits tangentiellement équivalents
s'il existe une série formeile T : Id,+ I T1,uk oit les ft sont des opérateurs différentiels,

tangentiels, nuls sur les constantes 
"t 

,utirt irant formellement l,égalité:

u l  u :T - r (TuxTu )  Vu ,u  €  / [ .

Les propositions suivantes montrent I'intérêt de la cohomologie de Poisson tangentielle
HI'on(M) pour l'étude des produits-star tangentiels sur (M, Àj.

Proposit ion A.2.2
Sj(M,À) esf une variété de Poisson régulière telle eue Hl,,too(M) soit réduit à zéro, alors
i/ exisfe des produits-star tangentiels sur M.
Preuve:
Supposons que la soûIme

2 n  2 n

r . t *u  :DC*@,r ) rk  -  uu +  lu ,u lu  * l7 r , (u ,u) rk
k=0

définisse un produit-star tangentiel sur M

r ! s : 2 n j l , r  ) 1 , s )  1

k=2

à i'ordre 2n. Alors

C,(C 
"(u,  

u) , . )  -  C,(u,  C,(u,  w))E z n + t ( u r u r u s ) :
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est un cocycle de Hochschild différentiel, tangentiel et nul sur les constantes. Sa partie
totalement antisymétrique étant nulle en raison de la condition de parité imposée aux C6
et compte tenu de la proposition A.2.1, on peut trouver une cochaîi. C2nrrr, différentielle,
tangentielle, nulle sur les constantes, telle q:ue E,2n11 : 6Czn+t euitte ï-r"*plu,. er C2n11
par son antisymétrisé ac2nq1 (à savoir aczn+r(u,r): |1c",+r(u,r) - cr.*r(r,")]),"; ;
peut supposer que czn+t(u,r) est antisymétrique en (u,r;. c""riaérÉrs donc le prolïrrg._
ment de *, encore noté *, en un produit-stat u*":D'n\trt  cr(u,u)uk àl 'ordre 2nJ-L,
tangentiei sur M. Alors,

Ezo+z (u ru ru ) : C,(C 
"(u, 

r), w) - C,(u, C 
"(u, 

u,t))
r { ' s = 2 n ] 2 , r  ) 1 , s )  1

est un cocycle de Hochschild différentiel, tangentiel, nul sur les constantes, qui s'écrit en
vertu de la proposition A.2.1sous la forme

E z n+ z(u, u, u) -- 6 C 2 n1 2 (u, u, u:) I  A(d.u, d,u,, d,u)

où '4 est un 3-tenseur contravariant tangentiel et complètement antisymétrique et où
Czn+z(u,u) peut être supposé symétriqrr" 

"o 
(u,r). prrisqrr. par antisymétrisation de

*' on obtient une déformation [, ]* à I'ordre n de la structur" d'.lgèbre de Lie de /[,
I'antisymétnsé aE2n+z : A de 82,,112 est un 3-cocycle pour la cohomoËgie de poisson tan_
gentielle' comme 

,Htt,r.^(M) 
:.{0}, il existe un 2-tenseur B, tangentËI, antisymétrique

et tel que A : oB. Notons B'I 'application sur.f[  x /[  définie par" B,(u',u):"a@u,iu).
Remplaçons maintenant C2n11 par

CL-+r :Czn+t * * " ' .

Le,cocycle ELn+z 
li3ocie 

à *, 
: D?i, C*uk * Cl.+ru2n+t a une pa.rtie antisymétrique

nulle' Ainsi, en utilisant une fois e*"or" t" propô.iiion A.2.1, on parvient à pousser la
construction de * jusqu'à I'ordre 2, + 2. D'où ie résultat par récurrence.O
Proposition A.2.8

Alors, leur différence à l,ordre k * 1 est un cocycle de Hochschild ta,ngrniid dont la partie
antisyméttique conespond à un 2-tenseur A contravariant antisymétique et ta,ngentiel qui
est un cocycle pour la cohomologie de Poisson tangentielle (i.e. oA:'O). S; 

"" 
iory;1-Lst

tangentiellement exact (pour o), il existe un produit-sta,r tangentiel x,; , tangertiellement

Soient x et l- det:x produits-star tangentiels sur (M,A) qui coincidentjusqu,à 1,ordre le .

équivalent à*t, qui, qui coincide avec * jusqu,à l,ordre k + L
Preuve:
Notons 

l-:_Dr> oCru' ."t. 1' : Dr2o. C',r". par hypothèse, on a déjà C, : Cf pour
tout r ( k. De làssociativité de * et *', on d.éduit arors qu" ôL*, - cjal est un cocycre
de Hochschild, qui est par construction différentiel, tangentiel'ef ml ,r. Ies constantes.
D'après la proposition A.2.1, ce cocycle peut s'écrire:

(CL+, - C n+t)(", u) : 6 R(u, u) + A(du, du),
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pour une l-cochaîne -R, différentielle, tangentielle et nulle sur les constantes et pour w 2-
tenseur L contravariant,, antisymétrique et tangentiel. En écrivant I'identité de Jacobi pour
les crochets déformés [, ]* et [, ]*, obt"nrm pJr antisymétrisation de * et *,, on constate
que  oA :0 .

Supposons que A s'écrive A : o B pour un champ de vecteurs tangentiel B et intro-
duisons I'application B'définie par Bt(u): B(d,u). Finalement, poror,s"

T : I - r kB , - r k - l rF -

et considérons Ie produit-star tangentier *", équivalent à *, via ?:

?.r, *, rr : T-r(Tu x, Tu): I C,i@,r)rk .
fr>0

Ce produit-star est par construction tel que

C' l :C ' , :C,  V0( r< f r -1 .

Par ailleurs, on a

C' l@,u) :  CL@,u)  -  6Bt (u , r ) :  CL@,a) :  C1, (u ,u) , ,

car B'vérif ie 68' :0. puis,

C' l * r@,u) :  CL+r(u, , r )  -  6&(u,u)  -  oB(d.u,d,u)  -

:  Cn+t(u, r )  *  A(du,d")  -  oB(du,du)  :
:  Cp r r l (u ,u ) .D

Simultanément à la proposition précédente, nous avons montré Ie

Corollaire A.2.4
Si (M,A) est une variété de Poisson régulière te|Ie que HK,ron(M) soit réduit à zéro, alors
tous Jes produits-sta,r tangentjeJs sur M sont tangentiell;à";;; éq'uivdents.

Enfin, réciproquement à la proposition A.2.3, nous avons Ia

Proposit ion A.2.5
Sj * - 8e,"" a *t : D C',u" sont deux produjts-sfar tangentiels tangentiellement
équivalents ef fejs que C, - C', pour tout r I lc, aJors la partl" arûisymétrique d.e ieur
différence à L'ordte È + r esf un cobord pour Ia cihomologie de Poiss on tangentielle.
Preuve:
On rappelle (cf. chapitre II, proposition II.2.6) q,r" toute variété de poisson régulière
admet un bon recouvrement (t/") i.e. telqn" torrie, les intersections finies et non vides des
ouverts Uo soient de cohomologie de Poisson tangentielle triviale en degré )0. En utilisant
ce fait, on peut montrer exactement comme a"ttrlnCCl que l'on peut cànstruire entre deux
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produits-star tangentiels * et *', que I'on sait égaux jusqu'à I'ordre k et tangentiellement
équivalents, un opérateur ? d,équivalence de iu,lor*à

T :  Id  + rkTt ,  *  uh+LT1r*r  * . . .

où les fr sont des opérateurs différentiels, tangentiels et nuls sur les constantes. Consid.érons
à présent un tel opérateur d'équivaleo"" 

"rrtr" 
nos deux produits-star * : D Cru, et

x' : C'ru'. De l'égalité

Cr :  C ' ,  V r  1k ,

on déduit que fi. est un cocycle pour la cohomologie de Hochschild tangentiel. C,est
donc une dérivation de I'algèbre C*(M) (pour la mrrlltiptication usuelle des fonctions). Il
correspond de ce fait à un champ de vecteurs tangentiel X sur M. D'autre part, la relation
d'équivaience entre * et *t à l,ord.re k + t se traduit par:

CL*r(u, u) - C *+t (u, u) - 6T*+t(u, u) : o X (d,u, d.u).

La partie antisymétrique de c'u*, - c1..1 s'identifie donc à ox.tr

En conséquence des propositions A.2.3 et A.2.5, notons que les classes d,équivalence des
produits-star tangentiels sur (M,L) sont paramétrées par des 2-tenseurs contravariants,
qui sont totalement antisymétriques, tangentiels, et des cocycles pour d.

Déffnitions A.2.6
Soif * un produit-star tangentiel sur une uariété de Poisson régulière (M, L).Nofons encore
N :  C*(M).
o Une dérivation de * est une application D : N r-+ N[[z]] dont l'ertension naturelle à
lf [["]] vérifie formellement

D (uxa ) :  Du*u  +u*  Du .

o Une dérivation D de x est dite dérivation tangentielle (formelle) si elle s,écrit sous /a
forme

D: I  D"u"
s ) 0

où /es D" sont des opérateurs différentiels et tangentiels de N dans N.
o Une dérivation tangentielle D de x est dite intérieure s'il existe f da^ns I[ tel que

D : [ f , . ] .  :  ] { t* .  
-  .  *" f ) .

o Enfin, par analogie au cas symplectique [DW, GR], une dérivation D d.e* est dite u-Euler
tangentielle si elle est de la forme

â
D:u**L r lD '

Ou
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où ( est un champ de vecteurs conforme ( ,Le (^) - -^,) et tangentiel, et

D' : D D'"r"
s21

où Jes Dt" sont des opérateurs différentiels et tangentiels de N daas N.

Proposit ion A.2.7
Soit * : t C,u' un prcduit-star tangentiel sur (M,L). Si D : D"ro Dru" est une
dérivation tangentielle formelle de *, aJors chaque D, correspond à un ch-amp de vecteurs
X, tangentiel, vérifr.ant oX" : 0, et est donné sur un domaine U d'un bon recouvrement
de M par

Dsftt  :  l fy , .1.

où fy est une fonction sur (J vérifrant

X" lu :Hryp: { f l  , . }p .

Preuve:
Soit p le premier indice s tel que D 

" + 0. La propriété de dérivation se traduit à I'ordre p
par:

(1)  Do@u) :  Dp(u)u *  uDo@).

E t , à l ' o rd rep *1 ,pa . r :

(2)  Do({u, r } )  +  Do' r1(ua)  -  {Do@),u}  -  { r ,  Do@)}  -  Dp+t(u)u -  uDp+t( r )  :  O.

Par (1), on voit que l'opérateut Do est une dérivation de I'algèbre associative w : C*(M);
il correspond donc à un champ de vecteur Xp sur M qui est tangentiel puisque Do est
supposé tangentiel. En antisymétrisant (2), on s'aperçoît que Xp vérifie oXo :0. Sur un
domaine U teI qte HLlr,ron(U) : {0i, on peut écrire

Xo@)v:  { f { , " } ,u fu e C*(U),Vu.

Puisque les C," s'annulent sur les constantes, I'application

D' : N * N[[z] l  u,- l f{ ,ul*

a un sens global et définit une dérivation tangentielle de *. En Épétant I'argument pour
D - up Dt et ainsi de suite, on obtient le résultat annoncé.E

Autrement dit, les dérivations tangentielles d'un produit-star tangentiel sur (M, A) sont
en bijection avec les suites de champs de vecteurs tangentiels qui sont des cocycles pour
o. De plus, le quotient de I'espace des dérivations tangentielles par celui des dérivations
ta,ngentielles qui sont intérieures peut être identifié à l'espace des suites d'éléments de
HÀ..r"^(M)'
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Proposit ion A.2.8 [DW]
,Sojent U un ouvert de M pour lequel Hzç,t"r(tl) : i0) et { un champ de vecteurs conforme
et tangentiel sur u. (L'existence d'un tel champ { esf assu rée si Hrn,r"*(u) : i0} par
exemple.) ,Supposons encore que * soit un produit-star ta,ngentiel sur-'iù. Ators x admet
dans U une dérivation u-Euler tartgentielle de la forme

a
"ù+Ls*uD1 +u2Dr+ . . . .

Preuve:
On vérifie sans diflÊculté que 

"# +.t6 est une dérivation tangentielle à l,ordre 1 de *.
Supposons maintenant que I 'on ait construit Dt,...rDt _t pour que

D: D D"r" a
:  r ; ,  *  La  - f  uD t  r  . . .  *  r k -L  D* - r .  +  . . .

tangentielle à I'ordre k - 1 de *. Notons encore, pour tout

"ào
soit une dérivation z-Euler
entier r,

K, (u ,u ) : D oçC oçu, r ) )  -  c  o (ô  o@),  u )  -  Co(u ,  ô  o@)) .
p*q=r rp ,q lo

Puisque D est  une dér ivat ion à l 'ordre k- r ,  on adéjà K,  -  0pour  r  . -k- r .  De
plus, il résulte de l'associativité de * que K6 est un cocycle de Hochschild tangentiel
dont I'antisymétrisé A : aK* vu cornrne un 2-tenseur tangentiel est un cocycle pour la
cohomologie de Poisson tangentielle. Puisque H'n.r".(U): {0}, il existe un 2-tenserr B
tangentiel tel que A: oB et on peut écrire

Kr(u,u)  :  6T*(u,  u)  + oB(du,du)

où fi, est un opérateur différentiel, tangentiel et nul sur les constantes. Consid.érons aussi

D t  :  D  - , k - r g t  + r kT* :  I  DL r " ,

or\ l'on a noté B'(u,u) : B(d,u,du). Pour tout r, O"r";r-:""",

K,,(u,u) : t  É;çco{",r)) _ co(É;@),u) _ cr(u,nL@).
p*q : r ,p rq)o

Alors, par construction même, tes /{f sont nuls jusqu'à I'ordre k et Dt est une dérivation
de * jusqu'à l'ordre k.tr

Puisque toute variété de Poisson réguiière admet un bon recouvrement, on a montré Ie
Corollaire A.2.9
,Soif * un produit-star tangentiel sur une variété de Poisson Éguhière (M , L) . Alors * ad.met
localement des dérivations u-Euler tangentielles D:

D : r+. * La -f uDt * r ' D, + ...ou
où { est un champ de vecteurs local, conforme et tangentiel.
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