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Introduction génêrale

Le liquide a longtemps été étudié à partir des théories, déjà bien établies, du solide et du gaz.

Ainsi, le liquide a souvent été considéré soit corlme un solde très désordonné, soit comme un

gaz très dense. Ceci se justifiait par le fait qu'à température et pression ambiantes, les valeurs

de plusieurs propriêtés physiques des liquides sont proches de celles du solide, alors qu'à haute

température et forte pression l'équation d'état des liquides n'est pas très différente de celle des

gaz réels ; d'ailleurs au-delà du point critique, Ie passage de I'état liquide à l'état gazeux se fait

sans transition de phase. Aujourd'hui, grâce aux techniques mathématiques très évoluées et aux

nouvelles technologies informatiques, nous pouvons parler d'une théorie des Iiquides établie sur

les fondements solides de la mécanique statistique.

Dans ce travail, nous nous intéressons aux liquides et aux états intermédiaires qu'ils traver-

sent avant de cristalliser lorsqu'on baisse la température, à savoir les états surfondus et amorphes.

Un exemple de Ia surfusion rencontré dans la vie courante concerne les précipitations tombant

sous forme de neige, quand la température des basses couches de I'atmosphère est inférieure

à 0 "C. La neige résulte de la croissance de noyaux de congéIation, dans un nuage à température

inférieure à 0"C, qui se transforment en cristaux de neige en interrompant le phénomène de

surfusion. Alors que l'état surfondu résulte du refroidissement lent du liquide qui peut cristalliser

brusquement à une température parfois largement inférieure à la température de fusion, l'état

amorphe est également un état hors équilibre qui s'apparente au solide mais possède des prop-

riétés structurales proches de celles du liquide. L'amorphe peut éventuellement cristalliser après

un temps extrêmement long.

Le cadre de cette thèse est l'évolution des propriétés structurales, ainsi que les propriétés

thermodynamiques et dynamiques, durant les transformations liquide-liquide surfondu et liquide-

amorphe de quelques fluides denses complexes (gaz rares et semi-conducteurs liquides). Notre

outil de travail est la dynamique moléculaire, c'est une méthode de simulation qui nous libère des

approximations mathématiques propres aux calculs de la mécanique statistique. La dynamique

moléculaire est une véritable expérience par le calcul, car elle est autant un moyen pour tester les

développements théoriques qu'un complément pour I'expérience qu'elle peut étendre, sans dif-

ficultés supplémentaires, à des domaines hors de portée de I'expérience réelle. Afln d'augmenter

Ia précision des calculs, nous utilisons Ia dynamique moléculaire parallèle avec une mêthode de

décomposition spatiale qui permet de gagner un temps considérable tout en traitant des systèmes

à très grand nombre de particules.

Pour réaliser une telle étude, il est nécessaire d'utiliser des potentiels interparticulaires. En
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première approximation on peut considérer les atomes corrme des sphères chimiquement inertes

interagissant par paire et pour lesquelles les effets quantiques sont négligeables. Mais nous

pouvons également tenir compte des effets à trois corps, ce que nous avons fait ici en choisissant

dans la littérature les potentiels de paire et les potentiels à trois corps les mieux adaptés à chaque

système. En traitant simultanément les contributions à deux et à trois corps, nous pourrons

ainsi comparer leurs résultats respectifs et discuter I'apport d'un potentiel à trois corps sur les

propriétés physiques des systèmes étudiés, dans des états surfondus et amorphes. Pour I'argon,

le krypton et Ie xénon, nous utilisons le véritable potentiel de paire d'Aziz-Slaman et le potentiel

effectif constitué du potentiel de paire d'Aziz-Slaman et du potentiel à trois corps d'Axilrod-

TeIIer. Pour le silicium et le germanium, nous utilisons le potentiel de Stillinger-Weber qui est

aujourd'hui considérê comme le meilleur pour le genre de calculs que nous avons entrepris.

Le texte est organisé de la manière suivante. Dans le premier chapitre, nous rappelons

quelques bases de Ia thermodynamique classique en insistant sur le changement d'état des corps

purs et sur Ies transitions de phase du premier et du second ordre. Nous présentons les quelques

modèles d'interaction nécessaires aux calculs ultérieurs, puis nous fournissons les fondements de

la physique statistique des systèmes désordonnés permettant de relier entre elles les propriétés

stmcturales, thermodynamiques et de transport atomique.

Dans le second chapitre, nous présentons notre outil de travail, à savoir Ia dynamique molécu-

laire parallèIe. Après un bref historique de cette tedrnique, nous exposons les principes de la

modélisation d'un système de petite et de grande taille, des équations du mouvement et des

méthodes d'intégration de ces équations. Le calcul des forces d'interaction ainsi que les mét-

hodes de réduction des temps de calculs sont donnés avec un peu plus cle détails. Enfin, nous

suivons le déroulement d'une expérience de dynamique moléculaire parallèle. Dans ce contexte

nous parlons des différents ensembles statistiques dans lesquels les calculs se font, des étapes que

traverse une simulation et des grandeurs physiques que nous pouvons extraire.

Dans le troisième chapitre, nous donnons les résultats acquis sur trois gaz rares et deux semi-

conducteurs et les conclusions qui se dégagent. Nous commençons par présenter les potentialités

de notre outil informatique en calculant la structure et la thermodynamique d'un fluide de

Lennard-Jones. Nous examinons I'aptitude des potentiels de Lennard-Jones, d'Aziz-Slaman seul

puis combiné avec celui d'Axilrod-Teller, à décrire les propriétés physiques de I'argon, du krypton

et du xénon, dans les états surfondus et amorphes. Finalement, nous présentons nos résultats

sur le silicium et sur Ie germanium et nous les confrontons à des mesures expérimentales. Ces

résultats sont obtenus avec le potentiel de Stillinger-Weber dont nous avons modifié quelques

paramètres. Le manuscrit se termine par une conclusion générale dans laquelle sont indiquées

quelques perspectives ou prolongements à cette étude initiale.



Chapitre 1-

PHYSIQUE STATISTIQUE DES
SYSTEMES DESORDONNES

1-.1- La matière dans tous ses états

l. l.L Introduction

La description de I'état de la matière se fait généralement selon deux approches différentes

et complémentaires. L'une, macroscopique, relève de Ia thermodynamique classique. EIle est

fondée sur I'étude des variables d'états telles que la pression, Ia température, le volume, etc., qui

sont plus ou moins facilement accessibles par I'expérience. L'autre, microscopique, qui relève

de la physique statistique, consiste à étudier le comportement dynamique des particules et à

exprimer les grandeurs thermodynamiques en fonction de leurs coordonnées et de leurs vitesses.

[,ongtemps on a distingué trois états de la matière (solide, Iiquide et gazeux) selon des

critères bien définis qui reposent sur la thermodynamique classique et l'étude des diagrammes

de phases. Le diagramme (p,") (fiSore 1.1), par exemple, permet de repérer aisément ces trois

phases d'une substance. Les solides correspondent aux faibles températures, les gaz aux faibles

pressions, et les liquides à des états de pressions et températures moyennes. Si au voisinage

du point critique, il peut se produire des fluctuations de densité qui rendent opalescente une

substance transparente, au-delà du point critique (fortes pressions et températures) il n'y a

plus de frontière entre le liquide et le gaz,I'opalescence critique disparaît alors que certaines

grandeurs thermodynamiques divergent en suivant des lois de puissance particulières.

Or cette classification traditionnelle des états de Ia matière en solides, liquides et gaz ne

semble pas satisfaisante à bien des égards. En effet, elle ne laisse pas de place aux verres qui

sont des solides mais possèdent les propriétés stmcturales d'un liquide, ou aux plasmas qu'on

considère parfois comme un quatrième état de la matière. C'est pourquoi dans notre travail,

nous préférons décrire directement les états de la matière qui nous intéressent en termes de

variation des variables d'états et de leurs propriétés physiques. Dans cette optique, un solide

chauffé à pression constante devient liquide lorsqu'il atteint sa température de fusion, puis

devient gazeux lorsqu'il atteint sa température d'évaporation. Dans la transformation inverse,

Ie gaz se condense. En continuant à réduire la température il peut passer éventuellement par
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Figure 1.1: Diagramme de phases (p,T). Il représente, par une variation de la pression en
fonction de Ia température, les différentes phases de Ia matière et les zones où ces différentes
phases sont en équilibre.

des états intermédiaires comme i'état surfondu et l'état amorphe avant de cristalliser. Ce sont

précisément les propriétés physiques des états surfondus et amorphes que nous étudierons dans

ce travail. Contrairement au solide et au gaz,la description statistique de la structure et de la

dynamique de l'état liquide, et a fortiori des états amorphes et surfondus, est encore relativement

incomplète.

L.1.2 Classiffcation standard de la matière

Dans les solides cristallins, les forces d'attraction sont suffsantes pour maintenir les atomes

ou les molécules dans des positions fixes suivant un agencement régulier et périodique. En

réalité, dans un cristal les particules ne sont pas immobiles mais vibrent autour de leurs posi-

tions d'équilibre. Dans un cristal idéal, Ies particules ont un empilement et une périodicité

rigoureuse dont le type et la structure géométrique peuvent varier sensiblement d'un cristal à

l'autre. Dans un empilement compact, chaque particule est en contact avec un certain nombre

de voisines adjacentes correspondant au nombre de coordination. Dans la réalité, Ies cristaux

ne sont pas parfaits, et la périodicité spatiale est perturbée par des défauts corùne les lacunes,

Ies dislocations, des macles, etc., qui déterminent I'aspect extérieur et les propriétés physiques

du solide. Ce sont la nature et Ia fréquence des défauts qui déterminent les propriétés méca-

niques, électriques, magnétiques et optiques des solides. Pour une étude quantitative des solides

ç.'t
q
p

Point critique

Solide Liquide

Température



1.1. LA MATIÈHE DANS TOUS SES ÉTATS

cristallins, il existe un modèle de référence, le modèle harmonique, qui permet de prédire un

grand nombre de leurs propriétés physiques.

Dans les gaz, les énergies d'interactions sont très faibles comparées à l'énergie cinétique des

particules. La densité est également très faible de sorte que les particules n'entrent qu'occasion-

nellement en collision les unes avec les autres. Entre deux collisions, elles se déplacent pra-

tiquement librement. Comme dans le cas des solides, on peut traiter les gaz par des méthodes

de physique statistique, mais lorsque les interactions entre particules sont inconnues, on peut

également utiliser I'approche macroscopique avec l'équation d'état des gaz parfaits pour décrire

les propriétés thermodynamiques :

PV : NlcBT, (1 .1 )

où N est le nombre de molécules présentes dans Ie gaz et lc6 (:1.99 x 10-23JK-1) est Ia

constante de Boltzmann. Pour la description d'un gaz réel, il faut tenir compte du volume

propre des particules ainsi que de leurs interactions, en première approche.

Pendant longtemps, le modèle du cristal idéal et le modèle du gaz parfait ont constitué

Ies meilleures bases théoriques pour étudier les états solides et gazeux, tandis qu'il n'existait

pas de modèle équivalent pour étudier les liquides. Depuis une cinquantaine d'années, les

choses ont beaucoup évolué et aujourd'hui la théorie des liquides arrive à un point où elle

permet de calculer de nombreuses propriétés des liquides simples. Le pas a été franchi lorsqu'on

a reconnu que les atomes constituant le liquide pouvaient être assimilés à des sphères dures.

D'ailleurs, ce simple modèIe, pour lequel I'interaction est infinie dans le coeur des atomes et nul à

I'extérieur, permet déjà d'évaluer avec une bonne précision les grandeurs thermodynamiques et la

structure statique des liquides. Pour décrire les propriétés thermodynamiques et structruales des

mêtaux liquides qui constituent une classe de liquicles complexes étudiée dans ce travail, on peut

également utiliser comme modèle d'ordre zêrole modèIe de plasma à un composant. Le plasma

désigne ul système gazeux, électriquement neutre, constitué d'éIectrons [bres et d'ions dont la

densité peut varier dans de très grandes proportions. En pratique, l'état plasma est produit

dans des conditions extrêmes, par exemple par des dédrarges électriques intenses dans des gaz

portés à des températures de I'ordre de 106 K. Le plasma le plus simple est celui d'hydrogène

constitué d'électrons et de protons libres, en concentrations égales, que I'on rencontre dans les

étoiles. Il est spécifié par sa constante de couplage définie par le rapport de l'énergie moyenne

de Coulomb à l'énergie cinétique moyenne. Alors que les propriétés thermodynamiques d'un

plasma faiblement couplé sont semblables à celles d'un gaz parfait, pour un plasma fortement

couplé comme les électrons libres dans un métal liquide elles s'en éloignent sensiblement. Par

ailleurs, les propriétés thermodynamiques des métaux liquides sont identiques à celles des gaz

neutres mais ses propriétés éIectromagnétiques en diffèrent du fait de la présence des électrons

en mouvement.

La difficulté qu'il faut surmonter dans l'élaboration d'une théorie complète de l'état liquide

est qu'elle soit applicable au fluide sur la totalité du domaine de densité, et qu'elle décrive entre

autres les êtats intermédiaires surfondus et amorphes qui précèdent Ia solidification.

Il n'est pas prouvé que le cristal idéal, tel qu'il a été défini auparavant, constitue l'état
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d'énergie minimale des atomes at zêro absolu. Il existe des structures régulières non entièrement

périodiques à l'état solide qui peuvent rester hors équilibre avec des durées de vie considérables.

L'amorphe précisément est rrne substance qui possède les caractéristiques macroscopiques d'un

solide. L'agitation thermique y est comparable à celle d'un cristal, mais il n'existe pas d'ordre

à longue distance, ni de périodicité. La phase amorphe peut être obtenue lorsqu'on est capable

d'éviter la formation de germes cristallins dans la phase liquide en la refroidissant rapidement,

par exemple. Durant le processus d'amorphisation, la substance ne présente pas de changement

discontinu de structure par rapport au liquide, mais simplement une augmentation progressive

de sa viscosité qui la rigidifie. L'êtat, amorphe est un état hors équilibre qui peut éventuellement

cristalliser après un temps extrêmement long. Par ailleurs, on distingue le verre de I'amorphe

par un comportement différent lorsqu'on augmente de nouveau Ia température. Alors que le

premier redevient liquide, le second cristallise très rapidement.

A notre connaissance, on n'a jamais réussi dans la pratique à préparer un amorphe par

refroidissement d'un bain liquide, autrement qu'en employant des méthodes expérimentales spé-

ciales comme l'évaporation thermique, le sputtering, I'irradiation, etc. Les semi-conducteurs

amorphes sont préparés sous forme de fihns minces par évaporation ou pulvérisation, ou bien,

dans certains cas, les matériaux amorphes sont préparés sous forme de massifs par refroidis-

sement ultra-rapide du bain fondu. A cause de ces difficultés expérimentales, on a longtemps

pensé que l'état amorphe ne se produisait que pour des systèmes spécifiques. D est maintenant

largement admis que cet état est r.rne propriété intrinsèque de la matière [31,43].

Par contre, le refroidissement lent du matériau pris initialement à l'état liquide, conduit

à un liquide surfondu qui cristallse à des températures parfois largement inférieures à Ia

température de fusion 
"y 

(figure 1.2). Il représente un état métastable correspondant à un retard

à la solidification du matériau. Cependant contrairement aux autres états métastables, comme Ie

solide ou le liquide surchauffé par exemple, qui indiquent respectivement un retard à la fusion et

à Ia vaporisation, iI n'est pas possible de déterminer de limite de métastabilité. Le diagramme

de diffraction de rayons X ou de neutrons d'un liquide consiste en un ou plusieurs ânneaux

larges et diffus, observés dans le plan normal au faisceau incident. Le diagramme de diffraction

du liquide surfondu n'est pas très différent de celui clu liquide même si les anneaux deviennent

particulièrement fins et marqués. C'est pourquoi il est difficile de le caractériser. Si Ie liquide

surfondu peut être maintenu pendant une durée conséquente, il peut à tout moment subir une

transformation dans une phase cristalline d'énergie libre inférieure, lorsque la température est

abaissée, qu'un germe est introduit ou qu'une perturbation mécanique est produite. La surfusion
joue un rôle important dans les mécanismes de cristallisation. En effet, d'après Ie modèle de

Volmer, qui décrit cette transition en termes de nucléation, iI ne peut y avoir cristallisation

complète si le système est surfondu. Cette question sera abordée brièvement dans le paragraphe

suivant.
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Température

Figure I.2: Diagramme (,8, T) montrant les zones des états surfondu et vitreux. La température
de fusion est notée Ty etla température de transition vitreuse est notée ?n.

L.2 Thermodynamique classique et transition de phases

L'état d'un fluide est décrit sans ambiguïté par son volume V, sa pression p et sa température

absolue ?. A l'équilibre, ces variables thermodynamiques sont reliées entre elles par I'équation

d'état dont la forme spécifique à chaque système est déduite des résultats expérimentaux. Quant

aux autres variables thermodynamiques (l'énergie, I'entropie, la chaleur spécifique ...), qni

permettent de faire une description complète des systèmes, elles sont reliées entre elles à I'aide

des principes de la thermodynamique.

L.z.L Principes de la thermodynamique

Le principe zêro de la thermodynamique stipule que lorsque deux systèmes distincts se trouvent

en équilibre thermique avec un même troisième, ils sont en équilibre I'un avec I'autre.

Le premier principe traduit la loi de la conservation de I'énergie. Dans une transformation

infinitésimale quelconque, la variation d'énergie interne dE est égale à la somme du travail 6W

et de la quantité de chaleur 6Q êchangêe avec Ie milieu extérieur. Ce principe, qui ne soufre pas

d'exception s'écrit :

d,E:6W + 6Q,, (1 .2)

où d,E est une différentielle totale, ce qui indique que l'énergie interne est une fonction d'état

alors que le travail et la quantité de chaleur n'en sont généralement pas.

1 1

e
I

q)

q)
rS

C
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Le fait que certaines situations soient naturellement irréalisables est signalé dans Ie second

principe. Il en existe plusieurs énoncés également valables, cornme celui de Lord Kelvin stipu-

lant qu'un système ne peut produire du travail que s'il reçoit de la chaleur d'une source chaude

et en cède à une source froide. Un autre énoné plus abstrait, proposé par Clausius, faisant

référence à l'entropie ,S, se traduit sous Ia forme mathématique :

ot.E, (1.3)

et indique qu'il n'existe pas de processus dont Ie seul effet serait de faire passer de la chaleur d'une

source froide à une source chaude. Cette expression indique que tout système macroscopique

isolé tend vers l'état le plus probable, I'état d'équilbre où I'entropie est maximale.

Enfin, lorsque la température d'un système tend vers zéro son entropie tend vers une cons-

tante indépendante du système et de son état, dont la valeur est prise égale à zêro. Ce principe

est d'origine quantique, et sa validité repose sur la non-dégénérescence de l'état fondamental

d'un système.

L.2.2 Fonctions thermodynamiques

En combinant les relations (1.2) et (1.3), on obtient la relation fondamentale de Ia thermo-

dynamique :

6W > dE _TdS. (r .4)

dans laquelle l'égalité correspond à une transformation réversible et I'inégalité à une transfor-

mation irréversible. Apparemment, l'équilibre d'un système thermodynamique résulte de Ia

conjugaison de deux facteurs : Ia tendance vers I'entropie maximum et la tendance vers I'énergie

minimum. En effet, on montre en thermodynamique que l'équilibre du système dans une phase

correspond à un minimum des fonctions thermodynamiques et que sa stabilité satisfait au critère

de Gibbs-Duhem :

AE+pAV-74 ,9>0 , (1 .5)

pour des variations de l'énergie AE, du volume AV et de I'entropie A,S à partir des valeurs

d'équiÏbre. Ce critère permet de préciser les conditions d'équilibre de façon stricte pour un

système. En revanche, son évolution spontanée vers un état d'équilibre est donnée par :

A,E < O, (1  6)

et implique donc automatiquement une décroissance de l'énergie. Mais il est rare que I'on étudie

les systèmes à entropie constante ou à énergie constante. En pratique, on suit généralement

l'évolution d'un système à température et volume constants ou à température et pression cons-

tantes.

Par exemple, à tempêrature et volume constants (6W : -pdv : 0), Ia relation (1.4) s'écrit :

0>d (E -TS) r . v : dF . (1.7)
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Cette dernière indique que l'équilibre d'un système maintenu à température et volume constants

est atteint pour le minimum de la fonction d'état F appelée énergie libre de Helmholtz. En

explicitant Ia variation d'énergie interne, la forme différentielle de l'énergie libre devient donc :

dF: -pdv - SdT. (1.8)

A température et pression constantes, une autre fonction d'êtat, I'enthalpie libre de Gibbs G,

doit être nulle à l'équilibre, comme on peut le voir en réécrivant (1.a) sous la forme suivante :

0>d@- fS*pV) r , p :d ,G . (1.e)

Notons que, si le système peut échanger de la matière avec I'extérieur, le nombre de particules n;

du constituant i est amené à varier, produisant ainsi un travail 6W2 qttt doit être ajouté à celui

des forces de pression et qui a pour expression :

13

6w2 - lauo,
i

où p; est le potentiel chimique du constituant i.

Les fonctions thermodynamiques (l'ênergie interne E, l'énergie libre F et I'enthalpie libre G),

qui ne dépendent que de l'état initial et de l'état final du système, et non des états intermédiaires,

s'expriment en termes de paramètres extensifs (le volume V, les nombres de particules T7i, mais

également I'entropie S,. . . ) et de paramètres intensifs (la température ?, la pression p, les

potentiels chimiques Ft,...). A chaque paramètre extensif est associé un paramètre intensif

conjugué obtenu facilement à partir de (1.9) et (1.10) :

(1 .10)

r : (#),,^:
p : -(#),,^:

t t ; :  (#)r ,rr ;

(1 .11 )

(1 .12 )

(1 .13 )

Si le système est constitué de deux phases a et B, on montre que l'équilibre global est assuré

à l'égalité des températures (?" : ?p), des pressions (p" : pP) et des potentiels chimiques de

chaque constituant (rî :irf) au". les deux phases.

En récrivant Ia différentielle totale de l'énergie interne sous la forme :

ou: G+),,^,0t. (#) ,,n,0'. P ffi) s,v,n,tu, (1 .14 )

on constate que I'énergie interne E est une fonction caractéristique des variables S, V et n6. Or,

en explicitant les différentielles de l'énergie Iibre et de I'enthalpie libre, on peut voir que F est

une fonction caractéristique de la température ?, du volume V et du nombre de particules na,

alors que G est une fonction caractéristique de Ia température 1, de la pression p et du nombre

de parbicules ru. Il est facile en effet de montrer que :

d,G: -Sd.T *Vd,p +lpdru.
i

(1 .15 )
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Puisqu'il suffit seulement de quelques variables thermodynamiques indépendantes pour caràc-

tériser un système, les dérivées partielles des fonctions d'état ne sont pas indépendantes en-

tre elles. Dans un fluide homogène composé d'un nombre N constant de particules iden-

tiques (corps pur), une fonction d'état peut toujours s'exprimer au moyen de deux variables

indépendantes seulement en utilisant l'équation d'état. Par ailleurs, les dérivées partielles, qui

définissent les variables thermodynamiques du système, sont reliées entre elles par les équations

de Maxwell. Elles permettent alors de déduire toutes les fonctions d'état à partir d'un nom-

bre limité d'expériences. Par exemple, parmi les grandeurs les plus importantes, facilement
accessibles expérimentalement, on trouve Ia compressibilité isotherme Xr: -l (ôVl0p), etla

chaleur spécifique à volume constant C": (08/dT)r.

L.2.3 Changement dtétat des corps purs

Pour étudier les changements d'états des corps purs (sublimation, fusion, vaporisation), on

utilise généralement la formule de Clapeyron que I'on obtient en considérant un système formé

de deux phases a et B en équilibre, avec des volumes respectifs , Vo et Vp. Par conséquent, les
potentiels chimiques du corps pu, à l'équilibre, dans les der:x phases, pd et FF, gû s'identifient
anx enthalpies libres spécifiques Gd et Gp, sont égaux. Ainsi, deux états d'équilibre très proches

sur une courbe de coexistence des phases (figure 1.1) sont définis respectivement par T, p, Go
e t G P , a v e c G o - G 9 , e t ( ? * d : T ) , ( p + d , p ) ,  ( G " + d , G d ) e t ( C 0 + d G P ) , a v e c d , G d : d , G ? .  O r ,

la variation de I'enthalpie libre donnée par (1.15) se réduit à:

Vodp - S"dT :VÊdp - S?d,T, ( 1 . 1 6 )

d'où

SP_S*  L
(1 .17)

V P  - V a  T  ( u  -  u ) '

Dans cette relation, tr est la chaleur latente de la transformation de la phase o à la phase B,
et u et z sont les volumes spécifiques des deux phases en présence. La formule de Clapeyron

montre clairement que la pente de Ia courbe de sublimation est plus forte que celle de la courbe
de vaporisation (figure 1.1) car I'expansion du volume lors de la sublimation est plus importante
que durant la vaporisation. Par ailleurs, Ia pente de Ia courbe de fusion est le plus souvent
positive mais elle peut être négative lorsque Ia substance subit une contraction de volume à Ia

fusion, corrune I'eau ou Ie silicium.

Sur la figure 1.3, nous constatons la présence de deux points caractéristiques, le point triple et

le point critique pour lesquels la pression, Ia température et le volume sont parfaitement définis,

alors que pour les autres états, les températures de fusion, de sublimation et d'évaporation
dépendent de la pression. Le point où les trois phases (solide, Iiquide et gazeuse) coexistent en
équilibre est le point triple. Dans la région sub-critique (entre Ie point triple et le point critique),

il existe une transition nette entre le liquide et le gaz, tandis que dans la région supercritique on

ne peut pas distinguer le liquide du gaz. Dans cette région, le fluide a une densité proche de celle

du liquide, mais garde une viscosité faible caractéristique du gaz. Arx pressions supérieures au

d p _

dT
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4
4p Isotherme

- - l

Point critique

Gaz

Volume

Fignre 1.3: Diagramme de phases (p,V) qui représente, par une variation de la pression en
fonction du volume, les différentes phases de la matière. Les lignes hachées représentent des
isothermes et les transitions de phase se font à pression constante avec des sauts de volume. Par
exemple, les phases liquide et gazeuse peuvent coexister avec des volumes V1 et Vn.

point critique, Ie gaz acquiert graduellement les propriétés du liquide sans transition brusque

lorsque Ie volume diminue.

1.2.4 Tbansitions de phases

On appelle transition de phases, la transformation d'une substance d'un état d'agrégation à

un autre, de même que les transformations d'une variété cristalline dans une autre, les pas-

sages de l'état ferromagnétique à l'état paramagnétique, I'apparition de la supraconductivité .. .

Tous les drangements d'état caractérisés par une variation discontinue des dérivées premières

de l'enthalpie libre G, ainsi que des dérivées d'ordre supérieures, sont des transformations or-

dinaires que I'on appelle transitions du premier ordre. Ces transitions, toujours accom-

pagnées d'un dégagement ou d'une absorption de chaleur et d'une variation de densité, peuvent

être étudiées avec la formule de Clapeyron (1.17). [æs transitions liquide-vapeur, solide-vapeur

et solideJiquide sont des transitions du premier ordre car on y observe des variations brutales

de I'entropie et du volume (figure 1.a). En effet, bien que les courbes GQ) et G(p) soient

elles-mêmes continues, leurs pentes $: - (AGlAf)"etV : (AG/Afl, subissent des variations

discontinues.

Il existe également des changements d'état pour lesquels les discontinuités n'apparaissent

que sur les dérivées secondes et les dérivées d'ordres supêrier:rs, de certaines variables, alors

que les dérivées premières de I'enthalpie libre ne subissent pas de variations discontinues. Ces

i \
- i - -
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Te mpërature d'équilibre Pression d'ëquilibre

à T = c s t e

Phase p stable Phase B stable

Figure 1.4: Tlansition de phases du premier ordre: a) Diagramme de phases (G,T), ô) Dia-
gramme de phases (G,p).
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Figure 1.5: Diagramme de phases (", S) : a) llansition de phases du premier ordre, b) tansition
de phases du second ordre.
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transitions, qui ont lieu sans échange de chaleur, ont été appelées transitions du second

ordre, par Ehrenfest. Etant donné qu'elles ne sont pas accompagnées de variation brusque du

volume (AV :0) et de I'entropie (A^9: 0), la relation de Clapeyron n'y est pas applicable

puisqu'on ne peut plus définir de chaleur latente (figure 1.5).

On connaît à I'heure actuelle un certain nombre de transitions du second ordre comme (i) le

passage de I'état ferromagnétique à l'état paramagnétique pour lequel I'aimantation spontanée

a disparu, (iz) Ie passage de I'état supraconducteur d'un métal à l'état conducteur au dessus

d'une température donnée, (iii) la transformation de I'hélium I en hélium II en dessous de 2.19 K,

(iu) Ies transformations ordre-désordre dans certains alliages métalliques binaires ... . Les trans-

formations de pha^ses du second ordre n'ont vraiment été étudiées qu'à partir du moment où un

lien a été découvert entre les transitions de phases d.u second. ordre et le changement de symétrie

des corps. Dans une transition de phases du second ordre, le paramètre d'ordre, introduit par

Landau comme mesrue de la symétrie du système, est représenté par une grandeur extensive

du système qui change par saut brusque, de sorte qu'il est facile de préciser à tout instant dans

quelle phase se trouve le corps. Dans la majorité des transitions de phases du second ordre le

passage de la phase de plus haute symétrie à Ia phase de basse symétrie s'accompagne d'une

diminution de la température, le paramètre d'ordre passe alors d'une valeur nulle à une valeur

non nulle.

Au-dessous du point triple et au-dessus du point critique, une substance ne peut pas exister

en phase liquide. En effet, I'expérience montre qu'on ne trouve une substance à I'état liquide qu'à

des températures situées entre celles du point triple et du point critique. Lorsqu'une substance

liquide se so[difie par augmentation de sa densité ou qu'elle devient gazeuse par réduction de

sa pression, elle subit une transition du premier ordre car AV t 0 et A^9 I 0- Ceci est une

consêquence de la formule de Clapeyron qui a été établie Ie long des courbes de coexistence

des phases. Pourtant, au voisinage du point critique, il se trouve que les dérivées secondes de

I'enthapie libre G par rapport à la température ? et à la pression p présentent un comportement

singulier. Par exemple, c'est un fait d'expérience que dans Ia transition liquide-gaz près du point

critique, la compressibilité isotherme Xr: -l @V/Afl, et de la chaleur spécifique à pression

constante Cp: -T(ASlAf)p subissent une divergence et non une simple discontinuité comme

cela est attendu dans une véritable transition du premier ordre. Par conséquent, à la différence

des points ordinaires d'équilibre situés sur la courbe de coexistence de phases liquide-gaz, Ie point

critique est un point singulier pour certaines grandeurs thermodynamiques de la substance.

Les caractéristiques de la transition liquide-gaz incluant le point critique peuvent être décrites

qualitativement par l'êquation d'état de van der Waals. En revanche, la description quantitative

ne peut se faire que par I'approche des phénomènes critiques développée sur Ia base des lois

d'échelles [61, 120] et celle du groupe de renormalisation [121]. Etant principalement intéressé

par la transition liquide-solide (et liquide-amorphe), nous ne voyons pas la nécessité d'évoquer

plus précisément ces théories.

Après avoir rappelé les propriétés générales des transitions de phases, indiquons brièvement

les difficultés rencontrées dans I'étude de la transition liquide-solide. Bien que cette transition

ne présente pas de singularité mathématique, contrairement à la transition liquide-vapeur au
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Isotherme

Solide

Volume

Figure 1.6: Diagramme de phases (p,V) de Ia transition liquide-solide.

voisinage du point critique, on peut rencontrer des états intermédiaires entre le liquide et le

solide qui correspondent au liquide surfondu, le verre et I'amorphe.

Sur la figure 1.6, nous avons schématisé Ia transition liquide-solide telle qu'on peut I'imaginer

avec une région, entre le liquide et le solide, dans laquelle la substance peut se trouver dans I'état

surfondu ou dans l'état amorphe. Pour matérialiser ces états particuliers dont certains sont

accessibles par I'expérience, nous avons tracé une isotherme abef . Les portions de courbe ed,

correspondant au liquide sous-refroidi (surfondu), et, bc, correspondant au solide surchauffé,

représentent des états métastables qui peuvent être décrits avec les inégalités thermodynamiques.

La branche bc a une limite de métastabilité, ce n'est pas le cas pour la branche ed, contrairement

à la transition liquide-gaz. Une transition extrêmement lente se produit, à pression constante,

suivant l'isotherme abel tandis qu'une transition réelle suivra un chemin abCbte'dlef par exem-

ple.

Toutefois, la transition liquide-solide s'explique très bien par des modèles de nucléation et

croissance comme celui de Volmer exposé ci-dessous. Si Ia thermodynamique fixe les conditions

d'existence et de coexistence des phases, elle n'explique pas les mécanismes d'apparition d'une

nouvelle phase au niveau rnicroscopique et la dynamique de cette transition, comme le temps

mis pour passer d'une phase à I'autre.

La nucléation se manifeste par I'apparition de germes cristallins dans la phase liquide. Si

ces germes sont crêés au cours d'un processus de diffusion ou s'agrègent autour d'une impureté,

on parlera de nucléation hétérogène et s'ils apparaissent à I'occasion de fluctuations thermo-

o
V)
Vlp
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dynamiques, on dira qu'il y a nucléation homogène. Dans tous les cas les agrégats formés

sont instables, ils peuvent croître ou se désagréger dans le temps. Cette nucléation occasionne

une variation d'enthalpie libre AG qui est liée aux deux processus suivant : (i) le passage des

molécules d'une phase à I'autre apporte une contribution de volume A,Gv et (ii) I'interface créée

entre un genne et le liquide donne lieu à une contribution de surface AGs. Ainsi :

AG: AGv *  AGs. (1 . i 8 )

Si ,y désigne la tension superficielle entre le liquide et Ie solide, qui est une quantité positive,

et Agy I'enthalpie par unité de volume, il vient pour un germe de rayon r' :

(1. le)

Si la température ? du système est supérieure à la température de fusion ft, alors AG > 0, la

phase liquide est plus stable et les germes n'ont pas tendance à croître. En revanche pour , a rt,

comme l'enthalpie volumique Agy est négative, il existe une compétition entre les effets de

volume et les effets de surface arbitrée par le rayon des germes. Pour des rayons petits AG > 0

et pour des rayons grands AG < 0, ainsi la cristallisation du système a lieu effectivement si le

rayon des germes dépasse une valeur critique :

AG : 
Tr" 

O* j 4nr21.

. .  _2 tT r  _  2 t- 
Lr AT Asv'

où Ly est la chaleur latente de fusion et LT : Tf - T '

Pour r.r, Ia variation d'enthalpie prend I'expression :

  ^ rc" fT? r6n 13AUcr :  JW:  JE&.

r(r)-- P.D(r)*'(-#)

(1 .20)

(1 .21 )

Au-delà de r"r, AGv devient rapidement négative et la phase cristalline se forme. Par ailleurs,

la vitesse de nucléation est reliée à la probabilité cle formation d'un gerrne de rayon critique :

P(n - Poexp("#), Q.22)

et au coef;Êcient d'autodiffusion D (T) que I'on définira dans le paragraphe 1.6, soit :

(1 .23)

Finalement, ce modèle simple I montre que la cristallisation complète n'a lieu que si le liquide

est sous-refroidi, et qu'elle est d'autant plus facile que la surfusion soit importante puisque le

rayon critique diminue quand A? augmente.

La vitesse de nucléation 1(?) est le produit de D("), q"i est une fonction croissante de ?,

et de P("), qrri est une fonction croissante de ? dans Ia zone de surfusion. Elle possède un

lBien sûr, au stade où il a été exposé ici ce modèle ne rend pas compte réellement de la nucléation puisqu'il

faut tenir compte également de la distribution des tailles des germes.
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r (7)

Figure 1.7: Vitesse de nucléation dans le liquide surfondu. (P:l/kBT).

maximum prononcé autour d.'une valeur donnée comme I'indique schématiquement la figure 1'7

et est pratiquement nulle ailleurs. On comprend alors à I'aide de ce modèIe qu'une trempe très

rapide, comme on peut les réaliser par simulation numérique, arrête la nucléation et permet

d'atteindre des zones de températures très basses sans cristallisation, On provoque ainsi une

transition vitreuse et le système passe dans l'état amorphe.

La compréhension des mécanismes qui sous-tendent I'apparition de l'état amorphe et qui

se trouvent dans la zone d'instabilité cd teste I'une des questions ouvertes les plus importantes

concernant les états condensés de la matière. En particulier, il s'agit de savoir si la transition vit-

reuse, le passage du liquide surfondu à l'amorphe, est de nature thermodynamique ou non [29]. Si

c'est Ie cas, I'apparition de la transition vitreuse permet d'éviter le paradoxe de Kauzmann [63].
Ce dernier a observé que I'entropie d'un liquide surfondu prend des valeurs inférieures, en dessous

d'une certaine température Tx, à celle du cristal à la même température. Ce phénomène appelé

"crise d'entropie" est paradoxal puisque le cristal est la phase Ia plus ordonnée. En fait, Ia

température ftç est une extrapolation de la transition dans le liquide surfondu et représente

une température fictive. [æ système doit subir une transition vitreuse à Tç appelée transition

vitreuse idéale, impossible à atteindre expérimentalement ou par simulation.

I-.3 Modèles dtinteraction

Dans ce paragraphe, nous allons définir les modèIes d'interactions microscopiques entre particules

qui permettent de calculer les grandeurs structurales et thermodynamiques des fluides denses

dans le cadre de la mécanique statistique.

exdt-p.AG*f,,
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1.3.1 Hamiltonien du système

Si I'on note r; et pi la position et I'impulsion de la i-ème particule, I'hamiltonien ?l du sys-

tème composê de N particules est la somme de l'énergie cinétique t"(p) et de l'énergie poten-

tielle Z,/ (r) :

27

71(r ,P) :  e"  (Pt )  *U ( rN) ,

où rN et pN sont les vecteurs à 3N dimensions :

rN  :  ( t t ,  t 2 , . . . ,  r r v )  ,

PN :  (Pr ,  Pr ,  ' . ' ,  PN) .

(r.24)

(1.25)

(1.26)

Dans I'expression de I'hamiltonien, l'énergie cinétique est la sorrme sur les .l/ particules de

masse rni :

a (p') (r .27)

Quant à l'énergie potentielle des particules, elle s'écrit sous la forme générale suivante :

-$ o?-  
L  2* r '
i= l

u(,*) : 
T",(u) 

+ i+E"r(",,,i) **tD,*uonnus(,t,r;,16) *...

(1 .28)

Le premier terme de cette expression, q(rù, représente I'effet d'un champ externe qui sera

éventuellement appliqué au système. Tous les autres termes proviennent des interactions entre

les particules. Parmi celles-ci, les plus importantes sont les interactions à deux corps u2(r;,ri),

qui dépendent de la distance r;i:lri - r;l entre deux particules i et j. Lorsque Ie système est

homogène et isotrope, on note le potentiel de paire u (r;.). Le terme us (rt, rj', rr) est le potentiel

à trois co{ps. Suivant les systèmes que nous étudions dans le drapitre 3 (gaz rares ou matériaux

covalents) cette contribution est soit une correction, que I'on ne peut néanmoins pas négliger

soit un terme très important qui conditionne fortement les propriétés physiques. Quant aux

potentiels à quatre corps et plus, ils sont très petits par rapport aux précédents et ils peuvent

être ignorés d.ans notre cas2.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons présenter assez rapidement les quelques poten-

tiels de paire les mieux adaptés aux systèmes étudiés. Contrairement au cas des métaux, ces

potentiels sont des potentiels empiriques dont les paramètres sont déterminés sur les grandeurs

macroscopiques. Et puisque dans les systèmes que nous étudions les contributions à trois corps

ne peuvent pas être négligées, nous présenterons également le potentiel d'Axilrod-Teller qui est

le plus souvent utilisé pour traiter les interactions à trois corps.

2l,es contributions à quatre corps peuvent représenter une torsion dans les chaînes polymériques qu'il est

indispensable de prendre en compte pour ces systèmes.
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Figure 1.8: Potentiel de Lennard-Jones exprimé en unités réduites. Ce potentiel devient presque
n : l - J à r f o : 2 . 5 .

L.3.2 Potentiel de Lennard-Jones

Le potentiel de Lennard-Jones (figure 1.8) est Ie potentiel empirique Ie plus simple utilisé pour

décrire les interactions dans les fluides simples. Avec une partie fortement répulsive à courte

distance pour éviter I'effondrement du système sur lui même, et une partie faiblement attractive à

Iongue distance pour éviter sa dispersion, c'est un potentiel réaliste qui explique bien Ia cohésion

dans les liquides et dans les solides.

A courte distance, la partie répulsive, due à la présence des électrons de valence dans les

atomes ainsi qu'à I'impénétrabilité des nuages électroniques, se présente généralement sous une

forme d'un terme de Born-Mayer. Seulement, par convenance mathématique, cette partie répul-

sive est parfois remplacée par un terme en r-'. A longue distance, le potentiel est attractif du

fait des interactions entre dipôles, quadripôles etc. dont les expressions sont enr-n. Le terme

dominant parmi ces énergies de dispersion (forces de van der Waals ou de London) est le terme

en r-6. Notons que pour les particules chargées il y a également un terme coulombien qui prend

alors Ia plus grande importance. Ainsi le potentiel généralisé de Lemard-Jones s'écrit [67] :

(r.2e)

Pour des raisons pratiques, les valeurs de n et de rl les plus fréquemment employées sont n: 12

et m:6. Le paramètre e correspond à la profondeur du puits de potentiel qui assure Ia cohésion

du système et a à Ia position du noeud du potentiel, c'est-à-dire la valeur de r pour laquelle le

u(r):hG)*'l(r"-(r-]
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(a) (b)

Figure 1.9: (a) Limites de stabilitê des phases liquide-solide en fonction du facteur de répulsion n

du potentiel. Extension de la courbe de coexistence de phases liquide-gaz en fonction de la
profondeur e du puits de potentiel. (ô) Potentiel de Lennard-Jones : en trait haché ; Iieu de la
limite d'équilibre avec I'augmentation de la température.

potentiel est nul. Il est facile de voir que la position du minimum se trouve 5v : {2o. Comme il

a été dit, les deux paramètres e et a sont déterminés en ajustant les grandeurs thermodynamiques

calculées avec les données expérimentales. De ce fait, le potentiel n'est pas vraiment rur potentiel

de paire, mais plutôt un potentiel effectif qui contient, en partie, des contributions autres que

les interactions à deux corps.

Il est intéressant de montrer comment certains paramètres du potentiel de Lennard-Jones

sont reliés aux courbes de stabilité des phases de ce modèle montré sur la figure 1.9. Dans le

paragraphe 1.2.4, consacré aux transitions de phases, nous avons vu que les pentes des courbes

de coexistence des phases sont fournies normalement par l'équation de Clapeyron (t.t7) en

fonction des chaleurs latentes de transformation de phases. Or, les calculs des grandeurs thermo-

dynamiques effectués au moyen de la théorie microscopique montrent que la pente de la courbe de

coexistence solideJiquide est corrélée à la valeur de I'exposant n de la partie répulsive du potentiel

LJ, et celle de Ia courbe de coexistence liquide-gaz est corrélée à la valeur de I'exposant rzl

de la partie attractive. Comme la variation de volume (o - u) durant Ia vaporisation diminue

quand nr, augmente, on voit en utilisant (1 . 17) que la pente de Ia courbe de coexistence liquide-gaz

23
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augmente avecm, pour une profondeur du puits de potentiel donné. En outre, il se trouve que la

température critique I est reliée à la profondeur du puits de potentiel. Par conséquent, l'étendue

de la courbe de coexistence liquide-gaz est essentiellement gouvernée par le paramètre e : quand

e tend vers zéro, le point critique se confond avec le point triple et la courbe de coexistence

liquide-gaz disparalt. Par exemple, il est bien connu que la transition liquide-gaz n'existe pas

dans un fluide de sphères dures pour lequel le potentiel ne comporte pas de puits.

L.3.3 Potentiel d'Aziz-Slaman

Pour étudier les gaz rares, Aziz et Slaman [13] ont proposé un potentiel de paire plus éIaboré

que celui de Lennard-Jones (figure 1.10) et qui se présente sous Ia forme suivante:

(1 .30)
j:o

Le premier terme du second membre est un potentiel de Born-Mayer qui est directement employé

à la place du terme en r-r2 pour décrire Ia partie répulsive du potentiel. Le second terme

correspond aux diverses contributions des énergies de dispersion de van der Waals. Au terme

prépondérant en r-6 du développement multipolaire sont ajoutés deux termes supplémentaires

en r-8 et r-10. La fonction G (z) permet de raccorder les parties répulsive et attractive du

potentiel et elle est définie par :

( 1 . 3 1 )

où z: rfrrn est une variable réduite qui dépend de la position rm du minimum du potentiel.

Quant aux valeurs des paramètres du modèle, elles ont été calculées par les auteurs en ajustant un

maximum de grandeurs physiques sur les valeurs expérimentales. Ces valeurs ont été reportées

en annexe I pour I'argon, le krypton et Ie xénon.

L.3.4 Potentiel d'Axilrod-Teller

La présence d'atomes dans le voisinage immédiat d'une paire d'atomes peut modifier sensib-

lement Ie potentiel inter-atomique. Pour tenir compte des interactions à trois æ{ps, on utilise

généralement I'expression d'Axilrod-Teller [12] obtenue à I'aide du développement à l'ordre 3

de la théorie des perturbations. II s'identifie au premier terme à trois corps du développement

multipolaire et représente les interactions triple-dipôle. L'expression du potentiel d'Axilrod-

TeIIer est :

|  |  / ^  . 2 1

G(r) : {  " "oL- (#-1) - .J  
s i  r<D

|  1  s i  r )D\ -

2

ur(*) - Aexp (-ar * P*') - G(")U, 
,u*%

.  t _  _  _  \  - .  1 + 3 c o s d ; c o s 9 i c n s 9 p
?rg  ( r t ,  r i r l * ) :  , tW, (1 .32)

où z3 est un paramètre caractéristique du fluide étudié et 0;, 0i et d4 sont respectivement les

angles du triangle formé par les particules i,j,le de côLês r;i, r;1, et rix. La contribution du

potentiel us(ri.,ri,r*) dépend de la forme du triangle. Elle est généralement positive pour les

triangles obtus et négative pour les triangles aigus [f9], et a tendance à favoriser de ce fait les

tr iangles équi latéraux (0;:0j  :0n: 60') .
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Figure 1.10: Potentiel de Aziz-Slaman exprimé en unités réduites.

1.3.5 Potentiel de Stillinger-Weber

C'est un potentiel proposé par Stillinger et Weber [104] pour étudier le silicium et Ie germanium

dans les états solides, liquides, surfondus et amorphes, ed contient simultanément les con-

tributions à deux et à trois corps. La contribution à deux corps se présente sous Ia forme

suivante :
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r
x : r

m

(1 .33)

Quant à la contribution des termes à trois corps, destinée à stabiliser I'arrangement tétraédrique

des atomes des éIéments considérés dans l'état solide. eIIe s'êcrit :

u s ( r ; , r j ,  r r )  -  € l s  ( : , ' : , ï )  ,

avec

" fs  ( r ; ,  r i ,  r r )  :  h (n j ,n* ,0  j t x )  +  h ( r i ; , r i x ,0 ; in )  *  h ( rp ; , rx j ,0* j )  ,

îi,;p êtant I'angle i délimité par Ies vecteurs r;i et r;6, et

uz(r;)- efze),

rz0) -_ { 
eça,-, - r-q)exp lO' 

- ,l-t] 'i
I  0  s i  r ) a .\ -

("o'ain*. â)

(1.34)

h (rti, 161,, 0 i;x) 
- À exp 

lt ?ri - o)- I * I (r;x- 
") 

-t)] 
"

(1 .35)
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Toutes Ies valeurs des paramètres que nous utiliserons plus tard pour le silicium sont fournis dans

I'article de Stillinger et Weber [tOa] et peuvent être trouvées en annexe I. Bien que ce potentiel,

comme les préédents, soit un potentiel empirique, nous montrons qu'il fournit un très bon

accord avec I'expérience pour les propriétés structurales du silicium liquide et surfondu.

L.4 Structure statique

Puisqu'il est question dans ce travail du calcul des propriétés structurales et thermodynamiques

des fluides, nous allons dans ce paragraphe présenter très brièvement le formalisme de la fonc-

tion de corrélation de paire g(r) (figure 1.11), qui est d'une importance majeure dans l'étude

de la structure des liquides. Cette fonction est d'autant plus importante qu'elle peut être

mesurée expérimentalement par des expériences de diffraction de rayons X ou de neutrons par

I'intermédiaire du facteur de structure ,5(q) (figrt" I.I2) :

1@
S(q )  : I +p  I  ( g ( " ) - 1 )exp (zq . r ) d r ,

J O
(1.36)

où p est Ia densité moyenne des atomes du système et q - lkl - kf l est la norme du vecteur

d'onde associé à I'expérience de diffraction, appelé vecteur de transfert.

Pour simplifier la présentation, nous utilisons I'ensemble statistique canonique constitué par

nn grand nombre de répliques d'un système de volume V, àla températureT, et qui contient

N particules identiques et indiscernables repérées par leurs positions rN et leurs impulsions pN.

La densité de probabihlê P (rt;pt) de I'ensemble canonique s'écrit :

P (,';pt) : 
mq*Onexpl-B?t("';p')l ,

où h est Ia constante de Planck , I : | /keT et Qx (V,T) est la fonction de partition qui garantit

que Ia probabilité de trouver les N particules dans I'espace de phases est égale à I'r.rnité, soit :

Qlr (v,t) : ,!h l" "*o l-Bu(r';p')l drNdpN, (1.38)

où I'intégrale de d.imension 6N est effectuée sur toutes les coordonnés rN : ("r,"2,...,r7y) et

toutes les impulsions pN : (pr,p2,...,pru). Mais pour étudier l'arrangement des particules,

iI est avantageux de ne considérer que I'espace de configuration en intégrant les expressions

précédentes sur I'espace des impulsions. Ceci peut se faire facilement en séparant I'hamiltonien

en un terme d'énergie cinétique et un terme d'énergie potentielle sous Ia forme :

(1 ,37)

(1.3e)

Après avoir proédé aux intégrations sur les impulsions, la fonction de partition se réduit à :

N 2

H(r* ;pt )  :  D,#,+u ( rN) .
i:7

QN (v,q : *fow zw, (1 .40)
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Figrue 1.11: Illustration du comportement typique de g(r). Pour les petites distances, g(r)
est pratiquement nulle à cause de la très forte répulsion entre particules. A des distances plus

éIoignées, la présence d'oscillations traduit I'arrangement des particules dans des couronnes
sphériques centrées autour d'une particule arbitraire. Aux longues distances, ces oscillations
s'atténuent et tendent vers 1 ce qui signifie que les corrélations s'estompent au fur et à mesure
que les particules s'éloignent : Ie liquide est désordonné.

27
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où ^2 (:2TmkaT/h2) est la longueur d'onde de de Broglie et, Zy est l'intégrale de configuration

qui ne dépend que des interactions entre particules :

expl-Pu (rN)] arN.t* : I,* (1 .41)

Disposant de I'intégrale de configuration, nous sonunes maintenant en mesure de poursuivre

notre analyse de la structure du système en utilisant la fonction de distribution p(n) (r'). Cette

dernière qui permet de calculer toutes les possibilités de choisir un groupe de n particules,

quelles que soient leurs impulsions, parmi N particules identiques, se déduit de Ia densité de

probabilité P (tt;pN) par la relation :

Mt |  . . .
o(n)6") :  ,^ j l ; ' ' ,  I  r (" t ;pt)  drN-"dpN

(lv - n/! 
"/1or-rn;

N!  r f l: 
tà Jrr*-*rexvl-Pu (r')larN-"

Contrairement à P ("t;pt), Ia fonction de distribution O(n) $\ n'a pas les propriétés d'une

densité de probabilité car la condition de normalisation conduit à :

I o'' @n) d'rn : #d* Ir*"*ol-pu(r')l ar'

: 
*-{;

(1.42)

(1.43)

Il est facile de voir que si le fluide est homogène, les fonctions de distribution à une par-

ticule (n:1) et à deux particules (n:2) ont des interprétations physiques précises. En effet,

,(t) (r) : NIV - p correspond donc à la densité particulaire. Pour un fluide isotrope, on définit

la fonction de distribution à deux particules, encore appelée fonction de corrélation de paire,

sous la forme suivante :

(r.44)

Cette fonction, notée simplement g (r), tend vers I'unité lorsque les particules sont indépen-

dantes, car d.ans ce cas OQ) (ry,rr) - p'. Les fonctions de corrélation d'ordre supérieur gQ) , g(4) , . . .

ne sont généralement pas considérées. La présence de contributions à trois corps dans les poten-

tiels d'interaction utilisés dans ce travail nous a naturellement conduit à calculer les fonctions

de corrélation de triplets ,(a) (rr, 12, 13) qui représentent Ia distribution angulaire des particules

dans Ia première couche de voisins.

Pratiquement, la fonction de corrélation de paire est une mesure du degré d'indépendance

des particules. Elle est nulle à I'intérieur de la particule placée à I'origine parce que les particules

sont non pénétrables en deçà d'un certain rayon, elle passe par un maximum à I'endroit où il y

a le plus de drances de trouver des particules voisines puis oscille autour de 1 pour Ies grandes

valeurs de r, indiquant que Ie fluide est complètement désordonné à longue distance (figure 1.11).

s (rr, rz) : ryuù 
: 

W |rr*_rrexp l-pu(rN)l arN-2



1.4. STRUCTURE STATIQUE

s(q)

Figure 1.12: Facteur de structure statiqu" S (q) obtenu par transformée de Fourier de Ia fonction
de corrélation de paire g (r) résultant d'une simulation.

La fonction de corrélation de paire g (r) est aussi une mesure de la probabilité de trouver une

particule dans une calotte sphérique d'épaisseur Ar centrée sur une particule plaée à I'origine,

soit :

29

(1 .45)

avec n (r) le nombre moyen de particules situées à une distance comprise entre r et r * Ar de

la particule centrale. Cette relation permet de calculer le nombre moyen de voisins (nombre de

coordination) dans un rayon .R, autour d'une particule prise comme origine :

V n(r \g\r) :  w 4ff i ; ,

N : 4np 
lo* 

,'n Q) dr.

s(o):#,
cette relation sera utilisée à partir des calculs de simulations.

(1.46)

Pour Ia majorité des liquides, le calcul de ,Â/ fournit un nombre des plus proches voisins de

I'ordre de 12, ce qui est compatible avec I'arrangement compact. Dans la pratique, la borne

supérieure d'intégration R est choisie à Ia position du premier minimum de g(r) (figure 1.11).

Signalons également que la relation (1.45) est utilisée pour évaluer g(r) dans les méthodes de

simulation.

La fonction de corréIation de triplets gt(O), quant à eIIe, mesure Ia probabilité de trouver

un triplet (i., j,k) dans Ia sphère des premiers voisins de rayon R avec un angle 0(roi,r;;), soit :

( r .47)



30

1.5

^s : -(#),,
p 

(aF\:  -\N)r '

E : F -r(ry\'  - 
\ar)"'

Il devient alors facile de démontrer que I'entropie, la pression et I'énergie interne

s'exprimer en fonction d" Q1y (V,T) sous les formes suivantes :

s : ksrne',1 (v,T) + kBr9!W'r)-.ar'
p:  nr79!9t - (v ' r ) .av'
E : *"r'UP!'T).

AT

L'énergie interne E et la pression p peuvent s'écrire explicitement en fonction du

d'interaction et des fonctions de corrélation de paire et de triplet :

3 _ p N f *
E :  

;NbBT 
* 

î  J" 
g ( ln)u2(rp) d,rp

* p ' N  
f *  / o \  .

'  
G Jo 

9(" ' (r t '  "z '  "s) 's 
(" t '  tz '  

"s) 
dr ldr2drs'

p : pkeT P2 f* ' 'du'-9'ù-rpd.re- 
E J" e \rn) -d,e
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Grandeurs thermodynamiques

Après avoir prêsenté les notions essentielles sur la structure des liquides, nous nous intéressons

maintenant aux grandeurs thermodynamiques. Plus précisément, nous allons exprimer l'énergie

interne E et la pression p au moyen de la fonction de corrélation de paire g (r). Pour le faire

rappelons la relation fondamentale qui assure le lien entre la thermodynamique classique et la

thermodynamique statistique :

F :  E -TS :  -ksTlnQN (V,T)  , (1.48)

où F est l'énergie libre et Qn (V,T) la fonction de partition. Si I'on continue à utiliser I'ensemble

canonique pour lequel il n'y a pas d'échange possible de matière (N : Cst), Ia variation de

l'énergie libre (relation (1.8)) s'écrit :

d,F : -Sd.T - pdV, (1.49)

d'où l'on déduit les expressions de I'entropie, de la pression et de l'énergie interne :

(1 .50)

(1.51)

(1.52)

peuvent

(1.53)

(1.54)

(  1  .55)

potentiel

(1 .56)

-* 
Ir* n(a) (rr, 12, rs) 

{"rI 
*,r** 

"âI },, ,",, "2, "e) 
d'r1d,r2d,r3.(1.57)

Il est clair que si I'on connaît les variations de la fonction de corrélation de paire et du

potentiel de paire en fonction de la température et du volume, on peut calculer toutes les autres
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grandeurs thermodynamiques. Par exemple, pour les fluides simples coûlme les gaz rares, pour

lesquels iI est admis que uz(rn) et z3(r1,r2,r3) ne dépendent ni de ? ni de 7 alors que la

variation de g(rn) et de g(3)("r,"2,13) avec Ia température est connue, la chaleur spécifique à

volume constant s'écrit :

cu: eà,, (1 .58)
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cu : l*r" * l-P],u(rp)d'rn+1,*
(1.5e)

Nous verrons cependant dans la suite de ce travail que la dynamique moléculaire permet d'accéder

directement à E, à p et à Cu par des méthodes statistiques, sans avoir besoin de la connaissance

des fonctions de distribution g (t1y-) et g(3) (r1, 12, r3).

1.6 Propriêtés dynarniques

Etant amené à étudier également, par la dynamique moléculaire, certaines propriétés dynamiques

des liquides comme Ie coefficient de diffirsion, nous allons tout d'abord définir dans ce paragraphe

le déplacement quadratique moyen :

o ( t ) : (1.60)

C'est une fonction du temps qui mesure la capacité d'une particule à diffuser dans son milieu

et qui peut facilement s'extraire par dynamique moléculaire. A I'inverse des solides, dans un

liquide les atomes parcourent des distances importantes qui sont proportionnelles au temps

cornme I'indique la figure 1.13.

Aux temps cnurts, Ie déplacement quadratique moyen d'une particule dans un liquide présente

une variation quadratique qu'on explique par Ie fait, qu'à ce niveau, on peut parler d'effet de

cage. Les particuies qui étaient voisines s'éloignant de plus en plus les unes des autres, aux

temps longs, les distances qui les séparent augmentent proportionnellement au temps. Ceci se

traduit par un comportement linéaire caractéristique du mouvement de diffusion des particules

dans les liquides.

On peut expliquer aussi Ia diflusion des atomes dans les liquides au moyen du théorème

fluctuation-dissipation qui s'interprète comme suit. En absence de champ extérieur, une par-

ticule décrit un mouvement aléatoire causé par les collisions avec ses voisines immédiates. Or,

dans ce processus, la particule observée est soumise simultanément à une force motrice aléatoire

(fluctuante) qui entretient le mouvement irrégulier et à une force de frottement (systématique)

qui freine son mouvement. Le théorème fluctuation-dissipation correspond à Ia relation entre

les forces microscopiques aléatoires et systématiques occasionnées par les impacts répétés des

particules environnantes. Il se trouve que le coefficient de diffusion D, eû s'exprime en fonction

,  p2N [*  lag( fD(r1,12,13) l  ^ . -  t ** ' - ï  J,  l f f iJ , r  
r r  (" '  rz,  re)  dr ldr2drs.

(1" rrl - " (o)l') .
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du déplacement quadratique moyen par la relation :

(1 .61)

est proportiorurel à la pente de la partie linéaire du déplacement quadratique moyen o (t).

Dans l'étude des propriétés dynamiques des liquides, on utilise fréquemment une autre

grandeur fondamentale, la fonction d'autecorrélation des vitesses {(t), que I'on peut facile-

ment calculer par dynamique moléculaire et qui est reliée au déplacement quadratique moyen.

En effet, si I'on pose que le déplacement à l'instant t d'une particule initialement située en r (0)

est :

D:IÆ+,

7t
r ( t ) : r (0 )+  |  v ( t ' )a t ' ,

Jo

le déplacement quadratique moyen (relation (1.60)) s'écrit sous la forme :

o (t) : (t" rrl - " (0)l') : 
Ir' 

or' 
lo'(.,, (r,) .v (t')) at, . (1 .63)

Moyennant quelques opérations algébriques et en faisant le changement de variable r : t" - { ,
la relation précédente se réduit à I'expression :

o (t) : z 
lo' l'(o) . '(")) (r - r) dr. (1 .64)

Or, si on considère un temps t assez long pour que Ia vitesse v (t) de la particule ne soit

plus corréIée avec sa vitesse initiale v(0), Ia relation (1.64) peut s'exprimer approximativement

comme suit :

.Iim a (t) : Jp zt [' p(o) .' (r)) d.r.
t+æ u+æ Jo

(1 .65)

La quantite (v(0) -v(")) ainsi introduite est Ia fonction d'auto-corrélation des vitesses. Elle

mesure la corrélation entre la vitesse d'une particule à I'instant (t + r) et sa vitesse à I'instant l.

La détermination de Ia fonction d'auto-corrélation des vitesses ne peut se faire rigoureuse-

ment que par dynamique moléculaire. Pratiquement, on suit l'évolution des vitesses des À/ par-

ticules au cours du temps. Puis, pour chaque particule i, on réalise d'abord la moyenne tem-

porelle sur les M couples possibles (ti,ti * r), avant de réaliser une seconde moyenne d'ensemble

sur les N particules. La fonction d'auto-corrélation se réduit ainsi à la somme double suivante :

( , (o)  . , (" ) )  :  
hËÉ VoU).ut( t i+")1.

(r.62)

(1 .66)
i:7 j:r

Comme pour toute fonction de corrélation, il est habituel de définir une fonction d'auto-

corrélation r/ (f) normée à I'unité comme suit :

,1,(t):+âP (1 .67)
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r (ps)

Figure 1.13: AIIures typiques de courbes du déplacement quadratique moyen a (t) des par-
ticules d'un système monoatomique à l'état liquide au voisinage de la température de fusion (en
pointillés), à l'état surfondu (trait haché) et à l'état solide (trait plein). Dans I'encadré, nous
avons les mêmes courbes aux courtes durées.

r (ps)

Figure 1.14: La fonction d'auto-corrélation cles vitesses pour deux états d'un système
monoatomique, état surfondu (trait hachée) et état solide (trait plein). Par commodité, nous
avons traé une fonction d'autocorrélation des vitesses normée ,lt(t) lrb (0) qui tend vers I
quand t tend vers 0 quelque soit le système étudié.
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La fonction r! (t) est représentée sur la figure 1 . 14. n se trouve que pour la valeur t : 0 la quan-

tité (v2(0)): SksT/m est proportionnelle à la température ? et inversement proportionnelle

à Ia masse de la particule nz. Les calculs de dynamique moléculaire effectués avec les potentiels

empiriques décrits préédemment montrent que la fonction d'auto-corréIation des vitesses r/ (f)

peut être négative pour certaines valeurs de f, cornme conséquence de la rétro-diffusion d'une

particule heurtant une de ses voisines qui I'encage.

En combinant finalement les relations (t.0t) et (1.65), nous pouvons alors écrire le coefficient

de diffusion sous la forme suivante :

D : * Io* ,'(o) .' (t)) dt. (1 .68)

Cette relation montre qu'il existe deux voies distinctes pour estimer le coefficient de diffusion

d'un liquide par dynamique molêculaire.

L.7 Conclusion

Nous avons présenté succinctement dans ce chapitre les deux modes de description des systèmes

physiques : I'approche macroscopique et I'approche microscopique qui considère le niveau ato-

mique de Ia matière. Puisque ce travail est principalement dévolu à l'étude de la transition

Iiquide-solide, iI n'a été rappelé que les éléments de thermodynamique classique essentiels à

une bonne compréhension des transitions de phases du premier ordre. Quant à la description

microscopique, gd est basée sur un formalisme mathématique bien établi, elle relève de la

mécanique statistique. tr a été montré que la fonction de partition d'un système macroscopique

contient toutes les informations nécessaires au calcul des grandeurs thermodynamiques. Mais

cette démarche n'est pas unique puisque la description des fluides peut également être faite en

terme de fonctions de distribution. Il est en effet possible de concevoir une approche théorique à

partir de fonctions de distribution contenant un nombre réduit de variables. Parmi les fonctions

de distribution spatiales, la fonction de corrélation de paire g (r) est particulièrement intéressante

car sa connaissance est suffsante pour décrire les propriétés thermodynamiques et structurales

d'un système désordonné lorsqu'on peut admettre que les particules interagissent par paire. Elle

l'est également parce qu'elle est accessible au moyen d'expériences de diffusion de rayons X ou

de neutrons.

Mais pour calculer les grandeurs thermodynamiques, Ies grandeurs structurales et même les

propriétés dynamiques on peut faire appel à la simulation numérique ce qui permet d'éIiminer les

approximations de la théorie propre aux liquides et d'éviter des calculs analytiques compliqués.

La simulation numérique est un outil informatique très puissant qui, en dépit de son extrême

éIégance, requiert une certaine expérience afin d'exploiter correctement Ia nombre considérable

de valeurs numériques qu'elle génère. Ainsi, même si c'est une méthode numérique intensive,

fondée sur Ia résolution brutale par différences finis des équations du mouvement, I'analogie

des données et la détection des phénomènes relèvent plutôt d'une démarche expérimentale.

Cependant, elle a un avantage par rapport à cette dernière, puisqu'il est possible d'étudier sans



CONCLUSION

plus de difficultés des états hors d'atteinte de l'expérience. Il faut toutefois toujours garder à

I'esprit que les interactions utilisées en simulation ne seront jamais que des modèles.

Iæs méthodes de simulation numérique sont de ce fait de véritables "expériences" par Ie

calcul, dans le sens où elles permettent de s'affranchir des approximations utilisées pour traiter

analytiquement un problème (s'il peut l'être). Ces dernières années, I'emploi croissant de la

simulation numérique a transformé Ia façon de traiter le problème classique des interactions

à plusieurs co{ps. Cet éIoignement par rapport aux méthodes purement analytiques a eu un

double impact. Premièrement, les résultats inédits que la simulation a produit ont conduit à des

avanées sans précédent dans des domaines cornme celui de la théorie des liquides qui relevaient

traditionnellement de la mécanique statistique classique. Deuxièmement, en conjonction avec les

développements spectaculaires qui sont survenus dans Ia technologie des ordinateurs, I'emploi de

la simulation a prolongé la gamme de problèmes auxquels les méthodes de mécanique statistique

peuvent utilement être appliquées. Dans le chapitre suivant nous allons présenter les éléments

de dynamique moléculaire et les difficultés rencontrées pour réaliser Ies calculs des propriétés

thermodynamiques, structurales et dynamiques susceptibles de décrire Ia transition liquide-

solide.
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Chapitre 2

DYNAMIQUE MOTECUTAIRE

2.L Introduction

Lorsqu'elle est apparue, au début des années quarante, Ia simulation numérique a suscité beau-

coup de scepticisme dans la corununauté des physiciens. Elle s'est imposée depuis comme

une technique à part entière dans le schéma théorético-expérimental traditionnel, profitant

avantageusement des cultures expérimentales et théoriques. A I'heure actuelle, les simulations

sont considérées comme de véritables expériences par le calcul qui peuvent être non seulement

une référence pour les développements théoriques mais aussi un complément pour I'expérience

puisqu'elles peuvent être menées, sans difficultés supplémentaires, dans des conditions hors de

portée des techniques expérimentales. Par ailleurs, la simulation numérique reposant sur des

calculs numériques intensifs, elle doit son essor aux développements fulgurants des moyens infor-

matiques.

S'agissant de la matière condensée, il existe essentiellement der:x catégories de méthodes de

simulation : la méthode de Monte Carlo (MC) et la dynamique moléculaire (DM). La méthode

MC est purement stochastique et les con-figurations, obtenues de façon aléatoire, sont acceptées

ou rejetées en fonction de la valeur prise par I'énergie potentielle UTrr. La fraction de celles qui

sont rejetées est de I'ordre de [t - exp (-U7,1 lk6?)], en accord avec le facteur de Boltzmann. La

DM, quant à elle, est r:ne méthode purement déterministe qui consiste à construire une portion

significative de Ia trajectoire de phases du système en intégrant les équations du mouvement

de façon itérative. La force agissant sur chaque particule est déduite du gradient de Ziy. Dès

lors les propriétés microscopiques et macroscopiques, comme Ia fonction de corrélation de paire,

l'énergie, la pression, la chaleur spécifique, etc., peuvent être calculées comme des moyennes sur

le temps prises le long de la trajectoire de phases. Nous avons opté pour la DM car le suivi de

la trajectoire de toutes les molécules permet d'accéder aux propriétés dynamiques du fluide, ce

qui n'est pas le cas pour la méthode MC.

La dynamique moléculairel consiste à simuler un échantillon de la matière constitué de

N particules (atomes ou molêcules) assimilées à autant de masses ponctuelles, inertes chimique-

lla dynamique moléculaire ab initio du type Car-Parrinello, qui consiste à considérer également les degrés de

liberté électroniques, n'est pas I'objet du présent exposé. Il s'agit ici de la DM classique dans laquelle des lois de

forces empiriques sont introduites.
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ment, et confinées dans une boîte de volume V. Ces particules interagissent selon un modèle

donné et obéissent aux équations classiques du mouvement. Leur intégration itérative permet

Ia construction d'une partie de la trajectoire du système dans son espace des phases. Des con-

ditions aux limites périodiques sont imposées à la boîte de simulation afin de pouvoir considérer

l'échantillon comme infini. La simplicité apparente de cette définition cache une quantité de

calcul prohibitive puisqu'à chaque pas d'intégration, il est nécessaire d'évaluer les forces app-

liquées à chacune des N particules provenant en principe des (N L 1) autres. C'est la raison

pour laquelle les développements algorithmiques de la DM de ces vingt dernières annfus se sont

concentrés, d'une part, vers un calcul des interactions [6] le plus efficace possible, et d'autre part,

vers Ia conception de codes spécifiques [84] permettant de profiter de la puissance croissante et

des spécificités des calculateurs (architecture vectorielle ou parallèle, etc.). Malgré tout, dans

l'état actuel de I'art, il est à peine possible d'explorer en matière condensée le domaine de la

nanoseconde pour des systèmes submicroniques.

Après avoir brossé un bref historique permettant de situer son évolution, nous exposons les

algorithmes de base les plus performants de la dynamique moléculaire. Ensuite, nous présentons

les techniques des listes de Verlet et des cellules liées, indispensable pour un calcul efficace des

interactions. Nous examinons également la façon d'inclure le calcul des forces à trois corps pour

différents types de potentiels dans ce schéma algorithmique. Nous détaillons alors I'algorithme

élaboré pour machines parallèIes que nous utilisons. La dernière partie, de ce chapitre, est

consacrée à la description des caractéristiques principales et du déroulement des simulations que

nous avons mis en ceuvre dans nos études.

2.2 Bref historique

Les premières simulations numériques datent du début des années quarante, période à laquelle

sont apparus les ordinateurs à lampe (I'ENIAC et le MANIAC au laboratoire national de Los

Alamos). Dans le domaine de I'astronomie et I'astrophysique, une simulation de Ia dynamique

des galaxies a été réalisêe par Holmberg [a9] dès 1941. En physique statistique, Ia première

expérience par Ie calcul a êtê f.aite par Fermi, Pasta et Ulam [34] en 1955, permettant de

simuler la dynamique d'une chaîne anharmonique linéaire, censée représenter un modèle de

solide. Les premières simulations de dynamique moléculaire, telles qu'on les connaît à I'heure

actuelle, ont été réalisées par Alder et Wainwright [5] en 1957. Leurs calculs ont mis en évidence

la transition liquide-solide dans un système de 256 sphères dures. Ce résultat surprenant, car on

pensait alors qu'une partie attractive du potentiel d'interaction était nécessaire pour reproduire

une telle transition de phases, a permis de considérer définitivement la DM corlme un outil

d'investigation à part entière et complémentaire aux approches théoriques et expérimentales

traditionnelles.

Une nouvelle étape a été franchie dans les années soixante avec l'introduction de potentiels

réalistes dans les simulations. Rahman [87] a réalisé les premières simulations de DM, en 1964,

pour un système de 864 particules interagissant par I'intermédiaire d'un potentiel de Lennard-

Jones. Les résultats de la fonction de corréIation de paire et de la constante de diffusion au
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voisinage du point triple de I'argon se sont révélés être en bon accord avec I'expérience. TÏois

ans plus tard, Verlet [112] en a déterminé le diagramme de phases. Ce travail systématique

et fastidieux a été grandement facilité par I'introduction des listes des particules voisines pour

optimiser le calcul des forces, appelées depuis listes de Verlet. Ces simulations pionnières ont

profité d'un progrès technique important car elles ont été réalisées sur des ordinateurs du type

UNIVAC et IBM704 avec I'ASSEMBLEUR comme langage de programmation. Ceci semble

dérisoire aujourd'hui puisque les performances des ordinateurs et les compilateurs FORTRAN

actuels ont rendu ces calculs relativement faciles et rapides à faire. Il existe même des algorithmes

écrits sur tableur Microsoft EXCEL [39] permettant d'introduire la dynamique moléculaire dans

I'enseignement.

Au début des années quatre-vingt, les développements algorithmiques se sont plutôt tournés

vers Ia possibilité d'effectuer des simulations dans des ensembles thermodynamiques autres que

I'ensemble micro-canonique (isochore-isobare, isochore-isotherme, .. . ), avec éventuellement un

changement de taille et de géométrie de la boîte de simulation en cours d'exécution. Les prin-

cipaux protagonistes de ces évolutions sont Andersen [7], Parrinello et Rahman [81, 82, 83],

Nosé [78] et Hoover [50] et leurs méthodes sont exposées en détail dans plusieurs ouvrages [6,

26, 45]1et articles de revue comme celui de Nosé [79]. Durant la même période, I'apparition des

premières machines vectorielles, telles que Cyber205, Crayl et I8M3090, a incité les chercheurs

à construire des codes spécifiques pour ces machines [35, 36, 88, 96, 113]. Il est devenu dès lors

possible de traiter des états hors équilibre de systèmes de grande taille. Par exemple, en 1984,

Abraham et at. l2l ont pu étudier la séparation de phases et la décomposition spinodale de

systèmes à deux dimensions, avec plus de 160000 particules. Parallèlement à cela, une nouvelle

méthode de dynamique moléculaire, proposée par Car et Parrinello 1241, a pris en compte les

degrés de liberté électroniques de la matière condensée. Ce type de simulation ab initio est

en plein essor actuellement même si les moyens ne permettent pas encore de traiter plus de

300 atomes.

La conception de machines à architecture parallèle à la fin des années quatre-vingt, mettant

en æuvre simultanément plusieurs processeurs indépendants, a permis de réaliser des simulations

par dynamique moléculaire de taille sans commune mesure avec les précédentes. Il a fallu, dans ce

cas également, développer un algorithmique spécifique dépendant, non seulement de la machine,

mais également du problème physique posé [32, 84]. Ainsi, dès 1990, Swope et Andersen [tO0]

ont été les premiers à présenter des rêsultats de simulation avec plusieurs millions de particules,

un nombre qui n'a cessê de croître [52, 89, 90, 91]. Ces simulations gigantesques ont contribué

à Ia compréhension de nouveaux phénomènes complexes. Par exemple, une étude comparative

de Ia cristallisation dans des systèmes à 104 et à 106 particules a permis de mettre en évidence

I'existence de structures cristallines différentes en fonction de la taille des systèmes [106].
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CHAPITRE 2. DYNAMISUE MOLECWAIRE

Principes de base de la dynarnique moléculaire

2.3.L Modélisation d'un système de petite taille

En dynamique moléculaire, il s'agit de construire une portion significative de la trajectoire

de phases d'un système de petite taille, afin de reproduire le comportement d'un échantillon

macroscopique de matière. Pour y parvenir, nous considérons N masses ponctuelles, censées

représenter autant d'atomes ou de molécules à symétrie sphériques, confinées dans une boîte de

simulation de volume I/. Soumises à un potentiel d'interaction donné, ces particules évoluent au

cours du temps en vertu du principe fondamental de la dynamique. Afin de considérer le système

comme infini et de s'affranchir en grande partie des effets de bords dus à la surface de la boîte

de simulation, des conditions aux limites périodiques sont imposées. L'intégration sous forme

discrète des équations de Newton, dont les deux principales méthodes seront exposées dans la

section suivante, permet de produire pas-à-pas la trajectoire de phases du système, en tenant

compte des principes de conservation de l'énergie et du moment cinétique, ou des conditions

externes imposées, comme la température ou la pression.

Equations du mouvement de N particules

La construction de la trajectoire clu système passe par la résolution des équations du mouvement

d.es .l/ particules qui le constituent. La détermination des positions et des vitesses (*t (t) ,.tN (t))

à I'instant f devient ainsi possible connaissant les positions initiales *N (0) et les vitesses ini-

tiales vN (0). il existe plusieurs formulations équivalentes des équations du mouvement issues

des lois de la mécanique classique, qui gouvernent l'évolution du système dans le temps [41].
Tout d'abord, le principe fondamental de la d.ynamique s'exprime sous la forme de la seconde

loi de Newton2 :

(2 .1 )

(2.2)

(2.3)F; , i r  * .  . .  ,
I

F,; : *ry,
r;(t) : ry,

où 4 (t) et v; (t) sont Ia position et Ia vitesse de la particule i de masse rn à I'instant f. Si l'on

considère un système conservatif, les seules forces en présence sont celles issues des interactions

entre particules. Ainsi Ia force F; agissant sur la particule i s'écrit cle manière générale :

N

t r 'o: !  Fr i+
i#i:1 i

où F;; est la force d'interaction de paire qui agit sur la particule i provenant de j et F;,7p est Ia

force à trois corps qui agit sur i provenant de la paire (j,k), etc. De plus le principe de l'action

et de la réaction (troisième loi de Newton) stipule que :

(2.4)

(2.5)
2Dans cet exposé, toutes les particules sont supposées avoir la même masse. Ceci n'entâche pas la généralité

de notre exposé et I'extention à des particules de masses différentes est aisée.

Fzj : -Fir,

FLj* : -li.l;" -ln,tj.

N

D
*i*n:
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Le formalisme lagrangien est une autre approche des équations du mouvement. Elle est non

vectorielle et repose sur la fonction de Lagrange 4, définie coûune Ia différence des énergies

cinétique et potentielle, soit :

4r

(2.6)
k:l

Pour /c - 1,... ,3N, la fonction de Lagrange L est exprimée en coordonnées généralisées qa

et vitesses généralisées en: d,qx/dt. Les équations du mouvement (2.1) et (2.2) peuvent être

réécrites sous la forme suivante :

(2.7)

La trajectoire suivie effectivement par le système dans I'espace des phases, parmi toutes celles

qui satisfont ces dernières relations, minimise l'action S: Ï L(OsN,OlN)at.

Enfin, dans I'approche hamiltonienne, on considère les moments conjugués pp des coordon-

nées généralisées qp, qui sont définies à partir de I par :

AL
Pk : ;-.

oQn

Ils permettent de mettre les équations du mouvement sous la forme dite canonique, équivalente

aux équations de Newton :

ôq* '

(2.e)

(2 .10)

L(osN,,i") : ; i*AZ 
-u (q"*) .

Tt:DQ*px -  L.
k

3 N ,
' t l (qt* ,pt")  :  D#,+u (qsN):  n.

i : l

d /aL\  ar
a\û)-  aqk:o '

AH
oPn

rH
Qn

Px

ou

(2.8)

(2 .1 r )

(2.r2)

'17 est la fonction de Hamilton du système. Cette formulation est très utile en dynamique

moléculaire car toute grandeur mécanique du système peut s'exprimer en fonction de qa et pp

pour k - 1,...,3N. En particulier, pour un système isolê,77 donné par la formule (2.11)

représente l'énergie totale :

Dans ce cas, les moments conjugués s'identifient aux composantes des quantités de mouvement

des particules de la boîte de simulation. L'intérêt essentiel de Ia formulation hamiltonienne

réside dans la possibilité d'ajouter des degrés de liberté supplémentaires dans Ia fonction de

Hamilton. Comme nous le verrons dans le paragraphe 2.5, pour contrôler les conditions thermo-

dynamiques dans lesquelles se déroule une simulation de DM, la pression et Ia température seront

de nouvelles variables dynamiques du système. Cependant, ce n'est plus l'énergie totale (2.I2)
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Figure 2.1: Boîte de simulation primitive (boîte centrale) en dimension 2, entourée de ses 8 rép-
liques immédiates.

qui est la quantité conservée. Ceci illustre bien la différence entre les conceptions newtonienne

et hamiltonienne. Les équations de Newton traduisent Ie fait que le mouvement est une réponse

du système aux forces appliquées. En revanche, dans I'approche hamiltonienne, qui est plus

générale, les équations (2.9) et (2.10) traduisent la conservation de la fonction 7/.

Conditions aux limites périodiques

Les capacités actuelles des calculateurs ne permettent que la simulation des systèmes de taille

très petite à l'échelle macroscopique, avec un nombre de particules très inférieur au nombre

d'Avogadro. La simulation d'un système de 105 particules par exemple, aux densités caràc-

téristiques du liquide, nécessite une boîte de simulation cubique d'un côté L - 47 diamètres

atomiques seulement, ce qui rend inévitable les effets de surface. Ces effets indésirables peu-

vent être éIiminés en grande partie par I'application des conditions aux limites périodiques [20].
Ainsi, nous considérons une boîte de simulation dtte primi.tiue, cnntenant ly' particules, sur

laquelle sont effectués tous les calculs. Elle est entourée de répliques fictives dans toutes les

directions de I'espace appelées bottes irnages. Les particules que contiennent ces dernières sont

fictives elles aussi et représentent les images périodiques des particules de la boîte primitive. La

figure 2.1 illustre cette situation en deux dimensions : la boîte primitive de côté .L contenant

cinq particules est entourée de huit rêpliques, notées A, 8,C,. . . et 11. En dimension 3, la boîte

primitive est entourée de 26 répliques.

A tout mouvement d'une particule dans la boîte primitive correspond un mouvement iden-

tique fictif de toutes ses images périodiques, cornme c'est indiqué sur la figure 2.1 pour la par-

ticule 1. D'un point de vue mathématique, plaçons nous dans Ie cas d'une boîte de simulation
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cubique. Chaque particule i est repérée par ses coordonnées (rùAt z;) dans un repère cartésien,

dont I'origine est généralement I'un des coins du cube. Chaque fois qu'une particule i sort de la

bolte primitive par une face, son image périodique y rentre immédiatement par la face opposée.

Ses nouvelles coordonnées (r'r,yto,zl) s'obtiennent en appliquant les conditions périodiques :

û i

Ta; :

.i

(2 .13)

De cette manière, Ie nombre de particules est conservé au cours de la simulation. La figr,rre 2. 1

montre I'effet des relations (2.13) sur la particule 1 : lorsqu'elle dépasse les Iimites de Ia boîte

primitive pour passer dans la boîte image C, son image 16 Ia remplace aussitôt par la face

opposée. L'utilisation des boîtes cubiques est pleinement justifiée porrr I'étude de Ia phase

liquide, mais ce principe s'étend facilement aux boltes de géométries différentes comme les

octaèdres tronqués [3, 4] ou les dodécaèdres rhomboédriques [115].
Notons enfin que les conditions périodiques garantissent Ia conservation de la masse, de

l'énergie et du moment cinétique [ a]. En contrepartie, une périodicité artificielle est introduite,

qui peut avoir des répercutions sur les propriétés physiques extraites de Ia simulation. Il s'avère

que les propriétés structurales et thermodynamiques ne sont pratiquement pas affectées, en

revanche, Ies propriétés dynamiques y sont plus sensibles. L'observation du système au cours de

la simulation ne doit pas dépasser le temps caractéristique :

(2.14)

pour un système de densité p et dont la vitesse de propagation du son est u". Ainsi, r" correspond

au temps que met une onde acoustique pour traverser la boîte de simulation.

Image minimum et troncature du potentiel

L'application des conditions aux limites, telles quelles, n'empêche pas Ia possibilité qu'une par-

ticule puisse interagir avec ses propres images périodiques, ou alors avec d'autres particules

et leurs images à la fois. Afin de supprimer cet effet qui fausserait le calcul des interactions,

Metropolis et aI. l75l ont introduit pour la première fois, en 1953, Ia convention de I'irnage

minimurn. Cette tedrnique consiste à ne comptabiliser, pour chaque particule, que les forces

provenant de ses voisines situées dans une zone fictive centrée sur elle et identique à la boîte de

simulation. A titre d'illustration, Ia figure 2.2 montre cette zone délimitée en pointillés autour

de la particule 1 qui est susceptible d'interagir uniquement avec cinq particules : Ia particule 2

et les images périodiques 3n,4o et 56:. En pratique, le calcul des forces sur une particule i
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Figure 2.2: Convention de I'image minimum en dimension2. La boîte de simulation centrale
contient cinq particules. L'image minimum, en pointillés, construite autour de la particule 1,
contient également cinq particules.

nêcessite l'évaluation des distance" rô!
"!, 

+Uf * zli entre la particule i et toutes les autres
particules j I i de la boîte primitive (cf. section 2.3.3). L'application de la convention de I'image

minimum consiste à redéfiair les composantes du vecteur r;r' de la façon suivante :

ru ) L/2,
01 r ; ;  <  L /2 .
r ; i  1Lf2,

aq > Lf2,
0 l yu<L /2 ,
at i  1Lf2,

z;i ) Lf2,
01  z ; ;  <  L l2 .
zii < L/2.

(2.15)

Cette procédure peut être codée très efficacement dans un prograrnme, corrrme I'ont proposé

Hloucha et al.1461.

La convention de I'image minimum, qui est une conséquence directe des conditions aux

limites périodiques, restreint en principe Ia méthode de dynamique moléculaire à I'utilisation

d'interactions de courte portée3. Dans ce cas, la partie à longue distance du potentiel doit

s'amortir au moins corrlme r,d, où d est la dimension de la boîte de simu]ation. Cette carac-

téristique permet de négliger les interactions au delà de quelques diamètres inter-particulaires et

3Pour traiter des potentiels de longue portée, comme les potentiels coulombiens, il faut introduire des méthodes
particulières comme la sommation d'Ewald [6].
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Figure 2.3: Matérialisation du rayon de coupure r, en dimension 2. Le carré de côté L, en
pointillés représentant I'image minimum, est centré sur la particule ,4 qui n'interagit qu'avec

les particules B,C,D et E. Les particules notées par des lettres greques ne sont pas prises en

compte dans le calcul des forces.

de définir vn rayon de coupure r". La figure 2.3 matérialise le rayon d'action des interactions par

un cercle de rayon r", centré sur la particule,4 : elle n'interagira qu'avec les particules B,C,D

et .8. En tout êtat de cause, rc ne pourra pas dépasser la demi-longueur de boîte, soit r. < L/2.

L'utilisation d'un rayon de coupure a au moins deux avantages. D'une part, le nombre de par-

ticules voisines à prendre en compte dans le calcul d.es forces est réduit d'un facteur tn(r"/L)3
environ, ce qui représente un gain substantiel en temps de calcul. D'autre part, il est un in-

grédient essentiel de la parallélisation du programme de dynamique moléculaire, comme on le

verra dans la section 2.4. Néanmoins, nous verrons dans Ia section 2.5 que certaines grandeurs

thermodynamiques sont légèrement affectées par cette troncature et doivent être corrigées a pos-

teri,ori,.

2.3.2 Méthodes de différences ffnies

La résolution des équations du mouvement se fait habituellement de façon discrète en utilisant

une méthode de différences finies. Le but de cette méthode est de déterminer Ia position et Ia

vitesse de chaque particule à I'instant t+ At à partir de la position et de ses dérivées temporelles

successives à I'instant t. La position r; de chaque particule i est développêe en série de Taylor

à I'instant t pour un accroissement At suffisamment petit :

ri(t+Ar) :16(t)+#or.ry+.%0++.. +ry#+... (2 10)

45

[ , t

1i
L



46 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE MOLECWAIRE

La façon de tronquer et de recombiner les termes de Ia série donne lieu à différentes méthodes.

Le choix de telle ou telle méthode va dépendre des qualités que I'on attend de l'algorithme

correspondant : il doit être rapide et demander peu de mémoire, il doit permettre I'utilisation

d'un pas de temps relativement grand et être facile à prograrnmer. Du point de vue de Ia

physique, il doit également satisfaire aux principes de conservation et reproduire la trajectoire

du système simulé de façon fidèle. Les méthodes de prédiction-correction et de Verlet sont les

deux grandes classes des méthodes utilisées en dynamique moléculaire qui possèdent toutes ces

qualités. Cependant, elles sont différentes d'un point de vue conceptuel puisque la méthode de

prédiction-correction estime les positions aux instants futurs alors que les méthodes de Verlet

uti[sent un ou plusieurs pas préédents.

Iæ fait de devoir arrêter le calcul de la série à un certain rang entraîne inévitablement deux

sources d'erreur distinctes : Ies erreurs de troncature et les erreurs d'arrondi. Les premières sont

dominées par le premier terme de la série qui a été omis. Un algorithme sera qualifié d'ordre n si le

terme en Art+r a été négtigê, ce qui permet d'identifier clairement cette erreur intrinsèque. Ainsi

plus l'ordre de la méthode est élevé plus I'erreur de troncature sera faible. Les erreurs d'arrondi,

incluent toutes les causes d'erreur dues à I'implémentation de I'algorithme sur machine, comme

la mantisse avec laquelle les nombres sont représentés, I'ordre dans lequel sont effectués les

calculs et comment le compilateur traite les opérations et les fonctions élaborées (exponentielles,

logarithmes, racines carrées, etc.). La maîtrise de ces différentes sources d'erreu.rs, bien que

difficile, est primordiale, puisque elles peuvent s'accumuler tout au long d'un calcul de dynamique

moléculaire comportant parfois un nombre élevé de pas successifs. En définitive, la méthode de

différences finies étant fixée, Ie problème essentiel réside dans le choix d'un pas At optimal. Un

pas trop petit et Ie calcul est dominé par les erreurs d'arrondi alors que pour un pas trop grand

il est dominé par les erreurs de troncature. Nous reviendrons sur le choix du pas de temps dans

la section 2.5.

Algorithmes de prédiction-correction de Gear

Ce type d'algorithmes a étê mis en oeuvre pour la première fois par Rahman [87], et les versions

plus élaborées qui sont utilsées habituellement en dynamique moléculaire sont celles de Gear [40].
La démarche se décomposent en trois étapes :

Etape 1 : A partir des valeurs initiales des positions et de leurs dérivées successives, on prédit

les positions r; des particules et de leurs dérivées à I'instant t+ At, en utilisant le dévelop-
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pement en sêrie de Taylor au cinquième ordre à I'instant t :

r; (t + ar) : r; (t) + 
o'n!) 

o, + 
d"='!t) A: ' ds't(') at3 ' d4tt(t) at4

at 
u'- -æ- 

2r - -æ- 
gr - dtn 4l

, dsri(t) At'
-  d tu s l '
du(t) ,  &ro(t) ^, ,  dsr;(ù A* , #rr1t; at3

d t  
- -æ-u , - -F  

2 l  
- -T  g l

, d'r;(t) At4
-  d t "  +r '
&r;(t) ,  d"rr(t) n, ,  dnrrçt\ atz , dtrr(t)ais
æ- 

- --dts-uu -r -@- 
2t 

- 
dt, Jl ,

#r;(t) ,  darr(t) ,n, ,  ërr(t) At2
E- 

- 
E-uLt 4rs 

-2y t

da4(t) ,  d'ro(t)  ̂ ,
dt^ 

t -$-ÀLt

ën( t )
dtî

(2.17)

hi(t + at) :
dt

&r ; ( t+  nù
dt2

a3r; (t + At) :
dt3

a4r;(t + At) :
dt4

a6r;(t + At)
dtî

Etape 2 : L'utilisation des positions et des vitesses prédites uniquement à I'aide des équa-

tions (2.17) à (2.22) ne donne pas la trajectoire réelle du système puisque les équations du

mouvement n'ont pas été introduites. II faut alors évaluer la force F; agissant sur chaque

particule i à I'instant t+ Lt à I'aide des positions déjà prédites par (2.77).

Etape 3 : La connaissance des forces F; à I'instant t * At permet de corriger les accéIérations

prédites par la relation (2.I9) à l'étape 1. Le terme :

^ _ &ri(t + Ar) Fi (r + Ar)
- i : - - - æ - -  

*  , (2.23)

vient corriger la prédiction des positions et de leurs dérivées successives de la manière

suivante :

d2r;(t + Lt) Lt2 &r;(t+ at) Lt2L* a*
_ * az\^l--;;,

dt,

(2 .18)

(2.1e)

(2.20)

(2.2r)

(2.22)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.2e)

dt2 2!
d3r;( t  + At)Ar3

2! 2!
d3r;(t + Lt) ar3 ^ a*: 
G- g! - osÀ'I 

2! '

d4\ (t + At) Lt4 : a4ry(t + àt) Lto _ ^,. n^,At'
dt4 4l dt^ 4l *04^7Zl'

d'\(t + Lt) ^;t' : &r;(t + At) Aru , ^,, n^,Lt',-T- 
5l 

----æ- 
b! + as^ t 2l 

'

3!dts

D est possible de réduire I'ordre q des développements de Taylor jusqu'à 3, en tronquant

les relations (2.17) à (2.20) et en omettant les relations (2.21) et (2.22). Il existe donc trois

algorithmes différents, appelés Gear?, Gear/1 et Gu.rï, suivant I'ordre q utilisé. Les valeurs

des o; pour ces trois variantes sont données dans le tableau 2.1.
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Q : 3  Q : 4  Q : 5
ag

01 5/6
02 1
as l/3
A4

05

25r/360
1

rr/18
r/6
r/60

3/4
1

L/2
L/12

Tableau 2.1: Valeurs des paramètres o; , elles sont tirées du livre de Gear [40], sauf a6 qui prend
la valeur 3/16 pour q: 5 144]1.

Algorithmes de Verlet

La méthode de résolution des équations du mouvement mise en oeuvre par Verlet [tt2] en 1967
consiste à utiliser Ie développement de Taylor cles positions ri aux instants t + At et t - At à
I'ordre 3 :

r;(t +At) : r; (r) * #ot.ry"+.ry"+ + o (tt.),
ri(r-Ar) : r;(r) - #ot.ry+ -ry"+ +o (tt4),

dr;(t)
dt

d2v( t )
dt2

',ro (t) ,

*'oG),

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.35)

dans lesquels les dérivées première et seconde de la position sont assimilées d'emblée à la vitesse
et à I'acélération de Ia particule i à I'instant f :

contrairement aux algorithmes de Gear. En additionnant les deux relations (2.30) et (2.31), les
positions à I'instant t + Lt deviennent :

ri (t + Ar) : 2r;(t) - r;(t- at) + fftt2 + o(aro) . (2.34)

Il est à noter que cet algorithme ne fait pas intervenir les vitesses pour évaluer les pas successifs
de la trajectoire. Cependant, elles sont nécessaires pour le calcul de l'énergie cinétique par
exemple, et elles doivent être recalculées à I'aide de I'expression suivante :

# :  
*(r ;( t  + at)  - ,u(t  -ar)) .

L'erreut de troncature de cet algorithme est de I'ordre de Ata pour les positions et de I'ordre At2
pour les vitesses. Outre le problème des vitesses, I'inconvénient majeur de cette méthode est le

démarrage de I'algorithme qui nécessite deux jeux de positions à des instants successifs.



2.3. PHINCIPES DE BASE DE LA DYNAMIQUE MOLECWAIRE

Plusieurs améliorations à cette première formulation de Verlet ont été proposées. L'une

d'entre elles, appelêe leap-frog (saute-moulon) [47,85], fait intervenir des demi-pas Atf2 dans

les vitesses de la façon suivante :

49

art (t + t) : au (t - t) * &r,!ù or.
dt dt 

- 
dt2

(2.36)

(2.37)

(2.3e)

(2.40)

Les positions et les acélérations dans cet algorithme sont décalées de celle des vitesses d'un

demi-pas à chaque fois, d'où Ie nom de saute-mouton. Encore une fois, dans cet algorithme il

faut évaluer les vitesses à chaque pas en Af en utilisant l'équation supplémentaire :

d,r ; ( t )  r  I  ar i  ( t  + #) ,  dr ;  ( t -  #)  I
d t  

: tL  
dt  -  d t  l '

(2.38)

afin de disposer des vitesses ar.x mêmes instants que les positions.

Une autre améIioration, appelée algorithme de Verlet sous forme des uitesses a été proposée

par Swope et al. 1051. Le développement de Taylor des positions r; est réalisé aux instants t*At

et t  +2At i

r;(t+At) : r;(t) + !#ot*ry"+,
ri(t +2At) : r;(t *aÉ) + blpo, * t#9"4

L'addition de ces deux relations donne :

ri(t +2At) :ra (t) + #ot *q+9"t *|ry .fuPl+, e 4t)

que nous pouvons réécrire comme :

ry(t + 2At) - rt(t) _ dri (t + Lt) _ dr;(t) _lazrt(t) _ d2r;(t + Lt)l At
Lt dt 

: 
dt * 

l_æ_ 
_ ____ 

dt2_ ] T,

et finalement

dr i ( t+At )  _d r ; ( t )  _ la2 r t ( t )  _az r ;Q+nù l  A t
dt  dt_-  Læ_-____F-]T.

(2.43)

Cette fois-ci, Ies vitesses à I'instant t + At dépenclent des accélérations à la fois à I'instant t et

à I'instant t + At. L'algorithme peut se décomposer comme suit :

Etape 1 : Calcul des positions à I'instant t+ At à I'aide des relations (2.32), (2.33) et (2.39),

soit :

(2.42)

r; (t * At) : r; (t) + v; (t) At .ry+ (2.M)
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Etape 2 : Evaluation des vitesses partielles par la relation (2.43) privée du dernier terme :

4 (t+ at):'r (4 + +";

v6 (t +Ar) : É (t +Ar) + \!*9";

1 N N

uz: ôDD"r?u),- i i + i

où z2 est un potentiel de paire el r;i : l"i - 
"tl. 

Le terme suivant :

, , : à Ë Ë  Ë  , ,  ( r ; i , r ' i n , r t x ) ,

(2.45)

Etape 3: Calculdelaforce Fi(r+At) agissant surchaquepart iculei  àl ' instant t*Atavec

les nouvelles positions calculées à l'étape 1.

Etape 4 : Calcul des vitesses complètes à I'instant t * At :

(2.46)

La particularité de cet algorithme réside dans le calcul des vitesses en deux étapes. Dans

la première, les vitesses sont évaluées en utilisant les acélérations à I'instant t déjà calculées

au pas précédent, puis dans la seconde, les vitesses sont complétées après le calcul des forces à

I'instant t+At. Les avantages et les inconvénients respectifs des algorithmes de Gear à l'ordre 5

et de Verlet sous forme des vitesses ont été discutés par Berendsen et van Gunsteren [t7], nous

avons néanmoins choisi I'algorithme de Verlet sous forme de vitesses pour les raisons suivantes,
qui le rendent très attractif : (i) stabilité numérique pour des pas de temps assez grands,

(ii) simplicité de programmation et (iii) besoins modestes en mémoire.

2.3.3 CaIcuI des forces

L'intégration des équations du mouvement nécessite le calcul de la résultante des forces appliquée

à chacune des particules i de la boîte de simulation :

F ; :  -g rad" rUW:  -Yr rUN, (2.47)

où r; désigne le vecteur position de i et Uy l'ênergie potentielle du système. En l'absence

d'un champ externe, Lfy prend Ia forme (1.28) donnée dans le premier chapitre. Le terme
prépondérant de 2.,/p est :

(2.48)

(2.4e)

fait intervenir une sol,'ne a" pot"nti" ,rt:':::'"orps, uB. Les termes d'ordres supérieurs ne

seront pas pris en compte dans ce travail. Ainsi, dans nos calculs de dynamique moléculaire,

I'énergie potentielle des N particules sera mise sous la forme :

Uw : Uz *Us. (2.50)
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Dans le cas où l'énergie potentielle ne contient que la contribution à deux corpsU2,la force F;

se réduit à :

N

Fl :  -V"; U, :Dlor,
i+i

où F;; est la force provenant uniquement de Ia particule j et dont I'expression est :

(2.5r)

5 1

i+i j+k+i

où F;,;3 est la contribution à trois corps provenant de la paire de particules (j,k) qui s'écrit :

(2.52)

puisque }riif 0r;: -rq/ru (cf. annexe A). En appliquant le principe de I'action et de la

réaction (2.4), f i; est directement déduite de F6i. En conséquence, il n'y a qu'une force à

évaluer pour chaque paire (i,j).

Si I'énergie potentielle contient également la contribution à trois corps Us,Ia force F; prend

la forme plus générale suivante :

1.., :  -)uz(ru) : -d'uz(ru) }r; i  :  duz(ri iryi
- ûr ôu ùr;i ôr; drij rij'

N N

Fr:DF,r*  D F, , i * ,

F.  . .  _  _ôu t ( r i j , r j n , r ; * )- N,Jn - 
ôr; 

1

0n; ?ru rii
:  -  :  - : 6 . .

0r; ôri ,0, 
- ""t'

?r;x &'* \k- ; - -  :  - ; - :  -  -v r1ç ,
Ori Ork Tik

ôr1o 0r;* rik
:  - : - j y i k ,

?ri îrx rjx 
-rtu'

Y : Y*.:u!to :0.
?rx ?ri ?rt

(2.53)

(2.58)

(2.5e)

(2.60)

(2 .61)

(2.54)

avecrij: lr:.-r;l comme précédemment, 161r: lrr - rl et rix: lri -161. La force F;,74 est

déterminée à partir de la différentielle totale de 23, il vient alors :

n ôus(r6i . , r ;1r,r ix)  0r4 ôus(r ' j j , r&,r jx) ôr ' t*  _ ôus(rt i , r&,r j*)  ôTjx 
.  e.55\r i,ik: -----ù;: 

Ar, 
- ----Art_- 

Ar, 
- ----fr 

jo: 6ro \ /

De même pour les forces F;,* et F6,;, du même triplet (i, j,k) :

A"t_9:ltnu,rrù_?rri 
_ ôus (rl,r*,r j*) ôr;x _ ôus (r-;j,rjx,r jn) Ulro 

, (r.r'\- 
OrU ,\ 

- 
d,\- ,rt 

- 
,* drj

ri- .. 0u3 (r;i,rip,rip) ôr4 ôus (ru,r;1r,rip) }r;p ôu3 (rii,T-ih,r- jk) Ar jk tq ta\'h' i i  - 
aru ar- 

- 
ar" 

-orx - 
arrr f i '  \" '" '  1

Le calcul des gradients des positions conduit aux vecteurs ruritaires e;.j, etk et eix portés par les

côtés du triangle (i, j,k), comme I'indique la figure 2.4. En effet, il est montré en annexe A que :
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Figure 2.4: Vecteurs unitaires eij, eik et eix dans un triangle formé par un triplet (i,,j,k) de
particules séparées par des distances r;j, rik et rin. 0;,0i et 94 sont les angles aux sorrmets i, j
et k, respectivement.

lI apparaît que F1;4, F;,;* et F6,;i peuvent se décomposer suivant deux directions uniquement :

En vertu de la relation (2.5), chacune des forces l;,i*,Fi,;* et F7r,11 du triplet (i, j,k) peut-être

déduite directement des deux autres.

Les modèles d'Aziz-Slaman (AS), auquel on adjoint Ie potentiel d'Axilrod-Teller (AT), et

de Stillinger-Weber (SW), qui ont été présentés dans le premier chapitre contiennent tous deux

une contribution à trois corps. Leur inclusion dans un programme de dynamique moiéculaire de

façon optimisée a nécessité un calcul de forces spécifique, que nous allons exposer ci-dessous.

Modèle pour les gâz rares (AS+AT)

Rappelons ici que ce modèle est construit à partir du potentiel à deux corps proposê par Aziz

et Slaman [13] :

liLin : %9#l"oi + %fuâ#@"nu,

lri,* : -ous(ruûn,rin).ui +fuff@"i,,

tx,rj : -ous(rrLrr,rir) 
"uu 

- fu!#@",*.

u, (ruù- A exp (-orui + gr?i) - G (r;)f,ft# ,
j : o  ' i j

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)
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Figure 2.5: La force (trait plein) dérivée du potentiel AS (pointillés). r" - 2.5r,n est le rayon

de coupure au-delà duquel la force F* : Fr*/e et le potentiel u* : u/e sont négligeables. Le
paramètre r,,, correspond au minimum du potentiel.

avec
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r
x :  r

m

(2.66)

et du potentiel à trois corps d'Axilrod-Teller [12], qui rend compte des interactions triple-dipôle :

(  |  ( * - r ) ' l  s i  r i i1D,G(r;1):  I  
exP 

l-  \ ' r  /  J
[  1  s i  r ; j 2 D ,

us (r;.j, t' i n, t'*) : rrW,
,  i j ' i k '  j k

où les angles 0;,0i et 97ç sont les angles aux sorunets du trianglu (i,j,k), comme I'indique la

fignre 2.4. Les valeurs des paramètres de u2 et us, définis dans le premier chapitre, sont donnés

en annexe I. Dans I'expression (2.52),la dérivée du potentiel d'Aziz-Slaman s'écrit :

où .F/ (r) représente la fonction de Heaviside.

La figure 2.5 montre I'allure du potentiel d'Aziz-Slaman et de Ia force obtenue par Ia relation

précédente. Ce potentiel étant de courte portée, I'utilisation d'un rayon de coupure r" se justifie

(2.67)

(2.68)

partie attractive
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et n'altère pas les calculs de simulation de façon significative. En effet, pour rc : 2.5rrn, le

potentiel (u, (r") - -0.004e) et la force (F (r") = -0.07Ie/r-) prennent des valeurs négligeables,

Le paramètre r^ correspond au minimum du potentiel.

Pour obtenir les forces à trois corps F;,i1r, I ips et F6,4; d'un triplet (i, j, k), déduites du poten-

tiel d'Axilrod-Teller, calculons en premier lieu toutes les dérivées partielles deus(r;i,ri1r,rip) :

ous
anr

r;1çcos0,i

1

ri*e-os0*

I

r6i cos 0i

Par suite, les forces l;,ip, F.i,* et Fp,,;i sont obtenues en remplaçant les expressions (2.69),

(2.70) et (2.7L) dans les relations (2.62), (2.63) et (2.6$. Le potentiel z3 s'écrit en fonction

des distances entre les particules et des angles 0i,0i et da du triangle (i,j,k). En dynamique

moléculaire, il n'est pas judicieux de calculer directement les fonctions trigonométriques, trop

coûteuses en temps de calcul. Il préférable de les exprimer en fonction des distances en utilisant

Ies relations usuelles dans le triangle :

: -jur- (,, - -+--) tg + ,oi -
rij-o 

\*" 
r|rr"ourtiu 

) Lru' r;prikcos?p

-B (  us  \ tz  r - ik:  
Çuz 

-  
\ " t  

- f f i ) l *+  
,o i r jo" " "o j -

- 3  (  uB  \ t z  ,  r = j k: 
ry,"'- \"' 

- 
\frfr ) L;" + ',ti,tk"*ot -

, ? .+ r? .  - r?o
c o s î ;  :  x J ' -  z n

2r;iri;, '

cosl, ;  :4t&,
" h.ijr jk

^ -rlo + rlu - rj*
cos 4r.. :'- 

zrik't. ik

h(r , . i , r ik ,0 i ) -  Àexp 
l^ , f r r ,  

-o) -1 * t ( r ;x-o)- t ]  t

&u3
ar,

ous
e\r

*fu]'Q6s)
#]'Q7o)

**^l Q71)

Ainsi, le potentiel u3 et les forces qui en découlent s'expriment exclusivement en fonction de r;i,

r;p et rin el leurs expressions développées se trouvent en annexe D.1. Le potentiel AT, qui

s'amortit enr6is, prend des valeurs très faibles en2.5rrn. Ceci nous permet d'utiliser un rayon

de coupure unique pour les potentiels AS et AT.

Modèle de Stillinger-'Weber pour le silicium et le germanium

Ce modèIe est composé d'un potentiel à deux corps :

t (ar;,e -ru')"*p 
11'01 

- ')-'] si r;i 1. a,
0  s i  r ; ; ) a ,

(2.75)

et d'un potentiel à trois corps :

us( r ; . j , r i1x , r ; * )  :  h ( ry j , r ; x , î t )  +  h ( r i * r in ,0 )  I  h ( ra i , rp i ,0p)  , (2.76)

, r { r r ) :  
{

(2.72)

(2.73)

(2.74)

( *  * - " , ; '

ou

( ,  77\
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La force à deux corps du potentiel de Stillinger-Weber se calcule également par (2.52) et elle

s'exprime comme suit :

ry! : / (-na,uo-' + or.a-r)"*p [1',i 
- ,)-'] - uz(rr) (roi - ù-']"0,. (2.78)

drij L '

La force à trois corps du potentiel de Stillinger-Weber nécessite aussi l'évaluation des trois

dérivées partielles de 23. Comme u,3 est la somme de trois fonctions h avec des variables dif-

férentes dans chacune d'elles, le calcul est fastidieux. En effet, il faut transformer ua à I'aide

des équations de passage (2.72), (2.73) et (2.7a) avant d'effectuer les dérivations. Une méthode

plus astucieuse et élégante consiste à conserver les variables initiales des fonctions lz, ainsi :

î;,ix :
Aus (rô,r  j , rk)

ori

_  ô l t . ( r i t , r  jn ,0  j )  _  0h( r ;n , rn i ,0n)

ô\ ôrt
(2.7e)

_ôh(n j , r ;x ,0 t )
ôrr

_0h(r; i , t - tn,0;)  Ar; j  _ ôh (r j j , r ;x,0;)  ôr. ;x

Ar;j ?rt
0h(rû,r;*,0;) 0 c-os0t

0cos0; )rt

0r* ôrt

(2.80)

Il est montré en annexe C que :

0cos06 0cos0; 0cos0;- ô :
ôrt ôri 

' 
ôr* '

ôcosî;  I  cosî;
â-  :  7e * -  -  e i j ,
or j rij r;j

0cos0;  1 cosî ;

a r r  
:  

, n o " o i  * e ; o '

A I'aide des relations (2.58) et (2.59) :

oo

Le deuxième terme et le troisième terme de (2.79) s'écrivent de façon similaire :

0h( r i * r i x ,0 i )

: lY!#,) . e*!#P G - #)l ",'
. l*e#foù . 4*# (+ _ î:)]"" Q 84)

ort
: l-!#fH - a t' ?;i?;;e ) 

Y] ",

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.85)
ôh( r i ; , r i x ,0 )  7

€; r . .
ô cos0i r;j

et

_0h( t 'w , r 'n j ,0* )
ort

0h (r '  *;,  r '  xj ,  0 *) cos 9r I -. ,
A . " " 0 k  *  ] e *

|  ôh ( r 'p ; , t 'x j ,0*)

I a,rr
,  ôh( r 'p ; , rp i ,0p)  I
+ 

a 
"or 

aÈ ,no"in'
(2.86)
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Le regroupement des expressions (2.84), (2.85) et (2.86) et Ie calcul explicite des dérivées
tielles des trois fonctions lz donne FLjx i

(2.87)

(2.88)

|  - -  
_ -  2  (L  _cosd ; \ f  ̂ , * . .F; ' ix  :  

l@:æ* G *"o*, t  \ ;  
-  

;  ) ]h(" i ' r ;p 'o;)e; i

- 
l*. 6fu #] h (r i;, r in, o i) eii

*1, 
-' 

^ + --L--- -= ( : -rye)] nr,o,,r;1,,g;)e;p'  
l?rx 

- o12 
' 

(t + cos d;) \r;; r ik ) ) '" " '

-1 , -  
2  gggl  h( ,m,rp; ,op)e;a- 

Lî"4 
- (r. + *, ao) 

- 
',* I

l n@1; , r in ,o )  2  h ( rn t , rn j ,0ù  2 l  ^- 
L]|T;'pt- 

- 
Gi *q,*f iu'

Les deux autres forces F7,;r et F;r,;, du triangle (i, j,k) s'obtiennent par la même démarche et
ont les expressions suivantes :

F i , in  :  l , ' , ^  -  - r - J - - - - - -==  ( '  - cos , ' \ l
l(rt i 

- o12 (] + 
"o.di) \r;r 

,r: ) lh(rit ' t ' in'0i)e;i

|  1  2  
"o "0 ;1  . ,. 

l?,;æ* G * ".*,), lh('ui 'r;P'o;)e;i
ln?ur , r * ,0r )  2  h , ( rnr , rn j ,0o)  Zf- 
LT] +*eI- 

- 
lT+-'d;I uo1'oo

-l ,.-  
lç r - - " r '  

-  
f t  +cosdi )  \ r ;7  *  ) lh( " io ' r ia ' î i )e in

lr5'. Gtâo #] h (' uo' r p i' o a) e i x'

F*ij : -lo-?0,,',u,e!,) z -hgull,!t)-Lf u,'v"r 
L (+ + coso;) r;a (f + "o. 

e) ry*)"'r

_ .,__2_ ( ! _991e) ],, çro,rpi, oa) e;1ç- 
l?;:æ 

- 
ÇJ sosdÈ) \ril, I';k / l

* l---z----= + =,- 
3--------=totdtl 

trQ'.;,,t';1,,g;)e;a'  
l ( rou 

-  o)2 
'  

( l  + cos d;)  'or 
l ' "  

\ '  zr) '  ut ' '  vxt  v

l* G*rD e-#)] h('ro'rpi'01')ei*

l*. cfu îf]h (r n, r i n, o i) ei n (2.8e)
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Dans le programme de dynamique moléculaire, les cosinus sont transformés en utilisant les rela-

tions (2.72), (2.73) et (2.7a). Les expressions développées de ces forces peuvent être consultées

en annexe D.2. IÊ modèle SW ne pose pâs le problème du choix du rayon de coupure puisque u2

et z3 s'arutulent en a: l.8r^.

2.3-4 Méthodes d'ordre N

A ce stade, tous les ingrédients nécessaires à I'exécution d'un programme de base de dynamique

moléculaire sont rassemblés. D apparalt clairement que I'évaluation des forces représente la

part essentielle du calcul d'un pas de simulation (90 à 99% du temps). En effet, chacune des

N particules de la bolte de simulation interagit a priori avec les (N - 1) autres, ce qui nécessite

de comptabiliser N (N - 1) paires pour un potentiel à deux corps et N (li - 1) (l/ - 2) triplets

pour un potentiel à trois corps. Finalement le temps de calcul évolue respectivement en O (N2)

et O (N3) à mesure que le nombre N de particules croît. La troisième loi de Newton, qui

se traduit par les relations Q.$ et (2.5), réduit de moitié, environ, le nombre de termes de

forces à calculer. De même, I'utilisation d'un rayon de coupure r. permet de le réduire encore

d'avantage, corrrme nous I'avons vu dans la section précédente. Toutefois, cela ne change rien

à la complexité de I'algorithme de dynamique moléculaire, qui devient rapidement impraticable

si I'on désire augmenter N. Les méthodes des listes de Verlet et les cellules liées sont les deux

techniques principales qui permettent de rendre linéaire (O(N)) la complexité de I'algorithme.

Nous exposons ici les versions que nous avons utilisées dans nos codes, bien qu'il existe de

nombreuses variantes dont certaines combinent les deux tecbniques [76].

Méthode des listes de Verlet

Cette méthode, proposée par Verlet [112], part du principe que I'environnement d'une particule

ne change pas à chaque pas de temps de la simulation, et qu'elle va de ce fait interagir avec les

mêmes particules durant une certaine période. Il s'agit alors de construire et de mettre à jour

régulièrement une liste de voisines. En pratique, on sauvegarde dans un tableau les numéros

des particules situées dans une sphère de rayon r; légèrement supérieur au rayon de coupure r",

centrée sur chaque particule. Par exemple, la figure 2.6 montre que Ia liste de Ia particule i

est constituée des particules di,0*'y;,À;.,T;et F;. Le calcul de Ia force se fait à partir de cette

liste : les particules à prendre en compte sont a;, B; et ?;, eui sont séparées de la particule i

de distances inférieures au rayon de coupure r'". Les listes sont renouvelées automatiquement

chaque fois qu'une particule sort de Ia sphère de rayon ?'r ou qu'une nouvelle y entre. Sur

I'ensemble d'une simulation ces remises à jour se font en moyenne tous les 10 pas de simulation

et coûtent environ 30% du temps total.

Le rayon r7 est un paramètre qu'il faut choisir judicieusement. En principe, il peut prendre

des valeurs allant du rayon de coupure r, à Ia demiJongueur de boîte Ll2. Thompson [tOa] a

montré qu'une valeur optimale est comprise entre r"{0.3r^ et r"*0.5ra. Une valeur plus petite

conduit à un renouvellement trop fréquent des listes de Verlet, tandis qu'une valeur plus grande

diminue nettement I'efficacité de la méthode, chaque particule étant entourée d'un nombre trop

O I
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- \

Figure 2.6: Liste de Verlet pour la particule i. Elle contient les particules ai,p*-lt,À;,r1iet p,;,
dont les distances par rapport à la particule i sont inférieures au rayon 17. En revanche, Ies
particules rr et o n'y sont pas. Seules les particules a;, B; et ,y; de la liste vont interagir avec la
particule i car leurs distances par râpport à i sont inférieures au rayon de coupure r".

élevé de voisines dans sa liste qui n'interagissent pas. L'inconvénient majeur de cette méthode
réside dans la taille des tableaux qui croît proportionnellement à .^/ et qui peut atteindre au

total 105 entiers quand N: 1000 aux densités caractéristiques du liquide.

L'extension des listes de Verlet aux potentiels à trois corps se fait sans difficulté. On procède

à la construction d'une nouvelle liste pour chaque paire de particules (i, j). Cefte Liste contient
les numéros des voisines susceptibles de former un triplet à prendre en compte dans le calcul
des forces. Elles sont contenues dans un volume qui est Ia réunion des deux sphères de rayon r;,

centrées sur i et j, respectivement. Nous avons mis en æuvre cette méthode dans les versions

séquentielles de nos programmes de dynamique moléculaire. Nous n'avons pas connaissance

de son exposé explicite dans la littérature, mais nous sommes convaincus qu'elle est pratiquée

couramment.

Méthode des cellules liées (linked cells)

Cette méthode, décrite par Quentrec et Brot [86] et par Hockney et Eastwood [48], est élégante
et évite I'inconvénient de la taille proNbitive des listes dans la méthode de Verlet. De plus,

elle se prête naturellement à Ia parallélisation de I'algorithme de dynamique moléculaire exposée

dans la section 2.4. E,lle consiste à décomposer la boîte de simulation de côté tr en un nombre
entier de cellules cubiques de côté D. La longueur D doit être légèrement supérieur au rayon rc,

sort :

\
I
I
I

D : r c I 6 , (2.e0)
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limiles

périodiques

Figure 2.7: Représentation, en deux dimensions, de la décomposition d'une boite de simulation

cubique de côté .L en des cellules cubiques. Les bords périodiques sont présentés en trait gras.

La cellule notêe Aip est I'image périodique de Ia cellule ,4.

avec 6 <. rc. Avant le démarrage de la simulation, chaque cellule est numérotée et une liste

définitive de cellules voisines est établie pour effectuer le calcul des forces, compte tenu de la

troisième loi de Newton.

La figure 2.7 illustre cette décomposition et Ia construction des listes de cellules voisines. La

boîte de simulation, représentée en deux dimensions, est décomposée en 25 cellules notées de A

à Y. Chaque cellule est entourée de 8 voisines, sachant qu'il y a des conditions périodiques aux

Iimites. En principe, Ies particules de cette cellule interagissent entre elles et également avec

celles des 8 cellules voisines, puisque ces dernières ont une taille légèrement supérieure à rr.

L'application du principe de I'action et de la réaction réduit le nombre de cellules voisines à 4.

Par exemple, la liste de cellules liées à fI est constituée de I, L, M et N, tandis que celle de

Ia cellule Y est constituée des images périodiques de A,D,E et U. En dimension 3, la liste de

chaque cellule en contient 13.

A chaque pas de simulation, les particules sont affectées à une nouvelle cellule A,B,C,etc.,

en fonction de leur position dans la boîte de simulation (cette opération est très rapide). Le

calcul des interactions se fait ensuite au moyen d'une boucle générale sur toutes les cellules (de A

à Y). La force qui s'exerce sur une particule située dans I/ provient de toutes les autres de H,

d'nne part, et de celleS de I, L, M et N , d'autre part. On comprencl bien, sur cet exemple, qu'il

n'est pas nécessaire de comptabiliser les forces provenant des particules de B, pat exemple. En

effet, elles ont déjà été calculées, I1 étant dans Ia liste des cellules liées à B.

La prise en compte des interactions à trois corps dans cette méthode nécessite la construction

d'une liste de cellules lifus supplémentaire à chacune d'elles. La figure 2.7 montre que Ia nouvelle
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l iste pour H est constituée des 12 cellules I,J,K, L,M,N,O,P,Q,Æ,.9 et ?. En dimension 3, le

nombre des cellules de cette liste est 62. Le principe du calcul des forces est similaire à celui des

deux corps, avec une double boucle sur les cellules de cette liste. Par exemple, si une particule i

se trouve dans .F/, tous les triplets (i, j,k) candidats au calcul des forces correspondent aux

situations suivantes ;

les deux particules j et k sont dans fI,

les denx particules j et k sont dans I , N, M ou L,

les particules j et k sont dans deux cellules différentes parmi I, N, M el L,

la part icule j  est dans I ,L,Mou N, et k est dans J,K,O,P,Q,R,,S ou ?.

En définitive, les triplets séIectionnés sont ceux dont deux des trois distances r';i, ri4,et r',;k

sont inférieures au rayon de coupure r".

La méthode des cellules liées est plus avantageuse que celle des listes de Verlet : elle est

peu gourmande en mémoire et coûte moins de lVo du temps total de la simulation. De plus,

le concept de décomposition de domaine sur lequel elle repose est aussi celui de I'algorithme
parallèle de notre prograrnme de DM.

2.4 Algorithûres parallèles de la dynamique moléculaire

2.4.1, Remarques préliminaires

Nous avons vu dans la section précédente que la complexité d'un algorithme de dynamique

moléculaire est en O (N). Néanmoins, le temps de calcul reste encore trop important lorsque

Ies simulations avec plusieurs milliers de particules sont exécutées sur un nombre de pas de
temps approchant le million. Pour réaliser des études systématiques sur une boîte de simula-

tion, relativement, de grande taille, il est nécessaire de réduire davantage Ie temps de calcul.

Les années quatre-vingt-dix ont vu I'avènement d'une nouvelle génération d'ordinateurs dits à

mérnoires distri,buées, comme I'IBM SP, qui mettent en æuvre plusieurs processeurs, comme le

montre Ia figure 2.8. Ces derniers ont chacun une mémoire propre et exécutent simultanément
des séquences d'instructions. Pour profiter de cette technologie, il faut décomposer les algo-

rithmes de calcul séquentiels en tâches indépendantes qui seront allouées aux différents proces-

seurs de la machine. Il en résulte un nouveau type d'algorithmes appelés algorithmes parallèles

dont I'implémentation nécessite I'utilisation d'interfaces de programmation spécialisées comme

PVM (Parallel Virtual Machine), MPI (Message Passing Interface) ou OpenMP (Open Multi

Processing).

Il existe plusieurs modèles de construction d'algorithmes parallèles. L'un des plus courants

est le modèle maître-esclaue dans lequel deux codes sont élaborés, le premier est exécutê sur

nn processeur appelé mattre, et le second sur tous les autres processerus appelés esclaues. Le

maltre a pour rôle de gérer I'exécution globale de I'algorithme. Il lance les processus esclaves
puis centralise et répercute les résultats en cours d'exécution. En eflet, Ies résultats des tâches

1 .

2.

3.

4.
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Figure 2.8: Schéma d'une machine à mémoire distribuée'

distribuées sur les différents processeurs doivent être communiqués à des moments précis de

I'algorithme, soit pour échanger des informations utiles à tout ou à une partie des autres proces-

seurs, soit pour reconstituer le calcul global. Le modèle qui nous intéresse pour la dynamique

moléculaire est une variante du précédent, appelé SPMD (Single Program Multiple Data). Il

consiste à construire un code unique pour tous les processeurs, mais il agit de manière différente

selon qu'il est exécuté par le processeur maître ou par un processeur esclave. En fait, durant la

plus grande partie de I'exécution du progïarnme parallèle, Ie maître effectue les mêmes tâches

que les esclaves.

Deux éléments décisifs entrent dans la construction d'un progralnme parallèIe performant :

les communications et le partage efficace du calcul entre les différents processeurs. Un nombre de

communications trop important ainsi qu'un mauvais équilibrage de la charge de calcul peuvent

parfois réduire de façon importante I'efficacité du programme. Pour un algorithme parallèIe,

mettant en æuvre un nombre P de processeurs, I'efficacitê ,R est le rapport entre le temps

d'exécution f1 de I'algorithme séquentiel dont il est issu et P fois le temps d'exécution tp en

parallèle, soit :

b l

R:h (2.er)

Le gain idéal vers lequel on essaie de tendre en paralléIsant un programme, et qui correspond

à R : 1, est de diviser le temps de calcul séquentiel par le nombre de processeurs soit t1/P.

En fait, les temps de communication n'étant jamais nuls, ce gain idéal ne peut être atteint. Il

est alors facile de voir que Ia complexité d'un algorithme parallèle est en O (N I P) si ia version

séquentielle est en O (N).

Réseau d'interconnexio n
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2.4.2 Méthode de décomposition spatiale et schémas de communication

Rappelons les caractéristiques principales, d.e notre algorithme de DM, présentées au cours de
ce chapitre. Il est fondé sur I'utilisation d'un rayon de coupure, qui limite I'emploie de cet
algorithme aux systèmes dont les interactions sont de courte portée. Le calcul des forces à deux
ou à trois corps fait appel à une dêcomposition spatiale de la boîte de simulation en cellules
liées. Par ailleurs, I'utilisation de conditions périodiques aux limites autorise un déplacement
important des particules lors de la simulation. Enfin, il ne nécessite pas une quantité de mémoire
importante même lorsque le nombre l/ de particules devient grand, car il ne requiert que le
stockage des positions, des vitesses et des forces de chaque particule à un instant t. Les structures
de données annexes nécessaires au fonctionnement du programme sont de petite taille en rapport.

Il existe de nombreuses variantes d'algorithmes parallèles pour Ia dynamique moléculaire,
mais elles sont souvent spécifiques aux machines utilisées. Toutefois, toutes peuvent être rangées
dans trois catégories : la décomposition atomique, la décomposition des forces et la décom-
position spatiale. Leurs mérites respectifs ont été examinés par Plimpton [8a]. A I'heure actuelle,
Ia décomposition spatiale est la méthocle la plus communément utilisée [23, 88, 89, 90, 91].

Afin de choisir une méthode de décomposition adaptée aux problèmes physiques qui nous
occupent dans ce mémoire, der:x paramètres sont déterminants : Ia taille et la durée de la
simulation. Notons que ces paramètres doivent satisfaire en premier lieu à nos exigences de
précision sur les propriétés calculées, coûrme on le verra dans la section 2.5. La taille du système
à simuler est directement reliée au nombre N de particules et donc au volume V : L3. Comme
Ie rayon de coupure des interactions définit la taille des cellules liées par la relation (2.90),
le volume I/ est subdivisé en un certain nombre de cellules qui conditionne le nombre P de
processeurs à utiliser. En général, pou les fluides denses une valeur de N de I'ordre de 104
est suffisante. Le rayon de coupure des interactions habituellement utilisé ne dépassant pas
2.5 diamètres atomiques, nous estimons que 8 processeurs suffisent pour Ia grande majorité de
nos simulations.

Le deuxième paramètre est la durée de la simulation qui est directement relié au temps
caractéristique du système r: r'rn(rn/e)1/2. Compte tenu du pas de temps At défini dans
la méthode de différence finie, cette durée d'observation du système conditionne le nombre
de pas à effectuer. Pour les liquides, les particules peuvent parfois traverser des distances
correspondant à plusieurs fois le côtê L de la boîte de simulation puisque Ies atomes ou les
molécules diffusent linéairement avec le temps. En conséquence, au bout d'un temps relativement
bref, deux particules initialement voisines peuvent être séparées par une distance supérieure au
rayon de coupure r", et n'interagiront plus. II n'est donc pas judicieux d'affecter définitivement
des particules à un processeur donné, corrme dans la méthode de décomposition atomique. Le
même argument vaut pour la méthode de décomposition des forces, dans laquelle un certain
nombre de forces F;i et F;,i6 est affecté une fois pour toutes à un processeur donné. Pour ces
raisons, I'algorithme fondé sur la méthode de décomposition spatiale s'impose.

La méthode de décomposition spatiale est intimement reliée à celle des cellules liées. EIle con-
siste à attribuer judicieusement des domaines contenant plusieurs cellules contiguës aux proces-
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Liste des Processeurs

Figure 2.9: Représentation de Ia décomposition d'une boîte de simulation en une dimension

lD (en plateaux), en deux dimensions 2D (en Parallélépipèdes rectangles) et en trois dimensions
3D (en cubes) pris en charge par des processeurs portants les mêmes indices.

seurs. La figure 2.9 illustre, pour 8 processeurs, Ies trois modèIes généraux de décomposition

spatiale, c'est-à-dire 1D, 2D et 3D, qui correspondent à une subdivision de la boîte de simula-

tion en domaines suivant une, deux ou trois directions de I'espace, respectivement. Les cellules

liées sont matérialisées en pointillés. La figure 2.9 montre également comment les domaines sont

affectês aux processeurs constituant une liste à une dimension. Le modèle lD est particulière-

ment bien adapté pour un petit nombre de processeurs tandis que Ie 3D est très efficace pour

un grand nombre de processeurs, c'est-à-dire pour des simulations à très grands nombres de

particules. Le modèle 2D, qui représente une situation intermédiaire, est réservé à certains cas

particuliers et est très peu utilisé.

Le choix de Ia décomposition dépend non seulement du nombre de processeurs mis en æuvre,

mais aussi des communications qu'il implique. Jakse et Charpentier [25] ont testé les modèles

lD et 3D, avec 8 processeurs dans le cas des liquides simples soumis ou non à des contributions

à trois corps. Ils ont montré que I'efficacité (2.91) du modèle lD est toujours supérieure à celle

du modèle 3D. Du fait de Ia construction des listes de cellules liés, le calcul des forces implique

des communications avec les processeurs voisins. Dans le modèle 1D, chaque processeur ne com-

munique qu'avec un ou deux voisins, ce qui implique I'utilisation d'un schéma de communication

torique montré dans la figure 2.I0- (o). En 3D, chaque processeur est voisin de tous les autres

et commnnique suivant Ie schéma dit all-to-all décrit dans la figure 2.10- (b). Un avantage

supplémentaire du lD par rapport au 3D réside dans le fait qu'il est possible d'utiliser moins

de 8 processeurs alors que le 3D est Iimité à 8 au minimum. Dans nos travaux, nous utilisons

la version lD du programme.
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Tlpe d'action Type de communicationEtape Action

1 Calcul des positions
3 Calcul des vitesses partielles
3 Test de la périodicité et affectation

des particules aux cellules

Calcul des forces

Calcul de l'énergie cinétique

Calcul et normalisation des vitesses

Calcul des tités ues instantanées

locale

locale

locale

locale au voisinage

globale

locale
globale

avec les voisins

avec les voisins

all-to-all

all-to-all

4
b

6
7

Tableau 2.2: Algorithme pour rm pas de simulation

2.4.3 Algorithme parallèle

Dans I'algorithme parallèle lD que nous avons utilisé, le même prograrnme est lancé srrr tous

les processeurs, confôrmément au modèle SPMD (Simple Program Multiple Data). Les quatre

étapes de I'algorithme de Verlet sous forme des vitesses sont reprises et complétées dans le

tableau 2.2 en indiquant, pour chacune, le type de communication à effectuer en fonction de

I'action. On distingue alors dans I'algorithme trois types d'actions :

les actions locales, réalisées par chaque processeur indépendamment des autres. C'est le

cas des étapes 1,2,3 et 6,

les actions locales au uoisino,ge, réalisées indépendamment par chaque processeur à con-

dition de connaître les positions des particules des processeurs voisins. Ce type d'action

concerne seulement le calcul des forces à l'étape 4. La notion de voisinage apparaît avec

l'existence d'un rayon de coupure des interactions, et il est inutile de communiquer les

positions des particules les plus éloignées.

les actions globales, nécessitant Ia connaissance des positions, des vitesses et éventuellement

des forces de toutes les particules de la boîte de simulation. Ces actions sont indispensables

pour le calcul des quantités physiques du système simulé qui apparaissent aux étapes 5

et 7.

Le déroulement d'un pas de simulation est le suivant :

Etape 1 chaque processeur calcule les nouvelles positions des particules situées dans les cellules

qui lui sont allouées. Cette action locale ne nécessite pas de communication.

Etape 2 chaque processeur calcule les vitesses partielles des particules situées dans les cellules

qui lui sont allouées. Cette action locale ne nécessite pas de communication non plus.

Etape 3 les particules ont subi un déplacement à I'étape I et peuvent donc changer de cellule,

compte-tenu éventuellement des conditions périodiques aux limites. C'est une action locale

où chaque processeur affecte les particules à leurs nouvelles cellules et prépare un message

de communication pour ses voisins immédiats contenant les positions et les vitesses des

1 .

2.

3.
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particules se trouvant dans une cellule qui ne lui est plus allouée. Ce message contient

également les positions de ses propres particules en vue du calcul des forces effectués par

les voisins. Chaque processeur envoie les positions et les vitesses des particules et en reçoit

également de leur part.

Etape 4 chaque processeur calcule les forces agissant sur ses particules, puisqu'il dispose des

positions des particules de ses voisins. Il prépare un message pour ses voisins immédiats

contenant les forces de réaction. Il leur communique les forces de réaction et en reçoit

également. D complète le calcul des forces pour ses particules (cf. méthode de cellules liées

au paragraphe 2.3.4).

Etape 5 chaque processeur complète le calcul des vitesses de ses particules. Il calcule I'énergie

cinétique locale et il prépare un message à tous les autres processeurs contenant cette

information. Il envoie ces messages et en reçoit de Ia part de tous les autres. C'est un

message all-to-all

Etape 6 chaque processeur calcule l'énergie cinétique globale et corrige les vitesses partielles de

ses particules afin de contrôler la température du système. Cette action Iocale ne nécessite

pas de communication.

Etape 7 chaque processeur prépare un message à tous les autres processeurs contenant la posi-

tion et la vitesse de ses particules. II les envoie et en reçoit de leur part. C'est le deuxième

message all-to-al,l. Il peut ainsi calculer une fonction de corréIation de paire g (r), partielle.

Le processeur P0 calcule toutes les grandeurs physiques (énergie, pression, etc.).

En décomposition lD, draque processeur contient une ou plusieurs couches de cellules. Dans

le premier cas, chaque processeur possède respectivement un voisin pour des potentiels de paire

et deux voisins lorsque des forces à trois corps sont prises en compte. C'est une situation

inhérente à la construction des cellules liées montrée dans Ia figtre 2.7. Dans le second cas,

chaque processeur possède uniquement un voisin. Ce faible nombre de voisins rend I'algorithme

LD très effi.cace. En revanche en décomposition 3D, tous les processeurs sont voisins les uns des

autres et toræ les messages deviennent all-to-all

Le calcul des grandeurs physiques à l'étape 7 ne nécessite pas en principe de message a,ll-to-

all, et iI suffirait d'un message de regroupement sur Ie processeur P0 pour le faire. Néanmoins,

la détermination de g (r) est un calcul global dont Ia complexité en O (.n/2) ne peut pas être

Iinéarisée. Lorsque Ie nombre de particules excède 3000 environ, le calcul de g (r) devient plus

coûteux que celui des forces à trois corps parallélisé. Pour un grand nombre de particules, la

paralléIisation du calcul de g (r) est nécessaire et a été proposée par Jakse et Charpentier [55].
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ÉÈtr^Ètrtr@6fu
Schéma brtque (I voisin)

(2 voisins)

,/-----------\ l/Regroupement

(h\  lP0l lPI l  lP2l lP3l lP4l lP5l lp6l  lPTl--_z

2.5 Méthodologie de la dynamique moléculaire

2.5.L La dynamique moléculaire dans différents ensembles thermodynamiques

Les simulations de dynamique moléculaire les plus courantes sont réalisées dans I'ensemble micro-

canonique. C'est la situation la plus simple en simulation où le système est isolé et l'énergie

est une constante de mouvement. Néanmoins, il est parfois intéressant de faire des calculs en

se plaçant dans d'autres ensembles thermodynamiques comme I'ensemble canonique, l'ensemble

isobare-isoenthalpique ou I'ensemble isotherme-isobare. Les paramètres du système qui restent

constants sont Ie volume et la température dans le premier cas, la pression et I'enthalpie dans le

deuxième, et la pression et la ternpérature clans le dernier. En particulier, I'ensemble isotherme-

isobare correspond à des conditions thermodynamiques rencontrées dans Ia majorité des expé-

riences réelles. Par ailleurs, chaque ensemble donne accès à des grandeurs physiques spécifiques :

il est par exemple possible de calculer directement la chaleur spéciflque, Cr, à volume constant

dans les ensembles micro-canonique et canonique et Ia chaleur spécifique, Cp, à pression con-

stante dans I'ensemble isotherme-isobare. A Ia limite thermodynamique, ces différents ensembles

doivent être équivalents, et Brown et Clarke l22l ont pu le vérifier pour la DM, en simulant des

systèmes de 256 particules soumises au potentiel de Lennard-Jones.

)

-.4-\
@uPB@

Schéma brtque

(a

\\-/ \-/
2/ Répartition

Schéma "all-to-all"

Figure 2.10: Schémas de communication (a) torique à un ou deux voisins et (b) all-to-all.

\\---l \J
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L'ensemble micro-canonique NV E

C'est un ensemble dans lequel le nombre de particules N, le volume V et l'énergie E sont

constants. La densité de probabilité de I'ensemble NV E s'écrit :

6lu (xN (t) , .rt (t)) - El , (2.e2)

où 7l est I'hamiltonien du système. La fonction delta, 6, de Dirac sélectionne les états du système

qui ont l'énergie .8. En DM, I'intégration des équations du mouvement de Newton (2.I et 2.2)

fait évoluer Ie système directement dans cet ensemble, à condition qu'il ne soit pas soumis à des

forces externes. D'un point de vue pratique, si l'état initiat du système possède une énergie E;,

elle sera conservée tout au long de la simulation, aux erreurs numériques près. Cependant, la

valeur prise par la température est incontrôlable et ne correspond pas, en général, à Ia valeur

souhaitée. Nous verrons dans la suite comment s'affranchir de cette difficulté dans ce type de

simulation.

L'ensemble canonique NVT

Dans cet ensemble, le nombre de particules N, le volume V etla température 7 sont constants.

La densité de probabilité d'un ensemble NVT est proportionnelle à :

expl -811(* t  ( t ) , . r t  ( t ) ) ]  . (2.e3)

La température est contrôlée en mettant le système en contact avec un thermostat de sorte

que les échanges de chaleur avec le milieu extérieur soient possibles. L'une des méthodes les

plus répandue pour réaliser cet ensemble en dynamique moléculaire est d'ajouter une variable

dynamique supplémentaire associée à Ia température, notée s et dont le moment conjugué est p".

Cette méthode, qui a été décrite par Nose [78], consiste à formuler le lagrangien (2.6) d'un

système à N particules de la manière suivante :

o (

où / (:3N - 3) est Ie nombre de degrés de liberté, et Mql un paramètre associée à s, censé

représenter I'inertie thermique du thermostat de température T. Le choix de M41 est empirique

et dépend des caractéristiques intrinsèques des systèmes étudiés. Dans I'écriture (2.94), on

considère que Ia vitesse réelle de chaque particule est v; - 
" 

i;, r; étant sa vitesse réduite

utilisée au cours de Ia simulation. Par définition, les moments conjugués des positions r; et de s

sont respectivement :

1 N

LNosé: 
2*Lt?t '  

-u (r*)
i :7

a 
Mgrt 'z - ksTf lns,

P;: ry-rn'i ' is2,
Ps : ry: M.rl.

L'hamiltonien étendu, qui est la quantité conservée au cours du temps, devient :

(2.e4)

(2.e5)

(2.e6)

r{N osé : *i"#+ ?/ (rN) . 
h 

* kpr f rn s. (2.e7)
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En revanche, l'énergie totale du système de N particules n'est plus conservée et fluctue avec

une distribution canonique. Les équations du mouvement à introduire dans I'algorithme de

dynamique moléculaire sont les suivantes :

dr;
dt

dp.o
dt
ds
dt

dP"
dt

?Hwo"e Pt
o trns'ôPt

ô?lxo"e F,; 2 ds dr;:  -  
a r ,  

: ; r r - ;d td t '

ô'llNo"e ps

(2.e8)

(2.es)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

ap" 
: 

M*'

-ol lxose: 1 f 1 S+ - nurï]- a" :; l*?s- 
I

où F; est la force totale exercée sur la particule i par les autres particules. Il apparaît clairement

que s est une variable dynamique du système au même titre que les positions et les vitesses.

Hoover [50] a déduit de I'analyse de Nosé un autre système d'équations qui permet de

s'affranchir de la variable s et qui génère aussi une distribution canonique :

drr : P;.
dt rn'

4Pn Er è-;  :  r i - <P i '
Q,f,

{ est également une variable dynamique dont I'équation du mouvement est .'

(2.r04)

et qui s'apparente à une friction que subissent les particules du système. Cette méthode du

thermostat de Nosé-Hoover, qui a été introduite dans certaines versions séquentielles du pro-

gramme de dynamique moléculaire au laboratoire, n'a pas été utilisée dans ce travail. Néanmoins,

nous verrons dans le paragraphe suivant qu'il est possible de mimer I'ensemble canonique avec

une méthode relativement grossière.

L' ensemble isobare-isoent halpique ^l/PfI

La densité de probabilité de cet ensemble est proportionnelle à :

d {z (xN (r),. 'N (r)) + Potv - H) , (2 .105)

où P"6 est Ia pression externe appliquée sur le système. C'est une extension de I'ensemble

micro-canonique dans laquelle ce n'est plus le volume qui est un paramètre fixé à l'avance mais

la pression. Le système évolue alors sur une trajectoire dans I'espace des phases à enthalpie

constante (.^{Pfl).

Pour réaliser des simulations dans cet ensemble thermodynamique, Andersen [7] a proposé

une méthode dans laquelle le volume V, paramètre conjugué de la pression, est une nouvelle va-

riable dynamique. La variation du volume au cours de la simulation permet de réaliser l'équilibre

q#: #o(*Doo-k"r),
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mécanique du système, à la pression extérieure P"r7 souhaitée. Le lagrangien (2.6) du système

de N particules est étendu à cette nouvelle variable et s'écrit :

69

où Ia quantitê M peut être assimilée à la masse d'un piston qui agirait sur Ia boîte de simulation

pour maintetir P"6. C'est également un paramètre empirique à ajuster pour chaque système

étudié. La variation du volume impose Ia variation du côté L dela bolte de simulation cubique,

et il est utile de travailler en coordonnées réduites ..

ri
P ; :  j t (2.r07)

et avec des vitesses réduites :

i t . :  Lh;* L% (2.108)

En admettant qu'à l'équilibre, les variations du volume sont très petites, les moments conjugués

s'expriment par la relation :

Pt:  mLh; ,

et I'hamiltonien de ce svstème étendu devient :

(2.10e)

1 / V

l1 : ,rnL2 D, e? + u (rN )'  t : t

On en déduit les équations du mouvement :

1 N

r.: f,mLzte? -u (,') +f,mv' - Potv,
i :7

d2h I - 2dpt

d t2  mL- '  3  d t

&v P - P",t
æ:M,

(2 .106)

(2.1 10)

( 2 . 1  1 1 )

(2.1r2)

+|urù'+ P",tv.

(#)

où P est la pression instantanée du système. Cette méthode a été implémentée dans notre algo-

rithme parallèle de dynamique moléculaire en suivant la dêmarche proposée par Heermann [45].
Dans cet ensemble, il n'est pas possible de contrôler la température du système, comme dans

I'ensemble micro-canonique.

La combinaison des méthodes étendues de Nosé-Hoover pour la température et d'Andersen

pour la pression, dans le même prograrnme, conduit à réaliser des simulations dans un ensemble

isotherme-isobare (NP"). C'est un projet d'extension du programme parallèIe qui pourrait être

mené sans trop de difficultés, moyennant quelques adaptations au niveau des variables réduites

de position et de vitesse.
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2.5.2 IJne expérience de dynamique moléculaire

Un calcul de dynamique moléculaire est très analogue à une démarche expérimentale. En efet,

une expérience réelle consiste à préparer un échantillon du matériau à analyser, le connecter à

un appareil de mesure (thermomètre, manomètre, etc.), en vue d'une acquisition des propriétés

voulues durant un intervalle de temps. Puisque les mesures sont sujettes à des bruits (fluc-

tuations), il faut recourir à un traitement statistique conduisant à des calculs de moyennes et

d'incertitudes. En dynamique moléculaire, la préparation de l'échantillon consiste à considérer

N particules dont les interactions sont gouvernées par une loi de force modélisée, Ies placer dans

une boîte de simulation avec une géométrie particulière et leur affecter des positions initiales.

La trajectoire du système dans son espace de phases est construite par intégration des équa-

tions du mouvement, en contrôlant les conditions thermodynamiques. Lorsque le système est à

I'équilibre, les propriétés macroscopiques fluctuent autour de leurs valeurs moyennes entachées

d'erreurs proportionnelles à ll\fN,corune le prévoit laphysique statistique. Les problèmes qui

surviennent Iors d'un calcul de dynamique moléculaire sont également de même nature que ceux

qui se produisent pendant une expérience réelle. Une préparation incorrecte de I'échantillon,

des mesures trop brèves ou trop longues, un changement irréversible vers un état non souhaité,

etc., sont autant de difficultés qui peuvent être rencontrées dans une simulation.

Déroulement d'un calcul de dynamique rnoléculaire

Pour mener un calcul de dynamique moléculaire, il faut choisir le pas de discrétisation du

temps At, paramètre cmcial à la fois pour Ia méthode de différences finies et pour l'échantillonnage

de I'espace des phases. Pour un nombre de pas de temps qui fixe la durée de la simulation, un

pas de temps trop petit risque de ne pas donner accès à une portion su-ffisante de I'espace des

phases pour réaliser un échantillonnage correct, alors qu'un pas trop grand perturbe la stabilité

numérique de l'algorithme, et aux fluctuations physiques vont s'ajouter des erreurs numériques

systématiques. La valeur de Af doit être inférieure au temps de relaxation du système .'

(2 .1 13)

qui est typiquement compris entre 10-13 et 10-12 s. On sera donc conduit à prendre dans

la grande majorité des cas des valeurs de Af comprises entre 10-15 et 10-las, gû satisfont

également aux critères de stabilité de l'algorithme de Verlet sous forme des vitesses. Le pas

de temps réduit h: Lt/r, qui est utilisé dans les simulations, prend des valeurs de I'ordre du

centième.

Une simulation par dynamique moléculaire se fait alors en trois étapes :

Initialisation Pour démarrer l'algorithme de difiérences finies, il faut affecter des positions et

des vitesses initiales à toutes les particules du système. L'idéal serait que les positions initiales

soient relativement proches de I'équilibre et compatibles avec la structure attendue du système.

Le plus souvent, les l/ particules sont disposées dans une structure cristalline cortme le montre

Ia figure 2.1I- (a), de cette manière on ne risque pas de voir des particules trop proches les

/ rn\r/2
r : O l - l

\ e , /
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(a) (b)

Figure 2.11: Configuration initiale des particules dans une boîte de simr-rlation avec une stmcture

cristalline c.f .c. (a) et aléatoire (b).

unes des autres, ce qui pourrait poser des problèmes au démarrage. Parfois, Iorsque l'on veut

simuler un liquide au voisinage du point de fusion, il est nécessaire de les disposer aléatoirement

(figrrr" 2.ll- (b) ), si I'on ne veut pas piéger le système dans un état solide surchauffé. Par

ailleurs, Ies vitesses initiales sont choisies pour satisfaire à la distribution de Maxwell-Boltzmann

dont Ia moyenne correspond à la température désirée. Les paramètres du potentiel sont utilisés

comme unités pour exprimer toutes les grandeurs physiques, ainsi, e sert d'unité d'énergie, le

noeud a ou la distance du minimum du potentiel r- servent d'unités de distance et la quantité r

donnée par Ia relation (2.113) sert d'unité de temps (cf. annexe E).

Thermalisation Bien sûr, le système configuré à l'étape d'initialisation n'est pas un état

d'équilibre. Il faut procéder à une période dite de thermalisation, pendant Iaquelle un certain

nombre de pas de simulation sont effectués jusqu'à ce que le système atteigne l'équilibre, ce qui

représente en général l0 à20% du nombre de pas total. Comme nous réalisons nos expériences

de DM essentiellement dans I'ensemble microcanonique et isobarique-isoenthalpique, il n'est

a priori, pas possible de contrôler la température. Pour s'affranchir de ce problème, on retire ou

on ajoute périodiquement de l'énergie au système pendant la thermalisation pour atteindre Ia

température désirée Tr.y. Le seul moyen que nous avons de modifier l'énergie du système dans

ce type de simulation est de changer les vitesses des particules. Woodcock [122] a proposé de
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renormaliser toutes les vitesses à intervalles réguliers par le même facteur .'

(2.114)

La figure 2.12- (a) montre l'évolution des différents termes de l'énergie au cours d'une

simulation de 30000 pas de 10-14s dans l'ensemble micro-canonique, avec N :256 particules

soumises à un potentiel de Lennard-Jones. Pendant la phase de thermalisation, qui reprêsente

les 8000 premiers pas, I'énergie cinétique subit une renormalisation à la valeur E['1 : lwntf,"t
tous les 20 pas et les énergies totale et potentielle tendent vers leurs valeurs d'équilibre. Après

la thermalisation, Ia contrainte sur I'énergie cinétique est relâchée, et Ie système évolue à énergie

totale constante tout au long de la simulation avec une erreur numérique de l'ordre de 0.01%.

Les contributions de l'énergie fluctuent autour de Ieurs valeurs moyennes avec une amplitude

proportionnelle àI/JN. L'énergie cinétique donne alors une mesure de la température à laquelle

se déroule I'expérience. Une façon grossière de réaliser des simulations dans un ensemble NVT

est de renormaliser les vitesses à chaque pas de la simulation par le facteur 0. La ûgure 2.I2- (b)

montre l'évolution des différents termes de l'énergie pour la même simulation, mais en NVT.

Cette fois-ci, l'énergie cinétique reste strictement constante tout au long des 30000 pas. Les

énergies totale et potentielle relaxent vers leurs valeurs d'équilibre en un peu moins de 4000 pas.

Production Quand on estime que le système est à l'équilibre, l'étape de production est déc-

lenchée. Toutes les grandeurs physiques instantanées, calculées au cours de la simulation, sont

stockées dans des fichiers informatiques, en vue d'un échantillonnage statistique postérieur à la

simulation. Lorsque cela est nécessaire, une configuration de Ia trajectoire de phases du système

est également sauvegardée environ tous les 104t. Cette phase se déroule sur un nombre de pas

de temps qui représente 80% à 90% de la durée totale du calcul.

2.5.3 Analyse des propriétes physiques

Après avoir produit certaines grandeurs physiques instantanées et la trajectoire dans l'espace des

phases au cours de la simulation, il s'agit à présent de les analyser pour en déduire les propriétés

physiques du système simulé. Nous nous sornmes intéressés à trois types de propriétés dans nos

travanx : (i) la structure statique, (iz) les propriétés thermodynamiques et (i,ii) les propriétés

dynamiques.

Structure statique

La structure statique est représentée essentiellement par la fonction de corrélation de paire g (r),

déjà défini dans le chapitre 1 et dans la section 1.4. Son expression, donnée par Ia relation (1.45)

contient la fonction :

,:(##Dl*'t)"'

1 M N N 1 M

n(r, Ar) : M>,t D 6[r - qi l  :  
*>,ÀIr (r, Ar) ,

È : 1  i  j < l  k : l

(2 .115 )
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Figure 2.12: Evolution des ênergies cinétique, potentielle et totale en fonction du temps dans

Ies ensembles NV E - (a) et NVT - (|l), au cours d'une simulation de 30000 pas de 10-14 s avec

256 particules de Lennard-Jones.

qui représente le nombre moyen de particules situées dans une couronne sphérique de rayon r

et d'épaisseur Ar, centrée sur une particule prise comme origine. La moyenne est effectuée sur

un nombre M de configurations indépendantes. L'expression de g (r), incorporée dans notre

prograrnme de dynamique moléculaire, prend la forme suivante :

(2 .1 16)
k:r

où Ns (r, Ar) est le nombre de particules4 qui se trouvent dans une couronne sphérique de rayon r

et d'épaisseur Ar pour la configuration /c.

Propriétés thermo dynamiques

Les grandeurs thermodynamiques calculées dans ce travail sont les énergies cinétique et poten-

tielle, Ia pression et la chaleur spécifique. L'énergie cinétique est calculée par dynamique molécu-

Iaire par Ia formule suivante :

s(r): h#rÉ*(r,ar),

(E"t: hif*,'?(/ca,), (2.r17)
È: l  i : l

où rn; et v; sont, respectivement, la masse et la vitesse de Ia particule i, et M le nombre de

configurations indépendantes échantionnées pendant la phase de production. La température

aNotons que Nr est déjà une moyenne puisque les N particules sont prises successivement comme origine dans

le comptage, pour une configuration donnée.
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moyenne du système pourra en être déduite par Ia relation :

( " ) :
3 (.^/ - 1) kB

L'énergie potentielle (1.28) est calculée par :

CHAPITRE 2. DYNAMIQUE MOLECULAIRE

(8" ) .  (2 .118 )

i  j> i  k> j> i

La pression se met sous la forme suivante :

P : #r"",

avec

r; (k\t) .r i ;k (k&t)

r i  (kAt).Fi,;r (kAt)

ra (kAf) .FÈ,rj  (kAt)

6E (: E - (E)) représente la fluctuation de l'énergie totale autour de sa valeur moyenne (.8)

ut (1a412) son écart quadratique moyen, à un instant donné. Comme l'énergie totale est
\ '  /

conservée dans I'ensemble micro-canonique, nous disposons cle cleux expressions équivalentes

pour Ia chaleur spécifique (voir annexes F), I'une en fonction de l'énergie cinétique :

",:#(roal')

1 M(Eo) : ;t P_T P 
u (r;i @at))

*hDt t uQii @at) ,rsç(kat), ri* (kat)) . (2.Lre)

(2.r20)

(2.r2r)

*hË 
I D,o, (kat) , . i i  (kat)

1 M

*** tt t  t  [ f t i*&at) * f i , ;n(kat) * Tx,ri(/cat)l ,
t : l  i  j> i  k>  j> i

Tti* (kAt)

f i,;x (k\t)

Tn,ti (k\t)

où F;y etFi,ip sont respectivement les forces à deux et à trois corps définies dans Ia section 2.3.3.

Il est utile de préciser que les positions utilisées pour Ie calcul de l'énergie potentielle et de Ia

pression sont celles qui subissent les conditions périodiques aux limites au conrs de la simulation.

La chaleur spécifique à volume constant Cu est une grandeur thermodynamique qui représente

la réponse de I'ênergie à une variation de température à volume constant dont l'expression est

donnée par Ia relation (1.59). Néanmoins, le calcul de cette quantité en dynamique moléculaire

se fait au moyen des fluctuations d'énergie en utilisant la relation suivante ;

(2.r22)
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et l'autre en fonction de l'énergie potentielle :

î *R -
vu (2.r23)

CIR esI Ia partie résiduelle de la chaleur spécifique par particule, exprimée en unité k6, dans

Iaquelle la contribution constante du gaz idéal a été enlevée :

t o

Dans la pratique, nous verrons dans le prochain chapitre que la relation (2.123), qui dépend des

fluctuations, est celle qui donne des résultats précis et fiables.

Propriétés de transport atornique

Les atomes d'un fluide diflusent linéairement au cnurs du temps et parcourent des distances

plusieurs fois supérieures à la taille de la boîte de simulation au cours d'un calcul de DM. Pour

caractériser ce phénomène de transport atomique, Ie coefficient de diffusion D, défini dans Ie

premier chapitre par (1.61) et (1.68) sera évalué à partir du déplacement quadratique moyen o (l)

et de la fonction d'autocorrélation des vitesses r/ (t) donnés par les relations (1.60) et (1.66).

Le calcul de ces quantités nécessite la connaissance des positions r;, eui ne subissent pas les

conditions périodiques aux limites, et d.es vitesses v; de toutes les N particules du système à

intervalles de temps réguliers Ar. Dans le programrne nous utilisons les expressions :

n*R -  C"  - !
" u  - N k p  

2

1 M N

o (t) : fuNEf h' Uù - r;(tx +t)12 ,

1 M N

,b Q) : Mfrf I'' 
Qùuo(t* + t) .

M:K-L
At

(2.124)

(2.r25)

(2.126)

(2.127)

et

La moyenne est effectuée en prenant plusieurs origines du temps tx : kAr. Si les fonctions sont

calculées sur une extension rmo,r : K Ar,la précision statistique sera variable car M , désignant

Ie nombre total des origines du temps disponibles, change avec t cornme :

Fluctuations

Soit "4 (*t, rt) une grandeur physique stationnaire au cours du temps, la moyenne de,4 (xN, vN)

sur un intervalle de temps ro significatif est :

Nr*2 - 3 (fon#)

,q: (A(*",'")) : Jjg : 1""" 
/ (*t (t),.rt (t)) dt. (2.128)
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Cette moyenne est calculée sous forme discrète dans un prograrnme de dynamique moléculaire

par :

(2.r2e)
,t:l

avec M f,rr/At le nombre entier de mesures pendant un calcul de dynamique moléculaire dont

Ia durêe de production est ro. Ce nombre M doit être le plus grand possible pour permettre un

bon échantillonnage de la trajectoire de I'espace des phases. Les grandeurs ont des fluctuations

aléatoires autour de leurs valeurs moyennes durant le temps zo. Toutes les valeurs instantanées

possibles de Ia grandeur ,4 (*t,rt) sont distribuées suivant une loi gaussienne :

e: (A(*', 
") 

) : #i"(xtr lrary , vN lrcar;) ,

PtAtdA: #"-rl-#ça- syff aa,

et la moyenne de "4 (*t, rt) est donnée par :

(2.130)

(/ (*' (2 .131 )

avec P lAl dA la probabilité de trouver une valeur de cette grandeur physique dans un intervalle

compris entre ,4 ef A+dA. Cette distribution P [A) est centrée autour de Ia valeur moyenne ("4)

avec une variance

", 
: ({.,t- (ADr). (2.132)

Sur la figure 2.13 on peut voir la distribution (2.130) des valeurs de l'énergie potentielle Ep,

obtenues dans la simulation décrite précédemment et dont l'évolution au cours du temps est

montrée sur la figure 2.12.

La taille finie des systèmes étudiés est une source d'erreurs à laquelle nous sornmes confrontés

en simulation. On peut se poser Ia question de savoir si les propriétés thermodynamiques que

I'on extrait sont représentatives des systèmes infinis. Une estimation de I'erreur statistique

engendrée par le nombre limité des particules peut être obtenue en comparant les résultats de

plusieurs calculs effectués dans les mêmes conditions [45], mais avec des nombres de particules

différents. Cette erreur 4.,41, suit une loi :

A.AL: (Ar) , _ Vf" I L-' , (2. i  33)

où z est un paramètre de lissage qui prend des valeurs comprises entre 0 et d, d étant la dimension

de Ia boîte de simulation.

Finalement, Ie fait que les valeurs des grandeurs physiques fl.uctuent au cours d'une simu-

Iation, coûrme nous venons de le voir, implique automatiquement rme incertitude de nature

statistique que nous savons estimer au moyen de la variance (2.732). Ces incertitudes se pro-

pagent évidemment aux autres propriétés physiques dont elles dépendent directement, de sorte

que si une grandeur B: B(At,A2,... ,A") dépend d'un nombre n de grandeurs extraites d'une

,',,')) : I noîAld,A,
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Figure 2.13: Distribution des valeurs instantanées de l'énergie potentielle.

simulation, qui ont chacune une incertitude A"4; > 0, I'incertitude sur 6 pourra être estimée

par la relation :

A,B : (2.134)
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Chapitre 3

RESUTTATS ET DIS CUSSION

3.1 Introduction

Dans le chapitre 1, nous avons fait une synthèse des concepts de la physique statistique néces-

saires à la compréhension des systèmes désordonnés, puis nous avons présenté les potentiels inter-

atomiques adaptés ar:x états surfondus et amorphes des fluides denses dans le but d'étudier leurs
transitions de phases. Dans le chapitre 2, nous avons ensuite exposés les fondements de la dyna-

mique moléculaire qui est I'outil de travail principal de cette étude. Dans le même chapitre, il a

également été question de Ia dynamique moléculaire parallèle en vue de simuler des systèmes con-
tenant un nombre important de particules durant des temps de calcul raisonnables. Comme cela

a été dit, la dynamique moléculaire permet d'extraire les propriétés macroscopiques et de prédire

le comportement d'un système. Pour cela on doit modéliser les interactions inter-particules, puis

intégrer numériquement les équations du mouvement. C'est I'itération de I'algorithme de calcul

un grand nombre de fois qui permet Ia construction de la trajectoire de phase du système et

le calcul des propriétés thermodynamiques et structurales à partir de moyennes sur le temps,

prises le long de la trajectoire de phase.

La détermination des propriétés structurales et thermodynamiques des gaz rares à l'état

liquide peut se faire de manière à peu près satisfaisante avec des potentiels de paire. Ainsi

les potentiels de Lennard-Jones (LJ) [67] et d'Aziz-Slaman (AS) [13] donnent des résultats en

accord raisonnable avec I'expérience. Néanmoins, il a été montré au sein de notre laboratoire [19,
56] qu'une description précise nécessite l'emploi de contributions à trois corps modélisées par

un potentiel d'Axilrod-Teller (AT) [12]. Il est bien connu que les interactions jouent un rôle

fondamental sur les propriétés physiques des liquides surfondus et des verres et Angell [tO] a

proposé de classer les verres à I'aide d'un critère de "fragilitê"L. Le rôle des particularités des

interactions sur la nature des verres et la transition vitreuse est une question intéressante qui

a été abordée dans des travaux très récents [15, 60]. C'est pourquoi, nous nous proposons

d'examiner le rôle des effets à trois corps sur les propriétés des états surfondus et amorphes de

I'argon, du krypton et du xénon.

r Un veme sera qualifié de fort lorsque ses propriétés suivent une loi d'Arrhenius et les interactions sont générale-
ment covalentes comme la silice. En revanche il sera dit fragile si ses propriétés ne suivent pas une loi d'Arrhenius
et, dans ce cas, les interactions sont plutôt du type van der Waals.

79
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Nous nous intéresserons également aux éléments semi-conducteurs (silicium et germanium)
qui cristallisent dans un réseau diamant, en calculant leur structure et en étudiant I'influence
des paramètres les plus marquants sur la structure atomique et la thermodynamique. Ainsi
nous verrons le rôle joué par la densité dans les états surfondus et amorphes du silicium. Ces
êléments sont modéIisés par le potentiel de Stillinger-Weber (SW). Néanmoins, contrairement
aux gaz rares, c'est un potentiel dans lequel il n'est pas possible de dissocier la contribution à
deux corps de celle à trois corps, puisque cette dernière contribution est inhérente à la structure
éléctronique des atomes conduisant à une stmcture atomique tétracoordonnée dans Ie solide.

Ce chapitre est constitué de trois parties.

Dans Ia section 3.2, nous mettons en oeuvre I'outil informatique relatif à la dynamique
moléculaire parallèle, dans le but d'étudier la sensibilité des grandeurs structurales et thermo-
dynamiques à la variation du nombre de particules et de la durée des simulations. Pour ce faire,
nous avons choisi l'ensemble NVE et le potentiel effectif LJ qui sert souvent de banc d'essai en
DM. Les systèmes contiennent de 108 à 364500 particules et les durées s'échelonnent de 15 x 103
à 500 x 103 pas de temps. L'incidence de la variation de ces paramètres sera relevée sur la
fonction de corrélation de paire g(z'), sur l'énergie potentielle Eo et sur la chaleur spécifique C,
à volume constant.

Dans la section 3.3, I'investigation des effets à trois corps est menée sur la structure et la
thermodynamique des gaz rares. Les propriétés structurales thermodynamiques et dynamiques
obtenues avec le potentiel de LJ, puis avec le potentiel de paire de AS seul, sont comparées avec
celles obtenues avec le potentiel de AS combiné au potentiel à trois corps de AT. Nos calculs de
dynamique moléculaire ont été réalisés sur I'argon, Ie krypton et le xénon dans les états liquid.es,
surfondus et amorphes.

Enfin la section 3,4 est consacrée à l'étude du silicium et du germanium avec le potentiel
de SW. Les calculs ont été faits sur des états liquides, surfondus et amorphes, et nos résultats
ont été comparés à ceux d'expériences récentes et à ceux de calculs plus anciens.

3.2 Mise en oeuvre du programme parallèle

3.2.L Préparation du système

Les calculs ont été effectués à l'aide de programme de dynamique moléculaire parallèle en
mode MPI décrit dans la chapitre précédent. Toutes les simulations ont débuté à partir d'une
configuration initiale c.f .c. et l'étape de production a duré pendant 500000 pas de temps2
de At* : 0.032. Pour tester le programme, nous avons utilisé le potentiel de Lennard.-Jones
comme modèle d'interaction :

(3 .1 )

avec r* : r/o. L'état thermodynamique correspond au point situé dans le liquide de densité
réduite P* :0.7 et température réduiteT* :1.5. Le potentiel de Lennard-Jones a été tronqué

u( ' . )  :4 lJ--  1 I
e 

- 
lr*r2 r*6J '

2Cu pa" de temps correspond à 10-l4s pour I'argon.
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à r[ :2.5 et les corrections dues à ces troncatures ont été apportées dans le calcul de l'énergie

et de la pression au moyen des expressions suivantes :

E:rupot
Epot

è

: 2nNpllr" n@)u(r),2d, + I: te)u(r),2a,f ,

g (r) u(r) r2dr * Eito,

: pos -To'o'll, '" nç1ff,'*. I: s @ff,'u,),

où ,Ej,o eI pita sont les corrections à longues distances apportées à l'énergie

pression. Puisqu'aux longues distances la fonction de corrélation de paire g (r)

pouvons calculer Eiro et ni14 anùytiquement de Ia manière suivante :

(3 .7)

puis Ie nombre de processeurs est choisi de telle manière qu'on affecte au moins un plateau à

chaque processeur sans se préoccuper de la taille du système. Sur le tableau 3.1 nous donnons

quelques exemples significatifs pour la densité réduite p* : 0.7. Le programme ayant été écrit

: pos -To'ot 
Io'" n?)#rtdr *pim,

Ei,a : 2nNp 
I: "Q)r2dr

: ln*,. t# - Ë] '
Pita : -To'o' 

I: 
*P,'0,

: ln*o.t+-#]

f r , * l
Nptot: Entier l= | '

L ' c  I
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:

p * :

fr"
2nNp I

JO
epo"

€ '

(3.2)

(3.3)

potentielle et Ia

tend vers 1 nous

(3 .4)

(3.5)

on trouvera en annexe G le calcul détaillé des corrections à longue distance pour le potentiel

AS et le potentiel à trois corps AT. Notons dès à présent qu'aucune correction n'est à apporter

pour le potentiel SW car iI s'annule au rayon de coupure.

Au début de chaque calcul, les particules du système sont disposées dans une boite cubique

de côté ,L* qui est relié à Ia densité du système par Ia relabion :

(3 .6)

la boite de simulation est décomposée en plateaux dont le nombre est obtenu par la formule

suivante :
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Nombre de
particules

N

Côté de
la boîte

L*

Nombre de
plateaux

NnInt

Nombre de
processeurs

Noro.

Nombre de
plateaux par processseur

Noht/ Nero"

108 5.363 2 2 1
256 7.151 2 2 1
r372 12.514 o b I
6912 2r.453 8 8 I

32000 35.756 I4 .7
I 2

48668 41 .119 16 8 2
70304 46.482 18 6 3
r572L6 60.785 24 8 3
364500 80.451 32 8 4

Tableau 3. 1: Tableau montrant pour la densité réduite p* : 0.7 , le côté de Ia boîte de simulation,
le nombre de plateaux en lequel la boîte de simulation est décomposée, le nombre de processeurs
requis et le rapport du nombre de plateaux par processeur en fonction du nombre N de particules.

pour tourner sur 8 processeurs au maximum, le tableau 3.1 montre pour quelques états le nombre

de plateaux Nptot contenus dans la boite de simulation, le nombre de processeu-rs Npro" mis en

jeu dans le calcul et Ie nombre de plateaux par processeur.

Durant la phase de production, le programme de dynamique moléculaire construit 500000 con-

figurations. Or pour calculer des propriétés thermodynamiques avec les moyennes d'ensemble, il

est primordial que les configurations soient indépendantes. C'esb pourquoi, pour échantillonner

des configurations indépendantes nous utilisons la fonction d'auto-corrélation des vitesses ly'(t)

qui permet de mesurer le niveau de corrélations des vitesses d'une configr-rration avec celles de

Ia configuration qui Ia précède. La figure 3.1 montre la fonction d'auto-corréIation des vitesses

(normée) pour l'état qui nous intéresse et indique que les configurations sont indépendantes au

bout de 10 pas de temps. Ceci est valable dans le liquide (à haute température au-dessus du

point de fusion), en effet, la temps de relaxation du système augmente lorsque la température

diminue, ce qui ne se voit pas forcement sur r/(l).

3.2.2 Influence du nombre de particules et de Ia durée de la simulation sur
la structure et la thermodynamique

L'idéal serait de mener des calculs avec Ie plus grand nombre de particules et Ia plus longue durée

possibles. Ceci permettrait d'obtenir des résultats précis pour les propriétés thermodynamiques,

dans la mesure où les effets de bords seraient réduits et le nombre de configurations indépendantes

maximal. Etant généralement limités par la capacitê des ordinateurs et par Ie capital temps qui

nous est attribué, nous devons cependant opérer un compromis raisonnable dans le choix des

paramètres pour réaliser des simulations satisfaisantes. L'étude présentée ici étend celle effectuée

sur un fluide bi-dimensionnel constitué de 16000 particules de Lennard-Jones [14].
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Figure 3.1: Fonction d'auto-corrélation des vitesses pour un liquide de Lennard-Jones pour la
densité rduite p* :0.7 et la température réduite 7* : 1.5.

Structure

Afin de trouver les valeurs optimales des paramètres, nous avons calculé la fonction de corrélation

de paire g (r) correspondant à l'état (p* :0.7 , T* : 1.5), pour 45 valeurs différentes du nombre

de particules allant de N : 108 à .^/ : 364500. C'est I'intérêt de prendre un grand nombre de

particules car, g (r) étant calculé sur une portée maximum de L* f2, sa définition exacte ne peut

pas exéder la limite r* :2.68 pour un système ne contenant que N : 108 particules, soit la

position du second pic. La figure 3.2 indique que, outre son extension, I'allure de g (r) varie peu

en fonction de la taille du système pour des valeurs de N supérieures à 4000.

Par ailleurs, le système étant cloisonné dans une boite de simulation qui n'est, de toute

façon, jamais assez grande, les effets de bords font que la fonction de corrélation de paire g (r)

N
trmg (?')
r* -r rY) fualeurs de r*ln.nore de uoteurs

2916 0.99994607 + 2.0934 10-4 6.03 , 8.052()3

4000 0.99997633 + 1.01137 10- [6.69 , 8.94t Ê

62500 0.99999734 + 5.29131 10- 16.74 . 22.35q,â,t

70304 0.99999749 + 4.14608 10- 17.43 , 23.245R2

256000 0.99999797 + 2.66795 r0- 26.82 . 35.76tR95

364500 0.99999864 + 2.28609 10- 30.15 , 40.2:r o{to

Tableau 3.2: Tableau montrant pour quelques valeurs de N et pour l'état (p* : 0.7 ,T* : 1.5), la
moyenne de g (r) sur le dernier quart des valeurs de r*. La troisième colonne montre I'intervalle
de r* ainsi que le nombre de valeurs de r* sur lesquelles la moyenne a été calculée.
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N = 4000

- N=70304

N = 364500

61,./ 8

6

5

4

3

2

I

0
2 0 3 0 4 0 5 0

Figrrre 3.2: Quelques exemples de g(r) pour Ie même êtat (p* - 0.7,?* : 1.5) et pour différents
nombres de particules. Nous remarquons l'envergure cle g (r) qui passe de r'[.* : 2.68 pour
.A/ : 108 à tl,* : 40.23 pour N : 364500.

1,0002

1,0000

0,9998

ct)
1,00005

1,00000

0,99995

Fignre 3.3: Fluctuations de g (r) aux grandes valeurs de ?'* pour un même état
(p*:0.7,7*:1.5) et pour .ô/  :  4000 et N :  364500. 9(r)  osci l le autour de 0.99999864
pour N : 364500 et autour de 0.99997633 pour lù:4000.
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Figure 3.4: Représentation en échelle semi-log de Ia moyenne des valeurs de g (r) (en cercles)
calculée sur le dernier quart des valeurs de r'* ainsi que les barres d'erreurs pour des valeurs de .Ay'
a l l a n t d e 8 6 4 à 3 6 4 5 0 0 e t p o u r | ' ê t a t ( p * - 0 . 7 , 7 * : 1 . 5 ) . E n t r a i t p l e i n l a s u i t e ( 1  - L / N ) .

ne tend pas tout à fait vers 1 aux grandes distances. La figure 3.3 montre, pour deux valeurs

de N (4000 et 364500), Ia variation de g(r) aux grandes valeurs de r*. Nous pouvons noter

que pour N: 364500, g (r) oscille autour de 0.99999864, alors que pour N : 4000, 9 (r) oscille

autour de 0.99997633. Pour mieux illustrer cet effet, nous avons calculé la rqoyenne de g (r) sur

le dernier quart des valeurs de r*, pour quelques valeurs du nombre de particules. Le tableau 3.2

et la figure 3.4 montrent que g (r) se rapproche cle 1 au fur et à mesure que la taille du système

augmente.

La figure 3.4 représente la limite de g(r), pour les grandes valeurs de r*, en fonction de ly'

ainsi que les barres d'erreurs associées. Nous n'avons pas montré cette limite pour les systèmes

contenants moins de 864 particules car aux grancles valeurs de r* Ies amplitudes des oscillations

sont encore importantes. En augmentant la taille du système, les barres d'erreurs se réduisent

en même temps que g(r) se rapproche de I'unité. Nous pouvons noter que la limite de g (r) ne

suit la limite théorique (1 - 1/N), prévue par la physique statistique, que pour les très grandes

valeurs de N. En fait, l'écart observé entre la limite de 9(r) et (1 - 1/N) s'explique par le fait

que les particules ne sont pas toutes prises en compte. En effet, le calcul de g(r) est réalisé en ne

considérant que les particules contenues dans une sphère d'un rayon de L* f 2, de sorte que celles

qui sont si tuéesdanslapart iedelaboitedesimulat ionde volume (1 -  n16) L3: (1 -  n/6) Nlp.

sont purement et simplement ignorées dans notre algorithme.
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N A lo (,),+ - g (r) w
108 0.0106684 + 0.0134912
864 0.00135941 + 0.0016492
2976 0.00r 08288 + 0.0013 I 285
5324 7.74527 10-4 * 9.52318 10-4

70304 1.57965 10-4 + 1.94386 10-4
2560008.1114410-5 + 9.94185 10-5

Tableau 3.3: Tableau montrant pour quelques valeurs de N la moyenne Llo î),"y - 9 (r)rl au

niveau des deux premiers pics de g (r).

Après avoir étudié I'influence de la taille du système sur g(r) aux grandes valeurs de r*,

nous nous intéressons maintenant à ce qui se passe dans le domaine des petites valeurs de r*
qui englobe grosso modo les deux premiers pics de g (r). Par la même occasion nous examinons

I'influence du nombre de particules sur I'amélioration de la statistique. Puisque g (r) est calculé

coûrme une double moyenne sur Ie nombre de particules et sur le nombre de configurations, la

statistique sera d'autant plus satisfaisante que les nombres de particules et de configurations sont

importants. Nous le vérifions numériquement en comparant successivement les deux premiers

pics des fonctions de corrélation de paire pour différentes valeurs de l/. Dans la présentation des

figures 3.5 et 3.6 qui montrent Ia quantité :

bo),.,-g(')r]
s (t-),q - g (t') w

g (T'),"r
(3.8)x  100,

nous avons pris comme fonction de corrélation cle paire de référence, g(r)r"y, celle calculée

avec N:364500. Il est clair que les différences entre g (r),", et S(r)/v:r.s sont beaucoup plus

prononcées que celles observées entre g (r)r", et g(r)iv:zsoo-. D'ailleurs, pour mieux apprécier

les différences entre g (r)r.f et g (r)" nous avons également calculé la quantité suivante :

(3.e)

^vec rL = 268 et Ar* : l0-2, de telle manière que Ia distance pour laquetl" g (") couvre le.s

deux premiers pics est nAr* :2.68. La figure 3.7 montre l'évolution de A lo(r),.t-g(r')/vl
pour N variant de 108 à 256000, et le tableau 3.3 reproduit quelques valeurs numériques de cel

écart. Nous constatons que I'augmentation du nombre de particules améliore la statistique et la

différence A 
lO 

(r),+ - .9 (")r.J devient très faible déjà pour des valeurs de N supérieures à 864.

Etant donné que la comparaison avec I'expérience se fait essentiellement par I'intermédiaire

du facteur de structure (^9(q) - t : p.TP[g(r) - 1]), il est intéressant de savoir à partir de
quelle valeur de ly', Ia courbe de ^9(q) peut être extraite de g(r) avec une bonne précision. Il se

trouve que le calcul précis de la transformée de Fourier de g (r) , en vue d'extraire ,9 (q) sur tout

le domaine des vecteurs d'ondes, nécessite un nombre de particules N au moins égal à 2048. Le

facteur de structure calculé pour N:364500 est présenté sur la figure 3.8. Nous pouvons noter
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1
N
s
q)

*os
bO
t ,  0 ,05

s '

Rr
$ o,o+

0,03

0,02

0,01

0,00

Figure 3.5: Comparaison de g (r'),", avec g (r')N:ros (courbes du haut) et avec A (r)rv:zsemo
(courbes du bas) au niveau du premier pic. En pointillés les g (r) et en trait plein les courbes
de différences. g(r)r", correspond à celle qui est calculée avec .lf :364500.
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N
(\ù
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Figure 3.6: Comparaison de g (r),"r avec g (r-)r:ræ (courbes du haut) et avec A (")ru:zsomo
(courbes du bas) au niveau du deuxième pic. En pointillés les g (r) et en trait plein les courbes
de différences. g(r),", correspond à celle qui est calculée avec.Ày':364500.
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Figure 3.7: Représentation en échelle semi-log de I'expression (3.9) (en cercles) avec les barres
d'erreurs, pour des systèmes contenant un nombre de particules N allant de 108 à 256000.

que la courbe de S(q) ne commence pas à q*:0 mais à q* :2rfrfu*, en conformité avec le

théorème d'échantillonnage, où r["* la longueur de g(r). Dans le cas où l/: 108 nous avons

ri,"* : 2.68, alors que pour N: 364500, rL^* :40.23.

La comparaison entre les facteurs de structure obtenus avec différentes valeurs de N ne

donne pas lieu à des remarques particulières lorsque N > 2048. Ils ne diffèrent entre eux que

par le pas Aq* qui devient d'autant plus petit que le nombre de particules est grand, alors

que pour lf < 2048 une dispersion importante des valeurs apparaît dans Ie domaine des faibles

vecteurs d'ondes. Ce défaut de .9 (q) localisé aux petites valeurs de q* résulte du manque

d'information sur g (r) aux grandes distances (dû à la petitesse du système) et à une limite

de g (r) qui s'écarte de 1 de façon signifrcative pour les grandes valeurs de r. Pour illustrer ces

remarques, nous avons présenté sur la figure 3.9 les facteurs de structure aux petites valeurs de

q incluant le pic principal, pour N - 256,1/ : 864 et N : 364500.

Enfin, pour observer I'influence du temps de calcul sur Ia statistique, nous avons tracé la

fonction de corrêlation de paire calculée pour deux durées de simulation différentes. La figure 3.10

montre g (r) calculé sur 500 configurations et sur 50000 configurations. Comme on devait s'y

attendre, la simulation la plus longue améliore Ia statistique et se traduit par une meilleure

qualité de la fonction de corrélation de paire 9 (r).
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Figure 3.8: Facteur de structure
particules N :364500.

,S(q) pour l 'êtat (p* - 0.7,?. : 1.5) et pour un nombre de

s(q)

0,35

0,30

n  t {

0,20

0, t  5

0 , 1 0

0,05

2,0

t , 5

t , 0

Figure 3.9: ,S(q) po*l 'état (p* -  0.7,?* :  1.5), les cerclespleins pour ly ' :364500 et les cercles
vides pour l/:864 dans la figure du haut et pour l/:256 dans la figure du bas.

q *
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Figure 3.l0: g(r) pour le même êtat (p* - 0.7,7* : L1,N : 256) calculé sur deux clurées dif-
férents, N"^f : 500 configurations et Nc^f :50000 configurations.

Thermodynamique

Après avoir vu I'influence de la taille du système et de la durée de simulation sur la structure,

nous allons maintenant examiner leurs effets sur Ia thermoclynamique.

Nous avons tout d'abord tracé sur la figure 3.11 Ia distribution des valeurs instantanées

de l'énergie potentielle Eo at cours d'une simulation, pour quatre valeurs du nombre de par-

ticules (N : 108, lù : 256, N : 1372 et N : 2048). Elles ont une allure gaussienne qui indique

le caractère aléatoire de la variable Eo et sont garantes ainsi du bon déroulement des simu-

Iations. On peut noter Ia réduction cle la clispersion des valeurs de l'énergie potentielle lorsque

Ie nombre de particules augmente, conformément à la théorie des fluctuations de Ia physique

statistique [65]. Les amplitudes des fluctuations sont proportionnelles à I/JN ce qui induit une

diminution de I'erreur statistique. Notons, également, qu'il est normal que quand N augmente

il y a un shift de l'énergie potentielle vers les grandes valeurs. Ces quatre simulations, qui ont

été réalisées indépendamment, conduisent naturellement à des valeurs moyennes de l'énergie

potentielle légèrement différentes.

Pour déterminer la température moyenne du système, nous avons mesuré l'énergie ciné-

tique E" (relation (2.117)) au bout de 20000, puis de 30000, de 40000 et de 50000 configurations

indépendarrtes. La distribution des valeurs instantanées de la température au cours d'une simu-

Iation, a été tracée sur la figure 3.12 pour quatre durées différentes. Cette figure confirme qu'un

nombre important de configurations indépendantes permet d'améliorer la statistique.

Une grandeur thermodynamique particulièrement intéressante à tester est la chaleur spéci-

fique C, à volume constant, puisqu'elle correspond à la réponse de l'énergie totale à un change-

ment isométrique de la température suivant un processus isochore, et donc beaucoup plus sensible
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Figure 3.11: Distribution des valeurs instantanées de l'énergie potentielle Ef pour le même état
(p* : 0.7 et ?* : 1.5) et pour quatre nombres de particules N : 108 (carré plein) N : 256
(carré vide), N :7372 (triangle) et N: 2048 (cercle).

Figure 3.12: Distribution des valeurs instantanées de Ia température ?* pour le même état
(l/: 256, p* :0.7 etT* :1.5) et pour quatre durées 20000 (cercle), 30000 (triangle), 40000
(carré vide) et 50000 configurations indépendantes (carré plein).
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anx conditions de déroulement des simulations. Nous avons calculé Cu par la formule (2.123)

puis tracé respectivement sur les figures 3.13 et 3.14Ia chaleur spécifique Cjn obtenue par la for-

mule (2.t23) et la température 7* en fonction du nombre de particules. Ces grandeurs sont des

moyennes calculées sur toutes les configurations indépendantes produites durant la simulation.
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AC;R:lffilor.,

0,575

0,570

Figure 3.13: Représentation en échelle semi-log de la chaleur spécifiqu" C;R en fonction du
nombre de particules (N : 108-364500) pour l 'état (p* :0.7 et 7* : 1.5). Les barres d'erreurs
représentent les écarts par rapport aux moyennes calculées sur 10 calculs indépendants.

Pour améliorer la statistique nous avons effectué 10 calculs indépendants pour chaque valeur

de N. Les barres d'erreurs représentent les écarts par rapport aux moyennes déterminées avec

les 10 résultats indépendants dans une garnme de nombre de particules allant de 108 à 8788. Au

delà de N :  8788 où Cjn :0.58886411+ 1.86784 x 10-6 et T* :1.5 + 9.42809 x 10-7, nous

avons estimé le niveau d'incertitude satisfaisant et nous nous sornmes contentés d'un seul calcul

pour chaque valeur de .l/. Le but était de mettre en évidence la réduction de I'incertitude avec

l'augmentation du nombre de particules.

Nous avons également calculé I'incertitude sur la chaleur spécifique Cln au moyen des fluc-

tuations de l'énergie potentielle, par Ia formule (2.123). L'erreur théorique sur CjR due aux

incertitudes sur la mesure de Ia température, à partir de (2.123), s'écrit :

(3 .10)

( 3 . 1 1 )

L'erreur AC',R sur Ia chaleur spécifique a été tracée en fonction du nombre de particules sur

la figure 3.15, et en fonction de I'erreur sur la température AT* sur Ia figure 3.16. A titre de

aacin
aT*
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Figure 3.14: Représentation en échelle semi-log de la température ?* en fonction du nombre
de particules (N : 108 - 364500), Ies barres d'erreurs représentent les écarts par rapport aux
moyennes calculées sur 10 calculs indépendants
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Figure 3.15: AC|R en fonction du nombre de particules, en triangle les valeurs théoriques
calculées par (3.10) et en cercle les valeurs extraites directement de la dynamique moléculaire.
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comparaison, nous avons adjoint à ces courbes celles de I'erreur théorique AC;R calculée par

I'expression (3.10). On trouve un accord remarquable entre le calcul corrélativement théorique

et le calcul par dynamique moléculaire de 4rC|R aux grandes valeurs de N et aux faibles valeurs

de A?*. En revanche, pou les petites valeurs de N et les grandes valeurs de A?* un léger écart

systématique apparalt, Ies incertitudes issues directement de Ia simulation étant plus importantes

que les théoriques. Ceci est probablement la mise en évidence d'un effet de taille finie.

^1- 
n 

o,ota- - v

o,ot2

0,o10

0,008

0,006

0,004

0,002

0,000

Figure 3.16: ACjÂ en fonction de A?*, en triangle les valeurs théoriques calculées par (3.10) et

en cercle les valeurs extraites de la dynamique moléculaire.

3.2.3 Application au fluide modèle de Lennard-Jones

Pour terminer Ia mise au point du programme de dynamique moléculaire parallèle, nous avons

décidé d'effectuer des calculs des propriétés thermodynamiques du système modélisé par le

potentiel de Lennard-Jones en divers points du diagramme de phase. Ces calculs classiques

et améliorés régulièrement depuis une trentaine d'annêes, ne sont pas triviaux comme en té-

moigne le tableau 3.4 sur lequel nous avons répertoriés les travaux antérieurs équivalents. Le

but de notre travail n'était pas de réaliser une investigation systématique du diagramme de

phase, comme cela a été souvent fait dans des travaux précédents, mais uniquement de com-

parer nos résultats aux meilleurs de ceux qui ont êté obtenus jusqu'à présent. Ayant estimé que

Ies résultats les plus récents de Johnson et al. [58] sont les plus précis, ce sont eux que nous avons

utilisés cornme référence. Nous avons reportés sur la figure 3.17les états thermodynamiques que

nous avons étudiés en regard de ceux de Johnson et ol. A notre connaissance notre travail est

le premier effectué avec un aussi grand nombre de particules, ce qui lui confère une certaine

originalité.
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Tableau 3.4: Aperçu sur les travaux faits sur des fluides de Lennard-Jones, depuis 1957, d'après
I'article de Johnson et aI. 1581. Les durées des calculs (thermalisation*production) sont en pas
de temps. (")Le temps de thermalisation a été déduit du déplacement quadratiquu moy"rr. (à)Lu

rayon de coupure a été pris égal à la moitié de la longueur de la boite de simulation.

D u t é e s  d c  c a l c u l s L e s é t à t s

Autêurs .  ô ! !éês M é t h o d c  T h e r o . P r o d . N r; T* p
wood or park*,57 Mc - 105 32. 10g 0.9 - 3.9 1.06 - 100 0.05 - 3
verrêt ,67 DM NvE 300 1200 864 2.5 0.591 -  4.625 0.35 -  0.88
Lcvcsquo cr Vorlcr, 6e Mc 4 X l}a 864 2.5 I.35.2.74 0.3 - 0.g5

Levesque c t  vê ! rê r ,6e  DM NvE 300 1200 864 2 .5  0 .76  -  3 .67  0 .35  -  0 .g5

Ha 'sen c r ,  Ver rc t ,  6e  Mc -  106 864 2 ,5  0 .75 ,  1 .15  0 .02  -  O.g2

Haoseo, 70 Mc 10r, 5 x 10o 964 2.24 - Ioo o.4 - I.7T
McDoaard or siDg6r, 72 Mc 5 x 104 108. 256 -2.5 0.551 - 1.237 0.65 - 0.96
Adaos, 76 Mc 106 20 - 2n 2.0, 4.o 0.02 - 0.95
AdôEs,  7o  Mc 106 -2C[  1 .0  -  1 .2  0 .62  -  0 .82
Adans,  Te Mc 106 -  6 x  106 -6000 2.62 i . lb  -  1 .35 0.04:0.6T|
Nicoras ôt Àr., 7e DM NvE 2o (t1l"l 5000 256 2.5 0.4g - 6.01 0.35 - 1.2
Nakao ish i ,  86  DM NvE 104 5000 10g,  2b6 O.T l  0 .b  -  l .b
Adacù i  e t  a f . ,  88  DM NvE 500 3500 109,  256 0 .7  -  2 .94  0 .05  -  1 .1

shaw,88 Mc densités d'états L22 L. /2(t) l.$T - 6.19T 0.6 - 1.2
saÀs€r ct Fiscbcr, e0 DM Nvr 6 x 104 1.5 x 105 256 7. 12(uf 0.567 - 4.æ2 0.215 - 1.1
LotÊ et ar., e2 DM Npr 5000 55000 rs7z 7- 12(u) 0.2 - 1.g 0.06 - 0.g4
Miyaro, e2 Mc 106 l.b x 106 2s6 7* 12(u) 0.4b - 100 0.2 - 1.1
JohDao! et ar.,  e3 DM Nvr 3o (t) la) 2 x loa g64 4.0 0.7 - 6.0 0.005 - 1.25
Johraor . r  ôr . ,  e3 Mc 2.5 x 100 1.5 x 10/  500 > 4.0 1.0 -  5.0 0.05 -  0.9
Ce travail DM NvE 5000 500000 8288 2.s o.T2 - roo 0.5 - 2.s
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Pour la gamme de densités considérée, nous avons choisi I/ : 8788 particules car c'est un

nombre qui permet une exploitation optimum de notre programme informatique. En effet, à

I'exception de quelques faibles densités, la boite de simulation a été décomposée sur 8 processeurs

tout en affectant à chaque processeur un seul plateau. Ce nombre a également été choisi pour le

bon compromis qu'il ofte entre une précision satisfaisante des résultats et un temps raisonnable

de calcul. Les calculs ont été fait sur une durée de 500000 pas de temps At* : 0.032, sauf

pour les 5 simulations numérotées de 23 à 27 du tableau 3.5 qui n'ont duré que 250000 pas de

temps At* : 0.001. Ce tableau qui contient la température, l'énergie potentielle, Ia pression

et la chaleur spêcifique regroupe l'ensemble de nos résultats. Les différentes grandeurs ont été

calculées par les méthodes decrites dans le paragraphe 2.5.3 du chapitre 2. En particulier, la

chaleur specifique (Cï*+312) a été calculée par la formule (2.124). Tous nos résultats sont

comparés à ceux issus des formules d'interpolation proposées récemment par Johnson et al. [58],
fondées sur des calculs de dynamique moléculaire. Leur formule pour l'énergie interne d'excès

s'écrit :

97

Elle dépend de 6 fonctions G; et de 14 coefficients ci et d,; qui sont fonctions de la température

par I'intermédiaire de 32 paramètres, dont les expressions se trouvent dans I'annexe H. La

formule pour l'équation d'état donnant la pression est :

E;:#:Ë ++f*c,

P n 3 8 6
P* :  

t ! .  :  p*T* *D"o1r. ; ( ' ;+t)  + F' t  b i (p*)(2i+1) ,
" i : l  i : r

D  I  ^  / ^ * 1 i  6

ci,o +;: t  rY +l ' , ;Gt,
i :7  i :7

qui dépend d'une fonction F et de 14 coefficients o; et b; dont les expressions en fonction de ?*

sont également données en annexe H.

Nous avons déduit une expression de la chaleur spécifique Cu de l'équation (3.i2) en utilisant

la définition :

(3 .12)

(3 .13 )

(3.14)

(3 .15 )

(3.16)

(3.17)

ci,R +2: (%-\ ,' 2  
\ôT . ) r '

nous obtenons l'équation suivante :

avec,

ôci
v t  

l r * '

,aù
r x  l r * '

Nous donnons les expressions des 14 nouveaux coefficients eiet f; enannexe H.

Pour des températures inférieures ou égales à ?* : 5 nous trouvons un excellent accord pour

l'énergie et un bon accord pour la pression dans Ia très grande majorité des cas. Les valeurs de la
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o'u 
p*

Figure 3.17: Projection des états de nos calculs cle dynamique moléculaire (carrés) et de ceux
de Johnson et aI. [58] (points) sur le diagramme cle phases (T*,p*).

chaleur specifique C, restent cohérentes. La pression et la chaleur spécifique ont ule concordance

moins bonne que pour l'énergie notamment aux basses températures et fortes densités. Dans le

cas de Cr, les imperfections de l'équation (3.12) sont amplifiées par Ia dérivation par rapport à

la température.

En revanche, pour T* > 20 un désaccord flagrant apparaît sur les trois grandeurs. Ceci

montre les limites de ces équations, qui ont èté établies pour d.es valeurs de Ia température ?*

inférieures ou égales à 6, et les dangers de leur extrapolation à des données hors limites.

3.3 Effets des trois corps sur les gaz rares.

Après avoir décrit puis testé le programme de dynamique moléculaire parallèIe, nous étudions

I'effet des interactions à trois corps sur les propriétés structurales, thermodynamiques et dyna-

miques des gazes rares. Plus précisément, nous allons présenter et discuter les résultats de la

fonction de corréIation de paire g(r), la chaleur spécifique à volume constant CjÊ, ainsi que

Ie déplacement quadratique moyen o (t) et la fonction d'auto-corrélation des vitesses r/ (É) de

I'argon (Ar), le krypton (Kr) et le xénon (Xe). Pour décrire les interactions entre des atomes des
gaz rares, nous employons d'abord le potentiel cl'Aziz-Slaman à deux corps seul (2.65), puis nous

lui adjoignons le potentiel d'Axilrod-Teller (2.67) dans le but d'étuclier I'influence des interac-

tions à trois corps. Enfin nous effectuons des calculs avec Ie potentiel de Lennard-Jones (1.29)

à titre de comparaison car il a été étudié abondamment [t6].
Pour cela, Ies calculs sont fait par dynamique moléculaire parallèle dans I'ensemble micro-

canonique (NVE), avec .fy' :1372 particules. Nous avons choisi ce nombre de particules relative-

T

f , o t r
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3.3. EFFETS DES TROIS CORPS SUR LES GAZ RARES

Tableau 3.5: Les résultats de nos calculs de dynamique molfoulaire menés avec .f{ : 8788 par-
ticules pour Ej, P' et Cj: CulNks: Ci,R +312. Entre parenthèses, Ies résultats obtenus par
l'équation d'état de Johnson et aI. 1581.
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100 CHAPITRE 3. RESULTATS ET DISCUSSION

ment faible, car Ie calcul des forces à trois corps conduit à un temps de simulation relativement

grand pour cette êtude systématique. Par ailleurs, ce nombre de particules garantit une préci-

sion suffisante des résultats. Compte tenu de la taille des systèmes, une décomposition spatiale

de la boîte de simulation en 4 plateaux correspondants à 4 processeurs a été utilisée.

Des densités caractéristiques du liquide au voisinage du point triple ont été utilisées, ainsi :

PAr :0 .0382molcm-3 pour  Ar ,  p r<r :0 .0326molcm-S pour  Kr  e t  pxe :0 .0219molcm-3

pour Xe, aux températures correspondantes de 100K, 130K et I75K. Pour les trois éléments

considérés, Ies équations du mouvement sont intégrées avec des pas de temps At : 2.176 x l0- la s

pour Ar, 2.824x 10-las pour Kr et 1.386 x 10-las porrr Xe. Ces valeurs du pas de temps sont

relativement grandes et correspondent à la limite de stabilité de I'algorithme de Verlet.

La génération des états surfondus et amorphes à partir d'un état d'équilibre staËle dans

le liquide se fait essentiellement de trois manières différentes par simulation, comme l'a décrit

Abraham [1]. Premièrement, Ie système simulé est trempé, c'est-à-dire refroidi très rapidement,

à volume constant. C'est la méthode la plus couramment utilisée dans ce type d'études, et

c'est celle que nous avons mise en oeuvre pour les gaz rares. Deuxièmement, le système peut-

être compressé à température constante et le travail de UIlo et Yip [ttO] est un prototype du

gen-re, dans lequel Ia densité du système est augmentée progressivement. Enfin, il est possible de

combiner les deux méthodes précédentes pour obtenir une diminution conjointe de la température

et du volume. Ceci se fait généralement par des simulations dans I'ensemble isobare comme dans

les travaux de Fox et Andersen [37], de Broughton et Li [21] ou ceux qui ont été réalisé dans

notre laboratoire [54]. n est également possible de contrôler simultanément la température et le

volume pour obtenir des valeurs désirées. C'est ce que nous avons fait dans notre travail sur Ie

silicium surfondu exposé dans la troisième partie cle ce chapitre.

Vu les échelles du temps rencontrées habituellement en simulation par dynamique molécu-

laire, les vitesses de trempes et de compressions sont bien plus grandes que celles qui peuvent

être pratiquées expérimentalement. La question se pose alors de savoir si une série de simula-

tions peut réellement représenter des états surfondus et amorphes ou un processus de transition

vitreuse [37]. Angell et aI. [8, 9] indiquent qu'une transition vitreuse obtenue par simulation n'a

que peu de ressemblances avec les transitions réelles, les échelles de temps réduites ayant pour

effet d'observer des transitions à des températures plus élevées. De plus, suivant les propriétés

observées des températures de transition différentes apparaissent induisant un domaine de tran-

sitions étalé en température qui dépend de la vitesse de trempe, corrme cela a été clairement

mis en évidence dans des travaux récents [59, 114]. A la transition vitreuse le système est figé

dans un état hors équilibre. Ainsi plus la trempe est rapide plus le système a de chances de se

retrouver hors équilibre à plus haute température. Néanmoins, les simulations restent le seul

moyen théorique d'investigation de ces états particuliers de la matière et peuvent aider à la

compréhension des phénomènes qui les gouvernent.

Il est bien connu qu'un corps pur, modélisé par un potentiel de Lennard-Jones cristaliise

rapidement après avoir subi une transition vitreuse [37]. Le seul moyen d'obtenir un verre est

de refroidir ce système très rapidement. Le mode opératoire de nos simulations est le suivant :

A partir d'un état liquide à une température de 300 K ou 400 K suivant I'éIément considéré,
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Ie système est refroidi par pas successifs de 25 K environ. A chaque température le système

est relaxé pendant 5000 pas de temps et les gtandeurs physiques sont collectées pendant 10000

pas, ce qui représente un temps total de 320ps pour Ar, de 420ps pour Kr et de 200ps pour

Xe, avant de subir à nouveau une trempe de 25 K. En moyenne la vitesse de trempe est de

I'ordre de l0llKs-r. Pour les plus basses températures, en deçà de la transition vitreuse,

Ia cristallisation était parfois inêvitable et la vitesse de trempe a dû être augmentée jusqu'à

1013 K s-l en prenant des états initiaux de températures plus élevées.

3.3.1 Structure

La structure des gaz rares n'est examinée qu'à travers leur fonction de corrélation de paire g (r) ,

car c'est la grandeur qui semble comporter les particularités les plus significatives des états

surfondus et amorphes. La comparaison de g (r) calculée avec le potentiel à deux corps d'Aziz-

Slaman (AS) et avec le potentiel de Lennard-Jones (LJ) est effectuée pour Ar sur la figure 3.18.

Les valeurs des paramètres des potentiels sont tirées des papiers originaux des auteurs et sont

reportées dans I'annexe L A l'état liquide (T : 100 K) il n'y a quasiment aucune différence entre

Ies deux courbes, alors qu'aux températures de 30 K et 5 K de faibles écarts apparaissent sur

I'amplitude de la courbe. En particulier, le potentiel de LJ réduit sensiblement la hauteur du

pic principal de g (r).

Les deux potentiels de paire LJ et AS conduisent à des résultats très similaires et maintes

fois observés dans la littérature. A mesure que la température diminue en dessous du point de

fusion, le premier pic de g(r) s'accroît fortement et devient plus étroit et, en même temps, le

premier minimum des oscillations diminue. Le second pic de g (r) s'étale progressivement jusqu'à

présenter un plateau, vers 50K pour le potentiel LJ et vers 75 K pour le potentiel AS, puis ce

plateau se scinde en deux pics ce qui est une caractéristique des états amorphes. L'apparition

du plateau constitue, selon Abraham [1], une première indication que la transition vitreuse a eu

lieu. A l'aide des courbes dont nous disposons, nous situons cette température aux environs de

Tp:70 K pour I'argon, pour les deux potentiels.

Cette indication n'est pas très fiable, Wendt et Abraham [tt9] ont proposé de déterminer le

ratio :

(3 .18)

où g-io représente Ie premier minimum des oscillations de g (r) et g-u* la hauteur du premier

pic. La variation de 7l' en fonction de la température montre derx régimes linéaires distincts

I'un correspond aux états surfondus et I'autre aux états amorphes. L'intersection est une autre

estimation de la transition vitreuse. La figure 3.19 montre Ia courbe de R(T) pour I'argon.

Pour Ie potentiel LJ l'intersection se produit à T, : 55.84 K avec R : 0.I2I, tandis que pour

le potentiel AS on a T, :59.12K et R :0.128. Les valeurs de R sont très proches de Ia

valeur R:0.I4 préconisée par Wendt et Abraham [tt9] pour la signature de la transition

vitreuse. L'autre intérêt du ratio R est l'estimation de la température de fusion du modèle,

selon Ravechê et al. 1921, R : 0.2 sur la courbe de fusion. Il est intéressant alors d'estimer
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se)
T:  100 K

T:75K

T:50K

T:30K

T:5K

Figure 3.18: Fonctions de corrélation de paire g(r) pour les états liquide, surfondu et amorphe
de Ar calculées par dynamique moléculaire avec N :1372 particules, et les potentiels LJ (trait
haché) et AS (trait plein).
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Figure 3.19: Le rutio R : g^ /g^u* en fonction de la température pour Ar. Les cercles : Ie

potentiel LJ et les carrés : le potentiel AS.

Ia température de fusion du modèle AS et nous trouvons Ty : 87.64 K pour une pression

P : 855 atm. Les deux valeurs de 7? permettent en définitive de délimiter la zone de surfusion

du système.

Les résultats pour le krypton et le xénon sont très similaires c'est pourquoi nous ne montrons

pas de courbes. Les valeurs des températures de transition vitreuse et de fusion sont reportées

dans le tableau 3.6 qui récapitule tous les résultats sur les gaz rares étudiés.

PIus intéressante est la comparaison entre les fonctions de corrélation de paire issues du

potentiel de paire AS et du potentiel AS+AT puisqu'elles permettent de voir I'influence des

interactions à trois corps [73,93]. Nous pouvons voir sur la figure 3.20 nos résultats pour Ie

xénon cette fois-ci, qui sont également représentatifs. Il apparaît que les effets à trois corps ne

jouent qu'un rôle marginal dans l'état liquide. En revanche, ces effets commencent à se faire

sentir en dessous de 100 K avec une augmentation de la hauteur du pic principal de g (r), et une

modification importante du second pic qui est une indication que les particularités respectives des

potentiels ont une influence non négligeable pour ces états métastables et hors équilibre. Cette

différence notable sur Ie second pic de g (r) révèle I'existence de structures fondamentalement

différentes si le potentiel à trois corps d'Axilrod-Teller est inclus.

Dès 1952, Fbanck [38] a montré que Ie système de Lennard-Jones a une propension à former

des icosaèdres à basse température. Ceci a été confirmé par Steinhardt et al. l98l et Johnson et

Andersen [57] à I'aide de calculs de simulation dans des états surfondus et amorphes. Au-dessus

de la transition vitreuse, ils observent une croissance du nombre d'icosaèdres présents dans leur

boite de simulation. A la transition vitreuse le système se fige et ce processus est arrêté, Ie
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Ar Kr Xe
LJ AS AS+AT LJ AS AS+AT LJ AS AS+AT

T"(K) 50 / û 1 0 70 100 105 95 r45 150
r,&) 55.84 59.r2 63.13 80.63 82.9r 87.43 103.01 rr5.25 r23.92
Te (K) 40.66 D I . ô D 54.32 58.72 73.44 75. \L 75.01 99.78 105.53
4 (K) 40.14 50.12 53.36 57.96 71.T5 74.91 74.r9 85 .13 95.54
To (x) 48.53 52.53 56.07 70.08 78.57 86.25 89.53 94.76 108.06
T(x) 88.93 87.64 85.70 128.42 r24.35 119 .55 164.05 162.59 159.15

7i* (K) 83.81 115.78 161.36

Tableau 3.6: Résumé des températures de transitions vitreuse" (Tp, Tr, TE, Tn et Tp) et de la
température de fusion Ç des êléments Ar, Kr et Xe calculées par les trois potentiels LJ, AS et
AS+AT. ry-" (K) est la température de fusion expérimentale.

système êtant formé d'une agrégation d'icosaèdres. Nos résultats obtenus à l'aide des potentiels
LJ et AS étant très similaires, nous pensons que le potentiel AS a le même comportement.

En revanche, lorsque les effets à trois corps sont inclus, nous observons une augmentation de la
hauteur du pic de g (r) situé à une distance r,fSrrnindiquant une préférence à former une structure
c.f .c. dêformée. Il est toutefois important de noter qu'aucune variation de température n'a été
détectée au cours des simulations qui pourrait laisser penser que le système a cristallisé 1721. Le
potentiel d'Axilrod-Teller favorisant la formation cle triangles de particules équilatéraux (avec des
angles de 60o) engendrerait ainsi une structure proche de c.f .c., dont les plans (1,1,1) notam-
ment sont formés uniquement de triangles équilatéraux, plutôt qu'une structure icosaèdrale.
Bien entendu des calculs complémentaires doivent être effectués pour confirmer cette hypothèse.

La figure 3.21 montre l'évolution du ratio 7l en fonction de la température. Lorsque le
potentiel AT est inclus, il apparaît que la présence des interactions à trois corps a pour effet
d'élever légèrement la température de transition de Xe de T, : lll.2bK pour R : 0.132 à
Tr:L23'92K pour R:0.I4I. Ces résultats ne sont pas spécifiques au xénon et des résultats
similaires ont été obtenus pour I'argon et le krypton avec des températures de transition Q :

63.13 K et T, - 87.43K respectivement. Sur la foi du critère R : 0.2 donnant la température
de fusion des modèles d'interaction, nous voyons que les trois types de potentiels considérés,
LJ' AS et AS+AT, fournissent dans tous les cas des températures de fusion proches des valeurs
expérimentales. Elles ne s'écartent pas plus de 15 K. On peut noter que le potentiel AS fournit
une valeur plus proche que celle de LJ et I'inclusion du potentiel à trois corps améliore encore
la situation.

3.3.2 Thermodynamique

Pour étudier I'influence des interactions à trois corps sur les grandeurs thermodynamiques, nous
avons calculé I'énergie potentielle Eoetla pression avec le potentiel de LJ, le potentiel de paire

AS et le potentiel AS+AT qui inclus les interactions à deux et à trois corps. Les résultats,
pour Ar, Kr et Xe, sont repor[és dans les trois tableaux 3.7, 3.8 et 3.9 pour des températures
correspondants pour chaque élément à l'état liquide, l'état surfondu et l'état métastable. n
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Figure 3.20: Fonctions de corrélation de paire g (r) pour les états liquide, surfondu et amorphe

de Xe calculées pardynamique moléculaire avec N:1372 particules, et les potentiels AS (trait

haché) et AS+AT (trait plein).
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Figure 3.2I: Le ratio R : gmir/g^ux en fonction de la température pour Xe. Les carrés : le
potentiel AS et les cercles : le potentiel AS+AT.

apparaît clairement dans ces trois tableaux que Ie potentiel à trois corps apporte des corrections
de I'ordre de 5% à l'énergie potentielle. Ainsi, contrairement à la structure pour laquelle les
effets des interactions à trois corps ne se font sentir que sur les états surfondus et amorphes, les
grandeurs thermodynamiques sont sensibles aux interactions à trois corps dans tous les cas.

Comme pour le potentiel LJ, les grandeurs thermodynamiques telles l'énergie interne et la
pression issues de la simulation doivent inclure des corrections à longues distances. Pour le

Z : P/pkBT

100erp

LJ  I  AS  IAS+AT
-6.9627 | -6.6214 l-5.9955
-6.7908 | -6.5241 1 -5.9074
-6.5174 | -6.2348 | -5.6602
-6.237r | -5.9532 | -5.3745
-5.7101 | -5.3821 | -4.8464

LJ  I  AS IAS+AT
-30.9746 | -20.4378 | -22.3157
-1 .1153  |  -1 .3448  |  -1 .6160

1.6837  11 .5376  |  r . r342
3 .1155  13 .0310  12 .7453
4 .5948  14 .4618  14 .2832

Tableau 3.7: Effet des contributions à 3 corps sur I'énergie
compressibilité Z pour Ar. Les valeurs expérimentales sont
et al. lr09l.

potentiel Eo et sur le facteur de
tirées des mesures de Trappeniers



3.3. EFFETS DES TROIS CORPS SUR LES GAZ RARES

Tableau 3.8: Effet des contributions à 3 corps sur l'énergie potentiel Eo et sur le facteur de
compressibilitê Z pour Kr. Les valeurs expérimentales sont tirées des mesures de Trappeniers
et at. [L091.

Tableau 3.9: Effet des contributions à 3 corps sur I'énergie potentiel Eo et sur Ie facteur de
compressibiltfê Z pour Xe. Les valeurs avec I'astérisque correspondent aux calculs de Levesque
et al. [68] et celle avec un double astérisque correspond aux expériences de Malbmnot et al. [71).
Les autres valeurs expérimentales sont tirées des mesures de Ttappenierc et al. [109].

r07

Z : PlpkeT
LJ  I  AS IAS+AT

-9.7073 I -A.OZ01 | -r+.s+Sg
-0.7410 | -1.3931 | -3.1863

2 .9497  12 .4996  11 .5753
4 .8793  14 .5176  13 .9796
5.1277  1+ .g tZS l  + .+O+t

LJ  I  AS IAS+AT
-10.0344 | -9.1533 | -8.3559
-9.7662 | -9.0165 | -8.2395
-9.1015 | -8.3194 | -7.5136
-7.9118 | -7.7079 | -6.3141
-7.5994 | -6.5486 | -5.7651

Z : P/pknT

LJ  I  AS  IAS+AT
-r2.83r7 1 -12.7384 | -11.7868
-12.4392 1 -12.4739 I -11.6378

-rr.7r49- - .  - - -  
|  ( -11 .65 . )  |  ( -10 .83 -

-10 .4281  l -10 .2864  |  -9 .4948
-9.9951 |  -9 .7326 l -8 .9548

LJ  I  ES IAS+AT
-12.9367 | -35.4602 | -23.5003
-0.6843 | -7.9847 I -5.0403

4 .766112 .2862  13 .1514
5 .0182  13 .0004  13 .2592

100--476-

(- 176*)
300

fi\Ae

-12.4739
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Ar Kr Xe

El,r: E"6f eN -0.156222sr* -0.r53424pr{ -0.145944sr*

Ef,ias: Es1ûf eN 0.006515 (pr|\" 0.00757 (srl"\" 0.018617 (srl \"
Zâz: PÏta/ Pri^ -0.317933sr:- -0.37230rprfl -0.297682prfi
ZTlaz: PT,^*/ gr?- 0.02745 (pr?-\" 0.03136 (srh)' 0.0466 (pr|)"

Tableau 3.10: Les corrections à longue distance de l'énergie et de la pression pour Ie potentiel
AS (E;d et Zi,o) et pour le potentiel AT (E;o, et Zi,or).

potentiel AS,

(3.1e)

Ei,o
J
r c

_. . - ._ . - \  
J r t  b r I  T r I ) ,

(3.20)

rc

PîLa

1c

-  \ r !  5 r?  T r I t

Il faut également tenir compte des corrections pour le potentiel à trois corps de AT. Suivant les
relations (1.56) et (1.57), les contributions à trois corps de l'énergie et de la pression s'écrivent :

Ehas

*f

.  x I  , t tg (rrs)rs (r tz,rrs,r .23)exp l- /ut(rn,rrs,r2s) ldrpdr2sdrrs,  (3.21)

{"

, = æ
pîtas

l'ç Tç

æ

, 
I 

r rrn {r r") 93!!$ff@ exp [- Bq (, n, r-r', r2s)) d.r pcrrzzdr rs, (J.22)
1p

où z3 (rr2,rrt,ræ) est le potentiel à trois corps de AT et g: IlkeT. Les corrections à longue
distance Eir* et pltat pot:lr le potentiel AT ont été évaluées numériquement en utilisant I'app-
roximation de Kirkwood [64] pour estimer gQ) (rp,rs). Dans I'annexe G nous exposons Ie calcul
détaillé des corrections à longue distance cle l'énergie et de Ia pression dont nous reportons les
valeurs dans le tableau 3.10. La valeur pour Ie xénon est en très bon accord avec celle de
Levesque et aI. 1681.

La figure 3.22 montre l'évolution de l'énergie potentielle en fonction de Ia température sur
tout le domaine d'étude pour Xe. On distingue deux régions distinctes où I'énergie potentielle
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Figure 3.22: L'énergie potentielle en fonction de la température pour Xe avec le potentiel AS

(carrés) et Ie potentiel AS+AT (cercles).

montre respectivement deux régimes linéaires différents. De la même manière que pour le ra-

tioR,l'intersection entre ces deux régimes donne une nouvelle indication de Ia température de

transition Te : 99.78K avec AS seul et T6 : 105.53 K avec AS+AT, pour Ar et Kr on trouve

respectivement TB: 51.55 K et TB : 73.44K avec AS seul et Ts : 54.32K et T6 : 75'11 K

avec AS+AT.

Enfin nous avons calculé la chaleur spécifique à volume constant ClR, en fonction de la

température pour Xe avec les deux potentiels AS et AS+AT puisque c'est une caractéristique

importante de la transition vitreuse. Comme pour les grandeurs thermodynamiques précédentes,

le calcul de la chaleur spécifique CjR est fortement affecté lorsqu'on tient compte des interactions

à trois corps. Sur la figure 3.23, nous remarquons que ces interactions peuvent augmenter la

chaleur spécifique de 50Vo dans la phase liquide. En revanche, I'allure générale de la courbe

n'est pas modifiée par leur présence. A mesure que la température d.iminue, les valeurs de CiR

augmentent puis subissent une décroissance abrupte. La température à laquelle cela se produit

est souvent assimilée à la véritable transition vitreuse Tr. Pour Xe on trouve 4 : 85. t3 K avec le

potentiel AS et S" : 95.54 K avec la potentiel AS+AT. Pour Ar et Kr on trouve respectivement

Ts : 50.12K et Q : 7I.I5K avec AS et Tî" :53.36 K et Tf" : 74.91K avec AS+AT. On peut

constater encore ici que les interactions à trois corps ont pour effet d'élever Ia température de

transition vitreuse.
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Figure 3.23: Chaleur spécifique à volume constant CjË pour Xe en fonction de la températu-re.
Les cercles : simulations avec le potentiel AS. Les carrés : simulations avec le potentiel AS+AT.
La température ?J a été estimée en utilisant la valeur cle 7?: gmi,f gmæ<:0.2. Nous avons
noté $ry la température de fusion expérimentale.

3.3.3 Propriétés de transport

A présent, nous présentons des résultats du déplacement quadratique moyen o (t), de la fonction
d'auto-corrélation des vitesses û(t) et du coefficient d'auto-diffusion D, obtenus avec le deux
potentiels AS et AS*AT. Ces propriétés illustrent bien le comportement dynamique des systèmes
lorsque le système traverse la transition vitreuse.

Sur la figure 3.24, nous pouvons noter que dans l'état liquide la variation du déplacement
quadratique moyen en fonction du temps est linéaire, alors qu'elle d.evient négligeable pour les
états amorphes indiquant que le système est figé. Quant à I'influence des effets à trois corps
sur d (t), il est surprenant qu'elle soit plus importante près de Ia transition vitreuse à 100 K
qu'aux autres températures. Néanmoins, aux grandes valeurs d.u temps, Ies pentes de a (t)
obtenues avec et sans Ie potentiel à trois corps sont très proches, quelque soit la température.

Pour analyser le mouvement individuel des atomes on a recourt généralement à la fonction
d'autocorrélation des vitesses t/ (f), qui est montrée sur la figure 3.25 pour trois températures
différentes. C'est une fonction habituellement normée à t : 0, qui s'amortit très rapidement
vers zéro lorsque le temps augmente. Lorsque le fluide est dans l'état gazeux Ia fonction d'auto-
corrélation est constamment positive, alors qu'elle devient oscillante lorsque Ia température
diminue. Ceci s'explique par un régime de forte diffusion à haute température, les atomes
ayant eu I'occasion de revenir en arrière suite aux collisions. Pour Xe, l'oscillation amortie est
observée à mesure que la température diminue et en particulier lorsque que la température de
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T=300 K

T=200 K

T=100 K

T=25 K

Figure 3.24: Le déplacement quadratique moyen o (t) de Xe en fonction du temps pour les
modèles, AS (trait plein) et AS+AT (trait haché).

fusion est franchie. La forme de la fonction d'auto-corrélation des vitesses dépend fortement

de la température. La présence des interactions à trois corps a pour effet de faire décroître la

fonction t/ (t) plus rapidement dans les états surfondus et amorphes. Dans ce cas les vitesses

des atomes sont décorrélées plus tôt.

Enfin, nous traçons la variation du coefficient d'auto-diffusion D en fonction de Ia tem-

pérature sur la figure 3.26. Nous avons calculé D par les deux méthodes décrites dans Ie

chapitre 2, à partir de o (t) et de ry' (t). Tant que Ia diffusion n'est pas trop faible, Ies deux mét-

hodes donnent des résultats identiques. Par contre, des différences notables apparaissent dans

les états métastables, et il semble plus pertinent d'extraire D en intégrant r/ (t) qu'en utilisant

le déplacement quadratique moyen a (t). Nous pouvons constater que D a deux comportements

linéaires distincts. Aux basses températures le facteur d'autodiffusion D est pratiquement nul,

ce qui correspond à une structure figée, la transition vitreuse ayant eu lieu comme le montre

I'encadré de la figure 3.26. Aux plus fortes températures la fonction D(T) a une allure affine

de Ia forme A (T - ?p) où Tp est la valeur pour laquelle D (1) croise I'axe des ordonnées, cette

valeur de Tp peut représenter une estimation de la transi[ion vitreuse. Notons que les valeurs

deTo sont plus grandes que les valeurs deTn. Au dessus de 250K la fonction D(T) suit une

Ioi de puissance de la forme :

D (T) : 37't, (3.23)

les valeurs de B et'y qui ont été déterminées par un fit valent B:2 x 10-5 et 1:1.754 avec

le potentiel AS et B:3 x 10-5 et ? - 1.69 avec le potentiel AS+AT.

1 1 1
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temps (ps)

Figure 3.25: La fonction d'auto-corrélation des vitesses normée ,1, (t) /rl, (0) de Xe en fonction du
temps pour les potentiels AS (trait plein) et AS+AT (trait haché) et pour trois températures :
@) f : 300 K, (ô) ? : 100 K et (c) T : 25K, correspondant, respectivement, aux états liquide,
surfondu et amorphe.
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Figure 3.26: Le coefficient d'autodiffusion D en fonction de Ia température. Les cercles cor-
respondent au potentiel AS et les carrés au potentiel AS+AT.

Les valeurs très proches de B et 'y montrent que dans ce domaine les interactions à trois

corps n'ont pas beaucoup d'influence. Le tableau 3.6 récapitule tous les résultats que nous avons

trouvés pour les gaz rares. Il montre l'étalement des valeurs de la température de transition

vitreuse en fonction des propriétés physiques observées. Ceci confirme le point de vue d'Angell ef

aI. 18, 9] qi indique que cet étalement des valeurs provient des vitesses de trempe éIevées

pratiquées en dynamique moléculaire. La valeur la plus basse, pour laquelle il semble que la

transition ait eu lieu, est ?, fournie par la chaleur spécifique à volume constant. Finalement, le

tableau 3.6 regroupe les résultats de toutes les températures de transition qui ont été déterminées

dans cette partie. Il est possible d'en dégager quelques tendances en guise de conclusion.

Suivant le critère employé pour la déterminer, Ia température de transition vitreuse est

étalée sur un domaine de 10 à 40 K, qui dépend de l'élément et du potentiel utilisé, si I'on écarte

les valeurs de Tp, trop grossières. Ceci est Ie résultat d'une vitesse de trempe élevée comme l'a

suggéré Angell [8, 9]. La borne supérieur est T, et la borne inférieur est 7, et il est raisonnable de

penser que Ia transition vitreuse a eu lieu à la température ?e, qui est habituellement tenue pour

la véritable transition. Il existe malheureusement peu de valeurs expérimentales de la transition

vitreuse des gazes rares. A notre connaissance, il n'existe qu'une valeur pour I'argon 1421,
Ts - 20K, qui a été obtenue à partir de films d'argon amorphes en mesurant la variation de Ia

pression de vapeur avec le température. Nos valeurs, quelque soit le potentiel, sont très éloignées

de cette mesure. Si I'on détermine le rapport Tnf Ty, on trouve pour tous les éléments une valeur

proche de 0.45 avec le potentiel LJ,0.57 avec le potentiel AS et 0.62 avec le potentiel AS+AT,
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seul le potentiel AS+AT satisfait à la règle de Beaman-Kauzmann [63] qui stipule que :

(3.24)

pour les substances monoatomiques. Pour le potentiel AS les valeurs sont inférieures mais restent
proche de 213. Ceci est dri au fait que Ie potentiel AS et le potentiel AS+AT ont tendance à

augmenter Ia température de transition vitreuse dans tous les cas par rapport au potentiel LJ,

et I'un par rapport à I'autre, alors que la température de fusion est peu modifiée3. Finalement,
I'estimation de la température de fusion à I'aide du critère R:0.2 donne des valeurs proches de
l'expérience, et la plus proche est fournie par le potentiel AS+AT. Ceci montre une fois de plus
que la contribution triple-dipôle est un ingrédient nrâcessaire à la description des interactions

dans les gaz rares.

A I'heure actuelle, il n'y a pas de cadre théorique définitif permettant de décrire la transition
vitreuse [29]. Même si cette transition à I'apparence d'une transition du second ordre, aucun

critère qu'il soit thermodynamique ou dynamique n'a permis de le mettre en évidence. Actuel-

lement deux théories sont en concurrence : la théorie des nappes d'énergies (Energy Landscape)
en ce qui concerne la thermodynamique et la théorie des couplages de mode pour la dynamique.

Toutefois, Debenedetti et Stillinger 129) pensent que la réponse se trouve dans le lien qui pourra

être établi entre ces deux points de vues. Notre étude phénoménologique a néanmoins pu mettre

en évidence I'influence des interactions à trois corps sur la transition vitreuse et sur les propriétés

structurales dans les états surfondus et amorphes.

3.3.4 IJniversalité du comportement des gaz rares

Il est bien connu que les gaz rares étudiés ici suivent la loi des états correspondants [74] pour

des propriétés telles que le point critique et le second coefficient du viriel qui leur donnent un

caractère universel. Si I'on suppose que l'énergie potentielle d'interaction peut se mettre sous

une forme :

T a 2

Tr-  3 '

N

[Jr ,r :  I tO (?), (3 .25)
i+i

alors les systèmes satisfont à Ia loi des états correspondants si les grandeurs physiques que I'on
peut mesurer ou déterminer prement les mêmes valeurs et s'écrivent de la même manière quand

elles sont exprimées dans les unités de distance o, d'énergie e et de temps , : o JrrJ r, où rn

est la masse des atomes.

Les calculs de simulation effectués ici à I'aide du potentiel de Lennarcl-Jones ne sont d'aucun

intérêt car ce modèle satisfait strictement à la relation (3.25). Les résultats sur Ia structure, la

thermodynamique et la dynamique sont parfaitement transposables d'un élément à I'autre. En

revanche, ceci n'est pas évident pour le potentiel d'Aziz-Slaman avec ses paramètres spécifiques

à chaque élément. Ceci l'est encore moins quand les contributions à trois corps, représentées par

le potentiel d'Axirod-Teller, sont prises en compte.

3Notoo" que la valeur expérimentale pour Ar ne satisfait pas ce critère.
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Figure 3.27: Le ratio?- en fonction de la température réduite ?* pour les gaz rares Ar (carrés),
Kr (cercles) et Xe (triangles). La figure (a) : le potentiel AS et la figure (b) : le potentiel
AS+AT.
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Figure 3.28: L'énergie interne
Ar (carrés), Kr (cercles) et Xe
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Figure 3.29: La fonction d'autocorrélation des vitesses normée pour trois températures réduites
T* : 1.062 , 0.354 et 0.088 (de haut en bas), pour les gaz rares Ar (carrés), Kr (cercles) et
Xe (triangles). La figure (a) : le potentiel AS et la figure (b) : le potentiel AS+AT.
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Figure 3.30: Le facteur d'auto-diffusion en unité réduite en fonction de la température réduite 7*
pour les gaz rares Ar (carrés), Kr (cercles) et Xe (triangles). La figure (a) : Ie potentiel AS et
la figure (b) : Ie potentiel AS+AT.
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Les figures 3.27,3.28,3.29 et 3.30 montrent respectivement la variation du ratio R, de

l'énergie interne, de la fonction d'auto-corrélation des vitesses et du facteur d'auto-diffusion en

fonction de la température réduite T* . La partie (a) de chaque figure montre les résultats des

trois éléments Ar, Kr et Xe, exprimés dans les unités réduites, obtenus à I'aide du potentiel

AS seul. La partie (b) montre les mêmes résultats lorsque les contributions à trois corps sont

prises en compte. Toutes les courbes se superposent de façon frappante dans tous les cas,

indiquant le caractère universel du comportement des gaz rares pour les deux potentiels utilisés.

Le comportement est vérifié pour les propriétés structurales, thermodynamiques et dynamiques

dans les états liquides, surfondus et amorphes. .4 foftiori,l'universalité porte également sur les

températures de transition vitreuse puisqu'elles sont déterminées à I'aide de ces propriétés.

3,4 Propriétés structurales du silicium et du germanium

3.4.L Silicium

Dans ce paragraphe nous avons calculés les propriétés structurales et dynamiques du silicium

par dynamique moléculaire en utilisant Ie potentiel empirique de Stillinger-Weber (SW) présenté

dans la section 1.3.5 du chapitre 1. Nos résultats de structure atomique sont comparés avec des

données expérimentales [11, 100, 117] , malheureusement aucune comparaison n'est possible avec

I'expérience en ce qui concerne les propriétés dynamiques ; à notre connaissance la stmcture

dynamique n'a jamais été mesurée sur cet élément compte tenu des difficultés expérimentales

liées à sa température de fusion élevée. Notons immédiatement que nous avons été amené à

modifier le paramètre o qui représente le facteur d'échelle du potentiel SW, à la lumière des

récentes mesures de la densité dans Ie liquide stable près du point de fusion [tt], afin d'obtenir

un bon accord avec I'expérience pour la structure des états métastables.

Conditions des simulations

Nos calculs de dynamique moléculaire ont été réalisés sur un système de 1728 particules dans une

boîte de simulation cubique sujette aux conditions aux limites périodiques ordinaires. Le nombre

de particules choisi correspond à un bon compromis pour minimiser à la fois les temps de calcul

et les effets de taille du système qui se répercutent par une dispersion des valeurs de ,S (q) aux

faibles vecteurs d'ondes. Nous avons également utilisé I'algorithme de dynamique moléculaire

parallèle. Les densités de Si dans les états stables et surfondus sont comprises entre2.458cm-3

et2.758cm-3 et correspondent à une boîte de côté variant de 30Â à 32Â. Les dimensions de la

bolte et le rayon de coupure a : 1.8 du potentiel SW permettent une décomposition spatiale de

la boîte de simulation et I'utilisation de 8 processeurs.

Les simulations ont été faites dans I'ensemble microcanonique (NVE). Pour chaque état

étudié, Ie système a été équilibré pendant 10000 pas de temps, et un grand nombre de con-

figurations indépendantes ont été produites sur une période de 40000 pas de temps. Conven-

tionnellement, le pas de temps At est de 2 x I0-2r, où r: o(m/e)rl2 :7.527 x 10-las, soit

At :  1.54 x 10-15 s.

r17
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Les états surfondus sont produits à partir de la phase liquide dans I'état stable à T :3790 K
et p - 2.459cm-3, en refroidissant le système tout en augmentant sa densité selon la procédure

décrite par Abraham en 1980 [1] et dont nous avons parlé dans la section précédente. La vitesse
moyenne de trempe est de 3.2x1012 K s-1, et I'accroissement de la densité est obtenu en réduisant
Ia taille de la boîte de simulation à chaque diminution de Ia température, pour aboutir aux trois
é t a t s f i n a u x t  p : 2 . 5 7 8 c m - 3  à ? :  I 8 2 g K ,  p : 2 . 7 l g c m - 3  à T : 1 6 0 3 K  e t  p - 2 . T b ; c m - \
à ?: 7542K, qui correspondent aux conditions expérimentales des systèmes étudiés par Ansell
et al. [tt]. Comme conséquence de cette proédure de trempe et de compression, nous avons
constaté une hausse sensible de Ia pression P du système. A T : 1829 K, la pression est
rigoureusement nulle, ce qui correspond aux valeurs expérimentales désirées, alors qu'elle atteint
une valeur Pos fe: 0.13 + 0.009 àT :1603K et Po3 fe: 0.16 +0.008 à T :  1542K.

Initialement, Stillinger et Weber utilisaient une valeur de a : 2.0951Â [t0+] pour que la
densité de Si solide corresponde à l'agencement observê àT : 0 K. Tenant compte des nouvelles
mesures de densité dans le liquide de Sasaki eÉ. al. [94, 95], nous avons choisi de prendre
nne valeur de o différente qui permet de reproduire la densité expérimentale p :2.57 Scm-3
à la température T :7829K. Ces valeurs correspondent aux conditions expérimentales dans
lesquelles le facteur de structure dans le liquide stable a été mesuré. Nous avons alors fait des cal-
culs de dynamique moléculaire avec le potentiel SW dans I'ensemble isobarique-isoenthalpique,
en suivant le mode opératoire de Broughton et Li [21], pour obtenir l'état thermodynamique qui
nous intéresse, et qui est atteint avec la valeur de o:2.0618Â. Cette nouvelle valeur de o nous
a permis de reproduire correctement la position du premier pic de la fonction de corrélation de
paire expérimentale.

La figure 3.31 montre la fonction de corrélation de paire g(r) de Si dans des états thermo-
dynamiques obtenus par refroidissement successifs à partir de la phase liquide stable à 3790 K.
Nous présentons également la figure 3.32, pour comparer la fonction de corrélation de paire g (r)
obtenue avec le potentiel SW , à 1829K, avec plusieurs expériences. Alors que les fonctions
expérimentales de Waseda et de Steeb ont des formes sensiblement identiques, celle cle Ansell ef
al. laisse apparaître un pic subsidiaire entre Ies deux premiers pics, habituellement caractéris-
tique des liquides covalents, situé autour de 3.5 décalé vers les petites valeurs de r'. Comparée
à I'expérience de Steeb notre fonction g (r) ne coTncide qu'au niveau des positions du premier
et du second pic, alors que les amplitudes des oscillations sont plus proches de celles de g(r) de
Waseda. La fonction de corrélation de paire de ce dernier présente un léger plat à la position
de la petite bosse entre les deux premiers pics de notre courbe. Notons que cette petite bosse,
non révélée par I'expériences, a été prédite par Luedtke et Landman [70] et Cook et C\ancy l27l
dans leurs études sur Si avec le potentiel de SW. Bien que le pic principal de notre g (r) soit
légèrement plus étroit, la position et la hauteu-r sont en très bon accord avec Ies expériences de
Waseda et de AnselJ. et aI., c'est une conséquence de notre ajustement de la valeur a dans le po-
tentiel SW. On peut voir I'effet de a en examinant Ia courbe en pointillés sur la figure 3.32- (a),
qui a été obtenue avec la valeur originale de o proposée par Stillinger et Weber [104].
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T: 3790 K, p:2.45 gcni'

T: 3260 K, p: 2.48 gcni3

T: 2810K,p:2.51 gon- '

T: 2260 K, p : 2.54 gcni'
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Figure 3.31: Fonctions de corrélation de paires g (r) de Si pour les états successifs obtenus par

refroidissement du liquide stable àT:3790K et p - 2'459cil-3, avec une vitesse de trempe
de 3.2 x 1012 Ks-l ,  jusqu'à obtent ion de l 'état surfondu T :1542K, p:2.759cm-3.
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Figure 3.32: Fonction de corrélation de pair g(r) de Si à ? : L82gK et p :2.578cm-3
calculée par dynamique moléculaire avec le potentiel SW et avec la nouvelle valeur o : 2.0618Â
(trait plein). Figure (a) : comparaison avec g (r) calcuté avec I'ancienne valetu o : 2.0951Â
(trait haché) et avec a(r) expérimentale Waseda [ttfl (carrés). Figure (b) : comparaison avec
g (r) expérimentale de Steeb [tOO] (trlangles) et avec g (r) expérimentale cle Ansell et. at. ]l
(cercles).
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Figrue 3.33: Fonctions de corrélation de pair g (r) de Si calculées par dynamique moléculaire
avec le potentiel SW et avec la nouvelle valeur a : 2.06184 (trait plein) comparées avec les
expériences de AnseII et. aL [11] (cercles). Figure (o) , g(r) obtenue avec T : 1603K et
p:2.718cm-3, en trait haché g(r) à ?: 1603K obtenue par dynamique moléculaire par re-
froidissement à volume constant. Figure (b) , g (r) obtenue avecT : I542K et p :2.758cm-3.
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Les états sr-rrfondus (tl : 1603 K et T : 1542K) correspondant à ceux explorés par Ansell
et. al. [11] sont maintenant étudiés, et les fonctions de corrélation sont tracées sur la figure 3.33.

Ces états sont situés en dessous du point de fusion expérimental, et il est important d'indiquer
que ce sont de véritables états surfondus pour le potentiel SW. Le changement de la valeur
de a ne modifie pas la température de fusion du modèle, qui est située entre 1662 K et 170411,

domaine qui contient la température de fusion expérimentaleTyu": 1683 K comme le montrait
récemment des simulations de I'interface solide-liquide [27]. Donc, le potentiels SW fournit une

température de fusion réaliste, contrairement au potentiel de Tersotr [107] employé récemment
par Ichimaru [53], où selon les auteurs Ia température de fusion du modèle est presque le double
de la valeur expérimentale. Ceci laisse présager que les résultats de structure du liquide surfondu
devraient être mieux prédits par le potentiel SW que par le potentiel de Tersoff. La bosse
sur g (r), déjà présente dans le liquide stable, croît radicalement et le second pic est transféré
vers les petites valeurs de r tandis que sa hauteur diminue pour former un double épaulement.
Un bon accord est trouvé avec I'expérience pour les deux températures étudiées, surtout à l'égard
de la prédiction du double épaulement qui paraît entre 3 et 4Â. Signalons que si le système est
refroidi sous le point de fusion à volume constant, le double épaulement n'est plus détecté comme
il peut être vu sur Ia courbe en pointillés de la figure 3.33- (a) af : 1603K. Dans ses calculs
ab initio à volume constant, Stich ef ol. lI01,103] n'a pas observé cette singularité pour l'état
surfondu à ? : 1250K. Ceci devrait être ainsi attribué à un accroissement fort de Ia densité
du liquide surfondu jusqu'à 2.77Ecm-s pour ?: 1603 K et 2]58cm-3 pour ? : I542K. Nos
simulations corroborent les récentes mesures de densité de Sasaki ef al. [94, 95], qui révèlent
un accroissement important de la densité lors du refroidissement et dont les valeurs extrapolées
coïncident avec les nôtres. Elles sont légèrement supérieures aux valeurs expérimentales de
Egry [30] obtenues en surfusion.

Pour terminer cette étude de la structure ionique de Si, nous avons calculé Ie facteur de
structure ,9 (q) par transformée de Fourier de la fonction de corrélation de paire obtenue par

dynamique moléculaire. Les résultats sont comparés aux données expérimentales disponibles
sur Ia figure 3.34. Pour l'état Iiquide (fig.rt" 3.34- (a)), Ie facteur de structure expérimental
de Waseda àT :1793K et celui de Ansell ef al. à ?: 1829K ont été rajoutés à titre de
comparaison. Contrairement à la fonction de corrélation de paire les oscillations clu facteur de
stmcture calculé sont en phase avec celles du facteur de structure expérimental. En particulier

il y a une très bonne colncidence avec la courbe de Waseda. En revanche le modèle ne prédit pas

le comportement de S(q) aux petites valeurs du vecteur de transfert. Dans les états métastables
à T : 1603 K (figtt" 3.34- (à)) et T : I542K (figure 3.34- (c)), on notera le bon accord de la
forme générale du pic principal de S(q) entre nos résultats et les données expérimentales d'Ansell
et 01. [rL].

Distribution angulaire de la fonction de corrélation de paire

Dans le but d'analyser les changements structuraux dans les états métastables avec plus de
détails, nous avons calculé Ie nombre de coordination et la distribution angulaire de Ia fonction
de paire. La figure 3.35 présente I'histograrrrme du nombre de particules situées à I'intérieur
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Figure 3.34: Facteurs de structure S (q) de Si calculés par dynamique moléculaire avec le po-

tentiel SW et avec la nouvelle valeur o : 2.0618Â (trait plein) comparés avec les expériences
de Ansell ef. al. [11] (cercles) et de Waseda [t17] (carrés). Figure (o), p:2.57 Scm-3 et

T :1829K, f igure (b) t  p :2.718cm-3 et T :1603K et f igure (")  ,  p :  2.75$cm-3 et
T :1542K,
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Tableau 3.11: Nombre de coordination pour trois rayons correspondants aux trois premiers
minimums successifs de la fonction de corréIation de paire g(r). Entre parenthèses les valeurs
expérimentales de Ansell et al. llll.

d'une sphère de rayon correspondant au premier minimum de la fonction de corrélation d.e
paire, pour chacune des trois températures ?: l82gK, ?: 1603K et ? :1542(. Les trois
distributions sont à peu près semblables, et si ce n'est que la coordination 5 est dominante à
toute température, il semble assez difficile d'exploiter ce résultat pour l'instant.

Dans le tableau 3.11, nous avons reporté le nombre de coordination n (r"o*) calculé pour
des valeurs de r"o* correspondant aux trois minimums successifs de la fonction de corrélation
de paire. Si l'équation (1.a6) est intégrée jusqu'au premier minimum, une petite réduction
de n(r"o"r) est observée quand la température d.iminue. Dans le liquide stable, le nombre
de coordination est sous-estimé par rapport à la valeur de 6.4 trouvée communément dans la
plupart des expériences, tandis que pour les états surfondus les valeurs sont en assez bon accorcl
avec celles de Ansell et al. [111. Si I'équation (1.+O) est intégrée jusqu'au deuxième minimum,
n(r"o*) augmente quand ? diminue, et prend des valeurs voisines de 8 pour le liquide stable
et de 10 pour les états surfondus. En prenant le rayon correspond.ant au troisième minimum
de g(r),le nombre de coordination reste presque le même pour les trois températures. Dans
l'êtat surfondu, la variation de n(t'"o*) indique que deux aromes en moyenne sont transférés
de la troisième couche d'atomes à la seconde, ce qui est cohérent avec le comportement de la
densitê observé à température proche de celle clu point de fusion.

Pour étudier la distribution des orientations des liaisons atomiques, nous avons calculé la
fonction de corrélation à trois corps gs (0,ronà qui mesure la probabilité d.e trouver, à I'intérieur
d'nne sphère de rayon ror4 autour d'une particule i prise comme origine, deux voisines j er k
tels que les paires i - j et i - k forment un angle d. Sur la figure 3.36, nous avons tracé la
fonc t ion  h(O, ro , .s )  pour? :1829(avecdeuxrayonsrons :2 .g9Â e t r .dne:3 .33Â;cesdeux
valeurs correspondent aux deux premiers minimums de la fonction de corrélation de paire g (r) .
Nous remarquons gue gs (0,ro,,o) calculée avecl'ons:2.ggl présente un maximum autour de
0 : I00 o et ur léger épaulement vers d : 50 o. Cette fonction change cl'allure quand elle est
calculée avec ro,"s: 3.33Â.

Sur la figure 3.37, nous avons superposé les fonctions h (0,ronn) de l'état liquide à ? : 1829 K
et de l'état surfondu à T : 1542K avec les rayons rons :3.33Â et 3.46Â correspondant aux
deuxièmes minimums de Ieurs g(r) respectifs. Ces valeurs deronn sont cohérentes avec celles de
Stich eÉ ol. ll02l et Fabricius et al. [33] clans leurs calculs de clynamique moléculaire ab ini.ti.o,
ainsi que celles employées par Ishimaru et al. [53] avec le potentiel Tersoff. Nous remarquons

724

T :1542K T :7603K T : I829K
couche r""", (A) n (r"o-) r""* (A) n (r"oor) r"o- (A) n (r"o*)

1 2.90 5.23 +0.20
(5.50 + 0.50)

2.93 5.37 + 0.20
(5.50 + 0.50)

2.99 5.54 + 0.19
(6.40 + 0.50)

2 3.46 9.86 + 0.30 3.49 10.01 + 0.29 3.33 7.83 +0.22
3 4.50 20.48 + 0.37 4.47 20.78 + 0.35 4.M 19.82 + 0.38
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Figure 3.35: Distribution des nombres de coordinations locaux à I'intérieur d'une sphère de rayon
rco correspondant au premier minimum de la fonction de corrélation de paire pour chacune des
trois températures T :1829K (figure de haut pour rco : 2.90Â), ?: 1603 K (figure du milieu
pour rco : 2.93Â) et T : I542K (figure de bas pour rco : 2.99Â).
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Figure 3.36: Fonction de distribution angulaire gs(0,ro,.n\ de Si à T: I829K pour deux rayons
différents 1 rsns: 2.99Â (trait hachê) et ronn: 3.$Â (irait plein).

que les deux courbes de 93 (0,r'ons) de la figure 3.37 présentent un pic important à I : 50"
suivie par un large pic entre 80o et 100o, et par une singularité au voisinage de 0:150o. Le
déplacement du large pic occasionné lors du passage de l'état liquide à l'état surfondu indique
une tendance à amplifier l'agencement tétraédrique idéal avec un maximum singulier proche de
I'angle de liaison tétraedrique de 109o.

Quand la température change de ? : 1829 K à ? :1542K, il est intéressant de remarquer
que la hauteur du pic principal de 93 (9, r'or.,r) diminue et sa position change de 0 : 90. à
9 : 80". En même temps, Ie pic à 0 :50o augmente et bouge légèrement vers les petits
angles. Ce déplacement angulaire de la distribution est cohérent avec I'augmentation de la
densité. Donc, la compétition entre les deux types de structures et les fluctuations induites dans
Ia disposition atomique locale du surfondu pourraient être à I'origine clu comportement singulier
de la densité du Si liquide près du point de fusion.

Coefficient de diffusion

L'étude de Si a ensuite porté sur quelques propriétés dynamiques corrune la fonction d'auto-
corrélation des vitesses (fiSut" 3.38- (b)) et le déplacement quadratique moyen (fig,rr" 3.38- (a)).
Cette dernière est particulièrement intéressante car elle permet cle s'assurer que Ie système se
trouve encore dans I'état surfondu pendant la procéclure de refroiclissement de Si liquide en
dessous du point de fusion. Un tracé de l'évolution du déplacement quadratique moyen en
fonction du temps est fourni sur la figure 3.38- (a). Comme on peut Ie constater, o (t) a un
comportement asymptotique linéaire pour les états étudiés ce qui garantit que le système est
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Figure 3.37: Fonction de distribution angulaire gs(0,ro",nl de Si pour l 'état liquideT:1829K
(trait plein) et l'état surfondu T : I542K (trait haché) et pour un rayon rans correspondant au
premier minimum de chacun de leurs g (r) respectifs.

encore surfondu àT :1603 K et T : 7542K, et non amorphe. Une représentation de la fonction

d'auto-corrélation des vitesses V (t) est donnée sur la figure 3.38- (b). Etant normée, sa valeur

à I'origine est égale à 1 et sa pente à I'origine est nulle conformément à ce qui est prescrit par les

règles de sommes. On peut également voir qu'elle est négative pour certaines valeur du temps,

ce qui s'explique par une rétrodiffusion de Ia particule lorsqu'elle percute une de ses voisines les

plus proches formant une cage autour d'elle. Aux températures élevées le phénomène de rétro-

diffirsion (non représenté sur la figure) disparaît et la fonction 1, (t) s'amortit sans oscillations.

Le coefficient d'autodiffusion D a êtê calculé d'une part au moyen de Ia pente de la courbe

de o(f) aux temps longs, et d'autre part en intégrant la fonction d'auto-corréIation ry'(l), nos

résultats obtenus par les deux méthodes ont été reportés dans le tableau 3.12. Nous constatons

que les valeurs obtenues par les deux méthodes sont très proche les unes des autres et que,

ùT :1829K, la valeur Dt1, est également en bon accord avec celle de Broughton et Li [21]
(D: 0.98 x 10-4cm2s-l àT :2010K). Pour les états surfondus, le coefficient d'autodiffusion

de Si est presque divisé par un facteur 2 par rapport à sa valeur dans la phase liquide au dessus

du point de fusion.

Pour clore cette étude sur les propriétés de Si pour des états liquides stables et méta-

stables nous voulons résumer brièvement les points essentiels. Les résultats ont été obtenus

par dynamique moléculaire avec le potentiel empirique de Stillinger-Weber. Une procédure

d'ajustement du paramètre d'échelle o, tout à fait compatible avec la variation de la densité

du silicium observée par Sasaki [94, 95] au point de fusion, a permis de prédire la fonction de

corrélation de paire, le nombre de coordination et la fonction de distribution angulaire. Il faut
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Figure 3'38: Déplacement quadratique moyen o (t) (figure (a)) et la fonction d.'auto-corrélation
des vitesses rb (t) (fiSot" (b)) de Si en fonction du temps. Les trois courbes correspondent aux
températures ?: 1829K (pointillés), ?: 1603K (rrait plein) et T: Ib42K (trait haché).
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7 (K) D (104 cmz s-

Do Drb

1829
1603
1542

0.9282 0.9681
0.7373 0.7376
0.4271 0.4296

Tableau 3.12: Les valeurs de la constante d'autodiffirsion D calculées à partir de o (t) et de r/ (t).

signaler que cet ajustement n'est accompagné d'aucune modification de la température de fusion

du modèIe car elle ne dépend pas du facteur d'échelle a. Cela n'aurait pas été le cas si nous

avions modifié la profondeur e du potentiel.

3.4.2 Fonction de corrélation de paire du germanium au point de fusion

Les bons résultats obtenus précédemment pour le silicium nous ont amenés tout naturellement

à faire une étude analogue sur le germanium (Ge) pour lequel nous disposons également d'un

potentiel d'interaction développé par Stillinger et Weber. Mais pour avoir une indication générale

de I'applicabilité du modèle et économiser les temps de calcul, cette étude préliminaire a été

menée sur un système de N : 216 particules. Comme pour Si, les simulations ont été faites

dans I'ensemble microcanonique (NVE). Le système a été équilibré pendant 2000 pas de temps,

et la période de production a duré 4000 pas de temps Lt:2x !0-2r, où z : o(mf e)r/2 :

14.564 x 10-1as soit At :2.913 x 10-15s. En effet, Ies valeurs des paramètres du potentiel de

SW sont ceux de Yu ef al. ft2al repris par Wenbin et at. [118], à savoir o:2.2154, À: 19.5

et € : 1.74eY, plutôt que celles de Stillinger et Weber qui sont plus anciennes. Toutefois,

la disparité des valeurs trouvées dans la littérature nous a incité à construire notre propre

paramètrisation. Par ailleurs, nous avons choisi la densité de 5.568$cm-3 qui correspond à la

densitê expérimentale utilisée par Waseda [116].

Pour À : 19.5, la température de fusion du modèle est de 1301 K au lieu deTyu": 1210.6 K,

c'est pourquoi nous avons été amené à modifier la valeur du paramètre À pour faire coïncider la

température de fusion réelle avec celle du modèle, c'est le paramètre le plus sensible pour cette

propriété physique car il mesure I'importance de la contribution à trois corps par rapport à la

contributions à deux corps. Cette opération était inutile pour Si puisque le modèle fournissait Ia

bonne valeur de la température de fusion. Seule la modification du paramètre a était nécessaire

pour reproduire le pic principal de la fonction de corrélation de paire g (r) pour une densité dans

le liquide nouvellement mesurée. Donc pour Ge, nous avons tracé sur la figure 3.39 l'énergie

potentielle en fonction de Ia température pour trois valeurs de À voisines de celle de Wenbin

et al. lll8l. Pour obtenir cette courbe, nous démarrons une série de simulations dans Ie solide

avec une structure diamant à basse température. La température est élevée progressivement

par pas de 25 K. A chaque température une simulation courte est réalisêe avec 2000 pas de

thermalisation et 4000 pas de production durant laquelle les grandeurs thermodynamiques sont

collectées. A mesure que la température augmente l'énergie augmente régulièrement. La petite

taille du système simulé implique qu'il peut entrer dans une phase métastable de solide sur-

r29
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Figure 3.39: L'énergie potentielle en fonction de la température pour À : 19.5 (cercles vides)
pour À : 19.25 (carrés) et pour À : 19.0 (triangles vides).

chauffé. Spontanément, il fond à une températrreTy et se retrouve à une température 7,, dans
Ie liquide. Finalement, l'énergie dans Ia phase liquide croît à nouveau régulièrement. Une esti-
mation assez grossière de Ia température de fusion est donnée par la moyenne des températu-res
T^ et TM, soit :

Tyus :
T^ + Tpr

(3.26)

pour la valeur de À : 19.5 nous trouvons Tyus : 1301 K. Nous répétons cette opération pour

deux autres valeurs de À. Ainsi pour À : 19.25 la température de fusion est autour de I272K
et pour À: 19.0 elle est autour de L222K et cette clernière valeur est assez proche de la valeur
expérimentale.

Une fois Ia valeur de À : 19.0 choisie, nous avons calculé la fonction de corrélation de paire et

nous I'avons comparée avec les expériences de Steeb [tOO] et de Waseda [ttO]. Nous présentons,
sur la figure 3.40-(a), Ia fonction g(r) à des températures très proches de la température

de fusion expérimentale Tyu": 1210.6K, en comparaison avec les clonnées expérimentales.
Notons que les deux courbes expérimentales de g (r) ne sont pas totalement iclentiques, puisque

I'expérience de Waseda fournit un premier pic plus important que celui de I'expérience de Steeb,
et surtout elle ne fait pas apparaltre l'épaulement entre les deux premiers pics à 3.5Â. Le premier

et le second pic de g (r) que nous avons calculé sont en très bon accord avec I'expérience de
Waseda. Par rapport à I'expérience de Steeb, le pic principal de g (r) est légèrement surévalué,
alors que la bosse située entre les deux premiers pics est reproduite.

Pour la température T : 1573 K, qui nous place dans le liquide, nous avons tracé sur la

s
g
la

1100 T l20o
m
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Figure 3.40: Fonctions de corrêlation de pair g (r) de Ge calculées par dynamique moléculaire

avec le potentiel SW, avec Ia densité p:5.5688cm-s et avec la nouvelle valeur À: 19.0 (trait

plein) comparées avec les expériences de Waseda [116] (carrés) à ? :1253K et de Steeb [100]
(cerc les)àT:1233Ksur la f igure(a)e tavec l 'expér iencedeSteeb[ t00 ] (cerc les)a? :1573K
sur la figure (b).
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figr:re 3.40- (b), la fonction g (r) en comparaison avec l'expérience de Steeb. Nous remarquons

que Ia bosse entre les deux premiers pics est encore présente, et qu'elle est bien reproduite par

les calculs. Par ailleurs, notre courbe coïncide assez bien avec l'expérience en ce qui concerne les

positions des pics. Les différences apparaissent essentiellement sur les amplitudes des oscillations.

Cette étude préliminaire nous a permis de fixer les paramètres du modèIe de Stillinger-

Weber pour le germanium, qui représente correctement la température de fusion. Ceci est

particulièrement important si I'on veut étudier réellement des états surfondus du modèle. Cette

nouvelle paramétrisation prédit avec une bonne précision la structure dans le liquide, tant au

voisinage du point de fusion qu'à plus haute température. Nous pouvons ainsi poursuivre avec

confiance de nouvelles investigations avec ce modèle dans Ie liquide, le surfondu et I'amorphe et

envisager de nouveaux travaux, par exemple sur Ies alliages Si-Ge ou Ge-Se qui ont des propriétés

intéressante dans le surfondu et I'amorphe [80, 111, 123].

Bien entendu, un premier travail pourrait consister à déterminer la température cle fusion

avec plus de précision en simulant une interface liquide-solide avec un grand nombre de particules

et en utilisant la méthode de Morris et al. [77).



Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons voulu étudier I'influence des interactions à trois corps sur les pro-

priétés structurales et thermodynamiques de quelques fluides denses dans des états surfondus et

amorphes, au moyen de la dynamique moléculaire parallèle.

Tout d'abord nous avons commencé par décrire les interactions entre particules dans les

gaz rares et deux semi-conducteurs liquides, puis nous avons fourni les éléments de physique

statistique utiles à Ia description microscopique cle leurs propriétés. Nous avons ensuite présenté

Ies bases de la dynamique moléculaire parallèle sur laquelle reposent tous les calculs. Ceux-ci

ont été testés sur le fluide de Lennard-Jones, ce qui nous a permis d'étudier le comportement

des propriétés structurales et thermodynamiques en fonction de clivers paramètres. Ainsi, nous

avons pu observer la sensibilité de la structure atomique (g(r) et S(q)), de l'énergie E et de la

chaleur spécifique Cr, anx variations de la taille du système et de la durée du calcul. Plus le

nombre de particules dans la boîte de simulation (N : 364500) et Ie temps de calcul augmentent,

meilleure est la statistique, ce qui se répercute sur la qualité des résultats obtenus.

Après cette étude préliminaire validant les algorithmes mis au point et la fiabilité des calculs

par une comparaison avec des travaux antérieurs relatifs au fluide de Lennard-Jones, nous avons

appliqué la méthode à des potentiels mieux adaptés à l'étude des gaz rares (Aziz-Slaman et

Axilrod-Teller). Nous avons comparé les résultats des gaz rares (l'argon, le krypton et le xénon)

Iiquides, surfondus et amorphes afin de voir I'effet des contributions à trois corps. Dans I'état

liquide, I'addition du potentiel à trois corps d'Axilrod-Teller n'apporte qu'une petite correction

sur g (r), tandis que l'énergie potentielle et la chaleur spécifique y sont plus sensibles. Cependant

les différences augmentent lorsqu'on diminue la température ce qui indique que les propriétés

structurale et thermodynamique sont plus sensibles aux effets à trois corps dans les états surfondu

ou amorphe que dans l'état liquide. L'observation de la fonction de corrélation de paire g (r)

montre que les caractéristiques propres à la surfusion et à I'amorphisation surviennent à des

températures plus hautes durant le processus de refroidissement quand on tient compte des effets

à trois co{ps. Nous avons également constaté que les gaz rares étudiés ont des comportements

similaires, et que leurs propriétés physiques sont sensiblement identiques pour des températures

différentes bien entendu, de sorte que l'on trouve dans les potentiels une certaine universalité.

Ensuite, nous avons étudié le silicium et le germanium avec le potentiel de Stillinger-Weber.

Dans Ie cas du silicium, nous avons été concluit à modifier la valeur du noeud du potentiel pour

prédire la structure du silicium dans les états liquide et surfondu et qui était en bon accord avec

les récentes expériences d'Ansell et. al. [tt] et de Waseda et. al. [ttZ]. ne plus, I'ajustement
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du paramètre a est compatible avec la variation de la densité du silicium observée par Sasaki

[94, 95] au point de fusion. Nous avons, également calculé le nombre de coordination et Ia

fonction de distribution angulaire. Signalons que I'ajustement du paramètre d ne s'accompagne

d'aucune modification de la température de fusion du modèIe. C'est pour cette raison que nous

avons ajusté le paramètre À du potentiel, quand nous avons étudier le germanium, pou faire

coïncider Ia température de fusion du modèle avec la température de fusion expérimentale. Cet

ajustement ne détruit pas Ie bon accord de la fonction de corrélation de paire avec les expériences

de Steeb et. al,. [tOO] et de Waseda [116].
En resumé, nous avons développé un outil informatique très puissant, en I'occurrence la dy-

namiquemoléculaireparal lèle,pourextrairedespropriétésstructuraler(g(r) ,  S(q),gs(0,ronù,. . . )

et des propriétés thermodynamiques (8",8p,C,,... ) d'* système de N particules sphériques et

inertes chimiquement. L'influence des effets à trois corps sur les propriétés des gaz rares liquides,

surfondus et amorphes a été mise en évidence, et en moclifiant les valeurs de certains paramètres

du potentiel de Stillinger-Weber nous avons pu prédire avec une assez bonne précision la struc-

ture et la thermodynamique du silicium et du germanium liquicles et surfondus. L'outil mis en

oeuvre peut certainement être améIioré techniquement pour simuler des systèmes encore plus

volumineux en vue d'explorer plus finement les grancleurs structurales et thermodynamiques des

fluides denses.

Cette étude peut être largement développée par des calculs sur le comportement des interfaces

Iiquide-solide auxquels notre prograrnme de dynamique moléculaire se prête très bien.



Annexe A

Calcul des vecteurs unitalres

Nous avons (voir figure A.1) :

r;.j 

:

I'àh :

r j k :

alors nous pouvons calculer les quantités suivantes :

A*. .  (  ôt ' ; i /0r; :  -(* i  -r ; )  l r ; i
? :  |  ô r ; i / }s ; : - (a i -aù l r ; i
o r i  

I  a r ; '11a"n : - ( " i - "ù l r ; . i

l "n i l  : 1 " , - to l

l "n r l  : l t r - " ; l

; r ; r l  : l t * - " i l

&r;; :
ôri

r;;- , ,

-A.i

( ôr;i/ôri: (ri - rù lr;i

\ }r;i/ôW : (si - uù lrii
| }r;i/7zi: (ti - z;) lui

r i j

rij
eij

ôr';1rf 0r;: - (rx - r;) lr*
àr;af 0y; : - (A* - Aù lr*
&'ipf ôz;: - ("* - zù lur

ôr;n
ôr;

I
\

rix
:

I'i,k

: -e&
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Figure 4.1: Représentation d'un triangle (i,j,k), des angles 0;,0i et d4 formés par les côtés
rij, Tik et rin du triangle (i, j,k) ainsi que les vecteurs unitaires e;i: r;ifrijt etk: r;pfr;1, et
êjk:  r in/r i* .
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0r;r
Arr

(
)

I
:  

l ik

rik
: eik

ôr';af 0*a: (rn - rt) /r*
ù'*/0a*: (a* - a) /r;1,
ôr;pf ôza: (z* - zi) /r*

?rinf )ri : - (r* - x) /rin
trlrloui : - (ax - yi) /rin
}rinf ôzi : - ("* - zi) /rix

oriu
0rj
:t

_ r  j t

I'jn
-ejn

fuio :
orx

(  0r1*/)rx:  (r*  -  r i )  / r in

\ ô161}ux : (a* - ai) /rix
|  ôr1*/ôzn: (zx -  z i)  / r in

1 ; b

,tr
e jk

en resume :

_anj
0r;

0r*- 
Aq-

_0r jx
0ri
At rj
ôrx

arjj _ Tij _ o. .
? r i  

-  
, o r - " " t

)r';n rt*
} r x -  r i k - " " *

ô r j *  _ r j k  _ ^ . .
ô r *  

-  
r ' i 1 r - " t t ;

?r tk  
: ) r jn  :  O

?ri ôrt



Annexe B

Calcul des cosinus

Nous voulons exprimer d'abord les cosinus des angles 0;,0i et 0p (voir figure A.1) en fonction

des distances't';i, r;p et rip i

cos0;

cos 0i

cos 0p

nous pouvons écrire (voir figure A.1) :

Tia

Tik
7'jp

rij
't'ik - 14

rjx

( 8 .1 )

(8.2)

(8.3)

(8.4)

(B.5)

(B.6)

(8.7)

(8 8)

(B.e)

'?* : '!.+'!u
, ? * :  ( r o i -T ' i o )2+ r?k

'?i : rl',+r]',
,?o : (roo-ri,)2+r?.1

'?i : 'lu+'lu
,?* :  ( r io - r ru)2+r lu

en faisant les soustractions suivante (8.5)-(8.4), (8.7)-(8.6) et (8.9)-(8.8) nous obtenons :

t .r { i + r i p - r j a

2rt,
t r tr i r - t ' i n+ r j *

2rin
^,2 t ^2 -2t i j T t l k - , j k

2r"
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et en remplaçant dans les expressions (8.1), (8.2) et (8.3) :

coso; : 
r'?i 

:rk 
- rlk 

'
2r;ir;p 

I

cosoi  :  
'? i  

= 'k+r?x,
2r;irix )

cosg1, : 
-r'?' 

: 
rk - r?o 

'2r;;çrix '



Annexe C

Calcul des dérivêes des cosinus

Nous pouvons exprimet cos0;, cos0i et cos0a sous la forme, de produit scalaire, suivante :

cosl ;  :  
ru ' t*
rtj Ttk

coso i  :  - t t i  .  r i *  
(c . l )- rtj r. jk

cos04  :  
r i k  ' r i k
Tik T jh

avec :

\ j . r r *  :  ( r i  -  r o ) ( *n - r ; )  + (a i  -aù (ax  -aù  +Q i  -  
"o ) ( " r  

-  
"o )

t i j ' r j k  :  ( * i  - * o ) ( *n - * )  +@i  -aù (yx -a i )  +Q i  -  
" o ) ( r r  

-  
" i )

r i k ' r j k  :  ( ru  - rù ( r x -  r i )  +@*  -a ; ) (a *  -a i )  r ( "n  -  z ; ) ( za  -  z i )

(c.2)

e t :

, 2 1

rik :

ôcæ0;

0 cos 0;--;-
olj

_0 cos0;
orx

1f Gi - rn)' : r? + a? + "? 
- 2(r;ri + aiyj * ziz) + r] + ul + rl

/ { "0  -  r , ) '  : " !  +a? + "? 
-2( r i r1 ,*a&xr  z ;21, )  +r l+a l+ t? ,  (c .3)

r jr ,  :  G-rt f  :*? +ul + "3 
-2(r ir l , Iaia*I ziz1,) +* 'o*a?+ " l

en remplaçant les expressions (C.2) et (C.3) clans les expressions des cosinus (C.1), nous pouvons

faire les dérivées suivantes de cosd; :

0rt

( -W : @ffig - 
W coso; - @fft.o"eo

:{-.'H"
[-ry
(  _Acæe ;  -  t  (ær - c i )  _  cosd ;  ( r i - r t )|  - -
I otj rij ?^ik r;j rij

1  -aPsa ;  -  t  @t -Y i )  -  æsd ;  ( a i -Y i )

I oyj rij rih rij r;j

|  - â  s O ;  -  |  ( z x - r i )  - æ s 0 ; ( z i - z i )
\ ozj r;j rih rij tij

(  _ ô æ e ;  -  |  @ i - r ; \  _  o s d ;  ( t r - t i )

I tth rik lii lik 7'ik

1 -agrse;  -  t  @i-Y;)  -  cosd;  (y*-u i )

I qk rik rii lik lik

|  - â c o s d ;  -  l  Q i - z i )  - c o s o ; ( " * - " i )
\ Ozk rik rij Tik rik

r r;*
: - -

ru rtk

cos 0.; r;i
' l ' ;à f;;

:  L r ; j  _cos î t ru . l
rik I'ij Tik rik

t4r
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de cos0i :

_0 ansî i

ort

_O cos0 j

ôr i

_0 a-osî j
or*

et de cos É4 :

0 cos0a
ôrt

ô ens0a

ôri

0 cos0p

orx

récapitulons :

ANNEXE C. CALCUL DES DERIVEES DES COSINUS

I
I
I
I
I
I

_ r  r ,  _  I  ( o r - e i )  
* æ s 9 i  

( a j - x i )
oûi r;i rjk r;i rij

_ ô g x d ;  _  t  @ * - y i )  * c o s d j ( y i - V i )
f u i r i j f i k T r i j r v

_ O e  9 i  _  |  @ * - z i )  - æ s 9 j ( z j - z i )
dzi rii rjk ' rii ,rJ

_r f " r ,  _  _  I  ( r i - t r )  _æs? i (æx-x i )
olDk rih rij rik rjk

_ U f r ,  _ _ l  f u i - U i )  _ c o s 0 j ( y r - A i )

_,KL__Té%_;,Ld%_ - - = - : _ : L

ozt rjk ri j  r jk rjk

I ti* , cos9i r;i

rij rjk ràj rtj

_ âcosd;  _ (æx-æi)-@i-gl - )  -  (c i -æi)u c s i

ôa, l i jr ih + YF ! cosîi

_ôwo i  -  @* -y i ) - ( y i - y i )  t  ( y i : y i|  \ Y l  v t ,-r...--'-

r :  -zl'4)-.o"6,
ayi ri i l ik ,ii

ry?: @=#4 *@p.coso1l i ir ik ,îj

_  ( a x ; a i )  

" o " g .T 1 '

_  ( yn ; y i )  
. o "g .

T 1 ,
J Æ

_ (z r ;z i )  

"o "g  
.

r 1 '
J É

L r i j cos 0j rjk

r'jkTij rj* rjx

_ âcosÉr -
ôai

_0cos9n  -
ôui

ô c æ 0 ;
ôz;

_ ô e n s 9 *  -
atj

_ âcos0* -
ayi

_ âcosdt  -
o"j

â cos dr
ôr*

_ âcos0r -
ôg*

_ âcosdr _
ôzr

_  I  ( c k - t i )  
*  cosd r  ( r * - t ; )

?^it t  r jk Tih 7. iL

_ t @u-Yi) r gggdln fur-y;)
l ik rjk rik |'ik

_ t  (z*-z i )  
-  cos?j  (z*-z;)

rik rjk rik rik

_ |  ( rk-ai \  _g cos0l  @n-ai)
lik lih rik ljh

-  t  (Yr-Y;)  1 cosd* (Yu-ui)
rjk ri,* rjk rjk

_ t  (z*-z i )  -  cosd* (zx-" i )
rjk Tit" rjk rjk

- _  1 . r *
Tik T jk

, COS 0p 1;1ç

t ,  ,  4 . 1' x t i  t 2 Æ

I  r *  ,  cos9Xr i *

rjk Tik 't- jk 7- jk

_(ar-%)l{?.*-æ;) + @Egn cos0p + @,r;,i)v#tJ cos04rikrj k r: , 'jr

-@x-ai-Ily-*-vù + fu#n cos01" * fut;yi) cos01,rikTjh
=-- cos

J É

-(zr- zi,).-,I\1x- zù 
+ ç;:dcos dp a Qr=;"i) cos 0 1,rikrj k r:, 'jn

0 cos 0;- 
ar,

ô cos 0;

Art
0 cos 06

Arr

_0cos0 j
ôr i

ô cos0i

ôrt

ô cos9 j
ôrn

0cos0; ,  ôcosî i
art - ark

I cos9;-ez;É - -eii
, t J  , z j

I  cos06-ei i  -  -etÈ
Tik - r-;k

ôcos0i ,  ôcos0i

ar, - aro
I  cosî;

-e i *  *  -e t t
rij rij

I cos d;
- -e; ;  -  -€ i l '

I ' j t t  
'  

r j l t
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0 cos0p ôcos îp  ,  ôcos04

ar, 
- 

arj
1 c-os 0p- -e i k  t  - e *

r;* - Tt*

I  cosîn--ein * -e;*
T'jk |'jk

ôrn
0 cos0a

0r;
0 cos0a

0ri



Annexe D

Expressions explicites des potentiels
et des forces dérivées

Pour alléger Ies écritures nous adoptons les notations suivantes :

D.1- Potentiel d'Axilrod-Teller

L'expression explicite du potentiel à trois corps d'Axilrocl-Teller est :

us (rr j ,  r ;1ç, r  i  n) :  r-Li  " . iu.u(,  
.  Ë f f i , ) ,

ainsi les dérivêes partielles (2.69), (2.70) et (2.7I) s'écrivent :

ôus ry l-, - I i'?t* * =l---- ( -,t; * fr2 - Fz^s+,-,,j)l ,a", : ffi L-'- B,1frEr- 4,m \-1, /)
}us Jus f  ,  JFozrt  *_ j -__(_, i+* i r iz*F2f t_r , r r ) l  ,a,1r : Wr L-'- s\ffi- a,ffi \--,h / J
&us s4--- f-, - I i'?or * i- ( -l:l - iiz * F2i3* ,,rr) Ia,,-: EfrffiL-'-Eq,ffirm\-u- /)

En remplaçant ces expressions dans les relations (2.62), (2.63) et (2.64),les forces l;,ip, F i,;.*,
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et F6,;y s'écrivent :

D.2 Potentiel de Stillinger-Weber

Le potentiel à trois corps de Stillinger-Weber s'écrit :

avec,

AIÙNEXE D. POTENTIELS ET FORCES

. ' . . .  -3uz f_ ,_ ' ! r / '2 f t - '  1  (_r r r r r rJ ;=  ; : ,=" \ lFLirc : 
afya y - ar!;!arlx ' 

4& \--,o1.- 
+F;2-rzi's+r-z)let1

-  3rs f_'  _ !  r , .zfu ,  L ( Fn.2is _L;. ; .^ _L;^;^ " ,^\ l  ^.+m 84i,;r4+ 44 
(.-T *F1i'2*i '2ft-rtrs)le*'

F. .. - 3us - f-t -2 ir'.:"" + ;--- ( -"ry t iriz - Fzis+ m,ir\ IEi , ik  :  - f f i  
L- ,  

-  
8f f i+ ry \ - -4-  

+7' f '2-r '21'3+rtrs 
) let i

,  J r s  |  ,  J  F '2Fs  1  (  F ,2Fs  \ l*m s4qrç+ ;6.i*(-7; 
- Fiz t F2r-'3 +rlrs 

))ei*,
*-. .. rus _ f_, _ ! irrozrsr_* I ( _F."z^* ).J.,_I'k,i i  : -qffi 

L-t 
- 

Befr&+ 4-6 (--4- *f!.2*i '2i3-; ': ir/ 
J

Jus | , J F1F2i's I / ff'2ls \l-Efre 
L-'- 84fr&* 44 (-4- 

-i:' 'zrrazr-'s+F..lz 
)1"'u'

us (ru, r  ip 1 t '*)  :  h (r  u,  r '  * ,  0 ; , )  a lz (r  i ; ,  r  i  * ,  0 i )  a h (r  p6, r '  k j ,  0 k),

h(,oi,nx,ot) : À*elr= .;-]( i . ;n)'

h(ri;, ' ix,o) : À*e i,"= . ;-l (!. ;#-)'
h(,oo,rxi,on) : ^*o 

hA . nL;](ï . rh)'

et les forces Fi,j,b, Fi,;r et F6,;7 s'écrivent :



D.2, POTENTIEL DE STILLINGER-WEBER
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Annexe E

Unités rêduites

Il est d'usage que les paramètres nécessaires pour conduire une simulation soient sans dimensions.

Les paramètres du potentiel choisi sont utilisés comme unités de réductions, ainsi l'énergie

caractéristique € sert d'unité d'énergie et le noeud a ou Ia clistance clu minimum du potentiel

r- servent d'unités de d.istance. La densitê p est alors écrite enunité a-3 :

N , A
p ' : i o : p t " ,

toutes les distances et en particulier la taille de la boite cle simulation L en unité o :

L*:! : f lY.
o \  c . '

la température en vnitê ef ke :

ô t  ^ l c B
I  : , 1  - ,

et le temps en unité ofilê ,

h:4.
" \/T'

h étant le pas de temps réduit et m la masse d'une particule. Par conséquent, les grandeurs

calculées par dynamique moléculaire sont obtenues en unités réduites, I'énergie par particule est

ainsi en unité e :

o * -  E
-  

N e '

Ies forces en unité e/a :

F* :  F! ,

les vitesses en unité 1ffi t

. l*,  :or r l ; ,

et Ia pression en :uri.i-tê ef o3 :

P. : Pt.
e

les quantités marquées par un astérisque sont les grandeurs réduites.
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Remarque

Il existe une deuxième façon pour écrire l'énergie et la pression en unités réduites, ainsi l'énergies
est exprimée en urité É :

o * - 0 8D  -  
N t

et la pression en unttê go3 :

P* : P7os.

avec B: I/lcsT.

ANNEXE E. UNITES REDLTITES



volume constant

La chaleur spécifique à volume constant Cu est définie par :

"": (#),,
iI existe deux méthodes pour calculer Cu, la première est de faire beaucoup de simulations

pour pouvoir écrire l'énergie E comme une fonction de la température et la dériver ensuite, la

deuxième consiste à calculer C, analytiquement en utilisant les règles de la mécanique statistique.

La chaleur spécifique à volume constant C., peut s'écrire en fonction des fluctuation de l'énergie :

"":#(toal') ,

( taol ' )  :  ((u- (E)) ' )

6E:  E  _  (E) .

Annexe F

Calcul de la chaleur spêcifique Cu à

c;:;['-#(tou;)')] 
',

(F .1 )

(F .2 )

o u :

Nous pouvons montrer que la chaleur spécifique à volume constant peut être calculée dans

I'ensemble microcanonique [44], il en résulte I'expression suivante en foncliotr des fluctuations

de l'énergie cinétique :

n  |  / , ) ^ t  \  .  1 - t
çi . :  -Y:- :  l l r  -  N?* (+ -  t  )  (E:- ' ) l  (F.3)-u  

N lcs  L -  \2  / " ' J

La forme (F.3) présente un inconvénient, puisque la température ?* est proportionnelle à

l'énergie cinétique, Ies termes ?* et (EJ-t) vont s'annihiler. Lebowitz et al. [66] ont mon-

tré que la chaleur spécifique à volume constant s'écrit pour un système isolé en fonction des

fluctuations de l'énergie potentielle comme suit :
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puisque le système est isolé, l'énergie totale est constante, ceci implique que les fluctuations de
l'énergie potentielle sont égales aux fluctuations cle l'énergie cinétique, il s'ensuit :

, - a *  3 f .  2  r  ^ t l - lc; :; 
[t 

_ 
iÉ" ((ôEJ),)J (F 5)

tr faut signaler que cette forme devient identique à la forme (F.3) pour les grandes valeurs de
N.

De I'expression (F.3) nous déduisons une forme de la chaleur spécifique qui s'exprime en
fonction de la moyenne de I'inverse de l,énergie cinétique,

(F.6)

et de I'expression (F.5), nous cléduisons une autre forme en fonction des fluctuations de l,énergie
potentielle,

(foon')
(F.7)CÏR : Ci

.,*R - /-* ! - - G{- 1) 11 - |ur. (a;-t)]
w . ,  : \ ' r -  - :u  -u  

2  N [1  _ (gn_1 ) " - (EJ - ' ) ]  1

Nr*2 _ Z (tonlr)
3_ ,



Annexe G

Corrections à longue distance

Corrections de l'énergie à longue distance pour les potentiels d'Aziz-Slaman et

d'Axilrod-Teller

Le potentiel d'Aziz et Slaman [13] s'écrit :

uz(r):  Aexp (-ar -r  Pr ')  -  G(") i  , rnufu, 
(G.1)

j:o

avec :

(  l - r4 - r ) ' z ]  s i  r {D,G(r):J ""ol- , i - ' t  ) , ,  r)D..  
(c.2)

\ -

Les paramètres pour I'argon, le krypton et le xénon sont donné dans I'annexe I.

P o u r r < D :

uz(,)-  Aexp (-ar t  B*,)  -*,  
[ -  

( :  - ,) ' ]  (# * # * #) (c 3)

et la force s'écrit :

F (r) : -ry - - A(-o + 2Br) exp (-ar + gr2)

_ l2D (_D - . , \  (Cu  -C ,  -Qo \  -  6Ce  t8Ce  r  109 to l
- l - F l - - t r l

Lr, \ r / \;d 
* rt * -" 'o 

) 
*'r l + r' + -; ir-l

r  , -  , r l
' " *o l - | ,g- t )  r .  (G.4)

L \" /  l
Pour r>D:

ur(r)-  Aexp (-ar *  0r ' )  -  (*  .  
ce '  cro\

' )  
\ z o  æ * æ ) '  

( G ' 5 )

et la force s'écrit :

F (r) : -4# - -A(-o + 2Br)exp (-ar + gr2)

(6Ce  ,8Cs  ,  l 0Cro \-( ;+=*T) (G6)
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La force qui s'exerce entre deux atomes peut s'écrire cle façon cornpacte pour tout u :

2 ^

F (") : -A exp (-ar * g"r) (-" + 2Br) - G (")\,tzi + 6)yÆ
j :o

2D/D  \_ . .  2 r ' ^ . ^
.; l; 

- r)" (") [r - H (, - 
")1,-à ffi, (G 7)

où fI(z) est la fonction de Heaviside.

L'énergie d'excès s'écrit de manière générale au moyen de la fonction de corrélation de paire
g (r)

E e t  p  f  , ,  ^  a  I
*  

:  
û  J  " ' ( ' )s ( ' )dr :2nPr*  J  " r@)s(r ) r2d ' r ,

0

avec t: r/rrn. Le fait d'introduire un rayon de coupure des interactions r." :2.bt-,n induit une
errenr que I'on peut estimer en supposant que g (r) : l au clelà de r. :

Ee?. 
*1

"#: Eiu=2"prl- 
J "r@)*2dn,

Comme r" ) D, il vient

^ * f /
Eâa =2np, i -  |  |  Aexp(-ar *  0",)  -  (*  **  *  3) \ , rar ,

J  \  
- r \  '  

\ r u ' J t B  r r o ) ) * * * '
rc

lC rc

(G.8)

(c.e)

(G .10 )

ainsi : #:,ir#;,àfîiïj?(y__.*t
*+@* c)exp (-ar * p,') +:* .*# . +?\

J i  _ ._ / - o ' \ / o '  , \  . /  r - ;  a  \

-fif,"*a)exp(-o,'" + o,?)- jf - àtr -++
La fonction erf (z) tend vers 1 très rapiclement quancl z clevient grand comme le montre la

figure G.1. En particulier, pour cles valeurs de r > 2.b (habituellement rc:2.5 pour le potentiel
AS) la fonction erf (z) vaut 1, les deux termes contenant cette fonction se compensent. D'autre
part, Ia valeur de p érant négative, la [mite de l'exponentiel]e est nulle. Il en résulte que :

#,
^ ( r_  1o \  rCe  rCe:  -o \Wr"*  

;  p )exp  ( -a r "  +  2 r i )  -  
iË  

_  
;Ë  

_
I  T;

( G .  1 1 )
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er(.r)

Figure G.1: Fonction erf(r)

Finalement, puisque Ie premier terme est complètement négligeable pour les valeurs de r" con-

sidérées, la correction de l'énergie se réduit à :

Eha = 2n s,?* ( -:* - :+ - -] c'o \
,  

\  3  d  b , " "  ;Ë  ) '  
(G '12 )

L'évaluation numérique de cette dernière expression pour 7'c - 2.5, par exemple, donne en

fonction de la densité réduite pour I'argon :

Eim

:

pour le krypton :

et pour le xénon :

A titre indicatif, pour le potentiel de Lennard-Jones cette correction vaut :

- / t1.r0785136 r0.56072459 10.34602794\ 3-z"f I---75-*r zs'  * i  .zs, ) , '^
-0.156222pr1,

/ t r.08822526 1 0.53911567 1 0.42174119\ 3

: -0.153424pr1,

/ | r.02871748 I 0.57655812 10.43184685\ jl-2"[5---s-+E 
zs'  +1 'zs, ) '^

-0.r459aaprl.

Eita

(G .13 )

(G .14 )

(G .15 )

Eàa =W(*F - r) = -W: -o 536r6bpo3 (G .16 )
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Le calcul des corrections de l'énergie pour le potentiel à trois corps cle AT se fait avec la
relation (1.56), Ies contributions à trois corps de l'énergie s'écrivent :

Ei,* = !r^r* (prl*)'j,rrn ?r2)j,2ss(rrs)
ra Ta

oo

* [ rs n (rrc) rs (, rz,, ts,r6 ) exp I- gut (, 12, rts, r2s)] d,r 12d,r 2sdr rs, (G. I Z)
l"

où u3 (rr2,rrs,ry) est le potentiel à trois corps AT et P - I/dBT. La correction Ei,o, a êtê
évaluée numériquement en utilisant I'approximation de Kirkwood [64] pour estimer gQ) (rp,r-2s)
et elle vaut pour I'argon :

Eîus = 0.006515 (prl)' (G .18 )

pour le krypton :

Eims = 0.00757 (p'1")' (G.1e)

et pour le xénon :

Eîtas = 0.018612 (or.l_)' (G.20)

Corrections de la pression à longue distance pour les potentiels d'Aziz-Slaman et
d'Axilrod-Teller

La pression se calcule au moyen cle Ia relation générale :

pos ^2 r

:  
:  pkBT -  

f t  J  ot  ) r .v ,u2(r )dr

: pknr -'! fæ"1' lrys@)rrd:r. (c.2r)
0

De la même manière que pour l'énergie, I'introduction d'un rayon de coupure d.es interactions
induit une erreur que I'on peut estimer par la relation :

Pîu = -'{ trXl' I 
d"zl") *0,, (G.22)

qui peut être estimée par :

Pîta

: -'{ ro,zt'i (#*,# +rc?) d,
: -'{ ro'zl'('#.:# .+?) (G .23 )
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L'évaluation numérique de cette dernière expression pour rc - 2.5, par exemple, donne en

fonction de la densité réduite pour I'argon :

pi,a:?::::::,r.:EH#ry.+v#v)

pour Ie krypton :

Pi'la 
: r'ff'":ff. 

;eii# . +e!#Y)
( G . 2 5 )

et pour le xénon :

pita

(G.24)

Comme pour l'énergie, Ie calcul des corrections de la pression pour le potentiel à trois corps

de AT se fait avec la relation (1.57),les contributions à trois corps de la pression s'écrivent :

pîms

: -0.29T682 (grL)' . (G.26)

, 
I 

rrrn ? rù 4!9#tù exp [- Bq (r- n,, n, r2s)l tlr pd'rzsdr B, (c .27)
tr. u

où z3 (rtz,rts,r6) est le potentiel à trois corps de AT et 0: llkBT. La correctionpito" a êtê

également évaluée numériquement en utilisant l'approximation de Kirkwood [64] pour estimer

g(3) (re,r2s) et elle vaut pour I'argon :

pîtas = 0.02745 (srl")t (G.28)

pour Ie krypton :

pius = 0.03136 (prl-)t (G.2e)

et pour le xénon :

pîtat = 0.0466 (pt)' (G.30)



Annexe H

Equations dtêtat de Johnson et al.

La formule d'interpolation pour l'énergie interne d'excès proposée par Johnson et al. [58], fondée

sur des calculs de dynamique moléculaire s'écrit :

Er: Eo: i ryI* i*rn, (H 1)
"p -  Ne  / r  I  

' ?

elle dépend de 6 fonctions G; :

c1  :  (1  -  F )  / (4 )

G2 : - (Fp.'  -rçt) /(zt)

Gs  :  - (Fp .n -nç r ) lQ t )

Ga :  - (Fp.u -6cs)  lQt)

Gs :  - (Fp . r - gca )  lQ t )

G t :  - (Fp . ' o -10G5)  lQ t )

où p* est Ia densité réduite et F : exp(-1p.2). "y est un paramètre non-linéaire ajustable

que nous avons pris égal à 3, comme dans Ie travail de Johnson el al. [58]. L'énergie dépend

êgalement de 8 coefficients q :

r 2 t : ^ 1  I
c1 : ;Jr. * rs * ,"nù a:)rs *

c2 : *, +zrr# *r*nfi
I

ca :  l . '1*2t9f i

c4 : r73

cs :  ,*rni  *3r6J:

c6 : Z"uL
T*

c7 :  * t#+ 3z1s!

c8 : 
"rn#
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et de 6 coefficients d; :

AN/VEXE I{. EQUATIONS D'ETAT DE JOHNSON ET AL.

d4 : grro#+arz1ft

d,2 : 3*2r#*lrnJ-

d4 : l*roh*4rzs]:

d,a : grru#n+sn27L

d's : trr"#++rzsfi

d.6 : g*ro# + ars1fi * srs2J-

qui sont fonctions de la température et de 32 paramètres r; d.ont les expressions sont :

rr : 0.8623085097507 421
rz : 2.976218765822098
rs : -8.402230115796038
r q : 0.7054136629203555
rs : -0.8564583828174598
re: L582759470107601
rz : 0.7639421948305453
re : 1.753173414312048
rs : 2.798297772790376 x 103
rto: -4.8394220260857657 x 10-2
r7r : 0.99632651 97721935
tr2: -3.698000291272493 x l0r
rrs :2.084072299434647 x L}r
rt4 : 8.30540212 4717285 x I0r
rrs: -9.574799715203068 x 102
trr6 : -L4777 46229234994 x I02

rt7 : 6.398607852477505 x 101
rr8 : 1.603993673294834 x 101
rrs : 6.805916615864377 x 101
'r2o: -2.791293578795945 x 103
rzt : -6.245128304568454
r22:  -8 .116836104958410 x 103
r2s : 1.488735559561229 x l0r
r24: -1.059346754655084 x 104
lr25: -1.131607632802822 x 102
11126: -8.867771540418822 x 703
r2r : -3.9869828 44450543 x I0l
r2B: -4.689270299917261 x 103
r2s :2.593535277438717 x I02
ï3o: -2.694523589434903 x 103
.t3r : -7.218487631550215 x 102
rs2 : 1.721802063863269 x 102

La formule pour l'équation d'état, proposée par Johnson et al. [58], clonnant la pression est :

n* Po3
f  - - :  p*T*  *D"o(p . ) ( i+1)  +  F t  bo(p*yQ;+ l )  ,

i : l  i : 1

(H 2)

qui dépend également de Ia fonction de densité ,F': exp Glp.'), d.e 8 coefficients ai en fonction



r6 l

d e 7 * :

at :  r1T* *rzJT. *rs+rnf i  *""#

a2:  16T** r ,+*8+**n*u

oB : l,toT* *zrt * ,rr+

a4 : rl3
1 1

a 5  :  a u T * + r ] s T * z

1
a6 : ,ru 

T*
1 l

o ,7  :  avT*+r ]aT, *z

1
aB : rrc 

7*z

et de 6 coefficients b; en fonction de ?* :

b1 : *ro#**rr#

b2: ,2r#* 'rr#

bg :  ,ro#*'rr#

ba : *ru#*rrr#

bs : **fi*rrn#
b6: '"ofu+'",#+"'+*

Nous avons également déduit une expression de la chaleur spécifique C, de l'équation (H'1)

en utilisant la définition :

(:*R t-'!: (A&\vu '  2 - \or . / r '
(H.3)

nous obtenons l'équation suivante :

.  8  ^  t ^ t t i  6

c! .R+1 : te i \ l  )  + l r ;Gi ," u 2 L i
-  

i . : l  i : l

(H.4)

avec,

0q
e i : f f i ,

r. aù
r 2  l r * '

ainsi les expressions des 14 nouveaux coefficients e; et f; que nous avons calculées en fonction

de ?* sont :
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ia-2"n#-u"'ul
l r-2"e 

f.z 
- 6"sft

^ 1-Ztn 
T*Z

0

_r,ro# _a,r"#
^1-zrrcT72

-z,rr#- u",r#
^r_orrcTf

e S :

e 4 :

v5

e1  :

e Z :

e6, :

e 8 :

e t :

fr

ïz

fs

fa

ïs

fa

1 1-6rzoT* - L2rzrV*

^ 1  I-6rzz 
T* 

- 20r2s 
*

I 1-6rzaT* - 72125*

l 1-6rza 
7-* 

- 20122 
n,

1 t-6rze 
T* 

- I2rzs 
*

l t l-6rsoTus - l2rs1p -20rin7u



Annexe I

Paramètres des potentiels

Nous présentons, dans cette annexe, les paramètres des potentiels que nous avons utilisés.

I.1 Potentiel de Lennard-Jones

Argon Krapton Xénon
o (A 3.405 3.59 4.1

e/ka (K) 119.8 173 227

LZ Potentiel d'Aziz-Slarnan

I.3 Potentiel d'Axilrod-Teller

Arqon Krypton Xénon

r ^ (A 3.7565 4.008 4.3627
elkn (x) r43.224 20r.2 282.29

a r0.77874743 9.39490495 5.416370r7
p -r.8122004 -2.32607647 -4.94861934

D 1.36 1.28 1.45
A/, 226210.716 110146.811 21058.298

C.ro/e 0.34602794 0.42174rr9 0.43184685
Ce/e 0.56072459 0.5391 1567 0.57655812
ce /e 1.10785136 r.08822526 r.02871748

Argon Krgpton Xénon

z3 (J m" 7.32 x 10-ruë 22.04 x 10-rt5 74.98 x 10-'*
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I.4 Potentiel Stillinger-Weber

Sili.cium German'ium
A 7.049556277 7.049556277
B 0.6022245584 0.6022245584
p 4 4
q 0 0
a 1 .8 1 .8
À 2L 31
^f r .2 1.2

o (A 2.0951 2 .181
e/ke (K) 25172.77573 22396.58551
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Structural properties of supercooled liquid silicon have been investigated by large-scale molecular dynamics

(MD) simulation with .fr'= 1728 particles using the empirical Stillinger-Weber (SW) potential. The latter has

been modified by taking into account measurements of the density il the stable liquid near the melting point.

The description of the ionic arrangement is in excellent agreement with the recent experiments of Ansell e' z/'

[J. phys.: Condens. Matter 10, L73 (1998)]. On the other hand, the bond-angle distribution function compares

quite well the ab initio MD, indicating clearly the superimposition of reminiscent covalent bonding confgu-

rations on the liquid-metallic phase. By the light ofthese experiments, our theoretical study indicates that (i)

the SW potential remains a realistic empirical model for the prediction ofdisordered phases ofsilicon and (ii)

the change in the structure upon supercooling is related 1o an increase of the density.

Silicon has been the subject of a large amount of experi-

mental and theoretical studies over the three last decades.' It

still remains of interest for researchers due to the lack of

complete understanding of its physical properties in the con'

densed phases. While the crystalline (c-Si) and amorphous

(a-Si) phases attract much attention due to technological as-

pects, the liquid state is less well studied, even though it is

well known that c-Si and a-Si can be generated, respec-

tively, from the stable liquid by the Czochralsky growth pro-

cess and from the melt slightly supercooled. However, the

high metting temperatue Tf 1683 K is a serious impedi'

ment for the precise experimental study of liquid Si (/-Si) as

shown by the recent results reported in the literature.2-s The

latter reveal unusual and contradictory behaviors of the mac-

roscopic properties such as the density, the viscosity and the

resistivity as a firnction of the temperature, for the stable and

the supercooled liquids, which indicate possible struchrral

changes-if not polymorphic phase transitionso-around the

melting temperature. Therefore, the determination of the

structural properties of silicon remains a challenge, espe-

cially in the supercooled liquid since Iittle is known about

how these feahrres evolve.
Molecular dynamics (MD) is one of the most powerful

technique, if not the only one, to study the structural proper-

ties of Si in the liquid state and to test directly the inter-

atomic interactions. Ab initio MD, that have been carried out

to obtain the structural, dynamical, and electronic properties

of /-Si,1-e provides reference results for other approximate
theories. Nevertheless, this method is limited to few tens of

atoms as it is too computationally expensive to perflorm ex-

tensive studies with large simulations, even with new order-

N methods. First-principle approaches have also been put

forward to take the covalent bonding into account in the

interactions. For example Jank and Hafnerlo proposed to de-

rive the interatomic forces within the second-order pseudo-

potential theory, white Wang et ul." used a tight bindtng

Hamiltonian.12 In addition, several empirical many-body po-

tential energy functions have been proposed in the literature

during the last decade,l3 which are very convenient for com-

putational purposes. It appears that the potential propounded

by Stillinger and Weberra (SW) gives the best overall quali-

tative description of liquid silicon (see Balamane et al',' and

references therein). Especially, the SW model gives an ex-

cellent estimate of the melting temperature,r) which is par-

ticularly important for studying real supercooled states'

The aim of this paper is to report theoretical investiga'

tions of the structural properties for supercooled states based

on the empirical SW potential. For this purpose, we define a

different procedure of fitting of its parameters in order to

predict the pair correlation function, the coordination number

and the bond-angle distribution function by means of mo-

lecular dynamics simulations. Our results compare well with

the experimental data of Ansell et al.,t6 who have recently

measured the structure of liquid Si by a levitation technique

and observed signitcant struchrral changes upon supercool-

ing. It must already be stressed that our results are consistent

with the anonralous increase of the density of molten silicon

pointed out by Sazaki et u1.,3 at temperatures close to the

melting point.
The potential energy function of a system containing N

interacting particles is usually expanded as a sum over all

particles of many-body contributions. Since c'Si consists of

atoms maintained in place by strong and directional bonds,

Stillinger and Weberla proposed the following combination

of pair and triplet potentials, namely,

[,] elB ( ot r,,)P - (ol r ;)q explol (r 4 
- a o)f iÎ r, i1 a o.

a t l r a )= l  
0  i f  r l i >ao .

( l )

wherel =7.0495562i7, B=0.6022245584, p=4,and 4:0, whereas the three-body term, which is designed to stabil ize the

tetrahedral arrangement of the atoms in the solid state, reads
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u3(r i i  ,r;11,r it) = h(r,i ,r,1,,0iiù + h(r.1i,rip,0,i) * h(r p1 ,r r, i ,0iu)
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(2)

(3)h(r ; i,r ;p, oiir, = 
{ }" 

expfvo/ (r 4
- ao)lexplyo/(r;1,- ao)lfcos(fi,r)+ *)2 if r i i lao and r;1,1ao,

otherwise.

where À=21 and y=1.2. The angles ?iit , /ii*, and 0ip.1
denote, respectively, the angles at vertex i,j, and, É of the
hiangle ( i , j ,k) with sides ry=lr7-r i l ,r i t=lra-r;1, and
rjk=lrk-rjl. In both two- and three-body interactions the
well depth e = 50 kcaVmol and the cutoff radius rz: 1.8. Ini-
tially, a length scale o:2.0951 À was chosen so that the
density of c-Si corresponds to the observed lattice spacing at
Z=0 IC

Taking the measurements of the density2'3 into account in
the present work, we choose the value of o to reproduce the
experimental density p=2.57 glcm3 at temperature T
= 1829 K, corresponding to the experimental conditions at
which the structure factor in the stable liquid has been
measured.l6'17 To do it, we carry out MD simulations with
the SW potential in the isobaric-isoenthalpic ensemble, as
Broughton and Li,l8 in order to obtain thé thermodynamic
state of interest, which is reached with the value of a
=2.0618 À. as it will be seen later, rhis new value is con-
sistent with the one proposed by Stillinger and Weber, albeit
slightly lower, and allows us to reproduce correctly the po-
sition of the first peak of the experimental pair-correlation
function. It is important to mention that this can be done
without any modification of the melting temperature of the
model. As a matter of fact, the reduced temperah-rre of the
model Z* =kpTl e used in the simulations does not depend
on the scaling facbr o. This would have not been the case if
we had modiûed the depth e of the porential.

Large-scale MD* simulations are thus performed using a
parallel algorithm.le In order to calculate the structural pràp-
erties of silicon for the stable and the supercooled states,
1728 atoms are set in a cubic box subject to the standard
periodic boundary conditions. Such a large number of atoms
is used to minimize finite size effects. A spatial decomposi-
tion of the simulation box is applied and the simulation is
distributed among eight processors of the parallel machine.
Verlet's algorithm in the velocity form is used to produce a
discrete phase-space trajectory in the microcanonical en-
semble (NyE) with a t ime step Ar:2x10-2r, where r
=o(m/ e)t/2=7.5270x l0-la s. For each state investigated,
the system is equilibrated during l0 000 time steps before the
production period of 40000 time steps is achieved, essential
to gather statistics over a great number of independent con-
figurations.

Supercooled stiates can be produced by performing differ-
ent types^ of computer experiments as described by
Abraham.zu Beginning from the liquid state at I=1829 K
and p=2.57 g/cm3, we have chosen to investigate the situ-
ation in which the system is crunched stepwise by dirninish-
ing the temperature and increasing the density simulta-
neously. The quenching rate corresponds to 3.2x l0l2 F?s,
and the increase of density is obtained by reducing the size

of the box at each temperature step, to get the final values
p=231 g lcm3 a t  T :1603 K and p=2.75  g lcm3 a t  T
= 1542 K, which correspond to the experinrental tempera-
fures investigated by Ansell et al.t6 A consequence of the
crunch is a rise of the pressure P of the system. Although the
latter is zero at T= 1829 K, corresponding to the desired
experimental conditions, it reaches a value PoJle:0.13
+0.009 a t  T=1603 K and Po3/e :0 .16+0.008 ar  Z
: 1 5 4 2  K .

To be sure that the system is still liquid when it is
crunched under the melting point, we check the mean-square
displacement (MSD), which has been plotted against time in
Fig. l. As expected, the MSD has an asymptotic linear be-
havior for the states studied, guaranteeing that the simulated
system is supercooled at T=1603 K and Z= 1542 K, but
not amorphous. It is seen that the number of time steps used,
corresponding to 60 ps, is sufficient to extract the self-
diffusion constant D from the slope of the MSD curves at
long t irnes. We f ind D:0.8566x l0-a cm2ls at T
= 1829 K which is close to the value of Broughton and Lils
(D:0.98x lO-a cm2ls at T=2010 K) and is compatible
with those of the majority of liquids. For the supercooled
states, the self-diffusion constant is smaller by nearly a factor
2 with respect to the value in the stable liquid, i.e., D
:0 .5539x l0 -a  cm2ls  a t  ? '=  1603 K and D =  0 .53  13
x l0-4 cmz/s at T= 1542 K.

In Fig. 2, we display the pair-correlarion function g(r)
obtained with the SW potential in comparison with the recent
experimental data of Ansell et a/.16 For the stable liquid at
1829 K, the experimental g(r) shows a subsidiary peak situ-
ated at around 3.5 Â, which is a characteristic feahrre of
covalent liquids. Although the first peak of the calculated
g(r) is slightly narrower, its position and its magnitude are
in very good agreement with the experiment, as the conse-
quence of our fitting procedure of the o value in the SW
potential. In order to see the influence of theparameter û,we
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FlO. L Mean square displacement R2(l) as a function of time.
The curves coflespond to T:1829 Iç f= 1603 K, and f
=1542 K from the too to the boftorn.
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r t ^
FIG. 2. Pair-correlation function for the stable liquid at I

=1829 K (upper cuwes) and the supercooled states at f
=1603 K (intennediate curves) and T=1542 K (bottom curves).
The solid line denotes the molecular dynamics results with the SW
potential, while the open circles correspond to the experimental data
of Ansell et al.t6 At T=1829 K the dash-doned and dotled curves
correspond, respectively, to pair-correlation functions calculated
with a o value smaller and greater than that of the ûned one. At
T=1603 K the dashed curve corresponds 1o g(r) obtained by a
quench at constant volume from the stable liquid at T:1829 K.

have plottedg(r) using values ofa that depart on either side
from the frtby 2o/o. The larger value, which shifts the curve
ofg(r) towards large r, corresponds almost to that proposed

by Stillinger and Weber. In addition, we can notice the hump
Iocated between the first peak and the subsidiary peak, which
is not present in the experiments. This peluliarity has also
been reported by Luedtke and Landman'' and Cook and
Clancv'' in their studies with the SW potential.

In order to obtain the supercooled sùtes ( ?'= I 603 K and
T= 1542 K) corresponding to those explored by Ansell
et al.,t6 the liquid is crunched below the melting point by
using the MD procedure described previously. It is important
to point out that these are genuine supercooled states for the

SW potential. As we already said, changing the value of o
does not change its melting temperature, which is situated

between 1662 and 1704 K, a range including the expenmen-

tal melting temperature T^=1683 K as shown recently by
simulations of a solid-liquid interface.rr Therefore, the SW
potential yields realistic results for the supercooled liquid
that it should not be the case for Tersoff s potentialz2 studied
recently by Ishirnaru et al.,2t since according to the authors
the melting temperature of the model is almost twice the

experimental value. The hump in g(r), already present in the

stable liquid, grows drastically and the second peak shifts
toward small r while its height diminishes to form a double

shoulder. A good agreement is found with the experiment for

both temperatures, especially with regard to the prediction of

the double shoulder that appears between 3 and 4 Â. It is

worth mentioning that if the system is quenched under the

melting point at constant volume, the double shoulder is not

detected, as it can be seen on the dashed curve shown in Fig.

2 at T= 1603 K. In their ab initio MD calculations at con-
stant volume, Stich el al.1 neither did observe this peculiarity

for the supercooled state at T= 1250 K. This clearly indi'
cates that it must be attributed to -a strong increase of the

melt density up to 2.7 1 glcm' at T:1603 K and
2.75 glcms at T= 1542 K. Our simulations corroborate the

recenidensiry measurements of Sazaki ct a1.,2'3 which reveal

a sharp increase ofthe densiry in the liquid state upon cool-
ing and whose extrapolated values coincide with ours.

ln order to analyze the struchrral changes upon suPercool-

ing in more details, we consider the running coordination
nunrber

rzg( r ) r2dr , (4)

which gives the mean number of atoms situated within a

sphere of radius r". In Table I, n(r") is tabulated for values

of r, corresponding to the successive minima of the calcu-

lated pair-correlation function. If Eq. (4) is integrated up to

the first minimum, a small reduction of n(r") is observed
when the temperature diminishes. In the stable liquid, the

coordination number is underestimated compared with the

value of 6.4 commonly found in most experiments, whereas

for the supercooled states the values are in close agreement
with those of Ansell et dl.t6 lf Eq. (4) is integrated up to the

second minimum, n(r") increases when Z decreases, and

takes the values ofabout 8 for the stable liquid and l0 for the

supercooled states. lnterestingly, with the radius correspond-
ing to the third minimum of g(r), the coordination number is

almost the same for the three temperatures. So, when the

system is undercooled, the variation of n(r") indicates that

two atoms in average are transferred from the third shell to

r .5

r . 0

il
I I;t @
r

CD

0.5

r.5

1 .0

12r 0

nQ"7=ar , l ' "

TABLE t. Running coordination number for three different radii conesponding to the minima of the
pair-correlation function g( r).

T=1542 K I= 1603 K ?"= 1829 K

Shell r " (Â) n( r " ) r " (A) n ( r " ) r . ( À ) n ( r  
" )

I  2 .90  5 .23+0.20
5.50+ 0.50'

2 3.46 9.86+0.30
3 4.50 20.48 + 0.37

2.93 5.37= 0.20
5.50r 0.50'

3.49 10.01+ 0.29
4.47 20.78+ 0.35

2.99  5 .54= 0 .19
6.4010.50"

3.33 7.83*0.22
4.44  19 .82+0.38

"Experimental values of the coordination nuruber afrer Ansell et al. (Ref. 16).
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FlG. 3. Bond-angle distriburion function for the stable liquid at
T=1829 K (solid line) and the supercooled liquid at T=1542 K
(dashed line).

the second one. that is consistent with the anomalous behav-
ior of the density observed at temperahrre close to the melt-
ing point.2'3

We now complete our analysis on the angular nature of
the structural properties in considering the triplet correlation
function gt(0,r"), which measures the probabiliry of fuding
two neighbors j and k, of a particle i taken as the origin, with
an angle d between the pairs i- j and i -&, provided that
both j and t are situated within a sphere of radius r" . ln Fig.
3, the function g3(0,r") is displayed with r" equals 3.33
Àfor ?n= 1829 K arrd 3.46 Â for I= 1542 K. These values
of r", which correspond to the second minimum of gQ), are
consistent with those used bv Stich et al.1 and Fabricius
et al.e in their respectiv e ob initio MD, as well as by Ishi-
maru et al."' with Tersoffs potential. For both temperatures,
our curves of g3(0,r"), similar to theirs, consist in a promi-
nent peak near 50o followed by a broad distribution with a
single maximum containing a bump at around 150o. This
dishibution, which differs slightly from the original SW po-
tential, demonstrates the tendency to accentuate the ideal tet-
rahedral orderls'2I with a single maximum close to the tetra-
hedral bond angle of 109o. This remark is not supported by
the ab initio simulations of Kresse and Hafner2a on /-Ge,
since the distribution of the bond angles is almost random in
the stable /-Ge whereas the tetrahedral angle distribution is
dominant in supercooled states.

PRB É]

Studying the variation of the bond-angle distribution with
various coordination numbers, Ishimaru et ul.à found that
the peak at 50o starts to grow when n exceeds 5. Such a
behavior could reveal the existence of reminiscent covalent
bondings close to that of the B-Sn structure composed of
four nearest neighbors and two next nearest neighbors, as
suggested by Gaspard et a1.,26 because of the bond angles
associated at 94.00 and 149.3". Nevertheless. if our results
indicate a slight preference for this reminiscent configura-
tion, the signature of the nearly free electron character of the
metallic-liquid phase cannot be ignored. When the tempera-
ture changes from 1829 to 1542 K it is interesting to remark
tlrat the height of the main peak of g( 0,r r) decreases and its
position shifts from 90o to 80o. In the same time, the peak at
50o increases and slightly shifts toward small angles. This
angular displacement of the distribution is consistent with an
increase of the density. Therefore, the competition between
the two kinds of structures and the fluchrations induced in
the local atomic arrangement upon supercooling could be at
the origin of the anomalous behavior of the density of /-Si
near the melting point.

Despite the fact that the SW is an empirical model, we
would like to underline the good agreement found for the
ionic structure and coordination number of liquid and super-
cooled Si with the new experimental results of Ansell el a/.tô
provided that the length scale o is ûtted on the thermody-
namic state of the stable liquid silicon. Therefore, it is sug-
gested tlrat the SW potential could now be used with the new
value of o for the analysis of the dynamical properties of
liquid, supercooled and amorphous silicon. Shtdying the
struch-lre of Si in the supercooled states, we have predicted
the double shoulder on the pair-correlation function, which is
observed in the experiments.'o It is shown that its emergence
is strongly related to the increase of the density imposed by
our crunching prgçess, in agreement with the new measure-
ments of density''' near the melting point. The large-scale
molecular dynamics simulations reveal a rearrangement of
atoms within the two first coordination shells and a change in
the three-body distribution function that combines covalent
bonding configurations and liquid metallic phase.

We would like to thank Dr. Alain Pasturel for fruitful
discussions and his encouragements during the course ofthis
work. The CINES is gratefully acknowledged for providing
us with computer tûne on the IBlv{/SP2 under Project No.
TMCl928.
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ABSTRACT

Molecular dynamics calculations are performed, by using a parallel algorithm, to study the su-

percooled Iiquid and ,i" iù"ia-gr"* transition of *"nln. Tb investigate the competitive role of the

three-body interactions, we present,anddiscuss our results for the pair correlation function' the spe-

cific heat at constant volume, as well 
"" 

tl" m.rrr-rqo.r" displacement and the velocity autocorrelation

function. The three-body contribution, whicfr is iound to grve properties that predict very closely

the available experimental results, plays an i-p"J"t' roleln describing the physical properties in

supercooled and amorphous states .rra is fou"î io f"t'" the efiect of increasing the glass transition

temPerature.

1. INTRODUCTION

The study of amorphous and supercooled states attracts much attention for their technological

applications 
".ra 

uuo,l" it" 
"ry"t.iuo" 

pn*"!-Lt be generated-from undercooled melts' FYom a

fundamental point of view, it still remains .f ;"; fortndensed matter physicists due to the lack

of a complete knowledge of their physical Ot"O"ii* and also to.better understand the mechanisms

of the liquid-gt*s" tra;ition.r-3 ih"." 
"ru ";il-il 

experimental results concerning the liquid-glass

transition of systems with simple chemical 
"P;io' 

becàT se the methods commonly used to Prepare

glasses operate 
""a", ""ràit-i"* 

that precluie-*Ë*"*"ot' capable of testing this assumption' For

this reason, the best a"t" ,*1"Ule to ocplorJ;;;;td;*r transition in simple systerns come from

computer simulation 
"r"af* "i ".*mblies 

of o.i1JàitËtacting with a well-defined pair potential'

Theaimofthepresentworkistoinvestigatetheglasstransitionregionofxenon'aspreviouslydone
with the Lennard-Jones potential.a r,o. ttris purp*-", *" simulate.suPercooled and amorphous states

by fast quenching, ut co-*t.ot volume,,usin| O"Jfa mobcular.dynamics' To describe interactions

between xenon atoms, we use 6ztz etofu t*JU'oàV fot"ntgt combined with the Axilrod-Tellerc three-

body potenti"t to ,"pro"rritt e triple-dipol" 
"ootriuotiou. 

In ocamining the influence of the three-body

|nThirdtntemationatworkshoponNondestructiveTes.tingandcomputersimulations-i;-s;;;;;;;iÈ;sineeansiArexanderl'Merker'Editor'

pt*t"liiJtïén È vorl+oo+ (àooo)' 022-786)u00/$ 1 5'00184



term on the structural, lhermodynamic anci transport properties, it is seen that the glass transition
occurs at a slightly higher temperature than when the pair potential is used alone.

The layout of the paper is the following. In Sect. 2, we outline tl.re computational details for the
interatomic potential, the molecular dynamics simulation procedure as well as the physical properties
investigated in order to provide an evidence of the glass transition of the model. In Sect. 3 we present
our results and finally, in Sect. 4, we bring together the concluding remarks.

2 COMPUTATIONALPROCEDURE

2.1 Interatomicpotential

The interaction energy of N identical particles of a s.ystem expresses in the form of surns over all
possible one-body, two-body, three-body, etc..., interactions terms. Thus, if there are no external forces
acting on the system, the potential energy depends only on the relative positions of the particles and
can be expanded in many-body series as follows:

D t  un ( r i i , . . . , r i ' , . . . ) . ( 1 )

The advantage of this representatio" ,r"" J" i* rapid convergence of the series. In the case of rare
gases, Barker and HendersonT have shown that the two first terms of Eq. (l) give a good estimation
of the interaction enerry.

As far as the pair interactions are concerned, we choose the true pair potential ol Aziz et al.s (AZ),
which has been built using a large variety of experimental information on properties of dilute gases and
which reads

U ( r 1 , r 2 , . . . , r r u )  :  
I  s - s -  I
; D,F uz?i). ; I;p 

us(r;i,ri1",rire) * . ..

2 ,,1

uz(ri): Aexp(-oo4 + 94) - F(,,ùDY#,
j :O * i i

1
f -

TL!

where F(c;i) is a switching function that connects smoothly the attractive and the repulsive parts of
Eq. (2) and that is defined as

(  |  (+  -  t ) ' l  i r  r ; ;  1D,F(t ; ) :  {  " *o l -  t " , ,  )  I  
' ,  |u '  (3)

I  I  i f  r l . i )D ,

where c;i : r;i/r* is the reduced distance and. r^ the position of the minimum of the potential.
The relevant parameters entering the potential uzare drawn from the paper of Aziz et a.1.,5 namely,
r* :4.3627 4. ,  e l tes:282.29 K,  e = 5.41637017,  g:  -4.94861934,  D:  1.45,  A/e :21058.298,
Cnf  e:0.43184685,  Csf  e:0.57655812,  and C6/e:  I .02871748.

Whether the triplet interactions are assumed to be not negligible, it is necessary to include the
three-body potential, which we have taken under the classical form given by Axilrod and Tellero (AT)

(r \



u3 (r; , r1.1 rr ) : cs
I l_ cos d; cos di cos dr

'I'l*4r
(4)

where the amplitude ca, which is related to the polarizability, equals to 7.498x l0-8eJ.cme forxenon.

The angles 0i,0i and 01ç arc those of the triangle (i,i,k) formed by the three atoms i, j and k aL

distances ri i : Fi - rrl, r4 : lrr - r;1, and rir: lrx - ri l  from each other'

The potential uz contains a modified Born-Mayer term a.s the short-ranged repulsive part and a

dipole expansion as the long-ranged attractive part, while u3 represents the first three-body term of the

muttipole expansion. We have rho*n for fluid kryptons'e that this interaction scheme is very efficient

to reproduce the structure and the thermodynamic properties.

2.L.1 Parallel molecular dynamics

A molecular dynamics (MD) simulation deals with the individual motion of N point-like particles

situated in a cubic box. This system is considered a-s infinite by imposing periodic boundary conditions

in the three directions of space. Flom the knowledge of the forces, a portion of the phase space

trajectory is constructed in the microcanonical ensemble (NyE) by means of Verlet's algorithm in the

velocity form. Since N : 1372 atoms are simulated and three-body forces are involved for the purpose

of our study, the simulation time is quite large. Thus, we use algorithms suitable for parallel computers,

which are nowadays commonly usedro and applied to liquid state.ll

Recently, we have built an algorithm ba.sed on a spatiral decomposition (SD) method.r2'l3 The SD

method consists in dividing the simulation box into P regions ; in this work, we divide our simulation

box into 4 trays (P : 4). Each of them is assigned to a processor of the parallel machine, which

performs the calculations for the particles situated in this region and communicates the data to the

other processors.

Our MD calculations are performed at constant enerry with reduced quantities respectively for

d i s t a n c e , t e m p e r a t u r e , e n e r r y a n d t i m e  i  r ' : r f r ^ , 7 * : k T l e , U ' : [ J l e ,  a n d t - : t l r , w h e r e

r : r^Jîk: 3.263 x 10-12 s is the time scale and m : 0.2179 x 10-25 kg is the_xenon atom mass.

The eqqations of motion are integrated using Verlet's algorithm in the velocity formla with a lime step

At : 1.386 x 10-ra s. The supercooled and amorphous states have been obtained by first equilibrating

liquid xenon at high temperatures taken between 300 and 400 K (for over 15000 time steps) and then

quenching the system at constant volume stepwise from the stable liquid with a mean quenching rate

Â?:  10rr  K/s.

2.L.2 Physicalproperties

Although any physical property of the melt might be examined in investigating the liquid-glass

transition, in practice, the structural and thermodynamic properties, as well as the velocity autocorre-

Iation function and the transport coefficients, may give more penetrating information about structural

changes.

We first calculate the structure of the Iiquid owing to the pair correlation function 9(r)

g(r) =^,ig"#k, (5)
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where p (: NIV) is the number density ; l{(r) is the average number of particles inside a splierical
shell of radius r and thickness Âr centered on an origin particle. The value to be chosen for the shell
thickness Ar must be small enough to obtain fine details of g(r), but it must also be large enough to
provide a sufficiently important sampling for statistically reliable results. As soon as g(r) is available,
we can draw the internal energy

3 f- ln2n2 fæ
E: !naT+2trp I r2g(r)u2(r)dr++ | rlrr2rrg(rp)g(rs)us(rt2,rrs)e-u'( 'tz' ' ts)/ker47rr47rr,

z J s , r J o
(6)

where k6 is Boltzrnann's constant.

Then, the constant-volume specific heaï Co may be derived from Eq. (6) . but it is more conveniently
calculated from the enerry fluctuations in the simulation according to the following relationl5

/ 1 *  C u  - 3 f ,  2  / , r r , - r z \ ] - tc;: ik": ; Lt 
- 5NF ((ôu')"/l (7)

where 6U. is the fluctuation in the total configurational internal energ"y. Usually, the full heat capacity
is not the most interesting quantity, instead we often need the part with the ideal-gas contribution
remqved, namely, the residual part CiR

ci,R : ci,

The individual atomic motion, that is to say the self-diffusion coefficient D, can be either computed
numerically from the mean-square displacement, o(t), or from the velocity autocorrelation function

{(t). We begin with the mean-square displacement as a function of time through

^  / r {  \
o ( t ) :  ( ' ( r )  - " (0 ) )2 :  ( r r l r ; ( t ) . r ; ( o )1 '? ) ,  (e )

\  t : l  I

N being the total number of particles and r;(t) the position of particle i at time t. If the configurational
evolution is a purely random process, the probability distribution in the location of a given particle

relaxes as a Gaussian. From our knowledge of the theory of random errors, it is straightforward to
show that the mean-square displacement is a linear function of time that reads

o( t )  :6Dt  +  C, ( i0)

where C is a constant, that is zero for a random evolution. D is proportional to the slope of the mean-
square displacement at long time and any deviation from the linearity must represenl some departure
from a purely random evolution in the diffusive motion of a particle from its original location.

e- t ' (8 )

Alternatively, we can examine
autocorrelation function

the microdynamical behaviour of the liquid through the velocity

/ ,  N  \

, t@:  (  *  Dv ; ( t ) . v ; (o )  ) ,  ( 11 )
\ ' "  =i  I

,t(r): 
#, Ir* {(t)cæ(ut)d,t.

v;(t) being the velocity of the particle i at time t. In the case of a collisionless Ces, Ir(t) : 1, but
for liquids, the important feature of ry'(t) is the negative region corresponding to the backscattering of
particles within the relaxing cell of nearest neighbours. The decay time of {(t) may be regarded as the
phonon lifetime ; the long phonon lifetimes appear as peaks in the spectral density

(  12)
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Of particular importance is the long-wavelength limit ry'(0,, : 0) corresponding to purely diffusive

motions, absent in the spectral density of solids, a.s its amplitude is proportional to the self-diffusion

coefficient

(v(t).v(0)) dt. (  13)

rlr
m

Figure 1. Pair correlation function g(r) in the liquid, supercooled and amorphous states calculated

from simulations using N: 1372 particles with che AZ plus AT potential (solid lines) and the AZ

potential alone (dashed lines).

D:I lo* rtùor:1, Ir*

T: 300 K

T: 75K
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3 RESULTS AND DISCUSSION

3.1 Structure and thermodynarnic properties

The structure of xenon can be seen more clearly from the pair correlation function g(r) on Fig. 1.
The calculations have been done for the stable liquid, as well as supercooled and amorphous states with
the AZ two-body potential alone, on one hand, and by including the AT three-body contribution, on
the other hand. The parameters are taken from the original papers of Lziz et ol.s and Axilrod-Teller,o
and the number density of the system is p:0.0219 mol.cm-3. In the l iquid state (T:300 K), only
minor discrepancies occur when the AT potential is ignored, which corroborates the results of Levesque
et al.r6 On the contrary, for metastable states, differences appear in the height of the first peak and
in the shape of the secondary maximum, which become more important as the temperature decrea.ses.
Especially aL T : 100 K, while a flattening of the second peak is observed with the AZ potent,ial
alone, a splitting arises with the inclusion of the AT contribution, indicating that the glass transition
may occur at a lower temperature when the AT contribut,ion is omitted. Unfortunately, there are uo
diftiaction experiments on low temperatures xenon states to our knowledge to be able to compare our
results.

200 250

T (K)

Figure 2. Residual specifrc heat at constant volume as a funclion of temperature ? for liquid,
supercooled and amorphous states : the circles and triangles correspond to simulations with the AZ

potential using respectively N : 256 and N : 1372 particles, whereas the squares correspond to
simulations with the AZ plus AT potential using .l{ : 1372 particles.
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T=300 K

T=200 K

T=100 K

T=25 K

time (ps)

Figrrre B. Mean-square displacement o(t) plotted against time for the two models of interactions, AZ

pt,i. n1' potential (solid lines) and AZ potential alone (dashed lines) a.s well as different temperatures

in the liquid, supercooled and amorphous states.

The constant-volume specific heat is then presented in Fig. 2. We plotted ci,R * a function of

temperature for the two interaction models and for two numbers of particles, N : L372 and N : 256'

It ha-s been shown that AT potential afiects the thermodynamic properties,lo this is confirmed in the

figure. While the results are only slightly affected by the number of particles used for the sirnulation,

*. 
""r, 

remark the difierence between the curves issued from the two models, and then the significant

influence of the triplet contribution. We also notice the remarkable evolution of the heat capacity in

the region associated to the glass transition. When the temperature decreases, the heat capacity starts

to increase monotonously aiabout 200 K, and then undergoes a sharp decreasing below 100 K that

confirms the feature observed on the pair correlation function'

3.1.1 Dynamical and transport properties

In this paragraph, we present the results of the mean-square displacement, the velocity autocorre-

lation function and the self-diffusion coefficient of xenon, obtained with the two interatomic potential

schemes.

To anallze the behaviour of the mean-square displacement of the atoms from their initial positions'

in Fig. 3, we have plotted o(t) versus time for several temperatures. Logically, by decreasing the

kmpËrature, the dilirsion decreases. As one expects, for the liquid state, o(t) is found to be quite

nnÀ Uut o(t) becomes twisted at the temperatures near the glass transition. In liquid states (? : 3fi)

e{

o

r90



K), the small influence of the AT potential is evident, chiefly at T : 100 K, but below this temperature,
the behaviour changes drastically. In the region of the glass transition, the diffusive regime is observed
again when the three-body contribution is taken into account, even if the mean-square displacement is
lower than that of AZ model.

The individual atomic motion is also analyzed through the velocity autocorrelation function ry'(t),
in Fig. 4. That function goes to zero very quickly and becomes negligible at very short time. Below
the melting point, an important backscattering is observed at the vicinity of 0.5 ps, which reflects the
tendancy of the atoms to vibrate in their own site rather than to diffuse at such low temperature. Also,
it is worth mentioning that the negative backscattering region becomes less pronounced by including
the three-body potential, which has a mean positive contribution.

1 . 0
time (ps)

Figure 4. Velocity autocorrelation function r/(t) plotted against time with the two models of
interaction, AZ plus AT potential (solid lines) and AZ potential alone (dashed lines) for temperatures

(a) T : 300 K and (b) T: 25 K, respectively in the liquid and amorphous states.
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Figure 5. Self-diffusion coefficient D as a function of temperature ?. Squares belong to sirnulations

with the AZ plus AT potential and circles correspond to simulations with AZ potential.

Finally, the self-diffusion coefficient D is shown in Fig. 5, as a function of temperature. It has been

calculated by two methods, from a(t) and from r/(t). Both methods give very similar results as much

as the diffusion is not too small, i.e. the slope of o(t) is not too difficult to evaluate at long times.

Consequently, in the vicinity of the gla.ss transition and at lower temperatures, it is more convenient

and accurate to extract D from the integral of /(t). From our calculations, it is clear that the liquid-
glass transition, corresponding to the intersection of the two linear behaviours of D, occurs at a lower

temperature when the three-body contribution is omitted.

4 CONCTUDING REMARKS

\Me have investigated, by parallel molecular dynamics, the behaviour of the Axilrod-Teller potential

and its effects on the physical properties of xenon for the supercooled and amorphous states. Two
main conclusions emerge from this study. Firstly, while the introduction of the Axilrod-Teller potential

has a little influence in the liquid and supercooled states, it affects in a strong manner the structural,
thermodynamic and the transport properties in the amorphous states we were interested in. This
could not be predicted from calculations performed on liquid states alone. Secondly, it appears that
the constaut-volume specific heat and the self-diffusion coefficient as a function of temperature have

two distinctive behaviours in the liquid and amorphous regimes. It is therefore possible to estimate
without any ambiguity the influence of the three-body contribution on the glass transition temperature.
The latter occurs at about T :75 K with the AZ two'body potential alone and ? : 100 K when the
Axilrod-Teller potential is included, which is significantly higher.
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Abstract

Structural properties and atomic dynamics of liquicl and supercooled sili-

con are investigated by molecular clynamics simulation, using the empirical

Stillinger-Weber (SW) potential. The clescription of the strucbure factor is in

good agreement with very recent X-ray diffraction experiments, provided that

the SW model is modified by taking into account new experimental results

of the density in the stable liquicl near the melting point. The features of

the velocity autocorrelation function and the corresponding spectral density

are examined. The SW potential appears to be well-designed for studying

d.isordered phases of silicon. In particular, it allows us to investigate the pre

cess giving rise to the supercooled states, which are associated to a gradual

increase of the density as confirmecl by recent experiments.
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I. INTRODUCTION

In the last five years, levitation techniques have been used to measure the structural

and thermodynamic properties of silicon in the stable and the supercooled liquid regimes.

Unexpected and contradictory behaviours around the melting temperature have been re-

ported. For instance, Egryl has found a linear increase of the density upon cooling in the

tiquid and supercooled states, while Sasaki et al.2'3 measured an anomalous increase just

above the melting point, using an Archimedean technique. Ansell et al.a have shown that

the pair-correlation function exhibit a double shoulder in the supercooled region. Therefore,

the determination of the physical properties of liquid silicon remains of interest since the

underlying physical mechanisms are not well known.

In this paper, we present theoretical investigations of the velocity autocorrelation func-

tions and corresponding spectral densities, the self-diffusion coefficient as well as the struc-

ture factors of liquid and supercooled silicon, by means of molecular dynamics simulations.

This study completes our preceding papers, in which we have reported preliminary results

of the structural properties.

II. INTERACTION MODEL AND SIMULATION TECHNIQUE

The potential proposed by Stillinger and Weber6 (SW) appears to be one of the best

candidate for the description of liquid and supercooled siliconT. As a matter of fact, the SW

model predicts the melting temperatures'e with an excellent degree of accuracy. This is of

primary importance if one wants to study genuine supercooled states. Stillinger and Weber

have constructed the potential energy function UN f.or the condensed phases of silicon as

sums of pair and triplet potentials, which reads

(1 )

where r;j |ti - rol. The well-depth of u2 is e and À is the relative strength between z2

and 23, the latter being designed to stabilize the tetrahedral arrangement of the atoms in

1 N 1 N
Ux : * | eu2(r;i lo) + à t Àeus(r;ifo,rr*/o,16lo)

' '  i .+ j -7 " '  l1 i1* :1



the solid state. In the light of the new density measurements of Sasaki et al.2'3, we have

chosen o : 2.0618 Â for the range of the interactions in the SW potenbial that reproduces

the experimental condition in the liquid state, namely T: 1829 K and P:2.57 gf cm3 at

zero pressure. Interestingly, this value, which is consistent with the one proposed initially

by Stillinger and Weber (o : 2.09il Â), has the merit of predicting correctly the position

of the first peak of the experimental pair-correlation functiona'11.

In order to determine properly the structure factor of liquid silicon, a sufficient spatial

extension of the pair-correlation is needed. Thus, molecular dynamics (MD) simulations

are performed using N : 1728 atoms in a cubic box subject to the standard periodic

boundary conditions. To treat such a large number of atoms subject to three-body forces,

we use a parallel algorithmlO based on the spatial decomposition of the simulation box. The

computational load is therefore distributed among 8 processors of a IBM SP3 NH2 parallel

machine. Verlet's algorithm in the velocity form is used within the microcanonical ensemble

(NVE) wi th  a t ime step At  :  2 . I0-2r ,  where r  :  o(* /u) t l ' is  a  re laxat ion t ime that

takes the value of 7.5270.10-14 s. For each state investigated, the system is equilibrated

during 10000 time steps before the production period of 40000 time steps.

III. RESULTS AND DISCUSSION

Liquid and supercooled states of silicon studied in this work correspond to those investi-

gated by Ansell et al3 at temperatures ? : 1829, 1603 and 1542 K. In our MD simulations,

t he  supe rcoo led  s ta tes ,  i . e .  ? :1603  Ka t  p :2 .7L  g l " ^ t  andT  : ! 542Ka t  p :2 .75

gl. s,were obtained by crunching the stable liquid at T : 1829 K and p : 2.57 gl"^t.

This has been done by diminishing the temperature at a quenching rate of 3.2'L0r2 K/s and

increasingthe density at a rate of 7.27.10-5 Â-t/K simultaneously. This was the condit ion

for the appearance of the double shoulder in the pair-correlation functions shown in our

preceding works. It must be stressed that these are genuine supercooled states since the

melting temperature of the SW model is Ç : 1683 t 11 K according to the MD simulation



results of Cook and Clancye, a value close to the experimental one.

First of all, we examine the atomic d;mamics in the stable and supercooled states of

silicon. In Fig. 1, we display the normalized velocity autocorrelation function \[(t). At

T : 1829 K, il/(t) has regular oscillations around zero, while at T : 1603 and 1542 K, it

remains always negative after the second oscillation and tends to zero at long times. The

spectral density, iF(r), which is drawn in the inset of Fig. 1, is the Fourier transform of V(t)

and represents the density of vibrational modes. ù(r) possesses two broad peaks located at

10 and 50 meV, which represent a persistence of the transverse acoustic and optical modes of

the corresponding crystalline state, respectively. This is attributed to the strong tetrahedral

bonding characteristic of the SW potential. The first peak of V (c.r) in the supercooled states

is sharper and slightly shifted towards high c.,..', while the second one is wider compared with

that of the stable liquid. Moreover, an additional bump appears for values close to 30 meV,

which is more pronounced as the temperature decreases. We believe that it is an onset of the

peak associated to the longitudinal acoustic mode in crystalline Si. It is worth mentioning

that this particularity has been reported by Luedtke and Landmanl3 in their simulations

of amorphous silicon using the SW model, and has been observed experimentally in the

amorphous statesl2. Nevertheless, both ab i,nitiota and tight bindingls MD results show a

spectral density that decreases monotonously. Their curves of ù(c,r) have a single shoulder,

which is close to the second peak of our results. Stich et al.ra have interpreted this feature

as coming from covalent bonding effects.

The low frequency limit of ù(cu) corresponds to the diffusive characteristic of the system.

In contrast to the solid and amorphous states, ù(u,,) possesses a non-zero limit for r') : 0,

proportional to the self-diffusion coefficient D, indicating that, at 7 : 1603 and 1542K,

the system is supercooled but not amorphous. In Fig. 2, we display an Arrhenius plot

of D. It has been extracted from several MD simulations, carried out between 1829 and

1500 K during the crunching procedure, by integrating the velocity autocorrelation function

(open circles) as well as by taking the long time limit of the mean-square displacement

of the atoms (black squares). D(?) behaves as the Arrhenius law in the whole range of



temperatures investigated, albeit the values are more spread in the supercooled regime. The

curve is similar to that of Yu et a1.16 in the liquid state and the small differences can be

attributed to the difference in the scaling parameter o and density. Interestingly, the inset

of Fig. 2 shows that D varies linearly with respect to density within the crunch.

In Fig. 3, we display the structure factor, ,S(q) of liquid and supercooled silicon. At T :

1829 K, in the liquid state, the calculated curve compares remarkably well with experimental

data of Ansell et al.a as well as those of Waseda et al.rr. As shown by the dashed curve'

increasing the density by 2% in our simulation has the effect of increasing the height of the

first peak and reducing that of the shoulder but has a negligible effect on the position. As

for the phase shift of .9(q) towards small q, with respect to the experiment, it is due to

the intrinsic characteristics of the potential. In the supercooled states, a good agreement

is found with the experimental curves of Ansell et af . It has been obtained at the price of

increasing the density l inearly up to p:2.71 E/r 
t  and p:2.75 glr t  respectively at

?:1603 K and T :L542 K. Except the phase shift  that persists in the supercooled states,

the height of the first peak and the shoulder are well reproduced. It is worth mentioning that

such a linear increase of the density upon supercooling is consistent with the measurements

of Egryl who used an electromagnetic levitation technique. Interestingly, the densities we

have used in the MD simulations are higher than Egry's data but coincide with the upper

limit of the error bars.

IV. CONCLUSION

In the present paper, we have investigated the supercooled states of silicon, using the

empirical SW model, by means of MD simulations. By fitting the length scale a of the SW

potential on the thermodynamic state of the stable liquid, the new experimental results of

the structure factor by of Ansell et al.a and Waseda et al.rr are correctly predicted. For the

supercooled states, a crunching procedure in the MD simulation, inducing a linear increase

of the density, has allowed to reproduce the first peak and the shoulder of the structure



factor with a reasonable precision. It is seen that the gradual increase of the density may

be crucial in the description of the local order of liquid and supercooled silicon. The CINES

is gratefully acknowledged for providing us with computer time on the IBM/SP2 under the

project number TMC1928.
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Captions

Figure 1: Normalized velocity autocorrelation function û(t) at T: L829 K (solid line),

T : 1603 K (dashed curve) and T : t542 K (dash-dotted line). The inset displays

the corresponding spectral density (see text) expressed in arbitrary units.

Figure 2: Arrhenius plot of the self-diffusion coefficient D obtained by MD simulation.

The open circles and the black squares correspond respectively to the integration

of the velocity autocorrelation function and the long time limit of the mean-square

displacement. The solid and dashed lines are the coresponding least-squares fits. The

onset shows the variation of D as a function of the reduced density.

Figure 3: Structure factor for the stable liquid at T : 1829 K (upper curves) and the

supercooled states at T : 1603 K (intermediate curves) and T : 1542 K (bottom

curves). The solid line denotes the MD results, while the open circles and solid triangles

correspond to the experimental data of Ansell et al.a and Wased a et al.lr, respectively.

Lt T :1829 K the dashed line corresponds to a simulation in which the density was

increased by 2%.
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