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Introduction

Soient G un groupe de Lie connexe, g son algèbre de Lie, et g* l'espace vectoriel

dual de g. Un des problèmes est la détermination de I'ensemble des classes d'équivalence

de représentations unitaires continues irréductibles de G,noté ê. Lottq.te G est abélien,

par là lemme de Schur, ê est en bijection avec le groupe des caractères continus de G

dans le glonpe multiplicatif. U des nombres complexes de module 1. Lorsque G n'est pq!

abélien, G n'est pas connu en. général. En 196z, A. Kirillov est parvenu à déterminer G

lorsque G est nilpotent simplement connexe [16] : le dual unitaire G de G est décrit par

les orbites des éléments de g* sous I'action coadjointe de G ; cette action est définie par la

relation

r  .  ( :  <  Ad*  ( * ) , t  > :  I  o  Ad ( r - l ) ,  ( ' e  g * ,  r  e  G ,

Pour I dans g*; on appelle polari,sati,on de g en (., une sous-algèbre m de g, totalement

isotrope pour la forme bilinéaire 84 sut g définie par :

BilX,Y) :  l ' lx ' 'Yl ,

et de dimension maximale, i.e :

d imm:
dimg -| dimg'

oir
g" :  {  X e g l  Vt '  e  g :  L IX,Y) :o} .

En notant M le sous-groupe connexe expm de G associé à m, l'application

Xt,M; M ----+ U
exp X r-+ ei<L'x>

est un caractère de M. On pose :

'tTt'M : indf;a' Xt'M '

Alors 14,16 est irréductible et la correspondance

9* -' â
Ad. (c)

l(.1 r+ lnt,r l
est une application bijective, appelée bijection de Kirillov, où



(. - .(' ssi lr e G : t' : Ad* (r)t.

D'après Boidol [3], e est également en bijection avec

Prim* L'(G): { Kern I z' i.-représentation topologiquement irréductible de .Ll(G) }.
On munit cet ensemble de la topologie de Jacobson: pour une partie ,9 de LL(G), on
définit son enueloppe

h(s) :  { t rpr im* Lt (G) lsc-r } ,
et pour une partie C de Prim* Lt(G), on définit son rùoA&u

k(C): f1 "r.
J € C

Alors, par définition, C est fermé dans Prim. Lt(G) ssi C : h(k(C)).
Cette topologie est en général non séparée, mais toujours accessible, i.e, tout singleton est
fermé dans Prim- L'(G). En d'autres termes, tout élément J de Prim. L, (G) est un idéal
maximal de LL(G).

Problème

Etant donné une partie fermée C de Prim* Lt(G), peut-on déterminer l'ensemble J(C)
des idéaux bilatères fermés de Lr(G) d'enveloppe C ?

Lorsque J(C) est égal à { k(C) }, la partie C est dite de sgnthèse ou spectrale. Le premier
résultat de synthèse spectrale est Ie célèbre théorème de N. Wiener affirmant que 0 est
de synthèse dans Prim*rt(R), i.e, tout idéal fermé propre de LL(R) est contenu dans
le noyau d'une *-représentation topologiquement irréductible de .Ll(R). I.Segal [28] a
ensuite montré que tout singleton de Prim* rt(R) est de synthèse, puis L Kaplansky ]a] a
généralisé ce résultat à Prim* L'(G) où G est abélien. Le premier résultat sur ce probième,
lorsque G n'est pas abélien , a été trouvé par H. Leptin [17] qui montra que si G est nilpotent
de pas 2 , tout singleton est de synthèse dans Prim. Lt (G). Si G est nilpotent de pas 3,
J. Ludwig 121]-a montré que /({Kerr }) est en bijection avec J({Kerx}) où 1 est un
caractère de I|(lR"), et w un poids à croissance polynomiale sur IR". J. Ludwig montre
qu'alors J({Ker z- }) contient en général une infinité d'éléments, et par suite { Kerzc } n'est
pas de synthèse en général. Si G est nilpotent de pas 4, Ies calculs deviennent beaucoup
plus difficiles et aucun résultat général n'est connu. On a cependant le théorème suivant
dû à J. Ludwig [19], qui donne l'existence d'un plus petit élément dans l(c) ,

Théorème

Soient G un groupe localement compact à croissance polynomiale, tel que Lr(G)
soit symétrique, et C une paftie fermée de Prim* L, (G) . Alors, il existe un
unique idéal bilatère fermé j(C) de L'(G) tel que :

h(j(c)) : c
et  

J<LL(G) :h (J )cc  +  j ( c )cJ .

Ce théorème s'applique lorsque G est de Lie nilpotent simplement connexe [6]. Par exemple,
si G est abélien, alors j(C) est l'adhérence dans L'(G) del'idéal de Lt (G) des fonctions
dont le support de la transformée de Fourier est compact et disjoint de C [27].



Remarquons que, pour une partie fermée C de Prim* Lt(G), tout élément de '7(C) est

contenu dans k(C). II existe ainsi un idéal "minimal" et un idéal "maximal" d'enveloppe C.

La partie C est alors de synthèse si et seulement si ces deux idéaux coÏncident.

Soit tr" un élément de ô. Afin de déterminet J({Kerr }) Iorsque le pas de G est supérieur

à 3, il est naturel de commencer par déterminer j({Kerzt-}), puisque celui-ci est contenu

dans chaque élément ae J(Kern')).L" résultat obtenu par J.Ludwig lorsque G est de

pas 3 incite à chercher cet idéal de Lr (G) dans une sous-algèbre "assez générale" de Lr(G),

par exemple une algèbre à poids. Par la bijection de Kirillov, r est associée à I'orbite O(/)

d'une certaine forme linéaire ( sur g, et le cas le plus simple est celui où I'orbite O(t) est

ponctuelle.'La première partie de cette thèse est consacrée à la détermination de j({ Ker zr })
dans ce cas. Elle se fait dans une algèbre plus générale encore qu'une algèbre à poids, et dans

le cas d'un groupe de pas quelconque. Le résultat principal de ce chapitre repose en fait sur

une propriété générale des C""(G)-modules de dimension finie, où G est résoluble. Cette

propriété; ainsi que d'autres, sont l'objet de l'annexe. Une fois trouvé cet "idéal minimal",

un théorème de projection de W. Hauenschild et J. Ludwig, généralisé au chapitre 2 à une

algèbre à poids, permettra de passer du cas où I'orbite O(t) est ponctuelle au cas où celle-ci

est plate. Ce cas, plus difficile, est abordé dans le dernier chapitre. Enfrn, le chapitre 3,

indépendant des autres, étudie de façon assez générale le comportement d'un poids sur un

groupe topologique.

Notations

Par [3], I'ensemble Prim* L'(G) est en bijection avec g*f Ad.(G). Afin de faciliter la lecture

de cette thèse, les sous-ensembles fermés C de Prim* Lt (G) et les parties fermées de ô

seront identifiés avec les sous-ensembles fermés Ad.(G)-invariants de g*. Ainsi, pour fl-l

dans ô, associé à l'orbite O(/) d'une forme linéaire (. sw g, les ensembles j({Kerz-2 }) et

f,({Kerzra }) seront notés respectivement j(l) et J(l).

Conventions

Pour finir, voici les conventions adoptées dans toute la thèse. Si X est un espace

topologique, on munit systématiquement X de sa tribu borélienne B(X), i.e Ia tribu

engendrée par les ouverts de X, et une fonction f de X dans C qui est (B(X),6(A))-

mesurable est dite borélienne. Sauf mention du contraire, Ies fonctions seront toujours

supposées à valeurs complexes. Pour un groupe quelconque, e désignera l'élément neutre.

Pour un groupe G et un sous-groupe ,ô[ de G,Iarelation ^r<G signifie que l/ est distingué

dans' G, et le même symbole sera utilisé pour les algèbres : -I<A signifie que 1 est un

idéal bilatère fermé de I'algèbre normée A. Précisons enfin le sens de deux termes simples

utilisés dans la thèse, mais dont les définitions varient parfois selon les ouvrages : un espace

Iocalement compact est en particulier séparé; un espace topologique simplement connexe

est en particulier connexe.

l l l



Chapitre 1

Orbites ponctuelles

Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe d'algèbre de Lie g et r

un élément de ê. Dans ce chapitre, l'orbite de Ia forme linéaire I sur g associée à n

par la bijection de Kirillov est supposée ponctuelle, ce qui revient à dire qtrc (. est un

caractère du groupe g. Ainsi, zr est un caractère de L'(G). D'autre part, lorsque le pas

de G est supérieur à 3, le résultat obtenu dans [21] suggère de calcule, j(") dans une

sous-algèbre A de Lt(G) qui se doit être au moins aussi générale qu'une algèbre à poids.

On exigera simplement de I'algèbre de Banach A de contenir S(G) comme sous-espace

dense et que sa norme rende continues les injections de S(G) dans A et de A dans .Ll(G) .

Le théorème 1.3.3 détermine ators j(zr) dans ce cas. Notons qu'en écartant le cas où g est

nul, la résolubilité de g montre en particulier que le sous-espace vectoriel [g,g] de g est

propre, de sorte qu'il existe toujours une forme linéaire non nulle sur g dont l'orbite est

ponctuelle



2 Chapitre I

Dans tout ce chapitre, sauf mention du contraire, G est un groupe de Lie nilpotent
simplement connexe d'algèbre de Lie g. L'application exponentielle exp est alors un C--
difféomorphisme de g sur G, ce qui permet d'identifier G au lR.-espace vectoriel g en tant
que variété. si g est muni du produit de Baker-campbell-Hausdorff:

x.y: X tn *+[x,y]* +(lr,t x,yll + lr,,tr,x11)
* (commutateurs d'ordre 3 au moins)

alors exp est un isomorphisme de groupes topologiques de g sur G, ce qui permet
d'identifier le groupe G et (g,.). Pour cette loi de groupe, -X est I'inverse de X. Dans ce
qui suit, À désignera une mesure de Haar positive non nulle sur le groupe unimodulaire G
et dÀ(r) sera noté dr.

1.1 Polynômes et algèbres de groupes

1.1.1 Définit ion

Soient G un groupe topologique et ,9 une partie de G. On pose So : { e } et on
note pour tout n dans N* :

Sn : { " r . . . sn l s r , €S } .

Lorsque G est localement compact, pour s dans G, on désigne par ac!)
l'ensemble des voisinages compacts de s dans G.

L.L.2 Proposition

Soient G un groupe localement compact connexe et (J un éIément de [.ç(e).
AIorc |'application ru de G dans N défrnie par

, r (s ) :min{ rze N lseU"}
est borélienne et vérifie:

r r ( s ) :  Q  çe  s :  e

ruGt)  Sru3)+ru( t ) .
Si de plus U est symétrique, alors

'u?-t) : rr(s)

et la fonction du qui à (s,l) associe rr("-tt) est une distance sur G, bornée
ssi G est compact, et d,u induit sur G 1a topologie discrète.

Pteuve. Le groupe G étant connexe, Tu est une application. Comme [/ est supposé
compact, [/ est fermé dans G et est donc un borélien de G. Donc [Jn est un borélien
de G et sa fonction caractéristique Xu^ est borélienne. par suite,

" r : t3 ïn(ru--xu^- , )
est borélienne. Pour la distance du ,la boule ouverte de centre e et de rayon appartenant
à ]0,1[est réduite à {e} donc {e} est ouvert dans G et da1 induit glr G làtopologie
discrète.



7 .7 Orbites ponctuelles

1.L.3 Il paraît difficile de définir canoniquement la notion de "fonction polynôme" sur

un groupe quelconque G. A défaut d'une telle notion,, 1.I.4 essaie de définir de façon

naturelle la " croissance polynomiale" d'une fonction sur une classe de groupes aussi large

que possible.

L.L.4 Définition

Soit G un groupe localement compact connexe. Une fonction / de G dans C

est dite à croi,ssance polynomi,ale si pour tout U dans Ac@), il existe un

polynôme Pu à une indéterminée, à coefficients réels, tel que

l f l {Puor ,

i.e, tel que pour tout s dans G :

l/(")l 3 Pu (",, (")) .

Par exemple pour un groupe compact connexe G, les fonctions à croissance polynomiale

sur G sont les fonctions bornées. Plus généralement, il est facile de vérifier que, sous les

conditions de 1.1.4, une fonction à croissance polynomiale est bornée sur tout compact.

La proposition,suivante montre que si une fonction f de G dans C vérifie Ia condition

l/l < Pu o r, pour un voisinage compact U de e dans G, alors / est à croissance

polynomiale.

1-.1.5 Proposition

Soit G un gtoupe localement compact connexe. Pour tous U et V dans Eç(e),

il existe des nombres réels strictement positifs k et k' tels que :

r rskru3k ' r ,

Preuve. Le groupe topologique G est connexe et f intérieur de V dans G, noté û , 
"st

un voisinage de e dans G, donc pour tout s dans G, il existe un entier naturel k" tel
o k "  / o k "  \

que s appartienne à V . La famille ( V n U ) forme alors un recouvrement ouvert
\  / s e U

du compact U et par suite, il existe n dans N* et des points S1,...,s2 de [/ tels que

Lrc  l  l vk"o-' 'Yrv "
Soit

k:max{r" ,  l r< i ,<n} .

Alors [/ est contenu dans 7k, donc pour tout élément s de G :

ryruG) a ykruG)

d'où
r ,  3  k ru .

Comme tl et V jouent des rôles symétriques, la proposition est démontrée.
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I-.1.6 Définition

L.L.7 Notation

Chapitre 7

Soit G un groupe topologique. Une fonction borélienne ,u de G dans [1, +oo I
est appelée poi,ds sur G si pour tous s et t dans G :

w (s t )  < t  ( s )w ( t ) .

1.L.8 II est clair que l'ensemble des poids sur G est stable par multiplication ponctuelle,
inversion (tchèche), limite simple finie, enveloppe supérieure finie, et càmposition à gauche
par des fonctions de la forme exp o/ o ln, où / est une fonction croissante et sous-additive
de IR1 dans IR.1. De telles fonctions sont étudiées dans [11].

1.1.9 Exemple

Pour un groupe localement compact connexe G et U dans l3ç(e), l'application I I ru ,
notée wry , est clairement un poids à croissance polynomiale sur G, vérifiant de plus : "

u r y ( s t ) 4wu r ( s )+uu f t ) .

Ce poids sera étudié en détail au chapitre 3. Pour d'autres exemples de poids, voir également
le chapitre 3.

1.1.10 Notation

Soit G un groupe. Pour une fonction / de G dans C, on note / la fonction qui
à s associ" /("-t) .

Soient G un groupe localement compact, À une mesure de Haar à gauche positive
non nulle sur G, et u un poids sur G. On désigne par Lr_(G) Ia sous-algèbre
de Lr (G) des classes de fonctions / intégrables pa, ,rpport à la mesure de
densité ?, par rapport à À, c'est à dire telles que .f.l|LudÀ soit finie, et on
définit alors une norme ll ll., sur Lr_(G) en posant :

l l1ll-: IVfua^.
J G

L'algèbre Li,G) munie de la norme ll ll- est de Banach.

1.1.11 Remarque

Comme mentionné dans I'introduction, Ies algèbres à poids définies ci-dessus apparaissent
naturellement lorsque G est de Lie simplement connexe et nilpotent de pas 3, puisque
J. Ludwig a montré dans [21] que dans ce ca,s, l'ensemble J(tr) des idéaux bilatères fermés
de Lr (G) d'enveloppe (voir 1.2.1) un singleton { zr } est en bijection avec l,ensemble {(y),
où X est un caractère de If (1R') pour un certain entier n et w un poids à croissance
polynomiale sur IR'.

I .L.L2 Définit ion

Soient V et W deux lR-espaces vectoriels de dimension finie. Une application p
de V dans I,7 est appelée polgnôme si pour tout élément u de |/, les coordonnées
de p(o) dans une base de I4l sont des polynômes en les coordonnées de u dans
une base de V.
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Les formules de changement de base montrent qu'alors, pour tout élément u de V, les

coordonnées de p(r') dans toute base de W sont des polynômes en les coordonnées de u

dans toute base de V. Vu les hypothèses faites sur G, la définition suivante donne une

réponse satisfaisante à 1.1.3.

1.1.L3 Définit ion

Une fonction p de G dans C est appelée polynôme si l'application p o exp de g

dans C est un polynôme au sens de 1.1.12.

La pnoposrrroN 3.3.6 montrera qulun polynôme est une fonction à croissance polynomiale.

L.t.L4 Notation

I L'algèbre des polynômes sur G est notée P(G).

L.1.15 Notation

Pour X dans,g et pour une fonction / de classe c- sur G,on note x * f la

dérivéede / àgauchedansladirection X et f  *X ladérivéede / àdroitedans

la direction X :
d

X * f (ù: 
f iTç."p(-tX)a)lr=o, 

y e G
e tà

f  *x@): frT(aexn(tx))1,_0, a eG

Unebase  (X r , . . . ,Xa )  de  g  é tan t f i xée ,pou runmu l t i - i nd i ce  ( c r ,  . . . , aa )  de  Nd ,

noté c, et une fonction / de classe C* sur G' on pose :

Ko*f -X i ' * . . . *X lo* f ,

T*Xo: f *X i 'x . . . *Xf td
et

a l :  a t  *  " '  *  aa .

On désigne par S(G) l'espace de Schwartz des fonctions / de classe C* sur G

telles que pour tout entier .|y'

pNU): I  I l r "* / lurNdÀ
lîlsv 

r G

soit fini, où tl est le poids défini, et noté wU eî 1.1.9. On vérifie que cette

définition est indépendante du choix de la base de g et du voisinage compact Lr

de e dans G. On désigne par D(G) Ie sous-espace vectoriel de S(G) formé des

fonctions à support compact.

L'espace S(G) muni du produit de convolution et de la famille de semi-normes (p1,')1,'6s

est alors une algèbre de FÏéchet et 5(G) est dense dans (,Ll(G),ll llt).



Chapitre 7

L.1.L6 La détermination de "l'idéal minimal" au paragraphe 1.3 va se faire pouï une classe
d'algèbres assez générale. On considère en effet dans ce chapitre une sous-algèbre de Banach
(4, ll ll) de Lr(G) contenant s(G) comme sous-espace dense et vérifiant :

v/e s(G) :  l l / l l  <pxf)
'  l l / lh < l l / l l .

La proposition suivante est connue.

L.I.L7 Proposition

ll f* caractères de G, i.e les homomorphismes continus du groupe G dans Cx ,
ll sont de la forme exp X -+ ea(x) où (. est une forme iRJinéaire complexe sur g
ll telte que (.[X,Y] soit nul pour tous , 

"ot 
y dans g.

1.1.18 Notation

Notons lg,gl le lR-espace vectoriel engendré par I'ensemble des [x,y ] où x
et Y parcourent g. Fixons, iusqu'à la fin du châpitre, une forme rR -linéaire réelle (
sur g s'annulant sur [g,g], et notons Xt le caractère unitaire de G associé à /,
défini par :

X r . (expX) :e i ( ' ( x ) ,  X  e  g .

On note P4l'espace vectoriel des polynômes P, à coefficients complexes, tels que
la forme linéaire continue P y4 sw s(G) qui à / associe ï" f p xt dÀ se prolonge
en une forme linéaire continue sur ,4.. Un polynôme P àloefficients complexes
appartient donc à Pt ssi il existe un nombre réel positif c tel que pour tout /
dans S(G) :

1-.1.19 Notation

Soient G ungroupeet s unélément de G. Pourunefonction f de G dans C,
on note L"f ot 

"/ 
la translatée de / à gauche par s qui à t associe f (s-rt),

et R"ï ou /" la translatée de / à droite pêr s qui à f associe y(ts).

L. l .zO Théorème

ll L'espace vectoriel pa est de dimension frnie.

Preuve.
1) Le calcul ci-dessous est un préliminaire pour 2). Son résultat sera également utilisé dans
la preuve du théorème 1.3.3.
Soient / dans S(G) , Q unpolynôme et Xq un caractère unitaire de G. Pour tout r de G :

/:,n'r e x,
\v/e,4

ll",r*o^l = c l/tl

: *n@) f"f * Qxn@) f @a@-',)VM aa.
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s i  
ld  \  ld  \

r : exp (,E ^r"r,) et s : exp 
\2rr&)

où (Xr , . . . , Xa) est une base de g, alors

/a  \
a-'r : ""o l D,"txt l

\ i :1  /

où chaque ui est un polynôrne en les À; et l-tt. Par conséqu.* Q(A-'r) est un polynôme

en les À;, donc err tr ) dont les coefficients sont des polynômes en les p,a, donc err A ;

/ \

e(a-t") :  I  I  Ro,,. . . .o0(a)s.., , . . . ,o, f  tr)
\ ( c r , . . . , o a ) € N d  /

où Âor,,.., aa et Sar,...,ad. sont des polynômes. Il vient alors :

f  *exq@):xq( r )  I  ( t  f  Rat1 , . . . ,a46dÀ)  s ' , , , . . . , , ,o ( r )- ' - ^ , ,  \Jc '  /
( O 1 , . . . , a d r t l \ *

:  (P xù@)
où P est un polvnôme.

2) Soient Q dans Pt et g dans S(G). D'après 1)

s  *  (Qxù :  QgX t

où 8g est un polynôme, et pour tout / dans S(G) :

l<  Qnxt ,  f  > l :  l<  s  *  (Qxt) ,  f  > l
: l<8xr . ,g* f> l

:

t f rxJc
f

. 
"' I lhoo * llu.rNa.r

J G

<-c'l lh",oll- '  l l / l l- '
S "s l l / l l - '

de f , et hoo un élément de S(G). Comme S(G) est dense dans trf ' (G) pour ll ll-' ,
Qg X(. se prolonge par continuité en une forme linéaire continue sur trf r (G) vérifiant pour

tout / dans trf ,u (G) :

l< Qnxr,  f  >l  s "nl l / l l - '  ;donc 
ilqil (*oo.
l l? r "  l l " "

Notons Prv I'espace vectoriel des polynômes P tels qlre llPlwNlloo soit flnie.

Comme le poids tlN est à croissance polynomiale, I'espace Px est de dimension finie et
on a montré que pour tout Q dans P2 et tottt g dans S(G) , QgXt appartient à PN Xt..
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3) Soient Q dans Pa, (K,,)n>, une suite de voisinages compacts de e dans G telle que
pour tout n dans N*

! . t@.1 5?nn

et (gn)n>t une suite d'éléments de D(G) vérifiant pour tout n dans N* :

supp(e",) C Kn ; I gnXtd) : 1 ; l lgr.ll"" < r.
J G

Alors, pour tout r dans K1 :

lsn * Q ru@) - e xr@), : 
ll"g,@) (a{r-' *) - a@)ru@ dal
f

< |  lg" l l@,)- -Q(r) ld)
J K-,

< llg"ll." l l(8")-- Q@)ll*,x- À(K*)
s 2 j#, ll@")- - Q(r)ll*,x*.

La fonction (Qr)'- Q@) vaut 0 en e et est continue en e, d,où

"Ii- 
llg" * Q xr - Q Xrll*,x, : o.

Donc Qxt est adhérent à l'espace normé de dimension finie (pNxr.,ll ll"",zrr), et par
suite Q \s appattient à 21,' Xt ) i.e Q appartient à ?lrr. Finalement P2 est contenu dans p1,.
ce qui montre qtrc n est de dimension finie.

L.L.2L Proposit ion

ll Pour tout r dans G, les opérateurc de translations L* et R* sont continus sur
l l  (stc),i l  i l1.

Preuve. Fixons z dans G et soit (f",, 
"Uà)",€N 

utre suite d,éléments du graphe \, de L*
qui converge dans (S(G), ll ll) vers un élémènt (0,/) de S(G) x S(G). Alors les suires
("f",)",ex et (rff")) ??€N convergent respectivement vers 0 et / dans s(G). Notons ( , )
la forme bilinéaire de dualité sur .L1(G) t L*(G) :

<r,sr :  I fgdÀ, r€Lr(G),se L*(G).
J C

Comme f r-+ < T,g ) est continu, de norme inférieure à llgll"", les suites (< fn,p ))2çry et
(<,(f"),g ))",ex convergent respectivement vers 0 et i f ,g ). Or, on.rérifi" facilement
que  

< , ( f n ) , 9 ) :  ( f , , __ ,n )

donc (< *(r"),g ))",ex converge vers 0 d'après ce qui précède, et par suite ( f,g )
est nul. Cette dernière relation étant vraie pour tout g dans .L-(G), on en déduit qu" /
est nulle, donc (0, /) appartient à lr,, et lr, est fermé dans S(G)2. Par le théorème du
graphe fermé, L, est continu de S(G) dans S(G).
on prouve de façon analogue le résultat pour les translations à droite.
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L.L.22 Proposit ion

ll L'espace vectoriel Pt est invariant par translations.

Preuve. Soient P dans Pt et r,,z des éléments de G. Comme cela a déjà été remarqué,

Pour tout g: exPY dans G,

f ' (ù :  P(r - taz)

est un polynôme en les coordonnées de Y dans toute base de g, donc f 
" 

est un polynôme,

et pour tout / dans S(G) :

f
< ,P" xr, f > : I T@) p("-Lyz) xr(fi du

J G  
'

: ru@) xuQ) I --'f --' P Ya d)'
- t "  

&  '

: xilr) ruQ) I P Xt, ,-,f "-, 
>.

Comme par hypothèse P Xr. se prolonge en une forme linéaire continue sur ,4', il en est de

même pour f , Xt par la PROPOSITION 1.7.27, donc f " 
appartient à n '

L.L.23 Notation

Jusqu'à la:fin du chapitre, W désigne un sous-espace vectoriel non rru'I de Pt

invariant par translations, et wxt est noté wt. on pose également :

I (W):  { f  €  A IVP €W :  l  Pxr . /  >:  o} .

'1.L.24 Proposit ion

ll L'espace vectoriel Wa est invariant par translations et par convolution par des

ll  éléments de S(G).

Preuve. Soient P dans W et fr,U,,z des éléments de G. On a

,(P xù 
"@) 

: (P xù("-tur)
: X4ù xe(r) (,P" xù @),,

donc 
"(P 

Xt). appartient à wa et wa est invariant par translations.

En outre, pour tout/ dans S(G)

f  *pxt :  I  T@),(pxr)d,
J G

et

Pxe*r: I  i@)vxù,d,r
J G

sont des intégrales vectorielles convergentes dans Wa d'aptès ce qui précède.
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1.L.25 Notation

Chapitrc L

w et f ,g des éléments de A. Alors pya défrnit uneformelinéaire
par définition, donc I P Xt, g * f > existe. On pose

< !  *  (P Xt) ,  T > :  I  PXr,g *  f  >.

Alors i * @ 1a) ainsi définie est une forme linéaire continue sur .4. De même

<PXr* i , , f  ) : (  pXt . , f  *g>

définit une forme linéaire continue p Xt * ! sur A.

Soient P dans
continue sur -4

I.L.26 Proposit ion

lf ,Le sous-espace vectoriel fermé f (W) de A est un idéal bilatère de A.

Preuve. Soient / dans I(W), P dans W , g dans ,4 et
de S(G) qui converge vers g dans A.par la pROpOSITION
pour tout n et par la notation précédente

,(9rr)r,ex une suite d'éléments
I .1 .24 ,  <g i " *PX t , f  )  ex i s te

comme (< p ,n,1,Ïi:il::"-;Jî ::: : ,71 .o ,,, i, vient
l PXe ,9x f ) : 0 ,

donc a x / appartient à I(w), ce qui prouve que I(w) est un idéal à gauche de ,4.
on montrerait de manière analogue rye I(W) est un idéal à droite de 7.

l.2Enveloppe

L.2.L Définit ion

Pour une algèbre de Banach A, onnote Prim(A) I'ensemble des idéaux primitifs
de A, i.e, I'ensemble des noyaux des représentations algébriquement irréâuctibles
de A dans des espaces de Banach.

L.2.2 Définition

Pour une algèbre de Banach .4 dense dans une *-algèbre de Banach B, on
note Prim*(,4) l'ensemble des restrictions à A des noyaux des *-représentations
topologiquement irréductibles de B dans des espaces de Hilbert. On appelle
noyau d'une partie C de Prim*(,4) I'ensemble

k(c) : [^) ;
J Ç C

et on appelle enueloppe d'une parti,e S de A l,ensemble

h(S)  :  {  t .  
pr im.( .A)  

|  S c  " r } .

L.2.3 Pour une algèbre de Banach ,4 dense dans une *-algèbre de Banach B,l'ensemble
Prim*(,4) est muni de la topologie de Jacobson. Par définition, une partie C de prim.(A)
est fermée dans Prim. (,4) ssi C est égale à h(k(C)). La topologie de Jacobson est
accessible, i.e, tout singleton est fermé dans prim.(a).
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Le but de ce paragraphe est de déterminer l'enveloppe de I(W).

L.2.4 Proposition

ll Vu les hypothèses faites sut A dans 7.7.76, on a
t l

l l  Pr im.(A) :  Pr im(A) '

Preuve.
1) Soit z- une représentation unitaire topologiquement irréductible de G et donc de 11(G) .

Alors zr1, est topologiquement irréductible sur l'espace de Hilbert Î1. Soit

T7o :Vec{  n f f )e  |€eu ,  f  eA ,z r ( / )  es tderang f in i } '

Comme î(S(G)) contient beaucoup d'opérateurs de rang frni, 'lls est un sous-espace

vectoriel non trivial 1-invariant de 11 et la restriction de r à Tlo définit un module

simple de A. Ainsi Kerz-1, est un idéal primitif de A :

'K"rn,  
lneGlcPr im(A)Pr im*(A) :  t  ,o ,  )

Prouvons I'autre inclusion. Si (?, I/) est un A-module simple sur un espâce de Banach V,

alors Tl est un S(G)-module topologiquement irréductible. Par [23] il existe zr dans ô
ts(c)

tel que :
/ \ / \

rer (?r  I :K" r (nr  )
\  ts tc t /  \  ts1c1/

par 1221, X", (n1,^,) est dense dans Ker (zrr ).  Airrr i  KerT contient K"t (zrlA) .
l  l s t c l /  \  l , q /

2) Montrons que X"r ("1o) est un idéal bilatère maximai de ,4.. Soit M un idéal bilatère

fermé de ,4. contenant K;; (1r) . Supposons que M soiL différent de Ker (^, ) . Ators it
\  tA. /

, existe g dans M telle que g n'appartienne pas à Ker ("' ) . Par 1221, on sait que I'idéal
\  t a l

bi la tère  
R:  t /es(G)  l * f f )es tderangf in i )

est dense dans S(G) et donc dans A. Par conséquent R* g * R n'est pas contenu dans

Ku, (n, ) et M contient donc un élément â tel que r'(h) soit le projecteur orthogonal
\  tA l

noté'P1''sur un vecteur Cæ ), de '11n. Soit / dans S(G) telle que zr(/) soit aussi un

projecteur orthogonal de dimension 1, P, avec I \, F ) non nul. Alors :

r(f) : l< À, p >l-' P, o Ps o P,
:z - ( (  \ ,F) - r  f  *h* f ) .

Ainsi
T -  <  \ ,F) - r  f  *h* /  e  Ker  r  c  M

et par conséquent f appartient à M. Comme R est engendré comme idéal par ces

éléments f ,cecimontre qrrc M contientl'idéal R etfinalement M estégalà A puisque M

est fermé dans A. Ceci montre que KerT et Ker ("tr) sont égaux.
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1.2.5 Proposition

ll 
L-'esn2|e W est invariant par dérivations i.e, pour tout X dans g et tout p

f f  dans  W,  XxP e t  P*X appar t iennentàW.

Prcuve. Pour X dans g, P dans W et f dans IR X , on a
,  r l  \
t ' ( . *p i t x rP-P)ew

car W est invariant par translations. Comme W est de dimension finie, il vient :

x * Pgl5 t- ' (u*o,,rre - e) e w

ce qui montre que IrIl est invariant par dérivations à gauche.
On montrerait de même qre W est invariant par dérivations à droite.

Par I'introduction de [5], on a :

L.2.6 Proposition

ll II existe une fonction degré " d"g" sur I'espace vectoriel des polynômes sur G à

ll 
coefficients complexes, telle que pour tout X dans g et toit polynôme p, on

l l  a l t :

ll aes (X * p) < deg p.

L.2.7 Corollaire

ll Pour tout X dans g, iI existe un entier naturel te tel que pour tout p dans W,
ll Xk x P soit nut.

Preuve. Le corollaire résulte de la PRoposITroN I.2.6, W étant de dimension finie.

1.2.8 Proposit ion

ll L'enveloppe h(I(W)) de I(W) contient Kerya.

Prcuve. Pour X dans g et P dans W

r(X)(Pya) :  X *  (Pxù

:  (X *  P)xt  -  i<  ( ,  X >(pXù
définit une représentation z' de I'algèbre de Lie g dans Wa. pow tout X dans g,
I'endomorphisme 

"(X) 
de I'algèbre de Lie gr(Wù est nilpotent par le CoRoLLATRE 1.2.2.

Par le théorème d'Engel, il existe un élément non nul P dans W tel que pour tout X
dans g , r(X)(Pya) soit nul. Donc P est constant. Par suite, lp appartient à Wa et
donc I(w) est contenu dans Kerya i.e, Ker \a appartient à h(I(wD:'

L.2.9 Notation

Pogr / dans .Lr(G),la transformée de Fourier de / en / est noté" îe) et est
définie par :

L2

\e): l"r*o^.



Orbites ponctuelles l-3

Afin de formuler simplement le lemme I.2.II, il convient d'adopter la notation suivante:

I.2.LO Notation

soit P un "monôme" sur G, i.e, par la définition 1.1.13 : dans une base

(X t , .  . . ,X0 )  d "  g ,  pou r  t ous  nombres  rée l s  À r , . . . , ) d  ,

/ \poexpl t ^,x,1: II ^i,.
\r<rca / r1r1d

On pose :
ôp : ll t-,;l-o, al,

L{ r (d ,  l

et.on étend cette définition par C-linéarité à tout polynôme.

La présence du coefficient (-i,)-', dans Ia notation ci-dessus est uniquement destinée à

donner une expression simple pour APe)e$ (voir 7.2.1t)'

L.z. lL Lemme

Pour tout f dans A :

f e I(w) <+ vP €w : (r"tfl) ?t) : o,

où f désigne la transformée de Fourier de Ï .

. Preuve. Par les deux notations précédentes, pour tout P dans w :

(urtfl) G() : 1", , Xe d\
: 1PX t , Ï  ) ,

d'où le résultat.

L.2.L2 Théorème

ll L'enveloppe nQ@)) de I(W) est {Kerya}.

Preuve. Par la PRoPosITIoN 1.2.8, Ket ya appartient à h(I(W)) .

Soit z une *-représentation topologiquement irréductible de Lt(G) dans un espace de

Hilbert dont le noyau dans .4 contient I(W). Par le TuÉonÈltp 1.1.20, I(W) est de

codimension finie dans A, donc zr est de dimension finie et définit une représentation 7

unitaire continue irréductible du groupe nilpotent G. Par le théorème de Lie, i est un

caractère. Donc n est un caractère y4, oi lt est une forme IR-linéaire réelle sur g s'annulant

su [0, g ] par la PRoposITIoN I. l . I7 et 1.1.18.

Si // est distincte de (., il existe / dans 5(g.) telle que ît-Ul soit égale à 1 et f soit

nullesurunvoisinagede -1. Alors / n'appartient pas à KerXy et appartient à 1(l4z) par

le LEMME \.2.ll. Comme ceci contredit I'hypothèse, // est égale à /.

1_.2



t4

L.3 ldéal minimal

Chapitre 7

I-.3.1 Proposition

ll 
foul toute partie fermée C de Prim* (A), il existe un idéal bilatère fermé j(C)

ll ae A d'enveloppe C et tel que tout idéal bilatère fermé de A dont |'enveloppe
ll est contenue dans C contienne j(C).

Preuve. La preuve donnée dans [26] s'adapte au cas général.

Le TsÉonÈtvtB' I.2.L2 peut alors s'écrire j(Ker ya) c I(W), ce qui entraîne, compte tenu de
la PROPOSITION 1.I.22, j(Ker Xù'C I (n), soit encore, d'après l'abus d'écriture convenu
dans I'introduction, j(t) c I (n). Le théorème suivant montrera l'autre inclusion.

1.3.2 Lemme

lf Soit F un sous-espace vectofiel de dimension frnie de At qui est * A-invariant

ll à gauche. Alors tout éIément de F est une somme frnie de fonctions de la
ll forme Pyo, où P est un polynôme, et yn un caractère unitaire de G .

Preuve.  Soi t  (p1 , . . . , . f ,n)  une base de F.  A lors  D(G)*L,a+. . .+D(G)x1r ,  est  dense dans
l'espace vectoriel de dimension finie f', donc est égal à tr .
Soient p dans F et g dans 2(G). Pour tout / dÀns S(G) :

1g * t t , l  , . f  ) : < t t t  , s * f  >
l s ( G )  l s ( G ) ' "

:  I  e@)(1 -  a) ' (  s , ,  f )(r)  dr
Jc '  

'

pour une certaine fonction g à croissance modérée, de classe C- sur G et un certain
entier ly', où A désigne le Laplacien de G, d'après [2b]. En posant

h :  ( I  _  A ) r .q  )  
,

on a alors

< gx t t t^ ,^. , r  )  :  I  r t t to^
.  rs(c)  J c

o u f

'b@) : 
J"n v, as '

La forme linéaire g * p' est donc donnée sur S(G) par une fonction ty' de classse C* sur G.
Comme S(G) est dense dans ,4,laforme linéaire g*p peut s'identifier à $ et avec cette
identification, -F' est ainsi formé de fonctions C-.
Le lemme résulte alors de la pRopOSITION 1 de I'ANNpxn.

1.3.3 Théorème

ll Le plus petit idéal bilatère fermé de A d,enveloppe { Ker ya} est
il
l l  i ( t ) :  r(n).

Preuve.
1) II a déjà été remarqué que j((.) est contenu dans I (h\.
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Par [20], il existe un entier naturel l/ tel rye j(l) soit égal à (Ker xùN .

Monirons par récurrence sur n que si T est une forme linéaire continue sur A qui annule

(Ker yl" alors ? est de la forme P yp où P appartient à Pt.

Le résultat est vrai si n est égal à 1.

Soit rn dans N* tel que ? annule (Ker ya)* et n'annule pas (Ket ya)*-L '

2) a) Soit /s dans Keryp. Alors io*T estuneformelinéairecontinuesur A etpourtout u

dans (Ker Xt)*-r :

x - d é f(  " fo  *  T ,u  )= '  <  T ,  l ox  u )  :  0

car fs* z appartient à (Ker yp)*. L'hypothèse de récurrence montre alors que

io *f : PfoXt.

où P1o appartient à h.
b) soient r et h dans A tels que ruur) soit égal à 1. Alors r -ruU)rl appartient

à Ker Xt, et par conséquent

(r - îr-q /')-* r : Pr Xt
où P; appartient à Pt d'aptès a), c'est à dire

i  *T : |et ) i t  *T t  Pr Xt
€ A(/t * ?) * Pe xt.

Ceci montre que le C:espace vectoriel À * T, qui est contenu dans A/, est de dimension

finie par le TuÉonÈME 1.1.20.

Soit @ un élément de A.

3) Par 2) et le LEMME 7.3.2, Ô*T est de la forme
p

ô  xT  : \ p i  xo i
j : r

où les P7 sont des polynômes et les Xqr des caractères unitaires de G que l'on suppose

tous distincts. Montrons que p est égal à I et q1 à (..

Soit /6 dans Ker ypnE(G). La fonction "fo x @ appartient à Kerya, donc d'après 2) a) :

( / oxd ) - xT :PX t

où P appartient à n. D'autre part, le calcul 1) fait dans la preuve du TsÉonÈup 1.1.20

montre que
p

( /o*d) - *T:Di r *P iXu i
j : L

p

: t eiXsi
J : I

où les 8j. sont des polynômes que I'on peut supposer tous non nuls. Finalement

p

P xr --lQixn,'
j : l
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Dans le module des combinaisons linéaires (dont les coefficients sont des polynômes) des
caractères unitaires de G, toute famille finie de caractères unitaires distincts de G est libre.
Parsui tep estégalà 1,  donc Ç1 estéga_là ( .  e t  ôx? s ,écr i t  exr  où e estunpolynôme.
Comme @ appartient à A etT à At, ô*T est continusur -4 donc Q appartient àn.

4) Liespace P4 étant de dimension finie, soient h,,... , f y des fonctions de Schwartz sw G
te l l esque  

I  Px t , f , ; )  : 0 , , i : r , . . . ,M : ; p - [ .

Posons pour tout P dans P4 :

lP xrl le : 
,ïWK P ru, fo >1.

soit (@")"6\ une approximation de I'unité dans S(G). pour tout / dans S(G) :

1Ôr*T  -T , l  > :17 ,ô r *  f  -  f  > . ( 1 )

La suite (Ô.-*,f - 
"f)"ex converge vers 0 dans S(G), donc dans A, et T étant continu

snr l, , (< ô, xT - ?,.f ))",ex tend vers 0 par (1). La majoration

l lô^*r  -  ô^*r l ln < ,4%ol< ô.xT -T, f r ,> l+ 
,2%ol< ô^xT -  T, f r>l

montre que la suite (@, * Z)re x est de Cauchy pour la norme ll llr, donc convergente
vers un élément P 7a où P appartrsnt à P4, l'espace Pt Xt étant de dimension finie, àon"
complet. Soit / dans 5(G). Posons pour tout e dans p4 :

l lQ rul l r  :  l lQ xdlr  + l< Q xr,  T >1.
Alors ll lly est une norme sw P4ya équivalente à ll ll7, puisqve nxt est de dimension
finie. Donc la suite (ô, * T),eN converge vers P ya ponr I tt, "t 

u Âu;oration

l<Pxt-T, f  > l  < l< Pxt-6n*7, /> l  + l<ô,*T-T, f  > l

valable pour tout n dans N, donne, en faisant tendre 7z vers l,infini :

<PX t -T ,T ) : 0 .

Comme s(G) estdensedans A, ceciprouveque ? estégalà pxr.. Donc ? annule I(n),
et le théorème de Hahn-Banach montre finalement que I(P4) est contenu dans j(t).

L.3,4 Notation

Pour une algèbre de Banach ,4, dense dans une *-algèbre de Banach B, et pour
une partie fermée C de Prim.(A), on note J(C) I'ensemble des idéaux bilatères
fermés de A dont I'enveloppe est C :

J(c):  {J<Alh(r) :c} .

Dans le cas présent, l'ensemble { Ker ya} est fermé dans Prim. (A), et comme convenu
dans I'introduction, I'ensemble J({KerXz }) sera noté abusivement J(t).
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1.3.5 Notation

Soit J un idéal bilatère fermé de A. On lui associe le sous-espace vectoriet Iz(J)

de P défini par:

v(J) :  {P.n lv te J :  PTeKerya} .

1.3.6 Proposition

ll Soit J un idéal bilatère fermé de A. Le sous-espace vectoriel V(J) de Pt est

ll invariant par translations.

Preuve. Le sous-espace vectoriel engendré par S(G) *V(J) * S(G) est dense dans l'espace

vector,iel de dimension finie V(J), donc est égal à V(J). Le résultat découle alors de la

formule :

,U *P*g )o : , f xP*go

valable pour:tous f et g dans S(G), P dans V(J),et '  r,y dans G.

L.3.7 Notation

I Notons TP4I'ensemble des sous-espaces vectoriels non nuls de h invariants par

I translations.

1.3.8 Notation

Pour un espace vectoriel topologique E et une partie X de E, on note Xo

l'orthogonal de X dans -8, i.e, l'espace vectoriel des formes linéaires continues

sur -E annulant X :

Xo:  {ç ,  E ' lV r€X :  1g , r  > :0 } '

Le plus important résultat de ce chapitre est le théorème suivant :

1.3.9 Théorème

L'application

Th - J(t)
W =+ I(W)

est une biiection rî;;,yt1i: bijection réciproque

J r--> V(J).

Orbites ponctuelles LT

Preuve. Par Ie fnÉonÈuu 1.2.12, la correspondance l7 È+ I(W) est bien à valeurs

dans f,(Q. Soit W tnélément de TPt. Par défrnition de I(W), l'espace Wya est contenu

dans .I(17)". D'autre part, il est clair que

,* = (wxr)"
r \ r { )

où ( A r 
'l

(Wxù' :1 [ f ]€* lVPe W :1Pxe,f  >:0l .
I  r \ r u ) t  )
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Donc

Chapitre L

A fu-fuI(w)'=ù= rffi-ff#=wxt,rW- (wxù.

I(W)" : W Xt

et par suite

(1 )

ce qui montre que l'application W r. I(W) est injective. Montrons la surjectivité. Soit J
un élément de J(0. Alors J contient j(1.), donc son orthogonal Jo est contenu dans j(l). ,,
ce qui s'écrit, d'après le TuÉonÈvp 1.3.3 :

J" c Pt Xt.

et donc par définition de V (J) :

J "  cV(J )ya .

Comme I'autre inclusion est claire, il vient :

d'où
J" : V(J) xt

J :  (v(J)xt)" .

Par la PRoPosITIoN 1.3.6, V(J),appartient à TPt et il résulte de (1) écrite avec
W:V(J )  :

(v (t) xt)" : I (v (J))
et ainsi

J :  r(v(J))
ce qui montre la surjectivité de l'application W +, I(W) et par suite, la bijectivité de
J  +  V (J ) .

1.4 Exemple

Soit tl un poids symétrique à croissance polynomiale sur G.

1.4.L Pour -ô/ dans N, on désigne par Ayç la sous-algèbre de Lr(G) des classes,de
fonctions / telles que Dlols * ["1X" * f hD + l/ * x"luàÀ soit finie, 

"f 
on aannit ators

une norme ll ll sur Ay eL posant :

l l / l l  :  t  IV"*f@+l/*x' l trdÀ.
t f rxJG

L'algèbre A1,r munie de Ia norme ll ll est de Banach et satisfait les conditions données en
1.1.16. Le théorème 1.3.3 s'applique donc dans ce cas.

En particulier si l/ est nul, l'algèbre à poids L'-(G) définie en 1.1.10 est un exemple
d'algèbre A satisfaisant les conditions données en 1.1.16. Ce paragraphe énonce les résultats
principaux du chapitre dans ce cas particulier, important pour la suite.
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L.4.2 Notation

Soient G un groupe localement compact et tl un poids sur G. On note LiG)

l'espace vectoriel des (classes de) fonctions / essentiellement bornées par trl, c'est

à dire telles rye llf lwlloo soit finie , et on définit alors une norme ll ll sur Li(G)

en posant :

il/il :

La proposition suivante, qui décrit

L.4.3 Proposition

topologique Lr-(G)' de LL*(G), est connue.

Soient G un gïoupe localement compact, À une mesure de Haar à gauche positive

non nulle sur G, et u un poids sur G. L'application

$: Lff(C)------  Lr*(G)'
g r- 4;g : LL*(G) -+ C

f  | . -+ <s,Tr:  I  rgd^
J G

est un isomorphisme isométrique d'espaces de Banach de Lff (G) sut le dual

topologique LL-(G), de Ll"(G).

Dans la suite, ies espaces Lt*(G)' et Lff (G) seront identifiés. Le dual topologique de If (G)

étant connu, il est possible de donner une description plus parlante de l'espace vectoriel Pg

défini dans 1.1.18 :

L .4.4Notat ion

Soit w un poids sur G. On note P-(G) I'espace vectoriel des polynômes

essentiellement bornés par ?, :

P*(G) : P(G) À Li G) .

L.4.5 D'après 7.4.3, il est clair que

h. :  P-(G)

et le théorème 1.3.3 s'écrit :

Orbites ponctuelles 1-9

ll*ll_
le dual

j(r) : r (r*G))
: 

{ r 
€ LL-1cy I vr . p-(G), 

l" P(r ) f ( r )xe( r )d" :0) .

L.4.6 Cas particuliers

1) Si tr est le poids constant égal à 1, alors L'-(C) coïncide avec Lr (G), et P-(G) ne

cont ientquedesconstantes,donc j (Q estégalà {KerXt . ) ,cequimontreque {Ker12}
est de synthèse. On retrouve dans ce cas un résultat de [14].
2) Si dans une direction X6, u.'(exp(tXs)) croît au moins comme ltl, alors P-(G) contient

un polynôme non constant, donc j(t) est strictement contenu dans { Ker 7a } et par

conséquent {KerXz} n'est pas de synthèse. Ainsi, pour un poids ?r-l non constant, le

singleton { Ker Xa } n'est pas de synthèse dans ,L} (G) en général.
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Le théorème de proiection

Soient G un groupe localement compact et l/ un sous-groupe normal fermé de G.

Le théorème de projection prouvé par W. Hauenschild et J. Ludwig pour la première fois

en rg8r [gJ, étaÈUt une bijection entre l'ensemble des idéaux bilatères fermés de ,1(G)

qui sànt LaGIN)-invariants et llensemble des idéaux bilatères fermés de ,f1(,n'r) qui sont

G-invariants. Les hypothèses des applications de ce théorème aux ensembles de synthèse

ont été affaiblies par B. Bekka [1]. Ce théorème a été récemment démontré par J. Ludwig et

C. Molitor-Braun pour S(G) où G est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe [25].
Dans ce chapitre, ce même théorème est prouvé pour une classe d'algèbres intermédiaires

entre S(G) et L'(G), à savoir les algèbres à poids.
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Dans tout ce chapitre, G est un groupe localement compact, l/ un sous-groupe normal
ferméde G et ?/ unpoidssymétriquecontinusur G,valant 1en e. Onnote À -resp. Àlr -
une mesure de Haar à gauche positive non nulle sur G - resp. sur ly' -.

2.1Les applications restriction et extension
z.L.L Notation

Pour une algèbre A dont la multiplication est notée *, et pour deux parties B
et C de A, on note

B*C:{b*c lU€B,c€C} .

2.L.2 Notation
Pour une fonction z de l/ dans C, on pose :

u'(r) :  u(r-rnr)) n € N, r € G

et pour une fonction "f de G dans C, on note ft_- Iu restriction de / à l/.
L'espace vectoriel des fonctions continues - resp. 

"àT,in 
r", bornées, continues à

support compact - sur G est noté c(G) - resp. cb(q, rc(G) -. Le sous-espace
vectoriel engendré par une partie P d'un espace vectoriel est noté < p >. pour
un idéal bilatère I de Lr-(G), on note :

f c :< -1 *K (G)> .

2.L.3 Proposit ion

Soit I un idéal bilatère de Ll"(G) . Alors I" est un sous-esp ace vectoriet ae Cb(G) .
Pour tous f dans I" et r dans G, Ia fonction ,T1, uppurtient à Z,f,,u(.nr) et
I'application qui à r associ" ,Tl* est continue de G dans If, (l,r). 

rrv

Preuve. La première assertion résulte de l2T chap.7.3.3] et [10 Th.20.16].
Pourtout r dans G, tous / dans I et k dans K(G),ilvient d,après l2T Chap.T.3.3] :

l*UO 
* k)(n)l .(,) dn < w(r)l l/ l l , sup 

{ 
r ' (rfr, l1r) a(_c\

< w(r) ll/ l l ' , l lfrl loo À.n, (,nr n f<-1f<)
où 1( est le support de k. Donc 

"(T 
*k)l* appartient à ,llr(l'r),,ce qui montre que pour

tous / dans.I. et r dans G,la fonction J;, .nRurtient à rllr(,4,r).

2.L.4 Proposition
-l{otons B l'ensemble des voisinages compacts symétriques de e dans G, et
pout U dans B, Ku(G)+ l'ensemble des fonctions positives continues sur G à
support compact inclus dans U . Il existe une approximation de l'unité (eu)urs
de LL-(G) vérifrant:

VUe B:  l l ru l l - : t  i  €u€Ku(G)+ )  €u:eu*

vf erl ,(c) :  J '&l l /  *€u- f i l - : l rgul lru*f -. / l l - :0.
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Preuve. Soient U dans B et fu une fonction non nulle dans Ku(G)+. Notons cu la norme

de ru-fru* dans Ll,(G) et ery lafonction cu-r(ru+ru.). Alors ey appart ientà Ku(G)+,

est autoadjointe, de norme 1 dans L'-(G) et pour / dans Lr-(G) :

l l ru* f  -  f fu:  [ | [  Gr@)f( , - 'a)- f (a)rr(r) t r ( r ) )  dr lw@)ds
Jc l Jc  \  /  |
f  / f  . .  \ -

s I  , r@)( I  V"f (a) - .@)f (a)1,(s) dv I  dr
Ju \Jc  /

Ju
f: 1= sup ll,L, f - ,@)Tl- 

J"eu 
w dÀ: 

:Ët l lL"T *@)Tll*

La fonction qui à r associe llL"f -w(")Tll* est continue sur 7 puisque tr est continu
et / appartient à Lr-(G), et comme ur prend la valeur 1 en e, elle vaut 0 en e. Par suite

#e:ËB llL.r - w@) f ll- : s
et donc

[ iy ; l leu*f- l l l , , :0.
En remarquant que r * ea est I'adjointe de eLr * .7Ê*, on en déduit de même :

$5ll f  
)r  €u - / l l -  :  o'

2.L.5 Proposit ion

ll Soit F un sous-espace vectofiel fermé de Lr*(G). Alors F est un idéal à gauche

l l  - resp .  àd ro i t e -deL r - (G)  ss iF  es ts tab lepa t  L  - resp .  R - .

Preuve.Supposonsque F soitunidéalàgauchede ff(G). Soient / dans F et r dans G.

Alors pour tout [/ dans B,la fonction (L"eu) * / appqrtient à .F. Comme dlautre part

L * f : f - ( n ^e r * f )- & r  - \ u e r  "  " /

: 
I{àL"(ery 

x f)
: Iiry^(L,ru) * T

la fonction L,f appartient à f" car f' est fermé dans If (G) pu. hypothèse.

Réciproquement, supposons que tr' soit stable par L. Soit û une forme linéaire continue

r". i;1C; nulle sur F. Alors o appartient à Iff(G) pu. I.4.3, et pour tous g dans If (G)

e t / dansF :

puisque pour tout r dans G, Lrf appartient à F' et o est nulle sur F. Donc o est
nulle sur LI,G) x F ce qui montre que Lt-(G) * F est contenu dans F par le théorème de
Hahn-Banach.

On montrerait de façon analogue le résultat pour les idéaux à droite de LL-(G).

Ir,f* /)dÀ : 
l"t@(l.a@) L*r(alau) a,

-0
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2.t.6 Notation

2.t.7 Notation

Chapitre 2

Pour un ensemble f de fonctions de G dans C, on note :

Ft : { f ,  l r . r } .
lN  L " l r u  l '  )

Pour une partie P d'un espace topologique X, on désigne pu, P' I,adhérence
de P dans X.

Soit .I un idéal bilatère de Lr-(G). On pose :

R ( I \ :  ç  
L ' * , * tN )  

.- | , l t

2.1.8 Proposit ion

ll Soit I un idéal bilatère fermé de Lr-(G). Alors I" est un sous-esp ace vectoriel

ll dense de I, invariant par translations, et R(I) est un idéal bilatère fermé G-

ll 
invariant de Lt-, 

*(N) 
, i.", pour f dans R(I) et r dans G , f, appartient à R(I) .

Preuve. Pour tous r,g dans G, / dans I , et g dans K(G), on a :

, ( ï * g )a : ,T *90

Comme .I est un idéal bilatère fermé de Ll"(G), 1 est invariant par translations donc ,/
appartient à 1, et comme 9o appartient à K(G) , la foncti oî ,(f x g), appartient à I xK(G) ,
donc 

"(/ 
* g), appartient à 1. et 1" est invariant par translations. De plus :

I  :  { .1 , ,  Lr - (G)> -  <J*E@ 
LLG)> 

c  <r l7GF 
L iG)  :  1 .L ' - (c)  .7r ' iG l  - ,

la lè'u égalité provenant de l'existence d.'une approximation de I'unité dans .L| (G) (2.1.4).
Comme /cln, est un sous-espace vectoriel de ,Ll,',(l/), ,?(1) I'est également. Soient m

et n dans ,À/. Pour tout / dans 1", la fonction nf,,,l, "rt 
égale à 

/ttr),, 
aorr" (ttno)_

appartient 
I 

t"l, et a fortiori à Â(1), ce qui montre qr" ,(/"lr)_ ert contenu dans rB(/),
et par conséquent 

r,f,^,tlu)

comme r,",ao-oifl,J; n* ,,,^'^:'::(r/) est conrinu, on a
I N

,R(I), , .  ( t" l r)_
rl, tlr)

donc ,,Â(1)- "tt 
contenu dans fi(I) d'après ce qui précède et À(1) est ainsi invariant

par translations. Comme de plus r?(/) est un sous-espace vectoriel fermé de Llr, (l/), il en

résulte que Â(1) est un idéal bilatère fermé de lf,,u(,n/). Il reste à montrer q,r" nif; est G-
invariant. Enremarquant quepourtout / dans 1" et tout z dans G,Iafonction /'1 est

/  \ t  
l N

égale à (/f ., ) , on montrerait de façon analogue que .R(1) est invariant par conjugaison.
\  t N . /
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2.t.9 Notation

2.1.10 Notation

Le théorème de projection 25

Comme Ie sous-groupe fermé l/ de G est normal dans G, la restriction à, l/ cle

Ia fonction module de G est la fonction module de l/. La fonction module de G

sera donc simplement notée A.

On note ZG I'ensemble des idéaux bilatères fermés G-invariants de ll,,r(l[).

Chaque élément u de Lr-r*(l[) définit une mesure de Radon bornée sur G, en

posant pour / dans K(G) :

uU):  I  t , . . (n)u(n)dn.
J  N  I , IV

par [10 Th.20.9], pour u dans .LL,rV(l/) et / dans K(G), la fonction f xu a pour

expression :

f  , ru ( r ) :  I t ( r - t )  f ( rn- r )u(n)dn,  r€G.
J N

Pour -I d.ans TG, on note e(J) I'adhérence dans ,L|(G) du sous-espace vectoriel

engendré par K(G) * J .

2"I.LL Proposit ion

ll eour J dans TG , l'extension e(J) de J est un idéal bilal,ère fermé de Lr-(C)

ll qri est Læ(Gf N)-invariant, i.e, pour tous I dans L*(G1N) c Lff(G) et g

ll dans e(J) , la fonction (pg appartient à e(J)'

Preuve. On a pour tout / dans K(G), tous u dans ,ltr(lf) et r,y dans G :

( r * u)'(a) : ri 
:::'))' ("'-')u(n) dn

J rtt

:  a(r) /  o("-t)  f*(an-t)u"(n)dn
J N

:A( r )  f , *u" (a)

donc (f *u), est égal à A(r) f, * u'. On montrerait de même que 
"(/*u) 

est égal

à *T *2. Dofrc rcG) x J est invariant par translations. Comme pour tous r et y dans G

l,endomorphisme de Ll"(G) qui à / associe 
"/, 

est continu, le sous-espace vectoriel

fermé e(J) de Lt-(G) est invariant par translations, donc est un idéal bilatère fermé

de If (G) par 2.1.5.
Soient  cp dans L*(G|N),  /  dans K(G),et  u  dans J .  Pour tout  r  dans G'  ona:

(pf * u)(r) : I o@-')ç@)f (rn-t)u(n) dn
J N

: @U * u))(r)
donc 

pï  x u:  g( f  *  u) .
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2.I.I2 Notation

I On note 7Læ(G/N) l,ensemble des
I de LL-(G) et r Ia restriction de ,R

On a ainsi deux applications

e :  TG ,7L* (G /N)

Chapitre 2

fermés L* (G lN)-invariantsidéaux bilatères
; 7 L * ( G / N )  .

et

J  H  e (J ) :ZE6 ; " J>L : " (G )

, . 7L * (G /N)  ___ - IG

dont on va montrer qu'elles sont réciproques I'une de I'autre.

2.L.L3 Proposition

lf Pour deux éléments J1 et J2 de Tc :
t l
l l  _ r t  t r t t
l l  

"  
(J1 x  J2)  :  e(Jr )  ' r  e(J2)" - \ " /  .

Preuve. On a :
L'-(c)

e(J t )  *  e (J2 )  :  <K(G)  *  J1*  J2 t

:@r ; t c i

:  
L ; G t

: < K113; * -r, > L'-(G) xZjz * rc@) L'-(c)L'-(c)

t 7 /r- ',
:  ^QLF e( j ;Du\v)

1u 2nde égalité étant due à I'existence d"'une approximation de I'unité dans
d'éléments de rcG) Q.L.4) et la 4ème est due à la continuité de la
dans I|(G).

2.2 Les représentations induites
La démonstration du théorème principal de ce chapitre s'appuie sur les résultats des deux
lemmes qui suivent.

2.2.L Lemme

Soient H un sous-groupe fermé de G tel que la restriction à H de la fonction
module de G soit la fonction module de H, et p une rcprésentation unitaire
continue de H dans un espace de Hilbert 11(p). on notera encore p I,*-
représentation non dégénérée de Lr-rr(H) dans Tl(p) associée à p.De même,

indfl p défrnit une *ieprésentation non dégénérée de LLG) dans 'tl(inaf, p)
que |'on notera encore indfl p. A|ors :

LLG) formée
multiplication

Kerindf l  p:  
{ f  e Lr-(G) 

lv" ,  a €G ,  Jolne Kern}.
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Preuve. Notons Cr(G) l'espace vectoriel engendré par K(G) x Ker indfl p. Alors Cr(G) est
formé de fonctions continues. Soient / dans L'-(G), tp dans K(G), { dans '11(p), et r

dans G. La fonction qui à (A,h) associe f @)ç(a-t*-th) est intégrable sur G x H et est
de norme inférieure à ll/lltllellt.L'invariance à gauche de la mesure de Haar sur G et le

théorème de F\rbini montient que la fonction qui à (A,,h) associe f ("-'ny) ç(a-t) appar-

rienr à Lt(G xH).Enfin la fonction 4 d" G dans 11(p) qtià r associe frq@h)p(h)(dh
appartient a U(inafrp) d'après [2]. Ainsi, pour / dans Co(G), indfl pU) :0 entraîne :

(1 )

la 2"de égalité résultant de I'hypothèse faite sur fI. Comme cette égalité est vraie pour

tout g dans K(G) et tout { dans 11(p), la continuité de la fonction qui à I associe

Ï, f ("-'ny)p(ù€dh, montre que pour tous r et gt dans G :

On a ainsi montré que si / appartient à Cp(G), alors pour tous r et y dans G, ,Ïa1,

appartient à Ker p.Or Co(G) est dense dans Kerindflp, Kerp eqt fermé dans ,Lf,o(-FI),

et pour tous r,gr dans G, l'application f * rfol, d" L'-(C) dans .Lf,,,(,FI) est continue.

On a donc montré l'inclusion :

Ker indf l  pc{ f  eLL-(c)  lvr ,  v€G, * fo lne Kern} .

Pour montrer l'inclusion réciproque, soit / une fonction du membre de droite. On a pour

tous r et gr dans G :

f ( " - tny) p(h)dh

donc pour tout g dans K(G) et tout ( dans 11(p) ,

0: indf, p(T)d@-')
f f:  

J 
"r 

@ J rç(a-r 
r-t  h) p(D€ dh dv

r f: 
J 
"e(a-L) 

J , r {"-'nv) p(D€ dh dY

o : 
l, r @-Lns1 p@) dh

: 
Ir,rolu@) 

p@) dh

: o (s'1')

f - 1
o: 

J"ç(a-') J,f {"-'na) p(ùÊdhdv

: indf, p(f) %("-t)

O: l,

}a dernière égalité résultant de (1). Comme ceci est wai pour tout r dans G, ind$ pU) %
est nulle. Or I'ensembt" {æ | ç e K(C), € e 11(p)) est total dans fl(inaf, p) d'après [2],
et ind$ p(/) est un endomorphisme continu de }f(indfl P) , donc indfl p$) est nulle.
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2.2.2 Pour g dans K(G) et 4t dans ,L{,u(l/) continue, on définit

,hn@):  I  l ,@)o(n-r r )dn,  re G.
J N

Par 127 chap 7; 3.5], la fonction ths est continue et appartient à Lî(G). On note ( , )
la forme bilinéaire de dualité (1.4.3) sur trf(G) x Lff(G), i.e, pour / dans rf(G) et çdanstr f f (G) :  

<p,rr :  I rçdÀ
J C

Pour un idéal bilatère fermé 1 de r|,r(l/), le sous-espace vectoriel

.  r " : { tceLff , (N) lof  €r :< e, f  >:o}
( I N

de Iff (l/) est faiblement fermé et invariant par translations car 1 est invariant par*  
l i v '

translations. De plus, 1o est G-invariant ssi 1 l'est et l'application qui à .I associe 1o est
injective par [10 Th 40.4]. On note ind$ p la représentation de G induite par un élément
pdeN .

2.2.3 Lemme

Soient .I un idéal bilatère fermé de Lr*(G), J dans IG , et p dans fr .

1) I c KerindS p -+-À(1) c Ker p.

Z) e(J) C Ker ind$p ç I  C Kerp.

Sideplus I appartientàTL*(G/N) alors pour { dans Lff, (,n/) et g dans LtrG)
l ] V

continues :

3)  ç  e l 'o  <+Vr  e  G,  *e l *€  r (1) . .

a) ,! e "/o 14 Vg e K(G) , ,ltn € e(J). .

Prcuve.
1) Si 1 est contenu dans Kerind$p alors :

/"1, . /1, . Kerindfl pl, CKer p

la dernière inclusion résultant du LEMME 2.2.7. Comme Kerp est fermé dans trf,r(I/),

rR(I) est contenu dans Kerp.

Réciproquement, supposons que E(1) soit contenu dans Ker p et soit / dans 1.. Alors

pour tous r et y dans G , -, f  -, ,  appart ient à n(I), donc O(_-,f 
",-, ,  ) "rt  

nul par

hypothèse,  ce qui  s 'écr i t  t '  
' - ' "  v - ' l l r  \  /  /  -  r  

\ r - I r '  a- ' lN /

o : 
I* T @ny-t1 p@) dn.
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tout { dans ft(ina$ p) ,

o :  [  [  f@nr- ' )a(s- ' )p( , , )€(y)  dndy
JcrN Ju

:  [  [  f  @n-ru- , )n(y- , )^  (n-L)  o@)- ,€(s)  dndy
Jc twJN

:  [  [  t@r- 'u- ') t(u-1)a(rz-1)€ (vn)dndv
J c T N J N

f:  
J"f @a-')e(ùL(v)- 'da

29

r:  I  r@) €(v-'") da
J C

: indf, pff)t@)

la 4è*" égalité étant due à la formule de Weil. On^a ainsi prouvé que indïr pU) est nulle

pour tout / dans 1". D'après la continuité de indf,p et 2.1.8, ind$p annule .[.

2) Pour tous g dans K(G) 
"t 

€ dans Tl(p), notons

ge@) : 
l*s@') 

P(n){dn' n € G'

Alors, pour tous / dans rcG) et u dans J, on a :

indf p(/ * u)fa',) : 
l"r, 

* u)(y) 
l*s(o-'**) 

p@)tdmds

r f r
:  I  I  t@)- 'T(a"- ' ) " (n)dnl  g(a- ' **)p(*)€dmdy

J c J x  J N
f f f: 

J. J * f {u)"{") o" 
J *e 

(n-' v-' r*) p(^)€ dm dv

: to ) - ,  IA  
r  ' r - t ) /  

u , - ' a (mn)p(m)€dmdydn

I :|,] _ :, f 
"^,:,,n,,,,,,,r,^, 

T, 
0r,,,",,,,, 

: rï 
:;;, dn dy

J c  J N r  
- s

Si ind$ p annule 
"(J),l'égalité 

précédente valable pour tous /,9 dans rc(G), ( dans 11(p),

u dans J et r dans G, montre que p annule J.

Réciproquement, si p annule J alorspourtous r,y dans G,, n dans ly', et u dans J, p

.rrrr,rl" (ur-lu) n; ce qui montre d'après le calcul précédent que pour tous /, I dans K(G) ,

et { dans 11(p)",  indf ip(/xu) annule f t .  Commel'ensembte {oe lSe K(G),€e11(p)}

est total dans ft(inafi p) et que ind$ p(/xu) est un endomorphisme continu de ft(ind$ p) ,
ind$ p(/ x u) est nulle, et donc indfi p annule e(J) pat continuité.
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3) Pour tout cp dans trff(G), tous 4 dans L*(G1N) et / dans rc,la fonction 4/
appartient à 1 par hypothèse sur -I et :

I
lp , r l f  > :  I  n fpdÀ

J G
f f: I q(i') I f @") ç@n) dn dù

J G / N  J  N

:  
f . ,*rte) (--,p;n, , 

"-,/1r)0,
ce qui justifie la 3è-" des équivalences suivantes :

ge  I "  a=a ! / 61  :<g , , f  > :0

s l f  ç t . :  Vr1  e  L* (G|N)  :  lp ,T f  ) :0

eVf  e I "  :  y r€G,  ( ^_ ,g , ,  __ , f1  ) :O\ e  t N  *  
l N t

sl f  ç ! . :Yr€G ' ( , - ,p l r , / l r )  :o

ç ls€G:  ,p l *€( t " l r ) '
<+Vr€G: ,p l *e  r ( I ) "

la 2'd' étant due à l'hypothèse sur 1 et 2.I.8,1u 4ème à 2.1.8, et la dernière s'obtenant par
continuité.

4) Pour tous u dans ,L|, (.n/) et f ,g dans rcG):
l i v

r f  r< f * u,rbg ) : 
J* J*O(")- ' f  

(rn-r)u(n)dn 
J*rb@)s(*-r") 

dmd.r

:  [  [  t {ùu14a"[ ,h@)g(*- r rn)dmd,r
J G J N  J N

r f  f
: 

l_ | | A,(r)f (r)u(r-tmnr)û(m)s(nr)dmdndr
J G J N J N

:  [^L@)f  ( r )  t  t  (u*)n@),b(m)g,(n)dmdnd,r
J G  J T V  J N

:  [ ,L@) f ( r )  [  . f , (u ' )n>g , (n )dndr
J c  

' - '  ' J N

ce qui justine '' ';: 
]îi';i":ï',':îi::,

3111e J,  Yr € G, Vn e l /  :  < rb,(u") .  )  :0

s; [seJ,Yf ,ge rcG):  <f  *u, rhs) :0
ç lse K(G) ,  rbn€<rc(G)*J>"
3\se rc@) ,  rbn€e(J)"

la dernière s'obtenant par continuité.
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2.3Le théorème de projection

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant :

2.3.L Théorème

L'application

e :  TG ,7L* (G/N)

J  r - -+  e (J ) :<K(G)*J>
L ' - (G)

est une bijection préservant I'inclusion, de bijection réciptoque

r . 7L*(G/N) ----r7G

preuve,pour u dans,L|,,  (N),Ib dans,Lff i  ( l /)  continue, g dans K(G) et r dans G,ona:
l t v  l ru

(u, --,(hn), ) : / u(m) (;n@m) dm
\  r  rN/  , i  

f
: I "@) I ,b@) g("-rrm) dndm

JN 
, 

t l

: t(") l 1 "" @),(.g)(*-'n)'b@) dm dn
J N  J N

f
: A(z) | u' * 

"G)fu){(n) 
dn

J N

: A(r) (rb . u" * -(o) \'  , \ '  ' l * / '

De plus, iI existe une approximation de I'unité de f|(G) forrnée d'éléments 9t de rcG)
/ \

(2.1"4), donc (g;1 ) est une approximation de I'unité de Lr-, (l/), ce qui justifie la 3"*''  \ " "1w  /  r c t  
* I ru

des équivalences'i":i:'; 
yu e J : 11b,u) :0

<+Vu€J,Vr€G:1Û,u*>:0

e V?, € J, Yr € G, Vg e rcG) , (',b,u' *,(i\r) : o

' (---i Yu € J, Vr €. G, Vg e rcG) , (u, *(r!ù --) : 0\ - /  \  
, " . ' t , l t t /

e Yr € G, Vg e rcG) : 
"(tltn)y* 

€ J"

1u 2ème équivalence étant due à la G-invariance de J. D'autre part, Ies assertions 4) puis 3)

du LEMME 2.2.3 montrent successivement que

,beJ"  . t+ !9  eK(G)  t  ,hs€"Q)"

ç \s  €  K(G) ,  Vr  e  G, , ( tbù1*e r (e(J) ) '

J '  :  r(e(J)) '

J  :  r (e(J) ) .

31

donc

d'où
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Par I'assertion 3) du lpuup 2.2.3,1'application r est injective donc pour tout -I appartenant
571æ(G/N) :  e( r ( I ) )  :  J  ent raîne r (e( r (4) )  : r (J)  c 'est  àd i re r ( I ) : r ( . r )  d 'où I :  J
et e(r(I))::-I. Enfin e et r préservent I'inclusion vu leurs définitions

2.3.2 Notation

Pour une partie fermée G-invariante F de Prim* Lr_, (N), on note
I N

J'(F):{r€r" lh(r) :F}
et

" r :  " lJ . ( r r .

La partie F étant fermée dans Prim- L'-, (N), l'élément k(f') appartient à JG @).
Réciproquement r 

''

2.3.3 Notation

Pour une partie fermée L*(GlN)-invariante ,E de prim* Lr_(G), on note

JL* (G /N) (E )  :  
{ t  

e  / ' * t c tN )  |  h ( I ) :  E }

T E : T l
I J L * ( G / N ) ( E )

2.3.4 Théorème

Preuve.
1) Pour tous ,,I d.ans IG et zr dans ô :

Kerzr e n(eQ)) s s(l) C Kera'

ç lC r (Ke rz - )

a=a "r C Kerr.;no

+==+ Ker n1* e h(J).

la 2"d" équivalence étant due au tHÉonÈnal 2.8.L.

Soit F une paftie fermée G-invariante de Prim. rltr(N). posons

E :  {Kerzr  l "  e  ê,  r l ,no(k(r ) )  :  {o}  }
Alors E est une partie fermée de Prim* LkG) qui est L*(GlN)-invariante,
I'application

eF I JG(F) ------+ JLæ(G/N)(E)

J  r - -+  
"p (J )  

:  < rc (G)*  J>LI (c )

est bien défrnie et est une bijection croissante, de bijection récîproque rp.
De plus:

k (E )  :  
" , ( t ' (P ) ) '
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Donc pour tout J dans JG (F) ,

Kerzi e h(ep(J)) <+ Kerzrl, € F

<+ k(,F') C Kern'1,

<+Ker r€E

la 2'du équivalence résultant du fait que F' est fermé dans Prim. ril, (lf). Ceci montre que

h(ep( l )  :  a  (1 )

d'orh

"e(J) 
€ JL* (G/t) (a) .

Donc ep est àvaleurs d.ans JL*(G/N) (,8), et -E est fermédans Prim- L'-(G) d'après (1)'

2) comme k(f') appartient à JG @), la relation (1) peut s',écrire pour k(F) :

n(e(r1r1)) : n
d'oir

e(nçr1) c k(E)

donc, par le rnÉonÈup 2.3.1

k(F) c r(n1n\ .

Réciproquement, pour tout 1 dans gr'*(GlN) (E) et tout p dans fr ,

Ker p e n(r(r)) aa r(1) CKer p

l - ICKer ind f ip

49 Ksl indfl p e h(I)

e k(â(1)) C Ker indS p

+ k(E) C Ker indfl p

ç y(1x@)) c Kerp

eKer p€h("tr t r l l )

la 2'd" et la 6è^u équivalence résultant du LBl,ttttp 2.2.3 \),la 5è-" du fait que I est

d'enveloppe .8. Ceci montre que

h(r(r)) :  n(" ir ta ' l )) .  Q)

Comme k(F) appartient à JG@), alors e(nçf\) appartient à ir*1c1t)(E) d'après 1).

L'égalité ci-dessus peut alors s'écrire pour e(f (f)) :

n(, ("{ntr)) ) ) : n (" trtrl))
\  \  / /

c'est à dire, par Ie tnÉonÈuP 2.3.1 :

h(k(F)): r ,("{rtr l))

et puisque .F' est fermé dans Prim-,L|,,u(ltr) :
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F : h("trlal))

r(nçn1) c k(F).
On a ainsi montré que :

r(nçn1) : k(F)
et

k (E ) :  e ( k (F ) )

par le ruÉonÈup 2.3.I. La relation (2) s,écrit alors :

h( r ( I ) )  :  F .

Comme de plus r(1) appartienr à Tc , il vient r(I) e JG @) et 1 : e(r(t)) : ep(rp(I)) .
Par conséquent €p est surjective et donc bijective par le rHÉonÈu'È, z.g'.t, ae Èi3ection
réciproque rp.

2.3.5 On garde dans les deux points suivants les notations de 2.3.2 à 2.8.4. Si le groupe G
est de Lie nilpotent simplement connexe, et si Ie poids u est à croissance polynomiale
sur G, toujours supposé continu symétrique et valant 1 en e, alors les idéaux j(E) et j(F)
de Lt-(G) et Lt-, (N) existent. Les résultats qui suivent s'appliquent donc dans ce cas.* l r

2.3.6 Corollaire

ll Si .i (F') et j(E) existent, alors:
l l " . -

l l  ,)  j (F)€rG@)
l l  ^ \  z n r  / . 2 - r \

l l  2) i(E) € JL*(G/t)(s) ç s(içry) : j(E)

Preuve.
1) Soient J un idéal bilatère fermé de If, (,nf) d,enveloppe p' et r dans G, On note Jr
I'ensernble { f" I f e J }. Lu partie ,F étant G-invariante, pour p dans prim* LL, (N) ,,
o n a :  t r y

- l

PeFspr -eF

s Pæ-l  e h(J)

ç f ,Cp , - '

eJæCp

e P e h(J")
donc

F :  h (J " ) .

En particulier pour j(F) ,

F :  h( j (F)")  ,
ce qui entraîne par définition de j(F) ,

j (F) c j (F)"  .

En changeant r en n-l, on a finalement montré que j(F) est égal à j(F)" et par suite j(F)
appartient à JG @) .
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2) Si j(E) appartierft à i'r*(G/N)(E) ators j(E) est le plus petit idéal bilatère fermé

L*(GlN)-invariant de Lr-(G) d'enveloppe .8. Par le tnÉonÈwn2.3.4, j(E) est l'image

par eF du plus petit idéal bilatère fermé G-invariant de lf,r(lf) d'enveloppe F, c'est à

dire j(f') d'après 1) :

" r ( i@))  
:  j (E) .

La réciproque résulte de 1) et du tnÉonÈrup 2.3.4.

2.3.7 Corollaire

On suppose que j(E) et j(F) existent.

1 ) Si E est spectral alors F l'est aussi.

2) Si F est spectral et si j(E) est I'extension de j(F), alors E est specttal.

Pteuve' on remarqu:,i'lÏ;ï: 

i@) : k(F)
ç jfc @) est un singleton

e JL*(G/N) @) est un singleton

11 2nde équivalence étant due à 2.3.6, et la dernière à 2'3.4.

1) si E est spectral, alors j(,8) coinc_i{ggyqg k(E) qui deplus appartient à i'r'*1c1t)(E)
d;après le tHÉonÈvrv 2,3.4, donc JL*(G/N) (,8) est un singleton et par conséquent F est

spectral.

2) Si j(E) est l'extension de j(F), alors i(E)_appartient à ir'*1c1t)(r) d'après le

C9R9LLAIRE 2.3.6;or k(E) appart ient à i t ' r '*çc1t)(E) par le ruÉonÈltÛ 2.3.4, et

comme f'est supposé spectrai, JL*(G/N)(E) est un singleton. Par conséquent j(E)

et k(E) coïncident , i.e E est spectral.
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Comportement d'un poids

. Ce chapitre étudie de façon générale le comportement d'un poids sur un groupe

topologique. Le paragraphe 1 montre qu'en l'absence d'hypothèses, un poids peut être

"irrégulier" (put exemple discontinu en tout point, ou même non borné sur tout ouvert non

vide). Des conditions suffisantes sont ensuite données pour assurer à un poids des propriétés

satisfaisantes de continuité et de croissance. Le paragraphe 2 donne, dans une algèbre de

Lie nilpotente de pas inférieur à 6, les résultats de calculs qui ont motivé une proposition

du paragraphe suivant (proposition 3.3.4). Le paragraphe 3 donne, pour un groupe de

Lie nilpotent simplement connexe, une propriété du poids "le plus naturel" attaché à un

groupe localement compact connexe (défini en 1.1.9). Cette propriété (théorème 3.3.12) est

illustrée par des exemples dans le dernier paragraphe.
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3.1 Poids sur un groupe topotogique

et

Pour tout s

Les trois propositions suivantes étudient sous quelle condition un poids est localement
borné. La première ramène l'étude en l,élément neutre :

3.L.1 Proposit ion

f f Soient G un groupe localement compact et w un poids sur G, borné sut un
ll ouvert non vide de G. Alors w est borné sur tout compact.

Preuve; Soient O un ouvert non vide de G sur lequel tlr est borné, et K un compact non
vide de G. Fixons r dans O. La famille (sOr-| îK)".* forme alors un recouvrement
ouvert du compact K et par suite, il existe n dans N- ef àès points sl,. .. , sn appartenant
à K tels que :

* .  Û s,;or-L

Notons 
à:1

c  :  max { - ( " r )  |  i  :  L , . . . , n }

c/  :  sup { .@ l t  e  o} .

dans 1(, i l  existe i  dans { 1,.. . ,n,} et t  dans O tels que

s : sitr-l
d'où

t r (s)  < w(st )  w( t )  w(r - r )

< cc '  , ( r - ' ) ,

ce qui montre que ?, est borné sur 1(.

L'hypothèse faite dans 3.1.1 n'est pas inutile comme le montre la proposition suivante :

3.L.2 Proposit ion

ll 9r. Ie groupe additif IR rnuni de sa topologie usuelle,, il existe un poids qui n,est
ll borné suï aucun ouvert non vide de IR.

Preuve. Soit fI un supplémentaire du Q-espace vectoriel Q dans le Q-espace vectoriel IR..
On vérifie que la fonction

t r : lR :  e  OH______+ ]  1 ,+oo I

r t  @h  -+  I l eh

est un poids sur (lR, f). Soient e un nombre réel strictement positif et ft. un nombre
strictement positif appartenant à fI. Pour tout n dans N, il existe un nombre rationnel r,,
tel que

et arors 
'rn * nhl < e

u ( rn+nh ) : l +enh '

ce qui montre que ?rl n'est pas borné sur ] -e, e I et par suite sur tout voisinage de 0 dans ]R..
Le poids tu n'est alors borné sur aucun ouvert non vide de IR par la pRopoSITIoN 3.1.1.
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La proposition suivante montre qu'un poids ne peut se comporter de cette façon si le groupe

est compact :

3.1-.3 Proposit ion

ll Tout poids sur un groupe compact est botné.

Preuve. Soit G un groupe compact, À Ia mesure de Haar normalisée sur G , et w un poids

sur G que I'on suppose non borné. II existe alors une suite (sr,),"Ey d'éléments de G telle

que pour tout n dans N, on ait

ut(sn) >- n2 .

Posons pour tout n dans N :

F, :  { r  l "€G et  ur (s )  2n} .

Soit s un élément de G n'appartenant pas à Fn. Alors

n2 1 u(sn)  S , ( " )  t r ' (s- is , )  <  nw(s-r  sn)  ,

w (s - r sn )  >  n

et par conséquent s-ls", appartient à
que, pour tout n dans N

G:  FnU  snF ; r  ,

Fn, i.e, s appartient à sr,.F];l . Ott a ainsi montré

donc
1 < À(f;) + À(r;-1) :2À(F,).

D'autre part, la suite (fl"),'çs étant décroissante , on a :

/ \
À{ n F^l :j$-r(r;l

\ne x  /  
' ' - "

et comme les valeurs prises par tout poids sont finies par

est vide et par suite

0: jÊf*À(I}")

ce qui contredit (1).

Les quatre propositions suivantes étudient la continuité d'un poids . Commençons par un

contre-exemple général :

3.L.4 Proposit ion

ll Sur tout groupe topologique G non dénombrable, séparable, non discret, en

ll Oarticulier si G est localement compact séparable non discret, iI existe un poids

ll discontinu en tout point.

Preuve. Soient D une partie dénombrable dense de G et fI le sous-groupe de G engendré

par D. Comme G est supposé non dénombrable, le sous-groupe dénombrable ,I1 de G est

distinct de G, et Ie sous-groupe propre I1 de G étant dense dans G, son complémentaire

dans G est aussi dense dans G. Il est alors facile de vérifier que la fonction eX, oir 1 désigne

la fonction caractéristique du complémentaire de H dans G, est un poids discontinu en

tout point de G.

39

d'où

(1 )

définition, I'intersection des -F],
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3.1.5 Proposition

Chapitre 3

Soit a un nombre réel strictement supérieur à 1. Sur tout groupe topologique
sépaté non discret G , il existe un poids continu en e ) ptenant la valeur a en e et
dont l'ensemble des points de discontinuité est infrni. Si de pJus, G est séparable,
iI existe un poids sur G , continu en e, prenant Ia valeur a en e et dont l'ensemble
des points de discontinuité contient une partie dénombrable donnée, ne contenant
pas e, dense dans G.

Prcuve. Soit (sr,)r,>1 uri€ suite d'éléments de G, tous distincts et distincts de e. Posons
pour tout n dans N* et tout s dans G :

w , ,G) : {o ' s i s :s ,  :' e \  /  
[ a  s i s f  s ,

et

,u'(s) : fI.,G)'-" .
n ) L

Il est facile de vérifier que le produit définissant tu est convergent et que tr.r est un poids
sur G vérifiant :

et
w (e ) :  s

w (sn )>a ,  n )7

(1 )

(2)

(4)

D'autre part, le groupe G étant séparé, pour tous n et p dans N* , il existe un voisina ge Vn,p
de s '  dans G te lquepour tout  k  dans {1, . : . ,p} , I 'é lément  s /c  n 'appar t ienne pur ign ' i ,
où, Un,o désigne le voisinage pointé Vn,p\{"r}. Alors pour tout p dans N* et tout s
dans Un,, :

a < tu(s) - o|-2-n ff ,r("),-o < or-r-o l l.or'-o : or+2-n (3)
k>p le>p

Pour p suffisamment grand, (2) et (3) montrent que u.r est discontinu en s??.
Le groupe G étant séparé et les s7, distincts de e, pour tout p dans N* , il existe un
voisinage vo de e dans G telquepourtout k dans { r, . . . , ,p},r 'élément s7, n'appart ienne
pas à 7o. Alors pour tout p dans N* et tout s dans Vr, il vient, comme dans (B) :

a < w ( s ) . - - a L * 2 - P

Comme p est arbitrairement grand, (1) et (4) montrent que trr est continu en e.
Supposons de plus, G séparable. Etant donné une partie dénombrable D, ne contenant
pas e, dense dans G, le raisonnement précédent montre le résultat en prenant pour (srr)r>1
une énumération des éléments de D.

3.1.6 La proposition suivante donne maintenant une condition suffisante pour qu'un poids
soit continu. Tout comme dans les propositions 3.1.1 et 3.1.5, le comportement global d,un
poids est régi par son comportement sur un voisinage aussi petit que I'on veut de l'élément
neutre. C'est en quelque sorte un "principe de localisation,'.
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3.1.7 Proposition

Comportement d'un poids 4L

Soient G un groupe topologique et w un poids sur G, borné sur un voisinage

de e dans G. JVotons pour tout t dans G :

et posons

AIors

(m( t ) :  - . l i ^m. . t tp { tu ( " )  l s  €  Y}
)  

v€8GQ)
' l  

rq( t )  : . . - lL- . , in f { r ( " )  ls€Y}(  - '  '  v€ace)

6 :9 '
w

1 <  ô  <û( " ) .

Preuve. Soient e un nombre réel strictement positif et t un élément de G. Il existe un

voisinage symétrique V. de e dans G assez petit, et s1,s2 dans V tels que

(  w( ts )  >  (1  +  e ) - r /sa( t )

)  w( ts )  <  ( t  +  e ) t /3  , ( t )

I  o"  . lu ' r - t  :  
' ta(s)< 

(1 + e)r /3 . , l im, , ,  sup { . (u)  |  u e u ) .
\  " - '  U € a ç ; @ )  

\ / l

Il vient alors :

1 < 6(t) :- f f i  < (1 + ,) ' /3 .(tr t)  w(ts2)-r

: ll i 
,,r,,,","*,r(uïnlr,l,)

< (1 + e)2/3 , , rp  { . ( " )  |  s  e  tV2t- r  }
< (1 + e)a(e) .

Comme e est arbitrairement petit et t quelconque dans G, I'encadrement précédent s'écrit :

1< 6  <-w(" ) .

3.1.8 Corollaire

ll Sur un groupe topologique, tout poids continu en e et prenant la valeut I en e

ll e.st continu.

Preuve. Soit tr-r un poids vérifiant les hypothèses. Le poids w étant supposé continu en e , il

est borné sur un voisinage de e. D'autre part, les hypothèses sur u, montrent que u.r prend

lavaleur 1 en e, donc tr.r égale ?r; par IaPROPOSITION 3.1.7, i.e, tr-r est continu.

3.L.9 Remarque

Dans Ia proposition précédente, la condition sur la valeur prise par le poids en e est

nécessaire d'après la PRoPOSITION 3.1.5.
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3.1.10 Si, sur un groupe localement compact, I'objet d'étude est, non pas un poids donné,
mais I'algèbre à poids qu'il définit, alors seule la "classe" des poids donnant naissance à
cette algèbre importe. H. Fleudenthal a remarqué que si tl est un poids sur un groupe
localement compact G, alors w'(t) - infysupreu w(st), où [/ parcourt I'ensemble des
voisinages compacts de e dans G, définit un poids sur G semi-continu supérieurement
donnant naissance à la même algèbre que ?, [27 p.S3]. La proposition suivante donne une
condition suffisante sur un poids pour que "sa classe" contienne un "représentant continu,,.

3.1.L1 Proposit ion

Soient G un groupe localement compact - resp. de Lie - et w un poids sur G,
borné sur tout compact. Il existe un poids continu - resp. cæ , wt sur G
défrnissant la même sous-algèbre de Lr(G) que tr, i.e, tel que les algèbres Lt*(G)
et Lt-,(G) soient égales.

Soit .K un voisinage compact symétrique de e dans G. posons

c:sup{ r ( " ) lseZf } .

Soit / dans K7ç(G)+ - resp. positive et Co" à support inclus dans K - tel que Ài : 
".Alors, pour tout s dans G :

w(st) içt\ at

.(t-')-' içt1at

c-L jqty at

:  u(s)
ce qui montre que

wlu* f .

D'autre part, pour tout s dans G :

w*f(s): I*
.1.
> tr(s

tu(s)

)1.

u*f(s):  
I"w@t)i( t1at

< ,r(") 1". i a>,
:  kw(s )

k:  À(uf) .
On ainsi montré que :

t t { -w* f< l eu .
Posons

(1 )

'u t ' : ku* f .

Alors wt est continu - resp. C* *,, à valeurs dans [1, *oo [, et vérifie pour tous s, f dans G :
w'(st) : k w * f (st) < k2 w(st) < k2 u(s) w(t) < k, (* * /)(") Qa * f)(t) : w,(s) w,(t) .

Donc ut est un poids sur G définissant la même sous-algèbre de .Ll(G) que ,u d,après (1).
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g.L.Lz Dans les trois propositions suivantes, on étudie la croissance d'un poids sur un

groupe localement compact connexe. La première montre que? sur un tel groupe, tout

poids est dominé par une puissance du poids e', . lJne estimation de la croissance de ru

est alors donnée dans la proposition suivante lorsque le groupe est supposé de Lie. La

dernière proposition montre que sur un tel groupe, la croissance de tout poids est au plus

exponentielle.

3.1.13 Proposit ion

Soient G un groupe localement compact connexe et w un poids sur G botné

sur tout compact. Pour tout U dans Eç(e), iI existe un nombre réel positif ku

tel que

U) < EKUTU

i.e, tel que pour tout s dans G :

'u(s) < 
"ku 

ru?) '

Preuve. Soit s un élément de G différent de e . Par définition de rr(s) , il existe des éléments

s1r... ,  sr,r(s) appartenant à 7 tels que

s : s l  ' . . s " r r ( " )

donc
' u (s )  <  u (s r ) . .

. "U'"'
:  

"ku 

ru@)

ou
cu: r r rax . { - ( t ) l teu}

et
ktt : lncu '

3.1.L4 Proposition

ll Soient G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie g. Une norme ll ll quelconque

ll etant frxée sur I'espace vectoriel g) pout tout U dans Eç(e), iI existe un nombre

f l réel strictement positif cu tel que pour tout X dans g '.

t l
l l  ,u(expX) <1+cul lx l l .

un nombre réel strictement positif tel que I'exponentielle de la boule

0 et de rayon r dans g soit contenue dans U , et X un élément non nul

dans N* tel que

(n -  I ) r  < l lx l l  1nr .

/  Y \ n
expX:  [ " *pa)  e  U"

\"'-' n )

ru(exp x)  < n 1 l  + r -1 l lx l l .

est encore vrai si X est nul.

. r ( " r , " , )

Preuve. Soient r
fermée de centre
d" g. II existe n

AIors

d'oir

Enfin le résultat
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3.1.15 Corollaire

Soient G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie g, et w un poids sur G borné
sut tout compact. Une norme quelconque étant choisie sur I'espace vectoriel g, il
existe un nombre réel c supérieur à I et un nombre Éel positif k tels que pour
tou t  X  dans  g :

u.,(expx) < cekllxl l  .

Preuve.Il suffit d'appliquer les pRoposrrroNs 3.1.18 puis 3.1.14.

3.1.16 Exemples

Prenons pour G le groupe additif lR". Une norme ll ll sur IRn étant choisie, la fonction

r r - I+al l r l l ,
où o est un nombre réel non nul, est un poids ssi a est strictement positif. La fonction

r  r-+ I+ A l l r l l  *  al l r l l2, a I  0,
est un poids ssi les nombres réels a et b sont strictement positifs et vérifient

2a <-b2 .

Plus généralement, soit rn un entier supérieur à 2. Choisissons un nombre réel strictement
posi t i f  41,  pu is  successivement  a2t . . . ,a*  de sor te que pour  tout  k  dans {2, . . . ,m} ,
on ait :

0  1  an (  m in  {  
p l q taoao  

l  
t  =o (  q  (  k  - r  e t  p tq :  f r  } .(  Æ !  |  

- '  a  ' a  

)

On vérifie alors que Ia fonction

r  ++  L*  Ë  an \ l l k
k : L

est un poids sur IR'. Par exemple ia fonction

r r -+r+c l l r l l  +b l l r l l z+a l l r l l3 ,  2b I  c2 ,  Ba; - [ç ,
où a, b et c sont des nombres réels strictement positifs, est un poids sur IRr.

3.I. tT Remarque

Si tlr est un poids, il se peut que jtr.'+ f ne soit pas un poids; donc si u.r et tul sont deux
poids et si À appartient à [0, 1], alors \w t (1 - À)tul n'est pas un poids en général. Voici
un contre-exemple : des calculs directs montrent que la fonction tl définie sur le groupe
additif IR par

(3  Z ta  1  . ,  3 -
. . i , - \  |  ," t '* '  

-  
, '  

s i  lnl  S i lnz( u ) : {  
_  

t r

[  , l " t  *Z- 3rn2, si  l r l  > ]m,
est un poids continu, symétrique, à croissance polynomiale, et vérifie pour rous r, s
appartenant à l-Î In2,f;h2] teh que rf s soit non nul:

r  , .  \  1  ( t , \  1 \ /1  , .  1 \
z. l ,  *s)*â> 

[2r(r)+r)(2r("1 
* ; )

Chapitre 3
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3.2 Calculs explicites en pas inférieur à 6

Dans tout ce paragraphe, g désigne une algèbre de Lie nilpotente. Partant de go : 9,
on définit gm pour rn dans N* comme Ie lR-espace vectoriel engendré par l'ensemble

des [X,Y] où X parcourt g et Y parcourtr E,n-t. Le pas de nilpotence de g est noté n,

c'est à dire que g' est réduit à { 0 } et En-r est non nul.

3,2.L Dans la suite de ce paragraphe, le crochet de deux éléments quelconques X et Y

de g va être écrit,, lorsque cela est possible, sous la forme de produits dans Ie groupe g

de.a6X et p,iY où oa et p; sont des nombres réels. Une telle écriture sera obtenue à partir

de Ia formule de Baker-Campbell-Hausdorff llSl :

x.y = x +y +'rrr,vl+ i lt, lx,yf l *; lv,lv,xll - hl",lx,lx,rf l]
t, l", lv,lv,"ff]]- h[",I x,lx,lx,Yrr]] - #

* *ft, I x,ly,ly,xrl I I * * [. v,lv,lx,[x,vr] I l' 1201  
L  ' ' ' l . l  120  1  

' L  ' L  
" l l

1 f t, Iy,ly, ly,xl l I I  +:tv,lx,lx,lx,r l l I . l  *oasu+s601  
L  ' l l  3601 'L  ' r l

et en utilisant. d'autre part quatre autres formules, écrites dans 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 et valables

d'ailleurs dans toute algèbre de Lie, qui résultent de l'identité de Jacobi :

t  x, lY,zl l  + lv, l .z,xl]  + lz, lx,Yl] :  o

3;2.2 Remarquons d'abord que l'égalité (1) écrite en prenant iX,Y ] pour Z dontte:

I  x. lY.t x.Ytl  I  :  lv. l  x,tx, vl l  I  .
L _ _ ' L _ , . , ' l J L , L ' L l J l

La proposition suivante donne un analogue de l'identité de Jacobi pour 4 éléments.

3.2.3 Proposit ion

Pour tous éléments X, Y , Z, T dans g :

Ir,Iy,lz,"f ]]* [t, lz, lr,xl]] *lt, lr, lx,vf l ]* [t, lx, lv,zl)
:  |  [x,  z]  , lY,Tl l  Q)

D'après (1), on a

Ir, IY,lz,rt] ]

lr,lr,tx,vll]

l", lr, lz,rf I] 
- l lz,rl, lx,Yll

lr, lt, lx,Yf I] 
- Ux,vl,lz,rl l.

Preuve.
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Il vient alors

Ir, I y,lz,ri] ] * lr, lr, lx,rf I ] : ly,lx,lz,rtl ] * lr, lz,lx,yf l ]
et par conséquent

Ir,f y,[z,rf ]] *ln,lz,[r,xf ]] *lt,Lr,[x,nt] ] * lr,l",ty,zjl l
: ln,lx,lz,rf l] *l",lz,lr,xf l] * [r, lz,lx,rl]] * lr, lx,ly,zll l
: Ir lr,[z,xf ]] *lr,lv,[x,zl]
:  [ [x,  z] , [Y,r l

les deux dernières égalités résultant de (1).

La PROPOSITION 3.2.3 permet de trouver deux autres formules :

3.2.4 L' identité (2) écrite enprenant X pour Z et lY,IX,y]] pour ? donne:

i", f n,lr,lx,ïx,"; ]]] . l" 1", lr,l",ty,xrf ]]]
: - 1 

(1" [",I 
y,ty,ty,xrr]]] . 

l" [" [', lx,tx,",r]]] )
et  (2)  écr i teenprenant  X pour  Z et  lX, [X, f  ] ]  pour  ? donne:

,lr,[" [", lx,tx,"rf ] ] ]
f -  I  |  .  - ' ' ' l l  I  I  r  -  - . ,1- l: ly, lx, lx, lx, lx,yl l  |  |  |  - |  x, lx, lx, lv,[y,x]l |  |  |
L L  L  '  ' , . ' l l  

L  L  L  L  " r l j

3.2.5 Posons, pour tous X et Y dans g :

A r (X ,Y )  :  X 'Y '  ( -X ) '  ( -Y ) .

La formule de Baker-Campbell-Hausdorff est maintenant utilisée pour "développer" la
quantité AI(X,Y). Les formules 3.2.2 à 3.2.4 permettent ensuite de réduire la somme
obtenue et de donner finalement une expression respectant la symétrie des rôles joués
par X et Y dans la définition de A1(X,Y), puisqu'il est clair que

A1(X ,Y)  :  -A r (Y ,  X )  .

Après de longs calculs, voici le résultat obtenu modulo 96 :
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Ar(x,y) :- lx,yr + ; ( lx,lx,rl I - lv,, lv,xl l) . I I Y,lx,tx,v] I ]
. â ([",[t, lx,Yf ]] - l", ln,tr,xf l])

47

. * (1" [", lx,1x,r1]

. h([",I x,lx,rx,v]l
l-["
] 
- 

t",ln,lv,çv,x7

, [r ,  lY,lY,,"f  f  ] ])

rtl)

pour faire disparaître dans -4.1(X,Y) les termes comportant exactement 2 crochets, posorls ,

* +^([" [" [", lx,tx,,'r]l]] [", [", l',l",ty,x rf ]l)
. * (1" [",[', I x,tx,"r]l]l - 

[", [ ",lo,tv,tv,",r]]])
.* (1" [", [', I y,ty,xr]l] 

] 1", I n,ln,tx,tx,',r]] ])

Az(X,Y)  :  Ay(X,Y)  '  At ( -X,  -Y)  '

On obtient alors, modulo 96 :

Az(x,y)=2lx,vl+ Ll",lx,,lx,vrl] .; ([t,I x,lx,vr]] - [", tr,

.; (1",I x,ly,ty,xrf ]] . [" [", lx,tx,'rf ]])

.; ([ t,ln,lv,tv,xr]]] . [",lr,lx,tx,"rf ]])

. * ([" [" [', I x,tx,"r]l]] 1", [ 
',1',tv,rv,",r]]])

1 l l  r  r .rr l-  I  r  .  .__Krft l l ).; ('1" L"'1",Ix,tx,v]llll 
- 

L"'Ln,l",lv,tv,' ,,t t ))
t  / l  I  r  -  ' r l  I  I  r  .  - r l \

.; (.1" 1",[", ly,ty,xr]III - 
1",L",lt,lx,tx,"rf IIl,)

1 l l  r r - ' t l  I  r r . y,rt l l \ .* *. IL",Lr,lr,lx,tx,v]lljl 
- 

L" Ln,ly, Lv,tv,- ,L J )Jl
L'écriture de cette expression respecte encore la symétrie des rôles joués par X et Y dans

la mesure oi A2(X,,Y) vérifie la relation

. h(1" [', I x,tx,tx,y,r]]] - 
l" [" [" tv,tv,xr]lf ])

a"| 1)

Az(X,Y)  :  -Az( -Y , -X) .
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La suppression des termes contenant exactement B crochets dans
efficacement avec des multiples complexes de x et y en posant

A r (X ,Y )  :  A r (X ,Y ) '  A2 ( iY , iX ) .

Chapitre J

Az(X,Y) peut se faire

rl)

Elle peut également se faire avec des multiples réels de X

( oL6,Y) : Az(x,y).A,(f ,-r")
{  . " . _ _  .  1 .

l4rr,Y) : At(x,Y) . AL(-r", i)
puis

AL(x,Y) :  A76,Y) .  AZ1Y, x).

et Y en posant d'abord

L'expression Alt(X,Y) ne comporte alors plus de cornmutateurs d'ordre 3 (voir ci-après).
Le choix des coefficients dans I'expression de A\(x, y) et Aq(x,y) n,est pas unique, -ui,
tout autre choix réel aurait aussi conduit à des expressions "cassant la symétrie entre X
et Y". On obtient alors, modulo 96 :

As(x,y) = 4[x,y] + + (lr, Ir, l y,ty,xt] ] ] . f n,ln,lx,7x,v1

. # (1", 1", [', I x,rx,"r]l]] f" i ",ln,lv,tv,",rl] l)

. * i r,lr,[r, I x,tx,"r] I I I . il *,ln,lr,lv,ry,"rf I I I',;l 
i : ;;i ), i '. 'll,

. # Ln'l''Lt' I x'tx'vt] ] I j . n L"' L"' I Y,lY,tY,xrr ] I l
t  / l  f  r  -  . , t l  I  r  .  . r l \*,, I r,l*, Lr,[y,[y,x]lj l l- | x,ly,l",lr,lx,,yf l l l | ]^ - \L  ' l J  

L  L  L  - ' J ) /

t  / l  f  .  -  - . . , t l  I  l  r  , r l \.; (|-"' L"'l''lv'rv'xrllll . Lt L" ln,l*,rx,Yrr]il)
et d'autre part

AL(X, Y) = s6lX,Y I mod sa .

Supprimons maintenant les termes de Ay(X,Y) contenant exactement 4 crochets. pour
cela, posons

*+ (1", ln,ln,ry,xrf ]] . lr,l*,lx,tx,',rl]

Aa(X,Y) :  A|(X,Y) .  h(-X, -Y).

AL(X,Y) : AL(x,Y) . ALex, -Y).
Posons de même



.* * ([', [",[', I x,tX,"t]l]] 
[" [" l ',t',tY,x,,t]])

. â [" [', I 
x,tx,tx,y,, t ] ] 

. ; [ 
*,lr,l",tn,to:",, ] ] ]

* {* 
l" [" [", I x,tx,'r] ] ] ] 

. * [", [", I 
y,ty,ty,x,f ]] ]

. â (f " [",[', I 
y,ty,xr]l]] 

l", l 
n,ln,tx,tx,",,t]])

.3 ([', [', [', I 
y,ty,xr]l]] _, 

[" t 
n,ln,lx,tx,",,t]])

AL(X,Y)  = 72 lX,Y I  mod s5 .

3.2

On obtient alors, modulo 96 :

Aa(X,Y)  : -  8  [X '  Y ]
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Pour faire disparaître les termes contenant exactement 5 crochets dans Aa(X, Y), posons

As(X,Y)  :  Aa(X,Y) '  A4( i i  x , i iY )

i2trj : e-z-

As(X,Y)  = 8(1 -  i ' ) lx ,v l  modg6

:8r /5  
"T 1x,v)  modg6

et

lX ,Y) :  A t (X, ,Y)

rx,Yl: A,(#,h)

tx,Y t : Az (+,i) : ̂ L (+,i)

ou

On obtient alors :

3.2.6 Application

Si g est de pas 2, alors

Si g est de pas 3, alors

Si g est de pas 4, alors

Si g est de pas 5, alors

Si g est de pas 6, alors

La proposition suivante

tx,Yt: An(#,h) - A'4(#,#)

lx,Yl :As (#*

généralise les résultats de 3.2.6 à un pas quelconque.
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3.2.7 Proposition

Chapître 3

Soit g une algèbre de Lie nilpotente de pas n supérieur à 2. II existe des nombres
complexes (!rt...r(t2n tels que pour tous X et y dans g :

2 n - 7

[x,y]  :  I f  @zi_rx).(or iy).
J : L

Preuve. Pour tous X et Y dans g

A r (X ,Y )  :  X  .Y  ( -X )  . ( -Y )
et

A1 (X ,Y )= [X ,Y ]  modg2 .

Supposons construit

2 k

An(x,Y) : fl(bri _rx) . (bziY)
J : L

:  an l x ,Y l  mod97 ,11

où fr est un entier non nul et ap un nombre complexe non nul.
En développant l'expression de Ap(X,Y) par la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, ies
termes de Ap(X,Y) appartenant à gr+, et n'appartenant pas à gp12 ontexactement kf 2
"composantes". Soit ( une racine primitive 2(k + 2)ième de I'unité dans C. posons

A1,+{X, ,Y)  :  An(X,Y)  '  A1GX, (Y)  .
Alors 

An+t = An(x,y) + A1KX,ç,.) modg7,..2
:  an(l  + e')  lX,y I  mod En+2.

Puisque fr est non nul, ( est différent de ti, et comme 06 est non nul, o7,(1*(2) est non
nul. Ainsi

2 k  2 k

An+t(X,y) : f f(bri_rx) . (briy) .f l . ]r i_r..x) . (bziey)
j : L  j : t

2k+ r

:  f I  kr i -rx) ' (cziY)
et 

j : t

n+ r (X ,Y )  =  a611 lX , ,Y l  modgs l2
ou

ak+L :a6 ( t *e2 )+0 .

On a ainsi montré que pour tout fr dans N*, il existe des nombres complexes b1, ...,b2kat
et un nombre complexe non nul a7. tels que pour tous x et y dans g :

2 k

anlX,Y I = f- [r !r i -rx) .  (bziy) mods611.
j : 1
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En particulier, il existe des nombres

nul arr-1 tels que pour tous X et Y

Comportement d'un Poids 5l-

complexes bt, . . . rb2n êt un nombre complexe non

dans g :

2 n -  
t

an- t lx ,Y l :  f l  (b r i_ lX)  .  (b r iY)
j : r

puisque g, est réduit à { 0 } , Soit 6 une racine carrée de an-1 dans C, et pour tout j

dans  {1 , . . . , z ' " - r ] 1 '  posons  a i : b i16 .  I l  v i en t  a lo rs :

2n- |

t  x,y l :  f l  (ar i :x)  . (or iY).
j : r

3.2.8 Remarque
Comme le montre 3.2.6, on peut supposer dans Ia PROPOSITION 3.2'7 tous les nombres o;

réels si n est inférieur à 5, mais avec un nombre de facteurs dans.le produit éventuellement

supérieur à 2n . La PROpOSITION 3.3.4 montrera que ce résultat subsiste même si n est

supérieur à 5.

3.3:Cas d'une algèbre de Lie nilpotente de pas quelconque

g.8.1 Dans tout ce paragraphe, G,désigne un groupe de Lie nilpotent simplement connexe"

d'algèbre de Lie g, et n Ie pas de nilpotence de g. Rappelons que pour X dans g et i

dans { 1,t .. , n}, X appartient à ga ssi X est combinaison linéaire de termes comportant

tous au moins ,i crochets. Pour tout ,i dans { !...,n}, choisissons un sous-espace vectoriel

supplémentaire V6 d" go dans g.;-r. Alors

4,,g:  v  ro.
i : L

Ennn' Pour X 
";3îi;:;-ur, (-y) 

'

3.3.2 Lemme

Pour tous éléments X1,... ,  Xn dans g) on a:

[X r , IXz , l . . . ,Xn - r ]  l ]  = {X t , {Xz , { . . . ,Xn t  } '  } }  modg , " -1

et

[X r , I  Xz , l . . . ,Xn ] .  ] l  : {X r , {Xz , { " ' ,Xn } ' } }

Preuve.
1) Prouvons la première assertion. Si n est égal à 1 ou 2, la propriété est vide. Si n est

égal à 3, on â, pil Ia formule de Baker-Campbell-Hausdorff

lXr,  xzl  :  {  xr,  xz} +'r( l*r , lxz,  xt l l  -  t  xr , lxt ,xr l l )

lx t ,xzl :  {xrxz} iounr.
d'où
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Supposons Ie résultat wai pour une algèbre de Lie nilpotente de pas n - 7 ) 3 et soit g
une algèbre de Lie nilpotente de pas n. Comme glyn-t est nilpotente de pas n- 1, il
vient, par hypothèse de récurrence :

[X ,  +  uz , [ . . . ,Xn - r  *  u , - t ]  . . . ]  :  { x ,  +  uz , { . . . ,Xn_L  - l  un_ t } . . .  }  + ,

. où les u; appartiennent à g,.,-1 et u à gn-2. O. g",-, est central, donc l'égalité précédente
s'écrit :

Notons

Alors

Ainsi :

{xr , {xz, { . . . ,xn_L} . , .  } }  :  Ixr , [xz, l . . . ,Xn_t ]  ] l  -  [Xr ,4* ;1x1, [x1,u l ]
=  [X r  , [X r , l . .  .  ,  X , - -  t ]  .  ] ]  modg , , _1 .

2) La propriété à prouver est vraie lorsque n est égal à 2 comme cela a été vu dans 1).
Snpposons le résultat vrai pour une algèbre de Lie nilpotente de pas n_ I ) 2 et soit g une
algèbre de Lie nilpotente de pas n. Comme glgn-t est nilpotente de pas ?? - 1, il vient,
par hypothèse de récurrence :

.Xz , l . . . ,Xn ] . . . ]  :  {Xz , { . . . ,Xn } . . . }  + ,

où u appartient à gn_r. Notons

u :  {Xz , { . . . ,Xn } .  }  €gn_2 .
Alors

{X t , u }  :  eud  * ' ( u )  . ( - " )

:  (u *  lXr ,u l )  .  ( - " )
:  [x t ,u l
:  [X t , u  _ l  u l

c'est à dire

{X r , {  Xz , { . . . ,X , }  . } }  : [X r , lXz , l . . . ,Xn ] .  ] ] .

3.3.3 Dans la proposition suivante, le crochet de deux éléments quelconques X et y de g
va être écrit comme produit dans le groupe g de aiX et b6Y où a6 et ba sont des nombres
réels. Une borne est donnée pour le nombre de facteurs dans le produit, ce qui précise un
résultat de [29].

[X r , [ . . . ,Xn -L ]  . . . ]  :  {Xz , { . . . ,Xn -L } . . . }  +  r .

u : {Xz , { . . . ,Xn -L }  }  €gn_s .

{XL ,u }  :  e "dX '  @) . ( - " )
/ 1 \:  (u + ïXt ,u l  + , lXr, lXr," l l )  

.  ?")

:  lx t , " l  +; ïxr , lx t ,u l l

[ [X t ,  u l ,u ]  e  g rn -nC g ,  :  {0 } .
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Pour tout entier naturel n supétieur à 2 :

L) It existe un entier naturel m ) ne dépendant que de n, et 2m nombres

rée l s  a1 , . . . sam,  b r , . . . , b *  t e l s  que  pou t  t ous  X  e t  Y  dans  g ,  on  a i t ;

x +Y :fr@un.eoY).
i : 1

2\ Il existe un entier naturel P, nê dépendant que de n, et 2p nombtes réels

cL t . . . , co ,  d r , . . . , d ,  t e l s  que  pou r  t ous  X  e t  Y  dans  g ,  on  a i t :

p

lx,Y) -- l lkox) .(doY).
i : l

De plus, m et p sont inférieurs à 2" (2" - 5) + 2n * 2.

Prcuve.
1) Si rz est égal à 2, I'algèbre de Lie g est nilpotente de pas 2 et on montre facilement à

I'aide de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff que pour tous X et Y dans g

x+Y-X.v L.r  l r  -  
2  

-  
2 .

Supposons le résultat vrai pour une algèbre de Lie nilpotente de pas n - L ) 2 et soit g

une algèbre de Lie nilpotente de pas n. Comme glgn-r est nilpotente de pas n - 1, pour

tous X1 et X2 dans g, il vient, par hvpothèse de récurrence :

xt r xz:f i t"oxr) .(drxz) * u(X1,x2)
i : I

oir u(X1 ,X2) appartient à grr-r, donc au centre d" g. Il existe des nombres réels cit...in

où ( i1  , . . .  , in)  parcour t  {1 , ,2}"  te ls  que :

u (X r ,Xz ) :  t  c i t . . . i n [X i ' , IX r r , l . . . ,X i n ]  . ] ]

( i y , . . . , z n ) e {  L , 2 ) n

( i t , . . . , i n ) e { 1 , 2 } "

Par le LEMME 3.3.1, on a

u(Xt ,Xz) :  I I  { "0, . . .ùXn, , {Xr , , { . . . ,Xui t .  } }
( i t  ' . . . , i n ) € { 1 , 2 ) n

et donc
n-L

xt t x2 -- 
f l(coxr) '  (d$z) II {ci ' . . . i .x' i , ,  {Xn,{ '  '  '  ,  xt,} '}  }
i : l  ( h , . . . , i n ) € { L , 2 } n

oir c1...1 et c2...2 sont nuls.
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En notant mn le nombre suffisant de facteurs pour écrire toute somme Xt I X2 sous la
forme d'un produit dans le groupe g lorsque g est nilpotente de pas n, on a montré etre nù2
est égal à 3 et que

T rLn :T rÙn_L+ (2 "  - 2 ) (3  x2 " - r  - 2 )

par conséquent

IrLn :2n+t(2n - 5) + 4n -t 3

2) Prouvons la 2*d' assertion. Si n, est égal à 2, alors pour tous X et Y dans g, on a

Le reste 0"," o,"ll" Ll *l;-i":ï:, 1l].""" 0"""
pn :2n* r (2 "  _  b )+4n+4

où p", indique le nombre suffisant de facteurs pour écrire tout crochet [X1,&] sous la
forme d'un produit dans le groupe g , lorsque g est nilpotente de pas n.

3.3.5 Corollaire

Soit g une ilgèbre de Lie nilpotente de pas n supérieur à 2. Soient xr,. . . , xp
des éléments de g de Ia forme:

x,:Ix:,1 x?,1....x!' l  .... l I..  
L  ' ' L  L J L  

J  J ] -

Il existe un entier naturel g, ne dépendant que de p et n, tel que:

a o q
D,xo : ll, fr "o,,o,xl),t '
i : l  j : I  1 1 i 3 1 p

r s t i j < k i j

Preuve.Il suffit d'appliquer la PRoPosITIoN 3.3.4 autant de fois que nécessaire.

3.3.6 Fixons dans la suite de ce paragraphe une norme euclidienn" ll ll sur g, et notons U
I'exponentielle de la boule unité B de g.Le poids ury dêfrni en 1.1.g sera noté wç.

3.3.7 Corollaire

ll 
ri elstg un nombre réel c1 supérieur à r te\ que pour tous j dans { L,. ..,r-l},

ll et X dans gi :
t l
l l  ,c(expx) < c1 (1 + l lx ; ; ; r r+t1- ' .

Prcuve.  F ixons j  dans {1, . .  . )n-  1}  e t  so i t  (X1,  . . . ,xù une base or thonormée de g7.
Chaque X1 peut être choisi de sorte que

xt: fx,t , Ix?,1 .. . ,x!+tl  . . . . l I-  
L  " ' L  /  ' l L  

J  l . l

pour certains élément" Xf d" g.Fixons X dans gy.
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Alors
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(1 + l lx l l ) -Lx :D"o*o
i,:r

où les nombres réels c6 sont de valeurs absolues inférieures à 1, d'où

p

x : i c6(r-r l lxl l) [ x],lx?,1...,xi*'] ]]
i ,= l

:  i  icr(1 + l lx l l ) ( r+1)- 'x l ,  f ( r  + l lx l l ) ( r+ t t - 'x?,  l .  .  . , ( r  + l lx l l ; t j+r l - '  xr+1l  l ' l
/ _ / L . .  , , - - n l  , , 1 .  

- r l l ' / \ l l /  t ' i , L "  ' t \ -  '  l l ' ^ l l . ' '  " i  l . ' ' l l
i : I

Par le COROLLAIRE 3.3.5, il vient

x : I i  i l  ci^,*(r+l lxl l)( i+l)- '  xT^
^:t ,2i:rli,

pour un certain entier naturel q et certains nombres réels ci*r*, ne dépendant que d" i ,
n, et p. Soit s le nombre de facteurs dans le produit précédent. Posons

c=max  { l " t ^ r ^ l  |  1  <  i , r 1  p ,  |  1 ! ^  <  i  +1 ,  1  (  *<  q )

et
t :max{ l lx f l l  l1< i '<p,  1(k< j+1} '

A l o r s  
t .  ,  ̂ /  , ( l + l l x l l ) u +  r l - ' ) )

e x P X  €  [ / " \ t + t \ c t ( r + l l ' ^  
l l ) ' "  ) )

où E désigne Ia partie entière, d'où par définition de uç

u6(exp x)  <r  + s  ( r  +  n  (c tQ+ l lx l l l r i+ t ' - r ) )

<  1 + s  *  sc t ( l  +  l lX11; t r+t r - '
l  c t ( r  +  l lx l l )u+1)- l

où 
c1.: l* s * sct.

3.3.8 Proposition

Il existe un nombre réel c2 supérieur à L tel que) pour tout X dans g, on ait

pour  tout  j  dans {  1 , .  .  .  , ,n}  :

( r  +  l lx r l l ) t / i  <  c2ws(exP X)

où Xi désigne Ia composante de X appartenant à Vi.

P reuve .  F i xons  j  dans  {1 , . . . , n } .
1) Soit e un nombre réel strictement positif. Montrons par récurrence sur rn que pour

tout entier rn supérieur à 1 , il existe un nombre réel a, tel que si exp X appartient

à (exp€B)*, alors llxill est inférieure à o,(1 tm)i. Montrons en outre que I'on peut

supposer o, strictement inférieur à 1 si e est suffisamment petit.
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Si zn est égal à 1, alors llxr.ll est inférieure à e, donc eT-i convient pour ar.
Supposons le résultat vrai pour m - I et soit expX dans (exp €B)*. Alors expX s,écrit
exp(Y' W) où exp Y appartient à (exp eB)m-r et W à eB . Par hypothèse de .é"*."n"",
il existe un nombre réel a. indépendant de X tel que

l lyi l l  < e,rrf (1)
Par la formule de Baker-Campbell-Hausdorff,

où 
V'W)i : Yi + Wi * Qi(Y,w1 Q)

Qi(v, ,w)  :  I  C0, . . .0 , l ro , , l . . . ,To]  . ] ,
i 1 , . . . , i p / 7

i r + . ' . + i . , p<  j

et où chaque Tlo est Yo ou ..W6* , i.e un élément de Vo. Comme chaque Wir apparaît au
moins une fois dans chaque crochet, il en résulte que

l l tr,, 1..., ro,l . l, ll < ll In,, l ,z, I I ll
< e llTr,,ll . . . llT,^ll . . . ll4" ll

, ,+ '

1  €  a u r n "  . . .  a r r n i x  . . .  a r r n i n

< e a?-1 mi-r
<  €Ur - 'm i -L

ou
be : fnâx U, or]r.

La relation (3) entraîne alors

l lQiT,w)l l  < €q-'  mi-L f lco,.. .o"l
'i! 'lr,'-!t

Notons ly' le nombre de termes dans la somme précédente et posons

c  :  max  { lCo , . . . o , l l  t r , . . . , i ,  2 I  e t  i 4+ . . .  +  i o  <  j ) .

Il vient par suite

l lQ lçv,W) l l  <  e  cN 4- t  * i - t  :

puis par (2) et (1)

l l(v.w)il l < lly,l l + llwill + ller V,w)ll
l a r m i  * e *  e c N U r - L m i - L
( c , (1  +* ) i

où
c e : a e * e *  e c N b J Ê - L .

La dernière majoration s'écrit

(3)

llXo ll < c, 0 + rn\j .
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Posons
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Par ailleurs, le nombre réel c, est strictement inférieur à 1 si e est suffisamment petit.

2) Soient expX dans U et e un nombre réel strictement positif. Notons Mr I'entier naturel

vérifiant
M ,_  1<e -1  3M, .

Alors
M;'xl lsel lx l l  !e

donc exp(M;t X) appartient à exp e B et par conséquent

expX € (exp €B)M' .

3) Soit X un élément non nul de g. Fixons e suffisamment petit pour que Q,€

soit inférieur à 1 dans 1). Par définition expX appartient à rywç1(expX)-L donc à

(expeB)M'("1'*px)-1) d'après 2), et d'après 1)

l lx r l l  <  ( t+u,( t rç(expx)  -1)) '

< (m, 'u6,(exp X)) '
d'où

. . . 1 t :  /  , - -  t i \ l / J
( t  + l lx3lD' / i  < ( t  + (u 'Tr 'ç(exp X)) '  

)
< (1 + M!)r / i  toç(exPX).

3.3.9 Proposition

Il existe un nombre réel cs supérieur à | tel que pour tout Y1'''Yn où chaque Yi

appartient à 1iJ, on ait

lx, l tr i  S ", ,?p,(1 + l l%ll)1/i
e t  

lvo l t r i  =  " ,  
; ; , ' *  , , " , , , , " 'l '  ' "  -  r < i< j '

où Xi désigne la composante de Y1'' 'Yn appartenant à Vi.

Preuve. Fixons 7 dans { 1, . . . ,n}.Par la formule de Baker-Campbell-Hausdorff,

d'où

x j :Y j  +  t  Ct , . . . io  [%, ,1  . . . ,Y io ]  ] ,
i 1 , . . . , i p / 7

i r + . . . + i 9 t < i

l lxi ll < ll},,ll + t lco,...o,l llvn, ll . . . ll}.,,ll .
r r . . . . , i - ) 1

4 1 . + i e < i

c:max { lCor . . .o , l  l z t , .  . . , io2r  e t  i t+" '+  ioS j }

(1 )

et notons l[ Ie nombre de termes dans la somme précédente'
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Il vient alors
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l lx i l l  < l lv i l l  +" t  ( l lyo, l l ' /")o'  . . . t l ln,11t/tnyin
i 1 , .  .  .  , i p l l

i 1 * . . . l i p 1 j

/  \ J

S llyill + c.nr { .ryqr (r + ll:4ll)'/, )
\ tSz< j  /

< (1 + 
"n 

(max (1 + l l1l l ) ' / ' ) '  .'  
\ t < ' ; S t  

\  '  ' r  o  t t /  
/

Finalement

) lx, l t t i  < (1 + cNl 'r / i  y?4.(r + l l%ll) t / t .'  L< i< j

La seconde majoration se prouve en remarquant qu'il existe une formule analogue à (1)
en permutant les X,; et les Yr. Il suffit alors de recopier ligne par ligne les majorations
ci-dessus.

Le théorème qui suit résume les résultats précédents.

3.3.10 Théorème

ll II existe des nombres réels strictement positifs c et ct tels que pour tout X

l l  dans g, on ait :

ll " .ryp; (1 + llxoll)r/n < u.rç(exp X) < 
", .ry?ï e + llxullyr/tl l  1<i1n .  

L<i ,1n '
i l  

- -

ll où Xt désigne la composante de X appartenant à Vi.

Prcuve. La PRoPoSITION 3.3.8 montre l'existence de c. Soit X un élément d" g. Il existe
des éléments Yr,. . .,Y, où chaque yj appartient à gr_1 tels que

X :y t . . . y " .

Par 1.1.9, i l  vient

trç(expx) S i.ç("*pv)
j : 1

et le CoRoLLATRE 3.3.7 entraîne

tuç(expx) < ,, f  {,  +l l l i l1r/ i  .
J : L

Il résulte alors de la PROpoSrTroN 3.3.9

u.rç(expx) < "rilr + a, {y?}.(r + llx, lyi/t1t/i
; _ r  L  r > z > J  

Jl L  
" i < i< i '

< "'Ë 
1 * ca t91aî.(1 + l lx, l l) l /c

" - i  
1 < i <  j

J - L

l c tn  (1+ca . rgp ;  (1  + l l x ,
\  l ( i ( r r

I c1n(I + ca) pi%, (t + llx, I

l l )" ' )

l ) ' /u .
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3.3.11- Notation

Soit G un groupe localement compact connexe. On note Gr le groupe dérivé

de G, i.e, I'adhérence dans G du sous-groupe engendré par les commutateurs

de G. Alors U ÀGt, noté V, est un voisinage compact symétrique de e dans G1 ,
et le poids ?ry sur G1 défini en 1.1.9 sera noté tlrçr.

3.3.12 Théorème

ll II existe un nombre réel strictement positif c tel que:
t l

l l  ucr^ < "-U: .l l  l G r

Prcuve. On montre facilement par récurrence sur i que pour tout i dans N :

(gr ) ,  c  yu+r  (1)

Notons p le pas de nilpotence de gr et soit Y un élément de 91. Alors Y s'écrit

y : y t . . . ye

-Xt+" '+Xe

où chaque Y,i appartient à (gt)o-t et Xi à (yr), où, comme dans 3.3.1, les sous-espaces

vectoriels (7r); sont définis de sorte que (gl)i-r soit somme directe d" (gt), et (Vr)t pour

tout  'd  dans {  I , . . . ,p} .  Comme cela a été remarqué dans 1 '1 .9:

u6(exP Y) : tr6(exP Yt . . . exP Yo)

S trç(exp Y) + " '* tr.rc(exPYp).

Or.chaque Y6 appartient à gzt-t d'après (1), donc par le COROLLAIRE 3.3.7 : i,r

trç(exp V) < c1 (1 + llYoll)t/'u
d'où 

ur6(exp Y) <"r f t ,  + l lu111t/zt
i : r

I eP r?,g, (t + llYr lD'/"

/  r 1 / 2
1 ctp ( .ryp+ (r + l l%ll)t/ '  )

\ i< t< ; '  
\ -  '  r r -  Û  r r l  

)

/  . .  - , . ' , , \ t / '
I  4p t  ctp ( -rUg+ l l%ll ' / '  I

\ t < t<P  "  ' "  
/

La PROPOSITION 3.3.9 entraîne alors

/  - , . \  1 / 2

tr.r6(exp Y) S crp * crp (ca ,?,% 
(1 + llxlll)''' 

)
et par la PRoPoSITION 3.3.8

t r rç(exp Y)  S cû + ce(csc2uGr(e*pY))1/2

< "*tl@"vy)
c :  c L p  I  c t p ( c 2 c " ) L / z  .
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3.4 Exemples

Ce paragraphe donne les premiers exemples concrets de poids sur des groupes de Lie
nilpotents simplement connexes. Sur un tel groupe G, 1.1.9 montre qu'il est possible
d'associer, de façon naturelle, à tout voisinage compact U de e dans G, un poids w1r sw G .
Un choix judicieux de U permettra des simplifications dans les calculs et la pRopoSITIoN
1.1.5 montre que le choix d'un voisinage particulier ne restreint pas la généralité du résultat.
Chaque exemple se termine par I'illustration du TgÉonÈME 3.3.12, où la constante c est
calculée explicitement.

Dans ce qui suit, gl'(R) désigne I'algèbre de Lie des matrices carrées d'ordre n, à
coefficients réels.

3.4.L Désignons par Hn le groupe de Heisenberg lR' x lR' x lR, dont la loi est donnée par

(  r , y ,  z ) ( r ' ,U ' ,  z ' )  :  ( ,  *  r ' ,U  I  a , ,  z  +  z t  + | { * .  r , -  g .  
" , ) )\ z /

où r'gr désigne le produit scalaire usuel de z et y dans IR., :

*.a : i*uro.
t : \

Le groupe de Lie Hn est nilpotent de pas 2, et son algèbre de Lie [1,, est la sous-algèbre
de Lie de g[r,12(lR), constituée des matrices de la forme

0  f r 1  t r n  z \

:  " .  0  . . .  0  At l
I:.::l

: ". 0 j I
:  " .  Ar l
0. . .  0 /

En notant (r,A,t) l'élément ci-dessus, I'application exp est alors I'application identique.
Posons

fLo,b: l - -o,o]" ' r  [ - .b,b]n t  l -+,*1L 2 2l
où a et ô sont des nombres réels strictement positifs.
Alors U4,6 est un voisinage compact symétrique de er dans Hn, et le choix particulier du
dernier intervalle permet de trouver l'expression "la plus simple possible" des puissances
successives de ce voisinage. On montre en effet facilement par récurrence que pour tout k
dans N :

U!,0 : l -ot,ak)n x l-bk,bk)" x 
W 

f ' ,Y f, l
d'où

où ,E désigne la fonction partie entière.
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Comme le groupe dérivé (H")t de Hn est {0}'* IR, I'expression de ur1o,a sur (.F/")1

s'écrit

|  2 tÀ<2+l.^
Posons

Wp:  Uo ,b )  (H " ) t .

Alors pour tout k dans N :

v!,t:{o}", |-- !n,+r]
L L L I

d'où /  t r - r \
wv" ,b (0 ,0 ,  z )  :1 -  E  (  - i J  I

\  abn/

> r +4!.
aon

D'autre part, on vérifie que :

Iz+rtrrrplffi,

et par conséquent

urJo.arr",o a ,Æ.rJ"ro

3.4.2 Désignons par Ks le groupe de Lie nilpotent de pas 3, dont la variété sous-jacente

est IRa, et dont la loi est donnée par

(*,,ar,az,as)(r ' ,a' i , ,aL,aL) : (* + r ' ,at * ytr,az + yt, +f,Au', - r 'at),as + gt,
\

. I ,  r  t  \  ,  ! ,  ,  \
+ ,(ru'z 

- r'a2) + u@ul 
- n'Yr)(r - 

"') )

L'algèbre de Lie fs de K3 est la.sous-algèbre de Lie de gla(R), constituée des matrices de

la forme

/0  r  0  gs \

lo o r  a2 l
[0 0 0 a,  I '
\ 0  0  0  0 /

En notant (*,yr,Az,Ae) l'élément ci-dessus, l'application exp est alors I'application iden-

tique. Posons

ua,b:l-o,ol *[-b,r] " [-+,+] ,. [-#,#)
i où a et b sont des nombres réels strictement positifs.



d'où

u(Jo,o(r, Yr, a2, aB)

comme le groupe dérivé (lrs)r de K3 est {0}'" lR2, I'expression de ury.,' sur (l(3)1
s'écrit

wU^ .u (0 ,0 ,A2 ,Us )  :

62

Alors U6,6 est un voisinage compact symétrique de e dans
récurrence que pour tout n dans N :

Chapïtre 3

Ks et on montre facilement par

,  -  o)

(Ë,a : [-or, an] x [-br, bn] x 
| + nr, + rrf * 

| # rt,ff ,tl

W,b : Uo,b f) (Ke)r .

ndansN :

vt,:{o},'[-t",t"] " I W",#,ll
uvo,v(0,0, ,u2,as) :1 *max 

{ - "  (#) , -E ( -W)}

>1+-""{ry,W}

Posons

Alors pour tout

d'où

Par ailleurs, on vérifie que :

.,ro l '. ^*ta,wl
t  \ /L+max{u,u}

t t , , u  Ç * -  

)

- sup {æ

et

2,s6 <,"o 
{ æ,1, = o 

} 
. r,rr.

il vient

w(Jo'tlu",o t 2'37 ur'/"2u '

Par conséquent,
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3.4.3 Désignons par 1tr3 le groupe de Lie nilpotent de pas 3, dont la variété sous-jacegte
est IR6 et dont la loi est donnée par

( * r , r r , rB ,UL.AI ,  z ) ( : r \ , r ' z , rL ,A \ ,aL ,  z ' )  :  ( r r  +  r '1 ,12  I  , ' r , rs ,  *  rL ,A t  +  y t ,

. I ,  ,  1 r - -  - - ,  ^ ^ / -  \  ^ -  r  - t  |  7 t ^  ^ . t  - t ^ ,+ r ( ro 'z -  
r \ rz ) ,az+gt r+  

, ( rz rL-  
rLrz) ,2*  z '  +  , ( roL-  

r \yz+a: , rL-a l rz )

+|@r*rr', + r\r'rrs * ro'2r', - 2rp'2rs - 2r'rrzr's)) .

L'algèbre de Lie n3 de l[3 est la sous-algèbre de Lie de gta(R) constituée des matrices

strictement triangulaires supérieures, i.e, de la forme

(i i '") *)
\3 3 3 ';)

En notant (*r,*r,rs,Ut,Az, z) l'élément ci-dessus, I'application

identique. Posons

(Jo,b,": l-a,al x [-b,blx [-c,"] " [-+,+] 
. 

[- i '
où a, b, c sont des nombres réels strictement positifs.

Alors Uo.b.". est un voisinage compact symétrique de e dans ÂI3, et on montre facilement

que pour tout n dans N :

Ul,a,": l-an,anl x l-br,bnl x l-"n,cnl x 
l+ 

n',+ r') * 
ly 

r',T r')

,l_Yn',*"']
d'où

u(ro,u,"(*r,*r ,rz,ut,az, z)- 1 + *.* 
{  

-"  (-+) ,  - t  (-?) ,-E (-9) ,

-' (- l+),-E (- Æ),-E (-tÆ) )
Comme Ie groupe dérivé (ltr)t de ffe est { 0 }t " 

IR3, I'expression de u)so,o," sur (l/3)1

s'écrit

utro,a,"(',0,0, ut,az,z):lrmaxt-" ( l+) ,-u (-rl+),

exp

b:l
2)

est l'application

I Sabc Sabcl
x  l - - t - l

L 18 181

<2+,,,.,.{ {T,rl-+,
3$Pt I
"b" I

-"(-rl#)
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Posons
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, -o)

Vop' :  Uo,b, .  n  (^h)r .

Alors, pour tout n dans N :

vt,,.: {o}, " | -+,,+ "] " l-+",T "f" f-# ",T,]
d'où

uvo,a,"(o,0,0,  ut ,uztz) : r*max {  - t  ( - ' ! ! \ , -E (-av?r) , -"  / - { la)  }
t  \  ab / ' - \  b " / ' " \  abc ) [

> I + -u* { zla! ,M, t ,glr l  } .
Par ailleurs, 

t ab bc abc J'

".,o{'WI  r / t  *  max {u ,u ,w}

et, comme dans l'exemple précédent, il vient :

w(Jo,a."lr".o," a 2,37 w1rf,2o,"

3.4.4-Désignons par Ka le groupe de Lie nilpotent de pas 4, dont la variété sous-jacente
est IR5 et dont la loi est donnée par

(* ,ar ,uztustaa)(r '  ,y ' t ,aL,aL,aD: ("  r  r '  ,at  - t  a ' r ,a,  + a i  + )Ar;  
*  * ,ar) ,as + yt ,

1 1
+ rAuL 

- *' ar) + |Au; 
- r' ar) @ - r' ), a+ + ytn * |Or,, 

- *, ar) * |Ar; 
- r, y2) (r - r, )

-fir*,1*r,, - ,,rr)) .
L'algèbre de Lie ta de Ka est la sous-algèbre de Lie de gfs(R), constituée des matrices de
la forme

/0  r  0  0  Ua \
f  o o r o usl
f o o o x) arl .

\3 3 3 3 ';)
En notant (r,At tU2tAztAa) l'éIément ci-dessus, l'application exp est alors l'application
identique. Posons

ua,b: [_o,o]  x[_b,a]  
"  f  

_*,* l  |  5a2b5a2bl  
"  f  _t ! ,&l, - !  

L 2 2)* l -eo'saJ f  36 36J
où a, et b sont des nombres réels strictement positifs.

' tL) ' tJ)?.1). O-' .  

)

: sup{æ
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Alors [f 6,6 est un voisinage compact symétrique de e dans Ka et on montre facilement que

pour tout n dans N :

-  l -  ab ,  ab , ' l  |  5a2b ,  5a2b * l
Ul,u: l -or ,anlx l -bn,bnlx l - ; r " , ; " " ) ,  

L-  *  
n" ,  

J6 
n")

I  o tb  o  a \b  o1
X | - --:-- TL-. --:= n- |

L 36 ' ,36  
I

/  
- \  /  - r  r

-E(-l lu#) ,-r ( +tsotuat\ I
\  u a'o /  \ -V-, ' f  ) l

Comme le groupe dérivé (K+)t de Ka est { 0 }' * IR3, I'expression de ws",o sur (Ka)1

s'écrit

wu " .b (0 ,0 ,Uz ,Us rA+ )  : 1  +  max  
{  

- "  
(

d'où

w," ,b( r ,Ut ,Uz,As,aa) :  1  f  - " -  
{  

- "  ( -9)  ,

Posons

Alors, pour tout

a ) i .

t
K

(  2 *max

W,b :Uo ,a? (

rz dans N :

Vl,o:  {  o }"
I ab ab I |- 5a2b 5a2b I l- a3b asb I

l -zn'Tnl 
.  

L- 86 n'  86 " l  "  L- J6 n'  t6n)
d'où

wvo,a(o,0,a,,us,a+): 1 + -"* 
{ 

-" (-+) ,-E (-W), -E (-tH-]) }

>1+"."*{#,w,#}
ifie que :

Par conséquent, il vient :

r 'Du.,al,,  < 2,45.t/":r.- , _  
l V o , a

Par ailleurs, on vér

sup ",=o)

36lti\
asb )

7,2 lYz l
a2b

36lsd I_FT 
J



Chapitre 4

Orbites plates

, Soient Q un groupe de Lie nilpotent simplement connexe d'algèbre de Lie g et n- un

élément de G. Dans ce chapitre, I'orbite de la forme linéaire I sur g associée à zr par

la bijection de Kirillov est supposée plate, c'est à dire, de la forme (. + V, oir V est un

sous-espace vectoriel non nul d" g*. L'un des buts de ce chapitre est de déterminet i((').
C,est }e théorème de projection du chapitre 2 qui permettra de déduire le résultat du cas

où I'orbite est ponctuelle, lequel a été traité au chapitre 1. Le pas de G est supposé, encore

ici, quelconque. Cependant, une difficulté survient lorsque l'espace P-(G) des polynômes

sur G dominés par le poids u.r est restreint à expn, noté -l[, où n désigne I'orthogonal

de g.Les choses se compliquent lorsque cet espace est différent de ?-,r(l{).
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Dans tout ce chapitre, G est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe d,algèbre
de Lie g, et w un poids symétrique, continu sur G, à croissance polynomiale, et valant 1
en e. Ces hypothèses sur ?rl permettent d'appliquer tous les résultats obtenus dans le
chapitre 2 ainsi que ceux du paragraphe 1.4.
L'orbite O((.) d'une forme linéaire (. sur g est supposée plate, c,est à dire de la forme :

O(( . ) : ( .+n"
où

n:Rad &:  {X eg lV f  e  s :  ( . lX ,y ) :0}og.

Soient zq dans ô une représentation unitaire continue irréductible de G, associée à
l'orbite O(t) par la bijection de Kirillov, et

Ây ' :  exp  n<G

4.lldêal minimal

La forme Linéaite (.1 s'annulant sur [n, n], définit un caractère unitaire Xtln d" l/ comme
dans  1 .1 .18 :  

I n

x1,, ("*P X) : eit(x), X e n

et la représentation de G induite par Xt; a même noyau que rt.

4.L.L Notation

La proposition 1.3.1 montre qu'il existe un plus petit idéal bilatère fermé
j({Ker 

"r}) 
-resp. ,({^": ,n,,}) - de Lt-(G) - resp. r;1,(tr) - d,enveloppe

{ Ker nr} -."rn. 
{ 

Ker X\n} * nrr" l'on convient égarement de noter j(/) - resp.

i(nl,) - pour simplifier. De façon analogue à L.B.4,l,ensemble J({Kernn}) -

'" 'p. .7({ K"rx\n}) - sera noté abusivement J(t) - resp. t( l , l )  -,

J(t) :  {  t  < rL_çc) |  h(J) :  {( .}  }

t (nt): { 
rorl,r,(ru) lnttl: { rf" } }

4.L.2 En accord avec 2.I.6 et L.4.4, nous noterons :

P-(G)ç,r:  {  "1, 1 n e r-G)}
et

P-,. !N) :  {  r l  
" .  

P(N)et sup l lq .  ** } .l N  [  |  
" e N  

w l n )  )

Il est clair que P-(G)1N est contenu dans P.,,r(I[) et l'exemple 4.2.5 montrera que cette
inclusion peut être striète.
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A.L.g Comme l'orbite Ad. (,^/) (rt,) O" /1,,, est ponctuelle, le TuÉoRÈlrp 1.3.9 montre que

t (/;ç) est en bijection avec l'ensemble des sous-espaces vectoriels non nuls de Prl,u(lf)

invariants par translations. En particulier, l'idéal minimal i(n;) de IL,,u(,n[) d'enveloppe

{ l, } 
"rt 

donné par :
L  I n J

i ( t t  \  :
\  I n l

4.L.4 Proposit ion

Soit W un sous-esp ace vectoriel non nul de P-(G) invariant par translations,

Pour f dans Ll"(G),, on a les équivalences :

VP  e  W :  P f  €  Ke r r t  #V r ,g  €G ,  VP  rWI * ,  * f o l t u€  Ke r  PXn ln

ç\a e. G, VP aWl* , ,f l* € Ker PXnln.

Preuve. Comme la représentation de G induite Par Xt; a même noyau q17e T t ' on a :

VP e W :  Pf  eKerr4<+VP €W, Pf € Ker indf l ru '

<+ VP e Wl*, Vr,y € G , ,folN € Ker PXnÂ

la 2'd" équivalence résultant du LEMME 2.2.I et la 3è*" étant due à I'invariance de Ill par

translations. Comme ru(yny-r) est égal à ru(n)' on a :

f
VP eW :  Pf  €  Ker  r t  #VP e Wl* ,Yr ,y  e  G :  

J* r@)t (n- 'vn)x t  
(n)dn:0

<+ VP aWl*, Vr e G , ,f l* 
€ Ker PXnln.

4.1.5 Proposition

ll 
n'iaeut i(l) de L'-(G) est t'extension de i(nl,).

Preuve.
1) Par la pROpOSrTroN 4.I.4, Kerrp est ,L-(G/1tr)-invariant, et par suite Kett4 appar-

t ient à 7L*(GIN) .

2) Soient \ et 12 deux idéaux bilatères fermés de Lr-(G) qui sont L*(GlN)-invariants.

Éar le tuÉonÈuE 2.3.1, il existe J1 et,Iz dans TG tels que .I1 soit l'extension de J1 et 12

celle de J2. Alors

- L:,,(G) ----\-----=-T L'-(G)
11*12  : e ( J t ) xe l J2 )

: e(Jt * Jz)

par Ia PRoPosITIoN 2.1.13, donc TrGLl"(G) est 'L-(G/l,r)-invariant'

3) Par [20], il existe n dans N tel que j(l) soit I'adhérence dans ,Lf (G) de (Kerra)n.

{f  
.r l r ,(N) lvr.P-t,(r/)  :  /e Ker PxnÂ\
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comme Kerrp appartient ;7r'*(c/Nl d'apr;s 1), il en est de même pow j([.) d,après 2).
Par le rHÉonÈvD 2.3.I, il existe J dans Zl teI que j(l) soit l'extension de J. Or i()est le plus petit idéal bilatère fermé de L!,(G) d,enveloppe {"ù; comme e préserve
l'inclusion, J est le plus petit idéal bilatère fermé de r|,r(/{) d,envelopp" 

{rz,n }, 
i." ,

,  :  j ( (h)

puisque l'orbite de / est (. + n" .

4.L.6 Corollaire

ll 
Si les espaces P-(G)1, ut p-l*(N)sont égaux, alors:

| |  

. , '  | l Y

l l  iQ):  {r  e r ' - (c) lvp €p-(G) :  pf  €Kerra}.
Preuve. Par le LEMME 2.2.3 J\.

( ^j ( t ) :  
t f  .  L '_(G) lvre G,,f l*e ,( j (D\

{t  .  L'-(G) |  vr e G, 
"Tl*. r(rfJ }

: { f  eL l , (G) lvre G,vpe p- , , ( l / )  , , f l *€Ker r rn, , }
la 2'd' égalité étant due à la PRoposrrroN 4.1.5 et au THÉoRÈup 2.3.t, la dernière à
4.r.3. Le corollaire résulte alors de la pRoposrrroN 4.r.4 vt l,hypothèse.

4.I.7 Notation
A un sous-espace vectoriel non nul W de P-(G) invariant par translations, on
associe le sous-espace vectoriel fermé I(w) de Lt-(G) défini par :

I (W) :  { f  e LL_G) |  Vr e W : pf eKerr4}.

4.1.8 Théorème

ll |:it W. un sous-espace vectofiel non nul de P-(G) invariant par translations.
ll Alors I(W) appartient à J(t).

Pteuve. Comme W est supposé invariant par translations, il en est de même pour le sous-
espace vectoriel fermé I(W) ae ll(C) d'après Ia pRoposrrroN 4.L4. par la pRoposrrroN
2.L5, I(W) est un idéal bilatère fermé de Lr-(G). La pRoposrrroN 4.L.4. montre également
qrc I(W) est L*(G/,À/)-invariant, et par suite I(W) appartient ;7L*(G/N). D,aulre part,
d'après la PROpOSITION 4.I.5, on a :

j((.):"QQ;))

: ' ( {  r  e rL-,*(N) lvr  €p-t*(N):  /  e Ker ,*r , , } )

:  
{ f  e LIG) |vP e p-1*(N),vr  €G ,  , f  l *€ Ker , rn, , }

.  { /  e rr*çcl l  vr  e p.(G)lr ,v"  € G :  *TlN €n"r  r rn, , }
c I(w)
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1u 2nde égalité étant due à 4.L3,la 3è-' à2.2.3 3), et la dernière inclusion à la PRoPOSITION

4.1.4. Donc

h(r(w))ch( j ( t ) ) : { t }

et comme 1 appartient à W d'après la preuve de la PROPOSITION 1.2.8, alors 1(17) est

inclus dans Ker rp,, i.e, / appartierft à h(I(W)) et par suite h(/(W)) est réduit à {l},,
ce qui prouve finalement que 1(I4l) appartient à J(q.

4.1.9 Notation

Réciproquement, à un idéal bilatère fermé J de L!-(G), on associe le sous-espace

vectoriel V(J) de P-(G) défini Par :

V(J) :  {P.P. (G)  lv / .  J :  P f  eKer12} .

On montrerait de façon analogue à 1.3.6 que V(J) est invariant par translations. D'après

les notations 4.L.7 et 4.1.9, il est clair que J est contenu dans /(V(J)) et le but de ce qui

suit est de voir sous quelle(s) condition(s) l'autre inclusion est vraie.

4.1.10 Théorème

l[ Soit r un é]ément de G. tt existe f dans S(G), tel que r(f) soit non nul et tel

ll quu pour tout P dans P(G), r(Pf) soit de rang frnL

Prcuve. On raisonne par récurrence sur la dimension de G. Si G est de dimension 1, il n'y a

rien à prouver. Soit maintenant o le plus grand idéal de g contenu dans Ie stabilisatew g((.)

de /. Soit os le noyau de / dans o et soit Ao: expoo' Supposons d'abord que A6 * {"}'

Soit ô : GlAo,, soit p : G ---, GlAo Ia projection canonique et soit fr la représentation

de ô définie par ft o p:'î .
D',après I'hyp3t!èse de récurrence il existe / d.rs s(GlAù, tel que 7(/) soit non nul

et tel que 7(P /) soit de rang fini pour tout P dans P(G). Prenons maintenant un sous-

espace b de g, tèl que g : booo. Le groupe G est alors homéomorphe auproduit V : exp b

avec 46 et donc nous pouvons définir sur V un produit ', tel que G soit isomorphe à (%').

P renonsune fonc t i onadanss (G) , t e l l equeâ (0 ) : l e t t e l l equeâ 'a (0 ) : 0pou r tou t
multi-indice o non nul. Soit / la fonction sur G définie par

Arors / appartie"j,t;"]"i:l;::l'""';:*:3 rorme p(uu): F@)up , pour,,, F
dans P(V), oi É est un multi-indice, nous avons que

f f

"ef) :  |  |  Ffqf61"ç"1uPr(uu)dudu
J V  J  A o

En particulier,
r(f):"(7)+0

et r(Pf) est de rang fini Pour tout P.

: alae) Irrn fç,1nçu1au
: azae)"(Ff)



Nous pouvons donc supposeï que ,46 est réduit à { " }. 
Donc le centre â de g est de

dimension L et lQ) + {0}. Prenons Z d,ans 3 tel que l(Z) : 1. D,après le lemme de
Ki r i l l ov ,  i l  ex is te  Y  dans  g \3  te l  que [g ,y ]  c  a .  So i t  b :  î  u  e  g l [ i ,V ]  :0 ] .  A lo rs
pour un X dans g tel que [X,Y]: Z nous obtenons

g : lRXeb

et ! est un idéal de g de codimension 1. Quitte à changer X et y eny ajoutant un
multiple de Z , nous pouvons supposer que [.(X) et (.(Y) sontnuls. Soit fI : exp 11 et soit p
dans ,â tel que n : ind?tp. Nous pouvons prendre par exempre p - n4o, où, {o: rt
Ecrivons G: IR'H et décrivons les éléments r: exp(tX)h de G: exp(lRXlu pu, iI.
De même soit tâ :tht-r, où t appartient à IR et h à'H'. calculons 

"(n€ 
por.ri d*r*

Hf =S(R,S(fl)) 
"t / dans S(Gf. Nor^ obtenons pour r: sh dans G
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Ici la représentation pt de H est définie par

p , (h )  :  p ( rh ) , ,  €  IR ,  h  e  H  .
En outre nous considérons l'espace de Schwartz S(G) comme l,espace S(R, S(fl)).
Ainsi /(s) désigne la fonction /(s)(â) : f (sh), où â apparrient à fI et pt(f Glr)) "* 

i"
opérateur C- sur l?espace 710 de p, où s et t apparti,ennent à IR. Soit 1'dan, 51a; t.t
que p(fi) soit non.nul et tel que p(P1{1) soit de rang fini pour tout p1 dans p(Ii). Soit
en outre U dans u(!). Alors [/ x (PrTù est aussi de rang fini, car si nous écrivons pi@rfù
comme DTtQ€,,r, ' avec €i ?t ,ti d"::1î,-on voit 9". pçU*1Ptlr)i: t7_rdrrïir)r','Nous essayerons de trouvei 7 au", S(G)-tet qu" 

"(i) 
: b.r,.r e iGù forr, ,r, certain )

dans S(R) . Ici, pour deux éléments À et 4 dans un espace hilfertien JL,- nournotons e1,nl'opérateur de rang 1 défini par e^,r(€) : ({,q)) où € appartient à Tt. Ecrivons
b : lR.Y +R.'Z, B : expb et notons un élément b: 

"*p1uy-+ 
zZ) de B par (u,z).

Cherchons une fonction / dans S(G), telle que

[^rO 
- t](t 1nq)ye) db: Xs)À(r) [ fr@o)r(b) db, s, r € rR, h e H .J B  "  J S

Cette égalité est équivalente à

- iz" iut  
dudz

nff)€(*) : 
I"T @)€(,-, r) du

: 
I*lrrfth)€(r" 

- t)t-s (n-t)) anar

: 
A I" r 

(th) p('-" n)tG - t) d,h dt

: 
I* l, f (t'-t h) p(h)tG - t) dh dt

: 
Ior'(f (" 

- ,))€(r) dr.

| 
" 

r al (' rr@, z * tu)) e- i. du d.z : 
I 
" 

f @) (t h(u, z)) e

: À(s + r) À(r) 
lutr{nùr(b)dô,s,f  € JR, h e H.
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Remplaçons h par 
-'h. 

Alors l'équation devient

f f
I  t t t l (h(u, z))e-iz" iut dud.z: À(s + r). \( t)  |  f r(- 'nu)x(b)aa, s,, t  € lR, h e Ë/.

Js  JB

Donc en faisant une transformation de Fourier inverse nous obtenons

f  f  f  , - t , , ,

I f@(n@,2))e- i "az : / . r1"+r ) ) ( r )  | f t ( - 'nu)x(o)  dbe- i " td t ,  s , r - t ,€ IR,he -F l .
Jm. JR JB

Posons

7r@):  I  Tr@b)y(b)db,  he I I  .
J B

Prenons une fonction ô de classe C* sur G, bornée sur G, ainsi que toutes ses dérivées,

et à support compact dans la direction Z , teIle qlue

I  u@exp(zZ))z I  d ,z :6r .o ,  h  e  H.
"/R

Posons

T?h) :6(h)  [  ^ f r+ t )^ ( t )h( - 'n )a t ,  r€ lR,  heH'
J]R

Ici À est une fonction de Schwartz de norme L2 égale à 1. On vérifie que .f appartient

à S(G),  cars inous 'prenons descoordonnées G: lR.x ( I4z -expto)  xD,  où to  =bl r ,  a lors

ï ( ,w (u , z ) )  : 6 (w (u ,ù )  [ ) ( r  +  ù^ ( t ) h ( - ' ( " *n  w ) )e - i l u  d t '
JIR

Calculons le noyau de zr(/). Nous obtenons

r1(tye - t))
f f

:  I  n, (h)  |  x1) f  G-,) ( ' (hb))  dbdÀ
J H | B  J B

:  I  n,(h) [ x@ 6(hb) [ ^a '  t  + r)^(r) h(- '* '  @u))dr db dÀ
J H | B  J B  J I R

f  f  f  - ,  , :  r t - r , t  ; " , + - ; n
: I rr(h) | xQ, z)6(h(u, z\ | x1s - t + r|,(r)f1('- 'n)"iut-iru"iz dr du dz d,h'

J a t n  J s  J R

f  f  f  - .  , - r  \  : . . .  /  f  ,  .  -  \  - :
:  I  n1h)  |  |  t f ' - t+ r )À( r ) f i ( - 'h ) " iu t - i ru (  l_a(nçu,z) )dz)arauan

J nr  n  
'Jm.  

Jm \Jm /
f  f  f  - . _ r  \  : . ,

: I "r@) | | xft - t + rl,(r)f1(-' n)"iut-iru dr dudh
J n t a  " / R J R

f f: I "'(h) / 
.r1s1.l1t; fL(h) dh

J H | B  J R

:À(s)À( t )  z '1( /1) .

Donc l'opérateur z-(/) agit sur tr2(lR) 6'l7n par P18zrr(/r). En particulier n'(/) est non

nul et de rang fini. Montrons que Tref) est aussi de rang fini pour tout P dans ?(G). Il

P(rh)  :  r iPr (h ) ,  r  €  IR ,  h  eW,
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où i appartient à N et P1 désigne un polynôme sur fI. calculons

"L( '(p f)(" -  r))
l ' f:  

Jr,r"r(h) Jrx(ùe(@ 
_ t) t(hb))/(" _ ù(L(hb)) dbdit

: 
/r, r,,t@) l"x@r(@ 

_ t)t (hb))r(, _ ù(t@q) db dh

f f: 
J * 

n r(h) 
J 
"x(u) 

G _ t)o e (t, h, (u, z)) 6 (w (u, z)) f G _ ù (, (. (r, ù) a" dz dù
où 8 est un certain polynôme ett t,,u,u,z. Ecrivons

Q( t ,u ,u ,  z )  :  l t i  uk  rL  p i .n , t ( r ) .

Ainsi 
i ' lr 'I

rL(ten(" - r)) :n,t iG - ù'  I*tr t(w)ei,n,,@) f"ye)ukzl6(w(u,z))
f

/. 
^," - t + r)À(r) f1 (-"*1 (r(u, ù) a, du d,z dù .

Si / est non nul, alors l* 6(u(u,z))ztdz est nul et donc tout devient 0 pour ce terme.
Donc

n(tef)( '  -  r))
: t t j  (s - t\ '  I nt@)Q.i,n.o(ù [*ur 

fo,(, 
- t + r)À(r)/1(t-rw)e-iru dr eiut d,udù

L-r Jw 'Jm 
-/n 

\ - ' /.

: t 1 i çs -  ù i [  
' f  L  (a \ * / . ,  

i -L r \ \ / r . \7 . ( t - ,o , , \ \
fr ,*n{w)Qi,r,o(ùJo,; l;") (^r' - t + r)À(r)/1(-'.))ei"( '- ')d,dudù

Comme

ft nrr+t w): f D* * (P*(t, -'*'r) îr) c,+rr)
pour certains élément s Drn a" t'uigaUre enveloppante de ! et certains polynômes p-
sur I4Z, nous obtenons

"r ( ' (pf) ("  
-  r ) )

: I tri - t)o I nr@)ei,r,,o@)
rn,j,k J W 

f

J o, 
^ * (t - t + r) À," (r) D ̂  x P* (t, t -'ù 

7t çt 
- r.7 

"iu 
(t -') dr dudù t

:  D_ À-(s)À-( t)tk(s - ù' I*r{w)ei,n,o(ra)D* 
* (p*(t,u7J1yçw1at.

m,i ,k

Ainsi nous voyons que

", 
(t @ fl (" - r)) :  t  À^@) À*(t)tr (, - t)u n r(e i ,n,o(-) D,* * (p*(t,_ )f i  ) ) .

m,i ,k
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Comme pour tout polynôme .R sur H et tout D dans I'algèbre enveloppante de ! on a

R(Dx,fr) : DrTn*(R*fù pour certains autres polynômes Rn et certains fl, dans u(b),
on peut conclure, en utilisant I'hypothèse de récurrence, qve r(P f) est de rang fini.

4.L.Lt Notation
Notons

r :  {  f  e rr-G) |  vP eP-(G) :  na(Pf) est de rang f ini} '

I1 est clair que ,F' est un idéal bilatère de Ll"(G).

4.t.L2 Corollaire

ff Soit J un élément de J((,). Alots J aF est dense dans J.

Preuve.Montrons que l'enveloppe de F 
r'-<c) 

est vide'
Il est clair que

I(P-(G)) . r '  .vL'-(c)
d'oîr

n(t"'-t"t) . n Qçr-qc1y)
\  /  \ '  " /

i.e, d'après ie TsÉoRÈME 4.1.8

n(p" i r " ' )  .  {nr} .
\ /

Or, par le TuÉonÈrvrB 4.1.10, il existe / dans F tel que zra(/) soit non nul, donc zr4

n'appartient pas à h(,F') et a fortiori

Ainsi

Donc

nn # h(r ' l ' t"t ;

nQtL'-<ct) : o.

iQ) cPr"-(c)  '

Comme il existe une approximation de l'unité de LL-(G) formée d'éléments de j(0), donc
r  1  r  n t

de FLU\vt , Ia première des inclusions suivantes est justifiée :

_  : r ! . .G)  jÆLt- (G) c  J  nFLt*(G) a7r ' - (c)  _ ,

les autres étant ,"14:# i""" ,tn r, est dense dans J.

4.1.13 Proposition
Soient J dans f,(t) et (pt,.. .,Pn) une base de Jordan-Hôlder de P-(G) telle

que Py,... ,Pio n'appart iennent pas à V(J) et P,ro+r,.. . ,Pn appart iennent

àV(J ) .  So ien t  f  dans  I (V (J ) )  oF .  IVo tonspour tou t  i  dans {  1 , . . . , i 0 }

Je  :  { g  €  J  I  V j  :  i , . . . , i , s  :  r a (P iù  :  0 } '

Si pour tout i dans { 2,... ,i'6}, rp(P,i:Jt) est non nul, il existe f' dans J tel

que pour tout i dans { 1, . . . , k}, na(Paf') et na(Paf) soient égaux.
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Prcuve. Si ra(P6of) est nul, on prend 0 pour //.
Si ra(P6of) est non nul, alors nilP,i,of) est de rang fini par hypothèse :

p

nil%of): f Poo,ou
i : 7

où chaque Pon,gn est un opérateur de rang I de'tl(nfl défini par :

Pon ,o , (€ )  :  <€ ,ge )a r .

Comme 4o n'appartient pas à V(J), par le ConollRruq 4.I.I2, il existe /{ dans J tj F
tel que nilPtrf) soit non nul, par définition de V(J). Soient h et h.r déux fonctions
quelconques de Ci(G). Posons

fL:gr*f l* fu.
Alors fl appartient à J ) F et

"r(Pt" fL) : r^s1) o r s(P6o f!) o n2(h)

:Éo--  
2r"Yt '6 t

9ù 
chlOue Pin,6n est un opérateqr de rang I de 'tl(tra) qui est C* I et on peut supposer

les 7a linéairement indépendants. Montrons que l'on peut supposer aussi les ô6 linéairÀent
indépendants. supposons 61 , . . . ,6, linéairement indépendants et

r

6o: I  c66 t ,  i : r1L , . . . ,e .
L : L

Alors
Q r q

\ r . ,o,on: I  
prn,ou+ 

t 
pt, , l i_,. ,na,

i = l  i : L  i : r * L  
u L =

1 ' q r

: 
I P^,o,ao * f t c16P1a,61
i : t  i : r *L  l : l

r q r

: tP tu ,6o l -  
t  f  c i lP11,6 i

i : L  l : r i L  i : L

:  
I  

P'vr+17-,* 
rcrt-t t ,  6.t '

i : L

comme les 1 sont linéairement indépendants, il en est de même des 7a * Dl:.+, cn^lt t
pour  i  dans {  1 , . . . , r } .  On peut  a ins i  écr i re  :

trr(pr"fL): É 
ppo,6n

i : I

où les pi - resp. ô, - sont linéairement indépendants. Fixons q non nul dans 1l(nù.
Soient 9z et â2 dans Cf G). Posons

f l :  g ,  *  f l  x  h2.
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Alors /{ appartientà JÀF et

nilP,"f [) : rt(92) o ra(Pi,f[) o ra(h2)
r

:  
t  Pn ' (nù*n 'nt (hùôt '
i : I

Comme S(G) agit de façon algébriquement irréductible sur les vecteurs C- de Tr4, orL

peut choisft 92 et h2 de sorte que

( nn(n")t"t' : 't

1  n tbz ) t t i  :  0 ,  ' i  : 2 ,  "  '  i r

I rs(h2)h : rt

Alors par construction

rilPe,,fil : Pn,n.

Pour tout z dans {1,.. .,,P}, soient 92,,i, et h3,; dans 5(G) tels que

{ 
nn(gt'o)n : oo

lnilht;)rt: 0u
Posons p

T' :DgzJ* f 'sxhs, i .
i : T

Alors // appartient à J t-l,F et
p

rilPuf ): t rt(gz,ù o Pn,n o ra(hs,a)
i , : I

p

- \ - p: 
]- '  

rat 'at

i : t

: rilprof)

Finalement f - f' appartient à I(y(J)) tl F et rr(Proff - f)) est nul.

On démontre alors le résultat de proche en proche, en remplaçant / pat f - 1' et i,s pat

io - L, et en utilisant I'hypothèse sur les "Ia.

4.L.L4 Proposit ion

ll Soient C une partie fermée de G et n4 dans G. Alort tout éIément de j(C) est

ll ,"" fonction f de LL-(G) telle que ra(f) soit de tang fini.

preuve. Par [1g], j(C) est I'idéal de ff (G) engendré par les fonctions de la forme ,p{f}

oùr / est un élément autoadjoint de Lr.(G) possédant certaines propriétés et p est une

fonction de IR dans C, nulle sur un voisinage compact de 0 dans R.. Soient / et I deux

telles fonctions. Par le théorème spectral, on a :

"ilfl: t \nPn
n)O

oir les Pn sont des projecteurs de rang fini et (Àr)'>o une suite de nombres réels

convergeant vers 0.
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Alors 
nr@{f}) : ç(rufl))

: D ç(\')P''
n)O

Vu les hypothèses sur g et les À,r, la somme précédente est finie et l'opérat ew ra(g{f})
est donc de rang fini. Comme I'ensemble des opérateurs de rang fini est un idéal bilatère
de End(H ("n)) , 

"n(e{f}) 
est de rang fini pour tout / dans j(C) .

4.2 Exemples et contre-exemples

Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et W un sous-espace vectoriel
non nul de dimension finie de P(G) qui est invariant par translations.

4.2.L Notation

Soient ll ll une norme quelconque sur l'espace vectoriel de dimension finie trZ et
ll ll une norme matricielle sur End(I4l). posons, pour tout r dans G :

w(r) : l lrq"l l .

4.2.2 Proposit ion

ll L'application u associée à W est un poids sur G, et W est inclus dans pr(G).

Preuve. Par la notation 1.1.19 :

R ,P (A ) :  P (y r ) ,  P  ÇW,  r , g  €G .

Comme W est invariant par translations, fi" est un endomorphisme de l,espace vectoriel trZ
et il est clair que

Rra :  R* o Ru,  r ,g  € G,

comme de plus -R. est l'application identique de w,r'application

R: G -----+ Atft(W)
n ,-a R,

est une représentation de dimension finie de G. Donc

u(ra) : l lB,all < l l ,B"ll l lÀrl l : r(") u(ù,
la norme ll ll sur End(W) étant matricielle. L'application u., est d'autre part continue donc
borélienne, à valeurs dans [1, +oo I car W contient les polynô-", .onriunts, et par suite,
est un poids sur G.

Toutes les normes sur W - resp. End(W) - étant équivalentes, prenons par exemple :

l lP l l  :  sup lP(expX)1,  p eW
l l x l l<1

et

l l " l l  : , ,suR, l lupl l ,  ue End(W)
P e w

la norme matricielle sur End(I4z) subordonnée à la précédente.
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Soit P dans I/. Pour tout r dans G '

lP(") l :  l&"P(e) l
: lft"P(exp0)l
< l lB"Pll
< l lÂ"l l  l lPl l  :  l lPl lc,r(r)

donc P appartient à Pr(G), ce qui montre que w est contenu dans ?r(G).

4.2.3 Remarque

Pour une norme matricielle ll ll sur End(W)

,i l") : l lL"ll
où

L"P(Y) :  P(* - 'A) '  r 'Y  €  G

définit de la même façon un poids u1 et il est facile de vérifier que si W est stable par

inversion, alors pour tout P dans I,)I/ et tout r dans G, llR"Pll et lll'Pll sont égaux,

donc c,.r et u1 le sont également.

4.2.4 Proposition

ll Si tl est un poids à ,croissance polynomiale sur G, alorc Ie poids a associé

ll à P-(G) est tel que :
t l
l l  P-(G) : P,(G).

Preuve. Par la PROroSITIoN 4.2.2, il suffit de montrer que P,(G) est contenu dans ?tr,(G).

Soient (Pr,. . . , P,-) une base fixée de P*(G) et P un élément de P-(G) de norme inférieure

à 1. Alors P s'écrit :

,: i^oon, À,; € c
i : l

et pour tout r dans G :

l r ,( ,) l  sËlr, l l4(,) l

l n  \
< [) ] l \ , l "pnl ,@)-\f, 

/
I  c 1 c 2 w ( r )

où 
P,@)l

cp, : sup ----7-1- r
a€G w\A )

c r .  :  max  { " r , l ' i  :  ! , , .  . .  ,n }

e t  
ê , . ,c2 :  L l ^ i l '
i , : l
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D'autre part, d'après le théorème d'équivalence des normes, il existe un nombre réel
strictement positif ca , dépendant de la norme choisie sur P.(G) , indépendant de p, tel
que

cz I  cs l lPl l  < 
"r.

Ceci prouve finalement que, une norme étant fixée sur P-(G), il existe un nombre réel
strictement positif c ) err lait c1cs, tel que :

lP(r) l
.jl,l", :Ë3;Gi < "

l l P l l < r

soit maintenant r dans G. Par définition de c..,(z), il existe p dans p-(G), dépendant
de n, de norme 1, et vérifiant

l lL*Pl l  2!  rk)
z

Il vient alors

u(n) < zl l&,Pl l :  2 sup lÂ"P(expY)l
l l v l l s l

.2 l ro lP((expY)") l
l l v l l <1

.2 l ro  cpu((expy)r )
l l v l l s l  '

S 2 !-yp cp u(expy) w(r)
l l v l l <1

ou 
rP(z\ lc"::ËE ,6<"'

D'où
a( r )  <  2ccaw( r )

où
c4 - sup tr(exp Y)

l l v l l <1

ce qui montre rye Pr(G) est contenu dans P-(G).

4.2.5 Soient G le groupe additif R3 et tr la fonction sur G définie par :

u(r ,a,  z)  :  L + 2l r l  + 2 la l  + 2 lz l  + l r2 + y2 -  r21.
Il est facile de vérifier que u.r est un poids sur G. posons

N:{ ( r ,y ,O) l r ,ye lR} .

L'expression de ?r-r sur Ie sous-groupe l/ de G s,écrit :

w(:1 ,A,0)  :  t  +Z l r l+2 ly l+12 +y2
et donc

P-,,(l/) : IR o IRr o lRg o IRrv o IRz2 o lRg2.
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Montrons qtrc P*(G)1no est strictement contenu dans P-lr(lf). Pour cela, déterminons

d'abord P-(G): l'espàce P-(G) est constitué de polynômes err tr)g,z qti sont de degré

au plus 2. Comme il est clair que 7,,n,U,,2 appartiennent à P.(G), cherchons à quelle

condition le polynôme

P(',a, z) :  ar2 + ba2 + czz * drY * erz + fYz

appartient à P-(G). II doit exister un nombre réel strictement positif k tel que pour tous

r, U, z dans ]R :

lP( r ,a ,  z) l  <  l *w(r ,U,  z)  .

En particulier :

l" (", y, Jr\ y')l : l @+ c)rz+ (b+ c)a2 + d"ry * "*18 +u' a \v/"'Tu'l
/

S r (r  +2lr l+2lal+zJ" '+u')
< 4k (L + l r l  + ly l)  (1)

En prenant 0 pour y, l'inégalité (1) s'écrit :

l lo + "1* '  
-r  er l r l l  < 4k ( t  + l r l ) .

En faisant tendre successivement r vers -|oo et -oo, il vient :

I "+c*e:0
\o+  c -e :o

d'où
le:o
\  " :  

- o .

En prenant 0 pour r dans (1), on obtiendrait de la même façon :

{r:o
L  b :o .

Ainsi
P(*,a, z) -- a(r2 + a2 - z2) + dry

et il résulte de (1) I'inégalité

lr (", *, Jzl"l) | 
: ldl*' 3 4k (r + zlrl)

qui ne peut être vérifiée pour tout r dans R. que si d est nul. Donc

P( r ,A ,  z )  :  a (n2  +  A '  -  
" ' ) ,

ce qui montre que :

P-(G):  IR O Rz O IRy O IRz O m(22 + a2 -  22)

et donc
P-(G)l*:  lR o IRr @ IRs o m(r2 + Y2).

Il est bien établi dans cet exemple que P-(G)1, 
"t, 

strictement contenu dans P-,r(l/).
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4.2.6 Prenons pour G le groupe de Heisenberg Fl, de dimension 3, dont la multiplication
est donnée par

(*,a, r)  .  (r ' ,a ' ,  
")  

:  (* t  r t ,U I  U',  z + z'  + |@o' 
-  rû)

L'algèbre de Lie de /1r est définie par une base (X, Y, Z) telle que [X, y] soit égal à Z .

En notant L la rcprésentation régulière gauche de fI1 dans Cæ (Hr) , on vérifie que :
( --.--.  a voI  dL (X \ :  - j -
|  

'  '  0 r  2ôz
|  .  A  rô
<dL(Y)----* îu
I  oa  zoz

I atrtl: -!
\ oz

Pour simplifier, notons dr, dz, d3 les opérateurs dL(X), dL(y), dL(Z).
Soient P le polynôme

P:  - r 2  +a2  +  z2

et 7l'espace vectoriel engendré par P et ses dérivées dù...d,i.*P, où n appartient à N*
et i ,1,. . . , in à { 1, 2,3}.Avec les notations ci-dessus, on obtient :

d tP -2 r - yz

d ,2P : -2y l r z

d,sP : -22
,

1 t -

d,d , tP- -2+?

d,zd,tP:"-ry
d,sd,1P : y 

,
d,zd,zP :, * T

f"';i=;.
Doncl 'espacevector ie l  V estdedimension 10 et  (1 ,  r ,u ,z ,12,u2, f ia) f r r )uz,22)  enestune
base, quel 'onnotera 6 danslasuite. Soit (z,o,t l)  dans ff i .  pourtout (r, y,z) dans H1,
ona :

L7u ,u , -1 ( r ,  a ,  
" )  

:  ( u ,  u ,  u ) - r '  ( r ,  a ,  r )
:  ( _u ,_u ,_w) . ( r ,A , r )

-( r,  . \
( "  

-  , ,U  -  u ,  z  -  w  +  
, \u r  

-  
"U)  )

Calculons par exemple l'action de Lqu,r,-) sur l,élément rz de Z :

L1u, , , - ' y ( rz )  :  ( ,  -  u )  ( ,  - ,  +  !p r -  rg ) )
\ Z

:  IL?Jr  -  
G* r ) ,  +Çu -  uz i  ï , ,  

-  
f , ru  + rz .



n2 uu
0-u

-2u -u

00

00

10

1

/ \ 'z'
l l .al l"": l  t  l",t l ' l

\ r< t ,7< ro  /

II est bien connu que ll lls.s est une norme matricielle, et en notant

a(u,u,w)  :  l lL6, r , . , ;  l la .s

4.2 Orbites plates

Le calcul de I'action de L1u,u,u1 sur les 9 autres éléments de 6 montre alors que la matrice

de L1u,u,ù dans B est donnée Par :

u2
-2u

0

0

1

o n a :

u(u ,u , . ) '  :

d'où

10 + + (u' + r\ + 7w2 +Iu'u' * 2(u2w2 + uzuf) +ft{"n + u4) + w4

[;

/É  t t  +  u2  +  u2  +  w2)  I  u (u ,u ,w)  3 /10(1  +u2  +  u2  +  w21

donc
P' (Ht)  :  P-(Ht)

oùi
lD I H1 ------+ [1, +oo I

( r , a , r )  r - -+  L+ r2+y2+22

et où l'on a noté abusivement, car w n'est pas un poids sur I/1 , P-(Hù

des polynômes sur .Ff1 essentiellement bornés par ?rl. Comme il est clair

égal à V, dans cet exemple, V et Pr(H1) sont égaux.

4,2.7 En gardant les mêmes hypothèses et notations que dans 4.2.6,

généralement un polynôme

P : an2 + ba2 I cz2 -f dry * erz * faz * gn * hy * iz

de degré 2, de sorte que a , b, . .. , / soient non tous nuls. En notant R la représentation

régulière droite de flr dans C-(f/1), on vérifie que :

L -u -u -w
0 1 0 Dlz

u?t)
-uuf 2 - w

u2l2

-u

ul2

0

-u/2

1

u'u w2
-u212 -uw

uuf2 -w uw

-u -2w

o u'14
-ul2 u2 l4

u 12 -uu 12

0u

L-u
01

t -ul2

1

0

Pour unélément (ai)ryt,i<'e, noté A, appartenant à End(V), notons llAll;7.s lanorme

de Hilbert-Schmidt de A :

I'espace vectoriel
que P-(Hr) est

considérons plus
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( orun: ! -Y- ?
l "d r20z
l  anryt:!*!!
|  

'  0y  202
lâ
I d&(z) : 

a,
Pour simplifier, notons da et d,s les opérateurs d.R(X) et dfr(),). Alors

d,1P : -{r '  -  
Tro - caz - 2ar - (o* ;)  a - ez - s-  2"  L  \  . /

e  n  f  /  i \d,2P : 
r*" * ir, * mz - 

l, 
- 

;) r - 2by - fz - h

d4P : -en - f y -2cz - i ,

f  .  e  / .  i \d,aP : - iu' - 
ir,  

- caz t2ar* (o 
- 

;) 
y * ez * s

e  ^  f  /  r ' \d,sP : 
i"' * i", * mz t 

lol- t) 
r *zby i fz + h

ùùP - 
ir '  * ey l-2a

d,zdrP : -T", + fa + cz + d, + |
d,zdtP -- cA + e

d+drp: lur-zo

d,sd,rP : -I*, - er - fA - cz - d - 
;

d,d"zp : -TrO - e:x - cz + d, - 
|

d ,zd,zP:Lr ' - f r *2b

d,zd"zP: -cr* f

d,ad,zp : - 
|l,r, t er * fa + cz - d, + i

d,5d,2P : 9*' - 2b 

2

d'sd'sP :2c

d ,d , sP :cA -e

d , sd ,eP - - c r - f

d,+d,tp: 
To, 

-  ey t-2a

d,5d,aP : -t*, - TA - cz + d, - 
|

d,+d,sP : -|ry I er I cz + d, + 
|

d,sd,sP: 
T,* '  *  f  r  *2b
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Si  c lO  :  a lo rs

V : IR O Rr O IRg O lRz O lRr2 O Rg2 O IRry O IR'rz O IRyz O lRz2

et  donc d im7:  10.

S i c :0 :a l o r s
I z :  Vec (1  , e r , f  r , eA , f  U ,2a r *QA1-ez ,d , r i 2by *  f  z , d r1 -  f  r y+e r2 , i y l e r y l  TY2 ,g r+

hy -t iz * d,ry 'f erz * f Az * ar2 + bAz).

D'où les deux cas :

- si (e, f) + Q,0) : alors

v - IR @lRrotRyotRzolR(er2 + rÛùOIR(ers*/y2)e m.(o12 +byz' ldrA*erz* f  vz)

et donc dirr'V :7.

- si (e, "f) 
:  (0,0) : alors

V : Vec( 1, ir,'iy, 2ar I d'y, d'r I 2by, g r I hy * i' z -t or2 + by2 + drg)

d'où les deux cas :
- si (i, 4ab - d') + (0,0) : alors

V : IR. O IRr O IRy @ R(zz * ar2 + bA' -f dry)

et donc dimV :4.

- si (2, 4ab - d') : (0,0) : alors

V : Vec(l,2ar * d'y, d'r * 2by, gr * hy + ar2 + ba2 + dry)

et les deux vectetrs 2ar I d,y et d,r *Zby (dont I'un au moins n'est pas nul) sont

linéairement dépendants, donc dimV : 3'

4,2.8 L'étude menée en 4.2.7 permet de trouver tous les sous-espaces vectoriels de

I/ : ]R O lRr O Ry O IRz O IRr2 OIRg2 OlRzg OIRrz O IRgz OiRz2

qui sont invariants par translations. Soit I4l un sous-espace de I/ contenant au moins un

terme de degré 2.

- si W contient un terme de la forme z2 +'' ', alors W : V '

- si W ne contient pas de terme de la forme z2 + "' :

- si W contient un seul terme de la forme rz *' ' ' : alors

17 : IR OIRT OIRsOIRz OIR(22 + T"ù elR("s + fa\OR(rz + ar2 +ba2 I drv + faz)

où a,, b, d, / e IR.
- s lW con t i en t  aumo ins  2  t e rmes  de la fo rme  r z * "  ' ,  i . e :  nz *  ÏAz *  " ' e t

r z * f t y z * " ' : a l o r s

-  s i  . f ,  *  f  ,  W :  lR  O IRrORyOIRz@lRr2  O lRy2  O lRrgOIRrz  O IRyz

- û f' : f : alors le seul sous-espace non déjà trouvé est

I,7 : IR o lRr o lRg o IRz O IRr2 o IRgz o lRrgr o ]R'(rz + faz)

où /  e  R.
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- si W ne contient aucun terme de la forme rz *... : alors
- si W contient un seul terme de la forme Az +... : alors

I,Z : IR CI lRr O Rg/ O IRz O IRy2 O lRrgr O IR(yz + ar2)

où a e IR.

- si w contient au moins 2 termes de la forme yz 1... ,  i .e : yz I afr2 +...  et
Az Ia t r2  + . . . ,  avec  a ' f a :  a l o r s

IITI : ]R O ]Rr O ]Ry O IRz @ ]Rr2 O ]Rg2 O JRzg O lRgrz
- si W ne contient aucun terme de la forme yz *.. . : alors

- si W contient au moins un terrne de la forme z *... : alors

17 : IR O IRr O lRg O JR(z * ar2 -t by2 * d,ry)

où (a, b,d) + (0, 0, 0)
ou

I',Z : rR o rRr o lRg o IR(z r ar2 * by2 + d,rg)o rR(z r a' 12 * b,a' r d,t ry)
où  (o ,  b ,d )  +  (a t ,b t ,d t )

ou
I,7:  IR OIRTe Ry OR(z *ar2 - tba2 *d,ry)OJR(z + a,12 1_b,a,  + d, ,ng) @

IR(z + a" n2 + b"a' + d," *a)

où les vecteurs (o'-o,b'-b,d'-d) et (att-a,b,,-b,d,, -d) sont l inéairement
indépendants.

ou
I,Z : lR. O IRr e Rg O lRz O IRz2 O IRy2 O IR.ry.

- si W ne contient aucun terme de la forme z *... : alors
- si w contient au moins un terme de la forme ar2 * ba2 -l d,ry -r . . .
où4ab-d '+0 :a lo rs

IrZ : IR O IRr eIRg O lR(ar2 + baz t d,ry)
où  (o ,  b , ,d )  +  (0 ,0 ,0 )

ou
W =IROIRzoIRyoIR(or2  - tba ,  *d , ry )OIR(a ,22  *b ,a ,  *d , t ry )

où (o, b,d) et (o',b',d/) sont linéairement indépendants.
ou

I,7 : IR O IRr O Rg O IRr2 O IRy2 O lRrgr.
- si tous les termes ar2 +ba' + dra *. . . de I;/ vérifient 4ab - d,2 : 0 :
alors

- si W contient au moins un terme de la form" *2 +... : alors
I4r : IR O IR(r + dy)O IR(r2 + dry, * 2d,rg -t gr + ha)
où d ,9 ,â  e  JR

ot W est un espace déjà trouvé précédemmenr.
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- si W ne contient aucun terme de la forme 12 + "' : alors

W ' : lRo lRgeR(g2  +gn )

o i r g€ lR

t Ï l :ootRrotRyolRs' .

Enfin, les sous-espaces vectoriels non nuls de V ne contenant aucun terme de degré 2 sont :

IR@lRrORs ;  IROIR(o r  +ba )  où  (a ,b )+ (0 ,0 )  ;  R .

En resumé, voici la liste complète des sous-espaces vectoriels non nuls de V qui sont

invariants par translations : les lettres qui apparaissent désignent des nombres réels

quelconques, sauf précision du contraire.

sous-espace de dimension 10 : 7

sous-espace de dimension 9 : IR OIRTOIRy OIRz ORz2 OtrRrg OlRg'OlRrzOlRgrz

sous-espaces de dimension 8 :

IR OIRr ORg/  @lRz O IRr2 OIRs2 @Rry OlR(ezz + faz)  où (e,  T)  + Q,0)

sous-espaces de dimension 7 :

IR@lRzolRsolRzoR(22 + f rùoR(rs  + fa2)o lR(rz  tar2 +ba ' - rd , rv+ Taz)
lR @ lRr O Rg O IRz O IRg' o lRrgr o IR(yz + ar2)
IR O IRr O Rg OlRz @ IRr2 O IRy2 O IRry

sous-espaces de dimension 6 :

IROIRT@lRyOlR(z +an2 +ba'-fd,ry)OiR(z +a'12 +b'a'*d't  ry)@lR(z*o" 12 +b"92 ld" rg)

où (o' - a,b' -b,d'- d) et (o" - a,b" -b,d" - d) sont l inéairement indépendants

lR @ IRr O IRg O IRz2 O lRg' O IRry

sous-espaces de dimension 5 :

IR O IRr O Ry O R(z * ar2 + ba2 * d,ry)O R(z + a' 12 + b'a' -l dtrv)

o t r  (a ,  b ,d )  +  (a ' , b ' , d ' )

IROIRTORyOIR. (o r2  +byz+d ' r y )OJR(o ' r2  +b 'a ' *d ' t r y )  où  (a ,b ,d )  e t  (o ' , b ' , d / )  son t

linéairement indépendants.

sous-espaces de dimension 4 :

IROIRTORyOIR(z  t a r z  +ba2  +d ry )

IR o IRr o IRy o IR(or2 + by2 i dry) où (a, b,d) * (0,0,0)

sous-espaces de dimension 3 :

R O IR(r + d,ù O IR(r2 + d'a' -f2dny I sn + hy)

R O IRs @lR(y' + sr)
IRo lRro lRy

sous-espaces de dimension 2 : lR O lR(ar + by) où (a, b) I (0,0)

I sous-espace de dimension 1 : IR
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Représentations indécomposables de
dimension finie des groupes de Lie
résolubles



Dans toute cette partie, G est un groupe de Lie résoluble connexe d'algèbre de Lie g.

Définition

Soit (X1 , . . . , Xn) une base de Jordan-Hôlder d" g, notée ,T, telle que :

[g 'g ] : IRX"+ Io" 'ORX, .
Notons

Ex : IR?t' ----) G

( t r , . .  . , t n )  -  exp ( t1x1 )  . . . exp ( tnxn ) .

on note XP l'espace vectoriel des fonctions / de G dans C telles que f o Eg
s'écrive (X 

" Ex)p où p est un polynôme à n indéterminées à coefhcients
complexes, et X un caractère de G.

Proposition 1

ff Soit L Ia représentation régulière gauche de G dans un sous-espace vectoriel de
ll dimension finie v de c*(G). Alors v est contenu dans xp.

Preuve. Notons pour tout j  dans {L,. .  .  ,n}

u i  :  dL(Xi )

et- soit si ! ni la décomposition de Jordan de ui, où s, est diagonalisable et n7 est
nilpotent. comme les endomorphismes si et ni commutent, il vient

L(exp(ti X)) : 
"*p(t 

j dL(X j))
: exp(tiui)

: exp(tisi) exp(tin5)

on choisit pour chaque j dans { 1, . . . ,n} , une base de Jordan pour 27. Alors la
matrice mi\) de l(exp(tix)) dans cette base a des coefficients de la forme

où 
oL'tG): so'kti fr''(ti)

:  exp( t rX1)  . . .  exp( f  nXn)

et où dn,t.est un polynôme et al une constante complexe qui est nulle pour j stricte-
ment supérieur à r, puisque dI(X) est nilpotent pour X dans [g,g] pur le théorème
de Lie. Finalement, pour toute base (ut,. . . ,ur) de v, chaque-coàif icient ak,t(s) de
la matrice de ,(") dans cette base est une somme finie de fonctions de la forme
sd:h*"'la"' pk,I(t1, . . . ,,tn) où pt,l est une fonction polynôme. Donc oÈ,J appar tient à Xp .
D'autre part :

u i@) :  L (s - r )u i@)
TL

: 
t ap,i(s-L)u1,(e)
&:1

et par conséquent u7 appartient à XP.
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Remarque

Si G est nilpotent, I'application exp est un difféomorphisme de G sur son algèbre de Lie.

ona  
/ ,  \  r I

.* | ll exp(tix) I 
: t pn(h,. .. ,tn)xr"

\ r :1  /  k : r

où chaque p/c est une fonction polynôme vérifiant

P t ( t ' ,  " ' , t n )  :  { : r  
*  p ' * ( t t '  " ' ' t n_ t )  s i  k  >  r

( , k  s i k ( r

et réciproquement

/ n  \  
7 L

""p (  t  snX*)  :  l l  exp(qi( t r , , . .  . ,s*)Xi)
\ r : r  /  j =L

où chaque ei est une fonction polynôme vérifiant

q, (sr , . ' . ,s , )  :  { : t  
+  u l? t ' " ' ' " ' ' - t )  s i  i  >  r

-  
l r j  s i j ( r .

Ainsi rL
u i (exp (x ) )  : t  

"< Io 'X>Pk3(X) ,  
X  eg

k:1'

Décomposition des racines

Soit (er',I/) un G-module de dimension finie. On note

Rv:{ )e  gô l :ue v \ {0} :VXe g  :  d t r (X)u : ) (X)u} .

Comme G est résoluble, .Ry n'est pas vide par Ie théorème de Lie. Un élément de -Rv

s'appelle une rac'ine de (zr, V). On note

R: {  p ,€gô.  I  roo Ec, lY  €gc\  o :vx  e  g :  [x ,Y] - -  p (x)Y modo]

l'ensemble des racines de (Ad, g). A une racine À de (r', V) est associé le sous-espace propre

de V, défini par

E^: {ueV lVXe g :  d î (X)u :À(X)u} .

On fixe enfin

Teg\  U Ker(p-P ' ) .
P'P' e;: ; iuR

Notons  (  | ,  -  \m . . .  - ' r
v^: t  u €v l  {a"tr l  -À(") iav)-(u):0},  Àe Rv

e t  (  |  \ n . - - .  ^ )
sr :  t  x  e so |  ( .ar  -p(T) idso) ' (x)  :0) ,  p ,€R

où rn est la dimension de V et n celle d" g. On obtient Ia décomposition de Jordan de V :

v: O vr.
À€Rrz
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Proposition 2

ll Soit (n,V) un G-module de dimension frnie. Pour tout À dans Ry et tout 1t
l l dans R, on a
t l
l l dr(sp)(V^) cVx+p.

Preuve. Soient o dans V7 et X dans gp . On a

(dr(?) -  ( )  + ùQ) idy)(d"(x) , )
:ùr(T)ùr(x)u - () + p)(") dtr(x)u
- dtr lT,, X I u + dz' (X )dzr ( T)u - À (r) dur' (X ) u - p,(T) dn (X)u

: an.((uar -À(7-) iar)x) u + dn(x)(azr1r; - p(T)idy)u

et on démontre alors par récurrence que pour tout k dans N : .

(a"12; - (À + p)(T) iay)k an(x)u

: k! t * o"({.0" -)(?) ian)px) (ar1ry - tre) idy)qu.
oÇ:rnt  u t  

!

Il vient alors

(ar1r; -  (À + p)(T)idy)-+"dr(x)u :  o
puisque tous les termes de la somme précédente sont nuls. Par conséquent, dn(X)u
appartient à Vx+p.

Définition

Soit (z-, V) un G-module de dimension finie. On dit que (tr, V) est ind,écomposable
si Ir' ne peut pas slécrire comme somme directe de deux sous-moduies propres:

Exemple

Soit G le groupe " e-on* b" des bijections affines croissantes de IR. On identifie G à IR2
muni de la loi de composition interne définie par :

(o ,b)  .  (o '  ,b ' )  :  (a  I  a '  ,  e-o '  6  + b ' )  .

L'algèbre de Lie de G est engendrée par deux vecteurs A et B tels que [,4.,8] soit égal
à B et en notant ,L la représentation régulière gauche de G dans C*(G), on vérifie que

dL(A):  - !  ;  dL(B\ :  - " -o! .
So i t  

i Ja  /  \ '  Ab

I / : lRo rOJRu2

où tr1 et u2 sont les fonctions C* sur G définies par

u1(a,b)  :  s-2a ;  uz(a, ,b)  :  e-"b,  a ,b € IR. .

On vérifie que

dL (A )u1  -2u t ;  dL (A )u2 :p r ;  dL (B )u1  : g ;  dL (B )uz - -u1

d'où I'on déduit que la forme linéaire qui à r,A*yB associe 2r est I'unique élément de Ry ,
et comme v est de dimension 2, le G-module (-L, v) est indécomposable.
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Corollaire 3

ll O" suppose G nilpotent. Soit (n,V) un G-module indécomposable de dimension

ll frnie. Alors Ry est un singleton.

Preuve. L'algèbre de Lie g étant nilpotente, !6 est égal à g. Par Ia PRoPoSITION 2, pour

tout À dans l?y , dn(g)Vx est alors contenu dans V1, c'est à dire que V1 est un sous

G-module de V. Comme (n,V) est indécomposable par hypothèse, Ry est un singleton

d'après la décomposition de Jordan de I/.

Proposition 4

Soient (n,,V) un G.module de dimension frnie et u un élément non nul de V'

On identifre tout éIément de g à son image canonique dans I'algèbre envelop-

pante \I(g) de g. II existe un monôme (X - p,)o dans LI(g) te| que ùr(X - p')"u

soit un vecteur propre commun. Ici

(x - p)': fl{xi - p)''
j

pour certains Xi dans g, ai dans N et pr' dans C.

Preuve. On raisonne par récurrence sur la dimension de G. Supposons d'abord G de

dimension 1 . Soient ? un élément non nul d" g,

v-Ov^
\eRv

la décomposition de Jordan de I/, et

/t): I ,^
À€Rrz

|a décomposition de o suivant les Vr. Comme 'u est non nul par hypothèse, il existe une

racine À6 dans Rv telle QUe ulo soit non nul. Soit

ltr: fl (a"1r) - À)-(azr1r; - h)* e r(g)

iÉ,àl
où rn désigne la dimension de V et k un certain entier. Alors

dn(u)u: f l (az.1r) - À)-(ar1r; - Ào)*r^o
iÉ;e

est un vecteur propre pour un certain k.

Si la dimension de G est strictement supérieure à 1, comme g est résoluble, il existe

un hyperplan o de g contenant [g,g] qui est alors automatiquement un idéal de g.

L'hypothèse de récurrence fournit un élément

o : (A - t t r ) oe l l ( o )
tel que

q :  dn (a )u

soit un vecteur propre pour une certaine racine u de s.
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Soit Y un élément de g n'appartenant pas à o. Il est montré dans [8] que pour tout
élément B appartenant à o, ulB,,Y ] est nul. Ainsi W est dr(l')-invariant et donc
l'élément ùr((Y - p)')(u1), noté u2, êst un vecteur propre de dzr(Y) pour un certain o
et un certain p,. Par suite, u2 est un vecteur propre de dz-(g) .

Proposition 5

Soit (n,V) un G-module de dimension finie. On note

Ev: D t^
) .eRv

et d la dimension de Ey; Il existe une application linéabe injective équivaûante
de V dans l!:rC*(G).

Preuve. Soit (cp1 ,...,ga) une base de Eir. On prolongp ces formes linéaires à |/. Soit z
l'application de I/ dans Dl:rC*(G) définie par

i ( u ) ( s1 , . .  . , sd )  :  ( <  p t , n ( " t t ) u  ) , . . . , , I  gd , , r ( s ; L )u  > ) .

Alors i est linéaire et équivariante. Soit u dans Keri. dlors:pour tout j dans {1'...,d}
et tout s dans G, lgi,r(s)u ) est nul, donc pour tout u dans 1l(g)

<q i , dn (u )u  )  : 0 .  ( 1 )

Supposons u'non nul. Par la PROPoSITION 4, il existe un élément u dans II(g) tel
que dz-(z)u soit non nul et appartienne à Ey. Comm. (çt,...,ga) est une base de Ei7,
la relation (1) montre alors que dtr(u)u est nul, ce qui est absurde. Donc o est nul et i est
injectif.

Proposition 6

Soit (tr,V) un G-module de dimension finie.

1) Si Ev est de dimension l, alors (n,V) est indécomposable.

2) Le module (n,V) est indécomposable ssi (n*, V*) l,est, où

z c . ( s )  :  t  ( " - t ) '

Preuve.
1) Soit Vt * Vz une décomposition de V en somme de deux sous G-modules non nuls.
Comme G est résoluble, pour tout i dans {L,2} il existe une racine )6 dans Ryn donc Esu
est au moins de dimension 1 , et Eyn également a fortiori. Or Ey est de dimension 1 par
hypothèse et Eyn est un sous-espace vectoriel de Ey, par suite Eyn et Ey sont égaux.
Donc EvÀEy, n)est pas réduit à {0}. Comme EwaEy" est contenu dans I{ ÀV2,Ie
sous*espace V1ÀV2 n)est pas réduit à { 0 } et la somme Vt IV2 ilest pas directe.

2) Supposons (zi, V) indécomposable et soit Vi @V; une décomposition de 7* en somme
directe de deux sous G-modules. Pour e dans { 1,2 }, soit

V: n Kers.
ç€vi
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Alors Vi est, un sous G-module de I/ et V est somme directe de Vt et Vz. Comme (n,V)

est indécomposable, il en résulte que Vr ou V2 est réduit à { 0 }. Si y1 est réduit à { 0 }
alors Ç l'est aussi, et de même, si Vz est réduit à { 0 } alors ( l'est également. On a

ainsi prouvé que (n*,V*) est indécomposable.

Proposition 7

On suppose G nilpotent.

1) Soit X un caractère de G. Alors tout sous-module de dimension frnie de

xP(c) : {xP ; G -----+a I P eP(G)}

est un G-module indécomposable.

2) Tout sous-module indécomposable de dimension frnie de C* (G) es;t contenu

dans yP(G) pour un certain Y.

Preuve.
1) Il existe une fonction degré deg de 2(g) dans NU{-oo} vérifiant pour tous p dans P(g)

e tXdansg :

deg(dr(x)p) < d"e(p).

Alors pour tout p dans P(g) ,

(ar1x; - d!J) idr) (x@o loe)) : y(atr($ ) k o los)

donc I'opérateur dr(X) - dX(X) idy est localement nilpotent. Ainsi, tout sous-module I/

de dimension finie de XP(G) admet le vecteur propre X.

2) Soit V un sous-module indécomposable de dimension finie de C"'(G). Par la

PRopoSrTIoN 1, I/ est contenu dans yP(G) et par Ie CoROLLAIRE 3, Rv contient un

unique point X. Soit D;XiAi un élément de V, noté t.;, où les 13 sont des caractères dis-

tincts de G et les qr. deiéléments de P(G). Pour chaque i , oL peut trouver un élément ui

dans ll(g) tel que dn(ui)u soit égal à Xj .Ainsi, pour tout j, le caractère yi appartient

à XP(G) et nécessairement, Xj et 1 sont égaux.

Exemple

Prenons pour G le groupe de Heisenberg .F/1 défini en 4.2.6 et gardons les notations

introduites dans ce point. Soit V le module cyclique engendré par l'élément (z,ry),notê w,

dans C-(Hr) e C*(Ht). On a :

d4w: ( -T, - r )  i  dzw:  ( i , - " )  i  dsw:  ( -1,0)  ;

d '1d 'w :  ( - * , t )
\ z /

En notant *r, ,r-,,rr., 
,rn,ces 

éléments, on a alors

V : Yec (w, wt, u2,wg, u4) .

Ainsi (L,V) est indécomposable et Ey est engendré par ws et u4 , donc est de dimension 2.
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Notations

A sous algèbre de Banach de Il(G), 1.1.16

At dual topologique de l'espace de Banach A,1.3.2

ad représentation adjointe de I'algèbre de Lie g ,3.3.2
Ad* représentation coadjointe du groupe de Lie nilpotent G, i

A1(X,Y) élément de g défini par récurrence à partir de -4r (X,Y), 3.2.5

A'.(X,Y) élément de g défini par récurrence à partir de .41(X,Y), 3.2.5

B boule unité d" g, une norme euclidienne sur g étant fixée, 3.3.6

B ensemble des voisinages compacts symétriques de l'élément neutre d'un
groupe localement comPact G,2.I.4

Bt forme bilinéaire antisymétrique associée à la forme linéaire / sur I'algèbre

de Lie g, i
C(G) espace vectoriel des fonctions continues d'un groupe topologique G dans C,

2 .7 .2
CbG) espace vectoriel des fonctions continues bornées d'un groupe topologique G

dans  C  , 2 .L .2
Cî (G) espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables à support compact

sur le groupe de Lie G, 4.LL3

Cr(G) produit de convolution de K(G) par Ker indfl p, 2.2.I

Xt caractère unitaire du groupe de Lie G défini par une forme lR-linéaire

réelle / sur l'algèbre de Lie g s'annulant sur les commutateurs de g, 1.1.18

Xt,M caractère unitaire de M associé à une polarisation de g en l, i '

a"g fonction degré sur l'espace des polynômes sur un groupe de Lie niipotent rr

simplement connexe, 1.2.6
6 quotient de u.r par u, 3.1.7
A fonction module de G - resp. de l/ -,2.L.9

D(C) espace des fonctions indéfiniment dérivables à support compact sur Ie
groupe de Lie G, 1.1.15

0P dérivée suivant le polynôme P, L.2.10

d,u distance sur un groupe localement compact associée à un voisinage compact

symétrique U de l'élément neutre, 1'1.2

e élément neutre de G, iii

e application extension, 2.1.n

e(J) adhérence dans If (G) du sous-espace vectoriel engendré par K(G) x J ,
2 .1 .10

E ensemble des noyaux des x-représentations topologiquement irréductibles

de Lï-(G) dont la restriction à .f/ annule k(F),2.3.4

eF restriction de l'application extension e à {G (F), 2.3.2

€Lr approximation de I'unité dans -Lf (G),2.1.4

F partie fermée G-invariante de Prim. rL, (lf) ,,2.3.2

idéal bi latère de L'-(G), 4.1.\ l
fonction sur un groupe G qui à s associ" /(t-t) ,7.1.7

transformée de Fourier de f ,7.2.9

F
i
1
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dérivée de la fonction / à droite dans la direction X, 1.1.1b
dérivée de la fonction / à droite dans la direction Xd , L.l.Ib
restriction d'une fonction / à une partie N ,,2.L2

translatée de Ia fonction / à gauche par l'élément s d'un groupe G, L.l.Lg
translatée de la fonction / à droite par l'élément s d'un groupe G, 1.1.19
ensemble des classes d'équivalence de représentations unitaires continues
irréductibles de G, i
groupe dérivé de G, 3.3.11
algèbre des commutateurs de l'algèbre de Lie g, 1.1.18
algèbre de Lie complexifiée de g, A
espace vectoriel dual de g, i
orthogonal de g pour la forme bilinéaire 87, i
algèbre de Lie g, 3.2
espace vectoriel réel engendré par l'ensemble des [X,Y] où X appartient
à  g  e t  Y  à  g rn -1 ,3 .2
forme linéaire continue sur ,4. définie par un élément P de P2 et une
fonct ion g de A,7.L.25
groupe de Heisenberg de dimension 2n * I, 3.4.I
algèbre de Heisenberg de dimension 2n i l, 3.4.L
espace de Hilbert complexe, espace de la représentation p, 2.2.I
enveloppe d'une partie ^9 d'urre algèbre de'Banach A, dense dans une *-
algèbre de Banach B,1.2.2
espace vectoriel engendré par 1 * rc@),2.I.2
ensemble des idéaux bilatères fermés G-invariants de I|,r(.^/), 2.1.10

ensemble des idéaux bilatères fermés L*(GlN)-invariants de Lt_(G),
2 .7 . t 2
représentation de G induite par la représentation p de H ,2.2.L
espace vectoriel des formes linéaires continues sur ,Lf 

,_(N) Oui annulent

I ' idéal bi latère fermé / de If 
, ,u(N),2.2.2

sous-espace vectoriel de A - resp. L'.(G) - formé des fonctions annulées
par  wya,  -  resp.  wr t  -  I . I .23,4.1.7
ensemble des idéaux bilatères fermés d'une algèbre de Banach A, dense
dans une *-algèbre de Banach B dont l'enveloppe est une partie fermée C
de Pr im* (A) ,  7 .3.4
plus petit idéal d'une algèbre de groupe d'enveloppe C , I.J.I
ensemble des idéaux bilatères fermés de ,4 - resp. trf (G) - dont I'enveloppe
est { Ker ru} - resp. { Ker np } -, 1.3.4 - resp. A.I.t -

idéal minimal de A - resp. L'-(C) - d'enveloppe {Kerya} - resp.
{  Ke r  r t }  - , 1 .3 .1 ,  -  resp .  4 .1 . I  -

ensemble des idéaux bilatères fermés G-invariants de ,1,, (lf) dont

l'enveloppe est une partie fermée G-invariante F de Prim* fliilfl , Z.J.z
I N

ensemble des idéaux bilatères fermés L*(GlN)-invariants de rf (G) dont
l'enveloppe est une partie fermée L* (G lN)-invariante .E de Prim. Lt_(G) ,
2.3.3
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groupe de Lie nilpotent de pas 3 défrni en 3.4.2
groupe de Lie nilpotent de pas 4 défini en 3.4.4
algèbre de Lie nilpotente de pas 3 définie en 3.4.2
algèbre de Lie nilpotente de pas 4 définie en 3.4.4
noyau d'une partie C de Prim* (A), 1.2.2
espace vectoriel des fonctions continues à support compact sur un groupe
localement compact G, 2.7.2
ensemble des fonctions positives continues sur le groupe localement com-
pact G à support compact inclus dans Lr ,2.I.4
forme lR.-linéaire réelle sur I'algèbre de Lie g s'anmrlant sur [g, g], 1.1.18,
4.r
mesure de Haar à gauche positive non nulle sur le groupe localement
compact G,2
translatée de la fonction / à gauche par l'élément s d'un groupe G , L.t.I9
algèbre des fonctions intégrables pour le poids tr.,, 1.1.10
dual topologique de Lr-(G), I.4.3
espace vectoriel des fonctions sur G essentiellement bornées par ?, ,I.4.2
exponentielle de I'algèbre de Lie m, i
polarisation de g en (, i
pas de ni lpotence de 9,3.2
radical de la forme bilinéaire Bt. 4.I
groupe de Lie nilpotent de pas 3 constitué des matrices carrées d'ordre 4
à coefficients réels, unipotentes, 3.4.3
algèbre'de Lie nilpotente de pas 3 constituée des matrices carrées d'ordre 4,
à coefficients réels, strictement triangulaires supérieures, 3.4.3
norme dans I 'algèbre LL-(G), 1.1.10
norme dans I 'algèbre A ou ,Lff(G), 1.1.16,I.4.2
orbite de / sous l'action coadjointe du groupe de Lie nilpotent simplement
connexe G, 4.1
poids associé à un sous-espace vectoriel non nul de dimension finie de P(G),
invariant par translations, 4.2.1
représentation unitaire continue irréductible de G associée à (. par la
bijection de Kirillov, i
forme linéaire continue sur A définie par un élément P de Pa et une
fonct ion g de A,1.7.25
algèbre des polynômes sur G, I.I.14
espace de polynômes, 1.1.18
semi-norme sur I'espace de Schwartz, 1.1.15
espace de polynômes, 1.1.20 2)
espace vectoriel des polynômes essentiellement bornés par un poids w , L.4.4
ensemble des idéaux primitifs de I'algèbre de Banach A, \.2.L
ensemble des restrictions à une algèbre de Banach A des noyaux des *-

représentations topologiquement irréductibles de B dans des espaces de
Hilbert, 1.2.2
fonction continue sur le groupe localement compact G attachée à une
fonction g de K(G) et une fonction continue r[ de Lff, (N),2.2.2
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r application restriction, 2.L.L2
16 restriction de l'application r à JL*(G/N) @) , 2.3.3
F;ad Ba radical de la forme bilinéaire 84 sur I'algèbre de Lie g, 4.L
R(I) adhérence d" /"1, dans .Lf 

, ,(N),2.I.7
R"f translatée de la fonction / à droite par l'élément s d'un groupe G, 1.1.19
S(G) espace de Schwartz sur Ie groupe de Lie G, 1.1.15
TPt ensemble des sous-espaces vectoriels non nuls de Pt invariants par transla-

t ions, 1.3.7
Tu fonction sur un groupe localement compact connexe associée à un voisinage

compact U de l1élément neutre, 1.1.2
U exponentielle de la boule unité d" g, une norme euclidienne sur g étant

fixée, 3.3.6
r.L* conjuguée de Ia fonction z sur un sous-groupe normal ly' d'un groupe G

par l 'élément z de G ,2.1.2
lrl longueur du multi-indice a, 1.1.15
U sous,espace vectoriel supplémentaire de 96 dans gr-1, 3.3.1
V(J) sous-espace vectoriel de fu. - resp. P-(G) - associé à un idéal bilatère fermé

J de A -  resp.  L , - (C)  ,  1 .3.b,  4 .1.9
Ac(s) ensemble des voisùages compacts de s dans G, 7.I.I
W sous-espace vectoriel non nul de h invariant par translations, 7.L23
Wt produit ponctuel de W par X(., I.I.23
r-D poids, 1.1.6
u limite supérieure du poids u, 3.1.7
lp limite inférieure du poids u,3.7.7
uG poids sur un groupe localement compact connexe G attaché à un voisinage

compact fixé de l'élément neutre dans G, 3.3.6
trGr poids sur le groupe localement compact connexe G1 attaché à un voisinage

compact {ixé de I'élément neutre dans G1, 3.3.11
'tus poids sur un groupe localement compact connexe G attaché à un voisinage

compact U de e dans G, 1.1.9
X * f dérivée de la fonction / à gauche dans la direction X, 1.1.1b
Xo * f dérivée de la fonction / à gauche dans la direction Xd ,7.7.Lb
{X ,Y}  commuta teu r  X  .Y  . ( -X ) . ( - y )  dans  g ,  3 .3 .1



Formule de Baker-Campbell-Hausdorff,

B

Baker-Campbell-Hausdorff-formule de, Fourier -transformation de' 1'2'9

3.2.r
Borélienne -fonction, iii G

Groupe

C de Heisenberg, 3.4.1

Caractère, I .7.I7 dérivé' 3'3'11

unitaire, 1.1.18
Commutateur, 3.3.1, 3.3.11 I

IdéalConjugaison, 2.7.2
Cro i ssancepo l ynom ia le ,1 .1 .4p r im i t i f , 1 . 2 .1

inimal, 1.3.1 l

D

Index terminologique

A

Adhérence, 2.1.6
Algèbre à poids, 1.1.10
Approximation de I'unité, 2.1.4

Degré, 1.2.6
Dérivée, 1.1.15

dans la direction X, 1.1.15
suivant un polynôme, 1.2.10

Distance, 1.1.2

E

Enveloppe, 7.2.2
Espace de Schwartz, 7.L.L5
Exponentielle, 1
Extension, 2.1.10

F

module, 2.1.9
polynôme,  I . I . t2 ,  1 .1.13

Forme linéaire continue, 1.1.18
Forme bilinéaire de dualité,2.2.2

L

Limite
inférieure d'un poids, 3:ï.7 'À

supérieure d'un poids, 3.I.7
Longueur -d'un multi-indice, 1.1.15 ri li;

M :

Mesure
de Haar, 2

Minimal -idéal, 1.3.1
Module -fonction, 2. 1.9
Mult i indice, 1.1.15

Fonction 
N

borélienne, iii Norme, 1'1'10

continue, 2.1.2 NoYau, 1'2'2

continue bornée,2.1.2
continue à support compact, 2.1.2 O

C- à support compact, 4.1.74 Orbite, i

essentiellement bornée, 1.4.2 ponctuelle, 1
positive continue à support com- plate, 4

pach,2.7.4 Orthogonal, 1.3.8, 4.1
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P

Pas de nilpotence, 3.2
Poids, 1.1.6
Polarisation, i
Polynôme, I. I .LZ, 1.1. 13
Primitif -idéal, 1.2.1

R

Racine, A
Radical, 4
Représentation

indécomposable, A
induite, 2.2.1

Restrict ion, 2.I. t2

S

Schwartz -fonction de, 1.1.15
Simplement connexe -espace, i
Synthèse - partie de, ii

T

Tchèche, 1.1.7
Topologie de Jacobson, 1.2.3
Tlansformation de Fourier, L.2.9
tanslation, 1.L27

V
Voisinage

compact d'un élément, 1.1.1




