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Introduction

Soient G un groupe de Lie connexe, g son algébre de Lie, et g* l'espace vectoriel
dual de g. Un des problemes est la détermination de ’ensemble des classes d’équivalence
de représentations unitaires continues irréductibles de G, noté G. Lorsque G est abélien,
par le lemme de Schur, G est en bijection avec le groupe des caractéres continus de G
dans le groupe multiplicatif U des nombres complexes de module 1. Lorsque G n’est pas
abélien, G nlest pas connu en général. En 1962, A. Kirillov est parvenu & déterminer G
lorsque G est nilpotent simplement connexe [16] : le dual unitaire G de G est décrit par
les orbites des éléments de g* sous l’action coadjointe de G ; cette action est définie par la
relation '

2 l=<Ad'(@),f>=LoAd(z")), feg' zeG.

Pour ¢ dans g*, on appelle polarisation de g en £, une sous—algebre m de g, totalement
isotrope pour la forme bilinéaire B, sur g définie par :

B(X,Y)=4{[X,Y],
et de dimension maximale, i.e :

dimg + dim g°
2

dimm =

g°={Xeg|Weg:{[XY]=0}.
En notant M le sous-groupe connexe expm de G associé & m, 'application

xem: Mo — U
epr . ei<€,X>

est un caractére de M. On pose :
. G
o, M = lndM XM -

Alors 7y est irréductible et la correspondance

* ~

-9 __, G
Ad*(G)
[£] > [7mem]

est une application bijective, appelée bijection de Kirillov, ou
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b~t ssidreG: 0 =Ad (2)L.
D’apres Boidol [3], G est également en bijection avec
Prim* L'(G) = { Kern | m *-représentation topologiquement irréductible de LY(G)}.

On munit cet ensemble de la topologie de Jacobson : pour une partie S de LY(G), on
définit son enveloppe

hS)={JePrim"L'(G)|Sc J},

et pour une partie C' de Prim* L!(G), on définit son noyau

KC)=(J.
JeC .
Alors, par définition, C est fermé dans Prim* L}(G) ssi C = h(k(C’))
Cette topologie est en général non séparée, mais toujours accessible, i.e, tout singleton est
fermé dans Prim” L'(G). En d’autres termes, tout élément J de Prim* L}(G) est un idéal
maximal de LY(G).

Probléme

Etant donné une partie fermée C' de Prim” L'(G), peut-on déterminer I’ensemble 7 (C)
des idéaux bilatéres fermés de L!(G) d’enveloppe C ?

Lorsque J(C) est égal & { k(C) }, la partie C est dite de synthése ou spectrale. Le premier
résultat de synthese spectrale est le célebre théoreme de N. Wiener affirmant que @ est
de synthése dans Prim* L'(R), i.e, tout idéal fermé propre de L(R) est contenu dans
- le noyau d’une *-représentation topologiquement irréductible de L'(R). I. Segal [28] a
ensuite montré que tout singleton de Prim" L'(R) est de synthese, puis I. Kaplansky [14] a
généralisé ce résultat & Prim* L1(G) ou G est abélien. Le premier résultat sur ce probleme,
lorsque G n’est pas abélien, a été trouvé par H. Leptin [17] qui montra que si G est nilpotent
de pas 2, tout singleton est de synthese dans Prim* L! (G). Si G est nilpotent de pas 3,
J. Ludwig [21] a montré que J({Kerm }) est en bijection avec J({Kerx}) ol x est un
caractére de Ly (R™), et w un poids & croissance polynomiale sur R™. J. Ludwig montre
qualors J({ Kerm }) contient en général une infinité d’éléments, et par suite { Ker } n’est
pas de synthese en général. Si G est nilpotent de pas 4, les calculs deviennent beaucoup
plus difficiles et aucun résultat général n’est connu. On a cependant le théoréme suivant
di a J. Ludwig [19], qui donne P’existence d’un plus petit élément dans J (C) :

Théoréme

Soient G -un groupe localement compact & croissance polynomiale, tel que LY(G)
soit symétrique, et C' une partie fermée de Prim* L'(G). Alors, il existe un
unique idéal bilatére fermé j(C) de L(G) tel que :

h(j(C)) =C

et

JALYG):h(J)cC = j(C)cC J.

Ce théoréme s’applique lorsque G est de Lie nilpotent simplement connexe [6]. Par exemple,
si G est abélien, alors j(C) est adhérence dans L1(G) de Iidéal de L'(G) des fonctions
dont le support de la transformée de Fourier est compact et disjoint de C [27].
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Remarquons que, pour une partie fermée C' de Prim* L}(G), tout élément de J(C) est
contenu dans k(C). Il existe ainsi un idéal ”minimal” et un idéal "maximal” d’enveloppe C.
La partie C est alors de synthese si et seulement si ces deux idéaux coincident.

Soit 7 un élément de G. Afin de déterminer J({ Ker7 }) lorsque le pas de G est supérieur
A 3, il est naturel de commencer par déterminer j({ Kern }), puisque celui-ci est contenu
dans chaque élément de J({Kern }). Le résultat obtenu par J. Ludwig lorsque G est de
pas 3 incite & chercher cet idéal de L(G) dans une sous-algebre "assez générale” de L'(G),
. par exemple une algebre & poids. Par la bijection de Kirillov, 7 est associée a I'orbite O(¥)
d’une certaine forme linéaire £ sur g, et le cas le plus simple est celui ot I'orbite O(¢) est
ponctuelle. La premiére partie de cette thése est consacrée a la détermination de j({ Ker })
dans ce cas. Elle se fait dans une algeébre plus générale encore qu’une algebre & poids, et dans
~ le cas d’un groupe de pas quelconque. Le résultat principal de ce chapitre repose en fait sur
une propriété générale des C*°(G)-modules de dimension finie, ot G est résoluble. Cette
propriété, ainsi que d’autres, sont 'objet de Pannexe. Une fois trouvé cet ”idéal minimal”,
un théoréme de projection de W. Hauenschild et J. Ludwig, généralisé au chapitre 2 a une
algébre & poids, permettra de passer du cas ou l'orbite O(£) est ponctuelle au cas ou celle-ci
est plate. Ce cas, plus difficile, est abordé dans le dernier chapitre. Enfin, le chapitre 3,
indépendant des autres, étudie de fagon assez générale le comportement d’un poids sur un
groupe topologique.

Notations

Par [3], 'ensemble Prim* L!(G) est en bijection avec g*/ Ad*(G). Afin de faciliter la lecture
de cette these, les sous-ensembles fermés C' de Prim* L'(G) et les parties fermées de G
- seront identifiés avec les sous-ensembles fermés Ad*(G)-invariants de g*. Ainsi, pour

dans G, associé & Porbite O(£) d’une forme linéaire £ sur g, les ensembles j({Kerm, }) et
J({Kerm, }) seront notés respectivement j(£) et J(£).

Conventions

Pour finir, voici les conventions adoptées dans toute la thése. Si X est un espace
topologique, on munit systématiquement X de sa tribu borélienne B(X ), i.e la tribu
engendrée par les ouverts de X, et une fonction f de X dans C qui est (B(X), B(C))-
mesurable est dite borélienne. Sauf mention du contraire, les fonctions seront toujours
supposées 3 valeurs complexes. Pour un groupe quelconque, e désignera I’élément neutre.
Pour un groupe G et un sous-groupe N de G, larelation N <G signifie que N est distingué
dans G, et le méme symbole sera utilisé pour les algebres : I 1< A signifie que I est un
idéal bilatere fermé de I’algebre normée A. Précisons enfin le sens de deux termes simples
utilisés dans la these, mais dont les définitions varient parfois selon les ouvrages : un espace
localement compact est en particulier séparé ; un espace topologique simplement connexe
est en particulier connexe.

iii



Chapitre 1

Orbites ponctuelles

Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe d’algebre de Lie g et w
un élément de G. Dans ce chapitre, I'orbite de la forme linéaire ¢ sur g associée a
par la bijection de Kirillov est supposée ponctuelle, ce qui revient & dire que £ est un
caractere du groupe g. Ainsi, 7 est un caractére de L'(G). D’autre part, lorsque le pas
de G est supérieur & 3, le résultat obtenu dans [21] suggere de calculer j(m) dans une
sous-algebre A de L'(G) qui se doit &tre au moins aussi générale quune algebre a poids.
On exigera simplement de P'algébre de Banach A de contenir S(G) comme sous-espace
dense et que sa norme rende continues les injections de S(G) dans A et de A dans LY(G).
Le théoreme 1.3.3 détermine alors j(w) dans ce cas. Notons qu’en écartant le cas ou g est
nul, la résolubilité de g montre en particulier que le sous-espace vectoriel [g,g]| de g est
propre, de sorte qu'il existe toujours une forme linéaire non nulle sur g dont 'orbite est
ponctuelle. ' '



2 Chapitre 1

Dans tout ce chapitre, sauf mention du contraire, G est un groupe de Lie nilpotent
simplement connexe d’algébre de Lie g. L’application exponentielle exp est alors un C'°°-
difféomorphisme de g sur G, ce qui permet d’identifier G au R-espace vectoriel g en tant
que variété. Si g est muni du produit de Baker-Campbell-Hausdorff :

1

X-Y=X+4Y+= (X Y]+ -

: ([x.[x,71] + [v v, x]])

+ (commutateurs d’ordre 3 au moins)

alors exp est un isomorphisme de groupes topologiques de g sur G, ce qui permet
d’identifier le groupe G et (g,-). Pour cette loi de groupe, —X est 'inverse de X . Dans ce
qui suit, A désignera une mesure de Haar positive non nulle sur le groupe unimodulaire G
et d\(x) sera noté dz.

1.1 Polyndmes et algebres de groupes

1.1.1 Définition

Soient G un groupe topologique et S une partie de G. On pose S° = {e} et on
note pour tout n dans N* :

S" = {31...sn , 8 GS}.
Lorsque G est localement compact, pour s dans G, on désigne par Yg(s)
P’ensemble des voisinages compacts de s dans G.

1.1.2 Proposition

Soient G un groupe localement compact connexe et U un élément de Veale).
Alors Papplication 7, de G dans N définie par

7;(s) =min{n e N | seU™}
est borélienne et vérifie :

T,(8) =0<=s=¢

7, (st) < 7, (8) + 7, (t).
Si de plus U est symétrique, alors

T (s71) =1, (s)

et la fonction dy qui & (s,t) associe T (s™1t) est une distance sur G, bornée
ssi G est compact, et dy induit sur G la topologie discréte.

Preuve. Le groupe G étant connexe, T, est une application. Comme U est supposé
compact, U est fermé dans G et est donc un borélien de G. Donc U™ est un borélien
de G et sa fonction caractéristique Xy est borélienne. Par suite,

T, =8upn ( n — e )
U nZl XU XU 1

est borélienne. Pour la distance dy, la boule ouverte de centre e et de rayon appartenant
8 ]0,1 est réduite & {e} donc {e} est ouvert dans G et dy induit sur G la topologie
discrete.



1.1 Orbites ponctuelles 3

1.1.3 Il parait difficile de définir canoniquement la notion de ”fonction polynoéme” sur
un groupe quelconque G. A défaut d’une telle notion, 1.1.4 essaie de définir de facon
‘naturelle la ” croissance polynomiale” d’une fonction sur une classe de groupes aussi large
que possible.

1.1.4 Définition

Soit G un groupe localement compact connexe. Une fonction f de G dans C
est dite & croissance polynomiale si pour tout U dans Yg(e), il existe un
polynéme Py & une indéterminée, & coeflicients réels, tel que

[fl<Pyor,

i.e, tel que pour tout s dans G :

£ () < Pu(my(9))-

Par exemple pour un groupe compact connexe G, les fonctions & croissance polynomiale
sur G sont les fonctions bornées. Plus généralement, il est facile de vérifier que, sous les
conditions de 1.1.4, une fonction & croissance polynomiale est bornée sur tout compact.
La proposition -suivante montre que si une fonction f de G dans C vérifie la condition
|f| < Py o, pour un voisinage compact U de e dans G, alors f est a croissance
polynomiale. ‘

1.1.5 Proposition

Soit G un groupe localement compact connexe. Pour tous U et V dans Bg(e),
il existe des nombres réels strictement positifs k et k' tels que :

!
T, Sk, <k,

o
Preuve. Le groupe topologique G est connexe et l'intérieur de V dans G, noté V, est
un voisinage de e dans G, donc pour tout s dans G, il existe un entier naturel ks tel

o) k?s o) ks
que s appartienne & V. La famille (V nU ) forme alors un recouvrement ouvert
selU
du compact U et par suite, il existe n dans N* et des points s1,...,5, de U tels que
n
Uc| vk,
i=1

Soit
kzmax{ksi|1§i§n}.

Alors U est contenu dans V¥, donc pour tout élément s de G :

UTU(S) C Vk T (8)
d’ou
T, < kTU.

Comme U et V jouent des roles symétriques, la proposition est démontrée.
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1.1.6 Définition

Soit G' un groupe topologique. Une fonction borélienne w de G dans [1, 400
est appelée poids sur G si pour tous s et ¢t dans G :

w(st) < w(s) w(t).

1.1.7 Notation

Soit G un groupe. Pour une fonction f de G dans C, on note f la fonction qui
a s associe f(s71).

1.1.8 Il est clair que I’ensemble des poids sur G est stable par multiplication ponctuelle,
inversion (tcheche), limite simple finie, enveloppe supérieure finie, et composition & gauche
par des fonctions de la forme expof oln, ol f est une fonction croissante et sous-additive
de Ry dans R, . De telles fonctions sont étudiées dans [11].

1.1.9 Exemple

Pour un groupe localement compact connexe G et U dans Ba(e), Papplication 1 + Ty s
notée wy , est clairement un poids & croissance polynomiale sur G , vérifiant de plus :

wy (St) < wy (S) + ’LUU(t).

Ce poids sera étudié en détail au chapitre 3. Pour d’autres exemples de poids, voir également
le chapitre 3.

1.1.10 Notation

Soient G' un groupe localement compact, A une mesure de Haar & gauche positive
non nulle sur G, et w un poids sur G. On désigne par L1 (@) la sous-algebre
de L'(G) des classes de fonctions f intégrables par rapport & la mesure de
densité w par rapport & A, c’est & dire telles que Jo |flwdX soit finie, et on
définit alors une norme || ||, sur L (G) en posant :

|mm=évmﬂ.

L’algebre L;,(G) munie de la norme || ||, est de Banach.

1.1.11 Remarque

Comme mentionné dans Pintroduction, les algébres & poids définies ci-dessus apparaissent
naturellement lorsque G est de Lie simplement connexe et nilpotent de pas 3, puisque
J. Ludwig a montré dans [21] que dans ce cas, ’ensemble J (m) des idéaux bilateres fermés
de L'(G) d’enveloppe (voir 1.2.1) un singleton {7} est en bijection avec 'ensemble J (),
ou x est un caractére de LL(R"™) pour un certain entier n et w un poids & croissance
polynomiale sur R".

1.1.12 Définition

Soient V' et W deux R-espaces vectoriels de dimension finie. Une application p
de V dans W est appelée polynéme si pour tout élément v de V', les coordonnées
de p(v) dans une base de W sont des polynomes en les coordonnées de v dans
une base de V.
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Les formules de changement de base montrent qu’alors, pour tout élément v de V', les
coordonnées de p(v) dans toute base de W sont des polynémes en les coordonnées de v
dans toute base de V. Vu les hypothéses faites sur G, la définition suivante donne une
réponse satisfaisante a 1.1.3.

1.1.13 Définition

Une fonction p de G dans C est appelée polyndme si application p o exp de g
dans C est un polynéme au sens de 1.1.12.

La PROPOSITION 3.3.6 montrera qu’un polynéme est une fonction a croissance polynomiale.

1.1.14 Notation
| L’algébre des polynomes sur G est notée P(G).

1.1.15 Notation

Pour X dans g et pour une fonction f de classe C* sur G, on note X * f la
dérivée de f a gauche dans la direction X et f*X la dérivée de f a droite dans
la direction X :

X« () = S fep(—t X)), vEC
et

fxX(y) = %f(yeXp(tX))itzo, yeG.

Une base (X1,...,Xq) de g étant fixée, pour un multi-indice (cu,...,aq) de N4,
noté «, et une fonction f de classe C* sur G, on pose :

X f=XP - x XJ4x f,

frX*=f*« X7 %% XJ¢
et
|a|=a1+-—-+ad.

On désigne par S(G) l'espace de Schwartz des fonctions f de classe C*° sur G
telles que pour tout entier N

pn(f) =), /G|X°“*f|de)\

la|<N

soit fini, o w est le poids défini, et noté wy en 1.1.9. On vérifie que cette
définition est indépendante du choix de la base de g et du voisinage compact U
de e dans G. On désigne par D(G) le sous-espace vectoriel de S(G) formé des
fonctions & support compact.

L’espace S(G) muni du produit de convolution et de la famille de semi-normes (pn)nen
est alors une algebre de Fréchet et S(G) est dense dans (LY(G), || |l1)-
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1.1.16 La détermination de "I'idéal minimal” au paragraphe 1.3 va se faire pour une classe
d’algebres assez générale. On considére en effet dans ce chapitre une sous-algebre de Banach
(A4, I) de LY(G) contenant S(G) comme sous-espace dense et vérifiant :

{HNEN, Ve S(@G) : |Ifll <pn(f)
vie A |Ifll < IS

La proposition suivante est connue.

1.1.17 Proposition

Les caractéres de G, i.e les homomorphismes continus du groupe G dans C*,
sont de la forme exp X +— e“X) o1 £ est une forme R-linéaire complexe sur g
telle que £[ X, Y] soit nul pour tous X et Y dans g.

1.1.18 Notation

Notons [g,g] le R-espace vectoriel engendré par ’ensemble des [X,Y] ou X
et Y parcourent g. Fixons, jusqu’a la fin du chapitre, une forme R-linéaire réelle ¢
sur g s’annulant sur [g,g], et notons x; le caractére unitaire de G associé 3 l,
défini par :

i€(X)

xe(exp X) =e Xeg.

On note P, 'espace vectoriel des polynémes P, & coefficients complexes, tels que
la forme linéaire continue P x, sur S(G) qui a f associe fG fP x¢dA se prolonge
en une forme linéaire continue sur A. Un polynéme P & coefficients complexes
appartient donc a 7 ssi il existe un nombre réel positif ¢ tel que pour tout f

dans S(G) : : . _ ,
|[ 1P| < el
a

1.1.19 Notation

Soient G un groupe et s un élément de G. Pour une fonction f de G dans C,
on note Lgf ou f la translatée de f & gauche par s qui & ¢ associe f (s_lt),
et Rsf ou f, la translatée de f & droite par s qui & t associe f (t,.s).‘

1.1.20 Théoréme

|| L’espace vectoriel P, est de dimension finie.

Preuve.

1) Le calcul ci-dessous est un préliminaire pour 2). Son résultat sera également utilisé dans
la preuve du théoréme 1.3.3.

Soient f dans S(G), @ un polyndme et Xg¢ un caractere unitaire de G. Pour tout = de G :

f * Qxa(®) = xy(@) /G 1) Qy2) X (@) dy.
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Si
d d
T = exp (Z )\in) et Yy = exXp (Z u,-Xi>
i=1 i=1
ol (X1,...,X4) est une base de g, alors

d
y~lz =exp ZVij
j=1

ol chaque v; est un polynéme en les \; et p;. Par conséquent Q(y"la:) est un polynéme
en les )\;, donc en z, dont les coefficients sont des polynémes en les p;, donc en y :

Q(y—lm) = Z Ray,.au(y) Socl,.’.-,ad (z)

(@1,...,aq) €N ‘

oll Ro,.....aq €t Say,...,aq sont des polynomes. 11 vient alors :

P Q@) = xo@) 3 ( | fRal,...,adx—qu) S s (@)

(al,...,ad)eNd

= (P xq)(z)
ou P est un polyndéme.

2) Soient ) dans P, et g dans S(G). D’apres 1)
g*(Qxe) = Qg xe
ol Qg est un polynéme, et pour tout f dans S (G) :
1< Qg xe, f > = 1< g% (Qxe), f >
=< Qxe, g f >
<e@ef)=c [ (X +a) 5 1w ax

|a| <N
< / g * | A
G

< ¢ ”hOto”wN ”f”wN
< cgllfllwn-

ol N est un entier (dépendant de @ et £), ¢, ¢, ¢y sont des constantes indépendantes
de f, et ho, un élément de S(G). Comme S(G) est dense dans L ~(G) pour || [[un,
Qg x¢ se prolonge par continuité en une forme linéaire continue sur L~ (G) vérifiant pour
tout f dans L. (G) :

|< Qg xe, f >| < cgllfllwn ;

Q

wN

donc

< +o00.

oo
Notons Py l'espace vectoriel des polynémes P tels que ||[P/w"||o soit finie.

Comme le poids w? est & croissance polynomiale, 'espace Py est de dimension finie et
on a montré que pour tout @ dans P, et tout g dans S(G), Qg x¢ appartient & Py x¢.
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3) Soient @ dans P, (Kp)n>1 une suite de voisinages compacts de e dans G telle que
pour tout n dans N*

1
— <
- < AMEK,) <

S

et (gn)n>1 une suite d’éléments de D(G) vérifiant pour tout n dans N* :

supp (gn) C K, ; /gnﬂd/\=1; lgnlloo <.
G

Alors, pour tout x dans K :
i r Q) - Q@) =| [ ) (@07) - Qo) x|

< /K onl1(@2)~ Q(x)] d

< Ngnlloo (@2)" = Q(@)lloo, i, AM(Kr)
<2 Sup (@)= Q) lso, k-

La fonction (Qz)"— Q(z) vaut 0 en e et est continue en e, d’oil

lim lgn * @ x¢ — Q Xelloo.x, = 0.

n—-4o0

Donc @ x¢ est adhérent a I’espace normé de dimension finie (Py Xy, || loo,k,), €t par
suite () x¢ appartient & Py x¢,i.e @ appartient & Py . Finalement P, est contenu dans Py
ce qui montre que P, est de dimension finie.

1.1.21 Propositioh

“ Pour tout x dans G, les opérateurs de translations L, et R, sont continus sur

(S@GID-

Preuve. Fixons z dans G et soit (fn, 4 f“))n en une suite d’éléments du graphe I'r de L,
qui converge dans (S(G),|| ||) vers un élément (0, f) de S(G) x S(G). Alors les suites
(fa)nen et (4 fn))n en convergent respectivement vers 0 et f dans S(G). Notons < , >
la forme bilinéaire de dualité sur L}(G) x L®(G) : ’ ‘

<f,g>=/GfgdA, f e LY(G), g"‘e L*®(G). |

Comme f — < f,g > est continu, de norme inférieure 3 l9loo , les suites (< frnyg >)nen et
(< o(fn), 9 >)nen convergent respectivement vers 0 et < fyg >. Or, on vérifie facilement
que

< o(fn)yg>= <fn,x_1g>

donc (< ,(fr),9 >)nen converge vers 0 d’aprés ce qui précede, et par suite < f,g >
est nul. Cette derniere relation étant vraie pour tout g dans L™ (G), on en déduit que f
est nulle, donc (0, f) appartient & I, et Iy est fermé dans S(G)2. Par le théoréme du
graphe fermé, L, est continu de S(G) dans S(Q).

On prouve de fagon analogue le résultat pour les translations 3 droite.
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1.1.22 Proposition

|| L’espace vectoriel P, est invariant par translations.

Preuve. Soient P dans P, et z,z des éléments de G. Comme cela a déja été remarqué,
pour tout y = expY dans G,

L, (y) = P(z71y2)

est un polyndme en les coordonnées de Y dans toute base de g, donc P, est un polynome,
et pour tout f dans S(G) :

< LPoxef>= /G fy) P(z'yz) NOL
= Xe(x)WL m_lfz_l PXKdA

= xe(2) xe(2) < Pxe, of 1 >

Comme par hypothése P x, se prolonge en une forme linéaire continue sur A, il en est de
- méme pour P, X, par la PROPOSITION 1.1.21, donc P, appartient aP.

1.1.23 Notation

Jusqu’a la fin du chapitre,- W désigne un sous-espace vectoriel non nul de P
invariant par translations, et Wy, est noté W,. On pose également :

IW)={feA|VYPEW : <Pxs,f>=0}.

1.1.24 Proposition

L’espace vectoriel Wy est invariant par translations et par convolution par des
éléments de S(G).

Preuve. Soient P dans W et z,y, 2 des éléments de G. On a

APxe), ) = (Pxe)(z7 y2)

= xe(x) xe(2) (P, xe) (),

donc (P x¢), appartient & W, et W, est invariant par translations.
En outre, pour tout f dans S(G)

fxPxe= / £(2) o P xe) da
et ¢

ng*f:/Gf(x)(ng)md:v

sont des intégrales vectorielles convergentes dans W, d’aprés ce qui précede.
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1.1.25 Notation

Soient P dans W et f, g des éléments de A. Alors P X¢ définit une forme linéaire
continue sur A par définition, donc < Py, g* f > existe. On pose

<Gx(Pxe),f>=<Pxe,gxf>.
Alors § * (P x;) ainsi définie est une forme linéaire continue sur A. De méme

<PX£*gaf>:<PX4af*g>

définit une forme linéaire continue P x; * § sur A.

1.1.26 Proposition _
|| Le sous-espace vectoriel fermé I(W) de A est un idéal bilatére de A.

Preuve. Soient f dans I(W), P dans W, ¢ dans A et -(gn)nen une suite d’éléments
de S(G) qui converge vers g dans A. Par la, PROPOSITION 1.1.24, < gp* P xe, f > existe
pour tout n et par la notation précédente '

<PXt,gn*f>=<gu*Pxe, f>=0.
Comme (< P xg,9n * f >)nen converge vers < Pxe, g% f >, il vient
<PX€7g*f>:07

donc g * f appartient 3 I (W), ce qui prouve que I(W) est un idéal & gauche de A.
On montrerait de mani¢re analogue que I (W) est un idéal & droite de A.

1.2 Enveloppe

1.2.1 Définition

| Pour une algeébre de Banach A, on note Prim(A) I’ensemble des idéaux primitifs
de A, i.e, 'ensemble des noyaux des représentations algébriquement irréductibles
de A dans des espaces de Banach.

1.2.2 Définition

Pour une algébre de Banach A dense dans une *-algébre de Banach B, on
note Prim”(A) P'ensemble des restrictions & A des noyaux des *-représentations
topologiquement irréductibles de B dans des espaces de Hilbert. On appelle
noyau d’une partie C' de Prim*(A) Iensemble

KC)= ()7
JeC

et on appelle enveloppe d’une partie S de A 1’ensemble
h(S) ={J € Prim*(4) | S c J }.

1.2.3 Pour une algebre de Banach A dense dans une *-algebre de Banach B, I’ensemble
Prim*(A) est muni de la topologie de Jacobson. Par définition, une partie C' de Prim*(A)
est fermée dans Prim*(A4) ssi C est égale a h(k(C)). La topologie de Jacobson est
accessible, i.e, tout singleton est fermé dans Prim* (A).
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Le but de ce paragraphe est de déterminer I’enveloppe de I(W).

1.2.4 Proposition
Vu les hypothéses faites sur A dans 1.1.16, on a

Prim*(A) = Prim(A).

Preuve.
1) Soit 7 une représentation unitaire topologiquement 1rreduct1ble de G et donc de L! (G).
Alors 7r|1.4' est topologlquement irréductible sur I'espace de Hilbert H. Soit

Ho = Vec { n(f)€ | EEH, fe A, n(f)est de rang ﬁni}.‘

Comme 77(8 (G)) contient ‘beaucoup d’opérateurs de rang fini, Ho est un sous-espace
vectoriel non trivial A-invariant de H et la restriction de ® & Ho définit un module
-simple de A. Ainsi Ker m est-un idéal primitif de A :

Prim*(A) = {Ker U | 7€ c?} C Prim(A)

Prouvons l'autre inclusion. Si (T, V) est un A-module simple sur un espace de Banach V
alors T|s'( est un S(G)-module topologiquement irréductible. Par [23] il existe w dans G

et (Tls«;)) — Rer (ﬁiS(G)> '

Par [22], Ker (7r| ) est dense dans Ker (7rl ) Ainsi Ker T contient Ker (7r| )
S(G) 4 A A

tel que :

'2) Montrons que Ker (7T|A) est un idéal bilatére maximal de A. Soit M un idéal bilatere
fermé de A contenant Ker (77.|A> . Supposons que M soit différent de Ker <7T|A> . Alors il

existe ¢ dans M telle que g n’appartienne pas a Ker (7r|A). Par [22], on sait que I'idéal
bilatere
- Rz{fES(G)lﬂ'(f) est de rang fini }

est dense dans S(G) et donc dans A. Par conséquent R * g x R n’est pas contenu dans
Ker (7r| ) et M contient donc un élément h tel que m(h) soit le projecteur orthogonal
noté Py sur un vecteur C® X de H,. Soit f dans S(G) telle que 7(f) soit aussi un
projecteur orthogonal de dimension 1, P,, avec < A, > non nul. Alors :

m(f)=|<\pu>"2P,oP\oP,

=m(<A\p>"fxhxf).

Ainsi

f—<)\,,u>_1f*h*f€Ker7rCM
et par conséquent f appartient & M. Comme R est engendré comme idéal par ces
éléments f, ceci montre que M contient I'idéal R et finalement M est égal & A puisque M
est fermé dans A. Ceci montre que KerT' et Ker (WIA) sont égaux.
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1.2.5 Proposition

|

Preuve. Pour X dans g, P dans W et ¢ dans R* , Ol &

L’espace W est invariant par dérivations i.e, pour tout X dans g et tout P
dans W, X « P et P * X appartiennent & W . :

-1
t (exp(tX)P—— P) ew

car W est invariant par translations. Comme W est de dimension finie, il vient :
deéf,. -1 ( = _
X+PElimet (P P)ew

ce qui montre que W est invariant par dérivations 3 gauche.
On montrerait de méme que W est invariant par dérivations 3 droite.

Par I'introduction de [5], on a :

1.2.6 Proposition

Il existe une fonction degré ” deg” sur P’espace vectoriel des polynémes sur G &
coefficients complexes, telle que pour tout X dans g et tout polynome P, on
ait :

deg (X x P) < deg P.

1.2.7 Corollaire

Pour tout X dans g, il existe un entier naturel k tel que pour tout P dans W,
X% % P soit nul.

Preuve. Le corollaire résulte de la PROPOSITION 1.2.6, W étant de dimension finie.

1.2.8 Proposition
|| L’enveloppe h(I(W)) de I(W) contient Ker x,.

Preuve. Pour X dans g et P dans W
m(X)(Pxe) = X * (Pxe)
= (X * P)Xg —i< 4, X >(PX@)
définit une représentation 7 de l'algtbre de Lie g dans W;. Pour tout' X dans g,
Pendomorphisme 7(X) de l'algebre de Lie gl(W,) est nilpotent par le COROLLAIRE 1.2.7.
Par le théoréme d’Engel, il existe un élément non nul P dans W tel que pour tout X

dans g, w(X)(Pyx,) soit nul. Donc P est constant. Par suite, X, appartient & W, et
donc I(W) est contenu dans Ker x; i.e, Kerx, appartient 3 h(I(W)).

1.2.9 Notation

Pour f dans L'(G), la transformée de Fourier de f en ¢ est notée F(0) et est
définie par :

7o =/Gf>‘<2d/\-
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Afin de formuler simplement le lemme 1.2.11, il convient d’adopter la notation suivante :

1.2.10 Notation

Soit P un "monoéme” sur G, i.e, par la définition 1.1.13 : dans une base

(X1,...,Xq) de g, pour tous nombres réels A1,...,Aq :
Poexp Z AMXr | = H Apr.
1<r<d 1<r<d
On pose :

orP= [ (i) orop

1<r<d

et .on étend cette définition par C-linéarité a tout polyndme.

La présence du coefficient (—i)~® dans la notation ci-dessus est uniquement destinée a
donner une expression simple pour dP(f )(—¢) (voir 1.2.11).

1.2.11 Lemme
I Pour tout f dans A :

fEIW)<VYPeW : (ap(f))(—e) -0,
ol f désigne la transformée de Fourier de f.

Preuve. Par les deux notations précédentes, pour tout P dans W :

(9P(F)) (-0 = /G FPxedA
=< Pxe, f >,

d’ou le résultat.

1.2.12 Théoréme
|| L’enveloppe h(I(W)) de I(W) est {Kerx}.

Preuve. Par la PROPOSITION 1.2.8, Ker x; appartient & h(I(W)).

Soit m une *-représentation topologiquement irréductible de L'(G) dans un espace de
Hilbert dont le noyau dans A contient I(W). Par le THEOREME 1.1.20, I(W) est de
codimension finie dans A, donc 7 est de dimension finie et définit une représentation 7
unitaire continue irréductible du groupe nilpotent G. Par le théoreme de Lie, 7 est un
caractére. Donc 7 est un caractére xu ou £ est une forme R-linéaire réelle sur g s’annulant
sur [g,8] par la PROPOSITION 1.1.17 et 1.1.18.

Si ¢ est distincte de £, il existe f dans S(g*) telle que f(——ﬁ' ) soit égale & 1 et F soit
nulle sur un voisinage de —£. Alors f n’appartient pas & Ker xy et appartient a [ (W) par
le LEMME 1.2.11. Comme ceci contredit ’hypothese, £ est égale a £.
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1.3 Idéal minimal

1.3.1 Proposition

Pour toute partie fermée C' de Prim”*(A), il existe un idéal bilatére fermé j(C)
de A d’enveloppe C et tel que tout idéal bilatére fermé de A dont Penveloppe
est contenue dans C contienne j(C).

Preuve. La preuve donnée dans [26] s’adapte au cas général.

Le THEOREME 1.2.12 peut alors s’écrire j(Ker x¢) C I(W), ce qui entraine, compte tenu de
la PROPOSITION 1.1.22, j(Ker x;) C I(P), soit encore, d’aprés Pabus d’écriture convenu
~dans I'introduction, j(¢) C I (7). Le théoréme suivant montrera ’autre inclusion.

1.3.2 Lemme

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de A’ qui est * A-invariant
a gauche. Alors tout élément de F est une somme finie de fonctions de la
forme Pxq, ot P est un polynéme, et Xgq un caractére unitaire de G.

Preuve. Soit (p1,. .., pty) une base de F. Alors D(G) * pq + - +D(G) * i est dense dans
I'espace vectoriel de dimension finie F', donc est égal & F.
Soient y dans F' et g dans D(G). Pour tout f dans S(G) :

<9*M|SG),f>=<u|S(G),g*f>
(

- /G (@) (1= AV (G5 f)(2) da

“pour une certaine fonction ¢ & croissance modérée, de classe C® sur G et un certain
entier NV, ou A désigne le Laplacien de G, d’apres [25] En posant

h=(1-2)Ng,
on a alors

<g*u,S(G),f>=/G¢fdx\
ou

vw) = [ ho,

La forme linéaire g pu est donc donnée sur S(G) par une fonction 7 de classe C* sur G.
Comme S(G) est dense dans A, la forme linéaire g * 1 peut s’identifier a 1 et avec cette
identification, F' est ainsi formé de fonctions C°.

Le lemme résulte alors de la PROPOSITION 1 de ’ANNEXE.

1.3.3 Théoréme

Preuve.
1) Il a déja été remarqué que j(¢) est contenu dans I (7).

Le plus petit idéal bilatére fermé de A d’enveloppe {Ker x; } est

i) =I(R).
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Par [20], il existe un entier naturel N tel que j(£) soit égal & (Ker x¢)™.

Montrons par récurrence sur n que si T' est une forme linéaire continue sur A qui annule
(Ker x¢)™ alors T est de la forme P x, ou P appartient ap.

Le résultat est vrai si n est égal a 1.

Soit m dans N* tel que T annule (Ker x;)™ et n’annule pas (Ker x¢)™ *.

-2) a) Soit fo dans Ker x¢. Alors foxT est une forme linéaire continue sur A et pour tout u
dans (Kerx,)™ ! :

b déf
<forxTou>=<T, foxu>=0

car fo+u appartient & (Ker x,)™. L’hypothese de récurrence montre alors que

'

‘ .fO T = 'F}o X¢
ou Py, appartient a 7.
b) Soient f et fi dans A tels que x¢(f1) soit égal a 1. Alors f — xe(f)f1 appartient
3 Ker x,, et par conséquent
(F=F(=0fH)*T=Fxe

ol P appartient & P, d’apres a), c’est a dire

F*T=F(=0)fi*T+ Prxe
- €C(fixT)+Prxe
Ceci montre que le C-espace vectoriel A T, qui est contenu dans A’, est de dimension
finie par le THEOREME 1.1.20.
Soit ¢ un élément de A.
3) Par 2) et le LEMME 1.3.2, ¢ % T est de la forme

P .
pxT = Z P;j xq;
j=1
oti les P; sont des polyndmes et les X, des caractéres unitaires de G que 1’on suppose
tous distincts. Montrons que p est égal & 1 et g1 a £.
Soit fo dans Kerx; NS(G). La fonction fo * ¢ appartient & Ker x¢, donc d’apres 2) a) :
(fox¢)xT =Pxe

ou P appartient & P,. D’autre part, le calcul 1) fait dans la preuve du THEOREME 1.1.20
montre que ' '

Mv

(fox @y *T = _ fo* Pixq

J

I
-

[
M~

QjXq;

<
Il

1
ol les @; sont des polynémes que ’on peut supposer tous non nuls. Finalement

b
Pxe=)Y QjXq,-
i=1
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Dans le module des combinaisons linéaires (dont les coefficients sont des polynomes) des
caracteres unitaires de G, toute famille finie de caractéres unitaires distincts de G est libre.
Par suite p est égal & 1, donc q; est égal & £ et ¢+ T s'écrit Q x¢ ot @ est un polyndme.
Comme ¢ appartient & A et T & A, ¢ * T est continu sur A donc () appartient & P).

4) L’espace P, étant de dimension finie, soient fi, ... , far des fonctions de Schwartz sur G
telles que

<Pxefi>=0, i=1,....M = P=0.
Posons pour tout P dans P, :
1P xelle = Jmax [<Pxe fi >|.

Soit (¢n)nen une approximation de 'unité dans S(G). Pour tout f dans S G)
<G *T =T, f>=<T,¢pp*f—f>. | (1)

La suite (gbnv* f — f)nen converge vers 0 dans S(G), donc dans A, et T étant continu
sur A, (< ¢p*T —T,f >)pen tend vers 0 par (1). La majoration

||¢n‘*T_ Im x Tl <  max < pnxT —T, f; >|'+ 1232’5\4 |< ém %‘T— T? fi >|

montre que la suite (¢, * T)nen est de Cauchy pour la norme Il ll¢, donc convergente
vers un élément P x, o P appartient & 7, 'espace P x, étant de dimension finie, donc
complet. Soit f dans S(G). Posons pour tout @) dans P :

1Qxelly = 11Qxelle + 1< Q xe, f >].

Alors || ||s est une norme sur 7, x, équivalente & || ||;, puisque B x¢ est de dimension
finie. Donc la suite (¢n * T)nen converge vers Px, pour || || ¢ et la majoration

[<KPxe—T,f>|S|< Pxe—n*xT, f >|+|< nxT—T,f>| .
SNIPxe—=bnxTls +|< dn T —T, f >|
valable pour tout n dans N, donne, en faisant tendre n vers I’infini :
<Pxy—-T,f>=0.

Comme S(G) est dense dans A, ceci prouve que T est égal & P x,. Donc T annule 1 (P),
et le théoréme de Hahn-Banach montre finalement que I(%) est contenu dans Jj(0).

1.3.4 Notation

Pour une algebre de Banach A dense dans une *-algébre de Banach B , et pour
une partie fermée C' de Prim*(A), on note J(C) Pensemble des idéaux bilateres
fermés de A dont I’enveloppe est C :

J(C)={JaA|nJ)=C}.

Dans le cas présent, 'ensemble {Kerx;} est fermé dans Prim*(A), et comme convenu
dans l'introduction, ’ensemble J({ Ker x;}) sera noté abusivement 8
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1.3.5 Notation
Soit J un idéal bilatére fermé de A. On lui associe le sous-espace vectoriel V' (J)
de P, défini par :

V(J)={PeP|VfeJ: PfeKerx}-

1.3.6 Proposition

Soit J un idéal bilatére fermé de A. Le sous-espace vectoriel V(J) de P, est
invariant par translations.

- Preuve. Le sous-espace vectoriel engendré par S(G) x V(J) * S(G) est dense dans I'espace
vectoriel de dimension finie V(J), donc est égal a V(J). Le résultat découle alors de la
formule :

‘valable pour tous f et g dans S(G), P dans V(J), et z,y dans G.

1.3.7 Notation

Notons 77P; ’ensemble des sous-espaces vectoriels non nuls de P, invariants par
translations.

1.3.8 Notation

Pour un espace vectoriel topologique E et une partie X de E, on note X°
lorthogonal de X dans F, i.e, Pespace vectoriel des formes linéaires continues
sur E annulant X :

X°={pecF |VzeX:<pxz>=0}.

Le plus important résultat de ce chapitre est le théoreme suivant :

1.3.9 Théoreme
L’application
TP, — J(¢)
W — I(W)
est une bijection décroissante, de bijection réciproque
J)— TP
J — V({J).

Preuve. Par le THEOREME 1.2.12, la correspondance W +— I(W) est bien a valeurs
dans J(£). Soit W un élément de 7 P,. Par définition de I(W), 'espace Wy, est contenu
dans I(W)°. D’autre part, il est clair que

w) 0
\ m) = (Wxe)

(Wx5)°={[f]61—(4;35 VPEW:<ng,f>-——O}.
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Donc

A A
~_4 IR IR
S Iw) ?JK) -~ (Wxe)®

P)

I(w)e

~ W xy

et par suite
I(W)® =W x, | | (1)

ce qui montre que 'application W — I(W) est injective. Montrons la surjectivité. Soit J
un élément de J(£). Alors J contient j(£), donc son orthogonal J° est contenu dans Jj)°,
ce qui s’écrit, d’apres le THEOREME 1.3.3 :

J° CPrxe

et donc par définition de V(J) :
J°CV(J)xe.

Comme Pautre inclusion est claire, il vient :

J® = V(J) Xe
d’ol
J=V(J)xe)®.

Par la PROPOSITION 1.3.6, V(J) appartient & 7P, et il résulte de (1) écrite avec
W =V(J): .

V() xe)” =1(V(J))

J = I(V(J))

et ainsi

ce qui montre la surjectivité de I'application W +— I(W) et par suite, la bijectivité de
J—=V(J).

1.4 Exemple
Soit w un poids symétrique A croissance polynomiale sur G.

1.4.1 Pour N dans N, on désigne par Ay la sous-algtbre de LY(G) des classes' de
fonctions f telles que ZlaISN Jo | X%« flw + |f * X*|wd\ soit finie, et on définit alors

une norme || || sur Ay en posant :

HED> /G X% % flw+ | % X*lwd).

la|<N

L’algébre Ay munie de la norme || || est de Banach et satisfait les conditions données en
1.1.16. Le théoreme 1.3.3 s’applique donc dans ce cas.

En particulier si N est nul, Palgebre & poids LL(G) définie en 1.1.10 est un exemple
d’algebre A satisfaisant les conditions données en 1.1.16. Ce paragraphe énonce les résultats
principaux du chapitre dans ce cas particulier, important pour la suite.
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1.4.2 Notation

Soient G un groupe localement compact et w un poids sur G. On note L3 (G)
I’espace vectoriel des (classes de) fonctions f essentiellement bornées par w, c’est
a dire telles que || f/w||oo soit finie , et on définit alors une norme || || sur L3 (G)

en posant :
S
in=|1£)

La proposition suivante, qui décrit le dual topologique L. (G)" de L, (G), est connue.

1.4.3 Proposition

Soient G un groupe localement compact, \ une mesure de Haar a gauche positive
. non nulle sur G, et w un poids sur G. L’application

#: LE(6) — LL(G)
g +— g :LL(G) —C
f o <gf>= /fgdA

" est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach de L3(G) sur le dual
topologique L. (G) de L. (G). '

Dans la suite, les espaces L. (G) et L (G) seront identifiés. Le dual topologique de L. (G)
étant connu, il est possible de donner une description plus parlante de l’espace vectoriel P
défini dans 1.1.18 :

1.4.4 Notation

| Soit w un poids sur G. On note P,(G) lespace vectoriel des polynomes
essentiellement bornés par w :

Pu(G) =P(G) N LT (G).
1.4.5 D’apres 1.4.3, il est clair que
P = Pu(G)

et le théoreme 1.3.3 s’écrit :

J(0) = I(Pu(Q))
lren@|vwen©: [ roie Xe(@)do =0},

1.4.6 Cas particuliers

1) Si w est le poids constant égal & 1, alors L}, (G) c01nc1de avec L'(G), et Py(G) ne
contient que des constantes, donc j(¥) est égal & {Kerx, }, ce qui montre que { Ker x }
est de synthese. On retrouve dans ce cas un résultat de [14].

2) Si dans une direction Xo, w(exp(tXo)) croit au moins comme [t|, alors P, (G) contient
un polyndme non constant, donc j(£) est strictement contenu dans {Keryx,} et par
conséquent {Keryx,} n’est pas de synthese. Ainsi, pour un poids w non constant, le
singleton {Ker x,} n’est pas de synthése dans Ly, (G) en général.



Chapitre 2

Le théoreme de projection

Soient G un groupe localement compact et N un sous-groupe normal fermé de G.
Le théoréme de projection prouvé par W. Hauenschild et J. Ludwig pour la premiere fois
“en 1981 [9], établit une bijection entre I'ensemble des idéaux bilateres fermés de LYG)
qui sont. L®(G /N )-invariants et 'ensemble des idéaux bilateres fermés de L(N) qui sont
G-invariants. Les hypotheses des applications de ce théoréme aux ensembles de synthese
ont été affaiblies par B. Bekka [1]. Ce théoréme a été récemment démontré par J. Ludwig et
C. Molitor-Braun pour S(@) ot G est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe [25].
Dans ce chapitre, ce méme théoréme est prouvé pour une classe d’algébres intermédiaires
~entre S(G) et L(G), a savoir les algebres a poids.
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Dans tout ce chapitre, G' est un groupe localement compact, N un sous-groupe normal
fermé de G' et w un poids symétrique continu sur G, valant 1 en e. On note \ — resp. AN —
une mesure de Haar & gauche positive non nulle sur G - resp. sur N —.

2.1 Les applications restriction et extension

2.1.1 Notation

Pour une algebre A dont la multiplication est notée *, et pour deux parties B
et C' de A, on note

B*C:{b*clbeB, cE‘C}.

2.1.2 Notation
Pour une fonction v de N dans C, on pose :

u®(n) = u(z~nz), neN, z€G
et pour une fonction f de G dans C, on note f| la restriction de f a N.

L’espace vectoriel des fonctions continues — resp. continues bornées, continues 3
support compact — sur G est noté C(G) —resp. C%(G), K(G) —. Le sous-espace
vectoriel engendré par une partie P d’un espace vectorlel est noté < P >. Pour
un idéal bilatere I de L1 (G), on note : :

I.=<IxK(G)>.

2.1.3 Proposition

Soit I un idéal bilatére de L,,(G). Alors I. est un sous-espace vectoriel de C*(G).
Pour tous f dans I. et x dans G, la fonction fl appartient a Lg"l (N) et
AN

().

Papplication qui & x associe ,f I est continue de G dans L)

Preuve. La premiére assertion résulte de [27 Chap.7.3.3] et [10 Th.20.16].
Pour tout x dans G, tous f dans I et k dans K(G), il vient d’aprés [27 Chap.7.3.3] :

[ 0] vy dn < e Ut sup { o (yew)y ) e 6]

< w(@) [|fllw [kw]loo An (N NK'K)
ol K est le support de k. Donc ,(f * k)|N appartient & L’l"l (N).,-ce qui montre que pour
N
tous f dans I. et x dans G, la fonction ,f I appartient a Lll”l (N).
N

2.1.4 Proposition
Notons B I'ensemble des voisinages compacts symétriques de e dans G, et
pour U dans B, Ky(G)4+ I'ensemble des fonctions positives continues sur G a

support compact inclus dans U . Il existe une approximation de I'unité (ey)yes
de LL(G) vérifiant :

VUEB : |levfw=1; ev €Ky(G)y ; ev =ep*
et

Vf € Ly(G) + lim |f +eu ~ fllo = lim llev » £ ~ fll = 0.
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Preuve. Soient U dans B et fy une fonction non nulle dans Ky (G)4 . Notons cy la norme

de fu+fu* dans L (Q) et ey la fonction cy = (fu+fu™). Alors ey appartient & Ky (G)+,
est autoadjointe, de norme 1 dans LL(G) et pour f dans L (G) :

lev 5=l = [ | [ (0@1(@) - Fev(anta) da
< [ ( | Ifo(y)—w(w)f(y)lw(y)dy) da
< /U ev() | Lo f — w(@)fllw do

w(y) dy

< sup | Lof — w(@)fllu / ey wd = sup | Lof — w(®) flle
zeU G ‘ zelU

La fonction qui & z associe |L,f — w(z)f|lw est continue sur U puisque w est continu
et f appartient & L. (G), et comme w prend la valeur 1 en e, elle vaut 0 en e. Par suite

li L.f— =0
N sup || Lo f = w(@) ]l
et donc
lim |ley * f — =0.
lim [lev * £ = fllo |
En remarquant que f x ey est 'adjointe de ey * f*, on en déduit de méme :

tim |1 < = fll = 0.

2.1.5 Proposition

Soit F un sous-espace vectoriel fermé de L} (G). Alors F est un idéal a gauche
— resp. a droite — de L. (G) ssi F est stable par L —resp. R —.

Preuve. Supposons que F' soit un idéal & gauche de L, (G). Soient f dans F' et = dans G.
Alors pour tout U dans B, la fonction (Lyey) = f appartient & F'. Comme d’autre part

L.f =Ly (}J%%EU * f)
= lljlgllg Ly(ev * f)
= lljlglla(LmaU) * f

la fonction L. f appartient & F', car F' est fermé dans L}l (G) par hypothese.

" Réciproquement, supposons que F' soit stable par L. Soit o une forme linéaire continue
sur L1 (G) nullesur F. Alors o appartient & L(G) par 1.4.3, et pour tous g dans Ly, (G)

et f dans F : |
[asnar= [ g(w)( /. a(y)Lwﬂy)dy) dx

=0
puisque pour tout x dans G, L,f appartient & F' et o est nulle sur F'. Donc o est

nulle sur L! (G) * F ce qui montre que L. (G) * F est contenu dans F' par le théoréme de
Hahn-Banach.

On montrerait de facon analogue le résultat pour les idéaux a droite de L1(G).
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2.1.6 Notation
Pour un ensemble F de fonctions de G dans C, on note :

o= {ay [ re 7}
Pour une partie P d’'un espace topologique X, on désigne par ?X I’adhérence

de P dans X.

2.1.7 Notation
Soit I un idéal bilatere de L;,(G). On pose :

Ly, (N)
R(I)Z c'N I 7,

2.1.8 Proposition

' Soit I un idéal bilatére fermé de Ll (G). Alors I. est un sous-espace vectoriel

dense de I, invariant par translations, et R(I) est un idéal bilatére fermé G-

invariant de L}Ul (N), i.e, pour f dans R(I) et x dans G, f* appartient & R(I).
N

Preuve. Pour tous z,y dans G, f dans I, et g dans K(G), on a :

{f*9), =f xg, o
Comme I est un idéal bilatére fermé de L. (G), I est invariant par translations donc f
appartient & I, et comme g, appartient & K(G), la fonction ,(f * g)y appartient a I*X(G),
donc (f * g)y appartient a I et I. est invariant par translations. De plus: =

g1 I o | g1 g1 a
I=<I+ILG)> =<I+K@G) D> c TTrr@)s @ 1@ 7@ _

la 1% égalité provenant de 'existence d’une approximation de 'unité dans L1 (G) (2.1.4).
Comme IclN est un sous-espace vectoriel de L}U| (N), R(I) Yest également. Soient m
N

et n dans N. Pour tout f dans I., la fonction "fm|1v est égale a (f|N) - donc '(f|N>
. n m n m

appartient a I.| et a fortiori & R(I), ce qui montre que (I, est contenu dans R(I),
v n\"¢|y Jm

et par conséquent
(N)

n(Ic'N)m o c R(D).

Comme I'endomorphisme f ~ ,f,. de Lzlu’ (N) est continu, on a
N

(N)

nR(I)m < n(IclN)m

donc ,R(I)_ est contenu dans R(I) d’aprés ce qui précéde et R(I) est ainsi invariant

par translations. Comme de plus R(I) est un sous-espace vectoriel fermé de qu”l (N),ilen
N

résulte que R(I) est un idéal bilatére fermé de LtluI (N). Il reste & montrer que R(I) est G-
N

invariant. En remarquant que pour tout f dans I. et tout z dans G, la fonction fm|N est

xr
égale a ( f’N) , on montrerait de fagon analogue que R(I) est invariant par conjugaison.
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2.1.9 Notation

Comme le sous-groupe fermé N de G est normal dans G, la restriction a N de
la fonction module de G est la fonction module de N . La fonction module de G
sera donc simplement notée A.

2.1.10 Notation

On note ZG lensemble des idéaux bilateres fermés G-invariants de L}UI (N).
N
-Chaque élément u de L}U‘ (N) définit une mesure de Radon bornée sur G, en
N

posant pour f dans K(G)

u(f) = /N fi, () u(n) dn.

Par [10 Th.20.9], pour u dans L}U‘ (N) et f dans K(G), la fonction f*u a pour
N

expression : . ,
fru(z) = / A(n 1) f(zn~")u(n) dn, reG.
N A

Pour J dans Z€, on note e(J) ’adhérence dans L. (G) du sous-espace vectoriel
engendré par K(G) * J.

2.1.11 Proposition . _ ’

Pour J dans IC, extension e(J) de J est un idéal bilatére fermé de L, (G)
qui est L®(G/N)-invariant, i.e, pour tous ¢ dans L*°(G/N) C Ly (G) et g
dans e(J), la fonction pg appartient a e(J).

Preuve. On a pour tout f dans K(G), tous u dans L’l"i (N) et z,y dans G
(f xu), () = (f * u)(yz) |
= / A(n_l)f(y:cn_l)u(n) dn
N

= A(x)/NA(n_l)fx (yn N u®(n)dn

= A(z) fp xu*(y)
donc (f *u)_est égal & A(z) f, * u®. On montrerait de méme que ,(f *u) est égal
a f *u. Donc K(G) = J est invariant par translations. Comme pour tous z et y dans G
I'endomorphisme de Ll (G) qui & f associe oy €st continu, le sous-espace vectoriel

fermé e(J) de LL(G) est invariant par translations, donc est un idéal bilatére fermé
de Ll (G) par 2.1.5.
Soient ¢ dans L®(G/N), f dans K(G), et u dans J. Pour tout = dans G, on a:

(of *u)(z) = /N A(n () f(zn™")u(n) dn
= (@(f *u))(x)

of xu=p(f xu).

donc
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2.1.12 Notation
On note Z5™(9/N) T'ensemble des idéaux bilateres fermés L(G/N)-invariants
de LY (G) et r la restriction de R & L™ (G/N),
On a ainsi deux applications
e: I¢ — TL™(G/N)
1
J — e(J)=<K@) x> @

et
r. ILZ(@G/N) __, 1G

Ly, (N)

I = ()= {f|N [fe<Ixk@>} ™
dont on va montrer qu’elles sont réciproques 'une de Pautre.

2.1.13 Proposition
Pour deux éléments J, et J, de IC :

i S N (€
e(J1*J2) =e(Jy) xe(Jo) @

Preuve. On a :
Ly,(®)

e(J1) xe(J2) = <K(G) * Jy x Jo >
= <K(G) * Jy * Jo x K(G
=<K(G)xJ1> % <Jyx K(G

7> Ly, (G)

)>L5(G)

w(@)

T L
— K@) * J1 > Ok TR k(@) s @

S— S ey
—e(J)*e(dy) =

la 20de ggalité étant due a D'existence d’une approximation de I'unité dans L} (G) formée
d’éléments de K(G) (2.1.4) et la 4°™° est due & la continuité de la multiplication
dans LL(G).

2.2 Les représentations induites

La démonstration du théoréme principal de ce chapitre s’appuie sur lés résultats des deux
lemmes qui suivent.

2.2.1 Lemme

Soient H un sous-groupe fermé de G tel que la restriction 3 H de la fonction
module de G soit la fonction module de H, et p une représentation unitaire
continue de H dans un espace de Hilbert H(p). On notera encore p I'x-

représentation non dégénérée de L' (H) dans H associée a p. De méme,
’LUIH p

ind$ p définit une *-représentation non dégénérée de L. (G) dans H(indg p)
que I'on notera encore indfl p. Alors :

Kerind§ p = {f ceLl(@) )‘v’x,y €qG: xfylH € Kerp}.
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Preuve. Notons C,(G) lespace vectoriel engendré par K(G) x Ker ind$ p. Alors C,(G) est
formé de fonctlons continues. Soient f dans Ll(G), ¢ dans K(G), £ dans H(p), et =
dans G. La fonction qui & (y, h) associe f(y) ¢ (y lp— lh) est intégrable sur G X H et est
de norme inférieure & || f||1|l¢|l1. L’invariance & gauche de la mesure de Haar sur G et le
théoréme de Fubini montrent que la fonction qui & (y, k) associe f(z~*hy) ¢(y~!) appar-
tient & L' (G x H). Enfin la fonction $¢ de G dans H(p) qui & z associe [y p(zh)p(h)§dh

appartient a ’H(indg p) d’aprés [2]. Ainsi, pour f dans C,(G), ind% p(f) = 0 entraine :

0 = ind o(f )P (= )
/fy)/ (v~ o h) p(R)€ dh dy

:/ oy )/ f(z7hy)p(h)€ dhdy (1)
G H .

la 27de égalité résultant de ’hypotheése faite sur H. Comme cette égalité est vraie pour
tout ¢ dans K(G) et tout £ dans H(p), la continuité de la fonction qui a y associe
fo(m'lhy)p(h)§ dh montre que pour tous x et y dans G :

0= /H f(z ™ hy) p(k) dh
= [ 2fup, o)t

:p<xfylH)

On a ainsi montré que si f appartient & C,(G), alors pour tous x et y dans G, fyl
H
appartient & Ker p. Or C,(G) est dense dans Ker ind% p, Kerp est fermé dans L., w| (H),
et pour tous z;y dans G, Vapplication f — xfy‘ de L. (G) dans L’l"l (H) est continue.
H H

On a donc montré ’inclusion :

Kerind$ p C {feL}H(G) ‘Vx,yEG : mfy|H eKerp}.

Pour montrer I'inclusion réciproque, soit f une fonction du membre de droite. On a pour
tous z et y dans G :

0= /Hf(:v_lhy) p(h)dh

donc pour tout ¢ dans K(G) et tout & dans H(p) :

0=/G<p(y‘1)/Hf(w‘1hy) p(h)€ dhdy
= ind§ p(f) P (z7*)

la derniére égalité résultant de (1). Comme ceci est vrai pour tout = dans G, ind% p(f) e
est nulle. Or 'ensemble {G¢ | ¢ € K(G), £ € H(p) } est total dans 'H(indg p) d’apres [2],
et ind$ p(f) est un endomorphisme continu de H (indf p), donc ind% p(f) est nulle.
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2.2.2 Pour g dans K(G) et ¢ dans LY (N) continue, on définit

YIn
o) = /N b gn-lz)dn, z€G.

- Par [27 chap 7; 3.5], la fonction 9, est continue et appartient & L°(G). On note < , >
la forme bilinéaire de dualité (1.4.3) sur L} (G) x LL(G), ie, pour f dans LL(G) et ¢
dans L (G) : 4

<<P,f>=/Gf<pd/\-

Pour un idéal bilatére fermé I de L}UI (), le sous-espace vectoriel
) N

I° {cpeL (N)‘erl <<,o,f>—0}

de L°‘T (N) est falblement fermé et invariant par translations car I est 1nvar1ant par

N
translations. De plus, I° est G- 1nvar1ant ssi I Dest et application qui & I associe I° est
1nJect1ve par [10 Th 40.4]. On note ind§ ~ P la représentation de G induite par un élément

pdeN

2.2.3 Lemme
Soient I un idéal bilatére fermé de LL(G), J dans IC, et p dans N.

1) I C Kerind§ p <= R(I) C Kerp. .

2) e(J) C Kerind p <= J C Ker p.
Si de plus I appartient & - (G/N) alorg pour ¢ dans L (N) et ¢ dans L°° (G)
continues :

Jypel°<=Vred : Py Er(I)".

4) Y€ J° <= Vg e K(G) : ¢4 €e(J)°.
Preuve.
1) Si I est contenu dans Kerind$ p alors :
IclN C IIN C Kerindl(\;, Ply C Ker'p.'
~ la derniere inclusion résultant du LEMME 2.2.1. Comme Kerp est fermé dans L}U' (N),
N
R(I) est contenu dans Ker p.
Réciproquement, supposons que R(I) soit contenu dans Kerp et soit f dans I.. Alors

pour tous z et y dans G, x—lfy'l appartient & R(I), donc p< 1f y ) est nul par
N

N
hypothese, ce qui s’écrit :

0= /Nf(:nny_l) p(n)dn.
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Donc pour tout £ dans H(ind% p) :

o=/ . [ £y ) A ptmlety) dnct

= [ [ sty ) A ART o) ew) dnd
G/NJN

:/ /f(mn“ly_l)A(y”l)A(n_l)ﬁ(yn)dndg)
G/N JN

= [ ey )ewam " ay

=/Gf(y)€(y :

= ind§ p(£)é(z)

la, 4°™€ égalité étant due a la formule de Weil. On a ainsi prouvé que ind§ ~n p(f) est nulle
pour tout f dans I.. D’apres la continuité de ind% N p et 2.1.8, ind§ ~ p annule .

2) Pour tous g dans K(G) et £ dans H(p), notons

ge(z) = /Ng(wn) p(n)€dn, z€G.

- Alors, pour tous f dans K(G) et u dans J, on a:

ind ol + wiea) = [ (75 0(w) [ oy em) ot dmdy
// A(n)" f(yn )u(n)dn Ng(y;lxm) p(m)édmdy |
:/ / f(y)u(n)dn/ g(n~'ytam)p(m)é dm dy
¢JN N
:A(x)—l/éA(y)f(y)/N x_lyg(n“l)/Nufly(mn)p(m)gdmdydn
= 2@ [ 8070) [ g7 6(057 ), )eandy

Si ind$ p annule e(J), 'égalité précédente valable pour tous f, g dans K(G), £ dans H(p),
u dans J et £ dans G, montre que p annule J.

Rec1proquer{1ent si p annule J alors pour tous z,y dans G, n dans N, et u dans J, p
annule (u® Y)_; ce qui montre d’apres le calcul précédent que pour tous f,g dans K (G)

et ¢ dans H(p), ind$ p(f *u) annule g . Comme l'ensemble { g¢ |9 € K(G), € H(p) }
est total dans H (ind p) et que ind$§ N p(f*u) est un endomorphisme continu de H(ind§ ),
ind$ p(f * u) est nulle, et donc ind§ p annule e(J) par continuité.
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3) Pour tout ¢ dans L (G), tous n dans L®°(G/N) et f dans I,, la fonction nf
appartient a I par hypothése sur I et :

<onf> =/an90d/\

-/ R | #(em plan) anai
:/G/Nﬂ(i) <x_180| ] —1f| >d:17

ce qui justifie la, 3°™¢ des équivalences suivantes :
pel°<«<Vfecl: <<p,f>:O
< Vfel. : Yne L*(G/N) : <e,nf>=0
=Vfel, : VzeG : <x_1<ptN,w_1le> ~0

—=Vfel :Vred : <z'1(’0|N’f|N>:O

< Vred : wcplN € (IclN) ‘
= Vred : | er()°

‘1a 27d® étant due a I’ hypothése sur I et 2.1.8, la 4°™e 3 2. 1 8, et la dermere s’obtenant par

 continuité.

4) Pour tous u dans L}H’ (N) et f,g dans K(G) :

< fruapg > = /G/NA(n)‘lf(’xn_l)u(n)‘d‘n/Nw(m)g(m‘ix) dmdz

:/G/Nf(x)u(n)dn/lvw(m)g(hz"lzn)dmdx

=///A(:c)f(w)u(m‘lmnx)w(m)g(nx)dmdndm
= [a@s@ [ [ @), m)wim) g, (n) am dna

- [ 2@ [ <), > o, (mands

ce qui justifie la 3°™¢ des équivalences suivantes :
YpeJ <=Vueld : <yu>=0
=Vueld VzeG VneN : <¢4,(u) >=0
= VueJ, Vf,ge K(G) : < fxutpy>=
= Vg e K(G) : ¢y € <K(G)* J>°
Vg e K(G) : g €e(J)°

la derniére s’obtenant par continuité.
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2.3 Le théoréme de projection

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant :

2.3.1 Théoreme
L’application

e: TG — TL=(G/N)
J o e(J)=<K@ x> =

est une bijection préservant 'inclusion, de bijection réciproque
r: TEVGN) 76 |

- _ ——— i, ()
I r(I):{f|N|fe<I*IC(G)>}

Preuve. Pour u dans L1 (N), 1 dans L (N) continue, g dans K(G) et = dans G,ona:

YIn In

(us ), ) = [ ulm) vy(am) dm
_ /N w(m) /N ¥(n) g(n~ zm) dndm
= 8G) [ [ () (a) m ™ n)s() dman
— 5@ [ v o)) o
= A@) (¥, v )] )

De plus, il existe une approximation de I'unité de Ll (G) formée d’éléments g; de K(G)
(2.1.4), donc (gilN)ief est une approximation de 'unité de L}UlN(N )s ce qui justifie la 3%me
des équivalences suivantes :
peJ << Yueld : <Ypu>=0
= Yued VeeG : <yp,u®*>=0

e YueJ, Vo eG, VgeK(G) : <¢,u“’*$(g)|N>:0

e VueJ VreG, VgeK(G) : <u x(wg)‘N> =0
<~ VreG, Vge K(G) : m(wg)m eJ®

la 2°™me gquivalence étant due & la G-invariance de J. D’autre part, les assertions 4) puis 3)
du LEMME 2.2.3 montrent successivement que

P e J° = Vg e K(G) : ¢g€e(J)°
Vg eK(G), V2 €G : ()| € r(e(J))°
donc
J° =r(e(J))°
d’ou
J =r(e(J)).
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Par I'assertion 3) du LEMME 2.2.3, Papplication r est injective donc pour tout I appartenant
4 IL7(G/N) : e(r(I)) = J entraine r( (r(I))) =r(J) c’est adire r(I) =r(J) dou I = J

et e(r(J )) =1I. Enfin e et r préservent Pinclusion vu leurs définitions.

2.3.2 Notation

Pour une partie fermée G-invariante F' de Prim* L}u' (N), on note
N .

JEF)={JeIC|nJ)=F)}
et

= ey

La partie F' étant fermée dans Prim* L}v, (N), élément k(F') appartient & J&(F).
N

Réciproquement :

2.3.3 Notation , o
Pour une partie fermée L°°(G/N)-invariante E de Prim* L. (G), on note

JEEmM () = { 1€ TEEM) | 1) = B}
et

rE =" .
E =0 greomymy

2.3.4 Théoreme
Soit F' une partie fermée G -invariante de Prim* L,lv| (N). Posons
N
E = {Kerw 1 req : T (k(F)) = {O}}

Alors E est une partie fermée de Prim* L (G) qui est L>®°(G/N ) -invariante
Papplication

3

ep: JOF) — JETEN(E)
J = ep(J)=<K(G)*xJ>

est bien définie et est une bijection croissante, de bijection réciproque rg.
De plus :

LL(G)

k(E) = er (k(F)).

Preuve. _
1) Pour tous J dans Z€ et 7 dans G :

Kerm € h(e(J)) < e(J) C Kern
<= J Cr(Kern)
<::>JCKer7r|

N

= Ker'irlN € h(J).

la 279¢ gquivalence étant due au THEOREME 2.3.1.
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Donc pour tout J dans JE(F) :
Kern € h(er(J)) < Ker7r|N eF
<= k(F) C Ker N

— Kermre F

la 21d¢ gquivalence résultant du fait que F' est fermé dans Prim* L’l”l (N). Ceci montre que
N
h(er(J)) =E (1)

er(J) € JV7EMN(E).
Donc ey est & valeurs dans JE7(G/N)(E), et E est fermé dans Prim* L. (G) d’apres (1).

2) Comme k(F) appartient & J¢(F), la relation (1) peut s’écrire pour k(F) :
h(e(k(F)) = E

e(k(F)) C k(E)
donc, par le THEOREME 2.3.1
Réciproquement, pour tout I dans J L=(G/N)(E) et tout p dans N :
Kerp € h(r(I)) <= r(I) C Kerp
= I C Kerind{ p
<= Kerind$ p € h(I)
<> k(h(I)) C Ker ind$ p
< k(E) C Kerind% p
< r(k(E)) C Kerp
<= Kerp € h(r(k(E)))

d’ou

d’ou

la 2°d¢ et la 6°™e équivalence résultant du LEMME 2.2.3 1), la 5¢me du fait que I est
d’enveloppe E. Ceci montre que

h(r(D) = h(r(k(E))). 2)

Comme k(F) appartient & J¢(F), alors e(k(F)) appartient & JEZ(G/N)(E) d’apres 1).
L’égalité ci-dessus peut alors s’écrire pour e(k(F)) :

h(r (e(k(F)))) = h(r(k(E)))
c’est & dire, par le THEOREME 2.3.1 :
h(k(F)) = h(r(k(E))

et puisque F est fermé dans Prim* L (N) :

wIN
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F = h(r(k(E)))

On a ainsi montré que :

r(k(E)) = k(F)

donc

et
k(B) = e(k(F))

par le THEOREME 2.3.1. La relation (2) s’écrit alors :
h(r(I)) = F.

Comme de plus r(I) appartient & Z¢, il vient r(I) € JC(F) et I = e(r(I)) =er (re(I)).
- Par conséquent er est surjective et donc bijective par le THEOREME 2.3.1, de bijection
réciproque g .

2.3.5 On garde dans les deux points suivants les notations de 2.3.2 & 2.3.4. Si le groupe G
est de Lie nilpotent simplement connexe, et si le poids w est & croissance polynomiale
sur ¢, toujours supposé continu symétrique et valant 1 en e, alors les idéaux J(E) et j(F)

de L1 (G) et L,lu| (N) existent. Les résultats qui suivent s’appliquent donc dans ce cas.
N N

2.3.6 Corollaire
Si j(F) et j(E) existent, alors :

1) j(F) € TE(F)

2) 5(B) € TECIN(B) = e(j(F)) = j(E).

Preuve.
1) Soient J un idéal bilatere fermé de L}U| (N) d’enveloppe F et z dans G. On note J?
N

Iensemble { f* | f € J}. La partie F étant G-invariante, pour P dans Prim* Li]”l (N),
on a : ' N
PeF« P €F

— P* e h(J)

= Jc P
= J*CP
< P € h(J?)
donc
F = h(J%).
En particulier pour j(F) :
F = h(j(F)x) ,

ce qui entraine par définition de j(F) :

J(F) C j(F)".

1

En changeant z en 7', on a finalement montré que j(F) est égal & j(F)® et par suite j (F)

appartient & JC(F).
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2) Si j(E) appartient a JE*(G/N )(E) alors j(E) est le plus petit idéal bilatere fermé
L%°(G/N)-invariant de L} (G) d’enveloppe E. Par le THEOREME 2.3.4, j(E) est 'image
par er du plus petit idéal bilatére fermé G-invariant de Ll (N) d’enveloppe F, c’est &

v
dire j(F) d’aprés 1) :
er (J(F)) = i(E).

La réciproque résulte de 1) et du THEOREME 2.3.4.

2.3.7 Corollaire
On suppose que j(E) et j(F) existent.
1) Si E est spectral alors F' I'est auSsi.

2) Si F est spectral et si j(E) est extension de j (F), alors E est spectral.

Preuve. On remarque d’abord que :
F est spectral <= j(F) = k(F)
<= JY(F) est un singleton
= JET(G/N)(E) est un singleton

la 2nde gquivalence étant due & 2.3.6, et la derniere & 2.3.4.

1) Si E est spectral, alors j(E) coincide avec k(E) qui de plus appartient a J L=(G/N)(E)
d’aprés le THEOREME 2.3.4, donc J L=(G/N)(E) est un singleton et par conséquent F est
spectral.

2) Si j(E) est 'extension de j(F'), alors j(FE) appartient & JEZ(G/N)(E) d’apres le
COROLLAIRE 2.3.6; or k(FE) appartient a JLZ(G/N)(E) par le THEOREME 2.3.4, et
comme F est supposé spectral, JE™(G/N)(E) est un singleton. Par conséquent J(E)
et k(E) coincident, i.e E est spectral. ' '
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Comportement d’un poids

Ce chapitre étudie de facon générale le comportement d’un poids sur un groupe
topologique. Le paragraphe 1 montre qu'en ’absence d’hypothéses, un poids peut étre
"irrégulier” (par exemple discontinu en tout point, ou méme non borné sur tout ouvert non
vide). Des conditions suffisantes sont ensuite données pour assurer 3 un poids des propriétés
satisfaisantes de continuité et de croissance. Le paragraphe 2 donne, dans une algebre de
Lie nilpotente de pas inférieur & 6, les résultats de calculs qui ont motivé une proposition
du paragraphe suivant (proposition 3.3.4). Le paragraphe 3 donne, pour un groupe de
Lie nilpotent simplement connexe, une propriété du poids ”le plus naturel” attaché a un
groupe localement compact connexe (défini en 1.1.9). Cette propriété (théoréme 3.3.12) est
illustrée par des exemples dans le dernier paragraphe.
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3.1 Poids sur un groupe topologique

Les trois propositions suivantes étudient sous quelle condition un poids est localement
borné. La premiére rameéne ’étude en 1’élément neutre :

3.1.1 Proposition

Soient G un groupe localement compact et w un poids sur G, borné sur un
ouvert non vide de G. Alors w est borné sur tout compact.

Preuve. Soient O un ouvert non vide de G sur lequel w est borné, et K un compact non
vide de G. Fixons r dans O. La famille (s()r_1 NK )3 cK forme alors un recouvrement
ouvert du compact K et par suite, il existe n dans N* et des points sy, ..., s, appartenant
a K tels que : - ' "

n
K c|Jsior .
Notons =
c:max{w(si) |i:1,...,n}
et

¢ =sup{w(t)|[teO}.
Pour tout s dans K, il existe ¢ dans {1,... ,n} et t dans O tels que
8§ = sit'r”l
d’ou
w(s) < w(s;) w(t)w(r™!)
<cdw(r ),

ce qui montre que w est borné sur K.
L’hypothese faite dans 3.1.1 n’est pas inutile comme le montre la proposition suivante :

3.1.2 Proposition

“ Sur le groupe additif R muni de sa topologie usuelle, il existe un poids qui n’est
borné sur aucun ouvert non vide de R.

Preuve. Soit H un supplémentaire du Q-espace vectoriel Q dans le Q-espace vectoriel R.
On vérifie que la fonction ' \

w:R=Q &H —]1,+0|
rl @h — 1+¢k

est un poids sur (R,+). Soient ¢ un nombre réel strictement positif et h un nombre
strictement positif appartenant & H. Pour tout n dans N, il existe un nombre rationnel Tn
tel que

|rn +nh| < e
et alors

w(rp +nh) =1+t

ce qui montre que w n’est pas borné sur | —¢, e [ et par suite sur tout voisinage de 0 dans R.
Le poids w n’est alors borné sur aucun ouvert non vide de R par la PROPOSITION 3.1.1.
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La proposition suivante montre qu’un poids ne peut se comporter de cette fagon si le groupe
est compact :

3.1.3 Proposition
|| Tout poids sur un groupe compact est borné.

Preuve. Soit G un groupe compact, A la mesure de Haar normalisée sur G, et w un poids
sur G que 'on suppose non borné. Il existe alors une suite (sp)nen d’éléments de G telle
que pour tout n dans N, on ait '

w(sp) > n?.
Posons pour tout n dans N : v
F,={s|se€Getw(s)>n}.
Soit s un élément de G n’appartenant pas & Fy,. Alors
n? < w(sy) < w(s)w(s tsp) <nw(s 'sy),
d’olu
w(s‘lsn) >n
et par conséquent s~ls, appartient & F,, i.e, s appartient 4 spF71. On a ainsi montré
que, pour tout n dans N
G=F,Us,F!,
donc ,
1< AFn) + MESY) =2M(Fn). (1)

D’autre part, la suite (Fy)nen étant décroissante , on a :

A F,| =i
(ﬂ n) inf A(Fy)
neN

et comme les valeurs prises par tout poids sont finies par définition, I'intersection des Fy,
est vide et par suite

0= LA

ce qui contredit (1).

Les quatre propositions suivantes étudient la continuité d’un poids . Commengons par un
contre-exemple général :

3.1.4 Proposition

Sur tout groupe topologique G non dénombrable, séparable, non discret, en
particulier si G est localement compact séparable non discret, il existe un poids
discontinu en tout point.

Preuve. Soient D une partie dénombrable dense de G et H le sous-groupe de G' engendré
par D. Comme G est supposé non dénombrable, le sous-groupe dénombrable H de G est
distinct de G, et le sous-groupe propre H de G étant dense dans G, son complémentaire
dans G est aussi dense dans G. Il est alors facile de vérifier que la fonction eX, ou x désigne
la fonction caractéristique du complémentaire de H dans G, est un poids discontinu en
tout point de G.
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3.1.5 Proposition

Soit a un nombre réel strictement supérieur & 1. Sur tout groupe topologique
séparé non discret G, il existe un poids continu en e, prenant la valeur a en e et
dont I’ensemble des points de discontinuité est infini. Si de plus, G est séparable,
il existe un poids sur G, continu en e, prenant la valeur a en e et dont I'ensemble
des points de discontinuité contient une partie dénombrable donnée, ne contenant
pas e, dense dans G.

Preuve. Soit (s,)n>1 une suite d’éléments de G, tous distincts et distincts de e. Posons
pour tout n dans N* et tout s dans G :

2 .
a® sis=s,

wr(8) =

n(s) {a si s # s,
et

w(s) = [] wals)®".
n>1

Il est facile de vérifier que le produit définissant w est convergent et que w est un poids
sur G vérifiant :

w(e)=a | - (1)
et
w(sy) > a, n>1 : ’ (2)

D’autre part, le groupe G étant séparé, pour tous n et p dans N* , il existe un voisinage V,, ,,
de s, dans G tel que pour tout k dans {1,..., p }, Pélément s, n’appartienne pas a Unp,
ou Upp désigne le voisinage pointé V,,, \ {s, }. Alors pour tout p dans N* et tout s
dans U, : : : :

a<w(s)=al"2" H wk(s)Tk <al=%" H a® " =gt (3)
k>p k>p

Pour p suffisamment grand, (2) et (3) montrent que w est discontinu en s, .

Le groupe G étant séparé et les s distincts de e, pour tout p dans N*, il existe un
voisinage V}, de e dans G tel que pour tout & dans {1,..., p}, 'élément s, n’appartienne
pas a V},. Alors pour tout p dans N* et tout s dans Vp, il vient, comme dans (3) :

a<w(s) < a't?’ (4)

Comme p est arbitrairement grand, (1) et (4) montrent que w est continu en e.

Supposons de plus, G séparable. Etant donné une partie dénombrable D, ne contenant
pas e, dense dans G, le raisonnement précédent montre le résultat en prenant pour (Sp)n>1
une énumération des éléments de D.

3.1.6 La proposition suivante donne maintenant une condition suffisante pour qu’un poids
soit continu. Tout comme dans les propositions 3.1.1 et 3.1.5, le comportement global d’un
poids est régi par son comportement sur un voisinage aussi petit que 'on veut de ’élément
neutre. C’est en quelque sorte un ”principe de localisation”.
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3.1.7 Proposition

Soient G un groupe topologique et w un poids sur G, borné sur un voisinage
de e dans G. Notons pour tout t dans G :

w(t) = Velimrg(t) sup {w(s) |seV}

w(t) = Velgrcl(t) inf { w(s)|seV}

et posons _
s=2.
, w
Alors
1 <6 <w(e).

Preuve. Soient £ un nombre réel strictement positif et ¢ un élément de G'. 1l existe un
voisinage symétrique V. de e dans G assez petit, et s1,s2 dans V' tels que

w(tsy) > (14¢)" V3 w(t)
w(tsz) < (1+¢)*° w(t)

VsetVi ™! w(s) < (1+¢)Y? lim sup{w(u)|ueU}.
UeDg(e)

Il vient alors :

1<6(t) = w(t) < (1+&)3w(ts)) wltsy) ™!

w(t)
< (14?2 w(tsi(ts2)™)
= 1+ w(t(ns37)e)
< (1+€)* sup {w(s) | s €tV !}
< (1+¢)w(e).

Comme ¢ est arbitrairement petit et ¢ quelconque dans G, Pencadrement précédent s’écrit :

1< 6 <w(e).

3.1.8 Corollaire

H Sur un groupe topologique, tout poids continu en e et prenant la valeur 1 en e
est continu.

Preuve. Soit w un poids vérifiant les hypothéses. Le poids w étant supposé continu en e, il
est borné sur un voisinage de e. D’autre part, les hypotheses sur w montrent que w prend
la valeur 1 en e, donc W égale w par la PROPOSITION 3.1.7, i.e, w est continu.

3.1.9 Remarque

Dans la proposition précédente, la condition sur la valeur prise par le poids en e est
nécessaire d’apres la PROPOSITION 3.1.5.
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3.1.10 Si, sur un groupe localement compact, ’objet d’étude est, non pas un poids donné,
mais I'algebre a poids qu’il définit, alors seule la ”classe” des poids donnant naissance 3
cette algebre importe. H. Freudenthal a remarqué que si w est un poids sur un groupe
localement compact G, alors w'(s) = infy sup;cy w(st), ot U parcourt 'ensemble des
voisinages compacts de e dans G, définit un poids sur G semi-continu supérieurement
donnant naissance & la méme algébre que w [27 p.83]. La proposition suivante donne une
condition suffisante sur un poids pour que ”sa classe” contienne un ” représentant continu”.

3.1.11 Proposition
Soient G' un groupe localement compact — resp. de Lie — et w un poids sur G,
borné sur tout compact. Il existe un poids continu — resp. C*° — w' sur G
définissant la méme sous-algebre de L'(G) que w, ie, tel que les algébres L1 (G)
et LL,(G) soient égales.
Preuve. Soit K un voisinage compact symétrique de e dans G. Posons
c=sup{w(s) |se K}.
Soit f dans Kk (G)+ — resp. positive et C® 3 support inclus dans K — tel que \f = c.
Alors, pour tout s dans G : ' :

w * f(s) :/Kw(st) f(t)de
z/Kw(s)w(t—l)‘lf(t)dt
Zw(s)/Kc_ f(t)de

= w(s)
ce qui montre que
w<lwxf.

D’autre part, pour tout s dans G :

wk f(s) = /Gw(st) f(t)dt

< w(s)/ w f dX
G
= kw(s)
ou 5
k= A(wf) .
On ainsi montré que :
wlwkxf<kw. (1)
Posons

w=kwxf.
Alors w' est continu — resp. C*™ —, & valeurs dans [1, 400 [, et vérifie pour tous s,t dans G :
w'(st) = kw x f(st) < k> w(st) < k2 w(s) w(t) < k2 (w* f)(s) (wx* f)(t) = w'(s)w'(t).

Donc w' est un poids sur G définissant la méme sous-algébre de LY(G) que w d’apres (1).
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3.1.12 Dans les trois propositions suivantes, on étudie la croissance d’un poids sur un
groupe localement compact connexe. La premicre montre que, sur un tel groupe, tout
poids est dominé par une puissance du poids e . Une estimation de la croissance de 7
est alors donnée dans la proposition suivante lorsque le groupe est supposé de Lie. La
derniére proposition montre que sur un tel groupe, la croissance de tout poids est au plus
exponentielle.

3.1.13 Proposition -

Soient G un groupe localement compact connexe et w un poids sur G borné
sur tout compact. Pour tout U dans Ug(e), il existe un nombre réel positif kuy
tel que

w S ek’uTU

i.e, tel que pour tout s dans G :

w(s) < efv v ),

Preuve. Soit s un élément de G différent de e. Par définition de 7, (s), il existe des éléments
81,y 81 (s) appartenant a U tels que

8281...8,,.U(s)

donc
w(s) < w(sy).. .w(s,,U (s)>
< 03](8)
— ekU TU (S)
ou
cv =max {w(t) |t €U}
et

ky =Incy.

3.1.14 Proposition

Soient G un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie g. Une norme || || quelconque
étant fixée sur l'espace vectoriel g, pour tout U dans Bg(e), il existe un nombre
réel strictement positif cy tel que pour tout X dans g :

TU(epr) <l+cylX]|-

Preuve. Soient r un nombre réel strictement positif tel que I'exponentielle de la boule
fermée de centre 0 et de rayon r dans g soit contenue dans U, et X un élément non nul
de g. Il existe n dans N* tel que

(n—1r < || X|| < nr.
Alors

expX = (exp%—) eUm

d’ol
T, (expX) <n<1 +r7 Y X

Enfin le résultat est encore vrai si X est nul.
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3.1.15 Corollaire

Soient G un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie g, et w un poids sur G borné
sur tout compact. Une norme quelconque étant choisie sur I’espace vectoriel g, il
existe un nombre réel c supérieur & 1 et un nombre réel positif k tels que pour
tout X dans g :

w(exp X) < ceklIXI,
Preuve. 11 suffit d’appliquer les PROPOSITIONS 3.1.13 puis 3.1.14.

3.1.16 Exemples
Prenons pour G le groupe additif R”. Une norme || || sur R" étant choisie, la fonction

z—1+alz|, |
ol a est un nombre réel non nul, est un poids ssi a est strictement positif. La fonction
z—1+blzl+alzl?, a#0,

est un poids ssi les nombres réels a et b sont strictement positifs et vérifient

2a < b?.
Plus généralement, soit m un entier supérieur & 2. Choisissons un nombre réel strictement
positif aj, puis successivement as,...,a,, de sorte que pour tout k£ dans {2,...,m},
on ait : B

plq! CLp Qg

O<ak§min{ ‘1<p<q<k—1etp+q—k}

On vérifie alors que la fonction
m
214 ol
k=1

est un poids sur R™. Par exemple la fonction
g 1+clazl+blel® +allzl®,  26<c? 3a < be,

ol a, b et ¢ sont des nombres réels strictement positifs, est un poids sur R".

3.1.17 Remarque

Si w est un poids, il se peut que —w + l ne soit pas un poids ; donc si w et w’ sont deux
poids et si A appartient & [0,1], alors )\w + (1 = X)w’ n’est pas un poids en général. Voici
un contre-exemple : des calculs directs montrent que la fonction w définie sur le groupe

additif R par
) ,
ge%|$|-§, si |x|§§ln2

w(w) = 5 3
2z| + = —3ln2, si |z| > 51112

est un poids continu, symetrlque a croissance polynomiale, et vérifie pour tous 7,8
appartenant a [—— In2,3 ln2] tels que r + s soit non nul :

1w(7~+s)+ ; > (1 (r) + 1) (;w(s)—i—%).
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3.2 Calculs explicites en pas inférieur a 6

Dans tout ce paragraphe, g désigne une algébre de Lie nilpotente. Partant de go = g,
on définit g,, pour m dans N* comme le R-espace vectoriel engendré par '’ensemble
des [X,Y ] ou X parcourt g et Y parcourt g,,_1. Le pas de nilpotence de g est noté n,
c’est a dire que g, est réduit & {0} et g,—1 est non nul.

3.2.1 Dans la suite de ce paragraphe, le crochet de deux éléments quelconques X et YV
de g va étre écrit, lorsque cela est possible, sous la forme de produits dans le groupe g
de.o; X et B;Y ou «; et B; sont des nombres réels. Une telle écriture sera obtenue a partir
de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff [15] : '

1
12

~ X-Y5X+Y+%[X,Y]+ [X,[X,Y]] +T1§[Y,[‘Y,X]] —Eli[y,[x,[x,Y]]]

- % _X, :X,[X,[X,Y]]H - %[Y, [Y, [Y,[Y,X]]i
+1—:120 X X, [Y,[Y,X]]H + -12—0[1/, v, [X,[X,Y]‘]j_
+3—éO X Y [Y,[Y,X]]H +%[Y, [X, [X,[X,Y]]:: mod g5

et en utilisant d’autre part quatre autres formules, écrites dans 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 et valables
. d’ailleurs dans toute algebre de Lie, qui résultent de I'identité de Jacobi :

X[V, 2]+ [v.1ZX]] + [2]X,Y]]=0 1
3.2.2 Remarquons d’abord que 1’égalité (1) écrite en prenant {X,Y ] pour Z donne :
[x,[v(x.¥]]] = [, [x[xY]])].
La proposition suivante donne un analogue de I'identité de Jacobi pour 4 éléments.

3.2.3 Proposition
Pour tous éléments X, Y, Z, T dans g :

[X, [Y,[Z,T]]] + [Y,[Z,[T,X]]] + [z, [T,[X,Y]]] + [T, [X,[Y,Z]]]

=[[X,Z],lv,T]] (2

Preuve. D’apres (1), on a

[X, [Y,[Z,T]]] - [Y, [X,[Z,T]]] ~[12,1],[X,Y]]

[z [T x ]| = [n[2x Y]] - [[xY].[27]].
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Il vient alors
[X, [Y,[Z,T]]] + [Z, [T,[X,Y]]] - [Y, [X,[Z,T]]] + [T, (2, [X,Y]]]

et par conséquent

[ x,[v, ]j+[Y,[Z,[T,X]]:+[Z,[T,[X,Y]]]+[T,[X,[Y,ZH]
- r X[ZT] [+ [v[217x0)] + [T [216¥]]] + [0 [ [v.2]]
=[v.[nzx))] + [n v (x21]] |
=[[XZ] YT]]

les deux dernieres égalités résultant de (1).
La PROPOSITION 3.2.3 permet de trouver deux autres formules :

3.2.4 L’identité (2) écrite en prenant X pour Z et [Y, [X, Y]] pour T donne :

(2)
[ XY]]H Y,{X,[X,.[K[KX]]]}

:'_g(lX’[X[ [Y[YX]]” Y,[Y,[X,[-X,[X’Y]H”)

et (2) écrite en prenant X pour Z et [X, [X,Y ]| pour T donne :

+

+

2

X, [Y, [X, [X,[X,Y]] ]J }

_ ly, {X,[X,[X,[X,Y]]”: - [X’ [X’[X’[Y’[Y’X”]”'

3.2.5 Posons, pour tous X et Y dans g :
A(X,Y)=X Y (-X)- (-Y).

La formule de Baker-Campbell-Hausdorff est maintenant utilisée pour ”développer” la
quantité A;(X,Y). Les formules 3.2.2 3 3.2.4 permettent ensuite de réduire la somme
obtenue et de donner finalement une expression respectant la symétrie des roles joués
par X et Y dans la définition de A;(X,Y), puisqu'il est clair que

Al(Xa Y) = —'AI(Y:X)

Apreés de longs calculs, voici le résultat obtenu modulo gg :
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1

+6([X [X[XY]]] [Y,[Y,[Y,X]]]) |
Y,

Ry (e )

+i([x,[x,[x,[x,Y1]H—[Y,[Y,[Y,[Y,XH]D
| y,[y,[X,;[X,[X’YH]” _[x, [X,[Y,[Y,[Y,X]] H)
( Y,[X,[X,[X,[X,Y]]]H—{X,‘[Y,[Y,[Y,[Y,X]]] _

18 ( Y, [X, [X,[Y,[Y,X]]]H _

AX,Y)=[X, Y]+ ([ (X, Y]] - [Y,[Y,X]])—I—i[Y,[X,[X,Y]]]
X

Pour faire disparaitre dans A;(X,Y") les termes comportant éxactement ‘2 crochets, posons Y
Ay(X,Y) = A1(X,)Y)- A1 (—X,-Y). .

On obtient alors, modulo g¢ :

CAN(X,Y) Ez[,X,Y]Jr%[Y, [X,[X,Y]]] + ([X [X,[X,Y]]] . [Y, [Y,[Y,X]]])

r1([x[r ]|+ [Y’[X?[X’[X "]))

(s etamon]]- [ = ]

+§1z< v x[x [X’Y”]H_[X [Y[Y[Y[YXH]U

e ([ [xx [YXH]H—[X’[Y[”X[””]J)
, 1))

L’écriture de cette expression respecte encore la symétrie des roles joués par X et Y dans
la mesure ot A2(X,Y’) vérifie la relation

A(X,Y) = —Ax(-Y, - X).
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La suppression des termes contenant exactement 3 crochets dans Ax(X,Y) peut se faire
efficacement avec des multiples complexes de X et Y en posant

A3(X,Y) = A(X,Y) - A2(iY,iX).

Elle peut également se faire avec des multiples réels de X et Y en posant d’abord

AY(X,)Y) = Ay(X,Y) - A4y <§ —8Y>

A3(X,Y) = 4)(X,Y)- AL (—sx, %)

puis .
A3(X,Y) = AJ(X,Y) - A3(-Y, X).

L’expression A3(X,Y’) ne comporte alors plus de commutateurs d’ordre 3 (voir ci-apres).
Le choix des coefficients dans I'expression de A3(X,Y) et A3(X,Y) n’est pas unique, mais
tout autre choix réel aurait aussi conduit & des expressions ”cassant la symétrie entre X
et Y”. On obtient alors, modulo gg :

A3(X,Y) = 4[X, Y]+ 1"2” <[X [X, [Y,[Y,X]]” + '[Y, [Y,[X,[X,Y]]H)

e ([« e e )

+§16< X,[x,[x,[x,[x,YH” _ ;f,[y,[x[Y,[Y,XH]H)
+1_52iy,[x,[x,[x,[x,w]]”+E[X’[K[K[Y’[Y’X”]”

+?1)_Z:Y,[K[X,[X,[X’y]]]”+%[X,[X,[Y,[Y,[Y,X]]]”
+%< Y,{X,[X,[Y,[Y,X]]]””‘[X7[Y’[Y7[X’[X’Y]]” )

)

| +[Y,[Y,[Y,[X,[X,Y]]”

et d’autre part

A3(X,Y)=36[X,Y] modg,.

Supprimons maintenant les termes de A3(X,Y) contenant exactement 4 crochets. Pour
cela, posons

A(X,)Y) = A3(X, Y) As(—X,-Y).
Posons de méme

iL(X, Y) = Aé(X, Y) : Aé(_X7 _Y)'
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On obtient alors, modulo ge :

AX,Y)=8[X,Y]
+ 115 ([X [X, [X, [X,[X,Y]] ”

Apletsien]

Y, [Y, v, [Y,[Y,X]]]: D

X, K [Y,[Y,[Y,X]]]]T

B e o] ] &[]
+%<Y [X,[X,[Y,[Y,XH]H _ X,[Y,[Y,[X,[X,Y]]”j>

+

42 <'x, [X,[X,[Y,[Y,XH]]

Y, [Y, [Y, [X,[X,Y]]]p)

et
AY(X,Y)=72[X,Y] modgs.

Pour faire disparaitre les termes contenant exactement 5 crochets dans A4(X,Y), posons

ol .
12

j_—_e3 .

On obtient alors :
As(X,Y)=8(1—4%)[X,Y] modge
=8v3e% [X,Y] modge

3.2.6 Application
Si g est de pas 2, alors : [X,Y] = A1(X,Y)

X Y
Si g est de pas 3, alors : [X,Y]:A2< )

V2' V2
Si g est de pas 4, alors : [X,Y] = A3 (%,% = Al <_§,%>
Si g est de pas 5, alors : [X,Y ]| = A4 (%,%) = A, (%’6%)
Si g est de pas 6, alors : [X,Y ] = As ( X — Y m)
W2 Y¥3elz 22 V3el2

La proposition suivante généralise les résultats de 3.2.6 & un pas quelconque.
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3.2.7 Proposition

Soit g une algébre de Lie nilpotente de pas n supérieur & 2. Il existe des nombres
complexes «,...,aon tels que pour tous X et Y dans g :
2n—1
[X,Y] =[] (21 %) - (025Y).
j=1

Preuve. Pour tous X et Y dans g :

AXY) =X Y- (-X)-(-Y)
et
Al(X,Y)E[X,Y] modgz.

Supposons construit

A(X,Y) = [ [ (baj-1X) - (b5Y)

=ax[X,Y] modgris

- ou k est un entier non nul et a;y un nombre complexe non nul.

En développant ’expression de Ay (X,Y) par la formule de Baker-Campbell—Hausdorff les

termes de Ax(X,Y) appartenant & gg,, et n’appartenant pas a gg42 ont exactement k+2
”composantes”. Soit ¢ une racine primitive 2(k + 2)iéme de 1’unité dans C. Posons

Ap11(X,Y) = Ap(X,Y) - Ap(¢X, CY).

Alors i
: Ap+1 = Ap(X,Y) + Ap(CX,CY) modgra

=ai(1+¢%) [X,Y] mod gi42.

Puisque & est non nul, ¢ est différent de +i, et comme aj, est non nul, ax(1+ ¢?) est non
nul. Ainsi

2k
Ar1(X,Y) = [](b2j-1X) - (b;Y) H(sz 16X) - (b2;¢Y)
j=1 j=1
ok+1
= [ (cz-1X) - (ez;7)
i=1
et
Ap11(X,Y) = a1 [X, Y] mod gpys
ol

ak+1 = ax(1+¢?) #0.

On a ainsi montré que pour tout k¥ dans N*, il existe des nombres complexes by, ..., bokt1
et un nombre complexe non nul a; tels que pour tous X et Y dans g:

2k
ar [X,Y] = [[(b2j1X) - (b2;Y) modgpys.
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En particulier, il existe des nombres complexes by, ... ,bon et un nombre complexe non
nul a,_1 tels que pour tous X et Y dans g :

2n—1
an-11X, Y] = [] (b2j-1X) - (b25Y)
j=1
puisque g, est réduit & {0}. Soit 6 une racine carrée de a,_1 dans C, et pour tout j
dans {1,...,2""1}, posons a; = b;/6. 1l vient alors :
2n—1

[X,Y]= H (agj—1X) - (@2;Y).

3.2.8 Remarque

Comme le montre 3.2.6, on peut supposer dans la PROPOSITION 3.2.7 tous les nombres «;
- réels si n est inférieur & 5, mais avec un nombre de facteurs dans le produit éventuellement
supérieur & 2". La PROPOSITION 3.3.4 montrera que ce résultat subsiste méme si n est
supérieur a 5.

3.3.Cas d’une algebre de Lie nilpotente de pas quelconque

3.3.1 Dans tout ce paragraphe, G désigne un groupe de Lie nilpotent simplement connexe
d’algebre de Lie g, et n le pas de nilpotence de g. Rappelons que pour X dans g et ¢
dans {1,...,n}, X appartient a g; ssi X est combinaison linéaire de termes comportant
tous au moins i crochets. Pour tout i dans {1...,n}, choisissons un sous-espace vectoriel.
supplémentaire V; de g; dans g;_1. Alors

"
=B
i=1
Enfin, pour X et Y dans g, on note
(X,Y}=X Y- (-X)-(-Y),

3.3.2 Lemme
Pour tous éléments X1,...,X, dans g, on a:
[X1,[X’2,[---,Xn—1]---]] E{Xl,{Xz,{...,Xn__l}...}} modgn_l

et
(X1, [ X[ Xl ] = { X { X2, { ., Xn }o o 3 )

Preuve.
1) Prouvons la premiére assertion. Si n est égal & 1 ou 2, la propriété est vide. Si n est
égal & 3, on a, par la formule de Baker-Campbell-Hausdorff

(X1, Xa] = { X1, X2} + 5 (1%, [, Xa )] = [ X, (X0, Xa )
d’ou
[ X1, X2) ={X;,X2} modgs.



52 Chapitre 3

Supposons le résultat vrai pour une algébre de Lie nilpotente de pas n — 1 > 3 et soit g
une algébre de Lie nilpotente de pas n. Comme 9/8n-1 est nilpotente de pas n — 1, il
vient, par hypothese de récurrence :

[X2+U2,[...,Xn_1 +un_1]...]:{X2+uz,{...,an1+un_1}...}+v

ol les u; appartiennent & g,-1 et v & gp_o. Or gn—1 est central, donc 1’égalité précédente
s’écrit :
[Xz,[...,Xn_l]...] = {Xg,{...,Xn_l}...}-f-’U.

Notons
U= {Xz,{...,Xn_l}...} € gn-3-
Alors
{Xi,u} =% (u) - (—u)
= <u+ [X1,u] + % [Xll,v[Xl‘,u]]> ()
= [Xl,U] + % [Xl, [Xl,u]]
[[Xl’u]’u] COn—uaCgn= {0}
Ainsi :

(X { X { oo Xna} . ) ) = [Xl,[XZ,[...,X,{_l]...]]—[Xl,v]—!——zl—[Xl,[Xl,u]]
] |

=Xy, [Xo[..., Xn-1]...]] modgn_i.

2) La propriété & prouver est vraie lorsque n est égal & 2 comme cela a été vu dans 1).
Supposons le résultat vrai pour une algébre de Lie nilpotente de pas n—1 > 2 et soit g une
algebre de Lie nilpotente de pas n. Comme g /8n—1 est nilpotente de pas n — 1, il vient,
par hypothese de récurrence :

[Xz,[...,Xn]...]:{Xg,{...,Xn}...}-l-’U
ou v appartient & g,,_;. Notons

U:{Xz,{...,Xn}...}Egn_z.
Alors
{X1,u} =X (u) - (—u)
= (u+[X1,u]) - (—u)
= [X17u]
= [Xlau+v]
c’est a dire

(X0 {Xo,{o o, Xn Y 3} = [ X0, [ X [ X ] 1]

3.3.3 Dans la proposition suivante, le crochet de deux éléments quelconques X et Y de g
va étre écrit comme produit dans le groupe g de a; X et b;Y ou a; et b; sont des nombres
réels. Une borne est donnée pour le nombre de facteurs dans le produit, ce qui précise un
résultat de [29)].
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3.3.4 Proposition

Pour tout entier naturel n supérieur a 2 :

1) II existe un entier naturel m, ne dépendant que de n, et 2m nombres
réels ai,...,am, bi,...,bm tels que pour tous X et Y dans g, on ait :

X+Y = ﬁ(aiX)  (B:Y).

2) 1l existe un entier naturel p, ne dépendant que de n, et 2p nombres réels

Ciy--eyCp, di,...,dp tels que pour tous X et Y dans g, on ait :
P
[(X,Y]=][](eX)- dY).
i=1

De plus, m et p sont inférieurs & 2"(2"™ — 5) 4+ 2n + 2.

Preuve.
‘1) Si n est égal & 2, 'algebre de Lie g est nilpotente de pas 2 et on montre facilement a
Vaide de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff que pour tous X et Y dans g

X X
X+Y=—Y. . —.
+ 2 2
Supposons le résultat vrai pour une algeébre de Lie nilpotente de pas n — 1 > 2 et soit g
une algebre de Lie nilpotente de pas n. Comme g/g,_1 est nilpotente de pas n — 1, pour

tous X; et X, dans g, il vient, par hypothese de récurrence :

m

X1+ X = H(chl) . (dZXz) + ’U,(Xl,Xz)

i=1

ou u(X1,X2) appartient a g,—1, donc au centre de g. Il ex1ste des nombres réels ¢;,. s,
ou (i,...,in) parcourt {1,2}" tels que : :

u(X1, Xz) = ST i (X [ X[ Xan ] ]
(i1,-sin)e{1,2}"

= 11 [Ciyrin Xirs [ Xigs [+, Xin ] - 1]
(ila"'vi’n)e{ 1,2 }n

Par le LEMME 3.3.1, on a

U(Xl,Xz) = H {cil...inXil,{Xiz’{‘"’Xin} }}

(31,..,in)e{1,2}"
et donc

m

X, + X5 :H(chl)(de2) H {cil...inxila{X’iza{‘"’X’in} }}

i=1 (7:17'-'77:%)6{172}"

ol c¢1..1 et co..o sont nuls.
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En notant m,, le nombre suffisant de facteurs pour écrire toute somme X 1 + X5 sous la
forme d’un produit dans le groupe g lorsque g est nilpotente de pas n, on a montré que ms,
est égal & 3 et que

Mp = Mp_1 + (2" = 2)(3 x 271 - 2)
par conséquent
My, = 2"TH(2™ — 5) + 4n + 3.
2) Prouvons la 279¢ assertion. Si n est égal a 2, alors pour tous X et Y dans g, on a
[X,Y]=X Y- (-X)-(-Y). | I
Le reste de la preuve est analogue 3 1) et on trouve donc
P =2"M1(2" —5) +4n +4
ol pp indique le nombre suffisant de facteurs pour écrire tout crochet [X1,X2] sous la

forme d’un produit dans le groupe g, lorsque g est nilpotente de pas n.

3.3.5 Corollaire

Soit g une algébre de Lie nilpotente de pas n supérieur & 2. Soient X1, Xp
des éléments de g de la forme :

xo= [t [x2 [ oxs] .
II existe un entier naturel q, ne dépendant que de p et n, tel que :
P q L
ZX" H H Cisty; Xy
i=1 =1

Jj= 1<i; <p
1<t . <k;.
I B |

Preuve. 1l suffit d’appliquer la. PROPOSITION 3.3.4 autant de fois que nécessaire.

3.3.6 Fixons dans la suite de ce paragraphe une norme euclidienne || || sur g, et notons U
- Pexponentielle de la boule unité B de g. Le poids wy défini en 1.1.9 sera noté wg.

3.3.7 Corollaire

11 existe un nombre réel c; supérieur a 1 tel que pour tous j dans {1,...,n-1},
et X dans g; :

wa(exp X) < ¢ (1 + || X|)6+D7

Preuve. Fixons j dans {1,...,n— 1} et soit (Xq,... ,Xp) une base orthonormée de g, .
Chaque X; peut étre choisi de sorte que

X; = [X},[Xf,[...,xg’“] ”

pour certains éléments XF de g. Fixons X dans gj-
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Alors
p

A +IXI)7X =Y X

i=1
o1 les nombres réels ¢; sont de valeurs absolues inférieures a 1, d’ou

4

X:Zc2(1+l|X||)[ [X2 [...,Xg'“] H

i=1

'M”

fes(t 4+ IO 7 X, [+ XD X2, [ (L XU

=1

Par le COROLLAIRE 3.3.5, il vient

I

X = H [T comrm @+ IXIDEDT X
= 1<im, <p
1<"'m<.7+1

pour un certain entier naturel ¢ et certains nombres réels c,,r,, , ne dépendant que de j,
n, et p. Soit s le nombre de facteurs dans le produit précédent. Posons

c:max{|cimrm||1§im§p, 1§5rm§j+1,‘1§m§q}
et
t=max { | XF|||1<i<p, 1<k<j+1}.

Alors »
exp X € Us(1+E(ct(1+||X||)<J'+1> )

ot E désigne la partie entiére, d’ou par définition de we ‘
welexpX) < 1+s(1+ B (ct(1+ BOGSE)

<14 s+ sct(l+ || X|)E+D™
<a(+|x|ern”

c1 =14 s+ sct.

3.3.8 Proposition

II existe un nombre réel c, supérieur & 1 tel que, pour tout X dans g, on ait
pour tout j dans {1,...,n} :

(L+ X510 < c2we(exp X)

ou X; désigne la composante de X appartenant aVj.

Preuve. Fixons j dans {1,...,n}.

1) Soit € un nombre réel strlctement positif. Montrons par récurrence sur m que pour
tout entier m supérieur & 1, il existe un nombre reel a. tel que si exp X appartient
a (expeB)™, alors || X;| est inférieure & a.(1 4+ m)’. Montrons en outre que l'on peut
supposer a. strictement inférieur a 1 si € est suffisamment petit.
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Si m est égal & 1, alors || X;|| est inférieure & €, donc €277 convient pour a .

Supposons le résultat vrai pour m — 1 et soit exp X dans (expeB)™. Alors exp X s’écrit,
exp(Y - W) o1 expY appartient & (exp eB)™ 1 et W a eB. Par hypothese de récurrence,
il existe un nombre réel a. indépendant de X tel que

Y51l < aem?. | (1)
Par la formule de Baker-Campbell-Hausdorff,
YW); =Y; + W; + Q;(Y, W) (2)
ol
Qj(Yaw): Z cz?l...ip [Tiv[""TiP]"']j (3)
SR

et ou chaque T;, est Y;, ou W, , i.e un élément de Vi, - Comme chaque W;, apparait au
moins une fois dans chaque crochet, il en résulte que S . '

[ R RSN TN ARSI

<ellTull-- ATl 1Ty

I T ,,||_l -
<easm'...a.mi* .. a.m'»
<eal lmi!
<ebi Il
ol
be =max {1, a.}.

La relation (3) entraine alors

Qs W) <ebl™tmi™t 3 id |-
] 500ny ’ile
iyt tip<y
Notons N le nombre de termes dans la somme précédente et posons
c=max{|d , ||t ...ip>Tetii+---+i,<j}.
Il vient par suite
1Q; (Y, W)l < ecNbL ™ m/ !
puis par (2) et (1)
MWl < 151+ W51+ 11, (Y, W)
<a.m! +e+ecNb~1mi?
<ece (1+m)
ol '
Ce = Qg +e+echg—1.

La derniére majoration s’écrit

161 < ce (1 +m)7.
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Par ailleurs, le nombre réel c. est strictement inférieur & 1 si ¢ est suffisamment petit.

2) Soient exp X dans U et & un nombre réel strictement positif. Notons M, I'entier naturel
vérifiant
M,-1<e ' < M..
Alors
IMIX| <ellX] <e
~donc exp(M;1X) appartient & expeB et par conséquent

exp X € (expeB)Me.

3) Soit X un élément non nul de g. Fixons ¢ suffissamment petit pour que a.
soit inférieur & 1 dans 1). Par définition exp X appartient a Uwelexp X)=1 donc &

(expeB)Me (wo(exp X)-1) d’apres 2), et d’apres 1)

1,0 < (14 M. (wolexp X) - 1))j

< (M. wg(exp X))j

j N\ /i
A+ 1) < (1+ (M. walexp X))
< (1 + MY wg(exp X).

3.3.9 Proposition

Il existe un nombre réel cs supérieur & 1 tel que pour tout Y7 - -- Y, ou chaque Y;
appartient a g;_1, on ait

11/ < 1YL/
117 < o max (1+ %)

et
N1/ < y1/¢
Y1179 < es max (14 %)

ot X, désigne la composante de Y1 ---Y, appartenant aVj.

Preuve. Fixons j dans {1,...,n}. Par la formule de Baker-Campbell-Hausdorff,

=Y+ Y g Yo%) 1)
AN s
d’out
10 <+ > ded o 1Yl Y
1} s-nny ip>1
i1+ +ip<J
Posons

c:max{lcflmip| | i1,...,0p > 1 et i +ip<g}

et notons N le nombre de termes dans la somme précédente.
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Il vient alors

X0 <l +c > (WM™ (v, )™

LRI ip>1
i1+ +ip<J

J
<Y +eN (max.(l = llnll)”’)
1<¢<

< (1+e) (max 0+ ||Y||>1/%)»’

Finalement
|])(j||1/j <(1 +cN)1/j max (1 + ||Yz||)1/’
1<i<y

La seconde majoration se prouve en remarquant qu'il existe une formule analogue a (1)
en permutant les X; et les Y;. Il suffit alors de recopier hgne par ligne les maJoratlons
ci-dessus. ' '

Le théoréme qui suit résume les résultats précédents.

3.3.10 Théoréme

II existe des nombres réels strictement positifs ¢ et ¢ tels que pour tout X
dans g, on ait :

¢ max (1+ || X; H)l/” <we(expX) < ¢ 11?&)( 1+ |1X; ||)1/Z

1<i<n

ou X; désigne la composante de X appartenant a V

- Preuve. La PROPOSITION 3.3.8 montre I’existence de c. Soit X un élément de g. Il existe
des éléments Y7,...,Y,,, ou chaque Y; appartient & g;_; tels que

X=Y,---Y,.
Par 1.1.9, il vient
we(exp X) < ng(eprj)

i=1
et le COROLLAIRE 3.3.7 entraine

n
wa(exp X) < Z (L4 (Y57

Il résulte alors de la PROPOSITION 3.3.9

M:

) 1/j
wg(expX) <c [1 —I-c7 max (1 + || X; ||)J/’J

1

j

1+03 max (1 + 1|1 X))

©
I
i

'M:

y1/4
<cn (1 3 max (1 +1X50) )

< el +e5) max (1+ ()"
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3.3.11 Notation

Soit G un groupe localement compact connexe. On note G le groupe dérivé
de G, i.e, I'adhérence dans G du sous-groupe engendré par les commutateurs
de G. Alors UNG4, noté V, est un voisinage compact symétrique de e dans G1,
et le poids wy sur G; défini en 1.1.9 sera noté wg, .

3.3.12 Théoréeme
Il existe un nombre réel strictement positif c tel que :

1/2
’wGI < C’LUG/ .
G1 !

Preuve. On montre facilement par récurrence sur ¢ que pour tout ¢ dans N :

(91)i C G2it1- | (1)
Notons p le pas de nilpotence de g; et soit ¥ un &lément de g1- Alors Y s’écrit |
Y=Y1--Y,
=X;+--+ Xp

ol chaque Y; appartient a (g1)i—1 et X; & (V1); oll, comme dans 3.3.1, les sous-espaces
vectoriels (V1); sont définis de sorte que (g1);—1 soit somme directe de (g1)i et (V1); pour
tout 4 dans {1,...,p}. Comme cela a été remarqué dans 1.1.9 :

wg(expY) = wg(exp Yy ...expYy)
<wg(expYy) + - + wg(exp Yp).
Or chaque Y; appartient & ga;—1 d’apres (1), donc par le COROLLAIRE 3.3.7 :
we(expY;) < c1 (1+[|%[) V>
d’ol1 »
we(expY) <1 Y (1+[|Yil)'/*
i=1

<eip max (1+ ;)22
N\ 1/2
<erp <113ia<xp (1+ IIYz'II)l/')

1/2
< ep-+eup uax V)

La PROPOSITION 3.3.9 entraine alors

1/2
wg(expY) < cip+c1p (c3 max (1+ ||Xi||)1/’)
1<i<p
et par la PROPOSITION 3.3.8

1/2
wa(expY) < e1p + e1p(cs ca we, (exp Y)) /
< cwé/f(exp Y)

c=cip+cip (C2C3)1/2 .

S
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3.4 Exemples

Ce paragraphe donne les premiers exemples concrets de poids sur des groupes de Lie
nilpotents simplement connexes. Sur un tel groupe G, 1.1.9 montre qu'il est possible
d’associer, de fagon naturelle, & tout voisinage compact U de e dans @, un poids wy sur G.
Un choix judicieux de U permettra des simplifications dans les calculs et la PROPOSITION
1.1.5 montre que le choix d’un voisinage particulier ne restreint pas la généralité du résultat.
Chaque exemple se termine par I'illustration du THEOREME 3.3.12, ol1 la constante ¢ est
calculée explicitement.

‘Dans ce qui suit, gl,(R) désigne l'algtbre de Lie des matrices carrées d’ordre n, &
coefficients réels.

-3.4.1 Désignons par Hy, le groupe de Heisenberg R™ x R™ > R, dont la loi est donnée par
1
(z,y,2)(2",y,2) = <x+x’,y+y',z+z'+ §(x-y’ - yx’))

ou z -y désigne le produit scalaire usuel de z et y dans R :

n
x'yzszz‘yi-
i=1

Le groupe de Lie H,, est nilpotent de pas 2, et son algebre de L1e b, est la sous- algebre
‘de Lie de gl,,+2(R), constituée des matrices de la forme

0 =1 ... ... z, =z

( \

S0 L. 0wy
0

: Ly

\O v i 0

En notant (x,y,2) 1’élément ci-dessus, ’application exp est alors I’application identique.

Posons

n n abn abn
Ua,b—[—a,a] X[—b,b] X [—777}

ol a et b sont des nombres réels strictement positifs.

Alors Uy - est un voisinage compact symétrique de e dans H,,, et le choix particulier du
dernier intervalle permet de trouver expression ”la plus simple possible” des puissances
successives de ce voisinage. On montre en effet facilement par récurrence que pour tout k
dans N :

= [—ak,ak]™ x [~bk,bk]™ x [ ag" k2, “;”k J

_ Il 19l oo 2z]
an,b(x7y7Z)_1+ma:X{ E( ——a— ,—E — b ,_E —_ abn

ou E désigne la fonction partie entiére.

d’ol
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Comme le groupe dérivé (Hy); de H, est {0}% x R, l'expression de wy,, sur (Hn)

s'écrit
| 2|z
wy, ,(0,0,2) =1-FE (— %1;')
2
<2+ 202l
abn
Posons
Va,b = Ua,b N (Hn)l .
Alors pour tout £ dans N :
Vi = (03" x | -5k
d’on 202
z
wy, ,(0,0,2) =1—-F (—Egﬁ)
>1+ M .
abn
D’autre part, on vérifie que :
2
sup{ AL uZO} =5,
1+u ’

et par conséquent

wy, < \/_’wl/2
a,blVa’

3.4.2 Désignons par K3 le groupe de Lie nilpotent de pas 3 dont la variété sous-jacente
est R*, et dont la loi est donnée par

_ | 1
(T, y1,92,¥3) (&', Y1, ¥y U3) = (w +2' 1+ YLy H s + 5(96?/’1 —2'y1),ys + U5

1
+=(zyy — 'y2) +

2

e~ P -a)).

L’algebre de Lie €3 de K3 est la sous-algebre de Lie de gl4(R), constituée des matrices de
la forme

Y

N
=N W

0
x
0 y
0 0

OO OR

0
0
0
0

En notant (x,y1,Yy2,ys) 'élément ci-dessus, I’application exp est alors 'application iden-
tique. Posons

ab ab 5a2b 5a2b
36 36

Usp =[—a,a] x [—b,b] x [—?,?

oll a et b sont des nombres réels strictement positifs.
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Alors Ug, est un voisinage compact symétrique de e dans K. 3 et on montre facilement par
récurrence que pour tout n dans N :

| 2 2
oy =[—an,an] x [—bn,bn] x [—%énz azb nz} X {—%n:*,S;—;n:’]

d’ou

|z| |y1] 2lys|
an,b(x’y]-)yZ)y:;) :1+maX{—E <_; 7“E _T a_E —_ a_b ‘ ,‘
3 772,y3|
E ( a?b ’

Comme le groupe dérivé (K3); de K3 est {0}2? x R2, Pexpression de wy, , sur (K3);

s’écrit
2 7.2
an,b(O,O,yz,y3)=1+max{—E <_ %),—E (_3 ai@;3|>}
2 2
<2+max{\/ IZ] :\),/7, 2|y31}.
ab

Voo =Uap N (K3)1.

Posons

Alors pour tout n dans N :

ab b 5a2b  5a2h
s ={0}* x [ 2n,a—n]><[ 220,280 n}

2 36 36
d’ou " A N
. ' 2 Y2 7,2 Y3
wy, ,(0,0,y2,y3) = 1 4+ max { -F (—-%—> ,—FE (.. o ) }
2ly2| 7,2|ys|
> 1+ max { b o [

Par ailleurs, on vérifie que :

2+ v
u,vE]R+}:sup{
v+

1)20}

Sup{b\/l-l—max{u,v}

2+ v
2,36<sup{
v1i4+wv

et

v20}<2,37.

Par conséquent, il vient

wy <237Twy’.
, ,

a,bl



3.4 Comportement d’un poids 63

3.4.3 Désignons par N3 le groupe de Lie nilpotent de pas 3, dont la variété sous-jacente
est R® et dont la loi est donnée par

[ A A Y R / / / /
(1)1,.’112,.’173,y1,y2,Z)(wl,wz,wg,yl,yz,Z ) = (-’1;1 +£131,$2 +.’L'2,l'3 +~'I;3>y1 +y1

1
4= T1Yh — ThY2 + Y125 — Y13)

1
z(mlxg —zhz2), Y2 + Y5 + —Z—(xzmg —xhzs),z+2 + =

5 (

! / /
12(9:1:1:2303 + z2hrs + 1757y — 201X5T3 — 2x1x2$3)) .

- L’algebre de Lie n3 de N3 est la sous-algebre de Lie de gl4(R) constituée des matrices
strictement triangulaires supérieures, i.e, de la forme

0 I U1 z

0 0 =z ¥
0 0 0 I3
0 0 0 O

En notant (z1,Z2,%3,Y1,Y2,2) ’élément ci-dessus, l'application exp est I’application
identique. Posons

' ab ab bc be 5abc B5abe
U‘a,b,c’—,[—a,a] x [=b,b] x [—c,c] X [—?,—2——} X {—5,7] X [ RTRET ]

ol a, b, ¢ sont des nombres réels strictement positifs.

Alors Ug .- est un voisinage compact symétrique de e dans N3, et on montre facilement
que pour tout n dans N :

:VU(’;,b’c — [—an,an] x [—bn,bn] x [—cn,cn] x [—%bnz,%lznz] X |i—b—c-n2,§—c—n2}

Sabc 3 babc 5
X[ 18 "8 ]

d’ou

() () ()

Comme le groupe dérivé (N3); de Nz est {0}3 x R3, 'expression de wy,,, sur (N3)1
s’écrit

2|y1| 2ya|
an,b,c(O’OaanlayZaz):1+maX{—E (— _ab— ,—E — _b_(.:_ ,
2
<2 +max{ \/ |y1 \/2|y2| §/3,6|z| }
abe
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Posons
I/:z,b,c = Ua,b,c N (N3)1 .

Alors, pour tout n dans N :

ab  ab be  be 5abc  Sabe
e ={0P X | —=n,—n|x|—-=n =n| x| =222¢, 22¢,
abyc 2 ™3 2 ™3 18 ' 18
d'oit

_ . 2|y ( 2lys 3,6/2|
wVa,b,c(07O7O)y1>y2yz) = 1+ max{ E ( ab > ) E <_? ’*E _—G,E

20| 2lys| 361z }

>
_1+max{ ab  be  abc

Par ailleurs,

v/1+ max {u,v,w}

2 3 3
Sup{ + max { \/u, /v, Yw} u,v’w€R+}zsup{2+\/'E(w20}

et, comme dans I’exemple précédent, il vient :

wy <237Twf? .

a,b,c,
a,b,c

3.4.4 Désignons par K4 le groupe de Lie nilpotent de pas 4, dont la variété sous-jacente
est R® et dont la loi est donnée par

1
(T, y1, Y2, U3, ya)(2', y1, b, U5, vh) = (x +2 1+ Y, v + b+ §(wyir~ *'y1),ys +v4

1 1 1 1
+§($’y§ —z'ys) + E(wy{ — 'y )z — '), ya + vy + 5(153/:’3 —2'ys) + E(xyé ~a'ys)(z — ')

1
—ﬁxx’(xyi — x’yl)) .

L’algebre de Lie €4 de Ky est la sous-algébre de Lie de gls(R), constituée des matrices de
la forme

0 z 0 0 y,
0 0 = O Y3
0 0 0 z yo
0 0 0 0
0 00 0 O

En notant (z,y1,y2,ys,y4) 1'élément ci-dessus, I'application exp est alors I’application
identique. Posons

5a%b 5a2b a3b a3b
Vs = [omalx ) x [ -3 | » -] -5%)

ol a et b sont des nombres réels strictement positifs.
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Alors U, est un voisinage compact symétrique de e dans K4 et on montre facilement que
pour tout n dans N :

(Zb:[—‘m’@n] % [—bn,bn] % [——z—n ,—2—n } % [ 5;16 n3,5§6 3}

d’olt

' . T 2
an,b(:z",ylay2ay37y4> =1 +ma'X{ —-F <_%> 7_E <_|ibll> 7_E (— %) 3
| 3/7,2|ys| 4/ 36y
E (_ a?b »—F a3b )

Comme le groupe dérivé (K4); de Ky est {0}% x R3, lexpression de wy, , sur (Ka)
s’écrit

| 2|yz| 3/7,2|ys|
an,b(Q,0>;y2,y3,y4)=1+max{—E (— b 2 - — |

< 9+ max { /2 yz \/72ly3|’ |y4|}
a?b

Va,b — Ua,b N (K4)1-

Alors, pour tout n dans N :

2 2 3 3
ab—{O}z [—%bn,a—bnjl X [———5(1 bn,——5a bn] X [—g—bn,g—bn]

Posons

36 36 36 36
d’ou

2|ya| 72|y 36yal
w =14max{ —E (-2 g2 _p{ -2
Va,b(07 Oa Y2,Y3, y4) { < ab ’ a2b 3 PR

2|y2| ’ 7,2|ys] ,361y4|
ab  a2b  a3b |’

> 1+max{

Par ailleurs, on vérifie que :

3/~ 4 4
sup 2+ max{ v, Vv, Yw} u,v,w € Ry :sup{2+ﬁ\w_>_0}
v/1+ max {u,v,w}

2 4/
2,44<sup{ \/—|1___|__w (wZO} < 245.
w

Par conséquent, il vient :

W), <245 w2 .



Chapitre 4

Orbites plates

Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe d’algebre de Lie g et 7 un
élément de G. Dans ce chapitre, 'orbite de la forme linéaire £ sur g associée a m par
la bijection de Kirillov est supposée plate, c’est a dire, de la forme £+ V, ou V est un
sous-espace vectoriel non nul de g*. L’un des buts de ce chapitre est de déterminer i(6).
C’est le théoreme de projection du chapitre 2 qui permettra de déduire le résultat du cas
ot1 l'orbite est ponctuelle, lequel a été traité au chapitre 1. Le pas de G est supposé, encore
ici, quelconque. Cependant, une difficulté survient lorsque 'espace P (G) des polynomes
sur G dominés par le poids w est restreint & expn, noté N, ol n désigne Porthogonal
de g. Les choses se compliquent lorsque cet espace est différent de PwlN(N ).
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Dans tout ce chapitre, G est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe d’algébre
de Lie g, et w un poids symétrique, continu sur G , & croissance polynomiale, et valant 1
en e. Ces hypothéses sur w permettent d’appliquer tous les résultats obtenus dans le
chapitre 2 ainsi que ceux du paragraphe 1.4. _
L’orbite O(¢) d’une forme linéaire £ sur g est supposée plate, c’est & dire de la forme :

O() =L+n°
ou
n=RadB,={Xeg|Weg: ([X,Y]=0}qg.

Soient m, dans G une représentation unitaire c_dntinue irréductible de G, associée 3
l'orbite O(£) par la bijection de Kirillov, et '

N =expn«dG.
4.1 Idéal minimal

La forme linéaire ¢, s’annulant sur [n,n], définit un caractere unitaire Xy de N comme
n n
dans 1.1.18 :
xe, (expX) = X)) X enq
n

et la représentation de G induite par Xe 2 méme noyau que my.
n

4.1.1 Notation

La proposition 1.3.1 montre qu'il existe un plus petit idéal bilatére fermé
J({Kermg}) —resp. ]({ Ker Xy }) —de L1 (G) - resp. L%Ul (N) — d’enveloppe
n N

{Kermy} —resp. { Ker X } — que l'on convient également de noter j(£) — resp.
n
j (EI ) — pour simplifier. De fagon analogue & 1.3.4, 'ensemble 7 ({ Ker m, b -
n
resp. J ({ Ker X }) — sera noté abusivement J(£) — resp. J (Z , ) —:
n n

J(@) ={JaL,(G) | h(J)={£}}

— 1 —
7(8,) ={ om0 [0 = {g }}
4.1.2 En accord avec 2.1.6 et 1.4.4, nous noterons :

Pw(G)lN - {PlN | Pe Pw(G)}

et

et

PwN(N):{P)PeP(N)et :gg%<+oo}.

Il est clair que P, (G est contenu dans P, (N) et 'exemple 4.2.5 montrera, que cette
!N 'N

inclusion peut étre stricte.
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4.1.3 Comme Porbite Ad*(N) <IZ| ) de /£ | est ponctuelle, le THEOREME 1.3.9 montre que
n n
7(4

invariants par translations. En particulier, 'idéal minimal j{ ¢, } de Ll (N) d’enveloppe
’ |n w| N

) est en bijection avec ’ensemble des sous-espaces vectoriels non nuls de P“’l (N)
n N

/¢ est donné par :
{41 p
j(£| ) = {feL},,l () | ¥P e Py (N) : f € Ker Py, }

4.1.4 Proposition

Soit W un sous-espace vectoriel non nul de P, (G) invariant par translations.
Pour f dans L} (G), on a les équivalences :

VYPeW : PfeKerm < Vz,y€ G, VP e W|N' : xfy|N € Kerng|
<= Vre(d, VPc Wl : $f| € Ker Pyy, .
N N ln

Preuve. Comme la représentation-de G induite par Xe @ méme noyau que 7y, O1 a :
n

VPeW : PfeKerm < VYPeW, PfeKerinngll
<~ VPeW, Vz,ye G : m(Pf)y| E,Kerxgl
N n

<= VP e W|N, Ve,y € G : zfy|N, € KerPXgIn

la 2"de équivalence résultant du LEMME 2.2.1 et la 3eme &tant due & I'invariance de W par
translations. Comme X (yny‘l) est égal & x¢(n), on a:

YPeW : PfeKermy <= VP € W|N, Ve, y € G : / P(n)f(x—lyn)xg(n)dnzo
N

< VP e W|N, Ve e G :$f|N € KerPXeln.

4.1.5 Proposition
“ L’idéal j(£) de LL(G) est 'extension de j(él )
: , n

Preuve.

1) Par la PROPOSITION 4.1.4, Ker 7y est L*(G/N)-invariant, et par suite Kerm, appar-
tient 3 ZL7(G/N)

2) Soient I; et I> deux idéaux bilateres fermés de L1 (G) qui sont L*°(G/N)-invariants.
Par le THEOREME 2.3.1, il existe J; et Jy dans TG tels que I, soit I'extension de J; et I
celle de J,. Alors

Ly, (G)

w ————L,(G)
I+ I, = e(J1) * e(J2)

— e
par la, PROPOSITION 2.1.13, donc Iy * I Bul@) ot L*®(G/N)-invariant.

3) Par [20], il existe n dans N tel que j(¢) soit 'adhérence dans Ll (G) de (Kerm)".
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Comme Kerm, appartient & 7™ (G/N) @’apres 1), il en est de méme pour j(£) d’aprés 2).
Par le THEOREME 2.3.1, il existe J dans Z€ tel que j (£) soit extension de J. Or j(¢)
est le plus petit idéal bilatere fermé de L. (G) d’enveloppe {7m¢}; comme e préserve

Pinclusion, J est le plus petit idéal bilatére fermé de L}UI (N) d’enveloppe { e, }, ie:
N n
7=i(q,)
n
puisque ’orbite de £ est £+ n°.

4.1.6 Corollaire
Si les espaces P, (G)IN et P“’l (N)sont égaux, alors :
N

i) ={f € Ly,(G) |YP € P,(G) : Pf € Kerm, }.
Preuve. Par le LEMME 2.2.3 3),
i) ={1eLi(©)|YoeG: 1 eri)}
- {f €LLG)|VaeC: ) e j»(f,n) }
= {f €LL(G) |z e G, VP ER, (N): |, € Ker Pxq }

la 2°de ggalité étant due A la PROPOSITION 4.1.5 et au THEOREME 2.3.1, la derniére 3
4.1.3. Le corollaire résulte alors de la PROPOSITION 4.1.4 vu I’hypotheése.

4.1.7 Notation

| A un sous-espace vectoriel non nul W de P, (G) invariant par tranélations, on
associe le sous-espace vectoriel fermé I(W) de LL(G) défini par :

IW)={feLL(G)|VPeW : PfcKerm).

4.1.8 Théoréme

Soit W un sous-espace vectoriel non nul de P, (G) invariant par translations.
Alors I(W) appartient & J(£).

Preuve. Comme W est supposé invariant par translations, il en est de méme pour le sous-
espace vectoriel fermé I(W) de L. (G) d’aprés la PROPOSITION 4.1.4. Par la PROPOSITION
2.1.5, I(W) est un idéal bilatere fermé de L1 (G). La PROPOSITION 4.1.4. montre également
que I(W) est L>°(G/N)-invariant, et par suite I(W) appartient 3 TL=(G/N) | D’autre part,
d’apres la PROPOSITION 4.1.5, on a :

it =c(i(g,)
—e ({ fe L}UIN(N) [ VP e PwIN(N) < KeI‘PXE,n })
- {f € Ly(G) | VP € Py (N), Vo € G : of | € Ker Pxy }

c {f €LL(G)|VPEPL(O) Vo €G : .f| €KerPx, }
c I(W)
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la 2nde ggalité étant due 2 4.1.3, la 3eme 32.2.3 3), et la derniére inclusion a la PROPOSITION
4.1.4. Donc

h(I(W)) € h(3(0)) = {£)
‘et comme 1 appartient & W d’aprés la preuve de la PROPOSITION 1.2.8, alors I (W) est

inclus dans Kermy, i.e, £ appartient & h(I(W)) et par suite h(I(W)) est réduit & {£},
ce qui prouve finalement que I(W) appartient & J(£).

4.1.9 Notation

- .| Réciproquement, & un idéal bilatere fermé J de L} (G), on associe le sous-espace
vectoriel V(J) de P,(G) défini par :

V(J)={P e Pu(G) |Vfed: PfecKerm }.

- On montrerait de facon analogue & 1.3.6 que V(J) est invariant par translations. D’apres
les notations 4.1.7 et 4.1.9, il est clair que J est contenu dans [ (V(J )) et le but de ce qui
suit est de voir sous quelle(s) condition(s) 'autre inclusion est vraie.

4.1.10 Théoreme
‘ Soit 7 un élément de G. Il existe f dans S(G), tel que w(f) soit non nul et tel

que pour tout P dans P(G), w(Pf) soit de rang fini.

Preuve. On raisonne par récurrence sur la dimension de G. Si G est de dimension 1, il n’y a
rien & prouver. Soit maintenant a le plus grand idéal de g contenu dans le stabilisateur g(¢)
de £. Soit ap le noyau de £ dans a et soit Ag = exp ag. Supposons d’abord que Ao #{e}.
Soit G = G /A, soit p : G — G/Ap la projection canonique et soit 7 la représentation
de G définie par Fop =m. N o

D’aprés Ihypothése de récurrence il existe f dans S(G/Ao), tel que 7(f) soit non nul
et tel que ?f(lﬁ5 f) soit de rang fini pour tout P dans P(CNJ) Prenons maintenant un sous-
espace b de g, tel que g = v®ag. Le groupe G est alors homéomorphe au produit V =expb
avec Ag et donc nous pouvons définir sur V un produit -, tel que G soit isomorphe a (V;-).
Prenons une fonction a dans S(G), telle que @(0) = 1 et telle que 9%a(0) = 0 pour tout
multi-indice « non nul. Soit f la fonction sur G définie par

~

fvu) = f(v)a(u), veV, ue A.

Alors f appartient & S(G) et pour un mondme de la forme P(vu) = P(v)u?, pour un P
dans P(V), ou (3 est un multi-indice, nous avons que

w(Pf) = /V /A P(v) F(v) a(w) uPr(vu) dudo

— 9%4(0) /V Bv) F(v) #(v) dv
= 0°4(0) *(Pf).

En particulier,

m(f) =7(f) #0
et m(Pf) est de rang fini pour tout P.
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Nous pouvons donc supposer que Ay est réduit a {e}. Donc le centre 3 de g est de
dimension 1 et £(3) # {0}. Prenons Z dans j tel que £(Z) = 1. D’apres le lemme de
Kirillov, il existe Y dans g\ 3 tel que [g,Y] C 3. Soit h = {ueg|[u,Y]=0}. Alors
pour un X dans g tel que [X,Y ] = Z nous obtenons

g=RX Y}

et h est un idéal de g de codimension 1. Quitte & changer X et Y en y ajoutant un
multiple de Z, nous pouvons supposer que £(X ) et £(Y) sont nuls. Soit H = exp } et soit P
dans H tel que 7 = indg p. Nous pouvons prendre par exemple p = mp,, ou by = Zlb.
Ecrivons G = R - H et décrivons les éléments z = exp(tX)h de G = exp(RX)H par th.

De méme soit *h = tht™1, ou ¢ appartient & R et h & H. Calculons 7( f)€ pour ¢ dans
HEo ~ S(R,S(H)) et f dans S(G). Nous obtenons pour z = sh dans G

r(f)é(z) = /G F (e (u2) du

://f(th)§((s—t)t_3(h‘1))dhdt

RJH

= / / Fth) o("°h)E(s — t)dhdt
RJH :

_ / / F(#th) p(R)E(s — t) dhdt
RJH

= [ #(ts-0)ew

Ici la représentation p* de H est définie par
p'(h) = p(*th), teR, he H.

En outre nous considérons l’espace de Schwartz S(G) comme lespace S (R,S (H)).
Ainsi f(s) désigne la fonction f(s)(h) = f(sh), ou h appartient & H et p*(f(s—t)) est un
opérateur C* sur I’espace H, de p, ou s et t appartiennent 3 R. Soit f1 dans S(H) tel
que p(f1) soit non nul et tel que p(P;f;) soit de rang fini pour tout P; dans P(H). Soit
en outre U dans u(h). Alors U x (Py f1) est aussi de rang fini, car si nous écrivons p(Py f1)
comme Z;":I Q¢; ;> avec & et 7; dans HZ®, on voit que p(Ux(Py f1)) = P QapUe; m; -
Nous essayerons de trouver f dans S(G) tel que = (f) = @xx ® p(f1) pour un certain A
dans S(R). Ici, pour deux éléments ) et n dans un espace hilbertien , nous notons Qrn
l'opérateur de rang 1 défini par Qan(§) = (&,mA on ¢ appartient & H. Ecrivons
b =RY +RZ, B = expb et notons un élément b = exp(uY + 2Z) de B par (u,z).
Cherchons une fonction f dans S(G), telle que

/ £(s =) (“(hb))x(b) db = A(s)A() / fi(hb)x(b)db, s,teR, he H.
B B

Cette égalité est équivalente 3
/ f(s) (th(u, z+tu))e " dudz = / f(s) (th(u, z))e “elt dydz
B B

= M5+ 1) A@) /B Fu(hb)x(b)db, s,teR, he H
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Remplacons h par ~th. Alors 1’équation devient
/Bf(s)(h(u, z))e e dudz = M(s + t)A(t) /B fi (—thb)x(b) db, s,teR, he H.
Donc en faisant une transformation de Fourier inverse nous obtenons
/R £(5) (h(u, 2)) % dz = /R s+ OA(D) /B AC'hb)x(b) dbe 4 dt, s,ucR, he H.

Posons

Rt = [ newx@)ab, he

- Prenons une fonction § de classe C® sur G, bornée sur G, ainsi que toutes ses dérivées,
et & support compact dans la direction Z, telle que

/ §(hexp(22))ztdz =60, heH.
R
Posons

f(rh) = 5(h)/]R)\(r +OADf(T'h)dt, reRheH.

Ici A est une fonction de Schwartz de norme L? égale & 1. On vérifie que f_appartient
'3 S(Q), car si nous prenons des coordonnées G = R x (W = exp tv) X, ol to ~ b/, alors

(o) = 8(w(w2) [ Mo+ OAOF( expu))ear
Calculons le noyau de 7(f). Nous obtenons
m (f(s —t))
= [, [ Xt =0 ) v

= / - mi(h) / x(b) 6(hb) / Ms —t+ A F T (hb)) dr dbdh
H B R

/B

— / 71 (h) / x(0, 2)6(h(u, 2)) / A(s — t+ A fi ()t dr dudz dh
H/B B R

= /H /qul(h) /R /R A(s — t+r)A(r) fr(TTh)etut i ( /R 8(h(u, 2)) dz) dr du dh
— /H . 71(h) /R /R A(s — t +r)Ar) L ((Th) e dr dudh

_ / m (k) / A(s)A(®) Fa(h) din
H/B R

=A(s) A(t) w1 (f1)-

Donc lopérateur «(f) agit sur L?(R) ® Hr, par Py ® m1(f1). En particulier 7(f) est non
nul et de rang fini. Montrons que 7(Pf) est aussi de rang fini pour tout P dans P(G). Il
suffit de prendre P de la forme

P(rh) =r'Py(h), TE€R, heW,
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ou ¢ appartient & N et P; désigne un polynoéme sur H. Calculons
T (t(Pf)(S - t))
- / 1 (R) / X(B)P((s — £)!(hB)) (s — £)(“(h)) dbdi
H/B B

-« / m1(h) / X(B)P((s — t)"(hb)) £ (s — ¢) (kb)) db
H/B B

- / 1 (R) / X(O)(s = Q8. by (u,2))8 (w(u, ) f(s — 1) (* (w(u, 2) ) dudz b
w B

ol @ est un certain polynéme en ¢, w,u, z. Ecrivons

Qt,w,u,z) = Zt”u 2 Py gy (w
.k,
Ainsi

n(ENGE=1) = 061 [ mw)Qmw) /B X5 (w(u, )

Jiksl
/ A(s = t+71)A\r) fr (__T“(w(u, z)))vdr dudzdw.
R

Si I est non nul, alors [ 6 (w(u,z))zl dz est nul et donc tout devient 0 pour ce terme.
Donc

m (“(Pf)(s 1))
Is—t) [ m(w) )Qj,k.0( A(s—t+ r) (r)fl (*""w)eT"% dr et du du
=200 mieoten [ | |

= Z /(s —t) / T (w)Qj’k’O(w)/Rz zi"’ (%>k<z\(s —t+ T)A(f)fl (t"‘rw))ei;‘.(t‘_r)drdudw

Comme

g;fl T ZDm* m(t, T F1) (T )

pour certains éléments D,, de l'algébre enveloppante de b et certains polynoémes P,
sur W, nous obtenons '

m(*(Pf)(s — 1))

= Z tk(s—t)/ 1 (W) Q) k,0(w)

m,j,k
/ Am (8 =t + ) A (r) Do * P (t, 7 w0) f1 (4~ "w) e ") drdudai
2

= Z A (8) A (£)tF (s — t)Z/ T (w)Qj k,0(w) Dy, * (Pm(t,w)]?i)(w) dw

m,j,k
Ainsi nous voyons que

T (P =) = Y Mn(s)Am()* (s = )'m1(Qjk0(=) Do  (Pra(t, =) f1)).

m’jﬁk
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Comme pour tout polynéme R sur H et tout D dans l'algébre enveloppante de § on a
R(Dx f1) = Y., Tn*(Rnf1) pour certains autres polynémes Ry, et certains T, dans u(h),
on peut conclure, en utilisant I’hypothese de récurrence, que w(Pf) est de rang fini.

4.1.11 Notation
Notons : : :
F={feL,(G)|VP e Py(G) : m(Pf) est de rang fini }.
1l est clair que F est un idéal bilatere de L. (G).

4.1.12 Corollaire
||- Soit J un élément de J(£). Alors JNF' est dense dans J.

L, (G)

Preuve. Montrons que Penveloppe de F est vide.

I1 est clair que

I(P,(G)) CF C 7@

— LG
h(FL”( )> c h(1(Po(@)))
i.e, d’apres le THEOREME 4.1.8
h(FLw(G)> C {7Tg }

Or, par le THEOREME 4.1.10, il existe f dans F tel que mg(f) soit non nul, donc my
n’appartient pas & h(F') et a fortiori

o & h(?L"’(G)) .

h@Lt(G)) 0.

—LY(c
i) cF9,

Comme il existe une approximation de 'unité de L. (G) formée d’éléments de j(#), donc

d’olt

Ainsi

Donc

=L (@) . . . . . eps
de F ™7, la premitre des inclusions suivantes est justifiée :

L1,(@) L}, (0) LL©) _5LL©) _

JCJ*F CcJx*xF cCJNF J J

les autres étant évidentes. Donc J N F' est dense dans J.

4.1.13 Proposition

Soient J dans J(£) et (Py,...,Px) une base de Jordan-Hélder de Py, (G) telle
que Pi,...,P,, n’appartiennent pas a V(J) et Pj41,...,Px appartiennent

a V(J). Soient f dans I(V(J)) N F'. Notons pour tout i dans {1,...,ip}
Ji = {gEJ'Vj:i,...,io : Wg(Pjg):O}.

Si pour tout i dans {2,...,4%0 }, m(Pi—1J;) est non nul, il existe f' dans J tel
que pour tout i dans {1,...,k}, m(Pif') et me(P;f) soient égaux.
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Preuve. Si my(P;, f) est nul, on prend 0 pour f’.
Si me(Pio f) est non nul, alors m,(P;, f) est de rang fini par hypothése :

p
WK(Piof) = ZPaiyﬁi
=1

~ou chaque F,, g, est un opérateur de rang 1 de H(m,) défini par :

Pai,ﬂi(g) =<6 >a.
Comme P;, n’appartient pas a V(J), par le COROLLAIRE 4.1.12, il existe f; dans JNF
tel que m¢(P;, f]) soit non nul, par définition de V(J). Soient g; et h; deux fonctions
quelconques de CS°(G). Posons |

fa=g1% flxhy.
Alors f4 appartient & J N F et :
Te(Pio f3) = me(g1) 0 me(Piy f1) o me(h1)

q
i=1

ot chaque P, s, est un opérateur de rang 1 de H(me) qui est C™ : et on peut supposer
les v; linéairement indépendants. Montrons que 'on peut supposer aussi les §; linéairement
- indépendants. Supposons 61, ...,6, linéairement indépendants et

T ,
6i:chi6l, it=r+1,...,q9.
=1

Alors
q

T q i
D Prs =3 Pusit D Pus o

i=r+1

r q r o
= Z Py s, + Z Z Cily, 6,
=1

i=r+1 [=1

r a r
= Z Py s, + Z Z citPy, 5,
i=1 l

=r+1 i=1

"
- Z P i+27=r+1 city, 6
i=1

Comme les +y; sont linéairement indépendants, il en est de méme des ; + Zfzr 11 G
pour ¢ dans {1,...,7r}. On peut ainsi écrire :

r
ﬂ'l(Piofé) = Zpui,fsi
i=1

ol les y; — resp. 6§; — sont linéairement indépendants. Fixons n non nul dans H(w).
Soient g2 et hy dans C°(G). Posons

f3=g2% f3*hs.
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Alors f§ appartient & JNF et
me(Piy f3) = Te(g2) © we(Pig f3) 0 me(ha2)

T
= Z Prey(g2)miyme(ha)6i-

i=1
Comme S(G) agit de fagon algébriquement irréductible sur les vecteurs C° de 7, on
peut choisir go et hy de sorte que

me(g2)1 =1
me(g2)i =0, i=2,...,7
7re(h2)61 = ’l’]

Alors par construction

me(Pio f3) = Py
- Pour tout ¢ dans {1,...,p}, soient gs; et hg; dans S(G) tels que

{ me(gs,i)n = o

me(ha,i)n = Bi

Posons »

/=" gsi*fi*ha;

i=1

Alors f' appartient & JNF et

p
wo(Piof') =Y me(gas) © Poy 0 me(ha,i)
=1

/4
= Z Paiaﬂi
=1

= 7Py f)
Finalement f — f' appartient & I(V(J)) NF et (Pio(f — f')) est nul.

On démontre alors le résultat de proche en proche, en remplagant f par f — f' et o par
io — 1, et en utilisant I’hypothese sur les J;.

4.1.14 Proposition

Soient C' une partie fermée de G et m, dans G. Alors tout élément de j(C) est
une fonction f de L} (G) telle que m,(f) soit de rang fini.

Preuve. Par [19], j(C) est I'idéal de L, (G) engendré par les fonctions de la forme o{f}
ou f est un élément autoadjoint de L} (G) possédant certaines propriétés et ¢ est une
fonction de R dans C, nulle sur un voisinage compact de 0 dans R. Soient f et ¢ deux
telles fonctions. Par le théoréme spectral, on a :

7rE(f) = Z AnPn
n>0

ot les P, sont des projecteurs de rang fini et (Ap)n>0 une suite de nombres réels
convergeant vers 0.
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Alors
T (p{f}) = o(me(f))

= Z ©(An)Pn.

n>0

Vu les hypotheses sur ¢ et les A, la somme précédente est finie et opérateur me(o{f})
est donc de rang fini. Comme l'ensemble des opérateurs de rang fini est un idéal bilatere
de End(H(m)), e ((p{f}) est de rang fini pour tout f dans j(C).

4.2 Exemples et contre-exemples

Soient G' un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et W un sous-espace vectoriel
non nul de dimension finie de P(G) qui est invariant par translations.

4.2.1 Notation

Soient || || une norme quelconque sur I’espace vectoriel de dimension finie W et
| || une norme matricielle sur End(W). Posons, pour tout z dans G :
w(z) = || Ryl

4.2.2 Proposition o - :
I L’application w associée & W est un poids sur G, et W est inclus dans P,(G).

Preuve. Par la notation 1.1.19 :
RyP(y) =P(yz), PeW,z,yed.

Comme W est invariant par translations, R, est un endomorphisme de I’espace vectoriel W
et il est clair que

. Rmy:RwoRy> x)?JEG' . o
Comme de plus R, est I’application identique de W, ’application
R: G— Aut(W) ‘ '

r — R,
est une représentation de dimension finie de G. Donc
w(zy) = || Royll < |R]| | Ryl = w(z) w(y),

la norme || || sur End(W) étant matricielle. L’application w est d’autre part continue donc
borélienne, & valeurs dans |1, +o00 [ car W contient les polynomes constants, et par suite,
est un poids sur G.

Toutes les normes sur W - resp. End(W) — étant équivalentes, prenons par exemple :

|P|| = sup |P(expX)], PeWw
I XII<1
et
[l = sup [[uPll,  u e End(W)
Pt
Pew

la norme matricielle sur End(W) subordonnée a la précédente.
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Soit P dans W. Pour tout = dans G :
|P(z)| = | Rz P(e)]
= | R P(exp0)]
< ||BP||
< IR |Pll = [ Pllw ()
donc P appartient & P, (G), ce qui montre que W est contenu dans P (G).

4.2.3 Remarque

Pour une norme matricielle || || sur End(W)
wi(z) = || Le||

L.P(y) = P(w_ly), z,y€G

. définit de la méme facon un poids w; et il est facile de vérifier que si W est stable par
inversion, alors pour tout P dans W et tout = dans G, |R.P| et |[L.P| sont égaux,
donc w et w; le sont également.

4.2.4 Proposition

Si w ‘est un poids & croissance polynomiale sur G, alors le poids w associé
a Pu,(G) est tel que: :

Pu(G) = P,(G).

Preuve. Par la PROPOSITION 4.2.2, il suffit de montrer que P,(G) est contenu dans P, (G).

‘Soient (Py,...,P,) une base fixée de P,(G) et P un élément de P,(G) de norme inférieure
a 1. Alors P s’écrit :

P = Z)\ZPZ, X eC
i=1 :
et pour tout z dans G :

|P(z)| < ZIMI | Pi(x)]

< (ZMCH) w(e)

< c1eaw(z)

ou
ep, = sup LW
" yeG w(y)
cg =max{cp, |i=1,...,n}
et

n
Cy = Z |)\Z|
=1
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D’autre part, d’aprés le théoréme d’équivalence des normes, il existe un nombre réel
strictement positif c3, dépendant de la norme choisie sur P, (G), indépendant de P, tel
que

c2 < c3||P|| <es.

Ceci prouve finalement que, une norme étant fixée sur P, (G), il existe un nombre réel
strictement positif ¢, en fait ¢;c3, tel que :

P
sup  sup L&)

PePy(G) @G ’LU(I:)
IPi<1

<ec

Soit maintenant z dans G. Par définition de w(z), il existe P dans P,(G), dépendant
de z, de norme 1, et vérifiant

|RP] > 7 w(a).

Il vient alors

w(z) < 2||Re Pl =2 sup | P(exp )
Iy i<

=9 ||1S/lﬁg1 |P((epr):v)| |

<2 sup cpw(( epr) )

Iy|<1
<2 sup cp w(eXpY) (x)
yl<1 :
ou
L PE)
cp =sup —=— <c
zeG w(z)
D’ou
w(z) < 2cecqw(x)
ou

c4 = sup w(expY)
lyii<i

ce qui montre que 7, (G) est contenu dans P, (G).

4.2.5 Soiént G le groupe additif R et w la fonctioh sur VG définie par :
w(w,y,2) = 1+ 2|z| + 2ly| + 2|2| + |2% + y% — 22|.

Il est facile de vérifier que w est un poids sur G. Posons
N ={(z,9,0) |z,y €eR}.

L’expression de w sur le sous-groupe N de G s’écrit :

w(z,y,0) =1+ 2|z| + 2|y| + 2° + ¢°

et donc
Pw| (N) ZR@Rm@RyGBny@Rzz@Ryz.
N
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Montrons que P, (G’)|N est strictement contenu dans P, (N). Pour cela, déterminons
N

d’abord P,(G) : 'espace P, (G) est constitué de polyndmes en z,y,z qui sont de degré
au plus 2. Comme il est clair que 1,z,y,z appartiennent a P, (G), cherchons & quelle
condition le polynéme

P(z,y,2) = az® + by? + ¢z + dwy + exz + fyz

appartient & P, (G). Il doit exister un nombre réel strictement positif k tel que pour tous
z,y, zdans R :

|P(z,y,2)| < kw(z,y,2).
En particulier :
‘P (:1:, y,-\/x2_+—y_2) ‘ = ’(a‘—i- c)z? + (b+c)y? + dzy + eac\/éﬁy—2 + fy\/w_z%-—yz\
<k (1+2lz]+2lyl + 2V/27 47
< 4k (1 + ||+ yl) (1)
En prenant 0 pour y, 'inégalité (1) s’écrit :
|(a+c)z? + ez|z|| < 4k (1 + |x]).
En faisant tendre successivement = vers +oo et —oo, il vient :

{a+c+e:0
at+tc—e=90

{6:0
c= —a.

En prenant 0 pour z dans (1), on obtiendrait de la méme fagon :
(i
b=a.

P(z,y,2) = a(z? + y* — 2*) + dzy

d’ou

Ainsi

et il résulte de (1) l'inégalité
‘P (a:x V2 |x|)’ — |d|z? < 4k (1 + 2|a])

qui ne peut étre vérifiée pour tout  dans R que si d est nul. Donc
P(z,y,2) = a(z® +y° — 2°),

ce qui montre que :

Po(G) =R @Rz &Ry ® Rz ® R(z? + ¢° — 2°)
et donc
Pu(G)| =R &Rz &Ry o R(z® +y°).

11 est bien établi dans cet exemple que P, (G’)|N est strictement contenu dans P, (N).
N
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4.2.6 Prenons pour G le groupe de Heisenberg H;, de dimension 3, dont la multiplication
est donnée par

1
(z,y,2) - (2,9, 7)) = (z+x',y+y',z+z’ + E(zy’ —ya:’)).
L’algebre de Lie de H; est définie par une base (X,Y, Z) telle que [X,Y ] soit égal & Z.

En notant L la représentation réguliére gauche de H; dans C'® (H1), on vérifie que :

o yo

LX) =5

0 xz 0

X dL(Y):_EE+§$
| 9

Pour simplifier, notons d;, dz, ds les opérateurs dL(X), dL(Y), dL(Z)
Soient P le polynéme o

P=—2% 442 +22

et V' DPespace vectoriel engendré par P et ses dérivées d;, ...d; P, ou n appartient 3 N*

et i1,...,9n & {1,2,3}. Avec les notations ci-dessus, on obtient :
diP =2x —yz
dyP = —2y +xz
d3P = -2z
y?
d1d1P =-24+ 3-
dpdy P =z — %’i
d3d1P =y
22
d2d2P =2 + ?
d3d2P = -
dsdzP = 2

Donc Pespace vectoriel V' est de dimension 10 et (1,z,v, z, 22, y?, 2y, 22, yz, 2%) en est une
base, que I'on notera B dans la suite. Soit (u,v,w) dans H;. Pour tout (z,y,2) dans Hy,
ona:

L(u,’u,w)(may> z) = (uavaw)_l : (:I:,y,z)
= (_u7 -V, _—w) ' (:c,y,z)

1
= (z—u,y—v,z—w+ —2-(vx—uy)>
Calculons par exemple 'action de L(yvw) sur I'élément zz de V :

L) (32) = (2 — ) <z ~w+ 5oz - uy))

uv u? v o, U
:uw—<———|—w)x+?y—uz+§w —-2—:L'y+a:z.
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Le calcul de Paction de Ly, ) sur les 9 autres éléments de B montre alors que la matrice
de L(yvw) dans B est donnée par :

(1 —u —v —w u? v w uw vw w? \
o0 1 0 w/?2 -2 0 -v —w/2-w —v*/2 —vw
D 1 —u/2 .0 —-2v —u u?/2 w/2 —w  uw
1 0 0 0 —u —v —2w

1 0 0 v/2 0 v?/4

1 0 0 —u/2 u?/4

1 —u/2 v/2  —uv/2

1 0 v
S SR

Pour un élément (a;;)1<i,j<10, noté A, appartenant & End(V'), notons |Allm.s la norme
de Hilbert-Schmidt de A :
1/2

lArs = Y. lagl®

1<i,5<10
Tl est bien connu que || ||g.s est une norme matricielle, et en notant
w(ua v, w) = ”L(u,v,w)HH-S

on a:

35 7 : 21
w(u,v,w)* =10+ Z(u2 + v?) + Tw? + Z*u2v2 + 2(u?w? + v*w?) + _{E(u4 +v?) + w?

d’ou

\/§(1+u2+v2+w2) < w(u,v,w) < V10 (1 +u? +v* + w?)
donc

Pw(Hl) :Pw(Hl)
ou

w: H — [1,4o00]
(z,y,2) — 1+22+y?+22
et ot on a noté abusivement, car w n’est pas un poids sur Hy, P, (H;) l'espace vectoriel

des polyndmes sur H; essentiellement bornés par w. Comme il est clair que P,(H;) est
égal & V, dans cet exemple, V et P,(H;) sont égaux.

4.2.7 En gardant les mémes hypothéses et notations que dans 4.2.6, considérons plus
généralement un polynome
P = az? + by? + c2% + dry + exz + fyz + gz + hy + iz

de degré 2, de sorte que a, b, ..., f soient non tous nuls. En notant R la représentation
réguliere droite de H; dans C*°(Hy), on vérifie que :
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( 0 0
AR = 55~ 55
0 =z 0
0
| 4B(Z) =5,
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Pour simplifier, notons dy et ds les opérateurs dR(X) et dR(Y). Alors

i
dody P = —g:cy+fy+cz+d+ :
dsdiP=cy+e
dyd, P = -;—yz — 2

d5d1P=~gwy—ex—fy—cz—d—’1

d5d4P:—§xy—fy—cz+d—1

d1P=—£y2——E:cy—cyz—2ax—v d+~ y—ez—g
2 2 , 2
e 2 f Z :

ngZEx +§a:y+cxz— d—§ T—2by— fz—h

dsP = —ex — fy—2cz —i

d4P:—gy2—§a:y—cyz+2ax+ (d—%)y—Fez—{-g

€

ds P = 5

a:2+£a:y+cmz+<d+%)a¢+2by‘+fz+h

did,P = Ey2 + ey + 2a

2

2

2

dldzP:—gzvy—ea:—cz-i-d—%

dody P = gazz — fxr+2b
d3d2P = —cx + f
dadyP = ——gwy+ez+fy+cz—d+%

dsdy P = §x2 —2b
d3zdsP = 2¢

dydsP =cy — e
dsdsP = —cz — f
dadsP = o — ey + 2a

2

2

d4d5P:—§:vy+em+cz+d+-;—

dsdsP = <2 + fz+ 2b

2
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Si ¢ # 0 : alors

V=R®Rx@Ry€BRzEB]Rx2@Ryzeany@szEB]Ryz@Rzz
et donc dimV = 10.

% i;/'gc(.l?leo;:sfx, ey, fy, 20z + dy + ez, dx +2by + fz,iz + fzy + ex?, iy + exy + fy?, gx +
hy + iz + doy + exz + fyz + az® + by?).
D’ou les deux cas :
—si (e, f) # (0,0) : alors
"V =RoOoRzdRy®Rz®R(ex® + fry) OR(exy + fy?) ®R(az? +by* +dzy +exz+ fyz)
et donc dimV = 7.
—si (e, f) = (0,0) : alors
V = Vec(l, iz, iy, 2az + dy, dx + 2by, gz + hy + iz + az? +by? + dzy)
d’oui les deux cas :
— si (i,4ab — d?) # (0,0) : alors
V =R ® Rz ® Ry ® R(iz + az? + by?® + dzy)
et donc dimV = 4.
— si (i,4ab — d?) = (0,0) : alors
V = Vec(1,2az + dy, dz + 2by, g + hy + az? + by? + dxy)
et les deux vecteurs 2ax + dy et dx + 2by (dont I'un au moins n’est pas nul) sont
linéairement dépendants, donc dimV = 3.
4.2.8 L’étude menée en 4.2.7 permet de trouver tous les sous-espaces vectoriels de
V =R ® Rz ® Ry ® Rz ® Ra? & Ry? @Rmy@sz@Ryz@Rzz

qui sont invariants par translations. Soit W un sous-espace de V contenant au moins un
terme de degré 2.

— si W contient un terme de la forme 22 + .-, alors W =V.

— si W ne contient pas de terme de la forme 2% + - :

— si W contient un seul terme de la forme zz + --- : alors

W = RoRz &Ry ® Rz OR(z% + fry) ®R(zy + fy?) ®R(zz + az® + by® + dzy + fy2)
ou a,b,d, f € R.

— si W contient au moins 2 termes de la forme zz + -+, i.e : zz+ fyz +--- et

zz+ flyz+--- : alors
—si f'# f: W=R&Rz®Ry ®Rz dRz? & Ry? & Rry ® Rzz @ Ryz
—si f/ = f : alors le seul sous-espace non déja trouvé est
W =R @ Rz ® Ry ® Rz & Rz? ® Ry? © Rzy @ R(zz + fyz)
ou f € R.
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— si W ne contient aucun terme de la forme zz + --- : alors
— si W contient un seul terme de la forme yz + - - - : alors ,
W =R®Rz®Ry dRz® Ry? ® Rzy & R(yz + az?)
ou a € R.

— si W contient au moins 2 termes de la forme yz +---, i.e : yz+az?+--- et
yz+a'z? +--- avec a’ # a : alors

W =R &Rz & Ry @ Rz ® Rz? @ Ry? @ Rzy © Ryz
— si W ne contient aucun terme de la forme yz + - - - : alors
— si W contient au moins un terme de la forme z + - -- : alors
w :R@Rm@Ry@R(zfax2+by2 + dzy)
ou (a,b,d) # (0,0,0) ‘

ou ’
W =R®Rz ®Ry ®R(z + az’® + by? + dzy) ®R(z + a’z? + b'y? + d'zy)

ou (a,b,d) # (', ¥,d")

ou ,
W =R® Rz ®Ry ®R(z + az® + by® + dzy) S R(z + o'z + b'y? + d'zy) @
]R(z+a"a:2+b”y2+d":py) . _

ou les vecteurs (a’—a,b’ —b,d’' —d) et (a” —a,b” —b,d" —d) sont linéairement
indépendants.

ou
W =R @Rz ® Ry ®Rz & Rz? ® Ry? @ Ray.

— si W ne contient aucun terme de la forme z + .- - : alors

— si W contient au moins un terme de la forme az? + by? + dry + - -
ol 4ab—d? #0 : alors

W =R @ Rz & Ry ® R(az® + by? + dzy)
ou (a,b,d) # (0,0,0)

ou
W =R @ Rz ® Ry ® R(az? + by? + dzy) ® R(a'z? + b'y? + d'zy)

ou (a,b,d) et (a’,b',d’) sont linéairement indépendants.

ou
WzREBRx@RyEBRwZ@Ry2€Bny.

— si tous les termes az? +by? +dxy+--- de W vérifient 4ab—d2 =0 :
alors

— si W contient au moins un terme de la forme z2 + - - - : alors
W =R & R(z + dy) & R(z® + d’y? + 2dzy + gz + hy)
oud,g,heR

ou W est un espace déja trouvé précédemment.
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— si W ne contient aucun terme de la forme z2 + - -- : alors
W =R @Ry ®R(y? + gz)

oug€eR

ou

W =R & Rz @ Ry @ Ry?.

Enfin, les sous-espaces vectoriels non nuls de V' ne contenant aucun terme de degré 2 sont :
R @Rz @Ry ; R® R(ax + by) ou (a,b) # (0,0) ; R.

En résumé, voici la liste complete des sous-espaces vectoriels non nuls de V' qui sont
invariants par translations : les lettres qui apparaissent désignent des nombres réels
quelconques, sauf précision du contraire. ‘

sous-espace de dimension 10 : V
sous-espace de dimension 9 : RO@ Rz @Ry ® Rz @ Rz? @ Rzy @ Ry? @ Rrz © Ryz

sous-espaces de dimension 8 :
R & Rz ® Ry ® Rz @ Rz? @ Ry? © Rzy @ R(exz + fyz) ou (e, f) # (0,0)

sous-espaces de dimension 7 :

RORz ®Ry ® Rz ® R(z? + fry) ® R(zy + fy?) © R(zz + az? + by® + day + fyz)
R © Rz & Ry & Rz & Ry? @ Rzy @ R(yz + az?)

R @& Rz & Ry ® Rz @ Rx? ® Ry? @ Rzy

sous-espaces de dimension 6 :

RORz DRy SR (2 +az? +by’ +dey) OR(z+a'z? +b'y? +d'zy) OR (2 + a"z° + 0"y +d"zy)
ot (o’ —a,b —b,d' —d) et (a" —a,b” —b,d’ — d) sont linéairement indépendants

R o Rz & Ry ® Rz2 ® Ry? @ Rxy

sous-espaces de dimension 5 :

R @® Rz @ Ry ® R(z + az® + by? + dzy) © R(z + a'z? + b'y? + d'zy)
ou (a,b,d) # (a’,¥',d’)

R®Rz ® Ry & R(az? + by? + dry) ® R(a'z? + b'y* + d'zy) ol (a,b,d) et (a’,V',d’) sont
linéairement indépendants.

sous-espaces de dimension 4 :

R & Rz & Ry @ R(z + ax? + by + dzy)

R & Rz ® Ry @ R(az? 4 by? + dzy) ou (a,b,d) # (0,0,0) -
sous-espaces de dimension 3 :

R & R(z + dy) ® R(z? + d*y* + 2dzy + gz + hy)

R @ Ry ® R(y? + gz)

R & Rx & Ry

sous-espaces de dimension 2 : R @ R(az + by) ol (a,b) # (0,0)

sous-espace de dimension 1 : R
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Dans toute cette partie, G est un groupe de Lie résoluble connexe d’algebre de Lie g.

Définition |
Soit (X3,...,X,) une base de Jordan-Hélder de g, notée X, telle que :
[9,8] =RX; 11 @ - ®RX,.

Notons
E X - R™ e G

(t1,-- s tn) = exp(t1X71)...exp(t, X,).
On note X'P I'espace vectoriel des fonctions f de G dans C telles que fo Ex

s’écrive (x o Ex)p ol p est un polynéme & n indéterminées & coefficients
complexes, et x un caractére de G.

Proposition 1

Soit L la représentation réguliére gauche de G dans un sous-espace vectoriel de
dimension finie V' de C*®°(G). Alors V est contenu dans XP.

Preuve. Notons pour tout j dans {1,...,n}
uj = dL(X;)

et soit s; + n; la décomposition de Jordan de uj, ou s; est diagonalisable et n; est
nilpotent. Comme les endomorphismes s; et n; commutent, il vient

L(exp(thj)) = eXP(tj dL(Xj))

= exp(t;u;)
‘ = exp(t;s;) exp(t;n;) | _
On choisit pour chaque j dans { 1,...,n}, une base de Jordan pour uj. Alors la

matrice M;(t;) de L(exp(t;X;)) dans cette base a des coefficients de la forme
. J X .
ay, i (s) = e*' pj (t;)

s =exp(t1X1)...exp(t, Xy)

et ou pi’l est un polynome et ai une constante complexe qui est nulle pour j stricte-
ment supérieur a r, puisque dL(X) est nilpotent pour X dans [g,8] par le théoreme

de Lie. Finalement, pour toute base (vi,...,v,) de V, chaque coefficient ak,(s) de
la matrice de L(s) dans cette base est une somme finie de fonctions de la forme
extittarts pi(t1, ..., tn) olt gy est une fonction polynéme. Donc ak, appartient 3 XP.

D’autre part :

vi(s) = L(s7')v;(e)
=2 ak;(s7)ue(e)

k=1

et par conséquent v; appartient & X'P.
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Remarque

Si G est nilpotent, Papplication exp est un difféomorphisme de G sur son algebre de Lie.
On a

n n

log Hexp(tJXJ) = Zpk(tla 7t'n)Xk
j=1 k=1

ot chaque pj, est une fonction polynéme vérifiant

tr +p' (tl tk—l) sik>r
t1,...,th) = AN !
pk( 1, ) 'n) {tk sik <r

et réciproquement

n n
exp (Z Ska> = H exp(qj(sl,: ey 8n)X;)
Jj=1

k=1
ol chaque ¢; est une fonction polyndme vérifiant |
. [ sitai(sty...85-1) sij>r
qJ(Sl""’S")_{sj | - sij<r.
Ainsi .
vi(exp(X)) =Y e X>P;(X), Xe€g.
k=1
Décomposition des racines
Soit (m,V) un G-module de dimension finie. On note
Ry={regs|weV\{0} : VX eg : dr(X)v=MX)v}.

Comme G est résoluble, Ry n’est pas vide par le théoréme de Lie. Un élément de Ry
s’appelle une racine de (m, V). On note

R={pe€gt|Jacge, I egc\a: VX e€g : [X,Y]=pX)Y mod a}
’ensemble des racines de (Ad, g). A uneracine XA de (m, V') est associé le sous-espace propre
de V, défini par
Ey={veV|VXeg: dr(X)v = A(X)v }.
On fixe enfin
Teg\ |J Ker(u—n).

w,u’ ERyUR
p#Ep

Notons Vi = {v cv \ (dn(T) = M(T)idv)™ (v) = 0 } A€ Ry
) Quz{XEEC \ (adr —pu(T) idge )" (X) =0}, pER

ol m est la dimension de V et n celle de g. On obtient la décomposition de Jordan de V' :

V= W.

AERy
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Proposition 2
Soit (m,V) un G-module de dimension finie. Pour tout A dans Ry et tout p
dans R, on a
dm(gu)(Va) C Vagp-

Preuve. Soient v dans V) et X dans g,.On a
(dn(T) — (A + @) (1) dv ) (dm(X o)
=dn(T)dn(X)v — (A + p)(T)dn(X)v , ,
=dr [T, X |v + dn(X)dn(T)v — A(T)dn(X)v — u(T)dn (X )v
= d7r<(adT ~\(T) idg)X)v + dr(X)(dn(T) - p(T)idy v
et on démontre alors par récurrence que pour tout k& dans N :
(dn(T) — (/\ + w)(T)idy) “dr(X)v
= k! p%k ﬁ dr((adr —A(T) id 0)" X ) (dm(T) - u(T) idy)".
Il vient alors
(dm(T) — (A + ) (1) idy) ™ "dr(X)v =0

puisque tous les termes de la somme précédente sont nuls. Par conséquent, dm(X )v‘
appartient a Vy4,,.

Définition
Soit (7, V) un G-module de dimension finie. On dit que (7, V) est indécomposable
si V' ne peut pas s’écrire comme somme directe de deux sous-modules propres:

Exemple
Soit G le groupe ” e~ %z + b” des bijections affines crmssantes de ]R On identifie G 4 R?
muni de la loi de composition interne définie par :

(a,b) - (@', b)) = (a+d,e ¥ b+V).

L’algebre de Lie de G est engendrée par deux vecteurs A et. B tels que [A, B] soit égal
a B et en notant L la représentation réguliere gauche de G dans C*(G), on vérifie que

8 O
Soit
V= ]R’Ul D R’Uz

ol v; et vy sont les fonctions C*® sur G définies par
vi(a,b) = €72 ; wy(a,b) = e %, a,beR.
On vérifie que
dL(A)vy = 2v; ; dL(A)va =vy ; dL(B)v; =0 ; dL(B)vy = —vy

d’ot 'on déduit que la forme linéaire qui & zA+yB associe 2z est Punique élément de Ry,
et comme V' est de dimension 2, le G-module (L, V) est indécomposable.
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Corollaire 3

Preuve. L’algebre de Lie g étant nilpotente, go est égal & g. Par la PROPOSITION 2, pour
tout A dans Ry, dm(g)Vx est alors contenu dans V), c’est a dire que V) est un sous
G-module de V. Comme (7,V) est indécomposable par hypothese, Ry est un singleton
d’aprés la décomposition de Jordan de V.

On suppose G nilpotent. Soit (m,V) un G-module indécomposable de dimension
finie. Alors Ry est un singleton.

Proposition 4

Soient (w,V) un G-module de dimension finie et v un élément non nul de V.
On identifie tout élément de g & son image canonique dans I'algébre envelop-
pante $(g) de g. Il existe un monéme (X — p)* dans $(g) tel que dm(X — p)*v
soit un vecteur propre commun. Ici

(X =)= H(Xj — )%

pour certains X; dans g, o; dans N et p; dans C.

Preuve. On raisonne par récurrence sur la dimension de G. Supposons d’abord G de
dimension 1. Soient T un élément non nul de g,

la. décomposition de Jordan de V, et
v = Z (5N
AERy

la décomposition de v suivant les V. Comme v est non nul par hypothese, il existe une
racine A\g dans Ry telle que vy, soit non nul. Soit

w= ] (dr(T) = N)"(dn(T) - Xo)" € 1(g)

AF£XNg
AERy

ol m désigne la dimension de V et k un certain entier. Alors

dm(u)v = H (dm(T) — A) ™ (dm(T) — )\O)kv,\o

AF Ao
AE€ERy

est un vecteur propre pour un certain k.

Si la dimension de G est strictement supérieure & 1, comme g est résoluble, il existe
un hyperplan a de g contenant [g,g] qui est alors automatiquement un idéal de g.
L’hypothese de récurrence fournit un élément

a= (A — /,l,l)p S il(a)
tel que
vy = drm(a)v

soit un vecteur propre pour une certaine racine v de a.
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Soit Y un élément de g n’appartenant pas & a. Il est montré dans [8] que pour tout
élément B appartenant & a, v[B,Y] est nul. Ainsi V, est dn(Y)-invariant et donc
Pélément dm((Y — p)®)(v1), noté vy, est un vecteur propre de dn(Y) pour un certain o
et un certain p. Par suite, vs est un vecteur propre de dr(g).

Proposition 5
Soit (m,V) un G-module de dimension finie. On note
Ey = )_ E
ARy

et d la dimension de Ey . Il existe une application linéaire injective équivariante

de V dans Y°7_, C°(G).

Preuve. Soit (1,...,¢4) une base de Ej,. On prolonge ces formes linéaires & V. Soit i
Vapplication de V' dans Z?Zl C*(G) définie par

(v)(s1y...,8q) = (< cpl,w(sl_l)v >, <”<pd,7r("s;1)v >).
Alors i est linéaire et équivariante. Soit v dans Keri. Alors pour tout j dans {1...,d}
et tout s dans G, < g;,m(s)v > est nul, donc pour tout u dans (g) |

< @j,dr(u)v > = 0. | - (1)
Supposons v ‘non nul. Par la PROPOSITION 4, il existe un élément u dans U(g) tel
que dz(u)v soit non nul et appartienne & Ey . Comme (p1,--.,04) est une base de E;,

la relation (1) montre alors que dm(u)v est nul, ce qui est absurde. Donc v est nul et i est
injectif.
Proposition 6
Soit (m,V) un G-module de dimension finie.
1) Si Ey est de dimension 1, alors (m, V') est indécomposable.

2) Le module (7, V) est indécomposable ssi (7*,V*) lest, oi

T™*(s) = w(s—l)t.

Preuve.

1) Soit: V1 + Vo une décomposition de V en somme de deux sous G-modules non nuls.
Comme G est résoluble, pour tout i dans { 1,2} il existe une racine ); dans Ry, donc Ej,
est au moins de dimension 1, et Ey, également a fortiori. Or Ey est de dimension 1 par
hypothese et Ey, est un sous-espace vectoriel de Ey, par suite Evy, et Ey sont égaux.
Donc Ev;, N Ey, n’est pas réduit & {0}. Comme Ey, N Ey, est contenu dans Vi N Vs, le
sous-espace V1 NV, n’est pas réduit & {0} et la somme V] + V, n’est pas directe.

2) Supposons (m, V) indécomposable et soit V" ® V5 une décomposition de V* en somme
directe de deux sous G-modules. Pour 7 dans {1,2}, soit

Vi = n Ker .

pEV
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Alors V; est un sous G-module de V et V est somme directe de Vi et V. Comme (7, V')
est indécomposable, il en résulte que V; ou Va est réduit & {0}. Si Vi est réduit & {0}
alors Vy lest aussi, et de méme, si V3 est réduit & {0} alors V;* l'est également. On a
ainsi prouvé que (7*,V*) est indécomposable.

Proposition 7
On suppose G nilpotent.

1) Soit x un caractére de G. Alors tout sous-module de dimension finie de
xP(G) = {xP :G— C| PePG)}
est un G-module indécomposable.

2) Tout sous-module indécomposable de dimension finie de C*°(G) est contenu
dans xP(G) pour un certain x.

Preuve.
1) 1l existe une fonction degré deg de P(g) dans NU{~oo} vérifiant pour tous p dans P(g)
et X dans g :

deg(dm(X)p) < deg(p).
Alors pour tout p dans P(g) : |

(dm(X) — dx(X)idv) (x(p o log)) = x(dm (X)) (polog)

donc Popérateur dn(X) — dx(X)idy est localement nilpotent. Ainsi, tout sous-module 1%
de dimension finie de xP(G) admet le vecteur propre X .

2) Soit V un sous-module indécomposable de dimension finie de C*°(G). Par la
PROPOSITION 1, V est contenu dans xP(G) et par le COROLLAIRE 3, Ry contient un
-unique point x. Soit Z X;¢; un élément de V', noté v, ol les x; sont des caracteres dis-
tincts de G et les g; des éléments de P(G). Pour chaque 7, on peut trouver un élément u;
dans (g) tel que dm(u;)v soit égal & x;. Ainsi, pour tout j,le caractére ; appartient
4 xP(G) et nécessairement, x; et x sont égaux.

Exemple

Prenons pour G le groupe de Heisenberg H; défini en 4.2.6 et gardons les notations
introduites dans ce point. Soit V' le module cyclique engendré par I’élément (z, zy), noté w,
dans C*°(H,) @ C*(H;). On a:

dlw:(—%,—y) : dgw:(g,—z) ; daw = (—1,0);

1
dldz’w = (—5, 1> .

En notant wy, we, ws, wa ces éléments, on a alors
V = Vec (w, wy, we, w3, We).

Ainsi (L, V) est indécomposable et Fy est engendré par ws et wy, donc est de dimension 2.
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sous algebre de Banach de L'(G), 1.1.16
dual topologique de 'espace de Banach A, 1.3.2
représentation adjointe de I'algebre de Lie g, 3.3.2
représentation coadjointe du groupe de Lie nilpotent G, i
élément de g défini par récurrence a partir de A; (X, Y), 3.2.5
élément de g défini par récurrence a partir de A;(X,Y), 3.2.5
boule unité de g, une norme cuclidienne sur g étant fixée, 3.3.6
ensemble des voisinages compacts symétriques de I’élément neutre d’un
groupe localement compact G, 2.1.4
forme bilinéaire antisymétrique associée a la forme linéaire £ sur I'algebre
de Lie g, i ’
espace vectoriel des fonctions continues d’un groupe topologique G dans C,
2.1.2
espace vectoriel des fonctions continues bornées d’un groupe topologique G
dans C, 2.1.2
espace vectoriel des fonctions indéfiniment derlvables a support compact
sur le groupe de Lie G, 4.1.13
produit de convolution de K(G) par Kerind§ p, 2.2.1
caractére unitaire du groupe de Lie G défini par une forme R-linéaire
réelle ¢ sur Palgebre de Lie g s’annulant sur les commutateurs de g, 1.1.18
caractére unitaire de M associé & une polarisation de g en £, i
fonction degré sur P’espace des polyndémes sur un groupe de Lie nilpotent
simplement connexe, 1.2.6
quotient de W par w, 3.1.7
fonction module de G —resp. de N -, 2.1.9
espace des fonctions indéfiniment derlvables a support compact sur le
groupe de Lie G, 1.1.15
dérivée suivant le polynéme P, 1.2.10
distance sur un groupe localement compact associée a un voisinage compact
symétrique U de I’élément neutre, 1.1.2
élément neutre de G, iii
application extension, 2.1.10
adhérence dans Ll (G) du sous-espace vectoriel engendré par K(G) * J,
2.1.10
ensemble des noyaux des -représentations topologiquement irréductibles
de Ll (G) dont la restriction & N annule k(F'), 2.3.4
restriction de l’application extension e & J¢(F), 2.3.2
approximation de I'unité dans L. (G), 2.1.4
partie fermée G-invariante de Prim” L}Ul (N), 2.3.2

N

idéal bilatere de L (G), 4.1.11
fonction sur un groupe G qui & s associe f (s_l), 1.1.7
transformée de Fourier de f, 1.2.9
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dérivée de la fonction f & droite dans la direction X, 1.1.15
dérivée de la fonction f a droite dans la direction X<, 1.1.15
restriction d’une fonction f & une partie N, 2.1.2

translatée de la fonction f & gauche par 'élément s d’un groupe G, 1.1.19
translatée de la fonction f & droite par ’élément s d’un groupe G, 1.1.19
ensemble des classes d’équivalence de représentations unitaires continues
irréductibles de G, i

groupe dérivé de G, 3.3.11

algebre des commutateurs de ’algébre de L1e g, 1.1.18

algebre de Lie complexifiée de g, A

espace vectoriel dual de g, i

orthogonal de g pour la forme bilinéaire By, i

algebre de Lie g, 3.2

espace vectoriel réel engendré par I’ensemble des [X,Y | ou X appartient
agetY agn_,32 :

forme linéaire continue sur A définie par un élément P de P et une
fonction g de A, 1.1.25

groupe de Heisenberg de dimension 2n + 1, 3.4.1

algebre de Heisenberg de dimension 2n + 1, 3.4.1

espace de Hilbert complexe, espace de la représentation p, 2.2.1
enveloppe d’une partie S d’une algébre de Banach A, dense dans une *-
algebre de Banach B, 1.2.2

espace vectoriel engendre par I *K(G), 2.1.2

ensemble des idéaux bilatéres fermés G-invariants de L’l”l (N),2.1.10

ensemble des idéaux bilateres fermés L°°(G/N)-invariants de Ll (G),
2.1.12 ’

représentation de G induite par la représentation p de H, 2.2.1

espace vectoriel des formes linéaires continues sur L’l"l (N) qui annulent
. N
I'idéal bilatere fermé I de L,lu| (N), 222
N

sous-espace vectoriel de A — resp. Ll (G) — formé des fonctions annulées
par Wxe, —resp. Wmp —1.1.23, 4.1.7

ensemble des idéaux bilatéres fermés d’une algébre de Banach A, dense
dans une *-algebre de Banach B dont 'enveloppe est une partie fermée C
de Prim*(4), 1.34

plus petit idéal d’une algebre de groupe d’enveloppe C, 1.3.1

ensemble des idéaux bilatéres fermés de A —resp. L} (G) — dont I’enveloppe
est {Kerx,} —resp. {Kerm,} —, 1.3.4 — resp. 4.1.1 -

idéal minimal de A - resp. L} (G) - d’enveloppe {Kerx,} — resp.
{Kermy} —, 1.3.1, — resp. 4.1.1 -

ensemble des idéaux bilatéres fermés G-invariants de L1 (N ) dont

I'enveloppe est une partie fermée G-invariante F' de Prim* Lll (N ), 2.3.2

ensemble des idéaux bilateres fermés L°°(G/N)-invariants de L. (G) dont
Penveloppe est une partie fermée L°°(G/N)-invariante E de Prim* Ll (G),
2.3.3
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groupe de Lie nilpotent de pas 3 défini en 3.4.2

groupe de Lie nilpotent de pas 4 défini en 3.4.4

algebre de Lie nilpotente de pas 3 définie en 3.4.2

algebre de Lie nilpotente de pas 4 définie en 3.4.4 -
noyau d’une partie C de Prim*(4), 1.2.2 3}

- espace vectoriel des fonctions continues a support compact sur un groupe

localement compact G, 2.1.2

ensemble des fonctions positives continues sur le groupe localement com-
pact G & support compact inclus dans U, 2.1.4

forme R-linéaire réelle sur I’algebre de Lie g s annulant sur [g g], 1.1.18,
4.1

mesure de Haar & gauche positive non nulle sur le groupe localement
compact G, 2 :

translatée de la fonction f & gauche par ’élément s d’un groupe G, 1.1.19
algebre des fonctions intégrables pour le poids w, 1.1.10

dual topologique de Ll (G), 1.4.3

espace vectoriel des fonctions sur G essentiellement bornées par w, 1.4.2

exponentielle de ’algebre de Lie m, i

polarisation de g en /£, i -

pas de nilpotence de g, 3.2

radical de la forme bilinéaire By, 4.1

groupe de Lie nilpotent de pas 3 constitué des matrices carrées d’ordre 4,
a coefficients réels, unipotentes, 3.4.3

algébre-de Lie nilpotente de pas 3 constituée des matrices carrées d’ordre 4,
& coefficients réels, strictement triangulaires supérieures, 3.4.3

norme dans l'algébre L. (G), 1.1.10

norme dans l'algebre A ou L(G), 1.1.16, 1.4.2

orbite de ¢ sous Iaction coadjointe du groupe de Lie nilpotent simplement
connexe G, 4.1

poids associé & un sous-espace vectoriel non nul de dimension finie de P(G),

invariant par translations, 4.2.1

représentation unitaire continue irréductible de G associée & £ par la
bijection de Kirillov, i

forme linéaire continue sur A définie par un élément P de P, et une
fonction g de A, 1.1.25

algeébre des polynémes sur G, 1.1.14

espace de polynomes, 1.1.18

semi-norme sur 1’espace de Schwartz, 1.1.15

espace de polynomes, 1.1.20 2)

espace vectoriel des polynomes essentiellement bornés par un poids w, 1.4.4
ensemble des idéaux primitifs de P’algebre de Banach A4, 1.2.1

ensemble des restrictions & une algebre de Banach A des noyaux des *-
représentations topologiquement irréductibles de B dans des espaces de
Hilbert, 1.2.2

fonction continue sur le groupe localement compact G attachée a une
fonction g de K(G) et une fonction continue v de Lg) (N ), 2.2.2
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application restriction, 2.1.12

restriction de l'application r & J¥™(G/N)(E), 2.3.3
radical de la forme bilinéaire By sur Palgébre de Lie g, 4.1
adhérence de Ic|N dans L‘l“l (N), 2.1.7

translatée de la fonction f aNdroite par I’élément s d’un groupe G, 1.1.19
espace de Schwartz sur le groupe de Lie G, 1.1.15

ensemble des sous-espaces vectoriels non nuls de P, invariants par transla-
tions, 1.3.7

fonction sur un groupe localement compact connexe associée 4 un voisinage
compact U de I'élément neutre, 1.1.2

exponentielle de la boule unité de g, une norme euclidienne sur g étant
fixée, 3.3.6 :
conjuguée de la fonction v sur un sous-groupe normal N d’un groupe G .
par ’élément z de G, 2.1.2

longueur du multi—indice o, 1.1.15

sous-espace vectoriel supplémentaire de g; dans g;_;, 3.3.1

sous-espace vectoriel de P, —resp. P, (G) — associé & un idéal bilatére fermé
J de A -resp. LL(G) -, 1.3.5,4.1.9

ensemble des voisinages compacts de s dans G, 1.1.1

sous-espace vectoriel non nul de 7, invariant par translations, 1.1.23
produit ponctuel de W par x,, 1.1.23

poids, 1.1.6

limite supérieure du poids w, 3.1.7

limite inférieure du poids w, 3.1.7

poids sur un groupe localement compact connexe G attaché & un voisinage
compact fixé de ’élément neutre dans G, 3.3.6

poids sur le groupe localement compact connexe.G; attaché & un v01s1nage
compact fixé de I'élément neutre dans Gy, 3.3.11

poids sur un groupe localement compact connexe G attaché & un voisinage
compact U de e dans GG, 1.1.9

dérivée de la fonction f & gauche dans la dlrectlon X, 1.1. 15

dérivée de la fonction f & gauche dans la direction X 0‘, 1.1.15
commutateur X -Y - (—=X) - (-Y) dans g, 3.3.1
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Adhérence, 2.1.6
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‘Baker-Campbell-Hausdorff -formule de,
3.2.1
Borélienne -fonction, iii
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~ unitaire, 1.1.18
Commutateur, 3.3.1, 3.3.11
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‘dans la direction X', 1.1.15

suivant un polynoéme, 1.2.10
Distance, 1.1.2

E

Enveloppe, 1.2.2

Espace de Schwartz, 1.1.15
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Extension, 2.1.10
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Fonction
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positive continue a support com-

pact, 2.1.4
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Polynome, 1.1.12, 1.1.13
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R

Racine, A

Radical, 4

Représentation
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Restriction, 2.1.12
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Translation, 1.1.21
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