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INTRODUCTION

Dans cette these on s’intéresse a I’étude de quelques problémes de controlabilité
exacte, de controle optimal et de stabilisation dans un domaine tridimensionnel de
faible épaisseur a frontiere ondulée. On étudie aussi le comportement asymptotique
correspondant a chaque probleme lorsque ’épaisseur tend vers zéro. Le domaine qu’on

considere est donné par:

x3

s

x1

Q° = {(z1,22,23) | (z1,22) Ew et eh_(z1,22) < z3 < ehy(z1,22)}

ol w est un ouvert borné de IR 2 de frontiere réguliere, e > 0 est un petit parametre,
hy >0 et h_ < 0 deux fonctions de classe C! sur @ telles qu’il existe un nombre

n > 0 vérifiant h:=h, —h_ > 7.

On note I'¢ la frontiere de Q2. I'® se décompose en trois parties: la frontiere latérale

de (2° notée I'§ et la frontiere supérieure et inférieure notées respectivement I'Y et
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I'* . On pose:

I = {(z1,22,23) | (z1,22) Ev et eh_(z1,72) < 23 < ehy(z1,22)}
I't = {(z1,72,23) | (z1,72) €T et z3 = ehy(z1,22)}
¢ = {(z1,22,23) | (z1,72) €W et z3 = eh_(z1,72)}.

re=TgUT UT®.

Partie 1:

L’objectif de cette premiére partie est la contrdlabilité exacte pour ’équation
des ondes en agissant avec un contréle de Dirichlet sur une partie de la frontiére
latérale, notée I'*(z%), et un contrdle de Neumann sur 'S et I'e.

Soit T' > 0 fixé, on considere alors 1’équation:

g—zg _y y=0 dans Q°x]0,T[
y=v sur I'*(z%)x]0,T]
(1) y=0 sur Tg\I*(z%)x]0, T
385: =wg sur 'S x]0,T|

1s)
y(0) = yo,a—’;(()):yl dans Q°

Notre probleme se formule de la fagon suivante:
Pour un certain temps T > 0 et des données initiales dans un espace hilbertien
convenable, existe-il des contrdles v et w4 qui permettent de ramener le systéme a
'état d’équilibre & 'instant T, c’est-a-dire on veut que la solution y de (1) vérifie de
plus :
y(.,T) = %(.,T) =0 dans Q°.

Les premiers résultats ont été établis dans le cas de I’épaisseur constante par J.L.
Lions [19], puis par J. Yan [36] et J. Saint Jean Paulin - M. Vanninathan [31] dans le

cas de domaines cylindriques minces.

Dans un premier temps on étend les résultats de contrdlabilité exacte de J.

Saint Jean Paulin et M. Vanninathan [31] pour des domaines cylindriques minces en
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se fondant sur les résultats de régularités de M. Dauge [8] et la méthode HUM de J.L.
Lions [18]. On étudie ensuite le comportement asymptotique de (1) lorsque 1’épaisseur
e tend vers zéro. On établit que la limite du contréle exact est le controle exact d’un

probleme limite bidimensionnel dont I’opérateur dépend des ondulations hy et h_.

Partie 2:

Dans cette deuxiéme partie on s’intéresse & un probléme de contréle optimal
pour l'équation d’état donnée par un opérateur elliptique de second ordre et une

fonction cotit & minimiser. Notre équation s’écrit:

—div(AVu) = f +© dans Q°
(2) u=0 sur I'§
AVu.v®* =0 sur T'§

ol A est une matrice définie positive, f € L?(02€) et © € U?, (ensemble des controles
admissibles).

On se donne la fonction coftit:

(3) J(@):% / (BVu,vu)dz+g 0? dr,
e Qe

avec B matrice symétrique définie positive et N constante > 0.

D’apres J.-L Lions [20], on sait qu'il existe un contrdle optimal ©¢ pour la
fonction J. Notre but dans cette seconde partie est d’étudier la limite de ©¢ quand
e tend vers zéro. On montre que si la limite existe alors elle est le contréle optimal
de I'équation limite obtenue & partir de (2). Pour établir ce résultat on choisit, dans
la formulation variationnelle du probléme adjoint correspondant & (2), des fonctions

test particulieres en s’inspirant de [13] et [32].

Partie 3:

Dans cette troisieme et dernitre partie, on s’intéresse & un probleme de stabil-
isation uniforme pour I’équation des ondes dans le domaine 2°x]0, T[. On considére

'équation des ondes soumise & un terme d’amortissement interne sur une partie de Q€
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et un terme d’amortissement frontiére sur une partie de I'S et I'®.. Ces amortissements

sont des fonctions linéaires de la vitesse. Le systéme étudié est le suivant:

avec

u’ — Au+a(z)u’ + (a(z))®u =0 dans Q° xR,

u=0 sur T'§ xIR4
Oou
ove

+&e(@u+Li(z)u’' =0 sur TS xR,
u(0) = ug, u'(0) =u; dans N°

a:Q0° —IR, € L™ (€2¢) fonction positive non identiquement nulle

€+ et £ deux fonctions positives de C*(T'%,.).

On montre que ’énergie décroit exponentiellement en utilisant une méthode

des multiplicateurs par morceaux introduite par K. Liu [22] avec une condition de

Dirichlet sur le bord et utilisée ensuite par P. Martinez [23] avec une condition de

Neumann sur le bord.

On établit ensuite que lorsque e tend vers zéro, le probléme limite fait ap-

paraltre un opérateur qui dépend des ondulations. Pour le probléme limite ne subsiste

que le controle interne distribué sur tout le domaine.
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CONTROLABILITE EXACTE DE L’EQUATION
DES ONDES DANS UN DOMAINE MINCE
A FRONTIERE ONDULEE

Introduction

Dans ce chapitre on étudie dans un premier temps la contrdlabilité exacte de
I'équation des ondes du domaine Q¢ en agissant avec un contréle de Dirichlet sur une
partie de sa frontiere latérale et un controéle de Neumann sur sa frontiére supérieure
et inférieure. On cherche, pour e > 0 et pour T > 0 fixé et des données initiales dans
un espace hilbertien convenable, si I’on peut trouver des controles qui permettent de

ramener le systeme & I’état d’équilibre & l'instant T'.

Dans la deuxiéme partie on étudie le comportement asymptotique lorsque

’épaisseur e tend vers zéro.

Beaucoup de problémes sur les domaines minces ont déja été étudiés. On
trouve des travaux de Ciarlet et Destuynder [3], Ciarlet et Kesavan [4] et Raoult
[26], [27] pour les modeles de plaques et de poutres. Pour I’équation des ondes, des
résultats ont été établis par J.L. Lions [19] puis par J. Yan [36] et J. Saint Jean
Paulin et M. Vanninathan [31]. J. Saint Jean Paulin et M. Vanninathan ont étudié
aussi le probleme d’élasticité [30] et de sentinnelles [29] dans des domaines minces.
Ce chapitre est une extension au cas de frontitre ondulée du travail de J. Saint Jean
Paulin et M. Vanninathan [31].

Pour résoudre notre probléme on applique la méthode d’unicité hilbertienne
HUM introduite par J.L. Lions [18]. Cette méthode consiste & montrer un résultat
d’unicité, en passant par une majoration de I’énergie (inégalité inverse), qui nous
permet de construire un espace de hilbert tel que pour toutes données initiales dans

l'espace dual il existe des contrdles qui permettent de ramener la solution du systeme
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a I’état d’équilibre.

Pour avoir ce résultat d’unicité on utilise la méthode des multiplicateurs. Ce
qui pose, dans notre cas, deux problémes: un probléme de régularité & cause des
singularités des solutions aux intersurfaces entre les conditions aux limites du type
Dirichlet et de type Neumann. En imposant des hypothéses supplémentaires sur
les ondulations et en utilisant les résultats de M. Dauge [8], ce probleme est résolu.
En effet il ressort des travaux de M. Dauge [8] que si les angles D-N sont < 7, la
régularité est H(3+¢), Dans le cas de I’épaisseur constante [31], J. Saint Jean Paulin

et M. Vanninathan ont utilisé les résultats de P. Grisvard [9].

Le deuxieme probléme qui se pose est le choix des multiplicateurs. Les multi-
plicateurs classiques de Lions [18] ne conviennent pas a la géométrie du domaine .
Dans ce travail on construit des multiplicateurs adaptés & Q¢ qui généralisent ceux

proposés par J. Saint Jean Paulin et M. Vanninathan.

A Taide de la méthode HUM on montre alors que le systéme est controlable
exactement. En plus on obtient des estimations & priori qui nous permettent de passer
a la limite quand e tend vers zéro. On montre que la limite du contréle latéral est
le contréle d’un probléme bidimensionnel dont I'opérateur dépend des ondulations et
que le controle sur la frontiére supérieure et inférieure converge fortement vers zéro

et entraine un contréle interne dans le probléme limite.

Ce chapitre est organisé comme suit:

On commence par quelques notations et des résultats préliminaires dans le §1. Le
§2 est consacré & l'application de la méthode HUM. On donne quelques résultats
d’existence et de régularité qui nous seront utiles pour établir une égalité directe
et une inégalité inverse et par suite mettre en place HUM. Dans le §3 on étudie le
comportement asymptotique des problémes cités dans le §2: probleme homogene,

probleme rétrograde et probléme de controlabilité exacte.

Ce chapitre fait 'objet d’une publication parue dans Portugaliae Mathematica
vol. 57 fasc. 4 - 2000, [15].
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1.-Position du probléme et résultats préliminaires

Commengons par quelques notations. On désigne par w un ouvert borné con-
nexe de IR 2 de frontiere v régulitre et par hy et h_ deux fonctions de classe C! sur

w vérifiant:

hy>0et h. <0surw

(1.1)

il existe un nombren > 0 tel que h:= h, —h_ > 7.

Soit e un petit parametre > 0 destiné & tendre vers zéro. On considére un domaine
cylindrique Q¢ de frontiére I'® & base ondulée; la frontiere supérieure (resp. inférieure)
sera notée par I'Y (resp. I'%) et dépendra de e et de hy (resp. de e et de h_). La

fronticre latérale sera notée par I'S.

On pose :
O°f = {(z1, 22, 23) | (71, 22) € w et eh_(z1,72) < z3 < ehy(z1,72)}
5 = {(z1,z2,23) | (x1,72) € 7 et eh_(z1,72) <3 < ehy(z1,22)}
(1.2) IS = {(z1,22,23) | (x1,22) €W et 23 = ehy (21,22)}

Ie = {(.'131,.’172,.’173) | ($1,$2) €Ewetxzg = eh_(:cl,xg)}

I*=T§urs ure.

Notons v® = *(vf, v§,v§) le vecteur normal unitaire 3 I'® dirigé vers extérieur de Q°.

Pour z° donné tel que 2§ = 0, on définit

m(z) =z — 2°

7(z°) = {z € v|m(z).4(z) > 0}

(1.3) 7o =7\ 7(z°)
I*(z%) = {z| (z1,2) € Y(z°) et eh_(z1,22) < 73 < ehi(z1,22)}
e =g\ () .

On impose un contrdle de Dirichlet sur I'®(z°) et un contrdle de Neumann sur
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['S. On fixe T > 0 et on considére le probleme de contrdlabilité exacte suivant :

92
5~ Ay=0 dans Q°
y=v sur L%z
(1.4) y=0 sur X
;56 =wy sur X5

0
y(0) = yo,-a—?Z(O) =y, dans Q°

ou l'on a noté

Q° = 0°x]0, T
(1.5) ze =T°x]0,T[, B¢&=TEx]0,T[, £% =T%x]0,T]
Ee(wo) = Fe(xo)xlloaT[, Ef = PiX]O,T[

On cherche, pour T > 0 fixé et des données initiales dans un espace hilbertien conven-
able, si I'on peut trouver des controles v et wy qui permettent de ramener le systéme
a I'équilibre a l'instant T', c’est-a-dire on veut que la solution y du probléme (1.4)

vérifie de plus :

(1.6) y(.,T) = %(.,T) =0 dans Q°.

L’objectif est d’étudier ce probleme de contrélabilité exacte et son comporte-
ment asymptotique lorsque I’épaisseur tend vers zéro. Les premiers résultats ont été
établis dans le cas de 1'épaisseur constante par J.L. Lions [19], puis par J. Yan [36]
et J. Saint Jean Paulin - M. Vanninathan [31] dans le cas de domaines cylindriques
minces.

Pour résoudre le probléme (1.4), on adapt‘e la méthode d’unicité hilbertienne HUM
décrite par J.L. Lions [18] qui repose essentiellement sur la majoration de ’énergie au
moyen de la méthode des multiplicateurs et alors nécessite une régularité suffisante
des solutions du probleme homogeéne associé. On est donc amené, dans notre cas,
a imposer des hypotheses supplémentaires, outre (1.1), sur hy et h_ & cause des

singularités des solutions aux intersurfaces entre les conditions aux limites du type
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Dirichlet et de type Neumann (pour plus de détails voir M. Dauge [8]). On prend
dans la suite h4 et h_ telles que:
Pour tout point y du bord I'S. NT'§ (resp. du bord I'¢ NT§), il existe un
(L.7)  voisinage V(y) tel que le plan tangent & I'. (resp. 4 I'® ) en y passe
au-dessus de I} (resp. au-dessous de I'® ) dans V(y).

Enfin, pour se ramener & un domaine fixe on introduit la transformation suiv-

ante:

(1.8) 21=7T) ,22 =19 €t 23 =€ 113

On notera Q, T'y, I'_, @, £(2°), . et L. les ensembles correspondant aux ensembles
Q°, I, T2, Q°, £¢(2°), =¢ et £% par le changement de variables (1.8) et par v =
(v1, 13, v3) le vecteur normal unitaire extérieur 3 ).

A toute fonction f définie sur Q¢, on associe f¢ définie sur Q par:

f(z) = f°(2).

Pour obtenir le probleme associé & (1.4) par le changement de variables (1.8)
on écrit v*(z) en fonction de v(z) pour z dans I'S. et z dans I'y.. Pour cela, on écrit

v et v° en fonction de hy et de e. Un calcul simple nous donne :

-1/2

1/§=:i:(ez|Vhi|2 +1) \ Vf:—egh—ivg, 1/§=—eah—il/§ sur I'g,

(1 9) (921 622
' —1/2 Oh oh
- 2 == =-—=

vy = i(thil ,+1) , V= B v3, U B, U3 sur 4.
De (1.9) on déduit :
(1.10) vi(z) = edivi(z), v3(z) = eX§ va(2), vi(z) = A% va(z)

ou I'on a noté

2 1/2
[Vhe [* +1 ) sur w.

€ — ==
(1.11) X =Aeds) = (g rn o

Le probléme (1.4) devient alors:



Contrélabilité exacte . 15

Trouver deux contréles v€ et ws tels que la solution y¢ de:

62ye
—Z _ A=
52 =0 dans Q
y® =0 sur (29
(1.12) y*=0 sur I,

eAl (Veu®.n®) =ws sur I,
e e Oy° e
y°(0) = y§, W(O) =y; dans 0
vérifie

0

(1.13) ye(.,T) = 8yt (,T) =0 dans Q

avec les notations suivantes:

N d%ue 4 d?%ue e 5%u
et = 022 922 022
(1.14) e _t,0u® Ou® _ Ouf
veu - (821 ' 322 € 623 )

n® = t(l/l,l/z,e—ll/;;).

2.-Mise en ceuvre de la méthode HUM

2.1 Quelques résultats d’existence et de régularité

Dans ce paragraphe on énonce quelques résultats d’existence et de régularité
qui nous seront tres utiles pour appliquer la méthode des multiplicateurs.

Considérons le probléme homogeéne suivant :

82¢e .
5 Aep® =0 dans Q
¢e =0 sur 20
(2.1.1)
Ve®.n* =0 sur T,
e d¢°
#°(0) = oo, En (0) =¢; dans Q
et 'énergie associée :

(2.1.2) E(t) = % /Q I%%(z, 1)1 + | Ved®(2, 1) dz
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ou par définition
(213 Ve )P g (0 + 1 T )2 w2 |2y
On introduit les espaces
V={yec H(Q)|¢Y=0sur Iy}, V’'= espace dual deV

On a le résultat d’existence et d’unicité de la solution de (2.1.1) suivant:

Lemme 2.1.1. Pour des conditions initiales ¢o dans V et ¢1 dans L%(Q), il eriste

une unique solution ¢¢ de (2.1.1) avec
¢° € C°([0,T]; V) n C([0, T; L*(2)) N C2([0, T); V')
En plus, on a la conservation de | ’énergie:

(2.1.4) E(t) = E(0), Vt.

Démonstration: On a le résultat d’existence et d’unicité de la solution ¢ de (2.1.1)

Op°
t

d’apres [18]. Pour montrer la conservation de I'énergie, on multiplie (2.1.1) par

et on integre sur Q. Il vient:

2 Le
O=/ (G - 269 a

otz
a (]
at /| 4 2+ | Veo® |2 dz] /(veqse e)— do
_OE(t)

e ¢e e e ¢e
=5~ . (Vet.n) da—/ro(veqs.n)atd

et d’aprés les conditions au bord dans (2.1.1) on obtient:

OE(t

= Vi >
5 0 t>0

et par suite on a conservation de I’énergie. |
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Pour la régularité de la solution ¢¢, on a le lemme suivant qui justifiera les

intégrations effectuées dans la suite:
Lemme 2.1.2. On prend les conditions initiales o € HX(Q)NV et ¢ € V. Alors
la solution ¢¢ de (2.1.1) vérifie la propriété de régularité suivante:

¢ € CO([0, T} H*(2) n V) N C* ([0, T]; V) N C¥([0, T); L*(02))

pour un s tel que 3/2 < s < 2.

Démonstration: La géométrie de Q ne nous permet pas d’appliquer les résultats de
Lions [18]. Le lemme découle des résultats de M. Dauge [8], que l'on peut appliquer
ici grace a I’hypothese (1.7) que vérifient h. et h_. ' |

Considérons maintenant le probléme suivant avec terme source non nul:

0%6e
— A 9¢ = d
5 A% =f dans Q
0°=0 sur I,
(2.1.5)
Vebé.n®*=0 sur 34
00°
06(0) = 00, Bt—(()) = 01 dans Q)

Lemme 2.1.3.
a) Soient f € L'(0,T; L%(R)), 6o € V, 6; € L2(2). Alors il existe une solution unique
6¢ de (2.1.5) vérifiant la régularité suivante:

6° € C°(0,T; V) N C*(0, T; L*(92))

De plus, on a Uestimation:

2.16) £ < e{BO+ ([ 11 ey d5)’},

ol E(t) est défini dans (2.1.2) et ¢ > 0 une constante indépendante de e.
b) Pour f € L'(0,T;V), 6p € HX(Q)NV et 6, € V, on a la propriété de régularité

suivante:

6° € C°(0, T; H*(Q) N V) N CH0,T; V)
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pour un s tel que 3/2 < s < 2.
On notera dans la suite par la lettre ¢ toute constante indépendante de e.

Démonstration: Pour la régularité, voir Lions [18] et M. Dauge [8]. Pour montrer

'estimation (2.1.6) on multiplie dans (2.1.5) par v et on integre par parties sur (.

On obtient:
OE(t) _ 00¢

= —_ vVt > 0.
at Ayl =
On intégre maintenant sur )0, ¢[:
o6°
E(t) =E(0) + f—— dzds vVt >0
2x]0,¢]
<E(0) +/ ||f||L2(n)| |L2(Q) ds V>0
<E(0) +(3UP | |L2(Q) </ £ llz2) ds) vt € (0,tp)
to) 0
En utilisant I'inégalité:
2, 1.9
ab< aa®+ —b Va > 0
4a

l'inégalité précédente s’écrit:

o0¢ 2 1 to 2
E(t) < B(0) + o s | o )+ 4= /0 I£llz2@ ds)”  Vie (0,t)
j24¢]

et par suite:

sup E(t) — a( sup |

(0,t0) (0,t0)

|L2(n) )2 < E(0) + i(/oto I fllz2(q) vds)z-

Il en découle pour o petit:

B(to) < c{ B(0) + (/Ot 1f llsey ds)} e 2 0

avec ¢ constante strictement positive et indépendante de e. |
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2.2 Inégalité directe

Avant d’énoncer une identité fondamentale, précisons quelques notations. On
definit, comme dans Lions [18], des champs de vecteurs tangents 71, 72¢ 71 ot 72 tels
que {v4(z), T'¢(z), T2¢(z)} (resp. {v(2), 71(z), 72(2)}) forme une base orthonormée
de IR3 pour tout z dans I'S (resp. pour tout z dans I'1). Soient:

Ohy Oh
le + b -1
()—(z2 o ,0) | Vhy |
(2.2.1a) surT's oh. Ok :
= *,eIVhil ) | Vhe |71 (142 | Vhy )73,

T%(z) = (5=

Ohs Oy o
()—(822 621 O)IVhﬂ:l

Ohy Oh
72(z>—( =, i,IVhil)IVhil‘1(1+|Vhi|)“

'¢(z) = 71 (2)
(2.2.2) ) ) 2 )
To () =A$72(2), a=1,2 et 73°(z) = eA§75(2)
ot A est donnée dans (1.11).

Pour toute fonction réguliere ¢ définie dans Q¢ et solution du probléme ho-
0
mogene associé & (1.4), et donc vérifiant a—lﬁ =0, on a:
3¢ _ 6¢ e a¢ le 6¢ 2e

Oz,  Ove i drie 'k t o dree
8¢ le 6¢ 2e

87’16 TL +a ZeTk y k=1,2,3
et d’apreés le changement de variables (1.8) et (2.2.2) il vient:
O¢° 0 0
Bf - ‘13¢1 +%% §a¢2 =0ad® a=1,2
(2.2.3) @ .
—10¢° 2 204
1 _ 2 — e
© oz N e s

On dénote par :

(2.2.4) Veg® = Yo1¢%, 02¢°% e03¢°)
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le gradient tangentiel modifié de ¢ sur I'Y.. En particulier, on a:
(2.2.5) IVed®* = V62 = |01¢° + |026°% + €2 |03¢%)2 sur re.

On voit que, grace & (2.2.5), o; est continue de H'? (I'¢) sur L3(T'¢) pour tout j = 1,2, 3

et tout I'; sous-ensemble ouvert de I'S..

/
On définit Popérateur adjoint o} : L2(T'¢) —>(H 1(I‘$)) et on pose:

(2.2.6) : —Are = 0701 + 0302 + €’a}0s.
L’opérateur —Ar. vérifie:

(2.2.7) (— Areu, v) =/ Viu-Viv Vu,v € H(T¢).
re

Avec tout cela, on peut énoncer le résultat suivant:

Théoréme 2.2.1. Soit (mg) un champ de vecteurs de classe Wheo(Q).  Alors, -
pour toute solution faible 6 de (2.1.5), c’est-a-dire pour 6y dans V, 61 dans L?(Q)
et fdans L'(0,T; L%(Q)), on a:

%' . maua<%)2dadt + %/2:1: mkl/k{(a;:)z— IVZBGIZ}dadt =
=[ A %mkgz dz]: + %/Q %—2{(%)2— Ve8°|? } dzdt +

[4 [ [4 e €
+ Omy; 69 aidzdt +/ e"zam’c 9" 98 dzdt —/ fmg 00 dzdt.
g 0z4 024 Oz Q 0z3 Oz3 Oz Q 0z

On a appliqué ici la convention des indices répétés (a =1,2etk = 1,2,3)
qu’on utilisera dans la suite.
Démonstration: On montre le résultat dans le cas d’une solution forte c’est-a~dire
qui correspond & des données initiales 6 € H*(Q) NV, 0, € Vet f € LYo, T;V),
puis on passe au cas des solutions faibles par des arguments de densité: On multiplie
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06

0
le probleme en 6 (2.1.5) par my, 3 et on intégre sur Q. Il vient:

2k

/fmk—— dzdt / (‘?T — A6°)

_[ aoem@dzr_ og° 5%
“LJg ot oz Tlo T J, Bt ™ Gaat

€
+/ Ve . Ve(m 06
Q 0

dzdt+-

/(VCOG.ne)mkae dodt
=

0z
06  96° T 1 a ,00
! o Ot %oz d"]o - §/Qm’“azk( o) dedt+
1 0 . Omy, 06¢ 08¢
+§/ mk——— | Ve |° dzdt + o D2a 97 sz dzdt+
_ 5mk 08¢ H6¢ 06¢
2 e ne b
+ / e 925 022 Don dzdt — / (Veb°.n)my, B dodt
Q
606 o0° T Bmk oee
[ Bt azk d ]0 t3 sz ( ot ) dedt—
-= / M ( ‘99 )? dodt — am’“ |Veb¢|? dzdt+
ot 2 o 0
Bmk o0 o6¢
- e|2
+2/mk1/k |Ve0¢|° dodt + o O7a 02 3Zk dzdt+
Omy, 96¢ 06° 06°
—2 Ytk - e e i
+ /Q 823 322 9or dzdt z:(VeH .nE)my, o dodt
806 806 T o1 omy, (,00° .
[ 8t 6zk dz]0+§/Q 0z, {(3t) Veb©| }dZdt+
omy, 86¢ 96¢ o2 omy, 8¢ pge
o 0za Bza 0z 2k dedt + /Q O0z3 0z3 Oz dzdt—

1

] aee e(2 e e
—E/Emkuk((ﬁ) ~ V6P dodt —/E(vee )

e

0
OrsurZoona¢9e=0etu3=Oetd0ncaa

=0et |V0%|°= (—-) Sur £ on a



Contrélabilité exacte . 22

V.0¢.n¢ =0. 1l s’en suit:

Tk 0 Y EN TS
‘Z’l’“ 33: 35: dedt [ e e

——/ MaVa(==)? dodt — 5/zim’“”’“<(%)2_ |v696|2) dodt

d’ou le résultat. n

On établit & présent une majoration de la dérivée normale (inégalité directe).

Les multiplicateurs classiques utilisés dans Lions (18] :

my, € Wheo(q)

mi(2) = vg(z) surT,

ne conviennent pas a la structure géométrique de Q. Un choix convenable de multi-

plicateurs est le suivant:

( My, € Wh(Q)

my, m2 indépendants de z3

2
(2.2.8) ] Mo =Vq surly, a=1,2

Ohy Ohy

3 = —

\m 8zm+82

my sur [';.

Un autre choix possible est :

(M € WH(Q)

my, Mgz indépendants de z3

(2.2.9) \ Mg =0 surlg, a=1,2
Oh Ohy . \1/2
\mg—a—l 1+62m2+(|Vhi| +1) sur I';.

On voit facilement que de tels multiplicateurs existent toujours.

Remarque 2.2.2 Pour des fonctions h4 et h_ constantes, on retrouve les multipli-
cateurs pris dans [31] (cas cylindrique & épaisseur constante).
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On a le résultat suivant:

Théoréme 2.2.3 On se fize T* > 0. On prend f € LY(0,T;L*(Q)), 6 € V et
01 € L3(Q). Alors la solution ¢ de (2.1.5) vérifie:

(2.2.10) / (‘Ze) dadt<cT{E(0)+(/OTIIfIIL2<m dS)z}

21 | [ () - IveoR }doat] < cr{50) + / 1S N ) '}

ol ¢ est une constante indépendante de T 2> T* et de e mais dépendant de T*.

Démonstration: Pour avoir (2.2.10) on applique I'identité énoncée dans le théoréme

2.2.1. avec le choix de multiplicateurs (2.2.8). On obtient:

3 () (e Gt G2 {5 520 ae

0gc  96° 1 [ Omyg (/00%\2 o2
=[] T o], +5 [ G (Gr) - weo) sar
omy, 06° c')Hed dt + / _28m3 of¢
Q 02 Oz, Oz o

06¢

)dZdt—/Qmek

En utilisant (1.10) dans Pintégrale sur X il vient:
1 00 306 06c 1T
5/20(81/) ‘[ 5t ™ gy 2,
amk 606 2 er2
+§/ B {(F5) - 1w} dear+

omy, 80¢ 66¢ o2 Bmg 896
o 024 Bza 6zk oz +/Q Bzg

(2.2.12)
+

) dzdt—

Le deuxiéme, troisiéme et quatrieme terme du membre de droite peuvent etre majorés
grace a l'estimation de I’énergie (2.1.6) par cT(E(O) + (fo Il f 2@ ds) ) avec ¢
constante indépendante de T, T* et de e. De méme le premier terme du membre de
droite peut étre majoré par || my Ho,00,2 (E(T) + E(0)) et I’estimation (2.1.6) nous
permet de majorer par c(E(O) + ( foT || f llz2(e) ds) 2) avec ¢ constante indépendante
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[

00
de T de e et de T™*. Pour estimer le dernier terme / fmg dzdt, on procéde comme

6zk
dans [31]:

Hge T o6¢
7 et <limiloma [ 117 sl 2 ey a
T 1
<Im oo /O 1711z B3 dt
T . . t
<limelloamar | 1 fllssan et (B + [ 11 lsnco ds)
0
1 1 T
<A B(0)?} |/mufo o0 / 1 £l di+
0

+ed limillama ( | ey )’

1 T 2
<ct [lmelloco <%E(0)+ 5 /0 17112y at) )+

1 T 2
+c? [|mi [o,00,0 (/0 Hfllzze) dt)

1 1 3, (T 2
<ct lImilloces ( 5200+ 5( [ 115 lle at)
0

1 1 3, (T 2
<ct [l [o,00,0 FT 53(0)4‘5(/ | fllz2() dt)
0

_<_CT<E(0) + (/OT 1 fllz2) dt)2>

avec c constante indépendante de T et de e mais qui dépend de T*.
On remplace dans (2.2.12) et on trouve (2.2.10).
Pour montrer (2.2.10) on applique le théoréme 2.2.1 avec le choix de multiplicateurs

(2.2.9). La démonstration est similaire & celle de (2.2.10). |

Remarque 2.2.4 Si f = 0 alors:

(2.2.13) / (aa‘ie) dodt < cTE(0)

(2.2.14) | /2 ) a¢e — Vese }dadtl < ¢T'E(0)
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ou ¢° solution de (2.1.1) et ¢ constante indépendante de T et de e.

2.3 Inégalité inverse

Dans ce paragraphe, on établit une deuxieme estimation (inégalité inverse) en

utilisant les multiplicateurs définis par:
(2.3.1) mg = z — z,(c), k=1,2,3 avec 2o = 0.

On introduit les notations suivantes:
(2% = {2 (21, 22) € 7(2°) et h_(z1,22) <23 < hi(z1,22)}
(2.3.2) Fi(2®) ={zel, |m(z).v(z) >0}, Ii=TIy \ T (2%
D4(2%) =T1(2°) x[0,T], T3i(z°) =TLi(z°) x [0, 7]

Remarque 2.3.1 Dans le cas cylindrique [31], on avait T'y(2°) =T, et I'% (29) = 0.

Ici c’est plus compliqué car m.v n’est pas nécessairement strictement positif.

Théoréme 2.3.2. Soit ¢¢ solution de (2.1.1) avec des conditions initiales ¢o dans
H2(Q)NV et ¢y dans V. Alors il existe des constantes c et T* > 0 indépendantes de

e telles que pour T > T*, on a:

o sef [, () was [ (%) oo

+ / Vo e[ dadt},
Z1(29)

(2.3.3)

ot 5(2°) est définie dans (1.5).

Démonstration: La démonstration est similaire a celle du théoreme 5.1 de (31]. On
écrit I'identité énoncée dans le théoréme 2.2.1, dans le cas des solutions homogenes

(f =0), avec le choix de multiplicateurs (2.3.1). On obtient facilement I'égalité:

0 :%/20 maua(%)zdadt +%[E¢ mkuk{(a;:)zf IngSelz}dadt_

¢ 9¢° 1T (3,042 1._ ..
-1, T ], /Q{z(at) 5 Vet dad.
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€
On ajoute des deux cotés —/{( g; ) + IVeqSelz} dzdt. 11 vient:
9¢°\ 2 1 86\ 2
:/{( ) + [Veo?? }dzdt —-Q—/EOmal/a( 1/) dodt +
1 6¢e 2 o 1e|2
+§/Ei mavid ( at) ~ VE6°} dodt -
o0¢°

[ S dE / ()19} dsa

qu’on peut écrire d’apres la conservation de Iénergie:

TE(0) =%/2 mal/a(aaqie)zdadt+
(1]
(2.3.4) +% /Z mkuk{(aa‘ie)z— V267 } dodt -
+

3"56 ]veqselz} dzdt.

[ 6¢e 6 € / {
ot "
On multiplie maintenant 1’équation du probléeme homogene (probléme en ¢°) par ¢°

et on intégre par partie. On trouve:
0¢* o¢®
(2.3.5) /Q{(¢)_|V¢e dedt = / ¢¢e ] .

On remplace (2.3.5) dans (2.3.4). On obtient:
TE(0) =% /EO maua( ;e) dodt +;/Ei mkuk{(agf)z— |Vg¢e|2}dadt—
=[], T (o # megg )]
S% /E(zo) Male (%) dodt + % /zi(zo) Yk (6;16 ) dode+

1 o el2 a¢ e 6¢e T
+2/;(20)|mkvkllve¢| dodt [/Q e (¢ g dz)] .

Il reste & estimer le dernier terme du membre de droite pour avoir (2.3.3). On montre

dans le lemme qui suit qu’il existe une constante ¢ > 0 indépendante de e telle que:

[ 5 (o +meg) a1 <efmo)+ [ (G 57 o),
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En reportant dans I'inégalité précédente on obtient:

1 0\ 2 1 O¢®\ 2
Z —_ E' 0) <- mav. do-d + — minv do-d +
( ) ( ) 2 /2(20) * (31/ ) g 2 /E:I:(Zo) ¢ k( ot ) ;

), : )+
+2 |mavi| [VI6%)? dodt +c / —)° +¢°?) dodt
2 /510 2¢<zo)(( ot )

1 1 0¢®\ 2
Smax{zg%ax |MmaVe |, (c + 2)rr1£ix]mkvk|}{[2( 0)(;;) dodt+

+/zi(20){(a§)2+ (¢e)2}dcrdt +/

On a alors le théoréme pour T* > ¢ et pour toute constante supérieure 3
1

1
T_cmax{2r(ax|maua| (c+ = )maxlmkukl}. n

V2 pe|? dodt}.

(2

Lemme 2.3.3. il existe une constante ¢ > 0 indépendante de e telle que:

| [/ a;; (¢e+mkg¢ )dz] | <e{BO) + / ( %)%qsez) dodt}.

B+ (20)

Démonstration: On a d’apres l’inégalité de Young:
9¢° 1 . a¢° 1 Ot 2 1 dge 2
- b <Z -
,/Q 8t (¢ +mkazk )dz|_2/ﬂ ( 8t ) dZ+ 2/Q<mk8zk +¢ ) dz
1 Op®\ 2 1 o [ 0P\ 2 1 2
52/9(8:5) dz+2/9m’“(_at_) dz+§/9¢ dz+
+/mka¢ dz
o O
1 Iolox 1 0¢° 1 2
S§/(8t) az +2/ () a3 /q5 d=t
o(¢) .
/m 0z .
dee 1. [ ,70¢°\2 1 [ 2,
S2/ (at) dz+2/m’“<ﬁ) dz+2/9¢ dz
__/(¢e2 d2+ /mka ¢e2
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1
<cE(0) + ~ max Imkukl/ (¢°%) do
2 F:I: (20) F:E
0¢° | 2 2
gc{Eo +/ A +¢e>dadt .
La derniére inégalité est diie & un théoréme de trace. ]

2.4 Mise en place de la méthode HUM

Gréce a 'inégalité inverse (2.3.3) et au lemme 2.1.2, 'expression:

Ioootiie={ [ (G) doat # Lo {(G) + @ doar +
+ A o Vo pe? dadt}l :

ol ¢° est solution de (2.1.1), est bien définie et définit une norme dans (H*(Q)NV)x V.

(2.4.1)

Considérons ’espace de hilbert F le complété de (H2(Q) N V) x V par rapport a la
norme (2.4.1). On note F’ le dual de F.

On introduit maintenant le probleme rétrograde:

8;:: —AY)* =0 dans Q
Yo = 68(:;6 sur £(2%)
(2.4.2) vi=0 sur ;;e
Ve .n® { 8t( Bt ) — ¢ swr Da(2))
AN sur X% (29)
Oye

Y¥*(T) = ~(T)=0 dans Q

ot ¢° solution de (2.1.1) avec {¢g, 1} € F et T > 0 tel que I'inégalité inverse a lieu.
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€

0
La dérivée 2.
a erlveeat 5

son dual, c’est-a-dire:

9 (9¢° - _ 9¢° dv ' 1 12 0
<at( ot >’v> - /Ei(zo) ot ot dodt Y €H (O’T’L (Pi(z )))

De méme, comme ¢¢ € L2 (O, T; Hl(f‘l(zo))), alors:

est prise au sens de la dualité entre H! (O, T;L? (Fi(zo))> et

az¢ e 17 (0,73 (H'(T1(2))),
et on écrit

(— AZe,v) = Vet Vivdodt, Vve L*(0,T;H '(Ti:")).
Z1(z9

La solution ¢ de (2.4.2) est définie par la méthode de transposition [18]; on mul-
tiplie (2.1.5) (probléme en 6¢) par ¥ et on integre sur Q. On trouve sans peine la

formulation du probleme (2.4.2):
Trouver ¢ € L°°(0, T; V') qui vérifie : Hbs, ~v§} € F' tel que:

06° 9g°

t
(z0) Ov Ov dodt +

Fr <{Y1,—¥5},{60,6:} > =/Q Ju* dzdt +/>3

o6° g
(2.4.3) +/zi<20) o o+ 0% }dadt +

o+ / V26°.V9 ¢¢ dodt,
3. (29)

pour toute solution §° de (2.1.5) ot1 I'on a pris fe€LY0,T;V) et {60,6,} € F.

Le premier terme du membre de droite de (2.4.3) est interprété par la dualité entre
LY0,T;V) et L® (0, T; V"), et les autres termes de droite ont un sens grace au lemme
2.1.2.

D’apres Lions [18], le probleme (2.4.2) possede une solution 1° et une seule vérifiant:

oye e /
ot (O)a'_'w (O)} € F.

Y° € L®(0,T; V') et {
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On définit maintenant Popérateur A€ : F — F par :

(2.4.4) A*({¢o,$1}) = { (0), -0} V{¢o, 1} € F
En prenant f = 0 dans (2.4.3), on obtient:
{5, =96} [l <I| {d0, b1} ||,
et donc on a:
(2.4.5) 1A []< 1,
On prend cette fois-ci {60, 61} = {0, ®1} et f =0 dans (2.4.3), on a alors ¢ = P° et
P <{f,~ 5} (B0, 81} >r=]| {d0, 1} I3,
il s’en suit:
(2.4.6) Il A®|I> 1,
et donc, d’apres (2.4.5) et (2.4.6),
(2.4.7) A® est un isomorphisme de F sur F'.

Par conséquent, pour tout {¥%, —y€} € F', il existe une unique solution {¢§, #5} dans

F telle que:
(2.4.8) A ({45, 45}) = {v5, —45).
En posant:
ve = %‘f sur £(20)
(2.4.9) wi={ {gt(a¢) ¢e} =w{ sur 4(z°)
NoAZgE = g sur T3 (=)
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olt AS est définie dans (1.11), on constate que le probléme (1.12) coincide avec (2.4.2),
par suite y® = ¥ et en particulier:

Oy
€ T —

Ainsi, on peut énoncer le théoréme de controlabilité exacte suivant:

(T)=0 dans Q.

Théoréme 2.4.1. On fize T > 0 tel que l'inégalité inverse a lieu. Alors le probléme
(1.12), avec des conditions initiales {vf,—y§} € F' est contrélable ezactement en
T avec les contréles définis dans (2.4.9). Ces contréles vérifient les propriétés de

régularité suivantes:
(2.4.10a) v¢ € L*(%(2%))
(2.4.100) w? € (Hl(o, T LZ(I"i(zO)))), et wSe L2 (o, T (Hl(r;(ZO)))’).

3.-Etude asymptotique

Dans cette partie, on fait tendre e vers zéro et on étudie le comportement
asymptotique des problémes cités en premiere partie: probléme homogéne (probléme
en ¢°), probléme rétrograde (probléme en 1°) et enfin probléme de controlabilité
exacte (1.12), et ce en utilisant les estimations déja établies. On montre que la limite
du contréle latéral v est le controle d’un probléme bidimensionnel dont Iopérateur

dépend des ondulations hy et h_ et que le contréle wi converge fortement vers zéro.

Pour tout g défini sur Q, on pose:

1 [h+(z1,22)
m(g)(z1, 22) = E/h 9(z1, 22, 23) dz3

—(z1,22)
3.1 Comportement du probléeme homogéne
On reprend le probléme homogene de terme source non nul avec des conditions
initiales qui dépendent de e:
620e
ot?

~Af0°=f dans Q
0°=0 sur I,
(3.1.1)
Veb.n°=0 sur T,

86 .
06(0) = 08, E(O) = 91 dans Q.
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Théoréme 3.1.1 On suppose que f € L(0,T; LZ(Q)) et que:

05 — 65 dansV faible,

(3.1.2) - {e ‘18 Q),
o7 — 9; dansL () faible.
Alors:
0¢ — 0" dans L*(0,T; V) faible,
(3.1.3) %9: - %9* dans L0, T; L2()) faible.
La limite 0* est indépendante de 23 et est l'unique solution du probléme:
h%zti* + A0* = hm(f) dans w x (0,T)
(3.1.4) 6" =0 suryx(0,T)

6% (0) = m(63), %(O) =m(07) dans w

ot l'on a noté A Uopérateur differentiel elliptique du second ordre a coefficients vari-

ables défini par:

0 ou
(3.1.5) Au=— 3" 5 (hg).

i=1,2

Démonstration: On pose V = {ve HY(w)| v =0 sur v}. On vérifie sans peine que
m(f) € L0, T; L*(w)), m(6) € V et m(67) € L*(w). Le probleme (3.1.4) admet

alors, d’aprés Lions et Magenes [21], une unique solution §* vérifiant:
6" € C°(0,T; V) N CY(0, T; L2(w))

De l'estimation de 1’énergie (2.1.6) et des hypothéses prises sur fy 65 et 6% dans
(3.1.2) découle:

00¢ . 9
5 borné dans L*(0, T; L?(Q2)),

(3.1.6) 6° borné dans L*>(0,T;V),
e ! 06 borné dans L0, T; L2(Q)).

323
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Il existe alors , pour une sous suite de (6°), 6* telle que:

0° — 6" dans L*(0,T; V) faible,
09° 56"

ot ot
09
32’3 -

dans L*(0, T'; L*(Q)) faible.

0.

6_1

%

Par conséquent on a 6* ¢ L*>(0, T; ‘7) et i
0" est solution du probléme limite (3.1.4):

€ L>(0,T; L?(w)). 1 reste & voir que

On multiplie (3.1.1) par une fonction test v indépendante de z3. Plus précisément
~ 0
on prend v € L'(0,T; V) n H2(0, T; L?(w)) telle que v(T) = 8—:(T) =0 dans w. On

trouve sans peine:

2 e
/ fvdzdt = 'Hea—: dzdt + 06 ﬁ dzdt+
Q Q Bt Q aza Bza

(3.1.7) 5o
+/ﬂ€0a(0) dz—/ﬂ&lv(O) dz.

On peut passer a la limite dans (3.1.7). On obtient en intégrant par rapport 3 zs:

0%v 00* v
hm(f)v dzdt =/ h0*— dzdt +/ — dzdt+
) wxjo,r  Ot? wx]0,T] 02a 024

(3.1.8) /“’XIO*T[ 5
+ / hm(05) 22 (0) d / hm(83)0(0) dz

L’expression (3.1.8) n’est autre que la formulation faible du probléme limite (3.1.4).

Puisque la limite est unique, on a le théoréme pour toute la suite (6°). g |

Corollaire 3.1.2 Soit ¢° solution du probléme suivant:

82¢e
w - Ae¢e =0 dans Q
=0 sur %,
(3.1.9)
Ved®. n®=0 sur T,

O =d5 22(0)= gt dans 02
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On suppose que:
$6 — ¢p dansV faible,
-1 a¢(e) P 2
(3.1.10) {e } borné dans L2(0),

62’3
¢1 — ¢1 dansL*(Q) faible,

Alors:
@¢ — @* dans L>(0,T; V) faible,

(3.1.11) 0¢®  O¢* 0o 2 :
s dans L>(0,T; L*()) faible,

0U ¢* est indépendante de 23 et est lunique solution du probléme:

o°¢* .
hat2 + Ap* =0 dans w x (0,T)

(3.1.12) ¢* =0 suryx(0,T)

*

¢*(0) = m(gg), %—t(O) =m(¢}) dans w

3.2 Comportement du probléme rétrograde

On prend {¢¢, ¢$} tel que:
(3.2.1) 1 {85, ¢1} lIr< c
avec ¢ > 0 constante indépendante de e. On a alors (pour une sous-suite de {gg, %}
(3.22) (66,6} — 45,6) dans F fable

et les hypothéses du corollaire 3.1.2 sont satisfaites grace & I'inégalité inverse (2.3.3),
et par suite on a les convergences données par (3.1.10). En outre, (3.2.2) est équivalent

a:
0¢° . Qﬁﬂ 2 0 :
¥y 5t dans L*(X 4 (2°)) faible,
(3.2.3) 0¢° _ 99" tons LX(3(2%)) faible,

ov ov
VI¢® — V72¢* dans L2(Z;:(z°)) faible,
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¢ ,%,0) sur 33 (2%) et ¢* est la solution de (3.1.12).
821 822

On a le résultat suivant:

avec V7¢* = Vg* = {(

Théoréme 3.2.1. Soit {¢§, ¢} vérifiant (3.2.2). On résout le probléme (3.1.9) en
®°, puis on résout le probléme (2.4.2) en ¥° pour y° € L*=(0,T;V"). On a:
m(y°) € L*(0,T; L*(w))

(3.2.4)
m(y°®) — ¢* dans L>(0, T L (w)) faible-étoile,

ot p* € L®(0,T; L% (w)), indépendante de 23 et est l'unique solution de:

h% +AY” = (852:;* - ¢*)Xw:t(z°)><(0,T) +
-t AP"Xwy (20)x(0,T) dans w x (0,T)
(3.2.5) Y= %qf: sur ’7(20) x (0,T)
Y* =0 sur v x (0, T)
Yi(T) = aawt* (T)=0 dans w

ot l'on a noté:

w(2°) = {(21,22) € w| (21, 22, ha (21, 22)) € T (20}

(3.2.6)
wi(2%) = w\ wi (2%,

et Xuwy (20)x(0,T) désigne la fonction caractéristique de wi(2°) x (0,T).

Démonstration: On passe & la limite dans (2.4.2) (probléme en 1°) en procédant
comme dans [31]. On considére sa formulation faible (2.4.3) avec 6, € V, 0, €
L*(w)et f € LY(0,T; L?(w)) indépendantes de 23 et donc 6° = ¢* (indépendante
de e et de 23). L’inégalité (2.2.10) nous donne:

00°\ 2 9 0 T 2
2 = 2
(3:2.7) /E oo (By) ot < T{IBal + il 2aq., +( /0 £ llzsw) dt) )

avec ¢ constante indépendante de e.
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En suite en utilisant I'estimation de I'énergie (2.1.6) et le fait que 6° et f indépendantes

de zs, il vient:

Li(20)<%ie)2dadt g/zi (880;)2dadt
(3.2.8) Sc/q(%ie)zdzdt

gcT{HeOH% + 1611132, +(/OT I f llz2w) dt)z}

avec c constante indépendante de e.

On obtient aussi en combinant Iinégalité (2.2.11) et (3.2.8):
T 2
329 [ V20 dodt < T Il + [l ([ 05 Nl @)}
T3 (29) 0

avec ¢ constante indépendante de e.

. Ay 00° _ 20y 00° 0
On vient de montrer, grace 3 (3.2.7)-(3.2.9), que 5, € L*(2(2")), a5 € L*(24(2°))
et VZ¢© € (L(24(2))°.
On prend, maintenant, 6o = 6; =0 et f € L'(0,T; L?(w)) indépendante de z3. On

remplace dans (3.2.7), (3.2.8) et (3.2.9) et on combine en suite avec la formulation
variationnelle (2.4.3) du probleéme (2.4.2) (probléme rétrograde en ¥°¢). 11 vient:

(3.2.10) |/Qf¢edzdt| < c(/OTHfHLz(w) dt)2

avec ¢ constante indépendante de e.
Il en découle (3.2.4) du théoreme.

En prenant, cette fois ¢i, 6y € V et 61 € L?(w) indépendantes de z3 et f =0 on

obtient:
m(y5) bornée dans L?(w)
m(y§) bornée dans V'
On pose:
m(¥5) — g dans L%(w) faible
(3.2.11) ° °

m(f) — 4} dans V’ faible.
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Avec tout cela on peut passer a la limite dans la formulation variationnelle (2.4.3)

(on rappelle que ¢¢ vérifie (3.2.3)). On trouve:

7 < hy1, 6y >V —L2(w) < hig, 0, >r2(w) =

- / h fy* dzdt +/ B2 9% s+
wx]0,T[ ¥(29)x]0,T[ ov v
(3.2.12) / 00" dp* . Y -
+ +0%¢" } dzdt +
wi<z°)x10,T[{ ot ot }
+/ VO*.V¢* dzdt,
w} (20) x]0,T|
On vérifie facilement que (3.2.12) est la formulation faible de (3.2.5). |

3.3 Etude du probléme limite bidimensionnel

On se donne un contrdle interne w et un contréle frontiere ¥ et on considére le

probléme suivant:

hes+Ay=w dans w x (0,T)
sur 7(2°) x (0, 7))

v
(3.3.1) N
=0 sur v, x (0,7)

~ ~ 0y -
HO) =Fo et 2X(0) =71 dans w
Pour T fixé > 0, on cherche et © tels que:
~~ 0y~
(3.3.2) y(T) = E(T) =0 dans w
Pour {¢y, 51} eV x L*(w), le probléme homogeéne associé & (3.3.1):
o

P ~ ~
hW+A¢—O dans w x (0,T)

(3.3.3) $=0 sur v x(0,T)
| (Z(O) =¢o , %(0) =¢; dans w

admet une unique solution ¢ € (0, T; )N cY(0, T; L*(w)) d’apres [21].
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En plus, en posant

(3.3.4) Br) = X / {(at2)+|v¢| Va3,

On a

(3.3.5) E(t) = E(0), Vt.

(3.3.6) E@) =1 / A {1980 " +1 61 2} a2 =|{do, b1}1%

Soit f € LY(0,T; L?(w)), on introduit le probléme de terme source non nul suivant:

625
h e

cbcaz

f dans w x (0, T)
(3.3.7) =0 sur v x (0,T)

5(0) = 50 s E(O) = 51 dans w.

Pour {6y,6,} € V x L*(w), on a § € C°(0, T; V)ynco,T; Lz(w))

Par la méthode des multiplicateurs on montre que:

96\ 2 -
[’ (Oﬁ(a—y) dodt <cT{E(O)+l|fHL1(OTL2( oy b YT >0
(3.3.8) <O

032 Lo
[rx(ofr')(a—l/) dod <cT |[{go, 1 }ll%, VT >0.

ol ¢ constante > (.

De plus on a le résultat suivant:

Lemme 3.3.1. Pour tout T > 2ma.x Im(2)], avec m(z) = *(z — 27, 25 — 29), et pour

{Bo, $1} dans V x L*(w),on a

~ - 06\ -\ -
3.3.9 , 2 < _ {(—) +¢2}d
(3:3.9) 1 {F0, 1) I < c /wi(zo)xm s :

avec ¢ constante > (.
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Démonstration: On vérifie facilement que wy(2°) est un voisinage de v(z°) et le
résultat découle immédiatement du lemme 2.4 p. 413 de Lions [18]. ]

On définit maintenant la norme:

~ ~ O 2
I @d iy = [ (5 doars
Yz X ’

35 2 72 ~
(3.3.10) + / 2) 172 azany
we(z0)x(0,7) | \ Ot

+/ _ | Vé [2dzdt.

1(2%)x(0,T)

De (3.3.8) et (3.3.9) on déduit que pour T tel que (3.3.9) a lieu, les normes Il 1z et

[l & sont equivalentes. Et parsuite
(3.3.11) F=VXxI*w) e F = x L (w),

On introduit ensuite le probléme retrograde:

Trouver ¢ € L>®(0, T; L*(w)) solution de:

% - 2F -
"o t 4% = (57 ~ D) Xesioxo,m) +

+ AZJXw;:(zO)x(O,T) dans w x (0, T)

(3.3.12)

% sur (2% x (0,T)

<

=0 sur v, x (0,T)

Yv*(T) = %—f(T) =0 dans w

ot ¢ est solution de (3.3.3).

En multipliant dans (3.3.12) par 8 solution de (3.3.7) (avec {6, 51} dans V x L3 (w)),
et en intégrant par parties, on obtient la formulation faible de (3.3.12) suivante :

I1 existe {1;0,121} €L?(W)xV'etye L>(0,T; L?(w)) tels que:
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v <¥1,00 >3 —r200) < 90,01 >p2,=

= / _ WfdEdt + / 9 ¢ dodt +
wx(0,T) ¥(2°) x (0, T) 8u 81/
(3.3.13)
06 99 ——+0¢\ dodt +

i(zo)x(O T) Bt Bt

/ V.V dzdt.

1 (29)x(0,T)

La formulation (3.3.13) admet une unique solution.

Définissons alors 1’opérateur linéaire A
(3314) A ﬁ I FVI, A({ao,qg]_}) = {"Zla —-’lZo}

On montre sans peine que A est un isomorphisme de F sur 7. Le probléme bidimen-

sionnel (3.3.1) est alors équivalent & :

Trouver {qZO, al} € F' tel que
(3.3.15) A({$o,$1}) ={t, %} €F,

et on prend:

S

U= (58 = Maseorx0) + Dy oyeo  dams w x (0,7)
(3.3.16) o7

v=5- sur v(2") x (0, T)

On a les propriétés de régularité suivantes:
@ log o€ L7(0, 5 (B3 (=),
~ !
(8:3.17) B Loy )€ (0,55 L2(wa (%)) |
v € L*(7(2%).

On énonce maintenant le théoréme de controlabilité exacte du probleme bidi-

mensionnel (3.3.1):

Théoréme 3.3.2 On considere le probléme de contrélabilité exacte (3.3.1), on prend

les conditions initiales {§o, —71} € V' x L*(w), on prend aussi T tel qu’on a (3.3.9)
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et le théoréme 2.4.1. Alors le probléme (3.3.1) est exactement contrélable avec les

contréles donnés par (3.3.16).

3.4 Comportement du probléme de controlabilité exacte
On suppose que:
Il {¥%, —u6} |7 < ¢, avec cconstante indépendante de e
(3.4.1) m(ys) — yo dans L%(w) faible
m(y;) — y; dans V' faible
D’aprés (2.4.8) A€ est isomorphisme de F sur F’. ] en découle

(3.4.2) |1 {¢5, #5} lIr< ¢,

ol {45, #$} est une solution de (2.4.8) et ¢ constante indépendante de e.

On retrouve (3.2.1) et par conséquent on a, pour une sous suite de e, les convergences
données par (3.1.10) et (3.2.3). On vérifie comme dans [31] qu’on a convergence pour

toute la suite.

Enfin, d’aprés (2.4.10) et (3.2.3), on a
!
w{ — 0 dans (Hl (0, T; L2(I‘i(z°)))) fort,

(3.4.3) wg — 0 dans L2 (o, T; (HM(T, (zO)))’) fort,

A aaie — U= o4 dans L?(2(2%)) faible,
ou ¢ est la solution du probléme limite bidimensionnel avec les conditions initiales:
(3.4.4) Yo=m(¢g) et Fr=m(e}).

On a alors le théoreme

Théoréme 3.4.1 On prend {46, ¥$} vérifiant (3.4.1), et T tel qu'on a le théoreme
3.3.2. Alors
a) Les contréles {ve,ws.} vérifient
I
w§{ — 0 dans (H1 (0, T; Lz('yi(zo)))) fort

3.4.5 i=
( a) wy ws —0 dans L2 (O, T; (Hl(’y:"f:(zo)))') fOT't

]

(3.4.5b) V8 — 7 g—f dans L*(£(2°)) faible,
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b) La solution y¢ du probléme (1.13) vérifie
(3.4.6) m(y®) — y*  dans L®(0, T; L(w)) faible-étoile

ou y* satisfait:

32 * . 82¢* .
ha + Ay = ( 52~ " NXwsoyxom) +
+ A¢*Xw:’;:(z°)x(0,T) dans w X (O, T)
(3.4.7) Y= <98¢U sur v(2°%) x (0,T)
y" =0 sur v, x(0,T)

v (T) = 88‘11 (T) =0 dans w

ou ¢* est l'unique solution de (3.1.9) et (3.4.4).



Contréle optimal . 43

UN PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL
DANS UN DOMAINE MINCE

Introduction:

Dans ce deuxiéme chapitre on se propose d’étudier un probléeme de contréle

optimal pour 'équation d’état donnée par un opérateur elliptique de second ordre et

une fonction cofit & minimiser. Notre équation s’écrit:

~div(AVu) = f+© dans Q°
(0.1) u=0 sur I'§
AVu.v® =0 sur %

ou A est une matrice définie positive, f € L?(Q¢) et © € =4 (ensemble des contréles
admissibles).

On se donne la fonction coiit:

(0.2) J(O) = 1 (BVu, Vu) dx + N ©? dz,
2 Joe 2 Joe

avec B une matrice symétrique définie positive et N une constante > 0.

Il est bien connu, d’aprés J.-L Lions [20], qu’il existe un contréle optimal ©¢
pour la fonction J. Notre but est d’étudier la limite de ©¢ quand e tend vers zéro.
On montre que si la limite existe alors elle est le controle optimal de ’équation limite
obtenue & partir de (0.1). Pour établir ce résultat, on passe & la limite dans (0.1)
et dans le probléme adjoint correspondant en utilisant la méthode de Ia, formulation

variationnelle avec des fonctions test particulicres s’inspirant de [13] et [32].

Ce chapitre est divisé en cinq paragraphes:
Dans le §1, on pose le probleme qu’on veut étudier et on donne quelques notations.
Le §2 sera consacré au Passage a la limite dans 1’équation d’état. On étudie, ensuite,
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le comportement asymptotique du probléme adjoint dans le §3. Dans le §4, on donne
quelques propriétés de la matrice B¥. Enfin, dans le §5, on donne des résultats de

convergence du controle optimal.
1.- Présentation du probleme:

On se donne un ouvert borné connexe w de IR 2 de frontiere v réguliére, un
petit parametre e > 0 destiné 3 tendre vers zéro et deux fonctions hi et h_ de classe

C'! sur @ vérifiant:

(1.1) hy>0eth_ <0surw
1.1
il existe un nombren > 0 tel que h:=h, —h_>np,

On considére un domaine cylindrique Q¢ de frontiere I'¢ 3 base ondulée; la frontiére
supérieure (resp. inférieure) sera notée par I'S (resp. I'®) et dépendra de e et de hy

(resp. de e et de h_). La frontiére latérale sera notée par ['§.

On pose :
Qf = {(z1, 24, z3) [(z1,22) € w et eh_(z1,25) < a:3. Sehy(z1,22)}
I's = {(z1, z2, z3) | (z1,22) € v et eh_(z1,z;) < x5 < ehy(z1,z,)}
(1.2) IS = {(z1, 22, 23) [ (z1,22) €T et 23 = ehy(zy,22)}

IS = {(z1,29,73) | (T1,22) €W et 23 = eh_(z1,25)}
I'*=Tgursure.
Pour aps > oy, > 0 constantes données, on note par M (Qm, aprr, Q) Pensemble

des matrices A = (a;;(z)) d’ordre 3 telles que :
(1.3) A€ (L™(9Q)° et am&it; < ;€5 < améili V() €R3
avec sommation sur les indices répétés qu’on utilisera dans toute la suite.
Soient A € M(am,an, Q%) et B € M (B, Bu, Q) supposée symétrique. Soit Ug,
un sous ensemble convexe fermé non vide de L(Qe). od désignera ’ensemble des
controles admissibles. Soient enfin f € L*(Q®) et N > 0 une constante donnée. Pour
© € Uz, on considére I'équation d’état :
~div(AVu) = f + O dans Q°

(1.4) u=0 sur I§

AVu.v* =0 sur TS
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avec v = (v, g, V€) le vecteur normal unitaire & I'® dirigé vers I’extérieur de Q€.

La fonction cout est donnée par :

(15) J(0) = % (BVu, V) dx+§ 02 dy
Qe

En introduisant ’état adjoint p, le probléme (1.4) devient :
—div(AVu) = f + O dans Q°
div(*AVp~ BVu) =0 dans Q°
(1.6) AVu.v®* =0 sur T%
(*AVp — BVu).v* =0 sur TS
u=p=0 sur T§

Pour se ramener 3 un domaine fixe, on effectue le changement de variables

suivant :
(1.7) Za =To powra=1,2 et zz3=e lz,

On note par O, T, Ty et T + les ensembles correspondant 2 Q¢, I'e, T¢ et I'S par le
changement de variables (1. 7). A toute fonction g définie dans 2°, on associe ¢g¢ dans
Q par :

9°(2) = g(z)
Soit v = *(v1, vy, 13) le vecteur normal unitaire & I dirigé vers Pextérieur de . On

montre facilement que :
(1.8) vi(z) = eALvi(2), v5(z) = eAS 1y(2), vi(z) = A% v3(2)

ou l'on a posé :

2 1/2
IVhi| +1 ) sur w.

(19) + = )\(e7h:h) = (62 IVh:blz +1

On montre aussi, grace a (1.7), que:

div(AVu) = dive(A°V u®)



Contréle optimal . 46

ou I'on a noté

A® = (af;(2))
_ ¢, 0u® Out  _ oue

€
(1.10) Veu = 021" Oz € 8z3)
divd = 921, 002 1 0% V® = (31, By, 33)

82’1 622 623
Le probleme (1.4) s’écrit alors :

Pour ©¢ € ﬁ;d (ou ﬁaed est 'ensemble correspondant 3 Ugy par (1.7)),
—dive(A°V u®) = f¢ + ©° dans O
(1.11) u®*=0 sur Iy

A°Veu®.n® =0 sur j

ol par définition:
(1.12) n® = t(Vl,V2,€_1V3).
La fonction cout est donnée par :

(1.13) Je(@e)z—l-/e(BeVeue,Veue)dz+E/e(@e)zdz
2 Q 2 Q

On a J(©) = J.(©°).

D’apres la théorie de contréle de Lions [20], le probléme de minimisation

@ier[ljfe J(©), correspondant au probléeme (1.4), admet une unique solution optimale
ad
notée O, vérifiant J(0,) = eiI(ljf J(O©) et est caractérisée par:
€Uz

/Q(p* +N6.)(©-0,)dz>0 Vo eU:,

Par le changement de variables (1.7) on obtient, pour tout ©¢ ¢ ﬁ;d:

(114) J(@) = it J.0%) et [ (of+NOL)©F - B2z > 0,
©cel¢, Q
donc la transformation par dilatation de ©, notée ©; est bien la solution optimale

du probléme correspondant 3 (1.13).
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La question est d’étudier le comportement asymptotique de ©¢ quand e tend
vers z€ro et voir si sa limite, quand elle existe, définie le contrdle optimal d’un probléme
bidimensionel du type (1.11).

Le probleme adjoint correspondant au probléme (1.11) s’écrit, d’apres ( 1.7) :
—dive(A°Veu®) = f¢ + ©° dans 0

dive(*A°Vep® — B*V,uf) =0 dans )
(1.15) A°Veu®.n®=0 sur Ty

(PA°Vep® — B*Veu®).n® =0 sur Iy

u*=p°=0 sur I,

avec p® est la transformation par dilatation de ’état adjoint p correspondant au
probléme (1.4).

Pour toute fonction g et matrice 4 = (aij), on définit :

1 [h+(z1.22)
m(g)(z1,22) = 7 9(21, 22;23) dz3
h_ (21,22)
(1.16) m(A) = (m(as;))1<i,j<3
A= (aijh<ijer et m(4) = (m(ai;))1<i j<2
A3 = Ya13, azs) et Az = (as1,as2).
On définit aussi :
~ ov Ov
_t0v Ov 3
Vv = (821,8z2) Vv elR

(1.17)
divd = — + =— Vo = (@1,@2,@3).

2.- Passage a la limite dans I’équation d’état:

On introduit l'espace V = {v € HY(Q)|v = 0surTy} et on le munit de la

1orme :

(2.1) lolle= Il Vev |20 -

On a le résultat suivant :
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Théoréme 2.1 Soient A° € M(am, cups, Q) et fe € LY(Q) telles que :

22) A® — A° dans (L(Q))° fort
2.2

fe—=f0 dans L2(Q) faible.
Soit (©°) telle que:
(2.3) ©° borné dans L?(Q)
et soit u® solution de :

—dive(A°Vu®) = f¢ + ©°  dans O
u* =0 sur Iy

AVeu®.n® =0 sur s

Alors il existe ©° € L2(Q) et u® € V tels que, pour des sous suites de ©° et y° -

(2.4) 0° — ©° dans L2(0) faible et u° — 0 dans H'(Q) faible,

et tels que u® indépendant de 23 et est solution du probléme bidimensionel sutvant :

(2.5) —div (hm(}lvo - a%A%Ag")euO) = hm(f°) + hm(0°) dans w
2. 33

w =0 sur v,
ot A°, A%, AS et Vul sont définis comme dans (1.16) et (1.17).
Démonstration : On a A¢ ¢ M (am, anr, Q) et donc vérifie (1.3). Il en découle :
am || u® || < /QA‘BVeue.Veue dz
S/Q—di'ue(AeVeue)ue dz+/P(A‘3Veue.n“")ue do
< /Q(fe + O%)udz

< UL N2y + 11 ©° ||z2qqy) 1] us Hr2(0)
< ()] £ llz2) + || ©° lz2¢a)) I u® |le
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avec c(2) constante de Poincaré. On a alors

c()

Qm

(2.6) IFu® [le < UL £ N2 + 11 ©° Il 2e))-

De (2.2), (2.3) et (2.6) on déduit que

€
Ou } borné dans L?(Q2),

(2.7) u®borné dans H' () et {e™!
(923

et donc on a, pour une sous suite de u€ :
(2.8) u® — u® dans H'(Q) faible et u°indépendant de 23.

On multiplie maintenant dans (1.4) par une fonction test v = v(2y, 2,23) € V et on

integre sur 2 :
/(fe +0%vdz = / —dive(A°Vu®)vdz
Q Q
= / AV u®.Vovdz — / AV uf.nvdo
Q r
= / A®Vu® .V vdz
Q

u’on peut écrire aussi, en développant les calculs sous l'intégrale dans le terme de
b

droite :
/ (f¢+0O0%dz = / (A'e%ue Vv +e ! g: Aia.ev + e_lAg"eue%+
(2.9) § Q . 3 3
+e%ag Ou @)dz

ou A¢, Vue, ev,Aig, et A3 sont définies dans (1.16) et (1.17).

Dans un premier temps, on prend v indépendant de z3. La relation (2.9) s’écrit:

(2.10) / (fe+0%vdz = / (A°Vue . Vuy + e'l—a-y—A%ﬁv) dz
Q Q Oz3
e -1 Ou® 21913
On pose (* =e . De (2.7) on déduit que :
823
€
(2.11) ¢® — ¢° dans L%(Q) faible et — 0 dans L2(Q) fort.

23



Contréle optimal . 50

Gréce a (2.2), (2.3), (2.8) et (2.11), on peut passer & la limite dans (2.10), (produit

de convergence forte et convergence faible). On obtient :
(2.12) / (fO + 6% dz = / (AT T + (° 4% o) dz
Q Q

et comme u® est indépendant de z3 (d’apres (2.8)), et on a pris v indépendant de z3,
Iégalité (2.12) s’écrit :

(2.13) hm(f%) + hm(©°))vdz = [ (Am(A%)VuP. Vv + hm(¢°A4%,).Vv) d7
( ) ( 2)-Vv)

w

On calcule maintenant m(goA?’s). Pour cela on multiplie cette fois ¢i par e des deux

cOtés de (2.9) et par passage a la limite, il vient :

(2.14) /AO V Oav +(° 336(% dz Wwev.

On prend deux choix de v € V' (pour i = 1, puis i = 2) tels que :

0
(2.15) Qv _ap <+ U(2z1,22) i=1,2 avec ¥ € H}(w).

De tels choix sont possibles puisque a3; # 0. En effet, en prenant & = (0,0, 1) dans

(1.3) on a 0 < am < a§3 < apr. Il en découle 0 < @, < s < oy
0

z3 !
On remarque que v = ( / 233 )¥ (21, z2) vérifie (2.15). On remplace dans (2.14). 11
h- 33

vient :

~ a9
= / Ag,_VUOZé:; U(zy,22) + Coags\ll(zl,zz) dz i=1,2
Q 33

qu’on peut écrire aussi :

0= / him(A3, Vu® = ’3 0 ) ¥(21,22) +hm(Cal)¥(21, 22)d7  i=1,2
or ¥ est quelconque dans H(} (w). Il en découle
~ al
m((%ags) +m(45 Vu ) =0  i=1,2
33

et donc

m(¢°A%) + m( (A0 Vu )A0 y=0
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D’apres le lemme 2.2, qui vient aprés, on a
(A9 Vu)A% = (42,43 )Vu°
et comme u° indépendante de 23 on obtient

(2.16) m(¢°A%) + m( - A°3A IVl =0

On remplace (2.16) dans (2.13), (on rappelle que dans (2.13) v est quelconque dans
V indépendante de z3) :

/ (hm(f°) + hm(©°))vdZ = / (hm( AO) — hm( A03A0 )Vl . Vv dz
/ div (hm(ﬁo - —O—A%Ag,_)%uo)v dz.
w a3s
D’ou le résultat. |
Lemme 2.2 Pour tout r = (r1,72),8 = *(s1,52), et t = t(t1,t2) on a

(2.17) (rs)t = (tr)s

Démonstration: le résultat est directe puisque le produit matriciel est associatif. W

On montre maintenant le résultat d’ellipticité suivant:
~ 1
Théoréme 2.3 La matrice hm(A® - aTA%Ag,_) correspondante au probléme de
33
contréle limite bidimensionnel (2.5) est elliptique.

Démonstration: On a A° € M(am, apn, Q) et donc vérifie (1.3):
améii < aj;€é; < o V(&) eRE.
On passe a la limite, on obtient
am&i€i < a5 < am&i&i V(&) €R®
qu’on peut écrire aussi

omlE < A% E <aptf  VEEIRD,
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En posant € = t(&1,£2) et en développant les calculs on trouve

Um&.E + €3 < APEE + €3 A%5.E + (A3 €)&s + a2 < an€.£ + apel

3 . Ay
et ce pour tout £ dans IR °. On prend £ vérifiant &3 = ——0 il vient
33
e A9 £)2 A9 £)2
(018)  anfi+amstl < jogz (A 9 5:8) 40, F < g€ 8+ o et)”
(a3s) ags (a3s)

or d’aprés le lemme 2.2 on a
(2.19) (A3 6)A% = (4%43 )¢

On remplace (2.19) dans (2.18). En plus, comme a,, < ad; < ayy, il vient

(0:20)  opEE< ATE 140,43 EE < anilE 4y ST GE)
. 3 m

On a (a3,&1 + agy6)? < 2((‘131)25% + (agz)zfg)- Or A € (L*(92))° et donc on a, en
remplagant dans (2.20):

~— 1 - ~— ~—~
amE €< (A = - A0 A5 )EE < anrif+ 275" sun((6)?, (a))EE

On a h est une fonction de classe C! sur w et vérifie h > n (d’aprés (1.1)). Par

conséquent :

~ 1 o
hm(A° — == A% A3 ) € M(noum, 2—5 sup((a5)", (a5)") sup b, w).
33 w

m

3.-Comportement asymptotique du probléme adjoint:

Dans ce paragraphe on s’intéresse au comportement asymptotique du probléme
adjoint (1.14) en passsant par la formulation variationnelle avec des fonctions test

particuliéres. On pose :

(3.1) 2¢ = PA®Vp® — BV u®.
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On montre que pour une sous suite de p® :

6 e
(3.2) p®borné dans H'(Q) et {e7! 62 } borné dans L?(Q),
3
et par conséquent
(3.3) p° — p? dans H*(Q) faible et po indépendant de z3.

En effet, d’apres (1.15) on a :
dive(*A°Vp® — BV u®) =0 dans Q,
ce qui donne en multipliant par p® et en intégrant sur {2 :
/tAeVepe.Vepe dz =/ B¢V u®.V.ptdz
Q Q
et comme A® € M(am,an, ) on atA® € M(am,an, Q). 1l vient :

am || 2° |12 < /Q LAY, 5tV pF dx = /Q BV p° d
< Bag 11w llell 2° 1le

et donc

Bum
(3.4) || 2° |le < o | u® [le
m

et (3.2), (3.3) découlent immédiatement de (2.7) .
De (1.3), que vérifie A® et B®, (2.7) et (3.2) on déduit que z° est borné dans L2(f2).

On a alors, pour une sous suite de z¢ :

(3.5) 2¢ — 20 dans (L%(02))2 faible.

0

On essaye maintenant d’écrire 2° sous la forme :

(3.6) 2% = him(A° — ;},—Ag;;-Ag,_)%po — B#Vu0,
33

avec B# matrice carrée & déterminer.
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On a le résultat suivant :

Théoréme 3.1 Soient A®° € M(am, apm, ), Be € M(Bm, B, ) et f¢ € L(Q) telles
que :
A¢ — A° dans(L>°(Q))° fort
(3.7) B® — B® dans(L®(R))° faible*
fé— f° dansL3(Q) faible.
Soit (©°) borné dans L*(), et soit (u®,p¢) solution de :
—dive(A°V u®) = f¢ + ©° dans
dive(*A*Vep® — BV, .u®) =0 dans )
A°Veu®.n® =0 sur I'y
(*A®Vep® — BV u®).n® =0 sur [y
u®=p*=0 sur Iy
Alors il existe ©° € L?() et (u®, p°) € V2 tels que, pour des sous suites de ©F, u et
e
©° — 0° dans L%(Q) faible
(3.8) u® — u® dans H(Q) faible
p® — p° dans HY(Q) faible,

et tels que u® et p° indépendants de z3 et sont solution du probléme bidimensionel

swivant :
—_ ~ 1 ~
—div (hm(A0 - FA%A&_)VIL") = hm(f°) + hm(©°) dans w
33

- S
agz U7 .

wW=p"=0 sur v,
ou B# est donnée par :

1

0 40
-0 B.,3A3,.+
Q33

~ 0 1
310) 5% =hm(B° ot 45, — A B3

(033)2 Q33
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avec les notations
0 _t;,0 .0 0 _ (0 0
A’g ="(aj3,az3) et A3,. = (azy,a3;)

]

323 ='(bY3,033) et Bg,. = (b3;,b35).

Démonstration: On procéde comme dans [13] et [32] .On définit, pour k = 1,2, ¢
dans H1(Q) par :

~dive(*A°V V%) = div.(*B%;,) dans
(3.11) r=0 sur Ty
(*A°V VS +'By).n* =0 sur 'y
olt e; = *(1,0,0) et ey = ¥(0,1,0).

Le théoréme de Lax Milgram [2] nous donne I’existence de la solution ¥¢ de (3.11)

pour tout e. On montre, comme on a fait pour u® et p°, que :

(3.12) ¥®borné dans H(2) et {e! ?;f } borné dans L%(Q),
3

et donc

(3.13) s — U dans H'(Q) faible et ¥9indépendant de zs.

On définit application zy par :
(3.14) Tr: T =(T1,T2,T3) — Tk k=1,2.

On multiplie dans la deuxiéme équation de (1.15) par ¢z avec ¢ € V indépendante

de z3 et on integre sur 2. Il vient :
0=— / (tASV p® — B¢V u®).(Ved)zy dz —/ LAV p®.(Vexk)d dz+
Q Q
+/ BeV uf.(Vexy)g dz + /(tAeVepe — BV u®).n¢xy dz
Q r

comme ¢ € V et donc ¢ = 0 sur _I’o, et d’aprés les conditions au bord dans (1.14)

I’égalité précedente s’écrit :

'
(3.15) 0= —/Qze.(Vegb)zk dz — /Q Vep®.(A%k)d dz + /ﬂ Veu.(*Ber)¢ dz.
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On multiplie maintenant la premiére équation de (1.14) par Pvs -
| +09000; ds = | (4V. (Vg W + AV (VD)) do-
_ /F (A°V 0. n)pUS do
=/Q AV us. (V) Ve dz +/QVeue.tAeVe\I’§q§ dz
=/Q AV ub.(Ve0)U5§ dz — /Q udive (*A°V V) dz—
—/Qu”AeVe\Ifi.Veqb dz +/rue LAV TS . n%o do
qu’on peut écrire aussi d’apres (3.11) :
/Q(fe + ©°%)¢V5, dz =/Q AV ut.(V.0)V% dz +/nuedive(tBeek)¢ dz—
_ /Q U tASV, VSV, dz + /r U AV Ut do
:/n AV ul (V)5 dz —/Qveue.tBeekQS dz—
—/Que(tBeek).Veqb dz+/ru”Beek.ne¢ do—
_ /Q U LAV, 0.V, dz + / ue LAY TS 1 do.

r

Les termes au bord s’annulent car ¢ € V' et d’aprés (3.11). Par suite on a :

/(fe + 0°)¢¥5, dz =/ AV u. (V)T dz ——/ Veut.!Berd dz—
(3.16) 9 2 «

En additionant (3.15) et (3.16), on trouve :
/ (F© + ©°)pUS dz =— / .(Vod)z dz — / Vo0t (A%er)d dz+
Q Q Q
+/ AV us.(Ve0) TS dz—/ue(tBeek).Veqb dz—
Q Q

- / Ut AV U8V, 4 do.
Q

—/ u®(*Be;).Veo dz — / u® tASV UE.V ¢ dz.
Q Q
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et comme ¢ indépendante de 23, on a V.¢ = V¢ et I'égalité précedente s’écrit :

/ (¢ + ©°)pT dz =— / 2. (Vo)zy, dz — / Vep.(A%er)d dot

Q Q Q

(3.17) + / AV 1. (V) TE dz — / u®(*Bee;). Ve do—
Q Q

——/ u¢tA°V U5V dz.
Q
En développant les calculs sous les intégrales dans le second membre, on obtient :

/ (¢ + O°)$ug dz =— / 5 (V)2 de
Q Q

~ o~ Ont _
—'/Q (*A°Vp°.erg + e_la—ZtAg’..ek@ dz+

€
_10u

9 A3 VoUs) da—

(3.18) + / (A°Vus(Ve) T + e
Q

- / we (%) .V dr—
Q

- /n (uetA*VUE.Vo + uee-l%‘lz’—;c tAS V) d=.

On pose :

op® _,0U¢
e -1 t e _ 1 k
a e 973 et B e _823

On a, d’apres (3.2) et (3.12), of et 8¢ sont bornés dans L?(Q) et donc on a pour des

sous suites de af et 3¢ :

a® — a° dans L2() faible et [° — 3° dans L%(Q) faible
(3.19) dp® Op®
5:53 623

— 0 dans L2(Q) fort et —— 0 dans L?(Q) fort.

On peut maintenant passer a la limite dans (3.18) en utilisant les convergences établies
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précédement et I'injection compacte de H'(Q) dans L?(2). On obtient :
/Q (f° + 0% ¢0Y dz =— /Q 2.(Vp)zi dz—
- /Q (tAOF 0 2k + a0 A ) dot
(3.20) + /Q (A°VuP.(Vo)BY + P A%, V4 0?) dz—
- /Q uo(tEO'e'k).%s dz—
—/Q (uo tz?{"%\pg.fw + u%3° tAg,_.ﬁcﬁ) dz.
qu'on peut écrire aussi, comme ¢, u®, p® et ¥{ sont indépendants de 2 :
/ (hm(f°)+hm(©°)) VY d7 =
/hm ).(Vo)zk dZ—
(htm(A%)Vp° &g + hm(a® LAY ).6xg) do+

(3.21)
+ [ (hm(A%)Vul(V§)TY + hm(¢°A%,).Veu?) di—
w(htm(B®)e;). Ve dz—

|
e\e\e\e\

(uwOh'm(A°) VIRV + uhm(8° A ).V ) dz.

Il reste & calculer m(8°*A§ ) et m(a®tAJ ). On multiplie respectivement dans (3.11)

et dans la deuxiéme équation de (1.14) par une fonction test v = v(21,29,23) € V et

on intégre sur . Il vient les deux relations suivantes :

0= / (PAVEE. Vo + oA Vv +e? gz
(3.22) @

+/Q(B &k vU+e—1§: tB¢yek) dz

(3.23) 023

323

A*Vp©.V v S d
0 =/ (FA°VP*. Vo +a®tA3 Vo + 122 A%, Vp© + e"laeagsé) dz—
0

—/ (§e6ue.6v - CeB_e,a.%v - e_l—@Bg,_eue —e —2—34%53) dz.
Q

Ov
A VTS + e_lﬁea33a ) dz+
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On multiplie dans (3.22) et (3.23) par e et on passe a la limite. On obtient :

ov ~ ov ov
24 =[ (z=*4%V %q —'B°
(324) 0 /9(6 _,3\11+ﬁ 3383+BZ3B3ek)d
ov ov ~ ov
t 40 a%a0 _ 0 0 _ 0.0
3 25 / ( A 3Vp a33"_6z3 _623 BB,. C’U, _—823C b33) dz

On prend deux choix de v (pour ¢ = 1, puis ¢ = 2) dans chacune des égalités (3.24)
et (3.25) tels que :

0
ov _ Gy

573 a3; $(z1,22) i=1,2 avec ¢ € H}(w)

En procédant comme on a fait pour calculer m(¢°A%;) il vient :

1 ~ 1 -
(3.26) 0= tm(—O—Af{sAg,_)v\Ifg +m(B°tAS ) + tm(@BﬁsAg,_)ek
(327) 0= ‘m(= A°3A° Y0 +m(a®tAY ) ~ tm(a%th,,Ag,ﬁu"_
33

—m(TC0b33 A3,.)
Q33

Il reste & calculer le dernier terme de (3.27). On a, d’aprés (2.14), pour tout v =

v(z1, 22,23) dans V :

ov ov
/AO Vu" +g° 983570 dz

On prend cette fois ¢i deux choix de v (pour i = 1, puis i = 2) tels que :

ov b33 a3z

o7 (a )2 5#(21,22) i=1,2 avecpe V.

Méme chose que pour calculer m(¢°A%), on trouve

(3.28) (——gob A ) +m( ( 033)2510 A3 )V =0

On remplace (2.16), (3.26), (3.27) et (3.28) dans (3.21) et on applique la formule de
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Green. Il vient:

/ (hm(f°) + hm(€°)) p¥Y dF =

/ div(hm(Z°)) ¢z dz + / hm(z°)). Vi dz—

htm(A° — —-A03A0 )Vil.erd dz+
a33
b3 1 = 0= , g~
+ [ hm( @ 3333);,40 A} — gtAg“Bg’_)VuO.ekqb dz—

div (h,m(A0 - %A%Ag,.)%uo)qbqlg dz—

|
e\é\é\e\e\

— | hm(A° - —A°3A V.V dz+
a3z
— ~ ~0 1 ~ -
+ [ «°div <h tm(A° — aTA?’BAg,_)V\Ifg + htm(B° — ao_Bﬁ3Ag,_)ek)¢ dz+
33 ‘ 33

~ 1 = - = ~ 1 o g~
+/ Vul.htm(A° — aTA%Ag,_)V\II,g(ﬁ dz +/ Vul.htm(B° — E()—B%Ag’_)ekqb dz.
Jw 33 w 33

On remarque que le sixieme et le huitieme terme du membre de droite s’annullent.

En plus on a, d’apres le théoreme 1.1:
—_ ~ 1 ~
—div(hm(A° — E—A%Agp)Vuo) = hm(f°) + hm(©°).
3,3
L’expression précédente s’écrit alors

0=— /dw (hm(2°))pzk dz+/hm( )).Vare di—

/h m(A° — E—AO:;A YV dz+

1 = 0~ . g~
(3.29) + / hm S'A g,,Ag,,——O—tAngg,,)VuO.ekqs dzZ+

+/ uOdiv (h m(AO - a—A°3A° YW + him(B° - ;}3-3_‘{3,43,_)&) pdz+
33

w
w Q33
On montrera dans le lemme 3.2 qui suit les égalités, dans w, suivantes:

(3.30) 0= div(hm(z°))

~ ~ 1 ~ ~ 1 ~
(3.31) 0= div (htm(Ao - aTAf{aAg,_)v\pg + htm(B° - G—%B_‘{?,Ag,‘)ek).
33
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On remplace (3.30) et (3.31) dans (3.29). On obtient:

0= / (). Vo d7 — / htm(A° — G%A%Ag’_)%po.'ékq& &+
w w 33

b9 1 ~ 0~ . o~
(3.32) + / hm( 255043 A} — —-'A3 BS )Vul & dz+
w (ags) a33
~ ~ 1 o
+/ Vul.h*m(B® — < B% A3 )éx¢ dz.
w a33

Or ¢ est quelconque dans V indépendante de z3. Il en découle 1'égalité suivante:

- - 1 =~ =~
(3.33) m(Z) = 'm(A° — aTA%Ag")VpO — B#*V4°
33
# _ 0 _1__0 0 ngtO 0__1_t0 0
avec B = hm B -0 B_’3A3 . + 0 \2 A3,'A3 . 0 A3 ‘B3 ]
G33 " (ags) Toazg 77

En combinant les égalités (3.30) et (3.33) on obtient la deuxiéme équation de (3.9)

du théoréme. [ |

Lemme 3.2 Sous les mémes hypothéses du théoréme 3.1 on a dans w :

(3.34) 0= div(hm(3°))
—~ ~ 1 o~ ~ 1
(3.35) 0= div (htm(AO - a—o—A23Ag,_)v\p2 +him(B° — FB%A&_)E,C).
33 33

Démonstration: On a, d’apres (3.1) et (1.15), divez® = 0. On multiplie par une
fonction test v € V indépendante de 23, on intégre sur 2, on passe & la limite et on
obtient (3.34).

Pour montrer (3.35) on prend v € V indépendante de z3 dans (3.22) et on passe & la
limite en utilisant (3.26). , |

4.- Propriétés de la matrice B#:

Dans ce paragraphe, on établit quelques propriétés sur la matrice B# notament

la symétrie et 'ellipticité.

Propriété 4.1 Si B® est symétrique alors B¥ est aussi symétrique.
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Démonstration: On a :

- 1 b 1
0 0 40 33t 40 40 0
B# th (B - a_g;B’3A3’ + (aga)ztA3,A3, - a—g;tAS,Bg,> )
~ 1 Y
—hm (B" — - (Bl3A3, +'45 B3 ) + (—doi?’-)-{Ag,.AS,-.)-
33 33

Le troisiéme terme de droite forme une matrice symétrique, et comme la matrice B¢
est symétrique alors B® est symétrique et B = *BY, le deuxime terme de droite

forme donc aussi une matrice symétrique et par suite B¥ est symétrique. [
Propriété 4.2 La matrice B¥ est elliptique.

Démonstration: La démonstration est similaire & celle du théoréme 2.3; On prend
; e . (A0 .
¢ dans (1.3) vérifiant &3 = — PO

5.- Convergence du contrdle optimal

On étudie maintenant le comportément asymptotique du contréle optimal ©¢
du probléme (1.10). On montre que le contrdle limite noté ©%, quand il existe, est
bien le contréle optimal du probléme limite bidimensionel (2.5).

On s’intéresse aux cas ol I’ensemble des controles admissibles U =4 st 'un des ensem-

bles suivants :

(5.1) 0 = L2 ()
(5.2) ¢, ={© € L*(Q°)|© > ¢ dans Q°}
(5.3) & =1{0 € L*(Q°)|¢1 < © < 1 dans Q°}

avec 1, 1 et 19 sont des fonctions de L?(0°) indépendantes de z3.

On définit les ensembles ~§d correspondant respectivement a (5.1), (5.2) et (5.3) :

(5.4) Ugy = L*(Q)
(5.5) Ue, = {©° € L*(02)| ©° > ¢ dans N}
(5.6) Ue, = {©° € L3 Q)| < ©° < ¢, dans 0}
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On a pour tout ©° € ﬁgd :
N e\2 € e
E (@*) dz < Je(@*) < Je(@ )
Q
ol J¢() est donnée dans (1.13). Et donc :
N ~
(5.7 = / (08)? dz < l/ BV u®.Veu® dz + ﬁ/(@e)2 dz Ve e UZ,
2 Ja 2 Ja 2 Ja

ou u® est la solution du probléme correspondant a ©°¢.

Dans chacun des cas (5.4), (5.5) et (5.6) on prend respectivement ©¢ = 1, ©¢ = 1) et
©°¢ = 1),. 11 vient, d’aprés (2.6), la norme ||u€||. de la solution u€ correspondante est
bornée indépendement de e et comme B® € M(B,,Om,2), on déduit de (5.7) que
©¢ est borné dans L%(f2) indépendement de e et alors, pour une sous suite de ©¢, il
existe ©Y € L2(Q) tel que :

.(5.8) 0¢ — 0?2 dans L%(Q) faible

On note par ﬁgd I'ensemble des contréles limites et on définit les ensembles

hm(U?,) correspondant respectivement 2 (5.4), (5.5) et (5.6) par :

a.

(5.9) hm(U3y) = L*(w)
(5.10) hm(U2,) = {hm(©°) € L*(w)| ©° > ¢ dans 0}
(5.11) hm(U2;) = {hm(©°) € L2 (w)| 41 < ©° < 1, dans Q}

Pour ©° quelconque dans ~2d, on vérifie sans peine que
(5.12) m(e°) e UE,.

Soit f¢ € L?(Q) vérifiant (3.7) et soit w® € V la solution du probléme :

—dive(A°V w®) = f¢ + m(©°) dans Q
(5.13) w® =0 sur I

A®Vw®.n®* =0 sur T'y
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D’apres le théoreme 2.1, il existe w® € V indépendant de z3 tel que, pour une sous suite

de we, w® — w® dans H! () faible et w?® est la solution du probléme bidimensionel

suivant :

s1g (I = a8 )Fu) = Am(s%) 4 hm (@) dans o
. 33
w’®=0 sur 7.

On définit la fonction cout :
N -
(5.15) Jo(@%) = /B#Vw .V d2:+5/h(m(@0))2 dz

On a le résultat suivant :

Lemme 5.1 Soient w® solution du probléme (5.13), B¢ € M (B, Br, Q) vérifiant
(3.7) et p® Uétat adjoint correspondant au probléme (5.13). On a :

(5.16) /BeVewe.Vewedz—ﬁ/B#gwo.ewodi
Q w

Démonstration: On vérifie sans peine que

/ BeV w®.V.wtdz = / LASV p® . Vew dz = / —dive(A*Vew®)p® dz
Q Q Q

= [ 7+ 0% ds
Q
— / (hm(f°) + hm(0°))p° dz
= / J%(hm(A - —A°3A° )Vw >p° dz
/Vw h'm(A° - iA03A° )WVp° dz
/ dzv(h m(A° — —A03A0 )Vp )wo dz

=/ —cﬁ;)(B#\?w Jw® dz

=/. B¥Vuw®. Vu® dz.
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Remarque 5.2 En particulier, pour B¢ = I, on a B% = *(0,0), BY = (0,0) et

b33 = 1. 1l s’en suit
1 0
B = W1+ hm (gt 48, 43),

et en remplacant dans (5.16), on trouve :

(5.17) lim/ | Vews |2 dz=/h|6w° 2 +hm(0;2tAg_Ag.)6w°.§w° dz.
e~0/q w (a33) T

On montre maintenant ’inégalité suivante qui nous sera utile dans la suite de
ce paragraphe :

Lemme 5.3 Pour 1 <p<oo et € LP(), on a :

(5.18) Im ()P < m(|¢|P).

Démonstration: On a :

hy hy
hm(@) = / A Y

ol X(h. +,h_) désigne la fonction caractériétique sur (hy,h_). D’aprés l'inégalité de

1 1
Holder, pour p et ¢ tels que 5 + E =1, il vient

hy 1 hy
mm(@ < ([ iopa)” ([ Xy d22)

< (rmiem) "

L
q

1

-

?
- h(m(io))
et par suite on trouve (5.18). [

On a m(0°) € US, (voir (4.12)). De la définition (1.12) de J¢(), on écrit :

e—lJe(m(GO)) = % /Q(Bevewe,vewe)dz-i-%[— A (m(eo))de,
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et d’apres (5.16) , il vient
1 ~ ~ . N 2
: e 1. (m(6° —»—/B#VwO.Vdez—i———/hm@O dz
5.19) m©) —3 | 5 | hm(©)
= Jo(©9).
De plus, on a :

e 1 J.(m(©%) > e~1J.(0°).
On passe a la limite, on obtient :

1 ~ -
(5.20)  Jo(©°%) > 3 /B#Vu Vuldz + = llmsup/(@e dz vel e UY,.
) w e—0
En particulier, pour ©° = 02, on a :

(5.21) /h(m(@g))zdfz'z limsup/n(ei)z dz.

e—0

Par ailleurs, comme ¢ — 09 dans L2(Q) faible (d’aprés (5.8)), il vient :

liminf [ (©2)2dz > / (6%)2 dz
Q Q

(5.22) -
- / hm((6%)?) d.
Et donc, de (5.18), il découle :
(5.23) liminf/(@)‘:)2 dz > /h(m(@?)fd?.
€= Q w

En combinant (5.20) et (5.22), on obtient :
(5.24) lim [ (©2)2dz = / h(m(8%))* dz
e—0 Jqo w

On peut alors énoncer, d’aprés (5.19), (5.20) et (5.24), le résultat suivant :

Théoréme 5.4 On prend A®, B¢ et f¢ comme dans le théoréme 3.1. On prend UZ,
l'un des ensembles donnés dans (5.1), (5.2) et (5.3). On a la limite O satisfait la

condition d’optimalité suivante :

(5.25) Jo(@g)z ml}:l Jo((")o)
eoel?,

etona :

(5.26) lim e 1J.(02) = Jo(09).
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STABILISATION UNIFORME DES VIBRATIONS D’UN CORPS
TRIDIMINSIONNEL MINCE A FRONTIERE ONDULEE
AVEC UNE DISSIPATION LOCALEMENT DISTRIBUEE

Introduction

Dans ce chapitre on considere un probleme de stabilisation des vibrations
d'un corps tridimensionnel ¢, mince dans une direction et a frontiere ondulée, en
agissant avec un terme d’amortissement interne sur une partie de ¢ et un terme
d’amortissement frontiére sur une partie de la face supérieure et inférieure qui font
décroitre I’énergie. Ces amortissements sont représentés par des fonctions linéaires de

la vitesse.

On étudie ensuite le comportement asymptotique du probléme limite en faisant
tendre 1’épaisseur e vers zéro:

La stabilisation peut étre asymptotiquement faible c’est-a-dire (u(t),u’(t))
converge faiblement vers (0, 0) dans un certain espace de hilbert, ol u est solution du
systeme considéré, ou asymptotiquement forte en montrant que ’énergie décroit vers
zéro au cours du temps, ou bien uniforme, dans ce cas on majore I’énergie par une
fonction positive continue décroissante vers zéro quand le temps ¢ tend vers l'infini.

Beaucoup de résultats de stabilisation ont été établis:

— En stabilisation faible, on trouve par exemple des travaux de [33], [34], {35].
— En stabilisation forte, on peut citer [7], {12].

— En stabilisation uniforme, on trouve des résultats de [5], [10], [11], [14], [17], [24]
25}, [37], [38].

Dans notre cas, on montre que ’énergie associée a ’équation décroit exponen-

tiellement.



Stabilisation uniforme. 68

Pour avoir ce résultat deux méthodes peuvent étre utilisées: la méthode
d’analyse micro-locale de C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [1], et la méthode des
multiplicateurs développée par J. E. Lagnes [16], J. L. Lions [19] et V. Komornik
[14]. En ce qui nous concerne on utilisera une méthode des multiplicateurs mais par
morceaux, méthode introduite par K. Liu [22] dans le cas de ’équation des ondes
avec une condition de Dirichlet sur le bord et utilisée par P. Martinez [23] dans le cas
de I’équation des ondes avec une condition de Neumann sur le bord. L’avantage de
cette méthode est qu’elle affaiblit les conditions géométriques sur la localisation de la

dissipation.

Comme son nom l'indique, la méthode utilise des multiplicateurs et alors on
a besoin de régularité suffisante des solutions, & cause des conditions au bord mixtes
et la géométrie de ¢ qui présente des arrétes. Pour s’en passer de cette difficulté on
impose des hypotheses supplémentaires sur les ondulations hy et h_ et on applique
les résultats de M. Dauge (8].

On construit donc des multiplicateurs adaptés 3 la géométrie de Q¢ pour avoir
une estimation de ’énergie de la forme ft°° E(s)ds < cE(t) pour tout t > 0, avec ¢
constante > 0. D’apres [14], cette estimation conduit & la décroissance exponentielle

de ’énergie.

On fait tendre ensuite ’épaisseur e vers zéro. Le probléme limite fait apparaitre
un opérateur qui dépend des ondulations. On montre que pour le probléme limite
‘ne subsiste que le controle interne distribué sur tout le domaine w. Il est connu que

dans ce cas on a décroissance exponentielle de I’énergie.

Ce chapitre est organisé comme suit;:
On commence par poser le probléme qu’on veut étudier dans le §1. Dans le §2,
on effectue un changement de variables pour se ramener 4 un domaine fixe et on
énonce quelques résultats de régularités qui nous seront utiles dans la suite. On
établit ensuite, dans le §3, un résultat de stabilisation exponentielle en utilisant une
méthode de multiplicateurs par morceaux [22]. La démonstration de ce résultat se
fera en plusieurs étapes. Enfin, dans le §4, on étudie le comportement asymptotique

en tendant ’épaisseur e vers zéro.
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1.- Position du probléme:

On se donne un ouvert borné convexe w de IR2 de frontiere v réguliére, un
petit parameétre e > 0 destiné & tendre vers zéro et deux fonctions hy et h_ de classe

C! sur & vérifiant:

hy >0eth_ <0sur@

(1.1)
il existe un nombren > 0 tel que h:=h, —h_ > 7.
On considére un domaine cylindrique Q¢ de frontiere I'"¢ & base ondulée; la
frontiére supérieure (resp. inférieure) sera notée par I'S (resp. I'®) et dépendra de e

et de hy (resp. de e et de h_). La frontiere latérale sera notée par I'§.

On pose :
0° = {(z1,22,23) | (1, T2) € w et eh_(z1,72) < z3 < ehy(z1,22)}
I's = {(z1,$2a$3) [ (z1,23) € v et eh_(z1,22) <3 < ehi(z1,22)}
(1.2) IS ={(z1,72,23) | (z1,22) € W et 73 = ehy (21, 23)}

P2 = {(z1,22,23) | (x1,72) €W et 23 = e h_(z1,12)}
re=rgursure.
On considére I'équation des ondes soumise & un terme d’amortissement interne

et un terme d’amortissement frontiere sur I'¢ et I'®. Ces amortissements sont des

fonctions linéaires de la vitesse. Le systéme étudié est le suivant:

v’ — Au+a(r)u’ + (a(z))>u =0 dans Q° xR,

u=0 sur T'g xR,
(1.3) ou
ove

+&x(@)u+Le(z)u’ =0 sur 'S xIR,
w(0) = up, '(0) =u; dans Q°

avec v = (v, v5,v5) le vecteur normal unitaire & I'® dirigé vers P'extérieur de Q¢ et

(1.4) a: 0 —IR, € L>(Q°) fonction positive non identiquement nulle
14
£+ et £+ deux fonctions positives de C’l(I‘i).

Les fonctions €4 et £ seront choisies ultérieurement (lemme 3.9).
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Un calcul simple nous permet d’avoir ’expression de v¢ sur I'¢ :
+

Ohy . . Ohs
a—z].l/‘g, I/2=—6——l/3.

L’énergie associée au probleme (1.3) est donnée pour tout t > 0 :

: ~1/2
(1.5) v = :l:(62 |Vhy |2 +1) , vE=—e

(16) B(#) =3 /Q () 1 9uP? +(a(@)?]do + /F §utdo + [ ¢ uao

Le but est de stabiliser exponentiellement le probléeme (1.3) avec les termes
d’amortissement localement distribués sur Q¢ et I'S. et d’étudier son comportement
asymptotique lorsque 1’épaisseur e tend vers zéro. On applique une méthode des
multiplicateurs par morceaux introduite par K.Liu [22]. Elle affaiblit les hypotheses
géométriques sur la localisation de la dissipation.

La méthode de K.Liu est basée sur les multiplicateurs, donc, dans notre cas (domaine
cylindrique) on est amené & imposer des hypothéses supplémentaires en plus de (1.1)
sur hy et h_ & cause des singularités aux intersurfaces entre les conditions aux limites

mélées (voir Dauge [8]). On prend alors hy et h_ telles que:
Pour tout point y du bord I'S. N TG (resp. du bord I'®. NT§), il existe un
(1.7)  voisinage V(y) tel que le plan tangent & I'S. (resp. a I'®) en y passe

au-dessus de I'S. (resp. au-dessous de I'? ) dans V (y).

2.- Changement de variables et résultats de régularités:

Pour se ramener & un domaine fixe on introduit la dilatation suivante:

(2.1) 2 =T ,22 =X et z3 = e ' 3

On note (2, I'p, I'y, I'_ et I les ensembles correspondant aux ensembles 02¢, ' re,
I'® et I'® par le changement de variables (2.1). A toute fonction f définie sur Q¢, on
associe f¢ définie sur () par:

f(z) = f(2).
On note par v = *(vy, v, v3) le vecteur normal unitaire a I' dirigé vers P’extérieur de
Q. On a:

-1/2
(2.2) V3 = i(|Vh:l: |2 +1) y NMi=——7—V3 Va=——F7—1U3
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En combinant (1.5) et (2.2) il vient
(2.3) vi(z) =erini(2), v3(z) = eXiva(2), v§(z) =A% va(2)

ou A§ est une fonction qui dépend de e et de hy définie par:

| VA [? +1 )1/2
sur w

2. ¢ = =
(2.4) AL = Ale ha) (e2 [Vhs]? +1

On introduit les notations suivantes:

O%u¢  9%u° b2 O2ue
022 = 922 922
. Ou® Ou® o1 Ou’

321 ’ 822 ’ 323 '

Acu® =

Veut =

Le probléme (1.3) devient alors, apres le changement de variables (2.1):

u®” — Aeu® + a®(2)u® + (a%(2))*u® =0 dans Q xIR,

u®* =0 sur Ip xR,
(2.6) )
el Veu® . n + €5 (2)u® +£3(2)u* =0 sur T'y xIR,

u®(0) = ug, u®'(0) =u dans Q
ou par définition:
(2.7) n® = (v, v, e 1us).
On déduit de (1.4) que:

(28) a®: 0 — IR, € L*(Q) fonction positive non identiquement nulle
.8
€5 et €3 deux fonctions positives de C1(I'y).

On introduit maintenant ’espace
V ={ve H(Q)|v=0surTy}.

On a le résultat classique d’existence et de régularité suivant (voir Komornik
[14]):
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Lemme 2.1
Sous les hypothéses de (1.4) et pour des conditions initiales u§ € V et u € L?(Q),
il eriste une unique solution u® du probléme (2.6) vérifiant la propriété de régularité

suivante:
u € CRy, V) NC Ry, L¥()).

Pour la suite on aura besoin du résultat d’existence et d’unicité suivant pour

justifier les calculs effectués:

Lemme 2.2
Sous les hypothéses de (1.4) et (1.7), et pour des conditions initiales u§ € H2(Q)NV

et u§ € V, il existe un s vérifiant 3/2 < s < 2 tel que la solution u® vérifie de plus :

u® € L°(@R, , H*()).

Démonstration: On a le résultat grace & Dauge [8] et & 'hypothese (1.7). En effet,
pour se ramener au probleme étudié par Dauge [8] (probléme avec conditions aux
bords Dirichlet-Neumann homogenes), il suffit de considérer le probleme stationnaire

correspondant a (2.6):

—Aw® + (a®(2))*w® = f¢ € L}(Q)
(2.9) w® =0 sur Ty
edtr Vew® . n® + €5 (2)w® =0 sur Iy,
qui s’écrit d’apres (2.1):
—Aw+a’w = f e L*(Q°)
(2.10) ~ w=0 sur I

ow
ove

+&6tw =0 sur I'g,

et de montrer qu’il existe so > 3/2 tel que w € H?%(Q°).
On montre facilement 'existence dans H'(Q2¢) d’une solution faible w de (2.10) et

donc
Exwe HYXTS)
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D’aprés le théoréme de traces dans le cas d’un polyédre & frontiére curviligne [§],

I’application

H?(Q°)— H3%(T¢) x HY*(rs) .

(2.11) ( 8w)
w w,

est surjective. I existe, alors, wy € H2(2°) telle que

8’w1
ove

wy =0 sur[§

= —€+w sur '

On considere ensuite la solution ws solution de:

‘ —Awy = f+ Aw; — a’w € Lz(Qe)

(2.12) we =0 sur I'§
a’wz
—a—l—/—e— =0 sur Fi

D’apres [8] il existe un sp > 3/2 tel que

wy € H®(Q°).

On prend
w3 =w—(w1+w2)

Alors ws € H'(Q®) et est solution de:

—Aws =0 dans Q°

(2.13) w3 =0 sur I'g
311)3
Se =0 sur I'%.

La solution w3 est alors la fonction nulle. Par suite, comme w = w; + wy + w3, on a:

we H®(Q°).
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3.- Stabilisation uniforme - Méthode de multiplicateurs par morceaux:
3.1 Décroissance de ’énergie:

On définit ’énergie associée au systeéme (2.6) par:

E.(t) =% / [(ue')2+ | Veus|? +(ae)2(ue)2]dz+%/ e'lx\;léi(ue)2da+
(3.1.1) “ F+
+%/ e IAT1e (uf)2do

Pour montrer que 1’énergie associée a (2.6) décroit exponentiellement, on aura besoin

du résultat donné dans Komornik {14] que nous rappelons ici :

Lemme 3.1.1 Soit E : IR — IR une fonction décroissante.

On suppose qu’il existe un T > 0 tel que:
oo
/ E(s) ds < TE(t) vVt >0
t

alors

E(t) < E(0) exp(1 — %) vi>T.

On commence, alors, par montrer que I’énergie est une fonction décroissante:

Lemme 3.1.2 Soient u§ € V et u$ € L%(Q).

La solution u® du probléme (2.6) vérifie:

T T
E.(S) — E(T) = / / a®(u®')2dzdt + / / "IN 716 (u*')2dodt+
(3.1.2) s e s Iy
+/ / e”Ixe "1 (u)dodt YOS ST
S -

Ainsi, comme a®, XS et £ sont positives, [’énergie est une fonction décroissante.

Démonstration: Pour avoir (3.1.2), on multiplie (2.6) par u®’ et on intégre sur
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Qx]S, T[. 1l vient:
0= / (u® — Agu® + a®(2)u®’ + (a°(2))u®) u®'dzdt
JOx]8,T|
=t / 1 | Ve +a)? ()] dedt] + / 0 (ue)? dzdt —
dt L2 Qx|S,T| Qx]S8,T]

—/ (Veu®.n®)u® dodt

I'x]S,T[

_d]' el\2 e|2 ey2/,.e\2 ef,,e2

= —[— [(u®)*+ | Veus|® +(a®)*(u®) ]dzdt] + a®(u®")* dzdt +
dt L2 Qx]S,T| Qx]8,T|

—I—/ eI AL T (€5t + 8wt )u® dodt
'y x]8,7]

~ ED) - E.(5)+ |

a®(u®’)? dzdt + / e I XE 108 (uf')? dodt
Qx]S8,T|

| 48 X]S,T[

dotr (3.1.2). ' m

3.2 Théoreme principal:

Avant d’énoncer le résultat principal de la stabilisation uniforme, on commence

par quelques notations:

Pour ¢ > 0 petit, on pose:
(3.2.1) Qe ={z=1(21,22,23) € Q| 21 € [—¢,€] }.

Dans tout ce paragraphe, pour simplifier les calculs, on suppose que w est le disque

de centre o et de rayon 1 :
(3.2.2) w = B(o,1).

On verra dans la suite (Remarque 3.3.5) que cette hypothése n’est pas fondamentale
et que les résultats qu’'on obtient restent vrais dans le cas w ouvert borné convexe
quelconque de IR2.
On pose:

Qp ={z=(21,22,23) € V]2 >0}

(3.2.3)
Q- ={z=(21,22,23) € V]2 <0}
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On prend €, €1, €3, € tels que:
(3.2.4) O0<ep<e<e<e<l.

Soit 2% = (27, 23, 23) tel que pour le cas (3.2.1) c’est-a~dire w = B(o, 1) et des raisons
qu’on verra dans la suite (voir (3.3.16) et (3.3.17)):

(3.2.5) 22> =

Comme 2\ Q, N @: = (), on peut construire une fonction ¥ de classe C*(IR3)

vérifiant:

0<y<1

Y =1sur Q\Q,
(3.2.6) % = 0 sur O,

¥ ne dépend que de z;.
On suppose que la fonction a® donnée dans (2.8) vérifie:

Il existe o > 0 tel que a®(z) > a > 0 sur (.
(3.2.7)

Il existe une constante ¢ indépendante de e tel que || a®||oo< c.

On énonce, maintenant, le théoreéme:

Théoréme 3.2.1 On suppose que (1.1), (1.8), (2.8) et (3.2.7) sont vérifides.
Pour &5 et €S qu’on définira plus loin (lemme 3.3.4), l’énergie associée au probléme
(2.6) décroit exponenticllement et uniformément par rapport a lépaisseur e, plus

précisement:

Il existe ¢ > 0 constante indépendante de e telle que:
(3.2.8) Ec(t) < E.(0) exp(1 — ct) V>0

ot ¢ dépend de (Q, %, o, 29,9, hy,h_).

On remarquera dansle lemme 3.3.4 que £5 et €S sont nulles, par définition, sue T'y N
o0

€p
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3.3 Démonstration du théoréme:

Pour démontrer le théoreme, on utilise une méthode des multiplicateurs par
morceaux introduite par K.Liu [22]. Elle consiste & construire des multiplicateurs
adaptés & la géométrie du domaine €2 et définis, comme son nom I'indique, sur des

parties de (). Ici, cas d’'un domaine cylindrique, on prend le champ de vecteurs
m® ='(m§, m§, m§) : @ —IR?

défini par:

m® =P(21) "(21 — 22, 22, ed(23)) sur Oy

(3.3.1)
mé =(z1) Yz1 + 20, 22, ed(z3)) sur Q_

avec ¢ fonction de z3 de classe C!(IR) vérifiant I’expression (3.3.7) qu’on définira par

la suite.

On remarque que m$ et m$ sont indépendantes de e et de z3 (mais ce n’est pas le cas
1 2

e
pour m§).

On définit ensuite:

(3.3.2) M(u®) = 2m®.Veu® + cyu®.

avec c¢; > 0 constante indépendante de e qu’on déterminera plus loin (voir (3.3.21)).

Dans toute la suite, la lettre ¢ désigne différentes constantes (autres que c;) toutes
indépendantes de e. On utilise aussi la convention de sommation sur les indices repétés
f=12eta=1,2.

La démonstration du théoréme se fera en plusieures étapes:

Etape 1: Identité fondamentale

On a l'identité fondamentale suivante:
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Lemme 3.3.1 Soit (uf,u$) € (H*(Q)NV)xV etsoit 0<S<T <o0. Ona
/ (Veu®.n®)M (u®) + (m®.n®)((v*')’— | Veu | ) dodt =
4T
:[/ u®’ M (u®) dz] +/ (a®u® + (a®)®u®) M (u®) dzdt+
Q Qx]S,T]

(3.3.3) +/ (divem® — c1)((u®')?— | Veu®|? ) dzdt+
Qx]8,T]

+/ [ Ou® dm¢, Ou’ 4 9e! Ou® Om§ Ou®
axjs,T( b 0z Oz5 Oz, 0zg 0z Oz3
_2% 8m§ ou® + %

Oz3 O0z3 024 0z3

+2e

_g0m§ (aue

2
8z3) ] dzdt

ot l’on a noté

omé¢ Om¢  _,0m®

3.3.4 di ¢ = .
(3.3.4) e B + 7 +e 57

Démonstration: On multiplie (2.6) par M (u¢) et on intégre sur 2x]S, T[. 1 vient:

o= (e = Au® + a(2)us +(a%(2)Y ey M{1:®)-dzdt

Jax)s,r

T
=[/ u®’ M (u®) dz] —/ u®’ (2m€. Veus' + cru®’) dzdt—
Q ) OQx]8,T|

—/ (28.u(m®. Veu) + cruA u®) dzdi+
Qx]8,7(
+/ (a®(2)u® + (a®(2))%u®) M (u®) dzdt
Qx]8,T|
T
/ue'M ] —/ (m®. Ve((u)?) + c1(u®)?) dzdt+
s Qx]8,T|
+/ 2Vu .Ve(m®.Veu®) +c; | Veut|? )dzdt—i—
Qx]8S, T[

+/ 2)u®’ + (a°(2))?u®) M (u®) dzdt—
Qx].S'T[

/ Veu®.n®)(2me. Veu + cu®) dodt
I'x]8S, T[
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:[/ u® M (u®) dz}T +/ (a®(2)u®’ + (a®(2))%u) M (u®) dzdt+
Q Qx]S,T

+ / [(diveme —c1)(@®)? + m®. V(| Veul )+ ¢p [Veus |2 ]dzdt—
Qx]8,7] ‘

- / (Veu®.n®)M(u®) dodt — / (m®.n®)(u®)? dodt +
T'x]S,T| I'x]S,T|

+/ [2 ou® Om¢, Ju® 9e-1 Ou® Om§ du® 9e—2 ou® Om¢ Ou®
ax]s,r( L 0z 0z5 0z, 0z Ozp 023 O0z3 Oz3 Oz,
om§
o393
823 (823 ] dedt

En utilisant la formule de Green dans le troisiéme terme du membre de droite et en

passant ensuite les termes aux bords & gauche on obtient (3.3.3). |

Etape 2: Estimation du terme au bord de Pidentité (3.3.3)
Avant d’établire une estimation du terme au bord de l'identité (3.3.3), qui sera

donnée dans le lemme 3.3.4, on montre le résultat suivant:

Lemme 3.3.2 Il existe une fonction ¢ de classe C! (R) telle que:

[y o

(3.3:5) m-.n° >0 surl4

ot m® est le champ de vecteurs défini dans (3.3.1) en fonction de ¢.

Démonstration: On a, d’aprés les expressions de me, de n® et de v (voir (3.3.1),

(2.7), (2.2)):

e e Oh
(3.3.6) m®.n® = ¢(21)( - 3—:(21 + p29) — a—z::zz + ¢(z3))1/3 sur 'y

avec p=~—1sur O, et p=1sur Q_.
11 suffit alors, en utilisant la propriété (3.2.6) vérifiée par 9, de prendre ¢ fonction de

classe C! telle que:

Ooh Oh
P(z3) > a_zj(zl + pz; ) 9z ——2 sur [\ 0,

Oh_ Oh_
(23) < a—(Z1 + le) + 6_222 sur I'_ \ 6960

(3.3.7)
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On note:
A= max hy B= min hy
I \0%, T4 \0%,
(3.3.8) )
EF= max h_ F= min h_
L_\oQ., r-\aeQ.,

—€g €0 1 21

Les inégalités dans (3.3.7) s’écrivent alors en utilisant (3.3.8):

Oh Oh
(15(2,’3) > a—z‘:(zl + pz(l)) + 8_2':22 \4 23 € [B,A], V(ZI,ZZ) € w\ Weq
(3.3.9)

Oh_ Oh_
¢(23) < 6_21(21 +pz?) + 8—22'22 Vz3€ [F, E], V(21,22) € w\weo

ol we, désigne la projection de Q, sur w.

On prend par exemple:

Ohy oy, 9hst —
(3.3.10) H(B) 2 Fo(atp2)) + 5z V(o ) €T\ we
Oh_ Oh_
HB) 2 5 —(a+p2) = F=2 V(z1,2) €T \wg,
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et ¢ la droite passant par (B, ¢(B)) et (E, —¢(B)).

Soit alors:

(3.3.11) é(23) = g(_BzE‘ (223 —(B+ E)).

On vient de voir qu’avec une fonction ¢ vérifiant les propriétés (3.3.10) et (3.3.11) on
a bien (3.3.5). [

Remarque 3.3.3 Dans le cas de 1'épaisseur constante, c’est-a-dire hy =1let h_ =
—1, le cylindre § est convexe, et de plus, ona A=B =1let E=F = —1, ce qui

veut dire, en prenant ¢(1) = 1, que ¢(z3) = 23.

Lemme 3.3.4 Soit ¢ une fonction de C*(IR) wvérifiant (3.3.5) et soit (u§,u$) €
(H2()NV)x V.
On définit £ et €5 par:

ec1 S
£8 = STToe (2 HT;:I:IZ m®.n® surTy
(3.3.12) e *° o
g = T me.n® surly.

~Ime leo

ou A% est définie par (2.4).

Alors €5, 05 vérifient (2.8) et de plus, on a:
/ (Veu® . n®)M(u®) + (m®.n°) ((u*')?~ | Veut|?) dodt <
I'x]s,T[ ‘

c - e — [ e
(3.3.13) <2 || m® ||oo Ee(S) — 51/ e 1)\+ 1{_,_(u )2 dodt—
F+ X]S,T[

_a e I\ e (ue)? dodt.
2 Jr_xs,Ti

Démonstration: On écrit le terme de gauche de P'inégalité (3.3.13) en utilisant les
conditions au bord dans le probléme (2.6), la définition de M (u€) (3.3.2) et le fait que
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v3 = 0 sur I'g. On obtient:

/ Veuf. neM(ue) +m®.nf((u®)?— | Veut|? ) dodt =
I'x]8,T|

:/ M l/a(au )? dodt+
Tox]S,T] ov

+/ —e_l)\‘j_—l(éj_ue + 05 u®') M (u®) dodt+
F+ X]S,T[

(3.3.14)
+/ —e_l)\e_—l(§iue + 02 u®) M (u) dodt+
r_x]8,T|

+/ m®.n®((u®)?— | Veu®|? )dodt+
F+ X]S,T[
+/ me . n®((u®')?— |Veus|? ) dodt
Ir'_x]S,T[
On estime d’abord le terme sur I'y dans (3.3.14). On écrit:
(3.3.15) g = (Po N 8Q+) U (Fo N 6(2_)

On a w = B(o,1) (3.2.2) et alors:

ToNdQy = {(z1,22,23) |21 € [0,1), 23+ 22 =1 et h_(21,22) < 23 < hy(z1,20)}
ToNAN_ = {(21,22,23)| 21 € [-1,0], 22 + 22 =1 et h_(21,22) < 23 < hy(21,22)}-

Sur 'y N 9N, (donc z; € [0,1]) on a , d’apres les définitions de m® et n® dans (3.3.1)
et (2.7):

Mo Na = Mg Va = P(z1)((21 — 2))v1 + 2202)

et comme w = B(o,1) , on en déduit:
v =21 et vg = 29.

On a alors:

MaNa = P(21)(23 + 25 — 2}21)

3.3.16
( ) = P(z1)(1 — 2021)
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Ainsi, d’apres la construction de v dans (3.2.6) et I’hypothese prise sur 22 dans (3.2.5),
il vient:

Mane =0  siz €0,¢€)
(3.3.17)
<0 siz € [60, 1]

Sur I'p N 9Q_ (donc 2 € [—1,0]), on a:
V=-z1 et vy =2y
On montre de la méme facon que:
Mo Mg <0 sur o NON_.
Il en découle:

ou’

(3.3.18) / Mo Vo (——)? dodt < 0.
Tox]S,T] ov

On estime maintenant les intégrafes sur I'y:
D’apres (3.3.12), £5 et £5 s’écrivent sous la forme:

£ =peri mé.n® et 5 =qeri m®.n®
avec:
p= C1 et q= 1
2 [[me|[%, e Jloo
11 vient:

—e AL T (E U + 5 u) M(u) + m® . (u)2~ |Veu ) =
= m® . ne [ — (pu + qu)M(u®) + ((u®')2— | Veu|? )]
=m®.ne [— (pu® + qu®’) (2me . Veu® + c1u®) + (u®')%— |V u |2 ]
et en utilisant 'inégalité —2ab < a2 + b2 et (3.3.5), on obtient:

—e'lz\"’i_l(§iue+€iue')M(ue) +m®.n®((u®)?- [Veus|?) <

<me.ne| [l m* 1% (pu® + qu¥')*+ | Veus |2 —erp(u)? — erqueu®’+
+(u)?*~ | Veus? |
<m0 {(L+¢* || m® [[2)(w)? + (0 || m® |IZ, ~e1p)(u)>+

+(2pq [| m® |I%, —erq)ucu’].
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On remplace p et ¢ par leur valeur, on trouve:

—e TN T (6 + 65w ) M (u®) + me. n®((u®)?~ |Veu®|?) <
2

S me.nk [2(ue')2 - w(ue)z + Oueue']
oo

o

<2m®.n°(u)? — — L
4|l me |3

me . ne(ue)2

et d’apres (3.3.12), il vient:

—e7IAG T (€Ut U ) M (u®) + m® . n®((u®) - |Veul 2 ) <
<21 Jloo €TINS TR (u)? - SeTING ThER (u)?.

(3.3.19)

Enfin on obtient I'inégalité (3.3.13) du lemmme 3.3.4 en combinant (3.3.14), (3.3.18)
et (3.3.19) et en utilisant (3.1.2) et (2.8). [

Remarque 3.3.5 L’hypothése w = B(0,1) n’est pas fondamentale:
Le but est d’avoir mq 1o < 0 sur I'g, ce qui demeure vrai si on prend w convexe et 2?
assez grand. En effet, sur I'o N 004 on a z; > 0 et comme w est convexe, on a aussi

vy > 0 et donc, en prenant 2 assez grand, il vient:

Maq Vo = 1,0(21)((21 - z?)yl + 22V2)

<0

De méme sur I'yNIN_, ona 23 < 0 et vy < 0 (car w convexe) et pour 29 assez grand:

Mo Ve = P(21)((21 + 20)v1 + 230)

<O0.

Remarque 3.3.6 Dans le cas ol1 w est un ouvert borné convexe quelconque de IR2,

on divise 2 en Q2 et {}_ par rapport & deux points qui déterminent le diamétre de w.

T
Etape 3: Estimation de / E.(t) dt:
S

Notre objectif est de retrouver les hypothéses du lemme 3.1.1 pour pouvoir
écrire la décroissance exponentielle de 1’énergie. Pour ce on montre, dans un premier

temps, le résultat suivant:
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Lemme 3.3.7 On prend ¢ de classe C*(IR) vérifiant (3.3.10), (3.3.11) et

(3.3.20) ¢(B) > B ; E

On prend

(3.3.21) c1 = M + 1.
B-F

Alors, pour £5 et S définis dans (3.3.12),il existe une constante ¢ > 0 indépendante

de e et indépendante de S et de T telle que:

Z/ST E.(t) dt < —[/Que'M(ue)dz]:—

—/ (a®u®’ + (a°)%u®) M (u®) dzdt+

(3.3.22) P ax]STI

+c/ (u)+ |Veut|? ) dzdt+
Q., x]8,T|

+2 || € [loo Ee(S) + / ()2 (u)? dadt
Qx]8,T]

pour tout 0 < S < T.

Démonstration: En combinant (3.3.3) du lemme 3.3.1 et l'inégalité (3.3.13) du

lemme 3.3.4, on obtient:

2l|mewBe(S) =3 [ eI ) dodi
F+ X]S,T[

_a e~1xe el (u)2dodt >
2 Jr_x)s,1
T
> [/ ue'M(ue)dz] +/ (a®u® + (a®)?u®) M (u®) dzdt+
Q : S Qx]8,T|

(3.3.23)
+/ (divem® — ¢;) ((u®")?— | Vu®|? ) dzdt+
Qx]8,T|
..|_/ [2@2%811,8 + e—ly%aue
ax]s,( L 023 0z 0z, 023 0z 0z3

_o0u® Om¢, Ou® + %
Oz3 Oz3 Oz, 0z3

_gOm$§ (aue

2
+2e 523

)?] dzat.
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D’apres les définitions (3.3.1) de m® et (3.2.6) de ¥ et en prenant ¢ vérifiant les
hypothéses (3.3.10), (3.3.11) et (3.3.20), il vient:

omg omg, )
B =1, 925 =0, sia#p sur 2\ Q,
om§ _10m§  2¢(B)

3.3.24 3 — 1 3 —

(3:3.24) 97 " ¢ 9m "B wo\
divem® = 2 4 %B}% sur 2\ Q.

A Paide de (3.3.24) et en écrivant Q = (2 \ ) U ()¢, dans le troisiéme terme et le

quatrieme terme du membre de droite de (3.3.23) on trouve:

a

1
[ / ue'M(ue)dz] + / (a®u® + (a®)%u®) M (u®) dzdt +
Q S Qx]8,T|
2¢(B) "2 2
+ 2+ —-c u®)*— |V u dzdt+
/Q\QGIX]S,T[( B-FE 1)(( a ")

4¢(B) , _,0u®
.
Q\Q., x]5,T[ ( (3Z1

2
+2(a )+ *B5-E¢ a5
S2Mme oo Bo(S) = F [ e Ten () dodt -
2 Jr,x1s,1]

)2) dzdt <

_a e IAe e (u)? dodt—
2 Jr_xs,T

—/ (divem® — ¢1)((u*)?— | Veu®[? ) dzdt —
Qe, x]S,T|

_/ [2 Ou® Om¢, Ju® 9e-1 Ous Qﬁ@
ey X|S,T 0zg O0z5 Oz, 0z 023 0z3
a0ut omg But

0z3 Oz3 0z, 023

+2e
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qu’on peut écrire, d’apres la définition de V. u® dans (2.5):

/"\Qel ><18,T[[<2 T 129¢£BE) - cl)(“e’)z + (Cl - Zd)EBL??) ((?:)2 + <§Z:>2)+

., 20(B)Y, 0w
_’L(CI 2+B—E)(e EP
T

S—[/ ue'M(ue)dz] —/ (a®u®’ + (a®)%u®) M (u®) dzdt +
Q S Qx]S,T[

)2] dzdt <

12]] m® oo Bo(S)— & / =178 e (4)? dordt —
2 Jroxs,T]

_a e~1ae ~1¢e (u®)? dodi—
2 Jr_xjs,Ty

—/ (divem® — 1) (u®')?— | Veu®|? ) dzdt —
Qe X]8,T|

3 / [ - Ou® Omé Ou® + 9e-1 Ou® Om§ Ou®
Qc, x]S,T] 325 3Zﬁ 0z ﬁzﬂ 32’5 Oz

a 68 € €
a0 O Bt

_30m§ (8ue
Oz3 Oz3 0z4 0z3

2
+Ze 7

)?|deat.

On-majore sous 'intégrale sur §2; XS, T{ dans le membre de droite en faisant ap-

paraitre | V.u®|? dans la derniére intégrale, on obtient:

o 550+ - 2E) (B G

2$(B)\, _,Ou
Ha-2+ gog) €5

T
< —[/ ue'M(ue)dz] —/ (au® + (a®)?u®) M (u®) dzdt +
Q S Ox)8,1|

)2] dzdt <

2 m e B -2 [ e ) dod -
F+X]S,T[

_a 1A L (uf)? dodt + ¢ / (w24 |Veut|? ) dadt.
2 Jr_xjs1| Q., x|S,T]

Des définitions (3.3.1) de m® et (3.3.4) de divem® on vérifie facilement que la con-

stante de majoration c est indépendante de e. Elle dépend des fonctions v et ¢.
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On remplace maintenant ¢; par sa valeur donnée dans (3.3.21). On obtient:

| /Q — (w2 + (G2 + (2 1 (B o g_; ] et <

T
< —[/ ue’M(ue)dz] —/ (au®’ + (a®)%u®) M(u®) dzdt +
0 s Qx]8,T]

+2 ” m° “oo Ee(S) - fl/ e—lx\i_lfi(’u,e)z dodt —
2 Jr,x)s,1]

_a e 1A ~1ee (u®)? dodt + c/ (W) + | Veu|? ) dzdt.
2 Jr_xjsT| Qe x|S,T|

On remarque d’aprés les hypotheses (3.3.20) et (3.3.21) sur la fonction @ que les

fl_qb(_B)__1> ¢ &1

termes ( BE— % e > sont supérieurs ou égaux & 1. L’inégalité précédente nous

donne:

/ ((w)’+ | Veus|?) dzdt+/ e™IAL 71 (u®)? dodt+
O\Q¢, x]8,T[ Iy x]8,T]
+/ e A e (uf) 2 dodt <

r_x]s,T]

T
< —[/ ue'M(ue)dz} —/ (a®u® + (a®)%u®) M (u®) dzdt +
Q S Ox)S,T[

Vil
+2 ][ m® [|oo Ee(S) +c/Q . ((w)2+ | Veus|? ) dadt.
Elx ?

Enfin I'inégalité (3.3.22) s’obtient en ajoutant des deux cotés de I’inégalité précédente

les termes/ (w®)%+ | Veus|? ) dzdt +/ (a®)?(u®)? dzdt pour faire ap-
Q¢, x]8,Tf Qx]8,T[

T
paraitre / E.(t) dt. : |
S

Etape4: Deuxiéme estimation de la forme fg E.(t)dt < cE(S):

On estime maintenant les termes du membre de droite de (3.22) en fonction de
I’énergie pour avoir une inégalité de la forme |, ST E(t)dt < cE(S), V0< S <T. On

a pour le premier terme:

Lemme 3.3.8 Il existe une constante ¢ > 0 indépendante de e et indépendante de t

telle que:

(3.3.25) | / u®’M(u®) dz | < c E.(t) Vi >0.
9]
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Démonstration: On a:
/(M(ue))2 dz = / (2m® . Veu® + clue)2 dz
Q Q
= / (2me. Veue)2 +c3(u®)? + dey (me . Veus)u dz
Q
= / (2me . Ve'ue)2 + 2 (u®)? + 2¢c;me . Ve(u®)? d.
Q
En utilisant une intégration par parties et (3.3.12) on obtient:

/(M(ue))2 dz :/ (2me. Veue)2 + c3(u®)? — 2¢; (divem®) (u®)? dz+
Q Q

/ 2c1m® . n®(u®)? d0+/ 2cim® . n®(u®)? do
ry ‘ r

_ / (2m® . Veu®)” + ex (e ~ 2divem®) (u)? dz +
Q
tallme il [ ey e ) ot
Ly

4| me 2 / e1Ae 12 (u°)?

qu’on peut écrire aussi d’apres (3.3.24):

ey)2 — e e)2 pe 1 — 4¢( ) ue2
/Q(M(u)) dz—/n(2m.Veu) d +/n\nqcl(1 41— ey dx 4

+/ c1(c1—2divem )( ) dz +
+lm I [ e e ) do

+4 || me |4 / e~ T1ee (u®)? do.
On remarque d’apreés le choix de ¢ dans (3.3.20) et de c; dans (3.3.21) que lintégrale

sur {2\ (2, est négative. On remarque aussi que divem® est indépendante de e sur Qe,

En majorant alors l'intégrale sur Q, parc / (u®)? dz, avec ¢ constante strictement
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positive indépendante de e, on trouve:

[ @2 as < a)ime i, [ 190z [ ey i

Q

€1

4| me |2 / e=1A% ~1g8 (u®)? dot
Ly
el me [ e Tt (ue) do
r_
et comme on a supposé dans (3.2.7) que a® > o > 0 sur Q,, il en découle:
/(M(ue))2 dz < 4| me HZ‘;/ | Veus |? dz+i2/ (a°)2(u®)? da+
0 0 o Ja.,
4| me | /F €10 1S (uf)? do+
+
lime|E [ e e e do

En utilisant la définition de ’énergie E, et en vérifiant facilement que || m® ||2, est
bornée indépendement de e on déduit I'existence d’une constante ¢ > 0 indépendante

de e telle que:
(3.3.26) /(M(ue))2 dz < cE.(t) Vt>0
Q
Enfin on écrit moyennant 1'inégalité de Young:
el e 1 e’\2 1 e\\2
| [ v'M@®)dz|< = [ (w®)?dz+ = (M(u®))® dz
Q 2 Ja 2Ja
et on trouve (3.3.25). n
Du lemme 3.3.8 et de la décroissance de I’énergie découle:
, T

(3.3.27) - [/ u® M (u®) dz] < c E.(S)

Q S

ou ¢ est une constante strictement positive indépendante de e, de S et de T.

On passe au deuxiéme terme de (3.3.22):
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Lemme 3.3.9 Il eziste une constante ¢ > 0 indépendante de e et indépendante de S

et de T' telle que pour tout § > 0 on a:

c

| / (a®u® + (a®)?u®) M (u®) dzdt | < (a®)?*(u®)? dzdt+
Qx]S8,T|

4 Qx]S,T]

(3.3.28) -
Eo(S) +6 / E.(t) dt
S

+c
6
pour tout 0 < S < T.

Démonstration:
Soit 6 > 0. D’apres I'inégalité de Young et I'inégalité (a + b)? < 2a2 + 2b2, on a:

| / (au + (a°)u®) M(u®) dzdt | <
Qx]S,T|
5/ Q(M(ue))2 + i(aeu‘f’ + (a%)?u®)” dadt
Qx]s,T] 2 o026
<9 (M(ue))? dedt + - / (€)2(u)? + (a°)4(u®)? dzdt
0x]8,T] 2x]8,7 ,

Ensuite de (3.3.26) et (3.2.7) (|| a® ||o< ¢) et en utilisant ensuite (3.1.2), il vient: -

| / (a®u® + (a®)?u®) M (u®) dzdt | <
Qx]8,7]

cd T c er, e\2 c e\2r,.e\2
<— E.(t) dt + - a®(u®)* dzdt + = (a®)*(u®)* dzdt
2 Js Ox]S, T 6 Jaxs,Ti

C

cé T e\2/,,e\2 c
<— E(t) dt + (a®)*(u®)? dzdt + —E.(S)
2 Js 6 Jaxis,Ti 6

pour tout § > 0. La constante c est strictement positive et est indépendante de e,

d’on le résultat. |

On remplace maintenant (3.3.27) et (3.3.28) dans (3.3.22) en prenant § < 2 dans
(3.3.28), on obtient:

T
/ E.(t) dt <cE.(S) + c/ (a®)?(u®)? dzdt+
S Qx[S,T]

+c / () + | Veus? ) dzdt
Q¢, x[5,T]
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avec ¢ > 0 indépendante de e.
On a d’apres (3.2.7) a® > a > 0 sur £, , donc en remplacant dans I'inégalité ci-dessus

il vient:

T
/ Eo(t) dt < cE.(S)+c / (@)} (w?)? dadt + / a®(u®')? dzdt+
JS Q

x]S,T] Qe; x]8,T[

+c/ |Veus |® dzdt
S2¢, X]S,T|

Enfin de la décroissance de I’énergie (3.1.2) on déduit:

T
/ E.(t) dt < cE.(S)+ c/ (a®)?(u®)? dzdt+
s Qx[S,T]

(3.3.29)
+c/ |Veut|? dzdt
Qe, x[S,T)

avec ¢ > 0 indépendante de e.
On estime ensuite le terme en |V, u¢|? dans (3.3.29). On a le résultat suivant:

Lemme 3.3.10 I eziste une constante ¢ > 0 indépendante de e et indépendante de
S et de T telle que pour tout § > 0 on a:

/ | Veut|? dzdt <(c+ l)Ee(.S')+

0, x]S,T 26

(3.3.30 ro [ (W) )t
Q., x]8,T|

. T
+2 (u)?dzdt + cb / E.(t)dt.
26 Ja,, x)s,T S

Démonstration: On rappelle que 0 < €y < €; < €5 < € < 1.

On a:

R3\Q, NN, =0
On peut donc construire une fonction ¢ de classe C? telle que:

0<(¢<1
¢= 1surf,

¢=0 sur IR3\Q,,

¢ ne dépend que de 2

(3.3.31)
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On multiplie (2.6) par (u® et on intégre sur 0x]5, T[:

0 =/ (v — Aeu® + a®(2)u®’ + (a°(2))?u®)Cu® dzdt
Qx]8,T|
T
=[/ u®' Cu® dz} —/ ¢(u)? dzdt-f—/ ¢| Veus |* dzdt+

Q S Qx]S,T[ Qx]S,T|

+/ Veu® . uéV (¢ dzdt —/ (Veu® . nu® dodt—
Qx]8,T( 'y x|S,T

—/ (Veu®.n®u® dodt +/ Cu®(a®u® + (ae)2ue) dzdt.
I'_ x]s,T( : Qx1S, 7|

Les termes sur I'y disparaissent & cause des conditions au bord dans (2.6).

Comme  est positive et est égale a 1 sur 2, par définition (voir (3.3.31)), on obtient:

/ | Veu® |2 dzdt <
Qc, ]S,

T
S—[/ u® Cu dz] —/ Veu® . uV (¢ dzdt—
Q S Qx]8,T[

(3.3.32) _‘/F - Ce_l/\i_l(ﬁi(ue)z +ueue/) dodt—
+ X

_/1‘ - CemIAE TH(€8 (ue)? + £° ue u®’) dodt—
X

+/ (C(ue')2 — Cu®(a®u® + (ae)zue)) dzdt. -
Qx18,T|

On estime les termes du membre de droite de (3.3.32). Plus précisement, on les majore

en fonction de 1'énergie E.. Pour le premier terme, on a en utilisant Pinégalité de

I/ue'Cue dz | / = (u®')? dz+/ ~C(u

qu’on peut écrire aussi d’aprés la définition (3.3. 31) de ¢:

| / weut dz| < / Luey? dz + / Lwe)? dz.
Q Q2 Q., 2

Or €3 < ¢, donc Q¢, C Q et comme a® > o > 0 sur Q, (d’apres (3.2. 7)) on obtient:

|/ue'Cu dz|</ —(u®')? dz+—/ )2(u®)? dz

< cE,(t).

Young;:
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Il s’ensuit, en utilisant la décroissance de I'énergie, que:
T
(3.3.33) —[/ u®’'Cu® dz]s < cE(S)
Q

avec ¢ > 0 indépendante de e.

On passe au deuxiéme terme du membre de droite de (3.3.32): On a pour tout 6§ > 0:

- / Veul. utVe( dzdt gé / | Veus |2 dzdt+
Qx]S,T 2 Jax)s,T|

1
+55 (u®)? | VeC [ dzdt.
26 JaxsT
Par la définition (3.3.31) on a ¢ = 0 sur IR3\ Q,, et donc V¢ = 0 sur IR 3 \ Q. I

en découle:

T
—/ Veu® . utVe( dzdt 56/ E.(t) dt+
Qx18,T| . S

(3.3.34) ’

+—= (u®)? dzdt V6 >0
26 Ja,, x1s,1]

ou ¢ est une constante strictement positive indépendante de e puisque par la définition
0
(3.3.31) la fonction ¢ est de classe C! et ne dépend que de z; et donc V.( = 87C
1
qu’on peut majorer uniformement par rapport a e. '

On estime maintenant le troisiéme terme du membre de droite de (3.3.32):
— / Cem AL TH(€s (u®)? + 5 utu®)dodt—
. P+ X]S,T[
- / (™A TN (€ (u)? + £ ) dodt <
I'_x]8,T
< —/ Ce IA; T e uu® dodt —/ Ce™ A T1ee weu®’ dodt
T4 x]S,T| I- x]8,T|
< / (e‘lAi_lfi(g(ue)2 + Elg(ue'f) dodt +
1"+ X]S,T[

+ / e e (e ¢ L)) doat vo<S<r
T x]S,T 277 2

D’apres (3.3.12) on peut écrire £5 en fonction de £ :

= 20 e
1
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De plus on a 0 < ¢ < 1. L’inégalité précédente s'écrit alors en utilisant aussi la

décroissance de I’énergie (3.1.2):

—/ Ce™1Ae 1(§+ e)2+€+ueue')dadt—
F+ X]S T[

IN

_ / CemIAS TH(€8 (u)? + £2 ueu’) dodt
'_x]8,T]

< é/ —1/\3_—12 ” me ”oo ( e)zdddt-i-
2 Jr, x)8,7]
e
+é/ e_lAi_lméi(ue)zdadt+
2 Jr_xjs,T] c1
1
+— ! eI e ¢ (v®')dodt + — e 1A T1ee (u')2dodt
26 Jr, x)8,17 26 Jr_ x)8,11
< c6/ eI 1S (u%)? dodt + b e 1N ~Lee (u®)? dodit
Ty x]S,T] T_x]S,T]
1
+‘2—6Ee(5)

pour tout 6 > 0, olt ¢ > 0 indépendante de e car || m® || est borné uniformément
par rapport a e.

La définition de I’énergie (voir (3.1.1)) nous permet d’écrire:

- [ e ) 4 ) dodt
F+X]ST[

(3.3.35) —/ Ce™IXE TH(E8 (u%)? + e utu®) dodt <
I'_ x}S,T[
T 1
< 06/ E.(t)dt + —E.(S) V6 >0
s 26

avec ¢ > () indépendante de e.

Enfin, pour estimer le dernier terme du membre de droite de (3.3.32), on utilise la
définition de ¢ et 'hypothése (3.2.7) (|| a® ||l < ¢). On obtient sans peine:

/ (C(uel)z — Cu® (aeue'-’r(ae)zue)) dzdt <
2x]8,T( :

(3.3.36)
< c/ () + (u®)?) dzdt
e, x]5,T[
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avec ¢ > 0 indépendante de e.
En combinant (3.3.32)-(3.3.36) on obtient (3.3.30). [

On reporte maintenant (3.3.30) dans (3.3.29) avec ¢ < 1 dans (3.3.30). 1I existe,

alors, une constante ¢ >0 indépendante de e telle que:
T
/ E. dt < cE¢(S) + c/ (a®)?(u®)? dzdt + c/ ((u®)? + (u®)?) dzdt
s | Qx|S,T| Q., x]S,T]

et en utilisant (3.2.7) on obtient:

T
/ E. dt <cE.(S) + c/ a®(u®)? dzdt + 5/ a®((u®')? + (u®)?) dzdt
s 2x]8,T] @ Ja., x]8,T|

<cE.(S) + c/

Qx]S,T[

-I—E/ a®(u®)? dzdt
@ Ja., x]8,T|

avec ¢ > 0 indépendante de e.

a®(u®)? dzdt + 2E6(5)+

On écrit alors:
T

(3.3.37) / E. dt < cE.(S) + c/ a®(u®)? dzdt
s Qx]s,T|

avec ¢ > 0 indépendante de e.

Il reste & estimer le terme en (u®)? dans (3.3.37) pour que I'on puisse utiliser le lemme
3.1.1 qui nous donne la décroissance exponentielle de Pénergie et par suite achever la
démonstration du théoréme 3.2.1
Pour cela on applique la méthode de Conrad-Rao [6]:
On définit 2¢, dépendant de ¢, solution de:
~Ac2® + (a%)?2° = a®u® dans Q

(3.3.38) 2°=0 sur Iy

eA; Vezf.n®+€52°=0 sur Ty
On multiplie (3.3.38) par 2° et on intégre sur

(3.3.39) / (| Veze® |2 +(a%)?(2°)?) dz ~ / Vez2®.n%2% do = / a®u®z® dz.
Q r Q
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Or, d’apres les conditions au bord dans (3.3.38), on a:

/V 2°.n da—/ _1/\3_—153_(23)2 da+/ e a7 (292 ds >0
ry r

et donc:
/ (1 Vez® 2 +(a®)%(2%)?) dz < / au®z® dz.
Q )

En utilisant I'inégalité de Poincaré, il vient:

/(ze)2 dz < c/aeueze dz
Q Q

avec ¢ > 0 indépendante de e.

D’autre part, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne:

/Q(ze)z dz < c(/ﬂ(ae)z(ue)z dz)%(/n(ze)z dz)%,

Par suite on trouve:
(3.3.40) /(ze)2 dz < c/(ae)z(ue)2 dz
Q Q

avec ¢ > 0 indépendante de e.

On dérive cette fois-ci dans (3.3.38) par rapport au temps ¢ et on procéde de la méme

facon que précédemment. On obtient:
(3.3.41) /(ze/)2 dz < c/(a‘f)z(ue')2 dz
Q Q

avec ¢ > 0 indépendante de e.

On multiplie maintenant (2.6) par z° et on intégre sur Qx]S,T:

0= / (u®’ — Agu® + a®(2)u®’ + (a°(2))%u®) 2°dzdt
Qx18,T{

= [/ ¢ e'dz] —/ 2¢'y® dzdt—/ u®Ae2¢ dzdt—
Q S Qx18,T| 0x)8,T|

- / (Veu®.n®)2¢ dodt + / (Vezf . n®)u® dodt+
'x]S,T| I'x]8,T(

+/ (a®u®2® + (a%)?u®z®) dzdt
Qx]S,T|
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qu’on peut écrire aussi grace a (3.3.38) et (2.6):

0= [/ ey’ dz] —/ P dzdt+/ (a®(u®)? — (a®)%2%u®) dzdt+
9] S Ox)S,T| Ox)8,T|

—i—/r - (e7P A€ u2® +e AT e uf' 28 — et AT1EE utz®) dodt+
+ X
+/ (e7PAZ1eeutz® +e I AZlre uf’ze — et A:lfiueze) dodt+
r_x]8,T]
+/ (au®'2° + (a®)?2°u®) dzdt
Qx]8,T[

= [/ ey’ dz] —/ z%'u®’ dzdt+/ a®(u®)? dzdt+
Q S Qx]S,T[ Qx]8,T|

+/ e ! /\Ilfiue’ ¢ dodt +/ e P AT1e u® 28 dodt+
s x]S, T I'_x]S8,T

+/ a®u® 2% dzdt.
Qx]8,T[

Ceci donne:

/ a®(u®)? dzdt = [ z2u® d / 2¢'u® dzdt—
Qx]8,T| 9) Qx]8,T(
/ e ! )\_T_lﬂiue' ¢ dodt—
F+ X]S T[
/ et AT u® 28 dodt—
' x]S, T

— / atu® 2¢ dzdt.
Qx18,T[

Ensuite, on estime les termes du membre de droite de (3.3.42):

(3.3.42)

Pour le premier terme, on trouve en utlisant (3.3.40):

|/z"' “dz| < = /(ze)zdz+ /(e')zdz
< E/Q(ae) (u®)? dz+%/0(ue')2 dz

< cE(t).

Il en découle que:

(3.3.43) —[ /Q ey’ dz] < cE.(S)
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avec ¢ > 0 indépendante de e et indépendante de S et de T

Pour le deuxiéme terme du membre de droite de (3.3.42), on a en appliquant 'inégalité

de Young, I'inégalité (3.3.41) et puis le fait que || a® ||x< ¢ (voir (3.2.7)):

1 .
/ 2%'u® dzdt </ (= (2*")% + (ue') ) dzdt
Jax]8,T] ax]s,T[ 26

< / Z (a® )2 (u®')? dzdt+/ é(ue')2 dzdt

ax]s,T( 26 Qx]8,T

T
5/ = gt (u®')? dzdt+6/ E.(t)dt V5> 0.
ax]s,r[ 26 s

Ainsi, la décroissance de I’énergie (3.1.2) nous donne:
e T
(3.3.44) / 22'u® dzdt < —E.(S)+6 / E.(t)dt V6>0
Qx]S,T] 26 S

avec ¢ > 0 indépendante de e.

Pour le troixiéme et le quatriéme termes du membre de droite de (3.3.42), on a en

utilisant l'inégalité de Young et puis (3.3.12):

— / e ! /\_T_leﬁ_ue' ¢ dodt — / e AT w28 dodt <
T+ x]S,T] - x]8,T[

< e”! A;lfi(l(ue')z + é(ze)z) dodt+
Ty x]S,T] 26 2

1
e P AZH (- (u®)? +
/I‘ x]S,T[ (26( )

<l / eIATHE (u')? dodt + —
T4 x]S,T] 26 Jr_x)s,1]

g(ze)2) dodt

e IAT1ee (u®)? dodt+

+é/ e 12715 (2%)? dodt + -(-5-/ e~ X218 (2%)? dodt
2 Jrox18,1] 2 Jr_x)s,1]

< iEe(S) 4 & / et AT1€8 (2%)? dodt+
26 2 Jr.x1s.T
+§9/ e” 1 AZ1¢8 (2°)? dodt V6 >0
2 ]S, T
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2 || m® |loo

avec ¢ > c , qu'on peut écrire aussi grace & la condition au bord dans (3.3.38):
1
—/ e P A7 e vt 2% dodt — / e~ AT w28 dodt <
'y x18,7 - x]s, 7|
1 66 [ € €
< =E.(S)-— (Vez®.n%)2¢ dodt—
26 2 Jryx]s,T|
& (Vez.n%)2¢ dodt V6 > 0.
2 Jr_xjs,Ty
et D’apres (3.3.39) il vient:
- / e~} /\fﬁiue/ze dodt — / e~ \Z10e w28 dodt <
JT 4 x]|8,T| r_x]8,T[
1 oc
S<—=FE.(S)+ — / au®z® dzdt
26 «(5) 2 Jaxis,T
1 be ' e\2/, e\2 bc e\2
<=FE.(S)+ — (a®)*(u®)* dzdt + — (2%)* dzdt.
26 4 Qx]S,T| Qx]8,T[
En utilisant (3.3.40) on obtient:
- / e AT18 u® 26 dodt — / e~ ATt w28 dodt <
T4 x]S,T| r'_x]S,T]

5lEe(S) + 50/ (a®)?(u®)? dzdt V6 >0
26 Qx|S,T|

avec ¢ > 0 indépendante de e.

Enfin de la définition de ’énergie, il découle que:

- / e P A7 u 2% dodt — / e AT w2 dodt <
. x)8,T] I'_x]S,T[
(3.3.45) . T
<1 E.(8)+ 6c/ E.(t) dt V6 >0
26 s

avec ¢ > 0 indépendante de e.

Pour le dernier terme du membre de droite de (3.3.42), on a, pour tout § > 0:

—/ a®u® 28 dzdt 5/ (i(a‘a)2(u‘3')2 + ES-(ze)z) dzdt
Qx]S,T| Qx|S,T] 26 2

C

5—/ a®(u®)? dzdt + é/ (2%)? dzdt
26 Jaxis,T 2 Jaxis,T
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et d’apres (3.1.2) et (3.3.40) il vient:

e, el e ¢ cb e\2/, e\2
- au® 2 dzdt < —E,(S) + — (a®)*(u®)® dzdt
Qx]S,T] 26 2 Jaxs1

(3.3.46) .

siEe(S)+c6/ E.(t) dt.
2 ;

On remplace (3.3.43)-(3.3.46) dans (3.3.42), on obtient:
. . .
(3.3.47) / a®(u®)? dzdt < cE.(S) + —E.(S) + 06/ Ec(t) dt Vé>0
ax]S,T| , 6 S

avec ¢ > 0 indépendante de e.

On remplace maintenant (3.3.47) dans (3.3.37):

T T
/ Bu(t) dt < cB.(S) + SE(S) +c5/ E)dt  V6>0
S S

avec ¢ > ( indépendante de e.

En prenant § assez petit, il vient:
T

(3.3.48) / E.(t) dt < cE.(S) Y0<S<T
s

avec ¢ > ( indépendante de e.

Enfin en faisant tendre T vers I'infini dans (3.3.48), on trouve:
oo
/ E.(t) dt < cB.(S) VO0<S8,
s
ce qui achéve la démonstration du théoréme en utilisant le lemme 3.3.1. [

4.-Comportement asymptotique

Dans cette partie, on fait tendre e vers zéro et on étudie le comportement
asymptotique du probléme (2.6). On montre que ’énergie associée au probléme limite

bidimensionnel decroit exponentiellement vers zéro quand le temps tend vers ’infini.

TR
oo~ .D,‘
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Pour tout g défini sur 2, on pose:
1 [h+(z.22)
(4.1) m(g)(z1, 22) = E/ 9(21, 22, 23) dz3
h’— (21122)

On introduit aussi les notations suivantes qu’on aura besoin dans la suite:

v = t(vy,v3) Vv = (v, v, v3)
w4 la projection de 2 sur w
(4.2) w- la projection de Q_ sur w
v4 le vecteur normal & I'; dirigé vers ’extérieur de Q

v_ le vecteur normal & I'_ dirigé vers I’extérieur de Q.

On a le résultat suivant:

Théoreme 4.1 On suppose que:

(4.3) a® — a° dans L>(Q) fort.

ug — ug dansV faible,
623
u§ — u} dans L2(Q) faible.

(4.4) | {e } borné dans L*(Q),

Alors:

u® — u* dansL®(R;; V) faible-étoile,
(4.5) ou® . ou*
ot ot

dans L™ (Ry; L%(Q)) faible-étoile.

La limite u* est indépendante de z3 et est l'unique solution du probléme bidimensionnel
suivant:

hu*" + Au* + (hm(a®) + g)u*’ + (hm((a®)?) + f)u* =0 dans w x IR,
(4.6) u* =0 survyxIRy

u*(0) = m(ug), u*'(0) = m(u}) dans w
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ou l'on a noté A Uopérateur differentiel elliptique du second ordre d coefficients vari-
ables défini par:

0 ou
4.7 Au=— — | h—

1=1,2

et g et f sont deuz fonctions qu’on déterminera dans (4.19).
Démonstration: On rappelle la définition de I'énergie associée au systéme (2.6)
donnée dans (3.1.1):

E.(t) =% /Q [(u®)2+ | Veus |2 +(ae)2(ue)2] dz +% /P eI ATTEE (uf)2do+

+%/ e IAZ1¢e (u®)?do

On remarque, d’abord, d’apres le lemme 3.3.4 que:

e“l)\j_:lfi =—cle 5 m®.nf

2 || me |3

(4.8) o
= - m.Vv

2|l me 3,

avec:
m=9y(z1) ‘(21 — 20, 22, #(23)) sur O,

(4.9) '

m =vy(z1) ‘(21 + 29, 22, #(23)) sur Q_.

Il vient en utilisant les notations dans (4.2):
a1
2l e, ™
€1
2| m %

e 'A7les —
(4.10)
e~ aZlee — m.v_

avec:

(411) m=vY(z1) "(z21 — 22, z) surwy
4.11
m=1(z1) (21 + 20, 25) surw_.

De la méme fagon, on montre que:
1

|| 7 {]oo
1

e INTlee —  —_ mou.

”m”oo

~1y—1ype

(4.12)
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En plus comme 1’énergie est décroissante, on a:
E(t) < E(0) Vt>0

et d’apres les hypotheses prises sur ug et uf dans (4.4), on obtient:

(u*’) borné dans L (IR, ; L(1))
(4.13) (u®) borné dans (IR, ; V)

~10u®

(e 823

) borné dans L (IR, ; L(12)).

Il existe alors u* tel que pour une sous suite de (u€) on a:

u® — u* dans L°(IR,; V) faible-étoile,

(4.14) 86ut - 88ut dans (IR, ; L?()) faible-étoile
ou*
823 -

0

donc u* est indépendante de z3.
Il reste & voir que u* est solution du probléme bidimonsionnel (4.5):

On multiplie dans (2.6) par une fonction test v € V' indépendante de 23 et on integre
sur 2x]0,T:

0= / (u®”’ — Agu® + a®(2)u® + (a°(2))%u®)v dzdt
Qx]0,7
T T
= [/ u®'v dz] - [/ utv’ dz] +/ uv” dzdt+
9) 0 y) 0 x]0,T|
+/ Veu®. Vv dzdt—
Ox]0,T[ :

—/ (Veue.ne)vdadt+/ (a®(2)u®’ + (a®(2))%u®)v dzdt
T'x]0,T| Qx]0,T(
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= [/Que'v dz]:— [/ﬂuev’ dz]j—l—/Q o u®v” dzdt+
x]0,

+/ Veu®.Vev dzdt+

Qx]0,T

+/ (e7'AT'¢uv +e ~IATME uty) dodt+
P+ X]O T[

+/ (e AZ ¢ uty + e IAT1eR ut'y) dodi+
I x]0,T]

+/ (a®(2)u® + (a°(2))%u®)v dzdt.
Qx]0,T[

On prend la fonction test v telle que v(T') = v'(T) = 0. 1l vient, en remarquant que

Vev = Vu (v est indépendante de e):

0 =—/ ugv(0) dz+/ u§v’(0) dz+/ u®v” dzdt+
Q Q

Qxlo,T|

+ / Vu®. Vv dzdt+
2x]0,T|
(4.15) +/ (e ATl utv + e lAiléiue'v) dodt+
1—‘+ X]O T[
+/ (e7'AZee ulv + e IAZM% w'v) dodi+
I'_ x}0,T
+/ (a®(z)u®’ + (a®(2))%u®)v dzdt.
Qx10,T
On passe a la limite dans (4.15) en utilisant (4.3), (4.4), (4.10), (4.12) et (4.14):

0= / w(0) dz + / ' (0) dz + / o’ dzdi+
Q Q Qx]0,T|
+ / Vu* . Vv dzdt+
Qx]0,T(
1
(4.16) +/ (_01_2 (m.v)u*v + ——— (m.vy)u*'v) dodt+
r 7 oo

+x]0,T 2Ilmll

(m.v_)u"v+ (m.v_)u*'v) dodt+

/r x]0,T[ 2 ||m||2
/ * 4+ (a%(2))%u*)v dzdt.
Qx]Jo, T[

I} 72 [[oo
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Remarque 4.2 Pour le passage 4 la limite dans (4.15) on a besoin de la convergence
forte de a® dans le dernier terme du membre de droite par ce qu’on a juste une

convergence faible-étoile de u®’.
On a, d’aprés (4.9) et les notations (4.2):

v = 5+ () $(25)veg
(4.17)
m.v_ =m.V_ +1(z21) p(23)v_5

On intégre, maintenant, dans (4.16) par rapport & 23 en utilisant (4.17) et (4.1). 11

vient:
0=~— / hm(ul)v(0) dz +/ hm(ug)v'(0) dz +/ hu*v" dzdt+
w w UX]O,T[
(4.18) + / hVu* . Vv dzdt + / (fu*v + gu™'v) dzdt+
w)(]O,T[ WXIO,T[
. +/ (h m(a®(2))u*’ + hm((a®(2))?) u*)v dzdt
wx]0,T[
avec:
— 1 ~ o~ ~ -~
f= 2 H i “go (m Vyt+m.ov_ + ¢(21) ¢(h+(zl,z2))1/+3+
(1) $(h- (21, 2))vg
(4.19) .
9= = (T + . + (1) Blhy (21, 22))1r4 5 +
17 ]|oo

#1h(21) (A (21, 22))v_s ).

Enfin, on vérifie facilement que I'expression (4.18) n’est autre que la formulation
variationnelle du probléme (4.6)-(4.7). [

Théoréme 4.3: L’énergie associée au probléme limite bidimensionnel (4.6) définie
par:

1 . * =
Bt =1 / (h(u™'? + b | Vu? +(hm((®)?) + f) (u*)2) d5
décroit exponentiellement vers zéro.

Démonstration Le résultat est connu puisque le terme d’amortissement est défini

sur tout le domaine w. [ |
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Cette these est consacrée a 1'’étude de quelques problémes de controlabilité
exacte, de contrdle optimal et de stabilisation dans un domaine tridimensionnel de
faible épaisseur a frontiére ondulée. On étudie aussi le comportement asymptotique

correspondant & chaque probléme lorsque 1’épaisseur tend vers zéro.

Dans une premiére partie, on montre & ’aide de multiplicateurs adaptés au do-
maine, la controlabilité exacte pour ’équation des ondes en agissant avec un controle
de Dirichlet sur une partie de la frontiére latérale et un contrdle de Neumann sur la

frontiere supérieure et inférieure.

On considére ensuite, dans la deuxiéme partie, un probléme de controle optimal
pour une équation d’état donnée par un opérateur elliptique de second ordre et une
fonction colit & minimiser. A I’aide de fonctions test convenables, on montre que
le contrdle optimal converge vers un contréle optimal du probléme limite lorsque
I’épaisseur tend vers zéro.

Enfin, dans la troisiéme et derniére partie, on considére ’équation des ondes
soumise & un terme d’amortissement interne et un terme d’amortissement frontiére qui
font décroitre I’énergie. A I'aide 'de multiplicateurs adaptés au domaine, on affaiblit
les conditions sur la localisation de la dissipation et on montre que 1’énergie décroit

exponentiellement.

Pour chacun de ces problemes, on donne une description bidimensionnelle du
probléeme limite correspondant . On voit comment P'opérateur limite bidimensionnel

dépend des ondulations et comment les contréles frontiéres deviennent internes.



