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Liste des symboles et notations

Ciiki

€xs8ys¥xy

mn
Sij
A
T

constantes €lastiques du matériau

incrément de travail plastique

incrément de déformation
incrément de déformation inélastique
incrément de déformation plastique

incrément de déformation ¢€lastique
scalaire positif

tenseur incrément de contrainte

vecteurs des forces connues élémentaire et global
deuxiéme invariant du déviateur des contraintes

parametre

matrices de rigidité élémentaire et globale
vecteur des fonctions d’interpolation
tenseur déviatorique des contraintes

composantes du vecteur traction nominale
vecteur déplacement

vecteur déplacement virtuel

travail plastique par unité de volume
tenseur des déformations

tenseur des déformations plastiques

tenseur des déformations élastiques
composantes du tenseur des déformations

tenseur des déformations inélastiques

module de Lamé
module de cisaillement
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‘ Liste des symboles et notations

v rapport de Poisson

o) courbe contrainte - déformation

{G }, O tenseur des contraintes de Cauchy

G1,07,03 contraintes principales

O, limite du comportement linéaire €lastique

) densité du matériau

c contrainte équivalente

=

€ps € déformation plastique effective

ux,t) déplacement

o; = oy(X .t) tenseur des contraintes

f=1(x.t) forces par unité de masse exercées sur le milieu par les
chargements extérieurs

e=e(x,t) énergie interne spécifique

h=h(x,t) apport de chaleur par unité de masse et de temps

q=q(x,1t) flux de chaleur au travers de la frontiere

n=nx,t) entropie spécifique

Tx,t)(1T>0) température locale
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Chapitre I': Introduction

L’homme a toujours cherché a transformer les matériaux pour en faire des objets qui servent
ses ambitions. Pour atteindre ses objectifs, il a élaboré des méthodes de transformation et de
mise au point de matériaux nouveaux. Au fur et a mesure que de nouveaux besoins se font
sentir, les méthodes de transformation et de mise au point deviennent plus complexes et plus
performantes. La complexité de la situation représente pour les chercheurs un défi a relever.
Ainsi, si nous prenons lexemple de la fabrication des panneaux de la carrosserie
d’automobile ou méme des pare-chocs, nous constatons que certaines exigences comme le
poids de la matiére, la résistance mécanique etc.. deviennent de plus en plus séveres.

Les exigences, comme celles précitées plus haut, poussent les chercheurs a mettre au point de
nouveaux matériaux et a les caractériser. La caractérisation du comportement de tous ces
nouveaux matériaux est indispensable avant la mise en forme, car la plupart des procédés de
mise en forme se font avec des trajets de chargement trés complexes. Pour caractériser le
matériau, le chercheur modélise son comportement.

11 existe deux philosophies ou approches de la modélisation :
e I’approche cristalline ou mécanique physique
e I’approche phénoménologique

Dans l'approche phénoménologique, on établit une relation entre les contraintes
macroscopiques appliquées et la déformation résultante sans tenir compte explicitement des
mécanismes de déformation microscopiques. Cette approche est « facile » a mettre en ceuvre,
mais demande qu’on effectue de nombreux essais pour chaque matériau considéré.

Dans I’approche cristalline, on s’intéresse & I'influence de la structure interne et du
comportement des constituants du matériau sur la réponse globale.

Tout au long de notre étude, nous utiliserons les notions de phase et structure. On appelle
phase les parties homogénes d’un systeme ayant la méme composition, le méme état
d’agrégation et qui sont délimitées par rapport aux autres par les surfaces de séparation ou
interfaces. On utilisera le terme structure pour désigner la forme, les dimensions et la
disposition des phases. On distingue la macrostructure (structure discernable a I’ceil nu ou
avec un grossissement ne dépassant pas 30 a 40 fois) et 1a microstructure (structure observeée
au microscope sous des grossissements importants).

Dans I’étude de ’influence de la structure interne sur le comportement global du matériau, un
élément joue un role prépondérant : les contraintes internes.

Traiter un probléme relatif aux contraintes internes revient a traiter un probleme du type
mécanique des milieux continus (contraintes et déformations dans un solide) en prenant en
compte un ensemble de phénomenes relevant essentiellement de la métallurgie (changement
de phase). Des études menées dans le cadre des changements de phase ont montré que la
morphologie des produits formés est modifiée et que la plasticité induite, dite de
transformation, affecte trés fortement le comportement thermomécanique du matériau.
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5 Chapitre I : Introduction

L’objectif de notre travail est de poser les jalons d’un code d’éléments finis permettant de
modéliser de fagon synthétique tous les phénoménes se produisant lors du changement de
phase martensitique. Certains phénomenes comme la localisation des zones transformées lors
d’un impact sur un pare-chocs d’un véhicule ou toute autre structure de sécurité peut-étre une
future application de cette modélisation. Une micrographie de la zone transformée, en
introduisant la microstructure, montrera la disposition relative des phases, leurs formes et
dimensions. Une des applications d’une telle modélisation pourra étre 1’¢tude de la mise en
forme des tbles en acier TRIP.

Pour atteindre notre objectif, nous avons fait une étude bibliographique en trois parties, une
étude thermomicromécanique et une simulation numérique. Pour le calcul de la loi de
comportement contrainte — déformation, un critére énergétique a été développe. Nous avons
considéré que la martensite se formait 4 I'intérieur d’une matrice entiérement austénitique et
que Pénergie gouvernant ce changement de phase est I’énergie libre d’Helmholtz. La
sollicitation macroscopique est soit un cisaillement simple ou soit une traction uniaxiale et la
courbe de traction est obtenue expérimentalement au LPMM sur un acier fourni par I"'IRSID
(Institut de Recherche de la SIDérurgie).

En nous appuyant sur les travaux de plusieurs auteurs, nous avons donné dans le chapitre 11,
quelques explications sur les phénoménes qui gouvernent la transformation martensitique.

La formulation de la loi de comportement se fera a partir d’une étude thermodynamique des
systtmes irréversibles présentée au chapitre III et d’une ¢tude thermomicromécanique
présentée au chapitre IV. Nous donnerons une équation de la dissipation utilisable pour la
détermination de la vitesse a I’interface et nous définirons toute la méthodologie utilisée.

Le chapitre VI se rapportera a nos travaux, nous y étudierons la germination des plaquettes,
I’avancement de la transformation et le comportement mécanique.

Une partie de ce travail sera consacrée a la conclusion de nos travaux et surtout aux
perspectives d’avenir.

La deuxiéme partie de 1 étude bibliographique se rapportera & 1’élastoplasticité. Elle est I"objet
d’une annexe. Dans ce chapitre, nous verrons que la fonction de charge doit étre une fonction
strictement convexe du déviateur des contraintes et que le champ de contraintes statiquement
admissible doit étre aussi plastiquement admissible en tout point. Nous définirons tous les
paramétres devant nous permettre de faire une analyse numérique de la loi de comportement
et sa mise en ceuvre par la méthode des éléments finis.

La méthode des éléments finis sera I’objet du second annexe.
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n Chapitre II : Rappels sur la transformation martensitique

Ii. RAPPELS SUR LA TRANSFORMATION
MARTENSITIQUE
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Chapitre II : Rappels sur la transformation martensitique

OBJET :

L'objectif de ce chapitre est de faire le point sur les connaissances actuelles dans le domaine
de la transformation martensitique. Pour ce faire, , nous avons utilisé les résultats des travaux
effectués par: E.C. Bain [BA24], Bunshah et Mehl [BMS53], Christian et Bilby [CB56],
Cohen - Olson et Clapp [COC79], De Jong et Rathenau [DJR61}], Entwisle [EN71], Fisher et
Turnbull [FT53], Guenin et Gobin [GG79}, Greenwood et Johnson [GJ65], Guillet et Poupeau
[GP73], Gautier — Simon — Beck et Gavoille [GSBG87], Habraken et De Brouwer [HDB68],
[zumiyama — Tsuchiya et Imai [ITI70], Jena et Chaturvedi [JC92], Kajiwara [KA84], Krausss
et Marder [KM71], Kelly et Nutting [KN60], Kurdjumov et Sachs [KS30], Lakhhtine
[LA77], Magee [MAG66], Nishiyama [NI34], Olson et Cohen [OC72], Philibert — Vignes —
Bréchet et Combrade [PH98], Scheil [SC32], Shewmon [SH69], Tamura [TA82], Ullakko —
Sungqvist et Pietikdinen [UL90], Wayman [WA90}, Weschler — Lieberman et Read [WLR53],
Wakasa et Wayman [WW81] et Zackay — Parker — Fahr et Busch [ZA67]

Afin de mieux définir le cadre de notre travail, nous allons décrire quelques phénomenes
physiques et métallurgiques se produisant lors des changements de phase et dire comment ils
seront pris en compte dans notre étude.

Notre travail commencera par une définition de la transformation martensitique et finira par
une tentative d'explication des origines de la plasticité de transformation.

Grandes étapes :

B Définition de la transformation

®m Transformation dans les aciers

®m Types de transformations

®m Morphologie des martensites

® Caractéristiques des martensites

® Origines de la plasticité de transformation
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Chapitre II : Rappels sur la transformation martensitique

Pour faire une étude sur les changements de phase, nous devons distinguer les deux aspects
fondamentaux suivants :

- l'aspect thermodynamique

- laspect cinétique.

La thermodynamique permet de prévoir I'état d'équilibre, alors que la cinétique régit la vitesse
a laquelle le systéme évolue par rapport a I'¢tat d'équilibre ( stable ou métastable ).
A 1'état d'équilibre, plusieurs états ou phases sont possibles en fonction de la température :

- solide

- liquide

- vapeur

Lorsqu’un changement de température engendre un changement de phase, nous dirons que
nous sommes en présence d'une transformation structurale. Lorsque cette transformation
structurale concerne un corps simple, elle est dite «//o/ropique. Lorsque ¢’est un corps
composé, la transformation est dite po/ymorphigic.

Dans ’approche globale des transformations en vue dune étude par simulation, une
classification a é€t€ retenue :

- les transformations par remplacement

- les transformations par deplacement

- les transformations par restitution

Les transformations par remplacement s'opérent par substitution d'atomes entres les sites.

Les transformations par déplacement ou paramorphismes s'operent par un déplacement
coordonné des atomes

Dans les transformations par reconstruction, le réseau de la phase fille est reconstruit par des
processus élémentaires a l'interface : la solidification, la cristallisation des amorphes ou la
précipitation avec changement du groupe de symétrie ponctuel etc.

Notre étude portera sur les transformations par déplacement.

11.1 Transformations polymorphes

Les formes cristallines de nombreux métaux sont fonctions de la température a laquelle ils
sont soumis. Les atomes d’un corps cristallin ayant un certain type de réseau peuvent se
regrouper pour former un réseau d’un autre type. Ce type de transformation est dit
« transformation polymorphe » . Pour la piupart des métaux, la modification polymorphe
stable a la température la plus basse est désignée par la letire o, puis avec la montée de la
température, par les lettres 3, y etc.

La transformation polymorphe de I'alliage Fer-carbone ( cémentite ) est illustrée par son
diagramme d’équilibre. Ce diagramme traduit la composition des phases et la structure des
alliages dont la concentration varie du fer pur a la cémentite ( 6,67% C ).
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Le point A ( 1528° C ) du diagramme correspond au point de fusion du fer pur, alors que les
points N ( 1401° C) et G (906°C ) marquent la transformation polymorphe §<> yeta <>y
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Figure [1.1 : diagramme de transformation polymorphe fer - carbone

1.2 Définition de la transformation martensitique

La définition proposée par M. Cohen, G.B. Olson et P.C. Clapp [COC79] et généralement
adoptée est la suivante :

C'est un changement de structure, virtuellement sans diffusion, caractérisé par une
déformation homogéne du réseau avec une composante déviatorique dominante et un
changement de forme associé tel que l'énergie de déformation mise en jeu gouverne la
cinétique et la morphologie de la transformation

Simulation du phénoméne TRIP par une voie phénoménologique et
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La transformation martensitique est donc une transition displacive de phase structurale. Cette
transition se fait par déplacement coopératif des atomes au cours de la reconstitution du
réseau. Ce déplacement est = 1/10 de la distance interatomique. Tous les atomes gardent leurs
voisins. La transformation martensitique ne modifie pas la composition chimique du matériau.

1.3 Transformation martensitique dans les aciers

Historigue :

En 1895, Floris Osmond - ingénieur aux aciéries du Creusot- a fait la distinctton entre le
carbone de recuit et le carbone de trempe. Clest lui qui ajouta aux dénominations de ferrite,
cémentite et perlite introduites par I'américain Howe, les noms martensite, austénite et
troostite.

Ces trois noms sont donnés en I'honneur d'Adolf Martens (ingénieur des chemins de fer
prussien, il se consacra aux alliages ferreux) , de Roberts Austen (un anglais, il fut le premier
a établir un diagramme Fe-C correct) et Troost (un collaborateur de H. Le Chatelier a I'école
des mines)

La transformation martensitique a lieu seulement lorsqu’un refroidissement rapide produit la
surfusion de l'austénite jusqu’a de basses températures. Ces basses températures rendent
impossible la diffusion et la transformation se poursuit avec la formation d’autres cristaux de
martensite. La transformation débute au refroidissement a la température Mg ( Martensite
Start ) et se termine a la température My (Martensite final ). La vitesse de germination et de
croissance des cristaux de martensite est trés grande : > 10° m/s.

La martensite obtenue par trempe est une solution solide saturée d’insertion du carbone dans
le fer a. C'est une phase métastable. Dans le réseau de fer y, les atomes de carbone occupent
les interstices octaédriques dans la direction [ 001 ] et produisent une forte distorsion du
réseau. Le réseau devient tétragonal et son axe ¢ est plus grand que ’axe a.

Domaine d *emplacement
possible pour un atome de fer

@ Position probable des
atomes de C

Figure [1.2 : maille élémentaire [BA24]
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Les parameétres de la maille suivent la relation suivante :
£ ~1+0,045%C(masse) [L1]
a

Remarques :

Tous les éléments (2 I’exception du carbone, de ’azote, de ’hydrogene et en partie le bore)
forment avec le fer des solutions solides de substitution. Leur dissolution dans le fer influe
fortement sur la position dés points A; et A4 Ces points déterminent le domaine des
températures d’existence du fer y et du fer a.

Le nickel abaisse le point A; et éléve le point Ay Il en résulte que le diagramme fer-nickel
enregistre une extension du domaine de la phase y et une réduction de la phase a.

Le nickel en abaissant la fragilité a froid de la ferrite, la rend plus résistante en accroissant sa
résilience. Ce qui explique la ductilité élevée des aciers au nickel.

liquide
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Figure I1.3 :Diagramme d’équilibre Fe-Ni [LA 78 ]
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L.a martensite n’est pas le seul produit de décomposition de I’austénite. Selon la température
de traitement ou la vitesse de refroidissement, nous avons :

- la transformation perlitique

- la transformation eutectoide

- la transformation batnitique

- la transformation martensitique

11.3.1 Microstructure et comportement mécanique des martensites

L’orientation des cristaux de martensite est liée au réseau de I'austénite. II en résulte leur
constitution sous forme de lamelles réguliérement orientées dans 1’ austénite initiale.
La structure des cristaux de martensite, ainsi que leur morphologie varient en fonction de la
composition de ’acier et de la température de leur formation.
Dans les alliages ferreux, nous pouvons distinguer trois types de martensites, qui sont :

- les martensites o :cubique centré ou quadratique centré

- les martensites € : hexagonale centré

- les martensites tétragonales a faces centrées
Les martensites o sont les plus répandues. On les rencontre dans les alliages Fe-C, Fe-Ni,
ctc. Lorsque 1'énergie de faute d'empilement est faible, cas des alliages Fe-Cr-Ni, la martensite
formée est du type €.
La martensite o peut se présenter sous plusieurs variantes morphologiques. Les principales
sont :

la martensite en latte la martensite en papillon la martensite en plaquetie
= 'J/ o
s o
& n"(’
£y

Figures 11.4 : variantes de mariensites
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Les différentes morphologies rencontrées dans les alliages Fe-Ni sont les. suivantes :

Composition en % de| morphologie

Nickel

< 10% Martensite en lattes ou de la ferrite massive
< 29% Martensite en lattes

Entre 29 et 34 % Martensite en plaquettes

Tableau Il.1 : morphologies de martensite

I11.3. 1.1 Martensite en lattes

La structure est morcelée en blocs. Elle est constituée de plaquettes de dimension a>b>>c.
Ces plaquettes sont appelées lattes. Elles sont généralement de faible épaisseur (0,1 a 0,2 pm)
et sont observées dans les alliages Fe-Ni, Fe-C, Fe-Mn, Fe-W, Fe-V, Fe-Mo.

Dans les aciers contenant moins de 0,4%C massique, la martensite apparait sous forme de
lattes empilées en paquets.

Figure I1.5 :Micrographie d'une plaquette de martensite en latte . Observation au MET
(alliage FE-0,4%C) [WA90]

La majorité des martensites o rencontrées dans le domaine des aciers se présentent soit sous
la forme de lattes ou soit sous une forme lenticulaire.

Pour les alliages de Fe-C, la morphologie en latte se rencontre lorsque le pourcentage en
carbone est < 0,6%. Tandis que cette méme morphologie est courante dans les alliages Fe-Ni
pour une composition en Ni < 28% . La taille de la latte est proche de 0,3*3*100 um [WW81].
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I1.3.1.2 Martensite en plaquettes

C’est un enchevétrement de plaquettes ou lentilles individualisées et orientées selon des
angles définis au sein de chaque grain d’austénite. Elle se distingue de la morphologie en latte
par le fait que les plaquettes adjacentes ne sont pas paralleles les unes des autres.

On suppose que cette morphologie est gouvernée par les effets d’accommodation élastique ou
plastique des contraintes développées lors de la formation de chaque plaquette dans la matrice
d’austénite.

11.3.2 Cinétique de la transformation martensitique

La transformation est instantanée : & chaque température, elle atteint en un temps tres court
un état défini par une proportion déterminée de martensite et la transformation est alors
fretnée.
¢ La température M indique la température a partir de laquelle on décele les
premiéres traces de la transformation. Au fur et 4 mesure que la température baisse
au-dessous de la température M, la transformation progresse et la quantit¢ de
martensite formée croit.
e La température My désigne la température a laquelle la totalit¢ de la phase mere est
transformée par réaction martensttique.
e Cette transformation par cisaillement entraine le basculement des plans en surface
que I’on peut observer au microscope sur un échantillon préalablement poli avant
trempe, méme si la surface n’a subi aucune attaque chimique.

e La transformation martensitique est trés sensible aux contraintes et une déformation
de Dausténite peut déclencher des transformations méme aux temperatures
supérieures a M .
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MASSE POUR CEnl 0 MICKEL
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Figue I1.6 : Ms et Myen fonction du % de Ni dans un alliage Fe-Ni

Les principaux phénoménes ayant une influence sur M; sont les suivants :

la vitesse de refroidissement

la température d’austénisation

la taille du grain

la limite d’élasticité de ’austénite

la composition chimique de Ialliage

Facteurs

Influence

Vitesse de
refroidissement

D’apres gITI70], La vitesse critique de refroidissement est de 1’ordre
de 20.10°°C/s pour les aciers a trés bas carbone. L’augmentation de
la vitesse entraine une diminution de Ms.

Température
d’austénisation

Si la température d’austénisation augmente, Ms diminue

Taille du grain

Dans la majoﬁté des cas, Ms augmente avec la taille des grains

Limite d’élasticité

La consolidation de 1’austénite géne la transformation martensitique

Composition chimique

C’est un parameétre trés important. La majorit¢ des éléments
d’addition entraine une chute de Ms

Tableau 11.2 : facteurs ayant une influence sur M
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11.3.3 Types de transformations

11 existe essenticllement deux types de transformations martensitiques :
¢ la transformation athermique
¢ et la transformation isotherme

11.3.3.1 Transformation athermique

La transformation est trés limitée et rendant ordinairement impossible 1’observation in situ .
Elle a son Ms bien définie et la quantité de martensite formée ne dépend que de la
température.

Figure 11.7 : martensite athermal obtenue a la température T, =150°K [UL90]

11.3.3.2 Transformation isotherme

Trés intense dans certains alliages spéciaux ( Fe-Ni-Mn, Fe-Cr-Ni ), cette transformation
dépend beaucoup :
o de la température
e dutemps
La transformation commence toujours aprés un temps d’incubation lors d’un maintien
isotherme & une température critique (température a partir de laquelle la ‘transformation
isotherme peut se produire).

Simulation du phénoméne TRIP par une voie phénoménologique et
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Figure I1.8 martensite "isotherme" obtenue a T, = 150°K sous p,,,, =1,5GPa JUL90]

Pour évoquer la transformation par maintien isotherme au-dessous de M;, nous devons
distinguer deux cas :

e le cas des aciers au carbone

o le cas des alliages Fe-Nt

11.3.3.2.1 Cas des aciers au carbone

La martensite peut progresser au cours d’un maintien isotherme, quoiqu’en quantit¢ limitée.
On a pu mettre en évidence une progression de la transformation martensitique 4 température
constante. La quantité d’austénite qui se transforme de cette maniére est sans doute faible.

11.3.3.2.2 Cas des alliages Fe-Ni

KAJIWARA [ KA84 ] a fait des observations in situ pour un alliage Fe - 23% Ni - 3,9%Mn a
basse température. Ses conclusions sont les suivantes :

e une germination de la martensite isolée
e un glissement intensif dans I'austénite au cours de la formation de la martensite

o une absence d'effet auto catalytique dans les phénoménes de germination

Simulation du phénoméne TRIP par une voie phénoménologique et
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( Effet auto-catalytique : la formation d’une plaquette de martensite crée des

contraintes internes qui peuvent induire la formation d’autres plaquettes, phénomene
possible pour les aciers avec plus de 1,4% de carbone /[EN71])

NLign, #01T,
\EE

(i, siton, J T gLt T

Figure I1.9 : schéma de la formation des plaquettes de martensite d’aprés les observations de

KAJIWARA

i1.4 Caractéristiques de la transformation martensitique

Pour définir les caractéristiques des plaquettes de martensite, nous allons nous intéresser aux
quatre aspects sutvants :

macroscopiques

microscopiques

relation entre les phases

cristallographiques ( théorie mathématique de Weschler — Lieberman —
Read )
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I1.4.1 Caractéristiques macroscopiques

Dans Ie cas des précipitations avec cohérence dans les solides, trois types de configurations
sont possibles :

Figure 1110 : précipitation  Figure II. 11: précipitation  Figure I1.12: précipitation avec

avec cohérence parfaite avec cohérence avec cohérence avec distorsion due a
sans distorsion distorsion due a un une variation de volume
cisaillement

L'exemple n°2 illustre un changement de structure du réseau obtenu par cisaillement. Des
déformations additionnelles d’accommodation réduisent les contraintes €lastiques dues au
changement de forme en laissant invariant le réseau de la phase fille. Ce cas correspond 2
celui de la transformation martensitique.

La phase mére et les plaquettes de martensite sont séparées par une interface appelée : plan
d’habitat. En général, ce plan invariant en dimensions et en orientation n’est pas un plan
cristallographique simple. Dans une phase mére, diverses orientations de la martensite
peuvent coexister : les variantes. Pa

La surface transformée reste plane, mais elle est inclinée a partir de son intersection avec le
plan d’accolement. La forme lenticulaire des plaquettes des zones formées serait due aux
contraintes que produit la transformation dans la matrice environnante, exactement comme
dans le cas des macles mécaniques. ‘

{ Plans d’accolement l

1

& -

Y

STYTLLLL]

[wymnsnsnw

: .

S

austenite *L martensite | - :
J martensite | | austénite

Figure II.13: position du plan d’accolement
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Martensite
Auaténi

lan d'habitat de la martensite

Figure I1.14: changement de forme et de volume associé a la transformation martensitique

La différence entre les volumes unitaires de la martensite et de Pausténite fait que la
croissance d’une plaquette de martensite détermine le renforcement des contraintes élastiques
dans le domaine de I’interface, ce qui conduit finalement & une déformation plastique et  la
formation d’un plan d’habitat.

Une région de discontinuités apparait parfois dans le plan central, parallele au plan d’habitat,
cette région est appelée « midrib » (de I’anglais middle ribbon : bande médiane).

Austenite (v )

Martcnsite (o

Figure I1.15: schémas de la transformation martensitique et formation du midrib

I1.4.2 Caractéristiques microscopiques

La déformation totale d’un matériau ayant subi une transformation de phase peut étre
considérée comme la somme :

e d’une déformation élastique : €°

e et d’une déformation inélastique : €"
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La déformation inélastique peut résulter de plusieurs phénomenes. Les plus connues sont :
e la température
« le mouvement de dislocations (plasticité)
¢ le changement de phase

Ainsi, la déformation inélastique est composée d’une déformation plastique et/ou d’une
déformation de Bain et/ou d’une déformation a réseau invariant .

1] déformation de
Bain

B S 2 R 5
WERENREER
[ LLLL I L L)

A 4

déformation a
réseau invariant

glissement

| maclage

—

[ —

Figure I1.16: déformation du réseau

e Le vlissement tésulte du déplacement des dislocations au sein du cristal. Un des
mécanismes générateurs du déplacement des dislocations est le moulin de Frank et
Read.

e Quant au muc/aee, il consiste en un changement d’orientation d’une partie du
cristal. Il s’accompagne aussi d’une migration de dislocations.

I1.4.4 Relation d’orientation entre les phases

Dans tous les matériaux ductiles, le glissement est de loin le mécanisme de déformation le
plus important.

La loi de Schmidt (1931) détermine la cission résolue dans le plan de cisaillement en fonction
de l'orientation de ce plan.
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Axe de traction
Nommale au & o -
| ==
plan de B
glissement " : =
i
P
% 4

'?'\(i o
| % 1, = GCOSACOSO [1L.2]
4 / :/ 1 “-.b
glI;s:: :: . ﬁ/ T Direction
= A ! de glissement

Figure I1.17: orientation du plan de glissement par rapport a l'axe de traction

Lorsque la cission résolue atteint une valeur critique T , un glissement se produit dans un

certain plan et suivant une certaine direction cri stallographique. Le systéme formé par ce plan
et cette direction est appelé sysreme de glissement.  Clest Taylor qui formula en 1934 le
concept de dis/ocarion pour expliquer le glissement relatif des parties d'un monocristal.

Mais, depuis le XIX® siécle, on savait que les matériaux cristallins se déformaient par
cisaillement et cela suite a 'observation des bandes de glissement 4 la surface des métaux
déformés plastiquement.

Dans la déformation plastique, le glissement cristallin a lieu suivant les plans et les directions
de I’empilement le plus compact des atomes.

Dans les métaux et alliages a réseau cubique a faces centrés (CFC), en distinguant les deux
sens de glissement, nous obtenons 24 systémes de glissement se produisant suivant les plans
d’un octaedre (111 ) et dans les directions cristallographiques < 110 > du cube. Tandis que
dans un réseau cubique centré (CC), les mécanismes de glissement peuvent étre décrits par la
direction < 111 > du cube et par les deux familles de plans (110 ) et (112). En distinguant les
deux sens de glissement, nous obtenons un ensemble de 24 -+ 24 systémes de glissement.

trace de (112)a

surface du cristal Plan d'habitat

d'austénite

Figure I1.18: glissement dans une plaquette de martensite
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23

11 existe une relation d’orientation entre les deux réseaux. Cette relation découle du caractére
particulier de cette transformation :

o existence d’un plan d’habitat.
o existence d’une direction et d une amplitude de cisaillement correspondant
au mouvement coopératif des atomes

Cette relation d’orientation dépend du type d’alliage étudié . Le tableau ci-dessous nous en
donne quelques exemples :

Alliage | Composition |Transformation |Relation entre les|Relation entre | Plan limite
ou plans les directions | de la phase
refroidissement | cristallographiques meére

Fe-C 043 15%de|CFC—>QC [(I111)—>(110) [110]- [111] |(225)

C

Fe-Ni |27 a 34% de|CF.C—>C.C |(111)—>(110) [211]- [110]|(259)

Ni avec  grande
dispersion

Fe-Ni- |18% Cr CFC->CC [(111)—(110) [110]— [111] |(11D)

Cr 8% Ni

Tableau 11.3: relation d'orientation entre le réseau d’austéniie et celui de la martensite

I1.4.5 Théorie mathématique de Weschler- Lieberman-Read ( W.L.R )

La théorie de ces auteurs conduit a la détermination des caractéristiques cristallographiques de
la déformation qui permet de passer de la maille de la phase mere a celle de la phase
martensitique, en se fondant uniquement sur les valeurs expérimentales des parametres de ces
deux phases.

Cette théorie est purement phénoménologique et le calcul repose sur les deux

axiomes suivants :

e Parmi toutes les déformations géométriguement possibles permettant de passer de la
phase mére a la martensite, celle qui se produira effectivement est celle qui minimisera
Pénergie.

e Le plan d’habitat est un plan invariant.
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La déformation due au changement de réseau cristallin (déformation de Bain ) s ‘accompagne
de confraintes internes trés importantes dues a la coexistence de deux phases et au
changement de forme, d’oit la nécessité d'une accommodation pour relaxer les contraintes
internes induites. Ceite accommodation peut se faire soit dans ['austénite, soit dans la
matrtensite ou soit dans les deux.

Ainsi, la déformation totale associée au plan invariant s’écrit :
D=RPB
B : représente la déformation de Bain
P: représente le cisaillement (glissement ou maclage )

R: la rotation qui laisse invariant le plan d'habitat

Dans la théorie de W.L.R, pour ajuster la déformation totale, deux solutions sont proposees :

e La martensite est constituée d’un empilement de macles, dont |'épaisseur relative est
calculée de telle maniére que la déformation macroscopique totale conduise a [’existence
d’un plan invariant.

e Un cisaillement homogéne est combiné & une déformation par glissement, dont I'amplitude
est calculée de telle maniére que la déformation macroscopique totale laisse un plan
invarianf.

L’intérét de cette théorie réside dans le fait qu’il est possible, a partir de la condition du plan
invariant et la diagonalisation de B.P, de calculer pour chaque transformation martensitique :

- la normale au plan d’habitat

- la direction de cisaillement

- I’amplitude de cisaillement

- I’ orientation relative entre les deux phases

La théorie étant purement phénoménologique, elle ne décrit pas obligatoirement les
mécanismes réels subis par les atomes au cours de la transformation.
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] P : déformation du réseau invariant par glissement
| ol g
1] -
1 et
] o . I - r - ) ~
= | 1T Pm . déformation du réseau invariant par mdclage
1 L l
=l 2 ’
- 1 L1 B : déformation homogene du réseau
| 1| T
'—_.-o-“
T =" R : rotation de corps rigide
|

Figure 11.19: les trois étapes de la transformation martensitique ( la déformation de Bain, lu
déformation a réseau invariant et la rotation)
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11.4.68 Types de martensites

On distingue deux types de martensites :
o les martensites thermoélastiques
e les martensites non thermoélastiques

I1.4.6.1 Martensite thermoélastique

L’accommodation élastique due au changement de forme et de volume au niveau de
Pinterface austénite martensite rend cette transformation totalement réversible,

Les martensites thermoélastiques sont appelées: Alliages 2 mémoire de Forme AMF
( alliages CuZnAl, NiTj, ..... )

Les déformations mises en jeu dans cette transformation peuvent atteindre 10%.

Figure I1.20: transformation martensitique dans un polycristal de Cu Al Be (photo Sophia
Farah Lpmm - Metz)
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11.4.6.2 Martensite non thermoélastique

A Tinterface austénite/martensite, il se produit une accommodation plastique. Cette
accommodation rend la transformation inverse impossible. S’il y a transformation inverse,
elle se produit par germination et croissance dans la martensite et la nouvelle phase
austénitique est différente de la phase initiale.

cisaillement Accommodation plastique
par glissement au sein de la matrice

Lt g a,

Figure 11.21 : Schéma du relief provoqué a la surface par cisaillement

homogéne

Les aciers TRIP font partie de cette famille.

1.5 Martensite induite par la contrainte et martensite
induite par la déformation

L'application d'une contrainte peut relever le point M. En effet, l'exces d'enthalpie libre

AG(M,) peut fournir une partie de contrainte convenable sous forme de travail :
W =1y, +0¢, [1L.3]
v, €t g, représentent les composantes de la distorsion de la martensite.

Le premier a prédire la formation de la martensite lorsqu'une contrainte est appliquée au-dela
de M, fut Scheil [SC32]. Selon lui, la contrainte de cisaillement nécessaire pour l'activation de
la transformation diminue avec la température.

Des observations faites par plusieurs auteurs montrent que la contrainte critique nécessaire
pour la transformation croit linéairement avec la température a partir de M, jusqu'a

M? (température au-dela de laquelle la martensite se forme apres une déformation plastique

dans l'austénite), En plus de M, et M?, il existe une troisiéme température caractéristique
p s p

appelée My Au-dela de cette température, la martensite ne peut plus €tre induite
mécaniquement.
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Le schéma ci-contre proposeé par
[OC72], illustre la formation de la
martensite sous contrainte en fonction
de la température

0ay . déformation élastique

ya B déformation plastique dans
l'austenite

fa «: transformation apreés
déformation plastique dans l'ausiénite

Contrainte appliquées

austiénite _
B

T, M,
Température

Figure 11.22: formation de la martensite sous contrainte en fonction de la température
[OC72]

En fonction de la température Ty, nous constatons :

e qu'il aurait fallu O, pour obtenir un changement de phase

e qu'avec I’influence de la déformation plastique, la contrainte devient O p avee

O'ﬂ<0'a

En fonction de la contrainte, la courbe fait apparaitre deux domaines :
e un domaine I compris entre A/ et M

e un domaine I compris entre M5 et M,

Le premier domaine correspond a la zone ou la transformation est assistée par la contrainte.
La conirainte est en dessous du seuil d'écoulement plastique de la phase mere. Il en résulte
une réponse élastique. La germination est assistée par la contrainte et les germes préexistants
sont simplement aidés mécaniquement.

Le second domaine correspond a la zone ou la transformation est induite par la déformation
plastique. La contrainte critique dans cette zone augmente trés rapidement avec la température
d’essai.
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Avant M, la transformation commence alors que la limite d’élasticité de I’austénite n’est

pas atteinte. Aprés M: , ’austénite est déformée plastiquement avant que la transformation

ne débute.
M , est la température au-dela de laquelle la transformation ne peut plus se produire.

11.5.1 Plasticité induite par transformation - transformation induced
plasticity (TRIP)

La terminologie de TRIP a été proposée par Zackay et all [ZA67] pour les martensites des
aciers.

L'expérience de [TA82] montre que l'effet TRIP apparait a une température légerement

L \ c :
supéricure & M. . Elle se manifeste par :
S

e une augmentation de la résistance a la rupture quand la température chute
e un pic de I’allongement a la rupture pour une température située entre M_ et M,
ce phénomene résulte de 1’apparition de la plasticité de transformation.
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Figure I1.23 : variation de la quantité de martensite formée et des propriétés mécaniques en
fonction de la température (Fe-0,26C-29Ni) [ TA82]
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11.5.2 Origines de la plasticité de transformation

Lorsqu’on applique une contrainte a un alliage métallique au cours de la transformation de
phase, il se produit une déformation supérieure a celle due a la variation volumique méme
pour des contraintes inférieures 4 la limite d’¢lasticite. Cette plasticité de transformation est
reliée 4 la contrainte appliquée et & ’avancement de la transformation.

Deux mécanismes sont utilisés pour expliquer les origines de la plasticit¢ de transformation :
le mécanisme de Magee et le mécanisme de Greenwood-Johnson. Les paragraphes suivants
sont consacrés a 1'étude de ces deux phénomenes.

I1.5.2.1 Mécanisme de Greenwood-Johnson
[GI65] [DIR61] [KW70]

La plasticité de transformation est li¢e a la variation de volume. De Jong et Rathenau furent
les premiers & considérer une variation de volume au cours de la transformation.

Greenwood et Johnson ont étudié la plasticité de transformation & 910°C lors du passage du
fer o au fer y pour un alliage Fe-0,39%C.

Selon eux, ’amplitude de la plasticité de transformation dépend de trois facteurs qui sont :

e P’amplitude de la variation volumique de transformation
¢ le niveau de la contrainte appliquée
e les propriétés mécaniques des phases en présence au cours de la transformation.

La transformation est irréversible car elle résulte d’une déformation plastique.

Nous avons un écoulement plastique supplémentaire dans le sens de la contrainte appliquée.
Elle est la résultante de la superposition du champ de contraintes internes 1ié a la déformation

de transformation et du champ de contraintes externes appliquées
[¢ ]

s, tese,
© »

© o 0
Q@ 0 .
g=10 lc

Figue I1.24 : écoulement plastique supplémentaire dans le sens de la contrainte appliquée
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11.5.2.2 Mécanisme de Magee
[M66]

La plasticité de transformation est due a I’orientation préférentielle des plaquettes de

martensite formées du fait de la contrainte appliquée. En effet, la transformation peut-étre
considérée comme un mode de déformation comprenant une expansion g, et un cisaillement

Y, Sans contrainte appliquée, 1’orientation des plaquettes créée est « isotrope » et la

contribution macroscopique de Y disparait, du fait de la «compensation» entre les
plaquettes. Lorsqu’une contrainte est appliquée, elle va orienter préférentiellement les
plaquettes de martensite, d’ou I"apparition de la contributionde Y |
6]
€ I €€,

il

~
“

,
N

Q
H
<
P
a

Figue I1.25 : orientation des plaqueltes de martensite

Le mécanisme a la base du modéle de Magee intervient pour les transformations par
cisaillement. 11 permet 4 lui seul d’expliquer la plasticité de transformation avec une variation
volumique nulle mais est insuffisant pour expliquer la plasticit¢ de transformation dans tous
les alliages.
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Chapitre 111 : Thermodynamique des milieux continus

OBJET :

Dans le chapitre II, nous avons exposé¢ les différents mécanismes conduisant a la
transformation martensitique a savoir : une variation de température par refroidissement trés
rapide et/ou une sollicitation mécanique.

La déformation de transformation est induite dans le premier cas par la variation de la
température, alors que dans le second cas la déformation s’accompagne normalement d’effets
thermiques. Dans le cas spécifique des TRIP, le processus étant irréversible, nous ne pouvons
étudier le comportement d’un milieu en faisant fi des interactions thermomécaniques dont il
est le sieége. Pour tenir compte de tous les phénomeénes intervenant dans le processus
thermodynamique, nous allons faire appel aux notions suivantes: la température absolue,
I’entropie, énergie interne et flux de chaleur. En effet,

« Un processus thermodynamique est défini comme une évolution au cours du temps de la
configuration du systéme, de [’ensemble des forces, de la température, de [’énergie interne,
de I’entropie, de [’apport et du flux de chaleur » d’aprés [CN63]

Dans ce chapitre, nous utiliserons le premier principe de la thermodynamique pour introduire
la quantité de chaleur regue et I’énergie interne. Avec I’inégalité du second principe de la
thermodynamique, nous introduirons la température absolue et I’ entropie.

En utilisant la loi de conservation de 1’énergie et en formulant les lois générales qui relient
I’énergie interne, la quantité de chaleur regue, la température absolue et 1’entropie, nous allons
formuler 1’équation des puissances dissipées lors du changement de phase. A partir de cette
formulation, nous pouvons déterminer la variation de certains parametres liés a ’évolution de
la microstructure.

Pour réaliser ce chapitre, nous nous sommes inspirés des travaux de Paul Germain [ PG73 | ,
Georges Duvaut [ DU98 ] et A.J.M Spencer [SP92].
Situation réelle : Discontinuités et singularités créées dans la structure d’un milieu continu

Grandes étapes :

® Rappel des deux principes de la thermodynamique
B FEtude des différentes formes de dissipations
®m Calcul de la force thermodynamique exercée sur une singularité quelconque
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iil.1 Conservation de la masse

I.1.1 Equation de continuité

Considérons un domaine D de fronticre 8D

—_—

et de normale extérieure F1

La conservation de masse peut étre exprimée comme suit :

L accroissement de la masse du domaine B est égale au flux de masse qui traverse la

frontiére oD.

Le flux de masse 4 travers O est égale a pvndS . L équation de conservation s écrit :

Iiﬁdv _ jp;;;ds 1L 1]
ot
D

éb

En appliquant le théoréme de la divergence a I'intégrale de surface, nous obtenons :

j(aa ‘Z +div (pv))dV =0 [1L.2]

D

Le domaine étant arbitraire, 1’équation [I11.2] est nulle pour tout sous-domatne. Ceci conduit a
’équation dite équarion de continuité

op . —
P L divipv) =0 [111.3]
5t v {(pv)
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Nous pouvons développer cette équation sous les deux formes suivantes :

a_p+ verad p + pdiv(v) = 0

ot

Q“)"“Vl@' p%:()
ot Oxi 6xi

La dérivation temporelle [PG73] se présente comme suit :

;t-(.) - aa—t(.) + v.grad ()

L’équation de continuité [II1.5] devient alors :

dp ov, _
a  Pax T

0

Si le matériau est incompressible, alors :

d—p=0et div (v) = 0
dt

Il.1.2 Dérivation par rapport au temps de I'intégrale de volume

[111.4]

[IL5]

[TIL6]

[11L7]

[1IL.8]

Soit ¢ une certaine quantité physique associée aux particules du domaine et ¢ la densité par
unité de masse de ¢ . La densité volumique de ¢ est po.
La quantité de ¢ contenu dans un domaine D a Iinstant t est :

= [opav

La dérivée totale de cette quantité a pour expression :

d d —~—

=% v = | = dv - .ndS

i I(pp Iat(cpp) j(ppvn
D D

oD

[IIL.9]

[11L.10]
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L>application du théoréme de la divergence donne :

d ) : — [1L11]
- (& v)dVv
i j(pp dv j(at(cpp ) + div (¢p .v))d
D D

En développant le second membre de cette égalité. Nous obtenons :
2 (gp) + div (pp.v) = o (22 + div (pv)) + 022 4 Verad gy  [ML12]
ot ot ot
L’équation de continuité étant nulle, ’équation [I11.12] devient :
) — 0 -
%(q}p) +div(op.v) = p(-é(%+ v.grad @) [II1.13]

En utilisant les équations [II1.6] et [1I1.13], nous obtenons :

d do [I1I.14]
= dV = |——pdV
dt j. P j dt

D

D

Ce résultat sera utilisé dans les paragraphes suivants.

111.2 Premier principe : loi de conservation

Soit un domaine D de frontiére 6D intérieur au milieu
matériel considéré.
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Soit :
e A la densité volumique de la quantité a laquelle on s’intéresse ( masse, quantité de

, : ot s . 1
mouvement, énergie ..) { la densité d’énergie A = p(e + 5 Vivi)}

¢ 2a: le taux de densité volumique de ce qui est fourni par I'extérieur { les forces
volumiques + la densité volumique du taux de chaleur : @ = fiVi +r }

s « : taux de densité surfacique de ce qui est perdu a travers la frontiére de D { la
densite surfacique du taux de chaleur: 0L = _(TiVi +q)=—(c iji Vi +q)}

L’équation du bilan d’énergie s’écrit :
iIAi.dv + [o,do=fa,.dv [111.15]
dt D aD D

L’équation du bilan devient :

d 1
—|p(e +=v,v;)dV = | (o,n.v,)dS + | f,v,dV + } qdS + | rdV [1I1.16]
TELAE (oS « [lima? + [oos +
Enoncé du premier principe :

A chaque instant,

La dérivée particulaire de l'énergie du systéme = Puissance des efforts extérieurs + taux
de chaleur recue

Ews =P +Q [111.17]

Il1.2.1 Energie du systeme

Par définition :

l'énergie du systeme est égale a la somme de lénergie cinétique et de l’énergie
interne

Esys = Ecin + Eipg [111.18]
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En dérivant cette équation et en introduisant la dérivée ainsi obtenue dans 1’équation [IIL.17],
nous obtenons :

Eent B =P +Q [1IL.19]

ll1.2.2 Energie cinétique
Le théoréme de I'énergie cinétique s'énonce comme suit :

La dérivée de l'énergie cinélique est égale a la somme de la puissance des efforts
extérieurs et de la puissance des efforts intérieurs

Ban=P_+P, (111.20]

La combinaison des équations [T11.19] et [111.20] donne:

B =P +Q [121]

Nous allons maintenant expliciter cette équation en fonction des différents parametres
thermodynamiques.

11.2.3 Entropie :

Soit M une particule d’un systéme en mouvement, a chaque instant t, on peut lui associer une
fonction & valeurs scalaires s(x,t) appelée entropie spécifique de la particule M. L’entropie du
systéme s’écrt

Shes IPS-dV [I11.22]
v
Cette définition nous permet d’aborder I’évaluation de I’énergie interne

111.2.4 Densité de I’énergie interne

I'énergie libre spécifique est définie comme suit :

w=e—Ts [II1.23]
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En multipliant les termes de cette égalité par la masse volumique, nous pbtenons I’équation
de la densité de I’énergie interne :

pe=o + psT [111.24]

avec ® = \YpP. densité d’énergie libre
S . entropie spécifique
T : température absolue

I1.2.5 Taux de chaleur

Le taux de chaleur 0 se compose :

N 1 A Ts .
- d'une conduction  la frontiére | _ J' q.n.dS
oV

- d'un apport volumique de chaleur extérieur : J‘ ph.dv

A%

Compte tenu des équations de 1'énergie libre et du taux de chaleur, nous pouvons reformuler
I'équation du premier principe comme suit :

((:_I J‘pc.dV = —Py + J-ph.dV - ‘[q_n_ds [IIL.24]
V

v ov

L’utilisation de 1’équation {II1. 14] nous permet d’écrire que :

d d d
a—{pe-dv = _Eat—(pe)dV = [ 20 + psT )4V (111.25]

4
Application du théoréme de la divergence nous permet de transformer le terme de flux

surfacique en intégration de volume. L'équation du premier principe devient :

Iﬁdt—(‘” +psT).dV = =P, + [(ph — divg ).dV [IT1.26]
Vv

v
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111.3 Second principe

Le second principe postule qu’a chaque instant, Le faux de production de l'entropie > taux
de chaleur recue

Ce qui se traduit par .

dgs |pPav- |Lqnas (127}
dt i T
A%

ov

Compte tenu des équations [I1I.14] et [111.25], nous pouvons écrire que :

dS d
Lo~ E—_ . dv
m ;,[dt (ps) [111.28]

Le développement de I’équation {II1.27] apres application du théoreme de la divergence et
compte tenu de 1’équation [I11.28] donne

[(psT —ph+divg + %gradT ).dV 2 0 [I11.29]
v

L’expression de P'intégrale Idivq. dV est donnée par l'équation du premier principe. En la
1 4

combinant avec I'équation [II1.27] nous obtenons :

[-pTsdv - P, - I%m.dv -| %gradT dv 20 [111.30]
' A\

'

Cette équation représente la puissance dissipée. Elle est composée d'une puissance
intrinséque dissipée D, et d'une puissance thermique D,
avec :

: d
]:)V = j— pTsdV-P_ - J.aﬁ).dv >0 [11.31]
\ v
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D, =-|terdrav =0 [ 32]
T T
v

Remarque :

Dans la littérature, la puissance dissipée est trés souvent présentée sous la formulation
suivante :

) d V2
Dv =R o Ist.dV —a Ip(e + —i—)dV 20 [1I1.33]
\Y v
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111.4 CONCLUSION

Nous avons décrit un potentiel thermodynamique qui conduit aux équations d’état et un
potentiel dissipatif qui fournit les lois complémentaires d’évolution décrivant les processus
irréversibles.

Nous avons démontré I’équation dite équation des puissances dissipées. Nous utiliserons cette
équation dans le cadre de Iétude de I’évolution de I’interface austénite-martensite.

Une approche thermomicromécanique sera utilisée pour expliciter ’expression de la
puissance intrinséque dissipée.
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IV. APPROCHE THERMOMICROMECANIQUE DES
FRONTIERES MOBILES

2
&>
e |
iy
o
=
=
e
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Avant de développer tous les aspects liés au mouvement de l'interface, nous allons

caractériser le milieu en définissant le volume €lémentaire représentatif (V.E.R).

lLe milieu considéré est un milieu microhétérogéne et macrohomogéne. lLa taille des
hétérogénéités est trés petite par rapport au volume élémentaire considéré. Ce volume
éléementaire doit étre assez grand pour qu’il soit représentatif (V.E.R) du matériau, c’est-a-
dire statistiquement équivalent d'une zone & ['autre d'un matériau considéré comme
macroscopiquement homogéne.

4Eij i Ei,:
st~ > | ®
> | = 7 L ' B; ’E”’

volume primaire

Figure IV.1 :modélisation du V.E.R

Aprés cette modélisation du milieu, nous allons exprimer toutes les conditions de
compatibilité en particulier celle d’Hadamard pour prendre en considération les discontinuités
a I’interface austénite-martensite. Nous utiliserons 1’équation de la puissance virtuelle des
efforts intérieurs que nous appliquerons au mouvement réel et nous ferons des hypotheses sur
I’énergie libre d’Helmholtz.

Toutes ces hypothéses et conditions vont nous permettre expliciter 1I’équation de la puissance
dissipée associée a la progression de la déformation plastique et au mouvement de P'interface
2. Le potentiel dissipatif sera utilis¢ en simulation numérique pour le calcul de la vitesse a
I’interface austénite - martensite, alors que le critere de Patel et Cohen régira la formation de

la plaquette de martensite.
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Pour réaliser ce chapitre, nous nous sommes inspirés des travaux de Berveiller — Patoor et
Buisson [BPB91], Cherkaoui et Berveiller [CB99], Guillet et Poupeau [GP73], Hadamard
[HAO03], Hill [HI83], Kaufman et Cohen [KC55], Lemoine [LE95], Ortin et Planes [OP88],
Paul Germain [PG73] et Sabar [SA90].

Grandes étapes :

Description du champ des déformations

Développement des aspects liés au mouvement de I'interface

]

]

® Détermination de ’énergie libre

m Détermination de la puissance des efforts intérieurs
]

Mise en équation de la puissance intrinseque dissipée
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IV.1 Champ des déformations

E 4T

AAAAAAL

ﬁjllrl\ FiE N

> {B'P(r,t)

o(r,t)

RAAAAAS

Figure IV.2 : modélisation du milieu

IV.2 Conditions a Pinterface

L'étude se limite aux cas des
déformations et rotations infinitésimales. La
loi fondamentale de la dynamique impose au
champ des contraintes d’obéir aux équations
d’équilibre. Nous allons travailler dans un
systéeme de coordonnées cartésiennes, ou

X,>X,»X,; désignent les coordonnées

d’un point r du milieu.

u de coordonnées 14,,14,,U, désigne
le champ du déplacement d’un point.

Dans les études phénoménologiques, la martensite est considérée comme une inclusion
ellipsoidale & frontiére mobile £, de volume V| plongée dans I'austénite. Elle est définie par

ses trois demi-axes { aj, az, a3 )

L’orientation des cristaux de martensite est liée au réseau de I'austénite. Du fait de cette
particularité, la vitesse de croissance des cristaux est non uniforme dans les différentes

directions cristallographiques.
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D’apres [GP73], la détermination de la vitesse de croissance des plaquettes de martensite se
fait expérimentalement par des mesures de résistivité. Dans les alliages Fe-Ni :

o Chagque plaquette atteint sa taille limite en 107s.

e La vitesse de déplacement de Pinterface est de 10°cms, quelle que soit la

. . 1 : .
température. Cette vitesse est environ le 3 de la vitesse du son dans le métal et est

¢gale a la vitesse de propagation des fissures.

Nous allons faire une séric d’hypothéses afin de passer du probléme réel au modéle
mathématique.

Premiére hypothése 1 : sur la modélisation de I’interface

Le schéma adopté est le suivant :

;1) . normale extérieure a 1’interface X
\_;V . vitesse de l'interface
[gi"] =g™-¢" sautdela
déformation
inélastique
[ol=¢ -¢ :sautdela
contrainte

Figure IV.3 : modélisation de ['interface
Deuxiéme hypothése 2 : sur la continuité du déplacement a I'interface

La continuité du déplacement se traduit par :

lu=u-u =0 (V1]

ce qui entraine la condition, sur les déformations :
[Sij] =&~ 8; = >\~inj [IV.2]

A : vecteur arbitraire fonction de l'interface
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La condition d'équilibre a l'interface s'écrit :
[Gij nj] =0 [1IV.3]

Ces différents résultats seront utilisés dans la formulation énergétique.

IV.3 Energie libre d'Helmholtz

L'énergie chimique de la transformation martensitique est seulement fonction de la
température [OP88].

D’aprés | GP73], le diagramme relatif a un alliage Fe-Ni a 29% de Ni peut se présenter
comme suit :

¥ (cal/mol)
2000 4

0.

-

2000 ]
4000 |
—6000 |

8000 -
~10000

Qpi\

0 200 40 600 800 1000
T(°K)

Figure IV.4: diagramme de [’énergie chimique de la transformation martensitique pour un
alliage Fe-29Ni [GP73 ], cas non linéaire
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En adoptant une approximation linéique, le schéma ci-dessus devient :

Qchim

A

o™(T) ¢™(T)

g température

T B

Figure 1V.5: diagramme de I'énergie chimique de la transformation martensitique, cas
linéaire

Il est important de noter que la transformation martensitique ne peut s’effectuer que lorsque
la force motrice est suffisante c’est-a-dire

A@ =0 (-0 (D<o [1V.4]

Pour les alliages et aciers, la différence entre Tg et Mg est de ’ordre de quelques centaines de
°K. Elle augmente avec le pourcentage de carbone.

Pour les alliages Fe-Ni, [KC55] ont proposé une table de valeurs de Mg en fonction du % en
masse et en volume du nickel. La table se présente comme suit :

Nickel %o en | Nickel%en | M;

masse volume — g K
290 1280 7 280
30,4 29.3 N -30 243
30.8 29.7 -40 233
31,8 307 -72 201 |
1328 31,7 | -115 158
133,5 324 1 -146 127
33,8 32,7 I -180 93
341 1330 | 223) 40
344 332 | Pas de martensitea 4 °K. |

Tableau 1V.1 : valeurs de Ms en fonction du pourcentage de Nickel
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L’énergie libre est la somme de toutes les énergies intervenants dans le processus :
e [’énergie élastique
e [’énergie chimique
e 1’énergie interfaciale
L>énergie interfaciale étant trés faible par rapport a I’énergie élastique, nous n'en tiendrons
pas compte au cours de la modélisation.
En tenant compte de Pensemble de toutes les hypothéses simplificatrices que nous avons

faites, nous pouvons définir I’énergie comme suit :

L'énergie libre est la somme de l'énergie élastique et de l'énergie chimique

O =P, +D, [IV.5]

La densité d'énergie chimique ¢ sera prise proportionnelle a la différence entre la température
d’essai et la température d’équilibre, a un coefficient pres :

¢ = B(T-To) = Bo [1V.6]

L'énergie libre chimique du systéme s'obtient en intégrant cette densité

@, = loav [1V.7]

Pal’ déﬂnition, l’énergie élastique a pour expreSSion:
(D = .(D(l'\dv —-—' I(S(l)ge(r)dv [IV 8]

L’équation de I'énergie libre d'Helmholtz s'écrit :

@ =Jo(r).av+e.av [1v.9)

v

La mobilité de I’interface est prise en compte en se plagant dans le cas de ’inclusion a
frontiere mobile et en utilisant la technique de dérivation temporelle [PG73]. Nous avons :

d .3 |
Et—(') = > (.) + w.grad (.)
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H
By
{idned

% foav= I%(.)dV— [l Wongaz [IV.10]
A" \Y b%;

et

ddctp a(" dV + I——dV - I[(p+0)]WanadZ [Iv.11]

avece |

om . . .
o _57(58”' Ciu€a) = 0;E;

o1 :
en effet, '5{(58(:8) =gCe¢

En utilisant la symétrie du tenseur d'élasticité pour un milieu homogéne et en nous référant a
[BPB91] et a [CB99], nous pouvons écrire que :

%[0‘38, =%(8;+Cijm8:“8;_cijm8:) (Gi, CE,)[ ] [Iv.12]

Par la suite, nous adopterons la notation suivante :

1,
5+ =Gy [IV.13]

L'équation devient:

<]
@ = J.BT.dV - I[BO]Wana.dE~ j{cij }[sg]wmnm_dzJr J'Gij £y AV | [IV-14]
V b v X
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IV.4 Puissance des efforts intérieurs

Un systéme S en mouvement dans un repére R est soumis a l'action des forces extérieures
définies par :
- la densité volumique f dans S
- la densité surfacique F sur 0S
on désigne par  p : la masse volumique
y : l'accélération d'une particule

A l'instant { fixé, on définit un mouvement virtuel de S dans R par la donnée d'un champ de
vitesses virtuelles U défini sur S, contintiment dérivable par morceaux.

A
La puissance des efforts intérieurs Pint dans ce mouvement doit étre égale a :

B = Ipy Udv - J'fu.dv - jFU.do [IV.15]
S S oS
avece
A N
IF U.do = jcij Ui njdc [TV.16]
oS oS

L'équation d'équilibre est de la forme :
py; =f; + 0y [1V.17]

En introduisant cette équation dans celle de la puissance des efforts intérieurs, nous obtenons :

N A AN
Pint = Jo-ij,j'Ui 4V - Gij.Ui .l'lde' [IV.18]
\' oS

A
o, et U, sont continiment dérivables par morceaux.
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En appliquant le théoréeme de la divergence a l'intégrale de surface, la puissance devient :
A AN , A
Pint = - joij. Ui,jdV - § TL(N)Uj do [1v.19]
V z

Pour passer du mouvement virtuel au mouvement réel, nous allons remplacer U par vi . Nous
obtenons avee cette condition :

Pint = — J‘O‘ij.vi,jd\/ — J.[Uijnjvi]dZ [IV.20]
\% P

La condition de compatibilité d'Hadamard [HA03] s'écrit :
[vi]=-[ujjnjlwgng [IV.21]
En introduisant cette condition dans la deuxiéme partie de Py, nous obtenons :

J‘[Gijnjvi }jE = J‘[Vi bjnjdz
z

DY,
J‘[Vi byn;dz =- ﬂui,k binWon,dz
b3 bY
avec [ u;; | = A; my nous avons :

o
I[Gijnjvi]dﬁ = - J‘O‘ijnjkinknk WanadZ
b2 z

En utilisant la condition d'équilibre et 1’équation [IV.13], nous pouvons écrire que :

| R _
Bty = 'Z'(Uijn jrogn;)= {Gij }.n i [1V.22]
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I[G Vi ]dz devient ;
%

_ﬂ"ijnjvi]dE =- ﬂ%’ fn W, dS = - f o e Wan odz [1V.23]

b 5 b
. L r

Finalement 1'équation de la puissance des efforts intérieurs devient :

Pint =— IO'U 81_] dV + _[{GU }[Sij]WanadZ [1V.24]

V >

IV.5 Puissance dissipée

La puissance dissipée = -P. — ®- [sTdV devient dans le cas d'une transformation
it
v

quasi statique :
D= jgij g, dV - j {Gij}[&j]wa n_dz+ J[Be]wana.dz

’ I {G“}[SZ]WOL 2= \J G,E54V

apres arrangement, nous obtenons :

D= _[O'ij g;n dv - j {Gij }[g;“ ]wana.dZ + J‘BGWQnadZ 20 § rvas
\% z 2
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La puissance intrinséque dissipce est formée de deux entités
in

L Dv = Icij gj dV : puissance dissipée tenant compte de la vitesse de
v

déformation inélastique.

[ }[ mn ]
= . i - / ;
2. D‘i ,[ ( © 1 &'li BG)V\ olla dz . puissance dissipée

tenant compte du saut de la déformation inélastique a
Dinterface, du saut de I'énergie chimique a Uinterface
et de la vitesse de Uinterface.

m
Le terme {0- ij }[8 ij ]_ BO apparait comme la force motrice pour le développement de la
frontiére.

IV.6 Force motrice

Soit F_la force critique et F la force motrice, nous pouvons définir une fonction telle que :
g = force motrice F - force critique F,

Le mouvement de l'interface est lié 4 la fonction de charge g.
g>20=>F-Fc=0 [TV.26 ]

Utilisant le critére de Patel et Cohen ,[FBTO94] ont déterminé I'expression de la force motrice
pour la formation d’une variante j de martensite. Cette expression est de la forme :

AGY =Ad +0:€ [1V.27]
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Cette force motrice s’ écrit encore :
_ T
Fy = 0,85 —B(T-T,) (V28]

Pour la formation de la martensite, nous devons comparer & chaque instant cette force a une
force critique F.. Si la force motrice est supérieure a la force critique, nous avons
transformation martensitique.

La détermination de la vitesse a ’interface se fera avec 'utilisation de la dissipation. Si nous
considérons que la dissipation est nulle, nous pouvons calculer la vitesse w n

IV.7 Caractéristiques de la maille

Un paramétre important dans la transformation martensitique est la plasticit¢ de
transformation. Elle se manifeste par 1’apparition d’une déformation inélastique additionnelle
aux autres déformations pour un matériau se transformant sous un champ de contrainte
appliquée. La formation de variantes de martensite est associée 4 une déformation de

transformation anisotrope. Cette déformation est composée d’un changement de volume &

et d’un cisaillement ¥,. La déformation résultant de la formation d’une variante dans la
direction de la contrainte appliquée a pour expression :

By = —;—{yo sin 20 cos o + &, (1 + cos 20)} [IV.29]

ot 0 est I’angle entre la normale au plan de la variante et de la contrainte appliquée

et o I’angle entre la direction de cisaillement et la direction de cisaillement maximum Sm

Yl!

5 o ——»

P ~ e i

N €yl
X .
. 23 Y

n axede triction
. s

L 4

Figure IV.6 : détermination de la déformation liée & ., , o N Ta—
_ — igure IV.7 : description cinematique
la transformation de phase dans la direction de la 5

: de la transformation martensitique
contrainite
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Pour un monocristal, on observe la formation d’une seule variante, la déformation de
transformation est constante et la valeur maximale est obtenue pour a0 =0 et tg20 =17y, /€,

Dans les alliages Fe— Ni—C, pour lesquels €, = 0.024 et y, =0.19, la valeur de &,

est de 0.11. Ces valeurs traduisent I’effet de 1’¢tat de la contrainte externe sur les mécanismes
de transformation.

Les caractéristiques de la déformation de transformation sont définies dans le repere local. Tl
est souvent nécessaire de ramener cette écriture dans le repére global. Cela nécessite une
opération de changement de repére. Pour le faire, nous utiliserons la technique de la
transformation orthogonale et la manipulation des angles d’Euler.

IV.7 .1 Transformation orthogonale

Soit R1(X1,X2,X3) repére local et R2(Y1,Y2,Y3) repére global, un vecteur X du premier
référentiel de coordonnées

. J'xl
X=1x, [IV.30]
by

N
est transformé en un autre vecteur Y du second référentiel de coordonnées

i yhk
Y:lyg [IV.31]

v,

Par une rotation globale du systéme d’origine. le second vecteur s’écrit alors :

Y=RX [1V.32]

ou R est la matrice de transformation.
Dans le cas d’un tenseur, chaque élément de la matrice de rotation représente le cosinus

directeur du nouvel axe Yy par rapport I’axe d’origine x.

La régle de transformation d’un tenseur 5_' dans le repére local se transforme en A dans le
repére global est la suivante

St

>

' ==Q_'X'T et A=U=VT , alors
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! [IV.33]

A=UV" =RURV) =RU'V"

=

ce qui donne :

AR" [IV34]

o]

é:

puisque V = g et U= g avec :

I'n Te T
R=|r, [» I les p, représentent les cosinus directeurs
Iai I | 5
&
X3
y3
L
\ i
v
I, =cos6;,
(¢] - ‘\ Ou r23=005923
xl ™
x2
"}'E

Figure 1V.8 : détermination des cosinus directeurs

IV.7 .2 Angles d’Euler

- o5

Considérons le mouvement d'un triegdre R (O, is,/,.ks) dans un référentiel d'observation

e

Ro(O, i, jo, ko). Trois parameétres sont nécessaires pour définir l'orientation du triedre dans
ce référentiel. Ces trois paramétres sont les angles d'Euler :
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- langle de précession y, mesuré autour de l'axe (O, Eo) , transforme le référentiel

> - > - = =

R,(O.i0,j,,ko) enun référentiel R,(O,u,v,ko)

- Yangle de mutation ©, mesuré autour de l'axe (O, a) , transforme le référentiel R,

. - - -
en un référentiel R,(O,u,w, k)
- Tlangle de rotation propre ¢, mesuré autour de laxe (O, 125), transforme le

e

référentiel R, enun référentiel R (O, is, ], ks)

; \

= ¥

\‘l‘l(o I.'I;

|
; V
- .

- [ Bu
w A l

Figure 1V.9 : angles d’Euler

En utilisant les trois angles d’Euler, nous obtenons :

cosdcosy —sindsinypcos® ~— singcos\y — cosdsinycos®  sinysinf
R =| cos¢siny +sin ¢ cos\ycosB —sindsiny +cospcosycos® —cosysind
sinsin® cosdsin O cos6

a b c
i =1d ¢ f [1V.35]
g h 1
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En supposant que nous avons des rotations du type ( ¢ = +n/2 et y = tn/2), nous avons:
Cosd = Cosy =0

Dans ces conditions, R devient :

—sin¢siny cos® 0 sin\ysin®
R= 0 —sindsiny 0 V.36 ]
sin ¢psin O cos¢sin 0 cos0

IV.7 .3 Déformation de transformation

En utilisant la théorie de Wescheler — Lieberman et Read [WLRS3], nous allons considérer la

déformation de transformation €7 comme étant le résultat d’une déformation homogene du
réseau - Jéformation de Bain - et d’une déformation a réseau invariant - glissement ou
maclage.

Soit n la normale au plan de V'habitat, m la direction de transformation et y 'amplitude de

=
cisaillement dans la direction m , nous pouvons représenter schématiquement la formation
d'une variante de martensite dans le repére (x;,X;) de 1’austénite par le croquis ci-dessous.

sarteneita !
X, e 1 | ﬂ:dlh_}‘!_&_li'a
& - -x

m ym

A

FiF A
£y 7

v

Figure 1V.10 : détermination d'un élément de volume d’austénite lors de la transformation
(d’aprés Patoor [PAS6 |)
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La déformation de transformation €1 associée a la formation de la variante I s’obtient par
la formule suivante :

T, _ 1 _ I
Ej =57 (m;n;+m;n;)=YR; [1V.37]
ou:

Rilj est le tenseur d’orientation de la variante I de martensite .

et y représente 1’amplitude de cisaillement

Dans le repére global, ce tenseur devient :

g, =Re R, [1V.38]
aveg
T '
€ i L

La théorie phénoménologique de la cristallographie dans la transformation martensitique des
alliages Fe— Ni prédit la formation de 24 variantes de normale se situant aux alentours de
£3 14 10} .En application a la théorie de [W.L.R53] et en prenant comme référence les

travaux de [NI71], nous pouvons déterminer les variantes de martensite a partir des systémes
suivants :

¢ Famille de normale {0.1848 0.7823 0.5948 }~{3 14 10 }indices de Miller
e Direction { 0.0472 0.1601 0.1521) NISHIYAMA

En application de la théorie de Wesler — Lieberman — Red {WLRS3], nous utiliserons les
directions (0.2090 0.7090 0.6736 )
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Chapitre IV : Approche thermomicromécanique des frontiéres mobiles

IV.8 CONCLUSION

A Taide d’hypothéses simplificatrices et des conditions de compatibilité a Vinterface
austénite- martensite, nous avons donné une expression de ’énergie libre d’Helmbholtz.

En appliquant le principe des puissances virtuelles au mouvement réel, nous avons explicité
les différents termes de ’équation de la puissance efforts intérieures.

En introduisant les résultats ainsi obtenus dans 1’équation de la puissance dissipée, nous avons

déterminé deux nouvelles entités qui sont :

o la puissance volumique dissipée tenant compte de la vitesse de la déformation inélastique
e la puissance surfacique dissipée associée au mouvement de Pinterface austénite —

martensite.

En utilisant les angles d’Euler, nous avons déterminé I’expression de la déformation de
transformation par rapport au repére global. Nous avons adopté cette nouvelle expression a
notre probléme et déterminé I'équation de la force motrice. Cette force sera calculée a chaque

point de Gauss lors de la simulation numérique et sera comparée a une force critique K(f) .

L’utilisation des résultats que nous venons d’obtenir nous permettra de simuler la croissance
de la plaquette de martensite.

Avant de passer 4 la simulation numérique, nous allons dans le prochain chapitre proposer un
résumé des travaux effectués par les autres équipes dans le domaine de la simulation des

changements de phase.
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T.A Read

Auteurs Titre Pages | Edition Année
M.Berveiller Thermodynamical  constitutive | 387 J. de phy. IV,
E.Patoor equations for shape memory 304 collogque C4, supp. 1991
M.Buisson alloys au J. de physique
ifl, vol.1
M .Cherkaoui |Moving inelastic discontinuities Archive Of Applied
M.Berveiller and applications to martensitic Mech. 69 1999
phase transition Springer- Verlag
Guillet Transformations a I'état solide Dunod - Bordas
P. Poupeau des métaux et alliages Paris 1973
métalliques
J. Hadamard Lecons sur la propagation des Cours du college de
ondes et les équations de France 1903
I’hydrodynamique Paris
R. Hill Interfacial operators in the|347 - J. Mech. Phys.
mechanics of composite media 357 Solids, vol.31 n°4 1983
L. Kaufman Homogeneous versus | | ]7- Trans. Amer. Inst.
M. Cohen heterogeneous nucleation in the | 191 Min. Met. Eng. , 1955
martensitic transformation 1640
X. Lemoine Analyse micromécanique de la Theése Université de
formation des cellules de Metz 1995
dislocations et conséquences sur
le comportement des aciers
J . Ortin 1873- Acta. Metall.36
A. Planes 1889 1988
E. Patoor Thése de
- Docteur — ingénieur 1986
Université de Metz
Paul Germain | Cours de mécanique des milieux | 44 Masson
continus. Paris 1973
i Tome1 : théorie générale
Z. Nishiyama | Martensitic transformation Academic Press,
New York 1971
H. Sabar Problémes de [linclusion & Thése Université de
) frontiéres mobiles et applications Metz 1990
M.S. Wescheler 1503-| J. of Metals, AIME,
D.S Lieberman 1515 vol.197 1953
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V. SIMULATION NUMERIQUE DE LA
TRANSFORMATION MARTENSITIQUE -
BIBLIOGRAPHIE
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m Chapitre V : Simulations et observations expérimentales

Différents travaux portent sur la modélisation du comportement mécanique des acters TRIP.

Cette analyse ne s’intéresse qu’a ceux qui font appels aux éléments finis et aux observations
in situ.

Par la méthode des éléments finis, il est possible de prendre en charge la déformation de
transformation : cisaillement (facteur prépondérant dans le comportement du matérnau au

cours de la transformation) et variation de volume.

Les différents modéles proposés dans la littérature sont les suivants :

Ganghoffer et al [GA91]
Simonsson et al [SI95]
Marketz et al [MA94]
Xu et al [XM92-93]
Wen et al [WE97]
Levitas et al [LIS97]

Il est important d’expliquer les idées directrices qui ont conduit chaque équipe a travailler
dans une direction plutdt que dans une autre. Ce choix est simplement dii a la nature de la
transformation martensitique elle-méme. En effet, la transformation martensitique se traduit

par un cisaillement macroscopique v, dans le plan d’accolement et d’une variation de volume
g, dans la direction normale au plan d’accolement. Ces deux déformations conduisent a deux

origines différentes de plasticité de transformation. Avec ces deux origines, nous avons la

possibilité de faire trois types de simulations :

1. une simulation ne tenant compte que du cisaillement
2. une simulation ne tenant compte que de la variation de volume

3. une simulation tenant compte des deux phénomenes
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Dans le cas d’une étude de transformation sans contrainte appliquée, la microstructure est
telle que les déformations de cisaillement s’annulent. Dans ce cas de figure, la simulation se
fera en tenant compte de la variation de volume. Si la transformation se produisait sous une
contrainte appliquée, la moyenne des déformations dues au cisaillement n’est pas nulle. La

simulation se fera en tenant compte du cisaillement.

Pour faire la simulation, il faut tenir compte du type de milieu sur lequel nous travaillons.

En effet, la simulation dans le cas du monaocristal est différente de celle du polycristal.

Dans le cas du monocristal, Patoor et al [PEB93] ont démontré que la déformation associée a
la transformation est peu dépendante du niveau des contraintes appliquées. Elle est fonction
de l’orientation du monocristal par rapport a la direction de la contrainte appliquée. Si
I’énergie d’interaction entre plaquettes est faible devant la force motrice de transformation
sous contrainte, il est possible d’obtenir une seule orientation.

Dans le cas du polycristal, la déformation de transformation et ’orientation de la plaquette
sont fonction de chaque grain, effet Magee [MA66]. En plus de I'effet Magee, il faut tenir

compte de deux nouveaux phénomeénes :

e les incompatibilités de déformations entre plaquettes et aussi entre les plaquettes et le
joint de grain

e les contraintes locales

Ces nouveaux phénomeénes conduisent a une orientation des plaquettes tenant compte non
seulement des contraintes externes, mais aussi et surtout des contraintes locales. Les travaux
de Kosenko et al [KRK79], Pankova et al [PAR84] ont montré que la distribution de macles a
I’intérieur des plaquettes est modifiée pour la transformation martensitique induite sous

contrainte. Cette modification est une source supplémentaire de plasticité de transformation.

Compte tenu de toutes ces réalités, les différents simulateurs ont proposé des modeles tres

différents. Nous allons dans ce qui suit faire une bréve présentation de certains modéles.
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V.1 Modéles simulant Parrangement structural

V.1.1 Modéle de Ganghoffer et al

Ganghoffer et all ont développé deux modeles en 2D. Le premier se rapporte au multigrain et
le second & un monocristal. Les deux algorithmes suivants montrent comment les simulations
ont été effectuées.

— — ~ — —
Application du chargement | ‘ | Chargement appliqué l
externe ‘ | Pcontraintes 1]
1 ; : _ __1____ - _'___]I
| Critére de transformation ‘ ' (Chmx des premiers |
‘_ ->Sélection du site de germination ‘ | ¢léments transformés |
S - r : NS ESR e LT o AR .
| Application de la déformation | Calcul de la déformation |
| | de transformation et de nouvelles de transformation |
‘ propriétés mécaniques pour les ‘ i i
| éléments de la plaque ) | Calcul élastoplastique : .
] l ] | Snouvel état de contraintes |
] Calcul élastoplastique l i N
SR O ena® et EXTEE
| | Critére de transformation \
B ‘l o Iﬁ F . > F. |
']_Transfonnation achevée | T -—l T
' \ ' Détermination de nouveaux |j
1  éléments transformés 2
Stop | | |
Figure V.1 : algorithme dans le cas du Figure V.2 : algo)‘fthmé dans le cas du
| modele a un grain modéle multigrain B

Le modéle d’avancement de la transformation est le suivant :

La formation successive de variantes de martensite se fait & I’intérieur du maillage. L’ordre de
transformation des variantes et de leur plan d’habitat sont déterminés en considérant que le
point de germination est celui qui a la plus grande force motrice mécanique AW = G,.€, + TY,.
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Le choix qu’ils ont adopté sur la progression est la formation instantanée de la plaquette dans
sa grande longueur jusqu’a la frontiére du grain ou d’une autre variante déja formée.

Chaque fois qu’une variante est activée, I’ensemble des éléments qui la constituent se
transforme alors de maniére groupée et ils recoivent la déformation de transformation de
facon simultanée. ’

Les plaquettes de martensite sont formées d’éléments géométriquement prédéfinis. La
séquence de calcul est obtenue par un calcul pas a pas. Les plaquettes formées sont celles qui
ont une force motrice mécanique maximale. Le test d’arrét du processus de calcul est effectué
par rapport au taux de martensite formée.

En considérant comme critére de transformation la force motrice mécanique, ils sont arrivés
aux conclusions suivantes :

- Certains éléments, en particuliers ceux formés d’un triangle simple sont
favorisés par la transformation : 2,3 etc.

- Lorsque les contraintes externes sont faibles, nous avons une orientation
trés importante de certains éléments : 1,7,30 etc.

10
MPa

4:“ 26 \ L
# HN 43 10N 1NN 6 x
—

Figure V.3 : formation des plagquettes de martensite et directions de glissement
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V.1.2. Modéle de Simonsson et al

Le modéle développé est en 3D de 7x7x7 élements. Leur objectif est de prendre en compte la
distribution des plaquettes de martensite et aussi différentes orientations des grains
'austénite. Chaque élément représente un grain. Pour éviter un effet de texture, une
orientation aléatoire est donnée a chaque grain. Dans chaque grain, 24 variantes de martensite
sont susceptibles de se former. Le critére de formation est basé sur la force motrice mécanique
et la force chimique. L'état de contrainte locale permet de déterminer la variante qui va se
transformer.
Le calcul prend en compte I’énergie d’interaction en considérant une valeur constante en
fonction du taux de martensite formée. Lorsque la contrainte appliquée est faible comparée a
la limite d ‘élasticité des phases, la formation d’une unite auto-accommodante est une bonne
approximation, car les contraintes internes générées sont élevees et ’auto-accommodation est
favorable dans ce cas.
Ce modele présente deux avantages :

e Ilesten3D
e Il calcule ’avancement de la transformation

SERuaEas295%9)
EEEmmwEe o
mEEEa

Figure V.4 : maillage en 3D proposé [SI95]
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V.1.3.Modele de Marketz et al

Marketz et al ont également établi un modéle bi-dimensionnel. La croissance d’une plaquette
de martensite débute par un «midrib » et est contrdlée par de forces thermodynamiques.
AGJY . force motrice pour une germination
assistée par la contrainte
WI\\;,cn't . force critique dactivation de la

croissance
AG! =Ad, +AGL, 2 Wy A : énergie chimique libre par unité de
Critére de Patel et Cohen volume
AG:=Z38T_=2‘ ‘g . AGZ,J. . force motrice mécanique pour la
=l =Sy = E . .
variante j
AG,=%+g,3

1 : cission résolue

G, . contrainte normale au plan d'habitat
vy : cisaillement

 : trace du tenseur de déformation

Ils ont montré que la croissance est fortement dépendante des conditions aux limites. Ils ont
considéré un maillage trés fin au voisinage du midrib, ce qui conduit a un temps de calcul tres

long.

|

Figure V.5 : Position du
« midrib » avant sollicitation

Figure V.6 : Morphologie prévue par le calcul pour une
variante de martensite qui croit a partir du midrib sous
une contrainte uniaxiale de 125 MPa
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V.1.4. Modéle de Xu et al

Figure V.7 : Morphologie en
« papillon » Figure V.8 : intersection de deux
plaquettes

Ping XU et J.W.Morris ont simulé I’évolution microstructurale durant la transformation
martensitique d’un monocristal. La surface est entourée d’une matrice qui ne se transforme
pas. L’ ensemble est soumis & une contrainte interne. Un tenseur caractéristique est associé a la
zone pouvant se transformer. La présence d’une matrice non transformable conduit a la
formation de microstructures composées de plusieurs variantes. L’effet d’une contrainte est
analysé en décomposant cette contrainte en part déviatorique et hydrostatique. Les auteurs ont
montré que la part hydrostatique modifie la température M; sans modifier la microstructure ou
AMgs. La part déviatorique conduit & une microstructure présentant une plus grande proportion
de variantes favorables. AMs est également change.

La transformation est obtenue par minimisation & chaque pas de V’énergie élastique et en
calculant la force motrice chimique nécessaire pour maintenir I’équilibre thermodynamique,
en faisant ’hypothése qu’elle est proportionnelle a 1’¢cart a la température d’équilibre ( pour
le refroidissement) ’
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V.1.5. Modéle de Wen et al

Ils ont proposé un modéle bidimensionnel pour déerire le comportement d’un grain au cours
de sa transformation. Iis décrivent la maniére dont le grain se remplit de plaquettes de
martensite. La géométrie des plaquettes est prédéfinie par le maillage aux éléments finis.
L’avancement de la transformation est gouverné par un critére thermodynamique qui prend en
compte 2 la fois les forces motrices chimique et mécanique et I’énergie résistive associée aux
incompatibilités de déformation de transformation.

Le critere complet s’écrit :

3(AGA™) = |- 5(AGA™) - sW + SE}/ V,

3(AGA™) : variation de la différence d’¢énergie libre chimique associée a la transformation
d'une nouvelle bande de volume Vy,
S(AG*™) = (AGA™M)V, = AS*™M*(T-T,)*V,

AS*™ variation de I’entropie, T température de 1’essai, Ty température d’équilibre
dW : force motrice mécanique (MDF)

Arrangements structuraux obtenus a partir du critére de transformation complet

Ausicnite

Austénite

Austenite

Figure V.9 : cas sans contrainie
Figure V.10 : cas avec une contrainte
appliquée de 500 MPa
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[ CHARGEMENT EXTERIEUR B

v
Définition de ’ensemble des plaquettes possibles
a partir du maillage et des plaquettes déja transformées

4

Calcul de la force motrice mécanique a partir du champ de
contrainte local pour toutes les plaquettes possibles

Calcul de 1 *énergie de déformation associée
4 la transformation de chaque plaquette ( prise en compte de la

déformation de transformation et des propriétés
mécaniques de la martensite

Test de toutes les plaquettes

Recherche de la plaquette la plus favorable
4 I’aide du critére de transformation de cette
plaque ( déformation de transformation
nouvelles propriétés mécaniques )

2 oy — non
Fraction prédéterminée de

martensite atteinte ?

Figure V.11 : algorithme de simulation de la transformation

numérique
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V.2 Modéle simulant Pévolution de Pinterface austénite -
martensite : Modéle de Levitas et al

Ils ont proposé un modéle en 2D. Ce modele est soumis a la compression. Le milieu de départ
est biphasé et en fonction des valeurs de certains critéres, ils ont défini trois types d’interface :
- une interface cohérente
- une interface non cohérente : discontinuités de part et d'autre de l'interface
- des fissures

Les critéres de transformation sont les suivantes :
- 1 = scission critique
— @, = contrainte normale critique

- us :composante tangente de la vitesse a I’interface
1

- u :composante tangente de la vitesse & la matrice
2

- u :composante tangente de la vitesse a I’inclusion
7 = contrainte tangente a l'interface

G, = contrainte normale a l'interface
A

X pyd ¥y YYVYYYYYIVYIYY
|

o I

é

b

}: — — .
ettt TUVTLLY X1

Figure V.12 : disposition des phases

Lorsque la matrice est élastique, nous sommes en présence d’une interface cohérente.
L’ interface devient non cohérente si :

2 [
Itl<ts_::>u -u =0
.2 .2
et [t=1, > us—us %0
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Il y a fissure :
2 1

lou<o. =0 ~u =0

sl ,alorso,=1=0

2
‘cJ:cczu ~u #0

Données:
géométrie du modéle propriétés des matériaux,conditions
aux limites,Joi de friction,et condition de rupture
1 *interface

_'_

Maillage

(tnangles quadratiques)

v

Vatiation de la force de compression|
P=P+AP 0<P<P

v

Incrément de la déformation
¥ de transformation
N AEO" 80=80+A80
(0 S 80 S 80
v

Solution itérative d "un probléme
de cortact élastoplastique

¥

Calcﬁl del ’i_ncrément de la valeur actuelle
du travail plastique

O |
(pnﬂ = (pn + 3GOA80’ Go = VLGOdV,

¢= flq 35&1&;

-

P<P Détermination des conditions
de transformation

Figure V.13 : algorithme de la simulation
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V.3 EVOLUTION DE LA MICROSTRUCTURE LORS D'UNE
TRANSFORMATION ISOTHERME [ YW84 ]

Yang et Wayman ont observé la formation de plaquettes de martensite en lattes dans un
alliage Fe —21Ni—4Mn de maniére isotherme a —80°C, avec une vitesse de croissance tres
lente : 2,53.10° cm/s soit 10™® fois la vitesse de formation dans le cas d’un refroidissement.
Les micrographies suivantes sont les résultats de leurs observations :

La fléche indique selon le cas une zone de germination ou une zone de croissance de la
plaquette en formation.
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Figure V. 14 : micrographie de I’avancement de la transformation martensitique

Cette évolution de la transformation sera utilisée comme base de comparaison qualitative avec
les résultats de notre modele..
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V.4 CONCLUSION

Nous avons présenté deux types de modgles :
1 des modeles simulant un arrangement structural

2. un modéle simulant le comportement de l'interface austénite - martensite.

L’objectif principal des modéles simulant un arrangement structural est le calcul mécanique
associé 4 la transformation. La plupart de ces modeles utilisent la force motrice de Patel et
Cohen pour simuler la transformation. En effet, ils se basent sur le fait qu'un couplage entre la
contrainte externe et le tenseur de déformation locale conduit a la formation d’une plaquette
favorable.

Avec le modéle proposé par Levitas et al, nous avons une simulation de I’évolution de
Vinterface austénite — martensite. Le type dlinterface est déterminé principalement par
l'intensité de la contrainte et la composante tangente de la vitesse a l'interface.

Les observations in situ faites par Yang et Wayman montrent que la formation de la plaquette

de martensite est progressive lorsque T = constante.

Pour notre simulation, en lieu et place du couplage contrainte externe - tenseur des
déformations locales, nous utiliserons le couplage contraintes internes - tenseur des

déformations de transformation au travers de la force motrice. Comme pour les travaux de

Yang et Wayman, notre simulation se fera dans les conditions isothermes avec T>M.

Simulation du phénoméne TRIP par une voie phénoménologique et
numeérique




Chapitre V : Simulations et observations expérimentales

V.5 BIBLIOGRAPHIE

Référence
ERS6

GA91

|
|

KRK79

LISY7

MAG6

XMY2-93

j
|

|
|
YW84
|

alloy

Auteurs Titre Pages | Edition Année
Erickssen J.L 95] Int. J. Solids and| 1084
Structures, ,vol.22
J.F.Ganghoffe C477 | J.Physique v, 1991
r, S.Denis, Colloque C4,, vol.1
E.Gautier,
A.Simon,
K.Simonsson
S.S[ostrtrém
N.S.Kosenko, 48-56 | Phys.Met.Metall.,vol.4 | {979
A.L.Roytburg 4
L.G.Khandros
V.l Levitas, Finite element simulation of 1997
A.V. idesmann | martenstic phase transitions
E.Stein in elastopiastic materials
Magee PhD Thesis ,Carnegie | 066
Institute of
Technologie,Colege of
Engeneering and
Science, Pittsburg,PA
F.Marketz A micromechanical study on| 3()7 Comput. Mater. | 1994
F.D.Fischer the coupling effect between Science 3
microplastic deformation and
_ martensitic transformation. -
M.Pankova §1-90 | Phys.Met.Metall.,vol.5 | 1984
A.L. Roytbura 8
E.Patoor, 38-54 | Research  Notes in| 993
A.Eberhardt, Mathematics Series.
M.Berveiller PITMAN,vol.2986
Simonsson PhD Thesis, Linkoping | 1995
University
Wen Youhai Approche micromécanique et Thése,INPL de Nancy | [GO7
simulation numérique par
éléments fins de fa
transformation martensitiGue
sous centrainte
Ping Xu micromechanical modelling of | 7000_ | Met.Trans.A; vol 23A | 1992
J.W. Morris Jr | stress-assisted martensitic 3012 veol.24A 1993
transformation. Modelling Mater. Sci. Eng. 2
Simul,, 1281-
1294
D.2. Yang Slow growth of isothermal lath | 40 _ | Acta metall. Vol.32,| |Q84
C.M. Wayman | martensite in an Fe-21Ni-4Mn 945 N°6

numérique

Simulation du phénoméne TRIP par une voie phénoménologique et




Chapitre VI : Implantation sur ABAQUS et résultats obtenus

Vi. IMPLANTATION SUR ABAQUS ET RESULTATS
OBTENUS
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Au chapitre I, nous avons montré que la transformation martensitique est trés sensible aux
contraintes et qu'une déformation de I’austénite pouvait déclencher des transformations méme

pour des températures supéricures & M,. La présente simulation se fera dans ces conditions

c'est-a-dire : T > M, et dans un chargement en traction uniaxiale.

En utilisant la méthode des éléments finis (MEF), nous montrerons la relation qui existe entre
la microstructure de transformation et les variables internes.

La méthode des éléments finis (MEF) est un outil de discrétisation. Le domaine, dans lequel
on désire effectuer la simulation, est découpé en "¢léments" ou sous-domaines.

L'application des conditions d'équilibre et des lois de comportement de la mécanique permet
de construire des équations approchées. Les inconnues sont les valeurs de la solution en un
ensemble bien choisi de points appelés les neeuds de la discrétisation. Les fonctions sont
continues sur chaque sous-domaine et vérifient certaines conditions a la frontiére. L.’équation
intégrale ainsi obtenue, appliquée a tout le systéme, est transformée en une somme
d’intégrales : I’énergic totale est la somme des énergies calculées dans chacun des sous-

domaines.

Une simulation réaliste peut exiger des centaines de milliers de nceuds et d'éléments. Les
systémes a résoudre sont donc énormes et demandent l'emploi d'ordinateurs puissants. Les
codes commerciaux trés performants sont par ailleurs limités du point de vue de la recherche.
Pour la résolution de problémes spécifiques, nous sommes souvent obligés de modifier toute
la partie loi de comportement et rajouter des modules aux codes existants, ce qui n’est
malheureusement pas toujours possible. Beaucoup de codes sont de ce point de vue des codes

fermés.

Pour notre étude, nous avons utilisé le code commercial ABAQUS [ABS.8]. Vu la spécificité
du probléme que nous avons a résoudre, il aurait fallu un code ouvert, modifiable a volonte.

Matheureusement ce type de code n’est pas disponible au LPMM.
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Les travaux de Johnson et Mellor [JM62], Batoz et Dhatt [BD90] , Zienkiewiez et Taylor
[ZT89] et Hinton et Owen [HOS80], nous ont beaucoup aid¢ dans la réalisation de la présente

étude.

Dans la premiére partie (paragraphe VI.1.1), nous avons discrétisé un monocristal d’austénite
ayant les caractéristiques suivantes .
e L’élasticité est supposée isotrope (modules A, p)
e La plasticité de Pausténite est décrite par un critere de Von Mises, la lot
d’écoulement associée est un écrouissage isotrope
e La plasticité de la martensite est décrite de maniére identique
e La transformation martensitique est décrite pour chaque élément par
I'intermédiaire des variantes pour lesquelles la déformation de
transformation est donnée

e La variante active dans I’¢lément sera celle qui posséde la force motrice F,,

la plus élevée.

Les résultats obtenus (paragraphe VI.6) concernent :
o Le développement des variantes
¢ [’évolution de la fraction volumique

e L’évolution des contraintes internes

Dans la seconde partie (paragraphe V1.1.2), nous présentons uniquement une autre méthode
de résolution dans laquelle la transformation martensitique est décrite par une déformation
moyenne de transformation pour chaque élément en fonction (linéaire ou non) de I’¢tat de
contrainte dans ’élément. La progression de la transformation est décrite comme au

paragraphe VI.1.1. Faute de temps, ce modele n’a pas étre implanté dans le code numerique.
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Grandes étapes:

e Programmation

e Résultats des simulations

Nous utilisé le sous-programme UMAT (User MATerial) pour introduire la loi de
comportement.

Les courbes de traction sont I’ceuvre de Frédéric BUMBIELER [BU9%9].
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Vi.1 COMPORTEMENT GLOBAL

Pour étudier I'évolution de la microstructure, nous devons déterminer 'évolution des variables
internes suivantes :

La déformation totale

La déformation élastique

La déformation de transformation
La déformation plastique

La contrainte

La détermination de la déformation de transformation est fonction du milieu modélisé.

Si nous utilisons une structure fine pour modéliser le milieu, nous pouvons considérer que
nous n’avons qu’une variante par point de Gauss. Pour ce cas, ’approche cristallographique
sera utilisée pour la détermination de la déformation de transformation.

Lorsque nous avons plusieurs variantes par point de Gauss, nous utiliserons I’approche
phénoménologique pour la détermination de la déformation moyenne de transformation .

VI.1.1 Approche cristallographique

I'incrément de la déformation totale a pour expression :

e P T
€y =Cjjt+E;t+Ej [VL1]

En appliquant la loi de Hooke, nous allons définir le champ des incréments de contraintes
internes locales comme suit :

O (r) = Cijkl (r) €u (I') [VI.2]
Si re VAusténite Cijkl (I') = C:;d [VI3]
Si re VMarlcnsilc cij“ (T) = C‘IJ\:J [VT4]
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En combinant les équations [VI.2] et [VI.3], nous obtenons :
_ P T
oi(1)=Cy (r)(€u—€u—€x) [VL5]

Les deux milieux (austénite et martensite) ont les mémes constantes ¢lastiques :

ch

ki

=cY, [VL6]

En appliquant la loi de la normalité et la régle d'écoulement plastique associce (annexe
A1.3.3.7), nous avons défini I'incrément de la déformation plastique :

P 3
gi(r)= Mr)’ai [VL7]

L'écrouissage est fonction du milieu

P PA

Si re VAusténite Sij (r) = Sij [VI 8]
p PM
SI T € Vg ensice g (r) =¢&j [VLY]

Dans la suite du probléme, nous utiliserons le critére de Von Mises en considérant que le
milieu est isotrope et incompressible.

La figue VL1 illustre I'évolution de I'écrouissage (isotrope) dans les deux phases que nous
avons décrit par une loi puissance.

G A

€

Martensite

Figure VI.1 écrouissage dans la phase austénitique et dans la phase martensitique
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Comme dans le cas du monocristal, nous n'avons qu'une variante par ¢lement de volume. La
détermination de cette variante a été étudiée au chapitre IV. Nous avons écrit son expression
sous la forme suivante :

1
T
g =Y (mn; +mm;) = YR, [VL10]
Plusieurs investigations ont €té effectuées ([WLRS53], [NI71] et [0OT78]) pour la
détermination des plans et les directions de cisaillement permettant de quantifier la
déformation de transformation dans les alliages Fe — Ni.

En utilisant la théorie de Weschler — Lieberman — Read [WLR53] et en nous référant a
Nishiyama [NI71], nous obtenons les systémes suivants pour définir les différentes variantes
de martensite et quantifier leurs déformations de transformation :

__}
n[0,1848 0,7823 0,5948}=[4 17 13]
5(0,2090 07090 0,6736)~(8 27 26) [VL11]

Ceci génére 24 variantes possibles d’un point de vue cristallographique.

L'évolution de la déformation de transformation pendant la phase de transition austénite -
martensite est liée a 'évolution de la fraction volumique de la martensite transformeée :

T

€y = YRij.f [V1.12]

11 reste donc a définir le critére de sélection de la variante active et de calculer ’évolution de

la fraction volumique correspondante a partir des équations de la thermodynamique mettant
en jeux la force critique et la force motrice.

Au chapitre IV, nous avons démontré que la puissance dissipée a la frontiére mobile a pour
expression

D:= j({ﬁ i }[831]— BO).w,n,.dx [VL13]

La force motrice déduite de 'équation [V1.13] a pour expression :

F. =c.e' -B(T-Ty) [VL.14]

7y
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La variante active par élément sera celle qui posséde la plus grande force motrice.
Nous allons maintenant comparer cette force motrice 4 la force critique K (f) dépendant de la
variable interne f . L'évolution de la fraction volumique f est alors donnce par :

csusl;‘li" -B(T-T,)-K(f)=0 (a)

£f=0 sie i [VL15]
et oy to ey BT K(f)<0 (b)
6.6, —B(T-T,)—K(f)=0 (a)

>0 si¢ I [VI.16]
et o;&, +0, &y —BT-K(f)=0 (b)

La condition de consistance (équation [V1.16.b]) permet d'obtenir ’évolution de la fraction
volumique de la variante I. Nous avons :

I

Fu = K(f) [VL17]
Avec
. oK -
K(f)=—f
(f) o [VL18]
Nous obtenons finalement :
. ) . 0K .
Oy 8;? +GUYR; f—BT=—a-Ff [V1.19]

De I'équation [VI.19] nous déduisons f :

1

f=(cie; —BT). ==

[V1.20]
( of

O'ij'YRin)

Nous avons rajouté la contrainte évidente 0 < f <1 dépendant de I’état de transformation
dans les équations.
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La combinaison des équations [V].12] et {V1.20] donne :
TI

. . 1
€j = 'YRin(O'kl YR, —BT); VI21]

Avec
azg%—oklyR}d

Nous considérons que la loi qui lie la force critique a la fraction volumique de martensite est
du type linéaire. Nous avons :

K(f)=a,+a,.f [V1.22]

Le tableau V1.1 résume les caractéristiques du matériau .

Parametres ‘ Valeurs
B | 090aMPaK |
JI o ha;—. ] 72 MPa
| a, 20 MPa- -

T, 7°C =280°K
¥ 0,2

Tableau V1.1 : caractéristiques du matériau

Pour la simulation, nous avons établit 'algorithme représenté par la figure VL2 . Les résultats
obtenus sont présentés dans la paragraphe VIL.6.
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e = g3 21
id g —dz.ac
_____l

v -
o non [@E" =aqE=aE")
(?ME’/—P"/b__—
- i ‘r ~
oui G=0! |d0‘:(_.d z° |
< |o'*=o'+dcr i
I
ae‘=,ﬁ.‘(duﬁ‘y-ad:r};— fg
non e
l —Tu 2F, >

l i = ;—(da.e‘- ~BdT) ‘ l ot

' 6=02| |de’ = yR'(da R 'y~ B 4T )
) 4 2

F=fidf | ;
_i__l of =-§-(du.BT'—B.dT)
de® =ds—ds” v
f=f+df
l ¥
do=-Cd g° de*=deg—-~def —deT
| 1
v
' do=Cd e®
G=0+do 1 J,
Eu=o+do
|

Figure V1.2 : algorithme de résolution dans le cas de 'approche cristallographique

Simulation du phénoméne TRIP par une voie phénoménologique et
numérique




Chapitre VI : Implantation sur ABAQUS et résultats obtenus

VI.1.2 Approche phénoménologique

L’approche précédente requiére la connaissance des orientations des réseaux cristallins pour

définir les déformations de transformation des variantes actives. Ici, on écrira g’ sous la
forme :

g =e.f [V123]

¥
C; j
la fraction volumique de martensite.
Lors d’une évolution, nous avons :

est maintenant la déformation moyenne de transformation sur le volume transforme et f

T T
gy =e;f+e;f [V1.24]

et si nous supposons que le mécanisme de réorientation est inactif (hypothése raisonnable
pour les aciers), il subsiste :

T
gij =ej .f [V1.25]

La dissipation s’écrit si on suppose que o est la force motrice mécanique :

T
D=0j € —B(T-Ty)f [V1.26]
et avec I’hypothése que :
el =0 [VL.27]
I’équation de la dissipation devient :
T
D =s;.¢; f-B(T-Ty)f [VI.28]
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La déformation de transformation moyenne est fonction du déviateur des contraintes :

e; =k(sy) [VI1.29]

La relation existant entre e;g et s; peutétre régie par deux types de lois :

e Une loi lin€aire
e Une loi non linéaire ( valable pour des faibles contraintes appliquées)

Dans le cas linéaire, la déformation de transformation a pour expression :

r_K
eij ="2—.Sij [VL.30]
La combinaison des équations [VL1.28 ] et [V1.30 ] donne :
k .
D= [Sij Esij ~-B(T- To):\f [VL31]
en utilisant J; nous écrivons :
D=[kJ, -B(T - Ty)lf [V1.32]

En introduisant une force critique K(f), nous obtenons I’équation pour le seuil de
transformation :

kI, -B(T-T,)-K(f)=0 [VL33]

T
L'équation d’évolution de € s'écrit :

g =—5;1 [ VL34]
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avee

(4 dT K df

dt  dt of dt [V1.35]

nous obtenons finalement 'équation de I'incrément de la déformation de transformation :

Tk 1 =
gy = ESijﬁ(k.Jz—BT) [VI.36]

k, H, et B sont des parameétres du matériau.

L’algorithme de calcul correspondant est représenté par la figure V1.3.
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ds,

Y

doy = Cydey

e

non //;'2 SR

o
Yy
i !
del, =di ¥
—/‘ , = OUi b 2 .
J,~-K'20 S det, =dg, —d
non doii = Ci!l:_ld l—:;ﬂ
ici = 65+ 4oy
v
¢ 3, K20
\\\-v'/
daf = —s.d
. L non
k
T __ ™ L
elj 2 sﬂ
k
dE; = z—p—_sjj S5 dsjj
dey = de, —dey —dey
Y :
Ty = Oy
doy = Cijklda',"l ¥
g o, = O
o, = Oy +doy

Figure V1.3 : algorithme de résolution dans le cas linéaire
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Dans le cas non linéaire, il s’agit de prendre en compte la saturation de 1’effet Magee avec
les contraintes. Nous écrivons !

er =¢..f [VL37]

et
e; = k(J,)s; [V138]

L allure de I’évolution de la déformation de transformation moyenne par rapport au déviateur
des contraintes est illustrée par la figure V1.4

G:‘.-ly

- s

Figure V1.4: fraction volumique moyenne en, fonction du déviateur des contraintes

La simulation que nous avons effectu¢e ne porte que sur la premiére approche. Dans les
paragraphes suivants, nous allons détailler la méthodologie de la programmation en
elaqtopiactlcm avec changement de phase.

La premiére partie de la méthodologie concerne I'implantation du programme dans le cas de
I'élastoplasticité simple. Grace a un algorithme, nous montrerons les modifications apportées
pour simuler le changement de phase.
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VI.2 Programmation

La premiére étape de la programmation consistera a adapter la loi incrémentale prenant en
compte la transformation.

Vi.2.1 Loi incrémentale en plasticité classique avec écrouissage
isotrope
[Z171]

YTy N | /)

_____________ D' matrice de souplesse ]

fleH)=0 Critére avec H parametre d’écrouissage |

i"ﬁT’Amf,H AH =0 " [vi41] Regledeconsistance

.......................................................................................................

e Y e :. A T S S e A e e

'Nous obtenons : J AEL: D Fro J Aal-
; o] |£) -All

A=, H,=—f, o Fr

(Vi44] | En plasticité parfaite A peut étre nul. 11 faut
e - ; - donc éliminer AL sans multiplier par A’ I
'Multiplions I’équation [V1.39] par a™D pour:a’ =f!

| obtenir a' Ac 5

' i
.................................................................................................................................. e Ty
h

‘a"DAe=a'Ac+a'DF,_ AL [V145] {a'DAe-a'DF,, AL=2a'Ac

...........................................................................................................................................

En reportant a' Ac dans 1'équation [VI.42],§
i nous obtenons : |

................................................................

.........................................................................................................................................

(A+a'DF,, )AL =a'DAe [Vi47] |

k7 E:D—l‘,ﬁﬁ-i-F [A_l_a'l'DF ]"aFDaa f[ni:femenl des defonnatlons T
N 7. FE S
‘Ao = [I")‘“‘“““‘P“‘“"“"” }/\g [VI49] Incrément des contraintes

| Dt ~D-DF, [A+a™DF,,]'a™D

........................
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Plasticité cassocién F=
2T d i o, seuil actuel
Ao 28 Visi] |
& de
fct
E

La seconde étape dans la programmation consistera a utiliser la méthode de résolution
incrémentale proposée par Hinton et Owen

VL.2.2 Méthode de résolution incrémentale

[HO77] et [HOS81]
AF
l—:ﬂnur
|AF E
é X g
X solution > - el -

Figure V1.5: schéma monodimentionnel de la résolution incrémentale

Partant d’un point Q représentant ’état actuel de chargement, il s’agit de déterminer par
incrémentation le déplacement solution associé au chargement Fina: -

Au point Q est associé le point  de la courbe de traction du matériau

Le seuil actuel  est noté et est associé a la déformation équivalente totale

: d°écoulement plastique (noté
‘auparavant ) :

, et sont des scalaires
[VI1.54] ‘A vecteur flux

Simulation du phénoméne TRIP par une voie phénoménologique et
numérique




Chapitre VI : Implantation sur ABAQUS et résultats obtenus

= Wo

-= =T
Gr o +H'g A

________________________________________________________________________________________________________________________________________________

(1-Ryao’| Rao]
-« >

C A
Ty = DaAh = DAS:’

K
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La portion de contrainte qui satisfait le critére de seuil au point B est :

[V1.58]
La contrainte au point K s’écrit
[VL59]
Pour passer de K a K’, nous utilisons W, avec . En utilisant le triangle ABC,
nous pouvons déterminer I’expression de R :
[V1.60]

VI.2.3 Programme principal avec transformation de phase

Le traitement d'un probléme d'équations aux dérivées partielles comprend trois €tapes :

e Description géométrique, des caractéristiques physiques et du maillage
(module d'entrée)
Mise en ceuvre de la méthode des éléments finis (module de calcul)

e Visualisation et interprétation des résultats de la simulation ( module de
sortie des résultats)

L'algorithme ci-dessous décrit avec précision ce qui se passe a chaque étape dans les
différents modules.
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[ Description de la géométie ’

Discrétisation du domaine

Caleuls sur les éléments linéaires

Calculs sur les éléments non linéaires

h

Assemblage du systéme matriciel

A

i Prise en compte des conditions aux hmites

3

Résolution du systéme matriciel

I

e — non

"Qe conxfergp
- —""

A=Y . — "—'ﬂui" S LT A e e VI - =

rvﬂﬂfmmr}ﬁdﬁfA* e

2 Extraction d ’information

*information

Figure VI.8 : algorithme de la méthode des éléments finis

La figure V1.9 représente l'algorithme modifi¢ traitant le probléme de changement de phase.
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N

v

Application du chargement
extérieur

Ll
-

Calcul en élastoplasticité

oui

Eléments

Elément transformé

Détermination des systémes .
potentiellement actifs 'IYansf;: nn’auon
calcul de la force motrice ek )
oui
-
Elément en phase transitoire
Evolution de sa fraction volumicue Application de nouvdles
et de sa déformation de propri étés mécani ques pour
transformation cet élément

5
2

o
) ) non
S Dermier élément
T8
o
T‘,‘I‘,
3

Impression des résultats
B Charge maxi
oui
Stop

Figure V1.9 : algorithme de la simulation
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Le précédent algorithme suppose que I’évolution de la déformation de transformation est
progressive au cours de la phase de transition austénite — martensite. Avec ce choix, la phase
de transition sera considérée comme évolutive du point de vue des déformations de
transformation et aussi du point de vue des contraintes.

V1.3 Test de validation

L>acier simulé est fourni par ’IRSID et sa composition est la suivante :
Fe-0.45C-17 2Ni-0.34Mn-0.52Cr
Il a été étudié par F. Bumbieler [BU99] d’un point de vue expérimental.
Pour la validation du programme relatif 2 la loi de comportement, nous avons compareé la

courbe de déformation plastique équivalente — contrainte de Von Mises obtenue lors de 'essai
de traction par [BU99] et celle obtenue aprés simulation par ABAQUS/Standard et UMAT.

—8&— courbe expérimentale
—=—courbe simulée par Abaqus

1400 ——7— r|‘

1200 [ -» |

1000

contrainte de von Mises (MFPa)

o a0 ‘ PRI YA i M Y ‘ i
0 002 0.04 Q.08 Q.08 Q1 0.12
déformation plastique équivalente

Figure VI.10 : validation de la loi de comportement

Le résultat est une parfaite superposition des deux courbes. Ce résultat trés significatif prouve
que le sous programme donne des résultats conformes aux donnees.

L’étape suivante de notre travail a consisté a la définition de la stabilite du maillage.
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Vi.4 INFLUENCE ET CHOIX DU MAILLAGE

I'influence du maillage se manifeste soit au niveau du temps de calcul, soit sur la précision
des résultats obtenus. En effet, & I'interface de deux éléments, nous avons une continuité des
déplacements et pas celle des contraintes.

Pour notre probléme particulier, le maillage peut avoir une trés grande influence sur la forme
finale de la microstructure de transformation. Un maillage grossier peut conduire 3 une
microstructure de transformation dont le contour ne refléte plus la forme finale.

Pour illustrer ce qui se passe effectivement, nous avons réalisé la micrographie des isovaleurs
de Von Misés afin de montrer la variation de 1a précision en fonction du type de maillage et
du nombre d’éléments.

Maillage
triangulaire :
16 nceuds
18 éléments

Maillage carr€ :
16 nceuds
9 éléments

Maillage carré :
25 nceuds
16 éléments

Figure VI1.11 : micrographie sur I’influence du maillage sur la précision des résultats
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Nous constatons que la qualité du maillage est fonction des deux critéres suivants :

e La forme des éléments (formes idéales: triangles équilatéraux, carrés, tétraddres
équilatéraux, cubes ...), sinon il y a dégradation de la solution

e La taille des éléments : Perreur introduite par la discrétisation dépend de la dimension des
&léments. 11 faut une trés grande finesse des €léments dans les zones ou la solution est tres
perturbée.

Pour conclure ce paragraphe, nous dirons que plus le nombre d’¢léments est grand, meilleure
est la précision et plus important devient le temps de calcul. Nous avons testé plusieurs types
de maillage. Pour un faible nombre d’éléments, le maillage quadrangulaire donne les
meilleurs résultats. Mais lorsqu’on recherche un compromis entre la précision, le temps de
calcul, les capacités de stockage ¢t la simplicité de la mise en ceuvre, le choix d’un maillage
triangulaire est tres raisonnable.

Compte tenu de la spécificité de la transformation martensitique : continuité des déplacements
et discontinuité des contraintes, nous pouvons dire que le choix d’un élément triangulaire aun
point de Gauss est tout a fait acceptable.

Nous avons supposé que les plaquettes formées dans chaque grain pouvaient se présenter sous
la forme symétrique suivante :

V. 4 Q.
|

Figure V.12 : distribution des plaquettes dans une matrice

Avec cette hypothése, nous pouvons simuler le comportement du quart de I’éprouvette et
retrouver le comportement de I’ensemble de I’éprouvette en utilisant Peffet miroir.

11 est actuellement possible de fabriquer de gros grains, mais par souct de conformité avec les
observations faites in situ par KAJIWARA [ KA84 |, nous avons adopté les dimensions
suivantes pour le quart de I’éprouvette :

120 um *120 ym

La figure V1.13 représente le schéma de I’éprouvette simulée.
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Figure VI.13 : dimensions de l'éprouvette

Le modéle que nous proposons est en 2D. Le maillage est composé de 3200 cellules de types

triangulaires et chaque cellule 4 un seul point de Gauss.

Le nombre total de nceuds est égale a 1681.

Nous avons fait ce choix de maillage parce qu'il fallait trouver un compromis entre le temps

de calcul et l'espace disponible sur le disque dur.

b

—a

Joint de
grain

X

Figure V1.14 : schéma d'implantation du cjuart de 1'élément
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V.5 DETERMINATION DES CARACTERISTIQUES DU
MATERIAU

Les courbes contrainte - déformation et résistivité - déformation vont nous permettre de
déterminer toutes les caractéristiques du matériau : écrouissage dans la phase austénitique,
écrouissage dans la phase martensitique et contrainte de début de transformation.

Toutes les courbes ayant servi a la détermination des caractéristiques des différentes phases
sont obtenues lors des essais de traction sur I’acier IRSID 100% austénitique.

VI.5.1 Ecrouissage de la phase austénitique

La détermination des caractéristiques de la phase austénitique se fait a partir de la courbe
contrainte — déformation pour un essai a 100°C.

Sur le graphe suivant, nous avons en plus de la courbe de traction conventionnelle, une courbe
de résistivité. Une des caractéristiques de la transformation martensitique est la chute de la
résistivité lors du changement de phase. En effet, le changement de phase se caractérise par
une augmentation de volume de Pordre de 4%. Cette augmentation de volume entraine une
chute de la masse volumique.

En observant la courbe de résistivité (schéma suivant), nous constatons qu’il n’y a pas chute
de résistivité. Nous concluons qu’il n’y a pas de changement de phase.

T 0.08
. 008

004

R 1
o 820
= 1 003 @
@ b 2
c 600 [ & io.oz @
g k) % K3
=4 T ¥ 3 a0t &
© " M
S 4o { i |
' ) sl
! )
200 T !
| | -p@1
5 aal U SERNES R i 002
o 005 01 015 02 025 03 035

Déformation

Figure V115 : courbe contrainte — déformation et résistivité -- défarmation pour un essai a
100° C
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Le tableau VI.2 résume les caraciéristiques de la matrice austenitique .

Limite d’élasticité oo 1428 MPa !
‘Module d’Young E 200 GPa |
| Coefficient de Poisson v 0.3 i
| Equation d’écrouissage ! o =00 +1783.4%(g,)°7? |

N— S

Tableau V1.2 : caractéristiques de la matrice austénitique

VI.56.2 Ecrouissage de la phase martensitique

La détermination des caractcristiques de la phase martensitique se fait a partir de la courbe
Contrainte — déformation pour un essai a -40°C. Cette température étant inférieure a M, la
transformation devrait se produire instantanément. Or, nous constatons sur la courbe de la
résistivité que la transformation n’est instantanée. La transformation se produit apres une
petite déformation ¢lastique de I’éprouvette.

2500 [ ; e i __-‘ 0.05
2000 2 1o
[ ]
- Hy ]
©
% 1500 L— j -0.05 ®
g L > 3
£ 1000 : -0.1 x
Q L
= r
500 1 -0.15
t A N
|: é”_ i ‘ TS i _.j_ Ao S L —t _]_ _1 __0'2
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Déformation

Figure VI.16 : courbe contrainte — déformation et résistivité — déformation pour un essai a -
40°C

Comme pour la phase austémitique, nous avons détermin€ les caractéristiques de la phase
martensitique en utilisant la courbe contrainte équivalente — déformation équivalente déduite
de la courbe précédente.
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Le tableau VI3 résume les caractéristiques de la plaquette de martensite .

Limite d’élasticité oo 1000 MPa

‘Module d’Young E 200 GPa B

Coefficient de Poisson v {0.3 l
 Equation d’écrouissage ‘ G = o0 +11989 * (&,)° 537684]

Tableau V1.3 : caractéristiques de I’inclusion martensitique

VI.5.3 Comportement expérimental avec transformation

Les résultats de la simulation seront comparés a la courbe caractéristique macroscopique
obtenue lors d’un essai de traction a la température ambiante. La dite courbe se présente
comme suit :

1600 d T ¥ T L T t T + T - .
—~ 1 [ i . i
£ 1400 P, traction a l'ambiante W B -
1 ? =
g {™ : | 3
@ 12007 N i @,
P 4 p i 1 - T :-
E 10007 ".J,?"-} “’“qgmg <.
e PN, o 401 T
R ‘h -
S 900 o >
2 ] . . ©
= £ e, ~~
B 600 ﬁ,,aw?‘*’a' N o)
E e Wi, 0.2
8 400“5’ o M, n
] Ve, X
200
- -0.3
(V20— 1 ’ i : i i i t [ .
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14

déformation rationnelle

Figure VI.17 : courbe contrainte —~ déformation et résistivité - déformation pour un essai a la
température ambiante

Cette courbe sera comparée aux résultats de la simulation.
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V1.6 RESULTATS OBTENUS

Les résultats d’une simulation de traction simple classique ne sont généralement pas
exploitables. En effet, tous les éléments se transforment en méme temps car ils ont
exactement les mémes caractéristiques.
Pour créer une adéquation entre ’expérimentale et le numérique, il est nécessaire de modifier
certains paramétres de la simulation. Cette modification portera essentiellement sur le milieu.
In effet, plusicurs configurations sont possibles :

- 17 : soit le milieu est monophasé

- 29: soit le milieu est biphasé ou triphasé ou plus .

Travailler avec un milieu monophasé¢ impose I’introduction d’une condition aux limites
génératrice de perturbations, I’effet de bord. Ces perturbations favorisent la germination de la
plaquette de martensite, mais la simulation ne refléte plus le cas d’une traction simple.

La seconde approche consistera & utiliser un milieu « biphasé » austénitique en affaiblissant
certains éléments (force critique de transformation plus basse). Avec cette approche, nous
introduisons une singuiarit¢ dont le role essentiel est de favoriser la germination localisée
d'une variante de martensitique.

Pour approcher le comportement réel du grain, nous avons supposé que chaque grain est
entouré d’un joint de grain élastique. Ce joint de grain n’est le siége d’aucune transformation
martensitique.

Vi.6.1 Evolution de la microstructure

Nous avons effectué plusieurs simulations en utilisant différents cas de figure. Dans le
premier cas de figure, nous avons supposé que toutes les variantes pouvaient s’activer. Pour
cela, il suffisait que le critére soit atteint. Le résultat fut une transformation anarchique des
plaquettes. Nous avons donc simulé¢ le cas ou seule la variante qui avait la plus grande force
motrice pouvait s’activer. Le résultat fut beaucoup plus intéressant, deux variantes
s’activaient :

- la variante (8)
- lavariante (18)
Apres ces résultats, nous avons décidé de déterminer la variante prépondérante.
Dans la premiére simulation, nous avons supposé que seule la variante (8) pouvait s’activer

lorsqu’elle avait la plus grande force motrice. Le résultat est sans appel : elle ne pouvait
s’activer toute seule.
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En appliquant les mémes conditions a la variante (18), nous obtenons une formation des
plusieurs plaquettes. C’est la variante prépondérante. La variante (8) ne sactive que st et
seulement si 1a variante (18) est active. Notre étude par la suite portera exclusivement sur la
formation et la croissance de la variante (18).

A chaque valeur de contrainte, nous pouvons associer un état des déformations, une
déformation de la structure et un état d’évolution de la microstructure. | ’

Par évolution de la microstructure, nous entendons la formation et la croissance des plaquettes
de martensite.

Les micrographies suivantes sont les résultats de notre simulation et montrent la germination
et 1a croissance de plusieurs plaquettes de martensite.

.( Y .(2)
.(3 .(4)

Figure VI.18 : micrographies de la progression de la transformation
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(suite )

.{5) .(6)
.(7) .(s)
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(suite et fin)

.(9) .(10)
.(1) .(12)

Ces micrographies nous permettent de déterminer la direction de cisaillement dans chaque
plaquette et I’influence sur la formation de la plaquette voisine.

Une comparaison entre les résultats expérimentaux et la simulation montre une similitude
dans la croissance des plaquettes. Ces résultats prouvent que nos hypothéses bien que
simplificatrices ne nous éloignent pas de la réalit¢ physique.
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V1.6.2 Evolution des isovaleurs

A un instant t donné, il est intéressant de faire des micrographies pour montrer la relation
existant entre la contrainte, la déformation et ’avancement de la transformation martensitique.
Les micrographies suivantes ont effectué pour deux différents incréments des déplacements

correspondant a deux temps distincts t; et t;.

Incrément A

Etat des fractions volumiques des éléments
transformés

Transformation de quelques cellules

= Hom s

Valeurs des forces motrices Etat des déformations de cisaillement

Figure VI.19 : micrographie des isovaleurs a I'instant
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Incrément B

s g A i 1

Etat des fractions volumiques des éléments
oansformés. v

Transformation de quelques cellules

H i 3
EERE ST B

Valeurs des forces motrices Etat des déformations de cisaillement

Figure VI.20: micrographie des isovaleurs & I'instant t;
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VI1.6.3 courbes caractéristiques

Pour I’expérimentateur, il est important d’évaluer les valeurs quantitatives d’un matériau afin
de le caractériser. C’est pourquoi, pour certaines cellules et pour la structure, nous avons
déterminé les différentes courbes caractéristiques suivantes :

- la courbe contrainte dans la direction de traction — déformation dans cette méme
direction

- la fraction volumique au cours du chargement

- la fraction volumique f (F)- déformation

V1.6.3.1 Cas d’une cellule

La figure VI.21 montre les évolutions de la contrainte de Von Mis¢s et de la fraction
volumique d’une cellule en fonction de la déformation dans le sens du chargement.
Nous pouvons diviser la courbe de la fraction volumique en deux domaines distincts :

e une zone comprise entre 0 et 0.22

e une zone située au-dela de 0.22
Dans la premiére zone nous n’avons pas de transformation. La courbe de contrainte présente
une zone élastique et une zone d’écrouissage dans I’austénite. Dans la seconde zone, nous
avons une évolution combinée de la contrainte, de la déformation de transformation et de la
fraction volumique.
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Figure V1.21: évolution de la contrainte o (MPa) et de la fraction volumigque en fonction de la
déformation €.,
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VI.6.3.2 Comparaison des contraintes entre plusieurs cellules

. oo l | [ T T T
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Figure VI1.22: évolution de la conirainte de plusieurs cellules en fonction de la

déformation totale macroscopique  (élément 2469 transformé, élément 12 non transformé)
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Pour un chargement donné, la valeur de U'incrément de la contrainte interne varie d’une
cellule a une autre et Iincrément de la fraction volumique de I'élément transforme est
fonction de cet incrément de contrainte. Ainsi, si nous comparons 1’évolution de la fraction
volumique transformée de trois cellules au cours du chargement, nous obtenons la figure
V1.23.

| | | I | |
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=
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Figure V1.23 : évolution de la fraction volumique transformée de plusieurs ceflules au cours
du chargement
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V1.6.3.3 Cas de la structure globale

Nous avons appliqué un calcul de la moyenne pour déterminer la contrainte globale moyenne
de Von Misés en fonction de la déformation totale moyenne. Ce méme type de calcul a été
utilisé pour I’évaluation de la fraction volumique moyenne transtormée

1200 [ ' =] 0.16
s |
e 7 0.14
1000 ‘
» j ]
] | 0.12
» ; 1 o
= 800 [ =]
= .- 01 O
: \ 1 Ao
) | g
> 600 [ 7 0.08 £
Q 1§ I
T | >
) 0.06 €
400 | o
i [ -
o . o
£ ] 0.04 @
€ 200 |t | =
o i | 0.02
& |
. SISV SRR . . 4
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Déformation totale équivalente

Figure V1.24: évolution de la contrainte macroscopique L et de la fraction volumique globale
en fonction de la déformation totale mucroscopique E
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V1.6.3.4 Comparaison avec le polycristal

grain e polycristall
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Contrainte de Von Misés
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Déformation totale équivalente

Figure V.25 : comparaison entre la courbe de contrainte macroscopique d'un grain et la
courbe expérimentale du polycristal

La position de la courbe simulée par rapport a celle de I’essai montre la cohérence du résultat
obtenu sur le monocristal par rapport au comportement du polycristal. En combinant le
comportement de plusieurs grains en transformation et celui des grains non transformes, nous
pouvons obtenir un comportement macroscopique comparable a celui du polycristal :
[CBLOO].
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V1.7 CONCLUSION

Pour simuler le phénomeéne TRIP, nous avons propos¢ deux méthodes de détermination de la
déformation de transformation en utilisant deux approches différentes :

1. Une approche cristallographique lorsqu'une seule variante se forme par point de
Gauss

2. Une approche phénoménologique lorsque plusieurs variantes se forment en un seul
point de Gauss.

Nous avons simulé la formation et la croissance de plusieurs plaquettes de martensite en
utilisant 'approche cristallographique.

Grice aux micrographies, nous avons montré I'évolution de la transformation et les résultats
obtenus sont qualitativement en concordance avec les observations in situ faites par Yang et
Wayman sur un acier .

Toujours grace aux microstructures de transformation, nous avons montré la relation qui
pouvait exister entre la microstructure et les variables internes. Nous avons montré leurs
évolutions au cours du chargement.

Nous avons tracé certaines courbes caractéristiques du matériau. Ces courbes ont permis de
valider nos hypothéses.
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. Conclusions

Nous avons développé une modélisation micromécanique du comportement d'un acier TRIP
présentant une évolution microstructurale. Nous avons simulé la formation et la croissance de
plusieurs plaguettes de martensite. La sollicitation macroscopique est une traction uniaxiale et

I'échelle de la simulation est celle de la microstructure.

Nous avons décrit un potentiel thermodynamique, qui conduit aux équations d’état, et un
potentiel de dissipation. Le potentiel de dissipation fournit les lois complémentaires

d’évolution décrivant les processus irréversibles.

Nous avons établi I’équation des puissances dissipées que nous avons scindées en deux
parties :

e la puissance dissipée tenant compte de la déformation inélastique

¢ la puissance dissipée tenant compte du saut de la déformation in€lastique, du saut de

I’énergie chimique et de la vitesse a I’interface austénite — martensite.

Nous avons utilisé la puissance dissipée tenant compte du saut de la déformation inélastique

pour déterminer I’expression d’une force motrice mécanique de transformation.

En utilisant les angles d’Euler, nous avons déterminé I’expression de la déformation de
transformation par rapport au repére global. Cette nouvelle expression a été introduite dans le
programme de la simulation pour le calcul de la force motrice, force déterminée & chaque

incrément de chargement et pour chaque élément et comparée a une force critique.

Nous avons proposé deux méthodes de détermination de la déformation de transformation en

utilisant deux approches différentes :

1. Une approche cristallographique lorsque nous avons une seule variante par point

de Gauss
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2. Une approche phénoménologique lorsque plusieurs variantes se forment au point

de Gauss.

Pour la simulation, nous avons discrétisé le milieu en éléments triangulaires, chaque élément

pouvant étre le siege d'une transformation martensitique.

Nous avons effectué un choix judicieux de certains paramétres de simulation. Ainsi, nous
avons utilisé I'approche cristallographique pour déterminer la déformation de transformation
de la variante active. Ce choix nous a permis d’étudier la transformation martensitique non
seulement au point de vue mécanique mais aussi au point de vue morphologique et de suivre

son évolution au cours du chargement :

- développement des variantes
- évolution de la fraction volumique

- évolution des contraintes internes

Grice aux micrographies, nous avons montré le sens d'évolution des domaines de martensite
et les résultats obtenus sont en concordance avec les observations faites in situ par Yang et
Wayman sur un acier Fe—21Ni—4Mn.

Toujours grace aux micrographies, nous avons montré la relation qui pouvait exister entre la
microstructure et les variables internes.

Nous avons tracé certaines courbes caractéristiques du matériau. Ces courbes ont permis de

valider nos hypotheses.
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Il. Perspectives

Cette premiére approche numérique est préte pour simuler d’autres types de chargements et

peut étre étendue afin
d’étudier la transformation martensitique pendant le refroidissement

- d’écrire un code de calcul spécifique aux changements de phase. Ce code

devra tenir compte de deux parameétres trés importants :

1. La transformation quasi instantanée d'un élément de volume,
cette transformation induit une déformation de 1'élément

donc un déplacement des nceuds.

2. L’effet auto-catalytique.
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A.2

ANNEXE 1

A.1 EQUATIONS DE LA MECANIQUE

DES MILIEUX CONTINUS

Simulation du phénoméne TRIP par une voie phénoménologique et
numeérique







A3

A1.1 Tenseur des contraintes

Dans les calculs sur ordinateur, le tenseur symétrique des contraintes dit de Cauchy est
considéré comme un vecteur colonne a six composantes. Sa notation matricielle est la
sutvante :

]

T

= {aﬂawazza,wayzau} [ALT]

A

&

Qa

O

Pour les applications a la plasticité, il est utile de décomposer le tenseur des contraintes en
deux tenseurs : le tenseur sphérique et le tenseur déviateur des contraintes.

e Le tenseur sphérique : o, = 3 3 [A1.2]
¢ Le déviateur des contraintes : S; =C;~ On Sﬁ [A1.3]
A1.2 Tenseur des déformations
L’état déformé d’un milieu continu peut-étre décrit par le champ de déplacement
u= {u,(x, y,z),uy(x,y,z), ..... (x,y, z)} [Al.4]

Le tenseur des déformations correspondant a cette déformation a pour expression dans le cas
de ’hypothése des petites perturbations :

|
€jj = E(ui,j +u;;) [A1.5]

Le tenseur des petites rotations s’écrit :

1
0y = E(ui’j — uj,i) [A1.6]
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Dans les codes de calcul, les composantes normales sont notées SX,Sy,SZ et les

déformations de cisaillement sont exprimées en fonction de ’ny,'yyz et Y, Doula

nouvelle écriture du tenseur des déformations :

1
Ex Eny _Z-sz
1 1
gi=| 3Ty & STy [ALT]
1 1
Yxz T V¥yz €z
L2 2 A

Les six composantes du tenseur des déformations dépendent des trois composantes du tenseur
des déplacements. Ainsi, pour un méme déplacement, les composantes du tenseur des
déformations ne peuvent pas étre quelconques. Elles doivent satisfaire a une certaine
condition dite de compatibilité. Cette condition a pour expression :

ikl T Eklij ~ ik, jl ~ EjLik = 0 [A1.8]

Dans les calculs sur ordinateur, le tenseur des déformations sera considéré comme un vecteur
colonne a six composantes. Sa notation matricielle est :

h 1

| €.
€y
€.
2¢,,
2€,.
2€.,

{e} = [A1.9]

Y T 2¢ y_(i # j) représente la variation de I’angle droit

Pour les applications 4 la plasticité, il est utile de décomposer le tenseur des déformations en

deux tenseurs : le tenseur sphérique ou de changement de volume formé des trois dilatations

principales et le tenseur déviateur des déformations.

€. E-TE,TE.
3 3

¢ Le tenseur sphérique : €, = [A1.10]

e Le déviateur des déformations : @, =g, — €, O; [Al.11]
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Etant donné¢ que notre probléme est bidimensionnel, I'étude suivante se rapportera a
['élastoplasticité dans R2.

A1.3 Elastoplasticité bidimensionnelle

Dans le cas bidimensionnel, nous avons deux états plans possibles : /'érat plan de contrainte
et ['état plan de déformation.

A1.3.1 Etat plan de contrainte

L'état plan de contrainte concerne le cas de toutes les piéces minces chargées dans le plan de
la hauteur

A Dans le cas le plus général, c’est-a-dire avec un
‘ champ de température non uniforme, la loi de Hooke
¥ géernt:
/ e {o}=[DKe}+aT{Dr} [A1.12]
/ avec ()',,=()',r=()'_y=0
% = 2 :

et en notation matricielle la relation [A1.12] s'écrit :

1 [ o
JG“I E - ? H Ew EaT b [A1.13]
- | s v oo 0 e w H
v 1 - v? " ]_\Jl ¥y l—\,l0
G\\ |_ 2 l?—lg\'\J

A1.3.2 Etat plan de déformation

Le cas typique de l'état de déformation est celui d’une piéce cylindrique infiniment longue
d’axe Oz, bloqué a ses deux bouts, chargée par des forces situées dans les plans xy et
indépendantes de z
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[A1.14]

[A1.15]

O, = V(O 4 +cyy)—EocT [A1.16]

A1.3.3 Lois fondamentales de la théorie de la plasticité
[ HI50]

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, 1’étude du comportement inélastique des
métaux a permis d’établir un fondement mathématique et unc description phénoménologique
de la théorie de la plasticité. La description phénoménologique comporte trois parties qui
sont :

¢ un critére de plasticité

e un critére d’écrouissage

e une loi constitutive qui relie contrainte et déformation

Pour qu'un point d’un matériau ductile entre en plasticité, il faut que les contraintes en ce
point satisfassent a une certaine condition :
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F{e},k)y=0 ou  F(J..J,.J;.k)=0 [A1.17]

k est un paramétre d'écrouissage. Cette condition s’appelle le critére de plasticité.

Les observations expérimentales de Bridgman [BRS52] démontrent que la déformation
plastique des métaux est essentiellement indépendante de la pression hydrostatique. La
fonction de charge s’exprime alors en fonction du second et du troisieme invariant des
déviateurs des contraintes J, et J3

Le critére le plus communément adopté pour les métaux ductiles est celui de Von Mises.

Al1.3.3.1 Critére de Von Misés

[VM13]

Von Misés a suggéré que Vécoulement plastique a lieu lorsque J, atteint une valeur critique.
Dans ces conditions, 1’énergie de cisaillement est proportionnelle au second invariant du

tenseur déviateur des contraintes. La fonction seuil s écrit alors :

f(1)=(0)"-k [A1.18]

e Pour la traction uniaxiale : k£ = O-%g
e Pour la torsion pure : k = 19

Dans la théorie de la déformation J, la déformation plastique et le déviateur des contraintes
sont 1iés par la relation sutvante :

€,=05, [A1.19]

ou ¢ est une fonction scalaire de I'invariant J,.
I.”équation de la déformation plastique équivalente est :
2 - »
€,=\3 &8 [A1.20]
2

Pour la détermination de ¢(J;) sur les courbes expérimentales ¢ — €, on introduit la contrainte
o, (contrainte effective) définie comme suit :

G.=+3J, [A1.21]
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La formulation de I’équation du second invariant J; est la suivante :

1 .
Jz = g[(0'1 = 0‘2)2 + (Gz = Gs)‘ + (03 = 01)2]
[A1.22]

1 Bz 2 2] 2 2, 2
—E X+Gy+Gz+'ny+‘cyz+sz
Le critére de plasticité s’écrit alors :

1 1 1
Flo}=15(0. 0,050, 0.\t 5(0.-0.F
[A1.23]

1
+302,+302%.+30%, 1 -0=0

ol ¢ est la valeur actuelle de la limite apparente d’élasticité en traction ( la valeur de cette
limite modifiée par les déformations antérieures éventuelles)
Ecrite en contraintes principales, 1’équation du critére devient :

1
Flo}= [%(01 — G, )+ %(0'2 ~-03)+ —;—(03 ~6,¥]12-6=0 [A1.24]

En traction uniaxiale, on peut définir le point o début de la déformation plastique. La forme
du domaine de plasticité est définie dans le repére des contraintes principales. Il est représenté
par une surface d’écoulement. L’évolution de cette surface est fonction du type
d’écrouissage. Quelques modeles décrivent cette évolution,

A1.3.3.2 Ecrouissage isotrope
(TAYLOR et QUINNEY (1931) )

C’est le modele le plus simple. Il décrit une surface de charge qui grandit sans changer de
forme avec un centre fixe.
La surface est controlée par le paramétre d’écrouissage k ou par la contrainte équivalente o, .

(b(o'ij)"kz =¢(cij)_cc2; [A1.25]

La surface de charge actuelle est celle qui correspond a la plus grande valeur du parametre
d'écrouissage rencontrée pendant l'histoire du chargement. Ce modele ne décrit pas l'effet de
Bauschinger.
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A1.3.3.3 Ecrouissage cinématique
(PRAGER(1958,1962) )

La translation de la surface de chargement par rapport au centre de coordonnées de la surface
de charge est gouvernée par la déformation plastique.

Les coordonnées du centre de la surface de chargement et I'incrément de la déformation sont
liées par la loi de Prager :

_ P g
dO(‘ij = c‘dgij [A1.26]
¢ >0 est une constante du matériau
ou par la loi de Ziegler [Z159]:
doy; = dp(oy; —a5) [A1.27]

Le facteur de proportionnalité positif du dépend de ['histoire de la déformation.

Al1.3.3.4 Ecrouissage mixte

Elle englobe les deux autres cas, ¢’est-a-dire qu’il y a augmentation uniforme de la surface et
sa translation. Le critére proposé par HODGE [H57] s’écrit :

Floj—o;)—k*=0 [A1.28]

En faisant varier o et k, il est possible de modéliser le comportement de matérniaux dont

I'écrouissage se reflete par différentes mesures d'expansion et de translation de la surface de
charge.

Notre travail ne portera que sur 1’écrouissage isotrope

Al.3.3.5 Surface de chargement

A . . . 14 B
La surface de chargement peut €tre définie comme une fonction de G, €,k parametre

d’écrouissage.
» P
f(oy.€5,k) =0 [A1.29]

La surface de chargement est liée a la surface initiale de plasticité, g, par la relation :
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f(cy;) =f(c;,0,0) [A1.30]

Al.3.3.6 Chargement critique

En fonction de Pincrément de contrainte

)
e chargement : A dg,>0
00, ’
%)
e chargement neutre : A o,.=0 [A1.31}]
a G ij

7,
e déchargement : a—j;—a' G,<0

ij

dans le cas du chargement, d gi’; #0

A1.3.3.7 Lois d’écoulement

La théorie de la plasticité repose sur le postulat de DRUCKER, qui stipule que le travail de
déformation plastique d’un matériau stable écrouissable est positif.

do,.de, >0 [A1.32]

(0,-0,).de, >0 [A133]

Les équations constitutives du matériau s’ obtiennent par la loi du potentiel plastique. Pour des
accroissements de déformation plastique dgp , g joue le rdle de potentiel plastique.

L’équation [A1.33] ne peut-étre satisfaite que lorsque la surface d’écoulement est convexe et
que I’incrément de déformation plastique ng est normal a cette surface :

[A1.34]
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dA est un coefficient de proportionnalité provisoirement inconnu.

o= g(o-’_j,g;,k), représente la loi non associative pour les matériaux écrouissables au

travail. Elle devient associative lorsque la fonction g est choisiec comme égale a fd’ou :

of

y

def = dA [A135]

La loi du potentiel plastique porte aussi le nom de : /o7 de normalité.
Pour les calculs numériques, nous allons remplacer les neufs équations dag par les six

équations de;

{d_g"}= - [A1.36]

"0{c}

La taille de la surface de chargement est contrdlée par le paramétre d’écrouissage k a travers
la fonction k*(K)

f(ojj.&5.k) =F(o;;) - k*(K) =0 [A1.37]

Pour un matériau de Von Misés, nous avons :

f(cijﬂeijsk):’\,?’JZ "—Ge(K) [A1.38]
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Al.3.3.8 Lois empiriques

Certains auteurs ont proposé des équations empiriques pour définir la relation entre la
contrainte et la déformation. Les plus connus sont :

e LUDWIK
¢« VOCE

e SWIFT

e PRAGER

A1.3.3.8.1 Loi de LUDWIK
[LUJ09]

o=Y +He" [A1.39]

En fonction des valeurs de n, nous avons
plusieurs types de courbes. L’exemple
suivant illustre le cas pourn =0, n= 1
etn="

A1.3.3.8.2 Loi de VOCE
fVO48]

c=a+(b-a)l-e™™") [A1.40]
a, b et n sont des constantes. Cette équation donne une bonne approche de la courbe, mais est

difficilement exploitable en analyse théorique.

A1.3.3.8.3 Loi de SWIFT
[SW46]

c=c(a+¢g)" avec0<n<1 [Al1.41]
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a, ¢ et n sont des constantes du matériau. Cette équation est beaucoup plus réaliste que cette
de Ludwik.

A1.3.3.8.4 Loi de PRAGER

[PR55]
oA c=Y tanh(-I;:{—s) [A1.42]
T TANIP
X _.,7“_ 1
/ c=FEec entre0ectY
[ c=Pe apres Y

La détermination de la loi d’écrouissage se fait expérimentalement a partir d’un essai de
. 3 ___m ¢ — —¥
traction, en déduisant les déformations élastiques et en remplagant & par ¢ et gP par g .

Pour le formalisme numérique, nous utiliserons une loi dérivée de la loi de Swift.

A1.3.4 Relations entre les contraintes et les déformations totales
[ZAVK69]

Pour analyser les structures élastoplastiques, nous avons besoin de relations donnant les
incréments (g, des déformations totales en fonction des incréments ¢, des contraintes.

L’incrément de la déformation totale s'écrit :

dej = ds% + dsg [A143]
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Pour la détermination de la loi de comportement, nous allons adopter la forme d’écriture
sutvante :

d{s}: d{Se}—i- d{sp} [A1.44]

Appelons [ D ] la matrice symétrique des constantes d’élasticité. Les incréments des
déformations élastiques sont l1és aux incréments des contraintes par la relation suivante :

dlo}= [D]d{?e} [A1.45]

En combinant les équations [A1.39], [A1.47] et [A1.48], nous obtenons :

d{o}=[Dld{e}- [D]dx% [A1.46 ]

oto}

. " : oF . " . . o
L'inconnue a déterminer est {—a—{——}} Cette détermination se fera & partir du critére de Von
c

Misés et le travail plastique sera pris comme mesure de I'écrouissage.

Nous pouvons lier l'incrément des contraintes a ’incrément des déformations par le module
tangent élastoplastique. L'équation de cette liaison s'écrit :

dlo}=[D lafe) [A147]

Pour la détermination de D’expression du module tangent élastoplastique, nous devons
développer I’équation des incréments des contraintes, appliquer la condition de consistance et
utiliser la régle de normalité.

Développons 1'équation des incréments des contraintes sous la forme suivante :

dlo} =|D7 | (dles}+ de?) [A1.48]

Développons la condition de consistance et utilisons I'équation [A1.38] pour déterminer
l'expression le module tangent élastoplastique .
La condition de consistance s'écrit :

-~
of of
do; + —5-dej =0 [A1.49]
80‘ij ot -

numérique
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cette équation devient :

Cyu (deyg —dr.cg) + bydr.cy =0 [ A1.50]
avec :
of of dg
dsf =anEay= T b=y o= o
Gj Gjj O€;; oo

De cette équation nous tirons 1’expression de dA :

a; Cljkl dg1d

d = [A151]

a;Cijit Cra — bjiCj

L’expression du module tangent s’obtient a partir de 1’équation de P'incrément des
déformations totales en tenant compte de ce que nous venons de démontrer.

a;Cyde
Erats! kI kl
de,, = Cdo +— b, Cu [A1.52]
a uklckl C
Multiplions cette équation par C;;, , nous obtenons :
a,C. de,
— -1 1j ikl
Ciude, = € Cyydoy; + Cyy C 1 K [A1.53]
;i€ ~ DGy
Le tenseur Cy,, étant symétrique, nous obtenons :
a.C..c
_ i~ ijkl vkl
dcij = (Cijkl - Cijkl C b )dey, [A1.54]
R LYY Rl A
avec :
D®=C.. -C aijci.iklckl (ALS55)
i ik ijkl Al.55

représente la matrice des constantes €lastoplastiques.
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Al.3.4.1 Expression de la dérivée de la fonction de charge

La dérivée de la fonction de charge s'écrit :

’ 1 1

3F & [(1 il 8 [N ! \a ]

— == =—|| = — N A1.56

aGu acu (2 S[d Sld) 60“ (2 le Gki 6 GL'F- ka"} J [ ]

Cette équation développée devient :
°F 1 1 | 1 ( 1) 1
6(’5;, :£EGU 6:k S_il _gGu SJ* | ; :ELG.J_EGp:kb:;/}* P \;
Ki SLIS'».]) |\\2 SLISU}

nous savons que :

e 1
— 1 1 2 c 1 ”2'

nous obtenons finalement :

oF
o]~ {a} =£{s} [ A158]

V3
La fonction de charge étant associative, nous avons 8, =C; = —ZTSU
c

A1.3.4.2 Travail plastique

S’il y a écoulement plastique, le point représentatif de I’état de contrainte est situé sur la
frontiére élastique définie par :

F(o,k)=0 [ A1.59]

La différenticlle de F sécrit :
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O o+ M do, v+ Ea-0  [aL60
801 802 6k

Sous la forme matricielle nous avons :

T
{—a—F—} d{o}-AdrL =0 [A1.61]

o{o }

avec : e 05 o OH BB o [A1.62 ]

ok dn o oy * R
e Le travail plastique absorbé par unité de volume
k=Wp = G'-(SP-) A1.63
= Wp = [9i\&j [A1.63]

que I’on écrira sous la forme matricielle suivante

dk = {c}Td{sP} [A1.64 ]

¢ La dilatation plastique de comparaison
~P
k= jda [A1.65 ]

Les expériences de Schmidt [SC32] en traction, compression et torsion s'accordent bien avec
les deux lois d'écrouissage. Hill [HI50] a montré théoriquement que pour un maténau de Von
Misés, les deux lois sont équivalentes.

Pour la détermination de A[A1.62 ], nous pouvons €crire que :
dK = o‘ldaf + czdeg + o = {G}T d{eP} [A1.66]
ou sa forme matricielle :

oF

: [A1.67]
d{c}

dK = dr{o}’
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en remplagant dK par son expression dans I’équation de A, nous obtenons :

A == oF _dk » { }T [A1.68]
ok dA 0 {c}
Cette relation est totalement définie si nous connaissons la relation entre F et k.
De I’équation [ A1.60 ] nous tirons :
_OF _dc_0c 1l H [A1.69 ]
ok ok gt c

Pour résoudre la seconde partie de [A1.69 ], nous allons faire appel au théoréme les fonctions
d’états homogenes :

Soit f{x) une fonction homogéne de degré n, le théoréme d’Euler pour les fonctions d’étais
homaogenes s'écrit :

of )
(ax x=n.f [A1.70]
pour n =1 et X =0, nous avons !
a{ 3ioT o lot =0,k [A1.71]

La combinaison des équations [A1.68 ], [A1.69 ] et [A1.71 ], nous obtenons 1'égalité suivante

A=-H [A1.72]

Le résultat final est la nouvelle expression de la matrice des constantes élastoplastiques :

b ]=[c]-[c] = %}{[;]T{?(}:]{a} [A173]

Simulation du phénoméne TRIP par une voie phénoménologique et
numérique




A.19

ANNEXE 2

A2. ELEMENTS FINIS
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A2.1 Fondements de Ia méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une méthode mathématique d’intégration des équations aux
dérivées partielles.
Pour effectuer un calcul de structure, il est nécessaire de connaitre :
- 1° Pexpression des équations d’équilibre et les efforts appliqués
- 2°les conditions aux limites
- 3°1laloi de comportement
Différentes formulations énergétiques permettent de faire une synthése de ces trois élements
et d’aboutir & des formulations variationnelles compactes mais continues. Il existe plusieurs
méthodes de discrétisation de ces formulations, les plus connues sont: la méthode de
Galerkine et la méthode de Ritz.
La méthode de Galerkine est adaptée a la formulation variationnelle découlant du principe des
puissances virtuelles.
Quant 4 la méthode de Ritz, elle est utilisée pour :
- une formulation en déplacement : minimisation de la
variation de 1’énergie potentielle
- une formulation en contrainte : minimisation de la
variation de 1’énergie potentielle complémentaire
- une formulation mixte en utilisant la fonctionnelle de
Hellinger-Reisner
Les problémes d’équilibre sont définis par une équation du type :

L wu=fdans V
[A2.1]
Bu=g sudVdeVaveci=1,.n
L = opérateur différentiel linéaire
u : variable physique dont les valeurs sont & trouver
B, : opérateurs qui contiennent u et ses dérivées jusqu'a un certain ordre

A2.2 Principes généraux

Le domaine D a étudier est discrétisé en sous-domaines D,, de dimensions finies ou éléments
finis de formes géométriques simples. Chaque élément est complément défini par ses naeuds.
On cherche la meilleure approximation de la fonction W, de maniére a satisfaire au mieux les
lois physiques auxquelles elle obéit.

Pour tout point M du domaine, on définit une approximation :

uM) = Y 2,0,(M) [A2.2]
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Les fonctions 6 doivent constituer une base fonctionnelle. Ce sont des fonctions de

pondération ou de forme. Les mondmes, les polyndmes de Lagrange, les polynomes
d’Hermite, les fonctions trigonométriques (sinus et cosinus : décomposition en sénie de
Fourrier ) en sont des exemples.

Les coefficients ¢y, sont les inconnues du probleme et sont appelées coordonnées

généralisées.

L’erreur commise en remplagant u par u doit étre la plus petite possible pour que la solution
approchée soit représentative de la réalite.

A Pintérieur de chaque élément, la fonction recherchée (ici le déplacement ) est approximee
nodalement a I'aide des valeurs aux nceuds de I'élément et de fonctions d’interpolation N
connues.

u=N.u [A2.3]

Pour chaque élément du domaine, on formule un principe variationnel afin d’¢tablir
I’équilibre élémentaire.

A2.2.1 Approximation des déplacements

f\\,,{
N -
-

I

Pt
L ANS
//"

t XN

Un élément triangulaire e est défini par ses nceuds 1,j,k et ses cotés rectilignes. Nous pouvons

= A
représenter les déplacements u en chaque point de 1’éJément par un vecteur colonne u  tel
que :

a;

—_— -

Uﬁu:ZNla::[N,ancNh a. :N'a [le24]

3
a,
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ou les N représentent les fonctions d’interpolation et les a représentent ’ensemble des
déplacements nodaux pour I’¢lément e.
dans le cas des contraintes planes, nous avons :

_ {u(x,y)
2 =]

A2.5
v(X,Y) : :

A2.2.2 Représentation des déformations

La connaissance des déplacements en tout point de I’élément permet de calculer les
déformations en utilisant un opérateur linéaire S :

&=Su [A26]
En utilisant I’équation [A2.6], I’équation de la déformation est approchée par :
¢ =Bau [A2.7]
avec
B=S.N [A2.8]
Le tenseur des déformations s’écrit :
Gl 9
£, 0x ox .
e=g, = & L|o i.H [A2.9]
= dy oy (Lv
ol Jow vl jo 2
Oy 0ox] |dy Ox
ol encore :
ON; 0
€ 3 Ox
gE=| g, |= Z 0 N, {ui}
= v & oy |l v, [A2.10]
y Xy aNl aNl
| Oy O |
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A2.2.3 Représentation des contraintes

La connaissance des déformations nous permet de calculer le tenseur des contraintes. En
utilisant la loi de Hooke, nous obtenons :

{o} = [DIBJu} (A2.11]

Cette équation s’écrit

. ;
4N
c, 1 v 0 ox AN B
3 . ln
s=lo, [=Y—do 1 0 |0 ZH" [A2.12]
- J ~1—v? 1-v oy |LVi
e 0 0 5 || ON, oN,

A2.2.4 Approximation de I'énergie potentielle sur un élément

Pour un état d’équilibre stable, les déplacements cinématiquement admissibles qui satisfont
les conditions d’équilibre sont ceux qui minimise I’énergie potentielle.

Dans le cas ou les forces de surfaces et volumes sont indépendantes de la déformation du
solide, 1’équation des travaux virtuels s’ écrit :

n = [o,8€,dV - [ T3u,dS - [£,5udV [A2.13]
v S L

En adoptant I’écriture matricielle, nous avons :
n = [ feliolv - [{ou} {Tas - [fu} {flav [A2.14]
v S \J

avee {Su}T = {Sux,ﬁuyyﬁu,}
foe}” = {88,,.,88}.,882,&/ 0Y _0Y y}

Iniroduisant Su et 8¢ dans I’équation des travaux virtuels, nous obtenons :
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n= [u} L] {olav - [{ou} {r}as - [{u} {Flav [A2.15]
\4 S v
En dérivation cette équation nous obtenons :

O [T lav - ftrles - [lav [A2:16]

En considérant une cellule, et compte tenu du fait que {G }e = [DIB]{SH}C, nous pouvbns
réécrire I’équation précédente comme suit

on,
odu

= [([B] DB)Su, aV - [[N] pav - [[N]'qas [A2.17]

€ e

Cette équation est I’équation du résidu et s’écnt

R, =K du, —f, [A2.18]

avee |

K, = I([B]TDB)dV la matrice de rigidité élémentaire
\Y

et
.= [[N'pav+[[Nqus
v, s

p : forces volumiques
q: forces surfaciques

Par assemblage nous obtenons :

R=Ku-F [A2.19]

avee

K= ZK [A2.20]

e=]

La résolution numérique de ce systéme fournit la valeur des déplacements ou incréments de
déplacements a chaque nceud. Ce qui nous permet de calculer les déformations a Iintérieur de
chaque ¢élément. Puis a 'aide des relations constitutives, nous déduisons les contraintes des
déformations en chaque point du milieu.
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