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Chapitre I : Introduction

I INTRODUGTION
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L'homme a toujours cherché à transformer les matériaux pour en faire des objets qui servent

ses ambitions. pour atteindre ses objectifs, il a élaboré des méthodes de transformation et de

mise au point de matériaux nouveaux. Au fur et à mesure que de nouveaux besoins se font

sentir, lei méthodes de transformation et de mise au point deviennent plus complexes et plus

performantes. La complexité de la situation représente poul les chercheurs un défi à relever.

Ainsi, si nous p."nônt I'exemple de la fabrication des panneaux de la carrosserie

d'automobile ou même des pare-ôhocs, nous constatons que certaines exigences comme le

poids de la matière, la résistance mécanique etc.. deviennelt de plus en plus sévères'

Les exigences, comme celles précitées plus haut, poussent les chercheurs à metfe au point de

,rou,r.u* matériaux et à leJ caractériser. La caractérisation du comportement de tous ces

nouveaux matériaux est indispensable avant la mise en forme, car la ptupart des procédés de

mise en forme se font uu.r à.r trajets de chargement très complexes. Pour caractériser le

matériau, le chercheur modélise son comportement'

Il existe deux philosophies ou approches de la modélisation :
. I'approche cristalline ou mécanique physique
. I'approche phénoménologique

Dans I'approche phénoménologique, on étabtit une relation entre les contraintes

-n ror.optq*r uppliquées et la àéiormation résultante sans tenir compe explicitement des

mécanisrnes-de délormation microscopiques. Cette approche est < facile >> à mettre en ceuwe,

mais demande qu'on effectue de nombreux essais pour chaque materiau considéré.

Dans I'app.o"h" cristalline, on s'intéresse à I'influence de la structure interne et du

comportement des eonstituants du matériau sur la réponse globale'

Tout au long de notre étude, nous utiliserons les notions de phase et structure. On appelle

phase les partres homogènes d'un système ayant la même composition, le même état

à,agrégation et qui sont âélimitées par rapport aux autres par les surfaces de séparation ou

inte-rfaies. On utilisera le terme structure pour désigner la forme, les dimensions et la

disposition des phases. On distingue la macrostructure (structure discernable à l'æil nu ou

"u". 
* grossissèment ne dépassant pas 30 à 40 fois) et la microstructure (structure observée

au microscope sous des gtossissements importants).

Dans l'étude de l'influence de la structure interne sur le comportement global du matériau, un

élément joue un rôle prépondérant : les contraintes internes.

Traiter un problème relatif aux contraintes internes revient à traiær un problème du type

mécanique des milieux continus (contraintes et déformations dans un solide) en prenant en

compte un ensemble de phénomènes relevant essentiellement de la métallurgie (changement

de phase). Des études menées dans le cadre des changements de phase ont montré que la

morphologie des produits formés est modifiée et que la plasticité induite, dite de

transformation, affeite très fortement le comportement thermomécanique du matériau.
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Chapitre I : Introduction

L'objectif de notre travail est de poser les jalons d'un code d'éléments finis permettant de

modé[se, de façon synthétique tous les phénomènes se produisant lors du changement de

phase mar6nsitique. Certains phénomènes comme la localisation des zones transformées lors

à'un impact sur rrn pare-chocs d'un véhicule ou toute autre structure de sécurité peut-être une

future application àe cette modélisation. Une micrographie de la zone transformée, en

introduisant la microstructure, montrera la disposition relative des phases, leurs formes et

dimensions. Une des applications d'une telle modélisation poura être l'étude de la mise en

forme des tôles en acier TRTP.

Pour atteindre notre objectif, nous avons fait une étude bibliogfaphique en trois parties, une

étude thermomicromécanique et une simulation numérique. Pour le calcul de la loi de

comportement contrainte - déformation, un critère énergétique a été développe. Nous avons

ro*idété que la martensite se fbrmait à f intérieur d'une matrice entièrement austénitique et
que l'énergi. gouu.*ant ce changernent de phase est l'énergie libre d'Helmholtz. La

sollicitation macroscopique est soit un cisailleinent simple ou soit une traction uniaxiale et la

courbe de traction est oblenue expérimentalement au LPMM sur un acier fourni par I'IRSID
(Institut de Recherche de la SlDérurgie).

En nous appuyant sur les travaux de plusieurs auteurs, nous avons donné dans le chapitre II,
quelques explications sur les phénomènes qui gouvernent la transformation martensitique.

La formulation de la loi de compoftement se fera à partir d'une éfude thermodynamique des
systèmes irréversibles présentée au chapitre III et d'une étude thermomicromécanique
présentée au chapitre IV. Nous donnerons une équation de la dissipation utilisable pour la

âétermination de la vitesse à f interface et nous définirons toute la méthodologie utilisée.

Le chapitre VI se rapportera à nos travau<, nous y étudierons la germination des plaquettes,
I'avancement de la transformation et le comportement mécanique.

Une partie de ce travail sera consacrée à la conclusion de nos travaux et surtout aux
perspectives d' avenir.

La deuxième partie de I étude bibliographique se rapportera à l'élastoplasticité. Elle est l'objet
d'une annexe. Dans ce chapitre, nous verrons que la fonction de charge doit être une fonction
strictement convexe du déviateur des contraintes et que le champ de contraintes statiquement
admissible doit être aussi plastiquement admissible en tout point. Nous définirons tous les
paramètres devant nous permettre de faire une analyse numérique de la loi de comportement
et sa mise en Guwe par la méthode des éléments hnis.

La méthode des éléments finis sera l'objet du second annexe.
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Chapitre fI : Rappels sur la transfornration martensitique

II. RAPPELS SUR LA TRANSFORIIATION
MARirENSITIQUE
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Chapitrell r Rappels sur la transfurmntion martensitique

OBJET:

L'objectif de ce chapitre est de faire le point sur les connaissances actuelles dans le domaine
de ta transformation martensitique- Pour ce f.aire, , nous avons utitisé les résultats des travaux
*ç19ç1ues par: E.C. Bain [8A24], Bunshah et Mehl [BM53J, Christian et Bilby [C856],
Cohen - Olson et Clapp [COC79], De Jong et Rathenau [DJR6U, Entwisle [8N71], Fisher et
Turnbull [FT53J, Guenin et Gobin [GG79], Greenwood et Johnson [GJ65J, Guillet et Poupeau
[GP73], Gautier - Simon - Beck et Gavoille [GSBG87], Habraken et De Brouwer [HDB68],
Izumiyama - Tsuchiya et Imai [ITI70], Jena et Chaftirvedi IJC9?|, Kajiwara [KA84], Krausss
et .Marder [KM7l], Kelly et Nutting [KN60], Kurdjumov et Sachs [KS30], Lakhhtine
LLA77\, Magee [MA66], Nishiyama fNI34], Olson et Cohen [OC72], Philibert - Vignes -
Bréchet et Combrade [PH98], Scheil [SC32J, Shewmon [SH69J, Tamura [TA&2J, Ullakko -
Sunqvist et PietikÈiinen [UL90J, Wayman [WAgû], Weschler - Lieberman et Read [WLR53J,
Wakasa et Wayman [WW81] etZackxy * Parker- Fahr et Busch \ZA67I

Afin de mieux définir Ie cadre de notre travail, nous allons décrire quelques
physiques et métallurgiques se produisant lors des changements de phase et dire
seront pris en compte dans notre étude.
Notre travail Çommencera pa^r une dÉhnition de la transformation martensitique
une tentative d'explication des origines de la plasticité de transformation.

Grandes étapes :

r Définition de la transformation
r Transformation dans les aciers
r Types de transformations
r Morphologie des martensrtes
r Caractéristiques des martensites
r Origines de la plasticité de transformation

phénomènes
comment ils

et Iinira par
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Chapitre II : Rappels sur la tr'arrsformation marterrsiiique

Pour faire une étude sur les changements de phase, nous devons distinguer les deux aspects
fondamentaux suivants :

- I'aspectthermodynamique
- I'aspect cinétique.

La thermodynamique permet de prévoir l'état d'équilibre, alors que la cinétique régit la vitesse
à laquelle le systèrne évolue par rapport à l'état d'équilibre ( stable ou métastable ).
A l'état d'équilibre, plusieurs états ou phases sont possibles en fonction de la température :

- solide
- liquide
- vapeur

l,orsqu'un changement de température engendre un changement de phase, nous dtrons que

noùs sonllRes en présence d'une transfonnation structurale. Lorsque cctte transfomatiorr
structurale concerne un corps simple. elle est dite utlt;lroplque. Lorsque c'est un corps
composé, la transformation est dite poltryn,trpltrclua.

Dans l'anproche globale des transformations en lue d'une étude par simulation, une
classification a été retenue .

- les transformations par remplacement
- les transformations par déplacement
- les transformations par restitution

Les transformations par remplacement s'opèrent par substitution d'atornes entres les sites.
Les transformations par déplacement ou paramorphismes s'opèrent par un déplacement
coordonné des atomes
l)ans les transfonnations par reconstruction, le réseau de la phase fille est reconstruit par des
processus élémentaires à I'interface : la solidification, la cristallisation des amorphes ou la
précipitation avec changenrent du groupe de symétrie ponctuel etc.
Notre étude portera sur les transformations par déplacernent.

ll.{ Transformations polymorphes

Les tbrmes cristallines de nombreux métaux sont fonctions de la température à laquelle ils
sont soumis. Les atomes d'un corps cristallin ayant un certain type de réseau peuvent se
regrouper pour former un réseau d'un autre type. Ce type de transfornration est rjit
<< transfonnation polyrnorphe > Pour la piupart des métaux, ia rnodification polymorphe
stable à la ternperature la plus basse est désignée par la lettre a , puis avec la rnontée de la
ternpérature, par les lettres B , y etc.
La transformation polyrnorphe de l'alliage Fer-carbone ( cémentite ) est illustrée par son
diagramme d'équilibre. Ce diagramme traduit la composition des phases et la stn:cture des
alliages dont la concentration varie du fer pur à la cémentite (, 6,670'6 C ).

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Le point A ( 1528" C ) du diagramme correspond au point de fusion du fer pur, alors que les
pointsN(1401'C)etG(906'C)marquent latransformat ionpolymorpheô++Tetû,++y
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l"igure II.l : diagramme de transformation polymorphe fer - cctrbone

ll.2 Définition de la transformation martensitique

La définition proposée par M. CoherU G.B. Olson et P.C. Clapp [COC79] et généralement
adoptée est la suivante :

C'est un changement de structure, virtuellement sans diftusion, caractérisé par une
d,lformation homogène du réseau avec une composante déviatarique dominante. et un
changement de forme associé tel que I'énergie de déformation mise en jeu gotnerne Ia
cinétique et lo morphologie de la tansformûion

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre II : Rappels sur la transformation martensitique

La transformation martensitique est donc une transition displacive de phase structurale. Cette
transition se fait par déplacement coopératif des atomes au cours de la reconstitution du
réseau. Ce déplacement est = 1/10 de la distance interatomique. Tous les atomes gardent leurs
voisins. La transfonnation martensitique ne modifie pas la composition chimique du matériau.

ll.3 Transformation martensitique dans les aciers

f_{iA-çltryg.

En 1895, Floris Osrnond - ingénieur aux aciéries du Creusot- a fait la distinction entre le
carbone de recuit et le carbone de trempe, C'est lui qui ajouta aux dénominatiorts de ferrite,
cémentite et perlite introduites par I'américain Horve. les noms martensite, austénite et
troostite.
Ces trois noms sont donnés en I'honneur d'Adolf Martens (ingénieur des chernins de fer
prussien, il se consacra aux alliages f-erreux) , de Roberts Austen (un anglais, il fut le prernier
à établir un diagramme Fe-C correct) et Troost (un collaborateur de H. Le Chatelier à l'école
des mines)

La transformation rnartensitique a lieu seulement lorsqu'un refroidissçment rapide produit la
surfusion de I'austénite jusqu'à de basses températures. Ces basses températures rendent
irnpossible la diffusion et la transforrnation se poursuit avec la formation d'autres cristaur de
rnartensite. La transfcrmation débute au refroidtssement à la température Ms ( Martensite
Start ) et se termine à la temlÉrature M; (Martensite final ). La vitesse de germination et de
croissance des cristaux de martensite est très grande : à l0' m/s.

La martensite obtenue par trempe est une solution solide saturée d'insertion du carbone dans
le fer u,. C'est une phase métastable= Dans lc réseau de fer y, les atomes de cartrone oecupent
les interstices octaédriques dans la direction [ 001 I et produisent une tbrte distorsion du
réseau. Le réseau devient tétragonal et son axe c est plus grand que l'axe a.

û 
Dom:ine d 

'emplacemcnt
- 

Jnssihle pour un atome de ler

I Posihonprobabte des
atomes de C
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Les paramètres de la maille suivent la relation suivante :

9 = t +0.045%c(masse)
^

u.l l

Remarques:

Tous les éléments (à I'exception du carbone, de I'azote, de l'hydrogène et en partie le bore)
forment avec le fer des solutions solides de substitution. Leur dissolution dans le fer influe
fortement sur la position des points Ae et A+. Ces points déterminent le domaine des
températures d'existence du fer y et du fer el.
Le nickel abaisse le point Ar et élwe le point A4. Il en résulte que le diagramme fer-nickel
enregistre une extension du domaine de la phase y et une réduction de la phase a.
Le nickel en abaissant la fragilité à froid de la ferrite, la rend plus résistante en accroissant sa
résilience. Ce qui explique la ductilité élevée des aciers au nickel.

Figure II.3 :Diagramme d'équilibre Fe-Ni ILA 78 ]

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologlque et
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La martensite n'est pas le seul produit de décomposition de I'austénite. Selan la température
de traitement ou la vitesse de refroidissernent, nous avons :

- la transformation perlitique
- la transformation euteetoïde
= la transfcrmation bainitique
- la transformation rnartensitique

/,t.3.'t Microstructure et camportement mécanique des martensifes

L'orientation des cristaux de martensite est liée au réseau de l'austénite. Il en résulte leur
constitution sous fonne de larnelles régulièren:rent orientées dans 1'austénite initiale.
La structure des cristaux de martensite, ainsi que leur rnorphologie varient en fonction de la
composition de l'acier et de la température de leur formation.
Dans les alliages ferreux, nous pouvons distinguer trois types de martensites, qui sont :

- les martensites a :cubique centré ou quadratique centré
- les martensites e : hexagonale centré
- les maftensites tétragonales à faces centrées

Les martensites cr' sont les plus répandues. On les rencontre dans les alliages Fe-C, Fe-Ni,
etc. Lorsque l'énergie de fautç d'empilement est faible, cas des alliages Fç-Cr-Ni, la martensite
formée est du type €.
La martensite cr' peut se présenter sous plusieurs variantes morphologiques. Les principales
sont :
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Les différentes morphologies rencontrées dans les alliages Fe-Ni sont les suivantes;

Composition en % de
Nickel

rnoqphologie

< ïff/o Martensite en lattes ou de la ferriæ massive
<29ya Martensite en lattes
Entre 29 et34 o/o Martensite en plaquettes

Tableau II.l : morphologies de martensite

11.3.1.1 Martensite en lattes

La struoture est morcelée en blocs. Elle est constituée de plaquettes de dimension Èb>>c.
Ces plaquettes sont appelees lattes. Elles sont généralement de faible épaisseur (0,1 à 0,2 prm)
et sont observées dans les alliages Fe-Ni, Fe-C, Fe-Mn, Fe-W, Fe-V, Fe-Mo.

Dans les aciers contenant moins de 0,4o/oC massique, la martensite apparaît sous forme de
lattes empilées en paquets.

Figure II.5 :Micrographie d'une plaquette de martensite en latte . Observation au MET
(alliage FE-0,4%C) [WA90]

La majorité des martensites o' rencontrées dans le domaine des aciers se présentent soit sous
la forme de lattes ou soit sous une forme lenticulaire.
Pour les alliages de Fe-C, la morphologie en latte se rencontre lorsque le pourcentage en
carbone est < 0,60lo. Tandis que cette même morphologie est courante dans les alliages Fe-Ni
pour un.e compositionenNi <28oÂ. Lataiile de la latte est proche de 0,3*3*100pm[WW81J.

Simulatlon du phénomène TRIP BaI une voie phénoménologique et
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11.3.1.2 Martensite en plaqaettes

C'est un enchevêtrement de plaquettes ou lentilles individualisées et orientées selon des
angles définis au sein de chaque grain d'austénite. Elle se distingue de la morphologie en latte
par le fait que les plaquettes adjacentes ne sont pas parallèles les unes des autres
Ôn suppor" que cette morphologie est gouvemée par les eflets d'accommodation élastique ou
plastique des contraintes développées lors de la formation de chaque plaquette dans la matrice
d'austénite.

/|,,3.2 Cinétique de Ia transformation martensitique

La transformation est instantanée : à chaque température, elle atteint en un temps très court
un état défini par une proportion déterminee de martensite et la transformation est alors
freinée.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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La temffrature M. indique la température à part'ir de laquelle on décèle les
premières traces de la transformation. Au fur et à mesure que la température baisse
au-dessous de la température M,, la transformation progresse et la quantité de
martensite formée croît.
La température Mr désigne la température à laquelle la totalité de la phase mère est
transformée par reaction martensitique.
Cette transformation par cisaillernent entraîne lc basculernent des plans en surface
que I'on peut observer au microscope sur un échantillon préalablement poli avant
trempe, même si la surface n'a subi &ucune attaque chimique.

La transformation martensitique est très sensible aux contraintes et une déformation
de l'austénite peut déclencher des transforrnations même aux températures
supérieures à M' .
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Figue II.6 : Ms et MJenfonction du% de Ni dans un alliage Fe-Ni

Les principaux phénomènes ayant une influence sur M. sont les suivants :
. la vitesse de refroidissement
o la temÉrature d'austénisation
o la taille du grain
. la limite d'élasticité de l'austénite
e la composition chimique de I'alliage

Simulation du phénomène TRIP qa.r une voie phénoménotogique et
numengue
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Facteurs Influence
Vitesse de

refroidissement
D'après I ITI70], La vitesse critique de refroidissement est de I'ordre
de 20.103oc/s pour les aciers à très bas carbone. L'augmentation de
la vitesse entraîne une diminution de Ms.

Température
d'austénisation

Si ta temperature d'austénisation augmente, Ms diminue

Taille du grain Dans la maiorité des cas, Ms augmente avec tgt4llq lg!-gains

Limite d'élasticité La consolidation de l'austénite gène la transfoqqqfis4 rnartenllUge -
Composition chimiqueC'est un paramètre très important. La majorité des éléments

d'addition entraîne une chute de Ms

Tableau II.2 : facteurs ayant une influence sur M"
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1|,.3.3 Types de transformations

Il existe essentisllement deux types de transformations martensitiques :
o la transformation athermique
o et la transformation isotherme

I I. 3. 3. 1 Transformation at h ermiqu e

La transformation est très limitée et rendant ordinairement impossible l'observation in situ .
Elle a son Ms bien définie et la quantite de martensite formée ne dépend que de la
température.

Figure IL7 : martensite athermal obtenue à la température To =150"K [UL90J

II, i, 3. 2 Transfo rmstion isoth erme

Très intense dans certains alhages spéciaux ( Fe-Ni-Mn, Fe-Cr-Ni ), cette transformation
dépend beaucoup :

o de la températrne
o du temps

La transformation cornmence toujours après un temps d'incubation lors d'un maintien
isotherme à une température critique (temperature à partir de laquelle la transformation
isotherme peut se produire).

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Figure II.8 martensite "isotherme" obtenue à Tn = 150oK so?rJ pmn = 1,5GPa [UL90]

Pour évoquer la transformation par maintien isotherme au-dessous de Mr, nous devons
distinguer deux cas :
. le cas des aciers au carbone
o le oas des alliages Fe-Ni

11.3.3.2.1 Gas des aciers au carbone

La marlensite peut progresser au cours dlun maintien isotheffiIe, quoiqu'en quantité limitée.
On a pu rnettre en évidence uns progression de [a transformation martensitique à temperature
constante. La quantité d'austénite qui se transforme de cette manière est sans doute faible.

11,3.3.2,2 Gas des all iages Fe-Ni

KAJIWARA I KAS4 ] a fait des observations in situ pour un alliage Fe - 23o/o Ni - 3,9%Mn à
basse température. Ses conclusions sont les suivantes :

. une germination de Ia martensite isolée

. wt glissement intensif dans l'austénite cM coars de laformation de la martmsite

. une absence d'ffit auto catalytique dans les phënomènes de germiration

Simutation du phénomène TRIP Bq une voie phénoménologique et
numengue
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( Effet auto-catal].tique: la fonnation d'une plaquette de martensite crée des
contraintes internes qui peuvent induire la formation d'autres plaquettes, phénomène
possible pour les aciers avec plus de 1,4o/o de carbone [EN7 ]l )

\

l;igure II-9 : schéma de la formation des plaquetles de marîensite d'après les observations de
KAJIWARA

ll.4 Garactéristiques de la transformation martensitique

Pour définir lcs caractéristiques des plaquettes de maftensite, nous allons nous intéress€r aux
quatre aspects suivants :

. macroscoplques

. microscopiques

. relation entre les phases
r c.ristallographiques ( théorie mathématique de Weschler - Lieberman -

Read )
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F'igure ILI0 : PréciPitation
av e c co hé r ence parfa i t e

sans distorsion

1L4.1 Caractéristiques macroscopiques

Dans le cas des précipitations avec cohérence dans les solides, trois types de configurations

sont pCIssibles :

Itigure II. t I : précipitation Figure II.I2: précipitation avec
-avec 

cohéfence avec cohérence avec distorsion due à

distorsion due ù un une variation de volume

cisaillemenî

L'exemple no2 illustre un changement de structure du réseau obtenu par cisaillement. Des

déformàtions additionnelles d'accommodation réduisent les contraintes élastiques dues au

changement de forme en lais-sernt invariant le réseau de la pha-se fille. Ce cas correspond à

celui de la transf,ormation martensitique.

La phase mère et les ptaquettes de mafiensite sont séparées par une interface appelée : plan

d'hàbitat. En générai cé plan invariant en djmensions et en orientation n'est pas un plan

cristallographique simple. Dans une phase mère, diverses orientations de la martensite

peuvent coexister: les variantes.
La surface transformée reste plane, mais elle est inclinée à partir de son intersection avec le

plan d'accolçment. La forme lenticulaire de.s plaquettes des zones formées serait due aux

èonffaintes que produit la transformation dans la matrice environnante, exactement cornrne

dans le cas des macles mécaniques.

) Plans d'accolement I
-- t ' l  

t , ,

F@
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Figure II. I l: changement de .forme et de volunte associé à Ia ftansfrttmation martensitique

La différence entre les volumes unitaires de la martensite et de l'austénite fait que la

croissance d'une plaquette de martensite détermine le renforcement des contraintes élastiques

dans le domaine àe l;interface, ce qui conduit finalement à une déformation plastique et à la

formation d'un plan d'habitat.

Une région de discontinuités apparaît parfois dans le plan central, parallèle au plan d'habitat,

cette région est appelée <t midnb > (de l'anglats middle ribbon: bande médiane),

Martcnstc (cr

l;igure II.t 5: schémas de lu transformation martensilique el.formation du midrib

1/'.4,2 Caractéristiques microscopiques

La déformation totale d'un matériau ayant subi une transformation de phase peut être

considérée cofirme la somme :
. d'une déformation élastique : e'
c et d'une déformation inélastique : Ê-

Simutation du phénomène TRIP paf une voie phénoménologique et
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La déformation inélastique peut résulter de plusieurs phénomènes. Les plus connues sont :
o la température
r le mouvement de dislocations (plasticité)
. le changement de phase

Ainsi, ta déformation inélastique est composée d'une déformation plastique etlou d'une
déformation de Bain eVou d'une déformation à réseau invariant .

défonnation de
Bain

I;igure II.l6: défitrnmtion du réseau

Le résulte du déplacement des dislocations au sein du cristal. Un des
mécanismes générateurs du déplacement des dislocalions est le moulin de Frank et
Read.
Quant au mut'luxe, il consiste en un changement d'orientation d'une partie du
cristal. Il s'accompagne aussi d'une migration de dislocations.

1i,.4.4 Relation d'orientation entre les phases

Dans tous les rnatériaux dtrctiles, le glissement est de loin le mécanisme de déformation le

plus important.
La loi de Schmidt (1931) détermine la cission résolue dans le plan de cisaillement en fonction

de I'orientation de ce plan.
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A.re dc trsction

r, = ocosÀcos0 tII.2]

Plon dc
gliss€m€rt

Direction
de glisseinent

Figure IL I7: orientdtion du plan de glissement par r(lpport à l'ate de traction

Lorsque la cission résolue atteint une valeur critique tc, un glissement se produit dans un

certain plan et suivant une certaine direction cr aphique. Le système formé par ce plan

et cette direction est appelé système de gliss C'est Taylor qui formula en 1934 le

concept de dislocationpôur expliquer le glissement relatif des parties d'un monocristal'

Mais, depuis le XD{" siècle, on savait que les matériaux cristallins se déformaient par

cisaillemênt ct cela suite à I'observation des bandes de glissement à la surface des métaux

déformé s plastiquement.
Dans la Aéformation plastique, le glissement cristallin a lieu suivant les plans et les directions

de I'empilement le plus compact des atomes.
Dans les métaux et alliages à réseau cubique à faces centrés (CFC), en distinguant les deux

sens de glissement, nous obtenons 24 systèmes de glissement se produisant suivant les plans

d'un octaèdre (lll ) et dans les directions cristallographiques < 110 > du cube. Tandis que

dans un réseau cubique centré (CC), les mécanismes de glissement puvent être decrits par la

direction < I I 1 > du cube et par les d.eu,x familles de plans (110 ) et (112). En distinguant les

deux sens de glissement, nous obtenons un ensemble de 24 + 24 systèmes de glissement'

[ 1 1 1 ] ,

surface du cristal
d'a usténite

t r ace  de  (1  l 2 )a
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Il existe une relation d'orientation entre les deux réseaux. Cette relation découle du caractère
particulier de cette transformation :

o existence d'un plan dhabitat
+ existence d'uRe direction et d'une amplitude de cisaillement correspondant

au mouvement coopératif des atomes

Cette relation d'orientation dépend du type d'alliage étudié . Le tableau ci-dessous nous en
donne quelques exemples :

Tableau II.3: relation d'orientation entre Ie réseau d'austénile et celui de la martensite

1l,.4.5 Théorie mathématique de Weschler- Lieberman-Read ( W.L.R )

La théorie de ces auteurs conduit à la détermination des caractéristiques cristallographiques de
la déformation qui permet de passer de la maille de la phase mère à celle de la phase
martensitique, en se fondant uniquement sur les valeurs expérimentales des paramètres de ces
deux phases.
Cette théorie est purement phénoménologique et le calcul repose sur les deux
axiomes suivants :

o Parmi toutes les déformations géométriquement possibles permettant de passer de [a
phase mère à la martensite, celle qui se produira effectivement est celle qui minimisera
l'énergie.

e Le plan d'habitat est un plan invariant.
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Alliage Composition Transformation
ou
refroidissement

Relation entre les
plans
cristallosraohioues

Relation entre
les directions

Plan limite
de la phase
mère

Fe-C 0,4 à l,5o/o de
C

C.F.C -+ Q.C (l  I  l )  -+ (1 10) [110]+  [11 ] (225)

Fe-Ni 27 à 34o/o de
Ni

C.F.C -+ C.C (l  I  l )  -+ ( l  l0) [211 ] -+  [110 ](25e)
avec grande
disnersion

Fe-Ni=
Cr

18% Cr
8%oNi

C.F.C + C.C (l  I  1)  -+ ( l  10) [110] -+  [111] (111)
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Ltt déformation due au changement de réseau cristallin (déformation de Bain ) s'accompagne

de contraintes internes très importantes dues à la coexistence de deux phases et au

clnngement de Jbrnrc, d'où Ia nécessité d'une accotttrnodation pour relaxer les contruintes

internes induites. Ce.tte. accommodation peut se faire. soit dans l'attsténite, soit dans la

martensite au soit dans les deux.

Ainsi, la déformation totale associée au plan invariant s'écrit :

D - R.P.B

B : représente Ia dér{ormation de Bain

P: représente le cisaillement (glissement ou maclage )

R: la rotation qui laisse iwariant le plan d'habitat

Dans la théorie de W.L.R, pour ajuster la déformation totale, deux solutions sont proposées :

. La martensite est constituée d'un empilement de macles, dont l'épaisseur relatwe est

calculée de telle manière que la déforrnatioTt fttdcroscopique totale condtiise ù l'existence

d'un plan invariant.

o {Jn cisaillement homagène est combiné à une Céformatian par glissement, dont !'amplitucle

e,yt calculée de telle manière que la déforntatioti tnacro,\copique totale laisse un plan

invariant.

L'intérêt de cette théorie réside dans le fait qu'il est possible, à partir de la condition du plan

invariant et la diagonalisation de B.P, de calculer pour chaque transformation rnartensitique :

- la normale au plan d'habitat

- la direction de cisaillernent

- I'amplitude de cisaillement

- l'orientation relative entre les deux phases

La théorie étant purement phénoménologique, elle ne décrit pas obligatoirernent les

mécanismes réels subis par les atomes au coufs de la transformation.
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P r: dëfomation dtt réseatt invariant pqr glissement

P ̂ '. ae$ormation du réseau invariant par mâclage

B '. aeformation homogène du réseatt

R'. rotation de corPs rigide

R+

Figure Il.l9: les tr<tis étupes tle la transformation martensilique ( la déforntatittn de Bain, lu
dë/'ormution à réseau invariant el Ia roîatictn)
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/r/,.4.6 Types de martensites

On distingue deux types de martensites :
. les martensites thermoélastiques
e les martensites non thermoélastiques

11.4, 6. I Maftensite th ermoélastiqu e

L'aççommodation élastique due au changement de forme et de volume au niveau de

I'interfac.e austénite martensite rend cette transformation totalement réversible.

Les martensites thermoelastiques sont appelées: Alliages à mémoire de Forme A'M'F

( alliages CuZnAl, NiTi, .-... )
Les déformations mises enjeu dans cette transformation peuvent atteindre 10%.

Figure 11.20: transformation martensitique dans un polycristal de Cu Al Be (photo Sophia
Farah LPmm - Metz)

Simulation du phénomène TRIP paf une voie phénoménologique et
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11.4.6. 2 Martensite nan thermoélastique

A I'interface austénite/martensite, il se produit une accommodation plastique. Cette
accommodation rend la transformation inverse impossible. S'il y a transformation inverse,
elle se produit par germination et croissance dans la martensite et la nouvelle phase
austénitique est differente de la phase initiale.

cisaillement Accommodation plastique
par g l issement au sein de la mair ice

Figure 11.21 : Schéma du relief provoqttë àffiurfqbe par cisaillement
homogène

Les aciers TRIP font partie de cette famille.

ll.5 Martensite induite par la contrainte et martensite
induite par la déformation

L'application d'une contrainte peui reiever le point M,. En effet, I'excès d'enthalpie libre

AG(M,) peut fournir une partie de contraintc convenable sous forme de travail '

W = t y o + o g o

yo et eo représentent les composantes dc la distorsion de la martensite.

ur 3l

Le premier à prédire la formation de la martensite lorsqu'une contrainte est appliquée au-delà
de M" fut Scheil [SC32]. Selon lui, la contrainte de cisaillement nécessaire pour I'activation de
la transformation diminue avec la température.
Des observations faites par plusieurs auteurs montrent que la contrainte critique nécessairc
pour la transformation croit linéairement avec la température à partir de M. jusqu'à

Mi (temperature au-delà de laquelle la martensite se forme après une déformation plastique

dans I'austénite), En plus de Iv[, et M:, il existe une troisième température caraçtéristique

appelée Md. Au-delà de cette température, la martensite ne peut plus être induite
mécaniquement.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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I-e schémo ci-conlre ProPose Par
tOC 7 2 J,'illustre lq.'formation de li7

murtensile sous contrûinte en rt)nctiotl
de Ia température

0 à y : déformatiorr élastique
y à B : deformation Plastique dans

l'custénite

B à a : lran.sftrmation aPrès
tlëformatiotr plasti que dnfts l'quslé n ite

Tcnrpèmture

frigure 11.22: forma{ion de lu murlensite sous contruinte enfbncTion de la rempërature

[oc72]

En fbnction de la temperature T1, tlolrs constatons :

. qu'il aurait fallu o-o pouT obtenir un changement de phase

o qu'avec l'influence de la déformation plastique, la contrainte devient G p avec

6  
P t6o

En fonction de la contrainte, la courbe fait apparaître deux domaines :

. un domaine I compris entre ]1,[, et IVI\

. un domaine II compris entre ffi er M a

Le premier domaine correspond à la zone où la transformation est assistée par la contrainte'

La contrainte est en dessou. du seuil d'écoulement plastique de la phase mère- Il en résulte

une réponse élastique. La germination est assistée par la contrainte et les germes préexistants

sont simplement aidés mécaniquement.
Le second ,Jornaine corresporù à la zone où la transforrration est induite par la défonnation

plastique. La contrainte critique dans cette zone augmente très rapidement avec la température

d'essai.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Avant trI:,la transformation commence alors que la limite d'élasticité de I'austénite n'est

pas atteinte. Après Arfr,l'austénite est déformée plastiquement avant que la transformation

ne débute.

It[ o est la température au-delà de laquelle la transformation ne peut plus se produire.

1i,.5.1 Plasticité indulte par transformation - transformation induced
plasticity (TRIP)

La terminologie de TRIP a été proposée par Zackay et all [2A67] pour les martensites des
aciers.

L'exffrience de [TA82] montre que I'effet TRIP apparaît à une température légèrement

supérieure à M3'. Elle se manifeste par :

. une augmentation de la résistance à la rupture quand la temffrature chute

. un pic de I'allongement à la rupture pour une température située entre M, et M6,

ce phénomène résulte de I'apparition de la plasticité de transformation.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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1t.5.2 Ortglnes de ta plasticité de transformation

Lorsqu'on applique une contrainte à un alliage métallique au cours de la transformation de

phase, il se produit une déformation suSrieure à celle due à la variation volumique même

pour des contraintes inferieures à la limite d'élasticité. Cette plasticité de transformation est

ieliée à la contrainte appliquée et à I'avancement de la transformation.
Deux mécanismes sottt-,rtiiisés pour expliquer les origines de la plasticité de transformation .

le mecanisme de Magee et le mécanisme de Greenwood-Johnson, tes paragraphes suivants

sont consacrés à l'étude de ces deux phénomènes'

IL 5. 2. I Mécanisme de Greenwood-Johnson

lGJ65l [DJR6U [Kw70]

La plasticité de transtbrmation est liée à la variation de volume. De Jong et Rathenau furent

les premiers à considérer une variation de volume au cours de la transformation.
Greenwood et Johnson ont étudié la plasticité de transformation à 910oC lors du passage du

fer cr au fer y pour un alliage Fe-0,39%C.
Selon eux, l;amplitude de là plasticité de transformation dépend de trois facteurs qui sont :

. I'amplitude de la variation volumique de transformation
o le niveau de la contrainte appliquée
o les propriétés mécaniques des phases en présence au cours de la transformation.

La transformation est irréversible car elle résulte d'une deformation plastique'

Nous avons un écoulement plastique supplémentaire dans te sens de la contrainte appliquée'

Elle est la résultante de la superposition du champ de contraintes internes lié à la déformation

de fiansformation et du champ de contraintes externes appliquées

Simulation du phénomène TRIP paf une voie phénoménologique et
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1L5.2.2 Mécanisme de Mugee

U\4661

La plasticité de transformation est due à I'orientation préférentielle des plaquettes de

mariensite formées du fait de la contrainte appliquée. En effet, la transformation peut'être

considérée çomme un modç de déforma.tion comprenant une expansion to et un eisaillement

]0. sans contrainte appliquée, I'orientation des plaquetres créée est <isotrope> et la

contribution mâcroscopique de Y o disparaît, du fait de la ( compensation > entre les

plaquettes. Lorsqu'une contrainte est appliquée, elle va orienter préférentiellement les

plaquettes de martensite, d'où I'apparition de la contribution de T o

F igue 11.25 : ortentation des plaquettes de martensite

te mécaaisme à la base du modèle de Magee intervient pour les transformations par

cisaillement. ll pernnet à lui seul d'expliquer la plasticité de transformation avec une variation

volumique nullè mais est insuffisant pour expliquer la plasticité de transformation dans tous

les alliages.

Simulation du phénomène TRIP paf une voie phénoménologique et
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ffi

ffi
ffi*

III. THERMODYNAMIQUE DES MILIEUX GONTTNUS
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Chapitre III : Thermodynamique des milieux continus

OBJET :

Dans le chapitre II, nous avons exposé les differents mécanismes conduisant à la
transformation martensitique à savoir: une variation de température par refroidissement très
rapide etlou une sollicitation mécanique.
La déformation de transformation est induite dans le premier cas par la variation de la
température, alors que dans le second ca-s la déformation s'accompagne norrnalement d'effets
thermiques. Dans le cas spécifique des TRIP, le processus étant inéversible, nous ne pouvons
étudier le comportement d'un milieu en faisant fi des interactions thermomécaniques dont il
est le siège. Pour tenir compte de tous les phénomènes intervenant dans le processus
thermodynamique, nous allons faire appel aux notions suivantes : la température absolue,
I'entropie, énergie interne et tlux de chaleur. En etfèt,

tr Un processus thermodynamique est déJini comme une ëvolution au cours du temps de la
con/iguration du système, de l'e,nse,mble des.forces, de la tempérakre, de l'énergie interne,
de l'entropie, de l'apport et du.flux de chaleur > d'après [CN63]

Dans ee chapitre, nous utiliserons le premier principe de la thermodynamique pour introduire
la quantité de chaleur reçue et l'énergie interne. Avec I'inégalité du second principe de la
thermodynamique, nous introduirons la température absolue et I'entropie.
En utilisant la loi de conservation de l'énergie et en formulant les lois générales qui relient
l'énergie interne, la quantité de chaleur reçue, la temffrature absolue et l'entropie, nous allons
formuler l'équation des puissances dissipées lors du changement de phase. A partir de cette
formulation, nous pouvons déterminer la variation de certains paramètres liés à l'évolution de
la microstructure.

Pour réaliser ce chapitre, nous nous sommes inspirés des travaux de Paul Germain I PG73 ] ,

Georges Duvaut I DU98 ] et A.J.M Spencer [SP92].

Situalionréelle : Discontinuites et singularités créées dans la structure d'un milieu continu

Grandes étapes :

r Rappel des deux principes de la thennodynamique
I Etude des differentes formes de dissrpatrons
r Calcul de la force thermodynamique exercée sur une singularité quelconque

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
numenque
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lll.{ Gonselation de' la masse

lll.1"1 Equation de continuité

Considérons un domaine D de frontière ôD

et de normale extérieure /?

La conservation de lrasse peut être exprimée comme sult :

L'uccntisseffient cJe la rwsse du tlomaine D c,ct ëgule au.flw tle ma,sse qui lruverse lu

/ronttàre ôD.

te flux de masse à travers ôD .rt égale à pvnds. L'équation de conssrvation s'écrit :

ur.l l

En appliquant le thécrème de la divergence à l'intégrale de surface, nous obtenons :

fggou = - [o"ros
Jôt J
D A D

[ ,  1n + div 1pTl lorr  -  o
Jôt
D

#. div (pî; = s

uII2l

Le domaine étant arbitraire, l'équation IIII.2] est nulle pour tout sous=domaine. Ceci conCuit à

1'équation dite équutxtn de c<tnlinuift '-

urr.3l

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Nous pouvons développer cette équation sous les deux formes suivantes :

9* vgrad p + pdiv (î) = o
ô t s

ôP+v,  ôP *oât t  =o
ôt  

' âx i  
ôx i

La dérivation temporelle [PG73J se présente comme suit :

dd

àO 
= 

;O 
+ v.grad (.)

L'équation de continuité UIL5I devient alors :

dPnoôt '=o
dt  ôx ,

Si le matériau est incompressible, alors r

#=oet 
div(u)=o

lrrr.4l

lru.5]

lrrr.6l

[rr.7]

trrr.sl

Ill.1.2 Dérivation par rapport au temps de l'intégrale de volume

Soit S une certaine quantité physique associée aux particules du domaine et <p la densité par
unité de milsse de $ . La densité volumique de $ est pç.
La quantité de $ contenu dans un domaine D à I'instant t est :

La dérivée totale de cette quantite a pour expression :

O= Jqpov
D

# J*o o" = Jfi,to ,ou J.no ; "os
D D ô D

lrrr.el

[ i l .10]
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L'application du théorème de la divergence donne :

f, J*o 
ou = 

Jtfit*o ) 
+ div (qP v))ov

D D

uL1l l

url.12l

lrri. l3l

lrrr.14l

En développant le second membre de cette égalité. Nous obtenons :

^

* teel + div ( 'pp nl  = *(*+ div tpul l  .  ot#+ v'grad q)

L'équation de continuité étant nulle, l'équation [nI.12] devient :

â .ôa
rtt,ao ) 

+ di.''(tPP v) = o(Ë + v'grad ç)

En utilisant les équations [iIL6] et [III.13], nous obtenons:

df rv=f{%ou-  lQpao,J" Jo,
Ce résultat sera utilisé dans les paragraphes suivants'

lll"2 Premier principe : loi de conservation

Soit un domaine D de frontière ôD
matériel considéré.

intérieur au milieu

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre III : Thermodynamique des milieux continus

o A : la densité volumique de la quantité à laquelle on s'intéresse ( masse, quantité de

mouvement,énergie.,) {ladensitéd'énergie A = p(e * 
lur.vi)}

o a . le taux de densité volumique de ce qui est fourni par I'extérieur { les forces
volumiques + la densité volumique du taux de chaleur : ?, = f1v1 + f ;

t o : taux de densité surfacique de ce qui est perdu à fravers la frontière de D { la

densité surfacique dutaux de ehaleur: o[ = -(Ïni + q) = -(o'Univi + q) ]

L'équation du bilan d'énergie s'écrit :

ur l5l

L'équation du bilan devient :

d r  I
i f  p(e +- iv,v,)dV = J("ùi l jv i )dS + Jf ,v,Uv + Jods + Jrdv [nr . t6]d t i r "  2 '  oD  D  ôD  r - )

Enoncé du premier principe :

A chaque instant,

La dérivée particulaire de l'énergie du système = Puissance des efforts qtérieurs I taux
de chaleur reçue

Eryr=P."+Q urr.17l

lll.2.1 Energie du système

Par définition :

l'énergie du système est égale ù la somme de l'énergie cinétique et de l'énergie
interne

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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En dérivant cette équation et en introduisant la dérivée ainsi obtenue dans l'équation UII' 171'

nous obtenons :

Er** Eiot : P.", + Q lrri.rel

tll.2.2 Energie einétique

Le théorème de l'énergie cinétique s'énonce comme suit :

La dérivée de l'énergie cinétique est égale ù la somme de Ia puissance des effirts

extérieurs et de la puissance des elforts intérieur'c

Ecin = P"o * P,* IIII.20]

La combinaison des équations [fT.l9l et [flf '20] donne :

lrlr.2ll

Nous allons maintenant expliciær cette équation en fonction des differents paramètres

thermodynamiques.

Ill.2.3 EntroPie :

soit M une partieule d'un système en mouvement, à chaque instant t, on peut lui associer une

fonction à valeurs ..Juires rqx,t) appelée entropie spécifique de la particule M' L'entropie du

système s'écrit .

s: Jps.dV
v

Cette définition nous permet d'aborder l'évaluation de l'énergie interne

ttt.2.4 Densité de I'énergie interne

L'énergie libre specifique est définie comme suit :

Irrr.22l

Eint = -Pr, +Q

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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En multipliant les termes de cette égalité par la masse volumique, rSus pbteqons l'équation
de la densité de l'énergie inteme :

pe:co+psT

cr) : Vp: densité d'énergie libre
s : entropie specifique
T . température absolue

urr.24l

lll.2.5 Taux de chaleur

Le taux de chaleurp se compose :

avec

- d'une conduction à la frontière : [o.n.dS
J '

ôV

- d'un apport volumique de chaleur extérieur : 
[p h.OV
J

V

Compte tenu des équations de l'énergie libre et du taux de chaleur, nous pouvons reformuler
l'équation du premier principe comme suit :

f f
-Pin,  + lph.dv -  lq.n.AS

JJ
vôv

lrrr.24l

L'utilisation de l'équation [III.l4] nous permet d'écrire que :

d- [pe.av  =  [9 fpe)dV = [ * to)  +psr ) ,dV t I IL2s]
O ,  1  i o t  

' u . d t

Application du théorème de la divergence nous permet de transformer le terme de flux
surfacique en intégration de volume. L'équation du premier principe devient :

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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lll.3 Second Principe

Le second principe postute qu'à chaque instant, Le taux de production de I'entropie 2 taux

de chaleur reçue

Ce qui se traduit Par :

lrrr.271

Compte tenu des équaiions [III.l4l et [III.25J, nous pouvons écrire que :

dS cd /  \
É 

= 
J;(Ps)'dv 

tr l2sl

Le développement de l'équation UIL2?] après apptication du théorème de la divergence et

compte tenu de l'éq'.ration [III.28] donne :

*r - [r* dv - [*o'otdt  J 'T J l -
V A V

r .
J tPsT-Ph+divq +$gradT ) 'dV >o
u 

- -  '  T -

L,expression de I'intégrale J fliyq.dV est donnée par l'équation
V

cornbinant avec l'équation [III.27I nous obtenons :

f  ;  ,  
' i  ? ( l

J 
- o T s.dv - P', - | +cu.dv -J 

Ëetudr dv
v  

-  
i d t  i l

lrrr.2el

du premier principe. En la

>0 lrrr.30l

Ceffe équation représente la puissance dissïpée. Elle est composée d'une puissance

intrinsèque dissipee D, et d'une puissance thermique Dt

avec:

frrr.3u
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Chapitre III : Thermodynamique des milieux continus

et

Remarque :

Dans la littérature, la puissance dissipee est très souvent présentee sous la formulation

suivante:

Dr=-J+sredr'dv>o
V

= P* + Jor s.dv - * Jpt. * {lov > o
v dt.r,, 2,Du

lrlr.32l

lrrl33l
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Chapitre III : Thermodynamique des milieux continus

ilt.4 GOI{GLUSIOI|

Nous avons décrit un potentiei thermodynamique qui conduit aux équations d'état et un

potentiet dissipatif qur iournit les lois complémentaires d'évolution décrivant les processus

inéversibles.
Nous avons démontré l'équation dite équation des puissances dissipées' Nous utiliserons cette

équation dans le cadre de i'étod" de l'évolution de l'interface austéniG-martensite'

une approche thermornicromécanique sera utilisee pour expliciter l'expression de la

puissance intrinsèque dissiPee'

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre W : Approche thermomicromécanique des frontières mobiles

IV. APPROGHE THERMOi'IICROMECANIQUE DES
FRONTIERES NfiOBILES

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre fV : Approche thermomicromécanique des frontières mobiles

oB.nET :

Avant de développer tous les aspects liés au mouvement de I'interface, nous allons

caractériser le milieu en définissant le volume élémentaire représentatif (V,E.R).

l,e milieu considéré est un milieu microhétérogène et macrohomogène. l,a taille des
hétérogénéités est très petite par rapport uu volume élémerrtaire considéré. Ce volume
élémentaire doit ête assez grand pour qtt'il soit représentatf 1T.E.R) du mstériau, c'est-à-
dire statistiquement équivalent d'une zone ù I'autre d'un rnatérisu considéré comme
ttuc ro s co p i q ue me nt ho nto gè ne.

F igure IV.l :modélisation du V.E.R

Après cette modélisation du milieu, nous allons exprimer toutes les conditions de

compatibilité en particulier celle d'Hadamard pour prendre en considération les discontinuités

à I'interface austénite-martensite. Nous utiliserons l'équation de la puissance virtuelle des

efforts intérieurs que nous appliquerons au mouvement réel et nous ferons des hypothèses sur

l'énergie libre d'Helmholtz.

Toutes ces hypothèses et conditions vont nous permettre expliciter l'équation de la puissance

dissipée associée à la progression de la défonnation plastique et au mouvemeRt de l'interface

X. Le potentiel dissipatif sera utilisé en simulation numérique pour le calcul de la vitesse à

l'interface austénite - martensite, alors que le critère de Patel et Cohen régira la formation de

la plaquette de martensite.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
numenque
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Chapitre Il' : Approche thermomicromécanique des frontières mobiles

Pour réaliser ce chapitre, nous nous sommes inspirés des travaux de Berveiller - Patoor et

Buisson [BPB91], Cherkaoui et Berveiller [CB99], Guillet et Poupeau [GP73], Hadamard

[FLA03], Hill [HI83], Kaufman et Cohen [KC55], Lemoine [LE95], Ortin et Planes [OP88],

Paul Germain [PG73] et Sabar [5490].

GsrC@:

r Description du champ des déforrrratiorrs

I Développement des aspects liés au mouvement de I'interface

r Détermination de l'énergie libre

r Détermination de la puissance des efforts intérieurs

r Mise en équation de la puissance intrinsèque dissipee

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre IV : Approche thermomicromécanique des frontières mobiles

lV.{ Ghamp des déformations

L'éfude se limite aux cas des
déformations et rotâtions infinitésimales. La
loi fondamentale de la dynamique impose au
champ des contraintes d'obéir aux équations
d'équilibre. Nous allons travailler dans un
système de coordonnées cattésiennes, où

Xt,Xz,;, désignent les Coordonnées

d'un point r du milieu.
+

a de coordonnées Il1,'1.,12,1/,, désigne

le champ du déplacemEnt d'un point.

Figure IV.2 : modélisation du milieu

lV.2 Gonditions à |tinterface

Dans les études phénoménologiques, la martensite est considérée comme une inclusion
ellipsoidale à frontière mobile X, dc volume V1, plongée dans I'austénite. Elle est définie par
ses trois demi-axes ( ay a2, a3)

{F" ' , ' ' ' ,
I  o ( 1 ,  t )

L'orientation des cristaux de martensite est liée au
particularité, la vitesse de croissance des cristaux
directions cristallographiques.

réseau de l'austénite. Du fait de cette
est non uniforme dans les différentes

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre fï' : Approche thermomicr"omécanique des frontières mobiles

D'après [GP73], la détermination de la vitesse de croissance des plaquettes de martensite se
fait experimentalement par des mesures de résistivité. Dans les alliages Fe-Ni :

. Chaque plaquette atteint sa taille limitc en 10'7s.
c La vitesse de déplacement de l'interface est de lOscm/s, quelle que soit la

température. Cette vitesse est environ f. ] O, la vitesse du son dans le métal et est
J

égale à la vitesse de propagation des fissures.

Nous allons faire une série d'hypothèses afin de passer du problèrne réel au modèle
mathématique.

Première hypothèse.1 : sur la modélisation de l'interface

Le schéma adopté est le suivant :

Figure IV.3 : modélisation de I'inlerface

Dewième hypothèse 2 . sur la continuité du déplacement à I'interface

La continuité du déplacement se traduit par :

[.r,] = ui- u, = o

ce qui entraîfle la condition, sur les déformations :

+

n : normale extérieure à l'interface I
+

w : vitesse de I'interface
I  in l  in+ rn-

[e ] = t"' - t"' lsaut de la

déformation
inélastique

r l + -

[oJ = O -6 :saut de la
contrainte

trv ll

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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= gj - 
Aj = rli lli

Ài : vecteur arbitraire fonction de i'interface

lrv 2l



Chapitre W : Approche thermomicromécanique des frontières mobiles

La condition d'équilibre à I'interface s'écrit :

t l
lGiflil 

= u

Ces differents résultats seront utilisés dans la formulation énergétique.

lV,3 Energie libre d'Helmholtz

L'énergie chimique de la transformation martensitique
température [OP88].
D'après I GP73], le diagramme relatif à un alliage Fe-Ni
comme suit :'

lrv.3l

est seulement fonction de la

à 29% de Ni peut se présenter

Y (.o l/mol)

2000

0

- 2000

- 4000

- 6000

-8000

- 10 000

400 600 800 1 000
T(OK)

Iligure IV.4: diagramme de I'énergie chimique de la transformation martensitique pour un
alliage Fe-29Ni [GP73 J, cas non linéaire

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
numenque
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Chapitre f!' : Approche thermomicromécanique des fr.ontières mobiles

En adoptant une approximation linéique, le schéma ci-dessus devient

9c.lum

tÂm6êfâ t r r ta

TF

[iigure ]V.5: diagramme tle l'énergie chimique de la transformatton murtensitique, cas
linéaire

Il est important de noter que la transformation martensitique ne peut s'effectuer que lorsque
la forcs motrice cst suffisante c'est-à-dire

A<p =cp't4-rp'{D.o t IV.4l

Pour les alliages et aciers, la différence entre TB et N{s est de I'ordre de queiques centaines de
oK. Elle augrnente avec le pourcentage de c.arbone.
Pour les alliages Fe-Ni, [KC55] ont proposé une table de valeurs de Ms en fonction du %o en
masse et en volume du nickel. La table se présente comme sutt .

Nickel % en
lnASSC

Niokel -ozô en
volume

Nlf

OC o t /
N

29.0 28.0 7 280
30-4 29.3 -30 243
30.8 29.7 -40 / . JJ

3 1-8 30.7 1^' t L 201
32"8 3t.7 -1 15 l s8
33"s 32.4 -t46 r27
33,8 J/ . ,  I - l  80 93
'34.1 33,0 -223 40
34_4 )) _.{. Pas de martensite à 4 'K

7'ableau JL'.I : valeurs de Ms en/itnction du pourcertlage de Nickel

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre fV : Approche thermomicromécanique des frontières mobiles

L'énergie libre est la somme de toutes les énergies intervenants dans le processus :

. l'énergie élastique
c l'énergie chirnique
. l'énergle interiaciale

L'énergie interfaciale étant très faible par rapport à l'énergie élastique, nous n'en tiendrons
pas compte au cours de la modélisation.
En tenant compte de l'ensemble de toutes les hypothèses simplificatrices que nous avons
faites, nous pouvons définir l'énergie comme suit :

L'énergie libre est lo somnte de l'énergîe ëlastique et de l'énergie chîmique

Q) =O"+@* [v s]

La densité d'énergie chimique g sera prise proportionnelle à la difference entre la température
d'essai et la température d'équilibre, à un coefficient près :

q:B( ' I -To) :Be

L'énergie libre chimique du système s'obtient en intégrant cette densité

@"n = JtP dv

Par définition" l'énergie élastique a pour expression:

î  r l
O* = J ro(r).dv = J iqtrle,] (r).dv

L'équation de l'énergie libre d'Helmholtz s'écrit :

@ = Jr(') dV+ J,p ov

lrv 6l

lrv.7l

uv sl

lrv.el

La mobilité de I'interface est prise en compte en se plaçant dans le cas de I'inclusion
frontière mobile et en utilisant la technique de dérivation temporelle [PG73]. Nous avons :

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre fl' : Approche thermomicromécanique des frontières mobiles

* J,n"= l$t xu-
V V

f F-n"*
x

lrv.10l

uv.12l

lrv.13l

et

* = J# * + J#* Jtr . r,, lwonodr tIV lu

avec:

ôa l  A . l  €a  e \  €

A 
=a(tAuU' iot*)=Outu

a(l - \
en effet. *l ;tce | = eCe' ol\z )

En utilisant la symétrie du tenseur d'élasticité pour un milieu homogène et en nous référant à
[BPB91] et à [C899], nous pouvons écrire que :

i[or1 = ]rr;.c,,,.eî - ei-cii*eî) = i(";. q;)[ri]

Par la suite, nous adopterons la notation suivante :

L'équation devient:

o = Jur.dv 
- 

Jtne]wono.dr 
- 

J{"0 ilr;lt."o dr * Joi; ri ou lrv.14l

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre fV : Approche thermomicromécnnique des frontières mobiles

lV.4 Puissance des efforts intérieurs

Un système S en mouvement dans un repère R est soumis à l'action des forces extérieures

définies par :
- la densité volumique f dans S
- la densité sudacique F sur âS

on désigne par P : la mosse volumique

7 : l'accélération d'une Particule

A l,instant t./ixé, on définit un mouvement virtuel de S dans R par la donnée d'un champ de

vitesses virt1elles Û defintsr.rr $ continfiment dérivable par mt)rceaux.

/\

La puissance des efforts intériews Pint dans ce mouvement doit être égale à :

A P A P Â f ^

Pint  =  lpy U.dV -  l f  U,dV -  lFU.do
J '  

-  
J  J

ssas

[v.15]

avec

n,do llv 161

L'équation d'équilibre est de la forme :

PYi = f, *o,j,j lrv.171

En introduisant ceffe équation dans celle de la puissance des efforts intérieurs, nous obtenons :

lrv.18l

6, û Ù, sont continûment dérivables par morceau(.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
numérique

1 . Â f ^

lFU.do= fo, i  Ui
J J
ôs ôs
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Chapitre N' : Approche thermomicromécanique des frontièr-es mobiles

En appliquant le théorèrne de la divergence à I'intégrale de sq1f,-ace, la puissance devient :

Ê', = -J"r.Û,,, dv - j|t(N) Ût]d" lrv.lel

Pour passer du mouvement virtuel au mouvement réel, nous allons rernplacer U par vi . Nous

obtenons aveo çefie condition :

V '

La condition de compatibilité d'Hadamard [I{,A.03] s'écrit :

I vi J: - [ ui;.n1lwana

En introduisant cette condition dans la deuxième partie de P*u nous obtenons :

ô*, : - J"g.v1,;dv 
- 

I[",in,u,Jor

t T t- 
J[ui,t Piins\n"dI
E

f[",honidE 
=

l T l f . r

Jloiinin' .FE = 
J[vi F'i1n,ar

tx

lrv.20l

[rv,21]

avec [ ,{_i ] : À; I\. nous avons :

r r r fJ- .
J  [ " i1n ;v ;  JdE = -  

J  
o; in  i ] ' t  I r r r ]  r  WonodE

EX

En utilisant la condition d'équilibre et l'équation [IV.l3], nous pouvons écrire que :

l .  - L  (  )
ounj = 

;(oijnj 
+ ounj ) = tcij i 'nj lrv.221
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Chapitre fV : Approche thermomicromécanique des frontières mobiles

I [o i, n ,u , ]dr devient :
9

Jb;n iu, lot = - I{"r h:r, w"'o dr = - Jt"o feu ]w,,n -ar

Finalement l'équation de la puissance des efforts intérieurs devient :

Bnt = - 
I"i; 

eii .dV. I{"i1}[e,iJ**n.,dr lrv.24l

lV.s Puissance dissipée

La puissance dissipee D 
- -Pi,n -O-JsfdV devient dans le cas d'une transformation

quasi statique :

D = Jouru.dv- Jb',[r,]*on".dx+ flne]yy*1o.dE

. Jb-,tr,,]** n*.dE - Io,,, aij; ov
L

après arrangement, nous obtenons :

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
numenque

uv.23l

f ^ ^  r s  .

JBOw"n*dX > 0
t

t n

J"., r,i dv - J{",ilr1îJ*"'o.dx +
VT

D- lrv 25l



chapitre rv : Approche thermomicromécanique den frontières mobiles

La puissance intrinsèque dissipee est formée de deux entités :

l .  Du= dV ' puissance dissipée tenant compte de la vitesse de
f

Jo', tu
v

2.
BE

Le terme b, [tf ]- 
"t 

apparaît comme la force motrice pour le développement de la

frontière.

lV.6 Force motrice

Soit F.la force critique et F la force motrice, nous pouvons défînir une fonction telle que :

g: force motrice F - force critique F"

Le mouvement de I'interface est tié à ta fonction de charge g'

e>0=F-Fc20 lrv.26l

utilisant le oritère de patel et Cohen ,[I.'BTO94] ont déterminé I'expression de la tbrce motrice

pour la formation d'une variante j de martensite. Cette expression est de la forme :

- r r  T

^GJ -ÀS.+o: t -
. : : T

d éformat i on inël a s t i que -

)'w*no 'dI '. puis,sance di,ssipée

tenûnt compte du saut de la défirmation inélastique à

l'interface, du saut de l'énergie chimiqtte à l'interface

et de la vitesse de l'interJace.

uv.27l
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Chapitre IV : Approche thermomiu'omécanique des frontières mobiles

Cette force motrice s'écrit encore :

FM=ouri-B(T-To) lrv.28l

pour la formation de la martensite, nous devons comparer à chaque insiant cette force à une

force critique F". Si la force motrice est supérieure à la force critique, nous avons

transformati on martensi tiq ue.
La détermination de la vitèsse à l'interface se fera avec I'utilisation de la dissipation- Si nous

considérons que la dissipation est nulle, nous pouvons calculer la vitesse woro

lV.7 Garactéristiques de la maille

Un paramètre important dans la transformation martensitique est la plasticité de

transibrmation. Elle se manifeste par I'apparition d'une déformation inélastique additionnelle

aux autres déformations pour un matériau se transformant sous un champ de contrainte

appliquée. La formation de variantes de martensite est a-ssociée à une déformation de

transformation anisotrope. Cette déformation est composée d'un changement de volume t6

et d,un cisaillement /0. La déformation résultant de la formation d'une variante dans la

direction de la contrainte appliquée a pour expresslon :

", 
- 

lLy,, 
sin 20 cos cr + tL)(1 + cos 20)) lrv.2el

Figure IV.7 : descriplion cinématique
de la transformatirtn martens itique

où 0 est I'angle entre la normale au plan de la variante et de la contrainte appliquée

et cr l,angle entre la direction de cisaillement et la direction de cisaillement maximutn St

Iiigure IV.6 : détermination de la déformation liée èt

la transformation de phase dan-s la direction de la
contratnte

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre f!' : Approche thermomicromécanique des frontières mobiles

pour un monocristal, on observe la formation d'une seule variante, la déformation de

transformation est constante et la valeur maximale est obtenue pour o = 0 et tg}Q = Yo /to'

Dans les all iages Fe-Ni-Cl, pour lesquels tq =0'024 et Yo = 0'19' la valeur de tt

est de 0,I l. Ces valeurs traduisent I'effet de l'état de la contrainte exteme sur les mécanismes

de transformation.

Les caractéristiques de la déformation de transformation sont définies dans le repère local' Il

est souvent nécessaire de ramener cette écriture dans le repère gtobal. -Cela nécessite une

opération de changement de repère. Pour le t-aire, nous utiliserons la technique de la

tiansfomiation orthôgonale et la rnanipulation des angles d'Euler.

IV.7 .1 Transformation orthogonale

soit R1(X1 ,X2,Xj) repère local et R2(Y1,Y2,Y3) repère global, un vecteur

référentiel de coordonnées

X

est hansformé en un auffe vecteu, ? do second référentiel de coordonnées

-+

Y

Par une rotation globale du système d'origine. |e second vecteur s'écrit alors :

i ou premier

lIV.30l

lrv.31 l

[v 32]Y=RX

où R est ia matrice de transformation-
Dans le cas d'un tenseur, chaque élément de la matrice de rotation représente le cosinus

directeur du nouvel axe yi par rapport l'axe d'origine 1

La règle de transformation d'un tenseur A' dans le repère local se transforme en 4 dans le

repère global est la suivante :

Si  4 '  =g yt  et  A=gYt,  a lors

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre W : Approche thermomicromécanique des frontières mobiles

lrv.33l
ce qui donne :

lrv34l

puisque V = RV et

les 1.. représentent les cosinus directeurs

1, ,  =  COS0r ,

r23 = cos 023

Figure IV.8 : détermination des cosinus directeurs

IV.7 .2 Angles d'Euler

Considérons le mouvement d'un trièdre R,(O,1 ,,1",7"; dur,, un référentiel d'observation
+ J +

Ro(O, i o, j' ,,kr1. Trois paramètres sont nécessaires pour définir I'orientation du trièdre dans

ce référentiel. Ces trois paramètres sont les angles d'Euler :

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre fV I Approche thermomicromécanique des frontières mobiles

l,angle de précession yJ,mesuré autour de I'axe (O, ËO ) , transforme le réferentiel
- - t  +  +  + - ) - +

Ru (O, i o, 7'ù, k o ) en un référentiel R, (O, u,v ,k o)

l,angle de mutation 0, mesuré autour de l'axe (O, i), transforme le référentiel ftt

en un référentiel PrçO,i,,ir,i,1

l,angle de rotation propre $, mesuré autour de I'axe (O,fr), transforme Ie

référentiel Rz en un référentiel ft" (O' 7"' I ", 
7, )

\e

Figure IV.9 : angles d'Euler

En utilisant les trois angles d'Euler' nous obtenons :

- sin $ cos ry - cos $ sin rY cos 0
- sin $ sin iy + cos $ cos r1r cos 0

cos ô sin 0

uv.35l
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Chapitre fV I Approche thermomicromécanique des frontières mobiles

En supposant que nous avons des rotations du type ( Û : +nl2 et V : +nl2), nous avons :

Cos$:  Cosry :0

Dans ces conditions, R devient :

0
-  s in$siny

cos $ sin 0
lrv.36l

lV.7 .3 Déformatian de transformation

En utilisant la théorie de Wescheler - Lieberman et Read [WLR53], nous allons considérer la

déformation de transformatisn rt comme étant le résultat d'une déformation homogène du
réseau - dé/ornrutictn de Ruin - et d'une déformation à réseau invariant - glis,rcmerît ou
mucluge.

-+ -)

Soit n la normale au plan de l'habitat, m la direction de transformation et y I'amplitude de

cisaillement dans la direction m , nous pouvons représenter schématiquement la formation
d'une variante de martensite dans le repère (xr,xz) de l'austénite par le croquis ci-dessous.

F'igure IV.I0 : dëtermination d 'un élément cle volume d'austénite lors de la tran.sfbrmalion
(d'après Paloor [P486 ])

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Chapitre fV : Approche thermomicromecanique des frontières mobiles

La déformation de transforma.tion gI associée à la formation de la variantc I s'obtient par
la formule suivante :

r l ,
t , j '  : i f  (min j  *mjni )=yRtu

ou:
- I

Ri; est le tenseur d'orientation de la variante I de martensite .

et I représente I'amplitude de cisaillement

Dans le repère global, ce tenseur devient :

r- - Re-R-

I rv.37]

lrv.38l

avec:

La théorie phénoménologique de la cristallographie dans la transformation martensitique des
alliages Fe - Ni prédit la iormation de 24 variantes de normaie se situant aux alentours de

F 14 l0)".".En application à la théorie de [W.L.R-53] et en prenant comme référence les

travaux de [NI7l], nous pouvons déterminer lcs variantes de martensite à partir des systèmes
suivants :

r Famille de normale {o.ta+a 0.7823 0.5948 }- {: 14 10 }indices de Miller
o Direction (o.o+tz 0.1601 0.1521 ) t'usruvnva
En application de la théorie de Wesler: Lieberman * Red [WLR53], nous utiliserons les
directions ( o.Zolo 0.7090 0.6n6 )
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Chapitre T!' : Approche thermomicroméennique des frontières mobiles

I

a

tv"8 GoNGLUSIOI{

A I'aide d'hypothèses simplificatrices et des conditions de compatibilité à l'intert'ace

austénite- martensite, nous avons donné une expression de l'énergie libre d'Helmholtz'

En appliquant le principe des puissances virtuelles au mouvement réel, nous avons explicité

les différents termes de l'équation de la puissance efforts intérieures'

En introdursant les résultats ainsi obtenus dans l'équation de la puissanee dissipée, nous aYons

déterminé deux nouvelles entités qui sont :

la puissance volumique dissipee tenant compte de la vitesse de la déformation inélastique

la puissance surfacique dissipée associée au mouvement de I'interface austenite -

martenslte.

En utilisant les angles d'Euler, nous avons déterminé l'expression de la déformation de

transformation par rapport au repère global. Nous avons adopté cette nouvelle expression à

notre problème et détenniné l'équation de la force motrice. Cette iorce sera caleulée à chaque

point de Gauss lors de la simulation numérique et sera comparée à une force critique K(f )

L'utilisation des résultats que nous venons d'obtenir nous perrnettra de simuler la croissance

de la plaquette de martensite.

Avant de passer à la simulation numérique, nous allons dans le prochain chapitre proposer un

résumé des travau)< effectués par les autres équrpes dans le domaine de la simulation des

ehangements de Phase.
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Chapitre V : Simulafions et observations expérimentales

Différents travaux portent sur la modélisation du comportement mécanique des aciers TRIP.

Cette analyse ne s'intéresse qu'à ceux qui font appels aux éléments frnis et aux observations

in situ.

Par la méthode des éléments f,rnis, il est possible de prendre en charge la déformation de

transformation : cisaillement (facteur prépondérant dans le comportement du matériau au

cours de la transformation) et variation de volume.

Les diffërents modèles proposés dans la litférature sont les suivants :

Ganghoffer et al [GA9l]

Simonsson et al [SI95]

Marketz et al [MA94]

Xu et al [)ilv192-93]

Wen et al [WE97]

Levitas et al [LIS97]

Il est important d'expliquer les idées directrices qui ont conduit chaque équipe à travailler

dans une direction plutôt que dans une autre. Ce choix est simplement dû à la nature de la

transformation martensitique elle-même. En effet, la fransformation martensitique se traduit

par un cisaillement macroscopique yo dans le plan d'accolement et d'une variation de volume

eo dans la direction normale au plan d'accolement. Ces deux déformations conduisent à deux

origines differentes de plasticité de transformation. Avec ces deu-x origines, nous avons la

possibilité de faire trois types de simulations :

1. une sirnulation ne tenant compte que du cisaillement

2. une simulation ne tenant compte que de la variation de volume

3. une simulation tenant compte des deux phénomènes

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
numérique
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Dans le cas d'une étude de transformation sans contrainte appliquée, la microstrucfure est

telle que les déformations de cisaillement s'annulent. Dans c€ cas de figure, la sirnulation se

fera en tenant compte de la variation de volume. Si la transformation se produisait sous une

contrainte appliquée, la moyenne des déformations dues au cisaillement n'est pas nulle. La

simulation se fera en tenant compte du cisaillernent.

Pour faire la simulation, il faut tenir compte du type de milieu sur lequel nous travaillons.

En eifet, la simulation dans le cas du monocristal est différente de celle du polycristal.

Dans le cas du monocristal, Patoor et al [PEB93] ont démontré que la déformation associée à

la transformation est peu dépendante du niveau des contraintes appliquées. Elle est fonction

de l'orientation du monocristal par rapport à la direction de la contrainte appliquée. Si

l'énergie d'intoraction entre plaquettes est faible devant la force mofrice de trarrsformation

sous contrainte, il est possible d'obtenir ure seule orientation.

Dans le cas du polycristal, la déformation de transformation et l'orientation de la plaquette

sont fonction de ehaque grain, effet lvtagee [MA66]. En plus de I'effet Magee, il faut tenir

compte de deu-x nouvearr-x phénomènes :

les incompatibilités de déformations entre plaquettes et aussi entre les plaquettes et le

joint de gain

les eontraintes locales

Ces nouveaux phénomènes conduisent à une orientation des plaqueffes tenant compte non

seulement des contraintes externes, mais aussi et surtout des contraintes locales. Les travaux

de Kosenko et al [KRK79], Pankova et al [PAR84] ont montré que la distribution de macles à

I'intérieur des plaquettes est modifiée pour la transformation martensitique induite sous

conffainte. Cette modification est une source supplérnentaire de plasticité de transformation.

Compte tenu de toutes ces réalités, les différents simulateurs ont proposé des modèles très

difïercnts. Nous allons dans ce qui suit faire une brève présentation de certains modèles.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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chapitre v : simulations et obserrations expérimentales

v.,l Modèles simulant ltarangement stnrctural

V.l.1 Modèle de Ganghoffer et al

Ganghofïer et all ont développe deux modèles en 2D.Le premier se rapporte au multigrain et

le second à un monocristal. Lès deux algorithmes suivants montrent comment les simulations

ont été effectuées.

Le modèle d'avancement de la transfonnationest le suivant :

La formation successive de variantes de martensite se fait à l'intérieur du maillage. L'ordre de

ransformation des variantes et de leur plan d'habitat sont déterminés en considérant que le

point de germination est celui qui a la plus grande force motrice mécanique ÂW: ont0 + rYO'

Figure V.2 : algorithme dans le cas duFigure V.l : algorithme dans le cas du

Ap'plication du chargement
externe

Choix des prerniers
éléments transformés

Critere de transformation
àSélection du site de germination

Calcul de la dé'formation
de hansformation

Apptication de la déformation
de transformation et de nouvells

propriétes mécaniques Pour les
élernents de la Plaque Calcul élastop lastique

)nouvEl état de conkaintes

Critere de transformation
F^o ) F.

Détsrmination de nouveaux
ElémEnts transformés
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Chapitre V : Simulations et observations expérimentales

Le choix qu'ils ont adopté sur la progression est la formation instantanée de la plaquette dans
sa grande longueur jusqu?à la frontière du grain ou dlune autre variante déjà formée,
Chaque fois qu'une variante est activée, I'ensemble des éléments qui la constituent se
transforme alors de manière groupee et ils reçoivent la déformation de transformation de
façon simultanée.

Les plaquettes de martensite sont formées d'éléments géométriquement prédéfinis. La
séquence de calcul est obtenue par un calcul pas à pas. Les plaquettes formées sont celles qui
ont une force motrice mécanique maximale. Le test d'arrêt du processus de calcul est effectué
par rapport au taux de martensite formée.
En considérant comme critère de transformation la force motrice mécanique, ils sont arrivés
aux conclusions suivantes :

- Certains élérnents, en particuliers cçux formés d'un triangle
favorisés par la transformation : 2,3 etc.

- Lorsque les contraintes externes sont faibles, nous avons une
très importante de certains éléments : 1,7,30 etc.

sirnple sont

orientation

Ë
l 0
MPa

Figure V. j : formation des plaquettes de martensite et directions de glissement
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V.1.2. Modèle de Simonsson et al

Le modèle développe est en 3D de 7x7x7 éléments. Leur objectif est d9 reldre en compte la

distribution des plaquettes de martensite et aussi différcntes orientations des grains

d'austénite. Chaque êlément représente un grain' Pour éviter un effet de texture' une

orientation aleatoire est donnée à chaque grain. Dans chaque grain, 24 vaiantes de martensite

sont susceptibles de se former. Le critère àe formation est basé sur la force motrice mécanique

et la force chimique. L'état de contrainte locale permet de déterminer la variante qui va se

ffansformer.
Le calcul prend en compte l'énergie d'interaction en considérant une valew constante en

fonction du taux,Je martànsite foniée. Lorsque la contrainte appliquée est faible compaÉe à

la limite d .élasticiæ ies phases, la formation d'utt unité auto-accommodante est une bonne

approximation, car les contraintes intemes générees sont élevées et I'auto-accommodation est

favorable dans ce cas.
Ce modèle pÉsente deux avantages :

e Il est en 3D
e Il calcule I'avancement de la transformation

Figure V.4 : maillage en 3D proposé [SI95l
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V.l.3.Modèle de Marketz et al

Marketz et al ont également établi un modèle bi-dimensionnel. La croissance d'une plaquette
de martensite débute par un <midrib D et est contrôlee. par de forces thermodynamiques.

AG; : force motrice pour une germination

assistée par la contrainte

WI,"n, : force critique d'activation de la

crolssance

^GI = ̂ Ôl + AGl,i 2 W;,"* Aô' : énergie chimique libre par unité de- Y c

Critère de Patel et Cohen

AGI = I :e -  I '  : r  r" i
= r.j

volurre

AG:,, : force motrice mécanique pour la

variante j

AG:= tY*onô
r : cission résolue
on : contrainte normale au plan d'habitat
y . cisaillement
ô : trace du tenseur de déformation

Ils ont montré que la croissance est fortement dépenda-nte des conditions aux limites. Ils ont
considéré un maillage très fin au voisinage du midrib, ce qui conduit à un temps de calcul très
long.

l,'igure V.5 : Position du
midrib D avant sollicftation

ï.'igure I/.6 : Morphologte prëvue. par le culcul pour unc
variante de martensite qut croît à parttr du midrib ,vous

une conffainle uniaxiale de 125 lutPa

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
numenque



chapitre v : simulations et observations exsrimentales

V.l.4. fittodèle de Xu et al

Figure V.7 : MorPhologie en
< PaPillon tt Figure V.8 : intersectian de deux

Plaquettes

.on microstructurale durant la transformation
t entowée d'une matrice qui ne se transforme
eme. Un tenseur caractéristique est associé à la
'une matrice non transformable conduit à la

lusieurs variantes' L'effet d'une contrainte est

analysé en décomposant cette contrainte en pà.t déviatorique et hydrostatique' Les auteurs ont

Àon6e que |a parihydrostatique modifie la iemperature M, sans modifier la microstructure ou

Alvls. La part déviatorique conduit à une microstructure présentant une plus grande proportion

de variantcs favorables. Â]vIs est également changé'
La transformation est obtenue par minimisation à chaque pas de l'énergie élastrque et en

calculant la force motrice chimique nécessaire pour maintenir l'équilibre thermodynamique,

.n fui*unt I'hypothèse qu'elle est proportionnelle à l'écart à la temperature d'équilibre ( pour

le refroidissement)
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V-|.5. Modèle de Wen et al

Ils ont proposé un modèle bidimensionnel pour decrire le comportement diun grain au cours
de sa transformation. Ils décrivent la manière dont le grain se remplit de plaquettes de
martensite. La géométrie des plaquettes est prédé{inie par le maillage aux éléments finis.
L'avancement de la transformation est gouverné par un critère thermodynamique qui prend en
compte à la fois les forces motrices chimique et mécanique et l'énergie résistive associée aux
incompatibilités de déformation de transformation.
Le critère complet s'écrit :

ô(acA:M ) = [- ô(AGfM ) - ôw + aE]r v,

S(AGfM) : variation de la différence d'énergie libre chimique associée à la transformation

d'une nouvelle bande de volume Vr
ô(^cA-M ) = (AGI-M )% = ASA-M * (T - \) * Vo

^SA-M :variation de I'entropie, T température de I'essai, Ts température d'équilibre
ôW : force motrice mécanique (lvDF)

Arrangements structuraux obtenus à partir du critère de transformation complet

Iiigure V.9 : cas sans contraiile
I;igure V.l0 : cas evec une conftainle

appliquée de 500 M['a
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Définition de l'ensemble des plaquettes possibles

à partir du maillage et des plaquettes déjà transformées

Calcul de la force motrice mécanique à partir du charnp de

contrainte local pour toutes les plaquettes possibles

aà la nar
Calcul de I 'énergie dr

rsformation de chaque P
déformation de tansfor

mécaniques c

: déformation associée
laquette ( Prise en comPte de
mation et des ProPriétés
le La martensite

10n
Test de touter

Rscherche de la plaquefre la plus favorable

à I'aide du critere de ffansformation de cette
plaque ( déformation de transformation

nouvelles propriétés mécaniques )

Fraction prédéterminée de

martçnsite atteinte ?

oul

non

Figure v.l I : algorithme de simulation de Ia transformation
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V,2 lltodèle simulant ltévolution ,de ltlnterface austénite -

martensite : Modète de Levitas et al

Ils ont proposé un modèle en 2D. Ce modèle est soumis à la compression. Le milieu de depart
est biphasé et en fonction des valeurs de certains critèrcs, ils ont défini trois types d'interface :

- une interface cohérente
- une interface non cohérente : discontinuités de part et d'autre de I'interface
- des fissures

Les critères de transformation sont les suivantes :
r,: scission critique
o": contrainte normale critique

- us .composante tangente de la vitesse à I'interface
I

- u :composante tangente de la vitesse à la matrice
2

- u .composante tangente de la vitesse à I'inclusion
r: contrainte tangente à I'interface
6,,: çontrainte normale à I'interface

Figure V.I2 : disposition des pltases

Lorsque la matrice est élastique, nous sommes en présence d'une interface cohérente.
L'interface devient non cohérçnte si :

I t l . t .  +u -u  =0

22
l l

et l r l=ts 3us-us É0
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I l ya f i ssure :

sl

4 1
. L

lo,,l. o" :â u - u
. 2  I

lo" l=o"âu 
*u

- 0
, alors Gn: T = 0

+0

Données:
céométie du modèle,proprietés des uratériaux'conditions
" 

u.x limrt"",loi de Èiction,et oondition de ruptue

I'interface

Variatîon de la force de

pp+aP o<PsP

Incrément de la défonnation

de transformation ̂'  Àto, to = to * ato

(o<ao<eo

3olution itérative d'un Problème
de contâct él astoPlastique

lalcul de I 'incrérrent de la valeur actuplle
du travail PlasJique

(p.-, = g" +16o66or ôl = 
f [o,*t

Détermination des conditions
de transformation
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V.3 EVOLUTIOIII DE LA MIGROSTRUGTURE LORS D'UNE
TRANSFORITf|ATIOil ISOTHERME I YW84 I

Yang et Wayman ont observé la formation de plaquettes de martensitç en lattes dans un
alliaee Fe-21Ni-41\fu de marrière isotherme à-80oC, avec une vitesse de ooissance très
lente-: 2,53.10-3 cm/s soit 10-8 fois la vitesse de formation dans le cas d'un refroidissement.
Les micrographies suivantes sont les résultats de leurs observations :

La flèche indique selon Ie cas une zone de germination ou une zone de croissance de la
p I aq ue tt e e n format ion.
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Chapitre V : Simulations et observ-ations expérimentales

Figure V. I4 : micrographie de l'oyancemenl de la trans/rtrmation marlensitique

Cette évolution de la transformation sera utilisee comme base de comparaison qualitative avec
les résultats de notre modèIe..
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v.4 CONGLUSIoI{

Nous avons présenté deux types de modèles :

i. des modèles simulant un affangement structural

2. un modèle simulant le comportement de f interface austénite - martensite'

L'objectif principal des modèles simulant un arangement structural est le calcul mécanique

associé à la transformation. La plupart de ces modèles utilisent la force motrice de Patel et

cohen pour sin*rler ra transformation. En effet, ils se basent sur re fait qu'un couplage entre la

contrainte externe et re tenseur de déformation locale conduit à la formation d'une plaqueffe

favorable.

Avec le modèle proposé par Levitas et al, nous avons une simulation de l'évolrrtion de

l,interface austénite - martensite. Le type d'interface est déterminé principalement par

i,intensité de la contrainte et la composante tangente de la vitesse à I'interface'

Les obsenations in situ faites par yang et Wayman montrent que la formation de la plaquette

de martensite est progressive lorsque T : constante

pour notre simulation, en lieu et place du couplage contrainte exteme - tenseur des

déformations locales, nous utiliserons le couplage contraintes internes - tenseur des

détbrmations de transformation au travers de la force motrice' comme pour les travaux de

Yang et Wayman, noffe simulafion se fera dans les conditions isothermes avec T>M' '

simutation du phénomène TRIP q"l ul" voie phénoménologique et
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Chapitre \{I ; Implantation sur ABAQUS et résultats obtenus

.A,u chapitre II, nous avons monfré que la transformation martensitique est très sensible aux

contraintes et qu'une déformation de l'austénite pouvait declencher des transformations même

pour rles températures supérieures à M,. La présente simulation se fera dans ces conditions

c'est-à-dire : T > M. et dans un chargement en traction uniaxiale.

En utilisant la méthode des éléments finis (MEF), nous montrerons la relation qui existe entre

la microstructure de transformation et les variables internes.

La méthode des élérnents finis (NGF) est un outil de discrétisation Le domaine, dans lequel

on désire effectuer la simulation, est découpé en "éléments" ou sous-domaines.

L'application des conditions d'équilibre et des lois de comportement de la mécanique permet

de construire des équations approchées. Les inconnues sont les valeurs de la solution en un

ensemble bien choisi de points appelés les næuds de la discrétisation. Les fonctions sont

continues sur chaque sous-domaine et vérifient certaines conditions à la frontière. L'équation

intégrale ainsi obtenue, appliquée à tout le système, est transformée en une somme

d'intégrales : l'énergie tokle est la somme des énergies calculées dans chacun des sous-

domaines.

Une simulation réaliste peut exiger des centaines de milliers de næuds et d'éléments. Les

systèmes à résoudre sont donc énormes et demandent I'emploi d'ordinateurs puissants. Les

codes commerciaux très performants sont par ailleurs limités du point de vue de la recherche.

Pour la résolution de problèmes specifiques, nous sommes souvent obligés de modifier toute

la partie loi de comportement et rajouter des modules aux codes existants, ce qui n'est

malheureusement pas toujours possible. Beaucoup de codes sont de ce point de vue des codes

fermés.

Pour notre étude, nous avons utilisé le code commerçial ABAQUS [A85.8]. Vu la specificité

du problème que nous avons à résoudre, il aurait fallu un code ouvert, modifiable à volonté.

Malheureusement ae type de code n'est pas disponible au LPMN'I

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Les travaux de Johnson et Mellor [JM62], Batoz et Dhatt [8D90] , Zienkiewiez et Taylor

tZTSql et Hinton et Owen [HO80], nous ont beaucoup aidé dans la réalisation de la présente

étude.

Dans la première partie (paragaphe VI. 1 . 1 ), nous avons discrétisé un monocristal d'austénite

ayant les caractéristiques suivantes :

o L'élasticité est supposée isotrope (modules 1., ;r)

e La plasticité de l'austénite est décrite par un critère de Von Misès, la loi

d'écoulement associée est un écrouissage isoffope

r tr,a plasticité de la martensite est décrite de manière identique

o La transformation martensitique est décrite pour chaque élément

I'intermédiaire des variantes pour iesquelles la déformation

transfonnation est donnée

r La variante active dans l'élément sera celle qui possède la force motrice Ffi

la plus élevée.

Les résultats obtenus (paragraphe VI.6) concernent :

o Le dér'eloppement des variantes

c L'évolution de la fraction volumique

o L'évolution des contraintes internes

Dans la seconde partie (paragraphe VI.1.2), nous présentons uniquement une autre méthode

de résolution dans laquelle la transformation martensitique est décrite par une déformation

moyenne de transformation pour chaque élément en fonction (iineaire ou non) de l'état de

contraintË dans l'élémsnt. La progression de la transformation est décrite comme au

paragraphe VI.1 L Faute de temps, ce modèle n'a pas être implanté dans le code numérrque.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménoloEique et
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GrandeEélapeg :

. Proglammation

r Résultats des simulations

Nous utilisé le sous-programme IJMAT (User MATeriat) pour introduire la loi de

aomportement.

Les courbes de traction sont l'æuvre de Frédéric BIIIvIBIELER [8U99].
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L'incrément de la déformation totale a pour expresslon :

c P T

En appliquant la loi de Hooke,
internes locales comme suit :

si r e VAurréoitu

si r e VM*runriro

ti;

Chapitre VI : Implantation sur ABAQUS et résultats obtenus

VI.I GOMPORTEMETIIT GLOBAL

pour étudier l'évolution de la microstructure, nous devons déterminer l'évolution des variables

irrternes suivantes :

r La déformation totale
. La déformation élastique
o La déformation de transformation
o La déformation plastique
o La contrainte

La détermination de la déformation de transformation est fonçtion du milieu modélisé'

Si nous utilisons une structure fine pour modéliser le milieu, nous pouvons considérer que

nous n,avons qu'une variante pu. puint de Gauss. Pour ce cas, I'approche eristallographique

sera utilisée pour la détermination de la déformation de transformation.

Lorsque nous avons plusieurs variantes par point de Gauss, nous utiliserons I'approche

phénôménologique pour ta détermination de la déformation moyenne de transtbrmation .

: tij * eii * tii [Vr.ll

nous allons définir le champ des inc.réments de contraintes

oo (r) = Co* (r) era (r) lvr 2l

lvr 3l

lvr 4l

C6" (r) = Cfu

Cuu (r) = C,ï'

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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En combinant les équations tvl.2l et [vI.3] , nous obtenons :

P T

oii(r) = Ciit, (r)(eu - stt - ttr )

Les deux milieux (austénite et martensite) ont les mèmes constantes élastiques :

Cfo = Cil,

En appliquant la loi de la normalité et la regle d'écoulement plastique associée

af .:,].2t, nous avons défini I'incrément de la déformation plastique :

nl(r)=À(r)+
6c;i

L'écrouissage est fonction du milieu :

NI5]

lvl6l

(annexe

lvr Tl

si r e VAusténite

si r e VMurr"orit

a ' J ( r ) = e ' r
P P M

ei1 (r) = eil

lvl.8l

lvr el

en considérant que le

deux phases que nous

Dans la suite du problème, nous utiliserons le critère de Von Misès

milieu est isotrope et incompressible.
La frgue VL l illustre l'évolution de l'écrouissage (isotrope) dans les
avons décrit par une loi puissance.
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Comme dans le cas du monoçristal, nous n'avons qu'une variante par élément de volume' La

détermination de cette variante a été .t"Ji* au chapitre IV. Nous avÛns écrit son expression

sous [a forme suivante :

.1
t l  =;T (m,n,  + mjni)  = TRu

Plusieurs investigations ont étê effectuées ([wLR53], [NI71] et tooT78]) pouf la

détermination des ;il, *t t., directions de- cisailement permettant de quantifier la

déformation de translormation dans les alliages Fe - N]

En utilisant la théorie de v/eschl", --fi"u'.ffnan - Read [wLR53] et -en^.nous 
référant à

Nishiyama [NI71], nous obtenons les systèmes suivants pour définir les différentes variantes

de martensite et quantifier leurs déformations de transformation :

i lo,ts+s 0,7823 0,5948]x[4 17 13]

il1o,zolo o,7o9o 0,6736)æ(8 27 26)

ceci génère 24 varianles possibles d'un point de vue cristallographique'

L,évolution de la rléformation de transformation pendant la phase de transition austénite -

martensitç est liée à l'évolution de la fraction volurrnique <le la martensite transformée :

Nr lol

[Vr11l

[vI.12]= yR, .  f

Il reste donc à définir re critère de sérection de ra variante active et de calculer l'évolution de

la fraction nolurnique r*.tponounte à partir des équations de la thermodynamique mettant

en jeux la force critique et la force motrice'

Au chapitre IV, nous avons démontré que la puissance dissipee à la frontrère mobile a poul

expression ;

D, = Jt{"u }tql l- Bo).w*n..dE lvl .13l

La tbrce motrice déduite de l'équation [vL13] a pour expresslon :

T

t i j

simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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La variante active par élément sera celle qui possède la pius grande forc.e motrice.

Nous allons maintenant comparer cette force motrice à la force critiqueK(f ) dépendant de la

variable interne f . L'évolution de la fraction volumique f est alors donnée par :

I

Érur = K(f)

IVI l5l

(a)
lvl 161

(b)

lvr.171

lvr.18l

lvr.lel

lvr.20l

La condition de consistance (équation IVI.16.bl) permet d'obtenir l'évolution de la fraction

volumique de la variante I. Nous avons :

Avec

Nous obtenons finalement :

K(r)=Sr

6ù Êî + otjYRlj f- Bt = 
#t

De l'équation [VL19] nous déduisons f :

g=(<r i ie[ ' - BT).
(#-ouvnl)

Nous avons rajouté la contrainte évidente 0 < f < I dépendant de l'état de transformation

dans les équations.
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La combinaison des équations [VI.12] et [VI.20] donne :

TI

rr; - YRl,(ou'yRl - nrl!

AKa = 
fr-ooTRl

Nous considérons que la loi qui lie la force critique à la fraction volumique de martensite est

Avec

K(f) =&o +a'f

Le tableau VL I résume les caractéristiques du matériau .

lvr.2ll

[w.221

Paramètres Valeurs

B -0,904 MPaK-'

ao 72Lfra

al 20 MPa

T, 7oC:280oK

0,2

Tableau VL I : caractéristiques du matériau

Pour la simulation, nous avons établit I'algorithme représenté par la figure VLz . Les résultats
obtenus sont présentés dans la panagraphe VI.6.
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c I = G + d o

t P = d l " ; i -
o $

l -
6 9  - : - ( d o . e " - B d T )

f  - f  +df
= l1uo. " t ,  -  B  ûT )

f = f + d f

d G ' =  d s -  d e P  -  d s r

c=Cd  ee

o=o+do

dû=Cd  eu

( f=O+{1(r

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Vt,1.2 ApProche Phénoménologigue

L,approche précédente requière la connaissance des orientations des réseaux cnstallins pour

définir les déformations de transformation des variantes actives. Ici, on écrira er sous la

forme:

lvr.23l

la fraction volumique de martensite.
Lors d'une évolution, nous avons :

. T  . T

r;i =er1 f +ef f IYI-241

et si nous supposons que le mécanisme de réorientation est inactif (hypothèse raisonnable

pour les aoiers), il subsiste :

tT = tTr

T

s'j -el.f

La dissipation s'écrit si on suppose que o est la force motrice mécanique :

T

D:oi j .ei i  -B(T-To)f

et avec l'hypothèse que :

eh:o

l'équation de la dissipation devient :

D = s,r.el f-B(T-\) f

lvr.25l

lvr 26]

Iw.27l

lvr 28l

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménofogique et
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La déformation de transformation moyenne est fonction du déviatew des contraintes :

e[ = k(sry)

La relation existant entre e[ et su Peut être régie par deux types de lois :

r Une loi linéaire
r Une loi non linéaire ( valable pour des faibles contraintes appliquées)

Dans le cas linéaire, la déformation de transformation a pour expression :

.l:5,u

La combinaison des équations [VI.2S ] et [VI.30 ] donne :

lvr.2el

lvr.30l

lvr 3ll

lvl32l

pour le seuil de

lvl.33l

o = 
lr', f-' 

- B(r - r,l]r

en utilisant J: nous écrivons :

En introduisant une force
ffansformation:

D=[k.J,  -B(T-To) ] f

critique K(f), nous obtenons l'équation

k .J r -B(T-To) -K( f )=o

T

L'équation d'évolution de t s'écrit :

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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avec

nous obtenons finalement r'équation de l'incrément de la déformation de transformation :

k*'-"#=#*=Hr

rkI
t i j  =  

à tu  H 
(k .Jz -  BT)

k, H, et B sont des paramètres du matériau'

L,algorithme de calcul correspondant est représenté par la figure VI'3'

lvr.35l

lvr.36l

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Iïigure VI.3 : algorithme de résolution dan,c le cas linéaire

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
numenque

K '.-+{:>o

a l i =c i i + f , ou

dq i=ae rn -dd

d(r* : C.,"rd

o i : o i i +dao

J3  -K '>û

df  =f  , r , l r r
p

-ï =l o
u. ;=+su,sndsn

de}. = dern - dÈ1- d*d

Uor, = Crrrdeio

5[ :  o r ,  +dorJ
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et

Dans re câs non rinéaireo il s,agit de prendre en compte la saturation de I'effet Magee avec

les contraintes. Nous écrivons :

e$ = el.f lvl.37l

tT = k(Jr)'sii lvl38l

L'alltrre de l'évolution de la déformation de transformation moyenne par rapport au déviateur

des contraintes est illustrée par la figure VI'4

Figure vl.4: /ractionvolumique moyenne en.fonction du déviateur des contrainte'c

)orte que sur la première approche' Dans les

la méthodologie de la programmation en

ne I'implantation du prograrnme dans le cas de

3, nous montrçrons les modifications apportées

simulation du phénomène TRIP pal une voie phénoménologique et
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Vl.2 Programmation

La première étape de la programmation consistera à adapter la loi incrémentale prenant en

compte la transtbrmation.

Vt.Z.l Loi incrémentale en plasticité classigue avec écrouissage
isotrope
LZnLI

ÂgP = F,o ÂÀ iPlasticité non associée et règle de normalité i

aH = orÀaP = orF,- al.

f.:l l o+ f ,nÂH=0[ = 0 [VI.41] iRègle de consistance

Ae = D-to + F," À1" illàr"*iiJ erritur" o" fvt ie1

flno + f,", H,, AÀ = 0 tYL42l iNouvelle écriture de [VI.al]

i  obtcnir a'Âo | -
'  T - .  T ^ -  T

T ^  r  
'

, En reportant a'Ao dans l'équation [VI.42], ;
iiq_oy_q q_b.tçggll t , .  - -. .  -.- i . ,-. .--. .---

i  0=atD^r-atDF, .^À-AAl"  NI .46 l  i

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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I Rlaqt!ç.itÉ,r" a!.s.e.e-i.i ll F : f
i G " seuil actuel

[Vr51l

La seconde étape dans la programmation consistera à utiliser la méthode de résolution

incrémentale proposée par Hinton et Orven

VL2.2 Méthode de résolution incrémentale
lHo77l et [Ho81]

liigure Vl.5: schéma morutdimentktnnel de la résalttlion incrémentale

partant d'un point Q représentant l'état actuel de chargement, il s'agit de déterminer par

incrémentation le déplacement solution associé au chargement F6,'ui .

Au point Q est associé |e point de la courbe de traction du rnatériau

Le seuil actuel est noté et est associé à la déformation équivalente totale

9.q.qhçt-c.!q dane.ll+leqtillrsç è pelËq{ 4q llads.{:1 $}.Lteg9-{,-.- ----.----,--
i

lvl52l i
i

lvr.53l bilinéaireiCourbe

o r r

i : la plus petite valeur

id'écoulement Plastique
I auparavant )

du seuil
(noté

sont des scalaires

lv i .55l ls i
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Figure Vl.6: position de la surface de charge et valeur de la contrainte seuil I

l si ri piàiiiàitê p"u.i. pôiride Gauss de l'élément fim considéré est déjà atteinte, le point i

iftg*"it*;ii;;"; ru, iu surface seuil. Pour ce faire, il est nécessaire d'utiliser un facteur w. i
i

io,rnor =W6,.*r"uré [VI.56] 
lo, 

g'its*=_ 
*ï---=r ii  o. oir-r * H'o Ae, I

Daatr =D^el

K

Figure Vl.7: Ia portion de containte supérieure à la contrainte seuil doit être réduite

Simulation du phénomène TRIP paf une voie phénoménologique et
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La portion de contrainte qui satisfait le critère de seuil au point B est :

La contrainte au Point K s'écrit :

lvr.ssl

lvl5el

utilisant le triangle ABC,Pour passer de K à K', nous utilisons W, avec

nous pouvons déterminer I'expression de R :
En

lvl.60l

Vt.2.3 Programme principat avec transformation de phase

Le traitement d'un problème d'équations aux dérivées partielles comprend trois étapes :

. Description géométrique, des caractéristiques physiques et du maillage

(module d'entrée)
o Mise en æuvre de la methode des éléments finis (module de calcul)

o Visualisation et interprétation des résultats de la simulation ( module de

sortie des résultats)

L,algorithme ci-dessous décrit avec précision ce qui se passe à chaque étape dans les

differents modules.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Descnption de la géométrie

[ . ] i

! t

CS
6il.
E

Test de convergence ?

l.'igtne vl.8 : algorithme de la méthode de's élénrcnts,finis

La figure VI.9 représente I'algorithrne modifié traitant le problème de changement de phase'

simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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oul

Application du chargetrect
extéritnr

Elémenf bandmmé

Tfan$ounation
achevÉe

Déterrninatim des rySèmes
potentiellunent adifs

cûlfll de la fmce mohice

ElÉm€Nd en pha* transitoire
Evolutiou de su ftadiur volumiqte

et de sa défumatiqt de
han$onnatiou

Application de nouvdles
gopiétés mecmiçes porr

cet élément

Demier élëment
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Le précédent algorithme suppose que l'évolution de la déformation de transformation est
progressive au cours de la phase de transition austénite - martensite. Avec ce choix, la phase
àe transition sera considérée comme évolutive du point de we des déformations de
transformation et aussi du point de vue des contrarntes.

Vl.3 Test de validation

L"acier simulé est fourni par I'IRSID et sa composition est la suivante :

Fe-O. 45C- 1 7.2Ni-0. 34Mn-0. 52Cr

Il a été étudié par F. Bumbieler tBU99l d'un point de vue expérimental.

Pour la validation du programme relatif à la loi de comportement, nous avons comparé la
courbe de déformation plastique équivalente - contrainte de Von Mises obtenue lors de l'essai
de traction par [8U99] et celle obtenue après simulation par ABAQUS/Standard et Ulv{AT.

-€- courbe expérimentale
-courbe simulée Par Abaqus

1ffi

1200

1000

800

u

400

?so

o
0 02 0.04 0 06 0.08 0 1

déformatlon plasthue équivalenle

0 .12

E

o

É
Iô
s

ë
a

E

lt-igure VI.I0 : vulidution de la loi de cttmportement

Le résultat est une parfaite superposition des deux courbes. Ce résultat très significatif prouve
que le sous programme donne des résultats conformes aux données'

L'étape suivante de notre travail a consisté à la définition de la stabilité du marllage.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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VI.4 INFLUEIIGE ET GHOIX DU UAILI*AGE

riveau du temps de calcul, soit sur la precision

deux éléments, nous avons une continuité des

:ut avoir une fiès grande,influence su{ la {orme
n. Un maillage groÉsier peut conduire à une

Itour ne reflète plus la forme finale'

pour illustrer ce qui se passe effectivement, nous avons.réaiisé la micrographie des isovaleurs

de von Misès ann oïriontrer ra variation'oe ta précision en fonction du type de maillage et

du nombrc d'éléments.

Maillage
tiangulaire:
16 næuds
18 éléments

Maillage carré :
16 næuds
9 éléments

Maillage carré :
25 nceuds
16 éléments

Figure w.l I : micrographie sur I'influence du maillage sur Ia précislon des rësultats

simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Nous constatons que la qualité du maillage est fonction des deux critères suivants :

. La forme des éléments (formes idéales : triangles équilatéraux. carrés. tétraèdres

équilatéraux, cubes .. ), sinon il y a dégradation de la solution
e Lataille des éléments : I'erreur introduite par la discrétisation dépend de la dimension des

élérnents. Il faut une très grande finesse des éléments dans les zones où la solution est très

perturbée.

pour conclure ce paragraphe, nous dirons que plus le nombre d'éléments est grand, meilleure

est la précision et plus important devient le temps de calcul. Nous avons testé plusieurs lvpes
de maillage. pour un faiUte nombre d'éléments, le maillage quadrangulaire donne les

meilleurs résultats. Mais lorsqu'on recherche un compromis entre la précision, le temps de

calcul, les capacités de stockage et la simplicité de la mise eil æuvre, le choix d'un maillage

triangulaire est tres raisonnable'
Comlte tenu de la spécificité de la transformation martensitique : continuité des déplacements

et discontinuité des èontraintes? nous pouvons dire que le choix d'un élément triangulaire à un

point de Gauss est tout à fait acceptable.

Nous avons supposé que les plaquettes formées dans chaque grain pouvaient se présenter sous

la forme symétrique suivante :

Ijrgure VI.l2 : di,slrihution des plaquettes dans une matrice

Avec cette hypothèse, nous pouvons simuler le comportement du quart de l'éprouvette et

retrouver le comportement de I'ensemble de l'éprouvette en utilisant l'effet miroir.

Il est actuellement possible de fabriquer de gros grains, mais par souci de conformité avec les

observations t-aites in situ par KAJIWARA t KA84 l, nous avons adopté les drmenstons

suivantes pour le quart de l'éprouvette :

120 pm *120 Pm

La figure VI.l3 représente le schéma de l'éprouvette simulée.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Le modèle que nous proposons est en 2D.Le maillage est composé de 3200 cellules de types

triangulaires et chaque cellule à un seul point de Gauss.
Le nombre total de næuds est égale à 1681.

Nous avons fait ce choix de maillage parce qu'il fallait trouver un compromis entre le temps

de calcul et I'espace disponible sur le disque dur.

Figure VI.l3 : dimensions de l'éprowette

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
numérique

I;igure VI.l4 : schéma d'implantation du quart de l'ëlément
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VI.s DETERMI]IATION DES çAPAGTERISTIqUËS DU

MATERIAU

Les courbes contraint,- - Céformation et résistivité - déformation vont nous perrnettre de

détenniner toutes les caraetéristiques du matériau : écrouissage dans- la phase austénitique'

Jcrouissage dans la phase martensitique et conttainte de début de transformation'

Toutes les courbes ayant servi à la àétermination des caractéristiques des différentes phases

sont obtenues lors des essais de traction sur I'acier IRSID I00% austénitrque'

W.5.1 Ecrouiss aEe de Ia phase austénitique

La détermination des caractéristiques de la phase austénitique se t-art à partrr de la courbe

contrainte - déformation pour un essai à 100"C'

Sur le ggaphe suivant, no* uuon* en plus de la eourbe de traction conventionnelle' une courbe

de résistivité. l.Jne des caractéristiquès cle la transformation martensitique est la chute de la

résistirrité lors du changement de p-hase. En effet, le changement de phase se caractérise par

une augmentation de vilume de l;ordre de 4r,6. Cette augmentation de I'olume entraîne une

chute de la masse volumique.
En observant la courbe dË résistivité (schéma suivant), nous constatons qu'il n'y a pas chute

de résistivité. Nous concluons qu'il n'y a pas de changement de phase.

ô 0 6

0  0 5

0  0 4

È ar )o

;

c

-Q aoo

2 0 0

0

t

.o
, i ' '  I  o o t
,r' i

\ t  J  oor

0 1 5  0 2  0 2 5  0 3  0 3 5

D é f o l m a l l o n

VL I5 : courhe contrctinte - fléformation et rësistivité ' dëformalian pour un essai à

100" c

0 0 5  0 1

IiiF:ure
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Limite d'élasticité Oc 428 MPa

Module d'Young E 200 GPa
Coefficient de Poisson v 0 .3
Equation d'écrouissage 6 =  oo  +1783.4*  ( ro )o t t 'u t

Tableuu VI.2 : caractëristiques de la matrice austénitique

V1.5,2 Ecrouissage de la phase martensitique

1 000

La détermination des caractéristiques de la phase nrarlensitique se fait à partir de la courbe
Contrainte - défbrmation pour un essai à -40"C. Cette température étant intërieure à M,,la
transformation devrait se produire instantanément, Or, nous constatons sur la courbe de la
résistivité que la transformation n'est instantanée. La transforrnation se produit après une
petite déformation élastique de l' éprouvette.

2500 0.05

0

-0.05

-0 1

1 500NÈ
d)

c

G

c

J
l
1
:

i
i

t l

i i
I
I

F

f

I

t
t-

;
I

L
L
t

.o

.9.
TDsÉ

-0.15
1-r j

I
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Déformation

F'igure 14.16 : cotrbe conlrainte déJbrmalion et ré,sistivilé tlé/brmation pour un essai à -
40" (-:

Comme pour la phase austénitique, nous avons déterminé les caractéristiques de la phase
martensitique en utilisant la courbe contrainte équrvalente - déformation équivalente déduite
de la courbe précédente.
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Le tableau VI.3 résume les caractéristiques de la plaquette de martensite '

Limite d'élasticité oo 1000 MPa

Module d'Young E 200 CPa
Coefficient de Po sson v 0.3
Equation d'écrouissage E=  oo  + I1989* ( ro )o t "u t

Tableau VI.3 : caracléristiques de l'inclusion martensitique

Vt. 5. 3 C o m po rtem e nt ex pé ri m ental av ec tra n sfo rm atio n

Les résultats de la simulation seront comparés à la
obtenue lors d'un essai de traction à la température
qomme surt:

courbe caractéristique macroscopique
ambiante. La dite courbe se présente

ion à I'ambi

0,00 Û,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 Û'11

déformation rationnelle

F'igure VI.I7 : courbe contrainte - chéformation el ré.çistivité - déformation pour un e,gsai à Ia

température ambiante

Çette courbe sera comparée aux résultats de la simulation.
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VI.6 RESULTATS OBTENUS

Les résultats d'une simulation de traction simple classique ne sont généralement
exploitables. En effet, tous les éléments se transforment en même temps car ils
exactement les mêmes caraetéristiques.
Pour créer une adéquation enlre I'expérimentale et le nurnérique, il est nécessaire de modifier
certains paramètres de la simulation. Cette modification portera essentiellement sur le milieu.
En efïet, plusieurs configurations sont possibles .

- 1" : soit le milieu est monophasé
- 2 : soit le miiieu est biphasé ou tnphasé ou plus .

Travailler avec un milieu monophasé impose I'introduction d'une condition aux limites
génératrice de perturbations, l'effet de bord. Ces perturbations favorisent la sermination de la
plaquette de martensite, mais la simulation ne reflète plus le cas d'une traction simple.

La secottde approche consistera à utiliser un milieu < biphasé > austénitique en affaiblissant
certains éléments (force critique de transfonnation plus basse). Avec ceffe approche, nous
introduisons une singuiarité dont le rôle essentiel est de tàvonser la germination localisée
d'une variante de martensitique.

Pour approcher le comportement réel du grain, nous avons supposé que chaque grain est
eniouré d'un joint de grain élastique. Ce joint de grain n'est le siège d'aucune transformation
martensitique,

Vl,$.l Evolution de Ia rnicrostructure

Nous avons effectué plusieurs simulations en utilisant différents cas de figure. Dans le
premier cas de figure, nous avons supposé que toutes les variantes pouvaient s'activer. Pour
cela, il suffisait que le critère soit atteint. Le résultat fut une transformatron anarchique des
plaquettes. Nous avons donc simulé le cas où seule la variante qui avait la plus grande force
motrioe pouvait s'aetiver. Le résultat fut beaucoup plus intércssant, deux variantes
s'activaient :

- la variante (8)

- la variante ( 18)

Après ces résultats, nous avons décidé de déterminer la variante prépondérante,
Dans la première simulation, nous avons supposé que seule la variante (8) pouvait s'activer
lorsqu'elle avait la plus grande forùe rnotrice. Le résultat est sans appel : elle ne pouvait
s'activer toute seule.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménolCIgique et
numenque
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En appliquant les mêmes conditions à la variante (18), nous obtenons une formation des

plusiàurs plaquettes. C'est la variante prépondéranæ' Ta variante (8) ne s'active que si et

seulement si la varianie (18) est active. N"t e étude par la suite portera exclusivement sur la

formation et la croissance de la variante (18)'

A chaque valeur de contrainte, nous pouvons- associer un état des déformations, une

déformàtion de la struoture et un état d'évolution de la microstructure' .l
par évolution de la microsfiucture, nous entendons la formatior'r et la croissance des plaquettes

de martensite.

Les micrographies suivantes sont les résultats de notre simulation et montrent la germination

et la croissance de plusieurs pla,quettes de martensite'

simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
numérique

Figure VI.l8 : micrograPhiesde la progression de la trawformation
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(suite )
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(suite et fin)

Ces mierographies nous permettent de déterminer la direction de cisaillement
plaquette et I'influence sur la formation de la plaquette voisine.

dans chaque

U.ne comparaison çntre les résultats expérimentaux et la simulation montre une
dans la croissance des plaquettes. Ces résultats prouvent que nos hypothèses
simplificatrices ne nous éloignent pas de la réalité physique'

similitude
bien que

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
numérique
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V1,6.2 Evolution des isovaleurs

A un instant t donné, il est intéressant de faire des micrographies pour montrer la relation

existant entre la contrainte, ta déformation et l'avancement de la transformation martensitique.
Les micrographies suivantes ont effectué pour deux différents increments des déplacements
correspondant à deux temps distincts tr et tz.

Incrément A

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologigue et
numenque

Etat desfraction] volwniques des élémnnts
transformës

Valeurs des motrrces

Transformatian de quelques cellules

ions de cisaillement

F'igure VI.l9 : micrographie des isovaleurs à I'instant t1
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Inqrément B

Figure VL20: micrographie des isovaleurs à I'instant t2

ffi

Etat desfractions volumiques des éléments
'','\,p,itlptçfAn726ll, ;ir .t i .i. ,, I î

"L
m

tn
Valeurs des motrices

2

Etat des ions de cisaillement
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VL6.3 courbes ca ractéristiques

pour I'expérimentateur, il est important d'évaluer les valeurs quantitatives d'un matériau afin

de le caractériser. C'est pourquoi, pour certaines cellules et pour la structure, nous avons

déterminé les différentes courbes caractéristiques suivantes :

- la courbe contrainte dans la direction de traction - déformation dans cette même

direction
- la fraction volumique au cours du chargement
- la fraction volumique f (F)- défonnation

V1.6.3,1 Cas d'une cellule

La figure VI.21 rnontre les évolutions de la contrainte de Von Misès et de la fraction

volumique d'une cellule en fonction de la déformation dans le sens du chargement.

Nous pouvons diviser la courbe de la fraction volumique en deux domaines distincts :

. une zone comprise entre 0 et0.22

. une zonc située au-delà deO.22
Dans la première zone nous n'avons pas de transformation. La courbe de contrainte présente

*- 
"oné 

élastique et une zone d'écrouissage dans l'austénite. Dans la seconde zone, nous

avons une évolution combinee de la contrainte, de la déformation de ffansformation et de la

fraction volumique.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Figure VL21 : évolution de la contrainte é $aPQ et de Ia fraction volumique en fonction de l.a

déformation t.,
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VL6.3,2 Comparaison des contrflintes entre plusieurs cellules
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F.igure Vl.22: évolution de la contrainte de plusieurs cellttles en.fondion de la

déformatirn totale macroscopique (élément 2469 transfonné, élément I2 non ffansfbrmé)
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pour un chargement donné, la valeur de I'incrément de la contrainte inteme vane d'une

cellule à une autre et I'incrément de la fraction voltrmique de l'élément kansformé est

fonction de cet incrément de contrainte. Ainsi, si nous comparons l'évolution de la fraction

volumique transformée de trois cellules au cours du chargement, nous obtenons la figure

vr.23.

. 3  . 4

INC_ïenps

F'igure V\.23 : évolution de lafractionvolumique tronsformée de plusieurs cellules ou cours
du chargement
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W.6.3.3 Cas de la structure globale

Nous avons appliqué un calcul de la moyenne pour déterminer la contrainte globale inoyenne
de Von Misès en fonction de la déformation totale moyenne. Ce même type de calcul a été
utilisé pour l'évaluatton de la fuaction volumique moyenne transtbrmée
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F igure VL21: évolution de la contrainte macroscopiclueE et de la fruction volumique globale

en./bnction de Ia déformatiort totale mucroscopique E
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W.6.3.4 Comparaison avec le polycristal

-  " "  grarn Polycr is ta

I  200
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Déform at ion to ta le  équ iva lente

Iiigure VL25 : comparuison entre la courbe rJe utntrainte mucroscopique d'un grain et Ia
courbe expérimentale du polycr istal

La position de la courbe sirnulée par rapport à celle de I'essai montre la cohérence du résultat

obtenu sur le monocristal par rapport au comportement du polycristal. En combinant le

comportement de plusieurs griuns en transformation et celui des grains non transformés, nous

pouuon, obtenir 
^* 

ro-portement macroscopique comparable à celui du polycristal :
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vl.7 GoIIGLUSION

Pour simuler le phénomène TRIP, nous avons proposé deux méthodes de détermination de la

déformatron de transformation en utilisant deux approches differentes :

l. Une approche cristallographique lorsqu'une seule variante se forme par point de
Gauss

2. Une approche phénoménologique lorsque plusieurs variantes se forment en un seul
point de Gauss,

Nous avons simulé la formation et la çroissance de plusieurs plaquettes de martensite en
utilisant I'approche cristallographique.

Grâce aux micrographies, nous avons montré l'évolution de la transformation et les résultats
obtenus sont qualitativement en concordance avec les observations in situ faites par Yang et

Wayman sur un acier
Toujours grâce aux microstructures de transformation, nous avons montré la relation qui
pouvait exister entre la microstruc.ture e.t les variables internes. Nous avons montré leurs
évolutions au cours du chargement.
Ncus ar,/ons tracé ce nes courbes caracténstiqr-res du matériau. Ces courbes ont permis de
valider nos hypothèses.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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Conclusions et perspectives

l. Gonclusions

Nous avoRs développé une modélisation micromécanique du comporæment d'un acier TRIP

presentant une évolution microstruclurale. Nous avons simulé la formation et la croissance de

plusieurs plaquettes de martensite. La sollicitation macroscopique est une traction uniaxiale et

l'éshelle de la simulation est celle de la microstructure.

Nous avons décrit un potentiel thermodynamique, qui conduit au.x équations d'état, et un

potentiel de dissipation. Le potentiel de dissipation foumit les lois complémentaires

d' évolution décrivant les processus inéversibles.

Nous avons établi l'équation des puissances dissipées que nous avons scindées en deux

parties :

o la puissance dissipee tenant compte de la déformation inélastique

o la puissance dissipée tenant compte du saut de la déformation inélastique, du saut de

l'énergie chimique et de la vitesse à I'interface austénite - martensite,

Nous avons utilisé la puissance dissipée tenant compte du saut de la déformation inélastique

pour déterminer l'expression d'une force motrice mécanique de transformation.

En utilisant les angles d'Euler, nous avons déterminé I'expression de la détbrmation de

transformation par rapport au repère globat. Cette nouvelle expression a été introduite dans le

programme de la simulation pour le calcul de la force motrice" force déterminée à chaque

incrément de chargement et pour chaque élément et compaÉe à une force critique.

Nous avons proposé deu"x méthodes de détermination de la déformation de transformation en

utilisant deux approches differentes :

l. Une approche cristallographique lorsque nous avons une seule variante par point

de Gauss

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
numenque
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2. Une approche phénoménologique iorsque plusieurs variantes sq,,fg_rment,a!

de Gauss.

Pour la simulation, nous avons discrétisé le milieu en éléments triangulaires, chaque élément

pouvant être le siège d'une transformation martensitique.

Nous avons effectué un choix judicieux de certains paramètres de simulation. Ainsi, nous

avons uiilisé I'approche cristallographique pour déterminer la déformation de transformation

dc la variante active. Ce choix nous a permis d'étudier la transformation martensitique non

seulement au point de rue mécanique mais aussi au point de vue morphologique et de suivre

son évolution au cours du chareement :

développement des variantes

évolution de la fraction volumique

évolution des contraintes internes

Grâce aux micrographies, nous avons montré le sens d'évolution des domaines de martensite

et les résultats obtenus sont en concordance avec les observations faites in situ par Yang et

Wayman sur un acier Fe-2 lNi-4Mn .

Toujours grâce aux micrographies, nous avons montré la relation qui pouvait exister entre la

microstrucfure et les variables internes.

Nous avons tracé certaines courbes caractéristiques du matériau. Ces courbes ont permis de

valider nos hypothèses.

Simulation du phénomène TRIP par une voie phénoménologique et
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ll. Perspective$

Cette première approche nrunérique est prête pour simuler d'autres types de chargements

peut être étendue at"rn

- d'étudier la transformation martensitique pendant le refroidissement

- d'écrire un code de calcul spécifique aux changements de phase. Ce code

dewa tenir compte de deux paramètres très importants :

L La transformation quasi instantanée d'un élément de volume,

cette transformation induit une déformation de l'élément

donc un déplacement des næuds.

2. L'effet auto-catalytique.
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A.{ EQUATION$ DE LA TIECANTQUE

DES MILIEUX CONTTNUS
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A'1.1 Tenseur des contraintes

Dans les calculs sur ordinateur, le tensew symétrique des
considéré comme un vecteur colonne à six composantes.
survante:

contraintes dit de Cauchy est
Sa notation matricielle est la

(o) =

oo

6w

oo
(1ry

o,o

ou

-- 
{o* CIwo*on6ra^\' lAl U

[A1 .2 ]

lAr.3l

lA1.4l

dans le cas

lAr 5l

Pour les applications à la plasticité, il est utile de décomposer le t€nseur des contraintes en
deux tenseurs : le tenseur sphérique etle tenseur déviateur des conffaintes.

o Letenseursphérique 1 6,,=+=Y
o Le déviateur des contraintes : St = (J,i - o. ôu

A1,2 Tenseur des déformations

L'état déformé d'un rnilieu continu peut-être décrit par le charnp de déplacement

o = to, (*, y, z), u, (x, y,z),.....(x,y,z)l

Le tenseur des déformations correspondant à cette déformation a pour expression
de I'hypothèse des petites perturbations :

I
t i i  =  - (U i , j  +  U3, i )r J  

2 -

Le tenseur des petites rotations s'écrit :

0û = l (u, , ,  -  u1, i  )
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Dans les codes de calcul, les composantes normales

déformations de cisaillement sont exprimées en fonction

nouvelle écriture du tenseur des déformations :

sont notées t* ,Ey rÊz et les

de Txy oT y, et T zx. D'où la

lA1.7l

lAi el

lA1.r0 l

lA1.11l

trj =

I

2 'u
I
2 'v '

8 z

I
€x 

,Y*
I

lY* 
tY

l l
- \ t  - \ l

z lxz  2 'Y '

Les six composantes du tenseur des déformations dépendent des trois composantes du tenseur
des déplacernents. Ainsi, pour un même déplacement, les composantes du tenseur des
déformations ne peuvent pas être quelconques. Elles doivent satisfaire à une cerûaine
condition dite de compatibilite. Cette condition a pour expression :

t,j,kl * tt t,ù 
- tik,il - til,ik = 0 lA1.8l

f)ans les calculs sur ordinateur, le tenseur des déformations sera considéré comme un vecteur

colonne à six composantes. Sa notation matricielle est :

{ t }  =

t *
tw

t,.
2x*
2f.,"
' ) -
,Ltx

T ,= Ztuli * i) représente la variation de I'angle droit

Pogr les applications à la plasticite. il est utile de décomposer le tenseur des déformations en
deux tenseurs: le tenseur sphérique ou de changement de volume formé des trois dilatations
principales etle tenseur déviateur des déformations.

r Le tenseur sphérique : F  - t . w  -  t o + g , y + 9 " ,
l o m -  ?  ?
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Etant donné que notre problème est bidimensionnel, l'étude suivante se rapportera à
l'élastoplasticité dans R3.

A1,3 Elastoplasticité bidimensionnelle

Dans le cas bidimensionnel, nous avons deux états plans possibles : /'état plan de cantrainte
et l'état plan de défitrmcttiort,

A7,3,1 Etat plan de contrainte

L'état plan de corrtrainte concerne le cas de toutes les pièces minces chargees dans le plan de
la hauteur

Dans le cas le plus général, c'est-à-dire avec un
champ de temffrature non uniforme, la loi de Hooke
s'écrit :

{o}= tDl{r}* or{P' }

avgc O-. = O", = O* = 0

A1.3.2 Etat plan de déformation

Le cas typique de l'état de déformation est celui d'une
d'axe Oz, bloqué à ses deux bouts, chargée par des
indépendantes de z

lAl 121

piece cylindrique infiniment longue
tbrces situées dans les plans xy et

et en notation matricielle la relation [A1.12] s'écrit :
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Nous avons uz : 0 et toutes les dérivées par rapport à z sont nulles. Il en résulte :

Eo= Eu= t ' '  =  o

Compte tenu de la relation [A1.14], la loi de Hooke devient '

lA1.14 l

lA l . l5 l

lA1.16 l

O**
ory

O*n

- v  v
E ,  l - v

(1  +  v ) (1 -
)0

0
0

-2v

2

avec

6.r r -V(oxx*cyy)-EaT

A1.3,3 lois fandamentales de la théorie de la plasticité

I Hr50]

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, l'étude du comportement inélastique des

métaux a permis d'établir un fondement mathématique et une description phénoménologique

de la théorie <Ie la plasticité. La clescription phénoménologique comporte trois parties qui

soot :
. un critère de plasticité
o un critère d'écrouissage
r une loi constitutive qui relie contrainte et défor"mation

Pour qu'un point d'un matériau ductile entre en plasticité, il faut que les contraintes en ce

point satisfassent à une certaine condition :
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F({ol ,È) = 0 ou t.'(J,J*Jr,fr) = o lA1.17 l

k est unpcramètre d'écrouissage. Cette condition s'appelle le critère de plaslicité.
Les observations expérimentales de Bridgrnan [8R52] dérnontrent que la déformation
plastique des métaux est essentiellement indépendante de la pression hydrostatique. La
fbnction de charge s'exprime alors en fbnction du second et du troisième invanant des
déviateurs des contraintes J2 et J3
te critère le plus communément adopté pour les métaux ductiles est celui de Von Misès.

A1.3.3.1 Critère de Von Misès
[\rN413]

Von Misès a suggéré que l'écoulement plastique à lieu lorsque J2 atteint une valeur critique.
Dans ces conditions, l'énergie de cisaillement est proportionnelle au second invariant du
tenseur déviateur des contraintes. La fonction seuil s'écrit alors :

f ( J z ) : ( J2 ) r , 2 - k lA1.18 l

o Pour la traction uriaxiale , r =60/,
/43

. Pour la torsion pure : k: ro

Dans la théorie de la déformation Jz la déformation plastique et le déviateur des contraintes
sont liés par la relation suivante .

t i= b su

où $ est une fonction scalaire de l'invariant Jz.

L'équation de la déformation plastique équivalente est :

lA1. lel

Eo= lA1.20 l

Pour la détermination de {(J2) sur les courbes e.xpérimentales o - e, on introduit la contrainte
o. (contrainte effective) définie comme suit :
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La formulation de l'équation du second invariant Jz est la suivante :

I

Jr = 
u tt6, - or)'+ (oz - or)'+ (o: * oi)'l

I t  2  2  z l  2  z  z= 
tb. 

* o,' * o,J+ T* * Tr, + T,*

Le critère de plasticité s'ecrit alors :

l{r.221

l/.r.24l

I

+ 362 *+ 3g.2 *+ 34.2 *f' - à = 0
lA1 23l

où o est la valeur actuelle de la limiæ apparente d'élasticité en traction ( la valeur de cette
limite modifiée par les déformations antérieures éventuelles)
Ecrite en contraintes principales, l'équation du critère devient

r{ol =t}@*- 6,), r lW*- 6""), *}to-- o*),

e{o} =t (or - 6z\'*îror-o'3 1'*f,{ou-6r)' l i  -o = o

En traction uniaxiale, on peut défrnir le point oo début de la déformation plastique. La forme
du domaine de plasticité est définie dans le repère des contraintes principales. Il est représenté
par une surface d'écoulemenl. L'évolution de cette surface est fonction du type
d' écrouissage. Quelques modèles décrivent ceffe évoiution,

A 1. 3. 3. 2 Ecrouissage isotrop e
(lAYtoR et QUINNEY (r9st) )

C'est le modèle le plus simple. il décrit une surface de charge qui grandit sans changer de
tbrme avec un centre fixe.
La surface est contrôlée par le paramètre d'écrouissage k ou par la contrainte équivalente o".

$(ou)-kt =f lo, j)-"3 lAr .25l

La surfbce de charge actuelle est celle qui correspond à la plus grande valeur du paramètre
d'écrouissage rencontrée pendant I'histoire du chargement. Ce modèle ne décrit pas I'effet de
Bauschinger.
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A I. 3. 3.3 Euoaissage cinématique
(pnAGER{rOs8,tS62} }

La translation de la surface de chargement par rapport au centre de coordonnées de la surface
de charge Êst gûuvernée par la défonnation plastrque.
Les coordonnées elu centre de la surface de chargement et I'iricréurent de la défonnation sont
liées par la loi de Prager :

doU = c.def lA1.26l

c >0 est une constante du matériau

ûu par la loi de ZiegJer lzl59l:

doù=dP(o' ' : -Gu)

Le facteur de proportionnalité positif dp dépend de I'histoire de la déformation.

A1.3.3.4 Ecrouissage mixte

[41 27]

Elle englobe les deux autres cas, ç'est-à-dire qu'il y
sa translation. Le critère proposé par HODGE [H-57]

a ausmentation uniforme de la surface et
s'écrit :

0 lA l . 28 l

matériaux dttnt

de la surface de

En faiseurt varier cr,, et k, il est possible de modéliser le comportement de

l'écrouissage se reflète par différentes mesures d'expansion et de translation
charge.

Notre travail ne portera que sur l'écroutssage tsotrope

41.3.3.5 Sudace de chargement

La surface de chargernent peut être cléfinie conrne une fonction de C,,,8!,,,Ëpararnètre

d'écrouissage.

f(o,i,ef ,k; = g [Al 2e]

La surface de chargement est liée à la surface initiale de plasticité, o0 par la relation :
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f(o,:; = f(oii,0,0)

A I. 3. 3. 6 Ch argement critique

En fonction de I'incrément de contrainte

. chargemenr : 
ftu 

o u, o

#,'Gii=o
o chargement neutre :

lA1.3ol

1A1.3 U

IAr.32l

lAr 33l

. décharsement : 
fi;a o u. o

dans le cas du chargement, d g!, * 0

A 1.3, 3. 7 Lois d' écoulement

La théorie de la plasticite repose sru le postulat de DRUCKER, qui stipule que le travail de
déformation plastique d'un matériau stable écrouissable est positif.

da u.def r o

Les équations constitutives du matériau s'obtiennent par la loi du potentiel plastique. Pour des

accroissements de déformation plastique dE' ,g joue le rôle de:potenfiel plastique.

L'équation [41.33] ne peut-être satisfaite que lorsque la surface d'écoulement est convexe et

que l'incrément de défonnation plastique dE' estnormal à cette surface :

/  * \  -  P

lou- o).der>o

atli= rr:ï
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d}" est un coefficient de proportionnalité provisoirement inconnu.

g=g(O,,,EI,tt\, représente la loi non associative pour les matériaux ecrouissables

travail. Elle devient associative lorsque la fonction g est choisie comme égale à f d'où :

La loi du potentiel plastique porte aussi le nom de: loi de normalité.

Pour les calculs numériques, nous allons remplacer les neufs équations def par les six

équations def

lA1 36l

La taille de la surface de chargement est contrôlée par le paramètre d'écrouissage k à travers
la fonction k(K)

defl = d?',+L
"  doù

f (o,:, e1i, k) = F(ou ) - k'z(K) = 0

Pour un matériau de Von Misès, nous avons :

lA1.35 l

lA1.37l
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A I. 3.3.8 Lois empirtques

Cerfains auteurs ont proposé des équations empiriques
contrainte et la déformation. Les plus connus sont :
o LUDWIK
. VOCE
e SWIFT
e PRAGER

A{.3.3.8.1 Loi de LUDUYIK

lLriOel

pour définir la relation entre la

o=  Y  +H t " lAl.3el

En fonction des valeurs de n, nous avons
plusieurs types de courbes. L'exemple
suivant illustre le cas pour n:0, n - 1
etn: Yz

41.3.3.8.2 Loi de VOGE

lvo48l

o=a+(b-ax l  -e-n ' ) lA1.40l

a,b etn sont des constantes. Cette équation donne une bonne approche de la courbe, mais est
diffi cilement exploitable en analyse théorique.

A{,3.3,8.3 Loi de SWIFT

lsw46l
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a, c et n sont des constantes du matériau. Cette équation est beaucoup plus réaliste que cette
de Ludwik.

A{.3.3.8.4 Loi de PRAGER

+ defr

lA1 42lo = Ytanh(E9)'Y '

o=Ee ent re0etY
o = PË après Y

La détermination de la loi d'écrouissage se fait expérimentalement à partir d'un essai de

traction, en déduisant les déformations élastiques et en remplaçant o par o et g" pu, ;n .

Pour le formalisme numérique? nous utiliserons une loi dérivée de la loi de Swifl.

A1,3,4 Relations enfre les contraintes ef les déformations totales
lzAVK6el

Pour analyser lçs structures élastoplastiques, nous avons besoin de relations donnant les
incréments d€u des déformations totales en fonction des incréments 6l6rdes contraintes.

L'incrément de la déformation totale s'écrit :

Ê

dri:
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Pour ia détermination de la loi de comportement, nous alions adopter la forme d'écriture
survante:

1A1.44.1

Appeions t D ] la matrice symétrique des constantes d'élasticité. Les incréments des
détbrmations élastiques sont liés aux incréments des contraintes par la relation suivante :

d{'}= d{'" }* a{" }

o{"}= [t ht'-]
En cornbinant les équations [A1.39], [A1.47] et [A1.48], nous obtenons :

d{o}= tolo{'}- iuhÀuË

lA l .45 l

1A1.46 l

L'inconnue à déterminer est {+}. Cette déterminatiern se fera à partir du critère de Von
lotolj

Misès et le travail plastique sera pris comme mesure de l'écrouissage.

Nous pouvons lier I'incrément des contraintes à l'incrénent des déforniations par le module
tangent élastoplastique. L'équation de cette liaison s'écrit :

d{o}= [rt'h{'} [é'1.47]

Pour la détermination de I'expression du module tangent élastoplastique" nous devons
développer l'équation des incréments des contraintes, appliquer la conclition de consistânce et
utiliser la règle de normalité.

Développons l'équation des incréments des contraintes sous la forme suivante :

d{o'} - [o']ra{" }* ot" il lA1.48l

déterminerDéveloppons la condition de consrstance et utilisons l'équation [A1.38] pour
I'expression le module tangent élastoplastique .
La condition de consistance s'écnt :

ôr,?f,P
dou+"_o_or,:  _0

ôou ur , i j
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cette équation devient :

avec :

da;l  = dÀ 
ô8  ,

ôo i j

bUdÀ..ù

af et
a'l

a4C 'Jk l (den -  dI .cu )  + =0 I A1 s0]

lAr.53l

)deu, lAl 54l

af
alj __

dou=(C,:*-Cu"
aiiCuucr.r - buau

b,j =
ôo,j

De cette équation nous tirons I'expression de dÀ :

dÀ=
a; iC, ;u dsu

I  A l .s l ]
auC, ln  Cn  -  b , j t , j

L'expression du module tangent s'obtient à partir de l'équation de f incrément des
déformatrons totales en tenant compte de ce que nous venons de démontrer.

dr* = C;1,dou +
a;1C;iudsu

ckl
a1C,.;ncr.r - b,:cu lA1.s2l

Multiplions cette équation par C,,* , nous obtenons :

cukrdtu = crycoldou + ci1o -$$ .n''  aiiuiiklcu - D,jcij

Le tenseur Cu* étant symétrique, nous obtenons :

auCiincu

avec :

Dl =C,"-,  -C a,,c,,*co
rj - -ijkl -u" 

u1c,i"c, - b.;c,i

représente la matrice des constantes élastoplastiques.
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A1.3.4.1 Expression de la dërtvée de lafonction de charge

La dérivée de la fonction de charge s'écrit .

âF- u(fy^^)jl -u(fL- -
uo,, uou[t ;t"t"J ,J 

= 
u",[[zouorl

Cette équation développée devient :

[A1.s6l

nous savons que :

lAl .57l

nous obtenons finalement :

aF
a (  )

0\61
I  A1.58]

$
La f+nction de charge étant associative, nous avons âu = cu : 

lFto

A l. 3.4. 2 Travail plastique

S'il y a écoulement plastique, le point représentatif de l'état de contrainte est situé sur la

frontière élastique definie par :

F(o, k) = Û I A1 5e]
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= t = [zs*s*'J'

= {o}  =É{r }
zo

La difïerentielle de F s'écrit :



âF 
do,  *  

ôF 
d.r  * . . . .  *  €dk = 0

ôot 
' 

ôo'2 
o 

Ak

Sous la forme matricielle nous avons :

[  41.60]

lA1.61 l

lA l .62 l

lAr.63l

1A1.64 l

lAl 6s l

lA l .66 l

avec: a=-S d!=--q -eg-=-bù.ci i
ak'd?,. âe,f ôo,,

c Le travail plastique absorbé par unité de volume

k=\Mp = 
J"u(ui)

que I'on écrira sous la forme matricielle suivante :

dk = {"}'db'}
t La dilatation plastique de comparaison

(  a n  1 T

l#-f o{"}- e.d?u = o
Io toJ i

r. = Jaât
Les expériences de Schmidt [SC32] en traction, compression et torsion s'accordent bien avec
les deux lois d'écrouissage. Hill [HI50] a montré théoriquement que pour un matériau de Von
Misès, les deux lois sont équivalentes.

Pour la détermination dc AIA1.62 ], nous pouvons écrire que :

dK = olde f + o2def { .... = {"}t dtrt }

ou sa forme matricielle :
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en remplaçant dK par son expression dans l'équation de A" nous obtenons '

A = -3: #= -#{o}'ft rAl 6sl

Cette relation est totalement définie si nous connaissons la relation entre F et k.

De l'équation I A1.60 ] nous tirons '

ôF ô;  ô6I  H
:  - =  - - = - : Z :

ôk ôk AJ'-o 6

pour résoudre la seconde partie de [41.69 ], nous allons faire appel au théorème les fonctions

d'états homogènes :

Soit f14 une fonction homogène de degré n, Ie théorème d'Euler pour les fonctions d'ëtats

homogènes s'écrit :

[Al.6e ]

lAr .70lf+l x--n.r
\ oxl

pour n:1 et x:'0, nous avons :

lAl .73 l

do
u ec:  H-

d;P
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#{o}=o,(fr)

h*l=rcl_pr*m

1A1 71 l

La combinaison des équations [A1.63 ], [A1.69 ] et [A1.71 ], nous obtenons l'égalité suivante

A: -H LAr.72l

Le résultat final est la nouvelle expression de la matrice des constantes élastoplastiques :



A2. ETEIUENTS FINI$
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Az.tt Fondements de la méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une méthode mathématique d'intégration des équations aux
dérivées partielles.
Pour effectuer un calcul de structure, il est nécessaire de connaltre :

- lo I'expression des équations d'équrlibre et les efforts appliqués
- 2" les conditions aux limites
- 3" la loi de eomportement

Différentes fonnulations énergétiques permettert de faire une synthèse de ces trois éléments
et d'aboutir à des formulations variationnelles compactes mais continues. Il existe plusieurs

méthodes de discrétisation de ces formulations, les plus connues sont : Ia méthode de
Galerkine et la méthode de Ritz.
La méthode de Galerkine est adaptée à la formulation variationnelle découlant du principe des
puissances virtuelles.
Quant à la méthode de Ritz, elle est utilisée pour :

une formulation en déplacement : minimisation de la
variation de l'énergie potentielle
une formulation en contrainte : minimisation de la
variation de l'énergie potentielle complémentaire
une formulation mixte en utilisant la fonctionnelle de
Hellinger-Reisner

Les problèmes d'équilibre sont définis par une équation du $'pe :

L o= / dans V

B,u = $. sur ôV de V avec i : 1,.. n

L : opérateur différentiel linéaire
u : variable physique dont les valeurs sont à trouver

B; : opérateurs qui contiennent u et ses dérivées jusqu'à un certain ordre

lA2. rl

A2.2 Principes généraux

Le domaine D à étudier est discrétisé en sous-domaines D", de dimensions finies ou éléments
finis de fonnes géométriques simples. Chaque élément est complêment défini par ses næuds.

On cherche la meilleure approximation de la fonction u, de manière à satisfaire au mieux les
lois physiques auxquelles elle obéit.
Pour tout point M du domaine, on définit une approximation :
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Les fonctions 0, doiuettt constituer une base fonctionnelle. Ce sont des fonctions de

pondération ou de forme. Les monômes, les polynômes de Laglange, les polynômes

à't{ermite, les fonctions trigonométriques (sinus et cosinus : décomposition en série de
Fowrier ) en sont des exernples.
Les coeflicients A; sont les inconnues du problème et sont appelées coordonnées

généralisées.

L.'effeur commise en remplacrant u par u Anit être la plus petite possible pour que la solution
approchée scit représentative de la réalité

A I'intérieur ,Je chaque élément, la fonction recherchée (ici le déplacement ) est approximée
noclalement à l'aide des valeurs aux næuds de l'élément et de fonctions d'interpolation N

Ç0nnues.

û=l { .  u lA2 3l

Pour chaque élément du domaine, on formule un principe variationnel afin d'établir
l'écrui I ibre élémentaire.

A2.2.1 Approxim ation des dép lacements

Ti

Un élément triangulaire e est défini par ses næuds ij,k et ses côtés rectilignes. Nous pouvons

représenter les déplaceinents i en chaque point de l'élément par un vecteur colonne i tel
que:
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où les N représentent les fonctions d'interpolation et les a représentent I'ensernble des
déplacements nodaux pour l'élément e.
dans Ie cas des contraintes planes, nous avons :

u={u(* ,v )  . t  u={u ' }ë 
[v(x,y) 

: i  
[n, J

A2.2.2 Représe ntation des déformations

La connaissance des déplacements en tout point de l'élément permet de
déformations en utilisant un opÉrateur linéaire S :

a=Su

En utilisant l'équation lA2.6L l'équation de la déformation est approchée par :

lA2 5l

calculer les

tM.6l

tA2.7l

tA2 8l

l  2.el

lA2 10l

:=T.I

B=S.N
avec

Le tenseur des déformations s'écrit :

ôa
;-ox
tu
îy-

ôa AY_+_
AV Ax

ôNi 
0

Ax

o ôN'
Ay

ôN, ôN,

4ax

J_\r- 
{-t
i=l

ou encore :
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A2.2.3 Représe ntation des contraintes

La connaissance des déformations nous pennet de calculsr le tenseur des contraintes. En

utilisant la loi de Hooke, nous obtenons :

{o}= [uln]{"} 1A2.1 1l

Cette équation s'écrit :

lA2.r2l

A2.2.4 Approximation de I'énergie Potentielle sur un élément

pour un état d'équilibre stable, les déplacements cinématiquement admissibles qui satisfont

les conditions d'équilibre sont ceux qui minimise l'énergie potentielle.
Dans le cas où les forces de surfaces et volumes sont indépendantes de la déformation du

solide, l'équation des travaux virtucls s'éçrit :

n = Jouôe,,ov -JTau,os -J[au,av lA2.13l
V S

En adoptant l'écriture matricielle, nous avons :

n = J{o,Ho}uv-Jtu"f {rFs-J{u"f {r}ov
v s v

lM..r4l

l u  C

D l  C
l -

00 ^

aveç {su}t

{or}t

= {ôr,,ô u,,Eu,l
= 

{ôr..,ôto, ôt,, ôY r",ôT -, ôT,r}
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Introduisant ôu et ôs dans l'équation des travaux virtuels, nous obtenons :



" 
= J{au}'lrl'{"Frv -J{ô"}r{t;os - J{n"}'{r}ov

v s v

En dérivation cette équation nous obtenons :

* = Jtr,l'{"}ov -Jtrtor -Jttuu
d ô u i s v

En considérant une cellule, et compte tenu du fait que {o}. - pln]{Au}.,

réécrire l'équation précédente comme sutt :

* = Jttnfuntôu" dv - Jtxfr ov - Jlxl'o os
oôue i" v. s

Cette équation est l'équation du résidu et s'écrit

R. : K"ôu. -{

r. = 
Jdni'DB)dv la matrice de ngidité élémentaire

t = J[nrfn ov + Jlnfa os
Y . S

et

lA2,1s l

[A2.1el

[A2.20]

avec :

p : forces volumiques
q: forces surfaciques

Par assemblage nous obtenons :

avec

R-Ku -F

K=IK"
e= l

La résolution numérique de ce système fournit la valeur des déplacements ou incréments de
déplacements à chaque næucl. Ce qui nous permet de calculer les déformations à I'intérieur de
chaque élément. Puis à I'aide des relations constitutives, nous déduisons les contraintes des
déformations en chaque point du milieu.
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