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INTRODUCTION 



Nous rappelons tout d'abord que p est une mesure d'irrationalité du 

nombre réel irrationnel a si pour tout E > O il existe une constante 

~ o ( E )  > O telle que 

pour tous les entiers p et q avec q > q O ( ~ ) .  Le minimum des p est noté 

 CL(^). 
On définit de même (voir définition 1-2.2) une mesure d'indépendance 

linéaire de n + 1 nombres cro, a l ,  . . - , a,. 

Depuis les travaux de A. Baker [BAI] on sait minorer des formes 

linéaires de logarithmes de nombres algébriques du type 

où les pi et aj sont des nombres algébriques (a j  # O pour 1 5 j 5 n). 

On a le théorème suivant, 

Théorème 0-1 
Soient al,. . -, a, des nombres algébriques non-nuls avec les degrés 

au plus d et les hauteurs au plus A. Soient Po,. . a ,  Pn des nombres 

algébriques avec les degrés au plus d et les hauteurs au plus B (2 2), 
soit 

alors, on a A = O ou /AI > B-C, où C est u n  nombre effectivement 

calculable ne dépendant que de n, d l  A. 

Les résultats de A.  Baker et G. Wüstholz ou M. Waldschmidt donnent 

des valeurs explicites de la constante C (qui est en général très grande). 

Nous nous intéressons ici au cas particulier où les Pi et aj sont des 

nombres entiers ou rationnels. 
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Dans le cas particillic'r d'un seul logarithme d'autres rriéthodes per- 

mettent d'obtenir un résultat avec une constante C plus petite. R. Apéry 

(cf [PO]) a montré que l'on a 

pour q > qo et pour toiit p, c'est-à-dire que log2 a une mesure 

d'irrationalité p(1og 2) inférieure ou égale à 4,622 . -. 
Ces résultats ont été généralisés par Alladi et Robinson [AR] pour 

log(r/s) où r / s  est un rationnel assez proche de 1 en utilisant les ap- 

proximants de Padé. Des travaux ultérieurs de F. Amoroso [AMI] 

[AM21 utilisant la notion de f-diamètre transfini entier d'un intervalle 

ont permis d'obtenir une mesure d'irrationnalité de log 2 inférieure à 

3,991. Nous dirons que ces démonstrations sont de type analytique. En 

1987 E. A. Rukhadze [RU] puis M. Hata [HA11 en 1990 ont montré 

que p(1og 2) 5 3,8914. .. Cette méthode que nous appellerons de 

type arithmétique considère les facteurs premiers du numérateur et du 

dénominateur des approximations successives de log 2. On pourra aussi 

se reporter à l'article de C. Viola [VI] pour une présentation utilisant les 

fonctions hypergéométriques. 

En 1987 G. Rhin [RH21 démontre que 

A = bo + bl log 2 + b2 log 3 

vérifie 

(AI > B- 7,616... 

par une méthode de type analytique pour B 2 Bo. Pour cettc 

démonstration on considère des int,égrales d'une suite dc! fonctions ra- 

tionnelles 
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où le polynôme Pn (x) contient les facteurs x - 2, x - 3, x - 4, 52 - 
12, 17x2 - 1022 + 144, 19x2 - 108s + 144. Nous donnerons au chapitre 

III des justifications théoriques de l'utilisation de ces polynômes. 

Deux méthodes distinctes, la méthode analytique et la méthode 

arithmétique, sont donc en présence pour fournir des mesures 

d'indépendance linéaire de nombres du type 1, log cul ,  . . - , log an où 

les 01 ,  - - , O,  sont des nombres rationnels. 

Dans le premier chapitre nous nous proposons de comparer les 

résultats de ces deux méthodes dans le cas où on considère une forme 

où l'entier a 2 2 tend vers l'infini. En nous restreignant à n'utiliser 

comme facteurs des polynômes P, qui interviennent dans les intégrales 

que (x - (a - 1)), (x - a), et (x - (a + l)), c'est-à-dire que en étudiant 

les intégrales 

" ((x - (a - l))(x - a)(x - (a + l)))ndx 
/1-1 xn+l 

Ji "+' ((x - (a - I))(x - a)(x - (a + 1)))" dx 
xn+l 

" ((x - (a - l))(x - a)(x - (a+ I)))~" 
x3n+l dx 

"+' ((x - (a - l))(x - a)(x - (a + I)))~, 
x3n+ 1 dx , 

nous constaterons aux théorèmes 1-2.8 et 1-2.11 que si a est petit, 

(a 5 5) la méthode arithmétique fournit les meilleurs résultats et que 
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si a > 6 c'est la méthode analytique qui donne la plus petite mesure 

d'indépendance linéaire. 

On remarque que dans le tableau de comparaison des mesures 

d'indépendance linéaire que nous donnons à la fin du chapitre 1 on ob- 

tient par la méthode arithmétique une mesure d'indépendance linéaire 

de 1, log 2, log 3 inférieure ou égale à 10'14 . . m .  Cependant, comme l'a 

montré G. Rhin, une étude plus poussée de la méthode analytique faisant 

intervenir des facteurs supplémentaires permet d'obtenir une meilleure 

mesure. Dans les chapitres suivants nous n'étudierons que la méthode 

analytique. 

Dans le chapitre II on donne, après deux propositions sur certaines 

propriétés des produits d'idéaux dans Z[x], au théorème 11-2.5 un résultat 

général sur la mesure d'inaépendance linéaire de 

a2 an 1, log-, m . . ,  log- 
ai an- 1 

où les ai sont une suite croissante d'entiers positifs. Nous donnons en 

corollaire les résultats suivants, 

I P  + qi log 2 + q2 log 3 + 93 log 51 2 H - ~ " ~ ~ ~ ~ - ~  

au théorème 11-2.6, et 

( p  + q~ log 2 + 92 log 3 + q3 log 5 + 94 log 71 2 H- 256,865-E 

au théorème 11-2.7. 

Dans le chapitre III nous commençons par reformuler le thkorème 

11-2.5 en utilisant une nouvelle notion de diamètre transfini entier d'un 

intervalle réel [a, b], 



où degp(x) = 2n et f est une fonction continue sur [a, b], f : [a, b] -+ 

R+. Ceci montre l'intérêt de trouver des majorations explicites du 

diamètre transfini entier afin de fournir de bonnes minorations de formes 

linéaires A dans le cas où les pi et aj sont entiers. 

Nous introduisons au paragraphe 3 les polynômes de Müntz-Legendre 

généralisés. Dans le cas classique (Borwein et Erdelyi [BE]) si le 

polynôme pn de W[x] de degré n s'écrit pn(x) = xkq(x) alors on a 

Nous démontrons la proposition 111-3.3 suivante 

Soit Q(x) un polynôme de Rn+, [x] qui s'écrit Q(x) = xk (1 - x)qR(x) 

où R(x) E [x]. Alors 

Nous rappelons ([FRS]) la définition de polynôme critique d'un in- 

tervalle réel I. Soit un polynôme irréductible p(x) = adxd + . - - E Z[x], 

a d  > O dont tous les zéros sont dans l'intervalle I et pour lequel la valeur 
- l l d  critique Cp = ad est supérieure au diamètre transfini entier de I 

On dit qu'un tel polynôme est un polyn8me critique. On sait alors que 

si un polynôme Q de Z[x] de degré n vérifie 

max I Q ( X ) / ' / ~  5 0,42353115. 
O < z < l  

et si P est un polynôme critique pour [O, 11 alors il existe une constante 

positive y, telle que pk divise Q avec k > ypn. On sait que ([FRS]) 



pour p = x et p = x - 1 on a y, = 0,264151. En utilisant la proposition 

111-3.3, nous démontrons que l'on peut prendre pour ces polyriômes y, = 

O, 28948. 

De même nous montrons que pour les polynômes critiques p = x et 

p = 42 - 1 de l'intervalle [O, 1/41 on peut prendre y, = 0,591725 et 

0,094995 respectivement (au lieu de 0,57896 et 0,07563 respectivement 

obtenus par l'inégalité de Müntz-Legendre classique). 

Dans les paragraphes qui suivent on se propose de déterminer 

pour des degrés petits les polynômes de plus petite norme de façon 

à obtenir une majoration du diamètre transfini entier d'un intervalle 

[a, b]. Pour cela nous utilisons les polynômes de Müntz-Legendre 

généralisés, l'algorithme LLL et une méthode de résolution des systèmes 

d'inéquations linéaires adaptée de la méthode du simplexe. 

Nous appliquons tout d'abord cette méthode à l'étude de 

t z, ($ ,12) 
([2,4]) et nous déterminons la table des polynômes de plus pe- 

tite norme jusqu'au degré 40 (ces polynômes sont appelés polynômes de 

Chebyshev dans [BE]). Nous obtenons comme facteurs de ces polynômes, 

les polynômes 52 - 12, 17x2 - 1022 + 144 et 19x2 - 1082 + 144 qui ont 

été utilisés par G. Rhin pour donner la meilleure mesure d'indépendance 

linéaire connue de 1, log 2, log 3. Les autres facteurs ne permettent pas 

d'améliorer cette mesure. D'autre part le facteur 7x2 - 48x + 72 a une 

racine réelle hors de l'intervalle [2, 41 et le facteur 93x3 - 764x2 + 2016s - 

1728 a deux racines complexes, phénomène analogue à celui qui avait été 

constaté par Habsieger et Salvy [HS] pour le diamètre transfini entier de 

[O' 11. 
Nous étudions ensuite de la même rnanière tz([O, 1/41) et nous don- 

nons les meilleurs polynômes jusqu'au degré 53. Nous constatons que le 

facteur 4921x5 - 4594x4 + 1697x3 - 310x2 + 282 - 1 trouvé par Habsiegcr 

et Salvy [HS] pour le degré 35 et qui a des racines complexes n'apparaît, 

pas pour les degrés 36 à 53. 
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CHAPITRE 1 

Mesure d'indépendance linéaire 

de logarithmes 

de nombres rationnels (1) 

& 

comparaison de la méthode analytique 

et de la méthode arithmétique 
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Dans ce chapitre, nous commençons par présenter les définitions 

d'une mesure d'irrationalité et d'une mesure d'indépendance linéaire 

de plusieurs irrationnels. Nous améliorons les mesures d'indépendance 

linéaire de logarithmes dans le cas particulier de 

et nous généraliserons jusqu'à 

D'autre part, nous comparerons dans ce chapitre deux méthodes 

qu'on appelle méthode analytique et méthode arithmétique. On ex- 

plique ces deux méthodes par un exemple de mesure de log 2. Quand 

on observe l'histoire de la mesure d'irrationalié de log 2, la méthode de 

Baker de minoration de formes linéaires de logarithmes [BAI] fournit 

p(1og 2) 5 1 0 ~ ~  ; en 1978, Apéry (cf [PO]) obtient p(1og 2) 5 4,622. . - 
par une méthode d'accélération de la convergence de la série définissant 

log 2 ; en 1980 K.  Alladi et M. L. Robinson [AR] donnent la même valeur 

avec une méthode analytique. Les approximations de log 2 obtenues sont 

liées aux approximants de Padé de la fonction log(1- 5 ) .  Cette méthode 

avait déjà permis à Baker [BA21 de donner en 1964 p(log 2) 5 12,5. On 

peut citer encore Danilov [DA] qui donne un résultat équivalent à celui 

d'Apéry. En 1982, Chudnovsky [CHU] annonce p(1og 2) 5 4,269 - . - et 

p(1og 2) < 4,134 - . .. En 1985, G. Rhin [RH11 démontre simplement les 

deux résultats de Chudnovsky et il donric la valeur p(1og 2) 5 4,079 . .. 
En 1993, F. Amoroso [AM] obtient p(10g 2) 5 3,991 . . - en utilisant la 

méthode analytique avec le diamètre transfini. Et en 1990, M. Hata [HA] 
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donne p(1og 2) 5 3,8914 . . avec la méthode arithmétique. Ce résultat 

avait déjà été donné de façon moins précise par E. A. Rukhadze[RU] 

en 1987. C'est la meilleure mesure de log 2 actuellement connue. Pour 

expliquer les deux méthodes, analytique et arithmétique, on considère 

l'intégrale suivante: 

On peut démontrer qu'il existe d, E Z (d, = ppcm(1, 2, - - . , n))  

tel que b, E Z, d,a, E Z. On obtient (cf [PO]) p(log 2) = 4,622. . .. Si 

on pose 

1 1 1 

dnIn = dnan - dnbn log 2 

où d,a; E Z, bk E Z. 

La méthode analytique consiste à chercher un bon polynôme pour 

améliorer la mesure, c'est-à-dire à chercher Hn(x) tel que 

max IHn (2) I < max lx(' - x ) ln .  
0<x<1 (1 + x), 0<x<1 (1 + 2) 

Par exemple, Chudnovsky [CHU] trouve p(1og 2) 5 4,269.. et 

p(1og 2) 5 4,134. . . avec cette méthode. F. Amoroso utilise cette 

méthode avec le diamètre transfini et trouve p(1og 2) 5 3,999 . . .. En 

1985 G. Rhin donne avec cette méthode p 5 7,616. - .  qui est la 

meilleure mesure actuellement connue pour 1, log 2, log 3. 

La méthode arithmétique, introduite par Siegel, considkre les coeffi- 

cients du binôme, c'est-à-dire, par exemple que dans l'intégrale 
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où k l ,  k2 sont entiers et k1 + k2 = 2n, on cherche d;C, E Z, un facteur 

commun à dnen et dn f n ,  le plus grand que possible tel que 

ce qui permet d'améliorer la mesure. Par exemple M. Hata en 1990 

donne p(log 2) < 3,891..  . avec cette méthode. Par ailleurs, G. 
Rhin et C. Viola développent cette méthode, et viennent de trouver 

p(c (3 ) )  5 5,514.  . -. Nous nous proposons ici de comparer les deux 

méthodes, analytique et arithmétique, dans des cas différents. 



Chapitre I. 12 

2-Mesure d'indépendance linéaire de 

Définition 1-2.1 
Soit a un  élément de R \ Q . On dit que le réel p est une mesure 

d'irrationalité de a si, pour tout E > O ,  il existe g o ( & )  > O ,  tel que 

pour tout couple ( p l  q)  E Z2 vérifiant q 2 go(&) ,  on a 

Si go(&) est effectivement calculable, on dit que l'on a une mesure 
effective d'irrationalité. 

Le minimum de ces nombres p est noté p ( a ) .  

Définition 1-2.2 
Soient ao, al,  . . ., an des réels linéairement indépendants sur 

Q. O n  dit que v est une mesure d'indépendance linéaire de ao, a l ,  

-, an si pour tout E > O il existe HO(&) > O tel que pour tout 

(pl QI 1 . - 1  qn) E Zn+' 

on  ait 

lpao + qial + . - + qnanl 2 H-"-&. 

Si  HO(&) est eflectivement calculable, on dit que l'on a une mesure 

effective d 'indépendance linéaire. 

Le minimum de ces nombres v est noté v(ao, a l ,  . . . , a,). On 
remarque que, avec ces notations, on a p ( a )  = v (1 ,  a )  + 1. 
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2.2-Quelques résultats connus 

Les mesures d'irrationalité d'un logarithme d'un nombre rationnel 

ont été beaucoup étudiées (Apéry, Alladi et Robinson, Rukhadze, Hata, 

Rhin. . .). Nous nous intéresserons ici aux mesures d'indépendance 

linéaire de plusieurs logarithmes de nombres rationnels et nous en 

déduirons plus particulièrement des mesures d'indépendance linéaire de 

1' log ( 1  - ) 7 log (1 + ;) 

1' log(l  - b ) '  log (1 + a ) ,  1% (1+  4 )  
En fait, K. Alladi et M. L. Robinson [AR] ont bien étudié les mesures 

d'irrationalité de log(1 + $) pour a E N ; ils ont trouvé: 

Théorème 1-2.3 
Soit K le corps des nombres rationnels ou u n  corps quadratique 

imaginaire et R l'anneau des entiers de  K .  On  pose pour u n  nombre 

complexe z 

a ( z )  = max , P ( z )  = min 

Soient T et s deux éléments non  nuls de R qui satisfont aux 
conditions suivants: 

( i )  C $ [ l , o o [  s (ii) p ( r ) . J r I . e < i  s 

Alors 

log 1 - -  $zK ( S >  
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et pour VE, il existe b0(&) tel que si ( a ,  b)  E R ~ ,  Ibl > bo, on. a 

p = l +  
log ( a  (b) lr 1 )  + 1 

log (*) - 1 

En particulier, log (1 - :) est u n  nombre irrationnel avec une mesure 

d'irrationalité au plus égale à p. 

Corollaire 1-2.4 
Soient p, q deux entiers positifs satisfaisant 

alors log ( 1  + V) - est u n  nombre irrationnel avec une mesure 

d'irrationalité inférieure ou égale à 

0 ( (1 + J ) )  + 1  

P p , s  = 1 + 
log (+ (1 + Jq ) 2 ,  - 1  - 

Corollaire 1-2.5 
log2 est un  nombre irrationnel avec une mesure d'irrationalité 

inférieure ou égale à 4,622 . m .  

Corollaire 1-2.6 
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Soit m E iZ+ , alors log a une mesure d'irrationnalité 

2 1 
Pï,m = 2 + - log m + '(log' m )  

et on a pl,,, -+ 2 quand m -+ 00. 

Bien sûr, une meilleure mesure d'irrationalité de log2 a déjà été 

proposée, mais cette méthode nous permet de calculer une mesure 

d'irrationalité de log (1 + $) pour tout m entier positif. 

D'autre part, dans le cas de plusieurs logarithmes G. Rhin et P. Toffin 

ont donné les approximants de Padé de 1, log(1 + a l ) ,  - .  . , log(1 + a,). 

On a le résulat [RT] d'approximation suivant: 

Théorème 1-2.7 
Soient al, . . . , a, r ( r  2 2) nombres rationnels non nuls , Q u n  

entier positif tel que pour 1 5 i 5 r ,  &ai E Z et 

1 
a = max (a.[  < - 

l l i l r  - r + 2 '  

Il existe deux constantes positives 8, y ne dépendant que de r et de 

a telles que pour tout E > O ,  si 

où UO, u1, . . . , ur sont entiers, H = max luil > O, 
l < i L r  

,y,=- 
r ( 1  + e + log Q) + log y 

log w 
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et c = c (a ,  r ,  E ) .  

On obtient par exemple que 

3 
luo + U l  log - + 1 2  log - 

4 

Alors que la méthode de Baker qui propose des minorations des 

formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques [BAI] donne dans 

ce cas particulier une moins bonne estimation (on trouve 3 .10~ '  au lieu 

de 88). 

On a donc un problème d'approximation simultanée, la question est 

de savoir si on peut trouver des mesures d'indépendance linéaire de 

1; log (1 - a) 7 log (1 + a) 
pour a 2 2 entier. On a trouvé le résultat suivant: 

2.3-Mesure d'indépendance linéaire de 

Théorème 1-2.8 
Soit a un nombre positif a 2 4 .  Pour tout E > O, il existe un 

entier positzf HO(&) tel que 

pour tous entiers p, ql, 92 avec 

où une mesure d'indépendance linéaire pl  est donné par 
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1  
K1 = lim - log D, = 2 

72-00 n 

avec D, = ppcm[l ,  2, - - - , 2 n ]  et 

<l $ ] a - l , a + l [ ,  <z, & € ] a - - l , a + l [ s o n t l e s ~ é r o s d e  F;(X) avec 

On a aussi les corollaires suivants (à comparer avec le théorème 2.7) 

Corollaire 1-2.9 

3 
lp + 91 log 4 + qz log 2 ~ - ~ ~ 9 ~ ~ - ~ .  

Corollaire 1-2.10 

lim pl = 2. 
a+m 

Donc, on remplace la mesure ( p  = 88) de G. Rhin et P. Toffin par 

p = 36,83. 

Avec la méthode arithmétique, on a le théorème suivant: 

Théorème 1-2.11 
Soit a un nombre impair positif a  2 3. Pour VE > O , il existe un 

entier positif Ho(&) tel que 

p + q O 1 - ) + q2 log ( 1  + a) 1 2 KP2-€ 
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pour tous entiers p, q i ,  92 avec 

où une mesure d'indépendance linéaire p2 est donné par 

K 2 =  lim 
71-00 n 16 

avec 

p : premier 1 < { < f }  2 -  P 

n n 
si on définit {:} = - [ F I ,  [ F ]  i taat la partie entier de -, et 

P 

(a2 - i )a  o ù & =  , et <; $ ] a -  l , a +  1[,  <;, <; € ] a -  l , a +  l [  sont les 
zéros de &(x) avec 

1 3 3 C h l  > IE&I. 

Ces deux théorèmes nous donnent donc des mesures différentes, nous 

les comparons dans le paragraphe suivant. 
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On démontre d'abord quelque lemmes qu'on va utilise dans les 

démonstrations des théorèms précédents et le chapitre suivant. 

Lemme 1-3.1 

Soient m 2 1 un entier positif et 71, . -, Tm m nombres réels. Sup- 
(1) posons que pour tout n 2 1 il existe des entiers r,, pn , - , ,km) tels 

que e n  posant 

(1) E:) = r n ~ i  - p n  7 

o n  ait les propriétés r, > 0, E!,? # O pour 1 < i C m et 

1 
lim - Iog(1rn[) < O 

n+oo n 

1 ( 1 )  = - r i  1 < i <, lim - log(\&, 
n-rm n 

où  O ,  di) ( 1  < i < rn) sont des nombres positifs. Posons 

r = min ( ~ ( 9 ) .  
lsisrn 

Si  pour tout i # j ,  r(') # r ( j ) ,  alors, 1, 71, - - , Tm sont linéairement 

indépendants sur Q et,  pour tout E > O ( E  < r ) ,  il existe un entier positif 

HO (E) tel que 

> JI?-E I P + ~ ~ T I  qrn~rnl - 
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pour tout entiers p, qi, ( 1  < i 5 m) a,vec 

Démonstration: 
Posons Am = p + qlyl + q2y2 + . + qmym pour des entiers fixés 

arbitraires. On peut supposer, quitte à remplacer m par un entier plus 

petit, que ql , 92, - . , qm sont tous non nuls. On a 

On démontre que 1, 71, . - . , y, sont linéairement indépendants sur 

Q par récurrence sur m. 

Pour m = 1 c'est le lemme 3.1 de Hata[HA2]. 

Pour m 2 2, on suppose que le lemme soit vrai pour m - 1, alors 

a) s'il existe un entier no tel que pour n 2 no 
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Puisque pour tout E > O, il exist no(&) tel que pour n > no(&), on a 

Iwn 1 5 rn~e(-"+')", alors on peut. donc choisir ni  (E) tel que n > ni (E), 
1 

Iwnl < ' ,on adonc 
2 

et donc 1, 71, . , ym sont linéairement indépendants sur Q. 
b) supposons que A, = O pour une infinité de n ,  

On a Am = 0, car rn est un entier positif et wn -+ O quand n -+ 00, 

d'où w, = O, i.e. 

On pose T = r(" = rnin(r(")), on a donc 
2 

de plus, pour tout i 

on a donc, pour tout réel 8 > O et n > n(O), 
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par conséquent pour tout i # 1, il existe un entier n i  tel que pour tout 

n > 721, 

avec 26' < - min(r - di)), et donc 
i f 1  

(il 
E n  lim - 

n-m 1 ( 1 )  1 = O 
E n 

pour tout i # 1, i.e. 

et donc ql = O. On obtient alors 

c'est-à-dire que 1, y1 , . - , y,-1 ne sont pas linéairement indépendants 

sur Q. On a une contradiction. Par conséquent, quelque soit l'entier m, 

si di) # r(j) pour i # j ,  alors 1, yl ,  y, sont linéairement 

indépendants sur 0. 
Il est clair, d'après b), que l'ensemble C? = {n > 1 ; A n  # 0 )  est 

infini. Donc pour tout E > 0, on peut définir un 6 suffisamment petit 

6 - 6(€) €]O,r/6[ satisfaisant 

donc il existe un entier n ( ~ )  2 no tel que 
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rnax{l~c) 1 1 < i < m)  < e-(T-6)n. 

Pour tout n 2 n ( ~ ) ,  on définit 

et 

N ( H )  = min N  > n ( ~ )  1 2mH < e (7-6)N 

pour tout H  > HO(&).  Parce que lwn 1 5 r n ~ e - ( ~ - ~ ) ~  pour tout 

n > n(&), on a Iw,l 5 1 pour tout n > N ( H ) ,  donc 

pour tout n E fl avec n > N ( H )  (on a /Ani > 1 si A,  # 0, car 

A , E Z ) .  

Maintenant, on considère les deux cas suivants ( 1 )  N ( H )  E fl et (2 )  
N ( H )  4 0. Dans le cas ( l ) ,  avec la définition de N ( H ) ,  on a 

on remplace n par N ( H )  dans (*), on a toujours A, # O, donc on a 

Î E  H - T - 5  > H+-E r wO (4) - - 

Dans le cas (2 ) ,  soit M ( H )  le plus petit entier satisfaisant M ( H )  > 
N ( H )  et M ( H )  E 0. Parce que AY(H)-I  = 0, on a 
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d'où 

En prenant n = M ( H )  dans (*), on obtient 

et donc 

Remarque 
La conclusion du lemme 3.1 reste vraie si on remplace la condition 

"pour tout i # j, di)  # r( j)  " par " 1,  7 1 ,  . . . , y, sont linéairement 

indépendants sur Q" . 

Lemme 1-3.2 
Soit m 2 1 entier et soient ko ,  k l ,  ., km m + 1 entiers positifs 

m 

tels que C ki > ko.  Soient L i ,  1 2 ,  a ,  lm des entiers positifs tels que 
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alors pour tout n > 1,  il existe un entier positif D,, tel que 

D, = 
ppcm[l, 2, . - .  , max @on, ((Ci k i )  - ko) n)] 

D; 

et Dn est u n  entier ne dépendant que de ko, k l ,  . .., km et n. On a 

et où F(z) est la fonction Gamma et (ti)l<i<l la suite ordonnée - - 
de tous les nombres rationnels de [ O ,  11 dont les dénominateurs sont 

k ~ ,  k l ,  ..., km 011 C S k s - k o ;  

j 
t i ~ ~ = { k ; ,  1 ~ E Z +  O < j < k i  pour O < l < m ,  C ks - ko 

Démonstration : 
La première partie du lemme est facile à démontrer. On a 
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et si on prend D i  = 1, on obtient 

Mais on désire que Dn E Z soit le plus grand possible. On calcule 

Dn selon la méthode suivante : 
On pose 

on veut trouver les p assez grands > a tel que $ E Z, i.e. p(A et 

et on sait que pour tout nombre premier p l'exposant de p dans A est 

égal, puisque p > a, à 

où le symbole [a] est la partie entière du réel a et {a) = a - [a], donc, 

on veut trouver les p tels que J 2 1. 

On pose 
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Puisque 
m 

on a, pour q un entier et r 2 O un entier , 

donc 

Puisque [a] + [Pl i [a + PI on a 
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d'où 

Donc le problème de trouver Dn, i.e. chercher les p tels que 

A 
- E Z et Cli - kon  E O (modp)  
n 

est équivalent au problème suivant : 

En posant 

trouver les intervalles inclus dans [O,  1[ sur lesquels 

On considère l'ensemble 

1 ~ E Z +  O C j < k r  pour O < l < m ,  C k s  - ko 
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Sur chaque intervalle [ti, ti+i[, O 5 i 5 N, f est constante. Le 

domaine que l'on cherche est R = Ui [ti, ti+i [ où f ti + ti+i 

donc DE = n p où 

p : nombre premier 

1 
Ensuite, on a besoin de calculer lim - log D i .  

n+co n 
On prend les extrémités des intervalles [ti, t i+i[ dans le domaine 

Pi R,  on pose ti = - avec pgcd(pi, qi) = 1, et 
Qi 

( 1 )  1 Si (n) = - 
n 

f E ] B ( : ) ~ .  ~(1 '1  

pour 1 2 O, alors 

D'après le théorème des nombres premiers [LV], si 

D, = ppcm(1, 2 , . . . ,  n) ,  

1 
lim - log D, = 1 
,400 n 

29 
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et donc pour 1 5 a E Z 

lim 2 log D,, = a 
n-oo n 

(1) (1) (1) De même ici on a Si (n) -t Bi - Bi+l quand n -+ oo, pour 

tout 1 > O, et puisque 

1 
lim - log n p = O, 
72-00 n 

p < m  

on a donc 

1 
oo 

lim - log Di = C' lirn s!') (n) 
72-00 n 72-00 

i l = O  

On peut réaliser ces calculs par ordinateur. Par exemple, dans le cas 

particulier où m = 3, k1 = k2 = k3 = 2, ko = 3, on a le lemme suivant 

(M.Hata[HA2]). 

Lemme 1-3.3 
Il existe un entier positif Dn tel que 
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pour tous les entiers O 5 j, k, 1, 5 2n avec j + k + 1 # 3n et on a 

1 1 1 7 7 -  
iim -logD,=3- lim -logD.=3-- (- - log-)=2,35472. . . .  

n+m n 72-00 n 2 &  16 

Démonstration : 
On prend 

f (w ) = 3 [2w] - 2 [3w] 

et on trouve R =  [i. $[. On a 

1 r' ($1 ' ( 1  - ( log 2) = 0,64528 lim -logo; = - - - 
n-00 n ( )  r (a)  - 2 J3 16 

donc 

1 1 
lim - log D, = 3 - lim - log DR = 3 - 0,64528 = 2,35472. - O 

n+oo n n - + m  n. 

Lemme 1-3.4 
Soit 

1 
f (x) = n ( x  - ailai - 

i = l  
x"0 

i= 1 

On définit 
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où Bj = l~tyk(&j). Soit 

où Cj = rnax [ O ,  a o B j  - -C ) . 
1 i= 1 1 

Alors pour I # J 

où Dn est défini comme dans le lemme 3.2. 

Démonstration : 
Pour I # J ( 1 - C I ,  J L k )  
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D'après le lemme 3.2, on a 

Il reste à démontrer que 

B' (a: - a:) E Z. 

Il suffit de démontrer que b' I 1 5 I 5 k 

~lal' E Z 

3 3 
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Donc cela revient à prouver que pour tout j ,  

k 

Si li - aon 2 O c'est évident, sinon 
i=l 

donc 

Donc 
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Lemme 1-3.5 
Soit 

OU ai, cri sont définis comme dans le lemme 3.4. Soient ci 1 5 i 5 k- 1 

les zéros de f', tels que al <c l  <a2  < c2 < < ak-l < <k-l < ak.  
Alors, on  a 

1 ai+ i d z  
lim - log 

n+m n Z 

Démonstration : 
O n  pose g ( î )  = et 

D'après le resultat de [DI], on a donc 

1 d z 1 ai+] 
lim - log 

n+m n lr+l(f(z))n- z = n - m n  lim -log Ji, g ( z ) enh ( z )d z  
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4-Démonstrations des théorèmes 

Dans ce paragraphe, on va démontrer les Théorèmes 1-2.8, 1-2.1 1 en 

utilisant les lemmes du paragraphe précédent. 

Démonstration du théorème 1-2.8 : 

On prend 

et on considère l'intégrale 



De la même façon 

D'après le lemme 3.2, on a D: = 1 ,  i.e. 

1 
lim - log Dn = 2. 

n-00 n 

D'après le lemme 3.4, on a Q = 1, donc on a 

(DnUn(a- 1, a ) ,  DnUn(a, a +  1 ) ,  D,Vn) E z3, 
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On pose 

On a donc 

et avec le lemme 3.5, on a 

1 
lim - log IE, 1 = KI + log /Fi ((2) 1 = -7 

n-oo n 

1 
lim - log Idn/ = Ki + log lFl(E3)l = -T' 

n-oo n 

où 
1 

KI  = lim - log Dn = 2, 
n-oo n 

et a - 1 < & < a,  a  < c3 < a + 1 où c2 et c3 sont les zéros de .Fi 

avec 13;(<2)1 1 1.Fi(t3>1. 
D'autre part avec le théorème de Cauchy, on a 

où C est une courbe orientée fermée autour de l'origine passant par le 

point cl, donc d'après le lemme 1-3.5, on a 

1 1 
lim -logIqnl = lim -logDnVn = K1 +log lFl(<l)( = O 

n+oo n n-oo n 
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où t1 un zéro de 3; et cl $ [a - 1, a + 11. D'après le lemme 3.1, on a 

Démonstration du théorème 1-2.11 : 
On prend 

et on prend Dn comme dans le lemme 3.3 i.e. 

1 
lim - log Dn = 2,35472 - - . 

n-oo n 

D'après le lemme 3.4, on a 

De la même façon que dans la démonstration du théorème 2.7, on 

considère l'intégrale 

donc on a 
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où une mesure d'indépendance linéaire p2 est donne par 

où <; 6 [a - 1, a +  11, Fi, E [a - 1, a +  l] sont les zéros de 7; 

avec lh(&)1 > 1~2(Fh)l et 

1 
K2 = lim - log Dn = 2,35472 - . . . 

n+oo n 
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5-Comparaison de la méthode analytique 
et de la méthode arithmétique 

Les deux théorèmes prkcédents (Th 1-2.8, Th  1-2.1 1) nous permettent 

de trouver des mesures d'indépendance linéaire de 

1 ,  log (1 - :) 7 log (1 + i) 
dans le cas a 2 4 pour le premier théorème , a impair et a > 3 pour le 

second mais il y a des différences de mesure dans les deux cas. Quand a 

est assez petit, les mesures du deuxième cas sont meilleures que celles du 

premier cas, par contre, pour a assez grand, le premier cas est meilleur 

que le deuxième. Ci-dessous on donne un tableau comparatif des deux 

méthodes : 

Les choix a = 10333 et a = 1015 + 1 sont des choix arbitraires pour 

a impair assez grand. 

Dans le cas a = 3, on trouve p2 5 10,14 - - -. Cela montre que 
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pour tous entriers p, ql, 92 avec H = max{lqll, 1q21) > Ho(&). On 

peut donc en déduire une mesure de 1, log 2, log 3 infkrieure ou égale 

à 10,14. .  . par la méthode arithmétique. Mais on sait déjà que cette 

mesure inférieure ou égale à 7,616e.m par la méthode analytique dans 

[RH21 (on la présentera dans le Chapitre III). On constate que la méthode 

arithmétique convient bien pour la mesure d'un seul logarithme (par ex- 

emple p(1og 2) < 3,891 . . - [HAl]) mais pas aussi bien que la méthode 

analytique pour une mesure d'indépendance linéaire de plusieurs loga- 

rithmes. Par conséquent on n'utilisera que la méthode analytique dans 

les chapitres suivants. 

On trouve aussi dans le tableau, sur la première ligne, la mesure 

p + 2 quand a + co et p2 + co sur la seconde. En effet, on peut 

le démontrer par la méthode suivante : 

Démonstration du corollaire 1-2.10 : 
Pour estimer les mesures p, il faut estimer IFl (cl)[ et, IFl (c2)1. 

D'abord, on va voir l'estimation de F ( 1 ,  où , c2, c3 sont les . - 
I dY1 

zéros de FI = - différents de a ,  a -  1, a +  1. Si 
dx 

et les ci (i = 1, 2, 3) sont donc les racines du polynôme 

a a 
On considère le polynôme Pl (x) dans l'intervalle [-  - - 1, - - + 11 

2 2 
pour a > 2, on a :  
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Il existe donc une seule racine Il de Pl (x) dans cet intervalle. Si 
a 

on remplace t1 par - - 
2 ' On trouve 

m =  
9 

--- ";<x<-$+i min {IP;(x)~} = I P ;  (-; + 1) 1 = -a2 2 - 12a+6 

et 

donc 

et on sait bien que Fl (x) est continue dans cet intervalle. 

lim lFl(tl)l = lim 
a+oo a-oo 

a 27a2 Donc pour a assez grand , on a IFl (Cl)/ - IFl (--) 1 - -. 
4 2 

D'autre part, pour estimer [fi (t2)1, on a 
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max 1 ( x - ( a - l ) ) ( x - a ) ( x - ( a + l ) ) I  
- a-l<x<a+l 

max 1 (x - ( a - l ) ) (x - a ) (x - ( a+ l ) ) I  
> a-llx_<a+l 

donc on a besoin de calculer 

max 1(x - ( a -  l ) ) ( x  - a) ( x  - (a+  1))l. 
a-l5x<a+l 

On pose 

G1 ( x )  = ( x  - (a - l ) ) ( x  - a) ( x  - (a + 1 ) )  

G; = 3x2 - 6ax + (3a2 - 1 )  

J3 
donc 5 1 , 2  = a k - sont les zéros de G;(x)  d'où 

3 

2J3 max l G l ( x ) I = T  
a-l<x<a+l 

donc 

et pour a assez grand 

Par conséquent 

27 2 - (K I  + l o g q a  ) 
lim pl = lim = 2 

a-oo a+oo Ki + log F a  
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( a 2 - l ) a  et De la même façon, si Q = 

donc les ti (i = 1,2,3) sont les racines du polynôme 

Si on considère le polynôme dans l'intervalle [-a - 1, -a + 11, on 

trouve 

donc il existe une seule racine cl de P2 (x) dans l'intervalle [-a- 1, -a+ l] 

et 
1 
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donc, pour a assez grand 

1% IF2(<1)l - log I F 2 ( - a ) [ .  

D'autre part 

max 1 ( ~ - ( a - l ) ) ~ ( x - a ) ~ ( x - ( a + 1 ) ) ~ 1  
a-l<x<a+l 

5 ( a  - il3 Q. 

max 1 ( ~ - ( a - l ) ) ~ ( x - a ) ~ ( x - ( a + 1 ) ) ~ 1  
> a-l<z<a+l 
- 

(a  + Q 

En posant 

d3 on trouve x1,2 = a I - comme les zéros de G; différents des points 
3 - 

a -  1, a,  a +  1 ,  donc 

d'où 

G X )  
a - i < x ~ a + i  G a )  

4 
= -  

27 
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Donc 

En conséquence 

1 
lim log l & ( & ) 1  = log g. 

a-+m 

K2 + lim log 1&(<i) 1 
a+m lim p2 = - 

a-+m K2 + lim log IT2(<2)1 
a+m 

(a2 - 1)(4a2 - 1)2 
2,354 + lim log 

- - a-m 2 
-2,354 + log 54 
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6-Généralisation au cas de 

Le théorème 2.7 (G. Rhin[RT]) nous permet de calculer des mesures 

d'indépendance linéaire de 

pour un nombre a suffisamment grand, précisément, on peut trouver des 

mesures, si 3la et a 2 1014, ou si 3/a  et a 2 42. 

Avec la méthode précédente on peut trouver des mesures pour a 2 21 

en utilisant les fonctions 

De plus, si on utilise la méthode analytique pour chercher les meilleurs 

exposants des polynômes, on peut trouver des mesures d'inépendance 

linéaire avec par exemple la fonction 

Pour a = 10, donc 

Si on prend 

où Q = 2 * 542 pour a = 16, on a 



Il semble raisonnable d'espérer que l'on pourra améliorer les résultats 

du théorème 2.7 pour tous les cas particuliers de 

pour k E Z. 
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CHAPITRE II 

Mesure d'indépendance linéaire 

de logarithmes 

de nombres rationnels (II) 

& 

programmation linéaire 

semi-infinie 
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Dans ce chapitre, on va présenter le théorème avec les idéaux pour 

des mesures d'indépendance linéaire des logarithmes, et deux mesures 

d'indépendance linéaire p 5 15,3577 et p 5 256,865 des logarithmes 

des nombres premiers 1, log 2, log 3, log 5 et 1, log 2, log 3, log 5, log 7 

respectivement. On va présenter la programmation linéaire semi-infinie 

pour chercher les "meilleurs" exposants des polynômes, c'est-à-dire, 

chercher les exposants des polynômes de la fonction tels que le maxi- 

mum de la valeur absolue de la fonction associée à ces polynômes soit 

la plus petite possible ou que la mesure d'indépendance linéaire de 

logarithmes associée à ces polynômes soit la plus petite possible. De 

même nous retrouvons les bons exposants des polynômes de G. Rhin 

pour la meilleure mesure d'indépendance linéaire actuellement connue 

de 1, log2, log3. 
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2-Mesures d'indépendance linéaire de 

2.1-Quelques lemmes sur les idéaux 

Nous démontrons ici deux propositions que nous allons utiliser dans 

ce chapitre et le chapitre suivant : 

Proposition 11-2.1 (Propriété du produit) 

Soient pl, pz, . . . , p,, r nombres premiers distincts. Soient 

où Pj  (1 5 j 5 ) Q i j  sont des entiers positifs ou nuls. Soient 

H i ( x )  (1  5 i 5 s )  s polynômes à coeficients entiers avec deg Hi = hi ,  

Hi E (Ai ,  x ) ~ '  où (A,, x )  désigne 1 'idéal engendré par Ai et x dans 

Z [ X ] ,  i. e. A iZ[x ]  + x Z [ x ] .  On suppose que AilA pour tout i .  Soient 

n, n i ( l  5 i 5 s )  des entiers positifs. Si 

alors 

H ( x )  = n Hi(.) E (A,  x).. 

Remarque 
La condition Ai 1 A i.e. aij 2 Pj  est nkcessaire. En effet le polynôme 
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appartient à (6, x) mais n'appartient pas à (6, x)~. 

Démonstration 

donc il existe des polynômes Qij(x) E Z[x] tels que, 

et donc 

Sachant que l'on a An 1 ns r = i  A l i ,  c'est-à-dire 
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donc 

Donc pour tout C ki 5 n 
i=l 

où Q j  est un entier. 

Si on pose, en notant = (kl,  . , k,), 

alors 
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On a la proposition suivante dont nous aurons besoin dans le chapitre 

III : 

Proposition 11-2.2 (Propriété du quotient) 

Soient p l ,  pz, - . . , pr r nombres premiers distincts. Soient 

où /3j ( 1  5 j 5 r) et aij sont des entiers positifs ou nuls avec pj  > aij 

pour tout i, j .  Soient Hi(x) (1 5 i 5 s )  s polynômes à coeficients 

entiers tels que Hi E ( A ~ , x ) ~ '  (1 < i 5 s) où les ni sont des entiers 

positifs et Hi(0) = E ~ A ~ '  où E i  = f 1. O n  pose 
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S i  Pl Q sont des polynômes de Z [ x ]  tels que P = H Q  et P E (A, x ) ~ ,  

où  d est u n  entier positif, alors o n  a 

S = min ( [ d  - EL' "ijni] , 
isjsr pj 

On démontre cette proposition en utilisant les deux lemmes suivants: 

Lemme 11-2.3 
Posons A défini comme ci-dessus. Soient Ao, d des entiers positzfs. 

O n  définit 6  par A6 1 1  $ , c'est-à-dire 

 sic$^ A O 6 = 0  
6 ad 6  est le plus grand entier tel que A 1 

Soient P, H et Q des polynômes de Z [ x ]  tels que 

P = H Q ,  P E (A,  x ) ~  

deg H 

ou E = f 1, avec la propriété 

Alors o n  a 
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Démonstration 
Le lemme est évident pour S = O. On suppose donc dans la suite 

que S > O. (Ce qui entraîne que, dans la proposition 11-2.2, si on pose 
s 

i= 1 lsiss 
On pose 

Donc 

deg H del? Q 

deg Q deg ~ + d e g  Q 
= €b0Ao + E A ~  C bjxj + C aibjx"' 

Si P = HQ, alors on a 

On sait que 

A d = A Q 0 v  v  E Z 

donc 
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où bk E Z. 
On sait que AolAiai, c'est-à-dire Aiai = Aoui, où ui E iZ pour 

i < i < s .  

Il est clair que 6 5 d. Supposons que k < 6 et bi = A6-%; O < i <  
k - 1, où bi E Z, alors 

donc on a 

bk = A6-kb;. 

Donc par récurrence on obtient 

Lemme 11-2.4 
T 

Supposons que l'on ait Ai = n avec aij < Pj pour 1 5 j 5 r 
j=l 

et que les Hi 1 5 i < s soient définis comme dans la proposition II- 
S 

2.2. Posons A. = n a i A Y i  et 6, d sont définis comme dans le lemme 
i=l 

précédent. 
S 

Alors H = n Hi vérifie les conditions du lemme 11-2.3. 

Démonstration 
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Hi E (A,, x ) ~ ~ ,  donc Hi peut s'écrire sous la forme 

où ak, E Z pour O 5 ki 5 ni - 1 et soi = ~ i ,  anii E Z[X]. Donc 

si on pose t = C ki, N = C ni et 
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Mais 

donc puisque Pj 2 aij pour 1 5 j 5 r et 1 5 i 5 s , on a 

pour t > 1. Donc H = n Hi vérifie les conditions du lemme 11-2.3.0 

Démonstration de la proposition 11-2.2 
Il suffit d'appliquer les deux lemmes précédents.0 

2.2-Mesures d'indépendance linéaire de loga- 
rithmes de nombres rationnels et de nombres 
premiers 

En utilisant les propositions et les lemmes précédents, on obtient donc 

Théorème 11-2.5 
Soient 1 < a l  < a2 < . - < a, m entiers positifs et A = 

ppcm(al, aa, - . . , a,). Soit pour tout n 2 O, Hn un polynôme à coefi- 

cients entiers, Hn E (A, x)"Z[x]. Soit pour tout ai 1 5 i < m 

Alors si Dn = ppcm (1, 2, - - , max(n, deg Hn - n)), on a en posant 

1 
lim - log Dn = K 

n+cu n 
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D I  ( a ,  ai+l) t Z + Z10g (F) . 

On suppose qu'il existe des nombres positifs 1 5 1 < m tels que 

distincts deux à deux. O n  suppose qu'il existe u n  nombre réel p > O et 

u n  nombre réel do) > O tels que 

T =  inin ( T ( ' ) )  > K, 
l<i<m-1 

alors pour tout E > O ,  il existe u n  entier positif HO(&) tel que 

pour tous entiers p et qi 1 < i 5 m - 1 avec H = max{ (qil ) 2 Ho(&) 
i  

(HO(&) eflectivement calculable) et p est un  nombre réel positif donné 

Remarque : 
1) Il est clair que p dépend du nombre p qui sera choisi en fonction 

de la suite (if,). 

2) Le résultat est identique si on remplace la suite par une sous 

suite H d : ( x )  avec d entier et d > 1. 
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Démonstration 
On note 

n-1 deg H, 
ai+i Bj  (ajy;-aj-n)+ c 

= ~n 10. (-) +x , - j - n  Bj (ai+i j-n -ai  
j=o j=n+l j - ) .  

On a donc pour j # n 

car Hn(x )  E (A, x ) ~ Z [ X ]  et A = ppcm(a1, az, , a,). 
On a donc 

Bj j-n DnIn (a; ,  ai.1 = DnBn 10. (F) + Dn (= - (ai+l - a:-n)) 
j+n ' - 

Par conséquent, on a les relations 

( 2 )  avec pn,i E Z. On pose DnIn (ai ,  = En , DnBn = rn. 

6 2 
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donc 

et 
1 ( i )  

lim - log I E : ) ~  = K - r . 
n-00 n 

Si Hn vérifie la condition du théorème, i.e. si tous les T(" sont 

strictement positifs et distincts deux à deux, et si 

1 
r = min ( T ( " )  > lim - log D, = K ,  

l<i<m-1 71-00 n 

d'après le lemme 1-3.1, il existe pour tout E > O, un entier positif H O ( € )  

tel que 

ai+l + log ( )  + - q log ( )  + +qm-1 log (-) 1 > 
a 1 ai am-1 

pour tous p, qi entiers avec 

Remarque : 
Dans le cas où le polynôme H , ( x )  est assez simple, on peut 

améliorer l'entier D, par le lemme 1-3.2, et donc ameliorer la mesure 

d'indépendance linéaire. 



Chapitre II. 64 

G.Rhin [RH21 a trouvé une mesiire d'indépendance linéaire de 1, 
log 2, log 3 avec p 5 7,616. . .. C'est la meilleure mesure actuellement 

connue. 

Nous donnons ici des mesures d'indépendance linéaire de 1, log2, 

log3, log5 et de 1, log2, log3, log5, log7 : 

Théorème 11-2.6 
Pour tout E > O, il existe u n  entier positzf HO(&), tel que 

pour tous entiers p, ql , 92, 43 avec H = max { lqi 1 ) 2 HO(&) 
iSis3 

(Ho ( E )  effectivement calculable). 

Théorème 11-2.7 
Pour tout E > O, il existe u n  entier positif HO(&), tel que 

( p  + 91 log 2 + 92 log 3 + q3 log 5 + 94 log 71 2 H - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ - ~  

POUT tous entiers P ,  qi, 92, 93, 94 avec H = max { IqiJ ) 2 Ho(&) lSis4 
(HO ( E )  effectivement calculable). 

Démonstration du Théorème 11-2.6 : 
On remarque tout d'abord que l'on peut remplacer dans la 

H k n  (x) démonstration du théorème 11-2.5 la suite par une sous suite z k n  

avec l'entier k > 1. 

On pose ici la suite 

Compte tenu de la remarque ci-dessus on pourra supposer que l'entier 

n est toujours pair de façon à ce que (F3(x))n soit positive. 
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1 
lim - log Dn = 3646. 

n-roo n 

En considérant l'intégrale 

de la même façon que dans les démonstrations précédentes, on a 

avec 
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On a donc 

Si on pose 

16 (1) ( p!:' + in log - = En 
15 

l8 ( 2 )  pi2) + rn log - = E, 
16 

2o (3) pi3) + rn log - = En 
18 

1 
-T = rnax ( lim - log E(') 1) = K + log fi(<) 1 = -1203.3561 

1 j i < 3  n+oo n 

et Ei sont les zéros de F;, ti €]15,16[, & €]16,18[, F3 €]18,20[, et 

K = 3646. 

D'après le théorème des résidus, on a 

1 
a = lim -loglrnl = K +log).F3((o)) = 18483,1185-m. 

n-tm n 

où 6 est le zéro de .FA tel que b $ [15,20]. 

Donc, d'après le lemme 1-3.2, on a pour tout E > O 
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où p est donne par 

et Hl = max { Iqill ) 2 H I ~ ( E ) ,  H10(&) effectivement calculable, pour 15253 
tout entier pl, qil (1 5 i 5 3 ) .  

Donc on obient 

1 I P  $- (4qi1 - 392' + 43') log 2  + ( - q l l  + 2q2I - 2q31) log 3  

Si on pose p  = pl et 

Ip + ql log 2 + 92 log 3  + 93 log 51 2 H -  15,3577-E 

4  - 3  1 
- 1  2  -2  
- 1  O 1 

où H = max { lqi 1 ) 2 H O ( & ) ,  HO(&)  effectivement calculab1e.O 
Isis3 

= l .  

Démonstration du Thérème 11-2.7 : 
On pose ici la suite 

Cela entraîne que pour tous entiers p, qi ( 1  5 i 5 3 ) ,  
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1 
K4 = lim -logDn = 413 

n+oo n 

1 
'1 - K4+loglF4(<)1 = K4-422,634 = -9,634 -7 = max lim -loglai 1 - 

1 1 ~ 1 4  n+m n 

où est le zéro de 3; tel que 4 [35, 451. 
De même façon que dans la démonstration précédente, on a pour tous 

entiers pl qi (1 5 i 5 3) 

Ip + ql log 2 + 92 log 3 + 93 log 5 + 94 log 71 2 H-p-E 

où p est donné par 

Remarque 
Les deux fonctions F3(x) et F4(x)  n1ut,iliscnt au numérateur que les 

facteurs (x - ai) où al,  . . . , a, sont précisément les extrémités des 
intervalles sur lesquels ont fait l'intégration de ces fonctions. 
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Dans les paragraphes 3 et 4 nous explicitons l'algorithme qui per- 

met de trouver les meilleurs exposants possibles, c'est-à-dire ceux qui 

fournissent la meilleure mesure d'indépendance linéaire. 

Dans le chapitre suivant nous donnerons un algorithme qui permet 

de trouver d'autre facteurs que les facteurs x - ai que l'on fera intervenir 

au numérateur de F3(x) et F.(x) et qui pourront donner de meilleures 

mesures d'indépendance linéaire. 
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3-Programmat ion linéaire semi-infinie 

Soit 

une fonction que nous désirons utiliser pour calculer une mesure 

d'indépendance linéaire de 1, log p l ,  . . . , log p ,  avec l'ensemble des ex- 

posants (ao,  al, - . . , a k ) .  Si la mesure d'indépendance linéaire existe, 

on a 

lim log(DnQn) + log max max 1 F(X) 1) 
n+oo n i a i < x < a i + i  

où Dn et Qn sont définis comme dans le paragraphe précédent. Notre 

but est de chercher le minimum de p.  On sait que le dénominateur de p 

est négatif (si p existe) i.e. 

1 
lim - log(DnQn) + log ( x 1 F(X) 1 ) )  > O 

- ai SxSak 

Donc, pour arriver au but, soit on augmente la valeur absolue du 

dénominateur, soit on diminue le numérateur. La première méthode 

convient bien parce que le numérateur ne change pas beaucoup quand 

on augmente la valeur absolue du dénominateur. Donc on pose 

1 
f = lim -iog(DnQn) +log ( max F ( X ) ~ )  

n--+cm n ai l z l a k  

On a besoin de trouver max(- f) et de vérifier si la mesure 

d'indépendance linéaire existe avec F(x)  ou d'améliorer la mesure 

d'indépendance linéaire si elle existe. Pour avoir un programme associé 
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à l'algorithme du simplexe, on ne considkre que le problème analytique, 

c'est-à-dire, que l'on fixe D i  = 1 dans le calcul, où D i  est défini dans 

chapitre 1. Dans ce cas, les meilleurs exposants de F (x )  que l'on trouve 

ne sont peut-être pas les meilleurs pour calculer la mesure p à cause 

du mumérateur de p et de D,, mais cela nous permet de vérifier si p 

existe (i.e. p > O) avec F ( x )  et alors de trouver la meilleure mesure 

d'indépendance linéaire que l'on peut obtenir en n'utilisant que les fac- 

teurs (x - al),  , (x - ak) .  Grâce à cela, on a trouvé les fonctions 
F3(x) et .F4(x) pour calculer les mesures d'indépendance linéaire de 

1, log 2, log 3, log 5 et de 1, log 2, log 3, log 5, log 7. Pour obtenir 

la meilleure mesure, on peut utiliser la méthode arithmétique pour 

améliorer D, et diminuer le numérateur en fixant le dénominateur. 

On utilise la programmation linéaire semi-infinie cornme suit pour 

chercher les meilleurs exposants dans les fonctions F3(x) et F4(x) tels 

que la valeur de - f soit la plus grande possible. 

3.1-La programmation linéaire semi-infinie 

On a à résoudre un problème du type suivant : trouver 

max ming(x,C) 
C x E X  

où g(x, C) est une fonction linéaire par rapport à C = (cl, . . , ck) et X 
est un domaine compact de C, le maximum étant pris pour ci 2 O pour 

2 = 1 , - - . , k .  

Une solution classique consiste à choisir de très nombreux points de 

contrôle (xj) 1 jSllr et résoudre le problème de programmation linéaire 

suivant : trouver 

max min g(xi, C). 
C l L j < N  

Cependant le résultat obtenu dépend des points de contrôle choisis. 
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L'idée de la programmation linéaire semi-infinie [AN] consiste à 

répéter le processus précédent en ajoutant à chaque fois de nouveaux 

points de contrôle et à vérifier que ce procédé converge vers ml la valeur 

de la forme linéaire pour un choix de C optimum, selon l'algorithme 

suivant: 

(1) On choisit une valeur initiale de C soit c(O) et on calcule 

mo = min g(x, d o ) ) .  
2 EX 

(2) On choisit un ensemble de points de contrôle x(O)  dans X. Il est 

clair que l'on a rn, < m < mo si on note 

mo = min g(x, ~ ( ' 1 ) .  
x € X ( O )  

(3) On ajoute à x(O)  les points où g(x, d o ) )  admet des minima 

locaux et l'on obtient un ensemble x(') de points de contrôle. 

(4) On résout le problème de programmation linéaire 

max min g(xj1 C). 
C xj€X(') 

On obtient alors une nouvelle valeur de C soit et un résultat 

de la programmation linéaire égal à mi = min g(x, c ) .  On a 
xEX 

donc m; < mi < m < mi < mo si on note 

mi = min g(x, ~ ( ' 1 )  
x€X(') 

( 5 )  On répète les opérations (2) à (4) et on trouve donc deux suites 

(mi) et (mi) telles que 
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On s'arrête des qu'il y a assez bonne convergence, quand par 

exemple, mi - mi < 10-~ .  Supposons que p itérations suffisent, 

alors on prend une approximation de m égale à m,. 

3.2-La forme de la programmation linéaire 

Pour appliquer cette méthode ici, c'est-à-dire pour trouver les 

meilleurs exposants des polynômes Pi dans F (x ) ,  il suffit de vérifier 

que 
1 

lim - log (DnQn) + log ( max 1 F(X) 1 )  
n-m n a i  Iz<ak 

est de la forme voulue. 

Nous donnons ici le détail du pas (4). 

On a donc la fonction objectif associée à la programmation linéaire 

max z = max (- ( max log (F(y)I + d + q 
a1 a l s y s a k  

où d + q = lim ' log(DnQn). 
n-+m n 

Dans cequi-suit, toutes les variables Xi  sont astreintes à être non- 

négatives. On pose 

parce qu'on ne sait pas si cette valeur est positive, où N = NI  + N2 
et NI  est le nombre de nombres premiers utilisés, Nz est le nombre de 

polynômes utilisés. 

Donc 

Pour les contraintes de ce problème, on a trois parties : les contraintes 

sur d, les contraintes sur les nombres premiers et les contraintes sur les 

points de contrôle. 
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Première partie : les contraintes sur d 

Ici, on ne considère pas l'amélioration par la méthode arithmétique, 

c'est-à-dire Dn = 1, on a donc 

1 
d = lim - log Dn 

n+m n 

1 
= n+m lim l o g  n ( 1 . 2 , - - , m a x  (nao. n ( C a i d e g P i  -ao)))). 

i= 1 

On pose d = X1 et on a 

où deg Pi (1 5 i 5 N2) est le degré du polynôme Pi, XN1+2 = a 0  

.. est l'exposant de y, le dénominateur de F(y)  et Xi+Nl+2 = ai pour 

1 5 i 5 N2 sont les exposants des polynômes utilisés. 

On a donc deux contraintes sur d 

Deuxième partie : les contraintes sur les nombres pre- 
miers 

Par le lemme 3.4 dans chapitre 1, on sait que pour 
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NI 

avec ai E Z+, ai E Z+, ai = n p f ' j ,  Pu E N ,  et 
j=l 

B .  - max (Pij), il existe un entier ' - l< i<Nz  

tel que pour tout I # J 

Donc pour chaque nombre premier utilisé pj,  on a 

Si on remplace ai par XN1+2+i (O < i < N2) les exposants 

des polynômes, pour tout nombre premier utilisé pi, on a le système 

d'inéquations suivant 
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c'est-à-dire que l'on a Ni contraintes sur les nombres premiers 

pour tout 1 < j < Ni. 

Troisième partie : les contraintes sur les points de 
contrôle 

On construit un ensemble de points de contrôle avec les zéros de la 

dérivée de la fonction F ( x )  dans l'intervalle considéré avec les exposants 

initiaux et on ajoute certaints points en plus des zéros. On obtient un 

ensemble initial de points de contrôle. Pour chaque itération, on ajoute 

aussi quelques points de contrôle parmi les zéros de la derivée de la 

fonction F ( x )  avec des nouveaux exposants. 

Pour chaque point de contrôle yi, on a 

Ni 

où q = log Q = 1 Xj+l logpj. On a donc un système d'inéquations 

pour les M points de contrôle Yi. 
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Remarque 

Dans le calcul, pour obtenir une forme linéaire, on pose l'exposant du 

dénominateur de la fonction F ( x )  égal à une variable, mais on a besoin 

de fixer cet exposant que l'on prendra égal à 1, donc on obtient une 

contrainte 

Donc on obtient un problème de programmation linéaire avec NI + 
M + 2 contraintes : 

max Z = CX 

où C = (0, . - - , O ,  - 1, l )  est un vecteur ligne, X est un vecteur colonne à 

NI +N2+4 composantes, A est la matrice des coefficients des contraintes. 

On utilise aussi cette méthode pour diminuer le numérateur en fixant 

le dénominateur. 

Dans [AN] on peut trouver la théorie générale de la programmation 

linéaire semi-infinie. Tout le calcul est effectué en PASCAL sur micro- 

ordinateur. 

Donc, en théorie, on trouve une méthode pour chercher la fonction qui 

permet de calculer une mesure d'indépendance linéaire des logarithmes 

de nombres premiers. On cherche d'abord la meilleure combinaison des 

polynômes tel que les polynômes soient dans l'idéal (A, x) où A est en- 

gendré par les nombres premiers utilisés. Ensuite on cherche les meilleurs 

exposants des polynômes par la programmation linéaire semi-infinie t d s  

que la valeur absolue de F(x) engendrée par ces polynômes soit la plus 

petite possible dans un intervalle considéré. Si on obtient une fonction 
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F(x) qui vérifie les conditions du théoreme, c'est-à-dire, 

alors on trouve une mesure d'indépendance linéaire des logarithmes des 

nombres premiers associé cette fonction. 

En réalité, par cette méthode, on a trouvé les fonctions F3 et F4 pour 

calculer les mesures d'indépendance linéaire de 1, log 2, log 3, log 5 et 

de 1, log 2, log 3, log 5, log 7, et retrouvé aussi les exposants des fac- 

teurs polynômes de la fonction de G. Rhin pour calculer une mesure 

d'indépendance linéaire de 1, log 2, log 3. Autrement, on constate 

que l'amélioration de la méthode d'arithmétique n'existe plus dans 

le calcul des mesures d'indépendance linèaire de 1, log 2, log3, de 

1, log 2, log 3, log 5 et de 1, log 2, log 3, log 5, log 7. 
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CHAPITRE III 

Une généralisation du 

diamètre transfini entier 

& 

polynômes de 

Müntz-Legendre généralisés 
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Rappelons que dans [RH2], G. Rhin propose la meilleure mesure 

d'indépendance linéaire connue de 1, log2, log3. Il généralise la 

méthode d'Alladi-Robinson [AR] (théorème 2.3 dans le chapitre 1).  Il 

remplace le polynôme tn ( l  - t)n par un polynôme plus général satis- 

faisant certaines conditions arithmétiques. Plus précisément, soit z un 

rationnel (z $! [l, 00)) et soient d un entier positif tel que dz soit entier et 

A = ppcm(d, d - dz). Soit Hn un polynôme de Z[X], de degré inférieur 

ou égal à 271, appartenant à l'idéal ((x, A)Z[X])n et donc de la forme 

où les bj sont des entiers pour O 5 j 5 2n. 

On étudie l'intégrale 

n- 1 

- n - j  (( d - d z  A )"-' - (y-') • 

j  =O 

Alors si dn = ppcm(1, 2, - - - , n) , -zdn In E Z + Z log(1- z). Sachant 
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si le polynôme Hn est assez simple, on obtient des majoration du type 

Il suffit alors d'utiliser le théorème des nombres premiers pour ma- 

jorer dn et l'on obtient, si a < -1 

b + l  a - b  
p(log(1 - z ) )  = -- + 1 = -  

a + l  a +  1' 

Avec différents polynômes Hn, on peut obtenir les résultats des 

mesures d'irrationalité de log 2 de Apéry et de Chudnovsky. 

Ensuite G. Rhin généralise la méthode ci-dessus à l'étude de 

l'indépendance linéaire de plusieurs logarithmes. 

Soient ail, 02, . . . , QIr, r rationnels non nuls tels que 

1, log(1 - ail) '  . . . , log(1 - ai,) 

soient Q-linéairement indépendants. 

Soit d un entier positif tel que daé soit entier pour tout i et 

Soit Hn un polynôme qui vérifie les conditions ci-dessus, alors les 

intégrales 

sont telles que 

où pn,i est un entier. G. Rhin donne la proposition suivante en étudiant, 

log(2/3) et log(4/3) : 
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Proposition 111-1.1 
Soient uo, u l ,  u2 trois entiers tels que 

Alors la forme A = uo + ul log 2 + u2 log 3 vérifie 

De plus, pour H > Ho (Ho effectivement calculable) 

Dans la démonstration, il étudie les deux intégrales 

avec 

Q 1 = x - 2  bl = 0,552418 

Q 2 = 2 - 3  b2 = 0,704324 

Q 3 = x - 4  b3 = 0,447582 

Q4 = 5~ - 12 b4 = 0,109072 

Q5 = 17x2 - 1 0 2 ~  + 144 b5 = 0,038934 
Q6 = 19x2 - 1 0 8 ~  + 144 b6 = 0,054368. 

Dans son article, il ne donne pas de méthode théorique pour calculer 

les polynômes. Ici, on va compléter la méthode, et montrer que tous les 
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facteiirs donnés sont des "bons facteurs" de H, (x). Pour cela nous intro- 

duirons iine nouvelle généralisation du diamètre transfini d'un intervalle. 

Nous montrerons, en généralisant les polynômes de Müntz-Legendre et 

en introduisant des méthodes de résolution de systèmes d'inégalités, que 

les polynômes Q j  ci-dessus appartiennent à une famille de polynômes 

que l'on peut effectivement déterminer. Nous montrerons l'application 

des polynômes de Müntz-Legendre généralisés au diamètre transfini sur 

[O, 11. Nous améliorerons les résultats de Flammang, Rhin, Smyth [FRS] 

et Borwein, Erdelyi [BE] sur les polynômes critiques. Nous donnerons 

aussi un prolongement de la table de Habsieger-Salvy[HS] sur l'intervalle 

de [O, 1/41. 
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On définit ici le diamètre transfini, le diamètre transfini entier et le 

f-diamètre transfini entier comme dans les articles de F. Amoroso [AMI] 

et [AM21 : 

Soient X une partie infinie compacte du plan complexe et Q E C[s] un 

polynôme ; on note deg Q son degré et IQll ,x sa norme de la convergence 

uniforme sur X définie par 

On définit le diamètre transfini t (X)  comme la borne inférieure des 

quantités 1 ~ 1 : : : ~ ~ ~  lorsque Q décrit l'ensemble des polynômes unitaires 

à coefficients complexes de degré positif, 

deg 
Q unitaire 

De même, on définit le diamètre transfini entier tz(X) comme la 

lIdeg Q lorsque Q décrit l'ensemble des borne inférieure des quantités [QI l,x 
polynômes (non nécessairement unitaires) à coefficients entiers de degré 

positif 

Pour toute partie X, on a t (X)  < tz(X) avec égalité si X est une 

partie symétrique par rapport à l'axe réel telle que t (X)  2 1. D'autre 

part, on sait que, pour un tel X, si t (X)  < 1 alors tz(X)  < 1 ([LA]). 

Dans le cas particulier d'un intervalle I réel, la valeur de t ( I )  est bien 
S(I) connue: elle est égale au quart de sa longeur 6(1). Et donc tz(I)  = - 

4 
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pour 6 ( I )  > 4 ; pour 6( I )  < 4, on ne possitde que des encadrements polir 

t z  (1) 
Pour le f-diamètre transfini entier, on définit comme suit : 

où f est une fonction positive sur X. Cette notion a été définie par F. 

Amoroso[AMl] . 
Il montre aussi que le f-diamètre transfini entier est important pour 

étudier les approximations rationnelles de logarithmes, par exemple, les 

mesures d7irrationalit6 de log(l/m) où l l m  est un nombre rationnel posi- 

tif. On pose, a = (fi+ et ,û = (fi- Si on peut trouver des 

polynômes à coefficients entiers qui s'approchent de zéro sur l'intervalle 

[O, p] et qui ne sont pas très grands sur l'intervalle [P, a], alors on peut 

trouver les bonnes mesures d'irrationalité de log(l/m). Avec les bonnes 

estimations de tz,~=([O, a]), où f, : [O, a] -+ IR est la fonction réelle 

définie par 
1 x E [O, Pl 

fc(x) = {exp(-c) x E [P, al 
Alors il donne les mesures d'irrationalité de log(l/m) suivantes 

et donc il améliore les résultats de G. Rhin de p(log 2) 5 4,0765 [RH21 
et p(log(513)) 5 7,224 (RH31 et de Alladi et Robinson [AR] mais pas de 

5 

~ ( r )  

log 213 

3,402 

log 513 

6,851 

log 715 

5,456 

log 2 

3,991 

log 314 

3,154 

log 3 

16,960 

log 415 

3,017 
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p(1og 3) 5 8,616 [RH2], et p(1og 2) 5 3,891 de Rukhadze [RU] et Hata 

[HA 11. 

Dans notre travail, nous introduisons une définition du diamètre 

transfini qui concerne l'idéal des polynômes qui appartiennent à 

(x, A)nZ[x] : 

Définition 111-2.1 
Soit X un intervalle réel et A un entier positif. Soit f une fonction 

continue sur X, f : X + Et+. On définit le (f,  A)-diamètre transfini 

entier par 

De même que le diamètre transfini est important pour étudier les 

approximations rationnelles de logarithmes, le (f ,  A)-diamètre transfini 

entier est aussi important pour les mesures d'indépendance linéaire de 

logarithmes. Grace à cela, le théorème 11-2.5 peut donc s'écrire comme 

suit : 

Théorème 111-2.2 
Soient a E IR+ et d E N*. Soient 1 < al < a2 < < a, m entiers 

positifs et A = ppcm(al , a2, . . - , a,). On pose 

D, = ppcm (1, 2, - - . , max([adn], 2dn - [adn])) 

lim log D, = K 
n-00 n 

On pose t le (f ,  A)-diamètre transfini entier sur l'intervalle [ai, a,]: 
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Si t < e - K ,  alors il existe u n  polynôme 'FI de degré 2d et 'FI E 

(x, A ) [ ~ ~ ] Z [ X ]  tel que 

On suppose qu'il existe u n  nombre réel p > O et u n  nombre réel 

do) > O tels que 

w-4 do) = log ( yax 1 - 1 ) 
Z I = p  z[adI 

et pour tout 1 5 i < m - 1, les valeurs de 

log ( max 
a , < ~ < a ~ + ~  "'x'l ~ [ a d l  ) 

sont distinctes deux à deux. Alors la suite H ,  = 'FIn vérifie les conditions 

du théorème 11-2.5. 
Alors pour tout E > O ,  il existe u n  entier positif HO(€) tel que 

ai+ i 
P l  1 0  ( )  a1 + q log ( )  ai + q O ( )  1 > 

am-  1 

pour tous entiersp et qi 1 5  i 5 m - 1 avec H = mpc{ lqil ) 2 HO(€) 
2 

(HO(&) euffectivement calculable) et p est u n  nombre réel positif donné 

Donc pour chercher une mesure d'indépendance linéaire nous 

chercherons le (f, A)-diamètre transfini entier. On trouve certains 

résultats dans les paragraphes suivants. 
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Dans la suite nous utiliserons aussi les polynômes de Müntz-Legendre: 

soit A = ( X i ) i > o  - une suite de nombres réel positifs ou nuls tous distincts. 

On appelle polynôme de Müntz-Legendre une fonction P telle que 

P est dit associé à la suite A. 
Dans le paragraphe suivant, on va utiliser des inégalités sur les 

polynômes de Müntz-Legendre pour donner de bonnes majorations pour 

le (f, A)-diamètre transfini entier d'un intervalle. 
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3-Polynômes de Müntz-Legendre généra- 
lisé (MLG) 

3.1-Polynômes de Müntz-Legendre 

On considère, pour O < a < b, le produit scalaire sur les fonctions 

continues réelles sur l'intervalle [a, b] défini par 

où cp est une fonction réelle positive sur l'intervalle [a,b]. 

On note 

Ilf l12,ra,ai = (f 7 f )v  

D'aprés le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt on a 

Proposition 111-3.1 
Soit (V, ( , )) u n  espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire 

( , ) et soit W u n  sous-espace de dimention finie n de V. Soit 

{wl , wp, . . . , w,) une base de W .  Alors il existe une base 

{Li, LZ, , L n )  de W telle que 

(1) le SOUS espace vectoriel engendré par {LI, L2, - - - , Li) est égal 

au sous espace vectoriel engendré par {wl, w2, . . , wi) pour 1 5 i 5 n. 

(2) les vecteurs Li ,  L2, . - , Ln sont orthogonaux deux à deux. 

Dans la suite, soit F un polynôme fixé non nul de R[x] et soient 

Xo,  A l ,  . - . , An des réels positifs ou nuls tous distincts. On considère 

Lo, LI ,  - .  , Ln la suite des polynômes orthogonaux relative au produit 
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scalaire ( , ), construite par le processus d'orthogonalisation de Gram- 

Schmidt à partir des polynômes 

tels que 

et Li est orthogonal à Lo, LI,  - .  - , Li-i pour O 5 i 5 n. 
Soit p un polynôme de Müntz-Legendre généralisé, 

On suppose ici que an # O. p s'écrit aussi 

avec bn = an et 
n 

D'autre part, on a 

on obtient donc l'inégalité 
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3.2-Polynômes de MLG sur [ O ,  11 

Dans les articles de Flammang, Rhin, Smyth [FRS] et Borwein, Erde- 

lyi [BE], ont été étudiés les polynômes de Müntz-Legendre dans l'espace 

vectoriel de base xn,  xn-', . . . , xk (n $ k 2 O) et avec le produit 

scalaire 

Cela donne les polynômes Müntz-Legendre orthogonaux 

Soit Pn l'ensemble des polynômes de degré n à coefficients réels et 

pn E Pn de la forme 

alors on a l'inégalité 

Soit Tn un polynôme de Z[x] de degré n sur [O, 11 tel que 

Alors 

où k > 0 , 2 6 4 1 ~ ~  dans [FRS] (et k > 0,26n pour n assez grand dans 

[BEI 1. 
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Dans ce paragraphe, on utilise les polynômes de Müntz-Legendre 

généralisés. Cette méthode améliore les résultats ci dessus. On con- 

sidère l'espace vectoriel de base 

sur l'intervalle [O, 11, où k, q  sont entiers positifs. Par le processus 

d'orthogonalisation de Gram-schmidt, on obtient donc, si l'on pose 

le résultat suivant : 

Lemme 111-3.2 
Pour i  fixé on a 

( L ~ ,  x h ( l  - ~ ) 4 )  = O 

pour n > h  > i + 1  c'est-à-dire Li I Lh. 

Démonstration 
Sachant que 

n 

= C(-l)n-j ( n + 2 q + j + l ) ( n - i )  ( 2 p ) ! ( j + h ) !  
j=i n - i + 2 q  n - j  ( 2 q + j + h + l ) !  
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(" - i, ( j  + h)! 
n - j  ( j + h + 2 q + l ) !  

Proposition 111-3.3 

Soit Q ( x )  E Rn+, [ X I  

n + k + 2 q + 1  
n - k  n - k + 2 q  ) llQll1,~0,11. 

Démonstration 
Q ( x )  peut s'écrire sous la forme 
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avec 

Par la dernière inégalité du paragraphe précédent 

( L i ,  Li) 

n 
- X ( - l ) n - j  - ( n + 2 q +  j +  1 )  ( n - i )  (Li ,  x j ( 1  - x)q) 

j=i n - i + 2 q  n - j  

On pose Si = ( L i ,  x"1 - x ) q ) ,  alors 

n 

si = C(-l)n-j n+ 2q+ j  + 1 )  ( n  - i) ( 2  + j ) ! (2q) !  
j=i n - i + 29 n - j  ( i + j + 2 q + l ) !  

n - z  ( n + 2 q + j + l ) . . . ( i + j + 2 q + 2 )  
( $ ( - ~ ) ~ - j  ( n  - j) i + j + i  

n - i  ( n + 2 q + j + l ) - . . ( i + j + 2 q + 2 )  
(=-lin-' (. - j )  i + j + i  
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On considère Si comme un élément dans Q ( q )  où n, i sont 

des paramètres rationnels et q est une indéterminée. Le degré du 

dénominateur 

(29 + n - i )  - - - (29 + 1 )  

est égal à n - i .  Le degré de chaque numérateur est 

Donc si on garde le dénominateur sous la forme (29 + n - i )  . . . (29 + l),  

alors le numérateur est de degré inférieur ou égal à n - i. On va montrer 

que Si est une constante dans Q ( q ) .  Pour cela, on démontre que le 

dénominateur divise le numérateur. On prend q = -1/2, un zéro du 

dénominateur avec 1 5 1 5 n - i. On calcule 

n 
(n-1+ j +  l ) . . . ( i +  j - 1 + 2 )  

n - j  i + j + l  

Le numérateur vaut zéro car il est égal à 

n-i n+i-l+l ( x - 1 )  x I l  = 

donc (2q + n - i )  . . - (29 + 1 )  divise le numérateur de Si, c'est-à-dire que 

Si est une constante. Donc pour calculer Si, on peut prendre 

et donc 
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Donc 

1 - l . . . ( i - n )  - - (-1)"-2 
( - 2 i - 2 ) . - . ( - n - i - l )  2i+1 

- (-1)n-z (n  - i )  ! 
- 

(n  + i  + 1 )  - - .  (2i + 2)(2i + 1 )  

- (-1)n-z ( n  - i)!(22 + l ) !  
- 

(2i + l ) ( n  + i  + l ) ! '  

(n  - 2)!(22 + l ) !  
(Li, Li) = (22+1)(n+2+1)! 

Si on pose 

k1  1 - x)9 + . - + u ~ - ~ x " - ' ( I  - x)9 E Z,[X] Pn = a k i X  ( 

un polynôme de degré n  sur [O, 11, on obtient alors 
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On a le théorème suivant 

Théorème 111-3.4 
Si le polynôme pn de Z[x] de degré n vérzfie 

alors 

Démonstration 
Soit k le plus petit des exposants de x ou de 1 - x qui apparaît comme 

facteur des polynômes pn de Z[x] de degré n qui vérifient 

alors pn est de la forme 

Si Sn-2k (O) # O, alors lak 1 2 1, c'est-à-dire 
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On remarque que 

((n - 2k) + 2k + 2k)n+2k > (n + 2k)! 
- (n  - 2k)!(2k)!(2k)! 

(n  - 2k)n-2k(2k)4k 

c'est-à-dire 
(n  + 2k)n+2k > (n  + 2k)! 

(n  - 2k)n-2k(2k)4k - (n - 2k)!(2k)!2 ' 

Si on pose a = k l n ,  e t  

alors 

D'aprés l'inégalité 

< 0,423531 1 5n l l ~ n I l i , [ ~ , i ]  - 

( n +  1 ) ( 1 + 2 a +  i )  
0,423531 15 f (a )  1 2 a  + ; 

Puisque 

il suffit de prendre a tel que 

O, 423531 15 f ( a )  2 1 
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donc a 2 0,28948, i.e. k 2 0,28948n. O 

On améliore donc les résultats de Flammang, Rhin, Smyth [FRS] et 

Borwein, Erdelyi [BE]. 

3.3-Polynômes de MLG sur [O ,  i] 
On considère ici l'espace vectoriel engendré par la base 

et le produit scalaire 

1 

On pose 

n 

M,(x) = C ( - i ) " - j  + 2q + j + l) (n - ') 4jxj(l - qx)* = ~ ~ ( 4 3 . ) .  
j =i n - i + 2 q  n - j  

On a donc une famille orthogonale. 

Lemme 111-3.5 
Pour i fixé on a 

( M ,  x h ( l  - 4 ~ ) ~ ) ~  = 0 

pour n 2 h 2 i + 1 c'est-à-dire Mi I Mh. 

Démonstration 
En posant y = 4x on voit facilement que l'on a 
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3.3.1-Le facteur x 

Si on veut déterminer l'exposant du facteur x en connaissant 

l'exposant du facteur 1 - 4x (par exemple q = O) ,  alors on prend un 

polynôme de degré n + q 

avec 

alors 
1 

% ( ~ k ,  M k ) 2  5 (&y QI2 5 qll&II:, [O,+] 

On a donc 

Lemme 111-3.6 

Démonstration 
En posant y = 42, on vérifie que 

alors 
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Donc 

n + k + l  
a * /  5 4 k l l ~ I l l ,  + 1) ( n - k  ) ( n  n - k + 2 q  + + 2q + l )  

Si on pose 

un polynôme de degré n  sur [O, a] ,  on obtient alors 

k I ~ * I  5 4 I I P ~ I I ~ , ~ ~ , ~ ~  J ( 2 k  + l ) ( n  + n - k + q  + + l )  ( n + k - q + l  n - k - q  1 
Lemme 111-3.7 

On pose pn, ai comme ci-dessus. Soient cr E W + ,  E E t + .  Si P = 3 n 

est donné, on a k 2 yn, où y est la plus petite racine positive de 
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Démonstration 
Comme dans la démonstration du théorème 111-3.4, on a 

((n - k + q) + 2k) .+*+O > (n + + 9) (n - k + q) 
- n - k + q  k+q 

( (n  - k - q) + 2k)"+"-~ - > (n - k - 9) n-k-u(2k)2k 
n - k - q  

k Si on pose a = ; et P =  :, alors on a 

n + k + q  n + k - q  
f ( ~ ' p ) ~ ~ > (  n - k + q  )( n - k - q  )-  

On a donc 

c'est-à-dire 

Puisque le terme 

on a donc 
1 

1 5 4" l l ~ n  I l  l ,[o,+i ' f ( a '  P). 

Si on prend ,û = 0, c'est-à-dire l'exposant de 1 - 42 égal à zéro, on a 

n + k + l  
l a k  1 5 4kII~nIIi,[o,+1 ~2k+l( n - k  ) 
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et par calcul, on obtient k 2 2  x 0 ,28948n qui correspond au résultat du 

théorème 111-3.4 pour l'intervalle [ O ,  11. 

3.3.2-Le facteur 1 - 4x 

Pour trouver l'exposant du facteur 1 - 4x en supposant l'exposant de 

x  connu, on considère l'espace vectoriel engendré par la base 

et toujours le produit scalaire (f, g ) 2 .  On pose 

Li ( 4 ~ )  
n 

N ~ ( x )  = - - x ( - l ) n - j  n + 2 q + j +  l )  ( n i ) x q ( i  - q x ) j .  
49 

j = i  
n  - i + 29 n - j  

On a donc 

( (1 - ~ x ) ~ x ' ) ~  = 0 

On prend un polynôme de degré n  + q  

où R E Z [ x ]  et deg R  = n - k .  On veut majorer 4 n - k ~ ( a )  qui est un 

entier. Si on écrit 

R ( x )  = bo + b l ( l  - 4 2 )  + - - + bn-k(l  - 4 2 )  n - k  

103 
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alors 

Donc on écrit 

Q = anxq( l  - 42)" + a n - l x q ( l  - 4 ~ ) ~ - '  + - - + a k x q ( l  - 4 ~ ) ~  

Alors 

1 2  
pk(Nk7 Nk)2 5 (Q, Q ) 2  qllQlll,[o,al 

Si on pose 

un polynôme de degré n sur [O, f], on obtient alors 

104 
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Lemme 111-3.8 

a k 1 5  ~ ~ I I ~ . I I , , ~ ~ , ~ ~  J(2k + 1) (n + + + l) ( n + k - q + l  
n - k + q  n - k - q  ) 

On peut estimer l'exposant k du facteur 1 - 4x, parce que l'on sait 

que 4"-"9 a k  est un entier. De la même façon que dans le lemme 111-3.7, 

on peut donc démontrer 

Lemme 111-3.9 
On pose p,, ai comme ci-dessus. Si ,B est connu, on a donc k 2 yn, 

où y est la plus petite racine positive de 

41-711~ n 1 1  1,[0,+1 ' f (7, P)  = 1 

où f (a ,  ,û) est défini dans lemme 111-3.7. 

Donc par le lemme 111-3.7, en posant l'exposant de 1 - 4x égal à zéro, 

on obtient l'exposant de x égal à 0,5789n au moins, et avec ce résultat 

on obtient l'exposant de 1 - 42 égal à 0,0935n au moins par le lemme 

111-3.9. On reporte ce dernier résultat dans le lemme 111-3.7, on a donc 

l'exposant de x égal à 0,5912n au moins, et on continue ainsi de suite 

l'exposant l'exposant 
de x de 1 - 4x 

1) 0,5789611265 O 

2) O, 578961 1265 0,0935359768 

3) 0,59 12907720 0, 0935359768 

4) O, 591 2907720 0,0949436469 

5) 0,5917094810 O, 0949436469 

l'exposant l'exposant 
de x de 1 - 4x 

6) 0, 591 709481 0 0,0949938883 

7) 0,5917245998 O, 0949938883 

8) O, 591 7245998 0,0949957056 

9) 0,591 7251469 0, 094 9957056 

10) O, 591 7251469 0,0949957714 
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Par ces résultats, on obtient donc 

Théorème 111-3.10 
Soit p, E Zn(x)  u n  polynôme de degré n sur [O,  f 1 ,  si 

alors 

k > 0.591725n, et q 2 0.094995n. 

Nous utilisons 0,17937864 Z 0,42353115~ car [AM21 

t z  ([o. j]) = tz ( l0 .  
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4-Résolution de systèmes d'inéquations 
linéaires et application à la recherche de 
polynômes de petite norme sur un inter- 
valle 

Dans ce paragraphe, nous noterons, pour un degré n,  par p, un 

polynôme de Z[x] de degré n tel que p n  soit minimum. Nous 

donnerons un algorithme qui permet de trouver les polynômes de plus 

petite norme sur un intervalle donné en utilisant les polynômes de Müntz- 

Legendre généralisés, l'algorithme LLL et une méthode adaptée de la 

méthode du simplexe. Le processus est le suivant : 

a) trouver une "bonne" borne de IIp, 1 1  1 ,la,bj. 

b) chercher les facteurs nécessaires en utilisant cette borne. 

c) résoudre le système d'inéquations linéaires qu'on obtient en 
prenant des valeurs particulières de la variable et donc trouver 

les facteurs manquants du  meilleur polynôme. 

On présente ici les étapes en détail. 

4.1-La borne initiale 

Pour un n fixé, si on a déjà trouvé les meilleurs polynômes de degré 

inferieur à n, alors on peut prendre la borne initiale cn pour la recherche 

de Pn : 

On peut aussi utiliser l'algorithme LLL pour calculer une borne ini- 

tiale. On explique d'abord comment on utilise cet algorithme. 

L'algorithme LLL a été introduit par A. K. Lenstra, H. W. Lenstra 

et L. Loviisz en 1982 [LLL]. Soit H un réseau de base (ei)lli5m. 

Alors l'algorithme LLL fournit une nouvelle base (fi)lli5m de H LLL- 

réduite c'est-à-dire telle que la norme (au sens de la norme euclidienne 



Chapitre III. 108 

habituelle) des vecteurs fi soit petite et en particulier telle que le vecteur 

fi ne soit pas trop loin d'être le plus petit vecteur non nul de H. 
Par exemple, sur l'intervalle [O, 1/41) supposons que le meilleur 

polynôme p, de degré n admette le facteur 

Alors p, = F Q  où 

où les ai sont entiers et k = n - no - n4 - ns. On considère le réseau H 
engendré par les k + 1 vecteurs 

On applique l'algorithme LLL à ces k + 1 vecteur et on obt,ient un 

polynôme F Q  qui est en général un polynôme qui fournit une bonne 

borne. Nous avons constaté dans nos calculs que cette méthode fournit 

souvent le meilleur polynôme p,. 

4.2-Les facteurs nécessaires 

Dans notre calcul, nous commençons par utiliser la méthode de 

Müntz-Legendre généralisée. Nous utilisons la méthode décrite à la fin du 

paragraphe 3 en remplaçant 0,17937864 par c, pour donner une minora- 

tion des exposants des polynômes de Z[x] qui s'annulent aux extrémités 

de l'intervalle [a, b] (par exemple pour [O, 1 /4] les polynômes x et 1 -42). 

Ensuite pour les autres facteurs, par exemple 1 - 5x dans le cas de 

l'intervalle [O, 1/41, nous calculons explicitement la matrice de Gram de 

la base 

F, (1 - 52) F, - . , (1 - ~ x ) " - ~ ~ ~ F F  
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où F est de la forme xkl (1 - 4 ~ ) ~ ~  (1 - 5 ~ ) ~ ~ .  On peut alors, si 

par Gram-Schmidt, majorer lao[ et en déduire que pn a un zéro d'ordre 

supérieur à k3 en 115. On répète ensuite l'opération pour x,  1-42' 1-52 

etc . jusqu'à ce que l'on ne trouve plus de nouveau facteur du premier 

degré. Nous ne considèrerons pas ici le cas des facteurs de degré au 

moins 2 pour lesquels il faudrait faire intervenir des considérations de 

résultant . 

4.3-La résolution d'un système d'inéquations 
linéaires 

Après avoir fini de trouver les facteurs nécessaires, la dernière étape 

consiste à déterminer le facteur manquant du polynôme p,. On note F 

le polynôme produit des facteurs nécessaires avec les exposants les plus 

grands possibles. Donc pn s'écrit sous la forme 

où Q(x) est un polynôme de degré k = n - deg F dont les coefficients 

inconnus sont à déterminer. 

D'abord on fixe certains points rationnels qui sont différents des 

racines de F(x)  qu'on appelle "points de contrôle". On considère le 

systéme linéaire d'inéquations à k + 1 variables : 

(SI IF(xi)Q(xi)l 5 cn pour 1 5 i 5 m 

où xi est un point de contrôle, m > Ic + 1 est le nombre des point de 

contrôle et 



Les coefficients de Q sont donc les inconnues du système. 

Ce système définit un polyèdre dont nous devons déterminer les points 

entiers. 

On résoud ce système d'inéquations avec une méthode adaptée de la 

méthode du simplexe et en utilisant l'algorithme LLL [CO] comme suit. 

4.3.1-Majoration de formes linéaires 

On se propose d'ajouter au système (S) de nouvelles inéquations 

obtenues à partir de la méthode suivante, dérivée de la méthode du 

simplexe. 

Soit L une forme linéaire sur IEtk+' que l'on désire majorer sur 

l'ensemble des solutions de (S) (par exemple 

où xi  est uri point de contrôle fixé ou bien 

où t est un point n'appartenant pas à l'intervalle [a, b] que nous 

étudions). 

On pose ( ~ ( ' 1 )  = (S) constitué des formes linéaires L;') = Lj pour 

1 < j 5 m et du second membre bi') = c,, et on note L 2 i 1  = L. 

On note M( ' )  la matrice constituée de la matrice identité d'ordre 

m à laquelle on ajoute une m + 1 ième ligne identiquement nulle et 

A(') la matrice à m + 1 lignes et k + 1 colonnes dont les lignes sont 

Supposons qu'à l'étape s > 1 on ait L::, f O. Décrivons comment 

on obtient le système à l'étape s + 1. On suppose que chaque ligne j 5 m 

de la matrice M(') représente les coefficients de comme combinaison 
(lf linéaire des formes linéaires Li1), L:), . - .  ,Lm . On choisit alors un 
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terme de L:;, de plus grande valeur absolue (> O puisque  LE^^ $ 0) 

d'indice i. On choisit un terme de la colonne i de A(') et de ligne j 5 m 

dont le quotient par bjS) est maximum. 

On effectue alors le pivot de Gauss dans la matrice A(') autour de 

ce terme A!:). On obtient A('+'). On effectue les opérations identiques 

dans la matrice M(')  de faqon à ce que chaque ligne d'indice j 5 m de 

la nouvelle matrice M ( s + l )  représente les coefficients de L$'+') comme 
( 1 )  combinaison lineaire des formes linéaires L\'), L?) ,  . , Lm . La ligne 

d'indice m + 1 représente les coefficients de la forme linéaire soustraite à 
( 1 )  ( 1 )  ( 1 )  Lm+, comme combinaison linéaire des formes L1 , L . . - , Lm . Si 

..- 

L(s+') = C a , .  L(')  
3 3 2  2 

' < m  3 - 

on prend 

( s+l )  qui représente bien une majoration de Lj  . 
Le procédé s'arrête quand = O. La forme linéaire soustraite à 

L est donc égale à L et la dernière ligne de Ad(') donne les coefficients 
( 1 )  ( 1 )  ( 1 )  de L comme combinaison linéaire des formes L1 , La , - . - , Lm . On 

obtient une majoration de L comme ci-dessus. 

Remarque 

Si L est à coefficients entiers et si sa majoration est inférieure à 1 

alors cela diminue la dimension du système (S). 

4.3.2-Changement de base et résolution du système 
d'inéquations linéaires 

On considère sur la base {xkJ ' }  la matrice Mo associée au système. 

On calcule la matrice de Gram des colonnes de Mo, et on applique 
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l'algorithme LLL à cette matrice pour avoir une base "meilleure" que 

la base { x ~ F } .  On obtient une matrice de changement de base P, et un 

nouveau système linéaire avec M = Mo x P .  

Par le système du pivot de Gauss avec ordre des colonnes fixé, on 

obtient un système triangulaire et des bornes pour les coefficients in- 

connus. Pour les seconds membres, c'est-à-dire pour la majoration des 

formes linéaires, on procédera comme en 4.3.1. On résout alors le système 

d'inéquations linéaires et on a donc plusieurs polynômes (il y a peut-être 

quelques polynômes q tels que I l  q 1 1  1 lia,ai > IIpn 1 1  1 à cause du choix des 

points de contrôle et des pertes dans la procédure du pivot). On choisit 

le meilleur polynôme pour Q, c'est-à-dire qu'on choisit un de ceux dont 

la norme I I  * l l i , l a , b l  est la plus petite. On obtient ainsi un polynôme p, 

qui convient. Tous les calculs sont effectués avec le logiciel Pari. 
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Dans ce paragraphe tous les polynômes de degré 2d que l'on calcule 

sont dans l'idéal (x, 12)~Z[x].  On note que l'ensemble des polynômes est 

pZd(x)  ; 

pZd (x) 

p2d (x) 1 pZd (x) = 12da0 + 1 2d-1 a l  x + . . + 12adxd + ad+lxd+l 

On utilise la méthode présentée dans le paragraphe précédent pour 

chercher les "meilleurs" polynômes pgd E P~~ avec le degré 2d inférieur 

ou égal à 40 (à cause de difficultés de calcul sur ordinateur, on s'arrête 

au degré 40). Le processus est le suivant : 

a. Avec une majoration du (f,  A)-diamètre transfini entier dans 

l'intervalle [2, 41 où A = 12, on trouve une "bonne" borne de 

IIpll i,i2,4i et on la considère comme une valeur initiale. 

b. On en déduit un polynôme p(x) avec les facteurs nécessaires en 

utilisant la valeur initiale. Ici on utilise les trois facteurs de base 

x - 2 ,  x - 3 ,  x - 4 .  

c .  On obtient alors un système d'inéquations linéaires en prenant des 

valeurs particulières de la variable et on résout le système. 

On présente ici les étapes en détail comme suit. 

5.1-Calcul d'une borne initiale 

On se fixe un degré 2d. On veut chercher d'abord un polynôme 

P:d E (A' x)d 

tel que llp:d111,12,41 soit "petit'' et deg (P:~) = 2d. On commence par 
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d = 3, on prend les polynômes initiaux pour d = 3, 4, 5 comme suit : 

Et leurs normes 11 * 111,[2,41 respectives sont donc les estimations 

des bornes initiales des polynômes des degrés 6, 8 et 10 dans l'idéal 

(x, I ~ ) ~ ~ z [ x ] .  On note ici pSd le polynôme initial de degré 2d et pid le 

"meilleur" polynôme. Ensuite pour les polynômes de degré plus grand 

que 10, on fait les produits des "meilleurs" polynômes pid de degré 2d 

plus petit qu'eux et on prend le meilleur parmi ces produits. Donc on 

peut trouver des polynômes initiaux pour tous les degrés, par exemple, 

6 2 .  P:~=(PO) 7 Pl l8 - - POP0 l0 0. P;8 = (p33. 

5.2-Facteurs nécessaires 

1 
On se place ici dans le cas cp(x) = - On utilise la base 

xd ' 

FCo, F C ~ ( X  - c), m . . ,  FC,(x - c ) ~  

avec ni E N. 
Donc le polynôme pid est du type 
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où k = ni  + n2 + n3, et les coefficients Cn, . . . , Co tiennent compte des 

conditions arithmétiques sur p2d (x) . 
On applique la méthode de Müntz-Legendre généralisée au polynôme 

pgd. 
Algorithme : on commence par F = 1 i.e. n l  = n2 = n3 = O, on 

prend c = 2, On écrit dans la base {(x - 2)n n 2 O}, donc 

On calcule la matrice de Gram des pi relativement au produit scalaire 

( , ), et on utilise le procédé de Gram-Schmidt sur cette matrice, le 

dernier terme diagonal obtenu fournit I I  L~ llS,[2,41. 

Si 

alors CO = O, donc 

c'est-à-dire on trouve un facteur x - 2 de On continue jusqu'à ce 

que 

pgd = (X - 2)92Q2d-q2(~) 

tel que 92 soit le plus grand possible. 

On prend ensuite c = 3. On écrit pgd dans la base {(x - 2)92(x - 
3 p ,  n 2 O}, 

2d - 
Po - (X - 2)" Q2d-92 (2) 

et on répète le calcul jusqu'à trouver 93 le plus grand possible tel que 
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Et puis on prend c = 4, 

et donc on trouve q4. On peut aussi reprendre c = 2 (ou c = 3, c = 4), 

1 1  1 

jusqu'à ce que n,, n,, n4 soient les plus grands possible tels que 

Donc, on écrit pgd dans la base 

Un autre facteur dans P2d(x) qui nous intéresse est 5 2  - 12, car il est 

dans l'idéal (x, 12) et il a une racine réelle dans l'intervalle [2,4]. Après 

avoir trouvé des facteurs x - 2, x - 3, x - 4 avec les exposants les plus 

grands possibles, par la proposition 11-2.1 et la proposition 11-2.2 on a 

où les bi sont entiers pour O 5 i 5 2d - k et 
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avec 

d - i  - & , O )  2 d -  2i -ni 

et b: E Z pour O < i 5 2d - k .  
Donc on applique Müntz-Legendre au point 1215 : 

pgd ( y )  

= ( ) +  (a)" (;)n3 (:)n4 Q2.-. ( y )  

En raison de la relation 

et k = n; + ni + n i ,  on a donc 

où bi E Z pour O < i < 2d - k .  

On note ici 
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A est donc une forme linéaire en ai E Z à coefficients entiers. 

D'autre part on a 

donc 

Si A < 1, alors on trouve le facteur 52 - 12 de pid. Une fois que l'on 

a un exposant pour (5x - 12), on continue et on peut aussi reprendre 

l'étape précédente pour avoir les exposants des facteurs (x - 2), (x - 3),  et 

(x- 4) les plus grands possibles car on a diminué la dimension des espaces 

vectoriels à étudier. On procède ainsi jusqu'à ce qu'on ne puisse plus 

améliorer les exposants. Si nécessaire on peut changer l'ordre des étapes 

pour calculer les bons exposants des facteurs x - 2, x - 3, x - 4, 5x - 12. 

5.3-Exhaust ion 

Après avoir fini de trouver les exposants des facteurs x - 2, x - 3, x - 
4, 52 - 12 qui sont n2, na, n4, n5 respectivement, pid s'écrit donc dans 

la base 

{(x - 2)n2(x - 3)n3(x - 4)n4(5x - 12)n5zn, n 2 O}, 

la dernière étape est de déterminer les facteurs manquants du "meilleur" 

polynôme, c'est-à-dire, déterminer les 2d + 1 - n2 - n3 - n4 - n5 coefficients 

inconnus de Q2d-n2 -n3 -nr -n5, tels que 
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Soit 

et I I P ~ d l l l , [ a , b l  soit le plus petit, où si on pose k = n2 + ns + nr + n5 

où les ai, bi sont entiers pour O < i < 2d - k et par la proposition 11-2.1 

et la proposition 11-2.2, on a 

avec 

et b: E Z pour O 5 i 5 2d - k, où [XI est le symbole de la partie entière 

du réel x. 

D'abord, on fixe certains points rationnels qu'on appelle " points de 

contrôle" dans ]2,12/5[ u ] 12/5,3[ U ]3,4[. On considère le système 

linéaire d'inéquations à 2d + 1 - k variables : 

pour 1 5 i 5 n, où xi est un point de contrôle et n 2 2d + 1 - k est le 

nombre des points de contrôle. Les coefficients (ai)Oli12d-k de Q2d-k 

sont donc les inconnues. 

On résoud ce système d'inéquations avec la méthode adaptée de la 

méthode du simplexe que nous avons décrite au paragraphe 4.3 et aussi 

l'algorithme LLL. 
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Par le système du pivot de Gauss avec ordre des colonnes fixé, on 

obtient un système triangulaire. On peut donc estimer le nombre de 

solutions. Si ce nombre est petit on résout. Si ce nombre est trop grand 

on passe à l'étape du paragraphe 4.3.1 (On peut aussi tester le même 

système en remplaçant la borne initiale par une constante plus petite 

pour obtenir un nombre de solutions plus petit avec le risque de ne pas 

avoir de solution non triviale). On obtient donc un nouveau système 

de dimention plus petite. On résout le nouveau système et on peut 

donc avoir plusieurs polynômes, et on choisit le meilleur polynôme pour 

Q2d-k, c'est-à-dire qu'on choisit un de ceux dont la norme I I  * 1 1 i , 1 2 , 4 1  est 

la plus petite. On trouve donc le meilleur polynôme pgd de degré 2d dans 

l'intervalle [2:  41 avec l'idéal A = 12. On a le tableau suivant : 

5.4-Tableau des meilleurs polynômes 

On donne ici un tableau des meilleurs polynômes calculés par la 

méthode ci-dessus. on note : 
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Dans ce tableau, on trouve en dernière ligne, i.e. 2d = 40, une 

majoration de tZ, ( - a ,12) ([2,4]). On retrouve les mêmes facteurs que 

ceux de G. Rhin [RH21 pour calculer la mesure d'indépendance linéaire 

de 1, log2, log3. Si on utilise la méthode que l'on présente dans le 

chapitre précédent, on peut trouver les bons exposants des facteurs et, 

donc retrouver la même mesure. 

D'autre part, il y a encore un point qui attire l'attention dans ce 

tableau. Si on étudie les "meilleurs" polynômes de degré par exemple 

20, 26, 34, on trouve le facteur As = 7x2 - 48x+ 72 qui a une racine réelle 

hors de l'intervalle [2,4], et le facteur Ali = 93x3 - 764x2 + 20162 - 1728 

qui a deux racines complexes et une racine réelle dans l'intervalle [2,4]. 

Dans l'article de P. Borwein et T. Erdelyi[BE] , on trouve le problème 

suivant : est-ce que les polynômes de Chebyshev entiers (c'est-à-dire les 

polynômes de plus petite norme 1 1  * I I 1 )  sur l'intervalle [O, 11 ont toutes 

leurs racines inclues dans [O, l]? Ici les polynômes de Chebyshev sont 

remplacés par les meilleurs polynômes qu'on recherche mais bien sûr 
1 

avec la condition de f = - et A = 12 . On sait que dans le cas 
f i  

classique la réponse est négative [HS] et on constate ici que la réponse 

est aussi négative pour tz,cr,a, ([2,4]). 
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* Tableau des meilleurs polynômes * 

1 1  * 111.[2,4] 

2,47 x 1 0 - ~  

3,23 x 1 0 - ~  

9,64 x 1 0 - ~  

2,71 x  IO-^ 

6,78 x  IO-^ 

1,04 x 1 0 - ~  

2,32 x 1 0 - ~  

4,97 x 1 0 - ~  

1,26 x  IO-^ 

2,96 x 1 0 - ~  

6,28 x IO-' 

1 ,43  x IO-' 

2,70 x 10-l0 

6,60 x 10-Il 

l , 5 2  x 10-Il 

2,98 x 10-l2 

1,04 x 1 0 - l ~  

4,95 x 10-l~ 

tz,(&,12) @ A )  5 

O, 5391 

O, 4882 

O, 4994 

O, 5044 

O, 5038 

O, 4882 

O, 4864 

O, 4840 

O, 4858 

O, 4857 

O,  4837 

O,  4832 

O, 4798 

O, 4807 

O, 4807 

O, 4785 

O, 4777 

O, 4649 

2d 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

18 

20 

22 

24 

26 

28 

30 

3 2 

34 

36 

38 

40 

meilleur polynôme 

~ A Z A ~ A ~  

AzAzAzA5 

4AiA3AqA5A7 

2AzAzAf AS 

2A2AgAfA5A7 

A $ A ~ A : A ~  

AiAEA:AgA7 

AzAgAiAgA8 

A ~ A ~ A ~ A ~ A l 0  

3A%AgA4AEA7 

A;AA0A:A5All 

2 A ~ A ~ O A ~ A 5 A 1 2  

A;A;~A;A;A~~ 

A;AA1A;AgA7Alo 

A;AA3Af A;All 

2AiABAiAzA6Alo 

A, 1 0 ~ 1 4 ~ 9 ~ 3 ~  3 4 5 10 

A~1A~4AiAgAgAlo  
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Dans l'article de Habsieger et Salvy[HS], on trouve un tableau des 

meilleurs polynômes entiers de degré inférieur ou égal à 75 sur l'intervalle 

[O, 11. Ils ont trouvé les bons facteurs comme suit : 

Bi = x(1 - x) 

BS = 1 - 2x 

Bi = 5x2 - 5x + 1 
84 = 6x2 - 62 + 1 

Si on fait le changement de variable u = x(1 - x), on obtient donc 

les bons facteurs dans [O, f ] : 
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Dans ce paragraphe, on considkre l'intervalle [O, a]. On utilise la 

méthode qu'on a présentée dans le paragraphe 4 et le théorème 111-3.10 

pour chercher les meilleurs polynômes sur cet intervalle. On trouve un 

nouveau facteur 

B9 = 33u2 - 12u + 1 

et aussi le facteur 

et on prolonge le tableau jusqu'au degré 53 (c'est-à-dire que sur 

l'intervalle [O, 11 on peut obtenir les meilleurs polynômes jusqu'au degré 

106 si on impose de ne regarder que les polynômes Q de degré pair tel 

que Q ( x )  = Q(l  - 2)) .  Le processus est comme suit : 

On calcule la borne initiale avec l'algorithme LLL, et trouve 

l'exposant de B1 et B2 par le théorème 111-3.10. Pour les exposants 

du facteur BQ, on les calcule comme on a procédé pour les facteurs 

x  - 2, x  - 3, x  - 4 dans le paragraphe précédent. On résoud le système 

linéaire d'inéquations avec la méthode adaptée de la méthode du sim- 

plexe et l'algorithme LLL. 

Pour les polynômes de degré inférieur ou égal à 37, on a bien sûr 

retrouvé les mêmes que ceux du tableau de Habsieger et Salvy. 

On trouve le tableau comme suit : 
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1 * * Meilleurs polynômes sur [ O ,  

n 

38 

39 

40 

4 1 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

5 1 

52 

5 3 

meilleur polynôme 

Bf4 B; B$ B4 B5 Bg 

~f~ B; B$ B; 

B:7 B; B$ B: 

Bf7 B,6 Bi B4 B; 

B:7 B; Bg B~ B6 

Bf8 B; Bg B5 B6 

B:' B; B$ B5 BIO 

Bf8 B; Bi B5 B6 Blo 

B:O B,6 B: B4 B5 B10 

Bf9 B; Bi B5 B6 Blo 

B:2 B: B$ B4 B: 

B:2 B.$ ~3 B5 B6 

B f4  Bg B$ B5 B10 

B13 BZB; B: B6 

B;4BgBi B: 

B ~ 4 B g B $ B 5 ~ 6 ~ l o  

tz ( [ O ,  a]) 5 

O ,  1829 

O ,  1831 

O ,  1828 

O ,  1828 

O ,  1833 

O! 1826 

O ,  1826 

O ,  1823 

O ,  1826 

O ,  1821 

O ,  1821 

O ,  1823 

0 ,  1824 

O ,  1818 

O ,  1823 

0 ,  1822 

IIP~III,[o,+] 
9,2393 x l ~ - ~ ~  

1,7537 x l ~ - ~ ~  

3,0269 x I O - ~ O  

5,4736 x l ~ - ~ ~  

1,1261 x l ~ - ~ ~  

1,7453 X l ~ - ~ ~  

3,2170 x 1 0 - ~ ~  

5,4276 x 1 0 - ~ ~  

1,0652 x 1 0 - ~ ~  

1,7128 x 1 0 - ~ ~  

3,1252 x l ~ - ~ ~  

6,0179 x 10-~' 

1,1173 x 1 0 - ~ ~  

1,7068 x 

3,5822 x  IO-^' 

6,3096 x loe40 
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