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Nous rappelons tout d’abord que g est une mesure d’irrationalité du
nombre réel irrationnel « si pour tout € > 0 il existe une constante

go(€) > O telle que

o>
q

pour tous les entiers p et ¢ avec ¢ > go(e). Le minimum des y est noté
pla).

On définit de méme (voir définition I-2.2) une mesure d’indépendance
linéaire de n + 1 nombres ag, a1, -, ap.

Depuis les travaux de A. Baker [BA1] on sait minorer des formes

linéaires de logarithmes de nombres algébriques du type
A=0Gy+ Brlogay + -+ By logan,

ou les B; et a; sont des nombres algébriques (a; # 0 pour 1 < j < n).

On a le théoreme suivant,

Théoreme 0-1

Soient ay, -+, an des nombres algébriques non-nuls avec les degrés
au plus d et les hauteurs au plus A. Soient [y, --, B, des nombres
algébriques avec les degrés au plus d et les hauteurs au plus B (> 2),

soit

A=pFo+ prlogoy + -+ Brlogon

alors, ona A=0 ou |A|> B¢, ou C est un nombre effectivement

calculable ne dépendant que de n, d, A.

Les résultats de A. Baker et G. Wiistholz ou M. Waldschmidt donnent
des valeurs explicites de la constante C (qui est en général trés grande).
Nous nous intéressons ici au cas particulier ou les 8; et a; sont des

nombres entiers ou rationnels.
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Dans le cas particulier d’un seul logarithme d’autres méthodes per-
mettent d’obtenir un résultat avec une constante C plus petite. R. Apéry

(cf [PO)]) a montré que 'on a

q

pour ¢ > gqo et pour tout p, c’est-a-dire que log2 a une mesure
d’irrationalité p(log 2) inférieure ou égale & 4,622 - - -.

Ces résultats ont été généralisés par Alladi et Robinson [AR] pour
log(r/s) ou r/s est un rationnel assez proche de 1 en utilisant les ap-
proximants de Padé. Des travaux ultérieurs de F. Amoroso [AM1]
[AM2] utilisant la notion de f-diamétre transfini entier d’un intervalle
ont permis d’obtenir une mesure d’irrationnalité de log?2 inférieure &
3,991. Nous dirons que ces démonstrations sont de type analytique. En
1987 E. A. Rukhadze {RU] puis M. Hata [HA1] en 1990 ont montré
que p(log2) < 3,8914-... Cette méthode que nous appellerons de
type arithmétique considére les facteurs premiers du numérateur et du
dénominateur des approximations successives de log 2. On pourra aussi
se reporter & I'article de C. Viola [VI] pour une présentation utilisant les

fonctions hypergéométriques.
En 1987 G. Rhin [RH2] démontre que

A =by+brlog2+bylog3

vérifie
IA' > B—7,616~--

par une méthode de type analytique pour B > By. Pour cette

démonstration on considére des intégrales d’une suite de fonctions ra-

3 4
P, (x) P, ()
/2 pors dr et /3 g dx

3

tionnelles
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ou le polyndéme FP,(z) contient les facteurs x — 2, £ — 3, = — 4, 5z —
12, 17z% — 102z + 144, 1922 — 108z + 144. Nous donnerons au chapitre
III des justifications théoriques de I'utilisation de ces polyndmes.

Deux méthodes distinctes, la méthode analytique et la méthode
arithmétique, sont donc en présence pour fournir des mesures
d’indépendance linéaire de nombres du type 1, loga;, ---, loga, ou
les a1, ---, ay sont des nombres rationnels.

Dans le premier chapitre nous nous proposons de comparer les
résultats de ces deux méthodes dans le cas ou on considére une forme

1 1
A= bo + b1 log(l — a) + b2 log(l + E)

ou l’entier @ > 2 tend vers l'infini. En nous restreignant & n’utiliser
comme facteurs des polyndmes P, qui interviennent dans les intégrales
que (z — (a—1)), (x —a), et (x — (a + 1)), c’est-a-dire que en étudiant

les intégrales

[ lemGole—de-@ryr,
a—1

mn+1

) /a““ (o= (o= e —ae=lo+ D",
ou

/ | (o-la- D@ _alz-(@+ D)7,
et

/a+1 ((z—(a—1D)(z—-a)(z—-(a+1)))%" i,

nous constaterons aux théorémes [-2.8 et I-2.11 que si a est petit
(a < 5) la méthode arithmétique fournit les meilleurs résultats et que

4



Introduction générale. 5

si @ > 6 c’est la méthode analytique qui donne la plus petite mesure
d’indépendance linéaire.

On remarque que dans le tableau de comparaison des mesures
d’indépendance linéaire que nous donnons a la fin du chapitre I on ob-
tient par la méthode arithmétique une mesure d’indépendance linéaire
de 1, log2, log3 inférieure ou égale & 10,14 ... Cependant, comme I’a
montré G. Rhin, une étude plus poussée de la méthode analytique faisant
intervenir des facteurs supplémentaires permet d’obtenir une meilleure
mesure. Dans les chapitres suivants nous n’étudierons que la méthode
analytique.

Dans le chapitre II on donne, aprés deux propositions sur certaines
propriétés des produits d’idéaux dans Z[z], au théoréme I1-2.5 un résultat

général sur la mesure d’indépendance linéaire de

an

1, logg—z-, -+, log
a; an-1

ou les a; sont une suite croissante d’entiers positifs. Nous donnons en

corollaire les résultats suivants,
lp + q110g 2 + go log 3 + g3 log 5| > H~19:3577—¢
au théoréme 11-2.6, et
Ip+ q1log2 + g2 log 3 + g3 log 5 + g4 log 7| > H—256,865—¢

au théoréme I1-2.7.

Dans le chapitre III nous commencgons par reformuler le théoréme
II-2.5 en utilisant une nouvelle notion de diameétre transfini entier d’un
intervalle réel [a, b],

ol W)= if [ @) f()], 4

5
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ou degp(x) = 2n et f est une fonction continue sur [a, b}, f : [a, b] —
R*. Ceci montre l'intérét de trouver des majorations explicites du
diametre transfini entier afin de fournir de bonnes minorations de formes
linéaires A dans le cas ot les §; et a; sont entiers.

Nous introduisons au paragraphe 3 les polynémes de Miintz-Legendre
généralisés. Dans le cas classique (Borwein et Erdelyi [BE]) si le

polynome p,, de R[z] de degré n s’écrit p,(x) = z*q(z) alors on a

40 < V(" 1) e (o)

—k 0<z<1

Nous démontrons la proposition 11I-3.3 suivante
Soit @(z) un polynéme de Ry,44[x] qui s’écrit Q(z) = z*(1 — z)IR(z)
ou R(z) € R,_g[z]. Alors

R(O)] < \/(2k+1)(n+1+k) <n+k+2q+1) max [0(2)].

n—k n—k+2q 0<z<1

Nous rappelons ([FRS|) la définition de polynéme critique d’un in-
tervalle réel I. Soit un polyndme irréductible p(z) = agz? + - - - € Zlx],
aq > 0 dont tous les zéros sont dans 'intervalle I et pour lequel la valeur

" -1/d (. R o
critique Cp = a /% est supérieure au diametre transfini entier de

) 1/de
()= mf I i
degp>1

On dit qu’un tel polynéme est un polynome critique. On sait alors que

si un polynéme @ de Z[z] de degré n vérifie

1/n ..
Jnax [Q(z)['/" < 0,42353115

et si P est un polynéme critique pour [0, 1] alors il existe une constante

positive 7, telle que P* divise Q avec k > vy,n. On sait que ([FRS])

6
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pourp=zxetp=x—1ona-~y,=0,264151. En utilisant la proposition
I11-3.3, nous démontrons que l’'on peut prendre pour ces polynémes vy, =
0, 28948.

De méme nous montrons que pour les polynémes critiques p = x et
p = 4z — 1 de Pintervalle [0, 1/4] on peut prendre 7, = 0,591725 et
0,094995 respectivement (au lieu de 0,57896 et 0,07563 respectivement
obtenus par I'inégalité de Miintz-Legendre classique).

Dans les paragraphes qui suivent on se propose de déterminer
pour des degrés petits les polynémes de plus petite norme de facon
a obtenir une majoration du diameétre transfini entier d’un intervalle
[@, b]. Pour cela nous utilisons les polynémes de Miintz-Legendre
généralisés, I'algorithme LLL et une méthode de résolution des systéemes
d’inéquations linéaires adaptée de la méthode du simplexe.

Nous appliquons tout d’abord cette méthode a I'étude de

t, ( 1 19 ([2,4]) et nous déterminons la table des polynémes de plus pe-
) ﬁy )

tite norme jusqu’au degré 40 (ces polynomes sont appelés polyndmes de
Chebyshev dans |BE]). Nous obtenons comme facteurs de ces polynémes,
les polynoémes 5z — 12, 1722 — 102z + 144 et 192% — 108z + 144 qui ont
été utilisés par G. Rhin pour donner la meilleure mesure d’indépendance
linéaire connue de 1, log?2, log 3. Les autres facteurs ne permettent pas
d’améliorer cette mesure. D’autre part le facteur 7z? — 48z + 72 a une
racine réelle hors de I'intervalle |2, 4] et le facteur 93z3 — 76422 + 2016z —
1728 a deux racines complexes, phénomeéne analogue a celui qui avait été
constaté par Habsieger et Salvy [HS] pour le diameétre transfini entier de
[0, 1].

Nous étudions ensuite de la méme maniere tz([0, 1/4]) et nous don-
nons les meilleurs polynémes jusqu’au degré 53. Nous constatons que le
facteur 4921z° — 4594z + 169723 — 31022 4 28z — 1 trouvé par Habsieger
et Salvy [HS] pour le degré 35 et qui a des racines complexes n’apparait

pas pour les degrés 36 & 53.



Chapitre 1.

CHAPITRE 1

Mesure d’indépendance linéaire
de logarithmes
de nombres rationnels (I)
&
comparaison de la méthode analytique

et de la méthode arithmétique



Chapitre 1. 9

1-Introduction

Dans ce chapitre, nous commengons par présenter les définitions
d’une mesure d’irrationalité et d’une mesure d’indépendance linéaire
de plusieurs irrationnels. Nous améliorons les mesures d’indépendance

linéaire de logarithmes dans le cas particulier de

1
1, log(l——), 10g<1+l>,
a a

et nous généraliserons jusqu’a

1 2
1, log(l—l), log<1+—), log(l—I-—).
a a a

D’autre part, nous comparerons dans ce chapitre deux méthodes
qu’on appelle méthode analytique et méthode arithmétique. On ex-
plique ces deux méthodes par un exemple de mesure de log2. Quand
on observe I'histoire de la mesure d’irrationalié de log2, la méthode de
Baker de minoration de formes linéaires de logarithmes [BA1] fournit
p(log2) < 10?2 ; en 1978, Apéry (cf [PO]) obtient u(log?2) < 4,622---
par une méthode d’accélération de la convergence de la série définissant
log 2 ; en 1980 K. Alladi et M. L. Robinson [AR] donnent la méme valeur
avec une méthode analytique. Les approximations de log 2 obtenues sont
liées aux approximants de Padé de la fonction log(1— %) Cette méthode
avait déja permis & Baker [BA2] de donner en 1964 u(log2) <12,5. On
peut citer encore Danilov [DA] qui donne un résultat équivalent a celui
d’Apéry. En 1982, Chudnovsky [CHU] annonce p(log2) <4,269--- et
p(log2) < 4,134---. En 1985, G. Rhin [RH1] démontre simplement les
deux résultats de Chudnovsky et il donne la valeur u(log2) < 4,079---.
En 1993, F. Amoroso [AM] obtient u(log2) < 3,991--- en utilisant la
méthode analytique avec le diameétre transfini. Et en 1990, M. Hata [HA]

9



Chapitre L 10

donne p(log2) < 3,8914--- avec la méthode arithmétique. Ce résultat
avait déja été donné de fagon moins précise par E. A. Rukhadze[RU]
en 1987. C’est la meilleure mesure de log 2 actuellement connue. Pour
expliquer les deux méthodes, analytique et arithmétique, on considére

l'intégrale suivante:

1 _ n
In:/ (.7:(1 x)) dz = an — by log2
0 1+z 1+z
On peut démontrer qu'il existe d, € Z (d, = ppem(1, 2, ---, n))
tel que b, € Z, dpa, € Z. On obtient (cf [PO]) u(log2) =4,622--.. Si

on pose
I _/1 H,(z) dx
"o o) 14a

ou H, € Z[zr], degH, <2n, H, € ((1+z,2)Z[z])". on a

dnl, = dna, — dnb,, log2

n

ol dna, €Z, b, €Z.
La méthode analytique consiste a chercher un bon polynéme pour

améliorer la mesure, c’est-a-dire a chercher H,(z) tel que

_Ha@) {1 -o)"
0<z<1 (1+2z)*  o<z<il (14 z)

Par exemple, Chudnovsky [CHU] trouve pu(log2) < 4,269--- et
pu(log2) < 4,134.--. avec cette méthode. F. Amoroso utilise cette
méthode avec le diamétre transfini et trouve p(log2) < 3,999--.. En
1985 G. Rhin donne avec cette méthode up < 7,616--- qui est la
meilleure mesure actuellement connue pour 1, log2, log3.

La méthode arithmétique, introduite par Siegel, consideére les coeffi-
cients du bindme, c’est-a-dire, par exemple que dans I'intégrale

In_/2 @-)"z -2 do

" T

=en — fnlog2

10



Chapitre 1. 11

ou kq, ko sont entiers et k; 4+ k2 = 2n, on cherche d; € Z, un facteur

commun a dpe, et dnfn, le plus grand que possible tel que

dn fn

Z t
€ e d;

€ Z,

ce qui permet d’améliorer la mesure. Par exemple M. Hata en 1990
donne pu(log2) < 3,891-.. avec cette méthode. Par ailleurs, G.
Rhin et C. Viola développent cette méthode, et viennent de trouver
un(¢(3)) < 5,514---. Nous nous proposohs ici de comparer les deux

méthodes, analytique et arithmétique, dans des cas différents.

11



Chapitre 1. 12

2-Mesure d’indépendance linéaire de

1, log(l—%), log(1+%)

2.1-Définitions

Définition 1-2.1
Soit o un élément de R\ Q . On dit que le réel u est une mesure
d’irrationalité de o si, pour tout € > 0, il existe qo(e) > 0, tel que

pour tout couple (p,q) € Z* vérifiant q > qo(€), on a
o]z
q
Si qo(e) est effectivement calculable, on dit que l’on a une mesure
effective d’irrationalité.
Le minimum de ces nombres p est noté p(a).

Définition I-2.2

Soient agy, o1, -+, an des réels linéairement indépendants sur
Q. On dit que v est une mesure d’indépendance linéaire de oy, o,
v, an  sipour tout € > 0 il existe Hp(e) > 0 tel que pour tout

(0, q1,+-, gn) € 2",

H =max{ |q1], -+, |gn| } = Ho(e),
on ait

lpog + oy + -+ grag| > H7V7E,

Si Hy(e) est effectivement calculable, on dit que l’on a une mesure

effective d’indépendance linéaire.

Le minimum de ces nombres v est noté v(ap, a;, -+, ay). On

remarque que, avec ces notations, on a p(a) = v(1, a)+ 1.

12



Chapitre 1. 13

2.2-Quelques résultats connus

Les mesures d’irrationalité d’un logarithme d’un nombre rationnel
ont été beaucoup étudiées (Apéry, Alladi et Robinson, Rukhadze, Hata,
Rhin---). Nous nous intéresserons ici aux mesures d’indépendance
linéaire de plusieurs logarithmes de nombres rationnels et nous en

déduirons plus particulierement des mesures d’indépendance linéaire de

1 1
1, 10g(1——>, log<1+g>
a
2
1, log(l—i—>, log(l—i—%),log(l-ﬁ-E).

En fait, K. Alladi et M. L. Robinson [AR] ont bien étudié les mesures
d’irrationalité de log(l1+ 1) pour a € N ; ils ont trouvé:

et de

Théoréme 1-2.3
Soit K le corps des nombres rationnels ou un corps quadratique

mmaginaire et R Uanneau des entiers de K. On pose pour un nombre

b

Soient r et s deux éléments non nuls de R qui satisfont auz

complezxe z

(1£VI=2) {,(1i\/1_—_2)2

M@zmw{

b o

conditions sutvants:
N T .. T
() S ¢lhool (@) B(7) Irl-e<t

Alors
log (1 — g) g K

13
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et pour Ve, il existe bo(e) tel que si (a,b) € R2, |b| > by, on a

]10 (1 T) al, 1
TS T Bl T o

og (a () ) +1
o (5) -1

.. r . .
En particulier, log <1 — —) est un nombre irrationnel avec une mesure
s

p=1+

d’irrationalité au plus égale d u.

Corollaire I-2.4

Soient p, q deux entiers positifs satisfaisant

2
(1—,/1+§) gre<1,

P . .
alors log |1+ = est un nombre irrationnel avec une mesure
q

d’irrationalité inférieure ou égale a

2
10g<q<1+ 1+§) >+1

log —‘—]2—<1+ 1+
p

Mpg =1+

Q13
——
~—
I
—_

Corollaire 1I-2.5
log2 est un nombre irrationnel avec une mesure d’irrationalité

inférieure ou égale 4 4,622 - - .
Corollaire 1-2.6

14
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1 . ol
Soit m € Z* , alors log (1 + —) a une mesure d’irrationnalité
m

P1im =2+ ogm +O(Iog12m)

etona pym—2 quand m — o0.

Bien sir, une meilleure mesure d’irrationalité de log2 a déja été
proposée, mais cette méthode nous permet de calculer une mesure
d’irrationalité de log (1 + ;11-) pour tout m entier positif.

D’autre part, dans le cas de plusieurs logarithmes G. Rhin et P. Toffin
ont donné les approximants de Padé de 1, log(1 + o), --,log(l + o).
On a le résulat [RT] d’approximation suivant:

Théoreme 1-2.7
Soient o1, --,a, r(r > 2) nombres rationnels non nuls , Q un

entier positif tel que pour 1 <i1<r, Qa;€Z et

1
a = max o, < .
1§i_<_r' il < r+2

Il existe deuz constantes positives 0, v ne dépendant que de T et de

o telles que pour tout € > 0, si
w = 0ar+1Qrer(1+e) <1,
on a

lug +uq log(l + a1) + -+ + u, log(l + )| > cH™H,

ou Uy, u1,---.u,. sont entiers, H = max lu;| > 0,
1<i<r

_r(l1+e+4logQ) +logy
N log w

15
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et ¢ = c(a,r,€).

On obtient par exemple que

3 5
ug + uq log 1 + usg log 1 > H 88196

Alors que la méthode de Baker qui propose des minorations des
formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques [BA1] donne dans
ce cas particulier une moins bonne estimation (on trouve 3.10%! au lieu
de 88).

On a donc un probléme d’approximation simultanée, la question est

de savoir si on peut trouver des mesures d’indépendance linéaire de

1 1
1, log (1——), log <1+—)
a a

pour a > 2 entier. On a trouvé le résultat suivant:

2.3-Mesure d’indépendance linéaire de
1 1

Théoreme 1-2.8
Soit a un nombre positif a > 4. Pour tout € > 0, il existe un

entier positif Ho(e) tel que

1 1
‘p—}—ql log <1 — —) + g2 log (1 + 5) ‘ > H #M~¢
a
pour tous entiers p, qi, Q2 avec
H = ma'x{ Iqll’ 'q2| } > HO(E)’

ou une mesure d’indépendance lin€aire py est donné par

_ Ky +log|Fi(&)
1= " 1 log | F1(&)]

16
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ou

1
K;= lim —logD, =2

n—soo N

avec Dy, = ppcm|1,2,---,2n] et

(z—(a=1)(z—a)(z - (a+1))

x

f1(1‘) =
&1 ¢la—1,a+1], &, & €la—1,a+ 1] sont les zéros de Fy(z) avec

|F1(€2)] > |F1(€3)l-

On a aussi les corollaires suivants (& comparer avec le théoreme 2.7)

Corollaire I-2.9

3 5
p+ g log 1 + g, log 1 > | —36:86—¢

Corollaire 1-2.10
hm g, = 2.

a—o0

Donc, on remplace la mesure (@ = 88) de G. Rhin et P. Toffin par
u = 36, 83.

Avec la méthode arithmétique, on a le théoréeme suivant:

Théoreme 1-2.11
Soit a un nombre impair positif a > 3. Pour Ve > 0, il existe un

entier positif Ho(e) tel que

1 1
‘p+ q1 log <1 - ;) + g2 log (1 + E) | > jHae

17
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pour tous entiers p, qi, g2 avec
H = max{ |q1],lg2| } > Ho(e),

ol une mesure d’indépendance linéaire o est donné par

K +1og|Fa (&)
H2 = — 7
K + log | F2(&5)|

ou
o1 1 s 27
K, =nlLr1;oﬁlogDn——3+§ (—%+logﬁ> =2,354---
avec
D, = ppem{1,2,- - 3n)
II »
p€ETy
ou
1 2
Tnz{p:premier | §§{g}<§}

n n ni . . : n
- = [—] ) [—] étant la partie entier de —, et
p p P

n
si on définit {——}
p p

2 2 2
Fole) = (x—(a—1)(z-a) (z—(a+1)) 0

3

ot Q = @, et & ¢la—1l,a+1[, &, & €la—1,a+ 1] sont les

zéros de F,(z) avec

Fa(€3)] > |F2(E3)].

Ces deux théoréemes nous donnent donc des mesures différentes, nous

les comparons dans le paragraphe suivant.

18
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3-Préliminaires

On démontre d’abord quelque lemmes qu’on va utilise dans les

démonstrations des théoréms précédents et le chapitre suivant.

Lemme 1I-3.1

Soient m > 1 un entier positif et 1, -+, Ym ™ nombres réels. Sup-

posons que pour tout n > 1 il existe des entiers Ty, pg), s p%m) tels

que en posant

el) = rom —pY,

e = roy2 — P,

™ = rpym — P,

on ait les propriétés r, > 0, eld) #0 pour 1<i<m et

1
lim —log(|rn|) <o
n—oo N

1 . .
lim = log(le®]) = -7 1<i<m
n—soo M

on o, ™™ (1<i< m) sont des nombres positifs. Posons

7= min (7).
1<i<m

St pour tout 1 # 7, () £ 7@ alors, 1, 7, - - -, Ym Sont linéairement
indépendants sur Q et, pour tout € > 0 (e < 7), il existe un entier positif
Hy(e) tel que

P+@vi+ 4 gmym| > HT ¢

19
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pour tout entiers p, qi, (1<i<m) avec

H = max { g } 2 Ho(e).

1<i<m

Démonstration:

Posons A, =p+ q1v1 + @2v2 + -+ + gmYm pour des entiers fixés
arbitraires. On peut supposer, quitte & remplacer m par un entier plus
petit, que q1, g2, -, ¢m sont tous non nuls. On a

m (¢ (4)

A=+ 3o (P

1=1 n

m m
pro+) gy Y ged)
— i=1 + =1

Tn Tn
_ Ap Wn
B Tn Tn
ou
m m
An=pro+>_ap et wn=) geld.
i=1 i=1
On démontre que 1, v1,---,7¥m sont linéairement indépendants sur

Q par récurrence sur m.
Pour m =1 c’est le lemme 3.1 de Hata[HA2].

Pour m > 2, on suppose que le lemme soit vrai pour m — 1, alors

Am—1=p+am+- -+ @m-1Ym-1 #0.
a) s'il existe un entier ng tel que pour n > ng

A, #0; A, el

20
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on a
An

Tn

1
> —.
_rn

Puisque pour tout € > 0, il exist ng(e) tel que pour n > ng(e), on a
|lwn| < mHe(=7+€)" alors on peut donc choisir n(e) tel que n > ny(€),

lwn| < 5ona donc

A w 1
|A| > o2 > —
Tn Tn 2ry,
et donc 1, v, ---, ¥m sont linéairement indépendants sur Q.

b) supposons que A, =0 pour une infinité de n,

Wn
Am = —.

Tn

Ona A, =0, car r, est un entier positif et w, — 0 quand n — oo,

d’ot w, =0, ie.
m .
Zqieg) = 0.
i=1

On pose 7 =7 = min(r*), on a donc
1

0
Y g+ =0,
-0
i#l  En

de plus, pour tout %

1 . ‘
S (1)) — _ (%)
nllpgo ~ log |e,| T\,
on a donc, pour tout réel 8 > 0 et n > n(6),

TTIHON > D) > (-7 -0m,

21
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22

par conséquent pour tout % # [, il existe un entier n; tel que pour tout

Tlana

0

< e(T—T(i)+29)n
e
n

avec 20 < — II_I;HI(T — 7)), et donc
1

&

=0
el

lim
n—o0

pour tout ¢ # [, i.e.

et donc ¢ = 0. On obtient alors

Ap_1 = quri +p=0,
il

c’est-a-dire que 1, <1, ---, Ym-1 De sont pas linéairement indépendants

sur Q. On a une contradiction. Par conséquent, quelque soit 'entier m,

si 7 # 70U) pour i # j, alors 1, 71, ---, ¥m sont linéairement

indépendants sur Q.

I est clair, d’aprés b), que 'ensemble Q = {n > 1;A, # 0} est

infini. Donc pour tout € > 0, on peut définir un é suffisamment petit

6 = 6(e) €]0,7/6] satisfaisant

o+6 <0'+£
T—-36 T

2 b
donc il existe un entier n(e) > ng tel que
e(a—&)'n < I'r'nl < e(a+6)n

22
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max{|e{?| 1<i<m}<e (770,
Pour tout n > n(e), on définit
Ho(e)=min{N > 1| N% > 2*5(2m) 7% et N¥ > (2e7+6)+7me+6}
et
N(H) = min{N >n(e) | 2mH < e(T“S)N}

pour tout H > Hp(e). Parce que |w,| < mHe ("=8™ pour tout

n >n(e),on a |wp| < 2 pour tout n > N(H), donc

T ral 2lrp| T 2

1 - 'wnl > 1 > 1 (o+6)n (*)

A
4] = |Fn
T'n

pour tout n € 2 avec n > N(H) (ona |Ap,| >1 si Ap # 0, car
A, €Z).

Maintenant, on considere les deux cas suivants (1) N(H) € Q et (2)
N(H) ¢ Q. Dans le cas (1), avec la définition de N(H), on a

ImH > TTOWNHEI-Y) N < o(omH) T8
on remplace n par N(H) dans (*), on a toujours A, # 0, donc on a

IA, > le—(a-{-&)N(H)
-2

Dans le cas (2), soit M(H) le plus petit entier satisfaisant M (H) >
N(H) et M(H) e Q. Parce que Ap(ny-1=0,0na

w —
IA| = l M(H) ll < mHe~(0+7=26)(M(H)-1)
TM(H)—1

23
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d’ou

1
eM(H) <e :’ZL_‘_H_ (o+7—-26) .
— O\ (A

En prenant n = M(H) dans (*), on obtient

~otd
|A| > le"(g‘f"&)M(H) > le—(0'+5) ( IA| )o’+1—_25
—2 —

-2 mH
et donc
rdo— Tto—2¢6 —o— —o—
|A| > (%)-iﬂg (6—0—5) T35 75 [ 7250
> 07555 (¢7+6) TS 75 ss o F
_2
> (2T+0 (ea+6)7+‘7 mcr+6) T H—%—%
> (Ho(e))® H™ 7%
>H7 "¢ 0
Remarque

La conclusion du lemme 3.1 reste vraie si on remplace la condition
“pour tout i # j, 79 £ 70) ” par “ 1, 41,--+, Y sont linéairement
indépendants sur Q.

Lemme 1-3.2
Soit m > 1 entier et soient kg, ki, ---, km m+ 1 entiers positifs
m
tels que Z ki > ko. Soient 1y, lo, ---, ly, des entiers positifs tels que
i=1
[ <kn et

m
Zli # kom,
i=1

24
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alors pour tout n > 1, il existe un entier positif D,, tel que

D k;
‘m——n—H( ln) €Z
Zli—kon ¢ ’

=1

ol
D. — ppcm[l’ 2v <0, max (konv ((21 kz) - kO) n)]
et D} est un entier ne dépendant que de kg, ki, -+, km etn. On a
.1 "
nan;o ” log D, = Z(¢(ti+1) — P(t))
(3
ou
I(t;)
i) = =~

et ou I'(2) est la fonction Gamma et (t;)1<i<1 la suite ordonnée
de tous les nombres rationnels de [0, 1] dont les dénominateurs sont
kO’ kl; Yy km ou Es ks _kO;

t,-eE:{l, __n ' jeZt 0<j<k pour 0<1<m,
Tl ST
8

et heZt Ogthks—ko}.

Démonstration :

La premieére partie du lemme est facile & démontrer. On a
kin
(%" ez
i\ ki

25



Chapitre 1. 26

et si on prend D} =1, on obtient
Dn

™
Z l; — kon
i=1

€ Z.

Mais on désire que D} € Z soit le plus grand possible. On calcule
D} selon la méthode suivante :

On pose
o (kin
A:H(;); M:max(ko, Zk,-—ko),
i=1 i
on veut trouver les p assez grands > vV Mn tel que % €Z,ie. p|lA et

m

> "l — kon = 0(modp).

1=1

km _ (km)'
( l; ) (@) (kin = 1)

et on sait que pour tout nombre premier p ’exposant de p dans A est
égal, puisque p > VMn, a

-5 (][] =)

ou le symbole {a] est la partie entiere du réel a et {a} = a - |[a], donc,

On a

on veut trouver les p tels que J > 1.

-3} 18}

26
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Puisque
Zli — kgn =0 (modp)
i=1

on a, pour ¢ un entier et r >0 un entier ,

m m
n l;

kon = E li+pg = ko*‘:E ;z'*'q
i=1

i=1 p
J(GEDR G
donc )
{kow} = {ie,}
et B

Zei = {ZH,} +r= {k‘o(d} +7r = kow — [kow] + 7.
i=1 =1

Puisque [a] + (8] < [a+ 3] on a

i[k@w — 01] S l:wik@ - f:&]
i=1 1=1

i=1

27
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d’ott

J Z i[kzw] - [Wiki - i@,]

> zm:[kzw] - lwzm:ki — kow + [kow] — r]

1=1

3

> [kiw] - [(Zk —k0> ]—[kow]+r

i=1

Donc le probléeme de trouver D}, i.e. chercher les p tels que

A m
; €Z et Zli —kon =0 (modp)

i=1

est équivalent au probléeme suivant :

En posant

flw) = Z[klw] [(Zk — k0> w] — [kow],

i=1

trouver les intervalles inclus dans [0, 1[ sur lesquels

flw)>1

On considere ’ensemble

j h
E={L 1
{kl Z k, — ko

et heZt Ogthks—ko}

28
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={t,— ‘ 0<ty < - <ity<1, 1§i§N}

Sur chaque intervalle [¢;, t;y1[, 0 < i < N, f est constante. Le

t;, +t;
domaine que I'on cherche est Q = |J,[t:, ti+1[ ou f (%) >1 et

donc D} = H p ou
pETy

Tn——-{p : nombre premier ‘ {g—} =wEQ}.

1
Ensuite, on a besoin de calculer lim —log D;..
On prend les extrémités des intervalles [t;, t;+1[ dans le domaine
Q, on pose t; = gi avec pgcd(p;, ¢;) =1, et

1

m_ _ %
' gil + p;

et

Sfl)(n)=% > logp

(1) )
%e]BH—l' B;"]

pour [ > 0, alors

;12_ log D}, = Z Z Si(l) (n)

1 [=0

D’aprés le théoreme des nombres premiers [LV], si
Dn = ppcm(lv 23 B n)’

on a

lim 1 logD, =1

n—oon

29
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et doncpour 1 <a€Z

1
n—oo N

De méme ici on a Si(l)(n) — Bi(l) - Bi(i)l quand n — oo, pour

tout [ > 0, et puisque

on a donc

. ‘
lim ! log D], = ZZ lim Sfl)(n)

n—oo N -
i 1=0
%)

= ZZ (Bz( Bf?l)

() o )
r(fe) r(%)

T/ (tiy1) I"(ti)
N Z( N ['(t;) ) -

L(ti+1)

SRR

—Z<

Sl

On peut réaliser ces calculs par ordinateur. Par exemple, dans le cas
particulier ot m =3, k; = ko = k3 = 2, kp = 3, on a le lemme suivant

(M.Hata[HA2)).

Lemme I-3.3

Il existe un entier positif D, tel que

30
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D, 2n\ [2n\ [ 2n
- ) ez
J+k+1-3n\j k l
pour tous les entiers 0< j, k, I, <2n avec j+k+1#3netona

. 1 (7 27
nlggoglogD =3- ler;oglogD =3—— (%—logl—é)—2,35472---.

Démonstration :

On prend
f(w) = 3[2w] — 2[3w]

et on trouve 2 =[3. 2[. Ona

I'(3) () 1 27
lim L1 Dp=—3- X =-|-—=-log= ]| =0,64528 -
w8 Un T T(2) T T (L) 2<¢§ °g16>
donc

1
lim —logD, =3 — lim llogD* =3 —0,64528 = 2,35472- O

n—oon n—oo n

Lemme 1-3.4
Soit

k
IR
, xao

k m
avec «; € 77, Zai>ao, a; € LT, Gn'ZHPjij, Bij € N.
i=1 =

On définit
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32

A=ppemia; | 1<i<k)= Hp?j
ou B; = 1??'5){k(ﬁij)' Soit

m
Q= IIr”
j=1

k
ou Cj = Imax (O, Olij - Zaiﬂij> .
i=1
Alors pour I # J

dr 1
T

I, = /GJ(Qf(x))"—— b—(Z + Zlog —)

ar
ou D, est défini comme dans le lemme 3.2.

Démonstration :
Pour I#J (1<1I,J<k)

k

4 a;n n dx
In = H(CC - ari) : Q xa0n+1
ay

i=1

SRS S (a0) [,

l]—-O 12—0 lk——O i=1

ou

k
_1)211' QnHaiam—li
i=1

m k m
1)Zli lIlpr”H H Bij(ain—1;)
j= i=1 j=1
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k
m (cmt > Bijlean — 1))
=)t e
j=1
k
et S = El, — Qpn
i=1
H a;n
i\
I, = = Bi(a3 — a3

et

Il reste a démontrer que
B, (a§ — a?) € Z.
Il suffit de démontrer que VI 1<TI<k

Bla]S €L
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ou
Donc cela revient a prouver que pour tout 7,

k k
Cjn + Zﬁu(a,n - l,) + 61]' (le - a0n> Z 0.
i=1 1=1

k
Si E li—agm >0 c’est évident, sinon
i=1

k
(aon — Zh) (BJ - ,3]_7') 2 0
=1

ou B, = max (8;;). On a
J 15igk(ﬂ”)

k k
O‘On(Bj - /Blj) 2> Z B ,61] Z /81_7 IBIJ

donc

k k k
n (aij - Zaiﬁij + Zaiﬁij - 51;00) Z (Bij — Br;)
i=1 i=1 i=1

k k
n (Cj + Zaiﬁi]’ - 613'0‘0) > Z ﬁzg ,8]_1
i=1 i=1

Donc
k k k
nC; + nzaiﬂij —nBrjon — Y LiBij +Bi; » L 20
=1 =1 i=1
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i.e.

k k
Cjn + Zﬁij(a,-n — l—L) + ,8]_7' <le - Oéon) > 0. O
i=1

i=1

Lemme I-3.5
Soit
k 1
f = H(Z - ai)ai'—f‘

o
i=1
ot a;, a; sont définis comme dans le lemme 3.4. Soient & 1<i<k-1
les zéros de f', tels que a1 <€ <ax <& < - - <ag-1 < &1 < ag.
Alors, on a

lim llog/ iH(f(z))n%z— = log | f(&:)|

n—oo n i
Démonstration :
On pose g(z) = 1 et
k
h(z) = Zai log |z — ai| — ap log|z|.

1=1

D’apres le résultat de [DI], on a donc

1 @41 ;41
lim —log/ (f(z))”% = lim llog/ g(2)e™Pdz

n—oo N ] n—oo N i
1 1

~ lim X LY greyennter, [ 2
o nango n lOg (P (2) 9(61)6 " —’I’Lh”(ﬁi) )
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4-Démonstrations des théoremes

Dans ce paragraphe, on va démontrer les Théoremes 1-2.8, I-2.11 en
utilisant les lemmes du paragraphe précédent.

Démonstration du théoreme 1-2.8 :

On prend

(z—(a=1))(z—a)(z - (a+1))

T

fl (CL‘) =

et on considére l'intégrale

L(a—1, a) = /:(fl(x))n-df

EEE()()C) Lo

j=0k=01=0
ol
Byt = (—1)7*++(a — 1790 (a + 17,
I.(a—1, a)=
Z Bjkl (n) (n) (n) (aj+k:+l—'n, (a _ 1)j+k+l—n)
j+k+l#n]+k+l—n 3/ \k/J\

2 G0 LT

j+k+i=n

= Up(a—1, a)+Vn/ d_:c

a-1 T
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De la méme fagon

o+l dg
I.(a, a+1) = Uyl(a, a+1)+Vn/ -

a

ou
Unla—1, a) =
Z Bjkl (n) (n) <7’L> (aj+lc+l—n _ (a _ 1)j+k+l—n)
j+k+l¢n3+k+l—n 7/ \k)\
Un(a, a+1) =
Z Bjki (n) (n> <n> (@ + 1)7+RHi=n _ grtheion)
j-H\",-H#n] +k+1l—n J k )
n\ (n\ (n
0
j+k+i=n 3/ \kJ\1

D’apres le lemme 3.2, 0on a D} =1, i.e.

lim 1 log D, = 2.

n—oo N

D’apres le lemme 3.4, ona Q =1, doncon a
(DnUn(a =1, @), DnUn(a, a+1), D,V,)eZ?

1
Dyl (a -1, a) = DyUp(a—1, a) + D, V, log (1 - E)

et
DnIn(aa a—+ 1) = DnUn(a, a+ 1) + DnVn log <1 + -i—) .
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On pose
Pn=Dpl,(a—1, a) gn=DpV, et rp=D,I,(a, a+1).
On a donc

1
Pn + qn log (1 — E) =Dply(a—1, a) =¢,

1
Tn + qn log (1 + E) = Dnply(a, a+1) =46,

et avec le lemme 3.5, on a

. 1
lim ;logIEnl = K1 +log [F1(&2)| = —7

n—oo

1 '
nh_’ngo ;logléni = Ki +log|F1(&3)| = —7
ou

K, = lim %logDn =2,

n—0o0

eta—1<€& <a, a<ég<a+1l oué et & sont les zéros de .7-'1'
avec |F1(&2)| = |F1(€s)l-

D’autre part avec le théoreme de Cauchy, on a

= 3 5a()(:) ()

J+k+l=n
1 ndz
=5 C(f(ﬁf)) -

ou C est une courbe orientée fermée autour de l’origine passant par le

point &;, donc d’apres le lemme 1-3.5, on a
1 .1
nlLIEO Elog|qn| = nler;o p log D, V,, = K1 + log |F1(&1)| =0
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ou &; un zéro de .7-'; et &1 ¢ [a—1, a+1]. D’apres le lemme 3.1, on a

1 1
‘p—i—ql log (1 — 5) + g2 log (l—l— E) ‘ > HH1—¢E

ou
Ky +log|Fi (&)
1= - .
K, + log | F1(&2)|

Démonstration du théoréme 1-2.11 :
On prend

(x—(a— 1))2(13 - a)2(:r —(a+ 1))2Q

3

Fa(z) =
et on prend D, comme dans le lemme 3.3 i.e.

1
lim —log D, = 2,35472---.

n—oo N

D’apres le lemme 3.4, on a

(a2 - 1)a

@="3

De la méme fagon que dans la démonstration du théoréme 2.7, on

considere l'intégrale
ndz
I, = /Dn(f2(x)) TE—
donc on a

1 1
‘p-i—qllog (1—;) +QQlOg <1+a) I > H™H2=¢
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ol une mesure d’indépendance linéaire us est donné par

1y = U2+ 108172 (6)))
Kz +10g | F2(6))

ot & ¢ [a—1, a+1], £, €3 € la—1, a+ 1] sont les zéros de F,
avec |F2(6;)| 2 |F2(&3)l et

1
Ky = lim ~log D, = 2,35472---. O

n—oo N
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5-Comparaison de la méthode analytique
et de la méthode arithmétique

Les deux théoreémes précédents (Th 1-2.8, Th 1-2.11) nous permettent

de trouver des mesures d’indépendance linéaire de

1 1
1, log (1— —) , log (1—{-—)
a a

dans le cas a > 4 pour le premier théoréme , a impair et a > 3 pour le
second mais il y a des différences de mesure dans les deux cas. Quand a
est assez petit, les mesures du deuxiéme cas sont meilleures que celles du
premier cas, par contre, pour a assez grand, le premier cas est meilleur

que le deuxieme. Ci-dessous on donne un tableau comparatif des deux

méthodes :
a 2 3 4 5 6 7
i — - 36,86 | 16,221 11,625 9,58
Lo — 10,14 — 10,83 — 11,55
a 8 9 10333 10 + 1
p | 8,41 7,64 2,73 2,179
Lo — 12,17 36,635 129,46

Les choix a = 10333 et a = 10'% 4 1 sont des choix arbitraires pour

impair assez grand.

Dans le cas a = 3, on trouve py < 10,14 ---. Cela montre que

2 4
p+qilog= +qolog=|> H™ 1014~

3

41
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pour tous entiers p, q1, g2 avec H = max{|q1|, |g2|} > Ho(e). On
peut donc en déduire une mesure de 1, log2, log3 inférieure ou égale
4 10,14 --- par la méthode arithmétique. Mais on sait déja que cette
mesure inférieure ou égale a 7,616 -- par la méthode analytique dans
[RH2] (on la présentera dans le Chapitre IIT). On constate que la méthode
arithmétique convient bien pour la mesure d’un seul logarithme (par ex-
emple u(log2) < 3,891--- [HA1]) mais pas aussi bien que la méthode
analytique pour une mesure d’indépendance linéaire de plusieurs loga-
rithmes. Par conséquent on n’utilisera que la méthode analytique dans
les chapitres suivants.

On trouve aussi dans le tableau, sur la premiére ligne, la mesure
1 — 2 quand a— oo et pup — oo sur la seconde. En effet, on peut

le démontrer par la méthode suivante :

Démonstration du corollaire 1-2.10 :
Pour estimer les mesures p, il faut estimer |F;(&;1)| et |F1(€2)].

D’abord, on va voir 'estimation de |F;(&2)|, ou &, &, €3 sont les

,d
zéros de JF; = % différents de a, a—1, a+ 1. Si

(z—(a-D)(z—-a)(z—-(a+1))
T

F =

dFy _ 2x° — 3ax® + (a® —a)

dz 2

et les & (i=1, 2, 3) sont donc les racines du polynome

Py(z) = 22® — 3az® + (a® - a).

a

1
g +1

On considere le polynéme P;(x) dans I'intervalle [—% -1,

pour a > 2,0n a:
a a 81
—_—— P(—— 1): 2 -——2 —_—
Pl( 5 1) 1 2+ a( 4a + 31 4<0
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Pll(x) = 62 — 6az > 0

Plll(a:) = 12z — 6a < 0.

I1 existe donc une seule racine &; de P;(z) dans cet intervalle. Si

a
on remplace &; par —5 on trouve

-3 -al<alm(-3)

ou
min _ {IP{@))} =|F (-5 +1)] 22 _ 12446
= 1 = —_— —_— _
T gadegogn TV A2 2
et
a
7 (-5)| =
donc
1 5
-2-a|< <=
ga—12+§ Ja
2 a

et on sait bien que Fj(x) est continue dans cet intervalle.

Jim |71 (62)] = Jim |7 (-3))|

2702
Donc pour a assez grand , on a |F1(&;)| ~ ‘.7:1 (—g)’ ~ 4a .

D’autre part, pour estimer |Fj(£3)], on a

f1(§2) — max (‘T_(a_ 1))($—(1)(.’L‘—((1+1))‘

a-1<z<a+1 x
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a_lrgggml(r —(a=1))(z ~a)(z - (a+ 1))

a—1

et

(x—(a-1))(z—a)(z—(a+1))
Fi(6e) 2 L max —
gax |z —(e-1)(z-a)z—(a+1))
B a+1

donc on a besoin de calculer

or22X, @ = (e — 1)@ - a)@ — (@ + 1))

On pose
Gi(z) = (z—-(a-1))(z-a)(x - (a+1))
G = 3z% — 6az + (3a®> — 1)

3 )
donc rio=ax 3 sont les zéros de G,(z) d’ou

23

max |Gi(z)| = ——

a-1<z<a+1 9
donc
WL im0 L
et pour a assez grand
| F1(&2)| ~ %ﬁ-

Par conséquent

— (K7 + log & a2
lim p; = lim ( 1+og4a)

=2 ]
a—0o0 @—oe Ky + log 249@a
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2
De la méme fagon, si Q) = ﬁ%ﬁ et

(= (a-1)*(z—a)*(z— (a+1))

Fo= Q

i

dr

(z —a+1)(z—a)(zx—a—1)(3z% - 3ax? + (-3a% + 1)z + 3a® — 3a)
A

Q

donc les &; (i =1,2,3) sont les racines du polynéme
Py(z) = 3z% — 3az? + (—3a® + 1)z + (3a® - 3a).

Si on considere le polynéme dans l'intervalle [-a — 1,—a + 1], on

trouve

Po(—a—1)Py(—a+1) <0

P,>0 et P, <0

donc il existe une seule racine &; de Py(z) dans I'intervalle [—a—1, —a+1]

et
1

min_{|Py(a)]}

—a—1<z<~a+1

| P2(—a)

| —a—&| <

< —4q
~ 12a%? — 24a + 10

A
|

et
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donc, pour a assez grand
log | F2(£1)| ~ log | F2(—a)l.

D’autre part

— _ 2 _a2 - 2
P LRI CR) dCRIGLEICE D)

Q

max |(z—(a—1))*(z - a)*(z - (a+ 1))’

a-1<z<a+1
= (a—1)3 Q.
et
(z—(a-1))*(z —a)’(x - (a+1))
Fal&) 2 a-12r2a+1 (a+1)3 ©
e 1)2(z ~ a)*(z ~ (a+ 1>>2|Q'

- (a+1)°

En posant
Gz(z) = (z — (a = 1))*(z ~ a)*(z — (a + 1))
G, = (z — (a—1))(z — a)(z — (a + 1))(6z® — 12az + 6a® — 2)

3 ,
on trouve T;2 =a=k 3 comme les zéros de G, différents des points
G2 (a + ?)

4 1 (a®=1a
27 (a—1)3 g8

a—1, a, a+1, donc

G =
a——lrélf%(a+l| 2(1‘)'

d’ou

4 1 (a®=1)a
s T < R <
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Donc
. 1
lim log|F2(&2)] = log —.
a—00 54

En conséquence

Ko+ Jim 1og|72(6)
l. - _ a— o0
2 T TR T i og [72(6)]

2 —1)(4a? — 1)?
2,354 + lim log {2 — D4 — 1

a— 00 2

—2,354 + log 54
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6-Généralisation au cas de
1 1 2
1, log(l_ﬁ)a log(1+5), 10g(1+5)

Le théoréme 2.7 (G. Rhin[RT)]) nous permet de calculer des mesures

d’indépendance linéaire de

1 1 2
1, log(l——), log(1+—), log(1+—>
a a a

- pour un nombre a suffisamment grand, précisément, on peut trouver des
mesures, si 3fa et a > 1014, ou si 3|a et a > 42.
Avec la méthode précédente on peut trouver des mesures pour a > 21

en utilisant les fonctions

f= (z—(a-1)(z—a)(z~(a+1))(x~(a+2)

x

De plus, si on utilise la méthode analytique pour chercher les meilleurs
exposants des polyndémes, on peut trouver des mesures d’inépendance
linéaire avec par exemple la fonction

f= (z-(a=1))"(x - a)'%(z — (a+1))"(z - (a +2))°
o 10 )

Pour a = 10, donc

9 11 12
] el ke 1 o ’> —3370,308—¢
‘p+q1 og(10)+q210g<10)+q3 Og(lO) > H

Si on prend

PO R GRS Vi Gl Gl CRD aa LRI CRE Vil

ol Q = 2 *5* pour a =16, on a

15 17 18
- 2t 2V | s go67281-¢
|p+qllog(16) +q210g(16) +q310g(16) l >H
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Il semble raisonnable d’espérer que ’on pourra améliorer les résultats

du théoréme 2.7 pour tous les cas particuliers de
1 1 k-1
p+q110g<1— E) + g2 log (1+5) + -+ gilog <1+—-—a—)

pour k € Z.
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CHAPITRE 11

Mesure d’indépendance linéaire
de logarithmes
de nombres rationnels (II)
&
programmation linéaire

semi-infinie

30
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1-Introduction

Dans ce chapitre, on va présenter le théoréme avec les idéaux pour
des mesures d’indépendance linéaire des logarithmes, et deux mesures
d’indépendance linéaire u < 15,3577 et u < 256,865 des logarithmes
des nombres premiers 1, log2, log3, logh et 1, log2, log3, logh, log7
respectivement. On va présenter la programmation linéaire semi-infinie
pour chercher les “meilleurs” exposants des polynémes, c’est-a-dire,
chercher les exposants des polynémes de la fonction tels que le maxi-
mum de la valeur absolue de la fonction associée & ces polynémes soit
la plus petite possible ou que la mesure d’indépendance linéaire de
logarithmes associée & ces polynémes soit la plus petite possible. De
méme nous retrouvons les bons exposants des polynémes de G. Rhin
pour la meilleure mesure d’indépendance linéaire actuellement connue
de 1, log2, log3.

o1
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2-Mesures d’indépendance linéaire de
1, log(), - log( %)

2.1-Quelques lemmes sur les idéaux

Nous démontrons ici deux propositions que nous allons utiliser dans

ce chapitre et le chapitre suivant :

Proposition 11I-2.1 (Propriété du produit)
Soient p1, p2, ---, pr, T nombres premiers distincts. Soient

Azﬁpjj Aizﬁp;“'j 1<3<s
j=1 j=1

ou B; (1<j<r), a;; sont des entiers positifs ou nuls. Soient
H;(z) (1<i<s) s polynomes a coefficients entiers avec deg H; = h;,
H; € (A, )™ ou (A;,x) désigne l'idéal engendré par A; et x dans
Zlz], i.e. A;Z[z] + zZ[z]. On suppose que A;|A pour tout i. Soient

n, n;(1 <i < s) des entiers positifs. Si

8

At T]ar
1=1
alors
H(z) = [[ Hi(z) € (A, 2)"
i=1
Remarque

La condition A;|A i.e. ay; < B; est nécessaire. En effet le polynéme

2 — 132+ 36 = (z — 4)(x — 9)
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appartient & (6, =) mais n’appartient pas & (6, z)2.

Démonstration

Hi (ZL’) € (Ai, .'Ii)ni

donc il existe des polynomes Q;;(x) € Z[z] tels que,

i
Hi =" Qi (z)zh A"
k;=0

et donc
8 8 n;
H(z) =[] Hi(z) =[] Y_ Quk.(x)z™AT+*
i=1 i=1k;=0
]
- 5 (T (@n@atars))
0<k;<n; i=1
1<i<s
8 8
= Z ( sz,(l')) (xkl+“'+ks) (H A?"’“)
0<k;<n; \i=1 =1
1<i<s
On a
s s r ni—ks
T 8
i—ki _ agj _ Zi: aij(ni—k;)
[Tar* =TI {II#" =7~ :
i=1 i=1 \j=1 =1

Sachant que I'on a A™|T];_; AT, c’est-a-dire

8
ZaijniZﬁjn 1<j<r
i=1
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donc

Zam >Bjn—Za”k > B; (n—Zk)

i=1

S
Donc pour tout Z ki<n
i=1

8

HA'm i HpJ i au("t ki)

i=1

=1 2= ",
j=1

= Alr=220, k) Q,

ou ; est un entier.

Si on pose, en notant k = (k1, ---, ks),

Hsz( ) = Q(x) € Zlx]
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8
+ Z Qk(x)xk1+---+ks HA?i"ki
=1

k1t tks >n+1

— Z Q£($)$k1+"'+k”A(n_Z k,—)Qj

ki tks<n

s
4t Z Qk(x)xk1+---+k3—n—1 HA?i—ki

k14 +ks2n+1 i=1

= Z R&(x)xkl+---+ksAn—(k1+-+ka)
k1+"'+ks

e (A, z)"

ou Ri(x) € Z[z).O

On a la proposition suivante dont nous aurons besoin dans le chapitre

III :

Proposition II-2.2 (Propriété du quotient)
- Soient py, p2, ---, pr T nombres premiers distincts. Soient

T T
Aznpjj Ai:Hp;“'j 1<i<s
j=1 j=1

ou fB; (1 <j<r)eta;; sont des entiers positifs ou nuls avec B; > ayj
pour tout 1, j. Soient H;(x) (1 < i < s) s polynomes a coefficients
entiers tels que H, € (A;,z)™ (1 < i < 8) ou les n; sont des entiers

positifs et H;(0) = ;A" ot g; = £1. On pose

H = rs[H1
i=1
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Si P, Q sont des polynémes de Z[z] tels que P = HQ et P € (A, z)9,

ot d est un entier positif, alors on a

Qe (A )

d—>; ij T
6 = min (max([ Z“lajn], O))
1<j<r B;

ol

On démontre cette proposition en utilisant les deux lemmes suivants:

Lemme I1-2.3

Posons A défini comme ci-dessus. Soient Ag, d des entiers positifs.
On définit 6 par A5I|2—z, c’est-a-dire

st %g ¢ 7 6=0

St 2—; €z O est le plus grand entier tel que A5|2—:.

Soient P, H et Q des polynémes de Z[z| tels que

P=HQ, Pec(Az)

et
degH
H=eAy+ Z a;xt
i=1

ou € = £1, avec la propriété
Ag|Ala; 1<i<é.

Alors on a

Qe (A z)°.
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Démonstration
Le lemme est évident pour 6 = 0. On suppose donc dans la suite

que 6 > 0. (Ce qui entraine que, dans la proposition II-2.2, si on pose
8

A():ZA;”,ona d— Z aing > P; 1<j<r)
i=1 1<i<s
On pose

P =coA%+ ;A% 1z + .+ ¢y 1Az + P (:v)zd

ouc; € Z, Pi(z) € Z[z] et
degQ

QZ Z bj.’L‘j.
j=0

Donc

deg H degq
HQ = | ey + Z a;xt Z bj:cj
i=1 §=0

deg @ deg H+degQ
= ebgAg + €y Z bjl‘j + z aibjl‘H-j
j=0 i+j=1

Si P= HQ, alors on a
CoAd = EboAO
ckA%F = boay + brag—1 +--- + gDy 1<k < d.

On sait que
A = A®Agv vEZ

donc

CoA6A0U = €b()A0
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et
by = A%b,
ol by € Z.
On sait que Ag|Ata;, c’est-A-dire Ala; = Agu;, o u; € Z pour
1<i<é.
I1 est clair que § < d. Supposons que k < § et b; = A‘s_ib; 0<<
k—1, ot b; € Z, alors

kA TE A

= A‘Sb;]ak + Aé_lb;ak_1 + -+ Aé-(k_l)b;c_lal + brelg

_ Aé_kbz)Aouk + A&—kb'lAOuk_l 4+t Aé"kb;c_leul + brelAg

donc on a

b = A% kb, .

Donc par récurrence on obtient

Q=A%+ A bz + -+ Abs_ 2+ Qi(z)2f € (A, 2)® O

Lemme 11-2.4

s
Supposons que lon ait A; = Hp;“j avec a;; < B pour 1 < j<r
j=1

et que les H; 1 < i < s soient définis comme dans la proposition 1I-
S

2.2. Posons Ag = HeiA?" et 6, d sont définis comme dans le lemme
i=1
précédent.

S
Alors H = HHi vérifie les conditions du lemme 1I-2.3.

i=1

Démonstration
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H; € (A;, )™, donc H; peut s’écrire sous la forme
H, = aOiA?' + ah-A?’ T+ -+ an,1 VAVY A S aniim"’

ouax, € Z pour 0 <k; <n;—1etag; =¢;, an,; € Z[z]. Donc

8 s ny
H = HHI = H E akiiA?i—kixki
i=1 i=1k;=0

s
— H aOiA?i + E H ax, A?i—kixki

i=1 ky4-+ks>1i=1

N

=g + Z Azt
t=1

si on pose t = Z k;, N = Z n; et

1<i<s 1<i<s

8

A= > ag, AR
1

K4t ko=t i=
On a
8 r ) r
t __ aij(n;—k; Bjt
Ant = 3 law JT#™ " I1 65
ki+-+ks=ti=1 7j=1 Jj=1

8

T 8
_ Ei:] aij(n,-—k,-)+tﬁj
- E : Ak, I ij
1 j=1

ki+--+ks=t \i=
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e 5 ()i
1=1

ki4---+ks=t 1

Mais

donc puisque B; > a;; pour 1 < j<retl1<i<s,ona

Ao|AA

S
pour t > 1. Donc H = H H; vérifie les conditions du lemme 1I-2.3.0]
i=1
Démonstration de la proposition I1-2.2

Il suffit d’appliquer les deux lemmes précédents.[]

2.2-Mesures d’indépendance linéaire de loga-
rithmes de nombres rationnels et de nombres
premiers

En utilisant les propositions et les lemmes précédents, on obtient donc

Théoreme 11-2.5

Soient 1 < a3 < a2 < -+ < a;,, m entiers positifs et A =
ppcm(ay, ag, -+, am). Soit pour tout n > 0, H, un polynéme a coeffi-
cients entiers, H, € (A, z)"Z|z]. Soit pour touta; 1<i<m

ai41
I (@i, aiy1) =/ Hn(a;)@.

e AL

i

Alors si Dy, = ppem (1, 2, ---, maz(n, deg H, —n)), on a en posant

lim llogD =K

n—oo
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DnI, (a;, ai+1) € Z+ Zlog (a;ﬂ) .

1

On suppose qu'il eziste des nombres positifs 7)1 <i < m tels que

—7® = lim llog( max M ),

n—oo 1 a;<z<aisl xn

distincts deuz a deur. On suppose qu’il eriste un nombre réel p > 0 et

un nombre réel 7©) > 0 tels que

H,
7O = lim _l.log ( max l (z)‘ )

n—oo N lzl=p | 27"

St

r= min (r®¥)> K,
1<i<m—1

alors pour tout € > 0, il existe un entier positif Hy(e) tel que

a; a —y—
|p+q1 log (gz>+---+qz— log( a+l>+---+qm_1 log (a ) ( > H™+*
) .

m
1 m—1
pour tous entiers p et q; 1 <i<m—1 avec H=max{ |q;| } > Ho(e)
(Ho(e) effectivement calculable) et p est un nombrelréel positif donné
par
70 4+ K
="K

Remarque :

1) Il est clair que p dépend du nombre p qui sera choisi en fonction
de la suite (Hp).

2) Le résultat est identique si on remplace la suite i;‘# par une sous

suite i;—g@ avec d entier et d > 1.
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Démonstration

On note

; AL
deg H., @ip
= Z BJ/ ™" ldIE
3=0 ‘“
n—1 dean
a B: . . B, - .
:Bnlog< ;ﬂ){ B @i a™e Y 2 (ol - el ),
i/ =07 j=nt1J T

On a donc pour j # n

1

B (a{;f - ai‘") ¥/

car Hy(z) € (A, z)"Z[z] et A = ppcm(aq, ag, -+, am)-
On a donc

i B; in in
D,I, (a;, a;+1) = DB, log (a +1> + D, Z ] (ai+1 _ a;? )
! j#n

€ Zlog (ai'“) + Z.

i

Par conséquent, on a les relations

D,I, (ai7ai+1) = Pn,i t Dy, By, log (ai+l) I1<i<m-1

a;
avec pn; € Z. On pose D, I, (a;,a;41) = eﬁf), D,B, =r,.
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1 lHn(z)}_(_iE

n= Zfz |2z|=p zn z
donc

1
lim = log|rp| = 7@ + K
n—oc N
et
1 . :
lim —log e = K — 7).
n—oon

Si H, vérifie la condition du théoréme, i.e. si tous les 7(¥) sont

strictement positifs et distincts deux a deux, et si

- 1
7= min (t")> lim =logD, = K,

1<i<m—1 n—oo N

d’apres le lemme I-3.1, il existe pour tout & > 0, un entier positif Hy(e)

tel que

1

‘P‘Hh log (E)-F- --+g; log (aiH)-l-- - +gm-1log ( fm ) ‘ > H ™+
a3 a Om—1

pour tous p, g; entiers avec
H = max ; > H,
13?5_5{ qul } = 0(5)1

ou
- rO4K
b="K_7"

Remarque :

Dans le cas ou le polynéme H,(x) est assez simple, on peut
améliorer 'entier D,, par le lemme 1-3.2, et donc améliorer la mesure
d’indépendance linéaire.
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G.Rhin [RH2| a trouvé une mesure d’indépendance linéaire de 1,
log2, log3d avec pu <7,616---. C’est la meilleure mesure actuellement
connue.

Nous donnons ici des mesures d’indépendance linéaire de 1, log?2,
log3, logb et de 1, log2, log3, logh, logT:

Théoreme 11-2.6
Pour tout € > 0, il existe un entier positif Hy(e), tel que

lp+ q1log 2 + g2 log 3 + gz log 5| > H~15:3577—¢

pour tous entiers p, qi, q2, g3 avec H = max{ |g;| } > Ho(e)

1<i<3
(Ho(e) effectivement calculable).

Théoréme 1I1-2.7

Pour tout € > 0, il existe un entier positif Hy(e), tel que
[p+ q1log 2+ golog 3 + g3 log 5 + g4 log 7| > H —2°6,865-¢

pour tous entiers p, qi, q2, g3, g4 avec H = max { |gi| } > Ho(e)

1<i<4
(Ho(e) effectivement calculable).

Démonstration du Théoréme 11-2.6 :

On remarque tout d’abord que l'on peut remplacer dans la
Hkn(l‘)

démonstration du théoréme I1-2.5 la suite H;—,(f) par une sous suite ~— %

avec l'entier k > 1.

On pose ici la suite

_1EYI178( . _ 1@)1485(,. _ 1R)2209(.. _ o()1622\ ™
(fg(x))"=<(x 15)1178(z — 16) xz?(; 18)%<%9(z — 20) )

Compte tenu de la remarque ci-dessus on pourra supposer que l’entier
n est toujours pair de fagon a ce que (F3(x))™ soit positive.
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On a

1
lim —log D, = 3646.

n—oo 7N

En considérant 'intégrale

b
I.(a,b) = / (fg(x))"iixf

de la méme facon que dans les démonstrations précédentes, on a

( 1
D, 1,.(15, 16) = D, U, (15, 16) + D, V, log l—g
1

20
D,I,(18, 20) = D,U,(18, 20) + D,V, log 5

avec

al](5)
Un(a, b) = Z i 7
Ziz,-;eaonz li — aon

i

( bzt li—aon _ Q,Zi li—agn )

I

Vo= Y BzH(C;)
Zi li=agpn t

Bl — (—1)21- li(15)a1n—ll (16)a2n—lz(18)a3n—la (20)a4n—l4

et

(DnUn(15,16), D,U,(16,18), D,U,(18,20), D,V,) € Z*.
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On a donc
[ 5D + 1 log i—g =e(M)
< pg) + rn log % = 5512)
\ pgl:a) + 7y log f—g = E,(f’).
Si on pose

(pﬁll), @ pgf')) — (DpUn(15,16), DnUn(16,18), DpUn(18,20)) € Z°

(e;”, @, e§3>) — (Dnln(15,16), Dpln(16,18), D,I,(18,20))

rn = DnV, € Z,

on a

) = K + log | F3(£)| = —1203, 3567

)
n

ou

| F3(6)] = 1??5‘3{ |F3(&:)l },

et & sont les zéros de .7:;;, £ €]15,16[, & €]16,18], &3 €]18,20], et
K = 3646.
D’apres le théoreme des résidus, on a

1
o= lim ;log]rn] = K + log | F3(&o)| = 18483,1185- - -
n— 00

oll & est le zéro de Fj tel que & ¢ [15,20].
Donc, d’apres le lemme 1-3.2; on a pour tout € > 0

16 18 2 L
p’+q1’logﬁ+qz’log1§+q3’10g—— > H'™HE
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ou u est donné par
o
= — = 15,3577
a T

et H' = 112132(3{ lgs'| } > H'o(e), H'o(e) effectivement calculable, pour
_2~

tout entier p’, ¢;' (1 <1< 3).
Donc on obient

P+ (41" — 3q2" + ¢3") log 2 + (—q1" + 2¢2" — 2q3") log 3
+(—q1" +g3")log5| > H'™*"°
Si on pose p =p’ et

Q1= 4q1" — 3¢’ + g3’

g2 = —q1’ + 2q2" — 2q5’

gz = —q1’ + g3’
on a
4 -3 1
-1 2 21 =1.
-1 0 1

Cela entraine que pour tous entiers p, ¢; (1 <i < 3),
lp+ q11og 2 + g2 log 3 + g3 log 5| > H~1%:3577—¢

ol H= 1r2a<x3{ lgs| } > Ho(e), Ho(e) effectivement calculable.[]

Démonstration du Théreme I1-2.7 :
On pose ici la suite

_ - Nz — 183(p 274 (0 n
Py = (£ 1) e - )"
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1
K4 = lim —logD, = 413

n—oc N
et

1 ,
—7 = max lim —log|e®| = Ky+log|Fs(€)| = K4—422,634 = —9,634
1<i<4n—oco n

ou

|Fa(€) = max { |F4(&) },

1<i<4

et & sont les zéros de Fy, & €]35,36], & €]36,40[, & €]40,42], & €
142,45[, et

1
lim ” log |gn| = K4 + log |Fa(&o)| = 0 = 2474,86
n—oo

ol & est le zéro de F, tel que & ¢ [35,45].
De méme facon que dans la démonstration précédente, on a pour tous

entiers p, ¢;(1 <7< 3)
lp+ q1log2+ golog3 + gslogh + g4log7| > H™#7¢

ou p est donné par

u="2 = 256,865

T

— , +
et H= 112?%4{ lgi| } > Ho(e), Ho(e) € Z*. O

Remarque
Les deux fonctions F3(z) et F4(z) n’utilisent au numérateur que les
facteurs (z — a;) ot a1, -+, a,, sont précisément les extrémités des

intervalles sur lesquels ont fait I'intégration de ces fonctions.
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Dans les paragraphes 3 et 4 nous explicitons I’algorithme qui per-
met de trouver les meilleurs exposants possibles, c’est-a-dire ceux qui
fournissent la meilleure mesure d’indépendance linéaire.

Dans le chapitre suivant nous donnerons un algorithme qui permet
de trouver d’autre facteurs que les facteurs z — a; que I’on fera intervenir
au numérateur de F3(x) et F4(x) et qui pourront donner de meilleures

mesures d’indépendance linéaire.
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3-Programmation linéaire semi-infinie

Soit
(x —a1)*(x —a2)®* - (x — ag)**

r*o

F(z) =

une fonction que nous désirons utiliser pour calculer une mesure
d’indépendance linéaire de 1, logp;, - - -, logpm avec ’ensemble des ex-
posants (ag, a1, -+, ag). Sila mesure d’indépendance linéaire existe,

on a

n—oo M 2m1 |z)=p zZ

lim 1 log (i DnQnF"(z)%)

B=-
1

lim — log(DnQn) + log <max max |F(:1:)|)

n—oo N 1 a;<zLaiq

ou D, et Q, sont définis comme dans le paragraphe précédent. Notre

but est de chercher le minimum de p. On sait que le dénominateur de u

est négatif (si p existe) i.e.

1

— ( lim —log(D,Qr) + log ( max |F(:c)|)> >0
n—oo N a1<zr<Lag

Donc, pour arriver au but, soit on augmente la valeur absolue du

dénominateur, soit on diminue le numérateur. La premiére méthode

convient bien parce que le numérateur ne change pas beaucoup quand

on augmente la valeur absolue du dénominateur. Donc on pose

f= lim —l—log(DnQn)—Hog( max |F(a:)|)
n—oo 1N a1 <z<akg

<z<a

On a besoin de trouver max(—f) et de vérifier si la mesure
d’indépendance linéaire existe avec F(z) ou d’améliorer la mesure

d’indépendance linéaire si elle existe. Pour avoir un programme associé
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a ’algorithme du simplexe, on ne considere que le probleme analytique,
c’est-a-dire, que l'on fixe D} = 1 dans le calcul, o D} est défini dans
chapitre I. Dans ce cas, les meilleurs exposants de F(x) que 'on trouve
ne sont peut-étre pas les meilleurs pour calculer la mesure p & cause
du mumérateur de p et de D,, mais cela nous permet de vérifier si u
existe (i.e. p > 0) avec F(x) et alors de trouver la meilleure mesure
d’indépendance linéaire que ’on peut obtenir en n’utilisant que les fac-
teurs (x — ay), -+, (z —ax). Gréce a cela, on a trouvé les fonctions
Fs(z) et Fy(x) pour calculer les mesures d’indépendance linéaire de
1, log2, log3, logb et de 1, log2, log3, logb, log7. Pour obtenir
la meilleure mesure, on peut utiliser la méthode arithmétique pour
améliorer D,, et diminuer le numérateur en fixant le dénominateur.

On utilise la programmation linéaire semi-infinie comme suit pour
chercher les meilleurs exposants dans les fonctions F3(x) et Fy(z) tels

que la valeur de — f soit la plus grande possible.
3.1-La programmation linéaire semi-infinie
On a & résoudre un probléme du type suivant : trouver

max min g9(zx,C)
ou g(z,C) est une fonction linéaire par rapport & C = (¢, -+,cx) et X
est un domaine compact de C, le maximum étant pris pour ¢; > 0 pour
i=1,---,k.

Une solution classique consiste & choisir de trés nombreux points de
contrdle (x;)1<j<n et résoudre le probleme de programmation linéaire

suivant : trouver

ma i . C).
2, 2 9l ©)

Cependant le résultat obtenu dépend des points de contréle choisis.

71



Chapitre 11. 72

L’idée de la programmation linéaire semi-infinie [AN] consiste &
répéter le processus précédent en ajoutant & chaque fois de nouveaux
points de contrdle et & vérifier que ce procédé converge vers m, la valeur
de la forme linéaire pour un choix de C optimum, selon l'algorithme
suivant:

(1) On choisit une valeur initiale de C soit C(®) et on calcule

' — mi (0)
Mg = mip g(z, C'™).
(2) On choisit un ensemble de points de controle X (© dans X. Il est

3 ’ 3
clair que I'on a my < m < my si on note

— mi (0)
my Iren)}?o) g(xa C )
(3) On ajoute & X© les points ot g(z, C®) admet des minima
locaux et ’on obtient un ensemble X (1) de points de contréle.

(4) On résout le probléme de programmation linéaire

max min z;, C).
s a:jex(”g( iz )

On obtient alors une nouvelle valeur de C soit C(!), et un résultat

de la programmation linéaire égal 4 m; = mi)r(l g(z, CM). On a
z€
donc my < m'1 <m <m; < mg si on note

= m (1)
m Igl)}r(ll)g(x,c )

(5) On répete les opérations (2) a (4) et on trouve donc deux suites

(m;) et (m,) telles que

7 7

mg<my <. <my<m<m <o <my < my.
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On s’arréte des qu’il y a assez bonne convergence, quand par
/ o, » .
exemple, m; — m; < 107%. Supposons que p itérations suffisent,

alors on prend une approximation de m égale a m,,.
3.2-La forme de la programmation linéaire

Pour appliquer cette méthode ici, c’est-d-dire pour trouver les
meilleurs exposants des polynémes P; dans F(z), il suffit de vérifier

que

lim %log(DnQn)Jrlog( max |F(sc>|)

a1<z<ag

est de la forme voulue.
Nous donnons ici le détail du pas (4).
On a donc la fonction objectif associée a la programmation linéaire

max Z = max (— ( max log|F(y)| +d+ q))
o a1 <y<ak
. .1
oud+gqg= lim - log(DynQn).
n—oc
Dans ce qui suit, toutes les variables X; sont astreintes & étre non-
négatives. On pose

d+qg+ max log|F(y)| = Xny3 — XN+a
a1<y<ag

parce qu’on ne sait pas si cette valeur est positive, ou N = Nj + Ny
et N; est le nombre de nombres premiers utilisés, No est le nombre de
polynomes utilisés.

Donc

max Z = —XN,+N;+3 + XN+ N, +4-

Pour les contraintes de ce probléme, on a trois parties : les contraintes
sur d, les contraintes sur les nombres premiers et les contraintes sur les

points de controle.
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Premieére partie : les contraintes sur d

Ici, on ne considére pas 'amélioration par la méthode arithmétique,
c’est-a-dire D} =1, on a donc

d= lim 1 log D,

n—oo N

k
1 .
= lim —log (ppcm (1,2,---,max (nao, n (E a;deg P; — a()))))'
n—oo N i1

k
= max <a0, Zaideg P, — a0> .

i=1

On pose d = X; et on a

X1 =max (Xn,+2, Xn;+3deg P+ -+ XN, +N,+2deg Pn, — XNy +2)

ou degP; (1 < i < Ny) est le degré du polynéme P;, Xn,+2 = ag
est ’exposant de y, le dénominateur de F(y) et X;yn,4+42 = @; pour
1 < i < N, sont les exposants des polynomes utilisés.

On a donc deux contraintes sur d

~X1+ XnN42 <0
-Xl — XN1+2 +XN1+3degP1 + - +XN1+N2+2degPN2 S 0

Deuxieéme partie : les contraintes sur les nombres pre-
miers

Par le lemme 3.4 dans chapitre I, on sait que pour

N2

Fly) = [[w - a0 —

Qo
i=1 y
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N;
avec a; € Z%, a; € ZT, a; = Hpj”, Bij € N, et
=1

N,
A =ppem(a;, 1<i<Np)= prj

=1
ou B; = max i), 11 existe un entier
= max (B),
N,
Cj
Q= Hpj

Jj=1

ou

N2
Cj = max (O, OL()B]' - Zaiﬂij>
i=1

tel que pour tout I # J

I, = /aJ (QF(z))" d;:c € —,51: (Z-i—Zlog EJ_) :

aj ar

Donc pour chaque nombre premier utilisé p;, on a
k

0 S Cj 3 aij a Za,ﬂij S Cj.
i=1

Si on remplace a; par Xy ,424i (0 < i < N) les exposants
des polynémes, pour tout nombre premier utilisé p;, on a le systeme

d’inéquations suivant

k
BiXn, 42 — ZXN1+2+zﬂij < Xjn

1=1
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c’est-a-dire que 'on a N; contraintes sur les nombres premiers

k
—Xj+1 + BjXnN4+2 — ZXN1+2+iﬁij <0

=1
pour tout 1 < j < N;.

Troisieme partie : les contraintes sur les points de
contréle

On construit un ensemble de points de controle avec les zéros de la
dérivée de la fonction F(z) dans 'intervalle considéré avec les exposants
initiaux et on ajoute certaints points en plus des zéros. On obtient un
ensemble initial de points de contréle. Pour chaque itération, on ajoute
aussi quelques points de controle parmi les zéros de la dérivée de la
fonction F(z) avec des nouveaux exposants.

Pour chaque point de controle y;, on a

d+qg+log|F(y)| <d+g+ max log|F(y)

a; SySaN2
Ny
ol g=logQ = Z Xj+1logp;. On a donc un systeme d’inéquations
j=1
N] N2
X1+ ZXJ'+1 logp; — XN, +21ogy; + ZXN1+2+j log | P;(y:)|
j=1 j=1

< XN1+N2+3 - XN1+N2+4

pour les M points de controle y;.
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Remarque

Dans le calcul, pour obtenir une forme linéaire, on pose I’exposant du
dénominateur de la fonction F(x) égal & une variable, mais on a besoin
de fixer cet exposant que l'on prendra égal a 1, donc on obtient une

contrainte

XN1+2 = 1

Donc on obtient un probléeme de programmation linéaire avec N; +

M + 2 contraintes :

maxZ =CX

XN1+2 = 1

{AXSO
X2>0

ou C = (0,---,0,—1,1) est un vecteur ligne, X est un vecteur colonne a
N;+ Ny+4 composantes, A est la matrice des coefficients des contraintes.

On utilise aussi cette méthode pour diminuer le numérateur en fixant
le dénominateur.

Dans [AN] on peut trouver la théorie générale de la programmation
linéaire semi-infinie. Tout le calcul est effectué en PASCAL sur micro-
ordinateur.

Donc, en théorie, on trouve une méthode pour chercher la fonction qui
permet de calculer une mesure d’indépendance linéaire des logarithmes
de nombres premiers. On cherche d’abord la meilleure combinaison des
polynomes tel que les polynémes soient dans l'idéal (A,z) ou A est en-
gendré par les nombres premiers utilisés. Ensuite on cherche les meilleurs
exposants des polynémes par la programmation linéaire semi-infinie tels
que la valeur absolue de F(z) engendrée par ces polynomes soit la plus

petite possible dans un intervalle considéré. Si on obtient une fonction
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F(z) qui vérifie les conditions du théoréme, c’est-a-dire,

1
— ( lim —log(D,Qn) + log ( max |F(:z:)[>) >0
n—oo 7 a1 <r<ag

alors on trouve une mesure d’indépendance linéaire des logarithmes des
nombres premiers associé cette fonction.

En réalité, par cette méthode, on a trouvé les fonctions F3 et F4 pour
calculer les mesures d’indépendance linéaire de 1, log2, log3, logb et
de 1, log2, log3, logb5, log7, et retrouvé aussi les exposants des fac-
teurs polynomes de la fonction de G. Rhin pour calculer une mesure
d’indépendance linéaire de 1, log2, log3. Autrement, on constate
que l'amélioration de la méthode d’arithmétique n’existe plus dans
le calcul des mesures d’indépendance lineéaire de 1, log2, log3, de
1, log2, log3, logh et de 1, log2, log3, logh, log?7.
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CHAPITRE 111

Une généralisation du
diametre transfini entier
&
polynémes de

Miintz-Legendre généralisés
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1-Introduction

Rappelons que dans [RH2|, G. Rhin propose la meilleure mesure
d’indépendance linéaire connue de 1, log2, log3. Il généralise la
méthode d’Alladi-Robinson [AR] (théoréme 2.3 dans le chapitre I). Il
remplace le polyndéme t™(1 — t)™ par un polyndéme plus général satis-
faisant certaines conditions arithmétiques. Plus précisément, soit z un
rationnel (2 & [1, 00)) et soient d un entier positif tel que dz soit entier et
A = ppem(d, d — dz). Soit H, un polynéme de Z[X|, de degré inférieur
ou égal & 2n, appartenant a ’idéal ((z, A)Z[X])™ et donc de la forme

ZbA" Il 4 Z b:::J
] j=n+1

ou les b; sont des entiers pour 0 < j < 2n.

On étudie I'intégrale

1 J—
I / Hy(d—dzt)

o dn(l — zt)n+l

et

—zI, = b, log(

S ((dfdz)"_j : (%)H) |

Alors si d, = ppem(1, 2,---, n), —zd,I, € Z+Zlog(1—=z). Sachant

que
z H,(d — dzu)
bp = ——
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si le polynéme H,, est assez simple, on obtient des majoration du type
0< [I] <e®™  |by] <eb™
Il suffit alors d’utiliser le théoreme des nombres premiers pour ma-

jorer d, et I'on obtient, si a < —1

b+1 a—2>b

u(log(l—z))z—a—H+1=a+1.

Avec différents polynémes H,,, on peut obtenir les résultats des
mesures d’irrationalité de log 2 de Apéry et de Chudnovsky.

Ensuite G. Rhin généralise la méthode ci-dessus a 1'étude de
I'indépendance linéaire de plusieurs logarithmes.

Soient ay, as, ---, «,, r rationnels non nuls tels que
1, log(l — a3), ---, log(l — ay)

soient Q-linéairement indépendants.

Soit d un entier positif tel que da; soit entier pour tout i et
A = ppemy <, (do;, d —day).

Soit H, un polynéme qui vérifie les conditions ci-dessus, alors les
intégrales
! H,(d — dayt)

In(ai) = 0 dn(l _ ait)n+1

sont telles que
dnaiIn(ai) =Png — dnbn IOg(l - ai)

ol pn; est un entier. G. Rhin donne la proposition suivante en étudiant
log(2/3) et log(4/3) :
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Proposition III-1.1

Soient ug, uy, us trois entiers tels que
H = max(|u;|, |uz]) > 2.
Alors la forme A = up + uq log 2 + us log 3 vérifie
A| > H~133
De plus, pour H > Hy (Hy effectivement calculable)

|AI 2 H—7’616.

Dans la démonstration, il étudie les deux intégrales

3 4
/ Hn(z) dr et Hyn(z) dr
2

x'n-{-l 3 xn+1

ol
6
Hy(z) = [[Q:i(=)®
i=1
avec
hh=x—2 by = 0,552418
Qs=z—3 by = 0, 704324
Qs=1z—4 by = 0, 447582
Q4 =dr — 12 b4 = O, 109072
Qs = 17x% — 102z + 144 bs = 0,038934
Qs = 1922 — 108z + 144 be = 0, 054368.

Dans son article, il ne donne pas de méthode théorique pour calculer

les polyndmes. Ici, on va compléter la méthode, et montrer que tous les
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facteurs donnés sont des “bons facteurs” de H,(z). Pour cela nous intro-
duirons une nouvelle généralisation du diametre transfini d’un intervalle.
Nous montrerons, en généralisant les polynomes de Miintz-Legendre et
en introduisant des méthodes de résolution de systémes d’inégalités, que
les polynémes @, ci-dessus appartiennent & une famille de polynomes
que 'on peut effectivement déterminer. Nous montrerons I’application
des polynomes de Miintz-Legendre généralisés au diametre transfini sur
[0, 1]. Nous améliorerons les résultats de Flammang, Rhin, Smyth [FRS]
et Borwein, Erdelyi [BE] sur les polynémes critiques. Nous donnerons
aussi un prolongement de la table de Habsieger-Salvy[HS] sur 'intervalle
de [0, 1/4].
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2-Rappels

On définit ici le diametre transfini, le diametre transfini entier et le
f-diametre transfini entier comme dans les articles de F. Amoroso [AM1]
et|[AM2]:

Soient X une partie infinie compacte du plan complexe et Q € C|s] un
polyndme ; on note deg  son degré et |Q|; x sa norme de la convergence

uniforme sur X définie par
Qlx = max |Q(s)

On définit le diamétre transfini t(X) comme la borne inférieure des
quantités |Q|i/ ,‘}egQ lorsque @ décrit ’ensemble des polynémes unitaires

a coefficients complexes de degré positif,

t(X)=  inf 1/degQ |
(X) ot (1Ql1,x)
deg@>1

Q unitaire

De méme, on définit le diamétre transfini entier tz(X) comme la

borne inférieure des quantités IQIi/ fegQ

lorsque @ décrit I’ensemble des
polynémes (non nécessairement unitaires) a coefficients entiers de degré
positif
: degQ
tz(X) = inf 1/ .
20 = inf QIS
deg @>1
Pour toute partie X, on a t(X) < tz(X) avec égalité si X est une
partie symétrique par rapport a 'axe réel telle que ¢(X) > 1. D’autre
part, on sait que, pour un tel X, si t(X) < 1 alors tz(X) < 1 ([LA)).
Dans le cas particulier d’un intervalle I réel, la valeur de t(I) est bien
6(I)

connue: elle est égale au quart de sa longeur (7). Et donc tz(I) = 5
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pour 6(I) > 4 ; pour §(I) < 4, on ne possede que des encadrements pour

tz (I ) .
Pour le f-diamétre transfini entier, on définit comme suit :

tZ’f(X) - nléIJ{/l‘ péIZlf:l:]
p#0
degp=n

| 1@ f(2)],

ou f est une fonction positive sur X. Cette notion a été définie par F.
Amoroso[AM1].

Il montre aussi que le f~-diametre transfini entier est important pour
étudier les approximations rationnelles de logarithmes, par exemple, les
mesures d’irrationalité de log(l/m) ou I/m est un nombre rationnel posi-
tif. On pose, a = (Vi++/m)? et B = (VIi—+/m)2. Si on peut trouver des
- polyndmes a coefficients entiers qui s’approchent de zéro sur l'intervalle
[0, B] et qui ne sont pas trés grands sur 'intervalle [3, ], alors on peut

trouver les bonnes mesures d’irrationalité de log(l/m). Avec les bonnes

estimations de tz s, ([0, o), ou f. : [0, a] — R est la fonction réelle
définie par
1 z € [0, B]
fe(z) = {
exp(—c) z € B, a]

Alors il donne les mesures d’irrationalité de log(l/m) suivantes

£ log 2 log 3 log5/3
() 3,991 16,960 6,851

log2/3 log3/4 log4/5 log7/5
3,402 3,154 3,017 9,456

et donc il améliore les résultats de G. Rhin de p(log2) < 4,0765 [RH2]
et u(log(5/3)) < 7,224 [RH3] et de Alladi et Robinson [AR] mais pas de
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p(log3) < 8,616 [RH2|, et u(log2) < 3,891 de Rukhadze [RU] et Hata
[HA1].
Dans notre travail, nous introduisons une définition du diameétre

transfini qui concerne l'idéal des polynémes qui appartiennent &
(x, A)"Ziz] :

Définition 1II-2.1

Soit X un intervalle réel et A un entier positif. Soit f une fonction
continue sur X, f : X — R*. On définit le (f,A)-diamétre transfini
entier par

t X)=  inf 1/2n
z.(5.0)(X) pe(E}IAl)nZ[x”Ip(a:)l f(@)], «

ot degp(x) = 2n.

De méme que le diametre transfini est important pour étudier les
approximations rationnelles de logarithmes, le ( f, A)-diamétre transfini
entier est aussi important pour les mesures d’indépendance linéaire de
logarithmes. Grace a cela, le théoreme 1I-2.5 peut donc s’écrire comme

suit :

Théoréme I11-2.2
Soient o € Rt et d € N*. Soient1 < a; <ap <--- < amym m entiers
positifs et A = ppem(ay, as, -+, am). On pose

Dy, = ppem (1, 2, ---, max([adn], 2dn — [adn]))

et
1
lim —log D, = K.

n—oo 1N

On pose t le (f, A)-diamétre transfini entier sur lintervalle [a;, am):

t= tZ,(f,A)([al,am]) = inf |Q(x)|1/2df(x)

Qe (z,a)lenlz|z) 1,[a1,am]
degq=2a
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ou
1
f= T

T 2

Sit < e K, alors il eriste un polynéme H de degré 2d et H €
(x, A)edZ[z] tel que

)2 <e K,

15[011 1am]

On suppose qu’il exziste un nombre réel p > 0 et un nombre réel

e )

|z|=p | zlod]

70 > 0 tels que

et pour tout 1 < i <m — 1, les valeurs de

og ((, max )

a:i<z<a;y; zled

sont distinctes deux d deuzx. Alors la suite H, = H™ vérifie les conditions
du théoréme II-2.5.

Alors pour tout € > 0, il existe un entier positif Hgy(e) tel que

a a; a —_y—
’p+q1 log (a—2>+---+qilog< ’+1)+---+qm_1log (a ~ )IZH e
1

1 m—1

pour tous entiersp et q; 1<i<m—1 avec H=max{ |g;| } > Ho(e)
(Ho(e) effectivement calculable) et p est un nombrelréel positif donné
par
O 4+ K
=" logt — K

Donc pour chercher une mesure d’indépendance linéaire nous
chercherons le (f,A)-diametre transfini entier. On trouve certains

résultats dans les paragraphes suivants.
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Dans la suite nous utiliserons aussi les polynémes de Miintz-Legendre:
soit A = (A;);>0 une suite de nombres réel positifs ou nuls tous distincts.

On appelle polynéme de Miintz-Legendre une fonction P telle que
n
P=Zaia:)"' a; €ER 0<1i<mn,
=0

P est dit associé a la suite A.
Dans le paragraphe suivant, on va utiliser des inégalités sur les
polynomes de Miintz-Legendre pour donner de bonnes majorations pour

le (f, A)-diameétre transfini entier d’un intervalle.
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3-Polynémes de Miintz-Legendre généra-
lis¢ (MLG)

3.1-Polynomes de Miintz-Legendre

On considere, pour 0 < a < b, le produit scalaire sur les fonctions

continues réelles sur I'intervalle [a, b] défini par

b
(f.9)p = / f(@)g(z)p(x)dz

ol ¢ est une fonction réelle positive sur I'intervalle [a,b).

On note

”f”g,[a,b] = (f’ f)‘P

1l = max, (1/@)Ve@)
D’aprés le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt on a

Proposition III-3.1

Soit (V,( , )) un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire
(, ) et soit W un sous-espace de dimention finie n de V. Soit
{wy, we, -+, wp} une base de W. Alors il existe une base
{Ly, Lo, ---,Lp} de W telle que

(1) le sous espace vectoriel engendré par {L1, Lo, ---, L;} est égal
au sous espace vectoriel engendré par {wy, we, ---, w;} pour1 <i< n.

(2) les vecteurs Ly, Ly, -, Ly sont orthogonauzr deuz d deuz.

Dans la suite, soit F' un polynéme fixé non nul de R[z] et soient
Aoy A1, -+, A, des réels positifs ou nuls tous distincts. On considére

Lo, Ly, ---, Ly, la suite des polynémes orthogonaux relative au produit
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scalaire (, ), construite par le processus d’orthogonalisation de Gram-

Schmidt & partir des polyndmes

P0=F37)‘0a P1 =F-’L‘)‘17 "'apn:F"L‘An
tels que
L, = Zcijpj +pi
j<i
et L; est orthogonal & Lo, Ly, ---, Li—; pour 0 <1 < n.

Soit p un polynéme de Miintz-Legendre généralisé,

n
p= E aiFm)"'.
i=0

On suppose ici que a, # 0. p s’écrit aussi

p= ZbiLi
i=0

avec b, = a, et
”p”g,[a,b] = be”LZHg,[a,b}
1=0

donc

”p”%,[a,b] 2 b%”Ln“g,[a,b] = a?LHL’nng,[a,b]‘

D’autre part, on a
Ipll2,[a,8) < Vb —a [|pll1,[a,5>

on obtient donc I'inégalité
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3.2-Polynémes de MLG sur [0, 1]

Dans les articles de Flammang, Rhin, Smyth [FRS] et Borwein, Erde-
lyi [BE], ont été étudiés les polyndémes de Miintz-Legendre dans 1’espace
vectoriel de base z, 2”71, ..., z¥ (n > k > 0) et avec le produit

scalaire
1
(9= [ f@al)e

Cela donne les polynémes Miintz-Legendre orthogonaux

L@ =S o= (") (P ki)

n—1 n—j
j=i J

Soit P, l’ensemble des polyndmes de degré n a coefficients réels et

pn € P, de la forme
pn(T) = ku(I) q(z) € P, g(z) #0
alors on a l'inégalité
n+1+k
01 < V("5 L i, o
Soit Ty, un polynéme de Z{z| de degré n sur [0, 1] tel que
= < n
”Tnul,[o,l] Orélf%(l |Tn(x)| <0,42353115
Alors
To(z) =2*(1 - 2)¥Sp o0k Sn-ok € Zn-gklz]

ou k > 0,2641n dans [FRS] (et k > 0,26n pour n assez grand dans
[BE]).
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Dans ce paragraphe, on utilise les polynémes de Miintz-Legendre
généralisés. Cette méthode améliore les résultats ci dessus. On con-

sidere 'espace vectoriel de base
(1 -2z), z" 11 —-2)?, -, (1 - z)?

sur l'intervalle [0,1], ol k, ¢ sont entiers positifs. Par le processus

d’orthogonalisation de Gram-schmidt, on obtient donc, si I’on pose

Liz) = i(_l)n_j (n 20+ ]+ 1) (n - i)xj(l oy

n—1+4+2q n—1j

j=i
le résultat suivant :

Lemme 111-3.2

Pour i fixé on a

(Li, 2"(1-2)9) =0
pour n > h > i+ 1 c’est-a-dire L; 1 L.

Démonstration

Sachant que

1 . .
/ :L.j1+j2(1 _ 15)2qu _ (2(])'(]1 +]2)' ’
0 (2 + j1 + j2 + 1)!

(Li, $h(1 —le)q)
1 n . o .
=/ Z(‘l)n_j n+2q.+_7+1 ot J+h(1 — z)%dy
0 5o n—1t+2q n—j

_ g(_l)n-j (n +2g+j+ 1) (n - z) ( (29)1(j + h)!

n—1i+2q n—3)(2q+j+h+1)!
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& n—j nt2gtji+l)
=(2q)!<Z(_1) (n_(i”(;)!(f”zrn!

(n—-i) (j + h)!
“\n—j)G+ht2q+D)

a (n —(iq—i)—!Qq)! (i(*l)n—j (Z:;>

J=

j=i

x(n+2q+j+1)---(h+1+j+2q+1)(j+h)---(j+i+2)>

dh—i-1 1 dn—h . _
= l : ( (1 - x)n—txn+z+2q+1)]
dxh—i-1 £2g+1 \ Jpn—h

=1

=0 [l

Proposition I11-3.3
Soit Q(z) € Rp4q4(z]

Qz) = axz®(z - )7 + ag12* (2 = )7+ -+ + anz™(z - 1)7

On a

n+l1+k\/n+k+2¢+1
< .
|ak|_\/<2k+1>( S T s [T

Démonstration

Q(x) peut s’écrire sous la forme

Q(z) = MLk + Aps1Liy1 + -+ AnLn (k <n)
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avec
n+2q+k+1>

e (-1)"-’%( n—k+2g

Par la derniére inégalité du paragraphe précédent

n+2q+k+1)< 1Q1l1,10,1; (n+2q+k+1)

= |A
o] "“'( n—k+2g (Li, L) \ n—k+2g

On a

(Li, Li)
S () o

_ifn+2q+i+1 :
=(-1)" Z( n—i+2 )(L,-, (1 - x)9).

On pose S; = (L;, z*(1 — z)7), alors

5 = Jz:;(—l)n-j (AR (i IEs

n—1i+2q n—j3)(E+75+2¢+1)!
_ __ (29)!
(n — i+ 2q)!
y i(_l)n_J(n-—i)(n+2q+j+1)---(i+j+2q+2)
= n—j i+7+1

1
(n—i+2q)--(2q+1)

= neifn—1\(n+2¢g+j+1)--(i+75+29+2)
X(Z("l) J(n-j> i+j+1 )

j=i
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On considere S; comme un élément dans Q(g) ou n, ¢ sont
des parametres rationnels et g est une indéterminée. Le degré du

dénominateur

(2¢g+n—1)---(2¢+1)

est égal a n — i. Le degré de chaque numérateur est
n+2q+5j+1)—-(i+5+2¢+1)=n—1.

Donc si on garde le dénominateur sous la forme (2¢+n —1)---(2¢+ 1),
alors le numérateur est de degré inférieur ou égal a n —¢. On va montrer
que S; est une constante dans Q(q). Pour cela, on démontre que le
dénominateur divise le numérateur. On prend ¢ = —1/2, un zéro du
dénominateur avec 1 <[ < n — 1. On calcule

n—j 1+ +1

Z(_l)n_j(n—z)(n—l+j+1)---(i+j—l+2)

Le numérateur vaut zéro car il est égal a

dl—l 1 ( dn—i—l ) )
— = —— (IIZ _ l)n—zxn+z—l+1):| — 0,
ld:z:l 1z \dr ! 1

donc (2g+n —1)--- (29 + 1) divise le numérateur de S;, c’est-a-dire que

S; est une constante. Donc pour calculer S;, on peut prendre

n+1t+2
2 b

et donc
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. 1 ~1..-(i—n)
=(_1) (__21'_2)...(—71—1:—1) 21+ 1
_ (L1 (n —1)!
- (n+i+1)---(21+2)(2i+1)
_ (_1y (n—i)1(2i + 1)!
=D e T D
Donc
(n+2g+i+1\ (n—9)2i+1)!
(Ls, Li)‘( n—i+2g )(2i+1)(n+i+1)!
et
n+2¢g+k+1
lak| < ( n—k+2q )”Q”l,[o,l]

n+2q+k+1\ (n—-k)(2k+1)!
( n—k+2q )(2k+1)(n+k+l)!

<1lQl n+2¢+k+1\(2k+1)(n+k+1)!
=IO n—k+2¢ ) (n—k)!(2k + 1)!

n+2¢g+k+1\/n+k+1
sIIQlll,[o,u\/(%“)( n—k+2g )( n—k )

Si on pose

Pn = ag, (1= 2)T+ -+ an_gz" (1 — )9 € Zy[z]

un polynoéme de degré n sur [0, 1], on obtient alors

n+ki+q+1\/n+k—qg+1
n—ky—q

< lp. 2k + 1
lak,| < [lp Ill,lo,ll\/( 1+ )( n—k +gq
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On a le théoréme suivant

Théoreme I11-3.4
Si le polynéme p, de Z[z] de degré n vérifie

1
Ipnll} .1y < 0,42353115
alors
pn(l') = a:k(]. — x)kSn_Qk(.’E) ol S’n—-2k € Zn—Qk[x]

et k > 0.28948n.
Démonstration
Soit k le plus petit des exposants de x ou de 1 —z qui apparait comme
facteur des polynémes p,, de Z[zr] de degré n qui vérifient
1
||pn||1"’[0,1] < 0,42353115
alors p,, est de la forme

Pn = a:k(l - :r:)kSn_gk(:r)

et

n—+1 n+2k+1
< .
lak] < lIpal o, \/(2’c 1) (n - Qk) ( n )

Si Sp—_2k(0) # 0, alors |ag| > 1, c’est-a-dire

(n+1)! (n + 2k + 1)!
n 2k
lp ”1’[0’”\/( +1)(n—2k)!(2k+1)! n!(2k +1)! =
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et

(n+ Dn+2+1)\ (n+2k)
”pn”l’[‘)’”\/< @+ 1) ) (n - 2k)I2R)E =

On remarque que

(n = 2K) + 2k + 20)™ 2 2 gi;é:i:(zk)

‘ (,n _ 2k)n_2k(2k)4k

c’est-a-dire
(n + 2k)n+2k S (n + 2k)!
(n — 2k)"—2k(2k)4k = (n — 2k)!(2k)12"

Si on pose a = k/n, et

(14 2a)!t2%e
fle) = (1 —2a)l-22(2q)4e

alors

(n + 2k)! "
J(e) 2 <(n - 2k)!(2k)!2> '

D’aprés 'inégalité

llPnll1,0,1 < 0,42353115™

on a
+1)(1+ 20+ 2\"
0,42353115f(a)<(n )(+1a+")) > 1.
2a + i
Puisque
(n+1)(1+2a+ 1) ‘/">1
20 + + =

il suffit de prendre o tel que

0,42353115f(c) > 1
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donc a > 0,28948, i.e. k> 0,28948n. O

On améliore donc les résultats de Flammang, Rhin, Smyth [FRS] et
Borwein, Erdelyi[BE].

3.3-Polynémes de MLG sur [0, %]

On considére ici ’espace vectoriel engendré par la base
(1 - 42)7, "Y1 - 4x)9, -, 2*(1 — 4x)9

et le produit scalaire

(f, 9)2 = /0Z f(z)g(z)dz.

On pose

Mi(z) = -Z:‘;(—l)n_j (" ! :?_qi“;g;r 1) (Z :;) Pri(1 - dz)? = Li(-4a:).

On a donc une famille orthogonale.

Lemme I11-3.5

Pour i fixzé on a

(M;, z"(1 - 4.16)")2 =0

pourn > h > i+ 1 c’est-a-dire M; L My,.

Démonstration

En posant y = 4z on voit facilement que 1'on a

(M, z"(1-42)9), = ——
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3.3.1-Le facteur z

Si on veut déterminer I'’exposant du facteur x en connaissant
Pexposant du facteur 1 — 4z (par exemple ¢ = 0), alors on prend un

polyndéme de degré n + ¢

Q = arz"(1 — 42)7 + ag412" (1 - 42)7 + -+ - 4 a2 (1 — 42)¢

Q= Mg+ M1 Mpi1 + -+ A M,

avec
+k+2¢+1
LW

lak| = 47| I( n—k+2q )

alors
1
A2 (M, M) <(Q, Q)2 < Z”Q“1 [0,3]°
On a donc

Lemme III-3.6

n+k+2q+1)(n+k+1)

< 4k 1 2
lak| < 4%]|Ql;, [o,z]\/(k"‘l)( n—k+2q n—k

Démonstration
En posant y = 4z, on vérifie que

: ; 1
(M, Mo = [ M2@)= [ L2x) =1 [ 22@)dy =1L, L)
0 0 4 Jo 4

alors

n+i+2q+l) 1
n—1i+2q (2i+1)(n+z+1)

(M;, M;); = %(

n-—i1
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Donc

1
(2% + 1) n+k+
] < 21Ql, . n-¥
n+k4+2¢+1 4k‘2 1, 10,4 <n+k+2q+1>
n—k+2q n—k+2q

. n+k+1\(n+k+2¢+1
Iak|54IIQlll,[o,%l\/(zk“)( n—k )( n-k+2g ) O

Si on pose
Pn = arx®(1 = 42)9 + -+ an_gz" (1 — 42)? € Zy 7]

un polynéme de degré n sur [0, %], on obtient alors

n+k+q+1\/n+k—qg+1
n—k+gq n—k—gq

okl < 4"upnul,m,%]\/ (2k + 1)(

Lemme II11-3.7
On pose pn, a; comme ci-dessus. Soienta € RY, e R*. Sif=1

est donné, on a k > yn, ou vy est la plus petite racine positive de

4”’Ilpnlli[0,%)f(v, B)=1

ou

(1+a+ B)I+e+B(1 + a — g)l+a-b )%
)4a

fle, B) = ((1 —a+ Ig)l-—oﬁ-ﬂ(l —a - f)1-28(2a
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Démonstration
Comme dans la démonstration du théoréme I11-3.4, on a

n+k+gq

_ ntk+q 5
((n—k+q)+ 2k) _(n_k+q

) (n—k + q)"~F+9(2k)%*

n+k—gq

(k=g + 2hytboe z (M7 HT

)(n k- q)rk-a(ak)2t,

; — k -4
Sion pose a = ;> et = £, alors on a

fla, B > ("”“*q) ("*’“‘q)

n—k+q/\n—-k—-gq

On a donc

n+k—-g+)n+k+qg+1)
2k + 1

1< |ag| < 4k”pn”1,[o,%]\/ (o, B)

c’est-a-dire

: (n(1+a—5+%)(1+a+ﬁ+%) 2

1<4 ||pn”1",[0,%] 2% + % ) fla, B).

Puisque le terme

1
(n(1+a—ﬂ+%)(1+a+ﬂ+%)>2" o1
2a+% ’

on a donc
1
1< 4%pallf 3,/ (@ B): 0
Si on prend @ = 0, c’est-a-dire 'exposant de 1 — 4z égal & zéro, on a
k n+k+1
|ak| <4 ||Pn||1,[o,%]v2k+1 "k

102



Chapitre 111. 103

et par calcul, on obtient k > 2 x 0, 28948n qui correspond au résultat du

théoréme 111-3.4 pour l'intervalle [0, 1].
3.3.2-Le facteur 1 - 4z

Pour trouver I’exposant du facteur 1 — 4z en supposant ’exposant de

x connu, on considere I’espace vectoriel engendré par la base
29(1 — 4z)", z9(1 —4x)"7L, .., 29(1 — 4z)F

et toujours le produit scalaire (f, g)2. On pose

n

Ni(z) = Liijx) =3 (1) (n : iqiijg 1) (Z :;)xq(l — 4z).

j=i

(N;, (1 - 4.7:)"96")2 =0

pourn>h>i+1, et

1 n+i+2q+1 1
(N;, Ni)o < ?

= 42q+1 g ) 1\
n-tt2g (2i+1)(”+“f )
n—1
On prend un polynéme de degré n + q

Q = z9(1 — 42)*R(x)

oll R € Z[z] et degR = n — k. On veut majorer 4" *R(%) qui est un

entier. Si on écrit

R(z) =bo + b1 (1 — 4z) + -+ + bp_s(1 — 4z)"F
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alors
1
4n—kR (_4_) — 4n—-kb0

Donc on écrit

Q = anz(1 — 42)" + an_129(1 — 42)" ! + - - - + axz(1 — 42)*
et
Q@ = pnNp + pin—1Np_1 + - - + pe Ni.

Alors
1
pe(Nk, Ni)2 <(Q, Q)2 < Z”Q”%,[o,%]

k] = |1k n+k+2¢g+1
kI = 1Kk n—k+2q

+h41\\?
420+1(2k + 1 (" )
e @k+1{ ", g

L2
<|:=
n+k+2¢+1\ ~ 4”Q”1,[0»%l (n+k+2q+1)
n—k+2q n—k+2q

et

i - ntk+2g+1\(n+k+1
4" ¥lay] < 4 ’“*"IIQlll,[o,%J\ﬂ2k+1)( n—k+2q )( n—k )

Si on pose
Pn = apzi(1 —4z)f + ..+ an—qx?(1 — 42)"79 € Zp|x]

un polyndme de degré n sur [0, ], on obtient alors
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Lemme III-3.8

n+k+qg+1\(n+k—q+1
IaklS4qHPn”1,[0,%l\ﬁzk+l)( n—k+gq )( n—k—gq )

On peut estimer ’exposant k du facteur 1 — 4z, parce que 'on sait

que 4" "*=9q; est un entier. De la méme fagon que dans le lemme II1-3.7,

on peut donc démontrer

- Lemme I11-3.9
On pose p,, a; comme ci-dessus. Si B est connu, on a donc k > yn,

ou v est la plus petite racine positive de

41—7”pn”1;’[0’%]f(7v ﬁ) =1

ot f(a, B) est défini dans lemme 111-3.7.

Donc par le lemme III-3.7, en posant I’exposant de 1 — 4x égal a zéro,
on obtient I’exposant de x égal a4 0,5789n au moins, et avec ce résultat
on obtient ’exposant de 1 — 4x égal a 0,0935n au moins par le lemme
IT1-3.9. On reporte ce dernier résultat dans le lemme 111-3.7, on a donc
I’exposant de x égal a 0,5912n au moins, et on continue ainsi de suite

I'exposant 1’exposant Pexposant l’exposant
de z de 1 — 4x de x de 1 -4z
1) 0,5789611265 0 6) 0,5917094810 0,0949938883

2) 0,5789611265 0,0935359768 7) 0,5917245998 0,0949938883

3) 0,5912907720 0,0935359768 8) 0,5917245998 0,0949957056

4) 0,5912907720 0,0949436469 9) 0,5917251469 0,0949957056

5) 0,5917094810 0,0949436469 10) 0,5917251469 0,0949957714
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Par ces résultats, on obtient donc

Théoréme I11-3.10
Soit pp € Zn(z) un polyndéme de degré n sur [0, |, si

II;vnlll%[0 ) < 0,17937864,
g
alors
pn(z) = (1 — 42)9Sn_k—q(z) 0% Sp_k—q € Zn_k—qlz)

k > 0.591725n, et ¢ > 0.094995n.

Nous utilisons 0, 17937864 2 0, 423531152 car [AM2]

tz ([o ﬂ) = tz([0, 1))2.
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4-Résolution de systemes d’inéquations
linéaires et application a la recherche de
polynomes de petite norme sur un inter-
valle

Dans ce paragraphe, nous noterons, pour un degré n, par p, un
polynoéme de Z[z] de degré n tel que ||ppll1,ja,p) SOit minimum. Nous
donnerons un algorithme qui permet de trouver les polynémes de plus
petite norme sur un intervalle donné en utilisant les polynémes de Miintz-
Legendre généralisés, ’algorithme LLL et une méthode adaptée de la
méthode du simplexe. Le processus est le suivant :

a) trouver une “bonne” borne de ||pn|1 ja,y-

b) chercher les facteurs nécessaires en utilisant cette borne.

c) résoudre le systéme d’inéquations linéaires qu’on obtient en

prenant des valeurs particulieres de la variable et donc trouver
les facteurs manquants du meilleur polynéme.

On présente ici les étapes en détail.
4.1-La borne initiale

Pour un n fixé, si on a déja trouvé les meilleurs polyndémes de degré
inferieur & n, alors on peut prendre la borne initiale ¢, pour la recherche
de p, :

Cn = min 1PiPj Il1,[a.b] 1<4,j<n-1
On peut aussi utiliser I’algorithme LLL pour calculer une borne ini-
tiale. On explique d’abord comment on utilise cet algorithme.
L’algorithme LLL a été introduit par A. K. Lenstra, H. W. Lenstra
et L. Lovdsz en 1982 [LLL]. Soit H un réseau de base (ei)i<i<m-
Alors 'algorithme LLL fournit une nouvelle base (f;)i<i<m de H LLL-

réduite c’est-a-dire telle que la norme (au sens de la norme euclidienne
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habituelle) des vecteurs f; soit petite et en particulier telle que le vecteur
f1 ne soit pas trop loin d’étre le plus petit vecteur non nul de H.
Par exemple, sur l'intervalle [0, 1/4], supposons que le meilleur

polynome p,, de degré n admette le facteur
F =z 4z — 1)™ (52 — 1)"s.

Alors p, = FQ ou

Q=uao+a1x+ -+ apz”

ou les a; sont entiers et k = n — ng — ny — ng. On considére le réseau H

engendré par les k 4 1 vecteurs
(F(x:))1<i<n, (F(@i)Ti)1<i<n, - (F(2:)zH)1<i<n-

On applique l'algorithme LLL & ces k£ + 1 vecteur et on obtient un
polynéme F'(Q qui est en général un polynéme qui fournit une bonne
borne. Nous avons constaté dans nos calculs que cette méthode fournit

souvent le meilleur polynéme p,,.
4.2-Les facteurs nécessaires

Dans notre calcul, nous commencons par utiliser la méthode de
Miintz-Legendre généralisée. Nous utilisons la méthode décrite a la fin du
paragraphe 3 en remplacant 0,17937864 par ¢, pour donner une minora-
tion des exposants des polynomes de Z[z] qui s’annulent aux extrémités
de l'intervalle [a, b] (par exemple pour [0, 1/4] les polyndmes z et 1—4z).
Ensuite pour les autres facteurs, par exemple 1 — 5z dans le cas de
I'intervalle [0, 1/4], nous calculons explicitement la matrice de Gram de

la base

F, (1-52)F, ---, (1 —Sx)"_degFF
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ol F est de la forme z*1 (1 — 4x)*2(1 — 5z)*2. On peut alors, si
pn=0aoF +a;(1 =5z)F +--- + an—degF(l _ 5x)n—degFF

par Gram-Schmidt, majorer |ag| et en déduire que p, a un zéro d’ordre
supérieur a k3 en 1/5. On répéte ensuite I'opération pour z, 1—4z, 15z
etc - -- jusqu’a ce que I’on ne trouve plus de nouveau facteur du premier
degré. Nous ne considérerons pas ici le cas des facteurs de degré au
moins 2 pour lesquels il faudrait faire intervenir des considérations de

résultant.

4.3-La résolution d’un systéme d’inéquations
linéaires

Apres avoir fini de trouver les facteurs nécessaires, la derniére étape
consiste a déterminer le facteur manquant du polyndéme p,,. On note F
le polynéme produit des facteurs nécessaires avec les exposants les plus

grands possibles. Donc p,, s’écrit sous la forme

Pn = FQ(.’B)

ou Q(z) est un polynoéme de degré k = n — deg F' dont les coefficients
inconnus sont & déterminer.

D’abord on fixe certains points rationnels qui sont différents des
racines de F'(x) qu'on appelle “points de controle”. On considére le

systéme linéaire d’inéquations & k + 1 variables :
(S) |F(z:)Q(z;)| < cn pour 1<i<m

ou z; est un point de contrdle, m > k + 1 est le nombre des point de

controle et,

Q(z) = ag + a1z + -+ + axx”.

109



Chapitre II1. 110

Les coefficients de @ sont donc les inconnues du systeme.

Ce systéme définit un polyédre dont nous devons déterminer les points
entiers.

On résoud ce systéme d’inéquations avec une méthode adaptée de la
méthode du simplexe et en utilisant 1’algorithme LLL {CO} comme suit.

4.3.1-Majoration de formes linéaires

On se propose d’ajouter au systéeme (S) de nouvelles inéquations
obtenues & partir de la méthode suivante, dérivée de la méthode du
simplexe.

Soit L une forme linéaire sur R¥*! que I'on désire majorer sur

Pensemble des solutions de (S) (par exemple

L(ao, a1, -+, ax) = Q(z1)

ou z; est un point de controle fixé ou bien

L(a()a ay, :--, ak) == Q(t)

ou t est un point n’appartenant pas a lintervalle [a, b] que nous

étudions).
() _

J
1 < j < m et du second membre bg-l) = ¢,, €t on note Lgll = L.

On pose (S(1)) = (S) constitué des formes linéaires L L; pour
On note M) la matrice constituée de la matrice identité d’ordre
m & laquelle on ajoute une m + 1 ieme ligne identiquement nulle et
AWM 1a matrice & m + 1 lignes et k + 1 colonnes dont les lignes sont
Lgl)v Lél)’ T L%), Lgrlzl—l'

Supposons qu’a ’étape s > 1 on ait Lf,slll # 0. Décrivons comment
on obtient le systéme a I’étape s+1. On suppose que chaque ligne 7 < m

de la matrice M(®) représente les coefficients de L'®) comme combinaison

a0l

s s s e s . 1 . .
linéaire des formes linéaires Lg ), Ly, On choisit alors un
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terme de LSn ‘1 de plus grande valeur absolue (> 0 puisque Li,’;)H £ 0)

d’indice i. On choisit un terme de la colonne i de A®) et de ligne j < m
dont le quotient par bgs) est maximum.

On effectue alors le pivot de Gauss dans la matrice A®) autour de
ce terme A;si). On obtient A®TY. On effectue les opérations identiques

dans la matrice M(®) de facon & ce que chaque ligne d’indice j < m de

la nouvelle matrice M(5+1) représente les coefficients de L§.3+1) comme
combinaison linéaire des formes linéaires L 1) L(l) R Lﬁ,{’. La ligne

d’indice m + 1 représente les coefficients de la forme linéaire soustraite a

L( ) ‘1 comme combinaison linéaire des formes L(l) L(l) o, LY. si

m
L =N "auL?  j<m
i=1

on prend
m
s+1 1
b = Jayelbf”

qui représente bien une majoration de L§-3+1).

Le procédé s’arréte quand L( ) 1 = 0. La forme linéaire soustraite a
L est donc égale & L et la dernitre ligne de M(®) donne les coefficients
de L comme combinaison linéaire des formes L( ) L(l) TR ,(711). On

obtient une majoration de L comme ci-dessus.
Remarque

Si L est & coefficients entiers et si sa majoration est inférieure a 1

alors cela diminue la dimension du systeme (S).

4.3.2-Changement de base et résolution du systéeme
d’inéquations linéaires

On considére sur la base {xkF} la matrice My associée au systéme.
On calcule la matrice de Gram des colonnes de My, et on applique
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lalgorithme LLL & cette matrice pour avoir une base “meilleure” que
la base {*F}. On obtient une matrice de changement de base P, et un
nouveau systéme linéaire avec M = My x P.

Par le systéme du pivot de Gauss avec ordre des colonnes fixé, on
obtient un systéme triangulaire et des bornes pour les coefficients in-
connus. Pour les seconds membres, c’est-a-dire pour la majoration des
formes linéaires, on procédera comme en 4.3.1. On résout alors le systéme
d’inéquations linéaires et on a donc plusieurs polynémes (il y a peut-étre
quelques polynomes q tels que ||g|1,(a,5) = ||Pnll1,[a,5) & cause du choix des
points de contrdle et des pertes dans la procédure du pivot). On choisit
le meilleur polynéme pour @, c’est-a-dire qu’on choisit un de ceux dont
la norme || * [|1,[q,5) st la plus petite. On obtient ainsi un polynoéme py

qui convient. Tous les calculs sont effectués avec le logiciel Pari.
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5-Application a T , , ([2,4])
=(3%12)

Dans ce paragraphe tous les polynémes de degré 2d que I'on calcule
sont dans I'idéal (x, 12)%Z[z]. On note que 'ensemble des polyndmes est
P*(z) ;

P2d(:c)

= {pzd(x) | p?4(z) = 12%0 + 129 1ayz + - - - + 12a47¢ + agy 124!

4 4 aggx®® a;€Z, 0<i<2d, pgcd(ai,0§i§2d)=1}.

On utilise la méthode présentée dans le paragraphe précédent pour
chercher les “meilleurs” polynomes p2¢ € P2? avec le degré 2d inférieur
ou égal & 40 (4 cause de difficultés de calcul sur ordinateur, on s’arréte
au degré 40). Le processus est le suivant :

a. Avec une majoration du (f, A)-diametre transfini entier dans
I'intervalle [2, 4] ot A = 12, on trouve une “bonne” borne de
llpll1,2,4) et on la considére comme une valeur initiale.

b. On en déduit un polyndéme p(x) avec les facteurs nécessaires en
utilisant la valeur initiale. Ici on utilise les trois facteurs de base
-2, z—-3, -4

c. On obtient alors un systéme d’inéquations linéaires en prenant des
valeurs particuliéres de la variable et on résout le systéme.

On présente ici les étapes en détail comme suit.
5.1-Calcul d’une borne initiale

On se fixe un degré 2d. On veut chercher d’abord un polynéme
p}t € (A, z)

tel que ||p3?%||;,(2,4) sOit “petit” et deg(p??) = 2d. On commence par
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d = 3, on prend les polyndmes initiaux pour d = 3, 4, 5 comme suit :
pi(z) = 3(z — 2)*(z - 3)*(z — 4)°

pi(z) =3(z - 2)*(z - 3)°(z - 4)°
pi’(z) = 4z - 2)*(z ~ 3)°(z - 4)°.

Et leurs normes || * ||; [2,4) respectives sont donc les estimations
des bornes initiales des polynémes des degrés 6, 8 et 10 dans 1’'idéal
(z,12)29Z[z]. On note ici p?? le polyndme initial de degré 2d et p2? le
“meilleur” polynéme. Ensuite pour les polynémes de degré plus grand
que 10, on fait les produits des “meilleurs” polyndmes p2¢ de degré 2d
plus petit qu’eux et on prend le meilleur parmi ces produits. Donc on

peut trouver des polynomes initiaux pour tous les degrés, par exemple,

P’ = (p3)” ; p1® = popy’ ou pi® = (p§)°.

5.2-Facteurs nécessaires

On se place ici dans le cas ¢(z) = %. On utilise la base
FCy, FCi(z —-¢), -+, FCp(z - )"
ouc=2,30u4,C,€Z,et
F=(x-2)"(z—-3)™(z—4™

avec n; € N.

Donc le polynéme p2? est du type

pa? = FQoq-x
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ol k = ny + ng + ng, et les coefficients C,, ---, Cy tiennent compte des
conditions arithmétiques sur p?¢(z).
On applique la méthode de Miintz-Legendre généralisée au polynéme
2d
Py -
Algorithme : on commence par FF =1 ie. ny = ny = n3 = 0, on
prend ¢ = 2, On écrit p3% dans la base {(z — 2)" n > 0}, donc

pet = Q24(x).

On calcule la matrice de Gram des p; relativement au produit scalaire
(, ) et on utilise le procédé de Gram-Schmidt sur cette matrice, le

dernier terme diagonal obtenu fournit || L, |2 2.4]"

Si
V2
Cnl < — Y < 2d < 1’
I OI = “Ln||2’[2,4] ”pl ”17[2,4]
alors Cy = 0, donc
(CU - 2)|p(2)d7

c’est-a-dire on trouve un facteur z — 2 de p3¢. On continue jusqu’a ce

que

ot = (2 — 2)Q2d—g, (2)

tel que g2 soit le plus grand possible.
On prend ensuite ¢ = 3. On écrit p3® dans la base {(z — 2)%(z —
3)", n >0},

p(2)d = (IE - 2)q2Q2d—fJ2 (1")’

et on répete le calcul jusqu’a trouver g3 le plus grand possible tel que

(x — 3)% |pj?.

115



Chapitre I11. 116

Et puis on prend ¢ = 4,

pet = (x = 2)7(z — 3)PQad—gp—gs (T),

et donc on trouve g4. On peut aussi reprendre ¢ = 2 (ou ¢ = 3, ¢ = 4),
Pt = (2 — 2)%(z — 3)%(z — 4)% Q2d—g,~g5~a4 (T)
jusqu’a ce que n;, n;, n; soient les plus grands possible tels que
(z ~ 2)"2 (2 — 3)™ (z — )™ |p3c.
Donc, on écrit p2¢ dans la base
{(z - 2)"I2 (x — 3)"; (z — 4)";:1:", n > 0}

Un autre facteur dans P?¢(z) qui nous intéresse est 5z — 12, car il est
dans 'idéal (z, 12) et il a une racine réelle dans 'intervalle |2, 4]. Apres
avoir trouvé des facteurs £ — 2, x — 3, £ — 4 avec les exposants les plus

grands possibles, par la proposition 1I-2.1 et la proposition 1I-2.2 on a
Pt = (2 — 2)"(z — 3)"s(z — 4)™ Qau
oll k = ny + ng + ny et
Q2d—k = boao + b1a1x + - - - + bag_gagg— x4k

ou les b; sont entiers pour 0 < i < 2d —k et

b, — 3max(d—i—n;,0) 2max(2d—2i-—n;—2n; ,0)
P =

= 12™:b,
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avec
m,; = min { max (d— i— n;,O) ,[% max (2d -2 — n; - Qn;,O)]}

et b, € Z pour 0 < i < 2d — k.
Donc on applique Miintz-Legendre au point 12/5 :

12
2d | =~
100(5)
12 n 12 g 12 s 12
=(-=-2 = - =4 k| =
(5 ) (5 3> (5 ) Q“’“(s)

L f9\™ /3\ T /g e 12
— __1 'n3+n4 _ — — _ PR
(=) (5) (5) (5) @aa ’°<5>
12 122d—k
= (—1)"st"4 T (boao + bla1g +oet b2d—ka2d—k52d__k) :

En raison de la relation
12\* 1 i i
b;a; (_g) — 52d__k (52d k 112m,+1biai)

’ 4 ’
et k = ny, + n3 + ny, on a donc

12 ’ ' ’I"L’ nl+3nl ' .
P} (;) = (-1 pged (5127, 0< i < 2~ k)

oﬁb;‘EZpour0§i§2d—k.
On note ici

A= 52d—kb3a0 + 52d_k_1blllal + -+ b;d_kagd_k
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N, 9N +3n ]
C= §i52——4pgcd (b 12m+ 0 << 2d— k) .

A est donc une forme linéaire en a; € Z a coeflicients entiers.

D’autre part on a

< il 2.4

donc

1 /12
1< 2 (2) e

Si A < 1, alors on trouve le facteur 5z — 12 de pg?. Une fois que I'on
a un exposant pour (5 — 12), on continue et on peut aussi reprendre
I’étape précédente pour avoir les exposants des facteurs (z—2), (x—3), et
(z—4) les plus grands possibles car on a diminué la dimension des espaces
vectoriels a étudier. On procede ainsi jusqu’a ce qu’on ne puisse plus
améliorer les exposants. Si nécessaire on peut changer 1’ordre des étapes

pour calculer les bons exposants des facteurs z -2, x—3, x—4, 5z —12.
5.3-Exhaustion

Apres avoir fini de trouver les exposants des facteurs t—2, x—3, z —
4, 5z — 12 qui sont ny, n3, ng4, ns respectivement, pa? s’écrit donc dans

la base

7

{(z - 2)"2(x — 3)”13 (x — 4)”;(53: — 12)";12”, n > 0},

la derniére étape est de déterminer les facteurs manquants du “meilleur”
polynbéme, c’est-a-dire, déterminer les 2d+1—ng —nz—n4—ns coeflicients

inconnus de Q2d—n,—nz;—ns—ng, t€ls que

pat € (A, z)*

118



Chapitre III. 119

Soit,
P = (2 = 2)" (2 = 3)" (¢ = 4)" (5 ~ 12)"™ Qaa-my-nyne-ns

et |[p3%|1,[a,4) SOit le plus petit, ol si on pose k = ng + n3 + nq + ns

2d—k
Q2d—k = boap + braiz + - - - + bog_rG2q4— kT

ou les a;, b; sont entiers pour 0 < i < 2d — k et par la proposition II-2.1

et la proposition I1-2.2, on a

. ’ ' , ’ ’ ’ Y,
b; = 3max(d—z—n3—n5,0) 2max(2d—2z——n2—2n4—2n5,0) — 12mlbi

avec
. . 4 ’ ]. ) ’ ! '
m; = min (max(d—z—n3 —ns, 0), [—2— max(2d — 2i —n, — 2n, — 2ng, O)])

et b, € Z pour 0 < i < 2d — k, ou [z] est le symbole de la partie entiere
du réel x.

[4

D’abord, on fixe certains points rationnels qu’on appelle “ points de
controle” dans )2,12/5[ U |12/5,3] U ]3,4[. On considére le systéme

linéaire d’inéquations & 2d + 1 — k variables :
(@i — 2)™ (z; — 3)™ (2 — 4)™ (52 — 12)™ Qaa—k(:)| < [IP3 1 (2,07

pour 1 <7 < n, olt z; est un point de controle et n > 2d + 1 — k est le
nombre des points de contréle. Les coefficients (a;)o<i<2d—k de Qad—«
sont donc les inconnues.

On résoud ce systéme d’inéquations avec la méthode adaptée de la

méthode du simplexe que nous avons décrite au paragraphe 4.3 et aussi
l'algorithme LLL.
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Par le systéme du pivot de Gauss avec ordre des colonnes fixé, on
obtient un systéme triangulaire. On peut donc estimer le nombre de
solutions. Si ce nombre est petit on résout. Si ce nombre est trop grand
on passe & I’étape du paragraphe 4.3.1 (On peut aussi tester le méme
systéme en remplagant la borne initiale par une constante plus petite
pour obtenir un nombre de solutions plus petit avec le risque de ne pas
avoir de solution non triviale). On obtient donc un nouveau systéme
de dimention plus petite. On résout le nouveau systéme et on peut
donc avoir plusieurs polynoémes, et on choisit le meilleur polynéme pour
Q2d—k, c’est-a-dire qu’on choisit un de ceux dont la norme || x ||1,[2,4} est
la plus petite. On trouve donc le meilleur polynéme p3? de degré 2d dans
I'intervalle [2, 4] avec I'idéal A = 12. On a le tableau suivant :

5.4-Tableau des meilleurs polynomes

On donne ici un tableau des meilleurs polynémes calculés par la

méthode ci-dessus. on note :

Ay =2 -2
A3 =z-3
Ag=x2—4
Ag =5xr— 12
Ag=4x -9

A7 = 622 — 35z + 48
Ag = Tx? — 48z + 72
Ag = 17z% — 102z + 144
Ao = 1922 — 108z + 144

Ay = 9323 — 76422 + 2016z — 1728
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Ao = 8z* — 15923 + 93622 — 2160z + 1728

Dans ce tableau, on trouve en derniere ligne, i.e. 2d = 40, une

majoration de ¢, ([2,4]). On retrouve les mémes facteurs que

—=,12
ceux de G. Rhin [I({\I/-IE2] 1))0ur calculer la mesure d’indépendance linéaire
de 1, log2, log3. Si on utilise la méthode que l'on présente dans le
chapitre précédent, on peut trouver les bons exposants des facteurs et
donc retrouver la méme mesure.

D’autre part, il y a encore un point qui attire I’attention dans ce
tableau. Si on étudie les “meilleurs” polynémes de degré par exemple
20, 26, 34, on trouve le facteur Ag = 7x%—48z+72 qui a une racine réelle
hors de l'intervalle (2, 4], et le facteur A;; = 9373 — 764x2 +2016x — 1728
qui a deux racines complexes et une racine réelle dans 'intervalle [2,4].
Dans I’article de P. Borwein et T. Erdelyi[BE] , on trouve le probléme
suivant : est-ce que les polyndémes de Chebyshev entiers (c’est-a-dire les
polynémes de plus petite norme || * ||;) sur Pintervalle [0, 1] ont toutes
leurs racines inclues dans [0,1]? Ici les polynémes de Chebyshev sont
~ remplacés par les meilleurs polynémes qu'on recherche mais bien siir

avec la condition de f = — et A = 12 . On sait que dans le cas
x

classique la réponse est négative [HS] et on constate ici que la réponse

est aussi négative pour tz 5 a)([2,4]).
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* Tableau des meilleurs polynéomes *

2d meilleur polynéme tZ,(ﬁ,w) ([2,4]) < | % |11,12,4]

6 4A3A3A, 0,5391 2,47 x 1072
8 A2A3A2 A5 0,4882 3,23 x 1073
10 4A2A3A2A5 A, 0,4994 9,64 x 1074
12 2A3A3A3 A5 0,5044 2,71 x 1074
14 2A3A3A3 A5 Ay 0, 5038 6,78 x 1075
16 A3AS A5 A2 0, 4882 1,04 x 1073
18 A3ASA3AZ A, 0, 4864 2,32 x 107
20 ASATASAZAg 0,4840 4,97 x 1077
22 ASASASAZA 0, 4858 1,26 x 1077
24 3ASASA§AZA; 0,4857 2,96 x 1078
26 ASAVAS A5 A1, 0,4837 6,28 x 1079
28 2ATANAS A5 A;5 0, 4832 1,43 x 107°
30 ASALTATAZ A 0,4798 2,70 x 10710
32 ASASTATAZA A 0, 4807 6,60 x 101!
34 ASABARAZAY, 0, 4807 1,52 x 10711
36 | 243A38A5A2AcA; 0,4785 2,98 x 10712
38 AOAMATAR AL 0,4777 1,04 x 10713
40 | AN ALAJAZAgA 0 0, 4649 4,95 x 1014
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6-

Application & T, ([0,211])

Dans D’article de Habsieger et Salvy[HS], on trouve un tableau des

meilleurs polyndmes entiers de degré inférieur ou égal & 75 sur l'intervalle

[0, 1]. 1ls ont trouvé les bons facteurs comme suit :

les

B = z(1 - x)

Bi=1-2z

B} = 5z% — 5z + 1

B =6x% — 6z +1

BL = 29z* — 5823 + 40z — 11z + 1

B = (132% - 2022 4+ 9z — 1)(132% — 192 + 8z — 1)

B} = (31z* — 63z% 4 4422 — 12z + 1)(31z* — 612% + 4122 — 11z + 1)
Bj = 4921210 — 24605z° 4 5380428 — 67586z + 53866x°

—28388x° + 9995z — 231723 + 33822 — 28x + 1

Si on fait le changement de variable v = z(1 — ), on obtient donc

bons facteurs dans [0, 7] :

By = (By)? =4u—1

B3 = B3 =5u—1

By=By=6u—1

Bs = Bl = 29u? — 11lu + 1

Bg = By = 169u3 — 94u? + 17u — 1

B; = B} = 961u* — 7123 + 194u? — 23u + 1

Bg = B} = 4921u® — 4594u* + 1697u® — 310u? + 28u — 1
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Dans ce paragraphe, on considére l'intervalle |0, i—] On utilise la
méthode qu’on a présentée dans le paragraphe 4 et le théoreme II1-3.10
pour chercher les meilleurs polyndmes sur cet intervalle. On trouve un

nouveau facteur

Bg = 33u® — 12u+1

et aussi le facteur
By = 941u* — 703w + 193u® — 23u + 1

et on prolonge le tableau jusqu’au degré 53 (c’est-a-dire que sur
Iintervalle [0, 1] on peut obtenir les meilleurs polynémes jusqu’au degré
106 si on impose de ne regarder que les polynémes ) de degré pair tel
que Q(z) = Q(1 — z)). Le processus est comme suit :

On calcule la borne initiale avec l’algorithme LLL, et trouve
Pexposant de B; et By par le théoreme III-3.10. Pour les exposants
du facteur B3, on les calcule comme on a procédé pour les facteurs
r—2, — 3,  — 4 dans le paragraphe précédent. On résoud le systeme
linéaire d’inéquations avec la méthode adaptée de la méthode du sim-
plexe et 'algorithme LLL.

Pour les polyndomes de degré inférieur ou égal & 37, on a bien sar
retrouvé les mémes que ceux du tableau de Habsieger et Salvy.

On trouve le tableau comme suit :
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* Meilleurs polynémes sur [0, 1] *

n meilleur polynéme | tz ([0,%]) < IPnll1,0,4)

38 | B?BSB$B4BsBy 0, 1829 9,2393 x 1029
39 B?BSBiB2 0,1831 1,7537 x 10~2°
40 B?"B5BiB? 0,1828 3,0269 x 1030
41 B}"B$B3B,B? 0,1828 5,4736 x 10731
42 B?"B3 B BsBs 0,1833 1,1261 x 10731
43 B2?8 B2 BE Bs B 0,1826 1,7453 x 10732
44 | B?B5B$BsBig 0,1826 3,2170 x 10733
45 | B?8B3B3BsBgBig 0,1823 5,4276 x 1034
46 | B3BS$B3B,Bs;Bi, 0,1826 1,0652 x 10~34
47 | B#B3B}BsBgBig 0,1821 1,7128 x 10735
48 B3?B!B%B,B? 0,1821 3,1252 x 10736
49 B3?BSBS$BsBg 0,1823 6,0179 x 10~3%7
50 B3*BS8B}Bs By 0,1824 1,1173 x 10737
51 B33 BSB3 B2 Bg 0,1818 1,7068 x 1038
52 B3*BS$B3B2Bs 0,1823 3,5822 x 10739
53 | B3}*BS$SB3iBsBgBig 0, 1822 6,3096 x 10~40
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