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INTRODUCTION

L'étude des équations différentielles périodiques présente un intérét théorique
considérable et correspond a des problemes pratiques importants pour tout ce qui

concerne les phénomeénes de vibration, résonance.

Considérons le systeéme différentiel

D= ft,x) (t,x) e Rx R® ()

En faisant les deux hypothéses sur (f)

1. (f) est P-périodique (c'est a dire, 3P €6 R tel que f(t+P,x) = f(t,x))
2. (f) admet certaines symétries; on dit que (f) posséde par exemple, une symétrie
par rapport au plan ai(o X; xk) au temps o € R, si

fatt, S(x)) = S(-f(a-t,x))

ou S : E23 > E23 est la symétrie autour de 51 parallelement a 01(0 xi),

(i,J,k) € {1,2,3}, on peut obtenir des résultats intéressants comme on 1'a vu en
dimension deux dans [3] sur le plan théorique, mais aussi sur le plan numérique
lorsque 1'on cherche & localiser numériquement des solutions périodiques avec sy-
métries (par exemple en dimension trois; voir [41).

Le but de notre travail consiste i étudier un systéme différentiel P-périodique de
dimension trois ayant certaines symétries et a chercher ses solutions périodiques

symétriques.
Cette these comprend deux parties.

La premiéere partie contient deux chapitres. Dans le premier chapitre on trouve des
définitions et propriétés de symétries soit pour les systéemes différentiels, soit
pour leurs solutions; on termine ce chapitre en traitant les systemes différentiels
P-périodiques avec symétries. .

Dans le deuxigme chapitre on a étudié les systemes différentiels périodiques Tiné-

aires avec symétries. On a obtenu un résultat remarquable, i savoir que tout systéme

différentiel linéaire P-périodique avec symétrie par rapport & un plan ou 3 un axe
au temps o, admet toujours une solution périodique non triviale dont 1'orbite est
symétrique par rapport a 1'espace de symétrie, ce qui veut dire que tout systeme
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différentiel linéaire P-périodique avec symétrie est toujours critique; nous finis-
sons par une structuration déterminée par 1'intermédiaire de la demi application de
Poincaré X(P/2) de LJ(P), (c'est 1'ensemble des systemes différentiels linéaires
P-périodiques avec s}métrie par rapport a 1'axe s ou plan 81 au temps a, et ol j
est la dimension de 1'espace des solutions P-périodiques). Enfin, nous étudions 1a
stabilité d'un tel systéme (A) e Li(P) et 1'équation aux variations associée a une
solution périodique symétrique; signalons que cette partie du travail figure dans
[4].

La deuxieme partie contient également deux chapitres. Nous avons exploité 1'acquis
de la premiére partie pour fournir une nouvelle méthode dite "Méthode des Symétries
pour répondre au probléme d'existence de solutions périodiques d'un systéme diffé-
rentiel perturbé critique avec symétrie, c'est a dire un systeme différentiel ayant
la forme

X = A(t)x + x G(t,x), x € B23,
tel que

x = A(t)x

possede au moins une solution périodique non identiquement nulle. On sait que dans
Ce cas critique, le théoréeme de prolongement de Poincaré ne permet pas de prouver
T'existence d'une solution périodique pour le systeme perturbé; nous introduisons
alors la notion de "systéme lindaire non singulier (resp. singulier) par rapport

a la symétrie 61", dans le cas ol 1'image par la demi-application de Poincaré
X(P/2) de 1'espace o; est transverse (resp. non transverse) i Bi lui-méme. Dans

Cce cas, par perturbation d'un systéme différentiel linéaire périodique non singu-
lier par rapport a la symétrie Gi, la propriété de transversalité de 1'image de 61
par la demi-application de Poincaré du systéme non linéaire associé subsiste, ce
qui nous permet d'affirmer 1'existence d'une infinité de solutions périodiques du

systeme différentiel non linéaire perturbé.

Bien entendu, la perturbation d'un systeme différentiel linéaire critique a été
étudiée dans la littérature; ainsi, Malkin [11] sans faire aucune hypothése de
symétries, a montré a 1'aide d'un théoréme des fonctions implicites que certains
systemes différentiels perturbés possedent une solution périodique; malheureusement
il semble que, dans de nombreux cas ol 1'hypothése de symétrie est présente, la
condition de transversalité permettant d'utiliser le théoréme des fonctions impli-
cites n'est pas satisfaite, et donc la méthode de Malkin est inapplicable. Nous
établirons pourtant (voir [.4.4.) sur certains exemples, le caractere "non singu-
lier" de certains de ces systemes différentiels et donc, par la méthode des symé-
tries, 1'existence de solutions périodiques du systéeme perturbé.
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De méme dans le cas ol le systeme différentiel possede une symétrie (plan ou
origine), J.K. HALE [8] a montré que si toutes les solutions du systéme différentie
Tinéaire (non perturbé) sont périodiques et si certaines conditions sont satisfaite
(si "1'équation aux bifurcations" a des solutions), le systeme perturbé a des solu-
tions périodiques; mais la méthode de Hale, en pratique, est trés complexe et
souvent inextricable dans 1'étude des systemes différentiels explicites. Nous
verrons sur un exemple (I.4.7.) que la méthode des symétries permet par contre de
conclure sans difficulté.

L'objectif principal du deuxiéme chapitre est de chercher quelques critéres permet-
tant de prouver 1'existence d'une ou d'une infinité de solution périodique d'un
systéeme différentiel périodique non linéaire avec symétrie, de la forme

£=Bx+G(t,x), xeBRS3

ou aucun petit paramétre n'est donc présent.

On sait en général qu'il est difficile de répondre a ce probléme, mais malgré tout
on a pu trouver une réponse pour certains systémes différentiels périodiques avec
symétries. Dans le § 2 et pour la symétrie par rapport i un plan, nous avons pu
conclure dans le cas ol G est borné, et le cas ol G satisfait certaines conditions
de majoration de type affine ou linéaire, a 1'existence d'une infinité de solutions
périodiques (voir proposition (18,19,20)). Dans le § 3 nous avons fait une étude
similaire dans le cas d'une symétrie par rapport a 1'origine.-



PREMIERE PARTIE

GENERALITES



PREMIER CHAPITRE

DEFINITION ET PROPRIETES GENERALES
DES SYSTEMES DIFFERENTIELS
PERIODIQUES AVEC SYMETRIES

I.1. Définition et propriétés des systémes différentie]s‘avec symétries

Ce paragraphe débute par la définition et une interprétation géométrique de
symétries d'un systéme différentiel d'ordre trois; ensuite nous donnons quel-
ques exemples de systémes différentiels avec symétries; enfin nous étudierons
des systemes différentiels avec deux symétries en deux temps égaux ou diffée-

rents.

On considére le systéme différentiel

d
T = fltx) (f)
0 f = . 3 3 1 .
ou f = (fl’f2’f3) : RxR™ > R", est de classe C” en x, et continue par

morceaux en t; on notera (xl,xz,x3) les coordonnées de x € H23.

Pour tout (t,x) € R x D23, on désigne par Vt(x) le vecteur f(t,x) issu de x

a 1'instant t.

[.1.1. Définition 1

On dira que (f) admet une symétrie par rapport d 1'axe o xj (resp. au plan
0 x:j xk) au temps t =a, si-la relation suivante est satisfaite :

Vg (S(X)) = S(-V,_ (¥), (1)

ou S(x) est la symétrie par rapport a cet axe (resp.ce plan).

" Par rapport aux coordonnées de B23, si 1'espace de symétrie est 1'axe o'xl,
alors la relation (1) s'exprime par les egalités suivantes :
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f a+t,x1,x2,x3) = -fl(a-t,xl,-xz,-x3)

a+t,x1,x2,x3) = fl(u-t’xl’-XZ’-XB) L= (2,3).

L
fz(
De méme si 1'espace de symétrie est le plan o Xo X35 alors nous avons les éga-
lités suivantes :

{ fo o+t X%, ,x5) = fl(a-t,-xl,xz,x3)

Flortox s xosxa) = -f (0t mxax,xg) (k =2,3);

on désigne dans la suite 1'ensemble de tous les espaces de symétries par
= e B ' oy .
E = {01,02,03,01,02,03} ol o) est 1'axe o xl, et ol T est le plan o x2x3,
dans la suite, nous noterons o un élément de E; E-représente alors
a

31 $1 o= o3, et oo S1 o = 5}. On notera For 1'ensemble des systémes diffé-

rentiels admettant une symétrie par rapport & 1'espace o au temps t = a,

ol o € E.

Remarque 1
Il est possible que le systéme (f) posséde une symétrie par rapport a un
espace o au temps a, et une autre par rapport i 1'espace & au temps B8; on

a altors :
Qa o) ’
(f) € F n F, (r,0)€ E
o T

Exemple 1 : Soit 1'équation différentielle d'ordre trois :

’

v+ g(ty.y'y") = o (2)
ouye R, g: H24 +~ R . Procédons au changement de variables suivant :

y = Xl» Y

= XZ, y = X3 (3)

on obtient un systéme équivalent a 1'équation (2) :

1%
X.2 = -g(t’xl’x29x3) (4)
x'3 =X

le systéme (4) admet une symétrie par rapport a 1'axe 4 (resp. plan 31)

au temps t=o0 si la fonction g satisfait les conditions suivantes :
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g(t,xl,xz,x3) = g(-t,xl,-xz,-x3), (resp. g(t,xl,xz,x3) = -g(-t,?xl,xz,x3))

Ainsi 1'équation

y// + y yl yll + Zyl3 = COS Zt

se transforme, par le changement de variables (
7/4

appartenant a FO? n Fs
1 1

Exemple 2 : Soit 1'équation d'Euler
txemple ¢ q

x" = x.,
? 3

on obtient un systéme différentiel appartenant

Exemple 3 : Soit le systéme différentiel

il =sin t
22 = cos t (b)
X3 = Xy X5 X3

Exemple 4 : Soit le systéme différentiel

1 7% %3
o = Xy %3 (c)
X3 = Xy Xq
a) ay
on vérifie que (c) appartient a F? n FE—
1 2

Pour toutes les démonstrations qui vont suivre,
par symétrie axiale on sous entend la symétrie

_symétrie par rapport a un plan on sous entend 1

3), en un systéme différentiel

. 0
a Fc

a3
n FF“ ol (al,az,u3) € R.
3

et sauf précision contraire,
par rapport & 1'axe o et par

e p]an‘?i.
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I.1.3. Nous examinons dans ce paragraphe des systémes différentiels quel-
congues avec deux symétries; on montrera qu'un systéme différentiel avec
deux symétries par rapport i deux espaces de symétrie ou un seul, en deux

temps différents est toujours périodique.

Proposition 1

a 8
1.Si(f)e F n F ol (r€eE)etat#as, alors (f) est périodique
a o
de période 2(3-a).
a B 4 '
2. Si (f) e F n F, ol (c#to, ceE, e E) et « #8, alors (f) est
o o

périodique de période 4(g-a).

Démonstration

1. D'aprés la définition (1) ona :

FEgxpxg)=(-1)7 £ 2aet, (1)L (1) T (1) g

=f1(2(8-a)+t,x1,x2,x3)

1-1

fk(t,xl,xz,x3)=(-l) fk(Za-t,(-l)

=fk(2(8-a)+t,x1,x2,x3).
6u (k=2,3) et o (i=o ou 1) pour &1’01 respectivement.
2. On prend o = ST o= Sﬁ, d'aprés la définition (1) on a :

( = - - -X.,,- = -28-t,- =
fl‘t’xl’XZ’XB) fl(Za t,xl, X5 x3) f1(4a 28-t, xl,xz,x3)

=fl(ZB-(4B-4a+t),-xl,xz,x3) =f1(46-4a+t,x1,x2,x3)

fk(t,xl,xz,x3) =-fk(2u4t,x1,-x2,-x3) =-fk(28-2a+t,-x1,-x2,-x3) =
=fk(Zs-(4B-4a+t),-xl,xz,x3) =fk(4B-4a+t,x1,x2,x3)

., 00 k =(2,3), ce qui achéve la démonstration.
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Dans la proposition précédente on s'est 1imité a étudier des systémes diffé-
rentiels admettant des symétries par rapport a deux espaces (deux axes, deux
plans, un axe et un plan) car 1'étude des systémes différentiels admettant

plus de deux symétries se raméne a 1'étude des systémes différentiels admet-

o B Y
tant deux symétries en effet si (f)e F o F n F alors d'apres
o o [oad

la proposition (1)(f) est périodique de période P = min(2(B-a),2(B8~Y),2(y-a)).

[.2. Propriétés de certaines solutions de systémes différentiels possédant

On a vu dans (I.1) les propriétés des systémes différentiels avec symétries.
Nous allons voir dans ce paragraphe une propriété de certaines de leurs solu-
tions; on démontrera que lorsque le systéme (f) posséde une symétrie par rap-
port & 1'espace o(o € E) au temps a, alors 1'orbite de 1a solution issue au
temps a d'un point de 1'espace o de symétrie, est symétrique par rapport &
cet espace. '

On notera § (f) 1'ensemble des solutions de (f), on désigne par I{¢) c R,
1'ensemble de définition maximal de Ta solution P € S{(f) (¢: R ~» B?3).

I1.2.1. Proposition 2

Soit (f) € Fa ou (e E), et soit ¢ € G(f) tel que a € I(¢); si P(a) € o

-
alors on a :

1. I(y) est centré en «
v

2. @ (avt) = (-1) K@ (a-t), v € (0,1}, k€ (1,2,3)

ot v, =0 si 1'indice k est le méme que 1'indice de 1'espace de symétrie,
sinon vk=1. |

L'orbite de © dans 1'espace des phases est alors symétrique par rapport a

1'espace de symétrie o
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Démonstration
Puisque 1'ouvert I(p) contient a, il existe un ouvert contenu dans I(0)

et centré en a. Soit J < I(©) le plus grand intervalle centré en a, soit
t € J alors (2a-t) € J.

Posons :
t 2a-t
(”1( ;) 9, ( ) L= (2,3);
W (t Py (2a-t)

»&l(t) ) (2a-t) ) ( f1(2a-t) @, (2a-t) »@,(20-t) »@3(2a-t) )
) -

alors

W(t) =

\;Jl(t) \ - (2a-t f£(2a-t),ol(2a-t),(02(2a-t),(,03(20-12)

et d'aprés la définition (1) on obtient

ﬁl(t) fl(t’wl(t)’WZ(t)’w3(t))

H(t) ={ = (2 =2,3)
W, (t) F (b ()W, (t),wa(t))

Donc w(t) est solution de (f); de plus w(a) = o{a), ceci entraine, d'aprés
le théoréme d'unicité que les deux solutions coincident pour tout t € J(o).

Pour démontrer que I(a) est centré en a on va distinguer deux cas

I(0) est égale @ R, alors il est centré en «
2. I{p) est borné soit m, M borne inférieure, supérieure respectivement;

alors on raisonne par 1'absurde :

si a # ﬂ—§iﬂ ;i a>D ; M par exemple, (J = IM',M[).

Comme M' € J, la solution ¥ est définie et prolongeable dans un intervalle
Y

centré en M', grace aux propriétés de symétrie de«p@pk(a+t)=(-l) K wk(a-t)),
¢ est aussi prolongeable sur un intervalle ouvert centré en M, et donc M
n‘est pas la borne supérieure de J ni de I(®).

Nous avons vu en proposition (1) que les systémes différentiels admettant

deux symétries par rapport & un espace ou deux espaces en deux temps diffé-
rents sont des systémes périodiques; on peut é&noncer une proposition semblable

concernant les orbites des solutions :
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1.2.2. Proposition 3

a g
Soit (f) € Fn F ,olc€eE, o€k, etp#a;soit® e S(f) telle que:
s ¢

«€I(®), 8 €l(®));siv(a) €r,P(B) € o alors on a :

1. ©Yest définie pour tout t
2. Sioc=o (resp. ol’# o) @ est périodique de période 2(B-a), (resp. 4(8-a)).

L'orbite de ¢ dans 1'espace des phases (ox1,0x2,0x3) est symétrique par rap-
port aux deux espaces de symétries o, o, en particulier & leur intersection.

Démonstration

1. On démontre tout d'abord que I(¢) est égale @ R

En effet, d'aprés la proposition (2), I(0) est un intervalle centré en o et 8
avec a # B, donc I(®) = R.

2. Pour la démonstration on prendra o = o = 1 (resp. o = Ty o= 0-’1), les
autres cas se traitant de maniére semblable.
D'aprés la proposition (2) on a :

[col(t) = wl(Zcx-t) = 01(2(8-a)+t)

L = (2,3)

Lo, (t) = -0, (2a-t) = o, (2(8-0)+t);
respectivement :

. <p1(t) =<p1(28—(26-2<x+t))= -al(Z(B—a)+t) {01(4(B'a)+t)

{coz (t) = -<p2(28-(28-2a+t)) = wl(Z(B-a)+t) =<P£(4(B—a)+t)
ce qui prouve la périodicité de ¢; d'aprés la proposition (2) on en déduit
que 1'orbite et symétrique par rapport & 1'espace de symétrie.

Remarque 2

Dans le cas (b), si o, o sont deux espaces supplémentaires, alors la solution
© est 2(B-a) antipériodique (i.e. @(2(B-a)+t) = p(t)); son orbite dans 1'es-
pace des phases est symétrique par rapport & 1'origine.

1.3. Systémes différentiels P-périodiques avec symétries

~ Dans ce qui précéde,'on a vu qu'un systéme différentiel avec deux symétries
" en deux temps différents est périodique, et qu'avec des conditions supplémen-
taires, certaines de ses solutions sont périodiques.
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Nous étudions ici des systémes différentiels périodiques, d priori, et
avec symétries.

a a
On notera par F (P)e F 1'ensemble des systémes différentiels (f)
o o

avec symetrie par rapport & 1'espace de symétrie o € E au temps a et de
période P, c'est a dire tels que :

F(t+P.x) = f(t,x) Y te R; vy xe RS,
I1 ne sera pas supposé, sauf mention explicite, que P est la période mini-

male de (f); on désigne par P(f) 1'ensemble des périodes de ().

On va voir maintenant qu'un systéme différentiel périodique avec une symétrie
posséde alors d'autres symétries.

[.3.1. Proposition 4

Démonstration
D'aprés 1a définition (1), au temps t+P/2 on a :

F{eeP/ort X ox5,x5) = (-1)] f1(°‘P1/2‘t’('1)1-1x1’('1)]x2’('1)1x3)

(-1)° F16+ /2t (1) 7L (1) T (-1 iy

1

fg(°‘+Pl/2+t,X1:X2’x3) (-nt fz(“'P’/Z‘t'('l)l-ixl’('l)ixz’('l)ix3)

= (-t

i Fale+ /2, (-1) 7 x (1) g (1) )

ou (i = o0,1) pour oy,0y respectivement, et (& = 2,3)
1°71

a+P}2
Ce qui prouve que (f) e E (P).
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Corollaire 1

[¢1
soit (f) e F (P)n F, (P) ot (cy0) € E, 8 #a; alors i] existe
o g

P e P(f) tel que :

a. 8 = amod(P'/2) pour o= &
bo . Lmod(P /4) pour &%
Démonstration

Pour (a) d'aprés la proposition (1), on a : 2(g-a) € P(f), et de 1a méme
fagon pour (b) on a : 4(B-a) € P(f).

[.3.2. Solutions P-périodiques symétriques d'un systéme différentiel

Dans notre étude des systéemes différentiels périodiques avec symétries on
s'intéresse particuliérement aux solutions périodiques dont Jes orbites sont
symétriques; les propositions (1) et (3) précédentes nous permettent d'énon-
cer -

Corollaire 2

a a
a. Soit (f) € F (P), e E; notons par S (P) 1'ensemble des solutions
g [0

(0: R > R3) de (f) qui vérifient :

©(a) € 0 et o(atP/7) € o

a
sioe S (P), alorso est P-périodique, son orbite est symétrique par
o .

rapport a 1'espace de symétrie o

a a+P/4 a
b. Soit (f) € F (P)n R (P) oi o € E, & € E; notons par S (P)
a 0,0

1'ensemble des solutions (0: R ~ ]R3) qui vérifient

()€ Tetp(a+P/y) €T
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DEUXIEME CHAPITRE

ETUDE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES
AVEC SYMETRIES.

IT.1. Systeémes différentiels linéaires P-périodiques avec symétries

Nous allons étudier dans ce paragraphe les systémes 1inéaires périodiques
avec symétries; cette étude est liée au chapitre précédent; nous verrons que
S1 un systéme lingaire périodique admet une symétrie par rapport i un espace
T€E, 11 admet aussi une symétrie par rapport 3§ 1'espace supplémentaire

“€ [, au méme temps. Nous donnerons une caracterisation matricielle d'un
systeme linéaire périodique admettant une symétrie et nous verrons €galement
une propriété de sa solution matricielle fondamentale.

IT.1.1. Notation

Soit  L(P) 1'ensemble des systémes différentiels linéaires P-périodiques de

dimension trois

avec x = 2 1€ D23, etot A: R ., H(3,H2) est continue par morceaux et
*3
P-périodique (A(t+P)=A(t)).

Définition 2 : On dit que (A) ¢ | (P) admet une Symétrie par rapport 3 1'es-
Q [0
" pace o € E au temps a sj (A) € L(P) n ET (P). On notera L (P) 1'ensemble
fon
ues systémes linéaires P-périodiques avec symétrie par rapport 3 1'espace

o € b au temps .,
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[I.1.2. Proposition 5

Si (A) appartient & [* (P), o0 o€ E, alors (A) appartient 3 L(P)
a o8 N

Démonstration : Pour 1la démonstration, on prend o = @1s On considére

A(t) = (amn(t)),(m,n = 1,2,3), les autres cas se traitant de maniere similaire,
En effet, (A) ¢ [_O;_ (P), entraine d'aprés la définition (I.1.1.) que

amm(t) = ‘amm('t) alZ(t) = a12(-t) a21(t) = 621(-1:)

923(t) = may 5 (-t) a4 (1)

1
o i)
—
w
—
]
t
~
V]
(O8]
—
—
+
~—
H

431 (-t)
332(t) = a5, (-t)

Ce sont les mémes conditions pour que (A) € LO‘O__ (P). Nous allons identifier
1

ces deux ensembles L‘:_ (P), I_c; (P), on notera Lof (P) 1'ensemble de
i

Cr(P) = L (p), i ¢ (1,2,3).
7

Qa
Soit (A) e | (P)n | (P), od o€ E, alors (A) est périodique de
o

période P/2, et (A) ¢ l_“i (P/2).

atP/q
Démonstration : En effet soit (A) € L“O_(P) n L (P),alors d'aprés la
a
o a+P/4
proposition (5), (A) € L (P) o | (P), et de la proposition (1) on a

g (o8

déduit que P/2 est une période de la matrice A, CA(t+P/2) = A(t), v t e R1;

de plus (A) admet une symétrie par rapport a 1'espace o6 E au temps «

a
c'est a dire (A) € LO_(P/Z).
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Nous supposerons, sans restriction de ]a généralité que a = 0; en effet soit

(A) € l?i(P)’ 1€ {1,2,3}, posons 1 = t-q et ¥Y(t) = x(t); on vérifie que

y(t) est une solution du systéme :
d
= B(1)y (8),

0
avec B(t) = A(t-a) et que (B) € | ]_(P), nous noterons L;(P) 1'ensemble

Loi(P); on considére dans la suite le systéme (A) avec A(t) = (amn(t))

(myn = 1,2,3).

Nous allons donner dans 1la proposition suivante une caractérisation matri-

cielle de (A) € Li(P)’ et aussi par un systéme (A) avec plusieurs symétries.

Proposition 7

a) un systéme (A) € | (P) est dans L].(P), 1 € {1,2,3}, si et seulement si

on a :
1. am ¢ R > R(m=1,2,3) est une fonction impaire
2. S R > R (m=i, n#m, n=i, m#n) est une fonction paire
3. an =R > R(m#i, n#i) est une fonction impaire.

b) un systéme (A) 6 | (P) est dans [ L1.(P) n LJ,(P)J ou i#j,(i,j) € {1,2,3}

si et seulement si on a

1. am ¢ R > R(m=1,2,3) est une fonction impaire

2. 3 * R » R (m=1,], n=j,i) est une fonction paire

3. toutes les autres fonctions sont nulles.
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c) un systéme (A) € L (P) est dans [ | (P n L H(P)n L 3(P)I c'est a

dire (A) avec trois symétries (trois axes et trois plans), si et seulement

siona:
1. an " R > R(m=1,2,3) est une fonction impaire
2. ann ° R » R (m#n) est une fonction nulle.

Démonstration : On va démontrer (a) pour i=1 c'est & dire

(A) € Ll(P) = L.ci(P) =L Ei(P[;si (A) e L 1(P) alors d'aprés la définition

(I.1.1.) on a :
a(-t) ap(-t) a(-t), A {t) app(t) aps(t)
At = ag () a(t) ays(-t) ) ={ ay(t) -a(t) -yt
331(7) agp(-t) ag,(-t), 331(t) -ag,(t) azq(t)

ce qu'il faut démontrer.

De la méme fagon on démontre (b) et (c).

Exemple : Soit 1'équation linéaire a coefficient P-périodique
y '+ alt)y” + b(t)y’ + c(t) = o (L);

en procédant au changement de variables y=y1, y'=y2, y”=y3 on obtient un
systéme différentiel P-périodique appartenant a {_Z(P), si et seulement si

a{t) et c(t) sont fonctions impaires et b(t) est fonction paire.

La proposition précédente (7) nous montre que si (A) € Li(P)’ alors la

3
trace de la matrice A( & amm(t)) est toujours une fonction -impaire par
m=1

rapport & t. Notons X : R - G L(3,R) la solution matricielle fondamentale

en t=o0 de (A)
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Corollaire 3

Si (A) € Li(P)’ i€ {1,2,3}, alors 1'application de Poincaré X (P) est

conservative.

Démonstration : D'aprés le théoréme de Liouville, voir (11, on a :

p
det X (P) = exp J/ trace A(t) dt
o

et d'aprés la proposition (7) on déduit que :

det X (P) = 1.

Ce qui prouve que X (P) est conservative, c'est @ dire qu'elle conserve les
volumes; on en déduit qu'un systéme linéaire P-périodique appartenant 3

L ;(P) ne peut pas é&tre asymptotiquement stable.

On sait pour tout systéme (A) € L (P) que, si X (t) est sa solution fonda-
mentale, alors X (t+P) est aussi solution de (A), voir (9] de plus, X (t) a

alors les propriétés suivantes :
X (t) € GLT(3,R)
X (0) = 1 matrice d'identite (5)
X (t+P) = X (t) X (P) YteR

On va examiner dans la proposition suivante une propriété concernant 1a

solution matricielle fondamentale d'un systéme lingaire P-périodique avec

symétries.
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Un systéme (A) € | (P) de solution matricielle fondamentale X (t), est dans

L i(P)’ 1 €{1,2,3}, si et seulement si on a :

ol Mi = (amm) est une matrice constante diagonale (3<3) telle que :

ST

Démonstration :

Soit (A) € [, (P) = L

(1)

la solution matricielle fondamentale de (A)

(Ol, Voo gb3, &s £

1

1, amm

vy(t)

(P) n

-loum#i).

(6)

On va démontrer la relation (6) pour (i=1).

; d'aprés la proposition (2) on a

(¢%, @3, Vi El) sont des fonctions impaires, d'og

“H(t) '?l(t)
X (-t)=( -%(t)  u,(t)

0

X_(-t) = M1 X (t) M1 ce qu'il faut démontrer.

Corollaire 4

Si (A) € Li(p), i e {1,2,3}, alors on a :

X (t+P/3) = M X (P/2-t) x'l(p/z)ni X (P/2)

0 (t) wy(t) gq(t)
P () wo(t) & (t)

£3(t) wy(t) £5(t)

teR (7)

3) sont des fonctions paires par rapport a t, tandis que



Démonstration : En effet, d'aprés la proposition (8) et la formule (5) on a :

X (t+P) = X (t) X (P) t€ R (a)

X (1) =M X () M t€ R (b)

en prenant dans (b) t = -t-P/2 on obtient

K(P/2) = My X (-tPr2) My = 0 X (-tP7) X Moy M, ()

d'autre part on a :

L) = XN Pr2) My X (Prg) (d)

en utilisant (d) dans (c) on obtient la relation (7).
La relation (7) permet d'exprimer X (t) pour t € [P/2,P] connaissant X (t)
pour t € [o,P/,]. |
Et méme & chaque application
[0,P/21 > GL(3,R)
t > X(t)
avec X(o) = I, Ta matrice d'identité, différentiable continument, par morceaux,

on peut associer une matrice A(t) continue par morceaux, telle que

dX
af = A(t)x,
c'est a dire A(t) = dX‘g X-l(t).

Si X(t), t € R, vérifie la relation (c) pour t ¢ [0,P/21; et 1a relation (a)
pour t € R, alors on obtient un systéme (A) € Li(P)’ i€ {1,2,3}. On ob-
tient ainsi tous les systémes dif%érentie]s linéaires P-périodiques avec Sy-
métrie, par 1'intermédiaire de la solution matricielle fondamentale sur
[o,P/ZJ, si celle-ci parcourt 1'ensemble des applications continument diffé-

rentiable par morceaux

(0,P/21 » 6L¥(3,R)

telles que X(0) = 1
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II.2. Solutions P-périodiques d'un systéme différentiel linéaire

Nous avons vu dans (II.1.) des propriétés concernant les systemes différen-

tiels linéaires périodiques avec symétries par rapport a 1'espace o€ E.

Nous nous intéresserons ici a leurs solutions périodiques; leur ensemble,

c'est évident, forme un espace vectoriel dont la dimension va de zéro (seule-
ment la solution nulle est périodique) & trois (toutes les solutions sont pé-
riodiques). On notera [ﬁi(P) 1'ensemble des systémes différentiels linéaires
P-périodiques, avec symétrie T € E admettant un espace de solution P-périodi-

ques de dimension j. I1 est clair que
2 3
Lt = Lo iy ey o (300,

Une telle décomposition existe également si aucune hypothése de symétrie n'a

éte faite; nous allons voir (proposition 9) que du fait des symétries, on a :

Lol.(p) =9 , ie€{1,2,3}.

D'autre part, il serait intéressant de pouvoir faire apparaitre une structura-
tion de L?i(P) dans Li(P)’ de caractére topologique (par exemple quelles
sont les composantes connexes par arcs de L?i(P) dans Li(P), et comment
peut-on les caractériser); comme les solutions périodiques de (A) sont de-
terminées par la matrice de Poincaré X (P), et que celle-ci est déterminge
(d'aprés 1a relation 7), par la demi-application de Poincare X (P/2), 1a
structuration est déterminée par i'ensemb]e des matrices X (P/2), qui sont

des matrices d'ordre trois, réguliéres i déterminant positif, sans autre

contrainte.

La suite du (II.2.) se propose alors de déduire de 1a forme de X (P/2), 1a

dimension j de 1'espace vectoriel des solutions P-périodiques de (A).
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I1.2.1. Proposition 9 :

Un systéme différentiel linéaire P-périodique avec symétrie par rap-

port a 1'espace o € E, admet toujours une solution P-périodique non triviale

dont 1'orbite est symétrique par rapport au plan de symétrie dans 1'espace

de phases (oxl, X, ox3).

Démonstration : Pour la démonstration, on prendra o = o Tes autres cas se

traitant de maniéere similaire;

Soit (A)e LI(P) on suppose que
X (8) = (5(t)s 4 (), n (1)), (k=1,2,3),

est la solution matricielle fondamentale de (A) au temps t; une solution issue

de (o, xg, xg) € 81 au temps t=o s'écrit
0 0
©o(t) = X5 wk(t) t X3 nk(t).

Pour que 1'orbite de la solution ©(t), symétrigue par rapport au pltan o,
(car 0o(o0) € 01)’ soit P-périodique, d'aprés le corollaire (2) du chapitre (1),
11 faut et i1 suffit que :

®(P/2) = (X,(P/2))(0(0)) € o (8),

c'est & dire :

X v (P/2) + xg n(P/2) =0  (8).

Comme wl(P/Z) et nl(P/Z) sont indépendants dans RS (puisque X (P/2) est
réguliére), il existe au moins un éspace vectoriel de dimension un de condj-

tions initiales (o, xg, xg), solution de (8).

Donc (A) admet un espace vectoriel de solutions P-périodiques, dont les orbites
sont symétriques par rapport i 61, de dimension au moins egale d un; cet espace

est inclus dans di.
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J J
On en déduit donc LI(P) = P (j=0), ou plus généralement Li(P) =9, (j=o0),

i€ {1,2,3}.

Définition 3 : Un systeme (A) e L i(P)’ i€ {1,2,3}, est dit critique

pour la période P si et seulement si
det [X (P)-1] = o
ou I est la matrice d'identite.

Corollaire §

Tout systéme (A) € Li(P) est critique  pour la période P.

Démonstration : En effet, d'aprés la proposition (9)s (A) posséde au moins

une solution P-périodique, et donc la matrice X (P) admet au moins une valeur

propre valant un, d'og

det (X (P)-1] = o.

IT.2.2. Proposition 10 :

Soit (A) e | 1(P) de solution matricielle fondamentale X (t), alors
il existe un changement de base, laissant les espaces de symétrie invariante,

tel que dans la nouvelle base on ait :

a1 b1 o)
K2y = | a, b, c
a3 by g

Démonstration : Soit (el,ez,eB) une base dans H23; choisissons dans le plan

&i,(ox2,0x3), le vecteur e3_dans le sous-espace (de dimension un au moins

d'aprés la proposition 9),.49 conditions initiales de solutions P-périodiques

(et symétriques par rapport 3 1> on a donc

X (P/2)(e3) € ofl



Si donc on écrit :

X (P/2)

on a ¢ 0.

I1.2.3. Proposition 11

Soit (A) € LI(P)’ de solution matricielle fondamentale X (t), et soit
N b1 0
(P/2) 3, b, Cy, {500 & = det X (P/2) > o;
a3 b3 c3
soit x = bc,-c,b., 5 = a.c.-c.a vy = b,aj-a,b., u = a2+a2-
2°3 "273 ¢ 273 7273 2°3 273 273’
alors on a :
1
1. a. (A)g LI(P) = b, .ufo
b. (A)e I (2P) = b, .a,.a.uf0
1 1771
2. a. ) € E = [ b =0 et ufo) ou (u=0 et bl#o)]
5. (A)e fl<2p) = (217050,u370) ou (b0,b,u240) 0u (u=0,2,b f0) ou
(a=0 alblu#o)
3 .
3. a. (A)e L (bl,u) = (0,0)
b. (A)e L = (a a) = (0,0), ou (bl’“) = (0,0)

- 29 -
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Démonstration : D'aprés le corollaire (4) on a :

1 oo
X (P) = Ml X‘1(P/2) Mlx (P/2) ou Ml = (0 -1 o);

o o -1
en calculant d'abord X-I(P/Z), puis en remplagant dans la relation précédente
on obtient :

2a.a 2b,a
1 1
"l — A °
2a18 2b16
X (P) = —5— 1+ A 0
2a,y Zbyv .
A A
ou Adet X (P/2) = ala-bIB > 0, (9)

et de la relation (5) on déduit pour t=P que, X 2P) = X (P)X (P), et donc

2

A +8a1b1a8 4b1a(a1a+b18) 0
X (2P) = 1 4a.B(a,a+b,B) A2+8a b,aB 0 ;
aZ 71 111 ?
2
4a1Y(a1u+b18) 8a1b1av A
d'autre part
|x )1 = (10000
o Q(A) = A2 - %{a1a+b18) A+l, et ol I est la matrice d'identite,
bIB
d'ol Q(l) = -4 =

(10)
ao
Q1) = 4
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1. a. (Ae El (P)=Q(1) #0=b8 #0=bu#o;
réciproquenent si
blu £ o,
alors deux cas se posent que 1'on va étudier séparément :
L. (bjfo, uto, 8/0) =Q(L)ko = (A)e L (p)

2. (blfo, u#o, 8=0) = Y#0

car si y=o0, alors — = 2 _ —=, donc A=0); d'aprés 9) a,a est non nul
b 1
3

w

et donc la matrice XA(P) a la forme :

2b

1 a_l 0
1
X (P) = 0 1 0
2y by 1
o aa

qui n'est pas diagonisable, et donc (A) € El (P).

1
b. (A)e L1 (2P) =Q(1)Q(-1) # o = a)bjaB # 0 2abau # o3

réciproquement si

a.b

1°ou # 0,

alors deux cas se posent :
1. (alblu#o, ufo, B#0), et quel que soit v, la matrice (XA(ZP)-I)
admet un seul vecteur nul (le dernier), donc (A) € El'(ZP)
2. (albla#o, ufo, B#0) = y#o;
la matrice (X (2P)-1) admet un seul vecteur nul (le dernier) et

donc (A) € El (2P).



- 32 -

2. a. (A)e L21 (P)=Q(1) = 0= b8 = o

trois cas se posent que 1'on va étudier séparément :

1.

2.

(b1=o, B#0) = (bl=o, ufo)

(bl#o, B=0); cela entraine deux cas :

1. (bl#o, £=0, ufo) = blu#o,

d'aprés (l.a.) on en déduit que (A)e [}1 (P),ce qui est contra-

dictoire, donc le cas (1 ) ne peut pas étre.

2", (b,#0, B=0, u=0)

b.=0, 8=0), deux cas se posent
1

”

1. (b1=o, B=0, U#0)

c
=0, B8=0, u=0) = Y=0 et 2 # _g;

i b
2 . (b
1 b3 c3

donc la matrice (X (P)-I1) admet trois vecteurs nuls et donc

3
(A) s Ll (P) ce qui est contradictoire; réciproquement si :

(by=0, u#0)

1

alors d'aprés (9) a,a est non nul, et v=B=o0 n'est pas possible donc

ta matrice (X (P)-I1) admet deux vecteurs nuls (le deuxiéme et le

dernier) et donc (A) € ﬁa (P)

(bl#o, u=o0) = B=0, et y=0;

b C

d'aprés (9) a,a est non nul, cela entraine que 2 # -33 la matrice
1 By " ¢

(X (P)-1) admet deux vecteurs nuls (le premier et le troisiéme)

donc (A) € LZ1 (P).



)
[45]

b. (A)e £} (2P) = 4(1) 0(-1) = o,

trois cas se posent et que 1'on va étudier séparément :
1. [Q(1)=o0 et Q(-1)#0] = [bys=0 et ala#o];
d'apreés (Z.a.) on obtient :
[(b1=o, alau#o) ou (u=o, albla#o)]
2. [Q(1l)#o, Q(-1)=0] = (blB#o et a1a=o) = (blu#o et a1a=o);

trois cas se posent :

1. (blua#o et a1=o)
2 . (blualfo et a=p)

3. (blu#o et a1=a=o), la matrice (X (2P)-1) admet trois vecteurs
nuls ce qui est contradictoire 3 1'hypothése que

(A) € L21 (2P)

3. [Q(-1)=o0 et Q(1)=0] = (2;3=0 et b,8=0),

d'aprés (9) ceci est impossible car A>0, donc la condition est nécessaire.

Pour 1a réciproque on a d'aprés (2.a) :
(A)e [ (2P)= [(b}=0, 2,auf0) ou (u=0, bja ato)]

et il nous reste a démontrer que si

[(a;=0, abjufo) ou (a=0, a bjufo)1= (A)e El (P).
1. (a1=o, abjufo) = Q(-1)=0 = (A) € l_21 (2P).

car la matrice (X (2P)-I) admet deux vecteurs nuls (le premier et le troisiéme).

2. (a=o, alblu#o)rﬁ d'aprés (9), B#o, Yo = (A) € Ei (2P) donc la

trice (X (2P)-1) admet deux vecteurs nuls (le deuxiéme et le troisiéme).
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3. a. (A)e [?1 (P)= Q(1l)=0, d'aprés (2.a) on obtient (H_ (0,0) récipro-

quement si (bl,u)=(o,o), alors 8=0,Y=0 et d'aprés (9)

(o)

, Ta matrice (X (P)-I) est nulle, donc (A) e BI(P).

o

w |
e
O

w |~

b. tout d'abord (A) € L31 (P)= (A) € |_31‘(2P) & (bl,u)=(o,o), il nous
reste a demontrer (A) € Bl'(ZP) = (a l,a) (0,0).

(A) € L) (2P) = Q(-1)=0

d'aprés (2.b.) on en déduit (al,a)=(o,o); réciproquement si

(a,,)=(0,0) = 1a matrice (X (2P)-I) est nulle donc (A) e 1_31‘ (2P)

ce qui achéve la démonstration.

I1.2.4. Structuration de [ (P) dans L;(P), (i,d) € (1,2,3).
1

Etant donné i € {1,2,3)}), 1'ensemble Li(P) est connexe par arc dans 1'ensemble

des systémes différentiels linéaires P-périodiques; en effet, soient (A1)5(A2)
deux systémes différentiels appartenant & Li(P)’ a]ors-a— (eA +(1- e)A ) est

une déformation faisant passer de 1'un & 1'autre dans | (P), ol 0<6 <1, car
i

les symétries sont respectées.
D'autre part, nous avons vu plus haut que 1'appartenance ou la non appartenance
de (A) & T'un des ensembles Li(P) est déterminée par X (P/2), qui dépend de

huit paramétres réels soumis & la seule condition

det X (P/2) = (b2c3 c,b,) -b, (a,¢5-c,a,) >o.

J
I1 serait intéressant de pouvoir faire apparaitre une structuration de Li(P)
dans Li(P)’ de caractére topologique (par exemple quelles sont les composantes

connexes de L%(P) dans | (P)), parce que le passage d'une composante connexe
i



a 1'autre, entraine le changement de la dimension de 1'espace des solutions
P-périodiques; rous allons indiquer dans la proposition suivante un minorant
du nombre de composantes connexes dans chaque ensemble

le(P), Lj(zP), j € {1,2,3}.

Proposition 12

1 .
1. a. L'ensemble Ll(P) c Ll(P) admet au moins deux composantes connexes.

b. L'ensemble &1(2P) c L1(2P) admet au moins huit composantes connexes.

2
2. a. L'ensemble [ (P) < LI(P) admet au moins six composantes connexes.

—

2
b. L'ensemble L1(2P) c L1(2P) admet au moins quatorze composantes connexes.,

3 .
3. a. L'ensemble LI(P) admet au noins deux composantes connexes.

3
b. L'ensemble | (2P) admet au moins quatre composantes connexes.
1

Démonstration

l.a. D'aprés la proposition (11), (A) appartient a ﬁfP) si et seulement si

. 1 1
by u#o; si donc (A;) € LI(P) (resp. (A,) € Ll(P) est un systéme tel que le
coefficient b1 de la matrice XAl(P/Z) (resp. XAZ(P/Z)) est positif (resp.
négatif), alors (Al) et (A2) appartiennent a deux composantes connexes diffe-
rentes : pour tout chemin joignant 1'une & 1'autre il existe nécessairement un

1
systeme (A ) € LI(P) tel que le coefficient b1 de la matrice XA (P/2) soit nul.

Les deux ensembles L;+(P) et L?YP), od Li+(P) est 1'ensemble des (A) 6 | (P),
1-

telsque X (P/2) vérifie b1 > 0etu#o, et ou LI(P) est 1'ensemble des

(A) € LI(P)' tels que X (P/2) vérifie b1 <0 et u#o, sont donc dans des compo-

santes connexes différentes; ces ensembles ne sont pas vides; en effet
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1 2 o 2 1 o
X (P/2)y = (1 3 -1] =(A) € ﬁ;(P). X (P/2) =1 2 1]=(A)e Ll-(P)-
1 1 2 o 2 3 !

s . 1 .
1.b. D'aprés la proposition (11), (A) appartient a Ll(ZP) si et seulement si
alblau #0; de méme que dans (a), a; =0 partage 1'espace 1R7 des coefficients

de X (P/2) en deux composantes; de méme pour b1 =0, et @ =0; par contre u=o0

~ne partage pas R/ en deux composantes, puisque u=0 si et seulement si

1
a, =a3 =0. Donc H(ZP) est la réunion de 8 composantes connexes au moins, non

vides. Ces ensembles ne sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :

1 1 o ’1 1 o “1 1 o /-3 -2 o
X (P/2) ={ 1 2 1), X (P/2)=({3 -1 1]J],x(P/2)y={-1 -3 1], x(P/2)y=(5 51
-1 -13 2 0 2 1 1 2 -9 1 3
a,> 0,b,>0,x>0 a,> o,b.>o0,a<0 a,<0,b.>0,a<0 a,< 0,b.< 0,a>0
17 1 1 1 1 1 1
1 3 o 3 -2 0 -5 4 o -2 -3 0
X (P/2)y ={5 3 1}, X (P/2)y=1{-12 2]}),x(P/2)=(-631 , X (P/2) = o -6 4
6 1 - 1 1 4 31 2 1 2 3
a1>0,b1>0,3<0 a1>0,,b1<0,a>0 al<o,b1>0,a>0 a1<0,b1<0,a<0

alors (A). Lll(zp)_

2 . .
2.a. D'aprés la proposition (11), (A) appartient a LI(P) si et seulement si

[(b1=o,u #0) ou (blfo,u =0)].

Si b1=0, alors 3, #£0 car A est nécessairement positif, donc la condition a,;=o

2 e
partage 1'ensemble des (A) € Ll(P), tels que X (P/2) vérifie (b1=0,u £0), en
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deux composantes connexes, non vides; en effet, si (A) est tel que :

l o o -1 0o o
X(P/2)y f 2 1 11, X (P/2) ={ 3 1 1
1 -1 1 1 1 -2

alors (A) ¢ Li(P)

Si b1 #0 et u=o0, alors nécessairement a1a=o €ar A est positif, donc les hyper-
plans dans R/ b1 =0 et a1 =0 partagent 1'espace en quatre composantes connexes

non vides; en effet, si (A) est tel que :

1 1 o -1 1 o 1 -1 o0 -1 -1o0
X(P/2)={ o 1 1|,x (P/2)={ 0 1 1 )x (P/2)s{ o 1 1 },x (P/2)=( 0 2 1
o -11 \¢ 1 -1/ o 1 2 o 1 -1

alors (A) € |_21(2P).

2
2.b. D'aprés la proposition (11), (A) appartient 3 L.(2P) si et seulement si
1

(alblau)zo, (un seul des facteurs du produit vaut zéro).

Si a,; =o, alors b1 #0, car A est positif; donc les hyperplans b1 =0,a =0,
partagent 1'espace R© des coefficients de X (P/2) en quatre composantes

connexes, ne sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :

o1 o ‘0 2 o 2 -1 o 0 -2 0
X (P/2)=(2 -2 1 , X (P/2)={ 2 1 1 )X (P/2)={ 1 2 1 KX (P/2)=1 3 2 1
3 3 1 4 3 1 1 1 3 1 3 1

alors (A) € L2 (2P).
1

Si b1 =0, alors N #0, car & est positif, donc 1'hyperplan a, =0, partage
1'espace RO des coefficients de X (P/2) en deux composantes connexes, qui ne

sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :
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1 o o\ 1 0o o
X (P/2)={ 2 1 11}, X (P/2)=( 2 1 1
3 1 3 1 3 1
2
alors (A) € L1(2P).
S1 1 =0, alors b, #0, car 2> o, donc les hyperplans a1 =0, bl =0, partagent

1'espace F26 des coefficients de X (P/2) en quatre composantes connexes, ne

sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :

1 1 0 21 1 o 1 -1 9 22 -1 o
X (P/2)=f{ 2 1 1 , X (P/2)=2 1 1 WX (P/2)=[ 2 1 1),x (P/2)=( 4 1 1
3

I 1 3 1 1 -3 1 1 1 1 1
2
alors (A) € L1(2P).

S1 u=o0, alors ala £0, car A > 0; donc on a quatre composantes connexes, qui

ne sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :

1 2 o 1 -2 o0 -1 2 o -2 -3 o
X (P/2)={ o 1 1 Jy,X (P/2)sf 0o 1 1 2X (P/2)=[ o 1 1 },xX (P/2)={ 0 1 1

o 1 3 o 1 3 o 1 -3 o 1 -4
alors (A) € ti(2°).

3
3.a. D'apres la proposition (11), (A) appartient a Ll(P) si et seulement si
(bl,u):(o,o); cela entraine nécessairement que le signe de 3 est le méme que
le signe de afcar a,a=2 >0); donc on a deux composantes connexes, qui ne sont

pas vides; en effet, si (A) est tel que :

0
1

— O

1
X (P/2)={ o s X (P/2)=
0

[
— = O
o O

— ~ O

“alors (A) € L?(P).
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3
3.b. D'aprés la proposition (11), (A) appartient a LI(ZP) si et seulement si

[(al,a)=(o,o) ou (bl,u)=(o,o)].

Si (al,a)=(o,o), alors b1 #0, car 4 > o; donc 1'hyperplan b1 =0 partage
1'espace R° des coefficients de X (P/2) en deux composantes connexes, qui ne

sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :

o 1 o o -1 o
X (Pr2)={ 2 2 213, X (P/2)= 1 1 1
3 2 2 -3 1 1

alors (A) € ti(ZP).

Si(bl,u)=(o,o), alors 4, =0, car A > 0; donc les hyperplans a, =0, a =0, parta-
gent 1'espace R° des coefficients de X (P/2) en deux composantes conmexes

qui ne sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :

1 o0 o -1 0o o
X (P/2)={ o 1 1 ) X (P/2)={ o 1 1
c 2 3 0o 3 2

alors (A) € Li(2P).

Cette proposition met en évidence la grande complexité de la structuration de

f_ (P} dans | (P), complexité qu'on peut opposer a la simplicité de la struc-
1 1

ture obtenue pour n=2, voir [3].
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Les systémes différentiels autonomes constituent une classe importante de sys-
temes différentiels linéaires, et ceci pour deux raisons : contrairement aux
systemes linéaires non autonomes, on sait calculer explicitement leurs solu-
tions; d'autre part ils sont périodiques, de période P, quel que soit P ¢ R™,
Nous allons ici faire une étude de ces systemes différentiels linéaires auto-
nomes dans le cadre des symétries, étude 3 rapprocher, en tant qu'exemple con-

cret, de (II.1.) et (II.2.) et en tant qu'étude préliminaire, de (I1.4.4. )

de la deuxieme partie.

IT1.3.1. Considérons le systeme différentiel linéaire autonome P-périodique

dx
dt

= Bx (B)
ou B est une matrice réelle constante (3.3) , x € E23, Pe R™; d'apres la
proposition (7), le systéme (B) posséde une symétrie par rapport a 1'espace

o € B au temps a(a € R), si et seulement si la matrice B a 1'une des formes

suivantes

0 blZ b13 /0 b12 0 0 (s} bl3
B - P21 0 o g £ (). 8 - bor 0 Doz ¢ L(P). B © © by . (P)
b31 o o0 0 b32 o} b31 b32 o}

On supposera dans la suite que a=0 et (B) € L1<P)’ ‘es autres cas s'étudient
de maniére similaire; tout ce que nous avons dit au paragraphe (II.1., II.2.)
est valable pour le systéme (B); de plus, nous allons voir qu'on peut détermi-
ner la dimension de 1'espace des solutions périodiques du systéme (B) a partir
des coefficients de la matrice B; remarquons que tout point de Ker B est une

solution périodique constante de (B).
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En effet :

_ 3
Ker B = (XI’XZ’X3) € R™ tel que

L'ensemble de ces points constitue un espace de solutions périodiques constan-
tes, de dimension un (resp. deux) si b12 b13 # o (resp. b12=b13=o); 1'espace
de dimension un (resp. deux) est une droite dans le plan 0X,X4 de vecteur di-
recteur J(o,-b13,b12) (resp. c'est le plan ox2x3), B étant une matrice suppo-

sée non nulle.

Prenons le cas général c'est a dire b12 b21 b13 b31 # 0, (dans le cas od

b12b21b13b31=o, on resoud le systéme B directement; 1 espace des solutions

P-périodiques constantes est situé sur les axes ou les plans); choisissons une

nouvelle base (el,ez,e3) telle que :

>, -> > ->
e, = ¢e e, = e,;
1 1’

2 2> 73 13

la matrice de passage N de la base (el,ez,e3) a la base (ei,eé,eé) a la forme :

l o 0 1 o o]
b
- - -1 _ 13
N = o 1 b13 et N = o 1 51—2
°0 o by, o o 1
2

et la matrice B se transforme enla matrice B* = (N 'BN)

0 . b o]

12

L1
e R VAL LV L
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le systéme 2% = B'x (8%)

appartient aussi a LI(P)'

[1.3.2. Proposition 13

Soit (B") € LI(P)’ ol b12b21b13b31#0; soit w = Vﬂb12b21+b13b31]; alors on a :

1. Si o alors (B*) & Li(p),

v

(612021*013P31)

A

2. 51 (by,b, #by3bs1) < 0 et P =21 alors (8%) € B ()

12721 "13731

3. Si (b12b21+b13b31)

A

oetP# %53 alors (B") € BI(P)

Démonstration

On sait que 1'existence des solutions P-périodiques de (B*) dépend uniguement
des valeurs propres de la matrice B”, quil sont déterminées par les racines de

1'équation caractéristique :

2 =
o= b12b21 + b13b31] =0 (11)

l. a. Si (b12b21+b13b31) > 0, alors la matrice B admet trois valeurs propres

réelles distinctes

et la solution matricielle fondamentale s'écrit -

chwt -sthwt o
w
w : .
X (t,0) = 5 Shwt chut )
12
b b
_gl_ Shwt -lg-(—l +chuwt) 1
w



donc (B*) admet des solutions P-périodigues constantes de 1a forme (0,0,c) ou

C € R; ce sont Tes seules solutions P-périodiques; elles appartiennent au plan
' . * 11

0X,X5 dans 1'espace des phases (oxl,ox2,0x3), donc (B”) € Ll(P).

. . * . .
b. Si (b12b21+b13b31) = 0, alors la matrice B* admet trois valeurs propres

~nulles.

1 b12t
X (t,o) = 0 1
i L .2
Bt

donc (B*) admet des solutions P-périodiques constantes de la forme (0,0,¢) ou
c € R, ce sont les seules solutions P-périodiques; elles sont les mémes que

dans le cas (a); donc (B*) g Lﬁ (P).

2. Si b12b21+b13b31 <oetP = %}, alors la matrice B* admet une valeur propre

nulle et deux autres imaginaires pures

)\1=0,>\2= Tw, )\3=-'iw

et la solution matricielle fondamentale s'écrit :

b
Coswt 12 singt
X (t,o) = -F“’-sir{mt coswt
12
. b

-;%%E sinwt -~%l (-1 +cos wt)

w
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Donc (B*) admet trois solutions P-périodiques, deux solutions non constantes,
et une solution constante de la forme (0,0,c) oii ¢ € R; une d'entre les so-

lutions non constantes appartient 3 S; 0(2"/w), et 1'autre appartient 3
r

ST/“(2n/w); et donc (8%) e 1 (2n/w).

3. Si P # 2n/w alors d'aprés (2), le systéme (B*) admet des solutions P-pério-
diques constantes de la forme (0,0,c), ou ¢ € R, ce sont les seules solutions

P-périodiques et donc (B*) € La(P).

II.4. Stabilite

Soit :

un systeéme différentiel linéaire autonome homogéne, 0l la forme de 1la matrice B

est définie dans (I1.3.1.).

Proposition 14

Soit (B) € Li(P), i€ (1,2,3}; la solution triviale X=0, est stable au sens de

Liapounov si

b. b . +b .b 2

ik kit Py by = e (weR) (11)

ou [(i#k, k#j, i#j), (i,d,k) € {1,2,3}], sinon elle est instable,

Démonstration : En effet d'aprés (I1.3.1.), et la relation (11), 1'une des

valeurs propres est nulle, les deux autres imaginaires conjuguées pures, et la

‘solution matricielle fondamentale est bornée quand (t » =), D'aprés un théoréme
2
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général (la solution nulle d'un systéme différentiel autonome homogéne, est
stable si et seulement si, la solution matricielle fondamentale est bornée
quand t- «; voir [ ] ] pour la démonstration), on obtient donc que x=0 est

stable.

I1.4.2. Etude de stabilité de systeémes différentiels linéaires P-périodiques

Soit

un systéme différentiel linéaire P-périodique appartenant a Ll(P), de solution

matricielle fondamentale X (t), telle que :

a1 b1 0
X (P/2) = a2 b2 c2
a3 b3 c3

Proposition 15

1. (A) e &I(ZP) est stable au sens de Liapounov si a, b1 a B<0, sinon

il est instable, ol o = b,Cy - C2b3, et g = a,Cq - Cha,.

2. (A) € L?{ZP) est instable au sens de Liapounov

3. (A) s ti(ZP) est stable au sens de Liapounov.

Démonstration

1 1
1. Supposons (A) g LI(P) c L1(2p), alors X (P) admet une valeur propre valant
un, et .es deux autres sont déterminées, d'aprés la proposition (11), par
les racines de Q(1), ou

2-—%@ mbﬁ)x+1=o;

Q(2) = 1
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a. si albla B =0, alors les valeurs propres de X (P) sont

a,a+b,B8+2i /-a.b,aB a,a+b,8-2i /-a.b.aB
)y = 1 A = 1 1 1 1 A = 1 1 l 1 .
1 > 12 A > 73 A ’

La matrice X (P) dans ce cas, a une fcrme normale réelle, on obtient

a)a+b,8 2
———— - - ValslaB 0
A A

_ 2 - a.atb.B
x(@) = | 2P 1°*%1 0

A

Les valeurs propres vérifient :

|
—

A E 2y B ags et g = ol = Ixg =
on en déduit donc la stabilitée de (A).

. 1
b. Si alblaB =0 et (A) € Ll(P)’ alors on en déduit que B =0, et

_ 2.2 , - = = 1.
u = ajtag #o0 et les valeurs propres de X (P) sont Al = AZ = A3 = 1;
la matrice X (P) r'est pas diagonisable, donc (A) est instable.

i

c. Si alblas >0 alors les valeurs propres de X (P) sont :

a,a+b.B+2 Ya.b.aB a,a+b,B-2 va,b,aB
- 1 171 RS W | 171 .
A -l, A = ’A - 'Y
2 ‘ A 3 A

comme leur produit vaut un, 1'une des vapeurs propres est plus grande

que un, donc (A) est instable.
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Ce résultat parait étonnant car (A) e EI(Zp) peut étre stable

(sgn 8 # sgn albla) ou instable (sgn 8 = sgn alabl), et on pgut trouver dans
une région a la fois, stabilité et instabilité, et le changement de stabilite
d instabilité, n'entraine pas nécessairement le changement de la dimansion de
1'espace des solutions P-périodiques, c'est le cas ou le changement de signe

de alblas vient du signe de 8.

. 2 . .
2. Soit (A) € L1(2P) d'aprés la proposition (11) la matrice X (2P) posséde
deux valeurs propres valant un, et donc la troisiéme vaut également un;
comme la matrice X (P) n'est pas diagonisable, on en déduit donc que le

systéme (A) est instable.

3
3. Si (A) € LI(ZP), alors toutes les solutions sont périodiques; donc (A)

est stable.
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Nous allons montrer le lien qui existe entre une solution périodique symétrique
d'un tel systéme et les symétries de 1'équation aux variations associée; cela
nous permet ensuite d'étudier les systémes différentiels dépendant de parametre
en utilisant les résultats des systemes différentiels lindaires périodiques
avec symétries.

IT.5.1. Soit

& = f(t.x) (f)

un systéme différentiel d'ordre trois, od x € ]R3, et f = (fl,fz,f3); soit
une solution de (f); effectuant le changement de variable :

x = @(t) +y, ye RS
dans le systéme (f), en prenant en considérafﬁon le fait que ¢ est une solution
du systéme (f) et en développant les seconds membres en Yy, nous obtenons le
systéme

y' = A(t) y + R(t,y)
ou le terme R(t,y) est infiniment petit du deuxiéme ordre par rapport a y, et

ol A(t) est une matrice d'ordre trois telle que

afk
A(t) = Sx A to(t)) (k.J) € {1,2,3}.
J

Linearisant ce systéme, c'est a dire négligeant le terme R(t,y), on obtient
un systéme linéaire, appelé 1'équation aux variations associée i ©; on notera

ce systéme par (Ap); on a donc :

/
y =A(t)y (Ap).
IT est evident que si le systéme (f) est P-périodique et si la solution ¢ est
aussi P-périodique, alors 1'équation aux variations (Aw), est P-périodique; nous

allons montrer dans ce paragraphe que, si le systeme (f) 6 E:(P) (resp.E:()(P))
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et sioe S;(P), (resp.S; 0(P)), alors 1'équation aux variations (Ap) admet la

méme symétrie que la solution o.

I1.5.2.. Proposition 16

Soit ©: (R ~» ]23) une solution de (f) et soit (Ap) 1'équation aux variations
associée a ©, on 2

1. Si (f) € F>(P) et si @ € S,(P), (v € E), alors (Ap) appartient & [{(P) od
ie {1,2,3) est tel que o = o, 0u o = }1.

2. 51 (f) € Ff’, o(P) et sioe S:_O(P), alors (Ao) est périodique de période P/2;

et (Ao) € fi(P/Z)., i€ {1,2,3}.

Démonstration

Pour la démonstration de (1) et (2), on prend o= o) et o = 0, les autres cas

se traitant de maniére semblable.

1. Puisque (f) € Eg (P) et 0 € S;(P)’ d'aprés le corollaire (2), o est P-pério-
1 1

dique et donc (Ap) est aussi P-périodique; i1 nous reste a montrer que (Aw)

admet une symétrie par rapport a oy au temps a = 0 :

En effet;

‘ afk ,
A(-t) = W('tawl('t)swz('t)’ 3(_t))
J

of,
Wj('t"pl(t) >0, () s-@,(t))

d'aprés la proposition(I.2.1.)

D'autre part ; (f) € E: (P), entraine d'aprés la définition (1) que :
1

fl(t’xl’XZ’x3) = -fl(-t,xl,-xz,-x3)
2 = (2,3)

fl(t,xl,xz,X3) fg(-t,xl,-xz,-x:;)



-50 _

r afl
'-s-x—.-('t,xly'ng-x3) s1J=1

»

) afl <
d'old sif(t,xl,xz,x3)=

) iil(-t Xy 3=Xp9=X,) sij#1

\ axj 71 T2 73
’-Ef&(-t Xys™Xos=X,) sij=2

3 3X. 71 T2 73

TrAtxgXpexs) = |

’ I EI&(-t Xq19=X,5=X,) sij#2

axj 71T 72 73

d'aprés la proposition (7) dans le chapitre (II), on déduit que (Ay) € LI(P)'

2. Puisque (f) € [ (P) d'aprés 1a definition (1) on a :
1,0

fl(t,xl,xz,x3) = -fl(-t,xl,-xz,-x3) = Fl(-t+P/2,-x1,x2,x3)
\ L= (2,3)
| fz(t’xl’XZ’X3) = fi(-t,xl,-xz,-x3) = -fi(-t+P/2,-x1,x2,x3)

d'ou

fk(t+P/2,-x1,-x2,-x3) = -fk(t,xl,xz,x3) (12)

ou k = (1,2,3).

Grace & (1), i1 suffit de montrer que (Ap) est de période P/2; par hypothése
0 0 P/4 :
la solutiono € S (P) =S_(P) n Sy (P), est P/2 anti-périodique.
- log "
1,0 1 1
of

A(t+P/2) = <%;$(t+9/2,¢1(£+P/2),wz(t+P/2).w3(t+P/22> teR
N

3f,
= 5)_(3.(t+|>/2,-¢>1(t),-<¢’2(t).«o3(t))



en décrivant la relation (12) par rapport a X11%53X35 ON obtient

afk afk
EAM I B U 3% (XX xs) k= (1L,2,3)
donc on a

of
A(t+P/2) = <ﬁ?twﬂtpgcn&yt9 = A(t) Vte R

ce qui prouve que (Ap) est P/2-périodique et donc appartient a LI(P/Z).

11.5.3.. Corollaire 6

L'équation aux variations (Ao) associée & la solution o € S;(P) (resp.S; olP)

est toujours critique pour la période P.

Démonstration

D'aprés la proposition précédente (16) et la définition (3) on déduit que :

det [X /5,y (P)-11 = o

ce qui prouve que (Ap) est critique.

I1.5.4. Equations aux variations associées a une solution d'un systéme

Soit

d

T ()
ou f : lR3 - 1R3, est de classe cl.

Pour un systéme différentiel autonome, qui est un cas particulier de systéme
périodique, on sait que 1'équation aux variations associée i une solution pé-

riodique non constante du systéme (fa), admet une solution périodique, voir {6].



Nous allons démontrer dans la proposition suivante, que si (fa) posséde une
symétrie par rapport & aﬂ, i e {1,2,3}, et si la solution périodique © appar-
tient a S; (P), alors 1'équation aux variations (Ay) du (fa) admet au moins

1
deux solutions périodiques linéairement indépendantes.

Proposition 17

Soit (fa) € E:(P); sioe€ S;(P) n'est pas constante, ol o= E}, i€ {1,2,3}
alors 1'équation aux variations associée & ©,(A®), admet au moins deux solutions

P-périodiques linéairement indépendantes.

Démonstration

Prenons o = 7> et a= o, d'aprés la proposition précédente (16), (Av) appar-
tient a Ll(P), et donc admet au moins une solution P-périodique issue de 1'es-

pace ;‘1 au temps t=o.
D'autre part, on démontre que la fonction y(t) =<5(t) # 0, est une solution de

(A9); en effet, on a :

Frolt) = flaft))

of
Feu(t) =o't = (SRee)w(t) 5 (k) e 1,2,3)
J

ce qui prouve que v (t) est une solution de (A®); de plus elle est P-périodique
(car la fonction © est P-périodique non constante); on démontre aussi qu'elle
est issue de 1'espace oi(oxl) au temps t=o0. En effet, puisque © ersg,(P)vet

1

d'aprés la proposition (2) on déduit que :

S
—
—
“t
~—
|

= -o(-t)  (¥)(0) = ©(0) # 0

"
S
~n
—
(o]
~—
"
o

(pz(t) = wz('t) ‘:> ‘1’2(0)

S
(98]
—
ot
~——
]
S
w
—
]
t+
~
<
w
—
(w]
~—
n
S
w
—
(o]
~—
i
(o]
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Ce qui prouve que y(t) est une solution P-périodique non nulle, issue de
1'espace o-l(axe oxl) et donc (A0) admet au moins deux solutions P-périodiques

linéairement indépendantes.

EXEMPLE : Soit

1 7%
Xp = (fa)
X3 = X%

un systeme différentiel autonome appartenant a F; (P),ae R, Pe R ; sup-
1

posons que a=m/2, et P=2n, alors (fa) admet © comme une solution, od

11/2
solution 2m-périodique non constante appartenant a ScF (27); 1'équation aux
1

variations associée a ©, (AP), est définie par la relation :

of (P(1))
Yi H\5 Y5 (A0)
J

ou (i,3) €{1,2,3}, on a donc 1'équation linéaire non autonome

Y 0 1 N
V)= [ 1 0 Y2 (Ao)
Y3 -sint cos t Y3

n/ .
on vérifie que (A®) € | 2(21;), et o(t) # o, est une solution de (A®) dont la
1

matrice fondamentale au temps t = /2 a la forme
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sint -cost 0
Y(t,n/2) = cost sint 0
%sin2 t  cos’t 1

Donc 1'équation aux variations (Ag) posséde deux solutions 2n-périodiques non

constantes, et une troisiéme constante.



DEUXIEME PARTIE

RECHERCHE DE CRITERES PERNETTANT O AFFIRMER QUUN
SYSTEME DIFFERENTIEL NON LINEAIRE AVEC S YMETRIES
ADMET DES SOLUTIONS PERIODIGUES
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PREMIER CHAPITRE

PERTURBATION DE SYSTEME LIREAIRE

I.1. Introduction et Définition

Soient g e N et A un‘domaine de Itq, et soit

F: & > F(P)
une application continue, dite famille continue de systemes différentiels
p-périodiques paramétrés par x» € A; on note F(A) par (%), par Atp une
solution de () et par AyK.,to,xo) la solution de (Af) telle que
%)

ﬁp(to,to,xo) = xo[xy(.,to,x est une solution vectorielle de composantes

(x?&’xy§’xvg) et dépend analytiquement de tous ses arguments, x2 est une
variable vectorielle .

Le systeme différentiel p-périodique

% = A(t)x + A6(t,x,A), x € R>

est un cas particulier de systeme (Af).

I1.1.1. Définition (4)

Considérons le systeme différentiel

x = A(t)x + AG(t,x,7) ("A)

A: R~ (}‘(3,R)

est continue par rapport a t et p-périodique, et ol
6:R xR> x 4> RS (08 A <p cR)

est p-périodique par rapport a t et de classe ¢ par rapport a x et A.

Lorsque » # 0, on dit que (AA) est une perturbation du systéme linéaire
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& = A(t)x (%)
dt
ou on dit (AA) est un systéme perturbé, et (°A) est un systéme non perturbé
Ou encore (&U est un systeme quasi-linéaire p-périodique; cette perturbation

est dite non critique si (9A) n'a pas d'autre solution p-périodique que la

solution identiquement nulle; sinon (i.e (OA) posséde au moins une solution
p-périodique non nulle) on dit que c'est une perturbation critique.

[.1.2. De la définition (4), on déduit que (%A) est dit critique ou non cri-
tique, selon la dimension de 1'espace des solutions p-périodiques de (CA);
leur ensemble forme un espace vectoriel dont la dimension va de Zéro (seule-
ment la solution nulle est p-périodique) a trois (toutes les solutions sont
p-périodiques). On notera LM™(p) 1'ensemble des systémes différentiels 1ing-
aires p-périodiques dont T'espace vectoriel des solutions p-périodiques est
de dimension m; on peut écrire

()‘A) est critique&d)(PA) e Lm(p), me{1,2,3}
(AA) est non critique &(0A) 6 Lm(p), avec m = o

Malheureusement 1'intégration analytique de (OA), en général, n'est pas
possible pour connaftre la dimension de 1'espace des solutions p-périodiques
de (°A); néanmoins on fait souvent 1'hypothése qu'il existe une ou plusieurs
solutions p-périodiques de (OA), c'est le cas de plusieurs auteurs (Poincaré,
Malkin, Hale, Mawhin, ...) qui ont étudié 1'existence des solutions p-pério-
diques de \AA), pour X assez petit, dans 1'un des deux cas (non critique,
critique) par des méthodes ou critéres différents (point fixe, analyse fonc-
tionnelle); voir [81, [9].

Lorsqu'on connait une solution §p de (Gf) pour A=§ (resp. @ de (°A)), 1a
réponse quant au probleme d'existence d'une solution p-périodique de (Af)
(resp.(AA))- A assez petit - peut 8tre apportée et enrichie en répondant aux

deux questions suivantes :

Ql : Etant donnée une solution p-périodiqueévcm (Af) (pour x =¢), (resp.g
de (OA)), celle-ci est-elle isolée dans 1'ensemble des solutions p-pério-

diques de (%f), (resp.(®A)) [c'est-a-dire existe t-i] un voisinage V < R3

de la condition initiale x0 g E23, tel qu'aucune solution issue de

X € V(; # x0) a cet instant ne soit p-périodiquel ?

Q2 : La solution 6p(resp.¢) est-elle prolongeable 3 une famille Xv de solu-
tions p-périodiques de (Af) (resp.(*A)) ? [c'est-a-dire existe t-i1 un
voisinage W de § (resp. W de 0) dans A tel que pour tout A € W, 1] existe une
solution %pp-périodique de (*) (resp.(*A)), et une seule qui tend, par .
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1intermédiaire de sa condition initiale au temps t0=o, vers 6¢ (resp.@ ),
si Atend vers §[(resp. A tend vers 0)J.

Une réponse partielle 3 ces questions est donnée par le théoréme de continuité

de Poincaré [ 6 ]

Si 1'équation aux variations (A%» associée a dp (resp. (OA)) est non critique
alors la réponse est positive a chacune des deux questions., Mais le probléme
reste entijer si (A%J (resp. (PA)) est critique, toutes les situations peuvent
alors se produire :

6¢ est non isolée, Qp est isolée mais non prolongeable, ﬂpest isolée et prolon-
geable (resp.¢ est non isolée, @ est isolée mais non prolongeable, ¢ est isolée
et prolongeable).

[.1.3. Le but de notre travail dans ce chapitre est d'apporter, dans le cadre

de symétries, une réponse aux questions Q1 et Q2; ceci a 1'aide d'une part,
d'une méthode (qu'on va appeler dans la suyite 1a méthode des symétries) permet-
tant d'affirmer 1'existence de solutions P-périodiques de (AA) pour A assez
petit, méme dans des situations ol i1 était impossible de le faire; d'autre part
d'un outil plus simple a utiliser que les méthodes précédentes.

Proposition 18

Tout systéme (AA) e F ;(p), o €6 E, est un systeme perturbé critique.

Démonstration

Prenons ¢ = oy5 alors d'aprés la proposition (9), (°A) possade au moins une
solution p-périodique non identiquement nulle, et d'aprés (I.1.2.) de ce
chapitre, on déduit que (AA) est un systéme critique.

[.1.4.De la proposition précédente, on déduit que le théoréme de Poincaré, dans
le cadre de symétries, est inapplicable; et notre travail sera consacré uni-
quement au cas critique (pour le cas non critique et donc sang symétries, on
peut donner au lecteur une référence. Voir ['81);dans un systeme perturbé
critique avec symétrie, deux cas se posent :

1°. le systeme (AA) appartient & F 2(p) et 1a dimension de 1'espace des solu-
g

tions p-périodiques de (OA) est strictement inférieure a trois, c'est 3 dire
soit (OA) possede une famille de solutions p-périodiques dépendant linéairement
d'un paramétre @) € R, soit (%A) posséde une famille de solutions p-périodiques
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dépendant linéairement des deux parametres (al,az) e ]22.
2°. le systeme (XA) appartient a F ;(p) et la dimension de 1'espace des
solutions p-périodiques de (PA) est €gale a trois, c'est a dire toutes les

solutions de (OA) sont p-périodiques.

Nous rappelons que les premier et deuxidme cas ont été étudiés par Malkin,
mais sans aucune hypothése de symétrie faite sur (*A), c'est a dire

(*A) € F(p); le deuxieme cas a été étudie par Hale avec 1'hypothése de sy-
métrie faite sur (MA).

[.2. Méthode de Malkin

Nous allons énoncer dans ce paragraphe le théoréme de Malkin (pour la démons-
tration voir [11]); ce théoréme concerne le premier cas de (I.1.4.) puis nous
allons donner trois exemples pour lesquels ce théoréme n'apporte aucune réponse
(affirmative ou négative) a 1'existence de leurs solutions p-périodiques.

[.2.1. Théoreme (1) de Malkin

Soit

X = A(t)x +AG(t,x,) (*a)
un systeme différentiel p-périodique perturbé critique, ol la fonction G est
continue, p-périodique, et possede des dérivées partielles par rapport i tous

ses arguments, et soit

X = A(t)x (°A)

le systeme non perturbé de (), qui possede m (1sm<3) solutions p-périodiques
¢™; on pourra présenter la solution genérale p-périodique de (°A) par

m k 3
()= 1 @ t) (R > R
k=1
et donc le systéme adjoint de (OA)
x + A"(t)x = o (D)

posséde également m(1<m<3) solutions p-périodiques linéairement indépendantes y™

On définit les fonctions
p 3

hk(al,...am) = 5{ jfl wkj(s) Gj(s,x(s),o)ds, k=1,...,m (13)



_60_

o0 x(t) est la solution générale p-périodique de (OA); soit a;(1sms3) 1'ensemble
des valeurs réelles tel que :

hk(aI""a;) = o0, 1sks<m (14)
avec
a(h,y...,h )
1 m
det[ J o0 (15)
Ao, yen.,a
) 7
a=q
m m

Alors le systeme (AA) possede pour A assez petit une solution P-périodique qui
lorsque A » o, tend vers

3

k
x(t) = T o p(t)
oq kP
Appliquons le résultat de ce théoreme aux trois exemples suivants.

1.2.2. EXEMPLE 1

Considérons le systeme

x1 sin t 1 1) x1 x1 x2 sin t
X, = 0 sin t 0 L %5 |+ Xy sin t (16)
Xs 0 0 sin t x3 x1 cos t

ol A est assez petit, lorsque A 0, le systeme linéaire non perturbé ;

21 sin t 1 ) X,
X, = 0 sin t ) X, (17)
X4 o} 0] sin t X4

possede une solution matricielle fondamentale

1-cos t
X(t,0) = e 0 1 o (18)
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donc (17) posséde deyx solutions Zn-périodiques Tinéairement indépendantes

1 o
1 l-cos t 3 1-cos t
Po(t) = 0 Po(t) = J7cos o |,
0] 1

et on peut représenter 13 solution généra]e?n—périodique de (17) par

8 = o Mt) 4 oy 3y

Le systéme adjoint ce (17) possede une solutijon matricielle fondamentale

1 0
X(t,o) - ;1+COS t ‘t 1
0 o

donc on a deyx solutions 2n-périodiques linéairement indépendantes :

0 (0]
-1 3 - =1+cos t
v¥(t) = Thcos ¢ 1 b (L) = ] 0
e
0 1

ainsi,

d'ol

2w
hl(al,a3)=a3 / >in sds = O.ay = o | a3 € R , @ € R ,

U

.,

h3(a1,a3)=a1 S cos sds

1]
(@]
R

1]
(=]
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et d'aprés le théoreme (1) on ne peut Pas conclure 1'existence des solutions 24-
périodiques de (16), pour i assez petit, car la condition (15) n'est pas satis-
faite.

[.2.3. EXEMPLE 2

Soit
x1 sin t 1 0 x1 X5 COS t
. - . + . o
X, 0 sin t 0 X, A X, sin t (19)
x3 1 sih t sin t x3 X, x3 cos ty/

un systeme différentie] d'ordre trois 2n-périodique, qui est la perturbation dy
systeme linédaire non autonome :

x1 Sin .t 1 0 x1
22 = ) sin t 0 X, (20)
x3 1 sin t sin t x3

sa solution matricielle fondamentale s'écrit

X(t,o0) = e 0 1 0



Le systeme adjoint de (20) poss2de une solution matricielle fondamentale :

1 1 -t
- 2
X(t,o0) =e1+C°S t -t 1 -1+-%r +cos t
0 0 1

Donc on a une seule solution 2w-périodique

1
v Z(t) - g1+cos t 1
)
ainsi
o o, 1écos > cos s
h3(a3) = f -:e}+cos s (1 1 o 0 ds, !
° 0
2m
h3(a3) oy vl- cos sds = a3 0 = 0;
0
donc
h3(a3) = g, ay € R
d'ol
a(h3)
det 5 d =0
3 da _a*

3 3

Comme la condition (15) du théoreme (1) n'est pas satisfaite, alors on ne peut
conclure 1'existence d'une solution Zn-périodique de (19) pour A assez petit.

[.2.4. EXEMPLE 3

Soit

: o 1 oy fsin t

Xy g Xy sin t

X = -4 0 O ' X sin t
g x +A . X5

X i1 0 O X x1 x sint
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un systeme différentiel d'ordre trois 2r-périodique, qui est la perturbation du
systéme linédaire

1 0 1 0 1
;(2 - -4 ° 0 X, 4
1 o o0
)'(3 )(3

sa solution matricielle fondamentale s'écrit :

cos 2 t %—sin 2t 0
X(t,0) =[ -2 sin2t cos 2t 0

1 » 1 .
5 sin2t H(i-coszt) 1

Donc toutes les solutions de systeme ]iﬁédire non perturbé sont 2m-périodiques,

(elles sont méme m-périodiques) et on peut représenter la solution générale qui
est 2wn-périodique, par

K(t) = agh(t) + agh(t) + o (1),

0L2
+ .
@, Cos 2t 5 sin 2t

x(ty = -2 @) sin 2t + a, cos 2t

&4 %2
— sin 2t + jr{l-cos 2t) + a

2 3

Le systéme adjoint du systéme linéaire non perturbé posséde une solution matri-
cielle fondamentale

cos 2t 2 sin 2t - %—sin 2t
X(t,o0) '-'%-sin 2t cos 2t %{1-cos 2t)
o. ) 1

donc, on a trois sotutions 2w-périodiques linéairement indépendantes :



cos 2t | 42 sin 2t - 21- sin 2t
. 2 1,8 '
vi(t) =| - % sin 2t} , 9°(t) ={ cos 2t ), ¢°(t) %-(l-cos 2t)| ainsi,
0 0. 1
2n 1
cos 2s by sin2s o
hk(ai,a2,a3) = 2 sin 2s cos 2s o |x
1 . 1
5 sin 2s f( -cos 2s) 1
0
2 sin s
2, %oy . X .
(—m1 +T) sin s sin 4s + a,a, COS 4s sin s \ds, k = 1,2,3
2 “g
) T2y s X + 7 i
( o + u) sin 4s sin s @, a, C€OoS 4s sin s
il découle :
2n a2 27
. 1, 2 2 . . .
= - — + —= <
h (e sa,,e,) j cos 2s sin s ds e +57) f sin 2s sin s sin 4s ds
b 0
27
a,e, ) . 3
-— sin 2s cos 4s sin s ds = 0,(a1,a2,a3) e R
(o]
2n a2 2%
. . 2 2, ; . .
h2(a1,a2,a3) 2J;1n 2s sin s ds + (-—a1 + T) J::os 28 sin 8 sin 4s ds
o [o]
2n
* 0‘1"‘2‘fcos 2s cos 4s sin s ds = o, (al,a2,a3) ¢ R®
0
2n a2 2n
1 . . 1 2 2 . .
S - - 4+ cof - —_— - -
ha(ai,a2,a3) 2'fsm 2s sin s ds u( o) * u)ﬁi cos 2s) sin s sin 4s ds +
) 0
2m
*1%2

. _ 3
Y j(l-cos 2s).cos 4s sin s ds = o, (al,a2,a3) 6 R

0
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d'od les fonctions h1’ h2 et h3 sont identiquenient nulles et par conséquent on a ;

a(h,,h_,h_)
det[ 3 al 02 as ] = 0, (1?; 6 R 3 is= (192:3)
127273 *

ai=ai
et d'aprés le théoréme (1), on ne peut conclure a 1'existence des solutions 27-
périodiques du systéme lindaire perturbé, pour i assez petit, car la condition

(15) n'est pas satisfaite. Ainsi » les exemples (1), (2) et (3) montrent bien qu'il
existe une grande variété de cas oy le théoréme de Malkin ne peut nous assurer de
I'existence ou non existence des solutions p-périodiques de ()A); nous verrons dans
le paragraphe (IV) de Ce chapitre qu'avec la méthode des symétries on peut apporter

une réponse précise a chacun des trois exemples.

Nous allons maintenant exposer la méthode de Hale concernant le deuxiéme cas,
c'est a dire : la dimension de T'espace des solutions p-périodiques de (°A) est

égale a trois.

I.3. Méthode de Hale

Considérons le systeme différentiel] p-périodique d'ordre trois

X = A(t)x +X G(t,x,\) (")

ol G est une fonction p-périodique de classe C1 par rapport a x et A; on suppose
que toutes les solutions de (°A) sont p-périodiques; si on note par X(t) la solu-
tion matricielle fondamentale de (°A), alors on a :

X(t+p) = X(t), ¥t eR

X(o) = I, la matrice d'identitsé

Effectuons dans (AA) le changement de variables périodique

on obtient alors

X(t) = X(t) y(t) + X(t) () = A(t).X(t)y(t) + AG(t,X(t)y(t) )

et comme

on a



donc

F(t) = Ax7H(E) B(EX(E)y(t),0) = A F(t,y,0) (22)

3

ol f est p-périodique; si y € R” est solution p-périodique de (22), alors

x(t) = X(t)y(t) e R> est solution p-périodique de (AA).
On raméne ainsi les problemes d'existence de solutions p-périodiques de certains

systemes critiques (ceux dont toutes les solutions du systeme non perturbé sont
p-périodiques) a des problemes relatifs a des équations d'un type particulier.

Nous verrons que la méthode de Hale fait appel & des notions trés complexes, non
constructives (c'est a dire impossible i expliciter en pratique, dans la p]upart
des cas), comme par exemple la notion de "fonctian p-périodique associée 3 Af";

ou d' "équation de bifurcation".

I.3.1. Définition 5

Soit le systéme différentiel d'ordre trois

dx

G = ) ()

ou, Af(t+p,x) = xf(t,x), VteR,etoi oexr €A cR

alors on dit que (Af*) est une perturbation critique sous forme standard; c'est

une perturbation du systeme différentiel

g% =0, X€ H23

dont les solutions sont des constantes, donc des fonctions p-périodiques vteR.

A . .
IT est alors naturel de se demander si ('f*) possede pour rx#o des solutions p-
périodiques; la réponse a ce probleme dépend essentiellement de la forme de f
comme le montre 1'exemple trés simple du systeme non perturbé scalaire
X =0

qui admet la famille a un parametre
x(t) =a; ae R

de solutions p-périodiques alors que les systemes perturbés
X =xb

. 2m
Asin — t
p

X
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admettent respectivement zéro, une famille & un paramétre de solutions p-périodi-

ques quelque soit A # o; d'autre part on sait que si la fonction f ne dépend pas
Aok . P . -
de x, (f")n'a de solution périodique que si

p
f *(t,0dt = o
0

1.3.2. Notatijon

Nous notons par ¥(p) 1'ensemble des x(t) € HQ3, dont x(t) est une fonction conti-

nue p-périodique; pour toute fonction x(t) de ¥©(p) on notera

HXHp = sup [x(t)],
0st<p

la norme de x pour la convergence uniforme, et alors ¥(p) est un espace de Banach.

I.3.3. Existence d'une fonction p-périodique associée 3 (

—-_-_--—-_-..-_—--—---———-_--—‘-..---_———.——--—----—-----

Nous allons énoncer un théoreme qui permettra, lorsque » # 0, de trouver ce que
J.K. Hale appelle la "fonction p-périodique associde 3 (lf*)";le résultat de ce
théoréme sera important dans toute la suite du paragraphe.

Théoréme 2

g =2 i) (")

un systeme différentiel d'ordre trois, ol (Kf*) € F(p), tel que :

3 A N IR3

f: R xR
(tyx,1) > Af(t,x)

1
est de classe C', t 6 R, x € R3 avec os|lx||sp, A € A avec o< < Ags alors

pour p*<p, x9 g R3 tel que o s”xollsposﬁ, il existe A;> o tel que :

pour x € A tel que oslxlsxl il existe une fonction Aﬁ?t,xo), p-périodique [que

1'on appelle la fonction p-périodique associée a (Af*) telle que :

46 P00 = a Mot MpN,)) - j*f(u,*cp*(u,x"))du (23)
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et

p
IIAV*(-,xo)HpSp* s S M9 (5,x%) ds=0, %*(t,x°) = 1O
0

2. La fonction Aw*(.,xo) est continlment différentiable par rapport 3 x° et et
rut &tre construite par approximations successives de la fagon suivante :

Soit @€ ¥(p) et soit 1'équation différentielle
dn(t A 4 P
L T () -4 F A p) ) (24)
0

Cette équation admet une et une seule solution notée par n(t) p-périodique et de

moyenne nulle; on définit H par

CHPI(t) = x%+n(t).

La suite ‘Po=x°, 91=HVO,...,<Pn = He1 converge uniformément vers }‘w*(t,xo) quand

n > o,

Démonstration

La technique de 1a déronstration est basée sur le principe du point fixe appliqué
a un opérateur H sur ¥(p); nous allons définir cet opérateur sur €(p) puis on
démontrera qu'il est contractant; i1 possédera donc un point fixe Timite d'une suite

convergente pour la norme définie sur ¥lp).

Construisans d'abord 1'opérateur H; notons le second membre de (24) par

F(t) =A.[Af(t,?(t)) - %-GF Af(u,?%u)du];

Comme

jp' F(t)dt = o,
0

alors il existe une et une seule solution P-périodique de (24) de moyenne nulle et
1'on peut écrire cette solution sous forme vectorielle par

t
n(t) = n(o)+r [ F(s)ds,
0

Si n(t) est de moyenne nulle, alors il existe 6 = (61,92,63) avec o<ei<p, tel que :

ni(ei) = 0, 1= (19293)
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c'est a dire :
0.
1
(0 = g0 Fils)as = o
d'ou

0

ni(o) = f Fi(s)ds

1 6
j
gue nous convenons d'écrire sous la forme
t
n(t) = Aj F(s)ds,
9

et 1'opérateur H peut s'écrire sous la forme

t
[HPI(t) = x°+>\é/ ¥ (s,(s)) - %/p  (u,(u)) dulds
0

Considérons 1'ensemble

B« = {®e€(p) =H?prp*}C‘3(P)

P

et montrons que :

HPeB ., v pe Bu s

en effet on a :

t
Tl b+ hSY s 0ts) -

ol

<|XOf + Ia ] (Prem)< ]| xO]) +a [N,

ol

wesw o f IRl du, viils 6
IAIsAb ° :

ot N = PM+M (indépendant de¢p);

p
J F(u,(u))dul || ds
(0]

(25).
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Soit
*
N

- alors on a :

IA

X%l = o, = o*, et si ]A|

*
IIHYHp <p,etdonc, HPpeB , V¢eB

p P

Montrons que H est contractant, c'est & dire
IHe - Kol < alip-vll ), o<1
pour (¢,v) € €(p) x €(p), tels que H‘/’Hp < o, ol =

en effet on a :
i p
[ Hp-Huf| < fJUI*f(s,ws))-*f(s,w(s)) e i ) ] os,
0

Comme *f est de classe C1 sur Ix|l< 0" alors on a :

I (s,%) = M(s,9)]] < cll x-y|

donc i1 existe un nombre fini A tel que :

I He = Holl < A A flp-p ] b

alors yx tel que A< A, ona:

=)=

Soit Al =

I He-Ho ] < a [lg-v]] 00 <1
ainsi H qui dépend de x° et A, est une contraction dans Bp*, donc i1 posséde
un point fixe, ce point fixe est la limite dans €(p) de la suite

0 = x% ol = He, L " = el

. . A .
quil converge si n > © vyers ?“(t,xo) et la convergence est uniforme, donc

A
vim ||g"- <P*||

n—
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il existe donc pour tous xo et A un point fixek‘p*(t X ) de H, et on vérifie

immédiatement que si <p(t x%) e B,* est de classe ci, I-f\v est aussi de classe
¢l (i1 suffit de justifier une der1vat10n sous le signe d'intégration). Dans
ces conditions, le point fixe *p*(t,x%) est de classe Cl dy fait de 1'unifor-

mité.

Ainsi nous avons trouvé Atp*(t,xo) de classe Cl, p-périodique de moyenne nulle

Cque 1'on appelle la fonction p-périodique associée i ()‘f*)] et vérifiant

* * * p
37 (650) = PG (£,x0)) = AL (8 (£,x0)) - goj A (u,9(u)) dul

avec

0 A
P E0) 200 et L) s
ce qui achéve la démonstration.

[.3.4. Remarque (4)

A, _* o) . . .
1. On a vu que @ (t,x”) est la limite de la suite

R S

et pour obtenir chaque terme de cette suite on calcule @O - xo, et(/’1 (t) de
1'équation
1 0 0 L o 1 P 0
W (t) = HP (t) = x +Aj[f(s,x)-3 J A (u,x®) dul
) 0

Jusqu'au premier ordre en A; a partir de celui-ci le terme ‘P2 Jusqu'au terme
d'ordre 2 en A, puis de@" jusqu'au terme d'ordre n en A. On peut montrer,
voir [ 8] que cette suite de fonctions ¢" tronquées a 1'ordre n converge encore
vers )‘go*(t)

2. On voit dans le théoréme (2) qu'en modifiant le second membre de (Af*) on a
pu trouver une suite de fonctions périodiques ayant une limite )‘tp*(t,xo), qui
est une solution p-périodique de

(p*(t x0) =x f(t <p *(t, x%))

'cs|>‘

jp )‘f(u,ktp*(u,xo)) du
0

et si

/p}‘f(u,)‘y’*(u,xo)) du = o

0
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alors x¢*(t,x°) est solution p-périodique de (Af*); ceci est 1'objet du théoreme

suivant (voir [8] pour la démonstration).

I.3.5. Théoreme (3)

Soit
A A g%
&= Mo (t,x) *6%);
On suppose que les conditions du théoréme (2) sont satisfaites; soit
A(p*(t,xo) la fonction p-périodique associée a &f*).

$'il existe une fonction x°(r) € R3 définie pour OSIAISAl vérifiant
p
J O R ExC00)))dt = o (26),
0

alors dans|| x| <o” %fﬁt,xo(k)) est sotution p-périodique de (kf). Réciproque-
ment s'i1 existe dans o<|{x|<p"<p une solution Ax(t) p-périodique définie et
continue pour o<lxlsA1, de (*f*) alors

Mx(t) = e (t,x00)).

[.3.6. Définition (6)

L'équation (26) dans le théoreme (3) s'appelle équation déterminante ou équation j

de bifurcation.

Cette équation de bifurcation est, en général, tres difficile & résoudre (et
rien ne permet d'ailleurs d'affirmer qu'elle admet des selutions).

Cependant Hale a pu grdace a la propriété de symétrie satisfaite par le Sys-
teme ( £~ ), réduire le nombre d'équations scalaires équivatentes a celle- -Ci;
ceci est 1'objet du théoréme suivant :

[.3.7. Théoreme (4)

Soit

= (t,x) %)

a
ol x € Fg ; et soit (Af*)e Fa(p), (resp.(Af*)efsz)), (0,5) 6 E, on suppose
gue les conditions du théoreme (2) sont satisfaites, donc la fonction p-pério-
dique associée a (Af*) existe, nous la noterons par Aqf(t,xo), ol x0 € B R
tel que |x%)<p*<p, et nous noterons par
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¢ (x°0) = jp)‘f(t,)“f*(t,xo))dt =
0

1'équation de bifurcation correspondante.

Alors, pour tout x° e 3(resp. x° ¢ o) on a

¢ (x°1) & o,(resp. ¢(x°\) & )

et 1'équation de bifurcation sera réduite & une (resp. deux) composantes

scalaires.

Démonstration

Prenons o = Si(r'esp. g = ol), et a = 0, et soit Pe'@(p) tel que

onllpsp*

D'aprés le théoreme (2) la fonction p-périodique associée‘NP*(t,xo) au
systéme (Af*) existe et si x% est tel que

$(x%0) = jp £(t,'9™(£,x°))dt = o
0

d'aprés la remarque (4), Avﬁ(t,xo) est une solution p-périodique de (Af*); or

Te systéme (Af*) appartient a F; (p) (resp. l: (p)) et la solution p-périodique
A(p*(t,xo) est telle que

%" (0,x°) =9° = x% ¢ 51(resp.o,);

d'aprés la proposition (2) on a donc :

SM(-t,x°%) = e*(t,x

(-5, E6x0)) = -shE(E, N (t,x0))
et en intégrant o0 3 p :

3

D P

f -t,5'¢%(-t,x%) )dt = - fs*f(t,"go*(t,xO))dt
0
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Comme f2 et f3(resp. fl) sont impaires et de moyennes nulles, alors on déduit
que :

s (x°0) e o,(resp. ¢ (x°n) €3,)

ce qui acheve la démonstration.

I.3.8. Conclusion

La réponse a la question d'existence de solution p-périodique du systeme (AA)
admettant une symétrie par rapport a un plan ou un axe par la méthode de Hale,
st affirmative si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. toutes les solutions de (OA) sont p-périodiques,

2. 11 existe une fonction p-périodique associde a (Af*),
3. 1'équation (26) admet une solution.

Mais cette méthode reste difficile appliquer car 1'obtention de 1la fonction
P R N . N .
p-periodique associée a (“f") fait appel a des calculs complexes; de plus rien
ne permet d'affirmer que 1'équation (26), (1'équation de bifurcation) possade

une solution.

Pour illustrer la méthode et montrer la complexité des calculs nous exposons
maintenant un exemple d'application de 1a méthode de recherche de solutions
p-périodiques de Hale :

1.3.9. Exemple

Soit
yl 0 1 o Yy sin t
¥, = ~4 0 0 Yy |+ A _y1 y2 sin t (27)
y3 1 0 0 y3 y1 y2 sin t

un systéme différentiel 2n-périodique appartenant i F.

/
31’0(2w)=F§1(2w)nF;12(2n)

(on rappelle que Fg;’Jp) est 1'ensemble des systzmes différentiels p-périodi-

ques possédant une symétrie par rapport a 1'origine), dont 1a solution matri-
cielle fondamentale du systéme non perturbé (0A) s'écrit :
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cos 2 t %-sin 2t o
Y(t,0) =f -2 sin2t cos 2t 0

1. 1
5 sin 2t E{l—cos 2t) 1

Toutes les solutions du systéme non perturbé sont 2m-périodiques et les hypo-
theses du théoréme (2) sont satisfaites; étudions si (27), pour X assez petit
possede une solution 2m-périodique issue au temps t=o, du point y0 ¢ g, 3 pour

cela effectuons le changement de variables

y(t) = Y(t)x(t), ye RS, xeR3

nous obtenons le systéme (Af*) sous forme standard correspondant a (27)

21 sin t cos 2t - %-z(t) sin 2t
%, 1=x 2 sin2t sin t + z(t) cos 2t ' (28)
Xq - %-sin 2t sin t + %-z(t)(i-cos 2t) + z(t)
2
. . A N
ol z(t) = sin t [(-x1 + 77) sinut + X, X, €osut].

0
On vérifie d'abord que (28) appartient i F5. (27), donc d'aprés le théoreme (4)
1'équation déterminante se réduit a deux équations.

2m

0000 = [A,(816(6%) dt = o (29)
0
2m

030000 =[50 (00) at = o (30)
0]

ol >‘<p*(t,x°) est la fonction 2m-périodique associée a (28); cherchens

Aqf(t,xo) et x°() pour lequel les équations (29) et (30) sont satisfaites
donc, i1 faut calculer d'abord par approximations successives jusqu'a 1'ordre n
et puis faire tendre n > », la fonction Aqf(t,xo) or, ceci demande d'immenses
calculs difficiles et méme impossibles 3 mener explicitement.
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[.4. Méthode des symétries

Nous avons vu dans (I.2.) que la méthode de Malkin, pour certains systemes,
ne permet pas de donner une réponse au probléme de I'existence de leurs solu-
tions p-périodiques et on a vu €galement dans (I.3.) que la méthode de Hale
étudie des systemes trés particuliers (toutes les solutions des systémes non
perturbés sont p-périodiques); et fait appel a certaines notions (fonction
p-périodique associée au systéme et résolution de 1'équation de bifurcation)
tres difficiles a manier et i résoudre en pratique.

Dans ce paragraphe nous allons présenter une méthode dite méthode des symétries;
Cette méthode sera appliquée Torsque le systeme (Af) (resp.(*A)) admet une
symétrie par rapport & un plan, ou deux symétries (par rapport a 1'origine).

On débutera ce paragraphe par la définition d'un systeme différentiel singu-
Tier (resp. non singulier) par rapport a la symétrie donnée; nous essaierons

a travers les deux théoremes (5) et (6) d'apporter une réponse précise aux deux
questions Q, et Q, posées en (I.1.2.); enfin nous appliquerons le résultat du
théoreme (5) aux exemples (I.2.2.), (I.2.3.), (I.2.4.) et (I.3.9.).

[.4.1. Définition (7)

Soit
- = A(t)x (A)

un systéme différentiel linéaire p-périodique appartenant i Lg(p), (resp.
Lg(p/Q)), ou (i,j) e {1,2,3}. Rappelons ici que Lg(p) est 1'ensemble des

systemes linéaires p-périodiques possédant une symétrie par rapport i 1'espace

s ou 61, dont la dimension de 1'espace des solutions p-périodiques est égale

aj.

1. On dit que (A) est singulier par rapport a la symétrie Gi, si 1'image du
plan 51 par la demi-application de Poincaré, qui est représentée par la
matrice X (p/2) choisie en respectant la symétrie (voir proposition (9)),
est le plan lui méme, sinon (A) est non singulier par rapport i la symétrie

O:.
1

2. On dit que (A) est non singulier par rapport i la symétrie 0 (symétrie par
rapport a 1'origine) si 1'image de 1'axe 95 par la quart-applicatien de
Poincaré qui est représentée par la matrice X (p/4), est transverse au plan

ai; sinon (A) est singulier par rapport i 0.
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Dans ce qui suit, nous allons étudier le probléme que ce soit dans le cas d'une
symétrie par rapport & un plan ou dans le cas d'une symétrie par rapport a 1'o-

rigine.

I.4.2. Cas d'une symétrie par rapport a un plan

&= (tx) *f)

un systeme différentiel appartenant i Fg(p), et soit 6#’6 Sg(p) une solution

de (Gf) (pour A =68 6 A), oll 0 = 61, ie{1,2,3} et soit (pour o = g;)

a, b1 0
x(p/2) = [ a, b, c,
a; by ¢y

. . . . . . . . é
la matrice de demi-application de Poincaré de 1'équation aux variations (Ag)
associée i S¢ écrite dans une base bien choisie; alors si (A%J est non singu-
lier par rapport a 61, et en considérant le cas (A%) e | 1(p) i1 découle :

1

1. T1a solution 6¢ est non isolée dans 1'ensemble des solutions p-périodiques

appartenant a Sg(p) de (df); de maniére plus précise, il existe un chemin
c:JcR >0, o00J=1-1,+1[, paramétré par u e J, tel que c(o) Qp(o)
et tel que pour tout point c(u) € o, la solution ”wrissue au temps o de
c(H) soit p-périodique appartenant a So(p).

2. la famille “? de solutions périodiques de (éf) peut €tre prclongée 3 tout
un voisinage V de 6 dans A, de maniére unique et continue en .

Démonstration :

Nous allons démontrer le théoréme pour o = 51, les autres cas démontrant de

maniére similaire soit8y>e $° (p) [qP(O) € 51,§p(p/2) € 0,] une solution de
01
(Gf) et soit

T:R3>R?
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1'application de classe c! qui a x®e 5, associe T(x%) = Y(p/2,0,x°), ou 7
est la solution de (Sf) issue au temps a=o0 du point x%; on a donc :

TCo(0)) = % (pr2) 6 5,

D'aprés le corollaire (2), la so]utionqp'est p-périodique, et d'aprés le
corollaire (6) 1'équation aux variations associde i ¢(ﬁ§)) appartient au
moins a |_1 (p); soit T* 1'application linéaire tangente de T au point (p(o),
T* est représentée par la matrice

a, b1 o]
X(p/2) = a, b, c,
a; by ¢

dans une base choisie respectant la symétrie (voir la proposition (9) dans
le chapitre (II1)}).

Le coefficient b, est non nul, donc T*(al) est transverse 3 61, et donc T(&l)
est transverse aussi a 81 au point Sv(P/Q) € G4; cela entratne que la surface
T(V), ot V c G, est un voisinage de 6¢(o), est transverse i 5 et coupe donc

G, au voisinage de ¢(P/2), selon un arc de courbe de classe C. Donc 1° image
réciproque de cet arc par T, est un cheminc : Jc R » 5, ol J = J-1,+1[,

passant de ¢(o) = c(o0), tel que pour tout point c(u) € 01, ouu €d, la solu-

tion Mep issue au temps t=o de c(u), et de plus

Yp(0) € 5, et "p(P/2) e 3,3

d'apres le corollaire (z) ugaest p-périodique appartenant a S;l( )s ce qui
prouve que la solution © @ n'est pas isolée dans 1'ensemble des solutions
p-périodiques appartenant i Sgl(p).

I.4.3. Remarque (5)

Le théoreéme (5) s'applique au systeme (AA), voir (I.1.1.) appartenant 3 F- (p);

en effet on connait la solution nulle ¢ du systéme non perturbé (OA) p-per1o-

dique; elle appartient a Sg_(p); 1'équation aux variations associée a la solu-
i

tion nulle est alors %=A(t)x c'est a dire le systéme rion perturbé (CA).
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1.4.4. Applications

Nous allons appliquer le résultat de ce théoreme aux exemples exposés dans
(1.2.) :
1°) Existence de solutions 2m-périodiques du systéme (16) exposé dans (I.2.2.)
Nous vérifions d'abord que le systeéme décrit en (16) appartient a Fg (2m)

1

et que le systéme non perturbé décrit en (17) de solutions

3
Yﬂt) € Sgl(Qn) et (t) e s (2m) appartient a Lf(2n), ceci en écrivant la
g1

matrice X(m) dans une base choisie respectant 1la symétrie (voir la proposition
(9)); on obtient :

1 T 0
2
X(r) = el 0o 1 o
0 0 1
0 xgn
et pour tout x° = xg € il, on a X(n)(xo) = g2 xg e R°
0 0
X3 X3
donc :

*
T (51) = X(m) (51) est transverse a gqs Par conséquent le systéeme (17) est non

singulier par rapport a la symétrie Gy d'aprés le théoréme (5) on en déduit
que (16) posséde une infinité de solutions 2m-périodiques, pour A assez voisin

de zéro.

2°) Existence de solutions 2m-périodiques du systeme (19) exposé dans (I.2.3.) :

De méme on vérifie que le systéme décrit en (19) appartient a F? (2m) et que 1le
systéme non perturbé (20) de solution : 1

l1-cos t 0 0
p(t) = e o |e S, (2m)
1

appartient a Li(?n), en écrivant la matrice X(w) dans une base respectant la

symétrie, on obtient :



1 m 0
2
X(m) = e o 1 0]
2
T 1
2+2

ainsi

—-—%

I (61) = X(w) (51) est transverse a oq» Par conséquent le systéme (20) est

non singulier par rapport a la symétrie 01> et d'aprés le théoreme (5) on
déduit que (19) posséde une infinité de solutions 2m-périodiques pour A assez
voisin de zéro.

3°) Comme autre application du théoréme (5) nous pouvons démontrer 1'existence
de solutions p-périodiques pour le systeme

dx _ < n3

T C At AG(t,x), x € R”, (31)

ol A est une matrice réelle constante d'ordre trois definie comme dans (II.3.1.)
de la premiere partie, et G est une fonction de classe (! en X, p-périodique

en t, tels que

1. le systéme non perturbé (°A) de (29) appartient a L%(p)

o .
2. pour un certain o € R, le systeme (31) appartient a FS.(p), ie {1,2,3}
1
Alors (31) admet pour X petit (A ¢ A c R) une famille & un paramétre de solu-
tions p-périodiques dont les orbites sont symétriques par rapport a 1'espace
5; dans 1'espace des phases (oxl, 0X,,, 0X3)-

Démonstration

Prenons i=1 et a=0 (on peut remarquer que le systéeme non perturbé (OA) est
autonome et que Te croix du "temps" a de la symétrie n'importe pas); alors
étant donné que (°A) est autonome, on connait explicitement toutes ses solu-

tions et puisque (°A) € Li(p), (X(p/2)) (51) est transverse a 51 selom une

droite (c'est 1'espace des solutions p-périodiques constantes) et d'apris le
théoréme (5) le systéme (31) admet des solutions p-périodiques dont les or-
bites sont symétriques par rapport & 1'espace 61(0x2x3).
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I.4.5. Cas d'une symétrie par rapport a 1'origine

Nous allons énoncer un théoréme d'existence de solutions p-périodiques d'un
systeme admettant une symétrie par rapport a 1'or1glne, et nous verrons que
la solution p-périodique de (6f), (resp.(%A)) est isolée dans 1'ensemble des

solutions p-périodiques appartenant a Sg O(p).
]

Théoreme (6)

&= () (*f)

un systéme différentiel appartenant 3 Fg O(p), ge {oi}, ie {1,2,3}, et soit
>

GV € Sg o(p) une solution p-périodique de (Af) pour la valeur A =68 € A de

parametre A, et soit (pour o=01)

a1 b2 0
(P/4) a, b2 c,
a3 by ¢

la matrice de la quart application de Poincaré de 1'équation aux variations
(Aq.) associée a (p écrite dans une base bien choisie; alors si (Aéq) est non

Singulier par rapport & 1'origine, et en considérant le cas (AQP € L (p) i1
découle :

1. la solution ﬂp p-périodique est isolée dans 1'ensemble des solutions

p-périodiques avec symétrie Sz 0(P)

-~

2. la solution Qp p-périodique est prolongeable 3 une famille
Ay>€ Sg o(P) de solutions p-périodiques isolées de (*f).
L

Démonstration

1. La démonstration sera trés semblable 3 1la démonstration du théoréme précé-

dent. Prenons :
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o=g, a=0, so1t e So P) ‘S(p(o) € 01, @(P/4) € 61 une solution de

( f) pour A-6, et soit T : R35 RS 1'application de classe (! qui a

0] 8

X €04 c R? associe T(x9) = P/4 0,X ), ol ¢ est la solution de (f)

issue au temps a=0 du point x° s On a donc

§

T(%(0)) =°@(P/4) 6 5,

Soit T* T'application linéaire tangente représentée par la matrice

a1 b1 0
(P/4) = a, b2 <,
a; by ¢

dans une base choisie respectant la symétrie; le coefficient a; est non nul
donc *(01) est transverse a 54, et donc T(oq) est transverse aussi a 0q au
point T (0)) = 59;(P/4) € 01; i1 en résulte que Ta solution <pest isolée
dans 1! ensemble des solutions P-périodiques appartenant 3 SO (P).

2. Etant donné que 1'application T F? Fé dépend continlment de A €A,
alors il existe un voisinage W dans & tel que 1la solution ?( ) appartient
SO (P), ol A € W(s); cette solution est issue d'un voisinage de la

cond1t1on initiale de 1a solution ¢(t) [c'est a dire de v(o)] et elle tend

vers (p(t) quand X tend vers s.

I.4.6. Remarque (6)

La remarque faite dans (I1.4.3.) reste valable icij par conséquent on peut appli-
quer le théoréme (6) pour démontrer 1'existence de solutions P- -périodiques du
systeme perturbé (*A).

[.4.7. Application

Nous allons appliquer le résultat de ce théoreme i 1'exemple (1.3.9.); nous

vérifions d'abord que (27) appartient a Fg ol2m) = Fg (27) n F_ (2n); et
1’

ensuite que toutes les solutions du systéme non perturbé sont 2n-périodiques
et on a :
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-1 0o o
Y(%) = o o o
1
O —2' 1
0 )
% =Y,
donc pour tout y% = o €o,,0n a Y(n/2)(y°) = 0 6 o,
0

ainsi :

T*(ol) = Y(ﬂ/Q)(ol) = 03 est transverse & gy, par conséquent le. systéme non
perturbé est non singulier par rapport a 1'origine et d'aprés le théoreme (6)
on déduit que (27) possede une solution 2m-périodique pour A assez voisin de

Zéro.



DEUXIEME CHAPITRE

EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES
D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL PERIODIQUE NON LINEAIRE
ADMETTANT UNE SYMETRIE.

IT1.1. INTRODUCTION

Le probleme principal qui nous préoccupe quand nous avons affaire a un systéme
différentiel p-périodique est la recherche de ses solutions P-périodiques; on
s'est efforcé tout d'abord de résoudre ou, comme il est admis de dire, d'inté-
grer les systémes différentiels par quadrature c'est a dire que 1'on a cherché
a écrire la solution a 1'aide des fonctions élémentaires et de leurs intégrales
et a vérifier si elle satisfait la condition de périodicité.

Cependant on sait qu'il y a beaucoup de systémes différentiels qui ne peuvent
pas &tre intégrés, a savoir, la plupart des systémes différentiels non 1iné-
aires mais aussi les systemes linéaires non autonomes. On a alors tenté par
d'autres moyens de prouver 1'existence de solutions périodiques, par exemple,
des techniques de point fixe, la méthode de la moyenne, 1'analyse fonctionnelle,
voir [8]1, [91,

Dans la littérature des systéemes différentiels périodiques non linéaires, on

peut distinguer deux cas :

1°. systemes différentiels périodiques non linéaires contenant un petit para-
metre, on les appelle faiblement non linéaires

2°. systemes différentiels périodiques non linéaires ne contenant aucun petit
parametre.
Nous avons vu dans le chapitre précédent que 1a méthode des symétries a
pu nous apporter une réponse précise a la question d'existence de solu-
tions périodiques d'un systéme différentiel périodique faiblement non
linéaire admettant une ou deux symétries.
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Lorsque le systeme différentiel périodique ne possdde pas un petit paramétre
alors il est difficile, en général, de répondre a la question d'existence de
solutions périodiques surtout si celui-ci est de dimension supérieure a deux.

Dans ce chapitre nous allons répondre a cette question pour un certain type
de systemes différentiels périodiques non linéaires possédant une ou deux
symétries, en utilisant la méthode des symétries.-



Dans ce paragraphe nous allons exposer deux propositions permettant de démon-
‘trer, dans chacune d'elles, 1'existence d'une infinité de solutions p-périodi-

ques du systéme différentiel suivant :

X = Bx + G(t,x) (G)
X4 ]
ol x = X, |e R™, et B est une matrice réelle constante, ayant 1'une des
X4
formes suivantes
o 1 o o 1 o o o 1
1 o o 1 o o o o 1
’ »
1 o o o 1 o 1 o o

et ol :

6:RXxR>>RS g (t.x)
(t,X) - G(t,X) -

I
—
ot
-
x

est une fonction continue P-périodique de classe ¢! par rapport a x satisfaisant
a certaines conditions; dans (I1.2.1.) on suppose G(t,x) borné, alors que dans
(I1.2.3.) G(t,x) satisfait une majoration de type affine; nous donnons dans
(II.2.2.) une application de 1a premiére proposition a une équation différen-
tielle "bornée" p-périodique d'ordre trois.

Remarquons ici que Reissig voir [10], a traité de systemes de la forme (G)
ou 1a matrice B dépend du temps, mais ol le systeme linéaire

S%-= B(t)x est non critique, et ol G(t,x) est localement Lipschitzienne tel que :

. G(t,x
Tim x

> 0, uniformément par rapport 3 t.
Ix][+ =
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[I1.2.1. Proposition

Soit (G) € Fg(P), oll 0 = 3. i e {1,2,3}, tel que :

l6(t,x)] <a Y (t,x) e RY, ae R™

Alors le systeme (G) posséde une infinité de solutions P-périodiques apparte-

nant a sg(p).

Démonstration

Nous allons démontrer la proposition pour o = 31, les autres cas se démontrent
de maniere similaire {en faisant un changement de variables x = Ay, ol A est
la matrice de passage de Bj a El,j € {2,3}); la démonstration peut €tre décom-
posée en deux étapes :

1°. Nous montrons que toutes les solutions de (G) sont définies au moins sur
un intervalle [o,P/2] et donc, nous pouvons définir la demi-application de

Poincaré T.
2°. Nous prouvons 1'existence de points x° e o, tels que :

T(x%) = x{P/2) & 51, (c'est a dire x,(P/2) = o)

ol x(t) est une solution du systéme (G) issue de - 0y, au temps t0 =0

Démonstration de 1°.

3

Nous allons établir d'abord que toute solution de (G)[}:Jc[o,P/2]-+ R~, ol

J est un interva]]e] peut &tre prolongée en une solution x:Lo,P/2] » E23; en
effet on a :

1Bx + 6(t,x)I<|{ Bl HIxIl + 1l G(t,x)|<[[Bl.[[x][ +a

< v(Idl+1), v(t,x) e R

ot v = sup(]|B|la); soit 0(x°,r) = {x € R3 . |x-x%||<r}, et soit

=

—
=3

—
1]

sup(IBx + 6(t,]] < v (¢ v+l
x6D(x0,r)

0

étant donné x~ 6 o4 ¢ B13, nous choisissons r tel que r > 1 + |[x°]| , et donc
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en appliquant le théoreme d'existence des solutions (si,f(t,x) est une appli-
cation continue de [to,to+BJ x Q dans I23, 2 est un sous-ensemble ouvert borné

de R3, alors pour tout élément x° e Q, 11 existe une application différen-
tiable x(t)(x : [to,to+h] > E23) solution de x = f(t,x) telle que x(to) = x0,

avec

r
s M= supf(t,x) || _

(t,x)e[to,to+h]x Q

et r est la distance de x° & la frontiére de Q)\uﬁr'tllj, 1a solution de (G)
peut étre définie dans 1'intervalle osts< 5%3 et puisqu'il est possible d'itérer
en partant de X = %(tl) a 1'époque t;= 5%3 on voit que la solution est définie

pour tout t, en particulier pour te[?,%].

Soit
x : [o,p/2] » R3
x,(t)
t > x(t) = x2(t)
x4(t)

une solution de (G) définie dans [o,P/2]1, issue de x° e 61au temps t0=o, et

soit

T:ol*]R
xC > T(x9) = x,(P/2)

la demi-application de Poincaré définie dans H13 est continue.

Démonstration de 2°.

L'idée principale de la démonstration de (2) est de démontrer d'abord qu'il

existe au moins un point m, € G, tel que :

T(ml) = x4(P/2) > o, (32)
et au moins un autre point,m2 € 61, tel que

T(m,) = x,(P/2) < o; (33)

d'aprés la continuité de 1'application T, on en déduit que sur chaque chemin

tontinu dans o, joignant m, et M), il existe un point m e o1 tel que :

T(m") = x,(P/2) = o, (c.a.d. T(m*) € 3,).
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Démontrons 1'existence d'un point m; € 5, vérifiant la relation (32); en effet
0
soit a Tle majorant de G(t,x) , et soit my = xg € 54 tel que :

0
X3

0 d
X2 at '%1 ;

Comme x% est supérieur a a, et que x,(t) est continue, on a donc X, (t) > a,
pendant un certain temps; supposons qu'il existe g > o tel que :

x2(8) = a
x,.(t) > a, pour tout t e [o,8L[

et montrons que x2(t) est positif, pour tout t € [0,P/2]; en effet il nous suffit
de démontrer que 8 > P/2.

Comme
Xl(t) = x2(t) + gl(t,x(t)) > 0, pour tout t € [o,8],

dors x4(t) est croissant positif pour tout t € Jo,8I, car on a initialement

)
xl(o) = X, = 0;

ainsi

Xo(t) = x (t) + g (t,x(t)) > g (t,x(t)), v te [o,8],
et comme

g,(t,x(t)) = -a, pour tout 't € R
donc,

%,(t) 2 -a, VYt e lo,B]

X,(t) 2 - at + xg >-at +a + %?,

c'est a dire
x,(t) > a(i-t +5), vt elo,B]
or, x2(B) = a, donc B > g; par conséquent x2(t) >a>o, et xl(t) est croissant
pour tout t e [o0,P/21, donc
T(ml) = xl(P/Z) > 0.
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0
- . - 0 - . 49 . _. _ap,
De méme, soit m,, X5 € 35,, tel que : Xy < -2 = =55
o
X3

Comme xg est inférieur a -a, et que x,(t) est continue, on a donc x5 (t) < -a,
[}
pendant un certain temps; supposons qu'il existe 8 > o, tel que :

et montrons que x,(t) est négatif pour tout t e[o0,P/2]; en effet il nous suffit

de démontrer que B' > P/2.

De la premiére équation du systeme (G)
x((t) = x,(t) + g, (t,x(t)),

on a pour tout te[o,B'[

k (£) = x,(t) + g, (£,x(t)) < o,

donc, x4(t) est décroissant négatif pour tout t € Jo,8'1, car on a initialement

x,(0) = x¥ = o;

ainsi

X, (1) = x (£)+g,(t,x(t)) < g, (t,x(t)), v t € [0,8'],
et comme

gQ(t,x(t)) < a, pour tout t € R,
donc

x2(t) < a, pour tout t € [0,8']

x2(t) < at + xg < at—a—-%?

c'est a dire
x2(t) < a(t-1- g&

or, x2(8') = -a, donc B' > P/2; par conséquent x2(t) est négatif et xl(t) est
décroissant, pour tout t € [o,P/2], donc

T(m2) = xl(P/Z) < o.
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On vient de démontrer 1'existence de deux points m, 6 81, m, € 62 vérifiant les

deux relations (32) et (33);
de ce fait puisque T est continue, sur tout chemin continu joignant m, et m,

dans 81 il existe un point m* € o, tel que :

T(m™) = xl(P/Z) =0
c'est a dire T(m™) € 0,3 le systeme appartient a . et posséde une solu-
‘est a dire T(m") e 35 1 teme (G) tient a Fy (P) et d 1
1

tion x*(t) issue au temps t =0, du point m* e 5, vérifiant

* _ * _
xl(o) = xl(P/Z) = 0,
donc, d'apres le corollaire (2) de la premiére partie, on déduit que x"(t)

appartient a Sgl(p).

[1.2.2. Application

Soit
y" - flysytsyt) = g(t) (34)

une équation différentielle non autonome P-périodique, ol f est une fonction
continue de classe Cl, et g est une fonction continue, tels que :

fly,y'sy') = -fly,-y'sy™)
F(yoy'ay™ ) s a s vlyy'y") e R’
g(t+p) = -g(-t), vt € R

Alors 1'équation (34) posséde une infinité des solutions P-périodiques paires

par rapport au temps.

Démonstration

Effectuons d'abord le changement de variables

y'Ex = Xy, ¥t E Xt E Xy, ¥ = Xy

1'équation (34) est équivalente au systéme différentiel
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en 1'écrivant sous forme vectorielle on obtient
X = Bx + G(t,x), x e BQ3

avec
IG(t,x)] < a,, pour tout (t,x) e B14,

ol a, = a, + sup lg(t)l
telo,pl]

donc le systeme (Gl) est un cas particulier du systéme (G) de la proposition (18)

on vérifie facilement que (Gl) appartient a Fgl(P), donc d'apres la proposition

(18), on déduit que (Gl) possede une infinité de solutions P-périodiques appar-
tenant a S? (P), et d'aprés la proposition (2) de la premigre partie on a

°1
Y3(-t4p) = x4(-t+p) = x5(t) = y(t), vteR.

Nous allons exposer dans la proposition suivante un autre type de systeme diffé-
rentiel P-périodique admettant une symétrie par rapport & un plan et tel que
G(t,x) satisfait une majoration de type affine.

I1.2.3. Proposition (19)

Considérons ‘e systeme différentiel

X, = X

1 2
X3 5%

ol g: R x R > R, (t,x) » g(t,x) est une fonction continue P-périodique et
de classe C' par rapport a x, telle que

(35)

{g(t+p,x1’x2’x3) = -g(-t’-xl’XQ’x3)
4

lg(t,x ,x 5% )| < a fx,|+a,, v (t,x) € R

0
posséde une infinité de solutions P-périodiques appartenant a S_ (P).

Alors (GQ)
01

Démonstration

Nous allons démontrer, comme dans la proposition précédente (18), que toute
solution [x : J < [0,P/2] ~ R3, ol J est un intervalle] de (Go), peut &tre pro-
longée par rapport au temps, en une solution x : [o,P/2] » E23; écrivons d'abord
le systeme (G,) sous une forme vectorielle :
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x = Bx + G(t,x), X € R

donc on a :
18x + G(t,x)| <|IBl.Ix|+]| G(t,x)[| < v(Ix|[+1), ¥ (t.,x) € R¥,

o [[x|[ = sup[x;], et ot v =sup(a,*+|B], a,), i€ {1,2,3};
i

Soit D(x%r) = {x e R Ix-x°| < r}, et soit

(e = sup [ioes 80600 < (relx )
xeD(x0,r)

0]

étant donné x~ € G, < H23, nous choisissons r tel que :

ro: 1+Hx°“; et donc :
M(r) < 2vyr;

en appliquant le théoreme d'existence des solutions (voir la démonstration de la
proposition (18), on déduit que les solutions sont définies pour tout t € R, en

particulier pour t € [o,P/2].

Considérons
x : [0,P/2]1 > R3

une solution de (G ) définie dans [o,P/Z] issue au temps to=o, du point

x° ¢ 51 c El3; donc 1'application
T:5 <R3~ R
x% ¢ 5, T(x9) = xl(P/2)

est définie et continue; pour démontrer 1'existence d'une solution ou d'une
infinité de solutions périodiques, nous allons suivre la méme démarche que dans
la démonstration de la proposition (18).

Soient a, et a, apparaissant dans (35), et soit m, = xg €3,

tel que :
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a a,p ap
x> A =[——2—(2e . -1) +p el ]>o;
2 a,

Comme xg est supérieur a A, et que x2(t) est continue, on a donc
) ap a,p
x2(t) >-—3(e 2 -1) + < e 2
A

LW
_ 2 2 p 2
x2(B) --Ez(e -1) + 5 e
a,p a,p
& P 7
x2(t) > EI(e -1) tse vt € L[o,B

et montrons que xz(t) est positif pour tout t € [o,P/2]; en effet il nous

suffit de démontrer que B >-%.

Comme

21 = X, > 0, pour tout t € [o,B[,

alors xl(t) est croissant positif pour tout t 6 Jo,B1l, car on a initialement

x;(0) = x? = 0; de la deuxiéme équation du systeme (G,) on a :

2)

%,(t) = x (t) + g(t,x(t)) = g(t,x(t)), t € [o,8],
or

g(t,x(t)) = -a X, -d,, vtelo,Bl,
donc

x2(t)
t
dx,(s)
> - du
a1x2355+a2
0
%0
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d'ou,
a a -a,t
2 2 (o] 1
x,(t) 2-=—=+ (==+x) e
2 a1 a1 2
ainsi pour t = B8, on a
a 1P flg a -a B
2Ty +Pe? s Fupe b,
1 2 4
donc
ap
—— a 4p 3, p -a,8
2 ;2P
e " (==+%5) 2 (;=+3)e ,
1 2 a1 2
d'ou
a,p
1
a.B —_—
e 1 >2e 2
c'est a dire :
1 P _P
g > E-j[.]og 2 + 5>

on a donc x,(t) > o, et X1(t) > o, pour tout t € [o,P/2], par conséquent :

T(ml)’= xl(P/2) > 0.

D'une maniére trés semblable on démontre 1'existence d'un point

)
m, = | x° € 5., avec x% < -A < 0; et tel que
2 2 g1» 2 ’
)
*3
et tel que :

T(m2) = xl(P/Z) < 0.

On déduit puisque T est continue, que sur tout chemin continu joignant m, et m

dans 0,, i1 existe un point m* € o, tel que :

2
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T(m") = x,(P/2) = o, (c'est a dire T(n*) 6 aq).
Le systeme (G,) € Fgl(p) et possiéde une solution x*(t) issue au temps t,=0

. * - 4 epos
du point m" € 5, vérifiant

*

x,(0) = x;(P/z) = o,

donc x*(t) 6 Sgl(P), (d'aprés le corollaire (2)).

I1.2.4. Proposition (20)

Soit

ko= %, F 91(t’x1’X2’X3)

e
I

xl + gQ(t’xl’XQ’XB) (Gs)

o
|

3 - Xl + gs(tﬁxl’x2sx3)

un systeme différentiel p-périodique tel que :
{91(-t+p, Xy 5% Xg) = gy (E,X 5X05X,)

gz('t+ps 'X13x2’x3) = gg(t,xl’xz’x3) 2 =(233)

et tel que pour tout (t,x) eR xR3 on a

"Igl(t’x1’x29x3)| < le2|, avec b < 1
|92(t,X1,X2,X3)| < a|x2l
d
g, (t,x) (36)
\IIG(t,x)H < all xIt , avec G(t,x) = gQ(t,x) .
g,(t,x)
et x|l = suplxil.

Alors le systéeme (G3) posséde une infinité de solutions p-périodiques dont les

orbites sont symétriques par rapport a g,.
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Démonstration

Nous écrivons le systeme (Gs) sous forme vectorielle

% = Bx + G(t,x), x € R°

3

ensuite nous allons démontrer que toute so]utionl:x : d c[o;%]-+ R>, ou J est

un intervalle|, peut &tre prolongée en une solution x : [o,%& > B23; en effet
on a :

1Bx + G(t,x)I<lBiLUx(I+1f G(t,x) Il < lixIl (11 BIl +a)

<ylxll,  v(t,x) e RY,

ot v = (IIBIl+a);
en suivant la méme démarche que la proposition précédente, on déduit que les
solutions sont définies pour tout t € R, en particulier pour t € [o,P/2].

Considérons
x : [o,P/2] ~ B23
x, ()
t > x(t) = xQ(t)
k()

une solution de (G,) définie dans [o,P/2] issue au temps t=o0, du point x° € 01,

3)
donc 1'application

T:5, < RS> R
x° €5, » T(x%) = x,(P/2)

e 3 . . . .
est définie dans R~ et continue; pour démontrer 1'existence d'une solution ou
d'une infinité de solutions p-périodiques, nous allons suivre la méme démarche

que dans la démonstration de la proposition (18).

Soient a et b apparaissant dans (36), et soit mo={ X3 € 94

tel que xg > e s 0;
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ap

Comme xg > eap, et x2(t) est continue, on a donc x,(t) > A=e 2, pendant un
certain temps; supposons qu'il existe 8 > o tel que :

x(8) = A
x2(t) > A, vtelo,sl.
On a x2(t) > 0, pour tout t € [0,B8], donc

_91< t,x(t))

T o0 < 1p < +-__j2373—-—— < 1+b, ¥ t € [0,8]
d'ou,
0 < x2(1-b) < kl(t) = x2(t)+gl(t,x(t)) < x2(1+b)

donc Xl(t) > 0, pour tout t € [o0,B], par conséquent X1(t) > 0 pour tout

t € Jo,B81, car xl(o) = xg = 0.

Ainsi

iQ(t) = xl(t)+92(t,x(t)) > gQ(t,x(t)), pour tout t € [0,8]

et comme

gz(t,x(t)) > -a X,, pour tout t e (0,81
donc

x,(t) > -a X,

x,(t) = % e 3 vt e [o,8]
d'ol

x,(t) > e,
or, XQ(B) =% donc g > P/2; par conséquent x,(t) est croissant positif pour

tout t € Lo,P/21, et donc
T(my) = xl(P/2) > 0.

D'une maniere trés semblable on démontre 1'existence d'un point

(o}

€ 51, avec

wo NNOo
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-a
x2 < g7 . 0,

N O

et tel que :
T(m2) = xl(P/Z) < 0.

On déduit, puisque T est continue, que sur tout chemin joignant my et m,, dans 81
il existe un point m* € 61 tel que

T(m*) = x, (P/2) = o, (c'est a dire T(m*) € 54);

le systéme (G3) € F? (p) et posséde une solution x*(t) issue au temps t=o, du
o1

point m* € 5; vérifiant
*

xj(0) = x](P/2) = o,

donc x*(t) e S- (p), (d'apres le corollaire (2)).
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I1.3. Existence d'une solution périodique d'un systeme différentiel périodique

Nous avons vu dans (II.2.) quelques propositions permettant de démontrer 1'exis-
tence de solutions P-périodiques de certains systemes différentiels P-périodiques
admettant une symétrie par rapport au plan; ici nous allons exposer une proposi-
tion permettant de démontrer 1'existence d'une solution P-périodique de systeéme
différentiel (G), ayant la forme précisée dans (II.2.), P-périodique possédant

une symétrie par rapport a 1'origine.

Soit (G) e F;‘O(p), oll o = 0., i€ {1,2,3}, tel que :

I6(t,x)l| < a,  (t,x) € RxR>
Alors (G) posséde une solution P-périodique appartenant a Sg o(P).

Démonstration

La démonstration est trés semblable a celle de la proposition précédente (18);
prenons ¢ = g4, o = 0, alors d'apres la premiére étape de la démonstration de
(18), on déduit que toutes les solutions de (G) sont définies pour tout t € R,

en particulier pour t e [o,P/41.

Soit
X : [0,P/4] » RS
x,(t)
o x(t) = | x,(t) e R
X3(t)

une solution de (G) définie dans [o,P/4], issue de x° e 0,5 au temps t=o0, et soit

T:Olc]R3->]R

x° 6 o, > T(x°) = x (P/4)

la quart d'application de Poincaré définie dans B23 et continue.
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0
X1
Montrons qu'il existe au moins un point n, = 0 )€ o1, tel que :
0
T(ny) = x (P/4) > o,
)
*1
et un autre point n, = 0 € o> tel que :
0
T(n2) = xl(P/4) < 0.
0
X1
En effet, soit a le majorant de [IG(t,x)ll, et soit n, = 0 € g4, tel que
0

s ar s o

comme xi est supérieur a a, et que xl(t) est continue, on a donc xl(t) > a

pendant un certain temps; supposons qu'il existe 8 > o tel que :

xl(s) = 3
xl(t) > a, t € [o,BL

et montrons gque xl(t) est positif pour tout t € [o,P/41;
en effet il nous suffit de démontrer que B > P/4.

Comme
%,(t) = x (t) + g,(t,x(t)) >0, v telo,sl,

alors x,(t) est croissant positif, pour tout t e Jo,8], car on a initialement
o ,

x2(o) = X, = 0;
ainsi

%, (t) = x,(t) + g (t,x(t)) > g, (t,x(t)), v t e [o,8]
et comme

gl(t,x(t)) >-a, VYteR
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alors on a :

-a, VYV te[o,Bl]

—+
—
[\

donc,

-at + xg > -at + a +-§R,

>
[y
——
Py
N
v

ou encore

w
N
it
Q
\'
[+¥)
]
w
+
[N
+
|

B >

o

par conséquent on a xl(t) > 0, pour tout t € [o,P/4] et donc

T(nl) = X1(P/4) > 0.

D'une manieére trés semblable on démontre 1'existence d'un point

n, = 0 € 01, avec

et tel que
T(n2) = xl(P/4) < 0.

On déduit puisque T est continue, que sur tout chemin continu joignant n, et n,

dans o, il existe un point - o, tel que :

T(n*) = x (P/4) = o, (c'est a dire T(n®) € 5,).
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Le systeme (G) € Fg 0(p) et posséde une solution x*(t) issue au temps t=o,
19

du point n"e oitelle que :
* *
x.(0) = x3(o) = xl(P/4) = 0,

donc, d'aprés le corollaire (2), on déduit que x*(t) appartient a

NGE
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