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ITTRODUCTION

L 'é tude  des  équa t i ons  d i f f é ren t i e l l es  pé r i od iques  p résen te  un  i n té rê t  t héo r i que
cons idé rab le  e t  co r respond  à  des  p rob lèmes  p ra t i ques  impor tan ts  pou r  t ou t  ce  qu . i
conce rne  1  es  phénomènes  de  v j  b ra t  i  on ,  r ésonance  .

Cons idé rons  l e  sys tème d i f f é ren t i e l

O$ 
= r ( t ,x )  ( t ,x )  e  tR, .  lR3 ( f  )

En fa i san t  l es  deux  hypo thèses  su r  ( f )

i .  ( f  )  es t  P -pér iod . ique  (c ,es t  à  d i re ,  I  p  G R te l  que
2.  ( f )  admet  cer ta ines  symét r ies ;  on  d i t  que ( f )  possède

par  rappor t  au  p ' lan  6r (o  x ,  xn)  au  temps o  e  lR ,  s i  :

f  ( s+ t ,  S (x ) )  =  S ( - f  ( o - t , x ) )
a

où s  :  R3  - '  R3  es t  ra  synré t r ie  au tour  de  d . i  pa ra i lè rement  à  o r (o  x . , ) ,
( i , i , k )  e  {1 ,2 ,3 } ,  on  peu t  ob ten i r  des  résu l ta ts  in té ressan ts  co rnme on  l ,a  vu  e r r
d imens ion  deux  dans  [3 ]  su r  le  p lan  théor ique ,  ma is  auss i  su r  le  p lan  numér ique
lo rsque  l ' on  cherche  à  loca l i se r  numér ' i quement  des  so lu t ions  pér iod iques  avec  sy -
mét r ies  (par  exemple  en  d imens ion  t ro is ;  vo i r  t4 l ) .

Le  bu t  de  no t re  t rava i l  cons is te  à  é tud ie r  un  sys tème d i f fé ren t ie l  p -pér iod ique de
d imens ' ion  t ro is  ayant  cer ta ines  symét r ies  e t  à  chercher  ses  so lu t ions  pér iod iques
symétr i  ques .

Cet te  thèse comprend deux  par t ies .

La  p remiè re  par t ie  con t ien t  <Jeux  chap i t res .  Dans  ie  p re rn ie r  chap i t re  on  t rouve  des
déf in ' i t ions  e t  p ropr ié tés  de  symét r ies  so i t  pour  les  sys tèmes d i f fé ren t ie ls ,  so i t
pour  leurs  so lu t ions ;  on  te rmine  ce  chap i t re  en  t ra i tan t  les  sys tèmes d i f fé ren t ie ls
P-pér iod iques  avec  symét r ies .

Dans le  deux ième chap i t re  on  a  é tud ié  les  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  pér iod iques  l iné-
a i res  avec  symét r ies -  0n  a  ob tenu un  résu l ta t  remarquab ' le ,  à  savo i r  que tou t  sys tème
di f fé ren t ie l  l i néa i re  P-pér ' iod ique avec  symét r ie  par  rappor t  à  un  p1an ou  à  un  axe
au  temps  o ,  admet  tou jours  une  so lu t ion  pér iod ique  non  t r i v ia le  don t  l ,o rb i te  es t
symétr ique par rapport  à 

' l 'espace 
de symétr ie,  ce qui  veut djre que tout système

f ( t +P ,X )  =  f ( t , x ) )

par  exemple,  une symétr ie



-6 -

d i f fé ren t ie l  l i néa i re  P-pér iod ique  avec  symét r ie  es t  tou jours  c r i t i que ;  nous  f in i s -
sons  par  une s t ruc tu ra t jon  dé terminée par  l ' j n te runéd ia i re  de  la  demi  app l i ca t ion  de
Po incaré  x (P /2 )  oe  L i (p ) ,  ( c 'es t  l ' ensemble  des  sys tèmes  d j f fé ren t ie ts  l i néa i res
P-pér iod iques  uu" .  r ] ro t r ie  par  rappor t  à  r ,axe  o-  ou  p lan  d . '  au  temps o ,  e t  où  j
es t  l a  d imens ion  de  I ' espace  des  so lu t ions  P-pér iod iques) .  En f jn ,  noLrs  é tud ions  la
s tab i l i t é  d 'un  te l  sys tème (A)  e  L i (P)  e t  l ' équa t ion  aux  var ia t ions  assoc iée  à  une
so lu t ion  pér iod ique  symét r ique ;  s igna lons  que  ce t te  par t ie  du  t rava i l  f . i gu re  dans
t4 l .

La  deux ième par t ie  con t ien t  éga lement  deux  chap i t res .  Nous  avons  exp lo i té  I ' acqu is
de  1a  p remiè re  par t ie  pour  fou rn i r  une  nouve l le  méthode  d i te ' ,Méthoc le  c jes  symét r ies , ,
pour  répondre  au  p rob lème c l ' ex is tence  de  so lu t ' i ons  pér ' i od iques  c l ,un  sys tème d i f fé -
ren t je l  per tu rbé  c r i t ique  avec  symét r ie ,  c 'es t  à  d i re  un  sys tàne d . i f fé ren t ie l  ayant. la 

f  orme

i  =  A( t )x  +  À  G( t , x ) ,  x  €  IR3 ,
te1  que

i  =  A( t )x

possède  au  mo ins  une  so lu t ion  pér iod ique  non  iden t ' i quement  nu l le .0n  sa i t  que  dans
ce cas cr i t ique, le théorème de prolongement de Poincaré ne permet pas de prouver
I ' ex is tence  d 'une  so lu t ion  pér iod ique  pour  le  sys tème per tu rbé ;  nous  in t rodu isons
a lo rs  la  no t ion  de  "sys tème l i néa i re  non  s ingu l ie r  ( resp .  s ingu f ie r )  pa r  rappor t
à  ia  syné t r ie  d r " ,  dans  le  cas  où  I ' image  par  1a  demi -app l i ca t ion  de  po incaré
x (P /2 )  de  l ' espace  6 ,  es t  t ransverse  ( resp .  non  t ransverse)  à  ô i  l u i -même.  Dans
ce  cas '  PôF per tu rba t jon  d 'un  sys tème d i f fé ren t ie l  l i néa j re  pér iod ique  non  s ingu-
l ie r  par  rappor t  à  la  symét r ie  d r ,  la  p ropr ié té  de  t ransversa l i té  de  l , image de  o . ,
pa r  1a  demi -app l i ca t ion  de  Po jncaré  du  sys tème non  l i néa i re  assoc ié  subs is te ,  ce
qu i  nous  permet  d 'a f f i rmer  l ' ex is tence  d 'une  in f in j té  de  so lu t ions  pér iod iques  du
sys tème d ' i f fé ren t ie l  non l inéa . i re  per tu rbé .

B ien  en tendu ,  
' l a  

per tu rba t ion  d 'un  sys tème d i f fé ren t ie l  l i néa i re  c r . i t i que  a  é té
é tud iée  dans  la  l i t t é ra tu re ;  a ins i ,  Ma lk in  i i 11  sans  fa i re  aucune  hypo thèse  de
syrné t r ies ,  a  mont ré  à  I ' a i c le  ' J 'un  théorènre  des  fonc t ions  i rnp l i c i tes  que  cer ta ins
sys tèmes d i f fé ren t ie ls  per tu rbés  possèdent  une so lu t ' ion  pér iod ique;  ma ' lheureusement
i l  semble  que '  dans  de  nombreux  cas  où  l 'hypothèse de  symét r ie  es t  p résente ,  la
cond i t ion  de  t ransversa l i té  permet tan t  d 'u t i l i se r  le  théorème des  fonc t ions  imp l i -
c i tes  n 'es t  pas  sa t i s fa i te ,  e t  donc  la  méthode  de  Ma lk in  es t  i napp l i cab le .  Nous
é tab l i rons  pour tan t  (vo i r  I .4 .4 . )  su r  ce r ta ins  exemples ,  l e  ca rac tè re , 'non  s ingu-
l ie r "  de  cer ta jns  de  ces  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  e t  donc ,  par  la  méthode des  syné-
t r jes ,  

' l ' ex i s tence  
de  so lu t jons  pér iod iques  du  sys tème per tu rbé .
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De même dans le cas où le système di f férent ie l  possède une symétr ie (plan ou
or ig ine) ,  J 'K '  HALE tB l  a  mont ré  que s i  tou tes  les  so lu t ions  du  sys tème d i f fé ren t ie
l inéa j re  (non per tu rbé)  sont  pér iod iques  e t  s i  cer ta ines  cond ' i t ions  sont  sa t is fa i te r
(s j  "1 'équa t ion  aux  b j fu rca t ions"  a  des  so lu t ions ) ,  l e  sys tème per tu rbé  a  des  so lu -
t ions  pér iod iques ;  ma is  la  n ré thode  de  Ha le ,  en  p ra t ique ,  es t  t rès  comp lexe  e t
souven t  inex t r i cab le  dans  l ' é tude  des  sys tèmes  d i f fé ren t ie ' l s  exp l i c i tes .  Nous
ver rons  sur  un  exemple  (1 .4 .7 . )  que la  méthode des  symét r ies  permet  par  cont re  de
conc lu re  sans  d i f f i cu l té .

L 'ob jec t i f  p r inc ipa ' l  du  deux ième chap i t re  es t  de  chercher  que lqu" i i r iæ* ,
t an t  c i c  p roL l ve r  I ' e x i s t ence  d ' une  ou  cJ ' u r re  i n f  i n i t é  de  so lu t - i on  pé r i od ique
sys tème d i f f é ren t i e l  pé r iod ique  non  l i néa i re  avec  symét r . i e ,  de  l a  f o rme

i  =  B  x  +  G( t , x ) ,  x  e  R3

où  aucun  pe t i t  pa ramèt re  n 'es t  donc  p résen t .

0n  sa i t  en  généra1  qu ' i1  es t  d i f f i c i l e  de  répondre  à  ce  p rob ' lème,  ma is  ma lg ré  tou t
on a pu trouver une réponse pour certains systènres di f férent je ls pér iodiques avec
symétr ies '  Dans le $ 2 et  pour la symétr ie par rapport  à un plan, nous avons pu
conc lu re  dans  le  cas  où  G es t  bo rné ,  e t  l e  cas  où  G sa t i s fa i t  ce r ta ines  cond i t i ons
de  ma jo ra t ion  de  type  a f f i ne  ou  l i néa i re ,  à  l ' ex is tence  d ,une  in f in i té  de  so lu t ions
pér iod iques  (vo i r  p ropos i t i on  (18 ,19 ,20) ) .  Dans  le  $  3  nous  avons  fa i t  une  é tude
s im i  la i re  dans  le  cas  d 'une  symét r ie  par  rappor t  à  r ' o r ig ine . -

permet-

d 'un
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PRBIIER (MPIIRE

DEFINITIOT{ ET PROPRIETES GEI{ERALES

DES SYSTE}IES DIFFERETITIELS

PERIoOIQUES AYEC SY!{ETRIES

" 3::l:l:l::=::=!::!:l::::=:::=:::::l::=:l:::::::l:l:=::::=:r:::l::
Ce paragraphe débute par  la  déf in i t ion et  une in terprétat ion gêométr ique de
symét r i es  d 'un  sys tème d i f f é ren t i e l  d ' o rd re  t ro i s ;  ensu i te  nous  donnons  que ' l -
ques  exemp les  de  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  avec  symét r i es ;  en f i n  nous  é tud ie rons
Ces  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  avec  deux  sy ré t r i es  en  deux  temps  égaux  ou  d i f f é -
ren t s .

0n cons i  dère 1 e sys tème d ' i  f  f  érent i  e l

O X

-  
=  f ( t , x )  ( f )

?
où f  =  ( f l , f z , f3 )  :  IR  '  lR3  *  R3 ,  es t  de  c lasse  c l  en  x ,  e t  con t inue  par

morceaux en  t ;  on  no tera  (x 'x .x r )  les  coordonnées de  x  e  R3.

Pour  tou t  ( t , x )  €  IR '  n3 ,  on  dés igne  par  V* (x )  le  vec teur  f ( t , x )  i ssu  de  x
à  I ' i ns tan t  t .

I '1'1 3::l: l: l ::=l
0n d i ra  que ( f )  admet  une symét r ie  par  rappor t  à  I 'axe  ox . ;  ( resp .  au  p lan
o x -  xL)  au  temps t  =  o ,  s i  la  re la t ion  su ivante  es t :a t rs fa i te  :

J r \

vo*t (s(x))  = s(-vo_t(x)) ,  (1)

où S(x )  es t  l a  symét r . i e  par  rappor t  à  ce taxe  ( resp .ce  p lan) .

'  Par  rappor t  aux  coordonnées de  IR3,  s i  l ' espace de  symét r ie  es t  l ,axe  ox1  r
a lo rs  la  re la t ion  (1 )  s 'expr ime par  les  eEa l j tés  su ivan tes  :



1 ,  =  ( 2 ,3 ) .

De  même s i  I ' e space  de  symé t r i e  es t  l e  p l an  ox ' x '  a l o r s  nous  avons  l es  éga -
I  i  t és  su i  van tes  :

I  
f r (o+t ,x I ,xZ,*3)  =  - f r (a- t ,x ! , -x? , - *3)

1  
fu(o+t ,x r ,x2 ,x3)  =  fu(c- t ,x r , -x r , -x3)

{  
f r (o+t ,x ' , ^ . , * r )  =  f r (o- t , -x .x .x r )

(  f o  ( "+ t , x l ,XZ , *3 )  =  - f n (o - t , - x ' x . ,X3 )

- i0

possède une symétr ie par rapport  à un
par  rappor t  à  I 'espace d  au  temps B;  on

1c,J1 e r

( k  =  2 ,3 ) ;

on  dés igne  dans  l a  su i te  l ' ensemb le  de  tous  l es  espaces  de  symét r i es  pa r

E  =  {4 ,  , ny , t3 , } I , ô2 ,Ë r }  où  a ,  es t  l ' axe  o  X1  r  e t  où  } ,  es t  l e  p tan  o  xZ  x3 ;

dans  l a  su i t e ,  nous  no te rons  run  é l émen t  de  E ;  i  r ep résen te  a l o r s
o

c-  s i  .  =  r i ,  e t  r . ,  s i  a  = r r .  0n notera F-  l 'ensemble des systèmes d j f fé-

ren t i e l s  admet tan t  une  symét r i e  pa r  rappor t  à  1 'espace  aau  temps  t  =  o ,
où  c  €  E .

Remarque I

I l  es t  poss ib l e  que  1e  sys tème  ( f )

espace  r  au  tenps  o ,  ê t  une  au t re

a  a l o r s  :

( r )  e

r'r'2' 3::l::::=:ïi!l::
Exemp le  I  :  So i t  1 ' équa t i on  d i f f é ren t i e l l e  d ' o rd re  t r o i s  :

Y  +  g ( t r J 'Y ' ,Y " )  =  o (2 )

où  y  e  lR ,  g  :  R4  +  l p .  P rocédons  au  changemen t  de  va r iab les  su i van t  :

Y '  = *1 ,Y "=xZ ,Y=X3  (3 )

on  ob t i en t  un  sys tème équ iva len t  à  l ' équa t i on  (2 )  :

f  
* ' t  = *2

{  t ' ,  =  -g( t ,x r ,x r ,x r )  (4)
t -
t  x '3  =  x l

système (4) admet une symétr ie par rapport  à l 'axe c,  ( resp. plan &r)

temps t=o  s i  la  fonc t ion  g  sa t is fa i t  les  cond i t ions  su ivantes :

f r au !

F N F
l l l

€ a

l e

"  au



g  ( t , x l  , x2 ,x3 )

A ins i  l ' équa t i on

se t ransforme,  par

appar tenant  à F_o- l

Exemp le  2  :  So i t  l , équa t i on  d ' [ u l e r

* " '  * a , t ' ?  x t t  +  a?  t - 3  x  =  o

en procédant  au changernent  O.  ,u- r i  ab l  es :

x  =  x r  rX t  =  x r r x , ,  =  x ^

on obt ient  un système d i f férent ie l  appar tenant  à

Exemp le  3  :  So j t  l e  sys tèn re  d i f f é ren t i e l

I * t=s in t
I
1* r=  cos  t  (b )
l (
l .
1x3  =  *1  *2  *3

on  a  i c i  l ' e xemp ie  d ' un  sys tème  d i f f é ren t i e l  non

appartenantà Fro  ̂ i :^ i ' :  "  F:- l  "1  "2  "2

Exemple  4  :  So i t  le  sys tème d i f fé ren t ie l

( c )

q l

F?n- l
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=  9 ( - t , x I , - xZ , - r3 ) ,  ( resp .  g ( t ,X l ,XZ ,13)  =  -g ( - t , ,_xyx? , rg ) )

y ' " * yy ' y "+2y ' 3=cos2 t

1e  changemen t  de  va r iab les  (3 ) ,  en  un  sys tème d i f f é ren t i e l

_ r / 4n  l - ;- 1

(E )

F:
"2

l i néa i r e  2 r  pé r i od ique

on  vé r i f i e

l t t  
= *2  ̂ 3

l t r  
= *1 *3

l ig  = *z *3

que (c )  appar t ien t  à F: '  ^  F;  où (c 'a.cr)  € R

Pour  tou tes  les  dénonst ra t ions  qu i  von t  su iv re ,  e t  sau f  p réc is ion
par  symét r ie  ax ia le  on  sous  en tend la  symét r ie  par  rappor t  à  l ,axe
symét r ie  par  rappor t  à  un  p lan  on  sous  en tend le  p lan  

e .

con t ra i  re ,

d l  e t  par



I . 1 .3 .  Nous  examinons  dans  ce  pa rag raphe
conques avec deux symétr ies;  on montrera

des systèmes
qu'un système
de symétrie

di fférenti el s
di  f férent i  e l

ou  un  seu l ,  en
deux symétr ies par rapport  à deux espaces

que l  -

avec

deux
t e rnps  d i f f é ren ts  es t  t ou jou rs  pé r iod ique .

P ropos i  t i on  1-
0 8

1.  S i  ( f )  e  F  n  f  où  (ce  E)  e t  a  I  B ,  a lo rs  ( f )  es t  pé r iod ique
a a

d e  p é r i o d e  2 ( s - " ) .

o B
2.S i ( f )  e  F  nF ,où(a lJ ,ae

C C

pé r i od ique  de  pé r i ode  4 (O_o ) .

Démonstrat i  on

1 .  D 'ap rès  l a  dé f i n i t i on  ( l )  on  a  :

f ,  (  t ,x r , *2 ,x3)= (  -  1 )  t  t r ,  z , , - t , ( - t )  f  - i * t ,  
( -  l )  t * r , , -  1 )  ix r )=

= f  
, ( 2 (  8 -o  )  * t , x l , x2 , x3  )

fn ( t , x '  xz ,X3)=( -1 )  1 - i  f * (2o- t , ( - t )  1 - i ^ t ,  ( -1 ) ' i  *2 , (_ i ) i x r )=

= f  
f (2 (  B -a  )+ t ,X1 ,X2 ,x3  )  .

où (k=2,3) et  où ( i=o ou l )  pour ôl ,o l  respect ivement.

2. 0n prend o- = o-l , c *  d ' ap rès  l a  dé f i n i t i on  ( l )  on  a  :

f1 ( t , xy  x? ,x3 )  =  - f1 (2o- t , x1 , -x2 , - *3 )  =  f r (4c -20_ t ,_x l , x2 , *3 )  =

= f l (28- (48-4o+t ) , -x l , x2 , *3)  =  f r (40-4c+t ,x 'x .x r )

f * ( t , xyXz,X3)  =  - fk (2" - t ,x r , -x r , - *3 )  =  - f  
reg-zc+t r_xr , -x r , -x , )  =

=  fk (20- (48-4a+t ) , -x ' , x . , r3 )  =  f * (40-Cc+t ,x 'x .x r )

où  k  =(  2 ,3 ) ,  ce  qu i  achève la  démonst ra t ion .

E,  é  e  E )  e t  a  I  B ,  a l o r s  ( f )  es t
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Dans  1a  p ropos i t i on  p récéden te  on  s 'es t  l im i té  à  é tud ie r  des  sys tèmes  d i f f é -

rent ie ls  admet tant  des symétr ies par  rappor t  à  deux espaces (deux axes,  deux

p1ans ,  L l n  axe  e t  un  p l an )  ca r  l ' é t ude  des  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  adme t tan t

p lus  de  deux  symét r i es  se  ramène  à  l ' é tude  des  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  admet -

tan t  deux  symét r ies  en  e f fe t  s i  ( f )  e  F"  .  I

l a  p ropos i t i on  (1 )  ( f )  es t  pé r iod ique  de  pér iode

a l  o r s  d ' ap rès

P  =  m in (2 (B -o ) ,Z (B - t  ) , 2 ( v - " ) )  .

r '2 i::!:l::::=::=:::::l:::=::l::l:::=::=:ï::T:=:l:::::l:l:l:=!::::::::
:l:=:Ii:::l:

0n  a  vu  dans  ( I . 1 )  l es  p rop r iê tés  des  sys tèmes  d i f f ê ren t i e l s  avec  symét r i es .

l l ous  a l I ons  vo i r  dans  ce  pa rag raphe  une  p rop r ié té  de  ce r ta ines  de  Ieu rs  so lu -

t ions;  on dérnontrera que lorsque le  système ( f )  possède une symétr ie  par  rap-
po r t  à  1 ' espace  c ( c€  E )  au  t emps  o ,  a l o r s  l ' o rb j t e  de  l a  so lu t i on  i s sue  au

temps  q  d 'un  po in t  de  l ' espace  cde  symét r i e ,  es t  symét r i que  pa r  rappor t  à

ce t  espace .

0n  no te ra  S  ( f )  l ' ensemb le  oes  so lu t i ons  de  ( f ) ,  on  dés igne  pa r  I ( g )  c  lR ,

I ' ensemb le  de  dé f i n i t i on  max ima l  de  l a  so lu t i on  rp  e  S  ( r )  $  :  R  - '  R3 ) .

I  . 2  . I .  P ropos  i  t i  on  2

'{
nI

C

So i t  ( f )

a l o r s  on

ou  vk=o  s l

s i non  uk=1 .

L 'o rb i  te

1  'espace

eF
a  t o

de

de

où ( re  E) ,  e t  so i t  rp  e  S( f  )  te l  que  c  €  I (F ) ;  s i  p (o )  e  t

1 .

a
L .

I ( < p )  e s t  c e n t r é  e n  a

v ,

f 1 ( o + t )  =  ( - 1 )  *  
P o ( c r - t ) , uk  t  { o , i } ,  k  €  { 1 ,2 ,3 }

I ' i nd ice  k  es t  l e  même que  1 ' ' i nd ice  de  l ' espace  de  symét r ie ,

I  dans 1 'espace des phases est  a lors symétr ique par rapport  à
symétrie a.
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Démonstration

Pu isque  l ' ouve r t  I (@)  con t i en t  a ,

e t  cen t ré  en  o .  So i t  J  .  I (@)  l e

t  e  J  a l o r s  ( 2c - t )  e  , 1 .

Posons  :

/w l ( t ) \  /+Jzq- t ) \
L= |  |
\ w, (t / \ fu t zci-t)/

r ,  =  (2 ,3) ;

a lo r s

e t  d ' ap rès  l a  dé f j n i t i on  (1 )  on  ob t i en t

.  /  
É l ( t ) \  

/ r t ( t ,w l ( t ) ,wz1t1 ,wr( t ) ) \rr(r)=[ ]= t I
\  ù r ( t ) /  \ ro ( t ,wr ( t ) ,wr ( t )  ,wr ( t ) )  /

Donc  w ( t )  es t  so lu t i on  de  ( f ) ;  de  p ' l us  w (o )  =  do ) ,  cec i
l e  t héo rème  d ' un i c ' i t é  que  l es  deux  so lu t i ons  co inc i den t

Pour  démon t re r  que  I (a )  es t  cen t ré  en  o  on  va  d i s t i ngue r

1 .  I ( o )  es t  éga le  à  R ,  a l o r s  i l  es t  cen t ré  en  a

o  '  t  
â  

t n  pa r  exemp le ,  ( J  =  lM , , l , l [ ) .

i,1'; = (;,) (fi],)=(,::,:,ïl,",1 
"7,""",""ff" 

.] )

i l  existe un ouvert  contenu dans I(o)
p lus  g rand  in te rva l le  cen t ré  ên  o ,  so i t

(e -  =  2 ,3 )

en t ra îne ,  d ' ap rès
pou r  t ou t  t  e  J (o ) .

oeux cas

?. I (g)  est  borné soi t  m, M borne infér ieure,  supér ieure respect ivement;
a lo rs  on  ra isonne par  l ,absurde :

sialry,

Comme M'e  J ,  1a  so lu t ion . r  es t  dé f in ie  e t  p ro longeab le  dans  un  in te rva l le

centré en l ' t "  grace aux propr i -étés de symetr ie de o(o*(c+t)=(-1)u* r*(o-t)) ,

ç, est aussi prolonçable sur un intervalle ouvert cmtrë en l '1, et donc I,,!
n 'es t  pas  la  borne  supér ieure  de  J  n i  de  I (g ) .

Nous avons vu en proposition (l) que les systèmes différentiels adnettant
deux symétries par rapport à un espace ou deux espaces en deux temps diffé-
rents sont des systères pér iodiques; on peut énoncer une proposi t ion senùlable
concernant  les  o rb i tes  des  so lu t ions  :
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r.2.2. :::!:: l : l ::=:
o g

Soi t  ( f )  e  F  n  [ , ,  oùceE,&  eE,e t  B ls ;  so i t@ e  S( f )  te l l eque :
c  

' é

a  €  I ( p ) ,  B  e  l ( q r ) ;  s iP ( " )  e  c ,Q (e )  e  é  a l o r s  on  a  :

1 .  I  es t  dé f i n ie  pou r  t ou t  t

z .  S i  J=  c ( resp .  J t  Qges t  pé r i od ique  de  pé r i ode? (e - " ) ,  ( r esp .  4 (g -o ) ) .

L ' o rb i t e  de  f  dans  1 'espace  des  phases .  (ox I ,ox . ,ox r )  es t  symét r i que  pa r  rap -

po r t  aux  deux  espaces  de  symét r i es  d ,& ,  en  pa r t i cu l i e r  à  l eu r  i n te rsec t i on .

Dénronstrati  on

l .  0n dérnontre tout  d 'abord que I  (o l )  est  égal  e  à IR

En  e f fe t ,  d ' ap rès  1a  p ropos ' i t i on  (2 ) ,  I ( ço )  es t  un  i n te rva l l e  cen t ré  en  c  e t  B

avec  q  I  B ,  donc  i ( o )  =  P .

2 .  Pour  l a  dé rnons t ra t i on  on  p rend ru  i  = .  =  t l  ( resp .  t  =  n ,  i  =  71 ) ,  l es

autres cas se t ra i tant  de manière semblable.

D'après  1a  p ropos i t i on  (2 )  on  a  :

I  
t { t )  =  P t (2c - t )  = '1 (2 (B- ' )+ t )

l  ro t t )  =  < r (24- t )  =  @t (2 (B-a ) * t ) ;
t  =  (2 ,3 )

respect ivement :

]  ç  r ( t )  
=  @t(  28- (28-2a+t ) )  =  - { (2 (0- " )+ t )  =  ro t (4 (B-c )+ t )

l ^
{

l r ,  ( t )  =  { t ,QB-(28-2o+t ) )  =  +r (Z(B 'e )+ t )  =er (4 (8-a)+ t )

ce  qu i  p rouve la  pêr iod ic i té  de  p ;  d 'après  la  p ropos i t ion  (2 )  on  en  dédu i t

que 1'orbi te est  symétr ique par rapport  à l 'espace de spÉtr ie.

Remarque 2 ,
Dans le  cas  (b ) ,  s i  d ,  rson t  deux  espaces  supp lémenta i res ,  a lo rs  la  so lu t ion

<p es t  Z(B-a)  an t ipér iod ique ( i .e .  p (2(B-c )+ t )  =  9 ( t ) ) ;  son  orb i te  dans  l 'es -

pace des phases est symétrique par rapport â l 'origine-

''' :f ::i::=it:::::::l:l:=::!::l1l::::=::::=:tr::l::
Dans ce qui précède, on a vu qu'un systè1re différentiel avec deux synÉtries

en deux temps différents est pêriodique, et qu'avec des conditions zupplffnn-

taires,  certaines de ses solut ions sont pér iodiques.
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Nous étudions ic i  des systèrnes di f férent iers pér iodiques, à pr ior i ,  €t
avec symétr ies.

O g

0n no tera  par  F_  (P)  .  F  i lensembre  des  sys tèmes d i f fé ren t ie rs  ( f )
C t

avec symétr ie  par  rappor t  à  I 'espace de symétr ie  r  e  E au temps o et  de
pé r i ode  P ,  c ' es t  à  d i r e  t e l s  que  :

f ( t +p , x )  = f ( t , x )  y t eR ;  Vx€ lR3 :

I l  ne  se ra  pas  supposé ,  sau f  men t ion  exp l i c i t e ,  guê  p  es t  l a  pé r iode  m in i -
ma le  de  ( f ) ;  on  dés igne  pa r  p ( f )  r ' ensen rb re  des  pé r i odes  de  ( f ) .

0n  va  vo i r  ma in tenan t  qu 'un  sys tème d i f f é ren t i e l  pé r iod ique  avec  une  symêt r i e
possède  a lo rs  d ,au t res  symét r i es .

I '3'I 
:::3::l: l ::=1

s i  ( f )  e  F  (P)  où  ( ' e  E)  a lo rs  pour  tou r  f  e  e1  f )  on  a  :
t

u+P /2
( f )  e  F ,

Démonstrati on
D 'après  la  dé f in i t i on  ( l ) ,  au  temps  t * f /Z  on  a :

t .

f  , ( t+P  /  2+ t ,x1 ,x2 , * r )  =  (  - l )  t  f r ( c -p '  /  z - t , ( - t )  
l - i r t ,  ( - l )  t r r ,  (_ i  ;  

i  x r )

=  ( - l ) i  f t  @+p /2 - t , ( -1 ) t - t ^ r , ( - l ) t * r , ( - t ; i x r )

f  , (a+p ' /  2+ t ,x 'x r ,13  )  =  (  -  t  I  
1 - i  

f s (o -p '  /  ? - t , (  - t )  l - i r t ,  (  - l )  t  * r , ,  -  t  )  
i x ,  

)

=  ( - t11 - i  f s (c+p '  / z - t , ( - t )1 - i r t , ( - l ) i x r , ( - r ) i x3 )

où  ( i  =  o , l )  pour  i l , r l  respec t ivement ,  e t  ( r  =  2 ,3 )

ce qui prouve que (r) , d*t ' ' 'rrr.



Cor-o l  la i re  I

(r
C ^ i +  / r \  ^  a  t r) o r r  ( r )  €  i -  ( p )  , ,

f

P e  P ( f )  t e l  que  :

Démons t ra t i on

Pou r  ( a )  d ' ap rès  1a
façon  pou r  (b )  on  a
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(P )  où  (o ,o )  e  E ,  I  I  a ; a l o r s  ' i l  e x i s t e

B
F
l t

C

= o -I

b

3 .amod(P ' / 2 )pou r

,  , .  rnod (P /  4)  pou r

p ropos i t i on  ( l ) ,  on  a  :  Z (a_a )  e  p ( f ) ,  e t  de  l a  même
:  4 (e -o )  e  p ( f ) .

Dans notre étude des systèmes
s  ' i  n té resse  pa r t i  cu l  i è remen t
symét r i  ques  ;  )  es  p ropos  i  t i  ons
ce r  :

d i f f é ren t i e l s  pé r i od iques  avec  symé t r i es  on
aux  so lu t i ons  pé r i od iques  don t  l es  o rb i t es  son t

(1 )  e t  (3 )  p récéden tes  nous  pe rme t ten t  d ,ênon_

Coro l  l a i  r e  2

a .  So i t  ( f )  e  F (P )  ,  ae  E ; notons par (P )  l ' ensemb le  des  so lu t i ons

(o :  IR  - ' lR ( f )  qu i  vé r i f i en t  :

o ( " )  €  o -  e t  < o ( a + p / ù  s ,  6

q

s i  pe  s  (P) ,  a lo rs@ es t  P-pêr iod ique,  son orb i te  es t  symét r ique par

rapport  à l ,espace de symétr ie r .

!+P/q  Gb.  So i t  ( f )  t  F_  (P)  n  Fæ (p)  où  r  e  E ,  
- .  

€  E ;  no tons  par  S  (p )
r rO

I ' ensemble  des  soru t ions  (o  :  IR  *  R  3 )  qu . i  vé r i f i en t

o

S
r6

' )  o.

p (o )  e  r e ta ( t+P / {  ea
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DEUXISIE OIAPITRT

ETUDE DEs SYSTEI,IES DIFFEREI{TIELS LITIEAIRES

AVEC SYI{ETRIES.

t  t ' t '  
: ï : : i : :=o t f fé ren t ie rs  r  inéa i res  p -pér iod iques  avec  svmét r ies=============================================_======

Nous  a ' , ons  é tud ie r  dans  ce  pa rag raphe  res  sys tèmes  r i néa i res  pé r iod iquesavec  symét r i es ;  ce t te  ê tude  es t  l i êe  au  chap i t re  p récéden t ;  nous  ve r rons  ques i  un  sys tème r i néa i re  pé r iod ique  admet  une  symét r i e  pa r  rappor t  à  un  espace

=  :  : '  I  
r  a fme t .  auss  i  une  sy ,mé t . i e  pa r  rappor t  à  r  , espace  

supp . rémen ta . i  r ec  L '  au  meme temps '  Nous  donne rons  une  ca rac té r i sa t i on  ma t r i c i e l l e  d ,unsys tème  l i néa i r e  pé r i od ique  adme t tan t  une  symé t r i e  e t  nous  ve r rons  éga lemen tune  p rop r i é té  de  sa  so lu t i on  ma t r i c i e l l e  f ondamen ta le .

r r .1.1 y::: l : l

so i t  L (p l  I ' ensemb le  des  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  l i néa i r es  p -pé r i od iques  
de

d imens ion  t r o i s

A ( t ) x (A )

€  IR  - ,  
e t  où  A  :  IR  +  i , j (S ,n  )  es t  con t i nue  pa r  morceaux  e t

d x- =
d t

avec .x =fi)
P-pér iod ique  (A( r+p)=A( t )  )

Déf i n i t i on2 :0nd i t

pdCe  6e  E  au  t emps , r

cles sys tèmes J i  néa i res

a € E au temps r i .

que  (A )  e  L (p )  adme t  une  symé t r i e  pa r  r appo r t  à  l , es_
s i  (A)  €  L(p)  , ,  F j  te ) .  0n notera  L"  (p)  r ,ensembre

c
P-pér iod iques  avec  symét r i e  pa r  rappor t  à  l , espace
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j

r r . 1. r. :::!::l:l::=:
s i  (A)  apparr ient  à  LL(p) ,  où a  e  E,  arors  (A)  appar t ienr  à  L l rn t .

Démonst ra t jon  :  pour  la  démonst ra t ion ,  on  prend -=  -1 ,  on  cons idère
A( t )  =  (u rn ( t ) ) ' (m 'n  =  1 ,2 ,3 ) ,  l es  au t res  cas  se  t ra i tan t  de  man iè re  s im i ra i re .

En  e f fe t ,  (A ) .  L t -  (p ) ,  en t ra îne  d 'ap rès  ra  dé f in . i t i on  ( r . r .1 . )  que

amm( t )  =  -a* ( - t )  u tz ( t )  =  a l  ?? t )  uz  t  ( t )  =  a2  I  (_ t )

uz : ( t )  =  -a?3( - t )  u t l ( t )  =  a t3 ( - t )  u : t ( r )  =  a3 l (_ r )

a3  z ( t )  
=  -u3  

z? t )

ce  sont  res  mêmes cond i t ions  pour  c lue  (A)  e  f=_  (p ) .  Nous a tons  ident i f ie r
"1

ces  deux  ensembtes  L |  fn l ,  L :  (p ) ,  on  no tera  L"  (p )  l ,ensemble  oe
I

L!tnl  = LI-(n),  i  e {1,2,3}." l  ' . 1

II l  ' .  !::!3:l: l ::=:
a+p/4

so i t  (A )  e  L .  (e )  n  L r  
- (p ) ,  

où  re  E ,  a ro rs  (A)  es t  pé r iod ique  de

pér iode P/2 ,  e t  (A)  6  Lo i  e /Z) .

Dêmons t ra r ion  :  En  e f fe t  so i t  (A )  e  L l t r l  ^  t : ' o (p ) ,a ro rs  d ,après  ra

propos i t i on  (5 ) ,  (A )  ,  L - tp l  ^  , : ' ' o (p ) ,  e r  l "  r .  p ropos i t i on  ( r )  on  a

dêdui t  que P/2 est  une pér iode de la matr ice A, I  A{t+p/Zl  = A(t}  V t  6 B ] ;
de plus (A) admet une symêtrie par rapport à r,espace a€ E au temps c

c 'est  à d i re (A)  e f  ,er r1.
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Nous supposerons'  sans restr ict ion de la générar i tê que c = o;  en ef fet  soi t
o

(A )  e  L i (P) ,  i  €  {1 ,2 ,3 } ,  posons  t  =  t -o  e t  y ( t )  =  x ( t ) ;  on  vé r i f i e  que
y( t )  es t  une so lu t ion  du  sys tème :

dy
F

= B( . )y  (B) ,

avec  B( r )  =  A( t -o )  e t  que  (B)  e  Lor {e ) ,  nous  no te rons  L i (p )  l ,ensemble
l o  , ^ .L i (p r ;  on  cons idère  dans  ra  su i te  re  sys tème (A)  avec  A( t )  =  (a rn ( t ) )

(m,  n  =  l ,Z  ,3 )  .

I i I ' *' ::::::::l:::l::=i:::l:l:ll:=::=!11==:==!,111
Nous a l lons  donner  dans  la  p ropos i t ion  su ivante  une carac tér isa t ion  mat r i -
c ie l le  de  (A)  e  l i (P) ,  e t  auss i  par  un  sys tème (A)  avec  p ]us ieurs  symêt r ies .

Propos i t i on  Z
= = = = = = = = = = = = =

a)  un  sys tème (A)  €  L  (p )  es t  dans  L i (p ) ,  i  e  { r ,2 ,3 } ,  s i  e t  seu lement  s i
ona :

1 .  u r ,  ,  R  *  IR  (m=1 ,2 ,3 )  es t  une fonc t ion  impa i re

2. uro t  IR -  IR (m=i,  Dl f i ,  n=i ,  mln) est  une fonct ion paire

3 .  ô rn  t  R  *  R(ml i ,  n l i )  es t  une  fonc t ion  impa i re .

b )  un  svs tème (A)  G [ (P)  es t  dans  I  L , tn )  n  L i (p )J  où  i l i , ( i , j )  €  { t , z ,3 i
s i  e t  seu lement  s i  on  a

l '  à,rm t  R * R (m=1 ,2,3) est  une fonct ion impaire

?. urn r  IR * IR (m=i, i ,  l t= i , i )  est  une fonct ion paire

3 .  tou tes  les  au t res  fonc t ions  sont  nu l les .
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un système (A) e L (p) est  dans t  L

d i re  (A)  avec  t ro is  symét r ies  ( t ro is

s i  on  a  :

L , tn )  n  L  g(p) t  c ,es t  à

t r o i s  p l ans ) ,  s j  e t  seu lemen t

l (P )

axes

n

et

Démons t ra t i  on  : Cn  va  démon t re r  (a )  pou r

une  fonc t j on  impa i re

fonc t i on  nu l  l e .

i =1  c ' es t  à  d ' i r e

t  L  t (P )  a l o r s  d ,ap rès  l a  dé f i n i t i on

1.

2 .

(A) € L,  tn)

( I . 1 . i . )  on  a

IR  *  lR  (m=1,2 ,3 )  es t

IR o R (mln) est  une

= L- t (P)  =  Lær(p) ;s i  (A)

f  
un?t l  atr(- t )

A(-r)  =[  arr(- t )  arr(- t )

\ r r t - ,1 arr(- t )

ar3(-t)  
1 f-un(t l  

ar2(t)  urr( .)  
\

arr(-t)  I  = ( azl(t)  -uzz(t;  -arr(r) 
)urrt-t l r /  \ .r ,1t;  -arr(r) arr(t)/

De

qu ' i l  r au t  démon t re r .

la  même façon on démontre(b )  e t  ( c ) .

Exemp le  :  so i t  l ' équa t i on  r i néa i r e  à  coe f f i c i en t

y " ' *  a ( t ) y "  +  b ( t ) y ,  *  c ( t )  =  o

en procédant  au changement  de var iab les !=!y  !

système d i f férent ie l  p-pér iod ique appar tenant  à

a ( t )  e t  c ( t )  son t  f onc t i ons  impa i res  e t  b ( t )  es t

La  p ropos i t i on  p récéden te  (7 )  nous  mon t re  que  s i

P-pér i  od i  que

(L ) ;

l i l=12, I  =13 on obt ient  un

LZ(P) ,  s i  e t  seu lement  s i

fonc t ion  pa i  re .

(A)  e  L i (p ) ,  a to rs  la

trace de la matr. 
3

t . .  o(r l ,  a*( t ) )  est  toujours une fonct ion impaire par

rapport  à t '  l ' lo tons x :  R * G L(3,n )  la solut ion matr ic ie l le fondamentale
en t=o  de  (A)
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Coro l  la i re  3

s i  (A )  e  L i (P) ,  i  e  { r ,2 ,3 } ,  a lo rs  I ' app . l i ca t ion  de
conserva t i  ve .

Po incaré  X (p )  es t

Démonst ra t ion  :  D 'après  re  théorème de L iouv i i le ,  vor r  [11 ] ,

de t  X  (P)  =  exp  |  , "u r "A( r )  d t
o -

e t  d 'ap rès  la  p ropos i t i on  (Z )  on  dédu i t  que  :

ona :

detX(P)=1 .

Ce qu i  p rouve que X (P)  es t  conserva t ive ,  c 'es t  à  d i re  qu ,e l le  conserve  les
vo lumes;  on  en  dédu i t  qu 'un  sys tème r inéa i re  p -pêr iod ique appar tenant  à
L i (P) ne peut pas être asyrnptot iquement stable.

II ' i '5. :::ïl::::=::=l:=::l::l::=l:::l:l:ll:=:::::l:l::l:=:=::=:::::i:

l : ::::::= f = r:::!::::=:!!::::::::=: = =!illl
0n sa i t  pour  tou t  sys tème (A)  e  L  (p )  que,  s i  X  ( t )  es t  sa  soru t ion  fonda-
menta lê ,  â lo rs  X  ( t+p)  es t  auss i  so lu t ion  de  (A) ,  vo i r  [9 ]  de  p lus ,  X  ( t )  a
a lo rs  les  p ropr ié tés  su ivantes  :

x  ( t )  e  GL+(3 , tR  )

( o )  =  i  ma t r i ce  d , i den t i t é / 5 \

( t+P)=x( t )x (p) Vt  €  R

0n va examiner dans la proposi t ion suivante une propr iété concernant la
solut ion matr ic ie l le fondamentale d 'un systeme l inéaire p-pér iodique avec
symétri es .

X

X
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:::!::t:t::=:
un sys tème (A)  e  [  (P )  de  so lu t ion  mat r i c ie l ]e  fondamenta le  X  ( t ) ,  es t  dans

L  , {e ) ,  i  €  i l , 2 ,3L  s i  e t  seu lement  s i  on  a  :

x  ( - r )  =  M i  X  ( t )  t4 i  (6 )

où  14-  =  (u - )  es t  une  mat r i ce  cons tan te  d iagona le  (3 "3 )  te l  l e  que  :

(u i i  -  l ,  â r run  =  _ l  où  m I  i ) .

Démons t ra t ion  :  0n  va  démont re r  ra  re ra t ion  (6 )  pour  ( i=1 ) .

so i t  (A )  €  L1(p )  =  L - r (p )  n  Lær(p ) ,

fr, 'r 'r1(t) 
qr(t)

et soit X (t) 
1 

coz(t) , t ,z!) hft)

\ r , . ,  vr ( t )  E3( t ,

( : , r ,  
- ' , r ( t )  -6 i ( t \  

/ ,  

'  . \  

/ *x (- t )= (  
-"zt t )  v2(t)  Ez(t)  

)  
=(  o -r  .  

I  (  ,z

\"rr , l  "3( t )  , r ( r , /  \ ,  o - t /  \ r .

l a  so lu t i on  ma t r i c i e l l e  f ondamen ta le  de  ( l \ ) ;  o , ap rès  l a  p ropos i t i on  (2 )  on  a
(o I ,  rZ ,  û3 ,  EZ ,  {S )  son t  des  f onc t i ons  pa i r es  pa r  r appo r t  à  t ,  t and i s  que

( "2 ,  t 3 ,  û1 ,  6 r )  son t  des  f onc t i ons  impa i res ,  d ,où

( t )  ' i ,3 ( t )  \ ( ty  \  o  -1

X ( - t )  =  M l  X  ( t )  M t  ce  qu ' i l  f au t  démon t re r .

Co ro l l a i r e  4

s i  (A )  e  L1 (p ) ,  i  €  { 1 ,2 ,3 } ,  a to r s  on  a  :

x ( t+P11 = Mi x (p/z- t )  x-r (ptz)ni  x  (p/z)  r  6 rR ( t )

oo

-1  o

'1

o

o

( t )  u1( t )  e1(

(t) 't,1ft) Ez(
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Démons t ra t ion :  Enef fe t ,  d 'après  Ia propos i t ion  (8 )  e t  la

tE  IR

t€  n

formule (5) on a :

(a )

(b )

X

X

( t+P)=X( t )x (P)

( - t )  =  M i  x  ( t )  M-

en  p renan t  dans  (b )  t  =  - t -P /Z  on  ob t i en t

x ( t+P11 = Mi  x  1- t -P121 t " t .  = t4 i  x  ( - t+p/z l  x - l (p )  Mi  (c )

d 'au t re  pa r t  on  a  :

x- l (p)  =  x - l  p tù  Mi  x  (p . /z )  Mi  (d)

en  u t i l i san t  ( d )  dans  ( c )  on  ob t i en t  l a  r e l a t i on  (7 ) .

La  re l a t i on  (7 )  pe rme t  d ' exp r ime r  X  ( t )  pou r  t  e  t p /Z ,p l  conna j ssan t  X  ( t )

pou r  t  e  l o ,P1g) .

Et  même à chaque appl icat ion

lo ,P12 )  *  GL+ (3 , IR  )

t  *  X ( t )

avec  X (o )  =  I ,  l a  ma t r i ce  d ' i den t i t é ,  d i f f é ren t i ab le  con t i numen t r  pdF  morceaux ,

on  peu t  assoc ie r  une  ma t r i ce  A ( t )  con t i nue  pa r  morceaux ,  t e r ' l e  que

d Y

i ;  
=  A( t )X,

c 'es t  à  d j re  A( t )  =  
W x- l ( t ) .

Si  X( t ) ,  t  e  IR  ,  vé r i f i e  la  re la t jon  (c )  pour  t  €  t  o ,P /21 ;  e t  l a  re la t ion  (a )
pour  t  e  IR ,  a lo rs  on  ob t ien t  un  sys tème (A)  e  L i (p ) ,  i  €  {1 ,2 ,3 i .  0n  ob-
t ien t  a ins i  tous  les  sys tèrns  d i f fê ren t ie ls  l inéa i res  p -pér iod iques  avec  sy-
mét r ie '  par  l ' i n te rméd ia i re  de  la  so lu t ion  mat r ic ie l le  fondamenta le  sur

lo,P1r l ,  s i  cel le-c i  parcourt  l 'ensemble des appl icat ions cont inument di f fê-

ren t iab le  par  morceaux

t e l l es  que  X (o )  =  I

l o ,P /? )  *  GL+(3 , ]R )
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I I '2 .  So lu t ions  P-pér iod iques  d 'un  sys tème d i f fé ren t ie l  l i néa i re
:== := := : :=================================================r -per tod lque avec  symét r ie
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

Nous avons  vu  dans  (1 I .1 . )  des  propr iê tés  concernant  les  sys tèmes d i f fé ren-
t ie ls  l inéa i res  pér iod iques  avec  symét r ies  par  rappor t  à  r ,espace a€  E.

Nous nous  in té resserons  ic i  à  leurs  so lu t ions  pêr iod iques ;  leur  ensemble ,
c 'es t  év jden t '  fo rn te  un  espace  vec to r ie l  don t  la  d imens ion  va  de  zêro  (seu le -
ment  la  so lu t ion  nu l le  es t  pé r iod ique)  à  t ro i s  ( tou tes  les  so lu t ions  son t  pé-
r iod iques) .  0n  no tera  L i .1  {n )  I 'ensemble .  des  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  I  inéa i res
P-pér iodiques'  avec symétr ie c. ,  e E admettant un espace de solut fon p-pér iodi-
ques  de  d imens ion  j .  I l  es t  c la i r  que

?

L" i  (P) .

hypothèse de symétr ie  n,a

fa i t  des  symet r i es ,  on  a  :

l o  rr i rP )=0 ,  i € {1 ,2 ,3 } .

D 'aut re par t ,  i l  sera i t  in téressant  de pouvoi r  fa i re  apparaî t re  une st ructura-
.  . ir ron de L";(P) dans Li(p),  de caractère toporogique (par exempre quei les

sont les composantes connexes par arcs de Li i (p)  dans Li(n),  et  corurcnt
peut -on  les  carac tér iser ) ;  corme les  so lu t ions  pér iod iques  de  (A)  sont  dé-
te rminées  par  ra  mat r ice  de  po incaré  x  (p ) ,  e t  que ce i le -c i  es t  dé terminée
(d 'après  la  re la t ion  7) ,  par  la  demi -app l ica t ion  de  po i r rcarê  X (p /Z) ,  la
structurat ion est  déterminée par l ,ensernble des matr ices x (p12),  Qui  sont
des matr ices d 'ordre t ro is,  rêgul ières à déterrminant posi t i f ,  sans autre
contrai  nte.

Une

é té

Li  (P)  = Lo i  (p)  ,  11,  {e)  ,  Lz i  (p)  ,

t e l l e  décompos i t i on  ex i s te  éga lemen t  s i  aucune

fa i t e ;  nous  a l l ons  vo i r  ( p ropos i t i on  9 )  que  du

La su i te  du  ( I I .2 . )  se  propose a lo rs  de  dédu i re

d imens ion  j  de  l .espace vec tor ie r  des  soru t ions

de la fonne de X (121 ,  la

P-pér iodiques de (A).
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rr.2.t. 
:::!:: l : l : :=:,

dans  l ,espace
de  phases  (ox r ,  ox r ,  ox r ) .

!g rgr : ! "a !g  :  Pour  la  démonst ra t ion ,  on  prendra  , : r  =  %,  les  au t res  cas  se
t ra i tan t  de  man iè re  s im i la i re ;

So i t  (A )  e  L ' (p )  on  suppose  que- r '

x  ( t )  =  (6k ( t ) ,  û r ( t ) ,  nk ( r )  ) ,  ( k=1 ,2 ,3 ) ,

es t  la  so lu t ion  mat r ic ie l le  fondanten ta le  de  (A)  au  temps t ;  une so lu t ion  issue
de (o ,  ^1 ,  r l t  e  ô ,  au  temps t=o  s ,écr i t

qr( t )  = ,7 v* , ( t )  + x !  nn( t ) .

Pour  que  I ' o rb i te  de  ra  so ru t ion  @( t ) ,  symét r . i que  par  rappor t  au  p ran  c ] ,
( ca ro (o )  e  a r ) ,  so i t  p -pér iod ique ,  d ,après  le  co ro l la i re  (z )  du  chap i t re  ( I ) ,
i l  fau t  e t  ' i l  su f f i t  que  :

a(p/z)  =  (xR(p/?) ) (e(o) )  e  à ,  (8) ,

c ' es t  à  d i r e  :

' !  ûi  e/4 * , !  n {p/21 = o (s).

comme v{P/z )  e t  n ,  (p /z )  son t  indêpendants  dans  n3  (pu isque x  (p /2 )  es t
régu l iè re) '  i1  ex is te  au  moins  un  espace vec tor ie l  de  d imens ion  un  de  cond i -
t i ons  in i t i a les  (0 ,  *7 . ,  x ! ) ,  so tu t ion  de  (g ) .

Donc (A)  adrne t  un  espace vec tor ie l  de  so lu t ions  p-pér iod iques ,  dont ' les  o rb i tes
sont symétr iques par rapport  à o-r ,  de dimension au moins égare à.  un;  cet  espace
est  inc lus  dans  r ] .
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0n en dédui t  donc f l fo l  =  g  ( j=o) ,  ou p lus généra lement
i  €  t 1 ,2 ,3 j

J
L,  {R)  =  g ,  (  j=o ; ,

Dé f in i t ' i on  3  :  un  sys tè r *  (A)  r  L  l (p ) ,  i  e  { r ,2 ,3 } ,  es t  d i t  * . r r . i c ruc
pour  la  pér iode p  s i  e t  seu lement  s i

de t  tX  (P ) - I l  =  o

o t - r  i  es t  l a  ma t r i ce  d ' i den t i  t é .

Coro l  l a i  r e  5

Tou t  sys tème (A )  €  L i (p )

Démonstrat ipn :  En ef fe t ,

une so lu t ion  p-pér iod ique,

p ropre  va lan t  un ,  d ,où

es t  c r i t i que  pou r  l a  pé r i ode  p .

d 'ap rès  l a  p ropos i t i on  (9 ) ,  (A )  possède  au  rno ins

e t  donc  l a  ma t r i ce  X  (p )  admet  au  mo ins  une  va leu r

( t )  ,  a l o r s

i  nva r i  an te  ,
i t

te l

de t  tX  (p ) - I l  =  o .

I '2 '2 
:: : ï : l : l : :=l:  '

so i t  (A )  .  L  t (p )  de  so ru t ion  mat r i c ie re  fondamenta re  x
ex ' i s te  un  changement  de  base,  ra issant ' res  espaces  de  symét r ie
que  dans  la  nouve l le  base  on  a i t  :

x (P ?, (;i I 
t;)

Démonst ra t ion :  So i t  ( " l , "Z ,e r )  une base dans  R3;  cho is issons  dans  le  p lan
- l ' (o t r ,ox t ) ,  le  vec teur  e3  dans  re  sous-espace (de  d imens ion  un  au  moins
d 'après  la  p ropos i t ion  9) ,  ' l e  cond i t ions  in i t ia les  de  so lu t ions  p-pér iod iques
(et  symétr iques par rapport  )  Fr,  on a donc

x  (P /2 ) (e " )  e  a . .
J I
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Si  donc  on  éc r i t  :

on  a  c l  =  o .

I I . 2 . 3 .  P ropos i t i on  l l

so i t  (A )  t  L t (P ) ,  de  so lu t i on  ma t r i c i e i l e  f ondamen ta re  x  ( t ) ,  e t  so i t

so i t  :  =  brcr -c rbr ,  i r  =  ârcr -c ,a3,  y  =  brar_arb3,  ,  =  u?r*u l ,

a lo rs  on  a  :

1 .  a .  (A )  e  L l ,  {e )  -  b t . r l o

b .  (A )  e  L l ,  {Ze)  -  b l .a1 .o . r lo

2 .  a .  (A )  e  É ,  to l  -  t (b l=o  e t  u lo )  ou  (u=o  ê t  b r lo )J

b '  (A )  e  ( r { r r )  *  (u1=o ,Drucr fo )  ou  (b l=o ,b ruc lo )  ou  (u=o ,a rDrc lo )  6u

(c '=o ,a rb ru /o )

3 .  a .  (A )  e  L3 t  (p )  -  (b t ,u )  =  (o ,o )

b .  (A )  €  L3  y  Ge)  -  (u l ,o )  =  (o ,o ) ,  ou  (b .u )  =  (o ,o )

/ u ,  
o l  t l

x (P/2)  = 
[  

. ,  bz ,z

\ur  bg .3

x (P,z) =(| 

I ),où 

a = det x (p/?) . o;
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où  ade t  X  (P /Z )  =  a ro -b rg  >  o , (e)

e t  de  l a  r e l a t i on  (5 )  on  dédu i t  pou r  t =p  que ,  X  t ,Zp )  =  X  {p )X  (p ) ,  e t  donc

d 'au t re  pa r t

l, 101_^,1 = (r_À)a(À)

où Q(À)  = r2  - f (aro*uro)  À+1,  e t  où I  est  la  matr ice d, ident i té ,

Démonst ra t ion  :  D 'après  le  coro l la i re  (4 )  on  a  :

x (p) = r4l  x-r(ptz) Mrx ( p/z) oùr, = (/ j  i  : ) ,-  
\o  o  4 l

en  ca l cu lan t  d 'abo rd  x - l (p t z ) ,  pu ' i s  en  remp ' l açan t  dans  ra  re la t i on  p récéden te

on  ob t i en t  :

Za,r  2b, v
t l l-tr-- 

^ L

(;:;:::,,, 
'i;:,,:,' 

)
\+arv(aro+brB)  sarbrav ^2/

x(P,  

( '

{ ; :  :  ; Ï

d 'où

2a '  c  2b . ,  o
+ ^ r O

^^

2a1B  Zb ,B
1 1 I_l_ ., _f,_ o

(10)
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l .  a .  (A )e (P)  -a(1)  I  o  =brg  I  o  +b lu  I  o ;

réc i proquerrpnt

x (P)  =

È ,

s i

b l '  I  o '

a lo rs  deux  cas  se  posen t  que  l , on  va  é tud ie r  sépa rémen t  :

1 .  ( b r l o ,  u l o ,  g l o )  =  Q ( l ) l o  -  1n ;  e  11 ,  { r )

2 .  ( b r l o ,  u l o ,  8=o )  +  y l o

a^  b^  c^
( ca r  s i  y=o ,  a l o r s  

;  
=  

É  
=  

é ,  
donc  ô=o ) ;  d ' ap rès  (9 )  a ro  es t  non  nu l

J J J

e t  donc  l a  ma t r i ce  X4 (P)  a  )a  fo rme  :

?bt

ur

'I

2brv
u l  o

q u t n 'es t  pas  d i agon i sab le ,  e t  donc  (A )  e (P ) .

o

ù

1
l r
L 1

(2P)  =a( l )a( - l )  t  o  =a arbroB I  o  +arbrou I  o ;

réc i  proquement

arb rou  I  o ,

a lo rs  deux  cas  se  posen t  :

1 .  (a rb ra lo ,  u lo ,  e lo ) ,  e t  que l  que  so i t  l ,  l a

admet  un  seu l  vec teur  nu l  ( le  dern ie r ) ,  donc

? .  (a rb ra lo ,  u fo ,  B lo )  +  v lo ;

la  mat r ice  (X  (Zp) - l )  admet  un  seu l  vec teur

donc  (A)  t  É ,  ( zp ) .

b .  (A )  e

'|

[ 1

s i

mat r i ce  (X4(2p) - t  )

(A) €. É, tzr l

nu l  ( l e  de rn ie r )  e t
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2 .  a .  (A )  €  LZr  (P)  -  Q( l )  =  o  =a  b rg  =  o ;

t ro is  cas  se  posent  que 1 'on  va  é tud ie r  séparément  :

l .  (b1=0 ,  ï fo )  -  (b r=o ,  u lo )

2 .  (b r lo ,  B=o) ;  ce la  en t ra îne  deux  cas  :

I  ( b . , l o ,  È j=0 ,  u fo )  =  b ,u l o ,' L  '  I

d 'ap rès  (1 .a . )  on  en  dédu i t  que  (A )e  L l t  ( p ) , ce  qu i  es t  con t ra -

d i c t o i r e ,  donc  l e  cas  (1  )  ne  peu t  pas  ê t re .

2 ' .  ( b r l o ,  B=0 ,  u=o ). I

3 .  (b l=o ,  B=o) ,  deux  cas  se  posen t

t  ( b l=o ,  B=0 ,  u l o )

b^  c^
2  .  ( b l=o ,  B=o ,  u=o )  *  v=o  . t  É  f  f ,'3  

"3

donc  l a  ma t r i ce  ( x  (p ) - I )  admet  t ro i s  vec teu rs  nu l s  e t  donc

,3
(A)  e L l  (P)  ce qui  est  contradic to i re ;  réc iproquement  s i  :

1 .  ( b l=o ,  u l o )

a l o r s  d ' ap rès  (9 )  a r c  es t  non  nu l ,  e t  y=g=o  n ' es t  pas  poss ib l e  donc

la  ma t r i ce  ( x  (P ) - l )  admet  deux  vec teu rs  nu l s  ( ' l e  deux ième e t  l e

dernier)  et  donc (A) e t2,  tn l

2 .  (b , lo ,  u=o)+  B=0,  e t  y=o ;. I

b^ c^
d 'après  (9 )  a ra  es t  non nu l  ,  ce la  en t ra îne  que #  t  { ,  la  mat r ice

"3 "3

(x  (P) - I )  admet  deux  vec teurs  nu ls  ( le  p remier  e t  le  t ro is ième)

. 2
donc (A)  e  L ' r  (P) .



: r 1

t ro i s  cas  se  posen t  e t  que  l ,on  va  é tud ie r  séparément :

1 .  fQ( i )=o  e t  Q( - l ) l o l  =  tb lB=o  e t  a ra lo l l

d 'ap rès  (2 .a .  )  on  ob t . ien t  :

[  (b r=o ,  a rou lo )  ou  (u=o ,  a tb to lo )  I

? .  tQ(1 ) lo ,  Q( -1 )=o l  +  (b rB lo  e t  a rc=o)  -  (b tu lo  e t  a ra=o) ;

t ro ' i s  cas  se  posent  :

I  (b ruo lo  e t  a r=o)

?  .  (b ruar lo  e t  a=o)

3  (b tu fo  e t  a r=a=o) ,  ra  mat r ice  (X  (?p) - I )  admet  t ro is  vec teurs

nu ls  ce  qu i  es t  con t rad ic to i re  à  l ,hypothèse que

(A)  e  L2  (zp )
1

3 .  tQ( - l )=o  e t  Q(1 )=oJ  =  (a ra=o  e t  b rB=o) ,

d 'ap rès  (9 )  cec i  es t  imposs ib le  ca r  ̂ >0 ,  donc  la  cond i t i on  es t  nécessa i re .
Pour  la  réc ip roque on  a  d 'après  (? .a )  :

)
(A)  e  h  (2R; -  t (br=0,  arou lo)  ou (u=o,  brara ;o i1

et i l  nous reste à démontrer que si

[  (a r=o ,  obru lo )  ou  (o=o ,  a rb ru lo ) ]  =+  (A)  e  [2 ,  (p ) .

1 .  ( .1=o ,  cb lu lo )  =+  Q( -1 )=o  +  (A)  e  ( ,  (2p )

car  la  mat r ice  (x  (zP) - l )  admet  deux  vec teurs  nu ls  ( le  p remier  e t  le  t ro is ième) .

2 .  (o=o,  a rbru lo )  =  O 'après  (9 ) ,  B lo  ,  t lo  -  1ny  e  L2 ,  (Zp)  donc  la
t r i ce  (x  (2P) - I )  admet  deux  vec teurs  nu ls  ( le  deux ième e t  le  t ro is ieme) .

b. (A) e ( . ,  en -  Q(r)  a(- l )  = o,
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3 .  a .  (A )  €  f l  (P )  ?  Q ( l )=0 ,  d ' ap rès  (2 .a )  on  ob t i en t  ( q ,u )= (o ,o )  r éc i p ro -

quemen t  s i  ( b r , u )= (o ,o ) ,  a l o r s  B -o ,Y -e  e t  d ' ap rès  (9 )

h ^v ^  t - ^

J t  J ,  la  mat r ice  (X (p) - t )  es t  nu l te ,  donc (A)  e  Ér tn l .' 3  t3

b.  tout  d 'abord 1oy .  f ,  (p )  +  (A)  e  L3t  ee1 *  (b l , r )=(o ,o) ,  i t  nous

reste  à  démont rer  (A)  .  L3 t  Qe1 -  (ar ,u)=(o ,o) .

?
(A )  e  [ '  ( 2P )  =  Q( - l ) =o ;

d ' ap rès  (2 .b . )  on  en  dédu i t  ( a t , o )= (o ,o ) ;  r éc i p roquemen t  s i

( a ' a )= (o ,o )  .  l a  ma t r i ce  (X  ( zP ) - I )  es t  nu l l e  donc  (A )  r  f ,  l Zey

ce  qu i  achève  l a  démons t ra t i on .

:I r' 2' 4 :lr:-*:::î= ji= !r (:]= ::l='= !r (il='= il jil= := i l3:l :
Etan t  donné  i  e  { 1 ,2 ,3 } ,  l ' ensemb l "  L i (P )  es t  connexe  pa r  a r c  dans  I ' ensemb le

des  sys tèmes  d j f f é ren t i e l s  l i néa i r es  P -pé r i od iques ;  en  e f f e t ,  so i en t  (A1 ) , (A2 )

deux  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  appar tenan t  à  L i (p ) ,  a to " t  
! f =  (0Ar+ ( l -e )Az )  es t

une  dé fo rna t i on  f a i san t  passe r  de  I ' un  à  I ' au t re  dans  l _ . ( p ) ,  où  o  <0  <  l ,  ca r

1es  symét r i es  son t  respec tées .

D 'au t re  pa r t ,  nous  avons  vu  p ' l us  hau t  que  1 'appar tenance  ou  l a  non  appar tenance

de  (A )  à  l ' un  des  ensemu les  LJ . (P )  es t  dé te rm inée  pa r  x  (p /? ) ,  qu i  dépend  de- l '

hu i t  paranÈt res  rêe ls  soumis  à  la  seu le  cond i t ion

det  X (P/?)  = ar (brc t - .zb3)  -b t (arcr -crar )  )  o .

I l  sera i t  jn té ressant  de  pouvo i r  fa i re  appara î t re  une s t ruc tu ra t ion  de  i r t t l

dans l - . , (P),  de caractère topologique (par exemple quel les sont les composantes

connexes  O.  L1(P)  dans  L- (P) ) ,  parce  que le  passage d 'une composante  connexe* i '  
l
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à  I ' au t re ,  en t ra îne  l e  changemen t  de  l a  d imens ion  de  I ' espace  des

P-pé r i od iques ;  nous  a l l ons  i nd ' i que r  dans  l a  p ropos i t i on  su i van te

du nombre de composantes connexes dans chaque ensemble

i i
L: (P)  , f . (æ) ,  i  e  {1 ,2 ,3J .

so l  u t ions

un minorant

2 .  a .

b .

:::3::t:t::=13
1 .  a .  L ' ensemb le

b .  L  ' ensemb l  e

L  ' ensemb l  e

L 'ensembl  e

3 .  a .  L ' ensemb le

b .  L ' ensemb l  e

Démons  t ra t i  on

I

L ' (P )  .  l -  (P )  admet  au  mo ins  deux  composan tes  connexes .
I I

'I

[ r t zp ) 'L , , (2P)  admet  au  mo ins  hu i t  composan tes  connexes .i. 1

?
L- ' (P)  .  L , (P)  admet  au  moins  s ix  composantes  connexes .I I
?

l -  (2P)  .  L . (2P)  admet  au  moinsquatorze  composantes  connexes .I I

2

t ,  tn  I  adr , re t  au nro i  ns deux composantes connexes .

{ t t o )  admet  au  mo ins  qua t re  composan tes  connexes .
I

1.a .  D 'après  la  p ropos i t i on  (11) ,  (A )  appar t ien t  à  L t t l  , i  e t  seu lement  s i

b ,  u lo ;  s i  donc  (Ar )  e  
{  to l  ( resp  .  (Az l  .  L l r (p )  es t  un  sys tème re t  que le

coe f f i c ien t  b ,  de  ra  mat r i . .  *0 ,  e /2 )  ( resp .  ,o re /2 ) )  es t  pos i t i f  ( resp .
négat i f ) ,  a lo rs  (Ar )  e t  (Ar )  aooar t iennent  à  deux  composantes  connexes  d i f fé -
ren tes  :  pour  tou t  chemin  jo ignan t  l ' une  à  I ' au t re  i l  ex is te  nécessa i rement  un

1
svs tème (A  )  €  L ; (P)  te l  que  le  coe f f  i c ien t  b ,  de  la  mat r i ce  Xo  e /z )  so i t  nu t .

Les deux ensembr. t  LT(p)  er  r l r , ,  oo 
t (p)  ï t 'ensembre 

des (A)  e L (p) ,
te ls  que x  (P /?)  vér i f i .  b l  '  o  e t  u  I  o ,  . t  ou  f  le l  es t  l ,ensemble  des  

I
-1 '

(A )  e  L l (P) ,  te l s  que  x  (p /z )  vé r i f i e  b l .o  e t  u  lo ,  son t  donc  dans  des  compo-
santes  connexes  d i f fé ren tes ;  ces  ensembles  ne  sont  pas  v ides ;  en  e f fe t
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x (P/2)  = (A )  e 1 -
Lrtnl .

1 .b .  D 'ap rès  1a  p ropos i t i on  ( r l ) ,  (A )  appa r t i en t  à  L l ' t zn l  r i  e t  seu lemen t  s i

u l b1o ,  l o ;  de  même que  dans  (a ) ,  a ,  =o  pa r t age  l ' e space  R /  des  coe f f i c i en t s

de  X  (P /2 )  en  deux  composan tes ;  de  même pou r  b1  =0 ,  e t  o  =o ;  pa r  con t re  u  =o

ne  pa r tage  pas  lR -7  en  deux  composan tes ,  pu i sque  u=o  s i  e t  seu lemen t  s i

aZ  =a3  =o .  Donc  
f  

( 2P )  es t  l a  r éun ion  de  I  composan tes  connexes  au  mo ins ,  non

v ides .  ces  ensemb les  ne  son t  pas  v i des ;  en  e f f e t ,  s i  (A )  es t  t e l  que :

,  x  (P /2 ) x-  (P /2)  =

u l t  o r b r t  o , . r ) ' o u l t  o r O r t  o , a <  o a r<  o ' b r<

( i) - Èiror, , (P/z) = (: i i)=,0, .
Ve/

x (P /2)

x  (P/2) x  (P/?)  =

u l  r  o , O ,  t  o , i r  <  o a ,  >  o t b ,

1x  (P /? )  =

ô l . O r b l r O r o > O a 1  .  O , b l

2
appar t ien t  à  L ; (P)  s i  e t  seu lement  s i

pos i t i f ,  donc  l a  cond i t i on

(P /? )  vé r i f  i e  ( b r=o ,u  I  o ) ,

=(: l
\zo

(j, j, / -3 
-2

(5  5

\-s I

O t 0 > O

/4  
to \

,x (P/2' =ft 
i ) 

,

u l .  o , O r t  o r 0 < o

: )i)'r(P/z)=(j i(i i)

ur=o

en

f
:  O  r o < o> o

(i
<  O r û

I
a lo r s  (A ) ,  L ; ( 2P ) .

? .a .  D 'ap rès  l a  p ropos i t i on  (11 ) ,  (A )

[ ( b r=o ,u  l o )  ou  (b r l o ,u  =o )J .

S i  b r=o ,  a l o r s  a ,  I  o  ca r  ^  es t  nécessa i remen t

pa r tage  l ' ensemb le  des  (A )  e  f z r t e l ,  t e l s  que  X
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deux composantes connexes, non vides; en

x  (P  /2 )

est  te l  que :

ô  es t  pos ' i t i f  ,  donc  1es  hype r_

en quatre composantes connexes

(P  /2 )=

e f fe t ,  s i  (A)

('i)

/ t - rù,x (P/z)=t 
: :)^

, rr,rr=(ir 
),

a lo r s

=o  e t

t ,  s i

) .

t

-|.
t e

(P ) ,

b ,
-|.

rff  e

2
L-(

I

l l  -

17

1e

2 .b .  D 'ap rès  l a  p ropos i t i on  ( l i ) ,  (A )  appa r t i en t  à  ( . ea  s i  e t  seu . l emen t  s i
( a rb r cu )=o ,  ( un  seu l  des  f ac teu rs  du  p rodu i t  vau t  .C .o ; .

S i  a t  =  o ,  â l o r s  b ,  I  o ,  ca r  A  es t  pos i t i f ;  donc  l es  hype rp lans  b ,  =  o ,o ,  =  s ,
pa r tagen t  l ' espace  R6  des  coe f f i c i en ts  de  X  (p /? )  en  qua t re  composan tes
connexes ,  ne  son t  pas  v i des ;  en  e f f e t ,  s i  (A )  es t  t e l  que :

/ "  'o \  
/o : : \  

/ :^ ' : \  lo-zo\x(p/z)=lz -? t),r e/z)=(? 
I i) ,xe/4=(r 

z r),r,p/z)=(3 z r)
\3y' V3t \,;) '"\ '  \31/

€

t

]R

en

a lo r s

s i  b t

p l ans

non  v i

x (P/z

, T

o

o

e

) e

rns

rS ;

(

)e

o

an

es

I t

A .u (

de

t -

(A

(A )

nécessa i renen t  u l o  =  o  ca r

u1  =o  pa r t agen t  l , espace

(A)  es t  t e l  que  :

Gi)),_ (P/.)=(i i)
-l
I

I
- t

a lo r s (rtrrt.

arors (n) e t  pr l .
1

S i  b l  =0 ,  a l o r s  a l  l o ,  ca r  ô

) ' espace  R6  des  coe f f j c i en t s

son t  pas  v ides ;  en  e f fe t ,  s i

pos i t i f ,  donc  I ' hyperp lan  a l

x (P/Z) en deux composantes

es t  te ' l  que :

=  o ,  pa r tage

connexes ,  qu i  ne

eq t

de

(A )
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x (P/2)=

3.a .  D 'après  1a  p ropos i t i on  ( r l ) ,  (A )  appar t ien t  à  t l t p l  s i  e t  seurement  s i
I

( b1 ' r )= (o ,o ) ;  ce l a  en t ra îne  nécessa i remen t  que  l e  s i gne  de  a ,  es t  l e  mème  que

le  s igne  de  o (ca r  ô1o=Ato ) ;  donc  on  a  deux  co rnposan tes  connexes ,  qu i  ne  son t

pas  v ides ;  en  e f fe t ,  s i  (A )  es t  t e l  que  :

; )

tx (p,2,=(i 
i )

2
a lo r s  (A )  €  L t ( 2p ) .

S i  : =o ,  a l o r s  b ]  l o ,  ca r ^>  o ,  donc  1es  hype rp lans  u l=o ,  b l=0 ,  pa r t agen t

1 'espace  n6  des  coe f f i c i en ts  de  X  /P /2 )  en  qua t re  composan tes  connexes ,  ne

son t  pas  v i des ;  en  e f f e t ,  s i  (A )  es t  t e l  que :

. /: 1 :\ w ,^,^. r:1 :\ /: -' \ /-2 -' \v(e/z)=lz r r),x e/z)=lz t t) ie/?l=(, r r)rxe/zl=( o , ,)
\irl \rl \-,,/ ' \rl

arors (A) e f r t r r l .

s i  u  =o ,  a l o r s  a l o  l o ,  ca r  a  >  o ;  donc  on  a  qua t re  con rposan tes  connexes ,  qu i

ne  son t  pas  v i des ;  en  e f f e t ,  s i  (A )  es t  t e1  que :

/ ,  2 o\ /r  _z o\ /_t 2 o\ /_z _t o\
x(P/2,=(: 

i I) ,xe/z)=(o 
1r),xe/r=(o 

I l) ,xe/2,=(o I I)
\ r3 /  \ , t /  \ , r_r /  \ t_4/

?
alors  (A)  e  Lr tZ" l .

x (P,2,=( 
i ), 

x (p/2,=( 
i )

I
a

alors (A)  e Lr te l .
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3 .b .  D 'ap rès  l a  p ropos i t i on  (11 ) ,  (A )  appar t i en t  a  13 r1ze )  s i  e t  seu lemen t  s i
[ ( a r , o )= (o ,o )  ou  (b r , u )= (o ,o ) ] .

S i  ( a r , o )= (o ,o ) ,  a l o r s  b ,  l o ,  ca r  ô  >  o ;  donc  l , hype rp lan  b ,  =o  pa r t age

I ' espace  R5  des  coe f f i c i en ts  de  X  (P /2 )  endeux  composan tes  connexes ,  QU i  ne
son t  pas  v i des ;  en  e f f e t ,  s i  (A )  es t  t e l  que :

x (p/zr=(" ,  j  )  w ,^ '^ .  ( : ' t  ù(P/'Z)=\z 
::) '  

x(orr)=\: 
: l

?
alors  (A)  e  Lr tZe l .

S i (b l , u )= (o ,o ) ,  a l o r s  a l  =o ,  ca r  ^  >  o ;  donc  l es  hype rp lans  a ,  =o r  c=0 ,  pôF ta_
gen t  I ' espace  R  5  des  coe f f i c i en ts  de  x  (P /z )  en  deux  composan tes  connexes
qu i  ne  son t  pas  v i des ;  en  e f f e t ,  s i  (A )  es t  t e l  que  :

x (P/2,=( 
; ) 

,x,0,,,=('i 
)

alors  (A)  e  t3r tzo l .

ce t te  p ropos i t i on  me t  en  év idence  l a  g rande  comp lex i té  de  l a  s t ruc tu ra t i on  dei

L" .  tp )  dans  L . (p ) ,  comp lex i té  qu 'on  peu t  opposer  à  la  s imp. l i c i té  de  la  s t ruc_
tu re  ob tenue  pour  n  =  Z ,  vo i r  t3 l .
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I I 3 :l:::ï:=:l:::::::l:l:=ll:::li:=::::::ï:=::::=:ï::l:

Les  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  au tonomes  cons t i t uen t  une  c lasse  impor tan te  de  sys -
tèmes  d i f f é ren t i e l s  l i néa i res ,  e t  cec i  pou r  deux  ra i sons  :  con t ra . i r emen t  aux
sys tèmes  l i néa i r es  non  au tonomes ,  on  sa i t  ca l cu le r  exp l i c i t emen t  l eu rs  so lu_
t i ons ;  d ' au t re  pa r t  i l s  son t  pé r i od iques ,  de  pé r i ode  p ,  que l  que  so i t  p  e  n+ .
l i o r r s  a l  l ons  i c i  f a i r e  une  é tude  de  ces  sys tèmes  d i f  f é ren t i e l s  i i nêa r  r es  . r u t r . . r -
nomes  dans  l e  cad re  des  symét r i es ,  é tude  à  rapp rocher ,  en  tan t  qu ,exemp le  con -
c re t '  de  (1 I . 1 . )  e t  ( r r - z - )  e t  en  t an t  qu ' é tude  p ré r im ina i r e ,  de  (  r . 4 .4 .  )
de  l a  deux ièn ie  pa r t i e .

I i  ' 3 '  1 '  Cons idé rons  l e  sys tème d i f f é ren t i e l  I  i néa i re  au tonome p -pé r iod ique

d x
æ = o " (B )

où  B  es t  une  ma t r i ce  rée l l e

p ropos i t i on  (7 ) ,  l e  sys tème

o  €  E  au  t emps  c (o  €  IR ) ,  s i

su i  van tes

?
,  X  €  R " ,  P  €  lR * ;  d ,ap rès  l a

symét r i e  Dar  rappor t  à  i , espace

la  ma t r i ce  B  a  l , une  des  f o rmes

cons tan te  (3 .3 )

(3 )  possède  une

e t  seu lemen t  s i

D -

0n supposera  dans  la  su i te  que  c=o  ê t  (B )  e  L l (p ) , . res  au t res  cas  s ,é tud ien t
de  man iè re  s im i la i re ;  tou t  ce  que  nous  avons  d i t  au  paragraphe  ( I I . i . ,  I I .2 . )
es t  va lab le  pour ' le  sys tènre  (B) ;  de  p lus ,  nous  a l lons  vo i r  qu ,on  peut  dé termi -
ner  la  d imens ion  de  l 'espace des  so lu t ions  pér iod iques  du  sys tème (B)  à  par t i r
des coeff ic jents de la matr ice B; remaryuons que tout point  de Ker B est  une
so lu t ion  pér iod ique  cons tan te  de  (B) .

f 
bn'\

r f , (P),B=(,ort  o ort)  ,E(p),B=

\o3zy
(1,,1,(ll') ; ) ' f , (p ,
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En effet :

[  '  /0" ' l *b l3* '=ùlKer  B = 
{ , r .x 'xr )  

e  nJ t . t  qr" (  
rL '  rg  "  

l l
( \r=o ll

L 'ensemble  de  ces  po in ts  cons t i tue  un  espace de  so lu t ions  pér . iod iques  cons tan-
tes ,  de  d jmens ion  un  ( resp .  deux)  s i  b '  b *  I  o  ( resp .  b r r=br r=o) ; . l , espace
de  d imens ion  un  ( resp .  deux)  es t  une  d ro i te  dans  le  p lan  o r2 r3  ce  vec teur  d i -
rec teur  u1o , -u rybrù  ( resp .  c 'es t  1e  p lan  oxzx3) ,  B  é tan t  une  n ra t r i ce  suppo-
sée  non  nu l le .

Prenons  le  cas  généra1  c 'es t  à  d i re  bvbz t  b tg  b3r  I  o ,  (dans  re  cas  où
btzbz lb l3b3 l=o ,  on  résoud le  sys tème B d i rec tement ;  l ,espace des  so lu t ions
P-pér iod iques  cons tan tes  es t  s i tué  sur  res  axes  ou  les  p rans) ;  c r ro is issons  une
nouve l  l e  base  ( . i , .Z ,e r )  te t  l e  que  :

+ t  +  Jéi = ér,é;= ôr;  Ë,  = -b13 Ë, *  or ,  Ë,

l a  ma t . i ce  de  passage  l ' r  de  l a  base  (e re l e r )  à  r a  base  (e rea ,e r )  a  1a  f onme  :

- 1
e tN '=

o

b tg
- ç

I

ç

: l,)
1

l l =

e t  l a  ma t r i ce  B  se

B*  =

t ransfOrms êr)  l3 ma t r i  ce
*  - l

B =  (N  ̂ BN)

btz

o

b l t

D

#(orrorz*brsbsr)

,
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1e système lt = t.*

appar t ien t  auss i  à  L t (P) .

2 .  S i  (bnbn*b tgbg t )

3 '  s i  (b tzbz t *b tgb : t )

I I .3 .2 .  P ropos i t i on  13

so i t  (B ' )  e  L1(P)  '  où  b tzbz tb t :ba t lo ;

1 .  S i  (bnbZ l *b*b t t )  =  o  a to rs  (B ' )

? *
< o e t p = ï ,

? -
<oe tP l ï ,

rTso i t  r , r  =  / l bL .b? l *b t3b31 l ;  a l o r s  on  a  :

'  Ll tPl,

a lo r s  ( g * )  e

a lo r s  ( g . )  e

(8 .  )

t3, tnr

tl, tel

Démons t ra t i on

0n  sa i t  que  l ' e x i s t ence  des  so lu t i ons  P -pé r i od iques  de  (B * )  dépend  un iquemen t

des  va leu rs  p rop res  de  l a  ma t r i ce  B* ,  qu i  son t  dé te rm inées  pa r  1es  rac ' i nes  de

1 'équa t i on  ca rac té r i s t i que  :

À 1 =  
" r \ Z =  

o , À ,  =  - r , r

e t  l a  so lu t ' i on  ma t r i c i e l l e  f ondamen ta le  s ,éc r i t

^  t^2  -

l .  a .  S i  ( b tZbZ t *b tgbg t )

r ée l  I  es  d i  s t i  nc tes

ch rrr t

btzbzt * br3b3rl  =

o ,  a l o r s  l a  ma t r i ce

t), .
L C-  s n { r f ,

c h r " t

O t .

-  t - l  +ch  o  t )

( l t )

admet  t ro is  va leurs  p ropres

-!9- 5i1 , 1orz

o3r

( t , o )  =

i ^  s h  o  t
. 'D l2



donc (B*) admet des

c  e  IR;  ce  sont  les

or , *3  dans  I ' espace
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solut ions P-pêr iodiques constantes de

seu les  so lu t ions  p-pér iod iques ;  e l les

des  phases  (ox 'ox .ox3) ;  donc  (g . )  e

la forme (o,o,c)  où

appar t iennent  au  p lan
1

L l (P) .

admet.  t ro is valeurs propres

* 1r,o;  ' ,

donc  (8 " )  admet

c  e  IR ,  ce  son t

dans  1e  cas  (a ) ;

X ( t ,o )  =

btz t

I

-  
b31  

*2
T"

Ja  f o rme  (o ,o , c )  où

son t  l es  mêmes  que

valeur propre

*  
b3r

"-T

cos

u)

ç

frf t

sin r,,  i

b.  S i  (b tZbZt *b tgbg t )  =  o ,  a lo rs  la  mat r i ce  B*
nu l les .

À l  =  ÀZ  =  À3  =  O

e t  l a  so lu t i on  ma t r i c i e l l e  f ondamen ta le  s ,éc r i t  :

G
des  so lu t i ons  p -pé r iod iques  cons tan tes  de

les  seu les  so lu t i ons  p -pé r i od iques ;  e l l es

donc (B*)  r  L l r  tp l .

2'  Si  btzb2t*blgb3l  .  o et  P = 
+,  a lors la matr ice B* admet une

nu l le  e t  deux  au t res  imag ina i res  pures

À 1  =  o ,  \ Z  =  i r , r ,  À 3  =  -  i r , r

e t  l a  s o l u t i o n  m a t i " i c i e l l e  f o n d a m e n t a l e  s , é c r i t  :

btz
-  S ' l l l  o r t

COS r^r t

$,,n, ( - l  * cos ,  t ;



-44 -

Donc 1a*) aAmet t ro is solut ions p-pér iodiques, deux

et  une so lu t ion  cons tan te  de  la  fo rme (o ,o ,c )  où  c  e
lu t ions  non cons tan tes  appar t ien t  à  S f .  ̂ 12"7r ) ,  e t  I"r"

{ ' t  
?n /w) ;  e t  donc (g* )  e  L3r tz"zr l .

3 .  S i  P  I  Zn /u  à l o r s  d ' ap rès  (Z ) , l e  sys tème  (B* )

0 rques  cons tan tes  de  l a  f o rme  (o ,o , c ) ,  où  c  €  IR ,

P -pé r iod iques  e t  donc  (g * )  e  t_ t . ,  t e l .

solut ions non constantes,

lR  ;  une d 'en t re  les  so-
'au t re  appar t ien t  à

adne t  des  so lu t i ons  p_pér io_

ce  son t  l es  seu les  so lu t i ons

rnatri ce B

(ure ts) (11 )

s inon e l le  es t  ins tab le .

I  I  .4 .  S tab i l  i  t é

I I .4 . l .  s tab i r i té  de  la  so lu t ion  (x=o)  d ,un  sp tème l inêa i re  au tonome=========================-===-================-=====-====
homogène avec symétrie.
======================

So i t  :

dx
m=o*

un système di f férent ier  r inéaire autonome homogène, où ra fornre de ra
es t  dâ f in ie  dans  ( I I .3 .1 . ) .

(B )

Propos i  t ion  14  :-

So i t  (B )  6  L i (P ) ,  i  e  { I , ? , 3 } ;  l a  so lu t i on  t r j v i a l e  x=o ,  ês t  s t ab le  au  sens  de
L iapounov  s i :

b i t  b r i

où  t  (  i l k ,  k l j ,  i l j  )  ,

* okj br* = - '2

( i , j , k )  e  {1 ,2 ,3 ]1 ,

Démonstrat ion :  Ene f fe t  d 'ap rès  ( I I .3 .1 . ) ,  e t  l a  re la t ion  ( l f ) ,  l , une  des
valeurs propres est  nul le,  les deux autres imag. inaires conjuguêes pures,  et  la
so lu t ion  mat r ic ie l le  fondamenta le  es t  bornée quand ( t  *  - ) .  D ,après  un  thêorème
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général  ( la solut ion nul le d 'un système di f férent ie l  autonone honngène, est
s tab le  s i  e t  seu lement  s i ,  la  ss lu t ion  mat r ic ie l le  fondamenta le  es t  bornée
quand t *  - ;  vo i r  t  r  I  pour  ra  dérnons t ra t ion ) ,  on  ob t ien t 'donc  que  x=o  es t
s tab le .

I I '4 ' t '  
: : : t=de 

s tab i l i té  de  sys tèmes d i f fê ren t ie ts  t inéa i res  p -pér iod iques
- - - - - -  i  = = =  = = = =  = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =  

= = = = = = = = = = = = =  
= =  = =  = = = =  =non autonomes avec symétr ie .

===========================

So i  t

f{ = n1t;,

un systène d i f férent ie l  l inéai re p-pêr iod ique appar tenant

ma t r i c i e l l e  f ondamen ta le  X  ( t ) ,  t e l l e  que  :

L l (P) ,  de  so lu t ion

x (P/2)  =

(A )

)

(iI
Propos i t ion  l5

1.  (A)  € Èr{ ro)  . r ,

i ï  es t  i ns tab ' l e ,

z. (A) € L21ze) . r t

3.  (A) e L3rtznl  . r t

Dêmonstrat ion

s tab le  au  sens  de  L iapounov  s i  . l  b l  c  B<  o ,  s inon

où  o  =  bzag  -  c2b3 ,  e t  B  =  ôzce  -  c2â3 .

i ns tab le  âu  sens  de  L iapounov

s tab le  au  sens  de  L iapounov .

une valeur proprre vaTant

la  p ropos i t i on  (11) ,  pa r

i .  Supposons (A) .  t t , tU.  L t tzo l ,  a lors  x  (p)  admet
r l

un ,  e t  les  deux  au t res  sont  dé terminêes ,  d ,après

les  rac ines  de  Q(À) ,  où

Q(À)  =  ^2  -3 (u . ,o+b1B)À+ l=  o ;^ '  r  t
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a .  s i  u lb lo  B  =  o ,  a lo rs  les  va leurs  p ropres  de  X  (p )  son t

À 1
I

â.,a*b' e+Zi 66;;E-
_ 1  \  _  r  I  I I_ - r . . 2  _ : , _ ara+brB-2i /.T}p-

À3

La mat r ice  X (P)  dans  ce  cas ,  a  une fc rme normale  rée l le ,  on  ob t ien t

x (P)  =

. . ' s i  a rb roB >o

2-
I  

/u lD log

a ra+brB
A

0

Les  va leu rs  p rop res  vé r i f i en t :

^ l  I  ^Z I  À3,  e t  l r l l  =  l ^21 =

on  en  dédu i t  donc  l a  s t ab i l i t ê  de  (A ) .

Si  a rb roB =  o

u = al+a3to
l a  ma t r i ce  X

1
et  (A)  e  

Ç(n ) ,  
a lo rs  on  en  dédu i t  que  I

et  les valeurs propres de X (p) sont À,

(P)  n 'es t  pas  d iagon isab le ,  donc  (A)  es t

a lo rs  les  va leurs  p ropres  de  X (p )  dont

- t

b . =o,  e t

=  À2 = À3

i  ns tab l  e .

a'a+brB+Z 6f,FB-
Àl=1, \Z=ff,^: _ arc+Ure-2 /aTF-

Â

comre leur produit vaut u]l,r l 'une des vapeurs propres est plus grande

que un ,  donc  (A)  es t  ins tab le .
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ce résultat parait  étonnant car (A) e È- trot peut être stable
I

(sgn  B I  sgn  arbra)  ou  ins tab le  (sgn g  =  sgn ar "br ) ,  € t  on  peut  t rouver  dans
une  rég ion  à  la  fo i s ,  s tab . i l i t é  e t  i ns tab i l i t é ,  e t  l e  changement  de  s tab i l i t ê
à  ins tab i l i té '  n 'en t ra îne  pas  nêcessa i rement  le  changement  de  la  d imans ion  de
1 'espace des  so lu t ions  P-pér iod iques ,  c ,es t  le  cas  où  le  changement  de  s igne
de  a rb rcB v ien t  du  s igne  de  B .

?
2.  So i t  (A)  e  l - r (z r )  d 'après  1a  propos i t ion  (11)  ra  mat r ice  x  (zp)  possède

deux va leurs  p ropres  va lan t  un ,  e t  donc  la  t ro is ième vaut  éga lement  un ;
conme la  mat r ice  X (p )  n 'es t  pas  d iagon isab le ,  on  en  dédu i t  donc  que le
sys tème (A)  es t  ins tab le .

3
3 .  s i  (A)  e  L1(2P) ,  a lo rs  tou tes  les  soru t isns  sont  pér iod iques ;  donc  (A)

es t  s tab le .
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II'5' :::::l:l=::l=:lll:ll:ï=:=::lg:=:=:::=::l::lï=ïll:gl:::=:tr::l:::.
Nous a l lons  mont rer  le  l ien  qu i  ex is te  en t re  une so lu t ion  pér iod ique symét r ique
d 'un  te l  sys tème e t  les  symét r ies  de  l ' équa t ion  aux  var ja t ions  assoc iée ;  ce la
nous  permet  ensu i te  d 'é tud ie r  les  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  dépendant  de  paramèt re
en u t i l i san t  les  résu l ta ts  des  sys tùnes  d i f fé ren t ie ls  l inéa i res  pér iod iques
avec symétr ies.

I I .5 .1 .  So i t

f ,{ = r1t,*; (r)

un sys tème d i f fé ren t ie l  d 'o rd re  t ro i s ,  où  x  e  R3 ,  e t  f  =  ( f l  , f  z , f  3h  so i t  p
une solut ion de ( f ) ;  ef fectuant le changernnt de var iable :

x=ç r ( t )  +y r  leR3

dans le systÈwe ( f ) ,  en prenant en considérat ion le fa i t  que rp est  une solut ion
du système (f) et en développant les seconds membres eî y, nous obtenons le
système

y '  =  A( t )  y  +  R( t , y )

où le terrne R(t ,y)  est  inf in iment pet i t  du deuxième ordre par rapport  à y,  et
où  A( t )  es t  une mat r ice  d ,o rdre  t ro is  te l te  que

/ar, .  \
A(t ;  = (#f tup( t ) ) )  (k , j )e{1,2,3} .

V-J /

Linear isant ce systèrne, c 'est  à dire négl igeant le terme R(t ,y) ,  on obt ient
un  sys tème l inéa i re ,  aPPelé  l 'équat ion  aux  var ia t ' ions  assoc iée  à  o ;  on  no tera
ce système par (A(o);  on a donc :

y '  =  A( t )  y  (A ,p) .

I I  est  évidmt que si  le systène ( f )  est  P-pér iodique et  s i  ta solut ion rp est
aussi  P-pêr iodique, alors l ,équat ion aux var iat ions (4p),  est  p-pértodique; nous
al lons montrer dans ce paragraphe que, s i  re système ( f )  s f l t l l  1resp.f l ,o 1r;y
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e t  s i  , ,  e  S ; (P) ,  ( resp .S] ,0 (P) ) ,  a lo rs  l ' équat ion  aux  var ia t ions  (Ap)  adnre t  la

même symét r ie  que la  so lu t ion  p .

r r .5. r. :::3::l:13:=1:
Soi t  @i  (n  *  n3 )  une  so lu t ion  de  ( f )  e t  so i t  (Aop)  l ' êqua t ioR aux  var ia t ions

assoc iée  à  o ,  on  a  :

r .  s i  ( f )  6  f f te l  e t  s i  p  €  * (P) ,  ( c  e  E) ,  a lo rs  (&p)  appar t ien t  a  L i tP )  où

i  € {1,2,3} est  te l  que t  = t i  ou c = Ë.,

z .  S i  ( f  )  6  * ,0 (P)  e t  s ise  S l ,o  (P) ,  a lo rs  (Aro)  es t  pêr iod ique de  pér iode P/? ;

e t  (Ao)  r  L i (P /2 ) ,  i  €  t1 ,2 ,3 ) .

Oémonstrati on

Pour  la  dêrnons t ra t ion  de  (1 )  e t  (2 ) ,  on  prend o= t l ,  e t  o  =  o ,  les  au t res  cas

se t ra i tan t  de  man ière  semblab le .

1 .  Pu isque  ( f )  e  f j  t p )  e t  p  €  S : . (P) ,  d 'ap rès  le  co ro l la i re  (2 ) ,  o  es t  P -pêr io -
" l  " l

dique et donc (A.p) est aussi P-périodique; i l  nous reste à mortrer que (&p)

admdt une symêtrie par rapport à crt au temps o = o :

En effet;

(+, -t,@r ( -t),pz ( -t),r, t -t I 
)

(ft, -t,er (t),Jpz(t\,-e3(r) 
)

1a proposi t ion( I .2.1-.  )

part  I  ( f )  e Ë tpl ,  entraine d 'après la déf in i t ion ( l )  que :
"1

A( - t ;  =

d 'ap rès

D 'au t re

f  
f l ( t  , x I , x? , t3 )  =  - f t ( - t , x t , - x2 , -x3 )

{
I  f r { t , x t ,xZ ,x3)  =  f r ( - t , xy 'x2 , - t3 )

r  =  (2 ,3)
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âf,
-4,-r ,x! , -xZ,-r3)

âf . ,

4, 
-t ,xI,-xZ, -r3 )

s i  j  =  1

s i j l t

d 'où  * ( t , r1 ,12 ,x r )  =

* , , ' ,  
' x2 ,x3 )

' x r , -x  
3)

-x , , -x r )

d 'après  la  p ropos i t ion

s i  j  =  g

s i i l c

f  , ( - t+P /2 , -x ' x .x r )

' f  
uF t+P/2 , -x l ,x2 ,x3)

t X l '

t X l  t

f*,',
JJ

[ * , ,

(  7 )  dans

?.  Pu isque ( f )  e  
4 ,0(0 ,

l e  chap i t re  ( I I ) ,  on  dédu i t  que (Ao)  e  L t (p ) .

d 'ap rès  l a  dê f i n i t i on  ( l )  on  a  :

f r ( t , x .xZ ,X3)  =  - f l ( - t , x1 , -x r , - x r )  =

f r ( t , x ' x2 ,x3 )  =  f r ( - t , x l , - x r , - x r )  =
r  =  (2 ,3)

Grace à (1),  i l  suff i t  de montrer que (fu) est de per. iode p/?; par hypothèse

la so lu t ion 
" ,  

s : .  (p)  =  S] - tn l  ̂  sSotp) ,  est  p lz  ant i -pér iod ique.- l ,o  "1  ' l

d 'où

f  
f$+P /2 , -x l , - xZ , - r3 )  =  - f k  ( t , x r , x ' x r )

où  k  =  (1 ,2 ,3 )

A ( t+P/Z )

(12)

t€R
t rk

T
bt*
fi-

rj

j
' j

- ' k

ax .
I
x .

J

I
x -

= (

= (

(t+p /z;or(t+P /2) ,or(t+plzl,o, (t+rle)
/

-er( t)  , -az$),ort t t )( t+P/? ,
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en décr ivan t  la  re la t jon  (12)  par  rappor t  â  r1 , r2 ,x3 ,  on  ob t ien t

â f , .  à f ,

f f t t *etz , - r l , -x?, -x3t  = 
#t t ,x .x 'x . )  k  = (1,2,3)

J  
-  " " i  '  s  r

donc  on  a

/ rr ,  \
A( t+P/2 )  =  t .  j f t . o . ( t ) .=  

\o , t , - t ( t ) ,az t t ) ' " { t ) )  
=  A( t )  v  t  e  rR

ce qu i  p rouve que ( fu )  es t  p /? -pér iod ique e t  donc  appar t ien t  à  L rOtZy .

I  I  .5 .3 .  ,  Coro l  I  a i  re  6

L'équat ion aux var ia t ions (er )  assoc iée à ra  sorut ion o e S(p)  ( resp.S] ,o tn)
est  tou jours  cr i t ique pour  la  pér iode p.

Démons t ra t i on

D 'ap rès  l a  p ropos ' i t ' i on  p récéden te  (16 )  e t  l a  dé f i n i t i on  (3 )  on  dédu j t  que  :

aet  tX lAo)  (P) -U = o

ce  qu i  p rouye  que  (A<o)  es t  e r i t i que .

I I ' 5 ' 4 ' ::i:l:::=1::=:::l::l:::=:::::l:::=:=1ï=::l::Il=:=::=:I:::5

:]=::i]:]=:::l1311 
possèdant une synérrie par rapport au pran

Soi t
dx
dT 

=  f (x )  ( f . )

où  f  :  n3  -  IR3 ,  . r t  de  c lasse  c l .

Pour un systàe di f férent ie l  autonome, qui  est  un cas part icul ier  de systèrne

,pér iod ique '  on  sa i t  que l 'êquat ion  aux  var ia t ions  assoc iée  à  une so lu t ion  pé-

r iodique non constante du systènn ( fu) ,  adnret  une solut ion pér iodique, voir  [6] .
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Nous  a l l ons  démon t re r  dans  l a  p ropos i t i on  su i van te ,  que  s i  ( f u )  Rossède  une

symé t r i e  pa r  r appo r t  à  F i ,  i  e  { I , 2 , 3 } ,  e t  s i  l a  so lu t i on  pé r i od ique  1p  appa r -

t i en t  ,  
Ë , (P ) ,  a lo rs  l ' équa t i on  aux  va r ia t i ons  (A<p)  du  ( fu )  admet  au  mo ins
" l

deux  so lu t i ons  pé r iod iques  l i néa i renen t  rndépeMan tes .

Propos i  t j  on 1 7

so i t  ( fa )  €  f  tn l ;  s i  o  €  S; (P)  n 'esr  pas

a lo rs  1 'équa t ' i on  aux  va r ia t ' i ons  assoc iée  à

P-pér iod iques I  inéai rement  indépendantes.

Demons trati  on

constante,  où

o, (Ap),  admet
E,  i  e  i l ,Z ,3)

moins  deux  so lu t i ons

o r =

au

Prenons  c  =  F r  e t  o=  o ,  d ' ap rès  l a  p ropos i t i on  p récéden te  ( i 6 ) ,  (Ao )  appar -

t i en t  à  L f (P ) ,  e t  donc  adme t  au  mo ins  une  so lu t i on  P -pé r i od ique  i s sue  de  I ' es -

pace r, au ter,rps t = o.

D 'au t re  pa r t ,  on  dé rnon t re  que  l a  f onc t i on  v ( t )  =ô ( t )  I  o ,  es t  une  so lu t i on  de

(Ao) ;  en  e f fe t ,  on  a  :

$ot t )  
= f  (o( t ) )

( k , j )  e  { 1 ,2 ,3 }

es t  P -pé r iod ique

auss i  qu ' e l  l e

, * 51- (p) er
"1

d ,, /'r, \
aT ,P(t ) = o" (t) = ( t l"t  t) )) u (t l  ,

\ r  /

ce  qu i  p rouve  que  û ( t )  es t  une  so lu t i on  de  (AO) ;  oe

(ca r  l a  f onc t i on  @ es t  P -pé r iod ique  non  cons tanæ) ,

es t  i ssue  de  l ' espace  r1 (ox r )  au  temps  t  =o .  En  e f f

d ' ap rès  l a  p ropos i t i on  (2 )  on  dédu i t  que  :

( t r f t l  =  -@1(-r )  
f , r l (o)  

= r r to)  lo
t t

l ,r(t) 
= ar(-t) + {ùz(o) 

=ôz(o) = o
t l
( ! ' 3 ( t )  =  q t3 ( - t )  (u r {o )  =  o r (o )  =  o

p lus  e l  l e

on démontre

e t ,  pu i sque
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Ce qu i  p rouve gue û( t )  es t  une so lu t ion

l 'espace ar (axe  oxr )  e t  donc  (Ao)  admet

I i néa i rement i ndépendantes .

EXEI{PLE :  Soi  t

un système

posons que

=^z

=-t 
1

= *!*z

( ru)

autonqne appar tenant  à Ë (p) ,  o  e R,  p e
" l

= l r ,  a ' lors  ( f . )  admet  @ cotûDe une so lut ion,

P -pé r iod ique  non  nu l l e ,  i ssue  de

au  mo ins  deux  so lu t . i ons  p -pé r iod iques

sup-IFf ;

où

lr'
1*'
[ * ,

d i  f férent i  e l

s=n /Z ,  e t  p

so lu t i on  2n -pé r . i od ique  non  cons

var ia t ions associêe à p,  (Ap) ,

u,=e't'
o ù  ( i , j )  e  { 7 , ? , 3 } ,  o n  a  d o n c  I

/ , ' \  / '

(.,Y?l=l-t

\0, /  \ ' , ' ,

,p( t) =(ï't
rtenant

e  pa r  l a

tante appa

es t  dé f i n i

\
t ) \

Jvi

'équat ion

I

o

n/z
à  S_-  (? " ) ;  l ' équa t ion  aux

" l

re la t ion  :

(A,r)

non autonome

cos t

v1

v2

v3

(A@)

on vér i f ie  que (Ap)

matr ice fondamenta le

n/z
e  [  ï 2n ) ,

I

au temps t

ôtt l  I  o, est uræ solut ion de

n/? a la fonne

et (/ttP) dont la
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/s tn t  

- cos t  

\
Y ( t ,n /Z )= [  cos t  s in t  o  

I

\ r t . t .  
cos2 t  

/

Donc l 'équat ion  aux  var ia t ions  (Ao)  possède deux  so lu t ions  2n-pér iod iques  non
constan tes ,  e t  une t ro is ième cons tan te .
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PREI.IIER CTIAPITRE

PERTURBATIOI DE SYSTEI{E LIHEAIRT

" l::::::::t::=::=3:lt:t:l::
Soien t  q  e  n l  e t  Â  un  domaine  de  Rq,  e t  so i t

F  :  Â  +  [ - ( P )

une app l ica t ion  cont jnue,  d i te  fami l le  cont inue de  sys tèmes d ' i f fé ren t ie ls

p-pér iod iques  paramét rés  par  t r  e  ^ ;  on  no te  F( r )  par  (k ) ,  par  ^?  une

so lu t ion  de  (k )  e t  pu r  ^ f , . , to ,xo )  la  so lu t ion  oe  (k )  te l l e  que

! (ao , to , "o )  
=  xo [À i r ( . , to ,xo)  es t  une so lu t ion  vec tor ie l le  de  composantes

(^yr , , ^y r , ) r )  e t  dépend ana ly t iquement  de  tous  ses  arguments ,  xo  es t  une

var iab le  vec to r ie l  l e  l .

Le  sys tème d ' i f fé ren t ie l  p -pér iod ique

t  =  A( t )x  +  ÀG( t , x ,À) ,  x  e  R3

est  un  cas  par t i cu l ie r  de  sys tème (Àf ) .

I  .1 .1 .  Dé f in i  t i on  (4 )

Cons idérons  1e  sys tème d j f fé ren t ie l
)

i  =  A( t )x  +  rG( t , x ,  À )  ( "A)

où

A:fr- Jte,*)
est cont, inue par rapport  à t  et  p-pér iodique, et  où

G:  R  'R3  x  Â+  R3 (oe  f  . ^ .R)

est  p-pér iod' ique par rapport  à t  et  de c lasse C1 par rapport  à x et  À .

Lorsque À I  o ,  on  d i t  que (ÀA)  es t  une per tu rba t ion  du  sys tème l inéa i re
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dx_
aT-A(t )  x (on)

ou on di t  (  nA) 
est  un système perturbé, et  (on) est  un @ou encore  (  h )  es t  un  sys tème quas i - ï inéa i re  p -pér iod ique;  ce t te  per tu rba t ion

es t  d i te  non  c r i t i que  s i  (on )  n ,a  pas  d ,au t re  so ru t ion  p_pér iod ique  que . ra
so lu t ion  iden t iquernen t  nu l le ;  s inon  ( i .e  (oR)  possède  au  mo ins  une  so lu t ion
p-pér iod ique  non  nu l le )  on  d i t  que  c ,es t  une  per tu rba t ionc r  lque .

I ' r ' 2 '  De  la  dé f in i t i on  (4 ) ,  on  dédu i t  gue  (ÀA)  es t  d i t  c r i t i que  ou  non  c r i -
t i que ,  se lon  la  d imens ion  de  ] ,espace  des  so lu t ions  p -pér iod iques  de  (oA) ;
leu r  ensemble  fo rme un  espace  vec to r ie l  don t  la  d imens ion  va  de  zéro  (seu1e-
ment  la  so lu t ion  nu l le  es t  p -pér iod ique)  à  t ro i s  ( tou tes  les  so lu t ions  son t
p-pér iod iques) .  on  no tera  Lm(p)  ' l ' ensemble  des  sys tènnes d i f fé ren t ie ls  l iné-
a i res  p -pér iod iques  dont  1 'espace vec tor ie l  des  so lu t ions  p-pér iod iques  es t
de  d imens ion  m;  on  peut  écr i re

(nn)  es t  c r i t i queg ion)  e  l t (p ) ,  m e  {1  ,2 ,3 }
( "A)  est  non cr i t iquee{on)  €  Lm(p) ,  avec m = o

l l a lheureusernent  f  in tégra t ion  ana ly t ique oe  (on) ,  en  généra l ,  n ,es t  pas
poss ib le  pour  conna î t re  la  d imens ion  de  l ' espace  des  so lu t ions  p -pér iod iques
oe  (on) ;  néanmoins  on  fa i t  souven t  l ,hypo thèse  qu , i r  ex is te  une  ou  p rus ieurs
so lu t ions  p -pér iod jques  de  (oA) ,  c 'es t  l e  cas  de  p lus ieurs  au teurs  (po incaré ,
Ma lk in ,  Ha1e ,  Mawh in ,  . . . )  qu j  on t  é tud ié  r ' ex js tence  des  soru t ions  p_pér io -
d jques  d .  tÀA) ,  pour  À  assez  pe t i t ,  dans  l ,un  des  deux  cas  (non  c r i t i que ,
cr i t ique) par des méthodes ou cr i tères di f férents (point  f ixe,  analyse fonc-
t ionne l le ) ;  vo i r  tB l ,  [9 ] .

Lo rsqu 'on  conna i t  une  soru t ion  ôg  o .  (ô r )  pour  À=o  ( resp .  g  de  1oR) ) ,  ta
réponse quant  au  probrème d ' |ex is tence d ,une soru t ion  p-pér iod ique oe  (  \ )
( resp ' (Àn) ) -  I  assez  pe t i t  -  peut  ê t re  appor tée  e t  enr ich ie  en  répondant  aux
deux  ques t ions  su jvan tes  :

Q l  :  E tan t  donnée  une  soru t ion  p -pér iod ique  ô t roe  (Àr )  (pourÀ  =ô) ,  ( resp .g
de  (oA) ) '  ce l le -c i  es t -e l le  i so lée  dans  l ' ensemble  des  so lu t ions  p -pér io -

d iques  oe  (ô t ) ,  ( resp . (on) )  t c ,es t -à -d i re  ex is te  t - i l  un  vo is inage  v  .  R3
de  la  cond i t i on  in i t i a re  xo  e  R3 ,  te l  qu ,aucune  so lu t ion  i r ru .  à .
T  e  v ( i  *  *o )  à  ce t  ins tan t  ne  so i t  p -pér iod iqueJ  ?

Q2 :  La  so lu t ion  ô ja ( resp .9a  
)

t ions  p-pér iod iques  de  (À f )
vo is jnage l . l  de  ô  ( resp .  W de
so lu t ion  À!o  p-pér iod ique de

es t -e l1e  pro longeab le  à  une fami l l .  Àg  de  so lu_
( resp . (Àn) )  I  I c 'es t -à -d i re  ex is te  t - i l  un
o) dans Â tel  que pour tout  ^ s ! { ,  i  I  existe une

(Àf  )  ( resp .  (ÀA)  ) ,  e t  une seu le  qu i  tend,  pôF , ,
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l ' i n te rméd ia i re  de  sa  cond i t i on  in i t i a re  au  temps  to=o ,  ve rs  6g  ( resp .g ) ,
s i  À  tend  vers  ô t ( resp .  À  tend  vers  o )1 .

une réponse par t ie l le  à  ces  ques t jons  es t  donnée par  le  théorème de cont inu i téde  Po incaré  t6 l :

S ' i  l ' équa t ion  aux  var ia t ions  (Ah  assoc iée  à  ôp  ( resp .  (on) )  es t  non  c r i t i quea lors  1a  réponse es t  pos i t i ve  à  chacune des  deux  ques t ions .  Ma is  re  p rob lèmeres te  en t ie r  s i  (AÈ)  ( resp .  (on) )  es t  c r i t ique ,  tou tes  les  s i tua t ions  peuventa lo rs  se  p rodu i re :
Â-9  es t  non  i so l ée ,
geab le  ( r esp .  ?  es t
e t  p ro ' l ongeab le ) .

"g  es t  i so rée  ma is  non  p ro l0ngeab le ,  6pes t  
i so rée  e t  p ro ron_

non  i so lée ,  p  es t  i so rée  ma is  non  p ro longeabre ,  ça  es t  . i so rée

I '1 '3 '  Le  bu t  de  no t re  t rava i l  dans  ce  chap i t re  es t  d 'appor te r ,  dans  le  cadrede symét r ies ,  une réponse aux  ques t ions  Ql  e t  Q2;  cec i  à  l ,a ide  d ,une par t ,d 'une méthode (qu'on va appeler dans la sui te la méthode des symétr ies) permet-tan t  d 'a f f i rmer  I 'ex is tence de  so lu t ions  p_pér iod iques  de  (Àn)  pour  À  assezpet i t '  même dans  des  s i tua t ions  où  i l  é ta i t  imposs ib le  de  le  fa i re ;  d ,au t re  par td 'un  ou t i r  p rus  s impre  à  u t i r i se r  que  res  méthodes  p récéden tes .

Propos i t i on  1B

Tout  sysrème (^R)  e F l (p) ,  ; e E,  es t  un  sys tème per tu rbé  c r i t ique .

Démonstrat i on

Prenons o  -  d t ;  a lo rs  d ,après  la  p ropos i t ion  (9 ) ,  (on)  possède au  moins  uneso lu t ion  p -pér iod igue  non  iden t iquement  nu i le ,  e t  d ,après  ( r . r . z . )  de  cechap i t re ,  on  dédu i t  que (ÀR)  . r t  un  sys tème cr i t ique .

i '1 '4 'De la  p ropos i t ion  précédente ,  on  dédu i t  que le  théorème de po incaré ,  dansle  cadre  de  symét r ies ,  es t  inapp l icab le ;  e t  no t re  t rava i l  sera  consacré  un i_quement au cas cr i t ique (pour re cas non cr i t ique et  donc sans symétr ies,  onpeut donner au lecteur une référence. Voir  t  B J) ;  dans un système perturbécr i t ique avec symétr ie,  deux cas se posent :
1 " '  le  sys tème (Àn)  appar t ien t  à  r  l rn t  e t  ra  d i rnens ion  de  lespace des  soru-
t ions  p-pér iod iques  de  (oA)  es t  s t r i c tement  in fé r ieure  à  t ro is ,  c ,es t  à  d i re  :so i t  (on)  possède une fami l le  de  so lu t ions  p-pér iod iques  dépendant  l inéa i rementd 'un  paramèt re  o ,  €  lR ,  so i t  (oA)  possède une fami l le  de  so lu t ions  p-pér iod iques
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dépendant l inéairement des deux paramètres (o 'or)  e RZ.

2o.  te  sys tème (ÀA)  appar r ien t  à  F  i fp l  e t  la  d imens ion
so lu t ions  p -pér iod iques  de  (oA)  es t  égare  à  t ro i s ,  c ,es t  à
so lu t ions  de  (04 ;  son t  p -pér iod iques .

Nous rappelons que les premier et  deuxième cas ont été
mais  sans  aucune hypothèse de  symét r ie  fa i te  sur  (ÀR) ,
(Àa)  e  F(p) ;  le  deux ième cas  a  é té  é tud ié  par  Hare  avec
mét r ie  fa i te  su r  (ÀA) .

I .2 . l4éthode de [1a I k i n
= = = = = = = = = = = i _ _  _ _ _

Soi  t

i  =  A( r )x
un sys tème d j f fé ren t ie l
con t inue ,  p -pér iod ique ,

ses  a rguments ,  e t  so i t

p -pér iod ique per tu rbé  c r . i t ique ,  où
e t  possède  des  dér i vées  par t ie l l es

de  l ' espace  des
dire toutes les

é tud iés  par  Ma lk in ,
c 'es t  à  d i re
l 'hypothèse de  sy-

la  fonc t ion  G es t
par rapport  à tous

Nous a l lons  énoncer  dans  ce  paragraphe te  théorème de Malk in  lpour  la  démons-
t ra t ion  vo i r t l l r ) ;  ce  théorème concerne  re  p remie r  cas  de  ( I . r .4 . )  pu is  nousal lons donner t rc is exemples pour lesque' ls ce théorème nrapporte aucune réponse(a f f i rmat i ve  ou  néga t i ve )  à  r ' ex is tence  de  reurs  so ru t ions  p_pér iod iques .

1 .2 . I .  Théorème (1 )  de  Matk in

+  rG( t , x r l .  ) (À n)

1e système non perturbé
gm; on pourra présenter

i  =  A( t )x

de (  r4 ; ,  Qu i  possède
la  so lu t ion  généra1e

(on)

m ( r<m<3)  so lu t ions

P-pér iod ique de  (oA)
p-pér iodiqr+es

par

x( t )  = T or .gk( t )
k = 1

et donc le système adjoint  Oe (oR)

0n dé f in i t  les  fonc t ions

hr(*r,. . .or) = j  
r_3,

O  . , - '

Ek(n *  R 3)

i  *  A*( t )x  =  e (D)

possède égalernent m(r<m<3) solut ions p-pér iodiques l inéairement indépendantes , rm

up5(s )  G j (s ,x (s ) ,0 )ds ,  k=1 , . . . ,m (13)
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p -pér iod ique de (on) ;  so i r c j ( r<ms: )  l ,ensenb le

lo
*

%="t

A lors  le  sys tème (ÀA)  possède pour  À' lOrSque 
^  +  Or  tend verS

lsksm (  14 )

( is)

assez  pe t i t  uneso lu t ion  p -pér iod ique  qu i

avec

x (r)

App l iquons  le  résu l ta t  de

I  .2 .2 .  EXEMPLE 1

I  r  ) k  * .t t k ( o 1  ' . . . o r )  =  o ,

m
_ L

k=L

0., I

ok drrl

ce théoràne aux tncis exemples suivants.

Cons idérons  le  sys tème

/ - ' \  ls in  
t

l i ,  l=f o
\ . /  \
\ ^s /  \  o

/ : '  \  ls in 
t

\,;l =( ;

1

s in  t

o

o

o

s in ,)fi)

( i6 )

(r t1

t -  cos  t
e (ii) (  i 8 )

,,; ,)fi) .(ï:i :')
où I  es t  assez  pe t i t , lo rsque  ̂ -  o r  le  sys tème l inéa i re  nonperturbé :

1

s in  t

o

possède une so lu t ionmat r ic ie l  le  fondamenta le

X ( t ,o )  =



donc (12) possède deux
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so lut ions Zn-pér iodiquesI inéai rement indépendantes

g1 ( t )  =  f -cos  t

et on peut

de (17)  par

x( t )  =

Le systèrne ar.l joirrr Ce ( i7 )  pc lssède une soJut io r r  mat r i c ie l  re  fondarnentare

(

erreprésent

1 \

'  )  ,= f t )  -  1-cos ,  /  :  \
o I 

'  \ - ' l  .  
[  ;  ) ,

l a  s ,o lu t ion  généra le  Zn-pér iod ique

o ,_g ' ( t )  *  o . ,  i r . ( t ) .

X ( t ,o )  =  -1 tos  t

oonc  on  a  deux  soJut ions

.  ;  ; \

oe ' /

2 n-pér i od i ques l inÉairement indépendantes :

a ins i ,

"2(t)=-1+cos'( j 
),r(,)=-1+cos,( i )

hk  (o r ,o r )
/ o

' ( ;  
:  )( 

.3 3-.. ,
-  

"  
\ " ,  u l - cos

=  o . c ,  =  6
h, (" ,  ,  o3 )  =o,

hg  (o r  ,  o3  )  =o ,

os€R,a1en ,

2n
r= 
I  - l+cos

J C
o

z 1 l

J  : r  t l l  SdS
t ,

2 t

J cos sds

s
s . tn  s

s
cos  s

k = 1 r 3

d 'où

=  O . q
i . =o o 1 €  R , 0 3 € R ;
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donc les  fonc t ions  h t ,  hs  sont  iden t iguement  nu l les et par conséquent on a :

R2"'[+ffif =0, v {oi,"]) e'  " ' o r=o î

or =oâ

des  so lu t ions  Za_
n 'es t  pas  sa t i s_

e t  d 'après  le  théorème (1)
pér iod iques  de  (16) ,  pour
fa i te .

1 .2 .3 .  SXEMpLE 2

on ne  peut  pas  conc lu re  I ,ex is tence
À assez  pe t i t r  câF  la  cond i t i on  (15)

'^- l  
.  

o 
\ /- ' \  /^rcost \sint  o I

,,; ; ,,; ,/\;/ 
+À 

\;;l'.: ,/ 
(1e)

i e l  d 'o rdre  t ro is  Zn-pér iod ique,  qu . i  es t  . la  
per tu rba t ion  duautonome :

1 '  o  
\ / - , \

ï:;,/kl (e.1
l e  fondamenta le  s 'écr i t  :

11 
t ' \

[ '  of
\r 1+$-,o,, ;l

fami l le de solutions 2r-périodiques dépendant l inéairement'on peut représenter par

lo \r-'o'tI o 
)\,t

ren t

non

in  t

So i t

/  l ' \  /s in 
t

[ *, I =( o
\or /  \  I

un système di f férent i
sys tème l inéa i re  non

/  or \  Ssin t
( x, )=f oI',r l
\ i r , /  \  I

sa  so lu t ion  mat r i c ie l l

X ( t ,o )  =  u1- to t  
t

donc (20) possède une f
d 'une  cons tan te  o3 ,  q r ,

x ( t )  =  
" :  i



matr ic ie l  le

\
*.os t l

I

Le système adjoint de (20) possède

It
x ( t ,o )= -1+cos '  

{  
- t

\o

Donc on a une seule solut ion Zr-pér

' t ' z ( t )= -1+cos '  
( : )

a ins i

s (1

sds  =  a3  o  =  o ;

h,  (c ,  ) -1+cos
e

2 t=T
o

2n
f
f  cos

o

hr(ar )  =  o,

donc

hg("a)  =  o ,

d 'où

cr, € IR

(l) ̂(lf i' :r: ,fi)

r  â[h,) t
d't l ; f jo_o*=o

33

Comme la  cond j t jon  (15)  du  théorème ( l )  n 'es t  pas
conc lu re  I  'ex ' i s tence d 'une so lu t ion  Zn-pér iod ique

r'2.4. i:11-T_:
Soit

fiil)

63-

une solut ion

1- t
+ 2

r  - r+*
a.

0 1

i  od ique

1-cos
e

o

o

fondamentale :

cos s

sat isfai te,  a ' lors on ne peut
de ( f9)  pour À assez pet i t .



sa so lu t ion  mat r ic ie l , le

X  ( t ,  o )

Donc toutes les solut jons de système
(el ïes sont mênre r-pér iodiques) et  on
est 2n-pér ioûique, par

2n-pér iodique, qui  est  la perturbat jon du

s 'écr i t  :

t  sin zt
cos  2 t

f,(r:cos z t)

l inéaire non perturbé sont Zr_pér iodiques,
pe,ut repr,ésenter la solution générale qul
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d 'o rdre  t ro isren t ie l

il (ï::) 0 '

; )

2t  Zs in2t  _fs tnZt \

sin 2r cos Zr f(r_cos ztl I
oo1I
2n-pér iodiques l inéairement indépendantes :

un système diffé
systeme l inéaire

(

I
\

x(t ;  = 
" ;y ' \ù * "r f  ( t )  *  o.?3(t) ,

ct,,)
*  

É  r in  Z t

?t + a, cos 2t
c ô

+ 
f (1-cos 2t )  +  c ,

I  inéa i re  nonperturbé possède une solut ion rnatr i_

X(t ,o)

fondamentale

lcos2t
=[  -z s in 2r

\ f ,  s in zt

1 u,  cos Zt
I

x ( t1  =  
(  

-2  c ,  s in

\ ï ' i n  2 t

d  ' où

Le système adjoint du systènre
ciel  le fondamentale

c0s

. t-z

donc, on a trois solut ions



g1( t )  ! , , vzft) =
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s in  2 t

c0s

o

,  u3(t)

f  sin

l -cos

1

ï, ,)

o/

2r

{
o

( ;

{,

,)

hk  ( " r , c2  ra3 )

hz (o t , c2 rca )  =

cos 2s

2 s in  2s
1- is in  2s
I

-+tin 2s

cos 2s

f,( -cos zs)

s in  s

s in  s  s in  4s  *  o ro ,

s in  4s  s in  s  *  o ro ,

alns i ,

ds , k  =  1 r 2 r 3

i l  découle :

h, (" ,  'e2'e2) cos  2s  s in  s

; )

.$ï
o

2n=T
o

2-"1.?t
-"i.#,

cos 4s

cos 4s

s ' rR s

s in  s

a' - f,t"f,

2 T

0 . o ^  (

-  _ t^ '  I  s in  2s  cos  4s  s in
Z J

o

s in  2s  s in  s  s in  4s  ds

2rs

r
2 

l s in  
2s

a,
o

s i n  s  d s , ,-"1
2o2 .

*T/

s  ds  =  0 ,  ( o r r cz rog )  e  R  3

2r
r
I  cos 2s sin e sin 4s ds
I

J
o

2r
r* oto, 
;  
tot

J
o

2s cos  4s  s in  s  ds  =  o ,  (o r ro2ror )  e  R 3

2n.r-Ëls in2s
J

o

2r
r
|  ( r -cos

J
o

z2I
sin s os + f,(-o? - +rJ (r-cos 2s) sin s sin 4s ds +

0

o1o-tr2

hr ( t r ' o r 'oa )  =

2s) .cos  4s  s in  s  ds  =  o ,  (o1 . ,o2 ,o r )  e  n3
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d 'où  l es  fonc t i ons  h r ,  h ,  e t  ha  son t  i den t i quenren t  nu l l es  e t  pa r  conséquen t  on  a :

*,fffiffi,=.î o,oI  e  IR ,  i  =  ( t , z , t )

e t  d 'ap rès  le  théorème (1 ) ,  on  ne  peu t  conc lu re  à  l ' ex is tence  des  so lu t ions  zn -pér iod iques  du  sys tènre  l inéa i re  per tu rbé ,  pour  À  assez  pe t i t ,  car  la  cond i t ion
(15)  n 'es t  pas  sa t i s fa i te .  A ins i  ,  l es  exemp ' les  ( r ) ,  ( z )  e t  (e )  mont ren t  b ien  qu , i l
ex is te  une grande var ié té  de  cas  où  le  théorème de Malk in  ne  peut  nous  assurer  deI 'ex ' i s tence  ou  non  ex is tence  des  so lu t ions  p -pér iod iques  de  (Àn) ;  nous  ver rons  dansle paragraphe ( IV) de ce chapi t re qu'avec la méthode des syrnétr ies on peut apporter
une réponse précise à chacun des trois exemp.les.

Nous a l lons  main tenant  exposer  la  méthode de  Ha le  concernant  le  deux ième cas ,
c 'es t  à  d i re :  ra  d imens ion  de  lespace  des  soru t ions  p -pér iod iques  de  (oR)  es t
éga le  à  t r .o is .

I .3 .  Méthode  de  Ha le
===============

cons idérons  le  sys tème d i f fé ren t ie l  p -pér iod ique d ,ordre  t ro is

i  =  A( t )x  +À G( t ,X ,À  )  (  Àn)

es t  une fonc t ion  p-pér iod ique de  c lasse  C1 par  rappor r
tou tes  les  so lu t ions  Oe (on)  sont  p_pér iod . iques ;  s i  on
mat r ic ie l  le  fondamenta le  de  (oA) ,  a lo rs  on  a  :

oùG
que

t ion

à x  e t  r ;  on
note  par  X( t )

suppose

I  a  so lu -

x( t+p)

X(o)  =

Effectuons dans (Àn) le

x ( t )  =

on obt ient  a lors

x(t)  = x(r)  v( t )  + x( t )  i ( r )

et comme

i1 t ;  = A( t )x( r )

= X( t ) ,  V  t  €  lR

I ,  l a  mat r , i ce  d ' tden t i té

changement  de  var iab les  pér iod ique

x  ( t )  y ( t ) , (2r)

= A( t ) .x ( t )y ( t )  + À G(t ,x( t )v( t )  n )

ona

x ( t ) j ' ( t ;  =  À G(r ,x  ( r )y( r )  ,  À)



donc

j ' ( t )  =  À x-1( t )

où f  est  p-pér iod ique;  s i  y  e  lR
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G(t ,X( t )V( t ) ,À)  =, r f ( t ,y , r , )  eZ)
3 es t  so lu t ion  p-pér iod ique de  (22) ,  a lo rs

x ( t )  =  X( t )y ( t )  e  IR '  es t  so lu t . i on  p -pér iod ique  Oe (Àn) .

0n  ramène a ins i  les  p rob lèmes d 'ex is tence de  so lu t ions  p-pér iod iques  de  cer ta ins
systèmes cr i t iques (ceux dont toutes les solut ions du système non perturbé sont
p-pér iod iques)  à  des  prob lèmes re la t i f s  à  des  équat ions  d ,un  type  par t i cu ' l je r .

Nous  ver rons  que  1a  méthode  de  Ha le  fa j t  appe l  à  des  no t ions  t rès  comp lexes ,  non
cons t ruc t j ves  (c 'es t  à  d i re  imposs jb le  à  exp l i c i te r  en  p ra t ique ,  dans  la  p lupar t
des  cas) ,  comme par  exenp le  la  no t ion  de  " fonc t ion  p-pér iod ique assoc iée  à  À f , , ;

ou  d '  "équa t ion  de  b i fu rca t ion" .

I .3 .1 .  Dé f in i t i on  5

So i t  le  sys tème d i f fé ren t ie l  d ,o rdre  t ro is

{f = ̂  Àr1t,*; (Àr")

où,  À f ( t+p ,x )  -  ^ r ( t , x ) ,  v  t  c  lR ,  e t  où  o  e  À  €  Â  c  lp

a lo rs  on  d i t  que (Àr* )  es t  une per tu rba t ion  s r i t ique  sous  fo rme s tandard ;  c 'es t
une per tu rba t ion  du  sys tème d j f fé ren t ie l

{ f  
= o,  x  e R3

dont les solut ions sont des constantes,  donc des fonct ions p-pér iodiques V t  e lR

I l  es t  a lo rs  na ture l  de  s ,e  demander  s i  (n f * )  possède pourÀ lo  des  so lu t ions
pér iod iques ;  1a  réponse à  ce  prob lème dépend essent ie l lement  de  la  fo rme de
comme le  mont re  1 'exemple  t rès  s imp le  du  sys tène non per tu rbé  sca la j re

i=o

qui  adnet la fami l le à un paranètre

x ( t ;=u 'aeR

alors que les systèmes per turbés

I  =  Àb

i=Às in4tp

p-

f

de  so lu t jons  p-pér iod iques
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admettent respect ivement zêro,  une fami l le à
ques  que lque so i t  À  I  o ;  d ,au t re  par t  on  sa i t
de  x ,  (À f * )  n 'a  de  so lu t ion  pér . iod ique que s i

un paranètre de solut ions p_pér iodi-
que si  la fonct ion f  ne dépend pas

p
f l

I  
' ' f ( t ,À)d t  =  o

.l
o

T .3  .2 .  No ta t  i  on

Nous  no tons  par  E(p )  I ' ensemble  des  x ( t )  e  JR 3 ,  don t  x ( t )  es t  une  fonc t jon  con t i -
nue  p -pér iod ique ;  pour  tou te  fonc t ion  x ( t )  de  € (p )  on  no te ra

l l * l lo  = sup lx( t )1,'  
o<t<p

la norme de x pour la convergence uni forrne, et  a lors E(p) est  un espace de Banach.

I'3'3' :1t::::::_1_:::_11::l::-t:r:t::t:::_u':o.iée à ( Àr*;

Nous a t tons  énoncer  un  rhéorème qu i  perme*ra ,  ; ; ; ; . ; ; ; ,  de  r rouver  ce  que
J 'K '  Ha ' le  appe l le  la  " fonc t ion  p-pér iod ique assoc iée  a  (  Àr* ) , , ;  

Te  résu l ta t  de  ce
théorème sera i rnportant dans toute la sui te du paraEraphe.

Théorème 2

1 .  So i t

{f=^Àr1t,*; (Àr*)

un sys tème d i f fé rent ie r  d 'ordre  t ro is ,  où (Àr* ) .  F(p) ,  te r  que:
^ f  

:  R  'R3  x^  +  R3
( t , x , l )  *  À f1 t , x ;

es t  de  c lasse  C1,  t  e  R ,  X  €  R3  avec  os l l x l l=p ,  À  e  ^  avec  o<À<Ào;  a lo rs
pour  o*<  g ,  Xo  e  R  3  te l  que  o  = l l *o l l=po=Ë,  i l  ex is te  Àr>  o  te l  que  :
pourÀ e  A te l  que o< l r l= r r  i l  ex is te  une fonct ion^ f ( t , ro ) ,  p -pér iod ique [que
l ' on  appe l le  la  fonc t ion  p-per iod ique assoc iée  à  (Àr* )  Le l le  que :

p

{
# V.(t ,xo) = À Àf ( t ,  Àp*(t ," ' ))  -  

à
^ f  (u ,  ̂ i (u ,xo ; ;du (23)
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et

l l ^g. ( . ,xo)l l  o 
s o* '

p ,

!  
n9* t t ,xo;ds=0,  op*( t , ro)  =  xo.o

2.  La  fonc t ion  n !o* ( . , r0 )  
es t  con t inûment  d i f fé ren t iab le

put  ê t re  cons t ru i te  par  approx imat ions  success ives  de  la
So i t  pe  É(p )  e t  so i t  l , équa t ion  d i f fé ren t ie l l e

par rapport  à xo
façon su ivante  :

e tÀ  e t

e t  de

= À[À f  ( t ,g( r )  )  - j  ^  t ru,p(u))duJ
o

(24)

Cet te  équat ion  admet  une e t  une seu le  so lu t ion  no tée  pâr  n ( t )  p_pér iod ique
moyenne nu l le ;  on  dé f in i t  H  par

tH? l ( t )  =  *o*o ( t )

La  su i te  go=xo,  g1=H?or . . . rgn  =  ggr | -1converge uniformément vers ̂ p*(trxo) 
quand

n + @ .

Démonstrat ion-

La techn ique de  la  dénrons t ra t ion  es t  basée sur  le  p r inc ipe  du  po in t  f i xe  app l iquéà un  opéra teur  H sur  g (p) ;  nous  a tons  dé f . in i r  ce t  opéra teur  sur  f , (p )  pu is  ondémont re ra  gu ' i l  es t  con t rac tan t ;  i 1  possèdera  donc  un  po in t  f i xe  l im i te  d rune  su i teconvergente  pour  la  norme déf  in ie  sur  € (p) .
construisons drabord |opérate,r  H; R,otons re second membre de (24) par

F(t; =À *r(r,p(r)) - 
+ J^rrr,ou)dul;

4
p

Conme

a lors  i l  ex is te
l ' on  peu t  éc r i re

F( t )d t  =  e ;

une e t  une seu le  so lu t ion  p_pér iod ique
cet te  so lu t ion  sous  fonne vec tor ie l le

t
n ( t )=n(o)+^ IF(s)ds ,

o

moyenne r ru l le ,  a lors  i l  ex is te  o  =

de (2a) de moyenne nulJe
par

p
T

et

Si  n ( t )  es t  de

n i (o i )  =  o ,  i  =  ( t . , 2 , a )

(o r  ro 'o r )  aveco<e- .p ,  te l  que  :
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c 'es t  à  d i re  :

d 'où

o
nr (o )  =  ^ f  F . , ( s )ds

'l

que nous  convenons d ,éo" i re  sous  la  fo rme

t
r ( t ;  =  ^ I  F (s )ds ,

0

et  1 'opéra teur  H  peu t  s 'éc r i re  sous  la  fo rme

tH?l( t )  = *o*^ j rÀr1s,91s))  -*  i  
Àr(u,y(u))dujds (zs).

d P6

Cons i dérons I ,en.semb le

Bo* = {peÉ(p)  , l l? l lp<r , , * } .9 ' ,h)

et  mont rons  que :

g lneBu* ,  vgeBp* ;

0 i

n. i (u . i )  =  n . , (o)+ l / '  r r (s )ds  =  o
o

en effet on a :

l l  Hello =l l*ol l  * t^ t i l  rÀr(s,e(s)) i  j  k(u,e(u))dut l l  ds

.  l l  *o l l  *  l i  |  (eN+ru) .  l l  ,o  l l  +  l r  lN ,

ou

M = sup ^r [  t t  Vtr ,x)  l l  du,  v l lx l l  = p*
lÀ l<Ào

et  N = pM+tq ( indépendant  de io) ;
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So i  t
*

l l *o l l  =  go S p* ,  er  s i  lÀ l  = +,  a lors m a :

l l  Hy l l -  .  o ' ,  e t  donc ,  Hg  e  B  . ,  v  ge  Bp  __ . ._ ,  _p* ,  -  .  _  - r * .

f ' l on t rons  que H es t  con t rac tan t ,  c 'es t  à  d i re

l lF tP-H,r l lp< a l lg- , r ,  l lo ,  0<1

pour (9, ,1, )  e  €(p)  "  E(p) ,  rets  que l l f  l lo  .  p*  , l lu  i lo  s  o.

en ef fe t  on a :

i)

i -  P
l lH"-Hul lo= lr ,  

|  ! lÀr( ' ,p(s))-Àr(s,û(s)) l l  *  
Êr[ t^rr,  , t tu))-Àr(u,u(u)) l l  ou] os,

Jôo

Conme ^ f  es t  de  c lasse  c1  sur  l l x l l=  p*  a lo rs  on  a  :

l l ^ r ( t ,x)  -  ^ f  ( r ,y) l l=  c l l  x-v l l

donc ' i l  ex i s t e  un  nombre  f i n j  A  t e1  que :

l l  Hy- H,r l l  = hlA l l9_,r l l  - .p

4

Soi t  Àr  = 
i  a lors yÀ te l  que l r l=  À,  on a :

l l  Hr-H'l. , l l  .  o l lrp-v l l  o, d, o . r

a jns i  H  qu i  dépend  de  xo  e t  À ,  es t  une  con t rac t ion  dans  Bp* ,  donc  i l  possède
un  po in t  f i xe ,  ce  po in t  f i xe  es t  ra  l ' im i te  dans  € (p )  de  la  su i te

go  =  xo ,  ?1  =  H?0 , . . .C  =  H / -1 ,

qui  converge si  n + @ v*rs 
Àp*(t ,xo) 

et  la convergence est  uni forme, donc

l l: tlen-^f* llp = o;
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i l  ex is te  donc  pour  tous  xo  e t  À  un  po in t  f i xeV( t , *o )  de  H,  e t  on  vér i f ie
immédia tement  que s i  ^g( t ,xo)  .  Bo*  es t  de  c lasse  c1 ,  t ig  es t  auss i  de  c lasse
ç1 '  ( i l  su f f j t  de  jus t i f i e r  une  dér i va t ion  sous  le  s igne  d , in tégra t ion ) .  Dans
ces  cond i t i ons ,  l e  po jn t  f  j xe  Àg* ( t , xo )  es t  de  c lasse  C1 du  fa i t  de  l ,un i fo r -
m i  té .

fonc t jon  p-pér iod ique assoc iée  à

t - t ( ^g* ( t , xo )  )  =  r tÀ f  ( t ,Àd( t , xo )  )

=  xo ,  g t l lÀ tp* ( t .xo) l l  .  o*|  ,  \  - r "  / i l p  -  t

l a

d
UT

(Àr*)t

n P'; !

et  vér i f ian t

À t  (u ,g (u  )  )  du  l

?p* { t, *o)

p

T
o

pu t rouver  une su i te  de  fonc t ions  pér iod iques  ayant  une l im i te  Àd( t ,xo) ,  qu i
es t  une so lu t ion  p-pér iod ique de

#^r"( t ,xo) =l  Àf( t ,^g*( t ,xo))  -

et  s i

i!
p

/
o

Ajns i  nous  avons  t rouvé n?* { r , ro ;  
de  c rasse c1 ,  p -pér iod ique de  moyenne nu ;e

Ique  1 'on  appe ' l l e

# 
^t-( t ,xo) =

avec

ce qu i  achève la  démonst ra t ion .

I .3 .4 .  Remarque (  4  )

1 .0n  a  vu  gue  ̂ g* ( r , xo )  
es t  l a  l im i te  de  îa  su i te

go = *o r g7, Hpo, , gn = Hvn.-L

e t  pour  ob ten i r  chaque  te rme de  ce t te  su i te  on  ca lcu lego  =  xo ,  e tg l  ( t )  de
1 'équa t ' i on

g1(t)  = HPo(t)  = *o *Àj  t^r(s,xo) - f

. iusqutau premier ordre en À
d 'o rd re  2  en  À ,  pu is  degn
vo i r  I  BJ  que  ce t te  su ' i te  de
u.r ,  ^ ,p* 

{ t  )

2 .  0n  vo i t  dans  le  théorème

;  à  par t i r  de  ce lu i -c i
j usqu 'au  te rme d ,o rd re
fonct ions rpn tronquées

(2 )  qu 'en  mod i f ian t  l e

À f1r , *o1 du l

le terrrc g2 Susqu,au terme
n en À.  0n  peut  mont re r ,
à  l ' o rd re  n  converge eRcore

second membre d" (Àf")  on a

Àf ( r ,Àg* ( r , *o ) )  du  =  6

^r(u,^d(u,xo1;  du
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a lo rs  À9*1 t , *o1  
es t  so lu t ion  p-pér iod ique de  (Àr* ) ;  cec i  es t  l ,ob je t  du  théorème

su ivant  (vo i r  tB l  pour  la  démonst ra t ion) .

I .3 .5 .  Théorème (3 )

So i t

{f = ̂  Àr1t,*; (À r*);

0n suppose que les  cond i t jons  du  théoràne (z )  son t  sa t is fa i tes ;  so i t
^?* ( t , *o )  la  fonc t ion  p -pér iod ique  assoc jée  à  (Àr * ) .

s ' i l  ex is te  une  fonc t ion  xo ( r . )  e  n  3  oér in ie  pour  os l r  l< r ,  vé r i f  i an t

p
j  ^ f ( r , ^g* ( t , *u (À) ) )d t  =  o  (26) ,
o

a lo rs  dans l l  x l l  <  p*  ! *1 t , *o1^  ) )  es t  so lu t ion  p-pér iod ique de  C^r l .  Réc ip roque-
ment  s ' i l  ex is te  d .ans  o< l l x i l<  p* .p  une so lu t ion  Àx( t )  p -pér iod ique dé f in ie  e t
con t inue  pour  o<  l r  l . \ ,  de  1Àf * )  a lo rs

^- t r l  =  À?*( t ,xo(À)) .

I . 3 . 6 .  Dé f j n i t i on  (6 )

L 'équat ion  (26)  dans  le  théorème (3)  s 'appe11e équat ion  dé termjnante  ou  équa l ion
de  b i fu rca t ion .

Cette équat ion de bj furcat ion est ,  en généra' | ,  t rès di f f ic i le à résoudre (et
r ien  ne  permet  d 'a i l l eu rs  d 'a f f i rmer  qu 'e l le  admet  des  ss lu t ions ) .

Cependant,  Hale a pu grâce à la propr iété de symâtr ie sat isfai te par le sys-
tème (À f  

* ) ,  
rédu i  re  le  nombre  d 'équat ions  sca l  a i res  éqr . r i va len tes  à  ce l  le -c i  ;

cec ' i  es t  1 'ob je t  du  théorème su jvant  :

I  .3  .7 .  Théorème (4)

So i  t

{f = ̂  Àr1r,r) (À r.)

où x e d ;  e t  so i t  (Àr . )*  F l (p) ,  ( resp.(Àr . )  €Flp)) ,  (o ,ô)  e E,  on suppose
que les  cond j t ions  du  théorème (2)  sont  sa t is fa i tes ,  donc  la  fonc t ion  p-pér io -
d ique assoc iée  a  (Àr* )  ex is te ,  nous  ra  no terons  par  ̂ ç . ( r ,xo) ,  

où  xo  €  É  ,
te l  que l l xo Isp* .p ,  e t  nous  no terons  par



-  74 -

' l ' équat ion  
de  b i fu rca t ion  cor respondante .

A lo rs ,  pour  tou t  xo  e  a ( resp .  xo  e  o )  on  a

o  (xo , l )  e  o , ( resp .  0 (xo ,À)  e  a )

e t  l ' équat ion  de  b i fu rca t ion  sera  rédu i te  à  une ( resp .  deux)  composantes
sca l  a i  res  .

Démonstrat i  on

Prenons o  =  o , ( resp ,  o  =  o r ) ,  e t  o  =  o r  e t  so i t .?eE(p)  te l  que

l l  *o l l  p.o*;

o (xo,À )  = J^f( t ,^?*(r ,xo))dr = o,
o

D'après le théorème (2) ra fon.ct ion p-pér iodique associée  ̂g*( t ,*o) 
au

sys tème (Àf * )  ex is te  e t  s i  xo  es t  te l  que

d 'où

Àr1- t ,$g*Êt , ro)  
)  = -$f  ( t ,Àg*( t ,xo))

eten in tégran toàp :

^p
o(xo, r )  =  j  f ( t ,Àg*( t ,xo) )d t  =  o

o

d 'après 1a remarque (+) ,  ̂ g . ( t ,xo)  
es t  une so lu t ion  p-pér iod ique oe (Àr* ) ;  o r

. le  svstème (^ f* )  apparr ient  à  Foo(p)  ( resp. r . l rn l )  e t  ra  sorut ion p-pér iod ique^9*( , ,xo)  
es t te ] leque 1 ' -  'o1"

og*(o ,xo)  =go = *o  e  a1( resp.or ) ;

d 'après la  propos i t ion  (Z)  on a  donc :

s  ̂ y * ( - t , xo )  =  - ^g* ( t , xo )

^PrP.
4 '  (xo, r )  = 

J^f ( - t ,sÀg*(- t , ro ; ;ot  = -J  sÀf1t ,Àjo*( t ,xo))dt
oo
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Corme f ,  et  f r ( resR. f r )  sont impaires et  de
que :

o  (xo , l  )  e  o r ( resp .  o  (xo , r  )

ce  qu i  achève la  démonst ra t ion .

I  .3 .  B .  Conc lus  ion

moyennes nul les,  a lors on dédui t

ed r )

La  réponse  à  ra  ques t ion  d 'ex is tence  de  soru t ion  p -pér iod ique  du  sys tème
admettant une symétr ie par rapport  à un plan ou un axe par 1a méthode de
s t  a f f i rmat ive  s i  les  cond i t ions  su ivantes  sont  sa t is fa i tes  :
1 .  tou tes  les  so lu t ions  Oe (on)  son t  p_pér iod iques ,
2 .  i l  ex is te  une fonc t ion  p-pér iod ique assoc iée  à  (À f " ) ,
3 .  l ' équat ion  (26)  admet  une so lu t ion .

(À n)
Ha le ,  e :

Mais  ce t te  méthode res te  d i f f i c i le  à  app l iquer  car  l ,ob ten t ion  de  la  fonc t ionp-pér iod igue assoc iée  à  (Àr* )  fa i t  appeÏ  à  des  carcu ls  complexes ;  de  p lus  r ienne permet  d ta f f i rmer  que l 'équat ion  (26) ,  (1 'équat ion  de  b i fu rca t ion)  possède
une  so lu t ion .

Pour  i l l us t re r  la  méthode e t  mont re r  Ja  complex i té  des  ca lcu ls  nous  exposons
main tenant  un  exentp le  d 'app l i ca t ion  de  la  nÉthode c ie  recherche de  so lu t ions
p-pér iod iques  de  Ha le :

i .3 .9 .  Exemple

So i  t

, t r r )

s in  t /

(27 )(l )fi) (i
nt

y^
z

y2

système dif férentiel  2n-périodigue appartenant t  Fl*o(zn)=Fj 
,en)n1{/rrtrr)

(on rappel le  que f l r ,Jn l  est  l ,ensemble des
ques possédant une symétr ie par rapport à I
cjel le fondamentale du système non perturbé

sys tèmes d i f fé ren t ie ls  p -pér iod i_
'o r ig ine ) ,  don t  la  so lu t ion  mat r i -
(on )  s 'éc r i t  :
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f ,s inzt  o

cos  2 t  o

f,(r-cos z t) r )

Toutes Jes solut ions du système non perturbé sont
thèses  du  théorème (z )  son t  sa t is fa j tes ;  é tud ions
possède une so lu t ion  z i r -pér iod ique issue au  temps
ce la  e f fec tuons  1e  changement  de  var iab les

y ( t )  =  y ( r )x ( r ) ,  y  e  R3 ,  *  e  R3

nous obtenons 1e système (Àf*)  sous forme standard

zr-pér iodiques et  les hypo-
s i  (27) ,  pour  À  assez  pe t i t
t=o ,  du  po in t  yo  e  o .  ;  pour

correspondant à (27)

où z( t )  = s in t  r ( -*1

0n  vé r i f i e  d ' abo rd  que

1 'équa t i on  dé te rm inan te

or(xo,r )

s in+ t  +  x rx ,  cos4 t l .

(28)

le théorème( 4 )

(2e)

(30 )

2
X ^*+)

2T1

= 
J^tr( . ,^?*(r,xo)) 

dr = e

où nd(t ,xo) 
est  la fonct  jon zn-pér iodique associée à (28);  cherchens

Vf r ,xo l  e t  xo(À)  pour  leque l  les  équat ions  (29)  e t  (30)  sont  sa t is fa i tes
donc,  i l  fau t  ca lcu le r  d 'abord  par  approx imat ions  success ives  jusqu,à  l ,o rd re
e t  pu is  fa i re  tendre  n  +  - r  la  fonc t ion  Àd( t ,xo)  o r ,  cec i  demande d , i runenses
ca lcu ls  d i f f i c i les  e t  même imposs ib res  à  mener  exp ' l i c i tement .

ril=^(;':,:;"i; :i:,:"::: ;: )
\  * . , /  \  + s in zt  s in t  *  + z(r)(1-cos 2t)  + , ( t )  /

(28) appart ien,  ;  Fl .  Qn),  donc d,après
se rédu i t  à  deux  éqûat ions

o

2n
. ^ f I ) -

Q. (x ' ,À )  =  |  " f " ( t , " g *  ( t , xu ) )  d t  =  o
" J \ )

o
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''0. !::!:::=:::=:g::ï::
Nous avons vu dans (r ,2.)  que la méthode de Malkin,  pour certains systèmes,
ne permet pas de donner une réponse au problème de J,existence de leurs solu-
t jons  p -pér iod iques  e t  on  a  vu  éga lement  dans  (1 .3 . )  que  la  méthode  de  Ha le
é tud ie  des  sys tèmes t rès  par t i cu l ie rs  ( tou tes  les  so lu t ions  des  sys tèmes Ron
per tu rbés  sont  p -pér iod iques) ;  e t  fa i t  appe l  à  cer ta ines  no t ions  ( fonc t ion
p-pér iod ique assoc ' iée  au  sys tème e t  réso lu t ion  de  l ,équat . ion  de  b i fu rca t ion)
t rès  d i f f i c i les  à  man ier  e t  à  résoudre  en  pra t ique.

Dans ce  paragraphe nous  a l lons  présenter  une méthode d i te  méthode des  symét r ies ;
ce t te  nÉthode sera  app l iquée lo rsque le  sys tèrne  (À f )  ( resp . (ÀA) )  admet  une
symét r ie  par  rappor t  à  un  p lan ,  ou  deux  symét r ies  (par  rappor t  à  l ,o r ig ine) .
0n  débutera  ce  paragraphe par  la  dé f in i t ion  d 'un  sys tème d i f fé ren t ie l  s ingu-
l ier  ( resp. non singul ier)  par rapport  à la synÉtr ie donnée; nous essaierons
à travers les deux théorèmes (5) et (6) d'apporter une réponse prÉctse aux deux
quest ions  Q1 e t  Q2 Posées en  ( I .1 .2 . ) ;  en f in  nous  app l iquerons  le  résu l ta t  du
théorè rne  (5 )  aux  exemples  ( I .Z .Z . ) ,  (L2 .3 . ) ,  ( I .Z .a . )  e t  ( I .3 .9 . ) .

I .4 .1 .  Dé f in i r i on  (7 )

So i t

(A )

un sys tème d i f fé ren t ie l  l i néa i re  p -pér iod ique appar tenant  a  f (p ) ,  ( resp .
- i
L ib /z ) ) ,  où  ( i , i )  e  {1 ,2 ,3 } .  Rappe lons  i c i  que  

{ tn l  es t  l , ensemble  des
systèmes l inéaires p-pér iodiques possédant une symétr ie par rapport  à l ,espace
o '  ou  6 i ,  dont  la  d ' imens ion  de  1 'espace des  so lu t ions  p-pér iod iques  es t  éga le
à  j .

1 . 0n  d i t  que  (R)  es t  s ingu l ie r  pa r  rappor t  à  1a  symét r ie  ô r ,  s i  l , image  du
Rlan ô . i  par  la  demi -app l ica t ion  de  po incaré ,  qu i  es t  représentée  par  la
matr ice x (p/z)  chois ie en respectant la symetr ie (voir  proposi t ion (9)) ,
gst  le plan lu i  même, s inon (A) est  non singur ier  par rapport  à ra symétr ie
o i .

0n dit que (A) est non singulier par rapport à la s@trie 0 (symétrie par
rappor t  à  l ' o r ig ine)  s i  l ' image de  l raxe  o ,  par  la  quar t -app l i ca t ion  de
Poincaré qui  est  représentée par la matr ice X (p/ ,+),  est  t ransverse au plan
ô l ;  s inon  (A)  es t  s ingu l ie r  pa r  rappor t  à  0 .

dx
îT = A( t )x

2.
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Dans ce  qu i  su i t ,  nous  a l lons  é tud ie r  le  p rob lème que ce  so i t  dans  le  cas  drune
syÉtr ie par rapport  à un plan ou dans le cas d 'une symétr ie par rapport  à I 'o-
r i  g i  ne .

1 .4 .2 .  Cas  d 'une  symét r ie  par  rappor t  à  un  p lan

Théorème 5

So i  t

un

de

{T = ̂ r(t ,x) (Àr)

sys tème d i f fé ren t ie l  appar tenant  à  F(p) ,  e t  so i t  ôg  e  $ (n)  une so lu t ion

(ô f )  (pourÀ  =  6  c  A)  ,  où  o  =  d '  i e {1  ,2 ,3 }  e t  so i t  (pour  o  = -o i )

x(P /2)  =(ll: :; )
l a  mat r ice  de  demi -app l ica t jon  de  Po incaré  de  l 'équat ion  aux  var ia t ions  (Ah
assoc iée  à  69  éc r i te  dans  une  base  b ien  cho is ie ;  a lo rs  s i  (AN es t  non  s ingu-
l i e r  pa r  rappor t  à  o j ,  e t  en  cons idéran t  le  cas  (nÈ)  e  L l tn )  i l  décou le :

1 .  l a  so lu t ion  ô9  es t  non  i so lée  dans  l ' ensemble  des  so lu t jons  p -pér . iod iques

appartenant a $l(p) oe (6r) ;  de manière plus précise,  i l  er iste un chernin
c  :  J '  R  *  o ,  où  J  =  l -1 r+1 [ ,  pa ramét ré  par  u  €  J ,  te l  que  c (o )  =  ôg(o )

et  te l  que pour tout  point  c(u) e o,  ra solut ion ug issue au temps o de
c(u)  so i t  p -pér iod ique appar tenant  à  S3(p) .

2 .  la  fami l ' l e  ug  de  so lu t ions  pér iod iques  de  (ô f )  peut  ê t re  p ro ' longée à  tou t
un  vo is inage v  de  ô  dans  A,  de  man ière  un ' ique e t  con t inue en  À.

Dérnonstrati on :

Neus a-llons dérnontrer le théoreme pour o

man ià .e  s im i la i re  so i tôp .  S l  tp l  tôg (o )

(ôf  )  et  soi t
o1

J  :  R3  *  R3

ôr, les autres cas dérnontrant

6r,6gb/à e 6r l  une solut ion

de

de
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I ' app l i ca t ion  de  c lasse  c ,1  qu i  à
es t  la  so lu t ion  Oe (ô f )  i ssue au

*o e ôr  assoc ie T(*o)
temps a=o du point xo;

6rth/z) ê ôr

= ibl z,o,xo) , où ;
on a donc :

T(ôç(o))  =

D'après  le  co ro l  l a i re  (z ) ,  l a  so lu t ' i on  tp  es t  p -pér iod ique ,  e t  d ,après  le
coro l la i re  (6 )  l ' équat ion  aux  var ia t ions  assoc iée  à  ôg t& l )  appar t ien t  au
mo ins  a  L l tp l ;  so i t  J *  1 'app l i ca t ion  l i néa i re  tangen te  de  f  au  po in tô l r (o ) ,
f*  est  représentée par la matr ice

dans une base chois ie respectant la symétr ie (voir  1a proposi t ion (9) dans
1e  chap i t re  ( I I ) ) .

Le  coef f i c ' ien t  b ,  es t  non nu1,  donc  J* (ô r )  es t  t ransverse  à  ô r ,  e t  donc  T(61)
es t  t ransverse  auss i  à  ô ,  au  po in t  6ge/z )  e  d1 i  cera  en t ra îne  que ra  sur face

T(v ) ,  où  v .  d ,  es t  un  vo is inage  oe  ôg(o ) ,  es t  t ransverse  à  ô ,  e t  coupe  donc
dt .  au  vo is inage de  6g(P/z ) ,  

se lon  un  arc  de  courbe de  c lasse  c1 .  Don,c  l , image
réc ip roque  de  ce t  a rc  par f ,  es t  un  chemin  c :  Jc  lR  *6 r ,  où  J  =  J -1 r+1E,
passant  o .  ôg(o)  =  c (o) ,  te l  que pour  tou t  po in t  c (u )  e  6 , , ,  où  u  €  J ,  ra  soru-
t ion  ug  issue au  temps t=o  de  c (u) ,  e t  de  p . lus

ug(o)  e  ô ,  e t  vg?lz)  e

d 'après  le  co ro l la i re  (z )  pges t  
p -pér iod ique  appar tenan t  a  $9 . (e ) ,  ce  qu i

p rouve que 1a  so lu t ion  ô9  n 'es t  pas  iso lée  dans  l ,ensembf .  O" Ï t ro lu t ions
p-pér iod iques  appar renanr  à  S3. tp l .

I .4 .3 .  Remarque  (5 )

x(pz (l l: i)

a- 4  t
I

Le théorènre

en effet on

d ique ;  e l  l e

t ion  nu l  l e

(5 )  s 'app l ique  au  sys rème (ÀR) ,  vo i r  ( I .1 .1 . )  appar tenan t  a  t$ - (p ) ;
conna i t  la  so lu t ion  nu l le  g  du  sys tème non per tu rbé  (oR)  p -pér io_

appar t ien t  à  S3- (p ) ;  l ' équa t ion  aux  var ia t ions  assoc iée  à  la  so lu -

es t  a lo rs  i=A( t )x  c 'es t  à  d i re  le  sys tènre  non  per tu rbé  (oA) .



1.4 .4 .  App l i ca t ions

Nous al lons app' l iquer le résul tat  de ce théorème aux exernples exposés dans
(r .2.)  :

-u0

appart i  ent

respec tan t

1" )  Ex is tence de  so lu t ions  zn-pér iod iques  du

Nous vér j f ions  d ,abord  que le  sys tème décr i t

et  que ' le 
systène non perturbé décr i t  en (17)

1 . - ^ 1
Pir) 6 SËr(2n) er g"(t) e g! (zr)

oI
ma t r j ce  X (n )  dans  une  base  cho i s i e
(9 ) ) ;  on  ob t i en t  :

sys tème (16)  exposé  dans  ( I .Z .Z . )

en  (16)  appar t ien t  à  F2 ,Qn)

de  so lu t ions

à l_,  (  zn) ,  ceci  en écr j  vant I  a

1a  symét r ie  (vo i r ' l a  p ropos i t i on

( r .2 .3. )  :

e t  que  l e

X( r )  = . ' ( :  

;  )

et pour tout  xo = €  ô r ,  on  a  x (n ) (xo )  =  
"2

eR3

2" )  Ex is tence de  so lu t jons  zn-pér iod iques  du  sys tènre  (19)  exposé

De même on vér i f ie  que le  sys tème décr i t  en  (19)  appar t ien t  à  F :
sys tème non per tu rbé  (20)  de  so lu t ion  :  o1

( ; , ( ï )

donc :
_*
|  (o1) = X(r)  ( i r )  est  t ransvers.  à ôr,  pôF conséquent ' le 

système (17) est  non
s ingu l ie r  par  rappor t  à  la  symét r ie  ô1 ;  d 'après  le  théorème (5)  on  en  dédu i t
que (16)  possède une in f in i té  de  so lu l ions  zn-pér iod iques ,  pour  À  assez  vo is in
de zéro.

dans

(z r )

1-cos t
Vft) = e S3, t z")(i).

appart ient  à Ll  Qn) ,

symét r ie ,  on  ob t ien t

en éc r i van t  l a matr ice  X(n)  dans  une base respec tan t  la



X(" )  =  
" '
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TI

t

^n2z+v i)'( ;

a rns t  :

T*(or) = x(n) (6r) est transverse à j '

non s ingul ier  par  rappor t  à  la  symétr ie
dédui t  que (19)  possède une in f in i té  de
vo is in  de zéro .

par conséquent le système (20) est

ô1, et  d 'après le théorème (5) on
so lu t ions  zn-pér iod iques  pour  À  assez

3 ' )  Comme aut re  app l i ca t ion  du
de so lu t ions  p-pér iod iques  pour

O!Ë 
= or  + ÀG(rrx) ,  x

théorème (5) nous pouvons démontrer l ,existence
le système

e R 3 ,  (31 )

où  A es t  une mat r ice  rée l le  cons tan te  d 'o rdre  t ro is  dé f in ie  csmme dans ( I I .3 .1 . )
de  la  p remière  par t ie ,  e t  G es t  une fonc t ion  de  c lasse  c1  en  x ,  p -pér iod ique
en  t ,  te l s  que

i .  1e  sys tème non per tu rbé  (oA)  de  (29)  appar r ien t  a  L l fp l

2 .  pour  un  cer ta in  a  G JR,  le  sys tème (31)  appar t ien t  a  t ] . (p ) ,  i  .  { r . ,2 ,3 }
" l

Alors  (31)  admet  pour  À  pe t i t  (À  .  Â .  IR  )  u ,ne  famj l le  à  un  paramèt re  de  so lu_
t ions p-pér iodiques dont les orbi tes sont synétr iques par rapport  à l ,espace
ô,  dans  ' l  ' espace des  phases  (oxr ,  oxz ,  oxr ) .

Démons trat i on

Prenons ' i=1 et  q=o (on peut remarquer que re système non perturué (on) est
au tonome e t  quc  le  c r io ix  du  " temps"  o .  de  1a  synré t r ie  n , impor te  pas) ;  a lo rs
étant donné que (oA) est  autonome' on connai t  expl ' ic j tement toutes ses solu-

t ions et  pu- isgue (oA) .  Lr t tp l ,  (x(  p/2) ' )  (ôr)  est  t ransvers.  à ôr seron une

droi te (c 'est  ' l  'espaee des solut ions p-per. iodiques constantes) et  d,après le
théorème (5) le système (31) admet des solut ions p-pér iodiques dont les or-
b i tes  sont  symét r iques  par  rappor t  à  l ,espace ôr (oxrx r ) .
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Nous a l lons  énoncer  un  théorème d 'ex is tence de  so lu t ions  p-pér iod iques  d 'un
système admettant une symétrie par rapport à l,origine; et nous yerrons que
la  so lu t ion  p -pér iod ique  de  (ô f ) ,  ( resp . (on) )  es t  i so lée  dans  I ' ensemble  des

so lu t ions  p -pér iod iques  appar tenan t  a  $ ] ,o (p ) .

Ihéorème (6)

So i t

j f  = ̂ r(t,x) (Àr)

un sys tème d i f fé rent ie l  appar tenant  à  Ë,o(p) ,  o  e  {or } ,  . i  e  { r ,z ,e} ,  e t  so i t
ôv t  S l ,o(p)  un,e so lu t ion p-pér iod ique de 1Àt1 pour  la  va leur  À = ô e Â de
paramètre À, et soit  (pour o=on )

/u t  
b '  o

x (P /4 )  =  
(  

a2  b ,  c2

\ t  
b t  c3

la  ma l r i ce  de  la  quar t -app l i ca t ion  de  Po incaré  de  l 'équat ion  aux  var ia t ions
. A
(A"g  )  assoc iée  à  og  écr j te  dans  une base b ien  cho is ie ;  a lo rs  s i  (Aôg)  es t  non
s ingu l ie r  par  rappor t  à  I 'o r ig ine,  e t  en cons idérant  le  cas (At f )  r  L l tp l  i l
découle ;

1.  la  ss lu t ' i on  og  p -pér iod ' ique  es t  i so lée  dans  I ' ensemble  des  so lu t  j ons

p-pér iod ' iques  avec  symét r le  S l ,o (p)

2 .  la  so lu t ion  tp  p -pér iod ique es t  p ro lonçab le  à  une fami l le
^g  t  

{ ,o (p)  oe  so l  u t ions  p-pér iod iques  iso lées  oe  (Àr )  .

Démonstrati on

1. La démonstrat ion sera t rès semblable à la démonstrat ion du théorème précé-
dent .  Prenons :



o=o,  a=o,  so i t  ô  g t  S3r ,o(p)

1ôf ;  pour  À=ô,  e t  so i t  f  :  R

^o e  o1.  R3 assoc ie  f (xo ;  =

issue au temps o=o du point  x
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r A
"g (o )  e  o1 , "9 (P /4 )  eGt

? ^"  *  lR  o  l 'app ' l i ca t ion  de

Çeto,o,xo),  où i  est  ]a
o ,  oD  a  donc

une so lu t ion  de

c lasse C1 qu i  a

so- lu t ion  oe  (ô r )

So i t  J '

- Â  i

T("ç(o) )  ="ge/4)  e  -o t

l 'app l ica t ion l inéa i re  tangente  représentée par  la  mat r ice

x(P /4)  =

dans une base cho is ie  respec tanL la  sy rné t r ie ;  le  coef f i c ien t  a ,  es t  non nu l
donc f*(o1) est  t ransverse à d1, et  donc T(ot)  est  t ransverse aussi  à ô1 au
po in t  T(ô9(o) )  =  6y(P/a)  e  ô t  i l  en  résu l te  que ta  so lu t ion  ôges t  i so tée
dans  I ' ensemble  des  soru t ' i ons  p -pén iod iques  appar tenan t  a  S l r ,o (p ) .

2 .  E tan t  donné que 1 'app l i ca t ion  |  :  d  *  R3 dépend cont . inûment  de  À €^ ,
a lo rs  i l  ex is te  un  vo is ' i nage  t , l  dans  ô  te l  que  la  so lu t ion  Àr ( t )  appar t ien t
à  S ! , ' ,o (P) ,  sù  r  e  | , , l (o ) ;  ce t te  so lu t ion  es t  i ssue d ,un  vo is inage de  la

(l li i)

La remarque fa i  te  dans  (  I  .4 .3 .  )  res te
quer le théorème (6) pour démontrer I
système perturbé (Àn).

1 .4 .7 .  App l i ca t ion

Nous a l lons app l iquer  le  résu l ta t  de ce théorème à l ,exemple  ( I .3 .9 . ) ;  nous
vér i f ions d 'abord que (27)  appar t ienr  à  F : . ,e (2 , , ;  =  F : . (zn)  n f l r r t2n) ;  e r

ensuite que toutes tes solut ions or ryrter l  non pertrr lu ronr r l -our.;odiques
etona:

cond i t ion  in i t ia re  de ra  soru t ion op( t )  gc ,es t  à  d i re  oe ôg(o) t  e t  e lJe  tend
vers ôg( t )  quand À tend vers  ô.

I .4 .6 .  Remarque  (6 )

val  ab I  e  i  c ' i  ;  par  conséquent  on peut  app I  i  _
' ex j s tence  de  so lu t j ons  p -pé r iod . i ques  du
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Y(+, (l;i )

donc pour tout vo ( l )  "  
o!,on a |(n/z)(vo) = 

( i )  
. , ,

a ins i  :

T* (o r )  =  YG/z) ( " r )  =  o1  es t  t ransverse  à  ô1 ,  pdF conséquent  le  sys tème non
per tu rbé  es t  non s ingu l ie r  par  rappor t  à  l ' o r ig ine  e t  d ,après  l .e  théorème (6)
on  dédu i t  que (27)  possède une so lu t ion  2n-pér iod ique pour  À  assez  vo is in  de
zéro .
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DEUXIftIE CI#IPITRE

EXISTET{CE DES SoLUTI0NS PERI0DIQI ES

D'UI{ SYSTEME DIFFERENTIEL PERIODIQUE NON LINEAIRE

ADf'IETTANT UIIE SYI.,IETRIE.

Ir'1' lillg3y!llg!
Le problème pr incipal  qui  nous préoccupe quand nous avons af fa i re à un système
d ' i f fé ren t ie l  p -pér iod ique es t  la  recherche de  ses  so lu t ions  P-pér iod iques ;  on
s 'es t  e f fo rcé  tou t  d 'abord  de  résoudre  ou ,  corme i l  es t  admis  de  d i re ,  d , inLé-
grer les systèntes di f fé,rent ie ls par quadrature c 'est  à dire que I 'on a cherché
à écr i re la solut ion à l 'a ide des fonct ions élénenlaires et  de leurs intégrales
e t  à  vér i f ie r  s i  e l le  sa t is fa i t  la  cond i t ion  de  per iod ic i té .

Cependant  on  sa ' i t  qu ' i1  y  a  beaucoup de  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  qu i  ne  peuvent
pas  ê t re  in tégrés ,  à  savo ' i r ,  la  p lupar t  des  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  non l iné-
a i res  mais  auss i  les  sys tèmes l inéa j res  non au tsnomes.0n  a  a lo rs  ten té  par
d 'au t res  moyens de  prouver  l ' ex is tence de  so lu t ions  pér iod iques ,  par  exemple ,
des  techn iques  de  po in t  f  i xe ,  la  méthode de  la  rnoyenne,  

' l  ' ana lyse  fonc t ionne l le ,
vo i  r  [8 ]  ,  [9  ] .

Dans la  l i t té ra tu re  des  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  pér iod iques  non l inéa i res ,  on
peut  d is t inguer  deux  cas  :

1o. systèrnes di f férent ' ie1s pér iodiques non l inéaires contenant un pet i t  para-
mèt re ,  on  les  appe l le  fa ib lement  non l inéa i res

2" ,  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  per iod iques  non l inéa i res  ne  contenant  aucun pe t i t
paramètre.

Nous avons vu dans le chapitre precédent que la methode des s.ymétries a
pu nous apporter une réponse précise à la quest ion d 'existence de solu-
t ions pér iodiques d'un système di f férent ie l  pér iodique faiblernnt non
l inéa i re  admet tan t  une ou  deux  symét r ies .
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Lorsque le système di f férent ie l  pér iodique ne possède pas un pet i t  paramètre
a lo rs  i l  es t  d i f f i c i l e ,  en  généra l ,  de  répondre  à  la  ques t ion  d ,ex is tence  de
so lu t ions  pér iod iques  sur tou t  s i  ce lu i -c i  es t  de  d jmens ioh  supér ieu re  à  deux .

Dans ce  chap i t re  nous  a l lons  répondre  à  ce t te  ques t ion  pour  un  cer ta in  type
de sys tèmes d i f fé ren t ie ls  pér iod iques  non l jnéa i res  possédant  une ou  deux
symét r ies ,  en  u t j I i san t  Ia  nÉthode des  symét r ies . -
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non r inéaire admettant une symétr ie par rapport  à un pran== === == == == == = == == == = ====== ==== ====================== = = ==

Dans ce paragraphe nous al lons exposer deux proposi t ions permettant de démon-
t re r ,  dans  chacune  d 'e l les ,  I ' ex is tence  d 'une  in f in i té  de  so lu t ions  p -pér iod i -
ques  du  sys tème d i f fé ren t ie l  su ivant  :

i  =Bx+G(t ,x ) (G)

fi:"),(: til (; ;i)

fitfii)

.  / " \où x  = {  ^ r l ,  R  3 ,  e t  B  es t  une  mat r i ce  rée i le  consran te ,  ayan t  yune  des
\  - ; /

fo rmes  su ivan tes :

e toù :

G :  lR  X  R3 *  R3
( t , x )  *  G( t , x )

es t  une fonc t ion  cont inue P-pér iod ique de  c lasse  c1  par  rappor t  à  x  sa t is fa isan t
à  ce r ta ines  cond i t i ons ;  dans  ( r r .2 .1 , )  on  suppose  G( t , x )  bo rné ,  a ro rs  que  dans( l r '2 '3 ' )  G( t ,x )  sa t is fa i t  une majora t ion  de  type  a f f ine ;  nous  donnons dans
( r r '2 '2 ' )  une app l ica t ion  de  la  p remière  propos i t ion  à  une équat ion  d i f f ,é ren-
t ie l l e ' ' bo rnée , ,  p -pér jod ique  d ,o rd re  t ro i s .

Remarquons ic i  que Re iss ig  vo i r  t10r ,  a  t ra . i té  de  sys tèmes de  ra  fo rme (G)
où la  mat r ice  B c . répend du  temps,  ma is  où  re  sys tème r  inéa i re
O X
æ 

= 61 t ;x  es t  non  c r i t i que ,  e t  où  G( t , x )  es t  l oca lement  L ipsch i t z ienne  te l  que  :

l im
l lx l l*  -

- )  o,  uni formément par rapport  à t .
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I I .2 .1 .  P ropos i t i on

So i t  (G)  e  f (n ) ,  où  o  =  ô i ,  i  €  i7 '2 '3 \ '  t e l  que  :

l lG( t ,x ) l l  <a  V( t , * )  € IR4,  aeR*+

Alors  le  système (G)  possède une jn f in i té  de so lu t ions P-pér iod iques appar te-

nant à Sl te l .

Démonstrat i  on

Nous a l lons  démont rer  1a  propos ' i t ' i on  pour  s  =  d1 ,  les  au t res  cas  se  démont ren t

de  man jère  s jmi la i re  (en  fa isan t  un  changement  de  var iab les  x  =  Ay ,  où  A es t

la  mat r ice  de  passage de  o ,  à  01 , i  e  i2 ,3 ) ) ;  1a  démonst ra t ion  peut  ê t re  décom-

posée en deux étapes :

1" .  I ' l ous  mont rons  que tou tes  les  so lu t ions  de  (G)  sont  dé f in ies  au  moins  sur

un  in te rva l ' le  Io ,P /2 ]  e t  donc ,  nous  pouvons dé f jn j r  la  demi -app l ica t ' ion  de

Po incaré  T .

2o .  Nous  p rouvons  I ' ex is tence  de  po in ts  xo  e  o1  te ls  que  :

r ( *o )  =  x lP /Z )  €  d1 ,  (c 'es t  à  d i re  x r (P /z )  =  o )

où  x ( t )  es t  une so lu t ion  du  sys tème (G)  i ssue de  xo  e  61 ,  au  temps to  =  o

Démonst ra t ion  de  1" .

Nous a l lons  é tab l i r - rd 'abord  que tou te  so lu t ion  de  (G)  
[x : .L to ,  P /ù  *  R 3 ,  où

J  es t  un  in te rva l leJ  peut  ê t re  p ro iongée en  une so lu t ion  x ; lo ,P /z l  *  IR3;  
"n

effet  on a :

l lex + G(r ,x) l l= l l  s  l l  . l l * l l  *  l l  G( t ,x) l l< l lB l l  . l lx l l  +  a

= y( l l x l l+ r ) ,  V( t ,x )  e  R4

où y  =  sup( l lg lLa) ;  so i t  0 (xo, r )  =  {x  e  R3 :  l l x -xo l l<r i ,  e t  so i t

r 1
M(r)  = supl ] lBx + G(t , * ) l |J  < y  ( r+ r  * l l *o l l  ) ;

xeD(xo, r )

é tan t  donné  xo  e  d r . lR3 ,  nous  cho ' i s i ssons  r  te l  que  r  21+  l l *o l l  ,  e t  donc

N( r )  s2 ' t r ;
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en  app l iquant  le  théorème d 'ex is tence des

cat ion  cont inue de  [ to , to*g ]  '  d  dans  R 3 ,

de  lR3,  a lo rs  pour  tou t  é lément  xo  e  n ,  i l

t i ab le  x ( t ) ( x :  t to , to+h l  *  R3)  so lu t ion

avec

h  =  in f (s ,Ë) ,  M = .sup l l f ( t , x ) l l  
,  _  :( t , x )e I to , to+h1x  6

e t  r  es t  la  d is tance de  xo  à  la  f ron t iè re  de

peu t  ê t re  dé f jn ie  dans  I ' i n te rva l le  o< t<  2 f , ,

en par tant  de T = T( t r )  à  l 'époque t r= 
f i ,  

on

pour  tou t  t ,  en  par t i cu l  ie r  pour  te  
[ . ,Ë ] .

So i  t

x  :  lo ,P /Z)  *  R3

I
so lu t ions  I  s i  f ( t , x )  es t  une  app l i -

t
n est  un sous-ensemble ouvert  borné

ex is te  une app l ica t ion  d i f fé ren-

de  i  =  f ( t , x )  te l l e  que  x ( to )  =  xo ,

n)  vo i r  t r r . l

e t  pu i  squ '  i  I

vo i t  que 1a

,  1a  so lu t ion

es t  poss ib )e

so lu t ion  es t

de  (G)

d '  i  t é re r

déf i  n ' ie

t *x ( t )  =fiiiii)
une so l  u t ion

so i  t
T .
t .

de  (G)

i *- t

xo*

dé f jn je  dans  lo ,P /2 f ,  j ssue

]R

I(xo) = xr(P/2)

orau temps to=o, etdexoe

la  demi -app l ica t jon  de  Po incaré  dé f jn ie  dans  lR3 es t  con t inue.

Démonst ra t ion  de  2" .

L ' j dée  p r i nc i pa le  de  l a  démons t ra t j on  de  (2 )

ex j s t e  au  mo ins  un  po in t  m ,  e  6 r ,  t e l  que  :

f (mr )  =  x1Q/2)  ; '  o ,

et  au moins un autre point  ^Z ê d '  te l  gue

f (mr )  =  x r (P /Z)  .  o i

d 'ap rès  la  con t inu i té  de  l ' app l i ca t ion  T ,  on

con t inu  dans  ô1  jo ignan t  m1 e t  m2,  j l  ex is te

es t  de  démont rer  d 'abord  qu ' i  1

(32)

en

un

(33)

dédu i t  que sur

po in t  m*  e  ô1

chaque chemin

tel  que :

t ( r " )  =  x r (P /2 )  =  o ,  ( c .a .d .  t (m* )  e  ô1) .
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Démont rons  l 'ex is tence d 'un  po in t  m1 ê  ô1 t la  re la t ion  (32) ;  en  e f fe t

so i t l e  ma joran t  de  G( t ,x )  ,  e t  so i t e 6,  te l  que :

*l 'u *lt

comme x !  es t  supér ieur  à  a ,  e t  que x2( t )  es t  con t jnue,  on  a  donc  x r ( t )  t  a ,
pendant  un  cer ta in  temps;  supposons qu ' i l  ex is te  B  >  o  te l  que :

1  x r (B)  =  a
{
I  x r ( t )  '  a ,  pour  tou t  t  e  [o ,B [

e t  mont rons  que x r ( t )  es t  pos i t i f ,  pour  tou t  t  e  [o ,P /21 ;  en  e f fe t  i l  nous  su f f i t
de démontrer que g > P/2.

Comme

i1 ( t )  =  x r ( t )  *  9 r ( t ,x ( t ) )  '  o ,  pour

a lors  x t ( t )  est  cro issant  pos i t i f  pour  tout
xr(o)=*1=o,

a ins i

i 2 ( t )  =  * r ( t )  +  9z ( t , x ( t ) )  ,  9z ( t , x ( t ) ) ,  v  r  €  [o ,B ] ,

et comme

sr ( t , x ( t ) )  '  -â r  pour  tou t ' t  s  R

donc,

i2 ( t )à -ô ,  V te [o ,B ]

xr( t )  > -  a t  *  *2,  -  a t  + u *9Ë,

c 'es t  à  d i re

xr( t )  'a( r - r  *9) ,  vr  e [o,Bi

or ,  x r (B)  =  a ,  donc  g  ,  
È :  par  conséquent  x r ( t )  >  a  >  o ,  e t  x r ( t )  es t  c ro issant

pour tout  t  e lo,P/Zf,  donc

r (m,  )  =  r r  (P  /2 )  >  o .

vér i f ian t

' ,  = ( " ;  
\

\*3 /

tou t  t  e  [o ,B] ,

t  e  Jo ,6 l ,  car  on a  in i t ia lement



De même, soi t  ^Z =

Conrne x!
pen dan t

c 'es t  à  d i re

or ,  x2 (B ' )  =

décro issant ,
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te l  que : *!'-u-$;

x2 ( t )  es t  con t i nue ,  on ' a

qu ' i 1  ex i s t e  B  >  o ,  t e l

donc  x r ( t )  .  - â r

que  :

ue

ns

es t  i n f é r i

un  ce r t a i n

r;) ê61'
\*3 /

eur  à  -a ,  e t  q

temps;  supposo

1 
xr(e') = -a

I  x r ( t )  .  -ô r

mont rons  que  x r ( t )  es t  néga t i f  pour

démont rer  que B '  ,  P /2 .

pour  tout  t  e  [o ,  B ' I

t ou t  t  e l o ,P /2 f ;  en  e f f e t  i l  nous  su f f i tet

de

De la  première  équat ion  du  sys tème (G)

on a pour tout

i1 ( t )  =  *z ( t )  +  9 t ( t , x ( t ) ) ,

t  e  [o ,  g ' I

i 1 ( t )  =  ^z ( t )  +  9 r ( t , x ( t ) )  4  o r

décro issan t  néga t i f  pour  tou t  t  e  lo ,B '1 ,  ca r  on  a  jn i t i a lementdonc ,  x r ( t )  es t

x1 (o )= r?=o ;

a ins i

i2 ( t )  =  * r ( t )+92( t , x ( t ) )  .  9 r ( t , x ( t ) ) ,  v  t  e  Io ,B ' ] ,

et comme

g2( t ' x ( t ) )  <  a '  pour  tou t  t  €  R '

don c

i2 ( t )  <  a ,  pour  tout  t  e  [o ,B ' ]

x r ( t )  <  a t  +  x !  .  a t -a-  $

xr ( t )  .  a1 t - t -  $ )

-a ,  donc B '  ,  P/?;  par  conséquent
pour  tout  t  e  [o ,P/z ] ,  donc

r (mr)  =  * r (P/2) .

x r ( t )  es t  néga t i f  e t  x1 ( t )  es t

o .
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0n  v ien t  de  démont re r  l ' ex is tence  de  deux  po in ts  t r  a  d r ,  ^2ê  6 ,  vé r i f i an t  l es

deux  re la t ions  (32)  e t  (33 ) ;

de  ce  fa i t  pu isque T  es t  con t inue,  sur  tou t  chemin  cont inu  jo ignant  m,  e t  m,

dans  ô ,  i 1  ex is te  un  po in t  m*  e  d ,  te1  que :

t (m* )  =x r (P /Z)  =o

c ,es t  à  d i re  t (m* )  e  d r ;  1e  sys tème (G)  appar t ien t  à  F l r te l  e t  possède  une  so lu -

t ion  x* ( t )  i ssue au  temps to=o,  du  po in t  m*  e  6 ,  vér ' i f ian t

xl(o) =* i1e/21 =o,

donc ,  d 'ap rès  le  co ro l la i re  (2 )  de

nOappar t ' ient  à  S l .  (n)  .

11.2 .2 .  App l ica t ion

1a première  par t ie ,  on  dédu i t  que x* ( t )

une équarion diJr,..llIi.
con t i nue  de  c l asse  C1 ,  e t  g

(  r0,r ' ,Y" )I
I

(  l r(v,v ' ,J" )
I

I  s(t+n) = -s

Alo rs  1 'équa t ' i on  (34)  possè

par rapport  au temps.

Démonstrat  i  on

So i  t

Ef fectuons d'abord le changement

y t = X = X 1 r J "

on (34)  es t  équ iva len te

,y " )=g( t )  (34 )

non autonome P-pér ' iodique, où f  est  une fonct ' ion

es t  une fonc t ion  cont inue,  te ls  que :

=  - f  (J ,  -J '  , .Y  "  )

l<a ,  v (YrY ' rY" )eR3

( - t ) ,  v t  e  IR

de une in f jn i té  des  so lu t ions  P-pér iod iques  pa i res

de var iab les

= x t  = x 2 ,  Y = X 3

au système di f férent ie l1 'équar i

i 1

x2

x3)fi (Gr  )I Xl:) 
.((x1'x2'1".,,)
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en  l 'éc r ivan t  sous  fo rme vec tor ie l le  on  ob t ien t

i=Bx+G( t ,x ) ,  x€R3

avec

l le  1 t , x1 ;1  s  d2 ,  pour  tou t  ( t , x )  €  R  4 ,

où  ô "  =  â ,  +  sup  lg ( t )  |
te [o ,pJ

donc  le  sys tème (Gr )  es t  un  cas  par t i cu l je r  du  sys tème (G)  de  la  p ropos i t j on  (1g) ;

on  vér i f i e  fac i lement  que  (Gr )  appar t ien t  à  FSr fo l ,  donc  d 'ap rès  la  p ropos i t i on
(18) '  on  dédu j t  que  (Gr )  possède  une  in f jn i té  de  so lu t ions  P-pér iod iques  appar -

tenan t  à  S3  (P) ,  e t  d 'ap rès  1a  p ropos i t i on  (z )  de  ra  p remiè re  par t ie  on  a
U 4

v r ( - t+p)  =  xg ( - t+p)  =  *g ( t )  =  y ( t ) ,  v  t  e  IR .

Nous a l lons  exposer  dans  1a  propos i t ion  su ivante  un  au t re  type  de  sys tème d i f fé -
rent ie l  P-pér iodique admettant une symétr ie par rapport  à un p ' lan et  te l  que
G( t ,x )  sa t is fa i t  une majora t ion  de  type  a f f ine .

I I  .2  .3  .  P ropos  i  t ' i on  ( i9  )

Cons idé rons  i e  sys tème  d i f f é ren t j e l

(G,  )

Démonstrat i  on

Nous a l lons  démont rer ,  comme dans la  p ropos i t ion  précédente  (18) ,  QUÊ tou te
so lu t ion  [ x  :  J . lo ,P /Z ]  *  lR3 ,  où  J  es t  un  in te rva l le l  c le  (G2) ,  peu t  ê t re  p ro -
longée  par  rappor t  au  temps ,  en  une  so lu t ion  x :  l o ,P /2 )  *  R3 ;  éc r i vons  d ,abord
le  sys tème (Gz)  sous  une fo rme vec tor ie l le  :

{ll = 11."'ù'x1'x2'X3)
où g  :  lR  '  lR '  *  IR ,  ( t , x )  *  g ( t , x )  es t  une  fonc t ion  con t jnue  p -pér iod ique  e t
de  c lasse  C1 par  rappor : t  à  x ,  te11e que

f  g ( t+p ,x1_ ,x2 , *a )  =  -g ( - t , - x1 ,x2 ,X3)

{
I  tg t t ,X1,xr ,xr )  |  .  a . l  xr l+a* v  ( t ,x)  e R4

Alors  (Gr )  Rossède une in f jn ' i té  de  so lu t ions  P-pér iod iques  appar tenant  a  S3 (p ) .
v 1
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i  =  Bx  +  G( t r x ) , x  e  R3

donc on a :

l lax + G(t ,x) l l  . l la l l

où l l r l l  =  sypl* j l ,
'l

. l lx l l * l l  G(t ,x) l l  .  v( l lx l l  +r) , v( t ,x )  c  R4,

i  €  i t r z r z l ;

v ( r * l l xo l l  + r ;  ;

e t  où v  =  sup(ar+ l la l l  ,  a r ) ,

So i t  D ( *o , t )  =  { x  ê <  F ] ,

j lux  +i a ( r )  =

é tan t  donné  *o  e  d , cho is i ssons  r  te1  que  :

r  >  1+ l l xo  l l ;  e t  donc  :

M( r )  <  2  y r : '

en  app l iquant  le  théorème d 'ex is tence des  so lu t ions  (vo i r  la  démonst ra t ion  de
propos i t i on  (18) ,  on  dédu i t  que  les  so lu t ions  son t  dé f in ' i es  pour  tou t  t  €  R ,
par t i cu l ie r  pour  t  e  [o ,P /21 .

Cons i  dérons

x :  Lo,P/Z] *  IR 3

7'ft)
I

t  *  x ( t )  =(  x r ( t )

\x . ( t )

une so lu t ion  de  (G )  dé f in ie  dans  
lo ,en ]  

i r r ru  au  temps to=o,  du  po in t

xo  e  6 r .  lR3 ;  donc  I ' app l i ca t ion

T  !  d .  ' l R 3  - ' R

*0 .ô r  +  T (xo ;  =x r (P /Z)

es t  dé f in je  e t  con t inue ;  pour  démont re r  l ' ex is tence  d 'une  so lu t ion  ou  d 'une
jn f in i té  de  so lu t ions  pér iod iques ,  nous  a l lons  su iv re  la  même démarche que dans
la  démons t ra t ion  de  1a  p ropos i t j on  (18) .

So jen t  a ,  e t  a2  appara issan t  dans  (35) ,  e t  so i t  r l  =

te l  que  :

e t  so ' i t

G(t,x) l l  <

R 3 
l lx-xol l

sup t-
x€D(xo , r )  L

.  IR  3 ,  nous

l a

en

( * ) . ' '
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r  ô , ,  ô n P
=Li(Ze - -t) +o 3ro],0,

Convne

pendan t  un  ce r ta in

es t  supér ' i eu r  à  A ,  e t  que  x2( t )  es t

^ 
utP urP

xr(t)  ' f f  
"2 

- t)  * f ,u '
-  - 1

con t inue ,  on  a  donc

V t  e  [ 0 ,Ê [

t  e  [ o ,P / z ) ;  en  e f f e t  i l  nous

ox2

{ : : : ;

temps ;  supposons  qu ' i l  ex is te  B  >  o ,  te1  que

-  
u rP u tP

ùo --;- 
I 

-

=ft "2 -t) *1"'

arP
aô-_

'  
i(e 

' -t)
a tP

-+J,

e t  mon t rons  que  x r ( t )  es t

su f f i t  de  démon t re r  que  B

Comme

i ,  =  x ,  >  o ,  pour  tou t  t  e  [o rB [ ,

a lo rs  x1 ( t )  es t  c ro issan t  pos i t i f  pour  tou t  t  6  lo ,B l ,
ôxr(o)  = * l  =  o ;  de la  deux jème équat ion du système (Gr)

i2 ( r )  =  x r ( r )  *  g ( t ,x ( r ) )  >  g( r ,x ( r ) ) ,

o r
g ( t , x ( t ) )  >  - à r x2  -a2 , v t  e  [o ,B] ,

donc

pos i t i f

,1.
pour  tou t

car on

ona

t€

a  in i t i a lement

F n  â  l
L v t | J J t

+

r
J
o

xo2
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rf . *!l .-u"x r ( t )  >

a ins i  pour  t  =  B ,  on  a  :

a
ẑ ,

a .
I

ur*g)
â 1  1 '

a tP
a^ -F

{ {e '  - t )
" 1

+P
2

arP

J,
a

ẑ- _+
a,

-L

- a .  B
1

A E

d  ' où

c 'es t  à  d i re  :

0n  dédu i t  pu isque

dans  ô r ,  i 1  ex is te

u t8

T es t  con t inue,  QUê sur  tou t

un  po in t  m*  e  6 ,  te l  que :

-urB
arP

T,
e ( z"u'Pt!.f,i

B '+ 1og z
o !

on  a  donc  x r ( t )  >  o ,  e t  x r ( t )  >  o , pou r  t ou t  t  e  [ o ,P /2 ) ,  pâ f  conséquen t  :

D'une man i  è re t r e  l ' e x i s t ence  d run  po in t

o
d. r ,  avec  x f  <  -A  <  o ;  e t  te1  que

et  te l  que :

r (mr)  = * r (P/2)  .  o .

PP+ - > -
2 2

r (mr)  = * r (P/Z)  ,  s .

t rès semblable on démon

/ ' \*^=l.Z )'' 
\-3'

chemin  cont inujo ignant  m,  e t  m,
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t ( r * )  =  x r (P /Z)  =  o ,  ( c 'es t  à  d i re  T (m* ;  e  61) .

sys tème (er )  e  F l r tn l  e t  possède une so lu t ion  x*1 t1  i ssue au  temps to=o

po in t  t *  e  â r  vé r j f j an t

*,  to )  = * i{e tz) = o,

donc  x* ( t )  e  59  (p ) ,  (d 'ap rès  le  co ro l la i re  (2 ) ) .
o 7

r r .2 .4.

So i t

Propos  i  t j on  (20)

X

X

X

I

, x  2 ,

, x2 ,

' x2t

e t e

) =
3 /

\ -

gr ( t , x ,

g ,  (  t , x ,

g . ( t , x ,

r iod iqu

^  1 , ' *  2 ' ^

x ! ' x  
2 t X

lR *  IR3

,xr )  |

'x r )  |

I * t= *z*
I

lo'=*'*
[ i .=* r *

d j f f é ren t i e l  p -pé

fsr ( - t+p '  
-

(

Isu(- t+P'  -

pou r  t ou t  ( t , x )  e

(  |  S ,  ( t  , x ! ,X2
I

I  lgr ( t ,xrx ,

1
I

I  t to1t,*1tt

3 )

3 )

3 )

(Gs )

un système

et  te l  que

que  :

g1 ( t r x1 , x2 , x3 )

gu ( t , x r , x2 , x3 ) t  = (z ,s )

et  l l x  l l  =  sup lx i l .

Alors le système (Gs) possède

orb' i tes sont symétr iques par

ona

b lx r l ,  avec  b  <  1

a lxz l

(  36 )

a l l  x l l  ,  avec  G( t , x )  =

une in f in i té  de  so lu t ions  p-pér iod iques  dont

rappor t  à  ô . .

ïlïi1
93ft,x)/

l es
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Démonstrat i on

Nous écr jvons  le  sys tème (G. )  sous  fo rme vec tor ie l le

i  =  Bx  +  G( t , x ) ,  x  e  R3

démont rer  que tou te  so lu t ion  
[  

*

ê t re  p ro longée en  une so lu t ion

l l  Bx  +  G( t , x ) l l< l lB l l . l l x11+11G( t ,x ) l l  <  l l x l l  ( l lB l l  +a )

V  ( t , x )  €  R4 ,<  y l l  x l l  ,

où  Y  =  ( l lB l l  +a ) ;

en  su ivant  la  même démarche

so lu t ' i ons  son t  dé f in ies  Pour

Cons i  dérons

que ' la  p ropos ' i t ' i on  p récéden te ,  on

tou t  t  €  lR ,  en  par t i cu l ie r  Pour

.  io ,Ë l  *  R  3 ,  où  J  es t

to,t: * R 3; en effet

dédu j t  que  1es

t  e  [ o ,P /2 ) .

: J

X :

ensu i te  nous  a l lons
-l

un in te rva l  1e  l ,  peu t
)

o n a :

\

I
I
I  i ssue

/o
So ien t  a  e t  b  appara ' i ssant  dans  (36) ,  e t  so i t  t ,  = (  -S

\*8

x  :  l o ,P /21  *  R3

t  -  x ( t )  =

une  so lu t i on  de  (G" )  dé f i n i e  dans

donc  l ' app l j ca t i on

T :  ô . , .  IR3  *  lR

xo  e  6 ,  *  T (xo)  =  x r  Q /2 )

es t  dé f in ie  dans  IR3  e t  con t inue ;  pour  démont re r  l ' ex ' i s tence  d 'une  so lu t ion  ou

d 'une  in f jn j té  de  so lu t ions  p -pér iod iques ,  nous  a l lons  su iv re  la  même démarche

que  dans  la  démons t ra t ' i on  de  la  p ropos i t i on  (18) .

eôr

xo reôP ,
I

filll
lo,P /2 au temps t=0 ,  du  po in t xo  e  d1 ,

te ' l  que
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Comme * !  '  uuR,  e t  xr ( t )  est  cont inue '  on
cer ta in  temps;  supposons qu ' i l  ex is te  B >

I xr(a) _ A
(

I x r ( t ) 'A ,  V t€ [o ,g [ .

0n  a  x r ( t )  >  o ,  pour  tou t  t  e  [o ,BJ ,  donc

a

o

donc xr ( t )
te l  que :

3P.
> f f=e2 rpendan t

g.  ( t , x ( t )  )
o .  r -b .  t - [ fd--  < r+b, V t  € [o,B]

d  ' où ,

o.  *2( r -u) .  i r ( t )  =  xz( t )+9r ( t ,x ( t ) )  <  x r ( r+b)

donc i r ( t )  >  o ,  pour  tout  t  €  [o ,BJ,  par  conséquent  x r ( t )  >  o  pour  tout

t  e  lo ,BJ,  car  x r (o)  =  x? =  o .

A ins i

x2f t )  =  * r ( t )+92( t ,x ( t ) )  ,92( t ,x ( t ) ) ,  pour  tout  t  e  [0 ,8 ]

et comme

g2( t , x ( t ) )  '  -ô  X2 ,  Pour  tou t  t  e  [o ,B l

donc

i2 ( t )  ,  - u  *2

xr( t )  = * !  . -ut , V t  e  [o ,B ]

d 'où

, ,  \  aD  -a t
x2 ( t ,  >  e  '  . e  ,

or ,  x r (6 )  =  3R- ,  donc  B  ,  P /2 ;  pa r  conséquen t  * r ( t )  es t  c ro issan t  pos i t i f  pour'e '

tou t  t  e  [o ,P /z ] ,  e t  donc

r (m1)  =x r (P /Z)  >o .

0 'une man ière  t rès  semblab le  on  démont re  l 'ex is tence d 'un  po in t

(ï
f r z= € d r ,  avec
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a  O r

et  te l  que :

0n  dédu i t ,
' i  I  ex i  s te

1e sys tème

po jn t  m*  e

donc  x * ( t )  e

f (mr )  =x r (P /? )  <0 .

pu isque  T  es t  con t inue ,  que  sur  tou t

un  po in t  m*  e  d ,  te1  que

T(m*)  =  x r (P /Z)  =  o ,  ( c 'es t  à  d i re

(G?)  €  F9  (p )  e t  possède  une  so lu t jon
J  6 4. , 4

61  vé r i f j  an t

r i to) =*i{etz) =0,

(p )  ,  (d 'ap rès  le  co ro l  I  a i re  (2 ) )  .

chemi n

T(m*)

x* ( t )

m, dans ;
" 4

L=o ,  du

jo ignan t  m ,  e t

e  d1 ) ;

i s sue  au  t emps

s9o 1
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Nous  avons  vu  dans  (11 .2 . )  que lques  p ropos i t j ons  permet tan t  de  démont re r  l ' ex is -

tence de  so lu t ions  P-pér iod iques  de  cer ta jns  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  P-pér iod iques

admet tan t  une symét r ie  par  rappor t  au  p lan ;  i c i  nous  a l lons  exposer  une propos i -

t ion  permet tan t  de  démont rer  l ' ex is tence d 'une so lu t ion  P-pér iod ique de  sys tème

d i f fé ren t ' i e l  (G) ,  ayan t  la  fo rme p réc isée  dans  (1L2 .  ) ,  P -pér iod ique  possédan t

une  symét r ie  par  rappor t  à  l ' o r ig ine .

I  I  .3 .  1  .  Propos  j  t i  on  (2 I )

So i t  (G)  e F" " , . (p ) ,  où  o  =  o . ,  i  €

l lG( t ,x) l l  (  ô ,

{ ! r 2 r s } ,  t e l  que :

?
( t , x )  €  IR , . lR  "

A lo rs  (G)  possède une so lu t ion  P-pér iod ique appar tenant  a  $ l ,o (P) .

Démonstrat . ion

La  démons t ra t jon  es t  t rès  semb lab le  à  ce l le  de  la  p ropos ' i t i on  p récéden te  (18) ;

p renons 6  =  a ! ,  o  =  o ,  a lo rs  d 'après  1a  première  é tape de  la  démonst ra t ion  de

(18) ,  on  dédu j t  que  tou tes  les  so lu t jons  de  (G)  son t  dé f in ies  pour  tou t  t  €  R ,

en  par t i cu l je r  pour  t  e  [o ,P /4 ] .

S o i t  
I

x  :  t o , P / 4 1  *  I R J

t  *  x ( t )  =
/  

* r ( t )  
\

( xr(t) l  .  o'

\  * . ( t )  /

une  so lu t ion  de  (G) déf in ie  dans  lo ,P /4 f ,  i ssue de  xo

. lR3 * lR

€  o1  *  f ( xo )  =  x . (e /+ )

€ o. ,  r  au temps t=0, et  soi t

T :o .
I

o
X

R3 e tl a qua r t  d ' app l  i ca t ' i on  de  Po inca ré  dé f  i n i e  dans con t l nue .
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/ - î \
Mont rons  qu ' i1  ex is te  au  mo jns  un  po in t  n ,  = (  o  

)e  
o r ,  te l  que :

\ 0 , /

. . 0
/ ^'r

o f r r n : r r t n o n n i n , - - - ( :s L  u r  o u L r  t r  ; r u  r r r l  I ' 1  
,  

=  
[  

O

\ o

rft) = xr(P/4

€  u i ,  t e l  que  :

o .

e or ,  te l  que

..o

En e f fe t ,  so i t  a  le  ma jo ran t  de  l lG( t , x ) l l  ,  e t  so i t  ^  ( " :
:  h  =\  o

\ o

r (n r )  =x r (P /4 )vor

*T'u*T'ot

comme x !  es t  supér ieu r  à  a ,  e t  que  x1( t )  es t  con t inue ,  on  a  donc  x r ( t )  >  a
pendan t  un  cer ta ' i n  temps ;  supposons  qu ' i1  ex is te  B  >  o  te l  que :

rx" (B)  =  a
l r _(

[ x r ( t )  2  ô r  t  e  [o ,B [

e t  mont rons  que  x r ( t )  es t  pos i t i f  pour  tou t  t  e  lo ,P /4 ) ;

en  e f fe t  i l  nous  su f f i t  de  démont re r  que  B ,  P /4 .

Comme

x2( t )  =  r r ( t )  +  9z ( t , x ( t ) )  ; '  o r  v  t  e  Io ,B [ ,

a lo rs  x2 ( t )  es t  c ro issan t  pos i t i f ,  pour  tou t  t  €  lo ,B l ,  ca r  on  a ' i n i t i a lement
ôxr (o)=^à=o;

a ins i
i1 ( t )  =  *z( t )  +  9r ( t ,x ( t ) ) '  9 r ( t ,x ( t ) ) ,  v  t  e  [o ,B]

et comme

) .

g. ( t , x ( t ) )  2  -ô ,  v t  e  lR
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a lo rs  on  a  :

i . ( t )  t  - ô r  V  t  €  [ o ,BJ

donc ,

xr( t )  > -at  *  xf  '  -at  + u *  XP,

ou encore

xr( t )  '  a( - t  +r  + f , )

etpour t=B

xr (B)  =  a  >  a1-s  * r  * [ )

d 'où

par  conséquent  on  a  x ,1 ( t )  >  o ,  pour  tou t  t  e  lo ,P /4)  e t  donc

r (n r )  =x r (P /4 )  >o .

D 'une  man iè re  t rès  semb lab le  on  démont re  l ' ex ' i s tence  d 'un  po in t

p
B>+

+

€  o1 ,  avec

/^?
n2= ( .

*f . -1u*Sl  4or

et  te1  que

r (n r )=x r (P /4 )<o .

0n  dédu ' i t  pu isque T  es t  con t inue,  que sur  tou t  chemin  cont inu  jo ignant  n ,  e t  n ,

dans  o r ,  i 1  ex is te  un  po in t  n *  €  o ,  te l  que :

T(n* )  =  x . (P /4 )  =  o ,  ( c 'es t  à  d i re  t (n * )  e  ô r ) .
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du  po in t  n *  €

Le sys tème (G)  t  F : . ,o (o)  e t  Possèdeune so lu t ion  x* ( t )  i ssue au  temps t=o ,

donc ,  d ' ap rès

slr,ote)'

o,  te l l e  que  :

*i iol = *i to) = *i let+) = o,

l e  co ro l la i re  (2 ) ,  on  dédu i t  que  x* ( t )  appar t ien t  à
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