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l - INTRODUCTiON . LA COURBE DE FORMAGE

Les opérat i  ons d 'embout i  ssage sont toujours d 'une grande

complexi té.  Une forme donnée de pièce n'est  pas forcèment réal ' isable en une

seu le  opéra t ' ion ,  i l  ex is te  un  ou  p lus ieurs  p ré fo rmages,  de  sor te  qu 'en  un

po. in t  de  la  p ièce ,  le  mode de  dé format ion  peut  var ie r  au  cours  du  fo rmage.

La t ra jec to i re  de  dé format ion  sera  en  ce  po in t  d i rec te  s ' i l  n ' y  a  pas

modi f i ca t ion  du  mode de dê format ion  ou  complexe s ' i l  y  a  passage d 'un  mode

de déformat ion à un autre.

Une dé f  i  n i  t i  on  s ' imPl  e  de

repor tan t  dans  le  d iagramme (  t t  ,  Ez

pr inc ipa ' les  dans  le  p l  an  de  1a  tô le '

t ra jectoires directes de déformat ' ion.

sont :

l ' enbou t i ssab i l i t é  es t  ob tenu  en

) des déformat ions logar i thm' iques
' l  
es po' ints d '  ' instabi  l ' i tés pour des

4-t .
plane ts=o

l )

Les d. i f férents mode de déformat ion rencontrés en embout issage

Pour un matér i  au i  sotroPe

I 'expansion bi  axi  a le symêtr ique'

la  dé format ion  P lane ou  t rac t ion

I a tracti on uni axi al e ta = - 2 €a,,

le  c i sa i l l ement  e4=-  € t  ( f i 9

0n caractér ise 1e chemin de déformat ion par 1e rapport

R=9
EL

n.1)

f t=

f t=

f t=

f t=

r /2
I

I à I 'expans ion  b iaxêe sYmét r ique

à I a déformati on P'lane

à 
' l  
a t ract i  on uni  axi  a l  e

au  c isa i l l ement

correspond



ft,lranf

Fig .  I  :  Modes de  dé format ion  rencont rés  en  embout issage
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détermination expérimentale des courbes l imites de formage

pour  obten i r  les  déformat ions sur  les  embout is  on ut i l ' i se

généra lement  des gr i l les  à  mai l le  c i rcu la i re  déposées sur  les  to les  par

procédé photograph ' ique.  En mesurant  les  longueurs T et  lz  des axes de

l , e l l i pse  i ssue  d ,un  cerc le  de  d iamèt re  in i t i a l  l o

déf ormat i  ons pr i  nc ' ipal  es e 1 et  e e :

on  ca lcu le  les

(1 .2)

€1 é tan t  par  convent ion  1a  p lus  g rande dé format ion  pr inc ipa le .

Ces essa is  sont  rêa l i sés  sur  une mach ' ine  de  t rac t ion  ou  par

po inçonnage avec  des  éprouvet tes  p lus  ou  mo ' ins  la rges  e t  pour  les  chemins

a l lan t  de ' la  t rac t ion  un iax ia le  à  la  dé fo rmat ion  p lane .  En  ce  qu i  concerne

le  domaine  du  b iaxé  (n  >  0 )  on  u t i l i se  le  gon f lement  hydrau f ique  ou  le

po ' inçonnage ( f ig  2 . f  ig  3  )

Le  dépou i l lement  des  résu l ta ts  s 'e f fec tue  su ivant  p lus ieurs

méthodes (VERMAN,  BRAGARD,  KoBAYASHI ,  HECKER,  - . . )  nous  déve loppons ic i  la

méthode HECKER qu i  cons is te  à  d is t inguer  sur  un  embout i ,  3  sor tes  de

cerc les  :

-  les cercles rompus
- ]escerc lesprésen tan tunes t r . i c t i on loca l i sée

-  les  cerc les  non rompus e t  ne  présentan t  pas  de  s t r i c t ion

I  ocal  i  sée

Les deux  premiers  cor respondent  à  l ' échec ,  les  dern ie rs  à  la

réussi te.  0n reporte les déformat ions correspondantes sur un diagramme( t*  ez)

pour un nombre important d 'embout is.  La courbe l im' i te de formage est  la

f ron t iè re  en t re  la  zone d 'échec  e t  la  zone de  réuss i te  f igure  4 ,

tr=Lf I
,"=h#



2 .  DETERMINATION ANALYTIQUE DES COURBES LIMITES DE FORMAGE

Nous exposons dans ce chapitre les d' i f férentes approches

théor iques permet tant  la  prêv is ions des courbes l imi tes de formage.  Les

h3pothèses comrri lJnes aux dif férentes thêories sont :

-  l 'êpa isseur  est  supposée suf f isamment  pet i te  pour  permet t re

I 'approx imat ion d 'un é ta t  p lan des cont ra in tes ,  toutes  les

composantes des v i tesses et  des cont ra in tes sont  a l  ors
supposées un ' i f  ormes dans l 'êpaisseur  de I  a  tô le .

-  le  matér iau est  supposé incomprenss ib le  in i t ia lement  isot rope

et  obéi t  au cr i tère de Von Mi  sès.

21 - Le critère de SWIFT 1952 /3/

Sl ,J iFT app' l ' ique 1e

Fr  e t  F .  de  la  so l l i c i ta t ion

cr i tère de f  orce max' imum aux deux composantes
( f ig  5 )

f ig  5  -  p laque mince sourn ise  à  un  chargement  b iax ia l



0na:

Fa - ç1"1,

ft. = sL LrL

\  et  F.  at te ignent un maximum lorsque :

JF, )ç J!" , Jh
- ; - + - ^ - f : -

f iV"L 'h

Jr, :.Jnu . +-+
F2- V-t' h h

avec :

JL, = )t, ),!" = ) et Jl', = J€,

(2 .1  )

Q.2)

(2 .3)

(2 .4)

_0,
et  I  a  cond i t i on  d ' i  ncompress ib i  l i t é

ê r *E"a€s  =o

J"

on ob t ien t  i  t -  t -àÇ =  J t t

",

Jç _ )t"  
(2's)

w.
Le chargement  imposê aux  ex t rémi tés  de  1a  tô le  es t  te l  que:

Ts- ( - -û  (2 .5 )
Y,,

En pl  ast ic i té i  sotrope et  en contra ' intes p ' lanes, I  a contrainte

équi  va' lente e est  déf  i  n ' ie par I  a rel  at i  on :

V2= Çt-  qç,  *Tez (2 .7)



Le matér iau  es t  supposé r ig ide-p las t ique e t  les  re la t ions  de

LEVY-MISES permettent d 'écr i re :

Je,  = J to =_Jt ,  = J€ 
t4to-  (z .g)

e-4 t *.t ) +4 C(l-f+t') 
'-

où dE es t  l ' i nc rêment  de  dé format ion  p las t ique êqu iva len te .

A  l ' i nc rânent  d ;  comespond l ' i nc rément  de  cont ra in te  dd

t,r &-)Jrt-* k{-a)Jr'ëv . :

s(J-(+oz)t / : '

JF: 4ns- s xz- s( +t* J7
r (p-t+nt ')slo

'on suppose que le  matér iau a

(2.e)

en cc rnb inan t  les  re la t ion  (2 .5 )  Q.7 )  (2 .8 )  e t  (2 .9 )  on

obt ien t  :

Si

lo ' i  d 'Ho l lomon

(rJ (t-x*n)t/"

4rt-s{z- s4++

e,,r (.t-x+4 p-q)

4 trJtt*t,.4

pour  û,= 0 t ract ion
c  =  1 /2  t rac t ion  p lane

a = I  expansion biaxée symêtr ique

(  2 .1  0)

un comportement qui suit  I  a

(2 .1  I  )

Q.12)

(z-es)

T--

ors  :

7__

-Àl
KA

0u

0na al

€ t=

Er--N

La f igure  7  donne 
' la  

courbe l im ' i te  de  fo rmage obtenue avec  le

c r i tè re  de  s t r i c t ion  d i f fuse  de  S l ' l IFT.



22 -  Le  c r i tè re  de  HILL  (1952)  /4 /

H i l l  f a i t  1 'hypo thèse  que  la  s t i c t ion  loca l i sêe  se  déve loppe

su ivan t  une  l i gne  d 'ex tens ion  nu l le  dans  le  p lan  de  1a  tô le  ( f i g  6 )  :

F ig  6  -  l a  s t r i c t ion  loca l i sées  se  déve loppe

su ivan t  une  l i gne  d 'ex tens ion  nu l le

f i  et  t  sont respect ivement la normale et  la

tangen te  à  la  f  i gne  d 'ex tens ion  nu l le .

En  ' i n t rodu isan t  les  d i rec t ions  n  e t  t  ,  ca lcu lons  l ' ex tens ion

su ivan t  une  l i gne  carac té r i sêe  par  I ' ang le

Jtt -- Jt, );-LQ * J€t-:,7

Jen sera nul le  pour  :

t iy -- 4to --R
Je"

c'est-à-d'ire pour ?= r+-I,*,-, lV
cet te  l ' i gne  d 'ex tens i  on  nu l  I  e  n 'ex i  s te  a l  o rs  que

(2.  r  4)

(2.1s)

(2 .16)

pour  R <  0 .



La s t l i c t ion  
' le  

long  de  la  d i rec t ion  v  S€ produ i t  lo rsque 
' la

fo rce  normale  F  n  à  ce t te  d i rec t ion  passe par  un  max imum.  Ce la  se  t radu i t

pa r  la  re la t ion  :

Jr,u:49"Jsç
F* T",* SrY

où o nn est  I  a contrainte normale

S y  la  sec t ion  de  la  tô le  su ivan t  la

F.,,,n= q *t+eçl +ro *r*L(/ (2 .18)

de contrai  nte dans I  aà  l ' appar i t i on  de  1a  s t r i c t ion ,  l ' é ta t

tô ' le est  encore supposé uni forme :

dans  la  d i rec t ' ion  n

di  rect i  on

Q.17 \

(2.1e)

d 'ex tens ion  nu l le

Q.?0 \

et

Çn^= Va (^ty+4,ri,LLy)

)r"',,- -_ Jn = Jv
rr^r- q V

l a  s t r i c t ion  se  déve loppe  su ivan t  une  l i gne

et par conséquent :

l9!-:4h :Je,
sgt A

Les relat ions de LEVY-MISES donnent :

I  e 77 Q+*)a ca : -  lZ.Z l )
1(J- or*t')'/t

e t  s i  1 'on adopte la  lo i  de comportement  d 'Hol lomon F=kEnl

1 -  1 7
ô( :  N oè Q.22)
T1

on obt ient  en subst i tuant  les  rêsu l ta ts  précédents  dans la

re la t ion  (2 .17)  :
|  \ -
U+4 e _ ^l

7 t -

(.1-x*qt)t/t'



ou p lus  s imp lement

€a+ €s: i l  (2 .23)

En t rac t ion  un iax ia le ,  la  dé format ion  c r i t ique  vaut  € i :LN e t

la  l i gne  d 'ex tens ion  nu l le .  es t  ca rac té r i sée  par  l ' ang l  e  Q =  0 .615  rad ians

En t rac t ion  p l  lns  €1=N e t  
? :O.

La courbe de l imi te de formage obtenue avec ce cr i tère est  une

dro i te  ( f i g  7 ) .

€z

f i gT-courbes l im i tes

avec  les  c r i tè res  de

de formage obtenues

SWIFT Ct  dC HILL



23 -  L 'ana lyse  MARCINIAK -  KUCZYNSKI  (1967)  /5 ,61

Z3 l  -  Pour  R  >  0 ,  i l  n 'ex is te  pas  de  l i gne  d 'ex tens ion  nu l le  e t  on  ne  peu t

prévo i r  la  loca l i sa t ion  de  la  dê format ion  avec  le  c r i tè re  p rêcédent .  Dans

ce cas ,  la  fo rmat ion  e t  le  dêve loppement  de  la  s t r i c t ion  peuvent  ê t re

amorcès  par  des  dé fau ts  dans  le  matér iau  (d is t r ibu t ion  non un i fo rme des

impure tés ,  va r ia t ion  de  l ' êpa isseur . . .  ) .  La  somme de  ces  dê fau ts  dans

1 'épa ' i sseur  de  la  tô le  peut  ê t re  ass imi lée  à  un  seu l  dé fau t  géomét r ique de

sur face  ( f i g .  8 )  c 'es t  I ' hypo thèse  de  l ' ana lyse  MARCINIAK-KUCZYNSKI .

f i g  I  -  tô le

sous  I  a

présentant un défaut

fo rme d 'une bande de

géomét r ique in i t ia l

sous-épa i  sseur



La tôle est  a lors décomposée en deux zones :

-  l a
-  l a

z0ne

z0ne

A,  d 'épa isseur  h  ,  de va leur  in i t ia le

B,  d 'épausseur  h  ,  de va leur  in i t ia le

h  ( )

h  ( )

Le défaut géométr ique ini t ial  est caractérisé par :

Marc in iak  e t  Kuszynsk i  on t  d 'abord  e f fec tué  des  ca ]cu ls ,  avec

ce  modè le ,  dans  le  domaine  du  b iaxê  (R> 0 ) .

Le  dé fau t  é tan t  a lo rs  cho is i  perpend ' i cu la i re  à  1a  d i rec t ion  1

Hutch inson e t  Nea le  /5 /  on t  é tendu l 'ana lyse  à  tou t  le  domaine

a l lan t  de  la  t rac t ion  un ' iax ia le  à  l ' expans ion  b iaxêe symét r ique ( -1<^< l )

en  supposant  le  dé fau t  inc l iné  d 'un  ang le  in i t ia l  ç /@ .  Nous déve loppons

les  ca lcu ls  re la t i f s  à  ce t te  dern ' iè re  app l i ca t ion .

0n . impose aux  ex t rémi tés  de  1a  tô le  un  chargement  te l  que :

,_ 
lr4(o) -hu(") 

,o' 
tq(o)

R=Jt!= t1 =û- 
J e'A ëoA

el et E: sont les déformation

sont  les  axes  pr inc ipaux  des  dé format ions

(2 .24)

La ro ta t ion  de  la  bande  es t  donnée  par  la  re la t ion  su ivan te :

Q.25)

1ogar i thmiques ,1es  axes  I  e t  2

e t  des  cont ra in tes .

Q.271,

Q.26)

où  e t  son t  les  d i la ta t ions  p r inc ipa les  dans  les

d' i  rect i  ons I  et  2 respect i  vement.

t ,,(/ :4 t* tl @ -- *f [Q-4 
elJ t*- qk)

et
t.l

a

14
t\4

= -
rA

r't ,l

ê,r = t:
Àl i é,=lr

En notan t  n  e t  t  les

cond i t ions  d '  équ i  I  ib re

di  rect i  ons normal e et  tangent ' ie l  I  e à 
' l  
a

de I  a bandes 'écr ivent  :

: Çt" h"
bande,  les

_A t4
Vrtn n :

- 6vrn^- hs . v^LA hÊ
I

Q.?8)



Avec :

, r4v /lv|1J
qÆ ^"P * %hù"1)

Fæ,* : qo'ùo| + ("+-ro^e/

(^14 :  (çLqo) -cotf  * ;* /  e.?s)

De p lus  la  compat ' ib i l i té  de  la  dé format ion  des  deux  zones

s 'éc r i t  :

1 . , ,  f t  |  c , ,6
à fb  =dcg

En ut i  1 i  sant I  es équat ' i  ons prêcédentes,  I  es

contra ' intes-déformat ions données par la théor ie de 
' l  'êcoulement

d 'écrou issage du  type

0 - u-9""

(2 .30)

re] at ' ions

et une I oi

(2 .31)

Q.3? l

(2 .33)



où I  es Paramètres A

rappor t  R  e t  de  l ' ' i nc l ina ison  cour

B C D G et  H dépendent un' iquement

ante de la bande

3 (t;eç1 + Rx6ao111)t

du

x=-E
2

8-

4 ( l*8,*R")

tr
(2 .34)

P = o
( l  e73)

,l - fo7
est déf i  n i  par

les  équat ions se réduisent  à  ce l les proposées par

/7 /

où'1, l a  re la t ion  :

(2 .35)

L=  3  €u

I  t Jv ;

dé format ion  p las t ique

équi  val  ente
(2 .36

contrai  nte êquivalentew--/w

' l+ R+RL
c - ,lT (-t.*) ) - _

,lT ('i,*"V*R,^"y)

C -- k-a)u ';"*9' "9
.l+ R+ KL

Pour
MARCINIAK et  CoI I

La résolut ion numêrique de ces 2 équat ions donne la déformat ion

p' l  ast i  que annul ée dans la  bande en  fonc t ion  de  la  dê format ion

dans la  zone homogène A.  i l  y  a  loca l i sa t ion  de  la  dé format ion  quand

tend vers  l ' i n f in i ,  la  va leur  cor respondante  de  la  dé format ion  es t  la

l im i te  de  fo rmage.  L 'ang le  in i t i a l  es t  cho ' i s i  de  façon  à  m in im iser

la  l im i te  de  fo rmage.

Avec la théor ie de la déformat ' ion

avec



et  la  lo i  d 'écrou issage iso t roPe

Ç =xe! e!

suivante ,  

on obt ient  les

k*ù q^e(t/ * kx+'t\:À*4Q)

{@

équat ions de la I  ocal  i  sat ion sous I  a forme

&)ur("t
t. ti

dêe-

Jef
@

t 6  t a
A't Az

V

, "t re

Q.37 )

(2 .38)

-o .4  -o .3  -o .2  -o l  o  o . l

f ig  9  -  compara ison en t re  les

défaut i ni t i  al est cho'i si ég a'l à

' /

- 4  N = 5 0

Y -- 'l* (,fl:)*! ^u'!'*É-
Ë

\  \  O .5 -

déf in i t  l ' o r ien ta t ion  des  axes  pr inc ipaux  des  dé format ions  dans

la  bande,  les  d i la ta t ions  pr inc ipa les  cor respondantes  sont  e t

Les résul ta ts  des ca lcu ls  précédents  sont  repor tés sur  les

f igures 9 et  l l  pour  deux matér iaux,  l 'un fa ib lement  écrouissable :  N = 22
(caractér is t ique de cer ta ins  ac iers  e t  a l l ' iages d 'a lumin ium) ,  l 'au t re

for tement  écrouissage N = 50 (caractér is t ique du la i ton,  de I 'ac ier

inoxydable) .

M = 0  pas  de  sens ib i l i t é  à  la  v ' i t esse
.  o +
C r ,

r l

o.7r
I

r  0 . 6 -  n - ô  - '
\ .  :  F ' v  /

{ '  C t

-  De lo rmo t i on
- - -  - F l o w  T h e o r y

E"r*
deux  théor ies  de  la  p las t i c i té .

=  0 .00 . |d 'après  HUTCHINS0N e t  NEALE /6 /

P  = '  l t ?

Le



Dans I e dcrnai ne R

écrouissables,  i  I  est  généra' lement reconnu que I  a droi te de Hi l l  est

sa t i s fa isan te .  Dans  ce  cas ,  la  théor ie  de  l ' écou lenen t  e t  l a  théor ie  de  la

dêformat ion  sont  peu d i f fé ren tes  e t  p roches  de  la  d ro i te  de  H i l l .  Pour  le

matér iau  fo r tement  écrou issab le  ( t l  =  50)  l ' écar t  en t re  les  deux  théor ies

es t  p l  us  p rononcé.

Dans  le  domaine  du  b ' iaxê  pos ' i t i f  (R  >  0 )  l ' expér ience  ( f i g  l0 )

montre que pour un matér i  au fa ib l  ement êcroui  ssable (Al  umi ni  um, aci  er

d 'embout issage) .  La  dé format ion  c r i t ique  c ror - t  avec  R.  Cet te  tendance es t

observée avec  les  deux  théor ies ,  néanmoins  le  n iveau des  dé format ions

cr i t iques  ob tenues avec  la  théor ie  de  1 'êcou lement  es t  t rop  impor tan t .  Pour

un matér iau  fo r tement  écrou issab le  la  courbe l im i te  expêr imenta le  es t

sens ib lement  p la te  ou  1égèrement  décro issante  avec  R.  Seu le  la  théor ie  de
' la 

déformat ion t radui t  cet te tendance/

M #  0  sens ib i l i té  à  la  v i tesse  de  dé format ion

L 'e f fe t  s tab ' i l i sa teur  de la  sens ib i l i té  à  la  v i tesse de

dêformat ion est  présentê sur  les  f igures 11.  0n notera le  changement  de

forme obtenu avec la  thêor ie  de ' la  dêformat ion,  dans le  domaine R > 0.

En résuné ,  seu le  la  théor ie  de

des  C.L .F  don t  le  n iveau  e t  l a  fo rme

expér imenta' lement,  toutefois I '  extension

complexes  de  dé format ion  es t  inacceptab le .

la déformation permet d'obtenir

sont proches de ceux observés
de cette théorie aux chemins



.  0.5

€ i '

f i g  l0  -

n ?

0.5

0.2

0.4

0.3

0.3

-

B rass

0.2

0.1

l,'r,,
| ; '

l"i--'
V

Cold  Ro l led  A luminum

-+ ln -P lane S l re lch ing

- - -  P u n c h  S l r e l c h i n g

ô Hydrau l i c  Bu lg ing

Courbes  l im i tes  de  fo rmage obtenues à  par t i r

d i f fêrents et  pour 3 matér iaux :

A .K.  S tee l  :  Ac ie r  ca lnÉ a lun in ' iun  N =  .?1

Brass  :La ' i ton  n= .47

Alun inun n  =  .04

e2

de 3  essa ' i s



€i*
o.7

o.6

o.5

P = O
./

././
./

. / /
z t . 6 = . Q J  ' z

, / /d )

L)

- o.4 - 0.3 - o.2

P = -1 /?

-0 .6  -o .4  -o  2

sens ib i  l i té  à

a)  Matér iau
b ) Matéri au

N  = . 2 2

{ = o l
ge lormot ion  TheorY

- - - - F l o w  T h e o r Y

o.5 0.6
e3*

P 'o
-

- (m=.O5-  -

N = 5 0

€ = .Ol

-  Detormol ion  Theoty
- - - -F tcw Theory

o.2 04 0.6 0.8
^o*c 2

l a  v i tesse  de  dé format ion

fa ib lement  écrou issab le  N =  .22

fortement écrouissabe fr l  = .50

4  m = O

€i.
t .?

l .o

f i g  1 l  -



24 -  I 'ana lyse de la  b i fu rcat ion de S.  STOREN et  J .R.  RICE (1975)  /8 /

Dans cet te  analyse la  tô le  est  supposêe d 'épaisseur  un ' i forme

et sounise à un champ de contraintes uniforme :

Ç = Ç Tt^=Ç

aveL

G: = constante
vl

0n note a l ' ;  1e champ des v i tesses un i formes à l ' ins tant  t  (  to .

A l ' ins tant  t  =  to ,  i l  y  a  b i fu rcat ion,  le  champ des v i tesses var ie  à

t ravers  une bande inc l inée d 'un ang le  Y par  rappor t  â  la  d i rec t ion I

( f i s  l2 ) .

f i g  l2  -  bande  de  loca l i sa t ion  de  la  dé fo rmat ion



^
désigne par Art 1 a di  scont i  nui  té de v ' i tesse observée â I  a

(2.3e)

An[ .tt ,

(2 .40)

)

S

' * t /

nce

par

#Gi

férer

'n .

/

nné r

I=T

i  f f(

t'
donr

r ' l '

af;

t ,u
ch

ch

0n

A

es
Le

Le

: fL6- 4n: /, 
(*, cosf) + x'" dn t! )

l /\
ne fonction #" 

'*f */ /

amp de gradients correspondant aux (

A tU1 - )(a^n) = li ,,,1, --^'V'-4? TL /
amp des vi tesses de déformat ' ion est

",/ 
=! (n,i*oi,r)

bifurcat i  on

Ati

avec

îh
ugg

h

Lsr :  -  (Do,  *Dr-)  ( incompressib i t i té)

La conservat ion de 1a quant i té de mouvement

&, t# (t,r7l=o
î

ou

,ïtfnr*orJ ='

à la  b i fu rca t ion ,  on  aura  :

9- [ oro T4 * Aû/: o
QrrL ( U

(

Dll  et(4 var ient  uniquement à t ravers 1a bande,
0

ADsg qu. 
" 

Aq = *n'fonft = O- f  (

condu i t  â  :

(2 .41  )

12.42)

(2 .43)

Q.44)

(2 .45  )

(2 .46)

cel  a donne

al ors :

Q.47  )



Les coef f ic ients  
L+L 

" rHU- 
sont  des fonct ions de l 'é ta t  de

contrainte et des paramètres oT matéri îu. Les coeff ic ients sont les mêmes

en tout  po in t .

Aç, = L .,,0 A (ïnrt lQ^ I
T ^# -'*" - ''2r

Supposons 1es re la t ions l ina i res  :

(Qnt,lal)

fL*l
ÀD* -- t"|U- a (eel\*L) : MU-IL*L

(Q,rt lo*1)

oi : Liu

lrg = HU-
(2 .48)

-- +u (2.4e)

et

En subs t i tuant  Q.4 ,  dans  Q '47) ,  on  ob t ien t  un  sys tème

d 'équat ions  l inéa i res  homogènes en  gn  e t  9z

(^, trr^, r minl Htt*il 
fL--o 

(2.50)

Ce sys tème admet  des  so lu t ions  non nu l les  s i  :

J,L (*rL# *L * n nt tlY'*y) = o (2 .51)

êquat ion  de  la  b i fu rca t ion .

Stôren  e t  R ice  on t  u t i l i sê  la  théor ie  de  la  dé format ion  écr i te

sous 
' la 

f orme :

;,t : # [rr- 
(+t)(qlzf ) (nuubl e52)

v
où i i i  représente la dér ivée de Jaumann de s i i  composantes du

dêvi  ateur des contra ' intes.

I )r-
h,  - -  modu le tangen tt  J€u

N coef f i c ien t  d 'écrou ' i ssage supposé cons tan t



Les C.L.F.  obtenues sont  présentêes sur  les  f igures l3  e t  l4  où

el les sont cornparées aux résultats expérimentaux de I 'acier et du

I  a i ton /9 / .

Sur  la  f i gu re  l3  i l  s 'ag i t  d 'un  ac ie r  fa ib lement  éc rou issab le

(ac1er  ca lnÉ a lumin ium -  A .K.  S tee l ,  N  =  0 .24) .  La  courbe ob tenu par

l ,ana ' l yse  de  ST0REN e t  RICE es t  sous  la  courbe expér imenta le .  Toute fo is

dans  le  domaine  du  b iaxé  pos i t i f ,  l a  fo rme de  la  courbe  ca lcu lée  es t  l a

même que ce l le  de  la  courbe expér imenta le .  P0ur  R 0 ,  la  courbe ca lcu lée

chute  vers  R = .1  ce  qu i  condu i t  à  un  écar t  impor tan t  avec  les  résu l ta ts

expér ' imentaux.

La  f  i gu re  l4  donne  les  rêsu l ta ts  pour  le  I  a ' i t on  ( t l  =  .56 ) .

L ,ana lyse  STOREN et  RICE prévo i t  une CLF légèrement  décro issante  avec  R

dans le  b iaxé  pos i t i f  cec i  t radu i t  cor rec tement  1a  tendance expér ' imenta le

( in -  p lane s t re tch ing) .  Par  cont re  pour  R 0  la  courbe présente  un  max imum

en contradi  ct ' ion avec 1 '  expér i  ence.

pour un matér iau for tement écrou' issable et  dans le domaine du

b ia , ré  les  résu l ta ts  de  STIREN e t  RICE sont  me i l leurs  que ceux  ob tenus  avec

la  théor ie  de  l 'écou lement  e t  un  écrou issage iso t rope.  ST0REN e t  RICE

montrent que 
' l  
es équat i  ons de l  a théor i  e de l  a déf ormat ' ion qu'  i  1s

u t i l i sen t ,  permet ten t  de  modé l iser  
' l ' appar i t ion  d 'un  po in t  angu leux  sur  la

sur face  d 'écou lement  ( thêor ie  du  Ver tex) .  La  d i f fé rence en t re  les  deux

approches  es t  a lo rs  exp l iquêe par  le  fa i t  qu 'au  po in t  angu leux  le  vec teur

v i tesse  de  dé format ion  es t  l ib re  de  tourner  dans  le  cône des  normales

( f ig  l5 ) .  Par  cont re  en  un  po in t  d 'une sur face  d 'écou lement  sans  ver tex

( thêor ie  de ' l ' écou lement  avec  écrou issage iso t rope) ,  le  vec teur  v i tesse  de

déformat ion  do i t  respec ter  la  normal i té  ( f i9  l5 ) -

Le  dêve loppement  d 'un  po in t  angu leux  ou  d 'une zone de  fo r te

courbure  sur  la  sur face  d 'écou lement  dés tab i l i se  l 'écou ' lement  dans  1e

domaine du  b iaxé  pos i t ' i f , ' i l  condu i t  p lus  rap idement  le  matêr iau  à  un  é ta t

de  dé format ion  p lane cor respondant  à  l ' i ns tab i l i té .



t l

L.?

I.0

A-K STEEL

Punch Stretching

ln-Plane Stretching

Vertex TheorY

Hil l  Predict ion

\

a t \\'

n = 0.24
0.2

-0.4

J.')'---\-( n= o.bl

,2

f i g  l3  -  Courbes ' l im i tes  de  fo rmage ca lcu lées  avec  le  modè le  du

ver tex  de  STOREN et  RICE e t  le  c r i tè re  de  H i l l ,  ccmparêes  aux

résu l ta ts  expér imentaux  de  I ' ac ie r ,  d 'ap rès  GOSH /9 /



tr

t .2

7tr30 BRASS

Punch Stretching
--- In-Plane Stretching
- Vertex Theory

--- Hil l  Predict ion

-0.4

n = 0.56

\ - -\-(n 
= o.5o)

0
,2

f ig  14  -  Courbes  l ' im i tes  de  fo rmage obtenues avec  le

modè le  du  Ver tex  de  ST0REN e t  RICE e t  le  c r i tè re  de

HiLL cornparêes aux résul tats expér imentaux du Lai ton'

d 'après  GOSH /9 /

- -



,ân"Jr" no^o/".

P

t i j  s i j
a )  b )

f ig  15  -  Représenta t ion  schânat ique des  sur faces  d 'écou lement  dans

dans l 'espace du  dév ia teur  mont ran t  les  d i rec t ions

des vecteurs v i tesse de dêformat ion pour :

a )  une sur face  d 'êcou lement  sans  po in t  angu leux

b)  une sur face  d 'écou lement  avec  po in t  angu leux  (ver tex)

c) une surface d'êcoulement avec une forte courbure au

vo is inage du  po in t  de  charge (êcrou issage c ' inémat ique) .

lrn I .L
d (Æ).JIuûenttur/oo



ZS -  E f fe !  de  l 'éc rou issage c inémat ique sur  la  loca l i sa t ion  de

t 'êcou' lement.  TVERGAARD (1978) /10/  et  NEEDLEMAN-TVERGAARD (1983) /11/ .

Tvergaard a d 'abord étud ié 1 a s t r ic t ion loca l isée dans 1e

doma. ine R 0 pour  un matêr iau e lasto-p last ique en ut i l isant  un écrouissage

c inémat ique.  La fonct ion seu i l  s 'écr i t  a lors  :

-l fr.-( ',)= ktonf'
T t"ï ' ' l /

di i  ,"presente I  a transl at ' ion du centre
T

d 'écou lement  dans  1 'espace  des  con t ra in tes  ( f i g  l5  c ) .

Avec  l 'hypothèse é ta t  p lan  des  cont ra in tes  son

t,*ir'-qô:.=V'

t = rt-xt

où I a constante Uy représente I  a contrai nte i  ni  t i  al  e

d 'écoulement  en t ract ion un iax i  a le .

(2.s3)

de I  a surface

express ion  es t  :

avec

7o

(2.  s4)

(2.ss)

(2  .56  )

Q.57  )

La  lo i  d 'êc rou i  ssage  s 'éc r i t  :

I'4; = ((r-xr) l;

o  |  ; ,

V='i"i
0v

-+ 2+
a: t t - -z

64 ; *-1 -4

La condit r*(9)'  -- 0 permet de calculer 
f

t* -f (tq-ë.)q *(.i"-qr;J /e T"I  L\  
'

Les re la t ions  cont ra in tes-dé format ions  sont  écr i tes  Sous la

forme :

TVERGAARD a ensu i te  u t i l i sé  l ' approche MARCINIAK avec  dé fau t  géomêt r ique

in i t ia l .  Les  chemins  de  dé format ions  sont  p ropor t ionne ls  :

(2 .58)



l ' équ i l i b re  à t ravers  la  bande imPose :

0u

q'l* = q* f

he)
t'" I

in\
,+/

(2.5e)

(2 .60)

e t  l es

I  e matér ' i  au est supposé i  ncompress' ibl  e :

J" /âe Ëe) ËA (;:"; :)
A^ 

=- (ëo *'Ii 
fr:-

Avec les rel  at ions de comportement Q'57)

équa t ' i ons  (2 .58)  e t  (2 .59) ,  on  ob t ien t  :

-- lo (ro* un4" (t"* vu

(tî Tn) *^#(','.-T^)Iau'| =
è!

Li-","
rL4
/r (2 .61  )

-^(tf" q"f

11 y  a  loca l i sa t ion  de  l 'êcou lement  lo rsque e f /ê ' f -> -  c 'es t -

à -d i re  lo rsque q"  tend vers  L i ,  .  Lu ,  réso lu t ion  numér ique de  (2 .61)

permet d 'obtenir  les déformat ion €nA "t  
O: à la local isat ion et  de t racer

les courbes l imi tes correspondantei .  NEEDLEMAN et TEVERGAARD ont completé

ce t te  é tude en  cons idêrant  les  chemins  n  (  0  e t  en  in t rodu isant  la

sens ib . i l i té  à  la  v i tesse .  Les  résu l ta ts  ob tenus  sont  p résentés  sur  la

f igure  16 .  I l s  mont ren t  qu 'une théor ie  de  l 'écou lement  avec  un  écrou issage

c. inémat ique permet  d 'ob ten i r  des  résu l ta ts  sa t is fa isan ts -  Pour  le

matêr iau for tement êcrou' issable,  la courbe est  légèrement décroissante

avec  R (  A  >  0)  comme ce l le  ob tenue par  STOREN et  RICE,  l ' exp l ' i ca t ' ion

es t  le  fo r t  dép lacement  de  la  sur face  d 'êcou lement ,  pemet tan t  a ins i  de

modê l iser  une zone de  fo r te  courbure  au  po in t  de  charge condu isant  à  la

dês tab i  l i  sa t ion  de  I  'écou l  ement  p l  as t ique ( t ig  I  5  c )  .  I l  fau t  tou te fo i  s

remarquer  que la  lo i  d 'éc rou issage c inémat ique u t i l i sée  par  NEEDLEMAN et

TVERGAARD peut s 'écr i re sous 1a forme :

(2 .6? l



ou

I l  est  prouvé expér imentalement

l ' h5po thèse  d 'un  coe f f i c ien t  d 'éc rou issage

cons tan t  n 'es t  pas  vé r i f i ée .  De  p lus ,  pour

sa tura t ion  de  l 'êc rou issage,  le  coef f i c ien t  B

le  dép lacement  de  la  sur face  d 'êcou lement

complexes de déformat ion.

est la dêrivée de Jauman de X4
(

B es t  unefonc t ion .de  I  a  dê format ion

ca lcu lée  de  man ière  à  ob ten i r  une

pl  ast ique cumulée

1oi  pu issance.

(2 .63)

que pour de nombreux matéri  aux,

k1
1,

r ; i l
r - Kè

. r  iT- iJe
w-- -  i -, -

r l  c

(2 .64)

un matéri  au présentant une

tend vers  zéro,  ce qu i  l imi te

notamment I  ors des chemins
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26 -  Inf luence de I 'endornmagement

Lors  de  la  dé format ion  ( lam' inage,  mise  en  fo rme)  des  ac ie rs

doux ,  des  a l l i ages  d 'a lumin ium. . .  l es  p rêc ip i tês  durs  e t  l es  inc lus ions

présents  dans  le  matér iau  se  f i ssuren t  e t  c réent  des  cav i tés .  La  na issance

et  la  c ro issance de  ces  cav i tés  cons t i tuent  l ' endommagement  qu i  es t  un

é lément  p ré jud ic iab le  à  l ' ap t i tude au  fo rmage du matér ' iau .  NEEDLEMAN et

TRiANTAFYLLIDIS (1978)  /1? /  on t  é tud ié  l ' i n f luence de  l 'endommagement  sur

I ' appar i t i on  de  la  s t r i c t ion  loca l i sée  en  u t i l i san t  une  fonc t ion  seu i l

proposée par GURSON pour les matér iaux poreux :

/:#-t/ ,*h /  ç,  *vz+fz \
( ty^ /-

L ,
_. / :0

ou Ç

!
Tv

ln

T

est  la  cont ra in te  équ iva len te

1a f rac t ' ion  vo ' lumique des  cav ' i tés

I a contrai nte d ' êcoul ement de 
' l 
a matri ce

sont  les  cont ra in tes  pr inc ipa les  de  Cauchy  dans  l 'agrêgat

(mat r ice  +  cav i tés)

La  var ia t ion  de  la  f rac t ion  vo lumique de  cav i tés  f  es t  donnée

(2 .65)

Les

par  la re la t ion  :

l= û-ilprrea*e.)T 't
qui  t radui t  1a cro issance des cav i tés.  CHU et

complété cette équation en y aioutant des termes

germination de cavités au cours de formage.

forme :

(2 .56)

NEEDLEMAN (1980) /13/ ont

permettant de modél iser la

12.67)

Les rel  at i  ons contrai  ntes-dêformat i  ons s 'êcr ivent  sous I  a

ç-tt,/

. l
ê- : !
5h

(t-,i = J,4)

on a  de  p lus  :

:Y; E, (2 .68)



s i  le  matêr iau est  incompress ' ib le  t  - f , r : -y ' ,  mais  du fa i t  de

la  cro issance et  de la  na issance de cav i tês le  matér iau subi t  une var ia t ion

de vo lume.

Les calculs sont ensu' i te menés comme au paragraphe prêcêdent

avec  l ,approche MARCiNIAK,  une p lus  g rande concent ra t ion  de  cav i tés  dans

une  bande  B  joue  le  rô le  de  dé fau t  in i t i a l .  I1  y  a  loca l ' i sa t ion  de

l 'écou lement  p las t ique  quand  :

1ts
l-,,t,t î

, n ê  Y B
'4 u4 :o (2.6e)

Les courbes  l im i tes  de  fo rmage obtenues sont  qua l i ta t i vement

s ati sfai santes .

Une au t re  approche du  prob lème es t  ce l le  de  JALINIER /14 /  qu i

après  avo i r  é tud iê  e t  su iv i  l ' endommagement  par  des  mesures  de  dens i té

re la t1ve  e t  des  observa t ions  mic roscop iques ,  a  modé l isê  l 'endommagement  en

fonct ion du taux de déformat ion et  du t ra iet  de chargement.

La  dé terminat ion  de  1a  CLF es t  ensu i te  e f fec tuêe avec  l 'ana lyse

MARCINIAK en considérant un défaut d 'endommagement dont I 'ampl i tude va

cro r - t re  d ,une  par t  du  fa i t  de  la  loca l i sa t ion  de  l ' écou lement  e t  d 'au t re

par t  du  fa i t  de  la  c ro issance de  l 'endommagement .  Les  ca lcu ls  sont  réa l i sés

dans le  cadre  de  la  théor ie  de  la  dé format ion  e t  de  la  théor ie  de

l 'écou lement  avec  un  écrou issage iso t rope.

27 Aooroche f  . inêar isée G. FERR0N M. MLIHA-T0UATI /15,  16/

La  modé l isa t ion  du  processus  de  loca l i sa t ion  de  la  dé format ion

s ,appu ie  su r  l ' é tude  de  1a  c ro issance  d 'un  dê fau t  in i t i a l  qu i  se  p résen te

sous  1a  fo rme d 'une  bande  in i t i a lement  inc l inêe  d 'un  ang le  par

rappor t  aux  d ' i rec t ions  pr inc ipa les  de  so l l i c ' i ta t ions  :



(

i n i t i a le

\o,

f ig  17  :  tô le  p résentan tun défaut I  i  néa' i re d 'épa' i  sseur

courante du défaut est  I  ié à I  ' ' inc l  i  nai  son

Q.70)

r
L,opérateur  d  sera ut i l ' i sê  dans Ia  su i te  pour  expr imer  Ies

d i f fêrences ' lagrangiennes ent re les 2 rêg ions de la  tô le .  Nous avons a lors

en ut i l isant  1a déf in i t ion de la  dêformat ion logar i thmique :

t*,y = 
[^, 

(e,-t"Û tu Er")

Es: L (1,/t,r"l)

:
e 3 -

l É

îa /4= riru il*h
où ts  dês igne la  déformat ion su ivant  l 'épa isseur

h et  h  (o)  sont  respect ivement  l 'épa isseur  courante

1 'épa isseur  in i t ia le

L '  i  nc l  i  na i  son

q@ par :

ri lt

f ,['* l', - fJ* I rtl
(2 .71 )

et



Le défaut peut être mécanique ou géométr ique. Un défaut

mécan ique cor respond à  une prêdéformat ion ' loca le  de  la  tô le .  Le_ grad ien t

d 'épa isseur  assoc ié  à  ce t te  p rédéformat ion  e t  a lo rs  inc lus  dans  f ,  tn  n  (o )

e t  l ' hé té rogéné i té  mécan ique es t  dé f in ie  par  f ,  a tO l .

L 'éga l i tê  des  v i tesses  de  dé format ion  tangent ie l les  (cond i t ion

de compat ib i l i té )  su ivant  la  d i rec t ion  t  dans  le  dé fau t  e t  dans  la  zone

homogène s 'êcr i t  :

f/* €s--o Q.72)

Les  équa t ions  d 'équ i l i b re  son t :

î /,'* To'* * [.[* li = o

r t l  l , - ,  , l r *1,  :o  Q.73)
ô4r- i ' , , t1  +è4

Le chemin de dêformat ion est  i rnposê par le rapport  :

R: è. e.r4)
€.a

0n suppose le matér ' iau soum'is à un état p' lan de contra' intes et

une loi  de comportement thermo-viscoplast ique (HART 1970-1975) dont

l 'express ion d i f fé rent ie l le  es t  :

à )* v= trrE *J.!.^È _yJhr Q.7  5 )

Y . t t  l e  coe f f i c ien t  d 'éc rou issage  ins tan tané

J  es t  l e  coe f f i c ien t  de  sens ib i l i t é  à  la  v i tesse

a es t  l ' énerg ie  d 'ac t i va t ' ion  apparente

intêgrée et  écr i te en termes de di f férences Lagrang' iennes entre

les  2  rég ' ions  de  la  tô le  e l le  donne  :

il" r :. Y (la *rî")n. l^E - # 
f'l*r

m est  le  coef f i c ' ien t  moyen de  sens ' ib i l i té  à  la  v i tesse

î î "  carac tér ise  1e  dé fau t  in i t ia l  mécan ique

(2 .76)



La fonct ion seui l  est  d 'abord ce l le  décr i te  par  le  nouveau

cr i tère de HILL n977) .  Cet te  descr ip t ion appara i t  ccmme un cas par t ' icu l ier

de la  for r ru la t ion proposée par  BUDIANSKY (1982 -  1984)  pour  un matér iau à

ani sotropi e transverse sol I  i  c i  tée dans un pl an. C' est donc cette

formulat ion p lus généra le  qu i  est  re tenue,  la  sur face d 'écoulement  est

alors décri te sous I  a forme pararÉtr ique :

à-  -  Ç*T t  : .
t f t

€
,t - vtz

tî,  zG f  
(o)  s in* ( r ig 18)

f@cast
Q.77  )

3@ représente  le  rayon po la i re  d 'un  po ' in t  de  la  sur face

d'êcoul  ement

est  l 'ang le  po la i re

% sont  respect ivement  les cont ra in tes d 'êcoulement  en expans ' ion

symétr ique et  en c isa i l lement .

0
\r1

bi axée



La cqnb ina ison des  re la t ions  précédentes  permet  d 'ob ten i r

l ' êqua t ion  de  la  loca l i sa t ion  .

G* O,
x=  -

26a

f ig  l8  -  descr ip t ion  de  I  a  sur face  d 'écou ' lement

d 'après  BUDIANSKY /14 /

FERRON et  MLIHA TOUATI  mont ren t  a lo rs  le  rô le  essent ie l  jouê

par  la  courbure  de  1a  sur face  d 'écou lement  au  po in t  de  charge dans  la

loca l i sa t ion  de  I  a  dé format ion .  Une fo r te  courbure  favor ise  I  a

loca l ' i sa t ion .  Pour  l ' a lun in iun  e t  l e  la i ton , ' l eu r  ana lyse  permet  de  p révo i r

cor rec tement  la  fo rme de la  courbe l im i te  de  fo rmage.



3 - LES COURBES LIMITES DE FORI'IAGE EN CHEMINS COI'IPLEXES

Au cours des processus d 'embout issage,  la  t ra iecto i re

déformat . ion en un po int  de l 'embout i  est  rarement  l inéai re .  Les p ièces

formes complexes sont  souvent  réa l isées en p lus ieurs  opérat ions '

t ra jecto i res de déformat ion sont  a lors  des l ignes br isées dans le  p ' lan

de

de
' les

montré que

I argement

De nombreux  t ravaux  expér imentaux  /17 ,  18 ,  19 ,  20 ,  21 /  Ont

le  n ' i veau e t  la  fo rme des  courbes  l im i tes  de  fo rmage sont  t rès

in f luencês  par  les  t ra iec to i res  de  dé format ions '

GRUMBACH et sANZ /17 / puis MUCHENBoRN et S0NNE /1 8/ ont proposé

des méthodes empir iques permettant de construire les courbes l ' imi tes de

formage en chemins  comp' lexes  d 'après  1es  CLF en chemins  d i rec ts .  Ces

méthodes supposent que la courbe en chemin complexe ne dépend que de la

prédêformat ion e.u de 1a courbe l imi te en chemins directs.  Ces modèles font

appel  à une rel  at i  on d '  équi  val  ence et  une courbe d 'équi  val  ence entre

déformat i  ons.

La rel  at ' ion

vecteurs déformat ions IK

d 'équ iva lence  es t  dé f in ie  par  I  ' éga l i té  des

e t  HA ( f i g  19) .

Le s modèl es proposés di  f férent par I  e choi  x de 
' l  
a courbe

d 'équ iva lence  :

-  une fami l le  d 'e l l ipses ef  *  et* tnEs= Go* ' " fz

pour le modèle proposé par GRUMBACH et SANZ

-  une  fami l l e  de  d ro i tes  para l lè les  à  la  Zè  b issedr i ce  du
- /^ ^r . )  

,  dans le modèle proposé par MUCHENBORN etrepere (ô., ,._/
SONNE.

par  le  po in t  de  prédéformat ion  I  on  fa i t  passer  la  courbe

d,équ iva ]ence.  Cet te  courbe:gounAta  t ra jec to i re  d i rec te  en  H,  on  app l ique

la  re la t ion  d ,équ iva lence  IK  =  HA pour  ob ten i r  l e  po in t  K  de  la  nouve l le

courbe  ( f i g  l9 ) .



I l

chemi,'rs J;rr-/=

f ig  19  -  CLF en chemins  cornp ' lexes

déterminat ion à part ' i r  des méthodes empir iques proposées par

GRUMBACH et SANZ (a)

e t  MUCHENB0RN e t  SONNE (b)

-u.L. J



1 - KLEEMOLA ANd J.O KI.I ' IPALAINEN

Factors i nfl uenci ng the f ormi ng I im'it di agram

Part  I  -  The exper imental  déterminat ion of  the forming l imi ts

o f  sheet  s tee l

J.  of  Mech Work' ing Technology, 3 (1980) pp 289 -  302

2 -  RONDE OUSTEAU F.

Courbes  l im i tes  d 'embout issage m' ic ros t ruc ture  e t  chem' ins  de

déformat'ion

Thèse de  doc teur - ingén ieur ,  Metz  (1977)

3  -  SbI iFT H.W.

Pl ast ic i  nstabi  l i ty  under p ' lane stress

J .  o f  Mech  and  Phys  So l ids  Vo l  I  (1952) '  pp  1618

4-H iLLR

0n d iscont inuous  p las t i c  s ta tes  w i th  spec ia l  re fe rence to  loca l i zed

neck ing  in  th in  sheets

J .  Mech .  Phys .  so l ids  Vo l  I  (1952) '  pp  l9 -30

5 -  MARCINIAK Z. KIJCZYNSKI K.

L' imit  otrains in the processus of  stretch-forming sheet metal

In t .  J .  Mech  Sc i .  Vo l  9  (1967)  pp  609-620

6 -  HUTCHINSON J .W.  NEALE K.W.

Sheet necki ng

par t  I , I I  and  I I I

Mechan ics  o f  sheet  meta l  fo rming  P lennon Press  N.Y.  (1978)

7 -  MARCINIAK Z. ,  KUCZUNSKI K. ,  POKORA T.

In f luence o f  the  p las t i c  p roper t ies  o f  a  mater ia l  on  the  fo rming  l im i t

d iagram fo r  sheet  meta l  in  tens ion

In t .  J .  Mech  sc i .  Vo l  15  (1973)  pp  789  -  805

I  -  S .  ST0REN and RICE J .R.

Loca l i zed  neck ing  in  th in  s t ree ts

J .  Mech .  Phys .  So l ids ,  23 ,  pp  421  -  441  (1975)



9 -  A .K GOSH

Pl  as t ic  f lov  p roper t ies  in  re1at ion  to  loca l i zed  neck ing  in  sheets

Mechanics of  Sheet Metal  forming pp 287 '  312

Plenum Press ,  New York  (1978)

IO .  TVECGAARD V.

E f fec t  o f  k inemat i c  harden ing  on  loca l i zed  neck ing  in  b iax ia l l l y

stretched sheets

In t  J .  Mech  Sc i  ;  ?0 ;  pp  651-  658  (1978)

I I  -  A.  NEEDLEMAI. I  A.  TVERGAARD V.
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Vo l  100  pp  164  -  169  (1978)

13 -  CHU CC. -  NEEDLEMATI A.
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Journal  of  Engineer ing Mater ia ' ls  and Technology

Vo l  102 pp  249 '  256 (1980)
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thèse d  'E ta t  Un i  vers i té  de  Metz  ( ' l  981)

I  5 -  FERRON G. MLIHA TOUATI M.
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and tempera ture  sens i t i ve  sheet  meta ls

In t .  J .  Mech .  Sc i .  V01 .27  N '3  pp  121  -  133  (1985)



I  6 .  MLIHA TOUATI M.
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App l i ca t ion  à  1 'ana lyse  de  la  s t r i c t ion  e t  à  la  dé te rmina t ion

des  l im i tes  de  fo rmage des  to les

thèse  d 'E ta t  -  Un ive rs i té  de  Po i t i e rs  (1985)

I 7 - GRUMBACH M. SANZ G.

In f luence des  t ra jec to i res  de  dé format ' ion  sur  les  Courbes  l im i tes

d 'embout i  ssage à  s t r i  c t ' i on  e t  à  rup ture

Mémoi res  Sc ien t i f iques  de  la  Revue de  Méta l lu rg ie ,  novembre  (1974)

71 ,  No l l  pp  659  -  671

18 -  MUSCHENBORN !\ | .  SONNE H.M.

Einf luss des formânderungsweges auf die Grenzformânderungen

des Fei  nb' l  echs

Arch. Eisenh' t i t tenwes 46 (1975) Nr 9 September

19 -  DEGUEN M. PARNIERE P. SANZ G.

Effets des trajectoires de dêformat ion sur les courbes l imi tes

d'embout i  ssage

Etude de  
' t ' i n f luence de  la  mic ros t ruc ture  sur  ce t  e f fe t
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I - THE0RIE DE LA PLASTICTTE /1, 2, 3, 4/

L' écoul ement pl ast ique d'un matéri  au souvent en chargement

un iax i  a l  lo rsque la  cont ra in te  a t te in t  une va leur  seu i l  ( l im i te  é las t ique) ,

l ,ensemble  de ces va leurs  l im i tes  fourn i t  dans ' l 'espace des cont ra in tes  la

sur face seui l  ou sur face d 'écoulement  p last ique dêf in i t  par  la  fonct ' ion

seui  I  :

( t . l  )
/ 

(r,/) = o

Le

et

ccnportement du

/r?(o
pl  ast ique s i  :

matéri au ors él ast ique s' i  :
' A

=o /(o
T

est  a l
1(n/)

( ' r  .2 )

f i g  I  -  su r face  seu i l ,  l o i  de  norma l i té

Le dcmaine  es t  le  dorna ine  des  dé format ions  é las t iques .  Un

matér iau  r ig ide -p las t ique  es t  un  maté r iau  pour  leque l  l ' é las t i c i té  es t

supposée nu l le ,  dans  ce  cas  le  dcrna ine  s 'appe l le  dorna ine  de  r ig id ' i té

e t  la  dé format ion  p las t ique es t  con fondue avec  la  dé format ion  to ta le .  Dans

la  su i te  on  se  l im i te ra  au  cas  d 'un  maté r iau  r ig ide  p las t ique .

(%)-- /r'



l a  fonc t ion  seu i l  de  Von Misès

Comme fonc t ion  seu i l  on  peut  cho ' i s i r  la  cond i t ion  d 'écou lemènt

de Von Misès  é tab l ie  pour  les  matér iaux  iso t ropes

/rrt
où J  es t  l e

= 3q_ q"
2è i  nvari  ant du

t ^t o'u

I  a contrainte

q

=0

dêviateur des contraintes

(1 .3)

(1 .4)

in i t ia le  d 'êcou lement  en t rac t ionet  W est
I

uniax i  a le .

potent ie l  p last ique

Le pr inc ipe  du  t rava i l  max imum permet  d 'é tab l i r  d ' impor tan tes

propr iétés :

-  l a  fonc t ion  seu i l  es t  l e  po ten t ie l  p las t ique ,  ce  qu i  se

t radu i t  par  les  re la t ions  q  t

D;, --)4
T Qç' (1's)

r
relat ions qui montrent que le vecteur vi tesse de déformation

plast ique .D,g est  normal  à  la  sur face seui l  ( lo i  de normal i tê)
d

- la surface seui l  est  convexe

Ecroui  ssage

En chargement uni axi al  ,  I  a contrainte seui I  évol ue avec I  a

déformat ion p last ique,  ce phênomène est  appelée écrouissage.  Dans 1e cas

t r id imens ionne l ,  la  sur face seu i l  es t  modi f iée  par  l 'êcrou issage.



Avec I 'hypothèse d 'un  écrou issage iso t rope,  la  sur face  seu i l  se

d i la te  un i fo rnÉment  au tour  de  l 'o r ig ine  des  cont ra in tes  ( f ig  21 .  Cet te

di  I  atat ' ion de I  a surface seu' i l  est  contrôlée par un seul  paramètre

dépendant de I  a déformat i  on pl  ast ' ique subi  e par I  e matér iau.

Avec  le  cho ix  du  c r i tè re  de  Von  Misès ,  on  pose  :

È 1Çr 
l- 

-I

v : v J1,.t1J. -- ( I Â;. Art (1.6)'2J 
v  1(

F ,a rac té r i se  la  d imens ion  de  la  su r face  d 'écou lement ,

es t  
' l a  

con t ra in te  e f fec t i ve  ou  cont ra in te  équ iva len te  ou  encore  cont ra in te

de  Von  Misès .

0n  dé f in i t  a lo rs  la  v i tesse  de  dé format ion  équ iva len te  par  :

- :
T;Dn -Te n.7)

( f
c7. -n ., :

où u+ -* j  
est  la  pu issance de déformat ion p last ique et  €uv

es t  I  a  v i t esse  de  dé fo rma t ion  p ' l as t ' i que  équ iva len te .

Les  re la t ' i ons  (1 .6 )  e t  (1 .7 )  condu isen t  à  :

t =lt o,i"( (1 .8 )

(r .r0)

0n appe l le  dé format ion  p las t ' ique  cunu lée  
' la  quant i té  :

/^t 'ç | e Ja (l.e)e  - l

Jo
c 'es t  l e  paramèt re  cho is i  pour  con t rô ' l e r  l a  d i ' l a ta t ion  de  la

sur face  szu i l  :

r_HE)



f ig  2  -  Ecrou ' i ssage iso t rope F :  HG)

W con t ra ' i n te  in i t i a le  d 'êcou lement
I



De ncrnbreuses  é tudes  expér imenta les  / \2 ,  13 ,  14 ,  15 ,  16 /  sur

l 'éva lusa t ion  de  la  sur face  seu i l  on t  é tê  e f fec tuées ,  e l ' l es  on t  mont ré  que

le  moc lè le  d  'éc rou issage iso t rope n 'es t  pas  sa t is fa isan t .  En  e f fe t ,  1a

sur face  seu i l  se  d i la te ,  se  dé forme e t  se  dép l  ace  dans  1 'espace des

cont ra in tes ,  I '  éc rou issage es t  an iso t rope.

Ecroui  ssage ci  némat ' ique

PRAGER /5/  a proposé un modèl e d 'êcroui  ssage pour 
' lequel  

I  a

sur face  seu i l  ne  change n i  de  fo rme n i  de  d imens ' ion  mais  se  dép lace  dans
' l ' espace 

des  cont ra in tes .  Ce dêp lacement  es t  paranÉt ré  par  une var iab le

tensor ie l l e  de  cc rnposan tes  X t  ,  l a  fonc t ion  seu i l  s 'éc r i t  :
(

:0 0. l r )

et  dans  I  e  cas  d 'un  matér i  au  ' i so t rope avec  I  a  cond ' i t ion

d 'écou lement  de  Von Misès  :

0.r2)

N , .^ t  reprêsente  la  pos ' i t ion  du  cent re  de  la  sur face  d 'écou lement

dans  l ' espace  des  con t ra in tes

Wu représente  1a  d imens ion  de  la  sur face  seu ' i l  ( f ig  3 )
I

/rv-n-t)

/ 
,", - x,/) -- t Q.t - nr) b7-xril - r,rL:o

è :À=32
.L

potenti el p' l asti que de I '  écoul ement

t4.
n1r7_xV)

( r .13)

{f% o.t) est re

) . _

(

avec
ry

t
tv,l-



As

Ro=\lÇo,

?o,

Fig 3 -  Ecrouissage c inÉnat ique



L 'évo lu t ion  de  la

I  o i  de PMGER - ZIEGLER /5,  6/

* i  est  régie par la

( t .14)

I a déformation pl ast ique

Xg,  e l le  es t  co l ' inéa i re
0

var i  ab

c =  f  = \
D I L  I

l e  tensor ie l l e

X;i :
I

D;,
(

cumulée E

au tenseur

AMSTRONG

lo i  d 'évo lu t ion  en  y

une f  onct i  on I ' inéai  re de

la  dêr i vée  par t i cu la i re  de

déformat'i on p'l ast' ique

où B es t

; n! est
0

v i tesse  de

et FREDERICK /7/  puis CHABOCHE

ajoutant un terme de mémoire

ôF)Dl - A(E)ex;o

/8 /  on t  mod i f ié  ce t te

(r .r5)(.j :

v
A es t  éga lement  fonc t ion  de  la  dé format ion  p las t ique cumulée

Ecrou issage mix te

Les deux modèles précêdents peuvent être associés pour traduire

1a d i la ta t ' ion et  le  déplacement  de la  sur face seui l .  Le potent ie l  p last ' ique

peut  s 'écr i re  :

1[Fu- ûi),e] : ê(or-qt) bin.t) tr'al"=o 
(r'16)

l a  d imens ion  (v  es t  fonc t ion  de  la  dé format ion  p las t ique

ecumu I ée

2 - EXTENSION DU MoDELE D'ECRoUISSAGE CINEI'IATIQUE AUX GRANDES DEFoRMATI0NS

La dér i vée  par t i cu la i re  n 'é tan t  pas  ob iec t i ve ,  l ' ex tens ion  de

la  re la t ion  (1 .15)  aux  g randes  dé fo rmat ions  n 'es t  pas  poss ib le  sous  ce t te

forme. C. FRESSENGEAS et A. MOLINARi /9,  10/  ont proposê des modèles

d 'écrou issage c inêmat ique en  grande dé format ion  p las t ique basés  sur

d i f fé ren tes  dér ivées  ob jec t ives .



Pr inc ipe d 'ob iec t iv i té  /2 '  11 /

Les équations traduisant le comportement du matériau doivent

être invariantes dans tout changement de référentie' l -

S i  x  ( t )  es t  la  pos i t ion ,  e  I ' ins tant  t ,  d 'une

matér ie l le  dans un premier  rê fêrent ie l  :

7tt)=t(t)+QU).î

défini t  un changement de référent ' iel

c  ( t )  caractêr ise une t rans la t ion

Q ( t )  une rotat ion,  Q est  un tenseur  or thogonal

Qft) Qtttl =- Qtk) Q(t): /-

et

part i  cul  e

(2 .1  )

Q.2)

i(qq'):
qe'*eQi:o

Consi  dérons I  e tenseur gradi  ent

cons idérant  que les  deux  ré fé ren t ie ls  on t  même

in i t i a l  t  =  0  (dX '  =  dX) ,  on  a  :

;Z= F. n
-  . -
Jz' - F:JX

en conrb inan t  les  re la t ions  (2 .1 )  e t  (2 .4 )

(2 .3 )

de déformat ion F, en

or ien ta t ion  à  I  ' i ns tan t

(2.41

(2.s)

- > +
Jt: ek),J-

-- qk) [rJiJ
: [or4-FJ'E

on ob t ien t  :

F'= Q@'F (2 .6)



Un tenseur du second ordre déf in i  par u = l .  v est  t ransfornÉ

en:

Q.7  )

Un tenseur  est  d i t  ob ject i f  s  '  i  I  se t ransforme se lon I  es

re ' la t ions (2 .6)  ou (2 .7) .

Le tenseur  g rad ien t  des  v i tesses  L  dé f in i  par  :

T' - q ft). T. qb{t)

a

7
4x- L = F.F./ (2 .8)

Q.e)

(2 .10)

(2.  r  1)

(2 .1?)

s 'éc r i t  dans ' le  nouveau  ré f  é ren t ie l

. a

l '  F l c r - t -
: t l

avec  la  re la t ion  (2 .6 )  on  ca lcu ' le  F '  e t  F '

f  ' -  
QF+Q.F

F'-n= F-4. e-1

En repor tant  dans (2 .9) ,  on obt ient  :

L,

en posant  :

A = q(*l .q'Ê)

A es t  un  tenseur  symét r ique,  c 'es t  le  tenseur  v i tesse  de

ro ta t ion  du  nouveau ré fé ren t ie l  par  rappor t  à  I 'anc ien  ré fé ren t ie l .

La  re la t ion  (2 .11)  mont re  que  le  tenseur  g rad ' ien t  des  v i tesses

n 'es t  pas  ob jec t i f .



D

u/
En

tenseurs  dans

D,

L4/

La décunPsi t ion de L en Par t ie

ant isymétr ique permet  de déf in ' i r  le  tenseur  taux

tenseur taux de rotat ion W.

symétr ique et Part ' ie
de déformat ion D et  le

l 'express ion

(2 .13)

de ces deux

(2 .1  4)

un tenseur object i f  et que W

(2 .16)

: L' = t 
(L+Lb)

ut i l i sant  l 'équat ion (2 .1  1)

le  nouveau référent ie l  est  :

-  Q.b.Qt

Express ions qu i  montrent  que D est

ne l 'es t  pas.

dérivat ions obiect ives

Soi t  T  un tenseur  ob iect i f  c 'est -à-d i requi se transforme en :

T- QT,Qtr (2 .1  5)

dér ivons par rapport  au temPs

î ' : q.t, e'* e.T, et n q,T q'

Les  re la t ions  (2 .3 )  e t  (2 .12)  condu isen t  à  :

A./: q,rQ' - T:A

En remp laçan t  dans  (2 .16) ,

Q,T.qb

obtient :

(2 .17)

f':. q,t e' * Ar-'- T: A (2 .1  8)



Ai  ns i  ' la  dêr ivêe par  rappor t  au temps n 'est  pas ob ject ive.  Pour

const ru i re  des dêr ivées ob jec t ives ,  l ' idée cons is te  à  é l ' im iner  les

rotat ions paras i tes en dér ivant  le  tenseur  T dans un repère convenablement
choi  s i  .

la dérivée de Jaumann

Cherchons  à  é l im iner  Q e t  Q  de  la  re la t ion  (2 .16) ,  u t i l i sons

po ur ceci  I  a rel  at ' ion (  2.  I  4)

14/' - Q. W. eb* A avèc e = e.eb

v/: q: q.u/ + Q

A = v/'.e-q.h/ (2.1e)

et  le  t ranspo tU qt

o l  l -

Qo: Q= I,VçhLq, e.?o)

obtenu en  u t i l i san t  le  fa i t  que W e t  I , l '  son t  an t isymêt r iques

wb - -ul

En remp laçan t  dans  (2 .16) ,  i l  v ien t  :

Q.22)

r'- v/!r+7.,r^/t,: e. ft- h/-r*T I,/). qt e.zr)

0n pose :

V .
T --T -v/.T+T vl

0n a  a lors  :

V V

T' :  Q.T: qt= Q.23)



V
T es t  une dêr ivée  ob jec t ive .  L 'équat ion  Q.22)  mont re  que I  e

ré fé ren t ie l  cho is i  pour  ca lcu le r  ce t te  dér ivée  es t  le  rê fê ren t ie l  1 ié  à  1a

par t i cu le  e t  tou rnan t  avec  e l le  à  la  v i tesse  angu la i re  dé f in i  pa r  le

tenseur v i tesse de rotat ion I , l .  Ce référent ie l  est  appe' lê référent ie l

co- ro ta t ionne l .

En  a jou tan t  la  quan t i té  ob jec t i ve  D .  T  +  T .D  à i  on  ob t ien t  une

autre dér ivée obiect ive :  I  a dér ' ivée convect ive :

v
T --T+D.T+T D Q'24)

compte tenu des re la t ions

L: D+ W Lb- D-W

' i l  en  résu l te  :

Q.25)

T- -f * t i-r+T-L Q.26\

dér ivée en rotat ' ion propre

0n  dé f in i t  une  nouve l le  dêr i vée  ob jec t i ve  en  cho is i ssan t  un

ré féren t ie l  tournant  dê f in i  par  la  ro ta t ion  R t i rée  de  la  dêcompos i t ion

po la i re  du  grad ien t  de  dé format ion  F  :

F _ R.U - V.R Q.27)

R es t  l e  tenseur  ro ta t ion ;  i ' l  es t  o r thogona l  R .  R  =  |

U e t  V  sont  les  tenseurs  dé format ion  pure  dro i t  e t  gauche

respecti vement.

Le  tenseur  v i tesse  de  ro ta t ion  du  ré fé ren t ie l  en  ro ta t ion

propre par rapport  au référent ie l  Lagrangi  en est  :

JL = g,. B'
t2 .29)



e t  I a  dé r i vêe  en  ro ta t i on  p rop re  s ' éc r i t  :

o  ' -  <  Q '291
f - T- tt.7*f-' -(z

Les équat ions (2 .2à et  12.29)  peuvent  se met t re  sous la  forme

gé néral  e

= ? or
âÉ

avec i  qui représente une dérivée object ive du tenseur T et - fL+

qu ' i  est  un tenseur  v i tesse de rotat ion.

- (Lr : .  V/  dans le  cas de la  dér ivée de Jaumann

_{L+:  RR6 dans le  cas de la  dér ivêe en rotat ion Propre

une fami l le  de dér ivée obiect ives / l l /

Reprenons la  décunpos i t ion  po la i re  du  grad ien t  de  dé format ion  F

F =R.U -_V.K re lat ion(2.27)

Le tenseur  g rad ien t  des  v i tesses  es t  dé f in i  par  :

a

L :  FF.4

L

en u t i l i san t  I  a  déccrnpos i t i on  po la i re  de  F .

(2 .31)

La part ie ant isymétr ique de L correspond au tenseur vi tesse de

rotat ion W :

Q.32)

so i t  :

w _! (t_t)

N .: <.nr * t R. (, ,t- ù-rU). Rb (2 .3  3)



1 e tenseur vi tesse de rotat ion propre est :

_çL _ RRtr

0n dé f in i t  a lo rs  une  fami l l e  de  dér i vêes  ob iec t i ves

r2-+-- w-! R.(Ûu-4-t)-4u) nt
J.

1 orsque J: O Jt- VJ "t  
I  a dérivée correspondante

dér ivée de Jaumann

(  2 .3  4)

en posant  :

(  2 .3  5)

es t  la

(2.36',1

rapport à un repère

v i tesse de rotat ion

Q.37)

' torsque 
J -_ I Jt=. _Q- et I a dérivée correspondante est I a

dêrivée en rotat ion ProPre

et  une dér ' i vée  ob jec t ive  de  T  s 'écr i t  :

+ . - * < b

T--i- z\r+T -rL'

à< '
T correspond à I  a dér ' ivêe T éval  uée par

an inÉ d ,un  mouvement  de  ro ta t ion  dé f in i  par  le  tenseur

Extension du modèle d 'écrouissage cinêmatique aux grandes déformat ions

La  lo i  d 'êc rou issage  (1 .15)  es t  éc r i te  en  g randes  dé fo rmat ions

en remplaçant  la  dêr ivée  par t i cu la i re  de  X,4  par  une dêr ivée  ob iec t ive  :
I

Rn' : B ( E),b;i - A (1),i'n't
( (

,f

où d,t i  est une dérivée objective de nt



3 - COMPORTEMENT EN CISAILLEMENT SIÎ'îPLE 19, IOI

Dans les  ca lcu ls  de  mise  en  fo rme,  on  in t rodu i t  un  dé fau t

géané t r ique ' in i t i a l  sous  la  fo rme d 'une  bande  de  sous-épa ' i sseur  inc l inée

d 'un  ang le  par  rappor t  à  la  d i rec t ion  de  la  p lus  g rande  con t ra in te .

Cette bande de sous-épai  sseur sera sowni se à une contrainte de

c isa i l lement .  Le  ccrnpor tement  en  c isa i l lement  s imp le  du  modè le

d 'écrou i  ssage c  i  némat ique es t  a l  o rs  d  'un  grand i  n té rê t .

3 l  -  fo rmula t ion  du  prob lème-c inémat ique du  g l i ssement  s imp le

0n cons idère  une couche d 'épa isseur  h  cons tan te  dé formée

c isa i l l ement  s imp le :

X.x

f i g  4  -  c i sa i l l ement  s imp le



La pos i t i on  e  l ' i ns tan t  t ,  d 'une  par t i cu le  es t  donnée  en

fonc t ion  de  sa  pos i t i on  in i t i a ' l e  (X ,Y ,Z)  par  les  re la t ions  :

(3.r )

de sor te  que 1e  tenseur  g rad ien t  de  dé format ion  s 'écr i t  :

(3 .2  )
F=

et  le

L=

rT- :  X +TY
t l  :Y

\:z

(3 .3  )

desv i tesses L :ÈF- |

antes du tenseur  v i tesse
t ,J  déf in is  par  :

0s

0n

t. \ l

I

I
I
I

ent

mp0

,ti o

o
I

4/

d ' ie

I

cqn

tat

ad'i

r l
) l

/

cq

o ta

7
Ê )

ra

o
0

0t

S

ro

L'

o
0

0t

S

ro

L'

Lt

-t

n

I

I

l e

e

+

ur

r
0
0

t
d

L

L

i t
ed

G
(t

4

v

A

seu

(

(

ui t
S E

/.
l L
I

( /

ô .

I
I

I
t,
t

E ens

lo
0
0

Cê du
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les autres cornposantes sont

toutes nu l  1  es.

on en
enseur v

D:

l^/ =

ce l  a

u7:Dr-- f/t

OT : -klT*: f/L



v

Avec1 a  déconpos i t ion

F: V.R

V est le tenseur symêtr ique de dêformation pure gauche

R est  le  tenseur  or thogonal  (nn = l )  de ro tat ion

obt ient :

Les canposantes  de  B dans  le  rê fé ren t ie l  (X ,  Y ,  Z)  sont  :

' !+ fo

Y
0

f i g5 -dé fo rmat ' i on

axes  pr i  nc ipaux

d 'un  para l lé l  ep ipède  é lêmenta i re

du tenseur déformat ion B = V

po la i re  du  grad ien t  de  dé format ion  F

(3 .6  )

où

on

et
B =V&= FFt  où B est  tenseur  des déformat ions de Cauchy (3.7)

g _v-1,F (3 .8 )

(3.e)
:  : )

0 .1 /

B

X.x



Dans les axes pr inc iPaux on a :

B,

6L = tPrf)-lr-*,1f -f;,ty

avec Io". lq : Lf
Itr'Y

déf i  n issant  I  'o r ientat ion des axes pr i  nc ipaux

aux axes (X,Y,Z)

0n ca lcu le  dans les  axes pr inc ipaux les  composantes
y-'î

(3.  r  0)

(3 .1  ' l  )

par rapport

deVetde

V=

Pour  obten i r  le  tenseur  ro ta t ion

sont  écr i tes  dans le  rçère  i  n ' i t ia1  (X,Y,Z)  :

R= V-t r
. t _

-çz - Â.Â"

f ina lement  :

(3 .  I  2 )

R , 1es cornposantesdeV

(3 .1  3)

(3 .14)

(3.1s)

(3 .1  6)

par rapport aux axes

du repère propre par

o)
ol

4/

o
{4
o

l,lÇ
(o
\o

et

lL=
LT

r , . {L' f r u

t o 
)o ol

0 0 /

on pose :

à1r
V ' = -

4 +Y'

La rotat ion du repère constat ionnel
(X,Y)  est  donnée par  e t  I  a  ro ta t ion

to

- r l

o

Lagrangi  ens



l e  tenseur  tT  dê f in i ssan t  la  fami l l e  de  dêr i vées  ob jec t i ves

es t  ca lcu lé  à  par t i r  de  
' l  

a  re1a t ion  (2 .34)  :

/ ^.f ,: o-4- u'o u). *' : j (3 . ' t7 )

e t

n*_+(t_#") (: I i) 318

on pose :
.  ^ ' .  ,  

n  r a Z  \

0o:![ l- Io-. -) (3.re)v 
Ll  ** t r" /

0*__t pour l-t

0o= f pour l :O

32 -  écrouissage c inémat ique

Le comportement du matér ' iau est supposé être r igide-plast ' ique

et  inccmpress ib le .  Le cr i tère d 'écou ' lernent  s 'écr i t  :

{ 6f ,n,ù = {T (c-n"t) -V = o

0u encore  :

l\i,x'fl 
= çc-xr) -zr (3 .20)

avec C contrai  nte de ci  sai  l ' lement
z ;  con t ra in te  in i t i a le  d 'écou lement  en  c isa i l l ement



avec À=1i e=tl tç
J-

L 'évo lu t ion  de ' la  sur face d 'êcou lement  es t  gouvernée par  la  lo i

de Prager-Z ieg ler  avec le  terme de mêmoire,  écr i te  en grandes déformat ions

( re la t ions Q,37 ) ) ,  les  coef  f i c ients  A,  B e t  sont  supposés constants  :

et  1a  lo i  d 'écou lement  assoc iée  ( re la t ' i on  l . l 3 )  donne  :

tn = À (r-{"f) lV : À (c-a"ù / ({1 Lù (3.2r)

T
x-o= - r4 E Xr.

t t t

4* :  -  f t î  (^ 3.22)
î f f f

+
Xot = 6f/L-l ir*

( (

Ecrouissage cinématique corotat ionnel

Les re lat ions (2.35) et  $.2à conduisent  au système

différenti el 

/,{r- = il*t - 4 t.^,
àtr 7lî

+ir :-# d1-4,o+ / s (3 .2  3 )

nW =-(.o

qu i  se  rédu i t  à  une équat ion  d i f fê ren t ie l le  du  second ordre  :

àLil*, . JF U* n /.t * -A" \ t-., = A!

tr,( 
-E 

îf 
- , '  r- )nï=W (3'24)

à l ' ins tant  in i t ia l  Xo+ = X*= 0
(

or:P*o*at erû[ #rasra(f 
-ffi))'^'J (3.25)



A la

def

dry

1 .O

2.4

o.0

-2 .O

-,1.0

Gl  i ssement  s imp le .

de  c isa i l l ement .

In f luence du  te rme de mémoi re  sur  la  cont ra in te

Ecrou i  ssage c i  nÉnat ique coro ta t ionne l  .

B  =  850.  MPa

f igure  7  nous  avons  t racé  1 'évo lu t ion  de  on .=E-Cï  en

fonct i  on

pour  A  =  0  la  cont ra in te

osc i l l a t ions  s inuso îda les ,  l ' i n t roduc t ion

d 'a t ténuer  les  osc i l  l a t ions .

de ci  sai  I  I  ement

du terme de

présente des

mémoire permet

f i g  7  -



Ecrouissaqe cinématique en rotat ion propre

De la même façon, on obtient le système dif férentiel  :
a

4,o=- 4 tt"* *lt a,
{ 3 t

l-, - -A tK* * Bi -lg t ^.-f t/T ( r'
(3 .26)

d* = - Kzrr-
q

Le système dif férent ' iel  est résolu numériquement. La f igure I

donne l 'évo lu t ion  de la  var iab le  d 'écrou issage c inémat ique 6* .^ t=ë-Cy
0 '

Les deux sol ut i  ons corotat i  onnel I  e et en rotat i  on propre

coinc ident  aux fa . ib les va leurs  du g l issement .  Les osc i l la t ions observées

dans la  so lu t ion corotat ionnel le  sont  suppr i rnées ( f ig  8) .

T  / o y g

r ; - n  q

l, -0. 0

r .  o  z .o  3 .  o  1 .0  s .  o  6 .0  7 .o  8 .0  9 '  o  Y

1 . 0

3 . 0

2 .0

r n

f  i  g 8 -  Ecroui  ssages ci  nêmat i  ques en c ' i  sai  I  I  ement s ' impl  e

corotat i  onnel

en rotat ion Propre



4 - SOLLICITATIONS COMBINEES

Dans le  modè le  â  deux  zones  que nous  u t i l i se rons  au  chap i t re

su ' i van t , ' l a  bande  représen tan t  le  dé fau t ' i n i t i a l  géomét r ique  es t  soumise  à

du c isa ' i l l ement .  Toute fo is  le  chargement  de  ce t te  zone n 'es t  pas  le

c isa i l l ement  s imp le  e t  avan t  d 'aborder  1 'app l i ca t ion  à  la  m ise  en  fo rme i l

es t  u t i le  d 'é tud ie r  le  compor tement  du  modè le  c ' inémat ique en  so l l i c i ta t ions

combi nées.

4l  -  formu' lat ion du problème

Pour  ca lcu le r  les  courbes  l im i tes  de  fo rmage nous  u t i l i sons

1 'approche MARCINIAK.  Nous cons idérons  une p laque mince avec  un  dé fau t

géomêt r ique i  n i t i  a l  sous  l  a  f  o rme d 'une bande de  sous-épa i  sseur inc l  inée

d 'un  ang le  Vb)  in i t i a l  ( f i g  9 ) .

f ig  9  -  géomét r ie  du  prob lème à  deux  zones



Dans I  a  bande

supposées uni formes et  le

zone a pour ccnposantes à

les cunposantes du tenseur dêformat ion sont

vec teur  v ' i tesse  v  en  un  po in t  que lconque de  ce t te

un  ins tan t  t  que lconque  ( f i g  l0 )

nt-o- æ.D,^ F)./,f,q

+-_ r.Dott)+7 bÊ)

5: lDnLb)=-lP**De)

ht*'l'o) H,f . î,t)= 
c*n**Ê'

(4 .1  )

e t

=l
2,

f , : )
2ë Q.2 l

f i g  l0  -  dé fo rmat ion  d 'un  para l lé lep ipède  é lêmenta i re  dans  la  bande



déformati on Detduv i tesse  de

w=.

ccrnpo santes du tenseur

de notat ion W sont  :

t la l  \
b6 o I
o - (D,n*bg,) 

/

Les

tenseur  v i tesse

D=
, )

(i:/ 2""( ru'
t 0

-r p-
0

0

0n dédu i t  de  
' la  

re la t ion  G.2)  que f  e t  g  sont  des  fonc t ' ions

l ' inéa ' i res  de  y  e t  x  respec t ivement .

Le  po in t  0  (o ,o )  es t  supposê f i xe  dans  le  ré fé ren t ie l  cho is i  e t

I 'axe  Y demeure  inchangé,  on  ob t ien t  a lo rs  :

[ * =  o ' ) n ,

ùt  =  * 'V**  Yo (4 '4)
(u

; /Dnn*Dæ)' l - '-7 t
Par  i  n tégra t ' ion  on t rouve que I  a  pos i t ion  ac tue l  le  (x ,y ,z )  d 'un

po in t  matér ie l  se  t rouvant  dans la  pos i t ion  in i t ia le  (X,Y,Z)  es t  :

æ= X'+h ["* @ )e

,t = xl; /'r.r4lc. f 
'rct 

[*t ['o^"G)-Da'ril'iln
r  

' t 1o  L4 ' '  
Jo  L ' , Jo  J  

(4 .5 )

(4 .3  )

+ Y qt l'DoG) )"

V = zvf 
,[lp,^rA,o*eù)!

Ces re la t ions  nous  permet ten t  de  ca lcu le r  les  cornposantes  du

tenseur gradient de déformat ion F

r Qo- = ,rp ft b^" Jc. ,X=OX 
,Jo

E, = !# -- +f f'uor"(t Qf ' lo

1.:y: "f II 
(D,o*bo))z

F*f :ff: o

(4 .6  )

Jx : k: oh/'ro* 7't ['^tl"(b^n->*tryJ rc



Avec la  décanpos i t ion  Po la i re  F

symêtr ique de déformat ion pure gauche et

ro ta t ion  :

R.RL = ïb.R, ='l

on  peut  écr i re  :

FFb =Vz

V-, F

B es t  le  tenseur  de  Cauchy  des  dé format ions '

B  dans  1e  repère  (x ,y ,z )  son t  :

R

V.R où V est  le  tenseur

I  e  tenseur  or thogonal  de

B=

8=

(4 .7  )

(4 .8  )

(4.e)

les  canposantes de

6:FL
lL zX

u trï = 'ri " 'ï'/
uT, = 5=
u7 -- ul- = F*x Fl^

TY

f ig  1 l  -  Axes  pr inc ipaux  du  tenseur  dé format ion  D :VL



Les va leurs  p ropres  du  tenseur  de  dé format ion  B sont  :

(4 .1  0)

(4 .1 l )

,  Ne ,  N3  )  i l  es t  fac i le  de

(4.  r  2)

(4.  r  3)

0 0 \
,[-so 0 I
o {.r/

es'
0

U

V=

et

,i-)rr-! /'t ', o
' : lo ' t /v+

l0  0

R = v ' l  F ,  lesPour  ca lcu le r  les  ccrnposantes  du  tenseur  ro ta t ion

de  V  son t  éc r i tes  dans  1e  repère  in i t i a l  ( x ,y ,z )

_! / . t , -  /  \  ,  )_ / )  - t  \c"s&tp= t (U" w)* t (U-V'l -- /
-4 / , t  .4 \-4 / /- / \s inl7--z(U*w1-Z(u,-Lt -"-f

:4 (/-/ \ a"Jty
&lva v+/ /

.4
t lv3

compo santes

v;L
u i't
r  r -1,7
ui;

6o: j (s**ulî)-I (e*._urr)*rf *uTo,oT

Bz= ! (s** uW) - i (u,,.-u"rt) ,*éf - 6T =rrf

ut = "rtr

avec l 'anS ' le  
f  

qu i

par  rappor t  au repère (x ,y ,z ) ,

pr i  nc ipaux  (Nn

V e t  de  V-1

caractér i  se I  a  pos ' i t ion des axes pr inc ipaux

I 'ang l .  0  es t  dêf in i  par  :
I

fonE-_+
, t,r*_ blï

dans  les  axes

ca lcu l  e r  les  ccrnposantes  de

(4 .1  4 )



0n obtient f inalement les composantes du tenseur rotat ion R
(R = v-a  F)

R*

ntt = v-# fty
Rît = vir vr

= v-[ ro * v-+ Fyx

*"r = vi 1,
'r= Y+F-^ +uirlr
Les composantes du tenseur taux de rotat ion -rz -- RRe

nr+ = âr* rtr" ÂW Klî:o
( [  0

nnl = ^lï ̂ w -- o

JL9* -- 4f* Knn " 
{tl (T

( - (vv

et  en f in  d 'ap rès  la  re la t ion  (2 .35) ,  en  cho is ' i ssan t  l - ' l  ,  on

! a (u u'- u'' û) R' : vJ- sz
t J l

et  (4 .17  )

rt - N- !- ̂  (Û u-t- u'oÛ) t<b

a

Rno* *"1 UT = o

(4.1s)

(4.  r  6)

JZtu = Rr--

n*t A*o nr *k317

a:



42 -  écrou issages c inémat iques

L'  évol  ut i  on de I  a surface d 'écoul  ement dans I  a bande est

dé f in ie  par  :
*
l , n=  8 -Drn-  4 îN^n

t* :B.Dn,-nïX.,y
* i
T,b=B,I-484t

.+
x - x,- (d tt-dn)

on ob t ien t  a lo rs  le  sys tème d i f fe ren t ie l  su ivant  :

i l^n:6Dnn-A1{"- ûb (oo - tz,.L)

i}tt: B -D y- *êûr- oht (-cz'h-s?e)

avec :

E --É (D* * Dt +bnnbt * f t | "))Y'

(4.  r  8)

(4 .21)

Q.22)

(4.1 e)

:L* - r^/- !- ̂  (Û s-'t- U-oÛ) Rb

(4 .  20  )

0n  rappe l le  la  re la t ion  en t re  la  dér i vée  par t i cu la i re  (  e t  l a

dér ' i  vée object i  ve & :

et

d,,^t = B i:/L - + 
-s o(b - 9-5^ ( tx - 4^^)

l ' i n tégra t ion  de  ce  sys tème d i f fé ren t ie l  avec  les  cond i t ions
. - \

i n i t ' i a les  d ; ;  (o ) f  ourn i t  la  pos i t ion  de  I  a  sur face  d 'écou lement .
(



Le compor tement  du  modè le  d 'êcrou issage c inémat ique en

so l l i c i ta t ' ions  combinées  es t  tes té  en  imposant  dans  la  bande les  v i tesses

de déformat ' ions.  La contrainte de cisa' i l lement Z = Çlb est  données par la

rel  at ' ion :

= À (n*-q, 'L) /Ty (4 .  2  3)

43- Résul tats

rb

Compte  tenu de  I  a  ro ta t ' ion  de  I  a  bande,  I  es

vi tesse de déformat ' ion bnn Da et  f  var ient  au cours

nous imposons le  rappor t  des  v i tesses  de  dé format ion

bande :

composantes de

du chargement.

en  dehors  de

seront du même ordre

l a

Si

la

R=.\ [  - -4
>r

au début du chargement

de grandeur  :

et f

r

- L r l t

} . n n  : -  D 6 - - -  o

pu ls augmente  a lo rs  que lnn  e t  ôo  d iminuent

Pour tester I  e modèl e d 'écroui  ssage ci  nânat ique en

so l l i c ' i ta t ions  ccrnb inées ,  nous  prenons )nn  D6 e t  t '  cons tan ts .  La  f igure

13 mont re  que,  lo rsque DrnDt  e t  f ,  son t  du  même ordre  de  grandeur ,  la

cont ra in te  de  c ' i sa i l lement  passe par  un  max imum avec  les  deux  dér ivées

ob jec t ives  (  Jaumann e t  en  ro ta t ion  propre) .  Les  f igures  l4  p résenten t  les

résu l ta ts  dans  le  cas  où  la  v i tesse  de  c isa i l l ement  es t  p ' l us  g rande  en

va leur  abso lue  que Vrn  e tDt .  La  re la t ' ion  cont ra in te  dé format ion  (a ,d  )  se

rapproche a lo rs  du  cornpor tement  observé  en  c isa i l lement  s imp le .  Toute fo is

I  es maxi  r rums obtenus précédemment avec I  es deux dér ivées object ives

pour ron t  condu i re  à  la  loca ' l i sa t ion  dans  les  ca lcu ls  de  mise  en  fo rme e t

pour  1e  chemin  R =  -  l .

aà

\, ba



+4.0

+2.0

0.0

-?.0

-4.0

f ig  12  a  -  cc rnpor tement  en  so l ' l i c i ta t ions  ccrnb inées

Evo lu t ion  des  var i  ab les  d 'êc rou issage

dnn

1. 2. 3. 4. v
att

&nt

Denivee de Jaumann

Dnn=1. Dtt=-l .  6P=-1.

A =  . | .7  
B=  850 .  MPa f r  = 125- MPa



+4.0

+2.0

0.0

-?.0

-4.0

f ig  l2_q  -  canpor tement  ou  so l l i c i ta t ions  ccrnb inées .

Evo l  u t ' ion  des  var i  ab l  es  d  'éc rou i  ss  age.

A  =  1 .7  B  =  850 .  MPa çy  =  125 .  MPa

&nn

L. ?. 3. 4- y

&nt

&t t

denivee en notation PnoPFe
Dnn=l. Dtt=-l .  GP--l.



/oyo

D=O.

D =1.

1. 2. 3. 4. y

4.

3.

2.

1.

o

f i g  13  -  con t ra in tes  de  c isa i l l ement  C  en  fonc t ion  de  1a

déformat ion Y=I t t l c  Daa-4-  b6=4.  f=-4 ,
J = O dérivée de Jauman
ù = 1 dérivée en rotat ion propre



Voro

f ig  14  -  con t ra in tes  de

I a déformat ion

D- o.

l )=1.

D n n  =  1 . D t t : - 1  .  G P = ' 2 .

l )  =1 .

D--o

D n n = 1 .  D t t = - 1 .  G P = - 3 .

2.q.4.v

c isa i l lement  en  fonc t ion  de

f  en  d is to rs ion

4 .

3 .

2.

1 .

4 -3 .?-1 .o

r/or"

4 .

3 .

2 .

1 .
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I - INTRODUCTION

La courbure  de  la  sur face  d 'écou lement  es t  cer ta ' inement  un

fac teur  dé terminant  dans  la  loca l i sa t ion  de  l 'écou lement  au  cours  des

processus  de  mise  en  fo rme des  produ i ts  p la ts .

L 'appar i t i on  d 'un  po in t  angu leux  sur  la  su r face  d 'écou lement  a

é té  évoquêe  par  p lus ieurs  au teurs  /1 ,2 ,3 /  pour  exp l iquer  I  a  b ' i f u rca t ion

dans  le  dqna ine  du  b iaxé  pos i t ' i f  (R)  0 ) .  ST0REN e t  R ICE on t  mont ré  que  la

théor i  e de I  a déformat i  on condui  t  à des équat i  ons i  ncrêmental  es qui

s imu len t  l ' e f fe t  d 'un  po in t  angu leux  sur  
' l a  

su r face  d 'êcou lement  /1 ,2 / .

Des  résu l ta ts  in tê ressant  concernant  l ' éc rou issage c ' inémat ique

en on t  a lo rs  é té  dédu i t  /4 .5 / .  FERR0N e t  MLIHA TOUATi  /6 / ,  NEALE ET CHATER

/7 /  on t  dé terminé  
' les  

dé format ions  l im i tes  Dour  des  tô les  in i t ia lement

an iso t ropes .  i l s  on t  mont ré  que  dans  les  ca lcu ls  l ' é lêment  déc ' i s i f  é ta i t  l a

courbure  loca le  de  la  sur face  d 'écou lement .

No t re  con t r ibu t ion  es t  une  d iscuss ion  de  la  loca l ' i sa t ion  de

l 'êcou lement  dans  le  cadre  de  la  théor ie  de  l ' éc rou issage  c inémat ique  e t  de

I '  ana lyse  MARCINIAK-KUCZINSKi  /8 / .

Nous  u t i l i sons  une  fo rmu la t ion  de  l ' éc rou issage  c inémat ique

avec terme de mémoire qui  condui t  à une relat ion contraintes-déformat ions

du type Vocé.  Des mesures  appropr iées  /9 /  de  l 'éc rou issage en  t rac t ion

un ia , r i  a le  mont ren t  que le  coef f i c ien t  :

^= J+Ç/)Lô,
est  une fonc t ion  de  la  dé format ion  p las t ique cumuléee

La lo i  pu issance  pour  laque ' l1e  on  fa i t  l ' hypo thèse  d 'un

coeff i  c i  ent  d 'écroui  ssage constant n '  est  a l  ors pas I  a mei I  1 eure descr i  pt i  on

de  maté r iaux  te l s  que  le  la i ton ,  l ' ac ie r  inoxydab le ,  l e  cu iv re  qu i

p rêsenten t  un  compor tement  du  type  Vocé /6 ,10 ,1 . | / .



Dans ce t te  é tude nous  ana lysons  éga ' lement  l ' e f fe t  de  la  dér ' i vée

ob jec t ive  u t i  I  i  sée  dans  I  e  modè l  e  d  'éc rou i  ssage c inémat ique.

Un aut re po int  in téressant  de 1 'approche chois ' ie  est  que même

s, i l  y  a  saturat ion de l 'écrou issage par  le  terme de mémoire aux grandes

déformat ions et  pour  des chemins d i rects ,  l 'êcrou issage poursu i t  son act ion

si un changement de chemin se produit .  Cet effet ne peut être obtenu si

l 'écrou issage est  modulê un iquement  par  le  terme B dans Q.23)  cons idéré

alors  cçynme une fonct ion de la  déformat ion p last ique E ( formulat ion

employée par  TVERGAARD et  NEEDLEMANN /4 '5 l ) .

Après une présentat ion des équat ions nous ut i l isons not re

modêl isat ion pour  décr i re  le  cunpor tement  du la i ton et  de l 'ac ier

i  noxydable.  Ensu ' i te  nous dêveloppons une d i  scuss ion théor ique sur  I  a

I  oca l . isat . ion en t ra je ts  propor t ' ionnels  e t  nous cqnparons f  ina lement  les

résul ta ts  obtenues à I 'exper ience-

2 - FORMULATION DU PROBLEME

pour  ca lcu le r  les  courbes  l im i tes  de  fo rmage nous  u t i f i sons

I ,analys e MARCINIAK-KUCZYNSK I  /8/ .  Nous consi  dérons une pl  aque m' ince

présentant un défaut géométl ique sous I  a forme d'une bande de

sous-épa isseur  inc l inée  d 'un  ang le  1 )  de  va leur  in i t i a le  l (o )

La  p laque se  décunpose a lo rs  en  deux  zones  ( f ig . l )  :

I  a bande d'épai sseur i  ni t i  A" 1""(à)

la  rég ion en dehors  de la  bande,  d 'épa isseur  un i forme /4

de val eur i  ni  t i  al  
"  

Irê b)

Le dé fau t  gêcmét r ique in i t ia l  es t  dé f in i  par  :

q:#, </ (2 .1)



f ig  I  -  géomét r ie  du  prob lème à  deux  zones



0n fa i t  I  '  hypothèse d 'un état  p l  an des

suppose les v i tesses de déformat ion et  les  cont ra in tes

deux zones.

2l -  c inêmat ique du problème à deux zones

Dans la zone homogène A le grad' ient des  v i tesses  a  la  fo rme

suivante :

avec

e t  1a  cond i t i on  d ' i ncunpress ib i l i t é  :

dans  la  zone A les  v i tesses  de  dé format ion  Dq4 e t  D"o  sont

confondues avec  les  v i tesses  de  dé format ion  logar i thmiques  :

bn : e, :  À, /) ,  Du= Ë': i .1l '  (2'5)

À^ s1  / ' l ssont  les  d i la ta t ions  pr inc ipa les  dans  les  d i rec t ions  x4

et x,  respect ivement :

I  '  i  ntêgrat i  on de cette dern' ière
zone A à chaque instant  :

l ' r ,
: n/ h

re la t ion  permet  d 'ob ten i r  l '  épa isseur

bru -- - (\r, " 
6,-)

Dæ=è5

hn (b: .

L:/7:-: )
I o o bu/

b. t r=Æ bu Qr"= -
Q*o

cont ra in tes  e t  on

un i fo rmes dans  les

Q.2)

dans ' le repère 
Pn,"","ù

(2 .3)

Q.4)

(2 .6)

de la

t,+ -- tA DL -- - D!-) Q.7)



Le changement aux extrânités

bll>l = e!/Ê,*

I  a vi tesse de dêformation \r f  et I  e rapprt

donnês.

Dans la  bande,  les  cqnposantes

déformation sont également supposées uniformes

un point  que ' lconque de 1a bande et  à  un instant

de I  a pl  aque est te l  que :

= K = totonfo (2 .8)

R des v i tesses sont

du tenseur  v i tesse de

et  la  vecteur  v i tesse v  en

t a pour composantes.

tL  = o.Dnn

Afu =  r , .  bu* i ' -
t f .v

^ft  = -\  D. ls :  -1 (b^"*bg)
t ]  u  0 '

Les csnposantes du tenseur  v i tesse

composantes du tenseur  v i tesse de rotat ion sont  :

i't,
bs
0

0\

- 1o0,"^ù)

(2.rr)

de dêforamat ion et  I  es

Q.12)
Dnn

Ylv
0

,d-- (fu-ittL o I
0 0l
0 0/

La cornpat ib i  l i tê des déformat ' ions entre I  es  deux zones

Àe"
*

=bb

(2.13)

imposent :

(2 .1  4)



avec

>t:* à""y * b"!- ,tty (2 . ' t  5 )

et i '8Les autres cornposantes de la vi tesse de dêformation \r7

du prob lème,  e l les  seron t  ca lcu lêes  avec  les  cond i t ' i ons

l ,évo lu t ion  de  l ' épa isseur  de  la  bande  es t  ob tenue  par
sont des i  nconnues

d 'équ i l ib re .  Enf in

in tégrat ion de :

Ds= is3: l" lL" l ;"=- t" (>:,. bL) (2 .1  6)

Rotat ' ion de 1a bande au cours du changement

L ' inc l ina ison  ac tue l le  de  la  bande  es t  ca lcu lée  en  fonc t ion  de

l , i nc l ina ison  in i t i a le  L I )O e t  de  l ' é ta t  de  dé fo rmat ion  de  la  p laque  à

f  ins tan t  cons idêré .

0n  a  d 'après  la  dé f in i t ion  de  la  dé format ' ion  logar i thmique :

ef -- t'f (t: /4 h)) = lft ):
(2 . ' t  7  )

€! =t"î (t:tu'ù -- 4 )1

où 1 , t  e t  1L  sont  deux  d imens ions  carac tér is t iques

d' i rect ' ions I  et  2 respect ivement

14  (0 )  e t  1 "  (0 )  leu rs  va leurs  in i t i a les '

Avec  la  f i gu re  2 ,  on  éc r i t  :

L^ tY - Ul lt k'P I") -- L'b) IUQ

En comb' inant  les  re la t ions  précédentes '  on  ob t ien t  :

dans  les

(2 .18)

h^l = ):lÀf lan yk) (2.1 e)



Les

re la t ions  (2 .5 )
di  I  atat i  ons

r l
I '  e t

t4-
ttz sont obtenues par i  ntégrat ion des

IâO I
I
I
I
I

\
\\

- - -

t1(o)

f i g  ?  -  Ro ta t ion  de  la  bande



z?-

est

cont ra in tes dans la  p laque

Le conpor tement  du matér iau est  supposé êt re  r ig ide -  p last ' ique

I  e  cr i tère de Von Mi  sès :

/ f^f -nil = ft bi x,;) (À,tr-n^dl"T = o (2 .20)

I a surface0n rappe l le  que d ,û  représente  la  fonc t ion  de

d 'écou l  ement

I  ' espace  du

l f  l q P P s r r s  Y u s  ^ t l  r s P r E J s

(  n  I ' ins tant  in i i ia ' l  u ; i  (0 )  =  0)
0

q représente  la  d imens ibn  de  la  sur face)/ d 'êcou l  ement  dans

dévi  ateur

Le  tenseur  v i tesse  de  dé format ion  es t  donné par  la  re la t ion  :

. _ t

E E-

di rect i  ve

en  es t  de

Les  re la t ions  Q.20)  nous  condu isent  â  êcr i re  :

\r= À(a,-d^)lT

bn= ) (oo-d-) lV

=38
.L

,t -À tf ttr, -- À ('t-x+)/Y

avec :

I r
A = 9

2

L 'évo lu t ion  du
gouvernée par :

paramèt re  d 'écrou issage c inânat ique

f , ,=Bbl-Aî\
d(u

où {a représente un déri  vée
0

coef f i c ien ts  A  e t  B  sont  suppsês  cons tan ts .  i l

ne  cons idère  que 1 'écrou issage c ' inémat ique.

cont ra in tes  dans  la  zone A

de d,;i
même de

Q.211.

Q.2?)

es t

(2 .23)

.  Les

T,or

I  }\ . .  \ . .
J t .  J , l

3(r

avec )

Q.24)



et

à -- + bh.ùtb",b,.-)o/"
Y3

- s . bo, (^* r*r.) o'"
,t,

cunpte  tenu de  la  re la t ion  (2 .8 )

on  en  dédu i t  les  cont ra in tes  dans  la  zone A

(2 .25)

ari: Y D, /À + 4u

^zL--gD^/À +û- e.z6)

Às3 = - (unr+À*)

I  es autres ccrnposantes é7 sont nul les

q, = 1Àr+Àr.-

Tr .  =  À - t t *LÀr t -  Q '27 )

Les canposantes du tenseur v i tesse de dêformat ion D44 et  Dzz

sont  donrÉes,  la  fonc t ion  de  la  sur face  d 'écou lernent  dé f in ie  par  le

tenseur :

(? .?8)

et

/ {^ '  o o \
X- | o Xr'- o I

lo o {ss/



êvo lu t ion  de  la  sur face  d 'êcou lement  dans  la  zone A

Les composantes des tenseurs v i tesse de rotat ion l , l  et  lL= RRt

sont  nu l ' les ,  I  a  dér i  vée  de  Jauman ou I  a  dér ' i vée  en  ro ta t i  on  propre

s ' i  dent' if i  ent al ors à I a déri vée parti cul ai ," &;; Oe d;i

on  ob t ' ien t  a lo rs  avec  Q.Z i l  ,  I  (

i l , ,= B4o-lt4'
.  (2 .2e)

4u = 8 bo- *7(r : .

f  i n tégra t ion  de  ce  sys tème avec  les  cond ' i t i ons  in i t i a les

donne  
' l a  

pos i t ' i on  de  la  su r face  d 'écou lement  à  l ' i ns tan t  t .

con t ra in tes  dans  la  bande

Les forces normal e et  tangent i  e l  I  e à I  a bande restent

cons tan tes  (cond i t i ons  d 'équ i l i b re ) .  Ces  cond i t i ons  s 'expr iment  par  :

q^* l^* : Çnt Au

dI+- qL*4u
(2 .30)

Dans I  a zone homogène A, I  es contraintes normales et

tangent ie l les  dans  le  repère  (n  t )  son t  donnêes par  :

Çn* = qol *tt!) + durn^"Y

ÇEî = w^4 ;nzY) a rr ' !co'z(/ (2.31)

ÇtF :_ ( q*-d) aar/ c,æ,1ù

Les condi t ions d 'êqu ' i l ib re (2 .30)  permet tent  de ca lcuter  Of i r i

et tr i t ,  Cf l  est une inconnue du problème.



Evo lu t ion  de  la  sur face  d 'écou lement  dans  la  bande

La

déf in ie  par  1e

pos i t ion  de

t enseur

I a surface d'écoul ement

de canposantes :

dans la  bande es t

(  2 .3  3)

Q.341

taux de ro tat ion

d, --

L ' évol uti on

d 'êcrou i  ssage (2 .23)  .

avec

gbaa-A îd , ,

t

ebr-nîdr

B i,i€,-tî{,b

(>h -\r'* àn )a *

ne man ière  génêra le  o

[q," il* o I
It* (æ o I
l0 o au/

Q.3z)

des composantes O.t e st go uvernée p ar I a I o'i

a?
( , n :

+
4E:

.*,
Ât:

ffp)),,"\tr
d 'u I  e  tenseur

dans  la

0n no te ,

b  ande.

JL*: ( Û u-t u'' u) Rbs1 -l Â,
3,

/o _szi o )
rt--[tÊ o ol

I  o o o/

(2 .35)

Les nTt
paragraphe 4. c

son t  ca lcu lês  de  la  même façon  qu 'au  chap i t re  ?



0n rappe l le  la  re la t ion  ent re  la  dér ivêe par t icu la i re  e t  la

dêr ivée obiect ive.

&=i,-(qetrn) (2.35)

Les re la t ions (2 .45)  e t  (2 .48)  fourn issent  a lors  le  sys tème

dif f  érent ' iel  :

4,^= BDr,- Êtr c{^n - l"t ftt|-9':L)

(u: Blt  -  +Edu- {è (stt-e) (2 .37)

6f ,t -- rs i'lz - * E {t - :ta ( x6 - x^")

l , i n têgra t ion  de  ce  sys tème avec  les  cond i t i ons  in i t i a les

(0 )  =  0  fou rn i t  l a  pos i t i on  de  la  su r face  d 'écou lement  à  l ' i ns tan t  t .

23 -  Résolut ion du prob' lème

La formulat ion du prob' lème a fa ' i t  apparaî t re t ro is inconnues
^ 8  4

qu. i  sont les composantes Oia et  Ô du tenseur v i tesse de déformat ion dans

la  bande e t  1a  cont ra in te  normale

Expyimons les v i tesses de déformat ion,  Dn"n ,  >"n et  i f  en

fonc t ion  des  con t ra in tes  ca lcu lées  avec  les  cond i t i ons  d 'êqu i l ' i b re  Q-42)

e t  de  la  cont ra in te  inconnue :

),T : )" (t u-"/s - %,/s - d,î ) /V "

b'h -- Au (- q^o h +z TÊsh- ilÊ) /T" (  2 .38)

tlo -- Àu (ç*"-'&) tV"

avec

À, =*E=6 h?:-fo'*.If i,É 
*(tP\)or-

(2.3e)



El iminons ( tu  ent re  les deux premières re la t ions (2 .50) ,

nous obtenons :

J),? *DË : À"( n*u-e(Ê - *tr) lvu
(  2 .40)

8,'lL

La rés ol ut i  on de ce système et I  '  i  ntégrat i  on des équati  ons

d i f fé rent ie l les  (2 .5)  (2 .7 \  12.41)  (2 .49)  nous permet tent  de connai t re  à

chaque ' ins tant  la  v i tesse,  les  déformat ions,  les  cont ra in tes,  les

épa isseurs ,  les  pos i t ions des sur faces d 'écou lement  dans les  deux zones.

3 -  REMARQUES A PROPOS DE LA LOI D'ECROUISSAGE UTILISEE

Dans la  zone homogène A la  cont ra in te  équ iva len te  peut  ê t re

écr i te  en  fonc t ion  des  composantes  pr inc ipa les  du  dév ia teur  des

contraintes :

(3 .1)

et  la  v i tesse  de  dé format ion  équ iva len te  a  la  fo rme :

(3 .2  )

avec  I  a  cond i t i  on  d ' i  ncompress ib ' i l i té

Pour des changements proport ionnels déf i  n is par g = ê, .1 €4

V- ,lt (oî - tî * oro,)t/'

+  - :  . \ 1 / zE - { '2-  ( t+e*K /,lT '

Les équat ions (2 .38)  donnent  les  cont ra in tes :

t= [î (q".É:. è:)'/"

: nn, (;:- è j- Ë'tù"'

i :  t 'écrit  :

(3 .3  )



d,i et XL rePrésentent I a Po si t i on

dans  1 'espace  du  dév ia teur .  L 'évo lu t ion  de  ces

les  re la t ions  (2 .41)  :

4 = ué, -tîd,

i l r :  B èt-  r 'E û

et  avec  (3 .3 )  on  ob t ien t  :

B- & q (t+e+<)o/"

(,

&- 4 d.(4+Ê*<)'/ ',IT

en in tégran t  on  a  :

x,= B,E [n-*,,rrN- " '  
&P*B*n ' )11"L l l

( "= K ( t

et en remplaçant dans

v ien t  :

de  la  sur face  d 'écou lement

paramètres est  donnée Par

(3.s)

(3 .5  )
ç: - L

(3 .7)

les cont ra in tess t  e t  s2  ( re la t ions

4,

(3 .4))  i l

Âz= K. t , t

f i  na1 ement

su i  van te ,  que ' lque so i t

la  cont ra in te  de  Von

1 e t ra jet  de changement

Mi sès 
-ç

imposé :

(3 .8)

prend I a forme

F- T*# [r-* (-o'U (3.e)



ce t te  re la t ion  es t  i nden t ique  à  ce l le  de  la  lo i  de  Vocé

-:t[,-n*f(f"I
p sont des paramètres caractérisquesoù S ,  o (e t

Cet te  lo i
T0UATI /6,  11/  pour
' inoxydab le .

du  matêr iau .

de  Você a  é té  u t i l i sée  par  G.  FERRON et
décr i re  le  canpor tement  du  la i ton  e t  de

Avec  ce  type  de  re la t ion ,  l e  coe f f i c ien t  d 'êc rou issage

M.  MILHA

I 'ac ie r

n déf i  n i
par  :

,r- -- J 1æ h Are

est  une fonc t ion  de  
' la  

dé format ion  p las t ique équ ' i va len te

Pour  le  ca lcu l  des  courbes  l im i tes  de  fo rmage nous  cons idérons
t ro is  matér iaux  théor iques  dont  le  compor tement  es t  gouverné par  la  théor ie
de l 'écou lement  assoc iée  au  c r i tè re  de  Von Misès  e t  le  modè le  d 'écrou issage
c' inânat ique présenté précédemment.  Les paramètres caractêr ist iques de ces
matér iaux  sont  donnés dans  

' les  
tabres  l ,  3  e t  3 .  Le  matér iau  I  es t

fa ib lement  êcrou issab le ,  les  matér iaux  2  e t  3  on t  ê té  cho is . i s  de  te l le
sor te  que leur  compor tement  so i t  a jus té  sur  ce lu i  du  la i ton  e t  de  l ,ac ie r
inoxydab le  respec t ivement .  Nous avons  t racé  sur  la  f igure  3  les  courbes
cont ra in tes-dé format ' ions  (e ,Z)  en  t rac t ion  un iax i  a le  e t  sur  la  f igure  4
les  va leurs  de  n  en  fonc t ion  de  la  dé format ion  p las t ique cunu ' lée  t r
Comme le  mont re  la  f i gu re  4  la ' l o i  de  Vocé  représen te  assez  b ien  le
conpor tement  du  la ' i ton  e t  de  l ,ac ie r  inoxydab le .



Tab le  I  -  paramèt res  du  modè le  d 'êcrou issage c inémat ique pour

I  e .matér i  au I  ,  f  a i  b l  ement écroui  ssabl  e

(MPa)  |
I
I

I  B  (MPa)

I

95.65
I
I
I

Tab le  2  -  maté r iau  2  -  l a i ton  (70  -  30  b rass )

I
(MPa )  | A

I
I  s  (MPa)

125

I
I

(MPa)  I

I  t .z I
t l

850.

Tab le  3  -  matér iau  3  -  ac ie r inoxydab le  (304 Sta in less  Stee l )

I
A I  B  (MPa)

200.  I  r .q  I  1500.
tt
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4 - RESULTATS ET DISCUSSION

Les courbes f imi tes de formage sont  ca lcu lées pour  des rappor ts

R var iant  de - l  à  + I  correspondant  au c isa i l lement  e t  à  I 'expansion b iaxée

symêtr ique respectivement. Pour R
I 'o r ienta t ' ion  in i t ia le  de la  bande est  cho is i  de te l le  sor te  qu ' i1  conduise

à la  déformat ion e f  c r i t ique la  p lus  fa ib le .  Pour  R 2  0 ,  l 'ang le  p(O)

est nul .

4 l  -  e f fe t  de la  courbure de la  sur face d 'écoulement  sur  l 'appar i t ion de

I ' ins tab i l i té .

Le dêveloppement d 'une forte courbure au po' int  de charge joue

un  rô le  impor tan t  dans  la  loca l i sa t ion  de  1 'écou lement  pour ' l e  rappor t  des

déformat ions  R>0.  P ' lus  g rande es t  la  courbure  de  la  sur face  d 'écou lement ,

au  vo ' i s inage  du  po in t  de  charge ,  p lus  ins tab le  es t  l a  réponse  du  maté r iau .

Le chargement de chem' in de dêformat ion dans la bande permet d 'expl ' iquer ce

phénomène. Par exemple,  quand le rapport  des dêformat ions imposé en dehors

de I  a  bande es t  R =  l ,  
' l e  

chemin  de  dé format ion  dans  I  a  bande var ie  de

1 'expans ion  b iaxêe symét r ique à  la  dé format ion  p lane.  En e f fe t  à  la

loca l i sa t i  on  Df t  tend vers  l ' i n f in i  quand DÊ res te  cons tarment  éga l

à  DÊ (cond i t ion  de  cunpat ' ib i l i té )  e t  dev ien t  a lo rs  pe t i t  devantDnBr

Dans une rég ion  de  fo r te  courbure ,  la  normale  à  la  sur face  d 'écou lement
(c 'es t -à -d i re  la  d i rec t ion  du  vec teur  v i tesse  de  dé format ion  p las t ique)

tourne  p lus  fac i lement  ce  qu i  favor ise  la  loca l i sa t ion  de  la  dé format ion
( f ig  6 ) .

En dé format ion  p lane (R =  0) ' i l  ne  se  produ i t  aucun changement

de chemin  dans  la  bande,  i l  n 'y  a  donc  pas  d 'e f fe t  de  courbure  pour  ce

chemin .  S i  le  compor tement  en  dé format ion  p lane dé f in i  par  1a  re la t ion

cont ra in tes  -  dé format ions  équ iva len tes  (  î  ,  E  )  es t  le  même pour  les

matér iaux  à  écrou issage iso t rope e t  les  matér iaux  à  écrou issage c inémat ique

a lo rs  les  dé fo rmat ions  c r i t i ques  (ce l les  ob tenues  â  la ' l oca ' l i sa t ion )  se ron t

ident iques  pour  les  deux  matér iaux .  0n  cho is i t  donc  comme lo i  d 'êc rou issage

iso t rope  la  re la t ion  (3 .9 )  que  l ' on  rappe l le  :

G=g*#y-e,rppzl



Les courbes l imi  tes de formage sont ca' lculêes pour I  es

matér iaux  I  e t  2  avec  1a  dér ivée  ob iec t ive  de  Jaumann.

Les  f igures  5  donnent  les  résu l ta ts  pour  les  deux  théor ies

d 'écrou issage ( i so t rope e t  c inânat ique) .  En dê format ion  p lane,  
' l es  

deux

préd ic t ions  co înc ident .  Pour  les  au t res  t ra ie ts  de  dé format ion ,

l ,éc rou ' i ssage c inémat ique prévo i t  une courbe l im i te  de  fo rmage (C.L .F)  p lus

basse. Les déformat ions E4 et  €L sont les dêformat ions logar i thmiques

pr inc ipa les  dans  la  zone  A .

des C.L .F
prés entent

avec R que

I  a courbe

a lo rs  que

Pour  le  maté r iau  fa ib lement  éc rou issab le  ( f i g .  5  a )  la  fo rme

iso t rope e t  c inânat ique ne  sont  pas  t rès  d ' i f fé ren tes ,  e l les

un min imum proche de  la  dé format ion  p lane.

Dans la  rêg ion  R )  0  la  courbe iso t rope c ro î t  p lus  rap ' idement

la  courbe c inémat ' ique .

En ce  qu i  concerne le  matêr iau  fo r tement  écrou issab le  ( f ig  5  b )

iso t rope es t  êga lement  c ro issante  dans  1e  dcrna ' ine  du  b iaxé  R)  0

la courbe cinêmatique subi t  un important changement de forme.

I l  apparai t  que I  a di f férence entre I  es deux théor ies

d ,écrou issage es t  p lus  p rononcée pour  le  matér iau  fo r tement  écrou ' i ssab le .

pour ce matér ' iau,  le déplacement de la surface d'écoulement est  important

e t  le  rappr t  des  courbures  des  sur faces  iso t rope e t  c inânat ique es t  g rand

( f igure  6) .  En  résuné,  le  changement  de  chemin  dans  la  bande e t  la  courbure

de la  sur face  d 'êcou lement  jouent  un  rô le  impor tan t  e t  dés tab i l i sen t

fo r tement  l ' écou lement  dans  la  théor ie  c inémat ' ique .

i l  es t  in té ressant ,  éga lement ,  d 'ana lyser  1 'e f fe t  de  Çy qu i

reprêsen te  1a  con t ra in te  in i t i a le  d 'écou lement  e t  l a  d imens ion  de  la

sur face  d ,écou lement .  I l  es t  d 'abord  fac i le  de  nont re r  que la  s tab i l i té

c ro î t  en  dé format ion  p lane pour  des  va leurs  décro issantes  de  la  cont ra in te

in i t i a le  d 'écou lement  (vo i r  l ' annexe  en  f in  de  chap i t re ) .
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i n i t ia l  y ie ld

A2=Ol2

stress Path out l id€! 
' !he bang

stress Path inside
the  band

f ig  6  -  sur faces  d 'écou lement  i so t rope e t  c inémat ique e t  chemins  de

changement  à  f , i n té r ieu r  e t  à  1 'ex tê r ieu r  de  la  bande
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Puisque la  courbure ne ioue aucun rô le  pour  R -  0  (pas de

changement  de chemin dans la  bande) ,  la  var ia t ion de la  déformat ion

cr i t ique avec W est  ident ique pour  les  deux théor ies  d 'écrou issage.

Avec l 'écrou issage isot rope,  cê qu i  est  observé en déformat ion p lane se

généra l ise  à  tous les  aut res  chemeins ( - l  (n  (  +  l ) ,  lo rsque décroi t

l a  C .L .F  se  dép lace  vers  le  hau t  ( f i gu re  7a) .  Quand on  cons idère  un

êcrou issage c inémat ique I  a  s i tua t ion  es t  p lus  complexe ( f igure  76) .

D iminuer  f  rev ien t  à  augmenter  la  courbure  de  la  sur face  d 'écou lement  ce

qu i  dés tab i l i se r  pour  les  t ra je ts  R  t '  0 .  Auss i ,  s i  nous  d im ' inuons  f , f  i 1

se produ' i t  une compét i  t ' ion entre I  'ef  fet  stabi  I  i  sant dêcr i t  en annexe et

l ' e f fe t  dés tab i l i san t  de  la  courbure ,  c 'es t  l a  ra ison  pour  laque l le  les

courbes  l im ' i tes  de  fo rmage ( f i g  7a)  se  c ro isen t  dans  1a  rêg ion  R)  0 .

4?  -  i ns tab i l i t é  en  c isa ' i l l ement

Pour  les  va leurs  négat ives  du  rappor t  R ,  l ' o r ien ta t ion  c r i t ique

de la  bande es t  dé f in ie  par  un  ang le  t /  d i f fé ren t  de  zêro .  Le  matér iau

composant  la  bande es t  a lo rs  soumis  à  du  c ' i sa i l lement .  0n  peut  a lo rs

espérer  que le  compor tement  en  c isa ' i l l ement  s imp le  du  matér iau  jouera  un

rô le  impor tan t  dans  le  domaine  R

précédent ccmment ce comportement en cisa' i l lement s ' imp' le étai t  perturbé par

la  co rnb ' ina ison  avec  d 'au t res  so l l i c i ta t ions  dé f in ies  par ' l es  va leurs  p r i ses

p^,  Dn"n et  Di  au cours de la déformat ion de la p ' laque. Nous avons alors

mont ré  que la  courbe (  a ,  t  )  p résenta i t  un  max imum que lque so ' i t  la

dér i  vée object i  ve ut i  I  i  sée (  Jaumann ou en rotat i  on propre )  .  0n peut

f ina lement  c ro i re  que ce t te  i  ns tab i  I  i té  en  c i  sa i  I  lement  favor i  sera  I  a

loca l i sa t ion  de  l ' écou lement  pour  R  ( ,0 .

La  f igure  8  p rêsente  ' les  
modes de  loca l i sa t ion  observés  pour

deux chem' ins de déformat ion (R = -  i lZ et  R = -  l ) .  I l  est  à noter que pour
p  =  - ,UZ la  loca l i sa t ion  en  c isa i l l ement  ( t7 fL -1  e t  l a  loca l . i sa t ion

en str ict ion (DÊ /Dîr*-)  apparaissent s imultanêment alors que pour R
= -  I  seu le  la  loca l i sa t ion  en  c isa i l l ement  es t  s ign i f i ca t i ve  e t  cec i  pour

un angle p proche de 1r/4.  Les déformat ions cr i t iques, reportées sur les

f igures  5  e t  9  pour  les  matér iaux  à  écrou issage c inémat ique e t  dans  le

domaine R

sol  I  i  c i  tat i  ons cornbi  nées. La f i  gure 9 montre que I  es deux dér i  vées

object ives (Jaumann et  rotat ion propre) donnent des résul tats t rès proches.

La courbe en rotat ion propre est  légèrement au-dessus de cel le obtenue avec

Jaumann.
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43 - comparaison avec les résultats expérimentaux

Sur  les  f igures  l0  e t  
' l l  

nous  avons  repor té  les  résu ta ts

expér imentaux  du  la i ton  e t  de  l 'ac ie r  inoxydab le  304 (d 'après  G1SH /12 /  e t

RYNTAMAA /10 / )  e t  les  dé format ions  c r i t iques  ca lcu lées  avec  la  thêor ie  de

l 'éc rou issage  c inémat ique  en  u t i l i san t  la  dér i vée  de  Jaumann.

Pour  le  I  a i ton ,  l ' accord  es t  sa t i s fa isan t  dans  1e  dorna ' ine  du

b j  axé  (n

rêsu l ta ts  théor iques  e t  expêr imentaux  es t  impor tan t .  Pour  R >  0  no t re

approche donne une bonne approx imat ion  de  la  courbure  loca le  de ' la  sur face

d 'êcou lement  e t  condu i t  a ins i  à  des  résu ' l ta ts  p roches  de  l 'expér ' ience.  Pour

les  chem' ins  R <0 le  modè le  ne  permet  pas  de  t radu i re  cor rec tement  le

cornportement du 1 ai ton et  mêne à des di f férences importantes avec

l 'expêr ience .  De  p lus ,  dans  nos  ca lcu ls  tous  les  paramèt res  pouvan t

in f1  uencer  I  a  l  oca l ' i sa t ion  ne  sont  pas  cons idérês ,  pôr  exemple  nous  avons

supposé le  matér iau  in i t ia lement  i so t rope.

En ce  qu i  concerne l 'ac ie r  inoxydab le  304 les  résu l ta ts  sont

proches  de  l 'expér ience auss i  b ien  dans  le  dorna ine  du  b ia" ré  pos i t i f  que

dans la  rég i  on  R (  O.
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5 - CONCLUSIONS

Pour  des  matér iaux  fo r tement  écrou issab les  te ls  que le  la i ton

et  l ' ac ie r  inoxydab le  le  modè le  d 'écrou issage iso t rope ne  donne pas  des

résu l ta ts  sa t is fa isan ts  dans ' le  domaine  du  b iaxê  pos i t i f .  Nous  avons  mont ré

que dans  ce t te  rég ion  la  courbure  loca le  de  la  sur face  d 'écou lement  é ta i t

un  fac teur  dé terminant  e t  que l 'éc rou issage c inémat ' ique  permet ta i t  de

modé l iser  ce t te  courbure  loca le  e t  d 'ob ten i r  des  courbes  l im ' i tes  de  fo rmage

t rès  proches  des  mesures  expér ' imenta les .

Dans le  domaine  R ( .  0 ,  no t re  ob iec t i f  é ta i t  de  cho is i r  une

dér ' i vée  ob jec t ive  pour  a jus te r  le  compor tement  en  c isa i l lement  s imp ' le  du

modè le  sur  l ' expér ience.  Par  exemple ,  
' l a  

f igure  l2  p résente  
' les  

résu l ta ts

expêr imentaux  e t  théor iques  en  c isa ' i l  l ement  s imp le  du  I  a ' i ton .  La  dér ivée

ob jec t ive  cor respondant  à  I /  =  .$  é ta i t  ce l le  qu i  permet ta i t  de  se

rapprocher  le  mieux  de  1 'expêr ience ' .  0n  espéra i t  a ins ' i ,  après  avo i r  a ius té

les  coe f f i c ien ts  A  e t  B  de  la  lo i  d 'éc rou issage  sur  un  essa ' i  de  t rac t ion  e t

cho is i  une  dér i vée  ob jec t i ve  avec  l ' essa i  de  c i sa i l l ement  s ' imp1e ,  t radu i re

le  compor tement  du  matér iau  pour  tous  les  chemins .  Ma is  l ' ana lyse  des

so l l i c i ta t ions  ccrnb ' inées  a  fa ' i t  appara i t re  des  ins tab i l i tés  qu i  per tu rbent

le  compor tement  du  modè le  de  te l le  sor te  que les  C.L .F  ob tenues avec  les

d i f fé ren tes  dêr i  vées  ob jec t ives  sont  peu d i f fé ren tes .  F i  na lement

l ' éc rou issage  coro ta t ionne l  donne  des  résu l ta ts  in tê ressan ts  pour  I ' ac ie r

i  noxydabl  e 304.
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Notre approche permet  également  d ' incorporer  la  sens ib i l i té  à

I  a  v i tesse de déformat ion sous I  a  f  orme su ' ivante :

:v ro(â)^T

q"  es t  l a  d imens ion  in i t i a le  de  1a  sur face  d 'écou lement

la  d imens ion  ac tue l le

es t  la  v i tesse  de  dé format ion

une v i tesse  de  rê fé rence

e t  m le  coe f f i c ' i en t  de  sens ib i l i t é  à  la  v ' i t esse

u.y
E
J

e
o



/ i  i r

f i g  13  -  In f luence  de  1a  sens ib i l i t ê  à  la  v i tesse  de  dé fo rmat ion

pour un matér i  au for tement écrouissab' le

A =  2  B  =  1800.  MPa V = 2oo' MPa



L 'e f fe t  de  la  sens ib i ' l i t é  à  la  v i tesse  es t  p résen té  à  la  f i gu re

13.  0n  observe  qu 'une sens ib i  l i té  c ro ' i ssante  dép lace  les  courbes  l ' im i tes  de

formage vers le haut,  on remarque de plus un léger changement de forme dans

le  dcrna ine  du  b iaxé  pos i t i f .  Cec i  es t  dû  au  n iveau de  cont ra in tes  p lus

impor tan t  ob tenu avec  la  p lus  g rande va leur  de  m,  l ' e f fe t  de  courbure  es t

a lo rs  p lus  p rononcé.

Enf in  nous avons testê not re  modèle en chemins canplexes.  Les
calcu ls  ont  é té  ef fectué dans le  cas d 'un matêr iau théor ique et  pour  les
deux types de chemins su ivants  :

=  O . :  expans ion  b iaxée symét r i -

que  pu is  t rac t ion  p lane

:  t rac t ion  un iax ia le  pu ' i s

expansi  on bi  axée symétr ique

la courbe l ' imi te de formage obtenue

C.L .F  en  chemins  d i rec ts ,  dans  le

au-dessus  de  I  a  C .L .F  en  chemins

I es tendances expér ' imental  es.

z-

.P
I  lz

= '1 ,l - n

f'

Dans le  p remier  changement
( f ig  I  4 )  se  t rouve au  dessous  de  I  a
deux ième 

' la  
courbe l im i te  se  p lace

d' i rects .  Ce s rés ul  tats t rad ui  s ent bi  en
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ANNEXE

Calcul de la déformation crit i (déformations à la local isat ion,

en déformation plane (e"=o)

La re la t ion  cont ra in tes-dé format ions  équ iva len tes  es t  donnée

par  l ' équa t ion :

€t.

v-.- Çy n # [r- 
e'h(ot)]

En déformat ion plane

tr: {î or: g
2r

fe tZ

v4

sont :

(A.1  )

(A.2  )o
E:o ,[3

ta

0n

déformation E4

en dédu i t I a rel ati on entre 
' l  

a contrai nte ç', et I a

produi  t

cr i  tère

q-tiry -E r[r-ry.-G',I (A3)

Jr.,

Pour  une  tô le  sans  dé fau t  la  loca l i sa t ion  de  l ' écou lement

quand la  fo rce  f1=qh a t te in t  un  max imum.
t  l -

Avec  la  cond i t i on  d ' i ncompress ib i l i t é  à t ,1àEt=O '

de force ma,r imum peut s 'écr i re :

se

l e

q
: J€, (A .4  )



/  11 .2

et avec I  a rel  at i  on

I ocal i  sat i  on

(n - 3) ,  on obt ' ient I  a dêformat ion  c r i t ique  à  1a

tn': fr 
11

Les cons tan tes  A,  B

pos i t i ve .  i l  appara i t  a lo rs  que

S + 3B/2+

u({, ..i) (A. s)

etTy sont  te ls  que t r -  prend une va leur

€r .es i "  une fonct ion décro issante de 
V
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I INTRODUCTION

Nous déve loppons dans  ce  chap i t re  l ' i n f luence de  l 'échauf fement

engendrê  par  1es  dé format ions  p las t iques .  i l  es t  reconnu que 1a  p lus  g rande

par t ie  de  l ' û te rg ie  de  dê fo rmat ion  p las t ique  es t  d i ss ipée  dans  le  maté r iau

sous  fo rme d 'énerg ie  thermique.

S i  nous  cons ' idérons  un  matér iau  sans  dé fau t  sub i  ssant  une

déformat ion homogène, I  a température augmente uni formément,  cet

échauf fement  d iminue la  cont ra in te  d 'écou lement  dans  le  cas  d 'un  matér ' iau

thermo-adouc issant .  S i  le  matér iau  présente  un  dé fau t  gécnét r ique in i t ia l

i l  se  dêve loppera  a lo rs  des  grad ien ts  de  dé format ions  e t  de  tempéra tures

condu isan t  à  la  loca l i sa t ion .

Dans les  p rocessus  de  mise  en  fo rme e t  pour  des  matér iaux

fa ib lement  conducteurs  ou  pour  des  v i tesses  de  dé format ions  impor tan tes ,

les  e f fe ts  the rmiques  ne  son t  pas  tou jours  nég l igeab les .  L ' i n f luence  de  ces

ef fe ts  a  é té  peu é tud ' iée  /1 ,  2 ,  3 ,  4 / .

Su ' i te  aux  t ravaux  de  FRESSENGEAS e t  M0LINARI  /5 ,  6 ,  7 /  sur  les
ins tab i  l i tés  thermov iscop las t iques  en  c isa ' i l l ement  s imp le  nous  é tud ions

l ' i n f luence  de  ces  ins tab i l i t és  su r  les  courbes  l im i tes  de  fo rmage.

Nous  rEpe lons  qu ' i l s  on t  é tab l i  des  c r i tè res  d ' i ns tab i l i t é  e t
de  loca l i sa t ion .  Pour  un  matér iau  dont  le  conpor tement  es t  t radu i t  par  la

lo i  :

" 
=f t" f|J n.l)

i n i t i a l ,  i l  y  au ra

somme des exposants

et présentant un défaut géanétr ique

loca l i sa t ion  de  la  dé fo rmat ion  p las t ique  lo rsque ' la

es t  négat ive  :

l *^*n (o ( ' r  .2 )



Enf in  dans  la  dern iè re  par t ie  de  ce  chap i t re  nous  revenons au

modèle d 'écrouissage cinêmatique en y aioutant un terme de température /8/

conduisant à un adoucissement thermique et  nous traçons les courbes l imi tes

de formage adiabat ique et  isotherme.

2 - ETUDE DE L'II{STABILITE EN CISAILLET'IENT SII'IPLE

21 -  problème à deux zones

0n cons idère  une couche d 'épa isseur  H cons tan te  dé formée en

c isa i l l ement  s imp le .  La  couche  es t  supposée  in f in ie  dans  1a  d i rec t ion  x  e t

de  la rgeur  I  dans  la  d i rec t ion  z  ( f i g  l ) .  La  couche  se  décompose  a lo rs  en

deux zones :
-  la  bande de  la rgeur  lB  e t  de  hauteur  h
-  la  rég ' ion  en  dehors  de  la  bande  de  la rgeur  lA  e t  de

hauteur  (H -  h )

0n  carac tér ise  le  dé fau t  Par  :

/ :  lu / ln  ) :  A /  H
I

La v i tesse est  imposée au bord

r d:y'= cPrufo'te' ' Pour Y = H
Q.2)

{ :0  
Pour  J  =  o

où d dés igne I  a  v ' i tesse su ivant  l 'axe x ,  les  aut res

composantes sont  nu l les.

Dans les deux zones,  les  dér ivées de toute quant i tê  par  rappor t

à  x  e t  z  sont  supposées nul les.  La v i tesse de déformat ion :

(2 .1)

t = Q^r/Dy (2 .3)



f ig  I  -  Gécrnêt r ie  du  prob lème de c isa i l lement  s imp le  à  deux  zones



ni formes t"  
" ,  

tA oun,  la bande et  en

dehors  de  I  a  bande.  La  dé format ion  es t  nu l  le  su ivant  z .

0n pose :

ino = v/ rt (2 .4)

les  cond i t ions aux l imi tes ' imposent  a lors :

, ,  t io6  r ,  À ' { " *oo :  ^  io+ ( - l -  À)  r " '  (2 .5)

La force tangent ie l ' le  à  I  a  bande reste constante,  cet te

condi t ion s 'expr ime par  :

ln  c f t  -  16 C"  d, ,< ,  
/ -  " "  

=  C* (2 .6)

Le matér iau es t  incunpress ib le  e t  on admet  qu ' i l  obé i t  à  la  lo i

de conprtement thermo-viscoplast ique su' ivante :

ô: P l'f^0J Q.7  )

oO 
P 

est une constante

Les exposants n m et J sont respectivement :  le coeff icent

d 'écrouissage,  le  coef f ic ient  de sens ib i  l i té  à  1  a v i tesse et  \ t  le

coef f i c'ient d 'adouci ssement thermi que ( t<")

Le problème est  supposé adiabat ique et  l 'évo lu t ion de 1 a

température est  gouvernée par  1 'êquat ion de l 'énerg ie :

Aa h- i "oc lv _ pë6- (z.B)
f 

tM: / '"u

avec P masse vo lumique
' ,  

capaci té  thermique

et P coeff ic ient de Taylor-Quinney que nous supposerons

égal  à  0 '90 '  ce  coef f ic ient  l t=  o '90 ind ique que 90 % du

t rava ' i l  de dêformat ion p last ique est  t ransfornÉ en chaleur .



,  ,  .  Les inconnues du problème sont  les  v i tesses de c isa i l lement

YÏ t  Ys nous d isposons de deux équat ions (2 .5)  e t  (2 .6) .

De la  re la t ion  (2 .5)  on t i re  :

\rfr tr- Àfs
a :  Q '91

4-À
que ' l  ' on  repor te  dans  l  a  re l  a t ion  d 'équ i  l  ib re  s 'écr ivan t  sous

I  a  fo rme su ivante  :

((0, d)'^ t,r = 1,,^(n; d)',, y" (2.,0)
on ob t ien t  :

(2.1r)

(? .12)

tégrant

Dans  les  ca lcu ls ,  on  u t i l i se  les  va leurs  nunér iques
caractér ist iques du conportement de deux aciers à fa ib le teneur en carbone,
de  conps i t ' i on  ch im ique  p roche  ma is  laminé  à  f ro id  pour  l ' un  (1018  CRS)  e t
laminé  à  chaud  pour  l ' au t re  ( . |020  HRS) .

0n  cons idère  un  dé fau t  géomét r ique dé f i  n i  par  les  va leurs
su ivantes  :

. 1

fr : t'" 0: V^)'t^
a-ù !'ttn (tt o:l'^*,  tT

L ' in tégra le  :

I- [ttn
Jo

dés igne la  dé format ion  p las t ique

Les température 0g et  gB

de l ' ênerg i  e  (2 .7 ) .

a ts  e t  d iscuss ion

s  en  in

que

B

À(v;ùr,^

en d is to rs ion .

sont obtenue
l ' équat ion

22 -  Résul t

f  =0 .98  e t  )=0 . . |0



La déformat ion ' in i t ia le  est  f to l  =  0 '01 et  la  température

in i t ia le  & tOt  =  300"  K.  La v i tesse imposée à  l 'ex t rémi té  es t  te l le  que
U l l

ôo= I  o '  'aL

Les courbes contraintes-déformation, (2,8) sont reprêsentées

sur  la  f igure 2.  0n remarque f  ins tab i l i té  thermique 1 iée à l 'échauf fement

adiabat ique :  dès que le  taux d 'adoucissement  dû à 1 'échauf fement

adiabatique du matériau cornpense puis dêpasse le taux de durcissement dû à

l ,écrouissage,  I  a  cont ra in te  de c isa i l lement  que peut  suppor ter  
' le  matér ' iau

passe par  un maximum et  la  déformat ion dev ient  ins tab le.

La con t ra in te  in i t i a le  es t  dé f in ie  par  :

e, = P tôl i'rri qù) (2 .1  3)

6 (MPa) |  n  I  m I  J
t lr l
l l

436. |  0.015 I  o.ole |  -0.38

l l l

tab le  I  :  va leurs  des  coef f i c ien ts  carac têr is t iques  de  I 'ac ie r  1018 CRS

Z (MPa) |  n  I  m I  J
l l lr r l

l l

261.  |  .12  I  .0133 I  -  .s l

l l l

tab le  2  :  va leurs  de  coef f i c ien ts ,  carac tér is t iques  de  l 'ac ie r '1020 HRS

kg/m CJkg

7 800 500

tab le  3  :  masse vo lumique e t  capac i té  thermique des  deux  ac ' ie rs  é tud iês



R n ^

200 .

1 0 0 .

MPA

400 .

3 0 0 .

4 0 0 .

3 0 0 .

é v v .

t , n ^

T

1 0 1 8  C H S

iO20HBS

0 . 5

courbes d 'écroui  ssage
'1018 cRS
I O2O HRS

0 . 4t t  <0 . 20 . 1

v D ^

5 0 0 .

Y{ n

f i g  2  - des deux matér ' iaux



Les f igures 3 donnent  les  résu l ta ts  des ca lcu ls  pour  les deux

matér iaux.  Le modèle à deux zones prédi t  une loca l isat ion de la  déformat ion

pour une déformation macroscopique cr i t ique :

u t *oc- =

tL=

f .=  0 .95 pour  le  1020 HRS

to= 0 .24 pour  le  l0 l8  CRS

ou pour  une déformat ion cr i t ique dans I  a  zone A

.84  pour  le  1020  HRS

. l  7  pour  
' l e  

l0 l8  CRS

Ces résu l ta ts  sont  ' i den t iques  aux  so lu t ions  des  ca lcu ls  de

CLIFTON et coauteurs /9/  avec un schâna aux di f férences f in ies et  un bon

accord  avec  les  expér iences  de  COSTIN e t  co .  /10 /  sur  des  tubes  à  paro i

m1nce so l l i c i tés  â  la  to rs ion  dynamique jusqu 'à  une dé format ion  de  0 .30 .

Des bandes de  c ' i sa i l lement  sont  observées  dans  le  l0 l8  CRS e t  pas  dans  le

1020 HRS.

L'écart entre 1 es deux déformations cr i t iques est dû à

1,écrouissage p lus impor tant  du 1020 HRS qui  s 'oppose à l 'adoucissement

thermique e t  re tarde l 'appar i t ion  de l ' ins tab i  l i té .

I l  es t  u t i l e  d 'é tud ie r  I ' i n f luence  de  la  la rgeur  de  la  bande

sur  la  loca l i sa t ion .  La  f igure  4  mont re  que la  dé format ion  c r i t ique

es t  peu sens ib le  au  coef f i c ien t  I  .

A  par t i r  des  carac tér t i s t ique  du  1018 CRS i1  es t  éga lement
' i n té ressan t  d 'ana lyser  l ' i n f luence  de  la  sens ib i l i t é  à  la  v i tesse  m e t  de

l ,êcrou issage n  sur  la  loca l i sa t ion  de  la  dé format ion .  Augmenter  m 0u n

tou t  en  gardant  1a  sornme (m +  n  *ù  )  re ta rde  t rès  sens ib lement  la

loca l i sa t ion .  Le  rô le  joué  par  la  sens ib i l i t é  à  la  v i tesse  m es t  tou te fo is

p lus  impor tan t  ( f i gu res  5  e t  6 ) .

Dans ce  qu i  su i t  nous  ana lysons  l ' i n f luence de  ce  cornpor tement

en c ' i sa i l lement  s imp le  sur  les  courbes  l im i tes  de  fo rmage.  Nous pouvons

espérer une forte var iat ion des déformat ions cr i t iques avec m pour R = -  I

a lo rs  que ce t te  var ia t ion  sera  p lus  modérêe pour  les  au t res  chemins .
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0.05
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Ycf ig4 - In f luencedu coeff i  c i  ent sur la déformat ion



YB
m=.050

m=.035

m=.  0  19

o .2 o .4 0.6 0.8 YA

3.0

2.0

ILL 
-  In f luence de 1a sens ib i l i té  à  la  v i tesse sur  la  loca l isa t ion

en c isa i l lement  s imPle

1.0

n = o.r5 I  = -o.gg E6 = 436 MPa



YB

3.0

n=.046

n=.031

n=.  0 15

0.2  0 .4  0 .6  0 .8  yA

?.0

1.0

f i g  6  -  i n f luence  de  l ' exposan t  d ,éc rou issage  n  su r

la  loca l i sa t ion  en  c isa i l l ement  s imp le

m =  0 .19 T = -0.r, 7o = 436 MPa



3 - INFLUENCE DE L,AD0UCISSEI'IENT THERMIQUE EN CISAILLEI{EÎ{T SII'iPLE SUR

LES COURBES LIMITES DE FORI,IAGE

Le calcul  des courbes l ' imi tes de formage est  ef fectué avec le

modè le  MARCINIAK présenté  au  chap i t re  3 .  Les  équat ions  u t i l ' i sées  sont  les

mêmes,  tou te fo is  nous  cons idérons  ic i  un  écrou issage iso t rope dé f in i

par  la  lo i  thermo-v iscop las t ' ique  :

a ius tée  de  façon à  ob ten ' i r  en  c isa i l lement  s imp le

Q.7)  ce la  donne  :

(3 .1  )

I  a rel  at i  on

.L =p)ry p

- - L E't'ol

i l  fau t  a iou ter  éga lement ,  dans

l 'équa t ion  de  l ' énerg ie  qu i  nous  permet t ra  de

température :

f "Y'--Pvot
2.

La v i tesse  imPosée es t  Dnn =  lOt .o  L

supposée ad iabat ique.  Comme dans les  ca lcu1s  en

défau t  géomét r ique in i t ia l  es t  cho is i  êga l  à  0 .98 .

(3 .2  )

I  es  deux  zones  A e t  B ,

su iv re  l ' évo lu t ion  de  la

(3 .3 )

e t  le  p rob lème es t

c i sa i l l ement  s imp le ,  l e

Les  CLF obtenues pour  les  deux  matér iaux  l0 l8  CRS e t  1020

sont  repor tées  sur  la  f igure  7 .  Les  l im i tes  de  fo rmage réa l i sées  Pour

chem' in R = - l  sont,  cet te fo is c i ,  d i rectement l iées au comportement

c isa i l lement  s imp le  de  ces  deux  matér ' iaux .  En e f fe t ,  les  dé format ions  :

'o:r'trte
observées  â ' la  loca l i sa t ion  pour  R  =  - l  son t  vo is ines  de  ce l les

ob tenues  en  c isa i l l ement  s imp le .

HRS

le

en



1O2O HRS
1 0 1 8  C R S

f ig  7  -  courbes l imi tes  de formage des ac iers  10 '18 cRS et  l0z0 HRS



f i g  f  -  i n f luence  de  la  sens ib i l i t é  à  la  v i tesse  m

n=.015  ù=- .38  f  = .98

in f luence de n sur  les  courbes

m=.0r9 I=-.38

' l imi tes 
de formage

f= .98

f ig  9  -



Comme en  c isa i l l ement  s imp le ,  on  ana lyse  les  in f luences  de  la

sens ib i l i t é  à  la  v i tesse  m e t  de  l ' exposan t  d 'êc rou issage  n  ( f i g  8  e t  9 ) .

0n  observe ,  pour  R  =  - ' 1 ,  une  fo r te  va r ia t ion  de  la  l im i te  de  fo rmage avec

m ou n ,  a lo rs  que ce t te  var ia t ion  es t  p lus  fa ib le  pbur  les  au t res  chem' ins .

S i  
' l ' on  

augmente  m ou n  de  façon à  rendre  la  somme des  exposants  de  la  lo i

the rmo-v iscop las t ique  ( l  +  m +  n )  pos i t i ve ,  i l  n ' y  aura  p lus  loca l i sa t ion

pour f t  = -  I  a lors que pour les autres t ra jets de déformat ion et  compte

tenue du  dé fau t  géunét r ique la  loca l i sa t ion  se  produ i ra  tou jours .  Cec i

exp l ique  la  fo r te  va r ia t ion  de  la  l im i te  de  fo rmage pour  R  =  -  I  avec  m ou

n .

4 - INFLUENCE DE LA TEMPERATURE AVEC LE MODELE D'ECROUISSAGE CINEMATIQUE

Les  expêr iences  de  PHIL IPPS / ' l l /  mon t ren t  que  la  pos i t i on  de  la

sur face  c inémat ique dépend de  la  tempéra ture  ( f tg . , lo  ) .  CHABOCHE /8 /
t radui t  cet te dépendance en ajoutant un terme à I  a rel  at i  on de

PMGER-ZIEGLER que nous  écr ivons  ic i  en  grandes dé format ions  :

kl: a(e,r)b"l - AF,r)x;{- q F,T)* I (4 .1  )

v
(4 représente I  a dér ivée de Jaumann ae Xi j

Tu  es t  la  dér ivée  par  rappor t  au  temps deu la  tempéra ture  e t  tous

les  coef f i c ien ts  A ,  B ,  Q peuvent  ê t re  fonc t ions  de  la  dé format ion  p las t ' ique

curnul  Ce E et  de I  a température T.

La  d imens ion  f ,y  de  la  sur face  c ' inémat ique peut  e l le  auss i  ê t re

fonct ion de F et  T.  
t

Y (€,') (4 .2)

approche nous consi dérons que ' l  es
sont  des constantes.

Y=
Toute fo is  dans  une première

coef f i c ien ts  A ,  B ,  Q e t  la  d ' inens ion  ç
I
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En suppsant  des  cond i t ions  ad iabat iques  de  dé format ions ,

l ' évo lu t ion  de  la  tempéra tu re  es t  donnée  par  l ' équa t ion  de  l ' énerg ie  :

f cr-- f n[o,t (4 .3  )

coef f ic ients  :est dêf i  ni  par ' les

. 003 
,kL

c = 3.6 x  lo  Jn-b "K 'L

favor i  se I  a

déformati on

2940 K

356"  K à I  a  loca l i sa t ion  (p rob ' lème ad iabat ique)

dans  le  cas  iso therme

dans le  cas  ad iabat ique

Le matér i  au thêor ique testê

A= l  Q=
B =  1300 .  MPa

W = 200.  MPa
I

Le s courbes d'écroui ssage adi abatique et i  sotherme de ce
matér iau sont  présentées sur  la  f igure 11.  Les l imi tes de formage sont
repor tées sur  I  a  f igure 12.  En dêformat ion p l  ane,  I  '  évo lu t i  on de I  a
température à l ' ' in tér ieur  e t  à  l 'ex tér ieur  de la  bande est  donnée par  la
f igure  I  3 .

t''')
g*

L 'adouc i  ssement  thermique dés tab i  I  i  se  I  '  écou l  ement  pu ' i squ ' i ' l

I  ocal  i  sat i  on dans I  a rég' i  on I  a pl  us chaude. La duct i  I ' i té en

p lane  var ie  de  :

- *
ët  =  o-49

à t rÈ= 0 .38

Ces va leurs  sont  du  mênp ordre  de  grandeur  que ce l les  ob tenues

par  FERR0N /1 /  pour  de  l 'ac ie r  inoxydab le .  Pour  de  te ls  matér iaux ,

fa ' ib lement  conducteurs  (k  =  l5  W/m"  K)  e t  pour  des  v i tesses  de  dé format ion

è,=Wtol  le formage peut être considéré csnme adiabat ique.

A noter enf in le changement de forme de la CLF isotherme par

rappor t  à  la  CLF ad iaba t ique  ( f i gu re  l2 ) .  Cec i  es t  un  e f fe t  de  la  courbure ,

e f fe t  qu i  es t  p lus  impor tan t  aux  p ' lus  fo r tes  cont ra in tes  (  la  d imens ion  Ç
res tan t  cons tan te) .  

t
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f ig l l  -  adoucissement thermique obtenu avec

le  te rme de mémoi rê  Q =  .003"  K-â
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a  d i aba t i c

f i g  12  -  courbes

A =  l .

l im i tes  de  fo rmage

B =  1300 .  MPa

ad iabat ique e t  i so therme

fv = 200. MPa
I

350

1 B

1 a

300

€ î.4. 3. 2

f i g  13  -  Evo lu t ion  des tempêratures dans les deux zones



Conc' lusi  ons

L ' ' i ns tab i l ' i t é  en  c isa i l l ement  s ' imp le  d 'un  maté r t ' i au

thermo-v iscop las t ique avec ( i+m+n)  (o est  due à  l 'échauf fement

adiabat ique qui  ccrnpense puis  dépasse le  taux d 'écrouissage.  L ' in f luence

des ccmposants  m et  n  est  impor tante pu isque lorsque la  sornme 1J + m + n)

dev i  ent  po s i  t i  ve ' i  I  n  'a  p l  us loca ' l  i  sat i  on.

f  iées  au

en ef fet ,

e t  l es

déformat i  ons t rÊ à I  a I  ocal ' isat i  on sont du même ordre de grandeur que

cel  I  es réal  i  sées en ci  sai  I  I  ement s ' imp1e .

Enf in  l ' adouc issement  therm' ique ob tenu en  a iou tan t  un  te rme de

tempéra ture  à  I  a  lo i  d 'éc rou ' i ssage c inânat ique dés tab i l i se  l 'écou lement  en

favor i san t  I  a  loca l i sa t ion  dans  la  rég ' ion  la  p ' l us  chaude .  Par  rappor t  à  la

courbe l im i te  de  fo rmage iso therme,  1a  courbe ad iabat ique es t  dép ' lacée vers

le  bas  d 'une quant i té  sens ib lement  ident ique pour  tous  
' les  

chemins .

Les  l im i tes  de  fo rmage pour  R =  -  I  son t  d ' i rec tement

compor tement  en  c isa i l lement  s imp le  du  matér i ,au .  Pour  ce  chem' in

on ob serve une i  nstabi  I  i té en ci  sai  1 I  ement ( f  ô/  Û** -  )
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CONCLUSIONS



La l im i te  de  fo rmage d 'une tô le  dépend des  carac tér is t iques  du

matér iau  (écrou issage,  sens ib i l i té  à  la  v i tesse ,  à  la  tempéra ture ,

an iso t rop ie  in i t ia le  e t  indu i te ,  endommagement ,  . . . )  e t  de  la  t ra iec to i re

de  dê fo rmat ion .  Ce  t rava i l  a  cons is tê  en  1 'ê tude  de  l ' i n f luence  de

p lus ieurs  de  ces  paramèt res .

L,  écroui  ssage ' i  sotrope associé à I  a thêor i  e de I  'écoul  ement ne

permet  pas  d ,ob ten i r  des  courbes  l im i tes  de  fo rmage en accord  avec

I  ,expér ience dans  I  e  dcmaine  du  b i  axé  pos i t ' i f  e t  pour  des  matér i  aux

fo r tement  éc rou issab les .  Nous  avons  p roposé  l ' u t i l i sa t ion  d 'un  modè le

d,écrou. issage ci  nêmat ' ique êcr i t  en grandes déformat i  ons avec terme de

mémoi re .  L ,ob jec t i v i té  de  la  lo i  d 'éc rou issage  es t  assurée  par  l ' emp lo ' i  de

la dér ivée de Jaumann ou de I  a dér ' ivée en rotat ion propre.

La  fo rnnr la t ion  cho is ie  condu i t  à  une re la t ion  cont ra in tes

déformat ions ( t ,Z) du type VOCE avec un coef f ic ient  d 'écrouissage f  onct ' ion

de  la  dé fo rmat ion .  Des  maté r iaux  te l s  que  le  la i ton  ou  l ' ac ie r  inoxydab ' le

présentent ce genre de canportement.

La  ccmpara ison en t re  les  deux  thêor ies  d 'êcrou issage ( i so t rope

et  c . inémat ' ique)  mont re  que la  l im i te  de  fo rmage dans  1e  b iaxé  pos ' i t i f  es t

fo r tement  sens ib le  à  la  courbure  au  vo is inage du  po in t  de  charge de  la

sur face  d ,écou lement .  Une fo r te  courbure  dês tab i l i se  e t  cec i  d 'au tan t  p lus

que 
' le 

matér i  au est  f  or tement écroui  ssabl  e-

Dans  la  rég ion  R(  0  nous  avons  mis  en  év idence  une  ins tab i l i t é

en  c isa . i l ' l ement  qu i  es t  d 'abord  assoc iée  e  une ins tab i  l i té  en  s t r i c t ion

(c 'es t  l e  cas  du  chemin  R =  -  4 lZ -  ,  t rac t ion  un iax ia le )  pu is  qu i  semb le  se

déve lopper  seu le  pour  le  chemin  R =  -  l .  Ce la  nous  a  condu ' i t  à  ê tud ie r  le

comportement en cisai l lement s imple de notre modèle.  Ce canportement var ie

su ivant  la  dér ivée  ob jec t ive  u t i l i sée .  Une dér ivée  ob iec t ive  in te rméd ia i re

entre la dér ivée de Jaumann et  la dér ivée en rotat ion propre permet de

modê l . i ser  le  cunpr tement  du  la i ton  en  c isa i l lement  s imp le .  Toute fo is  les

f . imi tes de formage obtenues pour f t  = -  I  avec les deux dér ivées (Jaumann et

rotat ion propre) sont peu di f férentes.



L ' in f luence de  la  tempéra ture  a  é té  ana lysée d 'abord  dans  le

cadre  d 'un  modè le  i so t rope e t  pour  des  matér iaux  présentan t  une ins tab i l i té

en  c isa i l lement  s imp le  due à  un  adouc issement  thermique impor tan t ,  pu is

avec  la  théor ie  c inânat ique.  Dans le  p remier  cas ,  on  re t rouve sur  les

courbes l imi tes de formage et  pour le chemin R = -  I  les phénunènes

observês  en  c isa i l l ement  s imp le  a lo rs  qu ' i l s  son t  sens ib lement  a t ténués
pour  les  au t res  chemins .  Une pe t i te  var ia t ion  des  exposants  n  ou  m de la

lo i  d 'éc rou issage  condu i t  à  une  fo r te  é léva t ion  de  la  l ' im i te  de  fo rmage
pour  R =  -  I  a lo rs  que ce t te  var ia t ion  es t  p lus  modérée pour  les  au t res

chemins. Ces résul tats montrent que dans le dcrna' ine R 0 le cornportement
en  c isa i ' l l ement  s imp le  es t  un  fac teur  dé te rminan t  dans ' la  loca l i sa t ' i on  de

I  'écou l  ement .

Dans I  e  second cas ,  nous  avons  i  n t rodu i t  dans  1  a  I  o i
d 'écrou issage c inémat ique un  te rme de tempéra ture  qu i  condu i t  à  un
adouc ' i ssement  thermique e t  cec i  que l  que so i t  

' l e  
chemin .  En supposant  I  a

déformat ion  ad ' iabat ique nous  avons  ca lcu lé  les  l im i tes  de  fo rmage e t  nous
I es avons cunparées à cel  les obtenues en supposant I  a dêformat ion
iso therme.  L 'adouc issement  the rmique  dês tab i l i se  l ' écou lement ,  i l  f avor i se
la  loca l i sa t ion  dans  la  rég ion  1a  p lus  chaude .

Nous avons  êga ' lement  cons ' idéré  la  sens ib i l i té  à  la  v ' i tesse  de
déformat ' ion  e t  l ' i n f luence du  t ra je t  de  dé format ion .  Les  résu l ta ts  ob tenus
po ur des chemi ns canpl  exe s t radui  sent correctement I  es tendances
expér i  menta l  es .

I l  sera i t  i  n tê ressant  de  pro longer  ce  t rava i  I  par  1  'ana ' l yse  de
l ' i n f luence  de  l ' an iso t rop ie  in i t i a le  assoc iée  à  un  éc rou issage
c' inânat ique. Cependant i  I  faut  noter que 1 'approche phénornénol  og' ique ne
permettra pas de traduire tous les cornportements observés expér ' imentalment
e t  c 'es t  la  ra ison  pour  laque l le  nous  poursu ivons  ce t te  é tude en  y  a jou tan t
une d imens ion  phys ique.  A  par t i r  de  sur faces  d 'êcou lement  ca lcu lées  sur  les
bases  d 'un  modè le  de  la  Phys ique  du  Maté r iau  nous  êva luons  la  courbure  au
po in t  de  charge,  1es  ca lcu ls  des  l im ' i tes  de  fo rmage sont  ensu i te  menés de
I a même manière que précédemment.

Enf in  pour  te rminer  les  p rocessus  de  mise  en  fo rme à  grande
v i tesse  (magnéto formage,  par  exemple)  met ten t  un  jeu  d 'au t res  paramèt res
te ls  que  les  fo rces  d ' ' i ne r t ie .  Un  p ro longement  impor tan t  de-no t re  t rava i l
se ra i t  d ' i ncorpore r  I  , ' i n f l  uence  de  ces  paramèt res .


