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I NTRODUCTI ON

L'étude des équat ions d i f férent ie l les non autonomes,  fa i t  l 'ob jet  de nombreux

sujets  de recherche notanment  dans l 'é tude des processus décr ivant  l 'évo lut ion
de cer ta ins systèmes in tervenant  dans les sc iences phys iques,  b io log iques,  dans
lesquel les on dési re,  produi re ou empêcher  l 'appar i t ion de cer ta ins phênomènes
pér iod ' i ques .  Pensons  pa r  exemp le  aux  osc i l l a t i ons  de  l ' é l ec t ron ,  aux  v ib ra t i ons
des  a i l es  d 'av ion .  Ces  mo t i va t i ons  condu isen t  â  pose r  des  p rob lèmes  s imp les  ma is
comb ien  d i f f i c i l es  à  résoudre .

Le but  de notre t ravai l  consis te à étudier  un système d i f férent ie l  de d imension
tro is  ayant  cer ta ines symétr ies.  En d imension deux,  lorsque le  système d i f fé-
ren t i e l  vé r i f i e  l es  deux  p rop r i é tés  su i van tes :

1 .  l e  sys tème d i f f é ren t i e l  es t  pé r iod ique  ( l es  coe f f i c i en ts  dépenden t  pé r io -

d iquemen t  de  t )

2 .  1e système d i f férent ie l  possède cer ta ines symétr ies,

on a pu obten ' i r  des résul ta ts  in téressants sur .  1e p lan théor ique [3  ] , [1d,
ma is  auss i  su r  l e  p lan  numér ique ,  l o rsque  on  che rche  à  l oca l i se r  numér ' i quemen t
des so lut ions pér iod ' iques avec symétr ie .

Ic i  on va étudier  s i  de te l les coînc idences de propr ié tés (pér iod ic i té ,  symê-
t r i es ) ,  peuven t  appor te r ,  en  d imens ion  t ro i s ,  des  conna issances  nouve l l es .

Le premier  chapi t re  est  consacré aux déf in i t ions et  propr ié tés des symétr ies;
nous montrons dans la  proposi t ion (1) ,  gu 'un système d i f férent ie l  avec deux sy-
métr ies par  rappor t  à  deux espaces de symétr ie  ou un seul ,  en deux temps d i f fé-
ren ts ,  es t  t ou jou rs  pé r iod ique ;  pu i s  nous  mon t rons  que  l ' o rb i t e  d 'une  so lu t j on
' issue d 'un po ' in t  de 1 'espace de symétr ie  d 'un système d i f férent ie l  possédant

une symétrie par rapport à cet espace au même temps, est symétrique par rapport
à cet  espace;  on montre également ,  lorsque le  système possède une ou deux sy-
métr ies en deux temps d i f férents ,  qu 'avec des cond' i t ions supplémenta i res cer-

ta ines de ces so lut ions sont  pér iod iques et  ont  des orb i tes symétr iques;  enf in

on termine ce chapi t re  en t ra i tant  les systèmes d i f férent ie ls  P-pêr iod iques

avec symétr ies.
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Dans' le  deuxième chapi t re ,  j 'a i  é tud ié les systèmes d i f férent iq ls  pér iod iques

l inéai res avec symêtr ies;  dans le  $ 1,  on obt ient  des résul ta ts  t rès semblables

aux systèmes d i f férent ie ls  l inéai res pér iod iques avec symétr ies de d imension

deux ;  pa r  exemp le ,  nous  mon t rons  que  s i  (A )  e  t l t p l ,  ( c ' es t  l ' ensemb le  des  sys -
I

tèmes d i f férent ie ls  l inéai res P-pér iod iques aveô symétr ie  par  rappor t  à  l 'axe

oxi  ou au p lan ox jxk au temps o) ,  a lors  (A)  et  ses so lut ions fondamenta les sont

ent ièrenent  déf in iep par  leurs va leurs sur  [0 ,P/2) ;  le  $ 2,  appor te un rêsul ta t

nouveau,  à savoi r  que tout  système d i f férent ie l  l inêai re P-pér iod ique avec sy-

métr ie  par  rappor t  à  un p lan ou à un axe au temps a,  admet  tou iours une so lut ion

non  t r i v i a le  don t  l ' o rb i t e  es t  symét r i que  pa r  rappor t  à  l ' espace  de  symêt r i e '

ce qu1 veut  d i re ,  que tout  système (A)  t  f . ,  (p)  est  tou jours except ionnel  (pro-

pos ' i t ' i on  9  e t  co ro l l a i re  5 ) ;  nous  f i n i ssons  ce  pa rag raphe  pa r  une  s t ruc tu ra t i on

dé te rm inée  pa r  l ' i n te rméd ia i re  de  Xg(P /2 ) ,  O .  LJ i  (P ) ,  où  i  es t  l a  d imens ion  de

I ' espace  des  so lu t i ons  P -pé r ' i od iques  dans  l i (P ) ;  en f i n '  nous  é tud ions  l a  s tab i -

l i t é  d ' un  t e l  s ys tème  (A )  e  L1 (e ) , ( c=o ) .

Le t ro is ième chapi t re  est  consacré à répondre,  dans le  cadre des symétr ies '

aux deux quest ions su ' ivantes :

1 .  Lo rsqu 'on  a  ob tenu  une  so lu t i on  pé r i od ique<p ,  i s sue  de  xo  =  9 ( t o )  à  l ' i n s -

tan t  t= to ,  du  sys tème ( f ) ,  ce t te  so lu t i on  pé r iod ique  es t -e l l e ' i so lée  ( c ' es t

à  d i r e  ex i s t e - t - i l  un  vo i s i nage  V .  IR3 ,  espace  des  phases  de  ( f ) ,  t e l

qu 'aucune  au t re  so lu t i on  i ssue  de  Ï  e  V ( Ï l xo )  au  temps  t= to  ne  so i t  pé r io -

d i que )  ?

2 .  S i ' l a  réponse  à  (1 )  es t  a f f i rma t i ve ,  e t  s i  ( f )  dépend  d 'un  pa ramèt re

À  e  ^ . IRm (on  no te ra  (À f )  un  te ]  sys tème,  peu t -on  p ro ' l onge r  l a  so lu t i on

pé r iod ique  i so lée  ob tenue  pou r  À  =ô (O eÂ)  à  tou t  un  vo i s inage  W de  r  dans  À ,

de manière à ce que,  pour  tout  I  e  l , l ,  (Àf )  admet te une so lut ion Àp pér iod i -

que  e t  une  seu le ,  qu i  t end ,  pa r  f  i n te rméd ia i re  de  sa  cond i t i on  i n i t i a l e  au

temps to vers fu si r tend vers ô ?

I l  est  b ien connu depuis  Poincaré t2 l  que la  réponse^à ces quest ions est  a f f i r -

ma t i ve  s i  l ' équa t i on  aux  va r ia t i ons  (d )  assoc iée  a  ô  -es t  non  excep t i onne l l e

(c ' es t  à  d i re  n 'admet  pas  de  so lu t i ons  pé r iod iques  non  t r i v i a les ) ;  nous  démon-

t rons dans le  S 2,  que s i  (Àf  )  e t  ( fu)  possèdent  la  même symétr ie ,  a ' lors  l 'équa-

t ion aux var ia t ions ($)  associée à ôrp possède auss i  la  même symétr ie  et  est

tou jours except ionnel le ,  ce qui  rend inappl icable le  théorème de pro longement
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de Poincaré.  Mais  nous ve*ons dans res proposi t ions (16 -  17)  une rêponsea f f i rma t i ve  à  ces  deux  ques t i ons ,  . - ^  . l

ce chapitre par une appricarion,i:ï::;,iyl.: Ii:];":':l;r::ïrïî:'il::,-l i néa i res  au tonomes  p -pé r iod iques  avec  symét r i es ,  i  e  {1 ,2 ,3 } .

J ' a i  t e rm iné  ce  t rava i r  pa r  une  é tude  nunér ique  ( chap .  IV ) ,  qu i  nous  pe rme tde t rouveF,  FâF ra \ "méthode des symétr ies, , ,  des sorut ions p_pêr iod iques dontl es  o rb i t es  son t  symét r i ques  pa r  rappor t  à  l , o r i g inê ,  ê t  d ,au t res  so lu t i onsP-pér iod iques dont  res orb i tes sont  symétr iques par  rappor t  à  un p. ran.

Après  l , exposé  de  l a
I ' exemp le  su i van t  :

"méthode des symétr ies, , ,  j ,a i  appl iqué cet te  étude à

*z

i .
J

i r=*2

= -axlxzx3 -zxf + b cos t ,

= 1 1

D(a ,b ) ;

J ' a i  t r acé  pou r  ( a !1 ,2 ,3 )  une  po r t i on  de  l o  ( u " ,Zn ) ,  ( l , ensemb le  des  cond i t i onsin i t i a l es  pou r  l esque l l es  Ies  so lu t i ons  so i t  2n -pc r iod iques  d 'o rb i t es  syné t r i -ques  pa r  rappor t  à  r ' o r i g ine )  e t  j ' a i  t r acê  éga remen t  une  pa r t i e  de  r (1 ,1 ,2n ) ,(1 'ensemb le  des  cond i t i ons  i n i t i a rêS ,  pou r  re lquenes  res  so ru t i ons  son t2n-pêr iod iques symétr iques par  rappor t  au pran 'ox2x3 dans r ,espace deS phases(oxyox .ox , ) )  pou r  ( a * , b * )  =  ( 1 ,1 )  f i xê ._  
.
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PREIIIER OIAPITRE

DEFII{ITIOiI ET PROPRIETES GENERATES

DES SYSTEIiIES DIFFEREI{TIELS

PERIoDIQUES AVEC SYMETRIES

CHAPITRE I

t . t  
3: : ] : ] : ] : :=: ,  

propr iétés des sysrèmes di f férenr iers avec symérr ies:======================================================

ce paragraphe débute par  1a déf in i t ion et  une in terprétat ion géométr ique de
symét r i es  d 'un  sys tème d i f f é ren t i e l  d ,o rd re  t ro i s ;  ensu i te  nous  donnons  que l -
ques exemples de systèmes d i f férent ie ls  avec symétr ies;  enf in  nous étudierons
des systèmes d i f férent ie ls  avec deux symêtr ies en deux temps égaux ou d i f fé-
rents  .

0n  cons idè re  l e  sys tème d i f f é ren t i e l
dx
; ,  

=  f ( t , x )  ( f )

où  f  =  ( f l , f z , f 3 )  :  IR  *  R3  ,  IR3 ,  es t  de  c l asse  C l  en
Inorceaux en t ;  ort  no te ra  ( *1 , *2 ,x r )  l es  coo rdonnées  de

Pou r  t ou t  ( t , x )  €  IR  x  IR3 ,  on  dés .
à  l , i n s tan t  t .  

i  r r \  x  r (  '  on  oes lgne  pa r  v t ( x )  l e  vec teu r  f ( t , x )  i s su  de  x

I '1'1'3:ll: l:13:=l

0n d i ra  que ( f )  admet  une symétr ie  par  rappor t  à  r ,axe ox i  ( resp.  au p. rano 
" j  

*k; u, t .rpff i t ion sujvante f f i iai te :
vo* , (s (x) )  =  S( -vo_r (x) ) ,  ( t )

où  s (x )  es t  
' r a  

syn ré t r i e  pa r  rappor t  à  ce t  ax r  ( resp .ce  p ran ) .

Pa r  r appo r t  aux  coo rdonnées  de  IR3 ,  S i  r , esp r re  de  symé t r i e  es t  r , axe  ox " .
a l o r s  l a  r e l a t i on  (1 )  s ' exp r ime  pa r  r ês  eec r r i t és  su i van tes  :  

' -  -  " 1  '

x ,  e t  con t i nue  pa r

x e  n3.
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(  f  , ( c r+ t ,X1 ,XZ, *3 )  
=  - f  

, ( c r - t ' x r ' - x r ' - x ' )

{ tu t * * t ,X1 'Xz ' *3 )  
=  fu (o - t ' x r ' - x ' ' - x3 )

De même s i  l ' espace de  symét r ie  es t  1e  p lan  o  x2x3 '

I  i  tés su i  vantes

f  f r ( c ' + t ,X1 ,XZ , *3 )  =  f r ( c r - t r - x r ' x2 : x3 )

l -
t  

rO(*+t rXr ,x r 'x3)  =- fk (cr - t ' -X1 'x2 'x3)  (k  =  2 '3) ;

ondés . i gnedans lasu i t e l , ensemb lede tous les .espacesdesymé t r i espa r

E  =  { r ,  , n2 ,63 ' . , r ; az , } r }  où  a ,  es t  l ' axe  o  X1  I  e t -où  } '  es t  
' l e  p lan  o  x2x3 ;

dans  l a  su i te ,  nous  no te rons  o  un  é lémen t  OS: :  i r ep rêsen te  a lo rs

} . s i . = ' i ' . ' l s i r = t . 0nno te raF } t ' . n ' . * b l edessys tèmesd i f f é .

r en t i e l sadme t tan tunesymé t r i epa r rappo r tà l , espace fau temps t=o '

t  =  ( 2 ,3 ) .

a lors  nous avons les éga-

où  c  €  E .

Remarque 1

I l  es t  Poss ib l e  que

espace r  au temPs cr '

a  a l o r s  :

( f )e  F  n
C

( c , à )  e  E

|  . l  . 2 .  Que l  ques  exemPi  es
===== ==== = === = ===

Exemp ie l :So i t 1 ' équa t ' i ond i f f é ren t i e l l ed fo rd re t ro i s :

y " ' *  g ( t rY ,Y ' ,Y " )  =  o  ( 2 )

où  y  e  ]R ,  g  :  R4  '  IR .  P rocédons  au  changenen t  de  va r iab les  su i van t

y ,  =  *1 ,  y "  - -  xZ ,  Y  =  X3  (3 )

on  ob t ' i en t  un  sys tème équ ' i va len t  à  l ' équa t ' i on  (2 )  :

* '1  = *z

^ '?  =  -g ( t , x l , x r ' x3 )  (4 )

* '3  =  *1

sys tème (4 )  admet  u r€ : lmê t f i e  pa r  rappor t  à  l ' axe  c '  ( resP '  p tan  a1 )

t emps t=os i l a f onc t i ' ; ngsa t ' i s f a i t l escond i t ' i onssu i van tes :

le  système ( f )  possède une symétr ie  par  rappor t  à  un

e t  une  au t re  pa r  rappo l t  à  
' l ' espace  #  au  temps  B ;  on

I
tr
I t

C

l e

au

-B -



g ( t , x1 , x2 , x3 )

A ins i  l ' équa t i on

se t ransfonne,  par

appar tenant  à F 
o

o1

x  +a ,  t - 2  * , ,  *  a ' t - 3  x  =  c

en procédant  au changement  de var iab les :

*  =  *1 rX ,  =  X r  r x r ,  =  X^

on obt ient  un système d i f férent ie l  appar tenant  à

Exelpl_ql :  Soit le systènre r l i f férentiel

f  i r=s in t
t -

{  
i r=cos t  (b )

I
LX3=x lx2*3

on a i  c ' i  I  ,exempl e d 'un système di  f férent i  e l  non

appartenantà F-" . "  i : .^ i ' :^  F i' 1  " 1  "2  oz

= g ( - t  t x l r - x r , - x r ) ,  ( resp .  g ( t , x1 ,x2 ,x3 )=  -9 ( - t r - x1 , x2 , x3 ) )

Y " ' +YY ' y "+2y t3=ao ,

1e  changemen t  de  va r iab les

^ F!4- 1

2t

(3 ) ,  en  un  sys tème d i f fé ren t ie l

r:
"2

I  i  néai  re  Zn pér i  od i  que

(E )

t
I

on vér i  f i  e

t xemp le  4  :  So i t  l e  sys tème d i f f é ren t i e l

i l=*z*3

* . = X . X ^
. t J

i ,  = 'r ,  x,

que  ( c )  appar t i en t  à

( c )

o l

F?Ê n-1 , : ; ^  F ;  où  (o , , a2 ,03 )  e  n î .

Pour  tou tes  res  : - ; rons t ra t ions  qu i  von t  su iv re ,  e t  sau f  p réc is ion  cont ra i re ,par symétr ie axi . i l , :  o l t  sous entend la : ; . \ , l r retr ie par rapport  à l ,axe a1 et  parsymétr ie par rapport  à un plan on sous err-end . le 
plun 

E
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I . l . 3 .Nousexam inonsdanscepa rag raphedessys tèmesd i f f é ren t i e . | sque ] .

conquesavecdeuxsyn ré t r i es ;onmon t re raqu 'unsys tèmed i f f é ren t i e ]avec

l"y}--'ls!I]:t l'1Lirulgrlrqeur-e-sf3g:-q1 rymétrie ou un seut ' en deux

* - ,p t  d i  f  férents  est  tou iours pér i  od i  que '

P ropos i t i on  1

cB
1 .S i ( f ) e  F  n  I  où (ceE)e to lB ' a ' l o r s ( f )  es tpé r i od ique

Ê A

de  Pé r i ode  2 (g - " ) '

o  B  ,  -  r  -  - r

2.s i  ( f )e  F  n  F ,où  F IJ 'a€E 'ëeE)e te lB 'a lo rs  
( f )es t

C î

pér ' i od ' i que  de  Pér iode  4 (B -c r )  '

Démonstrat i  on

1 .  D 'ap rès  l a  dé f i n ' i t i on  (1 )  on  a  :

f r (  t ,x r ,x 'x3)= ( -1  ) t , r (  Za- r , ( - i )  i - i  x r '  ( -1)  t  
" r '  

( - i )  i  x r )=

= f  . ( 2 (  e - "  )  + t , x1 , x r ' x3 )

ro  ( t ' x ' ' x ' ' x3 )  

= : ; , : , , - " ; : : , : , , : : , : : , '  

x ' '  ( - 1 ) '  * ' '  (  -  i ) i  x ' ) =

où  ( k=2 ,3 )  e t  où  ( i=o  ou  1 )  pou r  61 'o1  respec t i vemen t '

2 .  0n  p rend  o  =  01 ,  o  =  â1 ,  d ' ap rès  l a  dé f i n ' i t i on  (1 )  on  a  :

f  r ( t , x t , x ' x3 )  
=  - f  

i ( 2o - t 'X1 ' - x2 ' - *3 )  
=  f  r ( 4o -28 - t ' -X1 'X2 ' *3 )  

=

=  f 1 (2e - (4o -4 t r+ t ) , -X1 ,X2 , *3 )  =  f , ( 4S -4o+ t ' x1 ' x2 ' x3 )

f  o  
(  t , x , , x2 , x  3 )  

=  - f  
k  

(  2o - t ' x  r ' - x r '  
- x3 )  =  - f  

k ( zg - l c r+ t  : - x ' ' - x t '  - x ' )  =

=  f  k  
(2  o -  (  4B-4o+ t ) ,  -X  

1 ,X2 ' *3 )  
=  f  O  

(  4o -4c '+ t ' x r ' x r '  x3 )

où  k  = (  2 ,3 ) ' ce  qu ' i  achève  j a  démons t ra t i on '
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Dans  la  p ropos i t ' i on  p récéden te  on  s 'es t  l im i té  à  é tud ie r  des  sys tèmes  d i f f é -
rent ie ls  admet tant  des synrét r ies par  rappor t  à  deux espaces (deux axes,  deux
p lans '  un  axe  e t  un  p lan )  ca r  l ' é tude  des  sys tèmes  d j f f ê ren t i e l s  admet tan t
p lus de deux symétr ies se ramène à l 'é tude des systèmes d i f férent . ie ls  admet-

o g y
tant  deux symétr ies en ef fe t  s i  ( f  )  e  F"  .  Fo "  F. '  a lors  d 'après

la  p ropos i t i on  (1 ) ( f )  es t  pé r i od ique  de  pé r i ode  p  =  m in ( z (B -o ) , 2 (e - v ) , 2 ( y -o ) )

' ''' l::!:l::::=::=::::11:::=::l::l:::=::=:::::i::=1:ll:::::l:l:=13:::1:l:
:::=:li:::l:

0n  a  vu  dans  ( I -1 )  l es  p rop r ié tés  des  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  avec  symét r i es .
I ' l ous  a l l ons  vo i r  dans  ce  pa rag raphe  une  p rop r ié té  de  ce r ta ines  de  l eu rs  so lu -
t ions;  on démontrera que lorsque le  système ( f )  possède une symétr ie  par  rap-
po r t  à  1 ' espace  c (o  €  E )  au  t emps  o ,  â l o r s  l ' o rb i t e  de  l a  so lu t i on  i s sue  au
temps  o  d 'un  po in t  de  I ' espace  rde  symét r i e ,  es t  symét r i que  pa r  rappor t  à
ce t  espace .

0n  no te ra  S  ( f )  l ' ensemb le  c i es  so lu t i ons  de  ( f ) ,  on  dés igne  pa r  I ( o )  c  lR ,
I ' ensemb le  de  dé f i n i t j on  max ima l  de  l a  so lu t i on  rp  €  S  ( f )  ( a  :  IR  *  R3 ) .

r '2 'r i::!:: l: l::=1

2.

So i t  (

a l o r s

ou  vk=o

s inon  v ,
K

L 'o rb i  t e

1 ' espace

où  (ae  E ) ,  e t  so i t  p  €  g ( f  )  t e t  que  o  e  I ( o ) ;  s i  ço (o )  €  a

I  (<p)  es t  cen t ré  en  o

V .
Pn(o+ t )  =  ( - 1 ;  K  oO{o - t ) ,  uk  .  { o ,1 } ,  k  €  { 1 ,2 ,3 }

s i  I ' i nd i ce  k  es t  l e  même  que ' l ' i nd i ce  de  l , espace  de  symé t r i e ,
- 1 .

r )eF
ona  ro

de

de

@ dans  I ' espace  des  phases  es t  a ro rs  symét r i que  pa r  rappor t  à
symétrie c.
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Denronstrat ion

contenu

e centré

t ) ,aZ(2o- t ) ,

t ) ,AZ(2o- t ) ,

dans I  (9)

€ I l  o ,  S O i  t

(  2o- t  )

(2cr- t  )

Pu isque  
' l  ' ouve r t  I ( p )  con t i en t  o ,  i l  ex i s te  un  ouve r t

e t  cen t ré  ê r  o .  So i t  J .  I ( p )  l e  p l us  g rand  i n te r va l l

t eJa lo r s (2c - t ) eJ

Posons :

/  w r ( t ) \  |  * t ( 20 - t )  \I  ^  l= l  I  s=(2 ,3) ;
l * , ( t )  /  \ ,0 , (2a- t )  |  

'

\ , " , \ o l

a l  o rs

.  lù1( t ) \  fe , (2"- t )  \  / r r (2a-r ) ,@1(2c,-
l 'J ( t )= l  l= l  != l

\  
ùs( t )  

/  \  - , ru(zo-r ) l  
\ - rutz ' - t ) ,or (Za-

e t  d ' ap rès  l a  dé f i n i t i on  (1 )  on  ob t i en t

.  (ù1( t ) \  / r , ( t ,wr ( r ) ,wz( t ) ,wt ( r ) )  \
l J ( t )  =  

\ .  ,  l =  |  |
\ù r ( t ) /  \ ru ( t , rv r ( t ) ,wz( t ) ,w3( t ) )  I

Donc  w ( t )  es t  so lu t i on  de  ( f ) ;  de  p l us  w (c r )  =  p (o ) ,  c

l e  théo rème d 'un i c i t ê  que  l es  deux  so lu t i ons  co înc ide

Pour  démon t re r  que  I ( c r )  es t  cen t ré  en  û  on  va  d i s t i ng

1 .  I ( o )  es t  éga1e  à  R ,  a l o r s  i l  es t  cen t ré  en  o

2 .  I (q r )  es t  bo rné  so i t  m ,  M  bo rne  i n fé r i eu re ,  supé r i

a l o r s  on  ra i sonne  pa r  1 ' absu rde  :

s i  a  I  I1 -# ,  0 '  t#  par  exemp' le ,  (J  =  JM'

( t "  =  2 ,3 )

ec i  en t ra îne ,  d ' ap rès

nt  pour  tout  t  e  J(o)

uer  deux cas

eure respect ivement ;

,!vli ) .

Comme 14 '  e  J ,  l a  so lu t i on  r r  es t  dé f i n i e  e t  p ro l ongeab le  dans  un  i n te r va l l e

cen t ré  en  l l '  ,  g race  aux  p rop r ie tés  de  symét r i e  de  <p (oO(o+ t )= ( - r )u *  pO(o - t ) ) ,

€  es t  auss i  p ro longeab le  su r  un  i n te rva l l e  ouve r t  cen t ré  en  M,  e t  donc  M

n 'es t  pas  1a  bo rne  supé r i eu re  de  J  n i  de  I ( e ) .

Nous  avons  vu  en  p ropos ' i t i on  (1 )  que ' l es  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  admet tan t

deux symétr ies par  rappor t  à  un espace ou deux espaces en deux temps d i f fé-

ren ts  son t  des  sys tèmes  pé r iod iques ;  on  peu t  énonce r  une  p ropos i t i on  semb lab le

conce rnan t  l es  o rb i t es  des  so lu t i ons  :

-12 -



r '2'2. 
: : : ï : l : l : :=:

q B

Soi t ( f )  e  F , ,  F , ,oùaeE,&€E,e tB
Ç t

0  €  I@) ,  ge  I ( ( p ) ;  s i ( p (o )  e  < r , ( p (B )

1 .  I  es t  dé f i n ie  pou r  t ou t  t
n  n .  I  -  ,2 . .  5 t  c r  =  c  ( resp .  a  I  q )  es t  pé r iod ique

L 'o rb i t e  de  Y  dans  I ' espace  des  phases  (ox ,
por t  aux deux espaces de symétr ies , ,  &,  . i

Dénronstrat ion

l .  0 n  d e r n o n t r e  t o u t  d ' a b o r d  q u e  I  ( c )  e s t  é g a l e
E n  e f f e t ,  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  ( 2 ) ,  I ( ç o )  e s t

so i r  @ e  S  ( f )  te l l e  que  :

a lo rs  on  a  :

de  pé r i ode  2 (e -o ) ,  ( r esp .  4 (A_c ) ) .

rox2roXr)  est  symétr ique par  rap_
par t i  cu1 i  er  à  I  eur  i  n tersect i  on.

d t K

un  i n te r va l l e  cen t ré  en  a  e t  B

l o ;

€ r

avec  o  I  B ,  donc  I ( o )  =  p .

2.  Pour  la  dérnonstrat ion on prendra J  = n =
au t res  cas  se  t ra i t an t  de  man . iè re  semb lab le .

D 'ap rès  l a  p ropos i t i on  (2 )  on  a  :

I  
, t ( t )  =  e t (2" - t )  =  a1(Z(B-o)+r )

1
L r l ( t )  =  { . r , (2o- t )  =  en(Z(B_a)+t ) ;

r espec t i vemen t :

{  
, r ( t )  =  <o r (ZF - (ZB-Zu+ t ) )  ( 2 (o -o )+ t )  =  p1 (4 (B_o )+ t )

L  q  r t )  =  enQB- (z ' - zu+ t ) )  =  <pLG(B-c r )+ t )  =ou (4 (B -o )+ t )

ce  qu i  p rouve  1a  pé r iod i c f t é  de  Q ;  d 'ap rès  ra  p ropos i t i on  (2 )  on  en  dédu i tque ' l 'o rb i te  
e$ symétr ique par  rappor t  à  l ,espace de symétr ie .

Remarque z
Dans I  e  cas (b )  ,  s  i  n ,  

'n  
sont  deux espaces suppl  émenta i  res ,o  es t  2 (B -o )  an t i pé r i od ique  ( i . e .  <p (2 (B -o )+ t )  =  1p ( t ) ) ;  son

pace  des  phases  es t  symét r i que  pa r  rappor t  â  l , o r i g ine .

c r l  ( resp .  c  =  n l ,  ê  =  F l ) ,  l es

t  =  ( 2 ,3 )

a l o r s  l a  so lu t i on
o rb i t e  dans  l , es -

I ' 3 '  sys tèn res  d i f f é ren t i e rs  p -pé r iod iques  avec  symét r i es===================================================

Dans ce qui  précède,  on a vu qu,un système d i f férent ier  avec deux symêtr iesen deux temps d i f férents  est  pér iod ique,  e t  qu,avec des condi t ions supplémen_ta i res ,  ce r ta ines  de  ses  so lu t i ons  son t  pé r iod iques .

-13 -



Nous é tud ions  ic i  des  sys tèmes d i f fé ren t ie ls  pér iod iques ,  à  p r io r i '  e t

avec sYmétr i  es .

0n notera par f  (p)  .  F 
yensembre des systèmes di f férent ie ls ( f )

C f

avecsymé t r i epa r rappo r tà l . espacedesyn ré t r i eceEau tempsc te tde

pér i  ode  P ,  c ' es t  à  d i  re  te ' l s  que

?

f ( t +P ,x )  = f ( t , x )  Y te lR i  Yxe lR " ;

l l  ne  se ra  pas  supposé ,  sau f  men t ion  exp l i c i t e ,  QUê P  es t  1a  pé r iode  m ' i n i -

ma lede ( f ) ; ondés ignepa rP ( f ) l . ensen tb l edespé r . i odesde ( f ) .

0n va vo. i r  maintenant  qu 'un système d i f férent ie l  pér iod ique avec une symétr ie

pos sède a l  ors  d '  aut res symétr i  es '

I . 3 . 1 .  P roPos i t i on  4
=============

d

s ' i  ( f )  e  F  (P)  où  (ce
6

E)  a l o r s  Pou r  t ou t  É  e  P ( f )  on  a :

ct+P' /2
. - r

( 1 )  u l , r

Dénons trat ' i  on

D '  ap rès  I  a  dé f  i  n ' i t i  on

I

f  r (a+P/Z+ t ,x r , x r , x3 )

f n (o+P /2+ t , x1 , x2 , x3 )

(1 ) ,  au  tenPs  t+P /z  on  a  :

=  ( - 1 ) i  f r ( o -P '  / z - t ' ( - 1 )1 - i x r , ( - 1 ) i * 2 ' 1 - t ; i x r )

= ( -1 ; i  r r {o  +P '  12 - t , ( -1 )1 - i x1 , ( -1 ) i *z '1 - t ) i x r )

=  ( -1 )1 - i  ru1o-  p '  / z - t , ( -1 )1 - i x r , ( -1 ) i *2 ,1 - t ) i x r )

=  ( -1 )1 - i  tu lo *  P '  /2 - t , ( -1 )1 - i x r , ( -1 ) i *2 '1 - t ) i x3 )

où  ( i  =  o ,1 )  pou r  l 1 ' . 1  respec t i venen t '  e t  ( t '  =  2 '3 )

a+p'12

Ce  qu i  p rouve  que  ( f  )  e  F .  (P ) '
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Corol I  ai re 1

0 É

So i t  ( f )  e  F  (P )  n  F ,  (P )  où  (a ,& )  €  E ,  B  I  o ;  a l o r s  i l  ex i s t e
c -a

P  e  P ( f )  t e1  que  :

a .  B  =  e  mod (P ' / 2 )  pou r  n=  [

b .  B  =  o  mod (P ' l 4 )  pou r  t *  c

Démonstrat i  on

Pou r  ( a )  d ' ap rès  l a  p ropos i t ' i on  (1 ) ,  on  a :2 (e -o )  e  P ( f ) ,  e t  de  l a  même

façon  pou r  ( b )  on  a  :  4 (B -o )  e  P ( f ) .

r'3'2 ::l::l:::=::!::l:11::::=:ï:::l::::=:=::=:f ::::=:l:::::::l:l
P-pér iod ique  avec  symét r i e

Dans notre étude des systèmes d i f férent ' ie ls  pér iod iques avec symétr ies on
s ' i n té resse  pa r t ' i cu l i è remen t  aux  so lu t i ons  pé r iod iques  don t  l es  o rb i t es  son t

syn ré t r i ques ;  1es  p ropos i t i ons  (1 )  e t  (3 )  p récéden tes  nous  pe rme t ten t  d 'ênon-

ce r  :

C.o-1 -r.r-l-l rr-! -r1 1- -i

a .  So i t  ( f )  e  p  (P ) , ae  E ;  no tons  pa r  S  (P )  I ' ensemb le  des  so lu t i ons
o - c

(p  :  IR  *  IR " )  de  ( f  )  qu ' i  vé r i f i en t  :

p ( " )  e  o -  e t  o (a+P /2 )  e  c

cl

s i  9€  S  (P ) ,  â lo rs to  es t  P -pé r ' i od ique ,  son  o rb i t e  es t  symét r i que  pa r
t

rappor t  à  1 'espace de symétr ie  a.

0

b.  so i t  ( f )  .  F"  (o )  , ,  Ë ; to lo  , r ,  où  c  €  E ,  î r  r :  E ;  no tons  par  S  (p )
$_ cr, o

l ' ensen rb le  des  so lu t i ons  (o :  IR  '  R3 )  qu i  vé r i f i en t

p  (ù )  e  ( re tp  (o+P /4 )  e  G
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cl

s i  p  e S (P) ,  a lors  p est  P/2 ant ipér iod ique,  son orb i te  est  symétr ique
o-, o

pa r  rappor t  à  I ' espace  o  e t  ô ,  en  pa r t i cu l i e r  pa r  rappor t  à  1 'o r i g ine

_a+P/4 ,  ,  ^3c .  So i t  ( f )  e  [  (P )  n  F :  (P ) ,  où  o -e  E ,  a€  E ,  e t  ( o ,  o - )  I  ]R - ;
C

s i  I  es t  une  so lu t i on  vé r i f i an t  :

o (o )  e  c  e t  rp  (a+P /4 )  e  #

a lo rs  <pes t  P -pé r iod ' i que ,  son  o rb i t e  es t  symét r i que  pa r  rappor t  à
' l  'espace o- et , i  .

a a+P/ 4 
q.

Nous  no tons  dans  la  su i te  l ' ensembte  f  (n )  
"  FF  

'  
(p )  pa r  F  (p )

ar0

où  o  e  E ,  i  e  E .

Remarque 3

o

1 .  S o i t  ( f )  e  I  o ù  o  e  E ,  a l o r s  ( f )  e s t  d é t e r m i n é  s i  o n  l e  c o n n a i t  p o u r

t  e  I c r r + - [

a B
2 .  S o i t  ( f  )  6  F -  n  I  o ù  c r  e  E ,  

' s -  
e  E ,  a l o r s  ( f  )  e s t  d é t e r m i n é  s i  o n  l e

- 6

conna î t  pou r  t  € [ o ,B ]

\x

3 .  So i t  ( f )  .  F , .  (P )  où  re  E ,  a l o r s  ( f )  es t  dé te rm iné  s i  on  l e  conna î t

pou r  t  e la ,a+P /21 .
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DEUXIEI.IE CHAPITRE

ETUDE DES SYSTE}IES DIFFEREI{TIELS LIIIEAIRES

AVEC SY?IETRIES.

CHAPITRE I  I

I I' 1' svst:i::=:l:::::::l:l:=ll:::l:::=:=3::l:31::::=::::=:ï:::l::

Nous  a l l ons  é tud ie r  dans  ce  pa rag raphe  les  sys tèmes  l i néa i res  pé r iod iques

avec symétr ies;  cet te  étude est  l iée au chap' i t re  prêcédent ;  nous verrons que

si  un système l inéai re pér iod ique admet  une symétr ie  par  rappor t  à  un espace
c r€  E ,  i l  admet  auss i  une  symét r i e  pa r  rappor t  à  1 'espace  supp ' l émen ta i re
Fe  E ,  au  même temps .  Nous  donnerons  une  ca rac té r i sa t i on  ma t r i c i e l l e  d 'un

système l inéai re pér iod ique admet tant  une symétr ie  et  nous verrons êgalement

une  p rop r ié té  de  sa  so lu t i on  ma t r i c i e l l e  f ondamen ta le .

r r . 1. 1. !::1:l: l
So i t  L (p )  t ' ensemb le  des  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  l i néa i res  P -pé r iod iques  de

d imens ion  t ro i s

avec x  = (,i)
que  (A (P-pér i  od i

dx
AT 

-  A ( t )x  (A)

e  R3,  e t  où  A :  IR  +  i ,1 (3 ,R )  es t  con t inue par  morceaux e t

t+P)=n111  1 .

Déf in i t ion  2  :0n  d i t  que (A)  e  L (p)  admet  une symét r ie  par  rappor t  à  l ' es -
c 0

pôce  c r  e  E  au  temps  o  s i  (A )  €  L (P )  n  F ,  (P ) .  0n  no te ra  La (P)  I ' ensemb le

c ies systèmes l inéai res P-pér iod iques avec symétr ie  par  rappor t  à  1 'espace

tr € E au temps a.
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rr.1.r. : : : ï : l : l : l=:

Si  (A)  appar t ien t  à  LL(P) ,  où  a  e  E ,  a lo rs  (A)  appar t ien t  à  L?(P) .

Démonstrat ion :  Pour la démonstrat ion,  on prend o = n! ,  on considère

A( t )  =  (u*n ( t ) ) . (m,n  =  1 ,2 ,3 ) ,  l es  au t res  -cas  se  t ra i tan t  de  man iè re  s im i la i re .

En  e f fe t ,  (A )  e  Loo  {n ) ,  en t ra îne  d 'ap rès  la  dé f in i t i on  ( I .1 .1 . )  que

ar r ( t )  =  -a r * ( - t )  u tz ( t )  =  a l2 ( - t )  uz t ( t )  =  a21( - t )

a r r ( t )  =  -dz3( - t )  u tg ( t )  =  a l3 ( - t )  a t t ( t )  =  a t1 ( - t )

u3  2 ( t )  
=  -a ,  

,  ( - t )

Ce sont  les  n rêrnes  conc l i t ions  pour  que (A)  e  f=  (P) .  Nous a l lons  ident i f ie r
"1

ces  deux  ensembles  L |  te l ,  L?  (P) ,  on  no tera  L t  (p )  I 'ensemble  de

LktPl  = Lï . (p) ,  , i  €  {1,2,3}  
'

" ' l  " 1

r r .1. t. :::!:: l :1::=:
a u+P/4

So i t  (A )  e  |  (P )  n  L -  (P ) ,  où  c r  e  E ,  a l o r s  (A )  es t  pé r ' i od i que  de
o - u

pé r i ode  P /2 ,  e t  (A )  €  L " i  Q /2 ) .

a+P /Q
Démons t ra t i on  :  En  e f fe t  so i t  (A )  e  

[ (e )  
n  L_  (P ) ,a ' l o rs  d 'ap rès  1a

p ropos i t i on  (5 ) ,  (A )  €  Lo (p )  "  , : - t ' o (p ) ,  e t  o .  , .  dé f i n i t i on  (1 )  on

dédu i t  que  P /2  es t  une  pé r iode  de  l a  ma t r i ce  A ,  lA ( I+P /Z )  =  A ( t ) ,  V  t  e  IR I ;

de p lus (A)  admet  une symétr ie  par  rappor t  à  1 'espace r  €  E au temps o

0

c 'es t  à  d i re  (A)  e  L - (P /2 ) .
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Nous  supposerons ,  sans  res t r i c t i on

_ o
(A )  e  L i (P) ,  i  e  { r ,2 ,3 } ,  posons

y( t )  es t  une so lu t ion  du  sys tème :

Quê a = o;  en ef fe t  so i t

x ( t ) ;  on  vé r i f i e  que

de  la  génera l i t é

t  =  t -o  e t  y ( t )  =

avec  B( . )  =  A( t -o )  e t  que

Lor {n) ;  on  cons idère  dans

( m r n  =  l r ? 1 3 ) .

(B ) ,

t  Lot  (P),  nous noterons Li  (p)

sui te le système (A) avec A(t)  =

dy
di

=  B ( . ) y

(B  )

1a

l ' ensemb le

(a rn ( r ) )

I I' 1' *' :::3::::l:::13:=i:::l:l:ll:=!:=I1l==:==!,ill
Nous a l lons  donner  dans  la  p ropos i t ion  su ivante  une carac tér isa t ion  mat r i -
c ie l le  de  (A)  e  l i (P) ,  e t  auss i  par  un  sys tème (A)  avec  prus ieurs  symét r ies .

Propos i t ion  7
=============

a)  un  sys tème (A)  e  |  (p )  es t  dans  L i (p ) ,  i  €  {1 ,2 ,3 } ,  s i  e t  seu lement  s i
ona :

1. ôr, t IR

2. ârn r IR

3. ôrn t IR

b)  un  svs tème (A)  e  l (p )  es t  dans  I  L r t r )  n  L j (p ) l  où  i l j , ( i , j )
s i  e t  seu lement  s i  on  a

1. . r ,  ,  IR * IR (m=1,2,3) est  une fonct ion impaire

2 .  ômn ,  IR  +  IR (m=i , j ,  r= j , i )  es t  une fonc t ion  pa i re

3 .  tou tes  les  au t res  fonc t ions  sont  nu l les .

e  {1 ,2 ,3 }

f r  (n r=1  ,2 ,3 )

IR (m=i ,  r fm,

R (ml i  ,  n l i  )

est  une fonct ion impai re

n= i ,  m ln )  es t  une  fonc t i on  pa i re

es t  une  fonc t i on  impa i re .



c) un système (A) e L

d i re  (A)  avec  t ro is

s iona :

1. u* , lfl ->

2. urn : IR ->

Démonstrat ion :  0n va dêmontrer (a) pour i=1 c'est à dire

io , .  L r te)  =  Lr r (P)  =  Lær(P) ,s ' i  (A)  €  L1(P)  a lors  d 'après ladêf in i t ion

( I . 1 . 1 . )  on  a  :

/  
arr(- t )  arr(- t )  arr t - t ) \  

f -arr( t )  
arr( t )  at3t t )  

\
A(-r)  = 

|  
arr(- t)  arr(- t)  arr(- t)  I  = I  arr( t)  -a '2(t)  -at ' ( t )  

|

I  

' - t t ' , .  t t ,  
|  \  

- a ^^ ( t )  a . . ( t )  
I

\ar r ( - t )  
ar r ( - t )  ar r ( - t )  

/  \ar r ( t )  
-arr ( t )  a t3( t )  

I

ce  qu ' i l  f au t  démon t re r '

De la  même façon on démontre (b)  e t  (c)  '

Exemp le  :  So i t  1 ' équa t i on  l i néa i re  à  coe f f i c ' i en t

Y " ' *  u ( t )Y "  +  b ( t )Y '+  c ( t )  =  o

en procédant  au changement  de var iab les Y=V1'  Y

sys tèmed i f f é ren t i e lP .pé r i od iqueappa r tenan tà

a ( t )  e t  c ( t )  son t  f onc t ' i ons  impa i res  e t  b ( t )  es t

La proposi t ion précédente (7)  nous montre que s i

t race de la matr ice

rapport  à t .  Notons

en t=o  de  (A)

1(P)  
n  L  z (P)  n  L  r te ) l  c 'es t  à

axes  e t  t ro i s  p lans ) ,  s i  e t  seu lemen t

une fonct ion imPaire

fonc t ion  nu l le .

P-pér ' iod i  que

(L ) ;

'= !? y"  =!3 on obt ient

LZ (P ) ,  s i  e t  seu lemen t

fonc t i on  Pa i re .

(A )  e  L i (P ) ,  a l o r s  l a

(P)  es t  dans  t  L

symêtr ies ( t ro is

IR (m=1,2 ,3)  es t

B, (mln) est une

un

s i

3  -  r : - - ^  i - ^ ^ i É ^  n â F

o(* i ,  a*r( t ) )  est  touiours une fonct ion impaire par

XA ,  IR  *  G L(3 , IR)  1a  so lu t ion  mat r ic ie l le  fondamenta le

-20-



Coro l  l a i re  3

s i  (A )  e  L . t t l ) ,  i  €  1 ! , 2 ,3 ) ,  a l o r s  I ' app l i ca t i on  de  po inca ré  Xo (p )  es t
conservat i  ve.

Démons t ra t i on  :  D 'ap rès  l e  t héo rème de  L iouv i l l e ,  vo r r  t g l ,  on  a  :

der  x4(p)  = exp / '  , rur "  A( t )  dr
o

e t  d 'ap rès  Ia  p ropos i t i on  (7 )  on  dédu i t  que  :

de t  X4 (P )  =  1 .

Ce  qu i  p rouve  que  XO(P)  es t  conse rva t i ve ,  c ,es t  à  d i re  qu ,e l l e  conse rve  l es
vo lumes ;  on  en  dédu i t  qu 'un  sys tème l i néa i re  p -pé r iod ique  appar tenan t  à

L i (P)  ne peut  pas êt re asymptot iquement  s tab le.

I I' 1' 5 :::3:l::::=::=l:=:31::l::=ï::l:l:ll:=:::::i::::l:=3=::=:ï::i:
lt:::t ::= ::!::t:lt:::=:!!::::::::=:==Li gl

0n sa i t  pour  tou t  sys tème (A)  e  L  (p )  que,  s i  X4( t )  es t  sa  soru t ion  fonda-
menta le ,  a lo rs  X4( t+p)  es t  auss j  so lu t ion  de  (A) ,  vo i r  [6 ]  de  p lus ,  XO( t )  a
a lo rs  les  p ropr ié tés  su ivantes  :

0n va examiner dans ra proposi t ion suivante une propr iété concernant ra

l inéa i re  p_pér iod ique avec
symétri es .
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e  L (P )  de  so lu t i on  ma t r i c i e l l e  f ondamen ta le  XO( t ) ,  es t  dans

L ,? ,3 \ ,  s i  e t  seu lemen t  s i  on  a  :

xA( - t )  =  Mt  Xo ( t )  l 4 i  ( 6 )

es t  une  ma t r j ce  cons tan te  d iagona le  (3x3 )  t e11e  que  :

( u i i  =  1 ,  u r ,  =  - 1  où  m  I  i ) .

:  0n  va  démon t re r  l a  re la t i on  (6 )  pou r  ( i =1 ) .

:::!::t:r::=3
Un système (A)

L i (P ) , i € {

où 14.' = (u*)

Démonstrati  on

So j t  (A )  e  L1 (P )  =

ona

que

L-r(P)  n Lær(P),

. t ,1 ( t )  t1 ( t )  \

\
' rz(t) Ez$) I

I
u3( t )  E3( t )  

/

e  fondamen ta le  de  (1 ) ;  d ' ap rès  1a  p ropos i t i on  (2 )

ont  des fonct ions pa ' i res par  rappor t  à  t ,  tandis

des  fonc t i ons  impa i res ,  d ' où

lalt)
I

e t  so i t  xA( t )  = l  az$)
I

\" t ' I
l a  so lu t i on  ma t r i c i e l l

(Q t ,  ù2 ,  , 1 ,3 ,  tZ ,  Eg )  '

(QZ ,  ' 3 ,  û1 ,  E t )  son t

::ll) |l : ïËll lïl :llï [ : l)f i:,1
\ ' r t t l

- { ,1 ( t )

, l ,Z( t )

,1,3(t)

Xo(- t )=

XA( - t )  =  l u t ,  XO( t )  I l 1  ce  qu ' i l  f au t  démon t re r .

Co ro l l a i r e  4

s i  (A )  e  L  r {  r ) ,  i  e  {  r ,2 ,3 } ,  a lo rs  on  a  :

xA&+P/ù = Mi xA(p/z-t)  xorptz'1ui l tA(p/z) ( 7 )te IR
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Démonstrat ion :  En ef fe t ,

XO( t+P)  =

xA(- t )  =

en prenant  dans (b)  t  -

xoft+p/21

df  apr :ès l  a  proposi  t ion (g)

xA(r)  xA(P) re rR

Mr xn(t) M.i t e IR

e t  l a  f o rmu le  (5 )  on  a  :

( a )

(b )

- t -P/Z on obt ient

= M, x4(-r-Ptù M., = t4, xA?t+p/z) xi l te) m., (c)

d 'au t re  pa r t  on  a  :

xil tr l  = *;t f  tù Mi xo(/2) trr, (d)
en  u t i l i san t  ( d )  dans  ( c )  on  ob t i en t  l a  r e l a t i on  (7 ) .
La  re la t i on  (7 )  pe rme t  d 'exp r imer  xA( t )  pou r  t  e  rp / z ,p r  conna issan t  xA( t )
pour  t  e  lo ,P 121 .

E t  même à  chaque  app l i ca t i on

lo ,P12)  *  GL+(3 , IR  )

t  *  X( r )

avec  x (o )  =  I '  l a  ma t r i ce  d ' i den t i t é ,  d i f f é ren t i ab le  con t i numen t r  pâF  morceaux ,
on  peu t  assoc ie r  une  ma t r i ce  A ( t )  con t i nue  pa r  morceaux ,  t e l l e  que

ff = n1t;x,

c 'est  à  d i re  A( t )  =  d)s ! )  X- l ( t )

S i  X ( t ) ,  t  €  IR ,  vé r i f i e  l a  r e l a t i on  ( c )  pou r  t  €  [ o ,p /Z ] ;  e t  l a  r e l a t i on  (a )
pou r  t  €  R ,  a l o r s  on  ob t i en t  un  sys tème  (A )  e  L i ( p ) ,  i  €  { ! , 2 , 3 } . 0n  ob_
t i en t  a ins i  t ous  l es  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  l i néa i res  p -pé r iod iques  avec  sy -
mé t r i e '  pa r  I ' i n te rméd ia i re  de  l a  so lu t i on  ma t r i c i e l l e  f ondamen ta le  su r
lo 'P /21 '  s i  ce l l e -c i  pa rcou r t  l ' ensemb le  des  app l i ca t i ons  con t i numen t  d i f f ê -
rent iab le par  morceaux

l o ,P /z l  *  GL+(3 , ]R)

t e l l es  gue  X (o )  =  1
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l r ,2 .  Solut ions P-pér iod iques d 'un svstèm:-1111: : :n t ie l ' l inêa i re
= É= = = = == =- '  ===='=-- == == = ==== ==== = = ==== == ==== ==== = === == = = = = == =

P-Périodique avec sYmétrie
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = -- =

Nous avons vu dans (1I .1.)  des propr iêtês^ concernant les systèmes di f féren-

t ie ]s1 lnêa i respér iod iquesavecsymét r iespar rappor tà l .espacea€E.

Nous nous intéresserons ic j  à leurs solut ions pêr iodiques; leur ensemble'

c,est  évident,  forme un espace vector ie ' l  dont la dimension va de zêro (seule-

ment  la  so lu t ion  nu l le  es t  pér . iod ique)  à  t ro is  ( tou tes  les  so lu t ions  sont  pé-

r iod iques) .  0n  no ter .  L i i (P)  l ' ensemble  des  sys têmes d i f fê ren t ie ls  l inéa i res

P.pér iodiques'  avec symëtr ie c. i  e E admettant un espace de solut ion P-pér iod. i .

ques  de  d lmens ion  i '  I1  es t  c ' la i r  que

Li(P)= Loi (P)u L l . , tn)  u Lz
?

. , (P)  u  L" t ( r ) .

aucune hYPothèse de sYmétr ie  n 'a

que du fa i t  des sYmétr ies '  on a :

Lo. (P)=9 ,  i€ {1 ,2 ,3 i .

D,autre part ,  l1 serai t  intéressant de pouvoir  fa i re apparal t re une structura

{
t i ondeu i (P)dansL i (P) ,decarac tè re topo log ique(parexempleque l les

sont les composantes connexes par arcs de L ' i (P) dans Li(P) '  et  comment

peut-on les caractêr iser) ;  corÛne les solut ions pér iodiques de (A) sont dê-

te rm{nèes par  1a  mat r lce  de  Po incaré  xA(P) '  e t  que ce l le -c i  es t  dè terminêe

(d ,après  
' l a  

re ta t ion  7 ) ,  pa r  1a  demi -app l i ca t ion  de  Po incarê  XO(P/Z) '  1a

structurai lon est  déterminée par 1 'ensembre des matr ices xo(P/z),  gui  sont

des  mat r lces  d 'o rdre  t ro is ,  rêgu l iê res  à  dé terminant  pos i t i f '  sans  au t re

contral  nte.

Une

êté

tel ' le déconrPosi  t i  on

fa i te ;  nous  a l lons

ex is te  êga lemen t  s i

vo i r  (P roPos i t i on  9 )

La su l te  du  ( I I .2 . )  se  propose a lo rs  de  décr  r i re

d lmens lon  j  de  1 'espace vec tor ie l  des  so lu t tons

de ta  fo rme ae Xo(P/z ) ,  la

P-pêr ' iodi  ques de (A) .
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r I .2. I 
:::!::l: l::=: 

:

Un système d i f f -érent ie l  l inéai re P-pér iod ique av_ec symétr ie  par  rap-

Por t  à  l r espace  a€  E ,  admet  tou jou rs  une  so lu t i on  P -pé r iod ique  non  t r i v i a le

don t  I ' o rb i t e  es t  s r  rappor t  au p lan de t r i e  dans  l ' espace

de phases  (oxr ,  ox r ,  ox3) .

Démonstrat ion :  Pour  la  démonstrat ion,on prendra r  = 11,  les aut res cas se

t ra i tan t  de  man ière  s jmi la i re ;

So i t  (A)  t  L t (P)  on  suppose que

xA( t )  =  (6 r ( r ) ,  t t ( t ) ,  n , . ( t ) ) ,  ( k=1  ,2 ,3 ) ,

es t  la  so lu t ion  mat r ic ie l le  fondanten ta le  de  (A)  au  temps t ;  une so lu t ion  issue

de (0 ,  ^1 ,  * ! l  t  6 ,  au  temps t=o  s 'écr j t

<o(t)  = * !  vo(t)  + x!  no(t) .

Pour  que  l ' o rb i t e  de  l a  so lu t i on  p ( t ) ,  symét r i que  pa r  rappor t

( ca r  r p (o )  e  r r ) ,  so i t  P -pé r i od ique ,  d ' ap rès  l e  co ro l l a i r e  ( 2 )

i  I  faut  e t  i  I  suf f i  t  que :

au

du

p lan  F '

chap i t re  ( I ) ,

a (P /2 )  =  (xA(P /2 ) ) (p (o ) )  e

c 'es t  à  d i re  :

*! vr P/2) + *3 nr 0/2) = o (B').

comme vLP/?) et  nr(P/2) sont indépendants dans n3 (puisque x4(p/z)  est

régu ' l iè re ) , ' i 1  ex js te  au  moins  un  espace vec tor ie l  de  d imens ion  un  de  cond i -

t i ons  in i t i a les  (0 ,  *o ,  x ! ) ,  so tu t ion  de  (B) .

Donc (A) admet un espace vector ie l

sont symétriques par rapport à cL,

es t  i nc lus  dans  1 .

( 8 ) ,

so lu t ions  P-pér iod iques ,  dont  les  o rb i tes

dimension au moins éga1e à un; cet  espace

t1

de

de
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0n en dédui t  donc

i  €  { I ,2 ,3 } .

Déf in i t ion  3  :  Unsystème (A) e

pour  1a pér ' iode P s i  e t  seulement

de t  tXA(P ) - I l  =

où I  est  I  a  matr i  ce d ' ' ident i  té .

Coro l  l a i re  5

0  ( j=o ) ,  ou  P lus  généra lemen t
J

L. i (P)  =  o ,  ( i=o) ,

L  i (P ) ,  
i  €  { 1 ,2 ,3 } ,  es t  d i t  excep t i onne l

s i

o

j
Lr(P)  =

Tout  sys tème (A)  €  L i (P)

Dêmonstrat ' ion :  En ef fet ,

une  so lu t i on  P -pé r iod ' i que ,  e t  donc  l a  ma t r i ce  X4 (P)  admet  au  mo ins  une  va leu r

p rop re  va lan t  un ,  d 'où

de t  tXA(P ) - I l  =  o .

r r .2. r. :::!:: l: l::=1:
So i t  (A )  .  L  t (P )  de  so lu t i on  ma t r i c i e l l e  f ondamen ta le  XA( t ) ,  a l o r s

i l  ex i s te  un  changemen t  de  base ,  l a i ssan t  l es  espaces  de  symét r i e  i nva r ian te ,

te1  que  dans  l a  nouve l l e  base  on  a i t  :

xo(P/2)  = ('l:ii)
Démons t ra t ion :  So i t  ( .1 , .2 ,e r )  une  base 'dans  IR3 ;  cho is i ssons  dans  le  p lan

t , (oxr ,oxr ) ,  le  vec teur  e ,  dans  le  sous-espace (de  d imens ion  un  au  moins

d 'après  1a  p ropos i t i on  9 ) ,  , ,  cond i t i ons  in i t i a les  de  so lu t ions  P-pér iod iques

(et  symétr iques par rapporr  r  Fr,  on a donc

Xo(P/:  r : ,  )  .  - t  .

est  except ionnel  pour  1a pér iode P.

d '  après 1 a propos ' i  t i  on (9 )  ,  (A)  possède au moi  ns

-?6 -



Si  donc on écr i t

xA(P/2) =

onac l=0 .

11 .2 .3 .  P ropos i t i on  11

So i t  (A )  e L , , (P ) ,  de  so lu t i on  ma t r i c i e l l e fondamenta l  e  X^( t )  ,  e t  so ' i  t

xA(P/z) =

b l

o?

b .
J

où^=de tX4 (P /2 )>o ;

brcr -crbr ,  B = u2.3-.Zu3r y = brar-arb' u = ul*u?rt

(:ili:i)

i)I

11, {ze) *

É, {o) *

' l1Gv) *

b .

a .2.

so i t  c r  =

a lo rs  on

1 .  a .

a :

(A )  e

(A )  €

(A )  €

É
1

b .  (A )  €

(P )  *  b r .u lo

b1 .u1 .o .u l o

[ (b r=o  e t  u lo )  ou (u=o  e t  b , l o ) l. I

(u1=o,brua lo )  ou  (b r=o,brua lo )  ou  (u=o,arbro lo )  eu

(o=o ,a lb lu lo )

(P )  * ( b1 ,u )  =  ( o ,o )

(2P )  *  ( a1 , c )  =  ( o ,o ) ,  ou  (b ' u )  =  ( o ,o )

1,,

É ,

a .

b .

J . (A )  e

(A)  e
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Démons t ra t i on  :  D 'ap rès  l e  co ro l l a i re  (4 )  on  a  :

xA(  P) r ,  *o t  e /4  MlxA(P/2)  où

ca lcu lan t  d 'abord  x i l t l l z ) ,  pu is  en

ob t ien t :

dans la  re la t ion précédente

(e)

,  XA (2P)  =  XO(P)XA(P ) ,  e t  donc

i i)'
ant

(r
141 = 

\:

rempl açen

on

Xo(P)  =

2a.s ,
I

^

2a "g
I

A

2a, \
I

2 b .  a
I

^

2b19
1+ --*-

2b . , t

^

o

o

( '

t,) ;#(

où a  ae t  XO(P/Z)  =  a ro-brB >  o ,

e t  de  la  re la t ion  (5 )  on  dédu ' i t  pour  t=P que

a2+Ba rbroB 4bra(arc r+br0)

xA(2P) 4arB(aro+brB) a2+Sarbrcre

4arv(arc r+bre) Ea 
rb,ov

d 'au t re  pa r t

( 1 -À )Q(À )

où  Q(À )  =
2

et  où I  est
' l  
a matri  ce d '  ' identi té,

|  *ott l-^I l  =

f , (ur"*uro;  r+1,

h R- 1 "

l-Q (1 ) - -4

=4+

d 'où

a (-1)

-28 -
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1.  a .  (A )  e

rêci proquernent

xo(P) =

b .  (A )  e

,1
L1

s i

(P)  ra (1 )  I  o  abrs  I  o+bru  I  o ;
I I

bru I  o ,

alors deux cas se posent  que 1 'on va étudier  séparément

1 .  ( b r l o ,  u l o ,  e l o )  +  Q (1 ) l o  +  (A ) ,  L l ,  { t )

2 .  ( b t l o ,  u l o ,  B=o )  +  Y lo

a^  b^  c^
( ca rs iY=o ,a lo r ^  t -  é -  (  ss  

U  
=  

É  
=  

Ë ,  
donc  a=o ) ;  d ' ap rès  (9 )

e t  donc  l a  ma t r i ce  X^ (P)  a  l a  f o rme  :

2bt
ur.

i

2brt
ar  o

aro  es t  non nu l

( ;

qu i  n 'es t  pas  d ' i agon isab le ,  e t  donc  (A )  e (P ) .

(2P)  +a(1)a( -1)  I  o  +  arbroo I  o  +arbreu I  o ;

É ,

É ,

s'iréci proquement

arbrcru I  o,

alors deux cas se posent :

1 .  (a rb ro lo ,  u lo ,  t t l o ) ,  e t  que l  que  so ' i t  r ,  l a  mat r i ce  (X4(2P) - I )

admet  un  seu l  vec teur  nu l  ( le  dern ie r ) ,  donc  1n1 e  [ ,  1Ze1

2.  (a rbra lo ,  u lo ,  B lo )  t  r lo ;

la  mat r ice  (X4(2P) - I )  admet  un  seu l  vec teur  nu l  ( le  dern ie r )  e t

donc  (A)  t  É ,  t zn ) .
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. 2
2.  a .  (A )  e f i (P )  +Q(1)=o+brB=o;

trois cas se posent que ' l 'on 
va étudier séparément :

1 .  (b l=o ,  B lo )  +  (b r=0 ,  u lo )

2 .  (b r lo ,  B=o) ;  ce la  en t ra îne  deux  cas  :

1 ' .  ( b r l o ,  B=o ,  u l o )  +  b ru l o ,

d 'ap rès  (1 .a . )  on  en  dêdu ' i t  que  (A )  e  L l t  (P ) , ce  qu i  es t  con t ra -

d i c to i re ,  donc  l e  cas  (1  )  ne  peu t  pas  ê t re .

2 '  .  ( b r l o ,  B=0 ,  u=o )

3 .  (b l=o ,  3=o ) ,  deux  cas  se  posen t

L "  .  ( b1=o ,  B=0 ,  u l o )

2"  .  (b1=0,  B=0,  U=O) 3  Y=O . t  3  t? ,b3  '  t 3 '

donc  l a  ma t r i ce  (X4 (P) - I )  admet  t ro i s  vec teu rs  nu l s  e t  donc

,3
(A )  e  L l  (P )  ce  qu i  es t  con t rad i c to i re ;  réc ' i p roquemen t  s i  :

1 .  ( b l=o ,  u l o )

a lo rs  d 'ap rès  (9 )  a ra  es t  non  nu l ,  e t  y=g=o  n 'es t  pas  poss iU ie  donc

la  ma t r i ce  ( xq (P) - I )  admet  deux  vec teu rs  nu l s  (1e  deux ième e t  l e

dern ier)  e t  donc (A)  e t2 ,  tn l

? .  ( b r l o ,  u=o )  +  B=o ,  e t  y=o ;

d 'après (9)  ara  es t  non nut ,  çe la  ent ra îne qr .  P  I  ? , la  mat r ice
"3 "3

(XA(P) - I )  admet  deux  vec teu rs  nu l s  ( l e  p remie r  e t  l e  t ro i s ième)

ô
donc  (A )  e  É r  (P ) .
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2
b .  (A )  e  [ 1  ( 2P )  +  Q(1 )  a ( -1 )  =  o '

t ro i s  cas  se  posen t  e t  que  l ' on  va  é tud ie r  sépa rémen t :

1 .  tQ (1 )=o  e t  Q ( -1 ) l o l  = r  I b13=o  e t  a ro l oJ ;

d ' ap rès  (2 .a . )  on  ob t i en t :

t ( b r=o ,  a r cu lo )  ou  (u=0 ,  a rb ro l o ) J

2 .  tQ (1 ) l o ,  Q ( - l ) =o l  +  ( b lB lo  e t  a r c=o )  +  (b ru l o  e t  a ro=o ) ;

t ro is  cas se posent  :

1  (b ruo lo  e t  a r=o )

2  .  (b rua r lo  e t  a=o )

3  .  (b ru lo  e t  a r=o=o) ,  l a  ma t r i ce  (Xa (Zp ) - l )  admet  t ro i s  vec teu rs

nu ls  ce  qu i  es t  con t rad i c to ' i r e  à  1 'hypo thèse  que

(A)  e  L2  ( zP)
1

3 .  tQ ( -1 )=o  e t  Q (1 )=o l  -  ( u l o=o  e t  b rB=o ) ,

d ' ap rès  (9 )  cec i  es t  imposs ib l e  ca r  Â )o r  donc  l a  cond i t i on  es t  nécessa j re .

Pour  Ia  réc ip roque  on  a  d 'ap rès  (2 .a )  :

)
(A)  e  L l1  (Znp [ (br=0,  aruu lo)  ou (u=o,  braro;o;1

et i l  nous reste à démontrer que si

[  (a r=o ,  obru lo )  ou  (c=o ,  a rb ru lo ) ]  +  (A)  e  Lz t  (p ) .

1 .  (u l=o ,  ob lu lo )  +  Q( -1 )=o  +  ( f l )  e  11 ,  t ro l

car  la  mat r ice  (Xq(2P) - I )  admet  deux  vec teurs  nu ls  (1e  premier  e t  le  t ro . i s ième) .

2 .  (o=o,  a rbru lo )  +  d 'après  (9 ) ,  B lo ,  r : fo+  (A)  t  Lz f  t2p)  donc  ' la

t r i ce  (XA(2P) - I )  admet  deux  vec teurs  nu ls  (1e  deux ième e t  le  t ro is ième) .
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3 .  a .  (A )  e  L31  (P )  +  Q ( l )=o ,  d ' ap rès  (2 . ' a )  on  ob t i en t  ( \ , r ) = (o ,o )  r éc i p ro -

quemen t  s i  ( b r , u )= (o ,o ) ,  a l o r s  B -o ,Y=9  e t  d ' ap rès  (9 )

b? cc  .?

# t  { ,  l a  mat r i ce  (X^ (P) - I )  es t  nu l1e ,  donc  (A)  e  l l r tn ) .
"3 "3

b .  tou r  d 'abord  1n1  r  É ,  (p )  +  1n ;  e  L3 ,  (2e ;  *  (b1 ,u )= (o ,o ) ,  i t  nous

res te  à  démont rer  (A)  t  L3 t  (2P)  *  (a r ,o )=(o ,o) .

(A)€ Ér ' t ro)+ Q(-r )=e;

d 'ap rès  (2 .b .  )  on  en  dédu i t  ( a t , o )= (o ,o ) ;  r éc i p roquemen t  s i

( a r , o )= (o ,o )+  l a  ma t r i ce  (XA(ZP) - t )  es t  nu t t e  donc  (A )  r  f r ' 1Zey

ce  qu i  achève  l a  démons t ra t i on .

r r' 2' 4 :i::::::i:= i: =È, (il= i:l='= !, (il:= il :il= := i l3:il:
Etan t  donné  i  e  { r , 2 ,3 } ,  l ' ensemb t .  L l (P )  es t  connexe  pa r  a r c  dans  l ' ensemb le

des  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  l i néa ' i r es  P -pé r iod iques ;  en  e f fe t ,  so ien t  (A1 ) , (A2 )

deux  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  appar tenan t  à  L i (p ) ,  a lo rs  l f =  {uo r * (1 -0 )A2)  es t

une  dé fo rma t i on  f a i san t  passe r  de  l ' un  à  l ' au t re  r l ans  l . ( p ) ,  où  o<0  <1 ,  ca r

1es symétr ies sont  respectées.

D 'au t re  pa r t ,  nous  avons  vu  p lus  hau t  que ' l ' appa r tenance  ou  l a  non  appar tenance

de  (A )  à  l ' un  des  ensemb les  LJ .  (p )  es t  dé te rm inée  pa r  xAe /z ) ,  9u i  dépend  de

hu i t  pa ramèt res  rée l s  soumis  à  l a  seu le  cond i t i on

det  X4(  P /2)  =  a r (b rc r -c rb3)  -b t (a rc r -c rar )  )  o .

I l  sera i t  in té ressant  de  pouvo i r  fa i re  appara î t re  une s t ruc tu ra t jon  de  l r t r l

dans  l - - (P) ,  de  carac tère  topo log ique (par  exemple  que l les  sont  les  composantes

connexes  a .  L1(P)  dans  L . (P) ) ,  parce  que ' le  passage d 'une composante  connexe- i '  
1

-32 -



à  I ' au t re ,  en t ra îne  1e  changemen t  de  l a  d imens ion  de  1 'espace  des  so lu t i ons

P-pé r iod iques ;  nous  a l l ons  i nd ique r  dans  l a  p ropos i t i on  su i van te  un  m ino ran t

du nombre de composantes connexes dans chaque ensemble

i  . i
L:  (P)  ,  L (æ ) ,  i  e  {1 ,2 ,3} .

I '

rltet

{tror

12, tnl

(e't

13, tnl

{ t 'o l

3 .  a .

b .

:::!::t:t::=13
1 .  a .  L ' ensemb le

b .  L ' ensemb le

2 .  a .  L ' ensemb le

b .  L ' ensemb le

L 'ensemb l  e

L 'ensemb l  e

Démonstrati  on

.  L  (P)  admet  au moins deux composantes connexes.
I

.  L .  (2P)  admet  au moins hui t  composantes connexes.
I

.  L - (P )  admet  au  mo ins  s i x  composan tes  connexes .
I

.  Lr (ZR) admet  au moinsquatorze composantes connexes.

admet  au nro ins deux composantes connexes.

admet  au moins quatre composantes connexes.

1 .a .  D 'ap rès  l a  p ropos i t i on  (11 ) ,  (A )  appa r t i en t  à  
\ e l  

r i  e t  seu lemen t  s i

b,  u lo ;  s i  donc (At )  €  
4 , ,o i  

( resp-  (A2)  e  f l r t r l  es t  un sysrème te1 que ' te

coe f f i c i en t  b ,  de  l a  ma t r i ce  XAt (P /2 )  ( resp .  IAZP/2 ) )  es t  pos i t i f  ( resp .

négat i f ) ,  a lors  (Ar)  e t  (Ar)  aRRart iennent  à deux composantes connexes d i f fé-

ren tes  :  pou r  t ou t  chemin  j o ignan t  l ' une  à  I ' au t re  i l  ex i s te  nécessa i remen t  un
1

sys tème (A  )  e  L ; (P )  t e l  que  l e  coe f f i c i en t  b ,  de  l a  ma t r i ce  XO (P /2 )  so i t  nu l .

Les deux ensembl . r  LT(P) et  t lo , ,  oo 
t (p)  î  

l 'ensemble des (A)  e L l (p) ,
t e l s  que  XA(P /Z )  vé r i f j .  b I  '  o  e t  u  I  o ,  e t  où  L ; (P )  es t  l ' ensemb le  des

(A )  e  L l (P ) ,  t e l s  que  X4 (P /2 )  vê r i f i e  b r co  e t  u l o ,  son t  donc  dans  des  compo-

santes connexes d i f férentes;  ces ensembles ne sont  pas v ides;  en ef fe t
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12 -1 o\

Èlt t l ,  XA(P/z)= 
[ t  r  t \+(A)e
\o 2 t l

rxo(P/,, =(-l 
T ) 

, xA( P/z) =(

u l .  o ,b ,  >  o ,o  <  o  a r<  o ,b r<

I t  t  o \  11 I
xAe/4 =lr , t l,x.e/4 =1, -1

\ - r  - r  r /  \z o

u l t  o r b l t  o , 0 >  o  u l t  u r b r t  o , 0 (  o

xA(P/2) +(A )  e tl"'

1 .b .  D 'ap rès  1a  p ropos i t i on  (11 ) ,  (A )  appa r t i en t  a  L l  ( zp )  s i  e t  seu lemen t  s i

a rb rou lo ;  de  même que  dans  (a ) ,  a l=o  pa r t ag .  l ' " r pu l .  R7  des  coe f f i c i en t s

de  X4 (P /2 )  en  deux  composan tes ;  de  même pou r  b r=0 ,  e t  c=o t  pa r  con t re  u=o

ne  pa r tage  pas  IR7  en  deux  composan tes ,  pu i sque  u  =o  s i  e t  seu lemen t  s i
1

uZ=u3=0.  Donc  
f tZn)  

es t  l a  réun ion  de  8  composan tes  connexes  au  mo ins ,  non

v ides .  Ces  ensembles  ne  sont  pas  v ides ;  en  e f fe t ,  s ' i  (A)  es t  te l  que:

-3  -2

55
-9  I

O r 0 > O

xo(P/2) =

a '  >  o ' b '

f , tznl.

-2

2

I

> o

a l  o rs  (A )

2
2.a .  D 'après  la  p ropos ' i t i on  (11) ,  (A )  appar t ien t  à  L l (P)  s i  e t  seu lement  s i

L (b r=o ,u lo )  ou  (b r lo ,u  =o)1 .

(ii;)

( t  r  
: \ ,xA(P /2' = 

\: i  -rl

u l  t o r b , > o r o < o

(i
<  O  r 0

Ir l
I

3J

f,*0,,,,, =(-,: 
i :),xn( P,z) =[; 

i)
u 1  . 0 , b 1  t o r c  > o  ô 1  . o r b l  . o r c t  < o

Si  b r=0 ,  a lo rs  a ,  l o  ca r  A  es t  nécessa i remen t  pos i t i f ,  donc

pa r tage  l ' ensemb le  des  (A )  e  f z r t e l ,  t e l s  que  X4 (P /2 )  vé r i f i e

l a  cond i t i on  a r=o

(b l=o ,u  I  o ) ,  ên
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deux composantesconnexes ,  non  v i des ;  en  e f f e t ,  s i  (A )  es t  t e1  que :

It o o\ 
l : : : \

lz t t), XA(vr4=ls 1rl
\r -1 t l  \ t  r -zl

a lo rs  nécessa i remen t  a lo  =o  ca r  ^  es t  pos i t ' i f ,  donc  l es  hype r -

,  
=  o et  u l  =  o par tagent  I 'espace en quatre composantes connexes

e t ,  s i  (A )  es t  t e l  que  :

\  l - r  t  o\  ( t  -1 
" \  l - t  

- t  o\

)rxotetzy=lo t rfrxote/4=lo r r)rxAe/4=l o z r l
I  [or-r/" \ ' rzt \or-r l

xo(P/2) =

?
a' lors (A) L l tn l

S i  b l l o  e t  u=0 ,

p lans dans IR 7 b

non v ' ides;  en ef f

11 1 o
xA?/z)= l  o I  I

\ o  - 1  1

a ' lo rs  (A) (rtrrt.

2 .b , .  D ' ap rès  l a  p ropos i t ' i on  (11 ) ,  (A )  appa r t i en t  à  ( r t  n  s i  e t  seu lemen t  s i

(a rb rc ru )=o ,  (un  seu l  des  fac teu rs  du  p rodu i t  vau t  zé ro ) .

S i  a ,  =  o ,  a lo rs  b ,  f  o ,  ca r  a  es t  pos i t ' i f  ;  donc  l es  hype rp ' l ans  b ,  =  o rd  =  o r

pa r tagen t  1 'espace  R6  des  coe f f i c i en ts  de  XO(P /2 )  en  qua t re  composan tes

connexes ,  ne  son t  pas  v i des ;  en  e f f e t ,  s i  (A )  es t  t e l  que :

lo t  o\  lo t  o\  lo 
-r  o\  lo -2. \

x.e/z)=lr 
:1l/xA(p/r)=lr t  t l txop/z)=( t z r l txoptz)=l r 2 1I

\ r  3 r /  \+ 3 r l  "  
\ r  13/"  \ t  ,  tJ

a ' rors (A) t  er l .
I

S i  b I  =o ,  a l o r s  a ,  l o ,  ca r  I  es t  pos i t ' i f ,  donc  1 ' hype rp lan  a l  =o ,  pa r t age

1'espace R6 des coef f ic ients  de X4(P/2)  en deux composantes connexes,  qu i  ne

son t  pas  v i des ;  en  e f f e t ,  s i  (A )  es t  t e l  que :

35-



x'(P,z,=(i il) , xA(P,z)=(i 1i)
alors (A) e frtrr l .

o rs  b r l o ,  ca rÂ>  o ,  donc  l es  hype rp lans  a l=o ,  b l=0 ,  pa r t agen t

6 d" ,  coef f ic ients  de XO(P/2)  en quatre composantes connexes,  ne

des;  en ef fe t ,  s ' i  (A)  est  te l  que :

t  o \  l -L  t  o \  ( r  - r \  
/ - r - t ' \t  t l2xop/4=lz t t)txAe/zl=[r t  r l lx^p/4=la 1 1l

LLI \g rr l '^ \-rrr l '"  \r  rt l
?

L-  (2P) .
I

o rs  a lo lo ,  ca r  A  >  o ;  donc  on  a  qua t re  conposan tes  connexes ,  qu i

v ides ;  en  e f fe t ,  s i  (A )  es t  t e l  que  :

,  o \  
[ r -2 \  14 'o \  ( - r - t  o \

r  r ) rxoe/z)=[o r  r ) rxa(p/2)=[  o I  r ] rxotnzz l=to t  t )
I  3 l  \o  I  3 l  \o  I4 l  \o  r  -q l

?
L;(2") .

S i  t r  =  o ,

I ' e space

sont  pas

x s(P /2)=

a lo r s  (A )  e

S i  u=o ,

ne  son t

a l

IR

v i

l t
l 2

\3

a l

pas

/ I

l o

\ o

)e

? \ =

(A

xA(P/

a lo rs

3 .a .  D 'après  1a  p ropos i t i on  (11) ,  (A )  appar t ien t  à  f - to l  s i  e t  seurement  s i
I

(b l , r )= (o ,o ) ;  ce la  en t ra îne  nécessa i remen t  que  1e  s igne  de  a ,  es t  l e  même que

le  s i gne  de  c ( ca r  ô ro=Â>o ) ;  donc  on  a  deux  composan tes  connexes ,  qu i  ne  son t

pas  v ides ;  en  e f fe t ,  s i  (A )  es t  t e1  que  :

J
a lo rs  (A)  e  L , . (P ) .

I

i), 
xA(P2'=(l 

î)
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3 .b .  D 'ap rès  1a

t  ( a r , o )= (o ,o )  ou

S i  ( a r , c )= (o ,o ) ,

1 ' espace  R5  des

son t  pas  v ides ;  e

XR

'  o ;  donc  I 'hyperp lan  b ,

(P/2) en deux composantes

t  te l  que :

l" -1 .\
xAP/?)=l  I  1  1 l^ 

\-srtJ

p ropos i t i on  (11 ) ,

( b , , u )= (o ,o ) J .

a l o r s  b ,  I  o ,  ca r  ^

coef f ic ients  de XO

n e f fe t ,  s i  (A )  es

l o  t  o \
, \

(P/z)= l  2  2 21,
t l

\3  2 2 l

; )

S i (b l , u )= (o ,o ) ,  a l o r s  a1  =o ,  ca r  a

gent  1 'espace R 5 des coef f i  c i  ents

qu i  ne  son t  pas  v ides ;  en  e f fe t ,  s i

( t o \
xAe/z)=[ o t  t l

\o  2  3 l

(A)  appar t ien t  à  t3 r tZn l  s i  e t  seu lement  s i

= o partage

connexes, qu' i  ne

t  o ;  donc  l es  hype rp lans  a ,  =o r  o  =O ,  pa r t a -

de XO(P/2)  en deux composantes connexes

(A )  es t  t e l  que :

( -L  o

,xAe/2,= 
\: I

alors  (A)  e  t3r tze l .

alors (A)  e t3r tzn l .

Cette proposi t ion met  en év idence 1a grande comp' lex i té  de la  s t ructurat ion de
. i
I r  (P )  dans  l - . (P ) '  comp lex i t é  qu ' on  peu t  oppose r  à  l a  s imp l i c i t é  de  l a  s t r uc -

l ' l

t u re  ob tenue  pou r  f i  =  2 ,  vo i r  t 31 , ,
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I I' 3' ::::::::=:l:l:::::l:l:= ll:::l:::=3:::::i::=i:::=:ï:::l:

Les systèmes d j f férent ie ls  autonomes const ' i tuent  une c lasse impor tante de sys-

tèmes d i f férent ie ls  l inéai res,  e t  cec ' i  pour  deux ra jsons :  contra i rement  aux

sys tèmes  l i néa i res  non  au tonomes ,  on  sa i t  ca l cu le r  exp l i c i t emen t  l eu rs  so lu -

t i ons ;  d 'au t re  pa r t  i l s  son t  pé r iod iques ,  de  pê r iode  P ,  que l  que  so i t  P  €  IR+ .

Nous  a l l ons  i c i  f a i re  une  é tude  de  ces  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  l i néa i res  au to -

nomes dans le  cadre des symétr ies,  é tude à rapprocher ,  en tant  qu 'exemple con-

c re t ,  de  ( I I . 1 . )  e t  ( I I . 2 . )  e t  en  t an t  qu ' é tude  p re l im ina i r e ,  de  (1 I I . 3 .5 ) .

I I . 3 . 1 .  C o n s i d é r o n s  l e  s y s t è m e  d i f f ê r e n t i e l  l i n é a i r e  a u t o n o m e  P - p ê r i o d i q u e

dx
Ë = B *  

( B )

une  ma t r i ce  rée l l e  cons tan te  (3 .3 )  ,  X  €  R3 ,  P  e  IR* ;  d ' ap rès  l a

ion  (7 ) ,  l e  sys tème (B )  possède  une  symét r i e  pa r  rappor t  à  1 'espace

temps  o (o  €  IR ) ,  s i  e t  seu lemen t  s i  l a  ma t r i ce  B  a  I ' une  des  fo rmes

:i:)fii)I
s

brz  b ig \

ool
o ol

où B est

propos ' i t

o€Eau

sui  vante

( "

e =[  bzt
t

\  
ort

.  f1 (P) ,  B  = .82(P) ,  B =

btz

1 0

bsz t  bgz

o

o r  l l r (p)

0n  supposera  dans  l a  su i te  que  o=o  ê t  (B )  e  L1 (P) , ' l es  au t res  cas  s ré tud ien t

de  man iè re  s im i l a i r e ;  t ou t  ce  que  nous  avons  d i t  au  pa rag raphe  ( I I . 1 . ,  I I . 2 . )

es t  va lab le  pou r  1e  sys tème (B ) ;  de  p lus ,  nous  a l l ons  vo i r  qu 'on  peu t  dé te rm i -

ne r  l a  d imens ion  de  l ' espace  des  so lu t i ons  pé r iod iques  du  sys tème (B )  à  pa r t i r

des coef f ic ients  de la  matr ice B;  remarquons que tout  po int  de Ker  B est  une

sol  u t ion pér ' iod ique constante de (B)  .
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En ef fe t  : Io\ I
II
, )

od iques constan-

3=o ) ;  
1 ' espace

u'e vecteur  d i -

nrat r i  ce suppo-

l. l
Ker B =1,*r ,x2,x3) e Rr tet  cueI

bt2  * r  *  b13  *3  =

*1  =o

de so lu t ions  pér i

I  o  ( resp .  b12=b l

ans  le  p lan  o*Z*3

2*3) ,  B  é tan t  une

L'ensemble de ces points  const i tue un espace

tes ,  de  d imens ion  un  ( resp .  deux )  t i  b1Z  b tg

de  d imens ion  un  ( resp .  deux )  es t  une  d ro i t e  d
->

r ec teu r  v (o , - b r ' b12 )  ( r esp .  c ' es t  l e  p l an  ox

sée  non  nu l  I  e .

P renons  l e  cas  généra1  c 'es t  à  d i re  bV  bZ t  b tg  bg t  I  o ,  (dans  l e  cas  où

b tZbz tb tgb3 l=0 ,  on  résoud  le  sys tème B  d i rec temen t ;  I ' espace  des  so lu t i ons

P-pé r iod iques  cons tan tes  es t  s i t ué  su r  l es 'axes  ou  l es  p lans ) ;  cho i s i ssons  une

nouve l l e  base  ( . i , . j , e i )  t e t l e  que  :

- > t  - )  ) 1

€ 1  =  ê 1 1  €  =

r r z

la  ma t r i ce  de  passage

-o 
1g

basel a (e1 ,e2 ,e3 )  à  l a  base

"z*" 2 j  
t 3

N d e

orz Ët

e,  'er )  a

\

1

( e1  '

(i:[]l,)

: )

la forme

- 1
e tN '

e t  l a  ma t r i ce B se t ransforme enla matri ce B* = (n- lany

o

b tg

rt,

1
61,

t;
\H

. btz

31  
0B*= (bz tb tz*b tgb
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le système ËT 
= t** (B*)

appar t ien t  auss i  à  L f (P) .

I I  .3  .2 .  P ropos  i  t i  on  13

So i t  (B* )  e  L t (P) ,  où  b tZbZtb tgbgt lo ;  so i t  r , ,  =  /F1 '%1lô13b3t l ;  a to rs  on  a  :

1.  Si  (brzbzr*brsbsr)  > o a lors (B*)  € L l (p) ,

2.  Si  (btzbzt*btsbst)  < o er  ,  = * ,  ators (s*)  e tSrte l

3.  Si  (btZbzt*btgbst)  < o er  p *  * ,  ators (a*)  e t l r tn l

Démonstrat i  on

0n  sa i t  que  l ' ex i s tence  des  so lu t i ons  P -pé r iod iques  de  (B* )  dépend  un iquemen t

des va leurs propres de la  matr ice B*,  qu i  sont  déterminêes par  les rac ines de
' l  ' équa t i on  ca rac té r i s t i que  :

r t rz  -btzbzt+brrbrr l=o (u)

i .  a .  S i  (b tZbZ t *b tgbg t )  ' o ,  a lo rs  l a  ma t r i ce  B  admet  t ro i s  va leu rs  p rop res

réel  I  es d i  s t i  nctes

À 1  =  o r \ Z =  o r À ,  =  - r r l

e t  l a  so lu t i on  ma t r i c i e l l e  f ondamen ta le  s ' éc r i t  :

b . ^
c h , , r t  

r z  
s h r t

*r* (a,o ) = 
I tï sit r,, t clt ,., t

ffirn,, #,-1 +ch.it)
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donc (B*)  admet  des so lut ions P-pér iod i r iues constantes de la  forme (o,o,c)  où

c  €  IR ;  ce  son t  l es  seu les  so lu t i ons  P -pé r iod iques ;  e l l es  appar t i ennen t  au  p lan

o*2*3  dans  l ' espace  des  phases  (ox 'ox .ox r ) ;  donc  (B* )  €  L11 (P) .

b .  S i  (b tebZ t *b tgbg t )  =  o ,  a lo rs  l a  ma t r i ce  B*  admet  t ro i s  va leu rs  p rop res

nu l l es .

À1 =  ÀZ =  À3  =  o

e t  1a  so lu t ion  mat r ic ie l le  fondamenta le  s 'écr i t  :

I  b12 t  o

XB* ( t ' t ,  = (

H, -)*
donc  (B* )  admet  des  so lu t i ons  P -pé r iod iques  cons tan tes  de  l a  f o rme  (o ,o , c )  où

c  e  IR ,  ce  son t  l es  seu les  so lu t i ons  P -pé r . ' i od iques ;  e l l es  son t  l es  mêmes  que

dans  l e  cas  (a ) ;  donc  (g * )  e  t l ,  t e l .

, -
2 .  S i  b tZbZ l *b lgb3 l  .  o  e t  P  =  

+ ,  a lo rs  l a  ma t r i ce  B*  admet  une  va leu r  p rop re

nu l l e  e t  deux  au t res  imag ' i na i res  pu res

À l  =  O r \ Z =  i r r r '  À ,  = : i r , r

e t  l a  so lu t ' i on  ma t r i c i e l l e  f ondamen ta le  s ' éc r i t  :

1cosur  

Ot , ,n ,a 
o

xr*( t ,o)  = l -ùs inot  cosot  o

I
\  k t  s inur t  -? , -1 +costr t )  I
\ 

'otz u)
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Donc (8" )  admet  t ro is  so lu t ions  P-pér iod iques ,  deux  so lu t ions  non cons tan tes ,

e t  une so lu t ion  cons tan te  de  la  fo rme (o ,o ,c )  où  c  e  IR;  une d ,en t re  les  so-

lu t ions  non cons tan tes  appar t ien t  a  $o  ̂ 1zn7o) ,  e t  i lau t re  appar t ien t  à"r"

f l 'G"t,) ;  
et donc (B*) r  L1 en/a).

3 .  S i  P  l 2n /u  a lo rs  d 'ap rès  (2 ) ,  l e  sys tème (B* )  ad rne t  des  so lu t i ons  P -pê r ' i o -

d iques  cons tan tes  de  l a  f o rme  (o ,o , c ) ,  où  c  6  IR ,  ce  son t  l es  seu les  so lu t i ons

P-pé r iod iques  e t  donc  (g * )  e  t l r t t l .

I  I  .4.  s tabl ] l : :

I I . 4 . 1 .  s t ab i l i t é  de  l a  so lu t i on  ( x=o )  d ' un  sys tème  l i néa i r e  au tonome
_ _ = = = = == = = = = = ===== ===

homogène avec symétr ie .

So i t  :

dx
M=UX

un  sys tème d i f f é ren t i e l  l i néa i re

es t  dé f i n i e  dans  ( I I . 3 . 1 . ) .

(B  )

autonome homogène,  où la  forme de la  matr ice B

es t  s tab le  au  sensd e

Proposi  t ion 14_ :

So i t  (B )  e  L i (P ) ,  i  e  { 1 ,2 ,3 } ;  l a  so lu t i on  t r i v i a l e  x=0 ,

L i apounov  s i :

brt  bt i  *  bt j  bro = -r2 (r , r  e IR )  (  11)

où  t ( i l k ,  k l j ,  i l j ) ,  ( i , j , k )  e  { 1 ,2 ,3 }1 ,  s i non  e l l e  es t  i ns tab le .

Démonstrat ion :  En e f f e t  d ' ap rès  ( I I . 3 . 1 . ) ,  r r t  l a  r e l a t i on  (11 ) ,  I ' une  des

va leu rs  p rop res  es t  nu l l e ,  l es  deux  au t res  i rnag ina i res  con juguées  pu res ,  e t  l a

so lu t i on  ma t r , i c i e l l e  f ondamen ta le  es t  bo rné r  quand  ( t *  - ) .  D 'ap rès  un  théo rème
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généra l  (1a so ' lu t ion nul le  d 'un système d i f férent ie l  autonorne homogène,  est

s tab le  s i  e t  seu lemen t  s i ,  l a  so lu t i on  ma t r i c i e l l e  f ondamen ta le  es t  bo rnée

quand  t+  - t  vo i r  I t  J  pou r  l a  démons t ra t ' i on ) ,  on  ob t i en t  donc  que  x=o  es t

s tab l  e .

rr' 4'2' :::1:=::=::::lll::=9:=:ï:::::=11:::::::l:l:=ll:::l:::=::!::l:il::::
:::=:: ::::i::=1:::= :ï:::l:'

So i  t

jf = n1t1*

un système d i f férent ie l  l inéai re P-pér iod ique appar tenant

ma t r i c i e l ' l e  f ondamen ta le  XA( t ) ,  t e l  l e  que  :

Lt (P) ,  de  so lu t ion

(A )

xA(P/2) tii)
u l

u?

u3

s tab le  au  sens  de  L i apounov  s i  a ,  b ro  B .o ,  s i non

ins tab le  au  sensde L iapounov

es t  s tab ie  au  sens  de  L iapounov .

Proposi  t ion 15

1 .  (A )  e

i l  es t

2 .  (A )  e

3 .  ( t 1 )  e

est

le

es t

[ ,  trol
i  ns tab

( y't

t-3, tze I

Démonstrat i  on

l .  Supposons  (A )  e

un ,  g t  , . ' s  deux

les  rac ines  de

Q(À)

1 1
L;(P)  .  Lr (zo) ,  a lors  xA(P)  admet

autres sont déterminées, d'après

Q(  À ) ,  où

? 2= À ' - f , (a ro+brO) l+1  =  o ;

une valeur  propre va lant

l a  p ropos i t i on  (11 ) ,  pa r
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a .  s i  u lb lo  B  =  o ,  a lo rs  l es  va leu rs  p rop res  de  XA(P)

a.a+b. B+zi 'r;;5ll-
I  I  I  I _ ,

sont

cfrlr-
^

r é e l l e ,  o n  o b t i e n t

aro+brB-2 i
À ,  =  1 '  À2

La  ma t r i ce  X4 (P)  dans  ce  cas , a une fcrme normale

^3

a1c l+b1B qrr

xo(P) = a ro+b,  B

Les  va leu rs  p rop res  vé r i f i en t  :

^r  f  ^z I  À3,  et  l r l l  =  lÀ21 = lÀ31 = |

on  en  dédu i t  donc  l a  s t ab i f i t é  de  (A ) .

b .  S i  a rb rao=o  ê t  (A )  e  f l r t e l ,  a l o r s  on  en  dédu i t  que  B=o ,  e t

2 2
u =  a !+a i lo  e t  l es  va leurs  p ropres  de  XA(P)  son t  À1  =  À2  =  À3  =  1 ;

la  mat r i ce  X4(P)  n 'es t  pas  d iagon isab le ,  donc  (A)  es t  i ns tab le .

c .  S i  a rb rc r8  >o  a lo rs  l es  va leu rs  p rop res  de  XO(P)  son t  :

-?
A

2
À

A

o

_ u lo*b lo+2 @À1 = l ,  \Z =f f 'À3

conme leu r  p rodu i t  vau t  un ,  1 'une  des

que  un ,  donc  (A )  es t  i ns tab le .

a.q+b,B-2  'm
I  I  I I

A

vapeurs propres est  p lus grande
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Cc résu l ta t  pa ra i t  é tonnan t  ca r  (A )  t  È r ( tO)  peu t  ê t re  s tab le

(sgn  r r  I  sgn  a rb ru )  ou  i ns tab le  ( sgn  0  =  sgn  a r " t ' 1 ) '  e t  on  peu t  t rouve r  dans

une  rég ion  à  l a  f o i s ,  s tab i l i t é  e t  i ns tab i l i t é ,  e t  l e  changemen t  de  s tab i l i t é

à i ns tab i l i t é , n .en t ra înepasnécessa i remen t l echangemen tde lad imans ionde

l ,espace  des  so lu t ' i ons  P -pé r iod iques ,  c ' es t  l e  cas  où  l e  changemen t  de  s igne

de  a rb rc rB  v ien t  du  s igne  de  B '

?
2.  So. i t  (A)  e  t1 . (Zp l  d 'après  la  p ropos i t ' i on  (11)  1a  mat r ice  XA(2P)  possède

I

deux va leurs propres va lant  un,  e t  donc la  t ro is ' ième vaut  également  un;

comme la  ma t r i ce  XO(P)  n 'es t  pas  d iagon isab le '  on  en  dédu i t  donc  que  1e

sys tème (A )  es t  i ns tab le .

3 .  s i  (A )  e  f  t zp l ,  a lo rs  tou tes  l es  so lu t1ons  son t  pé r iod iques ;  donc  (A )
I

es t  s t ab le .
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TROISIEHE CHAPITRE

sYsTstEs DIFFERENTIELS PERI0DIQUES 1t0N LINEAIRES

AVEC SY}IETRIES

CHAPITRE I I I

I I I . l  
] : : : : : : : : l : :

l ' l un i ssons  l ' ensemb le  des  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s  P -pê r iod iques  de  d imens ion

t ro i s  ( en  t an t  qu ' ensemb le  d ' app l i ca t i on  f  :  IR ' lR3  *  lR3 ,  ( t , x )  *  f ( t , x ) )

de la  topologie de la  convergence compacte,  ce qui  fa i t  des ensembles

Ç te l ,  Ë ,0 (P ) ,  o -e  E ,  des  espaces  t opo log ' i ques .

De  mêrne ,  mun issons  l ' ensenb le  S (P)  des  fonc t i ons  o :  I  c  IR  - '  IR3 ,  con t i nues

et  P-pér iod ' iques,  de cet te  même topolog ' ie .

So ien t  m  e  IN  e t  A  un  doma ine  de  IR  n ,  
e t  so i t  :

F :  Â - 'F " (P )  ou  F :  A .Ë ,o (p )

une  app l i ca t i on  con t i nue ,  d i t e  f a rn i l l e  con t i nue  de  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s

P-pér' iodiques avec une symétrie rau temps l=cr., ou avec deux symétries (sym6-

t r i e  pa r  rappor t  à  I ' o r i g ' i ne ) ,  pa ramét rée  pa r :  ) . €^  i  on  no te  F ( r )  pa r  (À f ) ,  pa r

À ,p  rn .  so l u t j on  de  ( r f )  e t  pa r  Ào ( . , t o , xoy  l a  so lu t i on  de  1 l çy  t e l l e  que
Ào( to , to , xo ;  =  xo (10 ( . , t o , xo )  es t  une  so lu t i on  vec to r i e l l e  de  composan tes
' r  1  r  o  es t  une  va r i ab le  vec to r i e l l e ) .\ "Q l , "aZ" 'Q) ,  x -

Deux problèmes impor tants  se présentent  dans l 'é tude des systèmes d i f férent ie ls

(non  l i néa i r es )  :

-46 -



1 .  E tan t  donnée  une  so lu t i on  
ôp  (pou rÀ=ô)  P -pé r iod ique ,  ce l l e -c i  es t -

e l l e  i so l ée  dans  l ' ensemb le  des  so lu t i ons  P -pé r i od iques  de  (ô f )  t c ' es t  à  d i r e

ex i s te - t - i l  un  vo i s i nage  V . lR3  d .  l a  cond i t i on  i n i t i a l e  xo  =  ô ,p1o ,o , xo ; ,  
t e l

qu 'aucune  so lu t i on  i ssue  de  I  e  V ( Ï  I  xo )  à  ce t  i ns tan t  ne  so i t  pé r iod ique l  ?

2 .  La  so lu t i on  ôg  es t -e l l e  p ro longeab le  à  une  fam i l l e  Àp  de  so lu t i ons

P-pé r iod iques  de  (À f )  a  [ c ' es t  à  d i re  ex i s te - t - i l  un  vo i s inage  W de  o  dans

Â  te l  que  pou r  tou tÀ  e  W,  i l  ex i s te  une  so lu t i onÀP P-pé r iod ique  de  1 r f1 ,  e t

une  seu le ,  qu i  t ende ,  pôF  l ' i n te rméd ia i re  de  sa  cond i t i on  i n i t i a l e  au  temps

.ôto=O, vers ? s i  L  tend vers ô l?

Une réponse par t ie l le  à ces prob ' lèmes est  donnée par  1e théorème de cont inu i té

de  Po i  nca ré  t  2 )  :

S i  1 ' équa t i on  aux  va r ia t i ons  (Aôg)  assoc iée  à  
ô ,p  ( vo i r  I I I . 2 . )  es t  non  excep-

t i onne l l e ,  c ' es t  à  d i re  admet  une  seu le  so lu t i on  P -pé r iod ique ,  à  savo i r  l a

so lu t j on  nu l l e ,  a lo rs  1a  réponse  es t  pos i t i ve  à  chacune  des  deux  ques t i ons .

0 r  nous  ve r rons  dans  ( I I I . 2 . , I I I . 2 . 3 . )  que  s i  (À t )  adme t  une  symé t r i e  r au

temps s ou symêtrie par rapport à l 'origine, et si 
ô<p 

admet la même symétrie

a lo rs  (Aôp)  es t  une  équa t ion  l i néa i re  P -pé r iod jque ,  e l l e -même symét r i que  (de

mênre espace de symétr ie  au même instant)  qu i  de p lus est  tou jours except ' ion-

ne l l e ,  e t  l e  t héo rème de  Po inca ré  ne  peu t  pas  s 'app l i que r .

Cependan t ,  i l  es t  poss ib le  dans  ce r ta ins  cas ,  de  donner  ma lg rê  tou t ,  une  rê -

ponse  à  ces  p rob lèmes :  nous  démon t re rons  dans  ( I I I . 3 . 3 . ,  I I I . 3 . 4 . )  l es  deux

p ropos i t i ons  su i van tes  :

:::!::r::::=:: ('.)

Soi t  (^ r )  .  f j te l ,  e t  so i t  (pour  À =ô €  Â)

e t  so i t  ( pou r  o=  o1 ) .

( , t )  vo ' i r  t 4 l .

Â
ae
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x ^  (P/?)
(A"p) (l:b t

bz

bg

,2

c
3

la  ma t r i ce

assoc iée  à

demi -app l ica t ion  de  Po incaré  de  l 'équat ion  aux  var ia t ions  (Aop)

éc r i te  dans  une  base  b ien  cho is ie ;  a lo rs  s i  tn | i  r  l . f p lL .  \ '  /

1 .  La  so lu t i on  ôp  es t  non  i so lée  dans  I ' ensemb le  des  so lu t i ons  P -pé r iod iques

appa r tenan t  à  q (P )  de  (ô r ) ,  de  man iè re  p l us  p réc i se ,  i l  ex i s t e  un  chem in

c  :  J  .  IR  *  r ,  ou  J  =  l - 1 ,+1 [ ,  pa ramé t ré  pa r  u  e  J ,  t e l  que  c (o ) Je (o )

et  te l  que pour  tout  po ' in t  c(y)  e  o,  la  so lut ion utp issue au temps o de

c (u )  so i t  P -pé r iod ique  appar tenan t  a  $T tp l .

2 .  La  fam i l l e  u<p  de  so lu t i ons  pé r iod iques  de  (ô f1  peu t  ê t re  p ro longêe  à  tou t

un  vo i s inage  V  de  ô  dans  Â ,  de  man iè re  un ique  e t  con t i nue  en  À .

de

ô
ç

:::!::It::=11
so i t  ( ^ t )  .  É ,0  (P ) ,  c  e  { o r } , i

P-pér iod iques avec symétr ie

une sol  u t i  on P-pér ' iod i  que de
;

e t  so i t  (Pou r  o=o1 ) .

x  .  (P /4 )  =
(A\p) (:i

e { I , 2 ,3 } ,  une  f am i l l e  de  sys tèmes  d i f f é ren t i e l s

(pa r  r appo r t  à  1 ' o r i g i ne ) ,  e t  so ' i t  ô , p  €  $ : , o (P )

(À f )  pou r  l a  va leu r  À  =  ô  €  i t  du  pa ramèt re  l ,

o l  o

bz 
"z

b3 t3

la  ma t r i ce  de  l a  qua r t -app l i ca t i on  de  Po inca ré  de  l ' équa t i on  aux

(A"p )  assoc iée  à  "p  éc r i t e  dans  une  base  b ien  cho is ie ;  a lo rs  s i

var i  at i  ons

rnBl . Lre,rv.
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1 .  La  so lu t i on  % P-pé r ' i od ique  es t  i so lée  dans  l ' ensemb le  des  so lu t i ons

P-pér iod iques avec syrnLr t r iu  Sl , ' ,o  ( f , )

2 .  La so lut ion ô,0 P-pér iod ique est  pro ' longeable à une fami l  le

be  S Ï ,0 (P )  de  so lu t i ons  P -pé r iod iques  i so tées  oe  1Àr ;

rrt'2 :::::l::=::1=:::13:l:::=3::::l::=3=:::=::l::l::=!::l:11:::=:ï:!:i:::
I I I  . 2 .  1  .  So i  t

dx
i f  =  f ( t ,x)  ( f )

un  sys tème  d i f f é ren t i e l  d ' o rd re  t r o i s ,  où  x  e  R3 ,  e t  f  =  ( f l  , f  Z , f  3 ) ;  so i t

une  so lu t i on  de  ( f ) ;  e f f ec tuan t  l e  changemen t  de  va r iab le  :

1=p ( t )+y ,  y€R3

dans  l e  sys tème ( f ) ,  en  p renan t  en  cons idé ra t i on  l e  f a i t  que  rp  es t  une  so lu t i on

du système ( f )  e t  en développant  les seconds membres êr  y ,  nous obtenons le

système

Y '=A( t )  y+R( t , y )

où le  terme R(t ,y)  est  in f in iment  pet i t  du deuxième ordre par  rappor t  à  y ,  e t

où  A ( t )  es t  une  ma t r i ce  d 'o rd re  t ro i s  t e l l e  que

I  ô f  , .  \A( t )  =  l= l t t ,e ( t ) ) l  (k , j )  e  {1 ,2 ,3} .
\  o ^ j  I

L inea r i san t  ce  sys tème,  c ' es t  à  d i re  nég ' l i gean t  l e  t e rme  R( t , y ) ,  on  ob t i en t

un  sys tème ' l i néa i re ,  appe lé  1 'équa t i on  aux  va r ia t i ons  assoc iée  à  <p ;  on  no te ra

ce système par  ( fu) ;  on a donc :

y  =A( t )y  (A ,p ) .

I l  es t  év ident  que s i  1e  sys tème ( f )  es t  P-pér iod ique e t  s i  la  so lu t ion  o  es t

auss i  P-pér iod ique,  a lo rs  l ' équat ion  aux  var ia t ions  (A . r ) ,  es t  P-pér iod ique;  nous

al lons montrer  dans ce paragraphe que,  s i  Ie  système ( f )  e  f  fe l  1resp. f l ,o  1e1;
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$tel,
r. Ol,l'l

Sl,o(

3] .

e t  s i <pe

i  e  { L ,2 ,

t .

et

e t  s i  .p  e  S ; (P) ,  ( resp .S ï ,0 (P) )  ,

même symétr ie que la solut ion p.

I I I ' 2 ' t ' :::33:l:l:i=13
So i t  e i  (R  *  R3 )  une

associée à <p,  on a :

1.  s i  ( f  )  €  F j tn l  er  s i

i  e  { 1 ,2 ,3 }  es t  t e l  que

( o  €  E ) ,

a = -o-.
1

P) ,  a l o r ssi(r)€f lotel

(Ae) e titvtzl,

Démonstrat i  on

Pour  l a  démons t ra t i on  de  (1 )  e t  (2 ) ,  on  p rend

se  t ra i t an t  de  man iè re  se rnb lab le .

1 .  Pu i sque  ( f )  e  F :  (P )  e t , p  €  S : . ( p ) ,  d ,ap rès
"1  "1

d ' i que  e t  donc  (A .p )  es t  auss i  P -pé r iod ique ;  i l

admet une symétrie par rapport à r, au temps o

En ef fe t ;

a lo rs  l ' équa t ion  auxvar ia t ions (Ap)  adrnet  la

so lu t i on  de  ( f )  e t so ' i t  (Acp )  1 'équa t i on  aux  va r ia t i ons

Q e

( ft,-1,Pl 
(-r),az(-t),@3(-.) ) )

alors  (&p)  aOpar t ient  a  L i tp)  où

(Acp) est pêr' iodique de péri ode P/Z;

A(- t1  =

= (  ' } , -s ,e l  ( t )  , 'Qz( t  )  ,  -p3 ( , ,  ,  
)

d 'après  la  p ropos i t i on (  1 .2 . t . )

D 'au t re  par t  I  ( f )  e  FJ  lp l ,  en t ra îne  d ,après  la  dé f in i t i on  ( l )  que  :
"1

f r ( t , x ' x l x r )  -  - f l ( - t , x l , - x2 , -x3 )

f r ( t , x1 ,x2 ,x3 )  =  fo ( - t , x1 , -x2 , -x3 )

o=  11 ,  ê t  a  =  o ,  l es  au t res  cas

I  e  coro l  I  a i  re  (2)  ,  a  est  P-pér i  o-

nous reste à montrer que (A.p)

= O :
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af .
-  
ç { { - t , * ,

J
, -x r  r -x3) s i j =1

a'o, 
fttt,x1,x2,x3)âf.,

#(- t ,x1 ' -x2 , -x3)
J

â f o -

#(- t ,x1, -xz, -x3)
J

s i j l l

f  r  ( t , x ' x2 ,x3  )

fu ( t , x ' x2 ,x3 )

-  - f l ( - t , x1 , -x r , - x3 )

=  fu ( - t , x l , - x r , - x r )  =

s i  j  =  4

=  f  l ( - t +P  / 2 , - xL , x2 , x3 )

- f  
u ( t+P /2 , - x1 , x2 , x3 )

* , r , x1 ,x2 ,x3 )
J l, f o

ffi
J
( - t ,x r , -x2 , -x3) s i j l s

d 'ap rès  l a  p ropos ' i t i on  (7 )  dans
' l e  

chap i t r e  ( I I ) ,  on  dédu i t que (A ,p)  e  L t (P) .

2 .  pu isque  ( f )  r  
F ; ,o ( r )  d 'ap rèsl a  dé f i n i t i on  (1 )  on  a  :

L  =  (2 ,3 )

d ' où

f t  f t +P /2 , - x1 , - xZ , - *3 )  =

où  k  =  (1 ,2 ,3 ) .

Grace  à  (1 ) ,  i l  su f f i t  de  mon t re r  que

- fO( t , x r , x2 ,x3 ) ( 1? )

(fu) est de période P/2; par hypothèse

P/q
F  (P ) ,  es t  P /2  an t i -pé r iod ique .-1la  so lut ion r  r  S i ,o(P)  = SSrte l  "  S

A (  t+P/2 ) ( r+P/2)  ,aZ( t+P/?)

-p l ( t )  , -a2$)

=(ft, i+P/2,e,

(+
,ertt*nlZl) te lR

' ' , t ' ,  ,  
)

( t +P  / 2 ,
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e n  d é c r i v a n t  l a  r e l a t i o n  ( 1 2 )  p a r  r a p p o r t  à  
" 1 , * 2 , x 3 ,  

o n  o b t i e n t

â f  , .  A f

f f t t *nZz,-x l , -x2, -*3)  =#t , ,x1,x2,X1) k= (1,2,3)_ J  -  
" ^ j  L  L  ! '

donc on a

A(t+P/2

ce qui  prouve q

\ -
t -

ue(

( ar,, \
I  tçt t ,el( t) ,az(t) ,es(t)  I  

= A(t)  v r
\ J l

fu)  est  P/2-pér iodique et  donc appart ien

e IR

tà Lr?tzl.

I I I  . 2 .3 .  Co ro l  I  a i  r e  6

L 'équat ion  aux  var ia t ions  (Arp)  assoc iée  à  ra  soru t ion  o  e  $ te )  ( resp .S] ,o tn )

est  toujours except ionnel  ' le pour ' la pér iode p.

Démons trati  on

D 'ap rès  l a  p ropos i t i on  p récéden te  (17 )  e t  l a  dé f i n i t i on  (3 )  dans  1e  chap i t re

( I I )  on  dédu i t  que  :

de t  t * (O r ) (p ) - I i  =  o

ce qui  prouve que (A<p)  est  except ionnel le .

rrr'2' n' :::::l:::=::i=:::l::l:::=ï:::l:::=:=:::=::I:l::=1=::=:f::i:
1l:::::::l:]=::::::me 

possèdant une symérrie par rapport au pran

So' i t
dx
m 

=  f ( r )  ( f u )

? 1

où  f  :  lR '  '  I l l  J ,  es t  de  c lasse  c l .

Pour  un système d i f férent je l  autonome,  qui  est  un cas par t icu l ier  de systàne
pér iod ique ,  on  sa i t  que  1 'équa t i on  aux  va r ia t i ons  assoc iée  à  une  so lu t i on  pé -

r i od ique  non  cc jns tan te  du  sys tème ( fu ) ,  admet  une  so lu t i on  pé r iod ique ,  vo i r  [ 5 ] .
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Nous  a l l ons  démon t re r  dans  1a  p ropos i t i on  su i van te ,  que  s i  ( f u )  Possède  une

syn ré t r i e  pa r  rappor t  à  F i ,  i  e  t  I , 2 ,3 ] ,  e t  s ' i  l a  so lu t i on  pé r iod ique  p  appar -

t i en t  à  *  (P ) ,  a lo rs  1 'équa t i on  aux  va r ia t i ons  (Ap )  du  ( fu )  admet  au  mo ins
"1

deux so lut ions pér iod iques l inéaj rement  indépendantes-

:::!::t:t::=l:
So i t  ( f u )  €  Ë (p ) ;  s ' i  , p  e  S ; (P )  n ' es t  pas  cons tan te ,  où  

"=  E ,  
i  €  { 1 ,2 ,3 }

a lo rs  1 'équa t i on  aux  va r ia t i ons  assoc iée  à  <P , (AP) ,  admet  au  mo ins  deux  so lu t i ons

P-pér iod iques I  inéa ' i rement  indépendantes.

Dcnrons tra t i  on

Prenons  o  =  F '  e t  o=  o ,  d ' ap rès  l a  p ropos i t i on  p récéder t te  (18 ) '  (A<p)  appar -

t i en t  à  L f (P ) ,  e t  donc  admet  au  mo ins  une  so lu t i on  P -pé r iod ique  i ssue  de  l ' es -

pace E, au tentps t = o.

D 'au t re  pa r t ,  on  démon t re  que  l a  fonc t i on  û ( t )  =ô ( t )  I  o ,  es t  une  so lu t i on  de

(AP) ;  en  e f fe t ,  on  a  :

p ( t )  =  f ( o ( t ) )

u( t )  =  g"  ( t ) ,  ( k , i )  e  {1 ,2 ,3 }

d
AT

o
dt

=(t'*')vrtr

ce qu i  p rouve que û( t )  es t  une so lu t ion

(car  la  fonc t ion  I  es t  P-pér iod ' ique  non

est  i ssue de  1 'espace or (oxr )  au  temps t

d '  après 1 a propos i  t ' ion (2 )  on dédu' i  t  que

(  P t ( t )  =  -@r( - t )  
ç  

Ù t (o )
l l
t l

{  a2$) =a?rt)  + {  u2(o)
l l
I  t " ( t )  =  P3( - t )  

[_v3(o)Lr '

de  (A tp ) ;  c l e  p lus  e l l e  es t  P -pé r iod ique

constante)  on démontre auss i  qu 'e l ' le

=  o .  En  e f fe t ,  pu i sque  ,p  r  SL  (P )  e t
' 1

=  @r (o )  I  o

=  Qr (o )  =  o

= ôr to)  = o
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a Ç {r) ,  "
@ comme une

e lR,PeUt ;sup-

so lu t ion ,  où

Ce qu i  p rouve que U( t )  es t  une so lu t ion

I 'espace r r (axe  oxr )  e t  donc  ( fu )  admet

I  i  néai  rement i  ndépendantes.

EXEI'4PLE : Soi t

un système

posons que

(p(t  )

P-pér ' i od ique  non  nu11e ,  i ssue  de

au  mo ins  deux  so lu t i ons  p -pé r iod iques

( fu  )

Iot=*t
I *z ='*r
I
[- i ,  = xrx,

di f férent ie l  autonome appar tenant

q= r fZ ,  e t  P  -2 r ,  a l o r s  ( f u )  adme t

= | |  : ï  ; \

\-+" n'rl

so lu t i en  2n -pé r iod ique  non  cons tan te  appar tenan t  ,  t ; t  ( 2n ) ;  1 ,équa t i on  aux

va r i a t i ons  assoc iée  à  g ,  (Ap ) ,  es t  de f i n i e  pa r  l a  r e l a t i on  :

,  ( r t  r ( f ( t ) ) )'' =\q 
l" 

(A,)

où  ( ' i  ' i )  e  { r ' 2 ,3 } ,  on  a  donc  1 'équa t ' i on  l i néa i re  non  au tonome

/ .0 , \  /o  
I  

" \ / r , \

l',\=(-, o o)f,:\ ,^\
r I  t  ' l rz |  

(Ae)

\or /  \ -s in t  cost  
" l \ r r /

on vér i f ie  que (Ap)  e  ( . r '1 r r ,  e t  ç t t l  *o ,  es t  une so tu t ion  de  (Ap)  dont  ta

matrice fondamentale au temps 1 = r/Z a la forme
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Y ( t 1 /? )

s in t  - cos t

cos  t  s in  t

1 o 4

Zr in ' t  cosc t

Donc  l ' équa t i on  aux  va r ia t i ons  (Ap )  possède  deux  so lu t i ons  2n -pé r iod iques

constantes,  e t  une t ro is ième constante.

I I I' 3' :r::::::=:l:::::::l:l:=:=!::l:11::::=::!::1:::=::=!:::i::::
Nous a l lons considérer  le  même système d i f férent ie l

d x  )  r r -  - . r
df  

=Àf ( t , x )  ( f )

qu 'au  ( I I I .1 . )  appar tenan t  à  F j te l  o ,  F ; ,  o (P) ;  e t  so i t  <o ( t )  =  p ( t , to , *o )

une  so lu t ion  de  (À f )  i ssue  de  xo  e  R3  à  I ' i ns tan t  t= to ,  dépend  ana ly t ique-

ment de tous ces arguments.

I I I '3' 1' :: l :::=:i::!: l : l :: l :=::=!:l:::=:::1::l:::
0n  sa i t  depu is  Po inca ré  que ,  é tan t  donné  ô  e  ^  e t  ôp  une  so lu t i on  P -pé r ' i od ' i que

A  Â  . -  _  ôde  ( " f  ) ,  a l o r s  s i  I  ' équa t i on  aux  va r i a t i ons  (A "o ) ,  assoc iée  à  " r p ,  n ' es t  pas

excep t i onne l l e  pou r  l a  pê r i ode  P ,  i l  ex i s t e  pou r  l e  n  vo i s i n  de  ô ,  une  so lu -

t i on  P -pé r iod ique  e t  une  seu le ,À lo  de  (À f ) ,  qu i  so i t  une  pe t i t e  pe r tu rba t ' i on

de ôp.

Dé f i n i t i on  4

Etan t  donné  (À t )  e  f j t e l ,  ( resp .FJ ,o  (P) ,  r€  E ,  so i t  ô ,p  (pour  r ,=ô)  une  so lu -

t ion  de  1 '5 f ;  appar tenant  a  S ï (p ) ,  ( resp .$ ] ,0 (P)  ;  on  d i t  que ô<p es t  un  po in t

excep t ionne l  Aans  $o1R) ,  ( resp .S j ,o (P) ,  s i  1 'équa t ion  aux  var ia t ions  (A6r )

l)
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es t  excep t i onne l l e  pou r  1a  pé r iode  P ;  dans  l e  cas  con t ra i re '  
ô1p  

es t  un  po in t

o rd i na i r e  dans  $ t l l  
( r esp .S j , o tn )  ) '

I  I  I  .  3 .2.  Coro l  
' l  
a i  re  7

soi t  1ôt)  e f f te l  ( resp.Fio tn l lpour  ( r= ô ) ;  so i t%'nt  so lut ion oe 1ôt ;

sltel tS],o te) ).

appar tenant  a  S ; (P)  ( resp .S io t l ) ) ,  a lo "  uP ne  peut  pas  ê t re  o rd ina i re  dans

Démonstrati ,on

D,ap rès  l e  co ro l l a j re  (6 )  1 'equa t i on  aux  va r ia t i ons  (Aoo)  es t  t ou iou rs  excep -

t i onne l l e ,  e t  d ' ap rès  l a  dé f i n i t i on  (4 ) ,  on  dédu i t  que  6 tp  es t  t ou iou rs  un  po in t

excep t ' i onne l  ae  $ ]1e ) ,  ( resp 'S i ,o  (P ) )  où  a  e  E '

Nous  a l l ons  démon t re r  ma in tenan t  1es  p ropos i t i ons  (16 )  e t  (17 )  qu i  on t  é té

énoncées au début  de ce chaP' i t re '

I II'3''' 3:::::::::l::=5=l:=!::!::l:g=!Tl
Nous  a l l ons  démon t re r  l a  p ropos i t ' i on  pou r  o  =  61 ,  ] es  au t res  cas  dé -

nront rant  de rnanière s imi la i re ;  so i t  ,e  6  51-  tp l  lk r l  
e  Ër ,8ç(P/2)  t  

" r1  
une

f r - '

so lu t ion  de  ( f )  e t  so i t

I  :  R3  *  R3

l ,app l i ca t ' ion  de  c lu rs "  c l  qu j  à  xo  e  , r ,  assoc ie  T(xo)  =  ôe /Z 'o 'xo1 '  où  ô

es t  la  so lu t ion  Oe f f )  i ssue au  temps o=o du  po in t  xo ;  on  a  donc  :

T ttptol 1 =8ç(P/?) e ?r ,
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D'après  le  co ro l ra i re  (z ) ,  1a  so ru t ion  <p  es t  p -pér iod ique ,

coro l la i re  (6 )  l ' équa t ion  âux  var ia t ions  assoc iée  àEptn fp l l
.  . 1

morns  à  L ' t  (P ) ;  so i t  r  
*  

r ' app ' r i ca t ion  r inéa i re  tangen te  de
J"es t  représentée  par  la  mat r ice

e t  d 'ap rès

appar t i  ent

T  au  po in t

l e

au

p  (o ) ,

)t 3 -
(loto

bz 'zxtntot e/2)

b3*

dans  une  base  cho is ie  respec tan t  l a  symêt r i e ,  ( vo i r  1a
1e  chap i t r e  ( I I ) ) .

p ropos i t i on  (9 )  dans

Le  coe f f i c i en t  b ,  es t  non  nu r ,  donc  T " ( t l )  es t  t ransve rse  à  o1 ,  e t  donc  T (Er )
es t  t ransve rse  auss i  à  F ,  au  po in t60 (p /z )  e  F t ;  ce ra  en t ra îne  que  ra  su r face
T (V ) ,  où  V  c  c ,  es t  un  vo i s i nage  Oe {p1o ; ,  es t  t r an :
a r  au  vo i s inage  de  6q (p /z ) ,  

se ron  un  a rc  de  cou rbe : : ï : r : . " : r . ' ; . : t , : ï : r "
réc ip roque  de  ce t  a rc  pa r  T ,  es t  un  chemin  c  :  J  .  rR  *  d l '  où  J  =  r -1 ,+1 [ ,
passan t  deôp (o )  =  c (o ) ,  t e r  que  pou r  t ou t  po in t  c (u  )  e  o . , ,  où  p  e  J ,  r a  so ru_
t i on  "g i ssue  au  t emps  t  =o  de  c (u ) ,  e t  de  p l us

up (o )
et  urp (P/2)

d 'ap rès  l e  co ro l l a i re  (Z )  vç  es t  p_pér iod ique  appar tenan ta S (P) ,  ce qui

e cr.
I _  v 1 ,

L

prouve  que  ' l a  
so l  u t i o r r  ôc r  n 'es t  pas

pé r i od iques  appa r tenan t  à  S :  ( p ) .
I

i so l ée  dans  I ' ensemb le  des  so lu t i ons  p_

I I I  '3  o .  
3 : ï : :1 : l 'on de la  proposi t ion ( tz  )= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

1 .  La  démons t ra t i on  se ra

t ion précédente;  prÉjnons :

t rès  semb lab le  à  l a  démons t ra t i on  de  l a  p ropos i_
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So i t  J *  1 'app l i ca t i on  l i néa i re  tangen te  rep résen tée  pa r  l a  ma t r i ce

f\ 
br "\

t (out)(P/4) = 
[  

uz bz '2 
I

\ ' ,  
bg 

"l
dans  une  base  cho js ie  respec tan t  l a  symét r i e ; ' l e  coe f f i c i en t  a ,  es t  non  nu l

donc J*( r r )  est  t ransverse à d l ,  e t  donc T(r t )  est  t ransverse auss i  à  Ë,  au

po in t  T (ôp (o ) )  =  6o (P /4 )  e  a r ;  i l  en  résu l t e  que  l a  so lu t j on  ôP  es t  i so l ée

dans  I ' ensemb le  des  so lu t i ons  P -pé r iod iques  appar tenan t  a  S i ,o (P ) .

o = olr cr = o, soit  ô,p e S:. .r1e) fôo101 € 11, ôp(P/a) t  
"r l  

une solut ion de
t 1 t "

1ôt1  pour  À=  ô  ,  e t  so i t  T  :  IR3  *  n3  t ' app l i ca t ion  de  c l . r r .  .1  qu i  à

xo  e  r ,  .  R3  assoc ie  T (xo)  =ôP/q ,o ,Xo) ,  où  ô  es t  l a  so lu t ion  ae  1ôr1  i ssue

au temps 0 = o du po' int  xo,  on a donc

T (ôp(o ) )  =  ôp(P /4 )  eGt

2 .  E tan t  donné  que  1 'app l i ca t i on  I  :  R3  *  R3  dépend  con t i nûmen t  de

À  t  A ,  a lo rs  ' i l  ex i s te  un  vo i s inage  l , l  de  o  dans  A  te1  que  l a  so lu t i on  Àp( t )

appa r t i en t  à  S3 - " tP ) ,  où  À€  I . l ( ô ) ;  ce t t e  so lu t i on  es t  i s sue  d ' un  vo i s i nage  de"r-
l a  cond i t i on ' i n i t i a l e  de  l a  so lu t i on  ôp ( t )  

[ c ' es t  à  d i r e  de  ôp (o ) ]  e t  e l l e

tend vers ot ( t )  quand À tend vers 6.

I I I . 3 . 5 .  App l i ca t i on

Considérons le  système d i f férent ie l

5ï = t**  + rs( t ,x)  (Bï)

où ,  B*  es t  une  ma t r i ce  cons tan te  rée l l e  d 'o rd re  t ro i s ,
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et  où

g  :  IR  "  R3  'R3

es t  P -pé r i od ique  de  c l asse  c l ,  e t  I  es t  pe t i t ,  I  e  Â . IR .

Lo rsque  r  =  o ,  l e  sys tème (B l )  dev ien t
A

d x  h *
àÊ = s^* G.)

et est  d ' i t  système non perturbé; Iorsque À I  o,  t t i )  est  d i t  système perturbé

ou sys tème d i f fé ren t ie l  quas i - l inéa i re .

D'ap rès  l a  dê f i n i t i on  ( I . 1 .1 . )  l e  sys tème (B i )  admet  une  symét r i e  pa r  rappor t

à  r ,  au  temps  c r  s i  e t  seu lemen t  s i  l es  deux  cond i t j ons  son t  sa t i s fa i t es  :

1 .

2

(BJ) '  qtol

I  
g r ( t ' x1 'x2 'x3)

1  snt t ,x1 ,x2,x3)

g1 (2c - t , - x l , xZ , x3 )

-gu (2c r - t , - x ' x . x r  )
( L=2 ,3 )

Supposons que ( { )  .  F j . (P) ,  e t  (B ; )  es t  dé f in i  corune ( I i .3 .1 . ) ,  appar renant
"1

,  L t r tP) ;  a lo rs  (B i )  admet ,  pour  À  pe t i t ,  des  so lu t ions  p :pér iod . iques  dont

les  o rb i tes  sont  symét r iques  par  rappor t  à  l ,espace -c r (oxrx r )  dans  1 'espace

des phases  (oxyoXr ,oxr ) ;  en  e f fe t ,  é tan t  donné que (B j )  es t  au tonome,  on

conna i t  exp l i c i tement  tou tes  ses  so lu t ions ,  e t  pu isque (B j )  ,  L l r tp l ,

X . , *  (P /2) ( , r t )  es t  t ransverse  à  A l ,  se lon  une dro i te  (c 'es t  I 'espace de  so lu -
Do

t i ons  P -pé r iod iques  cons tan tes ) ;  d ' au t re  pa r t ,  l ' équa t i on  aux  va r ia t i ons  de

(B ï )  assoc iée  à  une  so lu t i on  cons tan te ,  es t  oans  L l r (p ) ,  e t  d ,ap rès  l a  p ropo -

s i t i on  (16 ) ,  1e  sys tème (B f )  admet  des  so lu t i ons  P -pé r ' i od iques  don t  l es  o r -

b i t es  son t  symét r i ques  pa r  rappor t  à  l , espace  
{ (ox rx r )

- 59 -



}

qTATRTEC OrÂPrrRE

ETUDE rilIGRrQrrE.

CHAPITRE IV

rv.1. l:::: i::: l::

La  loca l i sa t i on  numér ique  de  so lu t i ons  pé r ' i od iques  d 'équa t i on  d i f f é ren t i e l l e  à

coe f f i c i en ts  pé r iod iques ,  en  gênéra1 ,  es t  d i f f i c i l e ,  e l l e  dev ien t  a i sée  s i
' l ' équa t i on  

admet  une  ou  deux  symét r i e (s ) .

Nous présentons ic i  une méthode numér ique pour  t rouver  cer ta ines so lut ions pé-

r i od iques  d 'une  équa t ion  d i f f é ren t ' i e l l e  pé r iod ique  avec  symét r i e  (1 inêa i re  ou

non l ' inéai re)  d 'ordre t ro is ;  
' le  

moyen que nous ut i l isons est  la  " I . |ETHODE DES

SYMETRIES" ;  e l l e  s ' appu ' i e  su r  l es  symét r i es  de  1 'équa t i on  e t  des  so lu t i ons  re -

cherchées;  cet te  méthode éta i t  présentée par  B.V.SCHMITT dans [  Ô]  por .  t rouver

des  so lu t i ons  pé r iod iques  d 'une  équa t ion  d i f f é ren t i e l  l e  d 'o rd re  deux  ( l ' équa -

t ' ion de Duf f  i  ng sans d i  ss i  pat i  on)  .

Nous a l lons généra l iser  cet te  méthode pour  une équat ion d i f férent ie l le  pêr iod i -

que avec symétr ie ,  d 'ordre t ro is ,  e t  grâce à cet te  méthoder  pour  une équat ion

di f férent ie l le  pér iod ique donnée admet tant  une ou deux symétn ie(s) ,  nous pou-

vons local iser  numér iquement  deux types de so lut ions pér iod ' iques dont  les or-

b i tes ont  la  même symétr ie  que l 'équat ion donnée (pour  f ixer  les idées,  on

P r g n d  Ç =  a . r c = d  
I

.  r  i ' o=o ,

1.  Lorsque 1 'équat ion d i f férent je l ' le  pér ' iod ique possède deux symétr ies

por t  à  cr ,  ôu temps t=o et  F l  au temps t=P/4,  on d i t  qu ' i ' l  y  a  symétr ie

par

Par
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rappor t  ù  1 'o r ig ine ;  i l  y  a  dans  ce  cas  une so lu t ion  P-pér iod ique iso lée

, ï fd :  IR  *R3;  appar tenan t  à  S :  ^ (P)  s i  l a  cond i t i on  de  t ransversa l i té  a-  1 ' "
l ieu  c 'es t  à  c i i re  T(a1)  coupe t ransversa lement  Ë ,  au  po in t  T(<p*101;  =

ç* elq t  Ët ,  où T est  le quart  d 'appl icat ion de Poincaré de ( f )  au temps

t=o,  on  en  dédu i t  qu 'une per tu rba t ion  de  l 'équat ion  par  un  paramèt re  la isse

f l r r )  t ransverse à Ft .

Pour  avo i r  d 'au t res  so lu t ions ,  i l  fau t  var ie r  un  paramèt re ,  car  la  so lu t ion  ç r *

es t  i so lée  dans  l 'ensemble  des  so lu t ions  P-pér iod iques  appar tenant  à  S3. .o (P) ;
"  1 r "

nous  ve r rons  dans  ( IV .3 . )  une  l oca l i sa t i on  numér ique  de  ce  t ype  de  so lu t i ons

(c 'es t  à  d i re  l a  l oca l i sa t i on  numér ique  de  p * (o )  e  r ,  e t  du  pa ramèt re  pou r  1es -

que l s  l a  so lu t i on  es t  P -pé r i od ique  appa r tenan t  à  S :  ^ (P ) ) ."  L ' "

2 .  Lo rsque  l ' équa t i on  d i f f é ren t j e l l e  P -pé r iod ique  possède  une  symét r i e  pa r

rappor t  à  1 'espace  a ,  (n lan  ox ' x3 )  au  temps  t=0 ,  a lo rs  l a  so lu t i on  rp *  i ssue

ae io  = p*(o)  e  Ft  au temps t=o,  êst  P-pér iod ique appar tenant  à S3*te i  t i' 1

T (e* (o ) )  = rp * (P /Z ,o ,xo )  €  f '  où  T  es t  l a  demi -app l i ca t i on  de  Po inca ré ;  e t  i 1

ex i s te  dans  r '  passan t  pa ro  (o ) ,  une  cou rbe  i so lée  de  cond i t i ons  i n i t i a l es

c le  so lu t i ons  P -pé r iod iques  appar tenan t  à  5 !1e1  s i  l a  cond i t i on  de  t ransve r -
"1

sa l i t é  ( vo i r  1a  p ropos i t i on  (16 )  dans  1e  chap i t r e  I I I ) )  es t  sa t i s f a i t e ;  d ' ap rès

1a  p ropos i t i on  (16 ) ,  cec i  es t  poss ib l e  s i  l e  coe f f i c i en t  b ,  de  l a  ma t r i ce

(X . - * . (P /2 ) )  es t  non  nu l ;  ce la  en t ra îne  que  T (Ë1)  es t  t ransve rse  à  c r ,  e t  coupe
(ATP)

c r ,  au  vo i s inage  de  a * (P /z ) ,  se lon  un  a rc  de  cou rbe .  0n  ob t i en t  donc  dans  ce  cas

tou te  une  fam i l l e  de  so lu t i on  P -pé r iod ique  de  1 'équa t i on ,  sans  aucune  va r ia t i on

de  pa ramè t re ;  dans ' l e  pa rag raphe  ( IV -3 .2 . )  nous  avons  exp l i qué  l a  l oca l i sa t i on

numér ique  de  ce  t ype  de  so lu t i ons .
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Par contre,  cet te  méthode ne nous permet  pas de local iser  numér iquementr  pour

une  équa t ion  P -pé r iod ique  possédan t  une  symét r i e  pa r  rappor t  à  I ' espace  c r (ox r ) ,

des  so lu t i ons  P -pé r iod iques  appar tenan t  à  S :  (p ) ,  pa rce  que  1a  cond i t i on  de
"L

t ransve rsa l i t é  es t  imposs ib ' l e  à  réa l i se r  pou r  des  ra i sons  de  d imens ion ;  en

ef fe t  s i  deux courbes de lR3 r "  aoup"nt ,  même t ransversalement ,  en un point ,

une  pe t i t e  pe r tu rba t i on  de  ces  cou rbes  fa i t  d i spa ra î t re ,  en  généra l ,  l eu r  i n -

tersect i  on.

Nous  ve r rons  dans  ( IV .2 . )  l e  p r i nc ipe  de  l a  mé thode  des  symé i r i es ;  nous  en  p ré -

sentons un organigramme, permet tant  de déterminer  des condi t ions in i t ia les de

so lu t i ons  P -pé r iod iques  appar tenan t  à  S :  ^ (P ) ;  nous  donnons  en f i n  un  exemp le
"  1 ' "

de  reche rche  numér ique ,  où  nous  ca l cu lons  exp l i c i t emen t  des  fam i l l es  à  un  pa ra -

mè t re  de  cond i t i ons  i n i t i a l es  de  so lu t i ons  pé r iod iques  d 'un  sys tème d i f f é ren -

t ' i e l  de  d i rnens ' i on  t ro i s .

IV .1 .1 .  So i t ' équa t i on  d i f f é ren t i e l l e  pé r iod ique  d ,o rd re  t ro i s  :

+ayy ' y "  *2y ' 3  =bcos t  ( 13 )v

où  (a ,b )  e  IR2

y  =*1 , ,  =x r ' l= * 3 i

1  ' é q u a t i o n  ( 1 3 )on  ob t i en t  un  sys tème équ iva len t  à

I

, y€R procédons au changement  de var iab les su ivants :

*z
-ax1 xz x, -zxl + b cos t

*r

d 'ap rès  l a  dé f i n i t i on  ( I . 1 . 1 . ) ,  l e  sys tème

chois i  le  système D(a,b)  comme un exemple à

deux types de so l  u t i  ons pér ' iod i  ques .

D (a ,b ) ;

o
D(a 'b )s  F -  ^ (2n) ;  nous  avons

' 1  r -

étudier;  et  nous al lons chercher

I

f* i

1:;
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1 .  So lu t i ons  pé r iod iques  ha rmon iques  de  pé r iode  m in ima l  e  ? r  ( resp .  sous -

ha rmon iques  de  pé r iode  m ' i n ima le  2Kn ,  K=3 ,5 , . . . )  don t  l es  o rb i t es  son t  symé-

t r i ques  pa r  rappor t  à  I ' o r i g ine ,

2 .  So lu t i ons  pé r iod iques  ha rmon iques  de  pé r iode  m in ima le  2 r ,  don t  l es

orb i tes sont  symétr iques seulement  par  rappor t  au p lan Fr(oxrxr ) .

IV ' 1 ''' ::l::l:::=!::l::l::::=*=3f :!l:=ïl*l:::.
So i t  o ( t , o , xo ,a ,b )  1a  so lu t i on  vec to r i e l l e  ( de  composan tes

pour  des  va leu rs  f i xées  de  (a ,b ) ,  dépendan t  ana ly t i quemen t

men ts ,  i ssue  de

Q1$2 'P t )  de  D(a 'b )

de tous ses argu-

1 .

pa i re  e t

forme :

o
X =

s i  pe  qo
"o r t

harmoni que,

/-? \
/  

- \

|  
- i  

|  .  R3 au temps t=o;
l f

\ - :  /

o (2n ) ,  a lo rs  sa  p remiè re  composan te

impai re son développement  en sér ie

cr l  est  2r -psr iod ique

de  Four ie r  es t  de  l a

or { t )  =  a l  cos  t  +  a ,  cos  3 t  +  a5  cos  5 t  + . . .

0n  no tera  par  S  3r ,o ,D,2n) ,  I resp  S ]1  o (D,ZKn)J  l ,ensenrb le  des  so lu t ions

2n-pér iodiques dont 1a première composante est  2t-pér iodique paire et  harmoni-

que impa i re  I resp .  21n-pér iod ique pa i re  e t  sous-harmon ique impa i reJ ;  dans  l 'es -

nac" ( * ! ,â* ,b )  no tons  par  ro (a* ,2n1 [  resp .  lo (a* ,zKn) ]  l ' ensemble  des  ( *T ,u)

te1 s que :

e(t ,0,*T,o,o,a* ,b*)  e S 
l ,o tD,Zn) , I resp 

S 
i ,e(D,2Kn)J
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A chaque  po in t  ( rT ,u  ,b )  de  to (a * ,2n )  co r respond

de  D(a* ,b )  qu i  es t  2n -pé r iod ique  e t  sa  p remiè re

pai re et  harmonique impai re;  comme une solut ion

2Kn-pér iod ique on a donc :

r o (  a * , 2n )  .  l o (a * , 2Kn  )

I  a  so lu t ion  o  ( t ,0 , *T ,o ,o ,a* ,b*1

composante est  Zr-pér iodique

2n-pér iod ique es t  une so lu t ion

2 .

i nrpa i re

S i

de

r l 2
Q e  S  ; : ( l n ) ,  

a ' l o r s  sa

t-n /? ron Aeuu.l oppenent

première composante o,  est  2n-pér iod ique

en sér ie  de Four ier  est  de la  forme

t  +  b r s i n  2 t  +  ô3  cos  3  t  +  . . .@1( t )  =  a1  cos

0n no tera  par  J ! ' to ,2n)  1 'ensemble  des  so lu t ions  2n-pér iod iques  dont  la  p re-
1

mière  composante  es t  2n-pér ' iod ique ' impa i re ;  dans  1 'espace 1x ! ,x ! )  no tons  les

paramèt res  (a ,b )  son t  f i xées  par  r1a" ,b* ,2 r )  1 'ensemble  des  po in ts  1x ! ,x ! )

te l  que

\D (t,r / z,o,*!,*3,â*,b* )r S' ' l j  Gn) ;

on  no te ra  pa r  tA ,  t s  l ' ensemb le  des  a  e t  b  .

Notre but  est  de déterminer ,  par  des moyens numér iques,  cer ta ines branches des

su r faces  l s (a ,2n )  .  r l  X ,A  X  t s ,  ( r esp . r ( a ,b * , 2n )  .  F l  XA  X  t s ) ,  engen -

d rées  pa r  r o (a * ,2n )  .  11  X  t s ,  ( r esp .  r ( a * ,  b * , 2n ) .  Ë f )  l o r sque  a *  pa rcou r tA j

la  déterminat ion numér ique des courbes correspondantes à ro(a* ,2n) ,  xo(a* ,ZKn;

ne  d i f f è re  que  pa r  l a  pé r iode ,  e t  pou r  ce ' l a  nous  a l l ons  exp l i que r  dans  l a  su i te

la  méthode correspondant  à la  courbe lo(a* ,2n)

f i xe  a (a=a* ) ,  on  rappor te  l e  p lan  qa  = ( .1 ,â * ,b )  au  sys tème d 'axe  (ox ! ,ob )  e t

note par  (u i ,v i )  les coordonnées d 'un point  m1 appar tenant  à qt*  e t  par

0n

on
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nt .1r i )  =  er (n /2,o,u i ,o ,o ,a* ,v . ,  )

1 'équa t i on  de  dé f i n i t i on  de  ro (a * ,2 r , 1  =  [ o (a ,2n )  n  qa *

nous déterminons numér iquement  une sect ion de sur face

qu l=  r . ,  x  i a * ] ;  où  a  e t  b  son t  f i xées  (a ,b )  = (a * ,b * ) .
b ' r

=o

;  e t  pour  t1a* ,b* rzn1

par certains plans

0n rapport"  q: :  au système (ox! ,o*!) ,  on note par
b*

Rl. f r r l  =  Q(3n/2,nf2,o,* ! ,n ,*3,n,ô* ,b*)  = o

' f  ' équa t i on  de  dé f i n i t i on  de  r ( a *  , b * , 2n )  =  r ( a ,b *  ,Zn )  n  qu * .
b *

'u''' !3=l::I1:=::l::l:::=:::=:Iï::l::
Le pr inc ipe de la  méthode des symétr ies est  le  su ivant  :

supposons  qu 'on  veu i l l e  che rche r  une  so lu t i on  de  D(a  ,b )  appar tenan t  â

tT ,o ,D ,2n1 ;  so ien tp ,ô  deux  so lu t i ons  de  D (a * ,b ) ,  i s sues  de  t o1 (o ) , b t ( o )

au  temps  t=o r  on  ca l cu le  pa r  une  mé thode  d ' i n tég ra t i on  numér ique  (pa r  exemp le

la  mé thode  de  Rung-Ku t ta  d 'o rd re  4 )  a t \ /Z )  e t ï r { r tZ ) ;  s i  :

alr /z)  .a l r /z) .  o

a lors  i l  ex is te  nécessa i rement  en t re  o r (o )  e t  ô r (o ) ,  sur  o* ! ,  a ,  n ro ins  une

cond i t i on  in i t i a l . ,o i to )  d 'une  so lu t ion  2n-pér iod ique  pa i re  e t  ha rmon ique  im-
*

pa i re ,  ca rA^ (n /2 )  dépend  con t i nûmen t  de  g * (o ) ;  pa r  d i cho tomie  on  l oca l i se  <p* (o )

avec la  préc is ion dési rée;  cec i  est  considéré comme étant  la  première r ;ape

programme qui  ca lcu le toute une branche,  ce programme se const i tue en ; ro is

étapes su ivantes :
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t)

1 .  Recherche  du  p remie r  po in t  de  ro (a * ,2n )  (PR0C1)

2 .  Recherche  d 'un  deux ième po in t  de  ro (a * ,2 r , )  (PR0C2)

3 .  Recherche  d 'au t res  po in t s  de  ro (a * ,Z t t )

Nous  a l l ons  dé ta i11e r  chaque  é tape

IV .2 .1 .  P remiè re  é tape  PROCI  (m 'm.m* )

Cet te étape nous permet  de ca lcu ler  un point  à  e près (où e est  donné)  de

lo (a * ,2n )  à  pa r t i r  de  deux  po in t s  que l conques  de  qa * ;  so i en t  r t ( u t , v1 ) ,
^ *

^z ! z , v r )  deux  po in t s  de  q "  t e l s  que

r l e

I '

l a -

on

on

Ru*

^z

ca l  cu le  Rô*

s 'a r rê te  e t

1mr)  >  o  on

1e  po in t  m,

i  I  na.1mr) |
*  

rzn) ,  s inon,

Ra"1mr)  >  o  o

1mt )  |  <  e .

e  a lo rs

e t  s i

n  appe l  le

un

(D)

æl'

*u* ( r l )  '  o ,  Ra{mr)  .  o ;

( t g ) ,  où  m,  es t

donc m*=m, est

appe l l e  m ,  1e

0n recommence

le  m i l i eu  de  m ,  e t  m .

' l e  
po in t  che rché  de  ro (a

po in t  m3 ,  au  con t ra i re  s i

a i ns i  j usqu 'à  ce  q re  lRa*

e  p rès  de  ro (a * ,Zn ) ;  é tan t  donné

de demi-droite, et mi s' i tué sur ro(i,2,r)

lU  .2 .2 .  Deux ième é tape PR0C2 (m. ,  ,1 . ,  ,L ,a ,B ,nr f  , t i , t i1
I L L L C

Cette étape

e > o r L l t

à  e  p rès ,

nous donne

o ,  L ,  >  o ,

second po ' in t  à

une  d i rec t i on

Lr

re

F' is .  (  1 )
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On ca lcu le  (vo i r ' l a  f i g . l )  Ru* ( r l ) ,  na*1mo)  e t  pu is  1e  p rodu i t

Ra"1mr) Ra"1mo)

r *  ^ *

Si  R"  (mr ) . l i d  (mO)  .  o ,

nouveau point  mi  s i tué à

on rempl ace L, par t l /Z

IV .2 .3 .  T ro i s i ème  é tape

Ce t te  é tape  nous  donne  un  au t re  po in t  s i t ué  à  e  p rès  su r  t o (a * ,2n )  à  pa r t i r

de  deux  po in t s  de  ro (a * ,2n ; .

so ' i t  m j ( rn ,Vn ) ,  * i * t (un+ l , vn+ l )  deux  po in t s  de  ro (a * ,2 r , ; ;  so i t  (D )  l a  demi -

d ro i t e  r i  * l * f ;  e t  so i t  15  l e  po in t  de  qu *  r i t ué  su r  l a  d i r ec t i on  (D )  à  d i s t ance

L ,  de  r i * t ,  e t  m ' ,m ,  des  po in t s  de  qa* ,  ob tenus  à  pa r t i r  de  n ,  dans  l a  d i rec -

t i on  (D I ) ,  à  une  d i s t ance  éga1e  à  Lz .
- h 6

1d zrt )

F i g .

En app . l i quan t  (PR0C2)  e t  (PR0C1)  on  ob t i en t  un  nouveau  po in t  s i t ué  à  e  p rès

de  r  ( a * . ; 1 , ' ) .
o '

Sur  la  f ig . (3)  on a représenté un organigramme regroupant  les t ro is  étapes
. . *

pou r  l a  dé te r rn ina t i on  po in t  pa r  po in t  de  l a  cou rbe  ro (a * ,2n )  dans  1e  p lan  qo

a lors  on  app l ique la  p remière  ê tape;  on  ob t ien t  un

e  p rès  de  ro (a* ,2n) ,  s i  na*1m, ) .na  1mo)  >  o ,  a lo rs

et L, par 3L21 4 et on recommende
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s , l iaêns  t  t ) ,  É?9t  l l ,  h r . ( r r . , va) r r r  j  = ( [ r ,v . )

ô- ,  ( r r  l ) ,  L .  ,L ,  ,L i r , l r  n^ ,  N.  o2 N t iAt l

l l -o tT l . t /z r t

P. = Ètna )tt" = tL.+ ïl

(o{'?)= nï,- r,n!

h^*t =
'Lr= 

z

L,. -- l l

r"{;

L^*

t/t

e z (r"1, \ , L, ,4rP, tni, LI, { )

Li
N

2 Lir i

ort l

fRoc. (r^, rr,., trf )

Organ ig ran lne  de  to (a * ,2n )F ig .  ( 3 )



IV .3 .2 .  Dé te r l n ina t i on  numér ique  de  l (â * ,b * ,2n )

La méthode de déterminat ion numér ique de toute une branche r (a* ,b* ,2n1 ne

d i f f è re  pas  beaucoup  de  ce l l e  de  l o (a * ,Zn ) ,  e t  e1 le  peu t  ê t re  e f fec tuée  de

la  man iè re  su i van te  :

0n  cho is i t  t ou t  d rabo rd  deux  va leu rs  pou r  a ,b ,  so i t  a=a* ,  b=b* ;  pu i s  on  ca l -

cu le  l e  po in t  ( x ! , a * ,b * )  e  ro (a * ,2n )  avec  un  temps  in i t i a l  t o=o  e t  î e  t emps

f ina l  (TF)  = r /2 ,  ce la nous permet  de considérer

comme un po in t  appar tenant  au  p tun  qu l  e t  à  par t i r  de  ce  po in t  on  app l ique
b

les t ro is  étapes de ca lcu l  pour  un tenrps in j t ia l  to=r /?,  TF=3nl2 avec

*T=0 ,  b=b*  f i xés ;  ces  deux  pa ramèt res  co r respondan t  à  (u , v )  dans ' l a  desc r ip -

t i on  de ' l ' o rgan ig ramme,  se ron t  remp lacés  i c i  pa r  1x ! , x ! )  pu i sque  c ,es t  dans

c ,  =  (ox rx r )  gue  nous  dé ten i i i nons  r1a* ,b * ,2n ) ;  nous  cho is i ssons  donc  ces  deux

po in ts  i n i t i aux  du  p lan  E r (ox rx r )  e t  une  d i rec t i on  Û  =  (o ,B )  dans  ce  p lan  pou r

ca l cu le r  une  cou rbe  r1a* ,b * , z r )  ou  po r t i on  de  cou rbe ,  dans  1ox rx3 ) ;  su r  I a

f i gu re  ($ )  nous  avons  rep résen té  l a  b ranche  r ( 1 ,1 ,2n ) .

No's pttognanmz,s ont etê- zxô.eutê-,s e,n BASIC; tou.t Le,s calcuLs

ont ô-tQ- e,{{ectuQ-a ^ui un ondinalun C2MM)D)RE 40t6,

t ' tr  kuqaqr ôASIC.

* l  = oiO /2,o,* ! ,o,o,a*,b* )

* !  = el{"2 z,o,x l ,o,o,a*,b*;
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b
f ig.'.-1. :

%

l a

lr

2t

{ .

s

Répart ' i  t i  on dans I  r

( *T ,b ) ,  des  cond i t '

i n ' i t ' i a ' l es  (au  temp:

des  so lu t i ons  2n -p i

Cou rbe  ro (o ,2n ) .

:  p l an

i  ons

; to=o )
i r i  od i  que

r_
x"n
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f lg ' - ! '  :

Répar t i t i on  dans  1e  p l an  ( *T ,U ) ,

des  cond i  t i  ons  i  n i  t i  a l  es
(au tenrps to=o)  des so lut ions

2r-pêri od' iques ;
Cou rbe  ro (1 ,2n ) .



f lgr -9 ' . :
Répar t i t i on  dans  ' l e  p lan  1x ! ,U ; ,
des  cond i t ions  in i t ia les  (au  temps t :o )
des  so l  u t ions  2n-pér io r l ' i ques ;
Courbe Lo(2 ,2" ) .



f ig ' . -2. :
Répar t i t i on  dans  1e  p l an  1x ! , 01 ,
des  conc j i t i ons  i n i t i a l es  (au  temps

des  so lu t j ons  2n -pé r iod iques ;

Cou rbe  ro (3 ,2n ) .

t=o )
o '
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I ig ' -9 '  :

Répart ' i t ' ion dans 
' le  

p l  an

des  cond i t i ons  i n i t i a l es

(au temps to=r/Z) cies

so lu t i ons  2n -pé r iod iques  ;

Cou rbe  t o (  1 , l , l n  )  ( b=1 ,a=1 ) .

1x!,x!),

x;
ti

L- 1
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g raphe ,  dans  1e  p l an  ( t , x ) ,

*  =  ( x1 , x2 , x3 ) ,  d ' une

so l  u t i on  2n -pé r iod ique

appar tenant  à
r/2

L ' ( 2 " ) ;  i s sue  du  po in t
"1

$2 = 0.75274L78,

t3  =  1 .01419581)  e r (1 ,1 ,2

g raphe  dans  l e  p l an  ( t , x ) ,

*  =  ( x l , x2 , x3 ) ,  d ' une  so lu t i on

2 -pér iod ique appar tenant  à

S :  ^ (2n ) ,  i s sue  à  l ' i n s tan t

t=o du point

( r 1  =  1 .103125 ,  b=o )  e  Lo (Z ,h )

g raphe  dans  l e  p l an  ( t , x ) ,

*  =  ( x l , x2 , x3 )  ,  d ' une  so lu t i on

I r -pér iod ique appar tenant  à

1=n/Z)  du  po in t

* !  = 0.592778466,

*3  =  1 .15511072)  e  r (1 ,o ,2n)

ï -

I

t ' r r r ) ,  issue à t ' instant

F ig .  ( 10 )
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graphe ,  dans  l e  p lan  ( t , x )

*  =  ( x1 , x2 , x3 ) ,  d ' L l ne  so lu t i on

Zn-pér iod ique appar tenant  à

S3 ' ,  o ( ro )  i s sue  à  I ' j n s tan t
-ô

t=o  du  po in t  ( * i=4 .159375 ,

b=8.1422L438)  e ro(  1 ,2n)  .

g raphe ,  dans  1e  p l an  ( t , x )

*  =  ( x1 , x2 , x3 ) ,  d ' une  so lu t i on

2n-pér iod ique appar tenant  à

S :  ^ (2n )  i s sue  à  I ' i n s tan t
' 1 r  "

t=o  du  po in t  ( x?=4 .159375 ,
I

b= -2 )  e  r o (3 ,2n ) .

F ig .  (e )
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TABLEAU I

Poin ts  ( *T i ,o i  1  e  ro(  L ,2n)  ,

correspondants aux solut ions

de  1a  F ig .  ( 5 ) .

TABLEAU 2

*
m .'l

1
I

2
3
4
5
6
7
I
9

t0
11
T2
l3
I4
15
16
L7

: :

0.  580415274
1 .  10323525
3.  141 10856
3.  73496348
3.76575625
3.4902s258
2.92693369
2.81640625
2.7844341
1 .63073449
1 .20999306
2 .10056171
3.55t29249
3.68306539
4.  2309 1009
4.599527rI
4  .69375
4.728751t7

===============

-0 .330148631
0.328IIt?74

10.001 17  185
13.987005
13.1345079
8.t422I438
1.  16506967
0.0000000

-0.328147062
- 10. 2609686
-21.24t6787
-40.7206925
-64.089831
-56.916988
-14.922048
-2.9277t44
0.0000000

== =l=11lll1::===

o*1 i b .'l

*
m .'l

Poi  n ts  ( * ! i  , *3 i  )  e  r  (  1 ,1 ,2n)  ,

correspondants aux so lut ions

de  1a  F ig .  ( 8 ) .

*n .'l

1
2
3
4
5
6
7
I
9

10
l t
I 2
13
l4
15
16
t7
18
19
20

*!i
= = = = = = = = = = = = = = = = :

x9.
J I

n .
1

0.012t0L?72
-0.0302525238
-0.25975945
-0.75274L78
-2.06287452
-2.87005673
-3 .69428155

-  12 .4980208
-2?..4944L05
-26.044028t

6.  7585 1363
7 .04162843
8.  58783287

1  1 .005549
20 . 582 185 1
30. I 793869
39 .7787018
2.92945345
3.07320893
7.01883241

==================

1 .77193386
1 .  681  15509
1 .35387001
1 .01419581
0. 392 5809 3 1
0 .11s846605

-0. 100994709
-0 .96s018764
-r.22857t66
-  I  .2806186
-0.  5  19933887
-0.420694053
0.0000000
0 .416941868
I  . 07453187
I  .302902 19
1 .41754898

-0.0865705823
0"0525874293
1.33?21243
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