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INTRODUCTION

L'étude des équations différentielles non autonomes, fait 1'objet de nombreux
sujets de recherche notamment dans 1'étude des processus décrivant 1'évolution
de certains systémes intervenant dans les sciences physiques, biologiques, dans
lesquelles on désire produire ou empécher 1'apparition de certains phénoménes
périodiques. Pensong\par exemple aux oscillations de 1'électron, aux vibrations
des ailes d'avion. Ces motivations conduisent & poser des problémes simples mais

combien difficiles a résoudre.

Le but de notre travail consiste a étudier un systéme différentiel de dimension
trois ayant certaines symétries. En dimension deux, lorsque le systéme diffe-
rentiel vérifie les deux propriétés suivantes :

1. Te systeme difféerentiel est périodique (les coefficients dépendent pério-
diquement de t)
2. Te systéme différentiel posséde certaines symétries,

on a pu obtenir des résultats intéressants sur le plan théorique [3 1,00,
mais aussi sur le plan numérique, lorsque on cherche & localiser numériquement
des solutions périodiques avec symétrie.

Ici on va étudier si de telles coincidences de propriétés (périodicité, symé-
tries), peuvent apporter, en dimension trois, des connaissances nouvelles.

Le premier chapitre est consacré aux définitions et propriétés des symétries;
nous montrons dans la proposition (1), qu'un systéme différentiel avec deux sy-
métries par rapport a deux espaces de symétrie ou un seul, en deux temps diffa-
rents, est toujours périodique; puis nous montrons que 1'orbite d'une solution
issue d'un point de 1'espace de symétrie d'un systéme différentiel possédant
une symétrie par rapport a cet espace au méme temps, est symétrique par rapport
a cet espace; on montre également, lorsque le systéme posséde une ou deux sy-
métries en deux temps différents, qu'avec des conditions supplémentaires cer-
taines de ces solutions sont périodiques et ont des orbites symétriques; enfin
on termine ce chapitre en traitant les systémes différentiels P-périodiques
avec symétries.



Dans le deuxiéme chapitre, j'ai étudié les systémes différentiels périodiques
linéaires avec symétries; dans e § 1, on obtient des résultats trés semblables
aux systémes différentiels linéaires périodiques avec symétries de dimension
deux; par exemple, nous montrons que si (A) € Ef(P), (c'est 1'ensemble des sys-
témes différentiels linéaires P-périodiques aveL symétrie par rapport a 1‘'axe
OX; Ou au plan oxjxk au temps a), alors (A) et ses solutions fondamentales sont
entiérement définie§ par leurs valeurs sur [0,P/2]; le § 2, apporte un résultat
nouveau, a savoir que tout systéme différentiel linéaire P-périodique avec sy-
métrie par rapport & un plan ou & un axe au temps a, admet toujours une solution
non triviale dont 1'orbite est symétrique par rapport & 1'espace de symétrie,
ce qui veut dire, que tout systéme (A) e |*. (P) est toujours exceptionnel (pro-
position 9 et corollaire 5); nous finisson; ce_paragraphe par une structuration
déterminée par 1'intermédiaire de X;(P/2), de Bi (P), ou j est la dimension de
1'espace des solutions P-périodiques dans |;(P); enfin, nous étudions la stabi-
lité d'un tel systéme (A) € |;(P),(a=0).

Le troisiéme chapitre est consacré a répondre, dans le cadre des symétries,
aux deux questions suivantes :

1. Lorsqu'on a obtenu une solution périodique ¢, issue de x0 = V(ty) @ 1'ins-
tant t=t,, du systéme (f), cette solution périodique est-elle isolée (c'est
d dire existe-t-il un voisinage V c I13, espace des phases de (f), tel
qu'aucune autre solution issue de X € V(x #x0) au temps t=t, ne soit pério-
dique) ?

2. Si la réponse a (1) est affirmative, et si (f) dépend d'un paramétre
» € A ¢ RM™ (on notera (*f) un tel systéme, peut-on prolonger la solution
périodique isolée obtenue pour X =§(5€A) & tout un voisinage W de A dans A,
de maniére a ce que, pour tout A € W, (*f) admette une solution Ap périodi-
que et une seule, qui tend, par 1'intermédiaire de sa condition initiale au
temps ty vers % si A tend vers & ?

I1 est bien connu depuis Poincaré [2] que la réponse a ces questions est affir-
mative si 1'équation aux variations (Aﬁ) associée éxg\est non exceptionnelle
(c'est a dire n'admet pas de solutions périodiques non triviales); nous démon-
trons dans le § 2, que si (Af) et (%) possédent 1a méme symétrie, alors 1'équa-
tion aux variations (A%) associée a S¢ posséde aussi la méme symétrie et est
toujours exceptionnelle, ce qui rend inapp]icab]é le théoréme de prolongement



de Poincaré. Mais nous verrons dans les propdsitions (16 - 17) une réponse
affirmative & ces deux questions lorsque (A%)'e Ei(P); enfin nous finissons
ce chapitre par une application sur 1'atude des systeémes différentiels quasi-
Tinéaires autonomes P-périodiques avec symétries, i € {1,2,3).

J'ai terminé ce travail par une étude numérique (Chap. 1v), qui nous permet

de trouver, par 1la 'méthode des symétries", des solutions P-périodiques dont
les orbites sont symétriques par rapport a 1'origine, et d'autres solutions

P-périodiques dont les orbites sont symétriques par rapport a un plan.

Aprés 1'exposé de 1la “méthode des symétries", j'aij appliqué cette étude 3
1'exemple suivant :

X, = x

1 2

. ‘ 0.3 .
X, = ax1x2x3 2x1 +bcos t, D(a,b);
X3 %X

J'ai tracé pour (521,2,3) une portion de Zo(a*,Zn), (1'ensemble des conditions
initiales pour lesquelles les solutions sont 2n-périodiques d'orbites symétri-
ques par rapport 3 1'origine) et j'ai trace €galement une partie de z(1,1,2n),
(1'ensemble des conditions initiales, pour Tesquelles les solutions sont
2n-périodiques symétriques par rapport au p]an“oxzx3 dans 1'espace des phases
(0x1,0x,,0x,)) pour (a*,b*) = (1,1) fixe.-



PREMIER CHAPITRE

DEFINITION ET PROPRIETES GENERALES
DES SYSTEMES DIFFERENTIELS
PERIODIQUES AVEC SYMETRIES

 CHAPITRE I

Ce paragraphe débute par la définition et une interprétation géométrique de

. symétries d'un systéme différentiel d'ordre trois; ensuite nous donnons quel-
ques exemples de systémes différentiels avec symétries; enfin nous é&tudierons
des systémes différentiels avec deux symétries en deux temps égaux ou diffa-

rents.

On considére le systéme différentiel

< £(t,x) (f)

ou f = (fl,fz,f3) : R xDQ3 > H23, est de classe C1 en x, et continue par
morceaux en t; on notera (xl,xz,x3) les coordonnées de x e B23.

Pour tout (t,x) € R x B?3, on désigne par Vt(x) le vecteur f(t,x) issu de x
a 1'instant t.

I.1.1. Définition 1

On dira que (f) admet une symétrie par rapport & 1'axe o xj (resp. au plan
0 X. xk) au temps t =a, si la relation Suivante est satisfaite :

J
Varg (S()) = S(-Vy_ 0x)), (1)

0u S(x) est la symétrie Par rapport a cet ax: (resp.ce plan).

Par rapport aux coordonnées de H23, si 1'espice de symétrie est 1'axe o x
alors la relation (1) s'exprime par les egalités suivantes :

1,



{fl(a+t’x1”‘2’x3) = ~f (amtixysXp7g)
fQ(a+t,x1,x2,x3) = fl(a-t,xl,—xz,-x3) g = (2,3).

De méme si 1'espace de symétrie est le plan 0 X, X3» alors nous avons les éga-
1ités suivantes :
fl(a+t,x1,X2,X3) = fl(a’t’-xl,x23x3)
fk(a+t,x1,x2,x3)==-fk(a-t,-x1,x2,x3) (k = 2,3)3

on désigne dans la suite 1'ensemble de tous les espaces de symétries par

- ps = pu U ' 0o 3
B = {01,02,63,61,62,03} ol oy est 1'axe 0X; et ol oy est le plan 0X,Xq3
dans la suite, nous noterons o un élément de E3 o représente alors

- - o
g, s1 o= o et o3 si o= 3. On notera FG,1'ensemb1e des systemes diffe-

rentiels admettant une symétrie par rapport a 1'espace o au temps t=aq,

oud o € E.

Remarque 1
11 est possible que le systeme (f) possede une symétrie par rapport a un

espace o au temps a, et une autre par rapport a 1'espace & au temps B3 on

a alors :
o B .
(f) € F 0 E, (o—,é—)e E
o o

Exemple 1 : Soit 1'egquation differentielle d'ordre trois :
y' o+ gltay.y'yt) =0 (2)

oty e R, g: H24 » R . Procédons au changement de variables suivant :
y = X19 y = Xza y = X3 : (3)

on obtient un systeme équivalent a 1'équation (2) :

X1=X2
XI2 = 'g(taxlaxzax3) (4)
X35 X

le systéme (4) admet une symétrie par rapport & 1'axe 9 (resp. plan &1)

au temps t=o si la fonction g satisfait les conditions suivantes :



g(t,xl,xz,x3) = g(—t,xl,-xz,-x3), (resp. g(t’xl’XZ’XB) = -g(-t,-xl,xz,x3))
Ainsi 1'équation
y/l/ + y yl yll + 2y|3 = Cos 2t
se transforme, par le changement de variables (3), en un systéme différentiel

appartenant a FUO n Fg/ll
1 1

Exemple 2 : Soit 1'équation d'Euler

"

-2 -3
X+ t x" + a, t " x=¢ (E)

én procédant-au changement de variables :

X = XooX' = %x,,x" = x.
1’ 2° 3

QA o

on obtient un systéme différentiel appartenant 3 F

Exemple 3 : Soit le systéme différentiel

Xl = sin t
22 = Ccos t (b)
X3 = x1 x2 x3

on a ici 1'exemple d'un systéeme différentiel non linéaire 2, périodique

o /2 /2 o
appartenant & F? n F? n Fc_ n Fa-'

Exemple 4 : Soit le systéme différentiel

1 7% %
ko = Xy X3 (c)v
k3 T Xy Xg
P : . = %1 Gz “3 <
on verifie que (c) appartient a FE_1 n F__&z n FE—3 ou (al,az,a3) € R.

Pour toutes les IZonstrations qui vont stivre, et sauf précision contraire,
par symétrie axiul. on sous entend la symétrie par rapport a 1'axe op et par

symétrie par rapport i un plan on sous ertend le p]an'?i.



1.1.3. Nous examinons dans ce paragraphe des systémes differentiels quel-
conques avec deux symétries; on montrera qu'un systéme differentiel avec
deux symétries par rapport a deux espaces de symétrie ou un seul, en deux

temps différents est toujours périodique.

Proposition 1

a B
1.5i(f)e F n F ou (€ E)etatf#sB, alors (f) est périodique
o o '

de période 2(8-a).

o B , ‘
2.Si(f)e f n F, o0 (0?0, o€k, o€cE)etats,alors (f)est
o

périodique de période 4(g-a).

Démonstration

1. D'apres la définition (1) on a :
i 1-1 i i
fl(t’xl’XZ’X3)=(-1) f1(2a-t,(—1) xl,(-l) xz,(-l) x3)=

=f1(2(8—a)+t,x1,x2,x3)

1-1
X

£ t,xl,xz,x3)=(-1)1f‘ £ (2amt, (1) Ty (51)1x2,(-1)1x3)=

il
=fk(2(6-u)+t,x1,x2,x3).

ou (k=2,3) et ou (i=o0 ou 1) pour 81,01 respectivement.

1

2. On prend o = 045 0 = &1, d'aprés la definition (1) on a:

f t,xl,xz,x3) =-f1(2a—t,x1,-x2,-x3) =f1(4§-26-t,-x1,x2,x3)=

1{
= fl(ZB—(46-4u+t) ’—Xl’XZ"*3)_.= f1(48-4q+t,x1,x2,x3)

fk(t,xl,xz,x3) =-fk(2a-t,xl,—x2,-x3) =-fk(28-2a+t,-x1,-x2,-x3) =

=f (26—(48-4a+t),—x1,x2,x3) =fk(46—4u+t,x1,x2,x3)

k

oi k =(2,3), ce qui achéve 1a démonstration.

- 10 -



Dans la proposition précédente on s'est limité a étudier des systémes diffé-
rentiels admettant des symétries par rapport & deux espaces (deux axes, deux
plans, un axe et un plan) car 1'étude'des systémes différentiels admettant

plus de deux symétries se raméne a 1'étude des systémes différentiels admet-

o B Y
tant deux symétries en effet si (f) e F-nF noF alors d'aprés
T o o

la proposition (1)(f) est périodique de période P = min(2(B-a),2(B-v),2(y-a)).

On a vu dans (I.1) les propriétés des systémes différentie]s avec symétries.
Nous allons voir dans ce paragraphe une propriété de certaines de leurs solu-
tions; on démontrera que lorsque le systéme (f) posséde une symétrie par rap-
port a 1'espace o(c € E) au temps o, alors 1'orbite de 1a solution issue au
temps o d'un point de 1'espace o de symétrie, est symétrique par rapport a
cet espace.

On notera § (f) 1'ensemble des solutions de (f), on désigne par I(0)c R,
1'ensemble de définition maximal de la solution ¢ ¢ S(f) (0: R » B23).

[.2.1. Proposition 2

a
Soit (f) e F o0 (ce E), et soit ¢ € S(f) tel que a € I(¢); si ©(a) € o

-
alors on a :

1. I(¢¥) est centré en o

, |
2. @ (o+t) = (-1) 0 (a-t), v, € (0,1}, k € {1,2,3)

i

ol V| =0 si 1'indice k est le méme que 1'indice de 1'espace de symétrie,

sinon v, =1.
on vy

L'orbite de ¢ dans 1'espace des phases est alors symétrigue par rapport a
1'espace de symétrie o

- 11 -



Démonstration

Puisque 1'ouvert I(¢) contient o, il existe un ouvert contenu dans I(©)
et centré en a. Soit J ¢ I(¢) le plus grand intervalle centré en «, soit
t € J alors (2a-t) € J.

Posons :
t 20-t
N N s
Wz(t) ml(Za-t)
alors
\v.il(t) (,01(2(1"t) \ f1(20e-t),(p1(2a-t),(,92(20L-t),<p3(2a-t)
W(t) = = =
iy (8) |\ -op(2a-t)] \cF,(20mt) 0 (20-t) 10, (2at) 0, (20-t)

et d'aprés la définition (1) on obtient

_ Wi(t) fo(Taw (£) W, () ua(t))
W(t) = \ = (2 = 2,3)
W, (t) fg(t,wl(t),wz(t),w3(t))

Donc w(t) est solution de (f); de plus w(a) = ¢(a), ceci entraine, d'aprés
le théoréme d'unicité que les deux solutions coincident pour tout t € J(o).

Pour démontrer que I(a) est centré en o on va distinguer deux cas

1. I(o) est égale a R, alors il est centré en o
2. I(o) est borné soit m, M borne inférieure, supérieure respectivement;
alors on raisonne par 1'absurde :

Si a # EL%—E-, o> D ; M par exemple, (J = IM',M[).

Comme M' € J, la solution » est définie et prolongeable dans un intervalle

_ v
centré en M', grace aux propriétés de symétrie de<p@pk(a+t)=(-l) k wk(a—t)),
¢ est aussi prolongeable sur un intervalle ouvert centré en M, et donc M
n‘est pas la borne supérieure de J ni de I(®).

Nous avons vu en proposftion (1) que les systeémes différentiels admettant
deux symétries par rapport a un espace ou deux espaces en deux temps diffée-
rents sont des systémes périodiques; on peut énoncer une proposition semblable

concernant les orbites des solutions :

- 12 -



1.2.2. Proposition 3

o B
Soit (f) € F o E¥ , 00 c€E, reE, et B # a3 soit® ¢ S(f) telle que :
o

a« € 1(®), s € I(0); S10(a) € o ,0(3) € o alors on a :
1. 9est définie pour tout t
2. Si o= o (resp. é-# o) est périodique de période 2(8-a), (resp. 4(B-a)).

L'orbite de ‘Y dans I'espace des phases (oxl,ox2,0x3) est symétrique par rap-
port aux deux espaces de symétries o, o, en particulier a leur intersection.

Démonstration
1. On demontre tout d'abord que I(c) est égale 3 R
En effet, d'aprés 1la Proposition (2), I(®) est un intervalle centré en a et B

avec a # 8, donc I(0) = R.

2. Pour la démonstration on prendra o = =0 (resp. o = T = _1), les
autres cas se traitant de maniére semblable.

D'aprés Tla proposition (2) ona :

{olm
0, (t)

respectivement :

<01(20c—t) = OI(Z(B-a)+t)
: £ =(2,3)

0, (20-t) = 0, (2(8-0)+t);

wl(t) wl(ZB-(28-2a+t))= -¢ﬁ(2(8-q)+t) = p1(4(8-a)+t)

(6]

t) *02(28-(28-2a+t)) = 402(2(B-a)+t) =@Z(4(B-a)+t)

.
ce qui prouve Tla périodicité de ©; d'aprés la proposition (2) on en déduit
que 1'orbite est symétrique par rapport a 1'espace de symétrie.

%mqu

Dans le cas (b), si o, o sont deux espaces supplémentaires, alors 1la solution
© est 2(B-a) antipériodique (i.e. (2(B-a)+t) = v(t)); son orbite dans 1'es-
pace des phases est symétrique par rapport a 1'origine.

Dans ce qui précéde, on a vy qu'un systéme différentiel avec deux symétries
en deux temps différents est périodique, et qu'avec des conditions supplémen-
taires, certaines de ses solutions sont périodiques.

y - 13 -



Nous étudions ici des systemes differentiels périodiques, a priori, et
avec symétries.

a a
On notera par F (P} < F 1'ensemble des systémes difféerentiels (f)
o

avec symétrie par rapport a 1'espace de symétrie o € E au temps o et de
période P, c'est a dire tels que :

F(t+Pox) = F(tsx) Y teR: ¥ xe R3,

11 ne sera pas Supposé, sauf mention explicite, que P est 1a période mini-
male de (f); on désigne par P(f) 1'ensemble des périodes de (f).

On va voir maintenant qu'un systéme differentiel périodique avec une symétrie
posséde alors d'autres symétries.

1.3.1. Proposition 4

Démonstration

D'aprés la définition (1), au temps t+P/2 on a :

£ (e4P/gHt X axpog) = -1’ fl(a-P'/z-t,(-1)1"x1,(-1)‘x2,(-1)‘x3)

(-1)° fl(a+Pl/z-t,(-1)1_ix1,(-1)ix2,(-1)1x3)

(1 gy (e 2t (D) T (1) s (1) )

fﬂ(u+P/2+t,x1,x2,x3)

e e 7oty (1) TR (1) g (1) xg)
ou (i = o0,1) pour 51,01 respectivement, et. (2 = 2,3)

‘ a+P72
Ce qui prouve que (f) € [ (P).
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Corollaire 1

o [ ,
Soit (f) e F (P)n F, (P) ot (oy0) € E, B # a3 alors il existe
o o

P e P(f) tel que :

’

- o mod(P'/2) pour o= o

7]
™w
Il

b. B = a mod(P'/4) pour o # -

Démonstration ,
Pour (a) d'aprés la proposition (1), on a : 2(B-a) € P(f), et de la méme
fagon pour (b) on a : 4(g-a) € P(f).

1.3.2. Solutions P-périodiques symétriques d'un systéme différentiel

P-périodique avec symétrie

Dans notre étude des systeémes différentiels périodiques avec symétries on
s'intéresse particuliérement aux solutions périodiques dont les orbites sont

symétriques; les propositions (1) et (3) précédentes nous permettent d'énon-

cer .

Corollaire 2
¢4 o '

a. Soit (f) € F (P), o€ E; notons par S (P) 1'ensemble des solutions
o o

3

(0: R > R”) de (f) qui vérifient :

©(a) € o eto(atP/2)E o

a
sioe§ (P), alors® est P-périodique, son orbite est symétrique par
(o

rapport a 1'espace de symétrie o

a a+P/4 o
b. Soit (f) € F (P)n k& (P) o € E, o ¢ E; notons par § (P)
a0 0,0

1'ensemble des solutions (©: R ~ R3) qui vérifient
©(a) € ety (a+P/q) €T

- 15 ~



a .
sio e § (P), alors¢ est P/p antipériodique, son orbite est symétrique
a,0 :

par rapport a 1'espace ¢ et g, en particulier par rapport a 1'origine
. - a 0.+P/4 , , 3
c. Soit (f) € F (P) n Foz_‘ (P), ol ceE, cek,et (cyo)# R
a

si® est une solution vérifiant :

o(a) € o eto(atP/y) € o

alors @est P-périodique, son orbite est symétrique par rapport a
1'espace o et & .

a 'b 0L+P/4 o)
Nous notons dans la suite 1'ensemble f;_ (P)y n E—-— (P) par F (P)
‘ 0,0

ol € E, T€E.
Remarque 3
a
1. Soit (f) € Ej_ ou o € E, alors (f) est déterminé si on le connait pour
t e [o,+]
o B , .
2. Soit (f) & FO_ n F, ou oc€ E, o€ E, alors (f) est déterminé si on le
& .
connait pour t € [,B8]
u .
3. Soit (f) € F_(P) ot o€ E, alors (f) est déterminé si on le connait

pour t el[a,at+P/p].

- 16 -



DEUXIEME CHAPITRE

ETUDE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES
AVEC SYMETRIES.

CHAPITRE II

Nous allons étudier dans ce paragraphe les systémes linéaires périodiques
avec symétries; cette étude est liée au chapitre précédent; nous verrons que
si un systéme linéaire périodique admet une symétrie par rapport a un espace
o€ E, il admet aussi une symétrie par rapport 3 1'espace supplémentaire
T€E, au méme temps. Nous donnerons une caractérisation matricielle d'un
systéme linéaire périodique admettant une symétrie et nous verrons également
une propriété de sa solution matricielle fondamentale.

IT.1.1. Notation

Soit L (P) 1'ensemble des systemes différentiels linéaires P-périodiques de

dimension trois

d
a% = A(t)x (A)
1
avec x = | %2 |e B23, etod A: R » {](3,R) est continue par morceaux et
X3 )

P-périodique (A(t+P)=A(t)).

Définition 2 : On dit que (A) ¢ L(P) admét une symétrie par rapport a 1'es-
pace o € E au temps o si (A) € | (P) n E: (P). On notera Qi(P) 1'ensemble
des systemes linéaires P-périodiques avec symétrie par rapport & 1'espace

o € E au temps a.
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II1.1.2. Proposition 5

Si (A) appartient a | (P), ou o€ E, alors (A) appartient a 5-(P).

Démonstration : Pour 1a démonstration, on prend o = ojs ON considére

CA(t) = (amn(t)).(m,n = 1,2,3), les autres cas se traitant de maniére similaire.

En effet, (A) € E;_(P), entraine d'aprés la définition (I.1.1.) que

a(t) = “3pn(t) 2y, (t) =a;, (-t) 2, 1 (1) = a5, (-t)

oY)
N
w
——~
o+
S
]
1
[o7]
~nN
w
-
]
+
S
o
—
w
—
o+
S
]
[«1)
[y
w
—
I
ﬁ
~—
[«7]
w
[S—y
Camn)
t+
s
"

331 (-t)

a32(t) = -3, 2(-t)
Ce sont les mémes conditions pour que (A) € Efg (P). Nous allons identifier
1

ces deux ensembles E:_(P), [zf (P), on notera Ef(P) 1'ensemble de
1

o)y = B Py, i e {1,2,3).

jopd

3

at+P/4

o
Soit (A) e L (P)n (P), ol € E, alors (A) est périodique de
g .

période P/2, et (A) € L“i (P/2).

a+P/4
Démonstration : En effet soit (A) € EZXP)‘O L_ (P).,alors d'aprés la
a
o a+P/4
proposition (5), (A) € LU(P) n LG_ (P), et de 1a définition (1) on

déduit que P/2 est une période de la matrice A, CA(t+P/2) = A(t), ¥ t € R1;

de plus (A) admet une symétrie par rapport'a 1'espace o € E au temps o

a
c'est a dire (A) € L -(P/2).
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Nous supposerons, sans restriction de 1a généralité que o = 0; en effet soit

(A) & L(P), i € (1,2,3}, posons « = tog et ¥(t) = x(t); on vérifie que

¥(t) est une solution du systéme :
d
&= B(x)y (8),

avec B(t) = A(t-o) et que (B) € L?i(P), nous noterons Li(P) 1'ensemble

Lpi(P); on considere dans 1a suite le Systéme (A) avec A(t) = (amn(t))

(myn = 1,2,3).

Nous allons donner dans 1a Proposition suivante une Caractérisation matri-

cielle de (A) € Li(P)’ et aussi par un systéme (A) avec plusieurs symétries.

Proposition 7

a) un systéme (A) € | (P) est dans Li(P)’ 1€ {1,2,3}, si et seulement si

on a :
1. qm R > R(m=1,2,3) est une fonction impaire
2. an ¢ R > R(m=i, n¢m, n=i, m#n) est une fonction paire
3. 3 ¢ R > R(m#i, n#i) est une fonction impaire.

b) un systéme (A) € L (P) est dans [ Li(P) n Lj(P)] ou i#j,(i,j) € {1,2,3}
si et seulement si on a
1. am - R > R(m=1,2,3) est une fonction impaire
2. an ° R > R(m=i,j, n=j,i) est une fonction paire

3. toutes Tles autres fonctions sont nulles.



¢) un systeme (A) e L (P) est dans L L ,(P) n L ,(P) 1 L 5(P)1 clest a
dire (A) avec trois symétries (trois axes et trois plans), si et seulement
siona:

Looan ¢ R » R(m=1,2,3) est une fonction impaire

2. 3 : R » R(m#n) est une fonction nulle.

Démonstration : On va démontrer (a) pour i=l c'est a dire

(e Ly = Loy(p) = LFPysi (A 6 L ,(P) alors d'aprés la definition

(I.1.1.) on a :
ap (-t) ap(-t) 2zt -app (1) app(t) ap3(t)
A(-t) = 321("t) azz('t) 323('t) = 321(t) 'azz(t) —323(t)
ag (-t) agp(-t) ag(-t) \ a3 (1) -agp(t) 2ags(t)

ce qu'il faut démontrer.

De 1a méme facon on démontre (b) et (c).

Exemple : Soit 1'équation lingéaire 3 coefficient P-périodique
y” +a(t)y” + b(t)y  +c(t) =0 (L)

en procédant au changement de variables y=Yq» y'=y2, y”=y3 on obtient un
systeme différentiel P-périodique appartenant a L—Z(P)’ si et seulement si

a(t) et c(t) sont fonctions impaires et b(t) est fonction paire.

La proposition précédente (7) nous montre que si (A) € L—i(P)’ alors la

3

trace de la matrice A( I amm(t)) est toujours une fonction impaire par
m=1 '

rapport a t. Notons XA : R > GL(3,R) 12 so]ution matricielle fondamentale
en t=o de (A)
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Corollaire 3
Si (A) € Li(P)’ i€ 11,2,3}, alors 1'application de Poincaré XA(P) est

conservative.

Démonstration : D'aprés le théoréme de Liouville, voir [81, on a :

P
det XA(P) = exp é/ trace A(t) dt

et d'aprés la proposition (7) on déduit que :

det XA(P) = 1.

Ce qui prouve que XA(P) est conservative, c'est a dire qu'elle conserve les
volumes; on en déduit qu'un systeéme linéaire P-périodique appartenant a

L 1.(P) ne peut pas &tre asymptotiquement stable.

On sait pour tout systéme (A) € L (P) que, si XA(t) est sa solution fonda-

mentale, alors XA(t{P) est aussi solution de (A), voir [6] de plus, XA(t) a

alors les propriétés suivantes
Xp(t) & GL'(3,R)
XA(o) = 1 matrice d'identité (5)
XA(t+P) = XA(t) XA(P) Yte R

On va examiner dans la proposition suivante une propriété concernant la

solution matricielle fondamentale d'un systéme linéaire P-périodique avec

symétries,
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Proposition 8

Un systeme (A) € | (P) de solution matricielle fondamentale XA(t), est dans

L 1.(P), i €{1,2,3}, si et seulement si on a :

Xp(-t) = M; X\ (t) M, (6)

al-
ol Mi = (amm) est une matrice constante diagona]e (3x3) telle que :

(aii =1, a .= -l ol m# ).

Démonstration : On va démontrer la relation (6) pour (i=1).

Soit (A) € L(P) = Loy(P)n Lz (p),

et soit XA(t) =]
S(8) wg(t)  gg(t)
la solution matricielle fondamentale de (1); d'aprés la proposition (2) on a

(¢1, Vo V3s Eps ga) sont des fonctions paires par rapport a t, tandis que

(@2, w3, Ups &1) sont des fonctions 1mpéikes, d'ou

PUt) -uy(t) g (B (1 0 o) [o(t) ¥(t) gy(t) 1 o o
Xp(-t)= ] -5 (t)  wp(t)  &p(1) | =0 -1 o @(t) wp(t) H(t)ffo -1 o

"R (L) wglt)  54(t) o o -1 \P5(t) ws(t) &5(t)] \o o -1

XA(-t) = M1 XA(t) M1 ce qu'il faut démontrer.

Corollaire 4

Si (A) € Li(P)., i € {1,2,3}, alors on a :

Kp(t+P/2) = Mo Xp(P/2-t) X l(Pr)n X (Pr2)  te R (7)
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Démonstration : En effet, d'aprés la proposition (8) et 1a formule (5) on a :

XA(t+P)

Xp(t) X,(P) te R (a)

Xp(=t) = M X, (t) M, te R (b)

en prenant dans (b) t = -t-P/2 on obtient

Xp(t+P/2) = M. X, (~t-P/p) My =y X, (-t4P/p) x21(p) Mo (c)

d'autre part on a :

GHPY = X (Pr2) Wy xy(Prg) (¢)

en utilisant (d) dans (c) on obtient 1a relation (7).
La relation (7) permet d'exprimer XA(t) pour t € [P/2,P] connaissant XA(t)
pour t g [o,P/2].
Et méme & chaque application
[0,P/21 + 6L*(3,R)

t > X(t)
avec X(o) = I, la matrice d'identité, différentiable continument, par morceaux,
on peut associer une hatrice A(t) continue par morceaux, telle que

&K= A,

c'est a dire A(t) = G yliy)

Si X(t), t e Bﬁ, vérifie la relation (c) pour t € [0,P/51; et 1a relation (a)
pour t € R, alors on obtient un systéme (A) € l—i(P)’ i€ {1,2,3}. On ob-
tient ainsi tous les systémes différentiels linéaires P-périodiques avec Sy-
métrie, par 1'intermédiaire de 1a so]ution}matricielle fondamentale sur

[0,P/21, si celle-ci parcourt l'ensemblevdes applications continument diffa-

rentiable par morceaux

[0,P/21 > 6L*(3,R)
telles que X(o) = 1
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11.2. Solutions P-périodiques d'un systéme différentiel linéaire

p-périodique avec symétrie ‘
==========‘================ ‘

Nous avons vu dans (II.1.) des propriétés concernant les systémes différen-

tiels linéaires périodiques avec symétriés par rapport a 1'espace ;re E. \

Nous nous intéresserons ici & 1eurs solutioﬁs périodiques; leur ensemble,

c'est évident, forme un espace vectoriel dont la dimension va de zéro (seule-
ment la solution nulle est périodique) trois (toutes les so1utjons sont pé-
riodiques). On notera [?i(P) 1'ensemble des systémes différentiels linéaires
p-périodiques, avec symétrie o € E admettant un espace de solution P-périodi-

ques de dimension j. 11 est clair que
Ly = e Lhere L 3.

Une telle décomposition existe également si aucune hypothése de symétrie n'a

ate faite; nous allons voir (proposition 9) que du fait des symétries, on a :
1°,(P) =@ , ie€(1,2,3).

D'autre part, i1 serait intéressant de pouvoir faire apparaitre une structura-
tion de [?1(P) dans Li(P), de caractére topologique (par exemple quelles
sont les composantes connexes par arcs de . L?i(P) dans Li(P), et comment
peut-on les caractériser); comme les solutions périodiques de (A) sont dé-
terminées par la matrice de Poincaré XA(P), et que celle-ci est déterminée
(d'aprés la relation 75, par la demi-application de Poincaré XA(P/z), la
structuration est déterminée par 1'ensemble des matrices XA(P/z), qui sont

des matrices d'ordre trois, régulidres & déterminant positif, sans autre

contrainte.

La suite du (11.2.) se propose alors de deciire de 1a forme de X,(P/2), 1a

dimension j de 1'espace vectoriel des solutions P-périodiques de (A).
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I1.2.1. Proposition 9 :

Un systéme différentiel linéaire P-périodique avec symétrie par rap-

port 3 1'espace o € E, admet toujours une solution P-périodique non triviale

dont 1'orbite est symétrique par rapport au plan de symétrie dans 1'espace

de phases (oxl, 0X 5 5 ox3).

Démonstration : Pour la démonstration, on prendra o = o, les autres cas se

traitant de maniére similaire;

Soit (A) € Ll(P) on suppose que
Ka(t) = (£ (2)s 0 (£)5 m (1), (k=1,2,3),

est la solution matricielle fondamentale de (A) au temps t; une solution issue

de (o, xg, xg) € 81 au temps t=o s'écrit
_ .0 0
o(t) = X wk(t) + X3 nk(t).

Pour que T'orbite de la solution ¢(t), symétrique par rapport au plan &,
(car ¢(0) € 01), soit P-périodique, d'aprés le corollaire (2) du chapitre (I),

i1 faut et il suffit que :

o(P/2) = (Xy(P/2))(0(0)) € & (8),

c'est a dire :

Xy ¥, (P/2) + X3 ny(P/2) =0 (8).

Comme ¥;(P/2) et n,(P/2) sont indépendants dans R3 (puisque Xy (P/2) est
réguliere), il existe au moins un espace vectoriel de dimension un de condi-

tions initiales (o, xg, xg), solution de (8).

Donc (A) admet un espace vectoriel de solutions P-périodiques, dont les orbites
sont symétriques par rapport & o7, de dimension au moins égale & un; cet espace

est inclus dans di.
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J : J :
On en déduit donc Ll(P) = P (j=o0), ou plus généralement Li(P) =@, (j=o0),
ie {1,2,3}.

Définition 3 : Un systeme (A) € L ;(P), 1€ {1,2,3}, est dit exceptionnel

pour:1a période P si et seulement si
det [XA(P)-I] =0
ou I est la matrice d'identité.

Corollaire 5

Tout systéme (A) € Li(P) est exceptionnel pour la période P.

Démonstration : En effet, d'aprés la proposition (9), (A) posséde au moins
une solution P-périodique, et donc la matrice XA(P) admet au moins une valeur

propre valant un, d'oi

det [XA(P)—IJ = 0.

11.2.2. Proposition 10 :

Soit (A) e L 1(P) de solution matricielle fondamentale XA(t), alors
il existe un changement de base, laissant les espaces de symétrie invariante,

tel que dans 1a nouvelle base on ait :

a1 b1 o}
X (Pr2) = |3, b, c,
33 by ¢4

Démonstration : Soit (el,ez,e3) une base dans H23; choisissons dans le plan

&i,(ox2,0x3), le vecteur ey dans le sous-espace (de dimension un au moins
d'aprés la proposition 9), - conditions initiales de solutions P-périodiques

(et symétriques par rapport - &1, on a donc

XA(P/Z 03) € o7-
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Si donc on écrit :

= 0.
onacl

I11.2.3. Proposition 11

a1 b1 0
XA(P/Z) = a2 b2 ¢, |, ot A = det XA(P/Z) > 03
a3 b3 c3

. _ _ _ _ _ _ - A2,.2,
soit a = b2c3 c2b3, B = a2c3 c2a3, Y = b2a3 a2b3, u a2+a3,

alors on a : .
1. a. (A)e E(P)mbl.u;eo
1

b. (A)e |_11(2P)w b -2, .a.uf0

2. a. (A)e EI(P) = [(b;=0 et ufo) ou (u=0 et b,o0)]
b. (A)e E&(ZP) ® (a1=o,b1ua#o) ou (b1=o,b1ua#o) ou (u=o,a1b1a¢o) ou
(a=o,a1b1u#o)
3. a. (A)e L31 (P) = (b,»u) = (0,0)

b. (A)e L31 (2P) = (a),a) = (0,0), ou (by,u) = (0,0)
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Démonstration : D'aprés le corollaire (4) on a :

1 o o
- 1 R .
XA(P) = M1 XA (P/2) M1XA(P/2) ol M1 =1lo -1 0 |;
o o -1

en calculant d'abord XAI(P/Z), puis en remplagant dans la relation précédente

on obtient :
R 2a1a 2b1a .
A A
2a.B 2b.8
_ 1 1
XA(P) = - 1+ —— 0
2aly . 2b1Y .
A A
ol A det XA(P/Z) = ala—ble > 0, (9)

et de la relation (5) on déduit pour t=P que, XA(ZP) = XA(P)XA(P), et donc

5 ,
s +8a1b1a8 4b1a(a1a+b18) )

X (2P) = -1 fa.8(ajotb 8) a%48ab.aB O ;

A 82 1'Y17 1 171 >
2
4a1Y(a1a+blB) 8a1b1aY A

d'autre part

lXA(P)-AI\ = (1-1)Q(1)

ol Q(A) = A" - %(ala+b18) A+1, et ot I est la matrice d'identite,

bIB

d'ou Q(1) = -4 ——
(10)

ao

Q(-1) = 4 &~
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1. a. (Ale Ly (P)=0Q(1) #0=b8 #0=byu#o;
réciproquement si
blu # 0,
alors deux cas se posent que 1'on va étudier séparément :
1. (bl#o, ufo, B#0) = Q(1l)#0o = (A) e |_11 (P)
2. (bl#o, u#o, B=0) = Y#0

fg b
a

(car si y=o, alors

o] O
[aS]

, donc A=0); d'aprés (9) a0 est non nul

w

3

et donc la matrice XA(P) a la forme :

2b
1 —a—l 0
1
XA(P) = 0 1 )
2y by 1
o ao

qui n'est pas diagonisable, et donc (A) € [}1 (P).

1
b. (A)e L; (2P) =Q(1)Q(-1) # 0 @ a,bjes # 0 > a;bjau # o

réciproguement si

alblau # 0,
alors deux cas se posent :
1. (a1b1u¢o, ufo, B#0), et quel gque soit v, la matrice (XA(ZP)—I)

admet un seul vecteur nul (le dernier), donc (A) e El'(ZP)
2. (albla#o, ufo, B#0) = v#0;
1g matrice (XA(ZP)-I) admet un seul vecteur nul (le dernier) et
donc (A) € El‘(ZP).
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2. a. (A)e [?1 (P)=>0Q(1) =0=> b,8 = 03
trois cas se posent que 1'on va étudier séparément :
1. (b1=o, B#0) = (b1=o, u#o)

2. (bl#o, B=0); cela entraine deux cas :

1. (b;#0, =0, ufo) = b,ufo,

d'aprés (l.a.) on en déduit que (A) € [}i'(P),ce qui est contra-
dictoire, donc le cas (1 ) ne peut pas étre.

’

2 . (blfo, B=0, u=0)

3. (b1=o, B=0), deux cas se posent

4

1. (b1=o, g=0, u#o)

"

b2 , S,
2 . =0, B=0, U=0) = Y=0 et AR
3 3

(by

donc la matrice (XA(P)-I) admet trois vecteurs nuls et donc
3
(A) e Ll (P) ce qui est contradictoire; réciproquement si :
1. (b,=0, ufo)
alors d'aprés (9) aa ést non nul, et v=B=0 n'est pas possibie donc
la matrice (XA(P)-I) admet deux vecteurs nuls (le deuxiéme et le

dernier) et donc (A) € Ei (P)

2. (bl#o, u=o0)= B=0, et y=0;

b c

d'aprés (9) a,a est non nul, cela entraine que 2 # —g, la matrice
1 55 c

3

(XA(P)—I) admet deux vecteurs nuls (le premier et le troisiéme)

donc (A) € Ea (P).
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b. (A)e By (2p) = @(1) Q(-1) = o,

trois cas se posent et que 1'on va étudier séparément :

1. [Q(l)=o et Q(-1)#01 = Lb18=o et ala#o];
d'aprés (2.a.) on obtient :

[(b1=o, alau#o) ou (u=o,'a1b1a¢o)]

2. [Q(1)#o0, Q(-1)=01= (bIB#o et a1a=o) > (blu#o et a1a=o);
trois cas se posent :
1. (blua#o et a1=o)
2 . (blual#o et a=o)
3. (b1u¢o et a1=a=o), la matrice (XA(ZP)-I) admet trois vecteurs

nuls ce Gui est contradictoire a 1'hypothése que

(A) € L21 (2P)

3. [Q(-1)=0 et Q(1l)=01 = (a,2=0 et b_B=0),

1 1
d'aprés (9) ceci est impossible car A>o0, donc la condition est nécessaire.
Pour la réciproque on a d'aprés (2.a) :

2
(A)e | (2P)= [(b)=0, a;aufo) ou (u=o, bya;0#0)]
et i1 nous reste & démontrer que si

[(a;=0, abjufo) ou (a=o0, a;bufo)1= (A)e El (P).

1. (a0, abjufo) = Q(-1)=0> (A)& (4 (2P).
car la matrice (XA(ZP)-I) admet deux vecteurs nuls (le premier et le troisieme).

2. (o=o0, alblu#o) = d'aprés (9), Bfo, Y#o = (A) € L21 (2P) donc 1la

trice (XA(ZP)-I) admet deux vecteurs nuls (le deuxiéme et le troisiéme).
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3. a. (A)e l?l (P) = Q(1)=0, d'aprés (2.a) on obtient (bPu)=(o,o) récipro-

quement si (bl,u)=(o,o), alors B=0,Y=0 et d'aprés (9)

o
-2-# —23 la matrice (X,(P)-I) est nulle, donc (A) € E (P).
b3 Cy A 1

b. tout d'abord (A) € |_31 (P)= (A) e |;31 (2P) « (bl,u)=(o,o), il nous

reste a démontrer (A) e [?1‘(2P) e (al,a)=(o,o).
(A) e [} (2P) = Q(-1)=0

d'aprés (2.b.) on en déduit (al,a)=(o,o); réciproquement si

(a)5a)=(0,0) » 1a matrice (X,(2P)-1) est nulle donc (A)e [°,' (2P

ce qui achéve la démonstration.

11.2.4. Structuration de [ (P) dans L, (P)s (1,3) e (1,2,3).
T

Etant donné i € {1,2,3}, 1'ensemble Li(P) est connexe par arc dans 1'ensemble

des systémes difféerentiels linéaires P-périodiques; en effet, soient (Al)’(Az)
deux systémes différentiels appartenant é'Li( , alors a— (eA +(1- 6)A ) est

une déformation faisant passer de 1'un & 1'autre dans | (P), ol 0<6 <1, car
i

les symétries sont respectées.
D'autre part, nous avons vu plus haut que 1'appartenance ou la non appartenance

de (A) & 1'un des ensembles Li(P) est déterminée par XA(P/Z), qui dépend de
huit paramétres réels soumis a la seule condition
det X, (P/2) = a;(b,cs-Cybs) -b (a2c3 C,a5) >o.
, J
Il serait intéressant de pouvoir faire apparaitre une structuration de Li(P)
dans Li(P)’ de caractére topologique (par exemple quelles sont les composantes

connexes de tx(P) dans | (P)), parce que le passage d'une composante connexe
j _
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i 1'autre, entraine le changement de la dimension de 1'espace des solutions
P-périodiques; nous allons indiguer dans la proposition suivante un minorant

du nombre de composantes connexes dans chaque ensemble

le(P), Lj(ZP_), j e {1,2,3}.

Proposition 12

1
1. a. L'ensemble LI(P) c Ll(P) admet au moins deux composantes connexes.

b. L'ensemble ﬁl(ZP) c L1(2P) admet au moins huit composantes connexes.

2
2. a. L'ensemble | (P) < LI(P) admet au moins six composantes connexes.

1
b. L'ensemble Ei(ZP) c L1(2P) admet au moins quatorze composantes connexes.

3

3. a. L'ensemble |, (P) admet au nioins deux composantes connexes.

—

3
b. L'ensemble | (2P) admet au moins quatre composantes connexes.

[

Démonstration

l.a. D'aprés la proposition (11), (A) appartient a E{P) si et seulement si

. | N 1
by ufos si donc (A;) e L (P) (resp. (Ay) € L (P) est un systeme tel que le

coefficient b1 de la matrice XAI(P/Z) (resp. XAZ(P/Z)) est positif (resp.

négatif), alors (Al) et (A2) appartiennent a deux composantes connexes diffé-

rentes : pour tout chemin joignant 1'une & 1'autre il existe nécessairement un

1
systéme (A ) € Ll(P) tel que le coefficient b1 de la matrice XA (P/2) soit nul.

Les deux ensembles L§+(P) et L}YP), ol Li+(P) est 1'ensemble des (A) € L (P),
1 - 1
tels que XA(P/2) vérifie b1 > 0 et u#o, et ol La(P) est 1'ensemble des

(A) ¢ Ll(P)' tels que XA(P/2) vérifie b1<:o et u#o0, sont donc dans des compo-

santes connexes différentes; ces ensembles ne sont pas vides; en effet
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xp(P/2)

a,> 0,b

1

X, (P/2) =

al > O,b1

1

0 2 1 o
Xp(P/2) = {4 3 -1 ]|=(A)e |1_+(P), Xp(P72) = {1 2 1]=(A)e Ll-(P)-
1 2 1 o 2 3 !

1.b. D'aprés la proposition (11), (A) appartient a Li(ZP) si et seulement si

7 des coefficients

alblau #0; de méme que dans (a), a;=o partage 1'espace R
de XA(P/2) en deux composantes; de méme pour b1 =0, et « =0; par contre u=o0
ne partage pas R/ en deux composantes, puisque u =0 si et seulement si

3, =a3 =0. Donc Li(ZP) est la réunion de 8 composantes connexes au moins, non

vides. Ces ensembles ne sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :

1 1 o 1 1 o -1 1 o -3 -20
{12 1), x(P72) =3 -1 1},X,(P/2) ={-1 -3 1}, X,(P/2) ={ 5 51
-1-13 2 o 2 1 1 2 -9 1 3
1> 0,2>0 a1> o,b1> 0,00<0 a1< o,b1> 0,050 a1< o,b1< 0,0>0
1 3 o\ 3 -2 ¢ -5 4 o -2-30\
5 3 1}, XA(P/Z) =f{-12 2}, XA(P/Z) ={-6 31 ), XA(P/Z) =] o -6 4
6 1 -1 1 1 4 31 2 1 2 3
> 0,0 <0 a1>0,b1<0,a>0 a1<o,b1>o,a>o a1<0,b1<0,a<0

alors (A) Lll(zp).

2 : i
2.a. D'aprés la proposition (11), (A) appartient a Ll(P) si et seulement si
b,=0,u#0

L( 1
Sib

) ou (blfo,u =0)].
1=0, alors a1 #0 car A est nécessairement positif, donc la condition a1=o

2 g
partage 1'ensemble des (A) € Ll(P)’ tels que XA(P/Z) vérifie (b1=o,u #0), en
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deux composantes connexes, non vides; en effet, si (A) est tel que :

1 o o -1 o o
XA(P/2) =2 1 11}, XA(P/2) =13 1 1
1 -11 1 1 -2

alors (A) L21(P).

Si b1 #0 et u=0, alors nécessairement a.a =0 car A est positif, donc les hyper-

1
plans dans R’ b1 =0 et a,; =0 partagent 1'espace en quatre composantes connexes

non vides; en effet, si (A) est tel que :

1 1 o -1 1 o 1 -1 o0 -1 -1o0
XA(P/2)= o 1 1 ;XA(P/2)= o 1 1 ,XA(P/2)= o 1 1 ;XA(P/2)= o 2 1
o -1 1 {10 1 -1 o 1 2 o 1 -1

alors (A) [_21(2P).

2
2.b. D'aprés la proposition (11), (A) appartient a |_1(2P) si et seulement si

a;b,ou)=0, (un seul des facteurs du produit vaut zéro).
171

Si a; =0, alors bl ;40; car & est positif; donc les hyperplans b1=o,a=o,
partagent 1'espace RO des coefficients de XA(P/Z) en quatre composantes

connexes, ne sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :

o1 o o 2 o0 o -1o0 0 -2 0
XA(P/2)= 2 -2 1 )XA(P/2)= 2 1 1 ,XA(P/2)= 1 2 1 ,XA(P/2)= 3 2 1
3 3 1/ 4 3 1 1 1 3 1 3 1

alors (A) |_21(2P).

Si b1 =0, alors 3, #0, car A est positif, donc 1'hyperplan a; =0, partage
1'espace R6 des coefficients de XA(P/Z) e_n'deux composantes connexes, qui ne

sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :
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1 o
XA(P/2)= 2 1 s XA(P/2)=
31

w = 0O
—_ N

w = o
_— = 0

alors (A) € Ei(ZP).

Si a =0, alors b1 #0, car A> o, donc les hyperplans a; =0, b1 =0, partagent

6

1'espace R~ des coefficients de XA(P/Z)Fen quatre composantes connexes, ne

sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :

1 1 o -1 1 o 1 -1 o0 -2-1o0
XA(P/2)= 2 11 ,XA(P/2)= 2 1 1 /XA(P/2)= 2 1 1 ,XA(P/2)= 4 1 1
31 1 A3 1 1 =31 1 1 1 1

alors (A) € ti(ZP).

Si u=o0, alors ala,#o, car A > o; donc on a quatre composantes connexes, qui

ne sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :

1 2 o : 1 -2 0 ' -1 2 o -2-3 0
Xg(P/2)=} 0 1 1 LXp(P/2)={ 0 1 1\yXy(P/2)={ 0 1 1 )X, (P/2)={0 1 1
o 1 3 o 1 3 o 1 -3 o 1 -4

alors (A) € ti(2°).

v ' 3 ,
3.a. D'aprés la proposition (11), (A) appartient a LI(P) si et seulement si
(bl,u)=(o,o); cela entraine nécessairement que le signe de 2, est le méme que
le signe de af(car a0 =A >0); donc on a deux composantes connexes, qui ne sont

pas vides; en effet, si (A) est tel que :

1 o o ' -1 0 o
Xg(P/2)= 0 1 1}, X,(P/2)=[ 0 1 1
o -1 1 o \o 1 -1

alors (A) € ti(P).

- 36 -



3
3.b. D'aprés la proposition (11), (A) appartient a L1(2P) si et seulement si

[(a;sa)=(0,0) ou (b,,u)=(0,0)].

Si (al,a)=(o,o), alors b1 #0, car A > o; donc 1'hyperplan b1 =0 partage
1'espace R® des coefficients de XA(P/2) en deux composantes connexes, qui ne

sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :

o1 o o -1 o0
XA(P/2)= 2 2 21, XA(P/2)= 1 1 1
3 2 2 ’ =31 1

alors (A) € ti(ZP).

Si(bl,u)=(o,o), alors a; =0, car 4 > 03 donc Tles hyperplans 3,70, a=0, parta-
gent 1'espace RS des coefficients de XA(P/Z) en deux composantes connexes
qui ne sont pas vides; en effet, si (A) est tel que :

1 o o -1 0o o
XA(P/2)= o 1 1 ,XA(P/2)= o1 1
o 2 3 o 3 2

3
alors (A) € Ll(ZP).

Cette proposition met en évidence la grande complexité de la structuration de
Bi (P) dans [ (P), complexité qu'on peut opposer a la simplicité de la struc-
i

ture obtenue pour n=2, voir [3].

- 37 -



I1.3. Systémes différentiels linéaires autonomes avec symétrie

Les systémes différentiels autonomes constituent une classe importante de sys-
témes différentiels linéaires, et ceci pour aeux raisons : contrairement aux
systémes linéaires non autonomes, on sait calculer explicitement leurs solu-
tions; d'autre part ils sont périodiques, de période P, quel que soit P ¢ R'.
Nous allons ici faire une étude de ces systémes différentiels linéaires auto-
nomes dans le cadre des symétries, étude a rapprocher, en tant qu'exemple con-

cret, de (II.1.) et (II.2.) et en tant qu'étude préliminaire, de (III.3.5).

I1.3.1. Considérons le systéme différentié] linéaire autonome P-périodique

dx _
re Bx (B)

ou B est une matrice réelle constante (3.3) , x € B23, Pe R*; d'aprés la

proposition (7), le systéme (B) posséde une symétrie par rapport a 1'espace

g € E au temps a(a € R), si et seulement si la matrice B a 1'une des formes

suivantes
0 Byy bys o by 0 o o b3

B=| P21 0 O e (), B = byy 0 by3) el (P B=|° ° b)3 ¢ (P)
byy o o o by, o bsyy bsy ©

On supposera dans la suite que a=0 et (B) € Ll(P)’ les autres cas s'étudient
de maniére similaire; tout ce que nous avons dit au paragraphe (II.l., II.2.)
est valable pour le systéme (B); de plus, nous allons voir qu'on peut détermi-
ner la dimension de 1'espace des solutions périodiques du systéme (B) & partir
des coefficients de la matrice B; remarquons que tout point de Ker B est une

soTution périodique constante de (B).
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En effet :

3
Ker B = (xl,xz,x3) € R~ tel que

L'ensemble de ces points constitue un espace de solutions périodiques constan-
tes, de dimension un (resp. deux) si b12 b13 # o (resp. b12=b13=0); 1'espace

de dimension un (resp. deux) est une droite dans le plan 0XoX4 de vecteur di-

recteur 7(0,—b13,b12) (resp. c'est le plan ox2x3), B étant une matrice suppo-

sée non nulle.

Prenons le cas général c'est a dire b12 b21 b13 b31 # 0, (dans le cas ou

b12b21b13b31=o, on résoud le systéme B directement; 1'espace des solutions

P-périodiques constantes est situé sur les axes ou les plans); choisissons une

nouvelle base (e{,eé,eé) telle que :

>y > —>,_—>-,__b —->+b >
) = @) € = €53 €3 = "D13 & T D10 &3

la matrice de passage N de la base (el,ez,eB) d la base (el,ez,e3) a la forme :

1 o o 1 o 0

, b
- . -1 _ _ 13
N=1o 1 b13 etN " =}f0 1 5
: 12
o 0 b12 0 0 1
b1o

et la matrice B se transforme ella matrice B* = (N-lBN)

0 - Py
B*=| L1(b,.b . +b b o o
BIE 21712 713731

b31 o o

byo
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le systéme dx . p*x (8%)

I o

appartient aussi a Ll(P).

11.3.2. Proposition 13

. * . -~ .
Soit (B") € Ll(P), ol b12b21b13b31#o, soit w = /qb12b21+b13b31|, alors on a :

1. Si (b12b21+b13b31)

i\

o alors (B*) € L&(P),

2. Si (b12b21+b13b31)

A

oetP = %fw a]ofs (B*) € EE(P)

. 2 1
3. 81 (byybyytbyabag) < 0 et P # =L, alors (B) € Ll(P)

Démonstration

On sait que 1'existence des solutions P-périodiques de (B*) dépend uniquement
des valeurs propres de la matrice B, qui sont déterminées par les racines de

1'équation caractéristique :

2

A - b +byabail =0 (11)

12P21

1. a. Si (b12b21+b13b31) > 0, alors la matrice B admet trois valeurs propres

réelles distinctes

et 1a solution matricielle fondamentale s'écrit :

b
chwt -lgshwt 0
w
X  (t,o0) = B_m_ Shwt chwt : 0 :
B 12
b b

E%L shuwt ml:i (-1 +chwt)
12
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donc (B*) admet des solutions P-périodigjues constantes de la forme (0,0,c) ou
c € R; ce sont les seules solutions P-périodiques; elles appartiennent au plan

' 1
0X,X3 dans 1'espace des phases (ox1,0x2,0x3); donc (B*) € LI(P)'

. ) . * 4 .
b. Si (b12b21+b13b31) = 0, alors la matr1ce B" admet trois valeurs propres

nulles.

1 blzt 0
XB*(t,o) = 0 1 0
a Pae

12 2

donc (B*) admet des solutions P-périodiques constantes de la forme (0,0,C) ou
c € R, ce sont les seu]es solutions P-périodiques; elles sont les mémes que

dans le cas (a); donc (B") € Lﬁ (P).

2n

2. Sib;,b,tb,,b; <0 et P = = alors la matrice B* admet une valeur propre

12721713731

nulle et deux autres imaginaires pures
Al =0,>\2= iw, )\3=riw

et la solution matricielle fondamentale s'écrit :

b
coswt 12 singt o
X (t,0) =f - Y sinwt coswt o
B* by, _
b b
31 . 31
-5 Sinet -—= (-1 +cosut) 1
w 12 wz
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Donc (B*) admet trois solutions P-périodiques, deux solutions non constantes,
et une solution constante de la forme (0,0,c) o c € R; une d'entre les so-
lutions non constantes appartient a Sg_ (27/w), et 1'autre appartient a

r°
Se/®(2n/u); et donc (B*) e |_31(21T/w).
1
3. Si P # 2n/w alors d'aprés (2), le systéme (B”) admet des solutions P-pério-
diques constantes de la forme (0,0,c), ol ¢ € R, ce sont les seules solutions

P-périodiques et donc (B¥) € E&(P).

IT.4. Stabilite

Soit :

a’E=BX (B)

un systéme différentiel linéaire autonome homogéne, ou la forme de la matrice B

est définie dans (II.3.1.).

Proposition 14

Soit (B) € Li(P)’ i € {1,2,3}; la solution triviale Xx=0, est stable au sens de
Liapounov si :

_ 2 .
bik Pyi ¥ By Py = o (weR) (11)

ou [(igk, k#j, 1#3), (i.d-k) € {1,2,3}1, sinon elle est instable.

Démonstration : En effet d'aprés (I1.3.1.), ¢t la relation (11), 1'une des

valeurs propres est nulle, les deux autres imaginaires conjuguées pures, et la

solution matricielle fondamenta]e est bornéc quand (t -+ «). D'aprés un théoréme
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général (la solution nulle d'un systéme différentiel autonome homogéne, est
stable si et seulement si, la solution matricielle fondamentale est bornée
quand t> « 3 voir [ 1 ] pour la démonstration), on obtient donc que x=o0 est

stable.

I1.4.2. Etude de stabilité de systémes différentiels linéaires P-périodiques

Soit

T = Mt)x (A)

un systéme différentiel linéaire P-périodique appartenant a Ll(P)’ de solution

matricielle fondamentale XA(t), telle que :

a1 b1 )
XA(P/Z) = 3, b2 <,
a3 b3 c3

Proposition 15

1. (A) € EI(ZP) est stable au sens de Liapounov si 3 b1 a B<0, sinon

il est instable

2. (A) e [?éZP)vest instable au sens de Liapounov

3. (A) s ti(ZP) est stable au sens de Liapounov.

Démonstration

1 1
1. Supposons (A) ¢ Ll(P) c L1(2p), alors XA(P) admet une valeur propre valant
un, et ;s deux autres sont déterminées, d'aprés la proposition (11), par
les racines de Q(1), ol
- - 0-
Q(A) = 2 K(aIMbIB) A+l= 03
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a. si albla 8 = 0, alors les valeurs propres de XA(P) sont

a.a+b,B+21i /-alBlae a1a+b

) 3y 1 18-21 /-alblaB
Al - 1, >\2 - ’ )\3 .

A A

La matrice XA(P) dans ce cas, a une fcrme normale réelle, on obtient :

a1a+b18

= E.valslas 0
A A

. 2 [ a a+b. 8
XA(P) = 'K‘, alblaB 1771 )

A

Les valeurs propres vérifient :

]
—

Ay # oAy FAgs et A1 = [Azl = |x3| =
on en déduit donc la stabilité de (A).

. 1
b. Si a;bjaB=0 et (A) € Ll(P)’ alors on en déduit que 8 =0, et

2,.2 '
U = aj+ag #0 et les valeurs propres de XA(P) sont A, = Ay = A3 = 1;

la matrice XA(P) n'est pas diagonisable, donc (A) est instable.

c. Si alblae >0 alors les valeurs propres de XA(P) sont :

a.a+b,g+2 vVa.b oB a,a+b.B-2 va,b.aB
A= 1 _ 1 1 171 ‘ _ 1 1 171 .
- ] >\ = ] >\ - s

1 2 A 3 A

conme leur produit vaut un, 1'une des vapeurs propres est plus grande

gue un, donc (A) est instable.
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Ce résultat parait étonnant car (A) & El(Zp) peut &tre stable

(sgn & # sgn alblu) ou instable (sgn 8 = sgn alubl), et on peut trouver dans

une région & la fois, stabilité et instabilité, et le changement de stabilité
3 instabilité, n'entraine pas nécessairement le changement de la dimansion de
1'espace des so]utidns P-périodiques, c'est le cas ou le changement de signe

de a;b,ap vient du signe de 6.

2. Soit (A) € L (2P) d'aprés la proposition (11) la matrice XA(2P) posséde
deux valeurs propres valant un, et donc 1la troisiéme vaut également un;
comme la matrice XA(P) n'est pas diagonisab]e, on en dedu1t donc que le
systéme (A) est instable.

3
3. Si (A) € L1(2P), alors toutes les solutions sont périodiques; donc (A)

est stable.
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TROISIEME CHAPITRE

SYSTEMES DIFFERENTIELS PERIODIQUES NON LINEAIRES
AVEC SYMETRIES

CHAPITRE III

IIT.1. Introduction

Munissons 1'ensemble des systémes différentiels P-périodiques de dimension

trois (en tant qu'ensemble d'application f : R XBQ3'+ ]Q3, (t,x) > f(t,x))
de la topologie de la convergence compacte, ce qui fait des ensembles

E:(P), Eg o(P)s o € E, des espaces topologiques.

De méme, munissons 1'ensemble S(P) des fonctions ¢©: I ¢ R - H13, continues

et P-périodiques, de cette méme topologie.

Soient m € N et A un domaine de H%n, et soit :

F:A—>F§_‘(P) ou F:no>F

- olP)
une application continue, dite famille contihue de systémes différentiels
P-périodiques avec une symétrie 9 au temps f;d, ou avec deux symétries (symé-
trie par rapport a 1'origine), paramétrée parx €A ; on note F(») par (*f), par
A@ une solution de (*f) et par >‘<p(.,to,x0) la solution de (*f) telle que

&D(to,to,xo) = xo(ﬁo(.,to,xo) est une solution vectorielle de composantes

(A¢1,*¢E,A¢§), x% est une variable vectorielle).

Deux problémes importants se présentent dans 1'étude des systémes différentiels

(non linéaires) :
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1. Etant donnée une solution Qp (pour A =§) P-périodique, celle-ci est-
elle isolée dans 1'ensemble des solutions P-périodiques de (df) [c'est & dire

3

existe-t-il un voisinage V < R~ de la condition initiale x° = ﬁp(o,o,xo), tel

qu'aucune solution issue de X € V(X # xo) i cet instant ne soit périodique] ?

2. La solution qp est-e]]e'prolongeable a une famille kw de solutions
P-périodiques de (Xf) ? [c'est & dire existe-t-i1 un voisinage W de & dans
A tel que pour tout A € W, il existe une solutione P-périodique de (Af), et
une seule, qui tende, par 1'intermédiaire de sa condition initiale au temps

t0=o, vers qp six tend vers 6§17

Une réponse partielle a ces problémes est donnée par le théoréme de continuité

de Poincaré [21]:

Si 1'équation aux variations (AQp) associée a Qp (voir III.2.) est non excep-
tionnelle, c'est a dire admet une seule solution P-périodique, & savoir la

solution nulle, alors la réponse est positive & chacune des deux questions.

Or nous verrons dans (III.2.,II1.2.3.) que 51 (Af) admet une symétrie o au

temps a ou symétrie par rapport a 1'origine, et si ip admet la méme symétrie
alors (qu) est une équation linéaire P-périodique, elle-méme symétrique (de
méme espace de symétrie au méme instant) qui de plus est toujours exception-

nelle, et le théoréme de Poincaré ne peut pas s'appliquer.

Cependant, il est possible dans certains cas, de donner malgré tout, une ré-
ponse & ces problémes : nous démontrerons dans (II1.3.3., II1.3.4.) les deux
propositions suivantes :

Proposition 16 (x)

soit (1

f) € ES(P), et soit (pour A=§ €A) Qp € Sg(P), ol o-=6?, ie{l,2,3},

et soit (pour o= 8&).

(*) voir [4].
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1 1
X (P/2) = a b c
(Aéw) 2 2 2
a3 b3 c3

la matrice de demi-application de Poincaré de 1'équation aux variations (qu)

associee a Gw écrite dans une base bien choisie; alors si (Ag) € ﬁ_(P)
' i

1. La solution So est non isolée dans 1'en$emb1e des solutions P-périodiques
appartenant a S%(P) de (éf); de maniére plus précise, il existe un chemin
c:JcR >co,o0ud=]1-1,+1, paramétré par u € J, tel que c(o)gb(o)
et tel que pour tout point c(u) € o, 1a solution Hp issue au temps o de

c(n) soit P-périodique appartenant a S;(P).

2. La famille 'o de solutions périodiques de (6f) peut étre prolongée a tout

un voisinage V de § dans A, de maniére unique et continue en X.

Proposition 17

soit (M) € F°

050

P-périodiques avec symétrie (par rapport a.1'origine), et soit §p € Sg 0(P)

(P)sa e{qg,i €{1,2,3}, une famille de systémes différentiels

une solution P-périodique de (*f) pour Ta valeur A= 6§ € A du paramétre ),

et soit (pour o =01).

a1 b1 0

X (P/4) = a b o
(AQ» 2 2 2
ag by ¢3

la matrice de la quart-application de Poincaré de 1'équation aux variations

(Adw) associée a 5@ écrite dans une base bien choisie; alors si (Ag) €Eﬁ(P/2).
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1. La solution io P-périodique est isolée dans 1'ensemble des solutions
P-périodiques avec symétrie S: 0(P)

2. La solution S0 P-périodique est prolongeable a une famille

Yo g S; o (P) de solutions P-périodiques isolées de (Af)-

=

ITI.2. Equation aux variations associée & une solution périodique symétrique

IIT.2.1. Soit

un systéme différentiel d'ordre trois, ou x € B23, et f = (fl,fz,f3); soit
une solution de (f); effectuant le changement de variable :

x = o(t) +vy, yeR®
dans le systéme (f), en prenant en considérafion le fait que ¢ est une solution
du systéme (f) et en développant les seconds membres en y, nous obtenons le
systéme

y' = A(t) y + R(t,y)
ot Te terme R(t,y) est infiniment petit du deuxiéme ordre par rapport i y, ef

ol A(t) est une matrice d'ordre trois telle que

afk
A(t) = ('EIT(t’w(t)) (k,j) € {1,2,3}.
J

Linearisant ce systéme, c'est a dire négligeant le terme R(t,y), on obtient
un systéme linéaire, appelé 1'équation aux variations associée a ¢; on notera

ce systéme par (Ap); on a donc :

y =At)y (A) -

Il est évident que si le systéme (f) est P-périodique et si la solution © est
aussi P-périodique, alors 1'équation aux variations (Aw), est P-périodique; nous

allons montrer dans ce paragraphe que, si le systéme (f) € Ei(P) (resp.E: 0(P))
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et si e S;(P), (resp.S;’o(P)), alors 1'équation aux variations (Ap) admet la

méme symétrie que la solution .

I11.2.2. Proposition 18

Soit ¢©: (R ~» B{3) une solution de (f) et soit (Ap) 1'équation aux variations
associée a ¢, on a :

1. Si (f) € F(P) et si ¢ € S.(P), (v 6 E), alors (Ay) appartient & I, (P) ou
ie {1,2,3} est tel que o = o, 0U o = E}

2. Si (f) e (P) et sipe S ( )> alors (Ap) est périodique de période P/2;

et (Ao) € Li(P/Z), i e {1,2,3}.

Démonstration

Pour la démonstration de (1) et (2), on prend o= S et a = 0, les autres cas

se traitant de maniére semblable.

1. Puisque (f) € E: (P) et 0 € S:(P), d'aprés le corollaire (2), ¢ est P-pério-
1 1 '

dique et donc (Ap) est aussi P-périodique; i1 nous reste a montrer que (Aw)

admet une symétrie par rapport a oy au temps a = 0 :

En effet;

afk
A-t) = | 52(-t0 (1), 0y (-t
J

afk
Wj(-t’(pl(t)’ (P (t))

~ d'apres la proposition(I.2.1.)

D'autre part ; (f) € E: (P), entraine d'aprés la définition (1) que :
1 .

fl(t,xl,xz,x3) = -fl(-t,xl,-xz,-x3)
_ : = (2,3)
fz(t,xl,xZ,X3) = fl(~t9X1’-x2’-x3)
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afl
-_——(-t,xl,-xz,fx3) sij=1

X .
J
3f1
d'od ﬁ;(t,xl,xz,x:;) = 2f
5;%(-t,x1,—x2,-x3) sij#1
J
afl
" _SYT(_t’Xl’-XZ’-XB) , Sl.J = %
2
—(taXqsX5sX,) =
axj 1°72°73 5F

2 _ _ . s
3;3(-t,x1, x2, x3) si j# 2
d'aprés la proposition (7) dans le chapitre (II), on déduit que (Ap) € LI(P)'

2. Puisque (f) € E? (P) d'aprés la définition (1) on a :
1,0

fl(t’xl’XZ’X3) = -fl(—t,xl,-xz,-xs) = fl(-t+P/2,—x ,xz,x3)
L= (2,3)
fz(t’xl’XZ’XB) = fl(-t,xl,—xz,—xs) = -fl(-t+P/2,-x1,x2,x3)

d'od

fk(t+P/2,-X1’-x2’-x3) = -fk(t"xl’xz’x3) (12)

ot k = (1,2,3).

Grace & (1), i1 suffit de montrer que (Ap) est de période P/2; par hypothése

P/4
la solution 0 € . (P) = S% (P) n S= (P), est P/2 anti-périodique.
71,0 7 1

of o »
A(t+P/2) =(ﬁ—|f—(t+P/2,<P1(t+P/2),@2(t+P/2),@3(t+P/2)) teR
J

nfk
= ﬁg(t+P/2’—¢1(t) "‘<p2(t),(,03(t),)

- 51 -



en décrivant la relation (12) par rapport a xl,xz,x3, on obtient

afk of
ﬁ}(t"'P/zs'xls'xzs‘X?’) = —37(;(1:’)(1’)(2’)(3) k = (132a3)
donc on a

f
A(t+P/2) = gyﬁ(t,¢1(t),¢é(t),¢g(t) =A(t) Vte R
J

ce qui prouve que (Ap) est P/2-périodique et donc appartient a Ll(P/Z).

II1.2.3. Corollaire 6

L'équation aux variations (Ap) associée a la solution Q€ Sg(P) (resp.S; o(P)

- est toujours exceptionnelle pour la période P.

Démonstration

D'aprés la proposition précédente (17) et la définition (3) dans le chapitre

(IT) on déduit que :

det [X(pyy(P)-11 = o

ce'qui prouve que (Ap) est exceptionnelle.

=====================

Soit

dx

I = f(x) (,)
ou f : B{3 > B{3, est de classe cl.

Pour un systeme différentiel autonome, qui est un cas particulier de systéme
périodique, on sait que 1'équation aux variations associée a une solution peé-

riodique non constante du systéme (fa), admet une solution périodique, voir {5].
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Nous allons démontrer dans la proposition suivante, que si (fa) posséde une
symétrie par rapport a aﬁ, i e (1,2,3}, et si la solution périodique ¢ appar-

tient a S; (P), alors 1'équation aux variations (Ap) du (fa) admet au moins

1 ‘
deux solutions périodiques Tinéairement indépendantes.

Proposition 19

Soit (fa) € E:(P); sioe S;(P) n‘est pas constante, ol o= G}, i€ {1,2,3})
alors 1'équation aux variations associée & ¢, (A®), admet au moins deux solutions

P-périodiques linéairement indépendantes.

Demonstration

Prenons o = T, et o= 0, d'aprés la proposition précédente (18), (Ap) appar-
tient a Ll(P)’ et donc admet au moins une solution P-périodique issue de 1'es-
pace Ej au temps t=o.

D'autre part, on démontre que la fonction y(t) =(ﬁ(t) # 0, est une solution de .

(AP); en effet, on a :

$o(t) = fla(t))

/1 afk |
P (t) = s (Pt (t) » (k.J) € {1,2,3}
i o

£ u(t)

ce qui prouve que ¢ (t) est une solution de (A@); de plus elle est P-périodique
(car la fonction ¢ est P-périodique non constante); on démontre aussi qu'elle
est issue de 1'espace cl(oxl) au temps t=o0. En effet, puisque © € S;,(P) et

1

d'aprés la proposition (2) on déduit que :

o (t) = ~0y(-t) ¥,(0) = ©(0) # 0
@,(t) = 95(-t) 2> { ¥,(0) = Py(0) = 0
93(t) = P3(-t) ¥3(0) = O3(0) = 0
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Ce qui prouve que y(t) est une solution P-périodique non nulle, issue de
1'espace o-l(axe oxl) et donc (Ap) admet au moins deux solutions P-périodiques

linéairement indépendantes.

EXEMPLE : Soit

>’(1 = X,
X2 =% (f,)
X3 = x1X2

un systeme différentiel autonome appartenant a FO: (P), a e R, Pe R ; sup-
1

posons que a=7/2, et P=27, alors (fa) admet © comme une solution, ou

cos t
o(t) =| -sin t

—%rsin2 t

. /9
solution 2m-périodique non constante appartenant a SO_.. (2m); 1'équation aux
’ 1

variations associée a ¢, (Ap), est définie par la relation :

. [P (P(1)) '
yi = -5;(: Yj (A0)

ou (i,j) €{1,2,3}, on a donc 1'équation linéaire non autonome

5/1 0 1 0 Yy
72N R L I ! (Aeo)
y3 -sint cos t o Y3

m/ . '
on vérifie que (A®) e | %211), et o(t) # o, est une solution de (A®) dont la
1

matrice fondamentale au temps t = /2 a la forme
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sint -cost 0

Y(t,m/2)=§f cost sint )
1sin2 t  coslt 1

i

Donc 1'équation aux variations (Ae) posséde deux solutions 2m-périodiques noh

constantes, et une troisiéme constante.

I11.3. Systemes differentiels P-périodiques dépendant de paramétre

Nous allons considérer le méme systéme différentiel

=2 (tex) ()

qu'au (III.1.) appartenant & E?(P) ou Eﬁ d(P); et soit ot) = <p(t,to,x0)

une solution de () issue de x° € H13 a 1'instant t=to, dépend analytique-

ment de tous ces arguments.

I11.3.1. Points exceptionnels et points ordinaires

On sait depuis Poincaré que, étant donné § € A et Qp une solution P-périodique
de (Sf), alors si 1'équation aux variationsv(AQD), associée a §p, n'est pas
exceptionnelle pour la période P, il existe pour X € A voisin de &, une solu-
tion P-périodique et une seule,* ¢ de (*f), qui soit une petite perturbation

de 6¢.

Définition 4
Etant donné (kf) € E:(P), (resp.Ei 0(P), o€ E, soit 6¢ (pour x=6) une solu-

. \ s QO a . . S .
tion de (°f) appartenant a SG(P), (resp.SnO(P), on dit que °p est un point

exceptionnel dans S*(P), (resp.Su()(P), si 1'équation aux variations (Asm)
o T .
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est exceptionnelle pour la période P; dans le cas contraire, ép est un point

ordinaire dans S:(P) (resp.S;’o(P)).

111.3.2. Corollaire 7
soit (%) e FX(P) (resp.Fy, o (P))pour (1=$ )3 soit % une solution de (°f)
appartenant a S;(P) (resp.Sﬁ_O(P)), alors % ne peut pas étre ordinaire dans

SE(P) (S

o 0,0

(P)).

Démonstration

D'aprés le corollaire (6) 1'équation aux variations (A‘Scp) est toujours exceb-
tionnelle, et d'aprés la définition (4), on déduit que ﬁp est toujours un point

exceptionnel de S;(P), (resp.Sgw)(P)) ot o € E.

Nous allons démontrer maintenant les propositions (16) et (17) qui ont éte

énoncées au début de ce chapitre.

111.3.3. Démonstration de la proposition (16)

Nous allons demontrer la proposition pour o= oqs les autres cas dé-
montrant de maniére similaire; soit © € Sg (P) {Qp(o) € - ’s(p(P/z) € 5:1} une
(o
1

solution de (f) et soit

T :,El3 > E23

1'application de classe clquiaxCe 31 associe T(x°) = @(P/Z,o,xo), ol ©

est la solution de f%) issue au temps o=0 du point x%; on a donc :

T@) =bpr2) e5
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D'aprés le corollaire (2), la solution ¢ est P-périodique, et d'aprérs le
corollaire (6) 1'équation aux variations associée ésgo(Afp)) appartient au
moins a L}I(P); soit ]'*]'application linéaire tangente de T au point ¢ (o),

* . 3 .
T "est représentée par la matrice

dans une base choisie respectant la symétrie, (voir la proposition (9) dans

le chapitre (II)).

Le coefficient b1 est non nul, donc T*(EH) est transverse é'&l, et donc T(E&)
est transverse aussi & 61 au poiht%o(P/Z) € 61; cela entraine que 1a surface
T(V), o V < Ty est un voisinage de %ﬁo), est transverse 3 8} et coupe donc
Ei au voisinage de§p(P/2), selon un arc de courbe de classe cl, Donc, 1'image
réciproque de cet arc par T, est un chemin ¢ : J < R ~ 61, ou J = J-1,+1[,

passant deqp(o) = c(0), tel que pour tout point c(u )e &

1 olu € J, la solu-

tion "gissue au temps t=o0 de c(u), et de plus

"0(0) € T et Vo (p/2) e 55

d'aprés le corollaire (2) Hop est P-périodique appartenant § S;_(P), ce qui
: 1

8

prouve que Ta solution% n'est pas isolée dans 1'ensemble des solutions P-

periodiques appartenant a S; (P).
1

1. La démonstrztion sera trés semblable a la démonstration de la proposi-

tion précédente; prenons :
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o =0y, @ =0, soit 6cpe S° (P) [%(o) € T ‘Scp(P/4) € E—} une solution de
Ui’o 1 1

1

6f our x=6, et soit [ : B13 > B23 1'application de classe ¢* qui a
p _ q

x° e o < R3 associe T(x9) = @(P/4,o,x°), ol © est la solution de (Sf) issue

au temps o = 0 du point x®, on a donc

T (%e(0)) = ‘0(P/4) € 7

Soit T* 1'application linéaire tangente représentée par la matrice

a1 b1 0

8 =
X(A ¢»(P/4) a, b2 c2
CH b3 C

dans une base choisie respectant la symétrie; le coefficient ay est non nul

donc T*(Gi) est transverse a GE et donc T(Oi) est transverse aussi & &

lau

point T(Go(o)) = 6w(P/4) € Gﬁ; il en résulte que la solution % est isolee

dans 1'ensemble des solutions P-périodiques appaftenant a S; o
. 1°?

(P).

3 +—B23 dépend continliment de

2. Etant donné que 1'application T : R
A « A, alors il existe un voisinage W de § dans A tel que la solution Aw(t)
appartient a Sg o(P), ol re W(8); cette solution est issue d'un voisinage de
r v
la condition initiale de la solution Gw(t) [c'est & dire de Gw(o)] et elle

tend vers 6w(t) quand X tend vers §.

I11.3.5. Application

Considérons le systéme différentiel

dx
It = B*x + Ag(t,x) (B;)

- * . - .
ou, B est une matrice constante réelle d'ordre trois,
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et ou

g:R xRS R3

est P-périodique de classe cl, et A est petit, » 6 AcR,
Lorsque A= 0, le systéme (B:) devient

dX__* *
I - B x (Bo)'

et est dit systéme non perturbé; lorsque A # o, (B:) est dit systéme perturbé

ou systéme différentiel quasi-linéaire.

D'aprés la définition (I1.1.1.) le systéme (B;) admet une symétrie par rapport

a o} au temps a si et seulement si les deux conditions sont satisfaites :

gl(t,xl,xz,x3) = gl(Za-t,-xl,xz,XB)
2. (2=2,3)

gl(t,xl,xz,x3) = -gl(Za-t,-xl,xz,x3)

Supposons que (B;) € E?(P), et (BS) est défini comme (II.3.1.), appartenant
1

<1
al

1
les orbites sont symétriques par rapport i 1'espace Ei(ox2X3) dans 1'espace
des phases (ox1,0x2,0x3); en effet, étant donné que (Bg) est autonome, on

P); alors (BY) admet, pour X petit; des solutions P-périodiques dont
A

connait explicitement toutes ses solutions, ét puisque (Bg) € Li(P),

X (P/2)(61) est transverse a @, selon une droite (c'est 1'espace de solu-
tions P-périodiques constantes); d'autre part, 1'équation aux variations de
(B;) associée a une solution constante, est dans Lﬁ(P), et d'aprés la propo-

sition (16), le systeme (B;) admet des solutions P-périodiques dont les or-

bites sont symétriques par rapport a 1'espace 63(0x2x3)
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QUATRIEME CHAPITRE

ETUDE NUMERIQUE.

CHAPITRE 1V

La localisation numérique de solutions périodiques d'équation différentielle a
coefficients périodiques, en général, est difficile, elle devient aisée si

1'équation admet une ou deux symétrie(s).

Nous présentons ici une méthode numérique pour trouver certaines solutions pé-
riodiques d'une équation différentielle périodique avec symétrie (lindaire ou
non linéaire) d'ordre trois; le moyen que nous utilisons est la "METHODE DES
SYMETRIES"; elle s'appuie sur les symétries de 1'équation et des\so]utions re-
cherchées; cette méthode était présentée par B.V.SCHMITT dans [ 9] pour trouver
des solutions périodiques d'une éguation différentielle d'ordre deux (1'équa-

tion de Duffing sans dissipation).

Nous allons généraliser cette méthode pour une équation différentielle périodi-
que avec symétrie, d'ordre trois, et grdce & cette méthode, pour une équation
différentielle périodique donnée admettant une ou deux symétrie(s), nous pou-
vons localiser numériquement deux types de éo]utions périodiques dont les or-
bites ont 1a méme symétrie que 1'équation ddhnée (pour fixer les idées, on

prend o= 0'1,o—=5—1 sa = o)

1. Lorsgiue 1'équation différentielle périodique posséde deux symétries par rap-

port & o au temps t=0 et & au temps t=P/4, on dit qu'il y a symétrie par
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rapport & 1'origine; il y a dans ce cas une solution P-périodique isolée
0
¢f(¢f : R »—R3) appartenant a § (P) si 1a condition de transversalité a

o 50
1’
lieu c'est a dire T(Gi) coupe transversalement E& au point T(¢f(o)) =
¢*(P/4) € 'Ei, ou T est le quart d'application de Poincaré de (f) au temps
t=0, on en déduit qu'une perturbation de 1'équation par un paramétre laisse

T(ci) transverse a Ei'

Pour avoir d'autres solutions, il faut varier un paramétre, car la solution ¢*

est isolée dans 1'ensemble des solutions P-périodiques appartenant a Sg_ 0(P);
; 1’

nous verrons dans (IV.3.) une localisation numérique de ce type de solutions

(c'est a dire la localisation numérique de ¢f(o) € 5 et du paramétre pour les-

quels ta solution est P-périodique appartenant a Sg_ 0(P)).
1!
2. Lorsque 1'équation différentielle P-péripdique posséde une symétrie par

rapport a 1'espace'€-1 (plan ox,x,) au temps t=0, alors la solution ¢ * issue

2 3)

de x° = ©*(0) G'Eﬁ'au temps t=o0, est P-périodique appartenant a S;; (P} si

T(0*(0)) =w*(P/2,o,x°)€ 51> ol T est Ta demi-application de Poincaré; et il
existe dans o, passant par ¢ (0), une courbe isolée de conditions initiales

de solutions P-périodiques appartenant a Sg:(P) si la condition de transver-
salité (voir la proposition (16) dans le chaéitre II1)) est satisfaite; d'aprés
la proposition (16), ceci est possible si le coefficient b1 de la matrice

(X (P/2)) est non nul; cela entraine que T(Gﬁ) est transverse & 51 et coupe

(A%p)

oy au voisinage de ¢©*(P/2), selon un arc de courbe. On obtient donc dans ce cas
toute une famille de solution P-périodique de 1'équation, sans aucune variation
de paramétre; dans le paragraphe (IV—3.2.)‘nous avons expliqué la localisation

numérique de ce type de solutions.
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Par contre, cette méthode ne nous permet pas de localiser numériquement, pour
une équation P-périodigue possédant une symétrie par rapport a 1'espace cl(oxl),
des solutions P-périodiques appartenant a fggl(P), parée que la condition de
transversalité est impossible & réaliser pour des raisons de dimension; en
effet si deux courbes de B23 se coupent, méme transversalement, en un point,
une petite perturbation de ces courbes fait disparaitre, en général, leur in-

tersection.

Nous verrons dans (IV.2.) Tle principe de la méthode des symétries; nous en pré-
sentons un organigramme, permettant de déterminer des conditions initiales de

solutions P-périodiques appartenant a Sg_ O(P); nous donnons enfin un exemple
1,

de recherche numérique, ou nous calculons explicitement des familles a un para-

metre de conditions initiales de solutions périodiques d'un systéme différen-

tiel de dimension trois.

IV.1.1. Soit 1'équation différentielle périodique d'ordre trois :
y +ayy'y” +2y'3=bcost (13)

ol (a,b) € RZ, ¥y € R; procédons au changement de variables suivants :
_y =X1’y =X2,.Y=X3;

on obtient un systéme équivalent a 1'équation (13)

X1 =%
C .3 | .
Xp = maX) X, X3 =2x] + bcost D(a,b);
X3 =%

0
d'aprés la définition (I.1.1.), Te systéme D(a,b) ¢ F - o(2".); nous avons
. . . 1 F

choisi le systéme D(a,b) comme un exemple 3 étudier§ et nous allons chercher

deux types de solutions périodiques.
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1. Solutions périodiques harmoniques de période minimale 2= (resp. sous-
harmoniques de période minimale 2 Kn, K=3,5,...) dont les orbites sont symé-

triques par rapport a 1'origine,

2. Solutions périodiques harmoniques de période minimale 2w, dont les

orbites sont symétriques seulement par rapport au plah Ei(ox2x3).

Soit @(t,o,xo,a,b) la solution vectorielle (de composantes w1,¢2,¢3) de D(a,b)
pour des valeurs fixées de (a,b), dépendant analytiquement de tous ses argu-

ments, issue de

0
1
x° = xg € H23 au temps t=o0;
=
1. Sipe 821’0(2“)’ alors sa premiére composante 0 est 27-périodique

paire et harmonique, impaire son développement en série de Fourier est de la
forme :

® =
1(t) a, cos t+ a, cos 3t + ap Cos 5t + ...

On notera par § g 0(D,2ﬂ), Cresp. § g, 0(D,ZK“)] 1'ensemble des solutions
1° 1’

2m-périodiques dont la premiére composante est 27-périodique paire et harmoni-
que impaire [resp. 2Km-périodique paire et sous-harmbnique impairel; dans 1'es-

‘pace xo,a*,b) notons par I (a*,27) [resp. I (a*,2K")] 1'ensemble des xo,b)
1 0 1

of

te[s que :

w(t,o,x(l),o,o,a* ,b*) € § 0

.0
0__I’O(D,an),[r'esp. S<ri,o(D’2K")]
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A chaque point (x?,a*,b) de zo(a*,Zn) correspond la so]ution<p(t,o,xg,o,o,a*,b*)
de D(a*,b) qui est 2n-périodigue et sa premiére composante est 2n-périodique
paire et harmonique impaire; comme une solution 2w-périodique est une solution

2Kn-périodique on a donc :

(a%2n) <z (a%,2Kn)

2. Sipe S“f?(Zn), alors sa premiére composante 0 est 2w-périodique

-
1
impaire de t-n/2 son développement en série de Fourier est de la forme

@l(t) = a; cos t+ b2 sin 2t + aj cos 3t+ ...

m
On notera par ¢ {2 D,27) 1'ensemble des solutions 2n-périodiques dont la pre-
(o) F .

1
miére composante est 2n-périodique impaire; dans 1'espace (xg,xg) notons les

paramétres (a,b) sont fixées par Z(a*,b*,Zn) 1'ensemble des points (xg,xg)
tel que

™
2
o(t’ﬂ/za()’xgsxg’a*’b*)e S g_.. (2'");
' 1

on notera par A, B 1'ensemble des a et b .

Notre but est de déterminer, par des moyens numériques, certaines branches des

surfaces I,(a,2m) < o; X A X B, (resp.I(a,b*,2n) < 3:1 XA X B), engen-

drées par I (a*,2m) < o X B, (resp. z(a*, b*,2n) ¢ '51) Torsque a* parcourt A,

la détermination numérique des courbes correspondantes a Zo(a*,Zn), L_(a*,2Kw)

ol
ne différe que par la période, et pour cela nous allons expliquer dans la suite

la méthode correspondant & la courbe Zo(a*,2n)
a*_,
On fixe a(a=a*), on rapporte le plan q° =(oy,a*,b) au systeme d'axe (0x3,0b) et

*
on note par (u;j,v;) les coordonnées d'un point m; appartenant a qa et par
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a*, x, * _
R (mi) = wl(n/z,o,ui,o,o,a ’Vi) =0

*
1'équation de définition de Zo(a*,Zn) = zo(a,Zn) n qa y et pour z(a*,b*,Zn)

nous déterminons numériquement une section de surface par certains plans

* ! .
qa*= 5 X {a*}; ol a et b sont fixées (a,b) =(a*,b*).

v’

* _
On rapporte qa* au systéme (oxg,oxg), on note par
b

*
a _ 0 0 * h%) =
Rb*(n) = ¢(3"/2’“/2’°’x2,n’x3,n’a »b*) = o

1'équation de définition de £(a*,b*,2n) = £(a,b*,2n) n q° .
b*

IV.2. La méthode numérique des symétries

Le principe de la méthode des symétries est le suivant :

Supposons qu'on veuille chercher une solution de D(a ,b) appartenant a

SO

0‘1,0

(D,2m); soient<p,$ deux solutions de D(a*,b), issues de wl(o),wl(o)

au temps t=o0, on calcule par une méthode d'intégration numériqgue (paf exemple

la méthode de Rung-Kutta d'ordre 4) wl(ﬂ/Z) et 51("/2); si :

®,(1/2) .(31(“/2) <o

alors il existe nécessairement entre wl(o) et.gl(o), sur ox?, au moins une
condition initiale w;(o) d'une solution 27-périodique paire et harmonique im-
paire, car%pqﬂ/Z) dépend continliment de w*(o); par dichotomie on 1ocalise<p*(o)
avec la précision désirée; ceci est considéré comme étant la premiére <tape
programme qui calcule toute une branche, ce programme se constitue en Lrois

étapes suivantes :
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1. Recherche du premier point de Zo(a*,2n) (PROC1)
2. Recherche d'un deuxiéme point de Eo(a*,Zn) (PROC2)

3. Recherche d'autres points de zo(a*,Zﬁ)

Nous allons détailler chaque étape.

IV.2.1. Premiére étape PROC1 (ml,mz,m*)

Cette étape nous permet de calculer un point & ¢ prés (ol € est donné) de

*
zo(a*,Zn) a partir de deux points quelconques de qa ; soient ml(ul,vl),

*
m2(u2,v1) deux points de qa tels que

*
LS (m)) > o, Ra?mz) < 0;

. * : *
on calcule R? (m3), ol my est Te milieu de m, et m,, si |r? (m3)| < ¢ alors

on s'arréte et donc m*=m3 est le point cherché de Zo(a*,Zn), sinon, et si

a*

*
R (m3) > 0 on appelle my le point My, au contraire si R® (m3) > 0 on appelle

. *
m, le point my on recommence ainsi jusqu'a ce que |Ra (m3)| < €.

. - '*.* *
IV.2.2. Deuxiéme étape PROC2 (ml,Ll,Lz,a,B,mz,Ll,Lz)

Cette étape nous donne un second point & € prés de Zo(a*,Zn); étant donné
€ > 0, L1 > 0, L2 > 0, (D) une direction de demi-droite, et mI situé sur 20(5:2w)

a et prés, b

Fig. (1)
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a*

*
On calcule (voir la fig.l) R? (m3), R (m4)bet puis le produit

* *
si R? (m3).Ra (m4) < 0, alors on applique la premiére étape; on obtient un

| *
nouveau point m; Situé a ¢ prés de Eo(a*,Zn), si R (m3).Ra (m4) > 0, alors

on remplace L1 par L1/2 et L2 par 3L2/,4 et on recommende

Iv.2.3. Troisiéme étape

Cette étape nous donne un autre point situé & ¢ prés sur Zo(a*,Zn) a partir

de deux points de Zo(a*,Zn).

. * * . * . . .
Soit mn(un,vn), mn+1(un+1,vn+1) deux points de Zo(a »2r); soit (D) la demi
*

droite m: m;+1; et soit m, le point de q* situé sur la direction (D) a distance

L. de m;+1, et me,m, des points de q3*, obtenus a partir de n, dans la direc-

1
tion (C), & une distance égale a L

4b

1

o+

Fig. (2)

En appliguant (PROC2) et (PROC1) on obtient un nouveau point situé a e prés
*

de £ (a".21).

Sur Ta fig.(3) on a représenté un organigramme regroupant les trois étapes

WK
pour la détermination point par point de la courbe Zo(a*,Zn) dans le plan qd .
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Fig. (3) ~ Organigramme de Zo(a*,Zn)



IV.3.2. Détermination numérique de I(a b ,2n)

La méthode de détermination numérique de toute une branche z(a*,b*,Zn) ne
différe pas beaucoup de celle de Zo(a*,Zn), et elle peut étre effectuée de

la maniére suivante :

On choisit tout d'abord deux valeurs pour a,b, soit a=a*, b=b*; puis on cal-
cule le point (x?,a*,b*) € Zo(a*,Zn) avec un temps initial t0=o et le temps

final (TF) = n/2, cela nous permet de considéker

x0 = w*(ﬂ/Z,o,xo,O,O,a*,b*)
2 2
xg = ¢;(n/2,o,x°,o,o,a*,b*)

*
comme un point appartenant au plan qa* et a partir de ce point on applique
: b

les trois étapes de calcul pour un temps initial t0=n/2, TF=3n/2 avec

x2=o, b=b* fixés; ces deux paramétres correspondant & (u,v) dans la descrip-
tion de 1'organigramme, seront remplacés ici.par (xg,xg) puisque c'est dans

Ei = (ox2x3) que nous déterminons Z(a*,b*,Zn); nous choisissons donc ces deux
points initiaux du p]an'51(0x2x3) et une direction D = («,B8) dans ce plan pour

calculer une courbe Z(a*,b*,Zn) ou portion de courbe, dans (0x2x3); sur la

figure (8) nous avons représenté la branche z(1,1,2m).

Nos programmes ont 616 exécutés en BASIC; tous £e§ caleuls
ont ¢1é effectuds surn un ondinateur COMMODORE 4016,

en Langage BASIC.
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Répartition dans le plan
(x?,b), des conditions

initiales (au temps q;o)
des solutions 2w-périodiques
Courbe zo(o,2n).
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Fig. 5.
e
Répartition dans le plan (x?,b),
des conditions initiales
(au temps t=o) des solutions
%o Y
2n-périodiques;
Courbe £, (1,2m).
4o
30
10
{o




;v
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160 Répartition dans le plan (xo b),

1’
des conditions initiales (au temps E;o)
des solutions 2n-périodiques;

%2 Courbe L (2:2n).

0

420




160 Répartition dans le plan (x(;,b),

des conditions initiales (au temps to=°)
des solutions 2n-périodiques;

§o Courbe £ _(3,27).

3o
2e

4o
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Répartition dans le plan (xg,xg),

des conditions initiales
(au temps to=n/2) des
solutions 2w-périodiques;
Courbe zo(l,l,Zﬂ)(b=1,a=1).

1.
b

.30

-40
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graphe, dans le plan (t’X),ﬁ X
X = (X1’XZ’X3)’ d'une
solution 2n-périodique

appartenant a

11/2 . )
S% (27); issue du point
1

(x§

(o] 3\
X3 = 1.01419581) € £(1,1,2 \\\\\\ A
\v \ ~—" /// ,A

graphe dans le plan (t,x),

0.75274178,

—— A

X = (xl,xz,x3), d'une solution
2n-périodique appartenant a
m
SoﬁiZN), issue a 1'instant
1
t=1/2) du point
© = 0.592778466,

x
i

2
x§ = 1.15511072) € 2(1,0,2n)
XZ
? X

graphe dans le plan (t,x),
X = (xl,xz,x3), d'une solution
2 -périodique appartenant a LY
S? o2m), issue & 1'instant *

1’ N i " ’
t=0 du point ’ t
(x§ = 1.103125, b=0) € Z,(2,2m)

Xs

Fig. (10)
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graphe, dans le plan (t,x)

X = (Xl’XZ’x3)’ d'une solution
2n-périodique appartenant a
Sgl’o(Zn) issue a 1'instant

t=o0 du point (x}=4.159375, |

b=8.14221438) € 20(1,2n).

graphe, dans le plan (t,x)

- ' 3
X = (xl,xz,x3), d'une solution
2n-périodique appartenant a
SO (2n) issue a 1'instant
0190
t=o du point (x?=4.159375,
b=-2) € 20(3,2n).

Fig.

? X

X

f

» t

',////

(9)

- 77 -

Xy



TABLEAU 1

Points (x0 b.) € zo(l,Zn),

1li, i

correspondants aux solutions

m: de 1a Fig. (5).

TABLEAU 2

. o 0
~ Points (x21,x31) € (1,1,2n),

correspondants aux solutions

n; de la Fig. (8).

F============,========[==
* (0]

my X14
1| 0.580415274
21 1.10323525
3| 3.14110856
41 3.73496348
5| 3.76575625
6| 3.49025258
71 2.92693369
8| 2.81640625
9.| 2.7844341
10| 1.63073449
11| 1.20999306
12| 2.10056171
13| 3.55129249
14| 3.68306539
15|  4.23091009
16| 4.59952711
17| 4.69375

18| 4.72875117

L::ﬁL:::::::::::::::: ==

R i b=t e

0.012101272
-0.0302525238
-0.25975945
-0.75274178
-2.06287452
-2.87005673
-3.69428155

-12.4980208
-22.4944105
-26.0440281

6.75851363

7.04162843

8.58783287
11.005549
20.5821851
30.1793869
39.7787018

©2.92945345

3.07320893

7.01883241

-0.330148631
0.328111274
10.00117185
13.987005
13.1345079
8.14221438
1.16506967
0.0000000
-0.328147062
-10.2609686
-21.2416787
-40.7206925
-64.089831
-56.916988
-14.922048
-2.9277144
0.0000000
1.07019788

S==S=====—=======o

1.77193386
1.68115509
1.35387001
1.01419581
0.392580931
0.115846605
-0.100994709
-0.965018764
-1.22857166
-1.2806186
-0.519933887
-0.420694053
0.0000000
0.416941868
1.07453187
1.30290219
1.41754898
-0.0865705823
0.0525874293
1.33221243

- S =ST=o=========1
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