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I NTRODUCT I ON

Le présenÈ t rava i l  a  fa i t  I ' ob je t  d 'un  ar t i c le  paru  sous  le  t i t re

''coHoMoLoGIE BIGMDUEE DE CERTAINS FEUILLETAGES'' eI écrit en collaboration

avec A. EL KACIMI-ALAOUI

Crest REINIIART qui a introduit  cette cohomologie en 1958.

La cohomologie bigraduée esÈ en quelque sorte aux var iétés feui l letées

ce que la cohomologie de DERHAM est aux var iétés.

Divers auteurs onL étudié cette cohomologie dont EL IGCIMI t3]  et

R o c E R  [ 1 6 ] .

Dtune man ière  généra le ,  nous

cul de la cohomologie bigraduée de

d.

nous intéressons en premier l ieu au cal-

certains feui l letages l inéaires du tore

Ensuite on définiÈ un complexe de CECH-DERHAM pour (V,1') qui nous

donne une suite spectrale convergeant vers la cohomologie bigraduée de

(v,1-)

En par t i cu l ie r ,  on  ca lcu le  le  te rme Ez de  ce t te  su i te  spec t ra le  pour

un feui l letage suspendu comme étant 1a cohomologie dtune variêtê à valeur

dans un f ibré plaÈ loealement tr iv ial .

Le chapitre I  est consacré à des rappels sur la théorie des feui l leta-

g e s .

Dans le chapitre I I ,  nous déf inissons la cohomologie bigraduée

t P ' 9 1 v , I R )  =  n 9 ( v , S ? P ) .  c ' e s r  c e l l e  d u  c o m p l e x e  ( ^ * ' * ( v , : F ' )  r d " )  o ù

^P '9  (v , î )  esÈ I  t  espace des  f  o rmes d i f  f  é ren t ie l les  de  type  (p ,q )  eÈ d"

es t  la  d i f fé ren t ie l le  le  long des  feu i l les  de  T .

Le chapitre I I I  est un rappel assez conplet des propriétés de cette

cohomologie. Cel le-ci  est invariante par une homotopie di te intégrable et

vér i f ie un Èhéorème de Mayer-Vietor is ( t  3l) .  Ce théorème conbiné à cette

homotopie nous sera très ut i le pour établ i r  certains de nos résultats inpor-

tan ts .
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L 'ob je t ,  du  chap i t re  IV  es t  la  dé f in iÈ ion  d 'un  complexe doub le  de

CECH-DERHAM pour les var iétés f  eui l letées (V,T).  Nous obt iendrons ainsi

un pr incipe général isé du Èhéorème de Mayer-Vietor is pour (V,?) et

une suite spectrale Ek'q(p) qui converge vers la cohomologie bigraduée

de (v ,3 ' ) .

Dans le chapitre V nous calculons la cohomologie bigraduée de feui l -

letages l inéaires "diophant, iens" T^ sur le tore Tt*t  déf ini  par des

champs de vecteurs constants. Le résultat  essent iel  est donné dans le Ëhéo-

r è m e  v . 3 . 2 . t  p a r  l a  r e l a r i o n  :  H P ' q ( [ t * t , % )  =  ^ P ( R t )  o  A 9 ( R m )  ( m  e s r

la  d imens ion  du  feu i l le tage) .

Pour un point de vue dual

Ie chapitre V, nous donnons une

les  feu i l le tages  des  Èores  tN

coeff ic ients constants.

Dans le chapitre VII ,  nous construisons un feui l letage qui dans un

cas part icul ier se ranène à une suspension. Nous calculons les termes Er

e t  Ez  de  la  su i te  spec t ra le .

Enf in,  en appl icat ion, nous donnons des calculs expl ic i tes de U, (O)

et Ez (p) pour des feui l letages l inéaires du tore que nous avons appelé
Tn

eË avec le mêne type drarguments que dans

proposit ion dans le chapitre VI concernanË

définis par une l- forme di f férent iel le à
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I  -  RAPPELS SUR LES FEUILLETAGES

I .  I . -  FEUILLETAGES

Soi t  M une var ié té  d i f fé ren t iab le  de  d imens ion  mtn ,  de  c lasse  C- ,

connexe Hausdorf f  et  paracompacte. Soit  par ai l leurs une variété di f féren-

t iab le  N,  de  d imens ion  n  jou issant  des  mêmes propr ié tés  topo log iques

que M.

T .1 .1 . -  DEF IN ITTON

un 6et*it(.e,tase Ç, de eXatae f ut de dinention n 6ull M eÂt. In

d,onnê.e d'une (atnilte Qi,6ilg7 de tubmett'siovu dz e'ta't'se C-.

6L t  U i . 'N

v'en L[i-anL :

1l (Uil.æt eÂt un )Lecouvnemznt ouvûL de M.

2l Poun tou,t (i, jl appantenanL à. 12 e.t poun tou't x apynnLennn't

A IJ,-n tJi, ,i,L ex,bste un d,Ldd-eomonplvi'sme tiik) dz cln'a,sz f

d'un voi.airnge de 6ilxl dan's un voi,sinage de 61fu) te-L clue

6i  = r iL(x)"$,

dans un voi,ainage de 6i(xl .

3 l  vx € uin ui  n ub t6;(x l  = \h i ,x lx i i fu l  davu un voi , tLnage dz

6i ,x l  '  ,

T .1 .2 . -  OEFTNITIONS

Poun elwclue tubmetuion 6i t lJi + N d:edinUsaavû. Le 6et'i't L.e-taSe G

de In vanLê.tle trL, Let compo,sarû.eÂ connexu de elwque dibne 6i'lzl tovtl.
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de,s totu-vanLle,tlea de l,i de d,ineyaion m appeL'ee's Lel fiLartue's de T. Lea

{eu"il,t-u dont a,[,ont .Les vanLletê.,s .itnneng-eel eonnexe's obtenueÂ en neeollant

I-e,t pLacauu. EUe,s donnett't. une Wli,tion de M.

T .1 .3 . -  DETTNf i ION

Lu veeteunt langentt aux dewi,tlet fu dewtl.Le,tage donnent un ^ouÂ-

dibnd. Tç du (Lbn-ê. tangenl. TM. Soi.t lTç te f lUl-moùil-e du dee,LLoru

globa.Le,t de TT.

Tç e,st d,Lt. invol*ti.6 ti

v$,v l  €  l tTç12

lL ut, blen eonvw que 3

dDlno1nto2 A. .. nun = 0

lx,vl e rrT

Tç inîA.gnable + TF ut iwvohLLd.

RleûpnocluQment, un ^out dibttê. LnvoLu.ti| de TM ut .itttêgnabLe ltl+:eonë.-

me de FRôEENIUS) . Le,a aou.t-vanLê.tâ.d connexeÂ max,ina,t-at donnent. un deu.i,t,(.etage.
?an aiJ,LeufiÂ on taLt clue : Loea.Lement, wt,sou's-dibnê. Lntê.gnnbLe TT

dz TM ut d:ediwL pan La donnê.e de 1-[onnu d'L66'enentie,L[.e's o1ro2 , ... ,u)n

I-Lnêainenenl. Lndlepudantu en eha4ue poisnL de M e't v-en Ldinn't :

|  < i <n

T.2.-  STRUCTI]RES TMNSVERSES

Brièveroent,  une structure transverse pour le feui l letage ç est la

donnée drune structure sur N qui est préservée par les di f féonorphisnes

locau< tV5 i i i r j€ I r . ' ce t te  dern iè re  permet  souvent  d 'avo i r  une in fo rmat ion

g loba le  sur  1e  feu iL le tage.

De manière plus précise on a les :
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1.2 .1 . -  DEFTNITIONS

1l Lotuclue N uL wLe vuiê.t|e orvLentë.e e,t Lotuclue Let \!i prL:e^ehveyLt

ce,tte otuLettta.tion alotu Le dewi,U-e,tage ç e,tt d,i,t lLavuvetualenevtt oniwt-

ta.ble.

2l Lotuclue.Le.t T ji W'e^QlLvent une meÂulLe de B?REL donnê.2 dun N, on

d,i-t clue T adne,t une meÂuù-e Ltantvente.

3) Le dewLLte.tage ç e,at ùLt RLenanwLen ou adme,t-tnnL une m'efuvLc1ue

tnaravuue Loruclue N e'st wtz vanLle,tê. RiemanvvLznne e,t clue Le,,s T ji ,sont

det i,som'efnLe's de N. En d'aû).QÂ tetunu, i.[- exitte une mê.tnLcque de RLemann

g invoni,.aytte dant In" d,(nze.tion eompllemenlnine arlx dewille,s.

4l Si xt,x2,. . . ,Xn 'sovtt n chnnpt de vecteutt's ,sun N, Iinê.a(nenerû.

Lnd-ependavLtÂ Ql. invaninnbs ytan Lu \ li 
olotu Le (ewittelnge ry e,6f. d,iL

fu-a.yav ent a,t enen t panaLLleils a"ble.

5) SL N = G' QÂt un gtLoufre dz Uce e,t,si eha4ue \ii e,tt La ne,sllie-

LLon d'une ltzay,sla,LLon à gauehe de G a,(.ou T ut di-t AoUyn^alenenL de

LLe poun Le gnoupe de lie G.

Cu deuiil-etagel ,sovtt de's ea-t ytwttieu.[,Letu de dewUleLaget lnatuvettta-

Lenent lrwnogë.ne.a e'att-à-d,Ut-e du deti,tLe-tagu tel's clue N = G/K oit G

e.at un g,Loufre de lie ut K un touÂ-grLoupe [estn'e de G el. toU clue Lu
y ji aonl, Le.t ne'stnLeliova de G-bavalaliont de G/ f. Lers {etill,t-ef,agu
tLavuvelua.Lemevft. de LLe connetspondent att cal K = {e}.
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I  I  COHOMOLOGIE B IGRADUÉE

DES vARrÉrÉs reurr lerÉes

I I . I . .  DEFINITION DE LA COHOMOLOGIE BIGRADUEE

Soit  V une variété de dimension n+m munie dtun feui l letage ç

de codimension n. On choisi t  un supplémentaire vF du f ibré tangent aux

f eui l les T î ' ' .

0n a donc

TV=T?ov3 i - .

0n en déduit une décomposiËion pour les f ibrés en algèbres extérieures

( l )  ^kT*v=  o  ^9 r * . ; ; ' eÂPv*G-
p+q=k
0spstt
osqst

r(tÇf*9r o ÂPv*? ) ,s,appe)-(-e !.,otpaee d?Â [onne,t d,L66'ettenuLoL(-e,s de
tupe lp,q) ^ulL tr" vanLle.tê. lV,gl.

0n note eut elpaee LP,q U) .

r r . 1 . 2 . -  R E M A R Q U E S

a)  La  déconpos i t ion  ( l )  n tes t  pas  canon ique.  E l le  dépend du  cho ix  du

supplémentaire v?. cependanÈ la cohonologie bigraduée de (v,ç) que nous

inÈroduirons est indépendante de ce choix.

b) Une forme di f férent iel le 0J de rype (p,q) sur (V,1) esr une

forme di f férent iel le de degré (p+q) vér i f iant en ouÈre :

o ( X r r . . .  r X p r * p * l  r . . .  r x p + q )  =  0
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sauf si q champs de vecteurs sont dans f (Tl') et p chanps dans I (v T') .

TT.1 .3 . -  LEMME :

La d,Ldd'enevlio(2e ex,tût-LeuLe ̂ e d0.compo6e en La- ̂ owtne d = d'+d"+à

de fnoi,s op'utaLeûÂ de bidegnle,s (1 ,01 , (O,t l  e.t (2,-1) nupec.LLvenent..

Démo.nstrat.ion :

So ic  ûJ  une fo rne  d i f fé renËie l le  de  type  (p ,q ) .  Sa  d i f fé ren t ie l le

extér ieure est une forne de degré (p+q+l) déf inie par :

p+o+ I
ao l (x r , . . . , xp*q* , )  = '  i  ( - l ) t * ' x i .u r (Xr , . . . , i r , . . . , x ' *o*1 )

i= l

+  E  ( - t ) i * j o ( [ x i , x j  J  , x r , .  .  .  , î i , . . .  , Î j  , .  . .  , x n + q + 1 )
i<j

l )  Les termes de la première'sornmation donnent deux types de compo-

santes :

a )  P o u r  x i  t a n g e n t  à  Ç  ,  @ ( X r , .  . .  , Î i , . .  .  , x o * o * 1 )  e s t  n o n  n u l l e

si  (q+l)  champs sont Èangents à ç et p champs dans vF.

La composante correspondante de fu est de type (prq+l) .

b )  P o u r  x i  d a n s  v î ,  u r ( x r , . . . , Î i r . . . , x p + q + l )  e s t  n o n  n u l l e  s i

q champs sont dans TG eË (p+l)  champs sont dans vî.  la

composanËe correspondante de dur esË de type (p+lrq).

2) Les termes de la deuxiène somation donnent trois types de eonpo-

santes :

a) Pour xi et *j 
^dans 

T1, [x'xr] est dans Tfr

o ( l x i ,X iJ ,Xr , . . . ,X i , . . . , l j , . . . , xnaq+1)  es t  non  nu l le  s i  (q+ l )

chanps sont dans TF et p charnps dans vT. ta composanËe

cor respondante  de  dur  es t  de  type  (p ,q+ l ) .



- 8 -

b) Pour x. et x. dans vT-' on décompose [xi,xj]  sous la
'  T 

Y, i  où xT,  er  xY. .  sonr  les pro jecr ions deforme ("i j**rr. 
rJ ' :

[X i ,x j ]  sur  1T et  vS'  respect ivement .

o ( [ x i , x j ] , x r , . . . , Î t , . . . , Î j , . . . , xp *q * l )  =

T
, ( x i . , x I , . . . , x i , . . . , x j , .  . . , x p + q + l )

o ( x i j , x l , . .  .  , Î i , .  . .  , Î j , .  .  .  , x p + p + 1 )  .

Le second telre fourni t  une comPosante de dul de type (p+l 'q)

et le premier une comPosante de type (p+2rq- l) .  Rernarquons que

s i  v Î -  es t  in tégrab le  a lo rs  t * i , * j J  es t  dans  v î  e t  ce t te

dern iè re  composante  es t  nu l le  (car  * i i  =  0 ) .  L 'opéra teur  â  es t

donc ident iquement nul s i  et  seulement si  ç admet un feui l le-

Èage supplérnentaire.

c) Pour xi  tangent à G- et t j  dans 9$-,  on décornpôse [x. ,Xj ]

corme précédenment. On obÈient deux composantes de ùo : ltune

d e  t y p e  ( p , q + l )  e È  l r a u t r e  d e  t y p e  ( p + l ' 9 ) .  r

1.4 . -  LEMME

Ltop'ennl.eun dn v'enidie Lu pnopn Ld.tê.t

1 l  d " (qnB)  =  d"qng+ ( - t fug  oond"U

2 l  d "2  =  0 .

DénonsÈration

l r .

l )  On a  drune par t  d  =  d f  +dr r+â  e t  donc  d(q^B)  =  d r  (q^B)+d" (q^B)+ô(sn0)
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Dfau t re  pa r t ,

d(q^g)  = dqnB+(- t )d tg oorruu

SoiË encore

d(qnB) = d 'snB+d"cnp+6cnp+(- l )u"g ocnd'g*( - l )d"g oorru"B

+( - l )u " t  oonâg .

En identif iant les composantes de mêne type on obtient l).

2)  d2 = O inp l ique les re la t ions

d , t t 2  = 0 ,  ô 2  = O r d t â + â d t  = 0 ,  d t t d t + d f d r r = 0  e t d . t 2 + d t t â + â d t t = 0  a

0n a  donc  un  complexe pour  tou t  p  appar tenant  à  {Or l r . . . rn }

( l )  ^ p ' 0  - - 9 ' ' ' ^ P ' l  g , ^ p ' 2  - d \ ,  . . .  d " r A P ' n + m - p

TT .1 .5 .  -  DEFINT.TI( |N

Une (onne ûr de tqpe lp,q) elt d,Lte dt'-6uun'ee ,si d"w = 0. ELLI
eÂt d"-exaele a'i,L exi,tLe ule $onne q de tqpz lp,ct-l! telle que d"s = t).

TT .1 .6 . -  DEFTNTTION

La eolwmoLogle bi4natuiee de La vanLê.t|e dewille-t:ee (V,çl e'st La eolw-
mologLe u degnê. ca du complexe ltl e.L-desdu e,t e,at notd.e |P'Q1V,'1R).

Les gennet du dotmet d,Ldd'enenLLe,[,Lu o de tqpe lp,0l v'wLdi"anf.

d"t) = 0 eoyati.tttent un daÀeent notle. op. C'elt Le [aûeeau d,e's gunu de
p- (oruu 6eù]-Le.t:eet .

oP = {o e LP'o rd"u = gY



- 10 -

En fnnLLeutiuL, Ç10 etst Le da,i'seent ders gesue's de's done-LLova 6et'LLLe-

tê.e,t e'uL-d-d,&e det [onetLora LoealenenL corwtnn'te.a aun Lel dewiX,Le's.

IT. I .7.-  THE{0REME OE UAISMAN

La ,swi-te de dat;eeatx

o .  çf  d, ,  ,  Ap,o i \  7rp,1 d" ,  . . .  d"  ,1rptn+m-y1

eÂt une nleaohtLLon (Lne du [oi'sceu nfr.

Un th'eonème bien connu dayw La. thleonie du [aUeeaux no&6 a^^utle

a,Lon's que :

gP'Q 1v,rRl  = HQ lv,np) -  hurt ' t rP'Q i l \  f  'c t+l  I
. l .m(Lp,ct- l  _d"+ r f ,e l

oit flq U,npl d:e.si4ne .(.e qième modu,t-e d.e eohomoLogie d.e La- vanLle.t:e v a

eoeddie,Lenl's dayu .(.e doLseerut 0Ir. Poun yil.ut dz d:atai,It on peu't. ,se nê-['enen

atx Iivnet de GodenrevÉ. | 7l page 202 ou de Vai'sman l'191 Wge 60.

TT.2.-  SUITE SPECTMLE

Le complexe des germes des formes f  eui l letées sur (V rç)

o - r  IR  '00  g 'g t  g ' . . .  g ' ' n  -  o

est une résolut ion du faisceau constant IR.

IL lui  correspond une suite spectrale (Er) qui  converge vers la coho-

no log ie  de  De Rhan de  V.  On 'a  le

IL2.1 . - THE?REME (sanbanLal

Le tune EP.'Q de ce-t-te awî,.te tpeeltta,(.e a'Ldenlidiz à |P'Q 1v,Rl .



- i l -

r r r  ;  pRopRrÉrÉs DE LA coHoMoLoGIE BtenRouÉe

III.I.- INVARIAI{CE PAR HOMOTOPIE INTEGMBLE

La cohomologie bigraduée des var iétés feui l letées nrest pas invariante

par homotopie. Cependant El Kacini  [ :  ]  a montré qufel le est invarianËe par

une homotop ie  d i te  inËégrab le ,  no t ion  in t rodu i te  par  Haef l iger  [10 ] .  Vo ic i

un exemple simple i l lustrant cela :

S o i t  V  =  $ l x [ 0 , 1 ]  f e u i l l e t é  p a r  d e s  c e r c l e s  $ l r { t }  e t  $ l  f e u i l l e -

t é  p a r  $ 1 .  o n  a  b i e n  u n e  r é t r a c t i o n  p a r  d é f o r m a t i o n  d e  s l x l O r l ]  s u r  $ l

qui  préserve les feui l letages, mais on montre faci lenent que :

t t o  
"  

( v )  =  c - ( [ 0 ,  t  ] )  e r  Ho ' l  ( $ t )  =  n  .

TI I . I .2 . -  DEFTNITT1|N

Soient (v ,7 | ex (V' ,G' I detx vaùê.tê.d '6eLil,LQrd.e.t e't aoi-t

[ : V - V' . 0n d,i.t que L' appLiea,LLon d Wdlenve (ou coniuguel .Lu de*L%e-
t-agu ç e.t. ç t tL elLe envoLe une deui.LLe de ç ^ull une deui'LLe de
q ' .

T11.1 .3 . -  DEFTNITT|N

SoLent 6 Qf. g detx appheabLovw di|d'enenLiabl-et de lV,ç | davu

(V' ,ç'l . Une lwmotopLe LvÉlegnnbLe de 6 A g eÂt une appheabLon H d'L6-

Ç'utevùinble de (UxIR,TxTRl davw (V',T-'l eonjuguanL Lets dewilleioqet
'F,rTR e.t q't e-t telLe que :

H l  , t l  =  6  poLu l  t<0

QL Hl ,tl = g pottz t. > 1
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TTI . I .4 . -  DEFINITTON

0etu vùê.tê.t de*i,[le,t-eot (V,ç) QJ (V' ,G'l onL mùne tqpe d,l.rt-
motopLz Lyr,tê.gnnbLe ,s'i.L etci.tte une appliu.LLon 6 de V dnya V' , une ap-
yiliea.tion g de V' davw V Qt du homotoytie's Lnt:egnable,s nerspeel-Lvemeytt

de 6og A Idy, e,t. de 9o6 a Idv.

0n munit  VxIR du feui l letage 9xIR. Pour touÈ t  € IR, on note :

J r :  V + V x I R

x  l +  ( x r t )

une in jec t ion  de  la  var ié té  feu i l le tée  V dans  la  var ié té  feu i l le tée  Vx IR.

0n  mont re  ( t  3 ] )  l tex is tence d tun  opéra teur  d thomotop ie

K:^P ' * (V * IR ) *AP ' * ( v )

vérif iant

l )  K ( ^P '9 ( v ' u t ) )  c  ÂP 'q - l ( v )

2) d"oK+Kod" = ' t i- ' t i '

La construction de K se fait corme dans le cas usuel. Dans le nodèle

local  V = IRnr IRtr  feu i l le tée par  les p lans {x}x lRm. on pose

Kf = 0 si f  est une fonction différentiable de VxIR

Ko  =  0  s i  q  =  a  e i ^ . . . ndx r_ndy i , n . . . ndy jq

/ l  \  
I  * P  J r

KB = ( .Joo ut )u" t r^" 'nd* inndr5 
r^ . . .ndYjq-r

si  g = b dtndxirn. .  .^dxiordl j  
rn.  

. .ndÏ jq_t

ItL. t . 5. - PR0P0S1Ï10fV

SoLent 6 Qf g detx appheslLoru dL||'uLenbiabLu de (V,TI dana
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(V' ,G'l pnle,senvanL Le,s dewi,t(.etageÂ 
'3;- eL '3'. S'.i.L ex,i,ste une homo-

topie intô.gtable de 6 A g a,Lotu .6 Q,t g indw\ent Le m'eme lwmomon-

ph,ûme en colwmoLogLe bignaduê.e.

Démonstrat ion

Si H :  VxIR -+ Vr est une homotopie intégrable de f  à g on a

I IoJo  =  f  e t  I loJ ,  =  B .  S i  q  es t  une fo rme de type  (p rq)  e t  d " - fe rmée

sur  V f  a lo rs  on  a  :

g*c-f*c = JTH*q-.JIit*q

= d"K(H*q)+Kd" (tt*q)

= d"K(H*q)+KH*(d"c)

= d"K(H*q)

g*g et  f *q sont  donc d"-eohomologues.  r

T.11.1.6.-  COROLLATRE

Sr- (V,GI et lV',G'l orû. mùne tqpe d'l+ctmotopie Lrutê.gnabLe a,Lou

elle's onl. dea grLoupeÂ de eoltomoLogie bignndulee irsomonphet.

TTI. I .7. - DEFTNI,TI,ON

Soi,t W q V une aou; vanL'etê. de V tttavavùÂe à" ç muwLe du

dewi,Ueta.ge T lW. 0n dLt c1u'unz aytyiliea,LLon

, L  8  V  + 0 1

eÂt une nd,tlnchLon pdJL dd.dotunaLLon intlegnnble ti :

lLl n elt une nêlttnctLon pdrL dê.(otuablon.

kal ft ,LuûLLel,Lon de ,L à. ehaque [uû,U-z F de 'T ett une nê,ûtne-

lion pn dê.[onna,tLon de F ^u.rL F n 01.



- t 4 -

TTT, I .8 . -  COROLIAI .RE

Si W eÂt wL n'efi,alJe pan dê.donnaiion intê.gnable de V a,Lotu V e,t
W onL mieme's grloupeÂ de eohomoLogie bLgtra-du'ee.

EL Ka"einL 1.3 ) a monfitê. uyt

TTI . 2. - THEOREME OE MAYER-VIETORTS

SoLenL (V,î) une vaùê.té. dew2-Le,t:ee e.t M Q,t N deux tou,t-vanLê.tê,,s
(enn-ee's de V Q-f. fuLLe,t que 3

t )  M u  N  =  V

2) âM = ôN eÂt ri-a.n6vente à T .

0n a K = M fl lV = âM = âN clwL ,sont muni's ne'speel-LveneyLt del deui,LLe-
tAgQÂ indai,fi Ff, TU Ql. T* e.t un ilngttnnme de vanLë.t:et 6e*i,U.e,td.e,s
QL d' appliealion^ WLtuLvant Le,s 6e!"iL(.e,t0.geÂ qwL ett comrru.talid i

M n N ' L > N L, !,lz Ql. 9. d:edLgnayLt d,e,s LneAuLona.

flh I l ivv
MV

i

SoLenl arÂ^i Lu appl-LeaLLoyw

À :  ÂP,* (u)  -  nP,*1M) r  OP,*1N)
, . *  , *  ,t r t  +  [4  Ut - t  6 l

u:  ÂPr* , t ,  e^P, * (N)  -nP, *1K)

(q,B) -  h.*q*[*B.
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IT I .2 .1  . -  LEMME

La twLte

0 -  LP,* (U)  I r  nP,*1M) e ^P,* ( ru)  -1 . t rP,*1K1 -  0

e,at exaeJe.

La démonstrat ion se fai t  conme dans le cas usuel.

1TT.2.2.-  THE{,REME

A La tui.te exac.te W-ecd.dey,te cotu':?Âpond une twi,te exa"c.te Longue en

eo homo Lo gie bignnduê.e.

0  -Ho(v ,nP)  -Ho(M,nP)  e  f l o ( i v ,nP)  -Ho(K ,eP)  g#W,np l  r . . r

Ce théorème va nous permettre de calculer la sui te spectrale de cer-

Ëains feui l letages l inéaires du tore. En fai t ,  nous al lons général iser ce

théorène en introduisant un complexe ae UECH-DERHAM analogue à celui de

I I  ]  dans le cas classique. Nous en déduisons un pr incipe général isé pour

la cohomologie bigraduée.



IV  -  PRINCIPE

DE MAYER

où â ,  esÈ I t inc lus ion  qu i  " ignore"
1

o n  f i x e  u n  e n t i e r  p  €  { 0 , 1 , . . .

alors une suiÈe de restr ict ions :
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GENERALISÉ DU THÉORÈME

VTETORIS

Soit  V une variété nunie dtun feui l letage T

et drun recouvrement ouvert  l lJ = (ui) ignn. Pour Èout

( i o , i r , . .  .  , i 1 )  d e  ^ k + l  o n  p o s e  :

U.  =  l J .  n  U .  n  . . .  n  U :
1 0 1 r . . . 1 k  1 0  1 l  r k

On a  une su i te  d t inc lus ion  drouver ts  :

v(- l=Lu. + #u,, # +1 n  
- r ^  

F -  1 n ( 1 1  r o l r  
Ë  

1 0 < 1 1 < 1 2
d 1

de codimension

(k+ I ) -uple

U.
1 o r l 1 2

-  .ème
Ie 1 -  ouverE.

,n ] .  ce t te  su i te  d r inc lus ions  indu i t

<-
<_
<_

où ô0 ,  par  exemple , esÈ induit  par f  inclusion

â o

eÈ donc  es t  la  resÈr ic t ion

1P'*1y ;  5  Io  no ' * (u io ,  
*

ô o

iol i ,  
^P'*(uio', 'E

^P ' *  (u .  )  .'  
1 0 1 1 .  .  . ] - k60 :  ^P ' * (u i r  î2 . . . rn )  -

TV.1.-  DEFTNTTTON

S i  t r l €  n
L0. . .  .4h

fl
i o

nP 'Qg l ; ;  ; l  a , ( -o tu  0 r  ad .uconpo^d r4 . tQÂ'  LoL t . .  . , Lb '

ui ; ; e Itp'q (u, ; ; ) el on obLLe*t a.toru un op'uu.tun Cobond
+ o L t . . . + l z  . L 0 4 t . . . / L b



- 17 -

d:e6ini ptuL :

TV.2.- PRdPOSTTTON

6 2 = 0

Démonstrat ion

6 :  n  LP ' *  lL t ,  ,  )  -+  n  LP,*  (U.  l
i 0 . . . . 4 1 ,  + 0 " ' L l z  L o 1 " ' t " l r * 1  L o L r " ' * h * l '

Tv.3.- R)?|c,srrt(|.N
La twiâe

o -  I f , * (u)  -  n  ^P,* (u ;  )  j .  f l  LP,* iu , ,  )  6 ,  . . .
i o  

+ o  
L o 4 ,  

4 o & l

ut. exaeÂ.e.
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on  pose  ck (%,^P '9 )  =

Do  =  6+ ( - l ) kd "

n ^P '9 (u ,  :  ,  )
i 0 . . . . . i k  1 0 1 1 ' ' ' 1 k -

(d" étant la di f férent iel le le long dese t

f e u i l L e s ) .

La suiËe exacte précédente donne l ieu à un conplexe double augnenté.

0

0

0

1 p , 2  ç y ;  
r ,

nn, r 1v) r  >

np,o1v)  r>

co  (W, lP '21 cr  ( lL , lP '21 c'  ( : i l r ,LP 
")

co  ( : lL , l rP ' r1 c t  ç l l t , l vP ' t7 c2 ( l ' ,ÂP'  t  
)

co  11 / ,ÂP 'o ; C t  ( % , ^ P ' o ) c '  ( l /u ,LP'o )

0

où les appl ieat ions horizontales sont les

appl icat ions verËicales les opérateurs de

l e s  d t t .

Précisons un peu ce complexe double

degré 3 (par exemple) esÈ donné par

opérateurs di f férence

dif férenciat ion le long

rckd.L,ÂP'9) ,oo)  :  un
6 = ;3+y+2+t avec

. k

ô  e t  les

des  feu i l -

D  -cocyc le
p

dt tx  =  0

ôx = -dtty

ô Y  =  + d t t z

6z = -d"t

ô t = 0

o d e

I
1
t

+d t t+
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est ,  un  D -cobord  s t i l  ex is te
P

q = a+b+c tel  que= 1ç+y*z*t

=  d t t a

=  6a -d t t b

= ôb+drrc

= ô c

TV.4.-  RO?OSTTTON

(

l"t y

) ,
i t
t

r t  :  1P ,  * (v )  -  c *111 ,1P, *1

Lndwi,t. un i'somonph,Ltme en eohomot-ogLe :

t t*  :  HP'*(v)  -  Ho - lct ' ( îL,LP'* l )p

La tuttt-Lc-LLon

Démonstrat ion :

r  est appl icat ion entre complexes de cochaines puisque

D_r  =  (6 td" ) r  =  $ r td r t r  =  d ! ' r  =  rd" .
P

r induit  donc une appl icat ion r* en cohomologie.

a) g1--gsg-s,gri9ggiy9',
Soit  O un D'-cocïcle.  La composante 0*,r0 de Q est donc

ô(û*_ l r0 ) .  Ma in tenant ,  t  =  0 -Dn( { r . *_1 ,0)  es t  dans  la  nêne c lasse  de  coho-

no log ie  que 0  e t  es t  te l le  que 0* rO =  0 .
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:fi

*

Lt ,ç :1. 0

k

En i térant ce procédé suf f  isament de fois,

c lasse  de  cohomolog ie  à  un  cocye le  0 t  =  0g , *

0 
t  est une forme globale puisque d"0 t  = 0

u) r1--eeg-leieggivs :

Si  t * ( r r l )  =  Dp(O) ,  a lo rs  on  "dép1ace"  0

logie jusqutà une cochaine 0t avec seulement une

Conrme 60 = 0, t l  est une forme globale M

exacte. r

IV.5.-  SUITE SPECTRALE

rv .5 .1 . -  PR?P,SLTI?N

gPrQ désigne le préfaisceau loealement constant

ouverÈ v  assoc ie  gP '91vr?  )  .

En part icul ier,  lorsque le recouvrement îL est

U o  e t  U l  . o n a :

u | ' q {p )=o  pou r  k>2  e t  q>o

ET,q(e) = # 'e(p)

Le doubLe eompLexe rc*'(U),Lp'*l ,0rrl dL{LytLt une ̂ wi,te ,spec.tnole

En@) , d,orr.t Lat tuurru el'qWt Qt tl ' 'dtrl torvt zetpee-LLvenent cb(U.,,HP'Q1

QJ HLlllt,gP'Q1 e.t ctwL convellge vent !n. cohomologLe bignaduê.e de U,l,T1.

on t tdéplace" 
ô dans sa

e t  ô0 '  =  0 .

dans sa classe de cohomo-

composante  (0 , * )  .

eÈ donc ûù = tdtrô est

s u r  M  q u i à t o u t

formé de deux ouverts

et
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er donc 
"n 'e1u,r )  

= E}(p)  e 4 'o- t (p)  = u lecet  e u l 'a- t ,or .

On général ise le théorème de Mayer-Vietor is pour la cohomologie bi-

g raduée décr i t  dans  t3 l .

Corme

autrement dit

HôHd,,  (C* (  t  ,^P'*)  )

n  =  (ns ,n r )  e  uP9(  uo ,? ) 'nPq(u r ,ç ) /

(6n )o r  =  r l r  l uonur -  n luonu ,  =  o )

= {

r f 'q tn

rlo col

) =

,oq (o )  =  
{n  

=  (no ,n , )  e  uPq(  u0r l ) ruPq @r , :T ) /
L v

1ro luoour  
-  n t  !uonurJ

On montre aussi que

t i ' o - t  ( n )  =  g P ' 9 - l  ( u ' n u l , T )  / . o o - o r ,  o ù  d o  e t  û r  s o n t

indu i tes  par  des  c lasses  de  cohomolog ie  respec t ivenent  dans  gP 'Q- l (U0r î i - )

e r  g p r e - l  ( U l , ' ? ) .

Nous appl iquerons ces résultaÈs pour calculer la cohomologie bigraduée

de cer ta ins  f  eu i l l -e tages .
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V COHOMOLOGIE B IGRADUÉE

DE FEUILLETAGES L INÉAIRES SUR LE TORE TN

DÉFTNIS PAR DES CHAMPS DE VECTEURS CONSTANTS

V. I.- CONSTRUCTION DES FEUILLETAGES

Soient (Xl  ,X2,.  . .  rXr) m vecteurs l inéairement indépendants dans

Rt*t .  r ls engendrent donc un sous-espace vector iel  V de R.n*m de di-

mension m. On considère le feui l letage T^ de IRt*t  donL les feui l les

sont les n-plans paral lèles à V. Ce feui l letage est invariant par les

translat ions ent ières et déf ini t  donc un feui l letage sur 1e tore
- n+m

Î t * t  =  \Çn+m.  Les  feu i l les  sont  des  m-p lans  ou  des  ey l indres .

On peut remarquer aussi  que ce feui l letage est t ransversalement de

L ie  pour  le  g roupe abé l ien  R.n  car  on  peut  le  dé f in i r  à  l ra ide  de  n  fo r -

mes fermées 1inéairement indépendantes.

V.2.-  DESCRIPTION DES FORMES DE TYPE (P,q)

Le f  ibré tangent à Tn*m est t r iv ial .  11 srécr i t  colme somme de

Whitney de deux f ibrés triviaux T f, et virrn.

On en déduit 1-a déconposiÈion :

^*T* ([t*t) = Â*v* (%) e Â*T* (Tr)

so iÈ ^*T* (To* t )  =Y- ( .g t * t )  e  Â*B,n  e  Â*B.m

Cette dernière êgaLité signi f ie qutune fotme o de type (p'q) sur '

(  t t* t r Î I  )  s 'écr i t  sous Ia forme :

t = 
,nlrn 

fro'lnern n tto

t n  =  { ( i r , . . . , i n )  €  (N* )P  t e l s  que  I  <  i ,ou
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, o =  { ( j r , . . . , j q )  e  ( N * ) q  t e l s  q u e  I  <  j l  < . . .  <  j q < n } ,

Oi est une p-forme extér ieure sur IRt,
P

O r est une q-forme extérieure sur IR'm
" q

et fr  r  esÈ une fonct ion sur Tt*t .-p "q

Par  a i l leurs  on  a  :

=  f  ( d f r  ,  Â 0 ,  a 0 ,  + f r _ r _ d 0 r _ n O ,  + 1 - l ) P f ,  ,  0 ,  n d 0 r _ )
r p r J q  

' P t q  ' P  ' q  ' P ' q  ' P  ' q  ' P " q  ' P  " q

Or Utrn = UtrO = 0 car R.n et R.m sont des algèbres de Lie

abé1iennes.

Donc

dtrt = E df , , ,r0, n0, eË par suite
rP ,Jq  

-P 'q  'P  "q

dttu) = E dtt f ,  ,  10, n0, ,
r p r J q  ' p  ' q  t P  ' q

d t û )  =  E  d t f ,  ,  a 0 ,  n 0 ,  ,
r p r J q  ' P  ' g  ' p  " q

er ârr l  = 0 par inÈégrabi l i té de v 
\ .

D'après le théorème de I{AISMAN on a :

u' - u(roîro trnroorn n ern)
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gPr91 . rn+m, î  1  =

t<erIc-( Tt*t;o1P (n t)o^9 (ïtm)d" > c-( Tt*t)o^P (rRn)o^9* I (nt) ]

tn [c-( Tt*t)o^P (nn)o^q-l 1gm; 
d" t c-( Tt*t)o^P (nn)e^q (grt) ]

c fes t -à -d i re  que

gPr{1 .n ' t * t ,  T^ )  =  Hg(  T t * t r f2o)  @ ̂ P(m*)

Le ca lcu l  de  gPrg l  T t * t ,? r  )  rev ien t  donc  à  ce lu i  de  go91 'gn+nr ' {n l .

v.3.-  c.u.cul  on uo9( Tn*m,F )

Nous procèderons par étapes :

V . 3 .  I  . -  C a s  d ' u n  f  l o t  T t  s u r  [ t * l

C e  c a I c u l  a  d é j à  é t é  f a i t  p o u r  u n  f l o t  s u r  T 2  ( v o i r  t l s l ) .  L e  c a l c u l

se fai t  de manière analogue sur Tt*I .

s o i r  x = â  
â  â  

L  u n c h a m p l i n é a i r e
E 

* qz 'â; ;  + qg 
Fi  

*"  '+ûn+t o*rr* l

s u r  T n  o ù  ( l r q z r . . . r q n + l )  €  R t * l  e t  ( x r r . . . r x r r . .  
1 )  s o n t  l e s  c o o r d o n -

nées canoniques sur IRn+l.

S i  T r  es t  à  o rb i tes  denses ,  c res t  le

V . 3 . 1 . 1 . -  C a s  o ù  ( l r o z r . . . r û n + l )  s o n t  i n d é p e n d a n È s  s u r  Q

loute fonct ion constante sur les feui l les est constante partouË.

Donc Hoo( Tn+l r 9-r; Ë n
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Notons  n  la  l - fo rme dua le  du  chanp X ( i .e .  n (X)  =  l ) .

T o u t , e  f o r m e  o  d e  t y p e  ( 0 , 1 )  s u r  ( T n + l  , T r )  s r é c r i r  :

u ,  =  f  ( x t r . . . r x 1 a 1 )

où f  est une foncËion sur Tt* l .

o est d"-fermée car de degré maxinum sur les feui l les.

( l )

e t

û)  es t  d r r -exac te  s t i l  ex is te  une fonc t ion  h  sur  To* l  Èe l le  que

d t t h  =  ûJ .

En développant f  et  h en sér ie de Fourier,  cette équat ion se ra-

mène au systène :

2 in (mr+nrdz+ .  . .+mn+ lon+r )n r r .  . .mn+ l  
=  t r r .  . .mn+ l

où h_ et f_ désignent les coeff ic ients de Fourier dem t '  '  ' E n + l  t r t ' ' ' m n + l

h  e È  f  r e s p e c t i v e m e n t  e t  ( m r , . . .  , t r n + l  )  z n * l  .

( l , o z r . . .  r q n + l )  é t a n t  Q - i n d é p e n d a n t s  l e  s y s t è m e  ( l )  e s t  é q u i v a l e n t

a :

ç
(s) h- -  

-mt '  '  'mn+ I
m r '  ' ' m n + l  

2 i n ( r n r + m ,  d z * .  . . * E n + l q n + l )

p o u r  ( m r  r .  .  .  , m n + l )  +  ( 0 r .  . .  r 0 )

h o .  .  . 0  e s t  a r b i t r a i r e  c a r  o n  s u p p o s "  f o .  .  .  o  
=  0 .

La convergence de la série de Fourier de h dépendra de la nature

a r i t h n é t i q u e  d e  ( l  r o z  r .  .  .  r q n a 1 ) .

V.3.1 .1 .1 .  OEFTNT,TT,ON

Un veeaun \ = (l ,c2,. ..,anq.l dava [-n+l donl. Lel conpo*anl.u ̂ovt

Lndlepudantu 6urL a. ut d,U :

1l de " Liouvi,[-Le" ̂ i :
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v6  €  lN* ,  = lmr r . . . ,mnar l  e  zn* l  /

lm1+m"otr+. . .*^n*ld n+lt . 
ffi

Z) d,LophanLLen ti :

3 l  €  i l * ,  =A> o  /

lmr*mrgr*...+mn*1en*ll, 
ff i

Pott /L f f i r r .  . .  r f f in+l  aÂ^ez gnnnd.d.

Revenons au systène S :

a )  S i  ( l  ,o2 , .  .  .  ,qn+ l  )  vér i f ie  une cond i t ion  d iophant ienne a lo rs

r  -  t  ' t  
l * "  ' * l t  '  l t sI t r r .  . . m n + l  I  (  l m r  n + l  , ,

-^
I t r  |  <'  m l  ' ' ' n n + l '

p o u r  ( m r  r .  . .  , D n + l )  +  ( 0 r .  .  .  r 0 )

Con'me les f  sont les coeff ic ienÈs de Fourier de la fonct ion
t r t ' '  ' m n + l

c - f  o n a :

donc la sér ie de Fourier de h converge.

b )  S i  ( l ; o z r . . , c n * 1 )  e s t  " d e  L i o u v i l l e "  a l o r s  :

vs €  rN* ,  vA t  0 ,  : ( rT , . . . , r1* , )  e  z  xv \ - l \  { (0 , . . . ,0 ) }

v t  €  IN*  f mr .  .  .mn+ l
=ef I

. +( l ' ,  l+. . l t rr*,  I  ) '
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i )  f  es t  b ien  C- ,  (c res t  fas t id ieux)

cfest-à-dire que pour chaque t  f ixé :

;rf*rfcr*...*rk*,orr*1 | . 
fu

soit  alors la fonct ion f  dans c-(  t t* l )  déf inie par :

I
|  -  k . k  k

| '  
t t |  

. . . t 1 * ,  
=  t r * t r d " * "  ' * t o * l q . r * l

t '
' l  .  les autres coeff ic ients de Fourier sont choisis parmi la
I
I  sui te à décroissance rapide.
I
I\

On montre :

' t r l . . . r l*r l<l 'Tl*. . .* l ' l * , l ) t  -  0 quand ' f , . . . ,* l*r  +d'  '

i i )  les h-p -k fournis par le système (S) ne peuvent plus être'  m i " ' t r ,

des coeff ic ients de Fourier dtune foncÈion C%.

En effet  :

1t ' r î . . . rh* , |  = = !

e t p o u r  t = l  p a r e x e n p l e

1t''T. . -'h*rI c I 'Tl*. . .* I ' l*, l) = n< I' l l+. . .+ I ' l .r | )

qu i  tend vers  f  in f in i  quand t f r . . . re t  mk* ,  tendenÈ vers  l r in f in i .
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On a donc construi t  une inf ini té de formes de Èype (0r l)  non coho-

mologues deux à deux eÈ qui ntadmettent pas de pr irni t ive au sens de d".

En résumé, on a montré le :

V.3 .1  .1 .2 . -  THEOREME

Si Le veatut lL X = ( l  ,s2, .  . .  ,dn*71 e^t .

i) de LLouvi,lle, a.LohÂ

no'W,T rl ett un o6wce vec,ton Let topoLogLcaue d,e d,inension
in(inie at non a'eytanê. doyrL Le ^A.paht ataoe-Lê ut i.tomonphe à. lR.

iil DiophanLLen, a.Lotut

Ho" I Tn*l ,Tr) e,at i-aomonphe à" IR e.t. d"one

. rp7P
HP, ' (Tn* l  ,Tr )  =  rRun o  Ho, ' ( rn* r ,Tr l  o  R.un.

Exaninons maintenant le

V . 3 . 1 . 2 . -  C a s  o ù  ( l  r o r  r .  . .  , d - ^ ,  )  s o n È  d é p e n d a n È s  s u r  Q

S i  ( l r o z r . . . r q 1 + l )  c o n s t i t u e  u n e  b a s e  d u  Q - e s p a c e  v e c È o r i e l  e n g e n d r é

p a r  ( l  , o z  r .  .  .  r q l + l , .  .  . , q n + l )  a l o r s  l e  c h a m p  :

x = 
h 

* o, h 
+...+ o"*, 3;o*,

s I  écr i t

x=L*o .3  â -  dans  on+ l  mun idesayr - ?", *"'*or*t 
ft; 

dans Tt*

coordonnées (y1  , .  . .  ry r r . .  1 ) .

Cette dernière expression srobt ient en rernplaçanÈ dans X, les réels

d r + Z r d r + 3 r . . . ' d n * l  p a r  d e s  c o m b i n a i s o n s  l i n é a i r e s  s u r  a  d e  ( l r a z r . . . r o r + l )



- 29 -

eÈ en metËant.  ces derniers en facteurs communs.

On a alors que toute orbite du chanp X passant dans un
r r l' l I ' ' ' x { V r * r } t . . . x { y n + l }  y  e s t  c o n t e n u e  e Ë  y  e s t  d e n s e .

De plus, X déf ini t  un f lot  t ransversalernent paral lél isable sur Tt*1.

Nous somrnes dans la situation du

v.3 .1 .2 .1 . -  THE?REME ( t  r5 l  )

Sr. a e.6t un dlot înatuvetua,tenent. paLaIL:eAAabLe ^ull une vatiLtt M

comwcte a,Lotu

1l Let adhênencet du dewillu Aoy1.t LQÂ dibnet d'une dLbna.tion LoeaLe-

mevû . tnLv i .a , te  L=F+M

;

2l Lz deti,(le.tage Lndwi,t 6trJL b, .[ibne F e,st futnruventa,tenent de l-Le

A |eui.LLers detues.

On en dédu i t  que pour  tou t  p  €  {0 ,  I  , .  .  .  ,n - l  }

HP, r (T t * l ,Gr )  =  tT " (T t * l )  -  ET" (T . * l )  o  f (  Tn- r )

e t  d o n c  d ' a p r è s  l e  t h é o r è n e  I V . 3 . 1 . 1 . 2  i 7 )  e t  l a  r e m a r q u e  à  l a  f i n  d e  I V . 2 ,

t l ' o (  To* l , l - r )  =  tT " (  T t * l ,g r )  =  lP (n t )  o  f (  to - t ) ,

lorsque ( l  ,oz r .  .  .  roa.r- l )  vér i f  ie une condit ion diophant ienne.

Après le cas du f l -ot  on considère le

V.3 .2 . -  Cas  d 'un  feu i l le tage d iophant ien  
%

Un te l  feu i l le tage es t  dé f in i  par  m champs de  vec teurs  X1rX2r . . . rxm

linéaires sur Tt*t tous diophantiens.
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V.3 .2 .T . -  THEOREME

0n a  HoQ I  Tn*^ ,G^)  -  f i  (n^ l  poun tou ' t  e  =  1 ,2 , . . . ,m Q. t

pan eorU'ecluWtt :

HPq I Tn*m,T ̂) 
Ë nP ( rRnl s tre Wml .

Dérnonstration

Supposons le théorème vrai  pour dim T < a et dimension du tore < b

( a  <  b ) .

soi t  9^*t  . t  f  eui l letage diophant ien sur Tb*1.

considérons la f  ibrat ion tr iv iale ub . . ,  (  rrb+t,4 '* t)

.t

$ 1

En coupant 'Itb*l 
".ri.r"ot 

deux fibres on ob'Ëient deux ouverts U0 eË
h

Ul  d i f féomorphes à  1 [ "x l0 ' l [  e t .  te ls  que

Uo n  U t  =Tb ' lO , l I  l l  t b t ]O , l [ '

(uo , %*t ) et (ur , ?ia+l ) se rétractent par déf ormation intégrable sur

(  l rb,  %).

(Uo  î  U r ,%* t )  se  ré t rac te  su r

On  en  dédu i t  ( c f  V .3 .  l . 1 . 2 )  que

( Tb,3L) X ( îb, F^) .

,1oq(uo,  %* t )  =  Ho9(u '  T . * t )  =  AQ(Ra)  =  RC:

nog(uo  n  u r ,  \ * r )  =  Â9(Ra)  e  ^q (Ra) .

On écrit alors La suite exacte longue de Mayer-Vietoris pour La coho-

et
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molog ie  b ig r :aduée ( t3 l )  :

0  -  Hoo (  Tb* l ,T r *1 )  -  H0o (  ub ,  f " ) e t t ' o (ub ,T^ )  - '  H00 ( r t b r? - " )e t t ' o ( r b , ' : F -a )

H0 ,9 -1 (  t b * l  ,T^+ , ) *o  ' q - l  (  nb , . ]F  ) r r0 ,9 - l  (  1 rb ,  [ ) , t t o ,q - l  
(  . I t b ,T ' r )eH0 ,9 -1  go ,%

(cr,  B) (e -Ê ,o -B )

Ho '9 (  Tb*1 ,  î ^ * r ) -H ' ' n (  "nb ,  {F -  )e t t ' ' 9 (  Tb ,? -  ; -110  ' e1  ub , ' Î . . ) e t t '  ' c1  ub , ' } ' a )

" o : t * l ( u b * l , T ^ * l )  
- o

On obt ient alors

t t o g (  t b * l  , T ^ '  )  =  k e r [ H o 9 (  u b ,  î  ) e t t o 9 (  T b , ? t  ) , " 0 0 (  T b , ? -  ) e n ' 9 c u b ; f l  J

car

=  ^ 9 ( B a

r,2-' . t:

e rn[n0 'q- l  (  ub,  q)rH'  '9- l  (  Tb, f , ) -no 
'q- l  (  nb ,Ç^)

o  Ho ,e - l  1  1b  ,Fa ) j

=  19 - l  ( n1a )  e  ^q (n " )

* l )

-  f q- 
l 'a+l

Le résultat  est vrai  pour un f lot  l inéaire diophant ien sur un tore quel-

conque ;  i l  l rest donc pour un feui l letage diophant ien % sur Tt*t . .
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Remarque : Le tore Tn rnuni drun flot linéaire d.ense est un "modèle" d.ans

le sens du

v .3 .2 .1  . t  . -  THE?REME ( ï21)

So,i.t o u G-dLot de LLe à deui,[,Lu detue,s ̂ uJL uyle vaniê.tê. dLdd'atten-

tie,(le M, de d,(nu.aion n, eompae.te e.t eonnexe. 0n ̂ uppo^e de pltl clue

n, (G) = Q. 0n a a.Lotu

1l  G = 1Pn-l

2l M o6t dL[('eomorlphe à T"

3) o ut d,L||Uentiablenent eonluguê. à, un dLot deme ^uh Tn.
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VI  -  AUTRES FEUILLETAGES LTNÉAIRES

Nous considérons maintenant les feui l letages l inéaires du Èore Tn

déf inis ptt  , rrr .  l - forme di f férent iel le à coeff ic ients constants.

Nous en calculons la cohomologie bigraduée.

S o i t  o  =  â l d x r + . . . + a r r d x '  u n e  l - f o r m e  s u r  T n  a v e c  ( ^ r r " r r . . . r â n )

des réels.  Examinons le

VI . l . -  CAS 0U (a*ar , . . . ,ên)  SONT INDEPENDANTS SI IR Q

Les feu i l les  sont  des  (n - l ) -p lans  denses .

w.1 .1 .- P?(?P2SITï{|N

t ) Sl. L'un d.u trnppo,ttÀ y & + j) v-wL(ie uyle cond,Lt/:on d,Lophantienne
NJ

alotu

lq
Ho,4 ( tn ,ç l  =  Hr ,e ( tn ,ç )  =  IRUn- l

2) Lotuclue tntu Let naytpontt y. V + jl toy* d.e "Liouv.i,llz" on a 3
n!

Ho 'Q( t f ,T l  u  Hr 'Q l f ,Ç l

'sovrl. du e^paezÂ vee-totuLels de d,inetui-on indiwLe eL dont Les ,s'eytan'e,s

a's,soe-Lê-t toyrl. isomottphel à. IRWJ .

Dénonstration

l)  El le se fai t  par récurrence sur la dimension du tore et se trai te

grâce à la sui te exacte longue de Mayer-Vietor is de t3] .

La proposit ion l )  est vrai  pour un feuiLletage f . inéaire sur T2 déf ini

par  la  l - fo rne  o  =  a  dx+b dy .  (Vo i r  t l6 l ) .
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Supposons la proposit ion vraie pour tous les tores T'Q' munis de

feu i l le tages  GL aet in i i spar  {D =  ardxr* . . . * "Ud* [  =  O eÈ pour  [  <  n .

Soit  çn+l un feui l letage sur On+l aâeini  par

ûJ

a i
aj

=  a r d x r + . . . * a r r * l d * r r * l  =  0 .

On suppose que ân+I,  par exemple, nt intervient pas dans un rapport

diophant ien.

On a la f ibrat ion :

oLr," ' , * r r )  .+

sur. ( tn,?-n) où To esr, déf ini par

11 stensui t  que

' xrr 'xn+ 1 )

u l - -  =  a , d x , + . . . + a  d x
l - l l ^ '  I  I  n ' n

'trl*l
( X r r . . .

I
t t(*rr*, 

)

Conrme dans  IV .3 .2 .1 ,  on  coupe su ivant  deux  f ib res  Tn.  On ob t ien t  a ins i

deux ouverts U0 et Ul di f féonorphes à l lnxl0, I  [ .  U0 n Ul est di f féomorphe

à deux  exernp la i res  d is jo in ts  de  ' I tnx ]0 ,1 [ .

(uor Î - t * l )  e t  (u r rG- t * l )  se  réÈrac ten t  par  dé format ion intégrable

=  Q .

,0 ,9 (uo  , ,Tn* l )  =  Ho ,9 (u r , !Fn+ ' )  =  *C l - t .

De la mêne façon

,o 'q (uo  n  u l ,Gn+ ' l  -  o .C Ï - t

car (Uo 0 Ur, lFt* l )  se rétracte par déformation intégrable sur

( T n  l l  E o , G t ) .

Finalement, de la suite exacte longue en cohornologie bigraduée de Mayer-

Vietor is on t i re :

Ho,q(  To* l  , î r *1 ,  -  *  6 l - t
nq-l

r  
[ " to- t  

,  * .

î q

o R.vn-l

Ho,9 (  . n ,o * l  ,S t * l )  -  RC: .
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.D 'après  la  remarque f in  IV .2  on  a

rc
H 0 , q ( , n + l , G r * l )  =  H r  , 9 1  ' g r * l  , G n *  

l )  =  o . r r .

2) La proposit ion est vraie pour 1'z muni du feui l letage

1 1 . 1 = a d x + b d y = 0 .

La dénonstrat ion de 2) est alors une répl ique de l) .  I

MainÈenant voyons le

V I . 2 . -  C A S  O U  ( a ' a 2 , . . . , ê n )  S O N T  D E P E N D A N T S  S U R  Q

S i  ( a r r a r r . . . r â r )  e s Ë  u n e  b a s e  d u  Q - e s p a c e  v e c t o r i e l  e n g e n d r é  p a r

( a r , . . . t â r t . . . , t r )  a l o r s  d ' a p r è s  l e  t h é o r è m e  d e  M o l i n o  ( t 1 4 ] )  o n  a  l a

vr.2.t.- p?.,?P1srrt,N

l )  S iL ,und .un-appon- t t  y  ,po t  i  e t  i  d .ayu  {1  ,2 , . . . ,L }  e , t*J

L + i, est dLophnttLLen aLohÀ

rq
Ho,Q(Tn,T \ l  =  Hr ,T lTn , ry \  =  R.vL- '  e  f (  Tn-L l

2 ' t  SL tout Lu tupyton-t t  *  ,  Oo* i  eL j  dayu U,Z,. . . ,L j ,  ^ont*J

de LLouvi,LLe a.LoM

Ho'Q I Tfn,Tnl el. HL'Q I l*,Fnl æni. det uwcel vectotuLe.lÂ

d.e d,i,nerw,i.on'in[inLe e.t doytL Let a'epanêl a,saoe-Lê.a rcyû. i,somonplws
rq'

a Rrrt- t  
"  

g-(  Tn-, \ .

Démonstration

El le  décou le  de  la  p ropos i t ion  précédente  e t  du  théorène V.3 .1 .2 .1 .



- 36 -

VI I  AUTRES EXEMPLES DE FEUILLETAGES

Nous al lons appl iquer les résulÈaËs des préeédenÈs chapitres au calcul

de  la  cohomolog ie  b ig raduée drau t res  feu i l le tages .

En part icul ier on obt iendra la cohonologie bigraduée des feui l leÈages

suspendus.

VII .  I . -  CONSTRUCTION DE CES FEUILLETAGES

Soi t  (M,T ' )  une var ié té  mun ie  d 'un  feu i l le tage T  de  cod imens ion  n .

On se donne

l)  une variété t l

2) une représenËation g :  t rr  (W) -  G

où G désigne le groupe des di f féonorphismes de M préservant

le  feu i l le tage ? .

Soit  f r  le revêtemenÈ universel de I , l .  On note y. ;  l ract ion de

y € n, (W) sur f i .  p. t  produit ,  on obt ient un feui l letage de codinension n

sur frtrq invarianÈ par les transformations

frxu + frxu

(ô,x) - (Y' i l , tP(Y)'x)

et qui définit  donc un feuil letage T* de codinension n sur La variété

quotient Mr= iY
\ y _

6,*)-(v.ô, tp(V).x)

On obtient donc une fibration localement triviale

MP
ùTr
I{
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qui nous permet de const,ruire

mologie de la base I , I  et  la

qui about i t  à la cohomologie

une su i te  spec t ra le  e r (n )

cohomologie bigraduée de la

bigraduée de (Me,'T-e).

qu i  re l ie  la  coho-

f  ib re  (M,1)  e t

VII .2.  -  SUITE SPECTMLE

soit  v = (vi) ierN

tt = (n- l  (ui) ,M) ien

D'ap rès  ( I v .5 )

cohonologie bigraduée de

nf 'q{p) =

,rn boo(*) recouvrement ouvert de la base !I.

est alors un recouvrement de 
"r.

on a une suite spectrale qui converge vers la

(t- t -rG-_) et dont le premier ter i le est- (p- (p-

6k1 f i ,gPr9 ;

où gPr9 désigne le préfaisceau localement constant sur I^t  qui  à tout

ouver t  v  de  t {  assoc ie  le  g roupe gP 'Qçn- l  (V) , î 'a )

Draut re  par t  (n  ' (V) , f " )  
se  ré t rac te  par  dé format ion  in tégrab le

sr i r  (M,ç )  e t  donc  ïe  fa isceau assoc ié  à  gP 'q1n- l (v ) ,$ -g)  a  pour  f ib re

t tp ,q l t_ l ,G-1 .

On obt ient f inalement le

vI I .2 . - THEOREJ,IE

et<,Lttz.trvle ^&Ue ^peùtia,Le to@l de twnu

tl '+ Wl = Hh (w,yP,Q çil,T ) | ; Hlz fl-b,gP,41

at qwL convùLge IQJL6 U, eohomologLe b.i4n-adulee de (Me,gp) .

En part icul ier,  ce théorène permet le calcul  de la

1 .

u.

(*)  bon signi f ie que toute intersect ion dtouverts est contract i le.
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VII.3.- COIIOMOLOGIE BTGRADUEE DES SUSPENSIONS

Si  T  es t  le  feu i l le tage par .po inÈs,  Te  es t  le  feu i l leÈage obÈenu

en suspendant un groupe de difféomorphismes de M.

0 n a :

t tPq ( l l ' ' ? )=o  Pou r  q>o

et ttPo (u,'T ) = ^P (t"t)

où np(u)  est  l tespace des formes d i f férent ie l les sur  M de degré p.

Cor.me t j 'o{nl = E}'q(p) (principe généralisé de Mayer-vietoris)

o n a :

np'k{ t ' , t " ,?-*)  = ul 'o(p) = t j , 'o{n) = Hk(w,HP'o(u))

tt p-formes

feu i l leÈées sur  M.

Le feu i l le tage de  M é tan t  de  feu i l le  un  po in t ,  on  a

t l 'oqu) = oP(u) = ^P(t'r)

D'après  VAISMAN I tg ]  on  obÈien t

HP'k{Mr, 
, )  

= t tk(r^I ,^P)

avec ^p désignant le f ibré plat localement tr iv ial  au dessus de la base I^I

et dont la f ibre est isomorphe à lp(u).  
' '

Lfact ion de n, ( I , I )  sur ^P(M) est donnée par :

n, (tl) '^P (lr) - ^P (tt)

(V,rrr) - [rP(f) ]*rrr.
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VII.4.-  T]N CALCUL E)ELICITE

Nous al lons appl iquer les résultats du chapitre VI précédent à un

feui l letage de codinension du tore Tn+m+l io"piré drune construcÈion de

G I I Y S  ( I 5 ] ) .

Cet auteur a déf ini  un feui l letage de codimension un sur Bx 1In à

l 'a ide  d f  une mat r ice  A de  SL(n ,Z  )  eÈ drune var ié té  B .  Ce f  eu i l le tage

généra l i se  ce lu i  de  T ;  que l 'on  t rouve dans  [6 ] .

V I I .4 .  l .  -  Cons t ruc t ion  du  feu i l leÈage

Soit  A une matr ice de SL(n+nrZ ) diagonal isable et ayant toutes

ses  va leurs  p ropre"  Àr  r .  .  .  rÀr r rp l  r .  .  .  rpm i r ra t ionne l les .  On cons idère  le

feu i l le tage (  Tn*m,3 / )  dé f in i  par  les  d i rec t ions  propres  assoc iées  à

U 1 r U 2 r " '  e t  U m '

Conme dans VI. I on prend

l )  i ' t  =  $ l

2) q z 7. + Diff { Ut*t, ?'r)

I  + A .

On obt ient un feui l letage T, de codimension n sur la var iété quo-

t ient

oT*t*t = 
"".t'î-  

(x ,  t ) - (A(x )  ,  t+  I  )

Les feui l les sont des (m+l)-plans et des cyl indres eÈ sont toutes den-

s e s .

Ce feui l - letage est diophant ien car on a le

vLL .4 .1 .1 .  LEI, IME

Les veeJeuu pLoryu dÂ^oe,L2Â aux valetûÂ prloprlu U1rp21... Qf. u,?t
tonL d,LophanLLevu.



Nous noÈerons U l fune des valeurs propres

et  o '  =  (v r  ey2s . . .  rv r ra r )  un  vec teur  p ropre  assoc ié

supposerons que vl  par exemple est égal à l .

S i  on  écr i t  la  maÈr ice

('i ' i... ' i*')
r= l :  I  ot ' ieo

|  ; '  . . . r ' * '  |  
'

\ 
n+m tt*r 

,,
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Démonstration :

U t  r U z  r . . .  o u  U n

à p pour lequel nous

pour  ( i , j  ) e  { l  r 2 r .  .  .  r n + m } 2

a lors

( l ) Av = pv + r l+r fvr* . . .*r f* t rn+m = U

mais U étant algébrique (racine du polynôme caractér ist ique de A) est

diophant ien I  t2 'T. Autrement di t

3s€ IN*  eL  B>O/ l q *pu l  t *
( lq l * lp l l "

pour p et q suff isâmment grands dans 2,.

SoiÈ encore en considérant ( l )

lc+prl+prlur*. . .*prf*trrr*r l  = lq*pul .

Et f inalenent

I q+pr | +pr 1u ,.* .. . *prf*tr-^- I t 
B 

. tn+m'  ( lq l * lp l l " f  I  q |  *  |  p. l  l * l  p ' î  |  +.  .  .+ |  p=l* ' l  ) '

pour g = û0, prï  = o'  pr i  = dzr. . . rp. l* t  = on+E suff is:mmenÈ grands

dans Z.
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On a montré :

3 s € I N *  
" t  

B > 0 /

I oo+or.,r, * dzv z+. . . +qr1.rpvn+p I (  I  qo |  *  lo ,  I  * .  .  . *  lar r* r l  )  "

Pour 09 ro1 r .  .  .  ron*,o suf f  isenrment  grands dans Z .  a

VI I .4 .2 . -  Cohomolog ie  b ig raduée

D ' a p r è s  I e  t h é o r è m e  V I . 2 . l ,

E l ' q ( p )  =  t t k ( $ 1 , g P ' Q ( t t * t , ?  ) )

Ca lcu lons  le  e ,  (n )  de  ceÈte  su i te  spec t ra le  pour  les  d i f fé ren tes

valeurs de p.

l )  p  =  0

Hoo l '1n+m,Tr )  es t  le  fa isceau cons tan t  IR  au  dessus  de  $1 .

TTr ($ l )  ag i t  t r i v ia lement  sur  ce  fa isceau.  on  a  donc  :

u! 'o to )  =  Ho($ t ,Hoo(  Tn+m ,F^) )  =  Hoo(  t t * t , { l  =  n

er  e l ' o {o )  =  g lqgr ,Hoo(T t * t ,Q l l  =  Hoo( r r t * t , f . )  3  n

P o u r  q > 0 r o n a

Horg(  To* . ,3 - t r )  =  ^q(nr ) .

A* nta pas de point f ixe parce que A nfadmet pas I  come valeur

p r o p r e .  A i n s i  I ' a c t i o n  d e  n r ( $ l )  s u r  H o ' 9 ( u n + n , \ )  ( i . e .  l r a c t i o n  d e

A*)  n tes t  pas  Èr iv ia le .
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e! 'q to )  =  {o  €  nq( rRt ) /A*o  =  o}

Pour ca lcu ler  r l 'qCo)  avec q

$l par trois intenral les ouverts

c t
O n p o s e  * = U o  U U t U U 2

>  0 ,  o n

uo,ur

=  {0 }

S E

etde

donne un

u2.

bon recouvrement

u l

Pour' toute cochaîne c de

c est donné par un tr ip let

dans Ho'q (  Tn+mrî- ;  .

c  es t  6 -exac te  s t i l  ex is te

mologie dans I Io 'q (  Tt*t ,  f r)  et

c . r  ( î L ,Ho '9 )  on  a  6c  =  o .

( f o r . r f  , " r f  o r )  de  c l asses

u n  t r i p l e g  ( f  o  , f  * f  2 )  d e

véri f iant

conrme uo n ul  î  lJ2 = A, le complexe de ëuGI ."  réduit  à

o + co ( I . / . , , t to  '9)  Ô 
> c t  (? / r ,no '9 ;  +  o

f  r - f o  =  f o l

f z ' f t  =  f t z

A * f r - f o  =  f o z

où R =  g( l )  es t  le  d i f féomorph isme

Le systène préeédent se ramène

A * f r - f ,  =  f o z - f o  t - f t z

de cohomologie

classes de cohp-

de Tt*m du paragraphe précédent.

à  l réquat ion  :

e t  l rex is tence de  f2  en t ra înera  ce l le  de  f l  e t  donc  ce l le  de  fo .
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Tout revient à calculer le conoyau de lropérateur

A*-rd*  :  Ho '9(  Tn+m,, { l  -  Ho 'qqun+m,\ )

o - A*cg=6

S i  û J  s ' é c r i t  :

Démonstration

1 l  L d

0 )  =  E  t r ) ;  ;  0  n . . . n O  a

l c i . ,  < .  .  . < i - < n  
^ t  "  ' - q

_ r  ( F

1

où 0- représente une l-forme associée à la direction propre Xi alors

i '  i ^
A *ûJ  =  E  u ;  . . . u . ;  t , t i _  . . i  o  

' ^ . . . noq

l< i ' < . . . < i _<m ' l  ' q  ' l '  q_ r  c l _

VTT.4 .2 ,1 . -  LEMME

.  A*_ ld*  ,  Ho,e I  Tnf f i ,T^)  -  Ho,Q l l fn*m,çm)

eÂt un ilomottpl,vÀme.

. (A*-Id*) est injecti f

i ,  i ^
( e * - t d * )u l=0+  E  (u i  . . . l r i  - l ) r i  

. . . i  
g ' a . . . a0 -9  =0

l< i , < . . . < i _o  ^ t  ' q  ^ ' - - - q
- r  q -

* t i , . . . i -  =  o  Pou r  l ' i ,
t q

car les I i  sont dans n \  Q.

. ' ( t ) = 0
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.  (A* - Id* )  es t  sur jec t i f  :

So i t

i '  i .^
g  =  E  a i  . . . i  0  

' r r . . . n O  =

l 5 i r . . . . < i ' : m  
- 1 " - - q

. i r . . . i . ,  i r  i ^
L a  f o r m e  û )  =  E  

-  Y  0  
' ^ . . . n 0  .  e s t  È e l l e  q u e

l < i . ' < . . . < i _ < n  ( U ,  . . . i l . :  - l )
_  r  q _  - .  1 1  . r q

A*td-td = q. t

Le lenrme VII .2. l  entraîne f  inalenent

Hr  ($  t  ,Ho '9  (  T t * t ,  Ç)  )  =  o

e Ë

q

m

b a
E - ' : ( 0 )

2 "

:
I

I

0

012

Remarque :

CetÈe su i te  spec t ra le  es t  ce l le  de .  $1 .  Cec i  es t  dû  au  fa i t  que A*

nta pas de point f ixe et donc lract ion de tp ne conserve aucun des généra-

teurs de I{o '*(  1f , t* tr l r ) .

0 0 0

0 0 0

IR IR 0
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Les mêmes raisonnements que précédement nous donnent pour

o c p < n :

0 0 0

0 0 0

0 0 0

]R ]R 0

0 l2k

On obt ienÈ aussi

q

, m
_ K . q ,  .s ^ - ' ( D )  =

:

2

I

0

q

ul

n| 'q{r , )  =

012

u! 'n {n)  -  E l ' t (n )  s  n  car  in te rv ien t  la  cohomolog ie  de  g t  à  va leurs

dans le faisceau Hn'm(tn+nrgr I  qui  est le faisceau constant IR.

IR ]R 0

0 0

0 0 0

]R IR 0
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