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INTRODUCTION

Le présent travail a fait l'objet d'un article paru sous le titre
"COHOMOLOGIE BIGRADUEE DE CERTAINS FEUILLETAGES" et &crit en collaboration
avec A, EL KACIMI-ALAOUI.

C'est REINHART qui a introduit cette cohomologie en 1958.

La cohomologie bigraduée est en quelque sorte aux variétés feuilletées
ce que la cohomologie de DERHAM est aux variétés.

Divers auteurs ont 8tudié cette cohomologie dont EL KACIMI [3] et
ROGER [16].

D'une manigre générale, nous nous intéressons en premier lieu au cal-
cul de la cohomologie bigraduée de certains feuilletages linéaires du tore
. ,

Ensuite on définit un complexe de CECH-DERHAM pour (V,¥) qui nous
donne une suite spectrale convergeant vers la cohomologié bigraduée de
v, F). '

En particulier, on calcule le terme E, de cette suite spectrale pour

un feuilletage suspendu comme &tant la cohomologie d'une variété 3 valeur

dans un fibré plat localement trivial.

Le chapitre I est consacré 3 des rappels sur la théorie des feuilleta-

ges.

Dans le chapitre II, nous définissons la cohomologie bigraduée
aP* Y, ) = H4(v,0P). C'est celle du complexe W**w,F),d") ot
AP Y, ) ‘est 1'espace des formes différentielles de type (p,q) et 4"
est la différentielle le long des feuilles de F.

Le chapitre III est un rappel assez complet des propriétés de cette
cohomologie. Celle-ci est invariante par une homotopie dite intégrable et
vérifie un théordme de Mayer-Vietoris ([ 3]). Ce théor@me combiné i cette
homotopie nous sera tr&s utile pour &tablir certains de nos résultats impor-

tants.



L'objet du chapitre IV est la définition d'un complexe double de
CECH-DERHAM pour les variétés feuilletées (V, F). Nous obtiendrons ainsi
un principe généralisé du théoréme de Mayer-Vietoris pour (V,F) et
une suite spectrale Ez’q(p) qui converge vers la cohomologie bigraduée

de V,F).

Dans le chapitre V nous calculons la cohomologie bigraduée de feuil-
letages linéaires ''diophantiens" CF; sur le tore T™™ défini par des
champs de vecteurs constants. Le résultat essentiel est donné& dans le théo-
réme V.3.2.]1 par la relation : Hp’qCIn+m,fFﬁ) = AP(IRn) ® Aq(IRm) (m est
la dimension du feuilletage).

Pour un point de vue dual et avec le méme type d'arguments que dans
le chapitre V, nous donnons une proposition dans le chapitre VI concernant
les feuilletages des tores TN définis par une 1-forme différentielle 3

coefficients constants.

Dans le chapitre VII, nous construisons un feuilletage qui dans un
cas particulier se raméne 3 une suspension. Nous calculons les termes E, B
et E, de la suite spectrale. -

Enfin, en application, nous donnons des calculs explicites de E, (p)
et E,(p) pour des feuilletages linéaires du tore que nous avons appelé

n
TA.
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I - RAPPELS SUR LES FEUILLETAGES

I.1.- FEUILLETAGES

. L 3 - . . . (o)
Soit M une variété différentiable de dimension m+n, de classe C ,
connexe Hausdorff et paracompacte. Soit par ailleurs une variété différen-

tiable N, de dimension n jouissant des mémes propriété&s topologiques

que M.

1.1.1.- DEFINITION
Un feuilletage F, de classe & et de dimension n suwrt M est La
donnde d'une famille (U, f.) ;.7 de submersions de classe .

5 :

A

U. >N
A
vernigiant :

1) (U.) est un necouviement ouvent de M.

L 4€l

2) Pour tout (4,4} appartenant & 12 et pour fout x appartenant
a uonug, AL existe un dif§eomornphisme Yﬂ(x) de classe C°
d'un voisinage de §,(x) dans un voisinage de 5j»(x) tel que

61 = Yj/(:(x-)oﬂ/‘:

dans un voisinage de §,(x).

3) vx € u, n Uj— nu, Yk,é(X) - ij(X)oYJ»/{:(X) dans un vodisinage de

6,‘:(3(.). .

1.7.2.- DEFINITIONS
Powr chaque submension f§. : U, » N definissant Le feuilletage I
de £a vanidté M, Les composantes connexes de chaque f§ibre 527(2) sont



des sous-variétés de M de dimension m appelies Les plaques de “F . Les
fewilles sont alors Les variéiis immengées connexes obtenues en recollant
Les plaques. ELLes fomment une partition de M.

I1.71.3.- DEFINITION

Les vecteuns tangents aux fewilles du fewilletage forment un sous-
§ibne TF du §ibné tangent TM. Soit TTF Le C(M)-module des sections
globales de TF.

TH  est dit {nvolutif a4

v(X,¥) € (ITF)? [X,Y] € TTF
12 est bien connu que :
TH intégrable =» TF est involutif.
Réciproquement, un sous §ibng involutif de TM est intéghable (théore-
me de FROBENIUS). Les Aous-variétés connexes maximales forment un fewilletage.
Par aillewrs on salt que : Localement, un sous-§4bré intégrable TF

de TM est défindi par La donnée de 1-formes differentielles w,,wys .+, W
Lindainement indépendantes en chaque point de M et vénigiant :

n

dwiAmlszA"'Awn =0 Il <4i<n

I.2.- STRUCTURES TRANSVERSES

Bridvement, une structure transverse pour le feuilletage ‘F est la
donnée d'une structure sur N qui est préservée par les diff@omorphismes
locaux {in}i,jEIz'
globale sur le feuilletage.

"Cette derniére permet souvent d'avoir une information

De maniére plus précise on a les :



1.2.1.- DEFINITIONS

1) Lornsque N est une varniéte ondientie et Lorsque Les vy i preservent
cette onlentation alons Le fewilletage B est dit trhansversalement ornien-

table.

2) Lonsque Les Y préservent une mesduwre de BOREL donnée surn N, on
dit que F admet une mesure fransverse.

3) Le fewilletage F est dit Riemannien ou admettant une métrique
trhansverse Lonsque N est une varniété Riemannienne et que Les Yj&' sont
des isométrnies de N. En d'autres termes, Ll existe une métrnique de Riemann

g Anvarndiante dans La direction complémentaire aux feuilles.

4) Si Xp,Xy,..0,X sont n champs de vectewrs sur N, EinZairement
indépendants et invariants par Les vy i alons Le fewilletage “F est dit
transversalement parallilisable.

5) S{ N = G est un ghoupe de Lée et 54 chaque Yj/; est La restric-
tion d'une trhanslation & gauche de G alons F  est dit transversalement de
Lie pour Le ghroupe de Lie G.

Ces feuilletages sont des cas particuliens de fewilletages thansversa-
Lement homogénes c'est-a-dire des fewilletages tels que N = G/k oa G
est un groupe de Lie et K un sous-groupe femé de G et tels que Les
Yii sont Les nestnictions de G-translations de G/g. Les feuilletages
tuansvernsalement de Lie cornrespondent au cas K = {e}.




II - COHOMOLOGIE BIGRADUEE
DES VARIETES FEUILLETEES

II.1.~- DEFINITION DE LA COHOMOLOGIE BIGRADUEE

Soit V une variétéd de dimension n+m munie d'un feuilletage “F
de codimension n. On choisit un supplémentaire V¥ du fibré tangent aux
feuilles T7F.

On a donc
TV=T% e VvVF.

On en dé&duit une décomposition pour les fibrés en algébres extérieures

1) A*T*v = 8 AIT*F g APV'F

p+q=k
O<p<n
0<q<m

IT1.1.1.- DEFINITION :

MMT*F o APV*F ) s7appetle 2'espace des formes differenticlles de
type (p,q} sun La varniéte (V,F).
On note cet espace AP?2(v).

II.1.2.- REMARQUES

a) La décomposition (1) n'est pas canonique. Elle dépend du choix du
supplémentaire vF. Cependant la cohomologie bigraduée de (V,F) que nous

introduirons est indépendante de ce choix.

b) Une forme différentielle w de type (p,q) sur (V,”F) est une

forme différentielle de degré (p+q) vérifiant en outre :

Y0 SRS ¢ X . ) =0

p’ptl’ T ptq



sauf si q champs de vecteurs sont dans T(TF) et p champs dans T'(VF).

I1T.1.3.- LEMME :

Lla difgerentielle extérnieure se décompose en La somme d = d'+d"+3
de thodis operateurs de bidegrds (1,0), (0,1) et (2,-1) respectivement.

Démonstration :

Soit w wune forme différentielle de type (p,q). Sa différentielle

extérieure est une forme de degré (p+q+!) définie par :

i+l
r (<D Xi.w(xl,...,

=)

dw(X,,. .. EEEEY SO

B>

+ r CDMoR ,X.1,8 .. K.,
<. 1’73 1 i
i<j

j""’Xp+q+l)

1) Les termes de la premidre sommation donnent deux types de compo-

santes :

a) Pour Xi tangent 3 ¥, w(Xl,...,i.,..., ) est non nulle

i p+tq+l
si (q+l) champs sont tangents 3 ‘H et p champs dans v7F.

La composante correspondante de dw est de type (p,q+l).

b) Pour Xi dans VN, w(Xla---axi’-"aXp+q+1)

q champs sont dans T® et (p+l1) champs sont dans vF. La

est non nulle si
composante correspondante de dw est de type (p+l,q).

2) Les termes de la deuxiéme sommation donnent trois types de compo-

santes :

a) Pour X, et Xj dans TF, [Xi,Xj] est dans T %,

m([xi’xj]’xl""’Xi"°"xj""’xp+q+l)

champs sont dans TF® et p champs dans vF. La composante

est non nulle si (q+l)

correspondante de dw est de type (p,q+l).



b) Pour X, et X. dans V7P, on décompose [Xi’xj] sous la
forme (X?.+XY.) ol X?. et Xv.
1] 1] 1] 1]

[Xi’xj] sur T% et vH respectivement.

sont les projections de

-~ -~

w([xi,xj],xl,...,xi,...,xj,...,xp+q+1) =

T - ~
w(xij,xl,...,xi,...,xj,...,xp+q+1)

+ w(xij’xl""’xi""’Xj""’xp+p+l)'

Le second terme fournit une composante de dw de type (p+l,q)
et le premier une composante de type (p+2,q—1). Remarquons que
si VI est intégrable alors [Xi’xj] est dans V'R et cette
derniére composante est nulle (car ij = Q). L'opérateur 3 est
donc identiquement nul si et seulement si ‘% admet un feuille-

tage supplémentaire.

c) Pour Xi tangent 3 F et Xj dans Vv‘F, on décompose [Xi’xj]
comme précédemment. On obtient deux composantes de dw : 1'une

de type (p,q+l) et l'autre de type (p+l,q). m

11.1.4.- LEMME

L'operateun d" vérnifie Les proprilités
1) d"(anB) = d"ans+(-1)1%%8 %, dvp

z) d"% = 0.

Démonstration

1) On a d'une part d = d'+d"+3 et donc d(aB) = d'(as\B)+d" (x\B)+3(x\B)

-



D'autre part

daap+(-1)48 % 4p

d (aAB)

Soit encore

deg « deg o

d'aaB+d" aaB+3aABR+ (~1)

d (apB) apd'B+(=1) apd"'B

+(-1)9%8 % ap.
En identifiant les composantes de méme type‘on obtient 1).
2) d2 = 0 implique les relationms
d"% = 0, 32 = 0,d'9+3d" = 0, d"d'+d'd" = 0 et d'%+d"9+3d" = 0 =

On a donc un complexe pour tout p appartenant & {0,1,...,n}

(1) AP’O __££l> AP’I _EEL_>_AP’2 _EEL_, . __Jyl,_AP’n+m'P

IT.1.5.- DEFINITION

Une gorme w de type (p,q) est dite d"-fenmée si d"w = 0. ELLe
est d"-exacte 8'4L existe une forme o de type |(p,q-1) zelle que d"a = w.

IT1.1.6.~- DEFINITION

La cohomologie bigraduée de La varniéte feuilletie (V,F) est La coho-
mologie en degné q du complexe (1) ci-dessus et est notée HP?O(V,R).

Les germes des formes différentielles w de type (p,0) vérnigiant
d"w = 0 constituent un faisceau noté P, Clest ke gaisceau des geumes de
p-gormes fewlleties.

QP = {w € Ap’o,d"w = 0}
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En particulien, Q° est Le faisceau des geumes des gonctions gewille-
tées c'est-d-dirne des gonctions Localement constantes sur Les fewilles.

11.1.7.- THEOREME DE VAISMAN

La suite de faisceaux

0 R Qp d" Ap’ 0 d" % Ap’ 1 d" N d" N Ap’ n+m_p

P e e

est une nésolution fine du gaisceau P,
Un théonZme bien connu dans La théorie des falsceaux nous asswte
alons que :
, d" , +]
WP, R) = HE(v,eP) - Rerltt —— P
(AP0 4 4psq

o H(V,0P) désigne Le q&me module de cohomologie de La variete V a
coefficients dans Le faisceau QP. Pour ptus de détails on peut se riéféren

aux Livies de Godement [ 71 page 202 ou de Vaisman [19] page 60.

I1.2.- SUITE SPECTRALE

Le complexe des germes des formes feuilletées sur (V,7F)

L 1 L
0-omro-0 39 ... a0

est une résolution du faisceau constant IR.

I1 lui correspond une suite spectrale (Er) qui converge vers la coho-

mologie de De Rham de V. On:a le

11.2.1.- THEOREME (Sarkaria)

Le teame E‘f’q de cette swite spectrnate 4'identifie & HP*4{V,R).
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II1 - PROPRIETES DE LA COHOMOLOGIE BIGRADUEE

III.1.- INVARIANCE PAR HOMOTOPIE INTEGRABLE

La cohomologie bigraduée des variétés feuillet8es n'est pas invariante
par homotopie. Cependant El Kacimi [ 3] a montré qu'elle est invariante par
une homotopie dite intégrable, notion introduite par Haefliger [10]. Voici
un exemple simple illustrant cela :

Soit V = $'x[0,1] feuilleté par des cercles $!x{t} et §! feuille-
té par $!. On a bien une rétraction par déformation de $1x[0,1]1 sur §!

qui préserve les feuilletages, mais on montre facilement que :

gty = ¢(0,11) et H'(SY) = R.

I111.1.2.- DEFINITION

Sodent (V,F) et (V',F') deux varniétes fewilleties et s0it
§: V->V'. On dit que L'application 4 préserve (ou conjugue) Les geuille-
tages F et F'  sd elle envode une feuille de F sur une gfewille de
F'.

111.1.3.~ DEFINITION

Soient § et g deux applications différentiables de (V,’F) dans
(V',F'). Une homotopie intégrable de 4 a g est une application H dif-
fenentiable de (VxIR, “FxIR} dans (V',F') conjuguant Les feuwilletages
FxIR et F' et telle que :

H{ ,Z%)

§ pouwr t<0

et H{ ,%) =g pour t>1
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111.1.4.- DEFINITION

Deux varni@tés fewilleties (V,"F) et (V',”F') ont méme type d'ho-
motopie integrable 4'AL existe une application § de V dans V', une ap-
plication g de V' dans V et des homotopies intéghrables nespectivement
de fog a Idv, et de gof a Idv.

On munit VxIR du feuilletage FxIR. Pour tout t € IR, on note :

Jt : Vo VxIR

xr (x,t)

une injection de la variété feuilletée V dans la variété feuilletée VxIR.

On montre ([ 3]) l'existence d'un opérateur d'homotopie
K : AP*(xR) > AP * ()
vérifiant
D kAP IWR)) < AP T W)
2) d"oK+Kod" = JT-J7.

La construction de K se fait comme dans le cas usuel. Dans le modéle

local V = R™R™ feuilletée par les plans {x}xIRm. On pose

Kf

0 si f est une fonction différentiable de VxIR

Ka =0 151 o= a dxi?...AdxipAdyle...Adyjq
b dt)dx, A... : s A :
Jo ) Ky A AR gAYy A adY g

Kg

si g=0> thdxilA...AdxipAdyle...Adyjq_l

I11.1.5.- PROPOSITION

~Soient 4§ et g deux applications differnentiables de (V, F) dans
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(V',F') préserwvant Les fewilletages “F et F'. S'ilL existe une homo-
topie intéghable de § a g alons § et g Lnduisent Le méme homomor-
phisme en cohomologie bigradule.

Démonstration

Si H : VxIR » V' est une homotopie intégrable de f 3 g on a
HoJ, =f et HoJ, = g. Si a est une forme de type (p,q) et d"-fermée

sur V' alors on a :

g*a-t*a = JtH*a-3tu*a

d"K (H*oa) +Kd" (H*a)

d"K (H*a) +KH* (4" )

d'"K (H*(X)

g¥a et f*a sont donc d"-cohomologues. =

1171.1.6.- COROLLAIRE

Si (V,F) et (V',7F') ont meéme type d'homotopie intégrable alonrs
elles ont des groupes de cohomologie bigraduie isomorphes.

IT1.1.7.- DEFINITION

Soit W eV une sous vaniété de V transverse & F  munie du
feuilletage '?'|w. On dit qu'une application

e VoW

est une néthaction par défommation intégrable s4 :

({) n est une rnétraction par déformation.

(£i) La nestrniction de n & chaque feuwille F de “F  est une rétrac-
tion par dégormation de F sun F n W.
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I11.1.8.- COROLLAIRE

S{ W est un netnacte par dégonmation intégrable de V alorns V et
W ont memes groupes de cohomologie bigradude.

EL Kacimi [3 ] a montrhé un

I11.2.- THEOREME DE MAYER-VIETORIS

Soient (V,F) une varniété fewilletée et M et N deux sous-varniétes
germées de V et telles que :

1) MUN=V
2) M = 3N est thansvernse a F .
Ona K=MnN=23M= 03N qui sont munis rnespectivement des feuille-

tages induits F, Fy et F, et un diagramme de variitss feuilleties
et d'applications préservant Les fewilletages qui est commutatif :

N
|
v

Sodlent aussdi Les applications

Nt i, ik et & designant des inclusions.

>
L

Az APPFY) o AP R M) e AP *(N)
w - ({*w, -j*w)
uo: AP M) e APPR(N) - AP ¥ (K)

(a,B) - k*a+2*|3.
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111.2.1.- LEMME

La suite
0 > APP*(V) 25 APP* M) @ APPFIN) s AP *(K) S0

est exacte.

La démonstration se fait comme dans le cas usuel.

111.2.2.- THEOREME

A fLa suite exacte précidente correspond une suite exacte Longue en
cohomologde bigradule.

0 > HO(V,0P) > HO(M,0P) @ HOIN,QP) > HO(K,0P) =25 H1(V,QP) > ...

Ce théor@me va nous permettre de calculer la suite spectrale de cer-
tains feuilletages linéaires du tore. En fait, nous allons généraliser ce
théoréme en introduisant un complexe de XECH-DERHAM analogue 3 celui de
[ 1] dans le cas classique. Nous en déduisons un principe généralisé pour

la cohomologie bigraduée.
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IV - PRINCIPE GENERALISE DU THEOREME
DE MAYER VIETORIS

Soit V wune variété munie d'un feuilletage F de codimension n
et d'un recouvrement ouvert W = (Ui)iEDi' Pour tout (k+1)-uple

(io’il’°"’ik) de ENk+l on pose :

On a une suite d'inclusion d'ouverts :
80 dq <«

V&—— —Ll- U AL é—__ 1y .. =

U. .
i, ?F" L,<i, 1011ﬁ¥_' i,<i;<i, "i,ii, «—
- . . . s . éme
oll ai est 1'inclusion qui "ignore" le i = ouvert.

On fixe un entier p € {0,1,...,n}. Cette suite d'inclusions induit

alors une suite de restrictions

6
S, EﬁL;
Psy* r Ps¥* . and Ps*
AT (V) —> go A7 (g ) _;_> iozlil A (Uioil) i
ol 60, par exemple, est induit par 1l'inclusion
3, :-JTL Uu. . —> U. .
i, ipiy...ig P PRRRE o
et donc est la restriction
o : AP*w, . H)— T APF@, . ).
0 i, i,. k i, LIS SR
IV.1.- DEFINITION
S{ weE n APy, . ) alons w a des composantes
. : < L v
Ag<e.o<dy, k
e AP, . . ) et on obtient alons un opérateur Cobord

We - .
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8 i A’”'*(uL o=, APy,
Lg<a . <dy 0 k Lo<e e <Apyy Loty
defini par :
R+1 i
.. . = 3 -1)78 1 - N .
(6w)LoL1...Lk+] j=0 (-1] ijo...Lj...Lh+l
kR+1 .
=5 (-1, s
j=0 Lo...Lj...»Lk_P’

IV.2.- PROPOSITION

8 = 0
Démonstration
852w) . . . =5 (—l)j(ém). a .
( M)loll"'1k+2 10"'1j"'1k+2
=z M
9<i SRR IRRREY 42
j+e
= > (-1 "w, - o .
2,>j 10'..1j'..12...1k+2
=0
car W . o..B..  ©..8..qa
IV.3.- PROPOSITION
La suite
0+ AP*W) oo AP ) S n AP ) S
Ay 0 Log<hy 01

esl exacte.
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On pose Ck(Qb,Ap’q) = m Ap’q(U.». . )
i <...<1 Loly---2y
0 k
et Dp = 6+(—l)kd" (d" étant la différentielle le long des
feuilles).

La suite exacte précédente donne lieu 3 un complexe double augmenté.

ah

0 = A% () S5 | c®(W,AP°%) | CT (WU, AP* %) | C7 (1L, A°72)

0 = AP h(w) > | (W APy |t AP | e? (L, AP

0~ AP0y 55 [ (W,AP %) | cT(WU,AP?%) | C?(1,AP0)

Y

0 o 1 2 .

ol les applications horizontales sont les opérateurs différence O et les
applications verticales les opérateurs de différenciation le long des feuil-
les d".

Précisons un peu ce complexe double (Ck(ib,Ap’q),Dp) : un Dp—cocycle

w de degré 3 (par exemple) est donné par W = x+y+z+t avec

d"x =0 q&
6x =-d"y 49
< oy = +d"z T
6z =-d"t ; >
\6t =0 z .
tho
+d™ 0 1 2 3 4

oy



-19 -

w = x+y+z+t est un Dp—cobord s'il existe « = a+b+c tel que
x = d"a qA
l'y = 6a-d"b
Y z = sbrdc =
t = &¢c epy
\ g‘+z
+
cpt -
01 2 3 K~

IV.4.- PROPOSITION

La nestniction
nos APPF(W) s ULAPY)
Andudlt un Lsomorphisme en cohomologie :

w* s ) oy (C* (AP
p

Démonstration :

r est application entre complexes de cochaines puisque
Dpr = (6xd")r = 6rtd"r = d"r = rd".
r induit donc une application r* en cohomologie.

a) r* est surjective *

Soit ¢ wun Dp—cocycle. La composante ¢* 0 de ¢ est donc
’
6(w*_1,0). Maintenant, 0 = ¢-Dp(w*_l’o) est dans la méme classe de coho-

mologie que ¢ et est telle que 6* 0= 0.
’
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%—I,Q * b0 0

k k
En itérant ce procédé suffisamment de fois, on "dé&place" ¢ dans sa
classe de cohomologie 3 un cocycle ¢' = ¢0 *
>

¢' est une forme globale puisque d"¢' =0 et &9’ = 0.

b) r* est injective :

si r*) = Dp(¢), alors on "déplace" ¢ dans sa classe de cohomo-
logie jusqu'ad une cochaine ¢' avec seulement une composante (0,%).
Comme 6¢ = 0, w est une forme globale M et donc w = *d"¢ est

exacte. ®

IV.5.- SUITE SPECTRALE

1V.5.1.- PROPOSITION

Le double complexe (C*(ib,Ap’*),Dp) définit une suite spectrale
En(p) dont Les tenmes E?’Q(P) et Ef’q(p) sont nespectivement Ch(ﬂO,Hp’q)
et Hk(ib,Hp’q) et qui converge vers La cohomofogie bigraduée de (M, F).

uP»4 désigne le préfaisceau localement constant sur M qui 3 tout
ouvert V associe HP*Y(V, ).
En particulier, lorsque le recouvrement ¢/ est formé de deux ouverts

U et U

0 l_ona.

Ef’q(p)

0 pour k>2 et gqg>0

k,q - wk»q
et Ez’ (p) = E_ (p)
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et donc Hp’q(M{jr) = Qg?(p) o Q;’q-l(p) = qu(p) ® E;’q_l(p).

On généralise le théoréme de Mayer-Vietoris pour la cohomologie bi-
graduée décrit dans [3].

Comme
k,q = * P,*
E,” (p) = HgHyn (C*(W,A""T))
on a E0d(p) = {n = (ny,n,) € B8P U,,F)xaPl,, F)/
(én),, =n -n = 0}
ooy = My au,” Mo nu,
autrement dit

229(p) = {n = (n,.n) € BPYC U ;F)aPlw,  F)/

|
—"—
3

Noly,nu, ~ ”lluonul}

On montre aussi que

1

z’q-l(p) = Hp’q_l(UonUl,ﬂT)/ ol a, et a, sont

E

induites par des classes de cohomologie respectivement dans Hp’q_l(Uo,qT)
et Hp’q-l(Uly'?)'

Nous appliquerons ces résultats pour calculer la cohomologie bigraduée

de certains feuilletages.
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V - COHOMOLOGIE BIGRADUEE
DE FEUILLETAGES LINEAIRES SUR LE TORE WN
DEFINIS PAR DES CHAMPS DE VECTEURS CONSTANTS

V.l.- CONSTRUCTION DES FEUILLETAGES

Soient (X,,X,,...,X ) m vecteurs linéairement indépendants dans
1 2 m

+ . + .
rR™™, Ils engendrent donc un sous—espace vectoriel V de RrR™® de di-

mension m. On considére le feuilletage :F; de R™™ dont les feuilles
sont les m-plans paralldles & V. Ce feuilletage est invariant par les

translations entiéres et définit donc un feuilletage sur le tore
n+m R nim . .
T = ’,,/z;ﬁ;m . Les feuilles sont des m-plans ou des cylindres.
On peut remarquer aussi que ce feuilletage est transversalement de
Lie pour le groupe abélien R® car on peut le définir 3 l'aide de n for-

.mes fermées lindairement indépendantes.

V.2.- DESCRIPTION DES FORMES DE TYPE (p,q)

. - - n+ P P
Le fibré tangent & T M est trivial. Il s'écrit comme somme de
Whitney de deux fibrés triviaux TF_ et va&.

On en déduit la décomposition :
ATHE™T) = ANE(F) 8 ATHF)
soit AT (T™™) = G2(T™™) 8 M*R” 8 A*R”

Cette dernidre égalité signifie qu'une forme w de type (p,q) sur °

+ L.
& m,qﬁm) s'écrit sous la forme :

w = z f e A B
I1J°%I J
I.,J P q
p’“q Pq
ol Ip = {(i1,---’ip) € (nq*)P tels que 1 <i; <... < iP < n}



- 23 -

Jq = {(jl,...,jq) € (DJ*)q tels que 1 < j, <... <j_ <m},

q
ei est une p-forme extérieure sur IRn,
P
GJ est une q-forme extérieure sur r"
q
et fI est une fonction sur fEn+m.
plq
Par ailleurs on a :
dw = d( r f 6 A B
I.Jq L J./
Ipsdq 7P a-p q
= I (df, . AB_ AB. +f_ _dB_ AB_ +(-)PE_ 6 AdE.)
Ip’Jq IPJq Ip Jq IpJq Ip Jq IpJq Ip Jq
Or dSI = dGJ =0 car R® et R™ sont des algébres de Lie
p q
ab&liennes.
Donc
dw = I df AB_ AB et par suite
I.J I J
Ip,Jq P¥q p q
d"w = I 4d"f AB_ AD
I,J I Jq °’
Ip,Jq P V1 % q
d'w = z a'f AB. AD
I,J I Jq °’
IpsJdq pYd “p g
et dw = 0 par intégrabilité de Vv GVm.

D'aprés le théoréme de WAISMAN on a :
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1P2 9 Tlrn+m,’?m) =

Rer[®( T ) oAP (R erd (R > ¢ T en? (RMerd* (D) ]

Im [T e (RMen? ™ (R™ > ¢ TP (RMend (R™) ]

c'est-3-dire que
BP0, F oy = wl(T™,00) 0 AP(RY)

——

Le calcul de Hp’q(’En+m,fF;) revient donc 3 celul de Hoq('En+m,'ﬂm).

V.3.- CALCUL DE H°%9( 1rn+m,’T+'m)

Nous procéderons par &tapes :

V.3.1.- Cas d'un flot F:1 sur En+1

Ce calcul a déja &té fait pour un flot sur T? (voir [15]). Le calcul

. . s n+l
se fait de maniére analogue sur T .

. d d d 9 . e
Soit X = %, + O, %, + Oy %, oot 5;;:; un champ linéaire

n 1

sur T ol (l,a,,...,a .) € rR™ et (X,5.+.,X_.,) sont les coordon-
2 n+l 1

n+l
nées canoniques sur IRD*I,

si F, est a orbites denses, c'est le

V.3.1.1l.- Cas ol (l,az,...,an+l) sont indépendants sur

Toute fonction constante sur les feuilles est constante partout.
+ ~
ponc H°(T" l,’F'l) = IR
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Notons 1 1la l-forme duale du champ X (i.e. n(X) = 1).
Toute forme  de type (0,1) sur ('En+l,fF1) s'éerit

w = f(xl""’xn+l)

- . n+1
oi f est une fonction sur T .

w est d"-fermée car de degré maximum sur les feuilles.

w est d"-exacte s'il existe une fonction h sur 'En+l telle que
d"h = y.

En développant f et h en série de Fourier, cette &quation se ra-

méne au systéme :

(N - 2in(m,+m. & +...+m__,G_.,)h =f
177272 n+l n+l my...m my...m oy
ol h et f désignent les coefficients de Fourier de
m,...m m,...m

1 n+l 1 n+l +1
h et f respectivement et (m;,... ’mn+'l) z™",

(l,dz,...,an+l) étant @Q-indé&pendants le systéme (1) est &quivalent
a:

fn m
e 0 e +
(8) hm ool B : il
1 n+l 21n(m1fm2a2+...+mn+1an+l)
pour (ml,...,mn+1) * (0,...,0)

et h est arbitraire car on suppose f = 0.

0,..0 0...0

La convergence de la série de Fourier de h dépendra de la nature

arithmétique de (1,02,...,an+l).

V.3.1.7.1. DEFINITION

Un vecteur X = (1,a,,...,a ;) dans R™! dont Les composantes sont
Andépendantes sur @ est dit :

1) de "Liouvile" 44 :
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n+1/

vs € N*, 3(m,...,m ) € Z

n+l

1

(my [+t lm, )3

[mytmpayt oo tm e ] <

?) diophantien 54 :

35 € N¥, 3A> 0/

A

A
(my#eeetlm 1)

+ ...t
[my+mya, . .. mn+]an+]| >

OWL My,e..,m assez grands.
P 1 g

n+l

Revenons au systéme S :

a) Si (l,az;...,a l) vérifie une condition diophantienne alors

n+

|fm1...mn+1I(|m1I+"'+|mn+1|)S

Byl 2TA

pour (ml,...,mn+1) + (0,...,0)

Comme les fm sont les coefficients de Fourier de la fonction

1...mn+1‘
CO
Cf ona:

vt € N * £ =(7( L t)
(|m, |+.. )

1 n+l .+lmn+1

donc la série de Fourier de h converge.

b) Si (l;qz,..,an+l) est "de Liouville" alors :

vs € ¥, va > 0, 3@%,....n%, ) € zxz "\ {(,...,00}
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tel que :

k _k k A
+m,x,+...+m o <
1 272 n+l n+1| (|mkl+..'+|m

|m K

n+l)

Soit alors la fonction f dans C(T définie par :

(

o les autres coefficients de Fourier sont choisis parmi la

suite 3 décroissance rapide.

\

On montre :

i) £ est bien d”, (c'est fastidieux)

c'est-3-dire que pour chaque t fixé :

k

- 00 .
n+l

|fmk...mk ll(lm1:|+"'+lm§+.l |)t -0 quand mllc,-.-,m
1 n+

ii) les hmk ok fournis par le systéme (S) ne peuvent plus étre
reeemy
des coefficients de Fourier d'ume fonction C h.

En effet :
k,_k k
|h ] |m1+m202+..,+mn+lan+1| B
k, gk | = ]
mE...me 2n|m$+m§‘b+°"+m§+l n+1l

et pour t =1 par exemple

k k k k
Ihm%-..mg+1|(lm1|+."+|mn+l|) - B(lmlli"""-lmnﬂl)

ui tend vers 1l'infini quand mk,...,et mk tendent vers 1'infini.
q q 1 n+1
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On a donc construit une infinité de formes de type (0,1) non coho-
mologues deux 3 deux et qui n'admettent pas de primitive au sens de d".

En résumé&, on a montré le :

V.3.7.1.2.- THEOREME

Si Le vecteur X = (I,az,...,a est

n+1)
L) de Liouville, alons
HO7 1 T”H »F ) est un espace vectoriel topologique de dimension
Anfinie et non sépari dont Le sépani associé est Lsomonphe & R.

L) Diophantien, alons

HO? L 7T”+’,’F1) est isomonphe & TR et done

Ch Cn
W (T F ) s R e W (T, T e RO

Examinons maintenant le

V.3.1.2.- Cas ol (l,az,...,a ) sont dépendants sur (

n+1

Si (1,02,...,0r+1) constitue une base du Q-espace vectoriel engendré

par (l,az, "ar+l""’an+l) alors le champ :
9 9 3
X=ag—+ a, == +...+ Q —
ox, 2 9x, n+l 3xn+1
s'éerit
X = %__ + qz-%—— +,..+0 +1 %———— dans ’En+l muni des
pAY Yo r Yr+l

coordonnées (yl,...,yn+l).

Cette derniére expression s'obtient en remplagant dans X, les réels

ar+2’ar+3""’an+l par des combinaisons linéaires sur @ de (l,az,...,ar+1)
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et en mettant ces derniers en facteurs communs.

On a alors que toute orbite du champ X passant dans un

r+l
T x{yr+2}x...x{yn+l} y est contenue et y est dense.

s s ' P +
De plus, X définit un flot transversalement parallélisable sur " 1.

Nous sommes dans la situation du

V.3.7.2.1.- THEOREME ([15])

SL & est un §Lot transversalement parallilisable sur une varniéte M
compacte alors

1) Les adhirences des fewilles sont Les fibres d'une fibration Locale-
ment trhiviale L[ = F — @

W
2) Le feuilletage induit sun La fibre F est transversalement de Lie
a feuilles denses.
On en déduit que pour tout p € {0,1,...,n-1}
Hp’l('ﬂ‘n+1,’]71) - EF:’I(’II‘HH) - EI:’I('I[‘rH) o C( Tn—r)
et donc d'aprés le théoréme IV.3.1.1.2 ii) et la remarque 3 la fin de IV.2,
E?’O(Tnﬂ,’ﬁ'l) - E?’I(Tnﬂ,’Fl) = PR g Tn—-r))
lorsque (l,qz,...,qr+l) vérifie une condition diophantienne.

Aprés le cas du flot on considére le

V.3.2.- Cas d'un feuilletage diophantien th

Un tel feuilletage est défini par m champs de vecteurs Xl,Xz,...,Xm

e s s n+m . .
linéaires sur T tous diophantiens.
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V.3.2.1.- THEOREME

On a HO9 Tr"*'",’JTm) ~ A(R™) pour tout q = 1,2,...,m et
par conséquent :

WP TV F ) ¥ APIRY) o AHR™).

Démonstration

Supposons le théoréme vrai pour dim fF'ﬁ a et dimension du tore < b

(a < b).

Soit “F un feuilletage diophantien sur 'Tb+l.

a+l
. 1 . . . . b b+l —
Considérons la fibration triviale T <» (T ) ﬁa+l)

$1

+ . . .
En coupant 'Eb ! suivant deux fibres on obtient deux ouverts U, et

U, ~ difféomorphes & 'be]O,l[ et. tels que

U, n U, ~T%10,1[ AL T°xJo0,1[.

(U, » a+1) et (UI,TF;+1) se rétractent par déformation intégrable sur
b
U, n U1’<F;+1) se rétracte sur ('Eb,fF;) —LL-(’Eb,<F;).
On en dé&duit (cf V.3.1.1.2) que
oq oq q,mna Cq
- a
B0 (U, F ) =« H (U, F )« AR = R
oq 9me q/ma
et MU, 0 U, F L) = AN(RY) @ AT(RY).

On écrit alors la suite exacte longue de Mayer-Vietoris pour la coho-
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mologie bigraduée ([3])

00, pub+1 00, o.b 00, P 00, b 00 , mb .~
0->HO(T ,’Ta_'_l)-»H (T,'Fa)en (T,’Fa)-»H (*rr,?"a)eH ('lr,“Fa)

(CX., B) — —> (G-B,Q-B)

Ho,q—l( "I[‘b+l ’Ta.,.])"Ho’q—l ( Tb,’Fa)QHO »q—1 ( ’I[‘b, Ta)_)Ho,q—l ( Tb,,}.a)e)Ho,q-l ('II‘b,"I

(o, 8) > (a-B,0-B)

O,q b+l P O,q b 0,q b O,q b . O,q b <
BT L F L SE (T, F e (T, T )sE (T, F el (T, F)

(a,B) + > (0-B,0-B)

HO,a+l(|-[[,b+l’ Ta+l) >0

On obtient alors

BT, T ) = ker(r TP, F e’ 1T, F or' (T, T e’ T T ]

b b

o (a9 (T, F yor’ I (TP, F " I (10,7

o B (T, 7)1

AN ER?) 8 AI(RD)
- Aq(IRa+l)
q-1 qQ_ 4

car Ca +_Ca = a+l

Le résultat est vrai pour un flot linéaire diophantien sur un tore quel-

conque ; il 1'est donc pour un feuilletage diophantien th sur T ™. m
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n L3 3 - 3 -~
Remarque : Le tore T muni d'un flot linéaire dense est un "modé&le" dans

le sens du

V.3.2.1.1.- THEOREME ([2])

Soit & un G-4Lot de Lie a feuilles denses sur une variete difgéeren-
tielle M, de dimensdion n, compacte et connexe. On suppose de plus que
m, {G) = 0. On a alons

1) 6= R

2) M est difféomonphe a "

3) ¢ est difgernentiablement conjuguZ a un Lot dense sur T
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VI - AUTRES FEUILLETAGES LINEAIRES

. s . . s .. n
Nous considérons maintenant les feuilletages linéaires du tore T

-~

définis par une l-forme différentielle 3 coefficients constants.

Nous en calculons la cohomologie bigraduée.

. n

= + - oo
Soit w aldx1 ...+andxn une l-forme sur T avec (al’az’ ’an)

des réels. Examinons le

SONT INDEPENDANTS SUR Q

VI.l.- CAS QU (al,az,...,an)

Les feuilles sont des (n-1)-plans denses.

VI.7.1.~ PROPOSITION

a; .
1) Si £'un des napponts a—‘ (4 + §) vérifie une condition diophantienne
1

alons
q

HO9 T F) - H Y T F) - RO

ag . .
2) Lonsque tous Les rapponts E# (4 + §) sont de "Liouville" on a :
J

HO U T F) et w9 TLF)

sont des espaces vectorniels de dimension infinie et dont Les sépanés

maq‘".

-

assocles sont Lsomorphes a

Démonstration

1) Elle se fait par récurrence sur la dimension du tore et se traite
gridce 3 la suite exacte longue de Mayer-~Vietoris de [3].
La proposition 1) est vrai pour un feuilletage linéaire sur T2 défini

par la l-forme w = a dx+b dy. (Voir [l6]).
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Supposons la proposition vraie pour tous les tores 'E2 munis de

feuilletages CFK définispar @ = aldx1+...+a£dx2 =0 et pour £ < n.
Soit 77n+1 un feuilletage sur ™" défini par
w = aldx1+...+an+ldxn+1 = 0.

On suppose que a par exemple, n'intervient pas dans un rapport

. n+l’

aj . .
= diophantien.
J . .
On a la f1brat19n :

Tl(lx X ) Tr(l;l X ,X )
oo es X pree X XL
$1
' (®_41)

Comme dans IV.3.2.1, on coupe suivant deux fibres T". On obtient ainsi
deux ouverts U, et U, difféomorphes a 'Enx]O,l[. U,NU, est difféomorphe
3 deux exemplaires disjoints de ’Enx]O,l[. ‘

(Uo,77n+l) et (Ul,an+1) se rétractent par déformation intégrable

: n 0 ~ U _ _
sur (-, F) ol fF; est défini par wLEn = aldx1+...+an4xn = 0.

Il s'ensuit que

Ca-1

8%, F™) = 1%, 7 & rUL

De la méme fagon
q q

car (U, N Ul,an+l) se rétracte par déformation intégrable sur
(z” 1 E'L,FY.
Finalement, de la suite exacte longue en cohomologie bigraduée de Mayer-
Vietoris on tire :
q q-1 cq-l
Ho,q(,n.n+l’q'~n+l) — n-1 o []R n-1 o R n~-1 g:i]
R

q
Ho,q( ,u,n+1 ’(Fn+l) - an
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-D'aprés la remarque fin IV.2 on a

o

Ho,q(._ﬂ.n+l’an+l) - H1,q(,.mn+l,an+l) _—
2) La proposition est vraie pour T? muni du feuilletage
w = adx + bdy = 0.

La démonstration de 2) est alors une réplique de 1). =

Maintenant voyons le

VI.2.- CAS OU (a;,a;,...,a ) SONT DEPENDANTS SUR Q
Si (al,az,...,ar) est une base du Q-espace vectoriel engendré par

(al,...,ar,...,an) alors d'aprés le théoré&me de Molino ([14]) on a la

VI.2.1.- PROPOSITION
iy
1) S& £'un des napponts = , poun & et § dams {1,2,...,n} et
§
L+ §, est diophantien alons
(4
n-1

HO 9 T FY = g2 3 = R e (TN

a; .
2) Si tous Les napponts =, pour & et § dans {1,2,...,x}, sont
§

de Liouville alorns

HO 4 ", F ot HU (Y, FM)  sont des espaces vectoriels

de dimension‘inginie et dont Les s8parnds associis sont isomonphes

o J;ZL-I n-a
a IR e (T ).

Démonstration

Elle découle de la proposition précédente et du théoréme V.3.1.2.1.
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VII - AUTRES EXEMPLES DE FEUILLETAGES

Nous allons appliquer les r&sultats des précédents chapitres au calcul
de la cohomologie bigradude d'autres feuilletages.

En particulier on obtiendra la cohomologie bigraduée des feuilletages

suspendus.

VII.1.- CONSTRUCTION DE CES FEUILLETAGES

Soit (M, F) une variété munie d'un feuilletage “# de codimension n.

On se donne
1) une variété W

2) une représentation ¢ : m, (W) - G
ol G désigne le groupe des difféomorphismes de M préservant
le feuilletage F. .

Soit W le revétement universel de W. On note Y.g 1'action de
Y € wmy(W) sur W. Par produit, on obtient un feuilletage de codimension n

~
sur WxM invariant par les transformations

WxM > WxM

@,%) » (Y.0,0(Y).%)

et qui définit donc un feuilletage TF¢ de codimension n sur la variété
quotient Mw = WxM
(J,X)~(T-$,£D(Y) .X)

On obtient donc une fibration localement triviale

—X
=‘6

=
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qui nous permet de construire une suite spectrale Er(p) qui relie la coho-
mologie de la base W et la cohomologie bigraduée de la fibre (M,F) et

-~

qui aboutit 3 la cohomologie bigraduée de (Mw,ﬂTm).

VII.2.- SUITE SPECTRALE

(*)

Soit V = (Vi).lelN un bon recouvrement ouvert de la base W.
-1
U= n (Vi)xM)iE]N est alors un recouvrement de Mw.

D'aprés (Iv.5) on a une suite spectrale qui converge vers la

cohomologie bigraduée de (%D,Qﬁp) et dont le premier terme est
£y dp) = cdEP Y

on uP4 désigne le préfaisceau localement constant sur W qui 3@ tout
ouvert V de W associe le groupe Hp’q(n_l(V),fFﬁ).

D'autre part (n—l(V),TFQ) se réfracte par déformation intégrable
sur (M,F) et donc Te faisceau associé 3 Hp’q(nfl(V),ﬁF') a pour fibfe :
P M, F). ¢

On obtient finalement le

VI1.2.1.- THEOREME

1L existe une suite spectrale En(p) de termes
£ (p) = HEW,HP T (M, F)) T HEW, P9

et qui converge vens La cohomologie bigraduie de (Mw,qr¢).

En particulier, ce théoréme permet le calcul de 1la

(*) bon signifie que toute intersection d'ouverts est contractile.
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VII.3.- COHOMOLOGIE BIGRADUEE DES SUSPENSIONS

Si “F est le feuilletage par points, ﬂip est le feuilletage obtenu

en suspendant un groupe de difféomorphismes de M.

On a :

2?9, F) =0 pour q> 0

et PO M, F) = AP (M)

oi AP(M) est 1'espace des formes différentielles sur M de degré p.

Comme Qi’q(p) = Ef’q(p) (principe généralisé de Mayer-Vietoris)
on a :

PR T = B0 = B0 = BEW,EPTO ()

HP?° s'identifie au faisceau QF des germes de p-formes

feuilletées sur M.
Le feuilletage de M é&tant de feuille un point, on a

2% = P ) = AP

D'aprés VAISMAN [19] on obtient
k k
yP> M™,,F ) = H (W,AP)
avec AP désignant le fibré plat localement trivial au dessus de la base W
et dont la fibre est isomorphe a AP(M). *
L'action de ™, (W) sur AP (M) est donnée par :

m, (WxAP ) ~ AP Q)

(Y,w) > [o(M 1w.
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VII.4.- UN CALCUL EXPLICITE

Nous allons appliquer les résultats du chapitre VI précédent 3 un

n+m+l . . .
inspiré d'une construction de

feuilletage de codimension du tore T
GHYS ([5]).

Cet auteur a défini un feuilletage de codimension un sur Bx T &
1'aide d'une matrice A de SL(n,Z) et d'une variété B. Ce feuilletage

généralise celui de 'EZ que l'on trouve dans [6].

VII.4.1.- Construction du feuilletage

Soit A wune matrice de SL(n+m,Z ) diagonalisable et ayant toutes

ses valeurs propres xl,...,xn,ul,.;.,um irrationnelles. On comnsidére le

. + PR . . ce
feuilletage (" m,fF;) défini par les directions propres associées 3

HysHyseee et U
Comme dans VI.l on prend

1) w=8!

2) ¢ : Z » Diff (T™", F)

1 5 A,

On obtient un feuilletage 776 de codimension n sur la variété quo-

tient

(x,t)~(A(x),t+])

Les feuilles sont des (m+l)-plans et des cylindres et sont toutes den-
ses.

Ce feuilletage est diophantien car on a le

VIT.4.1.1. LEMME

Les vecteurs propres associls aux valeurs propred y,,uy,... et I
sont diophantiens.
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Démonstration :

Nous noterons u 1'une des valeurs propres y;,u,s... Ou U

et v = (Vl’VZ""’Vn+m) un vecteur propre associé 3 yu pour lequel nous

supposerons que V; par exemple est &gal a 1.

Si on écrit la matrice

1.2 n+m
I Ty...T,
A= | oll r']?_ € Z pour (i,j) € {1,2,...,n+m}?

‘1 n-+m
r ee T

n+m n+m

alors
1 2 n+m
= = rls+ ...+ =
0 Av = uv ry+riv, T Viem - M

mais | @étant algébrique (racine du polyndme caractéristique de A) est

diophantien . [127. Autrement dit

3s € N* et B>0/ |q+pu|>———g
(la]+pD

pour p et q suffisamment grands dans Z .

Soit encore en considé&rant (1)

1,02 n+m =
[q+pr1+pr1v2+...+pr1 Vn+m| = |q+pu

Et finalement

|q+pri+pr§§é+;.;+pr?+m + | B > . B
T (al+leh®  al+prl+|prd |+t oS
pour q = &, pri =0a, pr? = az,...,pr?+m =Q suffisamment grands

n+m
dans Z.
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On a montré :

3s € N* et B>0/

| > 2

(ag|*+]ay [+ - t]a

LA FRCPACACEERL N v l)s

n+m

11010 S TP SEPIRY. | suffisamment grands dans Z . ®

n-+m

VII.4.2.- Cohomologie bigraduée

D'aprés le théoréme VI.2.1,
By d(p) = H81,ED (T )

Calculons le E,(p) de cette suite spectrale pour les différentes

valeurs de p.

1) p=20

+ .
Hoo(’I[‘n m,fF;) est le faisceau constant IR au dessus de §$!.

™, (81) agit trivialement sur ce faisceau. On a donc :

"

E;7°(0) = BO(8L, B (T, B )) = v°° (T, F))

u

et E,*°(0) = Hl(sl,H°°('rrn+m,’Fm)) H°°(1rn+m,’Fm)

Pour q > 0, on a
BT, F) = At m™.
A* n'a pas de point fixe parce que A n'admet pas | comme valeur

propre. Ainsi l'action de n1($1) sur Ho’q('En+m,fFﬁ) (i.e. 1'action de

A*) n'est pas triviale.



- 42 -

E5*90) = {w € AY®™) /% = w} = {0}

1
Pour calculer Ez’q(O) avec q > 0O, on se donne un bon recouvrement

de §! ar trois intervalles ouverts U _,U. et U,.
p 0°"1 2

On pose W - Up UU; UU 0
0

U,
' Vv
Comme U, N U, NU, =@, le complexe de CECH se réduit 3
0 - (1,8 —2 ¢l (4,5 = 0

Pour: toute cochaine ¢ de C}(ib,Ho’q) ona 6&c = 0.

¢ est donné par un triplet (f01’f12’f02) de classes de cohomologie
dans Ho’q('En+m,fF;).

¢ est d-exacte s'il existe un triplet (f,,£,,f,) de classes de cohp-
mologie dans Ho’q('En+m,fFﬁ) et vérifiant
£,-f, = fo,
f,-fy, = £,

A%E, £, = £4,

oi A = @(l) est le difféomorphisme de ™" du paragraphe précédent.

Le systéme précédent se raméne 3 1l'équation :
A*E,~f, = £4,-f4,~f
27k, 02759172

et 1'existence de f, entrainera celle de f, et donc celle de f£f,.
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Tout revient 3 calculer le conoyau de 1'opérateur

A*-1a* : g2 9TV, F ) 5 g2 (T, F)
m m

*
w = Apw

Si @ s'écrit :

i
ij...1 0 Areea®

i

w = z w 1
lci, <0<l <m
=1 q—

L i - ca s . .
oi @ représente une l-forme associée 3 la direction propre Ms alors

i i
A*w = z ui .-nui wi i e A"'A.eq
. . 1 q 1'.'
15;1<...<1q5m q

Vi1.4.2.1.~ LEMME
A*-1d* HO,q(.”n+m,th) - Ho’q(7rn+m’<Fh)

est un Lsomorphisme.

Démonstration

+ (A*-1d*) est injectif

i i
(A*-1d%)y = 0 = T (“i “eely “Duw; 19 A--eaf 1=0

l<i1<...<i <m 1 q °t
= ¢

= o, .
wl ...1
1 q

=0 pour 1 <i

< ...<1 <m
1 q—

car les u; sont dans IR\ Q.



- 44 -

« (A*-Id*) est surjectif :

Soit
i i
a = z ai i 0 Ae..AD q
1511<"‘<1qu 1 q
ai1"‘iq i iq

La forme w = z 8 Ae.-AB est telle que

1<i,<...<i <m R T

<i, S By “1q )

A*w-w = . [ ]
Le lemme VII.2.l entraine finalement

H1($1,H°9q( Tn+m’rJTm)) =0

et
a A .
m 0 0 0 -
K,q.0y - A IR N
;> 9(0) = | |
1 0 0
0 |®r| R - _
0 1 k

Remarque :

Cette suite spectrale est celle de $!. Ceci est dfi au fait que A¥
n'a pas de point fixe et donc l'action de ¢ ne conserve aucun des généra-

teurs de Ho’*('En+m,qﬁn).
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Les mémes raisonnements que précédemment nous donnent pour

0<p<n:
q A
0jo0}o0
Kk m
2 loj0}lo0
1 Jj0ojoloO
0O |R|R|O -
0 1 2 . k
On obtient aussi
q A
m |IR R 0
< 9(n) = o ofo
1 0 0
0 | R R | O -
0 1 2 k
Eg’m(n) = E;’m(n) ¥ R car intervient la cohomologie de $' i valeurs

. n,m, ..n+m . .
dans le faisceau H > (T ,‘F’m) qui est le faisceau constant IR.
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