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Depu is  l e  débu t  du  s ièc le ,  de  nombreux  s ta t i s t i c i ens  se  son t  i n té -
ressés  à  1 ' éva lua t i on  quan t i t a t i ve  d rune  popu laÈ ion  bac té r i enne .

P lus ieu rs  mé thodes  on t  é té  m ises  au  po in t .  pa rm i  l es  p lus  u t i l i sées
f igurent  la  numérat ion d i recte des colonies apparues sur  un mi l ieu et  sur tout
Ia  mé thode  du  nombre  l e  p lus  p robab le  (N .p .p . )  qu i  es t  sans  aucun  dou te  ce l l e
qu i -  p résen te  I e  p lus  de  d i f f i cu l t és  ma is  auss i  1e  p lus  d ' i n té rê t  su r  l e  p lan

théorique

Le présent  t ravai l  se propose drétudier  quelques techniques de
quant i f icat ion en microbio logie en ins is tant  prus par t icu l ièrement  sur  l -es
deux noéthodes préci tées.

Les résul tats  des t i t rages en microbio logie se d is t inguent  par  leur
mauva i se  p réc i s i on ,  9u i  n ta  r i en  de  comparab le  à  ce  que  l t on  peu t  a t t end re ,
par  exemple,  dtun dosage en chimie.  Aussi  cet te étude tentera de fa i re res-
sor t i r  les l i ro i tes de chaque méthode â ins i  sye I ' importance re lat ive d.es
di f férents paramètres af fectant  Ia  préc is ion des est imat ions,  ceci  af in  de
n n r r r z n i v  ^ ] . ^ ivuuvurr  cr rc ' : rs i r  la  technique Ia p lus appropr iée et  de l -a mener dans l -es con-
di t j -ons les p lus avantageuses,  compte tenu des ex igences f ixées a pr ior i

sur  la  qual i té  du résul tat .

Pour concrét iser  l rexposé,  le  texte sera i l lust ré de quelques exemples
numér iques,  et  les dévetoppements mathémat iques qui  r isqueraient  de lu i
donner une apparence trop a-bstraite ont été regroupés en annexe.

La première par t ie  rappel le  les pr inc ipales d is t r ibut j -ons ut i l isées
en microbio logie appl iquée a ins i  que guelques not ions sur  1 'aspect  quant i ta t i f

du développement des microorganismes sur  un mi l ieu sol ide ou l iqu ide.



La deuxième par t ie  est  ent ièrement  consacrée à Ia méthode du nombre

Ie  p lus  p robab le ,  ou  N .P .P .  L rapp rox ima t i on  de  Ia  d i s t r i bu t i on  du  N .P .P .  pa r

l a  l o i  Log -no rma le  y  es t  m ise  à  p ro f i t  pou r  1 ré tude  d 'un  cas  pa r t i cu l i e r  pe r -

roet tant  une amél iorat ion notable des résul tats .

La t ro is ième par t ie  por te sur  la  méthode du comptage d i rect  des

colonies sur  mi l ieu gélosé et  p iopose un est imateur  de Ia populat ion bacLér ienne

par f  I  in terprétat ion des résul - tats  Iùs sur  p lus ieurs boî tes ensemencées par

des  d i l u t i ons  success i ves .

Ltaccent  est  mis sur  I ' importance du rapport  de d i lu t . ion pour la

qua l i t é  de  I ' es t ima t i on .

Enf in deux autres méthodes de dosage sont  exposées dans Ia quatr ièroe

pa r t i e  :  I a  méÈhode  de  F i she r  a ins i  que  l a  d ,ose  e f f ec t i ve  $Q g  n , r i  on  na r r i  -

cu l ier  est  prat iquée en v i ro logie et  en tox icologie.



PREMIERE PARTIE

LOIS DE DISTRIBUTION



2.

La première part ie décrit  de façon succinte les principales

distr ibutions uti l isées dans 1es néthodes de quantif ications exposées dans

ce document et aborde quelques notions sur les phénomènes pouvant apparaître

lors du développement des microorganismes dans un rnilieu nutritif.

Les éléments essentiels sont tirés deMEYNELL et MEYNELL.

- 1 LA DISTRTBUTION BINOMIALE - APPROXIMATICI! PAR I.A LOT DE POISSON ET LA LOI NORI\{ALE

. Soit une suspeirsion mère de V ml contenant b microorganismes, et un aliquote

de v ml. En nipposant que les microorganismes sont isolés et ne forment pas

d'amas, 1a probabil i té pour un germe donné de se trouver dans lréchanti l lon est
V  J  |  4 r - ^ -  ^ L  - ^ - a  r - -  - - < 1 > - - ^ * ^ - +  ^ ^ +  . l ^ ^ 1 ^  \

ù "a 
1a probabilité pour ce même germe d'être absent du prélèvement est éga1e à

1 -+.
Si on désigne par X le nombre de microorganismes présents dans 1e prélèvement,

X suit la loi binomiale de paramètres b 
"t +

La probabilité pour que X prenne 1a valeur k (k étant un nombre entier compris

entre 0 et b) est i  ._k k .,rtb _ k
P(X=k)  =(  

- ' l J \ - '  
( tLutT/ [ '  

-n]

L'espérance mathérnatique de X est donnée par \J

et son écart-t11pe est égat à t fU y It - y\
V \  V '

. Dans 1e cas où+ est petit (+<fr) et b est grand (u2 so)

la distribution binomiale précédente est approchée de façon satisfaisante par la

loi de Poisson de paramètre À
la

oùË= u représente 1e nombre de microorganismes de la suspension mère par turité

de vollune.

P(x =  k)  =  
" -À 

rk
k !

Cette distr ibution est fondamentale en nicrobiologie car, en effet, les

hypothèser +<fu "a 
b> SO sont généralement satisfaites. Par conséquent,

dans la plupart des cas, on pourra supposer que le nombre de germes présents

dans un inoculum suit une loi de Poisson.



L'espérance rnathématique et 1'écart-type d'une te1le distr ibution sont

respectivement À et 4

. Si de plus À > 50, 1a distribution de Poisson peut être avantageusement

renplacée par 1a 1oi normale de moyenne À et d'écart-type 6, ce qui permet

une exploitat ion des résultats beaucoup plus faci le et plus rapide. (11)

RELATIONS ENTRE LE NOMBRE DE GERMES PRESENTS DANS IJN INOCULUI'{ Ff L.ES- EqI:FIS -OBSERVES

2 - 1 Comptage direct sur boîtes

Le nonbre de microorganismes se développant dans un inoculwn est en général

proportionnel au nombre de microorganismes initialement ccrntenus dans cet

inoculum.

y étant 1e nombre de colonies et x le nombre de. germes inoculés

on a : y = p x ; le coefficient de proportionnalité p représentant 1a proba-

bi l i té qu'a un gerrne de se développer.

Dans certains cas, la formation drune colonie nécessite la part icipation de

plusieurs microorganismes, crest 1e phénomène de'synergie ( surtout observable

dans le cas des virus).

Dans drautres cas, au contraire, à part ir dfune certaine densité, on peut

déce1er des phénomèn"t djjllegoni*. Ces différentes possibitités sont sché-

matisées sur 1a figure 'l .
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Figure 1 : lation entie le résultat du comPtage et le
nombre de bactéries inoculées.

- Z - 2 Inoculation en milieu liquide

technique d'inoculation en milieu liquide suppose que toute bactérie inoculée

dévetoppe (p = 1) .

La suspension à tj-trer est diluée à plusieurs niveaux et un volurne donné de

chaque dilution est inoculé dans 1 ou plusieurs tubes contenant trrr milieu nu-

tritif. Après inoculation, des systèmes révélateurs perinettent de mettre en

évidence les tubes ayant reçu au moins un genne ainsi que les tubes stériles.

Si rn désigne le nombre moyen de microorganisnes contenus dans un inoculum à un

niveau de dilution donné, la probabilité pour un tube d'être stérile est égale

à e-m (c'est le premier terme de la distr ibution de Poisson avec'À = rn) et 1a

probabil i té pour un tube d'être posit i f  est égale à : 1 - e-m = P.

En représentant graphiquement P en fonction de 1og m, on obtient une courbe

caractêTistique appelée courbe dose-réponse (Figure 2) '

La

S C

nombre de bactéries inoculées



}"t,--

Figure 2 : Courbe dose-réponse ; expression de P en
fonction de 1og rn

11 est possible dtestimer m à part ir dd 1a proport ion de tubes posit i fs

( c f .  pa rag raphe  I I . 8 )

Une valeur de p inférieure à 1 se traduit graphiquement par un déplacement de
la courbe vers la droite, sa forme restant ilchangée.

Ltaplatissement d'une courbe dose-réponse obtenue expérimentalement reflète une
certaine hétérogénicité du milieu récepteur ou peut s'expliquer par des erreurs
au cours de la rnanipulation (Fig. 2 tracê en pointi l lé).



DEI.XIEME PARTIE

ESTIMTIOilI tX.J NOl,tsRE DE MICROORGAI'IISMES

PAR I-A I1ETHODE DtJ NOItsRE LE PLUS PROBABLE (N.P.P.)



7 .

Pour estimer le titre drune suspension par 1a méthode du nombre 1e

plus probable, des di lut ions successives du l iquide init ial doivent être effec-

tuées. Des ni l ieux de culture sont ensuite ensemencés par ces différentes di-

lu t ions (c f .  & I  -  ?  -  Z) .

En exploitant les résultats obtenus à partir d'ure ou plusieurs

dilut ions successives, i l  est possible d'évaluer 1a densité de la suspension

initiale par la néthode du maxinum de rrraisenblance.

II - 1 TJYPOftIESES FONDA}'{ENTALES

La validité des calculs développés ci-dessous repose sur dellx hpo-

thèses essent ie l les :

La présence dtun microorganisme est suffisante pour provoquer une

croissance (p = 1) ; en dtautres termes, un tube négatif est rrrr tube qui ne

contenait aucun microorganisme ;

. Les microorganismes sont distribués au hasard dans la suspension,

ce qui signifie que chao;ue germe a la même probabilité de se trouver dans r.rn

inosulun donné.

TI - Z CALCUL DU N.P.P.

II - 2 - 1 La fonction de waisenblance

Pour un rnicroorganisme donné, 1a probabilité pour qu'il se trouve dan

1' jrroculurn est (' - v 'a probabilité plonnée par V ; la probabilité pour que ce même germe ne se trouv

pas dans f inoculum est 1 - 
V,

où V représente le volume en m1 de 1a suspension à titrer,

b le nombre de microorganismes contenus dans cet échantillon,

et v 1a quantité exprimée en millilitres d'un prélèvement (inoculun) effectué

dans la suspension nÈre.

D'après la première hpothèse, i l  nty aura pas de croissance, si et

seulenent si le prélèvement ne contient aucun genne



La probabilité pour qutaucun des b microorganismes r1e se trouvent d:

lrinoculum est , (, i)O 
= p (probabil ité d'évènements indépendants).

si f ,estpet i t  1  -Ëest  appro.nepur-J d 'où p= ( r  - i ) t= 
" - l

h

fi représente 1a densité, u, de microorganismes par nl ; finalement, la probabi

pour  que I ' inoculum soi t  s tér i le  est  éga1e à p =. - t t .

Considérons n prélèvements de mêmè volume v.

X étanc la variable a1éatoire correspondant au nombre d'inoculum stéri les, X

suit la loi birromiale de pararÈtres (nrp).

Et 1a probabilité pour que s prélèvements panni les n considérés soient stérj-l

es t  :  n !
P(X  =  s )  = ( ;  ps  (1  -  p ) t - s  

, !  fn  _  U ,p t  
(1  -  p )^  

-  t

-uv
comrne p = e -" p (x = s) =T#- e-suv (1 - e- uv)n - s

Si 1'on considère k di lut ions successives, 1a probabil i té de trouver respecti-

vement s1 r sZ, s3, .. .  r s1 tubes stéri les est donnée par :

L(u)=f i -  i ,  
t i l  

. i  e-s iuvi  (1 -e-uvi)ni-s i
I  =  I  s i l  t n i  -  s l J l

Les évènements étant indépendants, L(u) srobtient en faisant le produit des

probabilités de chacun d'eux

ni est le nombre de tubes jaoculés à 1a i leme dilution.

vi est 1a quantité de liquide initial que contient un inoculum de Ia ileme di

lut ion.

L(u) est une fonction qui à chaque valeur de u associe la probabil i té d'obteni

1a conbinaison s1r  SZ,  s3,  s1.

L(u) s'appelle 1a fsnction de vraisemblance.
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La valeur de u qui correspond au maximum de 1a fonction L, crest-à-

d i re  1a densi té  qui  a t t r ibue à la  combinaison s1,  sZ,  S3r . . .  r  s1 la  p lus

grande probabi l i té  est  le  N.P.P.

Le principe utilisé est la méthode du maxinurm de Ylaisemblanc-e. (16)

Afin de sirrplifier les résultats, nous prendrons le logarithme de L(u).

kk
Log L(u)  = K -  u-Z v i  s i  .  . i  -  

(n i  -  s t  Log (1 -  e- t  v i )

i - =1  i =1

(K désigne une constante)

k  k  - u ' \

1adér ivéedeLogLs lécr i t '# ,=- ,41, i ' i -F . (n i - ' i )4

en annulant cette dérivàe, on trouve 1a valeur de u 1a plus probable'

Finalement, 1e N.P.P. est la valeur de u solution de lréquation :

- k  k  G .  ^ .  \  . , '  ^ - u  v i

'Ettt"t='ttffi

en posant pi = ni - si (c'est le nombre de résultats posit i fs)

k  k  - - uv i
on obtient : i  (ni - pi) vi = Ë 

Pi vi e -

i =1  i =1  1 -e -uv i

La résolution de cette équation n'est pas simple, aussi faut- i l  procéder par

approximations successives. Un exemple de progranrne de résolution par calcula-

teur électronique est proposé dans Ie chapitre II (Der:xième partie) '
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I I - 2 -Z In t tat ion aphi du N.P.P.  Etude drwt  ex

pour 1e titrage d'une zuspension de bactéries Eseheriehia coLi par

1a néthode des dilutions, on a utilisé cillq tubes par dilution et un rapport

de dilution éga1 à 1 0 ; trois dilutions successives ont donné respectivement

5,  2  et  0  tubes Posi t i fs .

La fonction de vraisemblance peut s'expliciter par :

k=3

n1  =nZ=rLs

s1  -  0  sZ=

v1  =  1  YZ=

L(*)

-5

3  s3=5

0r1  v3  =  0101

te1 que L(u) = 10 e-0'35u (1 -  e-u)t  , ' ,  -  e-0 '1u)?'

une représentation graphique en est donnée par 1a figure 3.

Figure 3 . lt"otér"nt"tiotr d" 1" fott.tion d" ,t"it"tb1*."1

si à chaque valeur de u, on associe la probabil i té dtobtenir Ia com-

binaison S - '? .  -  0 ,  cet te  probabi l i té  est  maxi rnale pour  la  va leur  u = 4,9 ' ;  le

nornbre le plus problable de germes dans le prenier jloculum est donc de 4'9'
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II - 2 - 3 Intervalle de confiance' interprétation graphique

Le N.P.P. par lui-même n'a pas une très grande signif ication si on

ne dispose draucune indication sur sa f iabi l i té. Pour cette raison, i1 faut

joindre à la valeur trouvée un interyalle dans lequel la densité rée11e de la

suspension a une certaine probabilité (assez grande, en généra1 95 % ou 99 %)

de se trouver.

Considérons un intervalle I zur 1'axe des abscisses, on peut montrer (voir

dénonstration en annexe 1) que la probabilité pour que 1a densité rée11e u

appartienne à I est éga1e au rapport de l'aire de la surface délimitée par cet

intervalle et la courbe sur l 'aire totale de la porl ion de plan délimité par 1a

courbe et .  l raxe des absc isses.

Un intervalle de confiance à 95 % est obtenu dans le cas où le rapport ptécê-

dent  vaut  0r95.

L ( * )

Figure 4 : Intervalle de confiance à 95 %, interprétation graphi

Ainsi, lraire de la surface hachurée de Ia figure 4 représente 5 %

de 1'aire totale. En fait,  i l  y a plusieurs façons de donner un intervalle de

confiance à 95 eo, car tout dépend en effet de f importance relative de chacune

des detx surfaces hachurées.
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I I -SLESTABLES

Les intervalles de confiance à 95 % ou à 99 % de même que 1e N.P.P.

sont ca1culés zur ordinateur et présentés sous forme de tables facilement uti-

l isables par les microbiologistes.

Ces calculs ont été faits dans 1e cas de trois di lut ions zuccessives,

avec un rapport de dilution éga1 à 10, le nombre de tubes à chaque dilution

étant i  3,5 ou 10. Le tableau 1 do:rre un exemple de cas où le nombre de tubes

par di lut ion est de 5. Le N.P.P. est donné pour lr inoculum de 1a première

dilut ion.

Tablearr 1. : N.P.P. et intervalles de confiance à 95 eo et 99 eo (d'après de l'4.nN)
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L im i te  de  con f i anceCatégor ie lorsque
le  nb  de  tes t  es t  :

5 x 0 ,  0 1  ( m l )5 x 1  5 x 0 r  1

Résu l ta t



Tab1ezu 1 (suite) 13

Ml'N/g(ml)
5x l  J xO . l  5xO .O l  g (n r l )

Resul t  , ! tPN Categor l '  u hcn numbcr of
tests is

t 2 3 5 1 0

Conf i . lcncc l imi ts

95% 99%

5 ( ) 2
5 1 0
5 l l
5 1 2
5 r 3
5 2 0
5 2 1
5 2 2
5 2 3
5 3 0
5 3 1
5 3 2
5 3 3
5 3 +
5 4 0
5 4 I
5 4 2
5 4 3
5 4 4
5 5 0
5 5 1
5 5 2
5 5 3
5 5 4
5 5 5

4
J

5
6
I

5

9
t 2
tt

l l

t 4
l 7
2 l
l 3
t 7
) 1

2tl
3 5

3 0
50
90

160
>  1 6 0

o 2 2 2
l l l l
l l l l
2 2 l l
O O 0 o
l l l l
l l l l

2 2 l l
o  o 2 2
l l l l

l l l l

l l l l

o 2 2 2
o ( ) 0 o
l  I  I  I '
l l t l

l l l l

2 l l l

2 2 2 r
l l t l

l l l l

l l l l

l l l l

l l l l

2
I
2
_1

+
2
J

4
)
t

6

8

l ( )

5
1

l o
7 2
r 6
l o
l o
? o
30
60

l 4
l 2
l 5
l 8
7 ' '

t 7
2 l
2 5
2 9
2 5
3 0
36
4 t
4 8
3 9
48
5 8
69
8 Z
94

l l o
2/ù0
290
5 3 0

L 1 7
< l  1 6

1 2 0
2 2 t
2 2 7
r  t t

2 2 7
2 3 1
3 3 6
2 t 2
3  3 8
4 4 4
5  5 l
7 5 8
J 5 0
5  6 l
6  7 3
9 4 6

t 2  l o l
6 126

< l o  1 8 0
lo  250
20 38()
4{) 690

Catéqor ie O :  Cornbinaisons de tubes inacceptables,  ayant ,  dans

des condi t ions normales,  Ia  moindre chance drêtre obtenues.Les

combinaisons non mentionnées dalrs Ia table apPartiennent aussi

à cet te catégor ie
catégor ie 1 :  comhinaisons acceptables,  ayant ,  dans des condi-

t ions tormàIes,  Ia  p lus grand.e chance drêtre obtenues.  Les com-

binaisons de Ia catégor ie I  devra ient  normalement  êt re obtenues

dans  95  t  des  cas .
Catégor ie 2 :  Cornbinaisons qui  pourra ient  êt re acceptées s i  les

décis ions basées sur  e l les ne sont  Pas des p lus importantes.

EI Ies ont  moins de chances dtêt re obtenues que les combinaisons

d,e Ia catégor ie 1,  mais pas de façon aussi  peu probable que Ia

catégor ie o.  En 99 t  des cas,  une combinaison appartenant  à Ia

catégoi ie  1 ou 2 devra i t  ê t re obtenue.

II - 4 FIABILITE DII.JN RESULTAT

Tous les triplets possibles de trois nombres entiers compris entre

0 et n ne figurent pas dans la table ; en effet, certaines de ces combinaisons

sont très improbables et les résultats sont de ce fait dépourvus d'iltérêt.

Les cofibinaisons sont classées en catégories, ce qui donne rure indication sur

leur f iabi l i té (Tableau 1).
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Pour chaque combilaison possible et chaque N.P.P. trouvé, on calcule

à l 'aide de 1a fonction L la probabil i té d'apparit ion de tous les tr iplets

possibles ; ces probabil i tés sont classées dans lrordre décroissant ; soient

C1 ,  CZ  C i r .  .  .  . .C1  ces  no rnb res .

On effectue ensuite 1a sorrne de ces nombres quton arrête dès qurelle

at te in t  une va leur  P f ixée à l 'avance.  Cf  C2+. . .+  Ci  = Qi  avec Qi  = P

Si P = 0195 les tr iplets retenus entrent dans la catégorie 1 ,

pour P = 0,99 1es triplets supplémentaires font partie de la catêgorie 2 ;

La catégorie 0 comprend tous les autres.

fois un

sent dan

selon le

Le titrage étant rêrtté N fois, 1a probabilité

résultat compris entre 1 et i est éga1e à q.
r

Donc, si les seules combinaisons retenues sont
NI

s  95  % des  cas ,  on  a  :  Q . '=  0195  ce  qu i  donne ,

Ceci explique le fait qurune combinaison puisse

nombre de titrages effectués.

de trouver à chaque

celles qui appara:-s-

s iN=5 rQ i=0 ,99 .

changer de catégorie

Un autre moyen d'apprécier 1a conformité d'une combinaison avec la

théorie, eui se traduit par 1a courbe dose-réponse de Ia f igore 2, est le test

de l"tOMN (8).

Ce test, eui ne srapplique que si 1es dilutions extrêmes donnent

approximativement 100 % et 0 % de résultats positifs, permet de mettre en

évidence tur applatissement de la courbe dose-réponoe.

On calcule la quantité T = I fi (N - fi) dans laque11e fi représente

1e nombre de tubes positifs à chaque dilution et N le nombre total de tubes par

di lut ion.

Lorsque 1es résultats sont compatibles avec 1a théorie, on obtient

une valeur de T voisine de 0 alors qu'un applatissement de Ia courbe dose-

réponse se traduit par des valeurs éIevées de T.
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Le tableau 2 donne ltespérance mathématique de T, notée E(T),

ainsi que lrécart-type, noté S.E. (T), en fonction du nonbre de tubes inoculés

pour chaque dilution et pour différents rapports de dilution, sous 1'hypo-

thèse que la théorie est respectée.

Tableau 2 : Valeurs de E[T) et de S.E. (T)

qn

il

5
6

E
9

l o
I I
t 2
I 3
t 4
r 5
t 6
r 7
r E
r9
20

3o
4o

2 t  4 '

2 0  I O

30 15
4 2  2 r
56 z8
72 36
90 45

r r o  5 5
r3z  66
1 5 6  7 E
r 8 z  9 I
2 to  ro5
24O l2O
z'12 r 36
306 tsj
342 r7r
38o r9o
E7o 435

rj6o ZEo

Jro t  
'  

Io r
r2'o4 6-oz
rE.o6 9.o3
zS'29 12-64
33-72 16.86
43.35 2.r.67
54.19 z7.og
66 '4  33 . r r
79'47 39 74
9j.92 a6.56

to9'58 54'79
rz6'43 63'zz
f44'5o 72 25
163'16 8 r .88
184 '23  92 .12
2o5'9r r02'95
zz8' j9 r 14.39
J23'8o z6r.9o
9j9-zf q69'6r

2 '  4 t  J t o t .  I o '

5.69 4'o2 4'42 j ' r2
7.q j '4o S.9z 4't9
g'7 5 6'8ç 7'57 5'35

r2'o2 8'5o 9'33 6'fp
14.46 ro'zz rr'22 793
t7'o3 r2'o{. r3'2r 9'34
rg  74  13 '96  15 '32  to '83
: r .58  tS '97  r7 'Sz  rz '3g
2S'SS t8'o7 19'82 r4'o2
z8'63 20 24 z2'2r r ' '7r
3  r '83  22 's r  24 '70  17 '74
js'14 4'ES 27'27 t9'zE
38 j6 27'27 29'92 zt ' t6
42'07 29'75 32'64 z3'o8
4S'7o 32'31 35'46 z5'o8
49.41 34'94 3E'34 27'tr
9r '53 Q'lz 7r 'o2 5c'2,2

r4r '49 roo'oj tog 79 77'63

N

I

est le nombre de tubes inoculés pour chaque dilution

désigne 1e rapport de dilution.

La quantité

nonnale centrée réduite par

T -  FTT ]

s'E' (T) test unil atérar.

Si  M> 11645 l 'hypothèse est  re je tée et  1a probabi l i té  de re je ter  à  tor t  une

hypothèse \rraie (erreur de première espèce) est jnférieure à 0,05.

Si M> 2;26 l 'hypothèse de corpatibi l i té avec la théorie est égalernent reje-
t/'

tée et la probabil i té de conrnettre une erreur est inférieure à 0101.

Dans ce dernier cas, 1e test est dit très signif icati f  et i l  est préférable

de ne pas exploiter la combinaison obtenue. L'exemple suivant tiré de IvIEYNELL

et MEYNELL (8) permet de lrexpliciter concrètement.

"Soit la combinaison : 10 - 9 - 2 - 1 - 0

N = 10 et le rapport de di lut ion étant 10

T =  10(10  -  101  +  9 (10  -  9 )  +  2 (10  -  z )  +  1 (10  -  1 )  *  0 (10  -  0 )

T=34

s.r. (i")
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y  =  34  -  27 ,09  =  Or74
9 ,34

La valeur trouvée étant inférieure à 1 1645 la combinaison est
compatible avec 1a thèorie et peut par conséquent être retenue.,,

Cependant, un inco-nvénient de ce test réside dans 1e fait que 1'ordr

des éléments d'wrè combinàisott t t iaffecte pas-fa vàfeur de T ; en effet, la

combinaison 10 - 2 - 9 - 1 - 0 donne également T = 34.

De te11es combj-naisons ne sont évidemnent pas compatibles avec 1a

théorie et seront facilement écartées (surtout si le rapport de dilution est

é1evé ) .

rr - s-sP0\ss A rBQrs QJESTNS E

Pour établir 1e planning de la méthode des dilutions, il faut pou-

voir répondre aux trois questions suivantes (9) :

Quelles sont 1es volumes 1es plus grands et les plus petits qu' i l
fa.rt inoculer afjn d'obtenir un résultat exploitable avec unè grande probabi-
fité ?

. Quef rapport de di lut ion faut-i l  ut i l iser ?

. Combien de tubes faut-i1 inoculer à chaque niveau de dilution ?

S'i1 est relativement faci le de répondre à la première question, i1

faut, avant de pouvoir répondre aux der.:x autres, faire une étude préli:r,ilaire

sur lrimpact qu'ont le rapport de dilution et le nombre de tubes sur 1a préci-

sion des résultats. La réponse aux deux dernières questions est en effet subor-

donnée à la précision escomptée.

II - 5 - 1 Volume le plus petit et volume le plus grand à inocLller

L'objecti f  est ici d'éviter dtobtenir une série contenant des échan-

t i l lons uniformément stéri les ou fert i les, ce qui empêcherait toute exploita-

t ion i l téressante des résultats.
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Désignons respectivement par vg et vp 1e volume 1e plus grand et le

volume le plus petit  à inoculer. '

Dans le volume le plus grand, 1e nonbre moyen de particules doit être

au moins égal à 1 ; en effet, la probabilité pour qurun tube soit stérile à ce

niveau de d i lu t ion est  ,  
" -1  

= 0,37 (c f .  I  -  2  -  2) .

Si 1e nombre de tubes par di lut ion est 5, la probabil i té pour qu' i ls soient

tous stéri les est :  6"-115 = 0101 (en fait,  cet évènement est très improbable).

Il est pmdent de choisir vn tel que le nombre noyen de microorga-

nismes qu' i l  contient ne dépasse pas 0,5 afin que la probabil i té de n'obtenir

que des ré.sultats posit i fs à ce niveau soit faible.

La probabi l i té  d 'obteni r  tur  tube posi t i f  est  :  1  -  e-0 '5  -  0 ,39 '

par consêquent la probabilité pour que cinq tubes sur cinq soient fertiles vaut

(1  -  e -0 ' 5 )5=  0 ;01 '

En conclusion, la densité u de la suspension à titrer devra satisfaire

la double inéga1ité t 1 ,/  s 0rS

E\" \ "p

Si u est estimé être compris entre deux valeurs limites up et ugr les volumes

vp et v, derrront vérif ier t  
- I  z o-S

vo,) et vOuVup  \  ug

Par exemple, sltpposons que 1a densité u soit conprise entre 10 et

soo gennes par m1 t 
"ù # et vp <3ô3

Les trois dilutions de rapport 10 t +î , # , et +ô

a ins i  que les  quat re  d i lu t ions de rappor t  5  t  1T,  h ,  # ,  e t  +b

sont adaptées à ce titrage.



I I  . 5  -  2  Aspect  qual i ta t i f  de 1 'est imat ion par  1e N.P.P.

L'étude de la fonction L définie au & II - 2 - 1, dont un cas par-

ticulier a êté représenté à La figure 3, pernet de déduire que 1a courbe de

fréquence du N.P.P. est r lrre courbe en cloche biaisée à droite.

N.P.l.

Eigure 5 : Courbe de fréquence du N.P.P

La courbe de fréquence ntétant malheureusement pas une courbe de

Gauss, i1 ntest pas possible pour le noment d'ut i l iser 1es propriétés de la

distribution normale pour calculer les intervalles de confiance de u et

étudier de façon théorique f influence des divers paramètres (rapport de di-

lution et nombre de tubes) sur 1a précision des résultats. Le paragraphe III

donne un moyen de résoudre ce problème.

L'asymétrie de la courbe de fréquence est à 1'origine d'un autre

phénomène gênant : la surestimation par le N.P.P. de 1a densité rée1le u.

Par exemple, si une suspension, dont 1a densité rée1le est de 100

microorganismes par rn1, est t i trée par 1a méthode du N.P.P. (10 tubes par

dilution), 1a moyenne arithnÉtique d'un très grand nornbre de valeurs obtenues

par cette méthode sur 1e mêne échantillon donnerait 108.

I1 faut cependant noter que f importance du biais diminue lorsque

le nombre des tubes utilisés pour chaque dilution augnente,cofirne le rnontre le

tableau 3. Un calcul permettant l'évaluation du biais en fonction du nonbre de

tubes est donné en anrtexe 2.
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Tableau 3 : rtance du biais en fonction du nombre de tubes
rapport ution

Nombre de tubes utilisés

pour chaque dilution
Biais exprimé en %

J 31

5 18

10 8

20 4

96 1t

Le biais tend vers la valeur zéro lorsque 1e nornbre de tubes devient de plus en
plus grarrd. Le N.P.P. est un estimateur, -asymptotiquemen-t non biaisé de 1â densit
rée11e

II - 5 - 3 Distr ibution log-normale du N.P.P.

. Lrasymétrie de la courbe de fréquence du N.P.P. est atténuée lors

1e nombre de tubes par dilution augmente ; 1a distribution est très voisine d

la loi normale quand ce nombre atteint ,|00. (9)

Le nombre des tr:bes utilisés dans 1es titrages étant généralement

faible (3, 5 ou 10), la détennination des intervalles de confiance est faite

directement sur ordinateur selon 1e principe décrit au & II - 2 - 3.

. Un autre moyen de corriger lrasymétrie de la courbe de fréquence

consiste à reportel sn abscisse le logarithme du N.P.P.

Halverson et Ziegler ont nontré que 1e logarithme du N.P.P. suit

pratiquenent une loi normale.

Cette approximation est drautant meilleure que le nombre de tubes p

dilut ion est plus grand. I ls ont montré en outre que l 'écart-type de 1a distr

bution dépend essentiellement du nombre de tubes et du rapport de dilution et

non de la densité de la susDension à t i trer.



Dans .1e cas où une seule di lut ion est pratiquée, 1a précision est
par contre étroitement l iée à la densité de 1réchanti l lon ; ce problème sera

é tud ié  u1 té r i eu remen t .  ( vo i r  pa rag raphe  I I .  8 .  3 )

II - s - 3 - 1 Erpre::t9t_49_11Éçer!_!ype

Lrécar t - t1pe de 1a d is t r ibut ion du logar i thme du N.P.P. ,  dans 1e

cas où 1e rapport de dilution es( 10, est donné par :

0 .  548  7
{

rog '6

n étant le nombre de tubes à chaque dilution.

Plus généralement, si 1e rapport de dilution est a,

€ - 0,55 ftg-a
rog \E

log désigne 1e logari-thme décimal.

II - s - 3 - z ElgÈs_{lel_sl9qpls

. L'étude qui suit a pour but de vérifier 1a normalité de la

distr ibution du logarithme du N.P.P. dans un cas part icul ier.

Le tableau 4 donne 1es résultats de 16 titrages d'une eau dont 1a

qualité est supposée constante, par 1a méthode du N.P.P. (10 tubes par di lut ic

(d rap rès  We lz  - i 5 - )



Tab leau  4  :  E tude  de  iu  d is t r l fu t ion  du  N.P .P .

Nombre le plus

probable par ml

Logarithne du
nombre

Ie plus probable

Fréquence cunnrlée
Probi t .

2 r88 0  , 459 5 ,88 3  r44

3 rz9 0 r517 l1  , 8 3 ,81 .

3 rz9 0 1517 17  , 6 4  , 07

J  r J l 0 1524 23 ,5 4 r28

3 ,99 0,601 ?9 ,4 4 ,46

3 r 9 9 0,601 3 5  r 5 4 ,62

4,74 0  1 6 7 6 41,2 4  r77

4  1 7 4 0  1 6 7 6 47  , 0 4 r92

4 r93 0,693 5 2  1 8 5 ,07

4 ,93 0,693 58  , 8

5  , 89 0,770 64  r6
q  1 7

A ' r )
v ,  L L 0,794 70 ,5 5 r53

6  r22 0 1 7 9 4 76rs J , I J

7 ,00 0 r845 8 2  1 3 5 r93

7 ,42 0 ,870 88  rz 6 r19

9 r33 0,  970 9 4  1 1 6 ,  56

La méthode uti l isée pour vérif ier 1a noûnalité de cette distr ibutio:
droite de rnVnY (Figure 6).est un procédé graphique : 1a

Le travail  est faci l i té par 1'ut i l isation de papier gausso-

logarithmique ; les points obtenusren portant en abscisses la valeur du N.P.P

et, en ordonnées la fréquence cum,rlée correspondante, sont alignés si la distr.

bution est gaussienne. Dans 1e cas où on ne dispose pas dléchelle gaussienne,

il est nécessaire de faire une transformation préa1ab1e ; à chaque fréquence

curmlée est associé r-rn nombre appelé probit qui est donné par une table.
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Les points sont sensiblement alignés, et Ia droite de HENRY est

obtenue en passant le plus près possible de ces pojnts mais en donnant 1e

plus dtifiportance alrx points situés vers Ie centre'
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La moyenne du logarithme du N.P.P. est détermiaée graphiquement

0168,  ce qui  correspond à une moyenne de 4182 pour  1e N.P.P.

L'écart-type de la distribution, détermjaé graphiquement par

l r inverse du coef f ic ient  d i recteur  de la  dro i te  est  0 ,177 ;  a lors  que l 'écar t

type théorique doruré par 1a formule de Halverson et Ziegler est :

0 r 5 4 8 7  _  ^  . t - t ^
-  v ,  |  / T .

Cet exemple est très cohérent avec 1e modè1e donné par Halverson et

Ziegler ; toutefois, une augmentation de 1'écart-tIPe, crest-à-dire une djmi-

nution de la pente de 1a droite, révèIe une source de variation autre que

celle due à 1'échantillonnage (par exemple trre variation de 1a qualité bacté-

riologique de 1'eau pendant 1a prise des échanti l lons).

I I  -  5 - 3 - 3 _I3!_ép5:1t4tçg_{ç!é_c_a1t_-q1p_eygc__l_edensité

La figure 7 représente 1a courbe obtenue lors du titrage (rapport

de di lut ion 10 avec 10 tubes par di lut ion) de quatre échanti l lons dont 1es

densi tés réel les sont  :  0 ,15 ;  0125 i  0 ,5 et  115 microorganismes par  n l '

Afin de rendre les résultats comparables, 1e rapport de 1a densité

trouvée sur 1a densité rée1le a êtê reporté en ordonnées.

Les poilts sont sensiblement situés sur trne même droite indépen-

danrnent de 1'échanti l lon considéré. La pente de 1a droite, (ror= 0'1735 ,

est par conséquent indépendante de la densité bactérienne.
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Le raPPort

tlpe de 1a distribution

rr - s - 3 - 4 Relatione!tre_llggqrg:IIP9-9!-19-ryÛI9-q9-!yp9:

f réq:ence s curm;lée s (échelle laplac ieruie)

rapært de la densité expérimentale sur la densité réelle

(eè-fef f e 1o gar ithmique )

di lut ion étant f ixé (par exemple 10), 1'écar

dépend cpe de n.

de

ne

A =
rog

0 ,5487

tln 
-

Courbeexpr imant la re la t ionent reécar t - tyoeetdens i té
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la figure 8

n augnente ; celle-ei est

elle est considérablement

i l lustre 1a diminution de 1'écart-type lorsque

très rapide quand n est inférieur à 30 nais

ralentie au delà de cette valeur.

9!t.9 99.8 99.5

4 l
r l

5 l
6 l
7 l
8 l
o l

ip l
1 q  I

,ô l
30 1
40 1
60 1
80 1
r m l
5,OO
10.æo

'- | 0.5487

i,.,,.F-
* ar SSX upper l imit = log MPN + 1 64.2 x d'rq

t t r t t l l l l

Figure 8 Lrécart-type
donné par la

distr ibution
de la dr"oite

logar i t t rne du N.P.P.  est



II - 5 - 4 Recherche dtun intewalle de confiance

D'après ce qui a étê rapporté au chapitre II - 5 - 3, le

logaritlrne du N.P.P. suit la loi normale de moyenne 1og u (u est le

titre réel de la suspension) et d'écart-type o-tog (qui sera désormais

notê6-afirr de simplifier 1'écriture) '

La variable 
log N.P'P'- - 1og u suit par conséquent

d

la 1oi normale centrée réduite (11)'

Lln intervalle de confiance à 95 % est obtenu par l'ensemble

des valeurs de u vérifiant la dquble inégalité :
1

z  1 .og  N.p .p :  _  log  u  (  t , so-  1 ,96 <.= d

(Pour avoir t6 intervalle de confiance à 99 %, i1 suffit de remplacer

1 ,96  pa r  ? ,57 ) .

D'où  log  N .P-P .  -  1 ,96  d  ( toe  , '  ( .  to t  N 'P 'P '  +  1 ,96  {

l og  N .P .P .  -  l og  101 '9 (og  r ,  ( .  t o t  N 'P 'P '  +  1oB  1g1  ' 96 r

r ' og  * 'n ,n ,  ( rog  u  ( . to ,  N .P 'P '  x  101  '96 {

, '  o1 ,96r

Filalenent N.P.P.
{ - :

101 ,96d  
\

- 1 0É'.<



Le tableau 5 dorute les valeurs de c en fonction du rapport

de dilution et du nombre de tubes.

Nonrbre de tubes

par dilution

Rapport de dilutron

2 4 5 10

1 4,00  I 7jq 8  r3Z 14 ,45

z 2,67 4 ,00 4 ,47 6  , 61

3 2 rz3 3 r10 3,39 4 ,  68

4 z r00 2 ,68 2  , 88 3,80

5 1  , 86 zJ1 2 r58 3,30

6 1 r 7 6 2 rz3 2 r38 2 ,98

7 1  , 69 2,10 2 ,23 2 r74

8 1  , 64 2,00 ? r21 Z r57

9 1  , 58 1  , 92 2,02 2 r43

10 1  , 55 1 ,86 1  , 95 2,32

96 1 ,15 1 ,22 1 ,? .4 1 ? o
' L J

Un intervalle de confiance est donc de la forme

I  N .P .P .  ,  c  N .P .P .  [  " ^  
posÉ l r : I t  c  =  191  ' 96 r

l. L

Tableau 5 Valeurs de c en fonction du rapport de dilution et du nombre
de tubes
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l e s i n te r va l l esdecon f i anceà95%dor r r r és

sont approxi$ativement de 1a forme I 
t'i'i' i 3'3

J  s 's

par la

N.P.P. 
I

table 1

Les différences constatées srexpliquent en partie par le

fait que 1e modè1e de Halveçson et zieg\er s'applique d'autant rnieux

que lenombrende tubeses tg rand .Cequ ip récèdeapou r l emomen t t r n

i:rtérêt surtout théorique, caT il permettra d'étudier f importance du

rapport de dilution et du nqnbre de tubes zur la précision dé I'esti-

mation. 
:

1e nombre de tubes par dilution est grand (disons

fonmrles précédentes fournissent une très bonne

le cas contraire, i l  est préférable d'ut i l iser les

les tab les de N.P-P.

lorsque

supérieur à 10), les

approximation ; dans

val.eurs dorurées Par

l . ap réc i s i ond ' r r n résu l t a té ta r r t dé f i n i epa r l e rappo r tde

l'écart-ty.pe sur la densité, exprimé en eor le tableau 5 pennet d'établir

les résultats suivants lorsque le rapport de dilution est 10'

Avec 5

r r  1 0

f r z 0

r r  9 6

"  200

tubes par

t l

t l

l l

t l

dilution,

t t

t l
,

l l ,

l l ,

Ia précision est de

t t  l l

I 'ordre de 60 %

r f  40  9o

r r  3 0  9 o

f r  1 4  9 o

r r  9 9 o

l l

t l

t l

t l

t l

t t

(L"a justification de ces données -est rapportée en aru1exe III) '
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I I - 5 -5  Conc lus i on

Le tableau 5 confirme ce qui a déjà êtê signalé en

II - 5 - 4 - 4, c'est-à-dire le gain de précision lorsque n augnente'

II ressort également du tableau que la précision e3t

meilleure quand le rapport de dilution est petit'

Mais 1'ut i l isation dtun petit  rapport de di lut ion a detx

inconvénients : tout d'abord, e1le nécessite un plus grand nombre de

nivçaux de dilution pour couvrir la même plage de densité, ce qui de-

mande l'usage d'rm plus gfand nornbre de tubes si n reste le même ;

d'autre p,art, la pratique. dlrm plus grand nornbre de dilutions augnente

les risques d'erreurs lors des rnanipulations.

D'après COCHRAI{ (cité par MEYNELL ét MEyNELL, 8), pour

r-rn nornbre total de tubes doruré (produit du nornbre de dilutions par le

nombre de tubes utilisés pour chaque dilution), la précision est très

peu affectée par Ie rapport de dilution, à condition toutefois que celui-

ci soit inférieur à 10.

la figure 9 fait apparaître 1a variation de la précision

de 1'estimation par 1e N.P.P. en fonction de 1a densitê de Ia suspension

à t i trer.
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RapPort
2

de di lut

Rapport de dilut
10

Figure 9 trrécision de l'estimation en fonction de 1a densité de 1a
suspension à titrer

: densité réeIle de
mique)

: précision exprimée

En

En

abscisses

ordonnées

la suspension mère (écheI_le logarith-

en pourcentage du N.P.P.

les courbes correspondant aux rapports de dilution 2

(l igne continue) et 10 (l igne en pointi l lés) ont été représentées.

Dans les deux cas, 72 tubes ont été inoculés

de dilution, avec 9 tubes par niveau pour le rapport 2 et

dilution avec 24 tubes par niveau pour le rapport 10.

8 niveaux

niveaux de

La précision est très mauvaise pour des densités très

faibles ou au contraire très fortes. Dans ces cas extrêmes, les tubes

tendent à devenir tmiformânênt négatifs ou positifs et 1'estimation par

le  N.P.P.  ne s 'appl ique p lus.
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D'après FISHER, 1e naxinnun d'information, au sens statis-

tique du terme (et par voie de conséquence, la meilleure précision) est

atteint pour un ncrnbre moyen de 1 16 rnicroorganismes par inocultrn, ce

qui correspond à ture proportion de 80 3 de tubes positifs (1 - e-l '6 = 0,

La démonstration est proposée en annexe W'

La valeur optimale de 1 16 germes par inoculun est obtenue

avec une probabilité plus,grande lorsque le rapport de dilution est

faible ; ceci explique les fluctuations obsewables sur la figure 9 pour

la dilution décimale. De nême, la courbe asSociée au rapport de dilu.tion.

5'présente aussi des maxjrm.nns, moins prononcés mais plus nombrer'rx (7)'

. Bien

précision dans les

rapport éga1 à 10,

final dépendra du

que Ie choix dtun faible rapport permette une meilleure

résultats, la perte de précision enregistrée pour un

par exemple, nf est.Pas très rmportante' Le choix

nodèle des tables dê N.P.P- disponibles.

II - 6 Etude du cas Particulier : n = 96

L ' in térêt

de 96 cupules nous ont

N .P .P .avecn=96 .

d'augmenter n et 1'existence des plaques formées

incités à faire des titrages par la rnéthode du

L'intérêt de cette rnéthode est double : tout d'abord, 1e

biais de 1'estimateur est négligeable ((1 %) ; d'autre part, la précisic

(14 e") est considérablement anéliorée. Pour 1'obtention d'un intervalle

de confiance, ltapproximation du S II - 5 - 4 est très bonne'

la borne inférieure et la borne supérieure d'un intervalle

de confiance à 95 % s'obtiennent-en divisant et en mrlt ipl iant le N'P'P'

pa r  1 ,30 .



qui devient

(96  -  p r )  +

Le  N .P .P .  es t

:

0 ,1 (96  -  pù  +

J I ,

la solutiôn de l'équation donnée au II - ? - 1

I

0,01 (96 -  p3) =

0 ,1p2  
" -0 ,1u

0 r0 ' l pg  
" - 0 ' 0 i uPl e-u 

*
-oJî= . t  _  

" -0 ,01u

résultats positifsdans laquelle p1 t p2, p3 désignent 1e nombre

chacrm des trois niveaux.

r i '' 
Lln progranrne de résolution de cette équation est doruré en

annexe V.

Exemple : Titrage de EscherLchio,' coLi p:rr La méthode des 96 cupules

A part ir d'une suspension d'Escherichia coLi des di lut ions

ont été réalisées de 10 en 10 dans I 'eau physiologique stéri le. Chaque

dilution a êté enssnencée dans une plaque lr{icrotest II conportant 96

cupules (1 plaque par dilution).

A cet,effet, chaque cupule contenant 0,15 m1 de bouillon

lactosé au bleu de bromothymol a êté iaoculée par 0,05 m1 de dilution.

Après incubation pendant 24 heures à 37"C, le dénombrement

des cupules dans lesquelles le nilieu a viré au jar.rne et traduisant la

m:ltiplication bactérienne, donne Ies résultats ci-dessous :

dilution 1 0-6

dilution 10-7

dilution 10-8

. . \
I  - e - t  1  - e

de

: 94 cupules positives

: 4 9 r r f r

:  1 0  
r t  ' l
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Le titre dtun inocuh.un à la dilution 1U-o est estimê par

-? '  :  .  crest- la sol : ion précédente dans la-
6,14 à 10- /  près ;  crest  Ia  so lut ion de l réquat

que l l eP1 ,P |e tp3on té té remp lacés respec t i venen tpa r94 ,49e t10 .

Firnlernent,

ccnrprise entre 0, 95 1 08

prôbabil ité de 0,95 , la

bactéries Par nI.

la densité de

e t  1 ,59  108

valeur la Plus

la suspension initiale est

baç_téries Par m1 avec une

probable êtant 1,23 - 10"

i I  -  7 Inl étation des résultats et ouelques lications

I

II - 7 - 1 Çbq!x-Èu-l91ll9tll-!Ii-Ple! (8)

Le résu l t a td ' t r r r t i t r agepa r l a rné thodedesd i l u t r ons

ayant donné la combinaison : 10 - 1 0 -g -Z - 1 - 0 ; quatre triplets :

10 -10 - , 9 ; - 10 -g -2 ;9 - z -1e tZ -1 -0peuven tê t reexp lo i t és

pour le calcul du N.P.P. et la question du choix de 1'un de ceux-ci se

pose .

. Une méthode consiste à retenir 1e triplet dont 1a valeur

statistique est la plus grande ; c'est celui pour lequel

le terme'interrnédiaire se rapproche le plus de 80 % de

résu l t a t spos i t i f s ( vo i r I I - 5 -5 ) .En l ' occu rence , i l

s ' ag i t de10 -9 -2 ;

. Drautre part' la noyerure géométrique des logarithmes des

N.P.P. obtenus à partir de chaque triplet peut être calcu-

lée. Cette moyeru:le est un estimateur non biaisé de 1a den-

sité réel1e ; nais i1 faudra préalablement écarter tous

les t r i p l e t sdonnan t l 00?de réponsespos i t i vesouné -

gatives.



I r -7 -Z

3 4 .

Ltinconvénient de cette néthode réside dans le fait qu'elle

accorde Ia nême importance à chaque triplet alors qu'i1s

nlont pas la même valeur statistique. TAYL,OR (cité par

MEYNELL et MEYNELL (8) préconise, dans Ie cas où plusieurs

dilutions donnent 100 % de tubes positifs, de ne conserver

que 1e niveau le plus dilué, et de ne retenir que'1e plus

concentré parmi cegx dont les résultats sont tous négatifs.

S' i l  ne reste +tfrrn seul t î iplet, on en calculera le N.P.P.

et stil en reste lilusieurs, la moyerure des logarithrnes des

N.P.P. calculés doit être effectuée.

Dans 1'exemple proposé, la rnoyenne géométrique des N.P.P.

déterminés à part ir des tr iplets : 10 - 9 - Z ; 9 -2 - 1

e t2 -  1  - 0donne259 .

' /

Erplq!!e!19!-ges--IÉ:slte!:-Êe-pl-u:reul:-!illase:-ple!lqqe:-s-ul-ul-uQue
échantillon

lÆ but de ce paragraphe est de nontrer conrnent il est

possible d'évaluer 1a densité d'r.rne suspension ainsi qu'un intervalle

de confiance de .r::: 
le19ité 

à partir d.e plusieurs titrages effectués

sur 1e mêne échantilloh.

Le titrage d'une suspension d'Escherichia coLi par Ia

néthode du N.P.P. a étê rêalisé quatre fois sur 1e rnême échantillon,

dans des conditions identiques (5 tubes par dilution, rapport de di -

l u t i on  10 ) .

l,e tableau 6 donne résultats Pour chaque essai.les
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Essai Combinaison N .P .P . Intervalle de confiance à 95 %

2r5  -  19

2 ,3  .  17 '

17  -  17, , ,

1  1  8 r 9t t r

1 5-3 -0 7 1 9

1 s-z-1 7 r0

3 5-2 -0 4 1 9

4 5-0 -1 3 r 1

Tableau 6 Valeur des N.P.P. e!-dgil
t@e susPens.ign

(Remarque : ' l ressai nor3 correspond à I 'exemple traité en II - 2 - 2)

I /

Ces essais menés parallèlement peuvent être considérés

coflIrne étarrt le résultat d'un seul titrage avec 20 tubes par dilution

et dont 1a ccrnbinaison est : 20 - 7 - 2

lÆN.P .P .a ins i qu ' t r n i n tewa l l edecon f i anceà95%

peuvent être détennjlés-â I'aide de la représentation graphique de la

fonction de rrraisemblance associée au triplet 20 - 7 - Z ; crest ce que

montre 1a figure 10. [a courbe tracée présente une asymétrie discrète

et tur pic beaucoup plus net que celui de Ia courbe figure 4 ; ceci est

Itimpact sur 1e graphique de l'augmentation de n'
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*) r lOliL(
I
I

Figure 10

LeN.P .P . .dé te rm inég raph iquemen tvau tSens ib lenen t5 '3

alors que les bornes d'un intervalle de confiance à 9i % sont approxi-

mativement 3 et 9. L'exploitation des rézultats des quatre essais si-

nnrltanément a eu pour effet de réduire de manière appréciable lrarnplitude

de f intervalle de confiance '

11 est possible d'aboutir aurc mêmes conclusions en uti'lisant

la distribution log-normale du N.P.P., dont la description théorique

est rappelée ci-aPrès.

Rappel théorique

Si Xi suit la loi N (n,a)

d'écart-t1pud) 
*ors T = E Xi- - -suit

n

D 'après  I I  -  5  -  3 '  log  N.P 'P ' i  su i t  la

(loi normale de moyenne m et

la loi N (m,d-;
Vn

Lilrloi N (1og u, -V 
,,

de uraisemblance associée

". l  
t t ipl"t ZO - 7 - Z. I
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\\

d t e s s a i s  e s t  rD'après ce

log  N .P .P .

qui précède et lorsque le nombre

suit la loi N (1og u, !$
Vnr

Un intervalle

des valeurs u vérifiant la

5 r  38

,,ll , sor
A=

loi N

lo i  N

( r t ,  d t )
(nz, (z)

n x r tubes Par dilution

de confiance à 95_% est défini par I'ensemble

double inégalité (voir II - 5 - 4)

0 ,55

\6
5 ,38  x  1g1  ' 96 r

, Finalement, la densité bactérienne pour le premier inocuh.u"n

est 5r4 ; les limites de confiance à 95 eo êtant respectivement 3,1 et 9r4

cette estimation est tout à fait en accord avec 1es résultats précéden-

ment 
.obtenus 

par la méthode graphique '

rr - 7 - 3 Mise en évidence d'une drfférqlcq-:igtiftçe!iye-el!I9-199-499s-i!e:-99-4991
æuâriitlor'------

La mise en évidence d'trne différence significative entre

Ies densités de deqx échantillons repose sur la différence entre deux

distributions normales. Un rappel théorique est donné ci-dessous'

RaPPel théorique

' Si Xi suit la

et si Xr suit la
\ r - - -N (mr - ^z ,V4, * (r")

Tout se passe comrne si un seul titrage avec

avàit été effectué.

log N.P.P. = 1og 5,38 dans i lexemple considéré'

alors X1 - X2 suit la loi
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u. et u, étant respectivement la densité des
l / .

Supposons Que 11 titrages ont été effectués

t" t  t""" suit  1a loi  N (1og u1, p- I  .
Vnrt

".  
rog-N.P.P, suit  la loi  N (1og ur, #,- . -\/nrr

\

L'hypothèse à vérifier est : u1 = uz

échantillons I et II -

sur I et TZ sur l 'échanti l l

Sous cette hlpothèse

examine par

l og  N .P .P .1  -  1og  N .P .P .Z  su i t

, r-;-
, o,ss\lJ. l)

vt t t  nr2

la loi

N(0

1og  N .P .P . . ' 1"g N.P-P-2

Le test consiste à calculer que I 'on

0,  55

rejeter les

rapport à la loi normale centrée réduite N (0'1)

fa pui;sance de ce test (c'est-à-dire sa capacité à

hypotTièses fausses) est accrue lorsque n, 11 et TZ augmente:

II - 8 Estimation de la densité à partir d'wre dilution unique

tacon r ra i ssanceap r i o r i de l ' o rd redeg randeu rde la

densité pernet d!estimer la population bactérienne à partir des résulta

d'une dilution unique.

' 
La précision, à condition toutefois d'utiliser le niveau

de dilution le plus approprié, peut être cornparable à celle obtenue avt

des dilutions rmrltiPles.
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I l e s tauss i i n t é ressan tdepouvo i res t j $e r l adens i t éà

1'aide d,une seule dilution quand les autres niveaux de dilution donnent

des résultats inexploitables (tubes brisés) ou qu'il est préférabre

d,écarter (croissance anorrple dans certains tubes, phénornènes de toxi-

c i t é ,  e t c . . . )  ( 9 ) .

I I -8-1Bg}e! igl-91!I9- le- lei-El leulcl9-9t- le- ler- le4e1e

-8-z E:!ue! ig l -Ée- ' l

Soit X la variable aléatoi-re associée au

négatifs.
u étant la densité moyenne par inoculun'

pour c{\r'un tube soit stérile est e-u' la probabilité

fertile est par conséquent 1 -- e-u'

si Np et Nq sont tous les detx supérieurs

j

nornbre de tubes

la probabilité

pour qu' i l  soit

So i tX r r r r eva r i ab lesu i van t l a l o i b i non ia l edepa ra rÈ t res

N'et 'p, B (N,p). Quand N est grand et quand ni p ni Q = 1 - p ne sont

trop proches de zêror la loi binomiale peut être approchée par 1a dis-

t r ibut ion,normalecorrespondantà lavar iab lecentréerédui te

X-NP

L'approximation est très borrne

à s .  (11) .

C|es t se loncep r i nc i pequ ' i l e s tposs ib l ed ' es t ime rue t

de dorurer rr:r intervalle de confiance ; afin de rendre les forrm:les plus

exp l i c i t es ' nousp rend ronsN=g6e tuse rado rméavecdes l im i t esde

confiance à 95 %. Le même raisonnement peut être mené avec N quelconque'

I I



Ainsi, X

D'après

Soit i

suit la loi bincrniale de paramètres 96 et e-u

Ia rena rque fa i t eaudébu tdecepa rag raphe ,

,  r,nU, e-u)

ncrnbre de tubes stéri

un estinateur de u' t

X -96e -u
suit Ia loi nonnale centrée réduite'

(e-u est estimé p"t L c'e!t-à-dire le rapport du
' 96Y

zur Ie ncmbre total de tubes ; - bg 
à 

est donc

résultat est établi en annexe W)

Lln intervalle de confiance à 95 % est

des valeurs u vérifiant la double inégalité :

défini Par I'ensemble

1  , 96

96

Ce qri donne,

estimateut L,

96

en remP.laçant dans les membres extrêmes e-u Par

96

son

96

x -g
96 96

r '  r  196
, / e - !  , /  

^ +  '

\  \ 96  96

validité de I'approxirnation par 1a loi

imposent à X d'être comPris entre 5

être emPloYée.

Ies conditions de

ND>, 5 et Nq) 5',// .//
la rnéthode Puisse

normale :

et 91 Pour' que

go"'r (r _ 
"-r)

1 .96 wo"-" (1
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ExernPle :

Le ncrnbre le

nornbre de

, /  o .?g

u ( .  -  tog

% sont :  1124

0 ,  13

e t  2 ,04 .

Prerrons X = 20

plus probable de nicroorganismes

? ^
-  Logz  =  1 '57

96

par inoculLûn est

Les

\

0 ,13  (  e -u

d 'où -  I 'og Or29

limites de confiance à 95

!  , . . '  
'

rr - 8 - 3 Beletrql-s+!re-l+*PrÉerer$-e!-le-4sqs-i!9'

relation :

La précision de 1'estirnation est l iée à la densité Par la

(voir annexe ff)

[,a courbe de la

tubes Posit i fs.

figure 11 exprime 1a précision en fonctior
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Figure 1 1 Co.rtU-" 
"*Pr 

imant' 1a re l-ation
et le nornbre de tubes Posrtr

la précision d'un t i trageentre
s .

Er abscisses : nonbre de tubes positifs'

En ordôrmées : la précision exprirnée en % '

l^a précisîon ne varie pas beaucoup lorsque le nornbre de

tubes positifs dépasse 30 ; elle se situe alors alx environs de 14 9o.

Leg raph iquemon t reb ienque lesme i l l eu r s résu l t a t ss ' ob -

tiennent loisqu'il y a une najorité de tubes positifs'

Detx zones sont inintéressantes :

D ' r r nepa r t ' endeçàde5 tubespos i t i f s , pu i sque labo rne

inférieure de I'intewalle de confiance est 0 ; et d'autre part' au-delà

de 91 tubes positifs , caT f intewalle de confiance nr est plus borné '



I I - 9 Conclusion

Lapréc i s ionob tenueen fa i sa r t t uned i l u t i onu r r i que ,b ien

que l i éeà ladens i t é ,es t t r èscomparab le (àcond i t i oncependan tqu ' i l

ya i tw re rna jo r i t éde - t ubespos i t i f s )avecce l l equ 'onaenexp lo i t an t

trois niveaux de.dilution'

' Dans cette d"toie'n" partie ' il uppuraît clairement qre le

choix de l'une ou l'autre des der-rx méth:1:s 
lénend 

de 1a connaissance

a priori de Ia densité bactérierure' [a dilution unique peut par exemple

slappliquer lors du titrage routinier d,une...eau dont 1a qualité bacté-

riologique varie Peu'

,No tonsque f i n te r va l l edans leque l l adens i t éde l ' i no -

. cultrn doit se/trouver pour que l',estimation, aveÇ une seule dilutiOn

comprenan tg6 tubes , so i t pogs ib l epa r l a rné thodedéc r i t eauS I I - 8 -

avec une probabilité de 0,95 (c'est'la probabilité pour que le nombre

de tubes posit i fs soit cornpris entre 5 et 91) est :  0'1 - 2'4'

S i I ad i l u t i onde l , écha r r t i l l onàa r ra l yse res tnécessa i re ,

le problèrne se résr.me à trouver le niveau de dilution 'tel que 1a densitl

en microorganismes par ilocu}.m se trouve comprise entre ces deux valeu
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la néthode du comptage direct consiste à ensemencer des

boîtes de Pétri contenant r:n milieu nutritif puis à recenser les colonie

formées après incubation. Le nombre de ces colonies étant proportionnel

au nombre de microorganismes inoculés (voir S I - 2 - 1) ' i1 permettra

d'estimer la densité de f inoculun

par souci de simptification, le coefficient de proportion-

nalité p sera supposé égal à l'unité.

- L'hypothèse fondamentale sur laquelle repose tout le calcul

est que le nombre de germes contenus dans un inoculuun suit une loi de

Poisson. l,es conditions de validité de cette hypothèse ont été données

en I : 1 ' .

I I I - 1 Estimation du titre dlune s10n en loitant les résultats lus

sur une seule boîte

Soient u Ie nombre moyen

au niveau de dilution considéré et X

X suit la loi de Poisson

de germes contenus dans un iloculu

le ncrnbre de colonies recensées.

de paranètre u.

Qr.re1 que

P(X=k )

soi t  l rent ier

= e-u É-
k!

k supérieur ou éga1 à 0,

, 
L'espérance nnthémàtlque de X étant égale à u, X constitue

estimateur non biaisé de la densité bactérienne u'
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Recherche d'un intervalle de confiance

Plusieurs cas doivent être envisagés'

.  x> 100
//

\r
X suit la loi normale de moyenne u et d'écart-t1pe r u i

la variable 
H 

loi normale centrée réduite'

:

- I . l n ' i n t e r v a l l e d e c o n f i a n c e à 9 5 % e s t d é f j n i p a r l ' e n s e m b l e

des valeurs u vérifiant 1a double inégalité

-1oÂ 1x-u 1t .go_ 1,e6,1 -  \ . ' ,
W

ce qui donne' en remplaçant l'écart-type G put 'o"

estimation :

x -  1 ,96 \X

Exemple

Uncomp tagesu rbo î t ea to ta l i sé150co lon ies ; l es l im i t e

de confiance à 95 % de la densité bactérienne dans I'inoculun sont :

\ r -
150-1 ,96  \ tSo  

-  126
\ , -

150+1,96 v tSO = 174

I l yau r rep robab i l i t éde95%pourque ladens i t éde

l,inoculun soit conprise entre 126 et 174 et sa meilleure estimation

es t  150 .



.  1s 1x ( too
\ \

Dans ce cas,

très satisfaisante.

I'approximation par Ia 1oi normale n'est Plus

La limite inférieure d'r:n iltervalle de confiance à 95 %

est dornée par :

1

T

1

+

\ '

2- 1,96) " et la l imite suPérieure Par :

t  WT.  S  *  1 ,96)2  (d 'après  la  ré fé rence 1) .

Remarque

t - '
Des intervalles de conflance à 99 ? sont obtenus en rem-

plaçant dans toutes les relations 1196 par 2rS7'

le cas X <15 est traité dans I 'ourrage précité (1)'

Notons.I)our terminer qutil existe des tables donnant 1es

intervalles de confiance correspondant à chaque valeur de X'

II I  - 2 Précision de l 'estimation

L'écart-type de la distribution de Poisson de moyerune u
\ r -

valant \ u, la précision de l'estimation s'exprirne par le rapport

+=É'
nombre de colonies recensées.

elle est de ce fait irùrérente au



I1 est clai i  que la précision s'améliore lorsque le

de colonies est grand, nais comne dans le cas du N.P.P., le gain

cision est de plus en plus difficile à acquérir ; il est ninime

cle 200 colonies (f igure 12) .

nombre

de pré-

au delà

Figure 1 2

En abscisses : le nornbre de colonies,

En ordonnées : la précision exprimée en ?'

L'ensemencement de plusieurs boîtes à un rnême niveau de

dilution est possible afin d'augmenter le nqnbre des colonies tout en

évitant des phénonènes gênants qui pourraient se manifester sur une

surface réduite ; en particulier les effets d'antagonisme ainsi que la

conflùence des colonies.

R"l"ti"" entre le nonrbre de colonies et 1a précision de

I 'est imat ion
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Si k boîtes sont ensemencées par un même volune v d'inoculurn,

le nombre total X des colonies présentes sur 1es boîtes est la somrne

X1 * XZ * * Xk de k variables indépendantes suivant chacurre la loi

de Poisson de paramètre u.

X suit une loi de Poisson de pararnètre k u..Un intervalle de

confiance est alors déterminé par des tables- ou par le calcul fait en

I I I  : 1 .

Cette estirnatiofl sêi'rapporte à un voltune valant k v. En fait,

tout se passe comrne si un seul nilieu avait été ehsernencé par un inosutrr-rn

de volune k v.

./

!

III - 3 Esti:nation de u à partir de plusieurs 6oîtes correspondant à des dilutions

successi-ves .

L'estimation de Ia densité bactérienne peut se faire à

partir du nombre totâl de colonies apparues sUr plusieurs boîtes corres-

pondant à des dilutions successives. Ce procédé est intéressant unique-

ment pour un petit rapport de dj-lution (inférieur ou êgal. à 2).

La densité u d'un inoculun à la dilution la rnoins élevée

est estimée par I et les limites d'un intervalle de confiance à 95 %
A

\ l -

sont données pal I*  1,92 -  1 '96 VX pour la l funi te infér ieure et
AA

1 ,9?  +  1  , 96 pour la ljmite supérieuret
A

colonies,

dépend du rapport de dilution et du nombre
X étant le nombre total

A étant un coefficient

de boîtes' considérées.

x+
A

de

qui
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Ainsi, pour un rapport de dilution égal à 2, A vaut 1 '75

lorsque 3 boîtes successives Sont lues et A prend la valeur 1,875 si

quatre boîtes successives sont prises en considération.

Le calcul permettant d'établ-ig.9es résultats est donné

en annexe VI.

Exemple

Le tableau 7 donne les

bactérierure réalisé avec un rapport

inoculum a tm volune de 0r1 rnl-

Tableau 7

boîtes est :

résultats d'un essai de ntunération

de dilution égal à 2 ; chaque

Xpar : -
A

le nombre total des colonies appanres sur les quatre premières

X=195+102+48+23=368

Le nombre de bactéries dans le premier inocultrn est estimé

-  196 ,3

Nonbre de colonies
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a

borne inférieure drun

borne supérieure dttrt

intervalle de

iatervalle de

à 95  % :177 ,2

à  95  % :  217,3
confiance

confiance

e t4

3 930

Conclusion

' La concentration de

350, avec une probabilité de

gerlnes par ml.

u étant la densité Pour

précision de 1'.estirnation par la
1

t -

\rlu

l 'échantîIlon est comprise entre 3 540

0,95 ; sa neilleure estifiation étant

' 
8 ,. appliquant la méthode du S III - 1 et en

dela prenière boîte seulement, la densité est estjmée à

intervalle de confiance : 3 350 - 4 450.

un inocultrn

lecture dtr.rre

tenant conpte

3 920, avec Pour

à une dilution donnée,

seule boîte est égale

I I I . 4

Cette estj-rnation est moins bônne que la précédente '

L'augmentation de I'information recueillie par la lecture

de plus d'une boîte se traduit par un gain de précision appréciable

mais il est jrrutile de prendre plus de quratre boîtes car l'amélioration

du résultat devient ensuite négligeable'

rative de la précision obtenue usieurs néthodes

1a

a
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Si deux boîtes sont ensemencées au même
1

la précision devient 1f (voir III - 2)
Y2"

Enfin, 1a précision

de quatre boîtes correspondant à

stexprime par I

nj.veau de dilution,

de 1'estimation obtenue par lrut i l isati

des dilutions successives de rapport 2.
- - - - , r

(voir annexe VI)

. La figure 13 donne 1a précision. en fonction de u dans 1es

trois cas considérés.

P t é c i s i o n
en l "

3o

i\
\ \\N

\ .\

o

Figure 13 Précision de I'estimation en fonction de u r trois cas diff

estimation à part ir d'une seule boîte

estimation à partir de deux bôîtes au même niveau de dilution

utilisation de quatre boîtes successives (raoport de dilution
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\

La précision est pratiquonent équivalente dans Ies deux

dernlers cas.

La méthode exposée en III - 3 peut s'appliquer pour des

rapports de dilution inférieurs à 2. A titre d'exemple, pour un rapport

de. di lut ion égal à 1,5 le coeff icient A-prend 1es valeurs 2,6 et 2,74

si respectivement 4 et 5 boîtes successives sont prises en considération.

La précision est alors comparable à celle obtenue pour trois

boîtes enssnencées au même niveau de dilution.

- Ceprrocédé pefmet théoriquenent d'anéliorer indéfiniment

1a qualité de I'estimation au $ré de,l.topérateur. 11 faut cependant

émettre quelques réserves ; le gain de précision est de plus en plus

difficile à acquérir et de ce fait, à partir d'r:n certain niveau, il

n'est plus justi f ié par 1es moyens mis en oeuwe ; d'autre part, i l  a

étê fait abstraction, dans ce qui précède, de toutes les sources de

variation autres que celles dues à 1'échantillonrnge (par exemple, les

erreurs dans le ccrnptage des colonies, dans.les prélèvements de liquide,

e t c . . . ) .

ù, 1'ut i l isation d'trn faible rapport de di lut ion présente

ltinconvénient de favoriser ce genre d'erreurs.

Exemple

Ëssais de m.unération bactérienne sur

[À4ose11e) avec des dilutions 
"ua 

(tableau 8) et
10

une eau de rivière
1

au I (tableau 9).
2



DILUTIONS
-2

10 1 0-3
-4

.  10

Nombre
de

colonies

Boîte 1
i l l is ib le

(confluence des
colonies)

7 0

Boîte 2 9s I 1

Tableau 8 Résultats les dilutions décimales deux boîtes

Tableau 9

Pour 1e pronier essai, la meilleure estimation est

par Ia dilution 10-2 ; u est estimé par 95 000 et se trouve compris

77 000 et 116 000 avec une probabil i té de 95 %.

Si la di lut ion 10-3 est uti l isée, alors 1a densité

estjmée par 75 000 avec des ljmites de confiance à 95 % valant : 40

12? 000.

obterure

entre

est

000 et

Ce résultat rnoins précis que le précédent s'explique par

le nombre peu important de colonies dénonbrées.

ue nlveau par un*tnocu

1 /2  0481/1  0241 /s121 /zs6

Nombre
de

Colonies

Résultats pour des- dilutigns successivçs de-rapporL ? (U{re boîte
.



Pour. le deuxiène essai,

suspensi-on à partir des nornbres 309 - 137

les limites de confiance étant 85 000 et

L'amplitude de I'intervalle de confiance

1es detx cas Précédents.

- Néarsnoins, Prur courrrir

deuxième méthode nécessite un nombrE plus

étant nultiplié par un facteur d'environ

1'estimation de Ia densité de Ia

- 71 - 27 donne : 93 000 bactéries

101 000 rnicroorganisrnes Par m1'

est nettement Plus Petite que Pour

la même plage de densitê, Ia

important. de boîtes, celui-ci

1 ;6 .

Cet exemple de ruÀération bactérienne sur une même eau par

deux néthodes différentes fait nettement ressortir f importance du rapport

de di lut ion. En effet, le r isque, lorsque le rapport de di lut ion est élevé'

est de, 'sauter,, 1es niveatrx jntéressants et d'être amené à interpréter les

résultats,des boîtes ne contenant qu'un faible nornbre de colonies ; ceci

es tbeaucoupp lus imp robab leavecunpe t i t r appo r tded i l u t i on .



Cette partie Présente

utilisées en virologie : la méthode de

deux techniques de dosage couralrment

FISHER et 1a dose 50 %.

rV - 1 la néthode de FISHER

Cette méthode a êtê particulièrement bien décrite dans Ie

travail .de WYSFIAK et DETRE (16) .

Des nilieux récepteurs appropriés sont inoculés par des

dilutions successives de la suspension bactérienne ou virale à titrer'

/

Une estjrnation du çombre de_ microorganismes u présents

dans gn inoculurn à Ia plus forte concentra'tion est dormée par la solution

de l 'équation :

T =
n

_u
- r r  A

e - + e

_u_- ' )
+ e o  +

u- -

a K - '+ e

où a est le rapport de dilution, k

nombre de tubes à ctlaque niveau et

(voir annexe VII).

1e nonbre de niveaux de dilution, n le

T 1e ncrnbre total de résultats négatifs

L'estimation qui est ici basée uniquement sur le nsmbre

total de tubes négatifs en crnettant de noter les niveaux peut paraître de

prime abord beaucoup moins intéressante que le N.P'P' car une partie de

f information est perdue. FISHER (3) a cependant montré que 87,7 eo de

f idormation est contenue dans le seul nombre T'

Les cornbinaisons possibles devenant trop ncrnbreuses au delà

de trois niveatx, Ies tables de N.P.P. ont été établies pour des tr iplets ;
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la simplification de FISHER permet par contre drobtenir assez facilement

une estimation même pour un grand nombre de niveaux de dilution.

11 faut toutefois noter que 1e fait d'augnenter indéfiniment

le nombre des dilutions nraméliore pas toujours la qr:alité de I'estimation ;

1es niveaux extrêmes, crest-à-dire ceux pour lesquels tous les tubes sont

négatifs ou positifs, n'apportent que très Èeu d'information. En effet, à

part ir d'un certain rang, tous les tubes sont stéri les et de ce fait,  
T

augmente d'une unité pour chaque dilution supplémentaire et il en est n

demêm1 

r "_ï?-o
car les derniers termes de la série sont alors très voisils de 1.

11 est également iinutilg de- considérer des niveaux corres-

pondant à des concentrations trop fort", .ur T ne varie pas et 1es premiers

termes de la série sont pratiquement nuls. 
n

La solution de l'équation de FISHER ne pouvant pas s'exprime:

explicitement en fonction des autres paramètres, il est nécessaire de

ltapprocher par un procédé itératif conrne cela a êté fait en annexe V.

Des tables donnent une estjrnation de u pour des valeurs de
T-:- ccnrprises entre 0r4 et 5, d'après le rapport de di lut ion et 1e nombre de
n

niveaux considérés.



Tableau 10 Estirnation de u d'après le nombre de dilutions

No. of [rvels
Tin '

l 2

o.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
! .0
l . l
r.2
r .3
t . 1
1 .5
1 . 6
1 . ,

1 .6
1 .9
2.0
2. t
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0
3.r

,1 -J

3.4
3.5
J . O

3.7
3.8
3.9
4.0
4.5
5.0

25.4
o

20.2
16.2
16.5
1 4 . 9
13.6
12.1
r r.3
10.4
9 .5
8.7
8.0
i .4
6.6
tr. J

5.8
5.{
5.0
1.G,
t q

4.0

t,295.7
i, r65.3
l ,OirP.I

955.2
869. l

33.4
33.0

0..1
0.5
0.6
0.?
0.8
0 .9

..J.0
l . I
l . :
l . J

t {

1.5
l . o

l . i
I . S
1 ,3
:1.0
2 . r
2,2
2.3
2 .4
2.5
2.6
2. i
2 .8
2.9
.3.0
1 1

3.2
J . J

e.+
3.5
J .  t )

J . J

3.6
3.9
1.0
4 .5
J . U

J - I

3.4
3.2
2.9
2.i
2 .5
2.3
2.2
, n
t q

r .7
1.6
1 .0
0.6

9{2 .3  I  60 ,310.3
3?J.{ I i,5.S160.5
8 l l . 6 i  ; 1 . 9 r s . 8

a) raDDort de dilution 2

.L
\

la variable T étant normalement distribuée avec une moyerne 
,/

i =1

et un écart-tpe (voir annexe VII) il devient possible de

u
- 7 .

a l -  |

8o.e 1323.7 i
a q q l . ; o i  r l
i ' 'Y  I  : :11 ' :  I
6i.8 l2ri l l .3 i
5e.7 | 23s.3 |
. . ô l ô r - o l( . t l o r ? Q

2.898.8 1185,525.8
2,655.3 ircs,srs.o
2..r36.{ 1155,928.6
: .2s8.9 j r-$,æo.o
2,060.2 i r31,852.8
1,696.0  l l2 l .4 ;1 .0
1 ,750. i  i112 .032.3
1 .616.0  l  l J3 .42{  l
l , {93 .1  I  9 ; ,560.5
1 ,380.?  i  8s ,36{ .1
t ,27 i .6 t t  € I ,?68.0
1 , 1 8 3  0  I  ? 5 . 7 1 3 . 3
1 ,096.1  i  î0 ,118.4
1.016.0 i  r j ;  ,02s.6

753.t i 18.23î.5
?û1.11 4,1,6æ.6
650.61 11.638.6
60{.7 I s8,703.4
â62.3 ! 35,985.1
;zz.g I :n,rsc.t
4-c6.{ |  31,i30,6
452.6 |  2ô 96{.1
{21 .2 I 26.9.1{.3
29{.7 |  18.&19.6
20C,.8 | 13.2J8-o

joindre un intervalle de confiance à 1'estimation de u'
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Si le rô1e de n dans 1a précision des résultats ne laisse

aucun doute possible, celui du coeff icient a est i l lusoire. Bien que 1'écart-

tlpe de 1a distributisn djmirrue lorsque a augmente, le chojx d'un coeffi-

cient a êIevê a pour effet de djminuer 1e nombre des dilutions apportant

unê iaformation. 11 est plus judicieux de choisir un rapport de dilution

peu élevé de façon à augmenter le nombre des niveaux intermédiaires qui sont

porteurs d'ure information.

rytt
Le tableau 11 donne les résultats du t i trage d'une

suspension virale par 1a méthode de FISHER avec huit dilutions décimales

cornportant chacune si; répétitions (d'après une comnunication persorurelle

de BEYTOUT D. et PLISSIER M.).

Tableau 1 1 RésUltats du titraee d'une suspen

5,83 cette valeur ne figure pas dans la table.

; Les deux derniers niveaurc qui apportent très peu d'infor-

nation peuvent être supprimés. 
T = 3,83 pour les six prer:lières dilutions,
n

ce qui donne après i.nterpolation linéaire

inocultun à la première dilution.

T

n

DILUTION 1 2 3 4 5 6 7 8

Nombre de
tubes négatif

0 0 5 6 6 6 6 6

u = 25r5 unités infectieuses par
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L'écart-type de les t :
n

^ '  O  rZZ4

(  , ,as 0,224 avec unee t  3 ,83  -

probabil i té

1 ,96  x  0 ,224

de  0 ,95

n
+  1 1 9 6  x

et

3 r39

par lecture

1T\ n \

des tables

r y -Z  La  dose50%

Ce chapitre qui n'a fai. t  l 'objet d'aucune recherche per-

sonnelle a êtê trré de VAN DER I'VAERDEN (14) et de DCIJGHERTY (Z).

I1 a pary cependant important de f inclure pour tenter

de présenter une photographie plus complète des différentes rnéthodes.

I l ' I - Z -1Dé f i n i t i on

finalernent

[,a courbe dose-réponse obtenue

de réaction (ilfection) du rnilieu de culture en

la dose inoculée a une forme caractéristique de

11

en exprimant la probabilité

fonction du logarithme de

S .

Iog 2

6  l og  10
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Figure 14 Courbe dose-réponse

En abscisses : logarithme de la dose (dilution) de I'inocuh-un,

En ordonnées : probabil i té drobtention d'une réponse posit ive.

Lremploi du logarittrne a, entre autres, 1'avantage de

pemettre à der:x courbes dose-réponse de deux suspensions, eui ne diffèrent

que par leurs concentrations de se déduire l'u.ne de l'autre par translation.

læ logarithne du rapport des concentrations est caractéristique de la

translation.

Llne unité courarTnnent utilisée en virologie par exemple est

la dose cytopathique 50 % : crest la concentration d'inoculunprovoquant un€

réponse positive (effet cytopathique) avec une probabilité de 0,5. Cette

valeur correspond en général à la partie de la courbe pour laquelle la pente

est Ia plus accentuée, ce qui permet plus de précision dans sa déterrninatior
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tvlalgré cela, la détennination graphique de la dose 50 %

à partir d'une courbe obtenue expérimentalenent en remplaçant les probabilités

par les fréquences observées ntest pas aisée surtout lorsqu'on dispose de

peu de points.

II existe de nombreuses méthodes d'exploitation fondées

,.r, à", hlpothèses plus ou moins restrictives;-' Nous n'aborderons que 1es

trois méthodes les plus pratiquées : la rnéthode des probits, 1a méthode de

Behrens et Kârber, la riréthode de Reed et Mrench.

TV - 2 - 2 Méthode des "Probits"

Soué f'hypothèse que la courbe dose-réponse est la fonction

de répartition drune distribution normale, i1_'est possible par une anamor-

phose sur ltaxe des ordonnées de transformer 1a sigrnoide en une droite ; ce

qui permettra wre lecture plus facile. Une correspondance est établie entre

une échelle linéaire "les probits" et une échelle gaussienne. Ce travail

est simplifié de façon àppréciable par 1'utilisation de papier gaussologa-

rittunique.

L'hypothèSe de normalité de la distribution, qui est très

forte, est aùnise si les points sont sensiblement al ignés, d'où le caractère

arbitraire de cette néthode. La droite de HENRY (voir II - 5 - 3 - 2) est

tracêe en accordant Ie plus dtirçortance aux points situés vers 1e centre.

Le logarithmre de la dose 50 % est l 'abscisse du point de

la droite associé au probit 5. Le graphique ne permet pas d'évaluer la

précision de I'estimation qui requiert des calculs supplémentaires basés

sur des procédés empiriques (2).



Une difficulté supplémentaire apparaît pour les valeurs

donnant 0 % ou 100 % de réponses positives car 1es probits associés à ces

detx nombres sont respectivement - crr et 1 o€ . On y remédie selon PRIGGE

et SCFIAFER (cités par VAI,I DER I^IAERDEN, 14) en calculant un intervalle de

confiance pour chaque fréquence observée'

A chaque dor"'.ort"r*rru-*- un segment de droite parallèle

à I'axe des ordonnées et dans le cas où les fréquences Sont 0 % ou 100 %'

1e segment s'étend indéfiniment vers le bas ou vers le haut. Il suffit

ensuite de tracer la droite de nanière à couper la totalité ou la plus

grande partie de ces segments.

L'exemPle du tableau

travail de DCXJGFIERTY (2).

12 et de la f igure 15 a êté t iré du

Tableau 12 Quantification ôu virus de la Psittacose sur oeuf

ernbrvonné

trrobit
Nombre

de réponses
posit ives

logarittrne
de la

di lut ion (1
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Figure 1 5 Détermination graPhique de tog D50 par la méthode des Probi'

En prerrant l,abscisse du point correspondant au probit 5,

on peut lire dlrectement :

1ogD50% =  -6 ,76

D 50  % =  10 -6 '76  =  -  J - - ,  t e l  que  5 ,75  x  106
5 ,75  x  10 "

est 1e titre drrln inocuJ.ul de suspension non dilué'

conrne dans cet exenrple, f inoculuun était de 0 r 2 nl par oeuf

I'expression firnle du titre de la suspension devient :

6
5175  x  1o  d  2 ,9  x  107  D  50  % pa r  n1 .

0 r2
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. Le procédé exposé ci-après est indépendant de l'hypothèse

de normalité de la distiibution et ne nécessite que des hlpothèses beaucoup

plus faibles, à savoir : les pourcentages de réporses s'échelonnent.entre 0

et 100 % et la distribution est symétrique (cette dernière hypothèse pennet

d,identifier 1a dose 50 % à 1a dbse noyert"-piovoquant une réponse positive)

Lorsque les pourcentages 0 et 100 % n'ont pas été rêaLisés,

on peut qtrelquefois admettre que des dilutions consécutives aux deux dilu-

tions extrêmes effectuées auraient doruré les proportions souh,aitées.

Dans ces condit ions, le logarithme de la dose 50 % est

donné par Ia formule :

'F
(1 )  logD 50  % =  r r r ;d  -  d  

i \o  
h i

avec, 1, : logarithne de la dilution la plus é1evée donnant 100 % de
- réponses posit ives,

d : logarlttrne du rapport de dilution,

hi : proportlon de réponses positives observées au niveau de dilut

La variance de log D 50 % s'exprime par :

i J l

(z )  dz  )  
h i  (1 -h1)

i=1  N. -1]-

où Nt est le nombre d'essais à la di lut ion i .

Ces forrm:les sont établies en annexe-VIII.
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L'examen de Ia fornnrle (2) montre que les prerniers termes

ainsi que les.derniers termes de la série sont proches de 0 ; il est par

conséquent inutile de faire un grand nombre d'essais pour les dilutions

extrêmes car erles n'influent que très peu sur la précision.

d ia i res,

voisines

i l  est

de la

L' information étant surtout portée

avantageux dtaugmenter le nombre des

D s0 %.

par les termes intermé-

essais Pour les di lut io

le raPport

En f i n , i l e s t c l a i r que lap réc i s i ones tme i l l eu re l o r sque

de di lut ion est Petit '

Résultats d'un t i trage d'une suspension virale
Tab leau '13

Nombre de réPonses

posit ives

Proporti.on de
tép""ri; posa. 1 -h iLogarithme de

la dilution

Nombre

d 'essa i s

.) ',
L L 1 0

- 5 2Z

0  r88 0,12

0 ,64

- 6 24 21

8 0 ,36- 7 22

1 0,04 0  , 96-8 23

Les résultats du

cetx de l'exemPle ProPosé en IV -

I(ârber,

titrage donnés dans le tableau 13 reprena

Z - 2 permettent d'appliquer 1a néthode d

Ainsi, d'aPrès la relation (1)

1og D 5o % = -  5  + 1 t ' , t l  -  (1)  (2 ,28)
2

l og  D  50  % =  -  6 ,78
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et d'après Ia relation (2) 6=
0 ,88  x  0 r12 0136  x  0164

-+
z1

(  =  0 ,13

D'où lron peut donc t irer f inalenent

1ogD50%=-6 ,78+0 , ' 13

rv - 2 - 4- Le-uelbeqe-4e-BççÈ-eg-Usçlçb

Dans le cas de la néthode de Reed et. Iufuench, le calcul

de 1a dose 50 % est effectué par, interpol.ation linéaire à partir des fré-

quences crmrlées des réponses positiveÈ et négatives.

Le prilcipe appliqué est le suivant : tout hôte atteint

par un virus (par exenrple) à une concentration donnée aurait aussi été

attei-nt à une concentration plus êLevêe, et jrlersement un essai négatif

pour une certaile dose aurait donné le rnêrne résultat pour une dose plus

faible.

Titrage du virus de la Psittacose par la m
Ué-Réed èt Mrench

Tableau 14

0,04  x  (

logarittrne de

la dilution

Nornbre dtessa

posit i fs

s  Nb d 'essais

négatifs

Réponses cu-
nl1ées

positives

Réponses cu-
um:lées

négatives

Fréquence
rmrlée des
essais pos

(%)

-5 zz 0 s2 0 100

- 6 ?1 3 30 3 91

-7 8 14 9 17 35

- 8 1 z2 1 39 3



Dans

réponses Positives se

respectivement à 91 eo

Par

ce qui (d'aPrès IV -

par rnI.

I'exenple du tableau 14, la dilution donnant 50 % de

situe entre tes dilutions ''- 6 et -, 7 qui correspondent

et 35 % de réPonses culTlulées'

a1  -50 -

interpolation linéaire, 1og D 50 % = - 6
91 -35

z - 2) donne Ie t i tre dç-la suspension : 2'7 x 10/ D50 %

rno jns de,x r"',i"î:lî:ÏL':":Ï: î:iÏ.::ï::'::;:::' ::i':"il:i'
entre-O et 100 % ; d'autre part, le nombre d'essaj's pour chaque niveau de

dilution doit. être sensiblement le même'

TV-Z-5  D isc t lgs - lg4

Pour chaque

nombre de critiques Peuvent

néthode décrite précédenrnent, un certaln

être avancées.

a) lâ néthode des probits ne permet pas d'apprécier facile-

ment la précision du résultat ; cle p1us, l'hypothèse derorrnalité sur laquell

elle s'appuie n'autorise son empl0i qu'après vérification du caractère

gaussien de Ia distribution'

b ) l ané thodedessu r facesse lonBeh re r r se tKâ rbe rqu i se

distingue par sa plus grande rigueur, sa simplicité, la possibilité de caÏ-'

culer 1'écart-t1pe et enfin 1'hpothèse relativernent peu restrictive Servanl

de support au développernent nathânatique' a de ce fait r'Ûr avantage certain

sur les detx autres Procédés'
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c) l.a néthode de Reed et M:ench, bien que très largement

uti l isée pour I 'estirnation de la dose 50 e", a fait  l 'objet de nombreuses

critiques. Notanunent le priacipe sur lequel est basé le calcul (en l'occu-

rence, tout hôte atteint à tme concentration donnée aurait été atteint à

une concentration plus élevée) s'avère faux dans certaines situations (5) -

Par ai l leurs, i l  n'est pas possible d'évaluer la précision du résutrtat bien

que 1a formule établie de rnanière empirique par PIZZI (10) puisse être

utilisée et enfin I'utilisatj-on.des fréquences q:rnulées porte à croire que

1'estirnation est faite à partir de nombres plus grands que les effectifs

rée l s .

Avant de clore ce chapitre, i l  est nécessaire d'établir

une eorrespondance entre les r-ulités utilisées en microbiologie, ceci afin

de pouvoir. comparer les résultats obtenus par différentes méthodes de

quantif ication conrne le N.P.P. et la dose 50 %.

/
Un problème important se pose : en effet, si 1es particules

virales par exemple existent en tant qu'individus, il est très probable que

dans pne suspension, elles se trouvent essentiellement sous forme d'agrégats

Ceci arnène alors à définir gne unité infectieuse colnrne la plus petite

qgantité de vims pouvant provoquer une manifestation chez 1'hôte. Le titre

dtune suspension peut par conséquent s'exprimer par le nombre d'unités in-

fectieuses ou par le nombre de doses 50 % par millilitre. Conrne 1e nombre de

particules actives dans ur jnoculun suit une loi de Poisson' une dose 50 %

correspond à tur nombre moyen m de particules efficaces contenues dans f ino-

cultun tel que
e-m =  0 r5  (7 )

Ainsi, une dose 50 % équivaut à une moyenne de 0,69 gnités

infectieuses.
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ce travail a permis d'évaluer f inrpact de divers paramètre

coffine Ie rapport de dilution, le nombre des dilutions ainsi que le nombre

des essais sur la f iabi l i té d'une estirnation'

Abstraction étant faite 
-ôês 

sources de variation autres qu

celles dues à 1'échantillonnage (erreurs dans |e ccmptage des colonies'

dans les di lut ions, etc...),  I 'étude comparative des deux principales mé-

thodes de quantification montre trrle nette supériorité du comptage direct

des èolonies sur boîtes par rapport à l'estimation du nombre le plus probab

(N.P.P.) ,  en ce qui  concerne la  préc is ion des résul ta ts .  De p lus,  1 'u t i l i -

,riion d'r.ur faible rapport de dilution (par exemple Z) offre I'avantage de

pouvoir arnéliorer notablement la qualité d'une estimation par la lecture

de plusieurs boîtes correspondant à des dilutions successives et aussi d'ob

tenir avec une plus grande probabilité gn essai contenant un nombre appréci

de colonies.

Par ai l leurs, 1e N.P.P. a tendance à surestjmer le t i tre

réel d'une suspension. Hormis le fait que 1es microorganismes se développel

en général plus facilement dans un milieu liquide que sur tur nilieu solide'

et que certaiJrs gennes non étudiés susceptibles de donner un résultat posit

en milieu liqui.de sont écartés lors du comptage sur boîtes, Ia surestimatit

est pour une large part inhérente aux propriétés nathânatiques du N'P'P' El

effet, 1e N.P.P. est un estjmateur biaisé de la densité réelle mais f impo:

tance du biais dininue lorsque le nonibre de tubes augmente' L'ensemencemen'

d,un gland nombre de milieux pour chaque niveau de dilution permet de

pallier à-ces detx inconvénients ; alnsi pour 96 tubes inoculés par niveau

le biais devient négligeable et la précision attei l l t  14 eo'
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Lrestimation par 1e nombre le plus probable réalisée à

partir d'une dilution tnique autorise, dans certains cas, des résultats

aussi précis que le N.P.P. classique à trois di lut ions, et peut être appli .

quée délibérément par souci d'économie si 1a comaissance a priori de 1a

densité le permet.

L'originali té de la méthode de FISHER est qu'el le ne

nécessite qu'un nombre lùnité de tables malgré un large éventail de possi-

bilités dans la manière d'agencer la nranipulation.

" Laméthode des surfaces de BEHRENS et KARBER qui repose

sur une hypothèse relativement peu restrictive et qui perrnet en outre le

calcul de l'écart-t1pe senble être 1e moyen 1e plus approprié pour la déter

ni:ration de la dose 50 %.

Que1le que soit 1a néthode de quantif ication uti l isée, i l

est possible d'arnéliorer à volonté la quali té des résultats mais le gail  de

précision étant de plus en plus difficile à acquérir, au delà d'une certain

limite, les moyens devant être mis en oeuvre ne sont plus justifiés par 1e

bénéfice obtenu.

Nous faisons nôtre la considération de LURIA (5) et recon-

nâissons que, quoi quti l  en soit,  le nombre estfuné de germes n'a qu'une va-

leur statistique et nrest lié au nonbre de microorganismes réellement prése

dans le milieu à titrer que par des facteurs de proportionnalité incorurus

qui dépendent très probablement du gerne recherché ainsi que de 1a composi-

tion du milieu de culture. Dans ces conditions, il n'est pas vain de répéte

que les résultats drun titrage microbiotogique doivent être utilisés avec

la plus grande prudence et que du rnême coup, la valeur de normes guides

(sinon "Guillotines") permettant de juger de 1a qualité nicrobiologique d'u

eau ou dturn al iment nrest quri l lusion.
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ANNEXI

tln titrage par la méthode des dilutions donne un triplet,

évènenent qu'on,désignera Par S'

que u apPartienne

va1le sur  I 'a l re

C'est -à-d i re  que

P (u€ r/S) =

P(u€ I/S) représente la probabilité

S  es t  réa1 isé .

P (u(  I /S)  = P (s/u€ I)=-
+ vçs/u(.r)

P(S/u) d u
d'où P(ue I /S)  =

O+ 
P(S/u) d u

I étant tm iatèrvalle, montrons que

à I est êgale au raPPort de lraire

tota le .

la probabilité Pour

définie Par cet inter-

u appartienne à I, sachant quepour que

r)

/,

P(s/u€

Or P(S/u) est la Probabil i té
d'obtenir S, sachant que 1a
densité est u.

P{S/u) = L(u)

On a fi-nalement :
/, ,,,,1 u ,,

P(ue r is)

/n* 
L(u;  d u

Ce qu ' i l  fa l la i t  r

l
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Calcul du biais du N.P.P. par rapport à la densité réelle u

. rappel théorique

Si la variable x

s'exprime par f (x) = -* e
d VzT

suit la loi N(n, a)

fx -  m)2
"-

I C

alors la densité de x

et  la

D'après  1)

D 'où

base e

Finalenent,

X=eX

P(A) = ft
/o,*

e td

f ( loex)  dX

probabilité pour ru" *rappartienne

I
P(A) = 

l f (x)dx
/a

à un irrtervalle A est éga1e à :

Effectuons le changemelt de variable x = Log X.t, et

cherchons 1a densité relative à X.

1 1
I  r  t t  Ix= dx =+ dx
Xe^

A' est f image de I'intervalle A par 1a fonction exponentie

f00 f (lng X) z)
_1

x



Arurexe II (suite)

Notations

Drap rès  I I I  -

u

x

d

n

f

m

défirrit

3 ,  Log X

{(x )
est,  parLa moyenne rn

densité réeJJ9 de la suspension

N .P .P .

écart-type de la distribution de I.og X
(Log représente 1a fonction logarrtlrne
népérien)

Dans le cas présent,

0,55  x  Loe  10o=_\6_ _  1 .27-r

x):I

nombre de tubes à chaque dilution

densité du N.P.P. sachant que 1e t i tre réel

moyenne aritlrnétique du N.P:P:

distribué, donc en tenant compte de ?)est norrrnlement

/= --------{wx
I-sX - Log ,^)z
1-{

+oo

X f (X) ]X

AX

le changernent de variable suivant

LogX=Y et aX =eYâY

à , (

, /o
u)

gale

-Lo

e

X

ion

/ r
( !o-

cm - 1-;/ {
o

Calculons cette

Posons X = eY

Ver
intégrale par

+oo

eY
r f } r t \  = dw

ay
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/

_ yl- l/ Lop + *Lqg1, -zYtr t

"

Yt- rY( Log^,.d').Lqt '
g (L ry

r CfiL : {w

ev
6

/

{ L
î

x g  
4

*L% ̂
JY

{\ffi

+ o o (Y {t"n' * /'))t
(a
E * Log rr-

"--Z€-- aY
r\/m

Cette dernière- intégrale

{2*Log u
C r T \ :  g ^

conrne 6 - ry
\f^

étant es;\e a

: ) l g T

fTrt

1 'unité, i l  r .este :

l,?+ 
I

"5

la moyenne arithmétique est le produit de u par un facteur supérieur à 1,

qui est à lroriginè de la surestjmation de la valeur réel1e lorsqu'on fait

la moyerure arithmétique des N.P.P. obtenus expérfurentalement.

Notons, pour terminer, que lrimportance du biais djminue cjrand n augmente.

r r $ L  =  [ - * _  
' _

/_* 6 \r

+ 9 0

e

r r r r \  :

r t((\

r ( 1 r \



-:a:r t .

i:

f . : :
I I I

dro, =

ANNEXE

' .=  0  1246

Relation entre la précision et le nombre de tubes

.n=5

0 ,55

tr
Ia valeur se situant à une unité drécart-type à. droite du N.P.P. vaut

s e n s i b l e m e n t  : , , n n ,  I  
^  1 Â a

:  ;  N .P .P .  x10 " " * ' =  N .P .P .  x  1176

Lterreur relative correspondante est dorutée par
(1  , 76  -  1 )  N .P .P .  =  0 ,7 (

[a même valeur, mais à gauche du

_1\
1 ,76 lN .P .P .

N.P .P .

(

N .P .P .

-  N .P .P .

1 ,76

0 ,43d'où l ter reur  re la t ive
N .P .P .

Une approximation assez grossière de la précision est la moyenne des deux

résultats précédents : soit environ 0160.

respectivement 1ePour n = 10, 20,96 et 200 un raisormement arnlogue donne

résul ta ts  approchés su ivants :  0 ,40 ;  0 ,30 i  0 ,14 ;  0 ,09.

Cette approximation s'affine lorsque n augmente (cela est

symétrie de la courbe de fréquence).

. a].ns]. pour n =

les deux valeurs

(1 ,14  -  1 )

f = +P:o'os6"1og V96
Ia précisi_on sont cette fois :

( ,  -  1  
)N .P .P .

0 ,14  e t  \  t , t + /

dû à r-rne meilleure

96

encadrant

N .P .P .

N .P .P . N .P .P .
- '  0  r 1Z



ANNEXE IV

Recherche du nombre de
mellLeure precls].on

de tubes, p le

l,a fonction de

r inoculurn le résultat a Iar1

considérons une dilution unique ; n étant le nombre total

nombre de tubes positifs et -s celui des tubes stériles,

r r ra isenblance s 'écr i t  L(u)  -  
- 'n !  

" - t  
t  (1  -  

" - t )ns !  p !

Appliquons le princiPe

L est nàxjmal si son logarithme
Log

est maximal (K est une constante) -

du rnaxirnr.un de rrraisemblance.

L=K+p l , og (1  - " - t ) - su

D'où

Finalement,

d LogL- p e-u

d"

e -u  =  -s  =  s

P+s n

s=0

ou encore
q

-  l ^ d  -
" " 6

n

- Log est un estimateur de la densité u.

ruz = tr2 t

eu -1

u est rel ié à la quan-

N S

p

possib le ,  cr  est -à-d i re

1

IuZ

S

n

L'êcart-trye 6de la distribution de

tité d'information de FISFIER I par :

I=+=-dzrtgu=P"t : :z^ 
6-2 d u2 (1 _ 

"-r)

en renpraç.rrt 
"-t 

paf : , il vient I = 1 =

n '62

La précision est maximale lorsque d.tt le plus petit

lorsque Iu2 est 1e plus grand possible car 
t C _
\-" /

S .or  -=
p

2u  ns

p
I'.'r2 =

eu-1



Annexe fV (suite)

En dérivant par rapport à u

n (2u eu - 2u - .rz 
"t)

.  qsu  _  1 )2
a -  

- ' -  
-

la valeur u cherchée est solution de l'équation : 2eu -

ce qui donne 
"u 

= 2

(2 -u )

équation dont la valeur 1,59363

(rapport de 1récart-type sur la densité) s'exprirne par

-ueu=o

est une solution.

' La précision est optirnale quand le nombre moyen de micro-

organismes par inoculurn est de 1,6 ce qui donne 80 % de réponses positives.

Relation entre 1a précision et la densité u (di lut ion tmique)

L 'écar t - type de u est 1a précision

i\F

I



78

ANNEXE

Ià.ogra:rune de résolution de 1'équation permettant le calcul du N.P.P. avec

96 cupules

V

. principe Lréquation

(96  - -  p r )  *  0 ,1 (96  -  Pù  +  $ ,o t  (96

Pl 
"- t  +

1-e -u

-Ps)  =

o ,1p t  " -o  
'  1u

- 
[:o;m

-0  01u
t  0 ,01p< e  " ' "  '

' t  -  
" -0 '01u

est de l'a forme f(u) - K = 0
' !

La résolution est faite par la méthode de NEWTON dont le

principe est. illustrf par la figure 16.

t(,*)-K



Soit u1 1'abscisse du point d' intersection avec l 'axe 0u de l,a'tangente à

la courbe au point d'abscisse u"

l^a réitération de ce procédé donne wre suite Uo r U1 ' . . . , Un, convergent

vers la solution de 1'équation, à conditi-on toutefois que la valeur initiale

uo soit convenablement choisie.

Si }a suite ne converge pas, il suffit de changer la valeur u" '

'  
Dans 1e progranrne 

* 
ci-dessous, f init ial isal ion à0,2 convient pour 1a

plupart des tr iPlets.

'

= - ==-t =î*i--'ôiiiii.r.rnir;n, t_i soçrrir-ocAnnx>- fiEEMEr LA -REsoLUrIg---'--rft:ufi'ii#iii-=i_a mr;r.r.rCIltq {'É-_uÈùrory-i i'e llEtlLJArIoN F'RECEITEN
s J  L . l Y  v  I  l L e e t  I r  |  

: : . -  . .  -

- 
-- - 'i--n*frr:s- nr.st vÀl r.Ùns trE F l t F ? ET r',3

ç- l t l rur  F '1 ;  F '2;  F '3
- --- --.=- iI 1ç=_19_r;:E;r j t <qé:Èâl x-q. 1+ (?6 F 3) *o, 01-
- - '  13 ïNIl IÀa.isÀrior 'r-r ,r .- t i ;  CAI=CUI- rrr--J:-(U) (ICI F(tJ) =Xl)

:==-=g: t=Ë xF ( -o--- o f;iiol _-- --

ffiij:_.=--Ëi;*14g=tt=[--rr1;rf-f :Etc!r(o.8-1')?)to-c
-  i  - _ -  r r ^ r  r l t r r  r t E .  l liffi-irE ùn IouvEt-t=E-vA!=EUÂ !E -u. -

-------'- - - -;-; -. n - -:';

37 l'Ë$T [r ' ARRETT - -'-. : ". - '

-_ :-#ËAÏ6aùi_ql1ô';or-,$FS,gpJ" 43 ELsE-corQ 17- -
4t . : .mt . . r iEg îs }T 'c ]N Iq - ! - .ô 'q0 !=UTI . ] ]N- - . . ' . : . : - - ' . - - . . ' .

* progtrn*e rfulisé avec la collaboration de I{. VAG6ST D., à qui

nous exprinons nos plus vifs rernerciements'
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Notations

E(Â) =
A + I *

a

E(û) est I 'espérance

ANNEXE

raprport de dilution

nombre de dilutions

nombre de colonies à 1a ileme dirution

densité du premier inoculurn

VI

a ' .

k :

Xi :

u :

Si le nombre de microorganismes dans 1e premier inoculun suit la 1oi P(u)

(loi de Poisson de paramètre u), alors le nombre de microorganismes dans

un inocuttun de 13 iièt" dilution suit la 1oi P 
f },,)
\ d  I

Pour k boîtes successives

Xr. colonies. .Ia fonction de rrraisemblancer\ K_.1 p

L(r.) = Tf e-tr
L = O  !

contenant resPectivement X1, XZ,

es t r v

/  4\^, .* /
\a^J

'  XL*À1,
Cherchôns tur estimateur de u par la rnéthode du maxjmr:rn de vraisemblance -

t(-,,{ x- )

rogL(u)=-I i  +I X;.*.rLosî +K ,F":;: l*econ
i =O r=0

t_^ v,_l
r!E_r=_f' L *f Xr*r

-d 
l :ko ô^ ';;o )t P

ce qui donne l'-équation dJ 
-rËaisemblance 

t - 
L i

. t=  0

Xr ̂

v-,/
* f Xi./ = o' 

L- ).L

La solution de 1'équation de rrraisemblance, notée û, est

un estimateur de u.

L=O

I L =

v-/.

Lj = 0

)_:
a ^

X.r * X, *....X*---T----

À .  
*  

* . . . 1  
* ,
a

( x-t]Ie rx,t
^. . .  +  -

.  I - l

mathânatique de  û .

- E (Xr) *--. * t



Amexe VI (suite)
. l

)+ + L + . . .  +  +.
f l : \  

' -  
a  

T  
aK - /L  t , u . ,  =

)  * / t  +.. .  *  4-,
aK' /

û est par conséquent un estimateur non biaisé de u.
j\_) K.:À

PosonsX=f Xr-J ek A:t i- I _

i =o  i =O

de ce fait,  û = À
A

X étant 1a sonrne de plusieurs variables aléatoires indépendantes suivant

chacune wre 1oi de Poisson, e1le suit également une loi de Poisson dont 1e

paranètre est la sornrne des paramètres des variables Xi.

xsu i t t a l o iP  (u  + r t  r . - . , 4+ , \
\ a a^-^.. )

Si le paramètre de cette dernière distribution est grand (i1 en est généra-

lement. ainsi pour les résultats expérimentaux), la 1oi de X peut être appro-

chée par une 1oi normale de moyerure trA et d'écart-typ" ffi'

\./ ^
et ^ - A lr 

suit 1a 1oi normale centrée réd.uite.

VAA X
r1 en est de même pour A - 

^
-  

\ / / r

Finalemen. 4 
-  ^ , , rJLloiN(0,1)

VÂ
l^a. précision de I'estimation stexprime par le rapport : lfl

)L

Un intervalle de confiance à 95 % est donné par 1es

nornbres réels u vérifiant ta double inégalité :

\F;



8 z

aux brnes de 1r intervalle

,\

confiance, on a :

t r -
t À,96 \/+' rA

% sont les solutions de l'équation du second

I c rz )x
l r  r ) e  T

A
I  ^ . 0

* ),26' = \ /ryt)- + ),içL î,'rA 
v\2At A

de

ce qui donne les valeurs : fi,

),)- - ^L

Les limites de-confiance
/ '  ^  1&

deg réenu :  l r . / - r . - . t - r l

en remplaçant û par

X À,,g6t
Â1lA

a v 5

=

X

A

I

A
X /,q2,
AA

et après factorisation, on'obtient :

1'35

A +'*X
Conrne X est grand devant

firnlement, les limites

t  ^ ^ X

+ ce dernier
de ânfiance à 95

terme peut être négligé

% sont données par :

e t

l.% \fr et x r &2* 496 \f i
AAA



Equation de FISHER

. notations

ANNEXE VII

densité d'un inocuhm à la concentration la plu

é1evée

rapport de dilutioir

nombre de rnilierlx inoculés à chaque dilution

nombre de dilutions

variable aléatoire associée au nombre d'essais
négatifs I 1s iiène dilution.

,TI-:T)
e t e q

nombre total d'essais négatifs'

u:

a ' .

n :

k :

xi:

xi 1a ioi binomiale de Paramètres n

Soit T 1a variable aléatoire associée ap

T ' V \ . / V
!  =  ^ , t  +  ^ l  + . . .  +  A g

L!èspéraXce nathânatiQue* de T, E(T), est éga1e

l(tXr) = L t(xr)
\ , u = l  I  j , = )

)L

comne L(Xr)  = , î r .  L.F)

7r"-r-r É - t=,
L- \ I ) : rn -  L  eàL- t  ouencore

* =  )

suit

a .

r /T \  é  )L
t\* ) = L, 

"-?t 
(éqr:ation

* _ _  )

donc I 
"ra 

un estimateur non biaisé
n

de FISHER)

-)L

e+

.IL- - ,
^ l\-'^

t € dde
_+

ea+

Connaissant *

et stricternent

r(0) = x et

, u est déterminé Par la résolution
.Tr )J
t \ - - 'r=JeaL ' )

trL :7 rrrL i;) f
[a fonction définie Par f (u) = 

L .er  *7)
décroissante sur f intervalle I O )L )+

de I 'équation :

K 'ft,t

* [

C S

l

lirn f (rr) = 0
It -> + oc)

t continue



furnexe VII (suite)

f (^)

Par conséqùent, i1

pour toute valeur

ste tme solution unique à 1'équation

comprise entre 0 et k.
'Tl

I:
rYa

ex]'

T

l l

limite IVAN

{T désignant 1'écart-.type de T, d'après le théorène central

DER T41AERDEN) , T- E(D suit 1a loi N(0,1).

{* I  r_t lT\
I1 en est de même Pour 

;c :- \ /r\' /

{L
/n-

I  I  r - -  2
valant \l 

to,q t.

l rn loga

, /^o1
,,\

, draprès WYSFIAK et

t

DETRE (16).

de u par le calculCe dernier résultat permettra de compléter 1'estimation

d'un intervalle de confiance-
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ANNEXE VIII

Estimation de la dose s0% r la méthode des surfaces selon BEHRENS et

Si  1a

de répartition F d'r-rne

dose 50 %, se confond

Airrsi

dilution

/ + æ

( l rFrit
l osD50%= )

t - @

de lt inocultrn.

où I désigne le logaritlrne de la

où la distribution est

courbe dose-réponse est considérée comrne la fonction

distr ibution symétrique, la médianê, c'est-à-dire la

avec la moyenne de la distribution'

Fieurs 17 
:i:::ri:se-réponse 

dans le cas

1o est une dose correspondant à ure probabilité

et 1- est une dose pour laquelle la probabilité
r

dérée colnrne égale à 1.

de réponse Pratiquement nul

de réponse Peut être consi-

\os"
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L' intégrale précédente est êgale à 1'aire de la

la courbe. En faisant le changernent de variable

7)
| 'l ''l

1ogD50e"= /o  I dP  cequ i

située au-dessus de la courbe (voir figure 17 ) ;
la distr ibution.

i

portion de plan située sous

p = F(1) on obtient :

représente ltaire de la surfar

crest aussi 1a moyenne de

Log D 50 % est la valeur telle que

de ce faitr,la surface du rectangle

xjmativement éga1e à la surface se

l I -  logD50

les deux surfaces hachurées soient égales ;

délimité par 1og D 50 % et I,  est appro-

trouvant au-dessous de 1a courbe :
r ) -

7 |  '  - r ' l
4  - - l  

? d J
/1

,/ 7,
d'où 1o4 D 50 /

/1"

llne valeur approchée de cette dernière intégrale est donnée par la méthode des

trapèzes comrne Ie montre la figure 18.

)-',I .l .T.

Figure 18 La méthode des trapèzes.

I-



ô t .

{ " ' \ ^ ,

est remplacée par la sonrne des aires des

les  va leu rs  1o ,  11 ,  " ' ,  1 ,

trapèzes délirnités Par

-  '  f  '  \ / -  r  \  |  \ / r  1 \  /  - \ / t
(1) logD 50 % :  l "  -  

+ l ( I " .1.r)(1r-J,)  
*  (T ' . I r ) i l r - lo)*" '*(T"+p\ i

Ce qui donne' en remplaçant po par 0' Pr par 1 et en notant d la différence

entre les logaritlrnes de detx doses consécutives (le rapport de dilution est

supposé constant) 
' 

"

log D 5s g = 1, * i À - *,^,L. tt

une estirnation de log ,,D 50 % est obtenue en remplaçant les probabilités par

les fréquences observées h" , \^ r '^.'-Ll - P

d ,où  f i na lemen t  :  l og  D  50  % =1 "  *  
ââ  

- ' l ) oL t

Estination de l'écart-twe dé la distribution de 1og D 50 %

hr ordonnant les termes po' p1, " ' ,  P1 dans la

i l  vient '  
ro, D s0 % = +(11*1') i  [r ' frr- l ')*?'(1'- 

1'^)-

e ten remp laçan t l esp robab i l i t éspa r l es f réquencesobse rvées

* [t 0r-]")*b,(1.- 1,).-.. *Ï,(1. - l-.,

relation ( l

*7-.,(1"-1,

5o%=*(t"-lJ-+log D z

Cettewariable aléatoire, dont la moyenne est 1a dose 50 %'

est la Somrne d'un terme constant et de n autres termes'indépendants'

sa variance {2 est êga.e à la-sonrne 6t * 4t * -.- - 4

ot 6 est 1'u."1]t*" ;" - t\' 0'J - l'--,.)

6'-- v U-yi\
4Ni

. . 2
(1r . ,  - l t - r ' )  ,  N i  est  le  nombre d 'essais  à la  d i l t



Lesp robab i l i t ésP ié tan tes t iméespa f l es f réquences

observées h1, Ni étant remplacé par N, - 1 (ceci afin d'obtenir un estimateu:

non biaisé) et en tenant cornpte du fait que lL*) - 7;- l  = 2e '

on a une estjmatiorr dç la variance par :

e' r  hi  ( l -hi)

F=I N;t '{
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