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INTRODUCTION

Lorsqu'un matériay est soumis & des forces extérieures (forces,
~pressions ou couples), chaque point de ce matériau subit des dépla-

cements, ce qui engendre des contraintes dans le solide.

| Mathématiquement, le probléme de 1a connaissance des déplacements
consiste 2 trouver trois fonctions d&placements U(x, vy, 2), V(x, vy, 2)
et W(x, y, 2). Ces fonctiqns doivent vérifier les €quations aux dérivés

partielles de 1'élasticité, en respectant les conditions aux limites,

Par exemple, pour un corps homogéne, €lastique et isotrope, les
&quations sont (Annexe 1) :

o 3 fu . dv ow
(* + ) % ¢ %t 3y * 5 )*UAu+Fxm=o0

3 . du ov ow
(A + ) 3y ( = T 3y + 3z )+t uAv o+ Fy = 0

3 . du v ow
(A f W 5 ( W TR ) tHAw+Fz=o0

A et u 8tant les coefficients de Lamé du matériau
A désignant le Laplacien des fonctions déplacements

Fi étant les composantes des forces de volume,

, ‘La formulation du probléme général est donc relativement simple,
meis il n'existe pas de méthode analytique générale permettant la

résolution de ces &quations, compte tenu des conditions aux limites.,

- C'est pourquoi, lors de 1'&tude mécanique des cristaux consti-
tutifs d'un polycristal, on est habituellement conduit 8 faire des
-hypothdses simplificatrices,'afin de pouvoir intégrer ces équations.

‘Ainsi,‘on a pu déterminer la solution analytique pour un cristal
ellipéoidal isotrope dans une matrice isotrope (9), pour un grain
~ ellipsoidal anisotrope dans une matrice isotrope (10, ainsi que pour

un grain ellipsoidal anisotrope dans une matrice anisotrope (.



L'apparition des ordinateurs a ouvert la voie & d'autres méthodes
qui permettent soit la résolution numérique des équations (méthode des
différences finies), soit le calcul direct des déplacements (méthode des

€léments finis).

Nous nous sommes donc proposés, dans le cadre du Laboratoire
de Métallurgie Structurale, de développer une méthode d'éléments finis
permettant de calculer les déplacements, les contraintes et les défor-—
mations dans une piéce de forme et de chargement quelconques, quelles

que soient les caractéristiques mécaniques des métériaux.

Nous avons appliqué cette méthode au calcul de 1'influence
mécanique d'un monocristal de symétrie cubique dans une matrice iso-

trope en déformation plane &lastique.



1 = METHODE DES ELEMENTS FINIS

11.

12.

Princige

La méthode des é&léments finis, introduite par ARGYRIS (8) et
ZIENKIEWICZ (6), consiste 3 choisir arbitrairement des fonctions
déplacements définies sur des domaines suffisamment petits pour que
l'approximation des déplacements réels soit valable. Le choix de ces

fonctions implique une forme particuliére pour les domaines et les

.forces appliquées sur leurs frontiéres., On réalise ensuite 1'assem-—

blage des domaines de fagon & reconstituer 1l'é&chantillon initial. Om
obtient ainsi un systéme d'équations linéaires reliant les forces et
les déplacements. Il suffit alors de résoudre ce systéme pour trouver

les paramétres des fonctions déplacements.

Prenons le cas d'un probléme plan, et choisissons une fonction

déplacement lingaire

U = A, + A + A
(x,5) 14 % f2Y
(Relation 1.1)
Y = Bo + Byx + B
(x,y) 1 2y

Ao, Ay, Ay, Bo, By, By sont des constantes inconnues.

Matrice de rigidité élémentaire

Un triangle possédant 6 degrés de liberté dans le plan et la
fonction choisie 6 inconnues (Ao., Ay, Ay, Bo, By, By), il semble

logique de choisir, comme domaine de validité de la fonction, un

triangle. On peut vérifier que cette fonction appliquée i domaine

triangulaire lin8aire, assure la continuitd du milieu.



L'apparition des ordinateurs a ouvert la voie 3 d'autres méthodes
qui permettent soit la résolution numérique des &quations (méthode des
différences finies), soit le calcul direct des déplacements (méthode des

éléments finis).

Nous nous sommes donc proposés, dans le cadre du Laboratoire
de Métallurgie Structurale, de développer une méthode d'&léments finis
permettant de calculer les déplacements, les contraintes et les défor-
mations dans une piéce de forme et de chargement quelconques, quelles

que soient les caractéristiques mécaniques des mété&riaux.

Nous avons appliqué cette méthode au calcul de 1'influence
mécanique d'un monocristal de symétrie cubique dans une matrice iso-

trope en déformation plane élastique.



On obtient pour un triangle IJK

b4
|
UI ! 50 Y4
VI 0 O 0
U I x.

J - i 73
VJ 0 O 0
UK | xk yk
Y 0

K 0 0

[v] = [ (4]

En dérivant la relation

€ 0O 1 0 O
XX
= 0O 0 0 ©
yy
L.yxy 0O 0 1 O
— du
e = ——
XX X
[ 3u
ou | € = —
yy oy
su Ju
= — + ——
ny dy ax

Ce] Cz] Cal

0 0 O

l X5 Y

O 0 O

I x.v.
J yJ

O 0 O

i xk yk
(Relation

1.2)

1.1, on obtient les déformations (Annexe 1)

0 1|x [Aoa, Ay Bo By B, ]°

Relation



La théorie de 1'élasticité linéaire nous donne: (Annexe 3)

[o] =_[T] [e] (Relation 1.4)

t . .
avec | © = o o} o = matrice des contraintes
E ] [ xx °yy xy] c 0 ain
et [T] = matrice d'élasticité
d'ol, en tenant compte des relations 1.4, 1.3 et 1.2 :

Lo = [t] [3] [wt] [vu] {Relation 1.5)
Le lecteur trouvera en annexe 2, le calcul de [M-l ]
En appliquant le théoréme des travaux virtuels, on peut lier les

forces aux sommets du triangle, 3 leurs déplacements EU] (Annexe 4)

on trouve @
[F] = s [w?3° C8]° [r] (8] ('] [u]
avee [F] = [Fg Fry Fox Fay Frx FKy]t
S = aire du triangle
soit

tF] =[x ] [v] (Relation 1.6)

Par analogie avec un ressort, [Ke] est appelée matrice de rigidité

élémentaire du triangle.



13. Matrice de rigidité globale

Nous décrivons ici la méthode des forces 3 on pourrait &galement
imposer que les déplacements aux noeuds soient identiques pour 2 &1é-
ments voisins, et minimiser 1'énergie &lastique du systéme, ce quil est
la méthode des déplacements. Les 2 méthodes sont équivalentes. On fait
donc la somme en chaque noeud du systéme des forces provenant des &1&-
ments adjacents. La somme d'équations linéaires étant une équation

linéaire, on peut écrire une relation de la forme :

Cr] = [x] [v] (Relation 1.7)
[K] est appelée matrice de rigidité globale du systéme = %' EKe:]
- >, . Do .
En général [F‘] est connue, Fi est égal soit 3 zéro, soit aux :
- forces extérieures appliquées,

- forces de volume, s'il en existe.

on peut de m@me tenir compte des conditions aux limites sur [IJ].

Il suffit donc de résoudre le systéme (1-7) pour trouver [IJJ;

en appliquant les relations (1-2), (2-3) et (2-4) on détermine [e:]et[:oj

14. Conclusions sur la méthode des éléments finis

La‘méthode permet donc de calculer les déplacements, les contraintes
et les déformations pour tout systéme dont on connait les conditions aux
limites.

La fonction déplacement choisie doit approximer convenablement la
réalité (ce qui est vrai sur un domaine infiniment petit), et par consé-
quent, dans une région 3 fort gradient de contrainte, il faut prendre un
grand nombre d'éléments ; On voit apparaitre la limite pratique de la

méthode car la dimension de la matrice de rigidité globale est de 2N x 2N



(N étant le nombre de noeuds) pour un probléme plan/(3N x 3N pour un
. probléme tridimentionnel), et la précision de l'ordinateur utilisé sont

incompatibles avec un trop grand nombre d'éléments.

15. Programme ELF

Le programme que nous avons réalisé répond aux crit@res suivants

1) Afin de pouvoir traiter les agrégats, les matrices d'élasticité de

chaque &lément sont stockées (en mémoire centrale).
2) Dans un intérét pédagogique, le traitement doit €tre possible sur
un petit ordinateur (ex. I.B.M., 1130) avec un faible nombre de

points (possibilité de découpage en phases et langage simple).

I1 a été écrit en FORTRAN IV

" 151 Ordinagramme du_programme ELF

voir page suivante

Le programme ELF est donné en annexe 5



3’5\\ Lecture des variables fondamentales ///’

1<F=2ec3—<-111<F=1.

\\\ Lecture des coordonnées des noeuds j//l

|

Construction du maillage

d

Lecture des &léments enlevés

=

A\ A

Construction des matrices d'élasticité///

¥

Construction de la matrice de rigidité
élémentaire

Construction de la matrice de rigidité
globale

K .

Lecture des conditions aux limites :
- en force
- en déplacements

.

Résolution du systéme
Résultats en déplacements
N—

4

Calculs annexes

.

Résultats en ¢

- Forces
- déformations
- contraintes
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152 Remarques sur la programmation

1) Réduction dé la matrice de rigidité globale -

La taille théorique est 2N x 2N, il serait donc impossible de traiter
ne serait-ce que 500 points, ce qui entrainerait un stockage de 106 nom-
bres réels.

Un algorithme (4) permet de réduire fortement cette dimension.

En effet, si 1'on impose un pas P dans la numérotation des noeuds,
c'est-3d-dire que les 6 points adjacents d'un point I ont toujours les
mémes indices, la matrice de rigidité globale n'a que 7 diagonales non
nulles. De plus, elle est symétrique (théoréme de Maxwell-Betti) ;
"Il suffit donc de conserver 4 diagonales de la matrice. Un terme non
nul &tant une sous—matrice 2 x 2, on ne stocke donc que 1¢é N nombres
réels. pas

e e e

- T
1 a|a.
a - |~
I+P  1+P41 T T R i
N \
N
= | 19
I-P-1  |-p

Le mode de stockage choisi est une matrice RIGLO (Il, I2, I3)

Il indice du noeud (de | & N)
12 indice de la diagonale non nulle (de 1 3 4)

I3 indice des &léments de la sous-matrice ( de 1 3 4)



Ces deux algorithmes permettent donc de ne stocker que 16 N Nombres
réels au lieu de 4 N2. Ce sont eux qui permettent la réalisation pratique

de cette méthode.
2) Résultat du systéme :

Dans le but de réduire la taille mémoire, nécessaire pour le pro-
gramme, nous avons utilisé une méthode itérative afin de résoudre ce
systéme. Nous avons choisi la méthode de Gauss-Seidel avec surrelaxation
(7). Cette méthode nous a toujours donné satisfaction avec un coefficient

de surrelaxation de l'ordre de 1,5.

1563 Test_du_programme

Le programme a été contr5lé sur des problémes dont on connait 1la
solution analytique, en particulier un test a été effectué sur une

éprouvette soumise & une traction simple en état plan de contrainte.

y$

Le maillage est de [ 121 points, 200 triangles ]

L'état de contrainte théorique est : [ 1, 0,()] daN/mm?



Le calcul a donné, en précision standard, la solution analytique i

0,5 % prés (0,995 au lieu de 1).

Le temps de calcul, sur UNIVAL 1108 est de 2 mn y compris la compilation

(traduction de programme en langage binaire) et les calculs annexes.

On voit donc que la méthode des &léments finis permet un calcul
précis des contraintes dans une pié&ce dont on connait les conditions

aux limites en forces et en déplacements,



2 = APPLICATION DU MONOCRISTAL

21. Probléme traitéd

Nous avons appliqué le modé&le des éléments finis au calcul du
champ des déplacements et des contraintes pour un monocristal de cuivre
de forme carrée situé dans une matrice isotrope &galement de cuivre.

(figure 1).

Les valeurs des constantes &lastiques sont extraites de (12).

Elles ont pour valeurs

Cu isotrope :

Cy; = 20 000 daN/mm?
C1p = 10 800 daN/m?
Cyy = 4 600 daN/mm? (= % (€11 = Ci2))

Cu monocristal dans ses axes cristallins

16 905 daN/mm2

v Gy =
Cip = 12 193 daN/mm?
Cuy = 7 550 daN/mm?
C11
Ci2 Cn -
avec [To] = | Ciz2 Ci2 Cyy

0 0 0 0 0 Cuyy |

[T; ] est la matrice d'é€lasticité dans les axes cristallographiques



Le calcul a été fait en dé&formation plane, afin de traiter une

tranche d'un probléme tridimentionnel.
Nous avons &tudié l'influence sur les déplacements et les contraintes

de 1'orientation de 1'axe [ 10 O:] du monocristal dans le plan de la

figure par rapport i l'axe de traction (angle a)

Yn f|gure 2

[io0]

]

—3 X

22. Méthode
Le calcul a été fait par la méthode des &léments finis. Le
maillage est de 121 points et de 200 triangles. Le cristal comporte
32 éléments (figure 1)
Un sous-programme a calculé les matrices d'élasticité dans les
nouveaux axes du monocristal pour les différentes valeurs de a (figure 2).

23. Résultats

231 Résultats en déplacements

1) Nous constatons que le déplacement suivant l'axe des x (u) ne varie
pas linéairement en fonction de 1l'abscisse x. (figure 3)

Nous voyons que la courbe s'éloigne progressivement de la droite obtenue.
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X u. ‘x'103 10

mm isotrope om a=0

0 0 0]
12,5 0,583 0,722
25 1,165 1,461
37,5 1,750 2,230
50 2,343 3,052
62,5 2,953 3,659
75 3,587 4,261
87,5 4,253 4,888
100 4,949 5,548
125 5,962 6,491

TABLEAU n° |

Déplacement U en fonction de l'abcisse X pour Y = 0

voir figure 3.

_15_



L6

2. lIsotrope

U = fx)

Y=0

FIGURE 3
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dans le cas isotrope jusqu'au franchissement du joint de grain ; ensuite
la courbe se linéarise parallélement 3 la droite. La dérivée premiére du
déplacement par rapport 3 1'abscisse (EXX) sera donc constante 3 1'exté-

rieur immédiat du cristal.

2) Si 1l'on trace la différence des déplacements entre le cas isotrope et
le cas anisotrope en fonction de l'ordonnée y (figure 4), nous voyons
que les dérivées premiéres présentent une discontinuité au passage du
joint de grain, et que ces différences s'annulent i une distance du

monocristal de l'ordre de grandeur de ses dimensions.

3) Si 1l'on trace par un point donné, le déplacement en fonction de la
position de 1'axe [ lOO] dans le plan de la figure, nous voyons
(figure 5) que le déplacement varie sinusoidalement en fomction de a.
Le phénoméne est trés important puisque l'on trouve des variations de

80 7% de la valeur moyenne.

(e
1]

Uo + Ay cos (A o + 7))

V=V, + Ay cos (Aa+y)
A 1'aide d'une méthode de moindres carrés non linéaires, nous avons
déterminé les valeurs des paramétres pour différents points. Si l'on
porte ces valeurs, pour des points ayant méme ordonnée, en fonction de

1'abscisse des points (figure 6) nous constatons que :

- U, est linéaire et proche des valeurs de U dans le cas isotrope,

- v est décroissant, au début linéairement, et ensuite plus len-

tement aprés le passage du joint de grain,

- A est tout d'abord croissant, passe par un maximum au passage

du joint de grain, et ensuite décroit,



- AWUiso—U(©)

AWiso - U) = f(y)

X =50

FIGURE 4



%radian U(3) x 10 U(5) x 10 U(9) x 10
. mm om

0 1,461 3,052 5,548
0,157 1,201 2,693 5,36§
0,314 0,954 2,283 5,090
0,471 0,799 1,962 4,819
0,628 0,787 1,837 4,654
0,785 0,929 1,954 4,650
0,942 1,190 2,295 4,809
1,1 1,475 2,749 5,086
1,257 1,653 3,113 5,375
1,414 1,641 3,223 5,554
1,57 1,461 3,052 5,548

TABLEAU n° 2

Déplacement U en fonction de a.

Y=20

voir figure 5.

_]9_



~2.

3.

1. U9 x=100mm y=0
2.UG) x= somm y=0

3.U(3) x= 2smm y =0

¥ oi1radian
[ ]

U= f(x)

FIGURE 5




1. U9 /2

2. U

3. UMX2

210 * mm
o N

Jradian

U=f(x) FIGURE 5bis



X UO mmy 103 'Amm y 104 radian
12,5 0,603 2,615 1,049
25 1,208 4,496 0,934
37,5 1,833 5,831 0,789
50 2,516 6,944 0,656
62,5 3,129 6,170 0,520
75 3,754 5,569 0,423
87,5 4,408 5,093 0,355
100 5,095 4,730 0,311
125 6,090 4,140 0,280

TABLEAU n° 3
Uo , A et en fonction de X
y = 6 mm

voir figure 6.

_22_
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>Y=6mm

1. (P=f(X) 3\

2. A =fx)

3. Uiso =f(x)

4 U°= fe)
—
S

X
—

fix)

Acos(4ex+9)

FIGURE 6



110%m

1 y=6mm

3 y_50mm
- 7
2
L
3
Li I 1 1] ! T 1 I I ¥
10mm ! I '
L ] X
—_—
A=f(x)

FIGURE 6.1



1.10%mm

\ . » ’1.1
’———ﬁ 0,414

0.785

Acos(4a +P)= f (0

Y=6mm

FIGURE 6.2
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10mm'

A cos (4 + P) =f(x)
Y_=25mm

FIGURE 6.3



— on retrouve 1'importance du joint de grain si 1'on trace

(figure 6 bis) A Cos (4o + yY) en fonction de 1'abscisse x;

- nous avons toujours trouvé A = 4, ce qui est logique car une
. T , .
rotation de 5 transforme 1'axe [1007] en [o10] qui 1ui est
équivalent.

232 Résultats en contraintes

Les résultats trouvés pour les déplacements sont transposables

pour les contraintes.
1) Les contraintes ne sont pas constantes dans 1'&chantillon.

2) Pour un point donné, les contraintes varient sinusoidalement en fonction

de o (figure 7).

3) De plus, si 1'on trace la variation de la différence des contraintes
principales, & ordonnée constante, en fonction de 1'abscisse (figure 8),
ce qui est un critére de résistance généralement adapté puisque c'est

le double du cisaillement maximum, on constate que :

- les courbes présentent un maximum au voisinage du joint de grain
le joint de grain est donc la zone la plus sollicitée.
- les différences s'annullent 3 une distance du monocristal de

l'ordre de grandeur de ses dimensions.

4) Nous avons également tracé les isochromes;courbes d'égales différences
des contraintes principales (figures 9, 10 et 11). Nous constatons une
continuité dans les figures, mais nous n'avons pu en tirer une loi
générale. Ceci est probablement di & la complexité du phénoméne et en

particulier 3 la non linéarité des paramétres A et /I

11

»
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%radian °(7—s)daN/mmz °(3—4)daN/mmz °(13-14)daN/mmz
0 0,582 0,519 0,611
0,157 o,€35 7 0,485 0,697
0,314 0,694 0,496 0,829
0,471 0,743 0,549 0,965
0,628 0,772 0,634 1,050
0,785 0,772 0,726 1,044
0,942 0,728 0,782 0,944
1,1 0,651 0,765 0,792
1,257 0,583 0,686 0,659
1,414 0,558 0,592 0,596
1,57 0,582 0,519 0,611

TABLEAU n° 4

Contraintes

y = 6 mm

o
XX

voir figure 7.

en fonction de a .
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A (o, - o)
! 2 daN/mm2

xmm y = 6,25 y = 32 mm

6,25 0,198 0,142
18,75 0,184 0,157
31,25 0,161 0,154
43,75 0,128 0,104
56,25 0,233 \ 0,189
68,75 0,261 0,012
81,25 0,223 - 0,020
93,75 0,125 - 0,041
112,5 0 - 0,084

TABLEAU n° 5

Variation de la différence des contraintes principales

en fonction de x.

voir figure 8.
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3 - CONCLUSIONS

31. Conclusions sur le probléme

32.

I1 est possible d'affirmer que dans une matrice isotrope soumise
34 une traction simple, la présence d'un monocristal introduit une
distorsion des effets mécaniques. Les déplacements et les contraintes
varient sinusoidalement en fonction de 1'angle o qui définit la position
d'un axe cristallin du monocristal dans le plan considéré. La zone du
joint de grain est la plus sollicitée du point de vue du cisaillement
et joue un rdle capital pour la variation des grandeurs caractéristiques
du champ des contraintes et des déplacements. L'influence du monocristal
devient négligeable 3 une distance de l'ordre de grandeur de ses dimen-
sions. La configuration des isochromes ne peut s'expliquer a 1'aide

d'hypothéses simples.

Conclusions sur la méthode

La méthode considérée et le programme mis au point permettent
d'étudier une grande variété de cas, en particulier les effets des
forces ponctuelles ou non uniformément réparties et les formes planeS
quelconques de matériaux anisotropes de structure composite. L’éxtension
du programme au cas tridimentionnel devrait permettre la comparaison .

avec les données expérimentales d'échantillons réels.
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ANNEXE 1. - RAPPELS D'ELASTICITE LINEAIRE ISOTROPE

Les déplacements &lémentaires des particules d'un corps ayant subi

une déformation sont en général exprimés a 1'aide de leurs composants u,

vV et w sur les trois axes de coordonndes X, y et z.

En admettant que ces composantes soient des infiniments petits qui
varient d'une manidre continue dans le volume du corps, on appelle

déformations les quantités

_ ou | _ v _ 9w . . .
exx = Al Eyy = 3y €., 37 dilatations linéiques
dy = dv v dw ow u . .
= - — = — B o—— e e
Txy dy PR Yyz ~ 32 3y ° Yzx T 3x T 3z 3 distorsions

Les équations d'équilibre des contraintes & l'intérieur du solide

doivent @tre satisfaites. En exprimant ces €quations, on trouve (1)

3 du . v dw _
CA + ) 5;‘(5;' + 3y + 529 + u Au+ Fx =0
a Ju v ow
I— —_ (= — —— + =
Cr+u) dy '9x * oy * az) oW hu Fy 0
d ou ov ow _
(>\+H)8—Z(a—x+§?+-a?)+ uwhA +Fz=0
A W ¢ coefficients de Lamé du matériau
Laplacien des fonctions u, v ou w
F. : Composante sur 1'axe i des forces de volume

Les &quations précédentes doivent &tre satisfaites quelle que soit
la position du point considéréd, et en particulier i la frontidre du

solide. On en déduit les conditions aux limites (1)
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du oV ow Ju Ju ou du av ow
Pkttt ! Gxl oyt m ™ G ltgin s
du v aw ov v ov - ou ov ow
)\(5—;+a—y-+§)m+u §1+-3—}7m+§-z—n)+u(-ﬁl+—3?m+wn)
Ju ov ow 0w ow ow Ju av ow
x Tay TR MY Grlrggmagm) v ol + o m 4 52 )

1, my n : cosinus directeurs de la frontidre au point considéré
X, Y, Z : composantes des forces réparties appliquées au point considéré.
Le probléme consiste 3 trouver 3 fonctions u(x, y, z2), v(x, y, z)

et w(x, y, 2z) qui satisfassent les 2 groupes d'équations. Il n'existe

Pas de procé&dé général d'intégration.



ANNEXE 2. - CALCUL DE M™%

‘ g yi
0 0] 0]
M]= 1 X
i 2
2

0 0 0
1 xk yk
0 (0] 0

Sous cette forme le calcul littéral est trop

A, Ay A,
! x5 Yy
1 X, .

J yJ

Bo

B,

B

B,

—

lourd, on &tudie donc

Pour inverser cette matrice, on partitionne en sous-matrices (5)

[M£|= A1l A [M'-El= B1) B12
Ayy Ago B2 Boo




En posant :

[x1= 411 [4,]
[¥1- LA, L7012
[2]- [a,1- L 104

Lol
[o]
[4y,1]

-

La théorie des sous-matrices montre que l'on a :
a

.Elﬂl ]_=

[3,]1=-[x] [27]
[5,]=--Cz'1[v]

I1 suffit donc d'inverser EA”]

[z7]

[a; 1+ 0x2 0277 [v]

Ca
Lo
Co

-1
11

]
]

Tl

Le déterminant de la matrice [Allj a pour valeur :

. + X..¥.
jyk le_]

+ X - X

On trouve -
14 S
Land-; i T Yy
X, " X
d' ot -
vl ] - [47,] [oJ

Yy IRZ X

Vi T * Yy
Y 7Y
xi-xk

kT *i Yk

-39



On en déduit [M-i] en permutant les colonnes :

X.
J

Yk

73

K

0 X. ¥,
0 v
0 Xy
- ijk

- yj

-k

. — X
Y'_yk

x 7%

ik
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ANNEXE 3. = RELATIONS CONTRAINTES DEFORMATIONS
. “
31. Contraintes ¢
" n

On considére une facette ds orientée

-
par sa normale n

. > ~
On appelle vecteur contrainte ¢n (= Eonn Ont]) la résultante des

forces de liaison agissant sur ds.

32. Relations contraintes — déformations

Les déformations ont été définies & 1'annexe 1.

321. Cas_général

Dans le cas de 1'élasticité linéaire, on peut écrire :
Lod= [l Le]
avec [o] [Uxx o o [¢] o o ]t

Yy zz Xy Xz yz
Lel

t
[e € € € € £ ]
XX ¥y zz Xy Xz - yz

Dans le cas général, les propriétés de symétrie entrainent (2)
21 coefficients indépendants pour la matrice T. La symétrie respectant
un plan en entraine 13, celle respectant 2 plans orthogonaux 9, 1'isotro:.

transverse (également appelée orthotropie) 5 et l'isotropie "classique" 2.
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En isotropie on a

[ T ] = 0 0] 0O u (Loi de Hooke généralisée)

A et u étant les 2 coefficients caractéristiques du matériau
(coefficient de Lamé) les mécaniciens utilisent plus couramment E

(module d'Young) et v (coefficient de Poisson) on a les relations :
g

A= Ev \ =L._
() (1-29) H 2(1+v)

322. Probléme_plan_isotrope

Dans le cas des problémes plans, il faut distinguer 2 cas. L'état

plan de déformation (ex. €, = Vg = sz = 0)
On a :
— —_
A+2u - s -
[r1=1] 2 ez
0 0 u
| —
L'état plan de contrainte : (ex. o__ =0 =0 = 0)
zz Xz yz
. | g -
' =
[TJ l-\)2 v 1-v
0 0 —/—



[UN]

[N
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Pour passer d'un repére xoy dans lequel on connait To 3 un repére

x' o y' faisant un angle 6 avec X0y, on démontre (6) que l'on a

[r]-Cr][] Cr3"

cosze sin26 - 2 sin 6. cos 6
.2 2 .
avec|Rl=]sin"0 cos © 2 sin 6. cos ©
. . 2 . 2
cos 8. sin B ~— s1in O.cos 8 cos O - sin” 6
N —

. Remargues

Pour pouvoir appliquer la méthode des &léments finis, il suffit
de connaitre la matrice [1?]. La méthode est donc applicable quélles

que solent les symétries du matériau considéré.
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ANNEXE 4. - MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE (6)

Théoréme des travaux virtuels :

Quel que soit le déplacement virtuel [:&1] compatible avec les
liaisons, la somme des travaux des forces extérieures est &gale 3 la

somme des travaux de déformation.

- Travail de déformation :

s(aw) = [6c]" [0 ] av
[e] =[] '] [e] (relation 1-3)
dtoa : [6e] = [3] [M'] [oul
[ed°= Coul® [v']° []°
s@w) = [6u]® [v']° [8]° [oJav
[6] =[] 03] Cv'] Cul (relation 1-5)
saw) = Cow]® [v'3° [81° [ (3] O '] [l av

dw

. = Lol Cw' 3% Coor, L1 [T av] [v' ] o)

- Travail des forces extérieures :

dwE = E(Su]t EF]

~ I1 vient donc :

[r] = [x'2° Corv, [30° Cr] [l ev] [w'] [u]

- D'oll la matrice de rigidité élémentaire :

[xe] - ['] Covv, [31° Cr] (2] av] [v']



Dans le cas ou U(x,y), V(x,y) sont linéaires, la matrice []3]

est une constante (relation 1-3), et la relation devient, pour un

probléme plan

[reQ=s (w1 (83 [r][s] [x']

- 45



ANNEXE 5

PROGRAMME ELF
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<
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C
C
C
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C
C
C
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!ll!-hliiiiliiii}!&liﬁii{I'l-lll!ilil&li{lGlﬁlfﬁlliﬂiillil#l{"il..'lﬁ‘ill

NCTATIONS o
- . ) el
AM1 T NMalRICE CCEFFICIENTS-CEPLACENENTS 5
AUX  FATRICE AUXILTIAIRE CE CALCUL: .
” MATRICE CEFCRMATICNS-CCEFFICIENTS

CCMEL  CONTRAINTES  0ANS L'ELEMENT
CCPCl  (CGRCONNEES CES NCELES
CEFEL CEFCRMATICNS CANS L'ELEMENT S :
LEPEL  MaTRICE CCLONNE OCNNANT LES CEPLACEMENTS ALX NOEUCS |
E MCCULE CE CCLLGME

ECFLX " ClFBELLE CE LECTULRE CLS X

ECHLY  ECRELLE CE LECTURE CES Y

ELELE  MATRICES CYELASTICITE DES ELEMENTS

FCREL  MATRICE CCLCNNE CONNANT LES FCRCES -AUX NCEUCS

ICIp LONGUELR LE RIGLC = NTPCI + 1
L C S 2 ANX RS L L I ANY PR | ).
TECR NUMERC CE L'IMPRINANTE RAPICE
- TELEM NCNVide DYELENENTS
1£2 NULVMCRC CE L'IMPRINANTE DU PUPITRE
1FCR¥ CEFINIT LE FCRMAT CE LECTURE i
1FLRF=1 8CFl.0
2 4CF2.0
3 26F3.0C : i
4 2CF4.0° : 3 T
) 5 1€&F5.C . ' i
1LEC NLMERC DU LECTEUR CE CARTES
-~ INFLL MATRICE INCIQUANT LES PROCHES VOISINS ’
© IPRGB LUEFINIT LE TYPE CE PRCBLEME B
i IPRGE=T ISCTROPE CONTRAINTE PLANE <

IPRCB=2 ISCTRGOPE CEFORMATICN PLANE
IPRLB=3 C(RTHCTRCPE PROBLEME PLAN i
KLEC DEFINIT L'UNITE UE LECTURE CES CCORCONNEES
LIVMCE MATRICE INCIQUANT LA PRESENCE CE LIMITES
IS NTFOR NCMIORE TGTAL CE NCELES .
o NL CUEFFICIENT CE PGISSCN .
NLC NLMERC CES GUACRILATERES ENLEVES
KNUFLE NLMERCS LES NCEULS CES ELEMENTS
) NLFG1 “LMERC CES NCELLS
o NXPCT NGPMuRE CE NCELOS SUR L'AXE CES X
: NYFQI NCVMcRE CE NCELDS SLR L'AXE CES Y
o RIELLC VATRICES CE RIGICITE ELEMENTAIRES
RIGLL ~ FATRICES C& RIGICITE GLOBALE o . el -
T ' FATRICE CGNTRAINTES-CEFORMATICNS I

LIVMENSICNS

T ary

= €46
ALY = 6,6
g = 2o )
.. L LOPCL = z4NTPCI -
COLEPEL = JUINye
T ELELL = ILLEVN 4
ENTET = L0
FOKEL = ICIM,2 :
INFLL = ¢ o
LIMLE = ILjk,s ’ R
NIC = ¢t ' -
" NLC = ZtC
NLELE = JECEM,3
JRIELE = ¢,¢
"RIGLC = ILIMy4,4
1 = Ayl

IQ'bl!§l§illGli*'b'liIillliii.lllDIl"lll.li'llll.i’l'lll'!l'l."l....‘
T OREAL AL ’ . ’
ST LIMENSICN ENTET (26) ‘
CIMENSICN NIC (26) )
CGPVEN COPTICZ915) yCEPEL(1642) +FCREL(16,2)
CUVMMURN NCF LT re CaX g ATPC ] JNXPL ] .
L CEMMON NLCHLoe) yNUELE(1E,3) yRICLE(Gy6) PELELE(L16,46)
CCMMUN IELeM
COMMOR RIGLUL1c,a4.4)

e LECTURE CES VARIABLES FONDAMENTALES T
ILEC =2 ’
_V1ECR =5 ' o T
REAL(ILEC,12) (ENTET(1),1=1,20) )
12 FORMAT(2C24) v -
WRITE{IECR,) LIV (ENTET(I),1=1,2C)
13 FORMAT(LKL///7,20%,2Ch4,7177})
’ REAL(ILthlC)NTPCI.NXPGI.NYPGI'IFORM.ECHLX.ECHLY,lELEP.NCMIT.RELAX
1,CRICE
10 FORMAT(31491442FBe3,14414,FT7.3,E1004)
TELEM=% (NXPCI-1)%(NYPCI-1) » e
WRITE(IECRyLLINTPCI NXPCI : ) 1
11 FCRMATOLE 442Xy "PRCBLEME A',14,3X,'POINTS AU PAS CE ‘214477
; nR]TE(IECR.15)NYPC1:IFORF.ECHLX,ECHLYpIELEN.NOMIT»RELAX.CRICG i
lSVFGRNAT(AH'.'NY='.14,5X.'IFGRN=',II.SX.'EC#LX='.FB.3.5X.'ECHLV='.F8
5-393
1Xe// 4y LOXy *NCNbRE L' OELENMENTS ='+14,5X9 'NCVBRE C*'ITERATIONS =%, 14,
€9Xy "RELAX =1 F7,3,/,710, CRICC=*4ELLoede//) :
REALCILEC2CIE4ivly IPRCB
20 FCRMAT(F@.C,F3.¢,11)
WRITE(LECR,2E)E NL, IPROB ) ‘ -

L WPV N -— -

- 47 -



7 LECTURE DES COORCONNES DES POINTS =
'ON LIT L'ABORC LES CARVES CES XsPUIS CELLES DES Y -
 NLEC EST Le NCHGRE GE CANTES CE COORDONNEES EN X ET €N Y

tCPDl(l,N) X - : S LT
SCeRCLizaNiey e I S

LECTURE CES X S L s

OO0

NLEC =NTPCI/NXPCI . RN R
LO 100 K=i,NLEC c o ) -
JO=({K-1L)eNXPCI)+1

T JF=KaNXPC]

GO TC(ICLyLGE&s1C3410401C5) 4 1FCRW

C -
.- 101 REACUILEC,1CGL) (COPGI{15d)4d=dC,JF) oo
: GC TC 1cc Com o TR
; 102 REAC{TILEC,4CC2) (COPOI(L,J) 9d=dCydF)

: &6 TC 1co :
C B
’ 103 REALIILEC)ICC3) (CCPOI(1l,Jd),9=d0sJdF) - e
GC TC 1co N o -
C AN
104 REAC(ILEC)10G4) (CCPCIELyd),d=dC,JF)
€0 1C 1cC B
c 2
c 105 REAC(ILEC,IGCS) (CGPCTI(1ed)yJd=dC,JF}
100 CONTINLE

c =

€. . LECTURE LES Y

C

- LC 110 L=1yNLEC
JO=UL=-1)#NXPCI)+)
T JF=LaNXPCI
GO TCU{MLlisllcell341144115)1FCRY .
c i <
L1} REAC(ILEC,)1CCL) (CCPCINZy3d) 9d=dCy4F)
. GC 7€ 116 i .
c B
112 REACLILEC10C2) (CCPCI1243) 94200 4JF) R
. €C IC 1i0
¢ . :
113 REAL(ILECLCC3) (CLCPCI(24d) ¢d=JCedF) ] .
- &€ IC 116 . =
¢ i ' ' )
114 REAL(ILECLOC4) (CCPOI(csd) ¢I=JC4JF) :
GO 1C 116
C

115 READ(ILECYLCCS) (CCPEIL24d) 24330 ,JF)
110 CCNVINLE

1001 FCRVAT(8CFL.C)
1602 FCRVAT(40F2.0)
1003 FCRMAT(26F2.C)
1004 FORMAT(20F4.0) s s
1605 FCRFAT(1EFS5.C)

FIN CE LECTURE CES CCORECONNEES

RETABLISSEFENT CE L'ECHELLE

[aXaXaNaNgl

) IF(ECFLY)lcLy1210020 o
121 ECRLX=1. - o T T,
eCHLY=1. )
120 CCNTINLE
LC 122 l=1,.5TP0I
CCCPCINL,1)=CGPCILL 1) HECHLX
TCUPCI(2,51)=CLPCI{ZyI}RECKLY
122 CONTINLE

LECTURE CES QUACRILATERES ENLEVES

10 CARTES AL MAXIMLM
1 EN CGLONNE 1 = CARTE CE CCNNEES
9 EN CCLONNE 1 = FIN CE CONNEES

OOCBOMO00

“CO 13C I=l,26C - T
130 NuUC(1)=0 - . R
B 4 of 2 - 1] ’
CO 135 K=ly1C v
REAL(ILEC,1C3C)ICCCEZ INICUY)y1=1,26)
1030 FORMAT(IL1,2613)
IF(ICCLE~8)13141329132
131 CC 132 J=l,c6
IL=1CCFP+J
E33 NUC(IL)=NIC(S)
ICCMP=ICTMP+LE
135 CCNVINLE
132 CCNTINLE L
S = RRITE(IECR4cE) L
466 FCRVMaAT(LrLo///va5%Xy "NUMERCS CES tLEPENTS ENLEVES?,///)
2L

_ i i atYotyrrn o AR L OIS Lad




lthIALlSAT!CN CES PATRfCES D'ELASI

» ELECECL, L1=801,1)
 ELELECTy2)0=402,2)
T ELELE(1,3)=8(3,3)
ZEELELEL] 14)=A(1,2154(2,1)
ELELECT,5)=A(2,3)=A(3,2)
ELELE(LL,6)20(1,3)ma(3,1)

GBUTG(14C, 1419144 ), IPROB

" ISUTRGPE CCNTRAINTE PLANE

140 CALL ISCCP(ELELE'IELEF.E.NL}
CO IC 143

‘_kmn

ISCIRCPE csrcnrﬁ11c~ PLANE
141 CALL ISCLPUELELE S IELEF E4NUY 7
eo TC 143

¢ ) e
c T CRT?OIRCPE PRCELEHE PLAN
C
[«

" 7144 CALL GRTRO(ELELE,ILEC) -
‘243 CGNTINLE 2;;’_

WRITE(TECR, 468 ) i ‘
468 FORFAT(lFl.///.SCX.'NATRICES C"ELASTICITE
o WRFTE(IECR.4L) -
41 FORMAT(Lr .3x.-u(1.1)'.12x.'A(z.2)'-lzx.'Ats.a)‘ 12X 080
CAMALZ300,12X Y A0143)74/7)
WRITE(TECRy4CHULELELELT o) 4= 1.6).1 l'lELEF)
o0 -FORKATL 6(EL44TyaX)) -

CCONSTRUCTICN DU TABLEAU DONNANT LE
DES ELEPENTS

i NF]N=NTPC1-NXPCI-1
"£0 200 INCEX=1,2 .
CO 200 1=1,NFIN ~
< B0.210 KTEST=RXPCIWNTPCE NXPOI <
1Ft - KTEST):IL,:OO.ZIC ’
7210 CONTINLE
J=l+1+&xPCl*lNCEX-NXPCl
CKRITHNXPOI+2-INCEX
) 1F(tncex-1)zzo,2zo.23c :
1l 220 381~ =112402404250 Gt ST T
T 240 IK=2 ‘

i €c TC. 280 S
Y250 IK=[K+2
Dl 601C 280 : R
230 IF{l- l)zbOoZbC.Z?C o
“260 1K=l : Lo
680 16 zec
T 270 1Kk=2]K+#2
" 280 CONTINLE
" NUBLE(IKy1)=]
NUELE(IK,2)=J ~
L NUELEUIKe3)=K
200 CONTINLE =
N i' :
<

Foo. . GALL LINKUINAME2)
[ END

LIMENSICN AMLIG616)4B12,6)4TU3,2],8UK(6486) " ~7 T

o COVMON CLCPCI{cy15) sDEPELL1642) WFOREL(1692F

" CCMMCN NCVMIT,nELAX NTPCI,NXPCI :

CCMMGN NLC(ZGL).NLELE(16-3)oRIELE(bnbloELELE(lﬁabl

COMPON JELLW

COFPON RIGLC(1€4444) s
ClNSfRLCTlCN CE LA MATRICE ce RIGIDITE

1ECR=5
CINITTALISATION

ICTE=NTPCI+]

CC 2CC I=1,ILI¥

LG 3CC. J=1,4

CO 300 K=ly4

i TF CRIGLOLI KD =Ce
300 uUNllNLE L

C:

77D E0 310 ICLMP= A.!&Ltn

c; .

c TRIANGLES ENLEVES
- CE 220 NUX=1,260 .

IF(1COMP- nub(nux))azc.310.32c

.. 320 CONTINLE
e

£, 770 ISNGELE(ICCHP, 1)
J=NUELELICCHP,2)
KeNUELEUICGMP,3)




OO0

o0

H

'
na

ANl E3T LA MATRICE M-1
) & EST LA MATRICE DEPLACEMENT -CEFGRMATIDN
Lo T EST tA MATRICE C*ELASTICITE

AUX  E£ST LA NATRICE IEPPDRAIRE CE CALCUL

XI= CGPCI(I 1)
XJ= ccPCI(I,J)
XK=CCPCI(1,K) .
YI=CUPEI(241) L ) - e
YJ=CGPCI{2,4) o
K=COPC1(<4K) : oL - O
X1u=7T-%s
CXJT=xJ-XI
XIK=X1-XK
XKI=XK=~X1
XJdK=xJ= KK
AKIZXK=-XJ
T¥IsY1-¢g
YJl=YJ-v}
YIK=Y1~-YK
YRI=YK=Y]
YJhsYJ=YK
T IYKGEYR~YJ

- CETER= XJlYK+xliYJ+XK#Yl “XJRYI-XKsYJ-XI#YK
T PRC=-1. JCETER
LLANECS
CC 8CC Ii=1,¢
LC 800 1:=1,¢
Fco Aw1(11114) C.

Aal(l 1)=XhaYJ=-XJeyK
= nwl(l.z) X1sYR=-XKaY]
T AMI(1,45)=XJeYI-X1aYy
CBMLlEy1) =YKy
N ﬂ"l(t.j)’{tﬂ
SAPL(245)=Y01
"'uvlta.l) =XJK
BML(3y3)=2xK]
AML(3,48)=x14
AV L{4,42)=aMi1,1)
CAML{4a A =arL(,2)
aMl{4,€)=AM1(1,5)
AFL(542)=aNM1{c2,1)
CAME(5,4)=aM]1(z,3)
AMLIS,E)=AF (2,5}
TAML(6yz)=ANL(2,1)
AP1(614)=AN1(3I3)
A"1(6'5’=Aﬂl(5|5)

LE EIC I1=1,¢
Ll 81C [g=1,6
810 AFLITLlaic)=AME(11,12)4PRE

CC #C1 11=1,3
LC ECl 12=1,¢
0L =(il,1c)=C.

cllyc)=y, B
¢l2yt)=1. .

Bls,3)=1.

B{3,b)=1,

LC BC2 11=146 o =
CC 8C2 12=1,6
ROZ AUX(Il,Ic)=C.

FRCELLII  cwapg
LC A3 11=1,3
CC EC2 I2=iye
aLx{ilysl2)=¢.
LC EC3 I3=],¢
803 ALX(11.12)=ALZ(l1.12)+B(111IB)'AF1(13,12)

LC Fta j1=s1,6
CC BL4 l2=1,6
BC4 RIELE{LLylc)=C,

LC 8BS Jil=j,2
. LC BCS [2=21,3
8C5 T(liyle)=C.

TOLyl)=ELELE(ICCMP, L)
1(2y2)=cLELECICEMP,2)
T{3,3)=ELELE([CCNMF,3)
Tllyc)=ELELECICCMP44)
T2y 4)=ELELELICCMP4)
T(243)=ELELE(ICCHMF,S)
292 =ELELELILCIP,5)
ULy 3)=ELELELICCME, )
T(341)=ELELE(ICCMI,,6)

PRECLL TeaLx -
LCoite [l=g,1
LC 866 lci=1,40
RIELELT L, TeY =g,
CC 8Cé 112=1,3
_BO6 RIELE(I1,12)= RICLEUTYo12)4T{11,13)eaUX(L3,]12)




“ao6

‘807

330

PRECUIT EBT#RIELE
LC 8C7 Il=1,6
LG 8C7 [2=146
ALX(IIlsl2)=C.
CCBCT [2=1,3
AUX(IloIZ)=ALX(llv12)+B(IB;!I)'RIELE(I3.12)

CALCUL CE AMLT®ALUX
LC 8C8 1l=1,06
£C 8ce l2=1,¢
RIELE{ILyIZ)=C. 7
LC €CE [3=1,6

RIELE(llp12)=RIELE(11.12)+AM1(!3'11)'AUX(13712)

L0 812 [1=21,6
LC €l¢ fc=l46
RIELE(11412)=RIELE(TI1,12)#CETER/2.

MATRICE LE RIGIDITE GLOBALE

CO 330 IPAIR=Z41ELEM,2Z -
IF(lCCFP-IPAIR)33Go34C1d3C>
CCNTINLE '

CAS ICCMP IMPAIR
RIGLCUIy141)=RIGLCUI y1yL)+RIELE(L 1)
RIGLC(T142)=RIGLC{I,142)+RIELE(L,42)
RIGLCUT 9 193)=RIGLO(I 41 43)4RIELE(L,2)
HICGLCUIy1s4)=RIGLCII 41 44)+RIELE(2,2)
RIGLEUT 920 1)=RICLO(T9342)4RIELE(L,5)
RIGLO(T 9342)=RICLGUI 4342)+RIELE(L,6)
RIGLU(I93,3)1=RIGLCII343)4RIELE(2,5)
RIGLLIT92,4)=RIGLC(T,3,4)+RIELE(Z,6)
RIGLU(GT 9441 )=RIGLO(I y491)+RIELE(1,3)
RIGLO(I v492)=RIGLC(I 44 42)+RIELE(L %)
RIGLEIT94y3)=RIGLE(T2443)4RIELE(2,3)
RIGLOUT 94 94)=KICGLO(I y494)+RIELE{2,4)
RIGLC(J9141)=RISLC{Jy 191 )+RIELE(3,3)
RluLC(Jvlo2)=R1bLC(J|192)+R]ELE(3f4)
AIGLCUd 91 92)=RIGLC(Jy142)4RIELE(3,4)
RIGLC(J}1v4)=RlGLC(J'l.4)+RlELE(4p4)
thLC(Kl1ll)=RIGLE(K|l,l)*RlELE(515)
RIGLE(Ky Ly2)=rICGLOIKy Lo )4RIELE(S,€)
RIGLCUK y 192} =RIGLCIK g1y 2)4RIELE(S,6)
REGLEIK 3194 )=RICLE{K 194 )4RIELEL646)
RIGLUGIK9Zy L) =RIELC(K yc g L )4RTELE(3,5)
KIGLCUK p 292 )=kIGLEIK )29 2)+RIELE(@45)
RIGLC{K$293)=RIGLCUK2,2)+4RIELE(346)
RIGLCIK 9 294)=RICLLIKy 244 )V4RIELE(446)
«C TC 2i¢ - -

CAS. ICLF FPAIR

RIGLC(T s 100 )=RIGLEIE 14 b)4RIELE(L,1)

RIGLCUIgdsZ)=RIGLC{L 4492 4RIELE(L,2)
RIGLC(].l.3)=RlGLC(lal.E)#RlELE(lpZ)
RIGLC{I,is4)=RIGLELTy1o4)4RIGLE(Z,2)
RIGLOUT 2, 1)=KIGLGIT 29 L)4RIELE(L,2)

7RIGLE(In202)=RIGLC(lp2u2)+RlELE(lo4)

VRIGLC(lv213)=RIGLC(I12’3)*RIELE(113)
R!GLU(l32,4)=RIGLC(I|204)+RIELE(2’4)

RIGLE(T 44, L)=RICLE (T4 51 )4RIELE(L,S)

';RlGLC(I.4|()5RIGLC(1.4.2)+RIELE(1,6)

RIGLG(14492)=RIGLC(T 452 +RIELE(2,5)
RIGLOAT 4 434)=RIGLE (144,44 )+RIELE(Z,6)
RIGLC(Jy Ly d)=KIGLE[Jy Ly LI+RIELE (3,3)
RIGLC(J192)=RIGLC(Jy192) +RIELE(3,44)
REGLL(Sy193)=RICLE (JgLs2) +RIELE (354)
BIGLE(Jy 1 94)=RIGLL (Jy ko) +RIELE (444)
RICLC(J5351)=RIGLC(dy3 4 LI+RIELE(3,5)
REGLC(J)3,2)=RIGLG(Js292)4RIELE(3,6)
RIGLL(U2342)=RIGLEIJ,2y3)4RIELE(4,5)
RIGLO(I¢394)=RIGLC(Jy2 94 4RIELE (446)
RIGLC(Ky1,1)=RIGLC(KyLyL)4RIELE(5,5)

) RIGLG(K.lp21=RlGLG(K.1,2)+RIELE(5'6)

VRlGLU(Krlp3)=K1GLG(K|193)+RIELE(516)

L RIGLEUK ¢ 194)=RIGLCIK 1 34} +RIELE (646)
) GONTINLL

“EALL UINK(NAVED)
I A

Sk -



aoonanncnonn b

10 CONTINE
¢

.c.
c

[MENSION INFLLE6E) .
CINENSICN. LINMCE(16,2)

CCKMON CCPCI(Zy15),CEPEL(1642)
COMMON NCMIT,RELAX(NTRGI,NXPCT

_CCMFCN LELEN T
2XOFPON RIGLCIL6,4,4) 7~ 57 7 =7
iLEC 2

ICIM=NTRCE 4
- LC 150 [=1,ICI¥

FORELLTy k) =C.

FORELLL,2)=C.

.FoREL(la.éi

COMMEN NUC(2€C) NLFLE(léyB),RlELE(bnéloELELE(lb 6)

=5
LECTURE CES CONCITIONS AUX LINMITES

KFIN TeST CE FIN CE CCNNEES =9
1CER CEGLY CE LA SCULCLE
IFIN'  FIN LE LA BCLCLE
1PAS PAS CE LA g2CLCLE
L =1 LyX =2 v,y
VAL VALELR CE LA CCNSTANTE

EN FCRCES

cc 155 I=4,1GC
_REAZ(ILEC, LSe)KF!N.IGEB.IFIN-]PAS.L-VAL
TAFIKFIN- 8)191.1)7.158
“157. CENTINUE
£0 155 J=ICLEH,IFIN, IPAS
S FOREL{ Ik Y =VAL i
159 CONTINLE o -
- 15% CONTINLE - .
158 CONTINLE . '
156 FORMATULL,04y04,14y11,E147)

- U EN LEPLACEPEAT :
"EC 160 I=l,1C1M B
CCEPEL(L,1) =0,
CEPEL(142)=C.
CEIMCE(L,1)=¢ oo
LIMCE(TD,2)= c N
160 CONTINLE

- DG 165 1=1,106. - -
" REAL(ILEC, I:o)KFlh,ICEB.IFlN.IPAS.
CIFUKFINC8) 167,167,168

167 CONTINLE '

- B0 169 J=IpEs, lFlN.lPAS ST
CEPELIJ L) aval ' o
& CCNSERVATICN GES LIRITES.
CIMLE(d, L) =] ) "

169 CONTINLE = osme LR sy

165 CONTINLE T e

168 CONTINGE . '

Ly VAL

WRITETIECR,463)

i\Lﬁﬁa:FURNAT‘IFI1/1/05CX1'CONCI'IUNS INITIALES® 74/

CC €1 I=1,NIPGI

'hRITE(IE»R[éO)I,»CPCl(l I)pCDPUI(Z'I)yFCREL(I'l) FUREL(T.Z!.DEPEL(

11+1)CEPEL(],2)

:60 FORMATLLE ,'l".lS,ZX;'X='.E14 7.2X,'Y- pE14 7.2X.'FX='.E16.7(ZX !

©SFV=r
L LiET4sT2X s _,e14 T42X30V=1,El4, 7./)
BLICONTINGE

Rt:tLLTlcn’qu SYSTEME

 FOREL( Y=RIGLC( )eCEPEL()
=CRITERE CE CONVERGENCE

" =NOMBRE DY ITERATICNS -

=NCEBRE DYECRITURES

_. =SCFFE  CES CCRRECTIGNS
-CCEFFICIENI BE, SLRRELAXA!IDN

;. CRICG=C.IE=10Q

© NBMECENCNIT/ (G

. TLWRITE(JECR,464)RELAX TRt '
464,FonuAT(th.///,sox.'tILcE DE La CGNVtRGENCE'
R 70 WA

v

10X, 'RELAX=? ;€] 4a




- INFLL(J) PCSITIF
LG 4ll J=[16

IF(INFLL(J) 1)412

41L‘CONT!NLE ”'”

INFLL(J)V INFERIE
T4137 =146

) IF(INFLLIJ)—NTPC[)#I
414 INFLU(J)E lpcﬁ+1 i

TOINFLY J)"PRGCHE
T NYPG1=NTPOI/NXPOI ¢
d LC 415 J=1l.KYPCT
SdlEJepT
T J2=UsP+l
IF{1-J1}41€,417 416
417 INFLG(4)=NTPCI+1
. INFLLLG)=NTPCI+1™
16 IF(I-42)415.4L8, 415
418 INFLU{3)=NTPCI+1 ®
©OINFLULL)= NTPCI+1

VeIsIN

KNTFINFLULL)Y
KNZ=INFLU(Z)Y 7
KN3=INFLLL2)Y &
KN4=INFLL(4)
KNS=INFLG(5) -
T KN6=INFLULIG6}

jtk,tbuicEs,ﬁééte

lexres d

EN

INFLUENCE TE 1T L
CRIGLCUL - wly LY#CEPELLT gl =" 7
) +Rlch(1’ b1 2)#CEPEL(L 42)

C U INFLUENCE CE:-I#+) 7 -

Rl R1+RICLC(I '.2.1)*CEP:L(KN4-1);
1 4RIGLCUT - 42+2)%CEPELIRNGY2) |

INFLLENCE CE 14P ‘

- RI=RI*RTGLCLT . 434 L)#CEFEL(KNS 1)
+R1CLC(1"'sz)quPkL(KNB'Z);
3 INFLUENCE - GE' 14P+1 - B

R1=R1+R1GLC (] 34y 113CEPELIKRNGs1)
1"  #RIGLCUI " 44, 2YsCEPEL (KNG 2) "
o INFLLENCE GE I-L =
R1RT+RIGLCIKNS 425 L) sCEPELIKNS,, 1Y .
T oRlCLC(xns.z.Z)ecEPEL(KN3.2);;
- INFLLENGE - DE I=P = % 0
l_RlﬁRlGLC(KNZ-Jol)'EEPEL(KN&yl) .
‘L. T 4RIGLCUIKNZ2+3,2)20EPELIKNZ$2) . .
INFLUENCE DE I-P-1 ,
TRISRISRIGLECLKNL 9441 ) #CEPELLKNL L)
Bt *Rls.LC(thv‘i,Z)'CEPEL(KNl'Z)
i R1=R1-FGREL(1,1} oE

CUINETES EN v s
lF(LIPCt(i-4)—1)6439644p643 .
R2=C. - e R ;
6C 10 4Cs T 1'

" CCNTINGE

= INFLUENCES- TE T -5 = i
R32' ™ RIGLC(1 ,1+3)eCEPEL(L _,1)

: CARIGLEHI Ty 104 ) #CEPEL(I™ y2) 1 1=
c TINFLUENCE "CE  I+1 7

CRZBRZHRICLCILL™

+RIGLC (T '.2.4)~£EPELIKN4,2)'
ZINFLUENCE CE  13%P 7 0 LT
R2=RZHRIGLLIL T 43, 3|lLEPtL(KN501)" B
~4REGLGIT  43,4)#CEPEL(KN5,2) -
INFLUENCE "CE I+P4L
R2ZRZ4RIGCLCIL  4443)%CEPELIKNE L) 7
17777 #RIGLCUI ,4.4)¢CEPEL(KN6.2i'”
=L T INFLUENCE " CE - I-1" h

INFLUENCE

z+RIuLC(kA3.2.3)-CEPtL(KN3,1)
f-+RICL01KN3»£'4)|DEPEl(KN3.2)

Ce I-P

*R2ZEHR2+RICLOIRNZ 4 35 3) CEPEL(KNZ41):
$RIGLC(KNZy2,4) SLEPEL (KN2y2)
- INFLUENCE ® T
R2= k¢+RlLLC(Kk1.4.3)*EEPEL(KN1.I)*v‘
“T #RIGLCIKNL) 49 4) SCEPELIKNL,2) -

LE - 1-P=1

"e2,3)$CEPELIKNG 1T - -

- 55-.



9 CGRI = RELAXORI/RIGLC(I;I'I)
TELDRZ = RELAXSRZ/RIG LCtivi,
CEPEL(TyL)= SCEPEL{T,1¥+CCRL
CEPEL(I:Z) sLEPELLT2)- CCRZ”;,;;

. SORC1=SCMC1+ABSICORL) -
. sokce= <owcz+ne5(CCRzJ
C Bl

410 CGNTINLE o ’j,,*"‘

to 440 K=14NCMEC
IF(]TERA LC#K)44C 441,440 -

441 hR]TEUlECR.44()l[ERA:SCFCleDNCZ
T 442 FORMAT(LE 1CX, “ITERATION hLFERD',Is.ZX'
U\S ;'rZX ElGo-,ZX,"'.ZX,ElC 3)

440 CCNTINLE

P R deved - crice oy 451,451,406
451 1F(SCNCZ-CRICE)4C 458,400

400 CENTINGE

%50 CENTINUE

WRITELIECR j465) T

465 Fcuwal(xhl.///.sox.'RESLLIATS EN cEPLACEWENTS1¢l)/)

- CC:4€C I=1,NTFC]
hRLIE(IECA.«bL)I.CCPCI(1.1).CEPCI(Z.I).DEPEL(I.I) DEPEL d,

461 FGRMAT(LE 410X, 'PCINT.NUMERC .lb.zx.'x='.E14. .zx.'v='.£14.7
l(d:'fflll 71(X.'V°'1tl‘| 71/’

- 460 CONTINLE

CALL LINK(ELFFC)

R - END

e BEMENSICN. INFLU(E) - - o I o

TCOMMCN CCPLI(:plb)vCEPEL(1612) o - .FURELI 6.2
25 COMMCN NCMIT,RELAX, NIPCI,NXPCI " G
T TTeBMveN NLC(¢¢O)'NL&LE(1 .3).RIELE(6.6).ELELEtxb.o)
CCMNMON 1ELEM VT

‘COMMCN RJuLc(16.4.4)

- dEgR = o5l
o P4NXPCI

oo o7 CALCLL DES” FGRCES T
WRTTE(1ECR, 706y T T T e

INFLEL L) =1 ~1r<~~
INFLUL2)= ’
1NFLL(1)-x+t
INFLULL4)=T41
INFLUIS ) =]+p:
lNFLL(é) I+P+1

ILFLL(J) PDJITIF
CC321L7J=1,6"""
o IF(INFLL(J) 1)712.711.711
12 INFLL(J)«NIPGI+1 o
711 CONIINLE i

INFLL(J) 'lNFtRI&LR A N!PCI+1
€013 y=1,6 - d o
IFCINFLLLY)- hTPc1)713.713.714

R T INFLL(J)-RIPC[+1 : )

N 713 CGNTINLE i
L T B T e
e rK?LL(J) PRFCHE vel IN o

ST NYPCI=NTPCI/ZNXPCI :

. LB 715 JsianyeOl
JI=geNXpCl - -
J2EJeNXPCI 4 ;

S IFEL-J1) 7164747, 716

v T17 INFLULR)SNTPCI+L

- INFLL(6)=NTPGI+]
716 IFLI-42)1715,7116,715

S 718 INFLUI3)=NTPCI+1

e INFLLIL)=NTPRIRD

=715 CORTINGE™

P T

- KRL= INFLGGEF - - e A

KNZ=INFLUEZ) o )
KN3=INFLL(’)j. o -
. KN4=INFLLE4)
© KN38INFLULS) . -
~ KN&=INFLU(6)

- 54



TURIGLC(I . 2 1o L)#CEPELLL 41}
CTHRIGLCA L 5 152)#CEPELLT ~92) -
RISRI+RICLCLI 42,1 V4CEPELLKNA;1)
ARIGLC{I 1242 #LEPELIKNGy2Z)"
=RISRIGLCET 424 1) =DEPELIKNS, 1) -
= THRIGLELL - y3,2)%CEPEL (KNG, 2)
Hiz R1+RILLE(I 4y LY#DEPEL(KNG 1) i
T4y ZVSDEPELIKNG,2) -, 0T
RISRL+RIGLC(KN3,2,1)8CEPELIKND, 1) S
RIGLESKNS §29 ZHIDEPELAKND2) = 0 7
L+RIGLCIKNZ y3 4L Y#DEPEL (KN2,1) -
CHRIGLOGKNZ 939 2 )#CEPELHRN242) .-
§1=R1+R15LC(KN114- ; ‘

ol 3VRCEPELLD
Tela gy EOEPEL(T -y

2 3)#CEPEL (KN4 1)
‘-cEPEL(Kﬂq.zr

: P 1 :iCEPEL{KNBpZ
R2ER2+RIGLE(]L ,4.3)-nEPEL(xNe.1
“4RIGLCAT™ 'y 4,4) #CEPEL (KNEY2
RZ#RIGLL(KN342,3)#LEPEL [KN3, 1"
- C4RIGLTIKNG 244 ) sCEPELTKNS2) -
TRZ=RZ4RIGLC(KN2,3,3)#CEPELIKNZ 1)
FRIGLC AN, 3,45 CEPELAKNZ 2}
RZ+RIGLO(RI L4 y3)#LEPELIKNL, 1)
LARIG *(gu1.4.@) EEPELIRNL,2)

: F,x=r.,,,r

“.'l) EPSX
: EP<(L.¢) gpsy -
TEPS(L,2)=ERSXY
S SIG{Ly1)=S]CX
S SIGULygc)=SIGY
SIG(Ly2)=S1CXY

‘COMNGN "CCPCI42y15) ,DEPELL16,2) “j~*m,j,~“'f,.EcRELJi6.2i
COFMCN NCMIT,RELAX NTPCIZNXPOT 0 77 E
CCHECN \LC(Z&C).NLELE(I&.3).RIELE¢6.6).ELELE(Ib:b)
CCFMCN TLLEF
CGMFCN EPS(1643)451G(1€,3)
lECR 5 S

.>CALCLL LES DEFCRMATICNS
LO: 500 1COMP=1, 1ELEN

I=NGELECICOMP, 1) ]
JENLELECICCHP )™
RENUELECICLMP,3)
X1=CCPCTI(LG1Y
KJ=CGPCLUL ) J¥
XKSCOPCICL,K)'
YI=COPCI42y LY ..
YJI=COPCT(z,yd)
YK=COPCI{24K) :
CETER=XJUVK4XI4Y
PRO=-1/CETER -
VI=CEPEL(T,1)
VI=CEPEL(I,2)
LJ=CEPEL(J, 1)
VJ=CEPELLJ,2)
CK=CEPEL{Ky1)
VKRCEPELTK;2) - "
XIJ=XT=Xg "
XKI=XK-X1
KIK=XJI=XK ~
- YKJ=YR-YJ
YIK=YT-YK'
- YI=2YJ-YI

EPSX-PRL!(YKJ-L;HYIK!LJ-'YJIOLK’
EPSY= FRCG(xJKGVHXKIIVJéle'VK) ) k
- EPSXY=PRCw (XJKH.I+YKJ«VI+XKIiL.HYIKi\lJﬂglJ-UKﬂJl-vK)lo.S
EPS{ICCMP,1)=EPSX

EPSCICCNE . 2Y=FPCY




SICX -EPSX‘ELELE(!:I EFSY*ELELE(I'4)4EPSXY'ELELE‘IIQ
:SICY =EPSXOELELE(T14)4E SY'ELELE(Ipz)+EPSXY¥ELELE(I.S
SSICXY= (EPSX*ELELELL+6)3€]
SIGUICCHMPy11=5ICK"
SICllCCPP,c}"‘ICY

EPSYP=EPSYF4ERSY ™
TEPXYREEPXYNAEFSAY:
SIGAN=SICxM+SIGX
;$1§yvé°ipvﬁ+sxcv‘?
sxxvv+;1cxv

EN DEFORMATICNS® 47//)

24)¥(C. 5% (SGRT(((EPS(Ly1)<EP

Itacs(€ S(Uy3)es2010))
EP &=¢(EPS(L,1)+EPS(L12))12 1-1C, 5‘(5GR7(((EPS(L11) EPSFI 2y
1(4-'(EPS(L; YRa2111) )

ALPEA=C. 5‘(575”((dc*EPS!Li3))/(EPS(Lll) EPS(LDZ)),)'IBOQI Ji%i
T MRITE(TECRSIC)IL, EPS(LII):EPS(L:Z)vEPS(LyB)lEPSI'EPSZvA ]
510 FORMATULE 3 "ELEFENT NLMERGY515,2X, 'EPSX= 'yEl4, 7.2X"EPSY$‘ vE14
1A,'§PSXY7 oE14.7| ,24X1'EPSL—'p514 712Xo'EP52“|E14 Ty2XitALP
Eo 2EYal 147737 :
Lc 530 CENT]NLt

"‘thTE(IECR.ECZ) T "71;5
502 FORATU1FL, ///,45x,'RESLLIAIS 'EN' CCNTRAINTES ./{/)

S uc §31 L= Lo LELENM "
’ T S1GLl=UUSTEL, L) +SIGU
TG H{STIGAIL,3)24210))) .
osiG2= ((SlL(L,l)+S!b(L.2))/2 )-(c 5¢(SQRT(((SXG(L.I) SIG(L
L(4.8(SIGILy3)%82))))) -5 o
ALPrA=C. bﬂ(uTAh((2.*51C(L.3))/(SIG(L|1) SIG(L.Z))))GIEO. 314
- - S1G12=816L-SE62 g
~ - thTE(ItCR.52C)L,SIG(Lo1).SIG(L.Z).SXG(L.3)sSIGl-SlCZ.ALPHA.SlGl
‘I B20 . FGRFATUILE 3 'ELEMENT NUFERCY,15,2Ky'SIGX=",E14. Ty2XstSIGYe (B4 G752
: 11."1LXY".E14 T1/122%5'SIG1="4E16. 7,2x.'5lc2='.514 712X o VALPHA=T
2E14.7 92Xy 15161~ 51G2='.El4 T2/ /)-
531 CGNTtht

hRITE(lECR'7C)
" 7C. FLRPR‘(IF[.’// TbC.'RESLL,AIS PCYENS'l///’
S L0 S56 L= Z,IELEV.Z
S TN N RS PR
T Sixe=z (SlC(Lyl)*SlC(LPlpl’)/?. S
TSTYM= (SlLlLy()*SlG(LF"Z,)/Z.v»-Jffﬁ‘
SAYM= (le(L'3)+(IGtLplo ¥)/2. -
T IsNCELE(LEL, 1) ST
J=NLELE(LML,2)
CAF2{CCPCI(L 1) +CEPCI Y, U M2,
CYK=CCPOIZ, [I+CCPLTIZed) )2, T
TEIM=({SIXMASIYMY S ) ¥ (G 5'(SQRT(((SIXF‘SIYF)"2)+(4ol(SXVF'.Z,,}!
" Sev= ((rIANOSlYN)/c.)-(CoDG(SQRT(((5]XV"SIYV"'2)+(4 C(SXVP"ZDI
BLP¥=C. 5'(5]A&((2.'SXYV‘/(SIXP =S1YM)))=180./3.141592¢"
Slev=Siv~§
- 550 hRITE(I[CR:DDI)LvLyl IXP.SIYF.‘xvv.XF.YV.e!P.SZP.ALPV.SIZH-
551 FCRVMAT(TZCy "eLENMENTS KUPERCS® 92X 0J442X0144/5T2,'S1IGX "0Y=.'Ell
Ly T2740SICY VUY='.E11-4.152.'SIGXV FCY"yEll §|T86"XP=',EII
"2y TGy VYN S9ELLe4y /o T2,'SIGH FUV"’EI[ 41727"SIG£ NCV"
3,T52.'ALPF& MUY=V ELL 4 TT7,%SICLN= SIGZVS"EIIQQ’,f,
thTE(IECR.71)EPCXN’EPSYF'EPXYV.JIGXN'SIGYV'SIXY” O
- 71 FERVAT(IE 7 777+7G2,'€PSX LA l .
o 1EPSY =t,E11.4, TQZ.'EPSXY".EII 497747021 SIGX ="Elld4 |
ﬁ'nEll A9T42,4SEGAY=V 4ELLe4,4/7)
CALL LlhK(CﬂLLI)
ENG - © .

[




E1=(EaNUI/ (1. +NL)'(1
E22E/(Zea (Ta4NC) )
(L0 B102 I=1)IELEN

ELgpzii;ﬁs§11*
SELELE( L) 5 a0s

7003 1001430500
T ¥E(243)3Cs T
10(2,1)=C. ' o
xa( 12120,
b(ﬁpll-Tb(IIZl

R‘1|1)= CUJ(TETA)*CUS(TETA) .
CRAL 2= SINUTETA)&SINEGTETA) 7 -7 0
7‘§(1:3?—‘Slh(TE]A)*CCS(TE’ﬂ)* k "
RE24 1= R{lyc) '
R(Z2,2)= RULy L)
LRY2403)= l 1-)*R(1|3)

T

DO lcbé L 1.3
LR 760 J=1v3
Tl dY=0."

=t BB lOLé K=113

© 7007 L=1'J
SFE0 7007 9=la3)
o TotLsdd=c.
60 1007 K=1,3
7007 TotLsJI=TClL, J)+R(LpK)OT(K 9

7998 DO 7064 l ICEE  1FIN, IPA‘
f:ELELE(I 1)1=T0(1,1) . -
ELELE(T,23=2T012,2) - A

ELELECT43)=2T0{3,3) -7 ¢

ELELE(T,4)=T0O(1,2) 77
ELELE(T,5)=T0(243) -2,
ELELE(!QO]-TC(I'3’ .
7004 CDN‘INLE T

| qn tu 602

C
C

‘7999 REILRN TR o ir oo
. - ENBG L LS ) . Yl




UTILISATION DU PROGRAMME ELF

1. Définir dans le programme ILEC et IECR, numéros des unités de lecture

et d' _criture.

2, Cartes de données

21. une carte d'entéte - 80 colonnes

22. une carte pour :

NTPOI nombre de points

NXPOI nombre de points sur l'axe x

NYPOI nombre de points sur l'axe y

TFIORM définit le format de lecture
IFORM = 1 : 80 FI1.0

: 16 F5.0 (5 colonnes /coordonnées

16 coordonnées/carte)

ECHLX échelle de lecture des x
ECHLY &chelle de lecture des y
IELEM nombre d'éléments
NOMIT nombre ditérations

RELAX coefficient de surrelaxation

23. une carte pour :

E module d'Young du matériau
NU coefficient de Poisson du matériau

IPROB définit le type de probléme :

IPROB = | isotrope contrainte plane
2 isotrope déformation

3 anisotrope probléme plan
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24, cartes de lecture des coordonnées
La disposition est donnée et définie par IFORM.

On lit d'abord les abcisses de tous les points, puis les ordonnées.

25. cartes de lecture des numéros des éléments enlevés (trous)

10 cartes au maximum
] en colonne | : carte de données

9 en colonne | : fin de données (ou pas d'éléments enlevés)

26. si IPROB = 3 (cas anisotrope) lecture des coefficients d'élasticité.
T (1,1) 0 (1,2) , T (2,2) , T (3,3)

] en colonne 1 :carte de données

9 en colonne ! : fin de données

27. lecture des conditions aux limites.
Limites en forces puis en déplacements.

9 en colonne ! : fin de données

28. Lecture de KFIN.

3. Cartes de contrdle.

Varient suivant le type d'ordinateur utilisé.

4, Exécution.

Si le maillage choisi est rationnel (voir p. 6), la méthode doit
conduire au résultat, plus ou moins rapidement suivant la valeur de RELAX
(en principe v 1,5). La plupart des erreurs se situent dans la lecture des
coordonnées des points ; il vaut mieux, si le maillage le permet, les faire

générer automatiquement.
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