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INTRODUCTION

Les propriétés physiques 3 caractére anisotrope des
matériaux polycristallins dépendent généralement de deux familles

de paramétres

a) les paramétres liés aux propriétés physiques des cris-
tallites individuels (nature du cristallite, forme du réseau...)
b) les paramétres caractérisant le milieu polycristallin

(dimension et orientation des cristallites, joints de grains...){

Parmi ces derniers, la répartition des orientations
des cristallites dans 1l'échantillon peut &tre caractérisée par
une fonction de densité d'orientations, ou fonction de texture.
Les méthodes de description de la répartition des orientations
et leur application & l'étude de diverses propriétés physiques
ont été rassemblées, ainsi que de nombreuses références biblio-

graphiques, dans des ouvrages a8 caractére théorique (1)

et expé-
rimental (2)(3).

La représentation la mieux adaptée de la fonction de
texture consiste en un développement sur le systéme orthonormal
complet des fonctions harmoniques sphériques généralisées
Din (« , B,¥). Les angles a, B et ¥ sont les angles d'Euler de
la rotation amenant un repére donné (O x y z), 1ié & 1'échantil-

lon, sur un repére (0 x' y' z') associé au réseau cristallin des

grains. Toutefois, la symétrie du réseau des grains ainsi que la



symétrie éventuelle de la répartition des grains dans 1l'é&chan-
tillon imposent & la fonction de texture des conditions d'inva-
riance. Ces propriétés d'invariance n'ayant &té étudiées & ce
jour que par voie de calcul numérique, une méthode de construc-
tion systématique des fonctions harmoniques sphériques générali-

sées de symétrie Tin ( a, 8, ¥) est proposée (4)

. Application

en est faite 3 la symétrisation de la fonction de texture,
notamment dans le cas ~ le plus favorable a l1'étude de la défor-
mation plastique - ol elle décrit la répartition des orientations
des &léments de glissement dans l'é&chantillon.

Dans une étape ultérieure, nous avons étudié la corré-
lation entre la fonction de texture et les propriétés mécaniques
d'un solide polycristallin, en nous limitant au cas de grains a
réseau C.F.C.. Lorsqu'une grandeur physique anisotrope, scalaire,
vectorielle ou tensorielle est connue pour le monocristal, sa
valeur pour le polycristal peut &tre considérée comme la valeur
moyenne sur l'ensemble des orientations, chaque orientation é&tant

(5). Dans ceﬁte approximation,

pondérée par son poids statistique
un modéle simple de la déformation du polycristal a permis de
calculer les valeurs moyennes du tenseur des déformations. En
particulier, le coefficient R de Lankford, dont l'importance est

constamment croissante dans le domaine de la métallurgie (6),

a
pu &tre relié directement & l'intensité diffractée par la figure
de pdles {111} de l'échantillon, sans avoir & déterminer la fonc-

tion de texture elle-méme (7)

. Dans le cas particulier du mono-
cristal, ol le calcul direct est possible, 1l'autocohérence du for-

malisme général proposé a pu &tre vérifiée.



CHAPITRE 1

1. ETUDE DE LA FONCTION DE TEXTURE ET DE SES SYMETRIES




1.1 DEFINITION DE LA FONCTION DE TEXTURE

Soit O x y 2z un repére cartésien (KA), associé au solide
polycristallin. On pourra, par exemple, faire colncider les axes
respectivement avec l'épaisseur, la largeur et la longueur de
1'échantillon. / Pour un échantillon laminé, on peut utiliser res-
pectivement la normale au plan de laminage, la direction transverse

et la direction de laminage_/.

O'

-

figure 1.1-1
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A chacun des cristallites sera associé& un repére
cartésien (KB), choisi de la m@me maniére pour tous les cristallites.
Si le réseau cristallin possé&de une maille orthorhombique, les axes
du repére O' x' y' z' pourront notamment colncider avec les rangées

[/ 100_7, [ 010_/, [ 001_/. (figure 1.1-1)



La position d'un cristallite dans l'échantillon sera

déterminée par

a) la position de l'origine 0' de (KB) par rapport & (KA)
b) la rotation g gui améne le repére (KA)' translaté en O',

en coincidence avec le repére (KB).

Cette rotation g se décompose en un produit de trois

rotations indépendantes (figure 1.1-2) :

- une rotation d'angle a ( O § o € 2rm) autour de l'axe Oz.
- une rotation d'angle B ( O ¢ B <w) autour du nouvel axe Oy
(soit Oyl), qui améne Oz sur Oz'.

- une rotation d'angle ¥ ( 0 ¢ ¥ < 2n) autour de Oz'.

figure 1.1-2




La rotation g est ainsi caractérisée par les trois
angles d'Euler o, B8, § : g={a, B,Y¥}.

La position p d'un cristallite dépend donc de 6 paramétres
les coordonnées de O' et les angles d'Euler de la rotation g. Repré-
sentons en fonction de p (paramétre "linéarisé" équivalent) la
distribution L . A%iEL des N cristallites dans l'échantillon de

\ p
volume V (figure 1.1-3).

_av(p) A
A p
AT
..\\
e | ]
\ \ e

figure 1.1-3

Cette distribution représente la fraction du volume de
cristallites par intervalle Ap, c'est-d-dire dont la position est
comprise dans l'intervalle p, p + Ap. Dans la mesure ol les cris-

tallites sont suffisamment nombreux dans l'échantillon considéré,



on admettra pouvoir définir une fonction densité continue :

(1.1-1) £(p) = & gg .

Le solide polycristallin est caractérisé, en plus de la
position des grains, par leur taille. En toute rigueur, il faudrait
donc reprendre le raisonnement précédent pour définir une fonction
densité f(p, t) définissant le taux de cristallites dont l'orien-
tation est comprise entre p et p + dp et dont la taille est comprise

entre t et t + dt. De la définition méme de cette fonction densité

découlent les deux propriétés suivantes

(1.1-2) f (p, t) =2 O (fonction positive)

(1.1~-3) lyf (p, t) dp d&t = 1 (fonction normée)

Lorsqu'on étudie exclusivement l'orientation des grains
dans l'échantillon, on peut intégrer directement f(p,t) = f(g, 63',t)
sur l'ensemble des positions et tailles des cristallites, de sorte

que :

— —
(1.1-4) £ (g) = £ (g, 00', t) &00' 4t .

La fonction f(g) de densité d'orientations des cristallites

ainsi obtenue est appelée fonction de texture du matériau polycris-

tallin.
La représentation la mieux adaptée a la description de
cette fonction de texture consiste en un développement sur le sys-

téme orthonormal complet des fonctions harmoniques sphériques géné-



1 L
(8) (9) (10) D (9) =D (o0, 8,f), ot a, Bet ¥

ralisées
sont les angles de la rotation continue ¢ caractérisant l'orienta-
tion des cristallites dans le solide. (figure 1.1-2). Le dévelop-

pement est tel que

L

mn () .

> oL
(1.1-5) f (g) = C D
? 1 =0 -1 ﬁzgl g mn

3
5 ||ﬁ4e°

Les coefficients Cm traduisent l'anisotropie de distri-
bution des cristallites dans le matériau considéré et les symétries
inhérentes & sa structure. Les Dﬁg (g) sont les é&léments de matrices
des représentations irréductibles du groupe des rotations(ll), cons-

truites sur les états propres |Lnt> des opérateurs J2 et Jz du

moment cinétique

Ll + l)u..m}

Jz{l m >
(1.1-6)
: { m |lm> .

J | Lm>
z

fl

L'opérateur D (g) représentant la rotation g, c'est-a-
dire la succession des rotations finies «a, B,x respectivement
selon les axes Oz, Oy1 et Oz' (figure 1.1-2), l'élément de matrice
s'écrit

L -iyJ_, -igd -iaJ ,
(1.1-7) D (g) =<lmip (@ [Ln > =<Lnm|e “e 1 e I n>

(11)

Une alternative différente , mais strictement



équivalente, conduit & :

-iad -igJd -i¥Jd
(1.1-8) Dn%n(g) =<Lm|D(g) | Ln> =<L m|e Ze Yo z

|[€n >,
les rotations K, B et o s'effectuant alors autour des seuls axes
0z et Oy du repére initial (figure 1.1-4).

Avec cette convention, compte-tenu des relations (1.1-6)

l'écriture des Dﬁh (g) se simplifie :

-iaJd -igg, -i¥J
(1.1-9) Dl' (g9) =<‘em|e Z e Y e Z\ln>
mn
-ima -igd -in¥
= e <dmle yan>e
-iBJ
Par ailleurs, les &léments <€m|e ¥ |L n> sont des

polyndmes associés aux polyndmes de Jacobi (A.I-11), soit

-ima } -in¥
(1.1-10) Don (g) = e dmn (B) e
L'étude des principales propriétés des fonctions d . (B)
et D ( a, 8,%) est reportée dans l'appendice I. Notons toutefois

mn

gue la représentation de deux rotations successives 9, et 9,

s'écrit :

(1.1-11) D (g2 . gl) =D (gl) . D (92) '

‘relation qui nous permettra de traduire les conditions d'invariance

de la fonction de texture liées aux propriétés de symétrie. Enfin,



£ : r . -1 : L i
el P 6 iy 1 el e

FIGURE 1.1-4




le probla2me de la détermination de la fonction de texture d'un
échantillon polycristallin & partir des données expérimentales

de la goniométrie de texture est &tudié dans 1'appendice II.



1.2 PROPRIETES D'INVARIANCE DE LA FONCTION DE TEXTURE

Si la donnée d'une rotation g= {a, B, ¥} détermine sans
ambiguité l'orientation d'un cristallite dans 1l'échantillon, les
considérations de symétrie montrent que la réciprogque est généra-

lement fausse. Ces considérations sont respectivement relatives

a) aux symétries du réseau cristallin,
b) aux symétries éventuelles de la répartition des grains

dans le polycristal (notamment, cas des tbles laminées).

Nous nous limiterons 3 l1'étude du rble des symétries
du réseau cristallin, l'étude des symétries relatives & 1l'échan-
tillon é&tant analogue.

Par exemple, dans le cas d'un réseau cristallin cubique,
l'axe z' (figure 1.1-2) est un axe quaternaire. Toute rotation sup-
plémentaire d'angle % autour de cet axe améne le cristallite dans
une orientation équivalente. Il existe donc quatre valeurs possibles
pour l'angle Y , différant entre elles d'un multiple de % . La symé-
trie par rapport au plan 0' x' y' donne, pour l'axe O0' z', deux
possibilités de choix. Enfin, et 3 partir de ces huit possibilités,
toute permutation circulaire des axes peut &tre effectuée. On peut
donc, dans le cas d'un réseau cubique, associer 24 repéres équiva-
lents 3 un cristallite placé dans une orientation g donnée.

Plus généralement, le réseau cristallin est caractérisé

par un groupe de symétrie G, , dont tous les opérateurs laissent le

B
cristallite invariant - par rapport au repére macroscopique -, du
moins dans notre description simplifiée faisant abstraction de la
forme et de la taille des cristallites. L'orientation d'un cristal-

lite est ainsi caractérisée par 1l'une quelconque des rotations (gi.g),



et ce pour tout élément 95 du sous-groupe des rotations Gg du
groupe de symétrie cristallographique.
Une fonction donnée des angles d'Euler £ (g) = £ ( «a, 8,Y¥),

positive et normée 3 l'unité, ne pourra &tre fonction de texture que

si

(1.2-1) f (gig) = £ (qg) '

pour toute rotation g, du groupe de symétrie cristallographique
9 p

des grains. Ces conditions peuvent encore se traduire par certaines

(12) Cﬁh du développement (1.1-5) de

relations entre coefficients
f (g) sur la base des fonctions sphériques généralisées.
En effet, au moyen de ce développement les conditions

d'invariance de la fonction de texture s'écrivent :

w L L
(1.2-2) LX > > . C

= 0 m = —i n

L

mn mn

L L ~
D, (949 =Dy, (9} =0
soit encore, compte-tenu de la relation d'addition (A.I-16) :

1.2-3 C D ) =6 ] D _(g) =0
( )Lgo pX= -L mX: -1 n% -y ™ [ Pn(gl pn mp d
Les fonctions sphériques généralisées formant une base

orthonormée et compléte (Appendice I), ceci implique :

L _
(1.2-4) D L cﬁn l_DL (g,) - an} =0 .

n== pn



Pour un couple d'indices Xzet m fixés, les (21,+ 1)
coefficients Cﬁ; (-4 <n g‘l) doivent donc &tre solutions du

syst@&me surabondant (l1.2-4) d'équations linéaires.

(13) (14)

D'un point de vue différent , on peut chercher"

d constuire des fonctions Tﬁh (g), combinaisons linéaires des

2

Dmn (g), et possédant les conditions de symétrie requises :
L
L L
(1.2-5) va (g) = nzé:—f, an Dmn (g) .

Pour un rang.z donné, l'indice v dénombre les solutions
linéairement indépendantes. L'étude des conditions d'invariance
montre aisément que les (24 + 1) coefficients an(-1.< n <)
doivent également &tre solutions du systéme linéaire (1.2-4).
L'inconvénient majeur de ces deux traitements réside en la néces-
sité de résoudre numériquement (et pour toutes valeurs del) un
systéme surabondant d'équations linéaires correspondant a un rang
donné.

Enfin, d'autres auteurs(lS)(IG)

ont abordé le probléme

de la symétrisation des fonctions harmoniques simples Y? ( B, o) Aw
(A.I-12) moyen de fonctions génératrices convenablement symétrisées.
Si leur méthode permet de manipuler les fonctions harmoniques simples
symétrisées en tant qu'dtre mathématique abstrait, elle ne conduit
cependant pas facilement 3 leurs expressions analytiques. De plus,

la méthode proposée ne semble pas pouvoir &tre étendue aux fonctions

£
harmoniques sphériques généralisées Dmn ( «, B, ¥ ) utilisées pour

la description de la texture.



Il apparait évidemment plus aisé& d'établir, & partir
des représentations D (g) et par application d'un opérateur de
symétrie convenable - ou projecteur - les représentations symé-
trisées T (g). Ce procédé a l'avantage de donner directement
l'expression analytique de Tﬁé (g) symétrisées correspondant a
un rang L quelcongque, alors que les calculs numériques sont

nécessairement limités par la capacité des ordinateurs.



1.3 OPERATEURS DE SYMETRIE : PROJECTEURS ASSOCIES AUX

GROUPES DE SYMETRIE

L'étude des symétries nous a montré que, pour déter-
miner l'orientation d'un grain dans l'échantillon, il n'est pas
possible de lui associer un repére de maniére biunivoque. Le pro-
jecteur est l'opérateur de symétrie (Appendice III) qui assure
l'équivalence de tous les repéres déduits les uns des autres par
les transformations du groupe cristallographique du réseau.

Ainsi, dans le cas d'un cristallite appartenant & 1l'ho-
loédrie triclinique, le groupe de symétrie cristallographique se
réduit 3 l'identité et l'inversion S. Le repére de référence étant
amené en coincidence avec le réseau, le transformé du repére par
inversion définit la méme orientation. La représentation symétrisée
correspondante est obtenue par application du projecteur (1 + S)/2
& la représentation du groupe continu des rotations, soit

2 1 + 8 1 + (-l)L L
(1.3-1) T (g) =<£m|D(g)-T|ILn>=———§—— D (q) .

Dans ce cas, les représentations symétrisées T (g) coin-
cident avec les représentations D (g) de rang4L pair. Le projec-
teur (1 + S)/2, qui rend compte de l'existence d'un centre de
symétrie, permet une présentation commode de la loi de Friedel.

En effet, la goniométrie de texture aux R-X est une des techniques
les plus couramment utilisées en vue de la détermination de la
répartition des orientations des cristallites dans un échantillon

polycristallin. L'intensité I{h x4} diffractée par une figure
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de pdles donnée est une fonction des deux paramétres angulaires ¢
et n fixant la direction du vecteur de diffraction s dans le repére
1ié 3 l'échantillon. Cette intensité diffractée I (g,n) apparait
en fait comme une intégrale sur la fonction de texture. Son déve-
loppement sur la base des fonctions sphériques simples YE (g,n)
peut donc &tre obtenu en intégrant terme & terme le développement
(1.1.-5) de f(g) sur la base des fonctions sphériques généralisées
(Appendice II). Par ailleurs, l'application du projecteur (1 + S)/2
au développement ainsi obtenu, impliquera le caractére centro-
symétrique de l'intensité diffractée, méme si la classe de symétrie
des cristallites ne comportait pas de centre de symétrie.

Pour un cristallite appartenant & la classe g, et dont

1'axe d'isotropie est dirigée selon 0Oz', le projecteur qu

) ! SYAL YR T

-i= 2nJ
q z q z
(1.3-2) qu = 1 + e ces + €

Q|-

est 3 appliquer aux représentations D (g) :

(1.3-3) 1t (9 =<lnlp (@) . Pqln> .

Par ailleurs, les relations de fermeture des

vecteurs |L p >

L
(1.3-4) }: |2, P> <Lp| = 1 '

p=-l
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permettent d'introduire 1l'identité&, si bien que :

L
v
(1.3-5) T (9) = pg-L<LmID (@) [ Lp><Lplpg,| L n>
L
S Lo =t
- 2 L *p, (@) Pmp (9 7 Dn (g -
P ="

Dans le cas particulier d'un axe quaternaire dirigé
selon 0z', les représentations symétrisées coincident donc avec
les représentations D_ (g) .

m 4n

Plus généralement, on sait que le groupe de symétrie
associé & une classe holoédre donnée comporte N rotations, et N
opérations de symétrie résultant de la composition de ces rota-

tions avec l'inversion S. Le projecteur correspondant :

N
(1.3=-6) P = 1 ; S X D (gi) ’

i=1

oll la somme est &tendue aux N rotations du groupe, assure l'équi-
valence de tous les repéres déduits les uns des autres par les
opérations de symétrie du réseau. Compte tenu des relations de

fermeture (1.3-4) des vecteurs Ilp>, il conduit aux représentations

symétrisées
L ?2 t L
2 1 2
(1.3=7) T - (9) = §>Z _, <24 Plﬁ D(g,) |24 n> Drp

DzL

o gL Pn mP @
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Du point de vue mathématique, nous avons obtenu les
représentations du quotient (3 droite) du groupe continu des
rotations par le groupe fini et discret de symétrie cristallo-
graphique. Dans le cas d'une symétrie dans la répartition des
orientations des grains dans 1l'échantillon, la méthode s'appli-
gue également & la recherche des représentations quotient (a

gauche) de symétrie adéquate, affectant cette fois-ci 1l'indice

L

mn (g) .

de gauche m des D
Dans le paragraphe suivant, la méthode proposée sera

appliquée, a titre d'exemple, au calcul explicite des fonctions

sphériques symétrisées en vue de la description des orientations

de grains & réseau cubique.
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1.4 APPLICATION AU CAS DES GRAINS A RESEAU CUBIQUE

Le groupe de symétrie de l'holoédrie cubique, d'ordre 48,
comporte un sous groupe de rotation d'ordre 24. Les éléments de

rotation résultent de l'existence de (figure 1.4-1) :

4 axes tertiaires,
3 axes quaternaires,

6 axes binaires.

La composition de ces rotations avec l'inversion compléte
le groupe de symétrie. Par rapport a la maille cubique, les axes
ternaires joignent deux sommets opposés, les axes gquaternaires les
milieux de deux faces opposées, et les axes binaires les couples

d'arétes opposées.

|
\ l
v Z ' T
* \\ A : . -
NN | P!
| bt
AN Pie
P 2=
1 Y - !
|

figure 1.4-1
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a) Repérage des mailles cristallines

En vue de déterminer l'orientation d'un grain dans le
polycristal, associons lui un repére (KB) 0o' x' y' z' dont les
axes coincident respectivement avec les rangées [—100_7 ’ [_010_7,
[-001_7 du réseau (figure 1.4-2). Si g désigne la rotation qui
améne le repére (KA) 1ié a l'échantillon, sur le repére (KB), la
fonction de texture f(g) ainsi définie représente donc la fonction
de densité d'orientation des mailles cubiques. Dans ce mode de
description, les axes guaternaires, paralléles aux axes du repére
(KB) occupent une position privilégiée. (figure 1.4-2). La déter-
mination des angles d'Euler {ai ' Si ' yi} des rotations 95 du

groupe G, est aisée. Selon les valeurs de l'angle Bi , les 24

B
rotations se répartissent en 3 familles, correspondant respecti-

vement a4 (Tableau 1.4-1)

Bi = 0 (4 rotations)
Bi =7 (4 rotations)
=1 ;

Bi =3 (16 rotations)

Pour une rotation g, d'angle By = T 4 l'opérateur D(gi) :

i

-ia, J -inJd -iyi Jz
(1.4-1) D(g;) = e T o Y e ,

s'écrit, au moyen de la relation de commutation (A.III-17), sous

la forme égquivalente :

“i(a, - v4)J -ingd
(1.4-2) D(gi) = e l itz e b .



[o01]

Z Z
A (KB) *a) / i1
v
//[1"10]
ﬂ-»Y ok
pd - o
[100] 12

.

FIGURE 1.4-2




ROTATIONS g; = {ai.Bi,Yi}\

-iajJz _—iBiJy _-1viJ 1 -iglz inJ _iégdz
1 1 - -
] D(g;)) = L e z P,z L *e Z +e ]
1 1
m m
o, +y, =0 0ror £roy nioy 550 -y, =0
i i i 202’ "2 2°2° ap 7Yy
_T T TET U 3nmm _ _
oYY T2 0,55 1 15733 botmeg b 5y } a T Yy T2
- T T 3n - _
o, * v ﬂ {0,2,n } {2,2,ﬂ } {ﬂ,z,ﬂ } 17T ); oy y, =
37 m™ 3m T 3m m™ 3m 3m m 3m 37
+ = —_ = _— 2= _— = = - = 2
@ T 2 0,55 gy 7 My 5 g a; T i 2
-1 T J
= - 27y _ -inJ
I D(g) = 4P, ! D(g;) = 167, e P,, [ D(g;) = 4Py, y
1 1 1
. T
. -1 = J
-inJ 2 Y
1 _ 1 + e Y + 4 e
P 24 % D(gi) th 6 PAz

Tableau 1.4~-1
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P4Z désignant le projecteur associé a 1'axe quaternaire,

soit

1 T iz J, -indz -i %; J,
(1.4-3) P =7 Ll + e + e + e

la formule (l1.3-6) conduit au projecteur P

r -ingd -it J
- _1+5S 1 y , 4 2y
(1.4-4) P = ‘ P + 5 P4Z e + P e P4z} .

L'utilisation de la propriété Piz = P4Z et de la relation

de commutation (A.III-17) simplifie son expression :

-ind -il g

y 2 'y
(1.4-5) p = 1 ; S P4 1 + e + 4 e P4z ,
z
6
Oou encore
—i"—25 I,
_ 1 + 8 1 + 2e
(1.4-6) P = 5 P4z : sz P4Z .

(expression équivalente mettant en évidence le projecteur
sz = (1 + e-l"Jy)/2 associé & l'axe binaire).
Les deux formes é&quivalentes du projecteur P conduisent

aux mémes éléments de matrices Ppn , différents de zéro unique-

ment pour p et n multiples de 4

8 +46 + 4 d2£
p,n -p,n 4p
4pdn 6

T
() 4n

(1.4-7) P
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Leurs propriétés de symétrie se déduisent de celles

n L
(A.I-13) des polynOmes dmn (B)

*

(1.4-8) P4n 4p = P4p 4n

P4p 4n

P—4p 4n P4p -4n

L'expression analytique des fonctions symétrisées Tm 4n(g)

résulte de (1.3-7) :

2L«
2¢ 8 + & + 4 d4p('2')4n

EL p:,n ~“p.n
4p = -2{ . 6

2
m 4p

2
mé4n

D

(1.4-9) T (g) = (g9)

Les fonctions Tiz4n(g) ainsi obtenues sont des combinai-
sons lindaires des fonctions sphériques généralisées Dm 4p(g).
Nous allons vérifier que les coefficients P4p 4n de ces combinai-
sons linéaires sont bien solutions du systéme (1.2-4) d'équations
linéaires imposé par les conditions d'invariance. En effet, le

systéme (1.2-4) peut étre réduit au systéme linéaire équivalent

- S
(1.4-10) 2 d sip#4p'

L L {Ppn si p=4p'
g=-t F

0]

Par ailleurs, la propriété P2 = P implique la relation :

1

(1.4-11) 22__{ qu Pqn =P

q pn )

(14)
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dans laquelle qu peut &tre remplacé par son expression analy-

tique (1.4-7) :

2L 7

2l +(S‘ + 4 4 (2
(1.4-12) by 8“1P,4<I -4p,4q 4p,“4q _

4 qg=-2 . P4q an °

P4p 4n

D'aprés les relations de symétrie (1.4-8), ce systéme

d'égquations

s e
(1.4-13) d 2
4 g=-2¢ 4p

est identique au systéme (1.4-10), pour L pair, p et g multiples

de quatre.

b) Repérage des systémes de glissement

Il est couramment admis(l7)

que les systémes de glisse-
ment des solides C.F.C. sont du type {111} <110>. La fonction de
texture f(g) donnant l'orientation des mailles permet de déter-
miner 1l'orientation de tous les éléments du réseau cristallin,

en particulier celle des systémes de glissement. Soit (KG) le
repére associé, par exemple, au systéme (111) [_i10_7 , les axes y'
et z' coincident respectivement avec la direction et la normale

au plan de glissement (figure 1.4-2). L'orientation g' du systéme

de glissement dans l'échantillon est donnée par le schéma :
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(1.4-14) (K ) —2 & (K ) ————v(K )

\_, ___f

(La rotation g caractérise l'orientation du systéme (111) / 110_/
par rapport & la maille cristalline).

Toutefois, 1'étude de la déformation plastique du poly-
cristal est notablement simplifiée par 1l'introduction de la fonc-
tion de texture f(g'), donnant directement la densité d'orienta-
tion des systémes de glissement dans l'échantillon.

Dans ce mode de description de la texture, les repéres KG
équivalents par symétrie sont associés 3 la famille de systémes
{111} <110>: Ils se déduisent les uns des autres par les é€léments
du groupe GG , transformé du groupe GB par la rotation 9%
(Appendice III).

L'axe ternaire du réseau cubique, coincidant avec ltaxe z'
du repére (KG), apparait alors en position privilégiée. La déter-
mination des angles d'Euler {a'i ' B'i P y'i} des rotations
g'i =95 94 g;1 (A.III-14) permet de les classer en 4 familles,

correspondant respectivement a (Tableau 1.4-2) :

B 4y < o (3 rotations)
B'y = m (3 rotations)
B'i = B (9 rotations)
gy =7 = B, (9 rotations)



ROTATIONS

—121J iéIJ
vy LT mia'idz -iB'idy Tiv'ide _ 1 37z 372
% D(g i) ) e e e P3z 3 [1 +e +e
B', = o{a'i,o,y'i} B'; = B {a'i,Bo,Y'i} B'i =7 - B {a',,m - BO,Y'i} g'. = m{a’ ,ﬂ,Y'i}
. R 21 ﬁﬂ _ 2n b T
a's +y 0 {0,8_,m H 328507 H 328,57 } {m ,m=8_,0 }{ﬂ+—§,ﬂ 8,0 }{ﬂ+—§,ﬂ 8,0 Plat, = y' = 0
' ' 2m 21, 21 2m., b 2m P 2n __, 2m v 21 oo o 2m
a i + Yy 3 {O,BO)TH"_:;}{ 3380177"_'3'}{ 3,609“"“_'5} {m s BO’ 3}{ﬂ+'_§’“ BO’ 3}{7T+_§"" BO’ 3} Q. i Y i 3
4 4, 2w 4. 4m 4 4m 2m 41 4 4m 4
L} 1 - — = —_ — —_— —_ —_ —_ A 1 —_ 1 = —_—
o i + v 3 {O,BO’TT+ 3}{ 3,BO’TT+——3}{ 3aBo:ﬂ+—§'} {m s BO, 3}{TT+_3-,'” BO, 3}{'”'*"__3_"” 809 3} o8 i Y i 3
. . . . imJ
. . _ —iBoJy ~imlg . _ -inJ, -i(m=By)J ) D(g'.)=3P, e 3
g D(g';) = 3P,, g D(g';) = 9Py e P, % D(g';) = 9Py e e Y By, ¢ i 3z
o . l_ z D) = P |+ e—lﬂJy 3 e—leon -11Jz 3 e—anZ —1(n—BO)Jy ,
26 & g3 3z 8 3z

Tableau 1.4-2
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( Bo = Arcos %— # 70°32"' est l'angle entre deux plus proches
) .

directions <11:1>

Le projecteur P3z , associé 3 l'axe ternaire :
1 i —i%; Jz -i%% Jz
(1.4-15) P =3 1 + e + e

apparait dans l'expression de P', déduite de (1.3-6) :

(1.4-16) P' =

-ind -ig J -ind -ind -i(n—Bo)J
1+S l1+e Y 4+ 3e °Y e 2 + 3e Z e Y P .
5 Pag 3z

8

Une forme égquivalente de P' met en évidence le projec-

teur sz précédemment défini

-ig J ‘iﬂJz
1 + S 1 + 3e Y o

5 Paz ) Poy P32 -

(1.4-17) P' =

L'expression analytique des éléments de matrices P'3p 3n ¢

(1.4-18) P'3p 3n

o)+~

3p 3n -3p 3n

_\P _qy\ D 22 _ ptn 2£
[%p,n + (-1) $_p,n + 3(-1)" da (8,) + 3(-1) d (B;ﬂ '



implique les propriétés de symétrie :

*»

P =P P

! ' = !
3p 3n 3n 3p 3p 3n

(1.4-19)

(-1)P p° = (-1 p

L}
-3p 3n 3p -3n .

La formule (1.3-7) conduit & 1l'expression analytique

des T££3n (g') convenablement symétrisées :
(1.4-20) ':[‘22 (g!') = ‘__?' P! DZL (g")
' m 3n'9 3P2% - 2 3p 3n m 3p 9 '

Ces fonctions sont invariantes par les rotations g'i
gqui aménent le repére (KG), associé 3 un systéme de glissement
donné, sur tous les systémes de glissement du méme grain. Elles
sont donc adaptées & la description de la densité d'orientation

des éléments de glissement du solide polycristallin.



1.5 ORTHONORMALISATION DE LA BASE SYMETRISEE

La méthode de symétrisation proposée conduit & une
base de fonction T;n(g) possédant les propriétés d'invariance
impliquées par la symétrie du réseau cristallin.

Lorsque la classe de symétrie cristalline comporte au
plus un axe d'isotropie de type ternaire ou quaternaire, le pro-
jecteur conduit directement & une base orthonormée.

Par exemple, les fonctions de symétrie Tén(g) obtenues
pour la description des orientations des grains appartenant a

1'holoédrie triclinique, coincident avec les représentations

D2£
mn

(g) . Les fonctions symétrisées correspondant & la classe cris-
talline % sont les harmoniques sphéfiques Di24n(g). Dans les deux
cas, la base trouvée est orthonormée en raison de l'orthonormalité
des éléments de matrices D;n(g) (A.I-7).

Par contre, 1'holoédrie cubique fait intervenir simulta-
nément des axes quaternaires et ternaires faisant entre eux des
angles non simples (54°443. Les fonctions de symétrie apparais-
sent alors sous la forme de combinaisons lin&aires des Din(g)
(1.4-9, 1.4-20) et les solutions trouvées sont généralement liné-
airement dépendantes.

Le procédé de Schmidt permet de construire, a partir
d'une famille génératrice, la base orthonormée correspondante.

Les propriétés des projecteurs (Appendice I1I) simplifient notable-

ment son application & l'orthonormalisation des fonctions T;n(g)

de symétrie.



Nous nous limiterons ici & l'étude des fonctions Til4ﬁ(g)

adaptées & la description de l'orientation des mailles cubiques.
Le cas des fonctions Tiz3n(g') destinées au repérage des &léments
de glissement pourrait étre traité de maniére analogue.

Dorénavant, l'étude portera implicitement sur un rang 28
donné, et cet indice sera omis pour alléger les notations. L'appli-
cation du projecteur P aux représentations D(g) conduit aux fonc-
tions symétrisées Tm 4n(g) (1.4-9), que nous allons orthogonaliser
dans une premiére é&tape. (Leur normalisation ultérieure & l'unité
sera en effet immédiate). L'orthogonalisation est réalisée au mo-
yen d'un procédé récurrent du type Schmidt, les fonctions Téiin
étant obtenues & la i® itération

Les relations de symétrie (1.4-8) réduisent & k + 1

(

k = [_22/4_7, partie entiére de 24&/4) le nombre de fonctions
T;oin 3 considérer au départ de la récurrence, et permettent de
les écrire sous la forme

(0) _ (o) £ (o)
T =P D + 2. P (D D )
m o o o m o p>0 4p m 4p m —-4p
k
- (o) _ plo) (o)
(1.5-1) Th 4 Pao Prno” ggé Py 4p (Op, 4p P —4P)
20 _ plo) . i—: 500 p b )
m 4k 4k o m o £ 4k 4p m 4p m -4p

La propriété P2 = p (A.ITII-4, 1.4-11) simplifie le

calcul des produits hermitiens (Appendice I)



(1.5-2) < Tm

et en particulier celui des normes

(o)

m 4n = 4n 4n

2
(o) | =

m 4n

(o)

(1.5-3) |7 < T

La premiére itération consiste 3 orthogonaliser les k

(o)

fonctions Tm 4n n=1, 2, .... k) & la premiére :
T(o)
_ (1) _ (o) _ (o) (o) m o
(1.5-4) T "yy = Tpan © “Tmodn | Thoo . 2
| "m of |

r(@ =l p 4 % p(®) (p D )
m o o mo 5?6 o 4p m 4p m -4p
_ (1) _ £
(1.5-5) ( T4 =0+ Ppo ¥ p5o Pa ap Cp ap * Pm —4p)
7 -0 . D + % p (1) ( D )
m 4k m O p>0 4k 4p m 4p m -4p

(1)

On vérifie immédiatement que les P4n 4p

P(o)

- (1) - (o) _ plo) o 4
(1.5-6) Pon ap ~ Pan 4p Pan o P(05
oo

sont également des projecteurs obéissant aux relations de



de symétrie (1.4-8) et que les produits hermitiens sont toujours

donnés par

_ o (1) (1) - (1)
(1.5-7) T | Tm d4n' 7 Pin 4n'

Les itérations suivantes orthogonalisent successivement

(1)

mo4 ! puis les (k - 2) fonc-

les (k -1) fonctions T(l) (n>1) a8 T
m 4n
(2)

tions Tm 4n (n>2) & T(z) et ainsi de suite.

m8 '
De proche en proche, la matrice des P4n 4p tend vers

la structure triangulaire

(o) (o) (o) (o)
Po o Po 4 Po 8 T Po 4k
(1) (1) (1)
_ o P P e e P
(1.5-8) 4 4 4 8 4 4k
(2) (2)
o) o P8 8 e e P8 4k
A la (u+1)éme itération, les Pé;+2; obtenus sont

(1) =

tous nuls et les (v+l) fonctions T ",. (i =0, 1, ceees V)
sont orthogonales. Par ailleurs, une récurrence simple montre

.que la propriété (1.5-2) se conserve au cours des itérations

© successives

(i) (1) _ (1)
< Tm 4n l Tm 4n' ’ 4n 4n'

|
o)

(1.5-9)



Coefficients P(O) des représentations T(O) retenues par le projecteur :

------------------------------------------

(0) (0)

Poo Poy

q0)) 0)

P o L

(0 )
Pac o Fak 4

(0
P
0 4k =0
(0)
P
4
4 4k P(O)
00
o (0) 70
4k 4k
o (0

(0) (0)
Poo Py
n

0 p, "
n
0 Pk 4

(0) (0)

Poo Po

n

0 p, ")
0 0
0 0

(uv+1)éme Itération :

(v+1)

PAU 4v

base orthonormée : {

(0)
Tm 0

0 (1)
Foo P

Tableau 1.5-1

pas de fonction T

de symétrie.

(0)

VP

(v)
Tm 4u
=(V)
4u 4v
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o

Rang : 2%

Eléments de matrices du projecteur P :

0
. Pé z =<40|p|l 40>
0 : 0)
p(()f)=<ool1>loo>=l ;Pc(>0=<20|Pl?-0>=0
(0
P, % =<4 4 |P| 40>

Représentations T(O) obLenues par application du projecteur P

0 _ 7 4 /70
Tmo~7T2 Pno ¥ 72
0 _ 0 . (0 _
Too= ' Poo P To0 =% Poo =
(0) _ Y70 4 5
Tmae~ 20 ¥ T
Premiére Itération : :
0y _ 7 4 /70
Two~™ 72 Pno0 ¥ "7
o) _ (0 _
Too~% 0" S
n _
Tm L= 0
Base orthonormée correspondante :
O N
T(O)—l mO:\/——7 D4 +
00 _— :/'Poiﬁoi 12 m O

Tableau 1.5-2

7
12

70
24

lav]
[}

<40 |P| &ds>

<44 |P| 44>

W

N~
~lo

)
£~

9¢



Oon en déduit immédiatement la base orthonormée

correspondante
(1) (1)
T . T .
(1.5-10) m 41 = nil $20, 1, «veeu
HT(i) | P(i)
m 4i 4i 41i

Le tableau (1.5-1) présente le schéma synoptique du
procédé d'orthonormalisation. Pour illustrer la discussion,
les résultats correspondant respectivement aux rangs 29 = O, 2
et 4 sont rassemblés dans le tableau (1.5-2).

Un programme FORTRAN établi selon cet algorithme a
permis d'estimer le temps de calcul nécessaire. Quelques
minutes d'ordinateur I.B.M. 1130 suffisent 3 la construction
de la base orthonormée de symétrie jusqu'au rang 29 = 100.

la table des coefficients P(i)
4n 4p

(18)

correspondants fera l'objet

d'une publication ultérieure



CHAPITRE 2

2. CORRELATION ENTRE LA TEXTURE D'UN POLYCRISTAL ET

LE TENSEUR DES DEFORMATIONS




39

2.1 LA DEFORMATION PLASTIQUE DU MONOCRISTAL

(19 a 23)

De nombreux travaux thé&oriques et expéri-

mentaux (24 a

29) ont approfondi le probléme de la déformation
plastique du monocristal. Lorsqu'un monocristal est soumis a
un champ extérieur de contraintes, il se déforme plastiquement
par le déplacement de dislocations dans les plans cristallogra-
phigues les plus denses (plans de glissement). De méme, les
directions de glissement sont les directions cristallographi-
ques de plus grande densité. L'ensemble d'un plan et d'une di-
rection de glissement constitue un systéme de glissement.

La force de glissement (par unité de longueur) qui
tend 3 déplacer la ligne de dislocation est reliée & la con-

trainte réduite de cisaillement 033 par(3o)

(2.1-1) Fg/L = Db 053

b désignant le module du vecteur de Burgers.

L'expression (2.1-1) de la force de glissement est
valable pour une dislocation coin et pour une dislocation vis.
Dans les deux cas, l'émergence de la ligne de dislocation se
traduit par l'apparition d'une marche de largeur b & la surface
du monocristal. La figure (2.1-1) explique clairement ce méca-
nisme de cisaillement.du monocristal.

Bien que la description gualitative du glissement soit
simple, la complexité des phénoménes physiques est telle que

(19)

seule une étude semi-quantitative puisse &tre envisagée .



extraite de BE.

FIGURE 2.1-1

RAUDELET

"T,es Dislocations Parfaites

« (30)

ov



41

Ainsi, la contrainte o,3; effectivement appliquée
aux dislocations(lg) résulte de la superposition d'un terme
023e 44 aux contraintes extérieures, et de la composante 023i
d'un champ de contraintes intérieures. Le premier terme 023e
peut &tre considérablement modifié par les irrégularités de
surface(3l) et les empilements de dislocations, tous deux fac-
teurs d'amplification de contraintes. Le terme 023i est la
somme d'une composante indépendante de la température, et
d'une composante susceptible d'activation thermique.

Pour déplacer la ligne de glissement, la contrainte
0,3 doit dépasser un seuil appelé contrainte critique de ci-
saillement Oy correspondant a la limite élastique. La valeur
de la contrainte critique dépend d'un grand nombre de facteurs,
tels que les impuretés(26), la température(lg’ 25), la densité
des lignes de glissement traversant le plan de glissement (forét

(21, 22, 27, 28)
’

de dislocations) la nature cristallographique

du plan de glissement(25).

parmi 1'ensemble des systémes de glissement suscepti-
bles d'opérer, la détermination des systémes de glissement indé-
pendants est compliquée du fait de glissement multiples et de

(20)

glissements déviés Les conditions expérimentales, notam-=
ment l'orientation du monocristal et la température, influent
considérablement la nature des systémes actifs. Ainsi, dans le
cas des matériaux cubiques centrés, en plug du glissement

{110}<111> prédominant, des glissements selon les sytémes

{211}<111> et {123}<111> sont couramment observés 3 tempéra-



ture élevée. Toutefois, dans le cas des matériaux CFC, sur

lesquels portera notre étude des propriétés mécaniques, seul

- 7
le glissement selon {111}<110> a pu étre mis en év:i.dence(1 !

42

19)
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2.2 MODELE UTILISE POUR LA DEFORMATION PLASTIQUE DU POLYCRISTAL

=

Parallélement 3 1l'étude de la plasticité des monocris-
taux, se sont développés de nombreux travaux sur les propriétés
mécaniques des polycristaux. Les matériaux d'usage technologique
courant, tels les métaux, céramigques, plastiques, etc... étant
généralement polycristallins, ces recherches sont motivées, en
plus de leur intérét fondamental, par le souci d'optimiser les
conditions d'utilisation pratique(32’ 33).

Malheureusement, la complexité des phénoménes est
telle que méme les études fondamentales entreprises ont nécessai-
rement un caractére plus phénoménologique que les études physi-
gues portant sur des monocristaux. I1 apparait en effet le pro-
bléme de la continuité des tenseurs de contraintes et de déforma-
tions aux joints de grains, et celui de l'influence de l'environ-
nement sur les contraintes appliquées aux cristallites individuels(34z

De plus, les métaux et alliages a usage technique, géné-

ralement impurs, contiennent des inclusions et des précipités a

partir desquels des trous prennent naissance dés la limite élasti-

que(35) .

Les modéles de déformation plastique des polycristaux
comportent donc nécessairement des hypothé&ses simplificatrices,
souvent arbitraires. Parmi les modéles qui imposent 1'homogénéité
du tenseur des déformations dans l'échantillon, celui de TAYLOR(36’37)
déduit les systémes de glissement actifé 3 partir d'un principal

de travail microscopique (ou interne) minimal, alors que BISHOP

et HILL(38) utilisent un principe de travail macroscopique (ou
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externe) maximal. En fait, les deux points de vue sont égquivalents
et ont pu &tre refondus en un formulation Lagrangienne unique(39).
Le modéle de KRONER(4O) impose au contraire la continuité du ten-
seur des contraintes et s'affranchit ainsi de tout principe éner-
gétique, les glissements &tant déterminés par les contraintes ap-
pliquées au niveau des cristallites.

Ces divers modéles ont été utilisés en vue de déduire
les courbes de déformation des polycristaux a partir des courbes
de traction des monocristaux, notamment celui de KRONER pour les

métaux cubigues centrés(4l)

(42)

et celui de TAYLOR pour les métaux
C.F.C. Ces applications, comme les modéles eux-mémes, com-
portent 1l'hypothése simplificatrice que toutes les orientations
de cristallites sont égquiprobables. Cette hypothé&se élimine donc
le facteur qui nous intéresse en premier lieu, 3 savoir celui de
1'influence d'une anisotropie de texture sur la déformation plas-
tique des solides polycristallins.

Les études plus récentes, tenant compte de la texture,
utilisent la théorie de TAYLOR pour prévoir la rotation des cris-

(43, 44)

tallites dans la déformation plastique , 'en particulier

(45, 46, 47). Il s'agit cependant essen-

sous l'effet du laminage
tiellement de méthodes de calcul numérigque.

Par ailleurs, des études de texture 3 caractére plus
appliqué ont &té développées. Un moyen d'investigation couramment

utilisé par les métallurgistes, notamment dans 1'é&tude du compor-

tement mécanique des tdles, est l'essai de traction.
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Le rapport des déformations transversales de l'éprou-

vette au cours d'un essai de traction, ou coefficient R de
(48) =

Lankford , est un paramétre trés sensible a l'anisotropie

d'orientation des cristallites. De plus, une excellente corréla-
tion entre les propriétés d'emboutissabilité des tdles et le
coefficient R de Lankford a pu étre'observée(49).

Plusieurs chercheurs(so a 53) ont donc tenté& le calcul

théorique du coefficient R au moyen d'un modéle simple de la dé-

formation plastique, dans lequel les systémes de glissement opé-
rent proportionnellement 3 la contrainte réduite de cisaillement,
obtenue par application de la loi de Schmid. De plus, ils ont sim-
plifié le probléme de la répartition des orientations de cristal-
lites, soit en limitant leur étude au cas de la texture dénommée
"dé sur face“(SO’SI)(figure 2.2-1), soit en assimilant la texture

aux quelgues orientations jdéales statistiquement prépondéran-

tes(52, 53).

(K

(K,)

figure 2.2-1




La corrélation qu'ils ont pu établir entre les valeurs
du coefficient R ainsi calculées et celles obtenues expérimenta-
lement justifie la tentative de généraliser le calcul au cas d'une
texturé quelconque.

Dans le but d'estimer la difficulté des calculs ana-
lytiques et de relier directement le facteur R aux coefficients
C;n du développement (1.1-5) de f(g) sur la base dés harmonigues
sphériques, un modéle simple de déformation plastique du polycris-

tal a été utilisé.

a) Notre étude se limite aux faibles déformations plastiques.
Moyennant cette réserve, les tenseurs de contraintes et de défor-

mations par glissement peuvent &tre décrits par les mémes techni-

(17

ques gque celles utilisées en élasticité ). Cette description a

été également utilisée par les auteurs précédemment cités.

b) Pour un systéme de glissement donné placé en orientation
g' , la contrainte réduite de cisaillement est obtenue en ramenant
les contraintes extérieures au repére (KG) qui lui est associé.
L'influence de l'environnement sur cette contrainte o';; est
négligé.

c) La "quantité de glissement” est supposée &tre proportion=
nelle & la contrainte réduite de cisaillement. En d'autres termes,
la loi de comportement o',3 = f(e'y3) (loi t = f(y)) au niveau

du systéme de glissement est choisie linéaire.

d) La déformation des cristallites par glissement est ramenée

au repére de l'échantillon en supposant une accomodation parfaite



de la déformation plastique entre grains contigus.

Dans cet ordre d'approximation, nous allons calculer
les valeurs moyennes du tenseur des déformations d'un solide

polycristallin & grains C.F.C., sous 1'effet d'une contrainte

uniaxiale.



2.3 VALEURS MOYENNES DU TENSEUR DES DEFORMATIONS

Nous nous proposons d'étudier a présent la corrélation

entre la texture
en nous limitant
plastique de ces

seule famille de

et les propriétés mécaniques d'un polycristal,
au cas de grains & réseau C.F.C.. La déformation

matériaux par glissement ne fait intervenir qu'une

(19,42)

systémes de glissement , du typé‘{lll}<ilo>.

Considérons donc un échantillon polycristallin, une

éprouvette de traction par exemple, soumis & une contrainte uni-

axiale (figure 2.

3-1).

figure 2.3-1




49

L'axe Oz du repére (KA) associé & 1l'échantillon coln-
cide avec la direction de la force de traction. Le repére (KG)
associé aux cristallites est choisi tel que ses directions 0z' et
Oy' coincident respectivement avec la normale au plan de glisse-
ment, et la direction de glissement.

Si g' désigne la rotation

(2.3-1) (KA) > (K.)

la fonction de texture f(g') ainsi définie est donc la fonction

‘de densité d'orientation des systémes de glissement dans 1l'échan-

L

)
o n (g') ou sur

tillon. Elle peut &tre développée sur la base des D

28

la base des T. 3 (g'") symétrisées. L'étude faite au paragraphe

n
(1.4-b) nous donne le moyen de lui imposer l'invariance sous
toutes les rotations g'i permettant de passer du systéme de glis-
sement considéré aux autres systémes de glissement du méme grain.
Le calcul de la déformation plastique due au systéme
de glissement considéré, placé en orientation g' (figure 2.3-1),

est fait dans les approximations énoncées au paragraphe précédent.

Ainsi, la contrainte de cisaillement o',3; est obtenue

en rapportant la contrainte extérieure o = 033 .
o o
(2.3-2) - = o
@] (o] 033

au repére (KG) associé au systéme de glissement.



Cette transformation s'effectue selon les représen-

tations Dz(g') (Appendice IV)

(2.3-3) o'pq= -l-—\{sl [Dél(g') + D2, (9")]0

Dans le repére (KG) associé au systéme de glissement,
(17)

la déformation due au glissement est décrite par le tenseur

(e} (o] (o}
(2.3-4) e' = o e'ss
(o} (o]

"~ dont la partie symétrique, correspondant 3 la déformation vraie,

posséde l'unique composante

(2-3"5) 5'23 =‘;— e|23 .

La loi de comportement étant choisie linéaire on a :

o~ - ] 2 ]
(2.3-6) e,y == i -\{——g— [Df)l(g ) + Dg_, (g )]o

Cette déformation est ensuite rapportée a l'échantil~

1

lon au moyen des représentations Dz(g'— ). En particulier, les

composantes principales du tenseur des déformations e de l'échan-

tillon s'écrivent :



11

_ _1]_ e 2 -1 2 2 2
(2.3-7) €0 = ¢ [ T (D_l_2 (g' ") + Dy, + Dy, * D12)
1 2 2 =,
2 (D—lo * Pio )] 23

fr=

Notons que les traces des tenseurs e'.et e sont nulles,
ce qui traduit que le volume est invariant dans la déformation
plastique par glissement.

Les valeurs moyennes du tenseur des déformations sont
obtenues en pondérant la déformation eij (g'), due au systéme de
glissement en orientation g' , par la fonction de densité d'orien-

tation f(g')

- = ' ' !
(2.3-8) < eij > feij (g') £(g') dg .
Cette valeur moyenne est identique pour tous les
systémes de glissement de la famille {111} <110> . En effet,
f(g') étant invariante par les rotations g'i , les relations

(A.I-6) donnent

(2.3-9) ./;ij (g'i g') £(g') dg' = ./;ij (g') f£(g') dg' .
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La relation (2.3-8) nous permet d'exprimer directement
les valeurs moyennes <eij> en fonction des coefficients Cén du
développement (1.1-5) de f(g'). D'apreés 1'étude faite précédem-
ment sur les symétries, ce développement comporte uniquement des
termes Dé23n (g'), avec 22 # 2. En vue d'utiliser les relations
d'orthogonalité des harmoniques sphériques, il est utile de pré-

senter les déformations principales (2.3-7) sous la forme équi-

valente
S L (R AR A A
N %(Df:l(g') + Déj(g'))] [Dé*l(q') + Doi(g')] 0
(2.3-10) \ &,, = - %[ —llz_ﬁ( sz_l(g') + szl + Dil + Dﬁ@))
- %(Df:l(g') + Déj(g'))] {Dgil(g') + Dg;(g')] o
e33 = ’21;' [Dg: (g') + DéT(G')} \:Df:l(g') + Dgt(g')] o

2

. 2 [ ]
Les produits Dmn(g ) Do n,(g ) apparaissant dans ces

expressions sont simplifiés par la formule de contraction (A.I-17).



35 -2 0
2 /15 Da*
35 2 0
12
35 00
2 /15 Da*
35 -2 0
2 /15 Da*
35 2 0

Tableau 2.3-1




De plus, seuls les produits dont la contraction comportera un
terme Diz3n (tableau 2.3-1) sont & considérer pour le calcul des
valeurs moyennes.

Si l'on reporte dans (2.3-8) les déformations princi-

pales, compte-tenu du tableau (2.3-1) et des relations d'ortho-

normalité (A.I-7) on obtient aisément les expressions annoncées :

o} -4 4
<e33>=c15 [Coo 21 Co o]
) _ 1 _vio .4 4
(2.3711) 51> <" % <°33” g0 |“-20 7 C20]
1 vio | .4 4
<eyy> <= 3 <€y +g3m [Cipo t c20]

qui permettent d'atteindre, en particulier, la corrélation entre

1'anisotropie de texture et le coefficient de Lankford.
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2.4 CALCUL DU COEFFICIENT R DE LANKFORD - SA DETERMINATION A

PARTIR DE LA FIGURE DE POLES {111}

Le coefficient de Lankford a été utilisé par les
métallurgistes, surtout en vue de caracﬁériser l'anisotropie
de texture des tdles laminées. Ainsi, une corrélation a pu
‘8tre observée entre le coefficient R et le phénbméne d'appa-
rition des cornes d'emboutissage(49' 52).

La détermination du coefficient de Lankford est
faite par essais de traction. Considérons donc l'éprouvette
(figure 2.3-1) découpée dans une feuille laminée, la direction
de laminage coincidant avec l'axe Oz du repére'(KA). Au cours
de l'essai de traction, on observe un allongement de l'éprou-
vette dans la direction de laminage (direction de la force de
traction), et des contractions dans les directions transverses,
le volume de l'échantillon étant conservé.

Le coefficient R est défini par le rapport des défor-

mations transversales de 1l'éprouvette :

<e..>

22

<g..>

11

(2.4-1) R =

Dans les expressions (2.3-11) des déformations prin-
cipales, le coefficient Cg o est 3 remplacer par 1 (cette con-
dition traduit d'aprés (A.I-9) que f(g) est normée 3 l'unité),

soit :
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30 o 630 =20 2

( \['
1 4 4 10 4 4
<e,y> = - =35 @. -7 © q) + (F +C Q)

(2.4-2) <
<e>=c__1_<1_4 c4)____\110<c4 +C4)
21 o 0]

11 30 o} 630 =20 2
\

Sous les Hypothéses simplificatrices du modéle de
déformation plastique, précédemment exposées, on obtient l'ex-

pression analytique du coefficient de Lankford :

4 \ 4 4
(21 4 C; o) 10 (?_20 + Czo)

4 \ 4 4
(?1 -4 C q) + V1o (F—zo + Czo)

en fonction des coefficients de f(g). La corrélation observée

(2.4-3) R =

entre le coefficient R et l'anisotropie d'orientation des cris-
tallites est ainsi justifiée.

En vue du calcul du coefficient de Lankford, il est
intéressant de le relier directement aux observations faites
en goniométrie de texture aux rayons X.

Lorsque la fonction de texture décrit la répartition
des orientations des systémes de glissement dans l'échantillon,
l'intensité diffractée J(l)(B,a) correspondant a la figure de
pdles {111} apparait &tre 1'intégrale de la fonction f(g) sur

le paramétre angulaire y (A.II-7) . En effet :

27
(2.4-4) J (B,a) = f (a, B, v) dy
" (1) o



Les coefficients Qé;) du développement de Jl (B: o)

sur la base des harmoniques sphérigques simples :

(1) |
o Yy (8:a)

i M=

(2.4-5) J, (B,a) = >
(1) 2 =0

m -2

sont donc des coefficients particuliers du développement de

£ (9)

(2.4-6) sz = Cm o

Compte tenu de la relation (2.4-6) le coefficient

de Lankford :

- (LY (1) (1)
- e off) - Vo (o) + o)
o -ecl) + oo (off) o))

40

(2.4"7) R =

(1)

s'exprime en fonction des coefficients sz obtenus au moyen
d'intégrales sur l'intensité diffractée J(l) (B,a) (A.I-3).
I1 peut donc &tre obtenu directement 3 partir de 1'unique figure
de‘péles {111}, sans qu'il soit nécessaire de déterminer la fonc-
tion de texture elle-méme.

L'expression ainsi obtenue pour le coefficient de
Lankford es£ certes tributaire des hypothéses simplificatrices

faites sur le mécanisme de la déformation plastique. Une con-=

frontation avec l'expérience, par étude simultanée en essais



de traction et en goniométrie de texture devrait permettre de
tester la validité de ces hypothéses. Elle permettra par ailleurs
de déterminer les raffinements & apporter au modéle physique de
la déformation plastique des polycristaux.

La méthode proposée en vue de la détermination du
coefficient R, complémentaire des essais de traction, apparait

néanmoins étre intéressante :

- elle n'est pas destructive ;
- elle ne nécessite que de petits échantillons
(de l'ordre du cm2), ce qui permet de multiplier les tests

en cas d'inhomogénéité de texture.

De plus, elle est susceptible d'un traitement entid-
rement automatisé, notamment dans 1'optique d'un contrdle de

laboratoire du type industriel.
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CONCLUS ION

La description des solides polycristallins et de leur
déformation plastique exposée dans le présent mémoire comporte
deux parties distinctes. |

La premiére partie fournit des techniques mathématiques
parfaitement adaptées a 1'étude des propriétés physiques aniso-
tropes des polycristaux en corrélation avec leur texture.

Un procédé de construction systématique de fonctions
sphériques respectant les conditions d'invariance imposées par
les symétries est proposé. Il conduit & l'expression analytique
d'une base orthonormée de symétrie sur laquelle la fonction de
texture a pu &tre développée.

La transformation par rotation des grandeurs physiques
tensorielles est simplifiée par 1l'introduction de tenseurs sphé-
rigues, qui se transforment directement selon les représentations
irréductibles du groupe des rotations.

Ces méthodes mathématiques trouvent leur pleine appli-
cation dans le seconde partie, dans laquelle, moyennant quelgues
hypothéses simplificatrices sur le mécanisme de la déformation
plastique, les propriétés mécaniques du polycristal ont été reliées
3 l'anisotropie de texture. Sous les mémes hypothéses, le coeffi-
cient de Lankford a pu &tre directement exprimé en fonction de
i'intensité diffractée, sans avoir & recourir 3 la Qétermination

de la fonction de texture elle-méme.



Une confrontation avec l'expérience, par étude simulta-
née d'échantillons en essais de traction et en goniométrie de
texture, apparait a3 présent étre nécessaire en vue de tester la
validité des hypothéses formulées. Les méthodes mathématiques
développées n'ayant imposé aucune limitation de principe au
modale physique susceptible d'étre décrit, d'autres modéles de
la déformation plastigque pourront &tre adaptés au traitement
actuel.

De plus, l'analyse des composantes de rotation pure du
tenseur des déformations devrait permettre de prédire la modi-
fication de la texture sous l'effet d'un champ de contraintes
appliqué au solide, champ de contraintes d'ailleurs non néces-
sairement uniaxial, et d'améliorer ainsi la compréhension actuelle

de la plasticité des polycristaux.
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APPENDICE I

PRINCIPALES PROPRIETES DES FONCTIONS HARMONIQUES SPHERIQUES GENERALISEES.

On sait que toute fonction J(&, n) définie sur la surface d'une
sphére (fig. A.I-1) peut &8tre développée sur le systéme orthonormal complet

des fonctions harmoniques sphériques simples Y? (&, n)

o L
(A.I-1) J(E, n) = ) }ooQ, YU (&, n ,
220 me-p M F
telles que
1 27 m'* m
(A.1-2) oo ] sing dg é dn Yg, (€, n) Yo (&, m) = 80,8 .

Fig. A.I-1
Les coefficients le sont donc tels que, conmaissant J(&, n)

*

(A.1-3)  4n - Q= [Tsing dg [T dn 3, ) Y] (5, )

m 0 0



De méme, 1'étude de 1'espace des fonctions des trois angles
d'Euler =, Bety (0 <a=s 2m; O0<B<m; 0<yc< 2m) nécessite la

(54)

définition de l'intégrale sur ces fonctions. Si g & {«, B, v!
désigne le triplet des angles d'Euler, c'est—a-dire un élément du groupe

continu des rotations, 1'élément différentiel dg de 1'espace considéré

sera

(A.I-4) dg = 5%7- sinf d= dp dy .

D'aprés la définition du domaine de variation des angles

d'Euler, 1l est tel que

2m mo 2T 1 )
(A.I-5) [de = — ~ sinB d= dB dy =1
g = {7 [ 7 5

De 1'étude du groupe continu de rotations, on déduit que, pour

toute rotation gy donnge (O

dg d(gy g)

(A.1I-6)

1]

[£(g) dg J£(g,8) dg

Cet espace posséde également une base orthonormée et compléte

(11) I N
, notées Dmn(g) =D (=,8,Y).

la base des harmoniques sphériques généralisées o

Ces fonctions sont orthonormées pour le produit hermitien (généralisation
du produit scalaire) sulvant

*

2" % _ L' 2 _
(A.I-7) < Dm.n.(g)IDmn(g) > = (20+1) fDm|n.(g) D (8) dg = 8 8 4O

l'astérisque désignant la conjugaison complexe.



Toute fonction f(g) peut &tre développée sur cette base

X 3 %
(A. I-8) f(g) = ) c D (&,

n o~
o~

les coefficients du développement étant définis par la

relation :
*
(A.I-9) ¢t =+ ) [ D' () dg
mn mn
L'expression explicite des fonctions sphériques généralisées
(A.I-10) DQ («.8.7) = o ime dQ (@) e iny
mn » Py mn ’

~ L . - .
comporte les polynoOmes dmn (R), associés aux polynOmes de Jacobi, et
définis par :

1/2
29+m-n-2t 2t +n-m
£ [(em) ! (2m) ! (24n) L (4 m) 1] o .
(2+m=t) ! (2=n-t) 't! (t+n=-m) ! [C°S§] [51n§] ,

2
(A.I-11) d__(8) = z(-l)

oti 1a somme est &tendue aux valeurs entiéres de t pour lesquelles les facto-

rielles sont toutes positives.

On retrouve, en cas particulier, les harmoniques sphériques

simples

*
(A.I-12) Dmo (=,B,Y) = ¥ - Y (B,=)

22+1 3
C . . 2
Les propriétés de symétrie des dmn (B)

mn 2 ) o,
D" d (8) = d () = d_ (-B)

-n nm

)
d (8

(A.I-13)

0P Gee) = (DET g e



. . N . . . L
impliquent les propriétés de symetrile sulvantes pour les Dmn(a,B,y)

*

L m-n '3 _nt s 2 —a
(A.I-14) D (=:8,v) = (=D D (=sBs7) = D (=v,=6, )
{-v,-B,-«} désignant la rotation g—l inverse de la rotation g & {= B v}

La relation de fermeture traduit que la base est compléte
L

2 %
LI D = §
(A.I-15) pz-l p(8) Don (8 = 6

Parmi les propriétés les plus importantes des fonctions sphériques
généralisées, il faut encore citer leurs relations d'addition et de contrac-—

tion.

Désignons par g = g,°'g) la composition des deux rotations g; et

g> prises dans cet ordre, alors :

2 % . } g 2
(A.I~16) p_(g) =D (g2°81) ) Dmp(gl) Dpn(gz)

Enfin, la relation de contraction permet de substituer au produit

de deux harmoniques sphériques généralisées une combinaison linéaire:

2 g Lt s
_ = ] ] ' 1 1 '
(A.1-17) D (g) D, .(8) L=|§-Q'|<Ql ma' |L mtm'><2" nn'|L awm'>D o, (g)

dont les coefficients sont les coefficients de Clebsch-Gordan.



APPENDICE I1I

DETERMINATION DE LA FONCTION DE TEXTURE.

Parmi les méthodes de détermination de la fonction de texture

£(g), et par conséquent des coefficients Ci n du développement (1.1 =5),

celle de goniométrie de texture aux rayons X due 3 SCHULZ (55) est la
P (56, 57) . ~
plus répandue . En plus des perfectlonnements apportes, notamment
. , . (58, 59) . . e
pour tenir compte de 1l'absorption , son utilisation et le dépouil

- L . . 60, 61
lement des résultats ont été entlérement automatlses (60, ).

D'autres chercheurs ont utilisé des techniques laborieuses de

microscopie électronique (62, 63), et plus récemment, les méthodes de

diffraction des neutrons ont &té introduites (64 2 66).

Nous limiterons notre exposé a la méthode, la plus couramment

employée dans la pratique, de goniométrie de texture aux rayons X.

Un angle de Bragg ei (correspondant aux plans di de la
famille {hi’ ki’ Zi}) étant imposé, on fait tournmer l'échantillon poly-
cristallin par rapport au systdme fixe source - détecteur. Parmi les
plans di des cristallites, seuls diffracteront ceux dont la normale est

> -
S

N . . . >
paralléle au vecteur (fixe) de diffraction s = - s.. On peut encore

1 0

dire qu'il n'y aura diffraction par les plans di d'un certain ensemble
de cristallites que lorsque le vecteur ;A occupera une position bien
définie par rappoyt au repére (KA) 1id a 1'échantillon. Soient & et n
les deux paramétres angulaires fixant la direction de S dans le

repére (KA) (figure A.I-1), et J(i) (£, n) l'intensité diffractée par

les plans di' Elle sera supposée normée, de sorte que :



(A.II-1) f J(i) &, m Zl? sing df dn = |

On développera J(i) (£, n) sur la base des harmoniques sphériques

(Appendice I)

© L

(A.TI-2) J. (., )= 1 1 Q
(1) =0 m=-%

(1) m
¢ m Y, (&, ) .

Alors, en particularisant la relation d'addition (A.I-16)

(A.II-3)

Compte tenu de (A.I-12), cette relation signifie que toute
fonction sphérique Y? (£, n) (les paramétres £ et n fixent l'orientation

> ’ .
de s dans (KA)) pourra &tre développée en somme de produits de fonctions
*

2 . . . . .
Dm > (a,8,v) (g % {a,B,y} détermine 1'orientation d'un cristallite) par

les fonctions YE (ei, Wi) dont les paramétres angulaires définissent
l'orientation de s dans le repére (KB) pour laquelle le cristallite
diffracte. Ces paramétres ei et Wi sont connus et fixé&s & priori par le
choix d'un angle de Bragg ei (ou encore des indices de Miller hi’ ki’ Qi).

On écrira donc :

*
2 P
D > (a,8,v) Y, (e, Wi)

1]

(A.II-4) Y, (&, n)

3
)
p="2

Multiplions les deux membres de cette équation par f(g) et
* . .
J(i) (£, n), respectivement donnés par (A.I-8) et (A.II-2) et intégrons

sur dg, df et dn. On aura alors respectivement pour les deux membres



[ £(g) dg [ J*(Ei) (&, n) YI; &, n) —l;]—;sini d¢ dn = Qél)

m
L *
* 1 . L
(A.11-5) [ 34y (s m) g sing dg dn {pz_l Yo (0, ) [ £(e) D () dg)
L
- % P
= 5 pz‘l Chp Yy (& ¥ -

En égalant les expressions obtenues par intégration sur les deux
membres, on a :

- L P - (1)
(A.11-6) L c R Y 9.) = () Qo

Le systéme d'équations linéaires permettra de déterminer les

(1) 8. et Wi , si 1'on dispose, pour

.. L N .
coefficients Cm D i partir des Q2 o 9

un rang & donné, de (2&+1) figures de diffractions indépendantes. Toutefois,
les conditions d'invariance (1.2-4) permettent de réduire le nombre dﬁ de
figures de pbles nécessaires, si bien qu'en général #°< 24 + 1. Il faut

A

donc en principe une infinité de figures de diffraction pour déterminer

univoquement la fonction de texture (0 < % < ®).

Une autre fagon d'établir le résultat (A.II-5) consiste 3 définmir

l'intensité de diffraction J(i) (¢, n) par :

) 27
(A.1I-7) Jgy G5 ) = é £(g,) &

avec g, & {a,B,y} et g =8, ° 8§ 2-{g,n,A}
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En développant f(g,) sur la base des harmoniques sphériques
g

généralisées, on obtient

2m -1

L 2
(A.II-S) J,. (E, n) Dm P (E,nﬂ\) Dp a (gz) dA

(i)

[}

o~

(@]
=

o o1
oY

(A.TI-9) J(i) (g, n) =

8 r~1
o
=
4+ | —

e
<
)
~~
@
-
-
g
~~
o™y
3
g

Cette dernidre relation conduit directement au systéme d'équations

linéaires (A.II-6) précédemment établi.



APPENDICE III

PROPRIETES ESSENTIELLES DES PROJECTEURS DE SYMETRIE.

L'ensemble des opérations de symétrie d'une classe cristalline

donnée poss&de une structure de groupe. Ce groupe GB est la réunion de N
. . R . ~
rotations g, constituant le sous—groupe GB des rotations et, éventuellement,
de N opérations de symétrie résultant de la composition des précédentes avec
1'inversion S (lorsque la classe considérée comporte un centre de symétrie).
‘ s

Un repére étant associé au réseau cristallin des grains, les

transformés de ce repére par les éléments de GB définissent la méme orien-—

tation.

Examinons d'abord les symétries de rotation. Elles conduisent a
définir dans le groupe continu des rotations la relation d'équivalence

sulvante

(A.III-1) g N 8;8 , ¥ g. eG

W W

Ainsi, l'orientation d'un réseau cristallin n'est pas caractérisée

par une rotation g, mais par la donnée d'une classe d'équivalence {g. ° g},
g P q g, * 8

ol g; est 1'une quelconque des rotations de Gg.

Nous allons montrer que l'opérateur

(A.IT1I-2) P

2| -

e~z

D (gi) )
1

i
est un projecteur qui, appliqué aux représentations D (g) du

groupe continu des rotations, conduit aux représentations T (g) des

orientations {gig}. Ses éléments de matrices Ppn sont obtenus en prenant



/1

sa valeur moyenne respectivement entre les &tats <2p| et |2n>

fl 12

N
(A.I1I-3) P =< ZpI% ) D(gi)lzn > =

2
D_ (gi) -
1 i pn

Zl—

1

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur P

(67)

solt un projecteur est que

_of ) g o
(A.I1I-4) { P=P (opérateur hermitien ou auto-adjoint)

P2 =P (opérateur involutif)

1z . . . . +
Les éléments de matrices de l'opérateur adjoint P sont :

- o= = 2 . .
(A.I1I-5) P P an(gl)

*
(A.I1I-6)

4|
fl &~

Par ailleurs, 1'expression du carré de l'opérateur P :

(A.I11I-7) P2 = L ) D(g;) D(g.) ,
i,3=1 J

peut s'écrire, d'aprés la relation d'addition (1.1-11)

(A.III-8) P2 =

I ~12

D(gi) =P
1

z| -

D(gjgi) = =

1§
—_

i

g2

En effet, l'indice j prend N valeurs et, pour chacune de ces
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Le calcul de 1'expression analytique du projecteur P nécessite
la détermination des angles d'Euler {mi, Bi; Yi}‘ des N rotations g;- Ces
rotations g; et la valeur des angles d'Euler correspondants dépendent de
la position des é&léments de symétrie par rapport aux axes du repére KB
associé au réseau cristallin. Pour un repére‘Ké déduit de KB par une rota-

: ’

tion quelconque go, le groupe de symétrie cristallographique (Gg) est le

transformé de Gi par la rotation g, °

(A.III-14) {g';} = fg, 8 g;I} ,

ce qui conduit au projecteur

(A.1II-15) p' = l%§

I o~12

D(g'i) ’
1

i

transformé de P par l'opérateur D(go)

(A.III-16) P' = D(ggl) P D(g.)

Notons encore la relation de commutation suivante

(A.III-17) e ¥™p J e P = Jp cos « - i [ J_, Jq ] sin «

qui permet de réduire les projecteurs d leur expression analytique

compacte.



APPENDICE TV

CONSTRUCTION DES TENSEURS SPHERIQUES.

Les tenseurs de contraintes o et de déformations e que nous
considérons sont des tenseurs contravariants de rang 2. Plus généralement,

nous allons étudier le probléme de la transformation d'un tenseur contra-

¥ariant T de rang 2 sous l'effet d'une rotation du repére de référence
g g

(A.IV-1) Oxyz —E—» Ox'y'z'

La transformation étant orthogonale, la matrice de passage (8)

associée a ce changement de repére posséde la propriété remarquable
(A.IV-2) (S) = (8S)

-1 t .. . . . . .
(S) et (S)  désignant respectivement les matrices inverse et transposee

de la matrice (S).

Si la rotation g = {a,B,y} est donnée par ses angles d'Euler, la

matrice S est la matrice d'Euler

cosacosBcosy-sinasiny ~cosacosfsiny—-sinacosy cosasinp
(A.IV-3) S = sinacosBcosy+cosasiny -sinacosBsiny+cosacosy sinasinp
-sinBcosy sinfsiny cosB

Les nouvelles composantes T'.. peuvent étre obtenues au moyen de
P ij

la formule cartésienne habituelle de transformation tensorielle :

(A.IV-4) .= J s ostho



]

Toutefois, dans le cas particulier de changement de repére par
rotation, les transformations sont notablement simplifiées par la cons-

truction des tenseurs sphériques correspondants.

Un tenseur sphérique irréductible ¥ de rang % est un étre mathé-
matique & (22 + 1) composantes %1n , =2 < n < &, qui se transforme par

. o . L . ,
rotation selon la représentation D (g) du groupe contlnu des rotations.

La formule de transformation correspondante (critdre de tensoria-

L1

1ité) s'écrit donc

X 3
(A.IV~5) B = Z C D1 (g)

(ry

A titre d'exemple , les (22 + 1) fonctions sphériques simples
Y? (6,9), -2 < m < 2, sont les composantes d'un tenseur sphérique irréductible

de rang 2 :

2 ,
(A.1V-6) Y oer,e = 1 YE (6,0 D (@,8,7)
p=-12 e

Dans une premiére étape, le tenseur Tij est décomposé respective-

(n

ment en

- Tenseur invariant de rang zé&ro :

E Tkk (1 seule composante)

- Tenseur antisymétrique de rang un :

A

i % (Ti' - T'i) (3 composantes linéairement
] J J indépendantes)
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- Tenseur symétrique de rang deux

= 1 _1 L
Tij =3 (Tij + Tji) 3 Z Tkk (5 composantes indépendantes)

La trace Z Tkk’ scalaire invariant, constitue directement le
k
tenseur sphérique de rang zéro. L'unique é&lément de matrice de la repré-

sentation Do(g) du groupe des rotations est Dg 0(g) = 1. Il apparalt donc

bien que la trace, se transformant selon D (g), est un invariant

- . .0
(A.IV-7) E T = (@) E Ty

~
Les trois composantes indépendantes Tij conduisent par combi-

naison linéaire aux trois composantes d'un tenseur sphérique irréductible
de rang 1. Les combinaisons linéaires a opérer sont obtenues par analogie
avec celles qui conduisent, & partir des coordonnées cartésiennes, aux

harmoniques sphériques simples Y; (6,?%) de rang & = !

Fryll (e,

/5 (x - iy)

n
N

(A.IV-8) =ﬁ r Y 6,9

!
Lr Y: (6,9) = -/% (x + iy)
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Les trois composantes du tenseur sphérique de rang 1 sont

respectivement :

3
|
o] —
—~
=3
N
(¥8)
|
=
3>
w
~

et se transforment par rotation selon la représentationm

Dl(g) du groupe des rotations (A.IV-5).

Dans les mémes conditions que précédemment, on obtient les combi-

naisons linéaires i effectuer sur les 5 composantes indépendantes du tenseur

symétrique T..

ij
;.7?2—2= \/%(TII—TZZ—ZITIZ)
| . )
Ty -1 T ‘\/'-E(T13'1T23)

- o | = .=  _7F

(A.IV-10) ‘?;20 5 (2T, , =T, =T, )
i T _ _
LTy TN T3 T, g

r
3
N
"
oolw
~~
|
]
=
+
(\&]
=
=
p—



Les cinq composantes se transforment selon la représentation

Dz(g) du groupe des rotations (A.IV-5)

-1 -2 2 2 2 2 r 1

€y g | D2, , Dy ., Dy, Do D o] %2 -2
]

o - o %2 -
' —

A.Iv=1D) | By o | = % 0

[

¥y Ty
' 2 2 2 2 2

2 | | P22 P2 Do, D2 D2 (B

Pour transformer un tenseur cartésien T par rotation, il est trés
commode de construire les tenseurs sphériques correspondants, qui se trans-
forment directement d'aprés les représentations irréductibles du groupe des

rotations. Ensuite, 3 partir des 8im’ on retrouve aisément les composantes

du tenseur transformé T' au moyen de simples combinaisons linéaires.
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