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INTRODUCTTON

Les propr ié tés phys iques à caractère anisot rope des

matér iaux polycr is ta l l lns dépendent  généra lement  de deux fami l les

de paramètres :

a)  Ies paramètres 1 iés aux propr ié tés phys iques des cr is-

ta l l l t es  i nd i v idue ls  (na tu re  du  c r i s ta l l i t e ,  f o rme  du  réseau . . . )

b)  les paramètres caractér isant  Ie  mi l ieu polycr is ta l l in

(d imens ion  e t  o r l en ta t i on  des  c r i s ta l l i t es ,  j o ln t s  de  g ra ins .  .  .  )  .

Parmi  ces dern iers ,  Ia  répar t i t ion des or ientat j -ons

des  c r j . s ta l l l t es  dans  1 'échan t i l l on  peu t  ê t re  ca rac té r i sée  pa r

une  fonc t i on  de  dens l té  d 'o r l en ta t i ons r  ou  fonc t i on  de  tex tu re .

Les méthodes de descr ip t ion de la  réparÈi t ion des or ientat ions

e t  l eu r  app l i ca t l on  à  1 'é tude  de  d i ve rses  P roPr ié tés  phys iques

ont  été rassemblées,  a ins i  que de nombreuses références b ib l lo-

graphlques,  dans des ouvrages à caractère théor ique 
( r )  

e t  expé-

r imen ta r  
( 2 )  ( 3 ) .

La représentation Ia mieux adaptêe de la fonction de

texture consiste en un développement sur le système orthonormal

complet des fonctions harmoniques sphériques généra1isées

!
D1-  (o  ,  B ,  f  )  .  Les  ang les  c ,  g  e t  f ,  son t  l es  ang les  d tEu le r  de

mn

}a  ro ta t i on  amenan t  un  repè re  donné  (O  x  y  z ) ,  t i é  à  l r échan t i l -

l on ,  su r  un  repè re  (O  x ' y '  z ' )  assoc ié  au  réseau  c r i s t a l l . i n  des

gra lns.  Toutefo is ,  la  symétr le  du réseau des gra ins a ins i  que Ia



symétr j -e  éventuel le  de la  répar t i t ion des graJ-ns dans 1réchan-

t i l lon lmposent  à Ia  fonct ion de texture des condi t ions dr inva-

rLance .  Ces  p rop r ié tés  d ' i nva r iance  n rayan t  é té  é tud iées  à  ce

jour  que par  vo ie de ca lcu l  numér iguêr  une méthode de construc-

t j .on systémat ique des fonct ions harmonlques sphér iques généra l i -

r i e  t l  (  o ,  B ,  f  )  es t  p roposée  
(4 ) .  

App r i ca t i on

en est  fa i te  à la  symétr isat ion de la  fonct lon de texture,

notamment  dans Ie  cas le  p lus favorable à l fé tude de Ia  défor-

mat ion p last ique -  où e l le  décr i t  la  répar t i t lon des or ientat ions

des  ê lémen ts  de  g l i ssemen t  dans  l ' échan t i l l on .

Dans une étape u l tér ieure,  nous avons étudlé Ia  corré-

Ia t lon entre Ia  fonct ion de texture et  les propr ié tés mécaniques

d 'un  so l i de  po l yc r i s ta l l i n r  ê r I  nous  l im i tan t  au  cas  de  g ra ins  à

réseau  C .F .C . .  Lo rsqu 'une  g randeur  phys ique  an i so t rope ,  sca la l re '

vec to r i e l l e  ou  tenso r ie l l e  es t  connue  Pour  l e  monoc r i s ta l r  Sâ

valeur  pour  Ie  polycr is ta l  peut  ê t re considérée comme Ia va leur

moyenne sur  I 'ensemble des or ientat lons,  chaque or ientat ion étant

pondérée par  son poids s tat is t ique 
(5) .  

Dans cet te  approx imat lon,

un modèle s imple de Ia  déformat ion du polycr is ta l  a  permis de

calcu ler  les va leurs moyennes du tenseur  des déformat ions.  En

par t icu l ier ,  le  coef f ic ient  R de Lankford,  dont  l r impor tance est

constatnment  cro issante dans le  domalne de la  méta l lurg le 
(6) ,  

a

pu êt re re l ié  d i rectement  à I ' in tens l té  d l f f ractée par  la  f igure

de  pô Ies  { I11 i  de  I ' échan t l l l on ,  sans  avo l r  à  dé te rm ine r  I a  fonc -

tLon de texture e l le-même 
(7) .  

Dans Ie  cas par t icu l ier  du mono-

c r i s ta l ,  où  l e  ca l cu l  d i rec t  es t  poss lb le ,  l r au tocohérence  du  fo r -

mal isme généra1 proposé a pu êt re vér i f iée.
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CHAPITRE I

I .ETUDEDEI ,AFoNcT IoNDETEXTUREETDESESSYMETRIES



I . I  DEFINITION DE LA FONCTTON DE TEXTURE

SoI t  O x y  z  un repère car tês ien (KO) r  associé au so l ide

polycr is ta l l in .  On pourrar  pêr  exemple,  fa i re  co lnc ider  les axes

respect ivement  avec 1 'épai -sseur ,  Ia  largeur  et  Ia  longueur  de

1 'échant l l lon.  / -Pout  un échant i l lon larn inér  or r  peut  u t i l iser  res-

pect ivement  Ia  normale au p lan de laminage,  Ia  d i rect ion t ransverse

et  Ia  d l rect lon de laminage-7.

f i qu re  l .  I - 1

A chacun des cr is ta l l i tes sera associé un repère

ca r tés ien  (KB) ,  cho i s i  de  Ia  même man iè re  pou r  tous  l es  c r i s ta l l i t es .

Si  Ie  réseau cr is ta l l in  possède une mai l le  or thorhonbique,  les axes

du repère Or x '  y t  z t  pourront  notamment  co inc ider  avec les rangées

/ -Loo_7 ,  / -a to_f  ,  l -ooL_7.  ( f  igure l .  t -1)

I

I
I
I
I

4 t
I

zl
I
I

I

I
ol -  ->v- I -



La posi t ion

déterminée par  :

a )  I a  pos i t i on  de

b)  Ia  rotat ion g

d 'un  c r i s ta l l i t e  dans 1 réchan t i l l on  se ra

I ro r i g i ne  O '

qui amène le

en  co inc ldence  avec  Ie  repè re  (KB) .

Cet te rotat ion g se décomPose

ro ta t i ons  i ndépendan tes  ( f i gu re  I . I - 2 )  :

une  ro ta t  j - on  d rang le  o  (  O

une  ro ta t i on  d rang le  B  (  O

(so i t  Oy f ) ,  gu i  amène  Oz  su r  Oz t .

une  ro ta t i on  d 'ang le  Y  (  o

{ c t

de (KB) par raPPort à

repère (KA) '  t rans laté

en un produit de trois

( KA)

en  Or ,

de  l r axe  Oz .

nouvel axe Oy

{  2r)  autour

<r)  autour du

- .  tr  < 2r) autour de oz' .

f i qu re  l .  l - 2



I
v

La rotat ion g est  a ins i  caractér isée par  les t ro is

ang les  d 'Eu le r  o ;  B ,  f  :  g= {d ,  B rU } .

La posi t ion p drun cr is ta l l i te  dépend donc de 6 paramètres :

l es  coo rdonnées  de  Or  e t  l es  ang les  d 'Eu le r  de  l a  ro ta t i on  g .  Repré -

sentons en fonct ion de p (paramètre "1 inéar isé"  équiva lent )  Ia

d l s t r i bu t i on  I  l v (p )  des  N  c r i s ta l l i t es  dans  1 réchan t i l l on  deV  Ap

vo lume  V  ( f i gu re  f . f - 3 ) .

^v (p)
Ap

f i gu re  l .  t - 3

Cet te d is t r ibut ion représente la  f ract ion du vo lume de

c r i s ta l l i t es  pa r  i n te rva l l e  Ap ,  c res t -à -d i re  don t  l a  pos i t . i on  es t

compr i se  dans  l r i n te rva l l e  p ,  p  +  ^p .  Dans  l a  mesure  où  l es  c r l s -

ta l l i tes sont  suf f isamment  nombreux dans I 'échant i l lon considéré,



on admettra pouvoir déf in i r  une fonct ion densi té  cont inue :

(r .r-r) f  ( p )  =

Le  so l i de  po l yc r i s ta l l i n  es t  ca rac té r i sé r  ên  p lus  de  Ia

posi t ion des gra i -nsr  pâr  leur  ta i I Ie .  En toute r igueur ,  i l  faudra i t

donc reprendre Ie  ra isonnement  précédent  pour  déf in i r  une fonct lon

dens i té  f (p ,  t )  dé f i n l ssan t  l e  t aux  de  c r i s ta l l l t es  don t  l r o r i en -

tat ion est  compr ise entre p et  p  + dp et  dont  la  ta i l le  est  compr ise

entre t  e t  t  +  dt .  De Ia  déf in i t ion même de cet te  fonct ion densi té

découlent  les deux propr ié tés su ivantes :

rdv
vaP

( r . r -2)

(r . r -3)

f  ( p ,  t )  > .O

If i(p,r)dpdr=r

( fonct ion posi t ive)

( fonct ion normée)

Lorsqu 'on étudie exc lus ivement  l ror ientat ion des gra i .ns

dans  I ' échan t i l l on ,  on  peu t  i n tég re r  d i rec temen t  f  ( p , t )  =  f  ( g ,  d ' , a )

su r  1 'ensemb le  des  pos i t i ons  e t  t a i l l es  des  c r i s ta l l i t es ,  de  so r te

que :

( 1 .1 -4 )
ff

r (e) = l l t  (s,ôi, ,  r) ad'dt
JJ

La  fonc t i on  f (q )  de  dens i té  d 'o r l en ta t i ons  des  c r i s ta l l l t es

ains i  obtenue est  appelée fonct lon de texture du matér iau polvcr is-

t a l l i n .

La représentation la mieux adaptée à Ia descript ion de

cette fonction de texture consiste en un développement sur Ie sys-

tème orthonormal complet des fonctlons harmonlques sphérlques géné-
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0
Les  coe f f i c i en ts  C ;n  t radu isen t  I ' an i so t rop ie  de  d i s t r l -

bu t i on  des  c r i s ta l l i t es  dans  Ie  ma té r lau  cons idé ré  e t  l es  symét r i es

0
inhérentes à sa s t ructure.  Les D;n (g)  sont  les é lénents de matr ices

f  r  1 ' l

des  rep résen ta t i ons  i r réduc t i b les  du  g roupe  des  ro ta t i ons ' - - '  ,  cons -

t ru i t es  su r  I es  é ta t s  p roPres  É* .  >  des  opé ra teu rs  J2  e t  J ,  du

moment  c inét ique :

r a r i sées  
(8 )  ( 9 )  ( rO )

son t  l es  ang les  de  Ia

t i on  des  c r i s t a l l l t es

pement  est  te l  que :

æ\r
t 1  ' r - q \  c  ( g )  =  Z _\ r ' r  J t  

r  =  o

0
D '  (  a ,  B r t r ) ,  où  c r l  B  e t  f

mn

con t inue  g  ca rac té r i san t  I ro r i en ta -

so l i de .  ( f i gu re  I . 1 -2 ) .  Le  déve lop -

T
D (q )=

mn

rotat ion

dans  I e

I'
X

' I 11 =

I  12 l
( r .1 -6)  {  ,

t  Jz l

>  =  l t { , *  t ) l

>  =  m lL

l *

l -m

L roPé ra teu r  D

d i re  I a  success ion  des

se lon  l es  axes  Oz ,  OY I

s réc r i t  :

!.(r.r-7) ofuts) ="t '* lP

(g )  rep résen tan t  I a  ro ta t i on  g ,  c res t -à -

ro ta t i ons  f i n ies  o1  B r f ,  r espec t i vemen t

e t  Oz t  ( f i gu re  I . I - 2 ) ,  1 ' é Iémen t  de  ma t r i ce

une  a l t e rna t i ve  d i f f é ren te  
( t t ) ,  

ma is  s t r i c temen t
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équlva lente,  condul t  à  :

L  ô r  .  .  ,  
- lcJo - iÊJ. ,  - i t rJ

( r . r -81 of r r ts l  =. lmlo(s)1. ! 'n ,  =.1 'mle-- . -z  e 
-ye ' l ln> '

l es  ro ta t i onsU,  B  e t  o  s re f fec tuan t  a lo rs  au tou r  des  seu ls  axes

Oz  e t  Oy  du  repè re  i n i t i a l  ( f i gu re  f . 1 -4 ) .

Avec  ce t te  conven t ion ,  compte - tenu  des  re la t i ons  ( I . I - 6 )

I récr i ture 4""  ofr  (g)  se s impl i f ie  :

g n - ioJ-  - i  BJ, ,  - iY. f  -
( r . r -e)  of"  (g)  =. {mle '  e  Y e ' l l 'n ,

= 
"-imo. 

{. * r .-t 
u! 

r ,[ r, ' "-inf,

Par  a i l reurs ,  res  é1éments  . t *  1 " - i  
u "P 

;  1 '  , r t  son t  des

po lynômes assoc iés  aux  po lynômes de  Jacob i  (A . I - I l ) ,  so l t

L  - ima L  - in f
( r .1 -1o)  D*n  (g )  =  e  d* r ,  (g )  e

L 'é tude  des  p r i nc ipa les  p rop r ié tês  des  fonc t i ons  a *  (e )

L
e t  D ;n  (  o ,  B r t r )  es t  repo r tée  dans  I ' append lce  I .  No tons  tou te fo i s

que Ia représentat ion de deux rotat ions successives 9I  eE 92

s  réc r i t  :

( r . r - r l )  D(gz.9r)  =P(st )  D(sr l  '

re la t ion gui  nous permet t ra de t radui re les condl t ions dr invar iance

de Ia fonct ion de texture l iées aux propr ié tés de symétr ie .  Enf in ,
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le problème de Ia déterminatj.on de Ia fonction de texture d'un

échant i l lon polycr is ta l l in  â  par t l r  des données expér imenta les

de Ia gonlométr ie  de texture est  é tudié dans l rappendice I Ï '
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L.2 PROPRIETES D I INVARIATiICE DE LA FONCTION DE TEXTURE

Si  Ia  donnée  d 'une  ro ta t i on  gE  {o1  B ,  [ ]  dé te rm ine  sans

amb igu l té  I ' o r i en ta t i on  d 'un  c r l s ta l l l t e  dans  1 réchan t l l l on '  l es

consldérat lons de symétr ie  montrent ,  que la  réc iproque est  généra-

lement  fausse.  Ces considérat ions sont  respect ivement  re la t lves

a )  aux  symét r i es  du  réseau  c r i s ta l l l n ,

b)  aux symétr les éventuel les de Ia  répar t l t lon des gra ins

dans  l e  po l yc r i s ta t  (no tamment ,  cas  des  tô Ies  l am inées ) .

Nous nous l imi terons à 1tétude du rô1e des symétr ies

du  réseau  c r i s ta l l l n ,  1 ' é tude  des  symét r i es  re la t l ves  à  I ' êchan-

t ,L l lon étant  analogue.

Par  exemp le ,  dans  Ie  cas  d run  réseau  c r i s ta l l i n  cub ique '

I raxe  z t  ( f l gu re  I . l - 2 )  es t  un  axe  qua te rna i re .  Tou te  ro ta t i on  suP-

plémenta l re d 'angle I  autour  de cet  axe amène te cr is ta l l i te  dans

une or ientat ion équiva lente.  I I  ex j -s te donc quatre va leurs poss lb les

pour  I ' ang le  Y  ,  d i f f é ran t  en t re  e l l es  d run  mu l t t p le  U"  â  .  La  symé-

t r l e  pa r  r appo r t  au  p l an  O t  x t  y t  donne r  pou r  l r axe  Or  z ' ,  deux

poss ib i l i t és  de  cho ix .  En f i n r  ê t  à  pa r t i r  de  ces  hu i t  poss ib i l i t és '

toute permutat ion c i rcu la i re  d.es axes peut  ê t re ef fectuée.  On peut

donc ,  dans  Ie  cas  d 'un  réseau  cub ique ,  assoc le r  24  repè res  équ iva -

lents  à un cr ls ta l l i te  p lacé dans une or ientat ion I  donnée.

P lus  généra lemen t ,  I e  réseau  c r i s ta l l l n  es t  ca rac té r l sé

par  un groupe de symétr le  G,  ,  dont  tous les opérateurs la issent  le

cr ls ta l l l te  invar lant  -  par  rappor t  au repère macroscoplque -  t  du

molns dans notre descr ip t ion s lmpl i f lée fa isant  abst ract ion de Ia

fo rme  e t  de  l a  t a I I I e  des  c r l s ta l l i t es .  L ro r l en ta t l on  d run  c r i s ta l -

t l t e  es t  a ins l  ca rac té r l sée  pa r  I rune  que lconque  des  ro ta t l ons  (g1 .g ) ,
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et  ce pour  tout  é Iément  g1 du sous-groupe des rotat ions Cf  au

groupe de symétr ie  cr j .s ta l lographique.

Une  f onc t i on  donnée  des  ang les  d 'Eu le r  f  ( g )  =  f  (  a ,  B ,Y ) ,

pos i t lve et  normée à I 'un i tér  r rê  pourra êt re fonct ion de t ,exture que

s l :

( 1 .2 - I )  f ( g r9 )= f (9 )  ,

pour  toute rotat ion 9 i  du grouPe de symétr ie  cr is ta l lographique

des gra ins.  Ces condi t ions peuvent  encore se t radui re par  cer ta ines

re la t l ons  en t re  coe f f i c i en ts  
( I 2 )  

"X  
du  déve loppemen t  ( r . r -5 )  de'r -mn *

f  (g )  su r  l a  base  des  fonc t i ons  sphér iques  généra l i sées .

En ef fe t r  âu moyen de ce développement  les condl t ions

d ' i nva r iance  de  Ia  fonc t i on  de  tex tu re  s réc r i ' ven t  :

( r .2 -2)
È" É , "Ë-, 

'k ["*" 
(s,s) - "k tsr] = Q '

so i t  enco re ,  compte - tenu  de  l a  re la t i on  d 'add i t i on  (A . I - f 6 )  :

(r.2-3) ^Ë *, -Ë, { 
g, c* ["1"(s')-on"l]"*n,n, 

- o
| 7 O  p =  - L  m = ' l -  | . n = - l  

l u r L  t / r t  4  v r r J J  " ' t

Les fonct ions sphér iques généra l isées formant  une base

or thonormée et  complète (Appendice I ) ,  cec i  impl ique :

L
(L.z-A) X, .l- | "!- 

1
, ,  = - . t  mn L Pn 

(st)  ô"PJ = Q
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Pour  un  coup le  d ' i nd i ces  l v  e t  m  f i xés ,  l es  Q l .+  r )

coef f ic ients  Cl  ( -  I  <  n <{ l  d .o ivent  donc êt re so lut ions du
mn

sys tème su rabondan t  (1 .2 -4 )  d 'équa t l ons  l i néa i res .

D 'un  po in t  de  vue  d i f f é ren t  
( r 3 )  ( t 4 ) ,  

on  peu t  che rche r

à constu i re  des fonct ion"  T*  (g) ,  combinaisons l inéai res des
0

D; (g) ,  e t  possédant  les condi t ions de symétr ie  requises :

( r .2 -s)  t * "  (g)  =

L
L

n=

Pour .rt  turrg I donné, f indlce v dénombre Ies solutions

I i néa i remen t  i ndépendan tes .  L té tude  des  cond i t i ons  d ' i nva r lance

montre a isément  que les Ql .  +  1)  coef  f ic ients  Bnu (  -  I - t -  t t  < l )

do l ven t  éga lemen t  ê t re  so lu t i ons  du  sys tème l i néa i re  (L .2 -4 )  .

Lr inconvénient  majeur  de ces deux t ra i tements rés ide en Ia  néces-

s i té  de résoudre numér iquement  (et  pour  toutes va leurs ae C )  un

système surabondant  d 'équat ions l inéai res correspondant  à un rang

donné .

En f i n ,  d ' au t res  au teu rs (15 )  
( r 6 )  

on t  abo rdê  l e  p rob lème

de la  symétr isat ion des fonct ions harmoniques s imples Yf ;  (  B,  a)  A\
L

(A. I - I2)  moyen de fonct ions générat r ices convenablement  symétr isées.

Si leur méthode permet de manipuler les fonctlons harmoniques simples

symétr isées en tant  qu 'êt re mathémat ique abst ra i t ,  e l le  ne condul t

cependant  pas fac i lement  à leurs express ions analy t iques.  De p lus,

la méthode proposée ne semble pas pouvoir être étendue aux fonctlons

L
harmon iques  sphér iques  généra l l sées  D;  (  a ,  Ê 'Y  )  u t l I l sées  Pour

Ia d,escr ipt ion de Ia texture.
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I l  appara l t  év idemment  p lus a j -sé drétabl i r ,  à  par t i r

des représentat ions D (g)  e t  par  appl icat ion drun opérateur  de

symétr ie  convenable -  ou pro jecteur  les représentat ions symé-

t r i sées  T  (g ) .  Ce  p rocédé  a  I ' avan tage  de  donner  d i rec temen t
0

l rexpression analyt ique de Tfr ,  (g)  symétr isées corresPondant à

ur t . r rg C quelconque, alors que les calculs numériques sont

nécessairement l imttés par Ia capaci té des ordinateurs.
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1.3 OPERATEURS DE SYMETRIE : PROJECTEURS ASSOCIES AUX

GROUPES DE SYMETRIE

L'étude des symétr ies nous a montré 9uêr  pour  déter-

m ine r  I t o r l en ta t i on  d ' un  g ra i n  dans  1 téchan t i l l on ,  i l  n res t  pas

possib le  de lu i  associer  un repère de manière b iun ivoque.  Le Pro-

jec teu r  es t  1 ' opé ra teu r  de  symét r i e  (Append ice  I I I )  qu i  assu re

I ' équ i va lence  de  tous  l es  repè res  dédu i t s  l es  uns  des  au t res  Pa r

Ies t ransformat ions du groupe cr is ta l lographique du réseau.

A tns i ,  dans  l e  cas  d run  c r i s ta l l l t e  appar tenan t  à  I rho -

Ioédr ie  t r ic l in iguê,  le  groupe de symétr ie  cr is ta l lographj -que se

rédu i t  à  l r i den t iËé  e t  l r i nve rs ion  S .  Le  repè re  de  ré fé rence  é tan t

amené en co inc idence avec le  réseau,  le  t ransformé du repère par

invers ion déf in i t  la  même or ientat ion.  La représentat ion symétr isée

co r respondan te  es t  ob tenue  Par  app l i ca t i on  du  P ro jec teu r  ( f  +  S ) /2

à Ia  représentat ion du groupe cont inu des rotat lons,  so i t  !

( r .3-r )

Dans  ce  cas ,  l es  rep résen ta t i ons  symét r i sées  T  (g )  co in -
0

c iden t  avec  l es  rep résen ta t i ons  Db  (g )  de  rang l  pa i r .  Le  p ro jec -

t eu r  ( r  +  S ) / 2 ,  gu i  r end  comp te  de  l r ex i s t ence  d ' un  cen t re  de

symétr ie ,  permet  une présentat lon commode de la  lo i  de Fr iedel .

En ef fe t ,  Ia  goniométr ie  de texture aux R-X est  une des techniques

Ies p lus couranment  ut i l isées en vue de Ia  déterminat j .on de Ia

répar t i t ion des or lentat ions des cr ls ta l l l tes dans un échant l l lon

po l yc r l s t a l l l n .  L r l n tens i t é  I t n  t L  )  
d i f f r ac tée  pa r  une  f l gu re

t l tsl  = .1, * lots) .  L#lt ' ,  -  r + l-r) '  
"* 

(g)

L
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de pôles donnée est  une fonct ion des deux paramètres angula i res E

et  n f ixant  la  d i rect ion du vecteur  de d l f f ract ion Ë dans Ie  repère

11é  à  l ' é chan t i l l on .  Ce t t e  i n t ens i t é  d i f f r ac tée  I  (E ' n )  appa ra l t

en fa i t  cotnme une in tégra le sur  Ia  fonct ion de texture.  Son déve-

loppement  sur  la  base des fonct ions sphér iques s imples Yi '  (6 ,n)

peut donc être obtenu en intégrant terme à terme le développement

( I . f . - 5 )  de  f ( g )  su r  l a  base  des  f onc t i ons  sphé r i ques  géné ra1 i sées

(Append i ce  I I ) .  Pa r  a i l l eu r s ,  1 ' app l i ca t i on  du  p ro j ec teu r  ( f  +  S ) / 2

au développement  a ins i  obtenu,  impl iquera le  caractère centro-

symétr ique de f  in tens i t ,é  d i f f ractée,  même s i  Ia  c lasse de symétr le

des cr is ta l l i tes ne comporta i t  pas de centre de symétr le .

Pour  un cr is ta l l i te  appar tenant  à Ia  c lasse q,  e t  dont

1 ' axe  d ' l so t rop le  es t  d i r i gée  se lon  Oz t ,  I e  p ro j ec teu r  Pq "  :

- r  (q -1 )
q

( r .3 -2) P q =- z +e +e

2n trlIrlrqL

est  à  appt iquer  aux

- i !  znt,

rep résen ta t i ons  D  (g )

=. lmlo (g)  .  psz l  .Ln '( r .3 -3) r *  (g)

Par  a i l l eu rs ,  l es  re la t ions

vec teurs  l f  p  > :

L
(  r  .3 -4) y- . l f  p'  . lpl = t

p=-L

de fermeture des
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pe rme t ten t  d ' i n t rodu i re  1 ' i - den t i t é ,  s i  b ien  que  :

I" 
l"

( r .3-s)  r ;  (g)  = Z-  o. I ,mlo tù l l ,p , . l ,p lpqr l  t ,  n>
P =  -L

l"

X
P=

(r .  3-7) r i*  (g) = ,zL nlfr otsrl lzl. n, "33

zt
= 

nÉ- zL'pn "# 
(g)

( r .3 -6)  P- r+s  
è

=T 
è,  

D (sr)  ,

Dans  le  cas  pa r t i cu l i e r  d run  axe  qua te rna i re  d i r i gé

selon Oz'  ,  les représentat ions symétr isées co inc ident  donc avec
e

les représentations ofr (g) +n
Plus généra lement '  on sa i t  que le  groupe de symétr ie

assocj -é à une c lasse holoèdre donnée comporte N rotat ions '  e t  N

opérat ions de symétr ie  résul tant  de la  composi t ion de ces rota-

t l ons  avec  I ' i nve rs ion  S .  Le  p ro jec teu r  co r resPondan t  :

où la  somme est  é tendue aux N rotat ions du groupe'  assure 1 'équi -

va lence de tous les repères dédui ts  les uns des autres Par  les

opérat ions de symétr ie  du réseau.  Compte tenu des re la t ions de

fe rme tu re  ( I . 3 -4 )  des  vec teu rs  l l p t ,  11  condu i t  aux  rep résen ta t i ons

symétr isées :

2l

p= 2L
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Du point de vue mathématlque, nous avons obtenu les

représentat ions du quot ient  (à  dro i te)  du groupe cont inu des

rotat j -ons Par  Ie  groupe f in i  e t  d iscret  de symétr ie  crLsta l lo-

g raph ique .  Dans  l e  cas  d 'une  symét r i e  dans  Ia  répa r t i t i on  des

o r ien ta t i ons  des  g ra ins  dans  I ' échan t i l l on ,  I a  mé thode  s 'app l i -

que également  à ]a  recherche des représentat ions quot lent  (à

gauche)  de  symét r i e  adéqua te ,  a f fec tan t  ce t te  fo i s -c i  l r i nd i ce

de  gauche  m  des  t h  ( g ) .

Dans lepa rag raphesu i van t , l amé thodep roposéese ra

app l i quée ,  à  t i t r e  d rexemp le ,  au  ca l cu l  exp l i c i t e  des  fonc t i ons

sphér iques symétr isées en vue de Ia  descr ip t ion des or ientat ions

de  g ra ins  à  réseau  cub ique
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I .4 APPLTCATION AU CAS DES GRÀINS A RESEAU CUBIQUE

Le  g roupe  de  symét r i e  de  1 'ho loéd r ie  cub iguê r  d 'o rd re  48 ,

comporte un sous grouPe de rotat ion d 'ordre 24.  Les éIéments de

ro ta t i on  résu l t en t  de  I ' ex i s t ence  de  ( f i gu re  1 .4 - l )  :

4  axes  t e r t i a i r es ,

3  axes  qua te rna i res ,

6  axes  b ina i res .

La composi t ion de ces rotat ions avec f  invers ion complète

Ie groupe de symétr ie .  Par  rappor t  à  Ia  mai l le  cubique '  les axes

ternai res jo ignent  deux sommets opposés,  les axes quaternai res les

mi l ieux de deux faces opposées,  ê t  les axes bLnai res les couples

d 'a rê tes  opposées .

I
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f i gu re  1 .4 -1
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a)  Repérage des mai t les cr is ta l l ines

En vue de dêterminer  I 'or ientat ion d 'un gra in dans le

po lyc r i s ta l ,  assoc ions  l u i  un  repè re  (KB)  o r  x r  y t  z '  don t  l es

axes co inc j -dent  respect ivement  avec les rangées / -Loo-7 ,  l -o to- f  ,

1 -OOL_7  au  réseau  ( f i gu re  L .4 -2 )  .  S i  I  dés lgne  Ia  ro ta t l on  qu i

amène  le  repè re  (KA)  I i é  à  I ' échan t i l l on '  su r  l e  repè re  (K " ) '  I a

fonct lon de texture f  (g)  a ins i  déf in ie  représente donc la  fonct lon

de densi té  d,or ientat ion des mai l les cubiques.  Dans ce mode de

descr lp t ion,  les axes quaternai res,  para l lè Ies aux axes du repère

(KB)  occupen t  une  pos i t i on  p r i v l l ég iée .  ( f i gu re  L '4 -21  '  La  dé te r -

m ina t i on  des  ang les  d 'Eu le r  { o l ,  8 i ,  Y i }  des  ro ta t i ons  9 t  du

g roupe  G ,  es t  a i sée .  se lon  l es  va leÉ rs  de  l t ang le  B i ,  I es  24

rotat ions se répar t issent  en 3 . fami l les,  correspondant  respect i -

vemen t  à  ( t ab leau  I . 4 - I )  :

Bi=o  (4  ro ta t ions )

B i  =  n  (4  ro ta t ions)

B i= i  (16 ro ta t ions )

Pour  une ro ta t ion  9 i  d 'ang le  B i  =  11  1  I 'opéra teur  D(9 t )  :

- i o .  J ,  - i nJ  - tY l  J z

( I . 4 - r )  D (g i )  =  e  
- 1  

V  e  Y  e

s 'éc r l t r  ê l f  moyen  de  Ia  re la t i on  de  commuta t i on  (A ' I I I - 17 )  '  sous

la forme équivalente :

- i  ( c ,  t i )  J "  

" - t n t ,( L .4 -21  o (S t )  =  e
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so i t  :

P4 ,  dés ignan t  l e  P ro jec teu r  assoc ié  à  1 'axe  qua te rna i re '

I a  f o rmu le  ( f . 3 -6 )  condu i t  au  p ro j ec teu r  P  :

' zy  '4 . -  '

r  i -  
- i *  . r -  - inJz  - i  

*  t  r l
( r .4 -3)  Pa"=àLt+e 

z  z  +e +e '  ' )  ,

. , .4-4) p = L# 
i  à r-,  * È rnr"-tn", * 2 nn, "- 'T"""nr] 

.

L 'u t i l i sa t i on  de  l a  p rop r i é té  , 1 ,  =  P4 ,  e t  de  I a  r e l a t i on

de  commuta t i on  (A . I I I - 17 )  s imp l i f i e  son  exp ress lon  :

- inJ*, -Li  t  u
( r .4 -5)  P=L# P4,  r+e r  +4e '  r  PAz '

6

ou encore :

-tT 
",

(1 .4-6)  n=# P4,  L*2e -  '

3

(express ion équiva lente met tant  en év idence Ie  pro jecteur

,Zy  =  ( r  +  
" - LnJy ) /Z  

assoc ié  à  I ' a xe  b i na i r e )  '

Les deux formes équiva lentes du pro jecteur  P conduisent

aux mêmes é léments de matr ices Ppn ,  d i f férents  de zêto unique-

ment  pour  P et  n  mul t iP1es de 4 z

ô--+ô.on*qaî! t î t^n
( I .4 -? )  Pap+r ,  =  F r Î  -

6
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Leurs propr ié tés de symétr ie  se déduisent  de ce l les

(A. I - r3)  des po lynôme= Ul ' ,  (  B)  :

( r .4 -8)
*

P4p  4 r ,  
=  P4 r ,  4P  

=  P4p  4n

=  t - ap  4n  
=  P4p  -4 t

^ l

L,expression analyt ique des fonct ions symétr isees r f i -nrr(s)

résu l te  de  ( I .3 -7 )  :

(  r .  4-e) r34n (s)
op,,  *  0,p,,  + n uiLn (Ë) n'

ofl&nn tsl
-21

Les fonct ion= rScnrr(s)  a insi  obtenues sont des combinai-
n 0

sons  l i néa i res  des  fonc t i ons  sphér iques  généra l i sées  O f i ' nn  (S )  '

Nous  a l l ons  vé r i f i e r  que  l es  coe f f i c i en ts  P4p  4 r ,  de  ces  comb lna l -

sons  l i néa i res  son t  b ien  so lu t i ons  du  sys tème (L '2 -4 )  d régua t ions

l i néa i res  imposé  pa r  l es  cond i t iOnS d r inva r iance '  En  e f fe t ' ,  I e

sys tème ( t , 2 -4 )  peu t  ê t re  réd .u i t  au  sys tème l i néa i re  équ iva len t ( r4 )

2e
=

4 P =

(  r  .  4 - IO)

L
V+_ .lt ,T r rr

o  
o p  r 7 l q  t q t t

- L

Par  a i l l eu r s , Ia propr LêEê P2 = P lmplique Ia re la t lon :

D D = P' Pq  -qn  -Pn

tz

{ 
"'"

s l  p

s iP

4  P '
4  p '

=

q

-1,(1 .4- r r )
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d.ans laquelle

t l que  ( r . 4 -7 )

2L
(r.4-r2) >,

4 q  = -2L

( r .4 -13)

t  nn, 4q *{nn,4q * n ulLnjâ}-

P
Pq

peut être remplacé par son expresslon analY-

nnq 4n 
= P4p 4r ,

ce systèmeD 'ap rès  l es  r e l a t i ons  de  symê t r i e  ( t ' 4 -8 ) /

d réqua t ions  :

20 '

4q= 2L 4!r'i' ^, P +s 4n = P4p 4,,

es t  l den t i que  au  sys tème ( I . 4 - lO) r  Pour  ! '  pa i r ,  P  e t  q  mu l t i p les

de quatre.

b)  Repérage des svst ,èmes Ce q l issement

r l  es t  cou ramment  .d * i " (17 )  que  l es  sys tèmes  de  g l l sse -

men t  des  so l i des  C .F .C .  son t  du  t ype  { f I I }  . f tO t .  La  f onc t i on  de

texture f (g)  donnant  I 'or ientat ion des mai l les permet  de déter-

miner  l , 'or ientat ion de tous les éIêments du réseau crLsta l l ln ,

en  pa r t i cu l i e r  ce l l e  des  sys tèmes  de  g l l ssemen t .  So i t  (KG)  l e

repè re  assoc ié ,  Pâ r  exemp le ,  âu  sys tème ( f  11 )  / - Î r c -7  ,  I es  axes  y t

et  z ,  coînc ident  respect ivement  avec la  dLrect ion et  1a normale

au  p lan  de  g l i ssemen t  ( f i gu re  I . 4 -2 ) .  L ' o r i en ta t l on  g '  du  sys tème

de g l issement  dans l téchant i l lon est  donnée par  le  schéma :
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(  1 .  4 -14) (KA) e pt*"1 -%t*ot

\-n,= eoe J

(La  ro ta t l on  go  ca rac té r i se  I ' o r i en ta t i on  du  sys tème ( r r I )  7 -1 to -7

pa r  rappor t  à  Ia  ma i l l e  c r i s ta l l l ne ) '

Toutefo is ,  l 'é tude de la  déformat lon p last ique du poly-

cr is ta l  est  notablement  s impl i f iée par  I t in t roduct ion de la  fonc-

t i on  de  tex tu re  t (g , ) ,  donnan t  d i rec temen t  l a  dens l té  d ro r l en ta -

tLon  des  sys tèmes  de  g l i ssemen t  dans  1 réchan t i l l on .

Dans ce mode de descr ip t ion de Ia  texture,  Ies repères Kc

équiva lents  Par  symétr ie  sont  associés à }a faml l le  de systèmes

{ r r r }  . Ï r o r :  I l s  se  dédu i sen t  l es  uns  des  au t res  pa r  l es  é Iémen ts

du group" GG , transformé du groupe G" Par Ia rotation 9o

(Append i ce  I I I ) .

L ,axe  te rna i re  du  réseau  cub ique ,  co lnc idan t  avec  I t axe  z '

du  repè re  (KG) ,  appara i t  a lo rs  en  pos i t l on  p r i v i l ég iée '  La  dé te r -

m ina t i on  des  ang les  d 'Eu le r  { o ' i  ,  B t i  ,  Y ' i }  des  ro ta t l ons

t  
, o . r r r - r 4 )  pe rme t  de  l es  c l asse r  en  4  f am i l l es '

9 ' i  =  go  9 i  90

correspondant  respect ivement  à (Tableau L '4-2)  :

B' ,  =  o  (3  ro ta t ions )

B '1=n  (3 ro ta t lons )

B ' i  =  Bo  (9  ro ta t lons )

B t i= r -Bo(g ro ta t ions )
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(  Bo  =  a rcos  à  #70"32 '

d l r e c t i o n s  < I l l > )  .

est  I tangle ent re deux p lus proches

Le pro jec teur  Pr , ,  assoc ié  à  l r axe  te rna i re  :

( r .4 - r5)  n3,

. 4 t- 3
e

apparait dans I ' exp ress ion de  P r ,  dédu i t e  de  ( I . 3 -6 )  :

( r .4 - r6 )  Pr  =

'" 'l) *
|  - i+J. t t  J z+=* l I +e

J L

- i r J - -  - i B ^ J , ,  - i n J o  - l n J

l + e  Y  +  3 e  
t  Y  e  _ ' _ +  3 e

,  
" - '  

( r -Bo )  J "
P3 ,

I+S
T

p- 3 2

teur  Pr ,

( r .4 -17)

I

de Pr  met  en év idence le  Pro jec-Une forme équiva lente

précédemment  déf in i  :

D' 3 2P t  = Pzy  P l ,

L rexp ress ion analy t ique des éIéments de matrices n t ar, 3r, 
:

J t /

( r .4 - r8) P '3P  3n  
=

+ ( - r )  Po_p,n  *à Fn'" 3 ( - r  ) "  u ' r |  3n 
(  Bo) 3 (-r) P*' u'-!n'",u"]l ,
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impl ique les propr ié tés de symétr ie  :

,
P t3p  3 r ,  

=  P ' 3 r ,  3p  
=  P t3p  3 r ,

( r .4-r9)

= ( - r )P  p ' -3p  
3n  

=  ( - r )n  n '3p  -3 r ,  .

La  fo rmu le  ( I . 3 -7 )  condu i t  à  1 'exp ress ion  ana ly t l que

c 0
des t i 'Sr,  (g')  convenablement symétr isées :

)I J! tt
(  r .4-2o) r f t  ,n {s ' )  = 

,nE -  2L 
p '3p 3n of f  rn (g ' )

ces fonct ions sont  invar iantes par  les rotat ions 9 ' i

qu i  amènen t  I e  repè re  (KG) ,  assoc ié  â  un  sys tème de  g l i ssemen t

donné,  sur  tous les systèmes de g l issement  du mêrne gra in '  E l les

sont  donc adaptées à la  descr ip t ion de la  densl té  d 'or ientat ion

des  é lémen ts  de  g l i ssemen t  du  so l i de  po l yc r i s ta l l i n .
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I .5 ORTHONORMALTSATION DE LA BASE SYI{ETRISEE

La méthode de symétr isat ion proposée condui t  à  une

base  de  fonc t i on  t1 -  t q l  possédan t  l es  p rop r ié tés  d r i nva r iance
mn

i rnp l i quées  pa r  l a  symét r i e  du  réseau  c r i s ta l l i n '

Lo rsque  Ia  c lasse  de  symét r i e  c r i s ta l l i ne  compor te  au

p lus  un  axe  d ' i so t rop ie  de  t yPe  te rna i re  ou  qua te rna i re ,  l e  P ro -

jecteur  condui t  d i rectement  à une base or thonormée.

par  exemple,  Ies fonct ions de symétr ie  t f i r . , ts )  obtenues

pour  Ia  descr ip t ion des or ientat ions des gra ins appar tenant  à

I ' ho loéd r ie  t r i c l i n i gu€ r  co inc iden t  avec  l es  rep résen ta t i ons

) 0
Off  tS)  .  Les  fonc t ions  symét r isées  cor respondant  à  Ia  c lasse  c r ls -

4  _  ) 0

tar r i -ne 3 sont  res harmoniques sphér iques of i "nr . r  (s)  .  Dans res deux

cas ,  I a  base  t rouvée  es t  o r thonormée  en  ra i son  de  I t o r thonorma l i t é

des  é l émen ts  de  ma t r i ces  o fu tV )  (A . r - 7 ) .

Pa r  con t re ,  I ' ho loéd r ie  cub ique  fa i t  i n te rven i r  s j .mu l ta -

nément  d.es axes quaternai res et  ternai res fa isant  ent re eux des

ang les  non  s imp les  (54o  44 ' )  .  Les  fonc t i ons  de  symét r i e  appara i s -

sent  a lors  sous la  forme de combinaisons l inéai res des Ofu fS)

(1 .4 -9  ,  I . 4 -ZO)  e t  l es  so lu t i ons  t r ouvées  son t  géné ra lemen t  I i né -

a i remen t  dépendan tes .

Le procédé de schmidt  permet  de constru i re ,  à  par t l r

d ' une  fam i l l e  généra t r i ce ,  I a  base  o r thonormée  co r resPondan te .

Les  p rop r ié tés  des  p ro jec teu rs  (Append ice  I I I )  s imp l i f i en t  no tab l -e -

men t  son  app l i ca t j - on  à  I ' o r thonor rna l i sa t i on  des  fonc t i ons  t f i r tS )

de  sy rné t r i e .
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Nous  nous  l im i te rons  i c i  à  I ' é tude  des  fonc t i on "  tSonn(s )

adap tées  à  l a  desc r ip t i on  de  I ' o r i en ta t i on  des  ma i l l es  cub iques '

Le  cas  des  fonc t i on "  t i u3n  (g ' )  des t i nées  au  repé rage  des  é lémen ts

de  g l i ssemen t  pou r ra i t  ê t re  t ra i t é  de  man iè re  ana logue '

Dorénavant ,  I 'é tude por tera impl ic i tement  sur  un rang 29 '

donné ,  € t  ce t  i nd i ce  se raom ispou r  a l l ége r  l es  no ta t i ons .  L rapp l i -

ca t i on  du  p ro jec teu r  P  aux  rep résen ta t i ons  O(g )  condu i t  aux  fonc -

t i ons  symé t r i sées  T *  n , . , ( v )  
( r . 4 -9 ) ,  que  nous  a l l ons  o r t hogona l i se r

dans  une  p remiè re  é tape .  (Leu r  no rma l i sa t i on  u l t é r i eu re  à  I ' un i t é

se ra  en  e f fe t  imméd ia te )  '  L ' o r thogona l i sa t i on  es t  réa l i sée  au  mo-

yen  d ,un  p rocédé  récu r ren t  du  t ype  schmid t ,  res  fonc t i on "  t * t l r .

é tan t  ob tenues  à  l a  i e  i t é ra t i on

Les  re l a t i ons  de  symé t r i e  ( 1 .4 -8 )  r édu i sen t  à  k  +  1

( k  =  l 2e . / 4 -7 ,  pa r t i e  en t i è re  de  29 " /4 )  t e  nombre  de  f onc t i ons

l a \

, j .1 "  à  cons idérer  au  dépar t  de  Ia  récur rence,  € t  permet ten t  de

Ies  écr i re  sous  Ia  fo rm.e  :

(1.s-r )

,l 'f = njol D* o * Ë ni"ln (D,n 4p

,l"l = 
"l"f 

D,. o * 
É, 

ni"ln (D* 4p
. . . . .

, ,Loln = , j ; '  .  D* o * 
Ë 

nii)nn (D* +p * D* -4n)

*  D*  -4n)

+  D*  -4P)

La p ropr ié té  p2  =  p  (A . r r r -4 ,  1 .4 - r r )  s impr i f i e  re

calcul  des produi ts hermit iens (Appendice I )  :
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( r .s-2)

( r .s-3)

' t,1"1,.,I  t*ol. ,  '  = ^  (o )
' 4n  4n  t

e t  en  pa r t i cu l i e r ce lu i  des  no rmes  :

11 r (o )  l l
l l - m  4 n  

I  I
= ' t,loln L  (o )

l ^m4n

i té ra t i on  cons i s te

L ,  2 ,  k )  à  r a

= til' *,-,

à  o r thogona l i se r  l es

première :

La  P remiè re

fonct ion" t , l " l "  (n =

(  r .  s-4)  t j tà" -  - ( o )  - . n (o )  1  r ( o )tm4n  4n r -mo

""  
(o)

'mo

l l r-  " l l

- ( o )  / n  r' o  4P  ' -m  4P  
' -  Dm -aP)

ce  qu i  condu i t aux  fonc t i ons  :

nj": o* o

o 'D^o

k
+

p>o

+ 
Ë" 

nj t ln (o* 4p * o* -4n)( r .s-5)

(  r .  s-6) D( r )' 4n  4p
o  ( o )
' 4 n  4 p

o  (o )
-4n  o

D(r )'4n  4p

o  (o )
-o  4p

o  (o )
-o  o

, ,Lt l*  = o .  D* o *,*-  ni l 'nn (D* 4p * D* -ap)

On vér i f ie  imrnédiatement  que les

son t  éga lemen t  des  P ro jec teu rs obé issan t  aux  re la t i ons  de
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de syrnétr ie

donnés  Par  :

( r .s-7)

( r .4 -8 ) et  que les Produi ts  hermi t iens sont  tou jours

r ( r )
m 4 n

m ( 1 )  >  =' m  4 n t

r
o t +

/ 1 \

t 4  4

-  ( r )
t 4 n  

4 n  I

l e s  ( t <  - i )

t ions t j t l "

Les  i t é ra t i ons  su i van tes  o r thogona l i sen t  success i vemen t

i l )  / n> . r \  u  * ( I l  ,  pu i s  l es  ( t <  -  Z )  f onc -
fonc t i ons  tà^  â r ,  

(n>  r  )  à  T *  4  ,

I  ) \
( n>2 )  à  t ; ' â  o  ê t  a i ns i  de  su i t e '

De  p roche  en  p roche ,  1a  ma t r i ce  des  P4r ,  4p  
tund  ve rs

la  s t ruc tu re  t r i angu la i re  :

-  ( o )
t o o

^  (o )
r o ë

- ( l )' 4 I

^  ( 2 )
' B  

8

o  (o )
-o  4k

D  
( 1 )

' 4  4 k

D ( 2 )' 8  
4 k

A ra  (u+ I )ème i té ra t ion ,  res  n j : . ) l  ob tenus  son t
4 n  4 p

r ous  nu l s  e t  l es  ( u+ r )  f onc t i on "  t j , t à ,  ( i  =  o '  l 1  u )

son t  o r thogona les .  Pa r  a i I l eu rs ,  une  récu r rence  s imp le  mon t re

que lap rop r i é té (L .5 -2 ) seconse rveaucou rsdes i t é ra t i ons

success i ves  :

( r .s-8)

_  . ( i )- ^m4n t,ltL,' ' ' t i i)nn'(  t .  s-e)
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C o e f f i c i e n t s P ( o )  d e s rep résen ta t i ons T(o)  re tenues ar  le r o i e c t e u r :

P(o )^0  0

^ (0 )t L  o

P (o )-0  4

e (o )
.1 q

P (o )
-0  8

p (o )
4 ô

e (o)
- 0  4k

o (o )' 4  4k

pas de  fo r r . t io '  f (0 )
de  symét r ie .

r  (o)
- m 0

Fott ' o  o

l è r e  I t é r a t i o n  :

o (o )  e  ( o )
^0  0  

' 0  4

o rl"o

r (o)
. ( - m O rbase : t;;retr

' - 0  0

'j'I
q^

' l l 'o - ( 0 )' hk  4
P  (o )
- 4 k  

8
e(o )- 4 k  

4 k

p (o )-0  4k

- ( l )
4 q K

- ( 0 )t o8

p ( l )- 4  
8

P!. r ) ,
4K .+

- ( l )t 4 k  
8

' l i 'on

2 è m e  I t é r a r i o n :

D ( o )  P  ( o )
' 0  0  

- 0  4
- (0 )'o  8

^ ( l )' 4 I

e ( 2 )' 8  
8

P(o )-0  4k

/ l )p . . ,- 4  
4 k

P ( 2 )- 8  
4 k

base :

r ( 2 )-m8

r  (o)
, , -m 0'4J d'l

4\l ' l )
P \ "

tl 4

^

HT' ^ g  
8

e ( 2 )' 4 k  8
p ( 2 )- 4 k  4 k

o ( u + l )' 4 u  4 u

base orthonormée , ,{: '9, ,'  ' .5 ; (0)  '
' - 0  0

{ ' }

;riT '
" L  4

- ( u )
I
m 4 U  . r

f

,5-(u)
" ^ 4 u  4 u

=0

/""X<L
"7o

( u + l ) è m e  I t é r a t i o n  :

T a b l e a u  I  . 5 - l
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On en dédui t

corresPondante :

r ( i )
(1 .5- ro)  m 4 i

r r - ( i )  r l
I  l r t n  411  I

immédiatement Ia base orthonormée

*  ( i )
'm  4 i=FT

\  4 i  AL l

i  =  O r  l ,  . . . . u

Le lab leau ( r . 5 - i ) p résen te l eschémaSynoP t i quedu

procédé  d 'o r thonorma l i sa t i on .  Pour  l l l us t re r  I a  d iScuss ion '

Ies résul ta ts  correspond.ant  respect ivement  aux rangs 29"  = O'

e t  4  son t  r assemb lés  dans  l e  t ab leau  ( I ' 5 -2 )  '

Un Programme FORTRAN établ i  se lon cet  a lgor i thme a

perm is  d 'es t lmer  Ie  temps  de  ca l cu l  nécessa i re .  Que lques

m inu tes  d ' o rd i na teu r  r .B .M .  1 I30  su f f i sen t  à  l a  cons t ruc t i on

de  ra  base  o r thonor rnée  de  symét r i e  j usqu tau  rang  29 .  =  roo '

l a  t ab le  des  coe f f i c i en t s  n j i ) o ' . ,  co r respondan ts  f e ra  I ' ob j e t
t I l  r Y

d 'une  pub r i ca t i on  u I t é r i eu re ( rB ) '
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CHAPITRE 2

2. CORRELATION ENTRE LA TEXTURE D'UN POLYCRISTAL ET

LE TENSEUR DES DEFORMATTONS
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2.r LA DEFORMATION PLASTI DU MONOCRTSTAI

De nombreux t ravaux théor iques(19 
à 231 et  expér i -

* "nt "u*(24 
à 29)  ont  approfondi  Ie  problème de la  déformat ion

p las t i quedumonoc r i s t a l . Lo rsqu 'unmonoc r i s t a l es t soum isà

un champ extér ieur  de contra in tes,  i t  se déforme prast iquement

Pa r Iedép lacemen tded i s l oca t i onsdans lesp lansc r i s t a l l og ra -

ph iques }esp lusdenses (p lansdeg l i s semen t ) .Demême, Ies

d i rec t i ons  de  g l i ssemen t  son t  l es  d i rec t i ons  c r i s ta l l og raph i -

quesdep lusg randedens i t é "L Iensemb led 'unp lane td ' uned i - -

rec t i on  de  g l i ssemen t  cons t i t ue  un  sys tème de  g l i ssemen t '

La fo r cedeg l i s semen t (pa run i t éde longueu r )qu i

tend  à  dép lace r  I a  l i gne  de  d i s loca t i on  es t  re l i êe  à  Ia  con -

t r a i n te  r édu i t e  de  c i sa i l l emen t  oz3  pa r (30 )  :

( 2 . f - f )  F  S /T '  =  b  oz3

b désignant  le  module du vecteur  de Burgers '

L ' exp ress ion  (2 . I - 1 )  de  I a  f o r ce  de  g l i s semen t  es t

va lab lepou runed i s l oca t i onco ine tpou runed i s l oca t i onv i s .

Dans lesdeuxcas '1 ,émergencede la t i gneded i s l oca t l onse

t radu i tPa r l , appa r i t i ond .unemarchede la rgeu rbà Iasu r f ace

du  monoc r i s ta l .  La  f i gu re  (2 . I - I )  exp l i que  c la i remen t  ce  méca-

n i sme  de  c i sa i l l emen t  du  rnonoc r i s ta l '

B i enque ladesc r i p t i onqua l i t a t i vedug l i s semen tso i t

s imple,  Iâ  complex i té  des phénomènes phys iques est  te l le  que

seu le  une  é tude  semi -quan t i t a t i ve  pu i sse  ê t re  env i sagée( r9 )  '
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A ins i ,  I a  con t ra in te  o23  e f fec t i vemen t  app l i quée

aux  d i s roca t i ons (19 )  résu l te  de  ra  suPerpos i t i on  d 'un  te rme

o23"  dû  aux  con t ra in tes  ex té r i eu res ,  e t  de  Ia  composan te  o r l i

d ,un  champ de  con t ra in tes  i n té r i eu res .  Le  p remie r  t e rme  o23"

peu t  ê t re  cons idé rab lemen t  mod i f i é  pa r  l es  i r régu la r i t és  de

" , r t f u " " (31 )  
e t  I es  emp i lemen ts  de  d i s loca t i ons ,  t ous  deux  fac -

teu rs  d tamp l i f i ca t i on  de  con t ra in tes .  Le  te rme  ozzL  es t  I a

somme d 'une composante ind.épendante de la  température,  ê t

d ,une  composan te  suscep t i b le  d 'ac t i va t i on  the rm ique .

Pou rdép lace r l a l i gnedeg l J - ssemen t , l acon t ra i n te

o23do i t dépasse runseu i l appe lécon t ra i n tec r i t i quedec i -

sa i l l emen t  oo  ,  co r respondan t  à  Ia  l im i te  é Ias t i que '  La  va leu r

de  l a  con t ra in te  c r i t i que  dépend  d 'un  g rand  nombre  de  fac teu rs '

t e rs  que  res  impure té  s (26 )  ,  l a  t empéra t . t t . ( t 9 '  
25 )  

,  1a  dens i té

des  I i gnes  de  g l i ssemen t  t rave rsan t  I e  p lan  de  g l i ssemen t  ( f o rê t

de  d i s l oca t i ons )  
( 2 r ,  22 ,  27 ,  'B )  

,  l a  na tu re  c r i s t a l l og raph ique

du  p ran  de  g r i s semen t (25 )  '

pa rm i  l , ensemb le  des  sys tèmes  de  g l i ssemen t  suscep t i -

b les  d ,opé re r ,  l a  dé te rm ina t i on  des  sys tèmes  de  g l i ssemen t  i ndé -

pendants est  compl iquée du fa i t  de g l issement  mul t ip les et  de

g l i ssemen ts  dév iés (2O)  .  Les  cond i t i ons  expé r imen ta les '  no tam-

rnen t  1 'o r i en ta t i on  du  monoc r i s ta l  e t  I a  t empéra tu re ,  i n f l uen t

cons idé rab lemen t  l a  na tu re  des  sys tèmes  ac t i f s '  A ins i '  dans  Ie

cas des matér iaux cubiques centrés '  €D p lu? du g l issement

{T iO } . l t I >  p rédom inan t ,  des  g l i s semen ts  se lon  l es  sy tèmes

i2 f f )< I l l >  e t  { f 23 } . t t I >  son t  cou rammen t  obse rvés  à  t empéra -
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tu re  é Ievée .  Tou te fo i s ,  dans  Ie  cas  des  ma té r iaux  cFc ,  su r

Iesquels  por tera notre étude des propr ié tés mécaniques,  seul

l e  g l i s semen t  se lon  { I r I } . I l o t  a  Pu  ê t re  m is  en  êv idence ( }7 '  
19 ) '
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2. 2 I, IODELE UTILISE POUR LA DEF'ORMATION PLASTIQUE DU POLYCRTSTAL

para l l è lemen t  à  1 'é tude  de  1a  p las t i c i t é  des  monoc r i s -

taux,  S€ sont  développés de nombreux t ravaux Sur  les propr ié tés

mécan igues  des  po l yc r i s taux .  Les  ma té r iaux  d 'usage  techno log ique

cou ran t ,  t e l s  l es  mé taux ,  cé ram igues ,  p l as t i ques ,  e t c . . .  é t an t

généra lemen t  po l yc r i s ta l l i ns ,  ces  reche rches  son t  mo t i vées ,  €D

p lus  de  l eu r  i n té rê t  f ondamen ta l ,  pa r  l e  souc i  d rop t im ise r  l es

cond i t i ons  d ' u t i l i sa t i on  p ra t i qus (32 '  
33 )  .

Ma lheu reusemen t ,  I a  comp lex i té  des  phénomènes  es t

te1 le  gue  même les  é tudes  fondam.en ta les  en t rep r i ses  on t  nécessa i -

remen t  un  ca rac tè re  p lus  phénoméno log ique  que  l es  é tudes  phys l -

ques  po r tan t  Su r  des  monoc r i s taux .  I 1  appara i t  en  e f fe t  I e  p ro -

b lème de  l a  con t i nu i té  Ces  tenseurs  de  con t ra in tes  e t  de  dé fo rma-

t i ons  aux  j o i n t s  de  g ra i ns ,  e t  ce l u i  de  I ' i n f l uence  de  I ' env i r on -

nemen t  su r  I es  con t ra i n tes  app l i quées  aux  c r i s t a l l i t es  i nd i v i du " f=  
( 3A l

De  p lus ,  l es  mé taux  e t  a l l i ages  à  usage  t echn ique ,  9éné -

ra lemen t  impurs ,  con t j -ennen t  des  i nc lus ions  e t  des  p réc ip i t és  à

pa r t i r  desque ls  des  t rous  p rennen t  na i ssance  dès  Ia  l im i te  é Ias t i -

( 35 )
oue

Les  modè Ies  de  dé fo rma t ion  p las t i que  des  Po lyc r i s taux

compor ten t  donc  nécessa i remen t  des  hypo thèses  s imp l i f i ca t r l ces '

souven t  a rb i t ra i res .  Pa rm i  l es  modè Ies  qu i  imposen t  l ' homogéné i té

du  t enseu r  des  dé fo rma t i ons  dans  1 ' échan t i l l on ,  ce lu i  de  TAYLOR(36 '37 )

dédu i t  l es  sys tèmes  de  g l i s semen t  ac t i f s  à  pa r t i r  d ' un  p r i nc i pa l

de  t rava i l  m j - c roscop ique  (ou  i n te rne )  m in ima l ,  a lo rs  que  B ISHOP

/ ? a \
e t  H ILL (Jé )  u t i l i sen t  un  p r i nc i pe  de  t r ava i l  mac roscop ique  (ou
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externe)  maxj -mal .  En fa i t ,  Ies deux points  de vue sont  équiva lents

et  ont  pu êt re refondus en un formurat ion Lagrangienne unique(39)  '

Le modèIe de KR9NER(40)  impose au contra i re  Ia  cont inu i té  du ten-

seu r  des  con t ra in tes  e t  s ra f f ranch i t  a ins i  de  tou t  p r i nc ipe  éne r -

gé t i que ,  l es  g l i ssemen ts  é tan t  dé te rm inés  pa r  I es  con t ra in tes  ap -

p l i quées  au  n i veau  des  c r i s t a l l i t es '

Cesd i ve rsmodè leson tê ' Lêu t i l i sésenvuededédu i re

les  cou rbes  de  dé fo rma t ion  des  po l yc r i s taux  à  pa r t i r  des  cou rbes

de t ract ion des monocr is taux,  notamm-ent  ce lu i  de KRoNER pour  leS

métaux  cub iques  cen t ré " (4 r )  e t  ce ru i  de  TAYL6R pour  res  mé taux

c .F . c . ( 42 ) .  Ces  app l i ca t i ons ,  comme l es  modè les  eux -mêmes '  com-

por ten t  I ' hypo t ,hèse  s imp l i f i ca t r i ce  que  tou tes  l es  o r i en ta t i ons

de  c r i s ta l l i t es  son t  équ ip robab les .  ce t te  hypo thèse  é l im ine  donc

Ie  fac teu r  qu i  nous  i n té resse  en  p remie r  l i eu ,  à  savo i r  ce lu i  de

I ' i n f l uence  d 'une  an i so t rop ie  de  tex tu re  su r  l a  dé fo rma t ion  p las -

t i que  des  so l i des  po l yc r i s t a l l i n s '

Lesé tudesp lus récen tes , t enan tcomp tede la tex tu re ,

ut i l isent  la  théor ie  de TAYLOR pour  prévoi r  la  ro tat ion d 'es cr is-

(  43  '  n4 )  
,  en  pa r t i cu l i e r

t a l l i t es  dans  I a  dé fo rma t i on  p l as t i que ' - -  '  en  Pë

sous  r , e f  f e t  du  l a * i r , . g " (45 '  
46 '  47 )  .  r I  s ' ag i t  cependan t  essen -

t i e l l emen t  de  mé thodes  de  ca l cu l  numér ique '

Pa ra i l l eu r s ,desé tudesde tex tu reàca rac tè rep lus

appl iqué cnt  ê tê développées.  un moyen d ' invest igat ion couramment

u t i l i sé  pa r  l es  mé ta l l u rg i s tes ,  no tamment  dans  1 'é tude  du  compor -

te rnen t  mécan lque  des  tô les ,  es t  I ' essa i  de  t rac t i on '



45

Le

vet te au cours

.  ( 48 )
I JanKXOfCt  ,

d ro r i en ta t i on

rappor t  des  dé fo rma t ions  t ransve rsa les  de  1 fép rou -

d 'un  essa i  de  t rac t i on r  ou  coe f f i c i en t  R  de

es t  un  pa ramèt re  t rès  sens ib le  à  1 'an l so t rop ie

des  c r i s ta l l i t es .  De  p lus ,  une  exce l l en te  co r ré Ia -

t i on  en t re  l es  p rop r ié tés  d 'embou t i ssab i l i t é  des  tô les  e t  I e

coe f f i c i en t  R  de  Lank fo rd  a  pu  ê t re  obse rvée  
(49 )  

'

p lus ieu rs  che rch . , r t "  
(5c  à  53 )  on t  donc  ten té  Ie  ca rcu r

théor ique du coef f ic ient  R au moyen d 'un modèIe s lmple de la  dé-

format ion p last iguêr  dans lequel  les systèmes de g l issement  opè-

rent ,  propor t ionnel lement  à la  contra in te rédui te  de c isa i l lement '

ob tenue  pa r  app l i ca t i on  de  Ia  l o i  de  schmid .  De  p lus ,  i l s  on t  s im-

p l i f i é  l e  p rob lème de  }a  répa r t i t i on  d 'es  o r i en ta t i ons  de  c r i s ta l -

l i tes,  so i t  en l imi tant  leur  étude au cas de Ia  texture dénommée

, ,dé  su r  f ace , '  
( 50 r51 )  ( f  i gu re  2 .2 - I )  ,  so i t  en  ass im i l an t  l a  t ex tu re

aux quelques or ientat ions idéales s tat is t iquement  prépondéran-

t " r ( 52 ,  
53 ) .

@(KB)

f i qu re  2 .2 -L
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La  co r ré la t i on  qu ' i l s  on t  pu  é tab l i r  en t re  l es  va leu rs

du  coe f f i c i en t  R  a ins i  ca l cu lées  e t  ce l l es  ob tenues  expé r imen ta -

l emen t  j us t i f l e  l a  t en ta t i ve  de  généra l i se r  I e  ca l cu1  au  cas  d 'une

tex tu re  que lconque .

Dans  Ie  bu t  d 'es t imer  Ia  d i f f i cu l t é  des  ca l cu l s  ana -

l y t i ques  e t  de  re l i e r  d i rec temen t  I e  fac teu r  R  aux  coe f f i c i en ts

o
Cfu  au  déve loppemen t  (1 . I -5 )  de  f (9 )  su r  I a  base  des  ha rmon iques

sphér iques ,  un  modè Ie  s imp le  de  dé fo rma t ion  p las t i que  du  po l yc r i s -

t a l  a  é té  u t i l i sé .

a )  No t re  é tude  se  l im i te  aux  fa ib les  dé fo rma t ions  p las t i ques .

l , l oyennan t  ce t te  rése rve ,  l es  tenseurs  de  con t ra in tes  e t  de  dé fo r -

mat j .ons par  g l issement  peuvent  êt re décr i ts  Par  les mêmes techni -

ques  que  ce l l es  u t i l i sées  en  é l as t i c i t é ( r7 ) .  Ce t t e  desc r i p t i on  a

é té  éga lemen t  u t j - I i sée  pa r  l es  au teu rs  p récédemment  c i t és '

b )  Pour  un  sYs tème de

g t  ,  I a  con t ra i n te  r édu i t e

g l i ssemen t  donné  p lacé  en  o r i en ta t i on

de c isa i l lement  est  obtenue en ramenant

Ies  con t ra in tes  ex té r i eu res  au  repè re  (KG)  qu i  l u i  es t  assoc j -é '

L t i n f  l uence  de  I ' env i r onnem.en t  Su r  ce t t e  con t ra i n te  o ' 23  es t

né91 i9é .

c )  La  "quan t i t é  de  g l i ssemen t "  es t  supposée  ê t re  p ropo r t i on -

ne1 Ie  à  l a  con t ra in te  rédu i te  de  c i sa i l - I emen t '  En  d 'au t res  te rmes '

l a  l o i  de  compor temen t  o ' 23  =  f  ( e ' 23 )  ( l o i  r  =  f  ( v ) )  au  n i veau

du  sys t ,ème de  g l i ssemen t  es t  cho i s ie  l i néa i re '

d )  La  dé fo rma t ion  des  c r i s ta l l i t es  pa r  g l l ssemen t  es t  ramenée

au repère de 1 'échant i l lon en supposant  une accomodat ion par fa i te
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de  ]a  dé fo rma t ion  p las t i que  en t re  g ra ins  con t i gus .

Dans  ce t  o rd re  d tapp rox ima t ion ,  nous  a l l ons  ca l cu le r

l es  va leu rs  moyennes  du  tenseur  des  dé fo rma t ions  d 'un  so l i de

po l yc r i s t a l l i n  à  g ra i ns  c .F . c . ,  sous  I ' e f f e t  d rune  con t ra i n te

un iax i a l e .
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2.3 VALEURS MOYENNES D!  TENSEUR DES DEFO

Nous  nous  p roPosons  d 'é tud ie r  à  p résen t  I a  co r ré la t i on

en t re  Ia  tex tu re  e t  l es  p rop r ié tés  mécan iques  d 'un  po l yc r i s ta l ,

en  nous  l im i tan t  au  cas  de  g ra ins  à  réseau  c .F .c . .  La  dé fo rmaÈ io t )

p las t i que  de  ces  ma té r iaux  pa r  g l i ssemen t  ne  fa i t  t n te rven i r  qu 'une

seu re  f am i l l e  de  sys tèmes  de  g r i s semen t (19 ' 421  ,  du  t ype  t r L r i t Ï I o ' '

Cons idé rons  donc  un  échan t i l l on  po l yc r i s ta l l i n ,  une

éprouvet te  de t ract ion Par  exemPle,  soumis à une contra in te uni -

ax i a l e  ( f i gu re  2 .3 - I ) .

@-

ô*

@

I

I
I
I
a
I

I
I
I
I

I

lDc
I

) - -

f i qu re  2 .3 - I
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L raxe  oz  du  repè re  (KA)  assoc ié  à  1 ' échan t i l l on  co in -

c id .e  avec  l a  d i rec t i on  de  l a  f o rce  de  t rac t i on .  Le  repè re  (KG)

assoc ié  aux  c r i s t a l l i t es  es t  cho i s i  t e l  que  ses  d i r ec t i ons  Oz 'e t

Oy t  co inc iden t  respec t i vemen t  avec  l a  no rma le  au  p lan  de  g l i sse -

men t ,  € t  l a  d l rec t i on  de  g l i ssemen t .

S i  g '  dés igne  l a  r o ta t i on  :

( 2  .  3 -1 ) (KA) (K^ )
u

l a  f onc t i on  de  tex tu re  f  (g ' )  a ins i  dé f i n ie  es t  donc  Ia  fonc t i on

de  dens i t é  d ' o r i en ta t i on  des  sys tèmes  de  g l i s semen t  dans  1 réchan -

t i l r on .  E r Ie  peu t  ê t re  déve loppée  su r  l a  be .se  des  o *  r . ,  
( g ' )  ou  su r

) o
I a  base  des  t i ' r r ,  ( g ' )  s ymé t r i sées .  L ' é tude  f a i t e  au  pa rag raphe

( I . 4 -b )  nous  donne  I e  moyen  de  l u i  impose r  I ' i n va r i ance  sous

tou tes  l es  ro ta t l ons  g ' i  Pe rme t tan t  de  passe r  du  sys tème de  g l i s -

sement  ccns idéré aux autres systèmes de g l issement  du même gra in '

Le  ca l cu l  de  l a  dé fo rma t ion  p las t i que  due  au  sys tème

de  g l l s semen t  cons idé ré ,  p l acé  en  o r i en ta t i on  g r  ( f i gu re  2 ' 3 -L )  '

est  fa i t  dans les approx imat ions énoncées au Paragraphe précédent  '

A i ns i ,  I a  con t ra i n te  de  c i sa i l l emen t  o t23  es t  ob tenue

en rappor tant  Ia  contra in te extér ieure o = o 3 3

(2 .3 -2 )

R l
Y

: "i);  = ( :

au repère (Kc)  assoc j .é  au système de g l issement  '
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Cet te  t rans format ion

)
t a t i o n s  D '  ( g ' )  ( A p p e n d i c e  I V )  :

( 2 .3 -3 )  o ' 23=
i\f,

s te f f ec tue  se lon les représen-

[o3,'n
,) * o3_,ts ' l ]  o

Dans  Ie

Ia déformat ion due

Q .3 -4 )
" t  

=

repère (KG) associé au sYstème

au g l issement  est  décr j - te  Par

de  g l i ssemen t '

re  t . r , " "o t  
( r7 )

à Ia  déformat ion vra ie,

étant  chois ie  lùnéal re on a :

G:  

' : ' )

dont  Ia  par t ie  syrnétr ique,  correspondant

possède  I ' un lque  comPosan te  z

(2 .3 -5 )  e ' zg

La  l o i

€ t 2 3

de comPortement

t= -
2

(2 .3 -6 ) 6 ,  , t r€ r+ (g,) * o3-1 rs '  l ]  o["3'

Cet te  dé fo rma t ion  es t  ensu i te  rappor tée  à  l ' échan t i l -

I on  au  moyen  des  rep résen ta t i ons  ,2  (g t - I )  .  En  pa r t i cu l i e r '  l es

composantes pr inc ipa les du tenseur  des déformat ions E at  l 'échan-

t l l l on  s réc r i ven t  :
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è =- r t

(2 .3 -7 ) è =-22

â =- 3 3

(2 .3 -8 )

Cet te  va leu r

sys tèmes  de  g l i ssemen t

f  ( g ' )  é tan t  i nva r i an te

(A . I - 6 )  donnen t  :

-r) )
+ D--n

l r
23

I
Di.,  ts '- ' )  |  é '  , ,J .V  J

==
des  t enseu rs  é t ' e t  é  son t  nu l l es ,

invar iant  dans la  déformat ion

àl+ (o1,-, (s'- r )  
+ ^2"  -12

é,r,

,?,-, *

" î . ) ]

+ o1,-,

" î "  ) ]

. "1)

. olr)

I' 2 ( o1,o

r [  'Æ (^z
â L- t= \ol'-, 

(s'

L  ( n 2-  z \"- to

à [o3,o 
(s'- r )

Notons  que  l es  t races

ce qui  t radui t  que le  vo lume est

p las t i que  pa r  g l i ssemen t .

Les va leurs moyennes du tenseur  des déformat ions sont

ob tenues  en  pondé ran t  I a  dé fo rma t i o t . i j  ( g ' ) ,  due  au  sys tème  de

g l i ssemen t  en  o r i en ta t i on  g '  ,  Pâ r  }a  fonc t i on  de  dens l té  d 'o r i en -

t a t i on  f  ( g ' )  :

f
.  

" i j  
>  =  

J" r . ,  
(v ' )  f  (g ' )  dg '

moyenne est  ident ique Pour  tous les

de  I a  f am i l l e  { 11 f1  < Ï rO>  .  En  e f f e t ,

pa r  l es  ro ta t i on5  9 t i  ,  l es  re la t i ons

(2 .3-e)
I"r, 

(e'i e') r(gr) ds' = 
I"r, 

(s') r(s') ds'
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La  re la t l on  (2 .3 -8 )  nous  pe rme t  d texp r imer  d i rec temen t

res  va reu rs  moyennes  ' e i j '  en  foncÈ ion  des  coe f f i c i en ts  cg  du
rnn

déve loppemen t  ( r . r - 5 )  de  f ( 9 ' ) .  D ' ap rès  1 ré tude  f a i t e  p récédem-

ment  sur  }es symétr ies,  ce développement  comporte uniquement  des

te rmes  o i u r r ,  ( g ' ) ,  avec  29 .  I  2 .  En  vue  d ' u t i l i se r  l es  r e l a t i ons

d 'o r thogona l l t é  des  ha rmon iques  sphér iques ,  i t  es t  u t i l e  de  p ré -

sen te r  l es  dé fo rma t ions  p r i nc ipa les  Q .3 -7 )  sous  Ia  fo rme  équ i -

va len te  z

àt+(o?*r-, (s') * , !2, * o22:, - o3î ts' l)

oll ts'r] o,,, ,)] [,a1,à (o31,

,, , ,)] [,a1,, l^rn-  
z [o- l

p31,,''

^JÊ

(s') * o6r (g ' )  +

(2  .  3 -  rO)

Les produi ts ofuts ' l

express ions  son t  s imP l i f i és  Pa r

à ["a]' (e

(s,) . "Al rs,r]

) . o3i rs,r] o

appara issant  dans ces

de  con t rac t l on  (A . I - I 7 )

ofr, n, (9' )
Ia  formule

érr= à[ +( o?n-r(s';+ olrr*o]ir*"!l 'n' ')

^lt
(g')  *  o6r

,) + "firn'l]
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ix
1

n '
" - 2  - l

*
D2

2 l

o3* -,

o?*z ,

fi

o3 ,

;f,

- 0  - t

ir
n -"0 I

2'1, o

E o1"o

+ o3*o

'? '1, o

o'*
20

+ o?*z o

| ,?., o

+ oI*o

r
2  / t 5  ^4-  u - 2 0

|r
2  { 15  ^4

35  
-20

t2= -
35

, i F
4

Doo

. +'30

- i o3*o

:r
)

oô - r + '1,0

_ t ,
2  / 1 5  ^ 4

t l

35  
-2  0,I* -, )*

D;r
,tr- =

)

Tab leau 2 .3- l



De pIus,  seuls  les produi ts  dOnt  la  contract lon comPortera un

- t 0

terme o3 ' r r ,  ( tab leau 2.3-L)  sont  à  considérer  pour  le  ca lcu l  des

valeurs tnoyennes.

S i  I ron  repo r te  dans  (2 .3 -8 )  t es  dé fo rn ra t i ons  p r i nc i -

pa les ,  compte - tenu  du  tab leau  (2 .3 - I )  e t  des  re la t i ons  d ro r tho -

normal i té  (A. I -7)  on obt ient  a isément  les exPress ions annoncées :

(2.3-r r )

qui  permet tent

I ' an i so t roP ie

" r r>  
{  -

' "zz'

d 'a t t e i nd re ,

de texture et

pa r t i cu l i e r '  I a

coe f f i c i en t  de

" ]

+ C

+C

co r ré la t i on  en t re

Lank fo rd .

r l -..33'o+ 
L ":

4
o 

-T c4o

Iz

I<-1

t " 3 3 t

" 3 3 t  
*

1J
i.]

tflo f ̂ q
66 L'-zo

f
Vro |  ̂ 4
630 L'-zo

en

1e
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2.4 CALCUL

PARTIR DE LA F IGURE DE POLES { I I1 }

Lecoe f f i c i en tdeLank fo rdaé téu t i l i séPa r l es

méta1 lu rg j . s tes ,  su r tou t  en  vue  de  ca rac té r i se r  I ' an i so t rop ie

de texture des tô les laminées.  A ins i ,  une corré lat j "on a Pu

être observée entre re coef f ic ient  R et  re  phénomène d 'appa-

r i t l on  des  co rnes  d ' embou t i " " ug " (49 '  
52 )  '

Ladé te rm ina t i onducoe f f i c i en tdeLank fo rdes t

fa i t e  pa r  essa i s  de  t rac t i on .  cons idé rons  donc  1 'êp rouve t te

( f i gu re  2 .3 - I )  découpée  dans  une  feu j - I l e  l am inée ,  I a  d i rec t i on

de  l am inage  co lnc ldan t  avec  l raxe  oz  du  repè re  (KA) '  Au  cou rs

de  I ' essa i  de  t rac t i on ,  on  obse rve  un  a l l ongemen t  de  l ' ép rou -

vet te  dans Ia  d i rect lon de laminage (d i rect ion de la  force de

t rac t i on ) ,  e t  des  con t rac t i ons  dans  l es  d i rec t i ons  t ransve rses '

l e  vo lume de  I ' échan t i l l on  é tan t  conse rvé '

Le  coe f f i c i en t  R  es t  dé f i n i  pa r  l e  rappor t  des  dé fo r -

ma t ions  t ransve rsa les  de  l ' ép rouve t te  :

(2 .4- r )

Dans les exPressions (2 '

c ipa les ,  le  coef f i c ien t  C!  o  es t  à

d l t lon  t radu l t  d 'après  (A . I -9 )  que

sol t  z

3- I I )  des  dé fo rma t ions  P r in -

remplacer  Par  I  (cet te  con-

f  (g )  es t  no rmée  à  I ' un i t é )  r
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.3J

c4o

_G_
630t " z2 ' -c

. a r r r  Ec

-+ ('-+
-+ ('-+ J

r-
! ro-6-

('1r.

t1,.

. "lJ

. "2ù

Sous leshypo thèsess imp l i f i ca t r l cesdumodè lede

déformat lon p last ique,  précédemment  exposéesr  oD obt ient  I 'ex-

press ion analy t ique du coef f ic ient  de Lankford :

Q  . 4 - 3 ) f t =

(2 .4 -2 )

en  fonc t i on  des  coe f f i c i en ts  de  f  (g )  .  La  co r ré ]a t ' i on  obse rvée

en t re  l e  coe f f i c i en t  R  e t  1 ' an i so t rop ie  d ro r i en ta t i on  des  c r i s -

t a l l i t es  es t  a i ns i  j us t i f i ée .

Envueduca l cu lducoe f f i c i en tdeLank fo rd , i l e s t

in téressant  de Ie  re l ier  d i rectement  aux observat iOns fa i tes

en goniométr ie  de texture aux rayons X '

Lorsque Ia fonct ion de texture décr l t  Ia  répar t f t ion

des  o r i en ta t i ons  des  sys tèmes  de  g l i ssemen t  dans  I ' échan t i l l on '

l , i n t ens i t é  d i f f r ac tée  J , r ,  (B , c r )  co r resPondan t  à  l a  f i gu re  de

pô Ies  { I l r }  appa ra l t  ê t r e  l ' i n t ég ra Ie  de  I a  f onc t i on  f ( g )  su r

Ie  pa ramèt re  angu la i re  v  (A '  I I - 7 )  En  e f fe t '  !

( 2 .4 -4 )
fzn

t ( r )  (B,c)  =  
J"  

f  (4 ,  3 t  v )  dv
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Les  coe f f i c i en ts

sur  Ia  base des harmoniques

(2 .4 -5 ) J11 ; (B 'o )

oll' du déveroppement

sphér iques s imPles :

olà'

de  J ,  (P . ' c  )

4 ( g ' a )

l e  coe f f i c i en t

sont donc des

t.  (g)  :

(2 ;4 -6 )

coe f f i c l en ts par t i cu l le rs du déveloPPement de

o [i' 1 L
"mo

tenu  de  I a  r e l a t i on  (2 "4 -6 )ComPte

de Lankford :

( 2 .4 -7 )  f t  =

ol')

+ ,l'l)

s 'expr ime en fonct ion des coef f ic ients  o l f i )  obtenus au moyen

d ' i n t ég ra les  su r  I ' i n t ens i t é  d i f f r ac téu  J  (  f )  
(  B ,  o )  (A '  I - 3 )  '

I I  peut  donc êt re obtenu d i rectement  à par t i r  de I 'un ique f lgure

de  pô Ies  i I r I ) ,  sans  qu ' i l  so i t  nécessa i re  de  dé te rm ine r  I a  f onc -

t ion de texture e l le-même'

L ' exp ress iona ins i ob tenuePou r l ecoe f f i c i en tde

Lankford est  cer tes t r ibuta i re  des hypothèses s impl i f icat r ices

fa i tes sur  le  mécanisme d.e la  déformat ion p last ique '  une con-

f r on ta t i onavec l t expé r i ence 'PâEé tudes imu l t anéeenessa i s

fi"('j:) +



de t ract ion et  en goniométr ie  de texture devra i t  permet t re de

tes te r  I a  va l i d i t é  de  ces  hypo thèses .  E l te  pe rme t t ra  pa r  a i l l eu rs

de déterminer  les raf f inements à appor ter  au modèIe phys ique de

Ia  dé fo rma t ion  p las t i que  des  po l yc r i s taux '

Lamé thodep roposéeenvuede ladé te rm ina t i ondu

coef f ic ient  R,  complémenta i re des essais  de t ract ion '  apparar t

néanmoins êt , re  in téressante :

-  : Ï  : . " : . . : : : , : : " - : : " : : " : . : , . "  échan, i *ons

(de  I ro rd re  du  cm2) ,  ce  qu i  pe rme t  de  mu l t i p l i e r  l es  tes ts

en  cas  d ' i nhomogéné i té  de  tex tu re

De  p lus ,  e l I e  es t  sus :cep t i b le  d tun  t ra i t emen t  en t i è -

rement  automat isé,  notamment  dans I topt ique d 'un contrô le  de

Iaborato i rè  du tYPe lndustr ie l '
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CONCLUSION

Ladesc r i p t i ondesso l i despo l yc r i s t a l l i n se tde leu r

déformat ion p last ique exposée dans le  présent  mémoire comporte

deux  pa r t i es  d i s t l nc tes .

La première par t ie  fourn i t  des techniques mathémat iques

par fa i tement  adaptées à 1 ' ,é tude des propr lé tês phys iques aniso-

t ropes des polycr is taux en corré lat ion avec leur  texture '

unp rocédédecons t ruc t i onsys téma t i quede fonc t j - ons

sphér iques respectant  les condi t ions dr invar iance imposées par

les  symét r i es  es t  p roposé .  I I  condu i t  à  I ' exp ress ion  ana ly t i que

d,une base or thonormée de symétr ie  sur  laquel le  Ia  fonct iOn de

texture a Pu êt re déveloPPée'

La t ransformat j .on par  ro tat ion des grandeurs phys iques

tenso r ie l l es  es t  s imp l i f i ée  pa r  I ' i n t roduc t i on  de  tenseurs  sphé-

r iques,  gu i  se t ransforment  d i rectement  se lon les représentat ions

i r réduct ib les du groupe des rotat ions '

Ces méthodes mathématiques trouvent leur ptein'e appli-

cat ion dans le  seconde par t ie ,  dans laquel le ,  moyennant  quelques

hypothèses s i rnp l i f icat r ices sur  Ie  mécanisme de la  déformat ion

plast ique,  les propr lé tés mécaniques du polycr is ta l  ont  é té re l iées

à l 'an lsot ropie de texture.  Sous les mêmes hypothèses '  le  coef f i -

cient de Lankford a pu être directement exprirné en fonction de

I t i n tens i té  d i f f r ac tée ,  sans  avo l r  à  recou r i r  à  l a  cé te r r ' l na t i on

de Ia fonct i 'on de texture e l Ie-même'
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une confrontaÈj .on avec I 'expér ience,  Pâr  étude s imul ta-

née  d ,échan t i l l ons  en  essa is  de  t rac t i on  e t  en  gon iomét r i e  de

texture,  appara i t  à  présent  êt re nécessai re en vue de tester  Ia

val id i té  des hypothèses formulées.  Les méthodes mathémat iques

développées nrayant  imposé aucune l iml ta t ion de pr inc ipe au

rnodè Ie  phys ique  suscep t i b le  d 'ê t re  déc r i t ,  d rau t res  modè Ies  de

la déformat ion p last ique pourront  ê t re adaptés au t ra i tement

ac tue l .

De p lus,  I 'analyse des composantes de rotat ion pure du

des déformat ions devra i t  permet t re de prédi re la  modi -

de la tex tu resous l ' e f f e td |unchampdecon t ra i n tes

Èenseur

f i ca t ion

aPp l i qué  au  so l i de ,  champ de  con t ra in tes  d 'a i l l eu rs  non  néces -

saj . rement  un lax ia l ,  e t  d 'amél iorer  a ins i  Ia  compréhension actuel le

de  ta  p las t i c i t é  des  po l yc r i s taux '
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APPENDICE I

PRINCIPALES PROPRIETES DES FONCTIONS HARMONIQIJES SPHERIQUES GENERAI,ISEES.
r - N ' _

On sa i t  que tou te  fonc t ion  J ( [ ,  n )  dé f  in ie  sur  la  sur f  ace  d ' r " rne

s p h è r e  ( f i g .  A , I - l )  p e u t  ê t r e  d é v e l o p p é e  s u r  l e  s y s t è m e  o r t h o n o r m a l  c o m p l e t

des  foncEions  harmon iques  sphér iques  s imp les  v f  t f ,  n )  :

(A .  r -  l )

t e I  l e s  q u e

(A .  r - 2 ) I-7-
411

@ 9 .

J (F -  n )=  t  t  o  Y t (6 ,n )s \ ( , r  t t , /  L  L  x 0 -  ' 0  \

.Q,=0 m=-t

dr 
s inE dE 

{ 'n  
un vf i * te ,  n)  v f ,  {e ,  n)  = ôss,ômm,

L u g .  n . t  !

L e s  c o e f f i c i e n t s  Q [ *  t o t a  d o n c  È e l s  q u e '  c o n n a i s s a n E  J ( 8 , ,  n )  :

I T
b

(A .  r -3 ) 4 n ' Q g * = s  inë d E l o "  dn  J  ( g ,  n )
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D e  m â m e ,  l ' é t u d e  d e  I ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  d e s  E r o i s  a n g l e s

d ' E u l e r  o ,  B  e t  y  ( 0  <  .  <  2 n  ;  0  <  B  <  î T  ;  0  <  Y  <  2 r )  n é c e s s i t e  l a

d é f i n i t i o n  d e  l ' i n t é g r a l e  
( 5 4 )  

s u r  c e s  f o n c E i o n s '  S i  g  ?  { o ,  8 ,  y }

d é s i g n e  l e  t r i p l e E  d e s  a n g l e s  d ' E u l e r ,  c t e s t - à - d i r e  u n  é l é m e n t  d u  g r o u p e

c o n E i n u  d e s  r o E a t i o n s ,  l ' é 1 é m e n t  d i f f é r e n t i e l  d g  d e  1 ' e s p a c e  c o n s i d é r é

s e r a  :

( A . I - 4 )  a e  = : -  s i n B  d -  d B  d Y- é1T 
-

D'ap rès  La  dé f i n i r i on  du  doma ine  de  va r i a t i on  des  ang les

d ' E u l e r ,  i 1  e s t  t e l  q u e  :

(A.r-s)  lae = Io" Io '  [ ' "  ;*  s ine d- dB dr = t

D e  l ' é t u d e  d u  g r o u p e  c o n t i n u  d e  r o t a t i o n s ,  o n  d é d u i t  q u e '  p o u r

t o u t e  r o t a t i o n  g g  d o t r r é " ( 5 4 )  :

ce t  espace  possède  éga lemen t  une  base  o r thono rmée  e t  co rnp lè te  :

I a  b a s e  d e s  h a r m o n i q u e s  s p h é r i q u e s  g é n é r a l i s é e s ( 1 1 ) ,  n o t a " ,  
d r r ( e )  

=  
d o ( - , 8 , Y ) .

Ces  foncE ions  sonE  o r thono rmées  pou r  l e  p rodu i t  he rm i t i en  (géné ra l i sa t i on

d u  p r o d u i t  s c a l a i r e )  s u i v a n t  :

o t  g  . 0 , *  A .
(A . r -7 )  .  o ; ; . , ,  (B) ;o fu te )  >  =  (ze"+ t )  /D ; , , . , ,  (e )  D;n(c )  ds  =  ô0s ,  ô , r r ,6 r ,o ,

I  
o r  =  d(eo g)

(A.  r -6)  1
[  / r ts )  dg =  I t (ees)  dg

l r a s t é r i s q u e  d é s i g n a n t  l a  c o n j u g a i s o n  c o m p l e x e .
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T o u t e  f o n c e i o n  f ( g )  p e u t  ê t r e  d é v e l o p p é e  s u r  c e t Ë e  b a s e  :

æ 9 " 9 " n o

(A. r-8) r (s) = I I I cl_ D:- (e) ,
o=O m=-[ 1.r!- t 

Inn mn

(A. r - r2)  Do,o  ( - ,8 ,  i  =  [#  {  
" tu , ' )

0

L e s  p r o p r i é t é s  d e  s y m é t r i e  d e s  d -  ( B )  :

l e s  c o e f f i c i e n t s  d u  d é v e l o p p e m e n t  é E a n t  d é f i n i s  p a r  I a

r e l a t i o n ;

)É

(A. r -e)  c l  =  (2e.  +  l )  /  r<e)  th  (e)  dg

L ' e x p r e s s i o n  e x p l i c i t e  d e s  f o n c t i o n s  s p \ é r i q u e s  g é n é r a l i s é e s

(A.  r -10)  d"  
(o ,B,y)  =  

" -  
i * -  o f in  (B)  

" -  
i t t  ,

c o m p o r r e  l e s  p o l y n ô m e s  d h  ( B ) ,  a s s o c i é s  a u x  p o l y n ô m e s  d e  J a c o b i ,  e t

d é f i n i s  p a r :

e =  \ r - r rÈ  L( . t l y , ) t  ( t - rn l  t  (1 .+n)  !  (1 , -n )  ! i ' ? .^ "ûuom-n-2Er . ; -Ê t2 t+n-m
(A. r - l  l )  d ; (B)

c

o ù  1 a  s o m m e  e s t  é t e n d u e  a u x  v a l e u r s  e n Û i è r e s  d e  t  p o u r  l e s q u e l l e s  l e s  f a c E o -

r i e l l e s  s o n t  t o u ! e s  P o s i c i v e s .

On re t rouve,  en  cas  par t i cu l ie r ,  les  har rnon iques  sphér iques

s i m p l e s  z

I  
u;"  (  B) = (-  l )*- t  ar ,n{B) = d[  -*(8) = al  ( -B)

I
1
\  =  ( - l ) 0 - t  a r - r . , { n -B )  =  ( - r ) l * t  a j - r r {n+o )  ,

(A .  r -  l 3 )
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impl iquenr  les propr ié tés de symétr ie  su ivantes pour  les Ofut* rB,Y)  :

! . x .  . . m - n  - 1 ,  g
(A . t - 14 )  o i r . , t - , 8 , y )  =  ( - l ) " " '  o l r - r , ( o ,B ,Y )  =  D i * ( - v , - 8 , - o )  '

i -V , -8 , - * ]  dés ignan t  l a  r o t , a t i on  g - l  i n ve rse  de  l a  r o ta t i on  g  I  { 'B  y }  '

La  re la t i on  de  fe r rneEure  t radu i t  que  l a  base  es t  comp lè te  :

9"
(A. r- r s) 

ol_u do,*, nf,, rel = ôo,,,

D é s i g n o n s  p a r  g  =  g 2 . g 1  I a  c o m p o s i t i o n  d e s  d e u x  r o t a Ë i o n s  9 1  e t

g 2  p r i s e s  d a n s  c e t  o r d r e ,  a l o r s  :

og l se -
(A . r - 16 )  l " * t e l  =  D "  ( gz .g i )  =  )  .  

o l o ( s r )  no r r (ez )
o = - [  " ' Y

p a r m i  l e s  p r o p r i é t é s  1 e s  p l u s  i m p o r t a n t e s  d e s  f o n c t i o n s  s p h é r i q u e s

g é n é r a l i s é e s ,  i l  f a u t  e n c o r e  c i E e r  l e u r s  r e l a t i o n s  d ' a d d i t i o n  e t  d e  c o n t r a c -

t i o n .

E n f i n ,  l a  r e l a t i o n  d e  c o n E r a c t i o n  p e r m e t  d e  s u b s t i t u e r  a u  p r o d u i t

de  deux  harmon iques  sphér iques  généra l i sées  une combina ison l inéa i re :

(A.r -17)  ofute l  o j i " ,  Cel  =.  
i i "  ,<e.e. ' ' * ' IL  m{T' |>< 'Q,1 ' ' !  nn ' lL  n+n' 'o l * , [9à,

u  *  
1 = | l , - 1 , |

don t  l es  coe f f i c i enEs  son t  l es  coe f f i c i en t s  de  C lebsch -Gordan .
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APPENDICE I I

DETERI'IINATION DE LA FONCTION DE TEXTURE.

Parm i  l es  mé thodes  de  dé te rm ina t i on  de  1a  fonc t . i on  de  tex tu re

f ( g ) ,  e r  p a r  c o n s é q u e n t  d e s  c o e f f i c i e n r s  C t  
'  

d u  d é v e l o p p e m e n t  ( l ' l  - 5 ) ,

ce l l e  de  gon iomé t r i e  de  tex tu re  aux  rayons  X  due  à  SCHULZ 
(55 )  

es ;  l a

p l u s  r é p a n d u e  
( 5 6 ,  5 7 ) .  E n  p l u s  d e s  p e r f e c t i o n n e m e n t s  a p p o r t é s ,  n o t a r n m e n t

p o u r  t e n i r  c o m p t e  d e  l ' a b s o r p t i o n  
( 5 8 '  5 9 ) ,  

" o 1  
u t i l i s a t i o n  e t  l e  d é p o u i 1 -

I e m e n r  d e s  r é s u l r a t s  o n t  é t é  e n t i è r e m e n t  a u t o m a t i s é s  
( 6 0 '  6 l ) .

D ' a u t r e s  c h e r c h e u r s  o n t  u t i l i s é  d e s  E e c h n i q u e s  l a b o r i e u s e s  d e

m i c r o s c o p i e  é l e c t r o n i q u .  
( 6 2 '  6 3 ) ,  e t  p l u s  r é c e n r n e n t ,  l e s  m é t h o d e s  d e

d i f f r a c t i o n  d e s  n e u t r o n s  o n t  é t é  i n t r o d u i t e s  G / +  à  6 6 )  '

N o u s  l i m i t e r o n s  n o t r e  e x P o s é  à  l a  m é t h o d e ,  1 a  p l u s  c o u r a Û m e n t

emp loyée  dans  l a  p ra t i que ,  de  gon iomé t r i e  de  tex tu re  aux  rayons  X .

Un  ang le  de  B ragg  e i  ( co r respondan t  aux  p lans  d '  de  l a

f a m i l l e  { h . ,  k . ,  [ . ] )  é C a n t  i m p o s é ,  o n  f a i t  t o u r n e r  1 ' é c h a n t i l l o n  p o l y -
- 1 -  

I '  r

c r i s r a l l i n  p a r  r a p p o r E  a u  s y s r è m e  f i x e  s o u r c e  -  d é t e c t e u r '  P a r m i  l e s

p l a n s  d .  d e s  c r i s t a l l i t e s ,  s e u l s  d i f f r a c t e r o n !  c e u x  d o n t  1 a  n o r m a l e  e s t

p a r a l l è l e  a u  v e c r e u r  ( f i x e )  d e  d i f f r a c g i o n  3 ' =  Ë r  -  3 0 .  o n  p e u t  e n c o r e

d i r e  q u ' i l  n ' y  a u r a  d i f f r a c t i o n  p a r  t e s  p l a n s  d .  d ' u n  c e r t a i n  e n s e m b l e

d e  c r i s t a l l i t e s  q u e  l o r s q u e  I e  v e c t e u r  3  o c c u p e r a  u n e  p o s i t i o n  b i e n

d é f i n i e  p a r  r a p p o F t  a u  r e p è r e  ( K A )  l i é  à  1 ' é c h a n t i l l o n .  S o i e n t  E ,  e t  n

I e s  d e u x  p a r a m è t r e s  a n g u l a i r e s  f i x a n t  l a  d i r e c Ë i o n  d e  3  d a n s  l e

r e p è r e  ( K ^ )  ( f  i g u r e  A . I - l ) ,  e t  J r , , , '  ( Ë ,  n )  l t i n E e n s i t é  d i f . f r a c E ê e  p a t
'  A  -  \ r , ,

I e s  p l a n s  d - .  E l 1 e  s e r a  s u P p o s é e  n o r m é e ,  d e  s o r t e  q u e  :
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(A . r r - l )
I

I t  ( F . ) 4 -  s i n E d E d n = lJ  " ( i )  \ \ 2 t  ' t /  
4  r

on déve leppera  J1 i )  (8 ,  n )  sur  1a  base de$ harmon iques  sphér iques

(Append ice  I )  :

(A.rr-2) , ( i )  (6,  n,  = jo 
- ! - ,  

o[ t ]  yî  (8,  n)

A 1 o r s ,  e n  p a r t i c u l a r i s a n t  1 a  r e l a t i o n  d ' a d d i t i o n  ( A . I - 1 6 )  :

! n * ) s ) F

(A.rr-3) i  "  
r j  ,  (e,)  o l  o Gr) = r*  o Gz. sr)

o=-  0

c o m p E e  t e n u  d e  ( A . I - 1 2 ) ,  c e E t e  r e l a t i o n  s i g n i f i e  q u e  t o u t e

f o n c t i o n  s p h é r i q u e  V f ,  { e ,  n )  ( l e s  p a r a m è E r e s  E  e t  n  f i x e n t  l r o r i e n t a t i o n

de 3  dans  (KA) )  pour ra  ô t re  déve loppée en  so f l rme de produ i ts  de  foncEions

^ *
_x,, I n  o  

( o , É , y /  \ g  3  { o r B , y }  d é E e r m i n e  l r o r i e n t a t i o n  d ' u n  c r i s t a l l i t e )  p a r

.  - . p
l es  f  onc t i ons  YvU (0 .  ,  \P i )  donE  l es  pa ramè t res  angu la i res  dé f  i n i ssen t

l r o r i e n t a t i o n  d e  3  d a n s  l e  r e p è r e  ( K f )  p o u r  l a q u e l l e  1 e  c r i s C a l l i t e

d i f f r a c t e .  C e s  p a r a r n è t r e s  g .  e t  V .  s o n t  c o n n u s  e t  f i x é s  à  p r i o r i  p a r  l e

c h o i x  d ' u n  a n g l e  d e  B r a g g  0 -  ( o u  e n c o r e  d e s  i n d i c e s  d e  l " l i l - l e r  h i ,  k i ,  U i ) '

On écr i ra donc :

I  n *
(A. r r -4)  v f ,  {e ,  n)  =  I  o i  o  to ,8 ,Y)  tp l  (u i ,  v i )

o=- 9- 
LLr Y

Mul t ip l ions  les  deux  membres  de  ce t te  équat ion  par  f (g )  e t

JT . , ,  (8 ,  n )  ,  respec t ivement  donnés par  (A . I -8 )  e t  (A . I I -2 )  e t  in tégrons
\  r , ,

s u r  d g ,  d {  e t  d r 1 .  O n  a u r a  a l o r s  r e s p e c t i v e m e n E  p o u r  l e s  d e u x  m e m b r e s  :
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j  r te)  ae I t i r> (E'

J ' i t ,  (E'

n) E (8, n)

9,

s in6 dE dn {  I
P=- 9"

s in t  dE  dnI

v!n)*

o! i )' )c m

1e.,  vr)  /  r re)  o l"o (e) del(A.  t r -s)

En éga lan t

membres ,  on  a  :

' t^e.=m 4^"*p
P=- Jt

vP
I ^ (o i , 9 i )

l es  express ions  obÈenues Par in tégra t ion  sur  les  deux

(A. r  r -  6)

Le sys tème d téquat ions  l inéa i res  permet t ra  de  dé terminer  les

o  l i \
c o e f f i c i e n r "  C I  -  à  p a r r i r  d e s  Q l ' /  , 0 .  e t  9 .  ,  s i  l r o n  d i s p o s e '  p o u r

m P

un rang ! .  donné,  de  (29"+ l )  f igures  de  d i f f rac t ions  indépendantes .  Toute fo is ,

les  cond i t ions  d ' invar ianee (1 .2 -4)  permet ten t  de  rédu i re  le  nombre  aVU de

f i g u r e s  d e  p ô l e s  n é c e s s a i r e s ,  s i  b i e n  q u ' e n  g é n é r a l  & ' " <  2 n '  +  l .  1 1  f a u C

donc en  pr inc ipe  une in f in i té  de  f igures  de  d i f f ra " t i i r ,  pour  dé terminer

univoquement.  la f  onct ion de ËexLure (0 -< [  < æ) .

9"

i
P = - 1

. j  o t l  ( r i ,  e i ) (2e'+D altI.

Une  auEre  façon  d 'é tab l i r

f  i n t e n s i t é  d e  d i f f r a c t i o t  J ( i )  ( q '

(A.  r r -7) t ( i )  ( 8 ,  n )  = I
0

r é s u l E a t  ( A . I I - 5 )  c o n s i s t e  à  d é f r n r r

Par :

l e

n)

2r
r (er )  dÀ

avec g 
I

^ î ^ f

:  t 0 r É r Y J e t E=82 'g l l {E ,n ,À }
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En déve loppant  f (g , )  sur  Ia  base des  harmon igues  sphér iques

g é n é r a l i s é e s ,  o n  o b t i e n t  :

(A.rr-8) ,(r)  (s,  n, =uI"d"l  /O'"olp (E,n,r)of '  terr l  dÀ

I  . l  
" 

o* o (6, n) of 
" 

tel ' l
J t m n

s o i t  e n c o r e ,  c o m P t e  l e n u  d e  ( A . I - l ? )  :

(A.rr-e) , ( i )  (E,  n,  = 
u I  "  

uh .*  
"  

v l  to l  Vi)  {  (1,  n)

Cet te  dern iè re  re la t ion  condu i t  d i rec tement  au  sys tème d 'équat ions

l inéa i res  (A .  I I -6 )  p récédenrnenc  é tab l i .
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PROPRIETES ESSENTIELLES DES PROJECTEURS DE SYMETRIE.

L ' e n s e m b l e  d e s  o p é r a t i o n s  d e  s y r n é t r i e  d t u n e  c l a s s e  c r i s t a l l i n e

donnée  possède  une  s t rucEure  de  g rouPe .  Ce  g roupe  GB esE  l a  réun ion  de  N

ro taË ions  g ,  cons t i t uan t  1e  sous -g roupe  C f  a " t  r o ta t i ons  e t ,  éven tue l l emenE,

de  N  opé ra t i ons  de  symé t r i e  résu l t an t  de  l a  compos i t i on  des  p récéden tes  avec

I ' i n v e r s i o n  S  ( l o r s q u e  1 a  c l a s s e  c o n s i d é r é e  c o m p o r t e  u n  c e n t r e  d e  s y m é t r i e ) .

.f

Un repère  é tan t  assoc ié  au  réseau c r is ta l l in  des  gra ins ,  les

Erans formés de  ce  repère  par  les  é léments  de  GU déf in issent  la  môme or ien-

t a E i o n .

E x a m i n o n s  d ' a b o r d  l e s  s y m é t r i e s  d e  r o t a E i o n .  E l l e s  c o n d u i s e n t  à

d é f i n i r  d a n s  l e  g r o u p e  c o n E i n u  d e s  r o t a t i o n s  1 a  r e l a t i o n  d ' é q u i v a l e n c e

su i van te  i

(A . I I I - I )  B tBgB  ,  v  a i eC$

A i n s i ,  I ' o r i e n E a È i o n  d ' u n  r é s e a u  c r i s t a l l i n  n r e s c  p a s  c a r a c t é r i s é e

p a r  u n e  r o t a t i o n  g ,  m a i s  p a r  l a  d o n n é e  d ' u n e  c l a s s e  d ' é q u i v a l e n c e  { g , ' g } ,

o ù  g .  e s t  l ' u n e  q u e l c o n q u e  d e s  r o È a t i o n s  d e  G f ; .

Nous  a l l ons  monEre r  que  I ' opé ra teu r

, N
(A.r r r -2)  P=i  I  D(s i ) ,

l = l

e s t  u n  p r o j e c E e u r  q u i ,  a p p l i q u é  a u x  r e p r é s e n t a t i o n s  D  ( g )  d u

groupe cont . inu  des  ro tac ions ,  condu iÈ aux  représenta t ions  T  (g )  des

o r i e n t a t i o n s  { g . , g } .  S e s  é l é r n e n t s  d e  m a t r i c e s  P - -  s o n t  o b Ë e n u s  e n  P r e n a n t' 1 "  p n
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sa valeur moyenne resPecE lvemen t enEre  les  é ta ts  < l ,P  I

(A .  r r r -3 ) o(g i )  |  l t t  '

(A.  r  r  r -4)

(A.  r r r -5)

(A.  r r r -6)

(A .  r r t -7 )

P T

= p

+ r
P  = P

Pn np

g *

o^o (e i  )

et I  lot

of" teil

of" (ei)

r l=F11,'or ,  = t  uo l*  
, Ï ,

La  cond i t i on

s o i t  u n  p r o j e c t e u r  e s t

nécessa i re  eE su f f i san te  pour  qu tun  opéra teur  P

que 
(67)  

:

(opéra teur  hermi t ien  ou  au to-ad jo in t )

( o p é r a t e u r  i n v o l u t i f )r :,=
s

L e s  é l é m e n t s  d e  m a È r i c e s  d e  I t o p é r a t e u r  a d j o i n t  P '  s o n È  i

ÀI

l i
r - )

N ,1 '
! - t

ComoÈe Eenu d e  I a  r e l a t i o n  ( A . I - 1 4 ) ,  o n  o b t i e n t  :

, N
t ç

À l L

"  i = l

, N
-  

N  . 1 .
t =  I

. N
l e

N T L

r -  I

rT
F t l '

*
ojn tei) of" te, ' l

P a r  a i l l e u r s ,  1 ' e x p r e s s i o n  d u c a r r é  d e  l r o p é r a t e u r  P  :

n(c i )  o (e ,  )  ,

p e u t  s ' é c r i r e ,  d ' a p r è s  1 a r e l a t i o n  d ' a d d i t i o n  ( 1 .  l - l  l )  :

D ( e . s . )  =' - J - r D(e i )  =  P(A .  r r r -8 )

E n  e f f e t ,  I ' i n d i c e  j  p r e n d  N v a l e u r s  e t , pour chacune de ces
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Le ca lcu l  de  1 'express ion  ana ly t ique du  pro jec t .eur  P  nécess i te

I a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  a n g l e s  d ' E u l e r  { . r ,  B '  Y i }  d e s  N  r o Ë a t i o n s  g . .  C e s

roÈat ions  g i  e t  la  va leur  des  angLes d tEu ler  cor respondanËs dépendent  de

1a pos iË ion  des  é lémenEs de  symét r ie  par  rappor t  aux  axes  du  rePère  K,

assoc ié  au  réseau c r is ta l l in .  Pour  un  repère  f i  aeau i t  de  KB par  une ro ta -

c ion  que lconque go ,  le  g roupe de  symét r ie  c r is ta l lograph ique fC l l  es t  le

. ^ Rt rans fonné de  Gl  par  la  ro taÈ ion  go  :

( A . I I I - 1 4 )  { e ' i }  -  { B o  s i  c ; l }  ,

c e  q u i  c o n d u i t  a u  P r o j e c r e u r :

r r c  I
(A .  r r r - r5 )  P '  )  n (g ' i )  '

l =  I

E r a n s f o r m é  d e  P  p a r  l t o p é r a t e u r  D ( g o )  :

(A . r r r - t 6 )  P '  =  n (go l )  P  D (go )

Notons  encore  1a  re la t ion  de  commuta t ion  su ivante  :

( A . r r r - 1 7 )  
" - i " J p  

J -  
" i ' J P  

=  J -  c o s  o  -  i  [ . ] - ,  . l ^  ]  s i n  o-  - q  
P  '  P -  q '

qu i  permet  de  rédu i re  les  p ro jec teurs  à  leur  express ion  ana lyE ique

comPacEe .
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APPENDICE IV

- l
(s)

d e  l a

La

a s s o c i é e  à  c e

(A .  rv -2 )

CONSTRUCTION DES TENSEURS SPHERIQUES.

Les  tenseurs  de  cont . ra inges  ;  e t  de  dé format ions  E que nous

cons idérons  sont  des  tenseurs  cont ravar ian ts  de  rang 2 .  P lus  généra lement '

nous  a l lQns  é tud ie r  le  p rob lème de la  Erans format ion  d 'un  tenseur  cont ra -

Y a r i a n t  T  d e  r a n g  2  s o u s  I ' e f f e E  d t u n e  r o t a t i o n  g  d u  r e p è r e  d e  r é f é r e n c e

(A .  r v -  l ) O r y z  
g  È  O x ! Y ' z '

Erans formaËion é tan t  o r thogona le ,  la  mat r ice  de  passage (S)

changement  de  repère  possède 1a  propr ié té  remarquab le  :

( s )  t

respec t ivement  les  mat r ices  inverse  e t  t ransposée

i  e s t  d o n n é e  p a r  s e s  a n g l e s  d ' E u l e r ,  l aS i  l a  r o t a t i o n  g  :  t o

m a t r i c e  S  e s t  l a  m a t r i c e  d ' E u l e r

( A . I V - 3 )  $  =

Les  nouve l l es  comPosanEes

Ia  f o rmu le  ca r tés ienne  hab iEue l l e  de

e t  ( s ) E  a é s i g n a n t

m a E r i c e  ( S ) .

r B r Y

/  
cosccos ScosY-s incrs inY

I  
s inacos BcosY+sescrs in l

\  
- s i nBcosv

-cos  0co  s  Bs  inY-s  inacosY

-s incrcos BsinY+cos ocos Y

s inÊs iny

Tt .  .  peuvent  êcre  ob tenues au  moyen
r J

t rans formaÈion tensor ie l le  :

cos  qs  inB

s inos inB

c o s B

I

\

T t .  .
1 J

- T- L

k r o
(A. rv-4) ' ; i s,l ïr

de



7 5

Toute fo is ,  dans  |e  cas  par t i cu l ie r  de  changement  de  repère  Par

roEaËion ,  1es  t rans format , ions  sont  no tab lement  s imp l i f iées  Par  1a  cons-

t ruc t ion  des  Eenseurs  sphér iques  cor resPondants  '

Un renseur  sphér ique i r réduc t ib le  €  de  rang 0  es t  un  ê t re  mathé-

maEique à  (2 r "  +  l )  comPosant " "  €1 , r ,  ,  - l  - 'n  <  0 ,  qu i  se  t rans forme Par

ro ta t . ion  se lon  1a  représenta t . ion  Og(g)  du  groupe cont inu  des  ro ta t ions '

La  fo rmule  de  t rans format ion  cor respondante  (c r i tè re  de  tensor ia -

l i r é )  s r é c r i r  d o n c  .  ( l  l )

L n

(A.rv-s) 8'ur, = 
_l . 

*uo oirr(e)
P = - r

A  r i r r e  d , e x e m p l e ( l  
l ) ,  

l e s  ( 2 9 .  +  l )  f o n c t i o n s  s p h é r i q u e s  s i m p l e s

V i  fO,V) ,  - [  -<  m <  0 ,  son !  les  composantes  d 'un  tenseur  sphér ique i r réduc t ib le

de rang 1, :

9.
(A.rv-6)  v |  to"e ' )  = I  ^  YT (e,v)  Df*  (o,o,v)

P=-r

Dans une première  é tape,  1e  Eenseur  Tr i  es t  décomposé respec t ive-

(  I  r )
ment en :

-  Tenseur invariant de rang zêto :

1  -  ( l  seu le  comPosante)
.t 

ttt
K

-  Tenseur ant isymétr ique de rang ur :

^ l
1 . .  =  =  f t . .  -  T . , )  ( 3  c o m p o s a n t e s  l i n é a i r e m e n t

l J  z  L J  J r  i n d é p e n d a n t e s )



76

- Tenseur sYmétrique de rang deux :

T , .  = *  ( r . , ,  +  T , . , )  -+  I  r " "  (5  composan tes  i ndépendan tes )- i j  
t  L J  J r  J  ' Ë  K K

. ) 9gs:$esll$-4s-gelsssg-gpbÉrisge-Ée-reee-ze*'

La È. race  I  f "  ,  sca la i re  invar ian t ,  cons t iEue d i rec tement  le

T  
KK-

tenseur  sphér ique de  rang zêro .  L 'un ique é lément  de  mat r ice  de  la  repré-

n 0
s e n r a r i o n  U u ( g )  d u  g r o u p e  d e s  r o t a t i o n s  e s È  l i  O ( e )  

=  t .  I 1  a p p a r a î t  d o n c

b i e n  q u e  I a  t r a c e '  s e  t r a n s f o r m a n t  s e l o n  u  ( g ) ,  e s t  u n  i n v a r i a n t :

(A. rv -7)  I  r 'uu=(Do) I  r t r
k ^ ^ k

b ) I ees- grs glleg -4s - lee 19sl -qPb e Elgse --d g-Legs-us :

/\
Les  t ro is  composances  indépendantes  T . .  condu isent  par  combi -

na ison I inéa i re  aux  t ro is  comPosanges d 'un  Eenseur  sphér ique i r réducEib le

de rang l .  Les  combina isons  l inéa i res  à  opérer  sont  obgenues Par  ana log ie

avec  ce l les  qu i  condu isenE,  à  par t i r  des  coordonnées car tés iennes '  aux

harmon iques  sphér iques  s imp les  v i  te ,V)  de  rang 1 '  =  I  :

- l  .  I

i tYr ' (e ,V)  
=  

Æ(x- rY)

i n
(A . i v -8 )  i  rY ;  ( e 'V )  =  z

l r
i

I

L r  v f  tu ,v l  = -à (x  + iv)
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L ,es  t r o i s  composan tes  du  tenseu r  sphé r i que  de  rang  I  son t

r e s p e c t i v e m e n E :

,  
" t  

s e  E r a n s f o r m e n t  p a r  r o Ë a t i o n  s e l o n  I q  r e p r é s e n t a t i o n

D ' ( g )  d u  g r o u p e  d e s  r o t a t i o n s  ( A . I V - 5 ) .

c ) q9! s-lLss liep-4 g- tels-gsl-sPbê sls ge- 4e-reÊs-qgsr :

Dans  l es  mêmes  cond i t i ons  que  p récé 'demmen t ,  on  ob t i en t  l es  comb i -

na i sons  l i néa i res  à  e f f ec tue r  su r  1es  5  composan tes  i ndépendan tes  du  tenseu r

s v m é t r i q u e  T .  .  :
Ll

- r zz -2 i ,112)

ft

Ez- t  =  
/ i ( t '3 - i ' z t )

+  i  T ,  
, )

- t î ,  
3 )

d ) l a

r '5r  - r  = n( 'zI
I
I

(A.rv-e) 
i r ,  o = î l  2

i
i o  =  - ] r î
L ' l  |  / 2 ' ' z

(A.rv-ro) i  Tzo = +(21ts-1r t -1zz)
I

Ir / T

\  t ,  r  = -r / i  (T'  3 * i  Er r)

t t

,T22 = 
VË( t r  t - rz r+2 i r rz )
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Les cinq composanEes se Eransforment

groupe des  ro ta t ions  (4 .  IV-5)  :

se  l on 1a représenta t ion

D 2 ( g )  d u

(A . r v - l l )

P '
"2  - 2

) o t

" 2 - l

? o t
"2  0

t
.9
o 2  I

I

Êzz

D2^  ^- z  - z D?t -z n 2"o  -2
r,

. Lur  -2 n2-2  -2

1 2- -2  2
^2
" - t  2

,'o , o?, ,3,

v

ï

pour  t rans former  un  tenseur  car tés ien  T  par  ro taË ionn i1  es t  t rès

conunode de  cons t ru i re  les  tenseurs  sphér iques  cor resPondants ,  9u i  se  t rans-

fo rment  d i recEemenE draprès  les  représenEat ions  i r réduc t ib les  du  groupe des

roÈat ions .  Ensu i te ,  à  par t i r  des  6 f I I l ,  on  re t rouve a isément  les  composantes

du Èenseur t . ransfor*é T'  au moyen de simples combinaisons l inéaires '
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