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Les problèmeE de la résistance mêcaniqrre des eol idee, dans toue lee

donaines de la construct ion, ont acquis un intérât accru ces dernières années

dane la mesure où on- impose aux systèmee roécaniques des raPPorts résistance
mas9e

de plus en plue él .evés.

Un cae part icul ièrehent iûportant par le nombre de ees applications,

concerne les problèmee de contactg entre deux eolidee et plue précisénent 1ré-

tude et lranalyse dee contraintee dane deux eolides en contact. La connaiggance

dee solutions de ces problèmeE est indispensable dans lee recherches entreprises

dans les donaines du frottenent, de la lubrif ication, de la fat igue localisée et '

bien entendu, dans celui de Ia réeieËance rnêcanlque des solides en contact.

La théor ie  de base,  formulée en l88 l  par  H.  HERTZ ( l )  décr i t  la  na-

ture de la surface de conÈacÈ et la répart i t ion des pressions notmalesr lors-

que deux gol ides é last iques semi- in f in is  Bont  pressêg l run conÈre l taut re.  En

1930, 1HOMAS er t lOERSCll (2) reprirent la thêorie de IIERTZ pour calculer les

contra intes à l r in tér ieur  des eol ideg.  Ce t ravai l  a  été repr is  Par  MINDTIN (3)

et PoRITSKY (4) en 1949 pour calculer les coçtraintee dans lee solides en con-

tact lorsqutune force globale de frottenent srajoute aux Preesions normales

dont la répart i t ion fut dognée par HERTZ.

Des travetr)( plus récents ont peroia drêtudier lea contraintes de

contacÈ loreque drautres eoll ici tat ions s,gnt inPoeéee aux solides. Crest ainsi

que LEE et OI.LERÎON (:) considèrent le cae de deux sphèrea qui roulent lrrsre

sur lrautre touÈ en tournent eur ellea-nênes. FLoRENCE (6) a êtudié le contact

entre gn dieque circulaire et r igide et r.rn naseif eeni inf iai,  loreque le die-

que eet eoumis à rrn couple axial ou à rsl Dotrent diaétral.
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Un cas part icul ièrement int ,éressant est cel-ui  où l run des sol ides est

soumis à La f lexion, car ce problème se retrouve dans les rai tsr les engrenages

et les poutres de roulement de ponts roulants. Un travai l  récent (1970) ef, fectuê

par STREMSDOERFER (7) rend compLe des contraintes de conÈact dans un rail sur un

sol élasgique. Les résul- tat ,s obtenus ne se général isent Pas au cas où le coeff i -

c ient drappui du rai l  devient nul ,  ce qui esÈ not,amment le cas des Poutres de

rou lement  des  Ponts  rou lan ts ,  9u i  de  p lus ,  son t  f in ies .

Nous nous proposons donc ic i ,  drétudier 1es contraintes dans une Poutre

f inie simple de sect ion rectangulaire et reposant sur deux appuis,  chargée en son

ni l ieu par une roue de nême épaisseur que la poutre. 
'

Nous f ixerons touÈ drabord le domaine de val idi tê des soLut ions obtenues

sous la forme dtun développemenÈ en série et,  après un rappel des résultats clas-

siques de !a théorie des poutres et de la théorie du contact '  nous calculerons

les conÈraintes dans la poutre par la méthode des sér ies orthogonales.

Ut i l isant la nême méthode, nous 1'appl iquerons au problène de la charge

obl ique et à celui  du rai l  reposant sur la Poutre de roulement.  Les résultats

seront conparés ar-r :< résuLtats expérimentaux de la photoêlast ic i té.



I - RAPPELS DES IPIS DE A I'ECANIWE DES C1W

CONCERNANT LE CONTAæ E! IA FL&ITQN.

A) MECANIQUE DU CORPS SOTIDE ET DEFORMA-BLE

Les prob lèmes c lass iques  de  1 'é las t i c i té  cons is ten t  à  t rouver  le

tenseur des contraintes oi j  en tous les points drun sol ide, de forme géo-

métr ique donnée, connaisçant les charges exËérieures appl iquées à ce sof ide.

On admet  généra le rnent  la  l inéar i té ,  la  cont inu i té ,  l , rhomogéné i té  e t  l r i so-

tropie des sol ides. Ces hypothèses sinpl- i f ient considérabl-ement 1'étude

mathénat igue des contraintes eË sont généralemenË véri f iées pour les maté-

r iaur  de  cçns t ruc t ion  c lass iques .  De p lus ,  nous  supposerons  ic i  qu t i l  n ry

a  pao d tacÈ ions  mass iques  ou  t le  cont ra in tes  rés idue l les .

Les  lo is  de  l 'é las t i c i té  dans  le  eadre  a ins i  dé f in i ,  son t  au

nombre de trois (TIMOSHENKO (17)) :

I n ) - Lee-Égsellgsg-41lIéreegielleg-Êe-lléggllibge-Élee.glgge'

â o  â o  â o
l o t  +  x y  +  = x z  = 0

âx ây àz

â o  â o  à ou u ^ = x Y . . = Y ' 1 ô
ày  âx  àz

â o  â o  â oz î ,  x z  y z  = Â
à z  â x  ô y

2", - Lee-sgedlgigee-9e-sespeliLi$lq.

( t+v)Â o,o.*  #-o ( l+v)o o,o*#=o



( t+v)aoyy**F=o ( t + u ) L a " g

( t+v)a6z..+f i=o ( l + v ) 6 o r . ' *

0=o* *+oyy *ozz

azo
* æ e'  àxâz

3u) - Lee-sge4igiess,-egl-Ileileg

Si Xr Y, Z sont les composantes des forces Par

agissaot en surface, les condit ions aux l in i tes srécr ivent :

/*\ / u\
/ - \ / \
lv l  = (oi j )  l ' ll t  - t t

\ ,  /  \  " /

0 ,  û ,  n ,  é tan t  Les

à la surface du soLide, au Point

un i té  d ra i re

cosinus directer.rrs de la normale extérieure

considéré.

4 " ) - Lee-4É!egge!!elq-ésÊs-s-seli4e-see!se!e!

Lranalyse des déformations dfun sol ide eera fai te ic i  dans le

cadre des pet i tes dêformations'

S i ( x r l Y t z ) s o n t l e s c o o r d o n n é e s d r u n p - o i n t M a v a n t d é f o t o a -

tion, 1es coordonnées du point Mt (obtenu à partir de t! après dêfomstion)

soot, données Par :

v ,  z+w .

composantes du vecteur déplacenent'

x  *  U r

u r  V r  w ,  é tan t

y+

les

à 2 9



En ne considérant que

des gradienÈs des déPlacements

e i j  =

âu
â x

âv
E

ât
E

Le tenseur ei j

parEie ant isYrûétr ique

E t o n a :

e i j  =

7

l-es déformations pet i tes, on déf ini t  Le Ëenseur ei j

Par :

âu  â" \
av âr \

\
âv  âv \
âyèz l

I
I

âw âwl
I

ây  àz l

esL alors séparé en une part ie synétr ique ei j  et  une

oi j  tel le que :

e i j = e i j * t t i j

Aw\
aE/

at\
âv/

âw
à z

t  /au
Z \âz

t  /av
Z \â"

. aw\-Fl

âu l- l'-qg . -a".)
âx  2  \âx  àY /

l- /-t" - æ\ àv
2 \âx àyt  ôY

r  /au .a ' \  t
z \ IE'  a*r  z

(au
t -
\ àz

Les lois de Hooke précisent ators les reLat ions entre le tenseur des

contraintes oi j  et  celui  des déformations ei j

Dans Ie cadre de La méeanique l inéaire des sol ides isotroPes et homo-

gènes,  ces  re la t ions  s récr iven t  :

( o x x -  v ( o l y + o z z )  )Iêxx=E

.yy  =  +  (oyy  v(oxx*o. . )  )



1 , . \e"z = 
É 

(ozz = v (oxx * oyy) l

Ie i j  à  o i j  ( i  #  j )

E est le noduLe drYoung du naËériaur v son coeff ic ient de Poisson et

G son module de cisai l leoenË.

Ona:.=7fu

s") - 9ee--alge-Preb1Èse-4e-seelselllee-pleeee

Le probLème de contraintes planes est défini par le tenseur

lou. o:<y o\
l^loi j=  lo r  oyy  0 l
\ ,
\o o o,

où Les c@posantes de oij sont indêpendantes de la variabLe z.

La solution dfun tel probLène peut 8e Dettre eous la forme dtune

fonction de force 0(x, y) moyennant qr:elques approxinations et quelques hypo-

thèses supplénentaires (voir Annexe I)

0(x,  y) doi t  eat isfaire à deux condit ions :

- La fonction de force doit être eolution de 1féquation biharmonique

A A O ( x , y ) - 0

- Les contraintes sont déter:miaées à partir dee dérivêee secondes de Q

par rapport à x, y et ces cootraintee doivent eatiefaire les conditions



aux l in i tes du problème.

oro=#

è2ôor" = 5;2'

è 2 6- or.I = Tm;

Ces équations ne satisfont que partiellement les conditio$s de

compatibi t r i té.  Ia fonct ion $(x, y) est appelée fonct ion drAiry ;

Nous verrons dans les paragraphes suivants, la forme du tenseur

des conËraintes pour une poutre f léchie et pour l -es effets du contact eûtre

ur disque et r11l  massif  semi inf ini .  De plus, pour Pouvoir  comparer ces ré-

sultats au:< résultats expérimenLauxr nous calculerons en chaque point du

so l ide  la  d i f fé rence des  cont ra in tes  pr inc ipa les  o1  -  o2 '

On peut montrer simpl-ement que cette différence est égale au

double du cisaillement maximurn 6^a* au point considéré, et lton a :

o L - o 2 = 2 6 m a x

B) LES CRTTERES Dl PL 'SfrçIrE

Lr analyse des conËraintes dans un solide a essentiellement pour but la

recherche des conditions pour lesquell-es la défornation devienË Partiellement

irréversible donc plastique. De nombrer.ar criÈères onÈ étê proposés pour relier

une fonction des contraintes à La lirnite élastique obtenue par lfeesai de Ërac-

tion. Parmi ces critères, deux drentre eux sont les plus généraleneot admis par

les métaux.
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I o ) - Le-srilÈse_Ce_lseese_eg_ssitère_4e_le_slgeiee-selie-'le

On admet dans ce cr i tère, basé sur dee observat ions expérimentales,

que le corps cède lorsque la di f férence des contraintes pr incipales extrêmes

at te in t  une cer ta ine  va leur  2  K .

S i  o n  p o s e  0 1  t  o 3  t  o 2 ,  o n  a  a l o r s  o I ' 0 2  =  2  K

La constante K peut être déterminée lors de lressai de tract ion. En

ef fe t ,  dans  ce t  essa i ,  i l  y  a  dé format ion  p las t ique lo rsque 01  >  oe

(oe =  l in i te  é las t ique du  so f ide) .

O n a d o n c : 2 K - o "

2") - Le-srigÈre-9e-Yes-Uiess

Pour un sol ide isotrope et dont la l in i te éLast ique est indépendante

de la composante hydrostat ique du lenseur des conËrain-Ees, le cr i tère de Von l ' l ises

s  t é c r i t  :

( o i  -  o 2 ) 2  +  ( o z '  o 3 ) 2  +  ( o 3  -  o 1 ) 2  =  2  o . '

Pour un problèrne bidinensionnel- ,  (o3 = 0),  on a :

( o t  -  o ù '  *  o z 2  *  o t 2  =  2  o e . z

CeÈÈe express ion  cor respond à  Lrénerg ie  de  d is to rs ion  é las t ique e t  le

c r iÈère  de  Von I ' { i ses  es t  appe lé  le  c r i tè re  de  1 fênerg ie  de  d is to rs ion .

Les vérifications expérimentaLes de TAYLOR eÈ QUINNEY (8) confitment

la val idi té du cr i tère de Von Mises pour les métaux courants.

La di f férence entre le cr i tère de Von Mises et celui  de Tresca esË au

maximnm de lrordre d,e 15 7.

Nous calculone théoriquement les contraintee principales 01 et 02

o3 =  0 ,  ce  qu i  pennet  I 'app l i ca t ion  des  c r i tè res  de  p las t i c i té .
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De plus, nous calculons en chaque point du sol ide La di f férence

oI -  02 égale au double du cisai l lemenÈ dans le plan de la poutre. Lê l ieu

des  po in ts  pour  lesque ls  la  d i f fé rence o l  -  02  es t  cons tan te '  es t  appe lé

isochrome et peut ôËre obtenu expériæntal .ement par photoêlast ic imétr ie.

C) LES RESI]LTATS CONCERNANT LA FLEXION.

Les poutres sont généralenent étudiées par l -es néthodes de La rê-

s isÈance des  matér iaux  où  on  nég l ige  1es  e f fe ts  locaux  (contac ts ,  appu is '  con-

cent ra t iops  de  conEra in tes) .

Les travaux de base dans le domaine de la flexion des poutres

sont dus à BARRE DE SAINT VENAIIT. Le principe de calcul- consiste à trouver

pour chaque sect ion transversale de La poutre, la valeur du moment f léchis-

sant Mfz eE de l tef fort  t ranchant T, resPect ivement momen! et ré.sulÈante du

lo rseur  des  fo rces  s i tuées  à  d ro i te  de  la  sec t ion  é tud iêe  (F ig .  la ) .

J.

t

F i g .  l a  : A:<es dee coordonnées



t2

Dans l-e cas présent, nous aurons donc (f ig. lb) :

ur.=T (+-")

u q=l G*+)

Pour  l re f fo r t

rv = *T

ry=-Ë

p o u r x > 0

p o u r x < 0

uc{r

r !
L1

Fig. lb :  Variat ions de M f"  en fonct ion de x

tranchanL Tyr on aurê (f ig. lc) :

pou rx>0

pou rx<0

Fig. lc :  Variat ion de T, en foocÈion de x



Les variations de l.t f, et T, en fonctioa de x soÊt tracéçs respecti-

veoent sur les f igures lb et lc.

Les contraintes dont alors données par les formulee classiques :

6xx=-  " i - t

/  p tf-ùv
l= -z-

{
I
I , <**fi r
L = .  - 2 -

s i x>0

s i x40

oty=o

I

ê*=H. l -"  yrdy=a* F"z-r2 '1 =+ aL.! ' i .2-y2)
Jy r

I  est le moænt dr inert ie Par rapPort au plan horizontal  contenant

l taxe  neut re  ( i c i ,  l raxe  x ) .

Pour une section dorurée, o** varie donc de manière linéaire

( f i g . 2 a ) e t p o u r y > 0 o n a o x x ( 0 ( c o n t r a i n t e d e c o n p r e s s i o n )

y < 0 on a oxx ) 0 (contrainte de Èraction)

La valeur maxinale de o** a lieu Pour x = 0 et pour y"+ c

pour y = + cr x = 0 on trouv-e donc une contraiûtê opr - -'40i"
(

f * n

- lb  +Ql t
ELg 2ai: Variation de oxx pour y = - c ea fonctioo de x
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t a c o n t r a i n t e q K y a u n e a l l r r r e p a r a b o l i q u e ( f i g , 2 b ) P o u r u n e

.Sectioo donnée. qry est maximum Pour y = 0 et la valeur de ce ma:cimum

î P
e6r Ëî: 

Les points d'êgal-e diffêrence des contraintes principaLes

sont sur les courbest

oL-oz=ff i

l c
9,x  =  
4 ' eû

I

fonction de Y

T- c

: Variation de o- PourFig.  2b

So i t  i c i ,

o l -

^ ^ r r . * > O ( f i g . 3 )

/t <â-.,r1'! __sp,.
"z ={Lt .-7J + # (- "2 -Yz)z

des points dtêgale di f férence
( l / 2  p o u t r e )

F ig .3  :  L ieu des contraintee PrinciPales'



D) !.ES RESULTATS çONCERNÆr{T tE CONTACT

La théorie du conËact entre deux solides a été abordée pour La

première fois par I IERTZ ( l )  (1881) et rePrise en 1930 par Tttol fAS et

I I O E R S C H ( 2 ) . P l u s r é c e r T n e n t ' P O R I T S K Y ( 4 ) ( 1 9 4 9 ) é t u d i a l e c a s d u c o n t a c t

entre une roue et rn massif seni infini lorsquril existe llre charge quelconque

(normale ou tangent iel le) entre les deux sol idee'

lo) - 9ee-dg-sggg39!-ggssel

HERTZ assinile les surfaces au voisinage du contact des deux

solides à des surfaces du deuxiène degré de rayon de courbure principaux R1

et  Rr l  pour  le  so l ide  I  e t  R2 eÈ Rf2  Pour  le  soL ide  2 '

E o s u p p o s a n t l a s u r f a c e d u c o n t a c t p l a n e e t d e d i m e n s i o n s

petites par rapport aux rayons de courbrrre, HERTZ trouva que le donaine

contact est une el l ipse draxes a et b,  et  que La pression noroalé entre

deu:c sol ides, en un point (x,  z) de l taire de contact '  e8t égale a ( f ig '

qr  ( x ,  z )  =  -  qo l

o ? 'ro'

- - - -  
- - -  - È i \

a t  \ t
, \

- _ _ _ _ _

tridinensionnel

du

1es

4 ) :

t
,
\
\

ç . a e 2 2

Fig.4 :  Contact

t r -  b
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qf,""a la pression au somet du deni el l ipsôiâe représentant Lré-

quaÈion précédente.

q o l  =  -  q l  ( 0 ,  o )

est la charge globale entre lee deux sol ides, 1féqui l ibre élas-

I
de  ca lcu le r  qô .

' 3 P'  9o '=7, f f i

s iP

tique permeÈ

0 n a

Le cas du cootact entre deux cylindree infinis parall.èles diffère
.

Légèrement du cas précédent, mais le prob,lème devient un problène de dé-

formations planes. Si Les cylindres sont finis, on se ræène au cas étudié

par pORITSKY (4) et dont nous ut i l iserons les résultats Par la sui te.  Pour

cette raison nous considérons que ltun deg sol"idee a deruc rayo'ns de cour-

bures  in f in is .  F ig .  5 .

G+

IFig. 5 : Systèæ de drarge eeloa P0RIT,SKT



PORITSKY moûtra que lraire de

et 2a (t eet lrépaisseur cotnpoe des

La répartition des pressions

el l ip t iqr . re  ( f ig .  6) .

F i g .  6

q(x)  = -  qo

2Pq0  = ;E

l 7

contact devient un rectêngle de côté

deux so l ides) .

à l r intér ieur de l raire de contact est

:  Répart i t ion el l ipt ique des pressions.

J_
l .  x -

v  t - - t a-

R est le rayon de lfrsr des cylindres (Le rayon de courbure du deu-

xiène est supposé inf ini) .

E et v sont respectivenent le module dtYouNG et le coefficieqt de

POISSON du natêriau cotmuo aux deur solides.

Coonaiesant aioei les colditioas aux linites du problène du contact

seul, il est facile de calculer les contrai-qtes dans les deux eolideà eo

repreoauË leg f,otmules de BOUSSINESa (9).



r8

Le calcul a'et.ê fait sur Lraxe x = 0 par Tl0tfAS et IIOERSCil{ (2) soug

la forue dt intégrales el l ipt iques. Ces calculs ont été repris par FORITSKI

dans le cas dtrn êtat plan de conErainte,rêeultanÈ du contact entre ule roue

de rayon R et un nassif  seni inf ini .

Avec le systèroe draxes choisi  ( f ig.  6) '  PORITSKY trouve :

Cx - -E  -  - -  zE)
zP -  l ;  e> -e  ' l

oro-f f i  t  
t - - - -h--  )

o zP fr- i ' -sl
w ? r ta  -  

t  shE  )

o*r=H R i;EtË---"tsl]

Enposc r t  x -ach f  cosn 0 .€ . -

0<n.- i! = a s h ç e i n n

E=(+ in

r  t , . . . . . . )  e t  R  ( . . . . . . . )  dêe ignen t  r esPec t i veneû t

per t ie  inaginai re et  par t ie  rée l le  de t .  . .  .  . .  .  )
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POUr X =

Les conÈra in tes

0 en fonct ion de

o__- ,  o___- ,  e ins i  que:çx - yy'

y  ( F i e .  7 )  .

(o t  -  oz )  on t  é té  t racées

9o

rô  , l - ï ;

o/

^t
Fig .  7  :  Var ia t ion  de  o ,o , r  oyy  

"a  
o ,  -  02  sur  l raxe  y .

A partir de ces courbes, ITIOI"IAS et HOERSCH ont observé que le ci-

sai l lenent mel ip,1m se trouve à une profondeur y = 0r7g a sur l raxe de sy-

mét r ie  du  contac t .  La  va leur  de  ô* " *  en  ceÈ endro i t  vau t  0 r3  qo .  ce  po in t

est appelé point de HERTZ.

q (*)
tL t

:-.

\ - -  t o "\ \ _
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dréga le  va leur  de  E*^*  sont  reProdu i tes  en  F ig .  8

q 1"

F i e . 8 :  R é p a r t i t i o n
o t  -  d ^

isochromes # selon PORITSBI
K

des (K = frl)
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2" ) - 9c s- 4g-g esgss! -es-er És ee ge - 9e -gberee-gu--rbgc - 4e-g!!e9.9Êeg'

PORITSKY admet une aire de

cas précédent (charge normale unique) et

Èangent iel l -es proport ionnel-1e à cel- le des

contact de gl issenenÈ et en chaque point

admer la loi de CoIIL0MB).

contact identiqr:e à eelle du

rrre répartition des cmtraiûtes

conÈraintes nornales. ( I1 Y a

de la surface de eontact, od

P 0 R I T S K Y m o n t ' r e a l o r s q u e l e s c o n t r a i n t e s d r r e e à l a s e u l e

charge Èangentielle de glissement (pas d'actions normales) sont doDnées

par :

I t * {e-6}
-F - l

t  e  o  ] l'  sht  ' l

I r t"-Er - -r ' l

RiHt.l

Zlvory = ff iz
e f r
sh6 '

v -+ s - I
a

v
a

2T
R = -":rY nEa

I {

T  e s t  l a

, = 
,,/'*^

charge

a
q 0

globaLe aPPliquée.
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Les courbes pour lesquelles o1 - 02 est constant sont reportées

F ig .  9 .

Fig. 9 : Répartition des isochrqtres (or - ozllt[ daas le cas de

la tracrion rangenriel.Le (M - 
"*4J 

(draprès PORITSKY)

Le principe de superposition

traintes dans les eolides Lorsqurunê

entre les deux solides.

pemet alors de cal,culer lee con-

force globale oblique eet appliquêe
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11 suff i t  de calculer

r - t
o i :  =  o ' ; :  +  o - . "- À J  r J  r J

x r Y

x r Y

contraintes cal'culêes dans le cas

les indices 2 corresPondant aux

tttractioo tangentieLleil avec T = ltN

indiquée Fig. l0 Pour un coef-
I

1 =

J =

Les indices I correspolldant aux

drune charge normal-e (paragraphe I D1) i

sontraintes calcul-ées dans le cas de l-a

ou u est le coeff ic ient de frot tement '

La distr ibut ion des isochromes est

f i c i e n t u é g a l à 0 ' 3 .

I
(or

r I

Répartition dee isochromee

avec glissement. [* - #

dane le cae du contact

(d'après PORITSIG)

*

- azlK)

= Or3l
F i g .  l 0  :
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On observe, cormle le montre une étude photoélast ique fai te par

IIEEMS, LAGARDE er COURTELLE (lo) que le point de IIERTZ se raPProche dren-

viron 50 Z de la surface et que le cisaillement maximum augmente de 15 7",

3") - 9eg-9g-sge!39!-99-r9s19se!!'

Le cas du contact de roulement correspond à une charge globale

tangent ielLe T infér ieure au produit  UP. Les act ions de conÈaôt ont étê

cal-culées par MINDLIN (3) et nous reprenons ses résultaLs dans le cas par-

t icuLier suivant :

les

1e

La

so l ides  possèdent

coef f i c ien t  u  esÈ

charge. normale esË

1es mâmes const,antes élast iqr ' res ;

constant dans la zone du contact ;

appl iquée avant la charge tangent iel le ;

la présence de deux régions à l  t  intér ieurMINDLIN démontra alors

domaine de  contac t  (F ig .  l l ) .

dtadhérence et zone de gl- issement dans le cae du

zone de gl issement

d t  adhérence

Fig .  l l  t  Zone

contac! de roulement
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11 existe une zone.ceotrale (x < b) où i1 aty e pes glis's@eat 3

o:ry < uoyy

La zooe péripferque (b < x < a) correspoad à tme zone de gl'iasernent

où 1es surfacee en contact glisseut localenent lfune par rapport à

lf auÈre et l.f on a f inalement :

ory E uoyy

du

PORITSKY

coûtact Peut

2 TÂ = -'ry lrta

ûontra que 1a distribution de o=, (Fis, 12) dans le dooalae

ee représenter Par 1téquation :

re 2rb3t  t - ; z -  ;E ' q

des pressions normales reste cel.le décrite eue t

paragrapbe

dis tr ibution

D l )

1a

( 1

2Poyy  =  - ;6 rc
Daos cee formules ;

DaBe ces cooditioos r on peut calcuLer

de ooo glisseneot

T esË la traction taqgentielle globalet

P est la charge noruale globalet

e t l r o n a  T < u P

la demi largeur de la zsne

b = a 1u---l'1t/2
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de non

On ret,rouve ainsi que si u

gl issement es t  inexistante.

P = T (g l isseuent) ,  la  zone l * l  <  b

Fig. 12 : variation de oxy et oy, dans la zone de contact en prêsence de

rouLement.
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Connaissant ainsi les conditions aux Linites dans Le domaine du

contact, I-e principe de superposition per:net de calculer les eontraintes

dans l tun  des  so l ides .

En effet ,  i l  suff i t  de calculer les contraintes ol i5 dues à la

charge noraale P (paragraphe I  D1),  de calculer Les contraiotes o2i3

dues au terme #* Ff

traintes o3i3 dues au Èerme

précédentes .

(paragraphe I  Dz) et drajouter les con-

2rb3 rc

Les conÈraintes o; I  dans un sol ide dues
r J

sont alors obtenues Par la scme 2

oi j  =  or i j  *  oz i . l  *  o3 i j

au contact de roulement



fi - P,RINCTPES DE A ET .

A) CAS DE IÂ CHARGE_I.TqRMALE

to) - abqg d "- eve !ÈEe - erp 9'-ipesl sl -s g -se4 è t e - É gs4! Ê'

La nature très différente des théories sur la flexioo et le con-

tact ne penueË pas, dans le cas étudié ic i ,  une sinpLe superposit ion des

effets du contact à ceux de la f lexion. En effet ,  1téqui l ibre mécanique

de La poutre exige une charge nuLle sur 1a face infér ieure (en dehors des

appu is ) .  Or ,  1es  cont ra inÈes de  contac t  te l les  qu te l l -es  sont  ca lcu lées

supposent gn massif  semi inf ini .  Une pouËre f ict ive découpée dans ce mas-

si f  serai t  donc soumise sur La face supérieure à une répart i t ion hertzienn'

e t  sur  la  face  in fê r ieure  à  une répar t i t ion  rad ia l -e  (F ig .  l3 ) .  L rêqu i l ib re

mécanique ne serai t  donc pas réaLisê en suPerPosant les contraintes de con'

tact dans un massif  seni inf ini  à celLes de la f l -exion drune poutre 8ur

deux appuis.

--T --1---\

/l\
Fig. 13 :  Répart i t ion radiale des réact ions du sol ide seroi

infini sur une poutre fictive découpée dans celui-ci

I
I
I
I

A
I-7 \

\
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Une autre rnéthode,  basée uniquement  sur

e t  t enan t  comp te  des  cond i t i ons  aux  l im i t es  Le l l es

p é e s  p r é c é d e m r e n t ,  d o i t  d o n c  ô t r e  u t i l i s é e .

1 a  t h é o r i e  d e  1 r é l a s t i c i t é

qu 'e l1es  on t  é té  déve lop-

De plus, pour pouvoir  aborder sirnplement le problème des poutres

de rou lement ,  p lus ieurs  hypothèses  s inp l i f i ca t r i ces  on t  é té  fa i tes .

*  Les  pout res  d"  rou t " r "n t  on t  une sec t ion  Eransversa le  en  doub le  T .  11

faudra i t  donc  résoudre  les  équaËions  de  1 'é las t i c i té  dans  le  cadre  t r id imen-

s i o n n e l .

Nous avons  pensé qu 'une première  é tude s imp le  permet tan t  d 'aborder  le

problème étai t  de ne considérer que l târne de la pouEre et de ramener ainsi

le problème à un état plan de contrainte. Cette première hypothèse per:rrct

des  ca lcu ls  re la t i vement  s imp les  e t ,  par  un  fac teur  de  s imi l i tude  adéquat ,

de  prévo i r  les  cont ra in tes  dans  la  pout re  en  doub le  T  comme I ta  fa i t

STREMSDOEPJER (7) dans le cas du rai l .

*  De mêrne, nous supposons qu' i l  n 'y a pas de phénornène d'exeenÈrement

de la  roue par  rappor t  à  la  poucre ,  e t  que la  pout re  e t  Ia  roue on t  même

é p a i s s e u r .

Dans une première étude, nous considérons le contact direct entre la

roue e t  la  pout re  e t  nous  écud ions  au  paragraphe I I .D  le  cas  d tun  ra i l  rec -

t a n g u l a i r e  p o s é  s u r  l a  p o u t r e .

Le système éÈudié consiste donc en r:ne plaque rectangulaire reposanL

en ses extrémités sur deux appuis de largeur b et chargée en son mil ieu par

trne force P par f  intermédiaire d'un cyl indre de rayon R et nâæ épaiaseur

que la poutre (Iig:_l-t).
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12cf F,
* t ,

Fig .  14  :  Sys tène é tud ié  e t  axes  de  coordonnées '

Le  prob lème é tan t  un  prob lème de cont ra in tes  p lanes ,  la  so lu t ion

sous  la  fo rme d tune fonc t ion  d tA i ry  ne  Peut  ê t re  qurapprochée a ins i  qu t i l

es t  mont ré  en  Annexe I .  L 'approx imat ion  a ins i  fa i te  es t  néanmoins  t rès  va-

labLe car  1 'épa isseur  des  so l ides  en  conÈact  es t  fa ib le  par  raPpor t  aux  d i -

mens ions  p lanes .  Le  cho ix  de  la  méthode nous  a  é té  d ic té  par  pLus ieurs  con-

s  idéra t ions  .

*  La solut ion sous la forme dtr .ure f  onct ion dtAiry développée en sér ies

t r igonomét r iques  permet  la  réso lu t ion  d 'un  prob lène p lan  lo rsque les  so l ides

ont des forues sinples quel les que soient les condiÈions aux l i rni tes imposées'

(Cer ta ines  res t r i c t ions  appara î t ron t  Pour tan t  au  paragraphe I I 'Ag) '

*  Le développenent récent des noyens de

I  t  u t i l i sa t ion  ( l r  tm te l  f  o rmal isme,  a lo rs  que

à u t i l i se r  sans  I 'a ide  des  ord ina teurs '

calculs nr.mériques rend possible

cette néthode eût été i rryossible
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x Une autre rnéthode nr.unérique, di te ' rméthode des élénents f  in is",  QUi

esE actuel- l -e . . : - : ' .  ' . . : , : . ' , reloppée au laboraEoire de mêcanique des roches de lrE-

co le  des  Mines  de  PARIS (^6)  ,  Pennet '  e r i  i r r i ; rc ipe ,  1e  ca lcu l  n r ' rnér ique des

contraintes dans un grand nombre de cas qui sont insolubles Par les méthodes

c lass iques .  Au paragraph"  f .E .  nous  exp l iquons  pourquo i  la  méthode es t

d i f f i c i lement  app l i cab le  dans  ce  cas  par t i cu l ie r '

z" ) - gged!l!ees-esr-1iplgee-de*e-1,c-gee-4leee-sberee-egrEele ' (F ig ' I s)

La méthode u t i l i sée  nécess i te  la  conna issance des  lo is  de

t té las t i c i té  (paragraphe I .A)  eË des  cond i t ions  aux  l im i tes  (paragraphes

I . C  e t  I . D ) .

La théorie de I IERTZ, vaLable dans le cas du contact entre

deu< mass i fs  semi  in f in is  es t  suPPosée va lab le  dans  le  cas  par t i cu l ie r

é tud ié  i c i .  Dans  une récente  é tude (44  )  du  contac t  en t re  deux  so l ides  f in is '

les  résu l ta ts  ob tenus  sont  iden t iques  à  ceux  donnés par  la  théor ie  HerËz ienne '

1If-_+ L

F i g .  l 5  : Condit ions aux l in i tes dans le cas dtune charge normale.



t ique des

pour  l * l

Sur la faee 43, nous adnettons

pressions normales pour l* l

> a .

qut i l  etr igte uue

a et rJllG preserofi

3 2

répart i t ion el l ip-

nomale nul le

De même, nous

On a donc :

o r ,  (x '  +  c ) pour l*l < a

pour lx l  > a

pour lxl < n'/z

supposons 1 fabsence de goatrainte xy

q 0

Sur la face CD, i l  existe une charge norinale sous les appuis et

donÈ 1a répart i t ion peut être supposée rpi fot fne cooforménent au pr incipe

de SAINT VENAIIT. D'après ce pr incipe, la dietr ibut ion, dee contrainÈes en

un point éloigné d'rrne région chargée nrest pas nodif iêe si  on remplace le

système de forces agissant sur la région chargée par un autre systète de

forces, stat iquement équivalent et  agissant aur le nâne élênent.

On peut donc admeÈÈre que la répart i t iqn des chargeg sous les

appuis est uni fonne car les contraintes dane la ?one de contact ne seront

pas infh:encées par ceÈte répart i t ion, PoUrVu que la sgun des charges

P
soit  égale à ;  

(pour chaque appui)

o r r ( * r+c )=Q

o _ ( x r + c ) = Q

fi a donc pour la face CD :

or r ( * r -c )=Q *â-opour 0 * l* l
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oyy  (x ,  -  c )  =  'h

o ) r y ( x , - c ) = Q

oo,r r  f  -  u  r .  l * l  * ;

po,rr l"l * f

ces  cond i t ions  aux  l im i tes  on t  é té  représentêes  sur  la  f igure  15 '

3') - Eeesgleg-4lArrv

Dans quelques cas simples (charge r:ni formément répart ie),  i l -  est

possible de Èrouver la fonct ion dtAiry Ô (x,  y) sous la forme dtr-rr  polynôrne

e n  x  e È  y .

Dans le cas présent,  les condit ions aux l imites ont une dérivée

d iscont inue e t  soLoMoN (12 , )  ind ique 1a  poss ib i l i té  d tu t i l i se r  des  fonc t ions

propres  e t  de  rechercher  la  so lu t ion  0  (x ,  y )  sous  la  fo rme drun  déve loppe-

m e n t  e n  s é r i e s .
n = @

0 (x,  y)  = I  xn(x) vn(v)
n=0

X n ( x ) e t Y n ( V ) é t a n Ë d e s f o n c t i o n s d e x e t d e y r e s p e c t i v e m e n t '

chaque terme xrr(x) vrr(r)  devant êÈre solut ion de 1réquat ion

bihannonique' on a :

rJut * , ço v{' * +**L o
Xn XnYn Yn

En dérivant cette équat ion par raPPort à y '  on a :

Ér,#,+z #'b,#]=o



34

S o i t :

, st)- xn

En écr ivant l tégal i té des deux membres précédents avec la

c o n s t a n t e  _ Z o 2 n ,  o n a :

drf l
dv tYr.' '=-m

f  +o2n=o
^n

S o i t :

Xrr(x) = ên cos *nx * bn sin -nx

De mâme, on obt ient pour Vtr( f)  :

Yn = Aln ch *ny + A2n sh onY + A3n y ch *nY + Aqn y sh *nY

Pour 0(x, y) on aura donc généralement :

f l = æ

0(x, y) = i  C"" cos anx + bn sin -nx) (Aln ch -nY + A2n sh onY

n = 0

a A3n y ch -nY + Ar+n Y sh orrY)

Pour  le  cas  présent ,  la  par i té  de  Ô Par  raPPor t  à  x  e t  1es

condit ions aux l in i tes pour les faces x = I  f  a".r tooa être respectées.

En ef fec '  sur  les faces x  = 1 T,  oo doi t  avoi r  :

oxx=0

oray = 0
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En prenant  bn  =  0 ,  la  par i té  de  Ô (x ,  y )  Par  raPPor t  à  x  es t

v é r i f  i é e .

De même ' en Prenant cn = (2n - t ) T, la contrainte o** sera

0
nu l l es i x= l i

1a fonct ion drAiry correspondant auEn posant  C in  =

p r o b l è m e  p r é s e n t  s ' é c r i Ë

@

0 ( x ,  y )  =  |  c o s  * n x  ( C l n
I

Ain  t  an ,

.ny r C2n sh -nY + Can Y ch 
"I 

+ CqnY sh 'nY)

r r  appara î t  a lo rs  que la  cond i t ion  aux  l i rn i tes  o ry  1 t  f ,  r )  =  Q

nres t  pas  respec tée .  On ver ra  par  la  su i te  que Ia  so lu t ion  ob tenue cons-

t i tue dans ce cas 'ne approximation de la solut ion r igoureuse' approximation

j u s t i f i é e  d a n s  c e t t e  é t u d e  p a r t i c u l i è r e '

La  va leur  des  coef f i c ien ts  c i r ,  sera  dé tern inée par  les  cond iÈ ions

aux l imites sur les faces y = !  c,  condit ions aux l i rni tes que nous déve-

loppons aussi en sér ie de cosinus sous la forme :

o y y  ( * ,  +  c )  = I a" cos anx
I

@

oyy (x, - c) = 
I 

B' cos orrx

ch

Pour les \ '  nou
0r*;

2 lan= î  /
L-z

s avons (r 'o ir  Annexe I I)  :

q (x) 
"es 

crrrx dx

f '* ^
=l  I  - ro/ t -5 coscoxdx

- a
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S o i t : ' -
I

^ -  4P Jt  (* ' . ,  a)
- ), 

= 
âz 

*-orl

o ù  J 1  e s t  l a  f o n c t i o n  d e  B E S S E L  d f o r d r e  l '

Pour les termes Bo, nous aurons de même :

4 P  I  a - b  l ' - b
_ R  = J  - -  s i n  +  c o s  c r- 5n=m-  

% 
' t  ' r  2

En écr ivant 1 '  êgaLtté des condit ions aux l imites avec les con-

t ra in tes  ca lcu lées  par  f  in te rméd ia i re  de  la  fonc t ion  drA i ry '  nous  avons  :

i  Ar rcos*nX= <p1 . .=*n
r " ^ y = T C

1 2 a
Q=(# )- o x o Y  

y = i c

i B' cos *nx = (#)
I  

^  
Y = - c

t 2 *
Q=(#). o x o Y  

y = - c
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Ces quat re  express ions  pe tmeEtent  le  ca lcu l  des  coef f i c ien ts  C 'o '

0n obt ient :

- c r  =o t jh
n

Sh o.C { .  anC Ch onC

sh 2orrc + 2crrc

chj:nc + *nc sh *nc
sh 2-nc - 2onc

Ca = At 
; 

Btt -n eh .nc
sh 2-r,c - 2-nc

C r ,  = A t t l B '' n
cn gl1 cnc

fr-ænc

En remplaçant  les  coef f i c ien ts  C i '  a ins i  dê tern inês  dans  1 'expres-

s i o n  d e  l a  f o n c t i o n  d ' A i r y ,  o n  o b È i e n t  l e s  c o n t r a i n t e s  p a r :

xx

o =yy

a2o
à7

a2o
T7

o  =a2Q
xy âxây



0n a donc finalenent :

o (-.rc ch*rrc - sh*oc) ch*oy - orry shorrY sh*rrc
e -  - l  t+ + Brr)  cos Gnx-:o( 

i 
' û 

n n

ç (An - Bo) cos cnx 
(ooc sh""c - ch""c) sh*"y - *"y ch-"y ch*"c

sh 2-oc - 2-o"

ouu = -  Ï .  (An + Bn) cos anx
n= l

(-rrc ch*rrc + shanc) ch-ny - *r,y 
"hl"y 

.Ï""

s h 2 o c + 2 * C
N D

(orrc shorrc + ch-nc) th*ny - *oY 
"n*na 

aï
+ ( A  - B ) c o s c x' n  n -  n sh2*c -2 *cnn

i ù o ., -oc ehooc shqry - *ry ch*iy sh*rc 
sin * xor.y = 

rr3 t (Ao ' ts") n
N D

cr C tha C Ch* Y - ca Y Sh.-Y Chc-C
- \Àn - oî,

sh 2.. c - 2n 
" 

o
n n
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Cornrre on peut 1e vérifier facileuent, toutes tes eooditions êux

l imites imposées sont '  sat isfai tes à l tercept ion de :

0
o,<y ( t i , y )=o

e:çression Pour laquel le on a :

dxy = î (Ao * go) 
*"c chooc sh'oy - *oy ch'oy shotc 

,io *o 
f-'J 

n=l gh 2*arc + 2*oc

+ [ ( A n - B n )
-rrc sh*rrc ctr-rry - *J sh*ry ch*r" _, _ _ g"

sh 2-oc - 2-o" 
- 81û co 

z

Cet,te expression comPrend deux termes.

* Le prenier terme ,
æ 

\ 
*nc ch*nc shony - *ny ch*ny shTnc 

sin * *- ' ( À + D )

f 
*"n ' "o sh 2*oc + 2-nc 

n z

est antisynétrique Par raPport à y.

La rêsultante R de toutes les contraiotes o:(y sur les faces * - t â

est donc nulle

f+ c c chlc th*J - 
ïY ch*oY 

"h'o1o=R=J_"  tdy l (Ao*Bo)

La solution cherchée au voisinage du coatact orest donc pas perturbée

par ce terme et, dtaprès les principes de SAINT VENAI{TI les réeulÈats seront

valables si le rapport fr "ra 
euf fieo,r-ent graod (eupérieur à 2 ou 3) '
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, i  Le deuxiène tetme

æ  a c s h a c c h * y - c y s h * y c h o _ c
I  ( e  -  B  )  

n e  
v "  

n v  
e "  

n ' '  n ' /  
- "  

n r  
v "  n - , i o  * _  *. J . - h  - n '  

^ _  _  l Z
r  s h 2 - c - Z n cr n n

correspond à une contrainte de cisai l leænt o*,  U répart i t ion

parabol ique coltme cel le que lron calcule en résistance des matér iaux. La

rêsu l tanÈe de ces  cont ra in tes  sur  une face  es t  éga le  à r .

La solut ion que nous obtenons est cel le drune PouÈre rectan-

gulaire dont les faces * = t  *  sont soumises à un cisaiLl-ement à répar-' z

t i t ion parabol ique alors que le problème posé consisEe en trne Poutre

reposant sur deux appuis.  On peut alors admettre que les contraintes

calculées song idenÈiques dans les deun cas, pourvu que la perturbat ion

in t rodu i te  so i t  fa ib le ,  ce  qu i  es t  !e  cas  lo rsque }e  rapPor t  l , l2c  es t

suf f  isannent grand (Principe de SAINT VENAM).

Les poutres de roulement ut i l isées dans l f industr ie ont un

rappor t  9 , /2c  de  l ro rdre  de  lOoce qu i  jus t i f ie  l tapprox imat ion  fa i te  i c i .

Cette di f f icul té provient de. la décomposit ion de 1a fonct ion drAiry sur

la base des foncÈions tr igonométr iques (voir  Annexe I I) .
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B) CAS DU CONTACT A\IEC GLISSE},IENT

au paragraphe!.â..{. avec rne

ctrarge oormale P et tme charge

Le système

force obl ique N

tangenÈiel l -e T.

étudiê est celui  décr i t

qui se décompose en une

( r ig .  r  e  I

Fig. 16 :  Système êtudié dans le cas de la charge obl ique'

l")  -  Condit ions aux Lirni tes

Dans Ltaire du contact existe ture contrainte normale oyy et

contrainte tangent iel le o*y tel les que :

2Pre
=  -  -  t L  -  - t

yy rT ta a'

Æ e -
2T

d =-:(Y ?rta

Pour  qur i l  y

corll.ouB).

ait  gl issenent,  iL faut que T = pP ( loi  de
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Les réactions aux appuis sont déterminées colme au Paragraphe II'A'2

(PrinciPe de SAINT \IENÆ{T)

On suPPose que 1es contraintes

la  sur face  d taPPui .

sont rnriforménent réparties dans toute

O n  a  d o n c :  f i g . l 7

Fig. 17 :  Condit ions aux l in i tes dans le cas du conÈact avec gl issement '

Sur 1a face AB :

o  ( x r + c )
vv

2P=- -
1f ta

F4 pour l* l  < a

pour l* l  t  
"

pour l* l  < .

or r (x r+c )=o

o, (x, + c) . 2ttP
= ? -

î t a

o  ( x , + c ) = 0
:(y

pour l* l  > a
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Sur la face CD :

o . * . ( x r - c )  = - *
w

o  ( x r - c ) = Q
vv

o---(x,-c)=-h* nou'I ' l* l  '+-o
xy

o (x , -c )=Q Pouro ' l * l  . - t -o
16y

pour résoudre ce problèrne, on peut util iser le principe de suPerPo-

si t ion. En effet ,  la fonct ion dtAiry dêcr ivant les contraintes dues aux

ter:mes oyy (xr + c) et oyy (x, - c) a êtie étudiée précédement' Le but du

paragraphe suivant est de trouver La fonction drAiry décrivant les contraintes

dues arr:r  termes o* (x,  + c) et  o5y (xr -  c) '

2o) - EgsgÉes-4lAlrY

Nous choisissons la fonction d!Airy décrivant ces conditions de

charge sous la forme dtun développement en séries de fonctions trigoacmé-

tr iques (voir  ParagraPhe I I 'A'3)

po,, ' f  ' l* l  , t-o

pour  o ' l * l  l -L r -o

0 = i,.rr.o".ox + bosio-rr*) (Alnchctry + A2oshcoÏ + A3r,yctr-rr} + ArroÏsh-;)

o,o étanc symétrique en xt on doit avoir 
"r, 

= 0'

De nême, pour avoir o** (, t, ù = 0, il faut choisir "o sous 1a

forne *o = T
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e t

Oo a donc norrr f 
eû posant Aio t bin - Dio (i = l, 4)

:
O = I sinoox(D1o ch*oy + D2n sh*oY * orot ch*oÏ + DqoI th* v)

Four calculer les coefficients Dio, on procède de maaière aoalogue

â celle du paragraphe précêdent, mais i1 apparaÎt une difficulté mathé$atique

liée au terme consÈant du développement de o- sur La base des fonctions cos.,cox

En e f fe t ,  on  a  :

T @o*y(*, + c) = 1f,' . 
I 

A'r, cos orrx

T €o*"(x, -  
")  

= ; f ,  .  
I  

Bro cos'"ox

Avec  -A '  =4V l  J r , , ( ' t ' ' t )_ -  n  az t .  * o

R r  = 4 u P  I  * - b  1 , - b
n  t . Q , b  c  s l n  î  c o s c a  T

n

O'n peuL donc chercher une fonction d'Airy pollmmiale décrivaût Les
rF

cootraintes dues au terme constant;fu et uÈil ieer la fonctioo d'Airy :

o

ô (x, v) = 
I sin -rrx (D1o ch*oy + D2n sh*oY * Dgoy ch'ol + Dqay sh*rY)
I

pour décrire les_contraintes dues atl temes

I  I t  c o g c r  e t  I  r t  c o s . . x
inu i "n
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La fonct ion dtAiry polynmiale est choisie sous la forme

o=+ xv
L &

Les contraintes dues à cette fonction sont donc :

o = 0xx

o  =0
vy

o T
= G

: c y  t g

Les coef f ic ients Din sont  a lors déterminés colme précédement,  et

l f  o n  a  :

( A t  -  B t - )  s h  * - c
- c ' n n - n

oo 
sh 2o e + 2ct-c- - - - n  n

:  -  -  . ' .  ( A t  +  B t _ )  c h  - - c
c ' n n - n
c
n  s h 2 * c - 2 n cn n

I  
( A ' t  *  B ' " )  s h  * " c

u ? = ? - *r, 
sh 2*oc _ 2orr"

I (Atr, - t"r) ch -rrc
-*n *r, 

sh 2-rrc + 2..nc
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Les conÈraintes dans la Pout.re dues à ce mode de chargement sont

donc :

@

o  = - f  ( A r  - B r  )  s i n o x
x x i n n n

2 chooc chorry * *ary chorrc shorry - orr" chorrY shorrc

s h 2 * c  +
n

2 n c
n

2 s h * c s h o yn n -
+  a  v  Sho  C  Cho  V  -  c  C  Cho  C  Cho  Y- r L J - . . n - - . . n , n n - - - - n ,

+  ( A '  +
n B r  )  s i n *  xn n

( A '  -  B l- n n s l n a  xn

s h 2 o c  -  2 n c

o  c  sh -  c  ch .  y  -  c  y  cho ,c  sho  y
n - n n ' n - n n -

s h 2 * c * 2 o e
n n

-  c  cho  c  sho  y  -  c  y  sho -c  cho_y
n n n - n - n n

^  = - ï
" v v  L

J J  
I

d  =  T  - ç" xy  t l ,  i

+ ( A t  + B r
n n

s i n o  x
n

s h 2 o c - 2 o c
n n

( A t  -  B t  )  c o s *  x' n n ' n
shcrrc shooY - .oY ch'oc chorr} - 

"hor" 
shtrrY

s h 2 . c  +  2 o c

+  ( A t  + B r  )  c o s * x' n n ' n

I

ch-  c  ch-  y  -  a  y  sho c sh.  y  -  sho_c ch*_y- - - n -  n '  n  n -  n  n -

s h 2 . c - 2 o cn n

Pour avoir  les contrainÈes globales dues à une charge de gl issement

(eomposante  normale  e t  tangent ie l le ) ,  i l  su f f i t  d 'a jou ter  te rme à  te rme les

cont ra in tes  ca lcu lées  au  paragraphe ( I I  A .3)  à  ce l les  dé terminées  par  les

formules précédentes.

a c
n

a c
n
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C) CAS DE LA CTTARGE OBTIQIJE DE ROUTEMENT

Le modèIe étudié est à nouveau cel-ui  du paragraphe correspondanÈ

à 1a charge normale.

La charge oblique N se décompose en ure charge normale P eË tne

charge tangent ie l le  T ,  avec  T  <  UP pour  qu t i l  y  a i t  rou lement '

Les condit ions aur l i rni tes sont déterminées sur l -a face AB par les

résultats de poRITSICy, er sur la face cD par les renarques du paragraptte 
- ! ! .4 '2

o n  a  ( f i g .  l 8 )

F i g .  l 8

€-

:  CondiEions

o  ( x , + c )
vv

aux l imites igns Le
2P T-7

v l
r t a  a '

o r r ( x ,+c )=Q

2up
*y(*r*")=f f i

o - ( x r + c ) = Q

2vP 62

"t" 
;2

(TI lo, -')

J c*1 (",-.)
cas du conÈact avec rouleqent '

pour  l * l  <  a

pour  l x l  t  .

pour [x[ -< a

pour  l * l  >  a

æ
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o (x , -c )=-L l
xy 2tb

or r ( * , - c )=0

or.y (x, - c) - o

o n p e u È ' p o u r c e s c o n d i t i o n s a u x l i m i t e s , r e p r e n d r e l e s r é s u l t a t s

du paragraphe Précédent.

TouÈ d,abord, on calcule 1es contraintesol i i  dues aux charges

nomales or,  (x,  + c) et  oyy (x,  -  c)

Ensuite, on ealcule les contraintes o2i5 dues aux charges taûgen-

r ie l les  o r .y  (x ,  +  c )  
"a  

o*y  (x ,  -  c )

Les conEraintes oi j  résulËant de la charge obl ique de rouleoent

seront alors :

o , .  =  o I . .  *  6 2 r ,- i j  I J  u

Ln catcuL nrmérique ntË pas êtê fait Pour ce mode de chargement car

i l  n,apporte pas dt informations supplémenËaires concernant la méthode'

')

(

\

eo. , t | -b> l " l  >o

)

po,rtf  ' l* l  ,+-o
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D) CAS DU RAIL REPOSÆ.IT SUR I"A POUTRE

de

1a

Dans

roulement,

poutre de

la  p ra t ique indus t r ie l le ,

et ce rai l  a pour but de

roulement.  ( t t r .  l9)

rail posé sur la poutre

charges entre la roue et

rq

i l  existe un

répart i r  les

2c

Fig .  I  9  :  Cas  du  ra i l -  reposant  sur  la  pout re .

Pour aborder ce problème, plusieurs hypothèses suppLémentaires otrt

écé  fa i tes .

- Nous supposoos que les actions de contact entre le rail et la poutre

soot tnriquement normales

- Dfautre part, nous supposons que la pouÈre se conporte conme r:n naseif

r ig ide. Cette hypothèse très imparfai te permet 1a sinpl i f icacion des

caloule et drut i l iser siry lenent la néthode précédente.

- Nous supposons que les actions de contact entre rail- et roue Boot

dorurées par la théorie hert,zienne et gue les réactions des appuis

sont cel les déterminées au paragraphe I I .  A.2.
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Le problème revient alors à coruraître la répart i t ion des pressions

normales entre le rai l  et  la poutre ;  la deuxièroe hypothèse va PemetEre ce

c a l c u l .

Nous supposons connue ce t te  d is t r ibu t ion  sous  la  fo tme or r ( * ,  -  h )  e t

nous  la  déve loppons sous  la  fo rme d 'une sér ie  de  fonc t ions  cosc-* ( ' r=CZn- f )  f , )

Donc i -
oR ( x . - h )= I  c  cos -xyy :nn

. I

De même la  d is t r ibu t ion  des  press ions  en t re  roue e t  ra i l  es t  déve-

toppée sous  fo rme de sér ies

Rio^r,  (x,  + h) = L A'  cos orrx
yv :

La pouËre  é tan t  cons idérée conme r ig ide ,  le  déPlacement  v (x ,  -  h )

d ' u n  p o i n t  d u  r a i l  d o i t  ê t r e  n u l .

or ,  v (x ,  y )  =  /  f  f " | ,  - ,  oL)  dy  +  I  (x )

9 (x) est une fonct ion de x que nous prenons ident iquement nul le.

Pour  que v (x ,  -  h )  =  0

i l  fau t  que R ,  RL  Y u e  o i ,  ( x ,  -  h )  = ,  o ;  ( x '  -  h )

R Roi* et o^, sont les contraintes dans le rai l  dues aux charges

R r -oï,  (x,  -  h) = I  co cos oox

I

e Ë  o R  ( x . + t l = i l  c o s a x
vv ;n  

n
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La contrairr te oR, (x,  -  h) est donnée Par les formules du
xx

paragraphe- - .4 .1 .en  remplaçant  Bn Par  C '  e t  c  par  h '

S o  i t

oR (* , -h)= l (An+cn)  51
c h o  h  -  s h -  h )  c h o , h  -  c -  t t  s h 2 o .  h-  

n  
- - - n -  n  n  n

s h  2  o  h  +  2  o . h
n n

+(1 ,  - c )
n n

- ('rrh shorrh - ch*rrh) shorrh * *r, h ch2orrh

s h 2 o , r h  -  2 o r r h

La condi t ioo o| ,  (x ,  -  h)  = J o|*  {* ,  -  h)  entraîne :

o h sh(doh) ch( . r rh)

c " = 2 v A "

La d is t r ibu t ion  des  press ions  en t re  ra i l  e t  pout re  es t  donc  connue

pu isque I ton  sa i t  dé terminer  Cr r '

Nous connaissons ainsi  les condit ions aux l in i tes imposées à la

poutre dans le cas dtun rai l  int .er. 'urédiaire entre roue et poutre'

@

o.^,  (* ,  + c) = I  C'  cos *rrx Pour -  o (x < + I
v v  I

o,,., (x, - c) = I B' cos *r,x Pour - [ < x < + 1'
vv

L e c a l c u l d e s c o n t r a i n t e s e s t a ] . o r s p o s s i b l e e n u t i l i s a n È l e s

fomules du paragraphe I I 'A'3 et en remplaçant An Par Co

. r  . i  I  c
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E)cAI- .c t tLNW

La guant i té êt la compl.exi té

sat ion drun ordiûaEeur possédant r .rne

Pour chaque point x,  Y de la

A,,  et  B'  puis les cqmposant.es oi j  U.

t a t s ,  i 1  e s t  p o s s i b l e  d e  c a l c u l e r  l e

donné. Le traeé des isochromes a été

techniques ) .

Ainsi  pour la charge normale

en 5000 poinÈs dans la zone du
max

Pour chaque point,  la durêe

En l i rnirant 1e développement

eeÈ de l  t  o rd re  de  2  7"  sur  Qg.

des fdrmules à trai ter entraÎne lruci l i -

némoire inportênte.

poutre, nous caLculons les coef, f ie ients

tenseur des contrainËes. Avec ces résuI-

cisaillenent uraxirrat(,a* 
"t 

r.rn point

fai t  manuel lenent (pour des raisons

nous avons calculé l -es terrnes si j  eË

c o n t a c t  ( 0  .  x  <  5 ,  2 5 , '  Y  o  3 S i .

du  ca lcu l  es t  de  l ro rdre ,  de  3  eecondes.

à I  50 termes ,  Ia pxéeisiqn du calcul

La durée du calcul  pour une poutre donnée est donc de Lrordre de

4 heures eÈ La place occupée en mémoire est de 25 000 rnofs pour le programme

de la charge normaLe et 40 000 rnots pour le prograume de la charge obl ique.

La rnérhode des élénents f in is consisEe à choisir  une fonct ion des

déplacements dans un domaine donc la forne dépend de la naÈure de la fonction

des déplacenents. Les domaines choisis ont des point.s conutuns appelés uoeuds

et on écr i t  l têqui l ibre mécanique des noeuds ainsi  que la courptabi l i té des

déplacements aux noeuds.

Si le nombre de noeuds est N, on obt ient ainsi  un système de 2 N

équations à 2 N inconnues donÈ la solution peut se trouver par un calcul

nno6rique.
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Dans ce cas part icul ier,  iL faudrai t  résoudre wt système de l0 000

équat ions  à  l0  000 inconnues,  ce  qu i  nécess i te  des  capac i tés  de  mémoi re . t rès

important,es eÈ des Èemps de calculs très longs. Nous Pensons néanrnoins qr*

la méthode doit  donner de très bons résultats pour le problème réel (Poutre

en dsub le  T)  dont  la  so lu t ion  par  les  méthodes c lass iques  es t  quas i  imposs ib le .
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fiT - ÆSIDLWS TTIEORTAWS ET

A) PRINCIPE DE BASE DE LA PEOIOELASTICIIIETRIE'

La photoélasticité, util isée dans lraoalyee expérineutale dee coDÈraiBËe8

est basée sur 1e phênonène de biréfringence artificielle créée dans un solide plan

sous lraction drr'n état de contralntes planes

L e e l o i s f o n d a m e n t a l e s l i a n t l e s c o n E r a i n t e s à 1 a b i r ê f r i a g e n c e E o a t d r r e s

e8geûtiellement à I{EU}iANN (13) qui montra que :

En chaque Point du solide Plan

traintes pr inciPales ol  et  62t

respectivellent aux directions

En ctraque point du solide' la

égale à :

{ =

reodu biréfringent Par uIt systène de coo-

les axes optiques du eolide ooût Paral1èlee

pr inc iPales 01 et  a2.

différence de phase entre lee deux ondes est

photoélastique du oatériau'

de la plaquel

dronde du raYonoeûeot utilisé'

C est la constaofe

t, eet lréPaisseur

À est la longueur

La

01 e t  o2  ae

oesure expérimentale du dêphasage 0

f ait par f interméôiaire du mootage

eÈ des dir.ectiong PrinciPalcs

suivdtt.

2  C t  ( o 1 -  o 2 )
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P ,  I a p l  aqueO n  a n a l y s e  I t i n t e n s i

cha rgée  PC e t  un  ana l yseu r  A

L-e  l r . rm ineuse t raversant  un

c r o i s é  a v e c  l e  p o l a r i s e u r

p o l a r i s e u r

( F i g . 2 0 ) .

F ig .20 :  l " lon tage expér imenta l  d 'un  photoé las t ic inè t re  à  g rand champ.

La f igure  2 l  permet  le  ca lcu l  de  ce t te  in tens i té  en  chaque po in t  de

1 a  p l a q u e .

S i  A  s in  o t  es t  1 'ampl iÈude de  la  v ib ra t ion  émergeant  du  po la r iseur  P ,

on  a ,  après  t raversée de  la  p laque chargée,  deux  onCes dont  1 réquat ion  es t :

Suivan t

Suivan t

0 1  :

0 2  :

y = A s i n c s i n t l t t

y  =  A  cos  cc  s in  (u l6  0 )
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.Fig,_21 : Calcul de lriatcosité transrise.

.Lriotensité I obsenrée en ctraque point de [a Plaque aege do@ée PAr :

1=f  
" io2  

2ns în2

GètÊe iotensité est aulle tot"q,r" ,

S i û 2 * = 0  e o i t " . = O

Le lieu des poiote de la pLaqge pour lesqræl8 ' - 0t crèet-Èôire Où

lrinteosité est nulle, fotæ rne frauge appelée isocline. Ia conoaissl6ce

de toutÊs leg isoclines drure pla,que permet Le trcc€ des iseetstiqlÊE.

L
2
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.  C t  ( o r  -  o c )
ù r l l  -

À
so i t  01 -oz=nk

n étant un nombre ent ier.

On pose généralement 
h 

= F et on appel le F la valeur de frange du

modè le  é tud ié .  Les  l ieux  des  po in ts  pour  lesque ls  la  cond i t ion  précédente

(ot -  oz = nI)  est vér i f iée fornent un réseau de franges appel-ées isochpomatiques.

'  La connaissance des isocl ines et des isochromatiques donne, en tous

les  po in ts  de  la  p laquer  la  d i f fé rence des  cont ra in tes  pr inc ipa t r -es  (o t  -  oz )

e t  I 'ang le  des  d i rec t ions  pr inc ipa les  avec  les  axes  de  ré fê rences  cho is is .

La séparat ion des contraintes pr incipales ( trouver o1 et o2 séparément

en tous les points) peut se faire théoriquenent ( intégrat ion graphique des équa-

tions de LÆ,IE-IvIAXI,IIELL (.{S ), néthode du cisaillernent) ou expérimentalement par

drautres techniques (analogie rhéoélectr ique, exL_ensonétr ie latérale opËique

(interférences) ou rnécanique) qui fournissent les isopachiques (courbes d'égale

so  e  des  cont ra inEes pr inc ipa les) .  La  tendance acÈue l le  de  la  photoé las t ic i -

méErie consiste à ut i l iser la sphère de POINCARE pour le calcu1 de l f intensi tê

de la  l r .m ière  d i f fusée e t  de  mesurer  les  carac tér is t iques  drun  b i ré f r ingent

par de nouvel les techniques (photomulÈicateur tournant asservi  qui  permet un

t,rait,ement nr.nnérique par ordinateur) (ROBERT I 967r ( I 4) ) .

'  Le problène de la fabr icat ion des nodèles e6t assez conpl iqué car de

nmbreur< effets perturbent l f  observaËion correcte des isochromes, surtout au

vo is inage de  la  sur face  us inée.  (Cas  de  l rAra ld i t ,e  u t i l i sée  ic i )  
\a



C e s  e f f e  t s  s o n t

1  '  e f f e  t  de  bo rd  qu i

gr andeur s opt ique s

mique du  maté  r i  au  ;

au nombr e de trois :

coïls i s te en une al té ra tion de s

e t  m é c a n i q u e s  s o u s  l t e f f e t  d t u n e

5 8

re la t ions  en t re  les

transfoanat ion chi-

l e s  c o n t r a i n t e s  r é s i d u e l  l e s

phoËoé l  as  t i ques  ;

(ou Ëhermiques ) d u e s  à  l t u s i n a g e  d e s  P l a q u e s

-  le f luage du maÈériau qui ne permeË une observat ion correcte qutun cer-

tain temps après la mise en charge.

Les deux prerniers effets se combinent pour former des franges en

1'absence de charge appl iquée ( l :S:_-U. Si on peut di f f ic i lement évi ter

ces effets de bords, on peut néanmoins en tenir  comPte qual i tat ivement pour

la valeur réel1e des isochromes observés lorsque le nodè1e est chargé'

F i g ,  2 2  :  E f f e t  d e  b o r d
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B) RESI]LTATS CONCERNANT LA CHARGE NORMALE

Différents cas de charge onË été envisagés, pr incipalement ceux

fa isant  var ie r  les  cont ra in tes  de  f lex ion .  En e f fe t ,  i l  nous  a  senb lé  in té -

ressant  d té tud ie r  la  répar t i t ion  des  cont ra in tes  dans  ce  cas  Pour  pouvo i r

la  comparer  à  ce l le  de  la  Ehéor ie  her tz ie rme.

Les calculs ont êtê tai ts Pour les valeurs nr:mériques suivantes z

P  =  5 0  d a N  o u  P ' =  3 3  d a N

R - =  3 0  u m

t = l 0 m t

E = 280 daN/rm2

c = 3 0 n r n

b = l n n

La d is tance I  en t re  les  appu is  var ie  de  l0  m à  360 m.

l") - BÉrglgegg-ev99-sg9-lledge-lepgrgeegs ( s = 360 m)

Nous avons  représenté  en  F ig .  23  les  résu lLa ts  théor iques  (par t ie

de dro i te )  e t  les  résu lËats  expér imen laux  (par t ie  gauche)  sous  la  fo rme de

courbes isochromes au voisinage inroédiat du contact '  et  en Fig. 24 les ré-

su l ta ts  dans  touÈe la  pout re .

On observe un bon accord entre les résul- tats théoriques et les

résultats expérimentaux. Cet accord est légèrenent perturbé par l ref fet

de bord au voisinage imnédiat de celui-ci .
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Fig. 23 :  Résultats théoriques et expérimentaux au voisinage imédiaÈ du contact.

P = 5 0 d a N R-30m

RésultaËs dans



des

Ies

: l

rés  u l  t  a ts

observa t ions

La  répa r t i t i on  des  i soch romes  e t  l a  compara i son

ob t .enus  avec  ceux  de  PORITSKY (conËacE  sans  f l ex ion )  pe rme t

s u i v a n t e s :

(  ts )  .

L e s  c o n Ë r a i n t e s  o  e E  o  s u r  l t a x e  y
xx yy

son t  données  pa r  :

I l  e x i s t e  u n  p o i n t  i s o t r o p i q u e  ( c t  -  o z )  =  0  s u r  I ' a x e  d e  s y u r é t r i e

du conEact  ( l ' i g .  25)  dont  nous  avons  démont ré  la  p résence Par  un

c a l c u l  b a s é  s u r  I  ' i n t é g r a t i o n  d e s  c o n t r a i n t e s  r é s u l Ë a n E  d ' t r n e  c h a r g e

ponctue l le  sur  un  mass i f  semi  in f in i  en  fa isan t  in te rven i r  la  f lex ion

par  la  né thode a"  STOKSS-WILSON décr ice  dans  Photoe las t ic i t y  de  FROCHT

ob tenues  pa r  ce t t e  mé thode

+  z ( y . l  3P  . e "  c .- " ) :  - 2 , r c3 \ z - ; t Pv * f f i .

vv
a nz r- - - T t  / ( y  -  c ) '  +  a '

P ( y  -  g )
2it E c'-

Y  -  c ) t  +  a '

F i g .  2 5  :  P o i n t  i s o t r o p i q u e  s o u s  l a  s u r f a c e  d e  c o n t a c t .
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Les résuLtats

nétbode de la

I

obtenus Par cette oétbode oot

fooction drAirY sous forme de

été cmparês à la

sé r ie .  (F ig .  26 ) .

lA,-  6r)da N/mm'

ELg, 26: RésulÈats sur l raxe de syuétr ie des deux néthodes de calcul .

r Le point de IIERÎZ (cisaillenent maxinal) ntest plus sur lraxe de

e y m é t r i e , m a i s i l e s t d ê d o u b l é e t g e t r o u v e g o u s l a s u r f a c e d e c o n -

Èact  de  Par t  e t  d rau t re  de  l ra re  Y '

ce dédoublenent provenant sûrement de la flexion, totr8 avons alors

ctrerché lrinfluence de la dietance entre ces appuis 8ur la réparti-

cion des isochromes au voisinage du contact'



63

z" ) - Ie!lgeese-9e-!e-!!gl!ge- ggr-le-rÉpegrlgiee-4ee-iqgsbreeÊg'

Les f igures  27  -  28  -  29  -  30  -  30  b is  -  3 l  -  3 l  b is  mont ren t  la

variat ion de la répart i t ion des isochromes Pour des valeurs de I  var ianÈ de

l0 à 360 mr Pour une charge P égale à 33 daN'

Lorsgue g  es t  f  a ib le  ( [  =  l0  m) ,  la  répar t i t ion  des  isochromes

est ident ique à cel le du cont.act selon PORITSKY. On observe le point de

IIERTZ sous la surface de conÈect à r .sre distance de 0,78 a.

Lorsque l ,  a, ,g*ente (FLe. 27 à 29),  les isochromes changent de

courbure et le poinE de I IERTZ s'éËend suivant la direct ion x.

A  par t i r  d 'une cer ta ine  va leur  de  0  (F ig .  30) ,  on  observe  s imu l -

Èanément  I 'appar i t ion  du  po in t  i so t rop ique sous  la  sur face  de  contac t  eE

du dédoublement du Point de HERTZ'

Pour  une f lex ion  encore  p lus  fo r te  (F ig .  3 l ) , le  c isa i l lement  aux

points de HERTZ dédoublés augmenLe, mais la répart i t ion des isochrones reste

senb lab le  à  ce t le  du  cas  de  la  f lex ion  impor tan te  ( l ' ) .

Nous avons tracé la valeur du cisai l lement aux poinÈs de I IERTZ

en fonc t ion  de  la  d is tance en t re  les  appu is '  (p ig ' - -9? '

on observe que le cisaillement maximal Passe Par tllr minimr-m au

même moment où apparaît  le point isotropique et où se produit  le dédoubLe-

ment du Point de HERTZ.
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Fig. 27 :  Isochromes pour |  = l0 rnn P = 33 daN
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Fig. 28 I Isochrooes pour 1, = 60 rnm P - 33 aaU
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{.fr

*
, f f

F i g .  2 9 :  I s o c h r o m e s P o u r  [ =  l 2 0 m  P - 3 3 d a N
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Fig. 30 :  Isochromes Pour l .  = 180 nm P = 33 dal l
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Fig. 30 Bis :  Isochromes Pour 0 = 240 m P 
= 33 dalt
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I

&

Fig. 3l :  Isochrotres Pour 0 = 300 nn D-33aax
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Fig. 3l Bis : Isochromes ltour l ,=360o  P=33aaN



7 l

100 20{t 300

|  (nnm)

Fig. 32 : Veriation du cisaillement, maximal au point de HERTZ en fonction

de la distance entre les aPPuis

3')- Iplenr€lslies.

Noue avons tentê dr interpréter ce ninimro aa superPosarilt hr cæ-

traiotes de flexion aux contraintes de contact.

Loreque la flexioû est nulle, on retroune les contralstes de con-

tact et le point de IIERTZ sur lrane de eym6trie. Lorqque la flexion augmente'

la différence des contraintes priocipal.es est pluc faibLe que dans lc cae du

contact seul car ot - oz est négatif nais plus petit que le cieailleroent dû

au contact seul

A part i r  drwre certaine valeur de la

trainte o-- due à la flexion peut être êgele
E(

dtrc au coDtact seul .

f lerion (c = 06), ta con-

à la contraiotp oyy 
"rt 

ltaxe Y



on a aLors ol  -  02 = 0 (point isotropique) et ra

cieai l leaenÈ apparaÎt  de part  et  drautre de lraxe y '  On

que le point isotropique aPparatt I'orsque la contrainte

êgaLe à la contrainte 0r3 qo due au contact seul'

os a : 0,3 qo =ry (" 
Ut3U'

Dans le cas Part i iu l ier '  on a 3 so- Sg8

7'2

valeur naximale du

peut alore écr ire

o de f lexiæ est
)or

et cryar6 ler
Nous avons tracé

réeul tats erPérinentaux

la courbe fO = f(P)

à cette courbe.

b (mm)

P  ( d a n l

nioinro de le courbe reptréaeutêe en Fig' 3î' en

des Parrmètree de cYstène (P) '
Fig. 33 : Lieu du fooctim
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C) LES RESULTATS CONCERNANT LA CI{ARGE OBLIQIJE'

Nous avons calculé uniquement 1es contraintes dans le cas de La

charge obl ique de gl issement et renvoyé 1e cas de la charge obl ique de

roulement à une étude plus approfondie'

Les di f férents cas de chargement

d t é t u d i e r  l a  r é p a r t i t i o n  d e s  i s o c h r o m e s

comparer  1es  résu l ta ts  ob tenus  dans  ces

m a l e .

Lorsque 0 augnente, Ie

valeur du cisai l lement maximal

envisagés ic i  nous Permettent

lo rsque la  f lex ion  var ie ,  e t  de

cas avec ceux de la charge nor-

deuxième point de HERTZ apparaît mais la

nrest pas la urême pour les deux points '

Les  ca lcu ls  onÈ ê tê  f .a i ts  Pour les valeurs nr.mériques suivantes :

P = 5 0 d a N

U  =  0 r 3

.Q, = 360 urn, 250 rur,  200 rnm, 150 mn, 100 m' 50 m

t  =  l 0  m

2 c = 6 0 n m

on observe une dissynétr ie dans les courbes isochrcnoes ;  dissy-

rné t r ie  due au  g l i ssement .  (F ig '  34  -  35  -  36  -  37  -  38)  '  Pour  les  fa ib les

valeurs de t  ,  Ie point de HERTZ est unique et se trouve à une distance

approximat. ive de 0,5 a de la surface de contact '
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,9
,8
, 7
, 6
t5
l4
,3
, 2
, l

to

I

I

Fig .  34  :  I sochromes Pour  c  =  50  m P - 5 0 d a N

fig. 35 :  Ieochrones Pour 0 = 100 m P ' 50 dat't



75

Fig .  36  :  I sochromes Pour  |  =  150 mm P = 5 0 d a N

l !g, gt :  Isochromes Pour [ = 200 m D=5odaN
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Fig .  38  :  I sochromes Pour  I  =  250 nm P = 5 0 d a N

\i\\) \

Sù
1 5
t4
t3
t2
t l

t 0

9
I

7

6

5

4

-

t8
t 7
, 6
r5
t4
r3
t2
t  r ,
,o.
9 ,
8 .

Fig. 39 :  Isochromes pour .1,  = 360 mn P = 50 daN
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(ot-or)""',.

Fig. 39 : Variation de o1 - o2r"* en fonction de t

contact avec gl iesement.
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Nous avons Eracé les courbes donnant (ot -  oZ)max au point de HERTZ

en fonct ion de la distance entre les appuis.  (J- ig:-32)

On observe aussi que cette courbe passe par un minimum pour l '  = 180.

pour  g .  =  0  (F ig .  39) ,  le  c isa i l lement  max imal  es t  éga l  à  I  daN/m2

alors que dans 1e cas de la charge normale, sa valeur pour 0 = 0 est de

0,88  daN/m2.

Le cas du congacf,  avec gl issement présente ainsi  une augmentat ion

de 13,6 7. du cisai l lemenÈ maximal ;  résul- tat  qui  a déjà été signalé par

HEEMS, IÂCARDE et COURTELLE (.lO 1.

Cette augmentat ion est quasi consLante pour toute les valeurs de I
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D) RESI]LTAIS CONCERNANT LE RAIL.

Nous avons étudié essentiellenent

deux valeurg à la hauteur du rai l .

Les calculs nr:mériques

P = 5 0 d a N

l = 3 6 0 m

2 c - 6 0 m

j = l Q m m

R = 30 tnrn

b = l r n m

Y= o '4

2h - lm

Les études

précédentes, mais

phoEoélas t iques

pour deun valeurs

ont été fai ts Pour les valeurs suivantes :

deux cas de chargement en donnant

faites pour Les valeurs nroériques

h = l @ e t 2 h = 2 m ) .

ont été

d e h ( 2

Les résultats théoriqr.rcs sont indiqués en Fig. 40 et 1e8 résuLtats

expérimentaux 6ur les figures 4l gq rq'

On observe gn bon accord quaLitat i f  entre les rêpart i t ione des iso-

chromes théoriques et expérimentales, sauf au voisinage imédiat de Ia sur-

face de contact où les effete de bord sont prépondêrants. Lraccord quant i tat i f

eet valable compte tenu des hypothèses simplificatrices faitee au paragraphe

( 13. .1.).
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, ,
to

9

' \ .

7

Fig .  10  z  2  h= |  n rm théor ique P =  50  daN



8 I

1

F i g . 4 l : 2 h = l m m P = 3 3 d a N
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Fig .  42  :  2  h  =  2  rnm P = 33daN
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2

ent re  ra i l

X(mm)

et poutre P = 50 daNFig .  43  :  Répar t i t ioq  des  press ions  normales

( h  =  0 r 5  m n ) .

Fig. 44 :  Répart i t ion des pressions nomales entre rai l  et  poutre "Distr ibut ion[

à  5 5 o  d e s  e f f o r t s .



84

on observe, corûne dans le cas de la charge notmale, r^ur dédoubleroeat

du point de HERTZ, un point isotropique sous la surface de contact et  uûe

répartition des isochromes analogue à celle obtenue par le contact direct

en t re  ra i l  e t  pout re .

ceci  nous a inci té à rechercher les var iat ions de or,  (x,  + c)

existant entre r . i l  et  Poutre (Fig'  43) '

on observe en effeÈ une distribution des charges normaLes or" (x, + c)

analogUe à ceLle du contact direct, eauf pour des valeurs de x supérieures

à 2 h où les charges décroissent lenËement ' La répartition des charges entre

rai l  et  pouÈre Se fai t  suivant un angle de '= 56o'  11 est couranneot adnis

dans la prat ique rn angle de 45o q. lL aa) '
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CQMrtT\EPM-

Nous avons urilisé une méthode dd calcul classique (utif isée eo per-

ticulier par sTREIdSDoERFER ( ? ) ) pour l'étude des contraintes de contact

dans une poutre rectangulaire chargêe en son mil" ieu Par un cyl indre' Lrappli-

cation de cette néthode dans trois cas différents donse des résultats qui

concordent de nanière satisfaisante avec les mesqres expérimentales de phO-

toélas Ëi cinétrie

Les résul tats e:cPérimentaux

dee observat ions intéressærtes :

-  la présence d'gn trois ième point isotropique 8e ei tgant eoue la

surface de contact ;

- le dédoublement, du point de TIERTZ à partir drune certaine valeur de

la flexion ;

le paesage par une

lorsque la f lexion

lf augmentation de 1315 Z

contact avec gl.issexoent

COURTELLE ( l0 ) dans le

la valeur de la largeur du donaine

rai l  et  poutre qui est égale à 6 h

eorroborés par le calcul conduisenÈ à

valeur nininale de Z,"* aux points de HERIZ

varie (cas du contact normal) i

Fr
d" ?r"* aux points de TIERTZ dane l'e cae du

(résuLtat déjà signalé par HEEMS, IAC'ARDE et

cas du contact avec gliesement sans flexiog)

de

(h

répartitioû des chargee GBtre

êtaot la derni hauGcur du talL) '

Ces résultats ne constituent qurrroe preuière approche du Broblène
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' l

;'.-

r i

de la tenue nécÈmique des poutres de roulenents '

néthode de calcul  développée ic i  peut servir  de

plus approfondies faisant appel aux théories de

résiduel les et des phénonènes métal l  urgiques'

Cette étude faisant appel à la fois à

nétal lurgiques êt aux effets de fat igue'  nous

avec les connaissances et lee ûoyens actuels '

mais nous pensons que la

point de départ  à des études

1a p las t i c i té ,  des  cont ra in tes

la plast ic i tê,  aux Phénonèues

semble di f  f  ic i lenent abordable

En effet ,  iL er iste des conËrainËes résiduel les dues au soudage entre

lrâne et lee ai les, des dé,fornat ions plast iques apparaissant lors de la pre-

nière mise en ctrarge des tranefomations métallûrgiques dues à 1técrouissage

local et aux Ëraitements Èherniques occasiormés lors du eoudage'
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A N N E X E  I

'
I
j cAMcTERE AppRocHE DE L4 qqluugN-lguq la-EqBE-D:uNE

al =-- '==;----  -J-- l l - --

i

, EgIgIIgI-ll4IBl-qêI9-!E-94!-!:SN-EIêI-!g-q9IIBêS1E-9-ELêIES
a

I  La solut ion théorique drun problème de répart i t ion de contraintes sous

|  -  -  . r

I  ra rontre q'une fonct ion dtAiry 0 (x,  Y) ntest valable en toute r igueur que pour

tul problèrne de déformations planes'

Le cas d,un problème de contraintes planes peut se résoudre par le même

formal isne ,  ma is  i l -  fau t  fa i re  in tenren i r  les  équat ions  de  1 té las t i c i té  à  t ro is

dinensions eE la solut ion sous 1a forme dtune fonct ion dtAiry cherchée par les

rné thodes précédentes  es t  approchée,  e t  l tapprox imat ion  es t  d rau tan t  ne i l leure

que 1 'épa isseur  des  so l ides  p lans  éÈud iés  es t  p lus  fa ibLe.

Nous reprenons la dénonstraLion fai te par TIMOSIIENKO ( '11).

Le problème se ramène à La recherche des soluËions de Ltélast ic i té

tr idimensionnel le dans 1e cas où

a  =  o  = o  = 0  ( l )
zz  xz  yz

Ces solut ions devant sat isfaire les équat ions de compatibi l i té (page 5 )

I  e t  les  équat ions  de  1réqu i l ib re  é las t ique '

!

i  Les r ro is  dern ières éq 'at ions de compat ib i l iËé (par  .1 .4.2. )  " 'écr ivent  
:

â2e=4=?t . t  =e Q)
TV- âxâz - t l i t
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0 eet alors de la forme :

o -oo (x , y )+Bz

B est uoe constante et 0O (x, y) rne fonction de x et de y uniqueoent.

Les éqr.rations de 1téquil ibre élastique srêcriveat daoe ce cas :

âo rex  +  âo -? ,  =e
âx ây

(4)

â orrv + Q-sy+ = Q
âx ây

\

En ctrerchant les contraintes o-rr o)ry, orry par ltintermédiaire drune

fooction drAiry S (x, ! ,  z), lee équations de lféquil ibre élastique seront

vérif iêes si :  -

(3)

o**=rg|9 oyy=# o*y= # (s)

Les Èrois premières êquations de conpaËibilité donnent (en ajoutant

reÉre à ænbre) :

#+{i.#Eo

avec  0 re0+Bz

Donc, oo doit avoir :

49+. .s Eo
èxz ây

(6)

(7)
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soit en teûaot coryte des équatious (5) ' il viegt

t2ù a 20
T# + Tf  

-  os+ Fz

C o 4 p c e t e n u d e s é q u a t i o n s ( 5 ) , l e s é q u a Ë i o n s d e c p m p a t i b i l i t É

devienoent :

(t+v) ̂ ,#, + +P =Q

(r+v) À(#).. qp =Q

1t +v) ^ (-;#).# =Q

CompEe tenu de (7),  on a - :

6 2
T7 ,# * 1{5eo) =Q

6 2  , à 2 ô  v  a - l
T? ç# + t ' ;eo) =Q

L (4 * *-oo) =e
â tâY  ' àz '  l +v

La foncti t^ (#, + ala oo) a des dérivées gecondes par raPport

à x ,  Y et  xY nul les.

La foncri,, 4+ + fr oo) est donc linéaire en x et y et elle

eréc r i t  :

+? + * os =a*bx+cY

€ff)

où a, b,  c sonE des fonct iooe de z '
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Donc :

# = 1à*o**cy-È os
à 2 .

Et :

90= ladz+x/  bdz+v I  ca"- f roo z+ 0t  (x 'v)
àz

g = ! [  aaz*.*  I Ib  dz + v I I  .u , - i  ù  0o '2+ {12 +00

Ôt et Qg sont des fooetions de x et de y uniguement'

En remplaçant l f  aaz, [[  a a" et l l  c az respectivement Par

L (z ) ,  B (z ) ,  c ( z ) , 1a  f onc t i on  $  s réc r i t :

En portant l-a vaLeur de 0 dans cette équation' on a :

#+#** -+È,;3P+ #>" oo

Entenantcomptenuus + #  
=Q (équat ion6)

Soi t  :

# + ;; ,#$.#P'=#P . #P
e t  d rap rès  (6 ) ,  on  a  :

#*zS,*#=o

# + # = os
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La fonct ion Ôo est doûc une fonct ion dtAiry et e1Le PermeÈ le caLcul

des contraiuteg dans !e cas drrar état de défornations planes'

. La fonction d'Airy représenÈant ltêtat de contraiotea planes est

done :

ô (r,  y, z) -  ôo (x, y) -  à * oo "2

Le eerue - + tr O0 zz esr négligeable par rapport à ôo

lorgque 1répaiseetrr de la plaque étudiée est suff isament petiËe par rapPort

à ses dinensions planes. Cregt bien le cas du problème envisagé ici'

NoUs pourrong donc cooClure que les soluËions que nous avons obtenues

dans lee paragraphes précédents sont approxi-mat,ives nais suf f isament valables '



A N N E X E  I I

VALIDTTE DE _ !4 -EIE9PE -YâIIEUâII grJE

Les sér ies  u t i l l sées  pour  le  ca lcu l  des  cont ra in tes  dans  Les  d i f fé ren ts

cas ,  ne  sonE pas  des  sér ies  de  t \ ru r ie r  c lass iques  mais  des  sér ies  de  foncÈlone

Er igonomét r iques  donÈ 1a p lus  g rande pér iode esÈ 2 l

Ceci n 'apporte aucune di f f icul té supplémentaire dans 1e développement de

foncEion  drA i ry  car  les  fonc t ions  t r igonomét r iques  u t i l i sées  sont  o rËhogona les

l e s  c o n d i t i o n s  d e  D i r i c h l e E  s o n t  v é r i f i é e s '

Dans le  cas  de  la  charge normale  ( I I  A)  la

La  fonc t ion  {  ( * ,  y )  que nous  ob tenons décr i t  a ins i

t re  in f ln le  chargée dr in te rva l les  régu l ie rs  par  une

appu is  d is ten ts  ôe  2  L

g2

p lus  grande Pér iode esÈ 2  g

les contralnÈes dans une Pou-

charge P eË rePosanÈ sur des

par  la  fonc t lon  d tA i rY  $  ( :q  Y)  es t

var iaLion est indiquée f ig ( I I r)

1 a

e t

La Poutre AB de

donc soumise à un moment

longueur 2 t ,  décr i te

f léch issanÈ dont  la

A

-2L '
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E n t r e  l e s  P o i n t s  C

que à  ce l le  de  la  Pout re  de

On peut donc conclure que la fonct ion

t ra inÈes de  f lex ion  dans  la  pout re  de  longueur

posent en ses extrémités sur deux apputs'

eÈ D, la var iat ion du moment f léchissanË est ident i-

Iongueur g étudiée dans ce Eraval l '

d tA i ry  u t i l i sée  ic i  décr i t  les  con-

0 chargée en son mil ieu et re-

I

Lr  e f fo rÈ t ranchant  Par 'con t re '

d iée  pu isqut i l  es t  consÈanÈ ent re  O e t

chant esÈ constant ent ' re 0 eË D et nul

Geci expl ique que nous trouvons au paragraphe I I  A

bo l ique des  conÈra in tes  o  
* ,  

sur  les  faces  la té ra les  de

I tanrons  exp l iqué dans  ce  paragraphe,  ce t te  d i f f i cuLcé nres t

Lude des Poutres car cel les-ci  ont une grande longgeur Par

e t  on  peut  a lo rs  æPl iquer  le  p r inc ipe  de  Sa inÈ-VenanÈ'

ne  cor respond pas  à  ce lu i  de  la  pout re  éEu-

B alors que dans le cas têeL Lfeffort  t ran-

e n C e t D .

une répar t i t ion  Para-

la poutre. Cowne nous

pas iuPor t 'an te  dans  1ré-

rapport  à leur hat lËeurt
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