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INTRODUCTION

Les problémes de la résistance mécanique des solides, dans tous les

domaines de la construction, ont acquis un intérét accru ces derniéres années

résistance

dans la mesure ol on impose aux systémes mécaniques des rapports Tmasse

de plus en plus Elevés.

Un cas particulirement important par le nombre de ses applications,
concerne les problémes de contacts entre deux solides et plus précisément 1'é-
tude et 1'analyse des contraintes dans deux solides en contact. La connaissance
desqsolutions de ces problémes est indispensable dans les recherches entreprises
dans les domaines du frottement, de la lubrif;cation, de la fatigqe localisée et,

bien entendu,‘dans celui de la résistance mécénique des solides en contact.

La théorie de base, formul&e en 1881 par H. HERTZ (1) décrit la na-
ture de la surface de contact et la répartition des pressions normales, lors-
que deux solides &lastiques semi-infinis sont pressés l'un contre l'autre. En
1930, THOMAS et HOERSCH (2) reprirent la théorie de HERTZ pour calculer les
‘contraintes a& l'intérieur des solides. Ce travail a &té repris par MINDLIN (3)
et PORITSKY (4) en 1949 pour calculer les contraintes dans les solides eﬁ:;on—
tact lorsqu'une force globale de frottement s'ajoute aux preasiﬁns normales

dont la répartition fut donnée par HERTZ.

Des travaux plus récents ont permis d'étudigr les contraintes de
contact lorsque d'autres sollicitations sont imposées aux solides. C'est aimsi
que LEE et OLLERTON (5) considérent le cas de deux sphéres qui roulent 1'une
sur 1'autre tout en tournant sur elles-mémes. FLORENCE (6) a étudié le contact

entre un disque circulaire et rigide et un massif semi infini, lorsque le dis-

que est soumis & un couple axial ou & un moment diamétral.



Un cas particulidrement intéressant est celui oii 1'un des solides est
soumis 3 la flexion, car ce probléme se retrouve dans les rails, les engrenages
et les poutres de roulement de ponts roulanté. Un travail récent (1970) effectué

" par STREMSDOERFER (7) rend compte des contraintes de contact dans un rail sur un
sol élastique. Les résultats obtenus ne se généralisent pas au cas ol le coeffi-
cient d'appui du rail devient nul, ce qui est notamment le cas des poutres de

roulement des ponts roulants, qui de plus, sont finies.

Nous nous proposons donc ici, d'&tudier les contraintes dans une poutre
finie simple de section rectangulaire et reposant sur deux appuis, chargée en son
3

milieu par une roue de méme &paisseur que la poutre.

Nous fixerons tout d'abord le domaine de validité des solutions obtenues
sous la forme d'un développement en série et, aprés un rappel des résultats clas-
siques de la théorie des poutres et de la théorie du contact, nous calculerons

les contraintes dans la poutre par la méthode des séries orthogonales.

Utilisant la méme méthode, nous l'appliquerons au probléme de la charge

oblique et & celui du rail reposant sur la poutre de roulement. Les résultats

seront compards aux résultats expérimentaux de la photoélasticité.



I - RAPPELS DES LOIS DE LA MECANIQUE DES CORPS SOLIDES ET DES RESULTATS
| CONCERNANT LE CONTACT ET LA FLEXION.

A) MECANIQUE DU CORPS SOLIDE ET DEFORMABLE

Les problémes classiques de 1'élasticité consistent & trouvervie
tenseur des contraintes: 0jj en tous les points d'un solidg, de forme géo-
métrique donnée, connaissant les charges extérieures appliquées i ce solide.
On admet généralement la lindarité, la continuité, 1'homogénéité et 1'iso-
tfopie des solides. Ces hypothéses simplifient considérablement 1'étude
mathématique des contraintes et sont gén&ralement vérifiées poﬁr les maté-

riaux de construction classiques. De plus, nous supposerons ici qu'il n'y

a pas d'actions massiques ou de contraintes résiduelles.

Les lois de 1'élasticité dans le cadre ainsi défini, sont au

nombre de trois (TIMOSHENKO (17))

1°) - Les_&quations différentielles de 1'&quilibre &lastique.

3 qxx P ny 9 oxz
s " 3y " Tz 0
3¢ 3 ¢ 3 0
yy . Xy , Y2 .
Yy 9xX 9z
3 0 3 0 30
22 X2 ¥z .9
dz X 3y

2°) - Les_conditions de compatibilité.

(1+v)a o + 33% = 0 (1 +v) 8 o+ 22 0 0
XX Ix xy x93y



29 32 o

9
(l+\))A0yy+—a-;2'—0 (I‘+v)onz+-a';§;=0
32 o _ ' _ 32 o ‘
(1 +v) Bogg 352" 0 (1 +9) 8 02y * 355, = 0

O = ogx * Oyy * Ozz

3°) - Les_conditions_aux limites

Si X, Y, Z sont les composantes des forces par unité d'aire

agissant en surface, les conditions aux limites s'écrivent :

X L
Y = (cij) m

y/ ' nj/

£, my, n, étant les cosinus directeurs de la normale extérieure

3 la surface du solide, au point considéré.

4°) - Les ggformations dans un solide contraint

L'analyse des déformations d'un solide sera faite ici dams 1le
cadre des petites déformatioms.

si (x, y, z) sont les coordonnées d'un point M avant déforma-

tion, les coordonnées du point M' (obtenu i partir de M aprés défomation)

sont données par :

X +u, y + v, oz +w.

u, v, W, étant les composantes du vecteur déplacement.



En ne considérant que les déformations petites, on définit le tenseur ejj

des gradients des déplacements par :

T T 1

9x 3y 3z

F U\ A 14
1] 9x oy 3z
R W w

X oy oz

Le tenseur ejj est alors séparé en une partie symétrique ejj et une
partie antisymétrique ®j 5 telle que :

eij = €ij * vij

Et on a :
F
w1 @g.@z 1 <§3+ﬂ)
X 2 9x  dy 2 9z 3x
VR I (gu) w1 (_aua_w)
1 2 \3x 3y 3y 2 \3z oy
L(a_e+avz l(ﬁ!ﬂ’.) k)
2 \3z ax/ 2 \3z 3y 0z
L ,

Les lois de Hooke précisent alors les relations entre le tenseur des

contraintes 0jj et celui des déformations €jj

Dans le cadre de la mécanique linéaire des solides isotropes et homo-

génes, ces relations s'@crivent :

(Ogy =V (cyy + 0,,) )

1
€xx E

(

c’I)’y - (oxx M ozz) )

3| —

tyy



(07 = Vv (Oxx + °yy))

|

écij (i+#3)

€ij =
E est le module d'Young du matériau, v son coefficient de Poisson et

G son module de cisaillement.

I
Ona: G = AR

5°) - Cas d'un probléme de_contraintes_planes

Le probléme de contraintes planes est défini par le tenseur

Oxx Oxy 0
oij = | Oxy Oyy 0
0 0 0

oi les composantes de 0jj sont indépendantes de la variable z.

La solution d'un tel probléme peut se mettre sous la forme d'une
fonction de force ¢(x, y) moyennant quelques approximations et quelques hypo-

théses supplémentaires (voir Annexe I)
$(x, y) doit satisfaire a deux conditions :

- La fonction de force doit &tre solution de 1'&quation biharmonique

A A $(x,y) =0

- Les contraintes sont détermindes & partir des dérivées secondes de ¢

par rapport @ x, y et ces contraintes doivent satisfaire les conditions



aux limites du probléme .,

Q
N
aca

Oxx

e

Q
3
|
o:lo)
VS
sl

Ces &quations ne satisfont que partiellement les conditions de
compatibilité. La fomction ¢(x, y) est appelée fonction d'Airy ;

Nous verrons dans les paragraphes suivants, la forme du tenseur
des contraintes pour une poutre fléchie et pour les effets du contact entre
un disque et un massif semi infini. De plus, pour pouvoir comparer ces ré-
sultats aux résultats expérimentaux, nous calculerons en chaque point du
solide la différence des contraintes principales 07 =~ 02.

On peut montrer simplement que cette différence est égale au

double du cisaillement maximum &pux au point considéré, et l'on a :

01 = 02 = 2 Bpax

B) LES CRITERES DE PLASTICITE

L'analyse des contraintes dans un solide a essentiellement pour but la
recherche des conditions pour lesquelles la déformation devient partiellement
irréversible donc plastique. De nombreux critéres ont été proposés pour relier
une fonction des contraintes 3 la limite &lastique obtenue par 1'essai de trac-
tion. Parmi ces critéres, deux d'entre eux sont les plus généralement admis par

les métaux.
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1°) - Le_critdre de Tresca ou critére_de_la_cission maximale

On admet dans ce critére, basé sur des observations expérimentales,
que le corps céde lorsque la différence des contraintes principales extrémes
atteint une certaine valeur 2 K.

Si on pose 07 > 03 > 0y, on a alors g} = g3 = 2 K

La constante K peut &tre déterminée lors de 1l'essai de traction. En
effet, dans cet essai, il y a déformation plastique lorsque 0] > 0,

(0g = limite élastique du solide).

On a donc : 2 K = 0,

2°) - Le_critére_de Von Mises

Pour un solide isotrope et dont la limite &lastique est indépendante
de la composante hydrostatique du tenseur desygontraintes, le critdre de Von Mises
s'écrit : ‘ |
(01 = 622 + (o3 = 03)2 + (03 - 01)2 = 202

Pour un probléme bidimensionnel, (o3 = 0), on a :

(07 - 02)2 + 032 + 012 = 2 0,2

Cette expression correspond 3 1l'énergie de distorsion &lastique et le
critére de Von Mises est appelé le critére de 1'énergie de distorsion.

Les vérifications expérimentales de TAYLOR et QUINNEY (8) confirment
la‘validité du critére de Von Mises pour les métaux courants.

La différeﬁce entre le critére de Von Mises e£ celui de Tresca est au
maximum de 1'ordre de 15 Z.

Nous calculons théoriquement les contraintes principales o} et o)

o3 = 0, ce qui permet l'application des critéres de plasticité.
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De plus, nous calculons en chaque point du solide la différence

o) - 0, égale au double du cisaillement dans le plan de la poutre. Le lieu

des points pour lesquels la différence o; - 02 est constante, est appelé

isochrome et peut &tre obtenu expérimentalement par photoélasticimétrie.

C) LES RESULTATS CONCERNANT LA FLEXION.

Les poutres sont généralement &tudiées par les mé&thodes de la ré-

sistance des matériaux ol on néglige les effets locaux (contacts, appuis, con-

centrations de contraintes).

,J

Les travaux de base dans le domaine de la flexion des poutres

sont dus 3 BARRE DE SAINT VENANT. Le principe de calcul consiste & trouver

pour chaque section transversale de la poutre, la valeur du moment fléchis-

sant Mfz et de 1l'effort tranchant Ty respectivement moment et résultante du

torseur des forces situées 3 droite de la section &tudiée (Fig. la).

e

o

r, )
o

I

Fig. la : Axes des coordonnées



Dans le cas présent, nous aurons donc (fig. 1b)

Mfz=% (%-x) pour x > 0
Mf = g- (x + %) pour-x <0

N

i3
2

Fig. 1b : Variations de M f, en fonction de x

+ X
1

Pour l'effort tranchant Ty, on aura (fig. le)

pour x > 0

pour x < 0

b Ty

xﬁ%L

£l

Fig. lc :

- A

Variation de Ty en fonction de x

12



Les variations de M f; et Ty en fonction de x sont tracées respecti-

vement sur les figures 1b et lc.

Les contraintes gont alors données par les formules classiques :

2
G-xvy
= —.P_z__._...—- 3 0
3 T si x>
M £
Gxx=——-iZ—l
o 2'(x +3 Y iy o
f 1 1 X g
Opy = 0
=Ly - c 3T 3P
Gxy t I yt dy = 7% (-2 -y) =t == (2 -9
1

‘I est le moment d'inertie par rapport au plan horizontal contenant

1'axe neutre (ici, 1l'axe x).

Pour une section donnée, Oy, varie donc de manidre lingaire
(fig. 2a) et pour y > O on a 0Oyxyx < 0 (contrainte de compression)
y < 0 on a ogg > O (contrainte de traction)

La valeur maximale de oyy a lieu pour x = 0 et pour y-t ¢

‘ . P 2
Pour y=+¢, x=0 OP trouve donc une contrainte Oxx = ~ —Z_Tg

4

Can

Fig 2a.: Variation de oxx pour y = - c en fonction de x
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La contrainte oy, a une allure parabolique (fig. 2b) pour une

section donnée. oxy est maximum pour y = O et la valeur de ce maximum

3P
8tc °

sont sur les courbes,

est Les points d'égale différence des contraintes principales

o = 02 = V(ogy = Oyy)* + 4@ xy*

] G"m‘_ (uhvx.)

3P
fte

—
- C e r "3-
Fig. 2b : Variation de oxy pdur X = % en fonction de y

Soit ici, pour x > 0 (fig. 3)
pJ

E-xny /
5 : 2
0, - 02 % [é : + ngzgfzg; (- 2 - y9)?

2 I

Fig.3 : Lieu des points d'égale différence des contraintes principales.
(1/2 poutre) '



D) LES RESULTATS CONCERNANT LE CONTACT

La théorie du contact entre deux solides a été abordée pour la
premiére fois par HERTZ (1) (1881) et reprise en 1930 par THOMAS et
HOERSCH (2). Plus récemment, PORIfSKY (4) (1949) étudia le cas du contact
entre une roue et un massif semi infini lorsqu'il existe une charge quelconque

(normale ou tangentielle) entre les deux solides.

1°) - Cas du _contact normal

HERTZ assimile les surfaces au voisinage du contact des deux
solides 3 des surfaces du deuxiéme degré de rayon de courbure principaux Ry

et R') pour le solide | et R et R'y pour le solide 2.

En supposant la surface du contact plane et de dimensions
petites par rapport aux rayons de courbure, HERTZ trouva que le domaine du
contact est une ellipse d'axes a et b, et que la pression normale entre les

deux solides, en un point (x, z) de 1'aire de contact, est égale & (fig. &) :

b

ql(x, z) = - qp} Y1 "%i - £, * 9 (cu'o)

(4)

(N ()

Fig.4 : Contact tridimensionnel
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1 . , .
qo est la pression au sommet du demi ellipsoide représentant 1'é-

quation précédente.

qo! = - q¢ (0, 0)

Si P est la charge globale entre les deux solides, 1'équilibre &las-
. -4
tique permet de calculer qg.

3 P
On a : q01=5m

Le cas du contact entre deux cylindres'infinis'paralléles différe
légérement du cas‘précédent, mais le probléme.dévient'uﬁ p;oBiéme'de dé-
formations planes. Si les cylindre# sont'fipis, on se féméﬁé au cas étudié
par PORITSKY (4)ret dont nous utiliserons les résultaﬁs;par'ié suite. Pour
cette raison nous considérons que 1'un dé$1solides.a deu# rédeS de éour-

bures infinis. Fig. 5.
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PORITSKY montra que 1'aire de contact devient un rectangle de coté t
et 2a (t est lfépaisseur commune des deux solides).

La répartition des pressions 3 1'intérieur de l'aire de contact est

elliptique (fig. 6).

-Qr‘ ‘e e

"y

Fig. 6 : Répartition elliptique des pressions.

2
x
q(x) = -qo /1 -2
_ 2P
9 = Tta
a = 8 PR(1 - v%)
Tt E

R est le rayon de 1'un des cylindres (le rayon de courbure du deu-
xiéme est supposé infini).
E et v sont respectivement le module d'YOUNG et le coefficient de

POISSON du matériau commun aux deux solides.

Connaissant ainsi les conditions aux limites du probléme du contact

seul, il est facile de calculer les contraintes dans les deux solides en
i

reprenant les formules de BOUSSINESQ (9).
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Le calcul a &té fait sur 1'axe x = 0 par THOMAS et HOERSCH (2) sous
la forme d'intégrales elliptiques. Ces calculs ont &té repris par PORITSKY
dans le cas d'un état plan de contrainte résultant du contact entre une roue

de rayon R et un massif semi infini.

Avec le systéme d'axes choisi (Fig. 6), PORITSKY trouve :

X o8 - o~ 28
XX mta sh §
X -
o 2P 1 b= a © :
yy Tta sh §
(56 & -
o 2P R € (a ch £ )
Xy Tta sh £
En posant x=acthosn 0<@ <~
y = a sh ¢ sinn 0<n<- %
gE=¢+in
I {.......} et R {.......} désignent respectivement

partie imaginaire et partie réelle de {.......} .
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Les contraintes O’ Oy? ainsi que (o) - 0,) ont &té tracées

pour x = 0 en fonction de y (Fig. 7).

Fig. 7 : Variation de O e? cyy et 0 = 0, sur l'axe y.

A partir de ces courbes, THOMAS et HOERSCH ont observé que le ci-~-
saillement maximum se trouve i une profondeur y = 0,78 a sur l'axe de sy-
métrie du contact. La valeur de gmax en cet endroit vaut 0,3 qgq. Ce point

est appelé point de HERTZ.
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Les courbes d'égale valeur de Zmax sont reproduites en Fig. 8

: . L pa o . 0] - 0y _ 2P
| Fig. 8 : Répartition des isochromes X selon PORITSKY (K ;Ez)



2°) - Cas_du_contact_en présence de charge oblique de glissement.

PORITSKY admet une aire de contact identique 3 celle du
cas précédent (charge normale unique) et une répartition des contraintes
tangentielles proportionnelle 2 celle des contraintes normales. (Il y a
contact de glissement et en chaque point de la surface de contact, on

admet la loi de COULOMB).

PORITSKY montre alors que les contraintes dues 3 la seule
charge tangentielle de glissement (pas d'actions normales) sont données

par :

=g
- ZTX e .
Oyy = Tta? I {sh

T est la charge globale appliquée.

+ a
T=/ qovl"‘a}%‘ tdx
- a

21
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Les courbes pour lesquelles 01 ~ 0s est constant sont reportées

Fig. 9.

Fig. 9 : Répartition des isochromes (o; - 0,/M) dans le cas de

la traction tangentielle (M = %E%? (d'aprés PORITSKY)

Le principe de superposition permet alors de calculer les con-
traintes dans les solides lorsqu'une force globale oblique est appliquée

entre les deux solides.



I1 suffit de calculer

Les indices ! correspondant aux contraintes calculées dans le cas
d'une charge normale (paragraphe I D;) ; les indices 2 correspondant aux
sontraintes calculdes dans le cas de la "traction tangentielle" avec T = uN

ou 1 est le coefficient de frottement.

La distribution des isochromes est indiquée Fig. 10 pour un coef-
.

ficient u égal a 0,3.

Fig. 10 : Répartition des isochromes (01 = 02/K) dans le cas du contact

avec glissement. [K = Tzr{al , U= 0,3] (d'aprés PORITSKY)

23
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On observe, comme le montre une &tude photoélastique faite par
HEEMS, LAGARDE et COURTELLE (10) que le point de HERTZ se rapproche d'en-

viron 50 % de la surface et que le cisaillement maximum augmente de 15 Ze

3°) - Cas_du_contact_de_roulement.

Le cas du contact de roulement correspond 3 une charge globale
tangentielle T inférieure au produit wP. Les actions de contact ont été
calculdes par MINDLIN (3) et nous reprenons ses résultats dans le cas par-

ticulier suivant :

- les solides possé&dent les mémes constantes élastiques ;
- le coefficient u est constant dans la zone du contact ;

- la charge normale est appliquée avant la charge tangentielle ;

MINDLIN démontra alors la présence de deux régions & 1'intérieur

du domaine de contact (Fig. 11).

zone de glissement

§

zone d'adhérence
i NN\N\\\ 7z pret” \\\\\\ >

-a  -b o +b +a X

Fig. 11 : Zone d'adhérence et zone de glissement dans le cas du '

contact de roulement
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- Il existe une zone centrale (x < b) ol il n'y a pas glissement :
Oxy < 9y
- La zone péripherique (b < x < a) correspond a4 une zone de glissement

ol les surfaces en contact glissent localement 1'une par rapport i

1'autre et 1'on a finalement :

Oxy = WOyy

PORITSKY montra que la distribution de Oxy (Fig. 12) dans le domaine

du contact peut se représenter par 1'équation :

o =21 1-3‘_____,2Tb3 |__.2
xy Tta a? Tta b2

et la distribution des pressions normales reste celle décrite au
paragraphe (I Dy)

B e e— ]—.—2

Oyy Tta

Dans ces formules ; T est la traction tangentielle globale,
P est la charge normale globale,

et l'ona T<u?P

Dans ces conditions, on peut calculer la demi largeur de la zone

de non glissement

1/2
- uw P - T,
b=a 6—171;—0




On retrouve ainsi que si u P = T (glissement), la zome |x| < b

de non glissement est inexistante.

- I
> %

Fig. 12 : Variation de Oxy et Oyy dans la zone de contact en présence de

roulement.
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Connaissant ainsi les conditions aux limites dans le domaine du
contact, le principe de superposition permet de calculer les contraintes

dans 1'un des solides.

En effet, il suffit de calculer les contraintes clij dues 3 la
charge normale P (paragraphe I D), de calculer les contraintes ozij

3 .
dues au terme %E% v1- §2 (paragraphe I Djy) et d'ajouter les con-—

: 3 / 2
traintes °3ij dues au terme - i z Z“ 1 - %2 calculées par les formules

précédentes.

Les contraintes °ij dans un solide dues au contact de roulement

sont alors obtenues par la somme :

o5 = olij + °zij + 0345



II - PRINQ;PES DE LA METHODE MATHEMATIQUE

A) CAS DE LA CHARGE NORMALE

1°) - Choix du systéme expérimental et mod&le é&tudié.

La nature trés différente des théories sur la flexioﬁ et le con-
tact ne‘pérmet pas, dans le cas étudié ici, une simple superposition des
effets du contact 3 ceux de la flexion. En effet, 1'équilibre mécanique
de la poutre exige une charge nulle sur la face inférieure (en dehors des
appuis). Or, lés contraintes de contact telles qu'elles sont calculées
supposent un massif semi infini. Une poutre fictive découpée dans ce mas-
sif serait donc soumise sur la face supérieure 3 une répartition hertzieni
et sur la face inférieure 3 une répartition radiale (Fig. 13). L'équilibre
mécanique ne serait donc pas réalisé en superposant les contraintes de coi
tact dans un massifvsemi infini 3 celles de la flexion d'une poutre sur

deux appuis.

- @ TITY *Q,

/‘:_7,--_

7","' Y TTNY T

Fig. 13 : Répartition radiale des réactions du solide semi

infini sur une poutre fictive découpée dans celui-ci
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Une autre méthode, basée uniquement sur la théorie de 1'élasticité
et tenant compte des conditions aux limites telles qu'elles ont &té dévelop-—

pées précédemment, doit donc €tre utilisée.

De plus, pour pouvoir aborder simplement le probléme des poutres

de roulement, plusieurs hypothé&ses simplificatrices ont été faites.

* Les poutres de roulement ont une section transversale en double T. Il
faudrait donc résoudre les équations de 1'élasticité dans le cadre tridimen-
sionnel.

Nous avons pensé qu'une premiére étude simple permettant d'aborder le
probléme était de ne considérer que 1'dme de la poutre et de ramener ainsi
le probléme 3 un état plan de contrainte. Cette premiére hypothése permet
des calculs relativement simples et, par un facteur de similitude adéquat,
de prévoir les contraintes dans la poutre en double T comme 1'a fait

STREMSDOERFER (7) dans le cas du rail.

* De méme, nous supposons qu'il n'y a pas de phénoméne d'excentrement
de la roue par rapport & la poutre, et que la poutre et la roue ont méme
épaisseur.

Dans une premiére étude, nous considérons le contact direct entre la
roue et la poutre et nous &tudions au paragraphe II.D le cas d'un rail rec-
tangulaire posé sur la poutre.

Le systéme étudié consiste donc en une plaque rectangulaire reposant
en ses extrémités sur deux appuis de largeur b et chargée en son milieu par
une force P par 1'intermédiaire d'un cylindre de rayon R et méme &paisseur

que la poutre (Fig. 14).
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, : 4
e [i_—-a.& L_’:}

< t
b L . s

Fig. 14 : Systéme étudié et axes de coordonnées.

Le probléme €tant un probléme>de contraintes planes, la solution
sous la forme d'une fonction d'Airy ne peut étre qu'approchée ainsi qu'il
est montré en Annexe I. L'approximation ainsi faite est néanmoins trés va-
lable car l'épaisseur des solides en contact est faible par rapport aux di-
mensions ﬁlanes. Le choix dé la méthode nous a été dicté par plusieurs con-

sidérations.

* La solution sous la forme d'une fonction d'Airy développée en séries
trigonométriques permet la résolution d'un probléme plan lorsque les solides
ont des formes simples quelles que soient les conditions aux limites imposées.

(Certaines restrictions apparaltront pourtant au paragraphe II.A3).

* Le développement récent des moyens de calculs numériques rend possible
1'utilisation d'un tel formalisme, alors que cette méthode etit été impossible

34 utiliser sans 1'aide des ordinateurs.



* Une autre méthode numérique, dite "méthode des éléments finis", qui
est actuzile -.t -iveloppée au laboratoire de mécanique des roches de 1'E-
cole des Mines de PARIS (46), permet, eu priucipe, le calcul numérique des
contraintes dans un grand nombre de cas qui sont insolubles par les méthodes
classiques. Au paragraphe 1) E. nous expliquons pourquoi la méthode est

difficilement applicable dans ce cas particulier.

La méthode utilisée nécessite la connaissance des lois de
1'élasticité (paragraphe I.A) et des conditioms aux limites (paragraphes
I.C et I.D).

La théorie de HERTZ, valable dans le cas du contact entre
deux massifs semi infinis est supposée valable dans le cas_particulier

étudié ici. Dans une récente étude (41) du contact entre deux solides finis,

31

les résultats obtenus sont identiques 3 ceux donnés par la théorie Hertzienne.

9y (e)

-€L- - +e

L.
> m

Fig. 15 : Conditions aux limites dans le cas d'unme charge normale.
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Sur la face AB, nous admettons cu'il existe uue répartition edlip-
tique des pressions normales pour |x| < a et une pression normale nulle

pour |x| > a.

De méme, nous supposons l'absence de contrainte oxy'

On a donc

= - -— <
%y (x, *+ ¢) ao /1 - 2 pour |x| < a
oyy (x, +c¢) =0 pour |x| > a
o X, +¢c) =0 our |x| € 2/2
wy (% * O ;plll

Sur la face CD, il existe une chargebnormale sous les appuis et
dont la répartition peut &tre supposée uniforme conformément au principe
de SAINT VENANT. D'aprés ce principe, la distribution des contraintes en
un point éloigné d'une région chargée n'est pas modifiée si on remplace le
systéme de forces agissant sur la région chargée par un autre systéme de

forces, statiquement &quivalent et agissant sur le méme &lément.

On peut donc admettre que la répartition des charges sous les
appuis est uniforme car les contraintes dans la zone de contact ne seront
pas influencées par cette répartition, pourvu que la somme des charges

soit égale a %— (pour chaque appui).

On a donc pour la face CD :

N e
1
o

oy (x, = ¢) =0 pour 0 ¢ |x| <
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L L
oyy (%, = c). 7Th pour 5 = b < |x| < 5

]
o

pour le <

N =

Oxy (xs - C)

Ces conditions aux limites ont &té représentées sur la figure 15.

Dans quelques cas simples (charge uniformément répartie), il est
possible de trouver la fonction d'airy ¢ (x, y) sous la forme d'un polynome
en X et y.

Dans le cas présent, les conditions aux limites ont une dérivée
discontinue et SOLOMON (12) indique la possibilité d'utiliser des fonctions
propres et de rechercher la solution ¢ (x, y) sous la forme d'un développe-
ment en séries.

o (x, y) = Xa(x)  Yu(y)

e

Xp(x) et Y, (y) étant des fonctions de x et de y respectivement.

Chaque terme Xp(x) Yn(y) devant dtre solution de 1'équation

biharmonique, on a :

(1) @ v @ )
é]l + 2 Y -+ XB = 0
Xn Xn¥n Yn

En dérivant cette &quation par rapport a y, on a :

(1) () (2
d dn- 3~ 4 In% o
i A S



Soit : 0]

d
TR v PN
B 4 %
dy Yn

En écrivant 1'égalité des deux membres précédents avec la

constante - 2 «2,, on a :
2)
Xn n
Soit :

Xp(x) = ap cos =px + by sin opXx

De méme, on obtient pour Y,(y)

Yo = Ajp ch =py + App sh =y + Agp y ch =py + Ay ¥ sh «ny

Pour ¢(x, y) on aura donc généralement :

n

o (x, y) =
n

[ ]

(ap cos <;x + by sin «;x) (Ay, ch =y + Arpy sh =y
0

+ A3 ¥y ch oy + Ayp vy sh =y)

Pour le cas présent, la parité de ¢ par rapport & x et les

L. . £ a P
conditions aux limites pour les faces x = % 3 devront étre respectées.

L . .
En effet, sur les faces x = % 3> on doit avoir :

Q
ol
]
]
o

34
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En prenant b, = 0, la parité de ¢ (x, y) par rapport d x est

vérifiée.
- _ i .
De méme, en prenant o5 = (2n - 1) T la contrainte Oyy sera
. 2
nulle s1 x = % 7

En posant Cip = Ajn X ap, la fonction d'Airy correspondant au

probléme présent s'écrit :

o(x, y) =

—_r~1 8

cos = x (Cip ch =py + Cop sh =py + C3p ¥y ch <y + Cypy sh =,y)

- . .. £
11 apparait alors que la condition aux limites Oxy (x L y) =0
n'est pas respectée. On verra par la suite que la solution obtenue cons-
titue dans ce cas une approximation de la solution rigoureuse, approximation

justifiée dans cette &tude particuliére.

La valeur des coefficients Cj, sera déterminée par les conditions
aux limites sur les faces y = * c, conditions aux limites que nous déve-

loppons aussi en série de cosinus sous la forme :

(x, + ¢)

Oyy % A, cos ouX

[+

z By cos *px
1

Oyy (x, = ¢)

Pour les A,, nous avons (voir Annexe II) :
L
+ =
2

A, = %- q(x) cos =x dx

0

|
+
[

1

s

o

1

| M

e

cos «px dx
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Soit -

_ 4P Jy (=n a)
,A_n_.E__z _l_c_x.?l__

od J; est la fonction de BESSEL d'ordre 1.

Pour les termes B,, nous aurons de méme

4P 1 . opb L L-b
'Bn_tlb “n sin 2 Cos <p 3

En écrivant 1'égalité des conditions aux limites avec les con-—

traintes calculées par 1l'intermédiaire de la fonction d'Airy, nous avons :

1

% A, cos FpX 3

o
|
~

0

o

n

R

=]

"

"
~

ol
~

o
|
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Ces quatre expressions permettent le calcul des coefficients Cin'

On obtient

Ap + sh «p¢ + @pc ch *pc¢
sh 2=,c + 2<,c

ch «p¢c + xpc sh =qc
sh 2x,c = 2=,¢

«n ch *nC
sh 2=,c - 2=,c

«n sh =pc
sh 2«jc + 2=pc

(@]
w
]
R R RI !
+ I I
5’{ ﬂf =4 =}
[~} [~

En remplagant les coefficients Ci, ainsi déterminés dans 1'expres-

sion de la fonction d'Airy, on obtient les contraintes par :

[-%]
N
©-

i'EQ
4

(o34
N
-

Q
n
o4
gl

Xy axay



On a donc finalement :

(«nc ch«nc - sh«nc) ch«ny -y shcny shmnc

==} (A + B ) cos = X
XX T n n n

sh 2= ¢ + 2= ¢
n n

(“nc shanc - chﬁnc) sh«ny - =Y chmny chanc

+ (An - Bn) cos = X
sh 2« ¢ = 2= ¢
n n

o (anc ch= c + shcnc) che y = = y she y shcnc
o =+ 2 (A +B) cos =x L n L L
¥y n=1 n n , n sh 2¢nc + 2mnc

(«nc Shanc + chmnc) sh«ny - =y chany chanc

+ (An - Bn) cos ¢nx
sh 2« ¢ = 2= ¢
n n

c ch«nc shmny S chchy shx ¢

an .
o= Z (A +B) sin = x
x o=l "noom sh 2= ¢ + 2a ¢ n
n n
« ¢ she ¢ che ¥ = « ¥y she y ch« ¢
+ (A - B) L L LT sin «_x
n n n

éh 2« ¢ = 2« C
n n
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Comme on peut le vérifier facilement, toutes les conditions aux

limites imposées sont satisfaites & 1'exception de :

2
ny (iis Y)=0

expression pour laquelle on a :

© « ¢ chx ¢ she=_y — « y ch= y sh= ¢
Oxy = ) (An + By) L L 2 2 sin mn-%
n=1 sh 2= ¢ + 2= ¢ '
n n
: « ¢ shx ¢ chex y - « y she y ch=_¢
+1 @, - B ) L L L Z o sin %
: sh 2« ¢ - 2= ¢
n n
Cette expression comprend deux termes.
¥ Le premier terme, v _
© « ¢ ch= ¢ she y - « y che y she ¢
J (o +B) nnl m BB e 2
1 n n n 2

sh 2« ¢ + 2= ¢
“n n

est antisymétrique par rapport i y.

Nj e

La résultante R de toutes les contraintes Oxy sur les faces x = %

est donc nulle.

+ c =.C chéﬁc sh= y - xﬁy chany shanc
0=R-= tdy ] (A +B) 1

-¢ - sh chc + Zanc

La solution cherchée au voisinage du contact n'est donc pas perturbée
par ce terme et, d'aprés les principes de SAINT VENANT, les résultats seront

valables si le rapport %: est suffisamment'grénd (supérieur a 2 ou 3).



* Le deuxiéme terme

o = c shanc chahy - Gny shany chanc ) 2
z (An - Bn) sin “n E
1 sh 2« ¢ = 2= ¢

n n

correspond 3 une contrainte de cisaillement oxy a répartition
parabolique comme celle que l'on calcule en résistance des matériaux. La

- . ~ s P
résultante de ces contraintes sur une face est égale a 3

La solution que nous obtenons est celle d'une poutre rectan-
gulaire dont les faces x = * %- sont soumises & un cisaillement & répar-
tition parabolique alors que le probléme posé consiste en une poutre
reposant sur deux appuis. On peut alors admettre que les contraintes
calculées sont identiques dans les deux cas, pourvu que la perturbation

introduite soit faible, ce qui est le cas lorsque le rapport &/2c est

suffisamment grand (Principe de SAINT VENANT).

Les poutres de roulement utilisées dans 1l'industrie ont un
rapport %£/2c de l'ordre de 10%°ce qui justifie 1'approximation faite ici.
Cette difficulté provient de la décomposition de la fonction d'Airy sur

la base des fonctions trigonométriques (voir Annexe II).




B) CAS DU CONTACT AVEC GLISSEMENT -

Le systéme étudié est celui décrit au paragraphe T}_R,A. avec ume
force oblique N qui se décompose en une charge normale P et une charge

tangentielle T. (Fig.16)

Fig. 16 : Systdme étudié dans le cas de la charge oblique.

1°) - Conditions aux limites

Dans 1'aire du contact existe une contrainte normale Oyy et

une contrainte tangentielle oxy telles que :

2 P x2
o ==-— V¥l

vy Tta T a2
g = e g.—T ] - 52
Xy ta a?

Pour qu'il y ait glissement, il faut que T = uP (loi de

COULOMB) .

41
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Les réactions aux appuis sont déterminées comme au paragraphe II.A.2

(Principe de SAINT VENANT) .

On suppose que les contraintes sont uniformément réparties dans toute

la surface d'appui.

On a donc : fig.17

\\\p | | \‘i‘{\ c

Fig. 17 : Conditions aux limites dans le cas du contact avec glissement.

Sur la face AB :

A
[

oyy (x, + ¢) =~ 3 -2 pour |x|

%y(m +¢)=0 pour |x| > a
2
Oy (x, +¢c) =+ %%% 4! --22 pour |x| ¢ a

1]
o
v
[

cxy (x, + ¢) pour |x|
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Sur la face CD

P L L
oyy (x, c) = - 7t pour 7 > |x| >3 b
(x, = ¢c) =0 pour 0 < |x| < 2_b
yy 2
e o) = - LP L3 L _
%y (x, - © 5Th pour 7 > |x| > 5 b
o (x, -¢c)=0 ' pour 0 < le <t b
xy 2

Pour résoudre ce probléme, on peut utiliser le principe de superpo-
sition. En effet, la fonction d'Airy décrivant les contraintes dues aux
termes Oyy (x, + c) et oyy (x, = c) a été étudiée précédemment. Le but du
paragraphe suivant est de trouver la fonction d'Airy décrivant les contraintes

dues aux termes Oyy (x, + c) et oxy (x, = ¢).

2°) - Fonction d'Airy

Nous choisissons la fonction d'Airy décrivant ces conditions de
charge sous la forme d'un développement en séries de fonctions trigonomé-

triques (voir paragraphe I1I.A.3).

©-
]
o~ 8

(ancosanx + bn51nmnx)(A1nch¢ny + Aznsh«ny + A3nych¢ny + Aqnyshcny)

oxy étant symétrique en X, on doit avoir a = 0.

De méme, pour avoir O (£ %3 y) = 0, il faut choisir = sous la

forme « = —
n
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On a donc pour ¢ en posant A, x bjy = Djp (1 =1, 4)
©

b = g si.‘ncrnx(Dln ch«ny + Dzn sh«ny + Dgny chcny + any shany)’

Pour calculer les coefficients D;,, on procéde de manidre analogue
3 celle du paragraphe précédent, mais il apparalt une difficulté mathématique
liée au terme constant du développement de oxy sur la base des fonctions cos.v&nx
En effet, on a :

T
+ —_— 4
cxy(x, c) T

A' cos «x
n n

—r~1 8

et

IS S S
o (%, c) + ? Bncos = X

- Al
Avec A 0 Py p”
n
4 uP 1 , «.b L -5
T = —— P« L4 oA
B n ti b “n sin 2 cos an 3

On peut donc chercher une fonction d'Airy polynomiale décrivant les

contraintes dues au terme constant % et utiliser la fonction d'Airy :

¢ (x, y) = %: sin = X (D1n ch'xny + Dzn shcny + D3ny chany + any shcny)

pour décrire les contraintes dues au termes
L] -]
Y A" cos «x et Y B' cos «x
i n n n n n
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La fonction d'Airy polynomiale est choisie sous la forme

Les

l1'on a :

-D2

T
¢_t2:xy

Les contraintes dues 3 cette fonction sont donc :

o] = 0
XX

o =0
yy

o _.T
Xy t 2

coefficients pj, sont alors déterminds comme précédemment, et

T - mt o«
(A n B n) sh nc

= L.
«n sh 2« ¢ + 2=_¢
n n
' t 4+ B! o«
e (A n B n) ch S
= [+
n sh 2« ¢ = 2= ¢
n n
' 1 «
_, 1 (A n +3B n) sh C
mn sh 2« ¢ = 2« ¢
n n
[} - [ o«
L (A n B n) ch G

n sh 2« ¢ + 2= ¢
n n
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Les contraintes dans la poutre dues 3 ce mode de chargement sont

donc
© 2 che ¢ che y + « y che ¢ shx_ y = « ¢ che_y she ¢
o - - Z (A' - B') sin= x n n n n n n n n
XX 1 n n n
sh 2« ¢ + 2= ¢
n n
2 sh= ¢ she y + « y she ¢ che y = « ¢ chx_c che_ y
+ (A' + B') sine x n n n n n n n n
n n n
sh 2« ¢ - 2= ¢
n n
o « ¢ sh= ¢ chany -y chcnc sh«ny
o, =-) (A'_ = B') sinx x L
yy ] n n n
sh 2= ¢ + 2= ¢
n n
« ¢ che ¢ she y = « y shx ¢ ch=_y
+ (A' + B' ) sin« x 1 o 2 Lt n n
n n n
sh 2« ¢ - 2= ¢
n n
T 0 ' ' = shmnc shany -y chmnc chcny - ch«nc shany
6 =— =) (A" =~ B') cos= x
Xy t 2 1 n n n

sh 2« ¢ + 2« ¢
n n

¥
x ¢ ch«nc ch«ny N shanc shcny - shcnc ch«ny

+ (A' + B' ) cos= x
n n n

sh 2« ¢ - 2= ¢
n n

‘Pour avoir les contraintes globales dues 3 une charge de glissement
(composante normale et tangentielle), il suffit d'ajouter terme @ terme les
contraintes calculées au paragraphe (II A.3) 3 celles déterminées par les

formules précédentes.



C) CAS DE LA CHARGE OBLIQUE DE ROULEMENT

Le modéle &tudié est 3 nouveau celui du paragraphe correspondant
i la charge normale.

La charge oblique N se décompose en une charge normale P et une
charge tangentielle T, avec T < uP pour qu'il y ait roulement.

Les conditions aux limites sont déterminées sur la face AB par les

résultats de PORITSKY, et'sur la face CD par les remarques du paragraphe ﬂ“A.z

6’1“ (rxli-c)

On a (fig. 18)
-® Ly IR Y

A
LT’ , 11 Q'“km‘-e)

/\__.{\ Coug (,+¢)

-¢
< o G“‘i ("l‘ )
Fig. 18 : Conditions aux limites dans le cas du contact avec roulement.

/ 27
(x, + ¢) =~ 22 1 -'22 pour |x| < a

g
yy mta

o X, +c) =0 our |x| > a
gy ¢ ) pour ||
_ 2uP x2  2uP b2 x2
Opy (%o * )= Yl -D-T 2Vl pour |x| < a
6. (%, +¢c) =0 pour |x| » a



4 P
yy (x, = ¢ =~ 75
L L
pour 3 > |x| > 7 b
oxy (xy, = ¢) 5Th

i
o

Oyy (x, - c)

pour % - b > lx| >0

On peut, pour ces conditions aux limites, reprendre les résultats

du paragraphe précédent.

Tout d'abord, on calcule les contraintesalij dues aux charges
normales © (x, + ¢c) et o (x, - ¢
yy yy

2i. dues aux charges tangen-

Ensuite, on calcule les contraintes © j

tielles oxy (x, + ¢c) et Oxy (x, = ¢)

Les contraintes 0jj résultant de la charge oblique de roulement
seront alors :
c,. .. ..
1] 1] 1]
Le calcul numérique n'# pas été fait pour ce mode de chargement car

il n'apporte pas d'informations supplémentaires concernant la méthode.



D) CAS DU RAIL REPOSANT SUR LA POUTRE

Dans la pratique industrielle, il existe un rail posé sur la poutre
de roulement, et ce rail a pour but de répartir les charges entre la roue et

la poutre de roulement.(Fig. 19)
.

3 Iz&
L e

Fig. 19 : Cas du rail reposant sur la poutre.

Pour aborder ce probléme, plusieurs hypothéses supplémentaires omnt

été faites.

- Nous supposons que les actions de contact entre le rail et la poutre

sont uniquement normales.

- D'autre part, nous supposons que la poutre se comporte comme un massif
rigide. Cette hypoth&se trés imparfaite permet la simplification des

calculs et d'utiliser simplement la méthode précédente.

- Nous supposons que les actions de contact entre rail et roue sont

données par la théorie hertzienne et que les réactions des appuis

sont celles déterminées au paragraphe II. A.2.
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Le probléme revient alors & connaitre la répartition des pressions
normales entre le rail et la poutre ; la deuxiéme hypothése va permettre ce

calcul.

Nous supposons connue cette distribution sous la forme oyy(x, - h) et

: s . ,"
nous la développons sous la forme d'une série de fonctions cosmnx(¢n=(2n-l) I)

Donc @

R @
Oyy (%, h) = g Cn cos = X

De méme la distribution des pressions entre roue et rail est déve-

loppée sous forme de séries

R

oyy (x, + h) = z An cos = X
1

La poutre étant considérée comme rigide, le déplacement v(x, - h)

d'un point du rail doit &tre nul.
1 R R
or, v(x, y) = f £ (oyy v oxx> dy + ¥ (x)

9 (x) est une fonction de x que nous prenons identiquement nulle.

Pour que v(x, — h) =0

11 faut que cR (x, = h) = v cix (x, - h)

yy
R R . .
cxx et oyy sont les contraintes dans le rail dues aux charges
R (=
Uyy (x, h) = z Cn cos = X
1
R a0
et cyy (x, + h) = Z A.n cos « X
1
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La contrainte Gix (x, - h) est donnée par les formules du

paragrapheILA,Len.remplagant Bn par Cn et c¢ par h.

Soit
R (« h che h - she h) che h - « h sh®« h
o (x’_h)=Z(A +C) n n n n n n
X n n
sh2«<h + 2«h
133 n
~ (= h she h - che_h) shx h + =« h ch’ h
+ (A -C) n n n n n n
o n sh2=h - 2<«h
n n

La condition oR (x, - h) =¥ o (x, - h) entraine :

« h sh(d_h) ch(= h)
C =2vA 2 L LS
n n [ sh®(= h) ch?(= ] (1 +v) - =2 h? (1 - V)

La distribution des pressions entre rail et poutre est donc connue
puisque 1'on sait déterminer Cn'
Nous connaissons ainsi les conditions aux limites imposées a la

poutre dans le cas d'un rail intermédiaire entre roue et poutre.

o (x, + ¢)

Z C cos «x pour - & €% <+ &
yy T n n

(x, = ¢) X Bn cos = X pour = £ < x < +4&

o
yy

Le calcul des contraintes est alors possible en utilisant les

formules du paragraphe II.A.3 et en remplagant A.n par Cn
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E) CALCUL NUMERIQUE SUR ORDINATEUR

-

La quantité et la complexité des formules 3 traiter emtrafne 1'utili-

sation d'un ordinateur possédant une mémoire importante.

Pour chaque ﬁoint x, y de la poutre, nous calculons les coefficients
An et Bn puis les composantes oij du tenseur des contraintes. Avec ces résul-
tats, il est possible de calculer le cisaillement maximal{? pax o0 W point
donné. Le tracé des isochromes a été fait manuellement (pour des raisons

techniques).

Ainsi pour la charge normale nous avons calculé les termes Gij et

< " 5000 points dans la zone du contact (0 < x < 5, 25 <y < 395,
Pour chaque point, la durée du calcul est de l'prdre;de 3 igecondes.

En limitant le développement & 150 termes, la précision du calcul

est de 1l'ordre de 2 7 sur qq.

La durée du calcul pour une poutre donnée est donc de 1'ordre de
4 heures et la place occupée en mémoire est de 25 000 mots pour le programme

de la charge normale et 40 000 mots pour le programme de la charge oblique.

La méthode des &léments finis consiste & choisir une fonction des
déplacements dans un domaine dont la forme dépend de la nature de la fonction
des déplacements. Les domaines choisis ont des points communs appelés noeuds
et on dcrit 1'équilibre mécanique des noeuds ainsi que la comptabilité des

déplacements aux noeuds.

Si le nombre de noeuds est N, on obtient ainsi un systéme de 2 N
équations 3@ 2 N inconnues dont la solution peut se trouver par um calcul

numérique.



53

Dans ce cas particulier, il faudrait résoudre un systéme de 10 000
équations 4 10 000 inconnues, ce qui nécessite des capacités de mémoire trés
importantes et des temps de calculs trés longs. Nous pensons néanmoins qusk
la méthode doit donner de trds bons résultats pour le probléme réel (poutre

en double T) dont la solution par les méthodes classiques est quasi impossible.



IIT - BESULTATS THEORIQUES ET EXPERIMENTAUX

A) PRINCIPE Dﬁ BASE DE LA PHOTOELASTICIMETRIE.

La photoélasticité, utilisée dans 1'analyse expérimentale des contraintes
est basée sur le phénoméne de biréfringence artificielle créée dans un solide plan
sous 1'action d'un état de contraintes planes

Les lois fondamentales liant les contraintes 3 la biréfringence sont dues

essentiellement 3 NEUMANN (13) qui montra que :

- En chaque point du solide plan rendu biréfringent par un systéme de con-

traintes principales 0} et 0y, les axes optiques du solide sont paralléles
X

respectivement aux directions principales 07 et O2.

- En chaque point du solide, la différence de phase entre les deux ondes est

égale a :

2 Ct (01= 02)
A

C est la constante photoélastique du matériau,
t est 1'épaisseur de la plaque,

A est la longueur d'onde du rayonnement utilisé.

La mesure expérimentale du déphasage ¢ et des directions principales

oy et 0y se fait par 1'intermédiaire du montage suivant.



On analyse 1'intensité lumineuse traversant un polariseur P, la plaque

chargée PC et un analyseur A croisé avec le polariseur (Fig.20).

Fig.20 : Montage expérimental d'un photoélasticimétre & grand champ.

La figure 21 permet le calcul de cette intensité en chaque point de

la plaque.

Si A sin wt est 1'amplitude de la vibration émergeant du polariseur P,

on a, aprés traversée de la plaque chargée, deux ondes dont 1'équation est :

Suivant o) = A sin « sin wt

~<

Suivant o0, : y = A cos « sin (wt = ¢)



Fig, 21 : Calcul de 1'intensité transmise.

L'intensité I observée en chaque point de la plaque serg domnée par

_A% Lo 2%
1 3 sin 2 sin 2

Cette intensité est nulle lorsque :

% 8in 2« = 0 soit = = 0
Le lieu des points de la plaque pour lesquels « = 0, c'est-a-dire ol
1'intensité est nulle, forme une frange appel&e isocline. La connaissance

de toutes les isoclines d'ume plaque permet le tracé des isestatiques.
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. 0y - . A
*  sin €t (9) = 92) . 0 soit 0] - 0y =n ==
N Ct
n étant un nombre entier.
L . A
On pose généralement — = F et on appelle F la valeur de frange du

Ct

modéle &tudié. Les lieux des points pour lesquels la condition précédente

(0y - 0 = nF) est vérifiée forment un réseau de franges appelées isoc%;omatiques.

La connaissance des isoclines et des isochromatiques domnne, en tous
les points de la plaque, la différence des contraintes principales (0} - 02)

et l'angle des directions principales avec les axes de références choisis.

La séparation des contraintes principales (trouver o; et 0, séparément
en tous les points) peut se faire théoriquement (intégration graphique des équa-
tions de LAME-MAXWELL (4§ ), méthode du cisaillement) ou expérimentalement par
d'autres techniques (analogie rhéoé&lectrique, qgggngométrie latérale optique
(interférences) ou mécanique) qui fournissent les isopachiques (courbes d'égale
somme des contraintes principales). La tendance actuelle de la photoélastici-
métrie consiste i utiliser la sphére de POINCARE pour le calcul de 1l'intensité
de la lumidre diffusée et de mesurer les caractéristiques d'un biréfringent

par de nouvelles techniques (photomulticateur tournant asservi qui permet un

traitement numérique par ordinateur) (ROBERT 1967\ (14)).

Le probléme de la fabrication des mod&les est assez compliqué car de
nombreux effets perturbent 1'observation correcte des isochromes, surtout au

voisinage de la surface usinde. (Cas de l'Araldite utilisée ici).
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Ces effets sont au nombre de trois :

- 1'effet de bord qui consiste en une altération des relations entre les
grandeurs optiques et mécaniques sous l'effet d'une transformation chi-

mique du matériau ;

- les contraintes résiduelles (ou thermiques) dues 4 1'usinage des plaques

photoélastiques ;

.

- le fluage du matériau qui ne permet une observation correcte qu'un cer-—

tain temps aprés la mise en charge.

Les deux premiers effets se combinent pour former des franges en
1'absence de charge appliquée (Fig. 22). Si on peut difficilement éviter
ces effets de bords, on peut néanmoins en tenir compte qualitativement pour

la valeur réelle des isochromes observés lorsque le modéle est chargé.

Fig. 22 : Effet de bord




B) RESULTATS CONCERNANT LA CHARGE NORMALE

Différents cas de charge ont &té envisagés, principalement ceux

59

faisant varier les contraintes de flexion. En effet, il nous a semblé inté-

ressant d'étudier la répartition des contraintes dans ce cas pour pouvoir

la comparer i celle de la théorie hertzienne.

Les

calculs ont &té faits pour les valeurs numériques suivantes

50 daN ou P’'= 33 daN

30 mm

10 mm
280 daN/mm?
30 mm

1 mm

La distance % entre les appuis varie de 10 mm & 360 mm.

1%)

- Résultats avec une_flexion_importante ( & = 360 mm)

Nous avons représenté en Fig. 23 les résultats théoriques (partie

de droite) et les résultats expérimentaux (partie gauche) sous la forme de

courbes isochromes au voisinage immédiat du contact, et en Fig. 24 les ré-

sultats dans

toute la poutre.

On observe un bon accord entre les résultats théoriques et les

résultats expérimentaux. Cet accord est légérement perturbé par l'effet

de bord au voisinage immédiat de celui-ci.
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28

27

R y(mm)

Fig. 23 : Résultats théoriques et expérimentaux au voisinage immédiat du contact.

P = 50 daN 2c = 60 mm t = 10 mm £ = 360 mm R= 30 mm
K‘ =

Fig. 24 : Résultats dans toute la poutre.



La répartition des isochromes et la comparaison des résultats
obtenus avec ceux de PORITSKY (contact sans flexion) permet les observations

sulvantes :

* 1] existe un point isotropique (o7 - o) = 0 sur l'axe de symétrie
du contact (Fig. 25) dont nous avons démontré la présence par un
calcul basé sur 1'intégration des contraintes résultant d'une charge
ponctgelle sur un massif semi infini en faisant intervenir la flexion
par la méthode dé STOKES-WILSON décrite dans Photoelasticity de FROCHT

(15).

Les contraintes S Ovy sur l'axe v obtenues par cette méthode

Py

sont données par :

2P [a? 2 (y - 0)? 1 3P ¢
/I+ 2(Y C)-z 2tC3 (2 _n,) y + Zﬁct

xx Tta® /(¥ - c)? + af

Q

P(y - ¢)
27 te<

yy

Fig. 25 : Point isotropique sous la surface de contact.
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Les résultats obtenus par cette méthode ont été comparés & la

méthode de la fonction d'Airy sous forme de série. (Fig. 26).

(C,- G,)da N/mm’

f

10 ¢
5 L]
\.\ /"——"@
+ + >
30 25 L y (mm)

Fig. 26 : Résultats sur 1'axe de symétrie des deux méthodes de calcul.

# Le point de HERTZ (cisaillement maximal) n'est plus sur 1'axe de
symétrie, mais il est dédoublé et se trouve sous la surface de con-
tact de part et d'autre de 1'axe y.

Ce dédoublement provenant sﬁrement de la flexion, nous avons alors
cherché 1'influence de la distance entre ces appuis sur la réparti-

tion des isochromes au voisinage du comtact.
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2°) - Influence_de la_flexion sur_la répartition_des_isochromes.

Les figures 27 - 28 - 29 - 30 - 30 bis - 31 - 31 bis montrent la
variation de la répartition des isochromes pour des valeurs de & variant de

10 3 360 mm pour une charge P égale a 33 daN.

Lorsque £ est faible (L = 10 mm), la répartition des isochromes
est identique 3 celle du contact selon PORITSKY. On observe le point de

HERTZ sous la surface de contact 3 une distance de 0,78 a.

Lorsque & augmente (Fig. 27 & 29), les isochromes changent de

courbure et le point de HERTZ s'étend suivant la direction x.

A partir d'une certaine valeur de % (Fig. 30), on observe simul-
tanément 1'apparition du point isotropique sous la surface de contact et

du dédoublement du point de HERTZ.

Pour une flexion encore plus forte (Fig. 31), le cisaillement aux
points de HERTZ dédoublés augmente, mais la répartition des isochromes reste

semblable 3 celle du cas de la flexion importante (1°).

Nous avons tracé la valeur du cisaillement aux points de HERTZ

en fonction de la distance entre les appuis. (Fig. 32).

On observe que le cisaillement maximal passe par un minimum au
méme moment ol apparait le point isotropique et ol se produit le dédouble-

ment du point de HERTZ.




Fig. 27 : Isochromes pour £ = 10 mm p = 33 daN



ig.

28

Isochromes pour £ = 60 mm @ = 33 daN
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Fig. 29 : Isochromes pour & = 120 mm P = 33 daN




Fig. 30 : Isochromes pour & = 180 mm p = 33 daN



Fig. 30 Bis : Isochromes pour & = 240 mm P = 33 daN



Fig. 31 : Isochromes pour £ = 300 mm p = 33 daN




Fig. 3] Bis

Isochromes pour

2 = 360 ma

9 = 33 daN
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¢ 100 200 300

I (mm)

Fig. 32 : Variation du cisaillement maximal au point de HERTZ en fonctiom

de la distance entre les appuis

3°)- Interprétation.

Nous avons tenté d'interpréter ce minimum em superposant les con-
traintes de flexion aux contraintes dg contact.

Lorsque la flexion est nulle, on retrouve les contraintes de con-
tact et le point de HERTZ sur 1'axe de symétrie. Lorsque la flexion augmente,
la différence des contraintes principales est plus faible que dans le cas du
contact seul car o; - o, est négatif méis plus petit que le cisaillement di
au contact seul.

A partir d'une certaine valeur de la flexion (£ = %p), la con-

trainte 0 due 3 la flexion peut €tre égale & la contrainte oyy sur l'axe y

due au contact seul.
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On a alors oy - 02 = 0 (point isotropique) et la valeur maximale du

cisaillement apparait de part et d'autre de 1'axe y. On peut alors &crire

que le point isotropique apparait lorsque la contrainte % de flexion est

égale a la contrainte 0,3 qp due au contact seul.

On a: PR -0,8 12
0,3qo=—2'9' = 81’:c3)

Dans le cas particulier, on a : o= 14'3:2»

Nous avons tracé la courbe %o = £(P) (Fig. 33) et compsaré les

résultats expérimentaux 3 cette courbe.

3
o (mm) ]
l Points expérimentaux
3001
4
200 N
100
0 50 100 i
P (dan)
Fig., 33 : Lieu du minimum de la courbe représentée en Fig. 32, en foanction

des paramétres de systéme (P).



73

C) LES RESULTATS CONCERNANT LA CHARGE OBLIQUE.

Nous avons calculd uniquement les contraintes dans le cas de la
charge oblique de glissement et renvoyé le cas de la charge oblique de

roulement 3 une &étude plus approfondie.

Les différents cas de chargement envisagés ici nous permettent
d'étudier la répartition des isochromes lorsque la flexion varie, et de

comparer les résultats obtenus dans ces cas avec ceux de la charge nor-

male.
Les calculs ont été faits pour les valeurs numdriques suivantes :
P = 50 daN
pu=0,3
2 = 360 mm, 250 mm, 200 mm, 150 mm, 100 mm, 50 mm
t = 10 om
2c = 60 mm

On observe une dissymétrie dans les courbes isochromes ; dissy-

métrie due au glissement. (Fig. 34 - 35 - 36 - 37 - 38). Pour les faibles

valeurs de £ , le point de HERTZ est unique et se trouve i une distance

approximative de 0,5 a de la surface de contact.

Lorsque % augmente, le deuxidme point de HERTZ apparait mais la

valeur du cisaillement maximal n'est pas la méme pour les deux points.



=

Fig. 34 : Isochromes pour £ = 50 mm P = 50 daN

-3 -2
1

ki

Fig. 35 : Isochromes pour £ = 100 om P = 50 daN
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Fig. 36 : Isochromes pour & = 150 mm P = 50 daN

Fig. 37 : Isochromes pour 2 = 200 mm P = 50 daN



+2 +3

Fig. 38 : Isochromes pour £ = 250 mm p = 50 daN

g

Fig. 39 : Isochromes pour & = 360 mm p = 50 daN




[01-0'2 )Maxl.

taPUInwnz

T~
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—t

100

Fig. 39 :

200 300

Variation de o] = O2pax €0 fonction de %

Contact avec glissement.

0-1-!
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Nous avons tracé les courbes donnant (0} - O3)pax au point de HERTZ

en fonction de la distance entre les appuis. (Fig. 39)
On observe aussi que cette courbe passe par un minimum pour & = 180.

Pour & = 0 (Fig. 39), le cisaillement maximal est égal a | daN/mm?
alors que dans le cas de la charge normale, sa valeur pour 2 = 0 est de

0,88 daN/mm?.

Le cas du contact avec glissement présente ainsi une augmentation
de 13,6 Z du cisaillement maximal ; résultat qui a déja été signalé par

HEEMS, LAGARDE et COURTELLE (40).

Cette augmentation est quasi constante pour toute les valeurs de 2 .
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D) RESULTATS CONCERNANT LE RAIL.

Nous avons &tudié essentiellement deux cas de chargement en donnant

deux valeurs 3 la hauteur du rail.

Les calculs numériques ont été faits pour les valeurs suivantes @

-]
(]

50 daN

©
]

360 mm

2¢c = 60 mm

t =10 mm

w
"

30 mm

o
[}

1 mm
Y= 0,4

2h =1 mm

Les études photoélastiques ont &été faites pour les valeurs numériques

précédentes, mais pour deux valeurs deh 2h=1met2h=2m).

Les résultats théoriques sont indiqués en Fig. 40 et les résultats

expérimentaux sur les figures 41 et 42.

On observe un bon accord qualitatif entre les répartitions des iso-
chromes théoriques et expérimentales, sauf au voisinage immédiat de la sur-
face de contact ol les effets de bord sont prépondérants. L'accord quantitatif
est valable compte tenu des hypothé&ses simplificatrices faites au paragraphe

(1940,




Fig. 40 :

2 h =1 mn théorique

p = 50 daN
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p = 33 daN
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Fig. 42

2 h

2 mm

33daN
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AG YY(X+C)
03

4 g X (mm)
3

Fig. 43 : Répartition des pressions normales entre rail et poutre P = 50 daN
(h = 0,5 mm).

| Y
? Lzh | % }_Hail

2¢ Poutre

Fig. 44 : Répartition des pressions normales entre rail et poutre "Distribution"”

a 55° des efforts.
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On observe, comme dans le cas de la charge normale, un dédoublement
du point de HERTZ, un point isotropique sous la surface de contact et une
répartition des isochromes analogue 3 celle obtenue par le contact direct

entre rail et poutre.

Ceci nous a incité 3 rechercher les variations de oyy (x, + ¢)

existant entre rail et poutre (Fig. 43).

On observe en effet une distribution des charges normales oyy (x, + c)
analogue d celle du contact direct, gauf pour des valeurs de x supérieures
3 2 h oli les charges décroissent lentement. La répartition des charges entre
rail et poutre se fait suivant un angle de <« = 56°. Il est couramment admis

dans la pratique un angle de 45° (Fig. 44).
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CONCLUSIONS

Nous avons utilisé une méthode dé calcul classique (utilisée en par-
ticulier par STREMSDOERFER ( 1’ ) ) pour l'étude des contraintes de contact
dans une poutre rectangulaire chargée en son milieu par un cylindre. L'appli-
cation de cette méthode dans trois cas différents donne des résultats qui
concordent de manidre satisfaisante avec les mesures expérimentales de pho-

toélasticimétrie.
Les résultats expérimentaux corroborés par le calcul conduisent @
des observations intéressantes :

- la présence d'un troisiéme point isotropique se situant sous la

surface de contact ;

- le dédoublement du point de HERTZ & partir d'une certaine valeur de

la flexion ;

- le passage par une valeur minimale de Z'max aux points de HERTZ

lorsque la flexion varie (cas du contact normal) ;

- 1'augmentation de 13,5 Z de ?max aux points de HERTZ dans le cas du
contact avec glissement (ré&sultat déja signalé par HEEMS, LAGARDE et

COURTELLE ( A0 ) dans le cas du contact avec glissement sans flexion) ;

- la valeur de la largeur‘du domaine de répartition des charges emtre

rail et poutre qui est &gale 3 6 h (h &tant la demi hauteur du rail).

Ces résultats ne constituent qu'une premiére approche du probléme
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de la tenue mécinique des poutres de roulements, mais nous pensons que la
méthode de calcul développée ici peut servir de point de départ i des &tudes
plus approfondies faisant appel aux théories de la plasticité, des contraintes

résiduelles et des phénoménes métallurgiques.

En effet, il existe des contraintes résiduelles dues au soudage entre
1'8me et les ailes, des déformations plastiques apparaissant lors de la pre-
miére mise en charge des transformations métallurgiques dues & 1'écrouissage

local et aux traitements thermiques occasionnés lors du soudage.

Cette étude faisant appel 3 la fois a la plasticitd, aux phénoménes
métallurgiques et aux effets de fatigue, nous semble difficilement abordable

avec les connaissances et les moyens actuels.
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ANNEXE I

CARACTERE_APPROCHE DE_LA_SOLUTION SOUS_LA_FORME D'UNE

FONCTION D'AIRY DANS LE CAS D'UN ETAT DE_CONTRAINTES_PLANES

La solution théorique d'un probléme de répartition de contraintes sous
la forme d'une fonction d'Airy ¢ (x, y) n'est valable en toute rigueuvr que pour

un probléme de déformations planes.

Le cas d'un probléme de contraintes planes peut se résoudre par le méme
formalisme, mais il faut faire intervenir les gquations de 1'élasticité & trois
dimensions et la solution sous la forme d'une fonction d'Airy cherchée par les

méthodes précédentes est approchée, et 1'approximation est d'autant meilleure

que 1'épaisseur des solides plans dtudiés est plus faible.
Nous reprenons la démonstration faite par TIMOSHENKO (43}).

Le probléme se raméne & la recherche des solutions de 1'élasticité
tridimensionnelle dans le cas ot

0,, = %%z = cyz =0 (n

Ces solutions devant satisfaire les équations de compatibilité (page S )

et les &quations de l'dquilibre &lastique.

Les trois derniéres &quations de compatibilit@& (par fI,A..Z.) s'écrivent :

320 32 8 _ 328 _
3zZ  3xdz  dydz 0 )
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9 est alors de-la;forme :

8 = 8y (%, y) + Bz ' _ (3)
B est une constante et 89 (x, y) une fonction de x et de y uniquement.

Les équations de 1'équilibre élastique s'&crivent dans ce cas :

4)

\

En cherchant les contraintes O Oyy? oxy par 1'intermédiaire d'ume

yy
fonction d'Airy ¢ (x, y, 2), les &quations de 1'équilibre &lastique seront

vérifiées si : -
o = —afg- o] = —a—z-g o = e iz_.i (5)
XX oy yy 9x xy oxoy

Les trois premiéres équations de compatibilité donnent (en ajoutamnt

membre & membre) :

329 320 320
3%2 | oyZ T D22 0 (6)

avec 6 = 99 + Bz

Donc, on doit avoir :

3299 3299
% * ay =0 "



Soit en tenant compte des &quatioms (5), il vieat

2 32¢  _
-s;cz- + a—y% = 60 + BZ e&)

Compte tenu des équations (5), les équations de compatibilité

deviennent
2 2
(1+v) A (%§$9 + Esgg -0
3%¢ 320
(]+V)A(3—£z"+——a—§-g- = (0
32 ¢, ., 9209 _
(1 +v) A (- axay) + 5%y 0

Compte tenu de (7), on a:

32 32¢ v ) -
3y* gz * T % =0
32 32¢ v
dx~ (az‘ R 80) =0
32 3%¢ v
oy 322t Ty 0 =0

2

z¢ 1+ v

La fonction (g 9p) a des dérivées secondes par rapport

a x, y et xy nulles.

. 32 v s
La fonction (az Ty y) est donc linéaire en X et y et elle
s'écrit :
392 \
oz I +v

g = a + bx + cy

-~

oi a, b, c sont des fonctions de z.
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Donc @

32 ( : v

——% = 'ag + + -

v 2 a bx cy 7 v )
Et L]

20, fa dz + x f bdz+y [ cdz-

vV .
3z v % 2t (x, ¥)

¢=”adz+:x”bdz+y”cdz--;——(-l——:_)—v)-9022+¢1z+¢0

¢y et ¢ sont des fonctions de x et de y uniquement.

En remplagant ff a dz, ff b dz et ff ¢ dz respectivement par

A(z), B(z), C(z), la fonction ¢ s'éerit :

32 326 _
-a_-g' + 3 = 0y

X y

En portant la valeur de ¢ dans cette équation, on a :

2 2
En tenant compte que %—%% + %ﬁ%& = 0 (équation 6)

Soit @
32 92 82 3290, _ 928 a2e
R T2 ‘5‘%9 ¥ 3‘%%’ =5t * 3‘5%

et d'aprés (6), on a :

a4 a4 "
IS T s



9%

La fonction ¢¢ est donc une fonction d'Airy et elle permet le calcul

des contraintes dans le cas d'un état de déformations planes.

La fonction d'Airy représentant 1'état de contraintes planes est
done :
1 \% 2
¢ (x, 7,2 =¢0 (x,¥) =5 T+ %02

o
1 + v

Le terme -'% G z2 est ndgligeable par rapport & ¢g
lorsque 1'épaisseur de la plaque étudiée est suffisamment petite par rapport

3 ses dimensions plamnes. C'est bien le cas du probléme envisagé ici.

Nous pourrons donc conclure que les solutions que nous avons obtenues

dans les paragraphes précédents sont approximatives mais suffisamment valables.
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ANNEXE 1I

Les séries utilisées pour le calcul des contraintes dans les différents
cas, ne sont pas des séries de Pourier classiques mais des séries de fonctions

trigonométriques dont la plus grande période est 24

Ceci n'apporte aucune difficulté supplémentaire dans le développement de
la fonction d'Airy car les fonctions trigonométriques utilisées sont orthogonales

et les conditions de Dirichlet sont vérifiées.

Dans le cas de la charge normale (II A) la plus grande période est 21
La fonction ¢ (x,y) que nous obtenons décrit ainsi les contraintes dans une pou-
tre infinie chargée d'intervalles réguliers par une charge P et reposant sur des

appuis distants de 2 %

T

La poutre AB de longueur 2% décrite par la fonction d'Airy ¢ {x, y) est

donc soumise & un moment fléchissant dont la variation est indiquée fig (112)

2L
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Entre les points C et D, la variation du moment fléchissant est identi-

que 3 celle de la poutre de longueur & étudiée dans ce travail.

On peut donc conclure que la fonction d'Airy utilisée ici décrit les con=-
traintes de flexion dans la poutre de longueur L chargée en son milieu et re-

posant en ses extrémités sur deux appuis.

L'effort tranchant par’contre, ne correspond pas 3 celui de la poutre étu-
diée puisqu'il est constant entre O et B alors que dans le cas réel l'effort tran-

chant est constant entre O et D et nul en C et D.

Ceci explique que nous trouvons au paragraphe II A une répartition para-
bolique des contraintes O xy sur les faces latérales de la poutre. Comme nous
1'avons expliqué dans ce paragraphe, cette difficulté n'est pas importante dans 1'é-
tude des poutres car celles-ci ont une grande longueur par rapport & leur hauteur,

et on peut alors appliquer le principe de Saint-Venant.
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