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introauction

INTRODUCTION

Ce mémoire traite de la propagation des ondes mécaniques tranéitoires
dans un milieu solide dissipatif.
I1 a deux finalités :

1°) D'abord une finalité d'ordre physique : on essaye d'é&clairer les aspects
qualitatifs des phénoménes étudiés notarment en ce qui concerne les effets
"de 1a dissipation et de la non-linéariteé.

2°) La seconde finalité est de dégager une méthodologie de calcul. On se pro-

pose d'obtenir des solutions analytiques approchées et suffisamment sim-
ples pour pouvoir donner lieu & des interprétations qualitatives et a des
gvaluations quantitatives.

Une onde mécanique, c'est une perturbation qui se propage dans un
milieu matériel en y faisant apparaitre des déformations. Si au cours de la
propagation 1'énergie mécanique se dégrade en chaleur, on dit que le milieu
est dissipatif.

Les progrés en matiére d'onde ont été beaucoup plus rapides pour les

gaz et les fluides que pour les solides. La raison en est que la loi de compor-
tement d'un fluide peut, dans beaucoup de cas offrant un intérét pratique,
prendre une forme simple, plus simple en général que celle qui gouverne la
réponse d'un solide. Et puis les besoins de 1'industrie et 1a recherche d'arme-
ments de plus en plus performants notamment en matiére d'aéronautique, ont donné
une impulsion décisive & 1'étude des ondes dans les gaz et 1eslliquides.

pour les solides, mis & part les phénoménes stationnaires ou périodi-
ques, les études ont &té conduites dans le passé de maniére moins vigoureuse.
Les besoins technologiques actuels (par exemple dans le domaine du nucléaire)
nécessitent une plus grande connaissance des phénoménes dynamiques transitoires
dans les solides. Citons & cet &gard quelques thémes d'&tude :

fracture dynamique

ondes sismiques

semi-conducteurs, effet piézoélectrique

problémes de choc entre solides.

Précisons le cadre physique dans lequel se place notre étude, puis les
techniques de calcul utilisées.
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Le Cadre Physique

Les phénoménes auxquels nous nous intéressons ici ont un caractére transi-
toire, & la différence des phénoménes stationnaires tels que ceux observés dans 1a.
célébre expérience de Melde ou dans le non moins célébre tube de Kundt. De plus
nous ne formulons aucune hypothése de périodicité. Les perturbations étudiées
varient en fonction du temps de facon absolument quelconque a priori.

Les propriétés physiques du matériau dont nous tiendrons compte, sont
Tiéesau caractére dissipatif et non linéaire de 1a 1oi de comportement. Ces
deux aspects, et leur interaction retiendront toute notre attention.

Décrire une onde en tenant compte de ces propriétés physiques est en

soi fort complexe. C'est pourquoi, dans la majeure partie de ce mémoire, nous
éliminons toute difficulté d'ordre géométrique en supposant que le milieu étudié
occupe un demi-espace tout entier et en nous restreignant & 1'étude des ondes
planes (MT. Les phénoménes de réflexion et de réfraction de 1'onde sont en
particulier ignorés ici.

Considérons une impulsion ayant initialement Ta forme (1) comme sur
la figure ci-jointe. Dans les colonnes (1) (2) et (3) sont représentés des
stades successifs de 1'évolution de 1'onde. Contrairement au cas d'un matériau
linéaire et non dissipatif (a), 1'impulsion initiale se déforme en s'atténuant
lorsqu'elle se propage dans un matériau dissipatif (b) ou en se raidissant dans
un matériau non linéaire (c) ( *).Ce dernier phénoméne résulte du fait que la
vitesse de propagation d'un signal dépend, dans un matériau non linéaire de
1'amplitude de ce signd] (effet’convectif). Sauf cas exceptionnel (par exemple :
déferlement d'une onde marine), le raidissement du profil de 1'onde conduit 3
1'apparition d'un choc, c'est & dire d'une discontinuité. Le modéle non dissipa-
tif n'est alors plus valable car i1 y a dissipation de 1'énergie mécanique au sein d
choc (**').Le cas (d) représente la situation plus générale dans laquelle les
propriétés non linéaires et dissipatives se combinent. La compétition entre
les effets convectifs de 1a nonlinéarité qui tendent & raidir le profil et les
effets dissipatifs qui tendent i 1'émousser donne lieu & deux possibilités :

) Le raidissement ne se produit pas nécessairement & 1'avant du signal.
(**) Un modéle ne représente jamais toute la réalité physique. I1 a un
domaine de validité dans lequel i1 permet de décrire 1'essentiel des

phénoménes auxquels on s'intéresse.
(***) Sauf au chapitre VII.
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1°) Si la nonlinéarité est suffisamment prononcée, ou si la perturbation est
suffisamment forte, i1 y a formation d'un choc.

2°) Dans le cas contraire, 1'apparition du choc est étouffée par les effets
dissipatifs.

Les méthodes de calcul

Les problémes étudiés sont du type suivant.Nous considérons un demi-espac
initialement au repos dont le bord est soumis uniformément & une sollicitation

de type mécanique, thermique ou de tout autre nature, et nous étudions la pro-
pagation de la perturbation ainsi engendrée. Cette propagation est gouvernée

par des équations, ou des systémes d'équations, aux dérivées partielles, 1i-
néaires ou non linéaires, homogénes ou non ; voire par des équations intégro-
différentielles ; et i1 est vain d'espérer, dans 1'état actuel des connaissances .
d'en obtenir des solutions analytiques exactes qui offrent de plus un intérét
pratique.

Cependant, dés 1'instant ol 1'on parvient a faire apparaitre un petit
paramétre dans ces équations, ou dans les conditions aux limites, il est sou-
vent possible, avec une méthode de perturbation adéquate, de calculer une so-
lution approchée. Ce sont de telles méthodes asymptotiques qui seront élaborées

et utilisées dans ce mémoire.

Ces méthodes, comme la p1upart de celles utilisées dans la théorie
asymptotique des équations aux dérivées partielles, en sont encore au stade
formel. Si nous ne démontrons pas ici le caractére rigoureusement asymptotique
des méthodes utilisées, nous nous efforgons toutefois, autant que faire se peut, d
préciser quels sont les domaines de validité des solutions formelles, c'est a
dire les parties de 1'espace-temps ol elles approchent correctement la solution

exacte. Diverses considérations nous permettront de définir au moins grossiére-
ment ces domaines :

- des considérations d'ordre qualitatif, 1iées & la nature du phé&noméne
physique &tudié ou & la nature du processus asymptotique employé ;'

- des considérations d'ordre quantitatif, liées & la possibilité de
comparer la solution approchée formelle & une solution numérique
calculée sur ordinateur, ou bienencore 1iées & la possibilité de
raccorder deux solutions approchées et donc de les comparer
dans 1a zone ol elles coincident.
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Les petits paramétres que nous utiliserons pour définir nos processus
de perturbation seront de trois types :

a) Le petit paramétre e est intrinséquement 1ié au matériau. Il décrit une carac-

téristique de son comportement, comme par exemple la constante de couplage
thermomécanique dans un corps thermoélastique, ou bien encore comme un petit
coefficient qui caractériserait le comportement faiblement viscoélastique d'un
corps.

b) Le paramétre 4 est construit & partir de 1a condition & la limite. C'est le
cas par exemple lorsqu'on considére une sollicitation au bord de faible am-
plitude. Le petit paramétre n est alors représentatif de 1'amplitude.

c) Le petit paramétre e, a un caractére artificiel, en ce sens qu'il n'est pas
défini a partir de quantités physiques mesurables et représentatives du
matériau ou de la sollicitation au bord, comme les paramétres de type a)
ou b). Le paramétre £ est construit a partir d'une échelle de temps (ou de
longueur) arbitraire, introduite en réduisant les équations du probléme sous
forme adimensionnelle. I1 servira & décrire 1'atténuation de 1'onde due &
la dissipation.

L'idée de prendre dans les probiémes dynamiques 1'échelle de temps ou

de longueur comme paramétre perturbateur est assez naturelle. En effet le com-

portement du matériau est directement tributaire des échelles de temps ou de
Tongueur caractéristiques des phénoménes gtudiés. Ainsi le comportement d'un
glacier est-i1 @ 1'échelle des temps géologiques celui d'un fluide qui s'écoule ;
mais 4 notre échelle i1 se comporte comme un solide. Autre exemple significatif,
celui du mastic rebondissant. Lancé contre le sol il rebondit, posé sur une table
i1 s'étale au bout d'un certain temps. A 1'échelle de la durée du choc i1 se com-
porte comme un solide ayant une composante élastique, mais & 1'échelle du "repos”
sur 1a table il se comporte comme un fluide. |

Nous utilisons dans ce mémoire différentes méthodes de perturbation

directes ou bien singuliéres. Nous définissons notamment 1a méthode de 1'échelle

variable qui fait usage de paramétres du type c) et de la méthode des échelles
multiples.

Chaque méthode donnera une solution approchée qui en général n'est
valable que sur une partie de 1'espace-temps, et i1 faudra combiner plusieurs

méthodes pour tenter de décrire toute 1'évolution de 1'onde.

Les résultats obtenus donnent lieu & des interprétations qualitatives
intéressantes en observant par exemple de quelle fagon intervient le petit
paramétre dans la solution approchée.
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Le contenu de 1a thése

Ce travail est divisé en deux parties. Dans la premiére on se restreint
a 1'étude de problémes linéaires, dans la seconde on traite de problémes non.
linéaires.

Le premier chapitre est consacré & 1'étude d'un exemple qui, pour &tre
relativement simple, n'en permet pas moins d'introduire certaines idées essentiel-
les qui réapparaitront souvent dans le corps du mémoire. On présente la méthode
de 1'échelle variabie (M.E.V.) et 1'on discute du domaine de validité des solu-

tions approchées obtenues. La M.E.V. permet de calculer une solution approchée
prés du front (onde instantanée) et loin du bord (onde différée).

Au chapitre suivant, on passe & 1'étude de problémes physiques concrets.
Aprés avoir présenté une théorie simple et cohérente de la thermoélasticité 1i-

néaire généralisée (ol 1'on prend en compte le fait que la chaleur se propage a

vitesse finie) on expose différentes méthodes de résolution du probléme dy-
namique. En utilisant une technique due & L. Brun on <calcule d'abord une
solution exacte sous forme de série. Puis on fait usage de la méthode de 1'échelle

variable pour calculer 1'onde instantanée et 1'onde différée. Pour compléter les

résultats fournis par 1a M.E.V. on expose enfin une méthode de perturbation di-

recte relativement a la constante de couplage thermomécanique. Elle se présente

sous la forme d'un algorithme qui permet le calcul systématique des approximations
successives a tout ordre.
Dans le cadre de la thermoélasticité classique on traite dans le cha-

pitre III de problémes aux limites particuliers en faisant usage des méthodes
exposées au chapitre II. Précisément on étudie au sein du matériau 1'@volution
de 1'onde de contrainte engendrée par un dépot d'énergie thermique, ce dépdt

pouvant étre en surface ou en volume. On s'attache @ mettre en
évidence les aspects qualitatifs : en particulier on- dégage les effets du

couplage thermomécanique et de Ta conduction thermique. Le probléme fait &ga-

lement 1'objet d'applications numériques.
Au chapitre IV on aborde 1'étude de problémes non linéaires au tra-

vers d'un exemple typique. Aprés avoir résolu le probléme faiblement non linéaire,

on passe a 1'étude des perturbations de forte amplitude. On propose notamment

une méthode de calcul de 1'onde différée.
Le chapitre V traite de la propagation d'une onde.de faible amplitude

dans un demi-espace viscoélastique dont la 1oi de comportement est donnée par

un développement en intégrales multipies. L'@quation qui gouverne le probléme
est de type intégro-différentiel. Le calcul des ondes viscoélastiques instan-
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tanées et différées constitue donc un exemple d'application de la méthode de
1'achelle variable & ce type d'équation. A la fin de ce chapitre, on aborde
également le cas de la thermoélasticité non linéaire.

L'objet du chapitre VI est d'étudier les systémes dissipatifs gouvernés

par un systéeme quasi-linéaire d'équations aux dérivées partielles. I1 comporte
principalement une méthode de calcul originale de 1'onde différée. Dans le cas

d'une perturbation de faible amplitude on propose une méthode matricielle géné-
rale que 1'on applique ensuite a 1'6tude d'exemples typiques en viscoélasticité
et thermoélasticité.

On dégage dans le dernier chapitre certaines perspectives de recherches

auxquelles on donne un début de concrétisation en abordant 1'étude de certains
problémes tridimensionnels. On établit d'abord une théorie des rayons différés

qui généralise au cas d'une onde non plane les résultats obtenus au chapitre VI
pour une onde plane de faible amplitude. On passe ensuite a 1'étude de 1'onde
sphérique viscoélastique et 1'on &tudie le mode d'atténuation des ébranlements
sismiques.
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(1)

Section 1.1

CHAPITRE 1

UN -EXEMPLE INTRODUCTIF, L'EQUATION

d

3 ) 3 .
(z¢ * CI'EY) (3€-+ Cy é%) u+ (g%-+ a 3;) u=o

1.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous considérons 1'g&quation :

) ? ) ) ) _
( + ¢ ax) (= =% +Cy ax) u+ A (Ef + a 3§) u=o

Tout comme Whitham dans son célébre article |1| "Some Comment on wave pro-
pagation and shock wave structure with application to magnetohydrodynamics”,
i1 nous parait en effet utile d'introduire certaines des méthodes utilisées
dans ce mémoire en &tudiant d'abord un exemple simple.

L'équation (1), aux dérivées partielles en t et x (que nous appel-
lerons le temps et 1'abscisse), est linéaire. Elle gouverne 1'évolution d'une

variable, u, & laquelle nous ne cherchons pas ici & donner un sens physique :

les applications seront traitées dans le corps du mémoire.

On se propose de calculer la solution u(x, t) de (1) dans le quart
de plan x3 o0, t3o0 (fig. 1) Torsque sont données 1es conditions a la limite
en x = 0, de régularité & 1'infini, et les conditions initiales pour t =

?
. )
N oo 3
%é ? Vinfini____o
N s .

conditions initiales

Fig: 1

12
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On se limite dans ce travail aux problémes pour lesquels il y‘a'repos ini-
tial. Dans le cas présent cela se traduit par :

u(x, 0) )

du
Ef(x’ 0) =0 s X 3 0.

La transposition des méthodes présentées dans cette thése, au cas ol il n'y
a pas de repos initial, ne présente pas de difficultés.
Deux opérateurs sont en présence dans 1'équation (1). Le premier

0, = (é% + cl-g%)(g% + ¢ g%) est d'ordre deux, le second 01 = g% +a g%
est d'ordre inférieur. Whitham, |1]|, a clairement fait ressortir les rbles
respectifs de ces opérateurs.

L'opérateur 02, d'ordre le plus &levé, gouverne 1'évolution de la
solution aux premiers instants. La perturbation, -qui se déplace dans notre
cas vers les x croissants- comprend alors deux ondes de célérités ¢y et ¢,
si ces quantités sont toutes deux positives ; une seule, de célérité Cys si
Cy est négative. L'opérateur 01, d'ordre inférieur, a pour effet d'amortir
exponentiellement les fronts d'ondes.

Aux stades ultimes de 1'évolution de 1'onde, les r8les sont inver-
sés. C'est 01 qui régit au premier ordre le comportement de 1'onde ; 1'opé-
rateur 02 a pour effet quant & lui de diffuser 1'onde.

Ces résultats se résument sous forme d'un tableau

Opérateur Opérateur

principal secondaire
g;:g;zrje '0 0, » amortissement
1'évolution 2 exponentiel
stades ' 0 02->amortissement
ultimes 1 par diffusion

L'objet de ce chapitre est d'abord, paragraphe 1.2, de rappeler
les considérations qui ont permis & Whitham d'exprimer les résultats précé-
dents.

Puis nous exposerons un point de vue, qui en premier lieu éclaire sous un
autre jour le travail de Whitham, et qui fournit ensuite un cadre général
permettant 1'étude d'une grande variété de problémes physiques. Cette tech-

13
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nique, que nous appellerons la méthode de 1'échelle variable , Sera
présentée au paragraphe 1.3.
Dans le paragraphe 1.4 nous introduisons 1'importante notion de couche 1i-

mite ; puis, paragraphe 1.5, suivra une discussion de la méthode de 1'échelle
variable.

1.2 UNE PREMIERE ETUDE DE L'EVOLUTION DE L'ONDE

On peut toujours supposer que Cy < Cq- D'autre part pour des rai-
sons de stabilité (voir Whitham [2|), nous supposerons que les coefficients
de 1'équation (1.1.1) vérifient les inégalités suivantes :

c2<a<c1, A >0

Dans tout ce chapitre on admettra que 1'hypothése (1) est vérifiée. Dans les
paragraphes 1.2 et 1.3 nous supposerons méme que :

C2<0<a<c1

auquel cas il n'y a qu'un seul front se propageant vers la droite.
Nous cherchons une solution de 1'équation (1) qui vérifie :

* les conditions de repos initial (1.1.2)

* la condition de régularité a 1'infini

lim u(x, t)
X + o

"
o

* Ta condition 3 Ta limite :

Tim u(x, t) = f(t) (t > 0)

X+ o

ol f est une fonction donnée.

a) Etude prés du front d'onde : transformation de Laplace et méthode heu-

ristique de Whitham.

L'étude de 1'onde au voisinage du front en utilisant une méthode
qui s'appuie sur la transformation de Laplace est classique.
La transformée de Laplace d'une fonction h(t) est définie par :

o

Lh(s) = / e Stnt) at
[0}
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Prenons la transformée de Laplace de 1'équation (1.1.1) par rapport
au temps t. Compte tenu des conditions initiales (1.1.2) on obtient :

(s + ¢ ;%) (s +c, g%) L u{s, x) +1 (s + a é%) L u(s, X) =0
C'est une équation différentielle ordinaire en x dont la solution générale :
Pl (s) x P2 (s) x
L u(s, x) = G1 (s) e + G2 (s) e

contient deux fonctions arbitraires Gl(s) et Gz(s). Quant a Pl(s) et P2(s)
ils sont solutions du polyndme caractéristique de (5) :

¢y Cy P2 + (s Cp+5Cy+ Aa) P+ 52 +As=0

" La formule (6) indique a priori que la solution u résulte de la

superposition de deux ondes dont les transformées de Laplace sont
Pl(s) X P2(s) X
Gl(s) e et Gz(s) e . Pour &tudier le comportement de ces ondes

au voisinage de leur front respectif on développe Pl(s) et Pz(s) aux grandes
valeurs de s :

P2(s) V- éi-+ k , quand s » «, k &tant une constante qu'il n'im-
2

porte pas de connafitre.
Le théoréme du retard, voir | 3|, nous donne 1'originale de :

_(iq._)‘_ cl-a)x
©1 9% "%
Gl(s) e
soit _x ate
cC,y C, = C
g t-ge L1

ol g4 est 1'originalede Gl'

C'est une onde dont le front se déplace & la célérité cq-

L'originaledu terme relatif & Pz(s) ferait intervenir le noyau 9, (t - éi).
2

Puisque la célérité Cy est supposée négative, cette onde se propagerait vers
la gauche. Cela est & exclure en raison des conditions aux limites qui gou-
vernent le probléme.

Par conséquent on a 62 = 0 et 1a solution u prend la forme :
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- a

A
E— X

“1
c,. -¢C
u=e o1 2 g, (t - gL)
1

au voisinage du front x = Cq t.
La condition a la limite (3) précise que :

gl ,f .y . . y 12

IT résulte des conditions (1) (2) que le coefficient E;-EI—:—EE
dans 1'exponentielle est positif. L'onde est donc exponentiellement amortie en
son front. Ainsi, au bout d'un certain temps, la perturbation est-elle né-
gligeable au front ; et i1 convient maintenant de savoir ol se trouve et de
quelle facon se propage la partie principale de la perturbation. Cette ques-
tion a depuis longtemps préoccupé les physiciens |4].

Une méthode heuristique trés élégante, due & Whitham, fournit, dans
des cas assez simples, linéaires notamment, les équations qui gouvernent le
comportement de 1'onde prés du front et permet aussi de déterminer la partie prin
cipale de 1'onde aux grands temps.

Le principe de cette méthode est le suivant Whitham |1 | :
"In the wave motion with speed v, the derivative é%—and -V é%-of any quantity
are approximately equal”.

Ainsi, Torsqu'on s'intéresse & 1a composante se propageant a lacélérité c.
on peut poser dans 1'équation (1.1.1) :

3 c. B
at 1 3x
sauf évidemment dans le terme g%-+ ¢y g&, et 1'on obtient :
) ) 3u du _
Gg*Crax) (¢ x*tr(@a-c)gg=o
soit
. a-c
d d 1 _
(gf + ¢y EY) u + A-EE—:—EI u=o0

On retrouve la solution (7).
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Nous allons dégager le rble de 1'opérateur g%-+ a §§' Appliquant
3
9

la méthode heuristique de Whitham, on pose é% = - Ao dans (1.1.1) et 1'on
obtient 1'équation :
: 2
9 ] 3 u
(Bf + a 5;) u - K-——Z )

régissant le comportement de la composante de la perturbation gouvernée

P ] 9 ez
par 1'opérateur = + a X La quantité

(Cl -a) (a- Cz)
A

K:

est positive, eu égard & la condition (1).

L'équation (10) posséde a la fois un caractére de propagat109 par
3

le terme —f + A — et un caractére de diffusion par le terme —f- ;;2 .
D'ailleurs en faisant le changement de variables (t, x)> (¢ =t - g, x) on

se raménerait 3 1'équation de la chaleur. Cela montre que 1'onde de cé&léri-
té a se propage en diffusant.

La solution de 1'équation (10) qui satisfait le repos initial et
la condition & la limite (3) va &tre maintenant calculée. On pourra montrer
qu'elle est en fait identique & celle que 1'on obtiendrait en &tudiant
1'équation (1.1.1) avec une méthode asymptotique du type point-selle. Or
cette derniére approche donne le comportement de 1'onde dans la phase ultime
de son évolution, il en est donc de méme pour 1'équation (10) obtenue par
la méthode heuristique de Whitham.
Ainsi, au bout d'un certain temps, 1'onde seé propage a la vitesse différée,
a, tout en diffusant.

Calculons d'abord 1a solution élémentaire A(x, t) de (10), c'est-a-
dire la solution qui vérifie :

§(t) (56 est la distribution de Dirac)

Ao, t) =

A(x, 0) =0

Tim A(x, t) =0
X > o

Compte tenu de (13)1, on obtient en appliquant la transformation de Laplace
d 1'équation (10) dans laquelle on remplace u par A :

d d
sLA(s, X) +a ax L A(S, X) - x ;;Z L A(s, Xx) =0

17
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Equation dont la solution s'écrit :

L a(s, x) = A(s) eAl(S)x + B(s) eAZ(S)x

avec

hl.a PV/al v h s
2 2 K

I1 existe un théoréme | 3 |selon lequel

lim s L A(s) =A

g > ® () ]t=0

D'aprés (13)2, cette limite doit &tre nulle. Mais, d'aprés (16), le terme
Ay (s)

e 20X de (15) croit exponentiellement vers 1'infini quand s +~ «=. On est

~

*
donc amené & poser B = o dans (15).( )

La condition & la Timite (12) et le fait quel & (s) = 1 donnent alors A = 1.

Finalement par retour a 1'originale:

- (2 - t)2
Bix, 1) = § (e £ M2 TET A

Une convolution par rapport au temps fournit la solution u de (10) telle que

u(o, t) = f(t) :
u(x, t) = f(t)* 2 (x, t)

t t
=/ f(t) a(x, t - 1) dt =/ f(t - 1)a (x, 1) dr
0 (0]

Que (18) est bien une solution de (10) peut se vérifier facilement par le
biais de la transformée de Laplace L u(s, x) =L f(s) L a(s, x). Que la
condition & la limite est satisfaite résulte de (12) et du fait que £ est
1'élément neutrepour le produit de convolution :

u(o, t) = f(t) » a(o, t) = f(t) » §(t) = f(t)

IT est intéressant de se représenter 1'allure de la solution &lé-
mentaire A pour les temps suffisamment grands. Le facteur exponentiel dans
Ta formule (17) montre alors que A est négligeable en dehors d'un voisinage
D de 1a droite x = at de 1a forme (fig. 2) :

s ¢ -tc00)

(*) Une autre maniére d'arriver au résultat est de remarquer que (13)2 im=
plique 1imL A(s, x) = 0, d'ol B = o.

X > o

18
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La largeur de ce voisinage croit comme /t quand t augmente car (19) équivaut

-

a .

2 /x ¢
12 -t <o) =3

44

Fig:2

Les considérations précédentes nous autorisent, pour t suffisamment grand,

& approximer A par la fonction

‘a X 2
3oy Jwex G Y

A X _3)

12
obtenue en fa1sant la substitution t » — dans la formule (17) & 1'exception
du terme (- - t)

Ceci est 1eg1t1me, car en dehors deED Ay tout comme A, est exponentiel-

lement négligeable ; et dans D on peut prendre t = );
Si 1'on substitue dans (18) Ay @ A, on obtient :

t --t+'r
u(x, t)=____1__/ £(1) e I—Kx( )

2\l /M X ‘0

-3
a

dt
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Ce méme résultat aurait pl étre obtenu par une méthode de point
selle appliquée a 1'équation (1.1.1), voir la formule (48) de Whitham | 1].

1.3 LA METHODE DE L'ECHELLE VARIABLE (M.E.V.)

La méthode de 1'échelle variable que nous présentons ici sera
1'un des fils directeurs de notre travail. Si @ est une vitesse et T un temps,

nous pouvons a partir de t et x introduire un temps et une abscisse réduits
(i.e. sans dimension) t' et x'

t=Tt'
x=2Tx'

Le paramétre T ayant la dimension d'un temps est arbitraire. I1 est
d notre disposition et son r6le sera fondamental. Nous 1'appellerons échelle
de temps. On peut également définir une échelle de longueur X = @ T qui
jouerait un rdle analogue.

Aprés avoir opéré le changement de variable (1) dans 1'équation

(1.1.1) i1 vient :

- +-El-JLr) (O+ + ‘2 5 Yu+TA (S + 33 yu=o0
5t 2 ax"! BET T o ax" ot T aax
La méthode de 1'échelle variable - (en abrégé M.E.vV.) est une

méthode adaptée a la résolution de problémes dynamiques. En jouant sur
1'échelle de temps T, elle conduit & calculer en général deux solutions for-
melles :

L'une, SI’ est calculée en prenant une petite &chelle de temps T
et & 1'aide d'un processus asymptotique dans lequel le petit paramétre est
la quantité adimensionnelle €y = TA

L'autre, SD, s'obtient dans un processus asymptotique complémentaire
du précédent en prenant une grande échelle de temps, de telle sorte que le
nombre sans dimension €y = T%r puisse 8&tre considéré comme petit.

Dans les deux cas les processus asymptotiques seront définis en
s'appuyant sur la méthode des échelles multiples

IT ne suffit pas de calculer des solutions formelles, encore faut-
il savoir dans quels domaines ces solutions approchent de fagon correcte la
solution exacte. Autrement dit i1 faut pouvoir définir les domaines de va-

l1idités de SI et SD.
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Nous nous appuyerons sur deux hypothéses de travail HI et HD.
Prés d'un front instantané qui se propage dans une zone au repos, ce sont
les composantes instantanées du matériau qui sont sollicités. Il est donc
naturel d'étudier 1'onde prés du front en prenant une petite &chelle de
temps T, d'ol 1'hypothése :

HI) la solution SI calculée a 1'aide du petit paramétre € = Tx est valable
prés du front instantané

Pour étudier le comportement ultime de 1'onde i1 est naturel de
prendre une grande échelle de temps, d'od :

HD) la solution différée SD (*) est valable lorsqu'on s'éloigne suffisamment
du bord.

Nous aurons 1'occasion de préciser les domaines de validité de
SI et SD dans la suite.

Avant d'appliquer ces considérations & 1'étude de 1'équation (1.1.1)
i1 est utile de faire quelques remarques générales :

* Dans 1'exemple (1.1.1) étudié ici, i1 serait équivalent de faire
tendre X vers zéro ou vers 1'infini au lieu de T. (El et €, sont construit
avec TA). On pourrait donc envisager des processus asymptotiques dans les-
quels les petits paramétres seraient A ou bien % ; et les calculs seraient
plus concis car on pourrait directement travailler sur 1'équation (1.1.1)
sans, par exemple, passer par le changement de variable (1). Cependant cette équi-
valence entre T et A est liée & la nature particuliére de 1'exemple (1.1.1).
En régle générale le paramétre avec lequel nous travaillerons sera toujours
1'&chelle de temps T.

* Lorsque nous aborderons les applications physiques il sera de toute
fagon trés utile pour 1a compréhension du probléme de normaliser les équations.
La vitesse o du changement de variable (1) sera prise de facon & représenter
une vitesse caractéristique du phénoméne étudié. Celle-ci pourra &tre choisie
différemment t) suivant que 1'on se trouve dans telle partie ou dans telle

(* ) Les notations SI et SD sont en rapport avec les qualificatifs "Instantanés"
et "Différés".

(™) En fait le choix de @ ne change rien aux résultats, mais i1 permet d'aliéger
1'écriture des équations.
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autre du plan (t, x).

De plus nous n'aurons pas en général qu'une seule fonction imconnue u dans
nos équations, et la normalisation devra aussi porter sur ces différentes
fonctions (pour Tles rendre adimensionnelles).

* En fin de compte, méme si cela n'est pas la facon la plus simple
d'étudier 1'exemple (1.1.1), notre but est de présenter ici la méthode de
1'échelle Vvariable telle qu'elle sera appliquée dans la suite du
mémoire.

Les paragraphes suivants sont consacrés & 1'étude de 1'onde prés du
front puis Toin du bord. Un soin particulier est apporté a la présentation
de la technique des échelles multiples dont nous ferons un usage constant
au sein de 1a méthode de 1'échelle variable.

Nous ferons tendre ici 1'échelle de temps vers zéro de sorte que :

= TA
el T
représente un petit paramétre.
Puisqu'on s'intéresse a 1'onde dans le voisinage du front de célérité Cys

on peut poser Q = cq et 1'équation (2) s'écrit :

3 d 3 % 3 . a d
et o) Gerr g o) Ut e G g ) vt o

Remarques

Nous supposerons dans tout ce chapitre que u est une quantité
sans dimension.
Pour rendre u adimensionnelle, 1'échelle de temps T peut avoir un rdle &
Jjouer. C'est le cas par exemple si u représente une longueur. On posera

u=92Tu'

ol u' est Ta longueur réduite.
Par conséquent, en général, les conditions & 1a lTimite relatives au probléme
réduit sont susceptibles de faire intervenir en facteur 1'échelle de temps T.

Pour nous limiter & 1'étude d'un cas précis, nous supposerons dans ce
paragraphe 1.3 que la condition & la 1imite sur u ne fait pas intervenir T
en facteur.



(6)

(8)

(9)

Section 1.3 ' 23

Dans 1'esprit de la méthode des échelles multiples l6]17118] 19|
1'on introduit maintenant les variables multiples *) :

et 1'on cherche une solution de (4) de 1a forme :

' ' _ i 4 1 |
u(t', x', &) = ';o e U (ts Xg» Xys ++-)

On substitue (6) dans (4), aprés avoir remarqué que

3u u au
du _ 0 1 0
> -B-)Tg'i'el (-5-)?;4'-5;(-{)'*....
32 azu azu azu
u 1 0
———2- ———2-+ €y (———? + 2-——r—-—{) + ....
o

I1 vient aprés identification des coefficients des puissances de e :

c

d 2 3 =
(o * —r)‘at'*c—lax')“o'°

0
<y <, 97U,
(s + 1) (mpr t == 5er) Up = = (L0 s xr
at Xy at Cq X, 1 ¢’ 8tiaxg
2
_o 2 € ? uo - a 2 ) u
¢y Xy x| 3t F ey Yo

De plus, la condition a la limite u(x = 0, t) = f(t) peut s'écrire :

Uy (t', 0, 0, ...)

f,(t')

u; (t'5 0,0, ...) =0

avec @
Fy(t') = F(T t")

La solution de (7) qui se propage vers la droite et qui vérifie (9)1
est donnée par :

(*) Si le probléme était a valeurs initiales il serait plus judicieux de
prendre les variables multiples t, = e} t
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uo(t', Xé, Xi) = U, (€, xi)

ol 1'on a posé

Si 1'on suppose que u, ne dépend pas des variables xi, xé cees
on a tout simplement, d'aprés (9)1 :

u (8, x5) = £ (£)

L'équation (8) qui s'écrit alors :
o

) ) 3 2 3 _ _ (. 9 a 9
G *a) Gt ) T Gt W) Y%
0 1 7o 1 70
ou
S (-1+3) 9
=(-1+3) 3 F

1
admet une solution particuliére 01 de la forme :

ﬁl (t', x2) = x! K()

o0 K se détermine par substitution de (15) dans (14) :
c, - a
1
K==« ——=—u
cp-¢C 0
La forme la plus générale d'une onde, solution de (14) et se propageant vers
la droite est donc :

up (' x}) = x! K(E) + uy(€)

soit, compte tenu de (9)2 :
.a?cl

U, = X' ————u
1 0 c1 - c2 0

Dans le développement
Uu=u,tegup o,

le terme €1 Ups qui contient une puissance de xé, est un terme séculaire.
Cela signifie qu'il est négligeable par rapport au premier terme Uy quand
xé est suffisamment petit, mais que cela n'est plus le cas dés 1'instant ol

xé =0 (éLJ. Le domaine de validité de la formule (18) -qui n'est rien d'autre
1

24
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qu'un développement direct par rapport a 1" est donc réduit a un petit voi-
sinage de 1'origine.

La méthode des échelles multiples permet d'élargir le domaine de
validité. A cette fin on introduit les variables multiples xi, xé e... et
1'on fait en sorte que le terme séculaire -qui est & 1'origine de la mau-
vaise performance du développement (18)- disparaisse.

Cela est possible en admettant 1a dépendance de u, par rapport a
xi et en posant que le second membre de 1'équation (8) est nul, soit :

du, ¢, - a

T + - u =20
Bxl c1 c2 o]

La solution Cy - a
Uy = A(E) e

de 1'équation (19), fait intervenir une fonction arbitraire A que 1'on calcule
3 1'aide de la condition & la limite (9)1.

u, (t's 0, 0) = A(t') = f(t")

Finalement la solution
c, - a
1 '
u, = fl(t - xo) e

peut 8tre exprimée en variables physiques si 1'on se souvient que t' = %,

I_x | - l_’x Yy o ]
Xy —-EI—T, X] =€ %Xy = A EI et que fl(t )y = f(T t').

Le résultat : €y - @

- AX
¢, (cq - Cy)

_ X 11 2

U, = f(t --EI) e

est identique & (1.2.7) (1.2.8).

On remarquera que le rdle de la variable lente xi (c'est la termi-
nologie consacrée) est trés précisément de décrire 1'atténuation de 1'onde
au front. Si 1'on pose xi = o dans (20) 1'onde se propage au voisinage du
front sans se déformer et sans &tre atténuée :

= e x') = - X
u, = fl(t Xo) f(t Cl)

On congoit que dans la réalité physique cela n'est jamais rigoureusement vrai
en raison de la dissipation. Cependant i1 arrive en pratique que les effets
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dissipatifs soient trés longs & se manifester. La solution (22) est alors
valable dans un large domaine, avant que 1'usage de la variable lente xi ne
s'avére nécessaire.

Dans 1'exemple étudié ce domaine est caractérisé par

cl-a

A ox<<1
¢y (¢ - ¢5)

Nous ne poursuivrons pas plus loin 1'étude de l1a solution approchée
au voisinage du front. La formule (21) qui donne Ta solution au premier ordre
contient en effet toute 1'information physique relative au probléme (propa-
gation et amortissement du signal f). Poursuivre le développement a 1'ordre
supérieur et faire jouer les variables lentes xé, xé ... ne constitue qu'un
raffinement sans intérét fondamental pour les problémes que nous traiterons.
C'est d'ailleurs 1'un des points les plus intéressants des méthodes de per-
turbations singuliéres, telles que les &chelles multiples ; qu'il suffise en
général du premier terme du développement pour avoir de bons renseignements
sur la solution exacte.

- P P - - -

On s'intéresse maintenant au comportement de 1'onde lorsqu'elle se
trouve suffisamment loin du bord. I1 est naturel cette fois de donner &
1'échelle de temps T de grandes valeurs de sorte que le paramétre

_ 1
2 AT

€
puisse-t-8tre considéré comme petit.

Les variables multiples sont alors définies par
i

= X
X 62

!
i
et 1a solution est recherchée sous la forme :

i
u(t', x'se,) = e, U (t, X', X3, ..)

Comme dit précédemment le choix de la vitesse 2 n'est pas primor-
dial puisqu'il ne peut avoir que des conséquences (d'ailleurs négligeables
ici) sur 1'esthétique des formules. Nous prendrons ¢ = a.

La substitution de (25) dans (1.3.2) donne aprés identification des

- .\ . i
coefficients des premiéres puissances de €, :



(26)

(27)

(28)
(29)

(30)

(31)

(32)
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K
(g7 + 5x7) Yo = ©
0
_ W 2 .1 0 3 . C2 0
(5 * ) etwmr Bty bt ) Yo

et les conditions & la limite s'écrivent :

: def '
u, (t's0,0) = fi(t) = F(T t'), uy (¢ o, 0) =0 (i >1)
La solution de (26) est :

Ug (t', x5 xi cee) = Uy (&5 Xqs cel)

avec

gE=1t'- xé

Supposons que u, ne depende pas des variables lentes xi, xé
alors 1'onde u (E) se propagera1t 3 la vitesse normalisée unité sans se
déformer et en part1cu11er sans s'amortir. Comme précédemment la variable
lente x1 servira a décrire les effets dissipatifs.

Le fait que 1'onde différée se propage a la vitesse normalisée unité,
c'est-a-dire a la vitesse réelle a, montre que la nature dissipative du pro-
bleme a pour effet de transformer 1'onde instantanée qui se propagerait a
1'origine & la célérité Cq» €n une pseudo-onde se propageant a 1a célérité
différée a, inférieure a Cy- Ce point avait déja &té noté en 1.2.b, mais
nous voulons y insister.

Un raisonnement analogue & celui du paragraphe précédent, conduit
3 annuler le second membre de (27) si 1'on veut éviter 1'apparition d'un |
terme séculaire, soit, compte tenu de.(é9)-(30) :

U 3 u

ol
.
= (-1 (1-9

est une constante positive d'aprés (1.2.1).

‘L'équation de la chaleur (31) montre que 1'onde différée s'amortit en dif-

fusant.

27



(33)

(34)

(35)
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D'aprés (28)1 et (29)-(30), on a :
Uy (€, xi =0) = fl(E)
Le probléme ainsi posé pour 1'équation de la chaleur (31) est un
probléme & valeursinitiales dont la solution est :
2
o —E-T
) 1 7 (") zin1 d
u. (&, x3)s ———— f, (1) e T
ot zm/l
On revient aux variables physiques en remarquant que £ = t' - x' = % (t - g s
Xx) = ¢ x'=_.2_._x
1 2 AT a
d'ou + (t_)a_(_TT)
T "ra IB x
uo(t, X) = ———— f(Tr) e dr
2\ x B
X a e
Aprés un changement de variable Tt + Tt et tenant compte du fait que f(r) = o

si T< 0, on obtient :

Uo(ts x) = V_____W///f(To e

Cette formule est identique & celle que nous avions obtenue en

X
la(#-a-T)
4 B x

dt

(1.2.21) -car « = EXE - @ la différence prés que la borne d'intégration est
1'infini au lieu de t. I1 y a 14 semble-t-il, un paradoxe car a 1'instant t
la réponse uo(t, x) dépend d'aprés (35) des valeurs de f(1) aux instants

futurs T > t, en contradiction avec le principe de causalité . En fait nous
léverons ce paradoxe au paragraphe 1.5 en montrant que cette dépendance par
rapport au futur est négligeab]e dans Te domaine de validité de 1a solution

u,. De sorte que le symbole f dans (35) peut étre remplacé par f )La for-

mule coincide alors avec (1. 2 21).

En résumé deux variables d'espace xa et xi ont été nécessaires pour
représenter correctement 1'onde ; la premiére sert i décrire la propagation,
et la seconde 1'amortissement.

On peut se représenter visuellement dans 1'espace (t', x s xl) la
fagon dont les variables multiples permettent de décrire 1' evo]ut1on de
1'onde (fig. 3).

28

(*) On voit bien alors que le repos initial est vérifié dans le domaine de
validité de Uy
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-t 5

7

Fig:3

|t

x,': 5zx<;

Fig:4

-Imaginons pour fixer les idées que 1'impulsion f soit en forme de pic. Dans
le plan (t', x ) od la variable lente x1 n'a aucun réle a Jouer, le pic se
propage en se trans]atant parallélement & la droite t' = 0 Sur la figure
on a représenté deux pics sur les droites Ax' et Bx

Lorsqu'on s'éloigne du plan (t', x ) avec la var1ab1e lente xl, ces pics
vont diffuser suivant 1'équation (31) et donc s'amortir (fig. 3). Ainsi &
chaque point de 1' espace des variables mu1t1p1es, on peut associer une va-
leur de Uy . Les seuls points représentatifs de la réalité phys1que sont



(1)

(2)

(3)
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ceux qui se trouventdans le plan n tel que xi =€ x‘ (fig. 4).

Pour les faibles valeurs de x' les points du plan 7 sont trés voisins du
plan (t', x ), et 1! amort1ssement est alors négligeable. Mais p]us on
s'éloigne du bord et plus les effets dissipatifs se font sentir.

1.4 CAS OU LES CELERITES c, et c, sont positives.

La différence avec le cas précédent (c2< o) tient a 1'existence,
pour 1'équation (1.1.1), de deux caractéristiques C1 et C2 de pentes posi-
tives : '

dt

21
-a-i—-c—l-et

1
7
t & &

o.'o.
x|t

xY

Fig:5
Par conséquent, 1a solution u de (1.1.1) sera gouvernée par deux conditions

d la limite du type :

u(o, t) = f(t)

Ui, t) = g(t)

Voyons quelles sont les modifications & apporter aux raisonnements
antérieurs.

I1 y a deux ondes & calculer, 1'une de célérité Cqs 1'autre de
célériteé c,. Dans le paragraphe 1.3 b nous avons montré comment obtenir
une solution u(l) se propageant d la vitesse Cq- On pose

et par substitution dans (1.1.1) on calcule le développement

NCORE S O T

s X3 .en)
i>0 0o’ "1
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(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)
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Le premier terme s'exprime, sous la forme :

€1 - il.x'
¢, ~¢c,c, 1
u(l) = f (Tt - gl-x') e 1 2 "1
0 €1 % ¢, -a
T c (i -7 X
- X 11 2

En échangeant les réles de ¢4 et Cys ON obtient de fagon identique
une solution u( ) se propageant & la vitesse Cy

u(2) - ) e} ugz) (t's xg» %] ..L)

izo
) a-c, 2 Xi
(2) _ el ¢~ C2
Uy | = f2 (Tt o xo) e
a-c¢
¢, (C : C,) X
- _ X 2 ' 2
=1, (t c2) e

L'equation (1.1.1) étant linéaire, la superposition de u(l) et u(z)
fournit une nouvelle solution

J o oDy (@)
avec laquelle i1 est possible de vérifier les conditions & la limite (1).
Remarquons que
(1) (2)
dx QT ax" el ax €1

D'aprés (3) (4) (5) (6), les conditions a la limite (1) sont donc vérifiées
au premier ordre si :

1
fi-—fy=4g
c1 1 C, 2

Le signe prime, " '", représente la dérivation au sens des distri-
butions par rapport a 1'argument de f1 ou de f2‘ L'équation équivalente a

(®), :

El c—2= J glc) dr
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jointe a (8)1 donne fl et f2 en fonction des conditions & 1a limite f et g.
Nous discuterons plus loin du domaine de validité de la solution u
calculée dans ce paragraphe. |

La aussi, nous allons calculer formellement une solution approchée
de 1'équation (1.1.1) vérifiant les conditions (1) en superposant deux so-
lutions particuliéres. L'une d'entre elles est d'ailleurs dégénérée, en ce

~

sens qu'elle ne se propage pas et qu'elle donne lieu & une couche limite.

Comme dans le paragraphe 1.3.c, nous posons €y = f%, t=Tt',
x = QTx', 2 = a. Introduisons maintenant les variables multiples :

(10) )2_; = & X

et cherchons une solution sous la forme :

1 1 - i ' > “a
(11) u(t$xs€2)“.i>o Ez u_i (t,XO, Xl, ...)

La substitution dans 1'équation (1.1.1) donne au premier ordre :

c c, .
3 a 3 3 o 1 3 3 a "2 9
(12) Gorre=DuteGErras =) Gertraog =) Yy
X ax X
0 ()
+0 (5 =0
Deux cas intéressants se présentent, pour lesquels a =0 et a = - 1.

Le premier cas (o = 0) a été exploité dans le paragraphe 1.3.c.
Nous avons obtenu 1'onde u(l) :

(13) ul1) - ig ] e ot (e, Xbs X} o) (X} = ed ')
avec 2 (t' - xé - r)z
- -
, 4 X« X!
(14) TIPS /fl(Tr) e 1 dx
0 2™ xI Ak o
a
2
o a X 2
T x (-t+1)
= - 1 fl(T) e K X ‘a d+
2l\lmkx ‘o
a



(15)

(16)

(17)

(18)

(19)
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1
ug ) (t, x =0) = fl(t)

Mais cette solution ne peut pas 3 elle seule vérifier les conditions & la
Timite (1).

Une seconde solution formelle s'obtient en prenant a = - 1, afin
que les deux termes de 1'équation (12) soient de méme ordre. Il vient
alors (*)

(2)
U, . ¢ % a2 2) _
-|v 2 -zuo —o
ax a- o'
0
Cette équation, mise sous la forme :

c, C, dU
1% M ", () .,

a“ ox' 0

donne le premier terme du développement

2 i) e s R S
u()=.2 ezu()(t,xo,xl. ),(0UX1=52 x')
120
On obtient : _a? 1 _a
c,C, ‘0 cicC
W) < pyrey e 17 e 172

formule dans laquelle f2 est une fonction arbitraire.

1 2
On superpose maintenant Tes solutions “( ) et U( )3

u=uld) s u(?)

et 1'on calcule les fonctions arbitraires f1 et f2’ intervenant dans (14)
et (18), en fonction des conditions & la limite (1).

(*) On peut retrouver ces résultats en utilisant 1a méthode heuristique
suivante, due & Whitham. Dans la couche limite les variations de u
par rapport & x sont bien plus importantes que celles relatives a t.
Cela se traduit par 5%->> ;%, et 1'équation (1.1.1) donne :

9 U au

C1C2——2-+a)\a— 0

33
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On sait (voir la remarque du paragraphe 1.3.b) que 1'échelle detemps
T peut éventuellement intervenir en facteur dans les fonctions f et g des
_conditions & la limite (1). Nous nous limiterons & 1'étude de deux cas qui
sont représentatifs de ce que nous rencontrerons dans la suite.
Nous supposons que T ne peut &tre mis en facteur dans f et que pour g on a
1'une ou 1'autre des situations suivantes :
A) On peut mettre % en facteur dans g :

(20) g(t) = o §(t)

avec § = 0(1) quand T » =
B) T ne peut pas se mettre en facteur.

Etudions d'abord Te cas A). D'aprés (2), (13) et (17) on a,
quand €, >0 :

1 1]1 oul?)
u _ 3 U _ 1
(21) sz'aTa—xr'ETLz - *0(”J
] axo
Les équations (1)2 et (20) montrent alars que
|
S B 0(1) quand e, -+ 0.
E2 BXO 2
et la condition (1)2 est donc vérifiée au premier ordre si :
(2) _
Ug ' =0

La condition (1)1 donne alors
oV (o, 1) = £(1)
soit, d'aprés (15) :

(22) fq = f

Au premier ordre la seconde condition a la limite (1)2 n'a aucune
influence sur la solution approchée. Compte tenu du domaine de validité de
cette solution on peut énoncer 1a propriété :

Faculté d'oubli : Si la condition A) est réalisée, 1'onde, en s'éloignant du
bord, oublie en premiére approximation 1'une des conditions 3 la limite.

Nous rencontrerons ce genre de situation en thermoélasticité. Si
1'on se donne une sollicitation au bord de type mécanique, 1a condition &
la limite de type thermique n'influence pas 1'onde loin du bord.




(23)

(24)
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Dans le cas B), i1 convient de remarquer que, T prenant de "grandes
valeurs", 1'on peut écrire (21) sous la forme :

(2)

du
u_2r_0
3X @ a5 + 0(ep)

()

Par suite, avec (1)2 on a au premier ordre en x = 0

ou?) def

a P 1 afrpt
O -2g(t) = Fg(r)  (a(Te!) = o(EN)
axé

soit, d'aprés (18) :

a
= = g(t)

La condition (1)1 détermine l1a fonction fl' Au premier ordre on a en effet :

uél) (o, t) + uéz) (0, t) = f(t)

d'od, en tenant compte de (15) et (18) :

En résumé, suffisamment loin du bord, 1a solution du probléme est
donnée en premiére approximation par :
u,. = u(l) + u(z)
)
(1) et u(z) étant définis par les formules (14) et (18).
On remarque que u( ) décroit exponentiellement avec X. Ce terme est

donc négligeable en dehors d un voisinage de 1'origine d'autant plus petit
ax
2
On se souviendra que celle-ci a été introduite de fagon & pouvoir vérifier

que - est grand. I1 est d'usage d'appeler ce voisinage "couche limite".

1'ensemble des conditions a 1a limite.

Remarque 1 : Le domaine de validité de 1a solution différée exclue un voisi-
nage de 1'origine. La couche limite est donc au moins en partie, voireen to-
talité, en dehors du domaine de validité de la solution calculée.

Remarque 2 : - Nous laissons le'soin au lecteur de retrouver tous les résultats de
ce chapitre de maniére plus directe en prenant A comme paramétre perturbateur
au lieu de T.



(3)

(4)
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1.5 DISCUSSION DE LA METHODE DE L'ECHELLE VARIABLE

Nous dirons quefb est un domaine de validité de la solution appro-
chée S, si S est une bonne approximation de 1a solution exacte surfp;
Nous avons déja utilisé dans ce qui précéde cette notion de domaine ; es-
sayons d'en préciser la forme et 1'étendue.

Voyons d'abord le cas &tudié en 1.3 pour lequel une seule vitesse
caractéristique était positive (c1:>o, Cy < 0). Dans le paragraphe 1.3.b

nous avons calculé une solution approchée SI valable & priori dans un voi-
sinage du front x = Cq t. Le petit paramétre dans le processus de pertur-

bation était €y = AT, et 1'on peut admettre que ce processus est valable
dans l1a mesure ol

A
Le fait que la solution approchée SI soit valable dans un voisina-

€q << 1, soit T<<l

ge du front et seulement 1& peut se comprendre en remarquant :

- d'une part, comme nous 1'avons déja fait, qu'au voisinage du front se pro-
pageant dans une zone de repos ce sont les composantes instantanées du
matériau qui sont sollicitées et qu'il est donc normal d'y étudier 1'onde
en prenant des échelles de temps T petites.

- d'autre part, qu'a t' - x' fixé, on se rapproche du front d'onde quand
T+o0, cart - éﬁ =T (t' - x').

La formule (1)2 nous conduit maintenant & admettre 1'existence d'un
domaineSDI de validité de 1a solution St de la forme (fig. 6) :

' X
avecC

TI <<

La condition (3) a été déduite de (1)2 de fagon heuristique. On utilise aussi

dans la figure 6 la notation LI = Cq TI’
En fait, puisque devant le front x:=;c1t on a le repos, le domaine
91 suivant est aussi un domaine de validité :

®I={(x, t) | EX—-t+TI>/o}

1
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X :c‘t

Lp X
Fig:6

La solution différée SD a été calculée en 1.3.b en faisant usage
du petit paramétre €y =‘%i.
I1 faut donc supposer cette fois que
1

<<1, T>>X

€
2
et nous admettrons qu'il existe un domaine de va]iditéﬁDD de SD de la forme
(fig. 6) (*) :

J, - {(x, t)| X 3 LD}

avec la condition heuristique découlant de (5) :
L
D . 1.l
3
Bien sir ces considérations sur les domaines de validités de SI et SD ne
sont que trés grossidres ; mais ce sont des hypothéses de travail utiles
pour fixer les idées.

() Dans le cas d'un probléme a valeurs initia]es,ﬂbD serait de la forme :

5%) = {(x, t)] t :>/TD . Dans le cas d'un probléme mixte ou 1'on se donne

37

a la fois des conditions a la limite et des conditions initiales, on aurait

,90 = {(x, t) [ty Ty et x>,LD}
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DansSBb 1a solution prend 1'aspect d'une pseudo onde se déplacant
d la vitesse différée a tout en diffusant. A cause de cette diffusion la
solution n'est pas nulle en toute rigueur devant le pseudo front x = at.
Elle ne devient négligeable qu'au dela de 1a courbe , x = at + 0(v/t), qui
sépare le domainegD en @6 et@E (fig. 7). Dans@E la solution est négli-
geable.

Les domaines de validité 9)1 et 90 ont une partie commune$1n$D
dans laquelle on peut vérifier que les ceux solutions approchées SI et s
sont compatibles lorsque LD est suffisamment grand :

D

-

- SI est négligeable & cause de 1'amortissement exponentiel qui a lieu dans
Dy
- SD est négligeable car pour LD suffisamment grand on afDIﬂ :beZSBB.

t* "
i/r'

L
) ¢
Fig: 7

Dans le cas ol C1> Cp> 0, on superpose les solutions approchées

S; et S. (voir paragraphe 1.4.a) :

L h
S=S. +5§
L L
par conséquent, si@I et @I sont des domaines de validité de S; et S

I 1’
2 1 2
EDI r\SDI sera un domaine de validité de S. Compte tenu de la forme (4) de
1

2
@I et de$I » 1e domaine de vah‘dﬂ:éﬁ)I du front le plus rapide est aussi
1 2 : 1
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un domaine de validité S.

Les considérations relatives a 1'onde différée sont quant 3 elles inchangées.

On peut maintenant lever le paradoxe qui entachait la formule
(1.3.35) relative a 1'onde différée, paradoxe selon lequel la solution a
1'instant t dépend des valeurs futures de 1'excitation au bord.

Supposons que 1'excitation f reste bornée : |[f(t)| < M pour tout
5 5 0. Nous allons montrer que pour x suffisamment grand la valeur relative
T? ne dépend pratiquement pas des valeurs futures de f.

Précisément si 1'on pose :

o X
za(t - % - 1)
A\
on prouve que
Ye«>0,3 x, >0 tel que X 3 X

jmplique |Rt| < « uniformément par rapport & t (x_ indépendant de t).
En effet, on a :

® X
\a(t - ¥ - 1)
a _ 1 AX
— }t exp (- ) 4 =3 erfc \mag
N—=——

a

IR,| <

|Rt| est donc exponentiellement négligeable quand x prend de grandes valeurs
(Pour x >>-2— |R| est pratiquement nul). Pour lever le paradoxe évoqué
precedemment, 11 suffit donc d'admettre que la borne LD du domaine de vali-
d1te§5D doit vérifier la condition supplémentaire

- L >>_.a_$_

D A
soit, compte tenu de (7) :

a
LD >> T sup (1, B).

39
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Cette méthode constitue un moyen efficace pour 1'étude d'une grande
variété de problémes. Nous verrons notamment comment 1'adapter a la résolu-
tion de problémes non linéaires, & 1'étude de phénoménes physiques gouvernés
par des systémes d'équations (homogénes ou non), et méme & la résolution
d'équations de type intégro différentiel

La méthode joue sur 1'échelle de temps T avec laquelle 1'on cons-
truit les petits paramétres. Par essence ceux-ci sont en quelque sorte ar-
tificiels , puisqu'ils ne représentent pas de petites quantités physiques,
attachées par exemple au matériau, ou construites & partir des conditions
a la limite, comme c'est souvent le cas dans les méthodes de perturbations.
L'échelle de temps T apparait comme un paramétre commode pour construire de
fagon naturelle et systématique des solutions approchées ; mais bien sir
cette échelle n'intervient pas dans le résultat final ; elle s'&limine aprés

retour aux variables physiques.

Les solutions approchées calculées avec la M.E.V., ne recouvrent
pas tout le quart de plan == (x 30, t30). I1 y a un domaine (fig. 6)
Sb= n(]CD \J&DD dans lequel nous n'avons aucun renseignement.

I] nous faudra donc, pour pallier les lacunes de la M.E.v., utili-
ser d'autres méthodes.

La méthode de 1'échelle variable s'appuie en premier lieu sur 1'idée
fondamentale que les effets dynamiques sont tributaires de 1'échelle de temps
caractéristique du phénoméne observé. I1 est habituel au physicien de faire
Jouer dans un probléme donné une &chelle de longueur ou de temps. Ainsi par
exemple Zaker [10|, Torsqu'il &tudie 1'onde de contrainte thermique transitoi-
re dans une couche d'épaisseur finie, introduit-il comme longueur caractéris-
tique 1'épaisseur de 1a couche. Dans la M.E.V. nous considérons qu'il y aa
oriori une infinité de valeurs de 1'échelle liées ay probléme ; et nous faisons
varier 1'échelle de fagon & décrire (asymptot1quement) 1'onde dans
différents domaines de 1'espace-temps.

La deuxiéme idée sur laquelle est construite 1a M.E.V. est la suivante
Supposons que, pour décrire 1'onde dans un certain domaine Pde 1'espace-temps,
nous ayons fixé le choix d'une échelle avec laquelle nous normalisons les
équations et faisons apparaitre un petit paramétre ¢ (égal a €1 OU ¢ ) Dans &)
tous Tes phénoménes n'évoluent pas avec la méme rapidité. Ainsi le temps que
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mettra un signal pour parcourir une Tongueur unité pourra &tre par exemple
égal a 1'unité, alors que le temps caractéristique d'amortissement pourra
étre de 1'ordre de 100 unités. C'est pourquoi il est naturel d'introduire
dans la descr1pt1on de 1'onde des variables multiples du type x (var1ab1e
rapide) e x (variable lente) et d’ utiliser 1a méthode des échelles multiples
(qu'il serait presque préférable d'appeler ici la méthode des variables
multiples afin d'éviter toute confusion avec Ta notion d'échelle variable
dont nous avons parlé précédemment). |
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CHAPITRE I1

THERMOELASTICITE GENERALISEE :
EQUATIONS GENERALES ET METHODES DE RESOLUTION

DU PROBLEME DYNAMIQUE

Afin d'illustrer la facon dont on peut résoudre un probléme linéai-
re, nous avons choisi un exemple représentatif, celui de la thermoélasticité
dynamique.

Le matériau est dissipatif parce qu'il conduit la chaleur, et que,
d'un point de vue thermodynamique, 1a conduction de la chaleur engendre des
processus irréversibles.

L'étude de l1a dissipation thermoélastique au sein d'une onde est un
aspect trés intéressant que nous approfondirons dans le chapitre suivant, ou
1'on étudiera, tant sous 1'aspect quantitatif que qualitatif, des problémes
aux limites particuliers.

L'objet de ce chapitre est d'abord de poser les équations qui gou-
vernent le probléme, puis de présenter différentes méthodes de résolution.

Dans le paragraphe 2.1 on linéarise les équations générales de la
thermoélasticité généralisée. Ces équations, qui rendent compte de 1a propa-
gation & vitesse finie de la chaleur (théorie du second son), sont ensuite
normalisées, c'est 3 dire exprimées en fonction de quantités sans dimension.
C'est sous cette forme qu'elles se prétent le mieux a une étude asymptotique.

Mais avant d'entreprendre une telle étude, nous calculons la solu-

tion exacte du probléme dans le paragraphe 2.2 |1]. Cette solution se présente
sous forme de série et généralise celle obtenue par L. Brun |2| en thermoélas-

ticité classique. Elle se doit d'étre mentionnée, d'abord parce que c'est la
seule solution exacte qui figure dans ce mémoire, et ensuite parce que, par
sa complexité méme, elle montre quel intérét il y a d'employer des méthodes
asymptotiques quand bien méme on connaitrait une solution exacte.

43



44

=~

Puis nous passons & 1'étude de différentes méthodes asymptotiques.

D'abord, paragraphe 2.3, nous employons la méthode de 1'échelle variable

pour calculer 1'onde au voisinage du front instantané puis loin du bord,

Molinari |3|, |4|.

L'onde instantanée n'a qu'un intérét académique compte tenu de 1'extréme

petitesse de son domaine de validité.

L'onde différée par contre, nous fournit de précieux renseignements. On re-

marque notamment que la dissipation thermoélastique a pour effet de diffuser

1'onde mécanique, et que celle-ci se propage a la célérité isentropique du

son. I1 apparait également que le domaine d'intérét de la théorie du second

son est singuliérement restreint (du moins dans le cadre de la thermoélasticité).
La méthode de 1'échelle variable ne permet pas de décrire 1'onde

dans tout le quart de plan (t > o, x > 0). Au paragraphe 2.4 nous étudions

une technique qui fournit des résultats complémentaires. I1 s'agit d'une mé-

thode de développement asymptotique direct relativement & 1a constante de cou-

plage thermomécanique. Nous donnons & cette méthode un caractére systématique

puisque nous la présentons sous la forme d'un algorithme de calcul, Brun-

Molinari |5|.
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2.1 LES EQUATIONS LINEARISEES DE LA THERMOELASTICITE DYNAMIQUE GENERALISEE

Le but de ce travail n'est pas tant d'é&tablir les équations d'un
probléme que de les résoudre. Cependant, les équations de la thermoélastici-
té généralisées (ol 1'on prend en compte le fait que la chaleur se propage
i vitesse finie) n'ont pas toujours été établies avec suffisamment de soin
dans 1a littérature, du moins dans celle ol 1'on se préoccupe de résoudre
des problémes dynamiques. Nous pensons donc qu'il est utile d'exposef une
théorie cohérente et simple (*), que nous développons en annexe 2.A.1 afin
de ne pas rompre 1'unité dans la présentation de ce travail . Ony détermine
les équations qui gouvernent le comportement du matériau :

S=-2 (e, E, h)
36

.

é_po_'a'_E_

-1 - Ty
% = L,(@*Qfgdoe + 20550 %)

ou ¥ désigne 1'énergie libre massique, s 1'entropie massique, 6 la tempé-
rature, E le tenseur de Green des déformations, éo le vecteur flux de chaleur
dans la configuration de référence, h le produit tensoriel h = 9, ® 9, S le
second tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff, Po Ta masse volumique dans
la configuration de référence et L la matrice semi définie positive de la con-
duction. Les quantités S, 6, qo,de1'annexe 2.A.1 sontnotées ici S, 0, ﬁo.
L'équation (3) généralise la loi classique de 1a conduction de la cha-
leur (loi de Fourier), que 1'on retrouve si ¢ ne dépend mas de h.
Cette loi généralisée supprime le paradoxe selon lequel, en théorie classique,
la chaleur se "propage a vitesse infinie”.

Nous allons linéariser les équations (1)-(3) en supposant que 1'état
perturbé reste voisin de 1'état naturel de repos. Le processus de linéarisation
s'opére en général de la facon suivante. A 1'aide des conditions & la limite,
on définit un petit paramétre n qui pourra atre, par exemple, le rapport d'une
contrainte 8; appliquée a la surface du corps, i3 un module d'élasticité E
caractéristique du matériau :

(*) Car des théories cohérentes, trés générales, mais inexploitables en pra-
tique, i1 y en a beaucoup ; voir par exemple Gurtin et Pipkin | 6, s
Mc Carthy | 7|, Nunziato |8|.
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n

,-.-1 2
©

Par hypothése, on a n<<l.

Les déformations et les contraintes restant faibles, on peut con-
fondre le tenseurlé avec le tenseur des contraintes de Cauchy.é, et le ten-
seur de Green E avec le tenseur des déformations linéarisées e

. aGi aﬁj ' ' o .
(sij =5 (§§T + 3?7))' I1 n'y a pas lieu non plus de~d1st1nguer 9, du vec-
teur flux delchaledr dans 1a configuration actuelle g, ni o de la masse vo-
lumique p dans 1'état actuel.

Nous supposerons que la configuration de référence coincide avec
1'état naturel de repos dans lequel les déformations et les contraintes sont
nulles, 50 est la température uniforme et §0 1'entropie spécifique uniforme.

On pose :

n E?Q 0 (n2) ; S - 50 -nsts0 (n2) ;

-

€

5 @)

no +0 (n2) ;

~ w 2 , ~
90 =n6+0 (n) 3 o

-~ ) -~
q-= “.i£+ 0 (n°) ; u=nut

Aprés avoir substitué ces expressions dans les équations (1)-(3), et n'avoir
retenu que les termes du premier ordre en n, on obtient, compte tenu de

h=0 (n%) :
- B
@) 5 3 )
S = 31_ E(jiu, + a 3]
o J
W w) @)
%53 = Cijk1 k1 T By ®
W __ )
q; = Lij ( G,J +2 Po *jk qk)s
avec
B = - azw (é 0, 0)
ij Po 5B3e.. ‘To* V°
2, 1
22y -
a =~ —% (6_, 0, 0)
2t (%o
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On remarquera que ézgt élﬁésignent des variationsd'entropie et de
température.

‘Supposons maintenant le corps isotrope. On peut alors montrer que les
différents coefficients, figurant dans les formules (8)- (10) prennent Ta forme

suivante :
11 ]
(11) Bij = BSij
_C
(12) a =z
0
(13) cijkr =) S50 * PGk S5 * Sy Sy
T
- r
(14) “ij = 7ok %4
(15) Lis =k 85

od p . désigne un coefficient de dilatation, ¢ la chaleur spécifique a
volume constant, et u les coefficients de Lamé isothermes, k un coefficient
de conduction thermique et Tr un temps de relaxation.

Les &quations (8)-(10) s'écrivent dans ce cas :

63
(16) SR
Po 0
u _ (U (U (2
(18) df+ T, q“’- - e“,“i.

-

Dans 1a suite, nous allons restreindre 1'étude a celle de problémes

unidimensionnels. Toutes les quantités considérées sont supposées indépendantes de x2

x3, d'ol :
w _ s s 1.1
€3 = © pour (i, j) # (1,1)
éf: = 0 pour i # 1.

Nous supposerons également que :

&§)= 0 pour i # 1.

En posant l

X = X W W

X = Xl H uu'z_- u('i'} (dép1acement) : e = €q1 - i;_li
(19) W W o

11 3 =9
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Tes équations (16)-(18) deviennent :
W g W ¢
e + o

(20) S= —

0 %

2)
(21) A s 2y &L g &Y
W )

(22) g T 2L 28

r

(2—) ot X
et S o pour i # j. (Nous n'écrivons pas les équations relatives a gy, €t

gg3s Car elles n'interviennent pas dans la suite).

En combinant les équations (20)-(22), qui gouvernent le comportement
unidimensionnel du matériau, et celles de la conservation de la quantité de
mouvement et de 1'énergie (*) :

- T
x 0 ot
Y )
(24) Py @ 3@ - -2 (équation linéarisée),
0 5t ax

on obtient les équations de 1a thermoélasticité dynamique linéarisée :

2 ) ’ 2(2).JL aé&{

9 u u
- = L+ — =0
;;2 5;2 Po ax
(25) i

0, © (ﬁgui T,.—*’—ize(§’- k izﬂﬁ-ui B o (——f"iﬁ T, —"’?“{) = 0

ot ot % 0 “stax ax ot
ol 1'on a posé :
A+ 2u

2 = =)

p0

—————

C'est un systéme d'équations aux dérivées partielles,couplées lors-
que B # 0. Ce couplage rend difficile la résolution analytique du probléme.
IT est 1a manifestation d'une propriété physique trés intéressante : ilcaractérise
1'interaction entre 1'énergie thermique et mécanique dans un corps thermoélas-
tique. '

Si le temps de relaxation Tr est nul, on retrouve les équations de la
thermoélasticité classique.

(*) On écrit ici 1'équation de 1'énergie dans 1'hypothé&se o il n'y a pas
d'apport d'énergie en volume. Dans le chapitre suivant nous aurons a
prendre en compte un tel apport.



27)

(28)

(30)
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Pour calculer une so]ut1on, i1 faut connaitre les conditions a la
limite en x = o. Celles- ci sont au nombre de deux; 1'une de ‘type ‘thermique;,
1'autre de type mécanique. On peut, par exemple, se donner & 1'origine le
déplacement et la température, ou 1a contrainte et la température, .... etc.

Le corps est supposé au repos initial, et 1a solution devra de plus

vérifier 1a condition de régularité & 1'infini, condition selon laquelle tou-

tes les fonctions considérées tendent vers zéro a+1"infini.
Conditions de repos initial et de regu]ar1te i 1'infini seront souvent utili

sées dans la suite sans que nous les rappe11ons exp11c1tement Remarquons que,

compte tenu du repos 1n1t1a1 Tes der1vées par rapport au temps t dans (25)
peuvent &tre pr1ses au sens des d1str1but1ons ‘ . Lo

Nous allons maintenant écrire les ‘équations fondamentales du probléme

sous forme réduite, c'est & dire en les exprimant a 1'aide de fonctions et de

variables sans dimension.

Normalisons les équations fondamentales (25) et les équations (20)-
(22), en y opérant les changements de variables et de fonctions suivants :

x=aoTx , t=Tt (

~ ) ~ ~

u=nu("?'=.nQTu : 9’9=n6u=n/€>‘;2“1

- . W) . )

§-5,=nS =n s zes WG s e

B8,

~ w ~ ~ )

e=ne ) =8 - %; =ne ; q=n u’: n J"(X +92u k
X

oi T désigne une échelle de temps arbitraire, et :
2~
g8

€ = :
(X + 2u) o C

la constante de couplage isotherme.
On obtient alors :

2 2
o u a u — 9T
___2_+ g — =
at aX X
2 T 2 2 T 3
at T__Z T"_'Z atax r';x—a;z

od 1'on a introduit un temps caractéristique du matériau :

_ k
Tc T T + 2n)

q

49
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Les équations (20)-(22) s'écrivent quant & elles :

(31) S=Vee+
(32) o=e - /et
T
rasq _ _ 9t
(33) q+'_|__'_éf' 3X

Dans ces équations, 1'échelle de temps T reste & notre disposition.
Comme 1'on peut s'y attendre, elle jouera un rdle fondamental dans le cadre

de 1a méthode de 1'échellevariable.
Avant de passer au calcul de solutions approchées, calcuions la

solution exacte du probléme.

50
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2.2 SOLUTION EXACTE

Pour alléger 1'écriture des formules nous prenons une échelle de
temps particuliére :

c
et nous posons
I
r
m =
Te
3t X - at ;;2

9T _
HU+/€-3—-)E—0
2 2 3
9T 27U 3u
Pt +m —~2-+ Ve + /e m — = o]
2t atox axat

en utilisant une méthode due a L. Brun et appliquée par cet auteur aux cas
de la viscoélasticité Tinéaire et de la thermoélasticité classique (m = 0),
ol |2l

En &liminant u ou t entre les équations (4), on obtient les équations

0= o0, Qu = o,

gouvernées par 1'opérateur de 1a thermoélasticité généralisée:

3 2 a4

9 )
0 =HP -¢ +m— H-me
Bxgt ot at;x

Remarque 1 : Compte tenu du repos initial, la dérivation 5%-peut 8tre prise
au sens des distributions.

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme de factorisation:

’L'opérateur de la thermoélasticité généralisée :

R L
3t 3 X 2t ax axTot 3t~ ot X ot ax

*
() Cette factorisation est aussi valable pour 1'opérateur de la thermoélasticité
tridimensionnelle. I1 suffit de remplacer jL? par le Laplacien vz.
3 X
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se factorise en un produit de deux opérateurs :

0=00=00
ol
— 2 2 .
1 3 3 3 Ve 3
0= A (e +1 - ab) — + — %
EZ ot X ¢ ot a ot
- .2 .2 .
1 3 3° 3 Ve ax
0 = - -5 +5 (e +1+ab) 5 -=22 *
ZZBtZ 3)(2 2 3t a 3

La fonction A(t) est donnée par :

_ 1 -bt 2Ve
A(t) = ;e J1 (—;2 t)
et la dérivée %&E est prise au sens des distributions.
Les célérités c et ¢ et les coefficients a et b sont définis par :

o2 = l+m(l+¢€)-a
2m

2 l1+m(l+e)+a
2 m

{(1 +m (1 + e))2 -4 “‘]1/2

T m(l+e)? 4 e-1
- )

[T}
I

Les termes ¢ + 1 - ab et ¢ + 1 + ab sont positifs.

Démonstration : La méthode consiste a décomposer 1'opérateur O :

0=00

en un produit d'opérateurs de la forme

0 P+ U=x

O
fl

H+ V*
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20)

21)

Section 2.2

o U et V sont des distributions temporelles, et ol 1'étoile, *, désigne la
convolution par rapport au temps.

Si 1'on substitue (15) et (16) dans (7), et si 1'on compare le ré-
sultat obtenu avec (6), on constate qué 1'opératéur suivant est identiquement
nul :

33 Y4 Y
UxH + V*P + U*YVY +e-—7—-—m H-bme-—f—? =0
ax at ;;2 ax-at

Dans cette identité, on sépare les opérateurs qui dépendent de x, de ceux
qui n'en dépendent pas, d'ol les deux identités

32 ) S
U +— *V= U* V¥V -m =0
otf ot at?

2
U*+V*-s§f-m(1+e)—a,zzo
atc

grice auxquelles nous allons pouvoir déterminer les distributions U et V.
Appliquons la transformation de Laplace aux;équations (17) et (18),
et notons LU (s) et £V (s) les transformées de U et V. En éliminant LV (s)s
on obtient 1'équation qui détermine £U (s) :
(LU (s))2-s LU (s)[s(1+m(1+e))+e~-1]
2 3

-es +m s4 -m (1l +¢€)s” =0.

Parmi les deux solutions de cette é&quation on choisit (*) :

Lu (s)=-§{-s[1+m(1+e)]-€+1+A1/2}

A= a2 [ (s + b)2 +'£§ ],
a

a et b &tant donnés par (13)-(14).

(*) Choisir 1'autre solution serait équivalent, car en fin de compte cela re-
viendrait & faire la substitution a -~ - a dans les résultats finaux.
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Afin de calculer son originale, transformons un peu 1'expression (20) :

(22) Ly (s) = - 8 [((s+b)2 +'§})1/2- (s+b)]+d52+es
avec

(23) d=-3+5+0 (L+e)

(24) e=-4 3 (c-1)

Le coefficient d est positif, car :
2(a+1+m(l+€e))d=4m> 0,
et 1'on peut donc poser :

-1 ._2,1,.m
(25) deg=-g+5+pl+e)

e a1 32 3
(26) PR R 2o

ol X est la fonction définie par (10).
L'équation (11) nous fournit V, et 1'on obtient (8) et (9) od 1'on
a posé :
(27) = = % + % + g (1 +¢)
c
La factorisation 0 = 0 6, et les expressions (8) et (9) nous montrent
que la perturbation se décompose en ondes de célérités + c et + c, qui peuvent
d'ailleurs s'écrire comme en (11) et (12) si 1'on se sert de 1a formule (13).
Notons que les coefficientse + 1 - ab ete + 1 + ab qui interviennent
dans (23) et (24) sont positifs en vertu de la relation

(c+1+ab) (e+1-ab) =2
a

et du fait quee + 1 est positif.

Remarque 2 : Remarquons enfin que 1'on a toujours ¢ » ¢ (égalité pour m = 1 et
e =0) et que la substitution a » - a transforme 0 en O et récipro-
quement. Cela justifie la note (*) de la page précédente.
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(35)

(36)

(37)
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Considérons dans le quart de plan (t >0, X > 0), la solution ¢ de
0d =0

vérifiant les conditions de repos initial :

i
2(x,0)=0 i=0,1,2,3,
3t

les conditions de régularité & 1'infini, et les conditions a la limite :

¢ (0, t) = f(t)

d
2 (0, t) = 9(t)
En se servant de la factorisation 0 = 0 0, nous allons montrer
qu'il est possible de décomposer de fagon unique une solution ¢ de (28)-(31),

sous la forme :

oll ¢ et % sont solutions de :

o |
<)
0
o

O
e
1l

0>

vérifiant les conditions de régularité a 1'infini et les conditions de repos

initial :
i ia
2w, 0)=0 , txyo)=o0 , 1=0,1,2,3
at] 3t

Pour démontrer ces résultats, nous allons utiliser une factorisation
des opérateurs O et 0 sous la forme :

+

o
O

0=

0=0"

o |

55
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avec
(38) 0= =Z3t s *3e*
of-123 +25 _oF
(39) 0- = E_5-1-:-—-§§-+ §T:-*
Les fonctions y et sont solutions des équations :
(40) (6+éﬁ)*2=6+£1
—— %D —
(41) (6§ +cu) " =6 4np

od les fonctions y et y sont définies par :
R 2

¢ 2 /e :
(42) W= (e +1+ab) Hx - ¢ TEH'*X*
=2
(43) V=5 (e +1-ab) Hw +‘52/_é€__ T
*0 . '
Avec la convention T =6, les fonctions n et sont données par les
développements en série :
N ® -~ %N
(44) s+ Cu= ] L. (-u)
n=o -
- e ® *n
(45) s+cu= } L (-7
n=o -
ol les coefficients Ln sont ceux de x" dans le développement de (1 - x)l/2
On ne s'intéresse qu'aux solutions qui se propagent dans le sens des
X croissants, par conséquent on a :
. (46) 00 =0 & 0" s=0
(47) 06 =0 & 0t o=o

Considérons maintenant Ta solution ¢ de 0¢ = o qui vérifie (29),
(30) et (31), et supposons que ¢ admette une décomposition de la forme (32),
avec ¢ et ¢solut10ns de (33) et (34). D'aprés (46) et (47) on a :

ou - 1

) © 9 d
(48) R R éw+ﬁ”¢ (T 7E %)
Cc



49)

51)

(52)

(53)

Section 2.2 57

Les équations (32) et (48) nous permettent de calculer 3 et d en
fonction de ¢ et-?iz

?13=|)‘1[“’+(1-‘"3f a—ﬁf*)sb]
Cc
-1 -~

¢ =D [ (E at au T*) ¢ ]

ot DL désigne 1'opérateur inverse de :

1.1 2 3 -1) 4
( ) 5t F ot

»

Ainsi se trouve démontrée 1'unicité de la décomposition (32).

=

Dés lors, 1'existence de cette decompos1t1on est facile a montrer.
Soit ¢ et ¢ les so]ut1ons de O ¢ =0, 0 ¢ = o vérifiant le repos initial, les
conditions de régularité a 1' 1nf1n1 ainsi que les conditions a la limite dé-

duites de (49) et (50) :

)

How s E g+ Femrro) ]

) (0, t)

' 1 1 u
P (0, t) [MU+%%+%ﬂNU]

La fonction¢ = ¢ + $7est bien sir solution de :

0(s) =00 (§+3) =
et elle vérifie de plus les conditions & la limite (30) et (31).

Remarque 3 : Cette démonstration de 1'existence et de 1'unicité de la décom-
position fournit une fagon explicite de construire les fonctions

?et3.

Remarque 4 : Dans le cas tridimensionnel, on peut, en utilisant une autre dé-
monstration (voir 1'annexe 2.A.2), prouver qu'il est possible de
décomposer ¢ comme en (32).

Remarque 5 : Dans la pratique i1 est souvent préférable de raisonner directement
sur le systéme (4) plutdt que sur les équations (5).
A cet égard nous renvoyons & 1'article de Brun |1].
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(59)

(60)

(61)

(62)
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On se propose maintenant de calculer éxp]icitement les composantes ¢

et ¢ définies dans le paragraphe précédent.
A cette fin il suffit de déterminer les solutions &lémentaires 5 et
Ades opérateurs 0 et 6, c'est d dire les solutions qui, outre les conditions

initiales et les conditions de régularité a 1'infini, vérifient :

lim & = 1imd =4(t)
X >0 X*0

. e o . . . A
Ecrivons la dérivée au sens des distributions %f sous la forme :

Rt

oll A désigne la dérivée de » au sens ordinaire, et posons :

=2
%- (e +1 - ab)

B =
- -2 €
Y=-¢
a3
R(t) = Ez/i; A (t)

Remarquons que la fonction f(x, t) est solution de:
0f=o0,
si et seulement si la fonction f' definie par :

Pt x') = (6 Ex) (x' =)
C

est solution de :
0' f' =0,
ou 1'opérateur 0'est donné par :

2 2 =2 : ,
0' =§—2-—7+C—2(e+1-ab)%+52/ﬁ—51§%*.
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La formule (48) de Brun | 9| fournit alors immédiatement Tla solution &lémen-
taire b de 1'opérateur 0, soit :

_Bx
ZT ot -4

A (x, t)=e
c
= — 2 [ X\Zy
By LE-ED e
sHt-%1%e 7 C__ 4+ 1 A
c |cC 2 X2 n=1
WA
c
avec
=2
2.8 .3
4
- n-1
t B (2 X\ 2%
n - %N -5s |87 -(2) “
A =L$;1_|2_ h e 2 |l g [;(52-(2‘_)2)‘](15
noog ne It -s 2% n-1 ¢
X
c
La solution élémentaire A de 6 s'obtient en faisant la substitution
a -~ -adansA, ce qui implique que les barres, —, se changent en chapeaux :

2(x, t,a) = 2(x, t, - a)

Compte tenu de (54), la solution ¢ de 0 ¢ = 0, vérifiant les conditions
initiales et de régularité & 1'infini ainsi que les conditions & 1a limite (30)-
(31) est donnée par :

o= 0(0, t)* B(x, t) + 0 (0, t) %D (x, ),

o les valeurs ¢ (0, t) et ¢ (0, t) sont explicitées en (52)-(53).

La solution du probléme est donc composée de deux ondes dont les cé-
lérités sont ¢ et & (de 13 la terminologie : théorie du second son). Ces ondes,
comme 1'indique la formule (63), sont amorties exponentiellement. Le coefficient

d'amortissement Eam de 1'onde "-" est donné par :
- B _¢c
¢ = =% (e+1-ab),
am o= |

tandis que celui de 1'onde "“.", ;am’ s'obtient par la substitution a > - a.
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- ——— -

La grandé complexité de la solution calculée dans ce paragraphe, le
fait aussi qu'elle se préte mal au calcul numérique en raison d'instabilités
qui apparaissent dans son comportemént, tout cela justifie amplement 1'intérét
qu'il y a de chercher des solutions approchées, d'autant que ce]]es—ci"seront,
d'un point de vue qualitatif, beaucoup plus riches en renseignements.

S'agissant de problémes linéaires, certaines méthodes de calcul appro-
ché font appel aux transformations intégrales. Ainsi, il est facile d'obtenir
la transformée de Laplace de Ta solution du probléme thermoélastique. Puis, en
développant cette transformée en puissances de € (en pratique la constante de
couplage € est petite devant 1'unité) et en calculant 1'originaledes premiers
termes de ce développement, on obtient une solution approchée [11] |12] |13].

La transformée de Fourier, quant a elle, permet 1'étude du comporte-
ment asymptotique de la solution par deux méthodes différentes, selon que le
temps t est petit ou grand |14].

Pour notre part nous chercherons des solutions approchées en opérant
directement dans 1'espace-temps réel. Les méthodes de perturbations utilisées
seront en général plus simple & mettre en oeuvre qu'une étude s'appuyant sur les
transformations intégrales. De plus certaines d'entre elles pourront s'adapter a
1'étude des problémes non 1inéaires, problémes od il est tréds souvent impossible
d'obtenir une solution exacte, et ol les transformations intégrales classiques ne
sont d'aucun secours.



(2)

(3)

(4)

(5)
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2.3 SOLUTION APPROCHEE PAR LA METHODE DE L'ECHELLE VARIABLE

Cette premigre application illustre de quelle fagon 1'on peut résou-
dre, avec la M.E.V., des problémes gouvernés par un systéme d'équations aux
dérivées partielles.

Comme nous 1'avons vu dans le chapitre introductif I, cette méthode
joue sur 1'échelle de temps T et permét 1'étude de 1'onde, soit prés du front
instantané, soit loin du bord.

Nous partons du systéeme (2.1.29) normalisé par les changements de
variables (2.1.26) et (2.1.27). En dérivant la premiére &quation de ce systéme
par rapport & x, on obtient :

ot X X
2 .2
9T 9T 9T se 9 €
€ +m - + Ve (g = + M ) =0
1587 752 of 1877 52

ol T et e désignent la variation de température et 1a déformation unitaire.
Nous avons posé :

\

et 1'on rappelle la notation :
' T

-

m-=

o

on introduit les variables multiples :

X; =ej X (i=0,1,2...)

et 1'on cherche une solution SI = (e, 1) de (1) sous la forme :

- i '
S; = Z €1 St (£s X Xy eer)
7



(7)

(8)

(9)

(11)

(12)
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Par substitution dans (1), on obtient, aprés avoir identifié les
deux premiéres puissances de € ¢

azeo azeo ..a?T
——-2—--——-2-+ e—-—z-—O
st X X
0 0
320 82r0 . .aZeo
m-—-2-—-——2+ em———2—=0,
at axo ot
32e v82e th 32e . 32T
21' 214"/E 112'23 ag 2"/E:;xag
ot axo axo X09%1 0" "1
321'1 3211 e Bzel BTO 3210 : aeo
Lo s AL Ee A A o G 1
o}

On élimine T, entre (6)1 et (6)2 et 1'on obtient 1'équation :

2 2 .2 .2 . va4e
(ma_Z"'a'—Z) (__32__3.2.) & -em——2—°2=o
ot axo ot axo ot axo

vérifiée également par Ty Cette équation peut se mettre sous la forme :

g - ) =) g = s
¢ ott  ox & ot ax 0

~ =m ; =5 + =1+m(1+¢)
22 Y

Elles sont donc confondues avec celles définies en (2.2.25) et (2.2.27).
Ceci nous conduit & décomposer la solution SI = (e, 1)

SI =S, +8S

I I

62

en deux ondes §I = (e, T) et gI = (&, T) représentées par les développements :



4)

5)

16)

17)

18)

(19)
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dans lesquels :

-2 - -2 -
Jemc e, + (mc” - 1) 7, = o,
Le déterminant du systéeme (14)-(15) étant nul, seule la premiére relation (14)
sera retenue.
De fagon identique, on obtient la relation :
22 o A
(e°-1) &, + /e T, = 0
Supposons que les conditions a la limite soient données par :
e (x =0, t) = f(t)

T (x = 0, t)'=g(t)

Alors, d'aprés (11), on a au premier ordre :

f(t) = ey (t) + &%)
g(t) = T (t) + T (1),
si 1'on note par e la valeur de e, en x = 0.

Compte tenu de (14) et (16), le systzme (18) fournit :
s, =y [(1-8)F- /9
00 = ¢ € ]

o = oy (- E) F - /9]



(20)

(21)

(22)

(23)
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Pour déterminer 1'onde §I au premier ordre, il suffit de calculer
e, car ?b est donné par (14). Jusqu'd présent nous n'avons déterminé 1la
dépendance de e que par rapport a t et Xy Voyons maintenant quel est le
role joué par ]a variable lente Xq-

Par &limination de 2 entre les équations (7), on obtient :

2 a2 2 2 37
(M = =) (= =) &y = en —"
ot X ot X ot ax
) 0 0
2 g2 e 22z PR
= 2=y - ) (— )+ e
yJ
ot axo axoax1 axoaxl ataxo
341’ 83e
"'"3"“_ ""_"?

atax

Cette équation est vérifiée tant par 1'onde §I que par 1'onde §I (rajouter des
barres ou des chapeaux sur les e; et les L figurant dans (20)).

Pour éviter 1' appar1t1on de termes séculaires, on pose que le deu-
xiéme membre de (20) est nul. Pour 1'onde §I’ en se servant de la relation
(14), cela conduit au résultat :

Par suite on a :

X
0
)s

-3 %y -
- e 1 e, (t-—

ol éoo est donné par la condition & Ta Timite (19).

Les calculs pour 1'onde S seraient tout & fait identiques. Il suffit
d'effectuer dans les formules précédentes la substitution - -

Comparons maintenant ces résultats avec la solution exacte obtenue
au paragraphe Z2.2.c.Aux fronts d'ondes nous avions des amortissements de la
forme exp (- QE/E x). I1 y a cohérence avec le résultat (23) si 1'on montre

c



24)

(25)

(26)

(27)

(28)

‘(29)

(30)
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que :

B

= ———

2 ¢

[N 8

ce qui est fait en annexe 2.A.3.

~S

Pour déterminer un domaine de validité 3& de la solution approchée
instantanée, i1 suffit de raisonner comme au paragraphe 1.5.a, en distinguant

toutefois deux cas :

Premier_cas (T. > T.)

On suppose que :

Tp > T

d'ot m > 1. Le paramétre é';L-est négligeable devant 1'unité (et donc
15T

devant m) dés 1'instant ol : ¢

T « T,

Si 1'on note D et Ddes domaines de validité des solutions instan-
tanées S et & dans le plan des variables physiques (X, ), on peut admettre,
comme dans le paragraphe 1.5.a., 1'existence de domaines de la forme :

- ; + T z-é}

zo}

ot les temps T et T vérifient :

~

§)={(§€,%)I s o,

&1
e+
-

+

=ﬁam|%>m

012y onYxt

Te<T, ., T<<T.
~

~
Les vitesses ¢ et ¢ sont les célérités physiques associées a € et C :

7~
c =8¢

A~
¢ =0¢

S

et © désigne la célérité isotherme du son.
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Le domaine
~ X
(31) D= ONID

est un domaine de validité de la solution S;=S;+ §I'

Dans le cas particulier o0 T £ T, on a (voir la figure 1) :

®Bi

(32) D -

=1 =4

P
Fig:1 X _
Domaines de validite des ondes S etS

On suppose que :

(33) o< T,

et T'onam <1.

/
Le processus de perturbation employé sera donc validé

négligeable devant m, c'est-a-dire pour :

(34) T < Tp.

=

S1 81 est

La discussion est identiqUe d celle du premier cas, & ceci prés que 1'on a

cette fois :

(35) T<<T., T<<T,

66
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Remarque 1:

La solution instantanée SI ne décrit 1fonde qu'au voisinage du
front le plus rapide. Dans le cas de la thermoélasticité, ce voisinage est
trés petit et par conséquént la solution SI n'a guére d'intérét pratique,
sinon celui de décrire 1'amortissement éxponéntie] au front.(*)

I1lustrons ces considérations par des applications numériques. Con-
sidérons le cas de 1'aluminium avec les valeurs suivantes, données par
Chadwick |15|:

(36) Q = 6,32 x 103 m/s (célérité isotherme du son)
(37) T, =2,14x 107 s
(38) e = 3,56 x 1072

que nous complétons par la valeur du temps de relaxation Tr donnée par
Francis |16] (a température ambiante)
(39) T.= 8,0 x 10712 s,
Compte tenu de (29) et (37), on voit que le domaine_d'intérét de S est
singuliérement restreint.
Etudions maintenant la rapidité du processus d'amortissement de
1'onde'§1. Celui-ci est de type exponentiel : e~ I
Avec les valeurs numériques précédentes, on a j = 2.10'3. Donc, pour une
distance parcourue x = 1000, une éventuelle discontinuité au front S est

amoindrie dans le rapport e 2

: elle est environ treize fois moindre. La
distance x = 1000 &tant &gale en variable physique @ : x = Tc X =1,4 x 10'5m,

1'on voit que 1'amortissement est trés rapide.

Pour des raisons de commodité qui apparaitront plus loin (1'écriture
des résultats sera plus esthétique), nous allons normaliser les équations
(2.1.25) & 1'aide de formules identiques dans laforme a (2.1.26-27), mais ol
1'on remplace les quantités isothermes A, v, % et € par leurs homologues
isentropiques, les coefficients de Lamé isentropiques—i etu, la vitesse isen-
tropique du son Q et la constante de couplage isentropique € :

* e s _as . ea= . . -

(¥) En viscoélasticité la solution_instantanée n'est pas d'un caractére purement
académique, car le temns de relaxation est d'un ordre de grandeur bien plus
grand qu'en thermoélasticité.
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2~

- 3497 ... B87m.

(40) Q= A+ 2y R T = O+
o Po m

;'-'ETX ’ 'E'—'Tt

~ —— )..._. ~ ~ (’_)_ i -—

u=”u(£=”9TU; 6-90=‘56=n/€=}\22u1
(41) B Y

Tosp=ns=n Al s o7t (e ) o

0 By
e=TdTe; q=ndl-malira) k,
| BRT

On introduit également un temps Tc et une longueur Xc caractéristiques du
matériau (*) (**) :

>

=<
= .

(42) Te = rrrt—m

Ces changements de variables et de fonction opérés sur le systéme
(2.1.25) ont pour résultat, si de plus on dérive (2.1.25)1 par rapport & x :

J e — d e = 9 T
-(1-7%) + /& =0
a2 e ol
(43) 2 2 2
= 9T 9T = ,0€ , = d =
(ﬁ'l'mezg—t-z-)-62;:(-2-+/E(5—f+m€23—tz')—0,
ol 1'on a posé :
T
(44) ne—
Te
T
_C
(45) €, = 1"
(*) Tc et € sont trés peu différents de Tc et ¢ définis en (2.1.28-30).
(**) Noter les relations liant quantités isothermes et isentropiques :

€ €

A+ 2u= (1-€) (0+ 27), A+ 27= (l+e) (M2u), €= €=

Q=Vl+e 9, 2 = /I-E Q.

Te ? 1-#



(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)
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On notera &galement les relations déduitesde (2.1.20-22) :

o=(1-'€)é-/§'r
S=T+/;:;é

- 3q _ _ 3t
q+me; 5t X

Pour calculer 1' onde quand elle s'é]o1gne du bord (onde d1fferee),
on prend de "grandes" valeurs pour 1' échelle de temps T, de telle sorte que
e paramétre e, défini par (45) puisse-t- &tre considéré comme petit.

Comme auparavant nous a]]ons decomposer la solution SD = (e, g) en :

S, = S. + 3

D D D

ol SD et S désignent deux solutions particuliéres que nous appellerons les

ondes quas1 élastique (Q.E.) et quaSI-therm1que (Q.7.).
Pour fixer les idées, nous chercherons 1a solution relative aux

conditions 3 la limite :

e (0, t)

f(t) R

g(t).

T (0, t)

Remarque 2 :

Les notations t, X, e, &, & ..., ont déja été employées dans un
contexte différent. Nous les utilisons & nouveau afin de ne pas multiplier
les notations.

L'onde quasi-élastique (Q.E.)

Elle est définie par des développements de la forme :

7. X
n

b = (&%)

Sy o= ) e (t, X5s Xqs ...)
D " 5 0 2 Spi 1
ol 1'on a introduit les &helles multiples d'espace :
_i
Xj = €p X.

69



(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)
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Comme signalé au paragraphe 1.3.b, i1 est préférable de prendre ces échelles
plutét que des échelles de temps, car il y a repos initial et 1'excitation a
lieu au bord.

Si 1'on substitue les dévé]oppements (51) et (52) dans (43), on
obtient en identifiant les prémiéres puissances de €yt

azé ..Bzéo a2/\
;—;Z - (1 - E) —~—2-+ JE.‘——Z'- 0
X X
(0] 0
a?o Y=
R AR R
32‘1 ( ) azél /_,azrl 2 ( ).azéo g 32?0
- (1 -¢ + V& = l1-¢ 3
32 ax02 axo2 aXy9%q IXyaXq
a?l 28, LANY A 328
+/E = - 2+ O Ve m—n2
ERA ERA 2 2 —Z
ot axo ot

Les conditions & la limite au premier ordre sont de la forme :

£(t)

éo (ty 0,0 ...)
T, (ts 0,0 ...) = §(t)

ol f et § sont des fonctions & déterminer.
Compte tenu du repos initial, 1'é@quation (54)2 fournit :

A -
T =-/% a
0 o

et en combinant avec (54)1, il vient :

YL

0 _ 0 .,
2 2
it axo

D'ou :

eo (t, Xo, Xl) = eO (Es Xl)s
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61)

(62)

(63)

(64)
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ol 1'on a posé :

g=1-X%

L'onde Q.E. se dep1ace donc i la vitesse (normalisée) unité, c'est
3 dire, en revenant aux grandeurs physiques, 3 la célérité isentropique du
son.

Si 1'on compare (57) et (47), on voit qué éo est nul. L'onde Q.E.
est isentropique au premier ordre.

Décrivons maintenant 1'atténuation de 1'onde avec 1a variable lente
X, On élimine ?1 entre les deux équations (55), et 1'on tient compte de (57)
i1 vient alors :

2é 2

3 228 P S
it 3 t2 3)(02 9 taxoaxl BXOZI

Pour éviter 1'apparition d'un terme séculaire, on pose que le deuxiéme membre
est nul, d'od, compte tenu de (60) :

aéo
Bxl

[}
1M

Cette équation de la chaleur décrit 1a dissipation thermoélastique.
L onde s'atténue en diffusant.

Quelles sont les conditions d la limite et les conditions initiales
qui permettent de résoudre (62)? D'aprés (56)1 et (59), on a :

8, (€ = t, 0) = f(t) (teR).

Le probléme ainsi posé est donc un probléme & valeurs initiales pour 1'équa-
tion de la chaleur (62), dont la solution s 'écrit :

-

o efpt E-¢
g, Es xq) Tt £(£') exp( (e 1) )

0

Essayons maintenant de définir un domaine de validité pour 1 onde Q.E.
Dans le processus de perturbation, nous avons négligé au premier ordre les
termes contenant €,, ou m €5 dans 1'équation (43)2 Cela est possible dans la
mesure od 1'on a :

sup (m €55 &) << 1,



(65)

(66)

(67)

(66)

(68)

(69)

(70)
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soit :
T >> sup (T, Tc).

Compte tenu de céci, nous admettons 1'existence d'un domaine de validite $D
défini grossiérement par :

55 = (; E) | X 3 L.ett ?'EQ
D H) v D /4 —

Q
la borne LD vérifiant la condition :

Lp

_5' >> Sup (TY" Tc)s

déduite de (65) de facon heuristique.
S$'il y a repos 1n1t1a1, nous admettrons qu ‘i1 existe un domaine de
validité plus grand que9

3 - {(x, £) |x>LD}
Posons maintenant (*) :

A
M= sup| f(t) |
t

et revenons & la formule (64) qui fait apparaitre une dépendance de éo par
rapport aux valeurs futures de f. Comme nous 1'avons fait au paragraphe 1.5,
nous allons montrer que pour le rapport & o/ cette dépendance est négligeable
dans le doma1ne§D Si 1'on note : M

1 ( )
Ry = exp de',
t VZWEZEX J; ( )
on a : )
4 A/
1 x 1 t
|Rt| < 5 erfc ( ?E?;)‘ 5 erfc ('Eg—fzg).

(*) Accessoirement on peut remarquer que M est petit devant 1'unité, puisque
f est une déformation unitaire.



Section 2.3 73

~
Dansﬂaulle second membre de cette inégalité est tout a fait négligeable comp-
te tenu de (66), (67), et du fait que € < 1.

Remarque 3 : Puisque les valeurs futures de f jouent un rdle négligeable, le
symbo]e//// dans la formule (64) peut atre remplace par_//r et du coup

1'on vo1t bien que 1a condition de repos initial est sat1sfa1te par la solu-
tion (64).

Remarque 4 : Dans 1'onde Q.E., au premier ordre le paramétre m n'intervient

pas. La théorie de la thermoélasticiteé généralisée ne joue alors aucun réle.

Nous reviendrons sur ce point dans 1la rémarque 4, & la fin de la section 2.3.
Puisque éo et ?o sont 1iés par la relation (57), les fonctions f et

§ qui interviennent dans les conditions & l1a limite (56) vérifient la relation :

(71) §=-/%f.

I1 n'est donc pas possible que 1'onde Q.E. satisfasse 1'ensemble des conditions
i la limite (50), ol f et g sont des fonctions indépendantes.

C'est pourquoi nous allons introduire une deux1eme solution SD’ 1'onde
quasi-thermique, qu1, superposée a 1'onde quasi-élastique SD’ fournira une
solution SD = SD + SD satisfaisant 1'ensemble des conditions (50).

D'ailleurs d'un point de vue physique 1'on sent bien 1a nécessité
d'introduire cette deuxiéme solution. En effet nous avons vu que 1'onde Q.E.
est isentropique au premier ordre. Mais, au voisinage du bord, 1'entropie varie
dés 1'instant od i1 y a une sollicitation thermique (*).

L'onde quasi-thermique (Q.T.)

Nous cherchons une solution de la forme :

= - - = i= - -
(72) Sp= (&, 1) » S5y = i Z . ey Spi (s Xgs X o)

oll nous avons posé :

a+ i

(73) ii =€, X (i=0s1 --.)s

o 8tant un nombre réel a déterminer.

(*) Ce voisinage n'est rien d'autre qu'une couche limite, au sens du paragraphé.l.4



(74)

(75)

(76)

(77)

(78)
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(80)
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La substitution de (72) dans (43) donne :

2- 2. 2-
R - - ~.0.8 .a T
0 =y 2° 70 & /= 0
—— - (1-8)c% —5te /e_-——-—2 + =0
ot 2 a;io 2 ax
- 2- 2- = 2-
T 9T ..a7T oe e
(‘5"6*"‘62‘;1;3)‘6?2& Foz’“’e:(a“fg““ez—aﬁh = 0
X
° 32.1'0
Pour 1'onde Q.E. nous avions o = 0, et le terme e pouvait &tre
. 2 8x02

9T
négligé par rapport 3 —sg-dans 1'équation (74)2. Dans la couche limite, oi

les effets thermiques sont importants, les variations des paramétres thermi-
ques (par exemple la température) en fonction de 1'abscisse sont grandes et

1'on considére alors qu'il n'est plus possible de négliger dans (74)2 le terme
1420 327 3T

52 —:7§-par rapport é-gl%, Ainsi est-on conduit a poser :
axo
a=-1
2

Par suite, le systéme (43) donne, au premier ordre :

/E-Eo=(.1-€)éo

3T - Pz
0-(1-98—%-0
-t ( e)‘iTTZ ’
ax
0
Soient :

&, (t, 0) = f(t)

a(t),

Ty (ts 0)

les conditions & 1a limite au premier ordre pour 1'onde Q.T..
D'aprés (76), les fonctionsf et g sont liées par la relation :

T g=(1- 9 f

La solution de 1'équation de 1a chaleur (77), qui vérifie (78)2,

s'écrit :

To (8 X)) = a(t) % & (¢, %),
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82)

33)
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oli & est la solution é&lémentaire :

La solution globale du probleme : 1'onde différée

75

L'onde différée s'obtient en superposant 1'onde Q.E. et 1'onde Q.T. :

SD =S, +S

D D°®

de telle sorte que les conditions & 1a limite (50) soient satisfaites :

I1 vient alors, en faisant usage de (71) et (79) :

f=(l-¢)f- /g f=vig+ef
g=(1-¢) (9+/&f) §=-/"(1-8)f+ey.

Remarque 5 : Le domaine 50 est & la fois un domaine de validité des ondes
Q.E. et Q.T., et donc aussi de 1'onde différée.

Comme dans le paragraphe 1.5.a, on peut remarquer que les domaines
de validité £> et 5) des so]ut1ons 1nstantanee SI et différée SD, sont com-

patibles dans 1a mesure ol, dans 3’ “3), SI et SD sont toutes deux négligea-

bles. Cela est réalisé si la borne L (cf. (66)) est suffisamment grande.
Puisque 1'amortissement au front de SI est du type e %, on peut
considérer que 1'onde SI est devenue négligeable au front pour des distances

parcourues telles que x;ljg , soit en grandeur physique ;(3—139— 0 TC.

D'od 1a condition que doit vérifier la borne Ly, en plus de (67) :

D . 10 =
T T Te

Avec les données numériques relatives d 1'aluminium (remarque 1), cette condi-

tion s'écrit :

L
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En pratique, les conditions (67) et (85) sont satisfaites dans cet
exemple, si 1'on prend :

- ST = 7y 1070

LD = 5000 @ TC = 7x10 7 m.
La théorie du second son ne joue aucun réle dansﬁDD, au premier or-

dre, puisque m ne figure pas dans les formules qui définissent 1'onde différée.

Compte tenu de la valeur de LD calculée précédemment, on voit que 1'intérét

de cette théorie est assez restreint.

Remarque 6 : Les conditions & la limite ne sont pas toujours aussi simple
qu'en (50). I1 se peut qu'y apparaisse 1'échelle de temps, comme nous le verrons
dans le chapitre suivant.

Remarque 7 : La M.E.V. ne donne pas la solution dans tout le quart de plan
(t >0, x > 0) ; il est donc nécessaire de recourir a des méthodes complémen-
taires si 1'on veut décrire toute 1'évolution de 1'onde. Une telle méthode est

étudige dans le paragraphe suivant.



(1)

(2)

(3)
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2.4 DEVELQPPEMENT'ASYMPTOTIQUE'PAR'RAPPORT'A'LA'CONSTANTE'DE'COUPLAGE THER-
- 'MOMECANIQUE.

En pratique 1a constante de couplage thermomécanique, €, est bien
plus petite que 1'unité; et i1 est naturel de chercher la solution du pro-
bléme sous la forme d'un.dévéloppement asymptotique par rapport a €. De
nombreux travaux ont eu lieu dans cet esprit. Citons,depuis le travail de
DanislovskaTa|17} ceux de Nowacki|11|, Hetnarsk1|1ﬂ|1j Soler et Brull |18] ;
et 1'on trouvera d'autres références dans Nowacki |19].

Aucun de ces travaux n'a conduit a 1'élaboration d'un algorithme de
calcul. Brun et Molinari |5| proposent un a]gbrithme qui opére sur 1'espace-
temps réel, et pour lequel le passage d'une approximation & la suivante ne
nécessite a chaque fois que le calcul de 4 coefficients nouveaux.

En |5|nous avions étudié le cas de la thermoélasticité classique,
jci nous raisonnons dans le cadre de la thermoélasticité généralisée.

Nous donnons une app]ication au probléme de DanilovskaTa et nous
discutons du domaine de validité de la solution approchée obtenue.

Nous allons décomposer la solution S du probléme en :

S=S+§5,

oil les ondes S et S seront appelées ondes thermique et &lastique modifiées

(T.M. et E.M.). L'algorithme que nous proposons permet de calculer séparément

les approximations successives de S et de S.
Travaillons avec les équations (2.2.4) que 1'on écrit ici sous la
forme :

Hu + /e 3T =
Hu + ve X 1]

2 . .83u
HT*'/_(atax 7) = 0

axat

od 1'on a introduit les opérateurs hyperboliques :
pot 2 22 nl
W L

77
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Notations

Nous noterons A et A les solutions élémentaires des opérateurs H
et H. Ces solutions, qui ver1f1ent Tes conditions de repos initial ainsi que
Tes conditions & la limite :

Tim 8y = lim A, = 8(t),

X >0 X >0
s'écrivent :
30 (x, t) = &(t - x)
-/m g
B o(x, t) =e § (t -7m x)
t 1
- I (5= -m x )
m x 1 2m
+ H(t - /m x)e
Z/m ( m x )1/2

ol H est 1a fonction de Heaviside et I1 une fonction de Bessel.
Les transformées de Laplace par rapport au temps de ces solutions élémentaires
sont données par :

fﬁo (x, s) =e 5%

on (X, s) = e X (ms® + s

3
Compte tenu du repos initial, les dérivées partielles 3T qui figurent
dans le systéme (2), peuvent &tre considérées au sens des distributions. Nous

notons D =-%f 1'opérateur dérivation. Sa transformée de Laplace sera la fonc-
tion s » s.

Par :

Q= (m D% + D)l/2

nous des1onons 1! ooerateur dont la transformée de Laplace est 1a fonction

s > (m s )1/2
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Par convention nous posons :

y(1) =0 pour i négatif,
ol y désignera T, U, T ou 0.

Comme a 1'habitude 1'étoile,* , reorésente la convolution par
rapport au temps, et § la distribution de Dirac.

Par définition, [n] désigne 1a partie entiére de n/,.

Ondes thermique et élastique modifiées

Si e est nul, on voit avec (2) que u et T se calculent par des con-
volutions avec les solutions élémentaires 30 et 50.

Lorsque ¢ est non nul, la solution est donnée par les ondes T.M. et
E.M., classes de solutions particuliéres du systéme (2) caractérisées par la
forme de leurs développements en puissance de /e et le fait que, 1'une est
construite avec le "noyau" Zo’ alors que 1'autre 1'est avec le "noyau" ﬁ;.

Une onde thermique modifiée S = (T, u), élément de la premiére classe,
a pour développement :

T = }(o) + el/2 ?(1) + ...+ en/2 z(n) + ...,

(9)
U_glo)  (M2g) oy 2 i y
Ve
Une onde élastique modifiée S = (T, 0) a pour développement :
Fooglo) 2ty M2y
/e
(10)
Y () I Vi 2PN € I /2 g(n)

Dans les paragraphes qui suivent, nous détaillons les calculs concer-
nent 1'onde T.M..

Cas de 1'onde thermique modifiée

On suppose le semi-espace au repos pour t <o, et 1a température au
bord ?o(t) donnée. On cherche la solution S de (2) qui est de la forme (9), et



(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
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qui satisfait la condition & Ta limite :

T (0, t) = T(t), t > o.

Si Fo est donnée par :

.0, 2,

+ 51/2 ?(i) + e
0

la condition (11) s'écrit également, pour tout i entier positif :

(1) (o, t) = ?(()i)(t)

Les conditions de repos initial s'écrivent pour j =oet j=1:

T
oty

[}
(=}

(x, t) ou

395
atd

i
o .

(X, t) = ou

Les conditions & 1a Timite semblent incomplétes puisque nulle part
n'apparait la valeur de U a 1'extrémité. En fait, 1a condition manquante est
remplacée par une condition a priori sur la forme de l1a solution cherchée, a

e (1)

——

»ig (1)
atd

tJ

(x5 t)

(x, t)

=0, Yx>o,

Vt <o.

savoir les développements (9) (22) et (24). Et i1 apparaitra que u (o, t)
est déterminé de maniére unique en fonction de ?o(t), cette derniére variable
gouvernant & elle seule 1'onde thermique modifiée.

Substituons maintenant dans le systéme (2) les expressions (9) de S ;

on obtient les équations :

. 2 3 .
= =(1) d ) —(1
H+ +(m+m£{'z‘)u
- -(1)

Hath) o %f =0 (i

2) .o (i3 o)
> 0)
a3, et (i)
T Oty T

80
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Les équations (17) qui ne contiennent que les ¥(i), permettent leur
calcul par récurrence de deux en deux. Les équations (16) donnent ensuite les
ﬁ(l). Nous voici donc conduits & une cascade d'é&quations aux dérivées partielles
en t et x. Dans les paragraphes suivants nous développons une méthode qui raméne
la résolution de ces équations & un probléme purement algébrique.

Une méthode de résolution des é&quations (16) et (17) :

Calculons d'abord‘?(o) et r(l) I1 s'agit de résoudre les deux pre-
miéres équations (17) sous les conditions (13) et (14)1, d'od :

(18) 70 izlywg (1) _z(l)«3

o’ 0 0
Introduisons maintenant les fonctions :

rd,

:_'x.
>

(19) an =
Elles satisfont 1'équation :

(20) | i Zn =0 (n > o).

Ceci résulte immédiatement du lemme suivant, démontré en annexe 2.A.4, :

N

Lemme : Soit L = Lt il ou Lt est un opérateur de convolution par rapport
au temps. Si la fonctiof f(x, t) est solutionde L f = o, alors :

LM+ 1) (yMey <o,
Montrons que :
(21) i i Rz () 2o,

Raisonnons par récurrence en utilisant (17) :

@i Az @) - wmiEE @)
2 a2 i-1 = (2i-2)
= (—— o) Ayt w

ax ot ax ot

Le dernier membre est nul par hypothése de récurrence.



(22)

(23)

(24)
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Le rapprochément dé,(ZO) et (21) nous conduit & chercher les z(n)
sous 1a forme des développements :
[n]
z(n) _ ) TIE")*Z

k=0 k®

dont on voit facilement qu'ils vérifient les conditions (13) et (14)1. Les
Tén) sont fonctions du temps seul.
De méme 1'équation :

(Q n)[n] +1 U(n) - o,

obtenue en appliquant Hnﬂiiﬁq +1 a (16), conduit & rechercher'ﬁ(n) sous
forme du développement :

n
3 . CEM) wg
‘ k Z 0 "k ﬁ<

ol les Uéj) ne dépendent que du temps. Cette formule vérifie les conditions
initiales (14)2.

Dans Ia.suite, nous montrons que 1'on peut effectivement calculer
Tes fonctiqns UéJ) et'?éJ) de fagon que les développements (22) et (24) de
7(3) et G(J) satisfassent les équations (17) et (16). L'onde thermique mo-
difiée sera alors entiérement déterminée.

Algorithme de calcul des TiJ) et glJ)
k k

. Contentons-nous de décrire les é&tapes du calcul des ?&2j) et des
U&zJ). Nous substituons dans les équations (16) et (17) a ¥(21)et 6(21)vleurs
développements (22) et (24) enKk ; nous faisons usage des formules (1) de

1'annexe 2.A.5 exprimant %ﬁ;; H B, HA 5, et H 3, en fonction des X

(3 = ks ....s k - 4) auxquels sont appliqués des opérateurs de la seule
variable temps. Nous identifions alors les coefficients des Zk pour obtenir
des relations linéaires - dans lesquelles les coefficients sont des opérateurs
en D =-§% - entre les FEZi) et les ?§2i - 2) d'une part, les ?£2i) et les

3{21) d'autre part. Ce sont les formules (1) et (2) qui se trouvent en annexe
2.A.6, et qui résultent respectivement de la substitution dans (17) et (16). Le

calcul opérationnel raméne la résolution de (2.A.6. 1-2), c'est & dire le



(25)

(26)

(27)

(28)
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calcul des Tﬁ.) et u(J) i un probléme d'algébre linéaire.

Décrivons malntenant plus en détail 1'algorithme de calcul des
?ﬁ J) et u(J).

Calcul des‘?ﬁj)

Introduisons les opérateurs

B, =20 (0° (1-m) - D) = (D+m02)2,7\2 DRl (CLERY b2 + 5 D)
K3=-2A01(D+m02)3/2;7\4=- 4R OR = R (D+mD)A6 At
zl=xl,32=-7\‘231+x3,53=.x2‘c'2-x4x1+35
Ci=-MpCy "R Ty_p-RgCyg (173

C1 0
) C2 C1 _ Mi 0
M. = M. .=
-1 _ - - =1, J 0
LC1 ........ C2 C1
Q. O

i =M oM Micppt, 4 -1 3BT )

.ol
]

Les diagonales sont constantes dans M La matrice I est unité d'ordre j.
Remarquons enfin que B = 1 et que P est 1ié a P _q par la relation :
B, = N, °. M By O

0 1 0 1

Nous utilisons dans la suite les notations suivantes, y désignant
au choix 7,7, Tou gl :
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[ (21) | [ (21 + 1)]
yg i) yg i+1)
24 2 (21
!(1)=y§1) z(1+1)= $21IJ)
(21) (21 +1)
(29)
(o) ] O
1
s s
(21) _ | .(2) (2i +1) _ | (3)
Yo " T |Y% Lo " 1Yo
(21) (2i + 1)
Yo _ _fb
Passons maintenant au calcul des 3 ‘(21) Avec les formules (1) de
1'annexe 2.A.6 on exprime les T ‘(21) s k = 1 . i, en fonction des T (21 - ),
k =0....i - 1. Précisément, 1la re]ation est de la forme :
ey ] s N
_(21) [ - 2)
' -1
-(21) T =(2i - 2)
(30) S L -2
-(21) =(2i - 2)
T 0
et en itérant le processus il vient :
=(2i) _ -(21)
(31) T = 1 I,

Les formules (25) (26) (28) et (31) décrivent entiérement 1 algorith-
me de calcul des TEZ Cet algorithme assure le passage du rang 2 (1 - 1)
au rang 2i gréce au calcul d'un seul nombre supplémentaire C,

(k) De 1a méme maniére on peut calculer les T(21 +1) eﬂ fonction des
?b précisément :

221+ 1) _p 421 +1)
170

que 1'on condense avec (31) en :

(32) RS L




(34)

(35)

(36)

nent u(z j et u
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R
.

Calcul des HkJ)

On introduit Tes opérateurs :

N S N D

B, = 0% (1-m) - D, B =8 QB =-5

-— = P _ _2 -— - _ - --.-
Dy =Bys D= - 2By + By Dy =28 Dy 3 =B By
(pour i > 2)

et les matrices triangulaires :

o
Ei = ?2 s - i
03 -
DI AN

A partir des équations (2) de 1'annexe 2.A.6 on obtient les relations entre
les Eﬁn) et les ),
J

(U AL

et compte tenu de (32) :

") _f{ P =(n)

8 = M) ] %o

Ainsi, les formules (32) et (36) déterminent‘?ﬁj) et Uﬁj) s k =0...[i]>
en fonction des ?ék), eux-mémes donnés par les conditions aux Timites (13).

Remarque 1 : Les derniéres composantes dans les égaliteés vector1e11es (36) don-
(21 + 1) an fonction des T(Zk) (2k *1) - . [n]

su1vant que n est pair ou impair. Cela fourn1t exp11c1tement la valeur de
U(0, t) en fonction de T(0, t).

~ Onde Elastique Modifiée

Nous supposons la tige au repos pour t <0 et, cette fois, le dépla-
cement de 1'extrémité 0 (t) imposé. On cherche 1a solution S du systéme (2)
qui satisfait le deve]oppement (10) et les conditions suivantes dans lesquelles



(37)

(39)
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on suppose Go développé en série de puissances de V¢ : Uo(t) =

n o~ 8
m
il
~
N
[ ]
——
-
~—

.i
- condition aux limites, pour tout t positif, et i 0 :
() (0, 1) = o{Dy)

- conditions initiales (14) & la substitution prés : '-' » '~ ',
Ici aussi nous montrerons que la températuré a 1'extrémité T(0, t) est fonc-
tion de G (0, t) = ﬂo(t) ; cette derniére variable gouverne i e]]g seule 1'onde
élastique modifiée. .

~ Les calculs pour 1'onde élastique &tant semblables en tout point a ceux
de 1'onde thermique, contentons-nous de les décrire bridvement. En combinant

(10) et (2) on obtient les équations :

- - - . 3 4 .
- N J 3 (1 -2)
Hal®) - o, nall) - 0, el - —— t M ——s ol =0
(ax 3t Ixcot )
(i > 0)
. 2 3 .
r o)y (—3—— m— ) all) = o,
axat axat2

La fonction : Kb (x, t) = & (t - x) vérifie H K; = 0, par conséquent

0(0) = G(O)* Zb est solution de Hﬁ(o) = 0 et vérifie les conditions initiales.

0
De méme, on calcule G(l) = Gél)*ﬁb.

Posons maintenant :

[n]

ﬁ(n) - Z G(n)* /A\ |
k=0 K k

ORI N

On substitue dans (38) et (39) a G(Zi) et 4(21) (*) leurs développements (41)
et (42) et 1'on fait usage des formules démontrées en annexe 2.A.5 qui donnent

* - . - v 3 . o
Les calculs pour 1'ordre impair, 2i + 1, se conduiraient de 1a méme maniére.
p




15)

(46)
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Y /ax, d Ak/ ax . HAk, H Ak et HHAk en fonction des A auxquels sont ap-
p11ques des opérateurs temporels. Dans le résultat de cette substitution
on identifie les coefficients de ﬂk pour obtenir les relations 1inéaires
(3) et (4) de 1'annexe 2.A.6 entre les 0(21) et 1esﬂ§21 2) d'une
part. et entre les T(21) et les u (23) d' autre part.

comme pour Z ande tnermlque, on introdutt ges operateurs o, d par-
tir desquels on construit des matrices P , de la méme maniére que les ﬁi
1'avaient &té a partir des Ck La relat1on obtenue est duale de (32) :

(n) n(" .

1

E[n]
A Enfin, para]]é]ement aux ﬁk et Ei’ on introduit les coefficients
Dk et les matrices N
On trouvera en annexe 2.A.7 les définitions précises des Ci et D..
| 'homoloque de 1a formule (36) est ici

(n)_N[]P gln

0

L'utilité des ondes thermiques modifiée T et élastique modifiée S
résulte du fait que la solution générale S du systeme (2) se décompose de
maniére unique sous 1a forme :

S = § + %_

Ne nous attardons pas sur 1a démonstration de (45), qui ne présente
d'ailleurs pas de difficulteés.

Résumé des résultats

La solution du probléme est de la forme :
u=1u+1

+ 7

A

T =
Les ondes T.M. et E.M. sont définies par les formules :

= _zl0) , c1/2 0 ) I M2 z(n)

87



(48)
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=20 L 2y /2 an)

€

i = ﬁ(o) + /2 all) 4 e+ M2 ﬁ(n),

o 1'on a (prendre le chapeau, “, pour 1'onde E.M., et 1a barre, ~ , pour
1'onde T.M.) :
]

z(n) _

[

)
»

>

[rzm]

k =0

LB

|

T(m)

n~13

¢(n)« &
k k*

o c

k
Les ?én) et les Eﬁn) dépendent linéairement des fé1), et par
conséquent ces derniers gouvernent 1'onde T.M. :

SRR TRESLA

ol les expressions du type‘i(n) sont définies en (29). _
L'onde E.M. est quant & elle gouvernée par les 051):

S IS LR U L)

Les matrices fi et ﬁi sont triangulaires d'ordre i + 1, et se déter-
minent par récurrence. Elles sont données en annexe 2.A.8 pour 051 <2. Les
coefficients de ces matrices sont des opérateurs temporels que 1'on peut
calculer une fois pour toute, car ils sont indépendants des conditions & la
Timite.

Finalement les ondes T.M. et E.M. » et partant 1la so]u@ion du pro-
bl§me, sont entiérement déterminées dés que 1'on connait les %él) et les
ﬁé1). Ceux-ci se calculent par récurrence en fonction des données au bord.

Nous illustrerons le procédé de construction avec des exemples concrets.

Insistons bien sur le réle Joué par les conditions aux limites dans
T'utilisation de Ta méthode : ' _
Les conditions aux limites n'interviennent que dans le calcul des ?é1) et 0é1).

C'est 1a un avantage par rapport aux développements en/e que 1'on
obtiendrait & partir de 1a transformée de Laplace de Ta solution, voir [13]
par exemple. En effet, outre que ces développements deviennent trés laborieux
a mesure que 1'ordre des termes s'éléve, la transformée de Laplace dépend des
conditions aux limites ; Te calcul doit é&tre renouveléd pour chaque type de

données au bord.




52)

53)

54)
55)
(56)
|

57)

(58)
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Caleul de l1a contrainte

On s'intérésse essentiellement dans la suité au calcul de la con-
trainte. Compte tenu de la formule (2.1.32) :

c=e-"YeTt,

on peut dés & présent en donner 1'expression :

g = z ei/z o(i) s
i20

avec ¢
(©) - - palo)a

o1 o -paftla —qul?) i - 7o) 5

et pour i 22 :

S3) Lali) 5

Afs A [i- . .
R I FELL =17 A,
= (i -3 =(i-1) 3
0(1) =-0Q u‘:g‘_ 1]) A[1 _ 1]_ Bl - 1]) A['[ - 1]
(-3 (- _(i - -
v 3 (u£1+ 11) Q (i-1) _z(i-1) ) B, (*)
k=0

On rappelle qde :
q = 02 (1 + m D)2,

b) Thermoélasticité classique, probléme _de Danislovskaia

- o - - - - 0n  a  RE ——— - e - S S e R G W SR O A

La thermoélasticité classique correspond au cas m = 0. Toutes les
formules précédentes sont valables, il suffit d'y poser Q = D1/2.
La solution &lémentaire Ko donnée par (6) dans le cas général,




(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)
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s'écrit ici :

Passons maintenant & 1'étude d'un probléme aux limites particulier.
On considére un semi-espace, 1ibre de toute contrainte au bord x = 0. Nous
lui appliquons & 1'instant initial un échelon de température. On se propose
de calculer Ta contrainte thermique qui va apparaitre dans le corps.

Danilovskaia |17| est semble-t-il1 la premigre d avoir étudié ce type de probléme.
Les conditions & 1'extrémité sont :

T (0, t) = H(t) , 0 (0, t) =0

La contrainte est donnée par les formules (52)~(58) dans lesquelles
il suffit de déterminer les ?ék) et les ﬂo qui sont 1iés aux conditions & la

limite.
A A A

Les matrices P.et Ei?i sont données en annexe 2.A.9.

En tenant compte des expressions (9)1, (10)1, (22) et (42), 1a
condition & la limite (60)1 s'écrit :

w0 =h, 7 Maeln-D oo s,

La condition & 1a Timite sur la contrainte nous donne, compte tenu
de (52)-(58) et (61) :

- Dﬁéo) =0
- oa{l) - pM2g0) Ly
a{?) - {2 - p1/%5(1) -

a{" - pa{™ 4 (Do pl/251) g (0 3y,

Les équations (61) et (62) déterminent Gén) et ?é") par récurrence.
En effet, (61) et (62) donnent :

0) _y . glo0) .

To | = H ; ﬁo = 0.

Supposons maintenant connus Oéo) - ﬂé"‘l) et %éo) cen ?gn-l)_ L'équation (62)
fournit la relation :

ﬁén) _ ol ﬁ§n) . pl a§n-1) _plr2 aén—l)




5)

6)

7)

58)

69)
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dans laquelle u(") est par (51) une combinaison Tinéaire de 0(0) 0(2) 'a(n-Z)’
ou ﬁ(l) ﬁ(" 2} (*), suivant la parlté de n ; d'aprés (50) u1 1 o
na1son 11nea1re de r(o) | ”é" 3) ; pour la féme raison u( 1)est une combinai-
son de T(o) gn 1) Quant & -(n)’ on a d'aprés (61) :

est une combi-

=(n) _ _A(n-1)
0 0 ’

ol an-l) est, par (51), une combinaison linéaire de 0(0)" O(n'l). Ainsi les

Tén) et les u( ) sont-ils entiérement déterminés. Et par 13 méme les ondes ther-
miques et e1ast1ques modifiées dont la somme représente 1a solution du probléme
de DanilovskaTa. Sous forme symbolique :

=0) .1 =(2)__ 1 S8 .1 2i+ 1
AR I - 12’ ) - 1)’ o
(1) _ 1 (3) D43 (24) _

0 =-p-1) Uy Eﬁ;-ag—:—zyg a, 0.

-~

Pour calculer explicitement la contrainte, on est amené i réduire,
dans les formules (54)-(58), les fractions rat1onne11es par rapport abD,en

éléments s1mp1es, et 3 calculer les originalesd’ express1ons de 1a forme :
Dm/2 - D 1/2
e

— X (**). Ces originaux se trouvent dans le formulaire|20| .
(D - a)

Finalement on a le résultat :

o = ./Eo(l) + (/5)3 0(3) + (/E)s 0(5)+ ey

avec :
- pour t< X

t : ‘
0(1) = -5 e X erfc (?éf" /) + e* erfc (?éf + /f)]

A
(*) Le fait que Pi soit triangulaire intervient ici, entre autres.

(**) La transformée de Laplacé de cette expréssion, est la fonction :

. ..m/2
s + —_ e

(s - a)"



(70)

(71)

(74)

(75)
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0(3) = 1 et'x (t + t2 + %+ 5‘% - % xt) erfc (§§¥-— /E)

N

SRR o8 B ERTAC B0

X e x2/4t

/n

4 x4

L(5) _ 116{‘3“ erfc (x5 - /) [ 2t" X B2 4 63 + 363

3 2 31 .2 3

t+
- 8t - 9tx™ + > t™x + 5

x> - 4t & 3tx']+ e X erfc (7§f + /%)

3 2 31 .2

4
4 x 13 ,2.2 3
[ f 9tx~ - TT't X

-ott - X - D ey - 6t3x - 3tx° - 8t

| 2
x3 - 4t2 - 3tx] + Eéi.(1o t2 + 2x2 + 20t + 12) e* /4f}

™

NIw

- et pour t >x, en posant F(X) = % exp X2 erfc X
2 - .
o (1) o X /4t [F(/t'- o) - F (/f+25ﬁ)]

2 2 -
o(3) . e X /4t [- (t + t2~+ %?-- g - % xt) F (v - ?éf)

+ (t + t2 4 %T + g + % xt) F (/f'+7é§f) - 51§]
. /r
2
-x“/4t O
s (5) o E__g___.{F (/E - 7%? [2t4 + o+ %; 2% - 6t3x - 3tx> + 8t
+ gtx2 -.%} t2x - g x3 + 4t2 - 3tx} - F (/T'+-2§f)
4

2.2 3 3 3 2 31,2

s Xt 13
[21; + X+ BB 4 6t ¢ 3t + 887 + 0t 4 St

+ g x3 + 4t2 + 3tx] +-—Xi/§(5t2 + x2 + 10t + 6{}.
/n

1im o (1) (x, t) = o.

tow

3
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(76)

(77)

(78)

(79)

(80)
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Autrement dit la relaxation des contraintes, en un point, est décrite 3 tout
ordre par la solution approchée.
De plus on vérifie que le saut de o pour t = x est égal & :

[0] € X2
———'—'-]."' + .i..
= 3 )
Cela concorde avec 1'expression exacte :
[_O'_:I____e"EX/z.
Ve

La comparaison de ces deux derniéres formules met en évidence les
limites de la méthode. La solution approchée’qué nous avons calculée n'est
valable, au vo1s1nage de la singularité, qué pour de faibles valeurs de
1'abscisse (x<<-)

» Le comportement de la solution approchée quand x tend vers 1'infini
est bien restitué. En effet, d'aprés les conditions de régularité on a :

limo (x, t) =

X+oo

Tout ceci nous conduit & penser que pour la solution approchee :

2 (i)

i S

° 1

N
i1 existe un domaine de validitécft(dans le plan des variables réduites (x5 t),
JK (dans le plan des variables physiques (x, t)) dont la forme serait grossiére-
ment donnée par (fig. 2) :

(ﬁh= (u,t)losxsxnouoststJ,
ﬁ%= {u,t)losxsxnouostng,
oll les bornes X tn’ ;n et En augmentent en module avec n. Pour n = 1, on a :
1 1
. oT . T

x;€ 0 (=), t; < 0 ().



(81)

(82)
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%

-
NN
N

{
N

- YTTT T 7777

([ /YL
% X
tF’ig: 2 .

Remarque 3 : Ces considérations relatives & la détermination d'un domaine de

validité sont tout a fait empiriques. L'existence d'un domaine de 1a forme
(79) ne constitue en fait qu'une hypothése de travail que 1'examen des résul-
tats numériques permet &ventuellement de confirmer.

Considérons un semi-espace dont le bord est Tibre de contrainte, et
qui est brusquement soumis & un échelon de flux thermique : '

o (0, t)

q (0, t)

On se propose de calculer la contrainte thermique dans 1e matériau. Exposons

0

H(t).

les principales &tapes de la résolution de ce probléme en théorie du second
son.
En tenant compte de la formule:

9T

29 = - 2T
m ot *q ox °



83)

84)

85)

86)

87)

(88)
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la condition & la limite (8_1)2 s'exprime de fagon symbolique par :

2(2) g 32 _pald) g
(o] 0

La condition (81)3 donne, compte tenu de (54)-(58) :

- qul® - ool = =)

CqalD 4 af®) - pof® - ), 50

a{-D) - g AR a1 - p o) - UM 2(i-2)

En procédant comme au paragraphe précédent, on obtient :

7(0) < 0732 (14 m)'/?

ﬁéo) =0
;31) -0

(1) p-3/2 (1 4+ mD)/?
0

D(1-m-1
2(2) ___(L+mD) 1 0732 (1 4+ up)%/?
0 (0(1-m) - 1)2 2 D (I-m) - 1

ﬁéz) = 0.

Avec les formules (54)-(58) on obtient les 0(1) :

0(21) =0 (i > 0),

() el - D Lpali Do (5.

95



(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)
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comm1/2. 0 e 12
(1) _ N = _'D (1 + mD)
ot " = A (B - ) A= —p 1Ty =1
[3) - _(3) , A3),
avec :
_ 2
_(3) _p- _ 1 (lL+mD -
o ) - BAO 5 ) 5 Ay
(D (1 -m) - 1)
—-1/2 3/2 . 1 3
o) 4 /2 (1en0)/% (0(- 1 + 3 m) + 3)
(b(1-m)-1)° (d(1-m)-1)°
A(3) . _ga .1 p!/2 (14m0)3/% 4
o2 Tpam)? !
Pour calculer les originales de ces formu]és; on fait apparaitre des
. n_ Q" -Qx _nl/2 172 .
expressions de la forme E_ = e (Q=D (1+mD) "), au besoin

- (p-a)"
en réduisant certaines fractions en éléments simp]és. Tout_réviént donc a cal-
culer les originales des E;, ce qui est fait en annexe 2.A.10.
Afin d'illustrer ce qui précéde, traitons le cas de 0(1). On décompo-
se A :

A =02 (1 4+ m)t/? [-———l-I— - 5 J. :
clp - T

et 1'on calcule A Zo en utilisant le formulaire 2.A.10.

Pour calculer Ai:ﬁb, on remarque que A(t) = A* Zo » et que
|x =0

A ﬁb = A(t - x).

D'ot finalement le résultat :

t t 14 1 ‘
= ~ (.__:._.+ =) 1 - -
/ (eT'fﬁ Im " m 2 _ 2m ) Fles %) dr}

+—_T72
4m /IH "t;x
'/_ _..
+ H(t-x) { - ?l_'+_(T:%'+ ?%ﬁ) ér7i

-

ot 1a fonction F(r, x) est donnée par la formule (11) de 1'annexe 2.A.10.
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2.5 CONCLUSION :

De cette étude de différentes méthodes de calcul approché, nous
retiendrons que 1a M.E.V. fournit des renseignements intéressants quand
1'onde s'éloigne suffisamment du bord (onde différée), mais que 1'onde
instantanée a, en thermoélasticité généralisée, un domaine de validité trop
restreint pour &tre vraiment intéressante.

La méthode de développement asymptotique direct par rapport ala
constante de couplage thermomécanique, est une méthode qui compléte la M.E.V.
puisqu'elle permet de calculer 1'onde dans la premiére phase de son évolution.

Dans le chapitre suivant nous verrons, sur des exemples précis, de
quelle facon 1'on peut conjointement utiliser ces méthodes pour décrire la
réponse transitoire d'un corps thermoélastique.
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CHAPITRE III

REPONSE DYNAMIQUE D'UN CORPS THERMOELASTIQUE

CLASSIQUE A UN FLUX D'ENERGIE

Ce chapitre a pour but de montrer, par 1'&tude d'un cas particulier,
qu'il est possible, en combinant certaines des méthodes exposées précédem-
ment, d'aboutir & une représentation satisfaisante de la solution.

Dans la théorie de la thermoélasticité dynamique, les problémes liés i
1.'étude des contraintes thermiques sont sans doute parmi les plus intéressants.
I1 s'agit de problémes pour lesquels les conditions & 1a Timite sont de nature
thermidue : on se donne par exemple une température ou un flux de chaleur au
bord. L'énergie thermique déposée dans le corps, va se transformer pdrtiel]ement

-

en énergie élastique, a cause du couplage thermomécanique, et elle donne ainsi
naissance a une contrainte thermique.

S'i1 est souvent possible de négliger cette contrainte (on dit alors
que le probléme est quasi-statique), ce n'est pas le cas lorsque les vitesses
d'échauffement sont trés rapides. Or, s'agissant du débit d'un flux d'énérgie,
on arrive a des montées en régime dont la durée est de 1'ordre de
la nanoseconde ou de la picoseconde, avec des impulsions laser notamment. On
obtient également des vitesses d'échauffement trés rapides lorsqu'un solide
absorbe Te rayonnement électromagnétique produit par un générateur a micro-
ondes, ou bien lorsqu'il est soumis & un faisceau d'électrons.

On se propose d'étudier, pour un corps thermoélastique obéissant a la
loi de Fourier classique, 1'onde de contrainte créée par un flux d'énergie cons-
tant que 1'on applique brusquement & Ta surface du corps (échelon de flux),
supposée libre de contrainte.

La contrainte thermique apparait dés les premiers instants sous la
forme d'un "pic" ou d'une insse se déplacant dans le corps avec une vitesse
son. Ce pic, dont 1'extrémum prend d'abord des valeurs croissantes, finit par
ne plus croitre, puis par s'amortir. Nous étudierons 1'évolution de 1'onde
de contrainte depuis son apparition jusqu'a la phase finale ol elle s'amortit.

e
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On s'attachera a mettre en évidence les aspects quaiitatifs : en
particulier nous dégagerons les effets du couplage thermomécanique et de la
conduction thermique.

Le couplage se traduit physiquement par une interaction entre éner-
gies therm1que et mécanique. I1 est & 1'origine de 1’ apparition de la con-
trainte, et inversement contribue & son évanescence. Le couplage joue éga-
lement sur la vitesse de propagation de 1'onde de contrainte qui, au bout
d'un temps trés bref, devient égale a la célérité isentropique du son (alors
qu'en théorie découplée c'est Ta célérité isotherme du son qui jouerait).

Le rdle de la conduction dans la dégradation de 1'énergjé mécanique
est essentiel. Si la conduction est nulle, les échanges entre énergies ther-
mique et élastique sont réversibles, et dans ce cas 1'onde de contrainte ne
s'amortit pas.

La naissance puis 1'évanescence du pic de contrainte ‘'s'expliquent
de la facon suivante. Le flux d'énergie a pour effet d'échauffer instanta-
nément le corps en tout point et de faire apparaitre par couplage thermomé-
canique des contraintes de compression dont 1'existence est essentiellement
fugitive, et cela pour deux raisons :

a) d'une part, le bord étant libre, le corps va se dilater et donner
naissance, dés 1'instant initial, & une onde de détente qui part de 1'origine
pour pénétrer ensuite dans le corps et relaxer la contrainte en un point
donné ; d'ou 1'aspect de pic ou de bosse que présente la contrainte a t fixé
(ou & x fixé), voir la figure 1.

b) d'autre part, le couplage thermomécanique, qui est & 1'origine
méme de 1'existence de la contrainte, va ensuite par un effet inverse permet-
tre son évanescence. En effet, le couplage permet 1a transformation de 1'éner-
gie &lastique, portée par 1'onde de contrainte, en énergie thermique. (Ainsi,
sur le passage du pic de contrainte le matériau subit d'abord une phase de
compression croissante pendant Taquelle de 1'énergie thermique est créée).

La conduction thermique assure le transport de cette énergie thermique, d'ol
irréversibilité et dégradation de 1'énergie.

L'aspect a) des phénoménes'eSt bien décrit par la théorie découplée
qui prévoit, & t fixé par exemple, 1'existence d'un pic de contrainte dont
le sommet se déplace avec le temps & la vitesse jsotherme du son et croit,
en valeur absolue, vers une valeur limite, disons O Cette théorie prédit

la relaxation des contraintes en tout point (limo (x, t) = 0), mais elle ne
to

décrit pas leur évanescence globale, puisqu'elle donne :

lim  sup lo(x, t)| =0 > o

t~» x20 m _ &,
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Ainsi Ta théorie découplée est-elle imparfaite, car prenant en éompte
d'une certaine facon le couplage pour expliquer 1'apparition des contraintes
thermiques, elle le fait de maniére insuffisante bour'réndre compte de leur
évanescence globale. I1 faut donc faire usage de la théorie'coupléé pour dé-
crire le point b). |

Ce chapitre est divisé en deux parties. D'abord on supposera que
1'énergie est déposée a la surface du corps : la valeur du flux de chaleur 3
1'extrémité du massif est supposée connue.

Dans la deuxiéme partie nous considérons une situation plus générale,
qui contient 1'exemple précédent comme cas particulier. On é&tudie la réponse
dynamique d'un corps thermoélastique & un dépdt d'énergie de type volumique
L'énergie n'est plus déposée & la surface du corps, mais & 1'intérieur de celui-c

On suppose dans tout ce chapitre que les dépots d'énergie sont de niveau
suffisamment bas pour qu'on puisse négliger le rayonnement du solide

vers 1'extérieur.

Tous les résultats que nous obtiendrons seront illustrés par des

applications numériques.
Le contenu de ce chapitre a fait 1'objet pour le principal des
publications |1]| et |2].

FIG. 1 : Contrainte en fonction de t, & x fixé : —— théorie couplée,

---- théorie découplée. Cas du cuivre : ¢ = 0.0168
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3.1 DEPOT D'ENERGIE EN SURFACE

On se propose dans cette prémiére partie d'étudier la réponse d’un
demi-espace thermoélastique, initialement au repos, & un &échelon de flux ther-
mique que 1'on applique & son bord supposé libre de contrainte.

Le probleme analogue, relatif & un é&chelon de température, a éte
gtudié par Danilovskaa en théorie découplée, puis par de nombreux auteurs,
voir | 3| et | 4] p. 269 et suivantes. Par contre le premier probléme &voqué,
bien que physiquement plus réaliste (*), a semble-t-il, moins retenu 1'at-
tention. Signalons toutefois, dans le cadre de la théorie découp]éé, le tra-
vail de Singh |5, revu en | 6].Ici, nous tiendrons compte de fagon compléte
du couplage thermomécanique.

La contrainte thermique retiendra, comme nous 1'avons dit, toute
notre attention en tant que contrepartie dynamique d'une sollicitation pure-
ment thermique.

Afin de poser correctement les conditions & la limite du probléme
Jinéarisé, i1 convient d'abord de définir le petit paramétre qui a permis
de lindariserle probléme. On s'apercoit alors que 1'échelle de temps T inter-
vient dans la condition & la Timite.

On utilise ensuite la méthode de 1'échelle variable. Celle-ci
nous montre que le probléme est partout quasi-statique (contrainte thermique
nulle), & 1'exception d'un trés petit voisinage de 1'origine (de 1'ordre de
6 microns pour le cuivre), oi, aux tous premiers instants, on ne peut négli-
ger la contrainte.

Pour &tudier la contrainte dans ce petit domaine, nous employons la
méthode de développement asymptotique direct par rapport & la constante de
couplage thermomécanique e.

On se donne & 1'instant initial et & la frontiére x = 0, libre de
contrainte, d'un demi-espace thermoélastique X >0 initialement au repos, un
échelon de flux thermique. En affectant du symbole ~ les grandeurs physiques
(non réduites), les conditions a la limite s'écrivent :

(*) Les données contrBlables portent sur les flux d'énergie et non sur les
températures.



(1)

(2)
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g, H(Y)

01
U

~

=0 T en X =0

Q2

ol H est la fonction de Heaviside, 9% 1'amplitude du flux de chaleur a.

Dans la suite, nous travaillons avec des équations écrites sous
forme adimentionnelle. Afin de bien poser les conditions a la limite sous
forme réduite, il faut préciser de quelle facon le petit paramétre de linéa-
risation n est construit.

Soit T1 la durée sur laquelle 1'on se propose de décrire le phénomé-
ne. Nous allons construire un petit paramétre & partir de T1 et de la donnée
q, (amplitude du flux au bord), en raisonnant de 1a facon suivante. Supposons
le probléme gouverné par des équations linéaires, et voyons quelle est, a 9
fixé, la valeur maximum de T1 pour laquelle 1'on reste pendant tout 1'intervalle
de temps [o, Tl] dans le domaine de validité de la solution linéaire. Ce rai-
sonnement conduira a une détermination a posteriori de n.

Pour rester dans le domaine linéaire, i1 faut que la déformation uni-
taire e soit suffisamment petite, disons é.sez. De facon générale, il doit en
étre de méme des autres termes de 1'équation de Duhamel

B - g -
ey i we T
En particulier :

7

B < e

X+ 2> 2

Calculons 1'élévation de température au bord du massif. En premiére
approximation ne tenons pas compte du couplage, c'est-a-dire résolvons simple-
ment 1'équation de la chaleur :

56 k%8

P T
avec la condition au bord :

q (x =0, %) =- k2 =q H(t)
. aX

La solution pour x = o s'écrit :

8 (o, %) =2 qo (;EE—C)I/Z,
0
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et par comparaison avec (2), il vient :

. 1/2
AT K P ¢ <77 2
0

On se propose donc de décrire le phénoméne sur une durée qui n'exce-
de pas la valeur T1 telle que le paramétre sans dimension :

172 q.8
_ 1 0
(3) n= (% T

Nous utilisons ici les notations et les équations du paragraphe 2.3.b,
ot 1'on pose'ﬁ = 0 puisque nous travaillons en thermoélasticité classique.
Rappelons les équations fondamentales du probleme (2.3.43) :

ot X 9
(4) )
dt 3% = de _
S S AALE s
(ol e désigne 1a déformation unitaire et T la variation de température), ainsi
que les équations (2.3.46-48) :
o =(1-c)e-V&Er
(5) S=1+/E e
_ _ 9t
q=-"5x"°
oll o, S et q désignent la contrainte, 1'entropie et le flux de chaleur.
On rappelle que par commodité il est préférable, lorsqu'on calcule
1'onde différée, de travailler avec des quantités jsentropiques A, u ,e ... etc.
De méme, au lieu du petit paramétre donné en (3) nous prendrons :
T 1/2.  q.8
= 1 0
(6) n = ) —
p Ck X+ 2u

0

qui est 1égérement différent den.
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En se servant du changement de variables (2.3.41), les conditions a
la limite (1) peuvent s'écrire :
' 1/2

S
qQ=-=-%X(z) H(t)
(7) /e T,
o =0, en x = 0,

oi 1'on a posé :

1/2
(8) @ s )

et ol Tc est un temps caractéristique du matériau défini en (2.2.42).

La durée maximum T1 sur laquelle nous voulons décrire le phénoméne
est fixée une fois pour toute ; mais 1'échelle de temps T est un paramétre qui
reste & notre disposition.

Nous supposons dorénavant que ) :

(9) T1>> Tc

Pour étudier 1'onde différée, nous allons prendre une "grande" échelle
de temps ; précisément nous posons :

(10) T = Tl’
Le paramétre o défini en (8) est alors égal & 1'unité, tandis que le petit
paramétre €,, dont on se sert dans la M.E.V. (voir 2.3.45), s'écrit :

T
_C
(11) €y = TI .
On caléule 1a solution différée SD = ED + SD’ en se servant des ré-
sultats du paragraphe 2.3.b, o2 1'on a décomposé SD en une onde quasi-élasti-
que SD et une onde quasi-thermique SD.
I1 faut utiliser cette fois les conditions & la limite (7) qui
s'écrivent au premier ordre, compte tenu de (5) :

(*) Cette condition n'est pas nécessaire quand on étudie 1'onde aux premiers
instants avec la méthode de développement par rapport dc .
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13)

14)

15)

16)

17)

(18)

(19)

SCLULLIVIE Je 4

ot 3

—2 = - — H(t)

3, VE

(1-5) (&, + &) - /?(?O +7T) =0, enx = o.

La fonction ?6 est donnée par (2.3.77) :

—_—

=q % A,
To g * .
Puisque la transformée de Laplace par rapport au temps de'Z(ig, t) s'écrit :
_omy1/2 172 o

on déduit de (13) que :

0. (1-8) V2pl2g

En substituant ce résultat dans (12)1, et en utilisant les équations (2.3.71)
et (2.3.79), on détermine f, ?, g et g, valeurs de éo, éo’ ?o et ?o en x =0 :

F-(1- E)'1/2 p-3/2
g=%" 1/2 (1 - 5)1/2 p~3/2
f = g=o0

Au premier ordre on a donc :

e, = (1- gy V2 p3/2 2
T, = e /2y . g)1/2 0732 « 1
avec : x2
0324 3 - 2 (§)1/2 e' Jep (I-8) T
- 1/2 =\~ 1/2 o X
- € (1 =€) x erfc
2 2 (e, (1 -%) t}ln]

En utilisant (5)1 et (5)2, on vérifie que :
o, =0

- E-1/2 (1 - E)-1/2‘D- 3/2 4 3

(%]
I



(20)

(21)

(22)

(23)

(24)
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De ces calculs, il ressort qué la contrainte s'annulle quand 1'onde
s'est suffisamment &loignée du bord. Le probléme est alors quasistatique et
il suffit de poséf‘§—§/= o dans 1'équation (4) pour retrouver tous les résul-
tats précédents. ot ”

Décrivons maintenant la prémiéré phase de 1'évolution de 1'onde, celle

ol la contrainte ne peut étre négligée.

c) Etude de_1'onde aux faibles valeurs de 1'abscisse ou du temps

On utilise cette fois les résultats du paragraphe 2.4.
Nous travaillons avec le systéme d'équations 2.2.4, oi 1'on posem = o :

2%y _a?

_3au 3T _
i ARCET R

w |

2 2

9T 9 T 9 u
- +/e =0
at 3 X 2 tax

Ce systéme a &té obtenu & la suite des changéménts de variables (2.1.26-27),
ol 1'on prend pour échelle de temps :

T = Tc.

Sous forme réduite, les conditions a la limite (1) s'écrivent, en pre-
nant pour n la valeur donnée en (3) :

a H(t)

L0
{]

1
e

o=0 . en x = o,

avec

\ - (%)1/2

On prendra dans la suite a la place de (22)1 la condition plus simple :
q(o, t) = H(t),

quitte ensuite & multiplier tous les résultats obtenus par o//e.



25)

26)

(28)

QT Livil J. 4

Les équations (2.1.32-33) donnent la contrainte et le flux de chaleur :

0'=e-/€_T

(=%
-

q=—_._

Q

La contrainte thérmiqué est donnée par (2;4.53) :

_ir2 (i)

Q
1
WV ~1

i 20

ou les o(i) se calculent avec les formules (2.4.54-58) dans lesquelles on pose
Q= 02 (m = o). |

Conformément 3 la méthode du paragraphe 2.4, 1'onde sera déterminée
si 1'on parvient a calculer les ?é“) et Ogn).

catcul des 7™ et (™ en fonction des conditions a la Timite

Le calcul se fait par récurence. Compte tenu des formules (1) et (2)
de 1'annexe 2.A.5 :

3 ~ = 12 5 A A oA
L VR A R T S Tl e S

et de 1'expression (2.4.49)1 de ?(i) et ?(i), on a:

- (i) s . A00) A '
Vi %§ _¥§1)__D1/2;£1) . Tim %% ) A§1)_ D?é‘)
X0 X=>0

Par suite, si 1'on utilise :

(i) wa(i-1)
BT _ 4y 12 (1) a1 O
Tim X - Tim D (SY * .

X->0 Xx+0 1izo0
la donnée au bord (24) s'écrit :

1/2 = (o) _
D TO =

1
D

2 (0) _
DT,

1/2 = (1)
D To =0

+

D1/2 ;0(2) _ -'{1(2) +D {t\o(l) =0

D1/2 ?o(i) _'-El(i) + D?o(i - 1) _?l(i -1) (i3 3)
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En opérant de la méme maniére, la condition (22)2 donne :

( =
Uoo) =0
1 1/2 - -
- D n(() ) - D uo(o) = To(o)

(29) - D ao(Z) ' ﬁl(2) _pl/2 ao(1)'= ;0(1) + ?0(0)

- uo(i) vo, (g (=D pl2g (-1 g (i-1) 4 (-2

(pour i > 3)

Les formules (28) et (29) permettent le calcul de ?o(i) et ﬁo(i) par
récurence. Tout d'abord (28)1 et (29)1 donnent :

7 (0) _ -3/2
T = D

0, (©)

=0

Supposons maintenant connues :

(30) RN LI SRS SURR

0

On deduit de (29)

ﬂo(n) _ ol “1(n) . ] r‘l(n - 1) _ - 12 EO(n - 1)

- D-l (;0(“ - 1) - (n - 2))

0

Visiblement, compte tenu en particulier de la forme triangulaire des matrices
qui entrent en jeu, tous les termes du second membre se calculent par les for-
mules (2.4.50) et (2.4.51) en fonction des quantités connues (30). Ainsi la
formule (2.4. 51) donne t-elle Ol( ) en fonction de 0, (o) 0, (2) ﬁo(n-Z)
ou D (1) ﬁ suivant que n est pair ou 1mpa1r

De 1a méme fagon, on ca]cu]e ?0(") a partir de (28)n’

Les résultats explicites jusqu'a 1'ordre 2 s'écrivent :
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r; (o) _ D-3/2
)
1) J
00(0) =0
f‘?l
(W,
32) ¢ _
; (1) . . D—3/2
() __1 D
13) ) (D 1) 2(D-T)
2
~ﬂo( ) - 0

De plus, on a de facon générale :

g (21) _ o 7 (2i+1) g

34) o o (i 2 o)
Expression analytique de 1a contrainte
Les ?j(1), Gj(1) 3(1) ﬁ (1) sont donnés par Tes formules (2.4.50)
et (2.4.51) sous forme operat1onne11e I1 en est de méme de la contrainte au
travers des formules (2.4.54-58). On se propose maintenant de calculer les
originales, c'est-a-dire de déterminer les fonctions (x, t)~> o (1) (x, t) sous
forme expiicite.
On remarque tout d'abord, compte tenu des formules (2.4.54-58) et de
(34), que :
35) At ) (i » o).

D'autre part, si 1'on appe]]e A et B les coefficients de A et A
dans 0(1) = '(1) (1) de sorte que :

0(1) = A(t) *Zo (x, t) + B(t) *20 (xs t) + ...
1a condition (22), portant sur la nullité de la contrainte au bord, s'écrit :

36) B(t) = - A(t).
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On a donc intérét & calculer d'abord 1'originale de A*A s Car en prenant x = 0
on obtiendra en particulier :

(37) B = - A%E (= - 3 (0, 1)) (M

o|x = o

Cela économise des calculs longs et inutiles.

Calcul de o (1)

On a avec (2.4.55), (32), et (36) :
1) o D2

- A
p-1 o)
Comme dit précédemment on calcule d'abord 1'originale de :
p-l/2 .
(38) --ﬁth*Ao =~-T(1, x, t)
ol 1'on a posé :
&t - X
(39) T(a,%,t) = 5o [exp (- x va) erfc (m7e - Vat) - exp (x +A4) erfc (57 + Ve

Pour les détails de calcul nous renvoyons 3 1'annexe 3.A.1. En faisant x = o
dans 1'expression (38) on obtient accessoirement 1'originale de :

-1/2
'g—:'T = et erf ¢ i),

d'ot finalement :

(40) o) - H(t-x) gt-x erf vt-x - % e [ X erfc (275 - )

- e erfc (?éf + )]

Calcul des of3) = 5(3) 4 5(3)

Des calculs semblables conduisent 3 :

(41) 5(3) - . % et™X (57 v t2 - % t x + 2 + g) erfc ( Vr-"éér)
2 .
+ %'gt+x (- 51- t; + X+ 2t - -) erfc (/& + ‘7”) 2
e el 3 e Xy By Gt it x5 T T
(*) Et par suite B*-K = B (t - x) est connu.
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A
Le terme en Ao de :

50 Lz @ V25 g ) E -0 Pedy

est donné par (37) et (41).

-

I1 reste a &évaluer 1'originale de :

a3 1 pl/2 .
Un calcul direct donne (*) :
- nl/2 | )
b -0 Z*r_)l/2=(1+1;)et*__l_=(%+t)eterfﬁ;+\lf
(D-1)° (D-1) /rt "

En fin de compte on a :

42) 50) oy (t-x)-{% et (t-x) (x-t-2) - % et X erf VI=x (t2 -tx - 2t + g X

-6 hyE

d) Aspect_gquantitatif

Représentons graphiquement pour le cuivre et le plomb 1a contrainte
approchée :

43) o4 =/E(o(1) +e 0(3)).

Les courbes en trait plein sont relatives & la théorie découplée et représen-
tent 3 x fixé la fonction (fig. 1 et 2) :

t - - =-0(1)'

g
/e
Les courbes hachurées font intervenir le couplage thermomécanique. Elles repré-
sentent pour différents x fixés la fonction :

t > —i:—._a..

€
Dans son domaine de validité (défini plus loin), 1a solution oy pré-
sente 1'aspect d'un pic dont le sommet se trouve, comme en théorie découplée,

(*) On retrouve d'ailleurs cette formule & partir de 1'équation (6) de 1a
table de transformée |7| (prendre ¢ =0, a =1, b= 0)



(44)

(45)

Section 3.1 114

couplée le pic tend vers 1 lorsque t = x tend vers 1'infini, dans la théorie couplée
le pic atteint une valeur maximum puis décroit. Ainsi sé trouve confirmée 1'éro-
sion du pic conduisant & 1'é&vanescence des contraintes.

Introduisons les notations :

On(X) = sup o, (x, t) 5 ol (x) =0, (x, x).

a
t>o0

Si T'on trace les courbes Im et '?s définies par :

Em:x -
D?S:X—*

on s'apercoit qu'elles sont sensiblement confondues pour x inférieur a é , et
qu'elles passent par un maximum. Au deld de ce maximum, on peut montrer que;fs
dégénére en une droite, dont 1'équation est de la forme (fig. 2) :

X > =14+ e(ﬁ + g),

et qui coupe 1'axeo =0 en :

1>
(E~]

- 5.
X2~ 3% ¢

Comme cette droite est pratiquement tangente 3‘2% etian, on peut admettre
qu'elle définit une distance de relaxation, ou un temps de relaxation :

qui caractérise la rapidité avec laquelle se déroule le processus d'atténuation.
Avec (2.1.26) revenons aux grandeurs physiques, en tenant compte du fait que

>

-_r_4
TF_T_eT'

Pour le cuivre par exemple on a :

9 6 m.

Tr = 1,4 x 10 ~ sec, Xr =6 x 10
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L
Ve

Cuivre £=z0,0168

FIG. 2 : Contrainte en fonction de t 3 X fixé

— théorie counlée, ---- théorie découplée

FIG. 3 : Différents domaines utilisés dans la description de 1'onde



(46)

(47)
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Les effets dynamiques sont donc trés vite dissipés par la conduction thermi-
que. Cela justifie que beaucoup de prob]emes, ou la sollicitation au bord est
de nature thermique, soient considérés’ comme quasi statiques.

Prec1sons maintenant le domaine de validité de la solution approchée
Ty- Les express1ons (41) et (42) contiennent des polynﬁmes en x et t, et ces
termes séculaires limitent a priori le' doma1ne de validite de<xa aux petites
valeurs de x et t. Cependant on peut remarquer qu'a t f1xe le comportement de
la contrainte est correctement restitué 1orsque x tend vers 1'infini. En effet

on a par construction (conditions de régularité) :

1im =0
X >0 %a

De plus on montre en annexe 3. A 2 que la solution approchée décrit la relaxa-

|~

tion de la contrainte en un point donné ; c'est a dire qu'a x fixé :

lim o_ =0

tow 8
Par contre le comportément de o (x, t = x) est inacceptable dés que x 3» x
(voir Ta valeur de o (x, x) calculée précédemment).

Ces considérations permettent d'estimer qu'il existe des quantités

r

réduites X et t (en variables physiques X et f) vérifiant :

T:st

x1
I/
>
-

=<1

<X . ?51'

r r

et telles que les domainesdt, en variables réduites, et d en variables physi-
ques, (fig. 3) :

d(l:={(x, t) [0 sx <X ou Ostsi-:}
N ~ - -~ - -~ -
Jt - “x,t) 0sxgX ou OstsT}

définissent grossiérement des domaines de validité pour la solution approchée 94
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La méthode de 1'échelle variaE}e . montre qu'au premier ordre
la contrainte est nulle dans un domaine  du type (2.3.66)', (figure 3) :

"o

- . A7
9>={(x,t)| Xy X},
ol la borne X vérifie la condition (2.3.64) :
A —_
X>>aT.

La méthode de perturbation directe par rapport a la constante & nous
a fourni une solution approchéé 9 (43), valable dansJF. La comparaison avec
une simulation numérique sur ordinateur montre que o est une bonn? approche
de Ta solution exacte sur dt 1imite par les bornes X = 7? et T = 1; .

En poussant p]usbjoin le développement en €, on peut décrire le do-
maine compris entre Jret %)(figuré 3).

Le probléme est quasistatique en dehors du domaine :
A ~ o~ ~ A ~ A
Q = {(x, t) | OsxsXet OstsT

C'est dans ce domaine qu'apparait puis qué s'évanouit la contrainte
thermique |

On peut remarquer a postériori{qu'i] existe pour 1'onde différée
un domaine de validiteé 9)1 plus grand que D

~ ~ ~ A ~ A
9, {(x,t)l x X ou t;T}

Cela est dd a 1a nature particuliére du prob]émé étudié : donnée a la limite
constante pour t > 0.

Nous n'avons pas tenu compte dans cette &tude de tous les facteurs sus-
ceptibles de jouer sur l1a contrainte thermique. En particulier une sollicitation
en forme de rampe au lieu d'é&chelon a pour effet de diminuer considérablement
la contrainte thermique | 8 | . Un autre facteur susceptible d'intervenir dans le

domaine D est le fait qu'en réalité la chaleur se propage a vitesse fini (théokie
du second son).
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3.2 DEPOT D'ENERGIE EN VOLUME

Précédemment 1'apport d'énergie thermiqué était de type surfacique.
Nous allons considérer maintenant un dépdt de typé volumique. Nous supposons
que le flux d'énergie pénétré a 1'intérieur du corps et se dépose dans un voi-
sinage de la surface périphériqué appé]]é couche d'absorption. Le dépdt de type
surfacique peut s'obtenir alors comme cas limite en faisant tendre 1'épaisseur
de Ta couche d'absorbtion vers zéro.

L'étude de 1'impact d'un flux d'énergie sur un corps thermoélastique
a été abordé par Zaker | 9] pouk un corps limité par deux plans paralléles (un
mur). I1 se limite au cas ol la couche d'absorbtion a une épaisseur suffisamment
grande, et i1 ne décrit pas 1a phase initia]é_ou 1'onde prend naissance, ni la
phase finale ol les contraintes s'amortissent.

D'un point de vue mathématique, les équations qué nous allons étudier
différent de celles du paragraphé précédent. En effet le dépdot d'énergie en
volume fait apparaitre un terme source dans 1'équation de 1'énergie, et cela
a pour effet de rendre non homogéne le systémé fondamental d'équations.

D'un point de vue qualitatif il y a aussi une différence. On a montré
en 3.1 que le probléme est quasistatique en dehors d'un trés petit voisinage de
1'origine. Dans le cas présent, le processus d'atténuation n'est pas toujours
aussi rapide, car 1'onde de contrainte met d'autant plus de temps a s'amortir
que 1'é@paisseur de la couche d'absorption est grande.

Nous étudions 1'onde pour les faibles valeurs de 1'abscisse ou du temps
a 1'aide d'une méthode de perturbation directe relativement & la constante de
couplage thermomécanique . Cette méthode est suffisante pour rendre compte de
1'atténuation de la contrainte dans le cas oi 1a couche d'absorption est de
faible épaisseur.

Dans le cas contraire, cette méthode de perturbation directe ne suffit
pas. Elle décrit certes les premiéres phases de 1'évolution de 1'onde, mais
c'est avec la méthode de 1'échelle variable (*) que nous décrivons 1'onde
différée et 1'érosion du pic de contrainte due & la dissipation par conduction.
On montre que les deux solutions approchées obtenues & 1'aide de ces méthodes
- 1'une valable pour les abscisses et les temps petits, 1'autre pour les grandes
valeurs de 1'abscisse et du temps - se raccordent, et couvrent ainsi toute
1'évolution de 1'onde. En outre, grace a ce raccordement, on peut définir. avec

(*) C'est un exemp]é d'application de la M.E.V. & 1a résolution de systémes
non homogénes.
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=

Le corps, initialement au repos, est brusquément soumis a son extré-
mité & un flux d'énergie de débit constant. On suppose que 1a loi d'absorption
de 1'énergie par Te matériau est de type exponentiel (*) ; d'od, en désignant

par p 1'énergie thérmiqué déposée par unité de masse et de témps :

X
- o~ - ) S T X -
P (X, t)=X—c-POe P n(t)

P

ot Xp est par définition la longueur de pénétration du flux dans le corps, et
H 1a fonction échelon unité de Heaviside.

Les conditions & 1a limite sont les suivantes :
- le bord est libre de contrainte (condition de type mécanique)
- la température de la paroi est constante (condition de type thermique).

Nous examinerons également plus loin le cas d'une paroi qui n'autorise
aucun transfert de chaleur par conduction (nullité du flux).

Le terme P qui représente le dépdt d'énergie en volume s'introduit
dans 1'équation de 1'énergie, de sorte qu'en théorie linéarisée, on a, au lieu
de 2.1.24 :

Les équations fondamentales du probléme s'é&crivent (comparer avec 2.1.25) :

azéL) , azéz) . azél)
aEz-JL a§2+_‘§a-:2=0

o) 280, o .
fo © aE-kainrBeoa—E:Top’

ol él)est la déformation unitaire, et n un petit paramétre de linéarisation.
Compte tenu du repos initial, les dérivées par rapport au temps peuvent étre
prises au sens des distributions.

Dans la suite, sauf mention du contraire, nous supposons la paroi iso-
therme, de sorte que les conditions & la limite s'écrivent :

(*) C'est le cas pour de nombreux rayonnéments.
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UU;)(;( =0,t) =0

(4) .
eu)(;

1]
o
-
[
~
1]
o

b) Etude de 1'onde = aux petites_valeurs de 1'abscisse ou du temps.

On normalise le systéme (3) avec les changements de variables et de
fonctions (2.1.26-27), et 1'on pose :
- P.BTS
(5) n=—2_ 1
(A + 2u)C
La durée Tl’ sur laquelle on se proposé de décrire le phénoméne, est
telle que n soit un petit paramétre.
Si T'on pose :

(6) P = POP R
il vient :
~ T. .2 o o
ot ¢ 97T Jo e o
- + Ve = —P
) T oZ %%
‘32é . a2e . /; éZT -
a2l axt
avec :
T
(8) a—T-i-.

N.B. : Sans restreindre la généralité, on posera dans la suite o = 1, quitte
a multiplier le résultat final par a.
On rappelle 1'équation (2.1.32) qui donne la contrainte :

(9) c=e-Jert
En posant :
(10) T=T,



(11)

(12)

(13)

(1)

(15)
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le systéme (7) s'écrit :

.2 u YX
3T 3 T de 1 -
- +/e Sy =—e H(t)
ot x2 ot s
avec :
Xc
Y =T’ -

Les équations (11) jointés aux conditions a la Timite, en x = 0 :

ainsi qu'aux conditions initiales et de régularité péuvent atre résolues de
facon approchée en employant une méthode de perturbation directe relativement
au petit paramétre €. On pose, en se Timitant au second ordre :

T =

1 .
;/? (‘l‘o teTy + ceed)

e=¢e +e¢ + ....
0 ©1 ’

et on calcule les termes de ces développements par substitution dans (11) et
(13). La contrainte o s'obtient ensuite avec (9) :

O =0 +E0 ... = (eo -To) +s(e1 -‘I.'l) + ...

On se propose de calculer explicitement %% et gy Seuls les calculs relatifs
au premier ordre sont exposés ici, ceux qui concernent 1'ordre suivant, bien
plus longs, sont rejetés en annexe 3.A.3. Remarquons que 1'algorithme de cal-
cul &laboré au chapitre II ne peut tre employé jci, car le probléme est non
homogéne.

La substitution de(14)dans(11l)et(13)donne au premier ordre :

121
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oT .32T Yx
0 - 0 _ -
gz MY
X
16
(16) 2 2 2
e J e 9T
0 _ 0, 0 _,
d pd -
at X X
(17) To|x =0~ ° eo|x =0~ °
La transformation de Laplace par rapport & la variable t appliquée
au systéme (16) donne, compte tenu du fait que les dérivées par rapport au
temps sont prises au sens des distributions (i.e. Compte tenu des conditions
initiales) :
2.
B,t'r
o 1 7YX
(18) 2¢. . .24
s e - o + = 0.
ax ax
IT est facile de voir que la solution de (18)1 vérifiant Ta condition de
régularité a 1'infini ainsi que la condition a la limite :
;?%o (x =0, s) =0,
est donnée par :
. 1/2
Lt = 1 (e-Yx e S x)’
° s (s - YZ)
On substitue cette expression dans (18)2 pour ca]cu]er;?eo ; d'oll finalement,
aprés réduction des équations rationnelles en s sous forme canonique (*) :
;?06 (X, s) = ( 1 ) 1 } 271 ) XS
2Y(1-7) (s-Y) 2Y (1+Y) (s +Y) (1-Y7) (s - 1)
(19)
1 1, -xsl/?

+ 1 + 1 Ve !

1 ) 1
PR (5-1 s-iz) ‘ ' ((1—Y2)(S-Y2) 2Y(Y-1)(s-Y)  2Y(V+1)(s+v)

(*) On suppose pour justifier les calculs que v # 1. La solution relative 3
vy = 1 s'obtient en faisant tendre y vers 1 dans (19)-(20).
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on calcule 1'originale de cette expression par des formules classiques,

cf | 10|
0) o (X, t) = ( ‘Yl;y eY(t-»X) s 1 lé-Y(‘I:--x) o1 ét-x) H(t-x)
0 ZY(I-7) 2 1+Y) 1V
+'—JL2 (% et X erfc (2= - VE) + Lot apre (X + A)
1-v 2 2
- % eYZt_Yx erfc (-2— -v &) _% YO e (22X 4y )
. o2 t
1 ¥t ¥ -vt,  YX
+ ( e - e + e )e
1-¥ YI-7 Y( ¥+

Pour o,, des calculs laborieux conduisent au résultat (annexe 3.A.3)

1) & (x, t) = By + B + Bg
avec :
>2) _]-_A t-x X - A l _ t+x X V
. B =5 (x, t) e erfc (2;2? ) + 5 A(-x, t) e erfc (ETE?+ t)
+ 3 B(t) eth T YX epfe (X -Y./E)
2 2/t
2
1 Y2t + vx X JE X t %E
+ 5 B(t) e erfc (— +y /t) + ————Z-Jtie
2 2t 1 o7
o, g
23) Ax, t) = (- 20T ) (3+€) o4 (2F) ¢, 3

(1-¥)°  2(1-v)° (1-¥) . 2(1-¥) &

‘1 2 1

2
- - t%),
20-7) 17 )
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_2auh) ,wE

24 B(t ’
(24) (t) (1_Y2)3 (l_yz)g

2(1+Y 2+ 3+ 1 2
25 B, = - — t t
(25) | 2 (67_)% (1-¥)2 ' 2(1-v%)¢ TR

14y 1 } (t-x)
+ ( ()3 + 1117 t) H(t-x) e

+ (- 1 - Y3 + 1 » t) H(t-x) e~ (tX) ,
47Y(1+Y) 4(1+Y)

¥2

.
" s _ _ 2(1+¥) t-¥x
) 3 A
1+ 1 Y(t-x)
- t
' (4v(1-v)7 4(1-7)% ) e
- 1 - Yé + 1 5 t) o~ T(t4x)
4Y(147)°  4(14Y)

Essayons maintenant de définir grossiérement un domaine de validité
de 1a solution approchée

(27) oc=oro +€ 01+“.

Remarquons d'abord qu'a x fixé (voir la démonstration en annexe 3.1.4)
(28) Tim o, = 0,
tow
autrement dit, Ta solution appfochée décrit 1a relaxation de la contrainte en

un point donné. De méme le comportement de Uc & t fixé est correct quand x tend



9)

30)

31)

32)
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vers 1'infini. En effét, on a par construction (conditions de régularité) :

T1im o =0
x—)oo C

Etudions maintenant le comportémént asymptotique de g, sur la droite x = t,
quand t tend vers 1'infini. Pour les grandes valeurs du temps on a :

ey TR Y

ou a et b sont définis par

a = X
41 + Y)3

b=——y
4(1 + V)

La solution approchée 0& n'est plus représentative de la réalité dés lors que
le terme correctif (a + bt) cesse d'étre petit par rapport au terme principal

- 21%:7; , c'est a dire lorsque t devient suffisamment grand.

Ainsi 1a solution approchée % ne permet-elle de décrire 1'évolution

de 1'onde de contrainte que dans les premiéres phases de son &volution.
| Lorsque nous passerons & 1'&tude des résultats quantitatifs, nous

verrons que, pour les grandes valeurs de Y, 1'essentiel du processus d'atténua-
tion de la contrainte se produit aux faibles temps et péut donc &tre décrit par
0cs AU besoin en poursuivant le déve]oppément par rapport d €.

Lorsque 1a longueur de pénétration X_ est grande relativement a Xc
(¥ <<1), 1'onde de la contrainte met bien plus de temps a s'amortir, et pour
décrire cet amortissement avec un développement en puissance de €, i1 faudrait
faite appel & un nombre &élevé de termes, ce qui oterait tout intérét a la me-
thode.

La M.E.V. donne dans 1e cas ol Xp>> Xc une représentation simple de
1'onde aux grande valeurs du temps.
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c) Etude_de_1'onde_pour_les_grandes valeurs de 1'abscisse et du temps (Dans le

On normalise cette fois les é&quations 3 1'aide des changeménts de va-
riables (2.3.41) et en prenant pour petit paramétre :

PO.B.T

(35) n= —:"‘-:‘:l
(A+2 )¢

La constante de couplage isentropique %, les temps et 1onguéur caractéristi-
ques Tc et Xc’ la célérité isentropique du son @, sont dé&finis en (2.3.40) et
(2.3.42).

Ces changements de variables conduisent, si 1'on utilise la relation

92 = (1-8) ﬁz a exprimer le systémé (3) sous la forme réduite :
2 .2 .2
3°e =y9 €, //3 1
- (1-€) + /g =0
at? al Xl
(36) -
At cBZr de 1 7T
- +'/€=_'='—— P,
T E T
avec : X
X ‘ _
(37) P(x, t) =e PHEt) (x=2aT).
.On rappelle que les dérivées sont prises au sens des distributions. On notera
également les relations (2.3.46-47) :
(38) 0= (1-)e-"&r1
(39) S=14/F e
IT est plus aisé d'aboutir aux résultats si 1'on transforme le sys-
téme fondamental (36) en un systéme ol apparaissent les fonctions inconnues
(0,1 ) :
320_320*_/5_1-_(:_ 331-__ai)P
a2 T a3t ax? 8
(40)



41)

42)

43)

44)

45)

46)

47)

48)

Section 3.2 ' 127

On a posé :

a:l_”
L

L'équation (40)2 s'obtient en &liminant e entre (36)2 et (38). Pour
obtenir (40)1 on &limine e entre (36)1 et (38), puis a 1'équation ainsi obtenue
on retranche 1'expression JE';%(40)2

N.B. : Par commodité nous conviendrons de poser dans la suite o = 1, quitte 3
multiplier ensuite les résultats obtenus para .
Nous travaillons dans ce paragraphe avec le petit paramétre :

-

= Te
2°T1T -
Compte tenu de 1'hypothésé :

Xp >>XC (xc =Q Tc) R
on peut, tout en gardant a €5 SON caractére de petit paramétre, donner aux
échelles de temps T et de longueur X les valeurs :
X=20aT=X_.
Y
Le dépot d'énergie en volume prend alors la forme :
P (x, t) = H(t) e X.

En résumé, on se propose de calculer la solution différée des équa-
tions (40) qui vérifie les conditions & 1a limite :

=0 N =0

g T
| x=0 |x = o

Comme dans le paragraphe 2.3, la méthode consiste & superposer deux ondes,
1'une dite quasi-élastique (Q.E.), 1'autre quasi-thermique (Q.T.).

L'onde quasiélastique (Q.E.)

Elle est définie par des développements de la forme :

- i v
o-.z €, U'i‘ (X to, tl....)

Loy et x, b, .l
/E izo ¢ 1 T et 71
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(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)
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ol 1'on a introduit les échelles multiples de temps :

ti= e t (i > o)

Des &chelles multiples d'éspace;ferait tout aussi bien 1'affaire car,
la partie principale de 1'onde se>propagé‘1e long de la droite x = t au voisi-
nage de laquelle t et x "jouent des rdles équiva]énts".

La substitution de ces déve]oppéments dans le systéme (40), puis 1'iden-
tification des deux premiéres puissancés de €05 conduisent aux équations :

06 _ 06'_ _9op
2 2
ato X ato
T 90
0 - 0
s+t Ex—=(1-8) P
ato Sto
2 2 2 3
801_301__2.3 oo_.aro
? 2 i
3to X atoatl atoax
301 31'1 aoo a-ro . 82 'ro
€ + = - € - + (1 - E)
1%;’ TE;’ 'EEI 'EEI ";ZZ

De méme la substitution dans les conditions & la limite (46) donne au
premier ordre :

Q
—~~
x
[

1
(=]

= 0, to’ tl’ cees) =

o

~-
—~
x
i

0, ty, ty, ceer)
Résolvons (50)1 sous les conditions :

1im a (x, t) =
X e 0 ( o)
L'utilisation de 1a transformation de Lap1ace par rapport & la variable t s

et le fait que les dérivées dans (50) sont prises au sens des d1str1but1ons,
conduisent &

- Pd |
s
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La solution de cette équation vérifiant (54) et (55) :

SX X

fo (x, s)= 1 ) e_ -1 ,e_
0 2 -1 -1

donne par retour a 1'originale :

4t
olxs t) =5 (e X e (o= X)yy ¢ —x) -] g0 - X,

PNt =
(¢

Le tracé a to fixé de la courbe
X > o (X, to)

révéle 1'existence d'un pic de contrainte dont le sommet se situe en x = t _.
Celui-ci se déplace donc avec une vitesse normalisée de valeur unité ; c'est &

La solution approchée (57) rend bien compte de la relaxation de 1la
contrainte en un point donné :

1110 9% (X to) =0
0
Par contre elle ne décrit pas 1'atténuation du pic due & la dissipation par
conduction. En effet la valeur au sommet
-2t
=-1,1 0
=Ttz e

tend vers - % quand tb +®

D'ailleurs pour to suffisamment grand, 1'équation du pic est :
‘ -t - x|
= -1 | 0
% (x, to) =-3¢
Le pic se déplace alors sans se déformer, et en particulier il reste symétrique
par rapport a une droite verticale passant par le sommet (fig.4 ).
Calculons 1a température T, en intégrant la formule (50)2 par rapport
a to. La solution

' — - -X
T (to, X) =-¢ o + (1 - €) t, e
vérifie la condition de répos initial, mais pas la condition a 1a limite (53).
IT est donc impossible pour 1'onde Q.E. de satisfaire simultanément les con-
ditions 3@ la limite (46)1 et (46)2. D'oll 1a nécessité d'introduire plus loin



(62)

(63)

(64)

(65)
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1'onde Q.T. pour obtenir une solution rigoureuse du probléme. On montrera ce-
péndant que 1'onde Q.E. est suffisante pour calculer la contrainte au premier
ordre.

Voyons maintenant de qué]]é facon 1'on peut décrire 1'atténuation du
pic de contrainte gracé‘au témps Tent tl. Substituons (61) dans (51)1 :

820 320 ..'326 ,830
et 22— (1= e
E)to X ot o Bfl ot o X

Imaginons un instant que o, ne dépendé pas de t1 La résolution de (62),
dont le second membre se réduit alors a deux termes, met en évidence 1'apparition

d'un terme séculaire engendré par —————2 (voir annexe 3.A.5).
Bt ax

L'introduction de la var1able lente t1 permet d'éviter 1'apparition de
ce terme séculaire ; il suffit de poser :

N o i

Cette équation de la chaleur, mettant en jeu le témps lent t1 et la variable
d'espace x, fait apparaitre la diffusion du pic que nous avons mentionné pré-
cédemment, et par conséquent son atténuation.

Raisonnons dans 1fespace (x, to’ tl) cf. fig. (5). L'équation (63)
se résoud a to fixé, c'est-a-dire dans le quart de plan A x t1 orthogonal en
to a T'axe 0 to. Les conditions aux limites sont les suivantes :

- Sur le demi axe A X, %, est donné par la formule (57) :
t_-x -(to-x)

co(x, to’ t, =0) = % (e O _e ) H(t

1 1
1 -X) - 5 e +5e

0
- Sur le demi axe A tys on doit avoir, d'aprés (52) :

Uo (X =0’ to’ t].) = 0

=

Le probléme ainsi posé est un probléme & valeur initiale pour 1'équa-
tion de 1a chaleur (63), exactement 1'analogue de celui ou 1'on se donnerait
une distribution de température initiale dans un massif semi infini, dont le
bord serait maintenu a la témpérature nulle.

Avant d'écrire 1a solution explicite, il est facile maintenant de se

représentér visuellement,comme nous 1'avons fait au chapitre/I la fagon
dont les variables multiples to, t1 permettent de décrire 1'évolution de

1'onde : imaginons a tO fixé le pic de contrainte non atténué sur A Xx
(cf. fig. 5), puis la diffusion de ce pic lorsqu'on s'éloigne
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FIG. 4 : L'aspect du pic de contrainte devient symétrique pour t > t
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/,/-o-o (I, l'o, h)

t

FIG. 5 : Visualisation de 1a méthode des échelles multiples
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avec la variable lente t1 de 1faxe Ax. Le pic représentatif de la réalité phy-
sique est celui qui "se trouve" sur B x. L'atténuation est d'ailleurs assez
lente compte tenu du fait qué t1 =& t et du coefficient 5 dans 1'équation
de Ta chaleur (63).

La résolution de (63) sous les conditions (64) et (65) est donnée

en annexe 3.A.6/on obtient :

-t )
-t + x4+ -t +x+ et
(66) O (x, t,t;)=-45e ©° 2 orfc (—2 1)
0 0° "1 ] T
E t1 1
-ty X -t -x+ €t
+ % e © erfc ( ° 1)
V2 € t
€ t
1 t, - x + = t -x+%et
-7e ° erfc ( ° 1)
2 € t,
€ tl
t +x+ —= t +x+ €t
+ i e erfc ( ° 1)
V2 € t1

En faisant tendre t1 vers zéro dans cette expréssion, on retrouve la formule (57).

L'onde quasi thermique (0.T.)

Nous avons remarqué que 1'onde 0.E. ne vérifie pas la condition d la
limite sur la température. D'oll Ta nécessité d'introduire 1'onde quasi thermi-
que (0, T) qui fournira la solution différée (OD, TD) du probléme par suner-
position avec 1'onde quasi élastique (o, 8) :

(67) (OD’ TD) = (0, T) + (5, ?)

Puisqu'il s'agit d'un probléme de raccordement aux données a la fron-
tiére x = 0, il est judicieux de prendre ici des échelles multiples d'espace.
Introduisons les variables :

- _ x - =
(68) Xq = = X; = X
2



69)

70)

71)

73)

74)

Section 3.2 133

et cherchons au premier ordre une solution de (40) de la forme :

Qf

=9, (t, xo) + ..

Al

:l_',
0 % %
- z (t, xo, x1) + LR ]

/:

En substituant dans (40) et en identifiant les puissances de €y il vient, au
premier ordre :

2-
9 0
0
- —>=0
BXO
o7, ; az?o %3, - %
a—f'(l'E)B—_—z“' B——,E=(1‘E)e H(t),
X
0

d'ol immédiatement :

Avant de passer au calcul de To montrons qu'il est possible de vérifier
les conditions & la limite (46) en superposant les ondes Q.E. et 0.T.. En effet
(oD, TD) doit vérifier au premier ordre; en x = 0

%0 ~ % 7 %

- = (/gTD='r

Do o 0 Do 0 o

Compte tenu de (71) 1a formule (72)1 se réduit a :

oolx =0 0.

C'est la condition (52) que nous avions utilisée dans le calcul de 1'onde 0.E..
L'&quation (72)2 fournit quant 3 elle la condition & la limite pour

résoudre (70)2, soit compte tenu de (61) :

?OIx =0 " (1-g)t

+ .... =1 _+T1T_ + ...
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d'oll 1a solution, sous forme de transformée de Laplace par rapport a t :

1/2 -
L _‘S,..xo“ . - ; --)Z
(75) cf? (X, S) = -ﬂz-_e)e ﬁ +(L£___‘le 1
0 S S

dont 1'originale est facile a ca]culer;

Remarque 1 : L'onde 0.T. n'apporte aucune contribution dans le calcul de la
contrainte au premier ordre. Donc tous les résultats précédents

-

relatifs a cétte contrainte réstent valables.

Domaine de validité de 1'onde différée (ob, fD)

Nous admettrons qu'il existe pour 1'onde différée un doma ne de va i-
dité dont la forme est grossiérement définie par :

(76) @D = {(;(, t) tel que x 51 et %;é} ,
avec :
(77) 1>>% .

c

La borne 1, dont la valeur sera précisée plus loin, est sujette pour le moment
a la condition (77) déduite de fagon heuristique de la condition :

T X

(78) €2=TE=7£‘<1-

Passons maintenant & 1'é&tude des aspects quantitatifs. Nous examine-

rons d'abord le cas ol Xp>> XC.

Pour fixer les idées considérons le cas de 1'aluminium :

e =3,56 x 1072
2 = 6,32 x 10° m/s

i -12 ot -8
To=2,18x10 %5, (x =0 T = 1,3 x 108 m)
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X
et supposons que v = YS = 10 ~, ce qui correspond & la lonqueur de pénétra-
tion Xp =1,35 x 1072m P *).

Les premidres phases de 1'&volution de 1'onde

On utilise les résultats du paragraphe b). Tracons deux séries de
courbes, les unes fa en hachuré, les autres 2; en trait plein, relatives res-
pectivement a la théorie découplée et couplée :

?;i X —>Y00
atfixée,
22 X —+Y(%

avec :

O'C=00+ 801.

On constate dans les deux cas 1'apparition d'un pic de contrainte (fig. 6 ).

En théorie découplée 1'extrémum de %h se déplace avec le temps a la
vitesse normalisée unitée, c'est d dire a la célérité isotherme du son. De plus
cet extrémum tend asymptotiquement et de facon monotone vers la valeur - %,
quand le temps croit vers 1'infini.

On a également :

Tim % (xy t) =0

{ >
Par conséquent, si la théorie découplée rend compte de la relaxation de la con-
trainte avec le temps en un point donné, elle ne décrit pas
cependant 1'atténuation g]oba]é des contraintes, puisque le pic ne s'érode pas.

Les courbes %;, obtenues a partir de la contrainte approchée s
mettent en évidence un premiér effet du couplage total, celui d'augmenter la

"=

vitesse du pic de contrainte jusqu'a une valeur dont on montrera plus loin
qu'elle est égale & la célérité isentropique du son.

Le bon comportement de 9. lorsque t ou x tendent vers 1'infini
(formules (28) et (29) et les considérations qui suivent 1a~formu1e (30), nous

conduisent &-penser qu'il pourrait exister des bornes-1 et 1 telles que les

(*) C'est une longueur de pénétration typiaue d'une micro-onde.
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21
2
£ =00356
to ¥=10"°
<
S
Io? t=10°
15
DD
t=0,5'406
- A 1 ] 1 1 1 1 Y [ A
0 92-10°* 05-10° 1,0-10° ~ 45-10°
x=X
Xe
FIG. 6 : Comparaison des théories couplée et découplée.
---- théorie découplée : ¢ = %
g = 00 + € 01
———_\’:0,001
T T Te=0.01
~—==—=vz0,1
——¥=0.5
\J
AR
\\\\\\
\\\\
NN\
\\‘\\
X:i X=t+3
X
e X. Q.
rIG. 7

en fonction de Y = ————Z—C t
2 X
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domaines :

D = [(x; t) tel que x¢ 1 ou tsl}

~I

D - {(x; t) tel qué,is'i ou Es l}

Q
relatifs réspéctivemént aux variables réduites et physiqués, définissent gros-.
sidrement des domaines de validité pour la solution approchée O¢- i
Pour le cas Y <<1 qui nous préoccupe actuellement, les bornes 1 et 1
seraient sujettes, compte,ténu de (33), aux conditions suivantes :

150(%(—) . 150 (2D

€

Insistons bien sur le fait que 1'existénce d'un domaine de la forme
(80) ne constitue qu 'une hypothésé de travail. Cette hypothésé semble plau-
sible lorsque v<<1, car 1 aspect des courbes x -+ 9 (x, t) pour t suffisam-
ment petit, et t-+c (x, t) pour x suffisamment petit, ne présente aucun ca-
ractére patho]og1que ( ).

L'onde différée

Introduisons le coefficient d'amortissement v qui caractérise dans la

formule (66), 1'atténuation du pic :
- € X

vegty ﬂ‘t
On notera & cet égard le ré]e joué par les différents paramétres phy51ques
En particulier couplage € et conduction k (cf. la définition (2.3.42) de X )
interviennent conjointement : ce sont les facteurs physiques de 1' amort1ssement.

Remarquons ensuite que pour des temps suffisament grands des simpli-
fications interviennent dans (66), car les deuxiéme et quatriéme termes du
second membre sont alors nég]igeab]es 3 i1 vient :

Uo(x’to’tl) A(Es\))"‘A(EV)

(*) Lorsque ¥ prénd des valeurs de 1'ordre de 0.1, Tles cqurbés t >0, (x, t)
présentent un caractére pathologique pour certains temps. Le domaine de vali-
dité ne saurait &tre alors de la forme (80).
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avec
£ = to - X
U PR P
A(gv)==-3e erfc (——————
( 1 — )
Le pic de contrainte présénté alors une: propriété de symétrie.
Précisément notons (t, e, X Xp) la courbe x>0, (x, t) tracée

at, e, X et X fixés. Alors, il ex1ste un temps t indépendant de v, tel
que pour t > t le prof11 € soit symétrique par rapoort i une droite verti-
cale passant par le sommet du pic. ,

Soit f le profﬂ relatif aux paramétres t', €', X' et X'; IT résulte
de ce qui précéde que Tes courbes ? et €' sont superposab]es par translation si
1'on a t>'t t'>'t et v = v'. I] suffit donc, pour avoir des prof11s Symé-
tr1ques representat1fs de tous ceux qu il est noss1b1e d' obten1r, de tracer
les courbes ¥ 3 & X et Xp fixés et pour différents temps t tek que t > t .

Sur la f1gure (4 ) nous avons reporté deux courbes € relatives aux
temps t = 3 et t =6. A ce stade 1'influence de v est nulle. La propriété de
symétrie est pratiquement yérifiée a partir de t»= tS = 6, sfést d dire en
variable physique aprés une distance parcourue de 1'ordre de six fois la lon-
gueur de pénétration.

Tant que la valeur de v est faible le pic se déplace sans s'amortir.
Nous avons reporté sur la figure (7) p1usiéurs aspects du pic de contrainte
correspondant a différents instants t> t » Ou ce qui revient au méme & dif-
férentes valeurs de v. On remarque que la d1ss1pat1on commence 3 se manifes-
ter de facon significative pour v = 0,001. Avec nos données numériques cela

~correspond & un temps réduit t = 59206, soit une distance parcourue égale a

59206 XP = 800 m. Cette distance est grande ; remarquons cependant qu'elle est
divisée par A2 si 1a longueur de pénétration XP est divisée par .

Les courbes 8 tracées pour v 10'4 etv=_0 se superposent parfaite-
ment. Donc dans 1'exemple choisi, on peut considérer que pour td = 5,9206 x 10
la contrainte est trés valablement donnée par la formule (57).

Terminons ce paragraphe par que]qués considérations d'ordre qualitatif

sur la décroissance du pic et la dégradation de 1'énergie é]astique.

3

La loi de décroissance du pic peut &tre brécisée. En effet d'aprés
(66) 1a valeur de la contrainte en x = t, est:
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ee,t
1. 20 E €€2_t0
A (x = tgs to’,tl) =5 e A erfc ( ”—"TT'——)

€ €. £ €

. 2 .
St (2B -24Fe, t (24 ) E
+ % e °© erfc (————2 7/t ) + i e ° erfc ( 2
ve E.EZ ° ) €€

Le deve]oppement asymptot1que de la fonction erfc pour les grandes valeurs de
1 argument montre que les deux dern1ers termes de 1° exoress1on (85) tendent

exponent1e1]ement vers 0 quand t0+ » , alors que le premier terme tend vers zéro

B 1/2; La décroissance de 1'extrémum ob&it pour les grands temps & une

loi de puissance.

comme to

-~

Posons nous a presént Ta question suivante : la solution obtenue rend
compte de 1'atténuation des contraintes, mais décrit- e11e aussi la dégradation
de 1'énergie e]ast1que ? Cela n'est pas ev1dent a priori.

Convenons d' appe1er “energ1e é]ast1que“ la quantité :

1 2 ,
E—Ef o dx .
0

En se donnant la contrainte o sous la forme d'un dévéloppemént :

O'=0'0+€20

on peut montrer que :

On a en effet :

op, .. 2 o2
E 1 Boo 800 - 3o 01)
0

. _ 2
Or % et 9y sont fonction de to - x, donc en posant A = o * 2 €y 0o 01

[%Tﬂ dx=-/;(—dx=A(o)-A(oo)=_o

o 0

ol 1'on a tenu compte des conditions & la limite et de regu]ar1te
D'autre part, % étant so]ution de 1 equation de la chaleur (63), i1
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est facile de vérifier que :

nl 2

8¢ 2 _.98% ° 90
0 - .E_ 0 - - E ( 0)2
aﬂ zaxz X

d'od le résultat (87).

L' énerg1e E décroit donc avec le temps De plus 1'equat1on (87) mon-
tre que cette décroissance se poursuit tant que le profil de T M ‘est pas aplati,
et cela de fagon d'autant plus rap1de que les variations de 9, en fonction de x
sont fortes. Par exemple, si 1'on considere respect1vement un pic et une "bosse
arrondie" de contrainte, 1 enerq1e E, supposée identique dans Tes deux cas & un
instant de référence, décroit plus vite pour Te pic.

Comparaison des deux’ so]utions approchées

Appelons S 1a solution approchée obtenue avec la méthode de perturba-
tion directe relativement 4 1a constante de coup]age ey et SD celle obtenue 3
1'aide de 1a méthode d'é&chelles multiples dans laquelle le petit paramétre est
El = X /X Nous avons déja défini au moins grossiérement, des domaines de
va‘hdité Fetd &) pour S_ et Sp-

Il est fort intéressant maintenant d'essayer de comparer ces solutions
approchées qui ont &té obtenues par deux méthodes bien différentes. La forme
a priori de d etj?blicf (33) et (76) suggéré d'ailleurs 1'existence d'une zone
de raccordement 9 nQ)D non vide (voir fig. 12),

IT est nécessaire de distinguer ici les variables réduites utilisées
dans le calcul de Se,‘dé celles qué nous avonsrutilisés énsuité dans 1é.ca1cu1
de SD' Les secondes seront affectés d'une barre. On passe d'un groupe de varia-
bles & 1'autre par les relations :

% =Y x Py /ATet
1+ evyo

g
La contrainte calculée & partir de la solution S. est de 1a forme

o=oo+eol .
ol 9, et oy sont donnés par (20)-(26).
En utilisant 1'hypothése selon laquelle v<<1, il est possible de

simplifier les formules (20) et'(26) qui donnent %, et o
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Pour t > X, on a :

1 -y (t=X) _ - Y (t + X)

o = - -
0 vy (@ e ) + A (x, t),
od A (x, t) est une expression qui est 0(1) 1orsquey +0. I1 est donc lo1sib1e
de considérer ce terme comme neg11geab1e, tant que les autres sont 0 ( ). Cela
n‘est plus le cas quand on a simultanément yt<<l ety x<z1, puisqu alors :

_le- Y(t'X) +le- Y(t+x)=-2x

Y Y

En raisonnant de la sorte, on obtient en fin de compte des formules

simplifiées valables dans@ et en dehors d'un voisinage de 1'origine :

91) o°=21—Y(eY(t"‘)-e'Y(t"‘)) H(t - x)
+_£# (™" (t+x) _ v(t- x)

(92) 01=117(-1+Yt)eY(t'x) H(t - x)

+-£§ (1+7t) e Y(t-x)y (t - x)

Y (t - x) vy (t + x)

s g0 (1) e - g (Levt) e

La contrainte o donnée par la solution SD est représentée en général
par la formule (66). Cependant dans le domaine D 00 nous cherchons & comparer
S. et Sy ona T <0 (1) et 1a formule (57) fournit une excellente approxima-
t1on de 5. En tenant compte de (57), développons par rapport & ¢ 1'expression

(1 +¢€) 1/2 5. Pour t » x, il vient :

(we)” Y25 = - 3 & Y(EX) (1§ (ev 1)) + 1Y) (1 51y 1))

En opérant de méme pour t <x, on vérifie que les formules obtenues ‘coincident
avec 1'expression yo telle qu relle ressort de (90) et des formules (91) et
(92) de 1'annexe. Donc (89) est vérifié.
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FIG. 8 : Comparaison des deux solutions apnrochées SE et SE pour t - %L = 106
o

1
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nce

< Formu"e (6 "f’)

FIG. 9 : Pour les petites valeurs de 1'abscisse et du temps 1a solution

- \ R
approchée S€1 n'‘est plus valable (ici t =T = 1)
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Ainsi 1es so]ut1onsS et SD sont-elles identiques dans ﬁ)en dehors
d'un vo1s1nage<ﬁ:de 1 or1g1ne Le calcul numérique confirme ce résultat et
aide a préciser Te vo1s1nage<ﬁ:en question. _ _

En prenant toujours les donndes numériques relatives & 1*aluminium
tragons sur la figure ( 8) les courbes :

Z: X =» yo
et f} x » (1+ ¢ 1/2 6;
ol yo est donnée par (90) et Tes formules (20)- (26) tand1s que g est donnée
par (66). On remarque la trés bonne concordance de et f
Ce n'est que dans un vo1s1nage dtde 1'origine qu appara1t une dif-
férence relative, qQui n'est pas nég]1geab1e, ¢f. figure (.9). On peut définir
approximativement :

# - {(x,t) tel que x<30 et t 530} en variables réduites

= {};,E) tel que i:s30<Xc et Es-3OsTC} en variables physiques
En corollaire sont confirmées lcs formes & priori des domaines S)etﬁﬂ)
sont précisées également les bornes deéDD

Ll

~‘DD - {(x, t) tel que x>30 X, ou t > 30 Tc}

La figure (10) donne une vue d'ensemble des différents domaines du
quart de plan X >0, t:>o a91 presentent un 1nterét dans la description de
1'onde. Les domaines $ - d’cu et &)D ?"U? sont des domaines de validité
pour les solutions approchées S et S qui se raccordent sur§3

La naissance du pic de contra1nte, 1'évolution de sa vitesse vers
la célérité isentropique dulsog P1aXcro1ssance en valeur absolue de 1'extrémum
jusqu'a la valeur limite - 5 -—«J%TJE ; tout cela a lieu dans SDt)%l

Ensuite le profil de contrainte a un aspect symétrique. 11 se déplace
sans se déformer dans 3’et ce n'est que dans %ique 1'amortissement se manifeste
de fagon sign1f1cat1ve

Exprimons maintenant la contrainte sous une forme concise, en empruntant

3 chacune des solutions approchéés ce qu'elle offre de plus simple.
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FIG. 10 : Les différents domaines utilisés dans la description de 1'onde
11 = 30 Xc > Xg = 6 Xp
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Sur le domaine(fton prend :
B P X N T
F e % (& ‘r—)
ol 9 est donné par (20).

Ensuite on peut posér :

/S 1
at oWt X
expression dans 1aque11e L est donné par (57) surff'et par (66) sur @i

Ces formules exp11c1tes et relat1vement simples décrivent toute 1'évolution de
1'onde de contrainte. I1 va de soi que 1'on pourra1t calculer de 1a méme fagon
la temperature et toute autre var1ab1e suscept1b1e de nous 1ntéresser

Revenons sur la remarque 1. 11 apparait finalement que la condition_

i 1a limite de type therm1que n'influence la contrainte que dans le doma1necﬁ
Tout se passe ensuite comme si 1'onde de contrainte oubliait cette condition.

Rappelons que les méthodes utilisées mettaient en jeu Tes petits
paramétres e et ¢, définis par (2.1. 28), (42) et (2.3.42). Ceux-ci s'annulent
pour g = O et k= 0, c'est & dire respect1vement lorsque le couplage est in-
existant et lorsque l1a conduction est nulle. Des résultats obtenus on peut
donc dégagef certaines conclusions relatives aux phénoménes physiques qui gouver-
nent 1'évolution de 1'onde. :

Dansjzla solution est donnée par la théorie "découplée”. L'énergie
thermique s'est transformée partie]]ement en éhergie élastique, sans'que 1'in-
verse ait eu le temps de produire un effet. De plus la cond1t1on la limite
de type thermique, et partant la conduction, influencent dans(ftla contrainte
de facon non négligeable ( ).

Ensuite 1'onde de contrainte oublie la condition & la 1imite de type
thermique. Quant au coup]age i1 intervient p1e1nement Les effets de la conduc-
tion sont négligeables dans?F non pas qu ‘ils soient nuls, mais ils sont trés
lents & se manifester et c'est seulement dans ??qu ils apparaissent.

Couplage et conduction sont les facteurs phys1ques de 1'amortissement.
Le couplage en permettant 1a transformation de 1'énergie élast1que en énergie
thermique et 1a conduction en assurant le transport de cette derniére, d'od
irréversibilité et dégradation de 1'énergie.

( ) Dans le probléme é&tudié au paragraphe 3. 1, ces conclusions sont 1dentiques,
3 la différence prés que le couplage total joue trés vite un rdle déterminant.
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L'objet de ce paragraphe, dont les résultats ont donné Tieu &
la publication |12| de C. Fressengeas et A. Molinari, est de préciser 1'in-
fluence de 1a longueur de pénétration du flux d'énergie sur 1'@volution de
1'onde de contrainte.

On suppose cette fois que la paroi n'autorise aucun transfert d'éner-
gie par conduction : le flux de chaleur est nul a la paroi (alors que pré-
cédemment on supposait la température nulle au bord). Nous prenons cette con-
dition & la limite afin de retrouver, comme cas limite, le dépdt d'énergie de
type surfacique lorsqu'on fait tendre la longueur de pénétration vers zéro.

On pourra donc comparer les conséquences sur 1'@volution de 1'onde
de contrainte de deux apports d'énergie différents : 1'un de type conductif
(dépdot en surface), 1'autre de type radiatif (dépdt en volume).

On se Timite & 1'étude des premiéres phases de 1'évolution de 1'onde,
et & cette fin on utilise la méthode de perturbation directe par rapport &
la constante de couplage thermomécanique.

Afin de ne pas alourdir 1'exposé, on se contente ici de donner une
discussion des résultats, sans reproduire 1'expression analytique de l1a solu-
tion approchée que 1'on pourra trouver dans la référence |12|

Les équations fondamentales du probléme sont encore celles données
en (11), mais les conditions 3 la limite sont différentes de (13). On a ici :

9T _
- 0
o =0

Posons Po = {L dans 1'expression (5) qui définit n. Par suite,
P
d'aprés (2.1.27), on a :

- AB Tl
o=mn(X+ 2u) =—X—C—Y0
Cc

Nous allons faire varier 1a longueur de pénétration Xp (donc aussi v = YE)
P

tout en maintenant constant le débit d'énergie du flux. Dans ce Cas‘/ P (;, i) dx
(]
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A8
X, C° (A + 2u)
donc les variations deyo qu'il convient d'étudier.

est indépendant de Xp et par conséquent est constant. Ce sont

Pour les calculs numériques nous prenons encore les valeurs de @,
e et XC relatives & 1'aluminium (paragranhe d).

Sur la figure 11 nous avons tracé pour t = 5, et pour différentes
valeurs de y, des courbes :

X >0, (xs tsv)

en prenant pour contrainte approchéevca le développement au premier ordre par
rapport 3@ e:

o. =0_+€0
a 0 1

dans lequel % représente la contrainte en théorie decouplee Ces courbes ont
1'aspect d' un pic dont la vitesse est, aux premiers jnstants, égale a la célé-
rité isotherme du son.

On a également tracé le lieu des singularités :

X > Yo, (Xs Xs57Y)

I1 est confondu dans les premiéres phases de 1'évolution de 1'onde avec le
lieu des extrémums :

t >y inf (o (x, t,v))
X>0
Pour un ydonné, on constate que le pic de contrainte croit en va-
leur absolue, passe par un extrémum :

97) M_ = inf inf (yo (X, t,v))
Y t X
puis décroit en valeur absolue. Cette décroissance se poursuit jusqu'a 1'éva-
nouissement total des contraintes thermiques dans le corps.
Si on appelle Xy 1'abscisse oil a lieu 1'extrémum de la contrainte,

on constate que
.
(98)_ 1> Vo lMY1|> | MY2|
(
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Plus 1a longueur de pénétratipn Xp est petite, plus prés du bord est atteinte
la contrainte extrémale, et plus cet extrémum est grand.

Lorsque X_ tend vers zéro, y tend vers 1'infini, et 1'on retrouve
le cas limite du dépdt d'énergie de type surfacique (section 3.1).

Sur la figure 12, nous comparons la solution approchée % (théorie
découplée) avec Oy qui tient compte du couplage thermomécanique. On constate
3 nouveau qu'avec % i1 est possible de décrire 1'atténuation des contraintes
dans les premiéres phases de 1'évolution de 1'onde. La figure met également
en évidence 1'accélération du pic dont la vitesse passe rapidement de la cé- -
1érité isotherme du son 3 la célérité isentropique.
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CHAPITRE 1V

VERS ‘LA RESOLUTION DE PROBLEMES NON LINEAIRES

4.1 INTRODUCTION

La premiéré partié de ce mémoire se limitait & 1'étude de problémes
linéaires et dissipatifs. L'approche linéaire d'un probléme est souvent fruc-
tueuse lorsque la perturbation est faible. Toutefois dans un probléme faible-
ment non linéaire (perturbation pas trop grande), les effets de la nonlinéarite,
quoique localement faibles, sont cumulatifs et peuvent donc produire un effet
du premier ordre au bout d'un temps fini. C'est pourquoi la résolution d'un
probléme dynamique par une théorie linéaire n'est valable en général que pour
les faibles temps.

Une petite perturbation se propage dans un corps dlastique a la céléri-
t&d du son. Cette célérité est constante si le probléme est 1inéaire. Mais en
général cette célérité n'est pas constante, elle dépend de 1'état Tocal des
déformations. De facon assez vague, mais suggestive, on peut dire que la vi-
tesse avec laquelle se propage une perturbation dépend de 1'amplitude de celle-
ci.

On concoit donc que la nonlinéarité a pour effet de distordre le pro-
£i1 de 1'onde. Dans certains cas elle accuse ce profil et elle est a 1'origine
de 1'éventuelle apparition de chocs.

Dans les chapitres suivants, on se propose d'étudier les effets com-
binés de la nonlinéarité et ceux de la dissipation qui, comme on sait, dégra-
de 1'énergie mécanique au sein du matériau et atténue le profil de 1'onde.

Dans un probléme faiblement non lingaire, cette combinaison des effets
sera entiérement décrite loin .du bord par la seule équation de Burgers :

2
3 f af _ . 3"b
g taf X b g;? :

Equation bien connue et qu'il est naturel de rencontrer dans un
probléme de propagation d'onde en milieu dissipatif non linéaire, voir par
exemple |1] , |2| et |3] - Elle s'obtient en employant des techniques asympto-
tiques mises au point initialement en mécanique des fluides, voir par exempie

4] |5] [6].
Pour a = 0, le probléme est linéaire et dissipatif ; 1'équation de Burgers se
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réduit & 1'équation classique de la chaleur. Pour b = o Te probléme est
non linéaire et non dissipatif.

Dans ce chapitre nous voulons introduire certaines méthodes de calcul
en étudiant un exemple relativement simple. On se propose de résoudre 1'équa-
tion :

v.2"’ LT 2~ .."“ ~ ...~
dTu _ 2 ,3uy,3u au au, au
;%Z ¢ (%) Sif ta(ppta (37) ¥ = ©

qui est de la méme forme que celle étudiée dans le chapitre I. Le caractére
non linéaire de cette équation tient au fait que ¢ et a dépendent de gu .

Nous supposerons pour fixer les idées que u et x ont la dimension
d'une longueur et t celle d'un témps. Par suite a et ¢ sont des célérités et
A est 1'inverse d'un temps. Nous admettrons &galement que :

0O<ax<~c¢C

Au paragraphe 2.2 nous étudions 1'évolution d'une perturbation de faible
amplitude. On définit a partir des conditions & 1a limite un petit paramétre n.
Dans 1'application de 1a méthode de 1'échelle variable apparait un autre
petit paramétre (1ié & la dissipation) que 1'on combine avec Te précédent. On
détermine 1'évolution de 1'onde prés du front (onde instantanée) et loin du
bord (onde différée).

Les applications physiques sont étudiées dans les chapitressuivants,
notamment la formation et 1'évolution des chocs,

On s'intéresse ensuite aux perturbations de fortes amplitudes. Pour
1'étude de 1'onde instantanée, on présente une méthode qui s'inspire largement des
travaux de Varley et de son école. L'usage d'une variable caractéristique com-
biné @ Ta méthode de 1'échelie variable nous donne la solution prés du
front.

' Pour 1'étude de 1'onde différée, on utilise une variable o qui n'est
pas caractéristique. On détermine 1'équation non linéaire qui gouverne la dis-
sipation. Celle-ci_se réduit a une équation de l1a chaleur non linéaire si a

ne dépend pas de %;, et cette équation devient bien siir Tinéaire si de plus ¢

ne dépend pas dé'%g.
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4.2 ETUDE D'UNE ONDE DE FAIBLE AMPLITUDE PAR LA METHODE DE L'ECHELLE VARIABLE

On cherche dans le quart de plan (Q?}o, %?>o) la solution u de
(1) qui vérifie la condition a la Timite :

S =h=o0 pour t < o.

Le paramétre n qui figure dans (3) est, par hypothése, un petit para-
métre sans dimension :

n<<1,
et la fonction F est telle que :

|F(t)] <« 1 pour t3 0.

Compte tenu de (5) et (6), nous dirons que la sollicitation (3) est de fai-
ble amplitude.
Les changements de variables et de fonction :

-~ »* ~ *

t=Tt ’ X=8Tx

u=n¢g T*u,

dans lesquels T*est une échelle de temps arbitraire et @ une vitesse égale-
ment arbitraire, permettent d'écrire 1'équation (1) et la condition a Ta limite
(3) sous la forme :

2
au U
2%y ) ¢ 3x) | 2% e T12Y 4 aln 3% aul g
at2 Q ax2 at Q 3
d

% = F(Tt) = f(t)

La deuxieme égalité dans (9) constitue la définition de la fonction f.
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Pour étudier 1'évolution instantanée de 1'onde prés du front, on
prend une petite échelle de temps Tt de sorte que :

€. =2 T

puisse  &tre considéré comme un petit paramétre.
En développant ¢ et a par rapport an

3 AUy 2
c(n 590 =C, *tn 5% Co * 0 (n7),
~ 1'équation (8) peut s'écrire :
2
2 (o c' 2 a
9 U _ 0 (1 49, 023Uys U oy, _02au =
{ n ) te g+ ) +0 (e,n) =0
;;? g2 o X ;;7 1 9t 7 g ax
Posons
= 3u
e =5
et dérivons (12) par rapport a x :
3 %e cozaze ny %% 5 .. ae se . %oqe
2 ola2 2o —max (e PGt gax) 0 pn) =0
) Q" ax Q

Dans cette équation il y a deux petits paramétres n et €y On se ra-
méne au cas d'un seul petit paramétre en supposant que n est une fonction
puissance de €y ¢

n=0 (Ei )

L'exposant a est choisi de telle sorte que la solution asymptotique rende
compte @ la fois des effets de la nonlinéarité et de la dissipation. I1 est
facile de voirqu'il faut prendre ici o = 1.

Nous considérons donc un processus asymptotique dans lequel €4 est le
petit paramétre tout en supposant que :

< =0 (1).
1



17)

18)

20)

(24)

(25)
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Dans le cadre de la méthode des échelles multiples, nous cherchons
la solution de (14) sous la forme :

e (ts Xs Ny 51) =
i

n ~8

i n
€ ei (t, xo, xl, e s El).
0

ol 1'on a posé :

La substitution de (17) dans (14), donne en identifiant les premiéres
puissances de €q ¢

32e czaze
o_ o 0 _p
— 2 T2 72
at Q axo
2 2 .2 2 .2 '
ael_coaelzzcoae +2n_cocoa : aeo)_(aﬁ,ra_ofg)
atz QZBXO ”giaxoaxl €1 92 3x, © 03X at @ ax,

et

1]
+
4
x

g

La fonction e, est, d'aprés (19), de l1a forme :

e, = &, (& » xl).

La dépendance de e, par rapport & la variable lente Xq est régie par
1'équation aux dérivées partielles :

o . °%

1
aeo ) ncC .
Bxl elco 0 93§

e0 =0

+

|

obtenue en annulant le second membre de (20), ceci afin d'éviter 1'apparition
d'un terme séculaire dans le calcul de e,. Dans (24) nous avons introduit le
coefficient positif (voir (2)) :



(26)

(27)

(28)

(29)

(31)
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=~

Compte tenu de (9), la condition & la limite qui gouverne la solution
e, de (24) est donnée par :

e0 (& =t, Xq = o) = f(t).

Remarque 1 :

I1 est équivalent d'utiliser un processus asymptotique dans lequel
le petit paramétre est n. On pose alors :

i €1 €1
Xj =n X,eq=n (770 avec rol 0 (1) ,

et 1'on obtient a la place de (24)

% %, % ,%15 ., _,
83X, €, 0 3¢ n 20
% . %
Dans le cas non linéaire le terme — e_—— de (24) disparait et 1'on retrouve

C. 0 3¢
une équation du type (1.3.19) qui d8crit 1'amortissement exponentiel de 1'onde

au front. _
Si le probléme est non dissipatif (el = 0) 1'équation (28) se simplifie :

e e

o _
190—-3—{—0

(s3]

(=
%)

n| (e)
o-

(-3

X

[

Cette &quation est l1a plus simple qu'on puisse imaginer des équations aux
dérivées partielles qui gouvernent 1'évolution d'une onde non linéaire.

On se propose maintenant de calculer dans le quart de plan (>0, Xq 20)
la solution de (24) vérifiant la condition (26).
On effectue un changement de fonction inconnue :

e, (6> x) =e 2 g, x)

La fonction g est solution de 1'équation

3 9g -
s -k (x)ggd=0



32)

33)

34)

35)
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oll nous avons posé :

(g

-n_0
k (Xl) = e

o

L'équation (31) est non linéaire, mais d'un type simple. Ses caracté-
ristiques sont solutions de 1'équation :

ER RN CHERCERN

Appelons E; celle qui vérifie

D'aprés (31) et (33) g a une valeur constante sur f; qui est donnée par (26) :
g (& xq) = f(a) sur f;.

On obtient alors 1'équation de Z; en intégrant (33) avec la condition (34) :
B X
' 1
C -
Oty (1-e 2 )

C
0o

Remarquons que 8; a pour asymptote la droite :
cl
- - a-20_0
g = Const = a Be—of(a)

Finalement la solution e, de (24) est donnée par :

e, (& Xl) = e fa)

ol o est déterminé implicitement en fonction de £ et Xq par (36). L'amortissement
de la solution est représenté dans (38) par le facteur exponentiel.

" Dés 1'instant ou les caractéristiques se coupent (fig. 1), il n'y a
plus unicité de 1a solution, ce qui en général est inacceptable (*).

(*) Exemple de cas ol 1'on peut accepter une description non univoque de la
solution : une vague qui déferle sur une plage.
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[0 1

r o

aﬂ% i g::f(a’)

fig1

Ainsi est-on conduit & se placer dans la classe des solutions faibles,
c'est & dire & admettre la possibilité d'une discontinuité sur les dérivées
premiéres de u, voir Germain | 7|. Dans un probléme physique donné, il n'y
a en général qu'une seule solution faible qui soit acceptable : celle qui
vérifie les lois de conservations. Les discontinuités qui apparaissent dans
cette solution s'appellent des chocs. Ce sont des manifestations directes de 1la
nonlinéarité. Nous étudierons cette question dans les chapitres suivants.

Comme dans le probléme linéaire (voir par exemplela section 1.5),
nous sommes amenés a définir un domaine de validité de la solution approchée
que 1'on vient de calculer. Nous admettrons qu'il existe au voisinage du front
un domaine de validité défini grossiérement en variables physiques et réduites

par :
(39) &>I={($<, f)|;io-i+TI;oJ
i
(40) 9 - {(x, ) x - t+ ﬁ_>,o}

Compte tenu de la relation (10) qui définit le petit paramétre eqs NOUS admet-
tons également que 1a borne TI’vérifie la relation heuristique :

1 1
(41) T, << 5 (F<<E

I )



(43)

(44)

(47)
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En prenant comme petit paramétre :

1
€2 T xT"

1'équation (8) s'écrit, en la dérivant par rapport a x :

2
a 2 c 2 a' :
5 , _023e o€ __0 3 ¢ ny 0 .29€ =
5t " o oax T €2 (atz QZBXZ) t2e (52)11 eaxx * 0 (epn) = 0.

€,
2
et en introduisant comme en (18) les variables multiples X35 ON cherche une
solution de (43) de la forme (17).
Si 1'on pose :

la méthode des échelles multiples donne :

e (t, X xl) = e, (€ » Xl)

avec

g=1t - xo
La dépendance de e relativement & la variable lente Xq est gouvernée
par 1'équation de Burgers :

ae cz-azaze

0__0 0 0 _51 8
€

]
- 0 0
3 Xy ao2 ag?‘ 20 0 3E

Cette équation aux dérivées partielles intervient trés fréquemment dans 1'étude
des ondes de faible amplitude. Elle fait a la fois jouer la dissipation et la
nonlinéarité. Grace a la transformation de Cole-Hopf, on raméne la résolution
de 1'équation (48) & celle d'une équation de la chaleur ; d'od 1'importance
théorique considérable de 1'équation de Burgers (voir Whitham 18 | ).
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Remarque 2 : Si 1'on prend pour variables multiplies :

0o % 0 0
2 —e —
a2 2£° o 0 %

1
e
ao 3
a

En 1'absence de dissipation (¢ = 0), cette équation se réduit a une équation
des ondes non linéaire alors que pour n = o 1'équation (48) se réduit a une
équation linéaire de la chaleur.

Nous admettrons comme dans le paragraphe 1.5 qu'il existe un domaine
de validité, pour la solution différée, dont la forme est, respectivement en
variables physiques et réduites :

QD = {(;(s 'E) laioaTD}
Tp
D, - {(x, t) | x3 12

avec
T
Ta>>= . —9:>>€
DA T
L'équation de Burgers n'autorise aucune formation de discontinuités

dans la solution ; Tes chocs faibles sont donc structurés par la dissipation
lTorsqu'on s'éloigne suffisamment du bord.

Comme pour le probléme linéaire la méthode de 1'échelle variable permet
de calculer la solution faiblement non linéaire prés du front d'onde et loin
du bord.
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4.3 L'ONDE DE FORTE AMPLITUDE

Ici la sollicitation n'est plus supposée de faible amplitude.

On connait 1'importance de la notion d'onde simple dans la descrip-
tion des perturbations se propageant dans un corps non dissipatif.

L'onde progressive est une généralisation du concept d'onde simple
permettant notamment de tenir compte des effets dissipatifs. Toutes les ondes
que nous étudions dans ce mémoire sont d'ailleurs des ondes progressives au
~ sens défini par Germain

On dit que O(x, t) décrit une onde progressive s'il existe une famille
de courbes o(x, t) = const telle que la variation de 0 en fonction de x,a o
fixé/est petite comparée a la variation de 0 en fonction de o a x fixeé.

Nous appellerons les courbes a(x, t) = const lignes de propagation
(dans la littérature anglo-saxone on les appelle wavelets).

La variable o est appelée variable de phase.

Une onde simple est une onde progressive particuliére, car par définition
elle ne dépend que de la seule variable a :

0 (x, t) =0 (afx, t))

Pour une onde simple, la perturbation reste constante le long des lignes
de propagation, alors que pour une onde progressive 1'amplitude de 1'onde est
faiblement modulée par x & o fixé. Dans les problémes que nous étudions, cette
faible modulation est 1a manifestation des effets dissipatifs.

Cette notion d'onde progressive a &té utilisée par Varley et son école
|9| 10| fY L3 sous le nom de "modulated simple wave", pour décrire la pro-
pagation de perturbation de forte amplitude et de haute fréquence en milieux
dissipatifs. Dans la description de 1'onde ces auteurs utilisent la notion
d'Invariant de Riemann et ils font usage d'une variable caractéristique a
(Les courbes a = const sont les caractéristiques du systeme),

Nos résultats concernent une perturbation quelconque, sans restriction
sur la fréquence. En combinant la méthode de 1'échelle variable et la
notion de ligne de propagation nous définissons une onde progressive instanta-
née et une onde progressive différée représentatives respectivement de 1a
solution prés du front et loin du bord.
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[N

L'équation (4.1.1) dans laquelle on opére les changements de variables :

~

(1) =Tt , X=9Tx
(2) u=gTu,
s'écrit :
2, ‘@) 2 ady)
(3) by T TexT aTu o 3u, "X’ auy g
3 t2 g2 ;;2 €1 3t Q 93X

On utilise le petit paramétre
(4) el=)\T

pour étudier 1'évolution instantanée de 1'onde prés du front.
Si 1'on pose :

U
V=a—t— ’ e:.a___’

—
[$2]
~—

Q

u
X

54

1'équation (3) est équivalente au systéme :

2
a3V _ c (e) se _ _ a(e)
at 7 ax ep (v + o e)
0
(6)
€ _ 3V _
3t “ax 0 %
ot 1'on a pris :
(7) R =c

L'équation (6)2 est une équation de compatibilité.
A 1'exemple de Varley, nous allons prendre comme nouvelles fonctions inconnues
des invariants de Riemann, et nous allons introduire la variable caractéristique .
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La variable caractéristique

Une caractéristique du systéme (6) est une courbe du plan (t, x) a
la traversée de laquelle, les quantités v et e étant continues, leurs dériveées
sont susceptibles de subir des discontinuités.

Notons %; la caractéristique d'équation (fig. 2) :

(8) C:x > T (o x)
tella que
(9) T (as 0) .,== a
3T _ ©
(10) W=?(%7.

Dans un domainet@du quart de plan (t> o0, x>0) ol les caractéristi-
ques ne se coupent pas, & tout point de coordonnées (t, x) on peut associer
yn nombre o unique tel que la caractéristique% passe par ce point. Ainsi,
ddanséD Te changement de variaple suivant est-i1 bien défini et bijectif :

(11) (t, x) < (o, X) »  avec X(t, x) = x.

Les invariants de Riemann

Soit
, e
(12) F=%(v-/ el ay)
A ]
e
(13) S=%(v+/ £y gy)
0
0
les invariants de Riemann associés au systéme homogéne déduit de (6) :
v _ czge) de _
at c ax
0
(14)

@
4]
%)
<

|

]
|

|
(=}

[S%)
(o
Lo >
x



(16)

(17)

(18)
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Résolvons d'abord le probléme relatif au systéme non dissipatif (14).
F est constant sur une caractéristique EZ, tandis que S est constant sur une
caractéristique €™ définie par (fig. 2) :

a7 _ .%o
X cieS
‘A

front

R

repos

Fig. 2

Compte tenu de 1'é@tat de repos devant le front d'onde, 1'invariant S est par-
tout nul :

S=0

On en déduit que v et e sont constants sur les caractéristiques %;,
et que celles-ci sont des droites. La solution du systéme (14) est une onde
simple.

Résolvons maintenant le systéme (6). On prend les invariants F et S
définis en (12) et (13) comme nouvelles fonctions inconnues et (o, X) définies
en (8)-(11) comme nouvelles variables. Nous noterons E et V les quantités e et
v considérées comme fonctions de F et S.

Les formules (12) et (13) nous donnent :

V=S+F

m
1]

E(S - F)

la fonction E (S - F) étant telle que

E(S-F)
S'F=/ Eéﬂd.y
0]

o
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Changement de variables et de fonctions

La fonction T étant celle définie en (8)-(10), introduisons la no-

tation :

(19) p=T,

En se

(20) @ ¢ =

[+

servant des relations

déduites de T(x,(x, t)) = t, on montre que :

vV, t

(21) €,, =
Par conséquent

Fay -

(22)

Foy +

X

1

) BI(F’a ¥ S’a)

c
0
53 (F,a + S,a) + Fﬂ(+ S,X

C0 C0
(- 22 Fog 2 51)
2

o Co

Tl

cp ¢

C
0 0
== (= Fay #550) = Foy ¥ g 3

le systéme (6) peut s'écrire :

2co
x="cp a1 ¥ (F5)
X c¢p ’0

w
-
fl

S,

ou v est une fonction de S et F :

(23) v (F\S) =t_c(%[|=+s+ic@£] (E = E (S - F) est defini en (18))
0

Si €y

-

nous avions mentionné précédemment, & savoi

r

2

cque F ne

seule solution S de 1'équation (22)2 S,X - Eﬁg S’d =
tion S = o dans la zone de repos est Ta solution jdentiquement nulle.
Si € est non nul, on introduit les variables multiples :

(24) X, =¢l

1

i
1 X

= 0, en additionnant les deux équations (22) on retrouve ce que

dépend que de . La
o qui vérifie la condi-



(25)

(26)

(33)
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et 1'on pose :

F(a, X,

S(a, X,

Le développement

€1

On pose

T(as X,

166

5) Fo (as X Xl"") t g F1 + ...

0,
%) =g SO (s XO’ Xl) + ...

(25)2‘est compatible avec le résultat obtenu dans le cas od
également :

81) = To(a, Xo, xl, ...) + El Tl(a, x0, Xl’ ...) + ...

La substitution de (25) dans (22) et 1'identification des premiéres

puissances de ¢

On a noté :

C

P

1

o

donnent :
0
2 c0
“Fo,. t O,y  Cqp S0,0” ¥ (Fos 0)
X1 X 1Yo
° 2
%
- F -S + S
0, 0, C.p. “0,0
X1 X0 1%o

L'équation (27) montre que Fo ne dépend pas de X0 :

F

o

= F

0 (@, Xl)



(37)

(38)

(40)
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Envajoutant (28) et (29), on obtient :

v (Fy» 0)

-n
n
|
-
}
PN =

Si F0 ne dépendait pas de Xl’ la solution F1 de (34) ferait apparaitre un
terme séculaire, car Fo est indépendant de Xo' On est donc conduit a poser
que le deuxiéme membre de (34) est nul :

La substitution des développements (22) dans (13) (14), donne pour x = o et
en identifiant les premiéres puissances de €q *

f(t)
Fotn 0) = 3 o 1y - /T ey ]
Fi(as 0) =0 (iz1)
f(t
v(io, t) + /// ) Eéﬂ-dy =0
(6} 0
S.(a, 0) =0 (i » o)

i

Par suite on a, compte tenu de T(a, 0) = o :

F (o, 0) = —/ T %y—) dy “€" ga)
(o} )
La deuxiéme égalité dans (39) est une définition de la fonction g.

Une fois calculée 1a solution F0 de (35) qui vérifie la condition a
la limite (39), on peut calculer la solution T0 de (32). Ainsi se trouve en-
tiérement déterminé la solution au premier ordre. '

L'équation (35) est appelée &quation de transport. Elle gouverne la
modulation de F le long d'une ligne de propagation o = const.

Si le probléme était 1inéaire,d»(F0, o) serait une fonction linéaire
de Fo, soit (voir (23) et (18)) :

1]

- =1-2
¥(Fys 0) = A Fy =1 > 0)

©



(42)
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La solution de (35) vérifiant la condition & Ta Timite (39) s'écrirait alors :

A,
"2 %

Fo(a, Xl) = e g(a)
On retrouve la propriété selon laquelle 1'onde s'amortit exponentiellement au
front d'onde. On peut remarquer que le coefficient d'amortissement

_ 1
A . s . . e

e est indépendant de 1'amplitude de la sollicitation g(a).

Dans 1e cas non linéaire cette derniére propriété n'est plus vraie.
En effet la solution de (35) et (37) s'écrit en général

Foles X)) = F_(x;5 9(e))

I1 n'est pas possible, sauf cas particulier, de séparer, comme dans Ta formule
(41), les variables Xq et a.

L'amortissement dissipatif (décrit par la variable lente Xl) est donc
dépendant de 1'amplitude de la perturbation. (Varley et son école parlent d'
"amplitude attenuation"). Cette dépendance disparait lTorsque le probléme est
faiblement non linéaire.

Ce paragraphe ne constitue qu'une tentative de description de 1'onde
différée de forte amplitude. Cette tentative @tant purement formelle ; il convient
donc d'étre prudent & 1'égard des résultats obtenus tant qu'ils n'auront pas con-
tribué a la résolution qualitative et quantitative d'un probléme concret (résolu-
tion que nous n'aborderons pas dans le cadre de ce mémoire).

Pour étudier la perturbation quand elle s'éloigne suffisamment du bord,

on pose. :

f2 T
Aprés avoir tenu compte de (1) et (2), on remarque que 1'équation (4.1.1) est
équivalente au systéme :

sV _c(e) se _ 1 ( a(e)
— - ———7)-——-- - — (v + e)
e _av

5t “ax °

Comme précédemment, nous allons opérer un changement de variable

(ty x) <= {a, X) (X(t, x) = x)



(47)

(48)
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Nous noterons if’]es lignes de propagation :
o

a (x, t) = const

tA /ia
T{ax)

(34

Fig. 3

Dans le plan (t, x), 1'équation de,ﬁl est de la forme (fig. 3) :
x + T (a, X)

et 1'on peut toujours supposer que :
T(a, 0) = a

Les courbes<2z sont & déterminer ; elles ne coincident pas comme
précédemment avec les courbes caractéristiques.

Une fois 1es;f connues, le changement de variable (45) est parfai-
tement défini dans le doma1neSDdu quart de plan (t>o0, x>0) ol leso?’ ne se
coupent pas. Au couple (t, x), on associe (¢, X) tel que X = x et tel queé?
soit 1'unique ligne de propagation passant en (t, x). Réciproquement au couple
(@, X), on associe (t = T(x, X), X = X).

Note : Dans la suite nous noterons V et E les quantités v et e considérées com-

me fonctions de (@, X), et sans ambiguité possible nous pourrons confondre les
notations x et X.
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Les relations

T
- . X 1
(49) e, X = T:_ ’a’t - T,
a o

obtenues a partir de 1'identité :

T(x,a (x, t)) =t

permettent d'écrire le systéme (44) en fonction des variables (x, x) :

v, 2 T,
€ o _ ¢ (E) (- —2E, +E,)| +V+ a(f) E=0
2 T, 2 Ta o X Q
(50) « 9 .
- T, V, + T, Vs = E’
X o o X o

Introduisons maintenant les variables multiples :

et cherchons une solution (V, E) de (50) de la forme :

V= V0 (o5 Xl"') + Ezvl(a, X1 R I

(52) _
E=E0 (a, X1--.)+€2E1(a, Xl’ 'c-)+ * e e
Il y a une troisiéme fonction inconnue 3 déterminer : c'est la fonc-
tion T qui détermine les lignes de propagation :
(53) T=To(a, XO’ Xl -o.)+€2 Tl(a’ XO, X]. ---)+...
En conformité avec la notion d'onde progressive, nous supposons que
les Vi et les Ei ne dépendent pas de Xgo mais seulement de 1a variable rapide
o et des variables lentes SERIT
La substitution de (52) et (53) dans (50) donne au premier ordre :
a(Eo)
(54) V0 + —0 E0 = 0
(55) - To, VO, = Eo,




50)

62)

63)
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puis a 1'ordre suivant :
I

v 2 0, a(E.) a,.(E.)
0,, ¢ (E) X0 PV, +— 2 p 4 B0 FE =0
T + — T E0 1 1 170
2 Q 0’ ’C!.
o
(T, +T. )V =T Vv, +T NV =E
1,Xo o,xl o,Ol o,Xo l,d 0, o,x1 l,a

T =
0’x0 “(Eo)

ol 1'on a posé

MEg) = (Ega(Eg)) g

Puisque Eo ne dépend pas de Xo? la formule (58) donne par intégration

et compte tenu de (48) :

QX

Par suite, on a :

_ 1
To, =1+Q X, (K(EET) Eo,a

o /Eo

En éliminant Vo entre (56) et (54), on obtient :

Eo,

vy =0 (E,) T’_JZ B é A(E,) Eps

ol 1'on a introduit 1'expression

2
A(E.) c (E))
8(E,) = Qo B Qg To,

X0

qui d'aprés (58), est bien une fonction de Eo'
Substituons (61) dans (62) :
E
- o(Eg) T—— P Lae)
0 ITE;Y) 0,a
B \
puis (64) dans (57), et &liminons Vo avec (54). On obtient une équation de

v

1
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la forme :
(65) G(El’ Tl’ xo) + K(Eo’ Eo, R Eo: ) =0
o X
1
dans laquelle tous les termes affectés de 1'indice 1 sont regroupés au sein
de G.

On pose que chacune des expressions G et K est nulle. Ceci est tou-
jours possible car on dispose de T1 pour annuler G. I1 vient alors :

A _
(66) Tl, t = Q E1 =0
X A
0
2 o (E))E
(67) e, + Y KT I
’X A" 1 1+0 x (ﬂ) E
1 0 /EO 0s0),a

Cette derniére expression est 1'équation de transport qui gouverne
lavariation de E0 le long d'une ligne de propagation;ﬁﬁldont 1'équation est
déterminée au premier ordre par (60).

On remarquera que cette fois la courbe¢§Z se détermine & partir de la
célérité a(E) qui figure dans le terme d'ordre inférieur de 1'équation (1), |
alors que pour 1'onde progressive instantanée, les lignes de propagation étaient
les caractéristiques f; construites a partir de la célérité c(E) figurant
dans les termes d'ordre supérieur. On retrouve 13, une propriété classique dont
nous avons parlé au chapitre I : 1'onde différée est gouvernée au premier or-
dre par 1'opérateur de plus faible degré.

L'équation (67) est une équation de la diffusion non linéaire. Dans

le cas particulier ol a(E) est indépendant de E, on a :
(68) A = a = const,

on obtient 1'équation de la chaleur non linéaire :

N

‘ Q
(69) Eo, + —7-(9(E0) E
X a
1
Si de plus ¢ est indépendant de E, alors ¢ est constant :

O,a) o =0

2

(70) e=-%(;—2—1)
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et 1'on retrouve la solution linéaire gouvernée par 1'équation de la chaleur
(poser n = o dans 4.2.48)
2
Eo,x B %Z (22 -1 Eo,aa =0
1

Dans la description de 1'onde progressive différée, comme dans celle
de 1'onde instantanée, la nonlindarité se manifeste de deux fagons:
a) d'une part elle distort les lignes de propagation (voir 1'équation (60))

qui seraient des droites paralléles en théorie linéaire.

b) d'autre part elle donne un caractére non linéaire 3 1'équation de transport (67).

Signalons que pour un probléme faiblement non linéaire 1a méthode
exposée au paragraphe 4.2.b est mieux adaptée a 1'appréhension du probléme.
L'équation de Burgers permet notamment de décrire les chocs stationnaires alors
qu'il semble difficile d'en rendre compte avec la théorie exposée ici.

Remarque 3 : La méthode se préte & quelques critiques :

D'abord 1'équation de transport (67) est de structure complexe.
$'i1 s'avérait impossible d'en obtenir des solutions suffisamment simples,
ne serait-ce que dans des cas particuliers, 1a méthode ne présenterait que
peu d'intérét.

Une autre question & éclaircir est celle du domaine de validité
de 1a solution formelle obtenue. On sait bien que 1'onde progressive différée
n'est représentative de la réalité que pour des abcisses suffisamment
grandes, disons pour X > Ll' D'autre part on peut constater que la distorsion
des lignes de propagation est décrite de fagon approchée par la formule (60).
L'erreur due 3 cette approximation est négligeable quand x est petit, mais
elle ne 1'est plus pour les grands x. Par conséquent la solution approchée

calculée dans ce paragraphe n'est valable que dans un segment de la forme :

[0’ L2] n [Ll’ + =

dont i1 n'est pas exclu & priori qu'il puisse gtre réduit & 1'ensemble vide

dans certains cas.
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CHAPITRE V

PROBLEMES DYNAMIQUES EN VISCOELASTICITE ET

THERMOELASTICITE NON LINEAIRES

Ce chapitre est consacré pour 1'essentiel & 1'étude des ondes vis-
coélastiques non linéaires de faibles amplitudes (sections 5.1 & 5.3). Puis,
dans la derniére partie 5.4, nous donnons quelques jndications relatives a
1a thermoélasticité non linéaire.

5.1 L'ONDE VISCOELASTIQUE : POSITION DU PROBLEME

On se propose d'étudier 1'onde transitoire se propageant dans un
demi-espace viscoélastique non lingaire initialement au repos dont le bord
est soumis a une contrainte uniforme, variable avec le temps, et de faible
amplitude.

Deux propriétés du matériau vont se manifester :

- 1a non linéarité, dont les effects convectifs, en accusant le profil de
1'onde, sont a 1'origine de 1'éventuelle apparition de chocs.

- la viscoélasticité qui, en dissipant 1'énergie mécanique au sein du maté-
riau, tend au contraire & atténuer le profil de la perturbation.

Ces effets, en quelque sorte antagonistes, donnent lieu & certaines proprié-

tés particuliéres. Ainsi, une sollicitation qui dans un corps purement élas-

tique conduirait & la formation d'un choc, peut dans un corps viscoélastique

ne pas produire de choc, tout comme si 1'apparition de ce dernier était étouf-

fée par la viscoélasticité du matériau.

Si 1'etude des ondes non linéaires dans les corps élastiques a fait
d'appréciables progrés, grdace notamment 3 la notion d'onde simple, les résul-
tats dans le domaine viscoélastique sont plus limités ; surtout lorsqu'il s‘agit,
comme on se propose de le faire ici, de résoudre un probléme a valeurs aux
limites, ou & valeurs initiales, et d'en donner une solution analytique.

Parmi les progrés les plus typiques en la matiére, citons les tra-
vaux de Varley et Rogers |1, Seymour et Varley |2|, Mortell et Seymour |3],

qui ont &tudié la propagation d'ondes de hautes fréquences. Ces ondes sont
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amorties exponentiellement. La perturbation se Timite donc en pratique d un
voisinage de 1'origine d'autant plus restreint que le temps de relaxation ins-
tantané du matériau est faible.

Ce n'est pas le cas si la sollicitation au bord est de nature quel-
conque. Le front d'onde est toujours amorti exponentiellement, mais il n'en
est pas de méme de toute la perturbation. La partie principale de celle-ci se
déplace, quand on est Toin du bord, & une vitesse peu différente de la célérité
différée du son (*) et son évolution est gouvernée au premier ordre par une
équation de Burgers. C'est le résultat auquel aboutissent Blake | 4 | et Bland | 5 |
pour des corps viscoélastiques non linéaires, dont le comportement est régi
pour le premier par des paramétres cachés, pour le second par un assemblage
en paralléle d'un ressort non linéaire avec un amortisseur linéaire.

Nous prenons ici une loi de comportement de type intégral et cher-
chons a décrire la solution du probléme dans tout le quart de plan (QG;O,'fzyo).

L'équation qui gouverne le probléme est de type intégro-différentiel.
Le calcul des ondes viscoélastiques instantanées et différées, section 5.2 et
5.3, constitue donc un exemple d'application de la méthode de 1'échelle
variable a ce type d'équation, A. Molinari |6 |.

La loi de comportement du matériau est donnée*gu second ordre par
un développement en intégrales multiples de la forme (") :

~

.. t . -
o(t)=0/ Gl(t-T)g—f(T)dr

-~ ~

t t ~ ~
1 T Y ’e 3
+ ?o/ 0/ GZ (t - '1'1, t - 12) E (Tl) 'é—_r— (1'2) d'rl de oo

-~

ol o et e = 3g—r‘eprésentent la contrainte et la déformation unitaire, x et t
X

(*) Peu différente, parce que nous supposons que 1'amplitude de 1'onde est faible

(**) Prendre un développement a un ordre supérieur ne changerait rien aux résulta
On ne tient pas compte ici de la variation d'entropie, ce qui est justifié

en premiére approximation par les ondes de faible amplitude.
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1'abscisse et le temps (*) ; Gys Gy des fonctions de relaxation. Les dérivées

-~

du type-%% sont éventuellement & prendre au sens des distributions.
La contrainte au bord est donnée par

s (0, t) = F(t)

o0 F est une fonction connue, nulle pour t<o.

(*) Précisément si 1'on convient de désigner par x et x 1a position d'une parti-

cule respectivement a 1'instant initial et a 1'instant t, on a :

-~

Uu=XxX-1X
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5.2 L'ONDE DIFFEREE

Dans ce paragraphe, on s'intéresse & la recherche d'une solution
asymptotique loin du bord. Transformons d'abord 1a loi de comportement sous

-~

une forme adaptée a cette étude.

Introduisons les notations :
By = G (=) By = Gy (=0 =)

y /0 (6, (€) - 6 (=) de

qui désignent les coefficients d'élasticité différée du premier et du second
ordre, et une viscosité différée.
Le premier terme de (51.1) peut s'écrire :

~

t ~ t .
: de ~ 3 3 e
I = {(/ G1 (t - 1) 5;—(r) dr = E1 e (t) + ,{{/ (Gl(t —-1) - E1)§¥'(T) d
puis, moyennant une intégration par parties et compte tenu du repos initial

(& = 0 pour t<0) ()

~

.~ L te .
I=E e(t)+ue (t) - ér e (t-t) ({m(Gl (g) - Eq) dg) dr

Aprés avoir également transformé le terme non linéaire, 1'équation (5.1.1)

s'écrit :
~ T ~ T 1 ~2 7 *s
g (x, t) = E, e (t) + 5 E, @ (t) + pe (t)
be e
(2) N A N NG AR R ‘
0 T
1 % E L. A
+ éo/ O/ e (t--rl) e (t-’tz) (GZ (T’l,Tz) - E2) d'rl d'tz
(*) Le point "." désigne la dérivation par rapport a t ici, par rapport a t
dans la suite.




(4)

(6)
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Posons :
E, 1/2 :
o= (1) 3n=sup J————LFE(t)
o T 1

ot o désigne la vitesse différée du son, et n un paramétre sans dimension sup-
posé petit (n<<l), et opérons les changements de variable et de fonction :

-~ ~

X = QIx t =Tt u = nQlu
0=nE10- e:.a_g_= % = ne
X

ot T désigne une échelle de temps (X = aT : échelle de longueur associée).
L'équation qui gouverne la propagation de 1'onde s'obtient en com-
binant 1'équation du mouvement (&crite sous forme lagrangienne).

) .’
2-p 2y (o, densite dans 1'état initial)
X ot

o]

2 E t .. G,(z) - E
de u e 2 e _1 38 4. 1 1
r*qm*nqer T/ a—x(t")(f—q——di)d"

o Tv
t /st (G, (u T, u,T) - E ) 2
Y] 2 1 2 2 3 u
+n/ / 25 (t-u,) & (t-u,) du, du, =
A X 1 2 E1 1 772 atz

La condition a la limite (5.1.2) s'écrit quant a elle :

(0, t) =f_&—‘ildgf £ (t) (1f (t)] €1, F(t) = 0 pour t<o)
1
expression dans laquelie la deuxiéme égalité constitue une définition de f.
Dans toute la suite nous utiliserons, sans les rappeler, les conditions de
repos initial :

e (x, 0) = %% (xs 0) =0
Nous utilisons deux méthodes 1'une s'appuyant sur les développements

asymptotiques raccordés puis celle des échelles multiples, ceci afin de bien
montrer la grande simplicité de cette derniére,
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Une premiére idée venant & 1'esprit lorsqu'on examine 1'équation (6)
est d'imaginer que les termes en n sont négligeables, c'est-d-dire de linéa-
riser cette équation en posant n = o :

2 t . 6, (¢) - E 2

e u e _1 8 . 1 1 _au

(9) o LT 3tax T/ W(t")(/‘—E—dE)dV‘_Z
1 A vT 1 ot

En fait i1 est bien connu que Ta solution approchée donnée par (9)
ne peut &tre valable que pour des temps suffisamment faibles, car les termes
non linéaires, méme petits, prennent par un effet cumulatif de 1'importance
aux grands temps.

Résolvons néanmoins le probléme linéaire afin de dégager d'une part son
domaine de validité et de bien préciser d'autre part 1'esprit de la méthode
qui reste constant par dela le cas particulier.

Probléme Tinéaire

En général Tla fonction G1 (8) - E1 décroit exponentiellement a 1'in-

fini par conséquent nous admettrons que

) t a2 TG (2) -
Tim — (t - v) {( — dg) dv = o
T o X vT L
Posons :
- M
(10) 62 = —E—lT

paramétre qui tend vers zéro quand T>> . Aprés une dérivation par rapport &
X, (9) s'écrit :

2 3 2

J e 37e 3
(11) —gte, —7te, 0 (e,) = —7

X 2 atox 2 2 ot

équation dont on cherche une solution approchée au premier ordre. La condition
a la limite (7) s'écrit, compte tenu de (2) :

(12) 9(0, t) = (& + ¢, §F + £x0 (o)) = F



13)

(15)

(18)
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Calculons d'abord, a 1'aide d'un processus de perturbation directe,
le développement extérieur :

(e) _ N (e) ,t
e néo 2 €n (x, t)

Par substitution dans (11) et (12), on trouve au premier ordre, en faisant
tendre e, vers o a xett fixés :

eée) (0, t) = f(t)
soit :
eée) (x, t) = f(t - x)

Cette solution approchée ne peut tenir compte de la réalité physique du pro-
bleme car elle propage un signal sans 1'atténuer, c'est & dire sans faire jouer
la viscosité du matériau.

Pour pallier cela on introduit des variables et un développement dits
intérieurs, et défini comme suit :

el = T Gel) ()

nzo

L'équation (11) s'exprime avec ces variables par :

2
) 312 ) ? 2 _ D e
E—y - —)" e + L. _~ - e + o (¢,) =
( axl 3?) €2 B‘f (62 3¥1 '5%) ) ( 2) —8?2'

La substitution de (17) donne au premier ordre, lorsqu'on fait tendreiazvers
0d¢tetx fixés :
2,(1)  2,(1)
3 e, N

352 352
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puis a 1'ordre suivant :

(i) 2,(1)
CEN 1 d°e, .
3x1 2 ag2

Les conditions qui permettent de résoudre cette équation s'obtiennent
en "raccordant" eée) et e£1) par un processus dans lequel interviennent les
variables intermédiaires :

E= 3x= ¢(€2) X (€2 << ¢(€2)<<1)
On &écrit que, 3 £ et x fixés :
tin e{®) = 1in eV

Ez_m €2—-).0

et 1'on obtient :
el (5, % = 0) = £ (8)
La solution composite au premier ordre €ys obtenue en retranchant

a la somme eée) +le£1) la Timite intermédiaire f (&), s'identifie a eé1) et
s'obtient en résolvant (19), (20) :

o 2
e, (x5 t) = 1 / f(v) exp (- & -235.(- )7y gy
THX 0 'E-—lT
\/El '

Comme nous 1'avons déja remarqué au chapitre I, i1 semble y avoir
ici un paradoxe, puisqu'ad un instant donné t la solution approchée fait dé-
pendre € de toutes les valeurs de f(v) = o (0, v) y compris des valeurs fu-
tures (v>t). En fait ces derniéres n'influencent pas la solution (21) dans
son domaine de validité et du méme coup la condition de repos initial est

vérifiée dans celui-ci. _

Et d' abord définissons, au moins Approx1mat1vement dans le quart
de plan x:>o t:>o un domaine de va11d1teJD sur lequel la solution approchée
(21) est une bonne approximation de la so]ut1on exacte. Pour cela on examine
de quelle facon le terme intégral J de (9) tend vers zéro quand T tend vers
1'infini. On définit & partir de G1 un temps de relaxation moyen Tm

déf i
W, Z g(6) (5) - Ep) dy



(22)

(23)

(24)

(25)

(26)
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oii 1e deuxiéme membre représente le moment d'ordre 1 de Gl' En effectuant une
intégration par partie on peut exprimer le terme intégral J sous la forme :

J= - i ® _ R
£, T2
1
avec
t G.(7) - E
1 // e 1 1
R = = (t-v) //- (Tv -¢) (——F—) d dv
?20 ox Tv 7 l':1 j
L'équation (9) s'écrit alors :
e, . aze - e T 33e - R = QE%
ax 2 atax 2T atzax ot

Par conséquent, pour valider les approximations faites, on peut estimer que
T doit satisfaire la condition heuristique :

_ u
T>>TS = Sup (EI . Tm)

et 1'on supposera que les domaines donnés en (23) et (24), respectivement par
rapport aux variables physiques et réduites, sont des domaines de validité de
1a solution (21) ()

~S

D (Xt > 1
D (x, t) tel que x> LD

‘@D = {(x, t) tel que x> LD}

n~nt
A
on admettra également que les bornes LDet LD= X LDde‘Q%et'i% vérifient les
conditions (25) et (26) déduites de (22) de fagon heuristique :

~n

LD >>Q TS

T
LD >>  Sup (52, Tm)

(*) La solution (21) est valable pour X BLU pour x = 0, mais pas pour les X
compris entre o et LD!



(27)

(28)

(29)
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D'autre part i1 est bien connu qu'en théorie linéaire une dis-
continuité [f] de la sollicitation au bord f se propage & la vitesse instan-

tanée du son tout en s'atténuant avec un facteur d'amortissement exponentiel

~N
X
e 2 Ir 91’
ol
_ Gl(o)
T Gy(0)
0. = Gl(O)
1 po

désignent un temps instantané de relaxation du matériau, et la vitesse ins-
tantanée du son. Or 1'équation (21) montre que dans 3% un signal se propage
a la vitesse différée du son tout en diffusant. Par conséquent, pour une

raison de compatibilité, toute discontinuité de f doit étre devenue négli-
geable danséqy ce qui conduit & admettre que

~
Lnao (Tr Qi).

I1 est facile de voir que les valeurs futures de f n'influencent

184

pas e, dans le domaine de validité @D' Ainsi peut-on remplacer dans 1a formule

(21) e signe /mpar‘ /t:
0 (o}

t

2

eo(x, t) = 1 / f(v) exp (- t_"_x__'__"_)_) dv
2m¥ ‘o 2

ux
VEL T ET

Remarque 1 :

Examinons le cas particulier oi

f (t) = H (t) (fonction échelon unité de Heaviside)

Les équations (21), (29) et (32) fournissent successivement :

et
¢2€2X

erfc

|
NI =

e(l) (x, t) =

x-t 1

- erfc /==
Ve X 2 ?_EZ‘

4

erfc

[l
Nl

e(z) (x, t) =



32)

(33)
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x-t
VZezt
Ces solutions approchées sont différentes a certains égards, mais on peut mon-

e(3) (x, t) = % erfc

trer qu'elles coincident toutes sur un domaine tel queéib défini en (24) et
(26).

On peut constater sur le cas particulier de la remarque 1 qu'au voi-
sinage du front x = t :

% 1
3 i -0 (/%)

2

e
1) _ -3/2
atox 0 (x )
2
a_.li%l = 0 (x'1/2)
o t

De sorte que dans la formule (6) il n'y a plus de raison de négliger le terme

Be(l)

2
; 3%
A =ne1y Tx - 0 (nx 1/2) _ ()

relativement a B = E%T oy = 0 (%§-3/2) dés

€
lors que x = 0 (#3. La solution linéaire échoue si 1'on s'&loigne suffisamment
du bord.

Probléme non linéaire

Dans le probléme non linéaire jinterviennent deux petits paramétres
nete. Si 1'on fait tendre 1'un vers 0, par exemple n, il faudra, pour que
les expressions A et B dont on vient de parler soient de méme ordre, prendre
T=0 (%). En somme plus la non-linéarité est faible (n+0), plus loin du
bord se produiront ses effets et 1'échelle de temps adéquate pour "accompagner"”
ceux-ci est :

¥*
T=Tm=0¢
n
Nous posons par conséquent pour n £0: (%)

€
2
€,y = F%%? de sorte que = =0 (1) quand n+0

(*) Cette condition autorise la nullité deez, sans pour autant que n soit
nul (u = 0).
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g=t-x
(34)
X5 nX
Alors, compte tenu de
ji.: - jL.+ _2_.jl.= jL
ax ag " 8% 3t 3¢
1'équation (6) s'écrit aprés une dérivation par rapport a x (*) :
(35) (> - 342 em(E) 2 (& - _2_)Ze+nE2(£L.- D )le(X - n 2)e
ac 5%, n’ 3¢ g~ 3% E ‘o “axl Y 3%
aze )
+no (n)=
2l
Cherchons un développement intérieur sous la forme :
(36) el oy a"ell) (¢, x))
n>o
La substitution dans (35) donne en identifiant les coefficients de n :
2,(1) ,2,(1)
] eo ) ] e0
352 -] 4
puis :
ae(i) E . ae(i) € aze(i)
(37) o _ 2 e(1) o _ 2 0
3% 2?1 0 AL 2n agz
C'est une équation de Burgers.
Ce résultat a &té obtenu par Blacke |4] dans le cas d'un matériau
dont le comportement est décrit a 1'aide de paramétres cachés et par Bland |5
en prenant une loi de comportement du type :
(38) o=E, e + E e2 tu e
1 2 H

(*) En s'appuyant sur le fait qu'en général la fonction G2 (tl, t2) tend
exponentiellement vers E2 quand (tl, tz)-+ (=,»), nous admettons pour

trouver la formule (35) que :
_ /t/taé , Gy (ugT s upT ) - By
Lim Jo b ax (t-up) e (t-up) 3

dul du2 = 0



(40)

(42)

(43)
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L'étude faite sur la loi de comportement de type intégral montre
que le modéle (38) choisi par Bland présente le degré de généralité suffisant
pour décrire au premier ordre les phénoménes se produisant loin du bord. Les
coefficients figurant dans (38) sont dans ce cas donnés par (1).

] Pour déterminer la condition & la limite qui permet le calcul de
eé1) i1 convient d'utiliser un processus de raccordement avec la solution
extérieure définie par un développement du type :

e(®) (x, t) = 1 " ege) (x, t)
n>o

Rappelons qu'au premier ordre la condition 3 la limite (7) s'écrit :

el®) (0, t) = f(t)
si bien que :
eée) (x, t) = f (t - x)

En prenant comme variables intermédiaires :
E=£E=1t-x
X = ¢(n) x (n<<¢ (n) <<1)
on obtient 1a condition de raccordement :
elt) (g, %y = 0) = f (&)

< . . . i
La aussi la solution composite €, est confondue avec eg ).

Remarque 2 :

La formule (33) indique qu'il est équivalent d'utiliser un processus
dans lequel €, 0. On pose alors :

Xy = €% = ey (éé) avec éé- £0 (1) quand e, > 0



(45)

(46)

(47)
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et 1'on obtient 3 Ta place de (37) :

(1) (1) 2 (1)
aeo i E2 n e(i) aeo 1 P} e0

On remarque que 1'on passe de (37) a (45) par une simple multiplication en B-.
2

Si 1'on pose n = o dans (45) on retrouve la formule (19). Cela montre que la
solution de (45) (ou de (37)) contient celle du paragraphe précédent. Précisément
elles sont confondues pas trop loin du bord puis divergent pour x>0 (é%) lors-
que les effets cumulés de l1a nonlinéarité interviennent et ne sont pas suf-
fisamment étouffés par la viscosité.

Remarque 3 :

Comme précédemment, on peut définir approximativement un domaine de
vah’dité@D de la solution de 1'équation (37) :

S)D = {(?, %) tel que 3(>AI'JD}

"o
avec LDvérifiant les conditions heuristiques :

T i
LD>>sup (ET Qs Tmﬂ)

Lp>>0 (Qi Tr)
2
T2 21
D E1
ol Mo est une quantité ayant la dimension d'une contrainte par un temps au

carré :

"y =/ / (G2 ('rl, T2) - E2) d'rl de

o o
Remarque 4 :

La condition "initiale" (43) implique que la solution eéi) de (37)
dépend a un instant donné t des valeurs futures de f (t) (t> t). Cette
dépendance est 13 aussi négligeable car, elle n'influence pas 1a solution
approchée dans le domaine de va]iditééaD.



(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)
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c) Une méthode d'échelles multiples

Les résultats précédents se retrouvent facilement en employant
la méthode des échelles multiples.

Construisons un processus de perturbation dans lequel n » 0. Posons
comme en (33) :

€
—) avec 7% =0 (1) quand n > 0

L'équation (6) s'écrit, aprés une dérivation en x :

2 e 3 E 2
e 2 e 2 9 Je 3 e
s tn(5) — ¢+ = (e =) +n0 (7)) =
3% n7 atax nyEl ax X L ot

Introduisons les variables multiples :

=n' x (i > o)

et cherchons une solution de (50) sous la forme :

) nde. (t, X, x EE)
i s Xg9 X915 =00 0 g

e(x, t, n, €,) =
2 iz>o

On obtient aprés une substitution dans (50) et 1'identification des coefficients

de no, n1 :
9 e 32e
0 _ 0 _p
It ag?
2 2 2 3
) e ) ) e .5 3 e, *-ig 3 € . Eg._é_.(e EEQ)
at? 8502 W%y M ata;o2 By 3% © 0 3%,

La condition & la limite (7) s'écrit :

f(t) = o(0, t) = e(o, t) + O(n) = eo(t, X = 0s X3 =0 eues é%) + 0(n)

et donne au premier ordre :

e (t, x

o X, = 0s X; = 0, ...) = f(t)
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L'équation (53) montre que e, est de la forme :
€ (t, Xo» 51) = e, (&, 51) avec ¢ = t - x,

Pour éviter 1'apparition de termes séculaires dans la résolution de (54), on
pose que le deuxiéme membre est nul, d'ol :

aeo E2 aeo € 3 e

[=]

soit aussi, compte tenu de (57) et (56)

2
EEQ i E2 . 2e, & e
X, 2E, 0 2& 2n N

0

e, (£ =1t, x; = 0) = f(t)

=~

Ces équations sont identiques & (37) et (43).
Naturellement si 1'on prend comme variables multiples :

X~=€2X

on obtient 1'équation (45).
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5.3 L'ONDE INSTANTANEE

Le front d'onde sépare la zone perturbée de la zone de repos et
i1 se déplace & la vitesse instantanée du son Q s'il ne contient pas de choc,
3 une vitesse un peu différente de 91 dans le cas d'un choc faible. Les pro-
priétés de 1'onde au voisinage de ce front sont assez bien connues aussi se
contente-t-on d'une étude rapide.

De nombreux travaux ont montré que 1'évolution du front est gouver-
née par la réponse instantanée du matériau, évolution que 1'on peut d'ailleurs
déterminer de maniére exacte et explicite. Dans un voisinage du front il est
logique de penser que seules les "composantes instantanées" de la loi de
comportement générale (5.1.1) auront un rdle 3 jouer. Nous écrivons, dans le
paragraphe a), cette derniére sous une forme mettant en valeur ces "composan-
tes instantanées". Cette forme a déja été utilisée par Huang et Lee |14|et
Lubliner |15|. E1le donne 1a réponse du matériau de maniére exacte au front
et de facon approchée dans son voisinage.

Puis au paragraphe b) nous décrivons 1'onde prés du front en cons-
truisant un processus asymptotique dans lequel le paramétre perturbateur est
1*&loignement par rapport au front de la théorie linéaire, éloignement que
nous faisons tendre vers zéro (alors que précédemment c'était 1'éloignement
par rapport a 1'origine que nous faisions tendre vers 1'infini).

a) Calcul de_la_solution_asymptotique

t ~
> X3
En intégrant par parties le terme I = // 6 (t-7) 5 (1) d

0
qui figure dans la loi de comportement (5.1.1), on obtient, compte tenu du
repos initial :

A ~ ~ E » ~ A~
I=E e (t) + // G, (t -t) e (t)dr
(]
avec

(1) El = G1 (o)



(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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. . "
En réitérant le procédé sur le terme /// Gy (t - 1) e (1) dt ainsi que sur

o

le terme non linéaire de (5.1.1), on obtient finalement :

avec

=

~

~ o~ AP VY) N ~2 . //t ~
(t, x) = E; e (t) + 5 E, e + G (o) / e (u) du

POl

E)“ ~ T, t aG
+Z Gl(t-r)({) )du)dr+e(t){ ——(t-r,o)e(r)dr

~ns

T E e,
1
+§/ / 2 (-1, T - 1) § (1)) F (1) dry dr,
0O ©° 1 9
A
E, = G, (0, 0)

Rappelons les définitions :

A
51)1/2

0

A .
Tr = = El/Gl(o)

1 p

de la vitesse instantanée du son, et d'un temps de relaxation "instantané" du
matériau.

Puis, aprés avoir posé :

TI=SUP'LE7;(H‘|'
T &

opérons dans (2) les changements de variables et de fonctions suivants (*) :

~

’x’=sz1.Tx t =Tt
~ T ~ E
u-Qiu c=nkyo

n
~N
e:a_’té:n.g%:ne

X

(*) On utilise aussi dans la suite la notation X = QiT pour désigner

1'échelle de longueur associée a T.

192
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Cela donne :
N
1 B2 o2 t
(8) c=e+snx € - ¢ e(t) dt + 0 (n, €)
E1 o
ou
_T
(9) & = T
r
Nota :

Pour ne pas alourdir les notations, on utilise sans inconvénient
majeur les lettres x, t, o, e, n, €, f etc employées dans la section 5.2
dans un contexte un peu différent.

L'équation du mouvement (5.2.5) et la condition & la limite (5.1.2)
prennent la forme, compte tenu de (7) et (8) :

A
2 E t .2 2
2 9 Je 3 e J e
10) At (eg) - e (t) dt + 0 (n, &) =
X El ax 1o oax 1{ 3x2 1 542
(11) o(0, t) = FALE) 987 £(t)
n E].

Le processus_asymptotique

On pose :

et 1'on suppose que

ny -

(EE) =0 (1) quand g * O
Aprés substitution du développement

(12) e (t, X, € n) = T e (6, Xy Xy e )
- igopdi( or 1
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dans 1'équation (10) et identification des coefficients de 81 s 11 vi

aze aze

___%.- 79 =g b oul fyae

X ot ;

)
A

azel 32e1 azeo E2 03 ae
(13) St 2t s (& aX

3X,, at 0”1 Ey € 9%

1] _vient :
sl §is

B0 k
R LR - B
o o

2 RS
t3
9 - // T‘E%"(“) du = o

0 =HX .
| 3 (o I8

La méthode des échelles multiples montre que e, est une fonction

de la forme : .
AR A ST NG SO S AT I I B

(14) o s
i IV
ER S T T
(15) st A g €0
D'aprés (8) et (12) la condition a
(16) e (t, Xg = 05 Xq = 0) =
Nous avons vu au chapitre IV que Ta caractéristique f; de 1'équation
(15) passant par le poiﬁ%fdeicdéﬁdonﬁéési?ﬁfwarxl = 0 a pour équation :
A X4
E -
2 Z
(17) X, > E(x))=a-E2fe) (1-e ©)
Eyq 1
La solution € de (15) et (16) est donnée par
-3
(18) € (E’ Xl) =€ f(o)

ol o est déterminé implicitement en fonction de ¢ etx1 par (17).

Passons maintenant & 1'étude des chocs qui apparaiséent lorsque les

=~

caractéristiques sont amenées a se couper.: ..

Dans une premiére étape nous allons déterminer les points du plan
(&, Xl) ol prennent naissance des chocs, puis nous étudierons 1'évolution de

ces chocs. Tous les calculs sont effectués en fonction des variables Xq et &,

[SRRE

194
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mais les relations €=t - x et Xy = & X nous font passer immédiatement aux
résultats exprimés en fonction de x et t.

L'enveloppe %?des caractéristiquesf; (a >0) est une limite du
domaine & du quart de plan (&2 o, Xy > o) dans lequel les E; ne se coupent
pas. Pour tout (&, xl) appartenant ad, i1 existe donc un a et un seul tel
que (&, Xl) appartiennent a %;. L'application bijective G :

G : D+ @ (@)
(€, Xl) + (o, Xl)

définit donc dans < un changement de coordonnées.

L'équation implicite de 1'enve10ppe@?, en coordonnées (o, Xl) :

s'obtient en écrivant que %’est constituée de 1'ensemble des points (o, Xl)
qui vérifient simultanément 1'équation (17) :

3 1
2 -7
£= ga, x) = -~ o flo) (1-e 7)
E, 1
et la relation :
A X4
Ex y -7
E:E(a+da,x1)=u+da-€—-qf(a+du)(1-e )

1
L'équation (20) fournit une condition suffisante de formation d'un
choc qui s'énonce de la facon suivante : la caractéristique aboutit & un
choc s'il existe un xy tel que (20) soit vérifié.
L'expression de (20) dans le cas non dissipatif (e1 = 0) s'obtient en

faisant tendre €1 vers zéro :
AN

E2 ,
1=——7\—nf(a)x
2 E1

. A
Par suite, la caractéristique 8; aboutit 3 un choc dés 1'instant ou E2 f'(a)
est positif.
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A
-Dans Te cas dissipatif, 1'équation (20) montre que E2 f,(a)>o n'est

plus une condition suffisante pour que E; aboutisse a un choc

Soit (ao, xlo) Te point ol un choc va prendre naissance (figure 1).
C'est un point singulier de 1'enveloppe. C'est aussi, Tocalement, le plus

petit X, pour lequel il existe un a tel que (20) soit vérifie.

" |
Xo (\ cho
[~ O N
]
: Eu
' ——— S _ ‘g“-
|
1
| ——
X40 X1
Fig: 1
Caractéristiques et choc
£\
X,
2
1
A ~ 1-e
zinf(22é 4 ) |
N/ 1 :
I
il - X1

N

- X4/

x‘o(cas élastique)——/ N2 x,o(cas visco-elastique)

Fig: 2

Point de formation d'un choc : comparaison du
cas élastique et du cas viscoélastique
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Sur la figure 2 nous comparons la formation d'un choc élastique et
viscoélastique (au voisinage du front), dans 1'hypothése E2 f'(o) >0.
A\

E
. 19 1 , .
Posons I = 1gf (Er—jT-?Tray). Ce n'est que sous la condition I < 1
2

qu'il y a formation d'un choc viscoélastique. On notera également que la dissi-
pation exerce un effet retardé sur la formation d'un choc, puisque :

X10. visc. z *10 élast.

Enfin, sur la figure 3, nous avons représenté dans le plan (t, X)
1'allure des courbes caractéristiques dans les quatre cas odl un choc peut se

former.

Y
1"cas:Epo,fho,fr0

2%¢as:Eq0,fco,feo

>y

}
3i?3szg;)0,f’)0,f(0

4%¢as :Ez( 0, f'( 0.fr0

Fig:3

Allure des courbes caractéristiques
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Evolution du choc

Dans ce qui précéde, nous avons vu comment localiser le début d'un
choc. Intéressons-nous maintenant & son évolution. Considérons dans le plan

(€, Xl) un choc dont le point de départ est (ao, xlo). Notons é (Xl) la

valeur de& telle que (E(xl), xl) soit un point situé sur la ligne de choc

(figure 4), et E?+, £ _ les deux caractéristiques aboutissant en ce point.
(¢ o

0(.7"4)

Xo
o (x4)

}("4)

Ainsi, 3 tout point du choc de coordonnée X1% X190 peut-on associer deux
nombres a+(x1) et a"(xl).



25)
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Ecrivant que le point (g(xl), Xl) est situé sur les caractéristi-
ques‘22+(xl) et fz_(xl), on obtient, compte tenu de (17) :

¢ A

Fixg) = at(x) - B2 Rt -e D)
€1 E1

) (3 .

Fxy) = T (x) - L FlaT DA e D)
1 E1

Une troisiéme équation est nécessaire pour calculer les fonctions
inconnues %(xl), u+(X1) et a-(xl). celle-ci s'obtient & partir de la loi de
conservation de la quantité de mouvement |11]|. Elle exprime que la vitesse
du choc est égale & la moyenne des célérités soniques amont et aval, résultat
classique pour les chocs faibles (formule (3) de 1'annexe 4.A.1) :

X
- 1
4E.1a 2 (b)) + FaxpD e ©

1

£
rn>| I\)rr1>

1

i

Si 1'on retranche (25) & la moyerine arithmétique des équations (23)
et (24) dérivées par rapport a Xy, il vient :

A X1
dot EZ + -7
| a%— 1 - -=Ff'(a) (1 -e )
A X
do” By L, - -7
+ H%I 1-L Ef'(a)(1-e Y| =0

En ;aisant la différence des équations (23) et (24), on peut cal-
"1

culer 1 - e z en fonction de o et o, puis on élimine cette expression dans
(26), et 1'on obtient comme dans |1] :

+
@+ %) (Fla) - F) - (" - &) (£ G £ Cn
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Si 1'on pose

at
B(a's o) = /// f(s) ds - 3 (F(a") - (o) (" - o),

o=

on voit facilement que (27) est équivalent &

g B0 T x) = 0,

L'équation (30) est la propriété bien connue de conservation des
aires |7| qui fournit une représentation géométrique permettant la construc-
tion aisée d'un choc. Cette propriété n'est valable que dans un voisinage du
front viscoélastique. Elle est classique dans le cas non dissipatif.

Les résultats relatifs a 1'onde instantanée sont un prolongement
de ceux de Varley et Rogers |1]| (ondes de hautes fréquences), dans le cas
d'une excitation au bord de nature quelconque. Les méthodes employédes sont
différentes, puisque le paramétre de perturbation dans [1 | est une fréquence

que 1'on fait tendre vers 1'infini. De plus ces auteurs font leur étude avec

Tes variables (a, x) ol o est une variable caractéristique.

On peut définir, comme au chapitre I, de fagon grossiére un domaine
de validiteé 591 dans le plan des variables physiques (X, ?c/) (ou @I dans le plan
des variables réduites) pour 1'onde instantanée :

t) le, t-X<lp

D, = (%
o‘DI={

X
(o 8 1t - xgLp
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avec

~S

LI<£R'S% et

LVl

Bien siir ceci ne définit pas le domaine de validité optimal, c'est-
a-dire le plus grand domaine sur lequel 1'onde instantanée est une bonne re-
présehtation de 1a réalité. Ainsi lorsque la sollicitation est périodique et
de haute fréquence, (cas examiné en |1] ), 1'onde instantanée est valable

dans le quart de plan tout ent

tl

K

jer.

' differe
° zrepos /
& @ s
e
'6° ///v
< e .
o o
00 /

front donde
instantane

La solution n'a pas été décrite dans le domaine

Fig: 5

///// . o RSS.
,////‘ gir “:o“ pe2 //’//////
/1‘3 e
o VNS —
&// ‘ reT
“', \\\\\\ EL___.
\ .
T X
)

(figure 5) constitué

deg\point§l(§:'¥) qui se trouvent derriére le front d'onde et a 1'extérieur
deéDI et 4%. Le matériau est alors sollicité a la fois de fagon instantanée
3 cause de la proximité du bord et de facon différée parce que les temps sont
grands et que le corps se souvient depuis 1'instant initial de toutes les sol-

licitations imposées au bord.
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S'agissant de 1'évolution d'un choc, on peut souligner qu'au voisi-
nage du front un choc est amené a disparaitre rapidement par amortissement
exponentiel. Mais i1 n'en apparait pas moins au sein de 1'onde différée une
“structure de choc stationnaire" donc i1 est possible d'entreprendre 1'étude
au moyen de 1'&quation de Burgers.

L'existence d'un choc au voisinage du front est 1iée a la propriété
d'élasticité instantanée du matériau. Loin du bord, ce sont les propriétés
"visqueuses" qui structurent le choc.



(3)
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5. 3 THERMOELASTICITE NON LINEAIRE

Dans une intéressante publication |16|, Johnson a étudié la propaga-
tion d'un échelon de contrainte dans un corps thermoélastique non linéaire. Le
comportement du matériau est décrit par une théorie du second ordre |17|, et par
conséquent la perturbation doit étre supposée de faible amplitude. Dans ces
conditions Johnson montre que, suffisamment loin du bord, 1'échelon de contrain-
te est modulé par une équation de Burgers.

On se propose ici, en prenant les mémes équations fondamentales que
Johnson, d'étudier la réponse d'un corps thermoélastique soumis a une sollicitation
de type thermique. Auparavant, le cas de la sollicitation de type mécanique
(cadre dans lequel s'inscrit le travail de Johnson) fait 1'objet d'un
bref exposé.

On ne s'intéresse ici qu'a 1'étude de 1'onde différee. I1 n'est donc
pas nécessaire de tenir compte du fait que la chaleur se propage a vitesse
finie.

Dans une théorie du second ordre, le comportement d'un matériau ther-
moélastique non linéaire est décrit par les équations |16| :
~ S

Mo G+ 2)6-88. (S-S
G=(+2n)e-80, (S -S,)

/ C

[3(x + 2n) + ] G p, C

Nt =

+

Les notations sont identiques & celles du chapitre II (GJ: contrainte,

[aud N 3 -

e : déformation unitaire, 9 température, S : entropie ...). Les coefficients
’~ ~ ~

Cl’ CZ’ C3 sont des constantes, et v est un coefficient d'élasticité du

second ordre.L'indice zéro fait référence a 1'état initial.
La conduction de la chaleur est gouvernée par la loi de Fourier :

~ ~ o~ N e 96
q=-[k+k1e+k2(s-so)j ~

~
N
X
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Les lois de conservation de la quantité de mouvement et de 1'énergie s'écrivent :

gy
s’ 0 Hff
o 535 .30
0S¥ 2X

Effectuons le changement de variables et de fonctions suivant :

X=2Tx : T=Tt
~/ -— ~
u=nqQTu 5 e=ne
~ -— — AL —_—
S-So=n(>\+2u)CS/BG0 ; o=n(A+2n)o0
~ -— — o~ —_ — —_
8 -8,=n (A + 2u) 9/8 ;3 g=n(x+2u) kg/sQT
ol 9 = A+ 2 est la célérité isentropique du son, T une échelle de temps
)

arbitraire et n un petit paramétre représentatif de la faible non linéarité
du probléme.
Les équations (1), (2) et (3) s'écrivent alors sous forme réduite :

1 2

2 1
(A + 2un)

Q
1

8 =S-€e+ % ne Cl e2 +ne C2 e S + % n C3 52

q=-(l+nkje+nk,Ss) >
ol € est la constante de couplage thermomécanique définie en (2.3.40).
En combinant ces équations avec celles du mouvement et de 1'énergie,

on obtient les équations fondamentales suivantes :

2 2 2 2
3 e 3 e 3 S v ) Je 9
7 -7t 2‘“{(3”_ —) ax (8 5%) + € — (€9)
ot X X N+ 2 X



(13)

(14)
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d TC 825 - 826
23 A3 -3
. 9X X

X {1+n(K+2§) (S - ce) /8T )=
:FC
+]’]—T—

9 | — 9 - 39S
ﬁ{e(cl-kl)e—e+(ec +ky) e 22

- Je 3S

On a introduit, comme au chapitre II, un temps caractéristique du matériau :

?C - *"‘:—Ei‘tr'
C(x+ 2u)
On s'intéresse dans la suite a 1'étude de 1'onde différée ; on pourra donc
considérer que :

est un petit paramétre.

Lorsque 1'excitation au bord porte uniquement sur une variable de
"type mécanique", contrainte, déformation, déplacement ...., (resp. de type
thermique), nous dirons que le probléme est de type mécanique (resp. de type
thermique).

Supposons par exemple que la contrainte au bord est une fonction
donnée du temps, alors que la température est maintenue constante :

5 (0, £) = F(E)

~~ ~ ~
o (0, t) = 0

Le petit paramétre n est alors défini par :

N —
n = sup [F(t)] /7 (x + 21)
t>o0

De 1a sorte, les conditions & la limite (13) peuvent s'écrire :

o (0, t) = f(t) avec |f(t)| < 1

o (o, t)

n
o



(16)

(20)

(22)
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et 1'on définit 1'onde quasi-élastique (Q.E.) par son développement :

e(x, t) = .Z e; e (t, Xos Xqs «--)

S(x, t)

"

.i
1‘50 €y S'i (t, XO, Xqs c.l)

I1 est facile de montrer que 1'entropie est nulle au premier ordre :

S0 =0
et que

eo(t, Xg» Xl) = eo(g, Xl)
avec

E=t - x0

“La dépendance de e, par rapport a8 Ta variable lente Xq est gouvernée
par 1'équation de Burgers :

2
ae -3 e ae
____9. - £ 0 - __n (3 + v ) e 0 =0

a résoudre sous la condition "initiale" :

eO (&5 xl =0) = f(g)

La solution approchée que nous venons de calculer ne vérifie pas en
toute rigueur la condition & la limite (15). Toutefois, 1'expérience acquise
dans le cadre du probléme linéaire, nous autorise a penser qu'en dehors d'une
couche Timite a 1'origine, 1'onde Q.E. donne en premiére approximation la dé-
formation e.

Considérons un probléme de type thermique, par exemple celui du cha-
pitre III ol T'on se donnait un échelon de flux de chaleur & 1'extrémité, libre
de contrainte, d'un massif thermoélastique.




4)

2€)

27)
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Les conditions & la limite peuvent s'écrire sous forme réduite :

i
(@)

o (0, t) =

- L
ey
ol H est la fonction de Heaviside.

q (o, t)

Nous allons montrer qu'au premier ordre la solution de ce probléme
faiblement non linéaire est quasistatique, tout comme dans le cas lTinéaire.
De plus nous déterminerons 1'@quation non lindaire qui régit 1'évolution de
1'entropie S. '

Nous posons encore :

n
n=ep ()
2 €5

et nous introduisons, comme dans le probléme linéaire les variables multiples :

xi - 85 1/2 + ]X

ainsi que les développements :

.i

) n
e = € e. (szs cey T
iso 2 i o> "1 €y
S= 3 ) S (X s Xy» veer -

i5o0 2 Ti 0 1 €y

représentatif de 1'onde quasi-thermique (Q.T.).
Substituons ( 6) dans (9) et (10) et identifions les premiéres puis-
sances de €p- I1 vient, au premier ordre :

2 2
3 e 3°S
- %+ 9=0
3%y X,
3S 325 3 e
5t g +e g =0
X X
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CHAPITRE VI

SYSTEMES DISSIPATIFS

6.1 INTRODUCTION

L'évolution d'une perturbation dans un milieu dissipatif est souvent
gouvernée par un systéme quasilinéaire du premier ordre d'équations aux dé-
rivées partielles de la forme :

R R T
=+ A (u)==T (v
ot X
- ~ ~ o~ -
ol les n composantes du vecteur u = (ul, cees un) sont des paramétres, mesu-

rables ou bien cachés, qui caractérisent 1'évolution du systéme. Comme pré-
cédemment on désigne par tetXle temps et 1'abscisse. Nous supposerons que
le systéme (1) est hyperbolique.

Le probléme est en général non linéaire car la matrice ﬁfet le vec-
teur ﬁ’dépendent de gﬂ I1 est de nature dissipative siﬁfest un vecteur non
nul.

I1 y a de multiples exemples de problémes dynamiques gouvernés par
des équations du type (1) : viscoélasticité, thermoélasticité, viscoplasticite,
transmission dans les lignes électriques, gaz réactifs, ondes marines, atmos-
phéres a température variable etc ... .

On traite ici de la propagation d'une onde plane dans un demi espace
% 5 0 homogéne. Le cas du matériau non homogéne (A (U, X) et T (U, X) depen-
dent alors explicitement de ?3 se traiterait sans grandes difficultés supplé-
mentaires. Les ondes non planes sont étudiées au chapitre VII.

Les seuls effets dissipatifs pris en compte ici sont donc ceux qui
résultent de la dégradation de 1'énergie mécanique par frottement interne,
conduction thermique etc ...

L'onde de faible amplitude est étudiée dans la section 6.2 en faisant
usage de la méthode de 1'échelle variable et de la notion d'onde progressive,
Germain |1|. Ces résultats ont fait 1'objet de 1a note |2|. Puis, dans la
section 6.3, on donne des applications a la thermoélasticité et & 1a viscoélas-
ticité non linéaires.

L'objet de la section 6.4 est d'étudier les perturbations de forte
amplitude. On utilise les notions d'onde progressive et d'invariant de
Riemann, pour calculer 1'onde prés du front. La méthode est une transposition
de celle utilisée par Seymour et Mortell |3| dans 1'étude des ondes de haute
fréquence.
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Les résultats obtenus dans 1'étude de 1'onde différée sont moins

généraux. On se limite & 1'analyse d'un cas particulier.
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6.2 L'ONDE DE FAIBLE AMPLITUDE

La solutiony est supposée de faible amplitude. En admettant que
€(0) = 0, et que EXU) peut se développer, au voisinage de zéro, en série de
Taylor relativement & U, le systéme (6.1.1) peut s'écrire sous la forme *) :

+ A(D)

1>

= B(I) T

Sy
<2 I

_ . - . .
ou B(u) est une matrice carrée de dimension n.

L'hypothése de faible amplitude permet en général d'introduire un
petit paramétre n sans dimension et d'écrire chacune des composantes ﬁ; du
vecteur"_fj sous la forme :

ﬁ} =7 ki u, (sans sommation sur i)
ou les ki sont des constantes qui dépendent des propriétés du matériau et qui
sont de méme dimension que ﬁ}.

Introduisons les variables réduites x et t :

Dans ce chapitre nous notons échelles de temps et de longueur par T* et X*,
car T et X désignerons des variables. @ est une cé&lérité pour le moment arbi-
traire.

Moyennant les transformations (2) et (3), le systéme (1) peut en gé-
néral s'écrire sous la forme :

| &
—
*

u —B(nu)u
X Tr

Pour étudier 1'onde prés du front on introduit le petit paramétre
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e, = 1

1 Tr
Yy N ~ 1~ ~ ~
(M) L) = [€ g (0) +3C o (0) U+ Ju
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Tes variables multiples
6) X; = ep X (i =0, 1, ...)
L]
et 1'on pose :
= L
(7) n - g (81)-
On cherche une solution du systéme (4) ayant le caractére d'une on-
de progressive, Germain |1| :

i n
e Ys (¢, X1s Xps ees E—)

(8) u(t, x, el’ n) =
0 1

\V I~

;
(9) E =& (t, Xo)
est une fonction de phase & déterminer.

Considérons les développements :

10) A (nu) = 50 +n A

Ic

+0 (n7)

3

11) B (n u) +n? (Byu) u+0 ()

H

+n By

=

B
dans lesquels 50, Bl’ BZ sont des tenseurs constants d'ordre 2, 3, 4. La jux-
taposition de deux tenseurs (par exemple 52 u) représente leur produit con-
tracté.

Les calculs qui suivent sont classiques (voir |1] pour le cas général,
et Seymour |3] pour 1'étude d'une onde de haute fréquence). On substitue (8),
(10) et (11) dans (4) et 1'on identifie les premiéres puissances de €y- I1 vient :

u
13 g -0 _
12) (e L+ o B we = °
ou ou su
3 g =1 _ -0 _ N -0
13) (3f I+ on Ao) 3t Ao Bx1 € (Al yo) on * 5o Yo

oy
L'équation (12) admet une solution 7ﬁ? non triviale si et seulement si :

ok oF
14) 3/ "
0

ol Ak est 1'une des n valeurs propres réelles de la matrice Ao' Nous la supposons
positive. En choisissant convenablement la célérité Qo dans le changement de



(15)

(16)

(18)

(20)

(21)
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variable (3), on peut toujours admettre que :
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Nous supposons que le noyau de I - Ao est de dimension 1, et nous désignons par

R et L des vecteurs non nuls du noyau de I - A, et de son adjointe :

(1-A)R=o0

L (I-A)

La solution u, de (12) est de la forme :
Yo (&, Xl) = f (g, xl) R

avec

La fonction f, pour Te moment inconnue, se détermine en substituant
(17) dans (13). L'équation ainsi obtenue :
ou of 3

= -9 LA
(1-8) 5= - m B R for (R R+FB R,

-4

admet une solution non triviale Uy si et seulement si le produit scalaire du
second membre par L est nul. D'ol 1'équation de transport qui gouverne 1'évo-
lution de f :

of v pslf

a_.__.
Bxl of

+cf=o0

avecC

En résumé, la solution au premier ordre Uy est décrite par les équa-

tions (17), (18) et (20). IT convient de remarquer que nous n'avons calculé
qu'une solution particuliére, celle attachée a la valeur propre Ay de 1a

matrice Ao' Cette solution particuliére, que nous appelons k-onde progressive
instantanée, peut valablement décrire une perturbation au voisinage du front
dans certains problémes ol seule une composante du systéme est excitée.
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23)

24)

25)

26)

27)

29)

(30)
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Petit paramétre et variables multiples sont ici :

T

.

2 %
i

Xi = €2 X,

et 1'on cherche une solution u représentée par le développement :

A 1'aide

u, (&(t,

du noyau

i n
! (t, x, 82, n) = . Z €2 y_i (E(t, XO), X1’ cs ey 'E_—)
i>o 2
Aprés substitution dans (4) on obtient :
=0
=0 -0
3u
- (3% & _o0_n
LAN (at 1+ 3, Ao) iE ey (-1 l-‘o) Yo
au au du
14 3E -1 =0 , n -0
U, = (53142 A )=+ A ==+ — (A U)o
-0 ~2 ot 3x, ~0' 23t 03X, € 1-o X
- - - (2
> (By uy) Yy = (By up) Y, (EZ) ((B, uy) uy) 4,
de ces trois équations, nous allons calculer le premier terme
Xo Xl) du développement (24).
Soit, Iy, ...» [b, une base du noyau de 50 et, 11, cees 1p’ une base
de 1'adjointe de B . La solution u de (25) s'écrit :
P
u, = L a; (B, X)) Ty

0 =1 ]

Pour que 1'équation (26) ait une solution Yq il faut et il suffit que

les produits scalaires du second membre par li soient nuls, d'od :

avec

Ja .

p .
2% 3ey_J _n
j Z 1 (Yij it ! Y13 3)‘0) 3k €9 l'i (-B-l 90) Yo
ithiG o etk g



(31)

(38)
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Dans la suite nous supposerons que 1'identité

1; (By yy) uy =0

est vérifiée, ce qui est le cas dans les applications que nous traiterons. Il
existe alors une solution a de (29) non triviale si

ou Vk est 1'une des p solutions de 1'équation

dét (Vk Yy -w) =0

La vitesse Vk’ que nous prenons positive, est la célérité différée de 1'onde
en théorie linéaire.

Soit R un vecteur non nul du noyau de V y - w supposé de dimension 1,
et L un vecteur non nul du noyau de 1'adjointe de Vy - w. La solution a de
(29) s'écrit alors : )

a (&, Xl) = f (&, x1) R

avec
£ = Vk t - Xo
Aprés substitution de (34) dans (28), on obtient :
u = f N
avec
P
R

Puis on obtient 1a solution générale de 1'équation (26) :

' of A~ 2 ~
bj (g, Xl) rytag Y + oy

- N
ol u

1 et ﬁ& sont des vecteurs constants.

La solution U, de (27) existe si et seulement si le produit scalaire
du deuxiéme membre par li est nul pour i =1, ..., p.
Si 1'on suppose en outre que les identités suivantes (réalisées dans

les applications pratiques) sont vérifiées :
1; (Byuy)y =o

1;((Bp ug) yg) uy =0
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(40)

(41)

(42)
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on obtient :
ab 2
_ - of af of
(Vk Y - w) 3E 51'""7 + E2 f 3L * l<3 3X
ok 1
Les vecteurs 51, 52 et 53 ont pour composantes :
A A
Kij = 15 (B Uy -V )
- ~ ~ n
Koy =15 (A up -2V up+ g}'ﬂl NN)
SRR

L'équation de compatibilité associée au systéme (40) est de la forme

2
Akt Lk 2f-0

L K ° .
3 ax1 2 P13 Bg2
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Cette équation de transport, qui gouverne 1'évolution du facteur d'amplitude f,

est, comme on pouvait s'y attendre, une équation de Burgers.
La solution Yo du probléme est en définitive donnée par (36), (35)
et (42).

Ainsi une onde gouvernée par un systéme d'équation du type (1) est régie

loin du bord par 1'équation de Burgers (42) si la matrice B vérifie les condi-
tions restrictives (31) et (39) qui n'excluent pas la non-linéarité du second
membre de (1), [cf. (26) et (27)]. I1 est a noter que ces conditions ne sont
pas artificielles car elles sont remplies dans toutes les applications que
nous traiterons (thermo-élasticité et visco-élasticité non linéaires ...).

S'il est souvent plus simple dans certains problémes particuliers de
combiner directement les équations (sans utiliser la méthode matricielle ex-
posée ici), il n'en demeure pas moins que le formalisme présenté est général,
et compléte la méthode classique par laquelle on étudie 1'onde prés du front.

On notera que, comme Whitham |5| 1'avait déja remarqué dans un con-
texte différent, c'est 1'opérateur de moindre degré B qui gouverne le compor-
tement asymptotique de 1'onde loin du bord.



Section 6.3 220

6.3 APPLICATIONS

Nous étudions ici trois exemples. Le premier, relatif a la thermoélas-
ticité dynamique non linéaire, est traité avec la méthode matricielle exposée
dans la section précédente.

I1 est souvent plus commode, au lieu d'utiliser la méthode générale,
d'appréhender directement les équations du probléme. Nous procédons de la
sorte dans les deux autres exemples, qui sont relatifs a la viscoélasticité non
linéaire.

Nous utilisons, comme en 5.6, une théorie dans laquelle le comportement
du matériau est décrit par des développements au second ordre. foutes les équa-
tions de Ta section 5.6 sont utilisées tel quel dans ce paragraphe, & 1'exception
de la loi de Fourier (5.6.6) que nous prenons ici sous sa forme généralisées :

~~ Vo d
s-5) %8
077 X

ol Tr est un temps de relaxation.
A la place du changement de fonction (5.6.10)6 nous posons ici :

q=”(>‘+2ﬁ)kq/6'ﬁTc

et 1'équation (1) prend alors la forme réduite :

T
_r
c

Q)lQ)
|0

+_-_T—q='-(1+nk1e+nk25)%e:—
TC

En introduisant la vitesse

(o]
[y

!

Q
o+

on voit facilement que le probléme est gouverné par le systéme fondamental d'équa-

tions suivant :

o€ _ 3V _ . , o
3t " ax  © (équation de compatibilité)
vV _ 30 _ (conservation de la quantité de mouvement)
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=, o T
(7) (14,222 )23, WM.
~ ot X
B 6, T
9q T‘c 29 T
(8) 5t Y }—-(1 +nkye+n Ko S) x>T4 (
v r
On pose
e
(9) u= |g
q

cct

(conservation de 1'énergie)

loi de la conduction de la
chaleur)

On peut alors écrire, a 1'ordre 0 (nz) prés, les équations (5)-(8) sous la forme

synthétique suivante :

) e - nCIS

-1 0 0
0 1-nCje-nC,S 0
0 0 1-4¥20) (5 _ze)

B 6

o}

.'l."
0 TE +1n b (u) 0

r

(ot a(u) et b(u) sont des fonctions scalaires de u qui n'interviendront pas dans

ou
U -_ T
(10) st T A (u) % - = B u
c
avec : .
0
(11) Ay) =|-1-n (3 +—
A+ 2
0
Tc
- E-T— + n a(u)
| r
le résultat final)
0 0 0
(12) B = 0 0 0
0 0 0
L0 0 0 .-
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En utilisant les notations de la section 6.2, i1 vient :

- -
0 -1 0 0
(13) A, = -1 0 1 0
0 0 0 1
T T
- = 0 = 0
r r
- J
[ 0 0 0 0 j
= |- Y Ye - - -
(14) Alyo = (3+5\+2_)eo Clso 0 Cleo CZSo 0
u - -
0 0 0 - M) (6 e
8 /é/ 0 (o}
¢}
L aly,) 0 b(y,) 0
-
(15) By = B
0 0
0 1 0
(16) ry = 0 r, = 0 r3= | ; base du noyau de 8,
0] 0 0
(17) 1y = (1, 0, 0, 0) ; ]2 = (0, 1, 0, 0) ; ]3 = (0, 0, 1, 0) ; base du

noyau de 1'adjointe de §o

(18) Yij = Gij (symbole de Kronecker)
0 -1 0

(19) w = -1 0 1
0 0 0

Limitons-nous a 1'étude de 1'onde différée. Remarquons d'abord que les
identités (6.2.31) et (6.2.39) sont trivialement vérifiées.

L'équation (6.2.33), qui détermine les célérités différées du probie-
me linéarisé, s'écrit :

(20) v (v2 - 1) =0




(22)

(24)

(25)
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La solution V = 0 est relative & 1'onde quasi-thermique. Celle-ci dégénére
dans sa phase différée. Elle ne se propage plus, elle diffuse.
Nous supposons dorénavant que ¥V = 1. Cette valeur est attachée & 1'onde
quasi-mécanique.
Pour R et L, vecteurs non nuls du noyau de V y - w et de son adjointe, nous

prenons :
1 1
R=1|-1 L=1|-1
0 -1
I1 Vient alors
1] 0
N A
N=|-1}3 U =05u= 0
0 0
0] | - €]
~ B 1
o] 0 1 -1
K, = 0 K, =-2[3+— ; K, = 1
-1 2 E2 X+ 20 =3
B 0 |0

L'équation de transport (6.2.42), qui s'écrit ici

- 2
af _ 1 1 v af E o°f
A 2 03 yFL 587,

redonne le résultat (5.6.24).

b) Un matériau de_type_viscoélastique

Considérons un matériau dont la loi de comportement est du type :

By (5,8 L+ (59

at ot
De nombreux problémes (en viscoélasticité, voire en plasticité, Critescu |6])
peuvent &tre décrit & 1'aide d'une telle relation.

Avant de passer & 1'étude du probléme dynamique, nous avons besoin

d'examiner les comportements instantané et différé d'un matériau obéissant a

la loi (25).
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Quelques considérations relatives a la loi de
comportement (25)

A~

En déformation instantanée (brusque variation de &) les dérivées §§é
~ ' ot
et 3% sont trés grandes, et le terme y dans le second membre de (25) devient
ot
négligeable. On en déduit la loi de comportement du matériau en régime instan-
tané :
(26) 2 =4 (5, &)
ae
Au voisinage de & = o0, considérons le développement
A
NP
(27) o = E1 e+t e + ...,
A A~
ol E1 et E2 sont des coefficients d'élasticité instantanée du premier et du
deuxiéme ordre. (On suppose E} > 0). La substitution de (27) dans (26) donne :
N A
(28) Ey = 4, , Er = ¢y 97 * 65
oi 1'on a posé :
- -3¢ = 3¢
(29) ¢’0 = ¢ (os 0) s ¢1 - 36’4 (0, 0) ’ ¢2 a,ev (0, 0)

En régime différé, 5 et e varient lentement en fonction du temps, et
1'on peut négliger les dérivées dans (25). La loi de comportement du matériau
est alors de la forme :

(30) v (5, 8) =0

Dans le plan (G, 33, la courbe d'équation implicite (30) passe par
1'origine (car (5, €) = (0, 0) est solution de (25)) et sépare les domaines
p > 0 ety < 0. (figure 1).

A

52
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Considérons une expérience de relaxation dans laquelle, aprés avoir
L] - - L3 - - . ~, ~ .
imposé au matériau un échelon de déformation B(t) = H(t) E;, on laisse se
relaxer la contrainte :

~
a0
P <

ot
D'aprés (25), on a donc ¢(G(t), E;) < 0. Dans le plan (G, ®), on parcourt le
segment AB (figure 1), de A vers 1'état d'équilibre B (la contrainte décroit).
La région ¢ < 0 est donc située au dessus de Ta courbe v(5, €) = 0.

Soit :

(31) B’=E1T5+%E 24 ...

la représentation, sous forme d'un développement de Taylor, de la courbe
¥ (5, 5) = 0 au voisinage de 1'origine. Les coefficients E1 et E2 sont des
coefficients d'élasticité différée du premier et du second ordre.

Aprés substitution de (31) dans (30), on obtient

2
‘112 U’2¢3 ¢4 ‘1’21115
(32) E1='¢—1' s E2=" -'qT]-:+2
% %
On a posé a 1'origine (&, €) = (0, 0) :
2 2 2
(33) w=a—l",;w=a—ﬂ;w=—a—i;w=aﬁ"’;w=a
193 Y 3 4% 4 ;;2 5 4%

En observant la figure 1, onnvoit immédiatement que :

(34) ¥y <0 s vy > 0
Par suite on vérifie, comme il se doit, que :

(35) E, >0

1

Les équations fondamentales du probléme

Le systéme fondamental d'équations qui gouverne 1'&volution du pro-
bléme dynamique est de la forme :

T 0 ® 0 1 ¥
(36) v - |1/ o, 0 0 v = 0
(3 0 1 0 (]



(37)

(38)

(40)

(41)

(42)

(43)
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Effectuons dans (36) les changements de variables et de fonctions
suivants :
n/
t
~
v

A
e

Zne

newv _ , T = by O ,

ou n est un petit paramétre sans dimension qui caractérise la faible non
Tinéarité du probléme. Pour fixer les idées, donnons a la célérité o la
valeur :

Q= (¢0/p0)1/2

Aprés avoir substitué (37) dans (36) et développé ¢ et ¢ relative-
ment & n, il vient, & 1'ordre 0(n2) prés :

3

u W g*
—a—f+A(nu)—x=T—§(ny)!
ol nous avons posé
[ _ b2 '
o 0 1 n¢10 n ai; e 0
us= |v A(n u) = | -1 0 0
e 0 -1 0
-1-Jc e-n b ¢ 0 a-5Co -nde
B(n u) = 0 0 0
0 0 0
- J
7 b Y3 Vg
a = - >0 ; —_ 3 c = — 5 d =
vy ¢ BT ¥

Le temps de relaxation Tr’ défini par :

1
T =-
rn

est bien positif d'aprés (34).
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Etude de 1'onde instantanée

(méthode matricielle)

[4y Sy 4

Avant de procéder a une étude directe des équations, nous allons cal-

culer 1'onde instantanée puis 1'onde différée a 1'aide de la méthode matricielle

générale.

Avec les notations de Ta section 6.2 nous avons :

7
(177
r
0 -1 0
A= |- L 0 0
0 -1 0
L
- ¢
0 - ¢,0 - — €
1 ¢0
All_l= 0 0
Lo 0
-1 0 a
B, - 0 0 0
L0 0 0
:-%)\-bo 0
§1‘.‘= 0 0
L 0 0

On se propose de calculer 1'onde associée a la solution A = 1 de

1'équation dét (A I - Ao) = o (les autres solutions x = 0, et A = - 1 sont

sans intérét dans le présent probléme).

Les vecteurs suivants définissent des bases pour les noyaux de Bo’
jointe de 50, de I - Ao et de 1'adjointe de I - 50 :

a
r1= 0 ; r2=
1

de 1'ad-



(50)

(59)
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avec

11:'-(0’ 1, 0) ; 12=(0, 0, 1)
1

R= |-1
1

L=(1,-1,0)

La solution de (39) est donnée au premier ordre par :

Yo (t, x) = f (g, xl) R

Compte tenu de (28), 1'équation de transport (6.2.20) s'écrit :

A

E
3 f n 2 of 1
——-—Tf——+-(1-a)f=0
Xy £ 2E1 o8 2

On trouve un résultat semblable & 5.3.15, au coefficient (1 - a) prés.

Pour que la solution soit stable, i1 faut que :

acl

d'ol la condition restrictive portant sur ¢ et y :

by t ¥y 0y < 1

Etude de 1'onde différée

(méthode matricielle)

Toujours avec les notations de la section 6.2, on pose :




(62)

(64)

Section b.o LeJ

Des deux solutions va et - va de 1'équation dét (Vy- w) =0,
on retient celle qui est positive.
On définit alors :

1 a
R=( 1) 5 L=(1,-/a) ;3 N=|-7/a
- /A 1

On vérifie facilement que les identités (6.2.31) et (6.2.39) sont réalisées,
et que 1'on a :

-v/a (a-1) ac +d + b a’
~no .Y N
Y = 0 s U s €9 0

| 0 | L 0 |

La solution différée de (39) est donnée. au premier ordre par :

EO (t, x) = F (Ef Xl) N

avec :
X] =€y X s &= Ya t - x
L'équation de transport (6.2.42) s'écrit, compte tenu de 1'identité
s f _1(1-a) 2% _n 2.2

)

=0

[

Pour assurer la stabilité de la solution de (64), i1 n'y a pas d'autre
restriction & poser que celle déja introduite en (56).

Calcul de 1'onde différée par une méthode directe

Lorsque la dimension du systéme &tudié n'est pas trop grande, il est
souvent avantageux, plutdt que d'utiliser la méthode matricielle générale, de
procéder par une étude directe sur les équations. A titre illustratif, nous
allons retrouver ceux des résultats précédents qui sont relatifs a 1'onde
différée. ‘



(66)

(67)

(68)

(71)
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T
Les équations fondamentales (39) s'écrivent en posant €y = ,%;:

)
%% S (L+nejo+n _2 ¢y %%.= 1 -1- Jce-nbo)o

+ (a - % Co-nde)e

3V _ 3g

3t T O9x 0
e v _
3t " - 0

On en cherche une solution (o, v, e) sous la forme de développements

tels que :

e (t, X, e55 n) = ] , é%)

(ts X s Xq5 «..
iso o* "1

Aprés substitution de ces développements dans (65)-(66)-(67), i1 vient :

o, = a e
o0 oe
0 2 n n 2
—_— e T = - + - - — -
st ot op+ae - —-bog - €% % "t d¢
2 2 2
v
Mo _ 2%
9 t X
0
2, _ av,,
o t axo

n
+

ael 8V1 v
ot axo
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On utilise dans (70) le résultat (69) pour obtenir :

" ae
1) 9 - - - N palel._-m 2
(a - 1) S i | e b a € s cae,
-.N de 2
€2 0
72) 4
o t axo
% _ Yo
| a t X,

3 eo 3260
73) 2-a 2=0
at X

d'ol le résultat :

74) e (t, Xo Xl) = e

0 (gs xl) (E =/at-x

0o 0)

De (72)2 on tire la formule :

\75) V0 = - Ya eo

On élimine v, entre (71)1 et (71)2 :

2 2
ael oV ) ol 9 00

(76) et ) =—7*
ot *at axl d onaxl

Puis avec (72)l on calcule a9y et 1'on substitue le résultat ainsi obtenu dans
(76). On obtient :

(77) 3261 3291 5 329 s ( 1) 3390
- a =-2a -va (a-1) —
2t ax02 9EdX) 2>

) 22(e,)"

-1 (a“b+ca+d) ——



(78)
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Pour éviter 1'apparition d'un terme séculaire dans la solution e de (77),
on pose que le "deuxiéme membre est nul, soit :

2
B_e_g._l(l-a)a-]‘/zaeo__n_Eze aelzo
ax; 2 352 e, ] 03 E

C'est le résultat que nous avions en (64).

Considérons un matériau viscoélastique dont la loi de comportement
est donnée par (Weber |7]).

) (i=1, ..., n)

ol ¢ est un potentiel qui dépend de la déformation e et des paramétres
cachés 5&, cees E;. Les équations (80), dans lesquelles figurent au premier
membre les dérivées des 3} par rapport au temps, gouvernent 1'é@volution des
paramétres cachés 5}.

Nous supposerons la matrice gij inversible.

Quelques propriétés relatives a la loi de comportement

Calculons les modules d'élasticité instantanée et différée du ma-
tériau au voisinage de 1'état naturel de repos.
Au repos nous supposons que :

3} =0 pour i =1, ..., n
Ega(o) =0 (car le potentiel est stationnaire a
oe

1'équilibre)
Donnons au matériau une déformation soudaine :

~

e (t) = H (t) €

< . = s 4= n ~ .
ol H est la fonction échelon unité, et e  une constante. Les p; ne subissent
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pas de saut, car d'aprés (80) les dérivées 6} sont finies. Par contre, 1a
contrainte o donnée par (79) subit un saut égal a :

&

P~
e 5 0, ...)

33) T = (e,

0 oe

Si 3; est suffisamment petit, on développe (83)

2
34) 5 =820+ ...
e

et 1'on obtient le module d'élasticité jnstantanée au premier ordre :

2
N
85) £, = 25(0)
9e

Le module d'élasticité différée se calcule en observant le comporte-
ment & long terme du matériau lorsqu'il est soumis a la sollicitation (82).
Les paramétres cachés 3} (t) sont donnés par (80). Si 1'on pose

86) vin 57 (0 = 5 @)

i )
Troo (d)
et si 1'on passe a la limite dans (79), on obtient la contrainte @ (eo) a

1'équilibre, soit :

F9 @) - sE) =22 6. 5 @)
,‘E—roo an

Le coefficient d'élasticité différée E1 au voisinage du repos est donné, compte

tenu de E}(d)(o) = 0, par la formule :

~ (d)
d) noo2 a5
d"’( N
(88) -8 E e ] 20— (0
deo i=1 dedp; de0
€ =0
0
Dérivons par rapport & 8; 1'expression
3 ~N A d ~s
(89) 26,5 (@) =o
L

obtenue en écrivant la formule (80) & 1'equilibre, et en utilisant 1'inversi-
bilité de la matrice 935 Si 1'on pose E; = o dans le résultat, et si 1'on



(90)

(91)

(92)

(93)

(94)
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dﬁi(d)
multiplie par-j:% (o) tout en sommant par rapport & j, il vient :
de0
S dﬁs(d) noon 2, AL dﬁﬁ(d)
1 = (@ =- 1 1 —=—(0) ———(0) ——(o)
J= aeapJ e i=1j-= apiapJ deo de0
En substituant dans (88), on obtient alors :
n n o on )2 dﬁi(d) a5 (4)
Ep=E - T 1 =22 (o) —— (0) —— (o)
i=1j=1 aiapj de0 de0
2
Par conséquent, si 5%7%57 est, comme nous le supposons, une matrice définie
positive, on a : T
£ A
1< b

A
Nous supposons E1 et E1 positifs.

Le probléme dynamique

On se limite pour simplifier 1'exposé au cas d'un matériau décrit par
un seul paramétre caché'E; et 1'on se Timite également & 1'étude de 1'onde
différée.

Développons les formules (79) et (80) au deuxiéme ordre en p et € :

~ - 3¢ ~ ~ - ~ ~ 1 /VZ 1 ~2 P~ o~
e (8, P) = 0ge @+ 00, P+ 5 g0 & + 5 opn B + b0, € + ...
-§E=gw)¢ &+ g(0) o, B+ ((0) ¢

at ep pp pp
+ 3 (0) ¢..,) + €D (9(0) ¢ (0) ¢ ) + 132 (0) ¢

2 9100 bppp) * EP 1G10) by F 910) dgpp) * 3 € 910 dgep

2
d
¢ep = —:7% (o)
aeap
. s v _ 1 35 _ .
On substitue (92) dans 1'équation du mouvement — = — = puis.on
3t Po aX
opére le changement de variables et de fonctions
7
- E
t=Tt; X=aT"x:; (a-= El)

0
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¢
7) € % =
7" g(0) égp %ep
I1 vient alors
¢ ¢ ¢ ¢
98) @_\L=§_§+__e_g_§_+n_gge_e§g+n_ﬂ)£p8_p+n_gggm
) 3 ce X boa X bop = X boo X
En procédant de méme dans (93), on obtient :
¢ b ¢
99) %E-= - éL- [Egg-e + 599—-93 p+nA p2 +nBep+ % nC ez]
2 ep ep ‘ep
avec
a2 3(0) Yee ®op 1 *ppp Yee
glo ¢ep ¢ep 2 ¢ep ¢ep
B - (o) Cee + bee Pepp
glo ¢ep ¢ep ¢ep
C - ¢eep Yee
¢ep ¢ep
Les deux équations (98), (99) jointe a celle de compatibilité :
de _ v
forment le systéme fondamental d'équations qui gouverne le probléme.
On pose n = €, (él), X5 = e; x et 1'on substitue dans (98) (99)
2
et (100) des développements (pour e, Vv et p) du type :
101) e (X, t, €0s M) = 1 el e, (s X s Xqs eoes D)
2 iso0 2 i o’ "1 €s
On obtient en raisonnant directement sur les équations :
v E
102) e, = & (£ %) (£ = =t - x)

£
1



(103)

(104)

(105)

(106)

Section 6.3
E
_ 11
Vo T if_ €o
1
¢
- ep
p. = -——e
0 ¢pp 0
La dépendance de € relativement a Xq est gouvernée par 1'équation de
Burgers :
4 2
A X 2 2 |5 2 €, 0 93¢
E1 1 2¢ee ¢pp E1 oL 2
ol 1'on a posé :
¢3 ¢ ¢2 ¢
6 <1 %p ®pop _ 3 %ep®epp . 3 Pep feep | 1 %eee
¢ ¢3 ¢2
ee 'pp pp Yee Yee ¢pp ? ee

236
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JeLiLion V.5

6.4 L'ONDE DE FORTE AMPLITUDE

On &tudie les ondes gouvernées par le systeme (6.1.1) sans supposer
qu'elles sont de faible amplitude.

Avec un changement de variable du type

~
t

T*¢ , X=qaT x

et des changements de fonction adéquats, il est possible en général d'écrire

le systéme (6.1.1) sous la forme

mlw
o <

culo:
x| te<

FA (W) o =1 C (W)

ol Tr est un temps de relaxation du matériau.

On introduit le petit paramétre

1

*
T
r

$'i1 est nul, le systéme (2) devient homogéne

w|w
-+ 1=

+A (4) 55 = O

wlw
x| i<

Avant de passer a 1'étude du cas général (el # 0), rappelons quelques résd]-

tats relatifs a la résolution du systéme (4).(La plupart de ceux-ci sont extraits
de 1'article de Lax |8]).

Dafinition

1:

Onde simple

Une solution u de 1'équation (4) est une onde simple s'il existe

une fonction ¢(x, t) telle que :

u

u (e(x, t)
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En substituant (5) dans (4), on obtient :

Par conséquent, si u est une solution non triviale, on doit nécessairement
avoir :

dat (

|
=

39 =
I+22 A (u) =0
I1 existe donc une valeur propre Ak(g) de la matrice A(u) telle que :

(7) / 3¢ = k

Les courbes ¢(x, t) = Const sont des courbes caractéristiques.
Soit rk(g) un vecteur non nul du noyau de A I - A, supposé de dimen-
sion uniteé.

(8) (W I-Ar =0

D'aprés (6) nous avons :

(9) P-ae) r W

ol a(¢) est une fonction & déterminer & 1'aide des conditions a la limite.

Définition 2 : Une onde simple u, solution de (4), qui vérifie (9) s'appelle

une k-onde simple.

Soit S(u) une fonction scalaire de la variable vectorielle u. Nous
3S 35S 3 S

noterons grad S(u) le vecteur de composante — aul s SUE s ee 2u_

Introduisons maintenant 1'importante notion d'invariant de Riemann.

Définition 3 : Une fonction S(u) est un k-invariant de Riemann du systéme (4)

si 1'on a quelque soit u :

(10) re (4) . grad S(u) =0



Section 6.4 oY

Nous donnons sans démonstration les résultats suivants (voir [8] [9]).

Theoréme 1 : I1 existe précisément (*) n - 1 invariants de Riemann Sl...Sn -1
indépendants (i.e. tels que les vecteurs grad Sl’ ..., grad Sn -1 soient
Jinéairement indépendants).

Théoréme 2 : Soit u une solution continue du systéme (4). Si u est constante
dans un domaineSD du plan (x, t), alorsd a pour frontiére une caractéristi-
que (|8| Corollaire du théoréme 8.2).

Théorame 3 : Si & est une k-caractéristique bordant un état constant, alors
de 1'autre coté de € les k-invariants de Riemann sont constants (|8] théoréme 8.3).

Théoréme 4 : Soit u une solution de (4). Considérons un domaine du plan (x, t)
dans Tequel les k-invariants de Riemann sont constants. Alors les k-caracté-
ristiques de cette onde sont des droites le long desquelles la solution u est
constante (|8| théoréme 8.4).

=

Démontrons & présent le résultat suivant :

Théoréme 5 : Une onde u est une k-onde simple si et seulement si les k-invariants
de Riemann sont constants.(i.esiS est un k-invariant de Riemann, alors
S(u (x, t)) est indépendant de (x, t)).

Démonstration : Soit u = u (¢(x, t)) une k-onde simple. Considérons
un invariant de Riemann S(u). En dérivant par rapport i ¢, il vient :

S (w(e) -grads . G

(*) Le fait qu'il n'y ait pas plus de (n - 1) k-invariants de Riemann indépen-
dants est é&vident, car les vecteurs grad Si sont orthogonaux au vecteur rk(g).
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Ceci est nul compte tenu de (9) et de (10), et par suite le k-invariant de
Riemann S est constant.

Réciproquement considérons une onde dont les k-invariants de
Riemann sont constants. Alors d'aprés le théoréme 4, i1 existe visiblement
une fonction ¢(x, t) telle que

u=u (¢(x, t))

¢ = const définit une k-caractéristique, et u est donc une k-onde simple.

Dans un probléme oi i1 y a repos initial, la perturbation engen-
drée par une excitation au bord x = o, se propage dans un domaine au repos.
Si la solution u est continue, la zone perturbée est séparée de la zone au
repos par une caractéristique (Théoréme 2). Supposons qu'il s'agisse d'une
k-caractéristique. Alors d'aprés les théorémes 3 et 5, u est une k-onde
simple.

Suivant (9), une k-onde est représentée dans 1'espace (ul, cens un)
par une courbe intégra]e‘U du champ de vecteurs L (u). Notons Ty le vecteur
associé a §‘= u(x=o0,1t=o0)

A )
LOSIR)
Soient e = (1, 0....0) , gz=(o, 1, 0...) , e, - (0y ... 0, 1),
une base de 1'espace E_ = { u = (uy, ... u )}
n - 1 n
A
E
’ i}
4 Ry
z s
<z

240
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Si 1'angle (gi, Ek) est petit, c'est la composante u. du vecteur u
qui est pour 1'essentiel excitée. Dans ce cas 1'onde simple vérifie sensible-
ment (pour des valeurs de u, pas trop grandes) une condition a la limite du
type ”j =0 pour j # i, et Uy (0, t) = f(t) ol f est une fonction donnée.
Cette remarque justifie 1'utilisation de la notion d'onde simple dans la
résolution de certains problémes aux limites non linéaire. L'une des compo-
santes de la solution est essentiellement excitée au bord, les autres restant
nulles. On cherche alors une solution "de type onde simple" qui vérifie sen-
siblement 1a condition aux limites.

Nous supposons dorénavant, pour fixer les idées, que 1'angle
(91’ %D est petit. Et nous posons

—Ul.

Nous supposons également que 1'application W :

Wiy > (Fy Sy (s vees Sy _og (W) = (F, §)

est inversible. Soit V 1'application inverse de W :

Dans 1'espace En’ on peut paramétrer 1la courbe{S par F

T 2F > u=V(F9)

Puisque L (u) est tangent a{} en u, et puisque S est constant surﬂ , ON a
donc, si 1'on normalise r, (u) de fagon que sa premiére composante soit
égale a 1'unité :

La k-onde progressive instantanée

Résolvons maintenant le cas général ol €q est non nul. Nous allons
prendre, a 1'exemple de Seymour et Mortell 12|, les fonctions F, 51’ cees S
définies précédemment, comme nouvelles fonctions inconnues.

n -

1’
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Alors que pour une onde simple les invariants de Riemann Si étaient
constants, ils seront ici 1égérement modulés par les effets dissipatifs ).

A"la place des variables (x, t) nous utilisons les variables (a, X)
00 o est définie au moyen des k-caractéristique de 1a facon suivante :

1eme

Nous supposons que c'est 1a k valeur propre de la matrice A qui

est excitée.

Notonsfigk) (u) la k-caractéristique associée a une solution u du systéme
homogéne (4) dont 1'équation dans le plan (x, t) est de la forme :

g?(k) (u) : x -» T(k) (o Xx)

a

T(k) (a, x) étant Ta fonction définie par :

p(K)

(a, 0) = «
aT(k) 1 iéme .
5 = (A, est la k valeur propre de la matrice A)
X Ak(y) k

Dans un domaineébthlduart de plan (t > o, x » 0) ou les caractéris-
tiquesf%ék) ne se coupent pas, a tout point de coordonnées (x, t) nous associons
1'unique nombre o tel que ?(gk) passe par ce point. Le changement de variable

(t, x) «—= (o, X)

tel que X (t, x) = x, est bien défini dans?d.
Nous noterons U la fonction u (x, t) exprimée avec les variables (o, X) :

U (@, X) =u (x, t)

En effectuant les changements de fonctions et de variables (13) et (19),

le systéme

| @
o+ Ic

+A(u) 55 = ¢ C(u)

s'écrit (la démonstration se trouve en annexe 6.A) :

1
Foy = 1 [ g7 C -2V, S, ]
X Alr 1 S =X

( 5 Les Si varient lentement, d'ol la notation S comme Slow. F varie rapidement
d'oll Ta notation F comme fast



(26)

(27)

(29)
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=R
——~
P
|+
t
1>
~

+ar (1 \—I’S §’x) /(Y r)- A Lsg §’X

Pour alléger 1'écriture, nous omettons dorénavant 1'indice k. Ainsi dans (22)
et (23) 1 et r représentent Ay et r. Le vecteur 1 est un vecteur non nul du
noyau de 1'adjointe de (x I - A)

On a noté :

o A a,x

Cherchons les solutions F(a, X, el), S(a, X, el),T(a, X, 51) de (22),
(23) et (25)1 sous la forme d'une onde progressive :

-n
1}

Fo(a, Xl’ X2 cel) + €1 Fl(a, Xl’ X2 el) F oL

S = §0 (Xl’ X2 cel) + €1 Sl(a, Xl’ X2 R I

T=T(ay, X_, Xl’ ces) * € Tl(a, XO’ Xl’ cel)

0( 0

expressions dans lesquelles apparaissent les variables lentes :

Lorsque €1 est nul (cas non dissipatif) S est constant ; c'est pour-
quoi nous supposons §o indépendant de o. De plus, &tant donné que S(u) est
une fonction constante le long de la frontiére séparant la zone au repos de
la zone perturbée, nous pouvons supposer que §o est indépendante des varia-
bles X'i'

Nous posons dorénavant :

et nous notons ]0 et o Tes valeurs de 1 (F, S) et r (F, S) pour S =‘50 et

F=F :
0

] = ]_ (Fo’ Ko)

(Fys K,)

n
13

[ 501
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De méme on pose :

Yoo A (e Kp)

Po ) To,a

-0 = A (Fo’ Ko) > X0 T ¢ (Fo’ 50)
y’s = Y,§ (Fo’ EO)

Substituons (26) dans (17) et (18). On obtient au premier ordre :

1
T = =
0’Xo >‘o

De facon identique les équations (22) et (23) donnent :

H TO (a,0)=a

0’Xl Ao Jo -0

1 (15 S)
(I -A, ) Ve ) S =C -

pO "0/)\0 §|o 1,0 0 -0 _|0 _Y‘O

Elle gouverne 1'évolution de F0 le long des caractéristiques données par (31).
Ces résultats ont été obtenus par Seymour et Mortell |2] dans le cas d'une onde
de haute fréquence.

On se contente ici de traiter un exemple qui pourra servir de référence
dans d'autres applications pratiques. La méthode que nous utilisons a déja éteé
présentée au chapitre IV.

On considére un matériau viscoélastique dont la loi de comportement
est du type (6.3.25) et 1'on utilise les notations du paragraphe 6.33b.



(34)

(35)

(36)

(38)

(39)
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dans lequel on opére le changement de variable et de fonctions :

s'écrit :

avec

Dans le plan (x, t) la courbe ii_est donnée par 1'application :

e systéme fondamental d'é@quations

36 _ .~ o 08 ~
—=¢ (0, €e) —+y (o, €)
ot ot

v _ 195

3t Po %X

2 _ v

st %

~o_ 1% o %* - 172
t=T"t , x=T"x ,Q (¢o/po)
Veav . G=0p, E=e
9 ) 1
=4 (e gp e viese)
9V _ 990
ot ~ ax
o€ _ av
ot ~ ox

¢ (¢ Os e)
N
S (o, @) = 0

0

A v (6,05 )
lp(o, e)=__.._—_.

" b

Soité?a la ligne de propagation d'équation implicite :

o (x, t) = Const

X > T (a, X) avec T (a, 0) = a
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On fait dans les équations (36) Te changement de variable

(a,

X) é—> (t, x)

et 1'on notera avec une majuscule les fonctions de (a, X) :

o(x, t) = ¢
En

a
’ X

on obtient :

(05 X) 5 @ (x, t) =E (a, X) 5 Vv (X, t) =V (a, X).
se servant des identités :
_ T’x 1
T, M T T,
o o
A E)i+i/\(z E)
= ¢ s T, & Y s

o T’x v’a + V’X T’a
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On pose X = e; x, et 1'on introduit dans (41) 1'onde progressive dé-

finie par le

IT vient au

Vo

s développements :
= V0 (as Xqs cea) # €o Vl (a, X{» ced)

= Eo (s Xqs cao) + €o El (s Xqs cel)

o (as Xqs ce) + €y Iy (s S cel)

To (s Xgs Xp oa) + €9 T1 (as Xgs Xqs cel)

premier ordre :

%y Eo) =0




(45)

(48)

Seeuvivun v. % 9/

puis a 1'ordre suivant :

z A
0, A 2
T "= (2o Eo) T9"2'+ I v, (g0 Bo) + By v g (5gs Eo)
0,0 0,0 ’T ?
Vl,a= - (To,x * Tl,x ) 20,0 To,x 21,07 To,x To,a
1 o] 1
El,a =T (To,xl + Tl,xo) Vo,a - To,x0 Vl,a + vo,x1 To,a

Supposons que la formule (44)1 puisse se résoudre sous la forme :

et substituons cette expression dans (44)2 et (44)3, puis éliminons V0 0’

on obtient :

-1/2

o, = (7' (E)

et
v o+ (frENYPE =0

(094 0,0

En intégrant (48) par rapport & a, on peut écrire :

V0 +g (EO) = K0

oll K0 est une constante indépendante de o et ol g (EO) est une fonction définie

EO
g (E,) = /// (7 ()2 de

0
Compte tenu du fait que devant Te front d'onde, le matériau est au repos, on a

par :

- LIPS
Ko =0, d'ol :

V0 +g (EO) =0
Puisque E0 ne dépend pas de Xo? 1'équation (47) nous donne :

- 1 - 1/2
T, = (F'(E)) X, + o



(52)
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T, = 1+x (f'(Eo)):::/2 Eo .o

o

En utilisant Tes équations (46) (45)1 et (52), on obtient alors :

E
£; = 6(E.) 0,a - B(E.) E
1 ) ' =177 )
1+ x(f (Eo))’E Eo o
0

1

od 1'on a posé :

_ FU(Eg) - B(f(Ey), Ep)

6 (E )
(0] A\
v (z , E)
sy 0770
Vg (3 E)
B (Eo) = X
w’z (Zo’ Eo)

La substitution de (53) dans (45)2 donne, compte tenu de (46) (51)

et (52) :

= - (% (FE) 172 B . * T1x ) F1(EQ) Eg
E 1

o
0

v

l,a

E
-1/2 0,0
(8(E,) - )
"1+ X, (f'(EO)),El/2 Eo .o /%
0

B'(E,) E, o Ey + (F(E))

- ('(E,))

- 172 -1

v (F(E)) ZBiEy) £y,

] ] = 1/2
+ f (Eo) Eo,xl (1 + Xo (f (EO))’E Eo,a)
o
Ce résultat reporté dans (45)3 conduit finalement & 1'équation :

\ 1/2
B =27y, (FENVE

].,U. ’ 0 0,0 0 s 1

1/2

+ (F(E)) lg (Eg) By o = - 2 (F'(E)) 0%,

-1

+ (F1(E)))” 7 (8(Ey) 22

1+ x, (F1(E))” Pk )

v (FrE) T B'(E,) E,  E;
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Dans le premier membre ont &té regroupés tous les termes affectés
d'un indice 1. En posant que chacun des membres est nul, on obtient 1'équa-
tion de 1a chaleur non linéaire qui gouverne 1'é@volution de E0 :

E
o(E,) 0-9_ ) =0
o' 1 4 x (F(E)) PE 7™
0 0 F 0,0
0

En définitive, la solution au premier ordre est donnée par les équations (57),
(46), (49) et (50). Les lignes de propagation sont décrites en premiére ap-
proximation par la formule (51).

—

Fo,x, = 3 (F'(E)) 32

On peut vérifier que, dans le cas linéaire, 1'équation (57) n'est rien
d'autre que 1'équation de la chaleur :

32e
-3/2° % _

a0,

de
-2 (- a)
Cela est en accord avec le résultat (6.3.78) dans lequel on pose n = 0
(remarquer également que é% _a” 172 g% .
En effet, si le probléme est 1inéaire, on a f(EO) = a Eo’ et
e(Eo) =1- a, d'od le passage de (57) & (58). On peut également remarquer que
les lignes de propagation sont des droites d'équation :

t=a Y2x+a



1]

2]

3]

|4]

5]
|6]
7]

18]
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CHAPITRE VII

PERSPECTIVES

7.1 PERSPECTIVES

Nous avons eu un apercu, au travers de 1'étude de quelques problémes
physiques, de la grande fécondité des méthodes de perturbations appliquées a
la résolution de problémes dynamiques (*).

En restant dans 1'esprit de cette thése, qui est d'étudier la propa-
gation d'ondes en milieux solidesdissipatifs, de nombreuses directions de recher-
ches restent & explorer.

I1 est possible, et cela ne présente pas en général de difficultés,
de transposer les résultats de ce travail a 1'étude de tout corps dissipatif,
tel par exemple un corps thermoviscoélastique, magnéto-thermoélastique ou piézo-
thermoélastique. L'étude des ondes dans les milieux viscoplastiques (voir par ex.
M. Piau |4|) présente également un grand intérét.

Une autre voie de recherche consiste & lever certaines restrictions:
d'ordre géométrique, a approfondir 1'étude des problémes multidimensionnels,

3 s'intéresser aux problémes de réflexion et réfraction.

'stude des ondes de forte amplitude doit également étre approfondie.
I1 y a beaucoup de progrés & accomplir dans ce domaine.

Enfin nous comptons orienter une partie de nos efforts vers 1'étude
d'applications pratiques, notamment dans le domaine des ondes sismiques et
dans celui des semi-conducteurs.

Afin de donner un début de concrétisation a ces perspectives, nous
allons aborder 1'étude de problémes tridimensionnels.

Dans la section 7.2, nous généralisons aux ondes non planes les résul-
tats du paragraphe 6.2 relatifs aux ondes planes de faible amplitude gouvernées
par un systéme quasi-linéaire d'équations. Nous présentons une théorie des
rayons différés en vue d'étudier la perturbation loin de la source (onde
différée). Tous les résultats de la theorie classique des rayons se généralisent
de facon immédiate et nous déterminons 1'équation de transport qui gouverne
1'&volution de 1'amplitude de 1'onde le long d'un rayon différé.

Dans la section 7.3 nous étudions 1'onde sphérique viscoélastique avec
applications & la description de certaines ondes sismiques. L'approche que

] P ~ . i
(") Dans |5|, on pourra trouver un apergu de récents proarés accomplis en méca-

nique des fluides grdce &galement aux méthodes asymptotiaues.
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nous présentons a un caractére plutot &lémentaire au regard des pfoblémes plus
complexes traités précédemment. On notera d'ailleurs la simplicité du raison-
nement par rapport & la méthode de point selle utilisée par Blake {1] dans un
autre probléme relatif aux ondes sphériques. Le paragraphe 7.3 n'a pas d'autres
prétentions que d'éclairer certaines considérations des géophysiciens. A cet
égard, le point de vue du mécanicien est souvent fort utile car,.par une vision
globale, il peut apporter une contribution importante a Ta bonne compréhension
des phénoménes.
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7.2 UNE THEORIE DES RAYONS DIFFERES

Tout comme dans le chapitre VI, nous supposons le probléme gouverné
par un systéme d'équations quasi-linéaire de type dissipatif, mais dans lequel
interviennent cette fois trois coordonnées d'espaces Xys Xps Xg *

le

3 k BU

st A (U)o %, =B (uu

pus

Les n composantes du vecteur u sont des paramétres qui caractérisent 1'évolution
du systéme. Le temps est représenté par t.

Le probléme est faiblement non linéaire par hypothése. La d1ss1pat10n
résulte ici de deux causes qui se combinent (

- dégradation de 1'énergie mécanique (par viscoélasticité, conduction

thermique ... etc) 3

- dispersion de nature géométrique.

Au chapitre V, nous avons vu comment s'introduisent de facon naturelle
dans les é&quations du probléme deux petits paramétres, 1'un représentatif de
1'amortissement di 3 la dégradation de 1'énergie mécanique, 1'autre de 1a faible
non-linéarité du probléme. Ici, 1'on introduit directement dans le systéme (1),
et de facon un peu artificielle (mais 1'artifice est justifié par tout ce que
nous avons vu auparavant), les deux parametres en question. On Tes prendra
d'ailleurs égaux, car les effets engendrés par les mécanismes dissipatifs sont
supposés du méme ordre que Ceux produits par la non- -linéarité.

Pour 1'étude de 1'onde prés du front nous faisons apparaitre un para-
métre ¢ dans (1) de la maniére suivante :

Q
|
{3
~
~
™
o
h—g
| Q
|
i

eB(euu

[s¥]
+

alors que pour 1'étude loin de la source on prendra :

9
39

<

2 U
k(au)_—__=l
k 4

N
=

B (cu)u

pt
I
|
Q
Y3

On utilise le concept d'onde progressive pour calculer deux. solutions
approchées en utilisant (2) et (3). Chacune d'elle est représentée par un déve-

(*) Sans autres difficultés on pourrait tenir compte des effets dissipatifs dus & 1a
non homogénéité du matériau (matrices 5# et B dépendant explicitement de Xqs Xg:
x3). ’
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loppement de la forme :

.i

u = e Us (g, t, X1s Xo» x3)

WV 1

i o

oli Ta phase ¢ est une fonction de (t, X1s Xos x3) a déterminer. Les termes u;

vérifient les conditions :

au; 3u.
<=0 (1) -0 (1)

qui caractérisent analytiquement 1'aspect fondamental selon lequel 1'onde pro-
gressive est une onde simple 1égérement modulée.

Nous conviendrons qu'un indice latin tel que i court de 1 a 3, alors
qu'un indice grec tel que v court de 0 & 3. Ainsi, avec la convention de som-

W

. e s s . _ _
mation surlindicerépété, a-t-on : a b = L a,bys aibi =

a.b..
v iTg

ne w

1
En posant t =%, et AP = I (matrice identitée d'ordre n), le systéme
(1) peut s'écrire :

.i

v ol
A" (U) 5 =B (U u

\Y
Ta fonction vectorielle u dépend des variables (t, Xos X1 x2) ou (t, xi) ou
(%) (1=1,2,3;a=0,1,2,3). On utilisera également dans Ta suite les
notations :

_3b o, Dy =
boy max, 3 X = (X Xp Xg) s k= (Xge X Xps Xg)

R e

Rappelons succintement les grandes lignes de la théorie classique des
rayons fournissant la solution au voisinage du front (onde progressive instan-
tanée) | 2|. On considére les développements :



10)

(11)

(12)

(14)

JeLLivil /.6

dans Tesquels §0, El’-EZ .. sont des tenseurs constants d'ordre 2, 3, 4. lLa
juxtaposition de deux tenseurs (par ex. 52 u) représente leur produit contracté.

Compte tenu de (5) (6) et (7), la substitution du développement (4)
dans (2) fournit, en identifiant les termes d'ordre 1 et ¢ :

au
£ A\)_—_2=
’v =0 3¢
Su su au
=1 __ 1, “20 k -0
(g’v —0) 3 e -0 aX | &y (Al Eo) 3E + Eo u--

L'équation (8) admet une solution u, non nulle si et seulement si :

dét (g, A) =0

Les surfaces £ = const sont alors des surfaces caractéristiques du systéme liné-
arisé associé a (1).

Soit R (x) et L (x) des vecteurs non nuls du noyau de £, Ag et de son
adjointe (noyaux supposés de dimension 1) normalisés par :

LR=1
Nous avons d'aprés (8) :

u, = f (g, %) R (%)

La fonction f est déterminée par 1'équation de transport obtenue en multipliant
scalairement chaque membre de (9) par L

L LA

0 3X
Vv
oil
AV v
Vo =LA R

représente la "célérité d'un rayon". On a également noté :

k

r=g, L(AjR)R
) R
K=L2 o
v
Le terme Vz %;f représente la dérivée de f le long d'un rayon.
v %

N.B. : Dans le résultat final (13) on a posé e = 1. Ceci est loisible car le pa-

ramétre ¢ ne joue qu'un rdle de support dans le déroulement des calculs.



(21)

(22)

(23)

(25)
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On substitue (4) dans (3), et 1'on identifie les termes d'ordre é, 1, ¢
en tenant compte de (5) (6) et (7). Il vient :

By by = ©
au
= v_—0 _
By up =&, Ay 5z - (By uy) y,
au au au
_ v =1 1 ,v° -0 k -0
Byup =85 Ay 5+ 2 Ry ax + &y (Ap Uy) 57

- (By uy) up - (By uy) uy - (By uy) u) ug

Soit (El’ cees [p) une base du noyau de Eo’ et (ll’ ...,_lp) une base
de 1'adjointe de B_. La solution u_de (17) est de la forme :
-0 -0
u, = E a; (g, x) r.
izt T
La solution Yy de (19) existe si et seulement si le produit scalaire

du second membre par lj est nul (i = 1....p). En supposant que 1'identité :

1. (B =0

—-i =1 E0) L

soit vérifiée, ce qui est le cas en pratique (viscoélasticité, thermoélasticité,
..), les p équations de comptabilité s'écrivent :

Ja

3 .
vy Tl
shigh, e
ou 1'on a posé :
v v
Cij = Li B 1y

L'équation (22), écrite sous forme plus synthétique :

admet une solution a non nulle si et seulement si :

dét (¢, C’) = o
v £ 4

Cette équation aux dérivées partielles détermine 1'évolution de la phase .
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Supposons que 1'on puisse résoudre (25) par rapport a €, (*) :

26) £,

e (5, y) = A = o

5 est une fonction homogéne de degré 1 par rapport aux £, . Les rayons différés
sont par définition les bicharactéristiques de (26).

Soit t > x_ (t) 1'équation paramétrique d'un rayon. On introduit alors
la définition :

>
Définition : Le vecteur V de composante

dx
27) v, = ﬁ\i (v =0,1,2,3)
est la vitesse d'un rayon.
Les théorémes qui suivent généralisent de facon immédiate certains résul-
tats de 1a théorie classique des rayons. On rappelle que, par hypothése, AF et B
ne dépendent pas explicitement de (xv).

Théoréme 1 :

a) le long d'un rayon Tes &, sont constants.
b) les rayons sont des droites dont 1'équation paramétrique est donnée par

(28) o=V - 829 (v=0,1, 2, 3)
Y]

Preuve : on écrit les équations de Charpit de 1'équation aux dérivées partielles (2€
Théoréme 2 :
La phase £ est constante le long d'un rayon.

Preuve : Soit t -~ x (t) 1'équation paramétrique d'un rayon. En utilisant (27) et le
fait que q est une fonction homogéne de degré 1, il vient :

d .
H% (x, (£)) = £, @5, ~=0=0

v

(*) I1 y a en principe p fagon de résoudre (25) par rapport a Esge I1 y a donc
p-modes de propagation différents pour 1'onde différée et n-modes de propa-
gation pour 1'onde instantanée.



(30)

(31)

(32)

(33)

(34)
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Théoréme 3 :

+ .
La vitesse V d'un rayon est telle que :

LC'R

—_——

V\):m(V:O, 1, 2,3)

oil Qv est définie par la formule (23).
Preuve :

Partons de 1'équation C R = 0 dans laquelle C = Esy, ¢’ et R sont des fonctions de

Compte tenu de (26) nous considérons dorénavant C et R comme fonctions de £,;
(i =1, 2, 3). Dérivons C R = 0 par rapport & Ess ¢

aC aC 3R

) =~ o
CR) = oy we,; toe) R Lo

aa, =0

LC.R
En multipliant scalairement cette égalité par L, on obtient Vi = Eglﬁ . Cette

. e iesx . —0—
relation est aussi vérifiée pour i = o4

Soit R (x) (resp L (x)) un vecteur non nul du noyau de Esq Eé (resp. de
1'adjointe de Esy C ) supposé de dimension 1. D'aprés (24) on a :

a="f (g x) R (x)
En substituant (30) dans (20), i1 vient :

u, = f(g, x) N (x)

ol N est le vecteur :

ﬂ = R. r

]_J—j

I 1T

J
La solution généra]e_g1 de (18) s'écrit alors :

af 2 =
y, = ; E . bj (s X) ritoE ) (%) + Uy ()
On substitue ensuite (31) et (33) dans le second membre de (19). Les

équations de compatibilité obtenues en multipliant scalairement (19) par

li (i =1, ... p) s'écrivent :

2 f, 3°f af
EGW"?El*f'a—gﬁz*fﬁs

[+
Q




(35)

(38)

(39)

(40)

(42)
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Pour obtenir ce résultat, on a admis que les identités suivantes (réalisées
dans la pratique) sont vérifiées :

1y (Byu)y =o (*)
1; (Bp up) ug) uy = o

Les iémes composantes des vecteurs Ea’-El’ 52 et 53 sont données par :
2 1 a . - - Voo
ai e i N s Kol e A Gy
Koo = =2 1.6, A uy -1, £, (AXN)N 5 K =-11A\’B_g
2i - v =1 i ~’k ‘=1~ = > 73 e —1 =0 8

Multiplions (34) scalairement par L, en remarquant que, d'aprés
(23) (29) et (32) :

L.P.=-YLC RV
ol e ——0— o
On obtient :
2
1 o f . 1 a f . 1 of 1 _
i Vesc tsLK ot LK fp gl o,
o ok
ol 1'on a posé :
o=LC R
Si 1'on note :
Of _y 3f
Dt ~ v va

Y.a dérivée de f le long d'un rayon, 1'équation de transport (38) s'écrit, en posant
e = 1 dans (41).

,
Df 1 3%F 1 af 1 i
Tt‘ékﬁ—’zag g LK fop-gLKkf=0

C'est une &quation de Burgers généralisée. Puisqu'en définitive on a posé e =1
dans (38), il convient de faire de méme dans (36). On a donc :
9

=

I

- _ v
K33 == 1i By

QL

X
v

{)Ona aussi 1, (B Yy) U, =0
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7.3 ONDES SISMIQUES

Les séismogrammes sur lesquels sont enregistrés les déplacements de
1'écorce terrestre ont 1'aspect suivant :

FIG. 1

L'expérience montre que, quand la distance r de 1'onde par rapport & 1a source
de 1'ébranlement devient suffisamment grande, 1'amplitude des oscillations s'amor-
tit comme ;%-, Ricker |3| . Afin d'expliquer ce phénoméne les géophysiciens
admette qus 1'onde est gouvernée par une équation de Stokes de 1a forme (3).
Loin de la source, une approche asymptotique s'appuyant sur les équations
générales de la viscoélasticité 1inéaire permet d'introduire de maniére naturelle
cette équation de Stokes tout en fournissant de fagon immédiate une solution ap-
orochée du probléme.

Avant de passer a 1'étude de 1'onde sphérique, examinons rapidement le
cas de 1'onde plane pour laquelle nous allons é&tablir une propriété d'amortis-
sement en %. Afin de simplifier, nous allons schématiser 1'ébranlement 3 la
source en supposant qu'il a la forme de l1a figure (2).




(3)
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ah

NN

/

Bien sOr en toute rigueur cela n'a pas de sens de supposer que le déplacement u
est discontinu. Toutefois on congoit que cette schématisation soit suffisante
pour obtenir des résultats qualitatifs en ce qui concerne 1'onde différée (loin
de 1a source).

l'équation qui gouverne 1'évolution d'une onde plane dans un corps
viscoélastique linéaire est de la forme :

~

2" t 2=
du ) : U
o = G (t - 1) = (1) dt
0,2 ato/ axE

i u représente le déplacement et G une fonction de relaxation.

En introduisant le coefficient d'élasticité différée E et la viscosi-

- 6 (=) : u=/m(G(€)'E)d£
0

et en raisonnant comme au paragraphe 5.2, on montre qu'au premier ordre 1'onde
différée est gouvernée par 1'équation de Stokes :
o ?2 E azg tu ~3*2
ot X atax
Cette équation, utilisée par Stokes en 1845, joue un réle trés important dans

nombre de problémes dynamiques ol jntervient une dissipation de type visqueux.
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Avec les changements de variables et de fonctions :

=ul ; x=xL 3 t=t;:

oﬁ"—l | =g

ol @ =,/p5- est la célérité différée du son et L une échelle de longueur arbi-
traire, 1'équation (3) prend la forme réduite :

2 2 3

v b R R

d aX atax )
ou

Ez=£%

La solution approchée au premier ordre de (5) s'écrit, en posant Xo = %o
X] = gy X 1

u_ = 1 /[w f(v) exp (- (- 0~ v)2) dv

0 /?;;I / 2 X1

La fonction f représente la sollicitation a 1'origine x = o :
u(t, o) = f (t)
Dans le cas qui nous préoccupe, f est de la forme :

£ (t) =b H (t) - 2b H (t - a) + b H (t - 2a)

&

£
7/l
/

En posant :
E=t-x-a

la solution Uo donnée par (7) s'écrit :

u =-berf——+ g erf £13 g erf £°2
0 2x] /2%, Vx|




(14)

(15)

Section 7.3

Loin du bord, lorsque le terme _8_ est suffisamment petit, on obtient en déve-

/2x1
loppant la fonction erf : 2
-t
. =_ba2(_g_e 2"1)
° xl/F V2%,
I1 ressort de cette expression que 1'amortissement est en %
LM
n
ko4

e

\ > $hm

Remarque : Sortons un instant du contexte des ondes sismiques pour examiner le

cas d'une sollicitation en forme de créneau :

f(t) = f (H(t) -H(t-2a))

On asuffisamment lotn du bord:

(k- x)?
_b t-x 1 t-x-a. a X1
Uy = 3 erf - 5 erf

e
/2x1 2 V2 Xq /?nxl
L'amortissement est alors en-l— , comme pour le pic de contrainte

X
thermique dont nous avions atudié 1'évolution au paragraphe 3.2.

I1 est bien connu que 1'équation fondamentale gouvernant 1'évolution
de la composante radiale d'une onde sphérique dans un corps viscoélastique est
de la forme : '

2,7 " t ) | . 2,5~
og AL - 2 / K-+ deE-oihtha
ot ot 0 ar
Dans cette &quation ¢(r, t) représente le "potentiel" & partir duquel se calcule

la composante radiale u du déplacement :

U=

@ |
-sz‘-e-c



(17)

(21)

(22)

(24)

(25)
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Les fonctions K (%) et G (E)'représentent le module d'élasticité volumique et
le module de cisaillement. Posons :

6, (t) =K (t) +36 (}),

et introduisons comme auparavant un coefficient d'élasticité différé E1 et une
viscosité y :

Ep =6y (o) N RCRORENCIXE

Le raisonnement habituel montre que 1'onde est gouvernée loin de la
source et au premier ordre par 1'équation de Stokes.

2~~ 2"'"’ 3 -~ o~
d Sr¢) I ££¢) U ——y [re(t, r)]

ot 1 ar atar
Un changement de variables et de fonctions du type

o

2

u=ul , ¢=L%¢, t==t , r=Lr

DI

1/2

(o0 L est une Tongueur et Q = (El/ ) la vitesse différée du son) conduit aux

expressions réduites :

2 f 3
3_(re) _ (r .
9) + ¢ '————2 (re)
at2 2 2 atar
avec
LY’
27 Er
- 9¢
TS
Sur une sphére centrée a 1'origine, de rayon réduit R, on se donne le
déplacement :

u (t, R) = f (t)

En introduisant les notations :

Fer-R o, oro=err, ¢ (tr) =4 (t, 1)

une solution approchée au premier ordre ¢ de (20) s'écrit :

0 ~
(F 4R & (b0 7y ty) == [ g(v) ((t_v'r°)2)d
r +R) ¢ ro,r,) = v) exp (- v
0 1 /Zn7 0 S 2 7




26)

27)

28)

(29)

(30)

(31)
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Compte tenu de (22), 1'approximation U, de u au premier ordre s'écrit alors :

09, (2ar)” M7 //“ (t-v-r)
Ug = = =~ % 2 g(v) exp (- . ) dv
r, (ro + R) ) 2 ry
(2r)” V27 (t-v-r)f
- —_—— g'(v) exp (- - ) dv
o + R 0 2 ry

A

Lorsque les effets dissipatifs tendent vers zéro, ry tend vers zéro,
et les formules (25) et (26) fournissent comme cas limite les résultats de la
théorie de 1'élasticité :

by (ts 1) == L_g(t-1
r +R

4y (b Py (6 7)== g g (£ 1) g (£ T)
r

On a nécessairement

g(o) =0

sinon la formule (28) qui donne le déplacement Uo ferait apparaitre une dis-
tribution de Dirac au front, ce qui serait aberrant. Par contre, conformément
i la schématisation adoptée pour décrire 1a sollicitation & la source, (fig. ),
nous ne supposons pas le déplacement continu au front, d'ot g'(o) # o. La fonc-
tion g(t) se détermine & partir de 1a condition & la limite sur la sphére de
rayon R. On fait tendre ;0 et ;1 vers zéro dans (26), et 1'on obtient, compte

tenu de (23) :

b (£ 0) == 9 (8) - g 9" (8) = (V)

Cette équation différentielle est 3 résoudre sous la condition (29) *). Le se-

cond membre &tant par hypoth&se de 1a forme (9) :

£(t) = bH(t) - 2B H(t - a) +b H(t - 2a) ,

(*) Car on doit retrouver les résultats de 1a théorie de 1'élasticité quand
82+0.



(33)

(36)
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on obtient la solution :

2

_t/

g{t) = - b R" H(t) (1 - e

Ry 4+ 2b R

_ t-2a
-bREH(t-2a) (1-e F )

Supposons dorénavant que :

a << R

2

- t-a
R

H(t - a) (1 -e )
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On peut alors approximer g et g' en développant les exponentielles dans (32) :

g(t) =-bRtH(t)+2bR(t-a)H(t-a)-bR (t - 2a) H (t - 2a)

g'(t) =-bRH(t) + 2b RH(t - a) - bR H(t - 2a)

-3k A
‘3/KL A
7
/
wl /
/
;. la >k i;:
/

N
i

Sans 1'hypothése (33), on voit donc que dans 1'équation (30) e terme i% est

négligeable devant %T .

Dans 1'équation (26), on est donc également conduit
et 1'on obtient, compte tenu de (35) et en posant &

Oy(ts Ps Pp) =

bR ,1
FrR(zerf

t-f

o. erf

a

t

R

négliger le terme en g,

t-f-a

V2

P

0

1

a

1
+ 5 erf

t -




37)
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u, = ?b+RR (- erf —5_ 4+ % erf £73 4 %erf EL:EL» ,
V2 ?1 V2 Pl /2 Fl
expression que 1'on peut approximer pour @__ suffisamment petit (i.e suffisam-
ment Toin de la source) par : /2

2 “72F
. _ bR a ( E o 1)

0— Y‘+R /—W

IT en résulte que 1'amortissement de 1'onde différée est en-j?, et ceci est en
accord avec les observations expérimentales.

La compréhension des phénoménes différés est Te résultat d'un long
cheminement dans la pensée scientifique. C'est ainsi que de nombreuses erreurs
ont été commises & propos des ondes sismiques. Souvent 1'on a cru que 1'amor-
tissement de la perturbation Toin de la source était de type exponentiel alors
que ce type d'amortissement n'a lieu qu'au voisinage du front.

I1 convient de noter par ailleurs que les géophysiciens ne se rendent
pas toujours bien compte du fait que 1'équation de Stokes (20) ne constitue
qu'une approximation au premier ordre de 1'équation générale du mouvement dans
un processus de perturbation. Ainsi cherchent-ils souvent & calculer la solution
exacte (sous forme de série) de 1'équation de Stokes. Mais la solution exacte
d'une équation approchée n'est elle-méme qu'une solution approchée. Dés lors,
par souci de simplicité, autant se limiter, comme nous 1'avons fait, au calcul
d'une solution approchée de 1'équation de Stokes.
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CONCLUSION

Les méthodes de perturbation ont permis d'éclairer le probleme de la
propagation d'une onde transitoire dans des solides dissipatifs sous différents
aspects. Nous avons porté notre attention sur les propriétés thermiques du
matériau (Chap. II et III), ainsi que sur les effets de mémoire (V) et de non-
lineéarité (IV, V, VI, VII). Enfin nous avons présenté une &tude générale des
systémes dissipatifs (VI, VII).

Les résultats obtenus dans le cadre de la thermoélasticité ont mis
clairement en évidence les effets du couplage et de la conduction, alors qu'il
est tras difficile d'en rendre compte & partir de la solution exacte calculée
dans 1a section 2.2. A cet égard 1'étude de la contrainte thermique transitoire
engendrée par un dépdt d'énergie s'est révélée trés instructive. Nous avons pu,
quelque soit l1a Tongueur de pénétration, obtenir des résultats qua11tat1fs et
quant1tat1fs en combinant deux méthodes de perturbation bien différentes, 1'une
directe ( ) (relativement & la constante de couplage thermomécanique), 1'autre
singuliére (calcul de 1'onde différée avec la méthode de 1'échelle variable).
Dans un cas particulier (grande longueur de pénétration) nous avons montré que
les solutions approchées obtenues & 1'aide de ces méthodes se raccordent.

La viscoélasticité dynamique est un champ d'application ot 1a méthode
de 1'échelle variable peut jouer pleinement (V). Si dans un corps thermoélas-
tique le calcul de 1'onde instantanée ne présente qu'un caractére académique,
il n'en est pas de méme en viscoélasticité car les temps de relaxation instan-
tanés sont d'un tout autre ordre de grandeur. Ondes viscoélastiques instantanées
et différées se calculent avec 1a M.E.V. sans difficultés, y compris dans le
cas faiblement non linéaire.

L'étude des systémes dissipatifs nous a conduit, pour décrire la per-
turbation loin de 1a source, & élaborer une théorie des rayons différés (VI)
que nous &tendons au chapitre VII au cas des ondes non planes. La méthode est
générale et elle peut s'appliquer a 1'étude de cas particuliers tels que
thermoélasticité et viscoélasticite.

on notera 1'usage abondant que 1'on a fait de la méthode de 1'échelle
variable dont on a dégagé la philosophie au chapitre I. Elle a été appliquée
i 1'étude de problémes gouvernés par :

- un systéme d'équations aux dérivées partielles lingaire et homogéne (demi-

(*) Dans le cas o i1 n'y a pas de dépdt d'énergie en volume, on a donné @ cette
méthode le caractére d'un algorithme.
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espace thermoélastique soumis & un dépdt d'énergie de type surfacique), 1i-
néaire non homogéne (dépot de type volumique), quasi-linéaire (systémes dis-
sipatifs généraux)

- une équation intégrodifférentielle non linéaire (onde viscoélastique faible-
ment non linéaire).

En outre, nous avons utilisé la M.E.V. et 1a notion d'onde progressive
dans 1'étude de problémes fortement non linéaires (IV, VI). Pour décrire 1'onde
instantanée de forte amplitude, nous nous sommes largement inspiré des travaux
de Varley et de son école. Pour 1'onde différée, nous avons esquissé une méthode,
qui pour le moment n'a qu'un caractére formel, et dont nous ne pouvons pas encore
dire si elle s'avérera fructueuse.

Aucune méthode utilisée n'a permis a elle seule de décrire toute 1'évo-
lution d'une perturbation. Chacune d'elles donne une solution approchée ayant
un certain domaine de validité. Lorsque nous avons représenté un tel domaine
dans 1'espace ébscisse-temps, encore ne s'agissait-il que d'une esquisse trés
grossiére et d'une hypothése de travail dont 1'utilité principale était de
fixer les idées et de guider le raisonnement.

Dans Te chapitre VII, nous avons dégagé certaines perspectives de recher-
che. Nous avons notamment trouvé dans le domaine de la sismique, une vérification
expérimentale du bien fondé de 1'approche asymptotique de 1'onde sphérique vis-
coélastique. |

Pour terminer, il n'est pas inutile de souligner quels sont les avan-
tages et les inconvénients de 1'approche asymptotique d'un probléme dynamique.
L'intérét des méthodes de perturbations est de fournir en général des solutions
approchées explicites, simples et concices, qui par construction méme mettent
en valeur les aspects physiques du phénoméne étudié (*). Le fait que ces solutions
ne soient valables que localement, apparait comme la contrepartie de leur rela-
tive simpliciteé.

(*) C'est pourquoi 1'ordinateur ne supplantera jamais entiérement les méthodes
analytiques. Un résultat purement numérique n'a pas le pouvoir de suggestion
d'une formule littérale. De plus pour tester un programme, il est souvent
fort utile de connaitre une solution analytique du probléme, fut-elle
approchée.
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ANNEXE

2.A.1 THERMOELASTICITE GENERALISEE

Classiquement on admet que la conduction de la chaleur est régie,
en théorie linéaire, par la loi de Fourier selon laquelle le flux de cha-
leur est proportionnel au gradient de température :

1¢)
q=-k X

Dans un corps rigide, 1'évolution de la température est alors gouvernée par
1'équation classique de la chaleur. Mais il apparait le paradoxe suivant :
une perturbation de la température en un point du corps est ressentie ins-

tantanément 3 1'infini. La loi de Fourier n'est en effet qu'un modéle, et ce
modéle ne permet pas de décrire tous les aspects de la réalité. Toutefois,
on montre que 1'approximation obtenue en faisant usage de 1a loi de Fourier
est largement suffisante dans la quasi-totalité des problémes rencontrés.

Pour lever le paradoxe de la propagation instantanée de la chaleur,
3 la suite de Maxwell |21 | une nouvelle loi de conduction a &té adoptée par
de nombreux chercheurs travaillant en thermoélasticité dynamique (par exemple
| 221123 [24])

q+ Tr'a% = k?%g’
formule dans laquelle apparait un temps de relaxation T..

Selon ce modéle, la chaleur se propage & vitesse finie, si T. est non nul.

En thermoélasticité généralisée, la loi (2) est trés souvent intro-
duite de maniére arbitraire, sans prendre soin de vérifier qu'elle est com-
patible avec le second principe de la thermodynamique. Or on sait qu'en ther-
moélasticité classique, le second principe exige que ¢ et-—— soient de signes
opposés (1a chaleur s'écoule dans le sens des températures decro1ssantes)

La loi (1) est en accord avec ce fait.

Par contre, si 1a loi (2) de 1a conduction de la chaleur est vraie,
q et 2 X peuvent avoir le méme signe. La question se pose donc de savoir s'il
est poss1b1e de construire une théorie cohérente, compatible notamment avec
le second principe, dans laquelle la loi de conduction généralisée pourrait
étre de la forme (2).

Nous allons d'abord exposer une théorie générale, puis nous regar-
derons ce qu'elle donne dans le cas de problémes unidimensionnels et linéaires.
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La théorie exposée s'inspire d'un travail de Lebon et Lambermont
|25]. Ces auteurs partent d'une forme & priori de 1'équation de Gibbs. Nous
préférons ici travailler a partir de la donnée de 1'énergie libre v.

Considérons un corps S. Sa position So & 1'instant to, sera prise
comme configuration de référence , sa position St a 1'instant t sera appelée

la configuration actyelle.

Ro

x| Ny
o
<
<

x
Un point matériel M, appartenant au solide S, occupe la position Mo dans la
configuration de référence, et la position Mt dans la configuration actuelle.
On repére les positions de Mo et Mt par Teurs coordonnées dans les repéres

Ro et R.

— > <5 ~>
OM0 = XX + YY + 7Z
— - o d g
OMt = XX + yy + 2z

Les coordonnées X = (X, Y, Z) sont appelées les coordonnées de Lagrange du
point M : x = (x, y, z) sont les coordonnées d'Euler.

Le mouvement de S est décrit par une famille & un paramétre(}g
d'applications :

doxox (¢, X).
On définit classiquement le tenseur des gradients de déformation F = %%~, le
tenseur de Cauchy-Green soit C = fo, le tenseur des déformations de Green

E=3(C-1).

Un corps thermoélastique classique, est caractérisé par son énergie
libre qui dépend de la température 6 et du tenseur des gradients de déforma-
tion :




(6)

(8)

2.A.1 273

Le principe d'objectivité, selon lequel 1'énergie 1ibre ne doit pas dépendre
du choix du référentiel R, permet de montrer que y dépend en fait de E :

Y = l])(e, _E_).

Cette expression de 1'énergie Tibre ne décrit pas tous les aspects
du comportement du matériau. Pour décrire la propagation de la chaleur, on
admet trés souvent que le vecteur flux de chaleur dépend lingairement du
gradient de la température. Dans la configuration de référence, cela s'ex-
prime par la relation (Loi de Fourier) :

9% est le vecteur flux de chaleur dans la configuration de référence, et
aa 6 =22 ; 4 39 ; + 99 %

grad,® =gyttt sy sz e

La matrice K est supposée semi-défihie positive ; la loi (5) est alors com-

ol
r

patible avec le deuxiéme principe de la thermodynamique qui exige que :

q, - grad g ¢ O

La théorie classique de la thermoélasticité, dont nous venons de
donner un bref apercu, ne permet pas de décrire le fait que la chaleur se
propage d vitesse finie.

Meixnar, puis Lebon et Lambermont, ont proposé pour lever ce para-

doxe de considérer le vecteur flux de chaleur comme une variable, au méme

. titre que 6 et F (ou E). Comme eux nous allons faire usage du tenseur symé-

trique (*) :

obtenu en faisant le produit tensoriel du vecteur flux de chaleur q, par lui-
méme.
On suppose que 1'énergie 1ibre s'exprime par :

v =9 (0, E, h)

de sorte que h apparait dans ¢ comme une variable tensorielle.
On peut vérifier que cette variable obé&it a certaines propriétés, dont

(*) On pourrait construire une théorie équivalente en prenant le tenseur sy-
métrique h = g ® q, ol q est le vecteur flux de chaleur dans la configu-
ration actuelle.
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(10)

(11)

(12)

(13)
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Sidoroff fait mention dans son étude générale sur les variables tensorielles
|26 |, & savoir que :

h' =

=

h*=phel

o h' est 1'expression de 1a variable tensorielle dans un nouveau référen-

tiel R', alors que hf est 1'expression obtenue si 1'on fait un changement

de configuration de référence (a la place du repére Ro, on prend un repére
*

Ro) :

X*=p X.

L'expression locale du deuxiéme principe de 1a thermodynamique prend

la forme :
- . - . . 1 ]

- 0, (v +S6) +S : E- 5 Y99 - 0
Dans cette inégalité, connue comme étant celle de Clausius-Duhem, S désigne
1'entropie spécifique et S = o/oF ol g f-lT
Kirchhoff, si o est le tenseur des contraintes de Cauchy. On a noté
A:B=trAB, la trace du produit matricielle A B.

Dérivons - la formule (8) par rapport au temps :

le deuxiéme tenseur de Piola-

o _ oY AP A 4
V= =5 0 + 3 E + —E-. h
Si g% est un tenseur symétrique, on montre que :
Y
h = 2 ( qo) - 9

I1 vient alors, en substituant (10) et (11) dans (9) :

oY . A oY,
~ ey (gt S) B+ (S-e,gp) < E

Si 1'on admet qu'en 1'absence de déformations (E constant) et de
flux de chaleur (q0 = 0), il n'y a pas de dissipation, on obtient un pre-
mier résultat :

= -9
S i
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Ensuite, E étant indépendant de s donc aussi de h, on peut tout
en fixant E, h et q , se donner des valeurs arbitraires de E, si du moins,
comme on le suppose, le corps est doué d'élasticité instantanée. Pour que

(12) soit toujours vérifié i1 faut donc admettre que :

-y
(14) § - po 5—5’
et 1'inégalité de Clausius-Duhem se réduit alors & 1'inégalité de la dis-
sipation :
1 o .
(15) - q, - (3 grad 6 + 2 fo Ih 90) 20

Les classiques relations de Onsager prennent ici la forme trés simple :

@l—=

o -
grad ® + 2 o 3y 90),

(15) 9o =L (

ol L est une matrice semi-définie positive, de sorte que 1'inégalité (15)
est bien vérifiée.

Les équations (13), (14) et (16) caractérisent le comportement du
matériau.
La loi de conduction (16) généralise la relation classique de Fourier (5),
que 1'on retrouve d'ailleurs si 1'on suppose que ¥ ne dépend pas de h. Cette
théorie plus générale prend en compte le fait que la chaleur se propage a
vitesse finie.

2.A.2 EXISTENCE ET UNICITE DE LA DECOMPOSITION DANS LE CAS TRIDIMENSIONNEL

Une solution ¢ de :
(1) 0¢ =o0,

peut se décomposer de fagon unique en :

A -
(2) b= ¢ + ¢,

A -
ol ¢ et ¢ sont solutions de :
A

(3) 06=0, 0% =o.

Les opérateurs 0, 0 et 0 sont ceux du paragraphe 2.2, dans lesquels
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2 2 . 2 2

- .2 3% 8t 9
on substitue a le Laplacien v~ = + + .

Soit ¢ solution de (1). Posons :

(4) F=h*0 9,

ol h est une fonction du temps, pour le moment arbitraire. Compte tenu de la
commutativité des opérateurs mis en jeu, il est évident que :

(5) 06=0

Introduisons maintenant 1a fonction :

A -

(6) b=¢-9¢
On a, compte tenu de (5) :

A

(7) 06=0¢-02

6-(0-0) 9

r O O>

-

06-(0-0)*hx0¢

D'aprés (2.2.23) et (2.2.24), 0 - 0 est une distribution temporelle.
Calculons la fonction h telle que :

(8) (0-0) *h=8  (§: distribution de Dirac)

Elle est donnée par :

2/ t

bt
Jo(——gg——)

(9) h(t) = 1 H(t) * e

On voit alors que 6 3 = 0, et 1'existence de la décomposition est
ainsi démontrée.

L'unicité de 1a décomposition est facile & prouver. Soit ¢ et 3
solutions de (3) telles que :

- A

¢ +¢=0

On a alors :

]
—
o
]
ol
~
o1
1]
(o]
.

6 ($ + 3) = 65

d'ol d'aprés (8) :

i
"
o

h#(0-0) 8=




(4)

(5)

2.A.3 - 2.A.4

2.A.3 DEMONSTRATION DE : j =

'5/26'
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Les quantités j et B &tant données par (2.3.22) et (2.3.56), il

suffit de montrer que :

-1-¢ _¢
B 3
2 ¢ (mc - %3)

Rappelons les définitions suivantes :

(L +m (1 + 8)2

o3}
I

-4 m)l/2

_m(1+ 6)2 +€-1

a

g2 1+ m(l+€)+a

2m

Nl

a m
z+ +§(1

+ €)

En utilisant (4) et (5) on voit que 1'égalité (1) est équivalente a :

A =8,

A

B

2 (1-m(1+c€)+a)

[a+m(l+¢€)+ a2] (e + 1 - ab)

L'égalité (6) se démontre en développant 1'expression B et en donnant a a2
et a2b les valeurs fournies par (2) et (3).

2.A.4 DEMONSTRATION DU LEMME

Supposons la propriété vraie jusqu'ad 1'ordre n-- 1 :

LM (" ") =,

Examinons 1'ordre n :

L(n+1)(xnf) - L.nﬁ_

ol
n n na-f .
£) = x'L,f - - n (n-1
(x f) = xLif - x ;;g (n-1) x

n-2

f-2nx

—

n-1 of
x| -
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Mais :
n 1 .
X Ltf - X ;;7 = X L(f) = 0.

IT vient alors :

n-1 of

L (ML) ey < - n(n-1)L"" (") - 2nL" (x X’

Le premier terme du second membre est nul par hypothése de récurence, le
deuxiéme est également nul comme on le voit en dérivant par rapport a x
1'expression :

L™ (" ey = 0.

2.A.5 FORMULES DE DERIVATION DE Kk et ?k

On rappelle la notation :
Q= (m 0%+ D)2,
Les formules de dérivation portant sur Ak sont les suivantes :

34
5% - k-1 T @y

2 .

¢ - _ 2 _
. o
Ho =208 -8 )
A — 2 - - —
HB, =@ (1-m-0)8 +2Q3, _, -3 _,
HABE =20 (0% (1-m)-D)B +(5m-1)0%+50D)%2

k k-1 k - 2

- A A
YO8 L3ty

On sera attentif au fait que dans les seconds membres de ces formules n'inter-
viennent que des opérateurs de la variable temps.
Pour démontrer la formule (1)1, on remarque que la transformée de




£.A.0D el

Laplace de Zo est :
2 1/2
= _ = {(ms™ +s) X
:CAO(S) = e
Par dérivation relativement & x, on obtient immédiatement le résultat :

o -
=-QA4
Q 4,

Les autres formules s'en déduisent fac11ement

A Les formules de dérivation des Ak s'obtiennent en remarquant que
3k
-1;% 1;% Elles s'écrivent :
,A\k PaS A
ax - % -1 0%
2/
3‘35 LR A Y
ax
ANA A "
Ha =2 h - h-2
HA = (0+0° 1)) 3, + 20 2 A
H 3 = (D +D° (m - 1)) Kt B 21" B -2
A~ A 2 A
HH A = 2D (D + D" (m~- 1)) B -1
2 A A A
(2) + (D°(5 -m) -D) 8 _, - 4D B -3+ 8 g

2.A.6 FORMULES OBTENUES APRES IDENTIFICATION DES COEFFICIENTS DE Zk et ﬂk.

7(21) o (21 - 2) qeyps

Aprés avoir substitué dans (2.4.17) &
développements (2.4.22), et apres jdentification des coefficients de Kk ao,
on obtient :

20 (02 (1-m -0) %) = o +mp?)? {12

(i >1)
20 (0% (1-m -0) #{2D 4 ((5m-1) 0+ 5D) ?221)

=(D+mnD )2 (218 _2(@+mp 2)3/2 521 - ) (i2)
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N

Q (0 (1-m - 0) %2, (5 m- 1) 0%+ 50) T,

4 721 < (0 + m?)?

(21 2)
-3

C2 (04 m B2 7215

+

(0 + m 0%) #2171 2) (i > 3)

2 Q (0 (1-m) -0) T2 4 ((5m-1) 0%+ 5D) (21,

-4 QT|(<21)3,+ —T,I(<21) =(D+m D ) T(Z" - 2)

2)3/2 7(21 - 2) | (p 4 p p?) T(21 i 2)

2 (D+mD7)

(1) (0g k gi - 4)

De méme, on substitue dans (2.4.16) & 7(21)

pements (2.4.22) et (2.4.24), et aprés identification il vient :

et U(Zi) leurs dévelop-

(0% (1 -m -0y @?) o) -0
0% (1 - m) - 0) wZ), + 2 quf?1) 4 ) L g2 -
02 (1 - m - 0) T2 4 2 qu), - D), 4 2,

(2) - =0 (0< k <i-2)

La substitution dans (2.4.38) a 3(21) et 3(21 - 2) de leurs dévelop-
pements (2.4.41) et 1'identification & zéro des coefficients de gk donnent :
2

(21 - 2)

(m - 1)) G4 = 0% (0 +m0%) W ]

2D (D+ 0D
20 (0 + 0% (m - 1)) 82D+ (0 (5 - m) - 0) W{FV)

(D + mp? ) u(21 » 2) _ 2 (D +m D2 ) u(2] 1 2)

20 (D + D% (m - 1)) ugzl)z + (0% (5 - m) - 0) 241D,

- 2)
3

~(2i - 2)

- 2D (D + mD ) ust_ o

- 4D G$21) - p? (D +m DZ) ngi
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A(21 - 2)

+ (D+m D yu 1

20 (0 + 0% (m- 1)) §Z + 0° (5-m -D)

- 4D u(21) + Gé21)4 02 (D +m D% ) u(21 - 2)

(21 - 2) A(2i - 2)

- 2D (D +m D ) up K+ 2

+(D+m D ) u

—

(3) (o sk g i-24)

A(21)
Ug 4+ 2

ol

Enfin, ces mémes opérations effectuées dans les équations (2.4.39)

et sur ¢(21) et 3(21) donnent pour résultat :

2 A(21)

(D + 0% (m - 1)) p (0 +m0?) ¥ =0

(D + p? (m - 1)) r(21) + 2D T A(21)

-p (0 +m %) G{F + (0 + mo?) {21 < o

(0 + 02 (m- 1)) 22+ 20 22, - A,
-D(D+m 02) ﬁ£2i) +(D+m D ) ﬁ£21) =0
(4) (o5 k £1-2)
A A
2.A.7 DEFINITIONS DES T, et D,
On introduit les opérateurs :
A _ -
A=20? (1+D(m-1)), A = 1of (D4m 0?). A, = &} (D% (5 -
P | 20 A a1l oA 1 2, A
1)  Ry=2Rlp@emd9), A =-4RTD, A (0 + m D), A
B =p+0%(n-1),8, = 8lp p+m0%). B, = -8 20,78
o ) 0 3

A A=l
(2) B, = B

m) - D},
~-1
Ry s
(D+mD7),
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et 1'on définit les opérateurs 61' et 61' par :
~ A

¢ =k

A A A A

02 = - A2 A1 + A3

~ ~AOA AA N

C3 = - A2 C2 - A4 A1 + A5

A A A A A A AN
Ci=-RpCio1-RCp- Rl
A N

Dy =8

A A AN A

D, = B, B, + By

A A A A A

D3 = BZ\D2 + By Dy

A N A AN

A

A AN
2.A.8 DEFINITIONS.DES.IVIATRICES._P_i,.:lSl_i,l_'D_i

Les formules (2.4.25) et (2.4.33) donnent tout &"abord les coef-

ficients Ci et 51 :

10172 (1 + m D)%/2

ol

1" 2 D({T-m -1
Ez - - (1+mD) (m+3)D+1 ,
4 (D (1-m -1)
b, =(1+n0)? 02 p1-m -1
= D(l1+m)+1
D, (: )

D (D (1-m) - 1)°
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De fagon duale, on obtient pour 1'onde E.M., avec les formules
(2.A.7.3-4) :
@1 _ % ‘D;(1'+ﬁm;D} ’ 02 _(1+nmD) D(1+3 m)ﬁ+ 3]
4 1 +D m-1)1°
6 _ D1 +mD)

Ny P., ou f et N P

1S TFm=1)D
(14w D) (D (1+m) +1)
(1 + (m-1) D)

A
D

5 =

Les formu]es (2 4 28) et (2.4.34) permettent le calcul des matrices

On note par § 1'opérateur unité
2

2 N
A s e o] 5 fle 20
Po= 83 By=lg” ofp Pofylp &y O
- 5o 0 s
= D

anoa oA (D0
yoEo=Dl ’ .N.l?_]_-"’_‘ AN

- ¢ 02 Dy

£2 2

¢l D, o 0
Ao fag AT A AL
NP, =[c] D, + D,E,C, €Dy ©

25,4 6,65, 65, §

C2 D3 *+ 4160 G D

A A A
2.A.9 LES MATRICES Ei’ ﬂi Bi EN THERMOELASTICITE CLASSIQUE

Dans le cas o0 m = 0, On a :
5 D1/2
Po= %0 " LU
____EL_;_Q. 0 0
4 (D-1)
- M2 (3p+1) pl/2 0
0 0 6
- -
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1=t

12

17O

1o

1)

B ]
_ ETTUQ“Ij’ 0
-
|0 3
e
2 0
4 (D - 1)
D (D+3) D
8 (D-1) 20=T)
0 0
p-1/2 [ 1.
o D-1 2 (D - 1)2
-1/2 ..,
@1 ?1 D (D ; 1)
2 (D -1)
B pl/2
0
4 (D - 1)3
t_ (5D+ 3a 1
8 (D-1) 2 (D - 1)2
Y2 3p+1) 0+3) 0 M2 (D+ )
1
8 (D-1 2 (D-1
N ( ) ( )
D P
R I § 2 (D -1)
N181=
"‘D'(D'+'1§
2 (D-1)

284

I o~

D-1/2
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3
0 0 o
4 (D - 1)

NP .| D% 3D+ p? .

2 72 8 (D -1)* 2 (D - 1)°
D(D+3)(3D+1) D(D+1) D

8 (0-1)° 2 (- 1)° D - i
N -
2.A.10 CALCUL DES ORTGINAUX DES E'm = ——— ™ 0%
(D - a)

On calcule d'abord 1'originale de

0 1 -Qx 1/2 172

£ = g el (q = bY/2 (1 + m D)1/2)

2]

Nous notons ?(s) = /e-st f(t) dt Ta transformée de Laplace d'une fonction
0
f par rapport au temps.

On se propose de déterminer f telle que :

- _ 1/2 172
F(s) = - } _ e XS (1 +ms)

La transformée de Laplace de la fonction :

1
h(t, x) = H(t - /m x) e~ (@ *73) t Io[?'lﬁ (2 - m x2 1/?]

est donnée dans {27, p. 191 :

- 1 ’ 172 1/2 1
h(s) = exp [; m x (s+a) (s+a+-)
(s+a) 77 (sras ) 172 m

s+a+ﬁ)

Soit g(t) Ta fonction telle que :

§(s) =

l

0=
Q] Q@
x{=\

Les formules (2) (4) et (5) nous montre que :

g(s) = F(s+a)
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soit d'aprés une propriété connue de la transformation de Laplace :

g(t) = H(t) e 2% £(t).

D'aprés (5), on a :

9(t) = - o H(E) = 55 (t %),

et h étant connue, (3), on en déduit g puis f avec (7). D'o@ la correspondance
entre image et originale :

S1/2 1/2

(1 +ms)

F(s, x) = e

f(t, x)

X
H(t - /m x) {’eat - mx -

t I (E(T’ X))
+ X a1/ _ T 1 1
PG/ 2 s ) ey &

On a noté, et 1'on pose pour la suite :

£ (1, x) = (F - mxE)l/?

), X
F(r, : T - I (E(7,
) =z 37, x) () 4 mES(T, X) o7 X))

En dérivant par rapport & x ou a, on peut obtenir, a partir de (9),
les originaux des E;, dont nous donnons quelques exemples.

jf - . 51/2 (1 +m s’)l/2 o 51/2 x (1 +m s)l/2
X xS ~ 3

of _we M s(t - )

X
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of 1

H

- xsl/2 (1 + ms)1/2

e
% (5-a)?

of H(t - %ﬁk){jéﬁt - av/ x "?ﬁ%i) (t - /1 x)

X
+ —75 e
R—
4m ymx
°F s1/2 (1 4+ m 5)1/? o
da 9x

t
at// (t - 1) é—(Za + %)'%).Il(g(r,x))
BEE3

1
2/m

2 X
3f=_e(at'al’ﬁ|-X'2-7n—])[(t_m-x)(am-_‘_
929X
i 1
at it
+ﬁ37,2/ (t - 1) d (B+a)3) Fe, x) dr
vinx
o°F L2 X s1/2 (1 +m s)L/2
;;? (s-a)3
2
.__2_=

X

. |
o = H(t - /i x) {éat"a/ﬁx—m)(t-/ﬁx)z

t
eat/ g2 &a by e X,
s

T

+ %%) +

T

o

287
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33f _ 251/2 (1+m S)1/2 o X 12 (1 4+ ms)l/2
szaax (s-a)3
3 _ _ X
(16) ?ga—;(=-eat at x Z/m [(t- vﬁx)z(avﬁ+?-1m+—bx—m)

t
.at 1
+ 2/ (t - vﬁx)]+4—e37?/ (t - T)Z o (2a+ 2) %)F(r, x) dt
m
vin x
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Le1)2

3.A.1 Calceul de 1'originale de T * %
=172
Pour calculer 1'originale de *A s utilisons les notations de
D-1
Hetnarski | 7|. On a d&ja introduit T(a, x, t) en (3.1.39). Définissons S par :

1/2

S (2, %, t) il{f—si-sx—}

at| _ . .1/2 oy 1/2 .
= g [ e” X erfc (X—-Vat) + & erfc (X— + /at)
2 v 2/t
On a :
2

S _ _ _ 1 _X
x - " 2 T 7 eXp ( If)
3T _
X = S
Par suite, il vient :

-1/2

S = __ 09 1 ~y__123 1 1, <

553 %0 % 7 5x (s S - a)*Ao) T adx {(s - a s)*Ao}

= - % gy.{s (a, x, t) =S (0, x, t)} =T (a, x, t)

3.A.2 Dépdt d'énergie de type surfacique : Relaxation de la contrainte en un
point

En écrivant :

-

—

g
N1 —

1 X
erfc (2= -/%t) = 1 - 5 erfc (/T - )s
2/t : 2 2/t

on montre facilement avec (3.1.40) que :

Tim <fl) (x, t)

t v

0
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Si T'on utilise la transformation (1) dans (3.1.41), il apparait un
terme

A= (5—+1t" - 5 tx + g + g) et~ X

qui se combine avec le terme B déG‘(3)‘:

5.,5
2**3)

B = 5 e (t = x) (-t +x-2) - % e erf vt - x (tz-tx-2t+
pour donner :

A+B = % et " X erfc /t - x (t2 - tx + g X -2t + 2)

Dans (3.1.41) Tles seuls termes autres que A qui ne tendent pas vers
zéro quand t -+« sont :

1 t-x,,2 3 X
C=-5e (t° - 5 tx) erfc (Yt - )
2 2 2/t
1 t+ x tx ' x'
+5e (- + 2t) erfc (Yt + X)
2 i o/t
et
_ X _ 5, [t t
D=0G-72-Dys e
Posons dans (3.1.42)
t - x

Le développement asymptotique de erfc X pour les grandes valeurs de 1'argument
X montre que :

nees LV g b0 ()]

2/m t
1 .3/2 1
C+D=—1t 0 ()
2vm ;?
De plus on a :
- 1 .3/2 [ 5 0 x, 1 1
- L@ g h o],

5/ 2 27t t?
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d'oll finalement :

0(3) = 0(7]'.{') s

quand t tend vers 1'infini & x fixé;

3.A.3 Dépdt d'énergie de type volumique : Calcul de la contrainte au second
ordre a1+

I1 s'agit de calculer le terme o1 du développement :
0=cro+ ecl+...

Donnons les é&tapes du calcul. Le systéme d'équations vérifiées par 84
et e est :

0. %o 5
171 "%
5t .2 3t
x
2 2 2
ael_aelz_ae1
d t2 sz ax2

En passant par 1'intermédiaire de la transformation de Laplace, on
obtient les solutions 8 et e, vérifiant les conditions & Ta limite :

“Ux =070 ’ ®1lx =0 7 °
soit :
_ (12 - -
;fél (x, sy =(-C-D+Bx)e S X4ce BSipe™
avec :
B = - 1
2 51/ (s - 1)(s - Yz)
)
1 1
C = 7 (57 - )
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- - J1/2 -
erl = (-E-TI1+Hx)e XS 4 (E+ Fx) e SUX X

avec
c.2Y% 4D
= 7+
(s-1) s -1
F=- ——E—T |
S_
2
- . 2 = - Y
En réduisant les fractions rationnelles en s sous forme canonique,
on obtient :
2 2
-xs [, 2 (l+vy%) 1 2 +Y 1
(1) o, =€, -6, = e ( -
11 (1-v°° s-1 (1-v9% (s -1)?
2 1 _ 1+y 1 + 1 1
-2 (s-1° ay(1-v)s-v 8 (1-7)% (s-7)°
1 -y 1 1 1 1472 1
+ 3 * 7 ) +x (- 77
AY(1 + Y)" s +Y 4 (1 +7Y)° (s +7) 2 (1-vy")"s -1

1 N 1 . 1 )}
+2(1-Y2Hs-U2 4 (1-v)(s-v) 4 (1+v)2 (s +7)

1/2 2 2
-5~/ "x {2 (L +7) 1 2 + vy 1 2 1
+ e (- + -
{ (1-v) s-1 (192 (s-1% 1-12(s-1)°
2 2
2 (1 +y°) 1 y 1, 1/2 1
+ + )+ Xs (
(1-v9)7 s =42 (1-v9)7% (s -y2)? 2 (1-7v5)° (s -v9)

) 1 . 1 )}
2 (1-v9%s-1) 2 (1-+v9(s-1)2
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p e (L2141 R TR & A
(1-7)3 s-v (1-7)% (s-v)% aq1-v)7s-v

I S} i ye1 o1 1 1

4(1-7)°(s-7)° ay(L+7) sy 4 (1+7)° (s+ v)z)

On calcule 1'origina1é de cette expréssion en utilisant le formulaire
qui se trouve dans |7 |.

3.A.4 Dépdt d'énergie de type'volumique':'Relaxation'de la contrainte en un
point donné

IT s'agit de montrer que la solution approchée ¢ rend compte de la
relaxation de la contrainte en un point, c'est a dire que :

lim o =1im (0. + ¢ gq) =0
tsw © tow © 1

I1 est facile de voir que 1im o_ = o.
t> = O

Dans 1'expression de oy on utilise la transformation :

% erfc (2 §E -ty =1 - % erfc (Yt - Egi)
On fait la méme opération sur 1'expression erfc (Eéf -Y/t), et 1'on remarque
alors que beaucoup de termes, ne tendant pas vers zéro quand t->«~, se combinent
entre eux de facon a disparaitre.

Regroupons les termes restants qui ne tendent pas vers zéro.

X2
E=A(x,t) ~A(-x, t) +B (x, t) -B (- x, t) + 2 — \/§ e
x 1 -
avec
A=- el " Xerfc (VT - =) 2 + 72 t + 3 tx - —L ¢?
= 7 ? 2 2
2 O T N U R
2 2
B = - 1 o t - vx ty

— erfc (vt - X5)
(1 -v7) 77t

N

Le développement asymptotique de la fonction erfc pour les grandes
valeurs de 1'argument montre finalement que E = 0 (-%f) quand t tend vers 1'infini.
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3. A 5 Reso1ut1on de ]’equat1on/:

'azéiz 320£1“ '23%
j‘ —2' = € *2- - (1 - E:) e H(t)
ot } ,"1 at. ax : ‘, B .

J

,1,1

Limitons-nous & 1a recherche d'une solution de 1' equat1on (1), ver1f1ant la

--recondition: a-la-1imite s nisrovaes vru

7 (x =0, t) =o0,

o)
ainsi que 1a cond1t1on de’ régu]ar1te T 1nf1n1 et 1e repos 1n1t1a1
Résolvons d'abord 1'equat1on (1) dans laquelle le- second membre

sera1t réduit a - (1 - E) H(t) En emp]oyant la transformat1on de Laplace,
on montre que - o ‘ o

et par retour a 1'originale :

T t - x {1: _ t - X) ot}
1 1
71 (st ) (1-€) (-1 tye ° +ze ° ) H(Eg = x)
S R R L t‘ :;-'"i?,tf‘sfif ST R
- (1-6) (-1+,l ,+1e Yoy o7

Cette express1on ne cont1ent pas de terme secula1re ; e11e est bornee sur le

ﬁFQUart dé“plah™x 30; t >o, PRSI e e e ’536 o
B LT yoyons ma1ntenantk1e cas’ol e’ second membre est redu1t ;—;;Eé”
RIE ‘ At Xt

En se limitant:d la recherche-deila solution dans le secteur de plan S

fixa>to’ t, >0, on montre que :

- SIS SV SEE S S S O
e =0 0 - 0
¢y =i-E 7r.(e -e )

est la solution de 1'équation :

2 2 _

301 301— -e— to-X+-to X
T2 Szl e )
Bto 9 X

La valeur °1|t - X est non bornée quand x > ~.

Pour éviter 1'apparition d'un tel terme séculaire dans la résolution de (3.2.62)
on pose 1'&quation (3.2.63).
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2

90 —9a
3.A.6 Résolution de 1'équation at° - % O = 0, sous les conditions (3.2.64)
et (3.2.65) 1 aX
Posons :

f(x) = o, (X, t;s t; =0),

expression dans laquelle % est donnée par (3.2;57). La solution recherchée
s'écrit cf. |11] :

(% b ) = (A (X5 1) <A (= X t))s

o (x, t , t
2 mE tl
ot 1'on a posé :
” S(x = x")/2E by
A (X, tl) = f(x') e x'

Introduisons la notation :

b 2
J (a, b, c, d) = /// X = 4 X7 gy,
a

Pour calculer A, il suffit de remarquer que :

1 c?/ d
J (a, b, c, d) = -5 ﬁ e M [erf (- A (b - gp) - erf (-(a- ]

x2
-t - Vi
A=~ % e © 1 3 (o, to’ 1+ 35— . 7%f_)
1 1
-t - x2
0 T X 1
+t5e J (o, t ., -1+ EEI s 73{;
t - 253—
-Le ° 1 J (t -1+ = 1 )
2 0*%? Etl ’ 2€t1
..t - X2
0 EY x 1
+2e J(toswg'l"'étla'z_g_tz)

Le résultat final (3.2.66) s'obtient alors facilement.
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Démontrons Tes formules (6.4.22) et (6.4.23). I1 est facile de voir
que

!,t = !,G/P
__ 1
.l_"x N Tp y’a * !,X

Puis, en introduisant les fonctions F et S définies par (6.4.13), on obtient :

s

=’a F a0 =S =g
§’X

On substitue (1) et (2) dans

du du
5t A (U) 5% = e B(u)
Il vient :
1 1 _
5 (I Y A) Q,a + A y’x R | B
soit, compte tenu de 1 (I - % A) = 0, de Ta formule (4) et de (6.4.15)

La formule (6) dans laquelle on utilise (3) et (4) nous donne 1'expressic

> =

(I-A) (rF, +V,0S,)+A(r Fay + y,§ Siy) =¢; B

— ,a _’§ _SQ — -

Tl

qui conduit immédiatement & (6.4.23) si 1'on y substitue le résultat (7).
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