
HAL Id: tel-01775549
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01775549v1

Submitted on 24 Apr 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Ondes transitoires en milieux solides dissipatifs
Alain Molinari

To cite this version:
Alain Molinari. Ondes transitoires en milieux solides dissipatifs. Matière Condensée [cond-mat].
Université Paul Verlaine - Metz, 1979. Français. �NNT : 1979METZ011S�. �tel-01775549�

https://hal.univ-lorraine.fr/tel-01775549v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 



THÈSE
DE D()CT()RAT D'ffAT ËS SCIENCES MATHÉMATIOUES

MÉCANIOUE

présentée

A L'UNIVERSITÉ DE METZ

pour obtenir le grade de

DOCTEUR ÈS SCIENCES

par

Alain MOLINARI

ONDES TRANSITOIRES EN MILIEUX
SOLIDES DISSIPATIFS

Soutenue le 10 juillet 1979 devant le jury composé de

M. P. GERMAIN Ecole Polytechnique Président

M. L. BRUN Ecole Polytechnique Rapporteur

M" M. PIA,U CNRS de Grenoble

M. J.-D. WEBER Université de Metz "

Mrb H. LANCHON Université de Nancy Examinateur

M. B. SCHMITT Université de Metz

B IBL IOTHËQue ur,rrvensriirn e

s/tÏz Tflu



A LA MEMOIRE DE MON PERE

.at'



ie tuis huteux d'exptuinut ma aineë.rte gnnLûttd,e envQrÂ Moruiaut L.É,*

qwL a onLentê. neÂ ttavo,ux ve^Â un aujc-t d'ê,tude pataLonnant. Me tdnoi4nanf. cortÂ-

tamrent. eondi.anee e,t a|terûLon, i,L a ê.tê. un mdÎ-ûLe dovtL Lu qua.U.tê.t toler*idLquu

e,t lwnainu La'U^eJLont en moL une pno[onde enryQ-Lnte-

Lu encoua-oqementÂ, Lel ui-tQuu a-t ,Lu coraei.IÂ de Motaieun P. GennaLn

m, oytt toulousu 
'e,tê. ptê-vLetn. Je Le ,æneha-te poul L' intê.ttô't qu',i'L a pon'tê. à. ee

tttavaîL e,t poun L'lnnnun qu'i.L ne {ai,t de pnë-aidùL ce !,ozA.

lle.a nanene,Lenenl.d vonL -egalenenl à Mod.ane MowLque Piat el. à

MoyuLqn J.D. \lebetz qui onL dceeptê d'a,stunen In Lounde tâehe de napponteun,

aLntL qu'à Madenoi,te,(le H'aLë.ne Lanchon el Moruiettt B. Sehni-tL qwL onl. bien

voultt t'LvttLnoaâeh A ee't'te 'efude.

En[in, je n, oublie pa,s ltadane Chtui,,stiane CHILLET poult La eonpê.tznce

avee Laque,tLe a ê.tê. nê.a,Li,s'ee La wi'se en donne nalênLe'tt-e de eelLe tlù.te.



TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION .  5

PREMIERE PARTIE :  PROBLEMES LINEAIRES

I  -  UN EXEMPLE INTRODUCTIF,  L 'EQUATION :

t * - . ,  * )  t * . .2*)  u + À t** .* )  u  = or

1.1  In t roduc t ion  I?

1 .2  Une  p remiè re  é tude  de  l ' évo lu t ion  de  l ' onde  .  14

a) Etude près du front

b )  L 'évo lu t ion  u l t ime  de  I ' onde

1 .3  La  méthode  de  l ' éche l le  va r iab le  .  20

a)  In t roduc t ion

b)  E tude près  du  f ron t  d 'onde par  1a  méthode des  éche l les  mul t ip les

c)  E tude de  I 'onde d i f fé rée

1.4  Cas où  les  cé lé r i tés  c ,  e t  c ,  son t  pos i t i ves  30

a) Etude près des fronts instantanés

b)  L 'onde d i f fé rée  e t  la  no t ion  de  couche l im i te

1 .5  D iscuss ion  de  la  méthode  de  l ' éche l le  va r iab le  .  36

a)  Domaines  de  va l id i té  des  so lu t ions  approchées

b)  F in  d 'un  paradoxe

c)  Perspec t ives  de  la  méthode

d)  Conc lus ion

Références .

11 -  THERMOELASTICITE GENERALISEE :  EQUATIONS GENERALES ET METHODES DE

RESOLUTION DU PROBLEME DYNAMIQUE 43

2.1  Les  équat ions  l inéar isées  de  la  thermoé las t ic i té  dynamique généra l i sêe  45

a)  L inéar i sa t ion

b) Norma' l i  sat ion 
'

2 .2  So lu t ion  exac te  . .

a )  Fac tor isa t ion  de  I 'opéra teur  de  la  thermoé las t ic i té  généra l i sée

b)  Dêcompos i t i on  de  la  so lu t jon

c )  Ca1cu1  de  la  so lu t ion
d)  Conc ' lus ion

I2

51



2.3  So lu t ion  approchée par  la  méthode de  l 'êche l le  var iab le  .

a )  L 'onde ins tan tanée

b)  L 'onde d i f fé rée

2.4 Développement asymptot ique par rapport  à la constante de couplage

thermomêcan ique  . . . .

a )  L 'a lgo r i thme de  ca lcu l

b )  Thermoê las t ic i té  c lass ique,  p rob lème de Dan i lovska ia

c) Un exemple en théor ie du second son

2 .5  Conc lus ion

Réfé rences  . . .

61

77

I I I -  REPONSE DYNAMIQUE D ' ,UN CORPS THERM0ELASTIQUE CLASSIAUE A UN FLUX D 'E . . . .  100

3.1  Dêpôt  d 'énerg ie  en  sur face  103

a)  Pos i t ion  du  prob lème

b)  L 'onde d j f fé rée

c)  E tude  de  l ' onde  aux  fa ib les  va leurs  de  l ' absc isse  ou  du  temps

d)  Aspec t  quant i ta t i f

e )  Conc lus ion

97

98

1183.2  Dépôt  d 'énerg ie  en  vo lume

a)  Pos i t ion  du  prob lème

b)  E tude  de  I ' onde  aux  pe t i tes  va leurs  de  l ' absc isse  ou  du  temps

c)  E tude de  l 'onde pour  les  g randes va leurs  de  I 'absc isse  e t  du  temps

d)  Aspec ts  quant i ta t i f s  e t  d iscuss ion  des  résu l ta ts  dans  le  cas  d 'une

grande 
' longueur 

de pénétrat ion

e)  Conc l  us ion

f )  In f luence de  la  longueur  de  pénét ra t ion  sur  l ' évo lu t ion  de  l 'onde

de contrainte

Réfê rences  . . . 150

DEUXIEME PARTIE :  PROBLEMES NON LINIAIRES

IV -  VERS LA RESOLUTION DE PROBLEMES NON LINEAIRES .  : . . . .  151

4.1  In t roduc t ion 151

4.2  Etude d 'une onde de  fa ib le  ampl i tude par

a)  L 'onde ins tan tanée

b)  L 'onde d i f fé rée

c)  Conc lus ion

la  méthode  de  l ' éche l le  va r iab le  153



4.3  L 'onde de  fo r te  amPl i tude 161

a)  0nde progress ive ,  l igne  de  propagat ion

b)  L 'onde progress ive  ins tan tanêe

c)  L 'onde progress ive  d i f fé rée

Réfé rences  . . .

V - PROBLEMES DYNAMI S TN VISCOELASTICITE ET THTRMOELASTICITE NON LINEAIRES

5.1  L 'onde  v jscoé las t ique  :  pos i t i on  du  p rob lème .

5 .2  L 'onde d i f fé rée

a) Express' ion de la lo i  de comportement

adaptées  à  l 'é tude lo in  du  bord

et de l 'équat ion du mouvement

b) Développements asymptot iques raccordés

c  )  Une méthode d 'éche l  I  es  mul  t i  p1  es

5 .3  L 'onde  ins tan tanée  . .

a )  Ca1cu1 de  la  so lu t jon  asympto t ique

b) Etude des chocs

c)  Conc lus ion

5. 4 Thermoêl ast i  c ' i té non I  i  nêai  re .  .

a )  Les  équat ions  du  Prob lème
b)  So l l i c i ta t ion  de  type  mécan ique

c ) So1 I ' i  c i tat i on de type thermi que

Réfé rences  . . .

-  SYSTEMES DISSIPATIFS

174

175

t75

L7B

210

191

203

VI

6 .1

6 .?

I  ntroduct i  on

L'onde de fai  b1e amP' l  i  tude

a)  La  k -onde progress ive  ins tan tanée

b) La k-onde progressive dj f férée

6 .3  App l  i ca t ions

a)  Thermoé las t jc i té  non l inéa i re

b)  Un matér iau  de  type  v iscoé las t ique

c) Matér ' iau v iscoélast ique à paramètres

6 .4  L 'onde de  fo r te  amPl i tude

a) La k-onde progressive instantanée

b)  L 'onde progress ive  d i f fé rée

Rêfê rences  . . .

212

2t4

cachés

220

237

250



VI I  -  PERSPECTIVES

7.1  Perspec t ives  .  25L

7.? Une théor ie des rayons di f férés 253

a)  Nota t ions

b)  L 'onde progress ive  ins tan tanée

c)  L 'onde progress ive  d i f fé rée

7.3  Ondes s ismiques  260

a)  L 'onde p lane d i f fé rée

b)  L 'onde sphér ique d i f fé rée

Références " ' 268

CoNCLUSIoN . . .  269

ANNEXES .  271

BIBLIOGRAPHIE 297



I ntroducti on

INTRODUCTION

Ce mémoire t ra i te de la propagat lon des ondes mêcanlques transi to i res

dans  un  mi l i eu  so l ide  d iss iPa t i f .

I ' l  a deux f inal  i tês :

1 " )  D ,abord  une  f ina l i té  d 'o rd re  phys ique :  on  essaye  d 'êc la i re r  les  aspec ts

qual i tat i fs des phënomênes étudiés notanrnent en ce qui  concerne les ef fets

de  la  d is3 ipa t ion  e t  de  la  nÔn- l inéar i tê .

2o)  La  seconde f ina l i té  es t  de  dégager  une méthodo log ie  de  ca lcu l .  0n  se  pro-

pose d 'ob ten i r  des  so lu t ions  ana ly t iques  approchées e t  su f f i sanment  s im-

p les  pour  pouvo i r  donner  l ieu  à  des  in te rpré ta t ions  qua l i ta t i ves  e t  à  des

ëva lua t lons  quant i ta t i ves .

Une onde mécanique'  c 'est  une perturbat ion qui  Se propage dans un

mi l ieu  matér ie l  en  y  fa isan t  appara i t re  des  dê format ions .  S i  au  cours  de  la

propagat ion  1 'ênerg ie  mëcan ique se  dégrade en  cha leur '  on  d i t  que le  mi l ieu

es t  d iss ipa t i f .

Les progrès en mat ière d 'onde ont été beaucoup p' lus rapides pour les

gaz  e t  les  f lu ides  que pour  les  so l ides .  La  ra ison en  es t  que la  lo i  de  compor -

tement d,ur i  f lu ide peut,  dans beaucoup de cas of f rant un intérêt  prat ique'

prendre une forme simple,  Plus s imple en généra' l  que ce]1e qui  gouverne la

rêponse d 'un  so l ide .  E t  pu is  1es  beso ins  de  l ' i ndus t r ie  e t  la  recherche d 'a rme-

ments de plus en plus performantsnotanment en mat ière d 'aéronaut ique, ont donnê

une lmpu ls ion  déc is ive  à  l 'é tude des  ondes dans  les  gaz  e t  les  l iqu ides .

pour  les  so l ides ,  mis  à  par t  1es  phénomènes s ta t ionna i res  ou  pér iod i -

ques, les études ont étê condui tes dans 1e passé de manlère moins v igoureuse.

Les  beso ins  techno log iques  ac tue ls  (parexemole  dans  1e  domaine  du  nuc léa i re )

nécessl tent  une plus grande connaissance des phénomènes dynamiques transi to i res

dans les  so l ides .  C i tons  â  ce t  égard  que lques  thèmes d 'ê tude :

- fracture dYnamique
-  ondes  s ismiques
- semi-conducteurs,  ef , fet  p iézoélectr ique

problèmes de choc entre sol ides.

préc isons  le  cadre  phys ique dans  leque l  se  p lace  no t re  é tude,pu is ' les

techniques de cal  cul  ut i  1 i  sées.



Introduct i  on

to i re ,  à

cêl èbre

nous ne

var i  ent

Le Cadre Physique

Les phénomènes auxquels nous nous intêressons ic i  ont  un caractère t ransi-
la di f férence des phênomènes stat ionnaires te ls que ceux observës dans la

expér ience de Melde ou dans le non molns célèbre tube de Kundt.  De plus

formulons aucune hypothèse de pér iodic i té.  Les perturbat ions ëtudiées
en fonct ion du temps de façon absolument quelconque â pr ior i .

Les propr iétés physiques du matér iau dont nous t iendrons compte, sont
l iéesau carac tère  d iss ipa t i f  e t  non l inëa i re  de  la  lo i  de  compor tement .  Ces
deux aspects,  et  leur interact ion ret iendront toute notre at tent ion.

Décr i re une onde en tenant compte de ces propr iétés physiques est  en
so i  fo r t  complexe.  C 'es t  pourquo i ,  dans ' la  ma jeure  par t ie  de  ce  mémoi re ,  nous
é l im inons  tou te  d i f f i cu l té  d 'o rdre  géomét r ique en  supposant  que le  mi l ieu  é tud ié
occupe un demi-espace tout ent ier  et  en nous restreignant â l 'étude des ondes
planes (r t f .  Les phénomènes de réf lexion et  de réfract ion de I 'onde sont en
par t i cu l ie r  i gnorês  i c i .

Considérons une impulsion ayant in i t ia lement la forme (1) connne sur

la  f igure  c i - jo in te .  Dans les  co lonnes  (1 )  (2 )  e t  (3 )  son t  représentés  des

s tades  success i fs  de  l 'évo lu t ion  de  l 'onde.  Cont ra i rement  au  cas  d 'un  matér iau
l inéa i re  e t  non  d iss ipa t i f  (a ) ,  l ' impu ls ion  in i t i a le  se  dé fo rme en  s 'a t ténuan t
lo rsqu 'e l le  se  propage dans  un  matér iau  d iss ipa t i f  (b )  ou  en  se  ra id issant  dans

un matér iau  non 1 inéa i re  (c )  (  n ) .Ce dern ie r  phénomène rêsu l te  du  fa i t  que la

v i tesse  de  propagat ion  d 'un  s igna l  dépend,  dans  un  matér iau  non l inéa i re  de

1 'ampl i tude de  ce  s igna l  (e f fe t  convec t i f ) .  Sauf  cas  except ionne ' l  (par  exemple :
dé fer lement  d 'une onde mar ine) ,  1e  ra id issement  du  pro f i l  de  l 'onde condu i t  à

1 'appar i t i on  d 'un  choc ,  c 'es t  à  d l re  d 'une  d iscon t inu i té .  Le  modè le  non  d iss ipa-

t i f  n 'es t  a ' l o rs  p lus  va lab le  ca r  11  y  a  d iss ipa t ion  de  l ' ênerg iemécan ique  au  se in  d
choc  ( r * ) .Le  cas  (d )  représen te  la  s i tua t ion  p lus  gênéra le  dans  laque l le  les
propr iétés non l inéaires et  d issipat ives se combinent.  La compét i t ion entre

les  e f fe ts  convec t i f s  de  la  non l inéar i té  qu i  tenden i  à  ra id i r  le  p ro f i l  e t  les

e f fe ts  d iss ipa t i f s  qu i  tendent  à  l ' émousser  donne l ieu  à  deux  poss ib i l i tés  :

( * )  Le  ra id issement  ne  se  produ i t  pas  nécessa i rement  à  I 'avant  du  s igna l .
(**)  Un modè' le ne représente jamais toute la réal i té physique. I l  a un

domaine de  va ' l id i tê  dans  leque l  i1  permet  de  décr i re  l ' essent ie l  des

phênomènes auxquels on s' intéresse.
( " * )  Sauf  au  chap i t re  V I I .
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I  ntroduct i  on

1" )  S i  l a  non l inéar i té  es t

suf f isarnnent for te,  i1

2" )  Dans le  cas  cont ra i re ,
d i  ss i  pa t i  f s .

suf f isanment prononcée, ou si  1a perturbat ion est
y  a  fo rmat ion  d 'un  choc .
' l 'appar i t ion 

du choc est  êtouffée par 1es ef fets

Les méthodes de calcul

Les  prob lèmes é tud iés  sont  du  type  su ivant .Nous cons idérons  un  demi -espa*
jn i t ia lement  au  repos  dont  le  bord  es t  soumis  un i fo rmément  à  une so l l i c i ta t ion
de type mécan ique,  thermique ou  de  tou t  au t re  na ture ,  e t  nous  é tud ions ' la  p ro-
pagat ion de la perturbat ion ainsi  engendrée. Cette propagat ion est  gouvernée
par  des  équa t ions ,  ou  des  sys tèmes  d 'équa t ions ,  aux  dêr i vées  par t ie l l es ,  l i -
néa i res  ou  non l inéa i res ,  homogènes ou  non ;  vo i re  par  des  équat ions  in tégro-
d i f fé ren t ie l l es  ;  e t  i l  es t  va in  d 'espére r ,  dans  l ' é ta t  ac tue l  des  conna issances .
d 'en  ob ten i r  des  so lu t ions  ana ly t iques  exac tes  qu ' i  o f f ren t  de  p lus  un  in té rê t .
p ra t ' ique .

Cependant ,  dès  l ' i ns tan t  où  l 'on  parv ien t  à  fa i re  appara i t re  un  p_e- - ! l t
paramèt re  dans  ces  équat ' ions ,  ou  dans  les  cond i t ions  aux  l im i tes ,  i l  es t  sou-
vent  poss ib le ,  avec  une méthode de  per tu rba t ion  adéquate ,  de  ca lcu le r  une so-
lu t jon  approchée.  Ce sont  de  te l les  méthodes asympto t iques  qu i  seron t  é laborées
et  u t i l i sées  dans  ce  mémoi re .

Ces méthodes,  comme 1a p lupar t  de  ce l les  u t i l i sées  dans  la  théor ie
asymptot ique des êquat ions aux dêr ivêes part ie l les,  en sont encore au stade
formel.  Si  nous ne démontrons pas ic i  le caractère r igoureusement asymptot ique
des méthodes u t i l i sées ,  nous  nous  e f fo rÇons tou te fo is ,  au tan t  que fa i re  se  peut ,  d
r r réc jser  que ls  sont  les  domaines  de  va l id i té  des  so lu t ions  fo rmel les ,  c 'es t  à
d i re  les  par t ies  de  l respace- temps où  e l les  approchent  cor rec tement  la  so lu t ion
exac te .  D iverses  cons idéra t jons  nous  permet t ron t  de  dê f jn i r  au  moins  gross iè re-

ment ces domaines :

-  des  cons idéra t ions  d 'o rdre  qua l i ta t i f ,  l i ées  â  la  na ture  du  phénomène

physique êtudié ou à la nature du processus asymptot ique employê' ;
-  des  cons idéra t ions  d 'o rd re  quan t i ta t i f ,  ' l i ées  

à  1a  poss ib i l i t é  de

comparer la solut ion approchée formel le à une solut ion numêrique
ca lcu lëe  sur  o rd ina teur ,  ou  b ienencore l iées  à  1a  poss jb i l i t é  de

raccorder deux solut ions approchées et  donc de les comparer
dans  1a  zone  où  e l les  coTnc iden t .
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Les pet i ts paramètres que nous ut i l iserons pour dêf in i r  nos processus

de perturbat ion seront de trois types :

a) Le pet i t  paramètre e est  intr insèquement l ié au matêr iau.  I l  décr i t  une carac-

tér ist ique de son comportement,  comme par exemple la constante de couplage

thermomécanique dans un corps thermoélast ique, ou bien encore comme un pet i t

coeff ic ient  qui  caractér iserai t  1e comportement fa ib lement v iscoélast ique d'un

corps .

b) Le paramètre q est  construi t  à part i r  de la  cond i t i ona l a  l im i te .  C 'es t  l e

cas  par  exemple  lo rsqu 'on  cons idère  une

p l i tude.  Le  pe t i t  paramèt re  n  es t  a lo rs

sol  I  i  c i  tat i  on

représentat i  f

bord de faible am-

I  ' amo l  i tude .
au
de

c)  Le  pe t i t  paramèt re  e ,  a  un  carac têre  ar t i f i c ie l '  en  ce  sens  qu ' i l  n 'es t  pas

déf in i  à part i r  de qùant i tés physiques mesurables et  représentat ives du

matér iau ou de la sol l ic i tat ion au bord,  comme les paramètres de type a)

ou  b) .  Le  paramèt re  e1  es t  cons t ru i t  â  par t i r  d 'une éche l le  de  temps (ou  de
' longueur)  arbi t ra i re,  introdui te en rédujsant les équat ions du problème sous

forme ad imens ionne l le .  I1  serv i ra  à  décr i re  I 'a t ténuat ion  de  l 'onde due à

la  d iss ipa t ion .

L ' idée  de  prendre  dans  1es  prob lèmes dynamiques  1 'éche l le  de  temps ou

de longueur conrne paramètre perturbateur est  assez naturel le.  En ef fet  le com-

portement du matêr iau est  d i rectement t r ibutaire des êchel les de temps ou de

longueur caractêr ist iques des phénomènes étudiés.  Ainsi  1e comportement d 'un

g lac . ie r  es t - i l  à  l ' éche l le  des  temps  géo log iques  ce lu i  d 'un  f l u ' i de  qu i  s 'écou le  ;

ma is  à  no t re  éche l le  i l  se  compor te  cor rne  un  so l ide .  Aut re  exemple  s ign i f i ca t i f '

ce lu i  du  mast ic  rebond issant .  Lancé cont re  le  so l  i1  rebond i t ,  posé sur  une tab le

i l  s ,é ta le  au  bout  d ,un  cer ta in  temps.  A  l 'êche l le  de  la  durée  du  choc  i l  se  com-

por te  comme un so l ide  ayant  une composante  é las t ique,  ma is  à  l ' éche l le  du  " repos"

sur la table i l  se comporte comme un f lu ide.

Nous ut i l isons dans ce mémoire di f férentes méthodes de perturbat ion

directes ou bien singul ières.  Nous dêf in issons notamnent

var iable qui  fa i t  usage de paramètres du type c) et  de la

mul  t i  p l  es.
chaque mêthode donnera une solut ion approchée qui en général n'est

va lab le  que sur  une par t ie  de l 'espace- temps,  e t  i l  faudra combiner  p lus ieurs

méthodes pour  ten ter  de  décr i re  tou te  l 'évo lu t ion  de  I 'onde '

Les rêsul tats obtenus donnent l ieu à des interprêtat ions

intêressantes en observant par exemple de que' l1e façon intervient

paramètre dans la solut ion approchée.

1  'êche l  l e

méthode des échel les

qual  i  tat i  ves

1e  pe t i t

la méthode de
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Le contenu de la thèse

Ce t rava i l  es t  d iv isé  en  deux  par t ies .  Dans 1a  première  on  se  res t re in t

â  l ' é tude de  prob lèmes l inêa i res ,  dans  la  seconde on  t ra i te  de  prob lèmes non

I i  néai  res .

Le  premier  chapî t re  es t  consacré  à  l 'é tude d 'un  exemple  qu i ,  pour  ê t re

re la t i vement  s imp lê ,  r 'en  permet  pas  moins  d ' in t rodu i re  cer ta ines  idées  essent ie l -

les qui  réapparai t ront  souvent dans le corps du mêmoire.  0n présente la mêthode

de  l ' éche l le  va r iab le  (M.E .V . )  e t  l ' on  d iscu te  du  domaine  de  va l id i té  des  so lu -

t ions  approchées ob tenues.  La  M.E.V.  permet  de  ca lcu le r  une so lu t ion  approchêe
près  du  f ron t  (onde ins tan tanêe)  e t  lo in  du  bord  (onde d i f fé rée) .

Au chapî t re  su ivant ,  on  passe à  l 'é tude de  prob lèmes phys iques  concre ts .

Après avoir  présenté une théor ie s imple et  cohérente de la thermoélast ic i té l i -

néa i re  généra l i sée  (où  1 'on  prend en  compte  le  fa i t .que la  cha leur  se  propage à

v i tesse  f in ie )  on  expose d i f fé ren tes  méthodes de  rêso lu t ion  du  prob lème dy-

namique.  En u t i l i san t  une techn ique due â  L .  Brun  on  ca lcu le  d 'abord  une

to]ut lg!_. Ig9t ._sous forme de sér ie.  Puis on fai t  usage de la mêthode de l 'échel le

var iab lepour .u f f i n tanêee t l .onded i f fé rée .Pourcomp1éte r les

résu l ta ts  fourn is  par  fu  tv1 .E.V.  o r , . rp*  en f in -u*  * thoa.  O.  per tu rba t ion  d i -

recte relat ivement à la constante de couplage thermomécanique. El le se prêsente
I

sous la forme d'un algor i thme qui  permet 1e calcul  systémat ique des approximat ions

successives à tout  ordre.

Dans le  cadre  de  la  thermoé las t ic i té  c lass ique on  t ra i te  dans  le  cha-

p î t re  I I I  de  prob lèmes aux  l im i tes  par t i cu l ie rs  en  fa isan t  usage des  méthodes

exposées au  chapî t re  I I .  Préc isément  on  é tud ie  au  se in  du  matér iau  l 'évo lu t ion

de I 'onde de  cont ra in te  engendrée par  un  dépôt  d 'énerg ie  thermique,  ce  dépôt
pouvant être en surface ou en vol  ume. 0n s 'at tache à mettre en

10

év idence les  aspec ts  qua ' l i ta t i f s  :  en  par t i cu l ie r  on '  dégage les

couplage thermomêcanique et  de la conduct ion thermique. Le problème fai t  éga-

lement  I ' ob je t  d 'app l  i ca t io16  numêr iques .

effets du

Au chapl t re IV on aborde I  'étude de

vers  d 'un  exemple  typ ique.  Après  avo i r  réso lu

prob lèmes non l inéa i res  au  t ra -

1e  prob lème fa ib lement  non l inéa i re ,

on  passe à  l 'é tude des  per tu rba t ions  de  fo r te  ampl i tude.0n  propose no tar rnent

une méthode de  ca lcu l  de  I 'onde d i f fé rée .

Le  chapî t re  V  t ra i te  de  la  p ropagat ion  d 'une onde.de  fa ib le  ampl i tude

dans un demi-espace viscoélast ique dont la lo i  de comportement est  donnée par

un déve loppement  en  in tégra les  mul t ip les .  L 'équat ion  qu i  gouverne le  p rob lème

est  de  type  in tégro-d i f fê ren t ie l .  Le  ca lcu l  des  ondes v iscoé las t iques  ins tan-
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tanêes et  d i f fêrées const i tue donc un exemple d 'appl icat ion de la méthode de

l ,êche l le  var iab le  à  ce  type  d 'équat ion .  A  la  f in  de  ce  chapî t re ,  on  aborde

éga lement  le  cas  de  la  thermoé las t ic i té  non l inéa i re .

L 'ob je t  du  chap i t re  v I  es t  d 'ê tud ie r  les  sys tèmes d iss ipa t i f s  gouvernés

par  un  sys tème quas i - l inéa i re  d 'êquat ions  aux  dér ivées  par t ie l les '  I1  compor te

pri nci pal ement

d ,une per tu rba t ion  de  fa ib le  ampl i tude on  propose une méthode mat r ic ie l le  géné-

ra le  que l ,on  app l ique ensu i te  à  l ' é tude d 'exemples  typ iques  en  v iscoé las t ic i té

e t  thermoé las t ic i tê .
0n dag.g.  dans le dernier chapi t re certaines perspect ives de recherches

auxque l les  on  donne un  début  de  concré t isa t ion  en  abordant  l ' é tude de  cer ta ins

problèmes tr id imensjonnels.  0n êtabl i t  d 'abord une théor ie des rayons di f férés

qu i  gënéra l i se  au  cas  d 'une onde non p lane les  résu l ta ts  ob tenus  au  chap i t re  V I

pour  une  onde  p lane  de  fa ib le  amp l i tude .0n  passe  ensu i te  à  l ' é tude  de  l ' onde

sphér ique v iscoé las t ique e t  I 'on  é tud ie  le  mode d 'a t té lua t ion  des  êbran lements

si  smi ques .
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CHAPITRE I

UN EXEMPLE INTRODUCTIF, L' EQUATION

t** .r *) t#* .z rT) u + À t** urT) u = o

1.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous considérons l 'êquation :

(1) t** . r*)  t** .2*)  u+tr  t**"  rT) u=o

Tout corme tthitham dans son célèbre article ll l "Some corment on wave pro-

pagation and shock wave structure with application to magnetohydrodynamics",

i l  nous parait  en effet ut i le d' introduire certaines des méthodes ut i l isées

dans ce mémoire en êtudiant d'abord un exemple simple.

L 'équat ion (1) ,  aux dér ivées par t ie l les  en t  e t  x  (que nous appel -

lerons le  temps et  l 'absc isse) ,est  l inéai re .  E l le  gouverne l 'évo lu t ion d 'une

variablêr u, à laquel le nous ne cherchons pas ici  à donner un sens physique:

les appl icat ions seront trai tées dans le corps du mêmoire'

0n se propose de ca lcu ler  la  so lu t ion u(x ,  t )  de ( l )  dans le  quar t

de p lan x>,  o ,  t> ,0  ( f ig .  1)  lorsque sont  donnéesles condi t ions à la  l imi te

en x  = o,  de régular i té  à  l ' in f in i ,  e t  les  condi t ions in i t ia les pour  t  =  o '

cond i t i ons  de

r69u la  r i té  à

l ' i n f  in i  - *

cond i t i ons  i n i t  i a l es

I2

, G

o

.Eg

.-_'7
! . =

3s

F ig :  1
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0n se l imite dans ce travai l  aux

t iat.  Dans le cas prêsent cela se

problèmes pour lesquels i l  y a repos ini-

traduit  par :

t3

(2)
u(x ,  o)  =  o

*T(', o) = o ,  x  > .o .

La transposi t ion des mêthodes présentées dans cette thèse'  au cas où i l  n 'y

a pas de repos in i t ia l ,  ne présente pas de di f f icul tês.

Deux opêrateurs sont en présence dans l 'êquat ion (1).  Le premier

0z = (fT *.,  f t) t* *.2 *) est d'ordre deux, le second 0, = fT-* t  !T
est  d ,ordre in fër ieur .  l {h i tham, l t l ,  a  c la i rement  fa i t  ressor t i r  les  rô les

respectifs de ces opérateurs.
L'opérateur 0r,  d'ordre le plus êlevê, gouverne l 'évolUtion de la

solut ion aux premiers instants. La perturbation, -qui se déplace dans notre

cas vers les x croissants- comprend alors deux ondes de cêlérités ct et c,

si  ces quanti tés sont toutes deux posit ives i  une seule, de céléri tê cy si

c, est négative. L'opêrateur 0r,  d'ordre inférieur '  a pour effet d'amort ir

exponentiel lement les fronts d'ondes.

Aux stades ult imes de l 'évolut ion de I 'onde, les rôles sont inver-

sés. C,est 0, eui régit  au premier ordre le comportement de l 'onde ; l 'opé-

rateur 0, a pour effet quant â lui  de dif fuser l 'onde.

Ces résultats se rêsument sous forme d'un tableau

0përateur
pri nci pal

0pérateur
secondai re

premiers
stades de
l 'évo lu t lon

02 0r + ômoftissement' exponentiel

stades
ul times

01 0^+ amortissementt pu. di f fusion

L'obJet de ce chapitre est d'abord, paragraphe 1.?, de rappeler

les considérations qui ont pennis à tlhîtham d'exprimer les résultats prêcé'

dents.
puis nous exposerons un point de vue, QUi en premier l ieu éclaire sous un

autre Jour le travail de l,lhitham, et qui fournit ensulte un cadre général

permettant l,êtude d'une grande varriété de problèmes physlques. Cette tech'
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n ique ,  que  nous  appe l le rons  la  méthode  de  l ' êche l le  va r iab le ,  se ra
présentée au paragraphe 1.3.
Dans le  paragraphe 1 .4  nous  in t rodu isons  l ' impor tan te  no t ion  de  couche l i -
m i te ;  pu is ,  pa ragraphe  1 .5 ,  su iv ra  une  d iscuss ion  de  la  méthode  de  l ,éche l le
var i  ab l  e .

I .2  UNE PREMIERE ETUDE DE L 'EVOLUTION DE L 'ONDE

0n peut  tou jours  supposer  que c2 .  c l .  D 'au t re  par t  pour  des  ra i -
sons  de  s tab i l i té  (vo i r  l ^ lh i tham l2 l ) ,  nous  supposerons  que les  coef f i c ien ts
de  l ' équa t ion  (1 .1 .1 )  vé r i f i en t  l es  inéga1 i tés  su ivan tes  :

c2<a<c l '  À>o

Dans tou t  ce  chapî t re  on  admet t ra  que l 'hypothèse (1 )  es t  vér i f iée .  Dans les
paragraphes 1.  2 et  7.3 nous supposerons même que :

c2 .Q.u .a l

auque l  cas  i l  n 'y  a  qu 'un  seu l  f ron t  se  propageant  vers  la  d ro i te .
Nous cherchons une so lu t ion  de  l 'équat ion  (1 )  qu i  vér i f ie  :

*  l es  cond i t i ons  de  repos  in i t i a l  (1 .1 .2 )
*  la  cond i t i on  de  régu la r i té  à  l , i n f in i

l im  u (x ,  t )  =  o
X - ) @

*  la  cond i t i on  à  la  l im i te  :

l im  u (x ,  t )  =  f ( t )
X - + o

où f  est  une fonct ion donnée.

( t>o)

a) Lt_ud_e_!I_è_r_9_r_jl_oll9j-o1-d_. : transformarion de Laplace er mérhode heu-
r i  st i  que de Llhi  tham.

L 'é tude de  I 'onde au  vo is inage du  f ron t  en  u t i l i san t  une méthode
qu i  s 'appu ie  sur  la  t rans format ion  de  Lap lace  es t  c ]ass ique.

La  t rans formée de Lap lace  d 'une fonc t ion  h( t )  es t  dé f in ie  par  :

l -
L h (s )  =  

/  . - t t  h ( r )  d t
o

T4

r)

(  1 \

(3 )

1 i



Sect ion  I .2 15

(5 )

(6 )

Prenons la  t rans formêe de Lap lace  de  l 'êquat ion  (1 .1 .1 )  par  rappor t

au  temps  t .  Compte  tenu  des  cond i t i ons  in i t i a les  (1 .1 .2 )  on  ob t ien t :

1s + c,fr) (s + c,#l t  u(s, x) +r(s *.fr l  L u(s, x) = o I

C'es t  une équat ion  d i f fé ren t ie l le  o rd ina i re  en  x  dont  la  so lu t ion  généra le  :

P t  ( s )  x  Pz  (s )  x
L  u (s ,  x )  =  Gt  (s )  e '  +  G,  (s )  e

cont ien t  deux  fonc t ions  arb i t ra i res  Gr (s )  e t  G2(s) .  Quant  a  P l (s )  e t  P2(s )

i ls  sont solut ions du po' lynôme caractér ist ique de (5) :

c l  
" zPZ 

+  (s  c ,  +  s  c2  +  I  a )  P  +  s2  +  I  s  =  o
'  

La  fo rmule  (6 )  ind ique a  pr io r i  que la  so lu t ion  u  résu l te  de  la

superposition de deux ondes dont les transformées de Laplace sont
P . ,  ( s )  x  Pr (s )  x

Gr (s )  e  t '  '  
e t  Gr (s )  e '  Pour  é tud ie r  le  compor tement  de  ces  ondes

au vois inage de leur f ront  respect i f  on développe P1(s) et  PZ(s) aux grandes

valeurs de s :
t l  -u

" ! '  
'zet (s)  'u  - s _À

c l  c l

Pz(s)  " -ù*

porte pas de connal t re.

Le thêorème du

_ ti*
Gr(s)  e 

-1

soi t

e l  ( t - * l  .-1

re tard ,vo i r l3 l '

. C r - a

{ditr-

r  c l  -u_

c ic l -%^

nous donne I 'o r ig ina le  de  :

k rquands+*ek étant  une constante qu ' i l  n ' im-

où g l  es t  l 'o r ig ina lede Gt .
C'est une onde dont le front se déplace à la céléri té ct.

L 'or ig ina ledu terme re la t i f  â  Pr(s)  fera i t  in terveni r  le  noyau 9Z ( t  -  
f l .- -?

Puisque la céléri té c, est supposée négative, cette ondesepropagerait  vers

la gauche. Cela est à exclure en raison des condit ions aux l imites qui gou-

vernent le problème.

Par conséquent on a G, = o et la solut ion u prend la forme :
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- r lr- '
c r  c l  -  

% ^  v(7)  u=e r  I  '  g . ,  ( t -+)
t t l

au vo is inage du  f ron t  x  =  c ,  t .
La  cond i t ion  à  la  l im i te  (3 )  p réc ise  que :

(8 )  9 t= f
' C 1  

- a

I l  résu l te  des  cond i t i ons  (1 )  (2 )  que  le  coe f f i c ien t  ++_  "-1  "1  -2
dans  l 'exponent ie l le  es t  pos i t i f .  L 'onde es t  donc  exponent ie l lement  amor t ie  en
son f ron t .  A ins i ,  au  bout  d 'un  cer ta in  temps,  la  per tu rba t ion  es t -e l le  né-
g l igeab le  au  f ron t  ;  e t  i l  conv ien t  ma in tenant  de  savo i r  où  se  t rouve e t  de
quel le façon se propage la part ie pr incipale de la perturbat ion.  Cette ques-
t ion  a  depu is  longtemps préoccupé les  phys ic iens  l+1 .

Une méthode heur ist ique très élégante,  due à }{hi tham, fourni t ,  dans
des cas  assez  s imp les ,  l inéa i res  no tamment , ' les  équat ions  qu i  gouvernent  le
comportement de l 'onde près du front et  permêt aussi  de déterminer la oart ie pr in-
c ipa le  de  l 'onde aux  grands  temps.

Le  pr inc ipe  de  ce t te  méthode es t  le  su ivant  l ' l h i tham l1 l  :

" In the wave mot ion wi th speed v,  the der ivat ive 
f t  ana -  r  *  of  any quant i ty

are approximate' ly equal  " .

A ins i ,  l o rsqu 'on  s ' i n té resse  à  1a  composan te  se  p ropagean t  à  lacé lé r i téc ,
on  peu t  poser  dans  l ' êqua t ion  (1 .1 .1 )  :

sauf  év idemment  dans le  tenne # * . ,  * ,  . ,  I 'on obt ient  :

tfr*.r#) Gz cr)ff i+r(a-cr) #=o
soi  t

(e) tfr*.r*) u +À 
tu 

= o
0n re t rouve la  so lu t ion  (7 ) .

16

#= -.r #
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b ) LlÉvsLs!ie!-sLUEe-de-l.lende

Nous a l lons  dégager  le  rô le  de  l 'opéra teu"  *  
*  t  * .  App ' l iquant

la  méthode heur is t ique de  Whi tham,  on  pose 
*  

=  -  u  f i  Ount  (1 .1 .1 , )  e t  l ' on

ob t ien t  1 'équa t ion :

(10)  r**  u*)  u -  r *=,

régissant le comportement de la composante de la perturbat ion gouvernée

par  1 'opéra teu"  *  
*  .  * .  La  quant i té

( 11 )
( . t  -  a )  (a  -  c2 )

K =

es t  pos i t i ve ,  eu  égard  â  la  cond i t i on  (1 ) .

L 'équat ion (10) possède à 1a fois un caractère de propagat iog Par

le  terme # * .  #.a un caractère de di f fus ion par 1e terme rT 
-"  

5
.  âX -

D'a i l l eu rs  en  fa isan t  le  changement  de  var iab les  ( t ,  X ) * ( t  =  t  -  
f ; '  x )  on

se ramènera i t  à  l ' équat ion  de  la  cha leur .  Ce la  mont re  que I 'onde de  cé lé r i -

tê a se propage en di f fusant.

La  so lu t ion  de  l 'équat ion  (10)  qu i  sa t is fa i t  1e  repos  in i t ia l  e t

la condi t ion à la l imi te (3) va être maintenant calculée. 0n pourra montrer

qu 'e l le  es t  en  fa i t  iden t ique à  ce l le  que l 'on  ob t iendra i t  en  é tud ian t

l 'équat ion  (1 .1 .1 )  avec  une méthode asympto t ique du  type  po in t -se l le .  0 r

cet te dernière approche donne le conportement de I 'onde dans la phase ul t ime

de son évolut ion,  i l  en est  donc de même pour l 'équat ion (10) obtenue par

la méthode heur ist ique de t , lh i tham.

A ins i ,  au  bôut  d 'un  cêr tâ in  têmps,  I 'ORdê sê  propâgê à  lâ  v i têssê  d i f fé rée ,

a ,  tOût  êh  d i f fUSânt .

Ca lcu lons  d 'abord  la  so lu t ion  é lémenta i re  ^ (x ,  t )  de  (10) ,  c 'es t -à -

d i re  la  so lu t ion  qu i  vér i f ie  :

(  12 ) a(0 ,  t )  =  6 ( t )  (o  es t  l a  d is t r ibu t ion  de  D i rac )

l ( x ,  o )  =  o

l im n (x ,  t )  =  o
x - +  @

Compte tenu
à 1 'équat ion

(13 )

sL

de (13)1,  on obtîent en appl iquant la t ransformat ion de Laplace

(10)  dans  laque l le  on  renp lace  u  par  A  :

n(s, x) *. # 1 n(s, x) - " #L 
^(s, X) = o(  14 )
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Equat ion dont  la  so lu t ion s 'écr i t  :
^ '  (s )

L  l (s ,  X)  =  A(s)  e  r '  ' x  
+  B(s)

avec

.nz(s)x(15 )

(16)

(  17  )

nl  -  a  i  rF -  o  "  t"2-T

Il existe un théorème I g I selon lequel

l im  sLA(s )  =A; t=o
s+æ

D'après  (13)2 ,  ce t te  l im i te  do i t  ê t re  nu l le .  Ma iS ,  d 'ap rès  (16) ,  l e  te rme
Â r ( s ) -  L

e '  ^  de  (15)  c ro l t  exponent ie l lement  vers  l ' i n f in i  quand s  ->  - .  0n  es t
donc  amené à  poser  B  =  o  dans  (15) . ( * )

La  cond i t i on  à  la  l im i te  (12)  e t  l e  fa i t  que lo  (s )  =  1  donnen t  a lo rs  A  =  1 .
Fi  nal  ement par retour à I  'or ig i4a' le :

x é  t x  . r 2

a(x ,  t )  =  
â  ( "  *  t3 ) -  U2 .  f f i  t â  -  

" r

Une convo lu t ion  par  rappor t  au  temps fourn i t  la  so lu t ion  u  de  (10)  te l le  que
u(o ,  t )  =  f ( t )  :

u (x , t )= f ( t ) *a (x , t )

1 t f i
=  

)  f ( t )  l ( x ,  t  -  r )  &  =  J  f ( r  -  t )n  (x ,  t )  d t-o 'o

Que (18)  es t  b ien  une so lu t ion  de  (10)  peut  se  vér i f ie r  fac i lement  par  le
b ia is  de  la  t rans fo rmée de  Lap lace  L  u (s ,  X )  =  L  f ( s )  L  n (s ,  x ) .  Que  la
cond i t ion  à  la  l im i te  es t  sa t is fa i te  rêsu l te  de  (12)  e t  du  fa i t  que 5 ' . t t
l ' é lément  neut repour  1e  produ i t  de  convo lu t ion  :

u (o ,  t )  =  f ( t )  *  n (0 ,  t )  =  f ( t )  *  o ( t )  =  ç1X1
I l  es t  in té ressant  de  se  représenter  I 'a l lu re  de  la  so lu t ion  é lé -

mentaire a pour les temps suff isanment grands. Le facteur exponent ie l  dans
la  fo rmule  (17)  mont re  a lo rs  queÂ es t  nég l igeab le  en  dehors  d 'un  vo is inage

9 O.  la  d ro i te  x  =  a t  de  la  fo rme ( f ig .  Z )  :

^?
7m-T -  t )2 . . .  o(  1)

(18 )

(i(  le)

remarquer que (13), im-("1 Une autre manière d'arr iyer au
p l ique l imL l (s ,  x )  =  o ,  d 'où

X +  @

résu l ta t  est  de
B = o .
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La largeur de ce vois inage crol t  comme l t  quand t  augmente car (19) équivaut

à :

r v  z  G t
l . - r l<0 (1 ) 'r a  - r - ,  

a

A

(20)

Figz2

Les considérat ions précédentes nous autorisent, pour t  suff isamnent grand'

à approximer ^ Par la fonct ion ^3 u D
? - . -  - f f iT (â- . ) '

or=Ë,,,,"5,-7/2e

obtenue en faisant la substitution , * I dans la formule (17)

du terme (l - , l t .
Ceci est  légi t ime, car en dehors de9, A'  tout  coûme A, est

lement nég' l igeable ;  et  dans9 on peut piendre t  = 
l '

S i  l ' on  subs t i tue  dans  (18)  A1 à  A,  on  ob t ien t  :

u(x, r)  =- t  
-  l " tr)  e * (â -  t  * ' "  

o,
2l ln-V x 'o

v-F

à I 'except ion

exponentiel -

(  21)
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Ce même résul tat  aurai t  pt  être obtenu par une méthode de point

se l le  app l iquée  à  
' l ' équa t ion  

(1 .1 .1 ) ,  vo i r  l a  fo rmu le  (48)  de  Whi tham I  I  l .

1.3 LA METHODE DE L'ECHELLE VARIABLE (1'|. E . v..)

a ) In t roduc t ion :

20

La méthode de  l 'êche l le  var iab le  que

l 'un  des  f i l s  d i rec teurs  de  no t re  t rava i l .  S i  n  es t

nous pouvons à part i r  de t  et  x introduire un temps

( i .e .  sans  d imens ion)  t '  e t  x '  :

nous présentons ici  sera
une vitesse et T un temps,
et  une absc isse rédui ts

(1 ) t  =  T  t '
x  =  Q T  x '

Le paramètre T ayant la dimension d 'un temps est  arbi t ra i re.  I l  est

à  no t re  d ispos i t ion  e t  son  rô le  sera  fondamenta l .  Nous 1 'appe l le rons  éche l le

de temps. 0n peut êgalement déf in i r  une échel le de longueur X = f i  T qui

jouera i t  un  rô le  ana logue.

Après  avo i r  opéré  le  changement  de  var iab le  (1 )  dans  l 'équat ion

(1 .1 .1 )  i l  v ien t :

C r  C ô

(z) (r#*"Lrl. l (,1r.*##t u +T^ (#.*#l u = o
La méthode  de  l ' éche l le  va r iab le  (en  abrégé  M.E.V . )  es t  une

méthode adaptée à la résolut ion de problèmes dynamiques. En iouant sur

l 'êche l le  de  temps T ,  e l le  condu i t  â  ca lcu le r  en  généra l  deux  so lu t ions  fo r -

me l les  :

L 'une,  S I ,  es t  ca lcu lêe  en  prenant  une pe t i te  éche l le  de  temps T

et à l 'a ide d 'un processus asymptot ique dans 1equel  le pet i t  paramètre est

la  quant i té  ad imens ionne l le  E l  =  T  À

L 'au t re ,  SD,  s 'ob t ien t  dans  un  processus  asympto t ique complémenta i re

du précédent en prenant une grande échel le de temps, de tel le sorte que le

nombre sans dimension .Z = 
f r  puisse être considéré comne pet i t .

Dans les deux cas les processus aslmptot iques seront déf in is en

s 'appuyant  sur  la  méthode des  êche l les  mul t ip les

I l  ne  su f f i t  pas  de  ca lcu le r  des  so lu t ions  fo rmel les ,  encore  fau t -

i l  savoir  dans quels donaines ces solut ions approchent de façon correcte la

solut ion exacte.  Autrement di t  i l  faut  pouvoir  déf in i r  les domaines de va-

l i d i tés  de  S ,  e t  SO.
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Nous nous appuyerons sur deux hypothèses de travail H, et Ho.

Près d'un front instantané qui se propage dans une zone au repos, ce sont

les composantes instantanées du matêriau qui sont sol l ic i tés. I l  est donc

naturel d'étudier l 'onde près du front en prenant une peti te échel le de

temps T,  d 'où I 'hypothèse :

HI)  la  so lu t ion  S,  ca lcu lée  â  l 'a ide  du  pe t i t  paramèt re  e l  =  T l  es t  va lab le

près du front instantané

pour étudier le comportement ul t ime de l 'onde i l  est  naturel  de

prendre une grande échel le de temps, d 'où :

2T

HD) la  so lu t ion  d i f fé rée  SO

du bord.
1 t '1  es t  va lab le  lo rsqu 'on  s 'é lo igne su f f i samment

Nous aurons  I 'occas ion  de

S,  e t  SO dans  la  su i te .

préciser les domaines de val id i tê de

Avant  d 'app l iquer  ces  cons idéra t ions  à  l 'é tude de

i l  est  ut i le de fai re quelques rerarques générales :

l ' équa t ion  (1 .1 .1 )

*  Dans ' l ' exemple  (1 .1 .1 )  é tud ié  i c i ,  i l  se ra i t  êqu iva len t  de  fa i re

tendre  À vers  zéro  ou  vers  I ' i n f in i  au  l ieu  de  T .  (e ,  e t  e ,  son t  cons t ru i t

avec Tt) .  0n pourraî t  donc enyisager des processus asymptot iques dans les-

quels les pet i ts paramètres seraient r  ou bien i  ;  et  les calculs seraient

p lus  conc is  car  on  pour ra i t  d i rec tement  t rava i l le r  sur  l ' équat ion  (1 .1 .1 )

sans, par exemple,  passer par le changement de var iable (1).  Cependant cet te équi-

va lence en t re  T  e t  À  es t  l iée  à  la  na ture  par t i cu l iè re  de  l 'exemple  (1 .1 .1 ) .

En règle générale 1e paramètre avec lequel  nous travai l lerons sera toujours

l ' éche l le  de  temps  T .
* Lorsque nous aborderons les appl icat ions physiques i l  sera de toute

façon très ut i lepour la compréhension du problème de normal iser les équat ions.

La vi tesse o du changement de yar iable (1) sera pr ise de façon à représenter

une vi tesse caractér ist ique du phénomène étudié.  Cel le-c i  pourra être chois ie

d i f fé renment  ( * )  su ivant  que 1 'onset rouve dans  te l le  par t ie  ou  dans  te l le

fy I -es notat ions S, et  SO sont en rapport  avec les qual i f icat i fs " Instantanés"

e t  "D i f fé rés" .

f*)  En fai t  le choix de n ne change r ien aux résul tats,  mais i l  permet d 'a l léger

l 'éc r i tu re  des  équat ions .



Sect ion  1 .3

au t re  du  p lan  ( t ,  x ) .
De plus nous n'aurons pas en général  qu'une seule fonct ion ineonnue u dans
nos équat ions,  et  la normal isat ion devra aussi  porter sur ces di f férentes
fonc t ions  (pour  les  rendre  ad imens ionne l tes) .

*  En  f in  de  compte ,  même s i  ce la  n 'es t  pas ' ra  façon  1a  p lus  s imp le
d 'é tud ie r  l ' exemple  (1 .1 .1 ) ,  no t re  bu t  es t  de  p résen te r  i c i  l a  méthode  de
l 'éche l le  va r iab le  te11e  qu 'e i le  se ra  app l iquée  dans  la  su i te  du
mémoire.

Les  paragraphes su ivants  sont  consacrés  à  l 'é tude de  l 'onde près  du
f ron t  pu is  lo in  du  bord .  Un so in  par t i cu l ie r  es t  appor té  à ' la  p résenta t ion
de la  techn ique des  éche l les  mul t ip les  dont  nous  fe rons  un  usage cons tan t
au  se in  de  la  méthode  de  l ' êche l le  va r iab le .

Nous ferons tendre ic i  l 'échel le  de temps vers zéro de sor te que :

e ,  =  TÀ

représente un peti t  paramètre.
Pu isqu 'on s ' in téresse à  I 'onde dans le  vo is inage du f ront  de cé lér i té  c1 ,
on peut  poser  n  -  c l  e t  l 'équat ion (Z)  s ,écr i t  :

22

(3 )

(4 )

n ) E!gde-pEe-gs-fre!!-g:elde-pcr-1e-sÊ!!sde-Ée:_esbelles_pgl!iple:

i#,rfi,* 5f,1 (+. - T+, , * .1 (rh -
Remarques

Nous supposerons dans tout ce chapître que u est  une quant i té
sans  d imens ion .

Pour  rendre  u  ad imens ionne l le ,  l ' éche l le  de  temps T  peut  avo i r  un  rô le  â
jouer .  C 'es t  le  cas  par  exemple  s i  u  représente  une longueur .0n  posera

u=O

l im i te  re la t i ves  au
fac teur  l ' éche l le  de

u = f, l  T u'

où u '  es t  la  longueur  rédu i te .
Par  conséquent ,  en  généra l ,  les  cond i t ions  à
rédu i t  son t  suscept ib les  de  fa i re  in te ryen i r

Pour  nous  l im i te r  à  l ' é tude  d 'un  cas
paragraphe 1 .3  que la  cond i t ion  à  la  l im i ' te
en facteur.

précis,  nous supposerons dans ce
sur  u  ne  fa i t  pas  in te rven i r  T

la

en

probl ème

temps T.
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Dans l ,espr i r  de la  méthode des éche l les  mul t ip les  l6 l  l7 l  l8 l  l9 l

l ,on in t rodui t  maintenant  les  var iab les mul t ip les (* )  :

(5) \ =.ix'

et l ' onchercheuneso lu t ionde(a )de la fo rme:

(6)  u( t ' ,  x ' ,  11)  = 
.  [  ^  

. l  u . ;  ( t ' ,  xo,  * | ,  " ' )
i  >ro

0nsubst i tue(6)dans(4) ,aprèsavoi r remarquéque

â u ' ro â ' r  'uo.

#= 4-'r 
(4.tï) + ""

'  
, r ' r ,  ,2 ro  \  r,2u^=** ,

àx,c r*;. t t# * 2 TÉt1) + ""

I l  v ient  après ident i f icat ion des coeff ic ients des pu. issances de e1 :

(7) (#-*;) t#*Tq,uo = o

(# -+) t#.Ï*, ul = -,' -ï, #h
?

^cz ô- 'o  /  â  -  â  â \- 2 
i6{irî 

- (rn * ., 5{, uo

Dep lus , lacond i t i onà la l im i teu(x=o , t )= f ( t )peu ts ,éc r i re :

uo  ( t '  ,  o '  o ,  . . .  )  =  f l ( t ' )

(9 )  
u i  ( t ' ,  o ,  o ,  " ' )  =  o

avec :

f1 ( t ' )  =  f (T  t ' )

La solut ion de (7) qui  se propage vers la droi te et  qui  vér i f ie (9)t

est donnée Par :

( " )  S i  le  p rob lème é ta i t  à  ya leurs  in i t ia l ; s  i t  sera i t  p lus  iud ic ieux  de

prendre  les  var iab les  mul t io les  t t  =  e t  t

(8 )
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(11)  uo( t ' ,  *à,  * i )  = uo (6,  r i )

où l ' on  a  posé

( I2)  t=t ' -x i

Si  1 'on suppose que uo ne dépend pas des var iables x i ,  x i
on a tout  s implement ,  d 'après (9) f  :

(13)  uo ( t ' ,  
"à )  

=  f1  ( t )

L 'équat ion (8)  qu i  s 'écr i t  a lors  :

(14) (# -efol r#*Tq,ul = - r;1.--ï4,,,

=(-r-i l*
- 1  u 5

admet une solut ion part icul ière t ,  de la forme :

(15)  û,  { t ' ,  " ; )  
= x i  K(E)

où K se dêtermine par subst i tut ion de (15) dans (14) :

(16 )  (= - } ] } r ,
'1  "2

La forme la plus gênérale d 'une onde, solut ion de (14) et  se propageant vers
la droi te est  donc :

u,  ( t ' ,  xà)  = 
"ô 

K( t )  + ùr te)

soi t ,  compte tenu de (9),  :

(17) ul =*àï+,.

Dans le développement

(18)  u  =  ro  * .1  u l .  +  . . . .

le  tenne .1  u l ,  gu i  con t ien t  une pu issance de  x i ,  es t  un  te rme sécu la i re .
Ce la  s ign i f ie  qu ' i l  es t  nég l igeab le  par  rappor t  au  premier  te rme uo guand

x i  es t  su f f i sarment  pe t i t ,  ma is  que ce la  n 'es t  p lus  le  cas  dès  I ' i ns tan t  où

xà =  0  t *1 .  Le  domaine  de  va ' l id i té  de  la  fo rmule  (18)  -qu i  n 'es t  r ien  d 'au t re
" l

24
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qu,un développement direct  par rapport  à er-  est  donc rédui t  à un pet i t  voi-

s inage  de  l ' o r ig ine .

La  mêthode des  êche l les  mul t ip les  permet  d 'é la rg i r  le  domaine  de

va l id i té .  A  ce t te  f i n  on  in t rodu i t  l es  va r iab les  mu l t ip les  * i ' ^à  . . . .  e t

l ,on  fa i t  en  sor te  que le  te rme sécu la i re  -qu i  es t  à  l ' o r ig ine  de  la  mau-

vaise performance du développement (18)-  d isparaisse'

Cela est  possible en admettant 1a dépendance de uo par rapport  à

x i  e t  en  posant  que le  second membre  de  l 'équat ion  (8 )  es t  nu l ,  so i t  :

â u  c n  -  a
( 1 9 )  

o '  r  "  = Qt l . i :Euo=o

Laso lu t ion  _c l -ô  _ ,
ctn^l

uo =  A(E)  e

de I ,êquat ion  (19) ,  fa i t  in te rven i r  une fonc t ion  arb i t ra i re  A  que l 'on  ca lcu le

â  l ' a ide  de  la  cond i t i on  à  la  l im i te  (9 ) f .

uo  ( t ' ,  o ,  o )  =  A( t ' )  =  f l ( t ' )

F ina lement  la  so lu t ion

t l  -  u  
v l

c.-A ^1

(20)  uo=f r ( t ' - " ; )e  t  c

peut être exprimée en variables physiques si  l 'on se souvient que t '  = 
l ,

25

xl  = = i ,  , j .  = . f  *à =  ̂  *  e t  que f l ( t ' )  =  f (T t ' ) .
" O  C l  l -  I  . | '  o  

" L  
r

Lerésu l ta t :  -  
c l ' ô  

:

(21) u., = f(t - * l  e 
cl rcJ- 

Àx

" -1

es t  iden t ique  à  ( I .2 .7 )  (1 .2 .8 ) .

0n remarquera que le rôle de la var iable lente x i  (c 'est  la termi-

nologie consacrée) est  t rès précisânent de décr i re l 'at ténuat ion de l 'onde

au front.  Si  l ,on pose r i  = o dans (20) l 'onde se propage au vois inage du

front sans se déformer et sans être atténuée :

(22' )  uo = f r ( t '  '  ' ; )  = f ( t  -  
{ t

0n conço i t  que dans  la  réa l i té  phys ique ce la  n 'es t  iamais  r igoureusement  v ra i

en  ra ison de  la  d iss ipa t ion .  Cependant  i l  a r r i ve  en  pra t ique que les  e f fe ts
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d iss ipa t i f s  so ien t  t rès  longs  à  se  man i fes te r .  La  so lu t ion  (22)  es t  a lo rs

va lab le  dans  un  la rge  domaine ,  avant  que l 'usage de  la  var iab le  len te  x i  ne

s 'avère  nécessa i re .

Dans I 'exemp' le étudié ce domaine est  caractér isé par

t r . -u
crcfr;i 'x<<1
Nous ne  poursu iv rons  pas  p lus  lo in  l ' é tude de  la  so lu t ion  approchée

au vois inage du front.  La formul e (2L) qui  donne la solut ion au premier ordre

cont ient  en ef fet  toute l ' informat ion physique relat ive au problème (propa-

gat ion et  amort issement du signal  f ) .  Poursuivre le développement â l 'ordre

supêr ieur  e t  fa i re  jouer  les  var iab les  len tes  *à ,  *à  ne  cons t i tue  qu 'un

raffinement sans intérêt fondamental pour les problèmes que nous traiterons.

C 'es t  d 'a i l leurs  l ' un  des  po in ts  les  p lus  in té ressants  des  méthodes de  per -

tu rba t ions  s ingu l iè res ,  te l l es  que  les  éche l les  mu l t ip les  ;  qu ' i l  su f f i se  en

général du premier terme du développement pour avoir de bons renseignements

sur  la  so lu t ion  exac te .

c) Elsdede l 'onde d i f fé rée

0n s ' in tê resse main tenant  au  compor tement  de  l 'onde lo rsqu 'e l le

trouve suff isanment lo in du bord.  I l  est  naturel  cet te fo is de donner à

l 'échel le de temps T de grandes valeurs de sorte que le paramètre

c -"2 '

?6

(23)

puisse-t-être considêré comme peti t .

Les yar iab les mul t ip les sont  a lors  déf in ies par

(24) "i 
=.1 , '

et la solut ion est  recherchée sous la forme ;

1
I'T

(25) ut ( t ,  *1, t i ,  . . . )

Connne di t  précédenrment le choix de la v i tesse o n 'est  pas pr imor '

d ia l  pu îsqu ' i l  ne  peut  avo i r  que des  conséquences  (d 'a i l leurs  nég l igeab les

ic i )  sur  l ' es thé t ique des  fo rmules .  Nous prendrons  ç )  =  a .

La  subs t i tu t ion  de  (25)  dans  (1 .3 .2 )  donne après  ident i f i ca t ion  des

coeff ic ients des premières puissances de t)  :

u ( t ' ,  X ' ,  EZ)  =  
, l  ^
1 > r O

I
a?
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(26l t# * 5f) uo = o
o

(27) t#*t,,, = -tr- (r-Ê.-?rq,t#*?+-;,'.
et  les  cond i t i ons  à  la  l im i te  s 'éc r i ven t :

dê f
(28)  ,o  ( t ' ,  o ,  o )  =  f1 ( t ' ) - ; ' f (T  t ' ) , ' l  ( t ' ,  o ,  o )  =  o  ( i  

"L )

La  so lu t ion  de  (26)  es t  :

(29)  uo ( t ' ,  x i ,  x l  . . . )  = uo (E,  x1 '  " ' )

avec

(30)  E=t ' - "à

Supposons que uo ne dëpende pas des var iab les lentes 
" i ' tà  

. . . '

a lors  l ,onde uo(E)  se propagera i t  â  la  v i tesse normal isée uni té  sans se

déformer et en part icul ier sans s'amort ir .  Comme précédemment la variable

lente x j  serv i ra  à  décr i re  les ef fe ts  d iss ipat i fs .

Le fa i t  que l ,onde d i f férée se propage à la  v i tesse normal isée uni té '

c ,est -à-d i re  à  la  v i tesse rée l le  a ,  montre que la  nature d iss ipat ive du pro-

blème a pour effet de transformer l 'onde instantanée qui se propagerait  à

I 'or ig ine à la  cé lér i té  c1r  ên une pseudo-onde se propageant  à  la  cé lér i të

d i f férée a,  in fêr ieure a l r .  Ce point  ava i t  dé iâ  étê noté er t  L .z .b ,  mais

nous voulons Y ins is ter .
Un raisonnement analogue â celui du paragraphe précédent, conduit

à  annuler  le  second membre de (27)  s i  l 'on veut  év i ter  l 'appar i t ion d 'un

tenne séculaire, soit '  compte tenu de (2g)-(gO) :

(31) #-u$=o
r  d g

où
c r  c o

(32) o=(]-t1 (1 -+)

est  une constante  pos i t ive  d 'après ( l '2 '1 ) '

L 'équât loR dé la  châlèur  (31)  montre que l 'onde d i f férée s 'amort i t  en d i f -

fusant.



D'après  (28) t  e t  (29 ) - (30) ,

uo  (6 ,  * |  =  o )  =  f1 (6 )

Le problème ainsi  posé pour
prob lème à  va leurc  in i t ia les  dont  la

+

uo(t,ri) =#l

0n revient aux var iables physiques en

x i  =e?X '= - i
^14

d 'où

Sec t ion  1 .3

uo( t ,  x )  =

Après un changement

s i  r  <  o ,  on  ob t ien t

uo( t ,  x )  = '

(o )  0n  vo i t  b ien

va l  id i  té  de

l ' équat ion de la  cha leur  (31)  es t  un
solut ion est  :

(E -  ,12- 
4-F-lil-

( r )  e  '  d r

remarquant que E = t '  -  x ,  = 
+ ( t  -  

â) ,

#l',n,"
t - j . t r /

28

(33  )

(34  )

(35)

f t

ona:

i,rn', "

( t -â-T, )
-?fE 

x-
.+

T(
I

zlï x-î I
f-Ï-a _t *

de var iab le

- I a

d t

ï t  +  te t  tenant  compte  du  fa i t  que f ( r )  =  o

^ u (!  -  
|  - .1

. - -4_B-x-
d t

o
Cette formq' le est  ident ique à cel le que nous avions obtenue en

(1 .2 .2 I )  -car  K  =  
+  

-  à  la  d i f fé rence près  que la  borne  d ' in tégra t ion  es t
l ' i n f in i  au  l i eu  de  t .  11  y  a  là  semb le - t - i l ,  un  paradoxe  car  à  l , i ns tan t  t
la  réponse uo( t ,  x )  dépend d 'après  (3s)  des  va leurs  de  f ( r )  aux  ins tan ts
fu tu rs  .  >  t ,  en  cont rad ic t ion  avec  le  p r inc ipe  de  causa l i té  En fa i t  nous
lèverons ce paradoxe au paragraphe 1.5 en montrant que cette dépendance par
rappor t  au  fu tu r  es t  nég l igeab le  dans  le  domaine  de  va l id i té  de  la  so lu t ion
uo. De sorte que le symbole /*dans (35) peut être remplacé par / t (")r .  tor-

mu le  co înc ide  a lo rs  avec  l .Z .n l .  
o

En rêsumé deux var iables d 'espace xi  et  x i  ont  été nécessaires pour
représenter correctement l 'onde ;  la première sert  â décr i re la propagat ion,
e t  la  seconde l 'amor t i ssement .

0n  peu t  se  représen te r  v i sue l lement  dans  l ' espace  ( t , ,  r ; ,  r i )  l a
façon dont  les  var iab les  mul t ip les  permet ten t  de  décr i re  l ' évo lu t ion  de
I 'onde  ( f i g .  3 ) .

a lo rs  que  le  repos  in i t i a l  es t  vé r i f i é  dans  le  domaine  de
uo .
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F ig :4

Imaginons pour f ixer les idées que l ' impulsion f  soit  en forme de pic'  Dans

le p lan ( t "  r ; )  où la  var iab le  lente t i  n 'a  aucun rô le  à  iouer ,  le  p ic  se

propage en se translatant paral lèlement à la droite t '  -  xi '  Sur la f igure

on a représenté deux pics sur les droitet At; et Brri '

Lorsqu 'on s 'é lo igne du p lan ( t "  t ; )  avec la  var iab le  lente x l '  ces Pics

vont  d i f fuser  su iyant  l 'êquat ion (31)  e t  donc s 'amort i r  ( f ig '3) '  A ins i  à

chaque point de l 'espace des varlables mult iples, on peut associer une va-

t.rr" a. uo. Les seuls points représentat i fs de la réal i té physique sont

29

F ig :3
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ceux qu i  se  t rouventdans lep lan r r  te l  Oue x i  = .  t ;  ( f ig .  a ) .

Pour  les fa ib les va leurs  de x i  les  po ints  du p lan n sont  t rès vo is ins du
p lan ( t ' ,  xà) ,  e t  l 'amor t issement  es t  a lors  nég l igeab le .  Mais  p lus  on

s 'é lo igne du bord et  p lus les ef fe ts  d iss ipat i fs  se font  sent i r .

1.4 CAS 0U LES CELERTTES cpgl_g2_Lglg posjlr,es.

La d i f férence avec le  cas précédent  ( .2 .  o)  t ient  à  I 'ex is tence,
pour  l 'équat ion (1 .1.1) ,  dé deux caractér is t iques Ct  e t  Ct  de pentes pos i -

t i ves :

.r É*

30

_ l
c2

dr l- = -
O X  C .

I

t

(1 )

Par conséquent ,  la  so lu t ion
à la  l imi te  du type :

u(o '  t )  =  f ( t )

#(0, t) = s(t)

Voyons que' l ' les sont

antér i  eurs .

F ig :  5

u  de  (1 .1 .1 )  sera  gouvernéepar deux condi t ions

les modif icat ions à apporter aux raisonnements

a ) Elgde-pree-gee-Irenls-in:!s!Eres

I l  y  a  deux  ondes à  ca lcu le r ,  I ' une  de  cé lé r i té  c '  l ' au t re  de

célér i tê c".  Dans le paragraphe 1.3 b nous avons montré comment obtenir

une so lu t i ln  r (1 )  r .  p ropageant  â  la  v i tesse  c r .0n  Pose

t  =  Tt ' ,  x  = OTx' ,  x l  = l r f  ,  e ,  = T l

et  par  subs t i tu t ion  dans  (1 .1 .1 )  on  ca lcu le  le  déve loppement

u(l) = . l  , l  ,{ t) (t ' ,  xi ,  xi  . . .)
i > t o  

I  I

(2)

(3 )
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Le premier terme

, [ t )  =

s'expr ime, sous tu ETtI .ut  n v,

11 (Tr, -ï-;,.. 'T'1 
^1

x. c,Ji9;x
f 1  ( t - * ) e

t " 1

(4 )

(5 )

En échangeant les rôles de c,  et  c2,  on obt ient  de façon ident ique

so lu t ion  u(2)  , "  p ropageant  à  lu  u t t . t té  . ,  :

,(2) = . I . l ,{t) (r,, xi, xi ...)
i  r r o

_^ 
- 

"z n
t ) \  O T'à - '  =  f2  (Tt '  -  

ï
r ; )

-cz'z
(6 )

(7 )

(8 )

L 'équa t ion  (1 .1 .1 )  é tan t  l i néa i re ,  l a

fourn i t  une nouve l le  so lu t ion

,= r (1 ) *u (2 )

avec  laque l le  i l  es t  poss ib le  de  vér i f ie r  les

Remarquons que 
r r.r

âu-1u -t1,"[1).ï[1"-
ax =CITi l=ATLtTq a"à'

D'après (3)  (4)  (5)  (6) ,  les  cond i t ions à  la

au premier ordre si :

f , 
+ f , 

= f

t ' i -* t ;=n-  
a l  

t L  - z  L

Le signe pr ime'  r r  '  r r ,  reprêsente la

but ions par rapport  à l 'argument de f t  ou de

(8 )z  t

xi

superpos i t ion de u(1)  e t  u(2)

à la  l im i te  (1 ) .

sont doncvér i  f i  ées

dér ivat ion au sens des distr i -

fZ.  L 'êquat ion équivalente à

. t t

a -c
Àx

= 12 ( t  -  
{ f  "  

" ' (c t  
-  c2)

condi  t i  ons

Ior,r).l
l im i te  (1 )

f l  .  f  z
T l '  

"z
(e) =- {  s ( t ) d t
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io in te  à  (8 ) ,  donne f ,  e t  f ,  en  fonc t ion  des  cond i t ions  à  la  l im i te  f  e t  g .
Nous d iscu terons  p lus  lo in  du  domaine  de  va l id i té  de  la  so lu t ion  u

calculée dans ce paragraphe.

u ) t lsnde-d iIIÉrÊe-e!- Ie-!e!ien_de_gsusbe_ !.iui!e

Là auss i ,  nous  a l lons  ca lcu le r  fo rmel lement  une so lu t ion  approchée
de l 'équat ion  (1 .1 .1 )  vér i f ian t  les  cond i t ions  (1 )  en  superposant  deux  so-
lu t ions  par t i cu l iè res .  L 'une d 'en t re  e l les  es t  d 'a i l leurs  dégénérée,  en  ce
sens  qu 'e l le  ne  se  propage pas  e t  qu 'e l le  donne l ieu  à  une couche l im i te .

corme dans  le  paragraphe 1 .3 .c ,  nous  posonS e ,  =  
F= T t , ,

x = OTx' ,  f , )  = a .  I n t rodu isons  ma in tenan t  l es  va r iab les  mu l t i p les  i

a+itz  x '

32

(10 )

(11)

(12  )

(13)

(  14 )

avec

i ;  =

et cherchons une solut ion sous 1a forme :

u(t ' ,  y ' ,  e2) = i  I ,o . l  , . ,  ( t ' ,  ià,  i i ,  . . . )
La subs t i tu t ion  dans  l 'équat ion  (1 .1 .1 )  donne au  premier  o rdre  :

(#. ' i {) uo *

+o(.1*1)=o

Deux cas intéressants se présentent,  pour lesquels o = o et  cr  = -  l .
Le  premier  cas  (o  =  o )  a  é té  exp lo i tê  dans  le  paragraphe 1 .3 .c .

Nous avons  ob tenu I  'onde u(1)  :

^z ( t '  -  *à - .  )2
_ d _[T__Kxi_

e  '  d t

'z (#.'i?+l r#- .î+*),o

u(1)  = I
i  >o

e i
2

f i,n,,

= -+- /ï,,,, "z \Fl- 'o 'L'

lEr

u?-4- [x (i - t+r12
d t



33Sec t ion  1 .4

r 1 \
uà" ( t , x -o )= f l ( t )

Mais cet te solut ion ne peut pas à el le seule vér i f ier  les condi t ions â la

l im i te  (1 ) .

( ls)

(16 )

(17)

(  le)

Une seconde solut ion formel le
que les  deux  te rmes de  l 'équat ion  (12)

al ors (" )

ar[z) "L "z ,2 , , (z)+  
t  

t t  - s ' -  u ! - '  =  O
,q 

-7 
aqz "o

Cette êquat ion,  mise sous la forme :

s 'obt ient  en Prenant a = -  Lr  af in

soient de même ordre.  I l  v ient

"L'z 
tt l '  

* ulz) = o-F 
, i 'o o

donne le premier terme du développement

u(2) = . I  .Lr\r)  (r ' ,  io,  i i  . . . ) ,  (ou i i  -  e|-r
i  > ro

onobt ient :  _  uZ i ,  _  ôÀ *

u!2)  = f r (Tt ' )  e  
'L  '2  "o 

= fz( t )  .  
t t  t t

formule dans laquel le f ,  est  une fonct ion arbi t ra i re.

0n  superpose main tenant  les  so lu t ions  u(1)  e t  u (2)  :

x ' )

(  18)

u = u(J)  + u(2)

et I 'on calcule les fonct ions arbi t ra i res f ,  et  f ,  intervenant dans (14)

e t  (18) ,  en  fonc t ion  des  cond i t ions  â  la  l im i te  (1 ) .

(") 0n peut retrouver ces résultats en ut i l isant la méthode heurist ique

suivante, due à Whitham. Dans la couche l imite les variat ions de u

par rapport à x sont bien plus importantes que cel les relat ives à t-

Cela se t radui t  par  *  " rT,  . ,  l 'êquat ion (1-1.1)  donne :

c!rz*-arff i=g
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0n sa i t  (vo i r  la  remarque du paragraphe 1.3.b)  que l ,échel le  detemps
T peut éventuel lement intervenir en facteur dans les fonct ions f  et g des
condi t ions à la  l imi te  (1) .  Nous nous l imi terons à 1 'é tude de deux cas qu i
sont représentat i fs de ce que nous rencontrerons dans la suite.
Nous supposons que T ne peut être mis en facteur dans f et que pour g on a
1 'une ou I 'aut re  des s i tuat ions su ivantes :
A) 0n peut mett.. | .n facteur dans g :

(20) g(r) =$ Of. i

avec  !  =  0 (1)  quand T  -+  -

B) T ne peut pas se mettre en facteur.
E tud ions  d 'abord  le  cas  A) .  D 'après  (2 ) ,  (13 )  e t  (17 )  on  a ,

quandrZ*o :

-  (2 t

(21) au- I âu=+ffau\ ' /+Otr) l
ax-eTTfl-"t [" 

4'","J
Les équat ions (1) ,  e t  (20)  montrent  a lors  que

,  , r (2)
*  #  

=  0(1)  quand e ,  *  o .
" 2  o n o  L

et  la  cond i t ion  (1 ) ,  es t  donc  vér i f iée  au  premier  o rdre  s i  :

(21
,à- '  =  o

La cond i t ion  (1 ) ,  donne a lo rs

r1 \
,à "  (o '  t )  =  f ( t )

so i t ,  d 'ap rès  (15)  :

(22) ft = f

Au premier  o rdre  la  seconde cond i t ion  à  la  l im i te  ( l ) ,  n 'a  aucune
inf luence sur la solut ion approchée. Compte tenu du domaine de val id i té de
cet te  so lu t ion  on  peut  énoncer  la  p ropr ié té . :
Fâcu l té  d :oub l i  :  S i  la  cond i t ion  A)  es t  réa l i sée ,  l ' onde,  en  s 'é lo ignant  du
bord ,  oub l ie  en  première  approx imat ion  l 'une  des  cond i t ions  à  la  l im i te .

Nous rencontrerons ce genre de si tuat ion en thermoélast ic i té.  s i
l ' on  se  donne une so l l i c i ta t ion  au  bord  de  type  mécan ique,  la  cond i t ion  à
la  l im i te  de  type  thermique n ' in f luence pas  1 'onde lo in  du  bord .

34
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Dans le cas B), i l  convient de remarquer que'

va leurs" ,  l 'on peut  écr i re  (21)  sous la  forme :

T prenant de "grandes

au=À"1')*
âx u ti;

Par  su i te ,  avec (1) ,  on

" . . (2)o t o
--

^ - ld^o

so i t ,  d 'aPrès

0(  e2)

a au premier ordre en x = o :

g( t ' )  (g (Tt ' )  dg f  
O( t ' )  )=f s(t) =

(18 )  :

I
À

(23)
^2-mfz(t) = | s(t)

La condi t ion (1),  détermine la fonct ion f l '

(24)

/ i \  1 2 \
u: t ,  (0 ,  r )  *  ,à ' ,  (o ,  t )  =  f ( t )

d 'où,  en tenant compte de (15) et  (18) :

f r+f r=f

,  En résumé, suf f isamment lo in du

donnée en première approximation par :

f  1 )  *  , , (2 )U o = U à '  . * O

u[t )  
" .  

u[ r )  u.unr déf in i r ,Bl .  ]es fonnules (14) et  (18).

0nremarqueque, [ ' )au. 'o i texponent ie l lementavecx.Cetermeest
donc nég l igeab le  en  dehors  d 'un  vo is inage de  l 'o r ig ine  d 'au tan t  p lus  pe t i t

qu .#  es t  g rana.  I l  es t  d 'usage d 'appe ler  ce  vo is inage ncouchê l im i te " '

"7, -2

0n se souviendra que cel le-c i  a été introdui te de façon à pouvoir  vêr i f ier

l ' ensemble  des  cond i t ions  â  la  l im i te '

Remarque 1 :  Le domaine de val id i té de la solut ion di f férée exclue un vois i -

nage de  l 'o r ig ine .  La  couche l im i te  es t  donc  au  moins  en  par t ie '  vo ieen to -

ta l i té ,  en  dehors  du  domaine  de  va l id i té  de  la  so lu t ion  ca lcu lée '

Remarque 2 :  Nous la ' issons le,soin au lecteur de retrouver tous les résul tats de

ce chapltre de manière plus directe en prenant I corme paramètre perturbateur

au  l i eu  de  T .

Au premier ordre on a en effet :

bord,  la solut ion du Problène est
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1 .5  DISCUSSION DE LA METHODE DE L 'ECHELLE VARIABLE

a ) Dqucines -de -yÊl.idi!É -ds g-eeLs lierr -qppreelees

Nous d i rons  queâest  un  domaine  de  va l id i té  de  la  so lu t ion  appro-
chée S, s i  S est  une bonne approximat ion de la solut ion exacte t r .9 ' .
Nous avons  dé jà  u t i l i sé  dans  ce  qu i  p récède ce t te  no t ion  de  domaine ;  es-
sayons  d 'en  préc iser  la  fo rme e t  l ' é tendue.

Voyons d 'abord  le  cas  é tud ié  en  1 .3  pour  leque l  une seu le  v i tesse
carac té r i s t ique  é ta i t  pos i t i ve  (c r  ro ,  cZ .  o ) .  Dans  le  paragraphe  1 .3 .b
nous avons  ca lcu lé  une so lu t ion  approchée S,  va lab le  à  p r io r i  dans  un  vo i -
s inage du front *  = .1 t .  Le pet i t  paramètre dans le processus de pertur-

ba t ion  é ta i t  e ,  =  ÀT,  e t  l ' on  peut  admet t re  que ce  processus  es t  va lab le
dans la mesure où

1
.1 . .  1 ,  so i t  T . .  i

Le  fa i t  que la  so lu t ion  approchée S,  so i t  va lab le  dans  un  vo is ina-
ge du front et  seulement 1à peut se comprendre en remarquant:
-  d 'une par t ,  comme nous I 'avons  dé jà  fa i t ,  Qu 'au  vo is inage du  f ron t  se  pro-

pageant dans une zone de repos ce sont les composantes instantanées du

matér iau  qu i  son t  so l l i c i tées  e t  qu ' i l  es t  donc  norma l  d ' y  é tud ie r  l ' onde

en prenant des échel les de temps T pet i tes.
-  d 'au t re  par t ,  qu 'à  t '  -  x '  f i xê ,  on  se  rapproche du  f ron t  d 'onde quand

T+o,car t -+=T(t ' -x ' ) .' 1

La  fo rmule  (1 )Z  nous  condu i t  ma in tenant  à  admet t re  I 'ex is tence d 'un
crdomaineV,  de  va l id i té  de  la  so lu t ion  S ,  de  la  fo rme ( f i g .6 )  :

q ' )  ( .  , x  1zt= l(*, t) l  l*  - t l  sTrf'  L  '1  ' )

avec

1 1' I . . i

La cond i t ion  (3 )  a  é té  dédu i te  de  (1 ) ,  de  façon heur is t ique.  0n  u t i l i se  auss i

dans  la  f i gu re  6  la  no ta t ion  L ,  =  .1  T I .

En fa i t ,  pu isque devant  le  f ron t  x ,= ;c r t  on  a  le  repos ,  le  domaine

9,  su ivant  es t  auss i  un  domaine  de  va l id i té  :

36

(1 )

(2)

(3 )

(4 ) 9r="{ tr,t l  |  ù-t*r,zoJ
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F ig :6

La so lu t ion  d i f fé rée  Sn a  é té  ca lcu lée  en  1 .3 .b  en  fa isan t  usage

du petit paramètre ez = +. 
v

I l  faut  donc supposer cet te fo is que

( 5 ) .2 . . I ,  T t t l

e t  nous admet t rons qu ' i l  ex is te  un domaine de va l id i 'U% de SO de la  forme

( f i g .

avec

u'J'" 
,, r\ l7o = 
{(x, 

t)  |  x >/ Lo)

la  condi t ion heur is t ique découlant  de (5)  :

L^ .l

f = TO"1

sûr  ces  cons idêra t ions  sur  les  domaines  de  va l id i tés

que très grossières ;  mais ce sont des hypothèses de

f i xe r  les  idées .

( 6 )

(7 )

B ien

sont
pour

de S, et  SO ne

t rava i l  u t i l es

f  I  oans
9o=
à la

9o=

re  cas d 'un problème à va leurs  in i t ia les,d r . "a i t  de la  forme :

.11x,  t1 l  t  ZTnÏ .  Dans le  cas d,un problème mixte où l 'on se donne

io is  des condi l {ont  à  la  l imi te  e t  des condi t ions in i t ia les,  on aura i t

l ( r ,  . )  |  t lTn e t  xTLn|
|  "  " )
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11\
DansZO la  so lu t ion  prend I 'aspec t  d 'une pseudo onde se  dép laçant

à la v i tesse di f férée a tout  en di f fusant.  A cause de cette di f fusiôn la
so lu t ion  n 'es t  pas  nu l le  en  tou te  r igueur  devant  le  pseudo f ron t  x  =  a t .
E l le  ne  dev ien t  nég l igeab le  qu 'au  de là  de  la  courbe ,  X  =  a t  +  0 (Æ) ,  qu i

sépare le  domain.9o.n9; . .$ i l  ( f ig .  7) .  oans$f i  la  sotur ion est  nésl i -
geabl e .

Les  domaines  de  va l id i té9 I  e tgp  on t  une par t ie  commune9rngO
dans laque' l le on peut vér i f ier  que les ceux solut ions approchées S, et  SO
sont compat ib les lorsque LO est suf f isamment grand :

-  S,  est  négl igeable à cause de l 'amort issement exponent ie l  qui  a l ieu dans

9r;
-  So est  négl igeable car  pour  LO suf f isamment  grand on.9tn %.0; .

Lg

F ig :7

Dans le  cas  où  c ,  >  cZ> 0 ,  on  superpose

ST e t  S ,  ( vo i r  pa ragraphe  1 .4 .a )  :' 1  ' 2

S=S,  +S,
' l  ' 2

par  conséquent ,  s i9 ,  . tq  sont  des domaines de va l id i té  de t r r .a  t r r ,

9 ,  AO,  sera un Aml in .  a .zuut id i té  de S.  Compte tenu de la  forme (a)  de
t  1  t z

9,  e t  d ;9 ,  , le  domaine  de  va l id i té9) ,  du  f ron t  1e  p tus  rap ide  es t  auss i^1  '2  ' 1

x

les solut ions approchées
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un domaine  de  va l id i té  S .

Les  cons idéra t ions  re la t i ves  à  I 'onde d i . f fé rée  sont  quant  à  e l les  inchangées.

b)  F in  d 'un  paradoxe

0n peut maintenant lever le paradoxe qui  entachai t  la formule

(1 .3 .35)  re ]a t i ve  à  l ' onde  d i f fé rée ,  paradoxe  se lon  leque l  l a  so lu t ion  à

l ' ins tan t  t  dépend des  va leurs  fu tu res  de  l 'exc i ta t ion  au  bord '

Supposons  que  1 'exc i ta t ion  f  res te  bornée :  l t ( t ) l  <  M pour  tou t

[  > 0.  Nous al lons montrer que pour x suf f isarment grand ]a valeur relat ive

f  n.  dépend prat iquement pas des valeurs futures de f '

Préci  sêment s i  1 'on Pose :

39

Rt=

on prouve que

V"
imp ' l ique lRt l
En effet,  on

I  Rt l

0,  3  x "  >  0

-< r uniformément

a :

tel que x

par rapport à t

,  Àa(r -â- . )
\ - - -_ l '  'F- '

>/

(x*

In* l  es t  donc  exponent ie l lement  nég l igeab le  quand x  p rend de  grandes va leurs

( ràur  x  r '19  ,  ln l  es t  p ra t iquement  nu l ) .  Pour  lever  le  paradoxe évoqué

précêdemment,  i l  suf f i t  donc d 'admettre que la borne LO du domaine de val i -

d i té9D do i t  vêr i f ie r  la  cond i t ion  supp lémenta i re

LO t' 99

soi t ,  compte tenu de (7) :

LD >>  |  sup  (1 ,  B ) .

X
K

i ndépendant  de  t ) .

I  / -  . *o

ffi't
dt  = 

|  
er tc
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c) Eersees!iye:-de_Le-uÊlhsde

Cette méthode const i tue un moyen ef f icace pour l 'étude d'une grande
var iété de problèmes. Nous verrons notamment conment l 'adapter à la résolu-
t ion de problèmes non l inéaires,  à l 'étude de phénomènes physiques gouvernés
par des systèmes d'équat ions (hômogènês ôu non),  et  même à la résolut ion
d'équat ions de type intégro di f férent ie l

La  méthode ioue sur  l ' éche l le  de  temps T  avec  laque ' l le  l ' on  cons-
trui t  les pet i ts paramètres.  Par essence ceux-ci  sont en que' lque sorte ar-
t i f i c ie ls  ,  pu isqu ' i l s  ne  représenten t  pas  de  pe t i tes  quant i tés  phys iques ,
at tachées par exemple au matér iau,  ou construi tes à part i r  des condi t ions
â la l imi te,  comme c'est  souvent le cas dans les méthodes de perturbat ions.
L'échelle de temps T apparait corme un paramètre cormode pour construire de
façon naturel le et  systémat ique des solut ions approchées ;  mais bien sûr
ce t te  éche l le  n ' i n te rv ien t  pas  dans  le  résu l ta t  f i na l ;  e l l e  s 'é l im ine  après
re tour  aux  var iab les  phys iques .

Les  so lu t ions  approchées ca lcu lées  avec  la  M.E.V. ,  ne  recouvrent
pas  tou t ' l e  quar t  de  p lan  n=  (X  > ,o ,  t> ,o ) . I l  y  a  un  domaine  ( f i g .  6 )
9= n  n  (9 r  uOo) ' ,  dans  leque l  nous  n 'avons  aucun rense ignement .

I l  nous  faudra  donc ,  pour  pa l l i e r  l es  lacunes  de  la  M.E . \ r . ,  u t i l i -
ser  d 'au t res  méthodes.

a) Qenclgrlgl
La méthode  de  l ' éche l le  va r iab le  s 'appu ie  en  p remie r  l i eu  su r  l , i dée

fondamenta le  que les  e f fe ts  dynamiques  sont  t r ibu ta i res  de  l ,éche l le  de  temps
carac tér is t ique  du  phénomène observé .  I l  es t  hab i tue l  au  phys ic ien  de  fa i re
iouer  dans  un  prob lème donné une éche l le  de  longueur  ou  de  temps.  A ins i  par
exemple  Zaker  l10 l  '  

' l o rsqu ' i l  
é tud ie  I 'onde de  cont ra in te  thermique t rans i to i -

re  dans  une couche d 'épa isseur  f in ie ,  in t rodu i t - i l  comme longueur  carac tér is -
t i que  1 'épa isseur  de  ra  couche .  Dans  ra  M.E .v .  nous  cons idérons  qu , i r  y  a  àor io r i  une  in f in i té  de  vareurs  de  r ' éche te  r iées  au  p robrème;  e t  nous  fa isonsvar ie r  l ' éche l re  de  façon â  décr i re  (asympto t iquement )  r ,onde dans
d i f fé ren ts  dona ines  de  1 ,espace- temps.

La  deux ième idée  sur  laque l le  es t  cons t ru i te  la  M.E .V .  es t  l a  su ivan te
Supposons que '  pour  décr i re  I 'onde dans  un  cer ta in  domaine  gd .  l ,espace- temps.
nous  ayons  f i xé  le  cho ix  d 'une éche l le  avec  laque l le  nous  normal isons  les
équat ions  e t  fa isons  appara i t re  un  pe t i t  paramèt re  e  (éga l  à  c ,  ou  . r )  Dans &)
tous  les  nhénomènes n ,évo luent  pas  avec  la  même rap id i té .  A ins i  )e  temps que

40



4t
Sect ion  1 .5

mettra un signal  pour parcour i r  une longueur uni té pourra être par exemple

éga l  à  l ,un i té ,  a lo rs  que 1e  temps carac tér is t ique  d 'amor t i ssement  pouf fa

ê t re  de  I 'o rd re  de  100 un i tés .  c 'es t  pourquo i  i l  es t  na ture l  d ' in t rodu i re

dans  1a  descr ip t ion  de  l 'onde des  var iab les  mul t ip les  du  type  x  (var iab le

rap ide)  e  x  (var iàb le  len te)  e t  d 'u t i l i se r  la  méthode des  êche: l les  mul t ip les

(qu ' i l  sera i t  p resque pré férab1e d 'appe ler  i c i  la  méthode des  var jab les

mul t ip les  a f in  d ,év i te r  tou te  confus ion  avec  la  no t ion  d 'éche l le  var iab le

dont nous avons par' lé précédemment).
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CHAPITRE I I

THERMOELASTICITE GENERALISEE :

EQUATIONS GENERALES IT METHODES DE RESOLUTION

DU PROBLEME DYNAMIQUE

Af jn  d ' i l l us t re r  1a  façon dont  on  peut  résoudre  un  prob lème l inéa i -

re ,  nous  avons  cho is i  un  exemple  représenta t i f ,  ce lu i  de  la  thermoé las t ic i tê

dynami que .

Le  matér iau  es t  d iss ipa t i f  parce  qu ' i1  condu i t  la  cha leur ,  e t  que '

d,un po. int  de vue thermodynamique, la conduct ion de la chaleur engendre des

processus  i r révers ib l  es .

L ,é tude de  la  d iss ipa t ion  thermoé las t ique au  se in  d 'une onde es t  un

aspect t rès intéressant que nous approfondirons dans 1e chapître suivant,  où

I 'on  é tud ie ra ,  tan t  sous  1 'aspec t  quant i ta t i f  que  qua l i ta t i f ,  des  prob lèmes

aux I  im i tes  par t i cu l  ie rs .

L 'ob je t  de  ce  chapî t re  es t  d 'abord  de  poser ' les  équat ions  qu i  gou-

vernent le problème, puis de présenter di f férentes mêthodes de résolut ion.

Dans le  paragraphe 2 .1 .  on  l inéar ise  les  équat ions  génêra les  de  la

thermoélast ic i té génêral isée. Ces équat ions,  qui  rendent compte de la propa-

gat ion  à  v i tesse  f in ie  de  la  cha leur  ( théor ie  du  second son) ,  son t  ensu i te

normal isées ,  c 'es t  à  d i re  expr imées en  fonc t ion  de  quant i tés  sans  d imens ion .

C'est  sous cette forme qu'el les se prêtent le mieux à une étude asymptot ique.

Mais  avant  d 'en t reprendre  une te l le  é tude,  nous  ia lcu lons  la  so lu -

t ion exacte du problème dans le paragraphe 2 .? l l l .  Cette solut ion se présente

sous forme de sér ie et  général ise cel le obtenue par L.  Brun l2 l  en thermoélas-

t i c i té  c lass ique.  E l le  se  do i t  d 'ê t re  ment ionnéê,  d 'abord  parce  que c 'es t  la

seule solut ion exacte qui  f igure dans ce mémoire,  et  ensui te parce que'  par

sa complexi té même, el le montre quel  intérêt  i l  y  a d 'employer des méthodes

asymptot iques quand bien même on connai t ra i t  une solut ion exacte '
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Puis nous passons à l 'étude de di f férentes méthodes asymptot iques.

D 'abord ,  paragraphe 2 .3 ,  nous  emp ' loyons  la  méthode de  l 'êche l le  var iab le
pour  ca ' l cu le r  I 'onde au  vo is inage du  f ron t  ins tan tané pu is  lo in  du  bord ,

Mo ' l i na r i  l 3 l  ,  l 4 l  .

L 'onde ins tan tanée n 'a  qu 'un  in té rê t  académique compte  tenu de  I 'ex t rême

pet i tesse  de  son domaine  de  va l id i té .

L 'onde d i f fé rée  par  cont re ,  nous  fourn i t  de  préc ieux  rense ignements .0n  re -

marque notamment que 1a dissipat ion thermoélast ique a pour ef fet  de di f fuser

I 'onde mécan ique,  e t  que ce l le -c i  se  propage à  la  cé lé r i té  i sen t rop ique du

son.  I1  appara î t  éga lement  que 1e  domaine  d ' in té rê t  de  la  théor ie  du  second

son es t  s ingu l iè rement  res t re in t  (du  moins  dans  le  cadre  de  la  thermoé las t ic ' i té ) .

La  méthode de  l 'éche l le  var iab le  ne  permet  pas  de  décr i re  I 'onde

dans tou t  
' l e  quar t  de  p lan  ( t  > ,  e ,  x  >  o ) .  Au  paragraphe 2 .4  nous  é tud ions

une techn ique qu i  fourn i t  des  résu l ta ts  complémenta i res .  I l  s 'ag i t  d 'une mé-

thode de développement asymptot ique direct  re lat ivement à la constante de cou-

p' lage thermomécanique. Nous donnons à cet te méthode un caractère systémat ique

pu isque nous  la  p résentons  sous  la  fo rme d 'un  a lgor i t lme de  ca lcu l  ,  Brun-

Mol  inar i  I  S l  .
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(1)

(2)

(3)

Sect ion  2 .1

2.1 LES EQUATIONS LINEARISEES DE LA TIIERT4OELASTICITE DYNAMTQUE GENERALISEE

Le but  de  ce  t rava i l  n 'es t  pas  tan t  d ,é tab l i r  les  équat ions  d ,un

problème que de les résoudre.  cependant,  les équat ions de la thermoélast ic i -

té général isées (où I 'on prend en compte le fa i t  que la chaleur se propage

à v i tesse  f in ie )  n 'on t  pas  tou iours  é té  é tab l ies  avec  su f f i samment  de  so in

dans  la  l i t té ra tu re ,  du  moins  dans  ce l le  oÙ I 'on  se  préoccupe de  résoudre

des problèmes dynamiques. Nous pensons donc qu' i l  est  ut i le d 'exposer une

théor ie  cohérente  e t  s imp le  ( * ) ,9uê nous  déve loppons en  annexe 2 '1" ' I  a f in

de ne pas rompre l 'uni té dans la présentat ion de ce travai l  0n y détermine

1es équations qui gouvernent le comportement du matériau :

i  = --99 tô, E, h)
àe

I arl)=PoTE

ôo =-t tfsgaoa + 2 oo

où u  dés igne l 'énerg ie  l ib re  mass ' ique '  i  l ' en t rop ie  mass ique '  e  la  tempé-

rature,E le tenseur de Green des déformat ions, !o le vecteur f lux de-chaleur

dans la conf igurat ion de référence, h le produi t  tensor ie l  h = 
% @ qo'  S le

second tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff ,  o,  la masse volumique dans

la conf igurat ion de référence et  L la matr ice semi déf in ie posi t ive de la con-

duc t ion .  Les  quant i tês  S ,  0 ,  Oo,  d .  I  ' annexe z .A 'L  sont  no têes  ic i  
-  

'  
-  

'  i o '

L 'équat ion  (3 )  génêFa l ise  la  lo i  c lass ique de  la  conduct ion  de  la  cha-

leur  ( lo i  de  Four ie r ) ,  QUê l 'on  re t rouve s i  rp  ne  dénend nas  d" ' I '

cet te 1oi  général isée suppr ime le paradoxe selon lequel ,  en théor ie c lassique'

Ia  cha leur  se  "p ropage à  v i tesse  in f in ie " '

a) Lileet!:elign.

Nous a l lons  l inéar iser  les  équat ions  (1 ) - (3 )  en  supposant  que l 'é ta t

perturbé reste vois in de l 'état  naturel  de repos. Le processus de l inéar isat ion

s ,opère  en  génêrar  de  ra  façon su ivante .  A  |a ide  des  cond i t ions  à  la  l im i te '

on déf in i t  un pet i t  paramètre n qui  pourra être,  par exemple'  le rapport  d 'une

cont ra in te  do  app l iquée à  la  sur face  du  corps ,  à  un  modu le  d 'é las t i c i té  E

caractér ist ique du matér iau z

âtl,

E
âtgo

( * ) Car des théor ies cohérentes,  t rès

t ique, i l  y  en a beaucouP ;  voir

Mc Carthy |  71,  Nunziato I  Sl  .

générales,  mais inexploi tables en pra-

par exemple Gurt in et  PiPkin |  0 i  '
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Par hypothèse, on a n<<1.

Les déformat ions et  les contraintes restant fa ib les,  on peut con-

fondre le tenseur S avec le tenseur des contraintes de Cauchy ô,  et  le ten-

seur de Green E avec le tenseur des déformat ions l inéar isées ë

_  1  â ù *  â û *

(Ër j  =  
â  (6 ;  *  

f l l .  
I l  n 'y  a  pas  l ieu  non p lus  de  d is t inguer  q  du  vec-

teu i  f lux  deJcha leùr  dans  la  conf igura t ion  ac tue l le  ô ,  n i  oo  de  la  masse vo-

lumique  p  dans  l ' é ta t  ac tue l .

Nous supposerons que 1a conf igurat ion de réfêrence coTncide avec

l 'état  naturel  de repos dans lequel  les déformat ions et  les contraintes sont

nu l les ,  6o  es t  la  tempéra ture  un i fo rme e t  So ' l ' en t rop ie  spéc i f ique  un i fo rme.

0n pose :

46

(4 )
oo

î  =T

(5 )

(6 )

(7 )

(8 )

(e)

(10 )

:

e

a-t

= nÉLo (n2)
-u)

- 0O=n0+0

t

2
(n ' )  ;

-  3o = n str )+ o (n2)
( 0 t  2

= r r  o* '+  o  (n ' )  ' ,

w=nu

g

go (n2)  ;

Après  avo i r  subs t i tué  ces  express ions  dans  les  équat ions  (L ) - (3 ) ,  e t  n 'avo i r

retenu que les termes du premier ordre en n, on obtient, compte tenu de

tr = o (n2) :
er  B " ,s*'=#{l .ue*'' o  l J

(D tL) ^ ^(lo i j  =  c i j t t  t k r  '  o i j  o

df'=-l i j  (  .Tj +zpo

n 2Bij =-ogrÊfutôo,
^2,

a = - :# (eo,  o,  o)
, ,-nr,

ciit t = oo çft- (eo'
i i  k l

. 1t i j  =#t ,  (eo'  o '  o)

ul=nq+

'ut.
o ik  Qk )  '

avec

O ,  O )

o,  o )

o i j = ëodh (ô0, o, o)
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0n remarquera que s0L, Jtàusignent des variat ions;d'entropie et de

tempêrature.
Supposons maintenant le corps isotrope. 0n peut alors montrer que les

d i f férents  coef f ic ients ,  f igurant  dans les formules (S)- (10) ,  prennent  la  forme

suivante :
(11 )  B i j  =  uo i j

(12) a =#
'o

(13)  . i j L t  =À ô i jôk l  +  u (ô . t  ô j t  *  ô i t  o j t  )

T
(14)  r  o* i i  -  

ZpT ' " i i

(1s)  i i j  =  k  ô i j  '

où g dés igne un coèf f ic lent  de d i la ta t ion,  c  la  chaleur  spéc i f ique à

vo lumeconstant l lê tp lescoef f ic ientsdeLaméisothenmes,kuncoef f ic ient
de conduction thermique et T" un temps de relaxation.

Les équat ions (B)- (10)  s 'écr ivent  dans ce cas :

(16) s0)=+'$l **r(1
P o  l r  o o

(17) ofl = ̂  .fl ôij * ,' {j - Bôij d,

(18) c$'* rr;y= - r t ï ' i .

Dans la  su i te ,  nous  a l lons  res t re indre  l 'é tude à  ce l le  de  prob lèmes

unidimensionnels.  Toutes les quant i tés considérées sont supposées indépendantes de i ,

i 3 ' ,  d 'oo  
; î j  =  o  pour  ( i '  j )  I  (1 '1 )

#i =e Pouri l l .
Nous suPPoserons  éga lement 'que :

t 9 l
di '=o Pour i l l .

En posant 
tgt 10 | Lt/ ,r(t l

i=ir ,  ,nLJfi taunracement) ;  e ='rr=#

(1e) 
"nL "fi ; q0'= oT'

47
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les
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êquat ions  (16) - (18)  dev iennent  :

#L ui;t q #l(20 )

(2t)

(22)

(!) e/
e  -  I  0 ,wl

o i = 1r + 2u)

., "{t) =
o33 '  car

'ôr - U ,rR), i"* r" '9 = - k.-: ,' a t  àx
o  pour  i  I  i .  (Nous n 'écr ivons  pas  

' les  
équat ions  re la t i ves  à  o ,  e t

e l les  n ' i n te rv iennen t  pas  dans  1a  su i te ) .

En combinant 
' les 

équat ions (20)-(22),  gui  gouvernent le comportement

un id imens ionne l  du  matér iau ,  e t  ce l les  de  la  conserva t ion  de  la  quant i tê  de

mouvement  e t  de  1 'énerg ie  (  )  :

ao({/ a?u&)

l=oo ,7
U.)  u l

o^  ô^ n!  =  -  E-- ' (cquut ion t inéar isée) ,'o  o  a t  ax

on obtient les êquations de la thermoélast ici té dynamique l inéarisée :

^2@) ^  2&)  ^ l t )
+$-n.3_*+É4=o
ât' ai' 9o âx

o^ . 139-Él ,.#' - r ry'. e ô^ 1-â2='{* ,. #i = o
" ât at- ax- - âtD( âxâté

où I  'on a posé :

n=1\+2vr^/ '
9o

pour  la  cé lé r i té  i so therme du son.

C 'es t  un  sys tème d 'équat ions  aux  dêr ivées  par t ie l les rcoup lées  lo rs -

que B I  0 .  Ce coup lage rend d i f f i c i le  la  réso lu t ion  ana ly t ique du  prob lème.

I l  es t  la  man i fes ta t ion  d 'une propr ié tê  phys ique t rès  in té ressante :  i l ca rac tér i

l ' interact ion entre 
' l 'énergie 

thermique et  mécanique dans un corps thermoêlas-

t i  que .

S i  le  temos de  re laxa t ion  T"  es t  nu l ,  on  re t rouve les  équat ions  de  la

thermoé las t i c i té  c lass ique .  -

(23)

(24)

(2s)

( " )  0n  êc r i t  i c i  l ' équa t ion  de  l ' énerg ie

d 'appor t  d 'énerg ie  en  vo lume.  Dans le

prendre en compte un tel apport.

dans I 'hypothèse où i  l

chap i t re  su ivant  nous

n 'y  a  pas

aurons à
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Pour  ca lcu le r  une so lu t ion ,  i l  fau t  connaî t re  les  cond i t ions  à  la

l imi te en x = o.  Cel les-ci  sont au notnbre de dêux, l 'une de type thermiçte ' ,

l ,au t re  de  type  mécan ique.  0n  peut ,  PâP exemple ,  se  donner  â  l ' o r jg ine  le

déplacement et  1a température,  ou la contrainte et  la température etc '

Le  corps  es t  supposé au  repos  in i t ia l ,  e t  la  so lu t ion  devra  de  p lus

vér i f i e r  l a  cond i t i on  de  régu la r i tê  à  l ' i n f in i ,  cond i t i on  se lon  laque l le  tou -

tes  les fonct ions cons idérées tendent  vers  zéro â"1 ' in f in i '

condi t ions de repos in i t ia l ,e t  de régula1 i té  â  I ' in f in i .  sero l t

9ées dan9 la sui, te lans que nous le9 rappeJions g, nl ic i temênt

compte tenu du repos ini t ial ,  les dérivées, Rar rapport au temps

peuvent êt1e, pr is91 1u :9ens 
des i l i .s t r ibut ions'

Nous al lons maintenant éèr i re 1es équat ions fondanentales du problème

sous forme rédui te,  c 'est  à dire en les expr imant à l 'a ide de fonct ions et  de

var iab les  sans  d imens ion .

u) Neruelisellsn

souvent  u t i l i -
Remarquons que,

i  dunt (25)

Normal isons  les  équat ions

(22'), en y oPérant les changements

x=oTx  ,  t=
- q l
U = n U * ' = q 0 T U

fondamenta les  (25)  e t ' les  équat ions  (20) -

de var iables et  de fonct ions suivants z

Tt

t

0)
o

t&)
qâu

ax

3-3o

g = n

v,26

I

lpt =ns ' )  =n6( i  j2u)c t

Wâug  = - - = = n

â X

où T désigne une échel le de temps arbitraire, et :

o?t oe = 
1î-:*{)l-î

la constante de couplage isotherme'

0n obtient alors :

aZu '?+*'68=o
ât-  âx-  ax

Êoo

=ne

J=n

Q=n =nG

A - A =

t

t

@
no =n ^\u,

=  n  (1  +  2p )  o

28)

2e)

30)

où  l ' on  a  in t rodu i t

.  T. ,2,* r;7

r. = q^ {q)

.6(*-l#)=o,
caractérist ique du matériau

â t
tf

T. ,2.-r7

un temps
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Les  équat ions  (20) - (ZZ)  s 'éc r iven t  quant  à  e l les  :

(31 )  S  =  6ê  *  t

(32 )  o=e-G,

(33) q-l#=-#

Dans ces  équat ions ,  l ' éche l le  de  temps T  res te  à  no t re  d ispos i t ion .

Comme l 'on peut s 'y at tendre,  e l le jouera un rôle fondamental  dans le cadre

de  la  méthode  de  l !éche l levar iab le .

Avant  de  ,pqsser  au  ca lcu l  de  so lu t ions  approchées,  ca lcu lons  la

solut ion exacte du problème.

50
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2.2 SOLUTION EXACTE

Pour  a l léger  l ' éc r i tu re  des  fo rmules  nous

temps part icul ière :

prenons une échel le de

(1 ) T=Ta

et nous Posons
T

*= * , c

2rZ
H=!_z- 

# 
,

Nous  a l lons  ca lcu le r

-  â rHu+/efr=
^2

k +m9_}+
ât -

2p=À-+
at  âx-

la solut ion du sYstème

(2 )

(3 )

(4 )

o
?

Gè-u +G
âtax

r  ' 3 ' ,  =  o
âxâ t -

(5 )

(6 )

en  u t i l i san t  une méthode due à

de  la  v i scoé las t i c i té  l i néa i re

lg l  lz l .
En é l im inant  u  ou  r  en t re  1es  équat ions

0 t=  o ,  0u  =  o ,

gouvernéespar l ,opéra teurde la thermoé las t i c i té

(4) ,  on  ob t ien t  1es  équat ions

^3
0=HP-E: -7 -  +m

àx-â t

Remarque 1 :  Compte tenu du repos in i t ia l ,  
' la 

dér ivat ion $ n"ut  être pr ise

au sens  des  d is t r ibu t ions '

a) fseleri:e!isn-de-lleperelesr-de-l.c-llerueÊle:!ic1!9-gelÊrcLisgs 
(*)'

Nous al lons démontrer le théorème suivant :

Théorème de factor isat ion:

L.  Brun .et  appl iquée par cet  auteur aux cas

et  de  la  thermoé las t ic i té  c lass ique (m =  o) '

général  i  sée:

H-m.;h

L 'opéra teurde la thermoé las t i c i tégénéra l i sêe :
t

^2  nZ  a  a2  , 3  ^2 . \ 2 '  ^2 .  â4
Q = t5-5t t*-5t -e oo +n5(+-+ù - me-:/7

'a 
t .  â x.- a t  â x- âx'at at- ât- ax- 2

^?
d

;?

f f ionestauss iva lab lepour l 'opéra teurde la thermoélas t ic i té
_  à L

t r id imens ionne l le .  I l  su f f i t  de  remplacer  Z  pu"  le  Lap lac ien  v2 '
âx -

( )
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se factor ise en un produi t  de deux opérateurs :

(7 )  0=00=00

où

(8) ; la?^2a u = 
7 r7 

- 
#.', n + r. - ub) #. ç*"

(e) ô=+4 #.trn+r+.b)#-çB+*
La fonc t ion  À( t )  es t  donnée par  :

(10) À (r) = - 1 .-ot r, (4 rl
t a '

et  la  dér ivéeâS es t  p r ise  au  sens  des  d is t r ibu t ions .

Les  cé lé r i tés  ô  e t  ô  e t  les  coef f i c ien ts  a  e t  b  sont  dé f in is  par  :

(11 )  ;2 -1+m(1+e) -a
2n

(12)  62  =  1  +  m (1  +  e )  +  a

2n

( r3) u =[(1 +m (1 + eDz -  o*f ' ' '

(14 )  5=m(1  + ' )2+ ' -1

a '

Les  te rmeS e  *  1  -  ab  e t  e  *  1  +  ab  sont  pos i t i f s .

Dêmonstrat ion :  La mêthode consiste à décomposer I 'opérateur 0 :

0=oô

en un produi t  d 'opérateurs de la forme

52

(  15  )

(16)

O =  P  +  Ur t

0  =  H  +  V*
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où U e t  V  sont  des  d is t r ibu t ions  tempore l les ,  e t  où  l 'é to i le , * ,  dés igne la

convolut ion par rapport  au temPs.

S i  l ' on  subs t i tue  (J .5 )  e t  (16)  dans  (7 ) ,  e t  s i  l ' on  conpare  le  ré -

sul tat  obtenu avec (6),  on constate que l 'opérateur suivant est  ident iquement

nul  :

1*1 Ctroisir  l 'autre solut ion serait  équivalent,  car en f in de compte cela re-

v iendra i t  à  fa i re  la  subst i tu t ion a + -  a  dans les résul ta ts  f inaux.

u*H + v*P + u*v .'#-'gH +m . 
Jn 

= o

Dans cette identité, on sépare les opérateurs qui dépendent de x, de ceux

qui  n 'en dépendent pas, d 'où les deux ident i tés

^2^ .x4
4u * à *v*+u* v'-m4=o
ât '  a t  a t '

Urnr V*- ' *  -  m (1 + . l  $=oât-

grâce auxquel les nous al lons pouvoir  déterminer les distr ibut ions U et  V.

App l iquons  la  t rans format ion  de  Lap lace  aux ;équat ions  (17)  e t  (18) '

e t  no tons  {U (s )  e t  {V  1s ;  les  t rans formées de  U e t  V .  En é l im inant  ÉV 1s1,

on obt ient  l 'équat ion qui  détermine { .U 1s1 :

éu  (s ) )2  -  s  Su  (s )  [ s  (1  +m (1  +e) )  + '  -  1 ]

- . s2* t14-m(1  +e)s3=0 .

Parmi les deux solut ions de cette équat ion on chois i t  (*)  :

f ,u  ( r )  =  -  
;  { -  

s  [ t  +m (1  +e) ]  -  e+ ,  *o t / ' ]

où

^=azltr*u)2*il,

a e t  b  é tan t  donnés Par  (13) - (14) .

ltt I

[n,

r
I
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Le coef f i c ien t  d  es t  pos i t i f ,  car  :

2 (a+1+m(1  +e) )d=4m>0,

et  I  'on peut donc poser :

(25) d=+=-à.**.*[tr+.)

L 'or ig ina le  de lu  ts )  s 'écr i t  a lors ,  vo i r  l lg l :

(26) u =+ H.+gl ..#
où À es t  la  fonc t ion  dé f in ie  par  (10) .

L 'équa t ion  (11)  nous  fourn i t  V ,  e t  l ' on  ob t ien t  (8 )  e t  (9 )  où  1 'on

a posé :

(27) +=â*1.* I tr +')
c -

La  fac to r isa t ion  0  =  6  ô ,  . t  les  express ions  (8 )  e t  (9 )  nous  mont ren t

que la perturbat ion se décompose en ondes de célér i tés + c et  + ê,  qui  peuvent

d 'a i l l eu rs  s 'éc r i re  comne en  (11)  e t  (12 )  s i  l ' on  se  se r t  de  la  fo rmu le  (13) .

Notons  que les  coef f i c ien tse  +  l .  -  ab  e te  *  1  +  ab  qu i  in te rv iennent

dans  (23)  e t  (24)  sont  pos i t i f s  en  ver tu  de  la  re la t ion

(e+1 .+ab) (è+1-ab1  = le
3

et  du  fa i t  quee  +  1  es t  pos i t i f .

Remarque 2 :  Remarquons enf in que l 'on a toujours E >- ô (egat i té pour m = I  et

e = o) et  que la subst i tut ion ô -+ -  a t ransforme 0 en 0 et  récipro-

quement .  Ce la  ius t i f ie  la  no te  (o )  t .  la  page précédente .

54

Af in  de  ca lcu le r  son  or ig ina le ,  t rans formons un  peu 1 'express ion  (20)  :

(zz) Luçq =-+ 
[ t  t r*u)2*\ l r tz-(s+o)]-ds2+es

avec

(23) d=-i-r*Ë(1 +e)

(24) €=-+-l(.-t)
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[28  )
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u ) 9Éceppes !!!gn-*--t-l- sslg!!el

cons idérons  dans  le  quar t  de  p lan  ( t  à  o ,  X  >o) ,  l a  so lu t ion  Ô de

0 Ô  =  Q

vér i f ian t  les  cond i t ions  de  repos  in i t ia l  :

a io" i ( x ,o )  =o  i=0 ,  1 '2 '3 '
â t '

l es  cond i t i ons  de  régu la r i té  à  l ' i n f in i ,  e t  l es  cond i t i ons  à  la  l im i te :

ô  (o ,  t )  =  f ( t )

aô
# (0,  t )  = s( t )

En se  servant  de  la  fac to r isa t ion  O =  O ô ,  nou,  a l lons  mont rer

qu ' i l  es t  poss ib le  de  décomposer  de  façon uh ique une so lu t ion  O de (28) - (31) '

sous la forme :

4=fr+ô,

où ô  e t  ô  sont  so lu t ions  de  :

00=o

ô î  =  o ,

vér i f ian t  les  cond i t ions  de  régu la r i té  à  l ' i n f in i  e t  les  cond i t ions  de  repos

in i t i a l :

i -  ^ i r
4 .0  / .- - - î \ x ,o )=o  r  1 * t * ,o )=o  '  i=0 '1 '2 '3
â t l  

'  -  
â t t

Pourdémont le rces résu l ta ts ,nousa l lonsu t i l i se rune fac to r i sa t ion

des opérateurs 0 et 0 sous I a forme :

^ ' l - -

0 =  0 '  0
-+ --

0 =  0 '  0

[ 'n 
'

(30  )

(31)

l (32 )

i (33)

(34 )

(35  )

(36  )

(37)
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avec

56

(38)

(3e )

Les fonct ions p et  I  sont solut ions des êquat ions :

(40) (o+êi, fz=ô*t

(41)  (ô* .uf?=6+r,

où les fonctions û et I sont définies par :

(42)  ,=*n+t+ab)H* -e|€H*^*
a"

-?
(43) t=Tt.+1-ab)H* -ê+ H*^*

Avec la  convent ion  T  =ô ,  les  fonc t ionsp e tu  sont  données par  les
développements en sér ie :

(44)  ô+ô;= i  Ln(- ; )*n
n=o

(4s)  o+du-= i  L , ( -u)on
n=o

où les coeff ic ients Ln sont ceux de xn dans le développement de (1 -  ,q l /z.
0n  ne  s ' in té resse qu 'aux  so lu t ions  qu i  se  propagent  dans  le  sens  des

x croissantsr pôF conséquent on a :

(46) 0t=o el  0- t=o

(47)  ôô =o ê  ô*o=o

Considérons maintenant  la  so lu t ion 4 de 0ô = o qu i  vér i f ie  (29) ,
(:O) 

1t 
(3J), et supposons que ô admette une décomposit ion de la forme (32),

avec ô  e tôso lu t ions de (33)  e t  (34) .  D 'après (46)  e t  (47)  on a  :

(48) +*=-|** jf = -,*-i*H*) o-,i**$"r ô
c

ôr = Ë* 
j*.#.

ot=1#1**#*
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fonction

équations (32) et (48) nous permettent de calculer
,aô

e f , 1ç :

aet îenLes
deô

Q =
1
I
J

'l

I.)

4e)

50)

s1)

[srtl -,:+***) r(t)]

-t 
[n(t) + ,tri - $"1 rtt)l

o-t [**.,.t#*$"1 o

- 1  
l - aO  , I  A  n î

d=-D L#*(Ë#*#*) o

ou D-l  désigne 1'opérateur inverse de :

1  _  I  a  _  a(F -  t )  *o-(E-Ëlm*-at\

Ains i  se  t rouve démont rêe  l 'un ic i té  de  la  décompos i t ion  (32) .

Dès lo rs ,  I 'ex is tence de  ce t te  dêcompos i t ion  es t  fac i le  à  mont re r '

so i tô  e tô ' tes  so lu t ions  ae  ô f r  =  o ,0 t  =  o  vé r i f i an t  l e  repos  in i t i a l '  l es

cond i t ions  de  régu la r i té  à  I ' i n f in i  a ins i  que les  cond i t ions  à  la  l im i te  dé-

du i tes  de  (49)  e t  (50)  :

1 (o,  t )  = D- l

ô (o , t = - [)

0La fonct ion0 = 1  *  îes t  b ien sûr  so lu t ion  de :

0(o)=ôo(o- '*ô)=o

et  e i le  vê r i f i e  de  p lus  les  cond i t i ons  à  la  l im i te  (30)  e t  (31 ) '

Rêmârquê 3 :  Cette dêmonstrat ion de l 'existence et  de l 'unic i té de la décom-

posi t ion fourni t  une façon expl ic i te de construire les fonct ions
^
ô e t  ô .

RèmArqUê 4:  Dans le  cas t r id imensionnel ,  on peut ,  en ut i l isant  une aut re dê-

monstrat ion (vo i r  I 'annexe 2.A.2\ '  prouver  qu ' i l  es t  poss ib le  de

dêcomPoser 6 corme en (32) '

Remarque 5 : Dans ra pratique ir est souvent préférabre de raisonner directement

sur lesystème(4)p lu tô tquesur leséquat ions(5) .
Acetégardnousrenvoyonsà l .ar t ic ledeBrun|1 | .



Sect ion  2 .2

c) 9eIçgL-de-Le-:slu!ien

0n se propose maintenant de ealculer expl ic i tement 1es composantes 1

et d déf in ies dans le paragraphe précêdent.

A cette f in i l  suf f i t  de déterminer les solut ions êlémentaires I  et

ldes  opéra teurs  0  e t  ô ,  c 'es t  à  d i re  les  so lu t ions  qu i ,  ou t re  les  cond i t ions

in i t i a les  e t  l es  cond i t i ons  de  régu la r i té  à  l ' i n f in i ,  vé r i f i en t :

(54 )  l im  [= l im l  =ô( t )
x ->o  x+o

Ecr ivons la dér ivée au sens des distr ibut iont  *  sous la forme :

(55  ) +qU=i1t1 -50,r,

ou i  dcs igne 1a dér ivée de À au sens ord ina i re ,  e t  posons :
-2

(56)  E=T(e+1-ab)

(57) Y=-ê2+
a"

-  - t J "
(58 )  h ( t )=c ' ; i ( t )

Remarquons que la  fonc t ion  f (x ,  t )  es t  so lu t ion  de  :

(5e)  6f  =o,

s i  e t  seu lement  s i  la  fonc t ion  f '  dé f in ie  par  :

(60 )  f ' ( t , x ' )= f ( t ,dx ' )  ( x '= I )  /
c

es t  so lu t ion  de  :

(61)  0 '  f  '  =  o  ,

où  l 'opéra teur  0 'es t  donné Par  :

^2  ,2  7?(62) ô' =* *., (e+ 1 - ab) # * ;t43+..
at -  ax

58 1
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La formule (aB) de Brun

ta i re  a  ae t 'oPérateur

T (x,  t )

+H( t

avec

alors immédiatementla  so lu t ion  ë lémen-

59

63)

(64 )

(65  )

(66  )

(67)

|  9  |  fourn i t

6 ,  so i t  :
Êx
zi ô(r - I)

c
r-
I  B .

l l  .- z ' r,
IE
L

- 2

i2 =21- - i
4

on = *q+ /' 
; ,:, .- 

3' 
|$$]'-l,*,[o

=
c

= Q

-Il
c

t,F'4llF.

^
La so lu t ion é lémenta i re  a  de 0 s 'obt ient  en
-  a  dans À,  ce qu i  impl ique que les barres '

Ia
n=1

(t2 -

fa isant  la  subst i tu t ion
-, se changent en chaPeaux :

t2 - tllz
c

tllfla'

1( t ,  t ,  a )  =  I  ( x ,  t ,  -  â )

compte  tenu de  (54) ,  la  so lu t ion  Ode 0  0  =  o ,  vér i f ian t  les  cond i t ions

in i t i a les  e t  de  régu la r i té  à  l ' i n f in i  a ins i  que  les  cond i t i ons  à  la  l im i te  (30) -

(31) est  donnée Par :

g  =  ô (0 ,  t )  *  î ( t ,  t )  +  6 ' (0 ,  t )  * l  ( x ,  t ) ,

où  les  va leurs  ô (o ,  t )  e t  î  (o ,  t )  son t  exp l i c i tées  en  (52) - (53) '

La solution du problème est donc composêe de deux ondes dont les cé-

lér i tés sont ô et  ô (de 1à la terminologie :  thêor ie du second son).  Ces ondes'

conrne l , indique la formule (63),  sont amort ies exponent ie l lement-  Le coeff ic ient

d 'amort issenent du.o de l 'onde rr-rr  est  donné )par :

ë - -  =  B  -  d  (e+  I  -  ab ) ,-am 
zê, + \

tandis que celu i  de l 'onde "^" ,  lam, s 'obt ient  par ' la  subst i tu t ion a + -  a '

(68 )
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a) 9ensl.gslsr

La grande complexi té de la solut ion calculée dans ce paragraphe, le

fa i t  auss i  qu 'e l le  se  prê te  mal  au  ca lcu l  numér ique en  ra ison d ' ins tab i l i tés
qui  apparaissent dans son comportement,  tout  cela just i f ie amplement f  intérêt
qu ' i1  y  a  de  chercher  des  so lu t ions  approchées,  d 'au tan t  que ce l les -c i  seron t ,
d 'un  po in t  de  vue qua l i ta t i f ,  beaucoup p lus  r i ches  en  rense ignements .

S 'ag issant  de  prob lèmes l inéa i res ,  cer ta ines  méthodes de  ca lcu l  appro-
ché fon t  appe l  aux  t rans format ions  in tégra les .  A ins i ,  i l  es t  fac i le  d 'ob ten i r
la t ransformée de Laplace de 1a solut ion du problème thermoêlast ique. Puis,  en
développant cet te t ransformêe en puissances de e (en prat ique la constante de
coup lage e  es t  pe t i te  devant  l ' un i té )  e t  en  ca lcu lan t  l ' o r ig ina ledes  premiers

te rmes de  ce  déve loppement ,  on  ob t ien t  une so lu t ion  approchée l11 l  l lZ l  1131.
La transformée de Four ier ,  quant à el le,  permet l 'étude du comporte-

ment asymptot ique de la solut ion par deux méthodes di f férentes,  selon que le
temps t  est  pet i t  ou grand I  141 .

Pour notre part  nous chercherons des solut ions approchées en opêrant
directement dans I 'espace-temps réel .  Les mêthodes de perturbat ions ut i l isées
seront en génêral  p lus s imp' le à mettre en oeuvre qu'une étude s 'appuyant sur les
t rans format ions  in têgra1es .  De p lus  cer ta ines  d 'en t re  e l les  pour ron t  s 'adapter  à
l 'ê tude des  prob lèmes non l inéa i res ,  p rob lèmes où  i l  es t  t rès  souvent  imposs ib le
d 'ob ten i r  une so lu t ion  exac te ,  e t  où  les  t rans format ions  in tégra les  c lass iques  ne
sont  d 'aucun secours .

60
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2 .3  SOLUTION NPP

cette première appl icat ion i l lustre de quel le façon I 'on peut résou-

dre,  avec la M.E.V.,  des problèmes gouvernés par un système d'êquat ions aux

dér ivées  par t ie l les .

comme nous l 'avons vu dans le chapi t re introduct i f  I ,  cet te méthode

joue sur  l ' éche l le  de  temps T  e t  permet  l ' é tude de  l 'onde '  so i t  p rès  du  f ron t

ins tan tané,  so i t  lo in  du  bord .

a) LlenÉe-ilslcnlcnÊe

Nous partons du système (2.7.29) normal isé par les changements de

var iables (2 .L.26) et  (2.1. .27).  En dêr ivant la première équat ion de ce système

par rapport  à x,  on obt ient  :

a.e -13*e 4=o
;7 

- 
; ' -  ax-

ât .-a2' ,  a2, -G(' '  %Ê*r$;=o.rt t* t ;F -\"1 ât " ' rr ;

oùr et  e désignent la var iat ion de température et  la déformat ion uni ta i re '

Nous avons Posé : \

T

"=I'
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(1 )

(2)

et  I 'on  raPPel le  la  no ta t ion  :

T "
(3) ll l = 

f c

0n in t rodui t  les  var iab les mul t ip les :

(4)  x i=e ix  ( i=0 ' l '2  " ' )

e t  l ,on cherche une so lu t ion s ,  =  (e ,  r )  de (1)  sous la  forme :

sr = I  . l  t r i  ( t ,  xo,  x1 . . . )
'  i > ro

(5 )
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Par substi tut ion dans
deux premières puissances de e,

,'ao ,2ao ,- , ', o
T %"*'.ry

(1 ) ,  on obt ient ,  après avoir  ident- i f ié les

= O

(6 )

'# 
* 

+G"';o=o'

, ' . ,  ,2.1 - r ' r ,

æ %"'"'ry
2?

^ 
â-aO 

^ t_ 
â-rO

-  axoax l  -  . -  âxoax l

(8 )

(7 )

(11)

(10)

I
> /o

'+ *+G'+=-5.'h-G+
0n ê l im ine  ro  en t re  (6 ) ,  e t  (6 ) ,  e t  l ' on  ob t ien t  l ' équa t ion  :

^2 ^2 o2 oZ ,4a,",
(r 5 - gzl (+ - 

"T, 
êo -. m-#z= o

vêri f iée également pâF ro. Cette équation peut se mettre sous la forme

,^2^?.^2^?
(e) È=-!21 à+-*zl êo=o,

c' at' ,*o' e' ât' âto'

où les cé lér i tés ë et  ê  vêr i f ient  les  re la t ions :

1_11-- r - - - ry=rn  ;3  +  +  =1+m(1 +e)
è '  ê '  ê t  eL

El les  sont  donc  confondues avec  ce l les  dé f in ies  en  (2 .2 .25)  e t  (2 .? .27) .

Cec i  nous  condu i t  à  décomposer  la  so lu t ion  S,  =  (e ,  r )  :

Sr=Sr+i t

en deux ondes 5, = (6, ?) et 3, = (ê, î)  représentées par les développements

:c -r I -' i
(12) i :  :

' i  St l  (E,  xr ,  . . . )
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dans lesquels  :

(  13 )
^ "o
E = f , - = -

c

En subst i tuant  (Eo,  io)  dans (6) ,  on obt ient  les  re la t ions qu i  l ient

êo et ?o

(14)  G2 '1)ôo+Gîo=o

(15)  Gnd?Ëo+(mé2- t ) io=0,

Le dêterminant du système (14)-(15) étant nul,  seule la première relat ion (14)

sera retenue.
De façon identique, on obtient la relat ion :

(16) rcz - 1) êo + GX = o

supposons que les condi t ions à la l imi te soient données par :

e (x=o , t )= f ( t )

(  17  )
t  ( x  =  o ,  t ) '=  g ( t )

A lo rs ,  d 'après  (11) ,  on  a  au  premier  o rdre  :

f ( r )  =  êoo ( t )  +  êoo( t )

(18)  
g( r )  =  îoo( t )  +  îoo( t ) ,

s i  l 'on  note  P. "  6oo . . .  la  va leur  de 6o x  =  o '

Compte tenù ae (14) et (16), le système (18) fournit  :

_ 1 t
Eoo = 

ùr" 
[(1 - e') f  - Cg]

(1e) 
Â - ,  

[( ,  -ez)r-Gs)êoo =æ
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Pour déterminer l 'onde S, au prernier ordre, i l  suff i t  de calculer
eo, car î .  est donné par (14). Jusqu'à présent nous n'avons déterminê la
dépendance de êo que par rapport à t et xo. Voyons maintenant quel est le
rô le  ioué par  la  var iab le  lente xr .

Par  é l iminat ion de 11 ent re les équat ions (7) ,  on obt ient :

64

(20) ('#-$,(*-*,.,
= t@4-É,rtÉn--

ât- ,"o- âxoAxl

-2G 
'olo 

* 
" to-axo3ax, îtÇ

,4er-em;çf

,Zto 
) * ,G-g3 

to

axoaxl t;f

(2t)

Cette équat ion est  vér i f iée tant  par l 'onde Sr gue par I 'onde S, (rajouter des

bar res  ou  des  chapeaux sur  les  e i  e t  les  t ,  f iguran t  dans  (20) ) .

Pour évi ter  l 'appar i t ion de termes séculaires,  on pose que le deu-

xième membre de (20) est  nul .  Pour l 'onde 5r,  en se servant de la relat ion

(14) ,  ce la  condu i t  au  résu l ta t  :

3ê^

t t - ieo=o'

où j  est  la constante :

-  d2-L- .(22' i  j=;-#-:r ,
2c- (m.- - )

Par  su i te  on a ,  

*

(23) ëo ( t ,  xo,  x1) -  t  
-  j  * t  êoo ( ' -  

3 ' '

où êoo es t  donné par  la  cond i t ion-à  la  l im i te  (19) .

Les  ca lcu ls  pour  l ' onde S sera ien t  tou t  à  fa i t  iden t iques .  I l  su f f i t

d 'ef fectuer dans les formules précédentes la subst i tut ion -  +

Comparons maintenant ces résul tats avec la solut ion exacte obtenue

au paragrapheo2.2.cAux fronts d 'ondes nous avions des amort issements de la

forme exp (-E-2" ^) .  I l  y  a cohérence avec le résul tat  (23) s i  I 'on montre'2c
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que :

â
i Ê

(24 )  J  = - :
2c

ce  qu i  es t  fa i t  en  annexe 2 .4 .3 .

Pour déterminer un domaïne de val id i té 6,  a" la solut ion approchée

instantanée, i l  suf f i t  de raisonner conme au paragraphe 1.5.â,  en dist inguant

toutefoi s deux cas :

Breu!er-$9 (Tr >, Tc)

0n suppose que :

(2s)  T,

d,où  m >1.  Le  paramèt re  I  =  |  es t  nég l igeab le  devant  l ' un i té  (e t  donc
I  l ^

devant  m)  dès  I ' i ns tan t  où  :  "

T\<Ttx i

S i  l ,on noteS et  gaes domaines de va l id i té  des so lu t ions instan-

tanées 3 et S dans le plan des variables physiques ( i '  [ ) ,  on peut admettre,

conme dans le paragraphe 1.5.a.,  l 'existence de domaines de la forme :

X(
9=l(i,î) | T'> o,i"-i*i"f

L '  ô  
J

N 1

5={tr,rl |ïr o, l-î*îrof
L; )

où les temps i  et i  véri f ient 
t

(27)

(28)

(26)

(29 )  T  "T .  ,  T "T . '

F

Les vi tesr.,  â et ô sont les céléri tés physiques associées à ê et c :

N /\)

(30)  ê=f ie  ,  E  =oë

et a désigne la céléri té isotherme du son'
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Le domaine

P
.{ i\

O= 0 nO

est  un  domaine  de  va l id i té

Dans le  cas  par t i cu l ie r  où

. r P

9= I

de la  so lu t ion S =
-  t -

T < T,  on a (vo i r

66

(31)

(32)

(33  )

S, + st '
la f igure 1)  :

X : C l

F ig :1 x
Domaines de va l id i té  des onde"  3" tS

Deuxième cas (L < T )'  l ' -  
' C ,

0n suppose que :

T " {  T .

e t  l ' on  a  m <1 .  I
Le processus de perturbat ion employé sera donc val ië

nég ' l igeab le  devant  i l ,  c 'es t -à -d i re  pour  :

s i  e ,  es t

(34) T

La d iscuss ion  es t  iden t ique à  ce l ' le  du  premier  cas ,  à  cec i  p rès  que l 'on  a
cette fo is I

REPOS

(3s ) T . .Ta  ,  1 . .  Ta
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Remârqûê 1 :

La so lu t ion instantanée S,  ne dêcr i t  l 'onde qu 'au vo is inage du

f ront  Ie  p lus rap ide.  Dans le  cas de la  thermoêlast ic i té ,  ce vo is inage est

très peti t  et par conséquent la solut ion SI n'a guère d' intérêt prat ique,

sinon celui de décrire l 'amort issement expônentiel  au front.(*)

I l lustrons ces considérat ions par des appl icat ions numériques. Con-

s idérons le  cas de l 'a lumin ium avec les va leurs  su ivantes,  données par

Chadwick l15 l :

(36) n = G,3Z x 103 m/s (céléri té isotherme du son)

(37)  ,=  2 ,14 x  10-12 s

(38)  e  =3,56x10-2

(3e)

que nous complétons par la valeur du temps de relaxation T- donnée par
r

Francis l to |  (â temnêrature ambiante)

T. = 8'0 x to-12 s'

Compte tenu de (29) et (37), on voit  que le domaine-d' intérêt de S est

si  ngul ièrement restreint.
Etudions maintenant la rapidité du processus d'amort issement de

1 'onde 3r .  Cetu i -c i  est  de type exponent ie l  ,  . -  J t -

Avec les valeurs numériques précédentes, on a i  '  2.10-3. Donc' pour une

distance parcourue x = 1000, une éventuel le discontinuité au front S est

amoindrie dans le rapport e-2 :  el le est environ treize fois moindre. La
- 6

dis tancex= 1000étantéga leenvar iab lephys iqueâ:  x  =  T.*=  1 ,4  x10-m'

l 'on vo i t  que l 'amor t issement  est  t rès rap ide.

u) Llqnde-di!IÊrÊe

pour des raisons de conmodité qui apparaitront plus loin ( l 'écr i ture

des résultats sera plus esthétique), nous al lons normaliser les équations

(Z, t .Zs)  à  l 'a ide de formules ident iques dans la forme à (2 .1.26 '27) ,  mais  où

I 'on remplace les quant i tés isothermes t r ,  u ,0  et  E par  leurs  homologues

isentropiques, les coeff ic ients de Lamé isentropiquesï etî ,  la vi tesse isen-

tropique du son fr 'et la constante de couplage isentropique î :

(o)  rn v iscoétàst ic i té la solut ion instantance t iest  pas alyn_gl l l : Igtg. .Py": f f l t'  
aCadêmiQue,  Car  1e  temos de  re laxa t ion  es t  d 'un  ordre  de  qrandeur  Dren D lus
qrand qù '  en  thermoé las t ic i té .



Sect ion  2 .3 68

(40)

(41)

(42)

Q =

2-
Boo

e = 
4cfï+zïT

i=Tt

:  :  _  ^ tL )  :_1 ,+2 i
;  e  -  0o  =  n  0  =  n  /eJ - t

î- i  = Ts0)= i,trIss ; o = Totr)=î 1T+ 2!) o

Ë =1.0=î" ,  ô  =;  q0= n"6 6-+ g l )  k  
t,  B C I Ï

0n introduit  également un temps 1. et une longueur X. caractérist iques du

matéri au (" ) (*" ) :

;  -  k -x.'c  -F(1f f i [ -T '

Ces changements de var iables et  de fonct ion opérés sur le système

(2 .1 .25)  on t  pour  résu l ta t ,  s i  de  p lus  on  dér i ve  (2 . t .25 ) ,  pa r  rappor t  à  x

a?e ta : .  â2e ,  /= 
2

t r  -  e  I  - l  *  , ,  à - I  =  s
a t -  âx-  âx-

, â T(Ët * fr,rg, - .z#* 6 (*l + fr. ,*) = o,

où I  'on  a  posé :

_Tr
m=-

Tc

^ î .'z  = T

( " )  T .  e tÉ sont  t rès peu d i f férents  de T.  e t  e  déf in is  en (2 .1.28-30) .

(*") Noter les relat ions l iant quanti tés isothermes et isentropique_s :

x  +  2u= (1-ë)  1 î+  2 [ ) ,  1+ 2  [=  (1+e)  ( r+zu) ,  É= t ' t  '  t=  1 ] ,
d =4*r n, n = J-1-6 n.

x=CITx  ;

-  t o l

u=îu*=îd ' tu

(43 )

(44)

(45  )
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0n notera également

o=(1  -E)e -G,

S =  t  +  r 'Eê

- A O â t
q + m .ZÊ,  =  -  

E

les relat ions déduibsde (2 -1.?0-22) :

Pour  ca lcu le r  I 'onde quand e l le  s 'é lo igne du  bord  (onde d i f fé rée) '

on prend de "grandes" valeurs pour l 'échel le de temps T, de tel le sorte que

le paramètre e, défini par (45) puisse-t-être considéré corune petit '

conme auparavant nous al lons décomposer la solut ion so = (e,  e)  en

69

(46)

(47  \

(48)

(4e )

(  50)

(51)

(52)

SO=So+So

oU iO et SO désignent deux solut ions part icul ières que nous

onde-s qr.si  -é' last ique (Q.E. ) et quasi-thermique (a'T'  )  '

Pour f ixer les idées' nous chercherons 1a solut ion

condi t ions à la  l imi te  :

e(o , t )= f ( t )

.  (o ,  t )  =  g ( t ) .

Remarque 2 :

appel lerons les

re la t ive aux

Les no ta t ions  t ,  x ,

contexte diffêrent. Nous les

les  no ta t ions .

€,  ê ,  ê  . . . ,  ont  dê ie  été employées dans un

ut i l isons à nouveau af in  de ne pas mul t ip l ier

L 'onde qqgi j ié tas (a .E. )

E l le  es t

iD = (ê,

Sn= Ie  i  r z o

l ' on  a  in t rodu i t
t

x i  =  e i  x .

définie par des dëveloppements de la forme :

î )

r l  30,  ( t ,  xo,  Xr. ,  . . . )

l es  éche l les  mul t iP les  d 'esPace

(53)

ou
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Corune signalé au paragraphe 1.3.b,  i l  est  préférable de prendre ces échel les

p lu tô t  que des  éche l les  de  temps,  car  i l  y  a  repos  in i t ia l  e t  l ' exc i ta t ion  a

l ieu au bord.

S i  l ' on  subs t i tue  les  déve loppements  (51)  e t  (52)  dans  (43) ,  on

obt ient  en ident i f iant  les prenières puissances de e2:

( ,2c- a2ê^ a21^
l+ - (r - -e):++ G- 

'9 = s
j a t- â*o- â*o-
1
lat aê
[.#+€5çe=0,

( r 'u ,  - .  12ê. ,  - r2r1 ^  _ .  ,2êo ^E ,Z io
t i - (1 -él- , i+G1=2(7 -6)Eq,rr l  -2G 

ætiJrt- â*o- â*o-
1
I  r î ,  ,= âê1 -  ,?î  o ,2î  n -  -  , 'uo
\"+ *Ga+, = - fr#-# - 'tr n;f

Les condi t ions à la l imi te au premier ordre sont de la forme :

êo ( t ,  o ,  o  . . . )  =  i ( t )

îo  { t ,  o ,  o . . . )  =  O( t )

oU i  et !  sont des fonct ions à déterminer.

Compte tenu du repos in i t ia l ,  1 'équat ion (54) ,  fourn i t :

/ \ l = ^
T O = - t l ê  ê O ,

(54  )

e t  en  combinant  avec  (54)1 ,  i l  v ien t  :

2 '

(s8) 3-t-ut = o
at -  â*o-

D 'où :

(55  )

(56  )

(57  )

êo  ( t ,  Xo ,  *1 )  =  êo  (8 ,  x1 ) ,(5e )
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où I  'on a Posé :

(60)  E= t -Xo

L 'onde Q.E.  se  dép lace  donc  à  la  v i tesse

à dire '  en revenant aux grandeurs physiques'  à la

son.

est  isentropique au premier ordre.

Décr ivons maintenant I '  at ténuat ion

xr.  0n él imine â,  entre les deux équat ions

i l  v ien t  a lo rs :

(normal i  sêe) uni té ,  c 'est

céléri té isentroPique du

de l 'onde avec  la  Yar iab le  len te

(55) ,  e t  l ' on  t i en t  comPte  de  (57)

s i  I ' on  compare  (57)  e t  (47 ) ;  on  vo i t  Que  5o  es t  nu l .  L 'onde  Q.E '

t

'?'u'- -3=,rrr;7-æ,

a A .
t "êo _ â ,êo

FW"*(61  )

(62)

(63)

Pour  év i te r  l ' appar i t ion  d 'un  te rme sécu la i re '  on

es t  nu l ,  d 'où ,  comPte  tenu de  (60)  :

pose que le deuxième membre

L 'onde s 'a t ténue en  d i f fusant .

Que l les  sont  les  cond i t ions  à  la  l im i te  e t  les  cond i t ions

qui  permettent de résoudre (62)? D'après (56)f  et  (59) '  on a :

i n i t i a les

I
,êo  ë t -êo_^
fri- lTJ-"

cette équat ion de la chaleur décr i t  
' la dissipat ion thermoélast ique'

(64)

êo (E  =  t ,  o )  =  f ( t )  ( teR ) '

Le problème ainsi  posê est  donc un problème à valeurs in i t ia les Pour l 'équa-

t ion  de  la  cha leur  (62) ,  dont  la  so lu t ion  s 'écr i t  :

êo(r,*,)=;# [ i(c,)*t#) o,'.
t l o

Essayons maintenant de définir  un domaine de val idi té pour l 'onde Q'E"

Dans le processus de perturbation, nous avons négligé au premier ordre les

termes contenant eZ' 'ou fr  e. dans l 'équation $3)z'  Cela est possible dans la

mesure oÛ l 'on a :

sup (fr .?, ,z)
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so i t  :

(65 )  T  >>  sup  (T r ,  î c ) .

Compte tenu de ceci ,  nous admettons I 'existence d'un domaine de val id i tê
déf in i  grossièrement par :

K (-  -  Ln ' ' l
(66)  DD = 

l (x ,  t )  |  x  >/  LO et  t r ,  +  |-  
L  a)

l a  borne  LO vér i f ian t  la  cond i t ion  :

L,.,,
(67) + >> sup (T., 1.),

dêduite de (65) de façon heur ist ique.

S ' i l  y  a  repos  in i t ia l ,  nous  admet t rons  qu ' i ' l  ex is te  un  domaine  de

.  va l id i té  p lus  g rand que 6O ,

(66) ' 5;={t ' , i l t-rro}

(")  Accessoirement on peut remarquer que M est pet i t  deyant I 'uni té,  puisque

f est  une déformat ion uni ta i re.

72

0o

Posons maintenant (")  :

(68)  M=Supl î t t l  I
t

et revenons à la formule (64) qui  fa i t  apparai t re une dépendance de êo par

rapport  aux valeurs futures de f .  Comme nous I 'avons fai t  au paragraphe 1.5,
nous al lons montrer que pour le rapport  ê, . , r -  cet te dêpendance est  négl igeable
dans le  domainego.  S i  l ' on  no te  ,  

" 'M

(6e) R* = j= l- i$-l exn r*,3:E')2.' {tnerÉ,x )t 
exp (È+tïL ) dE"

ona

(70) Inrt < |errc (;ryf=| errc (æ_+il
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Dans 9D ,l e second

te tenu de (66) '

Remarque 3 : Puisque

t^b"1"  TFdans la- -/o

membre de cette inégal i té est  tout  à fa i t  négl igeable comp-

(67) ,  e t  du  fa i t  que i  <  l .

(71  )

les  va leurs  fu tures de f  iouent  un rô le  négl igeable,  le

formule (64) peut être remplacé par , / 'et du coup
o

l ' on  vo i t  b ien  que  la  cond i t i on  de

t ion  (64) .

repos  in f t ia l  es t  sa t is fa i te  par  la  so lu -

Remarque 4  :  Dans l 'onde Q.E. ,  au  premier  o rdre  le  paramèt re  f r 'n ' in te rv ien t

pas. La théor ie de la thermoélast ic i té général isée ne joue alors aucun rôle.

Nous rev iendrons  sur  ce  po in t  dans  la  remarque 4 ,  â  la  f in  de  la  sec t ion^2 .3 '

Pu isque êo  e t îo  sont  l iés  par  la  re la t ion  (57) '  les  fonc t ions  f  e t

0  qu i  in te rv iennent  dans  les  cond i t ions  à  la  l im i te  (56)  vér i f ien t  la  re la t ion  :

g = - /7 f .

I l  n ,es t  donc  pas  poss ib le  que l 'onde Q.E.  sa t is fasse  l 'ensemble  des  cond i t ions

â la  l im i te  (50) ,  où  f  e t  g  sont  des  fonc t ions  indêpendantes .

C,es t  pourquo i  nous  a l lons  in t rodu i re  une deux ième so lu t ion  50 ,  l ' onde

quas i - thermique,  qu i ,  superposée à  l 'onde quas i -é las t iqu"  30 ,  fourn i ra  une

so lu t ion  SD =  5D +  îO sa t is fa isan t  l ' ensemble  des  cond i t ions  (50) '

D 'a i l l éu rs  à 'un  po in t  de  vue  phys ique  I ' on  sen t  b ien  la  nécess i té

d , in t rodu i re  ce t te  deux ième so lu t ion .  En e f fe t  nous  avons  vu  que l 'onde Q 'E '

est  isentropique au premier ordre.  Mais '  au vois inage du bord,  l 'entropie var ie

dès  l ' i ns tan t  où  i l  y  a  une so l l i c i ta t ion  thermique ( * ) '

L 'onde quas i - thermique (a .T .  )

Nous cherchons une solut ion de la forme :

(72) SD=(6, ; )  ,  SD=i " l  soi ( t ,  io, . . . )

où nous avons Posé :

c+  i
X 3

I

a étant un

=tz  x

nombre réel à déterminer.

T
) . O

* l

( i  =0 ,1  . . . ) '(73)

( * )  C .  vo is inage n 'es t  r ien  d 'au t re  qu 'une couche l im i te '  au sens du paragraPhe 1.4.
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La subst i tut ion de (72) dans (43) donne :

t ' êo  
,a  - . .?o r2éo  ' - - r z io

;;z_ 
- (1 - -) .i*;r.,io# * ... = o

(74)

(75 )

(76)

(77  )

(*-r',+) -el+zd 
*-,€(p+fre rfl,+.... =Q
àXo-  '  â t '

a2,
Pour  I 'onde Q.E.  nous av ions o = 0,  e t  le  terme .z : i  pouvai t  ê t re_ ,ro

négl igé par  rappor t  à+dans r 'équat ion ea)2.  Dans la  couche l imi te ,  où
les effets thermiques sont importants, les variations des paramètres thermi-
ques (par exemple la température) en fonct ion de l 'abscisse sont grandes et
t , : : . : ! : idère  a lors  qu ' i l_n 'es t  p lus  possfb le  de nég l iger  dans (74) ,  le  rerme
L+Ze à'r al^ n'z 

;+ 
par rapport a 5f. Ainsi est-on conduit à poser :

,"o

1a= _  
Z

Par suite, le système (43) donne, au premier ordre :

G io = (t - .) êo

' io , f t
-5T- t l  -Ë) :9=0.

fio'

Soient  :

êo ( r ,  o )  =  f ( t )

ro  ( t '  o )  =  g( t )  '

les  condi t ions à la  l imi te  au premier  ordre pour  1 ,onde Q.T. .
D 'après (76) , les  fonct io rs f  e t  g  sont  l iées  par ]a  re la t ion  :

f .

l ' équat ion  de  la  cha leur  (77) ,  Qu i  vér i f ie  ( lg l , ,'  ' a

(78 )

(7e) 9

de

,tr

La

o

0 = (1 -

sol  u t ion

( t ,  io )  =(80 )

s 'écr i t

g ( t ) *  À 1 t ,  fo ) ,
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(81)

(82)

(83 )

Sect ion 2.3

où a est la solut iort  élémentaire :

i  ( t ,  i^) = X 
a,{, exD ,- , , .oo'=. -- 2 (n (1 - 6) tî  

n t- çg*q=)'

La sô lu t iôn 9 lobâlê du prôblème:  I ' onde d i f fé rée

L 'onde d i f fé rée  s 'ob t ien t  en  superposant  I 'onde

so=30+50,

de te l le  sor te  que les  cond i t ions  à  la  l im i te  (50)  so ien t

f= f+ f

= 0 +  g .

v ient  a lors ,  en fa isant  usage de (71)  e t  (79)  :

Q.E.  e t  1 'onde  Q.T .

sa t is fa i tes  i

6 )  f  -

ê )  ( g

I

I I

f =

g=

(1

(1

't=
, /eg

+ ferl

i=Gg+

O=-G0

; f

-  ê )  f  +  e  g .

84)

5000 n T. .

Rêmâiquê 5 :  Le domaine6'  est  à la fo is un domaine de val id i té des ondes

Q.E.  e t  Q .T . ,  e t  donc  auss i  de  I ' onde  d i f fé rée .

Cornme dans le paragraphe 1.5.ô,  on peut remarquer que les domaines

de va l id i té5 ,  e tSO 0 . ,  so lu t ions  ins tan tanée S,  e t  d i f fê rée  SO,  sont  com-

pat ib les dans la mesure où, dans9, n9O, S, et  SO sont toutes deux négl igea-

b les .  Ce la  es t  réa l i sé  s i  la  borne  LO (c f .  (66) )  es t  su f f i sammgnt  g rande.

Puisque l 'amort issement au Front de S, est  du type e-J x,  on peut

considérer que 1'onde S, est  devenue négl igeable au front P?Ht d. :  d istances

parcourues te l les que -r+,  soi t  en grandeur physiqu" i r$ d T. .

D'où la  condi t ion que doi t  vér i f ier  la  borne LO,  en p lus de (67)  :

Lor  to  î
ToT 'c '

Avec les données numériques relat ives à I 'aluminium (remarque 1), cette condi-

t ion  s 'écr i t  :

Lo)85)



Sect i  on

En prat ique, les condi t ions (67) et  (85) sont sat isfai tes dans cet
exemple ,  s i  l ' on  p rend :

LD=5000fr1.= 7x10-5m.

La théorie du second son ne joue aucun rôle dans5^,.u premier or-
t ) '

dre, puisque fr  ne f igure pas dans les formules qui  déf in issent l 'onde di f férée.
Compte tenu de la valeur de LO calculée précédenrnent,  on voi t  que l , intérêt
de cette théor ie est  assez restreint .

Remarquê 6 :  Les condi t ions à la l imi te ne sont pas toujours aussi  s imple
qu 'en  (50) .  I1  se  peut  qu 'y  appara isse  l 'éche l le  de  temps,  comne nous  le  ver rons
dans le  chapî t re  su ivant .

Rgnarque-7  :  La  M.E.V.  ne 'donne pas  1a  so lu t ion  dans  tou t  le  quar t  de  p lan
( t  > ,0 ,  x  ' .o ) ;  i l  es t  donc  nécessa i re  de  recour i r  à  des  méthodes complémen-
ta i res  s i  l ' on  veut  dêcr i re  tou te  l 'évo lu t ion  de  I 'ond-e .  Une te l le  méthode es t
étudiée dans le paragraphe suivant.

762.3
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2:4 DEyELoPPEIENT ASYMPToTIQUE PAR MPPoRT A LA CoNSTANTE DE C0UPLAGE THER-
Ir0l4EcANrquE.

En prat ique la constante de couplage thermomécaniquêr E, est  b ien

p lus  pe t i te  que I 'un i té ,  e t  i l  es t  na ture l  de  chercher  la  so lu t ion  du  pro-

blème sous la forme d'un développement asytnptot ique par rapport  à e.  De

nombreux travaux ont eu l feu dans cet espr i t .  Ci tons,depuis le t ravai l  de

Dan is lovska la l lT f  ceux  de  Nowack i l l l l ,  He tnarsk i  l 12 l l l q ,  So le r  e t  B ru l l  l 18 l  ;

et  l 'on t rouvera d 'autres références dans Nowacki  1191.
Aucun de  ies  t ravaux  n 'a  condu i t  à  l ' é labora t ion  d 'un  a lgor i thme de

ca lcu l .  Brun  e t  l4o l inar i  l5 l  p roposent  un  a lgor i thme qu i  opère  sur  l ' espace-

temps réel ,  et  pour lequel  le passage d'une approximat ion à la suivante ne

nécessi te à chaque fois que le calcul  de 4 coeff icfents nouveaux.

En l5 lnous  av ions  é tud ié  le  cas  de  la  thermoé las t ic i té  c lass ique,

ic i  nous raisonnons dans le cadre de la thermoélast ic i té général isee.

Nous donnons une appl icat ion au problème de Dani lovskala et  nous

discutons du domaine de val id i té de la solut ion approchée obtenue.

Nous al lons décomposer la solut ion S du problème en :

s = i  * s,

où les ondes S et  3 seront appelêes ondes thermique et  é last ique modif iées

(T .M.e t  E .M. ) .  L 'a lgor i thme que nous  proposons permet  de  ca lcu le r  sêparément

1es approximat ions successives de S et  de S.

Trava i l lons  avec  les  équat ions  (2 .2 .4 )  que 1 'on  êcr i t  i c i  sous  la

forme :

û, * 6S = o

77

(1 )

(2)
H r+ G(**-'#) = q,

introduit  les opérateurs hyperbol iques :

i.=# #, F=+- *.,#
où l ' on  a

(3)
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a ) LlcLger!!!ue-de_sel.ssl. .

Notat ions

Nous noterons Â^ et  Â^ les solut fons élémentaires des opérateurs H
et  H.  Ces so lu t ions ,  qu iovér i t?ent  les  cond i t ions  de  repos  in i t ia l  a ins i  que
les  cond i t i ons  à  la  l im f te :

(4 )

(s )  Âo {x ,  t )  =  o( t  -  x )

(6)  Âo(x , t )  =" -nâot t - lmx)

,.-* in,',+;":^#)
où H es t  la  fonc t ion  de  Heav is ide  e t  I ,  une fonc t ion  de  Besse l .
Les  t rans formées de  Lap lace  par .uppor l  au  temps de  ces  so lu t ions  é ]émenta i res
sont données par :

(7 )  fÂo(x ,s )=e-Sx

t 4t.

(B )  tÂo  {x ,  S )  =  e -  x  (m s '+  s )  
'

compte  tenu du  repos  in i t ia l  ,  les  dér ivées  par t ie l t . ,  
f t ,  

qu i  f iguren t
dans  le  sys tème (2) ,  peuvent  ê t re  cons idérées  au  sens  des  d is t r ibu t ions .  Nous
notons  D =  

+  1 'opéra teur  dér iva t ion .  Sa t rans formée de Lap lace  sera  la  fonc-
t ion  s  ->  s .

Par  :

Q  =  (m D2 +  D)L /z ,

nous  dés iqnons I 'opéra teur  dont  la  t rans formée de Lap lace  es t  la  fonc t ion
)  1 t ?

s* (ms '+s ) " /

78

l im Â^  =  l im  À^  =  6 ( t ) ,
x -+o  o  * *o  o  \ -

s 'éc r i ven t  :
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Par convent ion nous Posons :

y ( i )=o  pour inéga t i f ,

où  y  dés ignera  T ,  Ù ,  t  ou  Û .

comme à  l ' hab j tude  l ' é to i1e , ,k  ,  reo résen te  la  convo lu t ion  par

rappor t  au  temps,  e t  ô  la  d is t r ibu t ion  de  D i rac .

Par  dé f in i t ion ,  In l  dés igne 
' la  par t ie  en t iè re  de  n l r '

0rrdes thermique et  é last ique moi l i f iées

Si  e  es t  nu l ,  on  vo i t  avec  (2 )  que u  e t  t  se  ca lcu len t  par  des  con-

vo lu t ions  avec  les  so lu t ions  é lémenta i res  Âo t t  Âo '

Lorsque e  €s t  non nu l ,  la  so lu t ion  es t  donnêe par  les  ondes T .M.  e t

E .M. ,  c lasses  de  so lu t ions  par t i cu l iè res  du  sys tème (2 )  ca rac té r i sées  par ' l a

fo rme de leurs  déve loppements  en  pu issance de  G e t  le  fa i t  que,  I 'une  es t

cons t ru i te  avec  1e  "noyau"  Âo,  a lo rs  que 1 'au t re  l ' es t  avec  le  "noyau"  1o '

Une onde thermique mod i f iée  5  =  ( î ,  û1 ,  Ctément  de  la  p remière  c lasse '

a pour déveloPPement :

î  =  î (o )  +  , l / 2  i (1 )  +  . . . .  +  .n /2  
- r (n )  

*  . . . .

(e)

(10 )

t  =  T(o)  *  .1 /2 ; (1)
G

Une onde é las t ique mod i f i6e  i  =  (1 ,  û )  a  pour  déve loppement  :

û  =  û (o )  +  , l / 2  a (1 )  + . . . .  +  .n /2  0 (n )  * . . . .

Dans  les  paragraphes qu i  su ivent ,  nous  dé ta i l lons  les  ca lcu ls  concer -

nen t  I ' onde  T .14 .  .

Cas  de  1 'onde thermique mod i f iée

suppose le semi-espace au repos pour t  < o,  et  1a température au

donnée.  0n  cherche la  so lu t ion  S ae  (2 )  qu i  es t  de  la  fo rme (9)  '  e t

+  . . .  +  en lZ  û (n )  *  . . . .

0n

bord ;o ( t )
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qu i  sa t is fa i t  la  cond i t ion  à  la  l im i te  :

(11) I  (o ,  t )  =  îo ( t ) ,  t  >  o .

Si lo est donnée par :

(12) îo = 4o) * . t /z r j t )  *  . . . .  + ei lz i f  )  *  . . . . ,

l a  cond i t ion  (11)  s 'éc r i t  éga lement ,  pour  tou t  i  en t ie r  pos i t i f :

(13 )  1 ( i )  (o ,  t )  =  o ( i )1 t1

80

( 14 )

" j "  ^ j n  ( i  )
ï  t " ,  t )  = o ou n '  

'  
(x ,  t )  = o,  Vx>o,  Vt  <o.

ât"  at"

Les condit ions de repos ini t ial  s 'écrivent pour j  = o et j  = 1 :

air  .  â i r  ( i )
ï (x, t )=o ou + (x, t )=e
atJ a tJ

F;(i) - (Ft... r --r?r E(i -2) = o (i > o)

Les condi t ions à la l imi te semblent incomplètes puisque nul le part

n 'appara i t  la ' va leur  de  t l  à  l ' ex t rémi té .  En fa i t ,  la  cond i t ion  manquante  es t

remplacée par une condi t ion a pr ior i  sur la forme de la solut ion cherchée, à

savo i r  les  déve loppements  (9 )  (22)  e t  (?4) .  E t  i l  appara i t ra  que û  (o ,  t )

est  déterminé de manière unique en fonct ion de fo(t) ,  cet te dernière var iable
gouvernant à el le seule l 'onde thermique modif iêe.

Subst i tuons maintenant dans le système (2) les expressions (S) de 5 ;
on obt ient  les équat ions :

(15 )

(16)  r l  u( i )  -  * ( t )  
= o ( i  ' ,  o) .

En combinant (15) et  (16),  on obt ient  :

(17)  g; (o)=o, f  ; (1)  =o,ûx;(o)- (  l t  * r  â4 ' - ( i -2)
'axÉat  ' ;471 ; '  '=o ( i "2
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Les équations (17) qui ne contiennent que les T(i) ,  permettent leur

calcul par rêcurrence de deux en deux. Les équations (16) donnent ensuite les

û( i ) .  Nous vo ic i  donc condui ts  â  une cascade d 'équat ions aux dér ivées par t ie l les

en t et x. Dans les paragraphes suivants nous développons une méthode qui ramène

la rësolut ion de ces êquations à un problème purement algébrique.

Une mêthode de résolution des équations (f6i- el=1ill) :

Calcu lons d 'abord t  (o)  e t  i  (1) .  I l  s 'ag i t  de résoudre les deux pre-

mières équat ions (17)  sous les condi t ions (13)  e t  ( la) r ,  d 'où :

(18) ; (o)  =;(o) *  Â0, i (1)  = t l t )  *uo

Introduisons maintenant les fonct ions :

t [ -

(19) an=fo1o.

t l les  sat is font  l 'ëquat ion :

-Hn*l  
f ,n = o (n >,  o) .

81

(20 )

Ceci résulte irwnédiatement du lemme suivant, démontré en annexe 2.A-4. :

Leriune : Soit  L = t ,  -*,  où L, est un opérateur de convolut ion par rapport

au temps. Si la fonct i tr i l  f1x, t)  est solut ion de L f  = o, alors :

t .  (n  +  1)  (xn f1  =  o .

Montrons que :

(21) tû i l tn l  H t  (n)  = o.

Raisonnons par rêcurrence en ut i l isant (17) :

t i  l l i  i l ;  (2 i )  = 1{ H) i - l  E( i  H);(2i)

^3 ^4
= (4r l,.4rrl (H H)i-l I -Gi-z).

à  x 'a t  a  x-ât -

Le dernier membre est nul par hypothèse de récurrence.
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Le rapprochement de (20) et (21) nous conduit  à chercher tes i(n)
sous la forme des déyeloppements :

f n I
(22)  =(n)= I  r (n)* I . -

k  =  o  
-k  -k '

dont  on vo i t  fac i lement  qu ' i ' l s  vêr i f ient  les  condi t ions (13)  e t  ( la) t .  Les
.[n) ,on, fonct ions du temps seul.

De mâne l 'équat ion :

(23)  (ûE) [n ] * r ; - (n)=o,

obtenue en applfquant l{ fn: lrnl  * I  à (16), conduit  à rechercher I(n) ,orc
fonne du développement :

[n l
(24) u(n)= . l  ;  U[n)*- ,

k=O

où les û[ i )  n.  dépendent que du temps. Cette formule vêr i f ie les condi t ions
in i t i a les  (14) r .

Dans la sui te,  nous montrons que l 'on peut ef fect ivement calculer
les fonct j : f  U[ i l  . t  t f i )  d.  f .çon que les développements (zz) et  (24) de
; ( j )  . x  1 ( j )  ,u i i s fassent  les  équat ions  ( r7 )  e t  (16) .  L 'onde thermique mo-
di f iée sera alors ent ièrement dêterminée.

Atgor i thme de ca tcu t  aes  T [ i )  e t  ù [ i )

Contentons-nous de décr i re les étapes du ca]cul  des; [Zi l  et  des
ulz i ) .  Nous subst i tuons dans les équar ions (16) er  (17) à î (z i ier  o(z i i - , .16
développements (22) et (24) en Ïn ; nous faisons usage des formules (1) de

l 'annexe 2.A.5 expr imant H,  F un,  û Fro et  H on .n fonct ion des l - ,
( j  =  k '  . . . . '  k  -  4 )  auxque ls  sont  app l iqués  des  opêra teurs  de  la  seù le
var iable temps. Nous ident i f ions alors les coeff ic ients des f ,*  pour obtenir
des relat ions l inéaires -  dans lesquel les les coeff ic ients sont des opérateurs

:1r?, ,= *  
-  entre r . ,  ; [2 i )  et  1. ,  ; {2 i  

'  ?)  a 'une part ,  les ; (2 i )  er  tes
, l t - ' '  d 'autre part .  Ce sont  les formules (1)  et  (2)  qui  se t rouvent en annexe
2.A.6 ,  e t  qu i  résu l ten t  respec t ivement  de  la  subs t f tu t ion  dans  (17)  e t  (16) .  Le
ca lcu l  opéra t ionne l  ramène la  réso lu t ion  de  (2 .A .6 .  l -z ) ,  c 'es t  à  d i re  le
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calcu l  des T[ j )  
" t  

u l j ) ,  à  un problème d 'a lgèbre l inéai re '

Décrivons ,oâint.nunt plus en détai l  l 'a lgori thme de calcul des

r [ i )  er r [ i ) .

::l::1-$i[:]
les opérateurs

o) ;Âr=Â; t (D+mo2)2,

)312rÂq= -  Q Â; t  q , fs  =

+ I' Eg ='Iz îz - Âo À,

îr_r-rrci_, ( i

7' ) ;

sui

((5 m

mD2+

I

Â;'

D+

la i

I
I
I

i l

= ï

t (o

Â5

3)

ngul

0

Ij

l -
-1
)

3)

lng

. (
I

A2

Â;

+

' ia

Introdu isons

2Q 02 (1  -  m)  -

- rÂ; t (D+mD2

Âr,ir= -I-zrr
- ?-AzC i_1-44

lntrodui sons

r-
lcr
I
le,
l L

Ui = l_
lcg

fo=

î ="3

7u l -

;w i -

1)

ivar

5D)D2*

Â;'

:es :

F' ol
; E* =l l.'10 1l

matr ice I ,  est  un i té  d 'ordre i .

l ié  à  ! i  -  1  Par  la  re la t ion :

ol
I

rl
notat ions suivantes, Y désignant

(25  )

(26)

également les matr ices

ol

drl
Ui,  i  

=

cz cl

6 ? ?
l " r . . . o . . o . U e l  U ' 1

I L I

res ntl v

(27 ) !.; = !r, o'E,-r,r"Ii-p,pEt, i - 1

Les diagonales sont constantes dans--li ' Ua

Remarquons enf in 9ue lo = I et Que P., est

Er = Ei, , ftt-t 
'l= 

f* 
r'-'

Lo lJ Lo

Nous ut i l isons dans la  su i te  les

au cho ix  ! ,1 ,  !  ou  !  :

(28)
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*li

+ r)
1

+r)

Ir
L,l''

['t"'l= l'{'l,rl ,," *

L*"'J
1)y(2 i  )

2)

[',"-l l,J" 
-l

ylrt) = 
lr{r, I ,[r, 

* t' = 
l4'r I

Irj"'-,| |,j" . '!
Passons main tenant  au  ca lcu l  des  ?{_r r l .  Avec  les  fo rmules  ( l )  de

l ' annexe  2 .A .6  o1  
1 ï ime 

les  t , l t t )  ,  k  =  I  . . .  i ,  en  fonc t ion  des  r - [Z i  
-

k  =  0 . . . . i  -  1 .  p réc isément ,  l a  re la t ion  es t  de  la  fo rme :

lt,'',l |tt,, ;,1
l'{'t,,| =x, l'{'l;r,ll l
l-4"'-J L-t" 1

et en i térant le processus i l  v ient :

r(2i) = p,.{rtr.

(2e)

(30  )

(31)

Les  fo rmules , (25)  (26)  (28)  e t  (31)  décr iven t  en t iè rement  l ,a lgor i th -
me de ca lcu l  des  1 [ ' ' l .  ce t  a ' lgor i thme assure  le  passage du  rang 2  ( i  -  l )
au rang 2i  grâce au calcul  d 'un seul  nombre supplémentaire ï* .

- fk1  De la  même man ière  on  peut  ca lcu le r  t . ,  T (2 i  +  1 )  e r1  fonc t ion  des
= à * ' ,  p r é c i s é m e n t  :  

l v J  ' k

1(2 i  +  1 ;  =  f i  = (2 i  +  1) ,

que ' l  'on condense avec (31) en :

J(n) = lgnl  {n) .
(32)
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calcul  aes r f j )

0n in t rodu i t

2
Bo=D- (1 -

Dt=Er,7z=

(pour  i  >  2 )

opérateurs :

- -  1-D ,BL-Bo -Bo

-1-Er l t -z

l es

m)

(33  ) -rr1

Q, Ez

= 28,
I

D.
1+B.Di

(34  )

e t  les  mat r ices  t r iangu la i res  :

A  par t i r  des  équat ions
/ n \  

T ( n ) :les  û1" /  e t  les  
J

\̂-,,

D^ 5^
5 L

(2 )  de  I '

E(n) = 
\nl  r(n)

et compte tenu de (32) :

u(n) = xpnl I  tnl i [n)

Ains i ,  
' t es  

fo rmu les  (32)  e t  (36 )  dé te rminen tT( j )  .1  6 ( j )  i  k  =  0 " ' [ i l ,

en  fonc t ion  desu[o) ,  eux_mêmes donnés par  les  cond i t ions  aux  l im i tes  (13) .

Remarque l .  :  Les dernières composantes dans les êgal i tés-vector ie l les (36) don-

;ËrrTtt. . ï i ' i --  1) en ron.t ion desïl '*) or t [ i- . ]  t '  
I  :  

o'  ." [n],
su ivant  que n  es t  pa i r  ou  impa i r .  ce la  fourn i t  exp ] ic i tement  la  va leur  de

Ï (0 ,  t )  en  fonc t ion  de  T  (0 ,  t ) .

0nde El  âst iquê Modif iée

rEi, I
I

-lrj

annex

(35  )

(36)

Nous suPPosons la t ige au

cement  de  l 'ex t rémf té  to ( t )  imposé '

qu i  sa t is fa i t  le  déve loppement  (10)

e  2 .A .6  on  ob t ien t  les  re la t ions  en t re

repos  pour  t  <  0  e t ,  ce t te  fo is ,  le  dép la -

0n cherche la solut ion S du système (2)

e t  les  cond i t ions  su ivantes  dans  lesque l les
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on  suppose  ûo  déve loppé  en  sér ie  de  pu issan . . ,4 .6 :  to ( t )  =  Ï  
^  e i l2û ( i )  .

i=0

-  cond i t ion  aux  l im i tesr  pouF tou t  t  pos i t f f ,  e t  f  >  0  :

(37) r( i )  (0,  r )  = oj f )1t1

-  cond i t i ons  in i t i a les  (14)  à  la  subs t i tu t ion  p rès  :  , - ,+  ' ^  , .

I c i  auss i  nous  mont rerons  que la  tempéra ture  à  l 'ex t rémi té  î (0 ,  t )  es t  fonc-
t ion  de  û  (0 ,  t )  =  to ( t )  ;  ce t te  dern iè re  va r iab ie  gouverne  à  e l le  seu le  l ' onde
é ' l  as t ique mod i f  iée .

Les  ca lcu ls  pour  I 'onde é las t ique é tan t  semblab les  en  tou t  po in t  à  ceux
de l 'onde thermique, contentons-nous de les décr i re br ièvement.  En combinant

.  (10)  e t  (2 )  on  ob t ien t  1es  êquat ions  :

(38) H,:(o) =o, ût(1) =o, iHû( i )  - (+*^----{--r )û( i  -2)=o
.âx tâ t  

à74(g1c '

( i  t ,  o )

(3e)  f  î ( i l - t - ** ,  n3r)û( i )=o.
.  âx â,  âx ât-

La  fonc t ion r  Âo  (x ,  t )  =  ô  ( t  -  x )  vé r i f i .  H  q  =  0 ,  pa r  conséquen t

û (o )  =  o jo ) *  îo  es t  so lu t ion  de  Hû(o)  =  0  e t  vé r i f i e  les  cond i t i ons  in i t i a les .

De même, on catcute û(1)  = . i l t ) "q.
Posons main tenant  :

(40) î =4n.
"n 

- 
ïT ^o'

0n  cherch .  o (n)  e t . (n )  ,ou ,  fo rme de déve loppements  :

In l
(41) û(n) = 

- I"  
o[n)o 'nn

k=0

(42) ?(n) = r i l  îJn)o n,.
k=0-k  

-k '

0n  subs t i tue  dans  (38)  e t  (39 )  a  t (2 i ) .1  i (2 i )  ( * )  teu rs  déve loppements  (a l )
e t  (42)  e t  1 'on  fa i t  usage des  fo rmules  démont rées  en  annexe 2 .A.5  qu i  donnent

1* ;  Les  ca lcu ls  pour  l ' o rd re  impa i r ,2 i  +  1 ,  se  condu i ra ien t  de  la  même man iè re .
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aîn1ax , r l în/ axz, iÂ1, 
-n 

î* et f iH{ en-ron:tt: l  des Â., auxcue]s sont ap-

pliqués des opérateurl ternpôrels. oàns 1e résultat de cette substitution

on ident i f ie les coeff fc ients de Â,,  pour obtenir  les relat ions l inéaires

(3) er (4) de l ,annexe 2.A.6.. .=l l i l -o1zif  et tes o{2i 
-  2) d'une

par t .  e t  en t re  tes  î , ( . " )  
"a  

tes  o [z r  )  d 'au t re  par t '

ùommepour ,on t leEne f ln ique ,on in t roou l [ \ ]esÙperdceu ' .S - *à -Par . -

t i r  desque ls  on  cons t ru i t  des  mat r i . . ,3 i ,  de  la  même man ière  que l . '  ! i

l ,ava ien t  é té  à  par t i r  des  e* .  ta  re la t ion  ob tenue es t  dua le  de  (32)  :

Sec t ion  2 .4

L 'u t i l i t é  des

résu l te  du  fa i t  que la

man ière  un ique sous  1a

s = 5 + i '

o(n) = it.tq[').

Enf in ,  Para l lè lement  aux on introdui t  les coeff ic ients

et  Dt .

é las t ique mod i f iée  S

(2) se décomPose de

(+ l  )
l

I
5n et fr'r,

Dk

0n

et  les  mat r ices  [ t '

t rouvera  .n  unn"*à  2 'A '7  les  dé f in i t ions  préc ises  des

l - ' homo logue  de  1a  fo rmu le  (36)  es t  i c i  :

î (n) = ù[r]  qinlqln'

ondes thermiques modif iée 5 et

solut ion générale S du sYstème

forme :

Ne nous attardons Pas

d'  a i  I  I  eurs Pas de di f f icul  tés '

sur 1a démonstrat ionde (a5),  qui  ne Présente

Résumé des rêsuftats

La solut ion du problème est  de la forme

y=[+û

ô i

44 t

Iou I

46)
t  = f

Les ondes T .l4 '

+ î

e t  E .M.  sont  dé f in ies par les formules :

+  en lT  t (n )  +  . . . .

n / ?  - ( n \
+ : - " r - U r + " " '

i  =  i (o )  +  . l / 2  i (1 )  +  . . . .

*  =  û (o )  *  = l i  2  6 ( i \  +
e L l  c

47
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(48) Ji"  
= i (o)  + . t /2 î (1)  + . . . .  + .n/2 1$)

û = û(o)  +  , l ' /2  a(1)  +  . . . .  +  ,n /Z  o$) ,

où l ' on  a  (p rendre  le  chapeau ,  ^ ,  pour  l ,onde  E .M. ,  e t
1 'onde  T .M. )  :

;(n) = tir î[n),, î . ;(n) = tf]r(n)* î
k :o  k  k  

k : ; k  
-k .

labar re , - rFouF

(4e )

(50 )

Les îl[n)  . t  res i ln)à",  dép"ndent l inéairement des ' - j t ) ,  et  par
conséquent  ces  dern ie rs  gouvernent  I 'onde T .M.  :

' (n) = Etrt ' i" ; u(n) = x'Jn1fçnl{n),
où les  express ions  du  type  7(n)  sont  dé f in ies  en  (29) .

L 'onde E.M.  es t  quant  à  e l le  gouvernée par  les

î(n) = lrr itrt qi') , g(n) = Ptrt qi').

Les mat r ices  P '  e t  [ .  son t  t r iangu la i res  d 'o rdre  i  +  l ,  e t  se  dé ter -
minent  par  récur rence. -Ë t t . r - lon t  données en  annexe z .A .g  pour  o  _ .  i  s  2 .  Les
coeff ic ients de ces matr ice!  sont des opérateurs temporels que l ,on peut
ca lcu le r  une fo is  pour  tou te ,  car  i l s  son t  indépendants  des  cond i t ions  â  la
I  im i te .

F ina lement  res  ondes T .M.  e t  E .M.  ,  ê t  par tan t  ra  soru t ion  du  pro_

: l î i . '^ r rnt  
ent ièremenr déterminées dès que l ,on connai t  res oj t ) . r  r . ,

ûà ' ' '  ceux-c i  se  ca lcu len t  par  récumence en  fonc t ion  des  données au  bord .
Nous i l lustrerons le procédé de construct ion avec des exemples concrets.

Ins is tons  b ien  sur  le  rô le  joué par  les  cond i t ions  aux  l im i tes  dans
l 'u t i l i sa t ion  de  la  méthode :
Les  cond i t i ons  aux  l im i tes  n ' i n te rv iennen t  que  dans  le  ca lcu l  d . ,  î j i )  

" t  
o j i ) .

c 'es t  là  un  avantage par  rappor t  aux  déveroppements  en j .  que r ,on
obt iendra i t  à  par t i r  de  la  t rans formée de Lap lace  de  la  so lu t ion ,  vo i r  l13 lpar exemple'  En ef fet ,  outre que ces développements deviennent t rès labor ieux
à mesure  que l 'o rd re  des  te rmes s 'é lève ,  la  t rans formée de Lap lace  dépend des
cohd i t ions  aux  l im i tes  ;  le  ca lcu l  do i t  ê t re  renouve lê  pour  chaque type de
données au bord.

ojt ) '

(51 )
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s2)

53)

Sect ion  2 .4

'Câltul  dê lâ contrâinte

0n s' intêresse essentiel lement dans la suite au calcul de la con-

trainte. Compte tenu de la formule (2'1'32') :

o=e -G t ,

on peut dès à présent en donner l 'expression ?

o =  |  , i | z  o{ i )  ,
i>o

avec :

a u[o) Âo - r[o) Â-o,

et pour i

Is+ I

(55 )

(56)

Isz I
I

to[i] t

ï {t -- ttt

)  - i ( i

o (o )= - !o [o )À0 ,

o(1)=-oolt)1o

> .2  :

o( i )  =6( i )  *6( i ) ,

â(i)=-oofli âFt
[ ' l

;(i) = - q-rfl i_-d)

.  [ t  f  3 ] , . - ( i  -  1 )  -+  f  (uù+1

k=o

-  o o[ i )
_ z))ok '- t lt

58)

I

[ i  -  2J
+X

k=o

r-  1-
Li-rJ

^  - ( i  -  1quÈ

ol i  -  r l

1) 1 n* (*)

0n rappel le que :

Q = o1/2 (r  + m r4l lz.

u ) Iberueg}e:lis i!É -s}e ssigee r -Pte!IÊue-{e -Deli :Lsu:Lc1q

Lathermoélas t ic i téc lass iquecor respondaucasm

formules précédentes sont valables, i l  suff i t  d 'y poser Q =

La solut ion élémentaire Io donnée par (6) dans le

= o. Toutes les

oLlz '
cas gênéral '

convention 
' 

I = O( * )  avec la
k=o

pour
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0n considère un semi-espace, l ibre de toute contrainte au bord x = o.  Nous
lu i  app l iquons  à  I ' i ns tan t  in i t ia l  un  éche lon  de  tempéra ture .  0n  se  propose
de calculer la contrafnte thermique qui  va apparai t re dans le corps.
Dani lovskaia l tZl  est  semble-t- i l  la première à avoir  étudié ce type de problème.

Les condi t ions â l ,extrémité sont :

90

s 'écr i t  i c i  :
'  x214 t

(5e) Io (*, r) = * 
a1r-..

Passons maintenant â l 'étude d'un problème aux l imi tes part icul ier .

(60  )

(61)

(62)

r (o , t )  =H( t ) ,o (o , t )=s

La cont ra in te  es t  donnée par  les . fonnu les  (52) - (58)  dans  lesque l les
i l  su f f i t  de  dé terminer  l . s  T(k )  e t  les  o jk )  q r i  son t  l iés  aux  cond i t ions  â  la
l im i te  

^  , \A
Les matr ices F; . t  l i - l i  sont données en annexe Z.A.g.
En tenant  compte  des  express ions  (9 ) f ,  (10) t ,  GZ)  e t  (42) ,  la

cond i t i on  à  la  l im i te  (00) ,  s 'éc r i t  :

T(o)  = H,  r jn)  *â j t  -  1)  = o (n> 1) .

La condi t ion à la l imi te sur la contrainte nous donne, compte tenu
de  (52) - (58)  e t  (61 . ) :

- Dûjo) = o
- oojt) - rttzojo) = t

u[ ')-Dojz) -ot/zu1)=o

o{n)  -  ps(n)  + ù[n-1)  -  o l /z  1(n-r )  = 0 (n >,3) .

En erret,tï,it:îtË ::ll i: lut' 
détenninent oin) 

" 
rin) par récurrence'

(63)  . jo)  =H;n(o)=0.

supposons maintenant  connus o jo)  . . .  n(n- t )  
" t  

t lo)  . . .7(n- l ) .  L ,équat ion (62)
fourn i t  la  re la t ion  :

(04) ojn) = o-1 ofn) *  o-1 U{n- i )  -  o-r /z;(n* l )
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dans laquel re  o{n)  est  par  (51)  une combinaison l inéai re  ae o jo)

ou o(1) . . .g [n- ' I  ( * ) ,  su iva l t  l?  par i té  de n ;  d 'après (90) . - l | - t

na ison t inéai re  o.  i (o) . . .0(n-3)  i  pour .  la  nrê 'me ra ison u jn- t ) ; ra

son de t jo ) . . . t [n - t ) ]  Quunt 'à  î jn ) ,  on a  d 'après (61)  :

91

t ln) =-f(n-1),

oOî [n -1 ) . r t ,  pôF  (51) ,  une  combina ison  l i néa i re  de  O[o ) . . .g (n - t ) '  A ins i  l es

, oj ')... ' [n-z
est une combi-

une combinai-

lâ même les ondes ther-

la solut ion du problème

l(66 )

(67  )

- ' (o)
o

o jn)  .a  les o jn)  sont - i ls  ent ièrement  déterminés.  Et  par

miques et élast iques modif iées dont la somme représente

de Dani lovskaîa. Sous forme sytnbol ique :

oi') = 
,---! '  

,  o[ot = - 1; , ' t ' i+ 1) = o

o[t) = ilr}r1- ojt)= oj")=0.

1= D'

68)

pour calculer expl ic i tement la contrainte,  on est  amené â réduire '

dans  les  fo rmules  (54) - (58) ,  les  f rac t ions  ra t ionne l les  par  rappor t  à  D '  en

ê lêments  s imp les ,  e t  à  ca lcu le r  1es  o r ig ina lesd 'express ions  de  la  fo rme:

D^/2  
^  

" -  
D l /z*  

f " ) .  ces  or ig inaux  se  t rouvent  dans  le  fo rmula i re lz0 l
(D  -  a )n

F ina lement  on  a  le  résu l ta t  :

o  =  6o(1 )  *  (G)3  o (3 )  +  ( ,5 )5  o (5 ) *  . . . ,

avec :

-  pour t< x

o  
(1 )

[.-* 
.rt. ( in - lr l + eX erfc t{n *",]. t=-T6e)

( * )

( 
oo)

Le fa i t  que so i t  t r iangu la i re  in te rv ien t  i c i ,  en t re  au t res '

La transformée de Laplace de cette expression, est  la fonct ion :

sn/2

H1

( r  -  . )n

'  ' l /2'
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* I  . t*" 1t + t2 .  *.  î .  ixt) erfc (# + ft1

- {i, x 
"- 

*2/4t
G

(71) o(5) = +{"'-' errc €lr - rt) [- 
,ro -+4.h' + 6r3x + 3tx3

- et3 - stx2 *!t2^ *8.*t - 4tz + 3tx]*.t** errc (2fo +ft)

[- rd - + - * r'*' - 6t3* - rt*3 - st3 - etx| - ï r'*

- Ê *t - +t2- 3rx ). +1ro 
t2 + zx|+ 20t + tz) 

"- '2n)

-  et  pour t  >X, en posant F(X) = 
â ."0 X2 erfc X

(72) o(1)= "-^z/4t[r tn-fvl-F(or#\

(73) o(3)="-^2/4t[- , .+t2+*-;-Ê"r lF({E f t l

+(t+ r'***L*Ê ,.1 F(Æ*#) #1

(74) o(5) = 4![, w-#[rro * +.Er'^' - 6t3, - 3tx3 +Bt3

+ stxz - * r'^ - I 
" 

+ 4tz - ltxl - F ( n * {vl

lrro 
- + . E r'^' + 6t3x + 3tx3 + 8t3 + etxz * $ t2,

* 3 * t  + 4t2+ 3tx l -  g 1st2 *  x2 + 10t -  u[ .
)G)

Rêmârquê 2 :  0n peut yêr i f ier ,  conme i l  se doi t ,  que pour tout  x 7 o :

(75 )  t i r  o  
( i )  ( x ,  t )  =  e .

t-+-
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Autrement di t  la relaxat ion des contraintesr en un point ,  est  décr i te à tout

ordre par la solut ion aPProchée.

De plus on vér i f ie que le saut de o pour t  = x est  égal  à :

93

I

(76) [.a-] =r-+.Lt}l '+.....
{e

I  
Cela concorde avec l 'expression exacte :

r 1

(77)  L!  = e_.x/z .\ " ,  G

(78 )

La comparaison de ces deux dernière.s formules met en évidence les

l im i tes  de  la  méthode.  La  so lu t ion  approchée que nous  avons  ca lcu lée  n 'es t

va lab le ,  au  vo is inage de  la  s ingu la r i té ,  guê pour  de  fa ib les  va leurs  dà
1

I  'absc isse (x . . i ) .
Le comportement de la solut ion approchêe quand x tend vers l ' inf ini

est  b ien rest i tué.  En ef fe t ,  d 'après les condi t ions de régular i té  on a:

l imo  (x ,  t )  =  o
X-r-

.  Tout  cec i  nous  condu i t  à  penser  que pour  la  so lu t ion  approchée:

o = i - . i /2o$) .
n  t É 1 è  

v  t

i l  ex is te  un domaine de va l id i té4 laans 1e p lan des var iab les  rédu i tes  (x ,  t ) ,

f i  1A.n,  le  p lan des var iab les phys iques ( i ,  i ) )  dont  la  forme sera i t  gross ière-

r lent donnée nar (f ig. 2) :

,fi"
n

,ft,
n7e)

= 
{ , * ,  

t )  |  o<x<xn ou o- . tc tnJ,

= 
t, i ,  

i )  |  o*i<in ou o-. i- ' in],

où les bornes Xn, tn,  in et  in urgmantent en module avec n '  Pour n = l ' '  on a :

80)
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Remarque 3  :  Ces  cons idéra t ions  re la t i ves  à  la  dé terminat ion  d 'un  domaine  de

va l id i té  sont  tou t  à  fa i t  empi r iques .  L 'ex is tence d 'un  domaine  de  la  fo rme

(79)  ne  cons t i tue  en  fa i t  qu 'une hypothèse de  t rava i l  que l 'examen des  résu l -

tats numériques permet éventuel lement de conf i rmer.

c ) Un-ereuple-e!-lbÉsrle-ds-seee!g-99!

Considérons un semi-espâce dont le bord est  l ibre de contrainte,  et

qui  est  brusquement soumis à Un êchelon de f lux thermique :  '

94

(81)
o (o , t )  =o

I  (0 ,  t )  =  H( t ) .

0n se propose de calculer

les  p r inc ipa les  é taPes de

son.

En tenant comPte

la contrainte thermique dans le matér iau.  Exposons

la résolut ion de ce problème en théor ie du second

de  la  fo rmu le :

(82 ) '#*q=-#
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la  cond i t ion

95

83)

84)

85)

86)

-a

-a

tlt )

tlt )

la  l im i te  (81)Z t lexPr ime

r [o)=-É-*u

t l t)-nâ(o)=o

-Dâ [1 )=

de façon symbol ique par :

-1)-oî j t l t )=o

_ a .[r)

_ a Tlt)* ?{t ( i  , ,  3 \ .

La  cond i t ion  (81)3  donne 'compte tenu de (54)-(58) :

olo) = e

- a rlo)

-  Q  Û(1)

I [ t - t1  -

D û(1 )

olt) -

r ( i -1)

olo )

oj')

o{t)

.11) * îto)

o ojt)  -  =[t-1) +;(t-z) ( i  t ,  3 )

87)

En procédant corme au paragraphe précédent, on obtient

[ t [ t '  
= D-3/2 1r + mu)1/2

1
Lolo) = o

1r(1) = s
, | o

1 n(1) - - o-3/2 (r + nt)Llz
\ -o  D(1  -m) -1

Avec les  fo rmules  (54) - (58)

o (2 i )=o  ( i )o ) ,(88)

r  D=3/? (1 + mo131zft(zl=__

{ , , " = " :

+ 2 
-----T-TI-mf:

on ob t ien t  l es  o ( i )  :
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(8e)

(e0 )

(e1)

n (âo -  Io) ,

- (3 )  -  ^ (3 )
6 ' O '

I
2

avec :

-(3) = BÂo- I

trr
Ê' ln 7t

(e3 )

(e2)

(e4 )

.  D( l+mD)o=101--5ry

6( l )=-gâo- 1 '

o = o=i'T,!*,*=l?jt"

* fr,, 1r+mo13/2 1uq-

Pour  ca lcu le r  les  o r ig ina les  de  ces  fo rmules '  on  fa i t -appara i t re  des

expressions de r. ior* til = 
#il 

.-Q^ (Q = o1/ 1r+m011/2), au besoin

en rêduisant certaines fract ions en êléments simples. Tout revient donc à cal-

cu ler  les  or ig ina les des Ef i ,  ce eu i  est  fa i t  en annexe 2.A.10.

Af in  d ' i l lus t rer  ce qu i  précède,  t ra i tons 1e cas d.  o(1) '  o"  décompo-

seA:  
r  ,

A=Dr/Z (1 +mD)'/ ' la_J--1_-Êl ,
"LD- f f i  - : l

e t  1 'on  ca lcu le  A  i ^  .n  u t i l j san t  le  fo rmu la i re  2 .4 .10 '

Pour  ca l . r i . r ^  A*10 '  on  remarque que A( t ;  =  A* lo lx  
=  o '  

e t  que

A*  âo  =  A( t  -  x ) .

D 'où  f ina lement  le  résu l ta t  :

o(1) = H(r _ ffi x) {." 
zëh 

Vh* #)
t t  

, f f i . .  x-(4.rt.9:îÏ,"*-^.* l
,  L  l  ,T-m- t f : f r -m/2 -e  r r )O(r ,x )dr I

)
. 

æIz lffi 
(e 

r-x
+H(t-x){ #-,*.#) 

' f f i1 
1

* r /i'\;h .T+ 
- (# - *r âl ', tfrr o'

-ZTn/o L= "  
.

où la  fonc t ion  F ( t ,  x )  es t  donnée  par  1a  fo rmu le  (11)  de  1 'annexe  2 .A .10 .

ol/z $+nnt312 î
(1-D(1-m)  )
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2 .5  CONCLUSION :

De cette étude de diffêrentes méthodes de calcul approché' nous

ret iendrons que la M.E.V. fourni t  des renseignements intéressants quand

I 'onde s ,é lo igne su f f i sarnment  du  bord  (onde d i f fé rée) ,  ma is  que l 'onde

ins tan tanée a ,  en  thermoé las t ic i té  généra l i sée ,  un  domaine  de  va l id i té  t rop

rest i^eint  pour être vraiment intéressante.

La méthode de développement asytnptotique direct par rapport à la

constante de couplage thermomécanique, est  une méthode qui  complète la M'E'V'

pu isqu,e l le  permet  de  ca lcu le r  1 'onde dans  la  p remière  phase de  son êvo lu t ion '

Dans le chapi t re suivant nous Verrons'  sur des exemples précis '  de

quel le façon l 'on peut coniointement ut i l iser ces méthodes pour décr i re la

réponse transi to i re d 'un corps thermoélast ique

97
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CHAPITRE I I I

REPONSE DYNAMIQUE D'UN C0RPS THERT'IOELASTIQUE

CLASSIQUE A UN FLUX D 'ENERGIE

Ce chap i t re  a  pour  bu t  de  mont rer ,  par  l ' ê tude d 'un  cas  par t i cu l ie r ,
qu ' i1  es t  poss ib le ,  en  combinant  cer ta ines  des  méthodes exposées précédem-

ment ,  d 'about i r  à  une représenta t ion  sa t is fa isan te  de  la  so lu t ion .

Dans la  théor ie  de  la  thermoé las t ic i té  dynamique,  les  p rob lèmes l iês  à
l . 'étude des contraintes thermiques sont sans doute parmi les plus intéressants.

I l  s 'ag i t  de  p rob lèmes  pour ' l esque ls  les  cond i t i ons  â  la  l im i te  son t  de  na tu re
thermique:  on  se  donne par  exemple  une tempéra ture  ou  un  f lux  de  cha leur  au
bord .  L 'énerg ie  thermique déposée dans  le  corps ,  va  se  t rans former  par t ie l lement

en énerg ie  é las t ique,  à  cause du  coup lage thermomécan ique,  e t  e l le  donne a ins i
na issance â  une cont ra in te  thermique.

S ' i l  es t  souvent  poss ib le  de  nég l iger  ce t te  cont ra in te  (on  d i t  a lo rs
que 1e  prob lème es t  quas i -s ta t ique) ,  ce  n 'es t  pas  1e  cas  lo rsque les  v i tesses
d 'échau f fement  son t  t rès  rap ides .  0 r ,  s 'ag issan t  du  déb i t  d 'un  f l ux  d 'énerg ie ,

on arr ive à des montées en régime dont la durée est  de I 'ordre de
la  nanoseconde ou  de  la  p icoseconde,  avec  des  impu ls ions  laser  no tamment .0n
obt ien t  êga lement  des  v i tesses  d 'échauf fement  t rès  rap ides  lo rsqu 'un  so l ide
absorbe 1e rayonnement électromagnét ique produi t  par un générateur à micro '
ondes ,  ou  b ien  lo rsqu ' i1  es t  soumis  à  un  fa isceau  d 'é lec t rons .

0n  se  propose d 'é tud ie r ,  pour  un  corps  thermoé las t ique obé issant  à  la

lo i  de  Four ie r  c ' lass ique,  l ' onde de  cont ra in te  c réée par  un  f lux  d 'énerg ie  cons-

tan t  que l 'on  app l ique brusquement  à  Ia  sur face  du  corps  (éche lon  de  f lux ) ,

supposée l ib re  de  cont ra in te .

La  cont ra in te  thermique appara i t  dès  1es  premiers  ins tan ts  sous  la
fo rme d 'un  "p ic "  ou  d 'une t ,o -sse  se  dép ' laçant  dans  le  corps  avee une v i tesse
qu i  se  s tab i l i se  b ien tô t  à  une va leur  éga le  à  la  cé lé r i té  i sen t rop ique du
son.  Ce p ic ,  dont  I 'ex t rémum prend d 'abord  des  va leurs  c ro issantes ,  f in i t  par

ne  p lus  c ro î t re ,  pu is  par  s 'amor t i r .  Nous  é tud ie rons  l ' évo lu t ion  de  l ' onde

de  con t ra in te  depu is  son  appar i t i on  jusqu 'à  la  phase  f ina le  où  e l le  s 'amor t i t .
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0n s 'a t tachera  à  met t re  en  év idence les  aspec ts  qua l i ta t i f s  :  en

part . icul ier  nous dégagerons les ef fets du couplage thermomêcanique et  de la

conduct ion thermique.

Le couplage se tradui t  physiquement par une interact ion entre éner-

g ies  the rmique  e t  mécan ique .  I1  es t  à  I ' o r ig ine  de  I ' appar i t i on  de  la  con-

t , ra inte,  et  inversement contr ibue à son évanescence. Le couplage joue é9a-

lement  sur  la  v i tesse  de  propagat ion  de  l 'onde de  cont ra in te  qu i ,  au  bout

d 'un  temps t rès  b re f ,  dev ien t  éga1e à  la  cé lé r i té  i sen t rop ique du  son (a1ors

qu 'en  théor ie  découp lée  c 'es t  la  cé lé r i té  i so therme du son qu i  jouera i t ) .

Le  rô le  de  la  conduct ion  dans  1a  dégradat ion  de  l 'énerg . ie  mécan ique

est  essent ie l .  s i  la  conduct ion  es t  nu l le ,  les  échanges en t re  énerg ies  ther -

mique e t  é las t ique sont  révers ib les ,  e t  dans  ce  cas  l 'onde de  cont ra in te  ne

s 'amor t i t  pas .

La  na issance pu is  l ' évanescence du  p ic  de  cont ra in te 's 'exp f  iquent

de  la  façon su ivante .  Le  f lux  d 'énerg ie  a  pour  e f fe t  d 'êchauf fe r  ins tan ta-

nément le corps en tout point  et  de fa i re apparai t re par couplage thermomé-

can ique des  cont ra in tes  de  compress ion  dont  l ' ex is tence es t  essent ie l lement

fug i t i ve ,  e t  ce la  Pour  deux  ra isons  :

a )  d 'une par t ,  le  bord  é tan t  l ib re ,  le  corps  va  se  d i la te r  e t  donner

na issance ,  dès  l ' i ns tan t  in i t i a l ,  à  une  onde  de  dé ten te  qu i  pa r t .de  l ' o r ig ine

pour pênétrer ensui te dans le corps et  re laxer la contrainte en un point

donnê ;  d 'oÙ l 'aspec t  de  p ic  ou  de  bosse que présente  la  cont ra in te  à  t  f i xé

(ou  à  x  f i xé ) ,  vo i r  1a  f i gu re  1 .

b )  d ,au t re  par t ,  le  coup lage thermomécan ique,  qu i  es t  à  l ' ,o r ig ine

même de l ,existence de la contrainte,  va ensui te par un ef fet  inverse permet-

t re  son éyanescence.  En e f fe t , ' l e  coup lage permet  la  t rans for rna t ion  de  l 'éner -

g ie  é las t ique,  por tée  par ' l ' onde de  cont ra in te ,  en  ênerg ie  thermique.  (A ins i ,

sur  le  passage du  p ic  de  cont ra in te  le  matér iau  sub i t  d 'abord  une phase de

compress ion  c ro issante  pendant  laque ' l le  de  l 'énerg ie  thermique es t  c réée) '

La conduct ion thermique assure le t ransport  de cette énergie thermique, d 'où

i r révers ib i l i té  e t  dégradat ion  de  l 'énerg ie '

L 'aspec t  a )  des  phênomènes es t  b ien  décr i t  par  la  théor ie  découp lée

qu i  p révo i t ,  à  t  f i xé  par  exemple ,  I 'ex is tence d 'un  p ic  de  cont ra in te  dont

le sonmet se déplace avec le temps à la v i tesse isotherme du son et  croi t '

en  va leur  abso lue ,  vers  une va leur  l im i te ,  d isons  or .  ce t te  théor ie  p réd i t

l a  re laxa t ion  des  con t ra in tes  en  tou t  po in t  ( l imo  (x ,  t )  =  o ) ,  ma is  e l le  ne
t-+-

décr i t  pas  leur évanescence g loba le ,  pu isqu 'e l le  donne :

sup  lo (x ,  t )  |  =  om t  o
x  )o

l im
f,-+o

";""
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Ainsi  la théor ie découp1ée est-el ' le imparfai te,  car prenant en compte
d 'une cer ta ine  façon 1e  coup lage pour  exp l iquer  l ' appar i t ion  des  cont ra in tes
thermiques, el le le fa i t  de manière insuff isante pour rendre compte de leur
évanescence globale.  I l  faut  donc faire usage de la théor ie côùplêe pour dé-
c r i re  le  po in t  b ) .

Ce chap i t re  es t  d iv isê  en  deux  par t ies .  D 'abord  on  supposera  que
1 'énerg ie  es t  déposée à  la  sur face  du  corps  :  la  va leur  du  f lux  de  cha leur  à
l 'ex t rémi té  du  mass i f  es t  supposée connue.

Dans la  deux ième par t ie  nous  cons idérons  une s i tua t ion  p lus  gênéra le ,
qu i  con t ien t  I 'exemple  précédent  corme cas  par t i cu l ie r .  0n  é tud ie  la  réponse
dynamique d 'un  corps  thermoé las t ique à  un  dépôt  d 'énerg ie  de  type  vo lumique
L 'énerg ie  n 'es t  p lus  dêposée  à  la  su r face  du  corps ,  ma is  â  I ' i n té r ieu r  de  ce lu i -c i ]

0n suppose dans tout ce chapître que les dépots d 'énergie sont de niveau
suff isamment bas pour qu'on puisse négl iger 1e rayonnement du sol ide
vers  l ' ex té r ieu r .

Tous  les  résu l ta ts  que nous  ob t iendrons  seron t  i l l us t rês  par  des

app l  i ca t ions  numér iques .

Le  contenu de  ce  chapî t re  a  fa i t  I ' ob je t  pour  le  p r inc ipa l  des
pub l i ca t ions  l l l  e t  l 2 l .

t - - lL

_r ,
E

Contrainte en fonct ion de t ,  â

- - - -  théor ie  découp1ée.  Cas du

théor ie  coup lée ,

e  =  0 .0168

x f i xé

cui  vre

F IG.  1  :
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3.1 DEPOT D. 'ENERGIE EN SURFACE

0n se propose dans cette première part ie d 'étudier 1a réponse d'un

demi-espace thermoélast ique, in i t ia lement au repos, à un échelon de f lux ther-

mique que ' l ' on  app l ique à  son bord  supposé l ib re  de  cont ra in te .

Le prob' lème analogue, relat i f  à un échelon de température,  a été

étudié par Dani lovskaia en théor ie découplée, puis par de nombreux auteurs '

vo i r  l g l  e t  l+ l  p .269  e t  su ivan tes .  Par  con t re  le  p remie r  p rob lème évoqué '

b ien  que phys iquement  p ' lus  réa l i s te  ( * ) ,  a  semble- t - i l ,  mo ins  re tenu I 'a t -

ten t ion .  S fgna lons  tou te fo is ,  dans  le  cadre  de  la  théor ie  découp lée ,  le  t ra -

va i l  de  S ingh  lS l ,  revu  en  lO l . f c i ,  nous  t iendrons  compte  de  façon  complè te

du couplage thermomécanique.

La contrainte ther,mique ret iendra,  conme nous I 'avons di t ,  toute

notre at tent ion en tant que contrepart ie dynamique d'une sol l ic i tat ion pure-

ment thermique.

Af in de poser correctement les condi t ions à la l imi te du problème

l inéar isé ,  i l  conv ien t  d 'abord  de  dé f in i r  le  pe t i t  paramèt re  qu i  a  permis '

de  l inéar iser le  p rob lème.  0n  s 'aperço i t  a lo rs  que l 'éche l le  de  temps T  in te r -

v ien t  dans  la  cond i t i on  à  la  l im i te .

0n  u t i l i se  ensu i te  la  méthode  de  l ' éche l le  va r iab le .  Ce l le -c i

nous montre que le problème est  partout quasi-stat ique (contrainte thermique

nu l le ) ,  a  l ' excep t ion  d 'un  t rès  pe t i t  vo is inage  de  I ' o r ig ine  (de  I ' o rd re  de

6 mic rons  pour  le  cu iv re) ,  où ,  aux  tous  premiers  ins tan ts '  on  ne  peut  nég1 i -

ger  la  cont ra in te .
pour étudier la contrainte dans ce pet i t  domaine, nous emp' loyons la

méthode de dêveloppement asymptot ique direct  par rapport  à la constante de

couplage thermomêcanique E.

a ) ts:i!!e!-ds-Prell.eue

0n se  donne  à  l ' i ns tan t  in i t i a l  e t  à  la  f ron t iè re  I  =  o ,  l i b re  de

cont ra in te ,  d 'un  demi -espace thermoê las t ique i  7o  in i t ia lement  au  repos '  un

échelon de f lux thermique. En af fectant du symbole -  les grandeurs physiques

(non rédu i tes) ,  les  cond i t ions  à  1a  l im i te  s 'éc r iven t  :

1o;  tes données contrôlables portent sur les f lux d 'énergie et  non sur les

températures.
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(1 )
Q = oo H(t1

o=o enX=0

où H es t  la  fonc t ion  de  Heav is ide ,  go  l 'ampl i tude du  f lux  de  cha leur  i .
Dans  la  su i te ,  nous  t rava i l lons  avec  des  équat ions  êcr i tes  sous

forme ad iment ionne l le .  A f in  de  b ien  poser  les  cond i t ions  à  la  l im i te  sous

forme rédu i te ,  i l  fau t  p réc iser  de  que1 le  façon le  pe t i t  paramèt re  de  l inéa-

r isa t ion  n  es t  cons t ru i t .

So i t  T ,  la  durée  sur  laque l le  l ' on  se  propose de  décr i re  le  phénomè-

ne. Nous al lons construire un pet i t  paramètre à part i r  de T,  et  de la donnée

go (ampl i tude du  f lux  au  bord) ,  en  ra isonnant  de  la  façon su ivante .  Supposons

le  p rob lème gouverné par  des  équat ions  l inéa i res ,  e t  voyons  que l le  es t ,  à  Qo
f i xé ,  l a  va leur  max imum de  T ,  pour  laque l le  l ' on  res te  pendan t  tou t  I ' i n te rva l le

de temps [o ,  T1 l  dans  ]e  domaine  de  va l id i tê  de  la  so lu t ion  l inéa i re .  Ce ra i -

sonnement conduira à une déterminat ion a poster ior i  de n.

Pour  res te r  dans  le  domaine  l inéa i re ,  i l  fau t  que la  dé format ion  un i -

ta i re  e  so i t  su f f i samment  pe t i te ,  d isons  éSe2.  De façon généra1e,  i l  do i t  en

être de même des autres termes de l 'êquat ion de Duhamel :

; -B
r -T-2r=e-r ;7- ;

En part icul  ier  :

(2) #,('2
Calcu lons  l 'é léva t ion  de  tempéra ture  au  bord  du  mass i f .  En  première

approximat ion ne tenons pas compte du couplage, c 'est-à-dire résolvons simple-

ment  l ' équat ion  de  la  cha leur  :

ao k  a2;
T 

- 
aT 

-----5 =

at  uo t  â i '

avec la condi t ion au bord

ô(i=o, i1 =- qo H ( t ) -

La  so lu t ion  pour  i  =  o  s 'éc r i t  :

o ,

k+=
ax

- r t \L /z
6 (o, t )  = 2 qo (;Fo?)" ' ,
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et  par  compara ison avec  (2 ) ,  i l  v ien t  :

r . tUZ
eo8 |  i  |  , / ;^

<--:--- ' |_ l --=-t  (Z -2'
^+  Lv  I  t  p  c l' o

0n se propose donc de décr i re le phênomène sur une durée qui  n 'excè-

de pas  la  va leur  T ,  te l le  que le  paramèt re  sans  d imens ion  :

.  T r  ,1 /2  Qo B
( 3 )  

^ - t  r  \

"=(b,JTt r+t i

so i t  su f f i samment  Pet i t .

u) Llende-ditfÊree

Nous u t i l i sons  ic i  les  no ta t ions  e t  les  équat ions  du  paragraphe 2 .3 'b '

où  l ,on  pose m =  o  pu isque nous  t rava i l lons  en  thermoé las t ic i té  c lass ique '

Rappe ' lons  les  équat ions  fondamenta les  du  prob lème (2 .3 '43)  :

t ? ?

*-(1 -;)++,r-à'r=o
ât '  àx -  âx -

(4 )

*- .r4+/Fffi=e
-  Ax -

(où  e  dés igne la  dé format ion  un i ta i re  e t t  la  var ia t ion  de  tempéra ture) ,  a ins i

que les  équat ions  (2 .3 .46-48)  :

o=(1  - ; )e -€ t

(5 )  S  =  t  + { i  e

â t
Q  =  - â - ï '

où o ,  s  e t  q  dés ignent  la  cont ra in te ,  I 'en t rop ie  e t  le  f lux  de  cha leur '

0n  rappe l le  que par  commodi té  i l  es t  p ré fé rab1e,  lo rsqu 'on  ca lcu le

l ,onde d i f fé rée ,  de  t rava i l le r  avec  des  quant i tés  i sen t rop iques  l ,u  ' ;  . "  e tc '

De même, au l ieu du pet i t  paramètre donné en (3) nous prendrons :

T1  . l /2  9oB
(6)  n=(- i )  = -

oo C k  I  +  2u

qui  est  légèrement di f férent de n .
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En se seryant du changement de variables (2,3.4L), les condit ions à

la  l imi te  (1)  peuvent  s 'écr i re  :

q = + *t*lt ' '  ,  ,r,' 'tr ,c

O . =  0 ,  e n  X  =  O r

où l 'on  a  posé :

,T  L /2

"=(q) ,

et où i .  est un temps caractérist ique du matériau défini  en (2.2.42\.

La durée maximum T, sur laquel le nous voulons décrire le phénomène
est f ixée une fois pour toute ;  mais l 'échel le de temps T est un paramètre qui

reste à notre disposit ion.
Nous supposons dorénavant que (*) :

(9) T1" f l .

Pour étudier l 'onde dif férée, nous al lons prendre une "grande" échel le

de temps ; précisément nous posons :

(10)  T  =  T1 '

Le paramètre cr déf ini  en (8) est alors égal à l 'unité'  tandis que le pet i t

paramètre  e .  dont  on se ser t  dans la  M.E.V.  (vo i r  2 .3 .45) ,  s 'écr i t :

T^
(u) .r={.

0n calcule la solut ion dif férée SO = iO * !0, en se servant des ré-

sultats du paragraphe 2.3.b, où I 'on a décomposé SO en une onde quasi-élast i-

que SO et une onde quasi-thermique SO.

I l  faut  u t i l iser  cet te  fo is  les  condi t ions â la  l imi te  (7)  qu i

s'écrivent au premier ordre, compte tenu de (5) :

1"1 Cette condit ion n'est pas nécessafre quand on étudie l 'onde aux preniers

instants avec la méthode de développement par rapport â e .
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(8 )
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â î , i

+= -+ H(t)
â*o /î.

(12)
(1-d)  (êo *  %)  

-  e  Ûo*  îo)  =  o ,  en 'x  =  o '

La fonct ion îo  est  donnée par  (2 .3 .77)  :

(13) îo = 6- * [ .

Puisque la  t ransformée de Laplace par  rappor t  au temps deI l io ,  t )  s 'écr i t :

(14)  f ,n '1xo '  s)  =  e-  (1-e) - l /2  'L /2  vo '

on dédui t -de (13)  que :

â t  n t ^

(15)  
* , ;  :  : t  

-  ê f  t /2  Dt /z  s

En subs t i tuan t  ce  résu l ta t  dans  (12) . , ,  e t  en  u t i l i san t  les  équa t ions  (2 .3 .71)

e t  (2 .3 .7g) ,  on  dé te rmine  1 ,  î ,  E ' " t ' g ,  Va leurs  de  é0 ,  êo ,10  e t  îo .n  x  =  o  :

T = ( t  -é)- t /2  D-3/2

(16)  d  =e -  t /2  (1  -6) t lz  D-312

î=0=o

Au premier ordre on a donc :

.o  =  (1  -  E  ) - l /2  O-312 * i

(17)
.o  =  ê- l /2  (1  -  É  )1 /2  D-3/2  * î

avec , 
^2

(18) D-s/z* Â =z (n!)1/2e 4f=( f -Tf

- .; '/ '(t - ; )' r/2 * ..t. f- 
x 

,r1' Lz@J
En ut i l i sant  (5) ,  e t  (5)2 ,  on vér i f ie  que :

( r9)  
oo =  o

So = -r-1l '  
e - e;Uz s- 312 * 

-o
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De ces  ca lcu ls ,  i l  ressor t  que la  cont ra in te  s 'annu l le  quand i londe
s'est  suf f isamment é|oignêe du bord.  Le problème est  a lors quasistat ique et
i l  su f f i t  de  poser  \  =  o  dans  l 'équat ion  (4 )  pour  re t rouver  tous  les  rêsu l -
tats précédents.  ât-

Décr ivons  main tenant  la  p remière  phase de  l 'êvo lu t ion  de  l 'onde,  ce l le
où la contrainte ne peut être négl igée.

c ) Eluge-de-Llsnde-e$-IqiDles-vcLesr:-ds-lle!:glsge-es -qs-leups

0n u t i l i se  ce t te  fo is  les  résu l ta ts  du  paragraphe 2 .4 .
Nous t rava i l lons  avec  le  sys tème d 'équat ions  2 .2 .4 ,  o i t  I ' on  pose m =  o  :

,2 ,  a?u .  râ t
;7-#./efr=o

(20) 
z zg-++u6â-u -o

du  ax t  a tax

Ce système a été obtenu à la sui te des changements de var iables (2.1.26-27),
où I 'on prend pour échel t e de temps :

(2I)  T = Tc.

Sous fonne rédu i te ,  les  cond i t ions  à  la  l im i te  ( l )  s 'éc r iven t ,  en  pre-
nant pour n la valeur donnêe en (3) :

1
q  = - : r - cH ( t )

(22)  f  e

o  =  O  ,  g h  X  =  O r

(23)

avec

" = 1$1t/z' L

0n  prendra  dans  la  su i te  à  la  p lace  de  (22)1  ta  cond i t ion  p lus  s imp le  :

q (o ,  t )  =  H( t ) ,

qui t te ensui te à mul t ip l  ier  tous les résul  tats obtenus par o/G,

(24)
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ou l . s  o ( i )  se  ca lcu len t  avec  les  fo rmules  (2 .4"54-58)  dans

Q=DL/Z(m=o)
Conformément à 1a méthode du paragraphe 2'4,  1 'onde

s i  1 'on  parv ien t  à  ca lcu le r  les  u ln ) . ,  o [n ) .
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(25)

(26)

Les équat ions  (2 .1 .32-33)  donnent  la  cont ra in te  e t  le  f lux  de  cha leur

o  =  €  -G,

â t
Q = - t ï

La contrainte thermique est  donnée par (2 '4 '53) :

r  i l 7  ( i )
O  =  L  e  û '

i>o
(27)

l esque l les  on  pose

sera déterminée

calcu l  aes t [n) et t [n]  en fônct ion des côndi t ions à la Timite

Le calcul se fait par récurence. Compte tenu des formules

I 'annexe  2 .4 .5  z

(1)  e t  (2)

de

*tn=Âk_,-o' l ' î t  ,  r lân

et  de  l ' express ion  (2 .4 .49)1  de  T( i )  e t  t ( i )

lT^ * 
tt) = tlt l  - Dt/z -(i '  '  Ix+o

=ak

r o [

o  ̂ k  '

-  1 ( i )-  r 1im
+ O

) ,. *

-1-

a :

, i ( i )
A X

-  D î ( i )

Par  su i te ,  s i  l 'on  u t i l i se  :

lT,*=lYo il,
l a  donnée au  bord  (24)  s 'éc r i t

DLtz io(o) = Ë

oUzto(1)  + oîo(o)

ot/z t  oG) 
_ rr(2) *

ol /2 To( i )  _  t r ( i )  *

Uz ,at$). tEE

:

( i  -  1 )

= O

D T

D T

(1 )  =  o

( i  -  1 ) -  î r ( i  -
o

o
1)  =  o ( i>3)

(28)
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En opérant

o5o) = o

,Dr(1)_

(2s)  -Dûo(2)+

de la même manière,  la condition (22)2 donne :

ol/z io

or(2)

(o )  =  ;  (o )
o

_ nuz u-o(1)= To(1)  +  îo(o)

Les formules (28) et
récurence.  Tout  d 'abord (28) f

o-3/z

to (o)  -  o

Supposons maintenant connues :

oo(o) ,  . .  . ,  to (n  
-  1 )  

,  i  o (o) ,

0n dédu i t  de (29)n  :

oo(n)  =  D- l  o r (n)  +  D- l  t r (n  
-

-  D- l  ( ro(n  
-  1 )  +  îo(n  

-  2 ) )

Uo( i  
-  t l=  uo( i  -  1)  *  I

(pour i

(29)  permet ten t  le  ca lcu l  de  To( i )  e t  ûo

et  (29)1  donnent  :

-  o  oo( i )  + t r ( i )  + u- l ( i  
-  1)  -  Dt /z (i - 2')

par

3)>/

( i )

i (o )  =
o

(30 ) ;. . . r . O
(n -1 ) ;

1) _ o-  L lz (n  -  1 )ûo

Visiblement,  compte tenu en part icul ier  de la forme tr iangulaire des matr ices

qui  entrent en jeu,  tous les termes du second membre se calculent par les for-

mu les  (2 .4 .50)  e t  (2 .4 "51)  en  fonc t ion  des  quan t i tés  connues  (30) .  A ins i  l a

fo rmu le .  (2 .4 .51) ,  donne- t -e l1e  t r (n ) .n  fonc t ion  ae  oo(o ) ,  oo ( ' )  . . .  oo (n -z )

ou  to ( l )  oo (h  
-  z )  su ivan t  que  n  es t .pa i r  ou  impa i r .

De la  même façon,  on  ca lcu le  To(n)  a  par t i r  de  (28)n .

Les  résu l ta ts  exp l i c i tes  iusqu 'à  l ' o rd re  2  s 'éc r i ven t :
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l (31)

(32)

l (33 
)

(34  )

T
o

( i>o )

35)

Expression ânâlyt iquê. dè lâ contrâiRte

t i )  ;  ( i )  I  ( i )  / i \
Les  î .  \

u  ,  - j  ,  . j  ,  O j * ' /  son t  donnés  Par  les

e t  (2 .4 .51)  sous  fo rme opéra t ionne l le .  I l  en  es t  de  même de

travers des formules (2.4"54-58).  0n se propose maintenant

or ig ina les ,  c 'es t -à -d i re  de  dé terminer  les  fonc t ions  (x '  t )

forme expl  ic i te.

0n remarque tout d'abord, compte tenu des formules

(34) ,  que  :

"  o (z i )=o  ( i  >o ) .

D 'au t re  par t ,  s i  1 'on  appe l le  A  e t  B  les  coef f i c ien ts

dans  o ( i )  =  ; ( i )  *  â ( i ) ,  de  so r te  que  :

o ( i )  =  A( t )  * [o  (x ,  t )  +  B( t )  *1o  ( r ,  t )  +  - , .  '

f o rmu les  (2 .4 .50)

la contrainte au

de  ca lcu le r  les
/ : \

+ o  \ r ,  ( x ,  t )  sous

(2 .4 .54-58)  e t  de

de Âo et âo

la  cond i t ion  (22) ,  por tan t  sur  la  nu l l i té  de  la  cont ra in te  au  bord ,  s 'éc r i t  :

B ( t )  =  -  A ( t ) '

111

; (o) = j -3/2
o

ûo(o )  -  o

(1)  =  o

ûo(1)=-#

îo(2)=-#-#

ro(2)  -  o

De p lus,  on a de façon généra1e :

o(z i )=n- i (2 i+1)=ot o  -  v t  
o

I
I|\

I
(

i

itu I
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0n

on

a donc  in té rê t  à  ca lcu le r  d 'abord  l 'o r ig ina lede A*Ào,  car  en  prenant  x  =  o
obt iendra  en  par t i cu l ie r  :

g = -  A*ro lx  =  o  (=  -  -o( i )  
(o ,  t ) )  ( * )

Cela économise des ca lcu ls  longs et  inut i les .

Calcu l  ae . ' (1 )

0n a  avec  (2 .4 .55) ,  (32 )Z  e t  (36 )  :

o(1) = , : 'n- 
1r^ -  îo).

D-1  
'o

comme d i t  p récédemment  on  ca lcu le  d 'abord  l 'o r ig ina le  de  :

D-r/2
f=f*ao=-T(1,x, t )

où I  'on  a  posé :

^a t
T(a,x,t) = 

Ë6 [exp (- x /â) erfc (2]g - teq - exp (x fa) errc (2ft.

Pour  les  dé ta i l s  de  ca lcu l  nous  renvoyons à l 'annexe 3 .A.1 .  En fa isan t  x  =  o
dans l 'express ion  (38)  on  ob t ien t  accesso i rement  l ,o r ig ina le  de  :

D-L/z r -
D-=T = e- erf ( /t) '

d 'où  f ina lement :

o(1) = H(r-x) et-x erf ,E - 
| "t[e-* 

.rr. (ft - rt1

- eX erfc tft + €11

Catcut  des o(3)  = -o(3)  
*  6(3)

(37)

(38  )

(  3e)

(40 )

(4,) lil,'='-'j'.::T'li';'
*l rr*, F'i
*(5*r'-9,

conduisent à :

t '- l tx+i-81 errc( A-hl
- + - x + zt- !) .rr. (E + ft l ^2
tx + f * t) .t-* - G- i - i, t/F e- :m

Et par  su i te  t  *  Âo = B ( t  -  x )  est  connu.(.*)
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' le plomb la contrainte

(déf in i  p lus lo in) ,  la  so lu t ion ou Prê-

se trouve, comne en théorie découplée'

= x. Maisr alors que dans la théorie dé-

Le terme .n âo d. ,

â(3)  = -  ( -  îo(2)  -  Dt /z  uo(2)  + ur(z))  âo -  D t1(3)*

est  donné Par  (37)  e t  (41) -

I l  res te  à  éva luer  I ' o r ig ina le  de  :

D r1(3) = t, 
,; l t ' ; \r.

Un calcul  d i rect  donne (")  :

ouz - D
Iæ (D:1r 

*n-t l .  = (1 + t) et -h= (L* t) et err

En fin de comPte on a :

gpl /-il-x 1t2 -tx - zt + |

Représentons graphiquement pour le cuivre et

approchée :

o^  =G(o(1 )  * 'o (3 ) ) '
a

Les courbes en trai t  p le in sont relat ives â la théor ie découplée et  représen-

ten t  à  x  f i xé  la  fonc t ion  ( f ig '  1  e t  2 )  :

t  -> -  +-= -  o(1) '
G

Lescourbeshachurées fon t in te rven i r lecoup lage thermomécan ique .E l les repré -

sentent pour diffêrents x fixés la fonction :

t  + -  o--= -"+
GG

Dans son domaine de val id i té

sente  I 'aspec t  d 'un  p ic  dont  le  sommet

au front d 'onde élast ique isotherme t

A1

rt +fr

(42) â (3) = H (t-x) 
tâ 

.t-- (t-x) (x-t-2) - l 
"-*

-f,r-tE-3r'Æ]

a) 4spes!-sss!!ilelif

(43)

(*) 0n retrouve d'ai l leurs cette formule

table de transformée | 7l (prendre c
à par t i r  de  l 'équat ion  (6 )  de  la

=orâ= t rb=o)
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couplée le  p ic  tend vers  1 lorsque t  =  x  tend vers  l ' in f in i ,  dans la théor ie  couplée
le pic atteint une valeur maximum puis décroit .  Ainsi se trouve confirmée l 'éro-
s ion du p ic  conduisant  à  l 'évanescence des cont ra in tes.

Introduisons les notat ions :

or (x )  =r t looou (x ,  t )  ;  o r (x )  =  o .  (x ,  x ) .

Si l 'on trace les courbes l ,  etts def inies par :

Î ^ r r  -à  "m(x)
G

fr :  x  - )  
os (x)  ,
G

on s 'aperçoi t  qu 'e l les sont  sensib lement confondues pour x infér ieur a !  ,  êt
qu'el les passent par un maximum. Au delà de ce maximum, on peut montrer quef,s
dégénère  en  une  d ro i te ,  don t  l ' équa t ion  es t  de  la  fo rme ( f i g .2 )  :

x + _ t +etf * t l ,

et qui  coupe I  'axe o = o en :

*r=l-2=2
Conune cette droite est pratiquement tangente afs et f^, on peut admettre
qu 'e l le  dé f in i t  une d is tance de  re laxa t ion ,  ou  un  temps de  re laxa t ion :

(44) t .=x.=l

qu i  carac têr ise ' la  rap id i té  avec  laque l le  se  dérou le  le  p rocessus  d 'a t ténuat ion .
Avec (2.L.26) revenons aux grandeurs physiques, en tenant compte du fai t  que
T=T :c

(45) '"=*=3r..

Pour le cuivre par exemple on a :

T,^ = 1,4 x lo-9 sec, X, = 6 x 1o-6 m.
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la  * .

1r .  X"

et  te l les  que les
ques,  ( f ig .  3 )  :

,  t - .  t r

T T
,  r (  r r

^
domainescr[ ,  en var iables rédui tes,
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Les ef fets dynamiques sont donc très v i te dissipés par la conduct ion thermi-

que.Ce la  jus t i f ie  que beaucoup de  prob lèmês,  où  la  so l l i c i ta t ion  au  bord  es t

de nature thermique, soient considérés comne quasi  stat iques.

Précisons maintenant le domaine de val id i té de la solut ion approchée

oa. Les expressions (a1) et  (42) cont iennent des polynômes en x et  t ,  et  ces

termes sécu la i res  l im i ten t  a  p r io r i  le  domaine  de  va l id i té  deo.  aux  pe t i tes

valeurs de x et t. Cependant on peut remarquer qu'à t f ixé le comportement de

la contrainte est  correctement rest i tué lorsque x tend vers l ' inf in i .  En ef fet

on a par construct ion (condi t ions de régular i té)  :

l im  o^  =  0
x+o  

. '

De plus on montre en annexe 3.A.2 que la solut ion approchêe décr i t  la relaxa-

t ion  de  la  cont ra in te  en  un  po in t  donné ;  c 'es t  à  d i re  qu 'à  x  f i xé  :

(47) 
l*  

ou = 0

Par contre le comportement de ou (x,  t  = x)  est  inacceptable dès que x > xr

(vo i r  la  va leur  de  ou  (x ,  x )  ca lcu lée  précéderment ) .

Ces considérat ions permettent d 'est imer qu' i l  existe des quant i tés

rédui tes x et  f  (en var iables physiques I  et  T) vér i f iant  :

(46  )

(48)

Jt=

,ft- =

0- . t

Â
et r/L en var iab les  phys i -

{ , " ,

t,i,

t )  l0sxs i  ou

-
t )  0 - .x<X ou

,4
-"J0- . t

déf in issent grossièrement des domaines de val id i té pour la solut ion approchée ou



Sect ion  3 .1

e) 9glsLs:ign

La méthode de  l 'éche l le  var iab le  mont re  qu 'au  premier  o rdre

la  con t ra in te  es t  nu l le  dans  un  domaine0du  type  (2 "3 .66) ' ,  ( f i gu re  3 )  :

x ( - ,,a.J
(49)  H)=, f (x , t )  |  x) ,  x l ,

L)

où la  borne  1  vé r i f i e  la  cond i t i on  (  2 .3 .64)  :

LT7

50)
,^
y r rn î . .

La méthode de perturbation directe par rappo"t-q la constante É, nous

a fourni  une solut ion approchée or,  (43),  valable dansot.  La comparaison avec

une simulat ion numérique sur ordinateur montre guê oa est  une bonnç approche

de  la  so lu t ion  exac te  , r " , l t l im i té  par  les  bornes  1  =  
T  e t  1=  +  .

En poussant  p lus  lo in  le  déve loppement  enÉ,  on  peut  décr i re  le  do-

maine  compr is  en t re  f r .e tô  l t igure  11 .

Le problème est  quasistat ique en dehors du domaine :

/ \ /
ô= Itr, i l  I  o-.*si et o(l- ' î . |

L-)

C'es t  dans  ce  domaine  qu 'appara i t  pu is  que s 'évanou i t  la  cont ra in te

thermique

0n peut  remarquer  à  pos tér io r i  qu ' i l  ex is te  pour  l ' onde d i f fé rée

un  domaine  de  va l id i téO l  p lus  g rand  que  9 :

o '  f  -  ^  :1 . )au1 =  1(x ,  t )  |  x  > ,  X  ou  t> rT  \' t )

Cela est  dû à la  nature par t icu l ière du problème étud ié:  donnée à la  l imi te

constante pour  t  >0.
Nous n'avons pas tenu compte dans cette étude de tous les facteurs sus-

cept ib les de jouer  sur  ia  cont ra in te  thermique.  En par t icu l ier  une so l l ic i ta t ion

en formé de rampe au l ieu d'échelon a pour effet de diminuer considérablement
la  cont r l in te  thermique I  g  l .  Un aut re facteur  suscept ib le  d ' in terveni r  dans le

domaineSest  le  fa i t  qu 'en réa l i té  la  chaleur  se propage à v i tesse f in i  ( théor ie

du second son) .
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3 .2  DEPOT D 'ENERGIE EN VOLUME

Précédemrnent l 'apport  d 'énergie thermique étai t  de type surfacique.

Nous al lons considérer maintenant un dépôt de type volumique. Nous supposons
que le  f lux  d 'énerg ie  pénèt re  à  I ' i n té r ieur  du  corps  e t  se  dépose dans  un  vo i -

s inage de  la  sur face  pér iphér ique appe l lé  couche d 'absorp t ion .  Le  dépôt  de  type

sur fac ique peut  s 'ob ten i r  a lo rs  comme cas  l im i te  en  fa isan t  tendre  l 'épa isseur

de la  couche d 'absorb t ion  vers  zéro .

L 'é tude de  I ' impact  d 'un  f lux  d 'énerg ie  sur  un  corps  thermoé las t ique

a é té  abordé par  Zaker  l9 l  pour  un  corps  l im i té  par  deux  p lans  para l lè les  (un

mur) .  I l  se  l im i te  au  cas  où  la  couche d 'absorb t ion  a  une épa isseur  su f f i sanrnent
g rande ,  e t  i l  ne  décr i t  pas lâ  phase  in i t i a le  où  l ' onde  p rend  na issance ,  n i  l a
phase f ina le  où  les  cont ra in tes  s 'amor t i ssent "

D 'un  po in t  de  vue mathémat ique,  les  équat ions  que nous  a l lons  é tud ie r

di f fèrent de cel les du paragraphe précédent"  En ef fet  le dépôt d 'énergie en

vo lume fa i t  appara i t re  un  te rme source  dans  l 'équat ion  de  l 'énerg ie ,  e t  ce la

a pour ef fet  de rendre non homogène le système fondamental  d 'équat ions.

D 'un  po in t  de  vue  qua l i ta t i f  i 1  y  a  auss i  une  d i f fé rence .0n  a  mont ré

en 3"1  que le  p rob lème es t  quas is ta t ique en  dehors  d 'un  t rès  pe t i t  vo is inage de

l 'o r ig ine .  Dans  le  cas  p résen t , ' l e  p rocessus  d 'a t ténua t ion  n 'es t  pas  tou iours

auss i  rap ide ,  car  I 'onde de  cont ra in te  met  d 'au tan t  p lus  de  temps à  s 'amor t i r
que l 'épa isseur  de  1a  couche d 'absorp t ion  es t  g rande.

Nous é tud ions  I 'onde pour  les  fa ib les  va leurs  de  I 'absc isse  ou  du  temps

à I 'a ide  d 'une méthode de  per tu rba t ion  d i rec te  re la t i vement  à  la  cons tan te  de

couplage thermomécanique e.  Cette méthode est  suf f isante pour rendre compte de

l 'a t ténuat ion  de  la  cont ra in te  dans  le  cas  où  la  couche d 'absorp t ion  es t  de

fa ib le  êpa isseur

Dans le cas contraire,  cet te méthode de perturbat ion directe ne suff i t

pas .  E l le  décr i t  ce r tes  les  p remiè res  phases  de  l ' évo lu t ion  de  I ' onde ,  ma is

c 'es t  avec  la  méthode  de  l ' éche l le  va r iab le  ( t ' )  que  nous  décr i vons  l ' onde

d i f fé rée  e t  l ' é ros ion  du  p ic  de  cont ra in te  due à  la  d iss ipa t ion  par  conduct ion .

0n montre que 1es deux solut ions approchées obtenues à l 'a ide de ces méthodes
-  I ' une  va lab le  pour  les  absc isses  e t  1es  temps  pe t i t s ,  l ' au t re  pour  1es  g randes

va leurs  de  I 'absc isse  e t  du  temps -  se  raccordent ,  e t  couvrent  a ins i  tou te

l 'évo lu t ion  de  I 'onde.  En ou t re ,  g râce  â  ce  raccordement ,  on  peut  dé f in i r .  avec

préc is ion  les  domaines  de  va l id i té  de  chacune des  so lu t ions .

( " )  C 'es t  un  exemple  d 'app l i ca t ion  de  la  l4 .E .V .  à  la  réso lu t ion  de  sys tèmes

non homoqènes.

118
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a) Bgsilie!-qu-PreDlÈse

Le corps,  in i t ia lement au repos, est  brusquernent soumis à son extrê-

mi té  à  un  f lux  d 'énerg ie  de  déb i t  cons tan t .  0n  suppose que 1a  lo i  d 'absorp t ion

de l 'énerg ie  par  le  matér iau  es t  de  type  exponent ie l  ( * )  ;  d 'où ,  en  dés ignant

pu. Ë l 'énergie thermique dépqqée par uni tê de masse et  de temps :
x

(1) É(*,i l =Foo" 5 H(l)
p

où X^  es t  par  dé f in i t ion  la  longueur  de  pénét ra t ion  du  f lux  dans  1e  corps ,  e t
P

H la  fonc t ion  éche lon  un i té  de  Heav is ide .

Les  cond i t i ons  à  la  l im i te  son t  les  su ivan tes :
-  le  bord  es t  l ib re  de  cont ra in te  (cond i t ion  de  type  mécan ique)
-  la température de la paroi  est  constante (condi t ion de type thermique).

Nous  examinerons  éga lement  p lus ' l o in  le  cas  d 'une  paro i  qu i  n 'au to r i se

aucun t rans fer t  de_cha leur  par  conduct ion  (nu l l i té  du  f lux ) .

Le  te rme P qu i  représente  1e  dépôt  d 'énerg ie  en  vo lume s ' in t rodu i t

dans  l ' équa t ion  de  l ' énerg ie ,  de  so r te  qu 'en  théor ie  l i néar i sée ,  on  a ,  au  l i eu

de  2 .1 .24  z
(r.) Q-)

-aSaq
(2)  eooor i=- i l+PoP

Les équat ions  fondamenta les  du  prob lème s 'écr iven t  (comparer  avec  2 . I .25)  :

.2 t&) ^z LU ^z ̂&)A-e I  â-d o a-0
-7 -;; --ry t ; 

---;7 = o
ât '  ax '  'o  âx '

(3) Lt ) z e\ rt)
âO '  â ' e  -  âe ' '  P

f ^C-- . ; -k - -+  Bo^- - - . - .=-  oP,
ru  a t  âx '  "  a t  n

t2)
où  r i ' es t  la  dé format ion  un i ta i re ,  e t  n  un  pe t i t  paramèt re  de  l inéar isa t ion .

Compte tenu du repos in i t ia l ,  1es dér ivées par rapoort  au temps peuvent être

pr ises  au  sens  des  d is t r ibu t ions .

Dans la  su i te ,  sau f  ment ion  du  cont ra i re ,  nous  supposons la  paro i  i so-

therme,  de  sor te  que  les  cond i t i ons  à  la  l im i te  s 'éc r i ven t :

(*)  C'est  le cas pour de nombreux rayonnements.
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û ) -
o ' ' ( x  =  O ,  t )  =  6

t i l . -
e ' (x=o, t )=0

u) Elsge-Ée-llqNe---ssr----pe!i!e:-yelesr:-ge-llcbssi:ee-es-gs-leups.

0n normal ise  le  sys tème (3)  avec ' les  changements  de  var iab les  e t  de
fonc t ions  (2 .1 .2G-27) ,  e t  I ' on  pose  :

P^BT.
o L

(À +  2u)C

La durée Ty sur laquel le on se propose de décrire le phénomène, est
te l le  que n so i t  un pet i t  paramètre.

S i  l 'on  pose :

(6 )  P=PoP,

i1  v ien t  :

t?0

(4 )

(5 )

(7 )
# +t#*G"Ë==e

# *.',*=0,
avec :

(B) o =+-
,1

N.B.  :  Sans  res t re indre  la  généra l i té ,  on  posera  dans  la  su i te  c  =  1 ,  qu i t te
à  mu l t ip l i e r  l e  résu l ta t  f i na l  pa r  o .

0n  rappe l le  l ' équa t ion  (2 .1 .32)  qu i  donne  la  con t ra in te  :

(9 )  o=e-Gr

En posant :

(10 )  T  =  T . ,
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avec :

r21

l e  sys tème (7)  s 'éc r i t  :

+t - *. '6 3i = a '-'* '(')
(11) 

* #- 
r*=0,

(12) . ,  X.'=5'

Les équat ions  (11)  io in tes  aux  cond i t ions  à  la  I  im i te ,  en  x  =  o  :

( 13 )  r=o  ;  o=o

a ins i  qu 'aux  cond i t ions  in i t ia les  e t  de  régu ' la r i té  peuvent  ê t re  réso lues  de

façon approchée en employant une méthode de perturbat ion directe relat ivement

au pe t i t  paramèt re  e .0n  pose,  en  se  l im i tan t  au  second ordre  :

1
,  =+ ( .o+E11+. . . . )

( 1 4 )  
v e

a  =  a O  + e e l  *  . . . .  r

et  on  ca lcu le  les  te rmes de  ces  déve loppements  par  subs t i tu t ion  dans  (11)  e t

(13) .  La  cont ra in te  o  s 'ob t ien t  ensu i te  avec  (9 )  :

(15 )  o  =  oo  + .o1  +  . . . .  =  (êo  - .o )  +  e (e t  -  t t )  +

0n se  propose de  ca lcu le r  exp l i c i tement  oo  ê t  o r .  Seu ls  les  ca lcu ls  re la t i f s

au  premier  o rdre  sont  exoosés  ic i ,  ceux  qu i  concernent  l ' o rd re  su ivant ,  b ien

p lus  longs ,  son t  re je tés  en  annexe 3 .4 .3 .  Remarquons que 1 'a ' lgor i thme de ca l -

cul  é laboré au chapi t re I I  ne peut être employé ic i '  car 1e problème est  non

homogène.

La  subs t i tu t ion  de(14)dans(11)e t (13)donne au  premïer  o rdre  :
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(  16)

(17  )

âr a?r
o --+ = e-Yx H(t)--âT - 

ax-

'  
^2o  ^2 ,, -ao-;r-#*ï=o

to l x=o=o eo lx=o=o

La t rans format ion  de  Lap lace  par  rappor t  à  la  var iab le  t  apn l iquée
au système (16) donne, compte tenu du fai t  que les dér ivées par rapport  au
temps sont  p r ises  au  sens  des  d is t r ibu t ions  ( i .e .Compte  tenu des  cond i t ions
in i t i a les ) :

,fr, o

2b
S . (eO

azl,
o

ax-
^2ao 4êo--r7

e-YX

a2{t

-L
s

(18 )

+ ----9 = g.
âx-

I l  es t  fac i le  de  vo i r  que  la  so lu t ion  de  (18) ,  vé r i f i an t  l a  cond i t i on  de
régu la r i té  à  l ' i n f in i  a ins i  que  la  cond i t i on  à  la  l im i te :

l ro (x = o,  s)  = o,

est donnée par :

f r^=- - -L  -  (e-  o  s  1s  -  rz1  
\ -

0n substi tue cette expression
après réduction des équations

{oo  $ ,  s )  =  (

-Yx -  . -  , t "*)

a
dans  (18)^  oour  ca lcu le rd  e'  ' é  o
ra t ionne l les  en  s  sous  fo rme

11

;  d ' où  f i na lemen t ,

canon ique  ( * )  :

I  _ )  e -xs
2r(1-v) (s -v)

-* r t / '  
*

tr-"()

1

(s  -  1 )2v  (1+v)  (s  +v1
(1e)

.# (1 -  1 ' )  '
s - l  s - f e-\z)(t-t ') 2Y( \ - t )  (s -v ) 2 \ (y+ I )  (  s+v

t

( ^ ) 0n suppose pour just i f ier

y  =  1  s 'ob t ien t  en  fa isan t

les  ca lcu ls  que

tendre y vers 1

y  *  l .  La  so lu t ion  re la t i ve

dans  ( le ) - (20) .
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fo rmules  c lass iques ,

[ 'o '

(2t)

22)

23)

cf  l10 l

avec :

; J-,

0n ca lcu le

oo  (x ,  t )

l 'or ig inale de cette expression par des

- t  i  ^v1t*x)  I  -v1t -x) -
= (2aç1:1; e - 

ZT(TïYJ tr J- . t -x)  H(r -x)
1-r

. ïè, et-x errc (#- fr,1 et+x erfc ( x'2Æ+ ,E)

. ,

2x

f,e-4t. ,

t )=( - t+  3 ,  tx
-  2(1- r )

- !, 
"f 

rix errc (* \ tr\ - l {2 t*', errc (J--+y ,6) )

. (* {" -"r+-, 
"'*t"r1v+T g-t1 t-Yx

conduisent  au résul ta t  (annexe 3.4.3)Pour o'  des calculs laborieux

ot (x,  t )  = t  + %+ %'

t = â A(x, t) et-x errc (#- 6) + â ot-r, t1 et+x errc (;Ê- /.t)

B(t )  e '2 t - ' * erfc ({ -', Æ)

n1t1 Jzt  + Yx er fc ,Æl

A(x,

(4 *v
2'/t

ffi x+

#, ^2 - -!-, t21,
2(1-r )  l - r
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(24)

(25)

(26)

(?7)

B(t )  =

Bz=

zç+fl * ,t
{l7r ær

z+f-T;7f ,.r#**ftr'

-  t ,  tx+- l
z(r-f  )  zt

,  l +Yt -  
4Y(ùf

* (  1 -Y . *

4v(1+v)"

1

o(fif

I

t( r.. )z

,21 H1t-*)  et-x

* I , r )H(r-x) . ( t -x)
4(r-v l '

+r) H(r-x) .- (t-x) ,
4(1+Y) '

t ;  sY( t -x1

93=- ,#.].#n'2r-,*

r  l+v*oa-P

'  L - tt4(l*i l

Essayons maintenant de déf in i r  grossièrement un domaine de val id i té
de la solut ion approchée

O = O + e O l
c  o '  I

Remarquons d 'abord  qu 'à  x  f i xé  (vo i r  la  démonst ra t ion  en  annexe 3 .1 .4 )

l im  o^  =  o ,
t+- 

e

aut rement  d i t ,  la  so lu t ion
un point  donné. De même le

t1  s-Y( t+x)

approchée décr i t  la relaxat ion de la contrainte en

comportement de o. à t f ixë est comect quand x tend

(28)
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vers  I ' i n f in i .  En  e f fe t ,  on  a  par  cons t ruc t ion  (cond i t ions  de  régu la r i té )  :

l im o"  =  o
xæ

Etudions naintenant le comportement asymptot ique de oc sur la droi te x = t ,

quand t  tend vers l ' inf in i .  Pour les grandes valeurs du temps on a :

(30 )  ,o .  
l *= f , ,  

-4 | ;11 te (a+b t )

où a et  b sont déf in is par

r25

(2e)

(31) .=: l  
'Y:r

4(L  +  v ) "

(32 ) b= r  
,

4 ( l  +  v ) -

La solut ion approchêe o. n'est plus représentat ive de la réal i té dès lors que

le terme correct i f  1a i  Ut1 cesse d'être pet i t  par rapport au terme principal

1-  
ZÈT, 

c 'est  à dire lorsque t  devient suf f isamment grand.

Ainsi  la solut ion approchée o.  n.  permet-el le de décr i re l 'évolut ion

de l 'onde de contrainte que dans les premières phases de son évolut ion"

Lorsque nous passerons à l 'étude des résul tats quant i tat i fs,  nous

ver rons  que,  pour  les  g randes va leurs  dey ,  l ' essent ie l  du  processus  d 'a t ténua-

t ion de la contrainte se produi t  aux fa ib les temps et  peut donc être décr i t  par

o.r  ôu besoin en poursuivant le développement par rapport  à e .

Lorsque la longueur de pénêtrat ion XO est grande relat ivement à X.

(  v  <<1) ,  l ' onde de  la  cont ra in te  met  b ien  p lus  de  temps à  s 'amor t i r ,  e t  pour

décr i re cet  amort issement avec un développement en puissance de E, i l  faudrai t

faite appel à un nombre élevé de termes, ce qui oterait tout intérêt à la mé-

thode.

La M.E.V. donne dans le cas où XO>> X. une représentat ion s imple de

l 'onde aux grande valeurs du temps.
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avec :

t26

c ) Elsge-de-l.lengs-PesI-le:-srsrqee-yslssr:-ge-lle!:çl::9-s!-gs-!eup: ( Dans I e
cas  où  XOt> X. )

0n normal ise cet te fo is les êquat ions à l 'a ide des changements de va-
r iables (2.3.4r)  et  en prenant pour pet i t  paramètre :

P  gT .
(3s) î= 9 

.r
(i+z i)c

La constante de couplage isentropique Ç les temps et  longueur caractér ist i -
ques  Tc  e t  X . ,  la  cé lé r i té  i sen t rop ique du  son o ,  son t  dé f in is  en  (2 .3 .40)  e t
(2 .3 .42)  .

,  
,es rchangements  de  var iab les  condu isent ,  s i  l ' on  u t i l i se  la  re la t ion

ç2 '=  (1 -E)  n 'à  expr imer  le  sys tème (3 )  sous  la  fo rme rédu i te :

(36  )
* (1-Ë) #.o,*=o

,+ + #.,€ffi=;, dn,
(37  )

-v -

P(x ,  t )  =  g  
^P  

H( t )  (X  =  n  T ) .

0n  rappe l le  que les  dér ivées  sont  p r ises  au  sens  des  d is t r ibu t ions .0n  no tera
éga lement  les  re la t ions  (2 .3 .46-47)  :

(38 )  o=( t -Ë)  e -G r

(39)  g=  r+E e

I l  es t  p lus  a isé  d 'about i r  aux  résu l ta ts  s i  l ,on  t rans forme 1e sys-
tème fondamental (36) en un système où apparaissent les fonctions inconnues
( o "  )  :

? 2
*-&*ET"é=-^DP
æ- r7- 

' ' râ;;U =-otf
(40 )  

â r  
î .  

,  r  _ r  oz_
TE - T rr  -  e t  5 * €# = + (1 - E) p.

ôx' oç tr
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0n a posé :

(41 )  o=* '1

L 'équat ion  (a0) ,  s 'ob t ien t  en  é l im inant  e  en t re  (36)Z  e t  (38) .  Pour

obten i r  (aO) t  on  é l im ine  e  en t re  (36) t  e t  (38) ,  pu is  à  l ' équat ion  a ins i  ob tenue

on 
' retranche 

l 'expression Æ f t  (40)2

N.B. :  Par cormodité nous conviendrons de poser dans la sui te c = 1,  gui t te à

mul t ip l ie r  ensu i te  les  résu l ta ts  ob tenus  para  .

Nous travai l lons dans ce paragraphe avec le pet i t  paramètre :
T

(42) 2=f.
Compte tenu de I 'hypothèse :

(43) Xn "1. (1. =d Ï.) ,
P r '

on peut, tout en gardant à e, son caractère de petit paramètre, donner aux

échel les de temps T et  de longueur X les valeurs :

44)  X =  i t  =  *0 .

Le dépôt d'énergie en volume prend alors la forme :

45)  P (x ,  t )  =  H( t )  e -x .

En résumé, on se propose de calculer la solut ion dif férée des équa-
t ions (a0)  qu i  vér i f ie  les  condi t ions à la  l imi te  :

46)  o lx=o=o ,  r lx=o=o

Corme dans le paragraphe 2.3, la méthode consiste à superposer deux ondes,
I 'une d i te  quas i -ê las t ique (Q.E. ) ,  l 'au t re  quas i - thermique (Q.T.  ) .

(47 )

L 'onde  quas iê las t ique  (Q.E .  )

El le est  déf in ie par des dêveloppements de la forme :

c io =  . )  r? '  o i  ( x ,  to ,  t ,  . . . . )
i  > o  

6  |  v  À

f . i
r  =  *  -  )  ,2 '  , i  ( x ,  to ,  t ,  . . . . )

{ ê  i > o  L  '  v  r
48)
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où l 'on  a  in t rodu i t  les  éche l les  mul t ip les  de  temps :

(49) r i  = .z i  t  ( i  > o)

Des éche l les  mul t ip les  d 'espacer r fe ra i t  tou t  auss i  b ien  l 'a f fa i re  car ,
la  par t ie  p r inc ipa le  de  l 'onde se  propage le  long de  la  d ro i te  x  =  t  au  vo is i -
nage de  laque l le  t  e t  x  " jouent  des  rô les  équ iva len ts , ' .

La subst i tut ion de ces développements dans le système (40),  puis l ' iden-
t i f icat ion des deux premières puissances de e.  conduisent aux équat ions :

a?o a?o
o  

-o  aP- r r - - r r= - -
, to -  ax -  t to
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( 50 )

â to  -âoo  ,
'6.=rÇ=(1 -E)P

(51 )

(52)

(  s3)

(  54)

(s5)

,'o, & o, f o^ a3 r-

,T #=-t*,1 ;Ft

Ao. ât. âo ât=''+{=-u=i ri+(r-ê)
a2,

o

æ

(56 )

De même la  subs t i tu t ion  dans  les  cond i t ions  à  la  l im i te  (46)  donne au
premier ordre :

oo  ( r  =  o ,  to ,  t l ,  . . . .  )  =  o

.o  ( "  =  o ,  to ,  t1 ,  . . . .  )  =  o

Réso lvons  (50)1  sous  les  cond i t i ons :

oo( *=o , to )=o

l im oo ( r ,  to )  =  o
x+@

L'ut i l isat ion de la  t ransformat ion de Laplace par  rappor t  â  la  var iab le  to ,
e t  le  fa i t  que les dér ivées dans (50)  sont  pr ises au sens des d is t r ibut ions,
conduisent à :

z  ç  * {oo)  
- -xs- . (oo 

;Ë 
= -  ê
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La solut ion de cette équat ion vér i f iant  (54) et  (55) :

fto^ (x, s) = l1 .-" - ,' e-x
"  s ' -1 s ' -1

donne par  re tour  à  l ' o r ig ina le  :

(57)  oo(x,  ro)  =Zt  t . 'o-x-  e-  ( to-*) )  H ( to-x)  -1. 'o-x+| . - to-*

Le tracé à to f ixé de la courbe

x  oo  (x ,  to )

révè le  l ' ex is tence d 'un  p ic  de  cont ra in te  dont  le  sommet  se  s i tue  en  *  =  to .
Ce lu i -c i  se  dép lace  donc  avec  une v i tesse  normal isée  de  va leur  un i té  ;  c 'es t  à
dire,  en grandeur physique, à 1a célér i té isentropique du son.

La solut ion approchée (57) rend bien compte de la relaxat ion de la

contrainte en un point  donné :

(58)  
l i r  oo  (x ,  to )  =  o
fo-)æ

Par  cont re  e l le  ne  décr i t  pas  I 'a t ténuat ion  du  p ic  due à  la  d iss ipa t ion  par

conduct ion.  En ef fet  la valeur au sommet

(59)  oo(x=to, to)  =- l * | " -z to

tendvers- |ArunAto*- .

D'a i l leurs pour to suf f isanment grand,  l 'équat ion du pic est  :
. ,  - l t^  -  t l

( 60 )  oo (x , t o )= - )e  t r

Le pic se déplace alors sans se déformer, et en part icul ier i l  reste symétr ique
par rapport à une droite vert icale passant par le sonmet (f ig.a 1"

Calculons la température to .n intégrant la formule (50)2 par rapport
à to. La solut ion

(61) .o (to, X) = - d oo + (1 - Ë1 to e-x

vêr i f ie  la  condi t ion de repos in i t ia l ,  mais  pas la  condi t ion à la  l imi te  (53) .
I l  es t  donc imposs ib le  pour  l 'onde Q.E.  de sat is fa i re  s imul tanêment  les con-
d i t ions à  la  l im i te  (a6) t  e t  (46) r .  D 'où la  nécess i tê  d ' in t rodu i re  p lus  lo in
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l ,onde Q.T.  pour  ob ten i r  une so lu t ion  r igoureuse du  prob lème.  0n  mont rera  ce-

pendant  que l 'onde Q.E.  es t  su f f i san te  pQur  ca lcu le r  la  cont ra in te  au  premier

ordre.

Voyons main tenant  de  que ' l1e  façon l 'on  peut  décr i re  l ' a t ténuat ion  du

p ic  de  cont ra in te  g râce au  temps len t  t r .  Subs t i tuons  (61)  dans  (51) t  :

130

(62)

(63  )

â o
o-

t t l

?2
â-oL to '

tto- Ax-

Imaginons un

dont le second membre

d 'un  te rme sécu la i re

=- l t?ao *u 
"oo,- (1 

-Ë)  . - ,
âto âtl âto âx-

ins tan t  que oo  ne  dépende pas  de  t r .  La  réso lu t ion  de  (62) '

se  rédu i t  a lo rs  à  deux  te rmes,  met  en  év idence I 'appar i t ion

engendré par e+ (voir  annexe 3. .A.5) .
âto ax'

L, in t roduc t ion  de  la  var iab le  len te  t ,  Permet  d 'év i te r  l ' appar i t ion  de

ce terme séculaire ;  i l  suf f i t  de poser :

e
2

a2o
j=s

âx-

Cette équat ion de la chaleur,  mettant en ieu le temps lent  t ,  et  la var iable

d ,espace x ,  fa i t  appara i t re  la  d i f fus ion  du  p ic  que nous  avons  ment ionné pré-

cédenunent, et par conséquent son atténuation.

Ra isonnons  dans  l ' espace  (x ,  to ,  t l )  c f .  f i g . (5 ) .  L 'êqua t ion  (63)

se résoud à to f ixé,  c 'est-à-dire dans Ie quart  de plan A x t t  or thogonal  en

to  à  l ' axe  0  to .  Les  cond i t ions  aux  l im i tes  sont  les  su ivantes  :

(64  )

-  Sur le demi axe A x,  oo est

oo(x ,  to ,  t l .  =  o )  =

donné par la formule (57) :

â ,"to-* - .-( 'o-* ' ,  , ,ro-x) - 
l  . to-* * .r l  .-to-t

-  Sur  le  demi  axe  A t '  on  do i t  avo iF ,  d 'après  (52)  :

(65 )  oo  (x  =  o r  to ,  t1 )  =  0

Le prob lème a ins i  posé es t  un  prob lème à  va leur  in i t ia le  pour  l ' équa-

t ion  de  la  cha leur  (63) ,  exac tement  l ' ana logue de  ce lu i  oÙ l 'on  se  donnera i t

une d is t r ibu t ion  de  tempéra ture  in i t ia le  dans  un  mass i f  semi  in f in i ,  dont  le

bord serai t  maintenu à 
' la 

température nul le.

Avant  d 'êcr i re  la  so lu t ion  exp l i c i te ,  i l  es t  fac i le  ma in tenant  de  se

représenter v isuel lementrôomme nous l 'avons fai t  au chapîtrer l  la façon
dont  les  var iab les  mul t ip les  to ,  tL  permet ten t  de  décr i re  l ' évo lu t ion  de

l 'onde:  imag inons  à  to  f i xé  le  p ic  de  cont ra in te  non a t ténué sur  A  x

(c f  .  f i g .  5 ) ,  pu is  la  d i f fus ion  de  ce  p ic  lo rsqu 'on  s 'é ' l o igne
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æ = r,r{.

FIG.  4  :  L 'aspec t  du  p ic  de  cont ra in te  dev ien tsymét r ique pour  t  7 t ,  =  6

G(r,  bo, f r  =

-----So (r,F", trl

FIG.  5  :  v i sua l i sa t ion  de  la  méthode  des  éche l les  mu l t ip les
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avec  la  var iab le  len te  t ,  de  l 'axe

s ique es t  ce lu i  qu i  "se  t rouve"  sur
lente compte tenu du fai t  que t ,  =

de  la  cha leur  (63) .

La  réso lu t ion  de  (63)  sous
en annexe 3 .A.6 ton  ob t ien t  :

Le  p ic  représenta t i f  de  la  réa l i té  phy-

x .  L 'a t ténua t ion  es t -d 'a i1  leu rs  assez

t  e t  du  coef f i c ien t  f  dans  1 'équat ion

cond i t ions  (64)  e t  (65)  es t  donnée

r32

Ax
B

tz

I

(66  ) oo  (x , to ,  t l )

to -x+
Et t
-2- 

erfc (

=-i.-to** -ujl-
z erfc

- to+x+ Ë t t '
- l

ÆE\

1*4.

1
4-

1*t.

- to -x+ e ,r,
trE\

t -o

to*

erfc (
,.-+
--+

t ^  -  x  +Ët ,
u  r l

,rz Ê tt

to+x+6 1,

(67  )

erfc (
EZ\

En faisant tendre t ,  vers zéro dans cette expression, on retrouve la formule (57).

L 'onde  quas i  the rmique  (Q.T . )

Nous avons  remarqué que 1 'onde Q.E.  ne  vér i f ie  pas  la  cond i t ion  à  la
l im i te  sur  la  tempéra ture .  D 'où  la  nécess i té  d ' in t rodu i re  l ' onde quas i  thermi -
que (d ,  î1  qu i  fourn i ra  la  so lu t ion  d i f fé rée  (oO, .p )  du  prob lème par  suDer -
pos i t i on  avec  l ' onde  quas i  é las t ique  (o ,  e )  :

( oD ,  . o )  =  ( o ,  t )  +  ( d ,  î )

Puisqu ' i1  s 'ag i t  d 'un  prob lème de raccordement  aux  données à  la  f ron-
t iè re  x  =  o ,  i l  es t  j ud ic ieux  de  p rendre  i c i  des  éche l les  mu l t ip les  d 'espace .
In t rodu isons  les  var iab les  :

(  68) o"=ë'11 =X'
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et cherchons au premier ordre une so lu t ion  de  (40)  de  la  fo rme :

*  
=  (1  - , )  . -  

*1  
H(r ) ,

de ro  mont rons qu ' i1

superposant les ondes

ord re i  ê t t  X  =  o

133

est  poss ib le  de  vér i f ie r

Q.E"  e t  0 .T . .  En  e f fe t

(6e )

(  70 )

6 '=d
o

î
î=  o

l=v e

En subs t i tuant  dan

premier ordre :
? _

â - o0- -=z
âx^

U

( r ,  ro)  + . . .

( t ,  fo ,  I t )  +  . . .

s  (a0)  e t  en ident i f iant  les  pu issances de e,  i l  v ient ,  au

= Q

tîo

a t

^2-
-  d  r ^

(1  - t )  - ; *
âx  -o

d'où inrnédiatement :

(71 )  6o  =  0 .

Avant de passer au calcul

les  cond i t i ons  à  la  l im i te  (46)  en

(oD,  rp )  do t t  vér i f ie r  au  premier

(72)

(73 )

oDo=oo+6o=o ;

rDo=ro+ io=o

Compte tenu de (71) la formul e (72)t se réduit

oot*=o=o '

(E  ,D  =  tDo

â :

C'est  la  cond i t ion  (52)  que nous av ions u t i l i sée dans le  ca lcu l  de l 'onde 0 .E. .

L 'équat ion (7z) r fourn i t  quant  â  e l le  la  cond i t ion  à  la  l im i te  pour

résoudre (7O)2, soit  compte tenu de (61) :

74)  ?o,*  =  o  
=  -  (1  -É)  t
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don t  I ' o r ig ina le  es t  fac i ' l e  à  ca lcu le r .

Remarque 1  :  L 'onde Q.T.  n 'appor te  aucune cont r ibu t ion  dans  le  ca lc r r l  de  la

contrainte au premier ordre.  Donc tous les rêsul tats précédents

re la t i f s  à  ce t te  cont ra in te  res ten t  va lab les .

Domaine  de  va l id i té  de  l ' onde  d i f fê r :ée  (5 ,  rO)

Nous admet t rons  qu ' i1  ex is te  pour  I 'onde d i f fé rée  un  doma ne de  va  { -
di té dont la forme est  grossièrement déf in ie par :

ô^ = It i ,  i l  t .r , ,r .  i  7i et ;  i  I
-  

L  
rquex> / t  eE  

">à) '
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d 'où  la  so lu t ion ,  sous  fo rme de t rans formée de Lap lace  par  ranpor t  à  t :

- - ,7/,2 x^
(75) Lo (x, s) = - 2 (rr- Ê).- 

4+ + (1 - ;) 
"- 

*t

o  s '  
I  

s

(76 )

avec :

(77) i  "  1. .

La borne i ,  dont  la  va leur  sera  préc isée p lus  lo in ,  es t  su je t te  pour  le  moment

à  la  cond i t ion  (77)  dédu i te  de  façon heur is t ique de  la  cond i t ion  :

(78) .r=F=F<<r.

Passons main tenant  à  l ' é tude des  aspec ts  quant i ta t i f s .  Nous examine-

rons  d 'abord  le  cas  où  X^>> 1^ .
P r ,

a) 4:pes!s-ese!!i!e!1Ig-e!-di:çg::ien-des-rÊsql.!c!s-dc!e-le-ees-dlsne-grc4e
lgmgesr-de-pÊnÊlrglign (xo " 1.)

Pour  f i xer  les  idées  cons idérons  le  cas  de  I 'a lumin ium :

e  =3 ,56x10-2

CI = 6,32 x 103 m/s

T ,  =  2 ,14  x  L0-12  s ,  (X .  =  n  T .  =  1 ,35  x  10 '8  n )
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et  supposons que ,  =  5  = L0-6,  ce qu i 'cor respond à 1a longueur  de pênétra-

t ion  XO = 1 ,35 x  10-2m^P ( " ) .

135

6 ) .
à  la

De p lus
1-2,

Les  p remiè res  phasês  de  l ' évo lu t ion  de  I ' onde

0n u t i l i se  les  rêsu l ta ts  du  paragraphe b) .  T raçons  deux  sêr ies  de

courbes ,  1es  un . r  f6  en  hachuré ,  les  au t res  t ren  t ra i t  p1e in ,  re la t i ves  res -

pec t ivement  à  la  théor ie  dêcoup1ée e t  coup lée  :

; )

?d

t,

X  - } Y

X  - } Y
àt f i xê ,

(7e)

avec :

oc=  oo*  Ê1 .

0n  cons ta te  dans  les  deux  cas  I ' appar i t i on  d 'un  p ic  de  con t ra in te  ( f i 9 .

En théor ie  découp lée  l 'ex t rêmum 6" ta  se  dép1ace avec  1e  temps

v ' i tesse  norma l i sée  un i tée ,  c 'es t  à  d i re  à  la  cé lé r i té  i so therme du  son .

cet extrémum tend asymptot iquement et  de façon monotone vers la valeur

quand  1e  temps  c ro î t  ve rs  I ' i n f in i .

0n a égal  ement :

l i r  oo  (x ,  t )  =  o
E -ræ

Par  conséquent ,  s i  la  théor ie  découp lée  rend compte  de  la  re laxa t ion  de  la  con-

t ra in te  avec  le  temps en  un  po in t  donné,  e l le  ne  décr i t  pas

cependant  I ' a t ténua t ion  g loba le  des  con t ra in tes ,  pu isque  1e  p ic  ne  s 'é rode  pas"

Les courb.r  f . ,  obtenues à part i r  de la contrainte approchée o. ,

met ten t  en  év idence un  premier  e f fe t  du  coup lage to ta1 ,  ce lu i  d 'augmenter  1a

v i tesse  du  p ic  de  cont ra in te  jusqu 'à  une va leur  dont  on  mont rera  p lus  lo in

qu 'e l le  es t  éga1e  à  la  cé lé r i té  i sen t rop ique  du  son .

Le  bon compor tement  de  o .  lo rsque t  ou  x  tendent  vers  l ' i n f in i

( fo rmu ' les  (28)  e t  (29)  e t  les  cons idéra t ions  qu i  su ivent  la_ formule  (30) ,  nous

conduisent à .penser qu' i : l  pounrai t  exister des bornes : l  et  : l  te l les que : les

( * ) C'es t  une longueur  de  pénét ra t ion  typ ique d 'une mic ro-onde.
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ç.rc6

_l_
?

lb
l+

,l lx
, i i(f)-
"lc

t l

b
>ê

c,?.10 0p.,t0

FIG.  6  ;  Compara ison
- - - -  théor ie

o = o o

1,0.'lo

coup lée  e t  découp lée .

o = o o

*=+
des théor ies

découp' lée :
+ e 0 1

1b
rq
o

-  0 . 5

-  0 , 3

-  0,  1 /

I = t - r

r l  =0 ,0  0  |
J = 0 . 0 1

r l : 0 , 1

g
- - - Û = 0 . 5

x=t=2Vtr+
€ X c

I = t + 3

eXan-,7
p

t

x= i
x1

E = 0,0356
6 = 40-6

t-O,2'1OC

F  IG . Amor t issement  du  p ic  de  cont ra in te  en fonct ion de i l  =
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domaines z

g) =

t37

que x-< 1 ou
[ (x ,  

t )  ter

{t*, 
, l  . . ,9=

1
t.. I  l

)

(80)

relat i fs respect ivernent aux var iables rédui tes et  physiques, déf in issent gros-

s iè rement  des  domaines  de  va l id i té  pour  la  so lu t ion  approchée o . .

pour  le  cas  v<<1.  qu i  nous  préoccupe ac tue l lement ,  1es  bornes  I  e t

seraient suiet tes,  compte tenu de (33) '  aux condi t ions suivanteS :

t -< ot* l  , I

Ins is tons  b ien  sur  le  fa i t  que 1 'ex is tence d 'un  domaine  de  la  fo rme

(80) ne const i tUe qu'une hypothèse de travai l .  Cette hypothèse semble p ' lau-

s jb le  lo rsque Y<<1,  car  l ' aspec t  des  courbes  x  +  o .  (x ,  t )  pour  t  su f f i sam-

ment pet i t ,  et  t*o.  ( ï ,  r )  pour x suf f isamment pet i t ,  ne présente aucun ca-

ractère pathologique (*) .

L 'onde d i f fê rée

In t rodu isons  le  coef f i c ien t  d 'amor t i ssement  v  qu i  ta rac tér ise  dans  la

fo rmu le  (66) ,  1 'a t ténua t ion  du  P ic  :

E1^
(81 )  u=â t r  =Z-Çt

0n notera à cet  égard te rôle jouë par les di f fêrents paramètres physiques.

En par t i cu l ie r  coup lage Ë e t  conduct ion  k  (c f .  la  dé f in i t ion  (2 .3 -4? \  de  X. )

interviennent conjointement :  ce sont les facteurs physiques de l 'amort issement '

Remarquons ensui te que pour des temps suff isament grands des simp' l i -

f icat ions interviennent dans (66),  car 1es deuxième et  quatr lême termes du

second membre sont alors nég' l igeables ;  i l  v ient  :

(82 ) oo (x ,  to ,  t l )  "  A  (E ,u  )  +  A  ( -  g 'u  )

que ir . î  t r ,**J

i

.orll

( * )  Lorsque y  prend des va leurs  de I 'ordre de 0 '1 ,

présentent un caractère pathologique pour certains

d i té  ne saura i t  ê t re  a lors  de la  forme (80) .

l es  courbes  t  *o .  (x ,  t )

temps . Le dorna i ne de val i -
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(83)

(84)

t= to-x

A ( t ,v  )  = -  
i  . -  E*uer f . ' , -  E+-2" ,

'  
2 tF  

'

Le plc de contrainte présente alors une propr iété de synétr ie.
Préc isément  no tons  ( t ,E ,  f . ,  tO)  la  courbe 

" *oo  
(x ,  t )  t racée

â t ,  Ë ,1 .  e t  XO f i xés .  A lo rs ,  i l  ex is te  in  temps t ,  indépËndant  de  v ,  te l
que pour t  t  t ,  

' le 
prof i l  6 soi t  synétr ique par rapport  à une droi te vert i -

cale passant par le sonmet du pic.

So i t t ' l e  p ro f i l  re la t i f  aux  paramèt re ,  t ] ,  u ' ,  I ;  e t  XO.  I l  résu l te
de ce  qu i  p récède que les  courbes1c  e t t ' son t  superposab les  par  t rans la t ion  s i
l ' on  a  t r t r ,  t ' r t ,  e t  v  =  v ' .  I l  su f f i t  doncr  pouF avo i r  des  p ro f i l s  sy rné-
t r iques  représenta t i f s  de  tous  ceux  qu ' i l  es t  poss ib le  d 'ob ten i r ,  de  t racer
les courb"t  (  à d,  Ic et  XO f ixés et  pour di f férents temps t  te ls que t  t  t r .

Sur la f igure (  4 )  nous avons reporté deux cour lest ,  re lat ives aux
temps t  =  3  e t  t  =  6 .  A  ce  s tade I ' in f luence de  v  s51 nu l le .  La  propr ië tê  de
symët r ie  es t  p ra t iquement  vér i f iée  à  par t i r  de  t  =  ts  =  6 , . les t  à  d i re  en
var iab le  phys ique après  unê d is tance parcourue de  l 'o rd re  de  s ix  fo is  la  lon-
gueur de pénëtrat ion.

Tant  que la  va leur  de  v  es t  fa ib le  le  p ic  se  dép1ace sans  s 'amor t i r "
Nous avons reporté sur la f igure (  7 )  p lusieurs aspects du pic de contrainte
correspondant â di f férents instants t  > t rn ou ce qui  revient au même â di f -
férentes valeurs de v.  0n remarque que la dissipat ion commence à se manifes-
ter de façon signi f icat ive pour v = 0,001. Avec nos données numériques ce' la
correspond à un temps rédui t  t  = 59206, soi t  une distance parcourue éga' le à
59206 XO = 800 m. Cette distance est  grande ;  remarquons cependant qu'e1le est
d iv isëe  par  Àz  5 l  la  longueur  de  pénét ra t ion  Xo es t  d iv isêe  par l .

Les courb. ,  I  t .u.ées pour v = 10-4 . t  u = 0 se superposent parfai te-

ment.  Donc dans 1'exemple chois i ,  on peut considérer que pour td = 5 19206 x 103
la  cont ra in te  es t  t rès  va lab lement  donnée par  1a  fo rmule  (57) .

Terminons  ce  paragraohe par  que lques  cons idéra t ions  d 'o rdre  qua l i ta t i f

sur  la  décro issance du  p ic  e t  la  dégradat ion  de  
' l  ' énerg ie  é ' las t ique.

La lo i  de décroissance du pic peut être précisée. En ef fet  d 'après
(66)  la  va leur  de  la  cont ra in te  en  *  =  to  es t  :
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(85)

(86)

(87)

o
o

-1

(x  = to ,  to '  t1)

-e 
e2

- t , . (z-;1
e"

= . Z t - E e ^
I

.  t  e  
ee ,

Gl *i.o 
*+)."r. 

( '*u?l/ro)-ry

oo2*2e2ooo1

i l

=-r:+ errc h[#)

erfc ( ,Fn

Le développement asytnptotique de la fonction erfc pour les grandes valeurs de

l ,argument montre que les deux derniers termes de I 'expression (85) tendent

exponent ie l lement vers 0 quand to* - ,  â ' lors que le premier terme tend vers zéro

comne 1- 
L/2.  La décroissance de I 'extrémum obéi t  pour 1es grands temps â une

lo i  de  pu issance
posons nous à présent la quest ion suivante :  la solut ion obtenue rend

compte  de  I 'a t ténuat ion  des  cont ra in tes ,  ma is  décr i t -e l le  auss i  la  dégradat ion

de  l ,ênerg ie  é las t ique  ?  ce la  n 'es t  pas  év iden t  à  p r io r i .

convenons d 'appe ler  "énerg ie  ë las t ique"  1a  quant i té  :

L [ -  ?
E=; I  o 'dx

)o

En se donnant la contrainte o sous la forme d'un développernent :

o=oo*?o1 '

on peut nontrer que :

aE 1- : [ - , 'oor ,
;t = - à .z-.1 (-d)' dx( o

Jo

0n a en effet :

aE t l*f 'onz . âooa - 
a(ooot) . ' l

#=à t tû*', 
(ri.'TË )l dx'

0r oo et o, sont fonction de to - t, donc en posant A =

f-  r^
I fti dx=-l#o*=oto] -A(-) =o

où ' l ,on  a  tenu compte  des  cond i t ions  â  la  l im i te  e t  de

D'au t re  par t ,  oo  é tan t  so lu t ion  de  1 'équat ion

rêgu1 ari  té.
de la  cha leur  (63) ,
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est faci le de véri f ier que :

r40

âoo2 -  , 'on'

}q- 2;z-=

d 'où le  résu l ta t  (87) .

-  , 'oo.  z-e  tE ,

L'énerg ie  E décro i t  donc avec le  temps"  De p lus l 'équat ion (g7)  mon-
tre que cette décroissance se poursuit  tant que le prof i l  de oo n,est pas aplat i ,
et cela de façon d'autant plus rapide que les variat ions de oo ên fonct ion de x
sont fortes. Par exemple, si  I 'on considère respectivement un pic et une ,,bosse
arrondie"  de cont ra in te ,  l 'énerg ie  E,  Supposée ident ique dans les deux cas â un
instant de référence, décroît  plus vi te pour le pic.

Oomparaison des,deux solut ions,approchées

Appelons S la solut ion approchée obtenue avec la
t ion directe relat ivement â la constante de couplâgê e e êt
l 'a ide de la  n té thode d 'éche l les  mul t ip les  dans laque l le  le
t,  = Î . /Xp^.Norl  avons déJà dêfini  au moins grossièrement,
va l id i tê  get  0O pour  S,  e t  SO.

I1 est fort  intêressant maintenant d'essayer de comparer ces solut ions
approchêes qgi ont êté obtenues par deux méthodes bien diffêrentes. La forme
a pr ior l  deS et9n (c f  (33)  e t  (76)  suggère d 'a i l leurs  l 'ex is tence d,une zone
de raccordement  I  nOO non v ide (vo i r  f ig .  lZ  y .

I l  es t  nêcessai re  de d is t lnguer  ic i  les  var iab les rédui tes ut i l isëes
dans le  ca lcu l  de S. ,  de ce l les que nous avons ut i l isés ensui te  dans le  ca lcu l
de SO. Les secondes seront affectês d'une barre.0n passe d,un groupe de varia-
b les â I 'aut re  par  les  re la t ions i

î=yx t -=yGTt

f f= f fGyo

La contrainte calculée à part ir  de la solut ion s, est de la forme

méthode de perturba-
SO cel I e obtenue â
petit paramëtre est
des domaines de

(88)

(Be)

o = O O + e O l  .

où oo êt  o1,  sont donnés par (20)-(26).
En uti I i  sant I '  hypothèse sel on I aque'l 

' l  
e

s imp l i f ie r  les  fo rmules  (20)  e t  (26)  qu i  donnent
Y<<1,  i l  es t  poss ib le  de
oo et or.

(e0)
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Pour t>x rona :

141

(e l  )

(e2 )

o =_ .  1 ,  _ \  ( t - x )  _e -  y ( t+ r ) ) *A(x , t ) ,
o 27rT4; (e

où A (x ,  t )  est  une express ion qu i  est  0(1)  lorsqueY -> 0.  I l  es t  donc lo is ib le

de considérer ce terme comme négl igeabte, tant que les autres sont 0 (+) '  Cela

n 'est  p lus le  cas quand on a s imul tanément  Yt<<l  e tVx<<1,  pu isqu 'a lors  :

1  -  ï  ( t  -  x )  *  I  o -  v  ( t  +  x ) ' -  Z  x- ie

En raisonnant de la sorte,  on obt ient  en f in de compte des formules

s imp l i f iées  va lab les  dans  6  r t  en  dehors  d 'un  vo is inage de  l 'o r ig ine  :

( r  t ( t  -  x )  -  e -  Y  ( t  -  x ) )  H( t  -  x )

-Y  ( t  +  x )  -  . v ( t  
-  x )

o1

+

( -  I  +v t )  e  v ( t  -  * )  H( t  -  * )

+v t )  e-Y( t  
-  x )  H ( t  -  x )

-  y r )  eY( t  
-  x )  -  

f ,  t l  +v t )  
" -v ( t  

+  x )

La contrainte o donnée par la solutionos' est représentée en général

par la formule (66).  Cependant dans le domainett)où nous cherchons à comparer

S. et  SO on a E < 0 (1) et  la formule (57) fourni t  une excel lente approxima-

t ion de d.  En tenant compte de (57),  développons par rapport  â e l 'expression

(1  +  e  ) -  
L lz  6 .  Pour  t  > ,  \ ,  i l  v ien t  :

( t+e)- t lz a = - r .-  
v(t-x) (1- t  (1+v t)  )  -  r .r( t+x) Q-'z(1+1t)) '

En opérant de même pour t <x, on vérifie que res formures obtenues coîncident

avec l 'express ion Yo te l le  qu 'e l le  ressor t  de (90)  e t  des formules (91)  e t

(92)  de l 'annexe.  Donc (89)  est  vér i f ié '

oo=*

*fr t.

1=F

#rt

#tt
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FIG. 8 :  Comparaison des deux solut ions apnrochées S^ et  S- pour
t  t l

I42

- !z

{n

+_ t_
r ,  - T F -

' c to6

FIG.  9  : Pour  les  pe t i tes  va leurs

aporochée S^  n 'es t  p lus'L

de I  'absc i  sse

va lab le  ( i c i  t

temps la  so lu t ion

-  1 )

et du
t
c



Sect ion  3 .2 143

Ains i  les  so lu t ionss.  e t  so sont -e l les  ident iques dans

d 'un vo is inage , f t .  ae l 'o r ig inerLe ca lcu l  numér ique conf i rme ce

aide à préc iser  le  vo is inage r l t  en quest ion.

En prenant touiours les donnëes numériques relat ives à

traçons sur la f igure ( 8) les courbes :

e ' X + Y o

et  q  x  +  (1  +  e) -L /26,

où yo est donnêe par (90) et les formules (20)-(26) tandis que 6'est donnée

par (66). 0n remarque la très bonne concordance de 3 et 3,

Ce n ,es t  que dans un vo is inage 4de I 'o r ig ine qu 'appara i t  une d i f -

férence re la t ive,  qu i  n 'est  pas négl igeable,  c f .  f igure (  9) .  0n peut  déf in i r

approximativement :

n f l
JL = { ( * , t )  te l  que xç 30 et  t .<30f  en var iab les rédui tes

r '  )
r y 1

û,= hx,t)  te] que x< 30.<Xc et t-< sosr.) en variables physiques
L ' ) N N

En coro l la i re  sont  conf i rmées les formes â pr ior i  des domain. t  9etgO;

sont précisêes êgalement les bornes deOO :

x  1 -
Vn = f (x ,  t )  te l  que x>30 Xc ou

"L

e) 9snsLu:igr
La f igure (10) donne une vue d'ensemble des di f fêrents domaines du

quart  de plan ï70, i r .o qui  présentent un intérêt  dans la descr ipt ion de

l 'onde.  Les domain. ,  6 =frpâ et  \  
=FrE sont  des domaines de val id i té

pour 1es Solutions approchées S, et SO 9ui se raccordent sur8.

La naissance du p ic  de cont ra in te ,  l 'évo lu t ion de sa v i tesse vers

la  cé lér i tê  isent rop ique du.so[ tp la"cro issance en va leur  absolue de l 'ex t rémum

iusqu,â ta  va leur  l imi te  -  
|  +# ;  tout  ce la  a l ieu dans 5r ( .

Ensuite le prgt i t  àe contrainte a unrspect symétr ique. I1 se déplace

sans se déformer aans!l ,et ce n'est que dans Équ. l 'amort issement se manifeste

de façon s lgn i f icat ive.
Exprlmons maintenant la contrainte sous une forme concise' en empruntant

â chacune des so lu t ions approchêes ce qu 'e l le  o f f re  de p lus s imple.

6en dehors

résultat et

I  'a l  umin ium

; 7 30 rcJ
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FIG.  10 :  Les  d i f fé ren ts  domaines  u t î l i sés  dans  la  descr ip t ion  de  l ,onde
l ,  =  30  X .  ,  Xs  =  6  Xp

t44
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(e3)

(e4)

Sur le domain., f  on prend

ÊP X
Ë=-fr_P^voo

où oo est  donné par (20).

Ensui te on peut Poser :

' = u o#rto

;x  t .
(rn r r/' ^c  ' c

. . -

-  t ) l  t0 t
u ^ t t r t T l
t ^ p ^ p

express ion dans ' laquel le  ro  est  donné par  (57)  surT et  par  (66)  sur  e

Ces formules expl ic i tes et - re la t ivement  s imples décr ivent  toute l 'évo lu t ion de

l ,onde de cont ra in te .  I l  va de so i  que l 'on pourra i t  ca lcu ler  de la  même façon

la tempêrature et toute autre variable susceptible de nous intéresser.

Revenons sur la remarque 1. I t  apparait  f inalement que la condit ion-

à la  l imi te  ae Wpé t t . * iqu.  n ' rnr tuence la  cont ra in te  que dans le  domaine ' l t .

Tout se passe ensuite comme si I 'onde de contrainte oubl iai t  cette condit ion-

Rappelons que les méthodes ut i l isées mettaient en ieu les petl ts

paramètreS e êt  e2 déf in is  par  (2 .L .28) ,  (42)  e t  (2 .3 .42) .  Ceux-c i  s 'annulent

pour  B = o et  k '=  o ,  c 'est  à  d i re  respect ivement  lorsque le  couplage est  in-

existant et lorsque la conduction est nul le. Des résultats obtenus on peut

donc dêgager certaines conclusions relat ives aux phénomènes physiques qui gouver-

nent  l ' êvo lu t ion  de  l ' onde .

Oans Æ la solut ion est  donnée Par la

thermique s 'est  t ransformëe part ie l Iement en

verse ai t  eu le temps de produire un ef fet .

de type thermique, et partant la conduction'

de  façon non nég l igeab le  (  * ) .

Ensui te  l ,onde de cont ra in te  oubl ie  la  condi t ion à la  l imi te  de type

thermique. Quant au couplagej l  intervient pleinement. Les effets de' la conduc-

t ion  sont  nég l igeab les  dansF;  non pas qu ' i l sso ient  nu ls ,  mais  i l s  sont  t rès

lents  à  se mani fester  e t  c 'est  seulement  dansÊ,qu ' i ls  appara issent .

Couplage et conduction sont les facteurs physiques de l 'amort issement.

Le couplage en permettant la transformation de l 'énergie élast ique en énergle

thermlque et la conduction en assurant 1e transport de cette dernière, d'où

l r rëvers ib i l i té  e t  dégradat ion de l 'énerg ie '

théor ie  "découP1êe" .  L '  ênerg ie

énerg ie  é las t ique ,  sans  que  l ' i n -

De  p lus  la  cond i l i on  à  la  l im i te
d

inf luencent dans . f t .  ta contrainte

1*1 Dans le problème étudiê au paragraphe 3.1,

â ta dif férence près que le couplage total
ces conclusions sont identlques'
joue trës vi te un rôle déterminant.
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fl Irflge!ee-ge-Lq-Isnguegr-de-pÉnÉlrs!ie!-ssr-11ÉyeIu!ien-de-llende-de
contrai nte

L'objet  de ce paragraphe, dont

la  pub l i ca t ion  l12 l  de  C.  Fressengeas e t

f luence de la longueur de pénétrat ion du

l 'onde de  cont ra in te .

0n suppose cette fo is que la paroi  n 'autor ise aucun transfert  d 'êner-
g ie  par  conduct ion :  le  f lux  de  cha leur  es t  nu l  à  la  paro i  (a1ors  que pré-

cédenment on supposai t  la température nul le au bord).  Nous prenons cette con-

d i t ion  â  la  l im i te  a f in  de  re t rouver ,  comme cas  I im i te ,  le  dépôt  d 'énerg ie  de

type surfacique lorsqu'on fai t  tendre la longueur de pênétrat ion vers zêro.

0n pourra donc comparer les conséquences sur l 'évolut ion de l 'onde

de contrainte de deux apports d 'énergie di f férents :  l 'un de type conduct i f

(dêpôt  en  sur face) ,  l ' au t re  de  type  rad ia t i f  (dépôt  en  vo lume) .

0n  se  l im i te  à  l ' ê tude des  premières  phases  de  l 'évo lu t ion  de  l 'onde,

et  à cet te f in on ut i l ise la méthode de perturbat ion directe par rapport  â
' la 

constante de couplage thermomécanique.

Af in  de  ne  pas  a lourd i r  l ' exposé,  on  se  conten te  i c i  de  donner  une

d lscuss ion  des  résu l ta ts ,  sans  reprodu i re  l ' express ion  ana ly t ique de  la  so lu -

t ion approchée que l 'on pourra t rouver dans la référence l12l
Les êquat ions fondamentales du problème sont encore cel les données

en  (11) ,  ma is  les  cond i t i ons  à  la  l im i te  son t  d i f fé ren tes  de  (13) .0n  a  i c i  :

les  résu l ta ts  ont  donné l ieu à

A.  Mol inar i ,  es t  de prêc iser  l ' in -
f lux  d 'énerg ie  sur  l 'êvo lu t ion  de

(e5 )

â T = n
âX

:

o  = Q

Posons Po

d 'après  (2 .1 .27) ,  on

a  =  n  ( I+  2u)  =

Nous a l lons  fa i re  var ie r  la

tout en maintenant constant

= $ d .n ,  l 'express ion (5)  qu i^p

a :

A BTt
-rcT

1 ongueur

le  dêb l t

déf in i t  n .  Par  su i te ,

y o

de pénétrat ion XO (donc aussi

(e6)

cas1,ti ,,d 'énerg ie  du  f lux .  Dans ce dx
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est indêpendantdeXoetparconséquent" f f iestconstant .Cesont
t

donc les  var ia t ions  de lo  qu ' i l  conv ien t  d 'é tud ie r .

Pour les calculs numériqUes nous prenons encore les valeurs de 0,

e  e t  X .  re la t i ves  â  I 'a lumin ium (naragranhe d) .

Sur la f igure lLnous àvons tracê pour t  = 5,  et  pour di f férentes

valeurs de Y, des courbes :

x  +T .ou  (x ,  t rY )

en prenant pour contrainte approchêe o. le développement au premier ordre par

rappor t  à  e :

oa=oO+eo l

dans lequel  oo représente la contrainte en théor ie découplée. Ces courbes ont

l ,aspec t  d ,un  p ic  dont  la  v i tesse  es t ,  aux  premiers  ins tan ts ,  éga le  à  la  cé lé -

r i tê isotherme du son.

0n a également t racé le l ieu des singular i tés :

x+  1o ,  (x ,  X ry )

I l  est  confondu dans les premières phases de l 'évolut ion de l 'onde avec le

lieu des extrémums :

t  +y  in f  ( " (x ,  t , r ) )
x>o

Pour un v donné, on constate que le pic de contrainte croî t  en va-

leur absolue, Passe Par un extrémum :

(97)  M- .  =  in f  i n f  (  Y  o  (x '  t '  Y  ) )' ( t x

pu is  décro i t  en  va leur  abso lue .  Cet te  décro issance se  poursu i t  iusqu 'â  l ' éva-

nouissement total  des contraintes thermiques dans le corps'

S i  on  appe l le  x ,  l ' absc isse  où  a  l ieu  I 'ex t rêmum de la  cont ra in te '

on constate que

(

\r, \z*l '  trrl '1 Mrzl

l.",,'",
(e8)
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plus la longueur de pénétrat ion XO est pet i te, plus près du bord est atteinte

la contrainte extrémale, et plus cet extrémum est grand.

Lorsque XO tend vers zéro, y tend vers l ' inf ini ,  et l 'on retrouve

le cas l imi te  au de iOt  d 'énerg ie  de type sur fac ique (sect ion 3.1) .

Sur la f igure 1l nous comparons la solut ion approchêe oo (théorie

dêcouplée) avec o. gui t ient compte du couplage thennomécanique. 0n constate

à nouveau qu'avec o. i l  est possible de décrire l 'atténuation des contraintes

dans les premières phases de l 'évo lu t ion de l 'onde.  La f igure met  également

en êv idence I 'accélérat ion du p ic  dont  la  v i tesse passe rap idement  de la  Ôé-

lér i té isotherme du son à la célêri té isentropique.
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CI-IAPITRE I V

VERS'LA RESOLUTION DE PROBLEII IES NON'LINEAIRES

4.1  INTRODUCTION

La première  par t ie  de  ce  mémoi re  se  l im i ta i t  à  l ' é tude de  prob lèmes

l inéa i res  e t  d i ss ipa t i f s .  L 'approche  l i néa i re  d 'un  p rob lème es t  souven t  f ruc -

tueuse lo rsque la  per tu rba t ion  es t  fa ib le .  Toute fo is  dans  un  prob lème fa ib le -

ment  non  l i néa i re  (per tu rba t ion  pas  t rop  g rande) ,1es  e f fe ts  de  la  non l inéar i té '

quo ique loca lement  fa ib les ,  son t  cumula t i f s  e t  peuvent  donc  produ i re  un  e f fe t

du  premier  o rdre  au  bout  d 'un  temps f in i .  C 'es t  pourquo i  la  réso lu t ion  d 'un

prob lème dynamique par  une théor ie  I inéa i re  n 'es t  va lab le  en  généra l  que pour

les  fa ib les  temps .

Une pe t i te  per tu rba t ion  se  propage dans  un  corps  é las t ique à  la  cé lé r i -

té  du  son.  Cet te  cé lé r i té  es t  cons tan te  s i  le  p rob lème es t  l inéa i re"  l4a js  en

généra l  ce t te  cé lé r i té  n 'es t  pas  cons tan te ,  e l le  dépend de  1 'é ta t  loca l  des

déformat ions .  De façon assez  vague,  ma is  suggest ive ,  on  peut  d i re  que la  v i -

tesse  avec  laque l le  se  propage une per tu rba t ion  dépend de  l 'ampl i tude de  ce l le -

c i .

0n  conço i t  donc  que la  non l inéar i té  a  pour  e f fe t  de  d js to rdre  1e  pro-

f i l  de  l ,onde .  Dans  cer ta ins  cas  e l le  accuse  ce  p ro f i l  e t  e l l e  es t  à  1 'o r ig ine

de  l ' éven tue l le  appar i t i on  de  chocs-

Dans les  chap i t res  su ivants ,  on  se  propose d 'ê tud ie r  les  e f fe ts  com-

b inés  de  la  non l inéar i té  e t  ceux  de  la  d iss ipa t ion  qu i ,  comme on sa i t '  dégra-

de  l ,énerg ie  mécan ique au  se in  du  matér ' iau  e t  a t ténue 1e  pro f i l  de  l 'onde '

Dans un  prob lème fa ib lement  non l inéa i re ,  ce t te  combina ison des  e f fe ts

sera ent ièrement décr i te lo ' in du bord par la seule équat ' ion de Burgers :

âf r  af = b 4 .fr*u a* àxL

Equat ion  b ien  connue e t  qu ' i1  es t  na ture l  de  rencont re r  dans  un

prob lème de propagat ion  d 'onde en  mi l ieu  d iss ipa t i f  non l inéa i re '  vo i r  par

exemple  l l l  ,  l2 l  e t  13 l  E l le  s 'ob t ien t  en  employant  des  techn iques  asympto-

t iques  mises  au  po in t  in i t ia lement  en  mécan ique des  f lu ides ,  vo i r  par  exemple

14l l5 l  l6 l .
pour  a  =  o ,  l e  p rob lème es t  l i néa i re  e t  d i ss ipa t i f ;  l ' équa t ion  de  Burgers  se
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rédu i t  â  l ' équa t ion  c lass ique  de  la  cha leur .  Pour

non  l i néa i re  e t  non  d iss ipa t i f .
Dans ce chapi t re nous voulons introduire

en ê tud ian t  un  exemple  re la t i vement  s imp le .  0n  se

t ion :

r52

b =  o  1e  prob lème es t

certaines méthodes de calcul

propose de résoudre I  'équa-

(1 ) à21 ^2 ,ai,, a2- :

F- " \Ex./ #- 
I (S+ a (Sl Sl = o

qu i  es t  de  la  même fo rme que ce l le  é tud iée  dans ' le  chap i t re  I .  Le  carac tère

non l inéa i re  de  ce t te  êquat ion  t ien t  au  fa i t  que c  e t  a  dépendent  d .  # .
Nous supposerons  pour  f i xer  les  idées  que Û e t  i  on t  la  d imens ion

d 'une  longueur  e t  i  ce l le  d 'un  temps .  Par  su i te  a  e t  c  son t  des  cé lé r i tés  e t
À  es t  I ' i nverse  d 'un  temps.  Nous admet t rons  êga lement 'que :

(2 )  o<a<c

Au paragraphe 2 .2  nous  ê tud ions  l 'évo lu t ion  d 'une per tu rba t ion  de  fa ib le

ampl i tude"  0n  dé f in i t  à  par t i r  des  cond i t i ons  à  la  l im i te  un  pe t i t  pa ramèt re  n .

Dans  I ' app l i ca t ion  de  la  méthode  de  l ' éche l le  va r iab le  appara î t  un  au t re

pet i t  paramèt re  ( l ié  à  la  d iss ipa t ion)  que l 'on  combine  avec  1e  précédent "  0n

détermine l 'évo lu t ion  de  l 'onde près  du  f ron t  (onde ins tan tanée)  e t  lo in  du

bord  (onde d i f fé rée) .

Les  app l ica t ions  phys iques  sont  é tud iées  dans  les  chap i t ressu ivants ,

no tamment  la  fo rmat ion  e t  l ' évo lu t ion  des  chocs ,

0n  s ' in té resse ensu i te  aux  per tu rba t ions  de  fo r tes  ampl i tudes .  Pour

l ' é tude  de  I ' onde  ins tan tanée ,  on  p résen te  une  méthode  qu i  s ' i nsp i re  la rgement  des

t ravaux  de  Var ley  e t  de  son éco le .  L 'usage d 'une var iab le  carac tér is t ique  com-

b iné  à  la  méthode de  l 'éche l le  var iab le  nous  donne la  so lu t ion  près  du

front.

Pour  l ' ê tude  de  l ' onde  d i f fé rée ,  on  u t i l i se  une  var iab le  a  Qu i  n 'es t

pas  carac té r i s t ique .0n  dé te rmine  l ' équa t ion  non  l i néa i re  qu i  gouverne  la  d is -

s ipa t ion .  Ce l le -c i - se  rédu i t  à  une  équa t ion  de  la  cha leur  non  l i nêa i re  s i  a

ne dépend pas de 
$1, .a cet te équat ion devient bien str  l inéaire s i  de plus c

ne dépend pas ae $.
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4.2 ETUDE D'UNE ONDE DE FAIBLE AMPLITUDE PAR LA METHODE DE L'ECHELLE VARIABLE

0n cherche  dans  1e  quar t  de  p ' l an  (x  r .o ,  i>o )  ]a  so lu t ion  ù  Oe

(1)  qu i  vê r i f i e  la  cond i t i on  à  la  l im i te  :

153

r i ,
(3 )  ï=nF( t )  ,  ê rX=o ,

â X

et  les  cond i t i ons  de  rePos  in i t i a l  :

(4 ) Au : '  ^- - : : = U = O  p O U f  t < O .
ai

Le paramèt re  n  qu i  f igure  dans  (3 )  es t ,  pôF hypothèse,  un  pe t i t  para-

mèt re  sans  d imens ion  :

n < <  1 ,

et  la  fonc t ion  F  es t  te ' l1e  que :

l r1 i1 |  - .  I  pou" i>o.

Compte  tenu  de  (5 )  e t  (6 ) ,  nous  d i rons  que ' la  so l t i c i ta t ion  (3 )  es t  de  fa i -

b1e ampl  i tude .

Les changements de var iables et  de fonct ion :

t=T* t  ,  X=QT*x

ù = n f l T n u ,

dans lesque ' l s  T"es t  une êche l le  de  temps arb i t ra i re  e t  Q une v i tesse  ê9a1e-

ment  a rb i t ra i re ,  pe rmet ten t  d 'êc r i re  l ' équa t ion  (1 )  e t  1a  cond i t i on  à  la  l im i te

(3)  sous  la  fo rme :

^  |  t -au , , ' . | 2  ,  T  - , -Du . \  I
azu l . (n a* l  |  , tu ,  .  , "1a,  ,  

a(n Ti ,  âu I  = n
;f 

- 
t---n- _l ,7 

- ̂  ' 
L5î 

' ---r- ax..| - "

3u_c r f t ) = f ( t )
5 ï  

-  ' \ '

La  deux ième  éga1 i t é  dans  (9 )  cons t i t ue  l a  dé f i n i t i on  de  l a  f onc t i on  f .

(5 )

( 6 )

(7 )

( 8 )

(e)
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a) Llelde-irrslellelÉc

Pour  é tud ie r  l ' évo lu t ion  ins tan tanée de  l 'onde près  du  f ron t ,  on
prend une pe t i te  éche l le  de  temps f i  ae  sor te  que:

(10)  .1  =À T*

puisse être considêré comme un pet i t  paramètre.

En développant c et  a par rapport  à n :

(r1) c1nff)=.o*rHci+0 (nz),

' l  '  équat ion  (8 )  peut  s 'éc r i  re  :

z ,2 c '  z
(I2) + 4$ * "-  

-o aut â-u ,  -  /âu * 
ôo â' ' ,

ar- CI- 
'n 

{ f f i )  F- 
'1 ( t t*Ë*) + o (e, n) = o

Posons :

(13) .=H,

et  dér ivons  (12)  par  rappor t  à  x  :

t

(14) * 1*- ze1(*) 9,,* t.ffi) *n(ffi.*ffi, + 0 (e1,n) = 0
at -  C I -  âx "  "1  e '

Dans ce t te  équat ion  i l  y  a  deux  pe t i t s  paramèt res  n  e t  e r .  0n  se  ra -
mène au cas d 'un seul  pet i t  paramètre en supposant que n est  une fonct ion
pu issance  de  r1  :

(15) n=0( ' i )

L 'exposanta  es t  cho is i  de  te l le  sor te  que 1a  so lu t ion  asympto t ique rende
compte  à  la  fo is  des  e f fe ts  de  la  non l inéar i té  e t  de  la  d iss ipa t ion .  11  es t
fac i le  de  vo i rqu ' i l  f au t  p rendre  i c i  a  =  1 .

Nous cons idérons  donc  un  processus  asympto t ique dans  leque l  e , ,  es t  le
pet i t  paramètre tout  en supposant que :

(16)  *  = o ( r ) .-1
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Dans le cadre de la mêthode des échel les mult ip les,  nous cherchons

la  so lu t ion  de  (1a)  sous  la  fo rme :

(17)  e ( t ,  X,  n,  e l )  = i  .1 . . i  ( t ,  xo,  X ' ,  ,  * ) '
i  =  o  

v  t  ' 1

où I  'on  a  Posé :

(18) * i  = . i  *

155

(  1e )

(20 )

(21)

La subs t i tu t ion  de  (17)  dans  (14) ,  donne en  ident i f ian t  les  p remières

pu issances  de  e t  :

,'ao ,o' ,2ao 
- ,.,

;7-G#-"
, '"1 -ro'rt. l  =rl i_r'.n *2rL5.^ r â€.,.-(3-!3,

;7 *#=2+ilffi*' i7û"oq) 
- tE'CI â\

Posons dorénavant :

O = C O t

et

(22)  E= t -xo .

La  fonc t ion  eo  es t ,  d 'après  (19) '  de  la  fo rme :

(23)  êo  =  €o  (6 ,  * t ) .

La dépendance de eo par rapport  à la var iable lente x,  est  régie par

l 'équat ion  aux  dér ivées  par t ie l les  :

(24) 3-f$.^++!eo=oâx l  e lCo  -o

I  ob tenue en  annu lan t  le  second membre  de  (20) ,  cec i  a f in  d 'év i te r  l ' appar i t ion

I  A ,un  te rme sécu la i re  dans  le  ca lcu l  de  er .  Dans (24)  nous  avons  in t rodu i t  le

I  coe f f i c ien t  Pos i t i f  (vo i r  (2 ) )  :
I

(25) B=1 3-o
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Compte  tenu de  (9 ) ,  la  cond i t ion  à  la  l im i te  qu i  gouverne la  so lu t ion
eo de (24) est  donnée par :

(26 )  .o  ( t  =  t ,  X l  =  o )  =  f  ( t ) .

156

Remarque l. :

I1  es t  équ iva len t  d 'u t i l i se r  un  processus  asympto t ique dans  leque l
1e pet i t  paramètre est  n.  0n pose alors :

(27) *-  = ni*  ,  .1 = r  t } l  avec i !  
= o , t ,  ,

et  l ' on  ob t ien t  à  la  p lace  de  (2a)

(28) "o  -  
tà  

.  
t to  

,  
t r  

B  .
axr  .o t "o  d  

*  
; i  

to  =  o

Dans le  cas non l inéai re  le  terme $.^  3  O.  Q4)  d ispara i t  e t  l 'on re t rouve
une équat ion du type (1.3.19)  or t :A. r ia t t ' ' . ror l issement  exponent ie l  de l 'onde
au front.
S i  1e prob lème est  non d iss ipat i f  ( .1  =  0)  l 'équat ion (28)  se  s impl i f ie :

, .o _ 5 a€o
ârt . i tod=o

Cet te  équat ion  es t  la  p lus  s imp le  qu 'on  pu isse  imag iner  des  équat ions  aux
dér ivées  par t ie l les  qu i  gouvernent  l ' évo lu t ion  d 'une onde non l inéa i re .

(2e)

0n se  propose main tenant  de  ca lcu le r  dans  le  quar t  de  p lan  (E>0,  x ,  >o)
la  so lu t ion  de  (2a)  vé r i f i an t  l a  cond i t i on  (26) .

0n effectue un changement de fonction inconnue :

B-ôx t
(30)  eo(E ,x1)=e ' ' g (e ,x1 )

La  fonc t ion  g  es t  so lu t ion  de  l 'équat ion

(31) *3-k(x ' )g1g=oax l  ' r ' "aE
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où nous avons posé :

-c i  -q
(32)  k(x ' )  = l*"  2

t t - o

L 'équa t ion  (31)  es t

r i s t iques  son t  so lu t ions  de

r57

*r.

non I  inéa i re ,

1  'équa t ion  :

(33  )

(34  )

(35)

(36  )

(37  )

ff=-r1xr)s(e,xr)
Appe lons  toce l le  qu i  vér i f ie

E(x t=o)  =a

D 'après  (31)  e t  (33 )  g  a  une

g  (6 '  x t )  =  f  ( c t )  su r

0n  ob t ien t  a lo rs  1 'équa t ion

ma is  d 'un type s imp le . Ses caractê-

constante sur qu i  es t  donnêe par  (26)

in tégran t  (33)  avec  la  cond i t ion  (34)  :
B* l

.-z )

v al  eur

?
cl,

. b
de Lc[ en

e,

q (x1 )  =  
" - :  Ê { t , ' ,  

(1  -

(  3B)

Remarquons que tou pou" asymptote la droi te :

a l

t=const=cr-1:* t t " l

Fina lement  la  so lu t ion  eo  de  (24)  es t  donnée par  :

. 9, *',
eo (€ ,  x r )  =  e  '  ' f ( c r )  

'

où  c r  êSt  dé terminé imp ' l i c i tement  en  fonc t ion  de  E e t  x ,  par  (36) .  L 'amor t i ssement

de la  so lu t ion  es t  représenté  dans  (38)  par ' le  fac teur  exponent ie l .

Dès  l ' i ns tan t  où  les  ca rac té r i s t iques  se  coupen t  ( f i g .  1 ) '  i l  n ' y  a

p lus  un ic i té  de  la  so lu t ion ,  ce  qu i  en  généra l  es t  inacceptaUte  ( * ) .

(*)  Exemp' le de cas

so lu t ion  :  une

où I  'on peut accepter

vague qui  défer le sur

une descr ip t ion  non un ivoque de  la

une  p lage .
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flrt,,.l

f i 9  1

Ains i  es t -on  condu i t  à  se  p lacer  dans  la  c lasse  des  so lu t ions  fa ib les ,
c 'es t  à  d i re  à  admet t re  la  poss ib i l i t é  d 'une  d iscon t inu i té  su r  les  dêr i vées
premières  de  u ,  vo i r  Germain  |  7  l .  Dans  un  prob lème phys ique donné,  i l  n 'y
a  en  généra1  qu 'une  seu le  so lu t ion  fa ib le  qu i  so i t  accep tab le :  ce l le  qu i
vér i f ie  les  lo is  de  conserva t ions .  Les  d iscont inu i tés  qu i  appara issent  dans
cet te  so lu t ion  s 'appe l len t  des  chocs .  Ce sont  des  man i fes ta t ions  d i rec tes  de  la
non l inéar i té .  Nous é tud ie rons  ce t te  ques t ion  dans  les  chap i t res  su ivants .

Comme dans le  p rob lème l inéa i re  (vo i r  par  exemple la  sec t ion  1 .5 ) ,
nous  sommes amenés à  dê f in i r  un  domaine  de  va l id i té  de  la  so lu t ion  approchée
que  1 'on  v ien t  de  ca lcu le r .  Nous  admet t rons  qu ' i1  ex is te  au  vo is inage  du  f ron t
un  domaine  de  va l id i tê  dé f in i  g ross iè rement  en  var iab les  phys iques  e t  rédu i tes
par :

{r0,, 
t l  I

{ t*,  
t l  t

Compte  tenu de  la  re la t ion

tons également que 1a borne

e1 ,  nous  adme t -
I

:

(3e)

(40  )

X -
a-o

x - t

9t=
- t
t  +  Tr>0 |

J

I
T T )

*Ér0f
/

(10)  qu i  dé f in i t  1e  pe t i t .  paranèt re

T ,  vé r i f i e  la  re la t ion  heur i s t ique

rr .. * (F..,11(41 )
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n) Lle$e-dlffÊrÉs

En prenant comme petit Paramètre :

(42) , ,  = 1!*,
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1 'équa t ion  (B)  s 'éc r i t ,  en  la  dér i van t  par  rappor t  â  x  :

t

(43) ffi.+H*.rt* +4, .?.?(l)r1 .ffi*o(.2,n) =0.

En supposant que :

(44) (+) = 0 (1) ,' 2

e t  en  in t rodu isant  comme en (18)  les  var iab les  mul t ip les  x i '  on  cherche une

so lu t ion  de  (43)  de  1a  fo rme (17) .

S i  1  'on  pose :

( 45 )  Q  =  uo

la  mé thode  des  éche l l es  mu l t i p les  donne  :

(46  ) eo  ( t ,  Xo ,  x r )  =  eo  (E  ,  *1 )

avec

(47)  t= t -Xo

La dêpendance de eo relat ivement à la var iable lente x,  est  gouvernée

par  1 'êquat ion  de  Burgers  :
2  2 ?

(48) d Ïfp='0t",*t o o

Cette êquat ion aux dér ivées part ie l les intervient t rès f rêquemment dans l 'êtude

des  ondes  de  fa ib le  amp ' l i t ude .  E l le  fa i t  à  la  fo i s  iouer  la  d iss ipa t ion  e t  l a

non l inéar j té .  Grâce à  la  t rans format ion  de  Co le-Hopf ,  on  ramène la  réso lu t ion

de  l ,équa t ion  (48)  à  ce l le  d 'une  équa t ion  de  la  cha leur ;  d 'où  l ' impor tance

théor ique cons idérab le  de  l 'équat ion  de  Burgers  (vo i r  b lh i tham l8  |  ) .
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Remarque 2  :  S i  1 'on  prend pour  var iab les  mul t ip les  :

I
X i = l X ,

on ob t ien t ,  en  mu l t ip l i an t  (48 )  par  E  :
n

? ? 2

(4e) 3-sco--ôo-I3 =2!.-3
ât1  \  a_Z  àEZ 

-  uo  -o  â t- -o

En l ' absence  de  d iss ipa t ion  (e  =  o ) ,  ce t te  équa t ion  se  rêdu i t  à  une  équa t ion
des  ondes  non  l i néa i re  a lo rs  que  pour  n  =  o  l ' équa t ion  (48)  se  rédu i t  à  une
équa t ion  l i néa i re  de  la  cha leur .

Nous admet t rons  comme dans le  paragraphe 1 .5  qu ' i1  ex is te  un  domaine
de va l id i té r  pou l "  la  so lu t ion  d i f fé rée ,  dont  la  fo rme es t ,  respec t ivement  en
var iab les  phys iques  e t  rédu i tes  :

/ v r - , l
^ l - - v l

i lD = 
i(x,  

t)  |  . .  ,  toj

e \  l ,  Tn t
uD = J(x, r) I  * > # |v l ( , /

avec

r tTo' D t t î  '  T F  
> >  €

L 'êquat ion  de  Burgers  n 'au tor ise  aucune fo rmat ion  de  d iscont inu i tés
dans  la  so lu t ion  ;  1es  chocs  fa ib les  son t  donc  s t ruc tu rés  par ' l a  d iss ipa t ion
I  o rsqu 'on  s '  é l  o i  gne su f f i  samment  du  bord .

c) 9qrclssisl

Comme pour  le  p rob lème l inéa i re  la  méthode de  l 'éche l le  Var iab le  permet
de  ca lcu le r  la  so lu t ion  fa ib lement  non  l i néa i re  p rès  du  f ron t  d 'onde  e t  l o in
du bord .

160
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4.3 L 'ONDE DE FORTE AMPLITUDE

a ) 9rÉe-prgsregsive'-Iigns-de-prspgge!i9!

I c i  l a  so l l i c i ta t ion  n 'es t  p lus  supposée  de  fa ib le  amp l i tude '

0n  conna i t  I ' impor tance de  la  no t ion  d 'onde s imp le  dans  la  descr ip -

t i ondesper tu rba t ionssepropagean tdansuncorpsnond iss ipa t i f .

L ,onde progress ive  es t  une généra l i sa t ion  du  concept  d 'onde s imp le

permettant notamment de tenir  compte des ef fets dissipat i fs.  Toutes les ondes

que nous  é tud ions  dans  ce  mémoi re  sont  d 'a i l leurs  des  ondes progress ives  au

sens déf in i  par Germain :

0n  d i t  que 0(x ,  t )  dêcr i t  une onde progress ive  s ' i l  ex is te  une fami l le

de  courbes  c r (x ,  t )  =  cons t  te l le  que la  var ia t ion  de  0  en  fonc t ion  de  x rà  a

f ixêrest  pet i te comparée à la var iat ion de 0 en fonct ion de a à x f ixé '

Nous appe l le rons  les  courbes  a(x ,  t ) :  cons t  l ignes  de  propagat ion

(dans  la  l i t té ra tu re  ang lo -saxone on  les  appe ' l le  wave le ts ) .

La  var iab le  a  es t  appe lée  var iab le  de  phase.

Une onde s imp le  es t  une onde progress ive  par t i cu l iè re ,  car  par  dé f in i t ion

e l le  ne  dépend que de  la  seu le  var iab le  a  :

0  (x '  t )  =  0  (c r (x '  t ) )

pour  une onde s imp le , ' la  per tu rba t ion  res te  cons tan te  1e  long des  l ignes

de propagat ion ,  a lo rs  que pour  une onde progress ive  l 'ampl i tude de  l 'onde es t

fa ib lement modulée par x à a f ixé.  Dans les problèmes que nous étudions, cet te

fa ib le  modu la t ion  es t  la  man i fes ta t ion  des  e f fe ts  d iss ipa t i f s .

Cet te  no t ion  d 'onde progress ive  a  é té  u t i l i sée  par  Var ley  e t  son  éco le

lg l  Eo l  fq  [4  sous  le  nom de "modu la ted  s imp le  wave" '  pour  décr i re  la  p ro-

pagat ion de perturbat ion de forte ampl i tude et  de haute f réquence en mi l ieux

d iss ipa t i f s .  Dans la  descr ip t ion  de  l 'onde ces  au teurs  u t i l i sen t  la  no t ion

d, Invar ian t  de  R iemann e t  i l s fon t  usage d 'une var iab le  carac têr is t ique  c

(Les courbes a = CoDSt sont les caractér ist iques du système).

Nos résul tats concernent une perturbat ion quelconque'  sans restr ict ion

sur  la  f réquence.  En combinant  la  mêthode de  l 'éche l le  var iab le  e t  la

not ion de l igne de propagat ion nous déf in issons une onde progressive instanta-

née et  une onde progressive di f férée représentat ives respect ivement de la

solut ion près du front et  lo in du bord.
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u) tle4e-presreeslye-:_il:!el!enee

(2)  ù=cT*u,

s 'êcr i t  :

(4 )  .1  =  À  T*

u=ffi

r62

L 'équat ion  (4 .1 .1 )  dans  laque l le  on  opère  1es  changements  de  var iab les  :

i= t * t  ,  i=n lFx

(3 )

(1 )

(5 )

* #S..,r#*+r**)=o
0n u t i l i se  le  pe t i t  paramèt re

pour  é tud ie r  l ' êvo lu t ion  ins tan tanée de  l 'onde près  du  f ron t .
S i  l ' on  pose  :

^ -  au'  s -E ï ,

(6 )

(7 )

l 'équat ion  (3 )  es t  équ iva len te  au  sys tème :

av .2( " )  , .  ,
t i  

-  
7t 

= - '1 tv +{oÙ el
- o v

ae âv
tE- i l=o '

où I ' on  a  p r i s  :

C I=co

L 'équa t ion  (6 )Zes t  une  équa t ion  de  compat ib i l i t é .

A 1 'exemple de Var ley,  nous al lons prendre comme nouvel les fonct ions inconnues
des invar ian ts  de  R iemann,  e t  nous  a l lons  in t rodu i re  la  var iab le  carac tér is t iquea.
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(8 )

(e)

La var iab le  carac tér is t ique

Une carac tér is t ique  du  sys tème (6)  es t  une courbe du  p lan  ( t '  x )  à

la  t raversée de  laque l le ,  les  quant i tés  v  e t  e  é tan t  con t inues ,  leurs  dér ivées

sopt  suscept ib les  de  sub i r  des  d iscont inu i tês .

Notons  ?o1u carac tér is t ique  d 'équat ion  ( f ig .  2 )  :

Voz  x  +  T  (o ,  x )

te1 I  q que

T ( a , p )  s û

(10) * = ub.
Dans un  domaine  I  A ,  quar t  de  p lan  ( t  ) .  o ,  x>  o)  où  les  carac tér is t i -

queÂj ne se coupent pas, à tout  point  de coordonnêes ( t ,  x)  on peut associer

Un nombre  a  un ique te1  que la  carac têr is t iOue (  passe par  ce  po in t .  A ins i ,

dansOte  changement  de  var iap le  su iva4 f  es t - i l  b ien  dê f in i  e t  b i i ec t i f  :

(11) ( t ,  x )  *>  (o ,  X )  r  ôvêc  X( t ,  x )  =  x .

Les invar iants de Riemann

Soi t

,  / "
(v )  F=;  (v -  /- / o

(D 6y1

s=â(,- / ' . * î ,0r ,

les invar iants de Riemann associés au système homogène dédui t  de (6) :

(  l 3 )

a  v  .2 ( . )  , .
m-TFt=o

ït-3*=o
(  14 )
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Résolvons d 'abord 1e problème re la t i f  au
F est constant sur une caractérist ique (,  tandis
caractér is t ique?-  aæin ie  par  ( f ig .  2)  :

to

c(-eT

t

f r on t

repos

F is .  2

Compte  tenu de  l 'é ta t  de  repos  devant  le  f ron t  d 'onde,

tout nul  :

sys tème non d iss ipa t i f  (14) .
que S est  constant sur une

x

l ' invar iant  S es t  par -

164

(15) AT
AX

(16 ) S=0

0n en dédui t  que v et  e sont

e t  que ce l les -c i  son t  des  dro i tes .  La

constants sur les caractér ist i  qr" ,  (o,

solut ion du système ( la)  est  une onde

s impl  e .

Rêso lvons  main tenant ' le  sys tème (6) .0n  prend les  invar ian ts  F  e t  S

déf in is  en  (12)  e t  (13)  comme nouve l les  fonc t ions  inconnues e t  (c r ,  X)  dé f in ies

en (8 ) - (11)  comme nouve l les  var iab les .  Nous no terons  E e t  V  les  quant i tés  e  e t

v considérées comme fonct ions de F et  S.

Les  fo rmules  (12)  e t  (13)  nous  donnent  :

V=S+F
(17)

E  =  E(S

fonc t ion  E (S étan t  te l le  que

E(s-F)

-F )

-F )

/

o

c(v)
to

(18 )

l a

S -F= dy
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ta t ion  :

o , t= lo ,o ,

dédu i tes  de  T(x ,  "c (x '

=- to
XCP

t ) )  =  t ,  on  mon t re  que

165

Changement de var iables et  de fonct ions

l -a  fonc t ion  T  é tan t  ce l le  dé f in ie  en  (8 ) - (10) ,  in t rodu isons  la  no-

P  =  T ,
0

En se  servant  des  re la t ions

( le)

(20  )

(2t)

(22)

V , r  
Ë , t , "+S,o )

V,x -  
$ tF,o s,o) + F,x+ s,x

! , t o - t o ,ê, t  
Ë t - ;F ,o  Ës 'o)

cz  c

" ,x  +( -F ,o*5ro)  
- * t , *

c-p

Par  conséquent  le  système (6)  peut  s 'écr i re

p,X 5,x + s,o - e1 rf  (F,s)

p,x 5,x- p r,"

où r l  est  une fonct ion de S et  F :

. to
c 5 rX

(23) ' t ,  (F,s) =abIr-t .{} t l  (E =E (s -  F) estdérini  en (18)

Si er= or ê1 addi t ionnant les deux équat ions (22) on retrouve ce que

nous avions mènt ionné précédenrnent,  à savoi ;"que F ne dépend que de a'  La

seu le  so lu t ion  s  de  l ,équat ion  (22)z  t , , ,  -  
#  

t ,o  =  o  qu i  vér i f ie  la  cond i -

t ion  S =  o  dans  la  zone de  repos  es t  la  so lu t ion  ident iquement  nu l le .

S i  e ,  es t  non  nu l ,  on  in t rodu i t  l es  va r iab les  mu l t ip ' l es  :

(24) xi =.1 x
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e t  I  ' on  pose :

F (c r ,  X ,  g )  =  Fo  (a ,  Xo ,  X l , . . .  )  +  r l  F1  +  . . .

S (c r ,  X ,  ,n )  =  11  So  (c r ,  Xo ,  X l )  +  . . .

développement (25)Z est  compat ib le avec le résul tat  obtenu dans le cas où
-0 .

0n pose également :

T (a ,  x ,  .n )  =  To(c ,

166

(25  )

(26)

(27  )

(28  )

(2e)

(30  )

(31)

(32)

Le

t1

X O ,  X l ,  . . . )  +

(25 )  dans  (?2)

T1(c r '  Xo ,  X l ,  . . . )  +

I ' i den t i f i ca t i on  des

t l

et premr eresLa subs t i tu t ion
pu issances  de  e ,  donnent

de

Fo ' *o

p1 ,Xo

, r ,Xo

0n a noté :

= Q

= -

ct  =  c (qo (Fo,  o) )

Po = Toro

é tan t  d 'ap rès  (9 )  (10)  e t  (25 )  la

c^
T="o ' *o  t l

To (Xo  =  o r  0 )  =  o

L 'équat ion  (27  )  mont re  que

Fo = Fo (cr ,  Xl)

Fo ,X l

Fo ,X l

2c
se,xn qt: to,o- u (Fo'

-  
2 c n

S +- O , X o  
C I P O  - o r c

so lu t ion  de  :

o )

(33  )

Fo ne dépendpas de Xo
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En a iou tan t  (28)  e t  (29) ,  on  ob t ien t

Fr. . ,  = -  Fo._,  -  
l r  tFo, o)

"Xo  
- ' xL

S i  Fo  ne  dépenda i t  pas  de  X '  la  so lu t ion  F t

terme séculaire,  car Fo est  indépendant de Xo

que 1e  deux ième membre  de  (34)  es t  nu l  :

I67

(34  )

(35  )

( J o /

(37  )

de (3a)
.  0n est

fe ra i t  appara î t re  un

donc condui t  à poser

à  l a  l ' im i t e  :

1
F0, . ,  *  

àv  
(Fo '  o )  =  o

n1

Supposons 1e  prob lème gouverné par  la  cond i t ion

e(x  =  o ,  t )  =  f ( t )

La

en

subs t i tu t ion  des  déve loppements  (22)  dans  (13)  (14) '  donne pour  x  =  o  e t

ident i f ian t  1es  premières  pu issances  de  e t  :

(38  )

(3e )

{ t . ,o,  

o)  = â [u,o,  
, )  -  

/ t t t ' *on' l

[ r r (" ,  o)  = o ( i  > 1)

on a ,  compte  tenu de  T(c ,  o )  =  o  :

= - / 
r(d) 

91"I av d9r s(o)/o to

La deux ième éga l i té  dans  (39)  es t  une  dé f in i t i on  de  la  fonc t ion  g .

Une  fo is  ca lcu lée  la  so lu t ion  Fo  de  (35)  qu i  vé r i f i e  la  cond i t i on  à

la  l im i te  (39) ,  on  peu t  ca lcu le r  la  so lu t ion  To  de  (32) .  A ins i  se  t rouve  en-

t ièrement déterminé la solut ion au premier ordre.

L 'équat ion  (35)  es t  appe lée  équat ion  de  t ranspor t .  E11e gouverne la

modu la t ion  de  F  le  long  d 'une  l i gne  de  p ropaga t ion  a  =  co rs t .

S i  1e  p rob lème ê ta i t  l i néa i re ,Û  (Fo ,  o )  se ra i t  une  fonc t ion  l i néa i re

de  Fo ,  so i t  ( vo i r  (23 )  e t  (18 ) )  :

V (Fo '  o )  =  ^  Fo

Iv(o, 
t) +

1
IS i (o,  o)

Par  su i te

Fo(a  '  o )

/r t t l
o

= O

c (Y)  dv  =  oco

( i  >  o )

(40  ) ( r=1- *>o)



Sect ion  4 .3

(44)

ffi-H=o

168

La so lu t ion  de  (35)  vé r i f i an t  l a  cond i t i on  à  la  l im i te  (39)  s 'éc r i ra i t  a lo rs  :

(41 )  Fo(a ,  *1 )  =  
" -  

â  * t  
n1o)

0n re t rouve la  p ropr iê té  se lon  laque l le  l ' onde s 'amor t i t  exponent ie l lement  au
f ron t  d 'onde.  0n  peut  remarquer  que 1e  coef f i c ien t  d 'amor t i ssement

t l

e -  es t  i ndépendant  de  I ' amp l i tude  de  la  so l l i c i ta t ion  g ( " ) .

Dans le  cas  non l inéa i re  ce t te  dern iè re  p ropr iê té  n 'es t  p lus  v ra ie .
En  e f fe t  l a  so lu t ion  de  (35)  e t  (37 )  s 'êc r i t  en  génêra1  :

( 42 )  Fo (a ,  *1 )  =  Êo { r '  g (o ) )

I l  n 'es t  pas  poss ib le ,  sau f  cas  par t i cu l ie r ,  de  séparer ,  comme dans la  fonmule
(41) ,  l es  va r iab les  x ,  e t  a .

L 'amor t i ssement  d iss ipa t i f  (déc r i t  pa r  la  va r iab le  len te  x r )  es t  donc

dépendant  de  I 'ampl i tude de  la  per tu rba t ion .  (Var ley  e t  son  éco le  par len t  d '

"amp ' l i tude  a t tenuat ion" ) .  Cet te  dépendance d ispara i t  lo rsque 1e  prob lème es t

fa ib lement  non I  inéa i re .

c ) tlsrde-presreselye-dilferÊe

Ce paragraphe ne  cons t i tue  qu 'une ten ta t i ve  de  descr ip t ion  de  l 'onde

di f férée de forte ampl i tude. Cette tentat ive étant purement formel le ;  i l  convient

donc  d 'ê t re  p ruden t  à  1 'égard  des  résu l ta ts  ob tenus  tan t  qu ' i l s  n 'au ron t  pas  con-

t r ibué  à  la  réso lu t ion  qua f i ta t i ve  e t  quan t i ta t j ve  d 'un  p rob lème concre t  ( réso lu -

t ion  que nous  n 'aborderons  pas  dans  le  cadre  de  ce  mémoi re) .

Pour  é tud ie r  la  per tu rba t ion  quand e l le  s 'é lo igne su f f i samment  du  bord ,

on pose- :

(43) t ,  = #
Après  avo i r  tenu  compte  de  (1 )  e t  (2 ) ,  on  remarque  que  l ' équa t ion  (4 .1 .1 )  es t
équiva' lente au système :

# #ffi= -{ r, *1P.r

Comme précédemment,  nous al lons opérer un changement de var iable

( t ,  x )  . r  ( c r ,  X )  (X( t ,  x )  =  x )(45  )
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Nous noterons les  l ignes  de  ProPagat ion  :

=  cons t(46  )

1lr ,x l

F ig .  3

Dans  le  p lan

X

( t ,  x ) ,  I  ' équa t ion es t  de  la  fo rme ( f ig .  3 )  :

(47  )

et  I  'on peut toujours supposer que :

( 4 8 )  T ( c r ,  o )  =  a

Les courb"tq sont à déterminer ;  e l les ne coîncident pas comme

précédemmentavec lescourbescarac tê r i s t iques .

Une fo js  les {  connues,  le  changement  de  var iab le  (a5)  es t  par fa i -

tement  dé f in i  dans  le  domaing  V du  quar t  de  p lan  ( t  >zo '  x  7o)  où  les f , "  ne  se

coupent  pas .  Au coup le  ( t ,  x ) ,  on  assoc ie  (oc ,  X)  te l  que X =  x  e t  te l  que{

so i t  l , un ique  l i gne  de  p ropaga t ion  passan t  en  ( t ,  x ) .Réc ip roquement  au  coup le

( " ,  X ) ,  on  assoc ie  ( t  =  T (c r ,  X ) ,  x  =  X) '

Note :  Dans la sui te nous noterons V et  E 1es quant i tés v et  e considérées com-

nre  tonc t ions  de  (o ,  x ) ,  e t  sans  ambigu i té  poss ib le  nous

nota t ions  x  e t  X .

o  ( X ,

?o(c

r)

aef
cl

T  (a '  x )

poumons confondre l es
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Les rel  at io.ns

(49)  0,X=-3,  -  1- t ' \  
T ' o  q t t - q

ob tenues  à  pa r t i r  de  l ' i den t i t é  :

T(x ,  a  (x ,  t ) )  =  t

permet ten t  d 'écr i re  le  sys tème (44)  en  fonc t ion  des  var iab les  (< ,  x )  :

,^f5 {tE)r-}E. *r.r l  +v+a(E)E=o
(50) 

"t  
LT; 

-T \- T' "o 
- 

"* ' . ]  
-  '  ' ;*

-  1 r X  V , o  *  T , o  V r *  =  E r o

In t rodu isons  ma in tenan t  les  va r iab les  mu l t ip les  :

(51)  x . ,  = e i  x

et  cherchons  une  so lu t ion  (V ,  E)  de  (50)  de  la  fo rme:

V  =  Vo  (o ,  x r . . . )  + .2V1(o ,  X l ,  . . . )  + . . .
(52 )  

E  =  Eo  (o ,  x r . . . )  +  r2E1(o ,  X l ,  . . . )  + . . .

I l  y  a  une  t ro is ième fonc t ion  inconnue  à  dê te rminer :  c 'es t  l a  fonc -
t ion  T  qu i  dé termine  les  l ignes  de  propagat ion  :

(53  ) T  =  To (a ,  Xo ,  X1  . . . )  +  rZTL (a ,  Xo ,  x1  . . . )  + . . .

En conformi té  avec  la  no t ion  d 'onde progress ive ,  nous  supposons que
les  Vt  e t  1es  E. ,  ne  dépendent  pas  de  xo ,  ma is  seu lement  de  la  var iab le  rap ide
cr  e t  des  var iab les  len tes  x ! ,  xZ .

La  subs t i tu t ion  de  (52)  e t  (53)  dans  (50)  donne au  premier  o rdre  :

a (E^ )
(54) Vo * --n- Eo = o

(55  )  -  To , . .  vo ,  =  Eo  
,^ o 0 q '
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puis  à  l 'o rdre  su ivant  :

vsrcr , .21eo)  to ' *o ,

tr;'--T E'o'o

a , r (E^ )
El + --Ë ElEo+ v, +1jd = Q

57)

56)

ksal
I
I

(5e)

Iuo I
I

63)

-  (T t , "o  *  to ,x ' )  vo ,o  -  to , *o  ur ,o  *  To,o  vo,* ,  =  t r ,o

Des formules (54)  e t  (55)  on dédui t  l 'équat ion :

T=0'o,xo - 
A(FJ

où I ' on  a  posé

A(Eo)  =  (Eou(Ee) ) ,go

pu isque Eo ne  dépend pas  de  *o ,  la  fo rmule  (58)  donne par  in tégra t ion

et compte tenu de (48) i

to=ffi*"'
Par  su i te ,  on  a  :

Ts,a l' + n t. (Kh)ro to

En é l im inant  Vo en t re  (56)  e t  (54) '  on  ob t ien t  :

E^

vl  =o (E.)  # 
-  *  A(Eo) El '

"  
r  g  rC !

où l ' on  a  in t rodu i t  I ' exPress ion

o(En) = otlo' 
+ro,xo

qu i  d 'après  (58) ,  es t  b ien  une fonc t ion  de  Eo '

Subst i tuons  (61)  dans  (62)  :

61 )

62)

1-o64) V t  =  e (Eo) A(Eo)  E l-*5),,
O r c

Eo ,o

avecpu is  (64)  dans  (57) '  e t  ê l im inons  Vo
\
I

(54) .  0n  ob t ièn t  une équat ionde
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la forme :

g (E l 'T l ,  *o )  +  K(Eo '  Eo .  ,  Eo . ,  )=  0
-  d  - x l

dans laque ' l le  tous  les  te rmes a f fec tés  de  l ' i nd ice  1
de  G.

0n pose que chacune des expressions G et  K

iours  poss ib le  car  on  d ispose de  T ,  pour  annu ler  G.

Tl 'xo*$nEl '=o

^2
Es,x  - ' ; "

1

L72

(65  )

( 66  )

(67  )

sont regroupés au sein

es t  nu l le .  Cec i  es t  tou -

I l  v ien t  a lo rs  :

e  (Eo)  Eo ,o  
|  -  ^

@rCI t L o  
- q

(68  )

Cet te  dern iè re  express ion  es t  1 'équat ion  de  t ranspor t  qu i  gouverne

la  var i 'â t ibn  de  Eo 1e  long d 'une I  igne  de  propagat i  o "  f ,  dont  l ' équat ion  es t
déterminée au premier ordre par (60).

0n  remarquera  que ce t te  fo is  la  courbe l " t "  dé termine  à  par t i r  de  la

cé lé r i té  a (E)  qu i  f i gu re  dans  le  te rme d 'o rd re  in fé r ieu r  de  l ' équa t ion  (1 ) ,

a lo rs  que  pour  I ' onde  p rogress ive  ins tan tanée ,1es  l i gnes  de  p ropaga t ion  é ta ien t
les  carac tér is t iqu" t  ? rcons t ru i tes  à  par t i r  de  la  cé lê r i té  c (E)  f iguran t
dans  les  te rmes d 'o rdre  supér ieur .0n  re t rouve là ,  une propr ié té  c lass ique dont

nous  avons  par lé  au  chap i t re  I  :  l ' onde d i f fé rée  es t  gouvernée au  premier  o r -
d re  par  1 'opéra teur  de  p lus  fa ib le  degré .

L 'équa t ion  (67)  es t  une  équa t ion  de  la  d i f fus ion  non  l i néa i re .  Dans
le  cas  par t i cu l ie r  où  a (E)  es t  i ndêpendant  de  E ,  on  a  :

A = ô = C O [ S t r

on ob t ien t  1 'équa t ion  de  la  cha leur  non  l i néa i re  :

(6e )
o2

Eo, *  - ,
*1 . '

S i  de  p lus

( e (Eo )  Ee ,o )  o  
=

c  es t  indépendant  de  E,  a lo rs  e  es t  cons tan t  :

d  , C Zn*7(70  ) 0 = - -  1 )
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et  I 'on  re t rouve la  so lu t ion  l inéa i re  gouvernêe par  1 'équat ion  de  la  cha leur

(poser  n  =  o  dans  4 .2 .48)

E O  
r X I

Dans la  descr ip t ion  de  l 'onde progress ive  d i f fé rée ,  comme dans ce l le

de l 'onde ins tan tanée,  la  non l inéar i té  se  man i fes te  de  deux  façons :

a )  d 'une  par t  e l l e  d is to r t  l es  l i gnes  de  p ropaga t ion  (vo i r  l ' équa t ion  (60) )

qu i  sera ien t  des  dro i tes  para l lè les  en  thêor ie  l inéa i re .

b )  d 'au t re  par t  e l le  donne un  carac tère  non l inéa i re  à  1 'équat ion  de  t ranspor t  (67)

S. ignalons que pour un problème faiblement non l inéaire 1a méthode

exposée au  paragraphe 4 .2 .b  es t  mieux  adaptée  à  l 'appréhens ion  du  prob lème '

L,équat ion de Burgers permet notarment de décr i re les chocs stat ionnaires alors

qu ' i1  semble  d i f f i c i le  d 'en  rendre  compte  avec  la  théor ie  exposée ic i '

Remarque 3 :  La méthode se prête à quelques cr i t iques :

D 'abord  1 'équat ion  de  t ranspor t  (67)  es t  de  s t ruc tu re  complexe '

S , i l  s ,avéra i t  imposs ib le  d 'en  ob ten i r  des  so lu t ions  su f f i samment  s imp les ,

ne serai t -ce que dans des cas part icul iers,  
' la 

méthode ne prêsenterai t  que

peu  d ' in té rê t .

Une au t re  ques t ion  à  éc la i rc i r  es t  ce l le  du  domaine  de  va l id ' i té

de  la  so lu t . ion  fo rmel le  ob tenue.0n  sa i t  b ien  que l 'onde progress ive  d i f fé rée

n'est  représentat ive de la rêal i té que pour des abcisses suff isamment

grandes,  d isons  pour  X  , .LL .  D 'au t re  par t  on  peut  cons ta te r  que la  d is to rs ion

des l ignes de propagat ion âst  décr i te de façon approchêe par la formule (60) '

L 'e r reur  due â  ce t te  approx imat ion  es t  nég l igeab1e quand x  es t  pe t i t ,  ma is

e l le  ne  I 'es t  p lus  pour  les  g rands  x .  Par  conséquent  la  so lu t ion  approchée

calculêe dans ce paragraphe n'est  valable que dans un segment de la forme :

[0, L2] n tLr, * -]

dont  i l  n ,es t  pas  exc ' lu  à  p r io r i  qu ' i l  pu isse  ê t re  rédu i t  à  I 'ensemble  v ide

dans cer ta ins  cas .

Q  , C 2â'7 -  1 )  Eo ,oo  =  o

72)
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CHAPITRE V

PROBLEI'IES DYNAMIQUES EN VISCOELAS

THERMOELASTICITE NON LINEAIRES

Ce chap i t re  es t  consacré  pour ' l ' essent ie l  à  l ' é tude des  ondes v is -

coé las t iques  non  l i néa i res  de  fa ib les  amp l i tudes  (sec t ions  5 .1  â  5 '3 ) 'Pu is '

dans  la  dern iè re  par t ie  5 .4 ,  nous  donnons que lques  ind ica t ions  re la t i ves  à

la  thermoé las t ic i té  non l inéa i re .

5.  I  L 'ONDE VISCOELASTIQUE :  POSITION DU PROBLEI ' IE

0n se  propose d 'é tud ie r  l ' onde t rans i to i re  se  propageant  dans  un

demi -espace v - iscoé las t ique non l inéa i re  in i t ia lement  au  repos  dont  le  bord

es t  soumis  à  une cont ra in te  un i fo rme,  var iab le  avec  le  temps,  e t  de  fa ib le

ampl i  tude.

Deuxpropr ié tésdumatêr iauvon tseman i fes te r :

-  la  non l inéar i té ,  dont  les  e f fec ts  convec t i f s ,  en  accusant  le  p ro f i l  de

l ' onde ,  Son t  à  l ' o r ig ine  de  l ' éven tue l le  appar i t i on  de  chocs '

-  l a  v i scoé las t i c i té  qu i ,  en  d iss ipan t  l ' énerg ie  mécan ique  au  se in  du  matê -

r iau,  tend au contraire à at ténuer le prof i l  de la perturbat ion'

Ces ef fets,  en quelque sorte antagonistes,  donnent l ieu à certaines propr ié-

tés  par t i cu l iè res .  A ins i '  une  so l l i c i ta t ion  qu i  dans  un  corps  purement  é las-

t ique  condu i ra i t  à  la  fo rmat ion  d 'un  choc ,  peut  dans  un  corps  v iscoé las t ique

ne pas produire de choc, tout  comme si  I 'appar i t ion de ce dernier étai t  étouf-

fée  par  la  v iscoé las t ic i té  du  matér iau '

S i  l ,é tude des  ondes non l inéa i res  dans  les  corps  é las t iques  a  fa i t

d 'appréc iab les  progrès ,  g râce  no tamment  à  la  no t ion  d 'onde s imp le '  les  résu l -

ta ts  dans  le  domaine  v iscoé las t ique  son t  p lus  l im i tés ;  su r tou t  lo rsqu ' i l  s 'ag i t '

comme on se propose de le fa i re ic i ,  de rêsoudre un problème à valeurs aux

l im i tes ,  ou  â  va leurs  in i t i a les ,  e t  d 'en  donner  une  so lu t ion  ana ly t ique '

Parmi les progrès les plus typiques en la mat ière,  c i tons les t ra-

vaux  de  Var ley  e t  Rogers  l f l ,  Seymour  e t  Var ley  l2 l ,  l l o r te l l  e t  Seymour  l3 l '

qui  ont  étudié la propagat ion d 'ondes de hautes f réquences'  Ces ondes sont
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amort ies exponent ie l lement.  La perturbat ion se l imi te donc en prat ique â un
vo is inage de  l 'o r ig ine  d 'au tan t  p lus  res t re in t  que le  temps de  re laxa t ion  ins -
tan tané du  matér iau  es t  fa ib le .

Ce n 'es t  pas  le  cas  s i  la  so l l i c i ta t ion  au  bord  es t  de  na ture  que l -
conque.  Le  f ron t  d 'onde es t  tou jours  amor t i  exponent ie l lement ,  ma is  i l  n 'en
es t  pas  de  même de tou te  1a  per tu rba t ion .  La  par t ie  p r inc ipa le  de  ce l le -c i  se
dép lace ,  quand on  es t  lo in  du  bord ,  à  une v i tesse  peu d i f fé ren te  de  la  cé lé r i té
di f férée du son (")  . t  son évolut ion est  gouvernée au premier ordre par une
équat ion  de  Burgers .  C 'es t  le  résu l ta t  auque l  about issent  B lake  |  +  |  e t  B land |  5  |
pour  des  corps  v iscoé las t iques  non l inéa i res ,  dont  1e  compor tement  es t  rég i
pour le premier par des paramètres cachésr pour le second par un assemblage
en para l lè1e d 'un  ressor t  non l inéa i re  avec  un  amor t i sseur  l inéa i re .

Nous prenons ic i  une lo i  de comportement de type intêgral  et  cher-
chons  à  décr i re  la  so lu t ion  du  prob lème dans  tou t  le  quar t  de  p lan  ( i z .o , i z7o) .

L 'équat ion  qu i  gouverne le  p rob lème es t  de  type  in tégro-d i f fé ren t ie l .
Le  ca lcu l  des  ondes v iscoé las t iques  ins tan tanées e t  d i f fé rées ,  sec t ion  5 .2  e t
5 .3 ,  cons t i tue  donc  un  exemple  d 'app l i ca t ion  de  la  méthode  de  l ' éche l le
var iab le  à  ce  t ype  d 'êqua t io r ,  A .  Mo l ina r i  |  6  l .

La loi de comportement du matériau est donnée. au second ordre par
un dêveloppement en in léarales mult ip les de la forme (*)  :

; ([) =,/' rr(i -,) ff t,) a.
,o

176

(1 )

t-1l t / t*  2/o / "
G2 ( i  -  ,1 , .r) ff (.1)â ;

â t
( t2 )  d t  L  d rz

oùoe t représentent la contrainte et la déformat ion uni ta i re,  x et

( ' * )  Peu di f fêrente,  parce que nous

;=+
âx

t

("n) Prendre un dêveloppement à un

0n ne  t ien t  pas  compte  ic i  de

en première approximat ion par

supposons que I 'ampl i tude de  l 'onde es t  fa ib l

ordre supér ' ieur ne changerai t  r ien aux résul ta

la  va r ia t ion  d 'en t rop ie ,  ce  qu i  es t  j us t i f i é

les  ondes de  fa ib le  ampl i tude.
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l ,absc isse  e t  le  temps f l  ;  G l ,  G,  des  fonc t ions  de  re laxa t ion .  Les  dér ivées

:
du type f i  

sont éventuel lement à prendre au sens des distr ibut ions.

La contrainte au bord est donnée par

o  (o ,  t )  =  F ( t )

où  F  es t  une fonc t ion  connue,  nu l le  pour  [ .o .

1o1 Rrec isément  s i  l 'on conv ient  de dés igner  pat  i  e t  i  ta  pos i t ion d 'une par t i -

.  cu le  respect ivement  à  l ' ins tant  in i t ia l  e t  à  I ' ins tant  t '  on a :

u=x-x
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(1 )

(2 )

5 .2  L 'ONDE DIFFEREE

Dans ce  paragraphe,  on  s ' in té resse à  la  recherche d 'une so lu t ion

asymptot ique lo in du bord.  Transformons d'abord la lo i  de comportement sous

une forme adaptée à cette êtude.

a ) Erpres:iel-de-Le-l.e!-Ée-se[pgrlese!!-e!-ge-I]Êgge!!e!-És-Equvege!!-egsPlee:
à l 'é tude lo in  du  bord

In t roduisons les notat ions :

E l  =  Gl  ( - )  Ez = Gz ( - ,  - )

( -
u = /  (cr  (E) -  cr  ( - ) )  ds

tO

qu i  dés ignent  les  coef f i c ien ts  d 'é las t i c i tê  d i f fé rée  du  premier  e t  du  second

ordre ,  e t  une v iscos i té  d i f fé rée .

Le premier terme de (5J' . '1)  peut s 'écr i re :

/ i
t  = / 

- 
n, ( i  - ') # (.) d. = r, è 1i1 +'o

puis,  moyennant une intêgrat ion par part ies et  compte

1à= o pour  i r .0)  f  I

1t(Gl(i-,)-r, l$t.l' o

tenu du repos in i t ia l

I

Après avoir

s 'éc r i t  :

: - fi: r=Et"( t )+ue( t ) -J  e( t - . )  ( i  (Gr(E)  -Et)  de)dt
' O r

éga lement  t rans formé le  te rme non l inéa i re ,  l ' équat ion  (5 .1 .1 )

Ez(r)  +

@

(cr (

e

, (
t l

T

e

o (x '  t )

f  t :
Je
o

i

L rtv/- o

- E- L l

(t- '  )

. i
o

- ,  -  a
e '  ( t )  +  pe  ( t )

E1)  de)  d t

( t- 'r ) ( t - rù  (Gz ( ry r2)  -  Eù  dr1  d t2

1
2

r)

e

( " )  t "  po in t

dans  la

" . "  dés igne  1a  dér i va t ion  Par
su  i  te .

rappor t  à  t  i c i ,  par  rappor t  à  t
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(3) n = tl l ' ' 'rn= suP 
"#

âo-_=- =

A X

avec  (2 )  e t  (4 )

Posons :

= OTX

=  n E l o

o(o ,  t )  =

où n  dés igne la  v i tesse  d i f fê rée  du  son,  ê t  n

posé pet i t  (n. .1.) ,  et  opérons les changements

un paramètre

de var iab le

sans  d imens ion  suP-

et de fonct ion :

(4 )

i

e

i

d

^ l e
^ d UroF

z

t  / t re
/" ax

I
6

à

= T t  g = y 1 0 T U

=âY- n 4 =nê
ax

â X

(oo  dens i té  dans  1 'é ta t  i n i t i a l )

où  T  dés igne une éche l le  de  temps (x  =  oT :  éche l le  de  longueur  assoc iée) '

L 'équat ion  qu i  gouverne la  p ropagat ion  de  l 'onde s 'ob t ien t  en  com-

b inant  l ' équat ion  du  mouvement  (écr i te  sous  fo rme lagrang ienne) '

(5 )

De  ,  u  a2e
,* ' tril 5t'ax

' *  
, r-u, , f -e ' tEl--  

r '  
dE) dv

ax \ -  - '  y ru  t l-,'1. H -+[
(G

(6 )

(7 )

(8 )

( t -ur1 e ( t -ur) E1

La cond i t ion l a l im i te  (5 .1 .2 )  s 'éc r i t  quan t  à  e l le :

*n
2 

(ut f  ,  UZT) -  EZ)
durdu, =#

express ion dans 
' laquel le  la  deux ième

Dans toute la  su i te  nous ut i l iserons '

repos in i t ia l  :

e(x,o)=*T(x,o)  =o

Nous u t i l i sons  deux

asymptot iques raccordés Puis

mont rer  1a  grande s imPl ic i té

( l f  ( t ) l  {  1 ,  f  ( t )  =  o  Pour  t '  o )

êga l i té  cons t i tue  une dé f in i t ion  de  f '

sans I  es rappe' ler ,  1 es condi  t i  ons de

dc f  f  ( t )

méthodes l 'une s 'appuyant sur les développements

ce l le  des  éche l les  mu l t ip les ,  cec i  a f in  de  b ien

de cette dernière.
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u) DÉyelqppepells-e:ypp!g!isse9-rseeerdee

Une première  idée venant  à  
' l ' espr i t  

lo rsqu 'on  examine l 'équat ion  (6 )
es t  d ' imag iner  que les  te rmes êh  n  sont  nég l igeab les ,  c 'es t -à -d i re  de  l inéa-
r iser cet te équat ion en posant n = o i

ae+  u  a2 . - l  f t ^ "  
l *G '  (g ) -Er  . , -a1ua*-r-fuæ#-il ff(t-v) (l r-+--dE)dv

o 
' vT  t l  

- ;F

En fa i t  i l  es t  b ien  connu que la  so lu t ion  approchée donnée par  (9 )
ne peut être valable que pour des temps suff isamment fa ib les,  car les termes
non l inéa i res ,  même pet i t s ,  p rennent  par  un  e f fe t  cumula t i f  de  l ' impor tance
aux grands temps.

Réso lvons  néanmoins  le  p rob lème L inéa i re  a f in  de  dégager  d 'une par t  son
domaine  de  va l id i tê  e t  de  b ien  p réc ise r  d 'au t re  par t  I ' espr i t  de  la  méthode
qu i  res te  cons tan t  par  de1à 1e  cas  par t i cu l ie r .

Prob lème I  inéa i re

En généra l  la  fonc t ion  G,  (6 )  -  E ,  décro i t  exponent ie l lement  à  l ' i n -
f in i  par conséquent nous admettrons que

/ t ala /- G., (e) - Er
l im  |  

-+ ( t -v ) ( /  dE)dv=o
l'o / o âx- /vT -L

Posons :

(10)  u.2-Eî

paramètre qui tend vers zéro quand T->@ . Après une dérivation par rapport à
x ,  (9 )  s 'éc r i t  :

(11 )  ' 29* . -  ' 3 t  *e , ,o ( r , , )=â2 '
#. ,z#+.zo (,2) = 

kr,
équat ion dont on cherche une solut ion approchée au premier ordre.  La condi t ion
à  la  l im i te  (7 )  s 'êc r i t ,  compte  tenu  de  (2 )  :

( l ? )  o (o ,  t )  =  (e  +  'Z  #  
+  e . ,o  ( .2 ) ) ,  =  f ( t )

lx  = o

180

(e)
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Ca lcu lons  d 'abord ,  à  I ' a ide  d 'un  p rocessus  de  per tu rba t ion  d i rec te '

le développement extêr ieur :

181

(13) .(e) = I , l  .1.) (x, r)
l l > . o

par  subs t i tu t ion  dans  (11)  e t  (12) ,  on  t rouve au  premier  o rdre ,  en  fa isan t

tendre 2 vers o à x et  t  f ixés :

a  2e(e )  â  2e(e )
-;T --lp= o

(14 )

. l t )  (o,  t )  = f ( t )

so i t  :

(15)  . l t )  (x ,  t )  =  f ( t  -  x )

Cette solut ion approchée ne peut tenir  compte de la réal i té physique du pro-

b lème car  e l le  p ropage un  s igna l  sans  l 'a t tênuer ,  c 'es t  à  d i re  sans  fa i re  iouer

la  v i scos i té  du  maté r iau .
pour  pa l l ie r  ce la  on  in t rodu i t  des  var iab les  e t  un  déve loppement  d i ts

in té r ieurs ,  e t  dê f in i  comme su i t  :

Y= t  -  x
(  16 )

x l  =  ezx

(17) . ( i )= i  ' le( i )  ( f ,xr)
l l7, o

L 'équa t ion  (11)  s 'expr ime avec  ces  var iab les  par  :

('rq - fi12 " * .z&t', ù 
- &)' " * ezo (Ez) =+

La subst i tu t ion  de (17)  donne au premier  ord fe , ' lo rsqu 'on fa i t  tendreervêFS

oàte txr f ixés :

a2o ( i  )  r ze ( i  )o = o o " o--T- = --:z-
ôE-  âE

(  18)
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(1e)

(21)

pu is  à  I ' o rd re

a'jr )
-ill -

r -
a -

0n êc r i t  que ,

su ivan t :

1 aze( i  )

2-7 = 0

Les cond i t ions
en "raccordant"  . [ t )  . t
var iab l  es  i  n te rméd ia i  res

permettent de résoudre cette équat ion s 'obt iennent
par un processus dans leque' l  interviennent les

;x  =  ô ( .2 )  x ( e2  , . .  ô  ( e2  ) . . 1  )

àEet f t i xes :

= 
:;T" 'it)

qu i
o ( i  )-o

i

(20)

re )
l im  e )
tzfr "

e t  l ' on  ob t ien t  :

. j t )  (6 ,  x l  -  o)  = r  (E)

La solut ig l .composi te au premier ordre eo, obtenue en retranchant
à  la  somm. . ( t )  * . ( i )  tu  t im i te  in te rméd ia i re  f  (E ) ,  s ' i den t i f i e  à . j t )  

"as 'ob t ien t  en  réso lvan t  (19) ,  (20 )  :

.o (x, t, =#[

\E-r
r (v)  exp t -  

( ' -z î* -  u)2)  au

rT

au moins gproximat ivement,  dans 1e quart

va l id i té9"  sur  leque l  la  so lu t ion  approchêe
U

de la  so lu t ion  exac te .  Pour  ce la  on  examine

J de (9) tend vers zéro quand T tend vers

G, un temps de relaxat ion moyen T, :

Comme nous l 'avons  dé ià  remarquê au  chap i t re  I ,  i l  semble  y  avo i r
i c i  un  paradoxe,  pu isqu 'à  un  ins tan t  donné t  la  so lu t ion  approchée fa i t  dé-
pendre  eo  de  tou tes  les  va leurs  de  f (v )  =  o  (0 ,  v )  y  compr is  des  va leurs  fu -
tu res  (v t t ) .  En  fa i t  ces  dern iè res  n ' i n f luencen t  pas  la  so lu t ion  (21)  dans
son domaine  de  va l id i té  e t  du  même coup la  cond i t ion  de  repos  in i t ia l  es t
vé r i f i ée  dans  ce lu i -c i .

E t  d 'abord  dé f in i ssons ,
1/

de p lan  x  >  o ,  t  u .o ,  un  domaine  de
(21)  es t  une bonne approx imat ion
de que l le  façon le  te rme in tégra l
I ' i n f in i .  0n  dé f in i t  à  par t i r  de

r  dé f
u t m  = [7*, ry)-EidT
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où le deuxième membre reprêsente le moment d 'ordre 1 de Gr En ef fectuant une

intêgrat ion par part ie on peut expr imer le terme intégral  J sous la forme :

r=-#ff-n

avec

n=4 / '* '(r-v)"  Tz /o  ax

L 'êquat ion (9)  s 'écr i t  a lors  :

#*',*',F*-R=+
par consêquent,  pour val ider les approximat ions fa i tes '  on peut est imer que

T do i t  sa t i s fa i re  la  cond i t i on  heur i s t ique :

V,-r''rry)o/lo'

(2? )
.  

T>>T,  = SuP ( t 'T,n)

et l ,on supposera que les domaines donnés en (23) et  (24) '  respect ivement par

rapport  aux var iables phys' iques et  rédui tes,  sont des domaines de val id i té de

I  a  so l  u t ion  (21)  ( *  )

^, - l
tel que x 

"O J

te l  que  x r tO]

0n admet t ra  également  que les bornes b" '4= 
X [de9ot '90 

vcr i f ient  les

condit ions (25) et (26) dêduites de 1z:ZY ae façon heurist ique :

LO >>n  T ,

LD  >>  SuP  (e2 '

(23 )

(24)

6o = 
{rï,

9o = 
{t*,

r)

r)

(25)

(26) i',

( "  )  tu  so lu t ion (21)

comPris entre o
est  va lab le  Pour

e t  |o !

x)b pour x = o, mais Pas Pour les x
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D 'au t re  par t  i l  es t  b ien  connu qu 'en  théor ie  l inéa i re  une d is -

cont inu i té  [ f J  Ae ]a  so l l i c i ta t ion  au  bord  f  se  propage à  la  v i tesse  ins tan-

tanée du son tout en s 'at tênuant avec un facteur d 'amort issement exponent ie l
'vx

e-rÇnT'
où:

Tr=-

0 i=

désignent un temps instantané de relaxation du matériau, et la vi tesse ins-
tantanée du son.  0r  l 'équat ion (21)  montre que aans $ un s ignal  se propage

à la vi tesse dif férée du son tout en dif fusant. Par conséquent, pour une
ra ison de compat ib i l i té ,  toute d iscont inu i té  de f  do i t  ê t re  devenue négl i -
geable dans$D ce qui conduit  à admettre que

184

(27)

(  28)

(?e)

N
LD)O (Tr CI i  ) .

I l  es t  fac i le  de  vo i r  que  les
pas  eo  dans  1e  domaine  de  va l id i téOU.
(zr)  ie s isne [-pu" l t ,t o  ' o  

7 t

eo(x, q = 
#l 

r(v) exp

r/qT
Remarque 1 :

f ( t1  =11

Les êquat ions (21) ,

va leurs  fu tu res  de  f  n ' in f luencent

Ainsi  peut-on remplacer dans la formule

( - )dv
t -x -v )2

2VqI

Examinons le  cas  par t i cu l ie r  où

( fonc t ion  éche lon  un i té  de  Heav is ide)

et  (32) fournissent successivement :

(r)
(2e)

(30 ) .(r) (x, t) = | errc 
&

"(z) (x, t) =lertc 
ffi-L""rrrff

2 '

c l  (o)

(31 )
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(32  )
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t (a )

Ces so lu t ions
t rer  qu 'e l  les
(26) .

( x '  t )  =

approchées

coincident

I ertc x-t

"ry
sont di f férentes à certains égards,  mais on peut mon-

toutes sur un domaine tel  er .  Oo déf in i  en (24) et

sur  le  cas  par t i cu l ie r  de  la  remarque 1  qu 'au  vo i -0n Peut constater

s inagedu f ron tx= t :

ïtg =o $-r/2)âx

, ' . ( r )  
= o $_3/2,ffi

^2 , ,' " ( l )  
=o $-t /2,

at -

De sor te  que dans  la  fo rmule  (6 )  i l  n 'y  a  p lus  de  ra ison de  nêg l iger  le  te rme

â ê t t  t  ^  - r r 2 .  r !  - -  ̂ - !  :  D  -  , ,  ' 2 t r 1 ' ,  -  - a t l .

A =n.111 #= 0 $ x- l /z)  re lat ivement à B =EhTd#= s (7 / '1 dès

F

l o rs  que -  -  0  ( ;1 .  1a  so lu t ion  l inéa i re  échoue s i  l ' on  s 'é lo igne su f f i samment

du bord.

Prob lème non l inéa i re

Dans le problème non l inéaire interviennent deux pet i ts paramètres

n  e t2 .  S i  l ' on  fa i t  tendre  l ' un  ve rs  0 ,  pa r  exemple  n '  i l  f audra '  pour  que

les expressions A et  B dont on vient de par ler  soient de même ordre,  prendre
1

T =  0  ( l ) .  En  somme p ' lus  la  non- l i néar i té  es t  fa ib le  (n*  0 ) ,  p lus  lo in  du

bord se produiront ses ef fets et  l 'échel le de temps adéquate pour "accompagner"

ceux-ci  est  :

l t  . 1 -
T = T"/n = 0 (n:)

Nous posons Par conséquent Pour n

r, = gft de sorte que
1 '

f0

a?

n

:  ( " )

= 0 (1.)  quand n+o(33)

la  nu l l i t é  dee* sans pour autant que n soit
1n1 Cet te  cond i t ion  au tor ise

nu l  (u  =  0 ) .
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t= t -x

x l=nx

Alors,  compte tenu de

*=-rL*n
1 'équa t ion  (6 )  s 'éc r i t

186

(34  )

(35  )

â â _a
ax,  5T 

-  
âE- L

après  une dér iva t ion  par  rappor t  à  x  ( * )  :

(# - . rh,'e+n(i) +(+-n#lt"r3t*fr)'e+nn(a' - nË)l.t*h,F,+ - n ftr"\ '  â t  'a t

En s 'appuyan t  su r  le  fa i t  qu 'en  généra l

exponent ie l lement  vers  E ,  quand ( t l ,  tZ )

t rouver  la  fo rmu le  (35)  c lue :

( t -ur)e( t -uz)

h,"l
2

r  n o (n) = 5
d t "

Cherchons un développement intér ieur sous la forme :

(36)  e( i )  = i_  nn . [ t )  { r ,  or )
î>ro

La subs t i tu t ion  dans  (35)  donne en  ident i f ian t  les  coef f i c ien ts  de  n  :

, t.it ) à t.it l

at -  aE-

pu is  :

^ . ( i )  
/ i \  2  ( i l

- -o  EZ ( i )âeà ' ,  e2â 'e | ' /
- rÀ1 

f i . "ô 
'TE- = 7,1-"Z

C'es t  une équat ion  de  Burgers .

Ce résu l ta t  a  é tê  ob tenu par  B lacke l+ l  aans  le  cas  d 'un  matér iau
dont  le  compor tement  es t  décr i t  à  I 'a ide  de  paramèt res  cachês  e t  par  B land 15 l
en prenant une lo i  de comportement du type i

(37  )

? .
o=Ere+Eoe - *ue

L (

( ) l a  fonc t ion  G,
-+  ( - r - ) ,  nous

Gr(urT , uzT )

( t I ,  tù tend

admettons pour

-E2

ïg l,'Ë * dr l
E1

(38  )

du2=0
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L'étude fai te sur la lo i  de comportement de type intégral  montre

que le  modè le  (38)  cho is i  par  B land présente  le  degré  de  généra l i té  su f f i san t

pour décr i re au premier ordre les phénomènes se produisant lo in du bord'  Les

coef f i c ien ts  f iguran t  dans  (38)  sont  dans  ce  cas  donnés par  (1 ) '

Pour  dé terminer  la  cond i t ion  à  la  l im i te  qu i  permet  le  ca lcu l  de

e( i )  i l  conv ien t  d ,u t i l i se r  un  processus  de  raccordement  avec  la  so lu t ion
o

extér ieure déf in ie par un développement du type :

(39) . (e)  (x,  t )  =.1^ nn. l t )  (x,  t )
l l  >zo

Rappe lons  qu 'au  p remie r  o rd re  la  cond i t i on  à  la  l im i te  (7 )  s 'éc r i t :

(40) .5")  (o,  t )  = f ( t )

s i  b ien  que :

(4r)  .1")  (x,  t )  = f  ( t  -  x)

En prenant comme var iables intermédiaires :

(42)

E=E=t -x

-x  =  0 (n )  x (n . .0  (n )  . .  1 )

on obt ient  la condi t ion de raccordement :

/ i \

(43 )  . : "  (E ,  r1  =  o )  =  f  (E )

r i )
Là aussi  la solut ion composi te e^ est  confondue avec ef '

Remarque 2 :

La  fo rmu le  (33)  ind ique  qu ' i l  es t  équ iva len t  d 'u t i l i se r  un  p rocessus

dans  leque l  e r+  0 .  0n  Pose  a lo rs  :

(44)  x l  =  e2x '  r r  =  e ,  (+ )  avec  i -  ;  0  (1 )  quand t2*  0

r87
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e t  I ' on  ob t ien t  à  la  p lace  de  (37)  :

(45) + h+"i"#=l#
0n remarque  que  1 'on  passe  de  (37)  à  (45)  par  une  s imp le  mu l t ip l i ca t ioh  ên ;L .-2

S i  1 'on  pose n  =  o  dans  (45)  on  re t rouve la  fo rmule  (19) .  Ce la  mont re  que la
so lu t ion  de  (45)  (ou  de  (37) )  con t ien t  ce l le  du  paragraphe précédent .  Préc isément
e l les  sont  con fondues pas  t rop  lo in  du  bord  pu is  d ivergent  pour  r  >0  (+)  lo rs -
que les  e f fe ts  cumulés  de  la  non l inéar i té  in te rv iennent  e t  ne  sont  pas  su f -
f i samment  é tou f fês  par  la  v iscos i té .

Remarque 3 :

-Comme précédemment,  on peut déf in in approximat ivement un domaine de

va l id i te9O de  la  so lu t ion  de  l ' équa t ion  (37)  :

(46) 5n = I( i ,  f)  t .r  que i ' i^ l
"  L  u )

t\)

avec  L 'vêr i f ian t  les  cond i t ions  heur is t iques  :

Ln>>sup (Ë n,  Tmo)
,  t l

(47)  Ïo"O (n. ,  T")

^2
r2  "V.to'-ç

oO u2 est  une quant i té  ayant  la  d imension d 'une cont ra in te  par  un temps au
carré :

(48 )
l -  l -

,z=I  IG,( ry tz) -Eù dr1 dt ,
- / / -

oo

Remarque 4 :

La  cond i t i on  " in i t i a le "  (43)  imp l ique  que  la  so lu t ion . j i )  a .1SZ1

dépend à un instant donné t  des valeurs futures de f  ( t  )  ( .  ,  t ) .  Cette
dépendance es t  là  auss i  nég l igeab le  ca l ,  e l le  n ' in f luence pas  la  so lu t ion
approchée dans  le  domaine  de  va l id l té90.
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,'., _ r'"1 = r 
r'"o 

*.! 
rt.o_ 

- 3 + t.^ 3l
;7- 

" .o]= 

1Eo5\ 'n;3-qq '"o aro'

La cond i t i on  à  la  l im i te  (7 )  s 'éc r i t  :

f ( t1  = o(o,  t )  = e(o,  t )  + 0(n)  = eo( t ,  Io  = o,  11 = 
9 "" ,  t ' l  

+  0(n)

et donne au Premier ordre :

189

c ) Ure-uÊlbsde-Él9ghelle:-ugL!ipLe:

Les résul tats précédents se retrouvent faci lement en employant

la  méthode des  éche l les  mul t ip les .

Construisons un processus de perturbat ion dans lequel  n + 0 '  Posons

comme en (33) :

(4e) ,z=n(7) uu..$=0(1)quandn*0

L 'équat ion  (6 )  s 'éc r i t ,  après  une dér iva t ion  en  x  :

+-,r#r + .;Ê* r.*ir. n o (^?) =#
âx t  

'  n '  a t

In t rodu isons  les  var iab les  mul t ip les  :

(51 )  I i=n i *  ( i 7o )

e tcherchonsuneso lu t ionde(50)sous la fo rme:

(52) e(x,  t ,  n,  .z)  =, I  -  nt  . . i  ( t ,  Io,  11,  ,  t ' l
i  t o

0n ob t ien t  après  une subs t i tu t ion  dans  (50)  e t  I ' i den t i f i ca t ion  des  coef f i c ien ts

da no ,  n l  :

2 ?

(53)  } . - ' - " ;  =  o
at- ax;

(54  )

(55  )

(56  ) eo  ( t ,  Io  =  o ,  11  =  o ,  . . . )  =  f ( t )
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L'équat ion (53) montre que eo est  de la forme :

(  57  ) eo ( t ,  Io ,  11)  =  eo (E,  I t ) avec t= t -Xo

Ces équat ions  sont  iden t iques  à  (37)  e t  (43) .

Nature l lement  s i  I ' on  p rend comme var iab les  mul t ip les  :

tXi=e2X

et  s i  l ' on  pose  :

n= ' ( * ) '2

on  ob t ien t  1 'équa t ion  (45) .

19'0

Pour  év i te r  I 'appar i t ion  de  te rmes sécu la i res  dans  la  réso lu t ion  de  (54) ,  on
pose que le  deux ième membre  es t  nu l ,  d 'où  :

(58)  "o- t '  ^  5 =-2 
nt to

, r r*Z{eo% 
-6 '5fâr^

so i t  auss i ,  compte  tenu de  (57)  e t  (56)

(5e) 
â'o-Ez ̂  âeo 

=1't3qi-Z[eoJT=E;{

(60 )  eo  (e  =  t ,  11  =  o )  =  f ( t )
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5.3 L 'ONDE INSTANTANEE

Le front d 'onde sépare la zone perturbée de la zone de repos et

i l  se  dép lace  à  la  v i tesse  ins tan tanée du  son n i  s ' i l  ne  cont ien t  pas  de  choc '

à  une v i tesse  un  peu d i f fé ren te  de  o i  dans  le  cas  d 'un  choc  fa ib le '  Les  pro-

pr iétés de l 'onde au vois inage de ce front sont assez bien connues aussi  se

contente-t-on d 'une étude rapide.

De nombreux travaux ont montrê que l 'évolut ion du front est  gouver-

née par  la  réponse ins tan tanée du  matér iau ,  êvo lu t ion  que I 'on  peut  d 'a i l leurs

déterminer de manière exacte et  expl ic i te.  Dans un vois inage du front i l  est

logique de penser que seules les "composantes instantanées" de la lo i  de

compor tement  généra le  (5 .1 .1 )  auron t  un  rô le  à  iouer '  Nous  écr ivons '  dans  le

paragraphe a),  cet te dernière sous une forme mettant en valeur ces "composan-

tes instantanées, ' .  cet te forme a déjà été ut i l isée par Huang et  Leel l+ let

Lub l iner  1151.  E l le  donne la  réponse du  matér iau  de  man ière  exac te  au  f ron t

et  de façon approchée dans son vois inage'

Puis au paragraphe b) nous dêcr ivons I 'onde près du front en cons-

truisant un processus asymptot ique dans lequel  le paramètre perturbateur est

l ,é lo ignement  par  rappor t  au  f ron t  de  la  théor ie  l inêa i re ,  é lo ignement  que

nous faisons tendre vers zéro (alors que prêcédenrment c 'êtai t  l 'é lo ignement

par  rappor t  à  l ' o r ig ine  que nous  fa is ions  tendre  vers  l ' i n f in i ) '

a ) 9elçsI-Ée-l.e-geLs!1gn-e:vuele!igue

Elpres:ig!e-ge-Le-le i-de -geuperleue!!-e!-Ée-l lÊgsg!!gn-du

EesveEe!! -eÉee!Êe : -è -1 lÉlgde -PrÈ s'ds -tren!
r t N

En intégrant par part ies le terme I  = 
f  

Gl  ( t  -

o

qu i  f igure  dans  la  lo i  de  compor tement  (5 '1 '1 ) '  on  ob t ien t '

repos  in i t ia l  :

' )  # ( t)  dt

compte tenu du

^ N

I=E te

Er. =

( t )  +
1t

(G l

( l )

avec

Gr (o)

( i - .1Ë1'14.
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de la  v i tesse

matér iau .

Ez = Gz (o,  o)

Rappe lons  les  dé f in i t ions
A

192

En

le

réi térant le procédé sur le terme , / t  é,  ( ;  -  . )  Ë (r)  dr  a insi  que sur
o

terme non l inéa i re  de  (5 .1 .1 ) ,  on  ob t ien t  f ina lement  :

i  (ï , i ' l  = â, Ë t i l  - l îré2 * e, ,, { '  
d (u) a,

l i  . ,  ^ ,  t ru  1 i ,  ae ,  .p+l ôr( i - .) tJ ' t tu) du)dt+6, ir /  +(f- . ,o)â(t)  dt
b  

L  l o  ' o  
a t

.i{t /'&(î -'r ,ï - ,z)( '1)  â  k2)  d1 dr ,

(2)

(3 )

e

(4 )

(5 )

oi

T.

= l - * p -

EL,L/z
- l

^
= -  E l lc l (o)

instantanée du son,  e t  d 'un temps de relaxat ion " instantané" du

(6 )

Puis, après 

:uotr 

posê :

= sup l r - ( t )  |

TEr
(2) 

' les 
changements de var iab les  e t  de  fonc t ions  su ivants  ( * )  :dans

X

u

e

(7',)

opêrons

(" )  on u t i l i se
I  'éche l  le

auss i  dans  la  su i te

de longueur associêe

nEro

l a  no ta t ion

â  T .

n.Tx
I

oi

âu=
âx

t=Tt

o =Tu

au
nç =nê

avec

X = 0,T pour dêsigner
I
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(8 )

Sect ion  5 .3

Cela donne :

Nota :

pour  ne  pas  a lourd i r  les  no ta t ions ,  on  u t i l i se  sans  inconvén ien t

majeur  les  le t t res  X ,  t ,  o ,  ê ,  1 r  e ,  f  e tc  employées  dans  la  sec t ion  5 '2

dans un contexte un Peu di f fêrent.

L 'équa t ion  du  mouvement  (5 .2 .5 )  e t  l a  cond i t i on  à  la  l im i te  (5 .L .2 )

^
-  F -  ^  / t

o= e* l  n  7" '  -  . . ,  /  
-  

"ç)  
dt  +o (n,  e)

t  E ,  " /o

où

(e) T
t L  = ï

r

prennent la forme, compte tenu de (7) et  (B) :

^

(r0) *-.F* t.#) - .r[t #(t) 
dt + 0 (r,'r| =+

ax t l

(11)  o(o ,  t )  =  F  ( l  t )  dÉf  t ( t )
nEl

te-prggeses: -ssYEPle!isse

0n pose :

' i  , .  .  r î '
xr=e lx  ( i>o) r  î= t t (Ë)

et  l 'on suppose que

(*) = o (1) quand gt + o'
o1

Après substi tut ion du développement

(12) e ( t ,  x,  €1 n) '  .  t  , l  . i  ( t ,  xo,  xn " ' .  p l
t  ) o
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b) Etude-der-cbqcs

Dans une première étape

(6 ,  x l )  où  prennent  na issance des

ces  chocs .  Tous  les  ca lcu ls  sont

nous  a l lons  dé terminer  les  po in ts  du  p lan

chocs ,  pu is  nous  ê tud ie rons  l ' évo lu t ion  de

effectués en fonct ion des var iables x l  et  E,

194

dans I 'équat ion (10)  e t  ident i f icat ion des coef f ic ients  ae r i  , ,  i ,J , . , ryr lFn, ! . , i , t

'  
^2o

+ 1+o,ôr.+1;, f i f i  i  " ' . - , , i  { ; r :
â*o-  â t -  , '  ,  i

? 2 ? / \ 2
' ' t1  

- ' ' t1  * ,  
â to 

* ' r ,  â  /o  "0, , -  t t ! :g-:-2 ?*2%#i'î-.a\(=o*)-l -;1 
(u) du=o

â*o-  a t -  - - -o " ' - r  11  -  o  
o  r

La méthode des échel les mult ip les montre que eo est  une fonct jp4*

de La forme :- i f l q ( f  
l r . : ! , , l i l i j  ) : ; " ' - ; '  ï r t r , ' . '  ' : , . :  ; i ' i , ; r i  , 1 , ' i  . : 1  ; r  r i , 1  1 1 . r , i :  : . , " : i  * l " l  , l . r .  r . . , . . _ .  ; , . . , q . i  i

1 ' , , f - :  ' l i : ; ;  i  , : i . . .  . . , , '  ; r , ;  , ;  . 1 i . ) . l , , L j .  i , . . r ;  : ' ,  . .  r .  , . ,  , r ,  . :'  ' i " t t ,  
Xo,  x1)  eo (q ,  * l )  

. r  , ,  j , , , ( r '=  
t  -  xo)  ' '  

,  
t '  

,  ; , . , ,
i  ' ,  . . - :  i

qu i  vé r i f i e  de  p lus  l ' équa t ion  :
i  i ù ;  . l ; 1  I  1_ i  i : ] i . ,  r , l ' i : : , . 1  : : , ' i , , , i , : 1 . : : , .  .  i : i i ' : . r l r ;  r ' , i  . r i : t : i i , l j ' ' i J ' 1 , . _ i

' .  âeo tîz n ^ âto 1
, , - ' 1  - - J  -

îji r*i, â,q'+ qe Ë= ,tl 'â 
no 

.=,0 i,l, . j .i ,:: , i:,: t .  r  .

D'après  (8 )  e t  (12 )  la  cond i t i on  à  1a  l im i te  (11)  s 'éc r i t  au  p remie r  o rd re :

j . . , i  1  i  
"  

: . "  l , J .  - . . , . .  . , ,  , .  i : . r
eo ( t ,  *o  =  o ,  x ,  =  o )  =  eo  (È  '=  t ,  * i  : to )  

=  f  ( t ) '  ' ' "  I

,  Nous  avons  vu  au  chap i t re  IV  que la  carac tér is t ique  ?oa"  l ' équat ion

(15)  passant  par  1e  po i rù t 'de :cdordonnêës, '9 . - :c l r :X l  =  o  a  pour  équat ion  :
xi

ê^
, t  + E (xr)= cr -  

# ui  t t" l  (1 -  e- 
=f)

'  EL  
-1

La so lu t ion  eo  de  (15)  e t  (16)  es t  donnée par
* l

"o  
(E ,  *1 )  =  e  '  f (o )

où  a  es t  dé terminé  imp ' l i c i tement  en  fonc t ion  deE e t  x l  par  (17) .

Passons  main tenant  à  l ' é tude des  chocs  qu i  appara issent  lo rsque les

caractér ist iques sont amenées à sê coupêF.: :  , ,  :

(  13  )

(14)

(18)

(15)

(16)

( r7)
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[erne!!en-d]ul -glree

L,enve l  opp"9  des  carac tér is t iquesÉo ( "  >o)  es t_  une l im i te  du

domajn .Sdu  quar t  de  p lan  (E  > ,o ,  \L7  o )  dans  leque l  l es  ?one  se  coupen t

pas .  pour  tou t  (E ,  x . , )  appar tenant  â0 ,  i l  ex is te  donc  un  a  e t  un  seu l  te l

que  (E ,  *L )  appar t iennen t  6 '  ?o 'L 'app l i ca t ion  b ' i j ec t ' i ve  G :

Sec t ion  5 .3

ma js  les  re la t ions  E= t ' x  e t  x t  =  
1  x

résu l ta ts  expr imés en  fonc t ion  de  x  e t  t '

nous font passer immédiatement aux

G'9-+ c(9)

(E  ,  x l )  +  (c r ,  x1 )

déf in i t  donc dans I  un changement de coordonnées.

L ,équat ion  1mpl  i c i te  de  I  'enve l  opp"Ç,  en  coordonnées (  o ,  x r )  :

(  1e )

(20  )

(21 )

^x l

L =E** r i " )  ( t  -  .  7)
El "1

s 'obt ient  en écr ivant  qr"9 est  const i tuêe de

qu i  vér i f ien t  s imul tanêment ' l  'êquat ion (17)  :
^

l=  E (a ,  x1 )  =  
" - ' -  ]

" L

e t  l a  r e l a t i on  :
a*1

?*r(a+dc) (1 -.-7)
t l  r

L,êquat ion  (20)  fourn i t  une cond i t ion  su f f i san te  de  fo rmat ion  d 'un

choc  qu i  s 'énonce de  la  façon su ivante :  la  carac tér is t ique  about i t  I  un

choc  s ' i l  ex is te  un  x l  te l  que  (20)  so i t  vé r i f i é '

L 'express ion  ae  (20)  dans  le  cas  non  d iss ipa t i f  (e ,  =  0 )  s 'ob t ien t

t 
tt ' ' (1 -

I  '  ensembl e des Poi  nts (  cr ,  x1)

*r.

"- 
T)

Ç=E(c r+da ,X l )=o+dc -

fa isant tendre e1 v€FS zéro :
^
E t .

l. = -* n f (c) x
2Et

par  su i te ,  la  carac tér is t ique  (  about i t  à  un  choc  dès  I ' i ns tan t

es t  pos i t i f .

où E,

(22)

f ' ( " )
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Dans  le  cas  d iss ipa t i f ,  1 'êqua t ion  (20)  mont re  Cr .  ê ,  t ' (o )>o  n ,es t
plus une condi t ion suf f isante pour que 8o about isse à un choc

196

C'est
peti  t

un
*1

Soi t  (oo ,  x lo )  le  po in t  où  un  choc  va  prendre  na issance ( f igure  l ) .
po in t  s ingu l ie r  de  l ' enve loppe .  C 'es t  auss i ,  l oca lement ,  l e  p lus
pour  leque l  i l  ex is te  un  a  te l  que (20)  so i t  vér i f ié .

E
of

oÇ
o('

F i g :  l

Ca rac té r i s t i ques  e t  chcc

\2 \ - -  x r  ( cas

It
2_

nt( -1 €^ 4 |a( 'Êrnl 
$&f

x., (
o

cas

F'tgz 2

Po in t  de  fo rmat ion  d 'un  choc  :  compara ison du

cas  é las t ique  e t  du  cas  v i scoé las t ' i que

é las t i que l

I  = i

v i sco -é las t i que l
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Sur  la  f igure  2  nous  comparons  la  fo rmat ion  d 'un  choc  é las t ique e t

v i scoé las t ' i que  (au  vo is inage  du  f ron t ) ,  dans  1 'hypo thèse  E ,  f ' ( " )  >  0 .

E l  q  l
Posons  I  =  i [ f  ( t ' +T 'TE) .  Ce  n 'es t  que  sous  la  cond i t i on  I  <  1

'2

qu ' i1  y  a  fo rmat ion  d 'un  choc  v iscoé las t ique .0n  no te ra  êga lement  que  1a  d iss i -

pa t ion  exerce  un  e f fe t  re ta rdé  sur  la  fo rmat jon  d 'un  choc ,  pu isque :

x1CI  v i sc .  
t  *10  é las t .

En f jn ,  su r  la  f i gu re  3 ,  nous  avons  représen té  dans  1e  p lan  ( t '  x )

I ' a l l u re  des  courbes  carac té r i s t iques  dans  les  qua t re  cas  où  un  choc  peu t  se

former.

1 a ô a s

ziË'a s

J ' c a s

^.Eâ'
4 -cas

Êro, f ' lo , f lo

Ê. ,o, f '<o, f<o

Ê"ro. t '>o, f  <o

Ê,ro, f i  o. f  ro

F ig :3

ca rac té r i  s t i  quesAl lu re  des  courbes
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Eys 1s!is l_9s _gbsç

Dans ce  qu i  p récède,  nous  avons  vu  comment  loca l i ser  le  début  d 'un
choc .  In té ressons-nous  main tenant  â  son évo lu t ion .  Cons idérons  dans  le  p lan
(8 ,  x l )  un  choc  don t  le  po in t  de  dépar t  es t  (oo ,  *10) .No tons  Ê  (x r )  ta
va leur  de t  te l l e  que  (E(x r ) ,  x1 )  so i t  un  po in t  s i tué  su r  la ' l i gne  de  choc
( f igure  4) ,  e t  ?  * ,  e  -  les  deux  carac tér is t iques  about issant  en  ce  po in t .

c [ '  c [

+
o( lx/l

o(6

0(- lxt I

jv^l

X1

F ig :4

198

A ins i ,  à  tou t

nombres  o* ( *1

po in t  du  choc

)  e t  o - ( * t ) .

de coordonnée x1 7 xro ,  peut-on associer deux



199Sec t ion  5 .3

Ecr ivant  que 1e po in t  (Ê(* t ) ,  x r )  es t  s i tuê sur  les  caractér is t i -

w" t f  *1* r )  .a  t  -Ur ) ,  on obt ient ,  compte tenu de (17)  :

'A X1

(23) Ê(*r) =o+1xr) -*Frt"*t*r))(r -"-T)
"t 

;t ^1

(24) Ê(*r)  =o-(xt)  -*?t , ' - (x1))( t - 'z)
t l E l  r

Une t ro js ième équat ion  es t  nécessa i re  pour  ca lcu le r  les  fonc t ions

inconnues  Ê( * f ) ,  o *1* r )  e t  c r  ( * t ) .Ce l le -c i  s 'ob t ien t  à  par t i r  de  la  lo i  de

conserva t ion  de  1a  quàn t i té  de  mouvement  l11 l .E l1e  expr ime que  la  v i tesse

du choc  es t  éga le  à  la  moyenne des  cé lé r i tés  son iques  amont  e t  ava l ,  résu l ta t

c lass ique  pour  les  chocs  fa ib les  ( fo rmu le  (3 )  de  I ' annexe  4 'A '1 )  :

(25  )

. Ê  )

**= 
-  

i *F ( t ( ' * (xr))  +f(c ' t - (xr)))  e é '

r  t  t L

s i  l ,on  re t ranche (25)  à  la  moye i ine  ar i thmét ique des  êquat ions  (23)

e t  (24)  dér ivées  par  rappor t  à  x t ,  i l  v ien t  :

  *r l

(26) #F +3r',"*, (t-"-tl

,_r- Ê -1]
*9g-l t  -13t,("-)  (1 -  e t) |  = oqxrl  '11r J

tn f i l i sant lad j f fé rencedeséquat ions(23)et (24) ,onpeutca. | -

cu ler  1  -  e  T 
"n 

fonct ion de o*  e t  o- '  PUis  on é l imine cet te  express ion dans

(26) ,  e t  1 'on obt ient  conrne dans 11 l  :

(27) ,4-$t, (r(o*) - r(o-)) = (o* - o-) (r't;l S+ 
r'1"-1 $fr)
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S i  1  ' on  pose

200

(28)
r a *

. +  -  /  1
B(o* ,  

" - )  
=  

/  f ( s )  ds  -  
à  t f (o+)  -  f ( " - ) )  (o

cI,-

*  -  o - ) ,

on vo i t  fac i lement  que (27  )  es t  équ iva len t  à

(zs)  $a(o*(* l ) ,o-1x1))=0," ^ 1  r

d 'où

(30 )  B  =  0

pu isqu 'au  po in t  de  fo rmat ion  du  choc  on  a  :

X L = X l o ' 0 = 0 o '

L 'équat ion  (30)  es t  la  p ropr ié té  b ien  connue de  conserva t ion  des
a i res  l l l  qu i  fourn i t  une représenta t ion  géomét r ique permet tan t  la  cons t ruc-
t ion  a isée  d 'un  choc .  Ce t te  p ropr ié té  n 'es t  va lab le  que  dans  un  vo is inage  du
f ron t  v i scoé las t ique .  E l le  es t  c lass ique  dans  le  cas  non  d iss ipa t i f .

c) Çslglu: isl

Les résu l ta ts  re la t i f s  à  l ' onde ins tan tanée sont  un  pro longement
de ceux  de  Var ley  e t  Rogers  l l l  (ondes  de  hautes  f réquences) ,  dans  le  cas
d 'une exc i ta t ion  au  bord  de  na ture  que lconque.  Les  méthodes employées  sont
di f férentes,  puisque le paramètre de perturbat ion dans |  1 |  est  une fréquence

que  1 'on  fa i t  tendre  ve rs  I ' i n f in i .  De  p lus  ces  au teurs  fon t  leu r  é tude  avec
les  va r iab les  (o ,  x )  où  a  es t  une  var iab le  ca rac té r i s t ique .

On3eut  dé f in i r ,  comme au chap i t re  I ,  de  façon gross iè re  un  domaine
de  va l id i té9 ,  dans  le  p lan  des  var iab les  phys iques  ( Ï ,  ï )  (o r  O t  dans  le  p lan
des  var iab les  rédu i tes )  pour  1 'onde  ins tan tanée  :

(31) S, = r 1i ,  iy Int î  -  ï ;  ç ï ,1

(32)  Sr={(x, t ) l  l t -x l  1Lr}
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avec

(33 ) L I .d ,  n i et  L l I

Bien  sûr  cec j  ne  dê f in i t  pas  le  domaine  de  va l id i té  op t ima l ,  c 'es t -

à -d i re  1e  p lus  g rand domaine  sur  leque l  l ' onde ins tan tanée es t  une bonne re -

présenta t ion  de  la  réa l i té .  A ins i  lo rsque la  so l l i c i ta t ion  es t  pér iod ique e t

de  haute  f réquence,  (cas  examinC en I  I  |  ) ,  I  ' onde ins tan tanée es t  va lab le

dans  le  quar t  de  P lan  tou t  en t ie r .
d  i f f  é ré

ao,

:0
lepot

P.
f  r on t  d 'ond  e

ins  tan  t  ane

,fu
\\9

/ =

F ig :  5

La so lu t ion  n ,a  pas  é té  décr i te  dans  le  domaine  ( f igure  5)  cons t i tué
r\J N

des3oint l  ( ï ,  î )  qui  se t rouvent derr ière le f ront  d 'onde et  à l 'extér ieur

0 .9 ,  
" t  

q .  Le  matér iau  es t  a lo rs  so l l i c i té  â  la  fo is  de  façon ins tan tanée

à cause de la proximité du bord et  de façon di f férée parce que les temps sont

grands  e t  que le  corps  se  souv ien t  depu is  I ' i ns tan t  in i t ia l  de  tou tes  les  so l -

l i c i ta t ions  imPosées au  bord .

=
repos

E
î
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S 'ag issan t  de  l ' évo lu t ion  d 'un  choc ,  on  peu t  sou l igner  qu 'au  vo is i -
nage du front un choc est  amené à disparaî t re rapidement par amort issement
exponent ie l .  Ma is  i l  n 'en  appara i t  pas  moins  au  se in  de  l 'onde d i f fé rée  une
"s t ruc tu re  de  choc  s ta t ionna i re ' i  donc  i l  es t  poss ib le  d 'en t reprendre  l 'é tude
au moyen de  l 'équat ion  de  Burgers .

L 'ex is tence d 'un  choc  au  vo is inage du  f ron t  es t  l iêe  à  1a  propr ié té
d 'é las t i c i té  ins tan tanée du  matér iau .  Lo in  du  bord ,  ce  sont  les  p ropr ié tés
"v isqueuses"  qu i  s t ruc tu ren t  le  choc .

20?
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5. lTHERMDELASTICITE NON LINEAIRE

Dans une in té ressante  pub l ica t ion  1161,  Johnson a  é tud ié  
' la  p ropaga-

t ion  d ,un  éche lon  de  cont ra in te  dans  un  corps  thermoê las t ique non l inéa i re '  Le

comportement du matér iau est  décr i t  par une théor ie du second ordre |  171 '  et  par

conséquent  la  per tu rba t ion  do i t  ê t re  supposée de  fa ib le  ampl j tude '  Dans ces

cond i t jons  Johnson mont re  que,  su f f i samment  lo jn  du  bord ,  l ' éche lon  de  cont ra in -

te  es t  modu lé  par  une équat ion  de  Burgers '

0n se propose ic i ,  en prenant les mêmes équat ions fondamentales que

Johnson,  d ,é tud ie r  la  réponse d 'un  corps  thermoê las t ique soumis  à  une so l l i c i ta t ion

de type thermique.  Auparavant ,  le  cas  de  ]a  so l l i c i ta t ion  de  type  mêcan ique

(cadre  dans  leque l  s ' i nsc r i t  l e  t rava i l  de  Johnson)  fa i t  l ' , ob je t  d 'un

bre f  exposé.
0n ne

pas nécessa' i re

f in ie .

s ' i n té resse  i c i

de tenir  comPte

qu 'à  1  'é tude

du fa i t  que

de  I ' onde  d i f fé rée .  I l  n 'es t  donc

la  cha leur  se  Propage à  v i tesse

a ) -Leg-Ésue!isl:-du-PreqlÈEe

Dans une théor ie du

moélas t ique non l inéa i re  es t

ordre,  le comportement d 'un

par  les  équa t ions  l16 l  :

matér iau ther-second

décr i  t

J

-Beo(s6 '=  ( î  +(1 )

271 + u] 62 *

É -Éo= q (i- i l  /  c - oî,oi4o,(2 )

'*îzË 
tî - i l - 'zT,

i = - [* * î, i *i,

2n) Ë -ir z,

+|[et i+ ooird6-îr l  * 'zro c2
p ^ - / 2

(s -  so)-

c)*

4,t 2

(s -  so) '

Les notat ions sont  ident iques à ce l les du chapi t re  I I  1 f r :  cont ra in te '

5 : :  déformat ion un i ta i . . ,  f r :  température,  ( :  ent rop ie  . . . ) .  Les coef f ic ients
ë

î r ,7 ,  T,  sont  des constantes,  ê t  v  est  un coef f ic ient  d 'ê last ic i té  du

,â .onà oràr . .1 ' ind ice  zéro  fa i t  ré fêrence à  l 'é ta t  in i t ia l .

La conduct ion de Ia  chaleur  est  gouvernée par  ta  lo i  de Four ier :

1i- {r1 *

iEe

(3 )
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e t  de  l ' énerg ie  s 'êc r i ven t :

var iab les et  de fonct ions su ivant  :

t=Tt

e=nê

i o = n (À + Zil) o

;  i=  n  11  +  Zu)  k  q /e  CI  r

^2
d

;7

(5 )

(6 )

(7 )

(4 )

(B)

â o =

A X

1 . â S
P . ,  u  - = =  -

"  a t

Effectuons

x= fJTx

t\/

U = n C t T U

à2Ùoo'F

!_9
A X

1e changementde

t\/

5 - 1 = n 1-i + 2u) c s/B do

P

0 - '0o  =  1  ( r  +  2u)  e /e

où n-  = \ELd est  la  cé lér i té  isent rop ique du son,  T une échel le  de temps
Vuo

arb i t ra i re  e t  n  un pet i t  paramètre représentat i f  de la  fa ib le  non l inéar i té

du problème.
Les équat ions (1) ,  (2)  e t  (3)  s 'écr ivent  a lors  sous forme rédu i te :

o  = e -  s  *  |  n  (3  + _- - l | - )  "2  
*n C,  e  S *  â  n  c ,  sz

1r + 2f)

o = S -  E e *Lr;  ct  e2 + n Ë c,  e s *  I  n rr  t '

I A
+nk2s)â*

coup lage thermomécan ique dé f in ie  en  (2 .3 .40) .

équat ions  avec  ce l les  du  mouvement  e t  de  l 'énerg ie ,

fondamentales suivantes :

où

on

- : t : l  *
l +21 r

q =  -  (1  +  n  k ,  e

E es t  la  cons tan te  de

En combinant ces

obt ien t  1es  équat ions

aze a2e ,2s
;r'#';3
*czrï,t*t

-  n 
{  

t '

= Q

(e) teffi) +c, (es )



Sect ion  5 .4

'  
' l  

î .?^
(1q ,*{r+n,(i+zi) (s-re) Astoù =+(+ =*,

/  " "

T ^ ^ f 1 ô A S

* nt '*{t tcr - kr).#+ (;c2 * kl) "#

+ ;  (  cz- kz) s #* (cg + k2) t  * Ï
)

0n a  in t rodu i t ,  comme au chap i t re  I I ,  un  temps carac tér is t ique  du  matêr iau  :

(r1) î. = 
c (# d)

0n s ' in tê resse dans  la  su i te  à  l ' é tude de  l 'onde d i f fé rée  ;  on  pour ra  donc

cons idérer  que_:

T
(1?) .Z = f

est un Pet j t  Paramètre.
Lorsque l 'exc i ta t ion  au  bord  por te  un iquement  sur  une var iab le  de

" type mécan iQUê" ,  con t ra in te ,  dé format ion ,  dép lacement  . . . . '  ( resp .  de  type

thermique) ,  nous  d i rons  que le  p rob lème es t  de  type  mécan ique ( resp .  de  type

thermique) .

u ) !eLL isi!e!isn -de -lvpe -ueeq!ieue

Supposons par exemple que la contrainte au bord est  une fonct ion

donnée du temps, alors que 1a température est  maintenue constante :

Ë (0, i )  = t( i l
(  13 )

î '(o, f) = 6',

Le pet ' i t  paramètre n êSt alors déf in i  par :

aJ

(14)  r r  = sup lF( t ) l  / (1  +2[)

Tr .o

De la  so r te , ' l es  cond i t i ons  à  la  l im i te  [3 )  peuven t  s 'éc r i re :

o  (o ,  t )  =  f ( t )  avec  l f ( t ) l  . '  1
(15)

o (o , t )=o

205
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0n pose :

( 1 6 )  n = r e ( * )  r  X , =  
i

-  -2  " i  '2x

et  I 'on  déf in ' i t  I 'onde quas i -ê las t ique (Q.E. )  par  son déve loppement  :

e(x ,  t )  =  
.  f  -  . l  . . '  ( t ,  xo ,  X l ,  . . . )

(17)  
' r  >o

S(x ,  t )  = , f  r l  S i  ( t ,  xo ,  X l ,  . . . )
1 > . o

I l  es t  fac i le  de  mont rer  que ' l ' en t rop ie  
es t  nu l le  au  premier  o rdre  :

(18 )  So  =  0
e t  que

(  19)  eo( t ,  Xo ,  X1)  =  eo(e ,  x1 )

avec

(20)  E  =  t  -  Xo

La dépendance de  eo  par  rappor t  à  la  var iab le  len te  x ,  es t  gouvernée
par  1 'équat ion  de  Burgers  :

?

(21) 
* 

tr=; - ,+ (3 + ---J-) e 
t 'o 

= n
r  dq ZtZ \ -  

î  + Zi , '  
-o âE

à résoudre  sous  la  cond i t i on  " in i t i a le "  :

(22 )  eo  (e ,  11  =  o )  =  f (E )

La  so lu t ion  approchée que nous  venons de  ca lcu le r  ne  vér i f ie  pas  en
tou te  r igueur  la  cond i t i on  à  la  l im i te  (15) .  Tou te fo is ,  l ' expér ience  acqu ise
dans le  cadre  du  prob lème l inéa i re ,  nous  au tor ise  à  penser  qu 'en  dehors  d 'une
couche  l im i te  à  l ' o r ig ine ,  l ' onde  Q.E .  donne  en  p remiè re  approx imat ion  la  dé-
fo rmat ion  e .

c) lslLi!q!te!-qe-lype-lbqrrleue :

Considérons un problème de type thermique, pâF exemple celui  du cha-
p i t re  I I I  où  I ' on  se  donna i t  un  éche lon  de  f lux  de  cha leur  à  l ' ex t rémi té ,  l i b r :e
de  con t ra in te ,  d 'un  mass i f  the rmoé las t ique .



21

Sect ' ion  5 .  4 m7

Les  cond i t i ons  à  la  l jm i te  peuven t  s 'éc r i re  sous  fo rme rédu ' i te :

o (o , t )  =o

q  (o ,  t )  =  - * t ( , )
{rz

où H es t  la  fonc t ion  de  Heav is ide .

Nous a l lons  mont rer  qu 'au  Premier

fa ib lement  non l inéa i re  es t  quas ' i s ta t ique,

De p lus  nous  dé terminerons  l 'équat ion  non

1  'en t rop ie  S .

Nous Posons encore :

n = ., ( ' ])' 2

e t  nous . in t rodu isons ,  comme dans  le  p rob ' lème l i néa i re  les  va r iab les  mu l t ip les  z

* i  =  , ' r l /Z  *  1*

a ins i  que 1es déveloPPements :

ï iL1
e  =  .Z  e i  (Xo '  XL '  . " '  ;

2 6 \  
j  t r o  

v  r  ' 2

s - .  I  . l  t . ,  (ro, *1' . . . ,  f l
i  r r o  v  r  - z

rep résen ta t i f  de  I  ' onde  quas i  - the rmique  (Q 'T ' ) '

Subs t i tuons  (6  )  dans  (  9  )  e t  ( lQ  e t  i den t j f i ons  1es  p rem' iè res  pu ' i s -

sances  de  er .  11  v ien t '  au  premier  o rdre  :

t 2

-  
t ' tg  

*  
t - tg  

= o1 - - T -

â*o- â*o-

(27 )

ordre  la  so lu t ion  de  ce  Prob lème

tout  comme dans le  cas  I  inéa ' i re .

l i néa i re  qu i  rég i t  l ' évo lu t ion  de

( 24)

(  25)

'So -  
" t ,  

* ;  
" t l  

= oT-r-;J-'i*o
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û-=Tri,
â X

t Î ' *  Â
ât

(1 )

CHAPITRE VI

SYSTEMES DISSIPATIFS

6.1  INTRODUCTION

L'  évo l  u t i  on  d '  une per tu rba t i  on  dans  un  mi  I  i  eu  d j  ss ' i  pa t i  f  es t  souvent

gouvernée par  un  sys tème quas i l inéa i re  du  premier  o rdre  d 'équat ions  aux  dé-

r j vées  par t ie l l es  de  la  fo rme :

(u)

ot ' i  les  n  composantes  du  vec teur  i  =  ( ï t ,  . . . ,  in l  son t  des  paramèt res ,  mesu-

rab les  ou  b ien  cachés ,  qu i  carac tér isen t  l ' évo lu t ion  du  sys tème.  Comme pré-

cédemment  on  dés igne par  i  e t  i  1e  temps e t  I 'absc isse .  Nous supposerons  que

1e sys tème (1)  es t  hyperbo ' l ique .

Le problème est  en général  non

teur !  dépendent d.  Q' .  I l  est  de nature

nu l  .

I l  y  a de mult ip les exemples de problèmes dynamiques gouvernês par

des  équa t ions  du  type  (1 )  :  v i scoé las t i c i té ,  the rmoé las t i c i té ,  v i scop ' las t i c i té ,

t ransmiss ion  dans  les  l jgnes  ê lec t r iques ,  gaz  réac t i f s ,  ondes  mar ines ,  a tmos-

phères à température var iable etc

0n t ra i te  j c i  de  la  p ropagat ion  d 'une onde p lane dans  un  demi  espace

i . r ,o homogène. Le cas du matér ' iau non homogène tÂ' t [ ,  ï ;  et  Ç tO Ï1 aepen-

dent  a lo rs  exp l i c i tement  d .  î ' )  se  t ra i te ra i t  sans  grandes d i f f i cu l tés  supp lé-

menta i res .  Les  ondes non p lanes  sont  é tud iêes  au  chap i t re  V I I .

Les  seu ls  e f fe ts  d iss ipa t ' i f s  p r is  en  compte  ic i  son t  donc  ceux  qu i

résu l ten t  de  1a  dégradat ion  de  l 'énerg ie  mécan ique par  f ro t tement  in te rne ,

conduct ' ion thermique etc

L 'onde de  fa ib le  amp ' l i tude  es t  é tud iêe  dans  la  sec t ion  6 .2  en  fa isan t
usage  de  la  méthode  de  l ' éche l le  va r iab le  e t  de  la  no t ion  d 'onde  p rogress ive ,

Germa in  l l l .Ces  résu l ta ts  on t  fa i t  I ' ob je t  de  la  no te  l2 l .  Pu is ,  dans  la

sec t ion  6 .3 ,  on  donne  des  app l i ca t ions  à  la  the rmoé las t i c i té  e t  à  la  v i scoé las -
t i c i té  non  I  i néa i res .

L 'ob je t  de  la  sec t ion  6 .4  es t  d 'é tud ie r  les  per tu rba t ions  de  fo r te

ampl i tude .  0n  u t i l j se  les  no t ions  d 'onde  p rogress ive  e t  d ' i nvar ian t  de

Rjemann,  Dour  ca lcu le r  I 'onde près  du  f ron t .  La  méthode es t  une t ranspos i t ion

de  ce l le  u t i l i sée  par  Seymour  e t  Mor te l l  l 3 l  dans  l ' é tude  des  ondes  de  hau te

fréquence.

l i nêa i re  ca r  la  mat r i ce  A  e t  l e  vec -

d iss ipa t ive  s i  !  es t  un  vec teur  non



Sec t i on  6 .1

Les résu l ta ts  ob tenus  dans  l 'é tude de  I 'onde d i f fé rée  sont  mo ins

aénéraux .  0n  se  I  im i  te  à  I  '  ana ' l yse  d '  un  cas  par t ' i cu l  i  e r .

213
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(1 )

(2 )

(3 )

( 4 )

6.2  L 'ONDE DE FAIBLE AMPLITUDE

La so lu t ion f r  es t  supposée de  fa ib le  ampl i tude.  En admet tan t  que
N

ç(0)  =  0 ,  e t  que ! (u )  peut  se  déve lopper ,  au  vo is inage de  zéro ,  en  sér ie  de
Tay lo r  re la t i vement  à  E ,  le  sys tème (6 .1 .1 )  peut  s 'éc r i re  sous  la  fo rme ( ' . )  :

^1Y  N  ^1 /oe + A(fr) 9g = B(f) d
a - N

ar  ax

où 9(g)  es t  une mat r ice  car rée  de  d imens ion  n .
L 'hypothèse de  fa ib le  ampl i tude permet  en  gênéra l  d ' in t rodu i re  un

pet i t  paramètre n sans dimension et  d 'écr i re chacune des composant.r  f i i  du
vecteur !  sous la forme :

, i  -  n  k i  u i  (sans  sommat ion  sur  i )

où  les  k -  son t  des  cons tan tes  qu i  dépendent  des  propr jé tés  du  matér iau  e t  qu i
sont  de  même d imens ion  que f i .

In t rodu isons  les  var iab les  rédu i tes  x  e t  t  :

T=T" t , i=0T t ' x

Dans ce chapi t re nous notons échel les de temps et  de longueur par T'k et  X'k,
car  T  e t  X  dés ignerons  des  var iab les .  n  es t  une cé lé r i té  pour  1ê  moment  a rb i -
t ra i re .

Moyennant  les  t rans format ions  (2 )  e t  (3 ) ,  le  sys tème ( l )  peut  en  gé-
néra l  s 'éc r i re  sous  la  fo rme :

au Au Tr(
-+A(ng)  ;=+-g(ng)  qdr '  

r

où T"  es t  un  temps de  re laxa t ion  carac tér is t ique  du  matér iau .

a ) Lc-!:qlde_presreegiye_il:lellcæe

Pour  ê tud ie r  l ' onde près  du  f ron t  on  in t rodu i t  le  pe t i t  paramèt re
^  _T"'1 -T -

r
( 5 )

( '-) i([) =lÇ,t(o) +'zi, l7(o) [+...Jt



Sect i  on  6 .? ) 1 8 ,

( 6 )

(7 )

(B)

(e)

l e s  va r i ab les  mu l t i p l es

i* i  =  t t  *

e t  I  'on pose :

( i  =  o ,  1 ,  . . . )

rr = Er (; i ) .

0n cherche une so lu t jon  du  sys tème (4)  ayant  le  carac tère  d 'une on-

de  p rogress ive ,  Germa jn  l l l  :

u(t ,  x ,  e . ,  ,  n)  = . l  t l  Ot  (E,  x '  x2, . . . ,  ] lI  
i > r o  

r  - l  L  c  - 1

où

E =  E  1 t ,  xo )

est  une fonct ion de phase à déterminer.

Cons idérons  les  déve loPPements  :

4 (nU)  =40*n4 tu+O(n21

E (n  g )  =  9o  *  n  Er l  *  n?  tgzg)  g  +  o  (n3)

dans  lesque l ,  Eo ,9 t ,  EZ  son t  des  tenseurs  cons tan ts  d 'o rd re  2 '  3 '  4 '  La  iux -

tapos i t ion  de  dèux  tenseurs  (par  exemp' t .  EZ u)  représente  leur  p rodu i t  con-

t rac té .

Les  ca lcu ls  qu i  su iven t  son t  c lass iques  (vo i r  l l l  pour  1e  cas  généra1 '

e t  Seymou"  lg l  pour  1 'é tude  d 'une  onde  de  hau te  f réquence) .0n  subs t i tue  (B) '

(10 )  e t  (11 )  dans  (a )  e t  l ' on  iden t i f i e  les  p remiè res  pu issances  ds  e t '  I1  v ien t :

â F  
â r r

t#r..lao) f = o

râEr*38 A)3= 
âu^ '  âu

( ' iÉ I  dXo -o. dc. -  A, 
d 

-  
t ,^t  

rr)  
{  

*  9o eo

L,équat ion  (12)  admet  une so lu t ion  $  non t r i v ia le  s i  e t  seu lement  s i  :

(10 )

( 11 )

( r?)

(  13  )

(r4) #r#= - Àk
o

où Àk  es t  l ,une  des  n  va leurs  p ropres  rêe l les  de  la  mat r i . .  Ao .  Nous 1a  supposons

pos i t i ve .  En cho is issant  convenab lement  la  cé lé r i té  no  dans  1e  changement  de
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var iab le  (3 ) ,  on  peut  tou jours  admet t re  que :

(15)  Àk  =  1

Nous supposons que le noyau de - l  -  Ao est  de dimension 1,  et  nous désignons par

B et  !  des vecteurs non nuls du noyau de !  -  Ao et  de son adjointe :

( I  -  Ao) I  = o
( 16 )

L ( l  -  4o) = o

La so lu t ion  !o  de  (12)  es t  de  la  fo rme :

(17)  !o  (8 ,  * t )  =  f  (6 ,  x l )  g

avec

(18)  6= t -Xo

La fonc t ion  f ,  pour  1e  moment  inconnue,  se  dé termine en  subs t i tuant
(17)  dans  (13) .  L 'équa t ion  a ins i  ob tenue  :

âur(1e) (I-40) #= frâo8*+r#(A1 B) B+f 9oB '
admet  une so lu t ion  non t r i v ia ' le  U,  s i  e t  seu lement  s i  1e  produ i t  sca la i re  du

second membre  par  L  es t  nu l .  D 'où  1 'équat ion  de  t ranspor t  qu i  gouverne l 'évo-
lu t ion  de  f  :

(20) .fr+bf#*.f =o

avec

a= -LA  R
.  

-  - o  -
(21)  b  =  ; :  _L  (A1 B)  B-1

c=LB R- -o -

En résumé,  la  so lu t ion  au  prem' ie r  o rdre  Uo es t  décr i te  par  1es  équa-

t ions  (17) ,  (18 )  e t  (20 ) .  I l  conv ien t  de  remarquer  que  nous  n 'avons  ca lcu lé
qu 'une  so lu t ion  par t i cu l iè re ,  ce l le  a t tachée  à  la  va leur  p ropre  ÀO de  la
mat r i . .  S .  Cet te  so lu t ion  par t i cu l  iè re ,  QU€ nous  appe lons  k -onde progress ive
ins tan tanée,  peut  va lab lement  décr i re  une per tu rba t ion  au  vo is inaqe du  f ron t
dans  cer ta ins  p rob lèmes où  seu le  une composante  du  sys tème es t  exc i tée .
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b ) La k-onde proqressive di f férée

Pet i t  paramèt re  e t  var iab les  mul t ip les  sont  i c i  :

Tr
t? = 

l-x- l

i* i  =.a* ,

l ' on  cherche  une  so lu t ion

217

1 ,,,
(  23  )

( ?4 ) g ( t , x , eZ ,n )  = i

Après  subs t i tu t ion

9o !o=o

u représentée par le développement

I  . l  , . '  (E(t ,  xo),  xf  i l
| ,  o  

L  - '  v  r  ' 2

dans (4 )  on  ob t ien t  :

e t

( ?

(2

h t

6 \

(?7  )

(  2B)

(2e)

U ^ =- (

(#
(#

a9o
âr

â!t

d 1

l ' a ide  de  ces  t ro is  équa t ions '  nous  a l lons  ca lcu le r

(E( t ,  Xo ,  XL)  du  déve loppement  (24) .

I +ftAo)

t *ftrol

- 
ù 

,Ut eo) !1 - 
+ 

(91 u1)

=  l .- 1

9o!1=
- 

+ 
(81 eo) lo

.a,+*ù,^,
!o - (+)' tts,

a!^
go)d

q) uo) uo

1e premier terme

B-o

A
u- o

Soi t ,  ! ,  . . . ,  
$ ,  

une base du noyau O.9o .a :  I t :  . . . ,  Ip '
noyau de l 'ad io in te  de ' !o .  La so lu t ion  !o  de (25)  s 'écr i t  :

p

, ! , 
t,15 # *' i i  rç, ? = 

ù t. '  
(e1 eo) !o

une base

du

! . ,  =  
. I .  a i  1g '  x1 )  I i

"  i  =1
pour  que  1 'équa t ion  (26)  a i t  une  so lu t ion  g ,  i l  f au t  e t  i l  su f f i t  que

1es produ i ts  sca la i res  du  second membre  par  ] . i  so ien t  nu ls ,  d 'où  :

r j '(  30 )

avec

t i j ' i i  = J1 Ao I3
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Dans la  su i te  nous  supposerons  que I ' iden t i té

(31)  11  ( !1  !6 )  !o  =  o

es t  vé r i f i ée ,  ce  qu i  es t  l e  cas  dans  les  app l i ca t ions  que  nous  t ra i te rons .  I l

ex is te  a lo rs  une  so lu t ion  g  de  (29)  non  t r i v ia le  s i

(32) ?L t 3L = - r.
at '  â to  ' k

où  VO es t  I ' une  des  p  so lu t ions  de  l ' équa t ion

(33)  dé t  (V t  I  
-  , )  =  o

La v i tesse  Vn,  gue nous  prenons pos i t i ve ,  es t  la  cë lé r i té  d i f fé rée  de  l 'onde

en  théor ie  l i néa i re .

So i t  R  un  vec teur  non nu l  du  noyau de  V y  -  o  supposé de  d imens ion  1 ,

e t  L  un  vec teur  non nu l  du  noyau de  l 'ad jo in te  de  VI -  g .  La  so lu t ion  a  de

(29)  s 'éc r i t  a lo rs  .

? IB

(34  )

/ ? q \

avec

a (E ,  x1 )  =  f  (8 ,  x1 )  I

6=Vk t - to

Après  subs t i tu t ion  de  (3a)  dans  (28) ,  on  ob t ien t  :

u  = f  N-o(36  )

avec 
p

(37)  I=.1.  Ri I i
l = I

Puis  on  ob t ien t  l a  so lu t ion  généra le  de  l ' équa t ion  (26)  :

P  â f  n  ^Z*(38)  !1=  . i .  b i (6 ,x l ) I j *ËUr+ f -U l'  j= l  \ '

_ ^oi -Uf .1 !1 sont des vecteurs constants.

La  so lu t ion  g2  de  (27)  ex is te  s i  e t  seu lement  s i  1e  produ i t  sca la i re

du  deux ième membre  par  ] . ,  es t  nu l  pour  i  = .1 ,  . . . ,  P .
S i  1 'on  suppose  en  ou t re  que  les  iden t i tés  su ivan tes  ( réa1 isées  dans

les  app l i ca t ions  p ra t iques)  son t  vé r i f i ées

!1  (91 !e)  ! r  = o
(3e )

J1((P2 !o)  !o)  9o = o
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on ob t ien t  :

(vr I

Les vec teurs  ( , ,

2I9

(40 )

(41)

o'frà!
âg

et

e)

p

:1

t#-
\2 13 ont pour composantes

vn ûr)

-zvnf.,*

=u,**u,

Kt i  =  I i  (4o

Kz i  =  l i  (2

!1

4o
nA 'NN)
tz - ' -  - '

Kgi  =  -  l i  Ao I

L 'équat ion de compat ib i l i té  assoc iée au système (40)  est  de la  forme

(4? ) rrrfr. o'' r*=o
LKorS*r-  - L  d 9

Cet te  équat ion  de  t ranspor t ,  qu i  gouverne l 'évo lu t ion  du  fac teur  d 'ampl i tude f '

est ,  comme on pouvai t  s 'y at tendre,  une équat ion de Burgers.

La  so lu t ion  !o  du  prob lème es t  en  dé f in i t i ve  donnée par  (36) '  (35)

e t  (42 ) .

Ainsj  une onde gouvernée par un système d'équat ion du type (1) est  régie

lo in  du  bord  par  1 'équat ion  de  Burgers  (42)  s i  la  mat r ice  B vêr i f ie  les  cond i -

t i ons  res t r i c t i ves  (31)  e t  (39 )  qu i  n 'exc luen t  pas  la  non- l i néar i té  du  second

membre  de  (1 ) ,  [ . f .  (26)  e t  (27)1 .  n  es t  à  no ter  que ces  cond i t ions  ne  sont

pas  ar t i f i c ie l les  car  e l les  sont  rempl ies  dans  tou tes  1es  app ' l i ca t ions  que

nous  t ra i te rons  ( the rmo-é las t i c i té  e t  v i sco-é las t i c i té  non  I  i nêa i res  . . . ) .

S ' i l  es t  souvent  p lus  s imp le  dans  cer ta ins  p rob lèmes par t i cu l ie rs  de

combiner  d i rec tement  les  équat ions  (sans  u t i l i se r  la  méthode mat r ic ie l le  ex-

posêe ic j ) ,  i l  n 'en  demeure  pas  moins  que le  fo rmal isme présenté  es t  généra1,

e t  comp lè te  la  méthode  c lass ique  par ' l aque l le  on  é tud ie  I ' onde  p rès  du  f ron t .

0n  no tera  que,  corme Whi tham l5 l  I ' ava i t  dé ià  remarqué dans  un  con-

texte di f férent,  c 'est  I 'opérateur de moindre degré B qui  gouverne le compor-

tement  asympto t ique de  l 'onde lo in  du  bord .
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( l )

6.3  APPLICATIONS

Nous ê tud ions  ic i  t ro is  exemples .  Le  premier ,  re la t i f  à  la  thermoé las-
t i c i té  dynamique non l inéa i re ,  es t  t ra i té  avec  la  mêthode mat r ic ie l le  exposée
dans la  sec t ion  précédente .

I l  es t  souvent  p lus  commode,  au  l ieu  d 'u t i l i se r  la  méthode généra le ,
d 'apprêhender directement les équat ions du problème. Nous procêdons de la
sor te  dans  les  deux  au t res  exemples ,qu i  son t  re la t i f s  à  la  v i scoé las t i c i té  non
I  inéa i re .

a ) Iberypel.e!!ie!!Ê_lql_l!nÉq!re

Nous u t i l i sons ,  comme en 5 .6 ,  une théor ie  dans  laque l l ,e  le  compor tement
du matêr iau est  décr i t  par des développements au second ordre.  Toutes 1es équa-
t ions  de  la  sec t ion  5 .6  son t  u t i l i sées  te l  que l  dans  ce  paragraphe ,  à  I ' excep t ion
de la  lo i  de  Four ie r  (5 .6 .6 )  que nous  prenons ic i  sous  sa  fo rme généra l i sées  :

l v . N

r," 
#+î= 

- [k *?, Ë *i, ti - îr)] TjA X

où T. est  un temps de relaxat ion.
A 1a  p lace  du  changement  de  fonc t ion  (5 .6 .10)6  nous  posons ic i  :

( ? )

(3 )

i=  n ( i  +  2û)  k  q/s  h T.

et  l ' équat ion  (1 )  p rend a lo rs  la  fo rme rêdu i te  :

l #-+q=-(1 +nkre+nkzs) #' c  - c

En  i n t r odu i san t  l a  v i t esse

(4) u = $f
on voi t  faci lement que 1e problème est  gouverné par 1e système fondamental  d 'équa-
t ions  su ivan t :

# 
-#= o  (êquat ion de compat ib i l i té )

# 
- 

# 
= o (conservation de ' la quanti té de mouvement)

( 5 )

(6 )
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(  S-Ée )

0

pas  dans

r

0n pose

["1
v = lll

l;l
0n peut  a lo rs  êcr i re ,  à  l ' o rd re

synthé t ique su ivante  :

R ê

T
#- j (1+nkre+nk,d L  

T

au

#.aG) ,*=

(conserva t ion  de  l 'énerg ie )

= -  +  q  ( lo i  de la  conduct ion de la
' r  cha leur )

o  (nz)  près ,  1eséquat ' ions  (5 ) - (8 )  sous  la  fo rme

e - ncls 1-nCre-nCrS

( 1  +  n or4*L*=our Tf - i ,* 
-( r  + 2t )

( / )

(B ) s)#

(e)

(10 )

( 1 i )

lsu
T.

avec :
0

0

-1

A(u) = - l -n (3+

00

T-ef*
' r n  a (g )

foncti ons sca la i res  de

T
o **nb(u)' r

g  qu i  n ' in te rv iendront(où  a (U)  e t

le  résu l ta t

b (g)  sont  des

f i  na l  )

0000

0000

0 0  0 ' -0

o o o -Je
T"

$ =

u )
- i+2u

(  12)
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A=-o

En u t i l i san t  les nota t ions  de  la  sec t ion  6 .2 ,  i l  v ien t

-1

0

0

0

r 0

1s+-!)eo-CtSo

0

a(go)

0

-Creo-C,So

0

I

0

1c
T-r

0

0

0

-1

0

I- c-er
r

0

0

222

-  ( i+zu)1s -Ee )
a l  

' o  o '
o

; base du noyau de

(  i3  )

(  14 )

(15 )

(16)

(17)

4l9o =

0

0

0

b( !o  )

B  =B-o

rr=

] t  = (1,  o,  o '  o)

noyau de  l 'ad jo in te  de  8o

t i j

!2 B-o

fol
I'l
Irl
Lol

'  J3

13==

' t -
a 4  -

. L

(18 ) =  $ . .r J

Io
I
t-
L0

i  tons-no

.  2 .31)  e
quat i  on

,  s 'éc r i

v2 - r)

(0 ,  1 ,0 ,0 ) =  (0 ,0 ,  1 ,0 ) ;  base  du

(symbole de Kronecker)

- 1 0'l
1 o 1l

0 0l

us à  l 'é tude de  l 'onde d i f fé rée .  Remarquons d 'abord  que 1es
t  (6 .2 .39)  son t  t r i v ia lement  vé r i f i ées .
(6.2.33 )  ,  qui  détermi ne I  es cél  ér i  tés di  f férées du prob' lè-

t :

= Q

(  1e) û ) =

L im

iden t i tés  (6

L 'é

me l i néar i sé

(20)  v  (
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La so lu t ion  V =  0  es t  re la t i ve  à  I 'onde quas i - thermique.  Ce l le -c i  dêgénère

dans sa  phase d i f fé rée .  E l le  ne  se  propage p1us ,  e l le  d i f fuse '

Nous supposons dorénavant  que v  =  1 .  Cet te  va leur  es t  a t tachée à  I 'onde

quasi  -mécani  que.

PourR e t  L ,  vec teurs  non nu ls  du  noyau de  V I -  oe t  de  son ad io in te '  nous

prenons :

I1  v ien t

L_=
I 'l

R -  l -  1 l

L.l
a lo rs  :

'l
_ 1 l
-11(21 )

(?2)

(23  )

(25  )

N=

h=

1
-1

0

0

' !1 o; u '=
0

0

0
ç

t

I
I

r-l' 2 | |

L
qu i

0

0 [z= -
ol

3+ u  I
i  + zu1
oJ

s 'éc r i  t  i  c ' i

K .=
- J

- 1

I

0

L 'équa t ion  de  t ransPor t  (6 .2 -42) ,

( ?4 )  a f  1  n  r r a - - J - - )

\ -2 4" r+26
redonne I  e  résu l  ta t  (  5 .6 .24)  -

r â f, ; t
-t  

,2r= 2:3'
o ç

u ) Un-ue!Êries-Ée-lvpe-vilseÊLq:!isue

Considêrons un matér iau dont la lo i  de comportement est  du type :

{  = ,  ( ; ,  ê ' )  €* t  (d,  Ë)
a t  a t

De nombreux probl èmes ( en vi scoél asti ci té , voi re en p1 as,ti c' i té , Cri tescu | 6 | )

peuven t  ê t re  décr i t  à  I ' a ide  d 'une  te l le  re la t ion '

Avant  de  passer  à  l ' é tude du  prob lème dynamique,  nous  avons  beso jn

d 'examiner  les  compor tements  ins tan tané e t  d i f fé ré  d 'un  matér iau  obê issant  à

la  lo i  (25 ) .
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En dêformat ion instantanée

et + sont t rès grandes, et  le terme
ât

nég l igeab le .  0n  en  dédu i t  l a  lo i  de
tané :

224

Quelques considérat ions relal ives à la lo i  de
comportement (41I

(brusque var iat ion de d)

rp dans le second membre

comportement du matériau

les dériue.,  i
ât

de  (25)  dev ien t

en  rég ime ins tan-

(26) 4= t (s" dl
âe

Au vois inage de â = o,  considérons le développement

N â  r  Ez . ' z
b=L l " * ie -+ . . . .

^ ^
où Et  e t  E ,  son t  des  coef f i c ien ts  d 'é las t i c i té  ins tan tanée du  premier  e t  du
deux ième ordre .  (0n  suppose Êf  '  o ) .  La  subs t i tu t ion  de  (27)  dans  (26)  donne

(27  )

(28) El .  = 0o ,

où I  'on a posé :

(2e)

E?=ôoQI*62

(  30)

0o=o(o,o)  ,  01 =#"(o,o)  ,  Q?=9(o,o)-aê

En rég ime d i f fê ré ,  i  e t  dvar ien t  len tement  en  fonc t ion  du  temps,  e t
1 'on  peu t  nêg l ige r  les  dêr i vées  dans  (25) .La  lo i  de  compor tement  du  maté r iau
est alors de la forme :

,t, (i, Ë) = O

Dans le  p lan  (â" ,  Ë1,  la  courbe d 'équat ion  imp l ic i te  (30)  passe par

I 'o r ig ine  (car  (ô , ,  Ë1  =  (o ,  o )  es t  so lu t ion  de  (25) )  e t  sépare  les  domaines

ù  '  0  e t  r1  <  0 .  ( f i gu re  1 ) .

0-

4-o

F IG .  1

{
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Cons idérons  une expér ience de  re laxa t ion  dans  laque l le ,  après  avo i r

imposé au matér iau un échelon de déformat ion Ë1Ë1 = H(i )  Ëo, on la isse se

re laxer  la  cont ra in te  :

!9_ .  o
â t

D 'après  (ZS) ,  on  a  donc  { , (ô ' ( t ) ,  Ëo)  <  0 .  Dans le  p lan  (â ,  Ë)  ,  on  parcour t  le

segment  AB ( f i gu re  1 ) ,  de  A  vers  l ' é ta t  d 'équ i l i b re  B  (1a  con t ra in te  décro î t ) .

La  rég ion  { , .0  es t  donc  s i tuée  au  dessus  de  la  courbe  U(â ,  Ë)  =  Q.

So i t  :

(3r) d=Eté-rtré'+... .

1a représentat ion,  sous forme d'un développement de Taylor,  de la courbe

. l , (4 ,  Ë)  =  0  au  vo is inage de  I 'o r ig ine .  Les  coef f i c ien ts  E t  e t  E ,  son t  des

coef f i c ien ts  d 'é las t i c i té  d i f fé rée  du  premier  e t  du  second ordre .

Après  subs t i tu t ion  de  (31)  dans  (30)  '  on  ob t ien t

225

(  32  )

(33  )

(34  )

(35  )

tr=-fi;
0n a  posé  à  l ' o r ig ine  (

ur=#;tz

En observant  la  f igure

û l  .0

Par  su i te on  vér i f i e ,

E l t0

^tz{5é. -----T-
rlrl

2

; {a=*;' âe

E2

q-,

=au
ae

1,  on

;Û3 =* ,,, = â2Û
Y5 

adaâ'

voi t  immédiatement que :

tz '  o

comrne i I se do i t ,  que  :

0

t /  po

0

Le système

dynamique est

f;l
l; l
Lrl, ,

Les équat ions fondamentales du problème

fondamenta l  d 'équat ions  qu i  gouverne l 'évo lu t ion  du  pro-

de la forme :

0
0

1

0
0
0

lsl i :l
l;1, , 

= L:J(36 )

bl ème
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su ivants  :

N > ?

t=Tt  ,

N
Y = 1 0 V  ,

où n est  un pet i t  paramètre sans
l inéar i té  du  prob lème.  Pour  f i xer
va leur  :

Ef fectuons dans (36) 1es changements de var iables et  de fonct ions

 )  - *
X = f l l X

N

o = n Q o o r  ê = r l

2?6

\)4
zI1 %

(37 )

(38)

(3e )

(40  )

e

non

la

CI  =  (oo lp  
o ) t ' '

Après  avo i r  subs t i tué  (37)

ment  à  n ,  i l  v ien t ,  à  l ' o rd re  O(n2)

au -i.
u) x=*9(nr

d imens ion  qu i  carac tér ise  la  fa ib le

les  idées ,  donnons  à  la  cé lé r i té  n

dans (36)  e t  développé O et  U re la t ive-
près :

s) u

- 1 -nS1o-n

0

-1

a-lco

par

âg
- +
^ +
o v

où nous avons

U =

-B(n  ! )  =

ô(n u1 =

-ç2, e-n b o

0

0

0

#.0

-1

0

A(n

posé

f'1
l,l
l"l

0

0

0

oo ù3
T\b=

0

0

-nde

(41 )

(42)

0

0

û q

t  .=d ; d=
t2a__ffi,0 ;

Le temps de relaxat ion T",  dêf in i

r.-=-#
" *1

es t  b i en  pos i t i f  d ' ap rès  (34 ) .

(43  )
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Etude de  l 'onde ins tan tanée

(méthode mat r ic ie l  le )

Avant  de  procéder  à  une ê tude d i rec te  des  équat ions ,  nous  a l lons  ca l -

cu le r  l ,onde  ins tan tanêe  pu is  I ' onde  d i f fê rée  à  I ' a ide  de  1a  méthode  mat r i c ie l l e

généra1 e .

Avec  les  no ta t ions  de  la  sec t ion  6 .2  nous  avons

TX
' 1  =ç

zz7

44)

Ao=

A,U  =-  r -

Qo=

B.u =- r -

Io
l -  1

Io

-1

0
-1

1
I0l

0l
0l

46)

0

0

0

-1

0

0

c-2

-  Ô1o

0

0

0

47)

48)

0

0

0

_r, 
"0o

0

0

ul
Iol
I

0 l

0

0

0

l - b o

0

0

-T-0"

0

0

0n se  propose de  ca lcu le r  I 'onde assoc jée  à  la  so lu t ion  t r  =  I  de

l ,équa t ion  dé t  ( l  I  -  Ao)  =  o  ( ]es  au t res  so lu t ions  À  =  o ,  e t  À  =  -  1  son t

sans  in té rê t  dans  le  p résent  p rob lème) '

Les  vec teurs  su jvants  dé f in issent  des  bases  pour ' les  noyaux  O"  Bo,  de  I 'ad-

io in te  de  Eo,  de  I  -  Ao  e t  de  I 'ad io in te  de  I  -  4o  t

I a-l
t l

11 =  l0 l  ;- r  |  |

Lll

f'l!2 = 
Lll

(4e )
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l l

2?B

(51)

(5?)

(53)

(s0)

(54 )

(55)

(56  )

(57  )

(58  )

=  (0 ,  1 ,  0 )

f'l= l- rl
L 'l

= (1 ,  -  1 ,  0 )

so lu t ion  de

B

L

La

go

12 = (0 ' 0,  1 )

(39) est  donnée au premier ordre par :

( t ,  x )  =  f  (E,  x1)  B

avec

* l=€1X,€= t - *o

Compte  tenu  de  (28) ,  l ' équa t ion  de  t ranspor t  (6 .2 .20)  s 'éc r i t  :

a f  -  nEz  câ f  . ! râx1 . ia-f  ,E*à(r-a) f  =o

0n t rouve un  résu l ta t  semblab le  à  5 .3 .15 ,  au  coef f i c ien t  (1  -  a )  p rès .

Pour  que la  so lu t ion  so i t  s tab le ,  i l  fau t  que :

a - <  I

d 'où  la  cond i t ion  res t r i c t i ve  por tan t  sur  6  e t  rp  :

ùZ* t1ôo{1

Etude de  l 'onde d i f fé rée

(méthode mat r ic ie l  le )

les  no ta t ions  de  la  sec t ion6 .2 ,  on  poseïoujours avec

tz=

Y =

Tr-1"

9=

-a

0

'l
1l

(5e)
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Des deux  so lu t ions  6  e t  -  6 -  ae  1 'équat ' ion  dé t  (V f  -  s )  =  0 '

on  re t ien t  ce l le  qu i  es t  Pos i t i ve-
0n  dé f in i t  a lo rs  :

229

(60  )

(61  )

(6?) 9o( t , x )= f

avec :

(63)

(  64 )

1
R=( - ; )  ;

0n  vér i f ie  fac i lement

e t  que  l ' on  a  :

L = (r,  -  / i )  ;

que 
' les 

i  dent i  tés

Æ-(a -1 )

0

0

La  so lu t iondi f férêe de (39)  es t  donnée au

(6 .2 .39)  son t  réa l  i sées ,

f .lr\=rfl
(6 .2 .31)  e t

u 1  = t ir= -+
ac+d +baZ

0

0

premierordre par :

1E,  x1)  [

XI=  rZ  X  '  t

L ' équa t i on  de
E2

ba= - * :
t 1

âr-1(1 -a) t : ,  . : trS=o
ax' -2 6 ;J  ,zE' 'aE

pour  assure r  la  s tab i l i t ê  de  la  so lu t ion  de  (64) ,  i l  n ' y  a  pas  d 'au t re

res t r i c t ion  à  poser  que ce l le  dé ià  in t rodu i te  en  (56) '

=/1 t -x

t ranspor t  (6 .2 .42)s 'éc r i t ,  compte  tenu  de  l ' i den t i té

.*j*

Lorsque la  d imens ion  du  sys tème é tud ié  n 'es t  pas  t rop  grande,  i1  es t

souvent  avantageux,  p lu tô t  que d 'u t i l i se r  la  méthode mat r ic ie l le  généra le ,  de

procéder  par  une é tude d i rec te  sur  les  équat ions .  A  t i t re  i l l us t ra t i f ,  nous

a l lons  re t rouver  ceux  des  résu l ta ts  p récédents  qu i  son t  re la t i f s  à  I 'onde

di  f fêrée.

Calcul de I 'onde différée par une mqthg!9-gjrec!9
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Les équat ions fondamentales(39)  s 'éc r iven t  en  posant
T'z -- #'

( 65  )

(66  )

( 67 )

ae
TT

â o
at

+(a

(1+no1o+.ff.1

- lco-nde)  e

=+ (-1-1..-nbo)
t 2 L

= Q

aeâv^
5T-ax='

0n en  cherche une so lu t ion  (o ,  v ,  e )

te l  s que :
sous la forme de dével oppements

e i  ( t ,  X ^ ,  X 1 ,o ,  X l . '  . . . '  
* )
n

'l

2

Av  âo
a t  ax

(68  )

(6e)

(  70 )

a  l t  v  ^  - \e  ( L r  x ,  e 7 r  r l  /  =  
. L
1 > r O

i
,2

Après  subs t i tu t ion  de  ces  déve loppements  dans  (65) - (66) - (67) ,  i l  v ien t  :

o O = a g O

âoO âaO

tË-T_f=-o1 +ôê. , -*uo
t  . Z  - o

'uo 
= 

'oo

a t  ax
o

â"o âuo
_ = -
at  â*o

-nc
,2 oo êo -n

tz
d 

"oZ

âu1
- =
ât

âol  âoo

, ro - \

a. l  âu l  âuo
- = - + -
a t  â*o  âr l

( 71 )
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S i  I  ' on

d 'où  le  résu l ta t  :

résu l ta t  (69 )

ê r  - - ! - ba2
,e2

231

(  70)

-o ,1

le

+a

pour

2
to

obteni  r

- J - ca
e2

?
o

(72)

(73  )

(7  4 )

( 75 )

(76  )

De (72),

( t ,

ti re

(72)Z  e t  (72)3r  on  ob t ien t

0

X o t

l a

e
o

on

*L)  =  eo (e ,  *1)

formule :

(e=,Et -xo)

Vo=-6 "0

0n  é l im ine  v ,  en t re  ( 71 ) f  e t  ( 71 ) ,  :

2?
, r5 - 5l = t-ol * =l-igfr \  âT axt/ 

- 
,*oz axoaxl

Puis  avec  (72) ton  ca lcu le  o ,  e t  I ' on  subs t i tue  le  résu l ta t  a ins i

(76) .  0n  ob t ien t  :

, ' .o , t .o

.T

obtenu dans

(77  ) +- u1= - t. rrrf - /â- (a - 1)
a6âx1

ât

,2 .1 , ' .1

âto

-+(.2b*ca+d)ry
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Pour  év i te r  l ' appar i t i on  d 'un  te rme sécu la i re  dans  la  so lu t ion  e ,  de  (77) ,

on pose que 1e deuxième membre est  nul ,  soi t  :

t
âto t ( , -a)a r12à-eo- ,Z.  t to-n
5\  

-  
2 \L 

-  d t  a - r7-4\  
"oET- '

C'es t  le  résu l ta t  que  nous  av ions  en  (64) .

c) Ue!Êr!qs-vi:eeeLes!!gge-è-pereuÈ!rc:-sqebe:

Considérons un matér iau v iscoélast ique dont la lo i  de comportement

es t  donnée  par  (Weber  l7 l ) .

N N r

( e '  P l '  . . . '  Pn )

= - eii (Ê'l 
ff 

t6, Ê'r, ..., F',n) ( i  =  1 ,  . . . ,  n )

ot)  6 est  un potent ie l  qui  dêoend de la déformat ion âet des paramètres

cachés i r ,  . . . ,  Ê 'n .  Les  équat ions  (80) ,  dans  lesque l les  f iguren t  au  premier

membre les dér ivées des 1 ' . ,  par rapport  au temps, gouvernent l 'êvolut ion des

paramètres cachés ô'r .
Nous supposerons  la  mat r ice  g i t  invers ib le .

Quelques propr iêtés relat ives à la lo i  de comportement

Ca lcu lons  les  modu les  d 'é las t i c i té  ins tan tanée e t  d i f fé rée  du  ma-

tê r iau  au  vo is inage de  l 'é ta t  na ture l  de  repos .

Au repos nous supposons que :

232

( 78 )

(7e) ^ , A ô
O l  = -

N

âe

(80  )

(81)

n .' t

î 'r=o

{ tot =
âe

Donnons

0

au matér iau une

pour  i  =  1 ,  . . . ,  n

(car  le  po ten t ie ' l  es t  s ta t ionna i re  à

1  'équ i ' l  i  b re )

déformat ion soudaine :

6( t )  =H( t )  Ëo

où H est  la  fonct ion échelon un i té ,  e t  i  une constante.  Les É n.  subissent

(82  )



Irae I c = 4 1â 'o,  o,  . . . )"o  
aâ

Si âo est  suf f isarnnent pet i t ,  on développe (83)

?

lo=to$ tol  + . ."
âe

et  l ,on  ob t ien t  le  modu le  d 'é las t i c i té  ins tan tanée au  premier  o rdre  :

Sec t ion  6 .3

pas  de  saut ,  car  d 'après  (80)  les  dér ivées  î ' '  son t

cont ra in te  â 'donnée par  (79)  sub i t  un  saut  éga1 à  :

l  im 
'P .  ( t )
- l

t+-
et  s i  I  ' on  Passe  à
' l  ' équ i  I  i  b re ,  so i  t  :

233

f in ies .  Par  cont re ,  la

e t  en  u t i l  i  san t  I  ' i nvers i -

le  résu l ta t ,  e t  s i  l ' on

(84  )

^2
(85) î ,  = fgto)

Le modu le  d 'é las t i c i té  d i f fê rée  se  ca lcu le  en  observant  1e  compor te -

ment  à  long  te rme du  maté r iau  lo rsqu ' i1  es t  soumis  à  la  so l l i c i ta t ion  (82) '

Les paramètres cachés 1' . i  ( t )  sont donnés par (80) '  S' i  l 'on pose

(86  )
= 6,(o) 6")

l a  l im i te  dans  (79) ,  on  ob t ien t  la  cont "u in te  ô (d)  (âo)  à

6(d) (do) = 
i1 

É(i) = 
H 

,to'6 (a)( io) )

(88 )

Le  coef f i c ien t  d '  é las t i c i té

tenu  de  É(d ) (o )  
=  o ,  pa r  la

vois inage du repos est  donné, compte

dÊ'., (d)

(o )  . -  
(o )

oêo
=El

di f fêrée Et au

formule :

t t 2

+tâ-0
i "= t aâaÉi

-  dd(d)
L r  = -, dûo l^.

lêo=o

Dér ivons par raoport à I  'express ionto

T (do, !  
(o) ( io)) = e

ap j

ob tenue en  écr ivan t  la  fo rmule  (80)  à  l ' équ i l ib re '

b i l i t é  de  la  mat r i ce  Sr r .  S i  l ' on  pose  6o  =  o  dans

(8e)
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dfl- (d )
nrul t ip l ie pap --J (o) tout  en sommant par rapport  à j ,  i l  v ient  :

o"o

234

l 2.
) +

- u - F N

J  =  I  Aeâp j

dÉ(d)
(o ) * - (o )

oto

n ^2,
I .i*(o)

1 j : 1 a6.iaî'r'

dÊ'r (d )
'  (o )
dâo

dÉ(d)
'  (o )
d6o

n
F=-  L

i=

(e0 )

(e1)

(e2)

En subs t i tuant  dans  (88) ,

 n
E l=E l - .1 . .

I  = r J

^2 ,
Par  conséquent ,  ^ i  d  I

pos i t i ve ,  on  u  , . '  
5F- tq

on obt ient  a lors

n ^2,
I - -!* tot
= |  âP i  aP j

est, cor.rme nous

of '(o) 66-(a)
- t , -  (o)  -*-  (o)

o"o oao

le  supposons,  une mat r ice  dé f in ie

(e3 )

(  e4)

,/\
E . < E N

I I

Nous supposons E '  e t  E . ,  pos i t i f s .
I I

Le problème dynamique

0n se  l im i te  pour  s imp l i f ie r  1 'exposé au  cas  d 'un  matér iau  décr i t  par
un  seu l  pa ramèt re  caché i ,  e t  l ' on  se ' l im i te  éga lement  à  l ' é tude  de  l ' onde
di  f férée.

Développons les formules (79) et  (80) au deuxième ordre en 6-et  e :

6 = +(ê', F) = ô".- a ôep n.r0.."t2 * lô"po f + ôeeR êÊ'* ...
ae

-  
f  

= g(o) ôep ê'+ s(o) too Ë *12 (r j (o)  ôpp

* l ,  n(o) oooo) + éË (ô(o)

Les termes tels que ô.0,  ont  pour

g = *rc,' ep  
aeap

0n subs t i tue  (92)  dans

opère 1e changement de var iables

o.p * o(o) o.oo) - l  ë2 s(o) oeep

s ign i f i ca t ion :

l 'équat ion  du  mouvement

et  de fonct ions
Itr

tn =,/ l l
V"o

âv1- = -

aT Po

i=T ' * t ;  Î '=nT 'kx  ;(e5 )

Io"'
ax
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j (e6)

I

(eB )

(ee )

Sect ion  6 .3

p

V = n C I V ;

0n pose en Pl us :

tz=

^
; É -- n Et oe=n€ ;  p=n

Itntt

I l  v ien t  a lo rs

0..

T"  g(o)  o .p  o.p

En procêdant de même

avec

:

)
Ap '+nBap 1

+ = ' -àt ,z
I

ep+2 nc.2l

- ,
oppp 0..
o.p o.p

' = lt3ï

e (x ,  t ,  e2 ,  n )

0n obt ient  en raisonnant

êo  =  êo  ( t ,  x l )

0". 0..  o.pp

%o'6-t;

^ oaap Ôa"
L = --:----

Q . p  t . p

Les deux  équat ions  (98) ,  (99)  io in te  à  ce l le de compat ib i l i té  :

loo)

101 )
=,1^.à. i  ( t ,  xo,  Xl ,  . . . '  

{ ti  >o
directement sur 

ffi 
éOuations :

( '  =J" t - xo)
Y L l

# =#.H*** n H'#*' e p#*,. et$
dans  (93) ,  on  ob t ien t

f lee.*1.. lppp+n
loep o.p 9.p

ae-âv
at  àx

forment le système fondamental  d 'équat ions qui  gouverne 
' le problème'

0n  pose  r t  =  e2  ( , ! ) ,  , . ,  = .L*  e t  l ' on  subs t i tue  dans  (98)  (99)
t t 2

et  (100)  des  déve loppements  (pour  e ,  v  e t  p )  du  type :

102 )
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Po=

La dépendance

Burgers :

236

(  104)

(  103)

( 105 )

(  106 )

t;-
vo  =  - /Ë" '

- leg"
opp o

de eo relat ivement à x,

, ' .o

;J

3
2

*3ot.oo
t3o t..

est gouvernéepar  l ' équa t ion  de

E, aeo o3o
qq ÇÇ,

où I ' on  a  posé  :

e =t2S+
ô." opp

- n+"i?=0

1-2. )
ô"p 9..p
ô". opp

ô.."

ôt e e

-1
,"a

E1
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6 .4  L 'ONDE DE FORTE AMPLITUDE

0n étudie les ondes gouvernées par le système (6.1.1) sans supposer

qu 'e l les  son t  de  fa ib le  amp l i tude '

Avec un changement de var iable du type

(1)  l=T" t ,  T=cr lox

et  des changements de fonct ion adéquats ,  i l  es t  poss ' ib le  en généra]  d 'écr i re

1e système (6.1.1)  sous la  forme

237

(2 )
3U a! r*
IT*Atu)ç=f,9(u)

où T. est  un temps de relaxat ion du matér iau'

a ) -Le -b:qldç-preslggeive-!n:!e!!s!eg

(3 )

(4 )

0n introdui t  le Pet i t  Paramètre

r
' 1  =Ç

S' i l  es t  nu l ,  le  sys tème (2)  dev ien t  homogène

âu au

æ*a(U)r*=o

Avant  de  passer  à  l ' é tude du  cas  généra l  ( . f  I  0 ) ,  rapPe lons  que lques  résu l -

ta ts  re la t i f s  à  la  réso lu t ion  du  sys tème (4) . (La  p lupar t  de  ceux-c i  son t  ex t ra j ts

de  I  'a r t i c l  e  de  Lax  I  8 l  )  .

0hde simple

Déf in i t ion  1  :  Une so lu t ion  u  de  l 'équat ion  (4 )  es t  une onde s imp le  s ' i l  ex is te

une fonc t ion  6(x ,  t )  te l le  que i

(5 )  != ! (O(x ' t )
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En subs t i tuan t  (5 )  dans  (4 ) ,

(6) r*tr*#a(u))ff=o
Par  conséquent ,  s i  u  es t  une so lu t ion
avo i r  :

dêt (*t r

I l  ex is te  donc  une

(7) - *t'#
Les  courbes  O(x ,  t )

So i t  yo (g )

s ion  un i té .

on obt ient  :

non  t r i v ia le ,  on doi t  nécessairement

* ff a tu)) = Q

va leurpropre ln(u)de lamatr ice f l (u) te1 leque

-^k

= Const sont des courbes caractér ist iques.

un vecteur non i ru l  du noyau de rn I  -  4,  supposé de dimen-

238

(B) ( l r I -A)ro=o

D'après  (6 )  nous  avons  :

(e) 5* = "(o) 1o (u)

où o (ô )  es t  une  fonc t ion  à  dé te rminer  à  l ' a ide  des  cond i t i ons  à  la  l im i te .

Dé f in i t i on2 :Uneonde s imp ' le  g ,  so lu t ion  de  (a ) ,  gu i  vé r i f i e  (9 )  s 'appe l le
une k -onde s imp le .

So i t  S (g )  une

noterons  grad  S(u)  le

In t rodu i  sons

fonc t ion  sca la i re  de  la  var iab le  vec tor ie l le  u .  Nous

vecteur de composante 
ff 

,  
Ë, 

...  
fr

main tenant  f  impor tan te  no t ion  d ' invar ian t  de  R iemann.

Déf in i t i on  3 :  Une  fonc t ionS(u)  es t  un  k - invar ian t  de  R iemann du sys tème (4)

s i  l ' on  a  que lque  so i t  g  :

r *  ( ! )  g rad  S(U)  =  o(10)
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Nous donnons sans  démonst ra t ion  les  résu l ta ts  su ivants  (vo i r  l8 l  l9 l ) .

Théorème 1  :  I l  ex is te  p réc isément  ( " )  n  -  1  invar ian ts  de  R iemann S l . . .Sn  -  1

indépendants  ( i .e .  te l s  que  les  vec teurs  g rad  51 ,  . . . ,  g rad  Sn  -  1  so ien t

I i néai rement i ndéPendants ) .

Théorème 2 :  soi t  u une solut ion cont inue du système (4).  Si  u est  constante

d* ,  , ,  d*a ine9 du  p lan  (x ,  t ) ,  a lo rsO u  por r  f ron t iè re  une carac tér is t i -

que  ( l8 l  Coro l la i re  du  théorème 8 .2 ) .

Théorème 3  z  s iC es t  une k -carac tér is t ique  bordant  un  é ta t  cons tan t ,  a lo rs

de l ,au t re  cô té  de  t l " t  k - invar ian ts  de  R iemann sont  cons tan ts  ( l8 l  théorème 8-3) '

Théorème 4 :  So i t  u  une  so lu t ion  dp  (4 ) .  Cons idérons  un  domaine  du  p lan  (x '  t )

dans  leque l  les  k - invar ian ts  de  R iemann sont  cons tan ts .  A lo rs  les  k -carac té-

r . i s t iques  de  ce t te  onde sont  des  dro i tes  le  long desque l les  la  so lu t ion  g  es t

cons tan te  ( l8 l  théorème 8 .4) .

Démontrons à présent le résul tat  suivant :

Théorème 5 :  une onde u est  une k-onde simple s i  et  seurement s i  les k- invar iants

de Rjemann sont constants.( i .e.s iS est  un k- invar iant  de Riemann, alors

S(U (x ,  t ) )  es t  i ndépendant  de  (x '  t ) ) .

Démonst ra t ion  :  So i t  u  =  q  (o (x ,  t ) )  une k -onde s imp le .  cons idêrons

un  invar ian t  de  R iemann s (u ) .En  dér i van t  par  rappor t  à  o ,  i l  v ien t :

5ï ,o (o)) = srad s ' #

( ' * )  L .  fa i t  qu ' i l  n 'y  a i t  pas  p ' lus  de  (n  -  1 )  k - invar ian ts  de  R iemann indépen-

dants est  évident,  car les vecteurs grad s. i  sont orthogonaux au vecteur g1(u) '
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Cec i  es t  nu l  compte  tenu de  (9 )  e t  de  (10) ,  e t  par  su i te  le  k - invar ian t  de
Riemann S es t  cons tan t .

Réciproquement considérons une onde dont les k- invar iants de
Riemann sont  cons tan ts .  A lo rs  d 'après  le  thèorème 4 ,  i l  ex is te  v is ib lement
une  fonc t ion  6 (x ,  t )  te l l e  que

y  =  u  (O(x ,  t ) )

O =  cons t  dé f in i t  une k -carac tér is t ique ,  e t  u  es t  donc  une k -onde s imp le .
Dans un  prob lème où i ' l  y  a  repos  in i t ia l ,  la  per tu rba t ion  engen-

drée par une exci tat ion au bord X = o,  se propage dans un domaine au repos.
S i  la  so lu t ion  u  es t  con t inue,  la  zone per tu rbée es t  sêparée de  la  zone au
repos  par  une carac tér is t ique  (Théorème 2) .  Supposons qu ' i1  s 'ag isse  d 'une
k-carac tér is t ique .  A lo rs  d 'après  les  théorèmes 3  e t  5 ,  u  es t  une k -onde
s imp le .

Su ivan t  (9 ) ,  une  k -onde  es t  rep résen tée  dans  I ' espace  (u r ,  . . . ,  un )
par une courbe intégral"  J a,  champ de vecteurs I t  (g) .  Notons 11 

' le 
vecteur

assoc iéà t=g(x=o , t=o)

în =go (û)

Soien t  e ,  =  (1 ,  o  . . .  o )  ,  !2=(o ,1 ,  o . . . )  ,  gn  =  (o ,  o ,1 ) ,
une  base  de  l ' espace  En  =  {  u  =  (u1 ,  un) } .
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FIG.  2
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S i  1 'ang1e (9 . , ,  îO l  es t  pe t i t ,  c 'es t  la  composante  u . ,  du  vec teur  u

qu i  es t  pour  l ' essen t ie l  exc i tée .  Dans  ce  cas  I ' onde  s imp le  Vér i f i e  sens ib le -

ment  (pour  des  va leurs  de  u ,  pas  t rop  grandes)  une cond i t ion  à  la  l im i te  du

type u i  =  0  pour  j  I  i ,  e t  u . ,  (o ,  t )  =  f ( t )  où  f  es t  une fonc t ion  donnée '
J

Cet te  iema.que  jus t i f i e  l ' u t i l i sa t ion  de  la  no t ion  d 'onde  s imp le  dans  la

réso lu t ion  de  cer ta ins  p rob lèmes aux  l im i tes  non l inéa i re .  L 'une des  compo-

santes  de  la  so lu t ion  es t  essent ie l lement  exc i tée  au  bord ,  les  au t res  res tan t

nu l les .  0n  cherche a lo rs  une so lu t ion  "de  type  onde s imp le"  qu i  vér i f ie  sen-

s ib lement  la  cond i t i on  aux  l im i tes .

Nous supposons dorénavant ,  pour  f j xer  les  idées ,  que 1 ' ,ang1e

est  pe t i t .  E t  nous  Posons

F =  u l

Nous  supposons  éga lement  que  I ' app l i ca t ion  W:
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(g t '

W:g

est  invers ib le .

â)

(11 )

(12)

(13)

(15)

:  (F '  9 ) g=

En ,  on

-+  (F ,  S1  (g ) ,  . . . ,  Sn  - '1  ( l ) )  =  (F '  9 . )

So i t  V  I ' app l i ca t ion  inverse  de  U :

Dans  I ' espace

(  14) 5:F +  !=V(F,

Puisque 11  ( ! )  es t  tangent

donc ,  s i  l ' on  norma l i se  rO

éga1e â  I ' un i té  :

y (F, s)

peut paramétrer I a courbe I Par F

t)
en ! ,  e t  pu isque I  es t  constant  sur l ,  on

de façon que sa première composante soit

v

- t t
aJ

(u)

a!
âF Ip  (9)

La k-onde progressive instantanée

Réso lvons  main tenant  le  cas  généra l  où  e ,  es t  non nu l .  Nous a l lons

prendre ,  à  l ' exemple  de  Seymour  e t  Mor te l l  l2 l ,  les  fonc t ions  F ,  S1 ,  Sn -  1 '

déf in ies prêcédemment,  comme nouvel les fonct ions inconnues.
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A lors  que pour  une onde s imp le  les  invar ian ts  de  R iemann S. ,  é ta ien t
cons tan ts ,  i1s  seron t  i c i ' l êgèrement  modu lês  par  les  e f fe ts  d iss ipa t i f s  ( t  ) .

A '1a  p lace  des  var iab les  (x ,  t )  nous  u t i l i sons  les  va r iab les  (o ,  X )
oÙ o est  déf in ie au moyen des k-caractér ist ique de la façon suivante :

Nous supposons que c 'es t  la  k leme va leur  p ropre  de  la  mat r ice  A qu i
es t  exc i tée .

Notons  e :o )  (g )  la  k -carac tér is t ique  assoc iée  à  une so lu t ion  u  du  sys tème
homogène (4 )  don t  l ' équa t ion  dans  le  p lan  (x ,  t )  es t  de  ra  fo rme:
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( 16 )

(17  )

(18)

(  1e)

(20 )

(21)

g:o) (s)

r ( k )  (o ,  x )  é tan t

T(k  )  (o ,

le système

âu au
#*l(u) ,*=

s '  éc r i t  (1a  démonst ra t ion

F,x .*- r t"  r l r

'1  Ç (u)

se trouve en annexe 6.A) :

. tQ-^V,S! ,x l

I D \
:  X  - +  T \ ^ /  ( o ,  X )

l a  fonc t ion  dé f in ie  par  :

o )  =o

1  ' -

+dI (rn est la klêf lê valeur propre de la matr ice A)
^k ' - '

Dans un  domain .9du c iuar t  de  p lan  ( t  > ,  o ,  x  >  o )  où  les  carac tér is -
t iques U:n'  ne se coupent pglr  à tout  point  de coordonnées (x,  t )  nous associons
l 'un ique nombre  o  te l  que?(K)  passe par  ce  po in t .  Le  changement  de  var iab le

aT(k )
A X

( t ,  x )  ê  (o '  X )

te l  que  X  ( t ,  x )  =  X ,  ês t  b ien  dé f in i  dans9 .
Nous no terons  u  la  fonc t ion  g  (x ,  t )  expr imée avec  les  var iab les  (a ,  x )  :

9(o,X)  = ! (x , t )

En ef fectuant  les  changements de fonct ions et  de var iab les (13)  e t  (19) ,

, ,\'
(  )  Les  S. '  var ien t  len tement ,  d 'où

d 'où  la  no ta t ion  F  comme fas t

(22)

la notat ion S comme Slow. F var ie rapidement
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(23)

(24)

(25)

(26)

(27  )

I
p (( I  -  A/^) o=11Ç.-etrIP

n  o r X

l es  so lu t ions  F (a ,  X ,  r1 ) ,  S (o ,

la forme d'une onde progressive

k .  A ins i  dans  (22)

vecteur non nul  du

!  '5)  S,

+ ̂  I  (1 Y'5 9 '*)  / (1r)-  4 Y'5 S'y

Pour  a l léger  l ' éc r i tu re ,  nous  omet tons  dorénavan t  l ' i nd ice

et (23) r  et  r  représentent Àk et  t "k.  Le vecteur I  est  un

noyau  de  l ' ad jo in te  de  ( i  I  -  4 )

I  (r

0n a noté :

I -A)  =o

p = T r o =

Cherchons

(23)  e t  (25 ) ,  sous

e1 ) ,T (o ,  X ,  11 )  de  (22 ) ,

F =  Fo(c r ,  X l ,  X2  . . . )  +  t l  F l (a ,  X1 ,  X ,  . . . )  +  . . .

!  =  5o  (X1 ,  X2  " ' )  +  t l  S1(4 ,  X1 ,  X ,  " ' )  +

T  =  To(c r ,  Xo ,  X1 ,  . . . )  +  t l  T1 (4 ,  Xo ,  X l ,  . . . )

express ions  dans  lesque l les  appara issen t  les  va r iab les  len tes  i

1

Xi = . i  X

Lorsque  e ,  es t  nu l  ( cas  non  d iss ipa t i f )  S  es t  cons tan t ;  c 'es t  pour -

quo i  nous  supposons !o  indépendant  de  c r .  De p lus ,  é tan t  donné que S(u)  es t

une fonct ion constante le long de la f ront ière séparant la zone au repos de

la zone perturbée, nous pouvons supposer gue !o est  indépendante des var ia-

b les  Xr .

Nous posons dorénavant :

!o=Io

et  nous notons Jo et  Io les valeurs de I  (F,  ! )  et  I  (F,  J)  pour S = ç et

F = F  i
o

X,

(28)

lo

Io

= I  (Fo '

= !  (Fo '

[o)

!o)

(2e)
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De même on Dose :
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^o =À(Fo, Io)

' Po  =  t o ro

(30  )
4o = 4  (Fo '  Io ) '  ço  =  !  (Fo '  Io )

J ,S,  =  ! ,S  (Fo '  [o  )
-  l o

Subs t i tuons  (26)  dans  (17)  e t  (18 ) .  0n  ob t ien t  au  p remie r  o rd re :

(31)  to , *o  =  
*  

;  To  (c r ,  o )  =  o

De façon ident ique 
' les 

équat ions (22) et  (23) donnent :

(3?) Fo,xr = ̂;ffi

f i  c )
(33) 

fr ttf 
- 4o/ro) !,r," ) sl,o= !o - ro î#

L 'équat ion  (32)  es t  du  même type que (4 .3 .35)  :

t r  _ u (Fo)'o rx l

E11e  gouverne  l ' êvo lu t ion  de  Fo  le  long  des  carac tê r i s t iques  données  par  (31) .

Ces résu l ta ts  on t  é té  ob tenus  par  Seymour  e t  Mor te l l  l2 l  dans  le  cas  d 'une onde

de haute f réquence.

u ) Llqrde-presreeeiye-dilfÊrÉe

0n se contente ic i  de t ra i ter  un exemple qui  pourra servir  de référence

dans d 'au t res  app l i ca t ions  pra t iques .  La  méthode que nous  u t i l i sons  a  dé ià  é té

présentée  au  chap i t re  IV .

0n  cons idère  un  matér iau  v iscoé las t ique dont  la  lo i  de  compor tement

es t  du  type  (6 .3 .25)  e t  l ' on  u t i l i se  les  no ta t ions  du  paragraphe  6 .3 .b .
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l .e système fondamental d'équations
I

4 N

{^ ,= O (Ë,  Ë)  ** , f ,  (d ,  d)
a t  â t

ai_ r aa
r y ^ N

at  'o  ax

_û= ag
N P

ât  âx

dans lequel  on opère le changement de var iable

T= T*t  ,  f  =  n T*x .  n  = (ô.  '  s e  . ' O / p  
^u
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(  34 )

(35  )

(  37  )

(38  )

et  de fonct ions

)L/z

V = ç J V

( o ,  e )

1(o,.) =

^
û  ( o ,  e )  =

Soi t f ,  la
c

a (x ,  t )  =

Dans  l e  p l an  ( x ,  t )

ôoo 'ê=êr  o =

s 'éc r i t  :

â o- =
ât

(36) #=
âe- =
ât

avec

#.+ û0

â o
A X

A V
A X

( o ,  e )

0 (ôoo '  e1

0o
v (ôoo '  e)

-û1oo

l igne de propagat ion d 'équat ion impl ic i te

Const
("

l a  courbe d . *  es t  donnée par  I 'app l i ca t ion

(  3e) x+T(c r , x ) avec  T  ( c ,  o )  =  c r
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0n fa i t  dans  1es  équat ions  (36)  le  changement  de  var iab le

(o,  x)  +---+ ( t ,  x)

e t  I 'on  no tera  avec  une majuscu le  les  fonc t ions  de  (c ,  x )  :
o (x ,  t )  =  r  (o ,  x ) ,  e  (x ,  t )  =  t  ( c ,  x ) ,  v  (x ,  t )  =  V  (c r ,  x ) .

En se servant des ident i tés :

(40 )  ^  =  -  
T ' ,  

Io ' x  -11 .  r  o ' t=T ; .

on  ob t ien t :

x t  ^  E t  I  ^

#=î(r,E)#**û(r,E)
0  

' t d  t z

( 41 )  U ,o  =  -  l rX  r r o  x , *  T ,o
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(42)

(43  )

E , o  -  J r X  U r o  *  V r ,  T , o

0n pose  x . i  =  r ) * ,  e t  I ' on  in t rodu i t  dans  (41)  l ' onde  p rogress ive  dé-
f in ie par les développenents :

V  =  Vo  (c ,  x r ,  . . . )  + .2  V1  (c r ,  X l ,  . . . )

E  =  Eo  (o ,  x l  )  +  .2  E l  (o ,  x1 ,  . . .  )

I  =  xo  (o ,  x l ,  . . . )  + .2  11  (a ,  x r ,  . . . )

T  =  To  (c ,  Xo ,  X1 ,  . . . )  +  ,ZT I  (o ,  Xo ,  X l ,  . . . )

I l  v ient  au premier ordre :

î  ( ro ,  Eo)  =  o

( 44 )  [ s r '  -  To , *o  t o ,o

fg r '  -  To , *o  vo ,o
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pu is  à  I ' o rd re  su ivan t  :

roro 
-  L-  

En^. r  '   ' / \

Ë 
= '0  ( ro ,  Eo)  

[ î  
*  t ,  û ,x ( ro ,  Eo)  +  Er 'û ,E  ( ro ,  Eo)

(45)  v l ,o=  -  (To , * r  *  T1 , *o )  to ,o  -  To ,Xo  t l ,o *  to , * ,  To ,o

E l ,o  =  -  (To , * ,  *  T l , xo )  vo ,o  -  T . , xo  v l ,o  *  vo , * ,  To ,o

Supposons que la  fo rmule  (aa) l  pu isse  se  résoudre  sous  la  fo rme:

(46)  xo= f (Eo) ,

et  subst i tuons cet te  express ion dans $a)Z e t  (aa) r ,  pu is  é l imino^t  Vo,o ;

on obt ient  :

(41 )  Ts ,xo  =  ( f  '  (Eo) ) -  t /2

e t

(4U)  Vo ,o  *  ( f  ' (Eo)  
)L /2  Eo ,o  =  o

En ' intégrant (48) oar rapport  à c,  ot l  peut êcr i re :

Vo+S(Eo)=Ko

où Ko est  une constante indépendante de a et  où g (Eo) est  une fonct ion déf in ie

Par :  
rEo

g (Eo)  = 
/  

( r ' (E ) ) r /2  ae
o

Compte tenu du fai t  que devant le f ront  d 'onde, le matér iau est  au repos, on a

Ko =  o '  d toù  :

(50)  Vo+S(Eo)=Q

Puisque Eo ne  dépend pas  de  xo ,  l ' équat ion  (47)  nous  donne :

(51)  To  =  ( f ' (Eo) ) -  l / 2  *o  *  o
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d 'o i r

et  (52)  :

To , *= l+xo

En u t i l i san t

( f  ' (Eo  
) ) - , : , ,

t o

l es  équat ions

E
O t c t

Eo ,o

(46)  (as)r  et  (52) ,on ob t ien t  a lo rs  :
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(s2 )

(53  )

(54)

( 55  )

(56 )

f  , (Eo)  -
o  (Eo)  =

B (Eo)  =

x1 = o(Eo) -  B (Eo)  E l
I  +  xo ( f ' (Eo) ) ; : : t

ou I  'on  a  posé :

fi1 11 ro) , to )

1'r t  to '  Eo)

û,  (xo,  Eo)

1T (rr ,ro)

La subs t i tu t ion  de  (53)  dans(as)Z donne, compte tenu de (46) (51)

v l ,o  =  -  ( xo  ( f  ' (Eo)  
, - , r ' " '  Eo ,x l

-  ( f ' (Eo) ) -  L /2  (e (Eo)

+Tr ,  )  f '
*  t ^ o

E
O r 0

(Eo )  Eo ,o

)
1+xo ( f  ,  (Eo)  , - , r 'o ,

+  ( f ' (Eo) )

{ , ;  

, t ^

t /2  e (Eo)  E l ,o+ ( f ' (Eo) ) -  r lz  B ' (Eo)  Eo,o  E l

+  f  ' (Eo)  Eo,x l  (1  +  xo ( f  ' (Eo)  r - , r t ,  to ,o)
t o

Ce résu l ta t  repor té  dans  (a5)g  condu i t  f ina lement  â  l ,équat ion  :

E l ,o  -  z  T l , xo  ( f  ' (Eo)  
)L /2  Eo ,o  *  ( f  , (Eo) -  I  g ' (Eo)  Eo ,o  E l

+  ( f  ' (Eo) ) -  1  a  1 ro )  E t ,o  =  -  z  ( f  ' (Eo)  
) r /2  ,o , ^ ,

+  ( f , (Eo) ) -  1  (e (Eo '  ) ,n '
- E o
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Dans le premier membre ont

d 'un  ind ice  1 .  En  posan t  que  chacun

t ion  de  la  cha leur  non  l i néa i re  qu i

été regroupés tous les termes affectés

des  membres  es t  nu1,  on  ob t ien t  l ' équa-

gouverne 1 'évo lu t ion  de  Eo :
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(57)  Eo ,X l  t r  
f r ' (Eo)1 -  

3 /z  
1o(Eo)  ) , .=  

0

-o

En déf in i t i ve ,  la  so lu t ion  au  prem' ie r  o rdre  es t  donnée par  1es  équat ions  (57) ,

(46) ,  (a9)  e t  (50) .  Les  l ignes  de  propagat ion  sont  décr i tes  en  première  ap-

p rox imat ion  par  la  fo rmu le  (51) .

0n  peu t  vé r i f i e r  que ,  dans  le  cas  l i néa i re ,  l ' équa t ion  (57)  n 'es t  r i en

d 'au t re  que  l ' êqua t ion  de  la  cha leur  :

( 58 ) d 
"t'-a) 

a 3/29=o

Cela  es t  en  accord  avec  le  résu l ta t  (6 .3 .78)  dans  leque l  on  pose n  =  0

(remarquer également qu. aT 
= u- t / '  

* ) .
En

o(Eo)  =  1  -

les  I  i gnes

e f fe t ,  s i  l e  p rob lème es t  l i néa i re '  on  a  f (Eo)  =  a  Eo ,  e t

â ,  d 'où  le  passage  de  (57)  à  (58) .0n  peu t  éga lement  remarquer  que

de propagat ion  sont  des  dro i tes  d 'équat ion  i

t =a  
l / 2 * *o
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CHAPITRE VI I

PERSPECTIVES

7.1  PERSPECTIVES

Nous avons  eu  un  aperçu ,  au  t ravers  de  l 'é tude de  que lques  prob lèmes

phys. iques, de la grande fécondi té des méthodes de perturbat ions appl iquées à

la  réso lu t ion  de  prob lèmes dynamiques  (x ) .

En res tan t  dans  I 'espr i t  de  ce t te  thèse,  Qu i  es t  d 'é tud ie r  la  p ropa-

gat . ion  d ,ondes en  mi l ieux  so l idesd iss ipa t i f s ,  de  nombreuses  d i rec t ions  de  recher -

ches restent à exPlorer.

I l  es t  poss ib le ,  e t  ce la  ne  prêsente  pas  en  généra ]  de  d i f f i cu l tés '

de  t ransposer  les  résu l ta ts  de  ce  t rava i l  à  1 'é tude de  tou t  corps  d iss ipa t i f '

te l  par exemple un corps thermoviscoélast ique, magnéto-thermoélast ique ou piézo-

thermoê las t ique.  L 'é tude des  ondes dans  les  mi l ieux  v iscop las t iques  (vo i r  par  ex .

M. Piau I  4 l  )  présente également un grand intérêt '

Une au t re  vo ie  de  recherche cons is te  à  lever  cer ta ines  res t r i c t ions '

d ,o rdre  géomét r ique,  à  appro fond ' i r  l ' ê tude des  prob lèmes mul t id imens ionne ls ,

à  s ' in té resser  aux  prob lèmes de  ré f lex ion  e t  ré f rac t ion .

L 'étude des ondes de forte ampl i tude doi t  également être approfondie '

I l yabeaucoupdeprogrèsâaccompl i rdanscedomaine .
Enf in nous comptons or ienter une part ie de nos ef for ts vers l 'étude

d,app l . i ca t . ions  pra t iques ,  no tamment  dans  le  domaine  des  ondes s ismiques  e t

dans  ce lu i  des  semi -conducteurs .

Af in de donner un début de concrét isat ion à ces perspect ives'  nous

a l lons  aborder  l ' é tude de  prob lèmes t r id imens ionne ls .

Dans la  sec t ion  7 .2 ,  nous  généra l i sons  aUx ondes non p lanes  les  résu l -

ta ts  du  paragraphe 6 .2  re la t i f s  aux  ondes p lanes  de  fa ib le  ampl i tude gouvernées

par  un  sys tème quas ' i - l inéa i re  d 'êquat ions .  Nous présentons  une théor ie  des

rayons di f férés en vue d'êtudier la perturbat ion lo in de la source (o.nde

d i f fé rée) .  Tous  les  résu l ta ts  de  la  théor ie  c lass ique des  rayons  se  généra l i sen t

de façon immédiate et  nous déterminons l 'êquat ion de transport  qui  gouverne

l ,évo lu t ion  de  1 'amp l i tude  de  l ' onde  le  10ng  d 'un  rayon  d i f fê ré '

Dans la  sec t ion  7 .3  nous  ê tud ions  I 'onde sphér ique v iscoê las t ique avec

app l ica t ions  à  la  descr ip t ion  de  cer ta ines  ondes s ismiques '  L 'approche que

1' )  t tans ls l  ,  onDourra t rouver un aperçu de récents proorès accomp' l is  en mêca-

grâce également aux méthodes asymptot iques'n ique  des  f lu ides
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nous présentons a un caractère plutôt  é lémentaire au regard des problèmes p' lus

complexes  t ra i tés  p récédemment .0n  no te ra  d 'a i l l eu rs  1a  s imp l i c i té  du  ra ison-
nement  par  rappor t  à  la  méthode de  po in t  se l le  u t i l i sée  par  B lake  [U dans  un
aut re  p rob lème re la t i f  aux  ondes sphér iques .  Le  paragraphe 7 .3  n 'a  pas  d 'au t res
pré ten t ions  que d 'éc la i re r  cer ta ines  cons idéra t ions  des  géophys ic iens .  A  ce t
égard ,  le  po in t  de  vue du  mécan ic ien  es t  souvent  fo r t  u t i le  car ,  pâ f  une v is ion

91oba1e,  i l  peu t  appor te r  une cont r ibu t ion  impor tan te  à  la  bonne compréhens ion
des phénomènes.
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7.2  UNE THEORIE DES RAYONS DIFFERES

Tout comme dans le chapi t re vI '  nous supposons le problème gouverné

par  un  sys tème d 'équat ions  quas i - l inéa i re  de  type  d iss ipa t i f ,  ma is  dans  leque l

in te rv iennent  ce t te  fo is  t ro js  coordonnées d 'espaces  X1 '  X2 '  x3  :

au  I  âu
==+A"(u)  *  =E(g)  UA f ,  a ^ k

Les n composantes du vecteur u sont des paramètres qui  caractér isent l 'évolut ion

du système. Le temps est  représenté par t '

Leprob lèmees t fa ib lementnon l jnéa i reparhypo thèse .La

résu l te  i c i  de  deux  causes  qu i  se  combinent  f )  :

-  dégradat ion  de  1 'énerg ie  mécan ique (par  v iscoé las t ic i té '  conduct jon

thermique etc)  ;
-  d ispers ion  de  na ture  géomét r ique '

Au chap i t re  v ,  nous  avons  vu  comment  s ' in t rodu isent  de  façon na ture l le

dans  les  équat ions  du  prob lème deux  pe t i t s  paramèt res ,  l ' un  reprêsenta t i f  de

l ,amor t i ssement  d t  à  la  dégrada t ion  de  1 'énerg ie  mécan ique '  I ' au t re  de  la  fa ib le

non- l inéar i té  du  prob lème.  Ic i ,  l ' on  in t rodu i t  d i rec tement  dans  le  sys tème (1) '

e t  de  façon un  peu ar t i f i c ie l le  (ma is  I 'a r t i f i ce  es t  ius t i f iê  par  tou t  ce  que

nous avons  vu  auparavant ) ,1es  deux  paramèt res  en  ques t ion '  0n  les  p rendra

d,a i l leurs  égaux,  car  les  e f fe ts  engendrés  par  les  mécan ismes d iss ipa t i f s  son t

supposésdumêmeordrequeceuxprodu . i t spar lanon- l i néar j tê .
pour  l ' ê tude de  l ,onde près  du  f ron t  nous  fa isons  appara î t re  un  para-

mèt re  e  dans  (1 )  de  la  man jère  su ivante  :

(2 )
âu  .k  à  u

IT*O^( .u) \=.9

a lo rs  que  Pour  l ' é tude  lo in  de  la

(e  u )  u

source on Prendra :

(eu )  u

d'onde progressive Pour
(3 ) .  Chacune  d 'e l le  es t

di  ssi  pat i  on

ca lcu le r  deux .  so lu t ions

représentée Par un dêve-

au  ,k  au  I
(3 )  TT*A^( .u ) \= ;

0n  u t i l i se  le  concePt

aPProchées en  u t i l i san t  (2 )  e t

q

1";  sans
non

*e) '

aut res  d j f f i cu l tés  on  pour ra i t  ten j r  compte  des  e f fe ts  d iss ipa t i f s  dus  à  la

homogénéité du matér iau (matr ices Ak et  B dépendant expl ic i tement de x '  x2'
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loppement de la forme :

u  =  
.  I  . i  g i  ( t ,  t ,  X l ,  x -  x3 )
i  >o

ou l  la  phase E es t  une fonc t ion  de  ( t ,  x l ,  \2 ,  x r )  à  dé terminer .  Les  te rmes u . '

vé r i f i en t  l es  cond i t i ons  :

(5 )
â U ;

Ë=o(1)
â U ;

nË 
=  e0  (1 )

v

qu i  carac tér isen t  ana ly t iquement  1 'aspec t  fondamenta l  se lon  leque l  1 'onde pro-

gress ive  es t  une onde s imp le  1égèrement  modu lée .

a) Nqlc l rq ls

Nous conv iendrons  qu 'un  ind ice  là t in  te l  que i  cour t  de  1  à  3 ,  a lo rs

qu 'un  ind ice  grec  te1  QUê v  cour t  de  0  à  3 .  A ins i ,  avec  la  convent ion  de  som-

mat ion  su r l ' i nd ice répé tê ,  a - t -on  :  aubu  =  ;  â rb r ,  â ib i  =  ;  â rb* .
v=o ' r=11 ]

En  posan t  t  = 'Xo . t  Ao  =  I  (mat r i ce  iden t i têe  d 'o rd re  n ) ,  l e  sys tème

(1)  peu t  s 'êc r i re  :

dtsl #=B(g) g- "v

la  fonc t ion  vec to r ie l l e  u  dépend  des  var iab les  ( t ,  xo ,  X l ,  x r )  ou  ( t ,  x r )  ou

(xo)  ( i  =  1 ,  2 ,3  i  o  =  0 ,  I ,  ? ,3 ) .0n  u t i l j se ra  éga lement  dans  la  su i te  les

no ta t ions :

,  abb,u = f r i  ;  x = (x '  xr ,  
"3)  ;  I  = (xo,  *1,  x '  x3)

u) Llsrds-preeLe:eivs-1ns!e!!q!e9

Rappe lons  succ in tement  les  g randes l ignes  de  la  théor ie  c lass ique des

rayons  fourn issant  la  so lu t ion  au  vo is inage du  f ron t  (onde progress ive  ins tan-

tanéel  I  z |  .  0n considère les développements :

t 7
(6 )  g (eg)  =%*e81  u*e ' (929)  u+0(e" )

( t )  Rk ( ,g)  =4* 'A[  u+e2 (45 g) u+o 1e31

254

(4 )
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dans  lesque ls  $ ,9 f  ,92  son t  des  tenseurs  cons tan ts  d 'o rd re  2 '  3 '  4 '  La

jux tapos i t ion  de  Oeux tônseurs  (par  ex .92  g)  représente  leur  p rodu i t  con t rac té '

compte  tenu de  (5 )  (6 )  e t  (7 ) ,  la  subs t ' i tu t ion  du  déve loppement  (4 )

dans  (2 )  fou rn i t ,  en  iden t i f i an t  l es  te rmes  d 'o rd re  1  e t  1 :

(B )

(e)

6,,4 $= o
â U r

(q,u 4) Ë= 
-

L '  équat ' ion (B )  admet une

\ / ; =

représente 1 a

!qB

"cé lé r i té  d 'un  rayon" .  0n  a  éga]ement  no té

v
6,k ! (ai B) B

AR
!4*

v

au^-+B u
aE __o

et  seu lement  s i  :

E,u 4 et  de son

1 ong d 'un  rayon.

e  =  1 .  Cec i  es t  l o i s ib le  ca r  le  Pa-

le  dérou lement  des  ca lcu ls .

lnv 
â%

e t  âx
v

sol ut ion .%

- E,k tôl ql

non nu l le  s ' i

(10 )

( 11 )

(12 )

(13)

(14)

dér(e ,u{ )  =o

Les surfaces E = coï lSt sont alors des surfaces caractérist iques du système l iné-

ar j sé  assoc ié  à  (1 ) .

So i t  R  (1 )  e t  !  ( l )  des  vec teurs  non nu ls  du  noyau de

ad jo in te  (noyaux  supposés  de  d imens ion  1)  normal isés  par  :

18 = 1

Nous  avons  d 'aPrès  (8 )  :

%=r(E' I )8( l )

La fonct. ion f  est  déterm.inée par 
' l  'équat ion de transport  obtenue en mult ip ' l iant

scalairement chaque membre de (9) par L :

Yvâ f * r fg+Kf=o'o  ax  aE
v

où

(15)

(16)

F -
t -

( =

. ' x f
Le terme U; # rePrésente 1a

v

N.B.  :  Dans  le  résu l ta t  f i na l

ramèt re  e  ne  joue qu 'un  rô1e

dér ivée  de  f  le

(13)  on  a  Posé
de support  dans
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c ) Llqnde-Preereseiye-ÉiIIÊrÊç

0n subst i tue  (4)  dans (3) ,  e t  I 'on  ident i f ie  les  termes d 'ordre  1 ,  t , .
en  tenant  compte de (5)  (6)  e t  (7) .  I l  v ient :

(17) %g=o

âu
(rB) %gr=E,u4#-(gr%)%

(1e) %sz = E,u1#- l4H- e,1 (Af %) :#

- (9r %) er - (9r er) .% - Qzg) %) q

Soi t  ( l t ,  . . . ,5 )  une base du noyau d .  %,  .1  ( l t ,  . . . ,  
U 

une base
de I 'ad jo in te  de $.  La so lu t ion go d"  (17)  est  de la  forme :

(20) !o =.  f  ,  u i  (e,  4)  r . ,
"  i=1  |

La  so lu t ion  u ,  de  (19)  ex is te  s i  e t  seu lement  s i  le  p rodu i t  sca la i re
du second membre  par  ] i  es t  nu l  ( i  -  1 . . . .p ) .  En  supposant  que l ' i den t i té  :

(21) l i  (9r %) % = o

so i t  vér i f iée ,  ce  qu i  es t  le  cas  en  pra t ique (v iscoé las t ic i tê ,  thermoé las t ic i té ,

. . . ) ,  l es  p  équa t ions  de  comptab i l i t é  s 'éc r i ven t  :

o  3  âa .
(22) I"(.1 r,ucl j)#=o

j  =  I  v=  o

où I  'on  a  posé :

(23) clj = li 4 ri.

L 'équa t ion  (?2) ,  éc r i te  sous  fo rme p lus  syn thê t ique :

(?4) r , . .  cv 3 = o
v -  o ç

admet  une so lu t ion a non nul le  s i  e t  seulement  s i  :

(25)  dét  (6 ,u  d)  =  o  
(

Cet te  équat ' ion aux dér ivées par t ie l les  détermine l 'évo lu t ion de la  phase q.
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â est une fonction homogène de degré I par rapport aux

sont  par  dé f in i t ion  les  b icharac tér is t iques  de  (26) '

So i t  t  *  xu  ( t )  1 'équat ion  paramét r ique d 'un

1a  dé f in i t i on :

Déf in ' i t ion :  Le vect.u.  i  de composante

dx
Vu=# (v=0 ,  1 ,2 ,3 )

es t  la  v i tesse  d 'un  raYon '

Les théorèmes qui  suivent général isent de façon

ta ts  de  la  théor ie  c lass ique des  rayons '  0n  rappe l le  que '

ne dépendent pas expl ic i tement de (xu) '

Thêorème 1 :

Supposons que l 'on  pu isse  résoudre  (25)  par  rappor t  à  E 'o  ( ' * )

t ,o  *  o  (E ,  
{ )  

=  â1E,u )  =  o(26)

(27  )

(  28)

E,u.  Les raYons di f fêrés

rayon. 0n introdui t  a lors

a )

b )

dx
v

ÏE

Preuve : on

Thêorème 2 :

le  long d 'un  rayon les  Eru  so l t  cons tan ts '

les rayons sont des droi tes dont l 'équat ion paramétr ique est  donnêe par

inrnédiate certains résul-

par hypothèse, Ak .t B

En u t i l i san t  (27)  e t  l e

i l  v ien t  :

=[  ==90 (v=0,  1 ,2 ,3)
U  o Ç r V

écr i t  les  équat ions  de  charp i t  de  l 'équat ion  aux  dér ivées  par t ie l les  (26

La phase E est  constante le 
' long d'un rayon'

Preuve :  So i t  t  +  x - ( t )  l ' équat ion  paramét r ique d 'un  rayon '

fa i t  que n est  une fonct ion homogène de degré l ' '

!Ë r "  ( t ) )  = 8, . ,  â , .  = â = o
f f i  \^v  ,  ' rv

( t ' )  I l  y  a en pr incipe p façon de résoudre

p-modes de propagation différents pour

gat ion  Pour  1 'onde ins tan tanée '

(25) par raPPort  à

l 'onde d i f fé rée  e t
E ,o .  I lYadonc

n-modes de ProPa-
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Théorème 3 :

La v i tesse V d 'un rayon est  te l le  que :

Lc 'R
Vu=ff i (v=0,I ,2,3)

ot )  !v  es t  dé f in iè  par  la  fo rmule  (23) .
Preuve :

Par tons  de  l 'équat ion  C R =  0  dans  laque l le  C =  6 ,u  d  e t  R sont  des  fonc t ions  de
Compte tenu de (26) nous considérons dorénavant C et  R comme fonct ions de E,. ,
( i  =  I ,2 ,  3 ) .  Dér i vons  C R =  0  par  rappor t  à  t , . :  i

ù(sB) =(-#; rft.*,u
En mul t ip l ian t  sca la i rement  ce t te  éga l i té  par

re la t ion  es t  auss i  vér i f iée  pour  i  - -  o@

+

L,

âR
C ; ; -  =  o_  s 9 ,  j

on ob t ien t
LCr  R

\ l i=tqF.cette

(30  )

So i t  R  (1 )  ( resp  !  ( l ) )  un  vec teur  non nu l  du  noyau O.  Erc r  Co ( resp .  de

1 'ad jo in te  de  E,o  go)  supposê de  d imens ion  1 .  D 'après  (24)  on  a  :

3=f(E ' I )n( l )

En subs t i tuant  (30)  dans  (20) ,  i ' l  v ien t  :

% = f(6 '  I )  I  ( -x)

où N est  le vecteur :
p

N = .  I  R_.  r ,
J  =  1  J -J

La  so lu t ion  généra le  u ,  de  (18)  s 'éc r i t  a lo rs  :
p

gr=. i .bi  (E, I)r i*#gr(I)  *12\( l l'  j = l  \ , ,  -

0n  subs t i tue  ensu i te  (31)  e t  (33)  dans  le  second membre  de  (19) .  Les

équat ions  de  compat ib i l i té  ob tenues en  mul t ip l ian t  sca la i rement  (19)  par

l i  ( i  =  1 ,  P )  s 'éc r i ven t  :

F. ."1!= - I p-# -+K, + r#q * r[rs ru r  â t -  e -<a1  aEz- r  a t

(31)

(32  )

(33  )

(34)
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Pour  ob ten i r  ce  résu l ta t ,  on  a  admis  que les  ident i tés  su ivantes  ( rêa1 isées

dans la  p ra t ique)  sont  vêr i f iées  :

(35) I i  (9r go) 91 = o (")

l i (925) %) %=o

Les ièmes composantes des vecteurs P, !1,  [2 et  K,  sont données par :

Poi = - I  f . ,  4l  ;  Kri  = -  f i  E,u4 gr ;
(36  )

Kzi= -zLir,u49,-l iE,k(Af I) I ;  Kgi=-l lr4#
v

Mul t ip l ions (34)  sca la i rement  par  L ,  en remarquant  que,  d 'après

(23)  (2e)  e t  (32)  :

(37)  L iPo i=- : !%gv*

0n obt ient  :
2

(38) -rvo#-|rS +.lrrrt#**rrrr=o,
0  

- - I  
à E  

e  -

où I ' on  a  posé  :

(3e) o=L%B

Si  I ' on  no te  :

(40) Bl = u" #
v

l a  dêr i vée  de  f  l e  long  d 'un  rayon , ' l ' équa t ion  de  t ranspor t  (38 )  s 'éc r i t ,  en  posan t

e  =  I  dans  (41) .  
^

(41) B{- â rr,5- â l!, '#- }r!3 f = o
d È

C'es t  une équat ion  de  Burgers  généra1 isée.  Pu isqu 'en  dé f in i t i ve  on  a  posê e  =  1

dans (38) ,  i l  conv ien t  de  fa i re  de  même dans  (36) .  0n  a  donc  :

(42) K3i=-ri4#
v

f  )  on a aussi  l . '  (gr  gr)  % 
= o
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7.3 0i lpEs SISMIQUES

Les séisrnograrmes sur lesquels
l 'écorce terrestre ont l 'aspect suivant

sont enregistrés les déplacements de

260

FIG.  I

L 'expér ience montre que, quand la distance r  de l 'onde par rapport  à la source
de l 'êbranlement devient suf f isarment grande, l 'ampl i tude des osci l lat ions s 'amor-

1
t i t  corme { ,  Ricker l3l  .  Af in d'expl iquer ce phénomèrre les géophysiciens
admette quE t'onde est gouvernêe par une équation de Stokes de la forme (3).

Loin de la source, une approche asynptotique s'appuyant sur les équations
gênérales de la viscoélast ici té l inéafre permet d' introduire de manière naturel le
cette équation de Stokes tout en f,ournissant de façon inmédiate une solution ap-
prochée du problème.

cas de

sement

source

Avant de passer à l 'étude de l 'onde sphér ique, examinons rapidement le
l 'onde p lane pour  laque l le  nous  a l lons  é tab l i r  une propr iê té  d 'amor t i s -

1

"n ; .  
A f in  de  s imp l i f ie r ,  nous  a l lons  schémat iser  l ' ébran lement  à  la

en supposant  qu ' i l  a  la  fo rme de la  f igure  (2 ) .



(1 )
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Bien str  en toute r igueur cela n 'a pas de sens de supposer que le dép' lacement u

est discont inu.  Toutefois on conçoi t  que cette schématisat ion soi t  suf f isante

pour  ob ten i r  des  résu l ta ts  qua l i ta t i f s  en  ce  qu i  concerne l 'onde d i f fé rée  ( lo in

de la  source) .

a) tlelge-eleæ-dilferee

lJéquat ion qui  gouverne l 'évolut ion d 'une onde plane dans un corps

v iscoé las t ique l inéa i re  es t  de  la  fo rme :

,^4=1 ['n(i-'\1(t)dt' '  
ât '  at  I  âx-

où i représente le déplacement et G une fonction de relaxation'

En in t rodu isant  le  coef f i c ien t  d 'é las t i c i té  d i f fé rée  E e t  la  v iscos i -

têu :

(2 ) E=G(- )

et  en raisonnant come au paragraphe 5.2,  on montre qu'au premier ordre l 'onde

di f férêe est  gouvernêe par l 'équat ion de Stokes :

,2 i  .azi ,  a3ùoo 
F 

= ';F'u;#

cette équat ion,  ut i l isée par Stokes en 1845, ioue un rôle t rès important dans

nombre de problèmes dynamiques où intervient une dissipat ion de type visqueux'

/ *
,  v- - l  (e  (E)-E)de

/o

(3 )
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Avec les changements de var iables et

i=rL ;  i=*L ;  i=r ; t
rî

où f2 =. l r l= est  la célêr i té di f férée du son et
\ l  vo

t ra i re ,  l ' équat ion  (3 )  p rend la  fo rme rédu i te

de fonct ions

une éche l le  de  longueur  a rb i -
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(4 )

(5 )

( 6 )

azu azu . a3u
;(=#*'z;;z

( 7 )

où

uf2'z=[.

La so lu t ion  approchée au  premier  o rdre  de  (5 )  s 'éc r i t ,  en  posant  Xo =  x ,
X l = e 2 X :

2

,-  = -L f r(v) exp 1- 
( '  -  

Ioo, 
u) '1 

ouo ,Tnx, /" , ^!

La  fonc t ion  f  rep résen te  la  so l l i c i ta t ion  à  I ' o r ig ine  x  =  o :

u ( t ,o )= f ( t )

Dans le cas qui  nous préoccupe, f  est  de la forme :

f  ( t )  =b  H  ( t )  -  2b  H  ( t  -  a )  +  b  H  ( t  -  2a )

En posant :

E= t -x -a

la  so lu t ion  u  donnéeo

( 8 )

(e)

(10 )

par  (7 )

q+

q
b
2

s 'êc r i t  :

e r f  E+a
q,

+ I  er t  t -a
é /7\

(  11 ) uo=-ber f



Loin du bord,  lorsque le terme + est  suf f isamment pet i t ,  on obt ient  en déve-

q
loPPant la fonct ion erf  '  

, ,
\
i  ba. ,  F zE.

(12) uo=-.r^rr*re ' )

I l  ressort de cette expression que l 'amort issement est en I

Sect ion  7 .3

Rernarque :

263

Sortons un instant du contexte des ondes sismiques pour examiner le

cas  d 'une so l l i c i ta t ion  en  fo rme de c réneau :

f ( t )= f (H( t ) -H( t -a ) )

0n arsuf'f isamment loin du bord:

(13) u^=I..rI-tverr+"o z-'. q, , ,ry

L'amort issement est  a lo" '  tn !  '
,R

thermique dont nous avions êtudiê

-ae
,ffi

I

corme pour le Pic de contrainte

l 'évo lu t ion  au  ParagraPhe 3 '2 '

u) Llsnde-ePberieue-dillÊr9e

I l  est  b ien connu que l 'équat ion fondamentale gouvernant l 'évolut ion

de la composante radiale d 'une onde sphér ique dans un corps v iscoélast ique est

de la forme :

(14)

;=+
âr

^ 12(._o) = geo -lp- - 
,i

Dans cette équation O(i,
la composante radiale u

r t  -  L  -  . :  
t  -  '

/ rK(i-.)tânti-r))ffa.
/o

i )  represente le "potent ie l"  à part i r  duquel  se calcule

du déplacement :

(  15  )
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Les  fonc t ions  K ( t )  e t  G ( t )  représenten t  le  modu le  d 'é las t i c i té  vo lumique e t

le  modu le  de  c isa i l lement .  Posons :

. L
Gl ( t )=K( t )+âG( t ) ,

et  introduisons corme auparavant un coeff ic ient  d 'é last ic i té di f féré E, et  une

v iscos i té  u  :
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(16)

(17  )

(1e)

(20  )

E t

Le

source et  au

raisonnement habi tuel  montre que l 'onde

premier ordre par 1 'équat ion de Stokes.

=Gl  ( - )  ' ,=lorcl (r) - c l  ( - ) )  dq

est gouvernée lo in de la

,2- v - ro,l

(18 )

Un changement de var iables et

i=uL  ,  ô= l -20

(où L est  une 
' longueur 

et  0 =

express ions  rédu i tes  :

En in t rodu isant  les  no ta t ions  :

i '
F  =  t ^  -  R  ,  F i  =  e à r

une solut ion approchée au premier

( .o  *  R)  ôo  ( t ,  ro ,  .1 )

. ,zt iôl _ ,. ,zl iôl * u 33=o lr i t i ,  , l leo 
lfl 

- '1 
;2 " aiaiz

3
= o?  ( ro )  +

âr -

de fonctions du type

- l

,  t=àt  ,  r=Lr

1 t ,
(E r r^  ) " '  l a  v i tesse  d i f fé rée  du  son)  condu i t

. ,  p O

^3
. r : - -y  Gù-  â tâ r -

aux

(2t)

(22)

avec

uf2'2=En
â Âu =#

Sur une sphère centrée à I 'or ig ine,  de rayon rédui t  R, on se donne le

dêplacement :

u ( t ,R)= f ( t )(23  )

(24) ,  ; ( t , i )  =o(t , r )

ordre  ô  o  de  (20)  s 'éc r i t

(2s) = + [- s$) exp (-
/2rîr 'o

(r
27t

)dv
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(26 )

(27  )

(28)

(30)

(  31 )
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Compte tenu de (22),

3ôo
u" = ----- =
"  t to

(znr,  ) -  
t lz  

l -- - 7 -  
l

ro+R 
'o

Lorsque I es effets

e t  les  fo rmules  (25)  e t  (26)

thêor ie  de  l ' é las t i c i té  :

( t , ; )= ,1  g
r+R

l ,approx imat ion  uo  de  u  au  premier  o rdre  s 'écr i t  a lo rs  :

( r -v- io) '
)dv_ 

(zn_ir)- tlrz 
I ntv) exp (

( ro  +  R) -  o

( t -v -

2r t

io) ' .  - , . .
g ' (v )  exp  ( -

2r l

dissipat i fs tendent vers zéro,  i ,  tend vers zéro'

fournissent comne cas l imi te les résul tats de la

( t - r )

)dv

0o

uo (r, ")=ûo 
(r,;) = -F-?s (t - i l  -*n' (t -;)

0n a nécessairement

(2e) s(o) = o

s inon la fo rmu le (28)qu idonne ledép lacementuo fe ra i tappara i t reuned is .

tribution de Dirac au front, ce qui serait aberrant' Par contre' conformément

à  la  schémat isa t ion  adoptée  pour  dêcr i re  la  so l l i c i ta t ion  à  la  source ,  ( f ig '  ) '

nous ne supposons pas le déplacement cont inu au front,  d.où g,(o) l  o.  La fonc-

t iong( t )sedê te rmineà^par t i rde lacond i t i onà la l im i tesur lasphèrede

rayon R. 0n fai t  tendre ro et  i ,  u." t  zéro dans (26\,  et  l 'on obt ient '  compte

tenu de (23) :

ùott,o)=--!s(t)-*g' ( t )  =  f ( t )

Cette équat ion di f férent ie l le est  à résoudre

cond membre étant par hypothèse de la forme

f ( t )  =  :b  H( t )  -  2Ê  H( t  -  a )  +  b  H( t  -  2a )  '

sous  la  cond i t ion  (29)  f  ) .  Le  se-

(e) :

(* ) Car

tz

on doi t  retrouver les résul tats de la thêor ie de l 'é last ic i té quand

+o.
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on  ob t ien t  l a  so lu t ion  :

peut alors approximer g et  g '

g ( t )= -bRtH( t )+2b

g(t )  = -  u  n2 H1t1 (1 -  e  
t /n1 

+ zb

-bR2H(r-2a)(1-e +)

Supposons dorénavant que

a < < R

,  - t lu
nzHl t -ay(1-e  * )
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(34  )

(35)

(32)

(33  )

en0n déve loppant  les  exponent ie l les  dans  (32)  :

( t  -  a )  H  ( t  -  a )  -  b  R  ( t  -  2a )  H  ( r  -  2a )

g ' ( t )  =  -  [  R  H( t )  +  2b  R H(t -a) -bRH(t -za)

- 3'/n- rlt
0-

sans  I ' hypo thèse  (33) ,  on  vo i t  donc  que  dans  r 'équa t ion  (30)  le
nég l igeab le  devant  $  .
Dans l 'équat ion  (26) ,  on  es t  donc  éga lement  condu i t  à  négr iger
e t  l ' on  ob t ien t ,  compte  tenu de  (35)  e t  en  posant  t  =  t  -  F -a

terme {, est

I e terme €r 9,

Ierr t -Êo-2a,é /T\
(36 )
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(37  )
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express ion  que 1 'on  peut  approx imer

ment  lo in  de  la  source)  par  :

(- erf + + | err !1_] + |ert 4l ,' 
tr\ ' trrl L ,E\

'o =t'$

(38 ) q:-- tÀ uz (  s
"o Ê+R ?tG' /TT

pour  - -3 -  su f f i samment  pe t ' i t  ( i .e  su f f i sam-nT
E2-zT

e ' )

I l  en  résu l te  que l 'amor t i ssement  de  l 'onde d i f fé rêe  es t  en  t r ,  " t  
cec i  es t  en

accord  avec  les  observa t ions  expêr imenta les

La compréhens ion  des  phénomènes d i f fé rés  es t  le  résu l ta t  d 'un  long

cheminement  dans  la  pensée sc ien t i f ique .  C 'es t  a ins i  que de  nombreuses  er reurs

ont  é té  commises  à  p ropos  des  ondes s ismiques .  Souvent  I 'on  a  c ru  que l 'amor -

t i ssement  de  la  per tu rba t ion  lo in  de  la  source  é ta i t  de  type  exponent ie l  a lo rs

que ce  type  d 'amor t i ssement  n 'a  l ieu  qu 'au  vo is inage du  f ron t .

I l  conv ien t  de  no ter  par  a i l leurs  que 1es  géophys ic iens  ne  se  rendent

pas  tou jours  b ien  compte  du  fa i t  que ' l ' équat ion  de  Stokes  (20)  ne  cons t i tue

qu 'une approx imat ion  au  premier  o rdre  de  l 'êquat ion  gênéra le  du  mouvement  dans

un processus  de  per tu rba t ion .  A ins i  cherchent - i l s  souvent  à  ca lcu le r  la  so lu t ' ion

exac te  (sous  fo rme de sér ie )  de  1 'équat ion  de  Stokes .  Ma is  la  so lu t ion  exac te

d 'une équat ion  approchée n 'es t  e l le -même qu 'une so lu t ion  approchêe.  Dès 1ors ,

par  souc i  de  s ' imp l ic i té ,  au tan t  se  l im i te r ,  comme nous l 'avons  fa i t ,  au  ca lcu l

d 'une so lu t ion  approchée de  1 'équat ion  de  Stokes .
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CONCLUSI ON

Les méthodes de perturbat ion ont permis d 'éclairer le problème de la

propagat ion  d ,une onde t rans i to i re  dans  des  so l ides  d iss ipa t i f s  sous  d i f fé ren ts

aspects.  Nous avons porté notre at tent ion sur Jes propr iêtês thermiques du

matér iau  (chap.  I I  e t  I I I ) ,  a ins i  que sur  les  e f fe ts  de  mémoi re  (v )  e t  de  non-

l inéar i té  ( IV ,  V ,  V I ,  V I I ) .  En f in  nous  avons  présenté  une é tude généra ' le  des

sys tèmes  d iss iPa t i f s  (V I  '  V I I ) .

Les  résu l ta ts  ob tenus  dans  le  cadre  de  la  thermoé las t ic i té  on t  mis

c la i rement  en  év idence les  e f fe ts  du  coup]age e t  de  la  conduct ion ,  a lo rs  qu ' i1

es t  t rès  d i f f i c i le  d 'en  rendre  compte  à  par t i r  de  la  so lu t ion  exac te  ca lcu lêe

dans la  sec t ion  2 .2 .  A  ce t  égard  l 'é tude de  la  cont ra in te  thermique t rans i to i re

engendrée par  un  dépôt  d 'énerg ie  s 'es t  rêvé lée  t rès  ins t ruc t i ve '  Nous avonS PU'

que lque so i t  la  longueur  de  pênét ra t ion ,  ob ten i r  des  rêsu l ta ts  qua l i ta t i f s  e t

quant i tat i fs en combinant deux méthodes de perturbat ion bien di f férentes,  I 'une

d i rec te  (x )  ( re la t i vement  à  la  cons tan te  de  coup lage thermomécan igue) ,  l ' au t re

s ingu l iè re  (ca lcu l  de  l ,onde d i f fé rée  avec  la  méthode de  l 'éche l le  var iab le ) '

Dans un cas part iCul ier  (grande longueur de pénétrat ion) nous avons montré que

les solut ions approchées obtenues à I 'a ide de ces méthodes se raccordent '

La  v iscoé las t ic i té  dynamique es t  un  champ d 'app l i ca t ion  où  la  méthode

de l ,éche l le  var iab le  peut  jouer  p le inement  (v ) .  S i  dans  un  corps  thermoé las-

t ique  le  ca lcu l  de  l 'onde ins tan tanée ne  présente  qu 'un  carac tère  académique '

i l  n 'en  es t  pas  de  même en v iscoé las t ic i té  car  les  temps de  re laxa t ion  ins tan-

tanés sont d,un tout autre ordre de grandeur.  ondes viscoêlast iques instantanées

et  d i f fé rées  se  ca lcu len t  avec  la  ] ' ' l .E .V .  sans  d i f f i cu l tês ,  y  compr is  dans  le

cas  fa ib lement  non l inêa i re .

L,êtude des systèmes dissipat i fs nous a condui t '  pour décr i re la per-

turbat ion lo. in de 1a source, à élaborer une thêor ie des rayons di f férês (VI)

que nous êtendons au chapi t re VII  au cas des ondes non planes'  La méthode est

génêra le  e t  e l ' l e  peut  s 'app ' l iquer  à  1 'é tude de  cas  par t i cu l ie rs  te ls  que

thermoél ast ic i  té et  v i  scoél  ast ic i té '

0nno te ra l ,usageabondantque . | ' ona fa i tde . laméthodede l .êche l le

var iab le  dont  on  a  dégagé la  ph i losoph ie  au  chap i t re  I '  E l le  a  é té  app l iquée

à l 'étude de problèmes gouvernés par :

-  un  sys tème d ,équat ions  aux  dér ivées  par t ie l les  l inéa i re  e t  homogène (demi -

1x1 oans le  cas

méthode le
où i l  n 'y  a  pas  de  dépôt  d 'énerg ie  en  vo lume '  on  a  donné à  ce t te

carac tère  d 'un  a lgor i thme '



espace thermoélast ique soumis à un
néaire non homogène (dépôt de type
s ipa t i f s  généraux)
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dêpôt  d 'ênerg ie  de  type  sur fac ique) ,  l i -

vo lumiQue) ,  quas i - l  inéa i re  (sys tèmes d is -

-  une équa l ion  in tégrod i f fé ren t ie l le  non l inéa i re  (onde v iscoé las t ique fa ib le -
ment  non  l i néa i re ) .

En  ou t re ,  nous  avons  u t i l i sé  la  M.E .V .  e t  l a  no t ion  d 'onde  p rogress ive
dans l 'é tude de  prob lèmes fo r tement  non l inéa i res  ( IV ,  V I ) .  Pour  décr i re  I 'onde
instantanée de forte ampl i tude, nous nous sommes largement inspirê des travaux
de Var ley  e t  de  son éco le .  Pour  l ' onde d i f fé rée ,  nous  avons  esqu issé  une méthode,
qu i  pour ' le  moment  n 'a  qu 'un  carac tère  fo rmel ,  e t  dont  nous  ne  pouvons pas  encore
d i re  s i  e l le  s 'avèrera  f ruc tueuse.

Aucune méthode u t i l i sée  n 'a  permis  à  e l le  seu le  de  décr i re  tou te  l 'évo-
lu t ion  d 'une per tu rba t ion .  Chacune d 'e l les  donne une so lu t ion  approchée ayant
un certain domaine de val id i té.  Lorsque nous avons représenté un tel  domaine
dans I 'espace absc isse- temps,  encore  ne  s 'ag ' i ssa i t - i ' l  que  d 'une esqu isse  t rès
gross iè re  e t  d 'une hypothèse de  t rava i l  dont  l ' u t i l i té  p r inc ipa le  é ta i t  de
f ixer  les  idées  e t  de  gu ider  le  ra isonnement .

Dans le  chap i t re  V I I ,  nous  avons  dégagé cer ta ines  perspec t ives  de  recher -
che.  Nous avons  no tamment  t rouvé dans  le  domaine  de  la  s ismique,  une vér i f i ca t ion
expér imenta le  du  b ien  fondé de  I 'approche asympto t ique de  l 'onde sphér ique v is -
coé l  as t ique.

Pour  te rminer ,  i l  n 'es t  pas  inu t i le  de  sou l igner  que ls  sont  les  avan-
tages  e t  les  inconvén ien ts  de  I 'approche asympto t ique d 'un  prob lème dynamique.
L' intérêt  des méthodes de perturbat ions est  de fournir  en génêral  des solut ions
approchées expl ic i tes,  s imples et  concices,  gui  par construct ion même mettent
en  va leur  les  aspec ts  phys iques  du  phénomène é tud ié  ( j t ) .  Le  fa i t  que ces  so lu t ion
ne so ien t  va lab les  que loca lement ,  appara i t  comme la  cont repar t ie  de  leur  re la -
t i ve  s imp l  i c i té .

(x )  C 'es t  pourquo i  I 'o rd ina teur  ne  supp lan tera  jamais  en t iè rement  les  méthodes
ana ly t iques .  Un résu l ta t  purement  numér ique n 'a  pas  le  pouvo i r  de  suggest ion
d 'une fo rmule  l i t té ra le .  De p lus  pour  tes te r  un  programme,  i l  es t  souvent
fo r t  u t i le  de  conna l t re  une so lu t ion  ana ly t ique du  prob lème,  fu t -e l le
approchée.
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ANNEXE

2. A. 1 THERI'IOELASTICITE GENERALISEE

Class iquement  on  admet  que la  conduct ion  de  la  cha leur  es t  rég ie ,

en  thêor ie  l i néa i re ,  pa r  la  lo i  de  Four ie r  se lon  laque l le  le  f l ux  de  cha-

leur est  proport ionnel  au gradient de température :

q=_k#.

Dans un  corps  r ig ide ,  l ' évo lu t ion  de  la  tempéra ture  es t  a lo rs  gouvernée par

l ,équa t ion  c lass ique  de  la  cha leur .  Ma is  i l  appara i t  l e  paradoxe  su ivan t  :

une perturbat ion de la température en un point  du corps est  ressent ie ins-

tan tanément  à  l ' j n f in i .  La  lo i  de  Four ie r  n 'es t  en  e f fe t  qu 'un  modè le ,  e t  ce

modè le  ne  permet  pas  de  décr i re  tous  1es  aspec ts  de  la  rêa l i té .  Toute fo is ,

on  mont re  que I 'approx imat ion  ob tenue en  fa isan t  usage de  la  lo i  de  Four ie r

es t  la rgement  su f f i san te  dans  la  quas i - to ta l i tê  des  prob lèmes rencont rés .

pour  lever  le  paradoxe de  la  p ropagat ion  ins tan tanée de  la  cha leur ,

à la sui te de Maxwel l  l2 l  I  une nouvel le lo i  de conduct ion a étê adoptêe par

de nombreux chercheurs t ravai l lant  en thermoélast ic i té dynamique (par exemple

I zzll.æl lz4l) ,

q+rr*l=-k-#,

formule dans laque' l ' le apparai t  un temps de relaxat ion T".

Se lon  ce  modè le ,  la  cha leur  se  propage à  v i tesse  f in ie ,  s i  T ,^  es t  non nu l '

En  thermoé las t ic i té  généra l i sée ,  la  lo i  (2 )  es t  t rès  souvent  in t ro -

du i te  de  man ière  arb i t ra i re ,  sans  prendre  so in  de  vér i f ie r  qu 'e l le  es t  com-

pat ib le  avec  le  second pr inc ipe  de  la  thermodynamique.  0 r  on  sa i t  qu 'en  ther -

moé las t ic i té  c lass ique,  le  second pr inc ipe  ex ige  que q  . t  #  so ien t  de  s ignes

opposés  ( la  cha leur  s 'écou le  dans  le  sens  des  tempéra tures  décro issantes) .

La  lo i  (1 )  es t  en  accord  avec  ce  fa i t .
par  cont re ,  s i  la  lo i  (2 )  de  la  conduct ion  de  la  cha leur  es t  v ra ie '

â Ê
q . t  #  peuvent  avo i r  le  même s igne.  La  ques t ion  se  pose donc  de  savo i r  s ' i l

est  pois ib le de construire une théor ie cohêrente,  compat ib le notamment avec

le  second pr inc ipe ,  dans  laque l le  la  lo i  de  conduct ion  gênéra l i sée  pour ra i t

être de 
' la 

forme (2).

Nous a l lons  d 'abord  exposer  une théor ie  généra le ,  pu is  nous  regar -

derons  ce  qu ,e l le  donne dans  le  cas  de  prob lèmes un id imens ionne ls  e t  l inéa i res .

(? )
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125 |  .  ces
préférons

La théor ie  exposée s ' insp i re  d 'un  t rava i l  de  Lebon e t  Lambermont
auteurs  par ten t  d 'une fo rme à  pr io r i  de  l 'équat ion  de  Gibbs .  Nous
ic i  t rava i l le r  à  par t i r  de  la  donnée de

Cons idérons  un  corps  S.  Sa pos i t ion  So â

I  ' énerg ie  I  i b re  û .
l ' i ns tan t  to ,  se ra  p r i se

à  l ' i ns tan t  t  se ra  appe léecomme conf igurat ion de référence ,  sa posi t ion S,
' la  

conf  igura t ion  ac tue l  le .

Un po in t  matér ie l  M,  appar tenant  au  so l ide  S,
conf igurat ion de référence, et  

' la 
posi t ion M,

0n repère les posi t ions de Mo et  M, par leurs

Ro e t  R.

occupe la  pos i t ion  t t lo  dans  la

dans  la  con f igu ra t ion  ac tue l le .

coordonnées dans 1 es repères

x

Oltlo =

-+
Oil' = 1**

L

Les coordonnées I
po in tM, I= (X ,

*
XX+

+
YY

= (X ,  Y ,7 )  son t  appe lées

V, z)  sont I  es coordonnées

les coordonnées de Lagrange

d '  Eu l  e r .

-t

+ZZ

++zz
-)

+yy

du

d 'app ' l i ca t ions  :

,JL
t : I*r(t ' I) .

0n dé f in i t  c lass iquement  le

tenseur de Cauchy-Green soi t

Le  mouvement  de  S es t  décr i t  par  une fami l le  à  un  paramèt re{

tenseur des gradients de déformat ion |  = 
H ,  le

q = fTf ,  le tenseur des déformat ions de ëF..n
-  1 ) .

Un corps  thermoé las t ique c lass ique,  es t  carac tér isé  par  son énerg ie

dépend de la température 0 et  du tenseur des gradients de déforma-

l=â(ç

1 ib re  qu i

t i on :

T)(3 ) û  =  û ( 0 ,
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obtenu

même.

273

Le  p r inc ipe  d 'ob jec t i v i té ,  se lon  leque l  1 'énerg ie  l i b re  ne  do i t  pas  dépendre

du choix du référent ie l  R, permet de montrer que rp dépend en fai t  de E :

(4 )  û  =  ù (e '  _E) .

Cet te  express ion  de  l 'ênerg ie  l ib re  ne  décr i t  pas  tous  les  aspec ts

du compor tement  du  matêr iau .  Pour  décr i re  la  p ropagat ion  de  la  cha leur ,  on

admet t rès souvent que le vecteur f lux de chaleur dépend l inéairement du

grad ien t  de  la  tempéra ture .  Dans la  conf igura t ion  de  ré fé rence,  ce la  s 'ex-

pr ime par  1a  re la t ion  (Lo i  de  Four ie r )  :

(5 ) 9o 
= -  $  grado e '

vec teur  f lux  de  cha leur  dans  la  conf igura t ion  de  ré fé rence,  e t
+ À ê - ) â ê - >
X * iV Y + r iz.
es t  supposée  semi -dé f i r i i e  pos i t i ve ;  l a  lo i  (5 )  es t  a lo rs  com-

le deuxième pr incipe de la thermodynamique qui  exige que :

où  Q^ es t  le

s{' =;+
La matr ice K

pa t ib le  avec

(6) Jo 
grado o - .  o

La théor ie  c lass ique de  la  thermoé las t ic i té ,  dont  nous  venons de

donner  un  bre f  aperçu ,  ne  permet  pas  de  décr i re  le  fa i t  que la  cha leur  se

propage à  v i tesse  f in ie .

Meixner,  puis Lebon et  Lambermont,  ont  proposé pour lever ce para-

doxe de  cons idérer  le  vec teur  f lux  de  cha leur  comme une var iab le ,  au  même

ti t re que 0 et  F (ou !) .  Comme eux nous al lons fa i re usage du tenseur symé-

t r ique ( * )  :

(7 ) !=90"9o'

en fa isan t  le  p rodu i t  tensor ie l  du  vec teur  f lux  de  cha leur  Qo Par  lu i -

0n  suppose  que  l ' énerg ie  l i b re  s 'expr ime par :

!)(B ) V =û  (0 , E,

de

0n

sorte que h apparai t  dans { . ,  comme une var iable tensor ie l le.

peut vér i f ier  que cette var iable obéi t  à certaines propr iétés,  dont

)  0n pourrait  construire
mêtr ique!=g@Q,où
rat ion actue l  le .

une théor ie  équ iva len te

q  es t  le  vec teur  f lux  de

en prenant 1 e

chal  eur dans

tenseur sy-
la  conf igu-
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Sidoroff  fai t  mention dans son étude générale sur les variables tensoriel les

126l ,  à  savoi r  que :

! '  = [

!*=! [BT,
où ! '  es t  l ' express ion  de  la  var iab le  tensor ie l le  dans  un  nouveau ré fé ren-
t ie l  R ' ,  a lo rs  que b= es t  l ' express ion  ob tenue s i  l ' on  fa i t  un  changement
de conf igurat ion de référence (à la place du repère Ro, on prend un repère

*
Ro)  :

X*=  P  X .

L'expression locale du deuxième pr incipe de la thermodynamique prend

la forme :

(e) -oo( ,1,+sô)* ! tÈ-*
9o ' gB$ o>' o'

(10 )

Dans cette inégal i té, connue conme étant cel le de Clausius-Duhqn, S désigne
l 'ent rop ie  spéc i f ique et  3  = ,o loEl  g f - lT  le  deux ième tenseur  de Pio la-
Kirchhoff,  si  g est le tenseur des contraintes de Cauchy.0n a noté

A :  !  =  t r  A B,  la  t race du produi t  matr ic ie l le  A B.
Dérivons la formule (8) par rapport au temps :

': âtlt : At|l : atllû=#t*TE:E+EtA
Arft

Si ;Ë est un tenseur symétrique, on montre que :

atl,
Th:!=,t*Hio).90

I l  v ient  u io.r ,  
"n 

r ru l t i t runt  (10) et  (11) dans (9)  :

. âtl, .4 Atr. :-  oo ( ' iË+ S) o + ( !  -  qorE) :  E

I  I t t '  .- go . ( i  graa, o + 2 oo E go) > o.

Si  l ' on  admet  qu 'en  l 'absence de  dé format ions  (E  cons tan t )  e t  de

f lux  de  cha leur  (9o  =  o) ,  i l  n ' y  a  pas  de  d iss ipa t ion ,  on  ob t ien t  un  pre-

mier  résu l ta t  :

(  11 )

(12)

(13) t=-i-8.



2.A .2 275

Ensui te,  t -  étant indépendant de ge, donc aussi  de ! ,  on peut tout

en  f i xan t  E ,  h  e t  go ,  r "  donner  des  va leur i  a rb i t ra i res  d .  È ,  s i  du  moins ,

comme on le  suppose,  1e  corps  es t  doué d 'é las t i c i té  ins tan tanée.  Pour  que

(12) soi t  touiours vérf f ié i l  faut  donc admettre que :

(14) ! = oolt,

et  l ' i néga l i té  de  C laus ius -Duhern  se  rédu i t  a lo rs  à  l ' i néga l i té  de  la  d is -

s ipa t ion  z

(15) - go . ( lu g.uao o + 2 oo # go) ), o

Les c lass iques  re la t ions  de  Onsager  p rennent  i c i  la  fo rme t rès  s imp le  :

(15) Qn =-L ( ls  g.ua.  o + 2 oo # !o) ,_ v

où L  es t  une mat r ice  semi -dé f in ie  pos i t i ve ,  de  sor te  que l ' i néga ' l i té  (15)

es t  b ien  vé r i f i ée .

Les  équat ions  (13) ,  (14)  e t  (16)  carac tér isen t  le  compor tement  du

matér iau .

La  lo i  de  conduc t ion  (16)  genéra l i se  la  re la t ion  c lass ique  de  Four ie r  (5 ) '

que  l ' on  re t rouve  d 'a i l l eu rs  s i  1 'on  suppose  que  ' l  ne  dépend  pas  de  ! .  Ce t te

théor ie  p lus  généra le  p rend en  compte  le  fa i t  que la  cha leur  se  propage à

v i tesse  f in ie .

2 .A .2  EXISTENCE ET UNICITE DE LA DECOMPOSITION DANS LE CAS TRIDIMENSIONNEL

Une so lu t ion  ô  de  :

0  ô  =  o ,

peut se décomposer de façon unique en :

^ -
(2)  0  =  0  *  ô '

A
où ô  e t  ô  sont  so lu t ions  de  :

(3 )  00=o ,  0Ô=o.

Les  opéra teurs  0 ,  0  e t  Ô sont  ceux  du  paragraphe 2 .2 ,  dans  lesque ls

(1 )



(4 )
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on subsrirue à 4,e Lapracien o, = 4r.4 - 4 .
Ax- âx- ay- Az-

So i t  0  so lu t ion  de  (1 ) .  Posons :

6=h"ô0,

où h est  une fonct ion du temps, pour le moment arbi t ra i re.  Compte tenu de la

commuta t iv i té  des  opéra teurs  mis  en  jeu ,  i1  es t  év ident  que:

ôd=o

Introduisons maintenant la fonct ion :

^
ô=0-0

0n 4 compte tenu de (5) :

, ^ ^ ^ -
00=0ô-00

=0ô-(0-0)ô

=ôo-tô-ol*n*ôo
t o

D'après  (? .2 .23)  e t  (2 .2 .24) ,  0  -  0  es t  une  d is t r ibu t ion  tempore l le .

Ca lcu lons  la  fonc t ion  h  te l le  que :

(0  -  0 )  *  h  =  ô ,  (ô  :  d ts t r ibu t ion  de  D i rac)

E l le  es t  donnée par  :

(e) h(t1 = * t t r l  *  . -bt J"(\^F)

0n vo i t  a lo rs  q r .  ô  ô  =  o ,  e t  l ' ex is tence de  la  décompos i t ion  es t

ainsi  démontrêe.

L 'un ic i té  de  la  décompos i t ion  es t  fac i le  à  p rouver .  So i t  
-O 'e t  

î

so lu t ions  de  (3 )  te l les  que :

ô ,  +  î=  o

0n a  a lo rs  :

^
0(ô+ô)=00=(0-0 )ô=0 ,

d 'où  d 'ap rès  (8 )  :

h * (0 -0 )0=0=o

(5)

(6 )

(7 )

(8 )
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2.A.3 DEMONSTRATION DE : i  = BlZe.

j e t

c=4(1 )

Les quant i  tés

suff i t  de montrer que :

ê2-L - .

-g' 
étant données

(e  +  1  -  ab )

par  (2 .3 .22)  e t (2 .3 .56)  ,  i  I

Rappe' lons

zlz (n e - Ll
E"

l es  dé f in i t i ons

a  =  (L  +  m (1  +

Supposons I a

'n  
1*n  

-  1

Examinons  l 'o rd re  n  :

1 (n+1) ( *n r )

su ivan tes :

q2 - 4 n'1L/2

+i

(4 )

propr ié té  vra ie  jusqu 'à  I 'ordre n -  1

f )=o

(1+e1

e t  (5 )

(2)

(3 )

(4 )

(5 )

(6  )

La l

7= 
- 2* 2

En u t i l  i san t

A  =  B ,

où

A =  Z  ( l  -  m (1  +  e )  +  a )

g  = [  a  +  m (1 ,  +  .1  +  a?  ]  ( .  *  1  -  ab )

L 'éga l i té  (6 )  se  démont re  en  déve loppant  l ' express ion

et  a2b les  va leurs  fourn ies  par  (2 )  e t  (3 ) .

2.4,.4 DEMONSTRATION DU LEMME

on vo i t  que  l ' éga l i té  (1 ) es t  équ iva len te  à  :

B et  en donnant à a2

b

= l 'n [r- t*

2
nf)=*nlr f - -"#-n(n-1) in-zr-zni.-t iL].
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Mais :

xnlaf  -  ^n & -  rn l ( f )  =  o .

I1  v ien t  a lo rs  :

g ' (n+1)  l xn t )  =  -  l r (n -1 )1 .n1*n-2 f  )  -  2nL .n  t rn - l  $1 .

Le premier terme du second membre est  nul  par hypothèse de récurence, le
deuxième est  éga' lement nul  comme on le voi t  en dér ivant par rapport  à x
1  'express ion  :

L 'n  (xn - l f )  =  o .

2.A.5 FORMULES DE DERIVATI0N DE IO et  în

0n rappe l le  la  no ta t ion  :

Q = (m D? + of /Z.

Les formules de dér ivat ion portant sur Âk sont les suivantes :

a[,
_K  =  i -

ax  -k - t  -  Q^ t

2
â ; ,

#oo 
= ak -  z-  2Q Ar -  1  + (m D'  + D) nn

I lk=zQÀt,1- îo- ,

Â =  t  -
loo = (D'  (1 -  m) -  o)r t+ 2Q [o - ,  - îk  -  z

îHIr  =zQ ez (1 -m) -  D)  ̂ k  -  1  + ( (5m- 1)  o2 *  5 D)I r  _  z

-4QI*- r* Ik-+

0n sera at tent i f  au fa i t  que dans les seconds membres de ces formules n ' inten-

v iennent  que des  opéra teurs  de  la  var iab le  temps.
'Pour démontrer la formule (1)1r or remarque que la t ransformée de

(1 )
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(21

Laplace d. oo est :

?= 
o  u2 x{^o(s)  =  e-  (m s '  +  s )

Par dérivat ion relat ivement à x, on obtient immédiatement le résultat :

af
o--6 ;=-Q^o '

Les autres formules s'en déduisent faci lement.

^^ ^!es formules de dérivat ion des 1* s'obt iennent en remarquant que
â^ aA

O O r r. -d  = -  -Ë .  E l les s 'écr ivent  :
a^ .- -k  

=  î  
^

ax 
tk  -  1  

-  D  ̂ k

?tt
a -Ak  2 *  - - ^   

; ; r=D'ak-2Dnn- l+^k-z
A ' 1    ^

HAk=2DAk_1-Lk-z

- ^ 2 ^ _ _ / \ ^
H Àk = (D + D '  (m -  1) )  ^ t  +  2D an -  1  

-  ^k-  2

^ - ^  2  , \
i  mîo = 2D (D + Dz 1m -  1))  â*  - ,

t ^ - ^ . \
+ (D ' (5  -  m)  -  o ) ' ^ t<  -  z -  4D a*  -  3  +  ^k  -  4

2.A.6 FoRMULES oBTENUES APRES IDENTIFICATIoN DES CoEFFICIENTS DE ik .t q,,.

Après  avo i r  subs t i tué  dans  (2  -4 .17)  à  i (z i )  91 ; (2 i  
-  2 )  l "u "

développements (2.4.22),  et  après ident i f icat ion des coeff ic ients de iO à 0,

on obt ient  :

z Q e2 (r  -  m) -  o)  T{ ' i )  = 1o * '  0212 ;{2]  1 
z l  ( i , ,  ! \

z Q Q2 (1 -  m) -  D) î {21')r  *  ( (5 m -  l )  D2 + 5D) T(2i)

= (D +,  02)z i \2 ' -  ;z)  
-  2 (D + n 0213/ '  r l " -  i4 (  i  >.  21
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z Q @2 (r  -  m) -  o1 r {21)z * ( (5 m -  1)  D2 + 5D) T{2] )1

+(D+mD2)t{2112)

(D2 ( t  -  m) -  D)  û{2 i )  -a t { " )  = o

(D2 (1 - m) - o1 r{21)t*z ar{")  *T{?i)  -  at{ '1 ' ,  =o

ez (1 - m) - o) [ [ ' i )  + z q r[ t l ) ,  -  al* ' l )r+ r[21),

zD (D + Dz (m -  l ) )  û{2i)  = o2 (o + m D2l î {21 I  
zt

2D (D + o2 1m - r))  î {21)r  *  (02 (5 -  m) -  o1 i (z i1

(0- .  k  s  i  -  2 )-  ar[r i )  = 0

- 4 Q r(zi)  = (D + ̂ sz)z ; l '1,  2) -  z (D + m D?)3/2,\2'-  lz l

( i  ) .  3 )

z Q @2 ( t  -  m) -  o l  t [z i ) ,  +  ( (s  m -  1)  o2 *  so)  =[z i ) ,

- 4 q=[,]),  * =[t i)o = (D + ̂ ozf , f ,zi  - 2)

-  2  (D + m Dz)3/2 n?i  -  2)  + (D + m 021 o[ ' l  
; ' )

(1)  (o< k < i  -  4)

(2)

De même,  on subst i tue  dans (2 .4 .16)  à  î (2 i )  e t  û (z i )  teurs  déve lop-
pements (2 .4.22)  e t  (2 .4 .24) ,  e t  après ident i f icat ion i l  v ient  :

La subst i tu t ion  dans (2 .4 .38)  à  i (Z i )  e t  î (2 i  
-  2 )  de leurs  déve lop-

pements (2 .4.41)  e t  I ' ident i f icat ion à zéro des coef f ic ients  O.  în  donnent  :

= D2 1o + mo21 i \"- ;2) -  zD (D + m o' l  î1"- i ' )

2D (D + D2 (m -  1))  î { '1)z* (02 (s -  ' )  -  D) î {21)r

-  +o û{2i)  -  Dz (D + m 021 û{21 ;4 
-  2D (D + mD2l î \2 ' - ;z l

280



2.4 .7

(3 )

(4 )

+(D+nD2)î [21 Iz l

2D (D + oz 1m - 1))  û[ ' l ) r  + (02 (5 -  m) -  o l  û[z i ) ,

- +o t[zi), - î [ ' ]) o = o' (D + m o'l  ûltt - 2)

- 2D (D + m D2) ûlt l  i4 * (D + m azlîtf,zi 1z)

Enfin,  ces mêmes opérat ions ef fectuées dans les équat ions (2.4-39)

e t  sur  1 (z i )  . t  ,1 (2 i )  donnent  pour  résu l ta t  :

2 .A .7  DEFINIT IONS DES ô '  . t  î . ,

0n introdui t  les oPérateurs :

(o<k  <  i -4 )

287

) -D ] ,

(o + o2 (m -  1))  î {")  -  D (  D +m D2) t {")  = o

(o + o2 (m -  1))  +{ ' l ) ,  + 2D â(zi l

-  D (D + m D2)  û{2 ] )1  +  (D + mD2)  t [ " )  =  o

(D + o2 (m - 1)) î [") + 2D 1[ ' l )r  -  â[ ' i ) ,

-  D (D + m D2) t [ " )  +  (D + m D2)  û [ ' ] )1  =  o

(o - .  k  <  i  -2 )

^
Ao

(1)  Â3

zDz (1 + D (m -  1)) ,  Ar  = o; t  o2 (o + m D2),  âz =â; t  [02 (5 -  m

, â; t  D (D + m D2),  Âo = -  o â; t  o,  Âu = â; t  (D + m o2),  1o = â; t

â = D + o2 ( r  -  t ) ,â ,  =âot  D (D +to2)  'Àr= - î ; t  zD,â3 = -â; t  1o +m D2) '
0

^  ^ - 1
(2 )  84  =  Bo '



2.A .8

et l 'on défini t  les opérateurs ôi et 
'0, 

nar

c l=41

^ ^ A . ^
CZ=-ArAr+4,

^ . ^ ^ ^ ^ A
C3 = -  AZCZ - AO A, + AU

?82

(3)
^ ^ ^ ^ ^
Ci = -  AZC; -  I  

-  A+ Ci

Dl = Br.

^  / \ ^
DZ=BZBt+8,

  ^ ^   ^
D3 = BZ)DZ + B+ Dt

^ ^

z-Aoci-3 '

^
(4 )  D i =82Di_1+B+Di-2 .

.3a
2.A.8 DEFINTTT0NS DES MATRTCES p i ,  I i  l t

Les formules (2.4.25) et (2.4.33) donnent tout f ,abord les coef-

f ic ients  e ,  e t  D,  :- l  
I

; t ol/z
"1. 

= 2 -FT

12= - (1 +mu1 (m+ g)  o+ t  - - ,
4(D(1 -m)-1)"

Dr = (1 + m ùL/z D-uz (D (1

6^=-  D(1 +m)+1 ' ,'  D  (D(1 -m)  -L) '
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De façon duale, on obtient pour l 'onde E.l t l . ,  avec les formules

(2 .A.7 .3-4)  :

^  I  D(1  +mD
"t 

= 2 T frÏm -

6, = *Jfrl*'i+
6r=-(1 +nD)(D(r+n)+1)

(1  +(m- l )D)2

, tr= _ rr -_'-ql_tq É : i)il 
- sl

des natrices(2.4.28)  e t  (2 .4 .34)  pennet tent  le  ca lcu l

! i  ! i .  0n note par ô l 'opérateur unité

=lî'' l, î,=Fir, â, fL ' ,_ 
 Lo o gJ

.. lt,6,E 
-

[rlr = 
lô, ô, ôrl
t--o - o.l

^ ^  ^  ^  ^  |
+ Drôr-c, ero, o I
. îrîfr, âio, tj

, n., E., EN THERMoELASTIcITE cLASSIQUE

Les fornrul es

P1 et I., l' ou Ê., et

^ ^

fo= ô; !r

, \ ^  A

Iolo = Dt ;

[ôî 
ô,

î,r' = lê1 ô,
lcz âlc; D^
VJ

z.A.s LES MArRIttt î.'

Danslecasoùm=orona:

80=ôh=F#' il
D

4 (D-rf
;

ô

0

oLlz
r(D-:TI

0

P-z = ouz(3D+1
8(D- l )
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P=ô
T 81 =

[zPz=

0

D2
4(D-1) -

D(D+3)---=--

8(D- t ) "

0

D?r=

D=Uz
Uo lo = Ir:T

0

6-

0

NrPt=

[--r---"

lr(D-1)'
I o-1/2 to *

Lj ro - 1)"
o-Llz
FÏ

I

o-1/2 (s o + t)  
{o 

+ g)

8(D-1)

ouz
4 (D-rf

o-t/z (D + 1
2(D-1)

o2
ûoÊo=-#
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Io'
lt-t 

o

û,i,=l É€s+ #=
I
l -  o (o * r) (,  o,* r) p (p + 1)_

L e1o-11" z(D-r),

0

0

D
D-1

(1 )

(2 )

(4 )

(s)

n
2.A .10  cALCUL DES oRIGINAUX DES En,  =  a  

" -Q*(D -  a )m

0n ca lcu le  d 'abord  l ' o r ig ina le  de

r i  = 615 "-  
Q* (Q = o7/2 (1 + m o)1/2)

/ @

Nous no tons  11r )  =  
i  . - t t  r ( t )  d t  la  t rans formée de Lap lace  d 'une fonc t ion,o

f  par rapport  au temps.

0n  se  propose de  dé terminer  f  te11e que :

?(r)  = t+ s-  x 51/2 (1 + m s)r lz

La t rans formée de Lap lace  de  la  fonc t ion  :

.  1 .
(3)  h( t ,  x )  =  H( t  -  /m x)  e-  1a +  2r )

est  donnée dans

h(s )  =

x2f /21t roh ( t2  -  t

l z t  l ,  p .  le1  :

t  f  t l z__-.--ar.T,r-a-

(s+a) ' / .  1r*u* ; )F 
exp 

L-  
*" '  *  ( t *u11/21r*u*nl,lt /"1

Soi t  g ( t )  l a  fonc t ion  te l le  que  :

g(s) = *i*

Les fo rmules  (2 )  (a )  e t  (5 )  nous  mont re  que

(6 )  g (s )  =  i ( s+a)
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(7 )

0n  a  no té ,  e t  l ' on  Pose  Pour  la

(10)  E( . , * )  =*  ( ' 2 - t

t ,  (E (  t , x )  )
(11 )

4  nz  E3( . ,  x )

af- = -
AX

( r2*mxz)  -  ; '
4  m  E - ( t '  x )

de Lap lace  :

D 'où  la  cor respondance

Io (E( r ,  x ) )

par t i r  de  (9 ) ,

so i t  d 'après  une propr ié té  connue de  la  t rans format ion

g( t )  =  H( t )  e -a t  f ( t ) .

D 'après  (5 ) ,  on  a  :

s(r) = - #H(t) * ffi tr, x),

et  h  é tan t  ccnnue ,  (3 ) ,  on  en  dédu i t  g  pu is  f  avec  (7 ) .

en t re ' image e t  o r ig ina le  :

11r, ,)  = ,+ s- x 37/2 (1 + m sf/z

f ( t ,  x )  =  H( t  -  f i  x )  {  tu t  
-  a  { -m *  -  

à6

L

,  x  ^a t (  r  r  1 . - ,  I t (E ( t '  x ) )-æn

(B )

d t

su i te  :

x2)t/2

F( t ,  x )  =

En dér ivan t  par  rappor t  à  x  ou  a '  on  peut  ob ten i r ,

les  o r ig inaux  des  r f f ,  don t  nous  donnons que lques  exemples .

" -  
r ' / ' x  (1  +  n  s )L lz

â f  - -6e
AX

* t -u-Zf f i  
ô( t -

.ut 
- aff i-x h

.  1 .  t* f r /2  
F( r ,x )d t

sL/Z ( t+ns) t /?

6- *)

-  (af f i  . ;^  *  #)

^at  1t  -  Ga
, e l+1;'/2 

f 
e

ufrx

(r2)
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aî _
âa

-a-  e-  ̂ s1/2 1t  + ms11/2
(  t - a  ) '

13) #=,tt-trmx){."

t t
. #7, r' l^(t 

- ')

afi.x - -ifr)1t  -  6 'x ;

.F 
(2a 'z)

, . )
x) )-fir

14)

#=-r1/2,( t -*- [ r r )1/2 e-xsr/? (1 +m r)L/z

,2f = _ 
"(ar 

- ayfi- * - 
h) [,. 

-
âa âx

( t
a t l-#"1 (t-.)J-(za*

,flnx

*r

û= z  ^e .  xs l /Z
àaL  (s -a ) '

# 
= H(t - ,n- *) 

{4" 

- affi * - lrlt(r - ,t-x)z

- #r, e'At (t -')2 'ê(za

yfi- x) (a,Æ + 
;^ 

-

i l  F ( t ,  x )  d t

#r .^l

(1 + m s1r/z

15 )

. )-*rËr

I1 ( t ( r ,
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jL = - rtt '1(r + m sf/z e- x sLl? (1 + m s1r/z
a-a âx (s-a)"

(16) . , j ] }= - .ut -  a6-*-àc 
[ t ,  - , f i 'x) 'G,n-;^*_f ' )

+ 26 (t - rrt] . 
#, 

I.t 
(r - .)2 .(- (2a. *l â'F(t, x) dt
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Pour  ca lcu le r  l ' o r ig ina le  de  f f  *  Ân ,  u t i l i sons  les  no ta t ions  de
D- l  r

He tnarsk i  I  Z  l .  On  a  dé ià  in t rodu i t  T (a ,  X ,  t )  en  (3 . f .39 ) .  Dê f in i ssons  S  par  2

s (a,  x '  t ' \  = ' f -1 Ie= 
x s1/2 

\. ,  f , ,  = o(  
l - -=a-J

.u' | .- x ar/Z erfc (+; - Æ,1 * 
"* 

ut/' erfc (+ - /.r) I=2 
Lt  

errs ' , { t  - " - tz t r t  
I

0na:

H=-aT-/o",.ot-îi l

9I=-s
â X

Par  su i te ,  i l  v ien t :

, -L /2 .=  à  ,  I  . ;  .  _  I  6  f  .  I  t .  ,  I-  * ls-a 
jo = - 5T (;f ;)*Ào) = -; âi t tr-- 

-;).Ào)

la  (  " l=  -  :Dï lS (a,  x ,  t )  -  S (o,  x ,  t ) l  =  T (a,  x ,  t )'L  )

3.A.2 Dépôt d 'énergie de type surfacique :  Relaxat ion de la contrainte en un

poi  nt

3 .A .1  -  3 .A .2

En écr ivan t  :

on  mon t re  fac i l emen t  avec  (3 .1 .40 )  que  :

l im  o (1 )  ( x , t )  =Q
t -+-

289

(1 ) I errc (#- {al = | -, errc ( o - 
#r,
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s i  I ' on  u t i l i se  la  t rans fo rmat ion  ( r )  dans  (3 .1 .41) ,  i l  appara i t  un
terme

-  . r z  2  7 ,  v  E  * - vA = (t + tz - j t* * â - 8l .t 
- *

qu i  se  combine  avec  le  te rme g  aeâ (3 )  
:

B =l" t  -  *  ( r  -  x)  ( - r  + x -  4 - !z. t  -  *  err  { t  -  *  62

pour donner :

A + B = I  " ' -  
x erfc l t  -  x f tz -  tx + I  *  -  zt  * !)

Dans (3 '1 .41)  les  seu ls  te rmes au t res  que A qu i  ne  tendent  pas  vers
zéro  quand  t+ -son t :

f, = - L"t 
-  ̂  (r2- I,*) erfc,n -ft

* I .' 
* * (- + + 2t) errc (/t . 

ftl

-tx-zt+!x+f; )

et

D =  ( , X 5 '-  
4 -  4 l

Posons  dans  (3 .L .42)

+  E  l +E-- Fz-24)/=r.

Le développement asymptot ique de erfc X pour 1es grandes valeurs de l 'argument
X montre que :

A+B =  I  t3 /2
2 / ;

c+D=-1-_f /20
2/ ;

De  p lus  on  a  :

['- ,l .Ir t. o rËr]

,+,

l* o ,i,] 'E--;t^tt,, fr é-\r)
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d'  où f i  nal  ement

-(3) =o(+),o  -  
{ v

quand t  tend  vers  l ' i n f in i  à  x  f i xé .

3 .A .3  Dépôt  d 'é r ' tê rg ié  dê  typê  VOlurn iquê :  Câ lcu l  dê  lâ  cônt ra in te  au  second

ordre a'1 .
I

I l  s 'ag i t  de  ca lcu le r  le  te rme o1 du  déve loppement  :

o  =  oO *  .  I  +  . . . .

Donnons les  é tapes  du  ca lcu l "  Le  sys tème d 'équat ions  vér i f iées  par  01

e t  e ,  es t  :

âo  *e  âo
11-o

1T--- -=--â, [
d(

? 2 ?
t - .1  , -e1  , - r1

,e-;7=--;*2

En passant  par  I ' in termédia i re  de la  t ransformat ion de Laplace,  on

obt ient  les  so lu t ions o ,  e t  e ,  vér i f ian t  les  cond i t ions â  la  l im i te  :

u l l *  =  o  
=  o  '  e l lx  =  o  

=  o

so i t  :
(? rr2
{e ,  (x ,  s )  =  ( -  c  -  D +  Bx)  . -  t - ' -x  +  c  e-  xs  +  D e-Yx

avec :

$ = -
z rL/z  (s  -  ty ls  -  vz)

c= o1 ( r "  r -  
I  

)
s (s - r ' ) (s -1)  s ' -Y '  s -1
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avec

292

^ r 2o=g

{ . "L  =  ( -  E  -  I  +  Hx)  e -  xs  +  (E  +  Fx)  e -  s l /?x+ I  e -YX

, -zr7/28,c+D- 
G-r''-1

-Br= -s -T

r=-ât r=-,+,
En rédu isant  les  f rac t ions  ra t ionne l les  en  s  sous  fo rme canon ique,

on  ob t ien t  :

(1 ) o1  =  ê1  -  o1  =  e -  XS [ , '  ( '  r " ' ' L

f t-;"0 G-W (,-lF
!  ?+yz  1

s-1

*-3- -n- - l -=-  1* t ,  1  *J -_- -=  1
1 -  y t  ( r  -  t ) t  4 r (1  -  v )3  s  - r  1114 ( ,  -  t )z

*  1- t  
-  

I  - - t - - - l+x(  - lJ 'z  1
4v(1  +v) rs+v 4(1  +v)2( r+y) '  ,p -er -1

2 (L  - ' r

*  
" - " / ' *

1 *  , * I '  1  _ z  t
'-1'o-.,fG-1)z l:ZG-T

'ïa#:?.f:ryG*î,) +x ,r/z (

1

ffi.ffirj
z (L -  r ' ) '  ( ,  -  ,2)
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1  I  y : l  :1  1  1  \-;rr-;f 
G;f 

- 
4y(il ' l3'-' ;(fif G;;f'

0n ca lcu le  I 'o r ig ina le  de cet te  express ion en u t i l i sant  le  fo rmula i re
qu i  se  t rouve dans 17 l .

3 .A.4 Dépôt  d 'énerg ie  de type vo lumique:  Relaxat lor r  de la  corr t ra in te  en un
point  donné

I l  s 'ag i t  de  mont rer  que la  so lu t ion  approchée o .  Fêrd  compte  de  la

re laxa t ion  de  la  con t ra in te  en  un  po in t ,  c 'es t  à  d i re  que :

l i t  o .= l im (oo+ .o1)=0
t+  -  "  t *  -

I l  es t  fac i le  de  vo i r  que  
l y -oo  

=  o .

Dans l 'express ion  de  o1  on . . ,  u t i l  i se  la  t rans format ion  :

1 - 1 -

)ertc (;+ -fr.1 =1- jertc (/ t-+)
2/ t  -  2 { t

0n  fa i t  l a  même opéra t ion  su r  I ' express ion  e r fc  (# ' \ / i ) ,  e t  l ' on  remarque

alors que beaucoup de termes, ne tendant pas vers zéro quand t+-,  se combinent

entre eux de façon à disparaî t re.

Regroupons les termes restants qui ne tendent pas vers zéro. 
2

r  - x -
E=A (x ,  r )  -A  ( -X ,  t )  +8 ,  ( x ,  t )  -B  ( -X ,  t ) * : J -a  J1 , ! "  

4 t

1 - Y ' r '

avec

lo t -Xo,^r" r " rç-  { r l - t - t -_ t*  3 -  t " -  1- t2 lf i=-  à" t -xer fc  ( / f ' -  x \ f  2+^(2 ?-fti;;kr+f;q.- -;iz.'1

g = -, { '  t  - vx 
-+errc- Ffr - f6)(1  -  v ' ) '

Le développement asymptot ique de la fonct ion erfc pour les grandes

va leurs  de  l 'a rgument  mont re  f ina lement  que E =  0  (+)  quand t  tend vers  l ' i n f in i .
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3 .4 .5  Réso lu t ion  de  l ,équa t ion

o
^___==__f i_ ( l e-x

de

àto-  âx a toÙ:x
v

,  ,  ' .  '  t i  t '  
' :  

|  , .  i  i  :

L imi tons-nous  à  la  recherche d 'une s (so l  u t i  on

H(r)  ,

1 'équa t ion  (1 ) ,  vé r i f i an t  l a

:

-Er(1 )

oL(x=o , to )  =o ,

à , in ,s . iqo" l i acond î t io ]ndé i iêg i i1a r i toa l . i n f in ie t le repos . in i t i a l . , .

Réso lvons  d 'abord  1 'équat ion  (1 )  dans  laque l le  le  second mer i rb re
sera i t  rêdu i t  à  -  (1  - . ) . - *  H( t ) .En  emp loyan t  la  t rans fo rmat ion  de  Lap lace ,
:  . l '  

. i  . i . i ' , . :  . : . . r i . . '  
. i . . ' .  . , , ; ; t J f , . " r :  t . ,  : .  . L .  ion montrë qué : :

, 1 . , i  r ,  I  . : - . . i  
" , 1 i  

: : , i , .  : i : . ; . ' .  .  . . .  i ' t ; ' ,

a{o,  (x ,  s1 = (1  -  .  )  - - - } -  (e-  sx  -  e-x)
s  (s '  -  1 )

e t  par  re tour  à  l 'o r ig ina le
.  ' . :

(2)  o1 (x ' ro)  =  (1  - ' )  ( -1+ l " to-x  
, "  

( to  * ) )  
, ( .o -x)

:  , , . : : . r  
' , , ' , ' t , . i t r i : . , i  

r ' ' l  * l  
' - " , t : ' . 1  :  

L a ' \ i : :  . . r -  : : . i  : ,  : : ' ,  . i  1 : . ' i  , :  . : ' : :  i

-  (1 -Ë) (-  1 + I  . 'o* I  " 'o;  .-x.
r  " :  .  : . t  j i , . . ,  . i

Cette express ion ne cont ient  pas de terme sécula i re  ;
"Qua r t ' de ' p l ah  x  ) o ;  t o  >o ,  '  1 " :  ' i ' -  :

.  . : . . .  Li  ; '  f ir I Voyons"ma inti!hâht' l  e'" câù'1où'' T é" Ëecond' memurà

En se I imitantLrà la,,rechê,rcher,dei:Ïa so,lu.tion dans ,le,

l t  
' t ,q :  to  )o ,  on  mont re  que :

o1 =, -a + (.to'* -.- 'o' '- *i '

es t  la  so lu t ion  de  l ' équa t ion  :

e l lê  es t  bornêe sur  le
, :  

1
â - o

est  rédui t  à  Ë--  
-o '

'%t7
sectet l r  de plan S,

, 'o ., ,  ,2o ., F t^

ry # 
= -€ (tto 

- * * t-'o 
- *'

La valeur ol  
l to *  est  non bornée quand x -)  @.

Pour  év i te r  I ' appar i t i on  d 'un  te l  te rme sécu la i re  dans  la  réso lu t ion  de  (3 .2 .62)
on  pose  1 'équa t ion  (3 .2 .63) .
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3 .A .6  Réso lu t_ ion  de  I ' équa t ion

e t  (3 .2 .55)

Posons :

a2o
- - *  =  o .  sous  les  cond i t i ons  (3 "2 .64)

ax''

o ) '

donnée par  (3  "2 .57) .  La  so lu t ion  recherchée

â o
oe

rq- 2

1)

(? )

f (x )  =  
% 

(x '  to ,  t l  =

express ion  dans  laque l le  oo  es t

s 'éc r i t  c f .  l t t l  :

(3 )

oo (x,  to,  t l )  = 
# 

(A (x,  t l )  -A (-  x,  t1)) '

où I ' on  a  posé  :

A (x, 11) = lo- ru') "-(* 

- * ')2/2 t 

" 
o*"

In t rodu isons  la  no ta t ion  :

J  (a ,  b ,  c ,  d )  =  
/ " t *  

-  d  *2  d ' '

Pour  ca lcu le r  A ,  i l  su f f i t  de  remarquer  que :

^2 ,

J (a, b,  c,  d) = -2, 
f ;  . t  

r+d 
[err  ç 6 tu -  fa))  

-  err  (- f ,d(a- fu)) ]

f i=- â"- 
to h, J (o, to, 1+û,fo1

2
- to-à

*!r" 
- ---r 

J(o,to,-1+ù'zful

r _*_
- â."o 

- 
ry' ; (to,-, - 1 + û,fr12

* 1. " 
-à,: 

(to,æ, -, *ù,frl

Le résu l ta t  f i na l  (3 .2 .66)  s 'ob t ien t  a lo rs  fac i lement .
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6.A .1

Dêmont rons  les  fo rmu les  (6 .4 .22)  e t  (6 .4 .23) .  I l  es t  fac i le  de  vo i r
que

g , t  =  ! ,o /P

! ,x -$u,o+!,x

Puis ,  en  in t rodu isan t  les  fonc t ions  F  e t  S  dé f in ies  par  (6 .4 .13) ,  on  ob t ien t  :

U ,o  ! 'F  F ,o  *  J ,S  5 ,o

(4) ! ,x = ! , r  F,x *  J,s S,x

0n subs t i tue  (1 )  e t  (2 )  dans

(5) #-ltul$=,1Q(!).
I l  v ien t :

(6) 
i ( l  

-  
*A) q,o +AU,y = e1 B

so i t ,  compte  tenu  de  I  t f  -  
|  l l  =  o ,  de  la  fo rmu le  (4 )  e t  de  (6 .4 .15)  :

(7) F,x ^+"1(,r!-rY,5S'x)
La fo rmu le  (6 )  dans  laque l le  on  u t i l i se  (3 )  e t  (a )  nous  donne  1 'express :

(8) 
|  t r  -  l l l  (r  F,o * ! ,s S,o) * A (r  r ,x + y,5 S,x) =.1 Q

qu i  condu i t  imméd ia tement  à  (6 .4 .23)  s i  1 'on  y  subs t i tue  le  résu l ta t  (7 ) .
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