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A 1.IA }IERE ET A I,IA FEI{T{E

A ]IES EIIFAIITS ET A IIA FA,I.IILLE



INTRODUCTION

Le but  de  ce  t rava i l  es t  de  prêsenter  une théor ie  des  mi l ieux
v iscoé las t iques  e t  d 'en  donner  cer ta ines  app l ica t ions  nouve l les .
La thèse est  conposêe de trois part ies :
I a prem'i ère p arti e conti endra un rappe'l sur I es noti ons
fondamentales de mécanique des mi l ieux cont inus ;  nous présentons
la  théor ie  des  mi l ieux  v iscoé las t iques  s tandards  dûe à  NCUyEN e t
HALPHEN (1975)  qu i  ex ige  l ' i n t roduc t ion  de  deux  fonc t ions  pour
décr i  re un ccrnportement rhéologique:
La  première  fonc t ion  es t  

' l e  
po ten t ie l  thermodynamique 0(e , t  ,T )

qu i  dépend de  la  dé format ion  €  e  e t  d 'un  nombre  f in i  de
var iab les  in te rnêS E= (ç . . . ,E_  )  e t  de  la  tempéra tu re  T  ;
La  deux ième f  onc t ion  . r j  t  e  p&ent ie l  de  d iss ipa t ion  0  (x ,  E ,T)
qu i  dépend des  fo rces  thermodynamiques  X. .  = -  

*  t t  =  1 , . . . ,n )
assoc iées  à  chaque  var iab le  in te rne  t i  ( i= l , . . . ,à ) ,de  t  ,ê t  de  T .
ce  po in t  de  vue es t  con f i r rÉ  par  l ' é tude des  modères  rhéo log iques
présentan t  de  l 'é las t i c i té  ins tan tanée ;  nous  avons  admis  que j l
ne  dépend pas  exp l i c ' i tement  de  e  .  L 'êvo lu t ion  de  var iab les
in te rnes ,  e t  des  cont ra in tes ,  pour  des  dé format ions  f in ' ies  es t
déterminé par :

asl
a

f  . =  -- l

"  
A X ,  + n\ r .:.'

\  
< 1 ' , t

t L '

./- \
\ .  q , -

r J -

r'', wr:a0'  \  '
o = -

â e

;  x i  _ .

, . t  \ ,

.,!' +^*
;"rt

( i  =  . | , . . . , t t )
a0

ag i

o  êSt  le  tenseur  des  cont ra in tes  con jugué de  €

Bien entendu; ce formal isme est  compat ib le avec res pr l lcrpe_s_ de
t lg_fUOJfnqmique et  I  e pf inc ' ipg d 'object iv i tÇ. Cette thêor ie sera
i  l lus t rée  par  des  exemples  pour  les  deu l_  c lasses  _q ._ :  ! i l !eux
vË.c:-qe] $ligues 1ta1{ar{s, avec et sans él asti ci té i nstantanée.
Nous  fe rons  une  ê tude  de  l ' ex is tence  e t  ] .un ic ' i t ê  àe  ra
dê fo rmat ' i on  d 'un  m i l i eu  é las t ique  e t  ensu i te  d 'un  m i l i eu
v iscoé las t ique s tandard  à  é las t i c i té  ins tan tanée s tab le  (c r i tè re
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éne rgé t i que ,  e l l iP t i c ' i t é  f o r t e )

qqês-i -sta-t-iq-ue.

Nous a l lons  exp lo i te r  1 'acqu ' i s  de  I  a  p rem' iè re  par t ' ie  pour  f  ourn i r

une é tude nouve l le  pour  décr i re  le  corps  de  Maxwel l  en  mont ran t

la  soup lesse  du  fo rma l i sme adop té .  L 'é tude  du  corps  de  Maxwe l l  a

été déi  à t ra. i tée par _qqqgR:J.D ( l  974) ,  êt  nous apporterons

que lques  é lêments  nouveaux pour  la  descr ip t ion  de  ce  corps '  en

par t i cu l . ie r ,  I  a  p r ise  en  compte  de  tempéra ture ,  l ' é tude se

p l  acera  dans  I  e  cas  de  grandes dé format i  ons ,  pour  des

comportements non I  i  néa i  res .

Dans la  t ro is ' ième par t ie  nous  appor te rons  que lques  compléments  à

la  théor ie  de  s tab i l i t é  é las t ique ,  dans  le  cadre  des  t ravaux  de

WEBER.J .D ( i r97 ,2)  .  Hadamard  a  énoncé deux  cond i t ' i ons  de  s tab i l i té

I ' une  nécéssa i re ,  l ' au t re  su f f i san te ,  pour  un  é lément  maté r ie l

homogène à f ront ière f  ixe.  Nous al  lons vér i !_ ier  que I  'équiv-al--ence

de  ces  deux  cond ' i t i ons  es t  réa l i sée  dans  le  cas  d 'un  m i l i eu

é ' las t ique b id imens ionne l  a rb i t ra ' i rement  dé formé à  par t i r  d 'un

éta t  na ture l  i so t rope.  Nous te rminerons  ce t te  par t ie  par  une

éva lua t ion  de  la  charge  c r i t i que  d 'une  co lonne  en  compress ion  à

par t i r  du  c r i tè re  énergét ' ique  de  s tab ' i l i té .

en év.ol uti on i sotherme et
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0h,  cer tes ,  la  Nature  es t  complexe ê t ,  quo iqur i l  ne  s 'ag isse  que

de physique, le comportement des corps du point  de vue de leurs

déformat ions n 'est  pas beaucoup plus s imple que le comportement

psycho log ique des  ind iv idus .  Les  cadres  que no t re  espr i t  ê labore

s'adaptant plus ou moins bien à ce cornportement.

J.  MANDEL
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NOTATIONS UTII-ISEES

Conf igura t ion  i  n i t i  a le

Conf igurat ion actuel le (déformée)

Conf igura t ion  na ture l le  (sans  cont ra in tes)

Coordonnées d'un êlément matér ie l  dans CI

Coordonnées d'un élêment matér ie l  dans CA

Gradient de la t ransformat ion de CI *  CA

Volume d'un élément de mat ière à f  instant actuel  et

i ni t ' i  al

Masse volum' ique d'un élément de mat ière à f  instant

ac tue l  e t  i n i t i a l

Le temps

Modu'l e d 'young

Coeff ic ients de LanÉ

Vecteur dêpl acement

Fonct ion  f luage

Fonct ion  re l  axa t ion

Domaine ouvert  bornê dans Rt

Cr i tè re  d 'énerg ie

E l  lep t i  c i té  fo r te

Potent i  e l  é1 ast ' ique

Energ ie  l ib re  d 'un  é lêment  matér ie l  dans  CA

Potent ie l  de  d iss ipa t ion  d 'un  ê lément  matér ie l  dans

CA

Var iab le  in te rne

Température absolue

Force thermodynamique associée à ç

V i tesse  de  la  var iab le  in te rne  t

Pu issance d ' i ss ipêe

L '  en tha lp ie

Energ ie  in te rne  par  un i té  de  vo lume

Vecteur  f lux  de  cha leur

D i la ta t ion  vo lumique

L 'en t rop i  e

Mi I  i  eux v i  scoél  ast i  ques standards

Conf igura t ion  in i t ia le  à  1a  tempéra ture

Conf igurat ion relâchêe à la température

Conf igurat ion relâchée à la température

À  r U

u
f ( r )

r ( t  )
D i

c.E
E.F
o

0
0

g
T' aô
v - ; -A -  a t
. f i l
F = *-aX

X
L

e
q

c

S

MVS

I  (To )

R  (To )

R (T  )

T.

T.

T
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A(T i  Conf igura t ' ion  ac tue l le  à  la  tempéra ture  T

r  ^ .  Tenseur  des  cont ra in tes  de  Cauchyaô
o =  -  Tenseur  des  cont ra in tes  con jugué au  tenseur  des  dé-

âe format i  ons e

r I  =  â0  Tenseur  des  cont ra in tes  de  K i rchof f
aÀ

u = JJ Tenseur des contra ' intes de Bouss' inesq ou ler  tenseur
aF  de  p io la  -  K i rcho f f

ôi j  Symbole de Kronecker

e  Tenseur  de  dé format ion  é las t ique
ep Tenseur  de  dé format ion  p las t ' ique

S Dév ' ia teur  du  tenseur  des  cont ra in tes
R Tenseur de rotat ' ion_,

U Tenseur  de  dé format ion  pure  dro i t

V Tenseur de déformat i  on pure gauche

F Tenseur  de  t rans format ion  de  CI  *  CA
I

C =  F  F  Tenseur  des  d ' i l a ta t i ons  ou  tenseur  de  Cauchv  -  Green

d ro i t
T

B  =  FF '  Tenseu r  des  d i l a t a t i ons  ou  t enseu r  de  Cauchy  -  G reen

g auche
1 f

a=  l (F lF -n )  Tenseur  de  dé fo rma t ion  de  Green  -  Lag range  dans  C I
2

D '  Tenseur  taux  de  dé format ion

t ,{  Tenseur taux de rotat ion



PARTIE I

Les mi l ieux v iscoélast iques standards
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I . l .  @des mi l ieux  c_ont inus



-  l l
Nous al lons présenter quelques not ions fondamentales de mécanique

des  mi l i eux  con t inus .

I . l . l .  Gradient de la t ransformat ion

Pour  décr i re  les  évênements  d 'un  sys tème de mi l ieu

cont inu ,  on  cons idère  un  é lément  de  vo lume de ce  sys tème e t  l ' on

é tud ie  sa  t rans format ion  au  cours  du  temps.

So' i t  u i  I  es coordonnées i  n i  t i  a l  es des poi  nts

maté r ie l s  à  I ' i ns tan t  in i t i a l  dans  1 'espace  R '  ,  X i  l es

coordonnées des mêmes po i  nts à I  '  ' instant actuel  t  ,  
' l  
a

conna issance de  x i  en  fonc t ion  de  a3  e t  du  temps écou lé  t  :

x i  =  X i  (a5 , t )  ( i , i  =  1 ,2 ,3 )

décr i t  I ' évo lu t ion  du  sys tème.

Supposons que I  '  hypothèse de I  a cont ' inu' i té de mat ière so' i t

vé r ' i f i ée ,  a lo rs  les  fonc t ions  x  (a , t )  son t  dér i vab les  e t  l a

mat r ice  des  dêr ivêes  :

ôx'i
F . .  (a , t )  = -  (a , t )' r J

tu j

appe ' lée 'g rad ien t  de  la  t rans format ion  en t re  l  ' ' i ns tan t  ' i n ' i t ia l  e t

actuel  .

Le  dé terminant  de  la  mat r i . .  F i j vér ' i f ie  les  re la t ions  su ivantes  :

dv = (dét  F)  dvo

9o  =o  de tF

de t lF l>  0  nécéssa i remen t

où:

v ,vo  l e  vo lume d 'un  é lémen t  de  ma t iè re  à  l  ' ' i ns tan t  ac tue l

e t  i n i t i a l .

g r0o  
' l  

a  masse  vo lum ique  du  même é lémen t  à  l ' i ns tan t  ac tue l

e t  i n i t ' i a l  .
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I.1.2. Déformations et contraintes

. Grandes défornations

So i t  ox ,  x ,  X ,  un  ré fe ren t ie l  ga l i1een ,  c 'es t -à -d ' i re

un repère  d 'espace supposé f i xe  au  cours  du  temps,  1e  mouvement

d 'un  sys tème du  mi l i eu  con t inu  es t  déc r i t  pa r  :

X i  =  X i  ( u j  , t ) ( i ,5  =  . | ,2 ,3)

ou:

a i  ' i  =  I  , 2 ,3  son t  I  es  va r i  ab l  es  Lag rang i  ennes  ou  ma té r i  e l  I  es

x i  ' i  =  1  , 2 ,3  son t  I  es  va r i ab les  Eu lé r i ennes  ou  spa t ' i a l es

tn  pe t i  t es  dé fo rma t ' i  ons ,  on  i  den t ' i f  i  e  I  es  va r i  ab l  es  Lag rang i  ennes

e t  Eu l  é r ' i ennes .  Ce  qu i  n  '  es t  pas  I  e  cas  en  g randes  dé fo rma t ' i ons

i3e l .
La  dé fo rma t i on  l oca le  es t  dé f i n i e  pa r  j e  t enseu r  F  :

O*x = f a-a i Fir = axi
r J

t u j

F  s ' appe l l e  t enseu r  g rad ' i en t  de  l a  dé fo rma t ' i on ,  ce  t enseu r  pe rme t

de  passe r  d ' une  con f i gu ra t i on  à  une  au t re .

Pour  ca rac té r i se r  l a  dé fo rma t ' i on  du  tenseur  F ,  i l  f aud ra  qu 'on

é l im ine  l a  r o ta t i on  e t  cec i  es t  f a i sab le  de  deux  f aÇons  :

I  -  Le  théo rème de  décompos i t i on  po la ' i r e  pe rme t  d 'éc r i re  :

F  =  R .U  =  V .R

C =  U t  =  FT  F

B=V t  =FFT
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0ù  R es t  le  tenseur  de  ro ta t ion ,  C e t  B  sont  les  tenseurs  des
d i la ta t ions  ou  le  tenseur  de  Cauchy  -  Gre_en dro i t  e t  gauche.  U,V
sont  les  tenseurs  de  dé format ion  pure  dro i t  e t  gauche ' [40 ]  ,  o r
carac tér ise  la  dé format ion  par  c  ou  u  dans  la  conf igura t ' ion
in i t i a le  e t  pa r  B  ou  V  dans  la  con f igu ra t ion  ac tue l le .

2 , -  on  expr ime les  var ia t ions  de  longueur  d 'un  segment  matér . ie l
da par.  :

2 + +
d l  -  d l i  =  2daa  c ta

où a= ( fTf  -  n.  )  est  le tenseur des déformat ions de Green -

Lagrange dans  I  a  conf  i  gura t i  on  i  n i  t ' i  a l  e .

-  on  dé f in i t  l e  tenseur  eu lé r ien  g rad ien t  des  v i tesses  par  :

g radv=ËF- '  ;  âv i  =  
â 'X i  t " f

ax i  a t  ââ r ,  ôx i
J K J

et on peut écr i  re ce gradi  ent  comme I  a somme d ,  une part . i  e
symétr ique D et  une autre ant isymétr ique W :

. r l

FF  =D+W

où :

[  =  I  1Ër  
- '  

+  (Ër  - '  
T ,  es t  le  tenseur  taux de

déformat i  on.  2 
T

E l le  décr i t  l a  v i tesse  de  dé fo rmat ion  ;  D  =  f l '  Â  fT

I ,J  es t  I  e  tenseur  t .aux  de  ro ta t ion  qu i  dé f i  n i t  I  a  v i tesse  de
rotat i  on l  ocal  e d '  un sys tème du m' i  l  i  eu cont i  nu t  40l

contrai ntes

-  on  dé f i n i t  l e  t enseur  des  con t ra in tes  de  cauchy  t  pâ r  :

.# = r fi ds
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ou :

t

d f  es t  l a  f o rce  é lémen ta i re

de  no rma le  un i ta i re  n * ,  dans

est  symétr ique :

o es t  l e

Bouss inesq .

un  tenseur

exercée sur  un  é lément  de  sur face  ds

la  con f igu ra t ion  ac tue l le ,  ce  tenseur

-  s . i  on  cons idère  ds  dans  1a  con f igu ra t ion  in i t i a le ,  a lo rs  :

d f  =  0  n 0 0 S û

premier  tenseur  de  p io la  -  K i rchof f  ou  tenseur  de

CeJeqseqç--nl,e:!- Ij -t,O$qgigl' ni ,eu.l--erien, e :9:t

nog syyé-lf"i.qye.

-  on  no te  par  o=  -39  (  O  es t  1 'énerg ie  l i b re )  le  tenseur  des
à x

cont ra in tes  con jugué au  tenseur  des  dé format ' ions  Ê ,  lo rsque €  =
r T

l ( F 'F  -  ) =  r  on  ob t ' i en t  l e  t enseu r  des  con t ra i n tes  de  K i r cho f f  :

'  
n=  âo

â^
-  a [  =  ô .  =  ,  c ' es t - à -d ' i r e ,  dans  I  e  cas  oùLorsque ,  r i 3 -  - f f i  -  

" i j
l ' é ta t  ac tue l  coËs idé ré  comme é ta t  de  ré fé rence ,  donc  :

O = l I = 0 = t

Loi de comporte.ment

La  re l a t ' i on  en t re  l ' é vo lu t i on  du  t enseu r  des  dé fo rma t i ons  e t

ce l l e  du  t enseu r  des  con t ra i n tes  s ' appe l l e  l o ' i  de  compor temen t  ;

e l l e  do i t  obé . i r  à  ce r t a i ns  p r i nc i pes  [ 14 )  , [ 2 . t  ]  , [ 43  ]  ,  I q4  l .

So i t

d ' équ ' i l  i  b re  son t

l es  fo rces  mass iques ,a ' lo rs  I  es  équat i  ons

.  En  éc r i t u re  Lag rang lenne  :

d 9  a  r

+  q f i =Q
a  a i

.  En éc"r i  ture Eul  ér i  enne :
h i i  ^ r- - - i -  +  o l i  =  0
., Xi

Ces  deux  éc r i t u res  son t  équ iva len tes .

fi
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I .1.4.  La c lasse des matêr iaux hyperêlast iques f40]

Elast ic i té isotrope

Dans  le  cas  de  r 'é ras t i c i té  r  i néa ' i re  ' i so t rope ,  r  a  ro i
de comportement a I  a forme suivante :

o i j =  ^ t ô i j +2ue r j  ;  0  =  t kk

r  e t  u  sont  les coef f ic . ients  de Lamé.

Hyperél asticité i sotrope

0n suppose que r 'ênerg ie  de  dê format ' ion  par  un i té  de
masse g  dépende de  F ,  a lo rs ,p  es t  une fonc t ion  iso t rope en  ver tue
du pr i  nci  pe d 'object ' i  v i  té et  I  '  . i  sotropi  e :

' !  (B )  =  ù  (Q  B  QT) B=FFT

Donc ,  à  par t i r  de  I ' express ion  de  ra  pu issance  de  d iss ipa t ion  e t
en  éc r i van t  que  la  d iss ipa t ion  es t  nu11e ,  on  ob t ien t  :

pn

p

I  o' i  de

arl'

Ce qu i  es t  I  a
i  so t rope.

aB

compor tement  d 'un  matér iau  hyperé las t ique

I .1 .5 .  Var iab les  in te rnes  en  mécan i des mi l ieux cont inus

Lorsqu 'on  é tud ' ie  un  prob lème phys . ique,  on  rencont re
p lus ieurs  va r iab les  phys iques  s ign i f i ca t i ves ,  on  s ' i n te resse  à
certai  nes d 'e l  I  es et  on I  es appql  I  e var j  abl  es . i  nternes ou
c ach ées .

En  e f fe t ,  1o rsqu 'on  dé f in ' i t  un  sys tème par  Ies  va leurs  ac tue l Ies
de ses  var i  ab l  es  d  'é ta t  qu ' i  son t ,  en  généra l  ,  I  a  dé f  o rmat . ion  ,
les  var jab les  in te rnes  no tées  co l lec t i vement  E  e t  1a  tempéra ture
T .  A1ors ,  i 1  es t  commode de  répar t i r  res  va r iab les  d ,é ta t  d 'un
sys tème en var iab less  ex ternes  suscept ib les  c l ,ê t re  commandées
comme la déformat ' ion et  la température et  en var. iables . internes,
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1 'appe l la t ion  "va r iab les  in te rnes"  do i t  ê t re  p ré fé rée  à

l ' appe l la t ion  va r iab les  cachées '  en  fa i t  dans  les  exemples  qu 'on

va donner ,  I  es  var iab les  in te rnes  sont  suscept ' ib les  d 'ê t re

mesurées .  L 'êvo lu t ion  des  var iab les  in te rnes  peut  a lo rs  ê t re

déterminée pour  n ' impor te  que l le  êvo lu t ion  donnêe des  var iab les

ex ternes ,  : les  var iab les  in te rnes  var ien t  au  cours  d 'une

t rans format ion  i r révers ib le  [  26  ]

déterminês Par :

,  I  eurs  évo l  u t ions  sont

f i  (  e ,  E ,  T ) ( i  =  1 , . . . , t t )

El asti ci té

- ' t

Le système est

él  ast i  que rePrésenté Par 
' l  
e

es t  cons t i tué  Par  un  ressor t

amort i  sseur montê

va r i ab les  ex te rnes  e ,ê t

en t re  1  e  P i  s ton  e t  I  e

v i squeux .

o = k €

va r iab les  ex te rnes  :  e ,  T pasde  va r i  ab l  es  i  n te rnes

Viscoél asti ci té

. Modèle de Maxwell

modè le  es t  cons t i tué

sér  i  e .

d 'un  ressor t  e t  d 'un

un  é1ément  de  vo lume d 'un  so l ide

modè1e rhéo log ique ê lémenta i re  qu i

F ig  ( I . 1 . 5 )

T ,  va r i ab le  i n t e rne  6  es t  l a  d i s t ance

f  ond du réc ' ip i  ant  contenant  I  e  f  I  u i  de

k

W

Ce

en

La  t héo r i e  des  m i l ' i eux  v i scoé l  as t i ques  s tanda rds  9éné ra l i se '  Ce

modè le  é lémen ta ' i r e  en  i n t rodu isan t  des  va r iab les  i n te rnes

sca l  a ' i  r es  ou  tenso r i  e1  
' l es  

[  7  ]  [  36  ]  t  57  l



En

cons' idérés :

tensor i  e l  I  es  )
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Pl  ast i  c i  té

p l  as t ' i c i té ,  deux

I  es  var i  ab l  es

e t  la  dé format ion

types  des  var iab les  in te rnes  sont
d 'éc rou issage  (sca la i res  ou

p las t ique  t17 l t26 l  t40 l  t4s l
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r .2. Descr ip t ion  des  mi l ieux  v iscoé las t i s standards MVS
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Dans ce  paragraphe,  nous  a l lons  présenter  la  théor ie  des  mi l ieux
vi  scoél  ast i  ques standards qui  seront notés par MVS ( ' l  orsqu ,  i  ' l

s ' ag j t  d 'un  m i l i eu  v i scoé las t ique  s tandard ,  on  no te ra  un  MVS)
avec  e t  sans  é las t i c i té  ins tan tanée  en  insp i ran t  de  la  théor ie
des  mi l ieux  s tandards  gênéra1 isés  dû  à  HALPHEN.B e t  NGUytN.Q.s
( . |975)  e t  l e  po in t  de  vue  de  MAN9EL .  J  (1980) .  R ICE J .R  0971)
e t  WEBER J .D  (19721 .

1 .2 .1 .  Les  MVS avec  é las t i c i té  ins tan tanée

Dans  la  théor ie  des  mi l i eux  v i scoé las t iscoél  ast iques standards
notés pqf U!S, nous avons besoin de d?lls gfgn.s b3lgû € qg.ux fo!çtions pour décr.ire
un con!9r'!sm.ent rhQqllglgge, l,ên_ergie l jbte o( €, E) qu.i dépend
dq lg oélq!êuon--E g-t d'un nombre f*ln.' i  g_. variables in.lernes,
nglles cplleç!_!!g!9l't g qgi pgft êt!. scata'ire o_u tsntgrigl_ls, gt
le  po ten t ie l  de  d j lg jpa t jon  n  (  g ,  X)  où  :- -

= -  a0  ;
a_t

est I a fplç_e Jhefrng.dy!_Uique associée q_chqqqe vjr.i_q!_lr interng
(nous sqqle:qs _pqur s' impl if ier que ô et n sont re]g!_lf!_ à un
él ément matér' iel de vol ume umté ds_ns I a_lg!figurêl_Un .in.it i  al e ) .
L 'êvo lu t jon  de  var iab le ' in te rne  e  es_ t  d ' i ! s_nqr f lê re ,  c 'es t -à -d . i re
qye I  ' ryqglhese de diss ' ipat ' iv . i té norma'te etr  vgl l leq t t  Tl  t37l
1  o rsque :

l X

Ë=  
dE

dt
)( = - a0

aE
( r .2 .1 .1)

a0
t

aX

Le tenseur  des  cont ra i  n tes
ces t :

o  con jugué au  tenseur  des  dê format . ions

a 0  l
\  o =  I

â e
( r .2 .1.2)

(1 .2 .1 .1  )  co-ns ! " l tge  uqe g_énêra l i sa t jon  des  re la t . ion-s  d ,0NSAGER
pour  des  cornpq | lg lg l ts  ng l  l inéa i re ,  ( I .2 .1 .2 )  es t  l ' équat ion  de
co lc rn-q l  v1 ]u ! ]e  s i  le  mi l ieu  présente  de  l 'é las t i c i té'--==-
i  ns tan tanêe,  c  'es t -à -d i  re  s i  I  e  mi  I  i  eu  a  un compgrlgrnent_ d_e
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sol i.de é1 asti que dans 
' l 
es déformati ons très rap'i des t SZ I ( qui

ont I  ieu en une durée i  nfér ieure au temps de réponse de

l 'appare l l i age  u t i l i sé )  .

-o et ! dêpendent a$si de 1 a température L Les - déf ormat' ions

peuve.nt être i nliqment peti tes ou liÛes ' No-lsns q-U---U-!--:aut

bru;ggl  dq_, et  I  chgngg la valeur de E mais.  n 'entraine pas de

discont inui té de t .  c 'qst  Iâ t t lg- i rcpl iq lg caractér ist ' ique des

var iab les in teq l res .Lec_qspa l lenen tn - !s tpasmod, i f i é . |o rsqu .on

ajoure à o, ule fjqglteq qqqlçelque d9;_ E E1 l-a ch-qi!i9:!nt

convenablement, in piqt lglJgils sÏ!!g:gr gye 3= 9 pg!t"-.X =--o

quels qle lg lent  les t

Su ivant  une hypothèse fa i te  par  R ice  t35  ]  
e t  suggérée éga lement

par  Mande l  122 I  nous  avons  admis  que fes t  une fonc t ion  des

variqlle! i l ternes t et des forces therqglylqm'iques [ ' cette

fonc t ion  ne  dêpendant  pas  exp l i c ' i tement  de  e  .  ce la  rev ien t  à

cfroi  s i r  o f  onct i  on des E et  X [  57 ]  Ce po' int  de vue est

d 'a i l leurs  conf i rmé par  
' l ' é tude des  assemblages  de  ressor ts  e t

d 'amor t i sseurs  l i néa i res  ou  non  l i na i res  (modè les  rhéo log ' iques '

vo . i r  ( I .4 .3 )  C i .ap rès ) .  Chaque  var , iab le  in te rne  dêcr i t  a lo rs  la

con f igu ra t ' i on  d 'un  amor t i sseur  dans  I ' assemb ' lage '

Di ssi p_ati vi té

Cette coldil iglt signifie que g doit nêcéssairement

la  cond i t i on  su ivan te  :vé r i  f i  e r

qu i  résu l te  d l

est I e tqqx
( r .3)) .

vi, L' .-tXË=x ôo > o
_ aX

seçqnd pry!nçiPe

de pr_9!-U_q!!on

Convexité

Cet te  cond i t i  on  s ' ign i f  ie  que :

de  la  thermodynamiquet l  *  *
i  ntr i  nsèque d 'entropi  e) '  (  vo' i "É f  i  I

T ( r .2 .1 .3)

â 2 o z0
a X 2

(  r .2 .1 .4)



a"uec q outre :

ao

AX

Nous appelons condi t ' ion de cgygxi lq l 'ensemble des condi t ' ions
( I .2 . . | .4 )  e t  (1 .2 . . | .5 )  ( vo ' i r  F is  (1 .3 ) ) .

Lo rsqu ' i1  y  a  p lus ' ieu rs  va r iab les  in te rnes ,  (  I .2 . . | .3 )  s ,éc r i t
auss i  X .  +  :  0  e t  (1 .2 . , | .4 )  expr ime que 1a  mat r . i ce  -? j -9 .  -1  ax i  + i . , ^  ax .  ax .es t  dé f i  n ie  pos i t i ve  r  J

o

F ' i g  (  I . 3  )

pourX=o (r .2.r .s)

F ig  ( I . 4 )
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Dans le cas de la Fig ( I .4)  la co-ndi ! : -qn de convexi té n-ggt gEs

vérif iée cJ-est-à-dife n n'est Pgs c-gllele pqr rap-pql! à X. Tandis

que  la  cond i t i on  de  d iss ipa t i v i té  es t  vé r i f i ée .

0n  s iqna le  que  I  a -  cond i t i on  de  d iss ipa t i v i tÇ  es t  tou iours

vêr i f  i ée  e .  l ' . J r j l l ! ! . ,  ê t  ho rs  d 'équ i l i b re ,  Pâr  con t re ,  l a

cond i t i on  de  convex i té  es t  vé r^ i f j ée  à  1 'équ i l i b re ,  sans  ê t re

nécessa i rement  vé r i f i ée  hors  d 'équ i ' l i b re  (F ig  (  I .4 )  pa r  exemple )

Donc :

A l ' équ i l ' i b re  :  convex i t é

Hors d 'équ ' i  I  ibre :  convexi  té

d i  ssi  pat ' i  v i  té

d i  ss i  pa t i  v i  té

( r .? .2. \ )

tenseur  des  cont ra in tes  de  K i rchof f

<+
+

I .? .2 .  Les  MVS sans  é las t i c i té  ins tan tanée

Nous  adop tons  1e  po in t  de  vue  de  Mande l  1 ,221  en  ce

qr r i  concerne  1a  va l , i c l i t é  des  équa t ions  su ivan tes  :

. ,  a0
l l  . .  =

. J  eA . .
1 J

n.  .  es t  l e
1 J

x=- a ô  ?
I 

t ' i ( ï .?  .? . .2 )
o ^ i

x  es t  I  a  Pu issance  d iss iPée .

Ces  deux  équa t ' i ons  son t  va lab les  dans  1a  su i te  pour  les  m i l i eux

présen tan t  de  l ' é las t i c i té  ins tan tanée ,  c 'es t -à -d ' i re  pour  les

mi ' l i eux  où  la  v i tesse  de  dé fo rmat ion  n ' ' i n te rvena i t  pas  dans  la

déf,ql io l  de l |Q!st .  D'  autre part ,  (  I  .2 .  2.  
. |  

)  ,  (1.2.2 .2)  sont

va lab les  auss i  pour  des  matér iaux  v is -c99]  i s t ique l ,  v iscop las-

tiqueq , êt él asti ques . parfêjlen-ent pl ast'ique pre59Û3lt j*

I 'êlglfili té i nsfanUnee l?7 ) Ce f ormal i sme a été généra1 i sé

par  Mande l  t22  lpour  des  mi l ieux  sans  é las t i c i té  ' ins tan tanée te ls

que  le  so l ide  de  Ke lv in -V0 lGT (vo ' i r  ( I .3 .2 .2 ) ) '  e t  un  f l u ide

v isqueux ,  e t  dans  ce  cas  1 'express ion  de  pu issance  d iss ipée  es t  :
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x=(t--191Â- ao Ë:o
aa a t

( r .2 .2 .3)

r .? .3.Le potent ie l  de dissipat ion et  les di f férentes
comportement

Nous proposons de  d i re  que lo rsque o  es t  qne fonc t ion
, oga_un cq[po!"tement vi gcoél ast!que.

Cj!:t lg .g! des assemblaqes de ressorts. e_t o amortisseurs.
Lo rsq ue q e st une f oncti on s.ingU_Ue-Le A. X, . *-aiil-qr.
comportement est  v i  scopl  qsrt- !gqe ou pl  ast ique. C'est  I  e cas
as_semllqge_s de ressorts,  d 'amort isseur et  de pa! j_ns pour
d ' i f fé ren tes  types  de  compor tements  vo i r  les  f  . igures  c i -dessous

cas  d 'un  amor t i  sseur
l i néa i re  o  =  KX '

n  es t  régu l ie r

d 'un  amor t i  sseur
l i néa i re

es t  régu1  ie r

l e

des

les

cas

non

0

régu 1j
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cas  d ' un  m i  l i  eu  v i  s coê -

I  ast ique standard

n  es t  r égu l i e r

cas  d ' un  Pa t i n

o est  s  i  ngul  ' ier

cas  d ' un  m i l i eu  v i sco -

p l  ast ' ique s tandard

o  es t  s ' i ngu l  i  e r

absorde
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r-2.4. t

0n rape l  le  ' i c i  1  'express ' ion  donnant  r  a  cond i t ion  de
d iss ipa t ' i v i té  pour  tous  matér iaux  s tandards  généra1 isées  t  l7  l

1 ,2?J  sans  é l  as t i  c i  té  i  ns tan tanée

x=(n--39tÂ-  ao Êro ( r .2 .4.1)
aa a6

0n  peu t  rendre  ce t te  express ion  p lus  s . imp le  en  dê f jn . i ssan t  l ' é ta t
par  [ ,  e ,  g . ,  e t  8 , .  te l  que g-  =  -+-  le  g rad ien t  deJ K - J A A i
l a  t empêra tu re  e t  en  i n t rodu isan t  au  I  i e "ude  1 'éne rg ie  ] . i bè re  0  ,
I  'entha I  p i  e  l j  l re  c l3ngge de s igne :

Al ors :

pu is  :

L=  [ oBao .  -  o

Â -= 
aL-  g = aL

aB  a , ' -  aTq B

( r .2 .4.2)

( r .2 .4.3)

x= -eL Ë u .2 .4 .4)
aE.. i

1

Dans  le  cas  où  nous  avons  une  seu le  va r iab le  in te rne ,  L  dans
( I  -2 .4 .2 )  es t  I  a  t rans fo rmée de  Légendre  de  o

En fa i t ,  à  I ' a ide  de  1 'hypo thèse  de  d iss ' i pa t i v i té  norma le ,  nous
pouvons préciser la forme des relat . ions de comportement et
d 'évo lu t ions  de  var iab les  i  n te rnes .

Au  vo is inage  de  l ' équ i ' t i b re  6 .  son t  fonc t ions  l i néa j res  des  X .

É .  =  b . - .X=
I  I J  J

avec  I  es  re la t ' i ons  de  réc ip roc i t é  d 'ONSAGER.

b ' i j  =  b j i ( r .2 .4.5)

Hors  d 'équ i ' l ' i b re ,  on  généra l ' i se  les  re l  a t ions  d '0NSAGER
( r .2.4.s) .
En admet tan t  I 'ex i  s tence d 'un  po ten t ie l  de  d iss . ipa t ion
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o  =  o  (  X i ,  E i ,  T )

(éventue l lement  o  peut  dépendre  d 'au t re  var iab les)
'  aL  ( I .2 .4 .6 )tel que t Ë, = -ffi

I  -  Cec i  es t  v ra i  i o i sque  x  eSt  donnée  par  ( I .? .4 .4 )  te l l e  que

AL
X i  =  

,E_'l

La c ondi t i  on de d i  ss i  pa- t i  v i  té  est  :

ao  aL  :
x=x i - - - -=x i  Ë i  = ; - -  t i :o

I  
a X i  a E 1

c*onvexi té

a 2 o  ô o  I
La mat r ice  , , iT* ,  

es t  dé f in ie  pos i t ' i ve ,  avec  - t l l  =  O

pour  X i  =  0  ,  a lo l rs  peut  ê t re  fonc t ion  de  X,  t  '  I  e t

éventuel  lement T.

2  -  S i  x  es t  donnée  par  ( I .2 .4 .1 ) ,  l es  va r iab les  in te rnes  son t  À ,E
' la 

force X associée alors à n + I  composantes :

a0
X ^  =  [ ,  =  l I

, * T '* j'

â A

a0
Xq .= -

J
o c j

( j  = ' 1 , . . . , h )

L 'évo lu t i on  des  va r i ab les  i n t e rnes  es t  :

.  ao  ao  r
A  =  ,  E ,  =  ( i  =  . | , . . . , l t )  ( 1 .2 .4 .71

â [ ,  '  t t j

e t  l a  cond i t i on  de  d i ss i . pa t i v i t é  es t  :  x  I  o

convexi té

a2o
La  rna t r i ce  - r , - v - , . . .  es t  dé f i n i e  pos i t i ve  i , i  =  I " " '  n  + ' l

r 'À ; i )X . :
c  '  est -  à-  d ' i  re  :  ' t

a z '  r  r  a 2 e  . ,  
a 2 o' - '=-  

Xi t  * i*  -x ' i  r ,*-  n i ]o

ô [ ,rX i  ô r ,
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avec

â Q =

AX
= Q

F

I

I

ao

AXT

ao

o l L

p O U r  X  ^ =

I  lement T

té

ssage des

I
I

I
I
J

éventue

normal i
' éc rou i

-0

XT
XA

Alo rs ,  9  peu t  ê t re  fonc t ion  de  X ,  E ,
HALPHEN e t  NGUYEN t lZ  1  on t  u t . i t i sé
(1 .2 .4 .7 )  pour  dé f in i r  I ' évo lu t ion  de
métaux  122  l .

I .2 .5 .  Formul isme dua l  pour  les  MVS

En fa ' i t ,  comme nous  avons  vu  au  pa rag raphe  (1 .2 )  que
la  conna i ssance  de  deux  f onc t ' i ons ,  l ' éne rg ' i e  l i b re ,  e t  l e
po ten t i e l  de  d i ss ' i pa t i on  dé te rm ine  comp lé temen t  l es  équa t i ons
d 'évo lu t i on  du  m ' i l i eu ,  dans  ce  pa rag raphe ,  nous  a l l ons  vo i r  que
le  même  m i l i eu  peu t  ê t r e  déc r i t  pa r  un  au t re  f o rma l . i sme  qu 'on  va
appe l l e r  " f o rma l i sme  dua l "  e t  1e  passage  du  f o rma l i sme  connu  au
fo rma l i sme  dua l  se  f a i t  pa r  l ' i n t e rméd ia i r e  des  t r ans fo rma t i ons
de  Legend re .  cec i  es t  b i en  va lab le  pou r  des  m i  l i eux
v i  scoé l  as t ' i ques ,  comme pour  des  m i  I  i  eux  é1  as t i  ques  pa r f  a . i t emen t
p1  as t i  que  ou  enco re  v i  scop l  as t i  que  à  dé fo rma t i  on  p ' l  as t . i que
' i  ns tan tanée .

Commençons par  le  cas  où  n  es t  fonc t . ion  de  fo rce  X

.  o (x)

En  app l i quan t ,  1a  t r ans fo rma t i on  de
(  I . 2 . l . l  )  au  f o rma l im  su i van t  :

Legendre ,  on  peu t  passe r  de

a ,  [ r  e t

1a  règ1e  de

va r i  ab les  d

an*X.  ='l

a q.i

te1  que

o(X . ,  ) ,  o *  (Ë i

( i .2 .s .1)

n* (  Ë i ) es t  1e  po ten t i e l  de  d i ss i pa t i on  dua l

)  est  I  a  t ransformée de Legendre de ode



convexi tê

la  mat r i ce  a0*  es t  dé f in ie  pos i t i ve

avec  ad=o  tË l  'Ë i  Pour  Ë i=o
a t i

La  re la t ion  en t re  n*  e t  1a  pu issance d iss ipée dua l  x  *

es t  donnée par  f  in tégra le  su ivante  [14  ]

remarquons ,  a ' l o rs ,  QUê S i  o  es t  f onc t i on  de  x '  son  dua ' l  s ) ' r  es t

f onc t i on  de  Ë  .  En  e f f e t ,  ( 1 .2 .5 . . | )  e t  ( I . 2 . 4 .3 )  dé te rm ' i nen t

comp ' l é temen t  l e  compor temen t  e t  l ' évo lu t i on  des  va r iab les

i n te rnes  pa r  l es  deux  f onc t i ons  L  (  n ,  E )  e t .  o *  (  ; j )  ( vo i r  
l

( t .3 .1 .1 ) )

.  Q  =  O  ( x  ,  E  )

( I .2 .5 - l )  e t  ( I .2 .5 .21  son t  encore  va lab les

.  o=  n  (X i ,  E i rn ,  T )

En cons idé ran t  1a  t rans fo rma t ion  de  Legendre  pa r t i e l l e  de  n  pa l

rappor t  aux  fo rces  X .  ,  on  ob t ' i en t  l e  po ten t i e l  de  d i ss ' i pa t ' ' i on

dua l
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di ssi Pati vi tê

r n *

v ' t  =  o \ '  E .  >  0- 1  =
a6 i

1r.2.5.2)

en  p lus  s i  x  =  aL  
Ë i

A '  .

( r .2.s.3)

o *  =  Q *  (  E . ' Ë . ,  f i ,  T )
' l l

Alo rs  ( I .2 .5 .1 )  donne  1 'express ' ion  de  fo rces  :

v - a Q * - a Ln j -  
- :  

- ;
'  a t i  eE i

(  I . 2 . 5 .3 )  avec  (  I . 2 . 4 .3 )  dé te rm ' i nen t  comp lè temen t  1e  compor temen t
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e t  l ' évo lu t ion  des  var iab les  in te rnes  par  les  deux  fonc t ions

L  (  r ,  T ,  E )  e t  n *  ( t k ,  ; k ,  r ,  T )
di.ssi pati vi te

X* = Ëi -at. = ii -1!- I o
|  ^ ;  I  =

convex i té  oB i  o t i

*
La mat r i ce  , t ' n ,  es t  dé f in . ie  pos i t i ve

âE .  eq .
1 J
ao*  =  o  pour  Ë .=  o
, i i  

. r

.  [ l  =  ' 5 t  
(X . .  t . -  À .  À .  f  t" l  -  ' 1 t

avec

De même on  ob t ien t  9 *=  o* ( t : ,  Ë= ,  a ,  À ,  T )  avec  x  es t' ' 1 '  - 1 '

donnée par  (1 .2 .4 . . | ) ,  on  ob t ien t :

ao*  -  aô
- = l t -

a^  aa
êquat i  on de comportement

aox  aô
équa t i  on  d ' évo l  u t i  on  des  va -

r i ab les  i n t e rnes
at  aE

Cec ' i ,  avec  les  deux  fonc t ' i ons  O (  a ,  E ,T  )e t  0 *  (  E ,  Ë ,  A ,  À ,  t ) .
La  cond i t ' i on  de  d iss ipa t i v i té  expr ime que  x?  o  e t  l a  cond i t i on  de
convexi  té expr ime que

lamat r i ce  t ' l *  
,  *  ' 1  n*  es tdé f in . iepos i t i ve

aç .  Ë .  aÀ '
rJ

avec

t l"*-39 =o
A E  A A

pour  Ë+  À= 0

Remarques

0n  peu t  mont re r  l2z1  gu€ ,  lo rsque  les  I ' i a i sons  en t re  les
é léments  d 'un  sys tème ne sont  pas  d iss . ipa t ives  :

1  -  s i  l a  d iss ' i pa t i v ' i t é  es t  no rmare  pour  les  ê léments ,  e l l e  l ,es t
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aussi  pour le système, en plus s ' i  0* et  o j  est  
' le potent ie l  de

système et  de ses éléments respect ivement '

Al ors :

O*= I * ' I
i l

Z.S i lesé lémentsSonts tandardsgénéra1 isése ts ' i l ya

l inêar i té  géomét r ique (pe t i tes  dé format ions) ,  le  sys tème lu i -même

est standard général  i  sé.



-31

I .3 .  Exemples  de  mi l ieux  v iscoé las t iques  s tandards
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ce paragraphe sera consacré à quelques exemp' les à ra théor ie des
Mvs  pour ' l es  deux  c lasses ,  avec  e t  sans  é las t i c i té  ins tan tanée .
Dans  ( I .3 .1 ) ,  nous  a l lons  t ra i te r  deux  exemples  pour  les  MVS avec
él  ast i  c i  té ' i  nstantanée ;  l  e f  l  u ' ide de Maxwel r  r ' inêai  re en
fo rma l i sme des  MVS e t  son  dua l  se ra  ê tud iê  au  ( I .3 . . | . . | ) .

Dans  ( i .3 . . | .2 )  nous  vér i f i ons  une  p ropr ié té  d 'un  MVS
avec é l  as t i c i té  ' i  ns tan tanée suscept ib1e d 'ê t re  vér i f iêe
expér imenta lement ,  par  des  essa ' i s  de  t rac t ion  s ' imp ' le  e f  fec tués
sur  le  Z inc ,  avec  saut  de  v ' i tesse .  Tro is  exemples  seron t  é tud iés
au  ( I .3 .2 )  pour  les  MVS sans  é las t i c i té  ins tan tanée ,  1e  p rem' ie r
se ra  é tud ' ié  au  ( I .3 .2 . . | )  en  reprêsen tan t  un  modè le  rhéo log ique
cons t i tué  d 'un  assemblage ,  de  modè le  de  Maxwe l l ,  e t  un
amor t i sseur  montés ,  en  para l lè le ,  ensu i te ,  au  ( I .3 .2 .2 ' ) ,  nous
présentons  1e  corps  de  i (e lv in  -vo ig t ,  en  vér ' i f ian t  que I  a  f  o rmule
11 .2 .2 .? )  n 'es t  pas  va l  ab l  e  e t  qu '  i  1  fau t  I  a  remp l  acer  par
( r .2 .4 . . | ) ,  nous  t ra ' i t ons  au  ( I .3 .2 .3 )  ' l  ' ac ie r  à  hau te  tempéra tu re
qu i  se ra  ass ' im j lé  à  un  MVS sans  é las t i c i té  ins tan tanée ,  avec  ra
lo i  de  compor tement  de  NORTON-HOFF.

I .3 .1 .  Cas  des  MVS avec  é las t i c i té  ins tan tanée

I  .3. I  .  l  .  Fl ui de de MAXWELL I i  néai re

Rappe lons  que I  a  théor ie  de  I  a  v i  scoé l  as t i c i té
l inêa i re  es t  ob tenue lo rsque q  es t  fonc t ' ion  quadra t ique de  e  e t  E
et  lo rsque e  es t  indêpendant  des  E e t  fonc t ion  quadra t ' ique  des
x .  D i  ss i  pa t ' i v ' i té  e t  convex i  té  sont  a l  o rs  deux  cond i  t i  ons
équ i  va1  en tes  .

B i  en  en tendu,  I  e  modè l  e  de  Maxwel ' l  p résente  de  r  'ê r  as t i c i té
' ins tan tanée,  on  va  essayer  de  vo i r  s i  on  peut  le  décr i re  avec  le
fo rma l i sme (1 .2 . . | . . | ) ,  (1 .? . . |  .2 ) ,  l I . ? .1  .3 ) ,  ( I .2 .1 .4 ) ,  e t  ( t .

2 .1 .5 )

L 'express ion  de  l ,énerg ie  0  e t  le  po ten t ie l  de
di  ss ' i  pat ' ion o est  i
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o =I t  ( . -61 '
2

n =L x t
?n

o  = -ôo=E(e ' t )
â ;

x  = -  âo=E(e -E )

a t

i  = ,n =l-x
àX  n

( r .3 .1 .1 .1)

di ssi pati vi té

x ao=-- ! -x 'z o
aXn

convexi té

' -a-'lt ' --l > o
aX '  n

on  remarque  que  dans  le  cas  d 'un  m ' i l i eu  v i scoé las t ique  l i néa ' i re

ona :

d iss ipa t i v i té  e  convex i té

Nous  a l l ons  é tud ie r  ce  modè le  au  pa r t i e  I I  dans  l e  cas  non

l i néa i r e  un ' i d imens ionne l  e t  t r i d imens ionne l  dans  l e  cad re  du

fora l  i  sme précédent .

Passons  ma in tenan t  au  fo rma l i sme  dua l  :

Le  m i l i eu  peu t  ê t r e  déc r i t  pa r  l es  deux  po ten t i e ' l  o , o *où  c *  es t

l a  t rans fo rmée  de  Legendre  to ta le  :

n* = sup [xx"-  I  X' ]
Zn
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pour  que la  quant i té  en t re  parenthèse a t te in t  le  max imum,  ' i1  fau t

e t  i l  su f f i t  :

t  (xx* -  I  x ' )  = o
aX 2n

pour X" fi xé

c 'es t -à -d i re  X  =  nX*  ,  remplaçons  la  va leur  de  X ob tenue dans

1 'express ion  de  o ,  on  ob t ien t  :

a*(x*)  =]nf '
2

D 'au t re  par t  on  a  :

x=nx* =nË + X*= Ë

Alo rs ,  1e  po ten t ie l  de  d iss ipa t ion  dua l  es t  :

.  
' l  

. 2
n* (  E) = _l  n E

2

., âO*
[  =  -=  n t

aE
qu i  es t  l ' a  même f  o rce  qu  ( I  .3 . . l  . l  . l  )  .

di.ssi patj vi té

.  a Q *  . 2
t  ï -=nE >  0

a t  =

convexi té

r 2 a
o l a =n>0
a E t
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I .3.1.2.  Le comportement du zinc dans les essais de tract ion

simple avec saut de vitesse I I I

Dans  le  cas  d 'une  seu le  va r iab le  in te rne ,  nous  avons

eo ( . , t  )o =
â e

.  e2o  a 'o  ;
û  =  _ - f  1  g

â e  2  â e  o E

En  é l im inan t  t  ,  o r  ob t i en t ,  l ' équa t i on  d i f f é ren t i e l l e  su ' i van te  :

ô  =  a  (  r ,  o )  è  +  u  (  . , o  ) ( r .3.r .2.r  )

où a  =  a 'o p  =  â 2 0  a o

è e 2 âeâ t  A  X

Lorsque a  es t  une cons tan te  e t  b  une fonc t ' ion  l inéa i re  e t

homogène de  e  e t  o  r  c 'es t  l e  cas  du  modè le  de  ZENER l inéa i re  f i g
( r .3 . r .2 .1) .
a et  b  dêpendent  de I  '  h i  s to i  re  des déformat ' ions mai  s  e l  

' les  
ne

changen t  pas  pou r  une  d i scon tu i t é  de  ê

S i ,  on  cons idè re  une  f onc t i on  b (  €  r  o  )  non  l i néa i r e ,  t e l ' l e  que

f i g  ( 1 .3 . . | . 2 . 2 )  :

b  (  e ,  o )  =  Q  dans  l a  r ég ion  Ro

b  (  e ,  o )

b  (  . ,  o )

La courbe 0ABCDEF représente  la  re la t ion  en t re  la  cont ra in te  e t

la  dé fo rmat ion ,  ( I .3 . . l . 2 . . | )  es t  semb lab le  à  ce l le  de  p lus ieurs

matér iaux ,  ce  qu ' i  mont re  f  impor tance du  cas  d 'une seu le  var iab le

i  nterne en rhéol  oqi  e non I  i  nêa' i  re.
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e

f ig  (1 .3 .1 .2 .1 )

modè le  de  ZENER

En e f fe t ,  a  e t  b  dépenden t  de
le  sau t ,  sans  dépendre  du  sau t
ca l cu le r  l a  pen te  do  avan t

êt re écr i te  :  de

f i g  ( I . 3 . 1 .2 .2 )

courbe contra in te -  déformat ion

I  '  h i  s to ' i  re  de I  a  déformat i  on avant
de  v ' i t esse  l u i -même,  pou f  pouvo i r

e t  ap rès  l e  sau t ,  ( 1 .3 .1 .2 . . | )  peu t

(  r .3 .  1  .2 .2)

(1 .3 . . | .2 .11  cor respond  à  la  descr ip t ion  pour  les
lesque ls ' i l  y  a  une  seu le  va r iab le . in te rne  IS+ ]  ,
(  I .3 . . |  -2 .2 )  es t  va rabre  pour  res  MVS ayan t  p lus ieurs
i  n te rnes .

La condi  t i  on d 'é l  g: t i  c i  té i  nsta_ntanée- est  assurée
changemen! blusqug {e v,tqs:g- 4ç 4Étqrmgll-.gn.

do=u* - !

d e ;

MVS pour

cependant

var i  ab l  es

pàr  le

-  L 'équa t ion  rhéo log ique  ( I .3 .1 .2 .1 )  a  é té
1e ccrnpor tement  d 'un  mi  l . ieu  v i  scoé l  as t ique

ut ' i  I ' i  sée pour décr i  re
non  l i né i re  t  S+  l

-  Nous a l lons  présenter  dans  ce  paragraphe les  résu l ta ts  ob tenus
pour  décr i re  le  compor tement  de  z ' inc  en  grandes dé format ions .
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Descr iPt ion des essais

Le  maté r iau  u t i l i sé  é ta i t  l e  z inc ,  e t  l es  essa is  de

t rac t ion  s 'e f fec tua ien t  sur  la  mach ine  de  t rac t ion  Zh l lCK à  la

température ambi ante.

Dans un premi er temps, nous avons ut i ' l i  sé une éprouvette de 
' l  
a

forme :

Epa i  sseur

IT
4=t29 mm

f  i s  (  I .3 .1  .2 .3  )

éprouvette du Zi  nc

=2mm

Vr

Vz

mm

mm

I 5  / r . .= l
60 l 'o 50

.  q '
e r  =  "  /

b o

5

15

/  m in

/  m in

la  v i tesse  de  dé format ion  avant  le  saut

la  v i tesse  de  dé fo rmat ion  après  le  sau t

5  t  sec  =  6 ,459  lo - ' sec  
- '

129
m]n  =

De même è ,  =  . | 9 , 377  
l 0 -  I  sec - '

La va leur  de
' la  pente  avant  le  saut  à

sau t ,  on  remp lace  les

1  'o r ig i  ne  éga1e

va l  eurs  ob tenues
a  a .

A a

0nca l cu le ( i )  avan t l e'  
d e ' t

dans  l ' équa t i on  su i van te  :

. dob(  - - - '  )  =  a + :'  
d e - r  é ,

po r tons  l a  va leu r  ob tenue  de  b  dans  1 ' équa t i on

"avan t  I e  sau t "

su, i  vante :
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t - !g l
de

=a*! -
, è ,

, d o
onobt i .n t (à )

e f fe t ,  l a  va ïeur
deux  va leurs

( o o  )  <
d e  m i  n

"après  Ie  saut "

c  ' es t
ca tcu te
obtenue pour

(gL)  <
de  ca l cu lé

d i r e  l a  pen te
do  

)
de  ca l cu lé

t&- l
de  max

après  1e  sau t ,  en
es t  inc luse  en t re

à

(

,  d o \  ,  c l o
\  _ _ -  ,  (  _  )  r <' de 'm in  t  

TJ ' *u*  '  dés ignen t  les  deux  va leurs  m in ' imum
et  r i rax imum,  ob tenuès en  jouant  avec  la  règ1e e t  (  !g_  I  _ i  _  r .
désigne ta vateur de la pente ( j l )  catcutée à partq i  a3uj lH, '3, . ,

.  Dans  le  deux ' ieme essa ' i f tnou ,  avons  u t i t i sé  une  au t re
êprouvet te  ident ique à  la  p remière .

Ma ' is  on  a  changé v ,  ,  en  cons idérant  y  
"  

=  20  mm/m,  1a  courbe C,
cor respond au  premier  essa i  e t  la  courbe c .  au  deux ieme essa i .

Remarque :

La mesure de I  a pente t  -9 I
ext remement  impréc ise de 3E tu . i r ,
ê t re  vér i f iée que qual  i ta t ivement .

après  le  sau t  de  v ' i t esse  é ta i t
I  a  re l  a t i  on  (  I .3 .  1  .2 .2 )  n  ' a  pu



-3
9

-

èe
r.JlLt

x9=N

N
gE2h



X9IN

ôlEEzh
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l l
t l

l e r  essa i 2ème essai

lV ,  l
l l

5 mm/m 5 mm/m

lV ,  l
I t
I  ; ,  I
t_l
l l
I  

t '  
I

'15 
mm/m 20 mm/m

6 ,459 .1O-useC ' 6,4 59 . I 0-"s ei '

1g,377 .l 0- iec- 
'

25 ,836 .  l0 -ëec-

la l
t l

58571 N/mm' 46.|50 N,{rrn'

|  -43 ,088 -  28 , . |  6

l -- l
l , do . .  I

[  -  I r

I  d .  r l

r,e, r
I  d .  rn in l

I rggl  I
I  d .  . ca l  I

|  ,  do  ,  I
1 - l l

I d. maxl

rr
e

.|860 N/nnr' 255.| N/mm'

6363 N/mm' 8200 N/nrm'

46334 N/mm' 35250 N/mm'

52500 N/mm' 67100 N/mm' I
I
l
I

0,8  % 0,8  %

Tab leau  ( I .3 .1 .2 .2 .1  )

I .3 .2 .  Cas  des  MVS sans  é las t i c i té  ins tan tanêe

I.3.2.1 . Gas jt 'u.n modèl e rh.éol ogique _con_stitué dv_mgdèle de

Maxwell et-.un amortisselr mgntés en para.l lèle

Cons idêrons  le  modè le  rhéo log ique su ivant  p résentan t

un m' i  I  ' i  eu v i  scoél  ast ique sans é' l  ast ' ic i  té i  nstantanée.
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o

-

f i g  (1 .3 .2 .1 .1 )

En e f fe t ,  ce  modè le  es t  un
présentan t  de  I  '  é l  as t i  c i  té  i  ns tan tanée
modè le  sans  é las t i c i té  ins tan tanée (2ème

assemblage d 'un  modè le
( lé re  b ranche)  e t  un

branche )  .

La lo i  de comportement est  :

r  =  o  +  f  (  . ,  è )
a0

= ;

C'es t -à -d ' i re ,  l e  tenseur  des  con t ra in tes  to ta les  sans
é las t ' i c i té  ins tan tanée es t  la  somme du tenseur  des  cont ra in tes
avec  é las t i c i té  ins tan tanée e t  une fonc t ion  dépend de  e ,  ;

1 .3 .2 .2 .  Corps  de  Ke lv in -Vo ig t

Le  modè le  de  Ke lv in -Vo ig t  es t  cons t i tué  d ,un  ressor t
don t  o r  es t  l a  tens ion  e t  d 'un  amor t i sseur  don t  n  eSt  la
v iscos i té  montés  en  para l lè le  f i g  ( I .3 ,2 .2 .1 \  c i -dessous  :

F ig  (1 .3 .2 .2 . . | )  Modè le  de  Ke l v i n

L
I
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En  e f fe t ,  s i  I ' on  u t i l i se  e  coon lê  va r iab le  co rnmandée,  i l  n ' y  a

pas  de  var iab les  in te rnes ,  s i

o  =  E e  +  r l e

Al ors I  '  êtat  hors d 'équi  I  ibre est  déf i  n i  par I  es val  eurs

ac tue l les  de  e ,  e t  Ë

Par contre,  êh ut i  I  i  sant I  a contrai  nte o commme var i  abl  e

cornmandée,  i  I  y  a  une seu le  var iab le  in te rne  (  o r  r  pâr  exemple) ,

e t  l ' é ta t  es t  dé f in i  pa r  o  ê t  o ' ,  dans  ce  cas  pour  s imp l i f i e r

I  es équat i  ons,  on rempl ace o,  par I  a var i  abl  e extensi  ve

cor respondante  E -  e  Qu i  ioue  le  rô le  d 'une var iab le  in te rne ,

commençons par  le  cas  s imp le  :

L 'énerg ie  l i b re ,  e t  1e  po ten t ie l  de  d iss ipa t ion  son t  :

t

Q  =  -  E e z

( l  =  
' - -  

X '
z i r  a0

L a c o n t r a i n t e  o = E  e + n e  f  
^

La force thermodynamique [  = 
"  

- ' ;  .  *  -  a
â e

La v i tesse  de  dé fo rmat ion  Ë= I  [  =  ]  (o  -  E€  )  = 'n
rnaX

C'es t -à -d i re ,  ( I .2 .1 .1 )  e t  (1 .2 .1  .21  ne  son t  pas  va lab le ,  ca r  le

modè le  ne  p résen te  pas  de  l ' é las t i c i té  ins tan tanée .

In t rodu isons  donc ,  1 'en tha l r l ie  L  changé de  s igne :

L - o € - O - o . - t g . '

Alo rs ,  l a  fo rce  assoc iéu  â  fa  va r iab le  in te rne  es t  :

X=3 !=o- fe
ô e

,= Ë=lX=I
nax

di s_si pati vi té

l o  ' r

X 
- " '=  t  t '  a  0
axn
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convexi té

â.'0 = ] > 0
aX,  n

En p lus ,  on  remarque que :

d iss ipa t i v ' i t é  e  convex i té

Cas gênFral

Cons idérons  comme au cas  s ' imp ' le  I  a  dé f i  n i t ion  de
1 'é ta t  pa r  o  r  o r  qu i  es t  l a  tens ion  du  ressor t  es t  l a
var iab le  in te rne  t  ZZ I

0n va décr i re I  e comportement rhéol  og' i  que dans I  es deux
formal isme en mont ran t  que le  fo rmal isme de co lman e t  cur t in  ne
son t  pas  va lab le  dans  ce  cas  auss i  :

Tou t  d ' abo rd ,  on  se  p l ace  dans  l e  cas  0  =  o  (X )

t  =  €  =  o r  es t  l a  va r i ab le  i n t e rne
l l

0  =  -  E e 2  =  -  E r 2
2 2

I

o =  
f f i n  ( X o ) ' î

l +m  n
-  1 Â

ou  Xo  -  -  oY  -  -  EE  es t  l a  f o rce  the rmodynamique
o a ,

Exam' inons  ma in tenan t  la  cond i t i on  de  d iss ipa t i v i té  :

XoË=xoÂ=Xo l l t r l /m  - -<  0
â X o  n

Donc  la  d iss ipa t i v i té  n 'es t  pas  norma le ,  en  p ' l us

â . 0  =  E e  f  o
â e

par  conséquen t  ,  ( I .2 . . | . . | )  e t  (  I  .2 .1  .Z )  ne  son t  pas  va ' lab le .
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In t rodu isons ,  donc ,  I ' en tha l l i e  chanq i :e  de  s iSne  :

I
f =  ( tE  - -E  t : '

2
^ l

- . 'o t -  =  E= e

d(. ,

A L
X - - ' - - r o - E  E

a E

X es t  la  fo rce  thermodynamique qu i  es t  la  fo rce  t ransmise  à  la

t ige de I  '  anprt ' i  sseur,  1 '  évol  ut i  on de var i  abl  e i  nterne est

déterminée Par :
v l

' A Q , " \ -
g  -  - - "  =  (  -  I  m

aX  n

t I
x  ôo=x (1 )  m  >o  (d i ss i pa t i v i t é )

aX  n
I

'tI

^  t y t  \â 'u_  n \ " / n , -  l 0  (Convex i t é )
A  X ,  MX

En p l  us ,  s ' i  i

a 'g  >o  ç ,  - -Lx2  a2o  >o
n  ax2  =

c,es t -à-d i re :  mx? â 'o  =x  ,x r l /m )  o
n  âX '  n

A lo r s ,  on  remarque  que  l a  convex i t é  en t ra i n te  l a  d i ss i pa t i v i t ê  e t

réc i  proquement  .  Ceci  est  vra ' i  à  \  'équ ' i  1 i  bre comme hors

d ' équ i l i b re .

La t ransfornÉe de Legendre de o est  :

ç l * , = _ _ - r 1  (  Ë )  
l + m

I  + m

qu ' i  es t  1e  po ten t ' i e l  de  d i s -

s i pa t i on  dua l  de
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y , *=ao*=nËm
aË

di ssi pati vi té
*  ^ ^ *  .  

' l

| = +- È = n(Ë)'
d è

Alo rs ,  l a  d isss ipa t i v i té  es t
I  (v i  scos i  té  neur ton ienne)

seu i l  n )

convexi té

thermodynami queest  I  a  fo rce
dua le

+m

normal

e tm j

e t

0

en par t i cu l ie r  l o rsque  m=
(frot tement de Tresca de

atf-r *

aË"

Al  ors  :

=  l l l l
.m -  I
F

- . ; l  +

convexi té <+ d iss ipa t i v i té

remarquons que s i  m =  1 ,  on ob t ien t  l e  cas  s imo le .

1 .3 .2 .3 .  L 'ac ieû  haute  tempêIa ture

c a s  o ù  o = À è f f i

Tout  d 'abord ,  cons idérons  la  ro i  de  compor tement  de
l ' ac ie r  su ivan te  :

mm
= Y -

È 2  "  i . 2

où m es t  une cons tan teo  -  r .  " t

En fa i t ,  1e  compor tement  de  I 'ac ' ie r  à  haute  tempéra ture  es t  un
compor tement  v isqueuse non I  inéa i  re  qu i  ne  présente  pas  de
l '  é las t i c i té  i  ns tan tanée .

A lo rs ,  nous  pouvons  le  décr i re  par  les  deux  po ten t ie l s  su ivan ts  :

L  -  o e -  +  ;  O =  C t e  I

e= - l  ro . l  *  * t
' "  (^1' 1/m 

I _ ,
;

o ù  l a  v a r i a b l e  i n t e r n e  e s t  l a  d é f o r m a t i o n  e  _
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La force thermodynamique X associée à e êst  :

^ l

X  =  d -  =  O

â e

La  v i t esse  de  dé fo rma t ion  (ou  de  va r iab le  i n te rne )  es t  :

é=  ao= -3o= l  l o l r l /m
aX  âo  X

cas  où  o  =Àen  Ëm

Si

n

on cons idère  la  lo i

.m
e

comportement de Norton-Hoff

n et  m sont des constantes

de

o = À e

Dans ce cas , nous pouvonsdêcr i re  le  m i l i eu ,  en  cons idêran t

(  r ) l / *

l = o Ë - 0 ;

n

m

+ l

Consi  dérons mai ntenant

ê  =  sg r  (ao  -  b .  )  |  ao  -

Q = C t ê

c  'es t -à -d ' i re

l a  l o i

b . l  n

X  =  -  ôL  =  o  
Ê

â e

Ë= ao= âo=tL t l l *
aX  âo  À

Le potent i  e l  de d ' i  ss ' i  Pat ' i  on

o=  f r t r  . t r
m+l" 'ôâs généra l

l__

.  n /m

peut prendre I a forme sui vante :

.m+ l
e ' -

f  i 9  (  r .3 .2 .3 .1  )

su ivan te :

de comportement



ou
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a,b  sont  des  cons tan ts

peu t  s 'éc r i re  :

=ar t l  ( sgnX1 lX ln ;X=

avec  E =  b la  es t  le  modu le

o -  b e = o - f e - -

a

drYoung

t

X  =  d t  = o -  E . e
â e

v  t l l/ \ l

e

Les deux  po ten t ' ie ls  de  MVS sans  ê las t i c i té  ins tan tanée sont  :

L=oe -0=oe

"n  +  I
^ s l
ù d ; - - - - - - l

n+ l
'  ao  n+Ê: : -=a

AX

ou encore  :

2
n r ' l| " | |

r tX

1 ( sgn  X  )

o= l ao  -  b r l n

n+ l

+ l

f i g  (1 .3 .2 .3 .21
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I .4. Propri été-s_ des mi I i eux vi scoél as_ti.ques stan-dards avec

él  ast ic i té i  nstantanée
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Dans  ce  paragraphe ,  nous  a l lons  u t i l i se r  la  théor ie
présentée  au  (  I .2  )  pour  I  a  c  I  asse  des  MVS avec  é l  as t j  c i  té
ins tan tanée ,  nous  vér i f i ons  s i  ces  m i l i eux  obé ' i ssen t  à  ce r ta ins
pr i  nci  pes des m' i  l  ' ieux cont i  nus ,  et  l  e second pr i  nci  pe de I  a
thermodynamique .  Ensu ' i te ,  nous  a l lons  d iscu te r  la  va l . i d i té  du
formal isme des  MVS tou jours  en  é las t i c i té  ' ins tan tanée avec  des
modé les  rhéo log iques  représentan ts  des  m' i  l i eux  v i  scoé l  as t iques
l inéa i res  ou  non  l i néa ' i res .  Nous  te rminons  ce  paragraphe  par  une
é tude  de  I ' ex is tence  e t  de  l ' un ic i té  des  v i tesses  d 'un  MVS avec
é l  as t ' i c ' i té  ' ins tan tanée,  en  dé format ions  quas i  -s ta t iques ,  pour
d 'évo l  u t i  ons  iso thermes.

I .4 .1 .  Les  MVS e t  que lques  p r inc ipes

I .4 . . | .1 .  P r inc ipe  d 'oP jec t ' i v i té  ou  p r ing lpe_  d ' ind i f -
férence matéri el I e

'  f i g  ( I .4 .1 .1 .1 )

L 'espace  Euc l id ien  à  t ro i s  d imens ions  es t  rappor té  à  un  repère
or thonor rÉ  o -  q  u1 ! ,  f i g  (1 .4 . . | . . | . . | ) .  so i t  v  un  doma. ine  borné
de  I ' espôce  V  e t  x  (a )  une  b i jec t ion  dansT= VUeV où  aV es r .  l a
f  r t rn t iè r 'e  de  V qu i  t rans f  o rme V en  un  domai  ne  V,  .
So ien t  6  (a ,  ,  E  ,d ,  )  où  a i  ( i  =  1 ,2 ,3 )  son t  les  va r iab les  de
Lagrange dé f i  n i  ssent  I  a  pos i  t i  on  des  mol  écu l  es  ou  po i  n ts
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matér ie ls  du  corps  dans  une conf igura t ion  de  rê fé rence dans

I  aque l ' le  i l  occupe le  domaine  V e t  x (x ,  ,  X .  ,  x ,  )  où  * i  ( i  =

l ,  2 ,  3 )  son t  les  va r iab les  d 'Eu le r  dé te rminen t  la  pos i t i on  des

molécul  es de ce corpa dans Sa conf igurat ion actuel  I  e dans

I aquel  le i  I  occupe le domai ne V'  .

so i t  Q l ,espace des  tenseur  F  d 'o rdre  2 ,  de  composantes  F . .  ,  à

déterminant  Pos i t i f .
Cons idérons  l ' aPP l i ca t ion  o  :  T

cond' i  t i  on d ' i  nvar i  ance su i  vante :

La  va leur  o  (a ,F )  ne  change

gauche par un tenseur orthgonale

pos i t i f  :

0  (a ,F )  =  o (a ,F ' )

R,  vér i f  i  an t  I  a

es t  mu l t ip ' l i é  à

à déterminant

( r .4 .1 .1 .1)

ô . .  e tdé t  Y  >o
1 J

xQ 1

pas I  orsque

arbi  t ra i  re

F

Y

ou

F '  =  YF ,  so i t  F .  .

ou pose

ao=i j = ---
t t i j

qu ' i  sont  1es comPosantes

= t i k  tn i avec  Yk i  t k j  =

8 \
où  F . .

1J

d 'un  tenseur  o

aa j

d 'ordre Z déf in i  dans \/|

I .4 .1 .2 .  Les-MVS obê issent  au  pr inc ipe  d 'ob iec t iv i té

Les déformat ions sont supposées ' isothermes, soi t

eRn(  8 , r . . . ,  gn )

so i tO :Rn

ana l  ogue

o(  E,

xQ *  R

à  (  i . 4 .1 .1 .1  )

F )  =  o (  E ,  F ' )

ou E.  ( i  =  ' 1 ,  
. . . ,  n )  son t  n  va r i  ab l  es  i  n te rnes

't

vér i  f  i  e  une condi  t i  on d '  ' invar i  ance

{ =

1 o rsque  F '  = vF  ( I .4 .1 .2 .1 )
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avecY ,  Y .  =q .  e tde tY>o
K ]  KJ  1J

D 'au t re  pa r t ,  I  es  conposan tes  du  tenseur  des  con t ra in tes  de

Bouss ' i nesq  son t  :

o* .  =  ao  
V  t  ( t  es t  l e  temps)

l J  ^ ro t i j

propos i t i on  (  I ._4 .1  .2 .1  )

S i ,  on  remp lace  F  ( t )  pa r  F '  ( t )  =  v  ( t )  F ( t ) ,  sans

changer  les  va leurs  in ' i t i a les  de  € r , . . . ,  {  n  
te l  que  v  ( t )

es t  un  tenseur  o r thogona l  à  dé terminant  pos i t i f ,  a lo rs  le  tenseur

des  cont ra in tes  de  Bouss inesq e  d 'un  MVS es t  remp]acé par

e ( t )=  r  ( t )  e  ( t ) .

démonstrati on

De (1 .4 . . | . 2 . 1 ) ,  on  dédu ' i t  que  l a  f o r ce

thermodynam' ique X éga1e à

x ,  =  -  e0  
(  6 ,  . ( t ) )  =  -  a0  (  t ,e ( t ) ) ( i  =  . | , . . . ,0 )

'  a6 . i  aE i

s ' i  l es  va leurs  in i t ' i a les  de  E , ,  .  .  .  ,  tn  son t  iden t iques ,  donc

les  deux  équa t ions  d i f fe ren t ie l l es  :

.  ao  a0
E i  i  x i  =

,X i  3 t i

.  ao  ao
6 ,  =  

- "  
;  X .  =  -  +  (  ç , . ( t ) )  ( i  =  1 , . . . ,n )

1 ax i at.
1 ' l

ont  la  même so lu t ' i on .

En  fa i t ,  en  f i xan t  8 , , . . . , tn  e t  ,  
' l  ' énerg ie  ' l ' i b re  

o  peu t  ê t re

regardé comme fonct ion de e ou de . '  = Y€
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Nous  avons :

a  -  ao
] J  r E . .

" t  1 J

0, .  =  
to  =  â ,0  =  tFF-

rJ  aF i j  tFk ,  aF i j

o r la re la t ionF . .  =y  t r  s 'éc r i t  E r=  Tmk F , r ,
a lo rs  

i j  i k ' k j  k

a F k g  
=  y  ô  6  =  . r . .  ô

ap. .  mk  mi  o i  i k  r . j
1 J

ou encore  :

t . , i  = -#- ' ik or i  ' ik 
+ 

= ' ik t  nj
ke  " '  k  j

I .4.1.3.  Les MVS obéissent au second pr incipe de la thermodyna-
mi que

Lorsque un  é lément  d 'un  MVS décr i t  en t re  deux
ins tan ts  t ,  ,  e t  t ,  t  t r  un  cyc le  ' i so therme fe rmé,  q  =  (  6 , , . . . ,  I )
e t '  g  p rennent  les  mêmes va leurs  aux  ins tan ts  t r  ,  t :  a lo rs
nous  avons  1a  p ropos i t i on  su ivan te  :

proposi t i on  ( I .4 .1 .3 .1 )

S i ,  E  =  (  t r  ,  . . .  ,  tn )  e t  €  p rennen t  les  mêmes
va leurs  aux  ins tan ts  t r  ,  t "  >  t '  a lo rs  :

2

I  o  de  >  o

t r

démomstrati  on

Nous  avons  :

a+

â e
L 'éne rg ie  l i b re  O  es t  f onc t i on  dee  e t  € ,  a l o r s  à  t ou t

i ns tan t  nous  avons  :

d  o  =  âQ  
d .  

ao
âe  

-  +  
rE  d t



et
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=  0 2 -  0 r  =  O

d 'où

t ,
/do
t r

t z

l {  =  t  od

f r

J = 9 n

â o  i  i
+

e a .

t 9-1 at
dr

t z

=t Ëxat
+
L I

t
.  = t

En tenant  compte  de  la  cond i t ion  de  d iss ipa t iv i té ,  a lo rs  t , l  >  o
En fa i t ,  l ^ l  représente  le  t rava i l  fourn i  en t re  les  deux  ins tan ts  t ,
et-!- J rn élément ruæ.i. '  u*nt-un ,;t;; ;;;;; ;;;";
con l jgura t ' ion  de  ré fé rencg ( t  =o) .

Notons  que,  la  p ropos i t ion  prêcédente  es t  va lab le  pour  le  tenseur

e.  = âo
r  J  a  F i  j

t .4 .2 . Equations de conservation ions de c tement
pour- les MVS

L 'évo lu t ion  dynamique d 'un  MVS,  compte  tenu des
échanges  de  cha leur ,  es t  rég ie  par  res  équa t ions  su ivan tes  :

t r

;  J  =  dé t  F i -

eo  ( f i - i i ) =o

ex i - r  aq i

â 1 .
I

de
J

=  0 . .
r J

9. ;

o  =  f o  ( a1

112 ,  . .  .  r n )

aa.
J

o=.e+T ao

A T

='n
,xu ;  xu

e.  =  â0
1J  aF . .

aT  
l J

- -K

axi

'  F i j  ,  tu  ,  T )

= -
tE ,

dr

;u a0

=go (a1 , t r ,  Xu ,  T )

( ' i  , j , k  =  1 ,2 ,3 ,  u  =
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ou:

* i  =  * i  (a i l t )  ( i , i  =  I '2 ,3)

i .  ,  Ï .  dér ivées  par t ie l les  p remières  e t  seconde de  x . ,  par
1 -  I

rapport  à t

e :es t  l ' énerg ie  in te rne ,  rappor té  à  l ' un i tê  de  vo lume dans  la

con f igu ra t ion  in i t i a le  (dens i té  d 'énerg ie  in te rne)

q  es t  un  vec teur  f l  ux  de  cha ' leur .

f0  ê t  go  sont  des  fonc t ions  donnêes.

Si  on  fa i t  
' l e  

compte  des  i nconnues  on  ob t i en t  :

I t s  9  c ,  l es3  x . , g ,T ,  ê ,  0 ,Q ,  1es  3q . ,  1esn
i j  ' i

E  ,  
' l e sn  

X . .
U U

son tau to ta l  20+?  n fonc t i onsdea ,  ,  ôa ,  â r  ,  t  i n connues

on  vé r i f i e  que  l e  nombre  des  i nconnues  es t  éga1e  au  nombre  des

équa t i  ons .

Remarq-ue

0n do i t  supposer  que pour  tou t  tenseur  o r thogona le  r

à  dé terminant  pos i t i f  on  a  :

fo  (a ,F ,  E ,T )  =  fo  (a ,v  F ,  E ,T )

Le  moment  résu l tan t  des  fo rces  de  contac t ,  des  fo rces  de  masses

e t  des  fo rces  d ' i ne r t ie  es t  a lo rs  nu l  dans  tou t  domaine ' in té r ieu r

au  mi l i eu  con t inu  cons idêré .

En fa ' i t ,  on  peut  donner  aux  t ro is  p rem' iè res  équat ions  le  nqdq

lp js  de  conserva t io .n  e t  qg l  t ro is  équat ions  su ivantes  19- -nqm

d 'équa t i ons  de  comportement.
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I .4 .3 .  Les  i lVS e

proposi  t i  on (  I  .4.  3.  I  )

Pgyr tlgt allsmb'lqge en série ou en parallèle de_n
mgdèlS!- de Maxwel I, nous avons :

_tt_ = "t
3 t i  3 t i

( i  =  l r . . . r t t  ) ( r .4 .3 .1)

;  x i  = - a0 ( i  =
ax i

démonstrati on

en  para l lè le

e

f  i s  (  I .4 .3 .1  )

F .  =
' l

ao
at .

I

cons iderons  un

n modèl es de

i ndépendantes

es t  :

S  (  E ,  e )

n
d  4=  f ,

i + l

D 'au t re  pa r t  :

a0 a0
d  6 . '  a  -  de

e t .  '  âe
I

(  r .4 .3 .3)

n
r  aQi  

d .
i= l  âe

modè le  cons t i tué  par  un  assemblage en  para l lè le  de
Maxwel l ,  a lo rs  nous  avons  n  var iab les  in te rnes
|  =  (8 . ,  . . . ,  q - ) .  L 'énerg ie  l i b re  to ta le  du  modè ler n

=Q (E r ,  . . rEn ,e )  =  o , ( t r r e ) * . . . * on (En , . )

n
â0i

,  . -  d t i  +
i = l  â g i  '

d  0  -  d0 ,  + . . . +  O0n  = ( r .4 .3 .4)



de (  I .4 .3 .3 )  e t

a0

â e

ou encore :
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(  I .4 .3 .4 ) ,  on  dêdu ' i t  ( I .4 .3 . . l )  en  p lus  on  a

â0r  + . . .+  
a0n

à e  â e

X =  X , * . . .  *  Xn  " les  con t ra in tes  s 'add ' i t i onnen t "

Le  po ten t ie l  de  d iss ipa t ion  to ta le  es t  :

a  (  E ,  X )  =  o  (Er , . . . ,En ,X , '

* . . . *  nn  ( tn ,  Xn)

L 'évo lu t ion  des  var iab les  in te rnes

. ,Xn )  =  o r  ( g , ,  X , )

q ,  ' . . . '  En  es t

:  a Q i
g = - - - _

t  ' * i

En tenant compte

a0 i
X.

1 at i

de  l ,  on  ob t ' i en t  que  :

( i  =  l ,  . . .  r n )

( i  =  . | , . . . , n )
q i= 3i.

,X. i

o(  E, . )  =  o  (  E , ,
=  ô ,  (  Er

. . . ,  E n t  E l t . . .  r . n )

. , )  * . . . *on  (En , .n )

X .  =  r
'l

a0

aEi

en  ser le
x

f i s  (1 .4 .3 .2)

cons ' i dê rons  un  modè le  cons t i t ué  de  n  modè les  de  Maxwe l l  mon té  en

sé r i e ,  nous  avons  n  va r i ab les  i n t e rnes  i ndépendan tes  t r , . . . , 6n

1 'éne rg ie  l i b re  t o ta l e  es t  :

{ n

€ pé 1
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où  €  =  €  r  + . . .+  h  es t  l a  longueur  to ta le  du  modè le  e t

-  âo r  E  . . .  =  -  aon
ô e  r  â c

parcequ 'on  à  la  même fo rce  de  t rac t ion  
- -n

A lors  :

n  . ,n

d0 = d . ,  * . . .+  don= t  i ! ; t .d t r ,  
r ,  E 

3 o ' . ,  ( I .4 .3.5)
. i  = l  o . s i  j = l  o . i

D 'au t re  pa r t  :

n^n
do = ;  ao d1- i  40, . '  ( I .4.3.6)

i = ' l  a t i  
'  i = l  ae i

Comparons  (  t .+ .3 .5 )  e t  (  I .4 .3 .6 )  ,  on  dédu i t  (  I .4 .3 .1  )  .

En  p lus ,  de  fa i t  que le  modè le  es t  so tmis  à  la  même fo rce  de

t rac t ion ,  ( I .4 .3 .5 )  s 'éc r i t  :

n  e6  âô  n
dO =  f ,  

- -  
dç  +  - -  ( r  de .  )

i= l  e t i  
'  aE  i=1  I

ou  encore  :

n  ^ .  ^  n
oo= i  

"  dç .  *19dr  i  de  =E d . . ,
i= l  eE i  a  i= l

c 'es t -à -d i re  que  :  €  =  €  * . . . * .n  " les  dé fo rmat ions

s '  addi  t i  onnent"

0n sépare le ieme amort isseur et  on exerce une force de tract ion

X.  su r  ce lu i -c i ,  a lo rs  le  po ten t ie l  de  d iss ipa t ' i on  to ta le  es t  :
1

n
o (g  ,  X )  =  E  n . i  (g i ,X i )

i  = l

e t

Ei = j+ ;  x i  = -  aoi  ( i  = I , . . . ,n)'  âx i  aE i
ou encore :

; i  = + ;  x i  = -  ao ( i  = 1, . . . ,h)
t  X i  ag i
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général i sati on

0n peut  fo rmuler  la  gênéra l i sa t ion  sous  la  fo rme

su ivante  :

Tout modèl e rhéolog' ique à él  ast ic ' i té i  nstantanée, const i tué par

un assemblage quelconque de ressorts,  amort isseurs est  de type

MVS.

I.4.4. Les MVS et une transfgrnation que.lconque par rapport aux

var iables internes

So i t  un  MVS pour  leque l ,  nous  avons  :

p ropos i t i o l  (  I .4 .4 .1  )

S i6  =  r  (6 )  une  b i iec t ion  qu i  subs t i tue  aux

var i  abl  es i  nternes t  
' l  
es nouvel  les var i  abl  es i  nternes ç donc :

r o  a q
L=*  ;  Y i=- -

,Y i  3E . i

t e l  que  E  =  I  ( q ,e )  ( i  =  . | , . . . , r )

démonstrati on

En  f a i t ,  l ' éne rg ie  l i b re  d ' un  MVS peu t  ê t r e  exp r imée

pa r  o  (  E ,  e )  ou  pa r  E  (  c  (  E ) ,  e  )  au  cou rs  d ' une

dé fo rma t ' i on  que lconque  .  ( t ) .

L  '  évol  u t i  on de var i  ab l  es i  n ternes c . i  est  rég ' i  e  par  :

c .  =  dq i  =  âq i  aE - ' i  =  
aç i  

Ë .  ( i  =  . 1 , . . . , n )
' i  

d t  t € i  a t  tE i  I
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ou encore :

; i  =+ -a0- ;x i  = -+ ( i  = 1, . . . , r )  ( I .4.4.1)'  a t i  ax i  '  ag i

ma is  :

aO aq  3 ( i
X i  = -  -=

a t i  3E i  a t i

ou

Xi=Y i  
Ë  

;  Y i= -Ë ( r .4 .4.?)

En dêr ivan t  (  I .4 .4 .2 )  par  rappor t  à  X i  ,  on  ob t ien t  :

a ( i  
=  

t x i .

a t i  tY i

F i  na l  ement  ,  (  I .4 .4 .  I  )  dev i  en t  :

.  an  . .  av
r i= -  ;  Y i  = -_ -

'  aY i  t r i

Donc ,  que lque so i t  le  cho ix  des  var iab les  i  n te rnes ,  ses

évolut ' ions sont toujours dêterminées par un système d'équat ions

d i f fé ren t ie l les  de  type  MVS.

I .4.5.  Etude du -colnportement au vois inage d'un état  d 'êqui l ibre

interne, relaxation des contraintes d'un MVS

Nous rappel  ons que I  e cornportement d 'un corps

v iscoé las t ique  non  l i nêa i re  au  vo is inage  d 'un  ê ta t  d 'êqu i f  i b re

i  nterne s '  ident i f ie avec I  e comportement d 'un corps v i  s-

coé las t ique l inéa i re ,  dans  le  cas  un id imens ionne l  ces  corps  on t
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la  p ropr ié té  su ivante  :

Les  dêr ivées  success ives  par  rappor t  au  temps de  1a  fonc t ion  de

re laxa t ion  r  ( t ) ,  e t  de  la  fonc t ion  du  f luage  f ( t )  on t  des  s ignes

a l te rnés  :

. ( t ) .  o  Ë( t )  >  o  T  ( t )  <  o

f  ( t )>o  f  ( t )  <  o  f  ( t )  >  o  - - -

nous  a l lons  vér i f ie r  que la  fonc t ion  re laxa t ion  r  ( t )  pour  un  MVS

sat is fa i t  1a  propr ié té  p récêdente  :

En  fa i t ,  à  l ' équ i l ' i b re ,  nous  avons  :

t .=  o  absence  d 'évo lu t ion  de  var iab les  in te rnes
1

ou

a0 =o  pourX ,=o
ax .  

1
1

d 'au t re  pa r t ,  conme o  vé r i f i e  l a  cond ' i t i on  de  convex i té  a ' l o rs ,

l ama t r i ce  -  x ' o es t  dé f i n ' i e  pos ' i t i ve .
ax.  .  ax, ,

] J  n K

Un accro i  ssement  b rusque ae  du  tenseur  ê  ,  à  I  ' i ns tan t  t  '

entrai  ne un accroi  ssement brusque du tenseur o ;  on observe

ensu i  te  une re l  axa t i  on  de  cont ra i  n te  dont  I  es  dér ivées

success ives  à  l ' i ns tan t  t  +  o  son t  dés ignées  par  ô ,  ; ' , ' ô : ' . . .

a lo rs  que e  ês t  ma in tenu cons tan t .

p ropos i t ion  ( ! .4 .5 .1 )

So i t  ae  =  BL ,  où  L  es t  un  t enseu r  a rb i t r a i r e ,  de

composan tes  s ' i 5 ,  e t  B  un  nombre  pos i t i f  .

A lo rs ,  nous  avons ,  pou r  g  su f f i sanmen t  pe t i t  :

J i j  o i j  <  o  ô t j  * i j  >  o  ; l i  o i j  <  o

Jusqu 'à  n ' impo r te  que l  o rd re  de  dé r i va t i on .
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dénonstration

o i i  j ï t ' ' e*ae)

En dêr ivant  par  rappor t  au

c i . . =  a2o ( t , e ;ae ) i  ="i j -î_lr- ', -
- l J  ' u

temps, on obt ient

a 2 O (  q ,  e + À e )
t

ae i j  a tu rx,
'  

6  + A e )Y  =  -  â 0 t  E '
u a tu

Mais  à  l ' équ i l ib re  o  es t  une fonc t ion  quadra t ique par  rappor t  aux

forces  X,  a lo rs  :

cuu xu xu i  Cuu es t  une mat r ice  dé f in ie  pos i t i ve ,

à z  0 (  g ,  e +  a e ) ao  (  6 ,  e  +  ae  )= -

ea

O =

donc :

o i j
ae i j  3 t u

I e théorème des accroi  ssementsD 'après

a 0  t\
A E- v

Alors :

d. .  s . .
] J  1 J

,6u

a 'o  (  g ,  e+  c

f i n i s  :

a  e )
t '  €*

= - 9

A e )  =

a 2

othk

0  (E 3'*uo o . ' inlp shk
,  a€

v
a 'z  o (E

â t h k

e + A e )
L . .  l Jr J  uv

a ' 0 ( E , e + a À e )
hk

t t i  j  B E u

a t o  (  t  ,  e  )

et â"hk

; . .  t , . .  =  -  B
I J  I J

La fonct ion n

aei  j
( g )  *o

3Eu

lo rsque p

a t  q  (  E r e  1Si le vecteur Y =

c  a ' .o ! ' e Iohk*en(B)-uY 
a.  hk atv

o

f , . .  [ ' es t  pas  nu l ,  on  u  Y ,  Cru  Yur  0
rJ

i j

u
t

, . i  j  3Eu

D,où  I  o . i i  s . .  <  o  pou r  B  su f f i samment  pe t i t .
I J  I J

Le raisonnement peut être répétês jusqu'à n ' importe quel  ordre de

dér i  va t i  on .

Remarnquons qu'on peut obtenir  le même résul tat  précédent,  êr t

donnant un accroissement a aux forces X.



-53 -
I-4.6.  Théorème_s d'existence et  d 'unic i té des vi tesses d,un MVS

avec êlast ic ' i té instantanée[8]

Dans ce paragraphe, on va donner un théorème
d 'ex is tence  e t  d 'un ic ' i t é  pour  un  p rob lème aux  l im i tes  en  v i tesse
à  par t i r  d 'un  é ta t  d 'équ i l i b re  s tab le  (c r i tè re  d ,énerg ie )  d ,un
mi  I  ' i eu  é l  as t ique,  ê t  un  MVS à  é l  as t i  c i  té  ' i  ns tan tanée,  en
déformat i  on quasi  -stat ' i  que.

I .4 .5 .1 .  Pos i t ion  du  prob lème

So i  t  D un doma.i  ne ouvert  borné 
'  
de 1 ,espace R3 ,

représentant un matér i  au é ' l  ast ique, ou vi  scoél  ast ique. 0n
décompose la  f ron t iè re  aD de D en deux  par t ies  f=  â r  D (non
v ide)  es t  l a  par t ie  f i xée ,  e t  a rD= âD -  a rD le  res tan t .
Les  fo rces  d ' iner t ie  é tan t  négr igeab les  (dé format ions
quas i  - s ta t iques  )  .

ÈarD
ôaD

f  i g .  (  I .4 .6 . . | )

0n  suppose  que  D es t  s tab le ;  c 'es t -à -d i re  l ,équa t ion  d 'équ i l i b re
vér i f i e  les  deux  cond i t i ons  (E .F  e t  C .E)  su ivan tes  :

E l l i p t i c i té  fo r te  (E .F)

I 1  ex i s t e  C ,  >o  t e  que

o i i kh  o i  u i  okuh '  c , o i  o i  u i  u i Vs  .  B  j u  R '

c r i t è re  d ' éne rg ie  (C .E )

= l,
D

avi a vk
i j kh  

\  \

a  ( û ,ù ) da>o V i leB-  to )
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0ù B est  l 'espace de BITNACH suivant :

B = {  û= (v ,  r  va ,  v r  )  l v i € t l | "P  (D )  i
v i =osu r fe tp>  3 ) l

t .4 .6 .2 .
est stable

Cons idérons  tou t  d ,abord ,  le  cas  où  f  =  â r  D +  a  D,
supposons  que  D es t  un  m i l i eu  é las t ique ,  o  es t  l ' énerg ie  l . i b re .

t i  j t n  =  t kh i  
5

En  p lus ,  l es  deux  cond i t i ons  E .F .  e t  c .E .  son t  vé r i f i ées .

Nous  a l lons  cons idére r  I ' espace  de  HILBERT V = t  H ï  (D)  I '
te l  que :  '

H i  (D)  =  {ûe  H '  (o )  ;  v i  =  o  su r  r  }

I

Hi  (D)  es t  un  sous-espace vec tor ie l  fe rmé de H ' (D)  ,
donc ,  i l  es t  un  espace de  HILBERT,  la  semi -norme :

I t  ûttHi(D) = l i t tr ,(D) =(i_. t t i l t t '  ' ;-  t î = ,  
" ; q t11  

z tg l t

est  une norme sur  H '  (D)  équ iva lente  à  la  norme indu i te 'par  l l i l t .
Théorème (  I .4 .6 .2 .1  )  x '  to t

Pour  un corps é last ique D s tab le,  le  prob ' lème aux l imi tes :

'  ,  
auk

* (o f j tn  . ' )=o  
dans  D ( I .4 .6 .2 . ' l )

tu j  tuh

ui  l .=  o et  0r3rn i3  n. i  |  ^  
-  f i  ( r .4 .  6 .2.2 l

f , (x , t )  =o o"r r , ] t l  

u  

"D

admet  une so lu t ion  un . ique dans  I 'espace V =  t t t t fO) l '
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dêmonstrati on

De (1 .4 .6 .2 .2 )  f  i n tegra le  su r  â r  D  es t  nu l le  e t  su r  àz  D  es t
+

éga le  à  f

En mu l t ip l i an t  ( I .6 .2 .1 )  par  une  fonc t ion  tes t i  e  V ,

on  ob t ien t  :

â  â V r ,  +

|  ( r ,5rn#,  Û'c la=o VÛe V ( l '4 '6 '2 '3)

D âa j  âah

En  app l i quan t  l a  f o rmu le  de  Green  ;  ( I . 4 . 6 .2 .3 )  dev ien t  :

avk t i i  evk . -  r  - .  ,  
*

r  o i j rn ;  ; "1 
ot  -  

|  
( ' i j rn 

ïuo 
n,  )  Û.,  ds = o 

.v 
û€ v

D 
' oh  -o j  

aD

Ma'i s :

.  r .  avk  ̂ rs + /  t r*nJ 
nr)vr  ds

,l 
,*.,5nn 

ff 
ni) û 'ds =,,1 tt',rnn 

I 
'r' ot ' 

,p, ,uh

Al  ors  :

ôvk  ' u i  ^  
*

r 0 . . . .  - - ' - . - ' da=  t f i g . da  VÛe  V'  i i kh  âe
Dooho jD

on pose ma' in tenant  :  -
â vr, fY.

a (û,  T)= r  o i j r r ,  - :  =du
D 

auh tu j

Alors,  nous sommes ramenés à dérnontrer le théorème suivant :

inêggg I  I  a .6_ .2 .? )

sous  les ,hypo théses  de  c .E .  e t  E .F . ,  l e  p rob lème var ia t ionne l

su i  van t  :
+

t rouverv€Vte lque :
+ + + ' +

a , f . î )  =  IT  I  da  V  i ,  Û  € .  v  (  i . 4 .6  .? .4 \-D



ou a(û,f)

t.!s!iu!!e

Prgos i t i on  ( I .4 .6 .2 .1  )

La  fo rme a  (û ,b  es t  con t inue sur
qu ' i l  ex is te  une  cons tan te  pos i t i ve  M te l le  que

I  a (  *n, f ) l :mt l  û l l  .  l l ' t  l l  v i , i  e v
VV
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avk
oa

auh

I 'espace  V
de thêorème s 'ef fectue en troi  s

V  ,  c 'es t -à -d i re

M >0

. âv.,
=  I  0 . . . .  

' i

D t  JKn et . .
J

seu le  so lu t i on  dans

I a démonstration

admet une

En fa i t ,

étapes :

et

démonstration

En app l iquant  l ' i néga l i té  de  schwar tz ,  on  ob t ' ien t  :

I  a (ù,t  I f, Ei jrn i l  a"k r l
a1

l l

I  "r jnn I tr3t i  t t
,u i  L ' (D)

+ +

V v . ,û .  e
L ' (D)

te l les  que  c . . , ,  so ien t  les  bornes  de  0 . . .i j kh  
-  ' i j kh

constantes pour un corps homogène.

soi t  c  = 
ïh 

lo l i *n l

Al ors :

F ina lement ,  on  ob t ien t  :

+

I  o  (V, i )  |  <pr  l l  f  t t
V

D'où  la  p ropos i t i on .

l l  i  l t  ;  M =
V

oC,  C2 Ca C.

V V,

qui sont

>o  e t  Ç>

V t ,
>oetC">

V i ,

>o

€v

a (v , ! )

a  (û , i )

r  ac,  l l  û l l  l l  i.  Hi(D)

LoC, C" c.  c.  l l i  l l

Hi(D)

l l  Ër lv

0
+

û€v
0

frev

i C
I

;C
. l

+

v
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Remarquons que,  dans  le  cas  où  le  corps  es t  non homogène,  le

poten t ie l  é las t ique o i j tn  dépend de  a ,  a lo rs ,  on  suppose que :

-  r r  ^  ta )  l l . -  sup  I  o i ron  (a )  |a= l l * i i kh*  
. .  (D)  aeD

I I .Coerc iv i tê

La dânonst ra t ion  de  la  p ropos i t ion  su ivante  g51 dûe

à  POTIER-FERRY.  M [34  1

propos i t i on  (  I .4 .6 .2 .2 )

Sous  les  hypo thèses  de  (E .F)  e t  (C .E) ,  l a  fo rme

quadra t ique  a  ( i , i ) . t t  coerc ive  su r  1 'espace  V

En ef fet ,  I  a démonstrat ion est  composée de I  a

dânonstrat ion de deux lemmes suivants :

Lemme ( I .4 .6 .2 .1  )

So i t  a ,  (  û  t  une fo rme quadra t ique cont inue sur  un  espace de

Hiber t  V  de  façon que :

ô1 t i )=ar ( î )  *ô ,  t i l

ou :

)e

)e

A lo rs ,s ' i  a ,  (û )es tpos i t i ve  od / ie  ! ,donca ,  (v )es t

coerc ' i  ve.

démonstrati on

S i  a r  (  ï  )  n ' es t  pas  coe rc i ve ,  donc  i l  ex i s t e  une

su i t e  bo rné  ûndans  V  t e l l e  que

l l  in l l  - t  ;  a .  ( i - )  +o 
( I '4 '6 '2 's )

r r r n
Y

quadradi  que coerc ' i  ve

quadra t i que  fa ib l  emen t

s t  une f

s t  une f

cont i  nue

I 
., (v*

I u,(û
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De cette sui te bornê, on peut extraire une sous-sui te notée

encore  ù  te l le  que :
n

ûn* û;  i  € v fa ib lement

+

pu isque a ,  (  v  )  es t  fa ib lement  cont ' inue .  A lo rs  ;

a 3  ( v n )  +  a r  ( Û )

Si i  est zéro, alors :

a^(vn)  =ô , ( in ) -a r (  Ùn)  *  o
2

Ce qui  est  en contradict ion avec l 'h5rpothèse de coerciv i té de la
+ +

fo rme a .  (  v )  ,  c 'es t  pourquo i  v  n 'es t  pas  zéro .

Mais  la  fo rme quadra t ique cont inue pos i t i ve  u ,  (  i  )  es t

semi-cont ' inue infér ieurement,  a insi  :

l im in fa , ( in ) la  ( î )>o

qu i  es t  encore  en  con t rad ic t ion  avec  (1 .4 .6 .2 .5 ) ,  a lo rs  a ,  (Û  )

est  coerc ' i  ve.

Lenrne  ( I .4 .6 .2 .2 )

c.E <+ a( i , i )>o Vi  e v- to)  ( I .4 .6.2.6)

Démonstration

La  cond i t i on  t .F  condu i t  à  l ' i néga l i té  de  Gard ing ,

c 'es t -à -d i re  qu ' i l  ex is te  deux  cons tan ts  Cr>  o ,  , .  
]  

o  te l l e
que :

a  ( î ,  û )  I  C ,  . r  t  - ! . I i  av i  *  vk  vk  )  dx  -  cn  ( î , i )  V  ie  [H ' (o )  ] '=  - D  
, r j  , r j  

K  K

0u encore :

a(f , f lzc, l  lû11.,-c.  l lû l l , ' ,  v ie tH'r(D) I '
Hi L''
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A ins i ,  la  fo rme quadra t ique a( î ,  Û* )  es t  coerc ' i ve  par  la  lemme
(  I .4 .6 .2 . . |  )  e t  pa r  C .E .

Res te  à  mont re r  que  C.E  <+  a (û ,û  )>o  V i  e  V  -  to  )

S i  l ' équ iva lence  p récéden te  n 'es t  pas  v ra i ,  e t  C . t  es t  v ra i ,

a lo rs  :

Min ta ( i , i )  l l  v  l l '  )  =  o
ie v  L '
ï  *o

parce  que B es t  un  sous-espace dense dans  V donc ,  i ' l  ex is te  une

so lu t ion  fa ib le  Vnon-zéro  du  prob lème aux  l im i tes  su ivant  :

= 
(u i5rn - : : )= o dans  D

t * j  '  \ ' ^ "  t th

u i=o sur  aD

Mais  par  des  théorèmes de  rêgu la r i té  c lass iques ,  ce t te  so lu t ion

es t  dans  l 'espace B e t  a (  û ,  ù  )  es t  zéro  ce  qu ' i  es t  en

con t rad ' i c t ion  avec  C.E ,  par  consêquen t  (  I .4 .6 .2 .6 )  se  dêdu ' i t  de

c.E.

I I I .Le  deux ième membre  de  ( I .4 .6 .? .41

Ce membre  es t  une fo rme l inéa i re  bornée sur  I 'espace V :

l / f i9 . ida l t l l f  l l  l l v l l  VÛev

D 
=  L2  (o )  L2  (o )

+ +

pour  f  e  L  
-  (D) ,  c 'es t -à -d i re  que  la  fo rce  f  es t  bo rnée ,  donc

'1 f r ; rda1<c,  l l i l l  .c ,c , l l t l l  ,  v i ,€v
D ,  |  =  L ,  (D)=  .  .  

H .  (D)

+

ou I  / f .Û.dal1c l lor r  ;  c=c.c^>o vÛev' 1 ' l - r z
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De I ,  I I ,  e t  I I I  on  peut  donc  app l iquer  le  lemrne de  LAX-MILGRAM,
par  conséquent ,  i l  ex is te  une so lu t ion  v  e t  une seu le  appar t ien t
à  l ' espace  V .

remarques

l .  L ' in te rpré ta t ion  phys ique du  résu l ta t  p récédent
es t  que I  a  s tab i  I  i té  en t ra ine  I  'ex i  s tence e t  I  ' un ic i té  des
v i tesses  dans  le  corps  lo rsqu 'on  impose des  v i tesses  sur  la
f ron t iè re  aD.

,  2 .  S i  au  l i eu  de  f . i xe r  une  par t ie  â r ,D  de  la
f ron t iè re ,  on  f i xe  tou te  la  f ron t iè re ,  c ,es t -à -d . iFê , f=  a ,  0  =  àD
Dans  ce  cas  le  théorème ( I .4 .6 .2 .1 )  es t  encore  va labre ,  pour  v  =

I

I  Ho (D)  ] '  Remarquons que la  démonst ra t ion  de  la  coerc iv ' i té
es t  encore  va lab le  dans  !  =  [H '  (D)  ] '

I .4 .5 .3  Cas d 'un  MVS à  é las t i c i té  ins tan tanée s tab le

0n  sa i t  qu 'un  MVS à  ê las t i c i té  ins tan tanée  es t  déc r i t
pa r  o (  e ,E)  e t  o (X ,E)
L 'équa t ion  q 'équ ' i l i b re  du  mi l i eu  es t  :

aô i  rr J
_ _  =  O

a ô ;
J

do i t  ,â t re  vé r i f i ée  avec :

t i j -  a 2  o ltt + t'olr, Ll-
'Fi j  atkh

(  i . 4 .5 .  3 .  I  )

Ërn (x '  q)

(  r  .4 .  6 .3  .2)
*t  j  r rn

où

avk
-+
hr,

aah

vk  =  * k

(  I .4 .6 .3 .2 )  peu t  encore  s 'éc r i  re  :

t i j  =  t iJ rn

te ls  que :

b . . . .  Ë . .  ( r .4 .6 .3 .3)-  i j kh  - kh

e 2 o .tbi jrn= jh-r*n
tF ' i j  tFkh

t i j kh  =
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Remarquons  que  (  I .4 .6 .3 .3 )  es t  semb lab le  à  ( I .3 .1 .2 . . |  )  .

A  par t i r  d 'un  MVS à  é las t i c i té  ins tan tanée  dêcr i t  pa r  ( i .4 .6 .3 .3 )

L  '  équat i  on  (  I  .4 .6  .3 .1  )  . s  
'  éc r i  t  :

. -

?  t  
" k  

,  ,  i l  / k  
'  

.- ï r ,  ' i i r r ,  
, ï  

'  -  -1";  (b i i r r ,  6kh) = (r '4 '6 '3 '4)

où le  deux ième te rme es t  une  quan t i té  connue ,  a lo rs  ( I .4 .6 .3 .4 )

s ' écrit :

â (0. . . .  -1 I  )  = g i  où 9 i  = -  -?--  lb i j rn  Ërn)
a a ,  

l J K n  â a
J ' h o " j

qu i  es t  1 'équa t ion  d 'équ ' i l i b re ,  ê t  l e  p rob ' lème aux  l im i tes

su ivan t  :

:  
(  , i j rn 

t I !1 = ei
o o j  o o h

ui , , ,  -  o  r i5 rn ; ; . i  l , .o  =0,

u i (X, t )=opour t=o

admet  une  so lu t ion  un ique  dans  1 'espace  U = ,  IH i  (D)  ] '

En ef fet ,  une dêmonstrat ion analogue à cel  1e du théorème
( I .4 .6 :2 .1 )  nous  ramène au  p rob lème var ia t ionne l  su ivan t  :

t rouver  ûeV te t  que  :

+  +  -  a -  ) -  -  t  
+  +

a(v , i )=  r  f iÛ tda  ;  ( f ' =9 i -q l )  Vv ,ÛÉv

D
Alors ,  on  peut  énoncer  le  théorème su ' i van t  :

Théorème (  I  .4  .6  .3 .  I  )

Tou t  m i l ' i eu  v i scoé las t ique  s tandard  à  é las t i c i té  ins tan tanée

s tab le ,  en  dé fo rmat ion  quas i -s ta t ique ,  admet  une  so lu t ion  un ique

pour  le  p rob lème en  v i tesse .



PARTIE I I

Mi l ieux v iscoélast iques standards et  corps

de. lilaxw.ell, en grandes déformations, pour d_es

c-onportements non I inéaire_s
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L'  étude du corps de Maxwel I  dans I  e f  ormal ' isme des

var iab les  in te rnes  a  dé jà  é té  abordée dans  [55  ] ,  nous  appuyons

sur  un  ar t i c le  I  gz  I  ae  s tPoRoFF.

Nous apportons ic i  des éléments nouveaux :

L 'e f fe t  d 'une var ia t ion  de  tempéra ture  es t  p r is  en

compte.

Le cornportement du corps peut être non l inéa' i re.

La descr ipt ion du corps de Maxwel l  sera t ra i tée

dans le  fo rmal isme des  MVS avec  é las t i c i té  ins tan-

tanée.
-  L |  étude se pl  acera dans I  e cas de grandes

déformat'ions .

I I .l . D_escripti.on géonétri que d-u corps de Maxwel I

0n  adoptera  les  no ta t ions  su ' i van tes  décr ivan t  un

élément matér ' ie l  dans di f férents états,  les déformat ions sont

supposées homogènes.

I  (To)

R (To)

R (T )

con f igu ra t ion  in i t i a le  à  la  tempéra tu re  Te ,  I (To)  a
un vo lume un i té .

conf igura t ion  re lâchêe à  la  tempéra ture  To,  R(To)  a
un vo lume un i té

conf igura t ion  re lâchée à  la  tempéra ture  T ,  R(T)  es t
obtenue en suppr imant brusquement la contrainte ex-

e rcée  sur  l ' é lément  maté r ie l  dans  A(T) .

conf igura t ion  ac tue l le  à  la  tempêra ture  T .A  (T )

A lo rs ,  oo  peu t  i l l us t re r  les  d i f fé ren ts  ê ta ts  d 'un  é lément

matér ie l  par  la  f igure  c i -dessous  :

RtTotIt r.r A rrr

F ig  ( I I . l . l )



pation pour le cor.Ps de Maxwell

-74 -

I I . 2 .  L ' e s'ion de I ' i e  l i b re  e t  l e t ie l  de  d iss i -

Nous décr ivons  ic i  un  corps  de  Maxwel l ,  pour  des

tempéra tures  var iab les  e t  des  dé format ions  f in ies  au  moyen de

1 'express ion  su ivan te  de  l ' éner$ ie  l i b re  0  e t  du  po ten t ie ' l  de

d i  ss ' ipa t i  on  Q :

0 =â (e-  go +B)2 +  u( .T i  - "  
\ j  I  ( 'T i  -o  u . , j )  - tS  (T)  dT

Q = f ( J r , T )

énerg ie  l i b re  d 'un  é lément  matê r ie l  dans  l ' é ta t

ac tue l ,  c 'es t -à -d i re  dé formé e t  por té  à  la  tem-

péra ture  T  ;  ce t  é lément  a  un  vo lume un i té  dans

I  a  conf igura t ' ion  in i t ' i a le ,  qu i  es t  une conf  igu-

ra t ' ion  sans  cont ra ' in tes  à  1a  tempéra ture  To :

Àu
t '

coe f f i c ' i en ts  de  Lamé de  I ' ê1as t i c i té  ins tan tanée

supposée toujours isotrope ;  ce sont des fonct ' ions

de 
' la 

température T

longueur  d 'un  segment  matér ie l  dan R (T)

longueur  de  ce  segment  dans  R (To)

vo lume de  R  (T )

vo lume de  R  (To )

F6

v
r

Y
ro

d i l a ta t i on  t he rm ique  1 i néa i re  1og

t rans fo rma t ' i on  R  (To )  *  R  (T )

d ' i  I  a ta t i on  the rm ique  vo lum ique  1og

t rans fo rma t ion  R  (To )  *  R  (T )

l ' r  
de

oro
l a

lc Yr
v F o

S (T ) en t rop i  e  de  I  a  con f  i gu ra t ' i on  re l  âchée

d e  ï a
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tenseur Eradient de I a transformation

I  (To)  *  A  (T) .  a .  son t  les  coordonnées
in i t ia les ,  x .  les  coordonnées f ina les  re la -

tivement à un même repère orthonormé. 0n

dés igne auss i  le  tenseur  F . . ,  par  F ,  e t  on
- r  l J

poseG=F

So i tF ro  : I (To) .  R(To)  ,
e t  Fe  :  R  (To)  . )  A  (T)

Alors F se décompose comme suit :

F=Fe .  P [

d i la ta t ion  vo lum'  -  v r
ique log ---  de I  a t rans-

fo rmat ion  R (To)  +  A  (T) . ' c

0na  e  = logdé tF

var iab le  in te rne  tensor ie l le .  C 'es t  un  ten-

seur symétr ique éga1 au tenseur droi t  de la

t rans fo rmat ion : l (To) *  R(To) .  q  ne

sub i t  pas  de  d iscon t inu i té  lo rs  d 'un  sau t

brusque de la dêformat ion et  de la tempéra-

tu re .  A lo rs  la  va r iab le  in te rne  cons idérée  es t

T
g =Ft ' .  F f

i  nverse de g

tenseur  de  dé format ion  é las t ique ;  c 'es t  1e

tenseur  de  dé format ion  logar i thmique de  la

t rans format ion  :  R  (To)  *  A  (T) .  ee  a  les

expressions équivalentes suivantes :

1i

- l
n= E

e
t  i j

f i g  ( i I . 2 . l )



ee=
I

log
2 '

eTsG

1
(Fe  Fe '  )
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=  _1
2

los (sT E n) = + los (Fn F
2

Ae=

Be =Fn FT = (Ae )-'

Ê=  !  l og  (de te ) :

3 r

J 2

=  f  ( , t  , T )

-  f r r

ao
8. . -

r J  n yo ^ i  j

= A€- ,

dér ivée première et  seconde de

à  J .

Le cornpor tement  est  d iss ipat i f

I l  es t  convexe  pou r  f '  >  o  e t

on ver ra  que ce  te rme es t  nu l  en  ra ison de

l ' i nvar iance  du  vo lume de  la  con f igu ra t ion

re lâchée ramenée à  la  tempéra ture  To.  Sa

présence  dans  q  mod i f ie  I ' express ion  desX i5

e t  s ' imp l i f i e  l ' express ion  de  o

on ver ra  que c 'es t  le  second invar ian t  du

déviateur du tenseur des contraintes î  ,

l ' é ta t  de  ré fé rence é tan t  l ' ê ta t  re lâché â

la  tempéra ture  T  ( le  tenseur  I  es t  le  p ro-

dui t  du tenseur de Cauchyzpar 1e quot ient  r

de  deux  é léments  de  vo lume homologues dansr

la  con f igu ra t ion  ac tue l le  (v )  e t  dans  la

conf igura t ion  de  ré fé rence (v .  )  ) .

po ten t ie l  de  d iss ipa t ion

f  par  rappor t

pou r  f '  >  o .

f t ' >  o .

équat ion  d 'évo lu t ion  de  la  va r iab le  in te rne ,
r J

0n rappe' l le guê, I  e comportement du corps de MAXI, IELL pour des

déformat ions  in f in iment  pe t i tes  es t  donné par  les  équat ' ions  :

t i j  =  ^uor j  +  2u  (  e . ,5

=  g  ( J r )  S i j

où  g  es t  une  f  onc t ' i on  pos ' i t i  ve  e t  c ro i  ssan te  du  second  i  nva r i  an t

J2  du  dév ' i a t eu r  des  con t ra i n tes  S i3  e t .P . , ,  es t  l e  t enseu r

-  'P . . )
1 J '

;P .  .1J
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des déformat ions pl  ast iques.

0n va trai ter  des cas de plus en plus cornplexes en commençant
par :

II.3. cas où les tenseurs des contraintes et des déformations
sont diagonaux

* ïransformations isothermes

Dans ce  cas ,  on  a  :

a ? 2

o =À(o+e) .  +u ( . :  +ee +ef  )
2

o= f ( J r ,To )

ou:

o  = logde tF= logF ,F .F ,

E :  va r i ab le  i n t e rne  t enso r i e l l e  d ' i agona le

Nous  avons :

F,=F:  FT ,  F"=F:FI  ,  F,=FtF5

Alors ,  les  conposantes  d iagona les  de  6  sont  :

-rr ti Eq r  = [  ,  E r = F "  r  f r = f "

d'autre part :

- l  - t  - l

n - =  t .  t  n ^ = t  ,  l - =  tr  - I  
2  t  !

$=  u  l ogdé t  E  =  r  l og  g .q - t .
3 r312 t



- i ronoî =-; tosGf e, ;  A:  =_G' l  q,

" log81 
=;  logFîn,  t  t :  =r i  n ,=At-

- - tosn9 =- ;  togG' ,e.  t  A i  =ef  E,
) , '  logB!  =+ 

'  
logFln, ;  Be =q r ,  =nf-

: ; losA:  
=- . ] ,  loeGl  E,  t  o ï  =G: t3

;  rosei =; ' losr l  
. ;  t  81 -F: n, =A?-

e
I

e

e
3
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Les composantes du tenseur des déformat ions logar i thémiques

sont :

Expres-sion des Xi-i

ô q u a
X r  = ' - - : - J - = ' +  ( o + F ) n ,  + r r e i n l

ô 6  r  3

e0u
Xr  = -

à E z  3

a0 u
X,  = - -  (o+g)  n r+  u . tn ,

â6 ,  3

Expres-sion de Jz

Une cond i t ion  nêcéssa i re  e t  su f f i san te  pour  que

J r=  - l (  r t *  r t * r t )
2 ' 2 t

0ù S,  i  s r ,  e t  s .  sont  I  es composantes de dévi  a teur  du tenseur

des  con t ra i n tes  t  €s t  que  :

.  2  . . 2  2 , , 2  
x ,  )J ,  =  2  (  g  X  +  5  X  +  E '

2 2  3  I
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Démonstration

Le

paral  I  é l  ip i  pède

ci-dessous :

cube d 'a rê tes  un i tés  se

rectangle d 'arètes F,  ,  F" ,

transforme en un

. t  F ,  ,  f i g  ( l I .3 . l )

F ig  ( I I .3 . l )

Nous a l lons  cons idérer  le  tenseur  des  cont ra in tes

; . .  =  v  . . .
l J  . ,  I J

T

b

v es t  le  vo lume de l 'é lément  matér ie l  dans

ac tue l le ,  v -  ce lu i  du  même é lément  dans
1 0

re lâchée,  avec  v ro  =  l .

A lo rs ,  les  conposantes  de  r . -  son t  :
1 J

i  su i  van t  :

I  a  conf igura t ion

I  a  conf igura t ion

T
I

T
z

t

=  (F ,

=  (F ,

=  (F ,

) " ,

)  t z

) . ,

F,  F,

F ,  F ,

F .  F ,

Supposons pour  s imp l i f ie r  que F  so i t  un  tenseur  d iagona l  dans  un

repère  f i xe  e t  que le  corps  é las t ique so i t  sans  cont ra in tes  pour

F  =  f .  Fa isons- lu i  sub i r  de  façon  i so therme des  d i la ta t ions

logar i thmiques  . , ,  € z  r  € g

Admettons que son énergi  e l ib re  a i t  pour  express ' ion

o  = l  e2
2

+  u  (e2  +  ,1  +  e l
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0n  en  dédu i t

do= lo ldFr - *  dF t  *  dF l )  +zv (  . , {+  e rS- * . .38 - )

Fr F2 F, F, Fz F,

Dés ignons  pa r  r r  ,  12  ,  r r  l e s  con t ra i n tes

p r inc ipa les  de  Cauchy  :

dO  = .  F  F  dF  + r  F  F  dF  +1  F  F  dF
r 2 3 l 2 3 l 2 r l 2 3

Cet te  express ion  représente  le  t rava i l  fourn ' i  au  cube pour  qu ' i1

se  t rans forme en para l lé lép ipède d 'où  :

F r  Fz  F r . ,  =  ro  +  l ve r
F t  F z  F 3  r z  =  l e  +  2  V e z

F r  t z  F 3  r ,  =  l 0  +  2  F e r

Au premier  membre  se  t rouve le  tenseur  des  cont ra in tes  t

p rodu i t  du  tenseur  des  cont ra in tes  de  Cauchy  par  dé t  F .  Le

résu l ta t  es t  va lab le  pour  la  dé fo rmat ion  é ' l  as t ique  r ! .  -  cô . .
r J  T J

à  pa r t i r  de  R  (T )  (Ce  résu l t a t  se ra  u t i l i sé  pou r  ca l cu le r  ù
dans  l e  cas  t r i d imens ionne l  ) .

0n dédu' i t  :

r  =10  +  Zu . Î
^ t
T  - -  o, z  =  ÀU +  2  Ve -z

. ,  = t rO +  2 r re !

Les  composantes  du  dév ia teur  du  tenseur  des  cont ra in tes

son t :

s, ,=2( - lu r+ue:  )
s ,=2( - {uo+u '1)  ( l l '3 .2)
S,=2( - jue*u.1  )

Al  o rs  :

J, = 2 81X", + 2 E"rXz * 2 E', X',

2
Jr=Z I t " , (  +  

on lur ,ê  n , ) '+  E ' r (  -J -enr+ ue ln ,  ) '
33

*  E " ,  (  - I  e  n r+  u  e re  n r ) t l' 3



J =211- L
2 3

J
2

-81
e z U

0  1  u Ê - )  +  (  - -
r J

^ 2  U
o+ue= )+ ( - - -

23
+  u  ee )21

=  -  ( t ' ,  *  s t ,  *  s t ,  ) .

Evolution de la variabl-e interne tensoriel]s.

Le  po ten t ie l  de  d iss ipa t ion  es t  :

o=  f  ( J ,  ,To)

En dér ivant par rapport  à x,  ,  x2 ,  et  x3 respect ivement,  on
obt ient  :

= = f '  (4 t l  x , )

= f ,  (4  E" rx r l

=  f , '  (+  t ' ,  X , )

A lo rs  l ' évo lu t ion  de  t ,  U ,  . t  e ,  es t  rég ie  par  :
. Z r

Ë,=4f ,E,  t -  |  (e+g)n,+ur !  n , l
3

! zEr=4r ' r  t - - ! -  (o+B)  n r+pee  n r ]
. 23
6 r=  4  f '  t ,  [  -  - u -  (  e+  B )  n ,+  y  . e  n r ]

De fa i t que :  t r l r = l  ,  E ,  n2= l  ,  t  n r=1

.en
t r  =  -

â X  t

Ë=aa
2

ax^
:  ao '
B  = -r  

â X s

E2  e t E ,

E
I

c
z

Ë ,

r
9 1

-  4  u f ' , -  
t ; -9  - . ;  )

= Q uf ' , -  t lu*.T 
)

= 4 uf ' , -  ulu*. :  )

peuvent s 'êcr i re sous la forme suivante :

4  u f 'E , ( - -9 r - -9 -+ee

4  p f  '  t  1  -  I s  a .e  ),3
Ê +  R

4uf ' t , ( - î * { )
â
J

( r r .3.3)

ou encore :

F To l  o r

, - l  ;
t 2  ' 2

EE
3 3

( r r .3.4)
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Invariance du volume 6s ç (To)

Lenme ( I I .3 . l )

Le  vo lume de  R (To)  es t  i nvar iab le ,  c 'es t -à -d i re  :

log det  E = o
dt

Dânonstrati on

Le  vo lume de  R  (To )  es t  :

TT

v = dét t = dét (Fro Ftô ) = dét Fs dét Frô
b

pour" des transformat ' ions diagona' les,  a lors :

11  =dé t  t  = (dé tFn  , l '

t

nous avons  cons idéré  V.  =  I  pour  R (To) ,  donc  :
' o

d
1og  dé t  6  =  o

dr

ou

! 1 .  l .

t .  E  +  6  r  + t .  E  =Q  ( I I . 3 . 5 )
I t 2 2 3 3

En tenan t  conrp te  de  (1 I .3 .4 ) ,  (11 .3 .5 ) ,  s 'éc r i t  :

4  u f ' ( -o+B+tê  * t?  * t?  )=o

P e e
De fa i t  que . ' ,  *  , - ,  +  . - ,  =  0  ,  oh  ob t ien t  que

B =0

Par  conséquen t ,  pour  qu 'on  a i t  I ' i nvar iance  du  vo lume de  R (To  ) ,
i l  f au t  que  B  =  s
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Cas du conportement lorsque le tenseur gradient

des vitesses est constant,synétrique, et de trace
nu l le  :

Dans ce  cas ,  on  :

Aç  =  c te  ou  :  G i  q r  =  c te  ou  U,  C l  ' t  ' c te

AÎ '  = cte ou G: t ,  = cte ou Ei f ;  = cte

Aê = cte ou G: E3 = cte ou q3.F2 = cte
3

par dér ivat ion par rapport  au temps, on obt ient  :

t t

t ,  + t ,  ' zF r \  =o
t 2  F r

Fi nalement,  De (  I I .3 .2 ) ,

.  - r

?F  F  =4- r l '
'  

- . t

2 F  
" F  

z '  =  4

Z F  F - r  = Q
9 3

.  - . t
- F r  F r

=  f  t S r

et  ( I I .3 .4 ) ,  on  ob t ien t  :

Ë ,
Fo 2

Ë ,

Donc, pour

ona :

I e
3^+
#+
#+

= 2 f '

= 2 f '

- -  2 r '

=p

D 3

q ; '

E ; ,

t - t

l J l

v l

f '

f '

f '

,1
el
e e

)

)

)

,D

u
u
u

( -

( -

( -

S ,

s 2

s

,  D.  = i "  F- ' F ; '

= f tD 2  =  f t  s z

Dissipativ' ité et c.o.nvexjté :

Le rme ( I I .3 .2 )

La condi t ' i  on nécés sai re et

Maxwel l  so i t  d ' i ss ipa t i f  es t  f  '
suf f i  sante pour

>o

que  le  co rps  de

Nous  avons :

aa  an
V  r  V -
Àr..'.-..'_ ' A2

oX, â X.

A lo rs ,  1e  lemme

d iss ipa t ion  es t

Démonstration

a0
+ Xr-

ôX,

es t  v ra i ,

éga1e  à  2

4 f , (E , t  X , ' a  rE :

2  f  ' J2

à  o ,  d ' au t re  pa r t ,

X :  + t 'X2

s i

f '

f '

J z

I  a  fonc t ion  de
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Lerme ( I I .3 .3 )

La  cond i t ion  nécessa i re  e t  su f f i san te  de  convex i té  es t  :

f '  ]  o  e t  f "  I  o

Démonstration

En fa i t ,  on  a  :

aze  =4 f ' t i  t i  + ' lG f ' ,  E {  E i  X iX i
ax i  ax j  +  32 f "  \  e1  e l  x ,  x2  +  q î  g3X,  x3 +  e î  E |x ,  x3)

et  pour  que la  condi t ion de convexi té  so i t  vér i f iée,  i l  faut  e t

i  I  suff i  t  que :

+_ 
yi  t j  I  o vxi ,y. i

âXo  âX .
l J

D' où, I  a condi  t ' i  on de convex' i  té :

f '  Z  o  e t f "  ]  o

* Transformations non isothermes

L 'express ion  de  0  e t  o  es t  :

o = À (e-3 a+B) '+ut(  .1  -o) ' * (uê-o) '+( t -o) ' l  - rs( r )ar
2

o =  f  ( J ,  ,T  )

Expressjon des X*

x r  = - t0  = - - -1  (e -3c+g)n ,  *v ( .1  -o ) ' r r1

â t r  3

ou encore  :

f, = - -l i- ( o + e ) n, * u.t, nr
'3

u
X,  = - t (e+  g )n2  +u '9n ,

u
x ,  =  -  (  o+  B)  n3  *  u t l  n3

3
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0n remarque que l 'expression des forces thermodynamiques est

i  nchangée.

ce  qu i  imp l ique que l ,express ion  de  Jz  es t  inchangée auss ' i .

D 'au t re  par t ,  l es  équa t ions  d 'évo lu t ion  des  t r  ,  Ez  ,  ê t  E ,

son t  les  mênes  e t  l es  lemmes ( I I .3 . l ) ,  ( I I .3 .2 ) '  (11 .3 .3 )  son t

tou jours  va l  ab les .

I I .4 . Déformations quelc , transformations non isothermes

Dans ce  cas  l 'express ion  de  0  e t  n  es t  :

= À
2

= f

* v t 'T:-ouis)( 'Ti  -c or j ) - r  s (T)  d I

Beus
u
I

G.  G .
1 r  JS

tn effet

avec :

2 .ê

2repq

a l -2

=  ( . ê
pq

-  a ô  )
pq t 'To

l og  Ae

Aepq

+ (A;r

)

(Ae
pr

olqs-L t6 ô
ZP?us

I
2

ô
pq

- ô pr )  (nf .  -o

e
epq

= ô  ô
pr qs

+  . . . .

+  (Ae' pu
o

aA-rs

Expression des XU

Démontrons que :

x..
1 J

X. .  =  -  t r
1 J

( e -3c+  B  )

( e+  B ) n .  .  +  u  eê
rJ  r u

u n . .
3 l  

l J

- ô  )
pr

,^, ) (A?q

(ATq - ouo)

-  a ô

aY_

eE .  .- 1J

pq

(Ae -6  )rq rq

- %o) -" '

-  ô  )opu '  ur

(rr .4.r  )



e€ pq
a (-z'egq )

r A?,
= e €  (

= .ê  ge

=2 (

=  2eë '
pq

a( -2ee  ),  pp '

,A?,
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=eê - l rF
rs2rq

r  -  (Ae-  T , )  +

tnrtq - ô

(Ae- I

â e €

) P q
pq ' j , ,

' 2 c . t t ù P

sq) 
*  (A;r  -

) ' -  . . . )

oo. )'f, ] +" '

E Y

a€ i j

Nous ca lcu l  ons

=T,

= '!l

' o
= B' "

0n  en  dédu i t

t ^ ê \
â \ - Z  e l ^ '

A F
0 9  -  .

1 J

Calcu lons  ensu i te  :

= ô
r S

r ô
ur

-  (Ae' r s

-  (Ae -  r )

a (-2 .To )

'l?'
GBE G '

GF nFT  GT

n i j

^ eo t  p q

*
Y'S

G
' i r  j s

aq .  .
1J

à  pa r t i r  de  ( l l . 4 . l )

ô  ô  (Re  -ô  )+ (A  -ô
pr  us uP uP Pu

)  +  . . .
S

D

a A.'
rs

pu
l r
2

o l
ps '

A

r

aqj

= B?,  Gi ,  Gj ,

( r r .4.2)

a e ê
-m- = ?.ê

aE . .  
- -Pq

1 J

=  -  €e  Be  G
ru  us

e
aA rs2ue

pq

e e  - q ô

pq
â .  ê- -  pq
a t .  .

1J
a(-2 .S

d  è .  .- 1 J

( r r .4.3)



-  u  (e
3

u(
3

x..r J

Fi nal enent

= 4 f '

ona

Ë . .
1 J

r l l'Th "Jk \
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= f t

I  (  e+
3

aX.  .r J

I  )  nnk* u '

xnt

Gt , )

= -

-  3a + s)  n i j  *  u  .Tu BT,  c i .  Gj ,  -  ou\ j

e+ B)  n i j  *  u 'Tu BT,  Gi "  Gj ,

Expression de i*-  r J

Nous pouvons a lo rs  t rans former  I 'express ion  de  Ër ,

aJr
tjt4

e
ru

ç , t i h

'T,Gh.

so i t

t . .  =  4  f  '
r J ut-Jrt e+ s)  t i j  *  t in  Gnt 'T.  F. j  ) ( r  r .4 .8)

INVARIANCE DU VOLUME DE R (To)

Dêmontronsf  invar iance

de t  E  =Q

det  g

u ( -

du vo lume de  R (To)  so i t  :

F

i j

9 . .  n
l J  TJ

t - .  n . .
1J  l J

9- ros
dt

d  tog
dt

[ . .  =  4  f  '
r J

= l

t . .  n '
1J

)E . .'  r J

n. .  .
1J

et k ,

r J

n . .  + t . .  n
] J  l n

=ô
hj

F )rJ

I  ( t  *u
3 i j  Gnr ' Ï ,^ F. j  )

urn

=4f 'u(-e-B+ 
tn Gnf

= 4f '  u ( -  e  -  u+ G5k ,T .  Fr j )

=  4 f  '  u ( -  e  -  B+ .  ?" )

= - 4 f , u B
S i  g  =  o  à  I ' i n s tan t  i n i t i a l ,

u l t é r i eu r

reste nul  à tout  i  nstant
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Expression de J,

Montrons que E*,  t jo * i j  xhk = v" 1 -  L '*  ,  
Tj  

.  
Ti  )

0
t ' in  5r ,  

x t j  x t t  = u '1n q j t  (  I  n i j  - 'Tu t l ,  Gi ,  G3,  )

x(  jnno

g z 3

g  l n  J K  1 _  
3

j  { i r '  t :r  '?u tT, Gi. G5, nnk

eê^ê^^=  ___  E . .  ô . ,  e "  D  \ r .  u .
3 

- ]n  Jn  ru  us  1 r  Js

eôô
= - l c u O v ^ ^

;  i n  ru  ous  o ' i r  ohs
J
o o ê a

=  - -A "  e "  B "
3rs ruus

Ces t ro is  tenseurs  on t  mêmes d ' i rec t ions  propres  ;  i l s  commutent

a ^ 9 2

I l  res te
3  

t t  
3

De même

t  
Ei n tr  '? 'u '  tT'r '  Ghr'  Gkr '  ni  j

Ca lcu lons  en f i  n

E*, t i r  ï ,  BT, c i"c3r ' i 'u ' tT ' r 'Gh" 'Gkr '

ona :

Gi,  Ei l '  Ghr '  = A?r '

Gj ,  ' jo  Gkr '  =\  oTr '

i l  v i en t  :

'T, BT, '?'u' tT' r ' olr '  o3r '

-  'T 'u '  t Ï '  r  '  Ghr '  Gkr  '  )

o 2
= -

3

o r  Be .  Ae  -  ^
u ' s '  s s '  

-  " u t s
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I l  res te

. t  Be  , t  Ae
ru  uu '  r ' u t  r r '

€e , Aê , Bê ont mêmes directions propres et comrnutent

0n  ob t ien t

eet ru  t  ru
d 'où  la  fo r ru le  annoncée.

Démont rons  en f in  que 2  E,_  E, , .  X , ,  v  -  . r

esr I e second invariant du acuiut.r.târ' iL.. lr i allk.ont..rrr '", ;
l o rsqu 'on  prend pour  é ta t  de  ré fé rence R (T) .

' i i =  À(e -3a l  ô i i  + l v t 'T i - "o i i )

Le  dév ia teur  de  ; . .  es t  :
1 J

, i j= 
+ 

toi j*2uel j

d 'où
s. .  s . . :  =  ( -  ? i  0ô. . ,  *  z  u.1 '* )  ( -  ? ! -  se.  :  + 2u .1. )  ( i l .4 .g)

] J  l J  
3  

l J  l J '  
3  

l J  -  ' t J ' ,

=4u' ( - i :  +  19-  .9- . )
3  

l J  l J

et fi nal ement

, l é z a pJ2 =lr i is i i=?v'(- i* 'T i  .TSir=z r l ,  r j r ,  r t j  xnr
? ' . )  , \ ,  3

Comportement lorsque le tenseur gradient des
vitesses est constant, symétriqu_e et de trace
nu l  l e .

0n  é tud ie  le  cas  où  , "  =  
L  

log  GT t  G =  c te
en dér ' ivant par rapport  au temps, on obt ient  :

èT rG +GTËc =*GTs ô  =o

avec ËF' '  = D (tenseur gradient de vi tesse, supposé symétr ique ;



I  e  tenseur

so i t  FG  =  D
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taux de rotat ion Ùl  est

e f= -D ô=-DG

nu l  ) .

éT =-GT D,

En  app l iquan t  Ia  fo r rn r le  ( I I ' 4 '8 ) ,  on  ob t ien t  :

pu ' i squeF,G,  I  t

D  =  f  ' s

s  es t  l e

en prenant Pour état

j  r  *  q  6  ee  F)
3

. t  ont  mêmes di  rect ions pr i  nc ' ipa' les

dév ia teur  du  tenseur  des  cont ra in tes  i . *
1 J

de référence R ({)

J
2

D=KaJa - l

Di ssiPat iv i  té,  convexi té

ProPos i t i on  ( I I .4 . l )

I  -  1a  cond i t ion  nécéssa i re  e t  su f f i san tede  d iss ipa t i v i té  es t  :

Pour f=  I

2e

Pour f=KJ9

_t s
Zc

fonct ions de T)

D

(K,  a

f '

2  -  \ a  cond i t i on  nécéssa i reet  su f f i san te  de  convex i té  es t  :

l -0na

La

v i t ê  es t  donc

f '

Démonstrati on

tx i j
a0

f r tet

a 0 =4f '  t i l ' '  
1r .  xnt

=4f '  E ih  t jn  x i j  x t ' , t

nécessai re  et  suf f isante de d iss ipat i -

La d iss ipat ion es t  êga le  à  2 f '  J

x..
1 J aX.  .r J

condi  t i  on

f '  >  o .



2- a 2 e

' x i  j  txnr
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=  4  f  '  , i h ' j k  *  15  f "

i  I  faut  et

â 2 0

,X. i j  ,Xnt

Cec i  do i t  avo i r  l ieu ,  d 'où  I ' on  dédu i t

Ainsi  pour f  -  KJru le comportement est  d issipat i f  pour a )  o
e t  convexe  pour  a  >  l .  Par  exemple ,  l e  fa i t  qu 'un  a l l i age
superplast ' ique ai t  en t ract ion s imple un cornportement o = ÀËf i
avec m É I prouve que son conportement est convexe.

Ca lcu l  des  cont ra in tes  lo rsqu,on  donne F( t ) ,  T ( t )

Pour  q 'on  a i t  l a  convex i té ,

so i t  Y i3

E'in 'j , x,nn € h. tk, x*

i  I  su f f i t  que quel  que

E avec

( t  )  pa r

que0 ,

état  de

Yi i  Ynr  >-  o

pour toute valeur de X*

0n suppose connue la  va leur  in i t ia le  E ;  de
b ien  en tendu  dé t  to=  l .  0n  a  donc  t  pa r  ( I I .4 .8 )  d 'où  E
in tégra t ion ,  pu isque F  e t  G sont  connus à  tou t  ins tan t  e t
ees 'expr iment  en  fonc t ion  de  F ,  G,  E

Le tenseur  des  cont ra in tes  .  es t  a lo rs  (en  prenant  pour
ré fé rence,  R (T)

f . ,etf '

r * .  =  À (  e -  3a )
r J

auss i  ca lcu le r
a0

+ Zv t .T i  -  oo. , j  )

tenseur des contraintes de

ô
i j

l e0n  pour ra i t

Bouss i  nesq
aF i  j

une var iante dans l 'expression de l 'énergie l ibre et  le po-
potentiel de di.ssipation pour le corps de I ' laxwell

En fa ' i t ,  la  p résence de  g  dans  0  mod. i f ie  I 'expres-
s ion  des  X .  -  e t  s ' imp l i f  i e  I ' express ion  de  0  ,  a lo rs  1a  supprés -

1 J



s ion  de  s  dans  q  rend t ; " : : r " r r ion  de  o  p lus  complexe '  comme'  on

va  vo i r  dans  la  su i te .

II.5. Cas_où les tenseurs des contraintes et des dêformations

sont diagonaux

* Transformations isothermes

L 'exp ress ion  de  o  e t  a  es t  :

o  =  r  
o r  +  u  ( . :  * . . r t '  * r r t t  )

2

o=f  (J . ,To)

Expression des Xii

X r  =  -  .ao  =  u . |  n ,
aEr  ( I I .5 .1 )

X, = - -q-e- = uerê n,
à E z

Xr :  -  .ô.Q- = uË? n,
a 6  r

En p lus ,  .1  *  t l  *  .1  =  I  (  t ,X ,  *  t ,  X .  *  E ,  X ,  )  =  o
u

Expression de J"

Dans  ce  cas ,  on  va  vo i r  que  I ' express ion  de  J ,  es t

p lus  conp lexe  que  ce l le  (  I I .3 ) .

Montrons que :

'l

J2  -  I  ( . . i  +s l+  s :  )  ( i I ' 5 '2 )
2 '

2 2 2 t 2
=2 (e i  X ,  *  6 f ,X r * t iX ,  )  -  ' (8 ,X ,  + t ,X ,  + [ rX ,  )

3

Démonstration :

En remp l  açan t  s ,  ,  S ,  ,  e t  t ,  de  (  I  i  . 3 .2  )  dans

( I I . 5 . 2 )  on  ob t i en t  :
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:

Jz= Z t ( -  É + u"1)  i  t -  u9 + ur l ) ' *  ( -  j *  ur l ) .1
3 '3-3

J"= Z te, , t -  .s  nïu f ,n , )  
'+r .  

1-  $nt  u {  n . ) .+ , : ( -  
f  

n ,+u ,er ,  ) ,1

J r=  ?  [  q . . ( -  S  n . *  X  )2+  r .1 -  H9  n f  X ,  ) z  +  g . ( -  l g  n -+  X .  ) ' ]
t  

3  
I  1  

' z  
3  "  

'  -  
I  3  

- ' !  t  -

J r=  2  [  ( -  Ie *  t , x ,  )3  +  ( - , t ' . e+6 .x ,  ) t  +  ( * . . I0+Erx ,  ) , ]
333

Jr= 2(  3 x  ]  v ,  e"  -  3  u.er+ e ix i  + e ix i  + 6;Xf  )
93
2 2 2 2

J"= 2 (  c i  X ' ,  + r1x"  + q3x;  )  -  I  (  t ,x ,  + E,x r*  E,x,  )2

0n peut aussi démontrer ceci en remplaçant X, , X. ,€t X, par
ses  va leurs  de  ( I I .5 . l ) .

Evolut ion de la var iable interne tensor ie l le

0na  n= f (J ,  ,To)

; ,  = aa =+ += f ' t4 tïx, --:4ç,( E,x, *rrx. *r,x, )1
âX,  âJ ,  oX ,  3

t r  = 4 u f ,  s,(  . i  - . i t
3

De mênp, on obt ient  :

- e' i "  =4u ' f 'Er (  . "  - :1  t  ( I I .5 .3)
' 2 3

Ë, =4uf's.tr l- ir
!  - .  

3

En comparant  cec i  avec  (1 I .3 .3 )  où  g  =  o ,  on  remarque que les
var iab les  in te rnes  on t  les  mêmes v i tesses ,  le  le rme ( I I .3 . l )  es t
encore  va lab le  I  invar iance de  vo lume de R(To)  ]

Dissipat iv i té et  convexi té

Leq lne  ( I I .5 .2 )

La condi t ion nêcéssaire et  suf f isante pour que le
corps de Maxlel l  soi t  d issipat i f  est  :  f ,  2,  o
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Démonstration :

X, 'n  +X2E-+Xr3n
âX,  âX,  âX,

i  -  - l  t ,X ,  ( t ,X ,  *  t rX,  *  t .X .  )  1  += 4  f  , {  t  e ix .  
3

l r2X ' - lEx  (gX + tX  +qX- )  l+
'  b z  ,  j  z  2  I  I  2  2  3  3

Iq 'x ,  - ] t , * ,  (8 ,x ,*Erx,*E,x, )  I  r

= Z f ,  Jz

Reste à dânontrer que J.  > o
=

C'es t -à -d i re  :

2 2 2 ' 1  . , 2

t 2X -+E2X  +81X .  -  r ( 6 ,X , *8 .X ,  *E rX r )  : o
-  I  |  

' 2  
2  

- t  t  
3

SupposonsQ=  t :  X  + I .X  +6 -X
l l  2 2 3 1

A' l  ors ,  f  i  négual  i  té précédente s '  écr l  t  :

L  n  .  -  n  . -
(  E  x  -  -$z  +  (  E  1  -  - v  ) '+  (  q , ^X"  -  s  ) '  qu i  es t  b ien  I  0

t 3 3 3 . 3

Donc, s ' i  f  '  > o,  a lors le lemme est démontré '

*  convex i té  sera  dânont rê  dans  1e  cas  9énéra1 au  ( I I .6 )  p ropo-

s i t i on  (  I I .6 .2 )

* Transformations non isothermes

L 'express ion de O et  o  es t  :

o  =*  (e-  3o ) ' *  u [ ( .T  -  o ) ' *  ( . :  -o ) ' *  G, t  -  o ) ' ] - /s (T)  dT
7 .2

0  =  f  ( J ,  ,  T  )



xr

x2

x3
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txpression des Xi  i

- t ê '-  U  \  € r  -  o ,  n r

=  u  (  . 1  -  o )  12

= u (  .1  -  o )  n .

Express ion de Jz

L  ,exp ress . i on  de  J  2
(1 I . 5 .2 )  ma i s  l a  démons t ra t . i on  es t
du  ( I 1 .5 .2 )  a l o r s ,  démon t rons  que  :

(  r r .5 .4)

es t  l a  même  que  ce l l e  dans
un  peu  p ' l us  comp lexe  que  ce l l e

J 2

dans

'I
u 2

= _ ]  ( s
2

'  +  s t  +  s '  )
r 2 3

=2 te;x, ' *E:x i  *r , , r :  )  
: (8, \  

+€

(rr.s.s)

+E  X  ) ,X
2 2

Démonstrat ion :

En rempl  açant  1  'express i  on  des  fo rces
(1 I .5 .5 ) ,  on  ob t - ien t  :

du  ( I I . 5 . 4 )

2 v ' [ ( .1  -  o )

2 2

2 v'11*.1*

a  , , 2 1 e ' . - e t
4  r  [ E ,  t "  z  *

2v' ( .1  *  r ,

-  I  (  s ' +  s2+
2 '2

' ,  
1 - ê-  \ . 2

ê
, \ -2"

e 2
t ,  -  l J  s

2 2
ee

5

s  ,  L v o l r

r ê  e
\ e  +  É  +

t 2
) +

( e+  3 o 2

H

- - ^ _ )

J

(1 I .4 .9 )  e t ( I I  .3 .2 )

' t '  u: -*+.e-o

3e' l-  
* i , '  

- '

-  3  q ) r ]

. e  , 2
f e  - a ,

ê ô
!+ É  - J a i

2 3

e
1

'I
I

t

L 'évo lu t ion  de  ra  va r iab re  in te rne  tensor ie i l e  es t  donnée  au
( I I .5 .3 )  ca r '  on  a  ra  même express ' ion  de  J .  ,  ma is ,  res  fo rces
on t  des  vareurs  d i f fé ren tes  e t  l es  remmes (  I I .3 .  r  )  ( i  nvar iance

du  vo lume de  R (To)  e t  (  I I .5 .z )  (d i ss ipa t i v i té )  son t  va rabres ,
pour  1a  convex i té  se ra  dêmont rée  dans  la  p ropos i t i on  (  11 .6 .à .
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=  -  r l

4 6 .  .
1 J

= a ê a ê
pq pq

t . upq  =Z
a6 i  j

ob t i en t  :

, transformations isothermes

L 'express ion  de  6  e t  n  es t  :

e '+  u . l  .  .1  .
] J  l J

( J r ,  To )  ;  J ,  =2E inE j t

*  Express ion  des  X i j

A Y

2

=f x..' r J

âv  ^- =  c
â 6 ;  ;r J

i:fu_
' AT,

.a AFs
as i j

x..
1 J

Y

e
t P q

eç
pq

xnr - 
T,r., j  

xi j) '

= -  €?u tT,  Gi ,  Gj ,

hk xnt )

De (  I I . 4 . 3 ) ,  on

â.y
ru 'us o'i r o3 s

1 'express ion  des  X .  .  es t  :

P - P= u .T ,  Bu,  Gr ,^  n j ,  (  I I .6 .1  )

Evolut ion de var iab le  in terne Ei j

f  '  -  âJ ,
aX i j

4f '  ( , rn , jn Xnt -  
l r i l  

E

= 4 u 1 ' ( r in 
t r '?u tT,  Gh' .  Gkr-  

]  
t r ,  . iu Brt ,

= 4 u f '  (  r in Gnr.  î ,  Fr j  -  
i  

r . , r ,  
' t  hk

4 6 . .
1 J

par  conséquent ,

x i j

1 J

9,.
Gk,

En  f a i t ,  on  a :

A ê

t * au  B -u , 1 - n
t r .  L .  u .

1 r  - 1 J  
J S

e
" r r

Ë- ru
ê o

B'u ,  A" r ,

u r
( i r .6 .2)
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Invariance du volume de R (T)

Même dÉnonst ra t ion  de  l ' i nvar iance du  vo lume de R (To)

dans le paragraphe 4.

Expression de J z

Montrons que

Ja = j  t r j  sr j  =  ? Ein t j r  x i j  xnr  -  !  tq i j  x i j ) '

En fa i t  :

2 \n to *r j  xnr = 2 u ' th t j r .  du tT,  Gi .  G3, ' f , , r ,  t Ï , r ,  Gh",  Gkr,

(rr .6.3)
pour Gi. 1f, Ghr, = AT.,

Gj ,  t jn  Gkr '  = ATr '

Alo rs  ( I I .6 .3 )  dev ien t  :

2 u'.?u BT, , T,r, tT, , , A?., AT,

Mai s  , î , r ,  o î r ,  = 
î ,s

( I I .6 .3)  devient  z  2 u '  ' iu  tTu,  . r " , r ,  OTr,

Comme ,ê,  At ,  et  B€ ont mêmes direct ions pr incipales,  i ls  conrnutent;

on obt ient  pour  ( I I .6 .3)  2 u. .T,  .T,

D'aut re  par t ,  on  a  :

:  
(  1,  x. , ,  ) '  = -  

:  
u,(ei j  .Tu r ï ,  Gi,  G55) '

= -  
:  

u.(  .Tu BT, c i .  r  i j  Gjr) :  = -  
:  

u,e,

La quant i té  en t re  parenthèses  es t  éga le  à  o  Ivo i r  ( I I .6 .2 ) ]



Fi nal ement ,

Fi nal eme ;tt

2 tn 6Jr

t t j  t i j  =

on obt ient

on obt ient  :
?xii xnr. - 
!

t -3 t  eô . .  +
3  rJ

4v ' ( - -9 '
3

: -  98  -

(  q  j  x i i )

z u.!, )

2 e' =Zv r l  - "  * r1 . ,  e
3  

l J

( !oô. .+2u.9 , )
3  

' l J  l J

i i '

c 'es t -à -d i re  :

J ,  =  1

2

I  -  l a  cond i t i on  nécessa i re

f '

2  -  1a  cond i t i on  nécessa i re

.9.)r J '

t i j  t i j  =  2t in  1r  
x t j  xnt t  i  j  x r  j )

e+  € .
1 J

-2-  |
3

di ssiPgt iv i tê,  convexi té

o ropos i t i on  ( I I .6 .2 )

et su f f i san te  de  d iss iPa t i v ' i t é  es t  :

o

e t  su f f i san te  de  convex i té  es t  :

f ' e t  f "  >

Dêmonstrati on

t - ao
'l

1r' tjr. xnr - 
1 

qii tnr xnr)

t  tn ' in *, j  xnr -  
I  

t t i5 Xi5) ')

obt ien t  l ,  l a  f  onc t ion  de  d iss ' i pa t ion  es t

aX .  .
1 J

aa

= 4 f  ' (

= 4f  '* i j

Alo rs ,

2 f ' J "

aX .  .' r J

s i  f  '  ]  o ,  on

( ,1., Ejr. - 
l 

,..j Enr)

+ .16 f , ,  (  E ih ,  E jk ,  *n ,n :  -  
]  

t . i j  Eh ,k ,  xh ,k ' )

x ( Erh ,.n *.,  - 
t  

Eir E.,s r lr ,s, )

A lo rs ,  l a  cond i t i cn  nécessa i re  e t  su f f i san te  de  convex i t é  es t  :

z  -  a2o  4 f  '
tXi  j  txnk

a  2 e
' i j

axi j txhk
Yi jYr ' , r ]  o  v  * i i  '



II.7. Déformations quelconques, transformations non isothermes

Dans ce  cas  la  tempéra ture  va  var ie r ,  a lo rs  l ,expres-
s ion  de  0  e t  o  es t  :

o  =  À  (e -  3a) t  +u(e€ . .  -oô . . )  ( r€ . .  -ad . , )  -  JS  (T )  dT
2  

l J  l J ' ,  l J  l J '

Q = f  (J, ,  T) i  J,  = z Ein e5r x i jxnt  -  
t  

r  r . i5 x i r ) '

Expression des Xi j

x . .  =  -  u t tr J  a t i j

Y =  ( r e  -  q ô  )  ( e ê  - c ô  ).  pq pq '  pq pq '

ât --  z ( .e- -  a 6--) - tÉ- = z et 
a'3q - z, - j ' -Ë p

a E . .  
- c ' - P q  - i t q '  

â ? .  
- - P q  

â r .  â r- rJ  aq i  "  aEi i  aE i i

.  De  ( I I .4 .2 )  e t  ( I I .4 .3 ) ,  on  ob t ien t  a lo rs  l ' express ion  des  K .  :
X . -  =u .ê  3e  G.  G.  +  aun . .  ( l l . 7 . l )  

] J
l J  ru  us  1 r  JS  rJ

Evolut ion de var iable interne. t i j  :

Ë i ,  = ; '  â J z
r \ '  

a X . .r J

= 4f '  (  , in qjr  *nn - 
I  

r i ,  qnr xnr)

= 4 uf '  (  ei6 e5r . fu BT, cn,^ nn, -  
|  

,  r j .  Tu
BT, Gn. tnr Grr)

+ 4 pc f ' ,  
i r l  

rnr  hk 
-  E in Ej r  nhk)

-99 -

c 'es t -à -d i re  :

f '  >  0  e t  f "  >  0

Ma is  :

t i i  n l i  =  3  '  th  nnk 'J , .  =  ô ik  E i t  =  t i i  
I  

t t ,  thk  nhk =t  
i i



i t j  = 4 uf '  (  t in Ghk.T. F. j  -  
I t t i t

0n remarque qu 'on  ob t ien t  la  même express ion  pour  t '  '
1 J

Invar iance du volume de R (To)

Même dânonstrat ' ion que dans le cas précédent

Expression de Jt

Démons t ra t ion :

(  r  r .7.2 )

-100-

avec ,  ( I I .5 .2 ) ,  on  ob t ien t ,  a lo rs  :

Nous al  lons dânontrer I  a formule fondamentale

su ivan te  :

J2  =  
) r i j  

, i j  =  2  E ih  , j r .  x r j  xn r  -  ?  ç i j  x i3 ) '  (1 I .7 .3 )

I l  su f f i t  de  démon t re r  que  :

2 !n Ir.  xi5 xnr - 
ivi i  

xi i) '  = 2v'( - 
Ë-' i ,  

'T:) (I I '7'4)

nous avons  pour  le  t ro ' i s ' ième membre  de  ( I I .7 .3 )  :

2 'i r,ir. xi i xr,t =

2 v 'E. ,  E,  (  .?u BT, Gr,  Gj ,  -  ar \ i )  (  ' i ,u,  tT,r '  Gh. '  Gkr ' -  on np)
i h  j k  '

( r r .7 .5)

pou r  l e r  t e rme  de  (1 i . 7 .5 ) ,  on  a  :

E*, 1r '?u tT,  c i .  G5. '? 'u '  BT's '  Ghr '  Gor ' ( I I '7 '6)

G. i ,  E i l  Gh. '=ATr ' |  '  G j r  t j t  Gkr '=ATr '

A lo rs  ( i I . 7 . 6  )  dev ien t  :

t t  B "  
"  

B t , - ,  Ae  Ae
ru  us  r ' u '  u ' s t  r r '  s s '



_ l0 l
mais Bj , r ,  Af r ,  = ôu,s

Donc  ( I I .7 .6 )  dev ien t  :  eê  Be  .e  Âe
ru  uu 'o r tu t  ^ r r '

,ê , A€ , B€ ont mêmes directions propres et ccrnrutent.
0n obtient

(rr.7.6) = . lu . iu
Pour  2ème te rme de  ( I I .7 .5 ) ,  on  a  :

e^e^-  o . "u  bu ,  u i .  u th  t Jn  nhk  G5,  =  -  c€Tu  BT,  Gr .  ! i  G5 ,  =  -c0  ( I I .7 .7 )

(vo i r  (1 I .6 .2 )  )

Même chose pour  3ème te rme de (1 I .7 .5 )

-  o r f , ,u ,  tT , r ,  Ghr ,  g tn  t . jL  n l  j  Gkr r  =  -  d0 ( I I .7 .8)

Et  pour  4ème te rme de  ( I I .7 .5 ) ,  on  a  :

" ' t in  1n i ' i  Tr  = e2 t in  l i  
nnk = 3o '  ( I I .7 .9)

Donc  de  ( I I .7 .6 ) ,  ( I I .7 .7 ) ,  ( I I .7 .8 ) ,  ( I I .7 .9 )  on  ob t ien t  pour
(  r  r .7.s) :

2 Erh ,Jn  X i j  Xnt  =2v '  t .T i  .T :  -  Z  c0 +  3q2 )  ( I I .7 .10)

Ensu i te ,  pour  le  Zème te rme de le r  membre  de  ( I  I .7 .4 ) ,  on  a  :

-  3 l r i j x i J  = - :u ,  ( , r î  r i ,Gr , . r i jG j r -oE i jn i j )

=  -  3u ' (  e -  3o ) '  ( I I .7 .11)
3

De (  I I .7 . l0 ) ,  (  I I .7 . l  l )  on  ob t ien t  :

?srn t : , .  x t j  xnr  - {  t r i j  x i j ) ' '  =  zr ' t { ,  .T i  -  2sg+ 3a2 -  
1"  , , . r , ._ . ' ,

+2ao  -3a2 )  ! * . : ( ,

=zv"t - i-.Ti. 
î i) (rr.7.lz)
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, i j  r i j  = 1 -4rur j*  z u. ! r )  1 Jr  uoi j  *  zu,Ti)

=4u,  ( -  02 +  e9.  i i )  
( I I .7 .13)

3  
l J

F i  na lement ,  ên  comparan t  (  I I .7 . l2 ) ,  (  I I .7 . l  3 )  on  ob t ien t

( r r .7.4) .

Dissipat iv i té et  convexi tê

La propos i t ' i on  (  I I .5 '2 )  es t  encore  va lab le ,  I  a

dânonstrat i  on est  ' i  nchangée.

V.8.  CONCLUSION

Cet te  descr ip t ' ion  d 'un  modè l  e  rhéo l  og i  que en

v ' i scoé las t i c i tê  non  l i néa i re  i l l us t re ' l ' i n té rê t  de  la  théor ie  des

mi l ieux  v ' i scoé las t ' i ques  s tandards  dans  le  cas  d 'une  var iab le

in te rne  tensor ie ' l le .  Nous avons  a ins i  p résenté  une é tude nouve l le

du corps  de  Maxwel l  en  grandes dé format ions  e t  des  tempéra tures

var iab les  dans  un  cadre  thermodynamique ra t ionne i .



PARTIE I I I

Equivalence de deux conditions de stabil ité élastique

de Hadamard



La s tab i l i té  d 'un  corps  é las t ique es t  assurée lo rsque

la  seconde var ia t ion  de  l 'ênerg ie  ê las t ique es t  pos i t i ve  dans

tout déplacement v i r tuel  l ic i te.

Hadamard a énoncé à part i r  de ce cr i tère une

cond i t ion  nécéssa i re  e t  une cond i t ion  su f f i san te  de  s tab i l i té

d'un corps élast ique homogène à f ront ière f ixe en faisant

i nterveni r des déri vées secondes de I '  ênergi e él astique par

rapport aux composantes axi et
axk.

du tenseur de

transformat i  on.
au j âuc

Dans ce t te  par t ie ,  nous  vér i f ions  que l 'équ iva lence

des  deux  cond i t i ons  de  s tab i l i t é  es t  réa l i sé  dans  le  cas  d 'un

corps élast ique homogène bidimensionnel  ayant subi  une grande

déformat ion à part i r  d 'un êtat  naturel  isotrope.

I I I .  l .  Pos i t ion  du  prob lème

*  So i t  o  le  po ten t ie l  é las t ique d 'un  é lément  homogène d 'un

corps  ê las t ique ayant  un  vo lume un i té  dans  la  conf igura t ' ion

in i t i a le  dans  laque l le  peu t  ex is te r  des  con t ra in tes  un i fo rmes ,

c 'es t -à -d i re  que  1a  con f igu ra t ion  in i t i a le  es t  l a  con f igu ra t ion

qu i  se  t rouve dans  un  é ta t  homogène dans  leque l  les  cont ra in tes

ne sont  pas  nu l les  en  généra ' l

B ien  en tendu ,  0  es t  l ' énerg ie  l i b re  ou  l ' énerg ie  in te rne  su ivan t
que les t ransformat ions sont isothermes ou adiabat iques. Si  F est

une déformation homogêne où Fi5

cont ra in tes  e i j  es t  :

=  âX i  ,  a lo rs  le  tenseur  des
âa j

0 . .  =r J

qu i  es t  le  tenseur

e0

a 2 o
de. .

1 J
dFt n

rF . i j  ,Fk ,

on  suppose,  pour  s imp l  i f  i  e r ,  que I  '  on  êva l  ue  t i  j tn  pour

F i j  =  o i j  ,  c 'es t -à -d i re  lo rsque I  a  conf igura t ion  ac tue l  le

s ' ' i den t i f  ie  avec  I  a  conf igura t ion  i  n ' i t i  a le ,  a lo rs ,  on  peut  écr i re

â  t o

aF i  j
des  con t ra in tes  de  Bouss inesq ,  d 'où  :

o tr j  t i  
5t ,  

otno où 9i jn, =
aF. .  aF .

r J  K g



-  '105 -
.  cr i tère énergét ique de s tabi l i té  (C.E)

0n sa i t  que  le  c r i tè re  de  s tab i l i t é  d 'un  co rps

é las t ique  don t  la  f ron t iè re  es t  f i xe  expr ime que  I ' i néga l i té

au i
I

D

où

0 . . .
r JKs

V

t u j

=[Hi

auk
âu*

(D)  J '

"  

jno

d o r > o VÛeV- to)

est  un  espace de  H i  lber t .

I  a  dens i té  d 'énerg ' ie  é l  as -
âXK

â #-  aâa
symétr ie  pour  1e potent ie l

Cec i  veu t  d i re  que s i  l ' i néga l i té  p récédente  es t  sa t is fa i te ,

a lo rs  C.E es t  vér i f iée  auss i  que l  que so ' i t  1e  champ u ,  con t inu

dans D,  non ident iquement  nu l  dans  D,  s 'annu lan t  sur  aD

[Hadamard ,  H i ] l1  ,  on  do i t  admet t re  en  ou t re  que u .  a  des  dér ' i -

vées  par t ie l les  p remières  cont inues  par  morceaux dans  D.

r  JKc
t i que  -  o  pa r

Remarquons que

4 . . .  es t :, 1 J K I

1a dér ivée seconde de
ax i

rapport  à ;a i  et

I  a seul  e condi t i -on de

0
ko i j

*  Hadamard a donné deux condi t ' ions de

t ' i que  homogène  à  f ron t i è re  f  i xe .

La  p remiè re  cond i t i on  exp r ime  que  pou r

e t  B .  non  nu l  s .
1

0 . . .  c .  B .  o ,
l J K r ,  1  J  K

La sebonde expr ime

constan tes  K.  .  te l ' l es
rJ

co fac teurs  Y . . ,  on  a i t
1 J

s tab i  f  i  tê  d 'un  corps  é1  as-

tout système de vecteurso.

B >  o  cond i t i on  nécéssa i re  (  I i I . l . l  )
L

I  ' ex ' i  s tence d 'au  moi  ns  un  sys tème de

gu€ ,  pour  tou te  mat r i ce  X= .  non  nu11e ,  de
1 J

t i  
j k o Xko  *  * i j  Y i j  >  o  -  cond i t i on  su f f i san te  ( I I I . l . 2 )x..

1 J

ou

I1

Y. .  =  f , .' t J  1 + 1 ,

es t  c l  a i r  que

j+ l  x i *2 ,  
5+z-  

x i+ . | ,  
5+z 

x i+2,  j+1

(  I I I . l . 2 )  en t ra i ne  (  I I I . l . l  ) .  Le  p rob lème
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réciproque, posé par Hadamard et  s ignalé par VAN H0VE t  49 I  re '

ço i t  i c i  une so lu t ion  pour  un  corps  é las t ique b id imens ionne l

sounis à des défornat ions f in ies à part i r  d 'un état  naturel

i sotrope.

I I I .2.  Condi t ions de stabi l i té de Hadamard

* condition nécéssaire de stabil itê de Hadamard

(  t I I . l . 1  )  es t  l a  cond i t i on  d 'e l l i p t i c i té  du  sys tème

d 'équa t ions :

o .  â '  uk
i i k t  , -  îa^  

=  o
-- j  - - r ,

qui  permet de déterminer les dêplacemeàts inf in iment pet i ts ui

dans  D,  lo rsqu 'on  donne u . ,  sur  fD .

Truesdel l  [47 I  indtque que la dânonstrat ion schématique donnée

de ( I I I . l . l )  pa r  Hadamard  [18  ]  ,  c r i t i quée  par  Duhem I  l 2  ]  a

é té  conp lê tée  par  Ca t taneo  t  l l  l ,  Van  Hove  [49  ]  a  dérnon t ré

que  la  cond i t i on  ( I I I . l . l )  es t  auss i  su f f i san te  pour  la  s tab i l i t é

[52  ]  ,  nous  con t inuerons  cependan t  à  appe le r  ( I I I . l . l )  l a

cond i t ion  nécéssa i re  de  s tab ' i l i té  de  Hadamard ,  pour  1a  d is t inguer

de I  a condi t ion suf f i  sante suivante :

* Condition suffisante de stabil ité de Hadamard

El le  es t  donnée dans  [ . |8 ]  (page 254,  no té  en  bas  de

page)  ;  nous  l ' avons  éc r i te  sous  la  fo rme ( I I I .1 .2 ) .

so ien t  u , ,  l es  co fac teurs  de  âu i  (  u , ,  =  qu t  lb -  -  âuz  aur ,  e tc . . . )
r J

Nous avons  :  'u i  ea2 aa3 âôs  âô t

r  u i j d ,  =o

D

Cela  résu l te  de  l ' i den t i té  :

Jo"r*r 
dui*2 n da, = o
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qu i  donne par  app l i ca t ion  de  la  fo rmule  de  Stokes

Jdu^duAdu ,=0
^  i + l  i +2  J
U

tJi
(  I I I . l . 2 )  en t ra ine  donc ,  en  fa isan t  Xr j  =  

,u .
J

au.  au .
/  q , , , . ^ i t  l (  d r , r>0  V  ie  v -  {o }
n  I JK I  âa .  aau  - - j  

s ,

Dans  l e  cas  d ' un  m ' i l i eu  é l as t i que  b i d imens ionne l  ,  l a  cond i t ' i on

suf f i  sante de Hadamard expr ime I  'ex i  s tence d 'au moi  ns une

cons tan te  K  te l l e  que  :

t r i *o  X i i  *oo ,  +  KY o  ( I I I ' 2 ' .  )

pour  tou te  mat r i ce  non  nu l ' l e  Xr , ,  avec  Y  =  X , ,  X r ,  -  X , ,  X '

Nous  avons  i c i  l a  re la t ion  :

âu . ,  âu ,  âur  âu ,
I  ( -  )  d .  =  0
O ,ôr tu,  tu,  ,u,

qui  est  e l le-même une conséquence de :

J  u ,  du ,  =  0

aD

I l  en  résu l te  que  ( I I I .2 . l )  es t  b ien  une  cond i t i on  su f f i san te  de

s tab i  I  i  té .

0n  peu t  d 'a i l l eu rs  donner  de  ( I I I .2 . l )  une  au t re  ius t i f i ca t ion
t rès  s imp le  :

So i t  l ' équa t ' i on  :

a 2  u
k

t  
i  j k o

= 0  ( i , i , k , t ,  =  1 ,21  (n l .? .Z \

â  a .  ,uo
J

qu i  r ég i t  l e s  dép lacemen ts  i n f i n imen t  pe t i t s  dans  D ,  l o r squ 'on

les  donne  su r  aD .
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E l le  admet  une so lu t ion  un ique s i

ô U: âUu
f  0 . . .  

t
-  l  JKr,
D ,uj  tur ,

De mênB, considérons l 'êquat ion :

( , i j t  
, * r ' r j * r )  

-  " tÇ-
,uj ea &

= o  ( I I I .2 .3 )

avec

9 t r r r ,  =  9 l r r ,  =  K

2
t r t r r ,  =  9 i r r ,  = -  K

?
tous  les  au t res  coef f i c ien ts  t i ino  ê tan t  nu ' l s ,  l ' êquat ion
( I I I .2 .3 )  es t  a lo rs  iden t ique  à  l ' équa t ion  ( l l | . ? .2 )  ca r

a2  uk
I t i i L o  -  -  =  o '' " . ' "  tu j  âua

Mais  
' l ' é ,qua t ion  ( l l  I . 2 .3 )  admet  une  so lu t ion  un ique  s i  :

J  (0 . . . ^  *0 , . . , .  ) i l -  
àuk  

d , , ,>0  Vù€v- to )" " i3k r , ' - i i kc ' ;
D 

tuj  âôr,

En  par t i cu l ie r  l a  cond i t i on  :

(o  . r .o '  )  X  X  ;  o  ( I I I .2 .4 )
i j t r t ,  i j k r  i i  k t

s i  e l le  es t  vér i f iée  pour  tou te  mat r ice  * r j  non nu l le  es t  une

cond i t i on  su f f i san te  d 'un ic i té  de  la  so lu t ion  de  ( I I I .2 .3 )  e t

donc  de  (  I I I .2 .2 )  lo rsqu 'on  donne  u i  su r  û  D ,  ma is  la  cond ' i t i on
( I I I .2 .4 )  ne  se  d is t ingue  pas  de  la  cond i t i on  ( I I I .2 . l ) .

I l  res te  à  examiner  dans  que l les  cond i t i ons  (  I I I . l . 1  )  e t
(  I  I  I .2 .  I  )  sont équi  val  entes .

III.3. Description géométrique du problèmer

So ien t  a i  les  coordonnées de  la  conf igura t ion

in i t ia le  CI  dont  on  é tud ie  la  s tab i l i té ,  b . ,  les  coordonnées de  la
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ccn f igura t ion  na ture l le  CN (sans  cont ra in tes) ,
I  a conf igurat ion actuel le (déforf f i )  CA.

e t  x .
1

ce l  I  es  de

Al ors :

So i t  G le  tenseur  de  la  t rans format ion  CN
avec .  Q. .  =  aa i

'  l J  à b . r
En p lus,  on supfuse que G so i t  un tenseur
F est  le  ienseur  déf in i  te l  que :  F" .  =
transf ormation de CI --.+ CA 

tJ

A lors  r  =  F .G décr i t  la  t rans format ion

CI

symétri que .
ax i  dans  la
t t j

de cN _-> CA

F ' i g  ( I I I . 3 . l  )

I I I .4 .  cas  d 'un  mi l iqu  é las t ique b id imens ionne l  dé formé à rt i  r

I I I .4 . l  p ropr ié tés  du  po ten t ie l  é las t ique

0n  appe l le  o  ra  dens ' i té  du  po ten t ie l  é ras t ique ,
c 'es t -à -d i re ,  I  e  po ten t ie l  é1  as t ique  d ,un  é lément  de  sur face
un ' i té  da  ns  C I  .

Ce  po ten t ie l  ve r i f i e  par  hypo thèse  la  cond i t i on  o  (F )  =  o  (F , )
te l l e  que  :

F '  =  vF .  so i t  F i'  r "  
i i  

= 
1i f  -F. f i  

avec Yki  Yf i  = ôi i  et  dêt  Y > o
c 'es t -à -d i re  0  vé r i f i e  le  p r inc ipe  d 'ob jec i i v i té ,  ce  qu i
s ign ' i f i e  i c i  l ' i nvar jance  du  0  dans  les  ro ta t ions  de  l ,é lément
matê r ie l  cons idéré .  0n  appe l le  o  0  ' l e  

po ten t ie l  é las t ique  d 'un
é lément  de  sur face  un i tê  (dens i té  de  po ten t ' i e l ) ,  dans  cN;  o0  vé-
r i f i  e  :

oo (  r )  =  oo(  r ' )  ;  r ' =y ravecyk . i  , t  j  ô i j e tdé t r>o

CN

d'un état  naturel  isotrope
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So i t  ^  o  I  a  dens ' i té  de  po ten t ie l  to ta le ,  a lo rs  :
g  =  3  c 'es t -à -d i re  le  quo t ' i en t  en t re  o  e t  l a  su r face  d ,un

e
" i  é lémen t  S .  de  C I

o0  =  ô  c ' es t -à -d i . à  f  e  quo t ' i en t  en t re  o  e t  I a  su r face  d ,un
ç
"n  é lémen t  S  de  CN.  Donc  :n

0

I  =  S ' i  =dé t  aa  =dé tG=h
o  Sn  ab

ouenco re ;  o  -  1  oo
h

p r .opos i t i on  ( I I I . 4 . l  . l  )

-  Lo rsque  F . .  =  ô * . ,  c ' es t - à -d i r e r l o r sque  CA  =  C I'  ' t J  ] J
l es  coe f  f i c i en ts  0 *  = , . -  on t  pou r  exp ress . i on

l  JK ! ,

0 . , , . ^  =  Y= , ,  *  6 , .  6 ,  ( t t t . 4 . l . l )
1JKr6 ' t  

JKr ,  
-  [J  "  k l

' l T

avec  À= r  (F 'F  - l )  ( t enseu rdedé fo rma t i on )  ( i I I . 4 . 1  .Z \
2

F f  v  -  a 2 o- ' i j ko  -  
-
O t J '  '  d A '

l J  K r

en  p lus '  * i 5 t  
u  

=  * i j o k  =  Y5 i k l  =  t 3 i ok  (  I I I . 4 . l . 3 )

p O U r  A  = O

Démonstrati on

En ef fe t  :

e t

3 o  ao  a^ '
+= . -  q9 ;  F . .  =  âx ' i
r t r j  , opq  rF i j  

' r J  
,u j

a'0 = ' . ' .  
i .bg-âÂrs*  ap t_ 

(  ro?s,)  
( i I I .4 . . r  .4)

' F ' i i ' Fko  topq to*  aF i i  n ' ko  topq  u tko  ,F i j

( I I I .4 .1 .2 )  s 'éc r i t  :

F . . -  F . . ^  - ô__+?^_ -  ( I i I . 4 . 1 .5 )
up  uq  pq  -pq
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En  dé r i van t  ( I I I . 4 . 1 .5 )  pa r  r appo r t  à  F * .  cn  l b t i en t  :

( r r r .4.r .6)

=  C I

= noq ( t t i .4 .1 .7)

(  r r i .4 .1 .8)

ôui ôpj tuo

Lorsque trq =

0na :

â 2 0

,opq  ôars
*po r" '

Et I es ccmpo santes

s ' iden t i f i e  avec  I  es

Cauchy ,  c 'es t -à -d i re  :

t  opq
pq

qu i  es t  un  tenseur  symét r ique.

A lo rs  ( 111 .4 .1 .6 )  dev ien t  :

ôu i  op j  o rq  *  oup  o r i  oq j  =  2

ma is  ô  6  =  6 .u ]  uq  1q

par  conséquent ,  on  a  :

* Fup ôui ôqj = z jlPq

tFi j

ouq ,  a ' es t -à -d i r e ,  l o r sque  CA

a 0

aÀ pq

du tenseur des contraintes de Ki  rchoff

composantes du tenseur des contraintes de

â O

6 .  ô  +  6  ô" iq  "p j  "p i  "q i

a^
pq

aFi. i

ô  6 . = Âup u]  -p l

A A
=2 49

aF.  .r J

(rrr .4.r .e)

( r r r .4.r . l0)

por tons  ( I I I .4 . l . l 0 )  dans  (  I t t .4 . l .4 )  on  ob t ' i en t  pour  ' l e  p rem' ie r

te rme de  (  I I I .4 . l .4 )  en  tenan t  compte  de  (  i l I . 4 . l  .7 )  :

a 2 o â Àrs

- loq i ) l  l ;  (ok ,  o r r ,  *  ô rk  
Èo  )  l

o,  q ooj  urk uro,*  ôp' i  oqi  o lu ôr s

*upi  ôqj  Vk 6ss )

v. . .  )  ( r r r .4 . ] . i l )' i j k r  '

ropq a

*pq t t

I= -o *Pq tt

t  t i  
i  

' Fk *

( u''o opi * o pi

(o ,o  up i  ôp5ôpu * '

ars

1_]
?

= 
+(  

* i ,o t .  *  Y i ikn + * i iok *
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puisque le tenseur de Green Â est symétr ique, alors I  a

cond i t ion  de  symêt r ie  (1 I I .4 .1 .3 )  es t  év idente ,  par  consêquent ,

le  p remie r  te rme de  ( I I I .4 .1 .4 )  es t  éga le  à  t r j *

Dêr ' i vons  ( I I I .4 .1 .9 )  par  rappor t  à  Fn ,  =ok&,  on  ob t ien t  pour  le

deux ième te rme de  ( I I I .4 .1 .4 ) ,  en  t f i bn t  oËnpte  de  ( I I I .4 .1  .8 )
r I  ^' -  a  (  aÂPq 

)
aF i j

6 ô ô ô
ur pJ uK

,opq ,  Fkn

= )o ' q (

= ;oPq (

= !' ( ori

Remarque

ô ik  6p5  ôq r ,

o .  +ô . .
Jl ,  K l

ouk opo oui  oq j  )

6  ô . )
PI, qJ

o  ô . .
rJ Kr

+
Qt

*  ôk i

0n  a  oour  v . . .  qu ir  -  
l j k l

coeff ic ients pour un corps

b id imens ionne l ,  nous  a l lons

fonction du tenseur €

on j )  =

sont  I  es  modu les  d 'é l  as t i c ' i té  21

tr id imensionnel  et  6 pour un corps

construire le tenseur t  
r jno comme

En généra l ,  l e  tenseur  0 . . , . -dans  le  cas  de  l ' é las t i c i té  avec
l  JlO

état  naturel  anisotrope es[  de la for 'me suivante :

0,
l t t t

l 2 l l

2 l l t

0
l r l 2

0
t 2 L 2

0' 2 r l ?

o
2 2  |  2

t l 2 r

t 2 2 r

2 L 2 l

t 2 2 2

0 =
i j ke

(  r  r  r .4.1 . ' r  2)

2 2 t L 2 2 2 L

2 1 2 2

2 2 2  2

I I I .4 .2 .  Tenseur  d 'é las t i c i té  d 'o rdre  quat re  t  9  l

Du fa i t  que CN es t  i so t rope,  a lo rs ,

est  une fonct ion des invar iants de P où :

le  po ten t ie l  go  (  r  )

AX= -
ab

P =rTr  =  GT( l+24)G ;  r
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p ropos i_ t ion  (  I I I .4 .2 . l  )

Supposons que G so i t  symét r ique e t  cho is issons  des  axes  qu i

co înc ident  avec  ses  d i rec t ions  propres ,  a lo rs  :

v , r , ,  =  * r r r ,  =  o  '  Y r r  
r r = r r r r ,  

=  o

Dêmonstrati on

Le premier  et  deuxième ' invar iant  sont  :

I ,  =  P r ,  *  P r ,  ou

J2  -  I  P r .  P . .
2  

' t J  l J

D 'au t re  pa r t ,  nous  avons  :

a0

I ,  = I i

Â -
1 J

'1-9I i1
a a i

En dér ivan t  0 , .  par  rappôr t  au  temps,  on  ob t ien t  :
1 J

0 .  .
r J

ô2  e air
â X.  ô r l

a ( -  L )  a ( - - - )
âôr,

aa .
J

ou encore :

t i i  =  * i3ko  tko

Et pour t rouver I  a matr ice de passage o entre t i  et  Ë,  nous

iden t i f i ons  CA avec  CI ,  ensu i te ,  nous  ca lcu lons  la  va leur  de

deuxième dér ivées de 0 par rapport  à a pour ^ = o

C 'es t -à -d ' i re  :

v . . .  =  t ' . 1 -  
|' i j k r

to ' i j  toko  o i  
i  

=

En fa ' i t  :

ao -=  I  â00  tPn t  
; h=dé t  

aa  ( I I I . 4 . z . l )
aa . .  h  aP , ,  aa . .

] J  nK  l J

Nous  avons  :

o' i i  = nlo ( opq * 2 opq) Gqi

âôc

ab

-ffi=GiP'  oon u qt Gqi
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Al ors :

ePi j  =
eahk

En tenant conpte

_". =

aot j

ou:

Gin nr j

( r r r .4 .?.?1,

a O o  
t̂t

aPhk

( r r r .4.2.11

(rrr .4. .2,21

devient  i

2

de

?

h itr Gt<j ( r r r .4.z.3l

(  i l  r .4 .2 .41e.q:_
t  Phk

avec

r  ooo  aP i  i\ - -
â  I ,  aPhk

+  o lo  aù

âJ ,  ,Phk

-+j-  = ôih ôik = ôhk
a thk

aJ . -  =z  l -  âP ' i . .

,Ph* t I tni 
t t :  = ôih oitt Pi i  = Phk

Alo rs ,  ( l l 1 .4 .2 .4 )  dev ien t  :

fi 
= t -lf ,r,r - lÏ; Pr,r,

(  I  I  i  . 4  .2 .3 )  dev i  en t  :

Cec'i

a0
_ )
aa i j

( r r r .4.2.5)

conduit  à :

l  Por .
â ars

-aJ ,  o

aA i3  aA . ,  t o . ,  aa i j

-  2  F  î  ,  , ' I  a .P i i  ônR*
h" ih"k i ,  r , i  %(

aP
Im

a 2 o o

t  I ,  âJ , 'P r t  
hk

ô
cm hk

a '  o o

o , l  2
2

En tenan t  compte  de  ( I I I .4 .2 .?1 ,  on  ob t ien t  :

a 2 o

_  r J . .  p ,  .  *  ôoo  aPhk  +  â ' go

,  P,  ,  
nK 

â. . | ,  âPo,  âJ.  â  I  ,

aa.  .  aÀ
i .1 rs

= 
* 

n*, Gri Gr,^ Grr t 
# 

ort

o  â o o' h k
aJ  r s

* 31t'p
aJt t ,m

2

tr'nnr #
a 2 ù o

ô  + -  P
hk 'a t  â , . l

l 2

a 2 o o
+-

aJ  a I
2 L

o* Pnr]

( I i I . 4 .z - .61

km



- vé r i f i ca t ion  pour :

l =

Et  oour  que G. .1n
i

[ =

Al ors

ôrm

Pt

Pm
oho

ô 
olt

=P
t 2

=  P r z

= ô
t l

=  ô t z

que :

ôhk

Pnr
ok*

Pnt

Donc ,  on  a  :

g " ,

( t t t .4 .2 .6)  es t

ô h k  =  ô r .  ô r t

c 'es t -à-d i re  :
s=2

# o  i l fau tque

m=2

Pour ler terme

de

" 2ème rl

" 3ème rl

" 4ème rl

" 5ème rr

du paranthèse
(  r r r .4.2.6)

t l

t l

t l

t l

Y =
I I 1 2

1,  j=

G. .
KJ

l ,  k=

-  l l 5  -

o

l ,

Gr,.
S

t ,

m

l ,

ô , ,

P r  r

6 , ,

P t  t

l ,  [=

= O

= O

= O

= O

= O

= O = Y
2 I I I

= O

=v -o

gr ,  =  o ,  e t  la  quant i té  en t re  parenthèse dans

nu1 le ,  par  conséquent  :

Un raisonnement ana' logue condui t

- Y =o
L 2 2 2 2 2 t 2

I I 2 I

à :

2 t 2 2 2 2 2 1

D'aut re  par t ,  le  tenseur  o  es t  d iagona l  comme le  tenseur  G en

ra ison  de  I ' i so t rop ie  de  CN.

A lors ,  on  peut  p résenter  la  mat r i . .  t  
i5k ,  

par  ses  5  é léments

comme sui t  :

Y i  o ,

o

o

Y r *  o ,

Y ,

o

Y ,

t Y 3 +  o r

o

o

Y z *  a z

t i  
5ko=

V, .

( r r r .4.  2.71
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a V e C  Y r =  Y , r u  Y r =  Y z r r z  Y r =  Y r r u  Y . =  Y r r r z

III.4.3. Egglate.ce d"s c"rdit i stabil itê de Hadamard

Théorème ( I I I .4 .3 .1 )  [  9  ]

La  cond i t i on  nécéssa i re  (  I I I . l . 1  )  e t  l a  cond i t i on  su f f i san te
( I I I .2 . l )  son t  équ iva len tes  à  l ' ensenù le  des  inéga l i tés

su ivan tes :

,  ' 2  '(  Y r +  Y n ) i .  (  v , +  o , )  ( l r * o ,  )  +  ( Y ,  * o ,  )  ( v ,  + o r )

( r r r .4.3.1 )
t / z

+2  t (Y ,+  o , )  (Y r+  o r )  (  v r+  o r )  (  v r+o ,  ) l '

E t  * r * o r ' o ,  Y r * o r ) o r  * r * o ,  ) o r * r * o . ) o  ( I I I ' 4 ' 3 ' 2 I '

Démonstrati on

I  -  Etude de la condi t ion nécéssaire :

En  tenan t  conp te  de  (1 I I .4 .2 .71 ,  ( I I I . l . 1 )  s 'expr ime :

[ (  Y , +  o r )  B f  +  (  Y r +  o r )  B l ]  c f  +  2  |  Y r +  Y n )  o ,  o ,  g 1  8 2 +

t (  Y , *o , )  B l  *  (Y ,+a , lB l  l " i  , o  ( I I I .4 .3 .3 )

A lo rs  :  une  cond i t i on  nécéssa i re  pour  que  (  I I I .4 .3 .3 )  so i t
vér i f iée  que lque so ien t  les  vec teu . ,  o i  ,  e t  B .  non nu ls  es t  que

le  d isc r im inan t  de  (  I I I .4 .3 .3 )  so i t  néga t i i ,  en  p lus  on  a
nécéssairement 

Â r ,y t * o ,  > 0 ,  Y r +  a ,  > 0  r y r f  o ,  > 0  r v , +  o ,  > 0

Alo rs ,  (1 I I .4 .3 .3 )  équ iva len te  à  l ' i néga l i té  su ivan te  :

2 q(  v ,+  vn)  e ie i - t (  y , *  o , )  e i  +  (  v r+  or )  g i )

r [  (  Y r +  o ,  )  B t  *  (  Y 2 +  o r )  o ' r l  < o

ou encore :

(  v r+  o . )  (  v r+  o r )Ê t ,  +  t -  (  ù r+  û . ) t  +  (û r  +  o r )  ( v r  +  o r )  +

(v ,+or )  ( v r+or )J  o?e i *  (Y r+or ) (Yr+or )  g l  ,  o
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En écr iVant ,  B t  =  Z ,  ,  U ' ,  =  Z"  ,  l ' i néga l i té  p récédente  s 'écr i t  :

T -=AZ" -BZ Z+CZ '>  0  VZ.  ,Z  >  0  ( I I I .4 .3 .4 )
r  

- l  
r  z  2  ' r  2

où:

[ =  (  v r +  o , )  (  Y r + o , )  >  0

g  =  t  (  r r *  * " ) t  -  (  t , *  o , )  (  * r *  o r )  -  (  v ,  *  o ,  )  (  * r *  o J

f ,  =  (  * r *  o r l  (  v r +  o r )  >  0

pour  que ( I I I .4 .3 .4 )  so i t  vér i f iée  e t  cûnme A >  0  e t  C >  0 ,

a lo rs ,  i l  f au t  que  :

B t  -  4Ac  <  o

En fa ' i t ,  on  d is t ingue deux  cas  B >  0  e t  B  <  0
=

lecas :  B  >0 r  A>0 ,  C  >  0  ) -

B '  -  4  AC <  0 .  Ce  qu i  imp l i que  que  B  <  2  (AC)  qu i  es t

l a  cond i t i on  (  I I I . 4 . 3 . l  )  .

2ecas :  B  S0 ,  A  >0 ,  C  >  0

Dans  ce  cas ,  on  vo i t  t ou t  de  su i t e  su r  ( I I I . 4 . 3 .4 )  que  T r  >  0 '

0n  abou t i t  donc  dans  t ous  l es  cas  à  (11 I . 4 .3 .1 ) .

2 - Etude de la condition suffisante de stabil ité de Hadamard

En tenan t  conp te  de  (  I I I .4 .2 .71 ,  la  cond i t i on  (  I I I .2 .1  )  s 'expr ime

f l  =  t (  v ,+o , )X l ,+ (2v .+K)  X , ,Xr .+ (v r+or )Xr ' ,  l+

[ (  v r+  o r )  X ' , ,  *  ( 2  v r -  K )  x , 2X2 r  +  (  y r r  o r )  x ; , ]  >  0

Alors,  H est  la sornme de deux formes quadrat iques, pour que H

so ' i t  pos i t ' i ve ,  i l  fau t  que chaque fo rme so i t  dê f in ie  pos i t i ve ,

au t rement  d i t ,  H  >  0  équ iva len t  aux  inéga l i tés  su ivantes  :
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v+o ) (
l l

) < 0et (Y + o
2 2

l + o
I

(2v .+K) ' -4 (

et

(2  v r -  K ) ' -  4  (

ou encore :

, ) to ,  
( * .  *o r )>o

o r )  >  0 ,  (  Y r + o , ) >  0

( r*  
*  

) '

l r *  o r )  ( T r +  o , )

( v+o
l l

(  v  +o
! l

< 0e t

) ( v+o
2 2

) ( Y  + o
t 2

(v  +
t

-t-
2

v+o) l  >
2 2

J-
2

Y  t  o  ) l >
t 2

,2

K
t '

ou encore :

-a < T
K

+-  <+a
2
K

<+b
2

- b  <  v

( I I I .4 .3 .5 )  e t  ( I I I .4 .3 .6 )

a= [ (v+o) (
t l

u=[ (v+o) (
l l

ou

où

( r r r .4.3.5)

(  r r  r .4.3.6)

K
<a-

2
K

peuvent s 'écrire :

I
t

-  a  -  T .  '

- b+  T r .

soi  t

soi  t

c  'es t -à -d i  re

<  b  +  T ,

(  r r r .4.3.7)

(  r I r .4.3.8)

Pour  que  les  inéga l i tés  ( I I I .4 .3 .7 )  e t  ( I I I .4 .3 .8 )  pu issen t  ê t re

vér i f iées s imultanânent pour au moins une valeur de K, i l  faut  et

i  I  su f f i  t  que  I 'on  a i t  :

-  a  - t r  b  +  l ,

T +  Y
I t

a - l

< (a  +  b j

.  
t  -  b  +  l ,

t  v r+  v . ) t

(  v  +  Y ) t .  ( a  +  b ) t

a t *  b t  +2  (ub

I

7

)

on re t rouve  b ien  la  cond i t i on  ( I I I .4 .3 .1 ) ,  d 'où  l ' équ iva lence  des

cond i t i ons  de  s tab i l i t é  ( I I I . l . l ) ,  ( I I I .2 . l ) .
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Remarque

Pour des sol  ides él  ast iques tr id imensionnel  homogénes et

iso t rop iques  à  par t i r  d 'un  é ta t  in i t ia l  sans  cont ra in tes  avec  K* ,
=  Kô . .  ,  l es  cond i t i ons  ( l I I . l . l )  e t  (1 I I .2 .1 )  peuven t  ê t re

reouilt%s a :

x  +2  u>  0 p )  0

C'es t  pourquo i ,  ces  cond i t ions  sont  équ iva len tes  [  52  J

I I I .5.  Etude des condi t ions de stabi l i té de Hadamard dans le cas

où la conf igurat ion naturel le s ' ident i f ie avec la conf igu-

ra t ion  in i t i a le

Nous  savons  que  
' l e  

po ten t i e l  é l as t i que0  =  0  ( I ,  J )  où

I  e t  J  son t  l e  p remie r  e t  deux ième inva r ian ts  t  g  I

l =

J=

u i

Fuu

Fpr

ô
v j

a I

Fuu
FFFqr ps qs

AI

*
" i j

A l  ors

Ca I  cu l  ons ,

aJ

a  F i  j

ma i ntenant

F  +F  ô  ô  =F . . {' uv  ' uv  u l  v J  l J

--2

F . .
1 J

ob t ' i en t  :

=  4  F .  F  .  F]n  mJ  mn

(rrr .5.r)r i j

aJ

aF .  .
1 J

Par  conséquen t ,  on
âJ

a F i j

_6  ô  .  F  F  F  +  F  ô  ô  F  F- 
pi  r j  qr  ps qs pr qi  r . i  ps qs

*  Fp ,  Fq .  op i  o r j  to ,  *  to ' .  Fq ,  Fp ,  uq i  %;

=  Fq j  F i .  to ,  *  Fp j  Fo ,  F . i ,  *  F i ,  to ,  to j  *

=  I  t  to ,  F i .  Fq ,  *  to j  to ,  t r ,  '

= 2 F' , ,  (  Fqj  Fq, *  Fpj  Fp, )

F  F .Ë
pr  ' t r  pJ

aF . .
r J

( r r r .5.2)



En effet :

0 . ,  =
r J

En tenant

0' i j

pour
et en

a0
-_2

rJ
aI

t rouver . i5 fo
tenant conpte de

a 2 o

( r r r .5.3)

par rapport à

on obt ient  :
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ao  ( I , J ) e0

a F . .  a I
rJ

canp te  de  ( I I I .5 . l )  e t

e0 aJ

rF i j  t J  rF i j

(  I  I  I .5 .2  )  ,  on  ob t i  en t  :

Fin Fr5 Frn

a l

aJ

,  on  dér i ve  (  I I I .5 .3 )
( I I I .5 . l )  e t  (1 I I .5 .2 )

tu

ô- i ikr.

a 2 o
4

aI '

a 2 o
8-

AJ  A I

a0
4__

ôJ

aF. i j

Fk ,  t , j Jr,

FF
mJ mn1nkr,

+F  F  )
i c k j

aF, .
K' . ,  â20

+8 -F .  F .F
a IaJ  kn  m l ,  mn

a to

F-= F-- + 16 -mJ mn aJ-

a0
F . .  +  2  -  ô

i i  a I  i k

F .FFF .
Kq pL pq ln

(  ô  ô  5  F  +  F .  ô
ik  11,  mJ mn ln  mK

ô .F  +F .
Jl '  mn ln [,i 

ô 
mk r1,9.

Fina lement ,  on  ob t ien t  :

a 0
r! = 2 - o.

i i k l ,  
-  L  

a I  i k

a 2 o
*4=F*

a I
a 2 o

V  - 0  =
l r l l

Yr' = o 2 z 2 2=

r u -  o  -
t  t  z î

a0
ô  +4 - (F .F  ô  +
i t , '  

-  
q ,  

"m j 'me  i k

a2o
F . .  +8 -  (F fnF ,nn

I J  â I  aJ

Fin  tnn u i ,

Frn Fi j *Fk F.  F .F  )rn mJ mn

( r r r .5.4)+ 16 
T 

Frq tp, Fpq Fin Fri  F*n

par un changement de conf igurat ion de référence suiv i  d 'un

changement de repère, on peut se ramener au cas où Fij est

d iagona l  ,  en  donnant  aux  i , j , k ,  &  les  va leurs  
' l  

e t  2 ,  on  dédu i t

les conposantes du tenseu. . i5ko :

z: + ( tz aj  + q { t r  r i ,
a l  aJ  a I

z "  +( l2 l+qA,t '
a I  

,  
t J  e I '  22

^  âo  -  a2o
Tr,,= trr* F,, * t.;l;,

a 2 o  3  !
+ 16 -----z Fz z F, ,

aJ

a 2 O  , .  a ' 0  .
+16-F , ,  +16-F , ,

a IaJ  aJ -
t 2 ô  ' .  â 2 0  _ e

+16" -  F r r+16-  Fo
a IaJ  aJ -

3 3

(F *  F '  t  F *  F , ,  )
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Y =
q  l 2 l 2

A  I  A J
, y .  =or , r ,  =zaQ +  q  t t  

( r i .  +F :^  )
a l  a l  

r r  2 2

Y  = 0  - o  _  F  F
6  t 2 2 t  2 L L 2  l l  2 2

pour  les  au t res  te rmes i l s  son t  nu ls ,  c 'es t -à -d i re  que :

Q  r r r ,  
=  o r r r ,  =  0  '  o  r r z r  

= o r r r ,  =  0

Q  , r r ,  =  Q r r . r ,  =  Q  ,  
Q  r r r ,  = Q r . r r ,  =  o

Fina lement ,  le  tenseur  o  d 'o rdre  quat re  p rend la  fo rme
su ivan te :  

i j kc

Y,  0

t i 3ko=

YO
6

vg
5

0

(rrr .s.5)
Y

6

0
3 Y 2

Donc, le tenseu. , i  jko a I  a même forme du tenieu, , . i j ln

cons idéré  au  (  t t t .+ .2 .7 )  r  pâF conséquent ,  une démonst ra t ion
ana logue  à  ce l le  de  la  p ropos i t i on  ( I I I .4 .3 .1 )  nous  amène à
1 'équ i . va lence  de  ( I I I . l . 1 )  e t  ( I I I .2 . l ) .

I I I .6 .  cas  d 'un  mi l ieu  hyperé las t ique b id ine4s ionne l  par t i cu l ie r

I I I .5 . l .  Tenseur  d 'é las t i c i té  d 'o rdre  quat re

0n va considérer le tenseur des dêformat ions gauche :

I T
e=  r  ( r r '  - t )  ( t l l . 6 . l . l )

2

La re la t ion  en t re  le  tenseur  des  cont ra in tes  de  cauchy  z  € t  le
tenseur des déformat ions e êst  supposé :

1  =  r  (T r  e )  n  +  2  t r  e ( r r r .6. ' t  .2)



La cond i t ion  r

Dans le  cas  où  le

termes pr i  ncipaux.
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= U aSSUfe

tenseur G est
I  '  hyperél astici té.

o ragona l  avec  e r ,  ê , l es

Le travai l  exercé sur

es t  :

f i s  ( I I I .6 .1 .1 )

un élément ayant Ia surface uni té dans CI

d w  =  o r ( l

o r  =  I  ( 3 e ,

+ e ,  )  de

*  t r )

+ o ( l
2

tMai  s

Donc

dw est

où

+e)
I

O =
2

de+
I

I t ' e )

de
2

I (

dw=À(3g* r )  ( l +e  )
t 2 2

€  +  3 e  )
I

À (  .  +3 r ;  ) de
2

2

(

d i f fé ren t ie l le  exac te  car

dw =  w,  da ,  *  w ,  da .

w r  =  |  ( 3 t

d n ,

, * . r ) ( l + e r ) , r f  =  I  (  e  +  3e  )
, 1 2 '

( l  +  e r )

de

Al ors :

e  = €
I I

t ,  =  € a

Les dêformat ions

pr inc ipa les  ê ,

su ivantes  :

d* ,
= O

d€ ,

êt re  f i  n ies ,  I  es

do ivent  vér i f ie r

déformati ons

I es i nêg al ' i  tés

0

=

2
e

I

4
c

2
e 2

2
peuvent

e
2

*  € , ,  >  0 I  +  e r
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par conséquent :

l es  va leurs  p r inc ipa les  . ,  e t  . .  d€  e  do iven t  auss i  vé r . i f i é  :
I  + 2 e .  >  o  ,  l + 2  e  )  o

remarquons que :

Z 2

1+2 . .=  1+2e  +e r  ' =  ( l +e  )  >  or  I  
- l

calcul  de Ë

l ,Te = 
n 

( r r  - l )

En dér ivant par rapport  au temps, on obt ient  :

;  -  + ( i rT + r iT) (r r r .6.1.3)
2

i  =  
t *  

_=  
t *  âa  =  Êe

ab  aa  ab

ou encore  à  par t ' i r  de  |  =  F .G,  on  ob t ien t  :

i=Ëe*ôr

En ident ' i f  ian t  CA avec  CI  a lo rs  :

F= I  =+  FT =  I  ( i l 1 .6 .1 .4 )

pu isque,  le  tenseur  G es t  cons tan t  (C N es t  i so t rope)  ;  g  =  o  par
conséquent :

i  =Ëe =+ , :T=nt;- l (  r r r .6 . l .5)

En  p1us ,  l e  t enseu r  e  dev ien t  dans  ce  cas  :

11T l r
e  =  -  (FG  G '  F ' -  t  )

En por tan t  ( I I I .6 . . | .5 )  dans  ( I I I .6 . . | .3 ) ,  e t  tenan t  compte  de
(  I I I .6 . l .4 )  on  ob t ien t  :

I  -  I  ' T

; =

2



De ( I I I .6 .1 .6) ,  è  dev ient  :
l . r

Ë = -  (F+ f ' ) +Fe

2

Calcu l  de ô

3 0

e x .
e (  I

t u j

l e  t rava i l  fourn i  à

1 J

u Ë  =dé t
i j  i j

r24 -

* .ÉT

un élément

ex
o

aa kt'

(rrr .6.r .7)

(  r r r .6.1.4)

de vo lume un i té  dans

e
kr.

Al ors,

est  :

où

ou encore

0 = (dét F) opo I
2

CI

o ê  es t  le  t rava i l  recu  par  un

CA, autrement di t  ;

e . .
r J

=dé tF

aa.
J

élément de volume uni té dans

a ^

o..  I  ( - tL-  *  
'1 

)
kr, 2-  t * ,  , * k

ax i

1 1t \ ,  
A X

m

(dé t  F )  o
kr,

âXm

,  âxk

A X
L

.  â X :' l

*  
t i '  

,
t *k

ô io  ôk ,  )

ô i r ,  ôkm )

:

dx i ,* ,

aa.
J

1

2

(dér (  6 i l

axm
ôgm +

oi 
k 6r,n +

âXm

aa

F)
i j

j

En dérivant par rapport au

te

i j
+ e . .

1 J

temps,

,i,

on obtient :

(dè t  F )  o *

(dét  F)  ôno

I

2
I

2

(o ik  u . ,n  *  o io  onr )

(o  ô  +ô .  ô .  )'  
i k  sm 1 I ,  Km

,U j tu j

S i Fr j  =  o i j t'ij = oi j
et dêtF= l



e . .
r J

Al  o rs ,  on obt ient  :
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+ o .
Kt.

( t r  Ë )  o .
1 m

I

2

I

2
+ô

ô+
mJ

o . .  F  .  =  ( t r  F )
r J  mJ  

'  oko +ô uno, )

ok,n )

(  r r r .6. t .8)

au temps,  on

â 2 0

(o' i k

(  0 . .
1 K

im

i l ,

il,
+ô

t 6

cm

oi j 
ËTi,

F ina lemen t ,  on  ob t i en t

ô
im

ou encore :

0 = o -

D'au t re  par t ,  en
obt ien t  :

A I

l J  r j k r

ou:
ô . .  = 0 . .  ç  '
t J  ' j k l ' k c  

'

;  =  r t r  I  t t

( I I I . 6 . . | . 8 )  s ' éc r i t  :

Ël,n - (tr Ë) oim

0 +
i m

= o - o .
im  rJ

.T
o  p '  +  ( t r  F )  o

dé r i van t  (  i 11 .6 .1 .4 )  pa r  r appo r t

âxk

ââ n,

;  o i j k r  =

En cho is i ssan t  les  d i rec t ions  p r inc ipa ' les
I  es axes de coordonnées, on obt i  ent
d 'é l  as t i c i té .

Dér i vons  (  I I I .6 .1 .2 )  par rapport au

+  2x  è

t r -' k c

kk  i j

e t  ( I I I . 6 . l . l 0 ) ,

-  (  ) ,  e  6 . ,
r r  ' tK

,1311 r( '*o
t u j âuo

, * k ( r r r .6.r .9)
ôâg

du tenseur e comme,
fi nal ement I e tenseur

temps,  on  ob t ien t  :

( r r r .6.r . t0)

0 . .
1 J

En tenant

0 . .  =
r J

^F+-  " i k  j k

de  (1 I I . 6 .1 .2 )

ô . .  +Z  rË . .
] J  TJ

(  r .  ô . .
r r  l J

( r r r .6. t . I )

( I I I . 6 . l 1 )  s ' éc r i t  :

+  2  r . . .  )  F . .
] K  J K

Ë o
r J

compte

l c' - k k

+  F , .
Kl(

L ,  .  '

1 J
+2x



ou encore :

A . =" 1 J

i  jko

(  F t t  *  Fkp
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+ e
&i ir,

6  ô .  .r r  rJ

'pk * Lq Ft q ) ôij

I
+ 2 ^ t  j  (F . i ,  +  F5 i )  +  Èrp :  p j  

*  . iq
2

-  (^ . r .  o ik  +2r r i r )Ër**Ër l

F.  I
Jq

( I e  ô . .  +  2 1 t e . .'  r r  r J  rJ

En  tenan t  conp te  de  (  I I I .6 . I .9 ) ,  on  ob t ien t  :

ô" = *{t
r J  I

o nn Ë*, * Ëro 'r 
r* 

'k rË o o' oi 
i * ll ':-t ur 

*

( e  ô  ô
r r  i [ ,

ô  F  a ô
j r  k r '  i k

+ ? e  ô  t-  
i r ,  j k '

kr,

o .  Ë  )'lc 
kt '

Ë' k 0Ë*ou* . .  €

oF(
ko  k t

*  ok i  tn j  *  t r ru j k l

Ceci nous permet de
obt ient  :

o Ë.  l -
j k  Kg '

+  2  e . .  )1J
= 0

j k

F
i jt< c

Finalement,  on obt ient  :

' i 3 t , ,  =  ̂  
| t okn  

* ' r k  * ' *n  )  o1 j + ô  ô  1
j r ,  j k  i r , '

ô + ze ) l
r r  i j  i j  I

e t  I  ' on

ztl to..
2  l K

( r  ô .  ô . .  + 2 e
r r  r s  JK n  

o jk )  *ukn( '

calculer toutes les composantes,

3  (1  +  2  e

o

I

o

l +3 + 3 e

o

1+?e

l -e
I

o

- e
I

1+2e

l -

+ 3 e  + 3 e
I

3  ( l  +  2  E ,

- €

( r r r .6 . t . t2)



-127-

Comparons  (  I I I .6 . l . l  2 )  avec  (  I I I .4  .2 .71 ,  on  ob t ien t  que  :

*  o ,  =  3  ( l  +  |  e ,

*  a ,  =  3  ( 1  +  Z  . , o

Y ,  t  o  =  I  +  2  e
I

(rrr .6.r .r3)

( r I r .6 .1 .14)

( I I I .4 .3 .2)  es t

+  0 2 =  I  +  2

t f  
3  

=  I  -  e r

= l + 3 e  + 3 e
|  

- 2

Remplaçons  ( I I I .6 . . | .13 )  dans  ( I I I .4 .3 . . | ) ,  nous  ob tenons  la

cond i t ion  nécessa i re  e t  su f f i san te  de  s tab i l i té  :

I  Q+2e r+2 . , 1 ' - 9  ( 1  +2e , )  ( l  +2e r l  -  ( t  +2e , )  ( l  12e ,1 )

36 (  I  +2 . , ) '  ( t  r2 r . , \ '

de  ( I I I .6 .1 .13) ,  o r  remarque  queEn p l  us

vér i f i ée .

Posons :

L
I

L 2

= l  +2  e
= l  +2  Ê

>0
I

>0
2

( I I I .6 . l . l 4 )  s 'éc r i t :

t ( t  +L )  -10 1L l
L 2 L 2

ou encore :

-61 (t-  + L

2
Si  ( t -  +  L  )  -  l 0  L  L  <  5  L  L

L 2 1 2 t 2

2

L  -  14  L  L  +
t 1 2

36 1

-  10  L  L  <  6  L
1 2  I

Ce qu i  imp l ique que :

2

2<o

2 2

L
L 2
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qu i  dé te rmine  la  rég ion  de  s tab i l i t é  (vo i r  F ig  ( I I I .6 .4 .3 )

ci  -après )  .

i l  -  6L ,L r .  (L ,+  L ,  ) ' -  l 0  L r  L .= )11- ,  -  L r ) t  t  0

Cet te  inéga l i té  es t  a lo rs  tou jours  vér i f iée  que lque so ien t  L ,  e t
'  L2  c 'es t -à -d i re  que lque so ien t  € r  ,  €z

I I I .6.2.  La condi t ion nécéssaire de stabi l i té de

Hadamard

En tenan t  conp te  de  I  a  mat r i ce  (  I I I .6 .1  . l  2 ) ,  I  a

cond i t i on  ( I I I . l . l )  s 'expr ime :

1 2 2

[ 3 ( l  +2e r )  B ,+  (1  +2 . . )B -Jo -  +4  ( l  ] e r  + t r ) 8 ,  B ro ,  o "

2 2 , 2+ [ (  1+2 . , )  B -+3(1  +2r , )BrJor t0

pu isque l+2er  >  oe t l  +  2ez  >  o ,  I ' i nêga l i tép récéden te

équ iva len te  à

3( l+2er l ' u l  *2 t5 ( l+2e) ( l  +2 . - )  ' 2 ( l *e ,+E, ) ' l  o :  d ,'  r -  I  |  2

+ 3  ( l  +  2  r " l '  B l  t  o  6e  d isc r im inan t  es t  néga t i f  )
I

. 2

En éc r i van t  u ' ,  = '2 . ,  ,  8 " ,  =  t "  ,  l , i néga l i té  dev ien t  :

AZ '  +ZB ZZ +CZ '
l t 2 2

où:  A  =  3  ( l  +  2  . , ) '  >  o

B=5( ' l  +2e )  ( t +2e  )  - 2 ( l * r , * . r )
l '  z

C=3  (1+2e r l  >  o

L ' inéga l i té  (  I I I .6 .2 . l  )  se ra  vé r i f i ée  :

1 -LorsqueD=AC-Bt  >  o

2-LorsqueD 5  oe tB  >  o



Si  
' l ' on  pose que :

A l  o rs ,  on ob t ien t :

B=- ]
2

g=-  I  ( l
l 6

F ina lement ,  la  cond i t ion

l ' i néga l i té  su ivan te  :

L -  ' t4 
L

t l
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1  +2  e

(L .  -  I1 .L^+L l
I 1 2

2 2

,  
-  L ,  )  (  t ,

nécéssaire de

= l 1+? e  = L
2 2

)

14L ,L r *

s tab i l i t é  s

)

rédu i t  à

2

L

e

Dans  la  f i gu re  c i -dessous ,  on  peu t  vo i r  l a  rég ion  de  s tab i l i t é

L ,  *  L '  t  o (  r r r .5.2.21

tenant compte

3  ( l  +  2  " r )

2

+  ( l  +  2  e r l  X ,

( ,  {  - .  t } } aF is  (  I I I .6 .2 . l  )

I I I .6.3 La condi t ion suf f isante de stabi l i té de Hadamard

Revenons  à  la  cond i t i on  (  I I I .2 . l  ) ,  en

de  la  mat r i ce  ( I I I .5 .1  .121  ,  on  a  :

H  =  3  ( l  +  2 . , )  X , ,+  2  (1  +  3 . , *  3 . r *

(  1  +  Z  . r )  Y , i ,  +  2  ( l  -  e  t -  €z '

K- )  x , ,  xr .  +
2

K
-  )  X , ,  X r t

2

x:,

F is  (  I I I .6 .2 . l  )
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H est  la somme de deux fonct ions quadrat iques, la première dépend

de  X , ,  e t  X r ,  ,  l a  deux ième dépend  de  X , ,  e t  X r '  on

doi t  obtenir  :

K . 2
9 ( 1  + 2 . , )  ( l + 2 e r )  - ( l + 3 e , + 3 e r + - l -  >  0  ( I I I . 5 . 3 . 1 )

et

K ,2
( t+2e , ) ( 1  + l e , )  - ( l - t , - ' r -  

,  
) -  >  0  ( I I I ' 6 ' 3 ' 21

Cec i  pou r  une  va leu r  de  K  au  mo ins .  ( I I I . 6 . 3 .1 )  peu t  s ' éc r i r e  :

Y,  . t i  où :
I

y ,  =  -  I  -  3 . , -  3 . r -  3 t  ( f  +  2e , )  ( ' l  +  2 r r l l '

L

Y,  =  -  I  -  3e , -  3e r *  3  [  ( ]  +  2e , )  ( l  +  2 . r ) l ;

( I I I .6  .3 .21  peu t  auss i  s 'éc r i re  t ,  <  K  .  t ,  où  :

I
' t 2  = l - € -  e  -  t ( l +2e . )  ( l +2 . - ) l -T

' 1 2 t 2 '

l l

; ,  = l - r , - . r+  [ ( l+2e) (1  +Z . r )  17

I l se raposs ib ledeca Icu le rKencons idéran t r^< ' ie tY ,<

L 'ensemble  des  va leurs  de  K es t  l ' i n te rva l le  :

[ t  
-e ,  -ez -  t ( r  +2e , )  ( t  +2e , |  f r  ,

j I

- l - 3e , -3e r+J  [ ( t +2e r l  ( l +Z r r ) ) t  IJ
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L '  i  nég  a l  ' i té  ,  

"  
.  y ;  es t  équ i  va l  en te  à

2 Z

L - ' l r l  L ,  L ,+  L ,<0  même inéga ' l i t é  ( I I I .6 .? .2 )

e t  I ' i néga f  i té  y ,  <  ï .  . r t  tou jours  vé r i f . i êe .
Par  conséquen t ,  l es  deux  cond i t i ons  ( I I I . l . l )  e t  ( r I I . z . l )  son t
i  dent ' iques .

I I I .6 .4 .  S tab i l i té  d 'un  corps  é las t ique.  homog.ène sou-
mis à des vecteurs contraintes Lagrangiens
constants

Nous  a l l ons  compare r  l es  cond i t i ons  (  I I I . l . l  )  e t
( I I I . 2 . l )  avec  l a  cond i t i on  de  s tab i l i t é  su i van te  :

ô= . , . ^  X . .  X , . ^  >  C  qu . i  exp r ime  l a  s tab i l j t é  d ' un] JKC r J  KC
corps homogène dont  I  a  f ront ière est  soumi se à des vecteurs
contra ' i  n tes Lagrangi  ens constants .  En tenant  compte de
( i I I . 6 . l . l 2 ) ,  l a  cond ' i t ' i on  p récéden te  s ' éc r i t  :

. 2

3 ( l  + Z e r )  X , , + 2 ( 1  + 3 e r * 3 e r )  
\ , X r r + 3 ( 1  + Z e r ) X ; ,

+  ( 1  +  2  e r l  \ ' r *  2  ( l  -  e , -  e r )  X , r X r , +  ( l  *  Z e r )  X ' . r r  0

Pour  que cec ' i  so ' i t  v ra i  ,  i  1  fau t  que :

2
9 ( l+2e \  ( t +2e )  - ( t +3e ,+3e , )  >  0  ( I I I . 6 . 4 . ] )

( l +2e r )  ( t +Z . r l  - ( t - e r - . " ) ' >  0  ( I I I . 6 . 4 .2 )

( I I I . 6 . 4 . . | )  peu t  s ' éc r i r e  :

f r  =  -  9  (  , , -  . r 1 ' r  12  e r+  lZ  e "+  I  >  0

ce t t e  ' i néga1 i t é  es t  vé r i f i ée  l o r squê  E r ,  Êz  es t  à  I ' i n t é r i eu r
d 'Un  pa rabO le ,  ayan t  E r  =  €2  Comme aXeS  :
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f  i s  (111 .6 .4 .1 )

(  I I I .5 .4 .21  peu t  s 'éc r i re  :

f z

f z  >  o ,  lo rsque

€ = €
l 2

=  -  (  . r -  €  , 1 "+  4  e r *  4  e .

r  ,  . ,  es t  à  I ' i n té r ieur  d 'un  parabo le  ayant
comme axes  e t  passant  par  I 'o r ig ine

f ig  (111 .6 .4 .21
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on  peut  mont re r  que les  deux  po in ts  d ' in te rsec t ion  des  parabo les
vér i f ien t  la  cond i t ion  :

1 r -  l 4  L ,  L ,

La  rég ion  in té r ieur  de
ï ' i nêga l i té  su ' i van te  :

2
+L=0

2

deux parabo les  es t  une rég ion  vér i f ian t

En  fa i t ,  l a

f z > o

( r r r .6.4.3)

2 2
L,  -  14  L r  L r+  L ,  <0

rég ion  de  s tab i l i té  es t  la  r .ég ion  où
qu i  se  t rouve dans  la  par t ie

c ' i -dessous :

f  >o  e t

hachurée  de  f i g

f  i s  (  I I I .6 .4 .3 )
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I I I .7.  Stabi l i té d 'un corps ê ' last ique non-homogène

Pour un corps êl  ast ique homogène bi  d imensionnel

sounis à des déformat ions arbi t ra i res â part i r  d 'un état  in i t ia l

(dêchargé) isotrope, on peut associer un ensemble I  K,  ,  K.  I

des  va leurs  de  K  te l les  que  la  cond i t i on  ( I I I .2 . l )  so i t  vé r i f i ée .

Si  le corps est  non-homogéne, et  s i  les coeff ic ients t i j t

sont connus à chaque point ,  un ensemble des valeurs de

êt re  assoc ié  â  chaque po in t ,  s i  ces  ensembles  des  va leurs

un point  comtrun Ko, on a :

au i auk âu,  âu,  âu,

1,
K peut

deKa

/ [ 0
D r j r , ea.

J
C.E  es t

r  Ko  (
t olo- 

o
3  â r

I I I .8 .  Conc lus ion

Pour  un  so l id  ê las t ique  b id imens ionne l  à  f ron t iè re

f i xe  soumi  s  à  par t i r  d 'un  é ta t  i  n i t i  a l  i  so t rope â  des

dé fo rmat ' i ons  homogènes ,  les  cond i t i ons  de  s tab i ' l i t é  ( i I I . l . 1 )  e t

(  I I I .2 . ' l  )  son t  équ iva len tes .

En  p lus ,  l o rsqu 'une  va leur

t rouvée ,  1a  cond i t i on  ( I I I .2 . l )  p rêvo i t

de  s tab i l i tê  pour  des  corps  ê ' las t iques

f i xe .

I I I . 9 . Critère éner éri de stabi l i té et  char cr i  t i

d 'Eu l  e r

0n  rappe l le  d 'abord  le  phênomène su ivant  :

Flembage d'une tige encastrée par ses deux gxtré-

mités

par  conséquent ,

t u ,  âô ,  â  â ,  â  ôz

vé r i f i é  s i  l a  f ron t i ê re  es t  f i xe .

commune de K peut être

une condi t ion suf f isante

non-homogénes à f ront ière

Cons idérons  une t ige  ê las t ique é lancée encas t rée  en

extrémités 4 ___J
n

f  i s  . (  I I I .9 . l  )

deux
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soumise à une force de compression F. Pour une valeur fa ib le

F,  l ' équ i l ib re  es t  s tab le ,  par  cont re ,  pour  une va leur  p lus

grandes de  F ,  l ' équ i l ib re  dev ien t  ins tab le ,  e t  la  t ige  prend

l 'aspec t  représen té  dans  la  f i g  ( I I I .9 .2 )  c i -dessous  :

f i s  ( I I I .9 .2 )

Ce phénomène a été étudié Par
fl embage est :

Eu ' le r ,  I  a  charge c r i t ique  de

4 l 'E I

ou:

de

Fc
9 , 2

E es t  le  modu le  d 'Young

I  es t  l e  moment  d ' i ne r t ie

Nous a l lons  mont rer  à  par t i r  du  c r i tè re

comment,  on peut retrouver et  préciser

énergét ique de  s tab i l  i té ,

ce  résu l ta t .

calcul  de charge cr i t ique par la condi t ion de sta

b i l i t é  ( r r r .4 . l . l  )

t
h

I

+

f i s  ( 11 I . 9 .3 )
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Supposons que la t ige sor.rnise au déplacement i  (u,  ,  u. ) où :

2n .  2nsr n ---u r  ( t r  r x ,  )  =  x 2

(x  ,  x = cos  2n
2 1 2

avec  les  cond i t ions  aux  l im i tes  :

U ,  =  U ,  =  0  pour  x r

c l

X t  
+ l

I,

( r r i .9 . l  )

:l
[ ;

g,
=+- ,-2

Rappelons de la condi t ' ion de

= Y
i jkr

Al ors :

,  
'u '

i j k l  
â ) i

auk

J
eui

o ô
dk i ax j ax

t
En tenant ccrnpte de (  I  I  I .9. ' l  )  ,
deux ième membre  de  ( I I I .9 .2 ) .

En ef fet ,  on a

au i D tlk

s  .  ô .  .
$ K r

= o
o j

= -  O

s tab i l i t é  ( I I I .4 . l . l )

ô
k i

dx=  /  v
S  i j k r

au i auk

ax .  ax
J I ,

( i r r .9 .2)

deux termes dans I  e

0
i jrc

I

S

+ l

S

dx
â i i

auk
dx

ca lcu lons  les

euk t uk

t * j

2
,  o u t  .  .
t  -  ,  d x r

â X  t

même, on a :

au -  z'  
) dx  dx

ax  
I

I

âx :ii ô xr,
ark

â X ,

2rl
X

L

;  k  =  1 ,2

â U r  z  à U r  r -
=-o [ (  )+ ( -11

, X r â X ,

) t d x  d x  =
l 1 2

ô X r

En in tégrant  sur  un  quar t  de  la  t ige ,  on  ob t ien t  :

I

si4
De

h/2  t , !?  4n ,  Zn  z
dx ,=  I  I  t * - j ; c0 î -  x , )dxdx  =' o o 2 g , g , ' l 1 2

hl2 r'/2
1  f  ,  4 n

o =  s l n-  o o '  
r ,

r t 3

nh

. 3

5 t '

I1

s/4

lI2
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dx
J I2

2jo "oi oot 
;j

eu i auk

t * ,

a :

[ "

o

h

c !
( r r I .9 .3

sl4
D',àutre part ,  on

o . .
rJ

o . .
r J

ry' i j k r ,

ou encore :

2 2

=  E z l  =

par  conséquent ,

ao

â e  .  .
1 J

= l

-  re

ô
i j

ô
i j

+2

+ 2v

u 0 = €

€
i j

e
uu

a to = l  ô

e . .
1 J

ô ô

,

+2v
uk u t

ô
i k

uu

i j j s

v .' i j k r

* i  
3k ,  

t i  
j  

t k ,

Y . . ,  ayan t  des
r lK  c

I ' é ta t  r i a tu re l ,  a lo rs ,

v i5 t  r  
' i i  t k r ,

A lo rs ,  ca lcu lons  les

obt ient  :

4nz
t r ,  =  X a

3 e .  .  â e
r J kl,

= | o.i j

=  À  9 2

va l  eurs

i I exi ste

-< tr e2+ 2

conposantes

okn  +  2v

+2v  e
KJ

proches de

deux va leurs

6 . .  ô
lK  j t

k j

I  eu rs  va leu rs

r  e tu  t e l

d  ans

que :

2n

L

:

( r  +? u)  ( * ,

u  e i j  ' i j v. i j

des déformat ions e
i j

2n

2n
s in

9"

t O f l

cos x t

L 2

2rl
e

t 2
s ln

L

on ob t ien t

2n
COS -_

L

x=0
J

) '* i5 t r  t i 5  t k ,  =

En i  ntégrant sur I  e même quart  de la t ige, on  ob t ien t  :

â U auk
J v e e
ê , ^  

- i j k t  
i i  k Î ,

) / +

- f r ' i
c  t ^  r J K csl4 a* j

I r l

= (  r+2 u  ) -

, *n

Q , 3

dx

(rrr .e.4)



por tons( I I I .9 .3 )  e t  ( I I I .9 .4 )  dans  ( I I I .9 .21 ,  on  ob t ien t  :

I Q

s  
i j k '  t * j  âxs 2u6L3

pour  pouvo i r  ca lcu le r  la  borne  supér ieure  de  o  '  e t  de  fa i t

que la  t ige  dev ien t  ins tab le  pour  ce  borne,  on  a  :

t , i  ' u k

âu: ts uu 112 h I I*  h '  J1r h 'I  d x = - o (  
:  - 1 * [ + l y ) - -

6  I t

dx=0
{ . t i j t rT

S/4 
'  \ '^- t* j  âXr

Fina lement ,  on  ob t ien t  :

h t [ '

o =  ( r+2u) (  i r r .9.s)
3r , ' *  h t  n t

Comparons  (1 I I .9 .5 )  e t  l ' express ion  de  L ,  on  ob t ien t  que  :
G

E = l  +  2v ( r r r .9.6)

D'autre part ,  les ccrnposantes du tenseur des contraintes sont :

c ,  =  l ( e r + € r ) + 2 u e r

e  = À e , + ( I  + ? v )  , È . r =  
- l  

n ,

I r  +  2u
A' lors :

o  =  (  r+  2 . , r )  . ,

r  +2u
S i  ) r = È  , O n a : 2

u
o =  (3u-  )  .

8u  
3u  

I

l 2

O = €
I

38
donc,  le  modu le  d 'Young es t  

3  
u  ,  e t  pour  À  =  p

( I I I .9 .6 )donneE=3u

Cec' i  est  une borne supér ieure r igoureusement vraie,  la charge

cr i t ique  rée l1e  es t  nécêssa i rement  au-dessous .

En tenant  cornp te  de  la  va leur  de  I  =  

" -  

pour  la  t ige ,

a lo rs  à  par t i r  de  la  fo rmu le  d 'Eu le r ,  on  dédu i t  :

n 2  E  h 2

3  t 2
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