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INTRODUCTION

Le but de ce travail est de présenter une théorie des milieux
viscoélastiques et d'en donner certaines applications nouvelles.
La thése est composée de trois parties :

la premiére partie contiendra un rappel sur les notions
fondamentales de mécanique des milieux continus ; nous présentons
la théorie des milieux viscoélastiques standards die 3 NCUYEN et
HALPHEN (1975) qui exige 1'introduction de deux fonctions pour
décrire un comportement rhé&ologique:

La prémiére_fonction est le potentiel thermodynamique ¢(e,£ ,T)
qui dépend de la déformation e , et d'un nombre fini de
variables internes ¢= (§’°"!ﬁ,) et de 1a température T ;

La deuxiéme fonction est le potentiel de dissipation o (X, €,T)
qui dépend des forces thermodynamiques Xi =- g%T (i = 1,...,n)
associées a chaque variable interne gi(i=],...,n),de g ,et de T.
Ce point de vue est confirmé par 1'étude des modéles rhéologiques
présentant de 1'élasticité instantanée ; nous avons admis que Q
ne dépend pas explicitement de ¢ . L'@volution de variables
internes, et des contraintes, pour des déformations finies est
déterminé par : '

. a0 3¢
T P Xy =T — (i =1,
3X, G o
\7 i ;
o Y, o
~4 .‘a\‘-)q u“'-w-‘ /‘ \,},I 1 .
N AT ”'/,,.z \ N { :f—,"_u S N VL) “»{v RN L__;\i\_ﬁw
i v Wak : IR B
Xf,‘“g a
a¢//)\(" . - -
o = o est le tenseur des contraintes conjugué de «
d¢e

thermodynamique et le principe d'objectivité. Cette théorie sera
illustrée par des exemﬁ]eé pour les deu§¥gjg§§g§ﬁges milieux
viscoélastiques standards, avec et éans élasticiteé ihggéﬁﬁéﬁée.
Nous ferons une Vétudé de 1'existence et 'unicité de 1a
déformation d'un milieu @&lastique et ensuite d'un milieu

viscoélastique standard & élasticité instantanée stable (critére

— ‘



-5 -

énergétique, ellipticité forte) en é&volution isotherme et
quasi-statique. o

Nous allons exploiter 1'acquis de 1a premiére partie pour fournir
une étude nouvelle pour décrire le corps de Maxwell en montrant
la souplesse du formalisme adopté. L'é&tude du corps de Maxwell a
gté déja traitée par WEBER.J.D (1974), et nous apporterons
quelques &léments nouveaux pour la description de ce corps, en
particulier, la prise en compte de température, 1'étude se
placera dans le cas de grandes déformations, pour des
comportements non linéaires. '

Dans la troisiéme partie nous apporterons quelques compléments a
1a théorie de stabilité élastique, dans le cadre des travaux de
WEBER.J.D (1972). Hadamard a &noncé deux conditions de stabiliteé
1'une nécéssa&re, 1'autre suffisante, pour un é&lément matériel
homogéne a frontiére fixe. Nous allons vérifier que 1'équivalence
de ces deux conditions est réalisée dans le cas d'Uh milieu
élastique bidimensionnel arbitrairement déformé a partir d'un
état naturel isotrope. Nous terminerons cette partie par une
évaluation de la charge critique d'une colonne en compression a
partir du critére énergétique de stabilité.



Oh, certes, la Nature est complexe et, quoiqu'il ne s'agisse que
de physique, le comportement des corps du point de vue de leurs
déformations n'est pas beaucoup plus simple que le comportement
psychologique des individus. Les cadres que notre esprit &labore

-

s'adaptant plus ou moins bien d@ ce comportement.

J. MANDEL
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NOTATIONS UTILISEES

Cl Configuration initiale

CA Configuration actuelle (d&formée)

CN Configuration naturelle (sans contraintes)

a Coordonné&es d'un &lément matériel dans CI

x; % Coordonnées d'un &lément matériel dans CA

Fij =’.;é. Gradient de la transformation de CI + CA

v,V “J  Volume d'un &lément de matiére a 1'instant actuel et
initial '

p;% _ Masse volumique d'un élément de matiére a 1'instant
actuel et initial

t Le temps

E Module d'young

X, o Coefficients de Lamé

u Vecteur déplacement

f(t) Fonction fluage

rit) Fonction relaxation

D : Domaine ouvert borné dans R’

C.E Critére d'énergie

E.F Ellepticité forte

o | Potentiel élastique
Energie libre d'un &1ément matériel dans CA

Q Potentiel de dissipation d'un &lément matériel dans
CA

£ Variable interne

T 36 Température absolue

X="=¢y  Force thermodynamique associée & ¢

;= _%%; Vitesse de la variable interne ¢

X Puissance dissipée

L L' enthalpie

e Energie interne par unité de volume

q Vecteur flux de chaleur

a Dilatation volumique

S L'entropie

MVS Milieux viscoélastiques standards

I(T,) Configuration initiale & la température T,

R (T,) Configuration reldchée & la température T,

R(T) Configuration relachée @ la température T
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Configuration actuelle a la température T
Tenseur des contraintes de Cauchy
Tenseur des contraintes conjugué au tenseur des dé-
formations ¢
Tenseur des contraintes de Kirchoff
Tenseur des contraintes de Boussinesq ou €' tenseur
de piola - Kirchoff
Symbole de Kronecker
Tenseur de déformation élastique
Tenseur de déformation plastique
Déviateur du tenseur des contraintes
Tenseur de rotation
Tenseur de déformation pure droit
Tenseur de déformation pure gauche
Tenseur de transformation de CI - CA
Tenseur des dilatations ou tenseur de Cauchy - Green
droit
Tenseur des dilatations ou tenseur de Cauchy - Green
gauche
Tenseur de déformation de Green - Lagrange dans CI
Tenseur taux de déformation
Tenseur taux de rotation



PARTIE 1

Les milieux viscoélastiques standards
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I.1. Rappels de mécanique des milieux continus
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Nous allons présenter quelques notions fondamentales de mécanique
des milieux continus.

1.1.1. Gradient de la transformation

Pour décrire les événements d'un systéme de milieu
continu, on considére un élément de volume de ce systéme et 1'on
étudie sa transformation au cours du temps.

Soit a, les coordonnées initiales des points

matériels a 1'instant initial dans 1'espace R’ , X les

j
coordonnées des mémes points & 1'instant actuel t, 1la

connaissance de x; en fonction de 3 et du temps écoulé t :

X.i = X-'I‘ (aJ’t) (1 sj = ]3293)

décrit 1'évolution du systéme.
Supposons que 1'hypothése de la continuité de matiére soit
vérifiée, alors les fonctions x (a,t) sont dérivables et la
matrice des dérivées :

BX.i

F.. (a,t) = (a,t)

1]

aaj

appe]ée'gradient de 1a transformation entre 1'instant initial et
actuel. ‘
Le déterminant de 1a matrice Fijvérifie les relations suivantes :

dv = (dét F) dw
Po =p det F
det |[F| > 0 nécéssairement
ou
v,V, _ le volume d'un élément de matiére a 1'instant actuel
et initial.
030 1a masse volumique du méme élément a 1'instant actuel

et initial.
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I.1.2. Déformations et contraintes

. Grandes déformations

Soit 0X X, X, un réferentiel galileen, c'est-a-dire
un repére d'espace supposé fixe au cours du temps, 1e mouvement
d'un systéme du milieu continu est décrit par :

X3 = Xy (aj ,t) (1,3 = 1,2,3)
ou
a; 1=1,2,3 sont les variables Lagrangiennes ou matérielles
x;j 1=1,2,3 sont les variables Eulériennes ou spatiales

En petites déformations, on identifie les variables Lagrangiennes
et Eulériennes. Ce qui n'est pas le cas en grandes déformations
(39 1.

La déformation locale est définie par 1e tenseur F :

dx = Fda ; F;; = 24

ij ;
%

F s'appelle tenseur gradient de 1a déformation, ce tenseur permet
de passer d'une configuration a une autre.

Pour caractériser 1a déformation du tenseur F, il faudra qu'on
élimine la rotation et ceci est faisable de deux fagons :

1 - Le théoréme de décomposition polaire permet d'écrire :

TR
< c
C .
1 l 1]
m mo<
- e
— o
-}
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Ou R est le tenseur de rotation, C et B sont les tenseurs des
dilatations ou le tenseur de Cauchy - Green droit et gauche. U,V
sont les tenseurs de déformation pure droit et gauche {40} , on
caractérise la déformation par C ou U dans la configuration
initiale et par B ou V dans la configuration actuelle.

2 - on exprime les variations de longueur d'un segment matériel

>

da par :
2 + +
dl - dB = 2 daa da
ol a= - (FTF - 1) est le tenseur des déformations de Green -
Lagrange dans 1a configuration initiale.

- on définit le tenseur eulérien gradient des vitesses par :

. . . . 32X' 3ar
grad V = FF- ' 5 3V . L k
axj ot day axj,

et on peut écrire ce gradient comme la somme d'une partie
symétrique D et une autre antisymétrique W :

-

FF =D+ W

1 - = -..1T
D= —[FF + (FF )] est le tenseur taux de

- déformation. 2 o

Elle décrit 1a vitesse de déformation ; D = F A FT

W est le tenseur taux de rotation qui définit la vitesse de
rotation locale d'un systéme du milieu continu  [40]

contraintes

- on définit le tenseur des contraintes de cauchy t par :

df = T -ﬁ ds
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ou .:

>

df est la force élémentaire exercée sur un élément de surface ds
- » -+ . -

de normale unitaire n, dans la configuration actuelle, ce tenseur

est symétrique :

- si on considére ds dans la configuration initiale, alors :

> >

df = o n das

6 est le premier tenseur de piola - Kirchoff ou tenseur de

Boussinesq. Ce tenseur n'est ni lagrangien, ni eulerien, 6 est
: q > L€ -est I agrangien, ni €uls ,

pr———

U

un tenseur non symétrique.

20 ) . _ _
- on note par o= —;%- ( ¢ est 1'énergie libre) le tenseur des
contraintes conjugué au tenseur des déformations e, lorsque e =

1, .T
Z(F'F - )= & on obtient le tenseur des contraintes de Kirchoff :
2

n:__.a_i‘)_
3
..:__a._)_(j_ = .. ' -3~-1 Il
Lorsque, ﬂJ 233 513 , c'est-a-dire, dans le cas ou

1'état actuel considéré comme état de référence, donc :

0=II=6=-:

Loi de comportement
La relation entre 1'évolution du tenseur des déformations et

celle du tenseur des contraintes s'appeile loi de comportement ;
elle doit obéir & certains principes [14] ,{21] ,[43 1, (44 ],

1.1.3. Equations d'équilibre

Soit fj les forces massiques, alors les éguations
d'équilibre sont :

. En écriture Lagrangienne :

39 1j

%f. =0
3 aj !
. En écriture Eulérienne :
at . .
“~E~ + Df:l = 0
a X3 '

Ces deux écritures sont équivalentes.
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[.1.4. La classe des matériaux hyperélastiques (407

Elasticité isotrope

Dans le cas de 1'élasticité 1inéaire isotrope, 1a loi
de comportement a 1a forme suivante :

= .. s 8 =
o'ij xesij + 2 ue_'J Ekk
A et u sont les coefficients de Lamé.

Hyperélasticité isotrope

On suppose que 1'énergie de déformation par unité de
masse y dépende de F, alors y est une fonction isotrope en vertue
du principe d'objectivité et 1'isotropie :

v(B) =y (QBQ) , B=FF'

Donc, & partir de 1'expression de 1a puissance de dissipation et
en écrivant que la dissipation est nulle, on obtient :

- B 2V
o aB

Ce qui est la loi de comportement d'un matériau hyperélastique
isotrope.

[.1.5. Variables internes en mécanique des milieux continus

Lorsqu'on étudie un probléme physique, on rencontre
plusieurs variables physiques significatives, on s'interesse 3
certaines d'elles et on les appelle variables internes oqu
cachees.

En effet, Torsqu'on définit un systéme par les valeurs actuelles
de ses variéb]es'd'état qui sont, en général, la déformation .
les variables internes notées collectivement £ et la température
T. Alors, i1 est commode de répartir les variables d'é&tat d'un
systéme en variabless externes susceptibles d'étre commandées

comme la déformation et 1a température et en variables internes,
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1'appellation ‘“variables internes” doit étre préférée a
1'appellation variables cachées, en fait dans les exemples qu'on
va donner, les variables internes sont susceptibles d'étre
mesurées. L'évolution des variables internes peut alors étre
déterminée pour n'importe quelle évolution donnée des variables
externes, les variables internes varient au cours d'une
transformation irréversible [ 26 ] , leurs évolutions sont

déterminés par :

£y = fi (e, €, T) (i

it
——)
-
-
=
—

Elasticité

Le systéme est un @lément de volume d'un solide
élastique représenté par le modéle rhéologique élémentaire qui

est constitué par un ressort
k o-kE€

variables externes : e, T pas de variables internes

Viscoélasticiteé

. Modéle de Maxwell

Ce modéle est constitué d'un ressort et d'un
amortisseur monté en série.

k (o
Ej_w——- l—————e g

Fig (I.1.5)

variables externes e,et T, variable interne ¢ est la distance
entre le piston et le fond du récipiant contenant le fluide

visqueux.

La théorie des milieux viscoélastiques standards généralise. Ce
modéle élémentaire en introduisant des variables internes
scalaires ou tensorielles [ 7 1 (36 ] [57 ]
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Plasticité

En plasticité, deux types des variables internes sont
considérés : les variables d'écrouissage (scalaires ou
tensorielles) et 1a déformation plastique [17]{26] [40] [45]
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[.2. Description des milieux viscoélastiques standards MVS
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Dans ce paragraphe, nous allons présenter la théorie des milieux
viscoélastiques standards ‘qui seront notés par MVS (lorsqu'il
s'agit d'un milieu viscoélastique standard, on notera un MVS)
avec et sans élasticité instantanée en inspirant de la théorie
des milieux standards généralisés di & HALPHEN.B et NGUYEN.Q.S
(1975) et le point de vue de MANDEL . J (1980). RICE J.R (1971)
et WEBER J.D (1972). . -

[.2.1. Les MVS avec élasticité instantanée

Dans 1a théorie des milieux viscoélastiques standards

notés par MVS, nous avons besoin de deux fonctions pour décrire

T

un comportement rhéologique, 1'énergie libre ¢( € £ £) qui depend
de 1a déformation_c et d'un nombre fini de variables internes,

notées collectivement ¢ qui peut &tre sca1a1re ou tensorielle, et
le potentiel de dissipation o (g, X) ol :

]

est Ta force thermodynamique associée a chaque variable interne
(nous supposons pour simplifier que ¢ et g sont relatifs & un
e]ement matériel de volume unité dans la confiquration 1n1t1a1e)

L'évolution de variable interne ¢ est dite normale, c'est-a-dire

—_— —_— — ) . -
que 1'hypothése de dissipativité normale est verifigée (17] [37]
lorsque :

}
A s X=- 2 (1.2.1.1)
dt 3X : 9E

Le tenseur des contraintes ¢ conjugué au tenseur des déformations
= est :

\ o____aﬁl » (1.2.1.2)
- o€

(I.2.1.1) constitue une généralisation des relations d'ONSAGER

pour des comportements non linéaire, (1.2.1.2) est 1'équation de
Coleman valable si le milieu presente de 1'élasticité
. ————— ——— _-\.

instantanée, c'est-a-dire s1 le m1]1eu a un comportement de

————
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solide élastique dans les déformations trés rapides [52] (qui
ont lieu en une durée inférieure au temps de réponse de
1'apparelliage utilisé). ’

¢ et 2 dépendent aussi de la. température T. Les déformations
peuvent étre infiniment petites ou finies. Notons qu'un saut
brusque de & et T change la va]eur de g mais n'entraine pas de
discontinuité de ¢ . - C'est 1a une propriété caractéristique des
variables ingggges.-Le comportement n'est pas modifié lorsqu'on
ajoute 3 gune fonction quelconque des ¢ ; En la choisissant
convenablement, on peut toujours sqgggéér que jg<=wg_p935_x_f_51

quels que soient les &

Suivant une hypothése faite par Rice [35 ] et suggérée également
par Mandel [22] nous avons admis que %f’est une fonction des
variables internesget des forces thermodynamiques X, cette

fonction ne dépendant pas exp11c1tement de ¢ . Cela revient &
choisir @ fonction des ¢ et X [57] . Ce point de vue est
d'ailleurs confirmé par 1'étude des assemblages de ressorts et
d'amortisseurs linéaires ou non linaires (modéles rhéologiques,
voir (1.4.3) Ci-aprés). Chaque variable interne décrit alors la
configuration d'un amortisseur dans 1'assemblage.

Dissipativité

Cette condition signifie que g doit nécéssairement
vérifier la condition suivante :

Xt -x =% >0 Ve X, et T (1.2.1.3)

qui résulte du second principe de 1a thermodynamique(}g X 2
est le taux de production intrinséque d'gntropie) (voﬁ% Fig

(1.3)).
Convexité

Cette condition signifie que :

3% 5 (1.2.1.4)
3 X2 CT '
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n outre : '

avec

o

)

pour X = o - (1.2.1.5)

< 't%’
1
o

Nous appelons condition de convexité 1'ensemble des conditions
(I1.2.1.4) et (1.2.1.5) (voir Fig (1.3)).

Lorsqu'il y a plusieurs variables dinternes, (I1.2.1.3) s'écrit
aussi X, .?1_ 2 0Oet (I1.2.1.4) exprime que la matrice _3_2-9*'.‘--
est définie positive axi. aXJ.

Q4

oo
o]

o
<

¥ <

¥

(o]
Fig (1.4)
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Dans le cas de la Fig (I.4) la condition de convexit# n'est pas
vérifigée c'est-a-dire @ n'est pas convexe par rapport a X. Tandis
que 1a condition de dissipativité est vérifiée.

On signale que la condition_de dissipativité est toujours
vérifiée a 1'équilibre, et hors d'équilibre, par contre, la

condition de convexité est vérifiée a 1'équilibre, sans étre
nécessairement vérifiée hors d'équilibre (Fig (1.4) par exemple)

Donc :
A 1'équilibre : convexité & dissipativité

Hors d'équilibre : convexité F dissipativité

=

1.2.2. Les MVS sans élasticité instantanée

“Nous adoptons le point de vue de Mandel [ 22 ] en ce
qui concerne la validité des équations suivantes :

n,o= S0 (1.2.2.1)
i A, .
ij

nij est le tenseur des contraintes de Kirchoff

x = - 2% g (1.2.2.2)
’ EY)

x est la puissance dissipée.

Ces deux équations sont valables dans la suite pdur les milieux
présentant de 1'@lasticité instantanée, c'est-a-dire pour les
mi]ieuk ol la vitesse de déformation n'intervenait pas dans la
~définition de 1'état. D'autre part, (I.2.2.1), (1.2.2.2) sont
valables aussi pour des matériaux 'vigggglgﬁfiggsij viscoplas-
tiggg;, et @&lastiques parfaitement plastique présentént'_ge
1'élasticité instantanée [27] . Ce formalisme a &té généralisé
par Mandel [22 ]pour des milieux sans &lasticité instantanée tels
que le solide de Kelvin-VOIGT (voir (I.3.2.2)), et un fluide
visqueux, et dans ce cas 1'expres§ion de puissance dissipée est :




X=(n-—2)i- 22 ¢ 59 ([.2.2.3)

1.2.3. Le potentiel de dissipation et les différentes types de
comportement

Nous proposons de dire que 1orsque 2 est une fonction

C'est ]e cas des assemb]aqes de ressorts et d amortisseurs,
\
Lorsque g est une fonction singuliére de X, on dira que le
comportement est viscoplastique ou plastique. C'est le cas des
assemblages de ressorts, d'amortisseur et de patins pour Tles

différentes types de comportements voir les figures ci-dessous :

Qi

cas d'un amortisseur
. 2

linéaire a = KX
o est régulier

cas d'un amortisseur
non linéaire
Q@ est réqulier

Lo
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.cas d'un milieu viscoé-
lastique standard
Q est régulier

cas d'un patin
@ est singulier

_XQ (o XO ’

cas d'un milieu visco-
plastique standard:
Q est singulier

absorde
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[.2.4. L'hypothése de dissipativité normale [ 22 ]

On rapelle ici 1'expression donnant la condition de
dissipativité pour tous matériaux standards généralisées [ 17 ]
(22] sans élasticité instantanée

x=(n-20)5. .3 ;.4 (1.2.4.1)
: 3A ag

On peut rendre cette expression plus simple en définissant 1'état

par 1, e, 9; et & tel que gj = 8T le gradient de

PER
1a température et en introduisant au ligude 1'énergie libére

1'enthalpie 1ibre changée de signe :

9

L = nm8 AaB - b (I.2.4.2)
Alors :
= oL g - _8k (1.2.4.3)
puis : anaB aT
x= g (1.2.4.4)
r14 1

Dans le cas ou nous avons une seule variable interne, L dans
(1.2.4.2) est la transformée de Légendre de ¢ '

En fait, @ 1'aide de 1'hypoth&se de dissipativité normale, nous
pouvons préciser la forme des relations de comportement et
d'évolutions de variables internes.

Au voisinage de 1'équilibre gisont fonctions linéaires des Xi

avec les relations de réciprocité d'ONSAGER.

bij = by (1.2.4.5)

Hors d'équilibre, on généralise les relations d 'ONSAGER
(1,2.4.5).
En admettant 1'existence d'un potentiel de dissipation
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Q =$'Z(X1', 51', T)

(éventuellement @ peut dépendre d'autre variables)

. F _ 34
tel que : &, = —X; (1.2.4.6)
1 - Ceci est vrai lorsque x est donnée par (1.2.4.4) telle que
aL
X; =
i
BE,

La condition de dissipativité est :

. In - ‘ . oL . -
X = X; -——— = X3 & = £ 20
1 1
-~ Xy (AT
. convexité
. azﬂ - . . . . 39 0
La matrice .—EY;_TSC;_ est définie positive, avec %
pour X3 = 0, alors peut étre fonction de X, £, 1 et

éventuellement T.

2 - Si x est donnée par (1.2.4.1), les variables internes sont A,%
la force X associée alors a n + 1 composantes :

3¢
XA - Hx = 1 -
3 A
20
Ky o= e e | (3= 1,0
. 32
L'évolution des variables internes est
. aQ aQ .
A = ., E, = —— (j =1,...,n0) (1.2.4.7)
31'[1 J BXj

et la condition de dissipativité est :x 2o

convexité
atq y
La matrice -7-—”»i est définie positive i,j = 1,..., n+ 1
. UR50XK5 ,

c'est-a-dire : ' J

32q 32¢Q 32Q
I

£ £

axX, X aX, an CRLON



avec -

T an ] [ Xt
; .
e | 0 nour X = : =0
X 20 ;
— Xn
ol
- - )
SR

Alors, q peut étre fonction de X, ¢, 3, n, et éventuellement T
HALPHEN et NGUYEN [17 ] ont utilisé la régle de normalité
(I1.2.4.7) pour définir 1'évolution de variables d'écrouissage des
métaux [ 22 1.

[.2.5. Formulisme dual pour les MVS

En fait, comme nous avons vu au paragraphe (I.2) que
la connaissance de deux fonctions, 1'énergie libre, et 1le
potentiel de dissipation détermine complétement 1les équations
d'évolution du milieu, dans ce paragraphe, nous allons voir que
le méme milieu peut étre décrit par un autre formalisme qu'on va
appelier "formalisme dual" et le passage du formalisme connu au
formalisme dual se fait par 1'intermédiaire des transformations
de Legendre. Ceci est bien valable pour des milieux
viscoélastiques, comme pour des milieux élastiques parfaitement
plastique ou encore viscoplastique & déformation plastique
instantanée.

Commengons par le cas ol g est fonction de force X

. 0 (X)

————————

En appliquant, la transformation de Legendre, on peut passer de
(1.2.1.1) au formalim suivant :

X, = 22 (1.2.5.1)
AL
tel que g*( éi) est le potentie1 de dissipation dual
de Q(Xi), a* ( éi)_ est la transformée de Legendre de ¢
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dissipativité
o= 285 E >0 (1.2.5.2)
" convexité
_ la matrice ClL est définie positive
% : r F .
avec L) 385 3%y pour . =0
9E

La relation entre g* et 1a puissance dissipée dual x *
est donnée par 1'intégrale suivante [14]

. dp

ax ((£) = sixx (P E) —

' p
remarquons, alors, que si ¢ est fonction de X, son dual %% est
fonction de ¢ . En effet, (1.2.5.1) et (1.2.4.3) déterminent
complétement: le comportement et 1'évolution des variables
internes par les deux fonctions L ( m, g) et ax ( éi) (voir

(1.3.1.1))

(1.2.5.1) et (1.2.5.2) sont encore valables

* Q=Q (Xi,gi,H,T)

En considérant la transformation de Legendre partielle de Q‘ par
rapport aux forces Xi , on obtient le potentiel de dissipatioﬁ
dual

g% = o* | Ei’éi’ n; T) en plus si x = _at éi
3L
Alors (1.2.5.1) donne 1'expression de forces :
R LA (1.2.5.3)
38 2

(1.2.5.3) avec (1.2.4.3) déterminent complétement le comportement
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et 1'@volution des variables internes par les deux fonctions

L(m, T, 8) et o (g, &k, T, T)

dissipativité
- * .
X* = E. 30 = £, —aL_ > 0
. . _ 1 aE- 1 Y4 =
convexita i i
2 *b
La matrice 38 est définie positive
3, agJ
avec G pour E =0
] i
3E,
%
v' ﬁ = 'n (Xi’ E_i;AQ -A, T)
De méme on obtient gx= go*(¢., £., &, &, T) avec x est
i’ >

donnée par (1.2.4.1), on obtient :

r* . 3

= ¥ équation de comportement
3a ’ 3
an* ad

¥ . équation d'évolution des va-
riables internes

Ceci, avec les deux fonctions ¢ ( s, £,T Jet o* ( ¢, £, a, 4, T).
La condition de dissipativité exprime que x>0 et la condition de
convexité exprime que

a2q* 3z *

la matrice + est définie positive
3E, & A’
1 J
avec
* . .
AL CUAR pour £+ A= Q
g A
Remarques

On peut montrer (22 ] que, Tlorsque les liaisons entre les
éléments d'un systéme ne sont pas dissipatives :

1 - Si la dissipativité est normale pour les éléments, elle 1'est
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aussi pour le systéme, -en plus sia* et 9’; est le potentiel de
systéme et de ses &léments respectivement.
Alors : '
. B
Qx = L Q.
. 1
1 .
2 - Si les éléments sont standards généralisés et s'il y a
linéarité géométrique (petites déformations), le systéme lui-méme
est standard généralisé.
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I.3. Exemples de milieux viscoélastiques standards
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Ce paragraphe sera consacré a quelques exemples @ la théorie des
MVS pour les deux classes, avec et sans élasticité instantanée.
Dans (I1.3.1), nous allons traiter deux exemples pour les MVS avec
élasticité instantanée ; le fluide de Maxwell 1lindaire én
formalisme des MVS et son dual sera étudié au (I,3.1.1).

Dans (I.3.1.2) nous vérifions une propriété d'un MVS
avec élasticité instantanée susceptible d'@tre vérifiée
expérimentalement, par des essais de traction simple effectués
sur le Zinc, avec saut de vitesse. Trois exemples seront étudiés
au (1.3.2) pour les MVS sans élasticité instantanée, le premier
sera étudié au (I.3.2.1) en représentant un modéle rhéologique
constitué d'un assemblage, de modéle de Maxwell, et un
amortisseur montés, en paralléle, ensuite, au (I1.3.2.2), nous
présentons le corps de Kelvin -Voigt, en vérifiant que la formule
(1.2.2.2) n'est pas valable et qu'il faut la remplacer par
(I.2.4.1), nous traitons au (I.3.2.3) 1'acier & haute température
qui sera assimilé & un MVS sans élasticité instantanée, avec la
1o de comportement de NORTON-HOFF,

.I.3.1. Cas des MVS avec élasticité instantanée ,

1.3.1.1. Fluide de MAXWELL linéaire

Rappelons que 1la théorie de 1la viscoélasticité
Tinéaire est obtenue lorsque ¢ est fonction quadratique de € et ¢
et Torsque o est indépendant des ¢ et fonction quadratique des
X. Dissipativité et convexité sont alors deux conditions
équivalentes.
Bien entendu, le modéle de Maxwell présente de 1'élasticité
instantanée, on va essayer de voir si on peut le décrire avec le
formalisme (I1.2.1.1), (I.2.1.2), (1.2.1.3), {(1.2.1.4), et (I.
2.1.5)

“L'expression de 1'énergie ¢ et le potentiel de
dissipation & est :
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) =lE‘(,e-£)2
2 _
@ =1 %
Zn
o L. E(e-¢)
ac
X = —._a_g:E (E-E)
9L
o= - Llyx (1.3.1.1.1)
B,X n
dissipativité
x 28 . LT > 0
aX n
convexité
ala 1 N 0
aX? n

on remarque que dans le cas d'un milieu viscoélastique linéaire
on a :

dissipativité & convexité

“Nous allons étudier ce modéle au partie Il dans le cas non
linéaire unidimensionnel et tridimensionnel dans le cadre du
foralisme précédent.

Passons maintenant au formalisme dual

Le milieu peut &tre décrit par les deux potentiel ¢,o*ou a* est
la transformée de Legendre totale :

1
Q* = Sup [XX'*— — X

2n
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pour que la quantité entre parehthése atteint le maximum, il faut
et i1 suffit :

— (XX* - T X*) = 0 pour ¥ fixe

c'est-a-dire X =n¥X* , remplagons la valeur de X obtenue dans
1'expression de @, on obtient :

Q* (x*) =-]—n X

N

D'autre part on a :

X = X" = né = X'=

Alors, le potentiel de dissipation dual est :

o (£) =2 ok
2

* ;

X:ig.z._:ng
12

qui est la méme force qu (I.3.1.1.1).

dissipativité
ag* . 2
—~— = mng > 0
3L =
convexité
2*
32Q
= n > 0
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1.3.1.2. Levcompoftement du zinc dans les essais‘de traction

simple avec saut de vitesse [ 8]

Dans le cas d'une seule variable interne, nous avons

s =20 (e,8)
d€
2 2

5. 3% ., 2% :
3e? deo0k

En éliminant £ , on obtient, 1'équation différentielle suivante :

¢ =a €, 0) e+b (e,0) ' (1.3.1.2.1)
oia = 20 b= 270 390
de? | dedE 3 X

Lorsque a est une constante et b une fonction linéaire et
- homogéne de ¢ et o , c'est le cas du modéle de ZENER linéaire fig
(1.3.1.2.1).

a et b dépendent de 1'histoire des déformations mais elles ne
changent pas pour une discontuité de ¢

Si, on considére une fonction b( ¢ , o ) non linéaire, telle que
fig (1.3.1.2.2) : |

‘b(e,0) =0 ~ dans 1a région Ro

b(e,0) « 0 dans la région R,
b(e,o) » 0 dans la région R,

La courbe OABCDEF représente la relation entre la contrainte et
la déformation, (I.3.1.2.1) est semblable a celle de plusieurs
matériaux, ce qui montre 1'importance du cas d'une seule variable
interne en rhéologie non 1inéaire.
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fig (1.3.1.2.1)
modéle de ZENER

fig (1.3.1.2.2)
courbe contrainte - déformation
En effet, a et b dépendent de 1'histoire de 1a déformation avant
le saut, sans dépendre du saut de vitesse lui-méme, pour pouvoir
calculer la pente 99 avant et aprés le saut, (I1.3.1.2.1) peut

étre écrite : de

A (1.3.1.2.2)
de €

(1.3.1.2.1) correspond 3 1la description pour les MVS pour
lesquels i1 y a une seule variable interne [ 54 ] , Cependant
(I1.3.1.2.2) est valable pour les MVS ayant plusieurs variables
internes.
La condition d'€lasticité instantane. est assurée par le
changement brusque de vitesse de déformation.
- L'eéquation rhéologique (1.3.1.2.1) a &té utilisée pour décrire
‘Te comportement d'un milieu viscoélastique non lingire [ 54 ]

- Nous allons présenter dans ce paragraphe les résultats obtenus
pour décrire le comportement de zinc en grandes déformations.
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Description des essais

Le matériau utilisé était le zinc, et les essais de
traction s'effectuaiént sur la machine de traction ZWICK a 1a
température ambiante.

Dans un premier temps, nous avons utilisé une éprouvette de la

forme :
N\ Ve
_ 20,5mm
/1 ™ _
| | :
| |
/=129 mm
fig (1.3.1.2.3)
éprouvette du Zinc
Epaisseur = 2 mm
Vv, = 5 mm/ min _- - la vitesse de déformation avant le saut
V. = 15 mm / min la vitesse de déformation aprés le saut
G=% smin= 5 /sec=1 2/ sec=6,459 10 "sec "’
% 60 %o 60 129
' De méme £, = 19,377 10°" sec’’
La valeur de la pente avant le saut & 1'origine égale
a a.

On ca]cu]e (_?r.) avant le saut, on remp]ace ]es valeurs obtenues

dans 1'équation suivante :
do

(—=) b

de ! €

“avant le saut"

i

¥
+
|

portons la valeur obtenue de b dans 1'équation suivante :
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( ) = a+ L "aprés le saut"

de 2 €,

(4o
on obtient de calcula c'est 3 dire l1a pente aprés le saut, en
effet, 1a valeur obtenue pour ( 29 do ) _est incluse entre
deux valeurs de calculé
(dy o (4 < (L
~de  min de calculé de max
do :

( a; )m1n ( aEA)max , désignent les deux valeurs minimum

et maximum, obtenues en jouant avec la régle et ( do ) .

désigne la valeur de la pente (d°) calculée a partqr d;a;c& ?
Dans 1le deuxieme essa1? nous avons utilisé une autre

éprouvette identique a la premiére.

Mais on a changé v, , en considérant v, =20 mm/m, la courbe C,

correspond au premier essai et la courbe €, au deuxieme essai.
Remarque :

’ do 5 . s
La mesure de 1a pente ( — ) aprés le saut de vitesse était

extremement imprécise de ce fait, la relation (I1.3.1.2.2) n'a pu
étre vérifiee que qualitativement.
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A
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| ler essai | 2éme essai |

I | |

V. | 5 mm/m | 5 mm/m |

I | |

Vv, 1" 15 mm/m | 26 ma/m |

| I |

o | 6,459.007sec”’ | 6,459.107sed’ |

| | l

. 119,377.10°%ec”’ | 25,836.107sec” |

o | |

a | 68571 N/mm°® | 46150 NAm’ |

I | l

b | -43,088 | - 28,16 |

I l |

(do ) | 1860 N/wm”* | 2551 N/mm® |

de | | |

( 4oy | 6363 N/mm’ | 8200 N/mm’* - |

de min| ' | L |

(do ) | 46334 N/mm * | 35250 N/mm’ |

de call | v |

(4o | 52500 N/mm’ | 67100 N/min’ |

de_maxl | l

i . 0,8% | 0,8 % l

T 1 |
Tableau (I.3.1.2.2.1)

1.3.2. Cas des MVS sans élasticité instantanée

1.3.2.1. Cas d'un‘modé1e rhéologique constitué du modéle de

Maxwell et un amortisseur montés en paralléle

Considérons le modéle rhéologique suivant présentant
un milieu viscoélastique sans élasticité instantanée.



- 42 -

£ 4
g
€1 —_—
-— € —_—

fig (1.3.2.1.1)

En effet, ce modéle est un assemblage d'un modéle
présentant de 1'é@lasticité instantanée (lére branche) et un
modéle sans élasticité instantanée (2éme branche).

La Toi de comportement est :

3¢

=0+ f (e, ¢€) ; g =
' ' d¢e

C'est-a-dire, le tenseur des contraintes totales sans
élasticité instantanée est la somme du tenseur des contraintes
avec élasticité instantanée et une fonction dépend de ¢, ¢

1.3.2.2. Corps de Kelvin-Voigt

Le modéle de Kelvin-Voigt est constitué d'un ressort
dont 5, est la tension et d'un amortisseur dont n est la
viscosité montés en paralléle fig (1.3.2.2.1) ci-dessous :

i
|
|
|
:
e e -l

Fig (1.3.2.2.1) Modele de Kelvin
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En effet, si 1'on utilise ¢ comme variable commandée, il n'y a
‘pas de-variables internes, si ' '

o=Fe + ne

Alors 1'état hors d'équilibre est défini par les valeurs
actuelles de e, et € .

Par contre, en utilisant la contrainte o commme variable
commandée, il y a une seule variable interne ( o, , par exemple),
et 1'état est défini par o et o, , dans ce cas pour simplifier
les équations, on remplace o, par la variable extensive

correspondante £ = € qui Jjoue le rdle d'une variable interne,
commengons par le cas simple :

L'énergie libre, et le potentiel de dissipation sont :

¢:_...E€
?
Q= 2 x?
2N . b
La contrdinte o = [ €4+ ne g
Jde
. 30
La force thermodynamique X = 0 - € 3 -
d¢e
L. - . . | 1 aQ
La vitesse de déformation €= _X =_- (0-Ee) = —
n n X

C'est-a-dire, (I1.2.1.1) et (1.2.1.2) ne sont pas valable, car le
modéle ne présente pas de 1'élasticité instantanée.

Introduisons donc, 1'enthalpie L changé de signe :
L =0c- 6= o0c- 2 Fe?

2
Alors, la force associée a la variable interne est :

aL
de

o - Ee

- £y 2%
n

X

dissipativite

x = -1y > g
- z
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convexité

En plus, on remarque que :

dissipativité <& convexité

Cas général

Considérons comme au cas simple la définition de
~1'état par 0,0, qui est la tension du ressort est la
variable interne [ 22]

On va décrire 1le comportement rhéologique dans les deux
formalisme en montrant que le formalisme de colman et curtin ne
sont pas valable dans ce cas aussi :

Tout d'abord, on se place dans le cas e = @ (X)
E=¢€=aq est la variable interne
1 1
¢ = —Ee? = — Eg?
2 2
x 1
o= 0 (Do)t
1+m n
od X, =--% - _ g est la force thermodynamique

@
D
=<
]
~
3
A

Donc la dissipativité n'est pas normale, en plus

._Q.‘?L:Ee 0
de

par conséquent, (1.2.1.1) et (I1.2.1.2) ne sont pas valable.



-45_
Introduisons, donc, 1'enthalnie changde de signe :

2

]
L = 0§ - e E g
' 2

IR
LTS
aL ,
X = e = 0 - E 13
9g

X est la force thermodynamique qui est 1a force transmise 3 la
tige de 1'amortisseur, 1'évolution de variable interne est
déterminée par : )

: x o1
€=_3_§_l___(_)m

aX n
) X _l
X—===X(=)m >0 (dissipativité)
aX n
1
X/ )“&”
9% _ n
L 2 0 (convexi té)
ax mX _
En plus, si
3zq _ 2 32Q
>0 = — X >0
s X* T n ax?: =
C'est-a-dire : my® 3% _x ¢ X ) 1/m 5 0
n a X% n -

Alors, on remarque que la convexité entrainte la dissipativité et
A )

réciproquement. Ceci est wvrai a 1'équilibre comme hors

d'équilibre.

La transformée de Legendre de gqest

qui est le potentiel de dis-

sipation dual de
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x* o ae¥ _ M est la force thermodynamique
ag duale
dissipativité
* . .
x* = ag__ £ = N(g) T+m > 0
3t -

Alors, la disssipativité est normal et en particulier lorsque m=
1 (viscosité neurtonienne) et m = o (frottement de Tresca de
seuil n) '

convexité
* - . m om
LT 7 X 20
3 E?
Alors :
convexité = dissipativité

remarquons que sim = 1, on obtient le cas simple.

1.3.2.3. L'acier a haute température
m

cas ol g =Xre

Tout d'abord, considérons la 1oi de comportement de
1'acier suivante :

Ll

il
>
m

oOu m est une constante

En fait, le comportement de 1'acier i haute température est un
compbrtement visqueuse non 1linéaire qui ne présente pas de
1'élasticité instantanée. '

Alors, nous pouvons le décrire par les deux potentiels suivants :

L = ge- 4 H ¢=Cte]
g o) m
a= () 1/m
A l+l

m
ot Ta variable interne est 1a déformation ¢
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La force thermodynamique X associée @ ¢  est :

de

cas ol g =xe" &

Si on considére la loi de comportement de Norton-Hoff

o= Xe € ol n et m sont des constantes

g €2 é1

€
ol >
fig (1.3.2.3.1)

Dans ce cas, nous pouvons décrire le milieu, en considérant :

L= cge . ¢ 3 ¢ = cte
Tt
9 = _J LA —_ c'est-a-dire
\ ()‘)]/m ] n
oo =+ -
X:.iE'zc €

ae . 32 . (laly 1

ax 30 A
Le potentiel de dissipation peut prendre la forme suivante :

m A nooam+

Q = € €

m+] o
cas général

Considérons maintenant la 1loi de comportement

suivante :
é = sgn (aoc - be ) |ao - bqn
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ou a,b sont des constants
¢ peut s'écrire :

¢ =a"" ! (sgn X) |X |n,; X=0-_—¢€=0-Fe "

avec E = b/a est 1e module d'Young

Les deux potentiels de MVS sans élasticité instantanée sont :

L=ce-¢;og__ Ee?
2
n+ 1
Q:-Ew.,_._ [X‘n+] 5 X=-—3——L—-0-Ee
n+ 1 de
N
E'————-a'H'](san) P x |"
aX
n+ 1
ou encore : Q. 29 - bel
n+ 1
O-A

o0~

fig (1.3.2.3.2)
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I.4. Propriétés des milieux viscoélastiques standards avec

élasticité instantanée
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Dans ce paragraphe, nous allons utiliser la théorie
présentée au (I.2) pour la classe des MVS avec &lasticité
instantanée, nous vérifions si ces milieux obéissent a certains
principes des milieux continus, et le second principe de 1la
thermodynamique. Ensuite, nous allons discuter la validité du
formalisme des MVS toujours en é&lasticité instantanée avec des
modéles rhéologiques représentants des milieux viscoélastiques
linéaires ou non linéaires. Nous terminons ce paragraphe par une
étude de 1'existence et de 1'unicité des vitesses d'un MVS avec
elasticité instantanée, en déformations quasi-statiques, pour
d'évolutions isothermes.

[.4.1. Les MVS et quelques principes

I.4.1.1. Principe d'objectivité ou principe d'indif-

férence matérielle

o2

a3

fig (1.4.1.1.1)
L'espace Euclidien & trois dimensions est rapporté & un repére

a
orthonormé o a, a, a, fig (I.4.1.1.1). Soit V un domaine borné

a %2 ° —
de 1'espace V et x (a) une bijection dans V = VUBY o3 3y est 1a
frontiére de V qui transforme V en un domaine V'.

Soient a (&, , & ,a, ) oda; (i=1,2,3) sont les variables de

Lagrange définissent 1la position des molécules ou points



- 5 -

matériels du :cofps dans une configuration de référence dans
laquelle i1 occupe le domaine V et x(x X s X, ) ol X, (i =
1, 2, 3) sont les variables d'Euler déterminent la position des
molécules de ce corpa dans sa configuration actuelle dans
laquelle i1 occupe le domaine V'.

Soit Q 1‘'espace des tenseur F d'ordre 2, de composantes Eij , @
déterminant positif.

Considérons 1'application ¢ : V ox qQ ——# R, vérifiant la
condition d'invariance suivante :

La valeur o (a,F) ne change pas lorsque F est multiplié a

gauche par un tenseur orthgonale arbitraire vy a déterminant
positif : ‘

¢ (a,F) = o(a,F') ‘ (1.4.1.1.1)
ou

F' = yF, soit F, =1y, F . avecy . Y .= § . et déet vy ?
ij ik kJ ki kJ iJ 0
ou pose :
3.
0., = ¢ o F, =
1] oF ij as
AR 3dj

qui sont les composantes d'un tenseur 6 d'ordre 2 défini dans V.

1.4.1.2. Les MVS obé&issent au principe d'objectivité

Les déformations sont supposées isothermes, soit

£ = (El,--.,E ) € R" ou Ei(i‘= 1,..., n) sont n variables internes
n

soitcp;R" x Q —_— R vérifie une condition d'invariance
analogue a (I1.4.1.1.1) ‘

o( €, F) = o (g, F') lorsque F' = yF (1.4.1.2.1)
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Yy . =68, etdet ¥y >o
ki kj 1]
D'autre part, les composantes du tenseur des contraintes de
Boussinesq sont :

3
. 99 YVt (t est 1e temps)

aFij

0. .
i

proposition (1.4.1.2.1)

Si, on remplace F (t) par F'o(t) = v (t) F(t), sans
Changér les valeurs initiales de €. ,... , & o tel que v (t)
est un tenseur orthogonal a déterminant positif, alors le tenseur
des contraintes de Boussinesq © d'un MVS est remplacé par
e (t)= v (t) e (t).

démonstration

De (1.4.1.2.1), on déduit que la force
thermodynamique X égale a

3¢ ? .
Xy = - (g, elt)) = - 2 (£,e(tnl =1,.esn)
851 ’ 351
si les valeurs initiales de ¢ ,, .. ’En sont identiques, donc
1

les deux équations differentielles :

. an ] 30 .
E'l = H X'l = - —— E ,e(t)) (i = 1, ,n)
. 3IQ ¢ .
Ei = — 3 X, = - — (C,E(t)) (i=1,...,n)
X, 1 A,
i i
ont la méme solution.
En fait, en fixant El,...,i et , 1'énergie libre ¢ peut étre

n .
regardé comme fonction de e oude € = ve
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Nous avons :
8, . = av¢
1 3F'ij
e _ 30 . 90 ) Fiy
i3, 3 oF .
Fis Fra Fij
or la relation Fij =Y ij s'écrit Fkg,= T Fl
alors -
____a_F_k_}’_ = Y ) . § . = Y. )
aF mk  mi £J ik ej
iJ
ou encore :
3o 3o
0 = — 6 N = . = . e .
ij PR U S R T S PR %
ke kJj

1.4.1.3. Les MVS obéissent au second principe de la thermodyna-

mique

Lorsque un élément d'un MVS décrit entre deux
instants t, , et t, > t, uncycle isotherme fermé, g = (¢,,..., %)
et ¢ prennent les mémes valeurs aux instants t, , t. alors

nous avons la proposition suivante :

proposition (1.4.1.3.1)

Si, £=0¢&,, ..., &) et € prennent les mémes
valeurs aux instants t, , t, > t, , alors :

t
démomstration

1

Nous avons :

ae
o =

de
L'énergie libre ¢ est fonction deeet £, alors & tout

instant nous avons :

. 3é
d ¢ = d +
. 0€ © 9L d&
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et
tZ .
S d¢ = ¢2- 61 = 0
d'ou t,
ts t, t
9 .
W=/ ode =74 (- aq::)——dt=f £ Xdt
) t t dt : t.

“En tenant compte de la condition de d1ss1pat1v1te, alors W >0
En fait, W représente le travail fourni entre les deux instants t,

et t, a un élément matériel ayant un_ volume unité dans la
configuration de référence (t =0).

Notons que, 1a proposition précédente est valable pour le tenseur

6_‘;l = 3¢
—  aFy

1.4.2. Equations de conservation et équations de comportement
pour les MVS

L'évolution dynamique d'un MVS, tompte tenu - des
échanges de chaleur, est régie par les équations suivantes :

° ’ i
391"
_a__l + p (fi=x. ) = o
%3 .
de _ 4 . 3Xi _ oy 29
dt 1J an ax]
]
b=+ T 2
a T
an 3o
£ = s Xy, = -
u u
axu Biu
o, - __ ¢
1]
aFij
1
q'i == -
axi v
o=flag L Fij & , T (i,d,k = 1,2,3, u =
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X, =X (aj,t) _ (i,j = 1,2,3)
ii s fi dérivées partielles premiéres et seconde de X, par
“rapport a t

-

e:est 1'énergie interne, rapporté a 1'unité de volume dans la
configuration initiale (densité d'énergie interne)

g est un vecteur flux de chaleur.
f® et g° sont des fonctions données.
i on fait le compte des inconnues on obtient :

les 90 . les3x, ,p,T,e, ¢,2,les3 q les n
ij i o
£ , lesn X
u u

sont au total 20 + 2 n fonctions de a, , a, , a, , t inconnues
on vérifie que le nombre des inconnues est égale au nombre des
équations.

Remarque

v On doit supposer que pour tout tenseur orthogonale v
i déterminant positif on a :

fe {a,F, ¢,T) = f° (a,y F, £,T)

Le moment résultant des forces de contact, des forces de masses
et des forces d'inertie est alors nul dans tout domaine intérieur
au milieu continu considére.

En fait, on peut donner aux trois premiéres équations le nom de

lois de conservation et aux trois équations suivantes le nom

d'équations de comportement.
equatiol
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- 1.4.3. Les MVS et 1'assemblage de n modéles de Maxwell

grqposifion (1.4.3.1)

Pour tout assemblage en série ou en paralléle de n

modéles de Maxwell, nous avons ;

3 3d4
- - = (i=1,...,n) (1.4.3.1)
AL AL
Et
£, = 28 s Xs = - 2& (i =1,...,n) (1.4.3.2)
i ) X i 3
i i
3
démonstration ) i
{
e !
| |
I I
S e e -1
en paralléle I [
. |
— www—!
- —

fig (1.4.3.1)

considerons un modéle constitué par un assemblage en paralléle de

n modéles de Maxwell,

alors nous avons n variables

internes

indépendantes E = (€, ..oy En). L'énergie libre totale du modéle

est
¢(E, e)=¢(€ls---’£na€)=
n 24 X
d ¢ = ¢ d £ + — de
i+ 2L, 1 e
i
D'autre part :
3¢
d ¢ = do, +...+dg =3I 1 dg +
' i=1 ¢

(1.4.3.3)

de

n
r 2%
1 de

¢l( £ e) +...4 o ( En,e)

(1.4.3.4)
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de (1.4.3.3) et (I1.4.3.4), on déduit (1.4.3.1) en plus on a :

3
3¢ _ 3, %0
€ d¢c d€
ou encore :
X = X1+... + Xn "les contraintes s'additionnent”

Le_potentie] de.dissipation totale est :

a ( Esx) = 9 (Ela---sznax,;---"axn) = 9_1(519 Xl)
tooev o (8, X))

L'évolution des variables internes ¢ ,..., £, est :
. A0 304 )
£, = ! ,oXy o= - (i =1,...,n)

En tenant compte de 1, on obtient que :

T L L (i=1,...,n)
1 X ! ag
9 .I 1’
en série
& : X

L o

3—*’"‘"‘ R
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fig (1.4.3.2)

considérons un modéle constitué de n modéles de Maxwell monté en

série, nous avons n variables internes indépendantes Erseren b

1'énergie libre totale est :

¢( £, 5) ¢ ( 5110-'a En’el"'_"’en)

0,0 g, ) +eoto (g o)
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ol €= €14, .+ est la longueur totale du modéle et
. 9%y _ . . 9¢n
ael 3¢
parcequ'on a@ 1a méme force de traction n
Alors :
n n
de =d 6 +...+ dé = I 343 de. v T 281 de; (1.4.3.5)
R LY L Y
i=1 =1 3

D'autre part :

e

n n
de = 0. dg + = de,  (1.4.3.6)
i= i=

1 AL 4
Comparons (I1.4.3.5) et (1.4.3.6), on déduit (I1.4.3.1).

-

En plus, de fait que le modéle est soumis @ la méme force de
traction, (I.4.3.5) s'écrit :

1 e

n a¢ a¢ n
de = I — dg + — (z de. )
i=1 ag, 3e i=1 1
ou encore :
n ' . n
30
de =z 22 gg. + 22 de 3 de =3 de .
i=1 23¢g de i=]
c'est-a-dire que : € = € 4., . +€ . "es déformations

s'additionnent"
On sépare le ieme amortisseur et on exerce une force de traction
Xi sur celui-ci, alors le potentiel de dissipation totale est :

n
o (g, X) = 5 Q4 (gi,xi)
i=1

et

g 20 ! (i =1,...,n)

28 L,
ou encore :
. 20
E1=—89— H X_-I=" (1=], sn)

aXi ag_
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généralisation

On peut formuler 1la généralisation sous la forme
suivante : o '
Tout modéle rhéologique a élasticité instantanée, constitué par
un assemblage quelconque de ressorts, amortisseurs est de type
MVS.

1.4.4. Les MVS et une transformation quelconque par rapport aux

variables internes

Soit un MVS pour lequel, nous avons :

aQ
E.;_-l'—"—"‘ ’ X.iz-?i—— (1=]1 ,n)
BXi 351
proposition (I.4.4.1)
Sit =t (&) une bijection qui substitue aux

variables internes & les nouvelles variables internesz donc :

30 a0
T =—— Yi = -
tel que ¢ =9¢ (z,¢) (i=1,...,n)
démonstration

En fait, 1'énergie libre d'un MVS peut étre exprimée
par ¢ (& ) ou par ¢ (¢ (g), €) au cours d'une
déformation quelconque ¢ (t).

L'évolution de variables internes %y est régie par :

- agy _9Ed ‘i - .
; - dCl - 5 1 _ £ (i
dt g . at 3L
i i

"
—
-
-
3
~—
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ou encore : '

gy e | 30

- |
L T ) 3. (i =1,...,n) (1.4.4.1)
1 ] i
mais :
3 L4 AL 4
Xi = - = - — —
3 i 3y
ou
9L 29 .
Xy =¥y —b 5 Yy=-— (1.4.4.2)

En dérivant (1.4.4.2) par rapport i X; , on obtient :

aci aXi

3. aYi

Finalement, (1.4.4.1) devient :

0 . P

i i
Y, .
Y 2

Donc, quelque soit le choix des variables internes, ses
évolutions sont toujours déterminées par un systéme d'équations
différentielles de type MVS. ’

1.4.5. Etude du comportement au voisinage d'un état d'équilibre
interne, relaxation des contraintes d'un MVS

Nous rappelons que 1le comportement d'un corps
viscoélastique non linéaire au voisinage d'un état d'équilibre
interne s'identifie avec 1le comportement d'un corps vis-
coélastique linéaire, dans le cas unidimensionnel ces corps ont
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la propriété suivante :
Les dérivées successives par rapport au temps de la fonction de
relaxation r (t), et de 1a fonction du fluage f(t) ont des signes

alternés :
r(t) < o rit) > o T o(t) < 0 ~--
£ (t)> o Ft) <o f () > o -=--

nous allons vérifier que 1a fonction relaxation r (t) pour un MVS
satisfait l1a propriété précédente :
En fait, & 1'équilibre, nous avons :

Ei= 0 absence d'évolution de variables internes
ou
28 =9 pourX, =o0
i
X

.'l
d'autre part, comme @ vérifie la condition de convexité alors,

. rk
1a matrice e

est définie positive.

X X

ij hk

Un accroissement brusque be du tenseur € , a 1'instant t,
entraine un accroissement brusque du tenseur ¢ ; on observe
ensuite une vrelaxation de contrainte dont les dérivées
successives @ 1'instant t + o sont désignées parc , ¢ , ¢ ,...

alors que e est maintenu constant.

proposition (1.4.5.1)

Soit Ac = BL, ol L est un tenseur arbitraire, de
composantes %jj, et B un nombre positif.
Alors, nous avons, pour B suffisamment petit :

<0 .. 0 .. < O
°ij *4j 7 O35 Yij

013 911‘]

Jusqu'a n'importe quel ordre de dérivation.



- 62 -

démonstration
01-'= 39 (E » €+ Ae )
J o€

J

'En dérivant par rapport au temps, on obtient :

Beij BEU : aeiji 25y axu
X = - 20l g, e+bel
' 3ty

~Mais & 1'équilibre @ est une fonction quadratique par rapport aux
forces X, alors : ‘

Q .= . e > —fn - . 3 R
cuv Xu xv 3 Cuv st une matrice définie positive
donc
P = - 32 ¢( £, e+ Ac) C 30 (£, e + 4e )
ij -~ uv
3eij 3k, | 3§v

D'aprés le théoréme des accroissements finis :

32¢. (g, et a AcE€) A
e “hk

80 (g, e+ be) =
13 v 3g

v =3z¢u,e¥aA£)WL
Alors : ' 3 E 3 - B 2k
s v bk
g, . 9,1. _.p_ 8 ol5e+ae) " C.uv 3%2¢( E,e + a Ae) Q'hk
ij o ij §
5 e denk
: 30 (£, ¢) o _atelese) Lo
hy=-F : . ol »e
151 iJ Cav - Lo t8n(8)
aeij 3 &y hk 2%y

La fonction n (B) » 0 lorsque B + ©

Si le vecteur Y = _2° ¢ (g,c) £ n'est pasnul,onayY C Y, >0
u ij u uv
‘ Beij BEU

D'odt : 9. %.. <o pour g8 suffisamment petit.

I

Le raisonnement peut étre répétés jusqu'a n'importe quel ordre de
dérivation.
Remarquons qu'on peut obtenir le méme résultat précédent, en

donnant un accroissement o aux forces X.
¥
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1.4.6. Théorémes d'existence et d'unicité des vitesses d'un MVS

- avec élasticité instantanée[8]

Dans ce paragraphe, on va donner un théoréme
‘d'existence et d'unicité pour un probléme aux limites en vitesse
a partir d'un état d'équilibre stable (critére d'énergie) d'un
milieu élastique, et un MVS & é&lasticité instantanée, en
déformation quasi-statique.

1.4.6.1.Position du probléme

Soit D un domaine ouvert borné de 1'espace R®
représentant un matériau élastique, ou viscoélastique. On
décompose 1a frontiére 3D de D en deux parties I'= 3, D (non
vide) est la partie fixée, et 3,D= aD - 3,0 le restant.

Les  forces d'inertie  étant négligeables (déformations

quasi-statiques).

r=3,03 o
2

fig. (1.4.6.1)

On suppose que D est stable; c'est-i-dire 1'équation d'équilibre
vérifie les deux conditions (E.F et C.E) suivantes :

Ellipticité forte (E.F)
Il existe C, >0 te que

- p3
°ijkh o B,j athE Clai o Bj BJ. Vu_iﬁth

critére d'énergie (C.E)

N v av -
a (V,V) = /Qijkh 1 _°XKda>o VveB- {o}

%a. . 9
D 4 "
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Ou B est 1'espace de BANACH suivant :

B={ V=(vi,va,vs)| vie WP (D) 3

Vi=osurretp> 3)}

1.4.6.2. Cas d'un milieu élastique dont 1'équilibre
est stable

~ Considérons tout d'abord, le cas oi r=a%aD=+30D,
supposons que D est un milieu élastique, ¢ est 1'énergie libre.

*ijkh = khij
En plus, les deux conditions E.F. et C.E. sont vérifises.

3
Nous allons considérer 1'espace de HILBERT V =[ H} (0) ]
tel que : '

(D) 3 Vi =osurr}
HF (D) - est un sous-espace vectoriel fermé de H' (D) ,

.donc, i1 est un espace de HILBERT, la semi-norme :
1

U e U e e ()
r (LR
est une norme sur H: (D) équivalente a la norme induite par IIV'HHl )
Théoréme (1.4.6.2.1)

Pour un corps &lastique D stable, le probléme aux limites :

3 3Vk
3 a -}
i %
_ | 3 vy o :
TRt e S 2 (L)
h 2

>

v (x,t) =0 pourt =o

admet une solution unique dans 1'espace V = [H}ﬁD)]’
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démonstration

>

En multipliant (1.6.2.1) par une fonction test v € V,

on obtient :
3 IV ' \7..
— — = v € .4.6.2.
1 ( °rjkh ) v, da = o0 v v (1.4.6.2.3)
D aaj aah

En appliquant la formule de Green ; (1.4.6.2.3) devient :

V.
3Vk v

i avk -
e . - _~ g = €
e T 5, 0T g gy T T Ve
D h j 3D L .
"Mais : '
‘ o v
VK o av -
p—— - f . f
5 (o5 jkn n) V.ds (¢ijkh 3k n:) v, ds + %jkh
3a, J 33, J ‘
3D h 3,0 h aP 4 %,

De (1.4.6.2.2) 1‘integrale sur 3, D est nulle et sur 3 D est
égale af

Alors :
v Vi >
' e = If, V. v
i 5kh ” aada f1 1daL vV ve V
D h J D
on pose maintenant :
. 3Vk gV_I
a (3, $)= 7 4y o @
3y aaj

D
Alors, nous sommes ramenés & démontrer le théoréme suivant :

Théoréme (1.4.6.2.2)
Sous les hypothéses de C.E. et E.F., le probléme variationnel

suivant :

trouver v € V tel que :

(1.4.6.2.4)

f+
< ¥
m
<

e s ralind
alv,v) = Jf ¥ da \v/

i)
D

Y
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v, aVk
L — da

oll a(?,i} =/ ,

®
p ijkh
admet urie seule solution dahs 1(espace v . »
En fait, la démonstration de théoréme s'effectue en trois
étapes :

I Continuité

Proposition (1.4.6.2.1)

La forme a (V,V) est continue sur V , c'est-a-dire
qu'il existe une constante positive M telle que :

.:|
{

ba (v,d<MILY Il o 1HF 1 vy, ev et M >0

v v

irA

démonstration

En appliquant 1'inégalité de schwartz, on obtient :

+ v ‘ \ - + >
la (i | ek Doqn ! 1200 13y yoiev
' = 13K 1 3 L2 (D) 34d. 2 (D)
. a, j
. d -
telles que uijkh soient les bornes de ¢1jkh qui sont
constantes pour un corps homog;ne.
Soit = Sup g
© 7 qkn 14 k!
Alors :
la @ LGV, 191l & CoetG>o
| HI.(D) _ _HF(D) v ¥, G eV
la (4,W f<aC, C, C, C, H;,HV 151+ G0t oo
. VYV, €V
Finalement, on obtient : :
Lo (%W | <M [} VIl 1l F11sM =aC, C, C, C > o
= v
v

D'ou 1a proposition.
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Remarquons que, dans le cas ou le corps est non homogéne, le
potentiel &lastique ¢ijkh dépend de a, alors, on suppose que :

= Sup | 6., () ]
(D) €D ijkh ,

IT Coercivité

La démohstration de la proposition suivante est die
a POTIER-FERRY. M [34]

proposition (1.4.6.2.2)

Sous les hypothéses de (E.F) et (C.E), la forme
quadratique a (V, §) est coercive sur 1'espace V

En effet, la démonstration est composée de la
démonstration de deux lemmes suivants :

Lemme (1.4.6.2.1)

Soit a, . ( v ) une forme quadratique continue sur un espace de
Hibert V de fagon que :

a (V) =a, (V) +a (V)

>
a, (v ) estune forme quadradique coercive

a, (v ) est une forme quadratique faiblement

continue

>

v N .
Alors, si a, (V) est positive o #/v € V , donca (v ) est
coercive.

démonstration

Sia, ( V) n'est pas coercive, donc il existe une
suite borné Vhdans V telle que

1 3 1 =1 Ca (V) .o (1.4.6.2.5)

v
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De cette suite borné, on peut extraire une sous-suite notée
encore vntelle que :

> > . »>
Vo » Vs v eV faiblement

puisque a, ( Vv ) est faiblement continue. Alors ;

-> - .
SiVvest zéro, alors :
-+ > -
a (Vn) =a (Vn)-a ( Vn) » o
Ce qui est en contradiction avec 1'hypothése de coercivité de la
> - > -
forme a, ( v) , c'est pourquoi v n'est pas zéro.
Mais la forme quadratique continue positive a, { ¥ ) est
semi-continue inférieurement, ainsi :

Tim inf a, ( ;n) >a | V)>o

qui est encore en contradiction avec (I.4.6.2.5), alors a, (V)
est coercive.

Lemme (1.4.6.2.2)

C.E =1 alv,v)>0 VvV € V-1{o0} (1.4.6.2.6)

Démonstration

La condition E.F conduit & 1'inégalité de Garding,
c'est-a-dire qu'il existe deux constants >0, C,>0 telle

que :

a (¥, V) > ¢, /AW 2% +v v tdxo- ¢ (W) vvelw (o I’
= D ax, X . oo
J J
Qu encore :

a (L,N2C11901 - C 11V 11% Vielw (7
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Ainsi, la forme'quadratique a(v, 5) est coercive par la lemme
(1.4.6.2.1) et par C.E. |

Reste 3 montrer que C.E s alv,v )>0 VVeEV-1{o)

Si 1'équivalence précédente n'est pas vrai, et C.E est vrai,
alors :

Min  q@ (v,v) |1 V11" 1=o
vVEYV L?
VO o . .
parce que B est un sous-espace dense dans V donc, il existe une

solution faible ¥non-zéro du probliéme aux limites suivant :

+

3v -
3 ( & _5 ) =0 dans D
X . 13 ax ‘

J h

V. = 0 sur 3D

Mais par des théorémes de régularité classiques, cette solution
est dans 1'espace B et al v, v ) est zéro ce qui est en

contradiction avec C.E, par conséquent (1.4.6.2.6) se déduit de
C.E.

I11.Le deuxiéme membre de (1.4.6.2.4)

Ce membre est une forme linéaire bornée sur 1'espace V :

-+ x Fa_—
|!f1.\71.da|<_||fl| v | V vev
0 - L* (D) L (D)

©
o
c
S
—h+

€ L (D), c'est-a-dire que la force f est bornée, donc

b oseovidat o< 11V ccoc, I Vi€
D ) Lz (D)= H (D)
ou | If1\71.da|<Cl|v|| ; C=C C o V Vey
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- De I, 11, et III on peut donc appliquer le lemme de LAX-MILGRAM,
par conséquent, il existe une solution v et une seule appartient
a 1'espace V.

remarques

1. L'interprétation physique du résultat précédent
est que la stabilité entraine 1'existence et 1'unicité des
vitesses dans le corps lorsqu'on impose des vitesses sur la
frontiére aD.

2. 51 au lieu de fixer une partie 3, ,0 de 1la
frontiére, on fixe toute 1a frontiére, c'est-d-dire,r= 3, D=2D .
Dans ce cas le théoréme (1.4.6.2.1) est encore valable, pour V =
[H, (D) }* . Remarquons que la démonstration de la coercivité
est encore valable dans V = [H: (D) ]*

1.4.6.3 Cas d'un MVS 3 élasticité instantanée stable
a 1'équilibre

On sait qu'un MVS a élasticité instantanée est décrit
par o ( ¢ E) et (X, £)
L'équation d'équilibre du milieu est :
26 ; | |
L - (1.4.6.3.1)
3 aj

. A . e -
doit .etre vérifiée avec :

0 =229 _.av!( + a?¢('c’£) ékh x, E)
ij ' -
Fi5 Fn 2 i *%n
: ok (1.4.6.3.2)
ol Ve T Xy
(1.4.6.3.2) peut encore s'écrire :
; B : (1.4
h
tels que :
3%¢ | 3¢
— et b.. =
1th ijkh
¥i5 Fkn Fi5 3kn
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Remarquons que (I1.4.6.3.3) est semblable & (I.3.1.2.1).
A partir d'un MVS & élasticité instantanée décrit par (1.4.6.3.3)
L'équation (1.4.6.3.1) s'écrit :

) =0 (1.4.6.3.4)
Baj aah 3a

J

ot le deuxiéme terme est une quantité connue, alors (I1.4.6.3.4)
s'écrit :

av
aaj ah aaj

ijkh Skh!

qui est 1'équation d'équilibre, et le probléme aux limites
suivant :

( o . bavk) = g
3aj ijkh 3, i
_ vk
SohTe el T
v, (X,t) =opourt =0

admet une solution unique dans 1'espace V

HE (D))
En effet, une démonstration analogue & celle du théoréme
(I1.4.6.2.1) nous raméne au probléme variationnel suivant :

trouver vV €V tel que :
alv,i) = 5 fy¥yda 5 (fy=gi-a5) Vo, Ve

D
Alors, on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme (1.4.6.3.1)

Tout milieu viscoélastique standard a élasticité instantanée
stable, en déformation quasi-statique, admet une solution unique
pour le probléme en vitesse.



PARTIE 1II

Milieux viscoélastiques standards et corps

de Maxwell, en grandes déformations, pour des

comportements non linéaires
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L'étude du corps de Maxwell dans le formalisme des

variables internes a déja été abordée dans (55 ], nous appuyons
sur un article [ 37 | de SIPOROFF. : '
Nous apportons ici des €léments nouveaux :

L'effet d'une variation de température est pris en
compte. . ,

Le comportement du corps peut étre non linéaire.
La description du corps de Maxwell sera traitée

dans le formalisme des MVS avec élasticité instan-
tanée.
- L'étude se placera dans 1le cas de grandes

déformations.

I1.1. Description géométrique du corps de Maxwell

On adoptera les notations suivantes décrivant un

élément matérie] dans différents é&tats, les déformations sont

supposées homogénes.

I (To)

R (To)

R (T)

AT

configuration initiale & la température To, I(To) a
un volume unité.
configuration relachée a 1a température To, R(To) a
un volume unité

configuration relachée & la température T, R(T) est

obtenue en supprimant brusquement la contrainte ex-

"~ ercée sur 1'é@1ément matériel dans A(T).

configuration actuelle 3 l1a température T.

~Alors, on peut illustrer les différents &tats d'un é&lément
matériel par la figure ci-dessous :

OO

R(T) AT

Fig (11.1.1)
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11.2. L'expression de 1'énergie libre et le potentiel de dissi-
" pation pour le corps de Maxwell

_ Nous décrivons ici un corps de Maxwell, pour des
températures variables et des déformations finies au moyen de
1'expression suivante de 1'éner§ﬁe libre ¢ et du potentiel de
dissipation @: |

o == (0-3a +B) + u(® -a&.) (8 -0 )-S5 (T)dl
2 « i 1) 1J ij s
2 =f(J , T
4 : énergie libre d'un &1ément matériel dans 1'état

actuel, c'est-a-dire déformé et porté a la tem-
pérature T ; cet élément a un volume unité dans
1a configuration initiale, qui est une confiqu-

ration sans contraintes a la température To :
Aow . coefficients de Lamé de 1'é&lasticité instantaneée
supposée toujours isotrope ; ce sont des fonctions

de la température T.

% : longueur d'un segment matériel dan R (M

r
zr :']onguedr de ce segment dans R (To)
0
vr : volume de R (T)
v : volume de R (To)
ro
%
a . dilatation thermique linéaire log _L de la
%
transformation R (To) + R (T) Yo
3o : dilatation thermique volumique log Vr  dela
transformation R (To) » R (T) Yh

S (T) : entropie de la configuration relachée
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: tenseur gradient de la transformation

I (To) - A(T). a sont les coordonnées
initiales, X les coordonnées finales rela-
tivement & un méme repére orthonormé. On
désigne ausEi le tenseur Fij par F, et on
pose G = F

Soit F'*  : I (To) » R (To)

et F€ : R (To) » A (T)

Alors F se décompose comme suit :

F=F® . F%

: dilatation volumique 109'-25- de 1a trans-

formation R (To) - A (T).s
Ona ¢ = log dét F |

i variable interne tensorielle., C'est un ten-

seur symétrique égal au tenseur droit de la
transformation : I (To) » R (To). & ne
subit pas de discontinuité lors d'un saut
brusque de 1a déformation et de 1a tempéra-
ture. Alors la variable interne considérée est

T
E = Frl . Frt

: inverse de g

: tenseur de déformation élastique ; c'est le

tenseur de déformation logarithmique de la
transformation : R (To) - A(T). € ales
expressions équivalentes suivantes :

ce

F
__/
,M e R(T/A(T)

fig (11.2.1)
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1 T
~log(FeFel) = -L log (6T G) = — log (FaF )
2. 2 2
k

>
4]
]
)

(o]
D
n

-

3

-

—
i

—_

>
[¢]

A

L
|
>

g- _H log (detg): on verra que ce terme est nul en raison de
1'invariance du volume de 1a confiquration
relachée ramenée & la température T,. Sa
présence dans ¢ modifie 1'expression desX; j
et simplifie 1'expression de @

J : on verra que c'est le second invariant du

déviateur du tenseur des contraintes T
1'état de référence étant 1'état relaché a
1a température T (le tenseur T est le pro-
duit du tenseur de Cauchyrpar le quotient %
de deux &léments de volume homologues dans”
la configuration actuelle (v) et dans la

configuration de référence (vr ) ).
Q= f (J,7) : potentiel de dissipation
2

f, £ : dérivée premiére et seconde de f par rapport
ad,
Le comportement est dissipatif pour f' > o.
I1 est convexe pour f' >0 et "> o.
3Q o . < . . .
R : équation d'évolution de la variable interne Eij
i _ S
aXij
On rappelle que, le comportement du corps de MAXWELL pour des
déformations infiniment petites est donné par les équations :

VY - &P

o
n

g (J,) Sy

ol g est une fonction positive et croissante du second invariant

J. du déviateur des contraintes Sij et Epij est le tenseur
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des déformations plastiques.
On va traiter des cas de plus en plus complexes en-commengant
par :

'11.3. Cas o0 les tenseurs des contraintes et des déformations
sont diagonaux

* Transformations isothermes

Dans ce cas, on a :

o=2 (0+8)2 + 4 (® + 8 +8 )
2 1 2 3
2 =f (J, , To)
ou
0 =

log det F = log F»l F, F,
£: variable interne tensorielle diagonale
Nous avons :
_ e F% _ - %
1 T ! Fz—Fz Fz ’ Fs Fs Fs

~ Alors, les composantes diagonales de ¢ sont :

2 2 2
e % g
Cl "Fl ’ Ez= E ’ E’ =k
d'autre part
-1 -1 -1
nTE s nz-gz ’ n,s &,
B = X log dét & = % 1log E €, &,
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les composantes du tenseur des déformations 1ogarithémiqdes
sont :

2
€, = - % 109 A? = - % log G: E 5 A? =G, g,
) . e _ N 1 . e _ 2 _ e-1
= — ]Og Bl =3 ]Og F:nx > Bl -Fl nl_Al
e . ' 2
€, = - - log Ai = -.; log G. £, ; Ai - G: L,
_ 1 e _ 1 . e = = e-t
=, log B =- log F: n, » B, - E P Az
e . 2 ‘
e =-_‘109Ae=-—1109628: ; K o=6
} L ' é 1 2 > 3e ’ ! e-!
_ _ 2 = F2 = -
= = 1og B3 = = log F Ny 3 B, ‘F3 n, 'Ag'
Expression des Xij
99 H e
X =-—=—=-— (6+B)n, +ne/n,
aE, 3 :
29 "
)(2 = - == ——-(6+B) n,+u ef n, (11.3.1)
3, 3
3¢ " o
X3 = e el = = e ((h*’B) n3+ U € n!
ag, 3

“Expression de J.

Une condition nécéssaire et suffisante pour que

J =

, ( s+ s +5s )

1

2 1 2 3

06 s, S,,et s sont les composantes de déviateur du tenseur
des contraintes . est que :
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Démonstration

Le cube d'arétes unités se transforme en un
parallélipipéde rectangle d'arétes F oo ﬂ , et ﬁ , fig (I11.3.1)
ci-dessous :

Fa

Fig (11.3.1)

Nous allons considérer le tenseur des contraintes T suivant :

ij
JV
]

R
1

v est le volume de 1'@lément matériel dans la configuration

~ actuelle, v, celui du méme é&lément dans 1la configuration
0 .

relachée, avec vp = 1.

Alors, les composantes de Tij sont :

(F F F )
1 2 3
(Fl.Fz Fs )Tz
(Fle F, )'r3

AY A4, A
I

Supposons pour simplifier que F soit un tenseur diagonal dans un
repére fixe et que le Corps elastique soit sans contraintes pour
F = ®#. Faisons-lui subir de fagon isotherme des dilatations
'logarithmiques CEL s g, ey

Admettons que son énergie libre ait pour expression

A

2 2 2 2
” 0 .'.p(eI + €+ es)

¢ =
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On en déduit

doe=2r0( EE}_+ EE1.+ SEiJ + 2 u( el.gﬁ_ + Ez-gﬁ— +€3.QE_
F, F, F3 F, F, F,
Désignons par T, s T, 5 T, les contraintes

principales de Cauchy :

doe =« F. F & =+t F F dF +1 F F dF

1 2 3 1 2 3 1 - 2 3 1 2

Cette expression représente le travail fourni au cube pour qu'il
se transforme en parallélépipéde d'ol :

F1 Fz F; Tl = A0+ 2 ue,
F. F, F, T, = A8 t+ 2 uez
F, B Foo, = 28+ 2 e,

Au premier membre se trouve le tenseur des contraintes %
produit du tenseur des contraintes de Cauchy par dét F. Le
résultat est valable pour la déformation élastique s?. - asij
a partir de R (T) (Ce résultat sera utilisé pour calculer |
dans le cas tridimensionnel).

On déduit :

e
A0+ 2 uey

"

e
A9 4+ 2 uEY

Ay Ay Ay
»N
1"

A6+ 2 ue§

Les composantes du déviateur du tenseur des contraintes

sont :
S, =2 (- 4y +ue &)
, =2 (- 5w +ue ) (11.3.2)
3=2("——;-ue+us? )
Alors
J, =2 g2X* + 287X + 28X
1 1 2 2 3 3
J =2 [sz( - —= On+pe " n, )+ £2 ( - on,+ UEEn )2
2 3 1 3 2
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[«
"

2 2 2
J =-(s, +s, +s, ).

Evolution de la variable interne tensorielle

Le potentiel de dissipation est :
Q= f (\]2 ,To)

En dérivant par rapport a X, , X, , et X, respectivement, on
obtient :

. aQ 2

El = == f! (4 El Xl)
X, .

£ = e =f' (4 £°X)

. : 2 2

X, - .

g, - 28 = £ (4 £ X))
X 4

3

-

Alors 1'évolution de €& & et £, est régie par :

é1=4f' gzl (- * (6 +B8)n +4n 6? m, ]
3
* 2
£ =4 f e, [ - _§ (6+8) n,+ ef n2]
2
. . e
E=4f 5,['—;'-(9*'3)“3*“5371]

& M

"
—

Faal

3
w

H
—

De fait que : &, n,=1

£, £, et & peuvent s'écrire sous la forme suivante :

: . o+ B ,
£ = 4 uf El(-T“‘Leel. |
i -4 ufrg (- 28 e ) (I1.3.3)
! 2 3 .2
G 4w (-2t P e

ou encore .3

“l . e+

R R LR oy

e € - 4 ouf (- e;“uf ) (11.3.4)

53 Ea =4uf'('e+8+€?)

w

e

_ ! e H e\ o
2[('?,e+"€,)+('? 9+uez)+('—3 8+ ue

)* ]
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Invariance du volume de R (To)

Lemme (I1.3.1)

Le volume de R (To) est invariable, é'est—é-dire :

d .
-—— log dett =0
dt
Démonstration

Le volume de R (To) est :

T T
V =det & -=det (F® F® ) = dat F®  dat F°
o
pour des transformations diagonales, alors :
. - n 2
Vv =dét & = (dét F )
Y,
0
nous avons considéré Vr = 1 pour R (To), donc :
) _
d _
——— log dét & =0
dt
ou
] 1 1

e £ + E E o+t E =0 (11.3.5)

bouft (e Bee® 4 ef e ) g
1

. e, 6 e e ' .
De fait que e+ ¢, + e, = 6 . , onobtient que

Par conSéquent, pour qu'on ait 1'invariance du volume de R (To ),
il faut que B = o
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Cas du comportement lorsque le tenseur gradient

des vitesses est constant,symétrique, et de trace

nulle :

Dans ce cas, on :

AT = cte ou G2, =cte oug F, -=-cte
AST = cte ou G, &, =cte oupF, =cte
AE = cte ou ) G: £, = cte ou E,~F": = cte
3 :
par dérivation par rapport au temps, on obtient :
é] +£1 -2 Fl Fl =0
F2 F'o
1 1
Finalement, De (I1I.3.2), et (I1.3.4), on obtient :
-1 - ! _ ke e
;' e, =2F F =24 f'(—3—— tuel )=2f"s
Ezlbﬂz =2|::2Fl;-1=4 F (-_3L9 +p€_$ ) =2 f's,
£t g =2F F' =4 ¢ (- 28 4suef )=2¢"5s
3 3 . s 3 3 3
- -1 . -1 .
Donc, pour D, =F, F , D, =F, . F ,D =F F) ’
on a : '
D, =f's, ’ D, =f's, ’ b, =f' Sa

Dissipativité et convexité :

Lemme (II.3.2)

La condition nécéssaire et suffisante pour que le corps de
Maxwell soit dissipatif est f' > o

Démonstration
Nous avons :
oQ 3 'm _ .' '.z‘ 2. 2 y2 2 y2
Xl + Xz-—- +X3—-— = 4 f (El X1 7 + Ez Xz +€3X3 )
3%, aX, X,

=2 '

2

Alors, le lemme est vrai, si f' > o, d'autre part, la fonction de
dissipation est égale &@ 2 f' J:
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Lemme (II1.3.3)

La condition nécessaire et suffisante de convexité est :
f' > o et f' > o

Démonstration

"En fait, on a :

2@ =4 f' &5 K, +16 f* £} e} X5 Xy
i 0Ky w32 f (e ED X X, + gl eI X, + 2 ERK X,)

et pour que la condition de convexité soit vérifiée, i1 faut et
il suffit que :

3% oy Y. > o v X., V.

1 J = 1 1
aXi an

D'ol, la condition de convexité :

f! 0 et f" > 0

v

* Transformations:-non isothermes

L'expression de ¢ et @ est:

el
il

XA (6 -3 a+B)* u[(ef -a)
2

e =f (3, ,T)

P+ (- 1 -5 S(T)dT

Expression des X..
'

ad o '
X, = - =-__ (8 -3c+8) n, tu (e? -a) m,
GEJ
ou encore :
o e
Xl = - -._3__ ( 0 4+ B ) nl + u?x “‘1
H e
X2 = - “3__'( g * B ) n, tuei n,
! e
X - - ( e+ 8) n, + we, Ny
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On remarque que 1'expression des forces thermodynamiques est
inchangée. .
Ce qui implique que 1'expression de J, ~ est inchangée aussi.

D'autre part,rles équations d'évolution des ¢, , g, , et g,

sont les mémes et les lemmes (I1.3.1), (II.3.2), (II.3.3) sont
toujours valables.

11.4. Déformations quelconques, transformations non isothermes

Dans ce cas 1'expression de ¢ et @ est :

=A - ? ?' e - - T 1‘-
¢ > ( e‘. 3a+ B ) + wu | EIJ a 61.\].)>(e1.j o Gij) ;S(T) d
& =f (J2 ,T)
Expression des X; i
Démontrons que :
.=-2 (e+ B )n. .+ u‘ee gt G. G,
1] 3 1] ru us ir Js
En effet :
X,.=-* (8-3068) % n -
1] 1] ’
3a 3513
avec :
y = (c® - a (e€ -« )
Pq Pq Pq Pq
-2¢ € =]OgA_e _
~2¢® = A® -8 -1 me -8 (A& -8
Pq Pq Pa 2 pr pr rq rq
+ e e e . -
3 (Apr 6pr ) (Ars Grs ) (Asq sq)
3(-2 ¢S ) -
PA s & -Els & (A% -8 )4 (A% -8 )5 & ]
e pras 5, pr us “uq uq pu pu’ ur qs
3h

rs + ... ’ (11.4.1)



e
e 3(-2¢pq ) e _1[ & (& _ e _ 5 )®
€ pq 3 AC rs 2[ rq (ASq sq) ¥ (Apr pr)sps
rs
=€e® (M - (A% 1) + (A® - 1)% - ...)
= ee Be : '
3Y e %
=2 ( e€ _ - ad ) ——m-
345 | - pq Pa -
C3c € e
= 268 _%¢pa 2. 250D
Pq 9k, . 9k,
13 R R _
3(-2 €Sp ) . :
Nous calculons pp a partir de (I1.4.1) :
a A®
[
3(-2¢% )
PP s 116 s (A® -8 )+ (A -8
JA® S 2 pr us up up pu_ pu
rs %8 & 1 +...
ur ps
= & - (A€ - 8 )+ ...
rs rs rs
= N - (Ae_ M) o+ (Rt o)LL,
:IB’e
On en déduit
e ) (-2 ¢€ ) N
- - 3 A
alZepy) L e “rs _ g G G
3E . o rs ir Js
1J qﬁrs 3%
= GBe G
T
. GF nFl g
Calculons ensuite :
5c€ e e
2,e%q __fm__, _ o0 ¥ nq aA ys
o, . Pq e
E1J aArS agij
_ e
=-€¢ B G G (11.4.3)
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Finalement
= - K - 3« ‘ € g€ -
ij 3 (6 - 30+ 8) Nijt M Spy Bys Gy st T 5
= - ¥ e p€
3 ( 0+ 8) nij tove ru Bus Gir st
Expression de gij
. Nous. pouvons alors transformer 1'expression de éij
- - . f1 aJZ - [}
EE R TR S e
=4 f £ L (-“(e+s)i3r+ee B . 6. 6.
- Th ik 3 PP ru Pus e ks
soit

S (11.4.8)

- _ ' --l ..
By ATt g lere) v by B e Fi

J

INVARIANCE DU VOLUME DE R (To)

' uDémontrons 1'invariance du vo\ume'de R (To) soit :

9 togdet & =0
dt =
on a 4 togdet & =k . W,
it ij o
é ‘ﬂ => ' - l 9 ' : n-. n e
g5 95 0 4w 3 (8 +B)8 05 55 *5n 45 Bhk ke Fry )
§> = 3 L= 8
ij Mg 2 in "j hj
: - = ) - _ e.
Sy Myt Al 8 Goey . B
S AF (e e e
= 4F (-0 - gr Gy S FL)
= ' - - e.
. 4f' u(- o g+ € r‘r)
=-4f"us
Si B = 0o a 1'instant 1initial, 8 reste nul a tout instant

ultérieur
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Expression de J.

Montrons que & X

ih Ejk

0
- 42 . - e
Cin Sk %  fnk T &R Sk "3 ru Pus Gir Sy
) ' e '
X( "énhk_erlulB
o* e, €. n,. n, = 8
. Tih Jk ij hk ~—
9 3
0 e e
= Sh Sk Sru Bus Gir Bjs Mnk
6 - e e
= 2 8
3 %ih Jh “ru Bus ir st
_° e e
- j; %rx “ru Bus Gir Ghs
0 e e e
- ’5‘ Ars “ru Bus

]

Ces trois tenseurs ont memes directions propres ; ils commutent

) 82
I1 reste — €§s= —
3 3
De méme
02
e e _
S Gk Serwt Burst Bnee Bt Mg T
3 3
Calculons enfin
e e e
§1h %k ru Bus ir ng “rru Bu's' Ghr' Gks'
on a
- a€
ir E1'h Ghr' Arr'
- e
GJS gjk Gks' Ass'
il vient :
e e e e e e
“ru Bus ey Bu's' Arr' Ass'
or BY, | '\ = 5,
u's SS u's
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I1 reste

e e
€ B € A€
ru uu' r'u' rr'

€ , A® , BE ont mémes directions propres et commutent

On obtient
e e
ru € ru
- d'ol la formule annoncée.

Démontrons enfin que 2 Ei

-

h o5k %45 Xnk -,
est 1e second invariant du déviateur du tenseur des contraintes =

lorsqu‘on prend pour état de référence R (T).

-

= \A ( 8- s € _ s
T.i\] ( 30) .ij +2u(€1'j a]j)
Le déviateur de Tij est :
= - 2._”.. 66 + 2u €
*ij ;i
d'ou 2n e 2u e
Los.. = (-455688 4 oupet - 5688, . 4 2u e, 11.4.9
513 s1J ( ; i 2 13)- ( ;i3 1J) ( )

et finalement

eZ

- 2 {_ _ € =

J =

N |

Comportement lorsque le tenseur gradient des
vitesses est constant, symétrique et de trace
nulle.

On étudie le cas oi ¢€© =--%§ log 6 & G=cte

en dérivant par rapport au temps, on obtient :

T T

G' £6 +6'£6 =+6 ¢ 6 =o0

avec FF' = D (tenseur gradient de vitesse, supposé symétrique ;
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le tenseur taux de rotation W est nul).

[N

oitFG=D G --D G=-06 & =-6 D,
En appliquant 1a formule (11.4.8), on obtient :

. 3] e
E =4 f' w(-=E£+E6Ge F)
3
puisque F, G, ¢ > & ont mémes directions principales
D=fFf's
s est le déviateur du tenseur des contraintes }ij
en prenant pour état de référence R ()

Pourf=_.l_ \]2 D=_]_ S
2 C 2z
pour f = K J¢ " (K, a fonctions de T)
D=Kaaj"‘-’ S

Dissipativité, convexité

Proposition (I11.4.1)

1 - 1a condition nécéssaire et suffisante de dissipativité est :

fl

[\
o

2 - 1a condition nécéssaire et suffisante de convexité est :

fr 2 o et f' 2 0
Démonstration
o)
- = Vg g
1 On a " 4 f ih ik xhk
iJ
In
.. : =4 f! . £, ..
XTJ aX E1h jk X1J xhk
iJ

La condition nécessaire et suffisante de dissipati-
vité est donc f' > 0. la dissipation est égale a 2f' J2
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2 - a2q

axij 3th

= 4 f! Eih Ejk + 16 f" 51 £, X 2

in “jm “mn "hr Eks er |

Pour q'on ait la convexité, il faut et i1 suffit que quel que
soit Yij

2’9 Y.. Y
aX 1J
hk

nv
o

hk
3Xij

Ceci doit avoir lieu pour toute valeur de xij , d'ol 1'on déduit
f! > 0 et f" > 0

Ainsi pour f = KJf le comportement est dissipatif pour a > 0
et convexe pour a > 1. Par exemple, le fait qu'un alliage
superplastique ait en traction simple un comportement o = AW

avec m < 1 prouve que son comportement est convexe.

Calcul des contraintes lorsqu'on donne F(t), T(t)

On suppose connue 1a valeur initiale &, de ¢ avec
bien entendu dét ¢ = 1. On a donc ¢ par (I1.4.8) d'oi ¢ (t) par
intégration, puisque F et G sont connus & tout instant et que 8 ,
e€s'expriment en fonction de F, G, £ .

Le tenseur des contraintes t est alors (en prenant pour état dé
référence, R (T)

C = a{ 6- 8 € _ a5
TiJ ( 30') .ij+2u(€.|j 0'1J)

On pourrait aussi calculer le tenseur des contraintes de

Boussinesq 3¢

43

- une variante dans 1'expression de 1'énergie libre et le po-
potentiel de dissipation pour le corps de Maxwell

En fait, 1a présence de B dans ¢ modifie 1'expres-
sion des Xij et simplifie 1'expression de ¢ , alors la supprés-
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sion de g dans ¢ rend 1‘'expression de @ plus complexe, comme, On

va voir dans la suite.

11.5. Cas olu les tenseurs des contraintes et des déformations

sont diagonaux

* Transformations isothermes

L'expression de ¢ et @ est :

¢=—)‘92+u(€?
2
2 =f (J, , To)

Expression des Xj j

X, =- 2%
851
X =- 39
2
AL,
X, =- .0%.
BCJ

e e _
En plus, €&+ €S+ €f =

3

1

W

Expression de J,

2

Dans ce cas, on va voir que 1'expression de J, est

plus complexe que celle (11.3).

Montrons que :

(II.

5.

LY si+ s3)
2 1

2 (e2 X+ g2 422X, ) - 2 (g, X X
£ M, 522 53 ) E1|+€22+E3X3)

Démonstration :

En remplagant
2) on obtient :

S
1

*

3

s, et
2

S
3

(11.5.2)

2

de (I11.3.2) dans



= 2( (- 3+u€)+( §—+uee)+(-.,ﬂ£+pe )21

‘ 116
J,= 2[5 ("*‘-“e- n+l»l€n)+§ ("—3n#u )z+gz(‘;-n+ue qa)z]
3

=20 e (- J‘ge nt X )24+ gd- 5‘19 ng X, )2+l l‘f— n,+ X, 2]

Jz'-f 2 [ (- vu9+ £, X, ) + (- ,--]ie'i'izxz )2 + (- -‘l‘-e*' £, X, )2]

3 3 3
=2 (3 x2 7 gz-2 Lag% gax? e ] )
9 3

=2(zzx‘--'za?‘f,"’x?+£’X2 )-z(sx +E X, +&8 X )
l.l. 22 . 3 3 3'11.'22 3

On peut aussi démontrer ceci en remplacant X, , X, ,et X, opar
ses valeurs de (II.5.1).

Evolution de 1a variable interne tensorielle

Ona a=fFf(, , To)

é‘ = 3% _ g f BCv___ £ g Efxx _._._4 g, ( £, X +;;2X2 +g,XJ )]
aX, 3d, aX 3
&y = Q4 f! E;l( g? - ‘e')
: . 3

De méme, on obtient :

]

g, =4 é,'( e - =) (I1.5.3)
2 3 -

- . o

& =4y f'g (e --)

3 3 3

En comparant-ceci avec (I1.3.3) ol B = o, on remarque que les
variables internes ont les mémes vitesses, le lemme (I1.3.1) est
encore valable [ invariance de volume de R(To) ]

Dissipativité et convexité

Lemme (11.5.2)

La condition nécéssaire et suffisante pour que le
corps de Maxwell soit dissipatif est : f° > o
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Démonstration :

Xlﬁl_+xz_3§_+)(3_q_ﬂ_.

3k, X, X,
- ' 2 1
=4f { [Cixx -3 El_xl (Exxl + gzXz * 53X3 ) ] *
2 1
[gax -—g X (gX +g X +¢ X Y 1+
2 2 3 2 2 11 2 2 3 3
Cex” -1 ex (eX #eX +gX ) 10
CJ 3 3533 Ell g22 E33
v S 2 2
=2 f (2 (e, + e + X, ) -3(51 Xy +E, X, v 5%
= 2f'y,
Reste a démontrer que J, > 0
C'est-a-dire : -
2 2 2 22 " 2
Ezlxl + szz * Esxs _—é ( Ele +EZX2 f£3X3 ) => Y

Supposons @ = £ X + £EX + &X
Alors, 1'inégua1ité‘précédente s'écrit

(gX -.-9)2 £ (EX -
1 1 3 2.2-

w lo

)3+ £3X Q)2 qui est bien > o
23 B

Donc, si f' > o, alors le lemme est démontré.

* convexité sera démontré dans le cas général au (11.6) propo-
sition (11.6.2)

* Transformations non isothermes

L'eXpression de ¢ et o est:
) _
2 00-3a) e - ) + (& -a) + 6 - aF) ss(n) T

-
1l

8 = f (3, T)
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Expression des Xj 3

xl =p(€el-(1)nl

(11.5.4)
X, =u (€% -4q) n,
X3=u(e?-a) n,

Expression de J:

L'expression de J, est la méme que celle dans
(I1.5.2) mais la démonstration est un peu plus complexe que celle
du (I1.5.2) alors, démontrons que :

J, = 1 (¢ + g+ s> ) (11.5.5)
2 1 2 3

2

, 2 2 2 2
2 (gf)&l +;:Xz +€23X3 ) g(glxl +€2Xz +£3X3 )

Démonstration :

En remplagant 1'expression des forces du (II.5.4)
dans (II.5.5), on obtient :

2 2 2 2 2 .
J, =2 w2[(c€ - ) +(e§-a)+(€§ R AT (e?—m+ef—a +€3e-0!)
3
2 2 2 2112 e 2
: e \
=2 “2[5%+€E+ee‘2a(ee+e_e+€e )+ 3a2]'—*—\se+€ te -3
3
1 2 3 3 1 2 3
e’ e? @2 1
=2 u[el+€2+e3-23a +3a2 -~ (8 - 34)2]
3
2 2 2 92
=2 w( +€2e v & -
? 3

= | slz+ s§+ s:) [voir (11.4.9) et(11.3.2)]

2

L'évolution de la variable interne tensorielle est donnée au
(I1.5.3) car, on a la méme expression de J, , mais, les forces
ont des valeurs différentes et les lemmes (I1.3.1) (invariance
du volume de R (To) et (I1.5.2) (dissipativité) sont valables,
pour la convexité sera démontrée dans 1a proposition (I1I1.6.2).
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11.6. Déformations quelconques, transformations isothermes

L'expression de ¢ et a est :

6 = X g2y pe® . €,
) i ©j

Q - . - -1 ’
PO T s = 2 fc Ky K By Ky

* Expression des X j

X, . = - al
1 ST
1)
Y = & ®
pq pq e
de e
Ay _ e de %n ) e Pq aArs _ e e
=2 nq 2. . =2 “pg _—a ne 2 =€ pu Bus Gip st
35 R s *ij
De (11.4.3), on obtient :
ay - - e e
- “ru Bus Gir st

ij
par conséquent, 1'expression des Xij est :

e

e
xij LG Bus Gir st (I1.6.1)

Evolution de variable interne .%ij

g = f' 3
L 3X1j
=4 ( 1
M T T 351‘3‘ he  Fhk !
=4 4 f' e e 1 e e
W 5 ¢ eu Bus Bhr G 3 €53 %ru Bs G
5] x [ G )
=4 4 f' e - hk  “ks
PR G e Frg 75 5y
En fait, on a :
e e e e e _
©ru B ous Gip 845 %js T € ru B s Aps ©
e ® s =& = , (11.6.2)
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- Invariance du volume de R (B)

Méme démonstration de 1'invariance du volume de R (To)
dans le paragraphe 4.

Expression de J:

Montrons que

1 2
J = L. = X.o X, - A SO
S I R T P F (55 %5
En fait :

_ | o, e pe e e
28n 5k %55 *nk T 29T Ep ik sru Bus Gir Bjs srryr Buige Gppr Ggo

. (11.6.3)

_ ae
pour Gy By G = Arpr
: _ a8
st Ejk Grs' = Asse
Alors (11.6.3) devient :
e e e e e e

2 wreny Bus cpryr Burgr App Agg

. e e _ &
Ma'|S Bu|s| ASSI - uls

+ . 2 € e e e
(11.6.3) devient : 2 €ru Buu' €y Arr'
Comme ee,'Ae, et B ont mémes directions principales, ils comhutent;
on obtient pour (I1.6.3) 2 u’eiu ‘iu
D'autre part, on a :
2 2 . _ 2 e qe 2.
'g' ( 53 Xij ) B 5' “’(Eij cru Bus Bir st)
__ 2 e pe 2 2
= ; Uz( EY‘U BUS Gir&;ij st) = = p?e2

La quantité entre parenthéses est égale 3 6 {voir (11.6.2)]
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Finaleme it on obtient : : 2
2 X -2 (e K = 2wl - e £
Gn fgk Kig ek 5 NS TG ¥ SRR RIRRR
S. - S..=(——2-995..+2U6e..)(-—2—-1'-‘96..4-2‘.15?.)
ij 71 ;3 i 5 1] ij
= 2 (-8, £, &
4 p2 ( 3 i3 1J)

2

2 - . 2
2 3

dissipativité, convexité

proposition (11.6.2)

1 - 1a condition nécessaire et suffisante de dissipativité est :
f' > o

2 - 1a condition nécessaire et suffisante de convexité est :

f'> o et f"> o
" Démonstration
: an _ ' - l :
ij .
aQ _aer (g€ X x 1 qg 2
K5 T SR T R R R FL )
i)

Alors, si f' > o, on obtient 1, la fonction de dissipation est
2f'd,

320 . ]
ij “nk ,
Y : : 1 Loy
+ 16f ( E]h' ngn Xh'k' 5‘ E'IJ Ehlkn Xhlka)

- Ehk EY"S_'. ).(T"S')

‘ 1
x e Bk Krs ;

Alors, 1la conditipn nécessaire et suffisante de convexité est :

32Q

iJ hk
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c'est-a-dire :

f'' > 0 et f* >0

II1.7. Déformations quelconques, transformations non isothermes

Dans ce cas 1a température va varier, alors 1'expres-
- sionde ¢ et 9 est:

® - A (6. 34 € _as € _-as,.) -
9 f . 2 2
Expression des X; i
ay
ij -
35
Y = e . ad é - ad
(g™ *%a) 1€ pq ™ “%q]
3 e ek e 3€pq Bee
Al =2(€pq-apq) — P9 =2€pq 2 p_P_
°%4 % 5 35 3y 5
De (I11.4.2) et (I1.4.3), on obtient a]ofs 1'expressioﬁ des &.
X. . =uc® B® G G+ oun (11.7.1)
1 ru us ir Js J
Evolution de variable interne g5 :
. Ja
Eij=f| 3
a&j
= Af! 21
SR T P - P VR
_ ' e e _] e
=4 wf" Cegp g5 <0y Bus Bhr s 3 Biic vy
e
Bus Ghr " hk Gks)

) . 'I . E
MR L R L T 1L
Mais : :
IR T PR P DL

1 —r
= &3 3 893 *nk Mhk 75 §j
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avec, (I11.6.2), on obtient, alors :

£..=4uf' (&,

i o Bk e Fri ~ = Gig) (11.7.2)

F .
rj 471

On remarque qu'on obtient 1a méme expression pour 61.

Invariance du volume de R (To)

Méme démonstration que dans le cas précédent

Expression de J,

Nous allons démontrer 1la formule fondamentale
suivante :

‘ = -g 2
535515 = 254n gk Mg T g Bag M) (11.7.3)

~ =

Démonstration :

11 suffit de démontrer que :

_2 2 _ 2, _ g2 e e

2 50 S5 Xy

nous avons pour le troisiéme membre de (11.7.3) :

R T T
) _ e e } e e )
2 u €1h E\]k ( €ru BUS G'IY‘ st (!n,lj) ( €r|u| BU.S' GhY" Gks' anhk)
(11.7.5)
pour ler terme de (I1.7.5), on a :
. e g€ € e 11.7.6
E1h %k “ru Bus Gir st “rtu Bu's' Ghr' G s'( )
- pf _ a€
Gir Eip Gper T Ae o Bjs Fi Gt T Ase
Alors (11.7.6 ) devient :
e 5 e e e e e
ru us r'u’ u's' rr' ss'
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i g€ e .
mais Bu"s'» Ass' ; u's
\ ... e q.e e e
Donc (Ilf7'6) devient : €y Buu'.er'u' Arr'
€, pé , B® ont mémes directions propres et commutent.

On obtient

_ e e
(11.7.6) = €&, <8

Pour 2éme terme de (II1.7.5), on a :

i g
ey Bus Bir Sih 5k "hk

(voir (11.6.2) ) -

_ . e e .
st = -ae Bus Gir K'J st ad (I1I.7.7)

Méme chose pour 3éme terme de (II.7.5)

_..e e _ | o
o wst Shee Stn Fgk Mg G 7o (I1.7.8)

r.Iul B

Et pour 4éme terme de (I1.7.5), on a :

2 £ = a2 N - %2
%ho Gk T3 Tk &% Tk T3 (11.7.9)

a

Donc de (1I1.7.6), (II.7.7), (IL.7.8), (IL.7.9) on obtient pour

- (11.7.5) :

2 X;: X

S Sk Xij

. _. 2 e IE'_ 2
hk =2 u (Eij €4 209+3G') (11.7.10)

Ensuite, pour le 2éme terme de ler membre de (11.7.4), on a :

- 2 2 - 2 2 e e oo 2
= S i) = 3" Ceru Bus Bip 5585572 &5 )
= - 2,26 34)" (I1.7.11)
3
De (11.7.10), (II.7.11) on obtient :
. 2 L, e e 2 _ 8%
2 E‘ih Ejk Xij th 3 _(Eij X'ij) = 2 u‘eij e].j 2 a6+ 3a —3 ‘7'_4 \‘.
+ 208 - 3a?) W L

) .
2 -, e 11.7.
TR TN AT



2 ' e 2u »
. .. = — 66 . . — 0f.. -
SiJ S1J ( 3 1j+ 2 ue1J) 3 1] + 2p €5 2)
o2 e e
— 2 -
=4 q ( — + € i eij) (11.7.13)

Finalement, en comparant (I11.7.12), (II.7.13) on obtient
(11.7.4).

. Dissipativité et convexité

La proposition (II.6.2) est encore valable, 1la
démonstration est inchangée.

V.8. CONCLUSION

Cette description d'un modéle rhéologique en
viscoélasticité non lingaire illustre 1'intérét de 1a théorie des
milieux viscoélastiques standards dans le cas d'une variable
interne tensorielle. Nous avons ainsi présenté une étude nouvelle
du corps de Maxwell en grandes déformations et des températures
variables dans un cadre thermodynamique rationnel.



PARTIE III

Equivalence de deux conditions de stabilité élastique

de Hadamard

|
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La stabilité d'un corps élastique est assurée lorsque
la seconde variation de 1'énergie é&lastique est positiVé dans
tout déplacement virtuel licite.

Hadamard a é&noncé & partir de ce critére une
condition nécéssaire et une condition suffisante de stabilité
d'un- corps élastique homogéne & frontiére fixe en faisant
intervenir des dérivées secondes de 1'énergie é&lastique par

. XK.
rapport aux composantes -3X1_ et 2k du tenseur de
: da; L) '
transformation. J (A

Dans cette partie, nous vérifions que 1'équivalence
des deux conditions de stabilité est réalisé dans le cas d'un
corps élastique homogéne bidimensionnel ayant subi une grande
déformation & partir d'un état naturel isotrope.

III. 1. Position du probléme

* Soit ¢ le potentiel &lastique d'un é&iément homogéne d'un
corps é€lastique ayant un volume unité dans la configuration
initiale dans laquelle peut exister des contraintes uniformes,
c'est-a-dire que la configuration initiale est la configuration
qui se trouve dans un état homogéne dans lequel les contraintes
ne sont pas nulles en général. _

Bien entendu, ¢ est 1'énergie libre ou 1'énergie interne suivant
que les transformations sont isothermes ou adiabatiques. Si F est

une déformation homogéne ou Fij = 2% | alors le tenseur des
. 3a;
contraintes 8jj est : J
eij = 99
3F1j

qui est le tenseur des contraintes de Boussinesq, d'ou :

320
d eij = - ~ dF g
9F 3 aFkl
on suppose, pour simplifier, que 1'on évalue Qijw, pour
Fij = &y c'est-a-dire lorsque la configuration actuelle

s'identifie avec la configuration initiale, alors, on peut écrire

do = . . dF
ij  ijke kg
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. critére énergétique de stabilité (C.E)

On sait que le critére de stabilité d'un corps
élastique dont la frontiére est fixe exprime que 1'inégalité

;e aui 3k dy>0 V UeV-{o0}
ijke v
aa, aa,
D J
ol v=[H (D) ]2 est un espace de Hilbert.

Ceci veut dire que si 1'inégalité précédente est satisfaite,
alors C.E est vérifiée aussi quel que soit le champ u, continu
dans D, non identiquement nul dans D, s'annulant sur 23D
[Hadamard, Hi11] , on doit admettre en outre que u des déri-
vées partielles premiéres continues par morceaux dans D.

LI est la dérivée seconde de la densité d'énergie élas-
LRLY? ) 3 X% A XK
tique . ¢ par rapport a Ty as et a
333 9y
Remarquons que la seule condition de symétrie pour le potentiel
] est :
" 1jkg
5. . = & .
ijky AN

* Hadamard a donné deux conditions de stabilité d'un corps é&las-
tique homogéne a frontiére fixe.

La premiére condition exprime QUe pour tout systédme de vecteurSai

et Bi non nuls.

¢ . o, B. a B>o0 condition nécéssaire (II1.1.1)
ijke 1 J k "o
La seconde exprime 1'existence d'au moins un systéme de
constantes Kij telles que, pour toute matrice Xij non nulle, de
cofacteurs Yij’ on ait :

+K..Y.. >o0 - condition suffisante (I11.1.2)

¢ . ..
ijke i3 X i3 '

y - X X - X
ou Yoy i1, 0 Ne2, g2 Faen, e Nie2, g

I1 est clair que (IIL.1.2) entraine (III.1.1). Le probléme
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réciproque, posé par Hadamard et signalé par VAN HOVE [49] re-
~goit ici une solution pour un corps élastique bidimensionnel
soumis a des déformations finies a partir d'un état naturel
isotrope.

111.2. Conditions de stabilité de Hadamard

* condition nécéssaire de stabilité de Hadamard

(11I1.1.1) est la condition. d'ellipticité du systéme
d'équations : '

3% uk

245k
JK %a; v,
qui permet de déterminer les déplacements infiniment petits U;
dans D, lorsqu'on donne u; sur 3D. '
Truesdell [47] indique que la démonstration schématique donnée
de (II1.1.1) par Hadamard [18 ] , critiquée par Duhem [12] a
été complétée par Cattaneo [11] , Van Hove [49 ] a démontré
que la condition (III.1.1) est aussi suffisante pour la stabiliteé
{521, nous continuerons cependant & appeler (III.1.1) 1la
condition nécéssaire de stabilité de Hadamard, pour la distinguer

de 1a condition suffisante suivante :

* Condition suffisante de stabilité de Hadamard

Elle est donnée dans [18] (page 254, noté en bas de
page) ; nous 1'avons écrite sous la forme (II1.1.2).

Soient Ui' les cofacteurs de --2Yi ( U, = 3, AU, _ Y, au’, etc...
J 2., 2a, %a, 9a, 9a,

Nous avons : Jj

Cela résulte de 1'identité :

v . , A =
3fDui+l dui_'_2 da,:l . 0 _
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qui donne par appTication de la formule de Stokes

7 du A du A da =0
' i+l i+2 J
D
Xy
(II1.1.2) entraine donc, en faisant xij =
aaj
3u; auk .
pp— do>0 YV uev- {o)
T 53, 3a
J [}

Dans le cas d'un milieu élastique bidimensionnel, la condition
suffisante de Hadamard exprime 1'existence d'au moins une
constante K telle que :

o X X +KY > o (IIL2.1)
ijke ij ke .

pour toute matrice non nulle Xij’ avec Y = X X, - X, X,

Nous avons ici la relation :

au au u. au
rod 1 2 1 2 ) de = 0

D 2a Ja 3a 3a
1 2 2 1

qui est elle-méme une conséquence de :

I3 u, duzv =0
aD
I1 en résulte que (I11.2.1) est bien une condition suffisante de
stabilité.
On peut d'ailleurs donner de (III.2.1) une autre justification
trés simple : '
Soit 1'équation :
3% u
k
— =0 (i,d.k,% = 1,2)  (I11.2.2)
3a, da

)
ijke

qui régit les déplacements infiniment petits dans D, lorsqu'on
les donne sur 3D.
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Elle admet une solution unique si
o, . —_— — : € -

s i jka. . — duw > 0 V uev -{ o}

D ' T

De méme, considérons 1'équation :

( ) "k (111.2.3)
- + 0!, . — =0 2.
ijke ijke
aa.j, aa,‘ :
avec
.¢| = Ql =—E—
1122 2211 2
o = _‘b' ' =-..K.__
‘ 1221 2112 _ )
-tous les autres coefficients Q;jkl étant nuls, 1'équation
(111.2.3) est alors identique a 1'eéquation (I1I11.2.2) car
3% Uy
: ~— =0
= ijke
say 3a,

Mais 1'équation (111.2.3) admet une solution unique si :

( B d vV uev
S (o, . + 0'. . —— w>0 U € - {0}
ks ke T aa. aa
D J L
En particulier 1a condition :
(o +e' ) X X > 0 (111.2.4)

ijue  ijke ij ke
si elle est vérifiée pour toute matrice Xij non nulle est une
condition suffisante d'unicité de la solution de (I11.2.3) et
donc de (III.2.2) lorsqu'on donne Y; sur @D, mais la condition
(I11.2.4) ne se distingue pas de la condition (III.2.1).

Il reste & examiner dans quelles conditions (III.1.1) et
(111.2.1) sont équivalentes.

111.3. Description géométrique du probléme

Soient a; les coordonnées de 1la configuration
initiale CI dont on étudie la stabiliteé, bi.les»coordonnées de la
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cenfiguration naturelle CN (sans contraintes), et X celles de
la configuration actuelle (déformé) CA.

Alors :

Soit G le tenseur de la transformation (N —s (I

avec, Gij = —EE%

En plus, on supﬂose que G soit un tenseur symétrique.

F est le tenseur défini tel que : ﬂ o= 2% dans la
transformation de CI ——p CA aaj

Alors r = F.G décrit la transformation de (N ———» CA

CN

Cl CaA

[-FG

Fig (II1.3.1)

I11.4. Cas d'un milieu élastique bidimensionnel déformé 3 partir

d'un état naturel isotrope

IT1.4.1 propriétés du potentiel élastique

On appelle ¢ 1la densité du potentiel élastique,
c'est-a-dire, le potentiel élastique d'un &lément de surface
unité dans CI.

Ce potentiel verifie par hypothése la condition ¢ (F) = ¢ (F')
telle que :
F' = vF, soit Fij = Yik ij avec vy, . Yk = 6ij et dét v > o

c'est-a-dire ¢ vérifie le principe d'objectivité, ce qui
signifie ici 1'invariance du ¢ dans les rotations de 1'élément
matériel considéré. On appelle ¢ ° le potentiel élastique d'un
élément de surface unité (densité de potentiel), dans CN ; s° vé-
rifie :

oolr) = o ') 5 I = yr avec Yi g < Sij et déty > o
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Soit -; la densité de potentiel totale, alors :
e = % c'est-d-dire le quotient entre ¢ et la surface d'un
Si é1ément Si de (I
o0 = K3 c'est-a-dire le quotient entre ¢ et la surface d'un
S &lément s, de CN. Donc :
0
2. Si -dst 22 -dste-n
© Sn ab
ou encore : o = 1 o0
h

proposition (II1.4.1.1)

- Lorsque Fij = sij’ c'est-a-dire,lorsque CA = CI
les coefficients Qﬁjkz ont pour expression

o ijke ° wijkz + 95 § s (II1.4.1.1)

avec A =1 (FT F -1) (tenseur de déformation) (I11.4.1.2)
2 .
Et Yo © Chb pour A =
1JKE 3h. . 3A
1J Ke
= ‘y = =
en plus, wijkm i3k Wjikz wjimk (111.4.1.3)

Démonstration
30 a0 34 X
En ef fet : R, Pay Fis = 2%
3F. . 3A aF.. .
F1J bq F1J ) aJ
et
3% ¢ 3% 38 dhBpg  ag 3 24
¢ bg. + () (111.4.1.9)
.. .. 9 )
3F133Fkg BquaArs aF1J ka aqu BFkL aFiJ
(111.4.1.2) s'écrit :
=8 4+ 2 (I11.4.1.5)
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En dérivant (II1.4.1.5) par rapport a ﬁj . on nbtient :

aqu
Sui Spj Fuq + Fup Sui Sqj ° 2 E (111.4.1.6)
of. .
ij
Lorsque F =68 , c'est-a-dire, lorsque CA = CI
ug . uq
On a :
3%¢ ) 30
= Yoars ° ="pq (111.4.1.7)
pg s 38 pg

Et les composantes du tenseur des contraintes de Kirchoff =
s'identifie avec les composantes du tenseur des contraintes de
Cauchy, c'est-a-dire :

LI (111.4.1.8)
N Pq

Pq
qui est un tenseur symétrique.

Alors (111.4.1.6) devient :

A
. + s .= 2 — M (111.4.1.9)
ui ®pj %ug " Sup Pui ®qj .
i3
mais 5 . & = §. . $ § . = §_.
ui ug iq up ui pi
par conséquent, on a : aa
. & . +6 .68 .=2_—P9 (111.4.1.10)
19 pJd p1 4J 3F

1J
portons (II11.4.1.10) dans (I111.4.1.4) on obtient pour le premier
terme de (I11.4.1.4) en tenant compte de (I11.4.1.7) :

320 Bpg  trs
E
L
[ (s 6. e[ (s, s
¥oqrs ) ( % %5 T%pi %J)][ 5 (615 80y * Sk G )]
= J ¥ ( s §. 6 & + §. & . 6§ § +6 .6 .8 s
g Pars "Sg i Tks'ry ig pj rk sp pi qi 'k °re

Yo % Yk &)

i : _
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puisque le tenseur de Green & - est symétrique, alors la
condition de symétrie (111.4.1.3) est évidente, par conséquent,
le premier terme de (I11.4.1.4) est &gale & Y i
Dérivons (II1.4.1.9) par rapport a ﬂd; =§ , on obtient pour le

deuxiéme terme de (111.4.1.4), en tenant compte de (II1.4.7.8)
af |

3 ( 3dpq )
: 3 3
aqu ka Fij
1
= —~ O § .8 .6 ) + 8 . .
> Pq COui ®pj ®uk Squ ¥ Suk Spy Sui Sqj !
= 1 o ( 6., 6.: 8 +6, .6 & )
, Pa ik °pj "ae ki "pe qj
i ,
= - . N S, . L) = . .
? ( 6k1 GJLF * ki OmJ) v ULJ 6k1
Remarque
On a pour vijk ' qui sont les modules d'élasticité 21
. % L
coefficients pour un corps tridimensionnel et 6 pour un corps
bidimensionnel, nous allons construire le tenseur ¢ijkz comme

fonction du tenseur €
En général, le tenseur °1jkldans le cas de 1'élasticité avec un
état naturel anisotrope est de 1a forme suivante :

¢ ¢ ¢ ¢
1111 1112 1121 1122
®. , ¢ ¢
1211 1212 1221 1222
= ) (11140 .12)
ijke _ .
° o )
2111 2112 21212 2122
¢ ¢ d
L 2211 ‘ 2212 2221 : 2222

*

111.4.2. Tenseur d'élasticité d'ordre quatre [ 9]

Du fait que CN est isotrope, alors, le potentiel ¢’ (T)
est une fonction des invariants de P ou : '

P-r'r =6 (1+20)6 ; 1 = X

ab
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proposition (I11.4.2.1)

Supposons que G soit symétrique et choisissons des axes qui
coincident avec ses directions propres, alors :
\y =y = 0 N \ll = \y . = 0

142 1121 2212 2221

Démonstration-

Le premier et deuxiéme invariant sont :

1. =P, +FP ou . I =P

1 11 22 1 19

il P P
, 13

D'autre part, nous avons :

30
eij = 3
XQ

3 (21

. 885 :
En dérivant eij par rapport au temps, on obtient :
6, . = e ' Xk
1 Cax, A, 2,
’ o (— %) ol — —)
aaj_ %,

.0uU encore :

%7 ‘ijkt iy
Et pour trouver 1a matrice de passage ¢ entre ¢ et ﬁ, nous
identifions CA avec CI, ensuite, nous calculons la valeur de

deuxiéme dérivées de ¢ par rapport @ Ao pour A =0
C'est-a-dire :

32 ¢
Yijke ° l
A =
aAij aAkz ij " 0
En fait :
3¢ . 1 3°f" Phi o h = dat 22 (111.4.2.1)
aAiJ h aPhk aAij b
Nous avons :
P..=G. (s +2n2 G .
1] p Pq Pq) qJ
P41
) - 6. 2 S G .
ip © %h gk “qj
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Alors :

2P j G .
R kJj
3A

K
En tenant compte de (111.4.2.2),

2 Gy

(111.4.2.2)

(111.4.2.1) devient :

0 '
-2 B i G (I111.4.2.3)
ou
300 (30" aPii o' 8k (111.4.2.4)
3Pk o1, Py 3 AP,
avec
aPii _ -
" %h Sik T ®nk
aPhk _
aP. . :
2d, ., ] Vb= 6, 6, P =P
-2 = —_— e .. = 8. . .5 = Phk
aphk 2 2Py 1? ih gk i
Alors, (111.4.2.4) devient :
BT N S * REN Py ) (I11.4.2.5)
Py al, ad,
(I11.4.2.3) devient :
20 _ 2 2 0° 3®° - 5
| Gih ij ( — Sk ] Phk) Ceci conduit a :
3A. . 1 2 9
3,?‘» - 3 ( ad ) - 1) a.PfLm
3034 34 3l 3As 5P A
ij 3By rs ij L rs
32 @ 3 P; 9200 2
= L Gy Gy [ S e — °hk
h 3 I asz . A, 3P m
N 9290 3, Phk N 390 3aPnk + 2290 _#Py4 -P'hk] Pem
a2 3 P“l ' 3, ale 3d, oI, L .o
En tenant compte de (II1.4.2.2), on obtient :
320 4 32¢° 024’ .
=e—G., 6.6 G [ —s 8 e $
an . 3A h G1h kj “%r “sm 21’ m hk+31 5d am hk
if rs ' : ! '
2490 43" 240
FP Phk v s s 4 Sem Phic)
sy M ad  hg  km 3J ol

2

2 1

{I111.4.2.6)
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-vérification pour :

Et pour que Gi

\11 = ] -y B .
‘112 o c'est-a-dire :

€
t
-
-
1l
—
-

h ij Gzr GSm #‘ o il faut que

Alors que :
Som thv =6, %1 =o Pour ler terme du paranthése
de (III.4.2.6)
P am th - 12 1 =0 ' 28me " "
Pﬂn Phk = P2 Pu =0 " 3éme " "
%z %m =8, 8, =0 " 4éme " "
Som Phk =82 P =0 " 5ame " "
Donc, on a :
g%, g,, = 0, et laquantité entre parenthése dans

(111.4.2.6) est nulle, par conséquent :

1112

4 ' = Y =
1211 o 1121 2111 Y

Un raisonnement analogue conduit a :

D'autre part

, le tenseur o est diagonal comme le tenseur G en

raison de 1'isotropie de CN.

Alors, on peut présenter la matrice ¢ ijke par ses 6 éléments
comme suit : '
r -
Yo, o] o} ¥,
0] = 0 ‘{13+ %2 Y, o] ,
i jka (I11.4. 2.7)

¥, (o} 0 ¥Y,+ o,
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avec - Y -y v - ¥ ¥y - v Yo=Y,

1~ 1111 2= 2222 3 1212 LS

I11.4.3. Equivalence des conditions de stabilité de Hadamard

Théoréme (111.4.3.1) [ 9]

La condition nécéssaire (ITI.1.1) et la condition suffisante
(1I1.2.1) sont équivalentes a 1'ensemble des 1inégalités
suivantes :

(et v ) <yt o) (y, +o, )+(w,¥o,)(w,+%)
. ) (111.4.3.1)

2 [ Cv+o0)) (¥,+0,) (¥+0,) (¥tgq )]l ’
Et y+o >0, v

4550, ¥4g >0, ¥ 4550  (111.4.3.2)
2 3 2

2 3 1

Démonstration

1 - Etude de 1a condition nécéssaire :

En tenant compte de (I1I1.4.2.7), (IIL.1.1) s'exprime :

[( ¥, + °1) Bf + Y.+ Uz) Bi] af +2 ¥+ ¥,) a, a, g, Bt

[ ¥+ ol)Bf + (wz + °2)B: ] a: > 0, (111.4.3.3)

Alors : une condition nécéssaire pour ‘que (IT1.4.3.3) soit
vérifise quelque soient les vecteurs O et.Bi non nuls est que
le discriminant de (II1.4.3.3) soit négatif, en plus on a
nécéssairement : '

¥,+0 >0, ¥+ o, >0,¥ + o >0,¥ + o, >0

Alors, (I11.4.3.3) équivalente a 1'inégalité suivante :
2
(w: v,) eﬁi~[(wﬁ o) 82+ ¥+o5) 82]
X[(¥ 40,082 + (¥,+0,)82] <0
ou encore :

( v,{ o) ( ¥yt o)+ [ ( by ¥y)t £ (0 +0y) (Y + o) 4

(¥4o) (v, og)] BiBy + (¥4 0,) (¥,409,) 8% 5 0



En écfivant; Bi =7 , B8 = 7 , 1'inégalité précédente s'écrit :
. 1 2 2
T.=AZ -8BZ 2+CZ >0 VI ,2>0 (I11.4.3.4)
1 12 2 4 :
ol
A = (‘l‘l+ ol) ('l"+ol) > 0
|
B:[(‘l’+‘r)z-(‘l‘+o) (‘l‘+o)-(v+c)(\r+o)]‘
s “ 1 1 2 2 3 1 L 2
C= (¥Y+o0) (¥+o0) > O
3 2 2 2

pour que (I11.4.3.4) soit vérifiée et conme A > 0 et C > 0,

alors, il faut que :
2

B - 4 AC < 0

N
o

En fait, on distinque deux cas B > 0 et B

le cas : B >0y A>0, C > 0 2

2

B -4AC < 0. Ce qui implique que B < 2 (AC) qui est
1a condition (II1.4.3.1).

2e cas : B <0, A>0, ¢c > O v
Dans ce cas, on voit tout de suite sur (111.4.3.4) que Tr > 0.

On aboutit donc dans tous les cas a (111.4.3.1).

2 - Etude de la condition suffisante de stabilité de Hadamard

En tenant compte de (111.4.2.7), la condition (I11.2.1) s'exprime

11 22

|
He [0 yro) X+ (2yrk) X X, +(w+a)X 1 + ‘
2
0¥+ 0,0 Xy + (2 9, K) XpX,, + (¥,40,) X0 > 0
Alors, H est la somme de deux formes quadratiques, pour que H

soit positive, i1 faut que chaque forme soit définie positive,
autrement dit, H > 0 équivalent aux inégalités suivantes :
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(2¢ +K)'-84(Y¥Y+o0)(¥+0) <Oet(v¥+0)>0,(¥ +0)>0
. 1 1 2 2 1 1 2 1

et

(2¥-K-8 (¥+0) ( Y+o) <Oet(y+ g)>0,(v+0)>0

Oou encore :

(v+— ) < (¥+0)(¥+0)
4 2 ) 1 2 2
K 2 o
(g-—) < (¥+0) (¥ +05)
, ] 2 : 3 1 ] 2
ou encore :
K £l
-a < ¥ +— <+a ot a=[(yv+o0)l¥+g)> 0 (III.4.3.5)
[ 2 1 1 2 2
| 2 +
-b < ¢y -— <+b ot b=[((y+o)(¥+o)l> 0 (II1.4.3.6)
3 1 3 2

(I11.4.3.5) et (II1.4.3.6) peuvent s'écrire :

_ K :
-a- Y~ <. 2 <a- Y. . (Ill.403.7)
-b+ ¥, < = <b+ V¥, (111.4.3.8)

Pour que lesbinégdlités (111.4.3.7) et>(III.4.3;8) puissent étre
vérifiées simultanément pour au moins une valeur de K, il faut et
il suffit que 1'on ait :

-a-y < b+ Y » a-%Y > - b+ ¥,
soit - (a+b) < Y+ ¥ <(a+b
. 2 2
soit ( Y+ v) < (a +b)

c'est-a-dire
) 1

———

(r+v) < 2"+ b* + 2 (ab )

‘on retrouve.bieh la condition (I11.4.3.1), d'ou 1'équivalence des
conditions de stabilité (III.1.1), (II1.2.1).
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Remarque

Pour des solides élastiques tridimensionnel homogénes et
isotropiques a partir d'un état initial sans contraintes avec ﬁj
= K8, les conditions (III.1.1) et (II1.2.1) peuvent é&tre
rédu{%£s a

X+2p>0 ,.p)O
C'est pourquoi, ces conditions sont équivalentes [52]
111.5. Etude des conditions de stabilité de Hadamard dans le cas

ou la configufation naturelle s'identifie avec la configu-
ration initiale

Nous savons que le potentiel élastique®= ¢ (I, J) od
I et J sont le premier et deuxiéme invariants [ 9 |

I=Fu Fuy
= F F F
J Fpr gr  ps Qs
al s s
C= § .8 . =F,. .+ F..
o F ui  vj Fuv ¥ Fuv ui  vj F1J F1J
]
o1
Alors =2 Fy | (111.5.1)
3F. .
1 ad
Calculons, maintenant
3 Fas
9y 1J

s & F F F +F 8 & F F
o pi rj agr ps qs  pr qi rl ps Qs
ij _

5 . 8§ +f F F & . &
¥ Fpr, qu p1 sJ Fqs pr qr ps Qv SJ
- ) . F +F, F_F +F F
= FQJ Fis FqS + FpJ FpS Fis ir qr ' qj proir

+F F _F,. )
2 (F o Fi s * o3 Tos Fis

2F. (F.F .
is  Fai Fas * Fpj Fps !

Par conséquent, on obtient :

aJ

=4 Fi Fos Fon (111.5.2)

aF . .
1]

F .
pJ
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En effet :
3¢ (I,Jd) 3¢ 31 Y] 3J
s — — + -

1 a-FiJ. a1 . aF_ij N aFiJ.

En tenant compte de (II1.5.1) et (I11.5.2), on obtient :

. 3 e | 2% -
ij= 2 — Fig* 4 — FinTug Fn (111.5.3)
31 3J . 7 ‘
pour trouver %y, , on dérive (II1.5.3) par rapport a R,

et en tenant compte de (111.5.1) et (III.5.2) on obtient :

0 3%e
ijke
3F:: 9 ;
 a%e P15 Pl 52 30
= 4 F- F.. +8 _——F F F F.o+2 — §. 6,
31> ke ij 31 3J kn m& mn iJ 3 1 1k_ Je
320 2%
+ 8 F F F F +16 —F+ F - F F F. F . F
ag 37 k¥ in mj mn an kq p¢t pq in mj mn
80- § 8 8 § F s 8
+4 -BJ ( ik nt ij an ¥ Fin ‘mk  -j¢ mn ¥ ﬁn %U mk ng
Finalement, on obtient :
b 3 '
., % s s _ F & +F,  F 8 +F F
Qijk% =2 ;; ik j% + 4 2 (ij me ik in kn 3% - w k]
329 3%e : )
+4 —F F. .. +8 (R F, F F. +R F F.F
312 K& dj 3124 kn m¢& mnij kK in'mj mn
2
+16 F F F. F . F (I11.5.4)

| an qu pt 'pq in mj ‘mn

par un changement de configuration de référence suivi d'un

changement de repére, on peut se ramener au cas oOu F}j est

diagonal, en donnant aux i,j,k, 2 les valeurs 1 et 2, on déduit
: .

les gomposantes du. tenseur i jke

: 20 20 2 220 320
voe o a2l a L0VE v —F +16—F
oo )| Al a1 3 1ad -l
' . 320 2 320 " 32e _s
\uz,=<1>““=2__ﬂ+(]2_?+4__)F +16 —F,, +16 —F
2 22 2 %

9l 3 9] : 9f3y J

Y 320 3 3
(F22 Fll + F22 Fll )
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9% ‘ . 2
\yu =¢1212’ =2— + 4 — (Fa, +F, )
3l 3Jd
ad ad 2 2
Yo = %0, = 2— + 4 ____ ( F” + F“ )
LR 31
Y - ¢ = =
6 1221 2112 - Fn Fzz

4,1112 = °1211 = 0 ’ 01121 %, =0
® 1222 = %2202 = 0 , ® 5122 =" 2221 = 0
Finalement, le tenseur 0"kl _d'ordre,quatre prend la forme
1 .
suivante : ! '
L 0 0 ‘l’a
0 ¥ ¥ 0
Yy 6
o__k = (I11.5.5)
ijke v
0 ¥ . 0
I ‘{’3 - 0 0 \PZJ

Donc, le tenseur a la méme forme du tenseur ¢ijkz

o
‘ ijke
~considéré au (II1.4.2.7), par conséquent, une démonstration
analogue & celle de la proposition (II1.4.3.1) nous améne 3

1'équivalence de (I11.1.1) et (II1.2.1).

I11.6. Cas d'un milieu hyperélastique bidimensionnel particulier

I11.6.1. Tenseur d'&lasticité d'ordre quatre

On va considérer le tenseur des déformations gauche :

1 T :
e = — (rr - 1) (I11.6.1.1)

2

La relation entre le tenseur des contraintes de Cauchy 7 et le
tenseur des déformations ¢ est supposé :

T o= (Tre) Tl +2 1 ¢ (111.6.1.2)
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La condition » = u.  assure 1'hyperélasticité.
Dans le cas ol le tenseur G est diagonal avec e, , e les

]

termes principaux.

e

02
ifij!tlelixO-'
1+e1 e
e
bk prntr—
1 + p—
é’ ——
—
1 s
e
\ﬁ e1
o -

fig (111.6.1.1)

Le travail exercé sur un élément ayant la surface unité dans CI

est :
dw= o (1 +e,)de +0(1+e)de
1 2 1 2
Mais »01 =2r(3e + ¢) 5 o =X (e + 3e )
: B! 2 7 2 1 2
Donc dw=2(3 ¢+ e) (N+e ) de+ X (¢ +3c¢) (1 +e ) de
1 2 2 1 2 1 2

dw est une différentielle exacte car :

dw = W, del W, dez

-~

ou _
W, =2 Be +e ) (1re), w=X (e +3c) (1+e,)
dw1 dw2
= :0
del dez
Alors : 2
e
€ = e + 1
1 1 2
2
e
€2 :ez + _22

Les déformations peuvent é&tre finies, les déformations

principales e » e, doivent vérifier les inégalités

suivantes :
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par conséquent :

les valeurs principales ¢ et ¢, de ¢ doivent aussi vérifiée :
1+2e¢ > o , 1 +2 e, > O

remarquons que :

2
T+2c= 1+2e+t€ = (1+e ) > o

calcul de ¢

En dérivant par rapport au temps, on obtient :

. 1 - T « T
¢ - - (rr + 11 ) (I11.6.1.3)
. 3).( 3).( 3a .
I = e— 2 — — =G
3b d3a db
ou encore a partirde I = F.G, on obtient :
T = FG + GF

En identifiant CA avec CI alors :

F= = fl -7 (111.6.1.4)

puisque, le tenseur G est constant (C N est isotrope) ; G=o0 par
conséquent : | '

Fo- FG = I =G F (111.6.1.5)

En plus, le tenseur ¢ devient dans ce cas :

1 1
e = — (F6G' F'l-1) = ' (66" -1) (IIL6.1.6)

2 2
En portant (II1.6.1.5) dans (II1.6.1.3), et tenant compte de
(I11.6.1.4) on obtient :
1. A
. — (FGG +GGF
2
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De (I11.6.1.6), € devient :
' ]

. . . . -T
§ e (F+F) +Fe + cF (111.6.1.7)
> ,
Calcul de 6
. a ¢
0 . s e (111.6.1.4)
1 4 3 X B
3 (—1)
3a

Alors, le travail fourni & un &lément de volume unité dans CI

est :
F dot —= o &
| e _
) R TIREY 22 K ke

o ¢ est le travail recu par un &lément de volume unité dans
CA, autrement dit ;

X 1 ax ax
o 3 _gatfF oo o (X, R
LN ke ? _
LE X ax
J : [} k
ou encore :
X 3 o %X Iy,
9 'x1 Xm = (dét F) O _]_ ( k + L )
iJ ’ -2 X Ax
2 _aaj v | . ‘
| : 1 AXs AXy
- (det Fy o L, ( ‘"fl*-sik Sem T Y S5y Skm )
kb 2 X X
%Xy m m
?a 2
J

En dérivant par rapport au temps, on obtient :

. IX. axX_ » 1
8 m 0 LU & §. & 8, 8
i + i3 (dét F) N o ( ik Sam * 04, km)
Baj aaj 2
. . 1 _
+ (dét F) ékz _E. (Gik S + 611 ka)
Si . Fij = sij' “=#> 8.: = O, et dét F =1

LN i
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Alors, on obtient :

. . 1
. F = F (s s + 6 8
eij ﬁnj + oij n (tr F) % n , S um v Ckm )
* ks ;l- (‘6 J + 8 ) )
2 ik  m [ km
T .
9 + 0 F. = (tr F) o, + o
im i) m im im
Finalement, on obtient
-T e
o = o - F. + (tr F) .
6 = 0 g, .
im im 1) Jm m
ouU encore :
. . T .
© = 0 - oF 4 (tr F) o (I111.6.1.8)

D'autre part, en dérivant (III.6.1.4) par rapport au temps, on
obtient :

. : 2
‘ . ™ . - 0
13 jke. g ijke - X
g o () e (LK
ou . \ . . Baj aal
: . . Ix
6. =%, F s F o= K (111.6.1.9)
ij ijke ke kg sa

En choisissant les directions principales du tenseur e comme,
les axes de coordonnées, on obtient finalement le tenseur
d'élasticitea,

Dérivons (II1.6.1.2) par rapport au temps, on obtient :

6 = atre T +2x ¢ _ (111.6.1.10)
(I11.6.1.8) s'écrit :

E . to. F v F
i T %15 7 %k gk Kk 4j (I11. 6.1.11)

En tenant compte de (II1.6.1.2) et (II1.6.1.10), (II1.6.11) s'écrit :

L. = 3 X e . - 8 +2 re ) F,
613 » Erk ﬂj +2 %3 (o “r ik ik Jk
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_0u encore :

1]

éij Y { ﬁkk + ﬁkp ok ¥ %kq ékq.) Gij_
.2 x[.:} ‘ﬁij + %ji) + ﬁipF 0] + iq qu ]
- Ug g v 2aeg ) ';jk * Fik (Mo 855 ¥ 2re
En tenant comptg de (III.6.1.9’, on obt{entk:
eij =x( 8., Fro * Fra e"k+ Ekszz) sij + 2[7( Sik sjg, F
* Fiydys 6 Cin ik ) - e R T
M I TR IR ';k!'
Finalement, on obtient :
T T s RO ML
* % St e1'»%'!5] IR DTSN

Ceci nous permet de calculer toutes les composantes, et 1'on

obtient :
3(]+2€1) 0
0 1+2 €,
e, . =
13ke o 1-¢€¢ -¢
1
1+3 ¢ +3c¢ 0
. 1 2

1+3 et 3 ez
0
)
3(1+2¢,)

(I11.6.1.12)

)

o)
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Comparons (I11.6.1.12) avec (III.4.2.7),fon obtient que :
¥, + 0, =301+2¢€ ) > o

"P2>+02=3(]+2€2) > 0

v, o+ o =1+2 ¢ > 0 | (I11.6.1.13)
Y5 4 0,214+ 2 € > o0

v, = 1 -¢, = g,

b, =1 +3e +3c¢,

Remplagons (I11.6.1.13) dans (I1I.4.3.1), nous obtenons 1la
condition nécessaire et suffisante de stabilité :

2

l(2+2e+2 52)2— 9 (1 +2e,) (1+2¢ ) -1 4+2e) (1 +2¢,)]

< 36 i1+2e) (r2e) (111.6.1.14)
En plus de (II1.6.1.13), on remarque que (II1.4.3.2) est
vérifiée.
Posons :

1+ 2 € > 0
L =1 +2 €, >

(IT1.6.1.14) s'écrit :

2 2

: 2
[((L +L ) -10L L] < 3L L
) 1 2 1 2 1 2

Oou encore :

2

-6L L < (L +L ) -10L L<o6L L
1 1 2 12 12

2

Si (L +L 2)2- 10 LL < 6 L L Ce qui implique que :
_ 12

3

2

2
L - 14L L + L .0
1 12 2
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qui détermine la région de stabilité (voir Fig (II1.6.4.3)
ci-aprés).

N 2

Si-6L L <(L,+L ) -10L L=, -1) >0

Cette inégalité est alors toujours vérifiée quelque soient L, et
L, c'est-a-dire quelque soient € ,¢

2 1 2

111.6.2. La condition nécéssaire de stabilité de
Hadamard

En tenant compte de la matrice (III.6.1.12), 1la
condition (II1.1.1) s'exprime :

2 1 2

2 3
301 +2¢) 8, + (1 +2€z)82]a: +4 (14, +e,)8 Ba a
) 2

2

. 2
+ [(1+2el),r321 +3 (0 +2¢)s, ] o, >0

2

puisque 1 + 2 ¢ > oetl +2¢, > o, 1'inégalité précédente
équivalente

[

v 2 2
301 +2¢6) 8. +2(50+2c) (1 +2c) -2 +ere)) b, s,

2
+3 (1 +2¢,) 8,>0 (le discriminant est négatif)

oo -2 2 . Z
En écrivant 8 = I » 8, = L, 1'indgalité devient :
’Azj +28 21 +CL > o (111.6.2.1)
) . 1 2 2 :
. 2
ou: A=300+2¢) > o
’ 2
B=5(1+2¢) (1+2¢) -2+ e + ¢)
i 2
2
C=3(1+2¢) > 0
2

L'inégalité (I11.6.2.1) sera vérifiée :

1 - Lorsque D = AC - B> > o
2 -lorsqueD < oetB > o
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Si 1'on pose que :
1+ 2 gl =L, , 1+2 e =1L

Alors, on obtient :
2

B=-_1 (L - 8 LoL,+ L)
2

1

1 2 2 2
D=“‘“(L1_L)(L1_]4L1L2+Lz)
16

Finalement, la condition nécéssaire de stabilité se réduit a

2

1'inégalité suivante :

2

L o-14L L + L < o (111.6.2.2)

Dans la figure ci-dessous, on peut voir la région de stabilité

p

Fig (1I1.6.2.1)

111.6.3 La condition suffisante de stabilité de Hadamard

Revenons i la condition (III.2.1), en tenant compte
de 1a matrice (111.6.1.12), on a :

2
+3(1+2e2,) X,

22

2 K
H=3(1+2¢) X, +2(1+3e+3c+—)X, X
2

2 K 2
+ (1 +2¢,) X, +2(1 -e,-¢,- ——)Xlz X21+(]+-2 81) X2
2
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H est 1a somme de deux fonctions quadratiques, la premiére dépend
de X,, et X,, , la deuxiéme dépend de X,, et X;, , ON
doit obtenir :

- K |
9(1+2¢)(1+2e)-(1+3es 3€2+_2)z > 0 (I11.6.3.1)

et

‘ K 2
(142¢) Q+2c) - - -e- — ) > 0 (1116:3.2)
' : 2

Ceci pour une valeur de‘K au moins. (I11.6.3.1) peut s'écrire :

Y < K < Y|1 ol :

1

-1 -3e-3e,-30 (1 +2e) (1 +2e))°

1

<
n

Y o -1-3e-3e43 [ (L+2e) (1+26))2
(111.6.3.2) peut aussi s'écrire v, < K < y; ol :
1
Y, =1-e-¢€ - [(V1+2e)(1+2c)]F
) 1 2 1 2

1

Yo me - e [(+2e) N 42e) 17

2 2

I1 sera possible de caleuler K en ‘considérant v, < Y: et v < v,

L'ensemble des valeurs de K est 1'intervalle :

[1-e,-_e_2- [(+2e) M+2e) T,

-1-3¢€e-3¢,+3 [(1+2¢,) (142 ez)]—; ]
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L'inégalité y < vy
2

. est équivalente a

2

L - L, L+L,<0  méme inégalité (I11.6.2.2)

et 1'inégalite Y, < Y; est toujours vérifiée.
Par conséquent, les deux conditions (III.1.1) et (III.2.1) sont

identiques.

I11.6.4. Stabilité d'un corps élastique homogéne sou-

mis a des vecteurs contraintes Lagrangiens

constants

Nous allons comparer les conditions (III.1.1) et
(II1.2.1) avec la condition de stabilité suivante :

o, .. o X.. X > Y qui exprime la stabilité d'un
ijke i3 kp

corps homogéne dont la frontiére est soumise a des vecteurs
contraintes Lagrangiens constants. En tenant compte de

(I11.6.1.12), la condition précédente s'écrit :
300 +2e) X +2(1+3c+3e)X X +3(1+2¢) X
1 11 1 2 11 22 2 22
0 +2e) X +2 (1 -e-e) X X +(1+2c) X > 0
2 12 1 2 12 21 1 21
Pour que ceci soit vrai, i1 faut que :
9 (1 +2e) (1 +2¢) - (1+3c+3c) > 0 (111.6.4.1)
2

(M+2e) (M+2e)-N-c-¢ ) > 0 (111.6.4.2)

(I11.6.4.1) peut s'écrire :

A\
o

2
f, =-9(e,-€)+12¢e,+12c,+8

Cette inégalité est vérifiée lorsque e , ¢ est & 1'intérieur

19 2

d'un parabole, ayant e = ¢

L comme axes :

2



fig (111.6.4.1)
(IT1.6.4.2) peut s'écrire :
- f, = - € E2)2"'4' €+ 4 e, > 0

f, > o, lorsque € 5 € est al'intérieur d'un parabole ayant

€ = € comme axes et passant par 1'origine
1 2

) €2

fig (I11.6.4.2)
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on peut montrer que les deux points d'intersection des paraboles
vérifient la condition :

2 2

L-14L L+L=0

1 1 2 2
La région intérieur de deux paraboles est une région vérifiant
1'inégalité suivante :

2

2
L =141 L+L, <0

1

En fait, la région de stabilité est 1a région ol f,>o0 et

f: >0 qui se trouve dans la partie hachurée de fig
(I11.6.4.3) ci-dessous :

fig (I11.6.4.3)
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111.7. Stabilité d'un corps é]astiqué nonthmogéne

.~ Pour ‘un corps élastique homogéne bidimensionnel
soumis a des déformations arbitraires @ partir d'un &tat initial
(déchargé) isotrope, on peut associer un ensemble ] K, , K I
des valeurs de K telles que la condition (111.2.1) soit vérifiée.
Si le corps est non-homogéne, et si les coefficients %jk.z
sont connus 3@ chaque point, un ensemble des valeurs de K peut
étre associé a chaque point, si ces ensembles des valeurs de K a
un point commun Ko, on a :

. . 1
I [° . + Ko ( - ﬂdwo
ijke :
, ‘aaj 3a 3a, 3a, 3 a, 3 a,

par conséquent, C.E est vérifié si la frontiére est fixe.

'111.8. Conclusion

Pour un solid é&lastique bidimensionnel a frontidre
fixe soumis & partir d'un é&tat initial isotrope & des
déformations homogénes, les conditions de stabilité (IIL.1.1) et
(111.2.1) sont équivalentes. | .

En plus, lorsqu'une valeur commune de K peut étre
trouvee 1a condition (IT1.2.1) prevo1t une condition suffisante

de stabilité pour des corps e1a5t1ques non- homogenes a front1ere
fixe.

"111.9. Critére énergétique de stabilité et charge critique
d'Euler

On rappelle d'abord 1e phénoméne suivant :

Flembage d'une tige encastrée par ses deux extré-
mités

Considérons une tige élastique é€lancée encastrée en
deux extrémités
e :] C
A | e
fig (II11.9.1)
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soumise 3 une force de compression F. Pour une valeur faible de
F, 1'équilibre est stable, par contre, pour une valeur plus
grandes de F, 1'équilibre devient instable, et 1a tige prend
1'aspect représenté dans la fig (111.9.2) ci-dessous :

F L F

:‘—_ L

fig (I11.9.2)

Ce phénoméne a été étudié par Euler, la charge critique de
flembage est :

2

4 1 E1

- g2

E est le module d' Young

I est 1e moment d'inertie
Nous allons montrer a partir du critére énergétique de stabilité,

comment, on peut retrouver et préciser ce résultat.

calcul de charge critique par la condition de sta
bilité (II1.4.1.1)

sz

t —
h -;_—-—;_4””—‘—---~\\\\_¥, X1
: o —
¢
- L —_—

fig (111.9.3)
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Supposons que la tige soumise au déplacement [f (u, , u, )ou:

n
u, X, , x, ) = x, 21 gin 2" X,
v ! (111.9.1)
u (x 4, x ) = cos2n 4
2 1 2 [}
avec ies conditions aux limites :
. Y 0
S
u,=u,=0pour x, =+ s o =
2 0 0
Rappelons de la condition de stabilité (III.4.1.1)
¢ = ¥ + o )
ijke ijke 9 ki
Alors :
Ju. au 9 u; 3 Uk
J o, . - ! k dx = J ¥ ! dx
. ke ax . S ijke
S R ~, : ' X, ax
5 3 U ' J b
t/ o . 6. — dx (111.9.2)
pd ki ,
S %y % |
En tenant compte de (IIL.9.1), calculons les deux termes dans le
 deuxiéme membre de (111.9.2).
En effet, on a :
au-i' Uy 3 Uy 3Uk
o, 6k. = 01' ' 3 ' ; k =1,2
Y 1 . J X35 Xy,
9X; axz aug Juy 3u, 3y, ,
=. O R i =‘°{( )+( ) ]
v 3 X, 3 X, 3 X 3 X
En intégrant sur un quart de la tige, on obtient :
au, 2 h/2 3/2 41_[2- '2n | ) II. hs
{ ( — ) dx dx, = S S (x2~~; cos — x ) dx dx = —_—
s/4 IxX, ¢ % % b 5 g
De méme, on a :
o h/2 ©/2 '
u, 2 n n?
i 2) dx dx = fo5 e sin . Xl)zdxldxz= _ h
s/a X Y . 2 L
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Alors :
U AUy n? h n* h’
oy 8 — = dx =- 9 + — ) (1I1.9.
g/4 ¥ ¥ Xy X, 2 % 6 %?
D“autre part, on a :
v 3
o, = = 20 &, +2u €,
1) de. . 1) 1]
- ij _
o. . = A € s + 20 €. . 3 0 = ¢
1) uu 1] , 1) uu
' 2
Yy . o= e e =26 & & t2u8 6
ijke uk uf ij ik jso
Je, de
1) ke -
ou encore :
= + 2 8 s
¥ ke Y Y%k
v, . . = 202 +2u € e .
ijkg €1j Ek9, kj kj

Wijkz ayant des valeurs proches de leurs valeurs dans
1'état naturel, alors, il existe deux valeurs ety tel que :

Yig Sij ke S MO e owey ey VY
Alors, calculons les compoSantes des déformations
obtient :

4 1? 2n
11 T X, cos Xy
2?2 L
L €22 = 0
no. 2n 21
€, =€, = - sin S
o L L - L
_par conséquent, on obtient :

R ‘ 41'[2
¥, . "€, ., E, = ) X ———
ijke 95 ke _ (r» +2 v) (x, — : cos

. v .

En intégrant sur le méme quart de 1a tige, on obtient :

3 U. 8uk
T Y, . €., & v —1
ijke i ke ~ i
s/4 I ) s/a 1y 2 x
J %
3
m* h

={(A+2 1)
o . [ g3

€

ij

€

1]

21

dx

, On
x = 0
1
X f
1
(111.9.4)
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portons(111.9.3) etv(III.9.4) dans (111.9.2), on obtient :

3 3

: 3u, auy o n? h n* h n*
e - dx = -o{l— —— + — )+ 42p) — —
13ks, 3Xj Xy 2. % 6 &3 6 o°
pour pouvoir calculer la borne supérieure de o© , et de fait

que la tige devient instable pour ce borne, on a :

u, au
) ! K dx = 0
S @ . =
S/4 1Jk2' 3XJ. axlb,
Finalement, on obtient : B
hz ‘2
_ n
o = (a+2y) - - (111.9.5)
. 30 4+ hi-r[

Comparons (II1.9.5) et 1'expression de % ,‘on obtient que :
E=A+ 2w o (111.9.6)

D'autre part, les composantes du tenseur des contraintes sont :

&
n

‘A(€l+ez)+2uel

' A
0 = X €1+ (’\ + 2") 5_952 = Cl.
A+ 2
Alors : '
Az
o = ()‘+2'>1)€, — €,
‘ A+ 2w
Si A=%® Jona .
u =
o = (Bu-—m )«
1
3u
8 u
g = €
1
3
donc, le module d'Young est — u , et pour A =y
3

(111.9.6) donne E = 3 _
Ceci est une borne supérieure rigoureusement vraie, la charge

critique réelle est nécéssairement au-desaous.
h

12
alors a partir de 1a formule d'Euler, on déduit :

En tenant compte de l1a valeur de I = pour la tige,

nz £ h?

3 g2



REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES



(1]

2]

(3]

[4]

(5]

16]

- 140 -

'ADDA. Y, DUPOUT. J.M, PHILIBERT. J, QUER E. Y

Eléments de métallurgie physique, tome V, déformation
plastique

BRUN. L et POTIER - FERRY.M

constitutive inequalities and dynamic stability in
the linear theories of elasticity, thermoelasticity
and viscoelasticity

Bal1.J.M (ed), systems of nonlinear partial diffe-
rential eqUainng p.p 299 - 304, D. Reidel publishing
company (1983)

Brun. L et POTIER - FERRY.M

Mécanique des solides é&lastiques - thermodynamique et
stabilité du solide &lastique
C.R.Acad. Sc.t 296, PARIS - {1983)

Brun. L and POTIER - FERRY. M

constitutive inequalities and dynamic stability in

the linear theories of elasticity and thermoelasti-
city

journal of thermal stresses p.p 35 - 49 (1984)

BASSOUT -LELLICH. M |
opérateurs non bornés dans les espaces de Hilberts
rapport de D.E.A. université de Besangon (1980)

BASSOUT - LELLICH. M

Homogénéisation des milieux viscoélastiques non
homogénes

Thése de doctorat 3éme cycle Université de Besangon
(1983)

BASSOUT - LELLICH. M

Théorie des milieux standards généralisés et corps de
Maxwe 11

communication au GFR, PARIS, le 4 octobre (1984)
cahiers du GFR, a paraitre '



- 141 -

(81 BASSOUT - LELLICH. M
Théoréme d'existence et d'unicité des vitessses en
déformations quasi-statiques des milieux viscoélas-
tiques standards, 20&me colloque annuel de Rhéologie
PARIS, les 27, 28, et 29 novembre (1985)
20 ans de Groupe Francais de Rhéologie, progrés
Récents. N° spécial, a paraitre..

[9] BASSOUT - LELLICH. M et WEBER. J.D
~ Sur la stabilité d'un cbrps élastique homogéne a
frontiére fixe .
C.R. Acad. Sc, série II, tome 302, N°14, pp. 839-842, Paris,
14 avril (1986)

f10] COLEMAN. B.D and CURTIN. M.F

Thermodynamics with internal state variables
The journal of chemical physics, vol 47, n°2, (1967)

0] CATTANEO. C
Su un te 2ma fondamentale nella teoria delle onde
- di discorn inu.Atti.Accad.Sci.Lincei Rend
© Fis. Mat. Nat (8), 1 ,66-72 . 728 - 734  (1946)

n2] DUHEM, P .
Recherches sur 1'élasticité ch II1
Gauthier - Villars, Paris (1906)
(3] DARVE. F

L'écriture incrémentale des lois rhéologiques et les
grandes classes de lois de comportement

C.R Ecole d'hiver de rhéologie des géomatériaux
Aussois (1984)

[14] GERMAIN. P
Cours de mécanique des milieux continus, MASSON et
Cie (1973)



5]

6]

7]

(18]

(19]

[20]

(21]

(22]

(23]

'HALPHEN. B

- 142 - ,
GERMAIN. P, NGUYEN. Q.S, et SUQUET. P
continum thermodynamics

Journal of Applied Mechanics, p.p 1010 - 1020,
Vol 50, Décembre (1983)

Sur le champ des vitesses en thermoplasticité finie
Int. J. solids structures, vol 11, p.p 947-960 (1975)

HALPHEN. B et NGUYEN. Q. S
Sur les matériaux standards généralisés
Journal de mécanique, vol 14, n° 1, (1975)

HADAMARD. J.

Legons sur la propagation des ondes et les équations
de 1'hydrodynamique. Chap VI, applications & la thé-
orie de 1'élasticité. Hermann, Paris (1903)

CHILL. R

On uniqueness and stability in the thedry of finite
élastic strain. Journal of the Mechanics and physics
of solids, vol, 5 p.p 229 - 241, (1957)

KATCHANOV. L
Eléments de 1a théorie de 1a plasticité
Editions MIR, MOSCOU (1975)

- MANDEL. J

cours de mécanique des milieux continus, tome I, II
PARIS, Gauthier - Villars (1966)

“MANDEL. J

Variables cachées, puissance dissipée, dissipativité
normale. Colloque annuel du GFR "thermodynamique des
compoktements rhéologiques" 7 et 8 décembre (1977).
N° spécial (1980)

MANDEL. J
plasticité classique et viscoplasticité

. CISM springer - verlac wien -New York udine (1971)



- 143 -

[24] MANDEL. J
Equations constitutuves et directeurs dans les mi-
1ieux plastiques et viscoplastiques.
Int. J. solids structures, vol g, p.p 725-740 (1973)

[25]  MANDEL. J
' Sur 1a définition de la vitesse de déformation élas-
~tique et sa relation avec la vitesse de contrainte.
Int. J. solids structures vol 17, p.p 873-878 (1981)

[26] NGUYEN. Q.S
problémes de plasticité et de rupture
Cours d'option D.E.A d'analyse numérique et appli-
cations (1980 - 1981), publications mathé&matiques
d'Orsay n° 82.08

[27] NGUYEN. Q.S et HALPHEN. B
Sur les lois de comportement élasto - visco - plas-

tique a potentiel généralisé.
C.R. Acad. sc. t 277, p.p 319 - 322, PARIS (1973)

[281  NGUVEN. Q.S
~ Bifurcation et'stabilitévdes:systémes irréversibles
‘ob&issant -au principe de dissipation maximale
Journal de mécanique théorique et appliquée
vol 3, N° 1, p.p 41 - 61, (1984)

[ 29] NOWIC. A.S and BERRY. B.S
Anelastic relaxation in crystalline solids
Academic press, New-York and London (1972)

[30] OUZIAUX. H et PERRIER. J
' Mécanique des fluides appliquée tome 1. Fluides
~incompressibles. Dunod, 2éme édition. PARIS (1966)

[31] PARRY. G.P |
Changes of invariance in internal variable theories
Int. J. solids structures, vol 20, N° 4, p.p 327 -
331, (1984)



1 321

[33]

[34]

[35]

[ 36 )

[37]

[38]

- 144 -

POTIER - FERRY. M
Fondements mathématiques de 1a théorie de la stabi-
1ité élastique. Thése d'état, PARIS (1978)

POTIER - FERRY. M
An existence and stability theorem in non linear vis-
coelasticity '

variational methods in the mechanics of solids

pergamon press, oxford and New-York (1980)

POTIER - FERRY. M

On the mathematical foundations of élastic stability
théory

Arch, Rat, Mech, Anal, vol78, p.p 55 - 72 (1982)

RICE. J.R

Inelastic constitutive relations for solids an inter-
nal-variable théory and its application to métal
plasticity J. Mech. phys. solids. Vo 19 p.p 433 - 455
(1971)

SIDOROFF. F

Variables internes en viscoélasticité

I. Variables internes scalaires et tensorielles

Journal de mécanique, vol 14, N° 3  (1975)
I1. Milieux avec configuration intermédiaire
- Journal de mécaniqué, vol 14, N° 4  (1975)
I1I.Milieux avec plusieurs configurations intermé-
diaire
Journal de mécanique, vol 15, p.p 95 - 118 (1976)

SIDOROFF. F

Un modéle viscoélastique non linéaire, avec configu-
ration intermédiaire. - '

Journal. de mécanique,vol 13, p.p 679 - 713 (1974)

SIDOROFF. F

Description des comportements rhéologiques par va-
riables internes

Colloque annuel du GFR, 7 et 8 décembre (1977),

N° spécial (1980)



(391

[40]

]

[42]

43]

(46 ]

(47 ]

- 145 -
SIDOROFF. F
cours de mécanique des solides, mécanique des milieux
continus

SIDOROFF. F

- Formulation élasto-plastiques en grandes déformations

Rapport GRECO, N° 29 (1981)

SIDOROFF.F

Incremental constitutive équation for large strain
elasto plasticity v

Int. J. Engng, Sci, vol 20, N° 1, p.p 19 - 26 (1982)

SMARZYNSKI. Z. WEBER. J.D

Gonflement des brames dans 1a coulee continue de
1'acier

16éme colloque du GFR, PARIS (1981)

SToLZ. C

Contribution a 1'étude des grandes transformations en
élastoplasticité

Thése de Docteur - ingénieur, PARIS (1982)

STUTZ. P

 Formu1at1on des lois de comportement, les prinéipes

généraux
C.R. Ecole d'hiver de rhéologie des géomatériaus,
Aussois (1984)

SUQUET. P

Plasticité et Homogénéisation
Thése d'état, PARIS (1982)
SEDOV. L -

Mécanique des milieux continus, tome I, II.
Traduction frangaise, Edition MIR, MOSCOU (1975)

TRUESDELL. C and NOLL.W
The non-linear field theories of mechanics
Handhuch der physik, Band III, 3.Springer-verlag(1965)



- 146 -
[48 ] TANNER. R.I

Recent progress in rheology, Journal of Applied
Mechanics, vol 50, p.p 1181-1190, (1983)

{49 ] VAN HOVE. L
Sur 1'extension de la condition de Legendre du calcul
des variations aux intégrales multiples a plusieurs
fonctions inconnues '
Akad, VAN WETENSCH, Amsterdam 50,  (1947)

[507 ~ VLADIMIROV. V
~ Distributions en physique mathématique
Traduction frangaise, Editions MIR  (1979)

[51] WEBER. J.D .
Sur les propriétés d'une classe de corps viscoélas-
tiques non linéaires & paramétres cachés.
C.R. Acad. Sc. t 267, série A, p.p 565 - 568,
PARIS (1968)

[52] WEBER. J.D
‘Mécanique des milieux déformables non linéaires
Eyrolles, PARIS  (1972)

[63] WEBER. J.D
Conditions suffisantes de stabilité des milieux

continus élastiques. Journal de mécanique,
vol 11, N° 1, p.p 119 - 133, (1972)

[54] WEBER. J.D
' comportement du poly&thyléne dans les essais de
traction avec saut de vitesse.
Cahiers du GFR, N° spécial Rhéologie,
15 novembre (1973)

[65] WEBER. J.D
' Hypothése des variables internes et représenta-
tion de certains fluides viscoélastiques.
conférence au GFR, le 20 juin (1974)



- 147 -
(56] WEBER. J.D. and EBERHARDT. A
Internal state variables and nomality in viscoplastic
10w -
Rheol. Acta 21, p.p 403 - 405, (1982)

(571 ,NEBER.J.D et BASSOUT - LELLICH. M
Deux applications de la théorie des milieux standards
généra1isés.
communication au GFR, PARIS, le 24 mai (1984)
cahiers du GFR, a paraitre



TABLE DES MATIERES



- 149 -

Avant-propos

Introduction

Notations utilisées -

PARTIE I

Les milieux viscoélastiques standards

I.1. Rappels de mécaniques des milieux continus

I.1.1. Gradient de ]a‘transformation

1.1.2. Déformations et contraintes

I.1.3. Equations d'équilibre

I.1.4. La ciasse dés matériaux hyperélastiques

[.1.5. Variables internes en mécanique des milieux
' continus

I.2. Descriptioh des milieux viscoéiastiques standards MVS

[.2.1. Les MVS avec élasticité instantanée
1.2.2. Les MVS sans élasticité instantanée

1.2.3. Le potentiel de dissipation, et les diffé-
rentes types de comportement

[.2.4. L'hypothése de dissipativité normale

1.2.5. Formalisme dual pour les MVS

10

11

12

14

15

15

18

19

22

23

25

27



- 150 -

1.3. Exemples de milieux viscoélastiques standards

I.3.1. Cas des MVS avec élasticité instantannée

1.3.1.1.

[.3.1.2.

Fluide de Maxwell linéaire

Le comportement du Zinc dans les essais
de traction simple avec saut de vitesse

1.3.2. Cas des MVS sans élasticité instantanée

1.3.2.1.

[.3.2.2.

1.3.2.3.

Cas d'un modéle rhéologique constitué du

modéle de Maxwell et un amortisseur mon-
tés en paralléle

Corps de Kelvin-Voigt

L'acier a haute température

[.4. Propriétés des milieux viscoélastiques standards avec élas-

ticité instantanée

[.4.1 Les MVS et quelques principes

1.4.1.1.

1.4.1.2.

[.4.1.3.

Principe d'objectivité ou principe
d'indifférence matérielle

Les MVS obéissent au principe d'objec-
tivite

Les MVS obéissent au second principe de
1a thermodynamique

[.4.2. Equations de conservation et équations de |
comportement pour les MVS

1.4.3. Les MVS et 1'assemblage de n modéles de
' Maxwell

[.4.4. Les MVS et une transformation quelconque par

rapport aux variables internes

31

32

32

35

41

41

42

46

49

50

50

51

53

54

56

59



- 151 -
1.4.5. Etude du comportement au voisinage d'un état
d'équilibre interne, relaxation des contrain-
tes d'un MVS '

1.4.6. Théoréme d'existence et d'unicité des vitesses
d'un MVS avec élasticité instantanée

1.4.6.1. Position du probléme

1.4.6.2. Cas d'un milieu élastique dont 1'équili-
bre est stable ‘

1.4.6.3. Cas d'un MVS 3@ élasticité instantanée
stable @ 1'équilibre

PARTIE 11

Milieux viscoélastiques standards et corps de Maxwell, en

grandes déformations, pour des comportements non linéaires

11.4.

Description géométrique du corps de Maxwell

L'expression de 1'énergie libre et le potentiel de dissi-
pation pour le corps de Maxwell

Cas oil les tenseurs des contraintes et des déformations
sont diagonaux

* Transformations isothermes
* Transformations non isothermes
Déformations quelconques, transformations non isothermes

- Une variante dans 1'expression de 1'énergie libre et le
potentiel de dissipation pour le corps de Maxwell

70

73

74 -

77

85

91



- 152 -

I1.5. Cas ou les tenseurs des contraintes et des déformations 92
sont diagonaux.

* Transformations isothermes

* Transformations non isothermes

I1.6. Déformations quelconques, transformations isothermes 96
" I1.7. Déformations quelconques, transformations non isothermes 99
I1.8. Conclusion 102

PARTIE III

Equivalence de deux conditions de stabilité élastique

de HADAMARD

111.1. Position du probléme : _ 104
[IT.2. Conditions de stabilité de Hadamard _ 106
‘1I1.3. Description géométrique du probléme 108

I11.4. Cas d'un milieu &lastique bidimensionnel déformé a partir

d'un état naturel isotrope 109
I11.4.1. Propriétés du potentiel é&lastique 109
IT1.4.2. Tenseur d'élasticité d'ordre quatre 112

II1.4.3. Equivalence des conditions de stabilité de
Hadamard : 116



- 153 -

I11.5. Etude des conditions de stabilité de Hadamard dans le cas
ol la configuration naturelle s'identifie avec la configu-
ration initiale

I11.6. Cas d'un milieu hyperé&lastique bidimensionnel particulier

I11.6.1. Tenseur d'élasticité d'ordre quatre

"111.6.2. La condition nécéssaire de stabilité de
. - Hadamard

111.6.3. La condition suffisante de stabilité de
Hadamard

I11.6.4. Stabilité d'un corps élastique homogéne
mis & des vecteurs contraintes Lagrangiens
constants

I11.7. Stabilité d'un corps é&lastique non homogéne

I111.8. Conclusion

I11.9 Critére énergétique de stabilité et charge critique d'Euler

BIBLIOGRAPHIE

119

121
121
128

129

131

134

134

134

139





