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I .  INTRODUCTION

0n appel le  texture cr is ta l lographique d 'un polycr is ta l  la  s tat is t ique

d,or ientat ion des cr is taux indiv iduels au sein d 'un échant i ' l lon polycr is ta l l in '

E l le  est  t radi t ionnel lement  décr i te  par  la  fonct ion de densi té des or ientat ions

f(g) - ou fonction de texture - dëfinie sur le groupe continu des rotations'

s 0 ( 3 ) .

I l  était  légit ime de se demander si les transfonnations orthogonales à

dêtenn inant  +1 ,  i .e .  1es  ro ta t ions ,  su f f i sen t  à  décr i re  1a  tex tu re  c r is ta l -
' lographique 

et ses sYnétr ies.

En effet' le polycristal le plus général d'un natériau ënantiomorphe

(i.e. dont le groupe ponctuel de synrétrie possède exclusivement des rotations)

peut contenir des fonres cristall ines droites et gauches, qui sont images l 'une

de l ,autre par  un miro i r ,  Lorsque les cr ls ta l l i tes sont ,  au contra l re,  non-

ënantiomorphes, leur groupe ponctuel de synêtrie possède des opérations de

symétrie de seconde espèce, â déterminant -1. Ainsi, i l  apparaît dans les deux

cas la nécessité de recourir également à des transformations orthogonales à

déterminant -1.

Le premier objectif de ce travail est de donner une rept€sentation unifiée

de la fonct ion de d is t r ibut ion des or ientat ions (F.0.0. )  et  de ses propr iétés

de symétries sur le groupe orthogonal complet 0(3), au l ieu d'en restreindre la

description âu Sous:gFoUpe des rotations, oans notre fonnalisne du groupe

orthogonal-,la fonctlon de texture se décompose en un couple de conposantes

fR1g1 et  tL1g1,  det in ies sur  S0(3) ,  appelées respect ivement  s tat is t ique dro i te

et gauche,

Nous montrerons que les cornposantes rR(s) et fL(g), considérées séparé-

ment, ne sont invariantes que par les symétries du sous-groupe des rotationS

du groupe ponctuel de la symétrie cristall ine. Les opérations de s1métrre de

seconde espèce (â déterminant -1) n'impliquent aucune symétrie additionnelle

sur  les composantes fR et  fL  pr ises iso lément ,  nais  établ issent  une re lat ion

entre les composantes droites et gauches, dont une seule sera une fonction

I ndêDendante.
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Le deuxième object i f  de ce t ravai r  consis te â étudier  l r impr icat ion
de ces symétr ies,  décr i tes sur  le  groupe or thogonal  complet ,  sur  les possib i l i tés
de détermination de la fonction de texture_

En ef fet ,  dans l ,expêr ience de d i f f ract ion polycr is ta l l ine,  i l  n ,estpas possib le de mesurer  la  F.0,0.  e l le-même, mais uniquement  des in tégra les
de cel le-c i '  apperées fonct ions de d is t r ibut ion ax ia le A(Ë, i )  -  ou f igures
de pôles fi - gui représentent la densité de distribution des directions
cr is ta l l ines Ë dans res d i rect ions I  du repère de l ,échant i l lon.  Dans notre
formalisnn du groupe orthogonal, cette fonction de distribution axiale se
déconpose êgarement en un coupre de fonctions nR(È,i) 

"t 
natr,ï l-qui distingue- ou colorie en noir et branc, dans re langage des groupes cororés - les

di rect ions cr is ta l r ines f i  se lon qu,e i les sont  comptabi r isêes dans la  s tat is_
tique droite ou dans la stailstique gauche.

Nous dénrontrerons rigoureusement que si ces fonctions axiales nR(Ë,ï)
et nL(fi,Ï) êtaiènt séparément accessibles à la mesure, leurs inversions
respectives déternrineraient sans ambiguîté les fonctions de densité rRlg; et
fL(g) '  conduisant  a ihs i  à la  déterrn inat ion de la  fonct ion de texture complète,
sur le groupe orthogonal.

cependant, par son principe même, l 'expérience de diffraction poly-
cr is ta l l ine sélect ionne les p lans cr is ta i lographiques qui  par t ic ipent  â la
di f f ract ion,  d 'après reur  seule d is tance lnterrét icu la i re dg ( ro i  de Bragg).
cette distance est bien entendu indépendante du caractère dà couleur ÈR ;; 'È,
induit par le caractère droit ou gauche de la conrposante rR(s) 

", 
*tnl i.r, 

'

laquel le  la  d i rect ion cr is ta l lographique f i  est  comptabi l isée.

Ains i '  l 'expér ience de d i f f ract ion polycr is ta l r ine ne permet que la
nesure de la fonction axiale superposée Â(Ë,i), ou grise, en termes de groupes
golorés.  L ' invers ion de cet te fonct ion ax ia le fourn i t  une fonct ion de texture
f (g) '  que nous appelons- ' la  "par t ie  déterminable ' ,  de ra fonct ion de texture.

Dans le cas de cristaux non-centrosymêtriques, cette , 'parHe déteminable,,
est  encore d lminuêe par  la  symétr ie  addi t ionnel le  in t rodui te par  le  processus
de la d i f f ract ion,  et  connue sous le  nom de la lo i  de Fr iedel .



Enf in ,  1e  dern ie r  ob iec t i f  de  ce  t rava i l  cons is te  à  p roposer

techn iques  qu i  permet ten t  d 'augmenter  1a  "par t ie  dê terminab le"  de  1a

de texture.

A ins i ,  dans  le  cas  de  c r is taux  non-cent rosynêt r iques '  i1  es t

d e v i o . | e r l a l o i d e F r i e d e l e n s e p . | a ç a n t d a n s l e s c o n d i t i o n s d e ] a

anomal e.

De plus,  nous proposons une mêthode de calcul  approché de la par t ie '

.æe. i igl '  q;; ; ' t pas pu être dêterminêe par 1es méthodes conventionnel' les de

l ,analyse des textures.  Son pr inc ipe cons. is te en 1 'explo i ta t lon de la  condi t ion

de posi t iv i té  de la  fonct ion de texture '

L,efficacrté de cette méthode - dite du domaine nur - est démontrée

sur une fonction de texture thêorlque, du type fonction gaussienne. cette

nÉ thodees téga lemen tapp l i quéepou rdé te rm ine r . | a fonc t i onde tex tu reco rnp lè te
d,un échant i l lon de cuivre laminé'  â par t i r  de ses f igures de pôles expê-

r imenta les.

des
foncti on

possi bl e

di ffracti on
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2. DESCRIPTION DE LA TEXTURE CRISTALLOGRAPHIQUE

U n s o l i d e p o l y c r i s t a l l i n c o n s t i t u e u n m i l i e u c o n p l e x e , s i b i e n q u e s a

descr ipt ion au moyen de modèles formal isés et  1 'étude de ses propr iétés

physiques nécessi tent  de nombreuses hypothèses s impl i f icat r ices /1,2/ .  A ins i '

un échant i l lon polycr is ta l l in  est - i l  formé par  un ensemble de cr is ta l l i tes

ou gra ins,  qui  sont  des domaines monocr is ta l l ins,  d iversement  or ientés au sein

d u p o . | y c r i s t a . l , e t s é p a r € s l e s u n s d e s a u t r e s p a r d e s j o l n t s d e g r a i n s . D a n s
' la  quasi - tota l i të  des études,  chaque cr is ta l l i te  est  considéré cormle un domaine

monoc r i s ta l l i n ,  so i t  pa r fa i t ,  so i t  possédan t ,  à  l ' éche l l e  de  l a  t a i l l e  des

grains,  une répar t i t ion homogène de défauts.  Par  a i l leurs,  le  io int  de gra ins

est  généralenent  considéré corme la f ront ière entre deux cr is ta l l i tes vois ins '

sans prendre en considêration sa structure propre en tant que' par exemple'

empi lement  de d is locat ions.  Enf in,  en dehors de la  ment ion expresse du contra l re '

1es études portent sur des polycristaux monophasés'

Parmi 1es multiples paranètres contribuant à caractériser un Dolycristal '

on appel le  texture cr is ta l lographique la d is t r ibut ion des or ientat ions des gra ins '

2.1.  Descr ipt lon t radi t ionnel le  des or ientat ions sur  S0(31

un repère de référence car tés ien Ka étant ' l ié  à l 'échant l l lon '  e t  un

repère KO l ié  au réseau cr ls ta l l ln  d 'un gra in,  l 'or ientat ion de ce dernler  est

t radi t ionnel lement  déf in ie par  la  rotat ion g qul  t ransfome Ka en Kb:

K o = 9 K ,  ,  g e S 0 ( 3 ) ( 2 . 1 . )

I l  est  â noter  que Ku et  Ko ne sont  déf in is  qu 'à une t ranslat ion près;

en conséquence,  la  t ransfornrat ion de K.  en Kb n 'est  déf in ie,  e l le  aussi '  qu 'à

une trans'lation Près.

S0(3)  dêsigne le groupe cont inu des rotat ions de l 'espace à t ro is

dimenslons. Une description précise du polycristal requerrait la connaissance

du chamo de rotations:

'  S0 (3 )

' e ( i )
( 2 . 2 . 1

où le vecteur de situation ï parcourt tout le volume V du polycrlstal

( f l s . 2 . l . ) .

v
q :

r
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Fie 2 '': 
:: :::ï,:::l i'::ï:,;.ï:::l'::ïi"î;,'.ï.
schémat ique bi_dinensionnel le)  .

En général, le champ g(Ë) est constônt sur chague grain (constant
par norceaux) et présente une discontinuité aux joints de grains. cependant,
dans le cas de porycristaux fortement dêfonËs, res orientations crrstar-
l ines peuvent  var ier  cont inûment  d,un gra in à I ,autre.  Les champs g(È)
correspondants présentent alors des variations quasi continues.

La dêfinit ion du champ g(i1 0rrre un grand intérêt pour ra description
formel le du polycr is ta l ,  a ins i  que I 'a  soul igné BUNGE / la ,b/ .  Toutefo is ,  sa
tlétemination exoérimentare serait véritablement raborieuse. Ainsi, en dehors
de travaux sur l 'arrangement topographique des cristall i tes dans la surface
d'un cr is ta l  laminé (HAESSNER et  co l laborateurs /  3 l l  la  détenninat ion coprète
de g(Ë) n 'a- t -e l le .  à notre connaissance,  jamais été entrepr ise.

D'a i l leurs,  g( i )  reprësentera i t  une caractér isat ion,  cer tes t rès pr tc ise,
à l 'échel le  microscopique,  mais varable uniquement  pour .un porycr is ta l  par t i -
cu l ier  (ou expér ience par t icur ière,  dans 1e langage de ra stat is t ique) .
I l  apparaî t  p lus ut i le  de décr i re toute une c lasse de polycr is taux qui ,  e l le
seule,  possède une s igni f icat ion stat is t ique.  une te l le  descr ipt ion est
réal isée par  la  fonct ion de densi té des or ientat ions f (g)  -  dans l ,accept ion
propre en théor ie s tat is t ique -  qui  in tègre le  volume des cr is ta l l i tes dont
l 'or ientat ion est  g,  indépendanment de reur  s i tuat ion dans re polycr is ta l :



o ù v ( g ) d é s i g n e l e v o l u m e t o t a ] d e s c r i s t a l ] i t e s e n o r i e n t a t i o n g , e t V . | e u r

vo lume to ta l .  La  d i f fé rence en t re  l ' é tude â  l 'éche l le  mic roscop ique du  champ

d , o r i e n t a t i o n s  S ( î )  e t  c e l l e ,  p l u s  s t a t i s t i q u e ,  à  l ' é c h e l l e  d e  l a  f o n c t i o n  d e

d is t r ibu t ion  des  or ien ta t ions ,  appara î t  ne t tement  dans  le  ca lcu l  de  va leurs

moyennes de grandeurs physiques, tels les champs de contraintes o(i) '  de

déformations e(È) etc. Ces grandeurs physiques sont représentées par des

i f 'u rp r  t .n .o r ie f j  o ( i )  dé f in is  sur  le  vo lume V du  po lycr is ta l ,  à  va leurs

rêe I  Ies

r (s) l 0 r)
v  ( g )

+ R

+ ç1|1

v 
e , so(3) --:-* R

I

v

.o '= l  f
V J

V

.0 ,= !  [on  Ia ï  o t î l
v J t

s0 (3 )  v (s )

( 2 . 3 . )

( 2 . 4 . )

( 2 . 6 . )

( 2 . 7 . )

V
0

r

La va leur  moyenne cor respondante  es t  dé f in ie  par  1 'express ion  c lass ique :

dÈ o(i) ( 2 . s . )

En fa i t ,  i l  es t  poss ib le  de  dêcomposer  f  in tégra le  c i -dessus  en  une prern iè re

in tégra le ,  e f fec tuée à  g  cons tan t ,  su iv ie  d 'une in tégra le  sur  1 'espace des

or ien ta t ions  S0(3) '  se lon  1e  schêna :

comote tenu de cette décomposit ion, la formule de ]a rnoyenne éq. (2.5') peut

être récri te sous la forme :

= 
I  on t ,n ,  o(s)

s0(3)

Le ca lcu l  se lon  l 'êq .  (2 '7 . )  de  la  va leur  moyenne '  qu i  sera  dorénavant  no tée

< f | o ' p l u t ô t q u e < o > ' r e n o n c e b i e n e n t e n d u à u n e d e s c r i p t l o n m i c r o s c o p i q u e

exacte. En revanche, i l  prësente un caractère stat ist ique qul pennet de

dêf in i r ,  au-de là  de  la  tex tu re  d 'un  échant i l lon  par t i cu l ie r  (ou  êvénement '

d a n s , l e l a n g a g e d e l a t h ê o r i e d e s p r o b a b i ] i t é s ) , . | a n o t i o n d e t y p e d e t e x t u r e

( c e q u i c o r r e s p o n d , e n t h é o r i e d e s p r o b a b i l l t é s , à l à n o t i o n d e l o i d e p r o b a -

b i l i t é ) .



A i n s i '  l o r s q u e  l e  m ê t a , u r g i s t e  d é c r i t ,  p a r  e x e m p l e ,  l a  t e x t u r e  d , u n etô le  de  cu iv re  laminé,  i l  s , in té resse év idemment  davantage au  type  de
" t e x t u r e  d e  l a m i n a g e  d u  c u i v r e , , ,  q u , à  s o n  é c h a n t i l l o n  d e  t ô l e  p a r t i c u l i e r .
Dans le  cas  d 'une te r ie  é tude s ta t i s t ique ,  la  tex tu re  es t  décr i te  par  unefonc t ion  de  dens i té  des  or ien ta t ions  / l ,Z / ,  no têe  F .D.0 .  en  écr i tu re  abrégée:

f :  S 0 ( 3 ) - - - - _ q t

------..------* f(s)

Auss i ,  dans  le  cadre  de  ce
représentêe par son développement
I  i s é s  :

8 -

( 2 . 8 . )

t rava i l ,  la  fonc t ion  f (g )  es t_e l le  tou jours
en sér ie  d 'hannon iques  sphér iques  généra_

( 2  . e .  )

= 1 d v
v d g

La fonct ion de texture t radi t ionnelre f (g)  possède des propr iétésint r insèques,  qui  sont  to tarement  indépendantes de ra représentât ion chois iepour cet te fonct ion '  Notamrent ,  ra F 'D.0.  est  toujours une fonct ion posi t ivede ra var iabre g.  En vue d 'établ i r  des résul tats  théor iques ou d,ef fectuerdes carcurs numér iques,  ra fonct ion de densi té f (g)  est  so i t  reprêsentée paruhe suite de valeurs numériques discrètes f. (méthode de IIILLIAMS /4/, ouméthode vector ie l le  de RUER, BAR' ,  et  VADON /5,9/ ) ,  so i t  développêe en unesêr ie d,harmoniques sphér iques général isés,  conformêment à la  méthode deBUNGE /1,10/  et  ROE , / t t l .

cette deuxième repr€sentation de ra texture est particulièrement conmodepour étudier  les propr iêtés d ' invar iance de ra FDO qui  rêsul tent  des synÉtr ies,et  qui  sont '  b ien entendu,  valables en toute générar i té ,  quel le  que soi t  lareprësentat ion chois ie.

- + l + l

f (s )=  I  I  I  c ïn  TTn(s)
r = 0 ( 1 )  m = - l  ( 1 )  n = - 1  ( l )

Dans ce t te  reprêsenta t ion ,  la  fonc t ion  f (g )  es t  supposée indéf in imentd ê r i v a b l e ,  e t  à  d ê r i v é e s  c o n t i n u e s ,  c , e s t - à - d i r e  q u , e l l e  e s t  d e  c l a s s e  C -se lon  la  dénominat ion  mathémat ique préc ise .



La sér ie  éq '  (2 '9 ' )  converge d 'au tan t  p lus  rap idement  avec  les  rangs

I  c r o i s s a n t s  q u e  l a  F ' D ' 0 '  e s t  u n e  f o n c t i o n  p l u s  l i s s e '  A i n s i '  l a  s é r i e

éq.  (2 .9 - )  peut -e l le  ê t re  approx imée par  une sér ie  t ronquée au  rang max imal

L ,  e t ' la  F .0 .0 .  es t -e l l .e  en t iè rement  dé terminée par  un  nombre  l im i tê  de

coeff icients de texture Cfn :

- 9 -

.  ̂ mn,
t L . l  l a v e c  1  =  O ( 1 )  L  ;  - 1  - .  m , n ç  +  I

Ce sont  1es  expér iences  de  d i f f rac t ion  po lyc r is ta l l ine  qu i  son t  le

p l u s c o u r a n r m e n t u t i l i s é e s ' e n v u e d e l a d é t e r r n i n a t i o n d e l a F . 0 ' 0 . C e l 1 e s - c i

ne  pempt ten t  pas  1a  mesure  d i rec te  de  la  F 'D 'O"  mais  seu lenent  ce l le  des

fonc t ions  de  d is t r ibu t ion  ax ia le '  qu i  repÉsenten t  la  f rac t ion  des  d i rec t ions

c r i s t a . l l i n e s  f i  d o n t  l , o r i e n t a t i o n ,  d a n s  1 e  r e P è r e  K . 1 i é  â  1 ' ê c h a n t i l l o n '

e s t j :

( 2 . 1 0 . )

( 2 . 1 1 . )
n 1fi,!1 = I

2n

I

, l  ttsl as ;

n=gy

g  e  s0 (3 )

D a n s l a d ê f i n i t i o n t r a d . i t i o n n e l ] e d e . | a F . D . 0 ' , s u r l e g r o u p e c o n t i n u

des  ro ta t ions  s0(3) ,  I ' i n tégra le  éq '  (2 '11 ' )  es t  une in tégra le  curv i l lgne  /1 /

e f f e c t u ê e s u r u n e t r a j e c t o i r e l i n é a i r e - o u ' ' f i . | . . , s e l o n l a t e r m i n o l o g i e d e

i 4 A T T H I E S / l ? / - d , u l p l i t u d e z f l e t q u i s e r e f e r m e s u r e l l e . r n ê m e , e n b o u c l e .

I l  e s t  a i s é  d e  c a r c u r e r  l , i n t ê g r a t e  é q .  ( 2 . u . ) ,  c e  q u i  c o n d u i t  à  I ' e x p r e s s i o n

ae n (f , , Ï)  en fonction des coeff icients de texture /1/ :

-+ l * l4n
A (È,i) = I I L .-. ,r-1 

cfn r! ' tÈl t lt i l

l =o (1 )  m=- t  ( 1 )  n= -  |  ( r )

(2 . r21



L a  f o n c t i o n  d e  d e n s i t é  f ( g )  t r a d i t i o n n e l l e ,  d é f i n i e  s u r  S 0 ( 3 ) ,  n epermet  de  décr i re  que les  t rans format ions  g  qu i  son t  des  ro ta t ions  pures ,
c 'es t -à -d i re  les  i somét r ies  à  dé ter rn inant  +1 .

cependant '  res  c r is taux  possèdent  des  symét r ies  dont  la  descr ip t ion
requ ier t ,  en  généra l '  des  isomêt r ies  à  dé terminant  - l  auss i  b ien  que des
ro ta t ions  pures ,  par  a i l leurs ,  les  p rocédês de  mise  en  fo rme peuvent  indu i re
des  p lans  de  synét r ie  dans  l 'échant i 'on  fo rmé.  A ins i ,  la  géomét r ie  des
rou leaux  du  lamino i r  possède t ro is  p lans  de  syrné t r ie ,  perpend icu . ra i res  deux
â deux, et cette symêtrie orthorhombique se retrouVêr ôVêc une bonne approxi_
m a t i o n ,  d a n s  l e s  é c h a n t i l l o n s  d e  t ô l e s  l a m i n é e s .

I l  es t  donc  nécessa i re  de  recour i r  à  une s t ruc tu re  p lus  vas te  que S0(3) ,qui permette de tenir conpte êgalernent des isométries à dêterminant _1, notamment
des  synét r ies  par  rappor t  à  un  p lan ,  ou  mi ro i rs .

.  
ce t te  s t ruc tu re  é rarg ie  es t  le  g roupe 0(3)  des  t rans format ions  or thogo-

na les  de  l 'espace â  t ro is  d imens ions ,  qu i  con t ien t  s0(3)  en  tan t  que sous-groupe.
En e f fe t ,  une t rans format ion  or thogona le  0  es t  so i t  une ro ta t ion  g  (dé terminant
+1) '  so i t  le  p rodu i t  9 i  d ' rne  te i le  ro ta t ion  -  y  compr is  | iden t i té  l  -  par
I ' i n v e r s i o n  c e n t r a l e  i  1 a  d e t e r m i n a n t  _ l ) .  A u s s i ,  1 , é q .  ( 2 . 1 . )  s e  g é n é r a l i s e _
t -e l  le  en

-  l u

K 5 = 0 K . 0  e  0 ( 3 )

d é f i n i s s a n t  I ' o r i e n t a t i o n  d ' u n  c r i s t a l l i t e  p a r
qu i  rêa l i se ,  tou jours  à  une t rans la t ion  près ,
De façon s iml laJre ,  la  fonc t ion  de  tex tu re  éq .
fonc t ion  dé f in ie  sur  le  g roupe or thogona l  0 (3)

( 2 . 1 3 . )

la  t rans format ion  or thogona le  0
la  co inc idence de  Ku avec  KO.
( 2 . 8 . )  s e  g é n é r a l i s e  e n  u n e

/ l3a,b/

( 2 . r 4  . )
0 ( 3 )

t)

....---......-.---'---*Rt

------* f(0) = 1 d v
v d 0
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1e dêtermlnant  de la  t ransformat ion or thogonale étant  égal ,  so i t  à  +t ,  lo i t

à . l . c e s d e u x t y p e s d , o p é r a t l o n s n e p e u v e n t ê t r e t r a n s f o r m é s c o n t i n û m e n t
l ,un en l ,autre.  Aussi ,  l 'espace 0(3)  est  const i tué de deux composantes

c o n n e x e s q u i c o n t l e n n e n t r e s p e c t i v e m e n t l e s è . | é m e n t s à d ê t e r m i n a n t + 1 e t - 1 .
En ef fet ,  le  groupe 0(3)  est  le  produi t  car tés ien du groupe des rotat ions '  par

le groupe b lnal re const i tuê de l ' ldent i té  I  e t  de la  symétr ie  centra le î

0 ( 3 ) = 5 6 1 3 1 . t 1 , i )
( 2 . I s . )

La fonction de texture f se scinde donc en un couole de fonctlons MR fR

et  l tL  fL  dê f ln les  chacune sur  1 'espace S0(3)  des  ro ta t lons

f (O )  '  f r rR  tR (s )  , l l L  t L (9 ) )

de sorte que

s i 0 = 9

s i 0 = g i = î g

( 2 . 1 6 . )

( 2 . t 7  . \

( 2 . 1 8 .  )

(2 . re . )

I  = ; (c t  =  r , rR rR(g)
f (o) I

(  =  r (s i t  =  ML rL(s)

La norme de la fonction de texture

éga le  à  1 ' un l t ê  :

f  t t o t do= l
)

0(3 )

est ,  sur  1e groupe or thogonal  0(3) '

C e t t e l n t é g r a l e s e d ê c o m D o s ê e n l a s o r r m e d e d e u x i n t é g r a l e s s u r S 0 ( 3 ) :

uR f  
r * t n ,dg+ML  I  

t t t n t ds=MR+ML= I

so(3)  s0(3)
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Si  I 'on  suppose le  repère  K.  d ro i t ,  a lo rs  le  repère  Kb l iê  à  un  c r is ta l
dont  l ' o r ien ta t ion  es t  décr i te  par  une ro ta t ion  g  es t  ëgarement  d ro i t .  En
revanche '  un  c r is ta r  dont  Io r ien ta t ion  es t  décr i te  par  une t rans fonnat ion
or thogona le  ig  r . . ,  repéré  au  moyen d ,un  t r ièdre  gauche.  Lorsque les  c r is ta l -
l i tes  so i t  énant iomorphes,  i l s  p résenten t  deux  fo rmes c r is ta .n ines  d is t inc tes ,
appelées respectivement forme droite et fonne gauche. Les répart i t ions sta_
t is t iques  des  fo rmes dro i tes  e t  gauches sont  indëpendantes  l ,une de  l 'au t re ;
e l les  sont  respec t ivement  décr i tes  par  res  composantes  rR191 e t  fL lg ;  qu i  son t ,
e l l e s  a u s s i ,  i n d é p e n d a n t e s  I u n e  d e  I a u t r e  ( F i g .  z . z . ) .  L o r s q u e  r e s  c r i s t a r -
l i tes  sont  non-énant iomorphes,  i l s  ne  présenten t  qu ,une fonne c r is ta l l ine
unique qui peut être simultanément considérée corme une forme droite, ou cormre
une fo rme gauche.  Lorsque ra  fonc t ion  de  tex tu re  es t  dé f rn ie  sur  re  g roupe
or thogona l ,  un  te1  c r is ta l l i te  non-ênant iomorphe do i t  ê t re  comptab i l i sé  â  la
fo is  dans  la  fonc t ion  de  dens i té  rR lg ;  e t . f l ( s ) .  r - .  fonc t ion  *  o . . r t in  i t1n l
es t  a lo rs  êgare  à  la  fonc t ion  de  dens i té  r l (s )  -  ou  orus  préc isénænt ,  à  laL d ,  l
t r a n s l a t é e  f ( s ) - o -  ç - t s O  g ) ,  c o m m e  i l  s e r a  v u  p a r  l a  s u i t e  _  e t  i l  s u f f i t
d 'une seu le  composante  tR lg ; ,  par "  exemple ,  I , ind ice  R pouvant  é t re  omis .
Dorénavant ,  nous  emplo ie rons  l 'express ion  raccourc ie  , , c r i s ta . r  d ror t , ,quand le
cr is ta l  es t  comptab i l i sé  dans  la  fonc t ion  de  dens i té  rR1g1.  saur  ment ion
expresse du  cont ra i re '  un  te l  c r i s ta l  ne  sera  pas  nécessa i rement  énant iomorphe,
e t  ce  même cr is ta r  pour ra i t  auss i  b ien  ê t re  dênommé "c r îs ta l  gauche, , ,  s , i l
é t a i t  c o m p t a b i l i s é  d a n s  1 a  f o n c t i o n  d e  d e n s i t é  f L ( g ) .

F ig ,  2 .2 . :  Po l yc r i s t a l  composé  de  c r i s t aux  énan t i ono rphes

Un  repè re  a ro i t  
{  es r  l i é  à  un  c r i s t a l  d ro iÈ

Un  repè re  gaucne  X f  es t  l i é  à  un  c r i s t e l  gauche .
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Dans la descr ipt ion t radi t ionnel le  sur  1e grouoe des rotat ions '  1a

fonct ion de densi të ax ia. le  A ( f i , i )  in tègre les rotat ions g qui  or ientent  la

d i rec t i on  c r i s ta l l i ne  È  dans  l a  d i rec t i on  d ' échan t i l l on  j  :

h = 9 Y
(2 .20 .1

(2 .21 . )

Lorsque r ,On ef fectue l ,extension au groupe or thogonar,  les d i rect ions

Ë qui sont déduites de i par une rotation pure seront comptabil isées dans la

fonct ion ax ia le dro l te

uR rR (È,T) = 
h I r(s) ds = itR L f rRlsl as

fi=sÏ fi=si

En revanche, cel les oui seront déduites de i  par une transformation

orthogonale à déterminant - l

s e r o n t c o m p t a b i l i s é e s d a n s ] a f o n c t i o n d e d e n s i t é a x i a l e g a u c h e . C e t t e d e r n i è r e

intègre donc toutes Ies transformations orthogonales de seconde espèce qui

r é a l l s e n t  l a  c o n d i t i o n  ê q '  ( 2 ' 2 2 ' )

,r 11 1r,ïl = 
| I r(si) d(si) = * !- 

I t 'tn, on

t=s i ï
(2 .22 . \

(2.23. \

È=giï n= -gy

d ( 0 0 o ) = d ( 0 o 0 ) = d 0
(2 .24 . )

En ef fet ,  lorsque 6 = g et  0o = i ,  l 'éq '  (2 '24 ' )  se par t icu lar ise en

l ' éq .  su i van te  :

Pour  ê tab l i r  les  re la t ions  éq '  (2 '21 ' )  e t  (2 '23 ' )  i l  su f f i t  de  fa i re  appe l

à l a d é f i n i t . i o n d e s c o m p o s a n t e s d e l a f o n c t i o n d e t e x t u r e é q . ( 2 . r 7 . ) ' e t ' p o u r

la  seconde des  re la t ions ,  ù  la  cond i t ion  d ' invar iance '  par  t rans la t lon '  de  la

mesure d0 de l ' intëgration sur 1e groupe orthogonal



Ains i ,  de  même que ja  fonc t ion  de  tex tu re ,  la  fonc t ion  de  dens i téa x i a l e  s e  s c i n d e ,  d a n s  l , e x t e n s i o n  a u  o r o u p e  o r t h o g o n a l  0 ( 3 ) ,  e n  u ncoup le  de  fonc t ions  dé f in ies  sur  S0(3)  :

d  ( s  1 )  =  d  ( t  s )  =  6 e

A (Ë', i )  =trR RR (Ê,ï)  ,  uL nL (Ê,ï)  I

( ? . 2 5 . )

(2 .26 . )

clmn kim(È) kl (i) (z.zt.,)

( 2 . ? 9 . )

La compara ison des  éq .  (Z . l l . )  e t  (2 .2L  )  mont re  innéd ia tement  quel a  f o n c t i o n  d e  d e n s i t é  A  ( Ê , i )  t r a d i t i o n n e l l r
au eroupe orrhosonar, à ra conposanre droire ̂[t,liï]'l; ï':rl;;;:ïï_ment  gue l 'express ion  éq .  (2 .12 . )  es t  va lab le  te l le  que i le  pour  ce t te  compo_sante '  pour  peu que l 'on  préc ise ,  au  moyen de  y ind ice  supér ieur  R,  Ia  na turedro i te  des  quant i tés  qu i  in te rv iennent  :

nR (Ë,ï) = I
+ l

I
+ l

I
l = 0 ( l )  m = - l ( l )  n = - l ( l )

En revanche,  pour  la  composante gauche AL 1È, f1,  tes êq.  (2.22.)  et(2 '23 ' )  montrent  que l ' invers ion centra le i  opère,  so i t  sur  le  vecteur  f i ,so i t  sur  le  vecteur  ! .

I l  résul te a lors de l 'opérat ion b ien connue de l , invers ion centra lesur  les harmoniques sphér iques s imples :

rf1-Ê1 = r-r lr rïrÊr
(2 .28 . )

' l ' appar i t ion  
du  fac teur  1 -1) l  dans  l ,express ion  de  la  fonc t ion  ax ia le  gauchè :

nLrfi,ï l  = I ï 
. i

1 = 0 ( t )  m = _ l ( l )  n = _ l ( 1 )
# ,-t,t cf'n rf'tÈ) kî(i)
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Lorsque la  d is t inc t ion  en t re  les  d i rec t ions  c r is ta l lograph iques

dro i tes  ÈR e t  ce l les  gauches È n 'es t  pas  requ ise ,  ou  encore ,  lo rsqu 'e1 le

es t  imposs ib le  à  réa l i ser ,  i l  conv ien t  de  dé f in i r  éga lement ,  en  add i t ion

aux  composantes  dro i te  e t  gauche,  la  fonc t ion  ax ia le  superposée :

À tÈ,ï) = uR AR (È,ï) * uL nL (È,i) ( 2 . 3 0 . )



AXIALE SUR LE CR0UPE oRTHOG0NAL g(3)

3 . 1 .  C o n d i t i o n s  d ' i n v a r i a n c e  l i ê e s  a u x  s y r n é t r i e s  c r i s t a l l i n e s

Les  c r is taux  possède" t ,  en  généra1 '  des  symét r ies '  Vu  que l 'o r ien ta-

t ion  des  c r is taux  es t ,  dans  les  é tudes  de  tex tu res '  tou jours  dé f in ie  â  une

t rans la t ion  près ,  la  symêt r ie  â  cons idérer  es t  ce l le  qu i  és t  décr i te  par  1e

groupe ponc tue l  -  e t  non le  g roupe spat ia l  -  de  la  synét r ie  c r is ta l l ine '  Le

groupe Ponctuel 0O 1e plus qénêra1 ccmporte nécessairement des rotat ions gO

qu i  fo rment  le  sous-groupe GO des  ro ta t ions '  0n  dés igne par  lGSl  1 'o rdre  de

ce sous-groupe, c'est-à-dire le nombre de ses éléments' Dans le cas des

r é s e a u x c r i s t a l l i n s ë n a n t i o m o r p h e s , l e s o p ê r a t i o n s d e l a s y n é t r i e c r i s t a . | . | i n e

s o n t t o u t e s d e s r o t a t . i o n s p u r e s ' e t l e g r o u p e o r t h o g o n a l c o m p l e t s , i d e n t i f i e

au groupe des rotat ions GO' En cas part icul ier '  le groupe de rotat ions GO des

cr is taux  t r i c l in iques  r .  i i t i t t  à  la  seu le  t rans format ion  ident ique I  :

-  r t

DESC RI PT I DIS SYI4ETR DE LA ON DE TEXTURE DE LA FONCTIOI{

G u  =  t t )
( 3 . 1  . )

En d 'au t res  te r i les '  les  c r is taux  t r i c l in iques  ne  possèdent  aucune

synré t r ie '  Lorsque les  réseaux c r is ta l l ins  possèdent  des  opéra t ions  de

,tur.t" de zème espèce, leur nonbre est égal à celui des rotat ions' 0e

plus, les opérations de seconde espèce sont toutes engendrées en mult ipl iant

1 ,une que lconque d ,en t re  e l les  6o  i  ,  pa"  le  sous-groupe des  ro ta t ions  GO'

Auss i ,  le  g roupe or thogona l  1e  p lus  gênêra l  peut - i1  s 'éc r i re  :

o b  =  { 1 ,  ô b  l }  G b ( 3 . 2 . )

I l  es t  à  no ter  que la  ro ta t ion  6g  n 'appar t ien t  pas  nécessa i rement  au

sous-groupe des  ro ta t ions  Go de la  synÉt r ie  c r is ta l l ine .  A ins i ,  ]e  c r is ta l

peut  posséder  un  axe  b ina i re  inverse ,  ou  mi ro i r  m =  2  =  2 '1  '  sans  que 1 'axe

b ina i re  2  so i t ,  lu i -même'  un  ê lément  de  syrné t r ie  / l4 l '  Le  cho ix  de  I 'opéra t ion

de symétrie de seconde espèce 66i est arbitraire. Toutefois, lorsque le groupe

or thogona l  0o  ren ferme exp l i c i tement  l ' i nvers ion  cent ra le  l ,  i l  es t  na ture l

de la choisir comræ élément générateur, ce qui correspond â ôU = I ( identi te) '



L e  r e p è r e  K O  Q u i  s e r t  à  d é f i n i r . l , o r i e n t a t i o n  d , u n  c r i s t a l  e s t
cons t i tué  de  d i  rec t ions  c r is ta l  lograph iques  êqu iva len tes  dans  çh6qyg c r i  s ta l  ,
En  ra ison de  la  symét r ie  c r is ta i l ine ,  les  reoères  K i  qu i  son t  dédu i ts  de  Ko
par  une opéra t ion  de  symét r ie  0O sont  équ iva len ts  à  KO :

- 1 8

K Ë = 0 b K = K b ,  0 b e 0 b ( 3 . 3 .  )

I
i{
i i

Note  :  I l  conv ien t  de  d is t inguer  , le  
g roupe de  symét r ie ,

carac tère  typograph ique dro i t  00 ,  de  ses  é léments
opérations de symétrie _ qui sont représentés en

symbol isé  par  un
-  les  d iverses

écr i tu re  ronde 06 .

A i n s r '  d a n s  r e  c a s  p r é c é d e m m e n t  é v o q u é  d u  c r i s t a r  t r i c l i n i q u e ,  r e
repère  Ko qu i  es t  l ié  à  chaque c r is ta i l i te  es t  un ique.  Lorsque le  c r is ta l
possède une symét r ie  énant iomorphe,  i1  ex is te  lGOl  reOères  dro i ts  qu i' lu i  

son t  l iës ,  s i  le  c r i s ta l  possède la  fo rme Arà . i te ,  e t  lGSl  repères
gauches,  s i  la  fo rme du c r is ta l  es t  gauche,  Enf in ,  dans  le  ias  le  p lus
courant  des  c r is taux  non-énant iomorphes,  i l  conv ien t  de  r ie r  lGo l  repcres
dro i ts ,  e t  un  nombre  éga l  de  repères  gauches,  à  tou t  c r i s ta l .

I l  r é s u l t e  d e  l ' ê q .  ( 3 . 3 . )  q u e  I ' o r i e n t a t i o n  d ' u n  c r i s t a l l i t e  e s r
d é f i n i e  p a r  l a  c l a s s e  à  g a u c h e  :

{000}  = 0 0 O e 0 O ( 3 . 4 .  )

de tou tes  les  t rans format ions  or thogona les  équ ivaren tes  indu i tes  par  re
groupe ponc tue l  0o  de  la  symét r ie  c r is ta i l ine .  La  fonc t ion  de  tex tu re  f  ,
é q '  ( 2 . 1 4 . ) '  d o i t  v é r i f i e r  r e s  c o n d i t i o n s  c o r r e s p o n d a n t e s  d , i n v a r i a n c e  â
gauche :

r . (0b0)  = f (0) 0 O e 0 O ( 3 . s . )
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I l  es t  na tu re l  de  se  demander  s i  1a  cond i t i on  d r i nva r i ance  éq .  (3 .5 ' )

indui t  une condi t ion analogue sur  chacune des composantes fR(g)  et  fL1g1,  ou

si  e l le  établ i t ,  au contra i re,  une re làt ion de dépendance entrè cês deux

composantes.0n peut  êgalement  se demander s i  cet te condi t lon d ' lnvar iance

se t radui t  d i f fêremment '  ou non,  se lon que l 'opérat lon de synétr lê  0b est  de

prenJère ou de seconde espèce.  Af ln  de sêr ier ' les prob ' lèmes,  nous a l lons

étudler  successivement  l 'e f fe t  des symétr ies rotat ionnel lesr  puls  ce]u i  des
symétr les de seconde espèce (à détennlnant  -1) ,  sur  la  fonct lon de texture.

3.L.l.E66Q.IA dea 4nnê.tnLu de nataLLon

Lorsque 0 l  -  9U est  une rot t t i0n pure,  la  condi t lon d ' lnvar lance

(3.5. )  condui t ,  confonîément  à la  dÉf in l t lon de 1a fonct lon de texture

(2 .17 . ) ,  dux  deux  re la t l ons  su i vân tes  :

tR (cos) = fR (s) ,  tL (gug) = fL (c) ( 3 . 6 . )

selon que lô t ransformat ion or thogona' le  0 de l 'éq.  (3.5. )  êst  de prêmière ou

de seconde espèce.  Par  a l l leurs,  la  symétr le  cr is ta l l ine indui t ,  sur  les

foncf ions de d ls t r ibut lon ax la les,  les condl t lons d ' invar iance correspondantes

en la var ' lab le Ê.

En  e f f e t ,  s i  I ' on  renp lace  dans  l a  re la t i on  de  dê f i n i t i on  éq '  ( 2 ' 21 ' )

l a  d l rec t i on  c r i s ta l l l ne  f i  pa r  l a  d i rec t i on  c r i s ta l l { ne  È 'êqu i va len te  pa r

symétrie I

f r '=suË g b € G b ( 3 . 7 . )

é q .

ê q .

on  ob t ien t  :

qR lR 1s, Ë,f1 I  t* tnl  on

sufi = si

. N R * L
2n

( 3 . 8 . )



En ra ison des  re la t ions  de  syrné t r ie  éq .  (3 .6 . )  de  la  fonc t ion  fR,  e t  de
I ' i n v a r i a n c e  d e  l a  n e s u r e  d ' i n t é g r a t i o n  d g  p a r  t r a n s l a t i o n ,  i l  e s t  p o s s i b l e
d e  r e m p l a c e r ,  d a n s  I ' i n t é g r a l e  c i - d e s s u s ,  l a  v a r i a b l e  d ' i n t é g r a t i o n  g  p a r

- 1
l a  v a r i a b l e  9 6 ' .  9  :

NR nR 190 Ê, | ;
i  t * tn ; t  s)  d(s ; l  e)  = MR nR (È, ï )  (3 .e. )

Ê=sir g ï

Avec une jus t i f i ca t ion  ident ique en  tous  po in ts ,  pour  la  composante
gauche,  on  ob t ien t  les  cond i t ions  de  la  symêt r ie  de  ro ta t ion  sur  les  fonc t ions
a x i a l e s

qR {su Ê,ï) = nR (Ë,ï) ,  sL (ou Ê,î l  = nL (È,i)

- 2 0

( 3 . 1 0 .  )

L e s  c o n d i t i o n s  d ' i n v a r i a n c e  é q .  ( 3 . 6 . )  e t  ( 3 . 1 0 . )  p r o u v e n t  q u e  l e s
composantes  gauches f re t  Ar  ( f i , f )  posscdent  les  mêmes symét r . ies  ro ta t ionne l -
les  que les  conposantes  dro i tes ;  dans ' la  su i te  de  l 'é tude de  ces  syrné t r ies
de ro ta t ion ,  l ' i nd ice  R ou  L  pour ra  donc  ê t re  omis .

En conséquence,  pour  imposer  les  cond i t ions  d ' invar iance à  la

fonc t ion  de  tex tu re  f (g ) ,  i l  su f f i t  de  synét r i ser  I 'harmon ique sphér ique

génêra1 isê  TTn(g) ,  é lément  génér ique de  la  base du  dêve loppement  en  sér ie

éq.  (2 .9 . ) ,  e t  qu i  peut  ê t re  cons idéré  comme une F .D.0 .  par t i cu l iè re

(abs t rac t ion  fa i te ,  b ien  en tendu,  de  la  cond i t ion  de  pos i t i v i té  qu i  n 'es t
pas respectée pour chaque fonction de base considêrée isolément). La

combina ison l inéa i re  su ivante  d 'hannon iques  sphér iques  généra l i sés  :

= M R  1

2n

' r m n r ^ r _ l ç r m n ,
t 1  t s )  =  

- î  1  1 1  ( 9 6 9 )
l u h l-  g b € G b

( 3 . 1 1 . )
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oossède l , invar iance requise.  Dorénavant ,  nous sous-entendrons 
. | , ind ice b

oui  caractér ise la  symétr ie  microscooique'  En revanche'  nous dénombrerons

t e s I G 6 | r o t a t i o n s p u r e s d u s o u s - g r o u p e d e s ' r o t a t i o n s p a r u n i n d i c e i n f é r i e u r
te l  qul  i ,  i  ou k,  se lon le  problème t ra i té .  cet te notat ion est  b ien adaptée

à  l , éc r i t u re  de  somes ,  t e l l e  I ' exp ress ion  (3 .11 . ) ,  qu i  peu t  a ins i  se  réc r i r e

.  l c l' r i ' rsl =fr,1, {nts,s) ( 3 . 1 2 . )

( 3 . 1 3 . )

( 3 . 1 4 . )

pour  démont rer  que la  combina ison d 'harmon iques  sphér ioues  éq '  (3 '12 ' )

(ou  encore ,  éq .  (3 .11 . ) )  possède 1a  symét r ie  escomptée :

. + l' J l t l r ^ r  
-  [r l  \ y /  -  L

p=-1

.  l e l' r lntors) =fr t rfnts,sio) ='TTn(s)
l _ l

; - l

i l  suf f i t  de remarquer que,  quel  que soi t  g i  €  G donné'  les rotat ions 9 i9 i

- qui sont au nonbre de lcl - parcourent' avec a* tout le groupe G' Compte

tenu  de  l a  re la t i on  d ,add i t i on  éq .  ( I . 22 . )  des  ha rmon iques  sphé r i ques '  l ' éq '

( 3 . 1 2 . )  P e u t  s ' é c r i r e :

l G l

* [  r lptsrt  r fn(s)
I t ' l  i = l

Cette re lat ion est  va lable quel  que soi t  l ' ind ice n '  qui  n 'est  pas af fectê

par la  synétr isat ion-  En par t icu l ier '  pour  n = 0 '  l 'éq '  précédente condui t '

d ,après l 'éq.  (1.25.) ,  à  une re lat ion analogue,  valable pour  les harmoniques

sphér iques s imPles :

. + l
. m  , È .  c
K i ( n , =  L

P=-1

( 3 . 1 5 . )
lG l

* i Tfe(si) kT(È)
l b l  i = l
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Enodéf in i t i vs ,  le  p rob lème de la  synét r i sa t ion  de  la  fonc t ion  de
t e x t u r e  f ' ' ( S )  ,  f ' 1 9 )  s e  r é d u i t  d o n c  a u  p r o b l è m e ,  p l u s  p a r t i c u l i e r ,  d e  l a
cons t ruc t ion  d ,un  harmon ique sphér ique s imp le  ; i f1 f i1  adapté  aux  symét r ies
r o t a t i o n n e l I e s .

Par  a i i leurs ,  b ien  que nous  e f fec tu ions  ur té r ieurement  une é tude
déta i l iée  des  symét r ies  d ,échant i l lon ,  remarquons dès  à  p résent  que leur
d e s c r i p t i o n  c o n v e n t i o n n e i l e  e s t  a n a l o g u e  à  c e l l e  d e s  s y m é t r i e s  c r i s t a i l i n e s ,
s i  ce  n 'es t  que les  opéra t ions  0u  de  1a  symét r ie  d ,échant i . i l on  opèrent  à  d ro i te .
A i n s i '  I ' o r i e n t a t i o n  d ' u n  c r i s t a r  e s t  d é f i n i e  p a r  l a  c l a s s e  à  d r o i t e  :

ce

ga

{00u}  = 0

qui  impl  ique

0 u e 0 u

l e s  r e l a t i o n s  d ,  i n v a r i a n c e

( 3 . 1 6 . )

suivantes sous les rotat ions pures

Les cornposantes

Ï ,  d e s  r e l a t i o n s

é q .  ( 3 . 1 0 . ) ,  d e

rR (s  su)  = rR(s) tL  (s  su)  =  rL (s ) ( 3 .  1 7 .  )

d e  l a  f o n c t i o n  d e  d e n s i t é  a x i a l e  v é r i f i e n t ,  e n  l a  v a r i a b . l e
de conserva t ion  ana logues à  ce l les  qu i  renda ien t  compte ,

1a  synêt r ie  c r is ta l l  ine

RR (È,su  ù)  =  nR ( f r , ï )  ,  nL  (Ê ,  sa  i )  =  nL  (Ë , ï ) ( 3 . 1 8 . )

Enf in '  de  même que pour  1es  symét r ies  c r is ta l l ines ,  la  p r ise  en  compte  des
symét r ies  ro ta t ionne l res  d 'échant i | lon  de  la  fonc t ion  de  tex tu re  rR(s) ,  tL (s )
se  rédu i t  à  la  cons t ruc t ion  d ,un  harmon ique sphêr ique s imp le  adapté  aux
s y m é t r i e s :

+ l

r i r i t  = I  I
p = _ l  l c l

Nous proposons une soru t ion  r igoureuse de  ce  probrème au moyen des
opéra teurs  de  pro jec t ion ,  en  théor ie  de  la  représenta t ion  des  groupes.
T o u t e f o i s ,  a f i n  d ' a l l é q e r  a u  m a x i n u m  I , e x r r o s é  D r o p r e m e n t  d i t  d e  c e t t e
méthode '  res  techn iques  mathémat iques  u t i r i sées  sont -e i les  regroupées,  e t
d é c r i t e s  s u c c i n t e r e n t  d a n s  1 ' a o p e n d i c e  m a t h ê m a t i q u e  L  c e t  a p D e n d i c e  p r é c i s e

l G l
;  r fn (s1)  k | ( i ) ( 3 . l s .  )



- ? 3 -

n o t a m m e n t l a t e c h n i q u e d e c a . l c u ] d u p r o j e c t e u r o r t h o g o n a l a s s o c i ê à u n

groupe de  symét r ie  Go.donné,  à  par t i r  des  ang les  d 'EULER des  opéra t ions  de

symét r ie  ro ta t ionne l  1e  gO'

3.!.2. Le pnoiec'teut on'tlaqondl eoJLaetd'MÂLLque du tota-QÂpace inveqiaLt

Dans ce  paragraphe,  nous  proposons d 'ob ten i r  les  harmon iques  sphér iques

s imp les ,  adaptés  à  un  groupe de  symét r ie  Gn '  en  app l iquant  un  opéra teur  de

pro iec t ion  or thogona l  aux  hannon ioues  sphér iques  usue ls  f f {o 'o ) '

c o m m e l e m o n t r e l a r e l a t i o n d e f e r m e t u r e ê q , ( I . 2 0 ) , 1 e s ( 2 1 + l )

harmon iques  sphér iques  f f {o ,o )  =  l lm> pour  un  rang I  donné '  fo rment  une

b a s e  o r t h o n o r n r é e  c o n p l è t e  d e  V ,  / 1 5 / ( ê q ' ( I ' 7 ' ) ,  f i g '  I ' 3 ' ) '  C e s  h a n n o n i q u e s

sphér iques  se  t rans forment ,  par  une ro ta t ion  9 i '  se lon  1 'éq '  ( l ' 31) ;  i l s

ne sont pas invariants sous 1e groupe de symétrie G'

En revanche,  les  images -  ou  pro jec t ions-  Pr l lmt  de  ces  harmon iques

sphér iques  sont  invar ian tes  sous  1e  groupe G d 'après  1 'éq '  ( I '32) '

A ihs i ,  en  no tan t  P ,  la  res t r i c t ion  à  V l  de  l 'opêra teur  de  pro jec t ion  /16-18 /

é q .  (  L 2 6 )

lG l
o ,= *  [  r 1 ( s1 )

t u t  i = 1

. | . i r rnge In (P] )  es t  le  sous-espace invar ian t  recherché,  e t  le  noyau Ker  (P1)

e n e s t l e s u p p l é m e n t a i r e ( o r t h o g o n a l , p u i s q u e l e p r o j e c t e u r e s t o r t h o g o n a ' l )

V l  =  I r  ( P l )  o r  K e r  ( P 1 )

où le  synbo le  O dés igne la  sorme d i rec te '

En e f fe t ,  conme le  mont re  l 'éq .  ( I '32) ,  les  (21  +  1)  p ro jec t ions  P l lmt  -

dont  cer ta ines  sont ,  éventue l lement ,  nu l les  -  cons t i tuent  une fami l le  gênëra-

t r i c e d u s o u s - e s p a c e i n v a r i a n t l m ( P 1 ) ' L a d i m e n s i o n t l ( I ) d e c e s o u s - e s p a c e

invar ian t  se  ca lcu le  fac i lement  g râce  aux  propr ié tês  de  la  t race  -  ou

carac tèr€  -  de  la  représenta t ion  (éq '  ( I '37) ) '

lG l
M(1 )  = *  i  , r  ( l s1 l )

r " r  i = l

o ù  l s i l d é s i g n e  I ' a n g l e  o f  d e  1 a  r o t a t i o n  g t '

( 3 . 2 0 . )

( 3 . 2 1 .  )

( 3 . 2 2 . )
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Deux cas  peuvent  a lo rs  se  présenter ,  se lon  que le  nombre  des  vec teurs
P l  l m >  n o n  n u l s  e s t , s o i t  é g a l ,  s o i t  s u p é r i e u r  à  M ( 1 ) .  D a n s  l a  p r e m i è r e
hypothèse '  les  l " l (1 )  vec teurs  p l lm> cons t i tuent  une base du  sous-espace
i n v a r i a n t .  D a n s  l a  s e c o n d e  h y p o t h è s e ,  i l  e s t  t o u j o u r s  p o s s i b l e  d ' e x t r a i r e
u n e  b a s e  d e  l a  f a m i l l e  g é n é r a t r i c e  p l l m >  ( a u  m o y e n ,  p a r  e x e m p l e ,  d u
procédé d 'o r thononna l . i sa t ion  de  Schmid t ) .

En pra t ique,  sur  I 'ensemble  des  groupes G de symét r ie  ro ta t ionne l le
suscept ib les  d ' in te rven i r  dans  les  é tudes  de  tex tu re  ,  seu ls  ceux  qu i  son t
c a r a c t é r i s t i q u e s  d u  s y s t è m e  c r i s t a l l i n  c u b i q u e  n é c e s s i t e n t ,  a p r è s  l , a p p l i _
ca t ion  du  pro jec teur ,  j ' ex t rac t ion  u l té r ieure  d 'une base par  un  procédé
d 'o r thonormal  i sa t ion  de  Schmid t .

Srgcpes- nl qpperle!s!!_ pes_ qu_ syg!èEe_ çc!l9cg

ces  groupes possèdent  au  p lus  un  axe  de  ro ta t ion  A,  d 'o rdre  n ,  supér ieur
à  2 ;  s ' i l s  p o s s è d e n t  d e s  a x e s  d e  s y m é t r i e  a d d i t i o n n e l s ,  c e  s o n t  d e s  a x e s  b i n a i r e s
s i tués  dans  un  p lan  perpend icu la i re  à  l ,axe  An.  Ces groupes,  de  type
d i é d r a l ,  o n t  d e s  s t r u c t u r e s  t r è s  s e m b l a b l e s ; 1 e  p l u s  s i m p l e  e s t  d e  t r a i t e r ,
à  t i t r e  d ' e x e m p l e ,  I ' u n  d ' e u x :  1 e  s o u s - g r o u p e  d e s  r o t a t i o n s  c o r r e s D o n d a n t
à  I ' h o l o ê d r i e  t r i g o n a l e ,  n o t é  3 2  e n  n o t a t i o n s  d e  H E M A N N _ M A U G U I N  / 1 4 / . S i  t e
repère  car tés ien '  f ié  aux  é léments  de  symét r ie ,  es t  te l  que l ,axe  0z  es t
I ' a x e  t e r n a i r e ,  e t  l ' a x e  0 y  c o i n c i d e  a v e c  i l u n  d e s  a x e s  b i n a i r e s  f i s . ( 3 . 1 . ) ,
les  ang les  d 'Eu le r  des  6  ro ta t ions  g*  on t  des  va leurs  données dans  la
t a b l e  3 . 1 . ;  i i s  s e  r é p a r t i s s e n t  e n  u n e  f a m i l l e  c o r r e s p o n d a n t  à  l , a x e
t e r n a i r e  ( o i  =  0 ) ,  e t  u n e  f a m i l r e  c o r r e s p o n d a n t  a u x  a x e s  b i n a i r e s  ( a k =  n )  / r B / .

F i g ,  3 ,  I  .  :  C r i s t a l  a p p a r t e n a n t  à  I ' h o l o é d r i e  t r i g o n a l e

O r i e n t a t i o n  d u  r e p è r e  
\  

p a r  r a p p o r t  a u x  é l é m e n t s  d e  s y m é t r i e .
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L,opérateur  qui  représente,  conformément à I 'éq.  ( I .9) ,  les rotat ions

assoc iées  à  I ' axe  te rna i re ,  s ' éc r i t

? , -  r  - i gz ,  i ,  

" i 9 t r  

i r  -  . i ( cP t r  
*?z t )  i ,  ( 3 .23 . )

I ( gk )  =  e  - "

De façon s imi la i re,  les rotat ions associées aux 3 axes b inai res sont

représentées,  éq.  ( I .9) ,  par  les opérateurs

T(sr) = 
" iger 

j ,  

" tn 
i ,  

. igt t  
i . (3 .24 .  )

dont  l ,express ion  es t  s imp l i f iêe  par  1a  re la t ion  de  conrnuta t ion '  ég '  ( l ' 12)

ï (sr)  = 
" i9zr 

j '  

"* 'n 

j ,  
. i? l t  

j ,  
= 

" t l  

j ,  
. t (9t* 

-  lzu.)J,  (3 '25')

o k = o  9 t = ( ? t t ' o ' 1 2 k ) o  =  i r  g l  =  (g t t  ,  n  , 921 )

e r=1  9 t *?z=0 e 4  9 t - 9 2 = n

e2  9 t  *9e ?n
3

,n
o .  Q ,  - 9 ,  - -  l l  + : j :

! r  , L  
3

4[
e3 9 r *92= i e5  9 r  -92  =  n  *  $

Tab le  3 .1 .  :  Ang les  d rEu le r  dea  roÈa t i ons  de  l r ho loéd r i e  t r i gona le '
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o ù  I  d é s i g n e  l , o p é r a t e u r  i d e n t i t é .

L ' o p é r a t e u r  d e  p r o j e c t i o n ,  é q .  ( 3 . 2 0 ) ,  a s s o c i ê  a u  g r o u p e  3 2  s , é c r i t ,  c o m p t e
t e n u  d e s  é q .  ( 3 . 2 a )  e t  ( 3 . 2 5 )

( P 3 ,  *  
" t n  

' ,  

" t n  

' .  
0 3 . ) ( 3 . 2 7  . )

P =  P 3 . 1 *  
" t n ' j ,  " t n ' t ,

( 3 . 2 8 .  )

Le pro jec teur  Pur '  carac tér is t ique  de  Iaxe  te rna i re ,  sé lec t ionne res
v e c t e u r s  |  l n '  6 s n 1  l , i n d i c e  n  e s t  m u l t i p l e  d e  3  :

L e  p r o j e c t e u r  P r ,  c a r a c t é r i s t i q u e  d e  I , a x e  t e r n a i r e  s , é c r i t

P . , = l ( t * . i 4 i ,  *  " ' 1 } , r ,5 z  
3 ' -  

'  +  e  "  -  
)

. ? r
P3.  l rn ,  =  

i , r  
*  

" t  
n  ï * . t  n  T , r  l , n ,

Les seu ls  é lénents  de  mat r ice  non nu ls  de  p  s ,écr iven t  donc

Plr gn = ' l

un ca lcur  s impre ,  basé sur  la  re ra t ion  de  commuta t ion  éq .  (L r2) ,nnnt re  que
Ies  opêra teu .a  

" i [ i *  
e t  p r .  commutent .  I l  es t  a ins i  poss ib le ,  compte  tenu

éga lement  de  l ,éq .  ( I .22)  d ' idempotence de  pr . ,  de  donner  une fonnu le  p lus
syrnétr ique pour le projecteur p :

'I

a

l 7  7 ^  \

( 3 . 2 s .  )

D' 3 2

3 m l  p  l l  3 n  ,  =  I  ( . ,  , r l  I  3 n ,  +  < 1  3 m l  
" t n  

i *  

" t n  

i ,  
1 l  l n , 1

2

(  3 . 3 0 .  )
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s o i t ,  c o m p t e  t e n u  d e s  é q .  ( I . 1 5 )  e t  ( l ' 1 7 )

r  1  - . 1 + n  "r h  , .  
=  

i  
( 0 3 , n  3 n  +  ( - l ) ' - "  ô 3 '  - 3 n )  ( 3 ' 3 1 ' )

De ces  é léments  de  mat r ice ,Ésu l te ,  avec  1 'éq '  ( I '33)  '  I ' express ion

su ivante  des  fonc t ions  invar ian tes

e r fnt ; t  = I  l r fnt ï )  *  ( - r )  r*n k i3n( i )  I  (3 '32')

qui fonnent une base orthogonale de symêtrie' Le nombre des fonctions

de symétrie, pour un rang I donné, se calcule simplenrent '  dans le cas

de ces  groupes non cub iques ,  d 'après  1 'éq '  (3 '32)

l u r t t = E ] . t  s i l e s t P a i r
\  

'  r .3 r  (3 .33 . )

) t t ' l  =  [ I l  s i  I  es t  i rnoa i r
I  L3r

où  les  c rochets  ind iquent  la  d iv is ion  en t iè re '

Enf in ,  i l  es t  cormode de norncr  les  fonc t ions  éq '  (3 '32)  à  l ' un i té  e t

de leur attr ibuer un indice u qui numérote' par valeurs entières consé-

cutives, entre I et M(l),  cette base ainsi orthonovmée' de fonctions

adaptées aux slrmétries :

1 i1  r l l  =  l  i t  +  ( - r )11 k Î ( i )  (3 .34. )
\ '

(  ,*  ,U, = - f  l r f tu-r) , ; ,  *  ( -1)1*n 113(u-r1(ï)  ) ,  u '  t
t 1 2



qrqcpeg_eppcr!9!s!!_ eu_ iyslege_ çcb1 9ce

La p lupar t  des  métaux  d 'usage courant  possèdent  une rna i l . le  cub ique,
so i t  cen t rée ,  so i t  à  faces  cent rées .  Le  sous-groupe des  ro ta t ions  del 'ho ioêdr ie  cub ique (4  3  Z  en  no ta t ion  de  HERMANN_MAUGUtN / t4 / )  possêde
2 4  r o t a t i o n s ,  q u j  r É s u l t e n t  d e  I , e x i s t e n c e  d e  4  a x e s  t e r n a i r e s , 3  a x e sq u a t e r n a i r e s , 6  a x e s  b i n a i r e s ,  d o n t . l e s  c r i e n t a t i o n s  p a r  r a p p o r t  à  l a
m a i l l e  s o n t  r a p p e l é e s  d a n s  . l a  

f i o . 3 . 2 .

- ? 8 -

F i 9 . 3 . 2 .  :  O r i e n È a E i o n  d e s  a x e s  d , o r d r e  4  e t  3
dans  la  ma i l le  cub ique.

S i  1 e  r e p è r e  c a r t é s i e n  K  e s t  l i é  à  l a  m a i l . l e  s e l o n  l a
hab i tue l le  ( les  3  axes  de  coordonnées para l lè les  aux
les  ang les  d 'EULER des  24  ro ta t ions  gk  on t  les  va leurs
t a b l e  3 . 2 . ;  i l s  s e  r é p a r t i s s e n t ,  s u î v a n t  l e s  v a l e u r s
d é c l i n a i s o n  o k ,  e n  t r o i s  f a m i l l e s .

con venti  on

axes  quaterna i res)

données dans la
d e  I ' a n g l e  d e
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comnre  l 'axe  z  du  repère  K es t  un  axe  quaterna i re ,  i l  conv ien t  d , in t ro -
du i re  le  p ro jec teur  pO.

P4,  =  
i , r * " tË ' ,  

* . tn , ,  * . t9 r . ,
( 3 . 3 s . )

Des calculs, analogues à ceux effectués pour le groupe de synrétr ie
t r igona le ,  condu isent  à  l ,express ion  de  I ,opéra teur  de  Dro jec t ion

P  =  p 4 , l * " i n j ,  +

dont  les  seu ls  é léments  de  mat r ice
m  e t  n  m u l t i p l e s  d e  4

P 4 , ( 3 . 3 6 . )

non nu ls  cor respondent  à  des  ind ices

o. t l j , .

^ l'qn 4n
l r ^
6 

' -mn * (-l) l ôn, -n + + rfm o't lt I

Les propriétés de symétrie de ces éréments de matrice résurtent de celres
des polynômes rfn{o) ;ces polynônes sont respectivement réels ou
imaginai res purs,  se lon que la d i f férence m -  n de leurs indices est  pai re
ou impai  re / l /  .

:ïil ;i:: ï i;, î:: "l fi.:fl';l.,'llJ #î:, î::. j::, ï"':i ;i:l ï' ; :" I :'
à c ra indre)

PTr qn = Pq* on

( 3 . 3 7 . )

( 3 . 3 8 . )
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De p lus ,  les  re la t ions  de  symét r je  su ivantes  sont  indu i tes  par  ce l les

d e  l ' é q .  ( I . 1 6 )

P4.  4n  
=  P4n 4 ,n  

=  ( -1 )1  Pqt  -qn  (3 '39 ' )

L ' e x p r e s s i o n  d e s  i m a g e s  P l  l 4 m ' ,  é q '  ( I ' 3 3 )

+ l  + l

p  l 1 4 n >  =  i  l l c m '  . l + m l  e  l l n '  =  I  P q , n  4 n  l l 4 m '  ( 3 . 4 0 . )

4m=-1 4m=-l

se  s imp l i f ie ,  compte  tenu des  éq '  (3 '39 . )

p  l r 4 n r  =  p o  
4 n  l I 0 '  -  ;  P o , n  o n  

( l l 4 m '  *  ( - 1 ) l  l 1 - 4 m  )  ( 3 ' 4 1 ' )

4nr>0

La structure de cette équation et les propriétés de symétrie éq' (3'39')

i n c i t e n t à i n t r o d u i r e u n e n o u v e . | . | e b a s e d , h a r r n o n i q u e s s p h é r i q u e s ' a u

moyen des conrbinaisons l inéaires suivantes

l 1  o  +  '  =  l l  o >

t l  4 n  + ,  =  - ! -  ( l l  4 n '  *  ( - l ) l  l l  - 4 n > )  ( 3 . 4 2 . )
, I T

l l  4n  ->  =  J - -  111  4n '  -  ( - 1 ) l  l l  - 4n> )
' ./2

dont  l , in térêt  essent ie l  est  que les combinaisons l l4n- t  ont ,  compte tenu des

êq .  (3 .39 . )  e t  ( 3 .41 . ) ,  une  p ro jec t i on  nu l l e  :

P l ' l  4n->  =  0 ( 3 . 4 3 . )
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Le  nombre  de  vec teurs  P l l4m> de la  fami l le  généra t r . i ce ,  qu i  son t  à
cons idérer  en  vue de  la  recherche de  la  base de  fonc t ions  synré t r . i sées ,
e s t  a i n s i  r é d u i t  d e  n n i t i é .  D o r é n a v a n t ,  l e  s i g n e  d i s t i n c t i f  +  e s t  o m i s  e t
les  P*  

4n  dés ignent  les  é lé rnents  de  mat r ice  de  I 'opéra teur  p ,  dans
cet te  nouve l le  base.

L 'espace de  synét r ie  es t  donc  engendré  par  1es  fonc t ions :

P  l 1  0  >

P  l l  4 n '

P  l 1  4 n >

0 <  4n  -<  L  lo rsque 1  es t  pa i r

(  3 . 4 4 .  )
0  <  4n  -<  l  ,  Io rsoue 1  es t  impa i r .

Le  nombre  de  ces  fonc t ions  es t  resoec t ivenent  L l /41  +  t ,  [ t74 ] ;  i l

conv ien t  de  le  comparer ,  pour  chaque ranq l ,  à  la  d imens ion  l l ( l )  de

I ' i m a o e  I m ( P ) ,  o u i  e s t  I ' e s p a c e  d e  s y m é t r i e .

Çcl cci- de- I e- dlq'etclsn _ IB(P) _ic_ I lespese_i!y sr!e!!

L e  c a l c u i  d e  l a  d i m e n s i o n  M ( l ) ,  p a r  a p p l i c a t i o n  d e  l ' é q . ( I . 3 7 ) ,  n é c e s s i t e
la  c lass i f i ca t ion  des  24  ro ta t ions  gk  du  groupe G se lon  les  va leurs  res-
p e c t i v e s  d e  l e u r s  a n g l e s  o *  ( T a b l e  3 . 3 . )

t k = o

n'*=t

3n'n=J

zfi' k=J

I  rotat i  on

3 ro ta t ions

3 ro ta t ions

4 ro ta t ions

4 ro ta t ions

9 ro ta t ions

4Tr ?n= : - = - -
3 3

T a b l e  3 . 3 .  :  C l a s s i f i c a t i o n  d e s  r o t a t i o n s  d u  g r o u p e  c u b i q u e  e n  f o n c t i o n

d e s  a n g l e s  d e  r o t a t i o n .
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C o r r m e ] e s c a r a c t è r e s x 1 ( o 1 ) s o n t d e s f o n c t i o n s p a i r e s € I l t r l l r c o n f o r m é m e n t

à  1 ' é q .  ( I . 2 4 ) ,  i l  e s t  p o s s i b l e  d e  r e g r o u p e r ' d a n s  l ' é q '  ( l ' 3 7 ) '  1 e s  c o u p l e s

de ro ta t ions  ayant  des  ang les  o1  opposés '

I l  e n  r é s u l t e  I ' e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  s i m p l e  :

s i n  ( 2 1 + 1 )  [
s i n  ( 2 1 + 1 )  |

( 3 . 4 5 . )- ,,-rrtlt-
M(r)  =+l tzr*r l*o

-L
--=-- + I --:--l---

s i n  !  s i n :
4 3

Cet te  express ion  nont re  la  p ropr ié té  de  pér iod ic i tê  su ivante  :

M ( 1 + 1 2 ) = M ( 1 ) + 1

qu i  permet  de  l im i te r  1e  ca lcu l  aux  va ' leurs  de  I  <  12  (F ig '  3 '3  ' ) '

( 3 . 4 6 . )

5

I

3 'd
2

t

I
t0

------1----ùl
20

f ie .  3 .3 . :  Représenta t ion  du  nombre  M(1)  de  fonc t ions  adaptées  à  la

f l n c t i o n s  g é n é r a t t i c e s '  é q '  ( 3 ' 4 a ' ) ) '

L e  n o m b r e  d ' é l ê m e n t s  d e  1 a  f a m i l l e  g é n é r a t r i c e '  é q '  ( 3 ' 4 4 ' ) '  a i n s i  q u e

1a d imens ion  M(1)  du  sous-espace de  symét r ie '  son t  Éeprêsentés  sur ' le

même graphe;  ae  nombre  es t  tou jours  supér ieur  à  M( l ) '  Pour  ex t ro i re  une

b a s e  d e  1 a  f a m i l l e  g é n é r a t r i c e '  i 1  s u f f i t  d ' a p p l i q u e r '  p a r  e x e m p l e '  u n

orocédé d' orthonormal i  sat ion'



_ 3 4 _

Appl I ce!isl _du_ prsç€dÊ_ dlsrlbsnsne I i te!ie! _de_içUIpI

La (p  +  l ; " ,é tup"  du  procêdé de  SCHI{ IDT cons is te  à  o r thogona l iser  les
v e c t e u r s  p ( P )  J t c n ' ,  c o n s é c u t i f s  a u  v e c t e u r  r i o i l , o o , :  ; " . ; ; ; . i _ . ;

p ( q )
. ( p + r )  ^ ( D )  ' 4 È  4 n  o ( o )tcm qn = t4m'cn -

o ( P )  
' 4 m  4 P

' 4 È  4 p

où I ' ind ice  supér ieur  p  dénombre  les  d i f fé ren tes  i té ra t ions .  Les  érêments  r re
mat r ice  de  l 'opéra ter "  p (n+ l )  s ,expr iment ,  cornp te  tenu des  éq .  (L34)  e t
( I .35) ,  en  fonc t ion  de  ceux  6 ,  pb)  1g1

( 3 . 4 7 . )

, ( n + 1 ) , r  4 n >  =  p ( o ) ; r  a n , p(o)  1 r  cp, ( 3 . 4 8 . )

cet te  re la t ion  de  récur rence pernet  de  vér i f ie r  que l 'opéra teur  p (p+1)
o b ê i t ,  d e  m ê m e  q u e  p ( P ) ,  6 r x  é q .  ( t . 2 7 )  e t  ( I . 2 9 ) ;  i l  e s t  d o n c  é g a l e m e n t
un pro jec teur  hermi t ien  / l  7 / .

P a r  a i l l e u r s ,  l a  r e l a t i o n  ( 3 . 4 8 . ) . i n d i q u e  q u , u n e  É d u c t i o n  d e  t y p e  G A U S S ,
es t  e f fec tuée sur  les  l ignes  de  la  mat r ice  p .  A ins i ,  en  ra ison  des  propr ié tés
par t i cu l iè res  des  opêra teurs  de  pro jec t ion ,  l ,o r thonor rna l i sa t ion  de  SCHMIDT
dev ien t  i c i  équ iva len te  à  ra  réduc t ion  de  GAUSS.  Lorsque 1es  M(r )  p remiers
vec teurs  non nurs  sont  i ssus  de  l 'a rgor i thne,  la  mat r ice  p  es t  écheronnée
p a r  l i g n e s .  A  t i t r e  d ' e x e m p l e ,  p o u r  M ( l )  =  3 ,  o n  o b t i e n t  l a  m a t r i c e

.  ^ (0 )u = r  t o o

v = ?  0

u=3=M( l  )  0

0

" (0 )'04

o ( l )' 4 4

n  o ( 2 )-  ' 8 8

0 0

D(o  )' 0 8

o ( l )' 4 8

D(o)'0  t *n

o ( l )' 4  4 m

. r  c p l n ( P ) p ( P ) l l  q n ,

< l  4 p l  R ( P ) p ( P )  ;  I  + p ,



dont  les  é léments  non nu ls  sont ,  à  un  fac teur  de  norme près ,  les  coef f i c ien ts

ae synctr ie Àfm u selon BUNGE /la,b/. Ces coeff icients de symétrie sont

généra le ren t  tabu lés  e t  u t . i l i sés  dans  une normal isa t ion  1égèrement  d i f fé ren te

- 3 5

( 3 . 5 0 .  )

Ces coef f i c ien t ,  ô f *u  sont  p résentês  dans  la  tab le  I .1 .  de ' l ' annexe I ,  pour

les  va ' leurs  pa i res  e t  in rpa i res  de  1  in fê r ieures  à  34 '

3.L.3. DuaI-Ltë. dea poinLs de vue de BIJNGE zt' R}E

L e s s i m p l i f i c a t i o n s s u c c e s s i v e s e f f e c t u é e s a u p a r a g r a p h e 3 . l . l . p e r m e t t e n t

de ramener 1e problème de la s-vnétr isat ion d'une sêrie d'harmon'iques sphé-

r i q u e s g ê n é r a ] i s é s à c e ] . | e d . u n e s é r i e d ' h a r m o n . i q u e s ( s i m p l e s ) ; c e c i v a u t

êga lement  Dour  l ' approche se lon  RoE /19 / 'De p lus '  compte  tenu des  éq '  ( I '7 )

e t  ( I .20) ,  l ' é tude peut  éga lenent  se  res t re indre  à  un  sous-espace fe rmé

V, ,  cor r€spondant  à  un  rang I  donné '  A ins i '  pour  t radu i re  l ' i nvar iance d 'un

dËve loppement  en  sér ie  d 'harmon iques  sphêr iques  s imp les '  de  rang I  donné '

sous  l 'ac t ion  du  pro jec teur  de  synét r ie  P '  éq '  (3 '20)

/  Bgu= I  À? '

lEn
(;î"= -^ 01"

RoE conserve  les  hanrnn iques  sphér iques  non symêt r isês  éq '  ( I '3 ) '  e t  impose

aux coef f i c ien ts  C!  de  vér i f ie r  les  re la t ions  de  dépendance l inéa i re  indu i tes

p a r l . ê q . ( 3 . 5 1 . ) . E n r a i s o n d e . | a l i n ê a r i t é d e 1 ' o p é r a t e u r l d e n t . l q u e l e t

d u  p r o i e c t e u r  P ,  l ' é q . ( 3 . 5 1 . )  s ' é c r i t

r  t  c i  l 1n '  =1  [  c !  1 tn '
n n

l  
r i  , t  -  P)  l rn> =  o

( 3 . s 1 . )

( 3 . s 2 . )
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L a  m u i t i p l i c a t i o n  c L t  d e u x  m e m b r e s  d e  l , é q .  ( 3 . 5 2 . )  p a r  l e s  v e c t e u r s  , , b r a s "

< l m l  c o n d u i t '  p o u r . l e s  c o e f f i c i e n t s  c ! ,  a u x  r e l a t i o n s  l i n é a i r e s  s u i v a n r e s

o ù  (  1 -  P ) r n  s o n t  l e s  é l é m e n t s  d e  m a t r i c e  d e  l , o p é r a t e u r  l _  p ,  s u r  l a
b a s e  d e s  h a r ' r o n i q u e s  s p h é r i q u e s .  A i n s i ,  l e s  f o r m e s  l i n é r a i r e s . l m l  ( l  -  p )
c o n s t i t u e n t  u n e  f a m . i l l e  g é n é r a t r i c e  d e  l , i m a g e  I m ( 1  -  p ) ,  c , e s t _ à - d i r e  d u
noyau Ker  (P) .  En e f fe t ,  conme p  es t  un  pro jec teur  opérant  sur  l ,espace
V1 des  harmon iques  sphér iques  l1m> de ranq i  donné

v l  =  I m  ( P l )  @  K e r  ( P 1 ) ( 3 . s 4 . )

où le  symbole  @ dés igne la  somme d i rec te .
E n  v u e  d ' o b t e n i r  l e s  f o r m e s  l i n é a i r e s  o ,  ( é Q . ( 3 . 5 3 ) )  i n d é p e n d a n t e s ,  i l
es t  donc  su f f i san t  de  rechercher  une base de  l rn (  I  -  p ) .  De mênne que pour
I ' a p p r o c h e  d e  B t l N G E ,  i l  c o n v i e n t  d ê  f a i r e  l a  d i s t i n c t . i o n  e n t r e  l e s  g r o u p e s
s e l o n  q u ' i 1 s  a p p a r t i e n n e n t ,  o u  n o n ,  à  l a  c l a s s e  d e  s y m é t r i e  c u b i q u e .

Grscpe: - I I eppqr!g!s!!_ pqe_ 9c_gys !eæ_9c!rsu9

Le t ra i tement  de  ces  d i f fê ren ts  g roupes de  type  d iédra l  es t  à  nouveau
a n a l o g u e ;  i l  s u f f i t  d e  I ' i l r u s t r e r  s u r ' l ' e x e m p i e  d u  g r o u p e  d e  s y m é t r . i e
t r igona le  32  précédemment  cho is i .

L e s  f o r m e s  o n ,  p o u r  l e s q u e l l e s  m  n ' e s t  p a s  m u l t i p l e  d e  3 ,  d o n n e n t  d ' a p r è s
l e s  é q .  ( 3 . 5 3 . )  e t  ( 3 . 3 1 )

o r t c f )= i ( l -P ) rn  c î=o

o, tc ! )= lô ,nnc i=c i=o

( 3 . 5 3 .  )

c e s  f o r m e s  o p è r e n t  d o n c  l a  s é l e c t i o n  d e s  c o e f f i c i e n t s  c l n ;  l e s  a u t r e s
coef f i  c ien ts  sont  nécessa i  rement  nu l  s .
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L 'express ion  des  fo rmes o3m s 'ob t ien t  â  par t i r  de  l 'express ion  des

é léments  de  mat r ice  du  pro iec teur '  éq .  (3 .31)

r  / . 3 n r  -Y3m \v . l  /  - (63 r ,3n  - ( - r ) t *n  u * , - rn ,  , ï n  =  n ( 3 . s 5 . )

Ces fo rmes. imposent  aux  coef f i c ien ts  c fm non nu ls  de  vér i f ie r  les  cond i -

t ions  add i t ionne l les  de  symét r ie

( - r ) r*  cÎ ' ( 3 . 5 7 . )

9æcee:- qpper!9!e!!-su-:v9!gue-euUisce

D a n s  l e  c a s  d e  l , h o l o é d r i e  c u b i q u e ,  l e s  f o m e s  l i n é a i r e s  o ,  ( é e . ( 3 , 5 3 . ) ) ,

pour  lesque l les  m n 'es t  pas  mul t ip le  de  4  s 'écr iven t ,  compte  tenu de  la

nu l l i té  des  é léments  de  mat r ice  P cor respondants

ç l
L _

3 n Z

cisn

pour  les  ind ices  4n  re tenus  par  ce t te  règ le  de  sé lec t ion ,  les  cons idé-

ra t ions  de  symêt r ie  éq .  (3 .41 . )  qu i  on t  gu idé  dans  le  changement  de  base

éq.  (3 .42 . ) ,  son t  éga leFrent  va lab les .  DOrénavant ,  c 'es t  ce t te  base qu i  es t

imp l ic i tenren t  u t i t i sée .  A ins i ,  les  coef f i c ien ts  c fn {avec  4n  >  0)  e t  les

é léments  de  mat r ice  (  l -  P)q ,4n  =  Q4m On cor resPondent  à  ce t te  nouve l le

base. A un rang I donné,le nombre total de formes o4,m est touiours donné

ou" [] l  + l .  Le nombre N(l) de ces forncs l inéairement indêpendantes est

. * p ï à j , , . n t u i r e ,  e n  r a i s o n  d e  | ' é q .  ( 3 ' 5 4 ' )  d u  n o m b r e  r 4 ( 1 ) ,  é q '  ( 3 ' 4 5 ' )

or (c ! )= Iô rn  c i=c !=o ( 3 . 5 8 . )

l o r s q u e  I  e s t  p a i r

/ ?  ( q  \
\  

v  '  v '  '  
,

l o r s q u e  1  e s t  i m P a i r

N(r) =l l l  - t-r, ' r

N(r )  = [ ] l  -  'n , t ,
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v = 2

v = 3

v = 4

Les 1{(l) fonrres l inéaircnrent rndépendantes sont extrartes par lanême orthonornallsa*on de scHttIDT, qur condurt â une matrrce Q écheronnéeselon les l ignes.  A ' t re d 'exemDle,  res 1{( l )  premlères l rgnes de ra matr icesuivante, dênonbr€es par I ' lndlce v, sont les fonnes Indépendantesrecherchées (t{(l) = a;.

@
qll)

I l  est possrble de donner une expressron prus srrnple de ces t{(l) fom=s,à condl'on de rcnoncer I leur orthogonalrtê. cette étape supplénentrrrcde réductlon consfste I uHllser chaque tenrn dlagonal de l,éq. (3.60.)pour élrnrrne'r pâF conûrnarsons lrnéarrcs sur les lrgnes, les termssltués au-dessus. dans la rrrêne colonne (entour{s d,un cercle dans l,éq.(3.60)).Les fonnes arnsr obtenues consttuent la base canonfqæ du sous-espacrvectorlel lm(Q) engendr€ par les l{(l) fonnes non nulles /?0/;les coefflclentscorrespondants sont, à un facteur de no-" près, les coeffrcrents de syrnétrreæcherchés. Ces coefflctents de synétrle, que11gr,;1o,onrri i i"-i*. 
r"nomalrsatron équrvalente I  ce 'e de l 'êq.  (3.50.)  ar ,  .o . r i r . t .n t ; ; ;ôr ,sont présentés dans la tahle l,Z. de l,annexe I, pour les rangs palrs etlnpalrs de l, lnfêrleurs | 34.

v=r a63)

@@ arh
aÉâ)

a(3)
t2 t2

a[,h (3.60.)

a(3)
t24x/|'

0
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Pour êt re en accord avec ROE /19/ , ' la  rêduct ion a été ef fectuêe Dour
que les N( l )  formes indêpendantes expr inent  les coef f ic . ients Cfm en
fonc t i on  des  r4 ( l )  o rem ie rs  coe f f i c i en t s  r l ,  r l , . . . c l ( i 1 - l ) ( l o i sque  I  es t
pal r )  ou cî , . . .  c î ( t ' r -1)  ,  r î t  ( torsque I  ls t  imoalr ) ,  chotsts  conm coef-
f ic ients lndêoendants,  resDect ivenent  :

M ( l  )
,1 '=  t  Rî 'u  s f (u- l )

u" l
(  3 . 6 1 .  )

.  M ( l )
l ï l -  î

u= l

3,L.4, E((gil du tinê.rn&t de æqnd|. upèee

Alnsi  que le montre l ,écr i ture générale éq.  (3.2. )  du groupe 0O de la
synrétrie cristall lne, les èlénrents de seconde esoèce de 0o sont tous obtenus
en mul t ip l iant  l 'un d 'entre eux,  l ' i ,  chols i  come élÉmenl  générr t€ur ,  par
le sous-groupe des rotat ions Go.  Les condl t ions de la  symétr ie  cr l r ta ' l l lne
sont  donc connues sur  f (0)  dès qu 'e l les sont  déf in ies pour l 'ê lénent  génér lque
d6 t .  f n  donnan t  à  0O la  va leu r  na r t i cu l i è re  d6T  aans  l , êq .  ( 3 .5 . ) ,  ce l l e - c l
se par t icu lar ise en

=  f (0 ) ( 3 . 6 2 . )

Sl  l 'on t ient  cmrne précédenment compte de la  dêf ln l t lon éq.  (2.17,)  r le  la
fonct ion de texture,  l 'équat lon (3.62.)  se sc lnde en deux re lat lons,  se lon
que la transformatlon orthogonale 0 est de premlère ou de seconde r3Dacc :

t L ( ! ug )  . tR (s )  ,  rR (sug )  = t (g )  ,  MR=rS (3 .63 .  )

Les symêtries cristall ines de seconde espèce lndulsent égalennnt lcs condltlons
d' invar iance correspondantesr  en la  var lable Ê,  sur  les fonct lons de d ls t r l .
bu t i on  ax ia les .  S l  È 'dés igne  une  d i rec t i on  c r i s ta l l i ne  équ l va l cn te  à  1a
di rect ion Ë,  par  la  re lat lon de symêtr le  :

Ê,=ôb i f i e6i c oo ( 3 . 6 4 . )

l ' invers ion centra le I  opère lndi f fêremment su.r  le  vecteur  f i ,  ou sur  le
vecteur  È ' ,  porr  condulre au vecteur  opposé - f i  ou -Ê, .  A. lns l ,  en prr t rnt
de la  composante droJte de la  fonct lon de d ls t r . lbuHon axla le êq.  (2.21.) ,

11'u , lu

r  (sbi  o)

t
?
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on peut effectuer les transformafions successives I

=* 
I  r rOoin l  d(su ig)
soîtr=srîrY

nR(Ê,ï) = nL(-ôo Ê,ï) , nL(fr,ï) = nR(-ôu Ê,i)

La seconde de ces re lat lons se Just l f le  de façon s imi la i re.

i  I  t tnl on
zn 

noîr= 5oinY
( 3 . 6 s .  )

( 3 . 6 6 .  )

en fa isant  appel  â ra re lat ron de symétrre éq.  (3.62.)  que vér i f ie  ra fonctron
de texture f (0)  et  à r ' lnvarrance de la  mesure dg par  t ranslat ion.  compte tenu
des déf in i t ions éq.  (z .z l . )  e t  (?.23.)  des composantes de la  fonct lon de d ls-
t r lbut ion axJale,  l 'éq.  (3.65.)  condui t  à  la  premlère des deux cohdrHons
d' lnvar{ance sulvantes ;

En conclusron de I  'é tude des synétr les cr ls ta l l lnes,  i l \est  uf i le
d ' lns ls ter  sur  la  d l f férence fondamentale qu{  ex is te entre les syrnétr les de
prenlère espèce et celles de seconde espèce. En effet, les composantes droites
et  gauches -  de la  fonct lon de texture aussl  b len que de la  fonct ion ax la le -
possèdent chacune toutes les synétrles dêcrites par le sous-groupe des rotations
GO. En revanche, les symétrles de seconde espèce n,imposent, sur les compo_
santes dro j tes et  gauches consldérées iso lément ,  aucune synétr le  addl t lonnel le .
Ces dernières symétrles requlèrent uniquement l 'exlstence de relailons entre
les composantes droltes et gauches, dont une seule peut être choisre cqnnn
une fonction indépendante.

ant i  l  l  on

La d is t r lbut ion stat is t ique des orrentat ions de crrs taux drns
l 'échant l l lon polycr ls ta l l ln  peut  également  posséder des symétr ies.  une
premlère descr ipt lon de ces symétr les d 'échant i l lon -  d i te  convent ionnel le  -
es t  quas i  l den t l que  â  l a  desc r l p t i on  des  symé t r l es  c r i s ta l l i nes ,  s l  ce  n ' es t
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que le  g roupe

0 u  =  { 1 ,  6 u 1 }  G .

des symét r ies  d 'échant i l lon  opère  à  d ro i te ,  e t  non a

systèmes de référence cartêsiens Kj ,  transformês de

du groupe or thogona l  0 .  son t  éQuiva len ts  à  K .  :

( 3 . 6 7 . )

gauche.  Ains i ,  tous les
K" par: les opérations

K l = 0 . K u = K . '  o u a o " ( 3 . ; 8 .  )

Ceci  est  le  cas lorsque la s tat is t ique des or ientat ions est  la  même du point

de vue du système de référence Kj que du système K.. Une autre interprêtation
possib le consiste à considérer  que lorsque la s tat is t ique des or ientat ions

est  t ransfonnée,  dans son ensemble,  par  l 'opérat ion de synétr ie  0,  '  e l le

demeure globalenent invariante. Cette invariance est réalisée lorsque chaque

cr is ta l  en or ientat ion 0 possède son pendant  en or ientat ion 00.1

En ra ison de  ce t te  symét r ie  d 'échant i l lon ,  l ' o r ien ta t ion  d 'un  c r is ta l

es t  dé f in ie  par  la  c lasse  â  d ro i te  :

{00.}  = 0 0 a € 0 à ( 3 . 6 e . )

de toutes les transfonnations orthogonales équivalentes, La fonction de texture

do i t  obé i r  aux  cond i t ions  d ' invar iance cor respondantes

f (00.)  = f (0) o . t o . ( 3 . 7 0 . )

De même que pour les synétr ies cr is tâ l l i .nes,  l 'éq.  (3.70.)  donne l ieu

à deux types distincts de relations de symétrie sur les composantes fR(g)

e t  t L (g1 .  A ins i ,  l ' éQ .  (3 .70 . )  se  t r adu i t  pa r  l es  l " e l a t i ons :

tR (gs . )  =  rR (s )  ,  t l ( ssa )  =  r l ( s )  ( 3 .71 . )

pour  les rotat ions pur€s g. r  et  par  les re lat ions :
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fL (s6a)  =  rR(s) r R ( g ô r ) = r l ( s )  ,  M R = M L ( 3 . 7 2 . 1=t
2

pour les ooérat ions ! .1  de seconde espèce.

L e s  é q .  ( 3 . 7 1 . )  e r  ( 3 , 2 2 . )
respondantes.  en la  var iable i ,

nR(Ê,Ï) = nR(Ê, suï) ,

et

i ndu isent  les  cond i t ions  d , invar iance cor_
sur  les  fonc t ions  de  d is t r ibu t ion  ax ia le  :

nL(È,ï) = nL(È', g.ï) ( 3 . 7 3 . )

nR(fi,i) = nL(Ê, -s.ï) , aL(È,ï) = nR(fi, -ô.i) , MR = ML

( 3 . 7 4 .  )

L 'analyse des symétr ies d 'êchant i l lon est  en fa i t  prus complexe que
cel le  des symétr ies cr is ta l l ines,  En ef fet ,  res synétr ies d,échant i i lon n,ont
pas le caractère de rigueur géonrétrique des synétries cristall ines, et ne
peuvent être interpÉtées que du point de vue de l ,étude statistique. Ainsi,
pour  I 'observateur  extér ieur  à I  léchanf i l lon,  deux d i rect ions ï  e t  ï ,  seront
d i tes équivalentes s i  e l les présentent  la  nrênre d is t r ibut ion de d i rect ions
cristallographiques È coTncidant avec eiles. Lors de l,étude des cof.posantes
A"(h ' i )  e t  A"(6 ' i )  de ra fonct ion de d is t r ibut ion ax iare,  nous avons vu qu, i r
convient  d 'établ i r  la  d is t inct ion entre les d i rect ions cr is ta l l ines dro i tes
et  gauches.  En ef fet ,  dans une d i rect ion d,échant i i lon I  donnée,  la  s tat is-
t ique RR(- t ï , j )  comptabi l ise les d i rect ions cr is ta l l ines dro i tes,  Qui  5611
or ientées par  une rotat ion nure,  f  = gÈ (eq.  (2.20.) ) .

En revanche,  la  s tat is t ique nL1Ê,!1 comptabi l ise les d i rect ions
cr is ta l l ines gauches,  qui  sont  or ientées par  une t ransformat ion or thogona.re
de seconde espèce,  Ê = s i ï  (êq.  (a.22.) ) .  Les d i rect ions cr is ta i l ines f i  sont

=1
2
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a ins i  narquées d 'un  carac tère  suop lémenta i re ,  auque l  on  peut  a f fec te r  les

va leurs  , 'd ro i t , ' e t  " r lauche" ,  ou  encore ,  dans  la  tenn ino loq ie  des  qroupes

c o l o r é s ,  l e s  v a l e u r s  " n o i r "  e t  " b l a n c " '  I l  e s t  d o n c  n é c e s s a i r e  d ' a i o u t e r '

aux  opéra t ions  convent ionne l les  de  symét r ie '  ce l le  de  1a  symét r ie  de

cou leur ,  t radu i te  Par  :

n R ( n , y )  =  n L ( n , y )  ,  A L ( h , y )  =  A R ( h , v )  ,  M R  =  $ L  =  l l 2  ( 3 ' 7 5 ' )

L e s r e l a t i o n s p r é c é d e n t e s d é f i n i s s e n t u n n o u v e l o p é r a t e u r d e s y m é t r i e l '

qu i  permute  Ies  cou leurs  "no i r "  e t  "b lanc"

l l

n R t È , Ï l  
'  

, n L ( È , i )  ( 3 . 7 5 . a )
l l

nL(È,Ï) 
'  

,  nR(Ê,i)

E n  d , a u t r e s  t e n n e s ,  I ' i n v o l u t i o n  n o n - c o n v e n t i o n n e l l e  I ' i n v e r s e  l e s  c o u l e u r s

, ,no i r , ,  e t , ,b lanc , , ,  e t  cec i  en  une seu le  e t  mêrne d i rec t ion  d 'échant l l lon  !

d o n n é e , c o n t r a i r e n e n t a u x s y m é t r i e s c o n v e n t i o n n e l l e s d e s e c o n d e e s p è c e o u i

inversent  les  cou leurs ,  ma is  tou t  en  êchanqeant  les  coup les  ( Ï ,  - Ï )  ae

d i r e c t i o n s  d ' é c h a n t i l l o n  o p p o s é e s  ( c f '  é q '  ( 3 ' 7 4 ' ) )  '

Auss i  le  Qroupe 0a ,  enr ich i  de  f  invo lu t ion  de  cou leur  1"  es t - i l

qénéral isé à un qroupe càlor6 /2ta/, identique aux groupes de SHUBNIKgV

lzrb/ :

o à  =  { 1 '  l ' }  o ô ( 3 . 7 6 . )
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Nous avons  vu ,  éq .  (2 .21 . ) ,  que la  fonc t ion  de  d is t r ibu t ion  ax ia le  d ro i te

es t  une in tégra le  de  la  fonc t ion  de  tex tu re  d ro i te

nRtÈ,ït = -L I r*(nl on
t n t

+ +n=9y

( 4 . 1 . )

et  qu ,une re la t ion  ana logue,  êq .  (2 .23 . ) ,  ex is te  pour  les  fOnct ions  gauches,

s i  l ,on  remplace les  ind ices  supêr ieurs  R par  L ,  e t  le  chemin  de  l ' i n tégra le

curv i l . igne  Ê =  SÏ  par  l ' éq .  (2 .22 . ) ,  f i  =  -S Ï  Dorénavant ,  on  pour ra  omet t re

ces indices R et L, à condit ion de se remémoner que le caractère droit  ou

gauche do i t  ê t re  le  màne dans  les  deux  membres  de  l 'éq .  (4 .1 . ) .En revanche '

pour rappeler que toute fonction de distr ibution axiale est entièrement

dêterminée par 1a fonction de texture f dont el le est issue, el le sera marquée

de l , ind ice  supér ieur  f ,  so i t  l f ( f i , i ) .  I l  es t  lég t t ime de  se  poser  le  p rob lème

inverse  ,  à  savo i r  s i  la  fonc t ion  f  es t  dé terminée par  sa  fonc t ion  ax ia le

Af  assoc iée .  En e f fe t ,  l ' êg .  (4 .1 . )  mont re  que la  fonc t ion  f  appara î t  conme

la  so lu t ion  d ,une équat ion  in tégra le ,  qu i  é ta i t  t rad i t ionne l lement  Éso lue

par f  intermédiaire des développements en séries d'harmoniques sphériques

/1,2/, Rêcenment, 5. i IATTHIES /22/ a propOSê, Sans démonstrat ion' une fonnule

d ' invers ion  ou i  n 'es t  pas  basée sur  un  déve loFpement  en  sér ie '

Nous montrerons qu'une tel le fonnule d' inversion directe peut être

r igoureusement  é tab l ie  /23 / ,  au  pr ix  d 'un  min imum de ca lcu ls '  en  fa isan t

appel à des méthodes eff icaces de la théorie des groupes'

A f i n d ' ê t r e e n a c c o r d a v e c l e s c o n v e n t i o n s d e b a s e e n t h ê o r i e

des groupes, les rotat ions seFont toutes décri tes dans le système de

ré férence f i x€ ,  Ka,  l ié  à  1 'échant i l lon '  Cec i  a  pour  e f fe t  de  permuter  le

orodu i t  des  ro ta t ions  par  rappor t  à  la  convent ion  du  repère  mob i le ,  u t i l i sée

- s a u f m e n t i o n e x p r e s s e d u c o n t r a i r e - d a n s c e t r a v a i l , p o u r ê t r e e n a c c o r d

avec  l 'ouvrage de  ré fê rence de  H 'J '  SXXGE / la 'b / '

Note : Les conventions du repère mohile et du repère

f a ç o n  p l u s  d é t a i l l é e  d a n s  I ' a p p e n d i c e  I  ( c f '

i  l  I u s t r é e s  o a r  l e s  f i a .  I . 3  a - b )  '

f ixe sont conparées de

n6l6sprent les éq. I .9-10
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4 .1 . ,  Nota t ions  e t  énoncê du  prob lème de I ' i nvers ion

Le groupe S0(3) ,  que l 'on  no tera  G,  es t  le  g roupe cont inu  des  mat r ices
de ro ta t ion  (à  dé terminant  + l ) .  A ins i ,  g  dés igne la  mat r ice  de  passage du
repère  K. ,  gu i  es t  l ié  à  l ' échant i l lon ,  vers  le  repère  KO,  qu i  es t  l ié  au
cr i  s ta l  :

K. .&Ku

0n notera :

( 4 . 2 . 1

( 4 . 4  .  )

T r ( 9 ) = 9 l t * 9 A a * 9 3 3 = 2 c o s q r + l  ( 4 . 3 . )

la  t race  de  la  rna t r i ce  g ,  où  o  es t  l ,ang le  de  la  no ta t ion  g ,  S i  S  parcour t

G,  la  t race  var ie  en t re  les  l in r i tes  - l  e t  +3 .

Une fonc t ion  f (g )  es t  cen t ra le  lo rsqu 'e l le  vér i f ie  l ,équat ion  de
c o n j u g a i s o n ;

f ( s ' ) = t ( s 9 ' g - l )  v  s e G

( 4 . s . )

( 4 . 6 . )

I e  pô le  no rd  (0 ,0 , l )  es t

Dans ce  cas ,  f (g )  ne  dépend que de  Tr (g ) ,  par  l ' i n tennéd ia i re  d ,une fonc t ion
h  d é f i n i e  s u r  l ' i n t e r v a l l e  [ - 1 ,  + 3 ]  :

f ( g )  =  h  ( T r ( s ) )  =  h  ( 2  c o s  r r r  +  l ) .

r  désigne ' le 
sous-groupe des rotat ions d,axe Z :

" = t R z ( v ) l v e  [ g , z t ] t

S,  dés igne la  sphère  un i té  de  l 'espace R3,  dont
noté N.

Dans la  convent ion  du  repère  f i xe ,  le  t ra je t  de  I ' i n tégra le  curv i l igne
ê q .  ( 4 . 1 . )  e s t  d é f i n i .  a u  m o y e n  d e  l a  m a t r i c e  d e  p a s s a g e  9 r  p â r ' l a  r e l a t i o n

i =s f i ( 4 . 7 . )
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remplaçant  dorénavant ,  dans  Ie  repêre  f i xe ,  la  re la t ion  précédente

f i  =  S ï ,  q u i  ê t a i t  v a l a b l e  d a n s  l e  r e p è r e  m o b i l e .  P o u r  l ' é c r i t u r e  e x p l i c i t e

du t ra je t  éq .  (4 .7 . ) ,  i l  es t  commode de dêcomposer ,  avec  BUNGE / la 'b / '  la

ro ta t ion  g  en  un  produ i t  de  ro ta t ions  dê f in i  de  la  man ière  Su ivante .  So ien t

j , f i  deux  po in ts  de  SZ e t  91 ,92  deux  ro ta t ions  te l les  que :

ï =01  i l  ,  Ê=e2 i l  ( 4 ' 8 ' )

a l o r s
2 \

nr(sz,  gr)  = *  I  r (er  Rz 1v1 sl l1 av = nr( f , , Ï )  (4 'e ' )
2n

Note  :  Les  deux  premiers  ang les  d ' tu le r  de  la  ro ta t ion  g ,  f i xen t  1 'o r ien ta t ion

de i ,  leque l  es t  invar ian t  sous  l 'e f fe t  de  la  t ro is iè rne  e t  dern iè re

ro-tat ion (autour de i) ;  ceci vàut éoalement oour 92 et f , .  La notat{on
e

A'(g2,gt ) ,  b ien que surabondante,  permet de se restre indre â un
problèrne déf in i  ent ièrenent  dans le  qroupe S0(3)  = G des rotat ions.

4 . 2 .  R é s o l u t i o n  d e  l ' é q u a t l o n  i n t é g r a l e  :  f o r m u l e  d ' i n v e r s i o n

Le ca lcu l  de  f (g )  peut  ê t re  ramené au ca lcu l  de  la  va leur  en  I

( i d e n t i t é )  d ' u n e  f o n c t i 0 n  c e n t r a l i s ê e  / 2 4 / .

4.?.1, Rê.duc.LLon u calcuylle (a-va.!et4 en 4'idenlit'e d'tne ktncllon 69

Nous posons

1 9 ( g ' )  =  f ( g . s ' )  ;

a l o r s

ç9 
ztl

A'  (9 , ,  s , )  =  - l -  |  tn (n ,  n ,  (v )  o - l )  av' ' '  - r '  
2 r .  t  L

o

(4 .  10 .  )

AI

= +  [  t tn  n ,  n ,  { * )  o i l )  a*  =  Ar (sz ,  g  g l )  (4 .11 ' )
2r
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En d'autres temes' une rotatron g du repère d,échantrron trcnsfonnef ( l )  en  f ( s )  :

j  relry ,  r1e;

f nretfi,il = nr (fi, gi)

Nous dêflnlssons un€ fonctlon centralisée oar

e lr ' (e')  .  
. l  t (n n, s ' l )  og ,  f  og _ r

( 4 . 1 ? . )

( 4 . 1 3 .  )

( 4 . 1 4 . )

( 4 .  l s .  )

"  9  9 l ) .

( 4 . 1 6 .  )

- l 'n- lya9

Confor,rnément à l,éq. (4.{.), fc est une fonc'on centrale gul possèdales propr létés sulvantes :

r c l t ;  "  6 1 1 ;

rc -c
1 '  ( 92 '  91 )  "  A r  (Ê , ï )  " / ottnfr' nil on

G

En effet I

6c . ,2nA' (ez, nr) = 
f .| r. rn, n, {v) oir) av

o

2n
1 1  1=;  

I  av  
J r (s  e l  Rz(Y)e

o G

t . r ? f ,
" 

I  
* 

f  . l  t tn n, Rz (y) (e o2)- l)  av ' lo, ^t(n , ,
G q G
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l fep f iÊ !É: - -de-a l -  .  De I 'éq .  (4 .15 . )  i l  résu l te  que

.c  cc
nt  (È, ï )  = Ar  (sÊ,  gÏ )  v  g e e

Pour f i  =  i l ,  on obt ient  la  f igure de pôlesx (o0l )  :

r C +
n'-(ri,ï) = e6 tï)

( 4 . U . )

( 4 . 1 8 . )

x Note : l l  convient de préciser que la f igure de pôles est à cmprendre

d a n s l ' a c c e p t i o n m a t h é m a t i q u e d u t e r m e . S a u f m e n t i o n e x p r e s s e d u

contraiye, ces f igures de pôles mathêmatlques ne comptabi l isent que

les  d i rec t ions  c r is ta l l ines  dro i tes  hR,  ou  que les  gauches hL ,  su ivant

le  cas ,  De p lus ,  e l les  ne  sont  pas  synét r i sées  par  la  lo i  de  FRIEDEL '

i .e .  e l les  ne  sont  pas  cent rosynÉt r iques ,a  p r io r i '

: : : l : l : : : :_*_l t ! : l .s i  
dans r 'êq. (4 '17.) ,  s désisne une rotat ion autour du

pôle nord fr, on a t

Pil (Rz (v) i) = Pfi (i) = P (cos o) ( 4 . l e . )

où o  dés igne l ,ang le  de  déc l ina ison de  T  par  rappor t  au  pô le  nord  N.  (La

dêpendance expl ici te de P en fonction de cos O sera donnée ultérieurement'

d a n s  l , ê q .  ( 4 . 2 3 . ) ) .  C e t t e  f i g u r e  d e  p ô l e s , c o n s t a n t e  s u r  1 e s  p a r a l l è l e s '

possède une symét r ie  ax ia le .  De l réq .  (4 .17 . )  résu l te

Psil(i) = eits-l ùl

i .e. cette urt ique f igure de pô]es détermine toutes les autres f igures de

pô les ,  par  changement  de  repère  d 'êchant i l lon .  (ce t te  dern iè re  p ropr ié té

résu l te  de  la  cent ra l i sa t iOn;  e l le  es t  b ien  en tendu fausse Sur  1a  fonc t ion

de texture de déPart).

conrne fc  es t  cen t ra le ,  i l  ex is te  d ,après  1 ,éq .  (4 .5 . )  une fonc t ion

[_ t ,  j l  +  R te l le  que :

( 4 . 2 0 . )
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En effectuant
on obtient :

rc(g)  = h(Tr(g))= h (2 cos r , r  + l )

f ( l )  =  s c 1 1 y  =  h ( T r ( l ) ) =  h ( 3 )  ( 4 . 2 t . )

l ' on  pose  92  =  I  e t  9 l  =  Rx  (o ) ,  i l  r ésu l t e  des  éq .  (4 .8 . )  e t( 4 . e . )

p (cos o) = pfi (Rx tol ill = nrt1il, n, {") il)
2n z\1 1= ; l  r c ( R x  ( o )  R z  ( v ) ) d v  = * l h ( T r ( R ,  ( o )  R z  ( v )  ) )  d v

o

le  produi t  des matr ices Rx (o)  et  Rz (y) ,  
g '2? ' )

?n
P ( c o s e ) =  I  

/  
t t . o , o c o s v + c o s o + c o s v ) d v  ( 4 . 2 3 . )2 n o

0n a donc ramené le problème de la détermination de f, fonction à trois variables,
à celu i  de la  détenninat ion de h,  fonct ion centra le à une seule var iable.  pour
dêtenniner  h '  connaissant  p,  i l  est  nécessai re de résoudre l ,équat ion in tcg"ui "
(4.23.) '  ce l re-c i  peut  êt re a isément  résorue,  a ins i  que le montre l ,appendice
Il, au moyen de la transfonrÉe d,ABEL /2Sl.

La fornule dr invers ion a ins i  obtenue pour l ,éq.  in tégra le (4.23.)
s 'écr i t ,  pour  des valeurs par : t icu l ières des argunents (éq,  ( I I .7 . ) )

I
l en ( 3 )  = r ( - l ) + z  
I  p ( c o s o ) . o r 9  d o,  d c o s o  2
o

C o m m e  l a  v a l e u r  h ( 3 )  e s t  o b t e n u e ,  d a n s  l , é q .  ( 4 . 5 . ) ,  p o u r  g  =  I ,
t rans format ion  ident ique,  l ,éq ,  (a .24 . )  fourn i t  la  va leur  f ( l )  :

n
r ( r )  =n ( - r )  +z  I  p  ( coso ) .os9  do/  o c o s o  ?

o
avec

p(cos  o )  =  
l o ,  

( s , i ,  e ,Rx  (o )  i l )  ds ,
G

( 4 . 2 4 . )

(4 .25 .1
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4.2.3. Re.toun a ta |onetLon de text'ne iwLttaLe

S i  l , o n  t i e n t  c o m p t e  d e  1 ' é q .  ( 4 . 1 2 . ) ,  o n  o b t i e n t  1 ' e x p r e s s i o n  d e  l a

fonc t ion  de  tex tu re ,  par  t rans la t ion  g  de  la  re la t ion  précédente  :

I

f ( q )  =  p g ( - l )  *  z  I  a o  
d  P g l c o s  o ;  c o s  9' \ r '  

I  d  c o s  o  2
o

( 4 . 2 6 . )

où Pg(cos  o)  es t  donné par  les  express ions  su ivantes

eslcos o) = t( fs)t  1f i ,  n* {o) f i ) ( 4 . 2 7  . )

( 4  . 2 8 .  )

( 4 . 2 e . )= lot  (n ' i l ,  s  s '  Rx (o) f r )  ag'
)

G

obtenues en  cons idêrant  sÙccess ivement  les  équat ions

( 4 . 1 1 .  ) .

re  la  fonc t ion  P9 o)  e t  la  fonc t ion di  s t r i  but

angu la i re  t l ç  (cos  o)

L , u t i . l i s a t i o n d e l a f o r m u l e d . i n v e r s i o n n ê c e s s i t e . | e c a . | c u . | d e ] a f o n c t i o n
pg(cos  o) .  ce  dern ie r  ca lcu l  es t  g randement  fac i l i tê  par ' le  ca lcu l  p réa lab le

d e s f o n c t i o n s d e d i s t r i b u t i o n s a n g u . | a . i r e s } | 6 y ( c o s o ) , q u i a v a i e n t é t ê i n t r o -

du i tes  par  BUNGE dès  1959 / la 'b / '

W,>  es t  la  va leur  moyenne de  la  f igure  de  pô1es PÊ sur1e cerc le  de

c o t a t i t u l l  o  c e n t r é  s u r  j  l t i g u r e  4 ' 1 "  d ' a p r è s  B U N G E  / r a ' b / ) '

L e c a ] c u l e f f e c t i f d e ] , i n t é q r a t i o n é q . ( 4 . 2 9 . ) s u r ] e g r o u p e G

e s t  o b t e n u  p a r  u n e  i n t é g r a t i o n  p a r t i e l l e ,  à  r  f i x é ,  s u r  l a  v a r i a b l e  v

(ano le  de  la  ro ta t ion  au tour  de  h)  :

= fotn (n ' i l ,  s '  Ry (o)  i l )  ds '
) "
tt
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2r
116; (cos o) = ;L i  

a6 tsr Rz (v) Rx (e) i l)  ov (4.30.)
" r 2 ï t "

où  9=s1 f i ;
ce pre f l ie r  ca lçg l  ssg  complé té  par  l , in téqra t ion  en  la  var iab le  Ë ,  é tendue
à toute la sphèrc des Dôles S, :

( 4 . 3 1 . )

Tie .  a .  t .  ,  d 'après  H.J .  B t tNcE / te ,b /
Wf,+ esÈ la valeur noyenne de la f igure de pôtee p6
sur  des  cerc leg  de  co la t i tude O,  cent rés  en  f .

Pe lcos ") 
= 

I 
116 n6 

(cos o) dfi

s2

I
s2

En par t icu l ler  :

w6g (cos n) = PÊ (-eril1 = pfi (-i) ( 4 . 3 2 . )

et

Pg  ( cos  n1  = 16 ( -oÊ)  cË (4 .33 . )
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La fo rmu ' le  d ' invers ion  s 'êcr i t  donc  :

r(s) = 
I e6 (-sfi) aÈ + z I 

ao co, 9 
$; f 

aÈ w6 n6 (cos o1 (4'34')

s2s2

Cette formule d ' invers ion est  donc analogue à cel le  qui  a été

oroposée par  S.  MATTHIES, sans iust i f icat ion,  dans une.note brêve 122/ .

Depuis cette note, S. MATTHIES a donné des indications comp'lémentaires

sur  sa démonstrat ion de la  formule d ' invers ion /26,271' ,  e l le  nécessi te de
' labor ieux calculs  sur  des fonct ions gênêral isées,  ou d is t r ibut ions,  et  n 'est

encore pas publiée de façon complète â ce iour 128/.

t l  convient  de noter  que dans la  formule (4.34.) ,  l ' in tégra le en e

porte sur  la  sphère des pôles complète ( f ig .  4.1. )  -  e t  non sur  la  demi-sphère '

comne dans la fonnule de I{ATTHIES - en vue de penrcttre l ' inverslon de figurcs

de pôles mathématiques, non-centrosynétriques'

La fonnule d'inverslon présente un intérêt thêorique considérable puisqui

e'l le fournit une so]ution exacte, sans erreur de troncatùre,à l 'é<luatlon lntégrale'

f ondamen ta le  éq .  (a .1 . ) .  I l  en  résu l t e  que  l e  passage '  dans  l ' éq .  ( 4 ' 1 . ) '  de

la fonction de densité des orientations fR à la fonction de distributlon axiale

nR(È, Ï )  s 'e f fectue sans aucune per te d ' in format ion.  Ains i ,  s ' l l  é ta i t  possib le

de mesurer sépay€ment la fonction lR(È,Ï), - qui est identique au contlnuun des

f lgures de pôles p*o ( i ) ,  pour les d i rect ions cr is ta l l ines dro i tes - ,  son

lnversion restitueFalt fR. De même, la mesure séparée de la fonction axiale

lL(Ë,i) conduirait, par inversion, â la composante * a" tu fonction de texture,

oui serait ainsi totalernent détenninée.



5.  DESCRIPTI()N DES POSSIBILITES DE DETERT4INATION TN t ) IFFRACTION

POLYCRISÎALL INE

5.1.  Fonct ion de densi té ax ia le dêtenr l inable À(Ê, Ï \

Le chapl t re précêdent  êtudia i t  les possib i l i tës de calculer  la  fonct ion
de texture,  par  invers ion des fonct lons ax la les lR( f i , Ï )  e t  nL1Ê,!1,  sans teni r
aucun'compte des technlques expêr lmenta ' les ut i l lsées en vue de leur  dêterminat ion.
Parmi  cel les-c i ,  la  goniométr ie  de texture,  due à SCHULZ, est  1a p lus rêpandue.
Un angle de BRAGG o6 est  f {xê;  l l  correspond à la  d is tance interrét icu la i re
d f ,  d ' une  fam i l l e  de  p lans  c r i s ta l l i ns .  L ' échan t i l l on  po l yc r i s ta l l i n  sub i t  une
rotatlon par rapport au système fixe source-détecteur. Pour une orientatlon
donnêe du polycr is ta l , ' les p lans dont  les normales f i  sont  para l lè1es au vecteur
( f ixe)  de d l f f ract ion 3 -  aont  l 'or ientat lon est  I  dans le  repère Ka l lê  e
l ' é c h a n t i l l o n  -  p a r t i c i p e n t  à  1 a  d i f f r a c t i o n  ( F i 9 . 5 . 1 . ) .

I . l g . 5 . | . - :
I tangle de BRÀGG r}g di f f ractent  lorsque leur nonnale â

es t  pa re l l è l e  au  vec teu r  de  d i f f r ac t i on .

Les  p l ans  c r i s t e l l og raph iques  d ;  sê l ec t i onnée  pa r
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En p lus des repères Ka et  Kb qui  déf in issent  l 'or ientat ion 0 d,un
çr is ta l l i te ,  considérons le  repère car tês ien in tennédla i re K,  l iê  â ce
mâne cristall i te, de sorte que gon axe i solt perpendlçulaire à la farnil le
des p lans qui  d i f f ractent ;  la  rotat ion autoun de l ,axe â,  qui  f ixe l ,or ien_
tat ion de I 'axe Ï  dans le  p lan or thogonal ,  est  arb i t ra l re.

D 'a i l l eu rs ,  t ou t  c r l s ta l l l t e  d4du l t  de  ce lq i  de  l a  F ig .  S . l .  pa r
une rotation querconque autour de i partrcipe égalenent à la drffracfion.
Sl la nonrnle ? du repère intenrédiarre coïncide avec res dirccHons i et Ë,
dans les repères respectivement l lés à r,échanHilon et au cnrstailrte, ra
condition de dlffraction s'écrlt (dans ra convention, encorer du repère
f i x e ) :

i -oÊ ( s . 1 . )

L'ensemble des transformailons orthogonales qur vérrfrent r,éq. (s.1.) est
la rÉunion de deux famllles d,orlentaHons. Qui correspondent aux deux
composantes connexes du groupe orthogonal :

to l y=  pÈt  =  rg l i=s  Êr  u  (e  i l i =s  i f , ) ( s . 2 . )

( s . 3 .  )

une or ientat ion 0 qui  sa. i ls fa i t  l 'éq.  (5.1. )  par i lc ipe drautônt  p lus â la
diffraction, que son poids statistique f(0) est prus inportant. L,lntensité
totalisée dans le conpteur, dans l,erpÉrlence de diffractlon golycrlstall lne
décr i te  dans la  f lg .5. l . r  est  donc égale à l , ln t fgnale de la  F.0.0.  sur
les or lentat loqs 0 qui  vér l f iant  l ,éq.  (5.1. )

l l
d0  = l r ( g )as+ l r l e i yos

t t

ï=sÈ Ï -s i f r

0n reconnait aisénrent, dans le second meorbre de cette équation, la
solme des fonct ions de densi tê ax la le dro l te et  gauche.  Ains i ,  i l  est
dénontré que dans I 'expérience de diffraction polycrlstall ine, dans laquelle
les conditions de ra diffracHon sont f ixées oar la seqle roi de BRAGO, res
contributions des statistiques droite et gauche sont totallsées dans le
comgteur :

I ,,0,
Ï"0 fi
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À(fi,ï l  = rqR nR (fi,ï) * uL nL (fi,ï)

Auss i , la  d i f f rac t ion  po lyc r is ta l l ine  perd-e l le  le  carac tère  de  cou leur  -

carac tère  no i r  ou  b lanc  -  pour  rêa l i ser  une pro jec t ion  gr ise .

La  vér i tab le  cou leur  g r ise  de  la  théor ie  des  grouoes co lo rés  n 'es t  ob tenue

que pour ' les  matér iaux  non ênant iômorphes,  qu i  p résenten t  au tan t  de  d i rec t ions

cr is ta l lograoh iques  f i  "no i res"  que "b lanches" .  En revanche,  les  matér iaux

énantiomorphes Deri lettraient de réal iser toUtes les nuances de gris selon leS

propor t ions  re la t i ves  de  c r is taux  dro i ts  e t  gauches dans  le  oo lyc r is ta l .

5.2.  Fonct ion de densi té des or ientat ions déterminable i

A par t i r  de l ,expression des d is t r ibut ions ax ia les AR et  AL en fonct ion

des coefficients de texture CR et CL, on obtient aisér€nt celle de la distri-

but ion ax ia le déterminable :

( s . 4 . )

( 5 . 5 . )

( 5 . 7 . )

À(fi'ïl =.,,1,.;TT

i tgl = I ôi" {ntn,
lmn

èT'.kim (Ê) ki (i)

CIn = r* ,T.n * (-1)r r.tt ,f'n ( s . 6 . )

Par définlt ion, nous appellerons fonction de texture déterminable, 1a fonction

i (g) ,  dont  l 'éq.  (5.6. )  donne les coef f ic ients du développement en sér ie

d 'harmoniques sphér iques général isés :

I ' l  est  en ef fet  c la i r  que 1 'appl icat ion de la  formule d ' invers ion à la

fonction axlale Superposee À(È,Ï) conduit â la dèternlnation de la fonctlon

i. Rtin de sérier 1es différentes superpositions - ou projections -

oui affectent tes mesures expérimentales, nous ne considérons pas' pour
' l ' instant ,  ce l le  qui  résul te de la  lo i  de FRIEDEL. Les consêquences de cet te

synê t r i sa t i on  add i t i onne l l e ,  a i ns i  que  1es  poss lb i l i t és  de  v io le r  l a  l o i  de

FRIEDEL ne seront  considérêes que par  1a sui te (chapi t re 7) .  Nous_al lons

préciser  la  s igni f icat ion de la  fonct ion de texture déterminable f (g) '  se lon

que les Cristaux sont - ou non - énantiomorphes'
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5,2.1. Cat de g^,iytarx êna'nLiomonphe

Ains i  que nous  l 'avons  vu ,  le  po lyc r is ta l  peut  ren fenner  des
cr is taux  dro i ts  e t  des  c r is taux  gauches,  dont  les  o r ien ta t ions  sont  décr i tespar  les  composantes  rR lg ;  e t  rL lg ; .  ces  deux  foncr io " ; ; - ; ; ; ; r ; J  f . in r igue les coeff icients de texture correspondants) sont indépendantes 'une deI 'au t re '  cependant ,  r 'expér ience de  d i f f rac t ion  porycr is ta l l ine  ne  donne
accès  qu 'à  une fonc t ion  de  tex tu re  f i c t i ve ,  qu i  mérange res  deux  conposantes
i n d é p e n d a n t e s  s e l o n  l , é q .  ( 5 . 5 . ) .

Les cristaux non-énantiomorphes peuvent être caractérisés par l,opé_
rat ion de sJmétr ie  cr is ta l l ine ô6. i ,  a  déterminant  _1,  qui  engendre toutes
les symétr ies de seconde espèce iar  mul t ipr icat ion avec le  sous-groupe des
rotations. Nous pouvons nous affranchir du sous-groupe des rotations Go.
tn ef fet ,  nous avons vu au paragraphe 3.1.  que. les composantes fR et
fL possèdent  séparément  les synÉtr ies rotat ionnel les et  que l ,app) icat ion
de I'opérateur de proiection pa. conduit aisément à des fonctions adaptées
à ces synétr ies rotat ionn. t t . . lbpr"  a i l reurs,  r ,opérat ion de seconde espèce
i6 . i  imp l i que  l a  re la t i on  de  synê t r i e  éq .  (3 .63 . )

r L ( s )=  fR (dus )  i  MR=r , rL= i

qui permet d'exprimer la composante fL en fonction de fR. La fonction fR
de l 'éq .  (5 .8 . )  es t  t rans la têe  de  ôb ;  ce t te  t rans la t ion  es t  ob tenue par
I ' a p p l i c q t i o n  d e  l ' o p é r a t e u r  T ( Ë b ) ,  s i n i l a i r e  à  c e l u i  d é f i n i  p a r  l e s
é q .  ( t .  8 - 9 ) ,  n a i s  o p é r a n t  d a n s  l , e s p a c e  d e s  F . D . 0 .  :

rR(ôos) = elr*(s) = T(60) rR(s)

Les coeff icients ôfn de la fonction de texture détenninable éq.
peuvent donc s'exprimer en fonction des seuls coeff icients C$mn
conposante droite :  I

I  +  ( - t ) l  r l t ô 6 )

( s . 8 . )

( s .e . )

( s . 6 . )
de la

( s . 1 0 . )
;mnt l

"Rmn- l
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Le synbole f r tôOl  Cf ln représente les coef f ic lents de la  fonct lon
t r a n s l à t ê e  d é f i n i e  p a r  l ' é q .  ( 5 . 9 . ) .

Ains i ,  b ien que I ' invers ion centra le i  n 'opère pas sur  les hôrmoniques
sphér lques général ises f fn(S)  (déf in is  sur  so(3) ,  l roupe cont inu des rota-
t lons) ,  les coef f icJents Cfn de la  fonct lon détern lnàble sont  af fectés par
el le .  L 'opérateur  d ' invers ion centra le I  doi t  en ef fet  êt re représenté sur
les harmoniques sphêr iques génêral lsésr  âvec la  reprësentat ion nature l le
(et  fam{ l {êre)  qu ' l l  possède sur  les harmonlques sphèr iques s lnrp les :

i ; t r '  =  ( - t ) l l rm ' ( 5 . 1 1 . )

L 'opérat ion de I ' invers ion cèntra le sur  la  fonctJon de texture fR se t radul t
pâr  unê lnvolut lon,  qui  est  dêf in ie par  le  b la ls  du développement de fR en
sôrJe d 'harmonlques sphêr iques gênérà1isês :

rR(s)-  I  cr"  r fnts l
lmn ( 5 . 1 2 . )

tR (g )  = i  r fntsl  = [  (-r) l  cyn TTn(s)
lmn

Le recours à cet tê lnvolut lon présente l 'avantage de déf in l r  la  fonct ion de
texturè dêtennlnable i co-" l ' ' lmage de fR par un opérateur de projection

iR_
r+ i r1 !ny

rR(g) ( s . 1 3 .  )
?

Dor€navant ,  l l  est  lég i t lme d 'ornet t re l ' ind ice R de la fonct lon de
texture droite, choisle cqnme seule cofi iposante lndépendante. L'expresslon
êq.  (5.13.)  de la  fonct ion déterminable i (g)  tourn i t  une just l f lcat lon

immédlate de la  dêcomoosi t ion canonique de i  :

(
I(
t
\ i I crn

lmn

i t s t  = ! r1s1+ t . (s )

rc(s)  = I

;
i  r  1s r1  r1s1

( s . 1 4 . )
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qui  prouve que;(9)  ne rest i tue que la moi t ié  de f (9)r  f lanqspg { 'un
fantôme (ou "ghost" ,  se lon la  tenninologie in t rodul te par  J .  p0SplECH l lga/
et reprise par S. ITIAITH|ES /30/, dans ]e cas particulier oul correspond à ô6 = I,
dans notre étude) .

Note :  M.  ) tATSl l î  /29b/  a été le  prern ier  à ' ,vo i r , , ,  avec J.  p6SplECH. leE
fantômes;  ses t ravaux '  parus en . raponais,  n 'ont  narheureuse' lent  Das
connu la d i f fus ion in ternat ionale qu ' i ls  mér i ta ient .

Les éléments de syrÉtrie de seconde espèce i 65 ,ont les axes
inverses des groupes ponctuels de la  cr is ta l lographie,  dont  la  l is te
conplète est :

r so i r  =  t i ,

Puisque t i l3  = i  e t  que,  de façon s imi la i re,
possible de se ramener aux oDérations :

( s . l s . )

(6.)3 = â, i l  est touJours

( 5 . 1 7 .  )

2 ' 3 . 4 ' 6 J

roo i r  =  t i , â , i ) ( 5 . 1 6 . )

Le calcul  de I 'opérateur  T( !o)  de 1 'éq.  (s .13.)  est  par t icu l lèrennnt  s imple
lorsque I'axe inverse coTncide avec l 'axe Z du repère Ko lié au cristal.
Ce choi r  ne rcst re int  pas la  général i té ,  puisque la re lat ion d,addi t ion
éq. (I.21.) et (I.22.) permet ôisêment d,effectuer un changennnt de repère.
Le calcul  expl ic i te  du pro jecteur  de l ,éq.  (5.13.)  s ,ef fectue selon la
technique c lass ique,  gul  €st  déta l l lée dans le  paragraphe 3.1. ,  a ins l  que
dans l 'appendice l. A titre d'exemple, les élénrents dc matrlce du pnoJecteur
éq.  (5.13.)  s 'écr ivent ,  dansle cas de l ,axe inverse i  lmiro l r  perpendi-
cu la i re  à  I ' axe  Z )  :

prn= . rm l  - *  l rn ,=  *$ rsg  < rml rn>

= l + ( - t ) l + I  Â
2 

-ilrtl

L'application de ce projecteur au dêveloppement en série d,harrnonlques
de la fonction de texture f opère donc selon la règle de sêlectlon :

l + m pai  r (5 .  t a .1

les temes impôirs  correspondants ont  une pro ject ion nul le .
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A u s s i ,  l a  f o n c t i o n  d e  t e x t u r e  f  s u b i t - e l l e ,  e n  r a i s o n  d e  l a

symét r ie  c r is ta ' l1 ine ,  la  décompos i t ion  canon ique :

- :
r ( g )  =  i ( g )  +  i ( g )  ( s ' l e ' )

dont  seule la  par t . ie  i1g1 est  déterminab' le ,  par  pr inc ipe.  La table 5.1.

réuni t  la  déf in i t ion des par t ies déterminablet  i1g1 
" t  

non-déterminables

i191 p."  pr inc ipe,  sous la  forme de règles de sélect ion sur  les coef f lc ients

ôit et ô!n aes développements respectifs en séries d'harmoniques sphériques

généra1 isés /31/ .

6. t I 2 (mi roi r) 4

r (s) 1  pa i r 1  + m p a i r I  + [
2

pai r

r (s) 1  i m p a i r I  +  m impa i r 1 + [
2

impa i  r

T a b l e 5 . l ' : D é f i n i t i o n d e s r è g l e s d e s ê l e c t i o n s u r l e s c o e f f i c i e n t s

des  par t ies  dê terminab les  e t  non dé terminab les '  PâF

pri nci Pe '

I l  conv ien t  de  préc iser  que s i  les  carac tères  f (g )  e t  f (9 )  son t

e m p r u n t é s à ] a t e r . n i n o l o g i e d e s . M A T T H I E S , l e u r s i g n i f i c a t i o n e n e s t d i f f é r e n t e .

Pour  ce t  au teur ,  la  décompos i t ion  éq '  (5 '19 ' )  es t  une conséquence de  la  lo i

d e  F R I E D E L  -  c e  q u i  l i m i t e l ' é t u d e  à  1 a  p r e m i è r e  c o l o n n e  d u  t a b l e a u  5 ' 1 '  -

a l o r s q u e c e t r a v a i l m o n t r e q u ' e l l e r é s u l t e d e l a s y m é t r i e d e s c r i s t a u x . N o u s

v e r r o n s ' a u c h a p i t r e T , q u e d a n s ] e c a s d e s c r i s t a u x n o n c e n t r o s y m é t r i q u e s '
. l a l o i d e F R l E D E L i n t r o d u i t u n e s y n é t r i e a d d i t i o n n e ] . | e ' q u i l i m i t e e n c o r e

davantage la  .par t ie  dé terminab le  f (9 ) '
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6.  EXPRESSIONS INTEGRALES DE LA FONCTION DETERMINABLE f  ET DU

FANTOME f^

I l  e s t  i n t é r e s s a n t  d e  f o u r n i r ,  e n  p l u s  d e  l ' é q .  ( 5 . 1 4 . ) ,  d e s

express ions  in tégra les  pour  la  fonc t ion  dê terminab le  i  e t  pour  1e

fan tôme fn .  Ces  express ions  in têgra les  permet ten t  en  e f fe t  d 'é tud ie r

l a  I o c a l i s a t i o n  e t  l ' i n t e n s i t é  d e  l a  c o m p o s a n t e  f a n t ô m e  f ^  q u i  e x i s t e

dans  i ,  ma is  d ispara î t  de  la  fonc t ion  comDlè te  f .  
( r

Le  ca lcu l  de  ces  exoress ions  in tégra les  peut  s 'e f fec tuer  en  deux

é t a p e s .  L e s  é q .  ( 5 . 1 3 . )  e t  ( 5 . 1 4 . )  m o n t r e n t  e n  e f f e t  q u e  1 ' o p é r a t e u r  T ( ! 0 1

réa l i se  s imp lement  une t rans la t ion  add i t ionne l le ,  par  rappor t  aux  expres i ions

va lab les  dans  le  cas  par t i cu l ie r  !O =  1 ,  qu i  cor respond aux  c r is taux  cent ro -

symét r iques .  (Première  co lonne de  la  tab le  5 .1 . ) .  Dans une première  é tape,

o n  c a l c u l e  d o n c  l ' e x p r e s s i o n  i n t é g r a l e  d e  l a  p a r t i e  p a i r e  d e  l a  f o n c t i o n

de texture

i rnr=t i t  r (s)= I  c i i  T i î (s)
2 l rn

( 6 .  1 .  )

r ^ (s )= l  i r (g )
" 2

L 'u t i l i sa t ion  de  la  même méthode de  cent ra l i sa t ion ,  qu i  a  dé jà  permis

d ' é t a b l i r  l a  f o r m u l e  d ' i n v e r s i o n  ( c h a p i t r e  4 )  c o n d u i t  -  t o u j o u r s  a u  p r i x

d ' u n  m i n i m u m  d e  c a l c u l s  -  â  l ' e x p r e s s i o n  i n t ë g r a l e  d e  f ( g )  / 3 ? / .

5 .  l .  Nota t i  ons  u t i  I  i  sées

Les  no ta t ions  in t rodu i tes  dans  le  chap i t re  4 ,  sur  la  fo rmule  d ' invers ion ,

sont  conservées .  A ins i  G dés igne tou jours  le  g roupe cont inu  S0(3)  des  mat r ices

de ro ta t ion  g .

L 'ang le  o  de  ce t te  ro ta t ion  g  es t  no tê  :

' =  l s l ( 6 . 2 .  )
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Si  par  a i l leurs û,  vecteur  uni ta i re de la  sohère S,  de I ,espace R3,
désigne l 'axe de ' la  rotat ion g,  cet te dern ière sera notëe :

S = R d , ( r )  = " ' Ë

Rappe lons  qu 'une fonc t ion

conJuga ison :

( 6 . 3 .  )

f  est  centra le s i  e l le  vér i f ie  l ,équat ion de

f ( g ' ) = r ( g g ' g - l ) v 9 s G

El le  ne  dépend a lo rs  que de  cos
nota t ion  s imp l i f iée  :

( 6 . 4 . )

l g l ,  ce  qu i  peu t  s ' éc r i r e ,  en

r ( s )  =  f ( c o s  l g l )

Une tel le fonct ion
carac tères  / la ,h /

f =  I  " r x ,l=0

Les caractères de g :

e t  de  l 'o r thcnormal i té  des  caràc tères ,
é q .  ( 6 . 6 . )  s o n t  o b t e n u s  D a r  :

=  r ( l g l )  =  f ( . ^ r )  ( 6 . s . )

centrale peut être développée en série selon les

( 6 . 6 .  )

forment une base orthornormée complète de l ,espace des fonctions centrales.

Compte tenu de la fonnule d, intêgration sur S0(3) :

x'(s) =,,Ï,r,-,n, 
ïtr= x1(o)

/  r (s)os = ? yn d, s in2 9 1 aË r1e,Ë1
G  " - o  2 - S ?

I  d s = l  ;  J  d ; = l

( 6 . 7 . )

( 6 . 8 . )

les coeff icients cl du développenent

sz
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( 6 . e . )

6 . 2 .  E x p r e s s i o n  i n t é g r a l e  d e  l a  p a r t i e  p a i r e  f  e n  f o n c t i o n  d e  f

De même que pour  la  démonst ra t ion  de  la  fo rmule  d ' invers ion

( c h a p i t r e  4 ) ,  l e  c a l c u l  d e  1 ' e x p r e s s i o n  i n t é g r a l e  a e  i 1 g 1  p e u t  ê t r e

rédu i t  au  ca lcu l  de  la  va leur  en  g  =  I  ( iden t i té )  d 'une fonc t ion  cen-

t r a l i s ê e  / 2 3 , 2 4 , 3 2 / .

6,2.1. Rê.duc,Lion at co!.eu,t de ln valetn en L'idewt*të. d'une ftone.Lloni9

Nous dé f in issons  la  fonc t ion  de  tex tu re  f9  :

r s (g ' )  =  r ( ss '  )  ( 5 .  l o .  )

qui est obtenue par une rotat ion g du système de coordonnées l ié à
' |  ' é c h a n t i l l o n .

E n  u t i l i s a n t  l ' u n i c i t é  d u  d ê v e l o p p e m e n t  e n  s é r i e s  d ' h a n n o n i q u e s

sphêr iques  généra l i sês  e t  la  re la t ion  d 'add i t ion ,  on  ob t ien t  :

1 i s1  =  1 i 1s  (6 .n . )

c e  g u i  d o n n e  e n  I ' i d e n t i t é  g '  =  I

i l sy  =  i s l r )  (o . rz . )

6.?.2. Rd.ducLLon ott ca,Lcul d'une doncLLon centlu.I-i.aêe

N o u s  d é f i n i s s o n s  l a  f o n c t i o n  c e n t r a l i s é e  d e  f  p a r :

- l

f ' ( s ' )  =  I  d s  f ( s s ' c  ' )
G  ( 6 . 1 3 . )

c . ,  =  /do  r ( -o )  x ; r ( s )  =  
i , : ^  

s inz  
I  

r (o )  x1  (o )



La fonct ion centra l isée de f  peut  s ,écr . i re ,  compte tenu des éq,
( 5 . 3 .  )  e t  ( 6 . 5 .  )  :

.  .  . . È  ûrc1 ,1  =  r . f l . ,N l )  =  I  _  ag f (ee ,N  e -1 ;  =  1  d9  r1e ,9 i l ;. G
+

= I  dË f (e6o)
sz

( 6 .  1 4 .  )

o0 Ë = gfr désiane ie point de S, transformé du pôle nord fr par q.

fc  est ,  confovrément  à I 'éq.  (6.4. ) ,  une fonct ion centra le qui  vér i f ie  :

( i ' )  =  ( i ) '  ( 6 .  1 5 .  )

pour  les mêmes ra isons que cel les invoquées au paragraphe précédent  6.2.1.

De  p lus

i c1 r1  =  i 111 ( 6 .  1 6 .  )

L a  d é t e r m i n a t i o n  d e  l a  v a l e u r  i c 1 t 1  1 c q .  ( 6 . 1 6 . ) )  e n  l , i d e n t i t é
g  =  I '  de  la  par t ie  pa i re  de  la  fonc t ion  cent ra l i sée  fc  ne  fa i t  appe l  qu ,à
des  techn iques  c lass iques  de  I 'ana lyse  mathémat ique,  no tanrnent  à  la  théor ie
des  sér ies  de  FOURIER.  L 'exposé dé ta i l lé  de  ce  ca lcur  fa i t  I ' ob je t  de
I  'append i  ce  3 .

E n  s e  r a p p e l a n t  q u e  1 ' a n g l e  o  =  l S l  =  0  e s t  a s s o c i é  à  l , i d e n t i t é
9  =  I ,  Ie  résu l ta t  de  ce  ca lcu l  peut  5 'écr i re  sous  la  fo rme ( f  es t  supposée
c e n t r a l e ) :

i 1 o 1  =  f ( c l  *  f ( n )  *  !  1  
" d .  t s z r  1 r 1 n 1  -  f ( , ) )

2  2  2 ' ' o  
-  

2 '  
'  ' \ - t '  

( 6 ' 1 7 ' )

ce t te  dern iè re  re la t ion  é tan t  c lonnée en  la  var iab le  o .
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6.2.3. Reloun à La Aonc*ton de tex.fune iwLLLaIe

En remplaçant  dans  l 'éq .  (6 .17 . )  f  par  ( f9 ) t  ,  con formément  aux

é q .  ( 6 .  1 0 .  )  e t  ( 6 . 1 4 .  )

on  ob t ien t  :

i ( s )  =  I  r (g )
2

aà t1g e"o1

( 6 .  1 8 .  )

aË1119 e"o1- r (g  e 'o ) )

1r91c1, ;  =  1 aË r1s e,oy
Sz

, !  I
2 S z

* ! l n d , t g z 9 /
2 r o  2 S Z

= l t t n l+ rn ( s )+ rn (e )
2  "  ( 6 .1e . )

Une formule analogue a été donnée, sans preuve, par S. MATTHIES /22, ' ,
p o u r  l a q u e l l e  t o u t e f o i s  I ' o r d r e  d ' i n t é g r a t i o n  / n  d r . . .  I  d ô . . .

o S 2

dans le  dern ie r  tenne fn  a  ê té  permuté .  Cet te  écr i tu re '  app l iquée l i t té ra lement ,

peut conduire à des intéqrales divergentes. corrne le montre I 'exemple très simple

f(S) = fçf ,o,1Z) = cos o /3?/. Depuis sa note brève /?2/, S. ! . ' IATTHIES a proposé

une vér i f i ca t ion  de  la  fo rmule  in tégra le  -  en  e f fec tuant  les  in tégra t ions  dans

l 'o rd re  requ is  -  sur  les  fonc t ions  de  base f fn {S)  lZO,e3 l .  Cet te  dern iè re

référence annonce une publication plus complète de sa démonstrat ion /28l.

6 .3 .  Déve loppements  en  sêr ies  d 'harmon iques  sphér iques  généra l i sés  des

tennes fn et fn

soir rts) = iTïs)

A l o r s ,  c o m p t e  t e n u  d e s  é q .  ( 6 . 1 0 . )  e t  ( 6 . 1 4 . ) ,  o n  o b t i e n t

( t9)c  ( , )  =  f  on, f (ss,  
" ' i l  : , - l )  =  x t i ' )  

r (g)
r G  2 l + l

( 6 . 2 0 . )

( 6 . 2 1 . )

en u t i l i san t  les  re la t ions  d 'add i t ion  e t  d 'o r thogona l i té  des  harmon iques
sphér iques  généra l  i sés .
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et 
TI

r0 (e) = 
h I- 

,gz e ((rs).(n) - (rs).(.,))

I l  en r€sul te :

r,,  (s) = I 1re1c1n1 - 1 xt(n) 
r1e1 = ! -(JI l' r  z '  z (? r+ r )  z ( z l * r ) f ( g )

,nrn) =*,lo 
## {nrsr

et

,"rn) =i,lo 
î#t {nrsr

( 6 . 2 2 . )

(6 .?4 . ' )

( 6 . 2 s .  )

f

= I r(g) la^ tsz e (x,{n) _ x,(,), = 
} ff i# 

r,r, (6.23.)z i l  ( 2 1 + l )  
0

l ' intégrale en o étant obtenue par récurrence sur l .

De ces calculs effectués pour un harmonique sphérique général isé, on
déduit immédiatenent les développenents en série :

formules qui présentent surtout un intérêt pour le calcul numérique des
terines fn et fn, Des fonnules similaires ont été données, sans preuver pôr S.
i lAÏ i l lEs et J. POSPIECH /34a1 et appl iquées à une l l lustraf ion nrmériqræ.Leur

Justi f icat ion a été publ iée ultérieurement par s. rrATTHlEs /33/, dans un travai l
où  i l  u t i l i se  l ' o rd re  d ' in tégra t ion  cor rec t ,  d iscu té  au  paragraphe 6 .2 .3 .

6 .4 .  Généra l i sa t io r .  aux  d is t r ibu t ions  ( fonc t ions  gênéra l i sées)

Dans le  cas  de  l 'o r ien ta t ion  idéa le  représentée  par  la  d is t r ibu t ion
d e  D I R A C  0 ( g )  c e n t r é e  e n  I ' o r i g i n e  l ,  i l  e s t  p o s s i b l e  d , e x p l i c i t e r  1 a
décompos i t ion  éq .  (6 ;19 . )  sans  recour i r  aux  dêve loppements  en  sér ies
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d ' h a r m o n i q u e s  ê q .  ( 6 . 2 4 . )  e t  ( 6 . 2 5 . ) .  C e p e n d a n t ,  l a  f o r m u l e  ( 5 . 1 9 . )

n 'ayant  é té  démont rée  que pour  les  fonc t ions  d i f fé ren t iab les ,  i l  es t

nécessa i re  de  l 'é tendre  au  cas  des  d is t r ibu t ions  /34b/ .

Rappe lons  qu 'une d is t r ibu t ion  D es t  carac tér isée  par  1a  règ le

d ' in têgra t ion  se lon  laque l le  e l le  opêre  sur  les  fonc t ions  d i f fé ren t iab les  f

.D,  f '  =  I  o ts l  f (s)  ds (6.26. )
tt

Ains i ,  dans  le  cas  de  la  d is t r ibu t ion  de  OIRAC D =  6 ,  on  ob t ien t

< ô ,  f >  =  i  o ( g )  f ( s )  d s  =  f ( 1 1

G
( 6 . 2 7  . l

I l  es t  na ture l  d 'é tendre  aux  d is t r ibu t ions  la  fo rmule

. ô ,  f ,  =  . g ,  i t  ( 6 . 2 g . )

qu i  es t  év idente  s i  D  es t  une fonc t ion  d i f fé ren t iab le ,  en  ra ison des

re la t ions  d 'o r thogona l i té .  En par t i cu l ie r ,  la  d is t r ibu t ion  i  es t  donc

déf in ie  par  ' la  
règ le  d ' in tégra t ion

. i ,  f '  =  . 0 ,  i '  =  i ( t )  ( 6 . 2 9 . )

ce  qu i  r ev ien t  à  pose r  9  =  I  dans  l ' éq '  ( 6 .19 . ) .

0n a donc la décomposition suivante de i :

( 6 . 3 0 . )

avec

.6n ,  f '  =  f n ( l )  =  
:  /  aÈ  t ( . nÈ )  (6 .31 . ), r ,

( 6 . 3 2 . )

et

<6^, r> = r^(t)  -  1 
[no'  tsz ï  [  aË 1r1"nÈ1 - r( t 'Ë))' - n '  i r "  2 n  
à  

, ' r ,
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Le premier terme de la décomposition éq. (6.30.) montre que i
restitue' par l/2 6 , la noitié de la distribution réelle. La composante
fantôme ôn est une distribution uniformément concentrée sur une surface
définie par lgl = [ r QU€ nous appellenorns surface-fl avec S. MATTHIES /30/.
cette distribution étant positive, elle peut être interprétêe comme fonction
de texture d 'une Épart i t ion de cr is ta l l i tes qui  se déduisent  de I 'or ienta-
tion rêelle définie par 6 par une rotafion d'angle I autour d,axes â répartis
unifoymément sur la sphère Sr.

Enf in,  la  d is t r ibut ion fantôme

6 . ( s )= - l pp  44 cotrEf
2

est la oartie principale de ra fonction - r/4 c,,s? 4I , t" recours â la
partle principale étant nécessaire à cause des singufarités non intëqrables
de cette dernière fonction au voisinaqe de la surface-n, où le dénoninateur
s ' annu le .

( 6 . 3 3 .  )

i lote : Lorsqu'une fonction présente une singularité non intégrahle, i l  est
possible de l 'étendre en une distribution - ou fonction qênéralisée -
appelée partie principale de cette fonction, et notée pp.

En effet, si f est une fonction nuile au voisinage de la surface-[, r.éq.
(6,32.)  peut  s 'écr l r€ :

.Cn, ft =- 
h f t- /oâr1"d1

2 S z

T

[ *  , t n ' *
t 2
0

#E r(s)de
2

en vertu de la formule d'intégration sur G éq. (6.9.). cette équation montre
qu'en dehors de la surface-I,la distribution 6n(9) coincide avec la fonctlon

l l-; Fry
I l  est suggestif, du point de vue heuristique, de faire une repr€-

sentation graphlque des temes de cette décornposition donnée dans les
f l g .  6 . 1 .  e t  6 . 2 .

=-i I
G

( 6 . 3 4 . )



F i g .  6 . 1 .  :
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Représentat ion schêrnat ique de la décornposi t ion de ta part ie
pa i r e  d tune  o r i en ta t i on  i déa le ,  cen t rée  en  I t o r i g i ne ,  ou
texÈure cube sur face;  o^ (= l /5 rd dans la f igure) f ixe la
largeur à mi-hauteur de "  la d ist r ibut ion gaussienne. La charge
p o s i t i v e  n ? e s t  r e s t i t u é e  q u e  p o u r  n o i t i é  e n  L ' o r i g i n e  ( l / 2  ô r ) ,
f lanquée d 'une charge posi t ive fantône disÈr ibuée sur la
surface-lI

.r5l ,l

I

t ig , .  6.2.  :  Représentat ion schénat ique de 1a sect ion radia le de la f igure
: ' * : - :z  

"" ' i i - " . . i .b le 
o = lg l  ,  angle de la rotat ion g '  

-La,courbe 
en

po in t i l l é  r ep résen te  1a  d i sc r i bu t i on  vo lum ique  ôn (181 . ) '  dans

le  cas  l im i t e  d ' une  d i s t r i bu t i on  de  D IFâC  (oo . . . -  O ) '

I ,
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La f ig .  6 .1 .  donne une représenta t ion  de  l 'espace G des  or ien ta t ions ,
dans  laque l le  la  ro ta t ion  e to  es t  représentée  par  le  vec teur  oÈ appar tenant
à la bouie fermée de rayon n, Sur cette frontière, sphère de rayon n, i l
fau t  iden t i f ie r  tou t  coup le  de  po in ts  d iamét ra lement  opposés .  Dans ce t te
représenta t ion  qu i  respec te  la  s t ruc tu re  topo log ique de  G,  les  répar t i t ions
des  d iverses  composantes  o(g) '6n(9)  e t  on(g)  appara issent  de  façon ne t tement
p lus  comprêhens ib le  que dans  le  t rad i t ionne l  cube paramét ré  par  1es  ang les
d ' E U L E R  { 9 t  ,  o  , f r } .  A i n s i ,  l a  s u r f a c e - I r  s u p p o r t  d e  l a  d i s t r i b u t i o n
pos i t i ve  ôn ,  es t  représentée  f ig .5 . l  par  la  sphère  de  rayon n  a lo rs  qu ,e l le
se présente sous la forme conpliguée d'une double-sel le en les paramètres
d ' E U L E R  / 3 0 / .

B i e n  q u ' i l  n e  s o i t  p a s  p o s s i b l e ,  e n  t o u t e  r i g u e u r ,  d e  d é f i n i r  l a
r e s t r i c t i o n  à  u n e  d r o i t e  d , u n e  d i s t r i b u t i o n  e n  v o l r m e ,  l a  f i g u r e  6 . 2 . ,
tracée en la variable r = lsl ,  peut être schématiquement considérée csnme
sect ion  rad ia le  de  la  f igure  6 .1 .  ce t te  f igure  mont re  que la  d is t r ibu t ion
rée l le '  qu i  n 'es t  res t i tuée que pour  rp i t ié  en  l 'o r ig ine ,  es t  f lanquée d ,une
d is t r ibu t ion  fan tôme dont  la  masse pos i t i ve  se  concent re  essent ie l lement  au
vo is inage de  o  =  r r .  Par  a i l leurs ,  la  d is t r ibu t ion  fan tôme ôn( r , r ) ,  fonc t ion
d i f fê ren t iab le  en  dehors  du  vo is inage de  l t ,  oÉsente  une d iscont inu i té  pour
rr) + n. Dans le voisinage de o = II ,  ôn (Qui ne peut olus être représentée
par  une fonc t ion  d i f fé ren t iab le )  e t  en  se  l i v ren t  un  combat  dont  l ' i ssue
dépend '  en  tou te  généra l i té ,  de  la  régu la r isa t ion  cho is ie  pour  les  fonc t ions
généra l i sées  6n  e t  6n .  Toute fo is ,  avec  les  rêgu la r isa t ions  c lass iques  par  les
fonctions gaussiennes, la courbe 6n, après avoir longtemps suivi les yaleurs

négat ives  de  1 'êquat ion  idéa le  (6 .33 . )  -  courbe t racée en  po in t i l l ês  dans  la
f iq .6 .2 .  - ,  remonte  bru ta lenent  au  vo is inage de  n  pour  a t te indre  un  max imrm
pos i t i f .  A ins i ,  pour  les  fonc t ions  gauss iennes é t ro i tes  ( fa ib le  la rgeur  à
mi -hauteur ) ,  1a  d is t r ibu t ion  6n  es t  p rédominante ,  au  vo is inage de  l I ,  par
rappor t  à  la  d is t r ibu t ion  en  /35 ,36 / .  I l  en  résu l te  que la  courbe f ig .  6 .2 . ,
somme des deux fantônres, présente un minimum négati f  assez plat,  i f lnêdiatement
su iv i  d 'une remontée bru ta le  jusqu 'à  un  nax imum at te in t  en  t t .
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6.6.  Expression in tégra ' le  de i (9)  et  de fa dans le  cas de cr is taux

non-centrosynétri ques

Les résul tats  obtenus jusqu'à présent  concernent  le  calcu1 de

l 'expression in tégra le de la  fonct ion déterminabte i191 dans le  cas de

cristaux centrosynrétr:iques, correspondant â la prenière colonne de la table

5.1.  L 'extension de ces résul tats  au cas des cr is taux non-centrosymétr iques '
correspondant aux deux colonnes de droite de la même table, est obtenue en
conplétant  l 'expression (5.1. )  de f6(S)  :

t -
r ^ ( s )=^  t r ( s )  ( 6 .35 . )- 2

par  l 'opérateur  de t ranslat ion T( !O).  0n obt ient  a ins i  l 'e t tension de la

formule (6.19.  )

- I 9r 9r.
f ( s ) = 1 1 1 n 1 *  " f n { g ) +  " f n ( S )  ( 6 . 3 6 . )

2

Les fonctions translatées par !O s'êcrivent, dans 1a convention du repère

f i x e :

6"- rn (s )  =  fn (e .sb)  
(6 .37 . )

6*
" f n (9 )  =  f n (9 .9g )

L'ensemble des propriétês établies au chapitre 6, pour le fantÛne

f6(g)  reste valable,  à condi t ion de considérer  la  t ranslat ion !O :

'btr{s) = norn{n) 
* 

norn{n)
(6 .38 .  )

Cette translat ion peut s' interpr€ter, simplement, comnte un changement

du repère  KO l ié  au  c r is ta l ;  dans  1es  dêve loppements  en  sér ie  d 'harmon iques

sphér iques  généra l i sês ,  e l le  es t  réa l i sée  au  moyen de  la  fo rmule  d 'add i t ion '

é q .  ( L 2 2 . ) .



7 5 -

7.  DESCRIPTION DES SYMETRIES ADDITIONNELLES,  INTRODUITES PAR LE PROCESSUS

DE LA DIFFRACTION

ce chap. i t re  é tud ie  les  symét r ies  add i t ionne l les  qu i  son t  in t rodu i tes

par  le  p rocessus  de  la  d i f f rac t ion ,  lo rs  de  la  mesure  des  f igures  de  pô les .

c e t t e  é t u d e  n ' a  p a s  I ' a m b i t i o n  d ' a n a l y s e r  l e s  p r i n c i p e s  d e  l a  t h é o r i e  d e  l a

dif fract ion des rayons x ou des neutrons. El le a simplement pour but de

préc iser  les  l im i ta t ions  supp lêmenta i res  de  la  fonc t ion  de ter rn inab le  i (g ) ,

par  e f fe t  de  la  lo i  de  FRIEDEL,  en  d i f f rac t ion  normale .  Par  a i l leurs '  la

p o s s i b i l i t é  d e  l e v e r  c e t t e  i n d é t e r m i n a t i o n  a d d i t i o n n e l l e ,  e n  v i o l a n t  l a  l o i

de  FRIEDEL (en  d i f f rac t ion  anomale) ,  es t  examinée.

A u c h a p l t r e 5 , n o u s a v o n s v u q u e l a f o n c t i o n d e d e n s i t é a x i a l e
déterminable À1f i , j1  est  1a superposi t ion des stat is t iques dro i te.  et  gauche

( ê q .  5 . 4 . )  :

ÀtÈ,i l  = uR nR (Ë,û) + uL nL 1fi , f1 ( 7 . 1 . )

A  c e  s t a d e  d e  1 ' a n a l y s e  d e s  s y m ê t r i e s '  o n  s u p p o s e  q u e  l ' é q '  ( 7 ' l ' )

d is t ingue les  cont r ibu t ions  respec t ives  des  d i rec t ions  c r is ta l lograph iques

+f i  e t  -È .  En d 'au t res  te r f les ,  ce la  rev ien t  à  supposer  la  ronc t ion  À(È '$ )

non-centros1métrique en 1a variable Ë :

Àt-Ë,îi * Â(+Ê,i)

E n  f a i t ,  l ' e x p r e s s i o n  ê q .  ( 5 . 5 ' )  m o n t r e

symétrie se transporte irmédiatenent en

( 7 . 2 ' )

gue cette propriété de non-centro-

1a  va r i ab le  !  :

À(fi,-ï l  * À1Ê,!1 ( 7 . 3 . )

pu isque s i  l ' on  change les  deux  vec teurs  È  e t  !  en  leurs  opposés '

l ,express ion  (5 .5 . )  es t  invar ian te .  0n  supposa i t  donc  imp l ic i tement  -  au

chapitre 5 - que même si les dif fract ions dues aux normales +fi  et -f ,  avaient

é té  in i t ia lement  superposées dans  le  compteur ,  e l les  é ta ien t  u l té r ieurement

séparées  par  le  ca lcu l .  Nous a l lons  examiner  p lus  a t ten t ivernent  le  p rob lème

de ce t te  superpos i t ion .



Les expér iences  de  d i f f rac t ion  po lyc r is ta i l ine  sont  essent ie r renent
e f fec tuées  par  ra  gon iomét r ie  de  tex tu re ,  due â  scHULZ,  La  fonc t ion  dedens i té  ax ia le  g r ise  À1È, jy  n ,es t  pas  mesurab le  pour  le  cont inuum des
vec teurs  F ,  ma is  un iquement  pour  des  va leurs  d isc rè tes  de  È sé lec t ionnées,
en  yer tu  de  la  lo i  de  BRAGG,  d ,après  leur  d is tance in te r r€ t i cu la i re  d+  :

- 7 6 -

2 d 6 s i n % = n r

Ains i ,  les f igures de pôles accessib les à la  mesure :

È6tïy = Â1Ê,!y

À = 'È À1È,f1 * o_6 Àr-f,, it

cor respondent  à  des  va leurs  d isc rè tes  par t i cu l iè res  de  f i  (p ics  ou  ra ies  de
d i f f rac t ion) .  conme la  lo i  de  'RAGG éq.  (7 .4 . )  sê lec t ionne un iquement  une
d i s t a n c e  i n t e r r é t i c u l a i r e  d 6 , i l  e s t  c l a i r  q u e  l e  c o m p t e u r  t o t a l i s e  l a  d i f -
f rac t ion  due aux  p lans  c r is ta l lograph iques  +È e t  ce l le  due aux  p tans  c r ls ta t -
lograph iques  -È .  Dans ce t te  superpos i t ion ,  les  cont r ibu t ions  des  p lans  +È
et  -Ê  en t ren t  avec  des  in tens i tés  p rooor t ionne l les  à  leurs  fac teurs  de
s t ruc ture  lF*61 e t  lF -6 f  resoec t i f s .  En  fa i t ,  i l  es t  p ré fé rab le  d , in t rodu i re
res  rac teurs  de  s t ruc tu re  û5 ,  dé f in is  à  par t i r  des  précédents  par  ra  cond i t ion
de norme :

'.Ë=rr-Èr+-rr+

( 7  . 4 . )

( 7 . s . )

( 7 . 6 . )

( 7  . 7 . )

et  une re la t ion  s iml la i re  pour  0_Ë.

A i n s i ,  l ' e x p r e s s i o n  d e  l ' i n t e n s i t é  t o t a l i s é e  d a n s  l e  c o m p t e u r  p e u t
s ' é c r i  r e  :

E n  r a i s o n  d e  I ' o p é r a t i o n  -  r a p p e l é e  é q .  ( 5 . 1 1 . )  -  d e  l , i n v e r s i o n  c e n t r a l e  i
sur  

' les  
hannon iques  sphér iques  s imp les  :

k ;m ( -È )  =  ( - l ) r  k ;m  (+È) ( 7 . 8 . )
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l a fonction superposée À Peut

ÀtÊ,ïl = I 
4*

l m n  2 l + l

(o*6 + (-r)r o-gl ôfn kim(È) kT(i) ( 7 .e . )

7.1 .  Mesures  e f fec tuées  en  d i f f rac t ion  nonna le

I l  es t  b ien  conhu quer  dans  les  cond i t ions

1e processus de dif fract ion est centrosymétrique.

t radu i t  par  la  lo i  de  FRIEDEL :

de  Ia  d i f f rac t ion  norna le '

Cette centrosymétrie se

lF* f i |2  =  lF -È |2 ( 7 . 1 0 . )

En raison de cette relat ion de synétr ie, les tennes impairs du développement

e n  s é r i e  ê q .  ( 7 . 9 . )  d i s p a r a i s s e n t .  S i  l ' o n  r e p r e n d  l a  t a b l e ,  a n a l o g u e  à _ l a

tab le  5 .1 . ,  des  coef f i c ien ts  de  tex tu re  ô [n  de  la  fonc t ion  de  tex tu re  f (g )

dé terminab le  en  d i f f rac t ion  po lyc r is ta l l ine  nonna le ,  on  ob t ien t  la  tab le  7 .1 .

9rl
2 (miro i r ) I

:
r (  g ) I  p a i r l + m  p a i r  e t  I  p a i r 1+[  oai r  et  1 pai r

r (s) I  impa i r l+m impa i r  ou  I  impa i r 1+| lmpair ou 1 impai

Tab le  7 .1 .  :  Déf in i t ion  des  règ les  de  sé lec t ion  sur  les  coef f i c ien ts
des part ies déterminables et non déterminables' par
pr inà ioe ,  dans  les  cond i t ions  de  la  d i f f rac t ion  normale '

Dans le  cas  de  c r is taux  cent rosymét r iques ,  la  lo i  de  FRIEDEL ne ra jou te

ôucune res t r i c t ion  add i t ionne l le .  Cec i  es t  compréhens ib le ,  pu isque le  cent re
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de symét r ie  Ï  imp l ique dé jà  1a  cent rosymét r ie  de  la  d i f f rac t ion ,  sans  qu , i l
so i t  nécessa i re  de  fa i re  appe l  à  la  lo i  de  FRIEDEL,  En revanche,  dans  les
d e u x  d e r n i è r e s  c o l o n n e s  d u  t a b l e a u ,  l a  l o i  d e  F R I E D E L  e n r i c h i t  a r t i f i c i e l -
lenren t  la  symét r ie  c r is ta r l ine  en  une synét r ie  qpæante ,  qu i  es t  ce l re
de la  c lasse  de  LAUE cor respondante .  I l  en  résu l te  une per te  d ' in fo rmat ion
supp l  émnta i  re .

Pour  des  c r is taux  non cent rosJmét r iques ,  la  lo i  de  FRIEDEL peut  ê t re
v io lée  par  le  recours  à  ra  d i f f rac t ion  anomale  /37 ,3g / .  En  e f fe t ,  lo rsque
l a  l o n g u e u r  d ' o n d e  u t i l i s é e  s e  s i t u e  a u  v o i s i n a g e  d , u n e  d i s c o n t i n u i t é  d , a b -
sorption d'un atome - qui doit  nécessairement être fortement absorbant - la
d i f f rac t ion  peut  s 'écar te r  d 'au tan t  p lus  de  la  cent rosynré t r ie ,  que le  rappor t .
de  BIJVOET r  es t  p lus  é levé :

. = 2  
t È - - 5 = z ( 0 6 - o _ f i )

0È * 0-È

;mnt z l + l

( 7 . 1 1 . )

Ains i '  s i  les  mesures  de  f igures  de  pô les  sont  e f fec tuées  dans  les  cond i t ions
d e  l a  d i f f r a c t i o n  a n o m a i e ,  l a  p a r t i e  i m p a i r e  d e  1 , é q .  ( 7 . 9 . )  e s t  a c c e s s i b l e
à  la  mesure  , /39 / :

( 7  . 1 2 . )
;mn
" 2  1 + l

irn _ ;mn
"21  -  

"21

I
2

La cond i t ion  de  synét r ie  add i t ionne l le  I  pa i r  de  la  tab le  7 .1 .  ne  condu i t
donc  pas  à  une indéterminab i l i té  de  pr inc ipe .  Le  recours  â  la  d i f f rac t ion
anona le  devra i t  pennet t re ,  en  généra l ,  de  ramener  1a  dé f in i t ion  de  la  par t ie
non dé terminab le  f (9 )  â  ce l le  qu i  es t  résumée dans  la  tab ie  5 .1 .

En e f fe t ,  les  va leurs  du  rappor t  r  de  BIJVOET ont  é té  rappor tées  dans
la  l i t té ra tu re  comme var ian t  de  que lques  pour  cent  jusqu,à  0 .9  1dg1,  e t  pouvant
même ê t re  p lus  impor tan tes  pour  un  cho ix  appropr ié  de  la  longueur  d 'onde,  au
v o i s i n a g e  d ' u n e  d i s c o n t i n u i t é  d ' a b s o r p t i o n  ( c f .  T a b l e s  I n t e r n a t i o n a l e s  d e ' l a
Cr is ta l lograph ie  /41 / ) .  La  d i f f rac t ion  anomale  a  é tê  éga lement  observée en
diffract ion de neutrons; dans le cas du tartrate pentahydraté de cadmium, une
vafeur  moyenne de  0 ,L77 a  é té  t rouvée pour  les  rappor ts  de  BIJV0ET,  dont  la
va leur  max imale  é ta i t  de  0 .56  /4? / .  Ces  va leurs  sont  p résumées su f f i samnent

é levées  pour  permet t re  d 'app l iquer  la  méthode qu i  es t  décr i te  dans  ce

chap i  t re .
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8. APPROXIMATION DE LA PARTIE NON-DETERHINABLE i(q)

8 .1 .  Pr inc ipe  de  la  méthode du  dona ine  nu l

I1 a été montrê dans les chapitres précédents gue, dans le cas de

matériaux non ênantignorphes, 1a composante fR(S) de la fonction de texture

peut être choisie conrne seule conposante indêpendante, et l ' indice R peut

donc être omis. Cette fonction de texture f(9) peut être décomposée de façon

canon ique,  a ins i  qu ' i l  a  ê tê  vu ,  en  la  sorme :

- :
f ( e ) = f ( s ) + f ( s ) ( 8 . r . )

Au chapi t re 5,  nous avons vu que le processus de ' la  d i f f ract ion

polycr is ta l l ine ne donne pas d i rectement  accès aux fonct ions i (g)  o,  i (g)

de  l ' éq .  ( 8 .1 . ) ,  ma is  un iquemen t  â  l a  f onc t i on  de  dens i t é  ax ia le  g r i se  :

( 8 . 2  . )

Le passage de la fonction de texture f(g) aux fonctions de distr i-

bu t ions  ax ia les  À( f i , ï )  peut  ê t re  dêcr i t ,  au  po in t  de  vue mathémat ique,

comme une opération de proiect ion. I l  n'est pas nêcessaire' pour les besoins

de cet exposé, de donner 1a définit ion mathêmatique prêcise de cet opêrateur

de proiect iont, que nous noterons de façon sylnbol ique PÈ. En revanche' i l

conv ien t  de  dé f in i r  I ' ac t ion  de  e6  sur  les  deux  composantes  de  l 'éq .  (8 .1 . )

À(n,ïr =# 
|;', 

ds-# 
l=Ï,',,'

4 ti lslt = Àtfi,Tl = Ë6tïl

e5 t i ts l l  = o

( 8 . 3 .  )

( 8 . 4 . )

Les chap i t res  4  e t  5  mont ren t  en  e f fe t  que l ' i nvers ion  des  fonc t ions  de

dens i té  ax ia les  -  so i t  encore '  ce l le  des  f igures  de  pô1es Ègt Ï l  -  condu i t



un iquement  à  la  par t ie  dé terminab le  de  la  fonc t ion  de  tex tu re  i1g1.  nor .
ce t te  même ra ison,  la  par t ie  i1g ; ,  ou i  d ispara i t  to ta lement  des  f igures  dep ô l e s  ( é q . ( 8 . 4 . ) ) ,  a  é t é  d é n o m n é e " r a  p a r t i e  n o n - d é t e r m i n a b l e  p a r  p r i n c i o e , , .

En  fa i t ,  ce t te  par t ie  i lgy  n"  peut  pas  var ie r  de  façon to ta lement
a r b i t r a i r e ;  e l l e  e s t  r e s t r e i n t e  p a r  1 a  c o n d i t i o n  d e  p o s i t i v i t é  d e  r a  f o n c t i o n
d e  t e x t u r e  é q .  ( g . l ; )  :

La  cons idéra t ion  de  ce t te  in fo rmat ion  add i t ionne l le  fourn i t ,  de  façonind i rec te ,  une in fo rmat ion  sur  i1g1.  fn  e f fe t ,  s i  l ,on  dés igne par  Zo  1ed o m a i n e  n u l  d e  I ' e s p a c e  d e s  o r i e n t a t i o n s  G  -  i . e . ,  l , e n s e m b l e  d e s  r o t a t i o n s
g  e n  l e s q u e l r e s  f ( g )  p r e n d  l a  v a l e u r  z é r o  -  l , é q u a t i o n  ( g . 5 . )  d e v i e n t  u n eéga l i té  qu i  dé tenn iner  sur  le  domaine  zo ,  i (g )  corme . l ,opposé 

de  la  par t ie
d é t e r m i n a b l e :

- :
r ( g )  =  r ( s )  +  f ( s )  > 0 ( 8 . s . )

r (s )  =  -  r (s ) v g e z o ( 8 . 6 . )

J o = 9 h ( 8 . 7 .  )

De  n iême '  l a  f onc t i on  pos i t i ve  
no r (n )  

, ' annu re  su r  l e  t r a j e t  de  r , i n tég ra le
du second terme,  déf in i  par  l ,êquat ion

Yo = -gh
( 8 . 8 . )

Le  domaine  nur  Zo  es t  ob tenu â  par t i r  des  domaines  nurs  Z f i  cor respondants
d a n s  l e s  f i g u r e s  d e  p ô l e s .  A i n s i , 1 , é q .  ( g . 2 . )  m o n t r e  q u e  s i  u n e  f i g u r e  d epôtes  À(Ê,yo)  s 'annu le  en  un  po in t  Jo ,  la  fonc t ion  pos i t i ve  f (g )  es t  néces_
s a i r e m e n t  n u t e  s u r  t o u t  l e  t r a j e t  d e  l ' i n t ê g r a l e  c u r v i l i g n e ,  d é f i n i  p a r  l ar e l a t i o n  :

L , e n s e m b l e  d e s  o r i e n t a t i o n s  g  d é f i n i e s  p a r  l e s  é q .  ( g . 7 . )  e t  ( g . g _ )
cons t i tue  le  domaine  nu l  de  I 'espace des  or ien ta t ions ,  qu i  es t  dé terminé  âpar t i r  du  dorna ine  nu l  Z f ;  de  la  f igure  de  pô les  e6( i ) .  f_e  domaine  nu l  zo
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oue I 'on  recherche cont ien t  la  réun ion  des  domaines  nu ls  dé tenn inés  à  par t i r

des  d i f fé ren tes  f igures  de  pô les  P6( ! )  d isoon iu les .

La  par t ie  non dé terminab le ,  par  p r inc ipe ,  es t  a ins i  connue exac tement

dans  le  domaine  nu l  Zo ,  d 'après  l 'éq .  (8 .6 . ) .  Lorsque ce  domaine  nu l  es t  su f -

f i sament  vas te ,  une approx imat ion  ae  i1g ;  peut  ê t re  é tendue à  tou t  l ' espace

des or ien ta t ions  G,  â  par t i r  de  la  cond i t ion  de  min imisa t ion  de  l 'écar t

quadra t ique sur  
' le  

domaine  connu Zo.

La  réso lu t ion  pra t ique de  ce t te  cond i t ion  de  min imum quadra t ique es t

part icul ièrement corrnode si l 'on considère les développements en séries

d 'harmon iques  sphér ' iques  généra l i sés  des  fonc t ions  f (g )  e t  f (g )  /43a,  b /  :

J t - i tsr  -  i1 i1n ,  s l l2 dg = min (8 .e .  )

(8 .  10 .  )

zo
Les coeff icients de texture ôfn fournis par 1a condit ion de minirnurn

éq.  (8 .9 . )  son t  dé f in is  par  la  tab le  5 .1 .  lo rsque les  f igures  de  pô les  sont

dé terminées  en  d i f f rac t ion  anomale ,  e t  par ' la  tab le  7 ,1 .  lo rsqu 'e l les  sont

dé terminées  dans  les  cond i t ions  de  la  d i f f rac t ion  normale .

8 .2 .  Méthode de  rêso lu t ion  g loba le  e t  méthode de  réso iu t ion  i té ra t i ve

La fonc t ion  f (g )  de  l 'éq .  (8 .9 . )  peut  ê t re  déve loppée en  une sér ie
d'harmoniques_sphér iques généra1 isés :

I
i rnl  =' ï '  ôi"  {n rol

lmn

Dans ce t te  express ion ,  le  carac tère :  ,  sJmbo le  de  la  par t ie  non
déterminab le ,  ind ique que les  ind ices  I  e t  m vér i f ien t  les  règ les  de  sê lec t ion
d é f i n i e s  d a n s  l a  t a b l e  5 . 1 .  o u  d a n s  l a  t a b l e  7 . 1 , ,  s e l o n  l e s  c o n d i t i o n s  d e
mesure. Le rang maximal lr* peut être dif férent du rang maximal irr* d" l .
sér ie  cor respondante  pour  la  par t ie  f (g )  dé terminab le  par ' les  né thodes c lass iques
de l 'ana lyse  des  tex tu res .
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En posant  :

( -
. |  

t tn l  r fn{s) as = -ufn

zo

I
zo

r fnts) r f in ' tsl  as = "f f i  
nn'

( 8 . r 1 . )

( 8 . 1 2 . )

la  résolut ion du système

( 8 .  1 3 .  )

( 8 . 1 4 .  )

l es  coef f i c ien t t  ô fn
d ' é q u a t i o n s  l i n é a i r e s

:
I max
ç  imn 

-mm'
I  " l  o l l ,

'lmn

peuvent être obtenus par

n n '  _  ] m ' n '-  o l t

L a  s o m m e  p o r t e ,  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  ( g . 1 3 . ) ,  s u r  t o u t e s  l e s  v a i e u r s
de I '  m e t  n  compat ib les  avec  les  règ les  de  sé lec t ion  qu i  carac tér isen t  res
c o e f f i c i e n t s  C j " '  ( r a U t e  5 . 1 .  o u  7 . 1 . )

Dans la  méthode de  résoru t ion  groba le ,  1e  sys tàne d ,équat ions  r inéa i res
e s t  r é s o l u  t e l  q u , i l  s e  p r é s e n t e  é q .  ( g . 1 3 . ) ;  . t a  

s o l u t i o n  f o u r n i t  t o u s  l e s
coef f i c ien ts  ô fn  ,  j r rau 'au  rang max imal  i r . r .

En  fa i t ,  i r  es t  na turer  d 'o rdonner  res  coef f i c ien ts  ôTn d ,après  res
r a n g s  l  c r o i s s a n t s .  D e  p l u s ,  l a  s é r i e  q u i  r e p r é s e n t .  i t s ) ,  é c .  ( g . 1 0 . ) ,  n ' e s t
s ign i f i ca t i ve  qu 'à  la  cond i t ion  que les  coef f i c ien ts  ô fn  se  s i tuent ,  en  fonc t ion
des  rangs  I  c ro issants ,  sur  une courbe de  convergence régu l iè re .  A ins i ,  le
c h o i x  d e  l a  v a l e u r  l r . ,  o p t i m a l e  e s t  c r i t i q u e .  C e  c h o i x  p e u t  ê t r e  f a c i l i t é
s i  l a  c o n d i t i o n  d e  m i n i m i s a t i o n  ê q .  ( g . 9 . )  e s t  r é a l i s é e  p a r  i t é r a t i o n s  s u c c e s -
s i v e s  s u r  l e s  r a n g s  I  c r o i s s a n t s  :

J r-irsr -
7o

D a n s  c e t t e  e x p r e s s i o n ,  l i ^  d é s i g n .  l a  c o n t r i b u t i o n  d u  r a n g  À  à  l a  f o n c t i o n  i 1 g y .

l 1r - I  :  :

I  a f  -  n f -  \ z = 6 i n*  À  ' ' 1  t
,  _ i

o
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En vue de  la  dé terminat ion  des  coef f i c ien ts  imn,l  oe rang I oonne, au moyen

d e  l a  c o n d i t i o n  d e  m i n i m u m  é q .  ( 8 . 9 . ) ,  l a  p a r t i e _ f ( g )  c o n n u e  p a r  l e s  m è t h o d e s

c lass iques  es t  complé têe  par  les  cont r ibu t ions  a f^  dé jà  dé terminées  nar  les

i té ra t ions  précédentes ,  jusqu 'au  rang l -1 .  Le  premier  rang qu i  con t r ibue à

la  par t ie  non dé terminab le  par  p r inc ipe  es t  no té  lo .  A  t i t re  d 'exemple ,  dans

l e  c a s  d e  c r i s t a l l i t e s  a p p a r t e n a n t  à  l ' h o l o é d r i e  c u b i q u e ,  l a  p a r t i e  f ( g )

co inc ide  avec  la  par t ie  impa i re ,  e t  le  p remier  rang impa i r  à  posséder  des

fonctions harmoniques adaptêes à la symétrie cubique est lo = 9. Dans cette

méthode de  réso lu t ion  i té ra t i ve ,  la  fonc t ion  dé ter rn inab le  i1g)  es t  p rogres-

s ivement  rêsorbêe par  ce l le  à  dê terminer  f (g ) ,_a ins i  que f  ind ique la  cond i t ion

de min imisa t ion  éq .  (8 .14 . ) .  Les  coef f i c ien ts  ô fn  sont  ob tenus ,  pour  un  rang

I  donné,  conme so lu t ions  du  sys tème d 'ëquat ions  l inêa i res  /21a l

c  imn 
=mn'  

nn '
l .  L t  0 l r r-  |  t l

mn

l - l
I '  ç  l m t ' n t t  

= m ' m u n t n u

L -  Z  u À  o l t

^= io m"n "

= m t n '
= a r ( 8 . 1 5 . )

- m r n r  = m , m u n r n u
Les constantes aj '  "  et c ' j '^" '  "  " qui entrent dans l 'écri ture de ce système

d 'équat ions  l inéa i res  conservent  la  même s ign i f i ca t ion  que dans  la  méthode

d e  É s o l u t i o n  g l o b a l e .  E l l e s  s o n t  d é f i n i e s  p a r  1 e s  é q .  ( 8 . 1 1 . )  e t  ( 8 . 1 2 . ) .

Les  coef f i c ien t ,  à t "n"  qu i  appara issent  dans  l 'express ion  du  second

membre  du  sys tème éq.  (8 .15 . )  son t  dé jà  dé terminês  par  les  i té ra t ions  précé-

dentes ,  pour  les  rangs  in fë r ieurs  au  rang l ,  rang ac tue l  du  ca lcu l .

8 .3 .  Exemples  d 'app l i ca t ion  de  la  nÉthode du  domaine  nu l

La méthode du domaine nul a été appl iquée à deux exemples qui

cor respondent  tous  deux  à  des  c r is ta l l i tes  appar tenant  à  l ' ho loédr ie  cub ique.

La  synÉt r ie  c r is ta l l ine  cub ique in te rv ien t  en  e f fe t  t rès  f réquenment  dans  les

é tudes  pra t iques  de  tex tu re ,  en  ra ison de  l ' i n té rê t  indus t r ie l  qu 'o f f ren t  de

n o m b r e u x  m a t ê r i a u x  c u b i q u e s ,  t e l s  l e  f e r ,  l e  c u i v r e ,  l ' a l u m i n l u m ,  l e  l a i t o n

etc . . ,  Rappe lons  que dans  le  cas  de  c r is taux  cent rosymét r iques ,  les  par t ies

déterminab ' le  f (g )  e t  non dê terminab le  f (g )  co înc ident  respec t ivement  avec  les
par t ies  pa i res  e t  inpa i res  de  la  fonc t ion  de  tex tu re  f (g ) .  Par  a i l leurs ,  le

premier rang auquel apparaissent des fonctions de symétrie cubique impaires

es t  lo  =  9 .  La  première  é tude por te  sur  un  modèIe  théor ique,  la  seconde sur

un  échant i l lon  de  cu iv re  laminé.
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8.3.1. Foncl ion modè.Î_e du tupe ioncLion qaruaiennz

La va l id i té  de  ra  méthode du  domaine  nur  a  é té  démont rée  sur  une
fonc t ion  de  tex tu re  théor ique.  une fonc t ion  de  d is t r ibu t ion  gauss ienne a  é té
c e n t r é e  s u r  

' l ' o r i e n t a t i o n  
:

g o  =  t l l 0 ) < 1 1 2 > ( 8 .  1 6 .  )

Cet te  même or ien ta t ion ,  typ ique de  la  tex tu re  de  laminage du  la i ton ,  a  é té
cho is ie  par  S .  MATTHIES e t  J .  POSPIECH /34 /  dans  un  t rava i l  récent  qu i
p roposa i t  de  mont rer  I 'e f fe t  de  1a  par t ie  i1g1 a"  la  fonc t ion  de  tex tu re
p a r  l e  b i a i s  d ' i l l u s t r a t i o n s  n u m é r i q u e s .  L a  d i s p e r s i o n  a u t o u r  d e  l , o r i e n -
ta t ion  9o  de  l 'éq .  (8 .16 . )  a  é té  supposée de  fo rme gauss ienne,  ne  dépendant
que de  1a  d is tance o  de  go .  s i  g  dés igne une or ien ta t ion  dans  le  vo is inage
d e  g o ,  a l o r s  o  :

.  =  l o o - l l ( 8 .  1 7 .  )

dés igne la  d is tance de  I 'o r ien ta t ion  g  à  9o .  La  fonc t ion  de  tex tu re  a  é té
supposée de la forme

- rg  )
f ( g ) = s o e  

' ' o '

( 8 . 1 8 . )

avec  60  =  7o .  Ce cho ix  cor respond à  une la rgeur  to ta le  à  mi -hauteur  éga le  à  :

b =  / 4 - 1 1 T  d o = i l . 7 o ( 8 . 1 9 .  )

n6  t f o )  <  o .os (8 .20  .  )

pour  la  fonc t ion  gauss ienne.  pour  ce t te  fonc t ion  théor . ique éq .  (g . lg . ) ,  les
coef f i c ien ts  pa i "s_ôfn  e t  impa i rs  è f l  on t  pu  ê t re  ca lcu lés  / l / .  A  par t i r
des  coef f i c ien ts  è fn  pa i rs ,  quat re  f igures  de  pôres  expér imenta les  cor res-
p o n d a n t  à  l a  d i f f r a c t i o n  d e s  p l a n s  ( 1 l l ) ,  ( 2 0 0 ) ,  ( Z Z O 1  e t  ( 3 l l )  o n t  é t é
c a l c u l é e s , f i g . 8 . l .  L e s  d o m a i n e s  n u l s  Z f ;  d e  c e s  f i g u r : e s  d e  p ô l e s  t h é o r i q u e s , r e -
c a l c u l é e s  à  p a r t i r  d e s  c o e f f i c i e n t s  è f n  p a i r s , o n t  é t é  d é f i n i s  p a r  l ' i n é g a l i t é  :
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A par t i r  des domaines nuls Zf ;  des

1'espace des or ientat ions G a été

f i gu re  8 .2 .

Ensuite, la méthode du domaine nu1 a pu être appl lquée au calcul des

coeff icients i fn i tnai"s. Ceux qui ont étê obtenus par la méthode de réso-

l u t i o n g l o b a l e p r é s e n t e n t u n a c c o r d r e m a r q u a b l e a v e c l e s c o e f f i c i e n t s

" théor iques l  p révus  par  
' le  

ca lcu l  d i rec t ;  les  va leurs  moyennes des  d i f fé rences

re la t i ves  
o l l  

,on t  in fé r ieures  â  2% ( f ig '  8 '3 ' ) '  La  méthode de  réso lu t ion

i té ra t i ve . i la r ia  à  des  Ésu l ta ts  s imi la l res  à  ceux  de  1a  méthode de  réso-

l u t i o n g l o b a l e ( f i g . 8 ' 4 . ) . C e p e n d a n t , l e s c o e f f i c i e n t s i m p a i r s a i n s i o b t e n u s

sont systématiquement inférieurs à ceux obtenus par la méthode de Ésolut ion

g l o b a l e ( f i 9 . 8 . 4 . ) ; d o r é n a v a n t , s e u l e c e t t e d e r n i è r e m é t h o d e d e r é s o l u t i o n

s e r a c o n s i d é r é e . L a f i g u r e S . 3 . m o n t r e q u e d a n s l e c a s p a r t i c u l i e r d . u n e

f o n c t i o n d e t e x t u r e g a u s s i e n n e , l e s v a ] e u r s m o y e n n e s d e s c o e f f i c i e n t s

irnoairs sont aussi êrevées que res vareurs moyennes des coeff icients pairsi

e n e f f e t , l e s c o u r b e s r e s p e c t i v e s d e c o n v e r g e n c e d e s c o e f f i c i e n t s p a i r s e t
' impa i rs  se  c ro isent .  La  f igure  8 '5 'a  mont re  les  sec t ions '  à f2  cons tan t '  de

la  fonc t ion  de  tex tu re  pa i re  i1g1 '  La  f igure  8 '5 'b  p résente  les  sec t ions '

à  g ,  cons tan t ,  de  la  fonc t ion  de  tex tu re  v ra ie  f (g )  +  f (g )  '  la  par t ie  Pa i re

a y a n t é t é c o m p l é t ê e p a r l a m ê t h o d e d u d o m a i n e n u l ( v a r i a n t e d e l a r é s o l u t i o n

g l  oba l  e )  .

F i g .  8 .  l . a F i s .  8 .  l . b

f igures  de  pô les ,  le  domaine  nu l  Zo  de

dêterminé;  i l  es t  représenté  dans  la

Figures de pôles calculées pour une fonct ion de texture

à une dist r ibut ion gaussienne cenÈrée sur 1 'or ientat ion

théorique corresPondant

8 o  - { l l 0 } < l l 2 > .



ttb

f i g .  8 . 2 .  :  Doma ine  nu l  Zo  dans  l , espace  des  o r i en ta t i ons  G ,
déterminé à parr i r  des dornaines nuls Zf  des f igures
de  pô1es  co r respondan t  à  l a  gauss ienne  F ig .  g . l .
( Les  po in t s  na rquen t  1es  o r i en ta t i ons  p résen tes .  Le
doma ine  nu l  es t ,  au  con t ra i r e ,  v i de  de  "po in t s  d ro r i en ta t i on , , ) .

F i g .  8 . 3 .  : F o n c t i o n  d e  E e x t u r e  È h é o r i q u e  g a u s s i e n n e  :  v a l e u r s
m o y e n n e s  c l e s  c o e f f i c i e n t s  C  p a i r s  e E  i n p a i r s .
C o e f f i c i e n t s  i r n p a i r s  o b È e n u s  p a r  :
.  l a  m é t h o d e  d u  d o m a i n e  n u l  ( r é s o l u t i o n  g l o b a l e )
o  l e  c a l c u l  t h é o r i q u e  d i r e c t

Coelf. C

. methode du doarainc nul
o calcul rhéorique dircct
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Fig.  8.4.  :  FoncÈion de texture théor ique gaussienne :  valeure

moyennes des coef f ic ienÈs i r ryairs obtenues par les

deux approximâtions de la néthode des domainee nuls

(nêthode globale et  uéthode i térat ive)  '

r+q
+ lF-4
o

F i g .  E . 5 . a F i g .  8 . 5 . b

La fonct ion de dist r ibuCion des or ientat ions déterninée à part i r  des f igures

de  pô les  de  l a  d i s t r i bu t i on  gauss ienne '  -  :

a )  l a  pa r t i e  Pa i r e  f ( g )  b )  l a  f onc t i on  v ra i e  f ( g )  +  f ( g )
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La même méthode du domaine nul a étê appl. iquée à la texture d,unéchant i l lon  de  cu iv re  laminé à  f ro id ,  au  taux  de  réduc t ion  de  95%.  Lesquat re  f igures  de  pô les  ( l l l ) ,  (200)  ,  (ZZO)  e t  (3 l l )  on t  ê té  mesurées ,  end i f f rac t ion  neut ron ique,  au  pas  angu la i re  de  2 .50  en  décr ina ison e t  2 .40en ro ta t ion  az imutare '  ces  mesures  on t  é tê  obr igeamment  mises  à  no t red i s p o s i t i o n  p a r  l e  D r  
_ p . 1 .  W E L C H ,  d e  I , U n i v e r s i t é  d e  C l a u s t h a l _ Z e l l e r f e l d

/44 / .  Ls  domaine  nu l  Z f ;  a  é té  dé f in i  par  la  re la t ion  :

N . . 2 / N *
( 8 . 2 1 .  )

Dans cette équation' N dës'igne le nombre d,impursions dêjà corr.igé du nornbre
l ' ]T: r t t l : i :  

**  correspondanr au bru i r  de fond de la  f isure ae pOres È6(ï ) .A  t i t r e  d ' i l l us t ra t i on ,  r es  f i gu res  de  pô res  expé r imen ta res  ( l l 1 )  e t  ( l 0o )sont  présentées dans les f igures g.6.a et  b.  pour  chacune de ces f igures de

llil';ç'l.l'ïlï.ïl J:::":ï:ï:: :ïJff,:::'î:';i.i;:;;1, ;; ;-,';;l ' espace des  or ien ta t ions  a  é té  dé terminé.  A  ce t te  f in ,  tou tes  les  o r ien ta t ionsg on t  é ' té  tes tées  au  pas  angu la i re  de  50  x  50  x  50  pour  dé terminer  s i  un  pôre
Ê tombait dans le domaine nul zf;  de la f igure de pôres correspondante. A t i tred 'exempre '  la  sec t iongz  =  ts "  Ju^dona ine  nur  Zo  a ins i  

" r . ^u ' " .a -oresentee-  

-

à  la  f igure  g '7 '  Le  domaine  nur  Zo  es t  t rès  vas te ;  i l  représente  res  2 , /3  detous  les  po in ts  d 'o r ien ta t ion  dans  Iespace des  or ien ta t ions  tou t  en t ie r(ou  espace d ,EULER) .  La  par t ie  pa i re  i lgy  de  la  fonc t ion  a"  t " r iu . .  u  e teca lcu lée  au  moyen de  l ,ana lyse  t r id imens ionne l le  c lass ique jusqu, . ;  ; . ; ; -
I ru ,  =  34 'Les  coef f i c ien ts  impa i rs  è fn  on t  é té  ensu i te  ca lcu lés  au  moyen dela  méthode du  domaine  nu l ,  dans  l 'app iox imat ion  de  la  n r rÉ thode de  réso lu t iong loba le '  qu i  ava i t  fourn i  ies  mei 'eurs  résur ta ts  sur  re  modè le  théor ique,

i:: :::::]:t::t: 
èill impairs ont ërê carcurés jusqu,au 

".ns 
,urir.r i;;-= ,,Les vareurs  noyennes des  coef f i c ien ts  de  tex tu re  pa i rs  e t  impa i rs  sont  donnéesdans la  f igure  8 .g . ,  qu i  p résente  éga lement  les  va leurs  moyennes des  er reurs
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s u r  l e s  c o e f f i c i e n t s  p a i r s .

N o t e :  L e s  f i g u r e s  d e  p ô 1 e s  c a l c u l é e s  c e n t r o s y m é t r i q u e s  f i 9 . 8 . 1 .  p e u v e n t

ê t re  ob tenues sur ' la  sphère  des  pô les  complè te ,  avec  la  p réc is ion

de ca lcu l  de  l 'o rd ina teur .  En revanche,  les  f igures  de  pô1es mesut€es

en d i f f rac t ion  de  rayons  X ne  peuvent ,  en  généra l ,  ê t re  mesurées  que

de façon incomplè te ;  i l  es t  donc  nécessa i re  de  recour i r  à  une techn ique

ind i rec te  pour  dé terminer  leur  fac teur  de  norme /45 ,46 / .  De tou te  façon,

1es  f igures  de  pô les  expér imenta les ,  même mesurées  complè tement  g râce

à  1 a  d i f f r a c t i o n  d e  n e u t r o n s  ( f i g .  8 . 5 . ) ,  s o n t  e n t a c h é e s  d ' e r r e u r s

mul t ip les  /47-51 / .  Notarment ,  1e  manque de  compat ib i l i té  en t re  les

f igures  de  pô les  exoér imenta les  peut  ê t re  mis  â  p ro f i t  pour  ca lcu le r

les  e r reurs  abso lues  ÀC'  des  coef f i c ien ts  de  tex tu re  / l /  p rêsentés

f i g .  8 . 8 .  p o u r  l ' é c h a n t i l l o n  d e  c u i v r e  ê t u d i é  d a n s  c e  t r a v a i l .

Les  coef f i c ien ts  impa i rs  se  révè len t  1égèrement  p lus  pe t i t s  que 1es

coef f i c ien ts  pa i rs ,  b ien  qu ' i l s  so ien t  du  même ordre  de  grandeur .  Ce résu l ta t

ne  pouva ' i t  pas  ê t re  p révu a  pr io r i ,  e t  i l  cons t i tue  donc  un  des  rêsu l ta ts

des  ca lcu ls  numér iques  présentés  /52a,  b / .  En  e f fe t ,  con t ra i rement  au  cas

de la  fonc t ion  modè le  gauss ienne,  la  courbe de  convergence des  coef f i c ien ts

impa i rs  se  s i tue  tou iours  d is t inc tement  en-dessous  de  ce l le  des  coef f i c ien ts

pa i rs .  Une bonne convergence des  coef f i c ien ts  impa i rs ,  te l le  que ce11e présentêe

à la  f igure  8 .8 . ,  do i t  ê t re  requ ise  a  p r io r i  pour  que la  cont r ibu t ion  de  la

par t ie  impa i re  à  la  fonc t ion  de  tex tu re  to ta le  so i t  s ign i f i ca t i ve .  Par  a i l leurs ,
' l ' o rd re  

de  grandeur  des  coef f i c ien ts  impa i rs  es t  ne t tement  supér ieur  à  l ' o rd re

de grandeur  des  er reurs  des  coef f i c ien ts  pa i rs .  Auss i '  la  par t ie  impa i re  de

la  fonc t ion  de  tex tu re  cont r ibue- t -e l le  de  façon s ign i f i ca t i ve  aux  carac té-

r i s t iques  de  la  fonc t ion  de  tex tu re  to ta le .  L ' impor tance de  la  par t ie  impa i re

de la  fonc t ion  de  tex tu re  es t  c la i rement  conf innée par  l ' exanren des  sec t ions ,

à 1 2  -  c o n s t a n t ,  d e  l a  p a r t i e  p a l r e  i 1 g ;  ( f i g . 8 . 9 . a )  e t  d e  l a  f o n c t i o n  d e

t e x t u r e  v r a i e  f ( 9 )  +  f ( g )  , ( f i g .  8 . 9 . b ) .  E n f i n '  l a  f i g .  8 . 1 0 .  i n d i q u e  d e  q u e l l e

m a n i è r e  l a  p a r t i e  i m p a i r e  f ( g )  m o d i f i e  l a  d e n s i t ê  d e s  o r i e n t a t i o n s  l e  l o n g

de la  l igne  de  sque le t te  de  la  tex tu re  de  laminage du  cu iv re .
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F i g . 8 . 6 . a

Figures de pôles mesurées

cuivre laminé à f ro id,  à
s e l o n  l ' é q .  ( 8 . 2 t , )  a  é t é
obl igeanænt fournies par

(roo)

F i e . 8 . 6 . u
par d i f f ract ion neutronique sur uD échant i l lon de

un taux de réduct ion de 952.  Le domaine nul  déterminé
repo r t é  dans  l es  f i gu res  de  pô les .  (F i gu res  de  pô lee
l e  D r  p . I .  W E L C H  / 4 4 / ) .

d
( p= l t '  .  . .

2  a a a

o a  a
a  a o

a  a o
O a
a a o a

a a o a o
a a a a a o  l l t t

o o o o o a a a

a a a a a a o a
a a o o a a a a
a a a a a a o a
o o a a a a a a a a  a a a o a o
a a a a a a a a o a a o  a a a
o a a  a o a a  a a a
o '  a a o  a a a a a

---f

@

J
g0'

gll'q0r

F ie .  8 .7 .  :  La  sec t i on  f ,

o r i  enÈ  a t  i  ons  ,

=  1 5 '  d u  d o m a i n e  n u l  Z o  d e  l r e s p a c e  d e s
p o u r  L ' é c h a n È i l l o n  d e  c u i v r e  l a o i n é ,
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Fie,  8.8.  :  Valeurs moyennes des coef f ic ients CIn et  des erreurs

Oai"  en foncÈion du rang 1,  pour l 'échant i l lon de

cuivre laniné.
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F i g .  8 . 9 . a  F i e , .  8 . 9 . b

La  f oncÈ ion  de  t ex tu re  de  1 ' échan t i l l on  de  cu i v re  l a6 i né  à  f r o i d ,  eu  raux

de  95 " .  ce t t e  f onc t i on  de  Èex tu re  a  é té  dé te ro i née  à  pa r t i r  de  4  f i gu res  de
pô les  expé r imen ta l es ,  don t  ce l l es  r ep résen tées  a r *  f i g .  8 . 6 .a  eÈ  g .6 .b ,

a )  l a  pa r r i e  p r i t .  i { e )  b )  t a  f onc r i on  v ra i e  i t * l  *  i t * l
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F ig .  8 .10 .  :  Dens i t é  des  o r i en ta t i ons  l e  l ong  de  l a  l i gne  de  sque le t t e
de  l a  F .D .O .  de  1 réchan t i l l on  de  cu i v re  l an r i né .

fd 2t 3d fd 5d c 70. rd ed
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9.  EPILOGUE :  CONSEQUINCES SUR LE CALCUL DE GRANDEURS PHYSIQUES MOYENNES

L a  f o n c t i o n  d e  t e x t u r e  s ' i n t r o d u i t ,  a i n s i  q u ' i l  a  é t é  v u  a u

chap i t re  2 ,  de  façon na ture l le  dans  le  ca lcu l  de  grandeurs  phys iques

moyennes /1 ,2 / ,  Les  grandeurs  phys iques  sont  représentées  par  des  champs

t e n s o r i e l s  o ( Ê ) ,  a e t i n i s  s u r  1 e  v o l u m e  V  d u  p o l y c r i s t a l .  L e s  v a l e u r s

moyennes cor respondantes  sont  dé f in ies  par  1 'express ion  (c f .  éq .  (2 .5 . ) )  :

dË o (ï) ( e .1 . )

qu i  peut  ê t re  décomposée en  in tégran t ,  en  premier  l ieu ,  sur  1e  vo lume V(0)

des  c r is ta l l i tes  ayant  une or ien ta t ion  0  donnée :

. f l  o t ( s . 2 . )

Dans le  cas  le  p lus  courant  des  matér iaux  non énant iomorphes,  seu le

une des  comoosantes  c te  la  fonc t ion  de  tex tu re ,  par  exemple  fR(g) ,  peut  ê t re

cons idérêe comme indépendante .  L 'express ion  de  la  va leur  moyenne peut  se

récr i re ,  au  f lEyen de  ce t te  composante  t (S)  ( f  ind ice  R peut  ê t re  omis) '

comme une in têgra le  sur  S0(3)  :

. f l  o '  = ( e . 3 . )

L 'express . ion  éq .  (9 .3 . )  es t  exac te ,  à  cond i t ion  de  dé f in i r  cor rec tement  les

grandeurs  o (g)  qu i  représenten t  les  va leurs  moyennes du  champ o(É) ,  sur  les

cr is taux  ayant  une or ien ta t ion  g  donnée.  Le  ca lcu l  de  ce t te  p remière  moyenne

fa i t  aope l  â  un  modè le  de  compor te rnent  du  po lycr is ta l ,  qu i  peut  ê t re  p lus

ou moins  compl iqué se lon  qu ' i1  p rend en  cons idéra t ion  les  cor ré la t i r "

en t re  c r is ta l l i tes ,  les  e f fe ts  de  jo in ts  de  gra ins  e tc .  Dans de  nombreux

cas ,  i l  es t  su f f i san t  de  cons idérer  que 1e  champ o(È)  ne  dépend en  fa i t  que

du champ d ,or ien ta t ion ,  S( ï ) ,  e t  non des  coordonnées d 'espace ï  e l les -mêmes.

I  u I  ouo(ï)=l  oor(o)o(o)
0 ( 3 )  v ( 0 )  o ( 3 )

=  
|  

d g  r ( g )  o ( g )

s 0 ( 3 )

_ r l
< e > = -  I

v r
v

1
v

i i  dsl ouo(ï)
s0(3)  v (g )
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Dans ce modèle élêrentaire, la grandeur moyenne <ffo> apparaît conne une
s imple  sorme des  grandeurs  o (g) ,  chacune é tan t  pondérée par  son po ids

s t a t i s t i q u e  f ( g )  a u  s e i n  d u  p o l y c r i s t a l .

De tou te  façon,  que l  que so i t  le  modè le  phys ique u t i l i sé ,  la  fonc t ion
de texture f(g) se déconpose, de façon canonique, en part ie i1g) aeterminable
e t  f (g )  "no i i -dé terminab le"  par  les  n ré thodes c lass iques  de  l ,ana jyse  des
textures :

r ( g ) = r ( g ) + f ( s ) ( e . 4 . )

En ra ison de I 'or thogonal i tê  des harmoniques sphér iques génêra1isês,
l 'expression ëq.  (9.3. )  subi t  la  même décomposi t ion :

. f l o>  =  . i ; ô ,  *  . i 1 i ,  ( e .5 . )

avec

( e . 6 . )

Lorsque la fonction de texture est détenninée à part ir  d,expériences
de d i f f rac t ion  po lyc r is ta l l ine ,  i .e .  de  f igures  de  pô les"  au  moyen de
l 'ana lyse  t r id imens ionne l te  c lass ique (sans  recours  à  la  d i f f rac t ion  anomale
n i  à  la  méthode du  domaine  nu l ) ,  la  cont r ibu t ion ,  â  la  va leur  moyenne,  du  tenne :

< f l o >  =  0  ( 9 . 7 . )

es t  nu l le ,  pu isque 1a  par t ie  i  a "  t .  fonc t ion  de  tex tu re  possède une pro jec t ion

nu l le  dans  tou tes  les  f igures  de  pô les  expér imenta les .  i , la is  en  fa i t ,  l ,é l i -
m ina t ion  du  te rme ô1g1 a .nr  le  ca ' l cu l  de  1a  grandeur  phys ique moyenne < f lo>
es t  un iquenent  jus t i f iée  s i  1a  grandeur  ohys . ioue o(g)  possède la  p roor ié tê

de symét r ie :

ô(s )  =  o  (e .8 . )

t -. r lo '  =  
. |  on i tg l  ô tg l

s0( 3)

< f l o>  =  
, |  

on  f ( s )  o ( s )

s0 (  3 )
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ce qui  n 'est  pas nècessai renpnt  vêr i f ié .

Une te l le  s i tua t ion  favorab le  se  présente  pour  le  ca lcu l  du  modu le
de YOIJNG de né taux  po lycr is ta l l ins  courants ,  te ls  le  fe r ,  le  cu iv re ,  l ,a lun in ium

etc., qui sont tous centrosynétr iques. Le module de YOUNG est une grandeur

phys ique un îax ia le ;  i l  ne  dépend pas  de  I 'o r ien ta t ion  g  complè te ,  ma is  un ique-
ment  de  la  d i rec t ion  c r is ta l l ine  f i  :

(e .e . )E(s )  =  E (Ë )

A ins i ,  l ' i n tég ra le  éq .  (9 .3 . )  su r  S0 (3 )  se  sépa re  en  l e  p rodu i t  d ,une  i n tég ra le
sur le paramètre de rotation autour du vecteur Ë, et d'une intégrale sur la
sphère S, des vecteurs fi :

< f l E >  = A(fr,y) di ( s . 1 0 . )

Lorsque la  va leur  moyenne es t  ca lcu lée  â  par t i r  de  la  fonc t ion  de

d is t r ibu t ion  ax ia le  mesurée dans  1 'expér ience de  d i f f rac t ion  po lyc r is ta l l ine ,

1a  par t ie  dé terminab le  À(È, i )  ae  la  fonc t ion  ax ia le  coTnc ide  avec  1a  par t ie

pa i re  (p remiène co lonne des  tab les  5 .1 .  e t  7 .1 . ,  pour ]es  c r is taux  cent ro -

symét r iques) ,  e t  la  va leur  moyenne ob tenue s 'écr i t  :

< f l E >  =  . f l E , ( e .  l r .  )

Dans le cas par t icu l ier  du module de Y0UNG, 1 'expression (9.11.)  est
exacte. En effet, le groupe de symétrie de toute grandeur physique contient,
au min imum, le  groupe de la symêtr ie  cr is ta l l ine en tant  que sous-groupe;  la
symétrie de la grandeur E(g) peut être éventuellement supérieure â la symétrie
cr is ta l l ine.  Ains i ,  le  module de YOUNG, par  exemDle,  est  toujours centro-
symêtrique, même pour des cristaux non centrosymétriques /2La/.11 en résulte
que :

E ( h )  =  0 ( e . 1 2 .  )

I t,*t
sz
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I1  est  donc nécessai re d 'étudier  de façon déta i l lée la  décomposi t ion
selon l 'éq.  (9.5. ) ,  en fonct . ion des d i f férentes symêtr ies cr is ta l . l ines,  et
pour  des études aussi  var iées que les propr iétés magnét iques /53,54/ ,  é last iques
/55,56/  et  p last iques /57-64/ .  De même, les études de t ransformat ions de
textures, que ce soit par déformation plastique /65_6g/ ou par changement de
phases /69-72l, devront examiner attentivement les implications de ra
déconposi t ion éq.  (9.5. ) ,  notanment  lorsqu, i l  est  fa i t  appel  à des modèles
conpl iqués qui  sont  suscept ibres d 'êtabl i r  des couprages entre des rangs r
d i f férents du dêveloppement en sêr ie d 'harmoniques sphér iques général isês.

Bien entendu,  cet  épi logue n 'a nul rement  r ,ambi t ion de dêf in i r  res
thànes de recherche avec précision, mais uniquenrent de dégager les perspectives
d'étude des propr iêtés physiques des polycr is taux,  te l les qu 'e l les se dessinent
au vu des résul tats  présentês dans ce t ravai l .
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10.  coNcLusI0N

Les rÉsultats présentés dans ce travail tentent de répondre à trois
ob jec t i f s  essen t i e l s :

-  donner une présentat ion uni f iée de la  fonct ion de d is t r ibut ion des
or ientat ions (F.D.0.)  et  de ses propr iêtés de symétr ie  sur ' le  groupe or thogonal
complet, au l ieu de restreindre la description au sous-groupe des rotations
s 0 ( 3 ) ;

-  é tudier  l ' impl icat ion de ces symétr ies,  décr i tes sur  le  groupe
orthogonal  complet ,  sur  les possib i l i tés de déternr inat ion de la  fonct ion de
texture '  en vei l lant  à d is t inguer les indêterminat ions de pr inc ipe,  conséquences
inéluctables des symétr ies cr is ta l l ines,  de cel les qui  résul tent  de la  symétr le
addi t ionnel le  de la  d i f f ract ion ( lo i  de FRIEDEL);

- augmenter la partie déterminable de la fonction de texture, par le
recours.à la diffraction anomale et par une méthode de calcul approchê de la
par t ie  f (g)  r 'non déterminable par  pr inc ipe" ,  basée sur  l ,explo i ta t ion de la
condi t ion de posi t iv i té  de la  fonct ion de texture.

Les propriétés de symêtrie constituent toujours, en physique, des
propriétés fondarnentales. Les principes de synétrie se situent en-dehors des
méthodes d 'analyse par t lcu ' l ières;  i ls  s ' imposent  a ins i  à toutes les rnéthodes,
que l l es  qu 'e l1es  so ien t .

Ce t ravai l  a  donc I 'ambi t ion de se s i tuer  rêsolument  en-dehors des
dlfférentes méthodes d'analyse des textures.

Ains i ,  s i  le  choix des hannoniques sphêr iques a été fa i t  pour  décr i re
certains résultats fondarnentaux, c'est uniquement parce qu'i ls constituent une
base orthonomée cmplète, qui pennet de démontrer aisêment des propriétês
intrinsèques. tn outre, un dêveloppement en sêrie d'harmoniques sphériques
pemet de traduire des propriétés gênéra1es qui ne sont aucunement tributaires
de la base particulière que constituent les harmoniques sphériques. Le caractère
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in t r insèque des  propr ié tés  é tab l ies  es t  garan t i  auss i  long temps que resdéveroppements  en  sér ies  d 'hannon iques  sphér iques  -  s imp les  ou  généra l i sës  -
sont  supposés  in f in is  (BUNGE -  R 'E) .  ce  n ,es t  qu ,â  par t i r  du  moment  où  lesdéveloooenrents en séries d'harnoniques sohériques sont trongués â un rangf in i  qu , i l  conv ien t  de  par le r  d ,une né thode pa t t ie t^ r l iène  d ,ana lyse  destex tures .

Ce travai l  démontre donc que si les f igures de pôles expérimentales
sont  inversées  sans  qu 'aucune au t re  in fonnat ion  add i t ionne l le  so i t  p r ise  encons idéra t ion ,  e i les  condu isent  â  la ' ,par t ie  dé terminab le , , i in i  o "  Ia  fonc t ionde texture, et ce, indépendamment de la nÉthode part icul ière d,analyse detex ture  u t i l i sée .

cette "fonction déteminable" ne resti tue que la moit iê de fonction detex ture  v ra ie ,  f (g ) ,  f lanquêe d ,une d is t r ibu l
essentierement de ra svrnétrie *istan ine, 

t;:tr:;:*;.;îi: 'o:';.ïï::r",

de texture vraie f(g) â part i r  de f igures de pôres expérimentales nécessitedonc l'anéantissenent du fantôme fa(s) au moyen d'une procédure de correction.

Dans ra  méthode d 'ana lyse  des  tex tu res  de  BUNGE-R'E,  l ' i n fo rmat ion
add i t ionne i le  p rov ien t  de  |exp lo i ta t ion  de  la  cond i t ion  ae  pos i t i v i te  ae  tafonc t ion ,  qu i  l i v re  de  l , in fo rmat ion  r tans  les  dorna ines  nu ls .

Dans les  méthodes d isc rè tes  d 'ana lyse  des  tex tu res ,  qu ,e l res  so ien tu t i l i sées  dans  la  var ian te  o r ig ine l le  de  I . | ILL IAMS,  ou  dans  les  var ian tes
ultérieures de BARO, RUER et VADON (i léthode Vectoriel le) et de I)4HOF n3,14/l ' i n fo rmat ion  add i t ionne l le  p rov ien t  éga lement  de  l ,exp lo i ta t ion  des  domainesnu ls  que cont iennent  éventue l lement  les  f igures  de  pô . les ,  b ien  que ta  techn iqued 'exp lo i ta t ion  des  domaines  nu ls  d i f fè re  d ,une méthode d ,anaryse  â  r ,au t re .

une troisième technique de correction des fantômes est déveroppée par
K '  LÙCKE e t  J '  p 'sprECH /75 ,76 / ;  e 'e  cons is te  à  é r im iner  le  fan tôme f6 (s )  detel le sorte que la fonction de texture totale f(g) soit  du type fonction
gauss ienne.
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Des techniques eff icaces de correction de fantôrms f6(s) ne pourront

ê t re  dêve loppées,  dans  l 'aven i r ,  que par  la  conf ron ta t ion  de  ces  d ' i f fé ren tes

méthodes,  qu i  se  complè ten t  mutue l lement '

Notamment ,  les  mesures  d 'o r ien ta t ions  ind iv idue l les  (F .  WAGNER et

H.R.  I ' |ENK /77 ,78 / \ ,  ne  sub issent  pas  la  superpos i t ion  des  dens i tés  d 'o r ien ta-

t ions  rR1g1,  rL (s ) ,  e t . leur  exp lo i ta t ion  permet  a ins i  de  dé terminer ' la  fonc t ion

de tex tu re  to ta le  f (9 ) .

Lorsque < tes  expér iences  de  d i f f rac t ion  po lyc r is ta l l ine  c lass ique

Deuvent être effectuëes sur ces mêmes échanti l lons, dont la texture est déià

dêterminée au  moyen de  mesures  d 'o r ien ta t ions  ind iv idue l les ,  i l s  cons t i tuent

de orécieux échanti l lons de réfêrence qui pennettent de contrôler I 'eff icacité

des techniques de correction des fantùnes'
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APPENDICE I :  FORI'IULES COIIMENTEES DE METHODES I,IATHEMATIQUES DE L'ANALYSE

DES TEXTURES

cet appendice rassemble quelques techniques mathématiques qui sont

u t i l i sées  dans  le  cadr€  de  ce  t rava i l .  Le  bu t  v isé  n 'es t  pas  de  donner

un exposé r igourcux et complet de ces néthodes, mais bien davantage de

r€unir,  dans une notat ion et convention uniques, les formules et les

propriétés auxquelles i l  est nécessair€ de faire r€férence dans le

courant  de  l 'exPosë '

F ig .  I . l . :  Les  ha rmon iques  sphé r i ques  s imp les  kT (0 ,8 )  son t  dé f i n i s
'  

sur  la sPhère Sr.

2

x
F ig .  I . 2 .  :  Desc r i p t i on .des  ang les  d 'EULER 

$ r ,  
o , f r )  aans

convent lon du rePere lDoDlre

( d . ' a p r è s  H . J .  B U N G E  / l / ) .

- . . < - - -



t uz  -

I . I .  HARMONIQUES SPHERIQUES

Les harmoniques sphér ' iques r f  1o,o)  forrnent  une base or thonormée et
comp lè te  su r  S .  sphè re  un i t é  de  l , espace  à  t r o i s  d imens ions  ( f j g .  I . l . )

r .T t i t  =  lT ro,e1 = J-_ pT (a)  e imB r . l .|  ' " ,  
l \ t  |  .  ,

où  les  F l  (o )  son t  des  po lynômes assoc iés  à  ceux  de  LEGENDRE.

L a  r e l a t i o n  d ' o r t h o n o r m a l i t é  s e  t r a d u i t  p a r ' l ' i n t é g r a l e  s u i v a n t e  s u r ' l a
s p h è r e  S r :

|  - l

l k i ,  
( 0 , 8 )  k i '  ( 0 , 8 )  s i n o  d o  d e  =  0 . , 1 , '  ô n m ,  r . Z .

J
e'2

L 'écr i tu re  des  har rnon iques  sphér . iques  e t  de  
' leurs  

re la t ions  d ,o r thonor -
mai i té  es t  é1égante  e t  s imp le  dans  les  no ta t ions  in t rodu i tes  par  DIRAC
t ' ro  t

Dans ces  no ta t ions ,  les  harmon iques  sphér . iques  cons t i tuent  la  base de
I ' e s p a c e  v e c t o r i e l  d e s  " k e t s "

. m , + .  t rK 1  ( Y )  =  l t m >  I . 3 .

L a  b a s e  d u a l e  e s t  d é f i n i e  p a r  1 e s  v e c t e u r s ' , b r a s ' ,

k j  ( v )  =  . l m  I  I . 4 .

s i  b i e n  q u e  l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  ( p l u s  g ê n é r a l e m e n t  h e r m . i t i e n )  é q .  I . 2 .
s 'éc r i t  a lo rs  sous  la  fo rme compacte  d 'un  "b racket , ,

< 1 ' m '  I  I  m >  =  ô l l ,  ô n r n ,  I . 5 .
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Les harmoniques sohér iques const i tuent  un
+ t +

pour les opérateurs J' et J, du moment cinétique.
propres correspondantes s'écrlvent :

système de fonctions pnopres

Les équat ions aux valeurs

I . 6 .

t . 7  .

rtprésentation T du groupe

est une rotation A'axe i et
I 'opérateur

I  . 8 .

composit ion effectuèe - dans la

droite vers la gauche, des opérateurs

r . 2 ) .

i2 l tm'

J, I lrn'

I ( l + l )  l l n >

l l m '

où les  va leurs  p ropres  l (1  +  l )  son t  ob tenues en  donnant  à  I  les  va leurs

ent iè res  pos i t i ves  0 ,  1 ,  2  . . .  e t  l les  va leurs  p ropres  m prennent ,  pour  un  rang

I donné, les 2l + I  va' leurs entières = - l  -< m -< +l .

L'espace vectoriel des harmoniques sphériques, muni du produit hermit ien

éq.  I .2 .  e t  I .5 . ,  es t  un  espace de  HILBERÏ  V ;  i l  es t  la  sorme d i rec te  de

sous-espaces V1, associés chacun à un rang I donné l l ï /  :

v = (Evr

Sur l 'espace vector ie l  V est  constru l te ' l 'a
cont inu des rotat ions.  Ains i ,  s i  g  e S0(3)
d 'angle o,  la  représentat ion T lu i  associe

+

T ( g )  =  e i d

paramétr isat lon de S0(3) .

L 'opérateur  T(9)  est  obtenu par  1a
convention du repère nnbile - de la
associés aux angles d 'EULER ( f is .

La rotation g se dêconpose en un produit,de trois rotations d'angles
gl ' 0 , gA effectuées successivemnt autour des axes 0z , 0x , 0, du
repère nobi le .  Ce t r ip let  g1 ,  o  ,gZ -  ou angles d 'EULER -  r€al ise une

T(g)  = 
" lgz j .  " t t i ,  

. t? t i , I . 9 .
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Fig.  I .3.a.  3 Convent ion du repère rrpbi le.

Lror ientat ion f inale de 
\  

est  obtenue par la succession des rotet ions

éq .  I . 9  au tou r  des  axes  ZO ( i n i t i a l ) ,  
\  

( i n t e rméd ia i r e )  e t  ZO  ( f i na l )

repère rnobi le 
\ .

F i e .  I . 3 , t .  :  conven t i on  du  repè re  f i xe .

La mêrne or ienÈaÈion f inale de 
\  est  obÈeûue par la succession dee rotat ions

éq. I . l0  autour des axes Z,  : (  et  Z du repère de référence Kr.

F i g .  I . 3 .  :  L t o r i en ta t i on  f i na l e  du  repè re  l . î  €s t  r eP résençée  en  p ro j çc t i on

.  stéréographique dans te repère de référence f ixe Kr.

du
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Par  cont re ,  s i  Ia  ro ta t ion  g  es t  décr i te  dans  le  repère  f i xe ,  la

conpos i t ion  es t  e f fec tuée dans  l 'o rd re  inverse .  [b  p lus ,  con fonnénent

aux  no ta t ions  e t  convent ions  couranment  u t i l i sêes  dans  la  l i t té ra tu re

a n g l o - s a x o n n e ,  l r o p é r a t e u r  D ( g )  s ' é c r i t  a l o r s  / 1 5 /

D(s)  = 
" - igzJ.  " - t t ' *  " - ig lJ ,

t . 1 0 .

Dans le  cas  par t i cu l ie r  d=TI  ,  l ' éq .  I .11 .  donne,  cmpte  tenu du  déve lop-

penent  en  sér ie  de  I 'exponent ie l le ,  la  re la t ion

. tn io 
" t  

uJo 
= 

"- i  

r ig 

" tnJo
r . 1 2 .

qui permet de simpll f ier I 'expression des opérateurs de project ion.

Les harmoniques sphêriques gênéral isét {ntS) sont les éléments de matrice

de la représentation T :

Afin d'êtr€ en accord avec les ouvrages de référence /La-c/, c 'est la

convention du repèr€ rnbi le qui est choisie, sauf mention contraire,

dans  ce  t rava i l .

L'ordre dans lequel les opérateurs éq. Lg.sont composés doit être resæcté;

cette non-comrutativi té se traduit par l 'équation de comutation /80/

ic i ^  - i c j ^
e  P  i q  e  P  =  j o c o s c +  i l i p , i q ]  s i n c  l . l l .

où les opérateurs jO et jO désignent 1'une quelconque des composantes

Jx , iy ou jrdu mment cinétique, et le synbole [ io ,  jol  leur colnmuta-

teur.

f fn  {s)  = . , t ' ;  T(s)  l ln '

so i t ,  cdnpte  tenu des  éq .  I .9 .  e t  I .6 .

r . 1 3 .
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{n (n)  =  . t rya  . lm l  . t t i '  l l n ,  
" tT ,

Les harmon igues .sphér iques  l lm> ne sont  pas  fonc t ions  propres  pouri o i
l ' opéra teur  

"  

- t  
;  les  c rochets  qu i  subs is ten t  dans  l ,éq .  I .14 .  son t

des polynôrns associés aux polynônes de JACOBI

I . 1 4 .

I . 1 6 .

r . 1 8 .

I ' inverse de

r . t 9 .

PTn(o)  =  
{n { .o .  o )  =  . rml  

" t t i ,  l rn , I . 1 5 .

L'expression analyt ique de ces polynûneÉ, au denreurant compliquée., nous
intéresse roins que leurs propriétés de symétrle / la,b/

PTn(o) = nfnto) = pil-n(o)

{n{n-o) = 1-111+mri Pimn(o)

et leurs valeurs pour les argunents particuliers

Cfn{o) = o*

p1n(n)  =  ( - l ) l  ô r -n  
I '17 '

0n obtiçnt ainsi I'expression des harmniques sphérigræs gënéraHsés

{n(n) = 
""1, {ntr l  "tT,

Çonme la représentation T est unitaire, elle est égale à
son adjointe, ou trafts-conjuguée, notée l+ :

T (s )  =  T+ (s - l )

ffnrs) = tfl*(n-t)

où * désigne la conjugaison complexe.
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La relat ion de fermeture

+ l

I  l 1 m ' . 1 m 1  =  1 t

m=-l

+.1

r fn{s 's)  = [  t ] t  (n ' )  Tïn(s)
s=- l

eg 1., désigne l 'homomorphisme identi té de Vt '  traduit que les hanrnniques

sphériqr]es forment un système complet dans V1.

De la propriétê d'hqnomorphisme de groupe de la repr€sentation T

T ( s ' . s )  =  T ( S ' )  T ( S )  r . 2 r .

décou le ,  cqnpte  tenu de  la  re la t ion  de  fenneture  éq .  ( I .20) '  la  re la t ion

d 'add i t ion  des  hanrnn iques  sphér ' iques  généra1 isés

r . ? 0 .

|  . 2 2 .

La re lat ion de fermeture éq.  ( I :20) ,  et  en conséquence la re lat ion

d'addi t ion éq.  ( I .22) ,  montrent  que la représentat ion sur  les hanrnniques

sphériques est, conformémnt â la décomposition éq. (I.7)' la sorme directe
de sous-repr€sentations T., sur les espaces V1; la matrice associée à chaque

sous-repr€sentat ion T1 est  une matr ice carrée d 'ordre 2 l  + l .  ( f ig .  I .a . ) .
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. 1 -  1 l

. t  0 l

. l  I  I
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l 0  0 ' l l - l > l l  0 > l t  l > 1 2 - z , l z - t , 1 2  o , l 2  t , l z  ? ,

Fie.  I .4.  :  Déconposi t ion de la représentaÈion T(g) en une aorre

directe de sous-représentat ions 1. ,  (g)  i r réduct ib les.

<2-2

.2-L l

. 2  0 l

< 2  1

< 2 ?

Par  dé f in i t ion ,  le  carac tere  x1(S)
de la matrice associée

+ l

xl (s) = I rT' tsl
m=-l

de la reprêsentôtion T' est la trace

Le caractère ne dépend que de l 'angle r,r = lgl de la rotat ion g

s i n  ( 2 1 + l )

x1 ( , )  = l . ? 4 .
s i n  9

2

1 . 2 3 .

9
2



Les harmoniques sphériques généralisét {n(S) 
qui correspondent aux valeurs

particulières m = 0 ou n = 0 sont égaux, à un facteur de norme près' aux
harmoniques sphêr iques s imples.

t'fo to,er) = 
{H 

t! {o,q, - r )
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|  . 25 .

r i to ,q- |1

I.2. OPERATEURS DE PROJECTTON

Si G désigne 1e sous-groupe des rotat ions gt d'un groupe de symétrie donné

l 'opéra teur  de  proJec t ion  assoc ié  s 'écr i t  /L6-18 /

lG lt=fr.,1, T(si)

oU lg l  designe l 'ordre du groupe et  T(gt)  les opérateurs associés,

selon l 'êq.  ( I .9) ,  aux symétr ies rotat ionnel ' les.

L'opérateur P est bien un projecteur, puisqu'i l est idempotént

P Z  = P

L ' idempotence résu l te  de  la  re la t ion  d 'add i t ion  éq .  ( I .21)

t . 2 6 .

r . ? 7  .

1 . 2 8 .
N

, '=+a I
I  u t  i  , j = t

T(gj)T(si)  =fo
N

I  T (s j  9 t )  =  P
i , j = l
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(Pour  chaque ind ice  j  f i xé ,  les  lG l  ro ta t ions  9 i .9 . i  parcourent  tou t  le
groupe G) .

De p lus ,  le  p ro jec teur  éq .  ( I .26)  es t  hermi t ien  ou  au to-adJ 'o in t

P + = P

En e f fe t ,  l ' un i ta r i tê  de  la  représenta t ion  T ,  éq .  (L19) ,  donne

|  . 29 .

l c l  l c l
r *=+  I  T * ( s i )= *  I  r ( s ; l ) =P  r . 30 .

l c l  i = r  l c l  i = r

pu isque les  le l  ro ta t ions  9 f1  parcourent  tou t  le  g roupe G.

Le t rans fovmé de l 'hannon ique sphér ique l ln>  par  une rc ta t ion  g i  du  repère

(mob i le )  s 'ob t ien t  au  moyen de  la  re la t ion  de  fe rmeture  éq .  ( I .20)

+ l

I  . 3 1 .

r ! {o 'o ' )=  I  {n to . , )  kT(o ,B)
m=- l

Cet te  re la t ion  mont re  que l 'hannon ique l ln t  n 'es t ,  en  généra l ,  pas  invar ian t

sous  la  ro ta t ion  9 ; .  Par  cont re ,  la  p ro jec t ion  P l ln>  es t  invar ian te  sous

tou te  ro ta t ion  g '  pu isque l 'on  peut  écr i re

' , *
T ( q . )  P l l n '  =  I  

I  f ( S *  9 ; )  l l n '  =  P  l l n >  1 . 3 2 .
' - I '  

N  J' t  j= l

a v e c  l e s  m ê m e s  j u s t i f i c a t i o n s  q u e  p o u r  l ' é q .  ( I . 2 8 ) .

A ins i ,  l ' image Im(P)  du  pro jec teur  P  es t  le  sous-espace de  synét r ie ,

invar ian t  sous  le  g roupe G;  Im(P)  es t  le  sous-espace vec tor ie l  de  V engendré

p a r  l a  f a m i l l e  g ê n é r a t r i c e  t P l  l n > ) .  L ' e x p r e s s i o n  d e  c e s  v e c t e u r s  P l  l n '  e n
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fonction des éléments de matrice eln, est obtenue au moyen de

de fermeture éq.  ( I .20)  (à ne pas confondre avec les polynômes

é q .  r . 1 5 .  n o t é s  P T n ( o ) )

+ l

p  l 1 n >  =  f . l m l P l l n ' l l r n , =  ;  n l n  l t t '

. l m l P + P l l n '  = . l m l P l l n '  =  P l n

+ l

l a  r e l a t i o n

d e  J A C O B I ,

I  . 3 4 .

I . 3 6 .

i l  e n

I  . 3 3 .

m=- l m=-1

Les  produ i ts  hermi t iens  (sca la i res)  de  ces  vec teurs  P l ln>  condu isent , ren

ra ison des  propr ié tés  éq .  ( I .27)  e t  ( I .29) '  aux  é lénents  de  mat r ice  P in

de I 'opéra teur  de  pro jec t ion .  Le  produ i t  hermi t ien  des  vec teurs  P l ln>

e t  P l l n '  s ' é c r i t  e n  e f f e t

En par t i cu l ie r ,  le  car rê  de  la  norme du vec teur  l igne  P l ln>  de  la  mat r ice

du projecteur est égal au tenne diagonal

'I

. l n l p + p l l n '  = . l n l P l l n '  =  P n n  I . 3 5 .

Enf in ,  s i  P . ,  dés igne la  res t r i c t ion  de  l 'opéra teur  de  pro iec t ion  éq '  ( I '26)

a u  s o u s - e s p a c e  v . ,  ( é c .  ( I . 7 )  e t  F i g .  I . 4 . ) , 1 a  d i r n e n s i o n  d u  s o u s - e s p a c e

invar ian t  es t  donnêe Par

+ l

d i m  ( I m ( P . , 1 ) =  r r ( r 1 )  =  I ' 1 m l P 1 l 1 m >
m=-'l

Si  I 'on  no te  ce t te  d imens ion  M( l ) '  en  accord  avec  BUNGE / la 'b / '

r é s u l t e ,  c o m p t e  t e n u  d e s  é q .  ( I . 2 3 )  e t  ( I . 2 5 )

+ l  l c l
1

M ( l )  =  I  . r . l  *  i  T 1 ( s . i )  l 1 m '
m = - l  l u l  i = l

l ^ l
l u l

l -= ;  )  x 1 ( l s i l l
I t r l  i = 1

I  . 3 7 .

o ù  l g l  d c s i g n e  l ' a n g l e  o t  d e  l a  r o t a t i o n  g t .
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-4m u  in t rodu i ts  par  H 'J '  BUNGE / Ia ,b /  '
TABLE I . l .  :  Coef f i c ien ts  de  synet r le  b l  '

C e s o n t . | e s c o e f f i c i e n t s d e s c o m b i n a i s o n s l i n ê a . i r e s d ' h a r n n n i q u e s

sphér ' iques  adaptêes  à  1a  symét r ie  cub ique '

f ,  o )  0 . 2 6 t 4 r 9 ? 5  (  1 , 4 )  O . 2 7 2 6 6 a 7 r  (  1 , 8 )  0 . 0 ! 2 7 7 4 6 0  (  l , l 2 )  0 . 1 2 5 8 9 ' 0 2

z ,  o t  o . o ç Z s e a o 2  (  2 ,  4 t ' o . 2 9 7 1 1 9 1 ,  (  2 ,  8 )  0 . 4 0 { 4 6 6 1 t  (  2 , 1 ? l  o ' 0 0 o 0 o 0 0 o

f,tu u L. {

l ,  o )  0 . 1 o 4 6 9 7 2 0  (  1 , 4 )  0 . 3 6 { l 8 2 C l

rt, rq L= 6

1 , 0 ) - 0 . 1 4 1 0 4 7 { 0  (  1 , 4 )  o . 5 2 ? 7 5 ! 0 3

ilu i{ L. I

l ,  0 )  0 . 2 8 6 4 6 s 6 2  (  r ,  4 )  O . 2 t s 4 s 3 4 6  (  t ,  â )  o . ! 2 e 2 6 9 9 5

I,IU M L r 9

l ,  O ) ' 0 . O O O o O O O O  (  l ,  { ) - O . { ? 4 8 3 6 2 9  (  r ,  8 )  0 . 1 0 4 6 9 7 2 0

I'IU M L Ê  1 O

t ,  o ) - 0 . t 6 4 r 3 4 9 ?  (  r ,  { )  0 " 3 3 0 7 8 5 { 6  (  1 , 8 )  0 . 1 9 1 ? 1 1 { 5

HU I,I L-12

r.tu H L . l : t

l ,  o )  o . O O O 0 O O O O  (  f ,  r l ) - O . { { 3 ? 0 t 0 ?  (  1 , 8 ) - 0 . r 2 8 7 5 8 0 7  (  I ' t 2 )  0 ' 1 2 t C 2 0 7 0

r'tt, M L,r | 'l

t ,  0 ) - 0 . r t 5 s 7 3 0 9  (  1 '  4 )  O . 2 5 8 2 1 9 ! 2  (  l ,  9 )  o . 2 1 7 o c t 7 t  (  l , l 2 )  0 . 1 1 6 { 5 1 6 0

rtu I L r  l 5

1 . 0 ) o . o o o o o 0 o o ( 1 , 4 ) 0 . 1 6 9 1 0 9 8 e , ( 1 , 8 ) ' 0 . 4 5 7 0 4 s 8 0 ( r , t 2 ) 0 ' 2 9 ' 2 9 0 t 2

f4u h L =  l 6

t , 0 )  o . 2 4 3 ? 0 6 7 !  (  t , 4 )  0 . 2 9 8 t t 5 1 5  (  l ,  F )  0 . 0 6 4 4 7 6 8 r  (  t , l 2 )  0 - 0 0 1 t 7 0 o 0

t , t 6 )  0 . 3 2 5 7 4 4 9 5
2 ' ,  D l  O . l 2 O l 9 6 { 6  (  2 ,  4 ) - 0 . 2 5 1 3 0 t 2 8  (  2 .  8 )  o . 2 3 9 5 0 c 9 8  (  2 . t ? r  0 . ' 1 0 9 6 2 5 0 8

2 , 1 6 )  0 . o 0 0 0 0 0 0 0

I,IU H L ! 1 7

t ,  o )  o . o o o o o 0 o 0  (  1 , 4 ) - 0 . 4 1 5 6 6 8 ? 5  (  l ,  Â ) - 0 . t 9 7 6 i | 4 6 8  (  t , l 2 r - 0 . 0 2 t 5 9 ! l C

t , t 6 )  0 . t 2 5 5 7 5 9 2
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xU 14
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l , t 6 )  0 . 1 t 9 6 1 3 9 6

rlu q

t ,  o )  0 . 2 1 0 6 7 0 2 6
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2 , 1 6 )  0 . 3 a 6 2 0 4 1 !

r{u tl

t ,  o )  o . 0 o 0 0 0 0 0 0
I  I  l 6 ) - 0 . 0 O 2 8 2 9 5 {
2 ,  o )  0 . 0 0 0 0 0 0 0 0
2 , 1 6 )  0 . 2 6 5 1 t 3 5 !

itu il

l ,  o ) - o .  t 6 1 0 9 5 6 0
l , t 6 )  0 . 0 t l t a l 9 9
2 ,  O ) - 0 . 0 9 6 2 0 0 5 5
2 , 1 6 )  o . f 2 o t 7 2 t l

HU il

l ,  o )  o .oooooboo
t . l 6 ) - o . 0 r l l ? 8 2 r 8

tlu tl

l ,  0 )  o . 2 2 0 5 0 7 a 2
t , l 6 )  0 . 0 0 t 5 0 8 6 t
2 ,  O )  0 . r 3 6 5 t ? 2 2
? ,  t 6 )  o .  t o o l ? ! 9 6
l ,  o )  0 . 0 5 t 7 0 5 9 6
t , t 6 )  0 . a t 9 2 ! 9 5 6

l | u r

l ,  o ,  o . 0 0 0 0 0 0 0 0
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2 ,  O )  O .0oo0oo00
2 , t 6 ) - 0 . 2 1 8 9 ! 1 6 6

r{u il
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2 . t 6 ,  o . 2 E l ? 2 9 6 6

l .  { )  0 . 1 7 0 t 7 3 4 0

2 ,  { )  O . t 6 0 0 6 5 6 2

r ,  4 )  o . 2 t e 5 o t 2 4

L .2 l

t ,  { ) - O . 3 9 7 6 1 2 3 1  (  t ,
l .zot  o. t25722se
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2 ,20 )  O .00000000

t  =22
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l , 2 0 )  o . 3 2 5 8 5 5 8 t
2 ,  r )  o . 2 0 2 a { t t s  I  2 ,
2 ,20 )  O .OO0OO000

l,t2 3

l .  1 )  0 .21721582  (  t ,
t . 2 0 )  o . 1 2 { 9 7 6 1 5

t 14  -

t , = 1 8

(  r .  c ,  0 . t { 5 9 c t { 2

(  2 , 8 ) - 0 . 2 a ? 4 t 5 2 8

L t l 9

(  1 ,  8 l - 0 . 1 6 7 2 9 9 1 7

l , r2o

0  )  - o .215019 f2

8 t  0 . 2 t 7 3 7 t 9 5

0 )  o . 3 6 ? 0 t t 7 3

t  )  -o.  22 38946 !
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t  ,  l 2 )  0 . 0 7 . 3 ! 9 1 2
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2 ,20 )  O .00000000
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2 , 2 0 )  0 . t r 3 6 0 ? 9 9
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L .2a

t , 8 )  o . t t 6 6 l ? 1 6
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2 ,  S )  0 . 0 0 5 2 2 0 5 1
2 ,2 { )  0 .00000000
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3 ,24 )  0 .o0oooooo

Lr25
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t,!26
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I t .  RESOLUTION D'UNE EQUATION INTEGRALE AU MOYEN DE LA TRANSFOBMATION D'ABEL

Dans le  chao i t re  4 ,  la  méthode de  cent ra l i sa t ion  a  permis  de  ramener  le

ca lcu l  de  la  fonc t ion  de  tex tu re  f  à  ce lu i  de  h ,  fonc t ion  cent ra l i sée  de  f .

La  fonc t ion  cent ra le  h  appara î t  comme la  so lu t ion  de  1 'équat ion  in tégra le

é q .  ( 4 . 2 3 . ) ,  q u e  n o u s  r a p p e l o n s  c i - d e s s o u s  :

p(cos o) = 
* Î t ,  

(cos o cos rv + cos o + cos î) dY
2 n ô

Avec le changement de var iables :

( u = t + c o s e

I  
tu-  I  = cos O cos V + cos g + cos Y

on obt ient  pour  1 'équat ion in tégra1e :

01, - ,1  =r i l l zv - -D-ov'  
r ô  r ' v l u - v

P(u- l )  es t  donc  la  t rans fornée d 'ABEL de t  h (4- l )  Rappe lons  que la
II /V

t rans fonnée d 'ABEL Af (u )  d 'une fonc t ion  f (v )  es t  dé f in ie  par  /251:

u
A f ( u ) = J  t ( v )  a v

0 r'u-v

dont  l ' i nvers ion  b ien  connue es t  donnée par  :

I I . I .

t r .2 .

I I , 3 .

I I . 4 .

I I . 5 .f ( v1  =  d
dv

Af(u)  6 ,
/1-u

v
1r
; Jr ^
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L ' a p p l i c a t i o n  d e  l a  f o n n u l e  d ' A B E L  r é c i p r o q u e  à  l ' é q u a t i o n  i n t é g r a l e  d e
d é D a r t  d o n n e :

v v
h ( 2 v - t ) =  I  d  I  

p ( u - r r o u = l  d  l l  
p ( v - u - l )  

d u
l i n  u  d v  t  Æ - u  n  d v  à  f r

I I . 6 .

v
= _ l  p ( - l )  

+  I  I  
p , ( v - u - r )  

o ,
n l i  n f  f r

En f ixant  v  = 2 et  en posant  l -u  = cos o,  on obt ient  :

2
qS I )=  P ( : l )  +  1 r  

P ' ( l ' u )  6uÆa[o

TI

= P( - l )  *  ê  i  
o  p (cos  o)  cos  9  do  r r .7 .n  / 2  J  d c o s o  ?

0
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I t t .  CI ICUL Oe LR pRnt te pAlnE i (g)  D'UnE rOnCtIOt t  CEnrnl tg,  rn t ' tDef f i I tg

a -  1

L,ob je t  du  chap i t re  6  es t  le  ca lcu l  d 'une express ion  in tégra le  de  la  par t ie

déterminab le  f (g ) ,  fonc t ion  â  t ro is  var iab les .  La  techn ique de  cent ra l i sa t ion

a ramené ce  prob lème à  ce lu i ,  p lus  s imp le ,  du  ca lcu l  de  la  fonc t ion  cent ra -

l i sée ,  en  I ' i den t i té  I  =  1 .  De p lus ,  la  remarque du  dêbut  du  chap i t re  6

per îne t  de  res t re indre  le  ca lcu l ,  con formément  â  l ' é4 . (6 .1 . ) '  à  ce lu i  de  la

p a r t i e  p a i r e ,

A part ir  du développement en série de caractères

f  = - [ ^  c l x 1  I I I . I .
l z 0

on dédu i t  :

i t r l  =  i t l r l )  =  i1 ,  =  o1 =. , ! -o .z t rzr (0)  = l l>0c21(41+1)  i l r .2 .

D ' a p r è s  l e s  é q .  ( 6 . 9 . )  e t  ( 5 . 7 . )  o n  o b t i e n t

" ,  
=  

1 1 ' 0 ,  
t 1 ' 1 * ' ( ' )  s i n z  

î  
=  t ,  -  t , * ,  I I I ' 3 '

l es  coef f i c ien ts  a t  é tan t  dé f in is  par  :

l , '

. t  =  
i  

J  dur  f (o )  cos  1 , , ,  I I I .4 .

E n  c o n s i d é r a n t  l ' é q .  ( I I I . 3 . )  '  l a  s é r i e  ( I I I . 2 . )  s ' é c r i t  d o n c  :

i to l  = . i^  ar1(41 + t )  - ,1-o ar . , * r (41+l )
l  >o  |  >o  

I I L ' .

= I  z a , 1 - l 1 l t + [  a r
] t o  '  l >0
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C a l c u l  d e  l a  s é r i e  I  Z a ' 1 - t 1 l t

- - l?9-- - - - - - - - -

E n  u t i l i s a n t  t a  d é f i n i t i o n  é q .  ( t I I . 4 . )  e t  l a  p r o p r i é t é  d e  p a r i t é  d s  f ,  o n
peut  écr i re  :

r r + T
z a , ( - l ) l l  =  - L  /  d o  f ( o )  I  s i n  t ( n  +  o )

do
I  I  I . 6 .

so i t  en  fa isan t  success ivement  un  changement  de  var iab le  l inéa i re  e t  une
in tégra t ion  par  par t ies

=  
*  

t ï  d o  s i n  l o !  r ( ,  *  ' )  r r r . 7 .

En notan t  S( r )  =  d  f (o r  +  n )  on  ob t ien t  :
drrr

L  t  t + r  L
_ 1 , 2  a r ( - t 1 ' t = ' : 1  d o  ! ( o )  [  s i n  l o
l = 0  '  "  - n  l = 0

n I . 8 .

r  rn  g ( , , , )  cos  I  
,  * r  g (o)  cos  (2L+ l ) 'd

= - L  J  d *  ?  * !  I "  a ,  z
2 n  

s i n  9  2 t  s i n  9
2 2

Corme g(tr) est impaire, en tant que dêrivée de la fonction paire f(rrr + n),
la  fonc t ion  g(o) / (s in  o /2 )  es t  con t inue en  l ,o r ig ine  to  =  0 ,  e t  le  dern ie r
te rme de l 'éq ,  ( I I I .8 . )  converge donc  vers  zero  lo rsque I  dev ien t  in f in i .

0n  ob t ien t  donc  :

, l ^  z  a r t - r l l r  = l  / * n  d ,  9 1 ,  +  n )  t o  9  =  !  1 " a ,  t g  9  d f  n I . 9 .l > 0  '  
Z n ' - n  

- Z  
n ' o  

' ? d u
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::l:.l:::::::::,:,:l
Conrme la  fonc t ion  f  es t  pa i re ,  sa  sér ie  de  FOURIER s 'êcr i t  :

f ( o )  =  a ^  +  2 - [ ^  a . '  c o s  l o  I I L I O .
"  l > 0

so i  t

"  
f ( o )  +  a o  I I I . l l .

l  ô r  =
l > j  '  2

çslçel--de-i(8)

L a  r e l a t i o n  ( I I I . 5 . )  s ' é c r i t  d o n c ,  e n  c o n s i d é r a n t  l e s  é q .  ( l I I ' 9 ' )  e t

( r r r .1 r . )

-  f / n \  
'  1  '  n ,  

! - 0  d f
f ( o ) = L l l l  * r  /  a ' t 1 , 1 + f J  d o t g :  

- '

Z ? r o r o 2 d a I I I . I 2 .

Le dernier terme de l ,éq. précédente peut être transformé au moyen d'une

in têgra t ion  par  par t ies  :

1 1  . .  A ç  1 I  . .  A

I  do  tg  o  d1  -  
J  d r , r  tg  9  g  ( f (û r )  -  f ( ' ) )

' o  -  
2 ù ù  o  Z d u  

I I I . 1 3 .

= fts e (r(') - r(nln + 1 I" o, ll!ill')
-  

2  o  z  o  c o s t 9
2

La s . ingu la r i té  en  r r r  =  n  n ,es t  Qu,appa i "en te .  En e f fe t ,  la  fonc t ion  f (o )

é t a n t  p a i r e  ( é q .  I I I . l 0 . ) ,  l a  f o n c t i o n  f ( n  +  o )  e s t  ê g a l e m e n t  p a i r e  :

f ( n  .  a r )  =  f ( - n  +  o )  =  f ( Z n  -  n  * . )  =  f ( n  +  o ) .  E n  c o n s é q u e n c e ,  
. | e

d é v e l o p o e m e n t e n s é r i e d e T A Y L O R d e f ( n + o ) - f ( n ) ' a u v o i s i n a g e d e r ' r = 0 '

commence par le terrne 
"n 

,2 t

f ( n  +  o )  -  f ( n )  -  , 2  
I I I ' 1 4 '
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cec i  assure  la  nu l l i té  du  premier  tenne e t  I ' i n tégrab i l i té  du  second dans
l ' é q .  ( I I I . 1 3 . ) .

L ' é C .  ( l I I . l 2 . )  p e u t  d o n c  s ' é c r i r e :

i ( o )  =  r (o )  + !b )  *  !  1  
na ,  

t sz  e  1 r1ny  -  r ( , ) )  r r r . l s .
?  ?  ? r o  2
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