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INTRODUCTTION

L'analyse de la stabilité des milieux continus élastiques est
fondée dans une large mesure sur le critére de stabilité de J. HADAMARD [lé}.
Redécouvert assez récemment par C.E. PEARSON [32} et R. HILL [1‘5} s Ce
critére a fait l'objet de nombreux travaux théoriques {éé] ; tel quel il
est cependant difficilement utilisable, en raison surtout des difficultés
mathématiques considérables auxquelles il conduit.

L'apparition des méthodes numériques modernes, et en particulier de
la méthode des éléments finis, permet au contraire d'en donner une forme
simple, susceptible de se préter & de nombreuses applications.

La méthode des &léments finis joue ici un rdle important : par
son aptitude & prendre en charge les irrégularités géométriques, elle auto-
rise le traitement de problémes qui mettaient les méthodes usuelles en échec.
Longtemps limitée a 1'étude des systémes idéaux présentant a l'état critique
une bifurcation vers un état d'équilibre stable adjacent, l'analyse de la
stabilité des structures peut ainsi &tre étendue aux systémes réels imparfaits,
dont l'instabilité se manifeste en général par une transition brutale vers
un état d'équilibre distant,

C'est dans cette perspective générale que nous voulons placer notre
travail,

Notre chapitre I contient une présentation du critére fondamental de
stabilité, et une classification des différents phénoménes recouverts par
le concept d'instabilité.

Dans le chapitre II, on trouvera une revue générale des applications
de 1; méthode des éléments finis & l'analyse de la stabilité.

Le chapitre III est une étude comparée des méthodes numériques

susceptibles d'8tre utilisées pour la résolution d'un probléme de stabilité.



Enfin, le chapitre IV présente les résultats obtenus.

Nous pensons qu'il peut &tre utile de préciser nos objectifs
principaux dans ce travail : dans la perspective mentionnée ci-dessus,
nous avons cherché a construire des outils de travail généraux. On
s'apercoit en effet 4 la premiére tentative d'application, qu'une méthode
d'éléments finis est relativement longue & programmer de maniére satis-
faisante, et qu'une petite partie du travail seulement peut &tre récupérée
pour d'autres t#ches.

Il nous a donc semblé indispensable de diriger nos efforts vers
les programmes généraux, négligeant ainsi les exemples d'application in-
dustriels. Le présent travail doit ainsi &tre considéré comme une premiére

étape d'une étude plus importante,



CHAPITRE I

INTRODUCTION A LA STABILITE ELASTIQUE

1 - INTRODUGCTION

Nous préciserons la notion de stabilité & partir de 1'étude de la
stabilité de 1'équilibre des systémes comservatifs discrets ; puis nous

étendrons ces notions aux milieux continus élastiques,

La notion intuitive de la stabilité d'une position d'équilibre
d'un systéme matériel peut &tre précisée de la fagon suivante : une posi-
tion d'équilibre est dite stable lorsque des perturbations de cet équi-
libre, obtenues en modifiant légérement la position du systéme, ou en lui
communiquant des vitesses suffisamment petites, introduisent des mouve-
ments pendant lesquels les paramétres définissant la position du systéme
restent voisins de leurs valeurs d'équilibre, les écarts restant infini-

ment petits avec les perturbations,

2 - STABILITE DES SYSTEMES CONSERVATIFS DISCRETS

Soit un systéme conservatif a4 n paramétres indépendants qys
9 === 9, ; il existe un potentiel V(ql’ q, --- qn) dont nous supposons

qu'il est de classe C2 au voisinage de la position d'équilibre,

a) Position d'équilibre

Une configuration du systéme est une position d'équilibre si,
abandonné dans cette position avec des vitesses nulles, le systéme y
reste indéfiniment, Les conditions nécessaires et suffisantes de 1l'équi-

libre s'écrivent, en supposant l'équilibre atteint pour q; = 0 i=1, === n :



raL(o

--—=, 0) =0 i=1, 2, === 1
-bqi ’ ’ b 3

Le potentiel est stationmnaire dans une position d'équilibre,

b) Stabilité d'une position d'équilibre

Il est en général impossible de placer un systéme de fagon
exacte & sa position d'équilibre, et sans lui communiquer des vitesses ;
il est donc nécessaire de préciser si le systéme, placé suffisamment
prés de la position d'équilibre, avec des vitesses suffisamment faibles,
restera indéfiniment dans son voisinage, GCeci est l'objet de l'étude de

la stabilité de l'équilibre,

Définition :

Une position d'équilibre d'un systéme matériel est stable si 5)0
|
étant arbitrairement choisi, on peut trouver deux nombresbl> Oet |"'> 0 tels
que

we oy @) < e (o, @ <o
1 1

q; \ < <E

entrainent & tout instant sup
i

¢) Théoréme de Lejeune -~ Dirichlet

Le théoréme de Lejeune-Dirichlet fournit une condition suffisante

de stabilité pour les systémes conservatifs discrets :

Théoréme : Si la fonction potentiel V (qi) d'un systéme conservatif discret

présente un minimum strict & 1'équilibre, cet équilibre est stable,

Nous ajouterons les remarques suivantes :
Le théoréme de Lejeune-Dirichlet peut &tre étendu 3 une classe

de systémes dissipatifs discrets ; lorsque certaines forces dérivent d'un



potentiel, les autres étant constituées par des frottements ou des
résistances passives, l'énergie mécanique est en effet non croissante,

et l'on peut encore établir le théoréme,

Par contre le théoréme ne peut €tre étendu aux milieux continus ;
examinons ce point : la définition de la stabilité des systémes discrets
utilise la norme Sup \qi (t) ‘ dans l'espace d'état approprié, La notion

i
d'écart, ou toute autre norme peut également convenir ; en effet, les
normes sont équivalentes dans un espace de dimension finie, Il n'en va
plus de méme dans un espace d'état de dimension infinie, relatif a un
systéme continu ; Pour celui-ci, la stabilité au sens d'une norme n'im-

plique pas la stabilité au sens de toute norme,

En outre le théoréme de Lejeune-Dirichlet repose sur le fait que

le potentiel V atteint sa valeur extr@me sur un compact ; cette propriété

n'est pas nécessairement vérifide dans un espace de dimension infinie,

Compte tenu de ces remarques, nous définirons en fait la stabilité
des systémes continus par une condition de potentiel minimum que nous

préciserons,

d) Condition de stabilité d'un corps rigide soumis & un systéme

de charges mortes,

A titre d'illustration de la notion de stabilité des systémes
conservatifs discrets, nous traitons ici le cas du corps rigide soumis a
des charges mortes, pour lequel on peut donner une forme élégante de la

condition suffisante de stabilité,



Soit donc un corps rigide Qx) soumis en des points Mk a l'action
» ”
de charges mortes Fk‘ Nous désignons par X les coordonnées du point

—
d'application Mk’ et par fik les composantes des charges Fk'

—p
Charges mortes : Les forces Fk sont appelées charges mortes lorsqu'elles

sont indépendantes des déplacements virtuels du corps (A) auquel elles

sont appliquées,

De telles forces admettent donc un potentiel ; celui-ci n'est
autre qu'une fonction linéaire des déplacements virtuels des points
d'application : =~ f, . x.,.

ppiication : ¥ ik *ik

Elles peuvent &tre matérialisées idéalement par des fils élas-

tiques tendus a grande distance,

Nous supposons le systéme des forces F, en équilibre :

fik =0 (1-1)
et
f

=f (1-11)

ik %5k T Mk *ik

(Nous adoptons la convention de sommation d'Einstein),
Désignons par t,. les quantités f_,, x. ; les t,, sont le
gn P ij q flk jk ? € ij t s
coordonnées d'un tenseur du second ordre, On a en effet dans un change-

ment de base :
€5 = fike X W1 Wi e M =W Win tg
ce qui montre la propriété,
La condition d'équilibre (1-1') montre en.outre que ce tenseur

est symétrique : tij = tji'



Translation du corps (/!)

Soit une translation virtuelle du corps (4) :

)xik = é hi (1-2)
La premiére variation du potentiel est

SV = - (fiksxik +§fik xik)
Pour des charges mortes : §fik =0 (1-3)
Compte tenu de 1-1, 1-2, 1-3, on a donc

Sv =0 (1-4)

En outre, la seconde variation du potentiel est nulle,

En effet §* V= - £, §°h =0 d'aprés (1-1),

Le théoréme de Lejeune-Dirichlet ne s'applique donc pas.

Rotation virtuelle

Pour une rotation virtuelle infinitésimale :

ISX.k =W n (1-5)

i ij
ou les (Allj sont les coordonnées d'un tenseur anti-symétrique,

La premiére variation du potentiel est nulle & 1'équilibre :

§V=-fik5xik=-f X =0

k%1 %k

d'ol =0

t13Wiy

Compte tenu de : 32 X =Swij X +°%'.j)xjk et de (1-5)

jk

forion « 32 v = 2 ' .
la seconde variation : } V=- fik 3 X S exprime par :

2 o _
o V=- (fikswij Xkt fikwijwjl X))

Le produit contracté fikswij xjk est nul d'aprés les propriétés

] 3 2 . 2 Iy —
d'antisymétrie de (A)ij et de symétrie de t:ij fik xjk



Finalement :

2, _
¥v=- £, W, . (1-6)

ij "3l
Si l'on fait cofncider les axes de référence avec les directions

principales du tenseur tij (1-6) s'écrit

2 2
+ (n1 + n3)w13 + (n2 + n3)W23

2 2
S vV = (n1 + nz)Ole

ou n, n, ng sont les valeurs propres du tenseur tij'

Nous pouvons donc énoncer :
Théoréme : Une condition nécessaire pour que le potentiel du systéme soit
minimum & 1l'équilibre egr que les valeurs propres Ny Ny N4 du tenseur tij

vérifient les inégalités :

n2 + ng
La condition suffisante de Lejeune-Dirichlet n'est pas satisfaite

en général, et ne peut 1'@tre que si les translations pures sont exclues,

Dans ce cas, on peut énoncer :

ot sulsarte

Théoréme : Une condition nécessaire pour que le potentiel du systéme soit

strictement minimum 3 1l'équilibre est que les inégalités :
n, +n, >0
n, + ng > 0
n, + ng > 0

soient vérifides,



Cette condition est 4 rapprocher de conditions nécessaires
formellement voisines, obtenues par divers auteurs en mécanique des

milieux continus [25, 36, 371,

e) Condition dynamique de stabilité

Le théoréme de Lejeune-Dirichlet ne fournit qu'une réponse
partielle aux problémes de stabilité ; il ne domne en particulier aucun
renseignement sur les petits mouvements autour de la position d'équili-
bre et leur isochronisme, Il ne s'agit en effet que d'une condition

statique de stabilité ; nous rappelerons sommairement une condition

dynamique nécessaire et suffisante de stabilité du probléme linéarisé,

Pour celui-ci, l'énergie cinétique est de la forme :

1 ' '
T=33a,9; 9,
et le potentiel
1
V=5 bij 9 9

Les termes du premier degré disparaissent & l'équilibre ; les

équations de Lagrange s'écrivent :
a,.q.+b,, q =0 i=1, 2 ~«-n

Si les forces en jeu ne sont pas toutes conservatives, il peut s'intro-
duire des termes dépendant des q'j.

Cela améne & considérer le systéme :

a,.,q.+6GC..q.+b,, q.=0 i=1, 2 ---
ij 13 ij 1 ; ij 95 ’ n

dont les solutions s'expriment comme combinaison linéaire des solutions

. . s o rt
particuliéres qj =q ; e 7,
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Il est clair qu'une condition nécessaire et suffisante de sta-
bilité du probléme linéarisé est la suivante : 1'équation caractéristique
des petits mouvements autour de la position d'équilibre n'admet pas de
racine réelle positive, ou de racine complexe & partie réelle positive,
Dans le cas contraire, on aurait en effet un mouvement d'arplitude

croissante, non bornée,

a) Définition

Ainsi que nous l'avons vu, la condition suffisante de stabilité
de Lejeune-Dirichlet ne peut &tre transposée aux milieux continus ;
Nous nous proposons de donner la définition de la stabilité de tels mi-
lieux au moyen d'une condition de potentiel minimum ;3 rappelons dans ce
but les définitions suivantes : (nous supposons que le potentiel atteint

un minimum égal & O pour les valeurs q; =0 i =1, 2 --- n des paramétres ;

ceci ne restreint pas la généralité),

Définition 1 : Le potentiel V (qi) présente un minimum strict si et

seulement si il existe un voisinage ’V' de 0 tel que : tiév, ' (qi) > o0

Définition 2 : Le potentiel V (qi) présente un minimum faible si et

makrice 92
Vv .. -
seulement si la 'acobien(—) est pos-i—t:—i—f—ea—na%_m,d&‘«nm satve

Il ne s'agit pas nécessairement d'un minimum strict,

Définition 3 : Le potentiel V (qi) présente un minimum fort si et seulement
Woike ;2 -
si le jacobie _V) est strictement—positif, &4!&: 'toc.ﬁ\\z
in?qj , 0
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C'est naturellement un minimum strict ; contrairement & un mini-
mum faible, un minimum fort est stable vis 4 vis des variations infiniment
petites des paramétres définissant le potentiel ; ceci lui confére une

’

existence physique plus convaincante,

Nous préciserons maintenant, au moyen de quelques exemples simples

notre définition de la stabilité des milieux continus,
Exemple 1 : Stabilité d'un point matériel sur une courbe &) : z = &=

Soit un point matériel M de masse unité, dont on suppose qu'il se
déplace sur la courbe ¥,

Son énergie totale est

2
[} ]
T+ V= ! (x 2 + z 2) +g e
2 2
1,12 2 12 X
soit T+V-= 5 (x "+ x"x %) +¢ =

La position d'équilibre est obtenue pour 5% = 0, soit x =0,
2
La dérivée seconde du potentiel est 9—% =g,
dx

Elle est positive ; la position d'équilibre est donc stable au sens

de la définition 3,

En outre, l'équation du mouvement au voisinage de la position
1

d'équilibre est x + gx =0 ; il y a donc isochronisme des petites oscil-

lations,

4
i1ité i =X
Exemple 2 : Stabilité d'un point pesant sur une courbe z = 5 .

La position d'équilibre est de nouveau atteinte pour x = 0 ; A
1'équilibre, la dérivée seconde du potentiel est nulle, Le potentiel est

cependant minimal aux sens 1 et 2,



L'énergie totale est

19 6 4 4

T +V = (x +4xx2)+gx7=g-a2— (a constante)

N =

soit, pour les petites oscillations :

1
X 2 + g x4 =g a4

Posant x = a cos‘f » On obtient :
1
w 2 = 8 a’ (1 - % sinz\f)

L'intégration fait apparaitre une intégrale elliptique :
t = L q ——_d g =
adfg "1 - 5 sin E
0
K3 . 2’ . - 4 K
On montre dans ces conditions que la période est de la forme T=
. J 1Ie % af2g”
ou K = '—%
0 ql -5 sin” ¥

elle est inversement proportionnelle & l'amplitude a des oscillationms,

Ainsi pour cet exemple, la stabilité est-elle assurée par le
théoréme de Lejeune-Dirichlet ; néanmoins les mouvements de faible
amplitude admettent un temps de retour important, Les définitions de
minimum T et II n'assurent donc qu'un équilibre "faiblement stable" ;
nous considérerons par la suite qu'un état d'équilibre est stable s'il
est 'fortement stable', c'est-a-dire si le potentiel est minimum au sens

III :

Définition :

12

Un corps élastique @) est dans un état d'équilibre stable si et

, s 2 . .
seulement si la seconde variation S V du potentiel thermodynamique est

strictement positive pour la configuration réelle, quelle que soit la
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famille admissible de configurations virtuelles adoptée,

Naturellement 1l'équilibre est obtenu lorsque 9V, premiére varia-

tion du potentiel thermodynamique est nulle,

b) Critére de stabilité des milieux continus élastiques soumis a

des charges mortes

Nous donnerons essentiellement 1'exemple des milieux continus
élastiques soumis 3 un systéme de charges mortes ; le critére de stabi-

1ité prend dans ce cas une forme simple due 3 Pearson [32] et Hill f19].

Soit donc un corps élastique (#) occupant un domaineV de
frontiére S dans la configuration de référence (* voir annexe 1), et un

'
domaine V' , de frontiére S' dans la configuration actuelle,

Sur une partie S§ de la frontiére, sont administrées des con-
traintes de Boussinesq Qi constantes (charges mortes) ; la partie com-
plémentaire S) est en outre maintenue fixe par rapport au repére de

éfére a, a
référence O a; a, ag.
Soit maintenant une famille de configurations virtuelles satis-'

faisant aux conditions suivantes :

- les déplacements virtuels du corps @) sont nuls sur s'u

- les déplacements sont continus ﬁon constants dans §;==ﬂfll S
- la configuration réelle fait partie de cette famille,

Le potentiel thermodynamique V est ici la somme du potentiel

élastique P et du potentiel ée des forces extérieures s'exergant sur S'

v=<f>+<é



avec 47 = I (P dv si “Pest le potentiel par unité

V'

de volume, et

%o

I
]

A )
X
<D
’O
o,
wn

La premiére variationzv a pour expression :

sv- [30a - (88, ) e

59
9 ) . oo
Comme 2x. .. n, ds =0, on peut aussi écrire :
) i ij j
S
u
= o
3V = fé?dv - Jéxigij n 3 ds
V' SI

P 59"1
3¢ .9,52x

d'ou
SV= Sggrgi dv - S Bxe no.ds

v! 1] DaJ St 1 1) J

Par ailleurs :

a 1'équilibre, év =0

D'autre part :

3% v=

|
N
N
-
¢
[
S—
Vo
N
»
<
=]
(o]
[a
7

Or

14
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soit )2(? =?9 ij 25&" 6 ;sx
1R '(7a 23t 1i P ay

n introduisan "Q = )2\! =?eij
AR T PRRPY SRRy

on obtient

§29_¢ ?Sxkg?g

1Jk1’2a ?a ij p a

j
d'ou
2
V= (P ’Duk g()%xi dv-ge ° %zx d
ij k179 ) ij pa, ij ™ i %8
v! J s!
Les deux derniéres intégrales s'annulent,
En effet, le théoréme de Stokes fournit :
0 o 2 _ g 0 2
S 1JnJ§x1dS— Da.(> 0 ) dv
Sl V‘ J
soit

On obtient enfin

2 i
R A e S

On peut donc énoncer le.

Critére de stabilité

Un corps élastique soumis 3 des charges mortes est stable dans sa
configuration actuelle si, quelque soit le champ de vecteurs ug continu,

non constant dans V, et s'annulant sur Su 1'intégrale



16

S v D, O

ov o ij Kkl ‘)a )a (1-7)
est strictement positive,

La condition critique est :

(g P

15 kl’aTj ,a—a—l- dv = 0 (1-8)

v!

Soit en particulier un corps élastique isotrope pour lequel le tenseur des
contraintes s'exprime en fonction d'un paramétre X positif :
b '}
= A . (4-9)
La valeur critiquexc du paramétre )\ est fournie par la relation :

’()u ?u dv—A S ? D'-'-k Y ("\J\o)

( ¥ ij klaa ’aa cr lJ kl'ba 3a

v!

(Veir  Annexe Q)

¢) Utilisation du critére de stabilité

On connait peu d'exemples d'utilisation du critére de stabilité
sous sa forme (1-7) ; citons essentiellement l'article de LEVINSON [27],
relatif a la colonne d'Euler, Les difficultés mathématiques soulevées par
1'utilisation pratique de ce critére sont.en effet considérables ; en par-
ticulier, les résultats importants obtenus en Résistance des Matériaux [35]
ne sont jamais déduits de ce critére, Nous citons en 1-7 b un cas ou ces
théories sont en défaut et ol une application correcte du critére (1-7)
serait susceptible de fournir des résultats plus proches des donmées
expérimentales,

L'utilisation des méthodes numériques modernes, et en particulier
de la méthode des éléments finis, permet au contraire d'envisager une

exploitation trés large de ce critére,



17

Néanmoins, ainsi que nous le verrons ci-dessous, l'utilisation
du seul critére de stabilité ne peut fournir toutes les informations

nécessaires a l'étude compléte de l'instabilité des structures,

4 - INSTABILITE DES MILIEUX CONTINUS ELASTIQUES

L'instabilité d'un systéme élastique peut se manifester de dif-
férentes fagons suivant le systéme considéré ; nous tenterons de dégager
ici les principaux modes d'instabilité en les illustrant d'exemples

simples,

a) Equilibre adjacent

Nous reprenons l'exemple classique de la colonne d'Euler,(Fig. 1-4-1)

Pour une charge Pa inférieure & la charge critique PCr 1'état
originel (a) est stable ; pour Pb:>Pcr1a colonne prend une nouvelle forme
d'équilibre (b) voisine de la premiére, L'équilibre (b) est stable, alors
que 1'équilibre (a) est instable pour la charge Pb'
L'instabilité se manifeste ici par une bifurcation d'une forme

d'équilibre instable & une forme d'équilibre stable adjacent,

Il est habituel de représenter l'angle D de 1a tangente au
sommet et de la verticale en fonction de la force P : nous avons dans ce

cas la figure (1-4-2),

Pour P<:Pcr la compression est stable ; en A il y a bifurcation,
et les états fléchis de la barre sont stables jusqu'en B(B') ol la limite
élastique est atteinte, L'angle 9 devient alors trés important si l'on

fait croftre la charge, Les états indiqués par des X sont instables,
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b) Equilibre éloigné

Pour de nombreux systémes élastiques, l'instabilité se manifeste
par un saut brutal du systéme vers un autre état d'équilibre éloigné du
premier état,

De tels systémes sont illustrés par la figure 1-4-3
Ol nous supposons le systéme déterminé par la seule variable q,

Lorsque la charge P croft et atteint la valeur critique P
la déformation passe brutalement de q, a qg ; en B 1'équilibre est de

nouveau stable, A est appelé point limite.

c¢) Mise en mouvement

Il existe enfin des systémes pour lesquels il n'y a pas de formes
d'équilibres pour P;>Pcr ; le systéme se met donc en mouvement 3 partir

de la charge critique,

La stabilité d'un tel systéme ne peut &tre étudiée que par des

méthodes dynamiques,
Nous reprenons maintenant 1'étude détaillée des phénoménes

décrits ci-dessgus,

5 - BIFURCATION VERS UN EQUILIBRE ADJACENT

a) Probléme d'Euler (Fig. 1-5-1)

Soit une barre, de longueur 1, encastrée en O, soumise & son
extrémité 3 une force de compression P ; on suppose qu'il existe un état

d'équilibre adjacent ol la barre conserve une forme fléchie,
Dans une section de cote z, le moment fléchissant est :

M=-P(f -y)
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L'équation différentielle donnant la courbe élastique est donc :

E I 9—% =P (f - y) (1-11)
dz
&2
soit EI ——% + py = Pf
dz

La solution doit satisfaire aux conditions aux limites
y 0)=0 y (1) =f¢
§y' (0) =0
Soit(,} = é% ; la solution générale est
y=Acos W z + Bsinz+f
Les conditions aux limites sont satisfaites si :

A=-f ; B=0 s f coswl =0

Ce qui exige (wl = (2 n - 1)1; si £ #0 (n entier)

Cette équation fournit la valeur deWpour laquelle il y a insta-
bilité ; cette valeur correspond & la plus petite valeur positive de n

annulant cos (2 n - 1)1; soit n =1

g
d'tou W1l = ;
2
et P =\ Eg
4 1

Notons que 1'équation différentielle (1-11) repose sur 1l'hypothése

des petites déformations & partir de 1'état non fléchi,
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b) Méthode Energétique

Dans 1'état (b) de la figure (1-5-2), l'énergie de déformation
s'est accrue de AV, en effet, & 1'énergie de compression (a) s'est
ajoutée l'énergie de flexion de la poutre, Simultanément l'énergie poten-
tielle a diminué du travail AT de la force P dans son déplacement ver-

tical,
L'état fléchi (b) sera stable si
Av -AT >0
et instable si
Av - AT <0
1'état critique étant obtenu pour Av =AT
Supposons la courbe élastique donnée par
y=f (1 - coswg% )

Cette équation satisfait a toutes les conditions aux limites du

"
probléme : y (0) =y' (0) =0 ; y((l)=f , y (1)=0

Le déplacement vertical de l'extrémité de la poutre est

1, 2 2 .2
1y e
2=3 J A T

Le travail effectué par la force P est donc

AT_jﬂszP
T 161

Par ailleurs, le moment fléchissant est

2 2 -
M=-ET1 dy = E I1T f Coshz

dz? 412 21
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En négligeant 1'énergie de compression, l'énergie de déformation

est donc
1 M2 “A £ I f2
Bv = > E19% < 3
64 1
2
En égalant AV etAT, on obtient bien P =1T—E—I
cr 42

c) Méthode de Ritz - Principe de Rayleigh

Supposons la courbe élastique convenablement représentée par une

fonction y(z)

n

y(z) = Z a, £, (z)

i=1
ou les fi sont des fonctions satisfaisant individuellement aux conditions aux

limites du probléme, et les a; des constantes en nombre fini,

Dans 1'hypothése ou la structure considérée emmagasine seulement,
de l'énergie de déformation de flexion, la variation d'énergie due & 1l'ins-

tabilité est

Le travail des forces extérieures est d'autre part

| (2)

o}

At =

[N Rae)

La valeur critique de la charge est obtenue pour

Av=AT , soit

1 d2 2
o (J ( ;;% ) dz
= EI 1d -
((g) =

o)
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Pour obtenir Pcr’ il convient de déterminer les coefficients a;
qui rendent minimale 1'expression obtenue ci-dessus : écrivons que

. s P
les dérivées - sont nulles,

i
1d2 91d22 1d22 91d2d2=0
(8 e 3 (S3) = () = ()
K i dz dz i
o 0 : ) ()
soit ? 1 d2y 2 P 0 1 dy 2
> dz - YN ) dz =0
2% dz ?ai z
o )
9 1 2" "
Comme d'autre part = £, et LL =f, ,
a, i 2 i
i 2a,
il vient :
1 2 " 1 .
2 &3 ¢ dz-—P-J & ¢ d=o0
i EI dz i
0 dz o
d d2
En remplagant L e =X par :
dz 2
dz
n df 2 n d2f
dz i=1 i de d22 i=1 : d22

et en effectuant les intégrations, il vient une équation linéaire en

- - a -
27 n

a2
On obtient donc finalement un systéme linéaire homogéne d'ordre n
qui admet des solutions non nulles lorsque son déterminant A est nul ; cette

condition permet le calcul effectif de Pcr qui n'est autre que la plus petite

racine de A .
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Le choix des fonctions fi a naturellement une grande influence sur
1'approximation obtenue pour PCr ; la méthode illustrée ici dans le cas
d'une poutre simple est applicable 2 de nombreux problémes ; néanmoins le
systéme linéaire obtenu est un systéme "plein', présentant peu de coefficients
nuls, L'inversion ne peut donc &tre pratiquée avec les moyens de calcul
actuels si les dimensions de la matrice sont trop importantes ; pour cette

raison, la méthode de Ritz est limitée & des corps de forme simple néces-

sitant peu de fonctions fi’
La solution y(z) obtenue constitue le premier mode d'instabilité,

Les modes supérieurs peuvent &tre obtenus en substituant a Pcr les
racines d'ordre supérieur de l'équation caractéristique (charges critiques

d'ordre supérieur),

La méthode de Ritz ne fournit naturellement que n modes d'insta-
bilité de la structure, bien qu'il en existe une infinité ; les résultats

seront donc d'autant plus satisfaisants que la valeur de n sera élevée,

Le principe de Rayleigh fournit le sens de l'erreur résiduelle :
soit en effet y la solution calculée grice 3 la méthode de Ritz et ¥4

le mode d'instabilité réel,

Nous supposons y # Yy
P tAV (v) - P AT (y,) =0
our y, .AV Y - crAT ¥y =

Par contre, pour y :

*
AV (y) - Py AT (y) > 0 car les états adjacents sont

stables,
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Si en d'autres termes on calcule %¥* en introduisant dans les
fonctionnelles AV et A T* un champ de déplacements différent du champ

réel, la charge critique obtenue est supérieure & la charge réelle, Ce
&

résultat constitue le principe de Rayleigh,

6 - STRUCTURES IMPARFAITES

La majeure partie des structures réelles présente des phénoménes
d'instabilité différents de ceux que nous venons d'aborder ; tout d'abord
les charges critiques observées sont le plus souvent inférieures aux

charges critiques calculées, (Fig, 1-6-1),

Les structures réelles différent en effet des structures idéales
étudiées par des imperfections de forme ou de chargement [26] qui affectent
les paramétres dont dépend le potentiel : la structure idéale associée
a une structure réelle présente une bifurcation dans le domaine lindaire,
la structure réelle une transition brutale dans le domaine non linéaire,

On peut dire en un sens que le degré de non-linéarité est proportionnel

3 l'importance des imperfectionms,

L'instabilité peut également se manifester sans charge critique

.e

c'est l'instabilité par divergence pour laquelle la structure se déforme
de maniére importante dés l'apparition des forces extérieures, La figure
(1-6-2) illustre une telle situation dans le cas de la colonne ¢'Euler

soumise a une force latérale supplémentaire,

Le phénoméne s'explique de la maniére suivante : la rigidité
de la poutre est diminuée sous l'effet de la force axiale, de sorte que
la déformation produite par une force latérale parasite est considérablement

amplifiée,
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L'instabilité par divergence a été mise en évidence expérimen-
talement dés le début du chargement dans le cas d'un réservoir cylindrique
en compression axiale en utilisant les méthodes de l'interférométrie

holographique [1],

7 - TRANSITION BRUTALE VERS UN EQUILIBRE ELOIGNE

et e em S A S D R D e N S e S NP S R S S M SR P SR D e A RS 4D N B

Pour la majorité des systémes réels l'instabilité se manifeste
par une transition brutale vers un état d'équilibre situé a distance finie
de 1'état d'équilibre instable ; nous nous proposons de mettre en relief

les propriétés essentielles de ce phénoméne au moyen de quelques exemples

simples,

a) Charpente de Von Mises [31]

Les deux poutres élastiques constituant la charpente sont articu-

lées en A, B et C ; en C elles supportent une charge P verticale (Fig, 1-7-1),

Nous supposons que le déplacement du point C s'effectue suivant une
verticale ; les déformations du systéme peuvent &tre finies, Dans l'état
déformé, 1'équation de 1'équilibre est :

P

N = 2 cos®¢

ou N est la force de compression subie par chacune des poutres, et o¢

ltangle actuel avec la verticale,

Par ailleurs, la variation de longueur des poutres est :

01 - a _ a
sin o(o sin o
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De sorte que si 10 est la longueur initiale des poutres, on

_ESA1 _ Sino&o
N = 10 —ES(l-Sin“‘)

En égalant les deux valeurs de N ainsi obtenues, on a :

in
s olo

P=2ES(1-m)COSM

Le déplacement vertical u du point C vaut :

tgol - tg &L,
tg Ol + tgo(o

u=a

Il vient alors aprés calculs :
-l
u 2 u 2 2
P=2ES (1 -atgel ) | (tgpd  +(1 - = tged) -cost¥ |
a 0 ) a 0

Cette relation donnant P (u) est représentée Fig, 1-7-2 ;

Chaque point du graphe représente un état d'équilibre du systéme,

Nous faisons maintenant croftre la charge depuis O : lorsque le

point 3 est atteint, le systdme est en équilibre instable, et il passe

brutalement a 1'équilibre 7 (Fig, 1-7-3), Si la force P s'accroit encore,

1'équilibre atteint les points 8,

Nous déchargeons maintenant le systéme, & partir de l'état final

atteint ci-dessus : le point représentatif est situé successivement en 8,

7, 6 ou la charge est nulle (Fig, 1-7-4) ; si 1l'on introduit une charge

négative, le point 5 est atteint,
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Il est a noter que
- il n'y a pas de saut 7-3

- 1l'état de retour a la charge nulle est complétement différent
de 1l'état initial (Fig.4}-4). Si la charge est encore diminuée, on obtient

un saut en retour 5-2, et les états ultérieurs sont sur la branche 2-1,

Les états d'équilibre situés de 3 a 4 sont instables ; calculons

en effet 1'énergie potentie11e¢# du systéme pour une charge P fixée,

L'énergie potentielle de déformation est

soit :

5
2
V = ES 10 (1 - cosobo[tgzq_o - (1 - E tgolo) ]

et 1'énergie potentielle extérieure :

%
S 2 2 .
D' ol 47 =ES 1 (l-cosoLo[tgoLo-(l -g tgo(o) ] ) - P u,

relation représentée Fig, 1-7-5 b,

Le résultat énoncé est en évidence : il y a un maximum isolé du
potentiel en B ; les états A et C sont par contre stable ; 1'énergie
potentielle libérée lors du saut est transformée en énergie cinétique, de
sorte que le systéme oscille autour de sa nouvelle position d'équilibre

stable,
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Notons enfin que les états représentés de 3 a 4 (Fig. 1-7-2)
peuvent &tre atteints pour un autre mode de chargement, si en effet on
substitue 3 la charge morte P précédente une charge modulée par un dis-
positif convenable (Fig, 1-7-6), réalisant une adaptation cinématique
du chargement, il est possible de décrire la courbe (1-7-2) par une

succession d'états stables,

b) Stabilité d'un réservoir cylindrique en compression

La compression axiale d'un réservoir cylindrique permet de
mettre en évidence un nouvel exemple de saut vers un équilibre éloigné,
L'étude par les méthodes d'équilibre adjacent [35] ne permet pas de com-

prendre le phénoméne d'instabilité,

En postulant un déplacement radial de la forme

w = - A sin a 1

durant le flambement (Fig, 1-7-7), et en exploitant la méthode énergétique

on obtient en effet la valeur critique :

a _ E h
cr a‘ﬁ (1 -%%)

Cette valeur ne rend pas compte des résultats expérimentaux ;

on observe en effet une valeur critique beaucoup plus faible,
Certaines expériences fournissent la moitié de la charge critique ainsi
obtenue, De plus la déformée du réservoir est différente de celle que

postule Timoshenko (flambement en facettes),

Les calculs de Karman et Tsien [24] conduisent & une courbe p (&)

(§ déformation axiale) représentée Fig, 1-7-8,
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Si on fait croitre la charge p, le réservoir fait preuve d'une
bonne rigidité sur la branche 0-1 ; les contraintes augmentent rapidement
en suivant une loi lindaire jusqu'a 1'état 1, On observe alors un saut
a 1'état 3 si la charge reste constante, a l'état 2 si la déformation
axiale reste constante, Dans ce deuxiéme cas, une augmentatiun de la
charge place le réservoir dans un éta; situé sur la branche 2-3 de la

courbe,

Sur la figure 1-7-9 est représentée la charge p en fonction du
déplacement radial w)'é partir de la valeur U-c: un saut est possible
sur la branche droite de la courbe : si en effet il existe, pour la
valeur p; par exemple, une déflection latérale accidentelle au moins

égale aw le saut est inévitable, A 1'évidence, plus les défauts de

1’
structure sont importants et plus la charge critique observée est faible ;
une expérience parfaite, c'est-a-dire conduite sur un cylindre parfait,
avec une compression rigoureusement axiale, doit fournir la charge cri-
tique supérieure U déterminée par les méthodes de 1'équilibre adjacent,

cr

Les calculs de l'ingénieur doivent au contraire tenir compte de la charge
*
critique inférieure(T;r . Les défauts des structures réelles aménent a

modifier la courbe 1-7-8 [10] (Fig.t3%).

Un cylindre réel, avec des défauts, fournit un pic beaucoup

» » »
moins élevé,

8 - MISE EN MOUVEMENT

Nous envisageons ici le cas ol il existe une charge a partir de
laquelle le systéme considéré ne posséde plus d'état d'équilibre, et se

met en mouvement,
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Nous examinerons cette éventualité sur 1'exemple unique d'une

colonne élastique soumise 3 une charge tangente au sommet (Fig, 1-8-1)

[31].

Ce n'est pas un systéme conservatif,

Ce mode de chargement peut @tre réalisé en fixant une fusée au

sommet de la colonne,

Le moment fléchissant dans une section quelconque de la colonne

fléchie est, en adoptant une méthode d'équilibre adjacent :
M=-P(f -y) cos@ +P sinb (1 - 2)

soit, pour une déflection suffisamment faible :

M=-P(f -y)+PB(1 - 2)
Par conséquent :
d2
EI—%=P(f-y)-P9(l-z)
dz

On élimine f en dérivant :

=
-
<

i

]
"
%—
+
"
L

soit en posant ol =P ET :

y +-°£ y' = NE e s équation dont la solution

est de la forme :
y=Asinokz+Bcosez+C+ 9z
Elle doit vérifier ies conditions aux limites :

y (0) =0

y' (0) =0

V(=06 ;y' (=0

we



J\:

S

1z

Fig 1-8 -1
fio_1-8

40



41

On obtient un systéme de quatre équations :
Acos®l -Bsingl,l =0
Asinl+Bcosegl =0
s + B = 0
B + C = 0
On vérifie aisément que ce systéme n'admet d'autre solution que
la solution triviale A=B =C = @=0

Ceci implique qu'il n'existe pas d'état d'équilibre de la poutre
autre que la position verticale ; on ne peut cependant pas en conclure que
la position verticale est stable, Une perturbation peut en effet induire
des oscillations de la poutre autour de sa position d'équilibre ; une
étude dynamique est donc indispensable pour décider de la stabilité du
systéme,

Nous supposons pour ceci que la masse de la poutre est concentrée
au sommet et que (hypothése des petits mouvements) cette charge se déplace
seulement suivant l'axe des y, L'état du systéme est alors déterminé par

la fonction f(t),
Le moment fléchissant vaut, en introduisant les forces d'inertie :
1"
M=-P(f -y)+((®PO+mf) (1l -2)
On obtient donc 1'équation :

v +el y=ol £ - (20 + 2 ) (1- o)

L'intégration en z fournit, pour une valeur fixée de t :

y = H (9+-@2—f'l ) W1 coselz - singlz - &K1 + z) +f(1-codz)
o ol° EI
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solution vérifiant les conditions aux limites :

y (0) =y' (0) =0

Pour z = 1, on doit vérifier que :

y (U =£¢ ; y (1)="90

c'est-a-dire
9 m f" . -
( +—2—) (oll cospl - sinX1l) -oAf cospl =0
ol® EI
et
(04 2t

L) (1 -l sinal - cosetl) +alf sinl = ©
o EI

En éliminant B entre ces deux équations, il vient
£ +-b} £f=0
ol l'on pose

w2 _ ol> g1
m (sinell - &l cosedl)

L, 2 ‘s . PR .
Si W~ est positif, on obtient un mouvement périodique d'amplitude
. . 2 . . . for A
constante ; si au contraire(J est négatif la solution est apériodique,

d'amplitude croissante et non majorée, Dans ce dernier cas il y a donc

instabilité,

La valeur critique PCr est obtenue pour

sinell - ol cos&¥l =0

ceci conduit i P _ = 20,19 EL
cr 12



43

Notons enfin un paradoxe de la solution : si la condition critique
sindll -otl cosell = O est vérifiée on tire de 1'équation y (1) = £

(c'est-é-dire :

¢, mf" . —

( +0L2 ) (ol cosell - sinotl) = cosefl , £
El

que f = 0, Il semble donc que la colonne doive rester immobile pour la

valeur critique, en contradiction avec le fait que la solution apériodique

s'installe,

En fait, pour la condition critique, la pulsation @ est infinie :
la rigidité de la barre est donc trés grande, et l'on voit donc pourquoi
elle ne peut &tre déformée, La solution apériodique a lieu dés que

singll -1 cosetl £ 0,

9 - CONCLUSION

L'étude de la stabilité des structures ne peut se limiter a la
détermination des charges critiques fournies par les théories linéarisées ;

il apparait en effet que la rupture peut se produire pour des valeurs de la
charge trés inférieures & la charge critique de la structure idéale associée,
Il convient donc de s'assurer de la rigidité des structures imparfaites dans -
le domaine pré-critique, d'évaluer les charges critiques dans un domaine
non-linéaire ; enfin il serait souhaitable de tester la rigidité post-critique,

ou les déformées obtenues dans une transition brutale vers un autre équilibre,



RAPPELS DE MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

1°) Potentiel élastique

L'espace est rapporté a un repére orthonormé 0a,a,a, ; soit V un
domaine borné, de frontiére S, occupé par un corps élastique (X). Les va-
riables de Lagrange a; définissent la position des "molécules' du corps
élastique dans cette configuration, appelée configuration de référence.

A un instant ultérieur t, le solide QX ) occupe un domaine V' de l'espace,
de frontiére S' ; les variables d'Euler X, déterminent la position des
"molécules'” dans cette derniére configuration, appelée configuration actuelle.
La transformation est une bijection de classe C2 sur V=V U S, qui trans-
forme V en V',
Elle est définie par les trois fonctions :

xl(al,az,a3), xz(al,az,a3), x3(a1,a2,a3)

'aXi)

Il est nécessaire dans ces conditions que le déterminant jacobien J =4158'
]

P)
ne soit jamais nul ; il en résulte que L> :?), étant égal & 1 pour t = O,
]
I . - 0%
reste positif quel que soit t. On posera ij = irzf .
3

Le corps (4 ) est élastique ; il existe donc un potentiel élastique @ :
g = ( \? dv.
v
La quantité \{dv est le potentiel d'un élément matériel de volume dv ; pour
une transformation adiabatique, le potentiel élastique s'identifie avec l'éner-
gie interne., Pour une transformation isotherme, il s'identifie avec l'energie
libre.

Pour un corps élastique,!? ne dépend que de l'état initial (aj) et de la

transformatﬂnx&ij 3 il vérifie en outre le Principe d'objectivité:

Le potentiel élastique ne change pas dans une rotation du corps,é .

En d'autres termes

‘f(ai’ (iﬁ = W(ai’ Kij) avec K'ij = rikKkj
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ou r.x ©st un tenseur orthogonal arbitraire, & déterminant positif.

2°) Tenseur des contraintes de Boussinesq

L'état de contrainte dans V peut &tre représenté par le vecteur
> o
e . .. I,
i ij j

©
]
©

La force actuelle dF est rapportée & un élément de surface dans 1'état

initial : dS, de normale n®;

T =& _7Es
ds, ds,
i
T désignant la contrainte d'Euler wusuelle,
5

est la contrainte de Boussinesq, gij est le tenseur des contraintes de

Boussinesq ; cé dernier est 1ié au tenseur d'Euler U}j par :

[¢]
gF, = O'ij nydS = o, n’° ds,

1 1
o] = _— i = =
Comme ne ds, 3 B}k nj dS, on a la relation Gij 3 gik J ik

Equation d'équilibre

Soient fi les forces de volume et J; les accélérations ;
on a 3 1'équilibre du corps (j )

Jv'(fi -(J'Xi) v+ L' 0y nf d8 =0

Soit d'aprés le théoréme de la divergence :

2 _
Jv'(fi -(’Xi) dv  + vs 7‘? (oij) dv =0

Ceci étant vrai pour tout volume V' :

(-0, + 254 o

Formule de Kirschoff

On suppose fi = Ki =0

Ecrivons que pour tout déplacement virtuel<$xi, le travail des forces exté-

rieures est égal a4 la variation du potentiel élastique :
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Dans le déplacement fxi, le travail des forces extérieures est :

Jw =S gxigij ng ds
S

Soit d'aprés le théoréme de 1la divergence

;W = (33 (§X. o, )dv
\'Z]
L
Compte tenu de l'équation d'équilibre _l? o 0, il vient :
du = PSxio.. dv = (550
v 7aj ij v ij "ij

Par ailleurs, la variation du potentiel est

,5¢ = J,;T_SJ{

Pout tout volume V on a SW = SQ), d'ou
S 29
Kij (gij - m ) =20

relation vérifiée pour tout déplacement virtuel ; on a donc enfin la for-

mule de Kirschoff :

% )Y

La formule de Kirschoff permet de montrer que le tenseur ©

1
1 n'est pas
symétrique ; on déduit en effet du principe d'objectivité dérivé par

rapport a R que @

?w dr.(P =0

soit 7“’ P 7 I dr,, =0
7{ ik roLP up
Comme )x'ik = 3

? ru,}

Pl
SjP' xjk y on obtient,(')—ri; a/jk gid SJP drdP
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et enfin
LA SR
— jk 9Tij =
')Kik ) !
lorsque R = I, (rij = ij) il vient

0o
Wi

En outre dR est antisymétrique ( dryjj = =~ dr,.)

ji
De sorte que
A% )
o dk . ik
'231k e F
soit gik xjk = Ojk Xik ce qui montre le résultat annoncé. Celui-ci

peut d'ailleurs @tre déduit simplement de la symétrie du temseur des

contraintes d'Euler.

3°) Coefficients d'élasticité

2
Désignons par w les valeurs de ) kP = )g];l
PR Tuu Muola  ala

Ce sont les coordonnées d'un tenseur d'ordre & pour lequel on vérifie

naturellement que :

¥

ijkl — klij
Nous allons montrer que pour X;j = S 150 ce tenseur est relié au tenseur
'I 3 r V4 : —3
d'élasticité )Lijkl par les relations ?ijkl )Lijkl + glj 5 ki

Rappelons que les coefficients d'élasticité y’ijkl sont les valeurs de

Pa"
815 A«

lorsque le tenseur de déformation de Green - Lagrange
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{kj - Sij) est nul.

Nous avons
29

. L ™
1 7Xij ?qu 7%1’

1
avec';—iui = E(gpj Xiq +qu !rip)

2 2

d'ou = .
205 94 pj P

Dérivant une nouvelle fois, nous obtenons

32( _ oy w29 5
'Zlyij ?blkl: 285508 m )J’kl ip 28 p; Kt 7pl

soit
¢ ey oy Y
ijkl ?Apj Y4 1 kn ip 2A 1 ki

Pour Kij = Sij’ on a bien
Y L SN A &
%J’kl 28i5 20 a1 20 1;

q)ijkl =%ijk1 t oy S ki

Une conséquence de l'invariance du potentiel dans les rotationsest que les

ki ® c'est a dire :

coefficients acijkl vérifient les relations de symétrie :
= 3 = ‘XJ
F ik 7Lklij 7"jikl 1jlk [36]
Le nombre de coefficients distincts est ainsi réduit & 21 au plus ; les corps

élastiques isotropes pour lesquels on peut négliger les constantes du second

ordre de Murnaghan, ont des coefficients d'élasticité de la forme :
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CHAPITRE 11

A METHODE DE S ELEMENTS FINTIS ET L' ANALYSE D E

LA STABILITE ELASTIQUE

2-1 - INTRODUCTION

Nous nous préoccuperons tout d'abord dans ce chapitre de la sta-
bilité linéaire ; il s'agit de calculer dans quelles conditions une bifur-
cation de 1'équilibre peut se produire, au sens du critére fondamental de
stabilité, C'est donc une méthode d'équilibre adjacent qui est ainsi visée,
méthode pour laquelle l'approximation des petites déformations est justifiée,
Notons cependant que le formalisme développé au chapitre I est tout a fait

compatible avec les déformations finies,

M2me si la détermination précise du comportement des structures
doit faire appel aux théories non linéaires physiques ou géométriques,
il est certain que l'analyse linéaire de la stabilité permet de représenter
correctement le flambement de certains types de structures (poutres,
plaques ,..), Pour les coques, en revanche, il apparait indispensable de
travailler dans le domaine non-linéaire ; nous traiterons alors le probléme
de la rigidité pré-critique et post-critique des structures, ainsi que la

recherche non-linéaire des charges critiques,

La méthode des éléments finis (Annexe 2) joue un r8le important
dans le traitement des problémes de stabilité ; en effet, elle autorise
17étude de structures chargées imparfaitement (rupture de symétrie) ou
pour lesquelles il existe des imperfections géométriques, ce qui est le

cas de toutes les structures réelles,
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En outre la méthode des éléments finis est particuliérement bien

adaptée au cas des structures composées de matériaux anisotropes,

Comme pour chaque domaine d'utilisation de la méthode des éléments
finis le traitement du probléme se divise en deux parties : d'une part la
formulation des relations ''élémentaires', d'autre part la résolution du
systéme complet, Le présent chapitre est consacré a la premiére partie de

ce travail,

Le probléme continu est discrétisé de la fagon suivante : les
déplacements ug des points de la structure sont exprimés en forction des
. . n -
déplacements des noeuds du maillage u, , en nombre fini, au moyen des

fonctions de déplacement Nij,

De maniére usuelle, nous posons :
u
1

matrice des déplacements d'un point quelconque de la

uy structure,

1
\J €= u% matrice des déplacements des noeuds (d.,P 3 eee W)

d'un élément (e) donné,
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On pose donc :

U=N, U° (2-1) avec N = (N, .)
n ij

Naturellement, les fonctions Nij doivent étre choisies de sorte

que les différents critéres de convergence soient satisfaits (Annexe 2),
~ ~ r. r~
’Dul u Ju3 Ju3 JUg }

1
8 "3 CETr L L

t
On pose en outre : 5U = ’

La dérivation de la relation (2-1) fournit :

Su=3. Une (2-2)

2y
Wi W

par l'indice o , et le groupe d'indices kl par l'indice P; les indices & et

Posons enfin = qu , en remplagant le groupe d'indices 1ij
9 varient de 1 & 4 pour les problémes plans, de 1 a 9 pour les problémes

hidimen&ionnels, Le tenseur de coordonnées‘{ est alors représenté par

ijkl
la matrice (Y) = (W ). Par exemple, pour les problémes plans
db

Y Y ¢ J

11 11 11 12 11 21 11 22

(\r) = L712 11 \?12 12 \?12 21 ‘?12 22

Uy 11 Yo1 12 Vo121 Yor 2

Y2211 Y2212 Y2221 Y222

On introduit de la méme maniére la matrice C*) des coefficients

d'élasticité ’X/ijkl’ et la matrice (t) des )tl' gk.
jo ki

Compte tenu des notations ainsi introduites, le critére de sta-

bilité sous sa forme 04-7) stécrit, pour un élément :

t
e t e e
vt B BUS v > 0 Y ul
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t
soit tUﬁ ( B(HBav) . v > o

Posant Cb = B (W) B dv , on obtient finalement
e

t. e e
LN (C*Je) u. > 0

La condition de stabilité ''élémentaire" ainsi obtenue n'est pas
nécessaire pour assurer la stabilité globale de la structure, Si en effet

on ajoute les contributions élémentaires

Fv,= e

a la variation seconde du potentiel de la structure, on obtient
e e . . , P
2y=2 1 YU soit, en introduisant le vecteur U_ des dépla-
n e n ’ n P
e

cements de tous les noeuds de la structure :
t
2 o _
Sv= v @ u_
La matrice @*) est une matrice globale, assemblée & partir des

matrices élémentaires (#%) au niveau de la programmation FORTRAN (Annexe 2),

La stabilité est alors assurée si, et seulement si :

t
Un(4>)Un>o vV U

n
Nous introduisons les matrices globales A et B obtenues a partir

des matrices élémentaires

t t
e e
A = U B.(R)-B.dv.U_
v
e
et
t e t e
B = U. B.(t*).B.dv U
e n n
v
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A est appelée matrice de rigidité de la structure ;
B est appelée matrice de rigidité incrémentale,

Ce sont des matrices symétriques,

d=a-)B

Nous sommes donc amenés a formuler le critére de stabilité dis-

Compte tenu de (1-2-10)

crétisé :

Critére de stabilité discrétisé :

Le corps élastique (X) est stable dans sa configuration actuelle

si la forme quadratique associée & (A-)B) est définie positive,

L'instabilité apparait lorsque la forme quadratique associée a

A -AB cesse d'8tre définie positive, c'est-a-dire pour :
det (A -)\B) =0 (2-2-3)

La charge critique XU¥ apparait ainsi comme la racine de plus petit
module de 1'équation caractéristique (2-2-3) ; en d'autres termes, X‘, est
la plus petite valeur du spectre des valeurs propres du probléme aux

éléments propres :
AX = X BX (2-2-4)
Le vecteur propre associé fournit le mode d'instabilité corres-
pondant,

La résolution effective du probléme (2-2-4) fournit également
les charges critiques d'ordre supérieur, avec les modes d'instabilité

associés,
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a) Symétrie
Les propriétés de symétrie des coefficients d'élasticité y&jkl

et du tenseur t.,. 5 d'une part, la méthode des éléments finis d'autre

17 " ki
part conduisent & des matrices de rigidité A et B symétriques,
Montrons en outre que la matrice de rigidité A est définie
positive :
Pour cela, envisageons le corps élastique , homogéne et isotrope ;

sa surface est rendue libre de contraintes

Alors : 32 vV = % ’aui ?_uk

. — dv
v ijkl ’Daj 03,

Donnons-nous des déplacements uy infinitésimaux :

\
u, =A,,a, =@ . +&. ) a,
] 1] 1] ]

i ij
ou >ij est séparé en partie symétrique Eij’ et antisymétrique(ng.

Compte tenu des propriétés de symétrie des %Ejkl’ on obtient :
Fv= 2 &6 o
ijkl ©1ij%kl
Vv

Lorsque le déplacement u, se réduit a une rotation infinitésimale :
2
u, =W aj , on a donc 5 vV =0,

i ij

Inversement 32 V=0 implique &, , =0 et u, =W, a,
ij i ij 3

Il y a donc instabilité pour des rotations pures, et dans ce cas
. . éZ s -
seulement ; il en résulte que JV est positif lorsque les liaisons du corps
lui interdisent les rotations (appuis, encastrements ,,,) ; ceci implique

que la matrice A soit définie positive,
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Dans des configurations telles que l'instabilité puisse apparaitre,
' i ) * ¢ 7Y 7% . ‘e
il est donc nécessaire que le terme tljd ki dv soit positif,
v/

et par conséquent que la matrice B soit définie positive,

b) Propriétés des éléments propres

Dans les conditions énoncées ci-dessus, les éléments propres

possédent des propriétés intéressantes que nous rappellerons,

Théoréme I1-1 : Lorsque les matrices A et B sont symétriques, définies
positives, les racines de l'équation caractéristique (2-2-3) sont réelles

et positives ; les vecteurs propres sont B-orthogonaux,

En introduisant D = B-1 A, le probléme est ramené a :
DX =\X

n 2 . * » .
Dans l'espacelR", définissons une métrique au sens de B :

le procduit scalaire sera :
<X, Y>=b,. x, y. = XBY
1) 173

On vérifie qu'il s'agit d'une métrique edclidienne pour laquelle

la base canonique n'est pas orthonormée,
Montrons que l'opérateur D est symétrique :

Nous avons @

i
[
b
rt
(=]
w
<
I
>
b4
o
o]
e
il
rt
P
[
=<

<X, Y>

D'autre part :

t -1 t

tx BDY = *xB B™! Ay = xay

< X, DY >

d'od < X, DY >=<DX, Y>et la propriété ; il en résulte que les valeurs
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propres sont réelles, et les vecteurs propres orthogonaux au sens du

produit scalaire défini ci-dessus,
Enfin multiplions 1'égalité (2-2-4) & gauche par x ; i1 vient
Exax = ) “xBx
Comme "XAXS 0 et 'XBX >0 , A\ est positif,

Ce qui achéve la démonstration du thécréme II-1,

c) Dimensions ; structure de bande

Les problémes réels de génie mécanique ou de génie civil doivent
étre traités en utilisant un nombre important de degrés de liberté (souvent
de 1'ordre du millier) ; ceci conduit & des matrices A et B d'ordre (1000,
1000) dans l'exemple indiqué, Il ne peut actuellement &tre question d'in-
troduire de telles matrices en mémoire centrale des ordinateurs, et le
changement sur bande ou tambour magnétique augmente considérablement la
durée d'exploitation des programmes, par l'importance relative du temps
d'accés (20 ms pour l'accés au tambour FASTRAND de 1'UNIVAC 1108, pour
40}&5 de temps d'exécution d'une multiplication),

On peut fort heureusement profiter de la structure du probléme

pour réduire considérablement les données nécessaires au calcul,

La symétrie des matrices A et B divise approximativement par 2

le nombre des données,

De plus, la discrétisation par la méthode des éléments finis
cornduit & des matrices de rigidité qui ont, ou auxquelles on peut donner

[17 ] une structure de bande,

Ainsi pour \j - ir>n1 , a-t-on aij = bij =0
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77+

Fig £-3-
7

4

Fig £2-3-2
v
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Aussi ne conserve-tion, dans la plupart des modes de stockage
des matrices de rigidité que la demi-bande supérieure, sous forme uni-

colonne (Fig, 2-3-2a) ou rectangulaire (Fig, 2-3-2b),

Pour des largeurs de bande variables, on peut éventuellement
conserver les seuls éléments non nuls, accompagnés d'indices compteurs

‘permettant leur repérage dans la matrice de rigidité [22],

Ces diverses techniques permettent une réduction spectaculaire
des zones de mémoire occupées, et autorisent souvent le traitement des
problémes par l'unité centrale dés ordinateurs actuels (voir [6] pour le
traitement par blocs des matrices ''out of core', c'est-a-dire non logeables

dans la mémoire centrale),

Les caractéristiques ainsi dégagées définissent un probléme numé-
rique précis qui doit @étre traité par des méthodes appropriées ; il convient
en particulier de tirer avantage de la structure-bande et du caractére
défini positif des matrices A et B pour réduire le temps de calcul et les
zones de mémoire occupées, Nous discuterons les différentes méthodes
envisageables dans le chapitre suivant, pour nous consacrer maintenant aux

problémes non linéaires,

2-4 - METHODE DES ELEMENTS FINIS ET STABILITE NON LINEAIRE

Les concepts de la stabilité linéaire sont limités & 1'étude de
1l'instabilité du type Euler, c'est-a-dire & l'étude de l'évolution des
structures vers une configuration stable infiniment proche ; dans tous
les cas ol la structure évolue vers une configuration stable & distance
finie de l'état de référence, il est nécessaire de faire appel aux méthodes

non-linéaires, Naturellement, les tests de rigidité post-critique doivent
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également avoir recours a celles-ci,

Soulignons a cet égard 1'intér2t de la formulation que nous avons
adoptée ; utilisée dans le domaine linéaire, elle garde, sans modifications,

son efficacité dans le domaine non linéaire ; pour un état de contraintes

déterminé, on a en effet :

?U.? X u, u
R PR N U C A
%2 9a. 2a J I Y Ya, a
\Y j 1 A 1
et
t

I

¥V

U (A -)B) U

a la matrice de rigidité A, est retranchée la matrice B obtenue dans un
état de déformation quelconque ; il en résulte une matrice de rigidité
différentielle 47= A -XB, traduisant par exemple la perte de rigidité

de la structure au voisinage de la charge critique ; B est ainsi une
matrice qu'il convient naturellement de déterminer dans une configuration

quelconque,

L'analyse non linéaire peut ainsi procéder de l'une des maniéres

suivantes :

a) Méthode incrémentale I

Une premiére prédiction linéaire du comportement est réalisée
en négligeant la matrice de rigidité incrémentale B ; Si F représente le

vecteur force appliqué & tous les noeuds de la structure, on résoud:

)
Cette estimation de Un permet, compte tenu de la loi de compor-
tement élastique du matériau, de déterminer le tenseur de Boussinesq, et

donc une premiére valeur de la matrice incrémentale B,
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La matricedifférentielledf = A - ) B est alors construite, et
le procédé de prédiction révisé sous la forme

p-A 1

A Ug =F +V>B Uﬁ - (ordre p)

La matrice B est affinée dans le procéssus itératif jusqu'a
ce que la convergence soit obtenue ; le procédé fournit donc les dépla-
cements et les contraintes dans le domaine non linéaire, La matrice in-
crémentale B étant aussi obtenue, on reconduit ici l'analyse de la sta-
bilité faite dans le domaine linéaire ; il suffit & cela de résoudre le

b

probléme aux valeurs propres

AX = )&rBX

pour la valeur de B obtenue,

Si la valeur critique >. ainsi obtenue est supérieure 3 la charge

%
imposée & la structure, l'équilibre est stable, instable dans le cas con-

traire, critique lorsque ) = )tf

Formulons cette analyse en d'autres termes :

Cherchons & résoudre le probléme :

AX = p (4B) X
ou ()B) est la matrice de rigidité incrémentale obtenue pour la charge A
imposée,

Lorsque la plus petite valeur propre‘P est supérieure & 1, la
stabilité de la configuration est assurée ; la charge critique est obtenue
pour/L= 1, 1l'instabilité pour);.,(l.

La courbe/u()) peut par exemple &tre tracée en interpolant &

partir de quelques valeurs ; ce procédé permet de réduire le nombre de
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niveaux de chargement de la structure a envisager, et par conséquent

le temps d'exploitation des programmes (11. Fig. 2 - 4 - 1

Le calcul non linéaire des déplacements pour des valeurs de )
inférieuresa la charge critique permet d'obtenir le comportement pré-

critique dont on connait l'importance les ruptures par flambement

5
peuvent en effet se produire pour des valeurs trés inférieures a la
charge critique calculée dans 1l'approximation linéaire des structures

idéales,

Résumons le schéma de calcul

1 Formation de la matrice de rigidité A ; lecture de X

2 Résolution du systéme ; Prédiction linéaire

3 Galcul de B a partir de Uz
4 Calcul de F + A B U

5 Résolution du systéme

Avl=r +)rB0°
n n

6 Test de convergence
ol -0l < €&
i n n .
Si oui phase suivante 7
Si non phase 3 en remplagant Ui par Ui
7 Analyse de la stabilité

AX=}»()B) X

8 Retour éventuel a 1 pour>\différent.
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b) Méthode incrémentale II, (Méthode pas & pas)

Les problémes non-linéaires peuvent donner lieu & des solutions
multiples (Fig, 13?—5) ; dans ce cas la méthode exposée ci-dessus converge
vers 1l'une ou l'autre des solutions, et éventuellement vers une solution
inintéressante, Il est alors préférable d'incrémenter sur la charge de la

structure, selon le schéma suivant :

1 ., Choix d'un pasAF = )AF% de la charge

2 . Calcul de l'incrément AUO de déplacement par résolution de A.AUO = AF
3 , Calcul des contraintes et de la matrice B a partir de la solution AUO
4 . Formation de la matrice de rigiditédifférentielleA - A\ B

5 . Résolution du systéme rectifié :

(A -)\B)AUl = )F

Calcul des déplacements et de la charge totale
6 . Phase (3) en remplacant AUO parAlJl

On voit que par cette méthode, les solutions sont obtenues dans

1'ordre croissant ;

On peut contrdler le processus en vérifiant périodiquement que
1'équation d'équilibre est satisfaite ; par ailleurs, les effets de la
non-linéarité sont réduits en considérant a chaque pas des incréments de
module suffisamment petits [39], Enfin l'analyse de la stabilité de 1'équi-
libre telle qu'elle a été conduite au paragraphe précédent peut &tre reprise

périodiquement dans le calcul,
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2-5 - CONCLUSION

Il nous parait indispensable d'évoquer ici les problémes soulevés
par l'analyse non-linéaire de la stabilité élastique, et de souligner leurs

interactions avec les problémes numériques,

Lorsque la stabilité d'une configuration d'équilibre a pu &tre
établie, on sait [19] que le champ des déplacements infinimentg petits a
partir de cet état est solution unique de 1'équation d'équilibre, Il n'en
va pas de méme dés l'instant ou l'on admet la possibilité de déformations
finies & partir de 1'état d'équilibre ; nous avons d'ailleurs donné des
exemples simples d'une telle situation (cf, ch, 1-7). Il conviendrait donc
de s'assurer que le nombre de solutions possibles est fini ; 4 notre con-

3

naissance, ceci est un probléme ouvert,

Du point de vue du calcul numérique des structures, ce fait milite
en faveur des méthodes pas a pas qui, dans le domaine pré-critique, doivent

conduire 3 la solution intéressante,

Un autre aspect de cette question est le suivant : lorsque la
charge critique est atteinte, dans le processus de chargement progressif
de la structure, il n'y a pas unicité des déplacements infiniment$ petits
a partir de la configuration critique, On congoit donc que, selon l'am-
plitude du pas de chargement adopté, la bifurcation, si l'on parle de
structures a forte symétrie, ou le saut brusque vers une autre forme
d'équilibre, si l'on parle de structures imparfaites, puissent en &tre

altérés ; en d'autres termes, la solution trouvée peut dépendre du mode

de calcul, ce qui ne manque pas d'@tre génant,



Le mode de flambage ainsi déterminé est a coup slir un mode sus-
ceptible de se produire, et dont il faut par conséquent tenir compte ;

mais il ne saurait donner une information compléte sur la bifurcation,

Du point de vue du mécanicien, on peut poser a propos de la

bifurcation les problémes suivants :

- les équations d'équilibre admettent-elles a l'état critique un nombre

fini ou infini de solutions ?
- quelles sont parmi ces solutions celles que la structure va ''choisir"
en priorité ?

Nous pensons pour notre part, et pour répondre a la premiére
de ces questions, que les systémes réels admettent un nombre fini de

points de branchement et que les systémes possédant une forte symétrie
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en admettent un nombre supérieur, d'autant plus important que le degré de

symétrie est élevé 7.
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Annexe 2

METHODE DES ELEMENTS FINIS

Pour fixer les idées, donnons dés maintenant un schéma global de la
mise en oeuvre de la méthode des éléments finis dans un probléme de mécani-
que des milieux continus.

1°) Discrétisation du domaine.

a) Définition des noeuds de discrétisation du domaine,
b) Définition des éléments assurant la discrétisation.

2°) Discrétisation des déplacements.

a) Choix des fonctions de déplacements & partir d'inconnues
discrétes.
b) Etude des propriétés de continuité aux frontiéres.

39) Mise en oceuvre,

a) Aspect élémentaire : Le probléme est posé au niveau de
chaque élément.
b) Aspect global : réassemblage des équations du probléme.

4°) Traitement des équations.

a) Adaptation & la résolution numérique
b) Résolution numérique
Pour cette présentation, nous suivrons le plan ainsi établi, encore
que les quatre points évoqués ne soient pas indépendants.,

i
1°) Discrétien du domaine

Soit & discrétiser dans l'espace R3 un domaine V de frontidre S H
il est souvent indispensable de simplifier la géométrie du domaine V

pour obtenir un domaine V' de frontiére S' plus accessible & la dis-

crétisation.
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On choisit dans le domaine V' un certain nombre n de points
appelés noeuds ; il s'agit donc d'une restriction de V!
dans{ R3.} n

b) Définition des_éléments
I1 convient d'abord de choisir la géométrie des éléments ; elle
dépend naturellement du probléme posé (plan, de révolution,
tridimentionnel...) et des résultats que l'on veut obtenir.
Il faut en outre préciser l'appartenance des noeuds de dis-
crétisation i ces éléments ; dans cette opération de mail-
lage, les noeuds sont en général sur les frontiéres des
éléments. Soient Vj les domaines élémentaires ; ny, le nom-

bre d'éléments ; le maillage doit satisfaire aux conditions

de régularité suivantes :
e
- V' = \~) V. c'est a dire recouvrement de V' par
j=1 )
les éléments.,

- Vi(~\ Vj de mesure nulle pour i # j, c'est & dire
non recouvrement des éléments entre eux.
Naturellement, la discrétisation est d'autant plus raffinde
que ne ou n sont plus grands,

2°) Discrétisation des déplacements.,

La discrétisation du domaine fournit pour l'instant un ensemble
d'éléments 3 caractére géométrique ; le probléme de mécanique des

milieux continus met en jeu un champ de déplacements inconnu sur V :
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la technique consiste, en ne considérant qu'un nombre fini d'in-
connues, & construire un champ qui puisse approcher les déplacements
réels dans 1'élément.

On définit en général sur 1'élément une classe de fonctions
simples (''fonctions de déplacement'), par exemple des polyndmes ;
les paramétres sont les valeurs des déplacements aux noeuds du

maillage, ou des fonctions simples de ces déplacements ; ainsi :
uj (xk) = ZE: Nij (xk) ujn iy jo k=1, 2, 3
j

hY n r'd I3
ou : u;- sont les déplacements aux noeuds, inconnues du probléme

Nij sont les fonctions de déplacement

La forme donnée & priori au champ de déplacements doit pos-
séder certaines propriétés de régularité.

I1 faut & 1'évidence que le champ interpolé puisse, par raf-
finement de la discrétisation, approcher d'aussi prés que l'on
veut le champ de déplacements continu.,

Continuité aux frontiéres.

Il faut également que les champs interpolés dans des éléments
adjacents se raccordent de maniére continue aux frontiéres de
éléments ; en outre les dérivées premidres doivent &tre continues
aux frontiéres pour assurer la continuité des contraintes.

Les éléments assurant la continuité des déplacements sont

appelés : éléments cinématiquement admissibles.

Les éléments assurant la continuité des contraintes sont

appelés éléments statiquement admissibles.
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3°) Mise en oeuvre de la méthode des 81éments finis

Les deux paragraphes précédents ont muni les éléments d'une
existence géométrique et cinématique propres ; le probléme
continu posé au domaine V' est maintenant posé de manidre

plus ou moins simplifiée & chaque élément Vje La mise en
équation partielle que l'on peut obtenir au niveau élémentaire
ne conduit naturellement pas 3 la solution du probléme global,

mais en constitue un préalable.

ui
Soit U la matrice juz} des déplacements d'un point quel-

u3
conque de 1'élément ;3 N la matrice (Nij) des fonctions de

2 e . P
déplacements et Un la matrice des déplacements des noeuds

de 1'élément :
te_{ 1 1 1 k _k k}
- ul,uz’U3,...ou1’ 2,“3

—3 e -
UN.Un (a - 1)

Soit encore * e la matrice des taux de déformation (défor-
mation infiniment petite)

£ )
17 22° 33° 12° 13° 23

* ¢ la matrice des contraintes d'Euler

t _
0“{0_11’ 0-22’ 0’33, <’.12’ SPEY Q_23}
* X la matrice des coefficients d'élasticité

(cfe ch 2 . 2)
On a : g Xt (a - 2)
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La dérivation du champ des déplacements fournit & sous la

forme :
€= 3, u% (a - 3)
n
etO‘:0'=)CBU: (a - 4)

Précisons la schématisation élémentaire des forces extérieures
a 1'élément ; en mécanique des milieux continus elle est définie
par la donnée d'une densité surfacique de contrainte aux
frontiéres de 1'élément. Cette densité continue est remplacée
par des forces Fe appliquées aux noeuds de 1'élément ; de méme,
la densité volumique de forces extérieures est remplacée par
des forces volumiques généralisées appliquées aux noeuds, Trai-
tant de problémes statiques, nous les négligerons dans cette
présentation.,

Puissance virtuelle des efforts intérieurs :

La puissance virtuelle des efforts de cohdsion s'exprime ar @
P P p

6>i= ‘g o
Jv

e

c'est a dire, compte tenu de (a - 3) et (a - &)

g t et :
.= U _B_’)L.B.Un.dv

1 n

Ve

Posons Ke = ¢ BY, B dv ; Ke est symétrique : elle est

\
e

appelée matrice de raideur élémentaire

t
(K =. u®k ut®
i n e n
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Puissance v1rtue11e des efforts extérieurs :

Le principe des puissances virtuelles : G:.+ ﬁ, = 0 permet

donc d'écrire :

Cette égalité devant avoir lieu pour tous les déplacements
virtuels admissibles, on en déduit :

Ke U = F (a - 5)

La mise en équation élémentaire est obtenue avec (a - 5) ; elle
n'est pas individuellement satisfaisante car le systéme de forces Fe
peut ne pas &tre en équilibre ; 1'équilibre des forces est rétabli
par l'opération d'assemblage du probléme global,
L'opération d'assemblage de la structure, décomposée en n,
éléments justaposés, est fondée sur la réidentification des
noeuds de discrétisation,
En effet les noeuds possédent dans le probléme élémentaire
un indigage relatif & 1'élément ; c'est une numérotation interne.
L'assemblage du probléme global consiste & retrouver 1l'indice
externe, relatif & 1'ensemble de la sﬁructure, 4 partir de 1'in-
dice interne. En d'autres termes, les matrices élémentaires K,
sont répartigs dans une matrice de raideur K globale; les matrices
des déplacements des noeuds élémentaires et des forces élémentaires
sont réparties respectivement dans des matrices de déplacement

globale U, set des forces globales F, pour constituer la mise
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en équation globale

F=K.U (a - 6)
La résolution se résume donc essentiellement & l'inversion de
la matrice K,
Certains déplacements de la structure peuvent &tre connus grace
aux conditions aux limites ; ceci permet de réduire d'autant la
dimension du probléme en supprimant les lignes et les colomnes
correspondantes de la matrice K. Cette opération peut dans cer-

tains cas €tre pratiquée au niveau de l'opération d'assemblage.

4°) Traitement des équations.

Nous fournissons dans l'annexe 3 des méthodes de résolution ef-
fective de l'équation globale (a - 6) ; nous formulerons ici quelques
remarques générales sur la méthode en la comparant aux autres mé-
thodes numériques existantes :

* La méthode des différences finies discrétise l'opérateur et

pas le champ des déplacements, Au contraire, la méthode des
éléments finis discrétise le champ ; il en résulte en particulier
que l'insertion des conditions aux limites, souvent probléma-
tique par différences finies, est triviale dans la méthode des
éléments finis,

* On peut voir la méthode des éléments finis comme une générali-
sation de la méthode de Ritz. Le probléme peut en>effet étre
posé sous une forme variationnelle ; il s'agit alors de mini-
miser l'énergie potentielle totale (systémes conservatifs) pour

une classe de déplacements virtuels admissibles,
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C'est précisément l'objet de la méthode de Ritz ; la différence
réside dans la maniére dont les déplacements sont décrits :

Pour Ritz, la discrétisation du champ a la m@me forme sur tout son
domaine de définition. Pour la méthode des éléments finis, au
contraire, la discrétisation du champ a lieu & 1'échelle élé-
mentaire, Pratiquement, il en résulte une supériorité de la
méthode des éléments finis : la méthode de Ritz conduit a des
matrices "pleines'" ; la méthode des éléments finis conduit i des
matrices 'creuses', comportant beaucoup de 0, plus précisément i
des matrices-bande. La méthode des éléments finis permet donc
d'étudier des structures beaucoup plus importantes.

La méthode des éléments finis peut également &8tre considérée comme
une extension de la méthode de Gallerkin [33] o La différence

avec la méthode de Gallerkin classique provient de nouveau du

fait que le traitement numérique ne s'effectue pas sur tout le
domaine de définition du champ des déplacements, mais seulement
sur un élément ; c'est encore le rSle de l'assemblage que de
combiner ces équations partielles pour en déduire les équations
globales.

Cette présentation fait surgir un inconvénient parfois insur-
montable : le champ discrétisé doit avoir un ordre de continuité
plus élevé aux frontiéres des éléments. En effet la méthode de
Gallerkin travaille directement sur les équations différentielles

du second ordre dormant le champ des déplacements.
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CHAPITRE III

- - - - -- -

METHODES DE RESOLUTION NUMERIOQUE

3-1 - INTRODUCTION

Ce chapitre constitue une revue et une discussion de quelques
méthodes d'analyse numérique matricielle ; on trouvera en annexe un rappel
des méthodes de résolution des systémes linéaires rencontrés dans l'analyse
des structures, L'étude portera essentiellement sur les méthodes
susceptibles de résoudre'le probléme aux valeurs propres AX = )\BX, dont
nous avons vu l'importance dans l'analyse de la stabilité des structures,
Rappelons les caractéres spécifiques du probléme que nous nous
posons
- la dimension des matrices A et B peut &tre trés importante pour beaucoup
de problémes pratiques, Leur ordre peut étre tel qu'il soit impossible de
les stocker en mémoire centrale d'un ordinateur.;

- les matrices A et B sont réelles, symétriques ; l'une au moins est définie
positive (A matrice de rigidité) ;

- elles présentent une structure-bande ;

- nous cherchons uniquement a obtenir la plus petite valeur propre et le
vecteur associé,

Compte tenu de ces caractéristiques, un certain nombre de méthodes
sont envisageables,

Nous les examinerons en discutant de leurs possibilités relative-
ment“é notre probléme ; nous commencerons tout d'abord par réduire le pro-

bléme posé.
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3-2 - REDUCTION DU PROBLEME

On cherche 4 se ramener 4 un probléme de recherche des valeurs

propres d'une seule matrice.

On pourrait mettre AX = A BX (3-1)

sous la forme DX = A\ X (3-2)
-1

avec D = B . A

Cette procédure présente des inconvénients importants ; tout
d'abord, dans le cas général, la matrice D n'est pas symétrique. En outre
la structure de bande est perdue dans l'inversion de la matrice B ; il ré-
sulte de ces deux points que la matrice B-1 et la matrice D doivent @tre
stockées entiérement en mémoire. Enfin, les algorithmes élaborés pour les
matrices symétriques définies-positives sont numériquement plus stables

(propagation des erreurs d'arrondi limitée) que les autres.

Le schéma suivant doit &tre adopté ; il conserve en effet tout
ou partie des particularités du probléme en utilisant la décomposition de
Cholesky de la matrice B. (Annexe 3). B est donc supposée définie-positive ;
soit L la matrice triangulafre inférieure obtenue :

B=LL

soit encore Y = tLX
L'équation (3-1) devient :

a. ("ol y S\
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et 1'équation (3-2) doit 8tre transformée en :
DY = AkY
avec D=L"" AL (3-3)

La matrice D ainsi définie est naturellement symétrique ; mais
la structure de bande parait &tre perdue de nouveau,

Notons cependant que si la partie principale d'un algorithme
consiste a multiplier D par un vecteur U quelconque, la construction
compléte de D n'est pas nécessaire et la structure de bande est conservée 3

en effet, considérons le produit

soit LV=ATL U

Pour résoudre cette équation en V, nous effectuons les opérations

suivantes 3

- Résolution du systéme ‘Lw=u (d'ou W)
- Multiplication AW=1Z

- Résolution du systéme L V =12 (d'oﬁ \'s)

Résumons : seule la décomposition de Cholesky de B est nécessaire ; en
outre la matrice L est également une matrice bande, Enfin elle peut &tre
stockée dans la zone de mémoire réservée i B désormais inutile,

Cette procédure est donc particuliérement intéressante ; elle
conserve la stabilité numérique, et tire avantage des propriétés de

symétrie et de bande pour réduire la mémoire utilisée,
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Remarquons que si B n'est pas définie positive, A l'est, et la méthode
indiquée ci-dessus permet encore de réduire le probléme. Il consiste

alors i chercher } et Y tels que :

cv= Ly
1,\
avec c=11"1pt 1
et a=1L'L y = ‘Lx

3-3 METHODE DE JACOBI 3 GIVENS .. HOUSEHOLDER

Ces méthodes sont trés employées pour le calcul des éléments
propres de matrices de petite dimension ; elles sont en défaut dans les

3

problémes qui nous concernent pour plusieurs types de raisons :

P N 2 s
- les zones de mémoire a réserver sont de l'ordre de n~ ; la mémoire
centrale d'un ordinateur, méme important, est donc rapidement saturée,
(saturation largement atteinte par une matrice 200 x 200 pour l'ordinateur

60 K UNIVAC 1108 (EXEC 8).)

- le nombre de multiplications est de l'ordre de n3 t le temps de calcul et

le coflit d'exploitation des programmes s'éléve rapidement,
- les erreurs de chute s'accumulent et interdisent toute précision,

- les méthodes discutées calculent toutes les valeurs propres, ce qui est

inutile pour notre probléme,

On voit donc que ces méthodes sont inadéquates ; les méthodes
itératives permettent au contraire d'exploiter pleinement les particularités

du probléme que nous avons posé,
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3-4 METHODE DE LA PUISSANCE ; METHODE DE JENNINGS

Le probléme est réduit 3 la détermination h,)et Y

tels que (CY = i Y (3-4)

L'analyse étant formulée de cette fagon, on voit que la valeur
critique ) cherchée est obtenue en inversant la plus grande valeur propre
de la matrice G,

Soient alors Vl’ V2, coe Vn les n vecteurs propres de C ;

Vl’ V2 .o Vn sont linéairement indépendants ; soient})l,/a2 "‘}’n les
valeurs propres correspondantes, classées par module décroissant, Nous
supposerons que )Ai est une valeur propre simple,

Un vecteur arbitraire U0 peut &tre exprimé sur la base des

vecteurs propres de C :

U =&_v
o i 4
Nous formons la suite : U1 = C Uo
Up+1 =G Up
On vérifie que U, =/, //\ v,
1 i i i
et U =&, (/".)p Vv,
P i i i

p

Si 1l'on met}#l en évidence :

U =(pOP [, v, +2 o &Py,
S(p+1) etUS(p)

des vecteurs U

p+1

Le rapport des composantesU

et Up est, avec des notations évidentes :

1 L « j\p*+1 ]
U S(p+1) _ . oy vg i ({1) v,
v (p) /1 1 i .
s &, v + X Bi\P 3
1 s i1 ol (,f—-]-) A

J fl
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Lorsqﬁe p tend vers l'infini, le rapport
US(p+1)
ol
tend verS}Al, si toutefois 0(1 # 0, sid; =0 il suffit de modifier le
vecteur de départ Uo'

La méthode fournit donc)&l, plus grande valeur propre de C, et le

vecteur propre correspondant,

Résumons le processus (Méthode de la puissance)

1 ., Décomposition de Cholesky de A (A = L)
2 , Résolution du systéme L Wo = U,

3 , Multiplication BWo = ZO

4 , Résolution du systéme L U] = Zo
U (D
5 , Formation du rapport S(o)
' U

6 . Test de convergence (branchement en 2 si le test est négatif, en

remplagant U, par U ),
Cette méthode appelle les remarques suivantes :

- la symétrie et la structure de bande sont pleinement utiliséespour réduire

les zones de mémoire nécessaires,

- elle est bien adaptée au cas ol une seule valeur propre est demandée,
et au cas ol une valeur approchée du vecteur propre dominant peut &tre

connue & priori ; la convergence en est notablement améliorée,

W
- la méthode converge comme une suite géométrique de raison’—g ;s i1 peut
1
donc y avoir des difficultés de convergence si la valeur propre by est
/
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voisine de )Ll. Dans de tels cas la méthode d'Aitken d'accélération de la
convergence peut 8tre trés utile ; cette méthode est cependant diffici-
lement programmable de maniére satisfaisante, et l'intervention de 1'opé-
rateur peut &tre nécessaire 3 l'obtention de bons résultats,

La méthode des itérations simultanées de Jennings se présente
comme une extension de la méthode de la puissance ; elle permet d'en

améliorer la convergence de maniére significative, [8, 21, 22]

L'idée principale de la méthode est la suivante : si l'on sait,

a chaque itération, épurer le vecteur itéré (cf : méthode de la puissance)
de ses composantes sur les vecteurs propres autres que le vecteur propre
dominant, la convergence sera trés améliorée,

Dans ce but, les itérations sont conduites non plus avec un seul
vecteur d'essai, mais simultanément avec plusieurs vecteurs orthogonaux
Xl, ces Xm ; & chaque itération une opération de ré-orthogonalisation per-
met de faire tendre chacun de ces m vecteurs respectivement vers les m
vecteurs propres dominants,

Nous rangeons en colonne les m vecteurs d'essai X cee Xm dans la

1°
matrice X de dimensions : (n, m),

L'orthogonalité se traduit par *xx = I(m),

La multiplication par C fournit de la méme maniére Y, matrice (n, m)

des vecteurs itérés,

Y=CX (3-5)

Dans l'hypothése ol les vecteurs X Xm sont des vecteurs

1 LX)

propres de C, la matrice (my, m) Bl définie par

Bl = Xy (3-6)
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est diagonale ; ses éléments diagonaux sont les m plus grandes valeurs
propres de G,

Cette situation se présente au terme du processus ; initialement,
les termes extra-diagonaux sont en général non nuls, Le terme d'indices
(i, j) traduit le 'degré d'interaction' des vecteurs Xi, Yj ; Bl est
appelée matrice d'interaction,

Les vecteurs d'essai peuvent &tre exprimés sur la base des vecteurs

propres sous la forme :
X =Vv.Q (3-7)

avec Q matrice (n, m) de coefficients

V matrice (n, n) de vecteurs propres,
La condition d'orthogonalité prend alors la forme tQQ =1 (m) (3-8)
Substituant (3-7) dans (3-6), on obtient :
Bl=Sqvcvag="Squq (3-9)

ol M est une matrice diagonale (n, n) dont les éléments diagonaux sont les
valeurs propres de C,

Nous distinguons maintenant dans les coefficients Q : les coefficients
rangés dans la matrice (m, m) : Qs exprimant les composantes de m vecteurs
d'essai sur les m vecteurs propres dominants, et les coefficients résiduels
exprimant les composantes surk(n - m) autres vecteurs propres, rangés dans

la matrice Q, (n - m § o m
X =V .Q +V.Q (3-10)
Vm matrice (n, m) des m vecteurs propres dominants

Vr matrice (n, n - m) des autres vecteurs propres,
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Cette notation permet d'exprimer commodément le fait suivant :
au cours du processus les vecteurs d'essai tendent vers les vecteurs

dominants, Ceci se traduit par l'approximation suivante :
P PP

X = Vm Qm

Les coefficients sont négligés devant les .
r glig

(3-9) prend alors la forme :

Bl = tQm MoQ (3-11)

ou M est une sous matrice (m, m) de M,

De méme (3-8) prend la forme

tQm Q=1 (3-12)

Il est clair, d'aprés (3-11) et (3-12) que les valeurs propres
de Bl sont des approximations de m plus grandes valeurs propres de C,
lorsqu'il est légitime de négliger Q.

Considérons maintenant l'itération elle-méme,

Compte tenu de (3-5), et (3-7), les vecteurs itérés s'expriment

par :
Y=CVQ

Soit d'aprés (3-8) et (3-9) par

Y=VMAQ
Enfin, exprimant ces vecteurs sur les m vecteurs propres dominants
Y=V M
m m
Multipliant par tQm a droite, on obtient :
vy =v u
Qm m m

compte tenu de l'orthogonalité (3-12),
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t . . .

On voit que la matrice (n, m) Y Qm représente une approximation

des m vecteurs propres dominants,
Or d'aprés (3-11), tQm est une matrice contenant les vecteurs pro-

pres de B1,

Il apparait donc que le processus de formation des m vecteurs
propres cherchés est le suivant,
1 Multiplication Y = CX

t

2 Formation de la matrice d'interaction Bl = XY
3 Recherche des valeurs propres et des vecteurs propres de Bl

4 Formation de Z =Y tQm

Naturellement les vecteurs obtenus (rangés dans la matrice
(n, m) Z) ne sont pas orthonormés ; telsquels ils ne peuvent &tre utilisés
pour l'itération suivante, Le procédé classique de Gram-Schmidt permet de

P W,

former aisément un lot de vecteurs orthomés i partir de Z, et donc de
poursuivre les itérations,

Résumons finalement le schéma de calcul :
1 Multiplication Y = CX
2 Formation de la matrice d'interaction Bl = tXY
3 Calcul des valeurs et vecteurs propres de Bl

t

4 Formation de Z =Y Qm

5 Orthogonalisation de Z (Gram-Schmidt)

6 Test de convergence, Retour 4 la phase 1 si nécessaire,
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L'exposé de la méthode de Jennings appelle les remarques

suivantes :

- La convergence est accélérée par rapport 3 la méthode de la puissance ;

.

. . PR . . . éme
en effet 1'orthogonalisation pratiquée a chaque itération épure le i

vecteur itéré de ses composantes sur les m - 1 vecteurs propres autres

. éme . , . , N . ,
que le i ; ceci implique une convergence identique a celle d'une suite

» » . . i - » . -
géométrique de ralsorlx » trés supérieure donc a celle que l'on peut

m+ 1
attendre de la méthode de la puissance,

Il est en outre indiqué d'itérer sur m + 3 vecteurs (par exemple)
si l'on veut obtenir une précision correcte sur m valeurs propres ; la
convergence est la plus rapide sur la premiére valeur propre,

Enfin la rapidité de la convergence ne dépend pas des dimensions

de la matrice C, mais de la séparation des racines de son polynSme carac-

téristique,

- Seule la phase (1) de l'algorithme met en jeu la matrice C ; les autres
opérations sont pratiquées sur des matrices (m, m), La stabilité numérique
est donc satisfaisante ; elle peut d'ailleurs &tre améliorée éventuellement
en utilisant une accumulation en double précision$ sur les produits de

matrices, soit par exemple pour le produit Yi = CXi

DO 1 I=1,N
ACCU = 0,D0
DO 1 J=1,N

ACCU

ACCU + DBLE (C(I,J)) * DBLE (X(J3))
Y(I) = ACCU

1 CONTINUE
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- La convergence est naturellement améliorée lorsque l'on connait une
approximation & priori des vecteurs propres de G, utilisables comme

vecteurs d'essai, Dans le cas contraire on peut utiliser soit des vecteurs
orthogonaux canoniques, soit des vecteurs générés au hasard et orthorormés,
Ce dernier procédé & l'avantage suivant : il est trés improbable que de tels
vecteurs soient orthogonaux au sous-espace engendré par ﬂgs p vecteurs
propres dominants,

Nous donnons (Tableau 1) quelques indications sur le nombre

d'itérations et le temps de calcul sur ordinateur UNIVAC 1108,
n t dimension de A et B
2 bt+1 : largeur de bande
i : nombre d'itérations
t : temps de calcul en secondes par excés
nombre de vecteurs d'essai : &
-4

précision demandée : 10

En conclusion, on peut affirmer que la méthode de Jennings est bien
adaptée aux problémes posés par l'analyse de la stabilité des structures,
Nous nous proposons maintenant d'analyser sommairement la méthode de Gupta

et d'effectuer quelques comparaisons,

a) Suites de Sturm

Nous rappelons la propriété suivante : si C est une matrice symé -
trique réelle, les mineurs principaux Py Srb de (C - MI) forment une suite

de Sturm,
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En d'autres termes :
Py (/P) =0 = Py_1 (/A)- Pret (y) < 0 pour l£kgn ~ 1

et

lim Py ») =+0

p=-

(Nous posons P, (/) =1)

Les racines des polynbmes Py (w) sont ainsi disposées de la
/

maniére suivante :

X
X
b 3

racines de Pr-1

X
b
¥

*— racines de Py

* e o racines de Plt1

Pour/L donné, nous posons
signe de p 9w) si p, (W #0
S8 Py (/r) =
signe de Pt sp) si py 5V) =0
Cette définition a un sens, car si Py gr) =0, Piyq (r) # 0,

On 'déduit de cette propriété le théoréme suivant :

Théoréme : le nombre de valeurs propres de C strictement supérieures a »
/

est égal au nombre a (rO de concordances de deux signes consécutifs de

la suite { +, sg p, Sr), sg P, Sy) eve S8 P Sﬁ)}
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Démonstration :

Raisonnons par récurrence : a l'ordre k, on suppose que le
nombre de racines strictement supérieures a /. est égal au nombre ay (}")

de concordances de deux signes consécutifs de la suite‘I +, sg Py (/‘),

. k .
Sment}&i les racines de Py 3 on a:

k k k k
)’1> "'>)“-ak >)A))"ak+ 1> >'h’k

Par ailleurs, les racines )’-ik-l-l

de ’Yk +1 séparent strictement
les racines de Py d'olu
k+1 k k+1 k+1 k k+1 k
> > sew > > > L (3_10)
I IRISRA S > )"ak /‘ak }’ak+1 }“akﬂ

si /A> k:::i s Praq posséde a, racines supérieures a /L ; si au
I

B k+1 by . 2 . 2
contraire fak+1 > /ﬁ > Py posséde a8 + 1 racines supérieures a/* .
k

Par ailleurs : p, ()p) = 11 (/"ik -/’“)

i=1

(3-11)
_ k# k+1
et Py, (/.A) = T—T (/’i -/")
i=1
k k
appartenant & l'intervalle [ 13 [ on peut avoir
)‘ )"ak +1° a ’

plusieurs dispositions possibles (Fig, 3-1)
k k+1 k

)’a(+ 1 *)‘- /’a.k +1 Ve

a) -
b) o -
¢) +}’“ -
a) ¥ .

Fig, 3-1
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k+1
- I ) - -
a) Dans ce cas /kak +1 )A)O, et donc, d'aprés (3-10) et (3-11)

S8 P4y (},A) = sg Py (/t) ; i1 y a donc une concordance de signe sup-
plémentaire et A = A +1

k+1
b) dans ce cas - MW<0 ; donc p, (m) et p () ont des signes
) a +1 p<os ke bl ¥

!

différents, et ak+1 Kk

k+1
c) dans ce cas )}ak+1 -);, = 0 ; donc sg Pl 3») = 58 Pyyo (,_y) puisque

Piesq (r) = 0 (voir définition de sg Py (r)), soit encore : sg Prs1 Qf) =
- S8 P (f) ; 11 n'y a donc pas de concordance de signe supplémentaire, et

a. = a

k+1 k

d) Enfin/‘ak_!_l -/l =0 ; donc p, (}‘) =0 et sg p (})) =58 Py (}*).
k

Il y a une concordance supplémentaire et Ay T % + 1,

Dans chacun de ces quatre cas, le nombre des racines de Pyt

[+' 74

strictement supérieures a F est égal aqe
La propriété supposée vraie & l'ordre k est vraie pour k = 1 ;
si en effet /L)ri il n'y a pas de concordance de signe, Il y en a une
dans le cas contraire, ce qui montre le théoréme,
Cette propriété permet de localiser les valeurs propres de C ;
soit en effet un intervalle [xl, xz] ; le nombre de valeurs propres

. . _
comprises dans l'intervalle est a_ (xl) a_ (xz).

On peut naturellement énoncer une propriété symétrique :

Théoréme : Le nombre de valeurs propres de C strictement inférieures 5/;.

est égal au nombre de changements de signes consécutifs de la suite

{+, sg Py (r), eee S8 P_ ([~)}
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Le nombre de valeurs propres comprises dans un intervalle
[xl, x2] sera alors bn (x2) - bn (xl), si bn(x) est le nombre de

valeurs propres inférieures strictement a x,

b) Méthode de Gupta

La méthode de Gupta combine une méthode de bisection basée sur
le théoréme précédent, et une méthode dite d'itérations inverses, pour

localiser, puis calculer rapidement les valeurs propres cherchées,

Méthode de bisection

On montre [33] que les mineurs principaux 2 () de (a4 - kB)
forment également une suite de Sturm ; dés lors les N racines désirées
(par exemple dans l'intervalle [Xm, )1]) sont isolées en utilisant les
propriétés de ces suites : on calcule a (hy) et a ()1), ce qui permet de
repérer le nombre et l'ordre des racines comprises dans l'intervalle
[Xu, \1], puis on répéte l'opération pour.)«m = —&L%;él etc,,, ;3 on
voit que ce procédé de bisection localise la kéme valeur propre, La partie
centrale est le calcul des mineurs principaux de (A - )B) ; celui-ci

est basé sur une variante de l'élimination de Gauss établie par Wilkinson

[ 38] permettant d'assurer la stabilité numérique,

Itérations inverses

La méthode de bisection n'est pas conduite jusqu'a son terme,
c'est-d-dire jusqu'ad ce que , xw'- )1‘ < &, & étant 1la précision voulue,
Le temps de calcul deviendrait en effet trop important ; la méthode des
itérations inverses affine le résultat obtenu, pour un temps de calcul

bien moindre,

. L 12 dicposition ol ,
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Nous représentons ci-dessous la disposition obtenue au terme de

la bisection :

)1 X )m XW

— ; — ;s

Soit alors un vecteur d'essai arbitraire U : les opdrations
fo) 2

suivantes sont pratiquées :
1°) Multiplication B U  ; Normalisation de B U_, d'od Fo
2°) Résolution du systéme linéaire

(a-) Bu =T

3°) Estimation de‘Xpar un quotient de Rayleigh

> _ 'UlAU1
U1 B U1
4°) Test de convergence

”

Si | - V.l <€ 1e procédé est arrété ; sinen
m i ’

5°) Normalisation de U, ; retour en 1 en remplagant U, par U

Xm par Xi

1°?

Ce procédé itératif converge vers la racine la plus proche de la
valeur initiale Xm adoptée ; en isolant les racines au moyen de la méthode
de bisection la convergence vers la racine choisie est donc assurée,
Inversement, il peut @tre difficile de contrBler la convergence si une
connaissance préalable de la disposition des racines n'est pas acquise,

La méthode de Gupta exploite pleinement les caractéristiques du
probléme aux valeurs propres poségs (symétrie, structure de bande, nombre
de racines demandé ,,,) ; elle permet en outre de calculer le nombre
de valeurs propres voulu, ou encore les valeurs propres situées dans un

intervalle donné,
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3-6 - COMPARAISON - CONCLUSION,

Nous donnons ici quelques indications sur les caractéristiques
comparées de deux principales méthodes exposées : méthode des itérations
simultanées de Jenningy; méthode de Gupta, tout en faisant référence a la

méthode de Householder-Givens,

La comparaison est faite sur la recherche de la plus basse valeur
propre du probléme AX ==XBX ou A et B sont de dimension n, de largeur de
bande (2b + 1), avec 4 vecteurs d'essai et 6 itérations pour la méthode

d'itérations simultanées

Le tableau n° 2 indique le nombre d'allocations en mémoire néces-
saireslorsque le stockage utilise la structure de bande ; ces chiffres peuvent
étre réduits dans les cas ol il existe un nombre important d'éléments nuls
dans la bande ; le stockage des seuls éléments non nuls permet la réduction
indiquée,

Ce tableau indique a 1l'évidence l'inadaptation de la méthode de
Householder ; les méthodes de Gupta et de Jennings nécessitent les mémes
zones mémoires pour des dimensions modeste$; pour les trés grosses matrices,
la méthode de Jennings 2st plus avantageuse, On note égalemen; la sensibilité

plus grande de la méthode de Gupta & la largeur de bande des matrices intro-

duites,

Le tableau n® 3 conduit & des remarques analogues ; Rappelons que
pour des matrices logées en mémoire centrale, le nombre de multiplications
est un indicateur valable du temps de calcul, La méthode de Gupta se révéle
étre‘plus rapide pour les "petites' matrices ; la méthode deJennings semble
plus adaptée aux problémes mettant en jeu des matrices de trés grandes

dimensions
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oo | 40 790 M S€ M 37 M
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En conclusion, il n'existe pas & l'heure actuelle de méthode
1'emportant définitivement pour tous les types de problémes que l'on peut
étre amené a poser dans ce domaine ; selon l'ordre des systémes étudiés,
selon la largeur de bande qu'ils comportent il convient d'opérer une
sélection, Cependant pour les trés grands systémes, la méthode des itérations

simultanées fournit la solution la plus efficace,
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1°) Décomposition de Cholesky

Soit A une matrice carrée d'ordre n, symétrique, définie positive ;
la décomposition de Cholesky est basée sur le théoréme suivant :
Théoréme : Une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A
soit symétrique et définie positive est qu'il existe une matrice L (n, n)

s 242 p . R NP t
a eléments réels, triangulaire inférieure et telle que A= L L

Le schéma de calcul de la décomposition est le suivant :

de A=1 tL, on déduit :
J
a,, = 1, our i j
ij 121 ik ]jkg P 2.

D'abord pour j = 1, on trouve :

! o = ;=
d'ou 111 \[5;; i=1, n

La premiére colonne de L est ainsi déterminée ; plus généralement la

.

jeme colomne est calculée 3 partir des (j - 1) premiéres avec :
j -1
1.2 = 4, - = 1,2
J i} kK =1 ik
igst -1 Lo
lij = (aij - k=1 lik ljk) . ljj l—J 1, e o oy I

La matrice L est ainsi déterminée.

Pour chaque valeur de j, on peut choisir ljj :

j-1
ljj = t.\[ajj - Z lji o Il en résulte que la décomposition

n'est pas unique, mais que les matrices triangulaires M, L obtenues se

déduisent les unes des autres par une multiplication M= D . L ol D est

L 4
une matrice diagonale, avec dii =t 1.
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Une analyse de la propagation des erreurs d'arrondi montre que
cette méthode est trés stable ; en outre les matrices triangulaires obtenues
possédent la structure de bande lorsque A la posséde. Enfin remarquons que

la méthode permet de calculer aisément le déterminant de A ; en effet :
n
det A = .l_l |
i=1 3]

2°) Résolution des systémes linéaires

Parmi les méthodes de résolution des systémes linéaires, nous
rappellerons ici deux méthodes présentant de l'intér&t en analyse des

structures : la méthode de Cholesky et la méthode de surrelaxation.

Soit & résoudre le systéme linéaire A X = B, ol A est une
matrice bande (n, n) symétrique et définie positive ; l'emploi
de la décomposition de Cholesky A =1L L permet de décomposer le
probléme.,

Soit en effet l'inconnue auxiliaire Y = 'L X.

On résout successivement
LY=B
‘Lx=v
dont la résolution est simple (L et ‘L systémes sont triangulaires)
Cette méthode permet de résoudre des systémes linéaires relati-
vement importantes avec une bonne stabilité.
b) Méthode de surrelaxation.
Pour des systémes linéaires trés importants, les méthodes di-

rectes (Gauss, Cholesky) doivent &tre remplacées par des méthodes

itératives 3
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on utilise fréquemment en analyse des structures la méthode de Gauss Seidel

avec surrelaxation que nous exposons briévement ici :

Soit 3 résoudre le systéme AX = B
Posons A = Da-L - U
avec D = (a;,)
L = (-aij) idj
U = (-aij) 1S

Ceci réalise la décomposition de Gauss Seidel de la matrice A ;
on associe a cette décomposition la méthode itérative de
Gauss -~ Seidel :
- L = U + B
@-L Xy Xy
On est amené a résoudre, 3 chaque itération, des systémes de

la forme

(p - L) xk+1 = Yk = U Xk + B

On montre que la convergence du procédé est assurée si A est
symétrique, définie positive ; elle est améliorée par le procédé

de surrelaxation défini par :

(D - L) Xk+1 = U Xk + B
Xepr =% T, - X
ol (J est le facteur de surrelaxation.
La méthode converge alors si l'on choisit GJ entre 0 et 2 ;

en pratique, on prend W = 1,8.
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CHAPITRE IV

APPLICATIONS

4-1 - INTRODUCTION

Nous présentons briévement dans ce chapitre les programmes que

nous avons été amenés & construire et a utiliser,

La mise en oeuvre de la méthode des éléments finis exige naturel-
lement que l'on mette au point des éléments appropriés a chaque probléme
traité ; nous n'avons pas fait porter notre effort sur ce point, Nous pensons
en effet que le travail ainsi effectué pour un probléme donné ne peut étre
fécupéré pour d'autreé cas ; n'étant pas motivé par une demande précise, nous
avons préféré nous consacrer aux problémes généraux posés par l'analyse de la
stabilité des structures, L'abondance d'articles présentant des éléments tou-

jours plus sophistiqués nous renforce d'ailleurs dans cette opinion,

Nous avons cependant vérifié le bon fonctionnement de nos programmes
sur le cas bien connu de la colonne d'Euler, cherchant en outre & poursuivre

1'analyse pour les faibles élancements,

4-2 - ELEMENTS

Le probléme d'Euler constitue un excellent test de l'efficacité

d'une méthode numérique relative & la stabilité,

Ce probléme conduit & formuler l'hypothése suivante : la contrainte

normale G;z (Fig, 1-5-1) se présente sous la forme :

(rzz=k(f-Y) yl

(yq : distance & la fibre neutre)
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Les déplacements, et les fonctions de déplacement, sont donc du
troisiéme ordre en y et z ; cette remarque améne a considérer des éléments
présentant un nombre important de degrés de liberté, Citons quelques éléments

classiques (39] réalisant une interpolation au moins cubique,
* élément cubique triangulaire de Lagrange,

Cet élément posséde 20 degrés de liberté ; il présente l'avantage
d'assurer l'unicité d'un développement cubique complet (Fig, 4-2-1) (ensem-
ble unisolvant),

Les autres éléments de cette famille présentent d'ailleurs la méme

ez éme ., ez . N
propriété : le n élément assure l'unicité du développement complet &

l'ordre n ; ce qui en fait une famille privﬁligiée,
* élément cubique rectangulaire (''Serendipity Family'),

Cet élément (Fig, 4-2-2) posséde 24 degrés de liberté ; contrairement
a 1'élément cubique de Lagrange, il n'assure pas l'unicité du polyndme d'inter-

polation, Il permet néanmoins d'obtenir de bons résultats,

Nous avons adopté pour leur simplicité des éléments rectangulaires
quasi-linéai:és.(Fig, 4-2-2 a) a huit degrés de liberté, pour lesquels la
variation des contraintes est linéaire dans certaines directions, en comptant
sur le raffinement de 'la di;c:étis;tion pour assurer la convergence ;

1'élévation de la rigidité élémentaire qui en résulte implique une accumulation

d'énergie interne plus importante, et une augmentation de la charge critique,

Il faudrait par contre s'attendre a une valeur par défaut de la

charge critique si la classe des deplacements virtuels admissibles était

g

R

elargie par une relaxation des conditions aux limites, ou des exigences de

continuité aux frontidres [23],
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Nous reproduisons ici l'un des programmes mis au point au cours de
p

ce travail ; les notations principales sont les suivantes :

b

NNO : nombre de noeuds

NEL : nombre d'éléments

NCL : nombre de noeuds soumis & des corditions aux limites

NBAND : largeur de bande

NDEP : nombre
NDEPF : nombre
COOR (NNO,2) :
NOP (NEL,4) :
STAB 1 (NDEPF,

STAB 2 (NDEPF,

total de déplacements

d' équations

matrice des coordonnées des noeuds
matrice de connection

NBAND) : matrice de rigidité

NBAND) : matrice de rigidité incrémentale

PSI (8,8) : matrice de rigidité élémentaire

PHI (8,8) : matrice de rigidité incrémentale élémentaire

Le programme présenté réalise les opérations suivantes :

1) Calcul de la charge critique d'Euler et du mode de flambement associé,

2) Calcul de la déformée de la colonne soumise & un effort transversal en

son extrémité,

3) Calcul de la déformée de la colonne soumise & une charge de compression

axiale inférieure & la charge critique, et au méme effort transversal,
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Il met en évidence un facteur d'amplification des déplacements

sous 1'effet de la précontrainte axiale dans le domaine linéaire,

On trouvera également l'organigramme général du programme (Fig, 4-3-1),
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027878
027¢11
C27v77
C27647
C27¢7s

L 30u
J0l
LuQu
e3C1
Cuol
(s3] P
Luul
coco
cagl
(901
Lol
cacy
Lol
[a]a] )
coco
{000
[« VN
o003
¢0g0
(VGO
€003
(000
(uso
o000
toov
[@t]eTs)
Lo

T VLo — st ems st b e T F DX

02773
epiLdsl
;27742
Q0a3’s
Gugidl
o0pl742
Joloog
027774
oLz
001255
oG 4448
0glé1s
027274
c2672%
[ V}-T-31
027615
027643
027624
027622
027632
027606
0276190
027636
027602
627475
027646
026755

1602
12L
200+
2426
272,
4018,
437,
5000f
5456
b621¢g
7054
7506
AUXZ
BIS
COCR
HA
110

KL

NBAWD
NOEPF
nLl
NNY
PHl
RED
TRav]
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[ ] 4 & 9 8

2 8 & 4 &

[ 2N DR TN TN BEE JER JEE IR N CEEF BEE BN R NN N R )

*

« & w

e

— W W W T w % % ¥ % % % N %" W8

aNaNaNoNaNeNaNasNaNalNaNaNaNoNaWala'

[allaNal

Suld

1Ci

s b

Ikl
Pl 3
el

GEAL NUMJLUNsLALD yMU, LA

HEwL 11H(8,8)

Crmb ,ST10 HOP(T7544),Co0R(96,2)9STAB I (L1BLI16) ST E2(18C 1)
DInELSTon BEST720) BL720) BICI728) €018 BS(18:)

CIMbESToh STaAB3( B0, 16),654(2)

DIMEGLSION BIMNOIGYoBIS(LI6),VALE(Y) yIaX(4)

VIHMENSIOR TRAVI(3)YsTREVZI(8)

LIMENSICH quita,8) , TETATIB,B8),AUXI(&,8),AUx2(8.8,,PSI(E,B)PHILE,8

[ FEE RS R RN EE RS RS NEE EE SRR A R R RN RN R R R R R F A RN R E N E Y NN N FE N R R R N NN Y NN

HEX GOHBRE HE nOLUDS SUR L'AXE DES X
tin Y uilbRE OE woHUDS SUR L 'AXE DES v
HEL HCHMDRE D ELEMENTS

;0 LodbrRL DENQEUDS

RCL ~ONMBRE DE HOCUDS aUXx Lit1TES
Al O LARGUUR LE BAMNDE

LDEP HOMBRE TOTAL DOE DEPLACEMENTS
SUPPRESSION PES DEPLACEMENTS AUX | I141TES UANS NAEPF
LLVES HOWMLRE DE VICTEURS D*'ESSAL

LRR RLECISIQN DE REVIS

WLEC HUNERG BPY LCCTEUR DE CARTES
HiupP SULERGC DE LYIMPRIMANTE

R IS R Y P Y N NS R A RN PR R RN Ty PN F YN I FY XY Y I

HLECEDS

nIMPES

HYES=Y

Erket e}

PEADVHLEC ) uB) HHA uNY

FeRpEaT214)

LB lictia=] ) s {NMNY=])

o= XY

CLmhitsY

WAt z2¢ (BHY+2)

HUEFRZ® KD

LLEPFSLULEP=2%1(CL

MBS IARLE!

Py laiihiye]

REAT tHLECIGE) LUNiHAY

BFrAD (LLLCrau ) ) LatiDaMU

VRITEIRIMP LG LOtsHAUWLALDIMU
WRITE(RTIEP o 1CwD) HEL SN, LCL

FORE LT/ )Y MATLLAGE e * 45X, J4 2y "ELEMENTS  »5A, 19, 1L EUDS® ySXy {4y ' QE U
LS 1 kS /)

terAT(ZEued)

Fofita™ ity LOHGQUEUR= 3 390X, " aUTe k=351 e345X,*LALUASY ¢
Ledsbo U=, E4Ce3)

Fepta™ (/Y CODOKREOLNEES DES +OEUDS® /)
FORE AT/ MATRICE DE CGHMNECTYIOH',/)
FPoRU AT (H14,3X0)

CLHETHLLTIGH DU HATLLAGE
HUMERLTATION DU MATLLAGE
Lo 1 odsgtinty
biomb, | ®lKei)



57
SEs
5%¢
6Ce
tlie
62"
2
o4
& e
bov
c7*
50w
67
7re
Tle
Tam
73
74%
7w
6w

T7e

Goe
E7s
88+¢
8%e
G »
Gle
9w
Gle
OLn
GCw
Géw
7w
986
9SG e
Gl -
Gie
uge
3
(te
pEe
Lée
'U7l
Ca=
L%
iCe
it
(2w

i2e

Na)

[ala)

™~

662

q9¢

o 1 oi=hannx
TJSHLYR U =) e
COOF(IJ.C)=M
CONTINUE

Lo 2 K=, uHX
L“HL(}'j"N;'-} )
o 2 1=ty
1UstinY® (K=1)+]

"COORIIJ }i=LA

CONTIUE

Dp-3 ks ,HLY}
KlsKe!

KKsK+HNY
KLzKKk+]

Uc 3. Taj,uhxl
1Ia{nhNX=1) % (K~y)+]
TJshuYe(I=1)
WGP(ITal)eb el
BPTriv2l=Ky+ly
quP(X_[nB)-&K"'XJ

HOP{II24)1=KL+TY

CONTIHUE

HRITEIHIMPY ICL ) )

WRITE (NIKP :lOUZ)(I.((.UOF\(I:J);J=1 219181 »uN0)
rORhgT(/o' NOLUD'NUHERO'.IQ SXs'XB',ElﬂodpSX.'Y_"l10.3}

VhprE\NII‘P»lUPJ, L I
GRITEUNINPY 1G04) (ENOR (1) JTagoLad) rinlanEL)

INITIALISATION DES MATRICES GLOBALES
s-t:abtn-ituﬂ‘lrﬁkti&i&iuitcelbmb*tabiﬁa-'i“#inﬁnﬁ;:.ia!t&i’t&{1

LO 4 llgl.hDFPF

Top 4. .Jdi=t LEHND

JTALI(XE’JI)
JTAGZ‘XIaJ!)Bu-
CONTIHUE

FORHATION DES HATRICES ELEMENTAIRES
-ltle‘*t“l?tﬂ"t"'t‘llﬁti*ﬁiifﬁQiig.‘tt’i.....t"‘..lﬁl#tf‘litﬁ.
luQLulE=l.fEL

i1sNOPIKE, §)
velNUF ”‘E 1 2)
’\=I¢DP(NE 93)
L=k P(“EI")
UG 4y liml, B
GUT (L) =le
Gulig,idege

'uu;(z.Z)s'LAn»+2--MU)-LON~HAU

QU“ZDJISLO

-hl»l(2'5)=L'

GUI(2:8) (.
RUT(Ze7 el AantsLONOHAU
uUI(s"{=C-'
GLIla»2)sL e
GUL3sdr3hivusLOneliAy
QUI(:‘IDS):Lo

YUI (3, é6)=ilie GNetAY
HUX(B.?)’E.

WUl gl dimie



41

5C

[a)
o

52

p—

QUIT422)=lLAND*20#MU) oLONY (COORIJs2)082=CoQR (71,20 ve2i/2y
GUI (4 3)‘HU:HAU~(COOR(K.1)'¢2 ~COOR(II,1)%e2)/2,
WUIt4s4)snUeHAUS{ {COORIK, ‘)'l‘"COQR(II|l)3'3)/3,)*(LRHQ*ZQfﬁﬂqifg
! '(CQUR‘Jtn)"3'L00R(xl'2)'*3)/30

HU](H:S"L.

Lo 4y N=jy,8

QUI(S.H)Iele

GUI(621)mB0G.

QUIl6+2)=0

QUI(o0s3)eHUsLONSHAU

GUIT6s4YsnteyaAle (CODRIK)}1%*2=COOR(1v11282)/2,
wUIles5)age

QU1(636)=HU'L0N'HAU

QUI(6s7)8Cy

wUIL72802Co

QUI(?.Z)BLnNu*LONuHAU

QUi (7,31sle

QUX‘7!“)‘LhND*LON*(CUORfdiz)'*2 COOR(]1s2)m%2) /050
QUIL7:51=Ge =

le(796)=ﬁu B

GUIt7, 7)=(LAND*20*MU)¢LQNGHAU

wUJi(8,y1)=2C.

hUI(8.2)—LAND*HAU'(COUR(K l)"Z'COOR(AI'l)"Z)/2°
~QUI(d.3)-MU'L0N¢(COOR(J.Z)'GZ-COOR(II»2)*'2’/20

\1[.2)"2)/40
QUI(84+45)m0e - ' =
MUI(8-6)=HU~L0N‘(C00R(J, 2 ) %8 2=COO0R(1[12)9%2)/2,
QUITB7)a(LAKND*2v®MU) *HAUS(COORTK, } ) *2=COORITT 1) ws2) /2%
WUl 8, 8)=(LAND*2-*MU)'HAU*((cOOR(K.])"a COOF(II.I)'03)/3.)+MUGL0
1*(COORTUI2) ned=COOR(J]s2)003)/734"
WUT(204)=Quy 4, 2)
GUI{2,8)=qQuU(By2)
QU (308)2QUT(443)
QUI(395)=QUI(B,33
QUIH,6)=QUT6,4)
QUI(Q 713U (70 4)
WUT(428)3QUI(B4)
QUI(6:8)=qulEse)
GUIG7,E)=QUI(847)
Uo 6L N=3|,b
TETALisli) =L,
TETAl{S1) ) =T,
TETA(Z )y 2 =ialirLoli
TETA{2:3) 30,
TCTA(Z 4} =LON*(CIOR( Uy 2)w*2=CO0R([],2)%e.) /2,
bo [Ji L=5,H .
TETALI i )=
Lg S2 n=1,8
TETAlSril)l=C,
TETA(H»2)=TETAI2,:4)
TETA(4»3)=C,
TETA( 24 )= Ch* ICUOR(U+2)0%3=CO0R(T,2)%%3)/3,
Lo 53 nLeb,d
TETA(G 1) =0,

G B4 hN=l,8



r2 £ 00
oG o
LLATN B &)
& 2 4

B% TETA{54H)=0.

Do 55 N=l,5

55 TETAT6 1 H)BE,

TETAlG 6 =iaU* 0N
TETAl6 7 )0 &
TETALGBI=TETAIG,2)
Vg 56 Nel,8

56 TETA(7sNI=U,
g 574imi,5

57 TETAlCaid =,
TETA(B16)=TETALS6)
TETAIG»7) =G,
TETAICHAISTETA(Y, 1)
tip (il
HLl1p2)aCO0R(I T, 1)
Hii(1,313C00RITT,2)

M (1 29)3C00RIIT, 1) #COUR(LT 42)

Do 63M=5,8

63 N1, li)eCe

M (2ai)sle
H (2,210,
HNE243)=00
Hi124%)a0
HH(2asb)=]e
BN{23B3)1=5CO00RTI [,
H(2,7)=2C00R(LT, 2)

“H‘zoa)ﬁCOUR(Tf.l"COUR(fIij

PHt3ai) =t
Hh(3,2)8CO0R Uy )
HM{3,31=2C00R{Js2)

L0344 =COURIJY I E00R (U, 2)

Do 64li=5,8

68 KN {(3,1l)=Ca
UG 65 N=1|,4

65 HE(4,H)=Ce
it lq,5)=,
FN({4,0)8C00RIJy 1)
e t4y718CO0R (L2}

HH(Q,B)=COHR14-1)‘COORtu.Z)

HM(Sy )=l
BNES,2)1=COCR (K|
G (5,318C00R{K,2)

HH(S.H)=C00R(K:1}'C00R(K02)

bc6o6Jd=5,8

66 Hii(5,J)8(,
Dpe?7d=l,4

67 hinté,Jd)ac,
MWle,%)=].
HH(6,06)=COORIFy |
HH{6,7)=CO0R (K y2)

Hitté43)e8CO0RIKsIOChOR (K ,2)

i_ﬁh'(?gl)-"in
PHJ(7§2)HCDOR(L:I)
703 =C00R (L2 2)

WNT724)8CO0RCLIIISCOORILI D)

U068y=5,3
68 HL(7,J)a,



228¢ YL NETIT

2299 69 HI(8,J)=(,
230 T MELB D)=,

23} N8B,y 5)=COUR (L))

232 HE1(8,71=CO0R(L2)

233 Mii(8, B)HCOOR(L 1)eCCORI(L,2)

24 caLl HINV(HN- 'DETER,TRAVI»TRAV2) .
235 1r(D£TER) 71470,71

236 70 WRITEINIMP22CGN) HE ,

237 200 FORMAT(AHCQ' ELEMENT MUMERO' » 133X, " DETERyINAN My NuL*?
238e G0 Tu 4Gl

23 71 ConTihLL

24Ce CALL GHPRD(JUI:MH AUX 1,6, 8,8)

241 CALL GMPRDITETA,MN,AUX2,8,8,8)

242 CALL GTPRp-tMN.AUXI.Psx.B.B.B)

242 CabL GTPRD (HH2AUX21PHI181818)

244 c ‘

24% e C FDRMATIDh UES MATRICES DE STABILITe GLOBALES -
Y- c .'ot.lt.*tt'l'iiliﬁin.nlu‘t!li.*!th:tltqt.it:;..iultltii“l
247« UOQIB.)B

n248e Do 7H=1.Y4

246G KkKel=2owl,

25( ¢ IFLKK)8,9,7

251 7 CONTINUE

282 8 HLIGhS2*NOP (NE,N) =1

252 . GQ To iG6

254 ? hLlGU-Z'hOP(HEnh)

255e 1C CONTINUE

256 Do 6uzl,E

257 Dc 1 M=1,4

256 KiLadw2eti

2559 IF(KLII2013,11

260 Il CONTINUE

20} 12 HCUL=2%KUPINE i) =1

262 QU TO 14

Zod® 13 HCOL=2%10P (Cat)

26K 39 CouTtlnue

245 e

2664 C i1iiTRUDUCTION DES CONDITIUNS AUX LIMITES

2457 c uoun.o«..-a.oouu-t--o-ato#:n.auocoo--t-»ta-0-no.a¢oiti¢-ooot
258¢ HLI=NLIGH=2eHCL

259 IF(HNLI) 6y0426

27(e 26 HCOo=HTOLm2eNCL

271+ IFIHCU) w,06,27

')7; C

272 C REDUCTICH SuUS FURME CO.iPACTE

Z748e C ooclgiiuaviolttnlil-uulCalticitili..otlnic.Oan.utotQQQQOOQh
27Ss 27 1DF=hCU=nL !

276 IF(IDF) 6,28,28

277 28 IF(NLAND=IDF) 6,6,29

278e 29 lcoLsICFs+:

279+ STABI NG »i1cOLI=STABL(NL[4HCOL)+P5L(14J)

28Ce STABZ2(NL I yHCOLIBSTAB2(NL | »MCOL)*PHI(]1+J)

261t 6 ConTINUL

282» 4CC CoNnTIHUE

233s DO SuU =) ,nuLErF

234e DO Su3J=i,NBA"ID



SSTABS (14 JTASTABI U1VI) -
CALL LOADtBS.BSA-NDEPFoNNO ncL.NLEC)

CUETRITEENIMP V500 T .
6gcu'roannr1z S VETAT INITIAL NGN CUNTRI1nTT./)
Z-=CALLTHVERI STABY yNDERF L NEAND ;B5 §, NTHPY

T Do 5101 BTFDEPF
= De=510: %Y NBAND
SIG”STAaa(x.J)=sraallx 9!

CCeRpSHDEPF)

caLl TDELTA(fID)
s = cakh REV}Sfﬁysswﬁaﬁoslel{STA321NDEPE3NBAHDtIHAvoB}&;E{SiﬁESiﬁi
. _IBICIVALEsCIBSINBANDINTMF)
T CCAELTTOECTAVTIR
" DUREE=TIF=TID
- ARTTETRINP; 4000 DUREE
Quuo FoRMAT(/. TEMPS DE CaLCUL DE REVISV,E10.3,'SECANDES®, /]
’ Rggiﬁiﬁ T
Do 52uI=LnNDEPF
. DO 529 =i i VNBAND
520 sTAR3(I, JISSTAB3I(19U)=(VALE(])#REQ ) «STAR2( 1 J)

_EAEL. LQAB1BSn35A9&DEPFohNO yNCLNLEC)
1jo=}_
CT1Fsll
~ CaLbL TDELTA(I1D)
T CaLL INVERTSTABIWNDEPF ) NBAND; 851Gy NTMP)
CALL TOELTACIIF)
‘DURE£=IIF-!}D
WRITE(NINP,5300) DUREE
SgUC. FORMATFIZ,t TENPS DE CaLCuUL O INVERs*,El5¥, % SE7ONDESY £)
 RAPBBSINDEPF)/CCC
HRITEININP7GO0) RAP
7LL0 FURMATI/y® RAPPURT DES FLECHES NATURELLE ET PR-CONTRAINTE®?,E10..
l:/) : )
1=3, x4;592
.RApaLAND/HU
‘Uﬂsp[lﬁxtMUC(2+3.lRAP)!(((NNY 1leHaU)#e 2,
OEN=48¢ ((LHNX=1)3LONI*®24s) 0 (| +RAP]
CCC=NUN/LEN _
WRITEININA,5G10) CCC
5430 FORMAT(/,? EULEREY 1)E1447,/)
401 CONTINUE
CALL EXIT
£iiD

COMPLLATION; NO UDIAGNOSTICS.



OFOR IS INVERJINYER
For S11A=g2/721/74=~328223uq (,p}
FORTRAN 11A INTER=PRQOJETS 11GD tGRSAY)

SUBROUTINE INVER ENTRY POINT GIOG?S
STORAGE USED?! CODE(!) OCUI32:i DATACO) GODO35: BLANK CoMMgN{2) ocCogy

EXTERNAL REFERENCES (BLOCKs WAHE)

cgo3 CHOBA
fooq SOLBA
fous  nwpus
Nove N1G2s
too7 LI01s
colo KERR3y

STORAGE ASSIGNMENT (uLOCKs TYPL, RELATIVE LOCATIOMs NAME)

tanl Cocoo2l pop CULY  Lud0C2 JagefF Lap! 0LoOs7 1256 OLUC  €oopl2 2y CF
COco  LDNG2Y9 [NJPS L6o0 | cogoel LUOC | 553009 MERR ’

9610' 1 X4 SUBRGYTINE IRVERCAWNEQSHEAND sBS1CanNIMP)?

opio! 2¢ 4 RESOLUTIUN pU SYSTEME LIMEALRE AeC=HS

ogtul 3e 4 A MATRICE SYMETRIQUE DEFINIE POSITIVE A STRUCTULL nANUE

gyt 4e C STOCKAGE RECTANGULAIRE

0QjGl Se C by VECTLUR CHARGEMENT DETRUIT DANS LE CALCUL

ooio! be 4 EN SORTIE bS CUNTIENT LES DEPLACEMENTS

Goju! 7e 4 C VECTEUR AUYILIAIRE

og4u! e € ° LES GIMENSIONS SORT A(NLGINHAND) oCL4EW) L bS (REQ)

0p303 %e LInension Ce1148501)

oot 1Ce DIHENSIOL A(NEQ,HBAND)

0pius 1le CallL CHOBA{A)NEGINBAND  MERR)

ouué 12e IF (BLRRYEQ+0) GO TO g

ouy30 ide GRITELHIHP . 10GO) HERR

00¢13 14e iLLC FORLATU/9* MATRICE NON CEFINIE POSITIVE,ngRRee,,0,/)

oot 15 KCTURK

oojsf 1be 10 CONTIHUE

ogLié 17+ CALL SOLLA(L2AIHEG,NBAND 4BS,C)

cys1? 18 CALL SOLBA{QsA+NEQ,NBAND ,C4¢BS)

tog2c 1% WRITE(NINP, 260U0)

022 H 20C0 FORMAT(/ ¢ DEPLACEMENTS® /)

Dy) 23 21 VRITEUNIRP 2001 UBSTY) sum) s lp Q)

0y;: 3! 22e 2000 FORPATI2(3Y ,E1548))

Oy ;< L3e LETURL

36132 24e LD

£ty G cunpPrLaTioOn: [N VIAGNLST [ (D

w200

6000le 2qniF



PFOoRYIS
FOR SIIAP

FORTRAN Ef

S LOADsLOAB. . .
02/21779=12722303 (,G)
& IRTER~PHOIETS 1100 - (GRSAY}

SUBROUTIKE LOAD ENTRY POINT 000G/

sTORAGE "USEDT Zopg

1117 C00IY5] DATAI0) 00G027! BLAKK COMMAN(Z) Co0uuL

EXTERNAL REFERENCES (GLOCK, NAME)

[V k]
Cooy
tous
Coue

sToRagy

Cgoo
€p0o g

0cjo!
00401
00403
pajod
00§07
0oy 4!
09112
ops2t
0o} 27
094zt
90127
0933t
00432
05333

NRDUS
~N1018%
t102s
HERR3g-
ASSIGNMENT  (BLOCKs TYPE, RELATIVE LOCATjONs NaMg)
GGUO003 lupF _GOGL ogocll 105¢ ccotl G00V3y 154
¢o000c 10 - QUGG cLOCCs INJPS GUG0 | ¢c00C2 X
le SUBROUTINE LOAD(BS1BSAHEQsNND sNCL s NLEC)
2 C LE DERNIER NOEUD DOIYT AVOIR UNE CARTE DE DOMNhgE«
3s DIMENSION BS{1),65A(Y)
He Bo it IdmiynEq
Se 10 BS(1Ji=0,
be 2C conTinug .
7e KEAD(NLECIIGG) HQs(BSALK) 1K™02)
e 0036 Km),23
Fe o TdmiHA=1enCL Yo 20k
10 JO BSITIIepsTisl+psAlK)
ile _ IFINQeLTetito) GO TOo 20
12¢ 100 FERNMATE14,2E1043)
J3e RETURH
tde END

ENy. OF _COMPILATION: N0  PIAGNOSTICS.

ool 03004y J22g

UGl 1 pcooDnl

NQ

weol

0o0uol3 20L



UFUR_IS~—REUUCiREDUC’
EOR=SH IR 7207 T335153:50 (s0) -

TR INTER‘PRUJETS 1100 (GRSAYY"

:~ STORAGE ASSIGNMENT

age1 000153 1oL
0001 000101 13u¢
D401 - 000213 3L

0000 I 000011 IK
1

6000

odLn1L g

00103 o
00108 3+
00105 =5
00110 ~ S*
00112 - 6%
00113 7%
Q0115 B
00117 - TO%
DO1RE:. 10w
001227 1tk
BO1T5 - "12%
00126 7 13%
001277~ = - 14%
00130 15%
00131 6%
VOI33 - 17k
‘OF136 T 1Bk
00140 19%
00192 20%.
00145 - 21%
HOLEE6 T 2a%-
O1BT 23k
80150 24%
00152 25+
00153 36%
00155 27%
00156 28%

00160 29%

000005 Kk

18
131

{BEOCKe TYPE: RELATIVE LOCATIONs, NAME)

0001 000014 1066 0001 000030 115G
0001 000120 1436 0001 000065 1S50L
ool 000216 6L 0000 I 00000Y I
nono 000015 INUPS 0000 I 000007 o

0000 1 080000 NCOU 0000 R 000006 SAVE

SUBROUTIHNE "REDUC ( IMAX» 1S e NVES)

DIMENSIOM IMAX(1)#BIS(1)

Hicou=g

DO 148 I=1s/NVES

IMAX(T)=0

XMAX=0.0

NCOU=HCoOU+1

DO 150 1=1sMVUES
TFUIMAX(T)EQ.1) GO TO 150

CITRIH(I-1YVES

7. 181

150

10
160

IFTXMAX~ABS(BIS(TI) 1) 151,150¢150
. XMAX=ABS(BIS(T1))

K=Y

KK=K+ (K=1)*NVES

SAVE=1./B1IS{KK)

COMTINIIE

NO 160 J=1rMVES

IF(IMAX(J)+ERel) 60 TO 160
IF(J«EQ.K)GO TO 160

D0 10 I=1,NVES

TJ=1+(U=1) ¥NVES

IR=]14(K=1)%NVES

KJ=K+(J=-1)*MVES

IF(T.EQ.K) GO TO 10
BIS(IJ)=RISIIVI=RIS({IK)*BIS(KJI) *SAVE
CONTIMUE

RIS(KJ)==-BIS{KJ)*SAVF

CONTIMUE

nD A/ T=1eNVES

0oo1
0co1
0000
0000
o0ooo

000016 131
000162 160L
1 000003 11
I 000004
R 000002 XxXMAX

0n01
0001
0000
000n

000234 1321
000170 1616
1 000010 1.
I 000012 .



30%
31%*
32%
33%
px
REL
2%
37
A
Zox
49%
41x
42%

ENT DE COMPTLATINM:

=)

PANSY

2]

TF(T«EQ.K) 6O Tn &

IFCT¥AY (1)) 3230
RISITKI=RISIIK) ¥SQRT(SAVE)
S0 TR 6

ATS(IKI=C.D

TeNTIMUF
RIS(KK)=SQRT(SAVE)

T2y (k)=

IF(MNCOULEQeNYES) GO TO 132
GO TO 131

RETURH

END

NO CIAGNOSTICS.



e e

QFORYIS F2-I  SOLBA;SOLBA™ -=
FOR S]IpA=92/21/74~12i22120 (,0)°
FORTRAN HIATINTER<PROJETS 41007 T0RSAYY

SUBROUTINE 'SOLBA  ENTRY POINT 000225

STORAGE USED: Copett) "0aD2623 pATA10) 000036: sLANK COMMON(2) COGUOG

EXTERNAL REFERENCES (BLOCKs NAMET

€003  NERRJS

STORAGy ASSIGNMENT (agack, TYPE; RELATIVE LOCATION: NaMg)

COD)  0O0IOY4 IngL- T 0981 ST 600075 1L 08001  00P024 1lyg

Guol 060175 12

Copl  coglie 134G cyGl _ ggO1S5 150¢ 0001  L00D206 200 0009 | 0GODCG I
fooo - ¢OGO1I {UPE | '0NOCG T wCOOEd 1t cogo ¢ vpooo! Q000 [ CUOCGS JDIF
f000 | €OGUO7 (1 LOCO R 0090G2 SOM

ogio! 1e SUBROUTINE SOLBACNTRALANEQIMBAND  BgyX)

ogiu3 . 20 _ DymeNsion Belid,x1y)

09304 3e DIHERSION - ATHEQ ¢ HBAND)

oolo“ Qe C ?.QC.“O"Q.....l.O..ll.‘...O..'l.l?.......'OQQ..‘.QQ......Q..Q..

0p10" Se ¢ CE PROBRAMHE "RESOUT LE SYSTEME LINEAIRE A,Xa86G SI NTRA DIFFERENT

oogod e c DE 0 ET AT.xwBG S1 NTRA=3

Qo404 7e c A EST UNE MATRICE BANDE INFERIEURE

_(;9104 6? C ,Q.,_::t0'0‘.,??!".0.0...Ol’..OOCOQQ.O.Col.!oc...D.-.on--.u-gl...

00305 - e LF(NTRARGen) GO TO 100

8gLo? 109 Lo |y I=),NEQ

foi12 _hie Jai=HBARD+ )

oogid 120 IE(JeLESQ} uml

og11% 136 son=aG{ 9

00116 Jie lelmy -

00347 15 IF(11:EQ,.6) 60 TO 11

ogy2! 160 00 2y Kmd,1}

L TEN 7 jhmp=k+}

0g32s 18e 20 SON=SOM=ALK IM)eX K}

0p327 B AL R )es0ueatyil)

00430 20¢ _ 10 COnTINUE

00§32 Zle §o To. 20C

00433 22¢ 160 00 30 Im),NEQ

60435 23 Ty=NER®L=]

0p43? 24e JalMeHBAND=]

ogfat 25¢ JEIFwy=NEQ

opga! 26 IF(JUIFeGT=0) JmNEQ

Ogi4d 27 SonsBGLIM)

0044* 20¢ Iiwjusl

0p14b 29e IF(116ToHEQIGO TO }2

ooy4? ce Lo 4¢ Kmiley

00152 s Kint=lte}

600!  pODO5S5 1224
0000 | CoDOO5 1M
c00G | 000004 x



32 40 SOMSSOM=A(1nsKI)*X(K)

33 12 X(1H)=SoM», (li,})
348 30 CoHTINVE

35w 200 RETURN

dévw END

ENL CF COMPILATION; O DIAGNOSTIcS



BFORI}S  (THOBAICHOBA )
FOR S11A=g2/21774~12322524 tyO)
FORTRAN 1§A INTER=PROJETS 1100 (QR5AY)

SUBROUTINE CHOBA LLTRY POINT Q30167

STORAGE USED: coDE(l) 00G205: DATAIO) 00UB40; BLANK COMMAN(2) 0GOLoD
EXTERMAL REFCRECNCES (LLOCKs NAME)

c0o03 SURTY

Cooy HERRJs

STORAGE ASSIGNMENT (LLOCKs TYPE, RELATIVE LOCATIONs Namg)

conl GLCC; 1ubg LOLl goa042 114, Goo) Cg0060 1265 gupl 003141 2g,
CCOl _ GOOI36 2oL (w130 ] 000147 31 000! co015) &0 0000 | 03000G |
Coou 1 €GGOQ3 u GuLy 1 guoL? G000 | GuOYl! I eor0 § 9gupl2 Ky
€600 | OBOGOS Mp)F COLE | GDVOG2 MR 2000 | uvGOOBl wNP aG(0 1 0290CH NQ
Ccoo R CoECl3 TENP

oojol Je SUBROUT{NE CHOBATA NEGsMBAND 4MERR)
ogjuld 2* DIMENSION A(NEQ,MBAND)
vofod e DO 20 I=i NEQ

ogio0? 4e NP=HEY=1+1]

Oppit se HR=MBAND=NP

oog! b iF(MReLE2UINP=MBAND
oog13 7 vo 24 J=istp

oupgié ae NG=HBAND=Y

003’ e MDIFwI~1~NQ

ouj2¢ \0e JF(HDIFeLTe0) Ha=I=-}
0g)22 ile SoM=allaJ)

0g}323 12 1F(H@eEusllgo TO 25
8gy2s 130 Do 3y K=ty

0pjac 14e Klsleoh

opyal 150 Kislnk

0qgj}32 169 KJaKsJ

09iad 17 30 SOMmSOMSA(K] KI)®ALKI, Ky,
0g}35 18 25 [F(y=1126,27,26

ogj4c 19e 27 1F(SoMeLE D, )60 TQ 31
0gL42 20 TEMP=LeU/(SQRTISOM))
0gg4d 2% AT JImTERP

Ogi44 22e Gg To 2u

0G145 23 26 Al1sg)=SQNeTENP

cQ4é 2. 20 CuMNTIHUL

0945!? 25e GO Tou 6L

00152 260 31 jERR=1

20157 27« 63 RCTURH

ocis” 20 LILb

gJ0l
w000
w900
¢0G0

0udlil7? 25
000015 [NJPS
000010 K1
000006 SQM



BFORI S PROBAIPROBA
FOR S1ia=332/2)/749-12322328 (,0)
FORTRAN 1A INTER-PROJETS jipohG (ORSAY)

SYuROUTIRE PROBA CHTRY POINT UOO167

STORAGE USED: covell) ocGu2e?: DATALD) QOVO3I7; BLANK COMMAN(Z) uQOucq

EXTERNAL REFERENCES (LLOCK, hLallk)

feed ILERRJS

STORAGE ASSIGUMENT  (BLOCKs TYPE, ReLATIVE LOcaTioNs Name)

€uGi ool gy (VA GLOY15S 1a6g RDY
[ali T3] LLBll5 42

Fuld o CudLoY yg CLul 1 cinNece gy

aciul ie SUBROUTING PROBACA X XY i R e MBAND)
eoyul 2e DIMENSTON X)) ,xy(y)
006" 2w DINELSTION A(NEQZMBAKD)
ogjus He Dy Iy Isl,NEQ

Gotif Se AY(limsgoeu

2011t 6o HpeHEQ=I+1

Gyt12 7e HRwilAND =P

0g11d 8e IT{HRLE «BINP2nRAND
00415 9e U0 2y J=lane

gy 2¢ L Jisl=i+y

cuy2! tis 20 AY(I)aXY(l)eall,d)ex(ul)
0pg2d 12 Fl1e€EQellGo To 10

oGy 2t 13 Jape=HBANLD

00324 14« IFCJI40, 40043

0013! 15e 40 Ja}

ETEL: 169 1Jag~1

%0133 17e Jusi

0g134 18e G0 Tu 42

00} 35 15 41 Iysi=1

0G1 3¢ 2t JJeHpAND

0g13? 20 42 py 36 Kmy,1y

00142 23 AYCRImAY I @Al )y JUIOK(K)
TR R 23 Jusgy~i

0gju 240 30 ConTINUL

boiL4é 25 1G CONTIHUE

oy sl 260 RETURH

onss! 27 iZ¢,D

Ehy OF coMbPrLaTioi; i) DIAGNOSTIC(S.

c0005) 116
GUGL | LBty | GO0t | se0und 9
LOUL | LL0OL7 K

aual
20Ul
2056 1

00125 14¢;
04611 1npyPs
020062 MR

[R]: 7] ouullyg 41
0900 1 200003 4
¢000 | 0QOUD] wnp



De}oar-/‘

Y

Lechire Hes Obwm[

Wrn’yz&

mecarIcyues

Constrictiorn, numeroktion

Sy mren' e je

v

T ritialisaltfion oces matrices

3/obe/es
Y

Bovcle sur los e'/e’men/‘ K]

'

formaltion ddes maltricas
Slemenlres

Transkerf dloms ks matrices
Condifions ocwux limifes

!
Fin cle boucle

Y

Codeul de lo delormee notsrell

'

Colecul de o cA::-ye c:r/'//‘?ue

precontranfe orale

Calul! Ao lo Aelformee ~Sous

!

ﬁ/ﬁ'cﬁz?e des resulfats

!

FIN

/Dr\:?/-cmme /y-rhf: Fa/

Fro #-3-1
J/

121



Depart
!

ZLhi Fialisotion o ero
oes motrices globalks

!

Boucle surles clements )

'

] /q/oPe/ o /o nulﬁe/:dLaﬁ'on

in lorne /J/

'

Aope! des rmatrices cle /;7/6//'/‘?'
elemen/sire (PRSI, PHT)

Fecherche oo lo mumerotaltion
exlerne geome frigue NOP (Z 5/

'

Elimination obs inclices erkrnes
reltb  cur conclifions awnx lirrmlfes

'

Frecherche ol /o rnumerelfoalion
cxlerrna MI , MCOL

'

Inéerf:bn <lovms /es maofvces
3/ob/o/es STABR 1 /\577955

'

Fin ofe boucle

'

Firt

/,‘Zc? 4-3-~

122



123

On trouvera en outre un organigramme détaillé de l'opération
d'assemblage des éléments (Fig 4-3-2) ; les informations nécessaires a
la connection des éléments sont consignées dans la matrice de connection
NOP (I, J), L'indice J décrit la numérotation interne de 1'élément I ;
l'indice NOP (I, J) est l'indice externe du Jéme noeud (numérotation interne)
de 1'élément I, On construit ainsi un indicage ''géométrique', qui ne tient
pas compte des conditions aux limites, Celles-ci sont introduites en sup-
primant, au niveau de l'assemblage, les lignes et les colonnes concernées
dans les matrices globales ; il en résulte une translation des indices de

ligne et de colonne supérieurs aux inhdices des déplacements imposés,

Le procédé que nous avons décrit présente l'avantage de réduire les
dimensions des matrices globales, mais il peut &tre d'un emploi plus délicat
pour des conditions aux limites complexes, Nous avons adopté le mode de
stockage simple suggéré par la structure de bande : les matrices globales

sont rectangulaires, de dimensions (NDEPF, NBAND),

Seules des matrices logeables en mémoire centrale ont été utilisées ;
nous n'avons pas voulu en effet nous consacrer a la gestion de fichiers
qu'aurait nécessité l'optimisation des programmes construits dans le cas

contraire,

4-4 - EXEMPLE D'APPLICATION

Nous avons traité le cas d'une poutre encastrée 3 une extrémité, et
soumise & une charge axiale (Fig, 1-4-1) ; nous supposons que les déplacements
ont lieu dans le plan Oyz, Les éléments choisis sont des rectangles 3 huit

degrés de liberté,
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Compte tenu des caractéristiques numériques suivantes :
Constantes de Lamé X=/;.; élancement 5= 10 , la contrainte critique d'Euler
est donnée par :

cr 3

~—~ = 5,48,10"
/L

Nous obtenons par le calcul la valeur :

g

- = 6,04,10'3

Le mode d'instabilité associé, ainsi que les deux modes supérieurs,

sont représentés (Fig, 4-4-1),
Ces résultats appellent les remarques suivantes :

- les modes propres sont en bon accord avec les résultats classiques [35] ;
notons que la précision fournie par la méthode de Jemings décroit du pre-

mier au troisiéme mode,

- la schématisation de la poutre en éléments finis conduit, comme nous
1'avons déja signalé, a une estimation par excés de la charge critique, Cet
état s'accentue pour des poutres trés élancées, dont la rigidité est plus
faible ; au contraire, les résultats sont plus affirmés pour les poutres peu

élancées, (Tableau n° &)

Nous avons pour celles-ci consigné nos résultats sur la figure 4-4-2,
en faisant référence a la courbe d'Euler ; l'examen de ces courbes nous

suggére les conclusions suivantes :

Tout d'abord, la formule d4'Euler semble avoir un domaine de validité
plus étendu que celui qui lui est reconnu de maniére usuelle ; les divergences

significatives n'apparaissent pas en effet avant des valeurs de l'élancement

L

inférieures & &= gF=3; ce résultat est en bon accord avec les valeurs
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publiées par Levinson [27] qui fournit?§==2 par une méthode analytique,

Nous avons supposé les constantes de Lamé invariables au cours
du changement ; ceci limite la portée de nos calculs pour les trés faibles
valeurs de 1'élancement, La contrainte critique est en effet pour j§<:2
une fraction non négligeable du module/hb a l'état normal, de sorte que

cette hypothése ne peut &tre maintenue,

Une hypothése plus raffinée pourrait 8tre la suivante : le matériau

reste isotrope, mais le module actuel)p est donné par :
2 L
o L o
“po (L9
Vs M
(o)
avec : L  longueur actuelle
L0 longueur initiale

selon 1'interprétation donnée par Biot.[ﬁl}

Signalons en outre qu'on observe un tassement des valeurs critiques
d'ordre supérieur vers la charge critique ; les conséquences sont les sui-
vantes : le temps de calcul de la méthode des itérations simultanédes devient
important, La convergence dépend en effet de la séparation des valeurs cri-

tiques, de sorte qu'une précision inchangée exige un nombre supérieur

d'itérations,

Enfin, la cofncidence méme approchée des charges critiques est
génératrice de bifurcation vers un grand nombre de modes d'instabilité
différents [7], Les modes fournis par le calcul nous semblent &tre d'un
intérét réduit, dans la mesure od les imperfections, que l'on peut supposer
distribuées de maniére aléatoire, ont une influence décisive sur le compor-
tement de la poutre ; des études statistiques ou expérimentales semblent

indiquées pour ce genre de probléme,
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Il s'agissait pour nous d!'élaborer des outils et une méthode de
travail ; cette premiére étape étant franchie, il devient possible de
reporter notre effort sur des problémes plus particuliers et plus

attrayants (mise au point d'éléments, étude de cas....)

Nous avons en outre été amenés a nous poser un certain nombre
de problémes fondamentaux de la théorie de la stabilité élastique
(multiplicité des solutions, problémes de bifurcation ....) ; notre
travail nous a ainsi permis de clarifier nos conceptions dans un domaine

difficile, et de discerner des directions de recherche ultérieures.
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