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I N T R O D U C T I O N

L r a n a l y s e  d e  1 a  s t a b i l i t é  d e s  m i l i e u x  c o n t i n u s  é l a s t i q u e s  e s t

fondée dans une large mesure sur  le  cr i tère de stabi l i té  de J.  HADAI. ' IARD [ t tJ .

Redécouvert  assez récenrnent  par  C.E.  PEARSON t t4 eE R.  HILL 
t t {  r  cê

c r i t è re  a  f a i t  1 ' ob je t  de  nombreux  r ravaux  rhéo r i que r  Fd  ;  r e l  que l  i l

es t  cependan t  d i f f i c i l emen t  u t i l i sab le ,  en  ra i son  su r touÈ  des  d i f f i cu l t és

ma thé rna t i ques  cons idé rab les  auxque l l es  i I  condu i t .

L rappa r i t i on  des  mé thodes  numér iques  modernes ,  eÈ  en  pa r t i cu l i e r  de

la méthode des é léments f in is ,  permet,  au contra i re dren donner une forme

s imp le ,  suscep t i b l e  de  se  p rê te r  à  de  nombreuses  app l i ca t i ons .

La  mé thode  des  é lémen ts  f i n i s  j oue  i c i  un  rô le  impor tanÈ  :  pa r

son  ap t i t ude  à  p rend re  en  cha rge  1es  i r r égu la r i t és  géomét r i ques ,  e l l e  au to -

r i se  l e  t r a i t emen t  de  p rob lèmes  qu i  me t ta ien t  l es  rné thodes  usue l l es  en  échec .

Long temps  l im i t ée  à  1 técude  des  sys tèmes  i déaux  p résen ran t  à  l ' é ta t  c r i t i que

u n e  b i f u r c a t i o n  v e r s  u n  é t a t  d r é q u i l i b r e  s t a b l e  a d j a c e n t ,  l r a n a l y s e  d e  l a

s tab i l i t é  des  s t ruc tu res  peu t ,  a i ns i  ê t re  é tendue  aux  sys tèmes  rée1s  impar fa i t s ,

d o n t  I t i n s t a b i l i t é  s e  m a n i f e s t e  e n  g é n é r a l  p a r  u n e  t r a n s i t i o n  b r u t a l e  v e r s

u n  é t a t  d t é q u i l i b r e  d i s t a n Ë .

Cres t  dans  ce tÈe perspec t ive  généra le  que nous  vou lons  p lacer  noÈre

t r a v a i l .

Not,re chapitre I  cont ienË une présenÈation du cr iÈère fondamental  de

s tab i l i té ,  e t  une c lass i f i ca t ion  des  d i f fé ren ts  phénornènes recouver ts  par

l e  c o n c e p t  d f  i n s È a b i l i t é .

Dans le chapitre I I r  on Èrouvera une revue générale des appl icat ions

de la  méthode des  é léments  f in ls  à  l rana lyse  de  la  s rab i l i ré .

Le chapitre I I I  est une étude comparée des méthodes numértques

s u s c e p t i b l e s  d r ê t r e  u t i l i s é e s  p o u r  I a  r é s o l u t l o n  d r u n  p r o b l è m e  d e  s t a b i l i t é .



E n f i n ,  1 e  c h a p i t r e  I V  p r é s e n t e  l e s  r é s u l t a t s  o b t e n u s .

N o u s  p e n s o n s  q u r i l  p e u t  ê c r e  u t i l e  d e  p r é c i s e r  n o s  o b j e c t i f s

p r i no ipaux  dans  ce  t rava i l  :  dans  1a  pe rspec t i ve  men t i onnée  c i -dessus ,

nous  avons  che rché  à  cons t ru i re  des  ou t i l s  de  È rava i l  géné raux .  On

s r a p e r ç o i t  e n  e f f e t  à  l a  p r e m i è r e  t e n È a t i v e  d t a p p l i c a t . i o n ,  q u ' u n e  m é t h o d e

d ré1émen ts  f i n i s  es t  r e l a t i vemen t  l ongue  à  p rog ran rne r  de  man iè re  sa t i s -

f a i san te ,  eÈ  qu rune  peE i te  pa r t i e  du  t rava i l  seu lemen t  peu t  ê t re  récupê rêe

p o u r  d r a u t r e s  t â c h e s .

I1  nous  a  donc  semb lé  i nd i spensab le  de  d i r i ge r  nos  e f f o rEs  ve rs

les  p rog ra rmnes  géné raux ,  nég l i gean t  a ins l  l es  exemp les  d tapp l i ca t i on  i n -

dusÈr ie1s .  Le  p résenÈ  t , r ava i l  do i t  a i ns i  êÈ re  cons idé ré  co r r rne  une  p rem iè re

é tape  d rune  é tude  p lus  impor tan te .
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CHAPIIR.E T

I N T R O D U C T T O N  A  L A  S T A B I L I T E  E L A S T I Q U E

1 - INTRODUCTION

N o u s  p r é c i s e r o n s  l a  n o È i o n  d e  s t a b i l i t é  à  p a r t i r  d e  1 r é t u d e  d e  l a

s t a b i l i t é  d e  1 t é q u i l i b r e  d e s  s y s t è m e s  c o n s e n r a È i f s  d i s c r e È s  i  p u i s  n o u s

étendrons  ces  no t ions  aux  mi l ieux  cont inus  é las t iques .

L a  n o t i o n  i n Ë u i t i v e  d e  l a  s t a b i l i c é  d t u n e  p o s i t i o n  d t é q u i l i b r e

drun sys tème matér ie l  peut  ê t re  p réc isée de  la  façon su ivante  3  une pos i -

t i o n  d r é q u i l i b r e  e s t  d i t e  s È a b l e  l o r s q u e  d e s  p e r È u r b a t i o n s  d e  c e t  é q u i -

I ib re ,  ob t .enues  en  mod i f ian t  IégèremenË la  pos i t ion  du  sys tème,  ou  en  lu i

conununiquant des vi tesses suff isasrnent pet i tes, inEroduisent des mouve-

ments  pendant ,  Iesque ls  1es  paramèt res  dé f in issant  la  pos i t ion  du  sys t ,ème

r e s t e n t  v o i s i n s  d e  l e u r s  v a l e u r s  d t é q u i l i b r e ,  l e s  é c a r t s  r e s t a n t  i n f i n i -

ment  pe t iÈs  avec  les  per tu rba t ions ,

2 . 9Tâ9I!IT!-9E9.9T!TEH9-99IITEYâTIT9-9I99EET9

SoiÈ un système conserrrat i f  à n paramètres indépendancs qrr

qZ - - -  q r ,  ;  i l  ex isÈe un  po ten t ie l  V(q t ,  g2  - - -  gn)  dont  nous  supposons

q u r l l  e s È  d e  c L a s s e  C 2  a u  v o i s i n a g e  d e  l a  p o s i t i o n  d t é q u i l i b r e .

a )  P o s i t i o n  d t é q u l l i b r e

Une conf igura t ion  du  sys tème esÈ une pos iÈ ion  dréqu i l ib re  s i ,

abandonné dans  ce t te  pos iÈ ion  avec  des  v iÈesses  nu l les ,  le  sysEème y

res te  lndéf in imenÈ.  Les  cond i t lons  nécessa i res  eÈ su f f i san tes  de  1 téqu i -

l i b r e  s r é c r i v e n t ,  e n  s u p p o s a n t  l r é q u i l i b r e  a t È e i n È  p o u r  q .  =  O  i  =  1 ,  - - -  n  :
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"àu r^

Ë ,0  
, o ) : o  L :1 ,2 ,  - - - n

L e  p o t e n t i e l  e s t  s t a E i o n n a i r e  d a n s  u n e  p o s i t i o n  d r é q u i l i b r e .

b )  S t a b i l i c é  d t u n e  p o s i t i o n  d t é q u i l i b r e

I l  es t  en  géné ra l  imposs ib le  de  p lace r  un  sys tème  de  façon

e x a c t e  à  s a  p o s i t i o n  d t é q u i l i b r e ,  e t  s a n s  l u i  c o r n n u n i q u e r  d e s  v i t e s s e s ;

i 1  es t  donc  nécessa i re  de  p réc i se r  s i  l e  sys tème ,  p lacé  su f f i san rnen t

p r è s  d e  l a  p o s i t i o n  d r é q u i l i b r e ,  a v e c  d e s  v i Ë e s s e s  s u f  f  i s a m e n t  f a i b l e s ,

res te ra  i ndé f i n imen t  dans  son  vo i s i nage .  Cec i  es t  l t ob je t  de  1 ré tude  de

I a  s t a b i l i t é  d e  1 t é q u i l i b r e .

D é f i n i t i o n  :

I

U n e  p o s i t i o n  d t  é q u i l i b r e  d r u n  s y s t è m e  r n a t é r i e l  e s È  s t a b l e  s i  t 7 O

étant  a rb i t ra i remenÈ cho is i ,  on  peut  t rouver  deux  nombt . " l )6 " t  
! l )  

o  Ee ls

que

suplqi(o)\<L etsup lo ' rcol l  <11
r , i r r

entrainenÈ à tout instanÈ 
"up I 

q. I  < e
i  l ' 1  I

c) Théorème de Lejeune - Dir ichlet

Le  théorème de Le jeune-Di r i ch le t  fourn i t  une cond i t , ion  su f f i san te

de sÈab i l i té  pour  les  sys tèmes conservaÈi fs  d isc re ts  :

Théorème:  S i  la  fonc t ion  po ten t ie l  V  (q r )  d run  sys t ,ème conserva t , i f  d isc re t

p résente  un  mr 'n imum s t r i c t  à  1 téqu i l ib re ,  ce t  équ i l ib re  es t  sEab le .

Nous ajouterons les remargues suivanÈes :

Le théorème de Lejeune-Dir ichlet peut,  être étendu à une classe

de sys tèmes d iss ipaÈi fs  d isc reÈs ;  lo rsque cer t ,a ines  fo rces  dér iven t ,  d run



p o t e n È i e l ,  l e s  a u t r e s  é t a n t  c o n s t i t u é e s  p a r  d e s  f r o t t e m e n t s  o u  d e s

r é s i s t a n c e s  p a s s i v e s ,  l r  é n e r g i e  m é c a n i q u e  e s t  e n  e f f e t  n o n  c r o i s s a n È e ,

e t  l r o n  p e u t  e n c o r e  é t a b l i r  l e  t h é o r è m e .

Par  conÈre  le  théorème ne peut  ê t re  é t ,endu aux  mi l ieux  cont inus

e x a n u i n o n s  c e  p o i n t :  l a  d é f i n i t i o n  d e  l a  s t a b i l i t é  d e s  s y s t è m e s  d i s c r e È , s

u t i l i s e  l a  n o r m e  S r p  I  q . ,  ( t )  |  d a n s  I ' e s p a c e  d ' é t a c  a p p r o p r i é .  L a  n o t i o n
i l 4  

l

d t é c a r t ,  o u  t o u t . e  a u t r e  n o r m e  p e u E  é g a l e m e n t  c o n v e n i r ;  e n  e f f e t ,  I e s

no rmes  son t  équ i va lenÈes  dans  un  espace  de  d imens ion  f i n i e .  I I  n ren  va

p lus  de  même dans  un  espace  d t  é ta t  de  d imens ion  i n f i n i e ,  r e l a t i f  à  un

s y s t è m e  c o n t , i n u  I  P o u r  c e l u i - c i ,  I a  s t a b i l i c é  a u  s e n s  d r u n e  n o r m e  n r i m -

p l i q u e  p a s  I a  s t a b i l i t é  a u  s e n s  d e  t o u t e  n o r m e .

En out re  le  théorème de Le jeune-Di r i ch le t  repose sur  le  fa i t  que

le  po ten t , ie l  V  a tÈe in t  sa  va leur  exÈ, rême sur  un  compact ,  ;  ce t te  p ropr ié té

n t  es t  pas  nécessa i rement  vér i f iée  dans  un  espace de  d imens ion  in f in ie .

Compte  tenu  de  ces  remarques ,  nous  dé f i n i r ons  en  fa i t  l a  s tab i l i t é

des  sys tèmes  con t i nus  pa r  une  cond iÈ ion  de  po ten t i e l  m in imum que  nous

p r é c i  s e r o n s .

d )  Cond i t i on  de  sÈab i l i t é  d ' un  co rps  r i g i de  soumis  à  un  svs t , ème

de  cha rges  mor tes .

A  E i t , r e  d t i l l u s t r a t i o n  d e  l a  n o È i o n  d e  s t a b i l i t é  d e s  s y s t , è m e s

conserva t i f s  d isc re ts ,  nous  t ra i tons  ic i  le  cas  du  corps  r ig ide  soumis  à

des  charges  morEes,  pour  leque l  on  peuÈ donner  une fo rme é légante  de  la

c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  d e  s t a b i l r t é .

I



s o i t  d o n c  u n  c o r p s  r i g i d e  d )  s o u m i s  e n  d e s  p o i n È s  
\ .  à  1 r a c È i o n

de charges  mor tes  
{ .  tou"  dés ignons  p" r  * i k  les  coordonnées du  po in t

d ' a p p l i c a t i o n  M p r  e t  p a r  f . n  l e s  c o m p o s a n t e s  d e s  
" n " t g " "  Ç

C h a r g e s  m o r t e s :  L e s  f o r c e s  F n  s o n t  a p p e l é e s  c h a r g e s  m o r È e s  l o r s q u t e l l e s

son t  i ndépendanÈes  des  dép lacemen ts  v i r t ue l s  du  co rps  { r l )  
" . r qu " l  

e l l es

s o n t  a p p l i q u é e s .

D e  t e l l e s  f o r c e s  a d m e t È e n t  d o n c  u n  p o t e n t i e l  ;  c e l u i - c i  n r  e s t

au t . re  qu rune  fonc t , i on  1 inéa i re  des  dép lacemen ts  v i r t ue l s  des  po in t s

d ' . p p l i c a t i o n  :  V  =  -  f i k  * i k .

E l l e s  p e u v e n È  ê t r e  m a t é r i a l i s é e s  i d é a l e m e n t  p a r  d e s  f i l s  é l a s -

E iques  tendus  à  g rande  d i s tance .

Nous supposons Ie  sys tème des  fo rcesE 
" "  

équ i l ib re  :

t . ,  :  Q
1 K

( 1 - 1 )

e Ë

f r t  * 3 t  :  f 3k  * i k  ( 1 -1 ' )

(Nous adoptons  la  convent ion  de  somat ion  d tE ins te in ) .

D é s i g n o n s  p a r  È . .  l e s  q u a n È i t é s  f i t  * 3 t  ;  l e s  t . .  s o n t  l e s

coordonnées dt un tenseur du second ordre. On a en effet  dans un change-

menË de base :

t i .  j  
=  f i t  * i k  : â l t  Q j *  f  ' l k  * ' r k  : o r r .  @5.  . ' r , n

ce qu i  mont re  la  p ropr lé té .

La  cond l t ion  dr  équ i l ib re  ( t - t ,  )  mont re  en  ou t re  que ce  tenseur

e s t  s y m é t r i q u e  ,  a r j  =  a j r .



corps , r l ,  :

e s t

f i . k  * i t )

I

P o u r  u n e  r o t a È i o n  v i r È u e l 1 e  i n f i n i t é s i m a l e  :

ç
d* rn  :d r :  * j t  (1 -5 )

o ù  l e s ( a l .  s o n t  l e s  c o o r d o n n é e s  d t u n  E e n s e u r  a n t i - s y m é È r i q u e .1 J

L a  p r e m i è r e  v a r i a t i o n  d u  p o È e n È i e I  e s t  n u l l e  à  1 t é q u i l i b r e

( (
ov  =  -  f r t  d  * r . u  =  -  f i t@ i j  * j k  =  o

d t o ù  :  t . . t ) . .  =  Q
l J  l J

compre renu de ,  12 **  =5r i j  * jk  * - r j I * rn  
" .

l a  s e c o n d e  v a r i a t i o r ,  ,  ) 2  !  =  -  t r n b ' * i k  
" t e x p r i m e  

p a r  :

b'u= -  t r rnSor,  * jk* f r rdr jæjr

L e  p r o d u i r  c o n t r a c t é  f . n [ t ^ / i j  x j k  e s t  n u l  d r a p r è s

d r a n È i s y m é t r i e  d e L J . .  e t  d e  s y m é t r i e  d e  t . i  :  f i t  * 3 k

ù
Trans laËi on du .orp" (r l  ) .

S o i t ,  u n e  t r a n s l a È i o n  v i r È u e 1 1 e  d u

)*rn = 5 n.

La  p re rn iè re  va r i a t i on  du  po tenÈ ie l

Iu = - (r ik $ ".n *5

Pour  des  cha rges  mor tes  ,  I r . n  :  o

C o m p t e  Ë e n u  d e  1 - 1 ,  7 - 2 ,  1 - 3 ,  o n  a  d o n c

[u :  o

E n  o u È r e ,  l a  s e c o n d e  v a r i a È i o n  d u  p o È e n t i e l  e s t

E n  e f f e r  \ ' u  =  -  f r t  ) ' n ,  =  o  d r a p r è s  ( 1 - 1 ) .

L e  t h é o r è m e  d e  L e j e u n e - D i r i c h l e t  n e  s t a p p l i q u e  d o n c  p a s .

R o c a t i o n  v i r t , u e l l e

( L - 2 )

( 1 -3 )

(1 -4 )

nu11e .

d e  ( 1 - 5 )

* t t )

l es  p rop r ié tés



F i n a l e m e n t :

t 2
à - V = - t . r Q , , @ , ,  ( 1 - 6 )

1 I  r J  J I

S i  I r  on  f a i t  co lnc ide r  l es  axes  de  ré fé rence  avec  l es  d i rec t i ons

p r i n c i p a l e s  d u  t e n s e u r  t .  .  ( 1 - 6 )  s r é c r i t  :

5' , : ('r * nr)t,)t| * Gt* nr) ,r3 * (r,z + nr)ttrl

o ù  n r  1 2  1 3  s o n t  l e s  v a l e u r s  p r o p r e s  d u  t , e n s e u r  t i i .

Nous pouvons donc énoncer :

Théorème :  Une cond iÈ ion  nécessa i re  pour  gue Ie  po ten t ie l  du  sys tème so i t

m i n i m u m  à  1 r é q u i l i b r e  
" *  

q u "  l e s  v a l e u r s  p r o p r e s  n 1 r  r 2 r  1 3  d u  t e n s e u r  a r j

v é r i f i e n t  l e s  i n é g a l i t é s  :

nt+nr )7  o

1 1  * r 3  ) l O

1 2 * 1 3  7 l o

L a  c o n d i È i o n  s u f f i s a n t e  d e  L e j e u n e - D i r i c h l e t  n r  e s t  p a s  s a t i s f a i t e

e n  g é n é r a 1 ,  e È  n e  p e u Ë  1 r ê t r e  q u e  s i  l e s  t r a n s l a È i o n s  p u r e s  s o n t  e x c l u e s .

Dans ce  cas ,  on  peut  énoncer  :

rh. igtèr" :  une condit ion nécessair .  f r t$î$: te porenr. iel  du sysrème soir

s t r i c tement  min imum à 1réqu i l ib re  es t  que les  inéga l i tés  :

nr*nr )  o

11*r3  >0

12*r3>O

s o i e n t  v é r i f i é e s



Cet te  cond i t , i on  es t  à  rapp roche r  de  cond i t i ons  nécessa i res

fo rme l l emen t  vo i s i nes ,  ob tenues  pa r  d i ve rs  auÈeurs  en  mécan ique  des

m i l i e u x  c o n t i n u s  l Z S ,  S O ,  3 7 ) .

e )  Cond i t i on  dynamique  de  s tab i l i t é

Le  théo rème  de  Le jeune -D i r i ch le t  ne  f ou rn i t  qu tune  réponse

p a r Ë i e l l e  a u x  p r o b l è m e s  d e  s Ë a b i l i t é  ;  i l  n e  d o n n e  e n  p a r t i c u l i e r  a u c u n

r e n s e i g n e m e n t  s u r  l e s  p e t i t s  m o u v e m e n È s  a u t o u r  d e  l a  p o s i t i ô n  d r é q u i l i -

b r e  e E  l e u r  i s o c h r o n i s m e .  f l  n e  s t a g i t  e n  e f f e t  q u e  d t u n e  c o n d i Ë i o n

s ta t i que  de  s tab i l i t é  ;  nous  rappe le rons  so rn rna i remen t  une  cond iE ion

dynamique  nécessa i re  e t  su f f i san te  de  s tab i l i t é  du  p rob lème  l i néa r i sé .

P o u r  c e l u i - c i ,  1 r é n e r g i e  c i n é t i q u e  e s È  d e  l a  f o r m e  :

1
T =  

i  " r j  o ' i  g ' j

e t .  I e  p o t e n t i e l

u:  1  b . .  q .  q .
z  L J  ' 1  ' J

L e s  t e r m e s  d u  p r e m i e r  d e g r é  d i s p a r a i s s e n È  à  1 t é q u i l i b r e  ;  l e s

équa t i ons  de  Lag range  s r  éc r i ven t  :

" * . q t t * * b . .  
g r : O  i : L r 2 - - - n

l J  J  I J  ' J

S i  l e s  f o r c e s  e n  j e u  n e  s o n t  p a s  t , o u t e s  c o n s e r v a t i v e s ,  i l  p e u t  s t i n t r o -

d u i r e  d e s  t e r m e s  d é p e n d a n t  d e s  q r . .

Ce la  amène  à  cons idé re r  t "  
" y " rè * l  

,

" i j  
9  j + C i j  O ' j  * O t j  O j = O  i = 1 ,  2  " - n

donÈ les  so lu t ions  s rexpr iment  cor r rne  comblna ison l inéa i re  des  so lu t ions

p a r t i c u l i è r e s  q .  :  O o j  " t t .



L 0

I l  e s t  c l a i r  q u r u n e  c o n d i Ë i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  d e  s t a -

b i l i t é  d u  p r o b l è m e  l i n é a r i s é  e s Ë  l a  s u i v a n t e  :  1 t é q u a È i o n  c a r a c t é r i s t i q u e

d e s  p e t i t s  m o u v e m e n t , s  a u t , o u r  d e  l a  p o s i t i o n  d t é q u i l i b r e  n r a d m e t  p a s  d e

r a c i - n e  r é e l l e  p o s i t i v e ,  o u  d e  r a c i n e  c o m p l e x e  à  p a r t i e  r é e 1 1 e  p o s i t i v e .

Dans  l e  cas  con t ra i re ,  on  au ra iÈ  en  e f f eÊ  un  mouvemen t  d ranp l i t ude

c r o i s s a n t e ,  n o n  b o r n é e .

3 - IT{I I ! -I TT. 9.E 9 . Y] !I ggI - ggITIIg : - T.L+9T] gYE !

a )  D é f i n i t i o n

A i n s i  q u e  n o u s  I t a v o n s  v u ,  l a  c o n d i t , i o n  s u f f i s a n Ë e  d e  s t a b i l i t é

d e  L e j e u n e - D i r i c h l e t  n e  p e u t  ê t r e  t r a n s p o s é e  a u x  m i l i e u x  c o n Ë i n u s  ;

N o u s  n o u s  p r o p o s o n s  d e  d o n n e r  I a  d é f i n i t i o n  d e  l a  s t a b i l i t é  d e  t e l s  m i -

l i e u x  a u  m o y e n  d r u n e  c o n d i t i o n  d e  p o È e n t i e l  m i n i m u m ;  r a p p e l o n s  d a n s  c e

b u t  l e s  d é f i n i t i o n g  s u i v a n t e s  :  ( n o u s  s u p p o s o n s  q u e  l e  p o t e n È i e l  a t t e i n t

u n m i n i m u m  é g a l  à o  p o u r  l e s v a l e u r s  q .  - o  i : 1 , 2  - - -  n  d e s  p a r a m è t r e s

c e c i  n e  r e s t r e i n t  p a s  l a  g é n é r a l i t é ) ,

D é f i n i t i o n  1 : Le  po tenÈ ie l  V  (q r )  p résen te  un  m in imum sÈr i c t  s i  e t

ex i s te  un  vo i s i n .g " 'Û  de  o  re l  que  :  Vs re \ f ,  v  ( q r )  )s e u l e m e n t  s i  i 1

D é f i n i t i o n  2

seu lemen t  s i

:  Le  poÈenÈ ie l  V  (9 .  )  p résen te  un  m in imum fa ib le  s i  e t
n o l ç i æ  t  ) 2 . , - t
Ie jacobi.r{ 

ffi 
)o esr p€€j*iJ+-rrtrl. i;rr..âêh"* f"d,{i,e

T l  n e  s r a g i t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  d t u n  m i n i m u m  s t r i c t .

D é f i n i t i o n  3  :  L e  p o t e n t i e l

-\ .h* /  irulsi 1o jacobi"t iç 
u , ;  .

u (e i )  p résente  un  min imum for t  s i  eÈ seu lement

est @. â4* jo.ilirc
' l



1 1

C r e s t  n a t u r e l l e m e n Ë  u n  m l n i m u m  s t r i c t  ;  c o n t r a i r e m e n t  à  u n  m i n i -

mum fa ib le ,  un  m in imum fo r t  esÈ  s tab le  v i s  à  v i s  des  va r i aË ions  i n f i n imen t

p e t i t e s  d e s  p a r a m è t r e s  d é f i n i s s a n t  l e  p o t e n È i e l ;  c e c i  l u i  c o n f è r e  u n e

e x i s t e n c e  p h y s i q u e  p l u s  c o n v a i n c a n È e .

Nous  p réc i se rons  ma in t , enan t ,  au  moyen  de  que lques  exemp les  s imp les

n o t r e  d é f i n i È i o n  d e  l a  s t a b i l i t é  d e s  m i l i e u x  c o n t , i n u s .

Exemp 1e 1  :  S tab i  l i té  d r  un  po in t  mat ,é r i  e l  sur  une courbe ( t )  2  z  :
2x

z
q u t i  1  s eS o i t  u n  p o i n t  m a t é r i e l  M  d e  m a s s e  u n i t é ,  d o n t  o n  s u p p o s e

d é p l a c e  s u r  I a  c o u r b e  € .

S o n  é n e r g i e  t o È a l e  e s t

( * ' 2 * " ' 2 ) *BT+V-- l j

t+V :21

du

i I

2
x
T

2
.x+ o -

z

L a  p o s i È i o n  d r  é q u i l i b r e  e s r  o b t , e n u e  p o u r ' à :  O ,  s o i r ,  x  =  O .

La dér ivée  seconde du  po tenÈie l  es t  4  
=  , .

dx-

E l l e  e s t  p o s i t i v e ;  l a  p o s i t i o n  d t é q u i l i b r e  e s t  d o n c  s t a b l e  a u  s e n s

d e  I a  d é f i n i r i o n  3 .

s o i  t

En  ou t re ,  l t  équa t i on

d t é q u i l i b r e  
" " È  

* t ' *  g x :  o  ;

l a t i  o n s ,

( * ' 2  *  *2  * ' 2 )

mouvemenÈ au  vo i s i nage  de  l a  pos i t i on

y  a  d o n c  i s o c h r o n i s m e  d e s  p e t i t e s  o s c i l -

I

E x e m p l e  2  :  S t a b i l i t é  d ' u n  p o i n t

L a  p o s i t i o n  d t  é q u i l i b r e

l t é q u i l i b r e ,  1 a  d é r i v é e  s e c o n d e

cependant  min imal  aux sens 1 eÈ

4
Pesant  sur  une courbe 

"  
:  

T .

esÈ de nouveau atteint ,e pour x :  O ;  à

d u  p o È e n t i e l  e s t  n u l l e .  L e  p o t e n t i e l  e s È

2 .



t 2

L r  é n e r g i  e  t o t . a l e  e s t  :

r  +  v  =  
| .  G '2  *  o 6  t 2 ,

x x )

:

( a  c o n s t a n t e )
44

.xaïcz--c7

s o i t ,  p o u r  l e s  p e t i

1 2

P o s a n t x = a c o s

L ' i n t é e r a c i o n  f a i t

Ë , e s  o s c i  l  l a t i o n s

+X

tf,

v'2

une
q

re

.l
appara i  È

T

44
g x : g a

on

- t

o b t i e n t

g a 2  ( t L-2

^tÆ'

ces  cond i t i ons

d5

,ir,2 tf )

i n t é g r a l e  e l l i p t i q u e

dt

que  Ia  pé r i ode  es t  de  l a  f o rme _ _ 4 K0n

o ù

monËre

ttK: l
/o

n s

T

da
TrfL

Un

seu lement  s i

sÈri  ct  ement

c o r p s  é l a s t i q u e  ( € )  e s t  d a n s  u n  é t a t  d t é q u i l i b r e  s t a b l e  s i

la seconde variaÈio.,  52u du poÈentiel  thermodynamique est

p o s i t i v e  p o u r  l a  c o n f i g u r a t i o n  r é e l l e ,  q u e l l e  q u e  s o i t  l a

alzT

e l l e  e s È  i n v e r s e m e n t  p r o p o r È i o n n e 1 l e  à  l t a m p l i t u d e  a  d e s  o s c i l l a È i o n s .

A i n s i  p o u r  c e t  e x e m p l e ,  l a  s t a b i l i t é  e s t - e l I e  a s s u r é e  p a r  l e

théo rème  de  Le jeune -D i r i ch le t  ;  néanmo ins  l es  mouvemenÈs  de  fa ib le

amp l iÈude  admet ten t  un  Èemps  de  reËour  impor tan t , .  Les  dé f i n i t i ons  de

m i n i m u m  r  e t  r r  n r a s s u r e n t  d o n c  q u t u n  é q u i l i b r e ' t f a i b l e m e n Ë  s t a b l e r  g

n o u s  c o n s i d è r e r o n s  p a r  l a  s u i t , e  q u t u n  é t a È  d r é q u i l i b r e  e s t  s t a b l e  s t i l

e s t ' r f o r t e m e n t  s È a b l e r r ,  c t e s È - à - d i r e  s i  l e  p o t e n t i e l  e s t  m i n i m u m  a u  s e n s

I Ï I  :

D é f i n i t i o n :

e f



13

f a m i l l e  a d m i s s i b l e  d e  c o n f i g u r a t i o n s  v i r t u e l l e s  a d o p t é e .

N a t u r e l l e m e n t  1 r é q u i l i b r e  e s t  o b t e n u  l o r s q u e t V ,  p t " t i è r e  v a r i a -

t ion  du  po t .en t ie l  thermodynamique es t  nu11e.

'  b )  C r i t è r e  d e  s t , a b i l i È é  d e s  m i l i e u x  c o n t i n u s  é l a s t i q u e s  s o u m i s  à

des  cha rges  mor t , es

Nous  donne rons  essenÈ ie l l emen t  l r exemp le  des  m i l i eux  conÈ inus

é las t i ques  soumis  à  un  sys tème  de  cha rges  mor tes  ;  l e  c r iÈè re  de  s tab i -

l i t é  p r e n d  d a n s  c e  c a s  u n e  f o r m e  s i m p l e  d u e  à  P e a r s o n  [ : Z ]  e t  H i l l  [ 1 9 ] .

So i t  donc  un  co rps  é las t i que  (€ )  occupan t  un  doma in " l f  d "

f ron t i è re  S  dans  l a  con f i gu ra t i on  de  rê fê rence  ( *  vo i r  annexe  I ) r  e t  un

I

doma ine  V  ,  de  f r on t i è re  S t  dans  l a  con f i gu ra t i on  acÈue I l e .

Su r  une  pa r t i e  Sé  de  l a  f r on t i è re ,  son t  admin i sÈ rées  des  con -

t ra inÈes  de  Bouss i t t " sq  0 .  cons tan tes  ( cha rges  mor tes )  ;  l a  pa r t i e  com-

p lé rnenÈa i re  S f ,  es t  en  ou t re  ma inÈenue  f i xe  pa r  raPPor t  au  repè re  de

rêÊêrence  O  ^ !  ^2  ^3 .

S o i t  m a i n È e n a n t  u n e  f a m i l l e  d e  c o n f i g u r a t i o n s  v i r È u e I l e s  s a t i s - l

fa isan t ,  aux  cond iÈ ions  su ivant ,es  :

-  les  dép lacements  v i r tue ls  du  corps  (6 )  son t  nu ls  sur  s r , ,

-  les déplacemenÈs sont cont inus non constants dans f  : ' r l  U S

-  l a  c o n f i g u r a t i o n  r é e l l e  f a i t  p a r t i e  d e  c e t t e  f a m i 1 l e .

Le poÈentiel  thermodynamique V est ic i  la sornme du potent iel

é las t ique ée t  du  poÈent ie l  $ "  aes  fo rces  exÈér ieures  s rexerçant  sur  S t

u:f *h



t 4

+: pav s i  \ l " " . l e  po t ,enË ie l  pa r  un i t , é(
I

j t

avec

de  vo lume ,  e t

La  p rem iè re

P a r  a i l l e u r s  :

d r  o ù

Or

J ., g-

lu

5q

5ru

52"'
i j  D " j

h=-J
sd

v a r i a t i o n  f , v  a

ru: I,b
r o j  d s : O  r

: |'>v." - f
l J

v r  S l

-g |ai
i j  ? ^ j

* .  0 .  .  ho .  ds
1  l J  J

pour  express ion  :

. r  (  -

Va., -  [ ) - .0 .  o  r -
, t  r  l J  t  j  o t

s0

t
Conrne 

, I
s Ju

5u=

(
à  1 ' é q u i l i b r e ,  è V  - -  O

Dr autre part ,  :

o n  p e u t  a u s s i  é c r i r e  :

o .  
d s

J

)  \ ' * ,

l
t (

dv  -  )  ) " . 9 . .  r , o .  d "
S t  

I  l J  J

b'  *ror,  'o,  ds

J*. 0.. "1  l J

ln
v l

= I,t"l dv - J
v  S t

=[9
i j 7" j

5rv ?)*, ,  g
41 i j



1 5

soi  t , )2u =U à5*' àL- -o &v t  ?Unr ?^:  ?"r  i j  2 ' :

En inrroduisanr{rr n, 1,ffi 
:7+-*,

o n  o b t i e n t

),f=t, n,*,rh *0,: ,#
d r  o ù

5'u= f,gij kr+k *.J:,,* - -[:,j,'j[',* o,

Les deux  dern iè res  in tégra les  s rannu lenÈ.

En e f fe t ,  le  théorème de Stokes  fourn i t  :

(

\  
g  -o  (z - -  r -  -  (  ?  , \ ,  * .0 . . )  dv

)  i j  
t  j d '  x '  o s :  l  5 ; ' .  

\ 0  I  r J
S r  v r  

v  J

so i t  f  ^  [  r1z
l9 . . r ,o \z  I  od* i  0  dv
; , i j "  

j  à  * t  o t : , / ,  

æ  
i j  

d

O f l  ob t i en t  en f i n

,  )ur2,n
l 'u: 19r., rr 2a a", dv

v l

On peut  donc énoncer le

C r i È è r e  d e  s t a b i l i t é

Un corps  é las t ique soumis  à  des  charges  morÈes es t  s tab le  dans  sa

conf igura t ion  acÈue l le  s l ,  que lque so i t  le  champ de vec teurs  u .  conÈinu ,

non cons tan t  dans  I  e t  s rannu lan t  sur  S- .  l r in tégra le
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esÈ  sÈr i c temen t ,

L a  c o n d i t i o n  c r i È i q u e

q ?t?t dv:oI  i1  u . tea-  ea,

(

\9
t u t  i j

p o s i  t  i v e .

e s c

(

l
v l

( r -z)

( 1 - 8 )

( 4'q)

S o i t  e n  p a r Ê i c u l i e r  u n  c o r p s  é l a s t i q u e  i s o È r o p e  p o u r  l e q u e l  l e  È e n s e u r  d e s

c o n t r a i n t e s  s r e x p r i m e  e n  f o n c t i o n  d t u n  p a r a m è t r e  \  p o s i t i f  :

I

_\0
t j

du paramètre

?", \
--5 6.t : )'0  a t  c r

g:
1 j

L a  v a l e u r  c r i t i q u e  ) " ,

r  ?u. ,
l v -
I  r  i j  k raa.
v l

À  
" " .  

f o u r n i e  p

(f 5 ?\4
) " t i u t \ \
vr 

( vutr

a r  l a  r e l a t i o n :

(n-'to)

4)

dv

Ailnug

c )  U t i l i s a t i o n  d u  c r i t è r e  d e  s t , a b i l i t é

0n conna iÈ,  peu drexemples  druÈ i l i sa t ion  du  c r iÈère  de  s tab i l i té

s o u s  s a  f o r m e  ( 1 - 7 ) ;  c i t o n s  e s s e n t i e l l e m e n t ,  l r a r t i c l e  d e  L E V I N S O N  l Z l f ,

re la t i f  à  la  co lonne drEu ler .  Les  d i f f i cu l tés  mathémat iques  sou levées  par

l r u t i l i s a t i o n  p r a t i q u e  d e  c e  c r i È è r e  s o n È  e n  e f f e t  c o n s i d é r a b l e s ;  e n  p a r -

t i cu l ie r ,  les  résu l ta t ,s  impor tan ts  ob tenus  en  Rés is tance des  t ' ta té r iaux  [35 ]

ne  sont  jamais  dédu i ts  de  ce  c r i t ,è re .  Nous c i t ,ons  en  L-7  b  un  cas  où  ces

théor ies  sont  en  dé fau t  e t  où  une app l ica t , ion  cor rec te  du  c r i tè re  (1 -7)

sera i t  suscept ib le  de  fourn i r  des  résu lÈats  p lus  p roches  des  données

expérimentales.

L ru t i l i sa t ion  des  méthodes numér iques  modernes ,  eÈ en  parÈ icu l ie r

de  la  méthode des  é lé rnents  f in is ,  permeÈ au cont ra i re  d tenv isager  une

exp lo i ta t ion  t rès  la rge  de  ce  c r iÈère .



L 7

N é a n m o i n s ,  a i n s i  q u e  n o u s  1 e  v e r r o n s  c i - d e s s o u s ,  l r u t i l i s a t i o n

du  seu l  c r iÈè re  de  s tab i l i t é  ne  peu t  f ou rn i r  t ou tes  l es  i n fo rma t , i ons

n é c e s s a i r e s  à  1 r é t . u d e  c o m p l è t e  d e  l t i n s È a b i l i t é  d e s  s t , r u c t u r e s .

4 - ]NSTABILTTE DES MILIEUX CONTINUS ELASTIQUES

L r i n s È a b i l i t é  d r u n  s y s Ë è m e  é l a s t i q u e  p e u t  s e  m a n i f e s t e r  d e  d i f -

f é r e n È e s  f a ç o n s  s u i v a n t  l e  s y s t è m e  c o n s i d é r é ;  n o u s  L e n t e r o n s  d e  d é g a g e r

i c i  l e s  p r i n c i p a u x  m o d e s  d t i n s t a b i l i t é  e n  l e s  i l l u s t , r a n t  d r e x e m p l e s

s imp  1  es .

a )  E q u i l i b r e  a d j a c e n t

N o u s  r e p r e n o n s  l t e x e m p l e  c l a s s i q u e  d e  l a  c o l o n n e  d r E u l e r . ( F i g .  1 - 4 - 1 )

Pou r  une  cha rge  P"  i n fé r i eu re  à  I a  cha rge  c r i t i que  P " ,  1 r  é ta t

o r i g i ne l  ( a )  es t  s tab le  ;  pou r  PO)P . r l a  co lonne  p rend  une  nouve l l e  f o rme

d ' é q u i l i b r e  ( b )  v o i s i n e  d e  l a  p r e m i è r e .  L t é q u i l i b r e  ( b )  e s t  s t a b l e ,  a l o r s

q u e  l ' é q u i l i b r e  ( a )  e s t  i n s t a b l e  p o u r  I a  c h a r g e  P O .

L r i n s t a b i l i t é  s e  m a n i f e s È e  i c i  p a r  u n e  b i f u r c a t , i o n  d r u n e  f o r m e

d ' é q u i l i b r e  i n s t a b l e  à  u n e  f o r m e  d t é q u i l i b r e  s t a b l e  a d j a c e n t .

I l  es t  hab i tue l  de  représenter  1 'ang le  I  a "  t "  tangente  au

sommet et de la vert icale en fonct ion de la force P :  nous avons dans ce

cas  la  f igure  (L -4-2) .

Pour  P(  P" "  1"  compress ion  es t  s tab le  ;  en  A i l  y  a  b i fu rca t ion ,

e t  l e s  é t a t s  f l é c h i s  d e  l a  b a r r e  s o n t  s È a b l e s  j u s q u r e n  B ( B r )  o ù  l a  l i m i È e

é lasÈ ique es t  a tÈe in te .  L rang le  Q dev ien t  a lo rs  t rès  impor tan t  s i  I ton

fa iÈ  c ro l t re  la  charge.  Les  é taÈ,s  ind iqués  par  des  X sont  ins tab les .
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b )  E q u i l i b r e  é 1 o i g n é

P o u r  d e  n o m b r e u x  s y s t è m e s  é l a s t i q u e s ,  l r i n s t a b i l i t é  s e  m a n i f e s Ë e

par  un  saut  b ru ta l  du  sys tème vers  un  au t re  é ta t  d réqu i l ib re  é lo igné du

p r e m i e r  é t a Ë .

D e  t e l s  s y s t è m e s  s o n t  i l l u s t r é s  p a r  I a  f i g u r e  t - 4 - 3

Où nous  supposons le  sys tème déterminé par  la  seu le  var iab le  q .

Lorsque la  charge P c ro l t  e t  a tÈe in t  la  va leur  c r i t iqu"  P" r ,

la  dé for rna t ion  passe bru ta lement  de  ge ,  à  gS ;  en  B l téqu i l ib re  esÈ de

n o u v e a u  s t a b l e .  A  e s t  a p p e l é  p o i n t  l i m i t e .

c) Mi se en mouvement

11  ex i sÈe  en f i n  des  sys tèmes  pou r  l esque l s  i l  n t y  a  pas  de  fo rmes

d t  équ i l i b res  pou r  P )P" ,  ;  l e  sysÈème se  meÈ donc  en  mouvemen t  à  pa r t i r

de  l a  cha rge  c r i t i que .

La  s t , ab i l i t é  d tun  te l  sys tème  ne  peu t  ê t re  é tud iée  que  pa r  des

méÈhodes dynamiques.

Nous  rep renons  ma in tenan t  1 ré t , ude  dé ta i1 lée  des  phénomènes

d é c r i t s  c i - d e s s f u s .

5 . I I I gE 9âT I 9T - YEB 9 - W ..E.Ag I !I 9E.E - âP- â9 EIT

a )  P r o b l è n e  d f E u l e r  ( r l g .  1 - 5 - 1 )

So i t  une bar re ,  de  longueur  1 ,  encas t rée  en  0 ,  soumise  à  son

ex t rén i té  à  une fo rce  de  compress ion  P;  on  suppose qur l l  ex isÈe un  é ta t

d réqu i l ib re  ad jacent  où  la  bar re  conserve  une fo rme f léch ie .

Dans une sec t ion  de  coÈe z ,  le  moment  f léch issanÈ es t  :

! l : - P ( f - y )
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L r é q u a t i o n  d i f f é r e n È i e l l e  d o n n a n t  l a  c o u r b e  é l a s t i q u e  e s t  d o n c  :

. 2
E  r  ï :  p  ( f  -  y )  ( 1 -11 )

dzz

, 2
so i t  E I9+  *py :P f

oz

L a  s o l u t i o n  d o i t  s a È i s f a i r e  a u x  c o n d i t i o n s  a u x  l i m i È e s

v  (1 )  :  fl;',,
: Q

) = O

so i t  oJ  =  gT  ;  l a  so lu t i on  généra le  es t

y :  A cos ( ,  z * B sinlr . l  z *  f .

L e s  c o n d i t i o n s  a u x  I i m i t e s  s o n È  s a t i s f a i t e s  s i :

A = - f ; B : O 3 f. cos (, I : O

C e  q u i  e x i g e  U t I  :  ( 2  n  -  ù t ,  s i  f  #  O  ( n  e n r i e r )

C e t È e  é q u a t i o n  f o u r n i t  l a  v a l e u r  d e l l p o u r  l a q u e l l e  i I  y  a  i n s E a -

b i l i t é  ;  c e t È e  v a l e u r  c o r r e s p o n d  à  l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  p o s i t i v e  d e  n

a n n u l a n t  c o s  ( 2  
"  

-  1 ) T  s o i t  n :  1

ii-
d t o ù  k r l =  =

o' ,,
e t  P =  

4 L 2

N o t o n s  q u e  1 r é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  ( 1 - 1 1 )  r e p o s e  s u r  I t h y p o t h è s e

d e s  p e È i t e s  d é f o r m a t i o n s  à  p a r t i r  d e  I ' é t a t  n o n  f l é c h i .
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b)  Mé t ,hode  Ene rgé t i que

D a n s  1 ' é r a r  ( b )  d e  l a  f i g u r e  ( 7 - 5 - 2 ) ,  1 r é n e r g i e  d e  d é f o r m a t i o n

s r e s t  a c c r u e  d e  A V ,  e n  e f f e t ,  à  l r é n e r g i e  d e  c o m p r e s s i o n  ( a )  s r e s È ,

a j o u c é e  l t é n e r g i e  d e  f l e x i o n  d e  l a  p o u E r e .  S i m u l t a n é m e n t  l r é n e r g i e  p o È e n -

t i e l l e  a  d i m i n u é  d u  t r a v a i f  I t  d e  I a  f o r c e  P  d a n s  s o n  d é p l a c e m e n t  v e r -

t . i c a I .

L ' é t a t  f I é c h i  ( b )  s e r a  s È a b l e  s i

Av -  Ar > o

e t ,  i n s t a b l e  s i

Àv -  Ar  < o

I ' é t a t  c r i t i q u e  é t a n t  o b t e n u  p o u r  A v  =  A  t

S u p p o s o n s  1 a  c o u r b e  é l a s t i q u e  d o n n é e  p a r

Y=r(r- .o"! l

C e t t e  é q u a t i o n  s a t i s f a i È  à  t o u t e s  l e s  c o n d i t i o n s  a u x  l i m i E e s  d u

p r o b l è m e : y ( O ) = y ' ( O ) : O ;  y ( 1 ) : f  ,  y "  ( I ) = O

Le  dép lacemen t  ve rÈ i ca l  de  l r ex t rém i té  de  l a  pou t , re  esÈ

L  (L  du2 .  1 f2  12
z : ^  t  *  o z

2  )  d z  
- 1 6 1

o

Le  t rava i l  e f f ec tué  pa r  l a  f o r ce  P  es t  donc

^--ffi-a r  -  
f t  I

P a r  a i l l e u r s ,  l e  m o m e n t  f l é c h i s s a n t  e s t

'2 
-'IT2 r co"-trzM_-Er - :8 ,____

d z -  4 L '  2 I
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c )  t ' l é t h o d e  d e  R i r z  -  P r i n c i p e  d e  R a y l e i g h

Supposons  l a  cou rbe  é las t i que  convenab lemen t  rep rése i r t ée  pa r :  une

f o n c t i  o n  y ( z )  :

n

Y ( z )  :  Ë  â i  f - ,  Q )

o ù  l e s  f .  s o n t  d e s  f o n c È i o n s  s a È i s f a i s a n t  i n d i v i d u e l l e m e n t  a u x  c o n d i t . i o n s  a u x

l im i t . es  du  p rob lè rne ,  e t  l es  a .  des  cons tan tes  en  nombre  f i n j . .

Dans  I ' hypo thèse  où  1a  s t ruc tu re  cons idé rée  e rmnagas ine  seu lemen t ,

d e  l t é n e r g i e  d e  d é f o r m a t i o n  d e  f l e x i o n ,  l a  v a r i a t i o n  d t é n e r g i e  d u e  à  i l i n s -

t a b i  1 i  t é  e s t

L e  t r a v a i l  d e s  f o r c e s  e x t é r i e u r e s  e s t  d t a u t r e  p a r t

E n  n é g l i g e a n t  l r é n e r g i e  d e  c o m p r e s s i o n ,  l r é n e r g i e  d e  d é f o r m a t i o n

e s t  d o n c

Av= I t  , t , ,or :T4Er 
12

/o 64 13

E n  é g a L a n t  À V  e t Â T ,  o n  o b t i e n t  b i e n  P  - : & - :'  
4 l '

r -  P  {1 /av \Ar: i  )  lË)  dz
o

La  va leu r  c r iÈ ique  de  l a  cha rge  es t  ob tenue  pou r

Av=At  ,  so i r ,
1 t

( )  a2v  t -
l ( -  I  d '
' d z

, 1

Àu:E l  (  y "2  d ,
4 l

)
o

, L  ,
1r9g- \  

'a"
|  |  d z /

o

P = E I
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Pour  ob t .e r t t  t " r ,  i 1  conv ien t  de  dé te rm ine r  l es  coe f f i c i enÈs  a .

qu i  r endenË  m in ima le  l t exp ress ion  ob tenue  c i -dessus  :  éc r i vons  que
^

l e s  d é r i v  ê " "  ?  s o n t  n u l 1 e s .
?^ t

.JT#)'.". el"*f d. - l'(*)'o' *J't#t2 d":o
o o o o

s o i  t
'o 

f 
'f4)' À- - P a t( +\2 a,: o

n\)  l ; : )  o ' -  Er  ?\  , ; ta , )  
u"-

o o

1ï:  f , , .  ,-  
) t i  '  

7 ^ . '  
1

1

i l  v i e n t  :

( 1  t 2 - -  r r  p  t l  r r r r  I
t  I  o Y. l  

#. f .d,-rr !  É. f .dz:o

En remplaç"r,. S et + par 3
oz

dy + 
df ,  d2n n o2 ' ,

d r : La i , _eE : tâ i :
i :1 - dz dr2 i :1 - d"2

eÈ en  e f f ec tuan t  l es  i n tég ra t i ons ,  i l  v i en t  une  équa t i on  l i néa i re  en

e L ,  ^ 2 ,  - - -  â n .

On obt ient  donc f ina lement  un système l inéai re homogène drordre n

qu i  admet  des  so lu t i ons  non  nu l l es  l o r sque  son  dé te rm inan t  I  es t  nu l  ;  ce t , t e

cond i t i on  pe rme t  l e  ca l cu l  e f f ec t i f  d "  P " "  qu i  n r  es t  au t re  que  l a  p lus  pe t i t e

rac ine de A .
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Le  cho i x  des  fonc t i ons  f .  a  na tu re l l emenÈ une  g rande  i n f l uence  su r

I t a p p r o x i m a t i o n  o b t e n u e  p o u r  P . r ;  l a  m é t h o d e  i l l u s t r é e  i c i  d a n s  l e  c a s

d tune  pou t re  s imp le  es t  app l i cab le  à  de  no rnb reux  p rob lèmes  ;  néanmo ins  l e

sys t , ème  l i néa i re  ob tenu  esÈ  un  sys tème  r t p le in r r ,  p résen tan t  peu  de  coe f f i c i en t s

n u l s .  L r i n v e r s i o n  n e  p e u t  d o n c  ê t r e  p r a t , i q u é e  a v e c  l e s  m o y e n s  d e  c a l c u l

acÈue ls  s i  l es  d imens ions  de  Ia  ma t r i ce  sonË  t rop  impor tan tes  ;  pou r  ce tEe

ra i son ,  I a  mé thode  de  R i t z  es t  l im i t ée  à  des  co rps  de  fo rme  s imp le  néces -

s i t a n t  p e u  d e  f  o n c t i o n s  f  . . .

L a  s o l u t i o n  y ( z )  o b t e n u e  c o n s t i t u e  l e  p r e m i e r  m o d e  d r i n s t a b i l i t é ,

Les modes supér ieurs

rac ines  d t  o rdre  supér ieur  de

d t o r d r e  s u p é r i e u r ) .

peuven t .  ê t re  ob tenus  en  subs t i t uan t  à  P . ,  l es

l r  é q u a È i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  ( c h a r g e s  c r i t i q u e s

La  mé thode  de  R i t z  ne  fou rn i t  na tu re l l emen t  que  n  modes  d t i ns ta -

b i l i È é  d e  l a  s t r u c t u r e ,  b i e n  q u t i l  e n  e x i s t e  u n e  i n f i n i t é ;  l e s  r é s u l t a t s

s e r o n L  d o n c  d r a u t a n t  p l u s  s a t i s f a i s a n t s  q u e  l a  v a l e u r  d e  n  s e r a  é l e v é e .

L e  p r i n c i p e  d e  R a y l e i g h  f o u r n i t  l e  s e n s  d e  I t  e r r e u r  r é s i d u e l l e  :

so i t  en  e f f e t  y  l a  so lu t i on  ca l cu lée  g râce  à  l a  mé thode  de  R i t z  e t  y r

l e  m o d e  d t i n s È a b i l i t é  r é e I .

Nous supposons V #  I ,

Pour  y ,  :  [ v  ( r r )  -  PcrATo , r r )  :  o

Par  cont re ,  pour  y  :

[ v  ( r )  -  Pc r  A to  (y )  Z  o

s  tab  I  es .

ca r  l es  éÈa ts  ad jacen t , s  son t
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Si en draurres rermes on calcul"  
t+, .  ""

f onc t i onne l l es  À ,V  e t  À  T *  un  champ de  dép lacemenÈs

rêe l ,  l a  cha rge  c r i t i que  ob t ,enue  es t  supé r i eu re  à

r é s u l t a t  c o n s t , i t u e  l e  p r i n c i p e  d e  R a y l e i g h .

i nË , rodu i  san t .  dans  l es

di f férent  du champ

l a  c h a r g e  r é e l l e .  C e

6 - RUCTURES IMPARFAITES

L a  m a j e u r e  p a r t i e  d e s  s t r u c t u r e s  r é e 1 1 e s  p r é s e n t e  d e s  p h é n o m è n e s

d r i n s È a b i l i t é  d i f f é r e n t s  d e  c e u x  q u e  n o u s  v e n o n s  d t a b o r d e r  ;  t o u t  d r a b o r d

l e s  c h a r g e s  c r i t i q u e s  o b s e r v é e s  s o n t  l e  p l u s  s o u v e n t  i n f é r i e u r e s  a u x

c h a r g e s  c r i È i q u e s  c a l c u l é e s .  ( f i g .  1 - 6 - 1 ) .

L e s  s t r u c t , u r e s  r é e 1 1 e s  d i f f è r e n t  e n  e f f e t  d e s  s t r u c t u r e s  i d é a l e s

é tud iées  pa r  des  imper fec t i ons  de  fo rme  ou  de  cha rgemen t  l 26J  qu i  a f f ec ten t

l e s  p a r a m è t r e s  d o n t  d é p e n d  1 e  p o t e n t i e l  :  I a  s t r u c t . u r e  i d é a l e  a s s o c i é e

à  u n e  s t r u c t u r e  r é e l l e  p r é s e n È e  u n e  b i f u r c a È i o n  d a n s  l e  d o m a i n e  l i n é a i r e ,

l a  s t ruc tu re  rée l I e  une  t rans i t i on  b ru ta le  dans  Ie  doma ine  non  l i néa l re .

O n  p e u t  d i r e  e n  u n  s e n s  q u e  l e  d e g r é  d e  n o n - l i n é a r i t é  e s t  p r o p o r t i o n n e l

à  I t i m p o r t a n c e  d e s  i m p e r f e c t , i o n s .

L t i n s t a b i l i t é  p e u t  é g a l e m e n t ,  s e  m a n i f e s t e r  s a n s  c h a r g e  c r i t i q u e  ;

c r e s t ,  I t i n s t a b i l i t é  p a r  d i v e r g e n c e  p o u r  l a q u e l l e  l a  s t r u c t u r e  s e  d é f o r m e

d e  m a n i è r e  i m p o r È a n t e  d è s  I t a p p a r i t i o n  d e s  f o r c e s  e x t é r i e u r e s .  L a  f i g u r e

( l - 6 - 2 )  i l l u s t r e  u n e  t e I l e  s i t u a t i o n  d a n s  I e  c a s  d e  l a  c o l o n n e  r l r E u l e r

soumise  à  une  fo rce  l a té ra le  supp lémenÈa i re .

Le  phénomène  s r  exp l i que  de  l a  man iè re  su i van te  :  I a  r i g i d i t é

d e  l a  p o u t r e  e s t  d i m i n u é e  s o u s  I t e f f e t  d e  l a  f o r c e  a x i a l e ,  d e  s o r t e  q u e

l a  d é f o r m a Ë i o n  p r o d u i t e  p a r  u n e  f o r c e  l a t é r a l e  p a r a s i t e  e s t  c o n s i d é r a b l e m e n t

: - ^ ' l ' i  f  i  É o

ST
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L t i ns tab i l i t é  pa r  d i ve rgence  a  é tê  m ise  en  év idence  expé r imen-

t ,a lement  dès le  début  du chargement  dans le  cas drun réservoi r  cy l indr ique

en  compres i i on  ax ia le  en  u t i l i san t  l es  mé thodes  de  I t i n te r fé romé t r i e

ho log raph ique  [ f  ] .

7 - TS+T9ITI9T - PTYTS!-E.YEII -gI -EgIJIIIPEE.E NIgIE

P o u r  I a  r n a j o r i t é  d e s  s y s t è m e s  , r é e l s  l r i n s t a b i l i t é  s e  m a n i f e s t e

p a r  u n e  t r a n s i t i o n  b r u t a l e  v e r s  u n  é È a t  d r é q u i l i b r e  s i t u é  à  d i s t a n c e  f i n i e

d e  1 t é t a t  d r é q u i l i b r e  i n s È a b l e  ;  n o u s  n o u s  p r o p o s o n s  d e  m e È t r e  e n  r e l i e f

l es  p rop r i é tés  essenÈ ie l l es  de  ce  phénomène  au  moyen  de  que lques  exemp les

s  imp  l es .

a )  Cha rpen te  de  Von  t ' t i ses  [ 31 ]

Les  deux  pou t res  é lasÈ iques  cons t i t , uan t  l a  cha rpen te  son t  a r t i cu -

l é e s  e n  A ,  B  e t  C  ;  e n  C  e l l e s  s u p p o r t e n t  u n e  c h a r g e  P  v e r t i c a l e  ( n i g .  1 - 7 - 1 ) .

Nous  supposons  que  l e  dép lacemen t  du  po in t  C  s t  e f f ecE ,ue  su i vanc  une

v e r t i c a l e ;  I e s  d é f o r m a t i o n s  d u  s y s t è m e  p e u v e n t  ê t r e  f i n i e s .  D a n s  l t é t a t

d é f o r m é ,  1 r é q u a t , i o n  d e  1 t é q u i l i b r e  e s È  :

* l :  P
" 2 cosOÉ

où N es t  la  fo rce  de  compress ion  sub ie  par  chacune des  pout , res ,  eÈ ô(

l r a n g l e  a c È u e l  a v e c  l a  v e r t i c a l e .

Par  a i l leurs ,  la  var ia t ion  de  longueur  des  pout res  es t  :

^ 1  - a
r r -  s i n o û o  s i n É
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D e  s o r t e  q u e  s i  1 o  e s t  l a  l o n g u e u r  i n i t i a l e  d e s  p o u t r e s ,  o n

E,rouve :

*:+ =E s (, - "t"+ )
o

En  éga lan t  l es  deux  va leu rs  de  N  a ins i  ob tenues ,  on  a  :

sin 0l  ̂
P : 2 E S ( f - - ) c o s V t-  s ln  cL

Le dép lacement  ver t i ca l  u  du  po inÈ C vaut  :

t80L -  tEVo
u:a  ,ge+ tg1 l .

I 1  v i e n t  a l o r s  a p r è s  c a l c u l s  :

CeÈte  re la t ion  donnant  p  (u )  es t  représentée  F ig .  t -7 -2  ;

Chaque po in t  du  graphe représente  un  é ta t  d 'équ i l ib re  du  sys tème.

Nous fa isons  main tenant ,  c ro t t re  la  charge depu is  O :  lo rsque Ie

po in t  3  es t  aË, te in t ,  le  sys t ,ème es t  en  équ i  l ib re  ins t ,ab le ,  eË i  1  passe

b r u t a l e m e n t  à  l t é q u i l i b r e  7  ( r i g .  L - 7 - 3 ) .  s i  l a  f o r c e  p  s r a c c r o î t  e n c o r e ,

I réqu i  l ib re  a t , te in t  les  po in t ,s  8 .

Nous déchargeons maint,enant,  le sysËème, à part i r  de 1rétat f inal

a tÈe in t  c i -dessus  :  Ie  po in t  représentaÈ i f  es t  s iÈué success ivement ,  en  8 ,

71  6  où  la  charge es t  nu l le  ( r ig .  L -7-4>;  s i  1 ton  in t rodu i t  une charge

négat ive ,  le  po in t  5  es t  aÈÈein t

L
p:2  ES (1  -  ï  .eo( 'o l  l r r r ' *o  +  (1  -  

:  te&o)2 
-2  

- "oraJ i
a
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11 es t  à  no ter  que

-  i l  n r y  a  p a s  d e  s a u t  7 - 3

- 1r état de retour à la charge nul le est complèÈemenÈ dif férent

de l f  état in i t ia l  (Fig.&-tr) .  Si  la charge est encore diminuée, on obt ient,

un  saut  en  reÈour  5 -2 ,  e t  les  é ta ts  u l t ,é r ieurs  sont  sur  la  b ranche 2-1 .

Les  é t ,a ts  d téqu i l ib re  s i tués  de  3  à  4  sont  ins tab les  ;  ca lcu lons

en effet  1t  énergie potenÈiel fe {  du système pour une charge Po f ixée.

Lténerg ie potenÈie11e de déformaÈion est

tt2 t
y:2.  d

v :  ES  10  (1  -  cos *o  
[ . r ' no  

-  ( t  -  
Ï  . , 0 . " ) ' ]

T = - P o u

L

D,où + =  ES 1o (1  -  cos  æofre2æ^ -  (1  - :  w4)2J"  
' ,  po . ,

s o i t  :

e t  1 t  énerg ie  poÈent le l le  ex t ,é r ieure  :

re laÈ lon  représentée  F lg .  1 -7-5  b .

Le résultat  énoncé est en évidence :  11 y a un maxlmum isolé du

p o È e n t l e l  e n  B ;  l e s  é t a t s  A  e È  C  s o n t  p a r  c o n t r e  s t a b l e ;  l r é n e r g i e

potenËie1le l ibérée lors du saut,  esÈ Èransformée en énergie cinécique, de

sor te  que le  sys tème osc l1 le  au tour  de  sa  nouve l le  pos lÈ ion  d t  équ l l ib re

s tab le .
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NoÈons en f in  que les  é ta ts  représentés  de  3  à  4  ( r ig .  t -7 -2)

peuvent être atteints Pour un aut,re mode de chargemenÈ, si  en effet  on

subs t i tue  à  Ia  charge mor te  P  précédente  une charge modu lée  par  un  d is -

pos i t i f  convenab le  ( f ig .  L -7-6) ,  réa l i sanL une adaptaÈ ion  c inémaÈique

du chargemenÈ,  i l  es t  poss ib le  de  décr i re  la  courbe ( I -7 -2)  par  une

s u c c e s s i o n  d t  é t a t , s  s t , a b l e s .

b)  S tab i l iÈé  d tun  rése rvo i r  cy l i nd r i que  en  compress ion

La  compress ion  ax ia le  d r  un  rése rvo i r  cy l i nd r i que  pe rme t  de

met t re  en  év idence  un  nouve l  exemp le  de  sau t  ve rs  un  équ i l i b re  é lo igné .

L 'éÈude  pa r  l es  mé thodes  d réqu i l i b re  ad jacen t  ISS ]  
" "  

pe rme t  pas  de  com-

p rend re  l e  phénomène  d r  i ns tab i l i t é .

En  posËu1an t  un  dép lacemenÈ rad ia l  de  l a  f o rme

,r1[ *: _ A s l n _ T _

durant

on obt, i

1 e

ent

f l ambemen t  (F ig .  L -7 -7 ) ,  e t  en  exp lo i t an t  l a  mé thode  éne rgé t i que

en  e f f e t  l a  va leu r  c r i t i que  :

o
c r

E h

CeÈte valeur ne rend pas compte des résultaÈs expérimenÈaux ;

on  observe  en  e f fe t  une va leur  c r i t , ique  beaucoup p lus  fa ib le .

CerÈa ines  e :çér iences  fourn issent  la  mo i t ié  de  la  charge c r iÈ ique a ins i

ob tenue.  De p lus  la  dé for rnée du  réservo i r  es t  d i f fé renÈe de ce l le  que

postule Timoshenko (f  lambernent en facettes),

Les calculs de Karman et ls ien [24] conAuisenÈ à une courbe p (É)

(  f .dê , ton ta t , ion  ax ia le )  représentée  F ig .  1 -7-8 .



-_--,

r \ -  / ,

36

fro 4-7-7

fra+r-a-J_



37

Tr.

/"

q:
I

_ - 1

I
I
I

I

/-7- IEe
a

t,

trs

&
h

Fio-J 4- 7- lO



3B

Si  on  fa i t  c ro î t re  la  charge p ,  le  réservo i r  fa i t  p reuve drune

bonne r igidi té sur la branche O-1 ;  les conÈraintes augmentent rapidemenE

en su ivant  une lo i  l i néa i re  jusqurà  l té ta t  1 ,  0n  observe  a lo rs  un  saut

à  l té ta t  3  s i  la  charge res te  cons tan te ,  à  l té ta t  2  s i  la  dé format ion

axiale reste constante. Dans ce deuxième cas, une augment,at i rrn de la

charge p lace  le  réservo i r  dans  un  é taË s i tué  sur  la  b ranche 2-3  de  La

courbe.

Sur  Ia  f igure  L-7-9  es t  représenÈée la  charge p  en  fonc t ion  du

dép lacement  rad ia l  w ;  à  nar t i r  de  la  va leur  $ - j  r "  sau t  es t ,  poss ib le

sur  Ia  b ranche dro i te  de  la  courbe :  s i  en  e f fe t  i l  ex is te ,  pour  la

va leur  p1  par  exemple ,  une dé f lec t ion  la té ra le  acc ident ,e l le  au  moins

é g a l e  à t r ,  l e  s a u t  e s t  i n é v i t a b l e .  A  1 ' é v i d e n c e ,  p l u s  l e s  d é f a u t s  d e

sÈruc ture  sont  impor tan ts  e t  p lus  la  charge c r iÈ ique observée es t  fa ib le ;

une expér ience par fa iÈe,  c res t , -à -d i re  condu i te  sur  un  cy l indre  par fa iÈ ,

avec  une compress ion  r igoureusement  ax ia le ,  do i t ,  fourn i r  la  charge c r i -

t ique  supér ieur "  %,  dé terminée par  les  méthodes de  1 téqu i l ib re  ad ja ,cent .

Les calculs de l r ingénieur doivent au contraire tenir  compt,e de La charge

cr i t , ique  in fé r ieur "%,  .  Les  dé fau ts  des  s t ruc tu res  rée l1es  amènent  à

modif i  er la courbe L-7 -8 [ to ] (r ig .+î+> .

Un cy l indre  rée l ,  avec  des  dé fau ts ,  fourn i t  un  p ic  beaucoup

moins  é levé .

8 - UISE EN I'IOUVEMENT

Nous envisageons ic i

laquel le le système considéré

met en mouvement

le cas où i l  exisÈe une charge à parÈir  de

n e  p o s s è d e  p l u s  d r é t a t  d t é q u i l l b r e ,  e t  s e
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Nous examinerons cette éventual i té sur l rexemple unique drune

co lonne é las t ique soumise  à  une charge tangente  au  somet  (F ig .  1 -8-1)

[g r ] .

Ce nr est pas un système conservaÈif .

Ge mode de chargemenÈ peut être réal isé en f ixant une fusée au

soûmet de la colonne.

Le momenÈ f léchissant dans une sect ion quelconque de Ia colonne

f léch ie  es t ,  en  adopt ,an t  une méthode d 'équ i l ib re  ad jacent  :

M: -  P  ( r  -  y )  cos0  *p  s inQ 1 r  -  r l

so i t , ,  pour  une dé f lec t ion  su f f i saûnent  fa ib le  :

M--p( r -y )+po( r -z )

Par conséguent :

.2
EI  S+ :  p  ( f  -  y )  -  p  0  ( I  -  z )

dzz

On élirnine f en dérivant :

EIY - -PY '+PC

soiÈ en posant O( : fi7Ëi ,

t n  2  j ;
y  * ù  y ,  = û V  ,  é q u a t i o n  d o n t  l a  s o l u t i o n

est de la forme :

y  :  A  sJno (  z  *  B  cos  6 ( z  I  C+  0  z

El le  dol t  vér t f ier  les condiÈions aux l lml tes :

y ( O ) = O  i  y '  ( O ) = O

y t  ( 1 ) = 0 ; y " ( t ) = O
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On obt ient un système de quatre éguat ions :

A cos oa I  -  B s ingt  I  :  Q

As inæ1+BcosûL=  O

ocA + 0

B+C

:o

:o

On vér i f ie  a isément  que ce  sys tème n tadmet ,  d rauÈre  so lu t ion  que

Ia  so lu t , ion  Ër iv ia le  A  :  B  =  C =  0  :  g

C e c i  i m p l i q u e  q u t i l  n r e x i s t e  p a s  d r é c a t  d t é q u i l i b r e  d e  l a  p o u t r e

aut re  gue la  pos i t ion  ver t i ca le  ;  on  ne  peut  cependant  pas  en  conc lu re  gue

Ia  pos iÈ ion  ver t i ca le  es t ,  s tab le .  Une perÈurbaÈion  peut  en  e f fe t  indu i re

d e s  o s c i l l a t i o n s  d e  l a  p o u t r e  a u t o u r  d e  s a  p o s i t , i o n  d t é q u i l i b r e ;  u n e

étude dynamique est donc indispensable pour décider de la stabi l i té du

système.

Nous supposons pour ceci  que la masse de Ia poutre est concentrée

au soûmet et que (hypothèse des pet i ts mouvemenËs) cette charge se déplace

seu lement  su lvant  l raxe  des  y .  L té ta t  du  sys tème es t  a lo rs  décerminé par

I a  f o n c t i o n  f ( t ) .

Le moment f léchissant vauÈ, en introduisant les forces dt inert ie :

! !  =  -  P  ( f  -  y )  +  (P9+ ro  f " )  ( 1  -  z )

On obt ienÈ donc 1réquaÈion :

y" +ù2 y :  ê r .  -  QLzo + f f  r")  ( I  -  z)

Lf lntégrat ion en z fournl t , ,  pour une valeur f ixée de È :

- -  -  1  (g+ !3 .  )  û t l  cos{z  -  s in  o lz  - r t t  +  z )  + f , ( l -co{z )Y :ù  
o ( -  n r
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so lu t , ion  vér i f ian t  les  cond i t ions  aux  l im i tes  :

l ( 0 ) = t '  ( O ) = O

Pour  z  :  t r  on  do i t  vér i f ie r  que :

y ( 1 ) = f  ;  y t  ( 1 ) : 0

c r e s t - à - d i r e

(g+  j l l )  (o l l  cosesr  -  s in0 (1 )  -d f  cos6( I  =o
O(- EI

e t

( g+  T  f "  
)  ( r  - 4 l l  s i noc l  -  cosoè l )  +d , f  s i n6 (1=  ê

&- EI

En é l iminant  I  ent re ces deux équat ions,  i l  v ienÈ

f." +Qr? f = o

o ù  I t  o n  p o s e

ç)2 - ot3 er
m  ( s i n o L l  -  4 1  c o s o 4 l )

t
S iA r '  esg  pos iL i f ,  on  ob t i en t  un  mouvemen t  pé r i od ique  d ra rnp l i t ude

cons tan t ,e  ;  s i  au  con t ra i re  â r2  
" " t  

néga t i f  l a  so lu t i on  es t  apé r i od ique ,

dtampl i tude c ro issant ,e  eÈ non majorée .  Dans ce  dern ie r  cas  i l  y  a  donc

ins tab i  11 té .

La valeur cr i t , igu" P",  est obt,enue Pour

sinql l  -  d- l  cosO(l  :  O

E'T
ceci conduit  à P"" :  2OtL9 3t l o
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Notons enf in un paradoxe de la solut ion :  s i  la condit ion cr i t ique

s i n c L l  - o ê l  c o s o t l  =  O  e s t  v é r i f i é e  o n  t i r e  d e  l r é q u a t i o n  y  ( 1 )  :  f

I

I  c ' es t - à -d i r e  :

t
(9+  T  

f "  
)  ( o f J  cosd l  -  s i noa l )  =  cosa / l  .  f  )' o l - 2w  '  \ r  

/

que f :  O. I1 semble donc que la colonne doive rester irunobile pour la

valeur  cr i t ique,  en contradic t ion avec le  fa iÈ que la  so lut , ion apér iod ique

s t  i n s t a l l e .

En fa i t ,  pour  la  cond iÈ ion  c r iÈ ique,  la  pu lsaÈion  Gl  es t ,  in f in ie  :

la  r ig id i té  de  la  bar re  es t  donc  t rès  g rande,  eÈ l ron  vo i t  donc  pourquo i

e l le  ne  peut  ê t re  dé formée,  La  so luÈ ion  apér lod ique a  l ieu  dès  que

s ina(L  -d ,J  coso l , l  <  O.

9 . CONCLUSION

'  
t té tude de  la  s tab i l i té  des  s t ruc tu res  ne  peuÈ se  l im i te r  à  la

déterminat lon  des  charges  c rL t iques  fourn ies  par  les  théor ies  l inéar isées  i

i l  appara iÈ  en  e f fe t  que la  rup ture  peuÈ se  produ i re  pour  des  va leurs  de  la

charge t rès  in fé r ieures  à  la  charge c r iÈ ique de  la  s t ruc tu re  idéa le  assoc lée .

I l  conv ien t  donc  de  s rassurer  de  Ia  r ig id i té  des  s t ruc tu res  impar fa iÈes  dans

le domaine pré-cr iÈique, dr évaluer les charges cr i t iques dans un domaine

non- l inéa i re  ;  en f ln  i l  sera i t  souha i tab le  de  Èes ter  la  r ig id i té  pos t -c r iÈ iguet

ou les déforrnées obtenues dans une Èransit ion bruÈale vers un alr tre équl l ibre.
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Annexe

RAPPETS DE MECAT.IIQL'E DES MrrrEuX CONTTNUS

1o)  Poten t ie l  é las t ique

Lr espace esÈ rapporté à un repère orÈhonormé Oarara, ^;  
soi t  V un

0
domaine borné, de front ière S, occupé par un corps élast ique çd ) .  Les va-

r iab les  de  Lagrange a i  dé f in issent  1a  pos i t ion  des  I 'mo lécu les ' r  du  corps

élast ique dans cett ,e conf iguraÈion, appelée conf igurat ion de rêfêrence.

n
A un ins tan t  u l té r ieur  È ,  le  so l lae  ( f  )  occupe un  domaine  Vr  de  l resPace,

de  f ron t , iè re  Sr  ;  les  var iab les  d tEu ler  x .  dé terminenË 1a pos i t ion  des

'ho lécu les l 'dans  ce t te  dern iè re  conf iguraÈ ion ,  appe lée  conf igura t , ion  ac tue l le .

[ ,a  t rans format ion  es t  une b i jec t ion  de  c lasse  C,  sur  V= V U Sr  qu i  t rans-

fo rme V en  Vr .

E l le  es t  dé f in ie  par  les  Èro is  fonc t ions  :

x r (a1r  a2 ta3)  t  x r (ayar rar )  t  *3 ( "1  ta2 ta3)

I l  es t  nécessa i re  dans  ces  cond i t tons  que le  déÈerminant  jacob ien  J

n e  s o i È  j a m a i s  n u l  ;  i l  e n  r é s u l  
'  ) * * '  '

te  que ,Ër ,  é tan t  égat  à  1  Pour

res te  pos i t i f  que l  que so i t  t .  On posera  (  r ,  =  
H 

.

I
[ ,e  corps  (zJ  )  es t  é las t ique ;  1 l  ex isEe donc  un  po ten t ie l  é las t ique

-H,
t = O r

0:
I

O:lyo.,.
).t

La quant i té  Yr - -  es t  le  po ten t ie l  d run  é lément  matér ie l  de  vo lume dv  ;  pour
l ( l v

une t rans fomat ion  ad iabat ique,  1e  po ten t ie l  é las t ique s r ident i f ie  avec  1réner -

g ie  inÈerne.  Pour  une t rans for rna t lon  iso therme,  i l  s t iden t i f le  avec  I renerg ie
1  l b r e .
Pour  un  corps  é las t lque,  i l  r .  dépend que de  1ré ta t  in i t ia l  (a i )  e t  de  la

{
È r a n s f o r m a t i o n I r .  ;  i l  v é r i f i e  e n  o u t r e  l e  P r i n c i p e  d r o b j e c t i v i t é i

Le potent. ie l  élast ique ne change pas dans une rotat ion du 
"oto" 

, f  .

En dtauÈres temes

{ t  "r , Y {"r,[rr, avec[ i,, = v
l r .  t

[ ' t :  
=  t t ku t5
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où  r .U  es t  un  tenseu r  o r t , hogona l  a rb i t r a i r e ,  à  dé te rm inan t .  pos i t i f .

2o )  Tenseu r  des  con t ra in t , es  de  Bouss inesq

L té ta t  de  conÈra in te  dans  Ï  p "u t  ê t re  rep résen té  pa r  1e  vec teu r
à o
e  3e .  =  e . . n . -

r  l J  J

La  fo rce  ac tue l l e  dF  es t  r appo r tée  à  un  é lémen t  de  su r face  dans  1 té ta t

i n i t i a l  :  dSo  de  no rma le  ro i

..J

?= g:?gE-
d s o  '  d s o

T  d é s i g n a n È  l a  c o n t r a i n t e  d t E u l e r  u s u e l l e .

E-  
" r t  

la  cont ra in te  de  Bouss inesq,  n r j  es t  le  tenseur  des

Bouss inesq ;  ce  dern ie r  es t  11é au  tenseur  d tEu l " t  ( I i j

pF i  =  t r j  n .  dS :  e .U nno dso

:  
+  t :u  " :  ds,  on a la  re la t , ion q. .  =  1

I J  J

E q u a t i o n  d r é q u i l i b r e

a c c é l é r a t , i o n s ;

d S  : Q

( e . . )  av  =Q
1 J

Formule de Klrschoff

So ienÈ f .  les  fo rces  de  vo lume er  l r  les

o n  a  à  l ' é q u i l i b r e  d u  c o r p s  ( J  )

,|u't" 
- PI't o" + l, ' " ' j

So i t  d rap rès  l e  t héo rème  de  l a  d i ve rgence

(,r,-?[r>u' + \3
JV' 

L r -i.- 
vrl ?dl

Cec i  é tan t  v ra i  pou r  t ou t  vo lume  V r  :

r i  -(t .  * =" :e. u i ? ^:

n 9
J

cont . ra intes de

P a r  3

e* i lru

Ecrivons

r ieures

v
O n s u p p o s " f i : 0 t : O

que pour tout déplacemenÈ

est  éga l  à  la  var ia t lon  du

(
v i rEue l  ,  x i ,  1e  t rava i l

p o t e n t i e l  é l a s t i q u e :

des  fo rces  exÈé-



t+6

D a n s  I e

so i t

dép laceme nL I

r" --|1 5*,
S

* i ,  1 e  t r a v a i l  d e s  f o r c e s  e x t é r i e u r e s  e s t

e . .  n 9  d S
l J  J

S o i t  d t a p r è s  I e  t h é o r è m e  d e  l a  d i v e r g e n c e

jw :  {+ ( 5*,  e,. l )  dv
I  u ' !  -  - J

v )  J

?e, . .
C o m p t e  È e n u  d e  1 t é q u a t i o n  d t é q u i l i b r e  *  =  O ,

v^ j
/ . . (

b, :  ldè\  e . .  dv
v ) ?  a i  r J

i l  v i en t

j

)qntj : iE

La formule de Kirschoff  permet

symétr lque ;  on déduit  en effet

r a p p o r t à R q u e :

ZV dr i0
erub I

?(p '  ? [ 'rn

V

( , ,
:  

u l '  
0  i j  e i j  dv

de montrer  que le Èenseur

d u  p r l n c i p e  d t o b j e c t l v i t é

n r j  r r es t  pas

dér ivé par

P a r  a i l l e u r s ,  1 a  v a r i a t i o n  d u  p o t e n t l e l  e s t

( l-yttr dvt6 :  
) r7G 

'u ' j

Pour rour  vo lume v on a 5,  = 5 O,  droù
cv 2v)0. .  (e . .  - , ( r '  )=o- i j  ' " j  -Tfn)=u

re la t i on  vé r i f i ée  pou r  t ou t  dép lacemen t  v i r t ue l  ;  on  a  donc  en f i n  I a  f o r -

mu le  de  K i r scho f f  :

:o

ffi'
) [ ' i t-

O r.t).- r

uto'P : Q7 '*p
Comne = Srnl 5,p [,u , on obri""r# t,n 'rn 5,, o,rp = e
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e t  en f i n

zV )r
T 

u3t  d ' i5
?[ '  

(
L o r s q u e R = I ,  ( r i j :  o t j )

?lp )q
tE: ffi

our re  dR  es r  an t i symér r i que  (  d r i i  :  -  d r j i )

so r t . e  oue'"9( 
?q f

àJ* 
u,u :  

1-vu, 
-  ik

'/ t/
s o i È  n r u  0 j n  =  n j u  Û r o  c e  q u i  m o n t r e  l e  r é s u l t a t  a n n o n c é .  c e l u i - c i

peut  d ta i l leurs  ê t re  dédu i t  s imp lemenÈ de la  symét r ie  du  tenseur  des

c o n t r a i n È e s  d r E u l e r .

-o

i l  v i e n t

En

De

3 o )  C o e f f i c i e n t s  d t é l a s t i c i t é

Dés ignons  pa r  V r rn ,  l es  va leu rs  de

Ce son t  l es  coo rdonnées  d fun  t , enseu r  d to rd re

te
) [ ' :  )  [  u '

4 pour  Ieque l

)n l= tx;
o n  v é r i f i e

naturel lement que :..r =v' i j k l  
k l i j

Nous al lons montrer que pour Xr:

d ré las t i c t .U  Xr jn ,  par  les  re la t ions  Vr rn ,  =  
P13n,

R a p p e l o n s  q u e  l e s  c o e f  f  l c i e n t s  d r é l a s t i c i t é  l .  . n ,  s o n t

7q

e s t  r e l i é  a u  È e n s e u r
(

+e. .  à , .rJ K]-

l e s  v a l e u r s  d e

?Ai3 TLkI
lorsque le tenseur de déformation de Green - Lagrange
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Àrr=* ,  [n ,  f ,n ,  -  5r : )  esr  nur .

Nous avons ?q:'E

*c 5z  p J

?q
?a p:

?tfl.a*9 . .
1 J

?4* =
?l, i

"v :
V l i :

?A pq

Y. +
1 q

rr p

?' [  r i

5
qJ r)

1p
avec

d r o ù

Dér i van t  une  nouve l l e  f o i s ,  nous  ob tenons  :

à'q )'V ?A,*, y ze (
. - - -  r /  

- ^ - -  
: T  î  - v^àlr t  

) [ur  àÂp32A*" 7f , r - ip-  ?Aor"ut

s o i  È

rf ..= ?29 r ( + >q 5'  i j k l  
?Ap :  )  A  , . , r  kn  -  

iP  ?A r :  
-  

k i

5p r

Pour  [ r :  =  5 r r ,  on  a  b i en  !

tD >2q +f  . .c,esËàdire:Yt:tt:ff i  + 
m 

',ki,c

t { r in,  =}ru, *  nr j  5 ki

Une conséquence de  l t invar iance du  po ten t ie l  dans  les  ro ta t io i l sesÈ que les

coef  f  i c ien t ,s  f  , rU ,  
vér i f ien t  les  re la t ions  de  symérr ie  :

l i ju= xurr , i  =xir .ur : I r i rn 
[ ru]

Le nombre  de  coef f i c ien ts  d is t inc ts  es t  a ins i  rédu i t  à  21  au  p lus  ;  Ies  corps

é las t iques  iso t ropes  pour  lesque ls  on  peut ,  nég l iger  les  cons tan tes  du  second

ordre  de  Murnaghan,  on t  des  coef f i c ien ts  d ré las t i c i té  de  la  fo rme :
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L A M E T H O D E D E S

L A

CHAPITRE T1

E L E M E N T S

S T A B T L I T E

F I N ] S  E T L I A N A L Y S E  D E

E L A S T I Q U E

2.1 -  INTRODUCTION

Nous  nous  p réoccupe rons  tou t  d rabo rd  dans  ce  chap iË re  de  l a  s ta -

b i l i t é  l i n é a i r e ;  i l  s t a g i È  d e  c a l c u l e r  d a n s  q u e l l e s  c o n d i t i o n s  u n e  b i f u r -

c a t i o n  d e  l r é q u i l i b r e  p e u t  s e  p r o d u i r e ,  a u  s e n s  d u  c r i t , è r e  f o n d a m e n t a l  d e

s t a b i l i t é .  C r e s t  d o n c  u n e  m é t h o d e  d ' é q u i l i b r e  a d j a c e n È  q u i  e s t  a i n s i  v i s é e ,

m é t h o d e  p o u r  I a q u e l l e  1 r  a p p r o x i m a t i o n  d e s  p e È i t e s  d é f o r m a t i o n s  e s t  j u s t i f i é e .

No tons  cependan t  que  l e  f o rma l i sme  déve loppé  au  chap i t r e  I  esË  Ë ,ouÈ  à  f a iÈ

compa t i b l e  avec  l es  dé fo r rna t i ons  f i n i es .

Même s i  la  déterminat ion précise du comportement  des st ructures

do i t  f a i r e  appe l  aux  Èhéo r i es  non  l i néa i res  phys iques  ou  géo rné t r i ques ,

i l  e s t  c e r t a i n  q u e  l l a n a l y s e  l i n é a i r e  d e  I a  s t a b i l i t é  p e r m e È  d e  r e p r é s e n t e r

co r rec temen t  1e  f l ambemen t  de  ce r ta ins  Ëypes  de  s t ruc tu res  (pou t res ,

p l a q u e s . . . ) .  P o u r  l e s  c o q u e s ,  e n  r e v a n c h e ,  i t  a p p a r a i L  i n d i s p e n s a b l e  d e

È . r a v a i l l e r  d a n s  I e  d o m a i n e  n o n - l i n é a i r e ;  n o u s  t r a i t e r o n s  a l o r s  l e  p r o b l è m e

d e  l a  r i g i d i t é  p r é - c r i t i q u e  e t  p o s t - c r i È i q u e  d e s  s t r u c t u r e s ,  a i n s i  q u e  l a

reche rche  non - l i néa i re  des  cha rges  c r i t i ques .

La méthode des éléments f in is (Annexe 2) joue un rôle important

dans  Ie  t ra icement  des  prob lèmes de  s tab i l i té  ;  en  e f fe t ,  e l le  au tor ise

I ré tude de  s t rucÈures  chargées  impar fa i tement  ( rup ture  de  symét r ie )  ou

pour  lesque l les  i1  ex is te  des  imper fecÈ ions  géomécr iques ,  ce  qu i  es t  Ie

c a s  d e  t o u t e s  l e s  s Ë r u c t u r e s  r é e l l e s .
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En ouÈre  Ia  mé thode  des  é lémen ts  f i n i s  es t  Pa r t i cu l i è remen t  b ien

adap tée  au  cas  des  sÈruc tu res  composées  de  ma té r i aux  an i so t roPes .

Cornme pou r  chaque  doma ine  d tuÈ i l i sa t i on  de  l a  mé thode  des  é lémen ts

f i n i q  l e  t r a i È e m e n t  d u  p r o b l è m e  s e  d i v i s e  e n  d e u x  p a r t i e s  :  d r u n e  p a r È  I a

f o r m u l a t i o n  d e s  r e l a È i o n s  r r é I é m e n t a i r e s t r ,  d r a u t r e  P a r t  I a  r é s o l u t i o n  d u

sysËème comp leÈ .  Le  p résen t  chap i t r e  es t  consac ré  à  l a  p rem iè re  pa r t i e  de

ce  t rava i  1 .

2 -2  - TET93 I ! - gEI EBâIE - P! ! - E ! EYE IT 9 - I ITI 9 . âTT ! I gIJ.E 9 -â. ! : E T'J PE - 9E . !+
STABTL]TE LINEAIRE

Le  p rob lème  con t i nu  es t  d i sc ré t i sé  de  l a  f açon  su i vanÈ ,e  :  l es

dép lace rnen ts  u i  des  po inÈs  de  l a  s t ruc tu re  son t  exPr imés  en  fonc t i on  des

dép lacemen ts  des  noeuds  du  ma i l l age  u rn ,  en  nombre  f i n i ,  au  moyen  des

fonc t i ons  de  dép lacemen t  N i j .

De

U:

r e  u s u e l l e ,  n o u s  p o s o n s  :

mat r i ce  des  dép lacenen t , s  d run  po in t  que l conque  de  l a

sÈruct ,ureo

i è

l
)

U"=
n

man

l " r

f",
1u3

OL

q,

u1

(,u2

a?)
u^

d
2

L

,i
(-
,3

mat r ice  des  dép lacements  des  noeuds (d  '  i !  '  . . .  ( r )

d tun  é lément  (e )  donné.
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0n  pose  donc  :

U :  U .  Ui  Q-L)  avec N :  (Ni j )

N a Ë u r e l l e m e n t ,  l e s  f o n c t i o n s  N . .  d o i v e n t

d i f f é ren ts  c r i t è res  de  conve rgence  so ien t

o n  p o s e  e n  o u t r e  E r - '  ( ? " t  
' 4  u L

3 àt, : t?1 , f i ,

ê t r e  c h o i s i e s  d e  s o r t e

s a E i s f a i t s  ( A n n e x e  2 ) .

Q\  
' dv3  

?ug
' ' o \ '  'o% ' " "3

q u e  l e s

La

5u

dér i va t i on  de  l a

: U . U r r "

r e l a t i o n  ( 2 - t )  f o u r n i t  :

( 2 -2 )

P o s o n s e n f i n 4 _ $ * P ' e n r e m P 1 a ç a n È 1 e g r o u p e d ' i n d i c e s i j
? [ t :  ? [ t r

p a r  l t i n d i c e  { ,  e t  l e  g r o u p ê  d ' i n d i c e s  k I  p a r  l t i n d i c e p ;  l e s  i n d i c e s  4  e t

p  var ien t  de  L  à  4  pour  les  p rob lèmes p lans ,  de  1  à  9  pour  les  p rob lèmes

h i d i m e n h o n n e l s .  L e  t e n s e u r  d e  c o o r d o n n é e s Y r r n ,  e s È  a l o r s  r e p r é s e n t é  p a r

la  mat r ic "  Cf l  =  ( Ïap) .  Par  exemple ,  pour  les  p rob lèmes p lans

(Y) :
V,,
tf',

(lzt

9zz

Y,.,

\1zr

9,,

\{
L t

V,,
\t
t 2 l

Izz

l.l
1 1

\r'12

{r,.

tn

1 1  L 7  t 2 , , \

22 \

22 )

22 /

2 t

2 I

21

2 t

t 2

L2

T2

LL

L 7

LL

On int rodui t  de la  même manière la  matr ic"  f / )  des coef f ic ients

d 'é las t i c t . é  l ,  j n '  e t  l a  rna t r i ce  ( t )  des  l r i  f , n ,

È e n u  d e s  n o t a t i o n s  a i n s i  i n t r o d u i t e s ,  I e  c r i t è r e  d e  s È a -

forme <4- l> srécr i t ,  pour  un é lément  :

. t r . { f l , r ,u:  dv)o Vui

Compte

s o u s  s e

I t
lu"
l n

V,e

b i  l i r é
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Po sanE

Èu"
n

I

+ =l
e l

) v

s o i t

c

? ê l - ê'u" (O ) u"
n r e n

La  cond i t , i on  de  s tab i l i t é  "é lémen t ,a i re r r  a i ns i  ob t , enue  n r  es t  oas

nécessa i re  pou r  assu re r  l a  s tab i l i t é  g loba le  de  l a  s t , r ucÈure .  S i  en  e f f e t

on  a jou te  l es  con t r i bu t i ons  é1émen ta i res

I t
fl

I
l v

c

E

Nous in t rodu isons

mat r ices  é1émenta i res

r  [Ë
A = ue. l  B .

"  
r /
t u "

B(Y)rdv) .u :

B ( \ | )  B  dv  ,  on  ob t i en t  f i na lemen t

t,

f  u": u; (+e) ue

seconde du  po t ,en t ie l  de  Ia  s t ruc tu re ,

- l - ê
( ? e )  U ;  ,  s o i t ,  e n  i n È r o d u i s a n t  l e

les  noeuds de  la  s t rucÈure  :

^ f

tu: ur,(*)u'

S , ( t * ) .  r .dv  U l

à  l a  v a r i a t i o n
t,

tu:z u:
e

cements de tous

des

on  ob t i en t

vec t ,eu r  U_  des  dép la -
n

I
La matr ice (*)  est,  une matr ice

mat r ices  é lémenta i res  (é  )  au  n iveau de

L a  s t a b i l i t é  e s t  a l o r s  a s s u r é e

t  . t --u (o)u \  o
n t r t .

g l o b a l e ,  a s s e m b l é e  à  p a r t i r  d e s

la progranrnat ion FORTRAN (Annexe 2).

s i ,  e t  seu lement  s i  :

V U n

les  mat r ices  g loba les  A eÈ B ob t ,enues  à  par t i r

Ç) ' t  dv  u :

'r;,I '
B :e
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A es t .  appe lée  maEr i ce  de  r i g i d i t é  de  l a  s t ruc tu rp  !

B  e s È  a p p e l é e  m a t r i c e  d e  r i g i d i t é  i n c r é m e n t a l e .

Ce  son t  des  ma t r i ces  s ; r rné t r i ques .

compre  renu de  ( r -z - ro )  :  4  =  o  -  I  B

Nous  sos rnes  donc  amenés  à  f o rmu le r  l e  c r i t è re  de  s tab i l i t é  d i s -

c r é r i s é  :

C r i t è r e  d e  s t a b i l i t é  d i s c r é t i s é :

t)
Le  co rps  é las t i que  ( , j )  es t  s tab le  dans  sa  con f i gu raË ion  ac t . ue l l e

s i  I a  f o r m e  q u a d r a t i q u e  a s s o c i é e  à  ( a  -  )  u l  e s È  d é f i n i e  p o s i t i v e .

L t i n s t . a b i l i t é  a p p a r a i t  l o r s q u e  l a  f o r m e  q u a d r a t i q u e  a s s o c i é e  à

A  - \ B  c e s s e  d ' ê È r e  d é f i n i e  p o s i t , i v e ,  c r e s t - à - d i r e  p o u r :

det  (A - t rs)  :  o ( 2 -2 -3 )

La  cha rge  c r iÈ ique  \ ^  appa ra i t  a i ns i  conme la  rac ine  de  p lus  pe t i t
t,l 

\
module  de  1 'équat ion  carac tér is t ique  (2 -2-3)  t  en  d tau t res  te rmes,  Àr ,  es t

la  p lus  pe t , i t ,e  va leur  du  specÈre  des  va leurs  p ropres  du  prob lème aux

éIémenÈs propres  :

\
Æ(=Ànx  (2 -2 -4 )

Le  vec teu r  p rop re  assoc ié  f ou rn i t ,  l e  mode  d r i nsÈab i l i t é  co r res -

pondant.

La résolut ion effect ive du problème (2 -2-4) fourni t ,  également

les  charges  c r l t , lques  d to rdre  supér ieur ,  avec  les  modes d t ins tab i l i té

as  soc iés .
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2 -3 - PRoPRTETES -{ - 9êI49TEII gII ggl g _ gg -$gp!ry-E

a)  Symét r ie

L e s  p r o p r i é t é s  d e  s y m é È r i e  d e s  c o e f f i c i e n È s  d t é l a s r i c i a é  I i 3 t t
(

e t  d u  È . e n s e u r  a f 3  A t i  d r u n e  p a r Ë ,  l a  m é t h o d e  d e s  é l é m e n t s  f i n i s  d t a u t , r e

par t  condu isent  à  des  mat r ices  de  r ig id iÈé A e t  B  symét r iques .

Mont rons  en  ou t re  que  l a  ma t r i ce  de  r i g i d i t é  A  es t  dé f i n i e

p o s i t i v e :

Pou r  ce la ,  env i sageons  l e  co rps  é las t i que  ,  homogène  eE  i so t rope  ;

sa  su r face  es t ,  r endue  l i b re  de  con t ra inÈes

1^ | 7"i ?rt
A lo r s :  ) " v :  \ 2 t . . , - r  - - - dv

"  VJ . i j r c r  2 ^ i ?^ t

Donnons -nous  des  dép lacemenËs  u .  i n f i n i t és imaux  :
I

\\, .  :  À. .  a .  :  (d . .  + t . .>  " .1  I J  J  l J  ] . J  J

o ù  ) i j  e s t  s é p a r é  e n  p a r t i e  s y m é t r i q u e f . . ,  e t  a n t i s y m é t r i O , r " d i j .

Compt ,e  tenu des  propr ié tés  de  symét r ie  O" r  p r jn r ,  on  ob t ien t ,  :
t

l t l
Xv:  \ I t in t t r :€kr  

dv
v '

Lorsque  Ie  dép lacemen t  u .  se  rédu i t  à  une  ro ta t i on  i n f i n iÈés ima le  :

u - :Q . ,  a . ,  ona  aon "$2  v :o .
1  I J  J

, a
I n v e r s e m e n t  5 ' V :  O  i m p l i q u e  t r j :  o  e t  u .  = P r j  

" j

11  y  a  donc  ins tab i l i té  pour  des  ro ta t ions  pures ,  e t  dans  ce  cas

s e u l e m e n t  ;  i I  e n  r é s u l t e  , u . 8 U  e s t ,  p o s i È i f  l o r s q u e  l e s  l i a i s o n s  d u  c o r p s

lu i  in te rd isent  les  ro ta t ions  (appu is ,  encas t rements  . . . )  ;  cec i  imp l ique

que la  mat r ice  A so i t  dé f in ie  pos i t i ve .
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D a n s  d e s  c o n f i g u r a t i o n s  t e l l e s  q u e  I t i n s t a b i l i t é  p u i s s e  a p p a r a i t r e ,

i I  es t  donc  nécessa i re  que le  te rme (  a î .  i , . ,  

' i J -2"k '  
dv  so i t  pos i t , i f  ,

v )  ?  a '?a r

e t  pa r  conséquen t  gue  l a  ma t r i ce  B  so i t  dé f i n i e  pos i t , i ve .

b)  Propr ié tés  des  é léments  p ropres

Dans les  cond i t ions  énoncées c i -dessus ,  les  é Ié rnenËs propres

p o s s è d e n t  d e s  p r o p r i é t é s  i n t é r e s s a n t e s  q u e  n o u s  r a p p e l l e r o n s .

Théorème I l -1  :  Lorsque les  mat r ices  A e t  B  sont  symét r iques ,  dé f in ies

p o s i t , i v e s ,  l e s  r a c i n e s  d e  1 ' é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  ( 2 - 2 - 3 )  s o n t  r é e l l e s

eÈ pos i t i ves  ;  les  vec teurs  p ropres  sont  B-or t ,hogonaux.

En in t rodu i san t  D  :  B  
'  

A r  l e  p rob lème  esÈ  ramené  à  :

\
D X  : ^ X

Dans I tespace lÀn,  dé f in issons  une mét , r ique  au  sens  de  B :

l e  p r o C u i t  s c a l a i r e  s e r a  :

1 X ,  Y )  :  b , .  X - .  y ,  :  E X B Y
t J  1 - J

O n  v é r i f i e  q u r i l  s t a g i t  d r u n e  m é E r i q u e  e Ê c l i d i e n n e  p o u r  l a q u e l l e

Ia  base  canon ique  n r  es t  pas  o r thono rmée .

Mont rons  que 1r  opéra teur  D es t  symét r ique :

Nous avons :

1 D X ,  Y >  -  t X  Ë D  B Y :  
t X  È A  t B - l  

B  Y  =  È X  
A y

Dr  auÈre  par t  :

1 x, DY ) : Èx roy : ÈxB s-l Ry = txAY

df  où  1  X ,  DY )=  (OX,  y2  e t ,  la  p ropr ié té  ;  i l  en  résu l t ,e  que les  va leurs
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propres  sont ,  rée l les ,  e t  les  vec teurs  p ropres  orÈhogonaux au  sens  du

p r o d u i t  s c a l a i r e  d é f i n i  c i - d e s s u s .

E n f i n  m u l t i p l i o n s  1 r é g a l i E ê  ( 2 - 2 - 4 )  à  g a u c h e  p " t  
t x ;  

i l  v i e n t

txAx = \txnx

conrne txax; o er txax 
;, o , À esr posit i f  .

Ce qu i  achève  l a  démons t ra t i on  du  théc rème  I1 -1 .

c)  D imens ions  :  s t ruc tu re  de  bande

Les prob lèmes rée ls  de  gén ie  mécan ique ou  de  gén ie  c iv i l  do ivent

êËre  t , ra i tés  en  u t i l i san t  un  nombre  impor tanÈ de degrés  de  l iber té  (souvent

d e  l t o r d r e  d u  m i l l i e r )  ;  c e c i  c o n d u i t  à  d e s  m a t r i c e s  A  e t  B  d r o r d r e  ( 1 O O O ,

1OO0)  dans  l rexemple  ind iqué.  T l  ne  peut ,  acÈue l lement  ê t re  ques t ion  dr in -

t rodu i re  de  te l les  mat r ices  en  mémoi re  cent , ra le  des  ord ina teurs ,  e t  le

changemenË sur bande ou t ,ambour magnétique augmente considérablement,  la

durée dr  exp lo i ta t ion  des  progranmes,  par  I t  impor tance re la t i ve  du  temps

draccès  (2O ms pour  1 'accès  au  tambour  FASTRAI , ID de  I |UNMC 1108,  pour

40 ps  de  t ,emps drexécuÈion  drune mulE ip l i caÈ ion) .
I

On peuÈ fort  heureusemenÈ prof i ter de la st ,ructure du problème

pour  rédu i re  cor rs idérab lement  les  données nécessa i res  au  ca lcu l .

La syrnétr ie des matr ices A eÈ B divise approximativement par 2

le nombre des données.

De p lus ,  la  d isc ré t i saÈ ion  par  la  méthode des  é lénents  f in is

conduiÈ à des matr ices de r igidi t ,é qui ont,  ou auxquel les on peuÈ donner

[17 ]  une sÈructure de bande,

A i n s i  n o u r  
\ 3  

-  i [ > r n  ,  a - t - o n  
" ,  j  

=  O ,  j  
=  o
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Auss i  ne  conse rve - t j on r  dans  Ia  p lupa r t  des  modes  de  s tockage

des  maÈr i ces  de  r i g i d i t é  que  l a  de rn i -bande  supé r i eu re ,  sous  fo rme  un i -

co lonne  (F ig .  2 -3 -2a )  ou  rec t , angu la i re  ( f  i g .  2 -3 -2b ) .

Pou r  des  l a rgeu rs  de  bande  va r i ab les ,  on  peuÈ  éven t ,ue l l emen t

conse rve r  l es  seu l s  é lé rnen ts  non  nu l s ,  accompagnés  d r i nd i ces  compteu rs

pe rmeÈtan t  l eu r  repé rage  dans  l a  ma t r i ce  de  r i g i d iEê  122 f .

Ces  d i ve rses  t , echn iques  pe rmeÈten t  une  réduc t i on  spec t ,acu la i re

des  zones  de  mémo i re  occupées ,  e t ,  auÈor i sen t  souven t  l e  t r a iÈemen t ,  des

p rob lèmes  pa r  1 r  un iÈé  cenEra le  des  o rd ina teu rs  ac t , ue l s  ( vo i r  [  6 . . t  pou r  t e

t r a i t e m e n t  p a r  b l o c s  d e s  m a t r i c e s r r o u t  o f  c o r e r ' ,  c r e s t - à - d i r e  n o n  l o g e a b l e s

dans  l a  mémo i re  cenÈra le ) .

Les  ca rac té r i s t i ques  a ins i  dégagées  dé f i n i ssen t  un  p rob lè rne  numé-

r i q u e  p r é c i s  q u i  d o i t  ê t r e  t r a i t é  p a r  d e s  m é t h o d e s  a p p r o p r i é e s ;  i l  c o n v i e n È

en  pa rÈ i cu l i e r  de  t i r e r  avan tage  de  l a  s t ruc tu re -bande  e t  du  ca rac tè re

dé f i n i  pos i t i f  des  maÈ, r i ces  A  e t  B  pou r  rédu i re  l e  t emps  de  ca l cu l  e t  l es

zones  de  mémo i re  occupées .  Nous  d i scu te rons  l es  d i f f é ren tes  méÈhodes

env i sageab les  dans  1e  chap iÈ re  su i van t ,  pou r  nous  consac re r  ma in tenanË ,  aux

prob lèmes non l in6a i res .

2-4 - METHODE DES ELEI'{ENTS FINIS ET STABTLITE NON LTNEAIRE

L e s  c o n c e p t s  d e  l a  s t a b i l i È é  l i n é a i r e  s o n t  l i m i t é s  à  I ' é t u d e  d e

l r i n s t , a b i l i t é  d u  t , y p e  E u l e r ,  c r e s È - à - d i r e  à  l r é t u d e  d e  I f é v o l u t i o n  d e s

s t ruc tures  vers  une conf iguraÈ ion  s tab le  in f in iment  p roche ;  dans  tous

les  cas  où  la  s t rucÈ,ure  évo lue  vers  une conf igura t ion  s tab le  à  d is tance

f in ie  de  I ré ta t  de  ré fé rence,  11  es t  nécessa i re  de  fa i re  appe l  aux  méthodes

non-1 inéa i res .  Nature l lement ,  les  Ees t ,s  de  r ig id i té  pos t -c r i t ique  do ivent
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éga lemen t  avo i r r e c o u r s  à  c e l 1 e s - c i .

Sou l i gnons

adop t  ée  ;  u t , i  1 i  sée

son  e f  f  i cac i  t . é  dans

dé te rm iné ,  on  a  en

(2 , , -  [ -o  v_  v , r
vJ

à  ce t  êga rd  I t i n té rê t  de  l a  f o rmu la t i on  que  nous  avons

dans  l e  don ra ine  l i néa i re ,  e l I e  ga rde ,  sans  mod i f i ca t i ons ,

l e  doma ine  non  l i néa i re  ;  pou r  un  é ta t  de  con t ra in tes

e f f e t  :

e t

à  l a  ma t r i ce  de  r i g i d i t é  A ,  es t  r e t ranchée  l a  ma t r i ce  B  ob tenue  dans  un

é ta t  de  dé fo rma t i on  que l conque  ;  i 1  en  résu1 te  une  ma t r i ce  de  r i g i d i t é

I
d i f f é r e n t i e l l e  Q :  a  - I U ,  t r a d u i s a n È  p a r  e x e m p t e  I a  p e r È e  d e  r i g i d i t é

de  l a  s t ruc t , u re  au  vo i s i nage  de  l a  cha rge  c r i t i que  ;  B  es t  a i ns i  une

mat r i ce  qu r i l  conv ien t  na tu re l l emen t ,  de  dé te rm ine r  dans  une  con f i gu ra t i on

que  l conque .

L rana l yse  non  l i néa i re  peu t  a ins i  p rocéde r  de  l r une  des  man iè res

su i van tes  :

a) uéthode incrémenÈale I

Une première  préd tcÈ ion  l inéa i re  du  compor tement  es t  réa l i sée

en nég l igeant  la  maÈr ice  de  r ig id i té  inc rémenta le  B  ;  S i  F  représente  le

vec t ,eur  fo rce  app l iqué à  tous  les  noeuds de  la  s t , ruc tu re ,  on  résout :

F = A  t l O- . r n

Cet te  es t imaÈion  de  U]  permet ,  compt ,e  tenu de  la  lo i  de  compor -n

temenÈ é las t ique du  matér iau ,  de  dé ter rn iner  le  tenseur  de  Bouss inesq,  e t

donc une première valeur de la matr ice incrérnentale B.

b?.,n,.,-)(r:6 ?i' l !o"
i i k t3a. r r "  -nu) i rv  

k i  i ^ j ï " r - "

^ t

f  u  = un (A - )n)  u '
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La  maË, r i ced i f  f é ren t i e l l e {  -  A  -  )  s  
" " t  

a l o r s  cons t , ru iÈe ,  eE

l e  p rocédé de  préd ic t ion  rév isé  sous  la  fo rme

p-4
oul :n+\su l - t  (o rdrep)

L a  m a t r i c e  B  e s t  a f f i n é e  d a n s  l e  p r o c é s s u s  i È é r a È i f  j u s q u t à

ce  que  1a  conve rgence  so i t  ob tenue  ;  l e  p rocédé  fou rn iÈ  donc  Ies  dép la -

cemen ts  e t  l es  con t ra in tes  dans  l e  doma ine  non  l i néa i re .  La  ma t r i ce  i n -

c rémenÈa le  B  é t , an t  auss i  obÈenue ,  on  recondu i t  i c i  I r ana l yse  de  l a  s ta -

b i l i È é  f a i t , e  d a n s  l e  d o m a i n e  l i n é a i r e ;  i I  s u f f i t  à  c e l a  d e  r é s o u d r e  l e

p rob lè rne  aux  va leu rs  p rop res

ex : \r,nx

pour  Ia  va leur  de  B ob tenue.

S i  la  va leur  c r i t ique  \ r .  
" i r , " i  

ob tenue esÈ supér ieure  à  la  charge

i m p o s é e  à  l a  s t r u c t u r e ,  I r é q u i l i b r e  e s t  s È a b l e ,  i n s t a b l e  d a n s  I e  c a s  c o n -

t r a i r e ,  c r i t i q u e  l o r s q u e  )  :  \ , *

Formulons  ce tEe ana lyse  en  drauÈres  t ,e rmes :

Cherchons à résoudre le problème :

M=f (ÀB)x

\ \
où  (Àn)  es t  Ia  mat , r i ce  de  r ig id i té  inc rémenta le  ob t ,enue pour  la  charge À

imposée.

Lorsque la  p lus  pe t i te  va leur  p ropre  
f  

es t  supér ieure  à  1 ,  la

s tab i l i té  de  Ia  conf iguraÈ ion  es t  assurée ;  la  charge c r i t ique  es t  ob tenue

pour  1" t  =  1 ,  l r  ins tab i l i té  pour  p -  (  t .
J /

La courbe pd)  peut  par  exemple  ê t re  t racée en  ln te rpo lan t  à

par t l r  de  que lques  va leurs  ;  ce  procédé permet  de  rédu l re  le  nombre  de
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n iveaux  de  cha rgemen t  de  l a  s t rucËure  à  env i sage r ,  e t  pa r  conséquen t

l e  Eemps  d 'exp lo i t a t . i on  des  p rog ran rnes  [ t L t .  F ig .  2  -  4  -  |

L e  c a l c u l  n o n  l i n é a i r e  d e s  d é p l a c e m e n t s  p o u r  d e s  v a l e u r u  a "  )

i n f é r i e u r e s  à  l a  c h a r g e  c r i t i q u e  p e r m e t  d t o b t e n i r  l e  c o m p o r t e m e n t  p r é -

c r i c i que  don t  on  conna i t  l t impo rÈance  ;  l es  rup tu res  pa r  f l ambemen t

p e u v e n t  e n  e f f e t  s e  p r o d u i r e  p o u r  d e s  v a l e u r s  t r è s  i n f é r i e u r e s  à  l a

c h a r g e  c r i t i q u e  c a l c u l é e  d a n s  l r a p p r o x i m a E i o n  l i n é a i r e  d e s  s t r u c E u r e s

i  d é a  I  e s .

Résumor : s  l e  schéma de  ca l cu l  :

1  F o r m a t i o n  d e  l a  m a t r i c e  d e  r i g i d i t é  A  ;  l " c t u r e  d "  I

2  R é s o I u È i o n  d u  s y s t , è m e  ;  P r é d i c t i o n  l i n é a i r e

F : A . U

3  C a l c u l  d e  B  à  p a r t i r  d e  U o

4  C a l c u l d e F * À n u o

5  R é s o l u t i o n  d u  s y s t è m e

1 .
A ur  =  r  + )n  uo

6  Tes t  de  conve rgence

lu1-uo1<€
i n  n '

S i  ou i  phase  su i van te  7

Si  non phase 3 en remplaçant  u l  tar  u l

7  A n a l y s e  d e  l a  s t a b i l i t é

Ax:F( )n> x
I

8  R e È o u r  é v e n t u e l  à  1  p o u r \ a i f f é r e n r .
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b )  M é r h o d e  i n c r é m e n t , a l e  I I .  ( M é t h o d e  p a s  à  p a s )

L e s  p r o b l è m e s  n o n - I i n é a i r e s  p e u v e n t .  d o n n e r  l i e u  à  d e s  s o l u t i o n s

m u l t i p l e s  ( r 1 g .  1 - T - 5 )  ;  d a n s  c e  c a s  l a  m é t h o d e  e x p o s é e  c i - d e s s u s  c o n v e r g e

v e r s  1 r u n e  o u  l r a u t r e  d e s  s o l u t i o n s ,  e t  é v e n t u e l l e m e n t  v e r s  u n e  s o l u t i . o n

i n i n t é r e s s a n t e .  I l  e s t  a l o r s  p r é f é r a b 1 e  d t  i n c r é m e n t e r  s u r  l a  c h a r g e  d e  I a

s t rucËure ,  se lon  l e  schéma su i van t  :

1  .  C h o i x  d t u n  p a s a F :  \ a u "

2  .  C a l c u l  d e  I t i n c r é m e n t  A U

d.e la  charge

d e  d é p l a c e m e n t  p a r  r é s o l u t i o n  d e  e . À U ^

3  .  C a l c u l  d e s  c o n t r a i n È e s  e t  d e  l a  m a È r i c e  B  à  p a r Ë i r  d e  l a  s o l u t i o n

:  AF

Àuo

4  .  F o r m a t i o n  d e  I a  m a È r i c e  d e  r i g i d i t é d i f f é r e n t i e I e a  -  \ B

5  .  R é s o l u t i o n  d u  s y s t è m e  r e c t i f i é  :

(a -  \n)Àu,  = À u

Ca lcu l  des  dép lacemen ts  e t  de  l a  cha rge  Èo ta le

6  .  P h a s e  ( 3 )  e n  r e m p l a ç a n È  À U o  f ' a r À U ,

On  vo iE  que  pa r  ce t t e  mé thode ,  1es  so lu t i ons  son t  obÈenues  dans

1 r  o r d r e  c r o i s s a n t  ;

On  peu t  con t rô le r  l e  p rocessus  en  vé r i f i an t  pé r i od iquenen t  que

1 t é q u a Ë i o n  d r é q u i l i b r e  e s t  s a t i s f a i t e ;  p a r  a i l l e u r s ,  l e s  e f f e t s  d e  1 a

non - l i néa r i t . é  son t  rédu i t s  en  cons idé ran t  à  chaque  pas  des  i nc rémen ts  de

m o d u l e  s u f f i s a m e n t  p e t i t s  I g g ] .  E n f i n  l r a n a l y s e  d e  l a  s t a b i l i t é  d e  1 r é q u i -

l i b r e  t e l l e  q u r e l l e  a  ê t ê  c o n d u i t e  a u  p a r a g r a p h e  p r é c é d e n t ,  p e u È  ê t r e  r e p r i s e

pé r i od iquemen t ,  dans  1e  ca l cu l .
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2.5 .  CONCLUSION

I l  n o u s  p a r a i t  i n d i s p e n s a b l e  d r é v o q u e r  i c i  l e s  p r o L , I è m e s  s o u l e v é s

p a r  l r a n a l y s e  n o n - l i n é a i r e  d e  l a  s t a b i l i t é  é l a s t i q u e ,  e t  d e  s o u l i g n e r  l e u r s

in te racÈ ions  avec  les  p rob lèmes numér iques .

L o r s q u e  l a  s t a b i l i t é  d t u n e  c o n f i g u r a t i o n  d t é q u i l i b r e  a  p u  ê t r e

é t a b l i e ,  o n  s a i t  I f e i  q u e  l e  c h a m p  d e s  d é p l a c e m e n t s  i n f i n i m e n r g  p e t i t s  à

p a r t i r  d e  c e t  é t a t  e s t  s o l u t i o n  u n i q u e  d e  1 r é q u a t i o n  d t é q u i l i b r e .  I l  n t e n

v a  p a s  d e  m ê m e  d è s  I t i n s t a n t  o ù  I t o n  a d m e È  I a  p o s s i b i l i t é  d e  d é f o r m a È i o n s

f i n i e s  à  p a r t i r  d e  1 t é È a t  d t é q u i l i b r e ;  n o u s  e v o n s  d t a i l l e u r s  d o n n é  d e s

e x e m P l e s  s i m p l e s  d r u n e  t e l l e  s i t u a t i o n  ( c f .  c h .  1 - 7 ) .  I 1  c o n v i e n d r a i t  d o n c

d e  s t a s s u r e r  q u e  l e  n o m b r e  d e  s o l u t i o n s  p o s s i b l e s  e s È  f i n i ;  à  n o t r e  c o n -

na i ssance ,  cec i  es t  un  p rob lè rne  ouve r t .

Du po in t  de  vue du  ca lcu l  numér ique des  s t ruc tu l 'es ,  ce  fa i t  m i l i te

en  faveur  des  méÈhodes pas  à  pas  qu i ,  dans  le  domaine  pré-c r i t , ique ,  do ivent

c o n d u i r e  à  l a  s o l u t i o n  i n t é r e s s a n t e .

Un au t re  aspec t  de  ceËte  ques t ion  es t  le  su ivant  :  lo rsque la

charge c r i t ique  esÈ a t te in te ,  dans  le  p rocessus  de  chargemenÈ progress i f

de  la  s t ruc tu re ,  i1  n ry  a  pas  un ic iÈé des  dép lacement ,s  in f in iment f l  pe t iÈs

à par t l r  de  la  conf igura t ion  c r i t ique .  On conço i t  donc  que,  se lon  1r  am-

p l i tude du  pas  de  chargement  adopté ,  la  b l fu rca t ion ,  s i  l ron  par le  de

s t ruc tures  à  fo r te  symét r ie ,  ou  le  saut  b rusque vers  une au t re  fo rme

d t é q u i l i b r e ,  s i  l r o n  p a r l e  d e  s È , r u c t u r e s  i m p a r f a l t , e s ,  p u i s s e n t  e n  ê t r e

a l té rés  ;  en  drauÈres  te rmes,  la .so lu t ion  Èrouvée peut  dépendre  du  mode

de ca lcu l ,  ce  qu i  ne  manque pas  drê t , re  génant .
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Le mode de f lambage ainsi  déterminé esË à coup str  un mode sus-

cepÈib le  de  se  produ i re ,  e t  dont ,  i l  fau t  par  conséquent  Èen i r  comPte  ;

ma is  i l  ne  saura i t  donner  une in fo rmat ion  complèÈe sur  la  b i fu rcaÈion .

Du po in t  de  vue du  mécan ic ien ,  on  Peut  Poser  à  p ropos  de  la

b i fu rca t ion  les  p rob lèmes su ivanÈs :

-  I e s  é q u a t i o n s  d t é q u i l i b r e  a d m e t t e n t - e l l e s  à  1 t é t a t  c r i È i q u e  u n  n o m b r e

f i n i  ou  i n f i n i  de  so lu t i ons  ?

q u e l l e s  s o n t  p a r m i  c e s  s o l u t i o n s  c e l l e s  q u e  l a  s t r u c È u r e  v a r r c h o i s i r ' l

e n  p r i o r i t é  ?

Nous pensons pour  no t re  par t ,  e t  pour  répondre  à  la  p remière

de ces quest ionsr gu€ les systèmes réels admettent un nombre f in i  de

points de branchement et que les systèmes possédanÈ une forte symétr ie

en admettenÈ un nombre supérieur,  drauÈant plus importanÈ que Ie degré de

symétr ie est.  élevé [  l ] .
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Annexe 2

METHODE DES EI.,EMENTS FINIS

Pour f ixer  les idées,  donnons dès maintenant  un schéma global  de la

mise en oeuvre de la  méthode des é léments f in is  dans un problème de mécani-

que  des  m i l i eux  con t i nus .

1 o )  D i s c r é t i s a t i o n  d u  d o m a i n e .

a)  oé f in i t ion  des  noeuds de  d isc ré t i sa t ion  du  domaine .

b)  Oéf in tÈ ion  des  é1érnents  assuranÈ la  d isc réÈ isa t , ion .

2o)  D iscré t , i sa t ion  des  dép lacements .

a )  Cho ix  des  fonc t ions  de  dép lacements  à  par t i r  d f inconnues

d i s c r è t e s .

b)  E tude des  propr tê tês  de  cont inu i té  aux  f ron t iè res .

3 0 )  M i s e  e n  o e u v r e .

a)  Aspec t  é lémenta i re  :  Le  prob lème es t  posé au  n iveau de

chaque élément.

b )  Aspec t  g loba l  :  réassemblage des  équat ions  du  prob lème.

40)  Tra iÈement  des  équat tons .

a) ldaptat ion à 1a résolut ion numérique

b)  Réso lu t ion  numér lque

Pour  ceÈte  présenta t ion ,  nous  su iv rons  Ie  p lan  a ins i  é tab l i ,  encore

que les quatre points évoqués ne soient pas indépendant,s.

d;''''
1o) Discrét lort  du donralne

So i t  à  d isc ré t i ser  dans  l respace R3 un  domaine  V de  f ron t tè re  S  ;

i l  est souvent indispensable de slmpl l f ier la géométr ie du domaine V

pour  ob ten i r  un  donna ine  Vt  de  f ron t iè re  S t  p lus  access ib le  à  la  d ts -

c ré t i sa t ion .
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a )

b )

Dé f ini t i on_dgs_noegdg !e_d!s c ré r i sar i on

On chois i t  dans Ie domaine Vr un cer ta in nombre n

a p p e l é s  n o e u d s  ;  i l  s t a g i t  d o n c  d r u n e  r e s È r i c t i o n

/  a 1

dansl RJ t  n
t )

!él igili en_de s_é I émenr s

de

de

po in t  s

v r

r1  conv ienr  d rabord  de  cho is i r  la  géomét r ie  des  é lé rnenrs  ;  e l le

dépend na ture l lemenr  du  prob lème posé (p lan ,  de  révo lu r ion ,

t r i d i m e n t i o n n e l . . . )  e È  d e s  r é s u l È a t s  q u e  I r o n  v e u t  o b t e n i r .

r l  f a u t  e n  o u t . r e  p r é c i s e r  I r a p p a r t e n a n c e  d e s  n o e u d s  d e  d i s -

c réÈ isa t ion  à  ces  é léments  ;  dans  ce t te  opéra t ion  de  mai l -

lage ,  les  noeuds sonÈ en généra l  sur  les  f ron t ià res  des

é léments .  so ien t  v3  les  domaines  é Iémenta i res  I  n "  le  nom-

b r e  d r é l é m e n t s  ;  1 e  m a i l l a g e  d o i t  s a t i s f a i r e  a u x  c o n d i t i o n s

de régu la r i té  su ivantes  :

,ne t.V I :  
\ I  V . ,

j = 1  J

l e s  é 1 é m e n t s .

c tes t  à  d i re  recouv remen t  de  V t  pa r

-  V *  |  I  V .  d e  m e s u r e  n u l l e  p o u r  i  #  j e  c r e s È  à  d i r eI 1

non recouvrement des éIéments entre eux.

N a t . u r e l l e m e n t ,  l a  d i s c r é t i s a t i o n  e s t  d r a u t a n t  p l u s  r a f f i n é e

que ne  ou  n  sont  p lus  g rands .

2o)  D iscré t isa t ion  des  dép lacemencs .

ta  d isc ré t i sa t lon  du  domaine  fourn i t  pour  l t lns tan t  un  ensemble

dré léments  à  carac tère  géomét r lque ;  le  p rob lème de mécan ique des

mil ieux cont inus met en jeu un champ de déplacements inconnu sur v:
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l a  t echn ique  cons i s te ,  en  ne  cons idé ran t  qu tun  nqmbre  f i n i  d r i n -

connues ,  à  cons t ru i re  un  champ qu i  pu i sse  app roche r  l es  dép lacemen ts

r é e l s  d a n s  1 t é l é m e n t .

On  dé f i n i t  en  géné ra l  su r  1  t é l émen t  une  c lasse  de  fonc t i ons

s imp les  ( ' f f onc t i ons  de  dép lacemen t " ) r  pa r  exemp le  des  po l ynômes  i

l es  pa ramè t res  son t  l es  va leu rs  des  dép lacemen t , s  aux  noeuds  du

m a i l l a g e ,  o u  d e s  f o n c t i o n s  s i m p l e s  d e  c e s  d é p l a c e m e n t s ;  a i n s i :

u i  ( x k )  =  2 -  N i i  ( x k )  u i n  i ,  i ,  k  =  1 ,  2 ,  3
j -

où  :  u rn  son t  l es  dép lacemen ts  aux  noeuds ,  i nconnues  du  p rob lème
J

Ni j  son t  les  fonc t ions  de  dép lacement

La forme donnée à pr ior i  au champ de déplacemenÈs doiÈ pos-

séder  cer ta ines  propr lé tés  de  régu la r i té .

I1  fau t  à  l rév idence que le  champ in te rpo lé  pu isse ,  par  ra f -

f inemenÈ de la  d isc ré t l sa t ion ,  approcher  d tauss i  p rès  que l ron

veut  Ie  champ de dép lacements  conL inu .

Cont inu i t,é_agx_fgont ière s .

r l  faut égalemenr que les champs interpolé s dans des éléments

adjacents se raccordent de manière conÈinue aux front. ières de

é1érnents ;  en out,re les dérlvées premières doivent être cont inues

aux f ron t iè res  pour  assurer  1a  cont inu i té  des  cont ra in tes .

Les élémenÈs assurant la cont inui té des déplacement,s sont

appelés :  éIéments clnémaÈiquement admissibles.

Les élément,s assurant la cont inul té des contraint,es sont

appe lés  é lémenÈs s ta t iquement  admiss ib les .
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30)  Mise  en  oeuvre  de  la  méthode des  é lé rnents  f in is

Les  deux  paragraphes précédents  on t  mun l  les  é léments  d rune

ex is tence géomét r ique e t  c inémat lque propres  ;  Ie  p rob lème

cont inu  posé au  domaine  Vr  esE main tenant  posé de  man ière

p lus  ou  moins  s imp l i f iée  à  chaque é lément  V3.  La  mise  en

équat ion  par t ie l le  que l ron  peut  ob ten i r  au  n iveau é lémenta l re

ne condu i t  na ture l lement  pas  à  Ia  so lu t ion  du  prob lème g loba l ,

m a i s  e n  c o n s t i t u e  u n  p r é a l a b l e .

a) Asgect_é lérneltaire_

so i r  u  I a  r  
( u t l

na t r i ce  
l uZ f  des  dép lacemenÈs  d run  po in t  que l -
l u3J

conque de  1ré lément  ;  N  la  mat r lce  (N i j )  des  fonc t ions  de

déplacements et Urre la ma,t?ice des déplacements des noeuds

d e  1 r é l é m e n t  :

tur r "  =  Iur t ,  ur t ,  r3 t ,  .  .  .  .  u1k,  , r rn ,  urk  )

U = N .  Ur r "  (a  -  1 )

So i t  encot "  *  ë  la  mat r ice  des  taux  de  dé format ion  (dé for -

mat ion  in f in iment  pe t i te )

'c=\t ,- t t t.t \ç  t 1 1 '  "  2 2 ' - 3 3 ' -  L Z ,  
- 1 3 ,  - 2 3  

)

*  ( l -  1a  mat r ice  des  conÈra in tes  d tEu ler

t  - ( r r  o r  t t  ' l
c - { '11r  V r r ,  c33,  s r r ,  Ç13,  ç r t  

}
*  X  t a  m a t r i c e  d e s  c o e f f i c i e n t s  d r é l a s t i c i t é

( c f . c h 2 . 2 )

ona :  q=7.L  (a-2)
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La dér ivat ion du champ des déplacements fourn i t ,  L  sous la

forme :

t=  B.

et t r :  q -  Ls

U O
n

ga
n

( a - 3 )

( a - 4 )

Préc i sons  1a  schémat i sa t i on  é1émen ta i re  des  fo rces  ex té r i eu res

à  l ' é l émen t  ;  en  mécan ique  des  m i l i eux  con r i nus  e l l e  es t  dé f i n i e

pa r  l a  donnée  d rune  dens i t é  su r fac lque  de  con t ra in t , e  aux

f ron t , i è res  de  1 ré1émen t .  ce t t e  dens i t é  con t i nue  es t  r emp lacée

pa r  des  fo rces  F "  app l i quées  aux  noeuds  de  1 ré lémen t  ;  de  même,

1a  dens i t é  vo lu rn ique  de  fo rces  ex té r i eu res  esÈ  remp lacée  pa r

des  fo rces  vo lum iques  géné ra l i sées  app l i quées  eux  noeuds .  T ra i -

t anÈ  de  p rob lèmes  s taÈ iques ,  nous  l es  nég l i ge rons  dans  ce t te

p résen ta t  i on .

3si::etse -y1:!s:l lg-9e: _s Iiert: _ittÉ:ies:: :
La pu issance v i r tue l le  des  e f fo r ts  de  cohés ion srexpr i rne f  par  :

c tes t  à  d i re ,  conp te  Èenu

cf ,  f  t  o r
J ,=  - \  U -' ) n

ve

posons  K  : \ . sT ,n
. 

)v"

appe lée  maÈr ice  de  ra ideur

ar
J . = -  u e K] . n e

d e  ( a  -  3 )

n .1,  ,n.u
n

e t  ( a

". d.,

_4 )

symét r ique :  e l le  es tdv ; K" est

éIémentatre

U E
n
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Pu issance  v i r t ue l l e  des  e f f o rÈs  ex t . é r i eu rs  :

El le  a  pour  express ion  :

&t
J  :  U  

E .  
F

e n e

.11 lO

L e  p r i n c i p e  d e s  p u i s s a n c e s  v i r t u e l l e s  r  l ,  ç  ! \  
"  

:  o  p e r m e t

d o n c  d t é c r i r e  :

t u "  
K  u e  =  t u " F

n e n n e

Cet te  égat i té  devant  avo i r  f . ieu  pour  tous  les  dép lacements

v i r tue ls  admiss ib les ,  on  en  dédu i t  :

K - U - e  =  F -  ( a - 5 )
e n e

La mise  en  équat ion  é lémenta i re  es t  ob tenue avec  (a  -  5 )  ;  e l le

n tes t  pas  ind iv idue l lement  sa t is fa isan te  car  1e  sys tème de fo rces  Fu

p e u t  n e  p a s  â t r e  e n  é q u i l i b r e ;  l t é q u i l i b r e  d e s  f o r c e s  e s t  r é t a b l i .

p a r  l r o p é r a È i o n  d r a s s e m b l a g e  d u  p r o b l è m e  g l o b a l .

b) Asgect_glolal

L ropéraÈion  drassemblage de  1a  s t ruc tu re ,  décomposée en  n*

é1éments  jus taposés ,  es t  fondée sur  1a  ré ident i f i ca t ion  des

noeuds de  d isc ré t , i sa t ion .

En e f fe t  les  noeuds possèdent  dans  le  p rob lème é lémenta i re

un ind içage re la t i f  à  f té lément  ;  c res t  une numéro ta t ion  in te rne ,

t rassemblage du  prob lème g loba l  cons is te  à  re t rouver  l r ind ice

e x t e r n e ,  r e l a t l f  à  l r e n s e m b l e  d e  l a  s t r u c t u r e ,  à  p a r t i r  d e  l r i n -

d ice  in te rne .  En d tau t res  te rmes,  les  maÈr ices  é lémenta i res  K"

sont répart ies dans une matr ice de raideur K globale ;  les matr ices

des  dép lacements  des  noeuds é lémenta i res  e t  des  fo rces  é lémenta i res

sont.  répart ies respect ivement dans des matr ices de déplacement

g loba l  e  U"  2e t  des  f  o rces  g loba les  F ,  pour  cons t  j .  tuer :  la  mise
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en  équa t i on  g loba le

F : K . U r . ,  ( a - 6 )

La  réso lu t i on  se  résume donc  essenÈ ie l l emen t  à  l r i nve rs ion  de

1a  ma t r i ce  K .

Cert ,a ins déplacements de 1a st . ructure peuvent  êt re connus grâce

aux  cond i t i ons  aux  l im i t es  ;  cec i  pe rme t  de  rédu i re  d rau tan t ,  l a

d imension du problème en suppr imant  les l ignes et  les colonnes

co r respondan tes  de  1a  maÈr i ce  K .  Ce t te  opé ra t i on  peu t  dans  ce r -

t a i ns  cas  êÈre  p ra t i quée  au  n i veau  de  l r opé ra t i on  d rassemb lage .

40)  Tra i tement  des  équat ions .

Nous fournissons dans I  I  annexe

fec t , i ve  de  l réquat ion  g loba le  (a  -

remarques générales sur la méthode

thodes nr:mériques existantes :

3  des  méthodes de  réso lu t ion  e f -

6 )  ;  nous  fo rmulerons  ic i  que lques

en la comparant aux autres mé-

*  La  méthode des  d i f fé rences  f in ies  d isc ré t i se  l ropéra teur  e t

pas le champ des déplacemenÈs. Au contraire, la méthode des

é léments  f in is  d isc ré t i se  le  champ ;  i l  en  résu l te  en  par t i cu l ie r

que l t insert ion des condit ions aux l imiÈes, souvent,  probléma-

t tque par  d i f fé rences  f in ies ,  es t  t r i v ia le  dans  la  méthode des

é léments  f in iso

* On peut voir  la méthode des éléments f in is conne une général i -

sat ion de la méthode de Ritz.  te problème peut en effet  être

posé sous  une fo rme var ia t ionne l le  ;  i l  s rag i t  a lo rs  de  min i -

miser  1 rénerg ie  po ten t ie l le  toÈa le  (sys tèmes conservaÈi fs )  pour

une c lasse  de  dép lacements  v i r tue ls  admiss lb les .
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C t e s È  p r é c i s é m e n t  I ' o b j e t  d e  l a  m é t h o d e  d e  R i t z  ;  l a  d i f f é r e n c e

rés ide  dans  la  man ière  dont  les  dép lacemenÈs sont  décr i t s  :

Pour Ritz,  la discrét isat ion du champ a la même forme sur tout son

dorna ine  de  dé f in i t ion .  Pour  la  méthode des  é léments  f in is ,  au

c o n t r a i r e ,  l a  d i s c r é t i s a t i o n  d u  c h a m p  a  l i e u  à  I t é c h e l L e  ê L é -

menÈai re .  Pra t iquement ,  i l  en  résu l te  une supér io r i té  de  la

méthode des  é léments  f in is  :  la  méthode de  R i rz  condu i t  à  des

mat r ices  t rp le inesr '  ;  la  méthode des  é Iéments  f in is  condu i t ,  à  des

matr ices rrcreusesrr,  comportant,  beaucoup de Oe plus précisément à

des matr ices-bande. La méthode des éLéments f in is permeÈ donc

dré tud ie r  des  s t ruc tu res  beaucoup p lus  impor tan tes .

La méthode des éléments f in is peuÈ également êÈre considérée comme

une exÈens ion  de  la  rnérhode de  Ga l le rk in  Igg l  .  La  d i f fé rence
L J

avec la méthode de Gal lerkin classique provient de nouveau du

fa i t  que Ie  t . ra i tement  numér ique ne  s te f fecÈue pas  sur  tou t  le

dqnaine de déf ini t ion du champ des déplacemenÈs, mais seulement

sur  un  é lément  ;  c res t  encore  le  rô Ie  de  l tassemblage que de

coarb iner  ces  équat ions  par t ie l les  pour  en  dédut re  les  équat ions

g l o b a l e s .

cette présenÈation fai t  surgir  un inconvénient parfois insur-

montable :  le champ discrét isé doit  avoir  un ordre de cont inui té

plus élevé aux front ières des éIéments. En effet  la mérhode de

Gal le rk in  t rava i l le  d i rec temenÈ sur  les  équat ions  d i f fé ren t ie l les

du second ordre dormant le champ des déplacement,s.
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CHAPITR,E IIT

M E T H O D E S  D E  R E S O L U T I O N  N U M E R I Q U E

3-1 . INTRODUCTION

Ce chap i t re  cons t i tue  une revue e t  une d iscuss ion  de  que lques

méthodes dtanalyse numérique matr ic iel le ;  on È'rouvera en annexe un rappel

des  méthodes de  réso lu t ion  des  sys tèmes l inéa i res  renconÈrés  dans  l rana lyse

des s t rucÈures .  L ré tude porÈera  essent ie l lement  sur  les  méEhodes

suscept ib les  de  résoudre .  le  p rob lème aux  va leurs  p ropres  Or r :  \ rX ,  donÈ

nous avons  vu  l r impor tance dans  l tana lyse  de  la  sEab i l i té  des  s t rucÈures .

Rappe lons  les  carac tères  spéc i f iques  du  prob lème que nous  nous

posons :

-  Ia dimension des mat,r ices A et B peut être très importanÈe pour beaucoup

de prob lèmes pra t iques .  Leur  o rdre  peut  ê t re  te l  qur i l  so iÈ  imposs ib le  de

les sÈ,ocker en mémoire centrale dr un ordinateur- ;

-  les  mat r ices  A e t  B  sont  rée l les ,  symét r iques  ;  l rune au  moins  es t  dé f in ie

pos i t i ve  (A  na t r i ce  de  r ig id i té )  ;

-  el les présentent une struct,ure-bande ;

-  nous cherchons uniquement à obtenir  la plus peÈite valeur propre eÈ le

vec teur  assoc ié .

CompÈe Èenu de ces caractér lst iques, un certain nombre de méthodes

sonÈ envisageables.

Nous les  exarn inerons  en  d iscu tan t  de  leurs  poss ib i l i tés  re la t i ve-

ment à not,re problème ;  nous conmencerons tout dtabord par réduire le pro-

b lème posé.
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3-2 - REDUCTION DU PROBLEUE

On cherche à se ramener

p r o p r e s  d r u n e  s e u l e  m a t r i c e .

à un problème de reche rche  des  và leu rs

On  pou r ra i t  me t t re

sous la  forme

avec

Æ(

DX

D

Àsx

Àx

B  
. .  

A

( 3 -1 )

(3 -2 )

CetÈe procédure  présente  des  inconvén ien ts  impor tan ts  ;  tou t

d r a b o r d r  d a n s  l e  c a s  g é n é r a l ,  l a  m a t r i c e  D  n r e s t  p a s  s y r n é t r i q u e .  E n  o u È r e

la  s t ruc tu re  de  bande es t  perdue dans  l f invers ion  de  Ia  mat r ice  B ;  i l  ré -

su l te  de  ces  deux  po in ts  que Ia  mat r ice  B-1  e t  Ia  mat r ice  D do ivent  ê t re

s tockées  en t iè remenÈ en mémoi re .  Enf in ,  1es  a lgor i thmes é laborés  pour  Ies

mat , r i ces  symét r iques  dé f in ies-pos i t i ves  sont  numér iquement  p lus  s tab les

(propagat ion  des  er reurs  d rar rond i  l i rn iÈée)  que les  au t res .

Iæ schéma suivant  doi t  ê t re adopté ;  i l  conserve en ef fet  touc

ou  Pa r t i e  des  pa r t l cu la r i t és  du  p rob lème  en  u t i l i san t  I a  déconpos i r i on  de

Cho lesky  de  l a  ma t r i ce  B .  (Annexe  3 ) .  B  es r  donc  supposée  dé f i n i e -pos i t i ve  ;

so i t  L  I e  ma t r i ce  t r i angu la t re  i n fé r l eu re  obÈenue  :

soiE encore

L 'équat ion  (3 -1)  dev ien t  :

l,t l,

t Ix

A. (tr,)-1 , :\rY

B =

t :
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et  1 réquat ion  (3 -2)  do i t  ê t re  Erans formée en :

avec

oy= )y

D  :  L -1  e  t l - 1  ( 3 -3 )

La mat r ice  D a ins i  dé f in ie  es t  na ture l lement  symécr ique ;  ma is

Ia st .ructure de bande parai t ,  être perdue de nouveau.

NoÈons cependant  que s i  la  par t , ie  p r inc ipa le  d run  argor i thme

cons is te  à  mul t ip l ie r  D par  un  vec teur  U que lconque,  la  cons t . rucÈ ion

complèt,e de D nf est,  Pas nécessaire et la structure de bande esÈ conserrrée i

en  e f fe t ,  cons idérons  le  p rodu i t

V = D . U

CompÈe Èenu de  (3 -3) ,  i l  v ien t  :

v = L - 1 e t l - 1 u

s o i È  L v = a t l - l u

Pour  résoudre  ceÈÈe équat ion  en  V,  nous  e f fec tuons  les  opéra t ions

suivantes :

-  Réso lu t ion  du  sysÈème tL  I {  =  U (d toù  W)

- l ' lu lÈipl icat, ion A W : Z

-  Réso lu t ion  du  sys tème L  Y =  Z  (d toù  V)

Résumons :  seu le  la  décornpos iÈ ion  de  cho lesky  de  B es t  nécessa i re  ;  en

out re  la  mat r ice  L  es t ,  éga lement  une maÈr ice  bande.  Enf in  e l le  peut  êÈre

stockée dans la zone de mémoire résenrée à n désormais inuÈi le.

CeÈte  procédure  esË donc  par t i cu l iè rement ,  ln té ressante  ;  e l le

consernre  la  sÈab i l i té  numér ique,  e t  È i re  avanËage des  propr ié tés  de

symét r ie  e t  de  bande pour  rédu i re  la  mémoi re  u t i l i sée .
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R e m a r q u o n s  q u e  s i  B  n r e s È  p a s  d é f i n i e  p o s i t i v e ,  A  I t e s t ,  e t  i a  m é t h o d e

i n d i q u é e  c i - d e s s u s  p e r m e t  e n c o r e  d e  r é d u i r e  l e  p r o b l è m e .  I l  c o n s i s t e

a l o r s  à  c h e r c h e r  \  e t  Y  t e l s  q u e  :

1
CY:  iYÀ

a v e c  c  =  L - 1  g  t t - 1

e t  A  =  L E L  ;  y  =  t L  
x

3 - 3 YE IggPE -PE -gâ999I - i. -9 lyEI I - :- E999EE9!9-EB

Ces méthodes sonÈ Erès  employées  pour  Ie  ca lcu l  des  é Iéments

propres  de  maÈr ices  de  pe t i te  d imens ion  ;  e I les  sont  en  dé fau t  dans  les

prob lèmes qu i  nous  concernenÈ pour  p lus ieurs  types  de  ra isons  :

-  les  zones  de  mémoi re  à  réserver  sont  de  l ro rdre  d"  12  ;  Ia  mémoi re

cenÈra le  d run  ord ina teur ,  même impor tanË,  es t  donc  rap idement  sa turée .

(sa turaE ion  la rgemenÈ a t te in te  par  une mat r ice  200 x  2OO pour  l ro rd ina teur

60 K IJNIVAC 1108 (EXEC 8).)

-  I e  n o m b r e  d e  m u l t i p l i c a t , i o n s  e s È  d e  I t o r d r e  d "  1 3 :  l e  t e m p s  d e  c a l c u l  e t

Ie  coût  d rexp lo i ta t ion  des  prograrmes s ré lève  rap idemenÈ.

-  les  e r reurs  de  chut ,e  s raccumulen t  e t  in t ,e rd isent  t ,ou te  p réc is ion .

-  les  méthodes d iscu tées  ca lcu len t  tou tes  les  va leurs  p ropres ,  ce  qu i  es t

inu t i le  pour  noÈre  prob lème.

On voiÈ donc que ces méthodes sont inadéquates ;  les méthoCes

i té ra t i ves  permeÈtent  au  cont ra i re  d t  exp lo i te r  p le inement  les  parË icu la r i tés

du problème que nous avons posé.
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3-4 METHODE DE IA PI.ISSANCE METHODE DE JENNINGS

Le prob lème es t  rédu i t à  1a  dé te rm ina t i on  i .  )  
" t  

Y

t e l s  q u e ( 3 -4 )

où

L r a n a l y s e  é t a n t

\
c r i t i que  À  che rchée  es t ,

de  Ia  ma t r i ce  C .

O n  v é r i f i e  q u e

et

P
S i  l r o n  m e t p '  e n

/ -

U

C Y =

C : L

u1 :v i

u -d.
P 1

évidence :

i'
- 1

n t  L - l

f o rmu lée  de  ce t , t e  f açon ,  on  vo iÈ  que  l a  va leu r

obÈenue  en  i nve rsan t  I a  p lus  g rande  vaLeu r  p rop re

S o i e n t  a l o r s  Y L ,  Y 2 )  o o o  V r ,  I e s  n  v e c t e u r s  p r o p r e s  d e  C  ;

V 1 ,  V 2  . . .  V n  s o n t  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t s  ;  s o i e n t  f  . ,  t  1 9  . . .  b  l e s
t L  / ,  / n

va leurs  p ropres  cor respondanÈes,  c lassées  par  modu le  décro issant .  Nous

supposerons  que 
Jn ,  " "a  

une va leur  p ropre  s imp le .

Un vec t ,eur  a rb i t ra i re  Uo peut  ê t re  expr imé sur  la  base des

vecË,eurs  p ropres  de  C :

Nous fo rmons la  su iËe :

U  = O y ' .  V .
o 1 1

Ur=CUo

uP+1 : c up

t ^ .
l L
I

(n )P
/ "

V .
1

v.
1

P

Le rapport

e t ,  U  esÈ.  avec  desp

=(h)P[d l  v1 +Uol  .  #rou,  ]
l L  r  r  j #  t  

ï t

des composantesu . (Ét )  " t  
u" (o)  d" .  vecteurs up+l

not ,at lons év identes :

d,  . , ,1  *  
,â  

d,  
ë lÈ1. , . ju ^(p+1)

uf =/r
&r '"t * 

,!od: cfrro ""
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Lorsque p  eend vers  l r in f in i ,  le  rappor t

(p+t )
us -

rE-
s

t e n d  v e r s ; l r r  s i  t , o u t e f o i s  d .  #  O .  S i q  
1  

=  O  i I  s u f f  i t  d e  m o d i f  i e r  l e
I t  r

vecteur de déparÈ Uo.

La méthode fourni t  aonc/Ât,  plus grande valeur propre de G, et le

vecteur propre correspondant, .

Résumons le processus (tr téthode de la puissance)

1 ,  DécornposiÈion de Cholesky de A çe = lÈL)

2 .  RésoluËion du sysÈème 
tL l , lo :  g.

3  .  Mu lÈ ip l i ca t ion  BVo =  Zo

4 .  Réso lu t ion  du  sys tèm.  L  YL-=  Zo

u"(1)
5 . Formation du rapport

u r t - '

6 .  Tes t ,  de  convergence (b ranchement  en  2  s i  Ie  tes t ,  es t  négat i f ,  en

remplaçanÈ Uo par  U l ) .

Get, te rnéthode appel le les remarques suivantes :

-  la symétr ie eÈ la sÈructure de bande sont plelnement uÈi l iséespour réduire

les zones de némoire nécessaires.

-  el le est blen adaptée au cas où une seule valeur propre est demandée,

eÈ au cas où une valeur approchée du vecteur propre dominant peut êÈre

connue à prlorl ; la convergence en est notablernenÈ améllorée.

- Ia méÈhode converge coûoe une suite géornétr ique de ralson 'n2 
i  i I  peut

g 1
donc y avoir  des di f f icul tés de convergence si  la valeur fropre,b2 

"rÈ
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vo is ine  de  t r r , . .  Dans  de  t ,e ls  cas  la  méthode drA i tken  draccé lé ra t ion  de  la
I '

c o n v e r g e n c e  p e u t  ê t r e  t r è s  u t i l e ;  c e t t e  m é t h o d e  e s È  c e p e n d a n t  d i f f i c i -

I emen t  p rog ra lmab le  de  man iè re  sa t i s f  a i sanÈe ,  e t  1 r  i nÈe ta ten t i on  de  I t  opé -

ra t , eu r  peu t  ê t re  nécessa i re  à  I t  ob ten t i on  de  bons  résu l t a t , s .

La  mé thode  des  i t é ra t i ons  s imu l tanées  de  Jenn ings  se  p résen te

co rune  une  ex tens ion  de  l a  mé thode  de  l a  pu i ssance ;  e l l e  pe rme t  d ren

améI io re r  I a  conve rgence  de  man iè re  s i gn i f i caÈ ive .  ( t ,  , t ,  22 )

L ' i d é e  p r i n c i p a l e  d e  l a  m é t h o d e  e s t  l a  s u i v a n t e :  s i  I r o n  s a i t ,

à  chaque i té raÈ ion ,  épurer  le  vec teur  i té ré  (c f  :  méthode de  Ia  pu issance)

de ses composant,es sur les vect,eurs propres autres que le vecËeur ProPre

dominant,  la convergence sera très améIiorée.

Dans ce  bu t ,  les  i té ra t ions  sonÈ condu i tes  non p lus  avec  un  seu l

vecteur dt essai,  mais simulÈanément avec plusieurs vecÈeurs orthogonaux

X 1 ,  . . .  X r ;  à  c h a q u e  i t é r a t i o n  u n e  o p é r a t i o n  d e  r é - o r t h o g o n a l i s a È i o n  p e r -

met de faire Èendre chacun de ces m vecteurs respecÈivement vers les m

vecteurs propres dominants.

Nous rangeons en  co lonne les  m vec teurs  d ressa i  Xr r  . . .  X ,  dans  la

maÈr ice  X de  d imens ions  :  (n ,  m) .

L r o r t h o g o n a l i t é  s e  t r a d u i È  p a r  E X X :  t ( m ) .

La ault ip l icaÈion par C fourni t  de la même manière Y, maÈrice (n, m)

des  vec teurs  1 té rés .

Y=GX (3 -s)

Dans l thypothèse où  les  vec teurs  X l  . . .  X*  sont  des  vec teurs

propres de C, Ia roatr ice (m, m) gt déf inie par

81  =  ÈxY (3-6)
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est  d iagona le  ;  ses  é léments  d iagonaux sont  les  m p lus  grandes va leurs

propres  de  C.

Cet te  s iÈuaÈion  se  présente  au  t .e rme du processus  ;  in i t ia lement ,

les  te rmes ex t ra -d iagonaux sont ,  en  généra l  non nu ls .  Le  cerme dr ind ices

(  i  ,  j )  t r a d u i t  l e  " d e g r é  d t i n t e r a c t i o n t r  d e s  v e c t e u r s  X r r  y i  ;  8 1  e s t

appe lée  mat r ice  d t  inÈerac t ion .

Les  vec teurs  d r  essa i  peuvent  êEre  expr imés sur  la  base des  vecÈeurs

propres  sous  Ia  fo rme :

X = V . Q

avec Q maLr ice  (n ,  m)  de  coef f i c ien ts

( 3 -7 )

V mat r ice  (n ,  n )  de  vec teurs  p ropres .

La  cond i t ion  d to r thogona l i té  p rend a lo rs  la  fo rme 
tQe =  I  (m)  (3 -B)

S u b s t i t u a n t  ( 3 - 7 )  d a n s  ( 3 - 6 ) ,  o n  o b r i e n È  :

81  =  tQ tv  
c  v  Q =  tQ 

l r  Q (3 -9)

où M esÈ une matr ice diagonale (n, n) dont les élérnent,s diagonaux sont les

va leurs  p ropres  de  G.

Nous dist inguons maint,enant dans Les coeff ic ienÈs Q :  les coeff ic ienÈs

rangés dans la matr ice (m, fn) t  
%, exprimanÈ les composanÈes de m vect,eurs

dr  essa i  sur  les  m vecÈeurs  p ropres  dominanÈs,  eÈ les  coef f i c ien ts  rés idue ls

exprimanÈ les composantes 
",r t lg(r ,  

-  m) aut,res vecteurs propres, rangés dans

la matr ice Qr (r ,  -  m, $ c m)

X = Vr .% *  Vr .Q,  (3-1O)

V, matrice (nr ra) des m vecteurs propres dominanÈs

V, maÈrice (nr n - rn) des autres vect,eurs propres.
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Cette not,aÈion permet dr exprimer conroodément le fai t  suivanÈ :

au  cours  du  processus  les  vec teurs  d t  essa i  t ,endenÈ vers  les  vec t ,eurs

dominanËs.  Gec i  se  t radu i t  par  l rapprox imat ion  su ivante  :

X : V  0m ï n

Les coef  f i c ien ts  Q,  sont  nég l igés  devanÈ les  
Ç.

(3 -9)  p rend a lo rs  la  fo rme :

f

8 1 : - Q  M  0
T n m t n

où M_ est une sous matr ice (m, m) de M.m

( 3 - 1 1 )

De même (3-8) prend la forme

t% 
%= t ( 3 -12 )

I 1  e s t  c l a i r ,  d t a p r è s  ( 3 - 1 1 )  e t  ( 3 - 1 2 )  q u e  l e s  v a l e u r s  p r o p r e s

de 81  sont  des  approx imat ions  de  n  p lus  g randes va leurs  p ropres  de  C,

l o r s q u r i l  e s t  l é g i t i m e  d e  n é g l i g e r  Q r ,

Cons idérons  main tenant  I t  i té raÈ ion  e l le -même.

Compte  tenu de  (3 -5) ,  e t  (3 -7) ,  les  vec teurs  i té rés  s texpr iment

P a r  :

y = C V Q

S o i E  d '  a p r è s  ( 3 - 8 )  e r  ( 3 - 9 )  p a r  3

Y = V M Q

Enfin, exprimant,  ces vecteurs sur les m vect,eurs propres dominants :

Y=V.Mr%

Uul t ip l ian t  par  tQ-  à  d ro i te ,  on  ob t ien t  :m

yÈo  = \ f  M
l n m m

compÈe Èenu de  I to r t ,hogonaL i té  (3 -12) .
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On vo iÈ  que la  mat r ice  (n ,  m)  V  
Eq 

représente  une approx imaÈion

des m vec teurs  p ropres  dominants .

o r  d t a p r è s  ( 3 - 1 1 ) ,  t %  
e s t  u n e  m a t r i c e  c o n t e n a n t  l e s  v e c Ë e u r s  p r o -

p r e s  d e  8 1 .

I I  appara i t  donc  que le  p rocessus  de  fo rmat ion  des  m vec teurs

propres  cherchés  es t  1e  su ivanË.

1  M u l t i p l i c a t i o n Y = C X

2 Format ion  de  la  mat , r i ce  d r  in te rac t ion  81  =  EXy

3 Recherche des  va leurs  p ropres  e t  des  vecÈeurs  p ropres  de  81

4  F o r m a t i o n d e z = y t %

Naturel lement,  les vecÈeurs obt,enus (rangés dans la maÈrice

(n ,  m)  Z)  ne  sont  pas  or thonormés i  EeLç  que l+  i l s  ne  peuvent  êÈre  u t i l i sés

pour  I r  i té ra t , ion  su ivanÈe.  Le  procédé c lass ique de  Gram-schmid t  permet  de

former aisément un 1oÈ de vecteurs orthJ$és à partrr  de z,  eÈ donc de

poursu iv re  les  i t ,é raÈ ions .

Résumons f inalement le schéma de calcul  :

1  È lu l t ip l i ca t ion  Y =  CD(

2 Formation de la maÈrice dr interact ion 81 :  ÈXy

3 Ca lcu l  des  va leurs  eÈ vec teurs  p ropres  de  81

4  F o r m a r , i o n d e z = y È %

5 Orthogonal isat ion de Z (Gram-Sctnnidt)

6 Test de convergence. Retour à la phase 1 si  nécessaire.
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Lt  exposé de  la  rné thode de  Jenn ings  appe l le  les  remarques

su ivantes  :

-  La  convergence es t  accé lé rée  par  rappor t  à  Ia  méthode de  la  pu issance ;

en  e f fe t  I to r thogona l isaÈ ion  pra t iquée à  chaque i t ,é ra t , ion  épure  le  ième

vecÈeur  i té ré  de  ses  composantes  sur  les  m -  1  vecÈeurs  p ropres  au t , res

,  . è m eque le  i - ' - - ;  cec i  imp l ique une convergence ident ique à  ce l le  d rune su i te

géornét r ique de  ra ison ,  t rès  supér ieure  donc  à  ce l le  que l ron  peut
â m * 1

attendre de la méthode de la puissance.

I I  e s t  e n  o u È r e  i n d i q u é  d r i t é r e r  s u r  m *  3  v e c t e u r s  ( p a r  e x e m p l e )

s i  I ton  veut  ob ten i r  une préc is ion  cor rec te  sur  m va leurs  p ropres  ;  la

convergence es t  la  p lus  rap ide  sur  la  p remière  va leur  p ropre .

Enf in Ia rapidiÈé de la convergence ne dépend pas des dimensions

de la matr ice G, mais de la séparat ion des racines de son polynôme carac-

té r i  sc i  que.

-  Seu le  la  phase (1 )  de  l ra lgor i thme met  en  jeu  Ia  mat r ice  G ;  les  au t res

opéra t , ions  sont  p ra t iquées  sur  des  mat r ices  ( tn ,  * ) .  La  s tab i l i té  nurnér ique

es t  donc  sa t is fa isan te  ;  e I le  peut  d ta i l leurs  ê t re  amél io rée  évenÈue l lement

en u t i l i san t ,  une accumula t ion  en  doub le  p réc is ion f  sur  les  p rodu i ts  de

mat r ices ,  so i t  par  exemple  pour  le  p rodu i t  Y .  =  CX.

D O  1  I : l r N

A C C U  : 0 . D 0

D O  1 J = 1 r N

AGCU : ACCU + DBIE (C(I ,J))  *  DBI.E (X(J))

Y(I)  = aCCU

1 æNTINUE
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-  La  convergence es t  naÈure l lement  amél io rée  lo rsque l ron  conna ic  une

approx imat ion  à  p r io r i  des  vec teurs  p ropres  de  c ,  u t i l i sab les  cont rne

v e c t e u r s  d r e s s a i .  D a n s  l e  c a s  c o n t r a i r e  o n  p e u t  u È i l i s e r  s o i t  d e s  v e c È e u r s

orÈhogonaux canon iquesr  so i t  des  vec leurs  générés  au  hasard  e t  o rËhonormés.

Ce dern ie r  p rocédé à  l ravantage su ivant  3  i l  esÈ t rès  improbab le  que de  te ls

vecÈeurs  so ien t  o r thogonaux au  sous-espace engendré  par  1" "  ,  vecÈeurs

propres dominants.

Nous donnons (Tab leau 1)  que lques  ind icaÈions  sur  le  nombre

dr  i té ra t , ions  e t  le  temps de  ca lcu l  sur  o rd ina teur  uNrvAc 1 log .

n  :  d imens ion  de  A eÈ B

2 *L :  largeur de bande

i  :  nombre  dr  iÈéra t ions

t  :  temps de  ca lcu l  en  secondes par  excès

nombre  de  vecÈeurs  d r  essa i  t  4

préc is ion  demandée :  10-4

En conc lus ion ,  on  peut  a f f i rmer  que la  méthode de  Jenn ings  esÈ b ien

adapÈée aux  prob lèmes posés  par  l rana lyse  de  la  s tab i l i té  des  s t rucË,ures .

Nous nous ProPosons maintenant dr analyser somnairemenÈ Ia méthode de Gupta

et,  dr ef fectuer quelgues comparaisons.

3-5 - METHoDE DE GuprA. [rg, r+, 15 ]

a)  Su i tes  de  Sturm

Nous rappelons la propriété suivante 3 si  c est une matr ice symé-

tr ique réel le,  les mineurs pr incipau* pt ( f )  de (C -)rr ,  formenÈ une suire

de Sturn.
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En d r  auÈres  Èe rmes  :

l p  ( Ï )  :  o  è  ou - ,  
1 ; .  

p t+ ,  ( y )  <  o  pou r  1 .<k r<  n

e t

+e( p )  =l im pk

ro '_^

( N o u s  p o s o n s

L e s  r a c i n e s

s u i v a n È e :

(1) = t)

po lynômes on  ( , r )  sonr  a ins i  d isposées de  la

r a c i n e s  d "  p k _ 1

rac ines  de  pk

r a c i n e s  d e  p ,  . .- 
K+l

p- o

d e s

Pour  
1  

donné,  nous  posons :

,s igne 
d" pk 

1) 
s '  pk ( l ' . )  # o

I
ss Pk ( f )  = l

t l
' s igne  

d"  pu* , ,  (p )  s i  pu  (p )  =  0À T r / ^ l

C e t t e  d é f i n i t i o n  a  u n  s e n s ,  c a r  s i  p t  
1 )  

=  O ,  p k + 1  ( p )  #  O .

d e  c e t t e  p r o p r i é t é  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t . :

:  le  nombre  de  va leurs  p ropres  de  C s t r i c tement  supér ieur " "  à r ,

au  nombre  a  ( f )  de  concordances  de  deux  s ignes  consécuc i fs  de

{  * ,  sB Pr  ( , * ) ,  sB Pr  (p )  sg  P-  ( l l  \
t  

-  - r  
I  .  I  

- ' n  
/  J

man]-ere

On  dédu i t

Théorème

e s t  é g a I

I a  s u i E e
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DénonsÈrat ion :

R a i s o n n o n s  p a r  r é c u r r e n c e :  à  l r o r d r e  k ,  o n  s u p p o s e  q u e  l e

a :

séparent str ictement

de la  su i te l

k
. - -  7 ïgk

o"tn * ,

k+1

.  , \  k+1
s l  

f ) [ "u * l  
,Pk+ r

conrra i re  
'  -  

ï "n Ï t

Pa r  a i l l eu rs  t  pk  (1 ,  :

I  + '  f  an+17 "f  ̂ u*r. '  (3-10)

,  on peuÈ avotr,ii t
k

a )

b )

c )

nombre de racines sÈricÈemenÈ supérieures à 
7i^ 

est égal au nombre .n (P

de concordances  de  deux  s ignes  consécut i f s

ss P2 ( I ,  . . .  ss Pk 
1 '  )

Soienr f  rn  t " .  rac ines de pn ;  on

+' ss nt 
f) '

k k k

/ r>" ' t f "n >f>t /an+1>

P a r  a i l l e u r s ,  l e s  r a c i n e s  h k + 1

Ies  rac ines  de  pU ;  d r  où

k+l k k+1 k+l

/t>l^t>lz " ') l+

er pk+r 
f)

/  
apparrenanr à Irtnrervalr" 

[  1"nU* ,

p lus ieu rs  d l spos i t l ons  poss ib les  ( f t g .  3 -1 )
. k

/au+ l
l ^ k  +  1
la+ t

possède  
1  rac ines  supér ieu res  à1 ;  s i  au

tt ,  Pk+1 possède 
"k 

+ 1 racines supérieures à2r

l y

rll (An -r)
i = l  t L  ,  

( 3 _ 1 1 )
k + 1  , , . k * 1  - ; 1 )= \f i  ' r '

t l
i = 1

d )

F l g .  3 - 1
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a )  D a n s  c e  c a s  A  

n l t ,  
-  l , \  ) 0 ,  e È  d o n c ,  d r a p r è s  ( 3 - 1 o )  e r  ( 3 - 1 1 )

/ a k + 1  /

sB Pu+r  (F)  =  sB Pu ( t ) ;  i l  y  a  donc  une concordance de  s igne sup-
r l | I l * l

p lémenta i re  e t  4cF1 =  aU *  1

b) dans ce cas 
/ . : i l  

- f<o;  donc or ( /^)  
"r  

pk+1 (p) onr des signes

d i f fé ren ts ,  
"È  "k+1 

=  
k

c) dans ce cÉ 
k+1

rs 
fau+t 

-l t o t donc sg ou*t 
1) 

= tB PkJ-2 (P) puisque

ot*r  ( l )  :  o (voir  déf in i t ion de sg nn (p)) ,  soiÈ encore t  
"B 

pk+1 f)  
=

-  s B  P t  ( f ) ;  i l  n r y  a  d o n c  p a s  d e  c o n c o r d a n c e  d e  s i g n e  s u p p l é m e n Ë a i r e ,  e È^ , /

"k+1 
= tk

d) Enf inTu"Ï* ,  -  
) t  

= o;  donc on 
1) 

:  o et  'B Pk t f '  :  ss Pk+l  ( f ) .

IL y a une concordance supplémentaire 
" t  "k+1 

= 
% + 1.

Dans chacun de ces quatre cas, le nombre des racines d" pk-r- t

s t r i c tement  supér ieures  à  
I  

es t  éga l  à  
"k+1.

L a  p r o p r i é t é  s u p p o s é e  v r a i e  à  I t o r d r e  k  e s t  v r a i e  p o u r  k  =  1  ;
1

s i  en  e f fe t  
f  > f i  i l  n ry  a  pas  de  concordance de  s igne.  11  y  en  a  une

dans Ie cas conÈraire, ce qui montre le t ,héorème.

Cet te  p ropr ié té  permeÈ de loca l i ser  les  vaLeurs  p ropres  de  C ;

so i t  en  e f fe t  un  in te r r ra l le  [x r ,  *2 )  ;  le  nombre  de  va leurs  p ropres

compr ises  dans  l f in te rya l le  es t  a r ,  (x r )  -  a r ,  (x r ) .

On peut nat,urel lement énoncer une proprtété symétr ique :

Théorème :  Le nombre de valeurs propres de C str icÈemenÈ infér ieures à 
1

est égal au nombre de changement,s de signes consécut i fs de la sui te

|  + ,  sB Pr  ( r ) ,  . . .  "g P '  F))(  f  
I  " l
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Le  nombre  de  va leu rs  p rop res  compr i ses  dans  un  i nÈ .e rva l l e
F -

L * 1 ,  x r J  s e r a  a l o r s  b n  ( * 2 )  -  O r ,  ( x r ) ,  s i  b r , ( x )  e s c  l e  n o m b r e  d e

va leurs  p ropres  in fé r ieures  s t r i c temenÈ à  x .

b )  MéËhode de  cupÈa

La méthode de  Gupta  combine  une mét ,hode de  b isec t ion  basée sur

1e  théorème précédent ,  e t  une rné thode d i te  d t i té ra t ions  inverses ,  pour

l o c a l i s e r ,  p u i s  c a l c u l e r  r a p i d e m e n t  r e s  v a l e u r s  p r o p r e s  c h e r c h é e s .

M é t h o C e  d e  b i s e c Ë i o n

on mon. re  [ : :  J  qu .  les  mineurs  p r inc ipaux  pk  (  D  a"  Ce -  \  n l

fo rment  éga lement  une su iÈe de  Sturm ;  dès  lo rs  les  N rac ines  dés i rées

( p a r  e x e m p l e  d a n s  l t i n r , e r v a l l e  [  ) ç ,  I  t  ] )  
" o r , a  

i s o l é e s  e n  u r i  l i s a n Ë  l e s

p r o p r i é t é s  d e  c e s  s u i È e s :  o n  c a l c u l e  a  ( I . . )  
" t  "  

( ) t ) ,  c e  q u i  p e r m e t  d e

repérer  le  nombre  e t  l to rd re  des  rac ines  compr ises  dans  l r inÈerva l le

[ L ,  \ 1 ] ,  p u i "  o n  r é p è t e  l r o p é r a r i o n  p o u r ) *  =  
+  ê 8 c , . .  ;  o n

vo i t  que ce  procédé de  b isec t . ion  loca l i se  Ia  kème , ra leur  p ropre .  La  par t ie

c e n t r a l e  e s t  l e  c a l c u l  d e s  m i n e u r s  p r i n c i p a u x  d e  ( a  _ ) n )  ;  c e l u i _ c i

esÈ basé sur  une var ian te  de  1 té l im ina t ion  de  Gauss  é tab l ie  par  I . I i l k inson

[ :g ]  p " r *e t tan t  d rassurer  la  s tab i l i té  numér ique.

IÈéra t ions  inverses

La rné thode de  b isec t ion  nres t  pas  condu i te  jusqurà  son Ëerme,

c ' e s t - à - d i r e  j u s q u ' à  c e  q u e  I  \ "  -  ) r l  a  e ,  L é t a n È  l a  p r é c i s i o n  v o u l u e .

Le t 'emps de calcul  deviendrai t  en effet  t rop importanÈ ;  la rnéthode des

i té raÊ ions  inverses  a f f ine  le  résu l ta t  obÈenu,  pour  un  Èemps de  ca lcu l

blen moindre.
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Nous  rep résen tons  c i -dessous  1a  d i spos i t i on  ob tenue  au  te rme  de

la  b i sec t i o r î ,  :

\ r  \ \ * I ,

s o i t  a l o r s  u n  v e c t e u r  d r e s s a i  a r b i t r a i r e  u o  ;  l e s  o p é r a t i o n s

su ivantes  sont  p ra t iquées  :

1 o )  M u l t i p l i c a t i o n  B  U o  ;  N o r r n a l i s a t i o n  d e  B  U o r

2o)  Réso lu t ion  du  sys tème l inéa i re

(a- I rB)u1 =q

3 0 )  E s t i r n a È i o n  d e l p a r  u n  q u o t i e n t  d e  R a y t e i g h

\  !u , ,  ou t
^

i E r r l
u t  BU t

4o)  Tes t  de  conve rgence

I '  r  I
S i  I  À ,  -  I r l  a t  I e  p rocédé  es t  a r rê té  I  s i non

50)  Norma l i sa t i on  de  u ,  ;  r e tou r  en  1  en  remp laçanc  uo  pa r  u r ,  \ *  o " r l .

Ce procédé i té rac i f  converge vers  la  rac ine  la  p lus  p roche de  la
t

va leur  in i t ia l .e  À*  adoptée  ;  en  iso lan t  les  rac ines  au  moyen de  la  rné thode

de b isec t ion  la  convergence vers  Ia  rac ine  cho is ie  es t  donc  assurée.

InversemenÈ' ,  i l  peuÈ ê t re  d i f f i c i le  de  cont rô le r  la  convergence s l  une

conna issance préa lab le  de  la  d ispos iÈ ion  des  rac ines  nres t  pas  acqu ise .

La  méthode de  Gupta  exp lo i te  p le inement  les  carac tér is t iques  du

problème aux valeurs propres posé,pp (symétr ie,  sÈruct,ure de bande, nombre

de rac ines  demandé. . . )  ;  e l le  permet  en  ou t re  de  ca lcu le r  le  nombre

de va leurs  Propres  vou lu ,  ou  encore  les  va leurs  p ropres  s i tuées  dans  un

intenral le donné

d 'où  f
o



3.6. COUPARAISON . CONCLUSION.

Nous donnons ic i  que lques  ind ica t ions  sur  les  carac tér is t iques

comparées  de  deux  pr inc ipa les  méthodes exposées :  rné thode des  i té ra t ions

simult ,anées de Jennû.ngl méthode de GupËa, tout en faisant réf  érence à la

néthode de Householder-Givens.

La  compara ison es t ,  fa i te  sur  la  recherche de  la  p lus  basse va leur

propre du problème AX = \AX où A et B sont de dimension n, de largeur de

bande (2b  +  1) ,  avec  4  vec teurs  d t  essa i  eË 6  i té ra t ions  pour  la  méthode

dr  iÈéraÈions  s imu lÈanées

Le tab leau no  2  ind ique le  nombre  dra l loca t ions  en  mémoi re  néces-

s a i r e t l o r s q u e  l e  s t o c k a g e  u t i l i s e  l a  s t r u c t u r e  d e  b a n d e ;  c e s  c h i f f r e s  p e u v e n t

êcre  rédu i ts  dans  les  cas  où  i1  ex is te  un  nombre  impor tan t  d té léments  nu ls

dans la bande ;  le sÈockage des seuls éléments non nuls permet la réduct ion

indi quée.

Ce tab leau ind ique à  1 'év idence l r inadapÈat ion  de  la  méthode de

Householder ;  les méthodes de GupÈa et de Jennlngs nécessitent les mêmes

zones méuro i res  pour  des  d imens ions  modeste t ;  pour  les  t rès  g rosses  maÈr ices ,

la  né thode deJenn ings  es t  p lus  avantageuse.  On no te  éga lement  Ia  sens ib i l iÈé

plus grande de la méthode de Gupta à la largeur de bande des matr ices inÈro-

du i  Èes .

Le tableau no 3 conduit  à

pour des mat,r ices logées en mémoire

esË un indicateur valable du Èemps

êcre plus rapide pour les rrpet, iÈestr

plus adapÈée aux problèmes metÈant

dimensiorg

des remarques analogues ;  Rappelon6 gue

cenÈra le ,  le  nombre  de  mul t ip l i caÈ ions

de calcul .  La méthode de Gupta se révèle

mat,r ices ;  la méthode deJennings semble

en jeu des matr ices de très grandes
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E n  c o n c l u s i o n ,  i 1  n r e x i s t e  p a s  à  I t h e u r e  a c t u e l l e  d e  m é t h o d e

l rempor tan t  dé f i n i t i vemen t  pou r  t ous  l es  t ypes  de  p rob lèmes  que  l r on  peuÈ

ê t r e  a m e n é  à  p o s e r  d a n s  c e  d o m a i n e ;  s e l o n  I t o r d r e  d e s  s y s t è m e s  é È u d i é s ,

se lon  Ia  l a rgeu r  de  bande  qu t i l s  comporÈen t ,  i 1  conv ien t  d topé re r  une

sé lec t i on .  Cependan t  pou r  l es  t r ès  g rands  sysÈèmes ,  l a  roé thode  des  i t é raË ions

s i m u l t a n é e s  f o u r n i t  l a  s o l u t i o n  l a  p l u s  e f f i c a c e .
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Annexe

1o) Déconrposit ion de Cholesky

So i t  A  une maEr ice  car rée  drordre  n ,  symét r ique,  dé f in ie  pos iÈ ive  ;

la décomposit ion de cholesky est basée sur le théorème suivant :

Théorème :  Une cond i t ion  nécessa i re  e t  su f f l san te  pour  que la  mat r ice  A

s o i t  s y m é t r i q u e  e t  d é f i n i e  p o s i t i v e  e s t  q u r i l  e x i s t e  u n e  m a Ë r i c e  L  ( n ,  n )

à  é I é m e n t s  r é e l s ,  t r i a n g u l a i r e  i n f é r i e u r e  e t  t e l l e  q u e  A  =  L t L

Le schéma de ca lcu l  de  la

d e A = L t L ,  o n d é d u
i

â r ,  =  
Ë1 J  
[ =

décomposit ion est le suivant :

i t :

, 
l it 

|tg 
Pour i ), i

" i l  
=  l i t  l t t

i  =  1 ,  n

on

,r1
a ,

droù 1. .  :  =rL1r  Vrr r

La prenrière colonne de L esÈ ainsi  déterminée ;

5ème co lonne esr  ca1cu lée  à  par t i r  des  ( j  -  1 )

',1 = "ji ;*i ',i

' r i  =  ( " r i  
;Ë,  

1*  151)  .  ' : i -

t 1 1 :

La maÈrice L est ainsi  détermlnée.

Pour chaque valeur de j ,  on peut choislr

D r a b o r d p o u r j = 1 , Èrouve :

.+
L . .  -

J J

plus généralement

premières avec 3

1 a

tri . r l

1 . .  :
J J

en résu l te  que la

i  =  j  *  1 ,  .  .  . ,  D

décomposlt lon

obtenues se

. L o ù D e s t

nr  es t '  pas  un lque,  ma is

dédulsent les unes des

une matr lce diagonale,

que les  mat r lces  t r langu la l res

aut res  par  une nu l t ip l l caÈ lon  M
. - +

a v e c d . r =  1 1 .

M , L

= !



n
det  A: lT=T r .?

J  :  I  J J

2 o )  R é s o l u t i o n  d e s  s y s t è m e s  l i n é a i r e s

Parm i  l es  mé thodes  de  réso lu t i on  des  sys tèmes  l i néa i res ,  nous

r a p p e l l e r o n s  i c i  d e u x  m é t h o d e s  p r é s e n t a n t  d e  l t i n t é r ê t  e n  a n a l y s e  d e s

sÈruc tu res  :  1a  mé thode  de  Cho lesky  e t  1a  mé thode  de  su r re laxa t i on .

a) Méthode le_cholegky

So i t  à  résoudre  le  sys tème 1 i n é a i r e  A  X  :  B ,  o ù  A  e s t  u n e

e t  d é f i n i e  p o s i t i v e  ;  l r e m p l o i

A  :  L  L  p " t * " t  de  décompose r  l e

Une  ana l yse  de  l a  p ropaga t i on

c e t t e  m é t h c d e  e s t .  t r è s  s t a b l e  :  e n  o u È r e

p o s s è d e n t  l a  s t r u c t u r e  d e  b a n d e  l o r s q u e

la méthode Dermet de calculer  a isément

ma t r i ce  bande  (n ,  r )  symé t r i que

de  l a  décompos iÈ ion  de  Cho lesky

prob lème.

Soit .  en effet  1 |  inconnue

On résout successivement

L Y = B

t L X : Y

d r a r r o n d i  m o n t r e  q u e

t r i a n g u l  a i r e s  o b t e n u e s

En f i n  remarquons  que

d e  A  ;  e n  e f f e t  :

d e s  e r r e u r s

les  mat . r i ces

A  l a  p o s s è d e .

le  déterminant

a u x i l i a i r e Y : t L x .

d o n t  l a  r é s o l u t i o n  e s t  s i m p l e  ( L  e t  
t L  

u y s Ë è m e s  s o n Ë  t r i a n g u l a i r e s )

Ce t te  mé thode  pe rme t  de  résoud re  des  sys tèmes  l i néa i res  re la t i -

vemenÈ import .antes avec une bonne stabi l i té .

b) gélhede le_sgrgela5agignt

Pour  des  sys t ,èmes 1 lnéa i res  t rès  impor tan ts ,  1es  méthodes d i -

rec tes  (Gauss ,  Cho lesky)  do ivent  ê t re  remplacées  par  des  méthodes

ltérat ives ;
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on u t i l i se  f réquenment  en  ana lyse  des  s t ruc t .u res  la  méthode de  Gauss  Se ide l

avec surrelaxat, ion que nous exposons br ièvement ic i  :

S o i t  à  r é s o u d r e  l e  s y s t è m e  A X  :  B

P o s o n s  A  =  D - L - U

a v e c  D  :  ( a r r )

L  =  ( - a i j )  i < j

U :  ( - a i j )  i > j

cec i  réa l i se  Ia  décompos i t ion  de  Gauss  se ide l  de  la  mat r ice  A ;

on  assoc ie  à  ceÈte  décompos i t ion  la  méthode i té ra t l ve  de

Gauss  -  Se lde l  3

(D-L)  Kr .+r  =  u \+B

On est amené à résoudre, à chaque iÈérat ion, des systèmes de

la forme

(D-L )  x t+ r=  Y t  =  u \+B

On mont,re que la convergence du procédé est assurée si  A est

symét r iqae,  dé f in ie  pos i t i ve  ;  e l le  es t  amél io rée  par  Ie  p rocédé

de surrelaxat ion déf ini  par :

(D-L)L+l  = uL+B

\+r  =\  +(^J(L+l  -U

où (^) est le facteur de surrelaxat ion.

la méthode converge alors st  l fon cholsiÈ (e.,  entre O et 2 ;

en praÈlque, on prend (rJ = 118.



100

CHAPITRE IV

A P P L l C A T I O N S

4-T - INTRODUCTION

Nous présenÈons br ièvement  dans  ce  chap i t re  les  p rogranmes gue

nous avons  é té  amenés à  cons t ru i re  e t  à  u t i l i se r .

La  mise  en  oeuvre  de  la  méthode des  é Iéments  f in is  ex ige  naÈure l -

lement  que l ron  meÈte  au  po in t  des  é léments  appropr iés  à  chaque prob lème

t r a i t é ;  n o u s  n t a v o n s  p a s  f a i t  p o r È e r  n o t r e  e f f o r t  s u r  c e  p o i n t .  N o u s  p e n s o n s

en e f fe t  que le  t rava i l  a ins i  e f fec tué  pour  un  prob lè rne  donné ne  peuË ê t re

r é c u p é r é  p o u r  d r a u È r e s  c a s ;  n r é È a n È  p a s  m o t i v é  p a r  u n e  d e m a n d e  p r é c i s e ,  n o u s

avons prê f .ê ré  nous  consacrer  aux  prob lèmes généraux  posés  par  l tana lyse  de  La

s tab i l i té  des  s t ruc tu res .  L rabondance d tarÈ ic les  p résenÈant  des  é lément ,s  t ,ou-

j o u r s  p l u s  s o p h i s t i q u é s  n o u s  r e n f o r c e  d t a i l l e u r s  d a n s  c e t , t e  o p i n i o n .

Nous avons cependanL véri f ié 1e bon fonct ionnement de nos prograrumes

sur  Ie  cas  b ien  connu de  la  co lonne d tEu ler ,  cherchant  en  ou t re  à  poursu iv re

l r a n a l y s e  p o u r  l e s  f a i b l e s  é l a n c e m e n t s .

4.2 -  ELEUENTS

L e  p r o b l è m e  d r E u l e r  c o n s t , i t u e  u n  e x c e l l e n t  t e s t  d e  I r e f f i c a c i t é

drune rné thode numér ique re la t i ve  à  la  s tab i l i té .

Ce problème conduit  à formuler l thypothèse suivanÈe :  la contrainÈe

normale  C- -  ( f fg .  1 -5-1)  se  présente  sous  la  fo rme :
z z

C. .=  k  ( f  -  y )  y r

(y f  :  d is tance à  la  f  ib re  neut , re )
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Les dép lacements ,  e t  les  fonc t ions  de  dép lacemenÈ,  sont  donc  du

t ro is ième ordre  en  y  e t ,  z  i  ceÈÈe remarque amène à  cons idérer  des  é lémenÈs

présenÈant un nombre import,ant de degrés de l iberté. Citons quelques éléments

c lass iques  [gg ]  réa l i san t  une in te rpo la t ion  au  moins  cub ique.

*  é1ément  cub ique t r iangu la i re  de  Lagrange.

C e t  é l é m e n t  p o s s è d e  2 0  d e g r é s  d e  l i b e r t é ;  i 1  p r é s e n t e  l r a v a n t a g e

dtassurer  l run ic i té  d tun  déve loppemenÈ cub ique comple t  (F ig .  4 -2-L)  (ensern-

b I e  u n i s o l v a n È ) .

Les  au t res  é léments  de  ceÊte  fami l le  p résent ,en t  d ta i l leurs  la  même

propr iê té  z  1"  r rè* "  é lément  assure  I 'un ic i té  du  déve loppement  comple t  à

I ro rdre  n  ;  ce  qu i  en  fa i t  une famiL le  p r iv i l ig iée .

v r  é lément  cub ique rec tangu la i re  ( "Serend ip i ty  Fami ly t r ) .

Cet élérnenÈ (Fig. 4-2-2) possède 24 degrês de l iberté ;  cont,rairement

à  l ' é I é m e n t  c u b i q u e  d e  L a g r a n g e ,  i 1  n t a s s u r e  p a s  I ' u n i c i t é  d u  p o l y n ô m e  d r i n t e r -

po la t ion .  I1  permet  néanmoins  drobÈen i r  de  bons  résu l ta t ,s .

Nous avons adopté pour leur simpl ic i té des éIéments reccangulaires

quas i - l inéa i res  (F lg .  4 -2-2  a)  à  hu t t  degrés  de  l iber té ,  pour  lesque ls  la

variat ion des conÈrainÈes est l lnéaire dans certaines dlrect lons, en comptanÈ

sur  le  ra f f lnement  de ' la  d fôcré t isa t ion  pour  essurer  Ia  convergence ;

1t élévat ion de Ia r igldl té él .émentaire qui en résulte impl ique une accumulaÈion

dr énergie interne plus lmporÈante, et  une augmenÈaÈion de la charge cr iÈlque.

I I  faudrai t  par conÈre sraËtendre à une valeur par défauÈ de la

charge cr i t lque sf ia 'Ëtasse des dépl.acements'  v ir tuels adnisslbles étal t
" . . . . .  . .  " f " ' : . . . i . : .

é larg ie  par  une. re l i ia t lon 'ôes 'cond i t ions  aux  l i ra l tes ,  ou  des 'ex igences  de

conÈinulté aux front lères [Zg].
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4.3 . NOÎATIONS - LISTING

Nous reprodu isons  ic i  l run  des  prograrmes mis  au  po inË,  au  cours  de

c e  t r a v a i I  ;  l e s  n o È a t , i o n s  p r i n c i p a l e s  s o n t  I e s  s u i v a n t e s  :

NNO : nombre de noeuds

NEL :  nombre dt éléments

NCL :  nombre de noeuds soumis à des cor:diÈions aux l i rnices

NBAI{D : largeur de bande

NDEP : nombre toÈal de déplacements

NDEPF : nombre dr équat ions

COOR (NNO'2)  :  mat r i ce  des  coordonnées des  noeuds

NOP (NEt r4)  :  mat r i ce  de  connect ion

STAB 1 (mnpf ,  NBAND) :  maErice de r igidiré

STAB 2 (NDEPF, NBAli lD) :  maErice de r igidi té incrémenrale

P S I  ( 8 r 8 )  :  m a t r i c e  d e  r i g i d i r é  é 1 é m e n t a i r e

PHI  (8 r8)  :  mat r i ce  de  r ig id i ré  inc rémenta le  é lémenta i re

Le prograrune présenté  réa I ise  les  opéra t ions  su ivantes  :

1 )  Ca lcu l  de  Ia  charge c r i t ique  d 'Eu le r  e t  du  mode de f la rnbemene assoc ié .

2 )  Ca lcu l  de  la  dé fonnée de  la  co lonne soumlse  à  un  e f fo r t  t ransversa l  en

son exÈrérniÈé.

3) Galcul  de la déformée de la colonne soumise à une charge de compression

axiale infér ieure à la charge cr i t ique, et,  au même effort  t ransversal.
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I 1  me t  en  év idence  un  facÈeur  d tamp l i f i ca t i on  des  dép lacemenÈs

sous  1 r  e f f eÈ  de  l a  p récon t ra in t , e  ax ia le  dans  Ie  doma ine  l i néa i re .

on trouvera égalen:ent l rorganigranrne général  du programne (Fig. 4-3-1).
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On trouvera en outre un organigraf lune détai11é de lropéraÈion

drassemblage des  é léments  (F ig  4 -3-2)  ;  les  in fo rmat , ions  nécessa i res  à

la connect ion des éléments sont consignées dans la mat,r ice de connect ion

NOP ( I ,  J ) .  L r ind ice  J  décr i t  la  numéro ta t ion  in te rne  de  l ré lément  I  ;

I ' i nd ice  NOP ( I ,  J )  es t  l r ind ice  ex terne  du  Jème noeud (numéro ta t ion  in te rne)

de l té lément  1 .  On cons t ru i t  a ins i  un  ind içager rgéomét r iquer t ,  qu i  ne  t ien t

pas  compÈe des  cond i t ions  aux  l im i t ,es .  Ce l les -c i  son t  in t rodu iÈes  en  sup-

pr imant ,  au  n iveau de  l rassemblage,  les  l ignes  e t  les  co lonnes  concernées

dans les  mat , r i ces  g loba les  ;  i l  en  résu l te  une t , rans la t , ion  des  ind ices  de

l igne et de colonne supérieurs aux ihdices des déplacements imposés.

Le procédé que nous avons décri t  présente 1r avanÈage de réduire les

d imens ions  des  mat r ices  g loba les ,  ma is  i l  peu t  ê t re  d run  emplo i  p lus  dé l i ca t

pour des condit ions aux l imiÈes complexes. Nous avons adopté le mode de

s tockage s imp le  suggéré  par  la  sÈruc ture  de  bande :  tes  mat r ices  g loba les

sont rectangulaires, de dimensions (NDEPF, NBAli lD).

Seu les  des  mat r ices  logeab les  en  mémoi re  cent , ra le  onÈ éLé u t i l i sées  ;

nous  nravons  pas  vou lu  en  e f fe t  nous  consacrer  à  la  gesÈion  de  f i ch ie rs

qutaura i t  nécess iÈé I topÈi rn isaÈ ion  des  prograr rnes  cons t ru iÈs  dans  le  cas

cont,raire.

4.4 - EXEMPLE DIAPPLICATION

Nous avons trai té le cas drune pouÈre encastrée à une extrémité, et

soumise à une charge axiale (Fig. t -4-L )  i  nous supposons que les déplacemenÈs

ont l ieu dans le plan Oyz. Les élémenÈs choisis sont,  des recÈangles à hult

degrés de l iberté.
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Compt,e tenu des caract.ér ist , iques numériques suivantes :

Constan tes  de  Lamé \ :  p ;  é lancement$= 19  ,  la  cont ra in te  c r i t ique  d tEu ler

est  donnée par  :

E
r

Nous ob tenons par  1e

:  5 r 4 8 . 1 0

ca lcu l  la va leur  :

Ç =  o ,o4 .1o-3r
L e  m o d e  d r i n s t a b i l i t é  a s s o c i é ,  a i n s i  q u e  l e s  d e u x  m o d e s  s u p é r i e u r s ,

sonr  représentés  (F ig .  4 -4-L) .

Ces résulÈats appel lent les remarques suivanÈes :

-  les  modes propres  sont  en  bon accord  avec  les  résu l ta ts  c lass iques  [ :S ]  ;

notons que la précision fournie par la méthode de Jernirgs décroi t ,  du pre-

mier  au  t ro is ième mode.

-  la  schémat isa t ion  de  la  pout re  en  é léments  f in is  condu iË, ,  cor t rne  nous

l ravons  dé jà  s igna lé ,  à  une es t imat ion  par  excès  de  la  charge c r i t ique .  Cet

é t a t  s r a c c e n t u e  p o u r  d e s  p o u È r e s  t r è s  é l a n c é e s ,  d o n t  l a  r i g i d i t é  e s t  p l u s

fa ib le  ;  au  cont ra i re ,  Ies  résu l ta ts  sonÈ p lus  a f f i r rnés  pour  les  pout , res  peu

é l a n c é e s .  ( T a b l e a u  n o  4 )

Nous avons  pour  ce l les -c i  cons igné nos  résu l ta ts  sur  la  f igure  4-4-2 ,

en  fa isan t  ré fé rence à  la  courbe d tEu ler  I  I texamen de ces  courbes  nous

suggère les conclusions suivant,es :

Tout dr abord, la formule dr Euler semble avoir  un domaine de val idi té

plus étendu que celui  qui  lu i  est,  reconnu de manière usuel le ;  les divergences

s ign i f i ca t i ves  nrappara issenÈ pas  en  e f fe t  avant  des  va leurs  de  1ré lancement

in fé r ieures  à  9 :  f i  
:  ,  ;  ce  résu l .ÈaÈ es t ,  en  bon accord  avec  les  va leurs
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publ iées par Levinson [ZZ] qui fourni t , 'E: 2 par une méthode analyÈique.

Nous avons supposé 1es consÈant,es de Larné invariables au cours

du changemenÈ ;  cec i  l in iÈe la  por tée  de  nos  ca lcu ls  pour  les  t rès  fa ib les

va leurs  de  I té lancemenÈ.  La  conÈra in t ,e  c r iÈ ique es t  en  e f fe t  po :ur  J<Z

une f rac t ion  non nég l igeab le  du  modu le  l r ^  à  1 ré ta t  normal ,  de  sorÈe que
/ o

cetÈe hypothèse ne  peut  ê t re  ma in tenue.

Une hypothèse p lus  ra f f inée  pour ra i t  ê t re  Ia  su ivanÈe :  le  matér iau

resÈe iso t rope,  ma is  le  modu le  ac tue l  p ,  es t  donné par  :

r'' 
=Ê

- 2 L
Cs- + *>

L 1  
I r

o

avec  :  L  longueur  ac tue l le

Lo longueur  in i t ia le

se lon  l r in t ,e rpré ta t ion  donnée par  A io t . f4 fJ

S igna lons  en  ouÈre  qu ton  observe  un  tassemenÈ des  va leurs  c r iÈ iques

dr  o rdre  supér ieur  vers  la  charge c r i t ique  ;  les  conséquences  sont  les  su l -

vanÈes :  le temps de calcul  de la méthode des i t ,érat ions simult ,anées devient

imporÈant.  La convergence dépend en effeÈ de la séparat ion des valeurs cr i -

t iques ,  de  sor te  qu tune préc is ion  inchangée ex ige  un  nombre  supér ieur

dr  lÈéra t , ions .

Enf ln,  la colncidence même approchée des charges cr i t iques est

génératr ice de bl furcat ion vers un grand nombre de rnodes dt instabi l i té

d l f fé ren ts  h ] .  Les  modes fourn ls  par  le  ca lcu l  nous  semblen t  ê t re  d run

tn té rê t  rédu i t ,  dans  la  mesure  où  les  imper fec t ions ,  que l ron  peut  supposer

dlstr ibuées de manière aléatoire, ont une inf luence déelsive sur le compor-

tement de la poutre ;  des études staEisÈiques ou expérimenÈales semblent

indiquées pour ce genre de problèrne.
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C O N C L U S I O N

I l  s r a g i s s a i t  p o u r  n o u s  d r é l a b o r e r  d e s  o u t i l s  e È  u n e  m é t h o d e  d e

t rava i l  ;  ce t t e  p rem iè re  é tape  é tan t  f r anch ie ,  i l  dev ienË  poss ib le  de

repo r te r  no t re  e f f o r t  su r  des  p rob lè rnes  p lus  pa r t i cu l i e r s  e t  p l us

a t t r a y a n È s  ( m i s e  a u  p o i n t  d r é l é m e n t s ,  é t u d e  d e  c a s . . . . )

Nous avons en ouÈre êtê amenés à nous poser  un cer ta in nombre

de  p rob lèmes  fondamenÈaux  de  l a  t héo r i e  de  l a  s tab i l i t é  é las t i que

( m u l t i p t i c i t é  d e s  s o l u t i o n s ,  p r o b l è m e s  d e  b i f u r c a t l o n  . . . . )  ;  n o t r e

t ravai l  nous a a ins i  permis de c lar i f ier  nos concept ions dans un domaine

d i f f i c i l e ,  e t  de  d i sce rne r  des  d i rec t i ons  de  reche rche  u l t é r i eu res .
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