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INTRODUCTION

Etant donné 1%'équation différentielle :

<y ()F}fil (x)
+ a,\x + s0e T X)y = o0

ol les a,(x) sont des fonctions méromorphes au voisinage de x = o, on sait

que : x = o est un point singulier régulier si et seulement si, pour tout

i =1, eesy N, a;(x) posséde un pSle d'ordre inférieur ou égal a2 ie Un point

singulier qui n'est pas régulier est dit irréguliers

Plusieurs indices permettent de mesurer le degré de complication d'une singu-

laritée

1. INDICE D*IRREGULARITE DE B. MALGRANGE [67.

n P
Si D est l'opérateur T & fl;, a, # o, 1'irrégularité de D est par
=0 dx

définition 1'entier :

i) = sup [v(zg) -n+p-viz)]

o<p<n

iy : [(x) —>2ZU {=}
définie par :

v(a,)
v(a,) == si a, (x) = oe Et si a, (x) # o, on pose a,(x) = x a¥(x)

avec a¥(x) holomorphe en zéro et ax (o) # oo
On a le résultat suivant :

x = o est un point singulier régulier si et seulement si i(D) = o

2. INVARIANTS DE Re GERARD et AcH.Me LEVELT [3]

Si (E) est 1'équation différentielle :

n o i
(1) + B bi(x) () = o5 vi(x) € L)

ooo/oo



oi T, est l'opérateur X é%, r entier strictement positif, les invariants

au point singulier x = o, sont les entiers p ., r =1, 2, eee, définis par 3

su
Pr = o< iSpn—’l [0’ -V(bi)]

oi v est l'application précédemment définies

Les invariants p jouissent des propriétés suivantes :

i) il existe un entier 1 21, tel que p = o pour tout r =Z1
ii) P, > Py > eee >Py_, >
iii) 1la singularité est réguliére si et seulement si 1 =1

iv) p, = i(D) (indice dirrégularité de Malgrange)

L'entier 1 est 1'ordre de la singularité

3« INVARIANT DE KATZ [2]

L'invariant de Katz est le rationnel :

k = sup (o, — |
o< p< n=-1

1l

ot les b,(x), i = 0, eees, N1, sont les coefficients de 1'équation (E) précé-

1¢ On a le résultat suivant :

dente lorsque r
Le point singulier x = o est régulier si et seulement si le rationnel k = oe

L'cbjet de cette étude est de montrer que la connaissance des invariants Pr
(de Gérard-Levelt) et k (de Katz) permettent d'expliquer et de retrouver
certains résultats classiques des équations différentielles linéairess D*autre

part ils permettent une nouvelle classification de ces équationse

Le chapitre premier est consacré & 1'étude des propriétés des invariants

p. et ke On montrera notamment que les invariants p. satisfont a 1'inégalité

l-r<p,<n(l-r), r =1, eee, 1

oi n est 1'ordre de 1'équation différentielles On donnera également une nou-
velle démonstration d'un résultat obtenu par AeHeMe Levelt dans [5] a savoir

que le polygone formé des segments de droites joignant 1les points (r, p,)

;oo/oo



aux points (r+4, p ) pour r =1, 2, cee, 1-1, est convexes Puis on

r+1
montrera que l'invariant de Katz est 1ié a 1'ordre 1 du point singulier
par‘la relation : 1-2 < k < 1-1 Enfin on donnera l'allure générale des
équations différentielles linéaires d'ordre n ayant un point singulier
d'ordre le Ce chapitre s'achévera par 1'étude du cas particulier des

équations différentielles de la physique mathématiquee

Au chapitre II on s'intéresse 4 la classification des équations diffé-
rentielles linéairese On établira que pour les équations différentielles
du deuxiéme ordre la donnée, en chaque point singulier, de 1l'ordre 1 et
de 1'invariant P, suffit & déterminer les autres invariants p,e Ce ré-
sultat permet une classification compléte des équations différentielles
du 2me ordree A titre d'exemples on retrouvera, en appliquant le résultat

précédent, les équations différentielles de la physique mathématiques

Au chapitre III, on s'intéressera aux développements asymptotiques, au
voisinage d'un point singulier irrégulier, des solutions des équations
différentielles de la physique mathématiquee Pour ce faire, on utilisera
un théoréme classique (voir [7], théoréme 12¢3) qui donne pour une équa-

tion différentielle :
x Ty =aA(x)Y, q€N (1)

1'allure générale des développements asymptotiques au voisinage de 1%infini,
lorsque A(x) est holomorphe au point x = » et que les valeurs propres de
A(») sont distinctese Si A(x) n'est pas holomorphe & 1'infini, on montrera

qu'il existe une transformation :

Y = P(x)Z

qui change 1'équation (1), en 1'équation différentielle :

x-h z' = B(x)Z

od B(x) est holomorphe au point x = ®s On donnera des conditions suffisantes
pour que B(w) admette n valeurs propres non nulles et distinctese On montrera
que dans ces conditions il existe une relation simple entre les invariants

au point singulier irrégulier et les développements asymptotiques des solu~
tions au voisinage de ce point singuliere Enfin, on montrera que toute équa-
tion différentielle de la physique mathématique peut &€tre résolue asymptoti-
quement de cette fagone-—



CHAPITRE I - INVARIANTS DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES
HOMOGENES D'ORDRE n.

L'objet de ce chapitre est d'établir, pour une équation différentielle linéaire
homogéne d'ordre n, les propriétés des invariants de Gérard-Levelt et celles de
1'invariant de Katze Ceci en vue d'étudier les invariants des équations de la

physique mathématique.

1. Formules donnant les invariants en un point singulier

Proposition 1

1) Si x = o est un point singulier de 1'équation différentielle :

Iy, 3 ey
(E) dx® + : ?1 ay (X) E—I.!—-i = 0, ai(x) €C (x)
- X

alors, les invariants de Gérard-Levelt a 1'origine sont donnés par :

pr = sup [01 - (V(ap) + pr)], rz1
1< pPsEn

ot v est l'ordre en o de a,(x)

2) Si x = » est un point singulier de 1'équation différentielle (E), albrs,

les invariants de Gérard-Levelt & 1%'infini, sont donnés par 3

s = sup  [o, p(a,) + p(2-r)]

1<pPEn

oi p est 1'ordre 3 1'infini de aj(x)e

Remargge

Lorsque x, est un point singulier différent de zéro et de 1'infini, on peut se

ramener a l'origine en posant $
X =x, +§
et a,(x) = by (&)

L'équation (E) se met alors sous la forme

4o n n=J
.—1 + E bJ (g) -——y = 0
a& j= ag" =3

et les invariants au point singulier ‘o sont les invariants au
T T

point singulier x,.

ooo/oo



Lemme :
Notons pas T, 1l'opérateur x’-é%— e Alors pour tout k =1 et pour tout r =1,
on a @
k—~ .
K k -
(Ve 2 S f n 8 ) (1), ez

Démontrons (1) par récurrence sur k
— la formule est vérifiée pour k = 1 puisque :

X 4= Te= (1)

- supposons la formule vraie jusqu'a k-1 et démontrons la pour ke Pour cela

appliquons 1l'opérateur xré% aux deux membres de l'égalité :

k-2

k =1 - _ : -
(2) s x{E=1)r ixk—- (1) T NET e () (g n e 2
dx®=1 1=4

On obtient alors :

k=1 k-2 . .
kr dkk + (ket)r x5 x(k—q)r d — - (Tr)k+ > Nlic—q xl(l"—‘l)(Tr)k—l
dx dx i=1

k-2

+ T Nﬁ_ﬁ(r—1)i x (i+e)(r-1) (T,)k'-q--1
i-1
k=1
e e (k=t)r 4 i .
Remplacant dans cette égalité x o~ Pour son expression tirée de (2),
. . dx
il vient alors :
k-2

. ke - — -

K sk N e () () () T ()
dx i= .

k1 . . k=1 . ‘ .
+ E (o) (1) M AT e 3 W (g )R
i=2 i=2

d'ou :

k=4 . .

k o —

xkr d — - (T,.)k+ 5 Nli xl(r 1)(Tr)k 1, Nli €z
dx i=

ooo/oo



* démonstration de la proposition

Aprés multiplication par x*° 1'équation (E) devient :

40 n ( ) dn—l
X2 T ay . ) (ai(X) xir) x n-i)r n-zi - o

1= dx

Remplacant xX*T ——, k = 1, eee, N par son expression tirée de (1), on obtient

-4 . . n—2 .
(1" y+ 5 8 AU e e T Y oz N )
1= i i i=1
(Tr )n—,‘ly_i: T oeee + an_,' (X) x(n-1 )r T. y + a'n(x) x'T y =o0

ce qui s'écrit :

(1,)'y + T b,(x) (1.)"5P = o (E')
P=

— — —1 _ —.
avec b, (x) = a, (x) T+ N1naz: T o + Nl;_” xPr (H)a1+ﬁ; xp(r’ 1)

pour 1 < p < D

et b (x) = a,(x) x*7
d*oi + - v(b,) < sup [-v(a,) = pr, »(N"F") via, ) - (pr-1),
XXX "V(N;) - p(l" - 1)1

1 <p<n-1 et -v(b) =-(v(ay) +nr)

ce qui donne : 41 < p< n - 1

-v(b,) < sup [~(W(g)+pr),y - (W(a _ )4pr-1); ese; = (W(a,+pr-(p1)) o]

A

sup {_(V(a‘p-'-pr), "V(ap_,"*' (p=1)r), coe, —(U(a1 )+r ), o?

car = (pr=3j)<-(p=-3J)r j =1, eee, petr =1

ooo/oo



d'or : sup (-v(b)) < sup (o, -v(a,) - pr)

1<p<n 1<p=n
et sup (o, v(b,)) =  sup (6, -(v(ay) + pr»
1<p<sn 1<pP<En

Inversement :

P P P P
xPT ap(X) = bp(x) + A 1bp_1+ coe +)\p_1 b1+xp, A\ €EZ

ce qui donne :

roppn (0mW(z) +pr) s | S8 (oyv())
d'od p, = sup  (o,-v(b,)) =  sup (o,v(a,) = pr)
1<pP<n 1€£psn

ce qui achéve la démonstration de 1°/.

% démonstration du 2°/

Posons x = %, on a alors :
Toexw oyt Lo () A
T T dx ~ dx dt dt

d'ol, en posant 6, = t’ é%, r =1

1, = 2(1=7) g,

T
et 1'équation (E') s'écrit :
n n-p
(er)$ = Cp(t) er Yy = ©o
p=1

avec 3

e, (t) = t‘p(z"r)[(t“) pap ™) + N:"P*"‘ tap_1(t"") + eee +

n-1 , p— -1
Noq t a, (t7)+ N £,

P=1 e00, N et N% € Z

ooo/.o



d'ou : _
p = sup [o, v(g)] = sup [o, w(a,(t7') +p (2-r)]
1< pP<n 1<p<n
= sup [o,u(a,) + p (2-r)]
1<p<n

u(a,) est l'ordre a 1'infini de a,(x) défini par :

bl ()] =-v [ ()]

Remargge

Lorsque x = o est singulier le premier invariant est donné par

p, = sup [o-((a) + p)]

1<p=n

Ce point est régulier si et seulement si, pour tout p = 1, eeey N
on a ¢

v(g)+p=o

Cette condition équivaut a :

v (x* a,) Z o pour tout p =1, eee, n

Autrement dit, le point singulier x

=

o, de 1'équation différentielle

M R AL S
p=1

est régulier si et seulement si, les coefficients de 1l'équation différentielle

y P

My 3 oea Pl @y
P=

sont holomorphes en zéro. Mais si x = o est singulier irrégulier, alors x = o
est un point singulier de (E,), et on a :

P, (Eg) = 1<S;lin [0,-(U(a~p) + 2P)] = Po (E1)

D'une maniére générale, si x =

o est un point singulier d'ordre 1 =1 de
1'équation différentielle (E1), alors x

1'équation différentielle

o est aussi un point singulier de

(n)

C ; Pr=1) y(nr-p) o (B)
P=4

ooo/oo



pour tout r = 1, 2, ese, 1 et on a i

p, (E) = sup  [o,=(v(g,) +pr)] =p: (E)

1<p<n

Proposition 2

1°) Si x = o est un point singulier de l'équation différentielle :

o n
(E) ady ., T a,(x) d
i=1

=0, ai(x)GC(x)

n-i
x
alors l'invariant de Katz a l'origineest donné par :

v(a,)
g= sup [o,~-(1 +=—)]
1<p<n P

ol y(a,) est l'ordre en zéro de a,(x)

2°) Si_x = » est un point singulier de 1'équation différentielle (E), alors

1'invariant de Katz & 1'infini est donné par :

)
g = sup [o,1+ “(ap ]
1<p<n P

ot p(a,) est l'ordre & 1'infini de a, (x)

Posons T, = x -c‘li—x’ 1'équation (E) s'écrit alors :
N1
(1)2+ = p(x) (1)P =0 (1)
Y peo y

\ _ n-p n-pH N=—p- n=—1 n
ol b, (x) = an_p(x) X+ N, X, F l"’+Nn-p-1 a(x) x + Nn—p

ol N;GZ et p = 0, eee, N1

ce qui donne :

-v(b,) < sup [-(v(an_p) + np), eee, =(v(a,) +1), o]

et :
v + +1
- V(bp) < sup [ - (an-p) n-p, ese,y ——-—V(a1) ’ O]
n—-p n—=p n—-p

.-./..



or n-p2n-p-j j =1, 2, eee D'ou :

v(b,) V(an_p)+n—p via_, 4yt v(a1)+ 1

- —p < sup (' —p s — Tp1 ) eeey — r ’ O]

car tous les termes tels que -(v(a,+j) < o n'interviennent pas dans la majora-

tione On en déduit que 3

v(b,) (a_ )
o To-(—Ee 4+ 1)]

o< p< N1

-
}
|

| Oy=

sup

<
1< p< n =P

Inversement on a aussi 3

v(a ) +v (b )
sup l:o,-(—-n%-—P— + 1):\ < sup [o,— —n-:-—p— ]
0< p< n—1 p 0< p< n- P
d'ol 1'%on tire :
v(a ) v(a,)
J
g= s (op(—E=+1)] = sup [op-(——+1)]
o< p< n—4 P 1<j<n
Si @ =t 4 avec t = —- alors 8, = - x < et (E) se met sous la forme :
1 dt x 1 dx ; )

N1
(8.) + p§o c, (t) (61 )5 = o avec c,(t) = ()P b, (t-1)

oi b, (x) est donné par (4)

d'ol :
V(cp) Vfbgt-1n
g = sup [o,- — 1= sup [o,~ = ]
o< p< n—1 P o< p< n—1 P
pu(a__ )+ n-p p(a_)
= sup [o, L 1= sup [oy1+ L ]
n-p P
o< p< n=1 1<p<n
Remarques

1°) Pour calculer l'invariant de Katz en un point singulier x, différent de
zéro et de 1%'infini, on pose x = x, + £ et l'invariant de Katz au point singu-

lier x, est égal a 1l'invariant de Katz au point singulier £ = o

ooo/oo



2e

'2°) Lorsque x

-8 -

]

» est singulier d'ordre 1 = 2, 1'invariant de Katz est égal a

sup (1 +&P—)) =4 + sup '(H-(—aL))

1< p<n P 1<p<n P

ga
[}

On retrouve ainsi un invariant classique appelé grade du point singulier x = @

(voir [47] page 199).
Définition

L'invariant de Katz sera appelé le grade du point singuliers

Propriétés des invariants P,

Soit (E) 1'équation différentielle

n—i

=0, a;(x) € C (x)

|2
+
I N =]

d
ay (x) il 4
1 dxn-—l

et soit f : R—>3 R
définie par : pour tout r = 1, 2, see, 1-1
£(x) = (xr) (p_, ) *pps x€ [rs r+1]

Le graphe de f est le polygone formé des segments de droite joignant (ry p;) 2

(r+1, pr_H), 1 <r< 1

Pour r =1, 2, ¢es, 1-1, p.> 0, il existe donc p°)1_<_p°$ n tel que
pr ==-w(a ) +p 1)

mais alors :
Poq == (W(a,) + p(r=1)), lorsque p__, existe,

et p,. 2= (W(zg,) + p.(r+1))

d'ol
pr—1-2p? szr-l-'\?'o

Proy =P _ P = Py
o) =t = F=(#H)

d'oll le résultat :

.oo/oo



Théoreme 1

f est une fonction convexe

fn

51

f$ pove e s

t
- e v e ol -
.
H
)
1
’

e ¢ v——- =™ o

.
!
$o cmetm e e m s e ee e -
. .

n

-
QT ™"

Remarque : une autre démonstration de ce résultat a été donnée par A¢cHeM.LEVELT
dans [5].

Théoréme 2

Si 1'ordre de la singularité est 1 =2 2, alors pour tout entier r, 1 < r < 1-,

on a 3

l-r<p, <n (1-r)

En effet, l'ordre de la singularité étant égal 1 (= 2), on a p,= o et
Pi_q #©°

ce qui équivaut ) :
i) —v(a,) < pl pour tout p =1, ese, 0

ii) il existe p, 1< p, < n tel que -v(a,,) > p, (1-1)

ooo/oo



- 10 -

Pour tout r = 1, 44e, 1-1, il existe P, tel que : 1<p,<n et p, =
~w(s,) + pyr)
tenant compte de la condition i) on a :
p. <p, 1 -pr=p (l-r) <n (1-r)
Dtautre part :
la condition ii) implique : il existe p, tel que
-(v(a,,) + p, ¥) >p, (1-1-r) pour tout r =1, ees, 1=
car =(v(ay,) + p, v) >p, (1-1) = p, r = p, (I-1~r)e
D'oli ¢ pour tout r =1, see, 1-1

p. <-(w(a,) +p, ) =p, (1-1=r) + 1 Z l=t=r+4= l-r

Théoreme 3
L'infini est un point singulier irrégulier d'ordre 1 et x,, ¢es, X, sont des
points singuliers réguliers de 1l'équation (E) si et seulement si, (E) s'écrit

sous la forme :

Pj(x) ) dn—j

: dxn_j

y=o (E)

g %
e
[T s I

- 3
T (x-x,)
i=t

ou les Pd(x), 1< j<n sont des polyndmes dont les degrés satisfont aux conditions
i) ®P; < j (m+1-2) pour tout j =1, eee, n
ii) il existe j, € [1, 2, ees n] tel que Py > J (m+1-3)

Il est bien connu que 1l'équation différentielle :

& a’
:1-;‘;.‘. a‘l(x) Zx—n;z'i' cee + 2, (x) vy =0, a;(x) € € (x)

admet m points singuliers réguliers X, , eee, X; si et seulement si :

1
Pj (x)

m
il:-[1 (x—x, )‘1

a, (x) =

ou P, (x) sont des polyndmes dont les degrés dépendent de la nature du point

x = o (voir [A] page 246).

ooo/oo
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X = @ est singulier d'ordre 1 = 2 si et seulement si 3
* a) pp = o <> pfay) + j (2-1) < o pour tout j =1, eee, n

d'ol i) puisque p(ay) = &P, ~ mj
* b) pl_17éo<=> il existe jo€{1, 2, eee, n} p(aio) + j, (2=1+) > o
<=> il existe j,€{1, 2, eee, n} t & Pj—mj,+j, (3~1) >0 d'ol ii)

Cas particulijer n = 2

Lorsque n = 2, les degrés des polyndmes P1(x) et Po(x) satisfont aux deux

conditions :

i) P, < m+1-2 et PPy <2m+21-4

ii) P, Zm+1-2 ou Py Z2m +21-5

donc d°P.1 et P, satisfont a 1'une des deux conditions
a) d°P, =m+1-2 et o< d°P, < 2m+ 21-4

b) &P, <m+1-2 et 2m+ 21-5< &P, <2m+21-4

Interprétation graphique

Considérons l'application :
f 3 {[x] xf[x]—-—)l\lx N

(P, (x), Po(x))=> (&P, , ©Py)
Si P1(x) et P,(x) vérifient la condition a), alors :
£ [P, (x),Py(x)] = (m+1-2, o< P, <2m +21-4)
Si P1(x) et P,(x) vérifient la condition b), alors :
f [P1 (x),P5(x)] = (p,q) avec p et q entiers tels que
o<p<m+l-3 et2m +21~-5 <qgq<2m +21-4,

Soit £ le sous—ensemble de @ [x] x @ [x] formé des polyndumes P, (x) et P,(x) qui
satisfont & a) ou 2 b)e Alors f (£) est donné par le graphique suivant :

.oo/oo
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2m+21-4 ¥ x x X X x

2m+ 2 1-5 x X b'd b 4 X X

de°p
m+l-2

Théoreme 4
En chaque point singulier, d'ordre 1 = 2, de 1%'équation différentielle (E),
1'invariant de Katz g satisfait a la relation :

1-2<g<li=-1

On peut supposer que ce point singulier est x = o (quitte & effectuer un chan—

gement de variable) la proposition 1 donne :

i) -[v(a,) + p1] < o pour tout p =1, eee, n
-lv(a,) +p+p(11)] <o

ce qui donne

—[V(;p)+1]£1—1 pourt’outp=1, see,y N

d'ol

sup [o, —(@+1)]S1—1

1<p<n

g

ii) puisque P14 # o <=> il existe p,, 1<p<n tel que :

-[V(a?o) + po(1-1)] > o0

~lv(ae) + p, *+ P (1-2)] >0

ooo/oo



ce qui donne

_.[U(._;zﬁ+1]>1_2

o
etg= s [on(H2 4 )]z (2

1<p<n

+4 ) > 1-2

Polygone de Newton

La construction suivante est inspirée de cette faite par AesHeMeLevelt dans [5]-

Considérons 1'équation différentielle :

n .
Y™ a0 ymoe ()
i=
Supposons que x = ® soit un point singulier d'ordre 1 =2 2 de 1'équation (E).
D%aprés la proposition 1 il existe p, € {1, oo, n} tel que p,(apo) + p, > o0
(puisque p, > o) et on a : '

p, = sup (u(a)+p) et g = sup ((u(ap)+p )
1<p<n 1 < p< n\——p—

I1 est commode de déterminer graphiquement la relation liant P, a g en consgi-
dérant dans le plan R° les points (p, p(a,)+p) tels que p(a,)+p > oe
Considérons les droites passant par (o,0) et les points (p, u(a,)+p) et soit
D, celle qui réalise la plus grande pente possibles
Soit y, cette pente et m, le plus grand entier tel que (m1 ’ ;,:,(a,Il1 )+m1) €D,
On a alors :

p(ap )+p I-l(am,l )+|Tl1

g = sup >—) o)

=“1.

' Si tous les points (p, u(a,)+p), p > m sont tels que 3

u(a, )+p < "L(am,l)+m‘1 alors
p, = plany)tm, =m p =meg

S'il existe p >m, : pla )+p> ,,;(am'1 )+m1 , on considére les droites joignant
le point (m1, #(311 )+m1) et les points (p, p(a,)+p), p > m, et on examine les

quotients
pla, )+p = (p(agy)+m,)
p = m

ooo/o-



T

Soit up le plus grand d'entre eux et D, la droite correspondantes Soit m, +m,

le plus grand entier tel que :
(m1+m s #(%1+m2) +m, + my) € D,
On poursuit de cette facon et l'opération s'arréte lorsqu'on est arrivé a un

point (m1+n12 + e0e t+ ms, p(aﬂ1+...+us) tel que

- Oou blen m1+ o0 + ms =n

- ou bien pour tout p>m, + eee + m, On a :
p(ay) + P < plag, +gqqtns) + My + oee + M,

On obtient ainsi une ligne polygonale concave qui sera appelée polygone de

Newtone

Cette construction permet d'associer & chaque point singulier irrégulier,

s nombres entiers m eee, m, et s nombres rationnels Hys oooy [y vérifiant

1’
les relations @

i) m, “1 + eee tm Y = p1
ii) py = g (1'invariant de Katz)

iii) m, + see + m, <. n

Définitions

a) Les nombres m, , ece, m_, Hys eeey u, sont appelés systéme fondamental d'in-—

1
variants de Levelt,

b) L'entier m, sera appelé le degré du point singulier et sera noté do

1

Remarques

I°) La connaissance du systéme fondamental d'invariants M,y eeey My [y eoe

permet de calculer les invariants p,, 1<r<1 par la relation :

Pr = (u1-r+1)* m, + (llz -r 4 1) moteeet (-r+1)* m

N

ol
1 =1, eeey 8
- + * = -
(u‘ r 1) max (o, M r+41) r=1, ees, 1=t
(voir dans [5] la démonstration de cette relation ainsi que d'autres propriétés

du systéme fondamental d'invariants).

2°) Si x, est un point singulier de 1l'équation (E), différent de 1l'infini, on
pourra se ramener au cas ou le point singulier est t = ® en posant :

x=x°+-1t—
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3. Calcul des invariants aux points singuliers des équations de la physique

mathématique

1l Equation d'Euler

2y’ + axy' + by = o

# x = o est un point singulier 3
p, = sup (o, - (w(ax ")+ 1), - (v(bx2)+ 2)) = o
c'est donc une singularité réguliére.

¥ x = ®» est aussi un point singulier régulier car

P, sup (o, I-l(ax-1 )+ 4, H(bx-z )+ 2)

sup (0, =1 + 1, =2+2) =0

2. Equation de Gauss

x(1=x)y” + e = (atbm) x] y' - aby = o
Cette équation posséde trois points singuliers :

¥ x =0

c - (atbH) x ab
x(1_x) ) + 1)1 -.(V( x(1—X)

p, = sup [0, - (1 ) +2)] =o

* x =4, posant 1-x = 2z, 1'équation devient :

z (+-z) ng - [c - (atbt) (1-2)] %% - aby = o
d

0—(a+b+1)(1'z)) +4), - (W ab ) + 2)] =0

P. = sup ro, - (V( z(1-2) z(1 -z

b .
pﬁ = sup [o, “(2:§%$g§%l£) + 4, p(—;%;:;y—) + 2] = 0

Donc les trois points singuliers de 1'équation de Gauss sont réguliers.
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3¢ Equation de Legendre

dix' [(1=x) %xx] +ola +1)y =o

si 1'on pose z = = (1-x) et @ = a=-1, on obtient 1'équation

1
2
aiz [z(1-2) %] +af(a) y=o0

1

qui n'est autre que l%équation de Gauss avec b = -at et c

Donc l'équation de Legendre posséde trois points singuliers réguliers

12—1 et ®,

Le Equation de Lamé

1
@y, 3 2 oy nlmk)xrh

o Y o
dx2 r=1 X - a, dx ll— i_;l (x_ar)
r=4
posant x - a, =z, on obtient l%équation 3
1
22_1_'_ % z ._d_y_ n(n‘*"l)(Z+a,l)+hy=o
42 r= 2t d - dz

3 :
L N (z+a,-a,)

r=4

z = o est un point singulier avec :

1

2
—;,_-;::;—)ﬂ), -(v(

n(n+ ) (zt+a,) + h

L %1 (z+ay~a, )

r=

3
p, =sup [0, - W( T ) +2)1 =0
r=

d'ol x=a, est un point singulier régulier de 1'équation de Lamées Il en est

de m8me pour a, et ay puisque 1%équation est symétrique en a,, a, et aje

Le point x = » est aussi un point singulier de 1l%équation de Lamé avec

3 1
p, = sup [osp( r§1 xf a,) + 1”-‘(2!3[_“_&) + 2]
b2 (x-a)

sup [o, -1, - 2+2] =o0

Donc 1l'éguation de Lamé posséde quatre points singuliers régulierse
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S5« Equation de Kummer

2
X ﬁd_x + (c._x) gz - ay = o0
d.xz dx

Cette équation peut se mettre sous la forme :

2
&y cydy _a ., .
+ (-1+;) x X Yy o

¥ x = o est un point singulier régulier car
p, =suw [0, ~w(=1+3)#), - W) + 2]
= sup [0, =(~1+), = (<142)] = sup [0,1] = o
* x = o est un point singulier :
c a
p, = sup [o,u(=1+3 )+ ,u(3) + 2]

= sup [o, oM, —1+2] = 4

et puisque ,01 > pPo = o et que les 0O, sont entiers, on a p, = Os

Donc le point x = ® est singulier irrégulier d'ordre 2

Interprétation graphique
On a H (a"’ )+p

> ) A,

p (a, )+ u(-1+§-)+q =1

u (ap)+2 p(-?(‘-)+ 2 =1

i
)
!
;
:
2

b fuar = e e as s

P
d*ol en portant p en abscisse

et p(ap)+p en ordonné le graphique ci-dessus on en déduit l'invariant de Katz :

u(a,) p(az)
y 17t

g = sup (o,1+

it
-

et le degré de cette équation est : d = 1.
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6e Equation de Bessel

2
x2-d—X+x§x+(x2- 2)y=0
a9
* x = o est un point singulier régulier puisque :
-1 -2
o, = sup [0, =(w(x"")+), ~(w(1-22 x“)+2)] = o

#* x = » est un point singulier avec :

= sup [o, p(x-ﬁ)+1, u(1-a2 x—2)+2]

ke
S
o

= sup [o, -1, o+2} =2

-1 -2\ =
P2 = sup [0, p(x"), p(1-a® x )]
= sup [o, -1, oj =0

Donc : le point x = ® est singulier d'ordre 2 pour 1'équation de Bessels

Calculons son grade :

pl1-a2 x2) 424 _
2 1=

sup [0, p(x" )+,

(1]
1]

sup [o, o, 1] =1e
Pour trouver son degré, on trace son polygone de Newton :

u(ag)re B .

- wa

N«—-- - T e

u(a, )+

ou a1=x_1 et ap =1 -a2 X

Le degré de 1'équation de Bessel est d = 2
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7+ Equation de Whittaker

;-

2
X

51-21+(-1+-15+
dx? I x

)y

o]

¥ x = o est un point singulier avec

p, = sup [o, =(v(- '1[; +3

k

-

) +2) =o

*# x = o est un point singulier avec :

p, = sup [ogp(= T+ 5+

=2
k
p2 = sup [ou(- 7+ 5

Z:—a

2
X

) + 2] = sup {o, o+2]

- 20 =

Le point x = @ est donc un point singulier d'ordre 2 pour l'équation de

Whittaker,

Polygone de Newton

pwla, ) + p

play) + 2 foemmenain L

a,(x) = o
1o a2
as(x) = - % 5 + 4 y

Le graphique donne 3
1'invariant de Katz : g = 1

et le degré d = 2,

8. Equation d'Hermite

ﬁ_zxﬂq—ly =0
dx® dx

P A

A# o

Cette équation possede un seul point singulier x = @

coc/ee
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a) Calcul des invariants

sup [o,u(2x) + 1, p(x) + 2] =2

P,

Po sup [O,IJ,(ZX), p(k)j =1
or p, >p, >p3 =0 d'ol p, = o

L'équation d'Hermite est d'ordre 3 au point x = ®,

b) Polygone de Newton

p(a,) +p

p(aq) + 1
u(ay) + 2}

[ R R

a,l(x) = =2X, a2(x) =X\

le grade est g = 2 et le degré d =1

9, Equation d'Airy

Y _yy-o
2
dx

x = ® est le seul point singulier de cette équations

a) Calcul des invariants

o, = sup (o, p(=x) + 2) =3
po = sup (o, p(-x) = 1
et p; = o puisque p, > P, > pP; Zo0

Donc le point x = © est singulier d'ordre 3 pour 1'équation d'Airye.
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b) Polygone de Newton

p(a,) + p

a1(x) = o

as(x) = =x

plas) + 2 peeeceeea—-.
Le grade est ici g = %

et le degré d = 2.

L 9

N N X

10, Equation de Weber

2
i (y-2)y=o
Cette équation posséde un seul point singulier, x = ®,

a) Calcul des invariants

py = sup [o, ply - @) +2] =4

p, = sup [0, ply - )] =2
p = sup (o, ply - ) - 2l =o0

L'équation de Weber est donc d'ordre 3 a 1'infini.

b) Polygone de Newton

p(a,) + p

a,(x) = o
play) +2 o=

3.2(X) =Y - X2

Le grade est g = % =2

et le degré d = 2

11e Equation de Watson [1] (page 37)

(4) + 1y (14 ——-1;232)y” + (-2 1;;2)}" +2 (% + 1-_;_%2-)}’ =0

y

ooo/oo



¥* X =

o est un point singulier régulier puisque

p, = sup [o,=(w(x"")+1), =(v(4 +1—;—2ai)+2 ), (-2 L;%‘2-)+3 ),

-(V(%:;i - 1;22)+l+ )] =o

¥ x = o est un pbint singulier avec :
2 a2 B2 —a2
= Ly+a, =2 1,12 2 41z
Py = sup [o,u(R)+15 plr+ S+, u(3 - 2 )43, u(xz L]
= sup [0, =1+1,0+ 2, =143, =2 +4] =2
1 1—32 1 1_a2 B2 1-3.2
= sup | oyul= 1+ - -2 —- =0
P> P [ ’“(x) ’IJ( 2 )’#(x 'XT") 9u(x2 xl" )]
donc 1'équation de Watson est d'ordre 2 a 1'infinie
Son polygone de Newton est donné par la figure suivante :
play )+p
p(a2)+2
u(%)+3 } et T i’
p(ay)+4 : ‘ \
- i | :
Lo
X ‘ . i
+ i [ L
p(a, )+ : > 3 L P
2
son grade est g = 5 =1

et son degré d = 2,



CHAPITRE II - CLASSIFICATION DES EQUATIONS
’ DIFFERENTIELLES DE LA PHYSIQUE
MATHEMATIQUE

Ce chapitre est consacré au cas particulier des équations différentielles de la

physique mathématique, le but étant, de montrer que, la donnée des invariants

en chaque point singulier permet de retrouver toutes ces équations et en donne

une nouvelle classifications.

1.

2e

Définition
Deux équations différentielles linéaires homogénes du n® ordre sont dites

équivalentes si elles ont les mémes points singuliers et qu'en chaque point

singulier leurs invariants sont égauxe

Théoréme

Deux équations différentielles du 2me ordre ayant m points singuliers z,, zp,

o’ d -~ - - . 1
seey Zy, Méme ordre et méme p, en ces points sont équivalentes.

Supposons que Z,y s00y 2y soient des points singuliers de l'équation différen—
tielle (E) :

Pw dw
oy +a(z) 5+ ay(z) w=o0 , a(z)e (z)
En posant z- z1 = %, 1*équation différentielle (E) s'écrit :

Pw dw
Et—z-+b1(t)a-€+b2(t) Ww=o0

et t = » est un point singulier de cette équatione Cette transformation peut
8tre recommencée avec les points Z,, eee, Z; et nous voyons ainsi que pour dé-

montrer le théoréme il suffit de 1'établir pour le point & 1'infinie

La démonstration du théoréme utilisera les deux propositions suivantes :

Proposition 1

Si 1'infini est un point singulier d'ordre 1 de l'équation différentielle (E),

alors les trois conditions sont équivalentes

B U
METE
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i) p, = 1-1+k, 0 <k £ 1=

ii) plap) = 1-3+k ob p est l'ordre a 1l'infini

iii) p, =p,+2 (1-r) = 1-1+k+2 (1-r) si 1 < r < k¥

p, = l-r si k+1<r=<1

1 ’ 2, [T X 1-14 Ce q'ul donne

En effet, on sait que l-r < p, < n (l-r) pour r

pour n = 2 et r = 1 1—1Sp1_<_2(1—1).D'o€1:
P, = l-4+k avec o< k £ 1+

Si k > o alors i) = ii),

car p, sup (o, ‘_;,(a,I ) +1, ulaz) +2)
avec p(a1) < 1-2

d'od p, = 1-1+k > 1=1 = p(a,) +1

1-1+k = p(ay) + 2
1-3+k

ce qui donne p,

et p(as)

ii) = iii)
Le polygone formé des segments de droite joignant (ry p,) & (41, pr-l-‘l) est

convexe donc leurs pentes sont croissantese De plus, elles sont strictement

négatives (car Pr >pr-H) et ne prenhent que des valeurs entiéres puisque

pr+1"pr

r+ -r Z

Si play) = 1-3+k alors p,= sup (o,p(a, )+ ,1-1+k) = 1-1+k
et py = sup (o,u(a,),1=3+k = 1-3+k

car p,(aq) < 1-2 < 1-3+k puisque k > o

d'ou
p2 = p1
— el
2 -1

donc les pentes ne peuvent prendre que les valeurs -2 ou —1e

a) Si pour tout r <1 on a Pppy™ Pr = -2 alors les égalités p, = 1+ +k,
p2 - p1 = "'2, o0y pl - p1_1 = "2 dOnnent

p, =2(1=1) d'o k = 1-1 et p, = p, +2 (4-r)
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b) S'il existe r, tel que Py =P, = =1, pour tout r, r,<r< 1-1 alors on a

2

Py = Pp =P, = P3=oeee =0 -pr°=+2

2 =1
prc_ pr°+1 T eee = 91_1_ p1 =+

d'ou

e, l-1+k = 1+r,-2 ce qui donme r, = k+1
donc pour r < k+4, p, = P, +2 (1-r)

et pour k+41<r<1l, p, = l-r
iii) = i)
Pour r =1, ona r<k+1 pour k>o d'ol

p, = 1-1+k

Proposition 2

Si 1'infini est un point singulier d'ordre 1 > 2 de 1'équation différentielle

(E), alors les trois conditions sont équivalentes

i) p, = 1=

ii) p(a1) = 1=-2 et u(az)s 1-3
iii) Pr =1=r r =1, eeey 1
i) = ii)

p, = sup [o,u(a,) +1, pla,)+2] = 1~ implique

pla)+2 < 1-1 = p(a,) < 1-3
or p, , = sup [o,p,(a,\)+3— 1, u(az)+2(3-1)] >0
mais p(ay)+2(3-1) <3-1<o
donc p(a,)+3-1>o0 d'oh : p(a,) Z1-2 et p(a)+121-12=p(ap) +2

= “(3.1)+1=p1 =1-1

ii) = iii)

ona p, = sup [o,p(a1)+2-r) plaz) +2(2-r)]

sup [0, 1-r, p(a,)+2(2-r)] = 1-r
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car p(a2)+2(2—r‘) < 1-3+4-2r < 1-r pourr =1, 2, eee, 1

ii) i) Evident,

Démonstration du théoréme

Les propositions 1 et 2 montrent que la connaissance de 1%'ordre 1 et de 1'inva-

riant p, au point singulier a 1'infini, suffit a déterminer les autres invariante

On en déduit que la donnée en chaque point singulier Z,y eeey Zy de l'ordre 1

et de l'invariant o, détermine les autres invariantse Ce qui démontre le théo-

réme,
Remargges

1°) Dans la démonstration de la proposition 2 on a supposé 1 > 2 mais le théo-
réme est encore vrai pour 1 = 2 car dans ce cas il n'y a qu'un seul inva-

riant non nul a savoir Py

2°) Lorsque l'équation différentielle est d'ordre supérieur ou égal & trois la
donnée de 1'ordre 1 en un point singulier et de l'invariant p,, ne suffit
pas a déterminer les autres invariantse Exemples :

"

y'+zy =o

14

v+ 2y +ty=o
z = ® est un point singulier de ces deux équationse Leurs invariants sont
donnés par

pr = sup  [o,u(a,)+p (2-r)]

1<p<3

ce qui donne pour la premiére équation :

p, = sup [0, +3 (2=1)] = 4
pz = sup [0,1+3 (2-2)] =1
Pz = ©

et pour la deuxiéme :

p, = sup [0,2+2 (2-1), o+3 (2-1)] = 4
p2 = sup [0,2+2 (2-2), o+3 (2_2)] =2
p3 = 0

Ces deux équations ont bien le m8me ordre (1=3) et le méme invariant P, =4,

mais tous leurs invariants ne sont pas égauxe
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Détermination graphique des invariants

Les propositions 1 et 2 montrent que la donnée de 1l'ordre 1 en un point singu-
lier et de l'invariant Py détermine les autres invariantse Ces propositions
peuvent s'interpréter graphiquement de la maniére suivante :

* lorsque p, = l-19, onap, =1-r (proposition 2)e

Donc si AB est le segment de droite joignant (1,0) & (o,1) les p, seront les
ordonnées des points de AB d'abscisses r, r = 1, 2, see, le

* lorsque p, = 2(1-1), on a p, = 2(1-r) (proposition 1)e

Soit AC le segment de droite joignant les points (1,0) et (0,21) Les inva-

riants p, sont les ordonnées des points de AC d'abscisses r = 1, 2, eee, 1)e

* lorsque 1-1 <p, <2 (1-1), on a d'aprés la proposition 1 3

Pr [N +2(1-r)’ 1_<._1"S(p1+2) -1

pr =1-r, (p, +2)-1<r <1

Soit D le point de coordonnées (o, P, +2) et E le point de AB d'abscisse

(oq +2) - 1e L'équation de la droite (DE) est y = =2x + p, +2 (1-x)e Par consé-
quent les invariants p., pour r < (p,‘ +2)-1, sont les ordonnées des points de
DE d'abscisses r et lorsque r < (p,l +2)-1 ce sont les ordonnées des points

de EA d'abscisses r = (p,. +2)=1, seey 1-1, Lo
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3¢ Changements de fonction compatibles avec la relation d'équivalence

Etant donné 1'équation différentielle :

w”+a1w'+a2w” =o (), a; € (z)
on cherche les transformations qui permettent de réduire les coefficients de
cette équation sans changer la position ni la nature de ses points singulierss
Effectuons la substitution w = u@, ol ¢ est une fonction particuliéreo La
fonction u satisfait a 1'équation différentielle :

1 "

(a2 E) uir(pra g i Hu-o (2

Si Z, 5 eee, Z, sont des points singuliers réguliers et si 1'infini est un point

singulier d'ordre 1, on sait que :

P(z)

2, (2) = —
.H (z-zi)
i=1
et
Q(z)
aa(z) = m
.H (2‘21)2
i=1

ot P(z) et Q(z) sont des polynSmes dont les degrés dépendant de 1'ordre et de
1'invariant p, du point singulier z = =,
Choisissons ¢ telle que :
) Q_I_ ) R(z)
‘p m
mn (z-2z)
i=1

. ou R(z) est un polyndme dont on déterminera le degréo

Avec ce choix les points 2,5 eee, z; sont des points singuliers réguliers de
1'équation (2)e En effet les coefficients de u’ et u sont des fractions ration—

nelles dont les dénominateurs sont respectivement

m m
N (z-z,) et I (z-z, )2
i= i=

Examinons le cas du point z = ®g Pour cela posons :
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© p(z)
2 t2 ©  m
1 (z-z,)
i=
et
a2+a‘l% + % T i)
I (2-2,)°
i=
on a alors :
p(z) = P(z) + R(z) _
a(z) = Q(z) + 3 P(z) R(z) + } B(2) + S(z)
ot S(z) est un polyndme de degré < m-1 + R,

Soient 1, 1°, p1, p: 1'ordre et

le premier invariant de

(1)

et

-30-

(2)

respectivements On a alors :
Lemme
i) Si d°P<m+1-2 et si R(z) = -P(z) alors :
(1, p,) = (17, p!)
i1) Si dP =m+ 1 -2 et P, >1-1, il existe R(z) tel que :
bz Py
En effet

- Si &°P < m+1-2, on sait que :
2m+21-5 < &°Q < 2m+21-4 et que les invariants p, ne dépendant que du d°Qe.
Choisissant R(z) = =P (z) on a : p(z) = o
et Pq(z) = Q(z)
car & (PR) = ®°R? < 2(m+ 1-3) < d°Q
et d°S<m1+dPR<2m+1-3 < d°Q

L'équation différentielle (2) a donc les m&mes invariants que l'équation dif-

férentielle (1)s Ce qui démontre i)e

- Si &P =

m+ 1-2 et que Py > l-1, on sait qued®Q = 2m + P, - 2 (proposition 2).
Choisissons :
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On a alors :
d°p(z) < sup (d°P, d°R) < m+ 1-2
et on peut choisir ¢ tel que q(z) < d°Q car :
& (PR) = d°P + &R = &°Q,
d°R2 < & (PR) , et d°S < d°Q

a va donc figurer dans 1l'expression du coefficient de 22m+p1 -2. I1 suffit

de choisir g tel que ce coefficient soit nule Ce qui démontre le ii)e

Remarque
Lorsque p, =1-1 et &P = m+1-2, en prenant R(z) = @, 1'équation (2) sera équi-
valente a 1'équation (1), pour tout o € €, ¢ # o et pour tout m = 1.

A 1%aide de ces transformations et des propositions 1 et 2, nous allons cons-
truire toutes les équations différentielles linéaires du 2me ordre ayant un
point singulier d'ordre 1 a 1'infini. On se limitera aux cas oi 1<3 et ou le
nombre de points singuliers a distance finie est au plus égal a une De plus les

points singuliers autres que l'infini seront supposés régulierse.

L+ Equations du 2me ordre ayant un point singulier régulier a 1l'%infini

a) Equations n'ayant aucun point singulier & distance finie

la forme générale de ces équations est :
w +P(z) w+Q(z)w = o
ol P(z) et Q(z) sont des polynSmes.
z = ® est régulier « p, =0 &
p(l)+1 <oet p(Q)+2<o0 & P(z) =Q(z) = o

d'ou l'équation

b) Equations ayant un point singulier régulier a distance finie

On supposera que ce point est z = os La forme générale de ces équations est :

2w +zP(z) w+Q(z)w =0

ou P(z) et Q(z) sont des polyndmes

z = © est singulier régulier si et seulement si :
¥ » est singulier
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ce qui équivaut a :

c!

“[2_113(2)] +1 < o, p[z—zQ(z)] + 2 < o0 et z = singulier

e d°P <o, Q< 0o et 2z = » sgingulier

d'ol 1'équation :

v’ +azw +bw =o0 avec a#Zoub;éo

est 1'équation d'Euler,

5e Equations du 2me ordre ayant un point singulier a l%'infini d'ordre 1 = 2

a)p1 = 1-4 =1

*

Si 1'équation n'a pas de points singuliers a distance finie, sa forme générale
est :

w + P(z)w’ + Q(z)w = o

oi P(z) et Q(z) dont des polynSmes dont les degrés sont tels que
PP 1-2 =0 et d°Q< 2(1—2) = 0
Dire que p1 =y @
1 = sup [d°P+1, Q+2]=2>Q=0et P =
d'ol 1'équation différentielle
"

/
w + aw = o avec a#o

Posant az = x cette équation devient :

w + W =o0 5 o1

Si z = o est un point singulier régulier, 1'équation différentielle s'écrit :
2w +z P(z)w' + Q(z)w = o |
oi P(z) et Q(z) sont des polynSmes dont les degrés satisfont aux conditions :
dPP<m+l1-2=44+2-2 =14

Q<2(m+1-2) =2

Pour que p, =1 ©

sup (p(z'P(2)) + 1, p(z"%0(z)) + 2] = 4

sup [®P; Q] =1

ooo/.o
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dtou l'équation :

22w’ + (a, +a,z) zw’' + (b, +b1z)'w = o

avec a, #o ou b #o

- Si a, 75 o et b quelconque, posons w = u@ ol ¢ = exp(f t )

ou o est un exposant au p'oint singulier z = os On obtient alors 1'équation

différentielle :

z2u” + (a, + 2a+ a1z) zu’ + (aa1+ b1) Zu = o

b

Posant -2,z = X, 3, +20= -c, o + L = a, on obtient :

xu 4+ (c-x)u’ - au =o0 5e2

c'est 1'équation hypergéométrique confluente de Kummer

- S5i a, = 0, alors b1 ;é o

un changement de fonction analogue au précédent et en choisissant ¢ tel que

a, +2a =1, donne 1'équation :

z2u’ + zu' + (p+b1z) u=o

et si 1'on pose x = b,z, on arrive a 1'équation :

2u’ +xu'+ (A + x)u=o0 53

b)p1 =2

- Si 1'équation n'a aucun point singulier a distance finie on peut l%écrire :
n

W +P(z)w' + Q(z)w = o

ot P(z) et Q(z) sont des polyndmes tels que d°P < 1-2 = o et
d®Q < 2(1-2) = o, D'autre part p, = 2 implique :

sup (d°P+41, d°Q+2) =
donc Q(z) = constante non nulleo On a ainsi l%'équation différentielle :

w + aw’ + bw =0 avec b;éo
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* Si a = o, posant x = kz avec k* = b, on obtient 1'équation :

w +w=o0 Sek
* Si a ?5 o, en posant
z
W = u exp (JZ-J o dt) avec @ tel que
z

]

1
-Eotz + -;:aa+b = o0, on obtient 1'équation :

u’ + (a+@) u’ =o

dont l'invariant py < 2 et l'ordre 1 < 2,

~ Si z = o est un point singulier régulier de 1l'équation différentielle, elle

s'écrit alors :
z2w" + P(z) zw' + Q(z) w = o

oi P(z) et Q(z) sont des polyndmes de degrés inférieurs ou égaux a 1 et 2

respectivemente De plus p, =2, ce qui implique que d°Q = 2, D'ol 1'équation :

2Zv" + (a, +a,z) zw' + (b, +b,z+by,Z2)w=0 avec b, # o
* 8i a, = o, posons

1
z
1 o dt
w=uexp(—-2- T)

Z,

et I’équation devient :

[+
1]
o

22ull+(a°—a) Zu' + (bo— %a(ao—1)+i.a2+b1z+ b222)

choisissant @ tel que a, -~ = 1, on obtient 1'équation

Z2u” +zu’ +(-22 +bz + byz?)u =0

- Si b1=o, posant x = b,z cette équation devient :

x2u11+xul+(_a2+x2)u=o 5 5

clest 1'équation de Bessels
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]

- Si b, # o, posant u = z W, on obtient 1l'équation :

22y" + (-a2 +i‘:+ bz + byZ?)w =0

l_;

1
2 -
i J = ] = 2
et si 1'on pose x = 21ib, z et k b1/2i by
1'équation précédente s'écrit :
4 2
- a
" 1 k E _
W+(_A+x+ Jw =o0 56

c'est 1'équation de Whittaker,

1
oz
- Si a, 75 o, en posant w = ue 2 et en choisissant ¢ tel que

b, + %a + i;az = 0, on obtient une équation différentielle dont l1l'invariant

p1<2

6e Equations différentielles du 2me ordre ayant un point singulier d'ordre 3

a 1%infinie

a)p1 =2

1°) Si 1'équation différentielle n'a pas de points singuliers autre que 1'infini

elle s'écrit :
w +P(z) w' +Q(z)w = o

dire que Py, = 2 implique (d'aprés la proposition 2) que d®P=1 et Q= os

D'ou 1'équation différentielle :
w”+(a°+a1z) w +bw =o avec a, # o

posant x = kz avec k® = a,, cette équation devient :

1

w + (atx) w +cw =o0

et si 1%on pose a+ x = - 2 t, on obtient 1'équation différentielle
i !
W -2tw +Aw = o0 Gel

c'est 1'équation différentielle d'Hermites
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Si z = o est un point singulier régulier, on a alors l'équation différen-

tielle :
22" +P(z) zw' + Qz)w = o

ot P(z) et Q(z) sont des polyndmes de degrés inférieurs ou égaux a 2 et 4
respectivement,
Si p‘| = 2, alors la proposition 2 donne d°P = 2 et d°Q < 2,
D*ol 1'équation différentielle :

2w’ +(a, +a,z+ay2?) zu’ + (b, +byz + bpyz?) w = o
avec ap # 0Oe

A

Posant w = u exp (- -12-} o—l%E) et choisissant o tel que

Z,

1
Iaz_%a (2, -1) + b, = o0

on arrive a l%'équation différentielle

1!

zw' + (ﬁ+a1z+ a222)wl+ ('y+62) W= o

posant x = kz avec k% = a, on obtient 1'équation différentielle

xw’+ (a+bx +x) w'+ (c+dx)w = o 6«2

b) p, =3

~ Si 1%infini est le seul point singulier on a l'équation :
w”+(a°+a1z)w'+(b°+b1z)w=o avec b, # o

(@'aprés la proposition 1)e

4 = 0, posant

z

w =u exp (- %j a, dt), l'équation devient :

Z,

u”+(bo-'zr a‘f +qu)u =0
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Si 1%on pose x = kz avec k3 +b1 , on obtient 1'équation différentielle :
v+ (y+x)u =o

Enfin, posons t = —(y+x) on aura l'équation :

u-tu =o0 6e3

Cl'est 1'équation différentielle d'Airye

* Si a, # 0, on pose
z

w=u expj —-12-01 dt et 1'équation devient :

zo
2 Qa aa
u”+(a°-a+a1z)u'+[gl? - —2-2- + b, + (b‘l-_il) zju=o

oa , v
choisissant ¢ tel que b,‘ - -—23- = o, on est ramené au cas p1 =2

- Si x = o est un point singulier régulier, on a l'équation différentielle

(d*aprés la proposition 1)
2w’ + (a, + a,z+ ayZ? )zu' + (b°+b1z+b222 +bsz°)w=0 avec by # o

¥ Si a, = o, on pose

z +oat

a,
w=uexpj —%-—taj—dtet
4

(=]

1'équation différentielle devient :

2
a’
1
2u” +[b, *15 ag - 15 Z+(b ~Fa a)z+ (bZ'T)22+b323]u - °

posant x = kz avec k3 = b; on obtient 1'équation différentielle :

2u’+(a+tbx +ecx*+x3)u =o0 6 ok

* Si a, 75 o, posant

r4

w=uepr -
z,

dt

VIR
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et choisissant ¢ tel que bz - 12-01 a, = 0, on est ramené a une équation du

type p1 = 2e

c) p, =14

- Si 1l'équation n'a pas de point singulier autre que z = », elle s'écrit,

d*apres la proposition 1,
w + P(z)w' +Q(z)w = o
avec d°P < 1 et d°Q = 2
¥ Si d°P <1, on a 1'équation différentielle :
w + aw + (b, +b1z+b222) w=o0

qui donne en posant w = u exp (-%z) :

u”+(a+b1z+b222)u = o
Posant x = kz avec kf= -by, on obtient :
u'+(B+ x-x2)u=o0

cette équation peut encore s'écrire :

u"+[,3+§f- - (x-527u =0

Posant x - g = t, on obtient 1l%'équation différentielle :

'+ (y=-t)u=o 6.5

clest 1'équation différentielle de Weber.
¥ Si &°P =1, on a 1'équation différentielle :
v+ (a, + a1z)w'+ (b, +b,2+by2%)w = o

et si 1'on pose w = u exp (+-12-a22) avec ¢ tel que o +o a, +by = o on est

ramené a une équation différentielle pour laquelle P, < ke

- Si z = o est un point singulier régulier, on a d'aprés la proposition 1,

1*équation différentielle
zZ2w" +P(z) zw' +Q(2z)w = o

~avec d°P < 2 et d°Q = 4,
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¥ Si d°P < 2, on a alors 1'équation différentielle
2w’ + (2, +2,2) zw' + (b,+ b,z +by22 +by2d + bhzl*) w=o0

qu'on peut transformer en posant :

z

a, + t
w=uexp(—%) J_.%ﬁ_dt)
ZO

ce qui donne 1l’¢équation différentielle
2u’+ (@+Bz+ yZ2 + b3z3 + bhzl*) W =o0

et si 1%on pose x = kz avec K = b, on obtient 1'équation différentielle :

x2u”+(a+bx+cx2+dx3+xl*)u = o0 646

* Si d°P = 2, on a alors 1'équation différentielle
2w’ + (a, +a,2+ ayz?) zu' + (b, + b, 2+ b2 +oyz3+bpZh) w = o

et si 1'on pose w = u exp (Jz-azz) avec @ tel que o? +oray,+by, = o,

on obtient une équation différentielle telle que p1 < Le

Conclusions

Les classes d'équivalence des équations différentielles linéaires du Zme ordre
ayant un point singulier a 1%'infini d'ordre 1 < 3, de premier invariant P, et
admettant au plus une singularité régulieére (en x = o), sont représentées par
les équations du tableau ci-aprése.Ces classes d'équivalences sont caractérisées
par le triplet (1, Py s m) ol m vaut 1 ou o suivant que le point x = o est sin-
gulier ou nones Sur ces triplets, on définit la relation d'ordre suivante (appe~

lée ordre lexicographique) :
(1, () m) < (11: P.;’ ml) ad
1l'une des trois conditions est réalisé :
i) 1 <1’
ii) 1=1"etp, <p,

iii) 1

' / /
17, P, = P, et m<m
d'ol la classification de ces équations différentiellese
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py =o ) W = o0
1l =4
p, =o 1 2w + axw' +bw =0 (Euler)
p1 =0 o W”+W, = o
p, =1 1 xw + (c=x) w' - aw = o0 (Kummer)
1 =2
p1 =2 o w”i-w = 0
1.k i‘:—a2
_ ” _ k 4 - .
p, =2 1 w4 [ Zt-+x - ]w o (Whittaker)
b1 =2 ) w = 2xw' +Aw =0 (Hermite)
p, =2 1 xw' + (a+bx + ) w +(c+dx) w=o0
p, =3 ) w - xw =o (Airy)
1 =3
P, =3 1 x2w”+(a+bx+cx2)w=o
P, =4 o w +(y - x%) w=o0 (Weber)
p, =4 1 2w+ (a+bx+ e +d3 + ) w=o0
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CHAPITRE III - DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES
AU_VOISINAGE D'UN POINT
SINGULIER IRREGULIER

Dans ce chapitre, on se propose d'établir une relation étroite entre les inva-
riants p, en un point singulier irrégulier d'une équation différentielle et
les développements asymptotiques des solutions de cette équation au voisinage

de ce pointe

Dans toute la suite le point x = ® sera supposé singulier d'ordre 1 =2

—

de 1'équation différentielle :
Y a0 YT bt A @y =0, e T (®)

Définitions

1°) Le pélynGme :
x(0) (X) = X"+ 2 ()X 2 (D), (x™24 vee +x2@D; (1)

sera appelé polyndme caractéristique de (E)

2°) L'équation différentielle (E) est dite simple & 1%'infini si l'invariant

de Katz g est entier et si le degré d = ne

Remargue

Lorsque le point a 1'infini est singulier, les invariants p, sont donnés par :

p. = sup [0, p(a,)+p (2-r)]
1<p<n

d'ol

o=p, = sup [o, p(a)+p (2-1)]

1<p<n

ce qui implique que pour tout p, 1<p<n : xp(z—l)ap(x) est holomorphe & l'infim
et par conséquent les coefficients du polyndme caractéristique sont holomorphes

a 1%infini.
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Théoréme _
Si 1'équation différentielle (E) est simple et si toutes les racines de ¥(=)(X)

sont distinctes alors (E) admet une matrice fondamentale de la forme :

Y(x) = ?kx) 0 exp Q(x)

i) g(x) P(x) z(x) avec :

1

9
x&™1
P(x) .

0 (=g

(transformation de Turritin)

Z(x) posséde un développement asymptotique de la forme

@© .
z ij—']pourx-éw,xés
j=o

(S étant un secteur angulaire centré 2 l'origine et inférieur a m/1-1)

et det io # o

ii) D est une matrice diagonale constante

1~ pi/n g ;
iii) Q(x) = £ B, x = T B, xE
joq 1 121 i

ol g est 1l'invariant de Katz, les B; des matrices diagonales constantes et

n .

B, = —
(+] p1 .
les )\, étant les racines de x(«)(X).

La démonstration de ce théoréme utilise les résultats des deux propositions

suivantes :

Proposition 1

Si 1'invariant de Katz, g est entier alors X(=)(X) = o posséde n-d racines nulles,

ou d est le degré de la singularité.
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Posons b, (x) = xJ'(Z—l)aJ(x) = x play) +j(2-1) a?(x)

ol aj(x) est holomorphe a 1'infini et a?(eo) # 0e On a alors :
x(x)(X) = X"+b, (x) X"+ eee + by (x)

Dire que g est entier entraine que g = 1-1 et il existe d, 1<d<n tel que :

u(a, ) +d
g = 1-1 =-———d——-

-~ Si p<d alors
u(a,) +p
p

< 1-1

ce qui donne p(a,) + p(2-1) < o® pu(b,) < o
- Si p =d alors p(ay) + d(2-1) = o = p(b,)
p(ay) + p

- Si p>d alors —-T)—-< 1-4 ce qui donne :

p(a,) + p(2-1) < o ou encore p,(bp) <o, p>d

dtoi 1 x(=)(X) = X% by (@)X "+ vee 4 (=) X% aau + b, (=)

or pour p >d, pu(b,) <o=b,(») =0 si p>d

et pour p = d, y,(bp)=o=>bd(oo)7£o. D'ol :

n n—1 n-d n—-d,.d d=- :
x(®)(X) =X b, () X"+ vae +1y (=) X7 = XIx 41, @)X+ ee 45, (=)
avec by (=) 7'4 oe Ce qui démontre la proposition 1

Proposition 2

Si 1'équation différentielle (E) est simple alors :

pr =n(g+i1-r), 1<r<l~
g étant 1l'invariant de Katz,

Par hypothése g est entier et d = n =

u(a,) +n pla,) +p
= — > >

g pour tout p< n

ooo/oo
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d*or : p(a,)+p<pg
w(a,) +p+pl1-r) < pg+p(i-r) =
p(a,) +p(2-r) < p(g+1-r)

or g est entier, donc g = 14 et g+1-r = l-r > o pour tout r < 1+

d*od : p(a,)+p(2-r) < p(g+t1-r) < n(g+1-r) et :

pr = sup [o, p(a,) +p(2-r)] = n(g+1-r), r=1, eee, 1=
1<p<n

Remarque
—

AeHoeMe Levelt a démontré des résultats analogues 2 ceux des propositions 1 et 2
(voir [5]).

Démonstration du théoréme

L'équation différentielle (E) peut s'écrire :

y o 1 o o y
! {
y']= o o o o y
n-—1 o o) o 1 *
y ) —t
cay () —a_(%) ~a2(x) -2, () ytw=)

Posant Y = P(x)Z, c'est-a-dire :

y 4 o o z,
Y’ O xq [0} 22
: 14
(o] o} o] d
NEEDY AL W (el |,

1%équation précédente peut alors s'écrire :

x 9 z’ = B(x)Z avec :

ooo/oo
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f w
o 1 o LI I o o
o) —C[)_l(q-‘-1 ) 1 e o o o
B(x) =
o o 1 o
° o ~(n-2)qx () 1
e B A T —a gz —a, 3% (1 ) XL T
\ /

B(x) sera holomorphe & 1l'infini si et seulement si :
q+t1 20 et play)-jg<o
la deuxiéme condition est équivalente a :

pla,) +j

pa)+5 < jatt) = —5

< qt1

Donc si 1l'on prend q+41 = g (invariant de Katz), B(x) sera holomorphe a 1'infinie

Les valeurs propres de B(w) sont les racines de 1'équation :
X(@)(X) = X"+ b, (2) X'+ eee + b, (=) = o
N j (41—
ol by (x) = xJ( g)a‘,(x)

Puisque 1l'équation différentielle est supposée simple, la proposition 1 implique
qu'aucune valeur propre de B(«) n'est nulle. Notons Ayy eee, A, ces valeurs pro-

pres qu'on suppose distinctese Dans ces conditions on peut affirmer que
(voir [7])
> D
Z(x) x exp Q(x)
est solution de 1'équation différentielle :
x_(g_1) z' = B(x) Z
avec :

* Z(x) ~ dans tout secteur ouvert d'angle au centre plus

J petit que : 7/g et det 2° # o

™8
" |L.P'1 »

ooo/oo
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* XD matrice diagonale constante

B

* Q(x)

©

xg+B1 Xg_1+ooo+B X

0,/, ool P1-1/,

d'ou :

Y(x) = P(x) z(x) <L exp Q(x)

?(x) L exp Q(x)e

ce qui démontre le théoreéme.

Proposition 3

Si les coefficients de 1'équation différentielle (E) satisfont aux conditions :

M) pla)
i) > < — pour tout p < n
play,)
ii entier
alors :

a) 1'équation différentielle (E) est simple & 1'infini

b) les racines de x(=)(X) = o sont distinctess

En effet on a ¢ pour tout p<n :

u(ay) p(a,)+p  p(a) +n
+1 = <

D 5 o =g=>d=n

et de plus g est entiere. Ce qui donne le a).

ooo/oo
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D'autre part, puisque g est entier, il est égal & 1-1, D'ou :

u(a,) + p(2-1) <o et pu(a,) +n(2-1) = o

Si b,(x) = xp(2—1) a,(x), ona :

by (=)
et b, () 74 o

ce qui donne x(=)(X) = X"+ b, (»)e Ce qui démontre le b)e

o pour tout p =1, eee, nN—1

Nous allons montrer que pour les équations différentielles de la physique mathé-
matique, on peut toujours se ramener a une équation satisfaisant aux conditions

i) et ii)e

Proposition 4

Toute équation différentielle linéaire du 2me ordre peut &tre transformée en une
équation différentielle :

v + b u'+b2u=o
1
telle que :

(b3)
D pb,) < 2

ii) p(b,) est paire

En effet, soit (E) 1%'équation différentielle :

vy o+ a1(x)y'+ as(x)y =o

p(az)
- Si u(a,) = —>— on pose y = z¢ et l'équation différentielle (E) devient :

oz" + (20" + a1<p) z' + ((p”+a1(p'+a2(p) z=o0

Choisissons ¢ de sorte que 2¢’ + 2,0 = o, c'est-a-dire :

o(x) = exp (- -1?: a, (t) dt)
X,

ooo/oo
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et z satisfait alors a 1'équation différentielle
Z” + b2Z = 0

1
dans laquelle on a : p(b1) =-2 <3 p(bs)

. 1 . . .
- Si u(aq) <3 p(az) et que u(a2) est impair, on pose x = t2, on obtient alors

la nouvelle équation différentielle :
y'+ [2¢t a1(t2) - t_1] v +ht?a, (¥)y = o

Soit, b, (t) = 2ta, () - t7! et by(t) = 42 ap (1)
* I1 est clair que p(b,) est pair
* D'autre part, p(b,) <1% p(by), en effet : % u(by) = play) + 1= g, qui est

> o puisque 1 = 2 et p(b,) < sup (-1, 2p(ay) +1), dol

p(b1) <1 <g
et u(by) < 2p(a) +1 < p(az) +1
puisque par hypothése 2 p(a1) < u(az)e

Donc la nouvelle équation satisfait aux conditions i) et ii) de la proposition

et par conséquent on peut lui appliquer le théoreme.

Exemples
le Equation hypergéométrique confluente de Kummer

xy" + (cx) y'-ay =o (1)

On a pour cette équation différentielle

-1

u[(c—x)x_ﬂ] =0 et p(ax—1)

Pour se ramener au cas de la proposition 4 il suffit de poser 3

et on obtient 1'équation différentielle (de Whittaker) :

k 2'{‘”2

W+ (- % + o+ > ) w=o0

-a et p-= % (c+1)e On peut lui appliquer le théoréme.

\V] Nel

avec k =

ooo/oo
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Les invariants au point x = ® sont p, =2 et p, = o donc les solutions de cette
équation admettent pour x tendant vers 1'infini un développement asymptotique

de la forme :

ﬁ(x) X exp Q(x)

avec,
1—1 P:/2 p,/2 M o
Ax) = T B _, X =B, x et B, =
r=1
o Az

ou A1 et A> sont les racines de 1'équation :
2 1
X(®)(X) =X -p=o

ce qui donne :

2
B, =
o 1/2
* Pour déterminer D, on pose :
W 1 1
. =_l . .Y
2 2

ce qui donne l'équation différentielle :

—1/2 o k k % - F? t - u2

YI

i}
:
-
o
2

VA B S R S LT

(A, +A1.-1;+ Ag ;32-) Y=AY

Les valeurs propres de A, étant distinctes, on sait que (voir [7], théoreme 1242

page ) il existe une transformation

Y=P(x)Z=(3% ) z
r=o0 x -

telle que l'équation différentielle YI = AY devienne :

z' =B(x) z

ooo/oo
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™8

ou B(x) = r

B -1; avec Br : matrice diaggnale constante
X
(o]

r
et on a la relation : P'(x) = A(x) P(x) - P(x) B(x) qui permet de calculer les B,

Si 1%on choisit P, =1 et B, = A,, on obtient

On en déduit que les solutions de 1'équation différentielle Y = AY admettent

pour x tendant vers 1'infini le développement asymptotique :

~ B1
Y(x) x ' exp (B, x)

~ @ ~
avee Y(x) = T Y,
r=o

|1
;? ’
ol S est un secteur centré a 1'origine et d'angle au centre plus petit que 7

D%ou

1
-2 1/,

Donc les solutions de l'équation différentielle de Whittaker admettent pour

x € S, x> =, le développement asymptotique :

1
k o -2 X °
ﬁ(x) x exp (2)
o -k o) %-x
1 1
~ (-] 1 ~
ou W(x) = T =W, et W, =
r=o X
1 L
2 2
Posant
w(®)  uax)
W(x) =
u (x) uy, (x)

ooo/co
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la premiére ligne de la matrice (2) donne :

X

2

it
-~

W () () E e 2, u(e)

wo(x) ~ up(x) e y us(=)

[\V b
L[}
-

Revenant a 1'équation (1), on a :
-a
v, (x) ~u () x

-c+
yo(x) ~ uy(x) x ctra o

pour X € S, x >+

On retrouve ainsi des résultats bien connuse

Remarque
Lorsque ¢ = 2a, l'équation différentielle de Kummer donne, en posant
L= p.3
: 2" 2 e
x=2iz et y=x e W, l'équation :

2w +zw (-2 +22) w=o0 avec ‘y=a-1§

c'est 1'équation différentielle de Besselo On en déduit que cette équation diffé-
rentielle admet pour z - =, \a.rg z l < 7 le développement asymptotique :

\S] B

w1(z)~v1(z) z e 12

iz

=

wo(z) ~ vy(2z) z- e

ou v1(z) et vo(z) sont des séries en %. D'ailleurs, ce résultat aurait pu &tre

établi directement (voir[77] page 63)e

2¢ Equation d'Hermite

Y”—nyl'i'ky = o

Cette équation ne satisfait pas aux conditions i) et ii) de la proposition 4

puisque p,(2x) > p()\). ‘On la transforme en posant ;

ooo/oo
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et on obtient 1'équation différentielle (de Weber) :
"

v +(y-x2)u=o0 avec y = A\ +1

Son polyndme caractéristique est :

x(x)(X) =% + 2(2-1) (y - £2)

or on sait que l'ordre de cette équation est 1 = 3+ D'0Ou les racines de 1'équa-
tion :

X(@)(X) = o
sont -4 et +1.

Dtautre part les invariants au point x = » sont P, =4, pp=2 et Pz = 0e On en

déduit que 1'équation de Weber admet un systéme fondamental de solution de la

forme :

-1 Q

¥(x) =P exp * + B, ex

1
2
o 1

ou ?(x) est développable en série en 3‘- pour x » =, |arg x| < /2.

Pour déterminer B1 et D il faut faire subir a 1l'équation de Weber une suite de

transformations de telle sorte que l'équation différentielle finale soit la forme :

x 1z’ =B(x)Z, q€ N

LI
oi B(x) = ¥ =~ B, et oi les B, sont des matrices diagonales constantes
r=o X

(voir [77] page 52)

: u 1 o
Posons 3 , = .Y

et 1'équation différentielle de Weber devient :

o 1
-1 I}
b'd Y1 = Y1
- L -
1 x2 x2

ooo/oo
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puis, on pose Y1 = Y,,

~1 1

ce qui permet de diagonaliser la matrice constante de 1'équation différentielle

précédente. On obtient ¢

-1 o y-1 +4

- 1 -z x?_

X Y2 = + ?‘ Y2
o 1 1%1 -X%l

Enfin, on transforme cette derniére équation différentielle en posant :

(-]
Y= I 5 B Z=P(x)Z
r=o0o

et 1'on obtient la nouvelle équation différentielle :

1 - A
x 2'= T =— B, Z
r=o X
en choisissant P, = 1 et B, = A,, on obtient :

Zi%l o
B1 =0 et B, =
d'olu
-x2 o
- B
Z(x) ~ Z(x) x 2 exp %
(o) x2

ooo/oo



ce qui donne :

x o e o
Y ~ ?{(x) "
1 2
) X o e 2
1 o 1 1
avec Y(x) = : . P(x) Z(x)
o X -4 1
Y4 ¥s
Si 1'on pose ?(x) =
‘};3 §ll,

on obtient, pour 1'équation différentielle de Weber, le systeme fondamental :

=1
% (x) = ‘};1 (x) «x 2 ’ ?1 (=) =1
Y+
. - 2 .
u2(x) = YZ(x) X ’ ya(oo) =4

o y,(x) posséde un développement asymptotique en série entiére en x| dans

tout secteur d'angle au centre < g .

On en déduit que les solutions de 1'équation différentielle d'Hermite admettent

m
pour x = ®, \arg xl'< 5 le développement asymptotique @

y/

) T x 2, Fe) =
-(1+%)
Yg(x)’” ?2(x) X 2 exa, ;2(w) = 1

ooo/oo



3¢ Equation différentielle d*Airy

y' - xy' =o (1)
3 .
son grade g = >» pour le rendre entier on pose
2/
2 =2 3 x

ce qui donne la nouvelle équation différentielle :

4

vV -ty -ty=0 (2

qui satisfait aux conditions de la proposition L. Ses invariants au point
t = » sont : :
p,=6, py=L, py=2 et p =0

et son polyndme caractéristique est :

x(£)(X) =X = t73% - 4

d'ol les racines de x(»)(X) = o sont =1 et +.

Le théoreme donne alors :

Wi

1 o “ -1 o
¥(t) ay exp ] 't::s't-B,1 t2+82 t
t2 o +

comme systéme fondamental de (2), ot Y(t) posséde un développement asympto-

tique de la forme

)

1
-

tl‘

T8

r pour t - + o, largt|< g
o

Pour calculer B,y By, D et ?, s ON pose @

b= Gl

et l'équation (2) devient :

1 1
-1 o -2 2
£y, = + ) 30 ¥ =AY, (3)
o 1 3 -1 1
2

ooo/oo
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On cherche 2 transforme (3) pour n'obtenir que des matrices diagonales au
second membre de 1'équation différentielles Pour cela, on sait que, lorsque

les valeurs propres de A(») sont distinctes il existe une série formelle

[+ .
z P, t™" avec det P, # o,
r=o

telle que la substitution formelle :

change 1'équation (3) en 1'équation :
[ -]

t2z'= £ B tF z
r=o

oi tous les B, sont des matrices diagonales constanteso

Cette substitution donne :

-4 o - % [o]
B, = ,B1=Bz—oetB3—
(e} 4 o _12-
o Tf
P°=I,P1=P2=o et P3=
i o
I
d*ou, pour t =2 «
3
=1 o -t_ o
Z 1 3
© -r ~ [0} -
Y, ~ T P ¢t z(t) t exp
r=o 3
o t

.oo/oo



Posons ?1(t) = P, £r E(t)

ﬁ ™8

on a alors ?1(0) =P, xI=1

et si 1'on pose : .

on aura
_1 _2
t 2 (o] e 3 o
Y ~ ¥(t) X
1 3
o t 2 o e 3
avec Y(=) =

-1 1

' L
D'ol 1'équation différentielle (2) admet pour t » « |arg t| < 3
le développement asymptotique

3
1 o t o e 3 o

() X

(\S] g

(&)

[T
Lulq;

o © o) t o e

La premiére ligne de cette matrice donne :

-1 8

u(®~a )t 2 e 3, § (=) =
L £
2 3

up(t) ~By(t) £ 2 e 3, Gy(e) =1

) ooo/oo



ce qui donne pour l'équation différentielle d'Airy pour x = «=,

-1 -2, 3/2
0~ 5,0 x b3

wn
»

1
- F

va(x) ~ ¥o(x)  x e ,

-

?x(r) étant des séries en x
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