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INTRODUCTION

Etant donné lréqrat ion di f férent iel le :

do v .lr1 v

- ,  un(*)  fu f  r  ooo + n, (x)y = o
df dx"

où les ^, (*) sont des fonctions méromorphes au voisinage de x = o' on sait

cFre : x = o est un point sinErlier régulier si et seulement si, pcrr totrt

i = 1 r ... r f,r âr (x) possède un pôle drordre inférieur ou égal à i' Un point

singulier qui nrest pas régutier est dit iII]IIlggI

prusieurs indices permettent de nesurer le degré de complication dfune singu-

I  ar i  tér

r. ]NDICE DIIRREGULARITE DE B. MAIÆRANGE [6I'

n  
d P  |  -  - !  - - a  - - i r ; .  l ^  1 1  r

Si D est t.opérateur D H Sr + I o, trirrégularité de D est par

p=o dx-

déf ini t ion loent ier :

i (D )  -  sup  [u (+ ) -n+P-u( " r ) l
o < P < n

où u : t*) >z.u l- l

définie Par :

, ( + )  =  @  s i  a o ( x )  =  o o  E t  s i

"rr." {(*) hotoorPhe en zéro

On a le résultat suivant :

an (x) I o'

et {(") I

on

Oo

x = o est un point singulier régulier si et seulement si i(D) = o

2.

Si

INVARIÆ,ITS DE R. GERAnD et A.H.M. LEVELT [31

(E) est lféquation différentielle :

(r")ty * î  b, (*) 1t") iv = o, br (*) e Ct*t
i =o

. . .1..
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c|'l

au

T" est lf opérateur f $, " 
entier strictement

point singulier x = o, sont les entiers P, r r

positifr les invariants

=  1 r  2 r  . . . r  d é f i n i s  P a r

P" = o. iT"-,  [o,  -u(u') ]

ot f  y  est  I rappl icat ion précédemment déf in ieo

Les invar iants p,  jou issent  des propr iétés suivantes :

i )  i l  e x i s t e  u n  e n t i e r  L > 1  r  t e l  q u e

i i )  P ,  >  Pz  )  o ro  >  Pt - r  7  P t

i i i )  Ia singular i té est régul ière si  et

i " )  p1  =  i (D)  ( ind ice  dr i r régu la r i té  de

Lrent ier I  est l rordre de Ia singular i té

p - = o P o u r t q r t r > 1

seulement si I =

Matgrange)

3. INVARIANT DE Ii{12 lz)
Lrinvariant de Katz est Ie rat ionnel :

r = sup t", #]
o< P< n-1

où les br(*) ,  i  = o1 ooo t  f -1t  sont les coeff ic ients de lréqqat ion (E) précé-

dente lorsque r = 1r On a le résultat suivant :

Le point singulier x = o est régulier si et seulement si le rationnel k = o.

Lfobjet de cette étude est de montrer gue l-a connaissance des invariants p,

(de Gérard-Levett) et k (de Katz) permettent dtexpliquer et de retrouver

certains résultats classiqnes des éqtrations différentielles linéaireso Dfautre

part ils permettent une ncrlvelle classification de ces équationso

Le chapitre premier est consacré à lrétude des propriétés des invariants

p" et k. On montrera notanment qrre les invariants p" satisfont à lrinégalité :

1 - r S P r S n ( f - r ) ,  r  =  1 7  o o o 1 l

cù n est lrordre de ]réquation différentielleo On donnera également une nou-

velle démonstration drun résultat obtenu par A.H.M. Levelt aans [5] à savoir

que le polygone formé des segments de droites joignant les points (r, p, )

. . . f . .
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a u x  p o i n t s  ( r + 1 r  P 1  * .  )  o * "  r  =  1 ,  2 1  o . . 2  l - t ,  e s t  c o n v e x e o  P u i s  o n

montrera c{ue lrinvariant de Katz est Iié à lrordre I du point singulier

par 1a relat ion z i - .2 < k< 1-1. Enf in on dorurera l ral lure généra1e des

équations différentielles linéaires drordre n ayant un point singulier

dfordre 1. Ce chapitre sOachèvera par l rétude du cas part icul ier des

éguations différentielles de Ia physique mathématiquer

Au chapitre I I  en sr intéresse à Ia classi f icat ion des éguat ions di f fé-

rentielles linéaireso On établira clue pour les équations différentielles

du deuxième ordre Ia donnée, en chague point singulier, de lfordre I et

de lrinvariant p. r suffit à déterminer les autres invariants Pr. Ce ré-

sultat permet une classification complète des équations différentielles

du 2me ordreo A titre drexemples on retrouverar en appliquant le résultat

précédent, les équations différentielles de Ia physique mathénatiguee

Au chapitre III, on srintéressera aux développements asymptotiquesr au

voisinage drun point singulier irrégulier, des solutions des équations

différentielles de Ia physigue rnathénatiqueo Pour ce fairer on utilisera

un théorème classique (voir [7], tne"rème 12.3) qui donne Pour une égua-

t ion di f férent iel le :

* - 9  Y '  =  A ( x ) Y , q €  N ( r  )

lrallure générale des développenents asymptoticlues au voisinage de lrinfinit

lorsque A(x) est holonorphe au point x =.o et que les valeurs propres de

A(-) sont distincteso Si A(x) nrest pas holomorphe à lrinfini, on montrera

qu'il existe une transformation :

y  =  P ( x ) Z

qui change I té4rat ion (1 ) ,  en 1réçrat ion di f férent iel le :

* 'h z '  = g(x)z

o; g(x) est holqnorphe au point x = @o On donnera des conditions suffisantes

por11' gue f(c") admette n valeurs propres non nulles et distincteso On montrera

que dans ces conditions il existe une relation sirnple entre les invariants

au point singulier irrégulier et les développements asymptotiques des solu-

tions au voisinage de ce point singuliero Enfinl on montrera cJue toute é$ra-

tion différentielte de la physique mathématique peut être résolue asymptoti-

qtrement de cette façono-



CHAPITRE I - INVARIANTS DES EQUATIONS
+

DIFFERENTIE. LLES LINEAIRES

HOr,IæENES DTORDRE n.

L0objet de ce chapitre est drétabl i r ,  pour une équat ion di f férent iel le l inéaire

hcmogène d0ordre n, les propriétés des invariants de Gérard-Levelt et celles de

lfinvariant de Katzc Ceci en vue dfétudier les invariants des éqtrations de la

physique mathématiquer

1. Forrnules donnant les invariants en un point singulier

Proposit ion 1

1) Si x = o est un point s ingul ier de l réquat ion di f férent iel le :

alors, Ies invariants de Gérard-Levelt à lforigine sont donnés par s

p"  =  sup  [o ,  -  (u (+ )  +  P" ) l r  r2  4
i  l S p S n

où y  es t  loordre  en  o  de  H(x)

2) Si x = -  est un point s ingul ier de l réquat ion di f férent iel le (E),  alors,

les invariants de Gérard-Levelt à lrinfini, sont donnés Par 3

p,  -  sup  [ " ,  p (H)  +  p (z - " ) l
rSpSn

où pr est l rordre à l r inf ini  de H (x).

Remargue-

Lorsque xo est un point singulier différent de zéro et de lfin-finir on peut se

ramener à lrorigine en Posant :

x= \  +E

et 
" ,  

(*)  = br (g)

Lféquation (E) se met alors sqrs la forme :

'n n 'rn -J--
SJ+ t  b , (Ë) : - ï  =o
df i= d{D:r

et les invariants q au point singUlier Ë = o sont les invariants p, au

point singulier xo.

, . . f  . .

(E) #. , Ë., " '(*) y*, = o'; âi(*) e a (x)



Lemme :

- 2 -

N o t o n s  p a s T "  l r o p é r a t e u r  t ' # .  A l o r s  p o u r  t o u t  k Z r  e t  p o u r  t o u t  r ) l r

o n a :

( .  )  :  * ,  + = t r , l  5 I  NI *r(r-r)  ( r , )k- i ,  NBr Ê z. d f | i =

Dénontrons (1) par récurrence sur k

- la formule est vérifiée pour k = 'r puisque :

* ' * = ' , = ( q ) 1

- supposons la formule vraie jusqurà k-t et démontrons Ia pour k. Pour cela

appliçrons lfopérateur *t$ aux deux membres de Ifégalité :

(z ) .  * ( t - r ) "  dk- r  =  (T , ln - , *  f i '  N ,k-  * ,  ( r r  )  ( r , rk - r - i  ,  Nrkn1-  z
d * - 1  1 =

On obtient alors :

*k" L * (r1 ),. *"- *(t-r )" +, = (r,lo* Y t'tft *i(r-r )(r, )n-t
dx* dx^--' i=1

k-2
+ r  n f< ( " - r  ) i  *  

( i+1 ) ( r - r  )  
11, ;k- t - i

j--t

Renplaçant dans cette égalité *(tt-r 
)" dk-t ' rn tirée ae (z) ,

il vient alors '"t"tt 

egall-te x' 
'* 

pour son expressl(

*k" *, = 1t, 1k* 
kiz 

r,rfa *' (r-r ) (t, )k-' -(r.-r )" *t-t (t, )n-'
ax" iz

k - 1  . t  - \  , -  .  k - 1  !
+ E ("-r )(r-1 ) NI:i *i(r-t )11,1k-1 (r-r )r 

^i 
{l *i(r-r )(r, )o-t

i=2 i=2

d r o ù :

*k '  + = ( t , )k* Y Nk, * i (r-r)(r , )n-t ,  #,  e z
ax" i=1

. . .  f  . .
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x démonstration de Ia proposition

Après nul t ip l icat ion par  xor  l réquat ion (E)  devient  :

r n n

xo. +.. i  (",(*) *,,; *(n-i)r 
F 

= "df i-=a

Remp laçan t  * t  Ç ,  O  =  , , r ,  ooo l  r  pa r  son  exp ress ion  t i r ée  de  (1 ) ,  on  ob t i en t  :

[ ( r . ) "  y* î  q  * i ( r - r ) ( r ' )  F t . *a . (x )  r  [ ( r " t  f i  ç  N| -  * i ( " - r )
i-:t, i=l

( r ,  ) * t i - i l  *  . . .  *  ân_1  1 * ;  * ( ^ -1  ) "  1 ,  y  +  ao ( * )  f " y  =  o

ce  qu i  s réc r i t  3

n
( t , ) "y  +  D uo(x)  ( r " )TP = 

"
P=1

(e)

a,rec bn(x) = H(*)  xP'+ N,," tËi  *P"I1." .  *  u[1 *R"-(e-r) . , ,*4 *n("-r)

p o u r  ' , 3 p  5  t r r

e t  b n  ( * )  =  q  ( * )  * "

d f o ù  ,  -  u ( b n )  <  
" r p  [ - r ( " r )  -  p " ,  - r ( t | É ' )  - r ( . p _ , )  -  ( p "  -  n ) ,

. . . ,  -u ($)  -  p ( r  -  i ) l

I  = l  p  {  n  -  1  e t  - y ( b o )  =  - ( u ( " " )  +  n  r )

ce  gu i  donne  z  1  1  p<  n -  1

-u (b r )  <  
" .p  [ - (u (H)+p . )  r - ( v ( " * , ) *p " -1 ) r . . . ,  -  ( v (^ t *p r -  ( r r ) ) '  

" l

s sup [ - (u(H+ p r )  r  -v(^vr+ (p-r  ) r )  ,  . . . ,  - (y( . . ,  )+  r  )  ,  o

ca . r  -  ( p "  -  j )  < -  ( p  -  j ) "  j  =  t ,  . . . r  p  e t  r>  1

.o . f  . .



drc l l  s  sup ( - rz(un))  = sup G,  -v(%) -  p")
t  SP<n  I  <p<n

et sup (o, -v1uo)) < sup (", -(u(+) * p")
r  SpSn  1  SpSn

Inversement :

xP' 
"n(*) 

= bp(x) * ) .nroo-.*. . .  *  Àf,-r  b,,* d ,  )r \  € z

ee qrri donne :

suP
r  sp<n (" , - (u(a)  + pr)  <, ,  j i1"  ( " , -v( \ ) )

dtoù p,  = sup (or-v(h))  = sup (or- rz(a)  -  p" )
1<P<n  1<P<n

ce qui achève Ia démonstration d,e Loft

x démonstration du 20/

Posons * = 
t, on a alors :

- J  d  - - . r - r  - .  d  -  - - ( r - r ) *g= -nz ( r - r ) *  d
T .= ) t '&=*  *a i= - t '  Læ- -L  L  aT

d'd, en posant 0, = tt  *, r > t

Tr = -t2 (r -t) 0,

et  l réquat ion (E ' )  s fécr i t  :

(e , ) i=  Ë .o( t )e ,o Ï  =  o
P=1

avec :

co( t )  =  1-R(2-r ) [ ( . , )  
o .o 

( t r )  *  Nf ,P* t  * .o- . ' ( t t )  *  o . .  r

NT1 tH ar (t-t ) * ni tn ].r1

P  =  1 1  r o c l  r t  e t  N t ,  €  Z

-4-

. . .  f  . .
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d r o ù  :

p,  = sup [o ,  - ( " r ) ]  =  sup lo ,  - r ( "n( t -1  )  +  p (z-" ) l
l <P<n  l sPsn

=  s rP  [ " , p (%)+p (2 - r ) ]
, r < D < n

*  p(n)  es t  l ro rdre  à  l r in f in i  de  H(x)  de f in i  par  I

p [r  (*) ]  = -  v l .+ ( t- ' ) l

Remargue

Lorsque x = o est singulier Ie premier invariant est donné Par s

p "  -  s u p  [ o , - ( y ( " n ) + n ) ]'  1 < P s n

Ce point est régul ier s i  et  seulement sir  Pdr tout p = 1r . . . r  n

o n a :  
v ( + ) + P z o

Cette condition équivaut à :

y  ( *n  fo )  z  o  po t r r  to t r t  p  =  1 ,  ooo l  t r

Autrement dit, le point singulier x = or de lféquation différentieLle :

y ( " ) *  Ë  H(x ) r ( ' *n ) -o  (E , , )
p=1

est régulier si et seulement si, les coefficients de l léquation différentielle 3

( n ) / \
y .  + D  x P \ y \ n - P / - o  ( B z )

P=1

sont holmorphes en zéro. Mais si x = o est singulier irrégu1ier, alors x = o

est un point s ingul ier Ae (82),  et  on a 3

p1 (Ea)  =  sup [ " , - (u (H)  +  zp) l  =  o2  (e , , )
1 5 p S n

Drune manière générale, si x = o est un point singulier dfordre I > I de

lréquation différentielle (E, ) r alore x = o est aussi un point singulier de

Itéguation différentielle :

(E" ), (")  . -  ;
P=1

*n(r-r ) ,(t n) = o

. . .  f  . .



pour  t ou t  r  =  1  t  2 t  . . r 1  I  e t  on  a  :

gt (e,)  = sup [" ' - (u( \ )  *  Pr) l  = p,  (E, ,  )
1=psn

Proposit ion 2

l")  de I féqrat ion di f férent iel le :

rB . .  n  . r I F i
( E )  9 j +  E  a r ( x ) = = o ' a r ( x ) € a ( x )

dtr i=1 dxr-'

alors lrinvariant de Katz à lforigineest donné Par 3

lfinvariant de Katz à lfinfini est donné Par s

v (a "  )
s E sup [or_(.r + - l)]

1<p<n

oi r  y(a)  est  l rordre en zéro ae H(x)

20) Si x = æ est un point singulieq de lOéqtration différentielle (E), alors

-6 -

s = sup [o,r+ +n,r < p S n

or ,  p (+)  es t  l fo rd re  à  l r in f in i  ae  H(x)

Posons T,,  = * * ,  I féquat ion (E) srécr i t  alors :

(rn);*T un(x) (r , ,) f=o (r)
P=o

où un (*) = 
",-o(*) 

*oP+ n."-râ;p-loP-1...**Il.a(x) x * NÏ-p

cr . l  Wje  Z  e t  p  =  o1  r r r ;  n -1

ce qtri dorure :

- y ( b p )  s  s , r p  [ - ( y ( . r * o )  +  o p ) '  . . . ,  - ( v ( a r )  +  r ) ,  o ]

e t :

_  
y (bn)  

<  sup;  _  v (ar *p)+n-p ,  
. . . ,  _  v (a1  )+1  

,  o ]
rFP n-P IFP

. . . f  . .
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or  rFp  >  rFp- j  j  =  I  ,  2s  . . .  D loù  :

u(bo ) 
"  

u(a,-o)+rp ?(.rr-*r  )+rFp-1 v(ar)+ 1
-  Ë< suP ç- *FF, -  

f f '  . . . '  -  f '  o]

car tous les terrnes tels que -(y(al+j)  < o nt interviennent pas dans la majora-

tiono On en déduit que 3

sup '-o,- '(.3.{1 
= sup 1",-('(ho) * ., )l

t 3 p< rv1 ' o< p< IF1

Inversenent on a aussi 3

vG )  +u(b )
sup ;".-1---E- + r )l < sup lor- ;;! f

o< p< n-1 
rFP - ) 

o< P= rF1

d r o u  l r o n  t i r e  :

u( " -  ^ )  u (a ,  )
g= sup i " ' - ( - l * r ) ]= =YP [" ' - ( t '+r ) ] .

oS pS n-1 t  3 jÉn

Â
S i  0 i  =  t * a v e c t  = 1 a l o r s 0 1  = -  x * . a  ( n )  s e m e t  s o u s  I a f o r m e :

n-,1
( 0 n ) " +  E  

" o ( t )  
( 0 n ) f  =  

"  
a v e c  

" n ( t )  
=  ( - 1  ) o P  b n ( t - ' )

P=o r

d bn (x) est doruré par (r )

d f o ù :

s = sup 1o,-'5l. = sup 1-o,- z(uG-j ))1
o< p< n-1 

n-P - 
o< pj r-r

- sup t., #] 
= sup- [o,r+$i

s ( p < n - i  
- -  r  1 < p S n

Remarques

10) Panr calculer lrinvariant de Katz en un point singulier xo différent de

zéro et de lrinfini, on pose x = \ + { et lfinvariant de Katz au point singu-

Iier :ç est égal à lrinvariant de Katz au point singulier 6 = o.

. . . f  . .
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20) Lorsque x = o est s ingul ier dfordre L>-2, l r invariant de Katz est égal à :

s= sup ( r *P(1) )=r+ sup 1P( l ) ,
1 5  p < n  Y  1 s p < n  F

On retrouve ainsi un invariant classique appefé gg5p du point singulier x = @

(voir [4] n.g" L99).

Déf in i t ion

Lrinvariant de Katz sera appelé f. g3g!9 du point singulier.

2.  Propriétés des invariants o, r

Soit  (E) l féçrat ion di f férent iel le

qJ+ ;  a , (x )+Y=or  ar (x )€o(x)
d f  i = 1  d x ' - t

e t  s o i t  f  I  R - - > n

déf in ie  par  :  pour  tou t  r  =  1  1  21  . to1  I - t

f ( x )  =  ( * - r )  ( p r * . )  + p , r  x €  [ r ;  r + r ]

Le graphe de f est le polygone formé des segments de droite joignant (", p, ) à

( r + r ,  p " +  
, ) ,  

.  <  r  <  1 - 1

Pour r  = 1t 2,  . . . ,  I -1 ,  pr)  or i I  existe donc po 
r ' l3po 

S n tel  que 3

P "  =  - ( v ( % o )  +  R o  r )

ma is  a lo rs  :

Pr-n à -  (u(%" )  + p" (r-r  )) ,  torsqu. P"-,  existe,

et  p r+r  2  -  (u (4" )  +  n . ( r r r  ) )

d f o ù :

Pr_. - 4, 1 4ru -

droù le résultat  :

. . r f  . o



I 
f est une fonction convexe

Théorème 1

Remarque :*

oans  l )J r

Théorème 2

Si loordre

o n a S

En e f fe t ,

Pv. lo

ce qui éqrivaut ) :

i )  t (+ )  <  p I  pcu r

i i)  i l  existe Ê r 15

=  1 1  o r e  1  r l

ter que -v(%o ) > p" (r-r )

-9-

t

a
)o

\
\

t \

. \
, \
. i

. . - 4 . - . -

)L

4-t

une autre démonstration de ce résultat a été donnée par A.HTM.LEVELT

de Ia singularité est I 22, alors pcrr tcrt  ent ier r t  1 1r < 1-4 t

I  -  r  3 P r  3  n  ( f - r )

lfordre de Ia singularité étant éga1 t (>-Z)r on a Pr= o et

tcut p

P o É n

I
I
t

I
I
I

.---+-.-:^...i---

. . . f  r .
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P o u r  t o u t  r  =  1 ,  . . . ,  I - 1 ,  i l  e x i s t e  p , ,  t e l  q u e  '  t s p r c n  e t  6  =

- (u(H,  )  +  n , , ' )

tenant conpte de la condition i) on a :

P"  É Pr I  -  P1r  -  Pr  ( r - " )  S  n  ( r - r )

Dfautre part  :

la condition ii) implique : il existe po tel que :

- (v (+o)  +  Po r )  >  Po ( r - r - r )  pour  tou t  r  =  11  ooo l  l -1

car  - (u (+" )  +  po  r )  >  po  ( r - r  )  -  p "  
"  

=  po  ( r< - r ) .

D o o ù  s  p q r r  t o u t  r  =  1 ,  . . . ,  l - 1

p "  <  - ( v ( a o )  +  P o  r )  z  p o  ( r - r - r )  +  t  2 1 - r - r * 1 =  1 - r

Théorème 3

Lrinf ini  est un point s ingul ier i r régul ier d0ordre I  et  x. , , ;  orr l  \  sont des

points singuliers réguliers de 1réqtratio" (E) si et seulenent si, (E) stécrit

sous la fomre :

r h  n  P 1 ( * )  
d o i

- -  L r  - - - - T  \ - ,
ùP j = t ii (*_*, ), 

dx
i=.1

où les e, (x) t 1 3 i( n sont des polynânes dont les degrés satisfont aux conditions

i )  d P P J  S  j  ( n +  1 - 2 )  p o u r  t o u t  i  =  1 r  . . . r  n

i i )  i f  e x i s t e  j o  e  [ r ,  2 1  . . .  n l  t e l  q u e  d t r o t  j o  1 m +  f  - 3 )

Il est bien connu que lréquation différentielle :

gr+ a, (x)  +*  . . .  +  
" , ( * )  

y  = or  " r (x)  e 0 (x)
df 1 - 

dxll-l

aùnet n points singuliers réguliers x,i ; ooo I x" si et seulement si c

. ,  ( * )  =
e, (x)

-fr, (*-*, )'
d Pl (x) sont des polynômes dont les degrés dépendent de la nature du point

x = .o (voir [4] n"g" 2l+6).

. . .  f  . .
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x = cD est s ingul ier dtordre I> 2 si  et  seulement si  3

x  a ) p r  = s { r ' ; >  p l ( a j )  +  i  ( 2 - 1 ) < o P o u r t o u t  j  = 1 ;  o o o l  o

, i roù  i )  pu isque p(a l  )  =  dPt  -  m j

*  b )  p l _ i  I  o . >  i r  e x i s t e  i " € l n  ,  2 ,  . o r 1  n ]  :  p ( a l o )  +  j o  ( z - t u  )  >  o

( = )  i I  e x i s t e  i . e  l r  s  2 t  . r r 1  n ]  :  d P i o - m j o + i o ( f  -  f 1 > o  d f  d r  i i )

C a s p a r t i c u l i e r n = 2

Lorsque r = 2, les degrés des polynômes P, (x) et Pz(*) satisfont aux deux

conditions :

i )  d P l  (  m *  I - 2  e t  * P z 3  2 n  +  2 I -  l +

i i )  d o P 4  Z  n r l l - Z  o u  d P z  2  2 m  +  2 I -  5

donc dPn et dP2 sat isfont à l rune des deux condit ions

a )  d o P ,  =  n +  l - 2  e t  o  5  d o P z <  2 n +  2 1 - 4

b )  d P n  (  n *  r - 2  e t  2 n +  2  r - 5  <  d o P 2  s  2 n + 2 L - 4

Interprétation graphique

Considérons Itapplication :

r  rd[* l*Cç*1- rNxN
(e . ,  ( * ) ,  Pz ( * ) ) r+ (aoPr ,  dP2)

Si  P . ( x )  e t  P2 (x )  vé r i f i en t  I a  cond i t i on  a ) ,  a l o r s  3

r  [P r ( * ) rPz( * ) l  =  (m+1-2r  os  æPz32 'n  +  z r -4 )

Si Pn (x)  et  P2(x)  vér i f ient  la  condi t ion b) ,  a lors 3

f  [Pn (x) rP2(x)]  = (prq) avec p et q ent iers tels que

o  S  p  <  m + 1 - 3  e t  2 m  +  2 L - 5  <  q , = 2 n  + 2 1 - 4 e

Soit { Ie sqrs-ensemble ae (f,, [xl * C [*l formé des polynômes Pn (x) et P2(x) qtri

satisfont à a) ou à b)" Alors f (g) est donné par le graphique suivant :

. . .  f  . .



2 m

2 m

2 m

ee qui donrre

d foù

1-4

1-5

g=  sup
lSpSn

+2

+2

d P e

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

- f4P + r  ]  < r -  r  pour to.r t  p = ' i '  . . . '

t",  -(#+1)ls1-r

x x x x

x x x x

- L2 -

doP.,,

m * 1 - 2

Théorème 4

En chaque point singulier, drordre I > 2, de lréqtration différentielle (E) t

lfinvariant de Katz g satisfait à Ia relation :

L - 2 < g S I - 1

On peut supposer que ce point singulier est x = o (qnitte à effectuer un chan-

gement de variable) ta proposition 1 donne 3

i )  - [ r ( + )  +  p r ]  <  o  p o u r  t o u t  p  =  1 !  o o o l  r r

- [ r ( t )+p+p( t - r ) ]<"

i i) puisqu" pV, I o <+ il existe po r 15 pS n tel que :

- [ r (+o  )  +  Po ( r - t  ) l  t  o

- [ r (+" )  +  po  +  p" ( r -2 ) ]  t  
"

. . . f . .
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ce qui donne

-u (a - "  )
- i : - W -  r . :  -  1 - ?' p "

et g = sup i" ,-(19 + 1) l  = -(+ +1) > r-z
1 S P < n

Polvgone de Newton

La constrrrction suivante est inspirée de cette faite par AeHoMolevelt aans [5].

Considérons 1 téquation différentielle :

, \ n
y ( " ) *  ;  a i  ( * )  y ( * i ) =  o  ( E )

i=1

Supposons cJue x = o soi t  un point  s ingul ier  drordre L>2 de l féçrat : .on (E) .

Draprès Ia  proposi t ion r  i l  ex is te po € l r ,  . . .1  n |  ter  qr re p( foo )  + g > o

(puisque p" 2 o) et on a :

q -  sup (p(+ )+p) et  g = sup [(p(+)*o )
1 s p < n  l S p S n r - T -  I

II est commode de déterminer graphiqrement la relation liant p.' à g en consi-

dérant dans le plan 1Ê les points (p, p(ar)+p ) tels que p(a)+p > o.

Considérons les droi tes passant par (oro) et les points (p, p(+)+p ) et  soi t

D., celle qui réalise Ia plus grande pente possibleo

Soit  pl ,  cette pente et m.,  Ie plus grand ent ier tel  que (n,, ,  p(+.)+r,)  € Dr.

On a alors :

s=";p(*(Ù) -+ =p1.

Si tous les points (p, l (an)+p ),  p )  mr sont tels c1re s

f ( H  ) + P  <  P ( a " 1 ) + t  r  
a l o r s  :

\  
=  F ( + , 1  ) + t  1 =  t 1  t \  =  t 1 9

Sf  i I  ex is te  p  >  m,  !  p (H)+p> p( " " r )+ r t ,  on  cons idère  les  d ro i tes  jo ignant

Ie  po in t  (m. , ,  p ( \1 )+r , )  e t  les  po in ts  (p ,  f (H)+p) r  p  )  mr  e t  on  exan ine  les

quotients
p(tr )+ p - (p("", )+'n ., )

p _ m l

. . . f . .
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Soit p2 le plus grand dfentre eux et D2 Ia droite correspondantee Soit nr*m,

le plus grand entier tel qtre :

( m , + m  2 ,  p ( + 1 + " 2  )  +  m , , ,  +  n r )  Q  D 2

On poursuit de cette façon et lropération slarrête lorsçrron est arivé à un

p o i n t  ( m , + m  z  *  . . .  *  m S  ,  p ( u r * . 1 . * u s  )  t e t  q u e

-  ou  b ien  mr *  o1a  *  m ,  =  n

-  q '1 b ien pouf  tout  p )  mn *  oro *  r r ,  on a :

1 l ( E )  +  p  S  p ( " r . r 1 1 1 { - ' r )  *  t , ,  *  o r o  r  n s

On obtient ainsi une ligne poLygonale concave qui sera appelée polvgone de

Newtono

Cette construction permet drassocier à chaque point singulier irréguliert

s nqnbres ent iers m, 'r  tool  m, et s nqnbres rat ionnels; f . ,1 ocol l \  vér i f iant

Ies relat ions :

i )  mr t \  + . . .  + mB ,r"  = pt

i i )  H = g ( Ir invariant de Katz)

i i i ) m , , * o o o * m r ( n

Défini t ions

a ) L e s n o n b r e s m . l o o o 1 I l l , , | \ , C C : 1 p , " s o n t a p p e I é .

var iants de Level to

b) Lrentier m1 sera appele -Ig_9#, du point singulier et sera noté do

Remargues

Io)  La corura issance du système fondamental  d l invar iants n r  oro l  t t l . , l \ ,  r ro ! , ,

permet de calculer les invariants P, r 1<1< I Par la relation :

p ,  =  ( p , - r+1 )o  r r  +  Q tz  *  r  *  t ) x  nz r . . . * ( r u - "+1 ) *  m !

d r  

i  =  1 ,  . . . ,  s
( p t  -  

" + r  
) *  =  m a x  ( o ,  p ,  -  r + i  )  

"  
=  1 ,  . . . ,  r - 1

(voir aans [5] Ia démonstration de cette relation ainsi qne dfautres propriétés

du système fondamental d'invariants).

20) Si xo est un point singulier de Iléquation (E), différent de lrinfini, on

pourra se ranener au cas o.r le point singulier est t = @ en posant :

*=r *f

. . .  f  . .



P(+ )+P

f ( + n  * . . . * u .  ) * t .  + . . . + m s

;r( "",1.r"n 
)*t,1 +t2

P(a' , '  )+m,

m1 +...+mg

. . .  f  , .
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Calcul des invariants aux points singuliers des écnrationF de la phvqicnre

mathématique

1.@

* y " * a x y ' + b y = o

t x = o est un point singulier :

p1  =  sup  (o ,  -  (u ( " * -1 )+  r ) ,  -  ( v (u * -z )+  2 ) )  =  o

cfest donc une singularité régulière.

l+ x = .o est aussi un point singulier régulier car

p4 = sup, (o, pl(ax-t  )*  .1 ,  p(b{z)+ z)

= s u p ( o r - t * r r - 2 + l ) = s

Eqtration de Gauss

x ( r - x ) y "  +  l c  -  ( " + U + t )  * ]  v '  -  a b y  =  o

Cette équation possède trois points singuliers :

x = o

c -  (a+b+r)  x
p^ = suP lor  -  ( r (

x( r  -x)

*  x  = a r  posant  l -x  = z,  l réquat ion devient  :

- (v(Y

)  +z l  =  6

a

.  (^-z l  
#-  

[c  -  (a+bq )  Q-ù1#.-  aby = s

P,  =  suP lo r

*  x  = < o

. . . f . .
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* tt.r-. ' t St * a(a + t )v = o

si  l f  on pose 
" 

=t (r-*)  et  o = a-1 r  on obt ient l réquat ion :

d r r r d v .

f ; .  1" ( t - r )  #)  +  a (a- r )  Y = o

qui nrest autre que l0équation de Gauss avec b = -€l*'l et c '

Donc Iré<ruation de

' 1  . - 1  e t @ o-

4. Equation de Larné

^) l
&y,  *  z  .g I_- + . : ,
s - 2 ' - : -  x - â r  d xqr în

n(n+r )x + h
- ) = o
4 f i  (*-+)

r=1

dy n(n+r )(z+a^) + tt

oz -
4 n ("*"n -", )

posant x - ân = /,, otr obtient lféçration :

&t* 3
t* rn

1
z

z + \ - a r

r=1

z = o est un point singulier avec 3

1
3 5 n(n+.r )(z+a.) + rr-

pi = sup io, - (r( >6)+t),  -(u(ff i )  + z)- = o

r=1

droù x=a.r est un point singulier régulier de lféquation de Larnéo 11 en est

de même pqrr az et % puisqtre lréquation est syrnétriqtre en ai r a2 et agr

Le point x = @ est aussi un point singulier de lréquation de Lané avec

r f 1 ip1 =suP[o,p( à+)+r,u,_ffi] .r,

=sup lo r -1 t i r - 2+2 )=e

gsnç lréquation de Larné possède quatre points singuliers régulierso

. . .  |  . .



5. Esuation de Kunner

.-)
*o ' I+ (c -x ) l { - . y=o

, 2  c t x
ox

Cette équation peut se mettre sotrs Ia forme :

ÉJ + (-+9) g a
d x 2  x ' o x - Ï Y = o

-18 -

déduit lrinvariant de Katz :

x =

p4

x x =

Pn

o est un point singulier régulier car

= sup [", -(r(-r+f )+r ), - fu(]) * z)

= sup [o ,  - ( - r+ r  ) ,  -  ( - t+2) ]  =  .up  [o r -n  ]  =  o

co est un point singulier :

= suP [",p(-r+i )t,r(f,) + z1

= suP [o,  *  ,  1+2f  - -  t

et puisgue p. > PZ2 o et gue les 0r sont entiersr on a p2 = ot

Donc le point x = æ est singulier irrégulier 9tordre 2

Interprétation graphique

O n a :

p (a, ) t  = p(-t+f,  ) t  = r

p(a)+z=r(fr)+2=1

droù en portant p en abscisse

et p(a )+p en ordonrÉ Ie graphique

s = sup (o,r+ q! , .*'P )

et Ie degré de cette égtration est :

1

on enci-dessus

= 1

d  =  1 o

. . . f . .



6. Equation de Bessel

*9***+( f  -^2)  y=o
dÊ crx

x = o est un point singulier régulier puisqtre

pn =  sup [o ,  - (u (x - t ) * , r  ) ,  - (v ( t -&  {2 )+z) ]  =

It x = € est un point singulier avec :

p1 = suP [o, p(*-1 )+r , P(r -t *-z)+zf

= suP [o, -, +1 I o*21 = 2

P 2  =  s u p  [ o ,  p ( * - 1  ) ,  p ( t - &  * - 2 ) l

=  sup [o ,  - , t ,  o ]  =  o

Donc : Ie point x = .o est singulier drordre

Calcr.rlons son grade :

g = sup [o, pl(x{ )+r ,
uG-& xQ) t2-t- J=

-19 -

2 panr lféçration de Besselo

son polygone de Newton :

=  sup  [ o ,  o ,  1 l  =  r .

Pqrr trcrver son degré, on trace

p(a)+z

Pl( a,, )+r

où a. =x{ et a2 = 1 Z J- a x

Le degré de lrécnration de Sessel est d = 2

. . . f . .



7. Equation de Whittaker

&v  .  ,  1  .  k  î -  
u t ' .  

-j * (_t r - -**T)y=o
d ) f x

* x = o est un point singulier avec 3

-  r  k l -^ 'p^ = suP Lo, -(v(-  
f ,  

*  î  .  -*  )  + z) l  = o

* x = co est un point singulier avec 3

i -  *
p1 = suP [",p(- t . i . 

?) 
+ 2'1 = sup [o, o+21

= l

L-  "2pz = sup [o,p(- t . * . ?rl 
= o

Le point x = cD est donc un point singulier drordre 2 po.rr lréquation de

l{hi t takero

Polygone de Newton

- 20 -

p(", ) + n
p(^r )  +  z

a"  (x )  r r  o

a2(*)=-4!*l*+

Le graphiçre donne :

lrinvariant de Katz z g = I

et le degré d = 2.

8. Equation dfHermite

ry-z**+) .y  =o Xl"
dx2 dx

Cette équation possède un seul point singulier x = co r

. . . f  . .



a ) Calcul des invariants

p1  =  sup  [o ,p (z * )  +  1 ,  p ( t r )  +  2 ]

P2 = sup lo 'p(zx)  '  F( t r ) ]  =  r

f u>Pz>PsZo  d roùPa=o '

Lléquation drHerrnite est drordre

Polygone de Newton

pr( a,, )

p (a r )

]  au point  x  = cor

- 2L -

= l

b )

p(

* , \

+z l

9.

a )

"n 
(*)  = -2xt a2(x) = ) ,

Ie grade est g = 2 et le degré d = 1

Equat ion drAirv

&v . x  v  =  o
dx2

x = cp est Ie seul point singulier de cette équatione

CaIctrI des invariants

'  t  ' x ) + z ) = 3P1 = stlP \or P\-

P2 =  suP (o ,  p ( -x )  =  1

et p3 = o puisqr:e gt 7 pz> P3 z o

Donc Ie point x = co est singulier drordre I pour lréguation dlAiry.

H)  +  e

. . .  f  . ,



b) Polygone de Newton

a , , ( x ) =  o

a 2 ( x )  =  - x

Le grade est ici e = 
]

et le degré d = 2.

r (H)  +  p

p(a) + z

1

10. Equation de l{eber

& v  /  D \- + \7 _ }2 ) y = o

Cette éqtration possède un seul point singulierl x = @o

a) Calcul  des invariants

P.t = suP lo, P(7 - x2) + 21 = 4

P, = suP 1" ,  P(Y -  * ) )  =  z

P 3 = s u p l o r p ( T - ' / - l - 2 ) = o

Lréquat ion de Weber est donc dfordre 3 à fOinf ini .

b) Polygone de Neuton

p(+)  +  p

1 (x )=o

"z (* )  
=y-#

Legradeestg=L=,

et Ie degré d = 2

11.  @[r l  (n"e"37)

p(a2) + z

- ?2 -

y(D +Ir'' * t.* f)v' + (f,- r+)y' + z (#. t'), = "

. . . f . .
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It x = o est un point singulier régulier puisqtre

p.1 = sup [o,-(r(*- t )* . r ) , - (v( t#r .z) ,  -Q(f , -  r#)+3 ) ,

,,2Ê_ff1.4)l=o-1urp

tç x = co est un point singulier avec 3

p(ar)+z

r( a )+:
p(a4)+4 } 2

p(".,, )+r 1

songradees tg  =2= ,

et son degré d, = 2c

p1 = sup [o,p(l)* t, p(1. #r.2, p(+ - , #l.t u{$ * ff l*tr)

=  sup  [ o ,  - r * i  r  o  +  2 ,  - 1+3  ,  - 2  +41=  Z

p2 = sup [o,p(*) ,rr(t +$l,p(l - ,41 ,r(5 . Sl] 
= o

donc Iféqtration

Son polygone de

de l{atson est drordre 2

Newton est donné par la

à  I r i n f i n i o

figure suivante :

p(A )+p

I

I
I
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CHAPITRE II . cLAssrFrcATw
#

DIFFERENTIELLES DE LA PHYSIQUE

MAÎHEMATIQUE

Çe chapitre est consacré au cas particulier des équations différentielles de la

physique mathématique, Ie but étant, de montrer quer Ia donnée des invariants

en chacpre point singulier permet de retrorver toutes ces équations et en donne

une nouvelle classification.

1. Déf ini t ion

Deux équations différentielles linéaires honogènes du

équivalentes si elles ont les mêmes points singuliers

singulier leurs invariants sont égauxo

no

et

ordre sont dites

quren chaque point

2. Théorème

Deux éçrations différentielles du 2me ordre ayant m points singuliers z,rt z2t

ooc I \, nême ordre et même pn en ces points sont équivalenteso

Supposons qnre 21, ...r 4 soient des points singuliers de lfrÉqurtion différerp

t ie l re  (E)  :

^ ,  ( ' ) + a 2 ( z )  w = o  r  â i Q ) e  Q )

En posant z- z^ =
I

dr.r
dz

1
t t

dw
dt

d3w

d8

1féquat ion di f férent iel le (E) s0éct i t  :

+ b 2 ( t ) u = oq*u.(t)
dtz

et t = co est un point singulier de cette équationo Cette transformation peut

être reccmmencée avec les points z2r cco l za et nous voyons ainsi que pour dé-

monlrer Ie théorème il suffit de lfétablir porr le point à lfinfini

La dénonstration du théorème utilisera les deux propositions suivantes :

Proposition 1

Si lrinfini est un point singulier drordre I de 1réqtration dif,férentielle (E),

alors les trois conditions sont équivalentes

. . .  f  . .
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i )  g t = L - 1 * k , o < k S I - t

i i )  p(a) = 1-3+k ou p est l fordre à l r inf ini

i i i )  P, = P1 * 2 ( t-r)  = 1-1+k+2 (r-r)  s i  1 1 r  < k+l

P "  =  1 - r  s i  k *  l : = r < L

En effet ,  on sai t  que I-r  3 p, S n ( f-r)  pour r  = 1t 2r . . . ,  l -1 r  Ce qui donne

p o t r r n = l e t  r = 1  l - - 1  < P 1  3 2  ( t - r ) . D r o ù :

q  = ! - 1 * k  a v e c  o S k S J . - l

S i k > o a l o r s i ) + i i ) ,

" " t '  P r  =  s u P  ( o ,  P ( . 1  )  + t ,  P ' ( a ) + z )

avec p( a1) s 1-2

, ' p ,  =  1 - 1 + k >  1 - 1  Z y , ( a r ) + t

ce qni dorure pn = I-1aP = p(a2) + Z

et p(") = 1-3+k

i i )  +  i i i )

Le polygone forrné des segments de droite joignant (t, p, ) à (r+r , Pr+t) est

convexe donc Ieurs pentes sont croissantese De plusr elles sont strictement

négatives (car p" > prn) et ne prennent que des valeurs entières puisque

o*l-0" 
a z

r *1  - r

Si p(a2) = I-3*k alors P.= sup (orp("r)+t r t -r+k) = I-1+k

et gz = suP (orp(",r)r t -3+t = 1-3+k

"ar 
p(a,,) = t-z s t-3+k puisque k > o

df où 
Pz - P',

fr=--
donc Ies pentes ne peuvent prendre que les valeurs -2 qt -1o

a) Si. panr tout r < I on a pr+1- pr = -2 alrors les égatités p,, = ]-1*k,

PZ-  h  
-  -2 ,  ooo l  P1 -  P f - r  =  -2  donnent

pn =Z(l- i )  dror.r  k = I- ,1 et p,  = pr * 2 !-r)

. . . f  . .
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b) Sril existe ro tel qrre pr+i - PZ = -1 I Pour to.rt r, ro Sr( l-1 alors on a 3

fu  -  PZ  =  PZ-  P t  =  
" '  

=9" - , -  P"o  =  +Z

P"o -  P "o+1  =  r ' r  =  9L - l -  P l  =  *1

d r o ù

p1  =  I - i * k  =  I * ro -2  ce  qu i  donne  ro  =  k * l

d o n c  p o u r  r  <  k * 1 r  p r  =  P 1  * 2  ( r - r )

e t  p o u r  k + r  < r S  1 r  P r  =  I - r

i i i )  â  i )

P o t r r  r  =  1 ,  o n  a  r < k + 1  p o u r  k > o  d o o ù

Pl = l-1+k

Proposition 2

Si Irinfini est un point singulier drordre I > 2 de lréquation différentielle

(E),  alors les trois condit ions sont équivalentes :

i )  P1 = 1-1

ii) p(a.r ) = I-2 et p,G)= I-3

i i i )  p "  =  1 - r  r  =  1  I  o o o l  I

i )  +  i i )

h 
= sanP [orp(t ) +t ,  p'(a) +21 = 1-1 irnpl ique

p (a r )+z=L -1  â  p ( ^ r )  <  1 -3

o r  p t_ ,  =  sup  [o rp ( " . ,  )  +g -  t ,  p (a )  +z (Z -  t ) ]  >  
"

na i s  , t ( az )  +2 (3 -  1 )  <  3 -  I  s  o

done  p r ( " , )  +J -  I  2  o  d roù  :  p ( " , '  )  >  r -2  e t  p (a j )+1  >  t  -  t 2  p (a2 )  +2

+  p (a i )+ t=p , t  =  1 - ' 1

i i )  â  i i i )

on  a  F r  =  sup  [ o rp ( " . )+z - r )  p ( ^ )+2 (2 - . ) ]

=  suP  [o ,  t - r ,  P (a r )+z (z - r ) ]  =  1 - r

. o o f . .
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c a r  p ( ^ z ) + 2 ( 2 - r )  <  l - 3 + 4 - 2 r < ! - r  p o u r r  = 1 r 2 1  r r r ; 1

i i )  +  i . )  E v i d e n t .

Dérnonstration du théorème

Les propositions I et 2 montrent que la connaissance de llordre I et de lrinva-

riant p. au point singulier à lfinfini, suffit à déterniner les autres invariant.o

On en déduit  que la donnée en chaque point s ingul ier z, ,r  oocl  26 de l tordre I

et de lrinvariant p, détermine les autres invariantso Ce qui démontre le thée

rème.

Remarques

10) Dans la dérnonstration de Ia proposition 2 on a supposé L > 2 mais le théo-

rème est encore vrai pour | = 2 car dans ce cas il nty a qurun seul inva-

riant non nul à savoir p.,, .

20) Lorsque lréguation différentielle est drordre supérieur ou égal à trois Ia

donnée de lfordre I en un point singulier et de lrinvarianf pl, ne suffit

pas à déterminer les autres invariantso Exemples :

Y " ' + z Y  = o

y " '  +  *  y ' * y  =  o

z = @ est un point singulier de ces deux équationso Leurs invariants sont

donnés par 3

p,  =  sup  [ " ,p (H)+p(z - r ) ]
t sps3

ce qui dorure pour la première équation :

pn  =  sup [o r r  +3  (24)7  =  4

pa = suP fort  +Z (z-211 =  ̂

P 3 = o

et pour la deuxièrne :

p. t  =  suP lo r2+z  (z - t ) ,  o+  3  (2 -1) l  =  4

p2 = suP [or2+ 2 (2-2),  ot3 (z-z)7 = z

P 3 = o

Ces deux éqtrations ont bien le même ordre (f =3) et le mêrne invariant p^ -4,

mais tous leurs invariants ne sont pas égauxr

. . .  f  . .
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Détermination sraphique des invariants

Les propositions 1 et 2 montrent que Ia donnée de lfordre I en un point singu-

Iier et de Ifinvariant p,,; détermine les autres invariantsr Ces propositions

peuvent srinterpréter graphiquement de la manière suivante :

x  lo rsque p .  =  l -1 r  on  a  p r  =  1 - r  (p ropos i t ion  2) .

Donc si  AB est le segment de droi te joignant ( tro) à (or l)  les p, seront les

ordonnées des points de AB drabscisses rr  r  = 1 1 21 . . .1 L.

x  lo rsque p . ,  =  2 ( r -1 ) ,  on  a  p r  =  z ( r - r )  (p ropos i t ion  r ) .

Soit  AC le segment de droi te joignant les points ( fro) et  (or21) Les inva-

r ian ts  p ,  son t  les  o rdonnées des  po in ts  de  AC drabsc isses  r  =  1 r  2 r . . .1  1 )o

x  l o r s q u e  l - 1  ( p o  (  2  ( l - r ) ,  o n  a  d f a p r è s  I a  p r o p o s i t i o n 1  :

p ,  = p t + Z ( t - r ) ,  1 = r < ( P . + Z ) - t

F ,  =  l -  r r  ( O ^ * 2 1  -  I S r  S l

Soit  D Ie point de coordonnées (o, 4+2) et E le point de AB d0abscisse

(pn + Z)-L. Lréquat ion de Ia droi te (Og ) est y = -2x + pt+Z Q-x)r Par consé-

quent les invariants Pr r p@r r < (pr +2)- 1, sont 1es ordonnées des points de

DE drabscisses r et  lorsgue 
"< 

(pr +Z)- I  ce sont les ordonnées des points

d e  E A  d f a b s c i s s e s  r  =  ( p n  * 2 ) - 1 1  r o t ,  l - i  1  l r

. . . f  . .
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lr Changernentg de fonction cqnpatibles avec Ia relation dféqtrivalence

Etant donné lréquation différentielle :

, " + a ' r n ' + ^ " r t ' = o ( r ) ,  a r€  G)

on cherche les transforrnations qui pernettent de réduire les coefficients de

cette équation sans changer Ia position ni Ia nature de ses points singulierso

Effectuons la substitution w = ug, * <p est une fonction particulièreo La

fonct ion u sat isfai t  à 1féquat ion di f férent iel le :

t t ,  /  ^ ( P ' '  '  r ^ t  ' s t l

u" + (a.,,  +2fr.) ," + ( az* \ f t .  i )  u = o (z)

Si zrt  oooz zs sont des points singul iers régul iers et s i  l t inf ini  est un point

singulier doordre I, on sait qr:e :

^ , ( r )  =
P ( = )

n
t l  Q-z i )

i=1

,  \  a(z)
a2rZt = 

;-
i  e-rr)z

. i=1

où P(r.) et Q(z) sont des polynômes dont les degrés dépendant de lrordre et de

lrinvariattl Pt du point singulier z = cD.

Choislssons g telle que :

, A t  n (  ' )
^ Y - =

. ^ mrP 
. i  Q- r r )
t=1

or R(z) est un polynôrne dont on déterminera le degrée

Avec ce choix les pointszqt oocl zs sont des points singuliers réguliers de

Itéquat ion (Z).  gn effet  les coeff ic ients de u'et  u sont des fract ions rat ion-

nelles dont les dénqninateurs sont respeétivement

et

m
lI  (z-zr)  et

i=l

Exa.minons le cas du point z

II (z-z)2
i=1

= @c Pour cela posons :

. . . f . .



-  30-

et

.  ^  ,p '  p(" )
^1- .A= l -

f l  (z 'z t )
i=i

a' (0" cG)u2*^16*T=-
ll (z-zr)'

i=1

on a alors :

p (z )=e (z )+n (z )

c(z) = q(")  + LrQ) n(z) + t  * t " l  + s(z)

or: S(z) est un polynôme de degré < nFl + d R.

Soient 1, L ' ,  pt ,  pl  rrordre et le prernier invariant de (r)  et  (z)

respectivemento On a alors :

Lemme :

i ) S i  d o P < m + l - 2  e t s i  R ( z ) = - p ( " )  a l o r s :

( r ,  p . )  =  ( t t ,  o ' )' 1 '  
1 '

i i ) S i  d o P = m + 1 - 2  e t  p 1  > 1 - r  r i l e x i s t e  n ( z ) t e f q u e s

p1

En effet

-  S i  doP <  m+L-Z,  on  sa i t  que i

2n+2I-J S dQ < 2m*2L-[ et que les i;rvariants p" ne dépendant que du dQo

Chois issant  R(z )  -  -P  (z )  on  a  :  p (z )  =  6

e t  d q ( z )  =  f  Q ( r )

car do (en1 = doR2 S Z(rn+ 1-3) < ooQ

e t  d " S  S  m - r  + d R  <  2 n +  I - J  <  æ Q

Lféquation différentielle (Z) ^ donc les mêmes invariants $re lréquation dif-

férentielle (r ). Ce qui démontre i).

-  Si  dP = n+L-Z et qtre p17 ]- t  1 on sai t  quedQ = 2m + p., ,  -  2 (proposit ion 2)r

Choisissons

R ( z ) = a z m + P . 1 - l

. . .  f  . .
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On a alors :

d " p ( r )  <  s u p  ( d o P ,  d o R )  s  n +  L - 2

et on peut choisir  4 tel  que dq(r)  < doQ car :

d " ( P R )  =  d o P  +  4 o R  =  d o Q r

d R z S d ( P R ) , e t d S < d o Q

o va donc figurer dans lrexpression du coefficient de 
"2^*pr'2. 

It suffit

de choisir o tel qre ce eoefficient soit nul. Ce qui drérnontre le ii).

Remarque

Lorsçre g1 =L-t  et  doP = m +L-2, en prenant R(z) = q, l réquat ion (Z) sera é+ri-

v a l e n t e  à  l f é g u a t i o n  ( r ) ,  p o u r  t o u t a  (  A r a f  o e t  p o u r  t o u t  m à 1 .

A lfaide de ces transformations et des propositions 1 et 2, notrs allons cons-

truire toutes les éqrrations différentielles linéaires du 2ne ordre ayant un

point singulier dfordre I à ltinfini. On se limitera aux cas cx.l t<3 et qi le

nqnbre de points singuliers à distance finie est au plus égal à un. fle plus les

points singuliers autres que ltinfini seront supposés réguliersr

4. Equations du 2me ordre ayant un point sinzulier réeulier à lrirfini

a) Equations nrayant aucun point sinsulier à distance finie

la forme générale de ces éqtrations est 3

w "  +  P ( z )  w ' + Q ( z ) u  =  o

où P( z) et Q(z) sont des polynônes.

z = @ est régulier <+ p, = o (t

p ( r ) + 1  ( o e t p , ( Q ) * 2 < o  €  P ( z ) =  Q ( z ) = o

dfoù  1réquat ion

b) Ecnrations avant un point singulier régulier à distance finie

On supposera gue ce point est z = oo Lâ forrne générale de ces éqtrations est :

* u " + z P ( z )  w ' + q ( z ) w  =  o

cu P(z) et Q(z) sont des polynômes

z = ao est singulier régulier si et seulement si :

* o est singulier

* o .  = o
' 1

. . . f  . .
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ce qui équivaut à :

-  - 4

t t l " 'P (z )J+ t<o , fç;zA(ùJ * 2 < o et z = co singulier

ç ?  d o P < o r d Q < o  e t  z = @  s i n g u l i e r

d r o ù  l r é q u a t i o n :

* r " + a z r ' + b w = o avec  a l 2oub fo

c f  es t  I  r équa t i on  d rEu le r .

5.

a ) p r = I - t = t

* Si  l féquat ion nfa pas de points singul iers à distance f inie,  sa forme générale

est :

w "  + P ( z ) w ' + q ( z ) w = o

qr P(z) et Q(z) dont des polynômes dont les degrés sont tels que

d o P < ! - 2 =  o  e t  d o Q < 2 ( L - 2 )  = o

Dire que pn = 
1 

câ

1  =  s u p  [ a ' e + 1 ,  d o Q + 2 1 â  Q =  o  e t  P  =

dooù 1réquat ion di f férent iel le

* " + a r ' = o a v e c ^ l o

Posant az = x cette équation devient :

* "  +  w t  =  o 5 .1

x Si z = o est un point s ingul ier régul ier,  l réçrat ion di f férent iel le srécr i t  :

* u "  + z  P ( z ) w '  +  Q ( z ) w  =  o

où P( z) et QG) sont des polynômes dont les degrés satisfont aux conditions :

6 o p < m * 1 _ Z = 1 + Z _ 2 = j

doQ <  2 (n+  l - -2 )  =  2

Porr gue p., = f (â

' " p [p (z1e(z ) )+ r ,

=  gup [æpi  dQl  =  r

p( , -zQQ))+zf= ,

. . . f  . .
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droù  1 réqua t i on  :

* u "  +  ( %  + . r  z )  z w '  +  ( b o  * b . z ) w  =  o

oir A est un exposant au point singulier z = ot On obtient alors lféquation

dif férent iel le 3

z2u" + (ao + 2a + aaz) zu'  + (a 
"n 

+ br) zu = o

b,t
Posant  -a jz  =  x ,  ao*2d,=  -c ,  O *  q  

=  a ,  on  ob t ien t  :

xu "+ ( . - * ) u ' - " u  =o 512

crest 1féguation hypergéanétrique confluente de Kummer

- S i a , , = o r a l o r s b a l o

un changement de fonction analogue au précédent et en choisissant A tel que

% + 2a= 1 r  donne lréqtrat ion :

*u "  +zu '+  (p+unz )u=o

et  s i  l lon pose *  = b1 z,  on arr ive à I léquat ion :

#u"  +  x  u '+  ( t r  +  * )u=  o

o)p . t  = /

- Si tréquation nra aucun point singulier à distance finie on peut lrécrire :

v "  +  P ( z ) r '  +  Q (  z ) u  =  o

ar P(z) et Q(z) sont des potyn&nes tels que æP < 1-2 = o et

dQ < Z(t-Z) = s. Drautre part p, = 2 implique !

s u p  ( d o P + l ,  d o Q +  2 )  =  z

donc Q(z) = 
"îiî,:,îr:]':. 

i;""ï; 

r'équation dirrérentierre :

, . . f  . .

5.3
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x Si a = o, posant x = kz avec k2 = b, on obtient lféquation :

y " + w = g  5 . 4

x Si a f o, en posant

1 2 1 -

l É  
*  

i A a + V  
=  o ,  o n  o b t i e n t  l f é q u a t i o n  :

, r "  +  ( a + o t )  u r  =  o

dont l0invariant pq < 2 et l fordre I  < 2.

-  Si  z = o est un point s ingul ier régul ier de l réquat ion di f férent iel le,  el le

s lécr i t  a lo rs  :

" 2 r "  
+ P ( z )  z w ' +  Q ( " )  w  =  o

d P(z) et Q(z) sont des polynômes de degrés inférieurs ou égaux à r et 2

respeetivemento De plus p, = 2, ee qui implique çIue doQ = 2. Dooù lléqtration :

* u "  +  ( " "  +  a n z )  z u '  + ( u o  + b a z + b 2 * ) w = o  a v e c  b 2 f  o

x Si a. = or Posors

, , o - - / - 1  ( " oUr ,
w=uexp \ -2 /  t  r

t r o

et lréquation devient :

*u "  +  ( " . -a )  zu '  +  (b " -  I  o (a . - r  )  * t&  +b1z+bz* )  u  =  o

choisissant d tel que % -e = 1 1 on obtient lféqr:ation :

*u "  +  zu '  + ( -a2  +b1z  +  bz * )  u  =o

w = u e*P (â f o otl avec c tel que
J"o

- Si b, = o, posant x = b2z cette éqtration devient :

Pu"  +  xu '+  ( - *  +  f ) u  =  o

clest  l léqtrat ion de Besselo

5.5

. o . f  . .
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zzw" + (-* + f * 0,, z + b2*) r,r = o

1 4

e t  s i  l f on  pose  x  =  2 i b r2  z  e t  k  =  b , ,  / r r ' r i  ,

Iréquation précédente srécrit  :
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,"+(-i.*.t-{rw=o
).

5rO

crest  1féquat ion de Whi t takerr

|  ! ,  o.,- Si a" f o, en posant w = ue é et en choisissant C tel que

U, + 
la* tæ 

= or orr obtient une équation différentielle dont ltinvariant

p ^  < 2

6. Equations différentielles du 2me ordre ayant un point singulier drordre 3

à  l r in f in i r

^ )  ù  
= l

fo) Si  1féquat ion di f férent iel le nOa pas de points singul iers autre que lr inf ini

e l le  s récr i t  :

w "  + P ( z )  w ' +  q ( z )  w  =  o

dire que pn = 2 impl ique (draprès la proposit ion 2) çre doP=1 et dQ= o.

Droù I féqrat ion di f férent iel le :

* "  +  ( a o  +  a t z )  w ' + b u  =  o  a v e c  ^ , ,  f  o

posant x = kz avec l€ = àj, cette équation devient :

o r "  +  ( . + x )  w '  +  c w  =  o

et si 10on pose a * 1 = 2 t, on obtient lléquation différentielte

u "  -  Z t w '  +  ) . w  =  o

cf est lréquation différentielle dfHermiteo

6 .1

. . . f . .
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- Si z = o est un point singulier régulier, on a alors lréquation différerr-

t ie l le  :

2 2 w , ,  + p ( z )  2 " , +  Q ( r ) w  =  g

o, P( z) et Q(z) sont des polynôrnes de degrés inférieurs ou égaux à 2 et 4

respectivemento

Si p, = 2s alors la proposition 2 donne doP = 2 et doQ5 2.

Droù lréquat ion di f férent iel le :

* u "  + ( " "  +  a 1 z +  ̂ z * )  z r '  +  ( u o  + u . ,  z  +  b 2 * )  w  =  o

avec a2 I oc

l z
Posant w = u e*p (- + | *) .a choisissant a ter que

' /  !

zo

1 ^ 1 .

To' - ia  ( " " - r )  +  uo =  o

on arr ive à l réquat ion di f férent iel le

, r "  t  ( F + " n z + a 2 * ) " ' +  ( y + ô z ) w =  o

posant x = kz avec l€ = â2 on obtient Iféquation différentielle

x n "  +  ( a + b  x  +  * )  
" ' +  

( c + d x )  r {  =  o 6.2

b)p r  =3

- Si lrinfini est Ie seul point singulier on a lféquation :

t " + ( a o t a r z ) u '  +  ( u o  + u , z ) w  =  o  a v e c  b . ,  I  o

(draprès la proposit ion t)o

x Si a, = or Posant

r 1 f "
w = u exp (- 

Z , ao dt), Iréqr.ration devient :
/r"

u"+(bo - i4  +urz)u  =o

. . . f . .
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Si lfon pose x = kz avec k3 f b" r on obtient lréqration différentielle :

u "+ (y+x )u  =o

Enf in,  posons t  = - (y+x)  on aura l féqtrat ion :

u" - t u  =  o 6.3

Crest Iréquat ion di f férent iel le dfAiry.

* Si a, f o, ott po"e

( "
t . 1

w = u exP/ ja dt et  l réquat ion devient :
/ z^

u"+ (ao -e .*  a jz)u '+# -  
?  *  o"  + (br  - \ lz ]  u  = o

choisissant c tel  gue bt -  
ry 

= o, on est ramené au cas Pr=Z.

- Si x = o €st un point singulier régulier, on a lféquation différentielle

(dfaprès la proposit ion r  )  3

* r "  +  ( %  +  
" n  

z +  a 2 * ) z w '  +  ( b o + b . , 2  + b z *  + b r z 3 ) w =  o  a v e c  b 3  f  o

x Si a2 = or orl Posê

( '  n  % +  a ' r t
w = u " * n )  - Z - d t e t

) z o

1réquat ion di f férent iel le devient :

- 4 4 ^ . 4 a ?
*u"  + [0 .  * l  %-  f  a !  +(u, ,  -L2 + a. )z+ (bz- i ) *  +u. r3 ] r ,  =  o

posant x = kz avec k5 = ba on obtient lféquation différentielle 3

*u "+ (a+bx  +c *+x3 )u  =o

x Si a2 f o, posant

r '
w=uexp I  -Ë*

l4

6.4

. . . f . .
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et choisissant a te1 que b3 - \ a àZ = ot on est ranené à une équation duz
type p, = 2.

c ) p . t = 4

-  S i  t réquat ion nta pas de point  s ingul ier  autre que z = co,  e l l€  s fécr i t ,

d fap rès  I a  p ropos i t i on  t ,

y 1 " + p ( z ) n ' + Q ( z ) u = o

a v e c  d o P : 3  r  e t  d o Q  =  2

*  S i  doP  <  1 ,  on  a  l f équa t i on  d i f f é ren t i e l l e  :

n "  +  a " ' +  ( b o  + b 4 z + b z * )  w  =  o

qni donne en posant w = u exp (-|z) 3

u " + ( a . + b 4 z + b 2 * ) u  =  o

Posant x = kz arrec k4 - -bZ, on obtient :

u " + ( B +  * -  x 2 )  u  =  o

cette équation peut encore srécrire :

! "+l_p.*-  (*- t1zlu =o
e

Posant x - 
; 

= tr orl obtient lréquation différentielle :

u"+ (y - t 2 )u=o 6.5

crest 1féquat ion di f férent iel le de Weber.

* Si  d9P = 1, on a l réquat ion di f férent iel le :

t r " +  ( a o  *  a r  z ) u '  + ( u o  +  b r z + b 2 * )  w  =  o

e t  s i  l ron  pose w =  u  exp  (  + tuzz)  avec  o  te l  gue a2+a^1+bz= o  on  es t

ramené à une équation différentielle pour laquelle p. ( 4.

- Si z = o est un point singulier régulier, on a draprès Ia proposition t,

I oéquation diff érentielle

* n "  + P ( z )  z w ' +  Q ( z ) w  =  o

avec doP < 2 et doQ = 4.

. . . f  . .
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' , r  Si  doP < 2, on a alors l réquat ion di f férent iel le

* u "  +  ( a o  + a . , z )  
" r ' +  

( b o +  u , ,  z  + b 2 *  + b r z 3  +  b ; z \  w  =  o

qufon peut transformer en posant :

. .  - - -  r  1  ( "  â o  *  a , 1 t . .  tw=uexP( -z  
I  

- î -a t l

) " o

ce qui  donne 1 'équat ion d i f férent ie l le

*u "  + (a+Fz+  y *  +  423  +  b l+A )  u  =  o

et si lfon pose x = k z avec t4 = b/, on obtient Iréquation différentielle :

*u "+ (a+bx+cÊ +axg+y '1  
"  

=  o

rÉ Si doP = 2, on a alors l réguat ion di f férent iel le

6.6

*n "  +  (ao  r  a , ,  z+  a2* )  rn '  +  (uo  +  b^z+ur *  +us "3  *b tn "A )  w  =  o

e t  s i  l r o n  p o s e  w  =  u  . * p  ( !  a * )  a v e c  a  t e l  q u e  û + a a 2 t b 2  =  o t

on obtient une éqtration différentielle telle 9ue Pr ( 4.

!:::1:'=:::
Les classes dréqtrivalence des équations différentielles linéaires du 2me ordre

ayant un point singulier à l0infini drordre f < 3, de premier invariant pn et

admettant au plus une singularité régulière (en x = o), sont représentées par

les équations du tableau ci-après..Ces classes dréquivalences sont caractérisées

par le triplet (1, Pr, m) qr m vaut 1 dr o suivant gue Ie point x = o est sirp

gulier ou rorl Sur ces triplets, on définit Ia relation drordre suivante (appe-

lée ordre lexicographiqne) :

(1 ,  p r ,  r )

lrune des trois conditions est réalisé :

i )  t < l '

i i )  I =1 ' " t \ <p i

i i i )  I  =  L ' t  p1  =  p i  e tm<rn '

droù la classification de ces équations différentielleso

. . . f  . .
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E q u a t i o n s

w È o

#" "  +  ax  w '  +  bw  =  o  (uu te r )

w "  +  w '  =  o

xv t '  +  ( " - * )  w '  -  âw =  o (rumner)

w " + w  =  o

1 - a 2
i l , r  I  k . [

" "+L -  f  
* î  * - ]w  =  o  (Wt r i t t a t e r )

l = 1

L=2

P1  = /

fu=/

v"  -  zxw '+  t rw  =  o

x v t t + ( a + b x + f ) w

(Hernite)

' + ( . + d x )  w  =  o

I =3
p1

p1

=3

=3

w/ ' -  xw  =  o  (e i r y )

P t "+ (a+bx+c f )w=o

p^

p1

=4

=4

n"+(y -# )  u=o  (weuer )

#u"  + (a+bx  +  e#  +  dx3  +  y ' )  r r  =  o

. . .  f  . .
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CHAPITRE III - DEVELOPPEMENTS ASYIVTPTCNIQUES

AU VOISINAGE DIUN POINT-

SINGULIER IRRECULIER

Dans ce chapitre, on se propose drétablir une relation étroite entre les inva-

riants p" en un point singulier irrégulier drune équation différentielle et

les développements asymptotiques des solutions de cette équation au voisinage

de ce pointo

Dans totr te la sui te Ie point x = co sera supposé singul ier dlordre IZz

de lréquat ion di f férent iel le 3

y(" )  *  
"n(* )  r ( * r )  * . . .  +  ro(* ) l  =  o ,  âr ( r )  e  C(* l  (e )

Défini t ions

10) Le polyn&ne :

x( r )  (x )  =  rn**2-1  rn ( * )xo l  *çQ- t ) "2 ( * )xo2t  . . .  * *n (z - t )q ( * )

sera appelé polynùne caractéristique de (n)

Z") Lréquation différentielle (E) est dite simple à lfinfini si lrinvariant

de Katz g est entier et si le degré d = nr

Remarque

Lorsque le point à lrinfini est singulier, les invariants p. sont donnés Par 3

P,  =  suP [ " '  p (a )  +p  (2 - r ) l
1<P<n

d r o ù :

o =  Pr  =  sup  [ " ,  p (H)+p  (z - r ) l
1 < P < n

ce qtr i  impl ique que pcl .rr  tout p,  13p<n, *P(2-1)+(*) est holqnorphe à tr inf i ru

et par conséquent les coefficients du poly4ôme caractéristique sont holonorphes

à lo in f in io

. . .  f  . .
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théorème

Si l réquat ion di f férent iel le (E) est s imple et s i  toutes les racines de X(*)(X)

sont distinctes alors (E) admet une matrice fondamentale de la forme :

Y(*) = 1(*) *D exp q(x)

ou :

i )  ? ( * )  =  P (x )  i ( x )  avec  3

l ' d-. o \
P(x) = I 

-t . t  
) (transformation de Turri t in)

t t

\ O 
'*( '-t 

lG-') /
\ /

21*1 po..ède un développement aslrmptotique de la forme

;2 r * - ipourx+ærx(S
J = o

(S étant un secteur angulaire centré à lforigine et inférieur e n/bt)
^

e t  d e t  Z o f  o

ii) D est une matrice diagonale constante

r-r pt/^ g
i i i )  a(*)  = > '  B.  x = .D, B. xg- i+l

i=4 
a-1 1=1 L-1

oùr g est lrinvariant de Katz, les 81 des matrices diagonales constantes

r  ) . .  \
_ 1 1  0 \

B^ =g I  "  I'P1  
\  

'  I' \ o  L  I

Ies \1 étant les racines de X(-)(X).

La démonstration de ce théorème utilise les résultats des deux propositions

suivantes :

Proposition I-
Si lfinvariant de Katzrg est entier alors X(-)(X) = o possède n-d racines nulles,

cù d est Ie degré de la singularitéo

. . . f . .
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posons u,  (x)  = * i (z- t ) . ,  (*)  = *  F("r  )  + i  (z-r)  . f (*)

ou af(x) est holomorphe à l r inf ini  et  af(-)  I  " .0n 
a alors :

x ( * ) ( x )  =  x n + b n  ( * )  x o 1 +  . . o  *  b o ( * )

Dire que g est entier entraîne que g = 1-1 et iI existe d, t SdSn tel qr-re 3

P(au)+a
g= l_1  =T

- S i p < d a l o r s

ce qui donne fl(+ ) + p(z-r) 3 o <+ p(bn ) < o

-  S i  p  =  d  a lo rs  p ( "a )  +  d (z - t )  =  o  =  p (uu)

- Si  p > d arors 
p(ad) + e( t-r  ce gui donne :p

rr(+) + p(z-r)  (  o ou encore p(un) (  or p )  d

droù  :  X( - ) (x )  =  xn+bn ( - )xo1*  r .o  +bu(co)  xod+ ooo *  b" ( - )

o r  p o u r  p > d r  p ( b o )  <  o + u r ( - )  =  o  s i  p > d

et  pour  p  =  d r  p (uo)  =  oâ  uu( - )  f  o .  Droù :

X ( - ) ( x )  = x n + u ,  ( - ) x r 1  +  . r r  * b u ( - ) x o d  =  x * d ( x d + u . , , ( - ) x d - 1 +  . . .  + b ô  ( c , ) )

4vec b6 G) I oo Ce qui démontre la proposition 1.

Proposition 2-

I Si lréquation différentielle (E) est simple alors :

I  P ,  =  n ( g + t  -  r )  ,  t < t 1 L - tI
I
I e étant lrinvariant de Katzo
t -

Par hypothèse g est entier et d = n â

p(q )+"  p (+ )+p
g=T

p(q)+p<r_1
p

. . . f . .



dooù :  p (%)+p<pg

p (a r )+p+p ( r - r )

p ( t )+p (z - r )<

or g est entier, donc g

d roù  s  , / (%)+p (z - r ) s

P, 
- suP [o,' 1  <p<n

< Pg + p(r -") çâ

p (e+  1  -  r )

= 1-1 et  g+1-r  = 1-r  )

p (e+1 - r )  S  t t ( g+ r  - r )

p(+)  +P(z- r ) ]  = ' (e* r

-44-

o pour tout r S l-t

e t :

- r ) ,  f = { 1  o o o ;  I - r

à ceux des propositions I et 2

(l:")

Renargue

A.H.M1 Levelt a démontré des résultats analogues

( v o i r  [ S ] ) .

Démonstration du théorème

Lréguat ion di f férent iel le (E) peut srécr ire :

/ ' \  lo  
1 o o 

)

|  , \  ,
I  v  l= l  

o  o  o  o

l t l
\  " - , ' 1  |  o  o  o  1

Y I |, -" (*) -',.,-{*) -"2(*) -",, (*) t
\ l \  

' r - '  
t

Posant Y = P(x)Z, crest-à-dire :

I v \ l^ o o \
| ' '  \ I" xs I
I  :  l=l  

o x-r o 
l ,

\: ,| lo 
o o 

I
\r,*,,1 \" o *@.)tf

tr,féquation précédente peut alors sfécrire :

x-q z '  = g(x)z avec 3

. . . f . .
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B(x )  =

(  o  . , r  o  . .o  o I
|  

"  
' r  v  t r  t  v  

I

I  "  
-q ; (qr r )  1  . . .  o  o  Irl

lr
i"o1ol
| - -(,,+-', 

I

I 
o -(,,-z)qr(fr) I 

I
f 
-* *-"o -.rrr(or )c ... -"rl'o -",,Îq-(r*r l+(c+r )l

\ )

S(*) sera holqnorphe à lfinfini si et seul-ement si :

q  *  1  >  o  e t  p ( u l ) -  j q  S  o

la deuxièrne condition est éguivalente à :

P(a , )+ j
p r ( "3 )+ i s  i ( q+ r )  o  

-<q+1

Donc si lfon prend q*1 = g (invariant de Katz), B(*) sera holqnorphe à lrinfirlio

Les valeurs propres de B(o) sont les racines de lléquation :

X( - ) (x )  =  xn+ u , ,  ( - )  xn-1+ .oo  *  bo  ( .o )  =  o

i  1 "  - - \
d  b r  ( * )  =  x J \ l - é l a l  ( x )

Puisque 1téqrration différentielle est supposée sinple, Ia proposition 1 implique

qulaucune valeur propre de B(-) nrest nulle. Notons ),1r ooor trn ces valeurs prÈ

pres quron suppose distincteso Dans ces conditions on peut affirmer clue 3

( "o i r  [7 ] )

2G) *D exp Q(x)

est solution de Iréquation différentielle :

*-(*- ) z, = g(x) z

avec :
^

^ .  - .  @  t ,
x Z(x) - E + dans totrt secteur ouvert drangle au centre plus

i=o xu petit qte z nfg et det 2o f o

. . . f  . .



-46-

lÉ

*'

xD matrice diagonale constante

Q ( * )  =  B "  x t  *  B , ,  * F t  * . . .  *  t * ,

P^/n Pz/o Pvt /^
= B o x '  * B . x  + r r o * B l _ Z *

où 1es B, sont des matrices diagonales constantes et

).1

d f o ù  3

v (x )  =  P (x )

=  Î ( * )

ce qui démontre Ie

2(*)  *D exp Q(x)

*D 
"*p 

Q(*) .

théorème.

B. =L(

Prooosition 3

Si les coefficients de lféquation différentielle (E) satisfont aux conditions

.  p ( " r )  p ( " " )
i )  p  < - -  p o u r t o u t p < n

p(a" )
i i ) entier

alors :

a) I0équat ion di f férent iel le (E) est s imple à l r inf ini

b) Ies racines de X(-) (X) = o so4t distincteso

En effet on a 3 pour tout p ( n :

p(+)  p (an)+p  P( " " )+ "-+1
P P N

et de plus g est entiero Ce qui donne le a).

. . . f . .
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Draut re  par t ,  pu isgue g  es t  en t ie r ,  i l  es t  éga l  à  l - t "  D0où:

p(+)  +  p (z - l )  <  o  e t  p (q)  +  n (z - t )  =  s

si  bp (*)  = *n(z-r)  H (x) ,  on a :

U n ( - )  =  o  p o u r  t o u t  p  =  1 ,  r r o l  D - l

e t b o ( - ) 1 "

ce qui donne X(-)(X) = Xn + br(-) .  Ce qui démontre Ie b)r

Notrs allons ntontrer clue pour les équations différentielles de Ia physiqtre mathé-

matique, on peut toujours se ramener à une équation satisfaisant aux conditions

i )  e t  i i ) .

Proposit ion 4

Tq.rte éguation différentielle linéaire du 2me ordre peut être transformée en une

équat ion di f férent iel le :

u " + b n u ' + b , u = o

tel le que :

p(b2)
i )  p (u , , )  <T

i i )  p (bù  es t  pa i ro

En effet ,  soi t  (E) l réquat ion di f férent iel le :

y "  *  ^ 1  ( * ) y ' +  a 2 ( x ) v  =  o

p ( a 2 )
- Si p(a, ) > T on pose y = zç et lféquation différentielle (E) devient :

ç2" + (ze'  + alp) z '  + (e" + a1g'  +  ̂ zg) z = o

Choisissons rp de sorte que 2 çt + a,rQ = or crest-à-dire :

p(*) = e*p (- l 
f: 

a., (t) at)

. . .  f  . .
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et z sat isfai t  alors à I téquat ion di f férent iel le

z "  + b r z = o

dans laque l re  on  a  :  p l (u ,  )  =  - -  o f  U(u)

- si p("r ) < 
t VGz) et que p(^) est impairr on pose x = ê, on obtient alors

la nouvel le équat ion di f férent iel le :

y "  +  l z t  " , ,  
( t2 )  -  t - t  ]  y ' *  4Ê a2  ( t2 )  v  =  o

s o i t ,  b , ,  ( t )  -  2 t a ,  ( t z )  -  t - 1  e t  b r ( t )  =  4 C  ^ 2 ( Ê )

* I1 est c lair  q. ,u pl(b2) est pair

*  D ' a u t r e  p æ t ,  p ( u , )  . t u b r ) ,  e n  e f f e ,  , ,  p ( u 2 )  =  p ( a 2 )  *  1 =  E r  q u i  e s t

>  o  p u i s q u e  I  >  2  e t  p l ( b n )  s  r , t p  ( - t , Z p ( q )  + 1 ) '  d r o ù  3

p (u , )  3 - i  <s

et p(b,, ) = zpl("n) + 1 < p(a2) + t

puisqre par hypothèse 2 p(., '  )  < p(a).

Donc la nouvelle équation satisfait aux conditions i) et ii) de la proposition

et par conséquent on peut lui appliguer le théorème.

Exemples

1. Eouation hvperséométrique confluente de Kummer

x y "  +  ( . - * )  y ' - a y  = o  ( l )

On a pour cette équation différentielle :

f  /  .  - . , 1  r  f  - ' l t

P l [ ( c - x ) x ' J =  o  e t , J ( a x '  )  =  - 1

pour se ramener au cas de la proposition 4 il suffit de poser :

c x-zz
Y = x  e  w

et on obtient l0équation différentielle (ae Wnittater) :

. ,- +-É,n,+(_f.i.Trw=o

.  c  4  t  t  t u  - - - - !  r - - r  - - - r : - . - -  1 ^  I L : ^ - :avec  k  = ; -  a  e t  p  =  
à  

(c+ t ) .  On peut  lu i  app l iquer  le  théorèmeo

. . . f . .



avec ,

l_1
a(*)  = E

r=1

o' Àr .1 ).2 sont les

ce clul qonne 3

rt Peur

ce qui

Y,  =

fr1*1 *D exp Q(x)

p, /z o^/z
B_ .x  = Bo x et  Bo

r-1

racines de lréquat ion

X(-)(x) =xz -f ,="

t / z

Les j.nvariants au point x = co sont p,, = 2 et p2

équation admettent pour x tendant vers lrinfini

de la forme 3
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= o donc les solutions de cette

un développenent asymptotique

t-
i+

on sait que (voir [7], tneo"ème !2.2

' ( : ' ; , )

B o  = ( - " "

\ "

déterminer D, on pose 3

["] =l '  
, ' ] v

\"'l =t-â ù"
donne I féquat ion d i f férent i

[r"'"\.r- k
(\  " . /"1 \-n -k

r)*] 
Y

)

- , Ê

+f

e l le  :

) , { ï

=(4*A.,.1*Mb)y=Ay

Les valeurs propres de Ao étant !ig!ingl5,
page ) il existe une transformation

Y=P(x )Z= ( ;  * l  z
r=o I

te l le  que l réquat ion d i f férent ie l le  Y '  = AY

z '  =  g(x)  z

devienne :

. . . f . .



ou

-50 -

B(x) = D B- + avec B- : matrice diagonale constante
Àr=o

on a la relat ion :  P'(x) = A(x) p(*)  -  n(x) A(x) çr i  permet de calculer les B,

lron choisit Po = I et Bo = 4 r on obtient

et

Si

/ k  
o \

Bn= |  I' \o  
-k l

On en déduit que les solutions de lféquation différentielle Y' = AY aùnettent

pour x tendant vers lrinfini le développenent asymptotique s

^ 8 .
Y ( x ) x t . * p ( e " * )

avec î(*)
C D ^

s v
L J  r !

rEo

secteur

1
: t,c

centré

Y o  = P o  = I t  x €  S

à lforigine et dtangle au centre plus petit que ?loo u S

Droi l

est un

D = B,r et û(..)

, ; , )

Donc les solutions de lféguation différentielle de l{hittaker admettent

x € Sr x â -r le développement asymptotique :

= 

(_' ,

luût*) . I
\ o

^ @

W(x )  =  E
r=o

t 1
o \ f 

-zx

l"*o \
- k /  \  o

, : )

( ' ,  

; )

(2 )

ou +fr, et lto
x

fr(*)
u2(x)

u4(x)

f 'r 
(*)

=  

\ * , - ,

Posant

. . . f  . .
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la première ligne de la matrice (Z) aonne :

- I
*n ( * )  -  u r ( x )  *  

"  
2 ,  u , ( - )  =  r

, z ( * )  -  te ( * )  * -k  
"  

Z ,  
u2( - )  =  t

Revenant à l réqtrat ion (r  ) ,  on a :

/  \  /  \  - a
y1 (x/  ry u1 \x ' ,  x

yz ! )  -  uz (x )  * - c *a  ux

p o u r x € S r x + + c D

On retrouve ainsi des résultats bien corDUSe

Remarque

Lorsgue c = Zat lféquation différentielle de Kummer donner en posant

x  =  z i z  e t  ï  =  x  
'  

- ^  

" ;  
w ,  l r é q u a t i o n  :

* " "  +  rn '  + ( - f * * )  u  =  o  avec  Y  =  
"  

- t

crest Iréqqation différentielle de Besselc On en déduit qne cette équation diffé-

rentielle adnet povr z+ @, lug r l < r Ie développement asymptotique s

'l

, ^ (z ) *u r ( " ) rZ  u -L "

_L

"zG)*u2(z )zz  " "

d r, (z) et 
"2(z) 

sont des séries un Lu. Drailleurs, ce résultat aurait pu être

établi directement (voir[7] nage 63).

2o Ecluation drHermite

y"  -2*y '+  t r y  =  o

Cette éguation ne satisfait pas aux corrditions i) et ii) de Ia proposition 4

puisque ,r(zx) > p(tr). on Ia transforme en posant ;

Ê.
2y = u e

. . . f  . .
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et on obtient Iréqtration différentielle (ae WeUer) :

, "  + ( 7 - * 2 )  u = o  a v e c y = À + 1

Son polynôrne caractéristique est :

X(* ) (x )  =  x2  +  *2(2-L)  Q '  # )

or on sait que lrordre de cette équation est I = 3. Dloù les racines de lréqua-

t ion :

X(-)  (x)  = o

sont -1 et +1.

Dtautre part  les invariants au point x =o sont Pl=\t  p2=2 et p,  = o. On en

déduit que lréquation de Weber admet un système forrdanental de solution de la

forme :

î (*)  P

ou Y(x) est déve

Pour déterminer

transformations

(

"*PJ â
(_

loppable

B . , '  e t D :

de telle

*'9 z' =

: )

de l{eber

, \

-'Fl

q r  B (x )= ;  { n ,e toù
r=o x

(voir [7] n.e. 52).

f  " \  l t
P o s o n s t  I  I  = l

\ " ' /  \  
"

et I f équation différentielle

-i t '=1"x t1 =f

lr-  4tr

l - t o\ ^ 7
I I f +B,.x t
\  "  t l  )

en série .r, 1 po* x â ær l"rg *l < n/2.

il faut faire subir à lréquation de l{eber une suite de

sorte qrre lréqtration différentielle finale soit Ia forme :

n(x )z r  e€  N

les B, sont des matrices diagonales constantes

Y
1

devient :

.Y
1

. " . f  . .



11 ,  \
puis, on pose Y., = 

{ |
\ - l  t  I

ee qui permet de diagonaliser Ia

précédenter  On obt ient  :

o \

,i
r

= 1 A o +
I

Enfin, on transforme

t 2 ,

matrice constante
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de 1féquation différentielle

x  Y 2 =I , (.P\
y -  1
T

T

+Br z
x'

Bo = Ao, on obt ient

iÛY2
A^14 l

NI
x )

cette

\ 2

dernière éguation différentielle en posant :

\2= E + P,  Z=P(x)Z
r=o ^

et l ron obt ient la nouvel le équat ion di f férent iel le

* -1  z '=E
r=o

en choisissant Po = f et

d r o ù  3

[ry
, , ,  = o  e t  8 2 =  

{

\ .

:

y+1
z

: )

| - x ,
1l
2 \

o

z(x)  -2(* )  *Bt  
" *o

. . . f  . .



ce qui donne :

y  -  Î ( x )
( :

, ; ) , (
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p(x)  2 (x )

ç2

v4

différentielle de l{eber, le système fondamental :

^ l \

Y1 (æ/ = 1

- / \
Yz\@) = I

" . )

.-l

p
e

. r r*"  î (  *)

S i I fon  pose Y(x)  =

( : . )'f ;)
l"
I
I
[ ^

Vz

équationon obt ient,

"., 
(x)

pour If

= i1 (x )  x

"2 ( * )  
=  î z ( * )  x

".r Îr(x) possède un développernent asymptotique en série entière 
"r, 

*-1 dans

tout secteur drangle au centre (  
l .

On en déduit que les solutions de lréçration différentielle drHermite admettent

pour x -à E, loe *l a 
, }e développement asyrnptoticpe s

r , ( x ) - î r ( * )  * ' /  " ,  
j t ( - )= r

_(^* lz)  
ç ^yzk)- | r (x)x '  ê^,  iz@)=

2

7+ t
T

. . .  f  . .
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3. Equation différentiel le dfAiry

y "  -  * y '  =  o  ( r )

son grade , = 
1,, pcnrr Ie rendre entier on pose

^ Zl^
F  = 2  -  

x

ce qui donne la no,rvelle éqnation différentielle :

t"-+v'-*v=o (z)

qui satisfait aux conditions de la proposition 4. Ses invariants au point

t = æ s o n t :

9 l = 6 t  P z = 4 t  P s = Z  e t  P L = o

et son polyn&ne caractéristique est :

x(t)(x) =f - t- fo - r

droù les racines de X(-)(X) = o sont -1 ct  f io

Le théorème donne alors , 
.,,

{ t  
o \ ^  | .  l - t  o \  

7  a  {

t  l î ( t )  .o"*o{â{ l t3+8.,Ê+Y2t l\ "  Êl  lJ \ .  +1J '  É 
J,  t  (  

"  \  o +11 -

comne système fondamental de (Z), *r Î(t1 pos"ède un développement asympto-

ticJue de la forme

@ a ^

E +Y,  pour t+ f  @r  l " "e t l  <  g
r=o J

Pour calculer B., , Bz, D et Î,, on pose 3

l v \  l t  o l  /1  1)I  l -  r  r
I t

\v' l 
= 

l" ÊJ [-., ^l 
Y1

et lréqtration (2) devient 3

'-"'={(: ;). f ; ) "J 
', =AY, (3,

. . .  f  . .
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On cherche à transforrne (3) p*rr nrobtenir que des rnatrices diagonales au

second membre de I0équation différentielleo Po,rr cela, on sait gue, Iorsçre

les valeurs propres de A(-) sont distinctes iI existe urre série formelle

; Pr t-r avec det Po f o,
r=o

telte gue la substitution formelle I

y , =  ;  p r t - r  z
r=o

change lréquat ion (3) ."  l0équat ion :

{22 '=  ;  B .  t - r  z
r=o

qi tous les B, sont des matrices diagonales constantesc

Cette substitution donne :

t-1 0\ l- t  o
I

Bo =  |  l rBn  
-Bz  oe t83=  t

\ , \ 1
\ o  i l  \  o  -Z

Po = I ,  P. = Pz = o et Ps

d t d r p o u r t + o

(;j)

@
- F

E  P !  t -
13=o

z( t )Y1 -

^ {
E 1F

r=o
avec Z1-7 = 7, 21t'1 =

. . . f . .



^ 2

Posons Y,' (t) =

^
on a alors Y. (-)

et si lron pose :

= l

E P r t
r=o

=Po  x I

-r 2G)

t

- ï? -

(4)

v  -  Î ( t )

1

u2(t)  ^,  t2( t )  t  Z

l , t ,

a d m e t p o u r t + @ loe t l

'=(ll :, )
on aura 3

: , ) ' ( :  

*  

"  
* )

_ !

I t  2
I
I

t
\

o

11 1\
avec Î1- ;=(  I

\-. , I
D0cr.i 1féquation différentielle (2)

le développement asyaptotique

l t  o\ lr-L
{  \1 ( t )  |

\" el \o

La prernière ligne de cette matrice

o \ l"-
.,lr l

; zl \ "
donne :

t3
3 '  

. . )

" - î /

r t 3

u, ( t ) -û1 ( t ) t -Z  
" -5 ,  

û , ( - )=r

t3
T

e - , û2(-)  = I

. . . f . .
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ce gui dorne pour lréquation différentielle drAiry pour x â cÊt

-+ -? *slz
l n ( * ) -  Î r ( * )  x  4  

"  
r

- |  ? *t/z
Yz(x ) -  Î z ( * )  x  4  . J  ,

î ,  (.) étant des série 
" "n 

| 

' / '
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