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INTRODUCTION

On appelle "systéme asservi" une équation diiférentielle de la forme :

dx
rra f(x,t,u) x € R

ST € UcC RP

Avec des hypothéses raisonnables de régularité sur f, a tout couple

(xo, u(e) : [to,tlj - U) constitué d'une condition initiale x s et d'un
contrble admissible u(.), on associe une réponse x(xo,to,tl,u(.)) élément

de B?n, qui est par définition la valeur 3 1'instant t de 1'unique solution

du probleme de Cauchy,

dx

Tt (X0t et »ult)) = £(x(x_,t_,t ,u(t)) t,u(t))

x(to) =X
L*étude de 1l'ensemble des points xo—accessibles, c'est-a-dire 1l'ensemble des
points Xy tels qu'il existe une commande admissible u(.) assurant le transfert
du systéme, de 1'état initial X a la réponse X1y s'appelle 1'étude de la
contrdlabilité,

\
Depuis plusieurs années, il est apparu qu'une approche géométrique de 1l'étude
des problémes de contr8labilité était fructueuse., (BROCKETT [4,5], LOBRY (317,
SUSSMANN-JURDJEVIC [37], HERMES [17])

Plus précisément avec quelques hypothéses peu restrictives un systeme asservi
est équivalent a la donnée d'une famille ;b de champs de vecteurs sur une va-
riété M, Tout résultat sur cette famille s'interpréte immédiatement en termes

de contrdle,

C'est ainsi que 1l'on dit qu'une famillqu de champs de vecteurs est compléte-
ment contrBlable si tout point de la variété M, peut 8tre joint a tout autre
point en parcourant dans le sens du temps croissant des courbes intégrales

des champs de 0 .

En ce qui concerne la théorie des systémes asservis, seules les familles

ayant au moins deux €léments présentent un intérét (pourb réduite i un élé-
ment il n'y a plus de commande et 1l%'on est ramené a la théorie des systémes
dynamiques). Déja pour des familles de deux champs de vecteurs des questions

intéressantes peuvent &tre posées,



L'objet de ce travail est de préciser le résultat suivant de SUSSMANN-LEVITT
28] . ‘

"Sur toute variété paracompacte, connexe, il existe

un couple de champs de vecteurs complétement contrSlable,
dans le sens ci-apreés : .

"A tout champ de Killing sur I%n, Sn, ou le demi-plan de Poincaré, on peut
associer un autre champ de telle fagon que le couple obtenu soit compléte-

ment contr8lable',

Un champ de Killing sur une variété Riemannienne est un champ qui engendre

un g.oupe local & un paramétre d'isométries. Le résultat annoncé précise donc
celui de LEVITT-SUSSMANN dans deux directions : d'une part on montre que le
résultat reste vrai pour une classe particuliére de champs, d'autre part que
dans cette classe ﬁn des deux champs peut &tre arbitraire. Enfin, le fait de
travailler sur des variétés particuliéres permet de construire effectivement

le partenaire,

Du point de vue des applications, ce travail trouve sa justification dans le

cadre de la théorie des réseaux électriques., Considérons en effet le circuit

suivant :

—— e s eme  mm— o

C'est un transformateur de courant continu, faisant passer de la différence

de potentiel E & la différence de potentiel Vo' I1 est constitué d'un vibreur
fermant pAriodiquement le circuit, suivi d'un filtre passe—-bas régularisant,
Les résistances sont choisies négligeables pour maintenir le rendement maxi-
mume L'étude de ce type de circuit, ne comportant que des diodes (elles inter-
viennent dans la conception d'interrupteurs idéaux), des inductances, des ca-
pacités et des sources de courant met en évidence des champs de Killings Cha-
que champ de vecteurs admet une composante semi-simple (so(n)) correspondant
aux éléments passifs, et une composante résoluble correspondant aux parties

actives (Batteries).



Ce travail repose essentiellement sur deux idées directrices que je vais

exposer briévement,

I1 est deux cas bien connus ol la description des états accessibles est faci-

litée : quand le systéme est symétrique, c'est-i-dire un systéme de la forme

‘—;-,’;‘=H(x).u x€ R® u€ Uc RP

mais de tels systémes ne peuvent avoir d'application 2 des systémes asservis

du type
dx

at Ax + H(X).u,

or ceux-ci se rencontrent dans les problémes de mécanique dés que 1%on veut

contrdler la position et la vitesse d'un objete (LOBRY [31])

Le deuxiéme cas est quand la variété d'évolution est compacte, mais ici encore
on s'interdit pratiquement la totalité des problémes de mécanique (i cause
des vitesses). La premiére idée est donc de se placer dans la mesure du possi-—
ble en une situation intermédiaire entre le cas compact/ou symétrique et le

cas général,

Pour préciser ce que j'entends par 1i, considérons 1'exemple académique sui-

vant :

Soit le systéme asservi 8" = u u G{o, 1, -1} sur le cercle Sl, les contrdles
admissibles u(e) étant des fonctions continues par morceauxe En intégrant on

voit que B’ peut atteindre toute valeur et y rester (en faisant u(.) = 0), en

traduisant ce fait sur Sl X IR fibré tangent il devient clair que tout point de
1

S” peut &tre atteint avec une vitesse choisie, ceci pourvu que 1%on s'autorise

a "tourner" suffisamment sur Sl. Evidemment de par la simplicité de 1l'exemple
choisi il n'était besoin de faire appel i toutes ces considérations, mais
dans ce travail on retrouvera plusieurs fois ce type de situation et la réso-
lution proposée aura de fortes analogies avec la décomposition suggérée ci-

dessus,
La seconde idée part de la remarque suivante : [25]

"Soit M une variété Riemannienne connexe, compléte, alors le groupe des iso—
métries de M peut &tre muni d'une structure de groupe de .Lie, dont 1'algébre

de Lie est isomorphe & 1'algébre de Lie i(M) des champs de Killing de M",



Ainsi les champs de Killing apparaissent comme les champs invariants & droite

d'un groupe de Lie (le groupe M(n) des déplacements euclidiens si la variété

considérée est Bln, SO(n+l) dans le cas de la sphére,SL(Z,ﬂ?) pour le demi-
plan de Poincaré P). On peut alors sur ce groupe de Lie démontrer des résul-
tats de contr8labilité par les méthodes de BROCKETT [5], SUSSMANN-JURDJEVIC
{21], eee, puis "projeter" ces résultats sur les espaces homogénes corres—

mondants :

n n SO(n+1 SL(Z2,IR
R"n M )/SO(n) Sy v Olnt )/SO(n) P S )/so(z)
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SYNOPSIS

j'ai organisé les différents chapitres de la fagon suivante :

Chapitre I : Résultats algébriques
Aprés des rappels concernant les champs de Killing, j'introduis dans le pre-

mier paragraphe les groupes de Lie et algébres de Lie associés a ceux—ci sur

R" et S (espaces Riemanniens symétriques). Les notations étant précisées
j'établis dans le deuxiéme paragraphe un résultat purement algébrique pour
1'algébre de Lie so(n) du groupe de Lie SO(n) des matrices réelles orthogo-
nales directes. Ce résultat est une réponse préliminaire au probléme consi-
déré : je montre qu'ia tout é€lément de Eg(n), on peut associer un €lément tel
que le couple obtenu engendre 1'algibre de Lie entidre, Ce résultat ne me

semble pas connu dans la littérature,

Chapitre II : illexploite en termes de contrfle les résultats du Chapitre I.

On a ainsi immédiatement un théoréme de contrdlabilité sur SO(n+l) et par
conséquent sur la sphére s™. Le probléme du "mariage" des champs de Killing
posé dans 1l'introduction est ainsi complétement résolu sur S™ (théoreme 2),

J'établis ensuite un résultat analogue pour les espaces euclidiens (théoréme 3)

mais ceci est plus délicat et nécessite plus d'efforts en raison de la non

compacité de R™ Au cours de la démonstration j'obtiens divers résultats de
contr8labilité, en particulier une condition suffisante de compléte contrdla—
bilité sur un groupe de Lie non compact - le groupe des déplacements — qui

semble intéressante en elle-m&me,

Enfin, le groupe spécial linfaire, avec le demi-plan de Poincaré, sont exami-

nés surtout dans un but heuristique,

Le Chapitre 111 présente les diverses conséquences des théorémes 2 et 3 en

théorie du contr8le. En particulier, je montre comment ces résultats s'inter—

prétent pour des systémes bilinéaires,

Quelques circuits électriques conservatifs montrent comment ces résultats
s'appliquent,
Enfin, dans la conclusion, j'indique dans quellés directions, il serait sou-

haitable d'étendre les résultats obtenus, et ce que 1'on peut espérer raison—

nablement,

- Chaque Chapitre comporte une introduction, ou des remarques, dans lesquelles
j'essaie de situer les résultats obtenus par rapport i la littérature que

je connaise—
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/CHAPITRE I — RESULTATS ALGEBRLQUES/

Comme il a été dit dans 1*introduction, il est naturel sur une variété

Riemannienne de privilégier les champs de Killing, Aussi le premier paragraphe
est constitué d'affirmations élémentaires de géométrie différentielle concer—
nant les champs de Killing, il ne contient rien d*originale I1 a pour but
d'éclairer la classe des champs de vecteurs considérés, Je montre ensuite
simplement comment on peut attacher naturellement i cette classe un groupe de
Lie dont 1'algébre est isomorphe i 1%'algébre de Lie des champs de Killing.

(En fait les algébres de Lie de champs de Killing étant de dimension finie,

on pourrait faire appel aux résultats de Palais [25] et au théoréeme d'Ado eee
[KRENER 23]); C'est ainsi que considérer les champs de Killing sur la sphére,

revient a étudier 1%algébre de Lie des matrices antisymétriques réelles,

Si sur une variété connexe, i un champ de vecteurs analytique on veut associer
un autre champ de vecteurs de fagon i obtenir un couple complétement contrd-
lable, d'aprés le théoréme de NAGANO [cf. SUSSMANN 37] une condition néces-
saire est que en tout point x de la variété, 1le rang de ce couple (iee la
dimension dans TMx de 1l'espace vectoriel des valeurs prises par les éléments

de 1'algébre engendrée par ce couple) soit égal i la dimension de la variété,

' On se trouve donc confronté a une question préliminaire :
"Etant donné une algébre de Lie, et un élément de cette algebre, existe~t-il

un autre élément, tel que le couple obtenu engendre 1%'algébre de Lie ?",

Le paragraphe I,2 répond affirmativement pour 1l%algébre de Lie des matrices

antisymétriques On y construit effectivement cet &lément.

Le paragraphe I.3 contient un résultat analogue pour 1l'algébre de Lie des

déplacements,

Ces deux résultats me semblent originaux,
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I.1 Champs de vecteurs de Killing sur une variété Riemannienne.

I.1.,1 Définition : Un champ de vecteur X sur une variété Riemannienne M

I‘l.z

I.1.3

est appelé champ de Killing, si dans un voisinage quelconque de M,
le groupe local a un paramétre engendré par X, est un ensemble

d'isométries locales,

On peut préciser la relation entre un champ de Killing et la métri-
que Riemannienne : si on désigne par LX la dérivée de Lie de X et
par g la métrique de M, alors X est un champ de Killing si et seu-

lement si Lxg =0 [Kobayashi—Nomizu [25]].

On peut alors vérifier immédiatement i partir des propriétés clas—
siques de la dérivée de Lie que l'ensemble i(M) des champs de
Killing est une sous-algébre de Lie de X(M) 1'algébre de Lie des

champs de vecteurs de M,

Si la variété M est connexe et compléte, le groupe de Lie I(M) des
isométries de M [Myers—Steenrod] a une algébre de Lie isomorphe a

i(M) [Kobayashi-Nomizu 257,

Dans le cas des variétés Riemanniennes symétriques, explicitons cet isomor—

phisme.

Teled

Un espace Riemannien symétrique, est une variété Riemannienne M,
telle que pour tout point de M, il existe une isométrie involutive

ayant ce point comme point fixe isolé,

Dans ce cas, IO(M) la composante connexe de 1'identité de I(M),
opére sur M transitivement et effectivement (ies il n'y a aucun
€lément de IO(M) distinct de 1'identité qui laisse invariants tous
les points de M), »

Une des conséquences est que si K est le sous—groupe d'isotropie
de G = IO(M) d'un point o fixé de M alors G/K est difféomorphe 3 M,
On est alors dans la situation ol un groupe de Lie G = IO(M) opére

sur une variété, Alors tout champ de vecteur X € Lie (G) = g, inva-
riant a4 droite, engendre dans G un groupe i un paramétre :

(exp tx)tGIR' Pour tout point m de M, on a donc un groupe a un
paramétre dans M : ((exp tx)'m)tEIR° A celui-ci on associe un vec-

teur tangent en m. Par ce procédé on sait associer ainsi & tout
champ de vecteurs invariant i droite X de G un champ de vecteurs

o(X) sur M,
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I'l.6

I.1.7

L'application ainsi définie : 0 : X ¢(X) de g dans X(M) est un
isomorphisme de 1'algébre de Lie de IO(M) sur i(M) 1'algébre de Lie

des champs de Killings Ce résultat se démontre de fagon immédiate,

Exemple 1 : Soit 1'espace Riemannien symétrique Sn, la sphére de

. dimension ne Si 1'on note SO(n) le groupe des matrices orthogonales

I.1.9

(n,n) réelles, de déterminant 1, S" s'identifie 2
S‘)(""Ll)/sc)(rl). L'algébre de Lie des champs de Killing sur la

sphére S" est isomorphe 2 1'algébre de Lie de SO(n+l), ensemble des

matrices (n+l,n+l) réelles antisymétriques que 1'on note so(n+l)e
Exemple 2 : Soit M = R", alors IO(JR ™) = M(n) groupe des déplace-

ments euclidiens, M(n) s'identifie au sous—-groupe de Lie de

1 o

GL(n+1,IR) formé des matrices ( ) ot Ug S0(n) et x est un

x, U
n

vecteur de R,

L'algébre de Lie des champs de Killing de ]Rn, est donc isomorphe

4 1'algébre de Lie m(n) des matrices (n+l,n+l) de la forme
o o n
ol A€ so(n) et € R,
a A
Exemple 3 : Soit P le demi-plan de Poincaré, P est difféomorphe a
SL(2,R )/ e SL(2,IR) opérant sur P par
So(2,Ir)

ab

a z .
Zb———>gez = ———— =i g=( ) € SL(2,RR)

c d
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I.2 Un résultat sur 1'algébre de Lie des matrices antisymétriques,
L'objet de ce paragraphe est de montrer le

Théoréme I Pour tout champ de vecteurs Xl’ non nul, appartenant 3
1%algébre de Lie fg(n), il existe un champ de vecteurs X2,
€lément de Eg(n), tel que le couple le,Xzf engendre so(n)
(ies 1la plus petite algébre de Lie contenant X1 et X2 est
so(n))e.

Le principe de la démonstration est le suivant :

Premiére étape,

On choisit une base de so(n) (lemme 1), telle que 1'endomorphisme :
ad X : so(n)————so(n)
Y pb——=ad X.Y = [X,Y]

ait une forme simple. A partir de 13 par des calculs €lémentaires, on montre
que : 1) 1'algebre de Lie Eg(n) se décompose en la somme directe d'une sous-
algébre commutative a, et d'un sous-espace vectoriel b, générateur
(au sens de 1'algébre de Lie) de so(n).
2) il existe des éléments A, de la sous—algébre a, se caractérisant
de fagon simple, tels que l'endomorphisme ad(A) restreint a b, soit
cyclique sur be
3) si A a cette propriété, les éléments B de b, cycliques pour ad(A),
se caractérisent par une condition indépendante de A,
A 1'issue de la premiére étape, on sait donc construire beaucoup de couples
{A,B} engendrant Eg(n). L*€lément A étant choisi dans a, B dans b indépendam-

ment l'un de 1%autre,

Deuxiéme étape,

Pour tout élément, non nul, X1 de Eg(n), on montre qu'il existe un automor-

phisme 6 de 1'algébre de Lie so(n), rel que G(Xl) s'écrive relativement a 1la
décomposition en somme directe obtenue i la premiére étape :

6(x,) = A; +By

A€ a By € b,
avec B) vérifiant la condition 3) de la premiére étape, C'est-a-dire que pour
tout élément A de a, tel que la restriction de ad(A) a b soit cyelique, B,

est cyclique relativement i ad(A) sur b.



Conclusion

En d'autres termes la famille fad(A).Bl, adZA.Bl, coey adnA.B1} engendre be
Comme b génére Eg(n), cela signifie que le couple {A, A1+B1} engendre Eg(n).
Mais 6 étant un automorphisme d'algébre le couple {G—I(A),X1} engendre so(n)

ce qui est la conclusion du théoréme.

Le vecteur associé i X, 9_1(A) dépend a4 la fois de O et de A, A est indépen-
dant de Xl, et 1'on verra que 1'on peut en construire beaucoup. L'automor-

phisme O dépend évidemment de Xl, mais on peut en construire beaucoup également.
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Démonstration du Théoreme I

Premiére étape (4 lemmes)

I.2e1 Lemme 1, L'algébre de Lie des matrices antisymétriques, Eg(n), se

décompose en la somme directe d'une sous-algébre de Lie, commutative,
maximale, a, et d'un sous-espace vectoriel b engendrant Eg(n) (au
sens de 1'algébre de Lie),

Si 1'on note par {E}AL la plus petite algébre de Lie contenant b

on a donc

so(n) =a®b
{E}AL = E(n)

Démonstration

Au cours de la démonstration de ce lemme, je serai amené i introduire des

notations qui auront cours tout au long de la démonstration du théoreme.

Je désigne par Eij les éléments de la base canonique des matrices

réelles, Posons :
Quand (i, j) décrit 1'ensemble des couples tels que 1 < i < j < n, la famille

des Xij est une base de Eg(n). Pour cette présentation de Eg(n) les constantes
de structure sont alors :

Considérons alors a, la sous-algébre de Lie de Eg(n), dont une base est cons-—

tituée par les matrices Ai de la forme :

0 -0
2i- .....(.o 1)
2i |..-.. -10
0 0

Autrement dit, si p est la partie entiére E[%] de % on a

(3) A =X, 4, pour 1<is<p

Avec (3) et le calcul des constantes de structures, il est clair que a est

une sous-algébre commutative, maximale de so(n).
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2i-1

2i

2p
2p+1

Je vais maintenant décrire une base supplémentaire de as Cette base sera
indexée par un certain sous~ensemble A du dual a* de a (considéré comme
espace vectoriel), Cette maniére de faire, se révélera utile au lemme 2, lors

de la diagonalisation, par blocs, simultanée des endomorphismes ad(A).
Définissons

+ X

E , . = . . .oy = X oL F XL, .
(A) a(l,J,g) X21—1,ZJ 2i,2j-1 "7 51(1,3,6) 21,25 2i-1,2j-1

2j-1,2; .
i, -
/\9\ 7o /\ 2j-12] 4
0 € 2i-1 O 10
N 10 2i o 0 -€
]

o désigne la forme linéaire sur a (considéré comme espace vectoriel de dimen—

sion p)
. ¥* ¥* N .
(5)  ali,ie) = A; + €A, l<i<j<p et g€ {-1,1}

* *
ou les A sont les éléments de la base duale de a, ies A (Al) = 6(ké).

La comparaison avec la figure précédente, montre les positions respectives

des A, A,, E ,. .
°S % A5 (i, 5,6)°

Quand n est impair définissons en plus les éléments suivants :

©®) B, (1)7%2i,2p41 5 Ey(i)7%2i-1,2p41

0 0\
\\\
N
AN

T 2i-1 1
2i 0

2p 1

o)

2p 41 Q) H o



Dans (6) o désigne la forme linéaire sur a ci-aprés
. *
Ot(l) - Al

quand n est pair A est 1'ensemble des a(i,j,€) définies en (5), lorsque n est
impair A est 1'ensemble des g(i,j,&) et des ali)o

En plongeant canoniquement so(2p) dans so(2p+l) on a alors la décomposition

7 sop) = D (w4 D (RE (1,5,¢) ® R

B4, e))
l<i<p 1<i<j<p 23

8) so(2p+l) = so(2 @ IRE ,.\ @ RF ..
(8) __( p+l1) _0( p) 1<, ( (i) a(l))
En notant b le supplémentaire de 2 dans cette décomposition _s_o(n) =a®b

tb base la famille (E, F
et b a pour ba:e la fami e(a, a)OtGA.

On a par un calcul immédiat, utilisant la relation (2)

9 [Ea(i,j,e)’ Fa(i,jye)] =2 (Ai +£Aj)

0O Ty Ty = 4

Ces deux relations montrent alors que tout élément de a, est combinaison
linéaire de crochets d'éléments de b, et donc que b engendre _s_o(n), ce qui

termine la démonstration du lemme 1,

Avec les notations du lemme 1, énongons le

P
Te22 Lemme 2, Soit A un élément de a, A= 3 ak Ak’ alors la restric—

k=1
tion de ad(A) a4 b est un endomorphisme de be Cet endomorphisme sera
cyclique sur b, si et seulement si
(C) Les nombres |a(A)| sont tous non nuls, et deux i deux distincts
pour ¢¢ décrivant 1'ensemble A,

Les nombres (A) pour ¢ décrivant A, forment 1'ensemble des

i 75 J quand n est pair

ai +QJ-1 oy -aJ.

a; + aj, o; — Qs oy 0y quand n est impair,

J
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Démonstration

On établit facilement, toujours avec (2)

o(i,i,e)(A)

(11) ’Ea(i,j,é)] B (i,i,€)

TA

L ’Fa(i,j,e)] = (i, j,e)(a) E

ali,i,ée)

(12) "AE (;y] =ali) F ;)
(A By (1))

~() B
Ces relations montrent que d'une part ad(A) laisse stable b pour tout A de a,

les espaces IRE 5] ]RF étant invariants par ad(A), et que d'autre part dans

la base de b la restriction de ad(A) est une matrice dlagonale par blocs

2 x 2 :

BOl
‘1 B n2—n n
a, 2m=d1m_}2=—2——E(z)
B
am

les blocs BCZ’ pour ¢ décrivant A, étant les matrices réelles 2 x 2

0 a(4)
Ba =
-a(4) O
sur cette forme simple, il est clair que ad(A) est cyclique sur b si les va-
leurs propres de ad(A) sont toutes distinctes deux a deux. Comme les valeurs

propres de ad(A) sont les nombres complexes q(A)i et -q (A)i pour ¢ décri-

vant A, on a la conclusion du lemme 2.

I.2.3 Lemme 3+ Soit A un élément de a, vérifiant la condition (C) du

lemme 2, soit B un élément de b s'écrivant :
Z (ea E +4, Fa)
a€ A

Soit I le sous—ensemble de A, des indices o¢ tels que (ea,fa);é(o,o).
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Alors B est un vecteur cyclique du sous-espace vectoriel de b

(RE ©® RF)
o I (0 a

relativement 4 1'endomorphisme ad(A).

Démonstration

C'est encore un exercice élémentaire d'algébre linéaire, Si on désigne par m

la dimension du sous-espace vectoriel @ (R Ea o ]RFa), le calcul du
atcl

déterminant suivant donne, en raison de la forme de matrice diagonale par
blocs de ad(A) :

2

det(ad(A)oB, ad“A¢B, ¢ ¢ o, ad A.B) =

I |<a<A>>2.I l [(ﬁ(A))Z-(a(A))ZJ.l l (e + £)

o€ I (@,B)T? a€l
a(A)<B(A)

L'élément A, vérifiant la condition (C) du lemme 2, les deux premiers termes
du produit sont non nuls, Le troisiéme facteur est non nul de par la défini-

tion de I,

La famille de vecteurs (ad(A).B, adZ(A).B, e « o, ad"(A)eB) est donc une base

du sous-espace vectoriel considéré, ce qui démontre le lemme 3.

Notons de la fagon suivante les trois sous-ensembles de A::

A" = fa(i,i) |1 i< j<op)
A = {a(i,i,-1)|1< i< j<p}
A = {a(i)|1 < i < p}

on peut alors énoncer le lemme 4,
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I1.2.4 Lemme 4. Soit A un élément de a, vérifiant la condition (C) du

lemme 2. Soit X un élément de so(n) s'écrivant

X = Z : x, A, + : : e E +£f F ; et tel que
i1 a o a a

i=1 o€ A

(D) (ea,fa) # (0,0) pour a € A+ si n est pair, pour g € A si

n est impairs

Alors le couple {A,X} engendre so(n).

Démonstration

En vertu du lemme 3, il suffit de vérifier que les sous-espaces vectoriels

bt = @+ (RE, & RE) et b = @o (RE & RE)
o N @ o€ A

engendrent (au sens de 1'algébre de Lie) chacun so(n)e

. +
- Le sous—espace vectoriel b engendre Eg(n).

En effet un calcul immédiat fournit les relations :
'E ,. . E =
0!(19331), a(k,-?,l)]

5(ik) F ,p . +6(il) E .. + 6({i) E .. + 6(jk) E . .
(ik) a('?,J,-l) (1) a(_],k,—l) (‘h) o(i,k,~1) G(J) a(l,f,—l)
Comme en plus on a i < j et k < Y seul un des quatre termes peut &tre non nul,

on engendre ainsi, en faisant varier les indices i, j, k et ? tous les

az(s,t,—l)' De la m&me fagon la relation

(B(i,5,1)7 TG, t,0)d =

-6 (ik) al,5,-) " o(it) EGok,-1) ™ 6 (1) fa(i,k,-1) * 5(3) (i, t-1).

permet d'engendrer tous les E o Ainsi bt engendre b et 1'on a vu au
o(s,t,~1) - -

lemme 1 que b engendrait so(n).
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- Le sous—espace vectoriel Eo engendre Eg(n) 3

(X, 2p417 Xy 2pe1d = X

o
cette relation montre compte tenu de la définition de b, et des %x(i)
et Ex(i) que le sous—-espace Eo engendre Eg(n) ce qui en terminant la démons-

tration du lemme 4, cl8t la premiére étape.-
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Deuxiéme étape (4 lemmes)

Le but de la deuxiéme étage est, comme on 1'a vu, de démontrer que pour tout

€lément X;, non nul, de so(n) il existe un automorphisme § de 1'algibre de
Lie de so(n) tel que G(Xl) vérifie la condition (D)du lemme 4,

Le principe de la démonstration est le suivant : On peut tout d'abord

a 1%aide d'un automorphisme d'algébre se ramener au cas on X, est

dans a.
Si 1'on suppose Xl dans a, en prenant une matrice antisymétrique tridiagonale
convenable Y, alors exp tY.Xl.exp (-tY) vérifie les conditions (D) du

lemme L,

I.245 Lemme 5. Pour tout élément Xl’ non nul, de so(n), il existe une
matrice orthogonale Q, telle que la matrice

X, =Q Xl Q-l s'écrive

al:>0 si k¢ {1,ooo,d}

>4
[}
™Mo

1

aé Ak avec {
i

! .
o = © sinon

Démonstration

Soit Xl une matrice antisymétrique réelle, non nulle, Ses valeurs propres

sont imaginaires, pures ou nulles, En utilisant le théoréme classique de
réduction d'un opérateur nomal dans un espace euclidien, on sait qu'il

existe une base orthogonale telle’uﬁans cette base,

ou pour tout h ¢ {1,d} M = a; > o0
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2d étant la dimension de 1l'espace vectoriel image de Xl.

Ce résultat est précisément 1%assertion du lemme et termine donc la

démonstratione

Soit maintenant la matrice antisymétrique tridiagonale Y ¢

01 (o]
-1 0 1
-1 0 1
\\\\
AN
N
AN
N~ NN
NN N
Y- NONON
- \\\
\\\\\
\\\\\\\
\\\
N
N
-1 01
-1 0 1
0 -1 0

Avec les notations du lemme 1, Y = X12 + X23 T eeo * Xn—l,n'

4
Posons R(t) = exp tYeX eexpetY = (exp tY.Q) Xy (exp ‘I:Y.Q)-1
On obtient R(t) a partir de X, par 1'automorphisme d®algébre de Lie
Ad(exp tYeQ)
Ad(exp tY.Q) : so(n) =—————so(n)

X ——(exp tY.Q)X(exp 't'Y.Q)-l-

Cette application est bien un automorphisme de 1%algébre de Lie ﬂ(n),

car exp tY est une matrice orthogonale pour tout réel t,

Les lemmes suivants vont établir que R(t) vérifie les conditions D requises.

1,2.6 Lemme 6,

Si 1%on désigne par aij(t); l1<i<j<n, les termes de 1la

, _. '
matrice R(t) = exp tY X, exp(~tY), alors

&
aij(t) = Z bij(m) o

mz o
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Les bij(m) vérifiant 1'équation aux différences finies

. bij(m) = —bi’j_l(m—l) - bi-l,j(m—l) + bi’j+1(m—1) + bi+1,j(m-1)
13

b; ;(0) = 6(i,2l-1) 6(j,2¢) az

(ol 1%on a par convention bij(m) = o si i ¢[1,n] ou j g[1,n])

Démonstration

Si 1'on désigne par Ad(exp tY) : so(n)~——sso(n)
X ——Pexp tY.X.exp-tY

il taut calculer Ad(exp tY).X{. En vertu de la relation bien connue [16’p118]

tady
Ad(exp tY) = e
’ tm m ’
on obtient Ad(exp tY).X1 = 3 =+ ad (Y)°X1’
mZ2 o :

Si 1'%on considére la matrice'ade.X{, avec les notations du lemme 1, posons

Z bij (m) xij

l<i<j<n

ad"(Y).X,

b)) bi’(m) 32 s et permet un calcul explicite
m>o *J m!

ce qui établit aij(t)

’ ]
des bij(m) puisqu'ils sont les coefficients de la matrice adm(Y).Xlo

Pour obtenir 1'équation aux différences finies du lemme, on est donc amené
a calculer ad(Y).Xij = (Y,Xij]. Ce calcul peut 8tre visualisé de la fagon
suivante :

On peut figurer une matrice antisymétrique par un ensemble de nombres réels,
disposés en un triangle supérieur, Chaque nombre réel est le coefficient
attaché a un point du quadrillage triangulaire repéré par ses "coordonnées"

(iy3)e Ainsi xij se représente par un triangle oi seul le point (i,j) est

affecté du coefficient +1,
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Avec ces conventions, les différents résultats, dépendant de (i,j), du calcul

de rY,XiJ.] peuvent se présenter par le schéma de la figure 1.1 , ou le coeffi-

cient 1 est représenté par un cercle blanc, le coefficient -1 par un cercle

noire Il s'agit d'un calcul immédiat a partir des constantes de structures

(2).

+ i n

ned,n

fig 1.1

Le cas ou xij est 4 "1'intérieur du triangle", ce qui signifie que les indices

vérifient 2 < i+l < j < n, appara®t comme général, les autres apparaissant
comme tronqués par les frontiéres du triangle. Cette remarque revient a conve-

nir que la matrice xij est 1la matrice nulle quand i ou j n'appartient pas a

1l'intervalle entier [1,n]. Avec cette convention on a alors

(14) ad Y.Xij = Xi_l,j - Xi+1’j + Xi,j_l - xi’j+1.
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Si 1%on convient également que le réel bij(m) est nul quand un des indices

i ou j n'est pas dans 1'intervalle [1,n], on a immédiatement i partir de la

relation précédente :

. (m~1)

(15) bij(m) =-bi’j_1(m—1) - bi_l,j(m-l) + bi’j+l(m-1) + bi+1’J

bi_“.(m-ﬂ

- Bijer ™"

- b..

b,  (m-1)
i+,j

4

7
Enfin, les réels bij(o) étant les coefficients de la matrice adoY.X1 = Xl,

7
il est clair d'apres la description de X1 (lemme 5) que

(16) b;;(0) = 6(i,2 -1) 6(3,2 ) o,

ce qui termine la démonstration du lemme 6,

I.2,7 Lemme 7
Avec les notations du lemme 6, les bij(m) vérifient les deux

propriétés suivantes :
i) & partir d'un entier m, assez grand, les réels bij(m) sont
alternativement une fois nuls, une fois non nuls,

ii) les signes bZi-l,Zj-l(m) et bZi,Zj(m) sont toujours opposés,



Démonstration

On a vu au lemme 6, que le calcul des bij(m) pouvait se ramener a la descrip-

tion d'une espéce d'automate cellulaire, dont 1'univers est graphe planaire.
Chaque point blanc meurt en donnant naissance a la génération suivante a deux
points blancs en haut a gauche, et & deux points noirs en bas i droite (un
point noir se comporte de fagon symétrique, on remplace blanc par noir et

vice-versa).

$i maintenant on affecte un coefficient a chaque point (positif pour un point
blanc, négatif pour un noir) et si 1%on convient que les naissances s'ajoutent

arithmétiquement, le coefficient du point (i,j) a la génération m sera bij(m)'

7
L'automate originel X1 étant représenté ci-dessous :

“

fig 1.2

Cette description, évidemment équivalente a 1'équation aux différences finies
(15) avec ses conditions initiales (16),va permettre de démontrer facilement

les propriétés du lemme 7.

Propriété i) - A 1l'origine, on a donc d points générateurs de coordonnées

(2i-1,2i) 1 < i < d, affectés des coefficients¢x{. Soit 0(i,j,k,L,m) 1'en~
senble des chemins joignant le point (i,j) en exactement m pas, et
o(i,j,k,4,m) le cardinal de cet ensemble, La figure (11)y1es relations (14)
et (15) conduisent & associer, & chaque chemin, un "signe" de la fagon

suivante
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une montée, ou un pas a gauche revenant i multiplier par +1, une descente ou
un pas a droite par -1, si le chemin c ¢ C(i,j,k,L,m) est constitué de
b pas en bas, h vers le haut, d 3 droite et g a gauches J'appelle signature

de ¢ le nombre

€(c) = (-1) P¥d

N__ 1=
{ t
sl -1 ¢
- —ie =P
' i Ca
; -
fig 1.3

Chaque chemin ¢, venant de (2i-1,2i) apporte au point (k,{) une contribution

de E(c).ai', on a donc une nouvelle expression de bke (m) :
P

(17) bkz("‘) = E(c)y
i=1 ce B(2i-1,2i,k,4,m)

:
i

qui va permettre de démontrer les propriétés du lemme 7.

Tout d'abord la signature du chemin est la m@me pour tout élément de 1'ensem—
ble B(2i-1,2i,k,¢,m). En effet, soit c € C(i,j,k,¢,m) et (b,h,g,d) ses

caractéristiques précédemment définies, On a alors

m=b+d+g+h
~j=d-g
I k=i =b-nh

puisque c € c(i’j’kse’m)'
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A partir de ces relations on obtient
(18) 2(b+d) = m + (k+d) - (i+j)
ce qui fournit une condition nécessaire pour qu'un chemin joigne (i,j) a
(k,?) en m pas.
Soit ¢ € @(2i-1,21,k, ,m) alors on a avec (18)
2(btd) = m - 2i-1 - 2i + k +0=m + k +{-1 - 4,
autrement dit pour que (2i-1,2i,k,f,m) soit différent de 1'ensemble vide,
une condition nécessaire est que m + k + 8 soit impair, et 1'on a pour tout
c € B(2i-1,2i,k,8,m)
m+k +8-1
- P
() = (-1)

ce qui montre bien que la signatufe ne dépend que du nombre de pas et du point

d'arrivée, d'ou la formmule

vl
m + k +€.-1
2
(19) b p(m) = (-1) Z o (2i-1,2i,k,8,m) o
ke i=1 1

La relation (19) montre en particuler,gqu'é partir du moment m_ ou un chemin
arrive en (k,8), bk,e(mo) est non nul, mais alors bk,t(mo+1) est nul (car

m +1l + Kk +{ est devenu pair et donc ((2i-1,2i,k,{,m +1) = @ pour tout indice i
en vertu de la condition nécessairevprécédente) et bk,Z(m0+2) est non nul

(car il est facile de construire au moins un chemin de (mo+2) pas a partir
d*un chemin de m_j pas - il se peut méme que 1'on puisse seulement en cons—
truire un : (k,4) = (n-1,n)=).

I1 est enfin clair que pour m assez grand tout point a été atteint auparavant :
il suffit de prendre m = 2n par exemple, ce qui termine la démonstration de

1'assertion i)e

Propriété ii) - . m+k +8-1

D'aprés (19) le signe de by z(m) est celui de (-1) 2 quand m
?

est assez grand, et m + k +4 -1 pair,



On a donc :

= +i+ j-1
. . 2
signe (b21—1,2j—1(m)) = signe (-1)

g+i+j
signe (b2i,2j(m)) = signe (-1)

Donc pour m assez grand et pair, on a bien les signes de b, . . (m) et
2i-1,2j=1

b2i 2j(m) opposés, ce qui termine la démonstration du lemme 7o
’

102.8 Lemme 8
Avec les notations du lemme 5, 1'epsemble des réels t, tels que
la matrice R(t) vérifie les conditions (D) du lemme L, est le

complémentaire d'un ensemble discret de R.

Z a, .(*c)xij

Démonstration

R(t) = Ad(exp tY)Xi

l<i<jgn

?
= Za.(t)A. + Z e (t)E +f (t)F
i=1 1 laEAa a o o

Supposons que (ea(t),fa(t) = (0,0) pour ung € A'e Soit ¢ = a(i,j,1) par
exemple, d'aprés les relations (5) on a les formules de changement de coor-

données :

xZi—l,Zj—l(t) = {!(i,j’ﬂ(t) * ﬁx(i,j,-l)(t)

Xg, 5:{t) = =f ,. . + f ., . t
21,2J( ) a(l,Jyl) a(l,J,—l)( )
ce qui implique donc que

"21-1,2j-1(t) - x25.,25('C) =0



_36‘_

mais en vertu de la propriété (2) du lemme 6, les coefficients de la fonction

analytique x

21-1,25-1(t) = %

. .(t), sont non nuls pour m assez grand et pair,
2i,2j

les zéros de cette fonction forment donc un ensemble discret de IR. En répé-

2
n - n

tant cet argument au plus % ( - E(%)),fois on obtient que l'ensemble

des réels t pour lequel il existe ¢ € Af, tel que (ix(t), €¥(t)) = (0,0) est

un ensemble discret de IR, ce qui montre 1l'assertion du lemme 8, et avec ce

lemme s'achéve la démonstration du théoréme I,

Te2.9 Corollaire 1 : Pour tout champ de vecteurs, non nul, invariant a

droite X

1» du groupe de Lie So(n), il existe un

champ de ‘vecteurs X,, tel que le couple le,XZ}
2

n -=n

soit de rang _en.tout point de SO(n).

142410 Remarque 1

J%ai dit qu'il existait beaucoup de champs de vecteurs X2, tels que

sin donné, non nul, {Xl,XZ} engendre Eg(n). Cette remarque est
générale et on peut la préciser :

Si 1'on dispose d'un théoréme du type du théoréme I pour une algébre de Lie g,
alors l'ensemble des XZ’ tels qu'a X1 donné, {Xl,XZ} engendre g est un ouvert
dense de ge

En effet, soit (Yl’ ceey Y}) une base de g et X1 et X deux éléments de g

sYécrivant : 2 )

S'il existe XZ’ tel que {Xl,Xz} engendre g cela veut dire qu'il existe un
ensemble de-&expressions polynBmiales en les crochets de Xl’ XZ. Posons pour

ces expressions

P (X1yX5) = [eee[X)sX5]eee]

on a alors
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ou les Qg(x,al) sont des polynSmes en X,3) dont les coefficients dépendent

des constantes de structures de g pour la base choisie., Désignons par det le

déterminant de L vecteurs alors le polyndme de { variables

o x|—-———*det(Q§(x,a1)) n'est pas identiquement nul puisque par hypothese
det(Qi(az,al)) # 0. L'ensemble des zéros de © est donc un fermé d'intérieur

vide de R , ce qui démontre 1'énoncé ci—dessus,

T.2.,11 Remargl_le 2
La premiére étape est un moyen pratique permettant de construire systémati-
quement des couples générateurs de Eg(n). Il est d'ailleurs facile d'exhiber

un tel couple : {Xlz, X12+X23+"'+Xn—l,n}' On savait depuis longtemps (1953)

que les algébres de Lie semi-simples peuvent &8tre engendrées par un couple de
vecteurs (KURANISHI[26]; et aussi JACOBSON[Lie Algebras]p.150 exercice 8),
-Cependant la démonstration, que 1%on peut trouver dans BOOTHBYFZ] ol elle est
reprise, établit seulement 1'existence, Le principe en étant de vérifier qu'un

couple générateur existe pour la complexifiée ge ¢ de g en se servant de la

décomposition en espaces de racines de g® € , puis on redescend dans g

par densité,

A la différence, le lemme 1 travaille directement dans g et utilise fortement
le fait que & est une algébre de Lie semi-simple compae;e, en se servant d'une
base de Weyl relative & une sous—algebre de Cartan. La premiére étape s'étend
aisément a toute algébre de Lie semi-simple compacte et fournit un algorithme

identique de construction.

I .2. 12 Remargl_.le 3

La deuxiéme étape de la démonstration du théoreme I, est particuliére a so(n).
Je pense cependant qu'une démonstration affirmant simplement 1'existence de-
vrait 8tre possible, en utilisant des techniques de transversalité, On pourrait
ainsi espérer établir le théoréme I pour toute algébre de Lie semi-simple

compacte,

Le paragraphe suivant fournit un exemple simple, d'algébre de Lie ou ce genre

de résultat n'est pas vrai,
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I.3 Un résultat sur 1'algébre de Lie du groupe des déplacements.

On identifie 1'algébre de Lie du groupe des déplacements, m(n), a l'ensemble

o o

des matrices (nt+l,n+l) de la forme (v X) ot ve R" et X ¢ so(n)e Un tel

élément de m(n) sera noté (X,v). Un calcul immédiat donne la loi du crochet

de Lie dans m(n) :
[(X’V)’(Y,w)] = ([X,Y]y Xw - Yv)

Ce crochet donne a _nl(n) = ﬂ(n) & R"™ une structure de produit semi-direct

entre une algébre simple et un idéal commutatif.

Le probléme considéré dans ce paragraphe est d'engendrer E(n) par un couple de
champs de vecteurse Il suffit pour cela de considérer les couples a une conju-—
gaison prés. En effet si {X,Y}| engendre m(n), il est clair que pour tout auto—
morphisme d'algébre de Lie §, {6(X),0(Y)} engendrera également m(n). Parmi les
automorphismes d%algébre de Lie de Ln_(n), on peut privilégier trois automor—

phismes, ceux correspondant i des changements de repére dans IR™, respective-

ment par translations, rotations, homothéties :

n(n) ———— m(n)

t o (X,v) ———(X, v+Xw) pour w€ R
r_ : (X,v) l—————'(PXP_l,Pv) pour P ¢ 0(n)

(XQV) "__——'(X, AV) pour X € IR

>

Ces trois automorphismes d'algébre de Lie permettent de classer les éléments

de E(n) en trois catégories de la fagon suivante

103.1 Définition
i) tout élément de m(n) de la forme (0,v) est dit de type T
ii) tout élément de la forme (X,v) ou X#0 et v & Im(X)
est dit de type R
iii) tout élément de la forme (X,v) ol X#O0 et v ¢ Im(X)
est dit de type V
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I1 est clair que chaque type est invariant par les automorphismes considérés

précédemment, L'interprétation géométrique de ces trois types correspond aux
trois types de déplacements de H?n, translation, rotation, vissage.
Le premier type va nous fournir le contre-—exemple annoncé au paragraphe 1.2
TIe3¢2 Contre-exemple.Pour tout élément (X,v) de E(n), le céuple
{(X,v),(0,w)} n'engendre jamais m(n) si n2= 2,
Cependant le théoréme I, et sa démonstration nous permet d'énoncer la
Te3e3 Proposition :
Soit X, = (X,v) un chamb de vecteurs de m(n), non nul, du type R,

alors il existe X, = (Y,w) du type R tel que {Xl,XZ} engendre m(n),

Démonstration

On pourrait simplement montrer l'existence, en utilisant la remarque I1.2,10,
1'ensemble des matrices Y, telles que {X,Y] engendre so(n) est dense dans
so(n)e En effet on peut toujours supposer que v est non nul, car on peut se

ramener a ce cas par un automorphisme du type tw' En utilisant le fait que

so(n) est une algébre de Lie simple, il est facile de voir que {(X,v),(Y,0)}
avec Yv = 0, engendre alors ﬂ(n). Mais je vais proposer une démonstration

constructive, a partir du théoreéme I.
(a) si ker X = {o} (cela entrafne en particulier que n est pair)e

D'aprés la démonstration du théoréme I, on sait qu'il existe une matrice ortho-

gonale R telle que

~ -1 »
X =RR "~ = a;A + T (e E +

f

1 ™M

€I) avec (%1’€1) # (o0,0)

+
pour g € A e

Soit A ¢ so(n), telle que A vérifie les conditions (c) du lemme 2 du théoréme I.

Considérons le couple {Xz = (A,0) X3 = (RXR_l,w)} ol W est le vecteur de R"

W= (1,0,00e,0)e X étant bijective par hypothése X, = (X,v) et X3 = (RXR_l,w)

sont conjugués par un automorphisme d'algébre de Lie, obtenu en composant des
automorphismes t, r et h convenables, Je vais montrer que 1%'on peut choisir

X5, tel que iXZ,X3} engendre m(n). Posons

P
A= 3 A; A, d'ou A% = (-xi 30s000450), €t A+ Aiw = O
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On a alors
' 2 2.~ o~
adX, o X5 Xp%g = (ad®AX + X1X50)

D'aprés les relations établies au lemme 1, on a

2 2, P2 ‘ 2 2
(ad”A +x7)eX = . E . Ay oAy +a?A O] - a(8)) (eaEa + faFa)

Quand ¢ € A+, a(A) = Ai + )\J., il est donc facile de construire A vérifiant

les conditions (c) du lemme 2, et tel que }j - a(A)Z soit non nul pour tout
o€ A+. Cela signifie que adzﬂA.r)\(' + Ai’)\(' vérifie les conditions (D) du lemme 4
du théoréme I, et donc éue X2 = (A,0) et a.dZXZ.X3 + Af X3 engendrent

so(n) @ {o}s Par conséquent on arrive a engendrer également (o,w), puis en

’
faisant agir les.éléments de so(n)®{o} sur (o,w), on obtient fol@R", ce

qui montre bien que {X,,X,} engendre m(n).

2’73
(b) ker X # {o}
La démonstration est de principe identique : On considére le couple X2 = (A,0)
et X3 = (RXR-l,w) avec Welm (RXR—l), choisi de telle fagon qu'il existe un
polyndme P de degré strictement inférieur a n, tel que P(A).w = O,

Le lemme 3 du théoreme I, permet de conclure que 1l'on peut choisir A tel que

X, = (A,0) et P(ad A).X3 engendrent so(n) ®{o}. La démonstration se termine

alors comme au a).
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/CHAPITRE 11 — CONTROLABILITE SUR LES SPHERES ET LES ESPACES EUCLIDIENS/

Ce chapitre va exploiter les résultats algébriques du premier chapitre suivant

le schéma : Tout espace Riemannien symétrique M peut &tre considéré comme
espace quotient M = G/K ot G est un groupe de Lie connexe, muni d'un automor—
~phisme involutif ¢ dont 1l'ensemble des points fixes est K. (cf, I.1 et
HELGASON[167) .

En divisant par un sous—groupe distingué isomorphe & un groupe de déplacement

euclidien, on réduit le cas a celui ou G est semi-simple,
Alors G, en tant que groupe de Lie, s'identifie a Io(M)’ la composante connexe

de 1'identité dans l'ensemble des isométries de M. L'algébre des champs de

Killing i(M) s'identifie 3 1'algébre de Lie g de G.

En conséquence, tout résultat de contrSle sur G concernant des familles de
champs de vecteurs (FCV) invariants 3 droite, se projette en un résultat de
contrBle pour des FCV de Killing sur M. Beaucoup de problémes sur les FCV de
champs de Killing sur M, pourront ainsi se régler, mais il est clair qu'inver—
sement on ne peut remonter systématiquement de M 3 G, les cas restants néces-

siteront donc un travail supplémentaire.

Tout espace Riemannien symétrique (simplement connexe) se décompose en un pro—
duit d'espaces riemanniens symétriques irréductibles., On distingue trois types

d*ERS irréductibles : compact, euclidien, non compact.,

Aussi ce chapitre sera~t-il découpé en trois paragraphes,

.* le premier paragraphe concernera SO(n+l) et S = SO0(n+1) , 1%étude
n /S0(n)
en sera facilitée par le fait que SO(n+l) est une variété compacte.
* le deuxiéme sera consacré i M(n).le groupe des déplacements et i
M(n)/SO(n) c'est-a~dire R", Ici 1'obtention des résultats cherchés
sera plus délicate en raison de la non compacité des variétés consi-

dérées,

* le troisiéme paragraphe a surtout un but heuristique et étudiera

SL(2,IR) et le demi-plan de Poincaré SL(2,]R)/ s0(2)°
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Il.1 Contr8labilité sur le groupe spécial orthogonal et les sphéres,

Proposition IT.1.1 : Pour tout champ de vecteurs X;, non nul,

invariant & droite, sur le groupe S0(n) des rotations de B?n,

il existe un champ de vecteurs XZ’ invariant a droite sur ce
méme groupe, tel que la famille de champs de vecteurs {Xl,XZ]
soit complétement contr®lable sur SO(n),

La démonstration est une conséquence immédiate du corollaire du théoreme I,

et du résultat ci-dessous.

Proposition IT.1.2 (LOBRY[307])

Soit (Xi)ie 1 une FCV analytique, conservative (ie. chaque

champ de la famille est un champ conservatif), sur une variété
Riemannienne compacte M, Cette famille est complétement contrd-

lable si et seulement si le rang de (Xi) est égal 3 la

iel
dimension de M en tout point,

Sur un groupe de Lie compact, les champs de vecteurs invariants i droite sont
conservatifs, car ils laissent invariante la mesure de Haar (le groupe est

compact donc unimodulaire), on a donc bien montré la proposition I.1l,.1,

ITe143 Théoréme 2,
Pour tout champ de vecteurs de Killing Xl(X1740) sur Sn, il existe

un champ de Killing X,, tel que {Xl,Xz} soit complétement contr&-

lable sur S ,
n

Démonstration

0 Lo . . . s
J'%identifie Sn et So(n+1)/SO(n)° Soit X un champ de vecteurs invariant i

droite sur SO(n+1), il engendre dans SO(n+1) un groupe i un paramétre

(exp tx)tGIR. Soit m un point de S » alors (exp tx'm)tGIR est un groupe i un

. ' d \
paramétre de Sn,idont un vecteur tangent est g(X)em = = (exp tX.m)/t=o.

D'aprés la proposition Ieleh, g est un isomorphisme entre so(n+l) et i(Sn),

1%algébre de Lie des champs de Killing, SO(n+l) est un groupe de Lie simple et

la composante connexe de 1'identité dans le groupe des isométries de Sn’ est

précisément SO(n+1l) (théoréme Lol p. 207 HELGASON),



Par conséquent soit X, € i(Sn),,leo, alors il existe Y, € 'so(n+1) tel que
g(Yl) = Xl,Y1740. D'aprés la proposition IT.2.1, il existe Y2 tel que le
systéme {Yl,YZ} soit complétement contr8lable sur SO(n+l) et donc

{U(Yl), U(Yz)} est complétement controlable-surASO(n+1)/so(n) ce qui achéve
la démonstration.

ITe1.4 Remarque.
En utilisant le m@mes idées que dans BRUNOVSKY-LOBRY[9], ou encore

SUSSMANN, il est facile de voir qu'il existe un réel T>o, tel que le

systéme {Xl,Xz} soit complétement contr8lable en moins de T unités de

tempse

IT.1.5 Remarque.

R" étant di fféomorphe a Sn privé d'un point (par la projection stéréo-
graphique 7 par exemple) on peut projeter le théoréme obtenu pour avoir

un théoréme de mariage dans RrR" pour une certaine catégorie de champs de

vecteurs.
I1 faut toutefois s'assurer que si {Xl,X2} est complétement contrdlable

sur S , {X,,X } reste complétement contrSlable sur S - {P}] ol P est le
n 1272 \ n

pdle de la projection stéréographique ge La réponse est positive, et est
1'objet du lemme 4 de [36] qui affirme qu'une famille de champs de vec-
teurs analytiques complétement contr8lable sur une variété, reste complé-
tement contrdlable sur la sous-variété ouverte obtenue en enlevant une

sous—-variété fermée de codimension supérieure ou égale a 2.

Cette méthode a été utilisée par SUSSMANN pour obtenir dans [36], un

couple de champs de vecteurs complétement contrdlable sur Bin, a partir

d'un couple complétement contr8lable sur Sn’

Les champs de vecteurs ainsi obtenus ne sont pas des champs de Killing !

(1e paragraphe II.2 ne perd donc pas son intérét).
I1 est facile de se convaincre de ce résultate En effet soit S2 placée

dans la position de la sphére de Poincaré ( ies tangente i 1'origine au

point ﬂiz). Considérons alors un champ de Killing sur S,. Ses trajectoires

sont des cercles longitudes définis par un certain axe. Sur la figure

1'axe représenté est différent de celui des pOles.
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La projection stéréographique étant une inversion de pdle P, ces cercles
seront projetés en des cercles du plane Si NS est 1'axe précédemment

défini, les cercles méridiens passant par N et S seront projetés en un

faisceau a point de bases N’ et S’/ les projections par 7 de N et S,
L'inversion conservant les angles, cela signifie que les cercles longi-
tudes de 1'axe NS seront projetés en un faisceau de cercles i points de
.Poncelet N’ et S/, '

Quand 1'axe NS est distinct de 1'axe des pdles, ces trajectoires ne sont

donc pas des trajectoires de champs de Killing dans R,
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IT.2 ContrSlabilité sur le groupe des déplacements et les espaces euclidiens.

Je vais ici étudier le m@me probléme de mariage de champs de Killing, mais
des techniques différentes vont &tre utilisées en raison de la non compacité
des variétés considérées, Je commence par obtenir des résultats sur le groupe
des déplacements, Plus précisément j'établis une condition suffisante de

complete contrdlabilité sur ce groupe.

Le début sera consacré & quelques préliminaires élémentaires sur le groupe des
déplacements dans un double but : d'abord pour amener naturellement la propo-

sition II.2.4, enfin pour rendre ce paragraphe autonome. Pour cette m&me rai-

son, des relations qui se trouvent par ailleurs dans ce travail y seront

répétées.

IT.2.1 Généralités sur le groupe des déplacements.
* Le groupe M(n) des déplacements, est isomorphe au sous—-groupe de GL(n+1,1R),

1 0
des matrices( ou U appartient au groupe spécial orthogonal SO(n), et
x U

x est un élément de R”, Un élément du groupe M(n) sera donc représenté par

un couple (U,x) avec la loi de groupe :

(U’x) . (V’Y) = (U vV, x + Uy)

En identifiant R" et {1} x IR', 1'action d'un élément de M(n) sur z élément
de R" se traduit par
(Uyx) o z = Uz + x

* L'algébre de Lie m(n) du groupe M(n) est isomorphe a la sous-algébre de Lie

00
des matrices ou X est une matrice carrée d'ordre n antisymétrique,
v X

et v un élément de ]{1.

Un élément de E(n) sera représenté par un couple (X,v) avec la loi de crochet
[(X’V)’(wa)] = ([X:Y]9 Xow—Yv)
* Un calcul élémentaire permet d%établir

~—1 ~
(1) exp t(X,v) = (exp tX, X (exp tX-I)vaX *t Vo X)
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oit X désigne 1'isomorphisme de ImX, obtenu en restreignant X a Im(X), et

ou VIM(X),vker(xxrepresentent la décomposition de v suivant la somme directe

orthogonale de 1'image et du noyau de X, (X est un opératéur'normal de B?n).
La position de v par rapport aux sous—espaces Im(X) et ker X conditionne
1'aspect qu'auront les trajectoires du systéme dynamique associé a (x,v)
dans M(n).

Cette remarque nous améne a la considération de trois types de champs de

vecteurs, et de trois types de déplacements : rotation, translation, vissages.

Un champ de vecteurs invariant a droite du groupe des déplacements, (x,v)
est dit

— de type R si v ImX

- de type T-V si v ¢ Im(X).
On dira plus particuliérement qu'il est de type T si X = O, de type V si
X # O

Parmi les automorphismes de M(n), on peut privilégier naturellement les
automorphismes correspondant a un changement de repére dans R", Un tel
automorphisme induit infinitésinalement un automorphisme d'algébre de Lie
E(n). Ces automorphismes laissent stable la classification ci—dessuse

Considérons les trois automorphismes de M(n) suivants :
M(n) ———M(n)

(U ——(T_, - W) (U,x) (I,w) = (U, Uw + x-w) ; W€ Rr"
(U,x)—>(P U P—l,Px) ; Pe 0(n)
(ny)|_—’(U9>xx) HIP WS ]R*
auxquels correspondent les trois automorphismes dérivés dans E(n)
m(n) ———m(n)
t ot (X,v)——(X,Xw + v) ; We R"
r : (X,v)——(P X P—l,Pv) s P e 0(n)

by ¢ (X)X, V) 5 X € R*



On remarque alors que tout champ de vecteur (X,v) de type R est conjugué
par un automorphisme i (X,0); tout champ de vecteur de type V est conjugué
a (X,w) avec W ¢ ker'X, enfin les champs de vecteurs de type T sont tous

conjugués entre eux,

Ces préliminaires étant achevés je peux maintenant énoncer.

Proposition I1.2,3 : Une condition nécessaire et suifisante

 pour qu'une famille de champs de vecteurs invariants i droite,
du type rotation sur le groupe de Lie des déplacements eucli-
diens, soit complétement contrSlable sur ce groupe, est que
cette famille engendre 1%'algébre de Lie ﬂ(n) (au sens de 1'al-

gébre de Lie),.

Démonstration

La condition est nécessaire d'aprés le théoréme de Nagano (SUSSMANN[37] :

"pour quune famille de champs de vecteurs analytiques soit complétement
contrGlable, il faut que le rang de cette famille, en tout point de 1la
variété, soit €gal 4 la dimension de cette variété", )

(La plus petite algébre de Lie contenant une famille de champs de vecteurs

engendre dans 1'espace tangent i tout point de la variété, un sous—espace

vectoriel dont la dimension est par définition le rang de la famille au point

considéré),

La condition est suffisante, car un champ de vecteur de E(n) du type rotation
est Poisson stable. En effet, les matrices X sont antisymétriques leurs valeurs
‘propres sont donc imaginaires pures ou nulles, il est alors clair avec la re—
lation (1) que tout champ du type rotation aura toutes ses trajectoires
Poisson-Stable. On reprend alors mot pour mot la démonstration de LOBRY ([30]
proposition 1) pour montrer que la famille de champs de vecteurs est compléte-

ment contrS8lable et terminer la démonstration de cette proposition.

I1 est clair que si 4 un champ de vecteurs du type translation, on adjoint un
autre champ de vecteur, le couple obtenu n'engendrera jamais 1%algébre de
Lie m(n) (cf. le paragraphe I.3) et donc toujours en vertu du théoréme de
Nagano, le couple obtenu ne sera jamais complétement contrdlable sur M(n). Au
contraire pour un champ de vecteurs du type rotation on peut énoncer le résul-

tat suivant :
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Proposition IT.2.L : Pour tout champ de vecteurs X, = (x,v),

non nul, invariant i droite sur le groupe de Lie M(n) des
déplacements euclidiens, du type rotation (ie. v € Im(X)), il

existe un autre champ de vecteur X2 du type rotation tel que

le couple {Xl,Xz} soit complétement contrdlable sur M(n).

Démonstration

Etant donné un champ de vecteurs vérifiant les hypothéses de 1*énoncé, la pro—

position I.3.2 assure que l'on peut trouver un champ de vecteurs XZ = (Y,w)

tel que W soit dans 1'image de Y, et tel que {Xl,XZ} engendre 1%algébre de

Lie E(n);,C'est précisément la CNS de compléte contrdlabilité de la proposi-

tion précédente, ce qui termine donc la démonstration.

Muni de ce résultat concernant M(n), je vais passer & 1'étude de l'espace

"hbmogéné'M(n)/so(n) qui s'identifie & 1l'espace euclidien IR, On a le théoréme

suivant :

JTe2+5 Théoréme 3
A tout champ de Killing Xl,knon nul de 1l'espace euclidien B?n,
on péut associer un partenaire XZ’ champ de vecteurs de Killing,

‘tel que le couple {XI,XZ} soit complétement contrSlable.

L'i;omdrphisme g du paragraphe I,1 me permet d'identifier les champs de

Killing sur R" avec les champs de vecteurs invariants & droite sur M(n) de
_la fagon suivante :

Par définition un champ de Killing sera un couple (X,v) oiu X est une matrice

antisymétrique et v un vecteur de R™, La valeur du champ au point x de R"

sera (X,v) (x) = Xx + v. Les champs de Killing pourront se classer en trois
types‘déHChamps de vecteurs. Je vais distinguer dans la démonstration du théo—
réme, trois cas, suivant le type de champs. Chaque cas sera 1l'objet d'une pro-
poS%tion, la réunion des trois propositions constituera la démonstration du

théoreéme,
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Premier cas : X1 est du type rotation,

Proposition II.2.6

Soit Xl un champ de Killing de ]Rn, non nul, s'écrivant
X, = (X,v) avec X # 0 et ve ImX, il existe alors un champ de
Killing X, s'écrivant X, = (Y,) avec Y # 0 et we Im(Y), tel

que le couple {Xl,XZ} soit complétement contrSlable sur R,

Démonstration

Soit S une famille de champs de vecteurs invariant i droite sur M(n). On

désigne par o 1'isomorphisme entre 1*'algébre de Lie m(n) et 1'algibre de Lie

i(R ") des champs de Killing, Il est immédiat que si S est complétement con—
trdlable sur M(n) alors g(S) est complétement contrdlable sur R™, La propo-

sition ITe2,6 est alors une conséquence de la proposition IIe2.4e

Deuxiéme cas : Xl est du type vissage.

Proposition I142,7

VSoit Xy, un champ de Killing de R", s'écrivant X, = (X,v) avec
X#£0 et v¢ In(X)e Alors il existe un champ de Killing X, tel

que le couple X2 soit complétement contrdlable sur R,

Démonstration

'I1 n'est pas restrictif de supposer que la matrice antisymétrique X du champ
(X,v) est de la forme

~y

0O 0
X =( ) oi Xe¢€ i‘l(n‘l) et v est le vecteur de R" (1,05000,0)
0 X

En effet, il existe un automorphisme d'algébre de Lie de m(n) correspondant a

"~ un changement de variable par similitude dans ]Rn, qui transforme Xl en un

champ de vecteurs de cette forme, Celle-ci incite i considérer R™ comme 1l'es—

n~-1

pace vectoriel produit R x IR "o D'aprés la proposition II,2.6 précédente,
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on sait qu'il existe un champ de Killing 3(12 de ]Rn_1 : r)\(JZ = G,W); ?E _s_o(n—l);

we ]Rn-l, tel que si 1'on pose ’il = ()\(‘,o) le couple &15{’2) de champs de
R n-1 . . n-1
Killing de IR soit complétement sur IR .
o o n ~
Soit alors la matrice Y = ~ | de 's_o(n) et le vecteur w de IR w= (-1,w)
o Y .
. 2 . 1 n n—-1 ~
(Si 1'on considére R comme R x R onaw=-=v + ),

Jtaffirme et je vais montrer que le couple de champs de Killing de Rr"

{ (X,v),(Y,m)} est complétement contrblable sur RrR", ce qui achévera la démons-

tration de la propositions.

— Tout d*abord je vais vérifier que le rang du systéme est égal a n, en tout

point (x,y) de R x ]Rn_l :

Xl(x,y) = v+ Xey = v+ Xy
Xz(x,y) =-v+ Yoy +w=-v+ X,ey

(X%, ](x,y) = (X, %,7(%)

comme {Xl,XZ} est complétement contrdlable sur IRn_l, et que ces vecleurs
sont analytiques, le rang de {Xl,XZ} en tout point y de ]Rn—l est n—1, Le
choix de v qui est le vecteur (1,0) de R ¥ an_l entralne que le systéme

{Xl,XZ} est de rang n en tout point (x,y) de R x IRn_lo

- Avant de poursuivre, je vais introduire les notations et définitions ci-

apres @
Si g est une FCV que 1'on indexera par un ensemble I, (Xl)ie I
* on note (m,t) b——d(i(m); m ¢ R™ te R
le systéme dynamique associé a ) G
+

* on définit 1'orbite positive du point m de ]Rn, notée (Xl)i c em
1'ensemble
i + ip ij il +
(x )ie em = {xtp 0 ese O xtj O eee O xtl(m); ije I; tje R'; pe N}
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* on définit de maniére analogue 1'orbite négative de ce point,
- Le rang du systéme {Xl,XZ} étant n en tout point de R" d'aprés un théoreme

bien connu (LOBRY[29]) c'est une condition suffisante pour que l'orbite
positive de tout point m soit d'intérieur non vides On a un résultat iden-

tique pour 1l'orbite négative,

- Je vais maintenant montrer que tout point de R™ est accessible (respecti-
P P

vement recalable) i 1l'origine pour le systéme {Xl,XZ} considéré ce qui ter-

minera la démonstration, Soit m un point de ﬂ?n, décomposé en le couple

(x,¥) de R x ﬂ?n_l. On a alors

@ X = (x+t, Xo(y))

(3)  Xgm) = (x - £, X(y))

Considérons maintenant un point quelconque m’ = (x',y?) de R x ﬂ?n—l. D'apres
les considération précédentes, on sait qu'il existe un ouvert V contenu dans

1'orbite de m’e Soit m un point de V, s*écrivant m = (x,y)e Je vais chercher

nJy ~s

a atteindre m depuis 1'origine : Les champs de vecteurs X1 et X2 étant par

construction complétement contr8lables sur ﬂ?n_l, il existe donc une suite de

. . . +
couples (tl,ll),...,(tp,lp); ise {1,2} tje R tels que

Ay vy Ay
(ll-) xt O see O Xt O see O th (O) =Yy
P J .

ce qui avec (2) et (3) donne :

i:+1

(1) 79 = (t,7)

: i i

j 1

(5) xtp O eee0 O xtJ O eee O X‘t (0) = (
P J 1

P
z
J=

1

D'autre part on a aussi

6)  Xi(o) = (t,0).



En combinant ces deux relations, il est clair que les points de la forme

(ty+t,y) avec t>o sont accessibles depuis l'origine (Fige2.1).

R

(oi'ﬂ

(0,0, /\’/\/ B
»4

fig 2.1

Si maintenant le point m de V est tel que x> ty alors on a démontré qu'il est

accessible depuis l'origine, et par conséquent que m 1'est aussi.

Si x< ty un détour est nécessaire (Fige2.2).

Bme)
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Soit € le rayon d'une boule de centre m, coﬁfenue dans V : B(m,¢) c V, et

'ﬁl(y,é) la boule dans ]Rn_l de centre y et de rayon¢ , Par construction X2 est
Poisson-Stable ce qui signifie qu'il existe un réel r<o tel que | 7] >ty—x

et tel que

(7) 3f,,?f(y) € Bly,e)e

De (7) on déduit :
®)  Km) = -1+ x, By)

La distance dans R des points (-7 + x,y) et (-7+ x, X12_(y)) est certainement

inférieure a € d'aprés (7). Le systéme dynamique X12: est un déplacement pour

- tout réel t, et conserve donc les distances. On peut donc affirmer que le point
X2

=T
tive de m’e Or, par construction de 7, le point (- + X,y) est O-accessible

(-7 + x,y) est dans la boule de centre m =(x,y), donc dans 1'orbite néga-

car -7+ x> ty’ et donc m’ est bien O-accessible,

Un argument standard permmet de conclure de la m&me fagon que m’ est O-recalable

ce qui termine la démonstration de la propositions

Troisiéme cas : Xl est du type translation.

Pn‘oposition 110208

Etant donné un champ de vecteurs Xl’ constant dans ]Rn, il existe
un champ de vecteurs de Killing X2, tel que le systéme {Xl,XZ}

soit complétement contrdlable .dans R,

‘Démonstration

Si dans un but heuristique on examine le cas des petites dimensions :

* ne2 X, =—0- s on ajoute alors
: 1 d%,

o}
X 1 bxz

2 = X2 5%, -x

champ de Killing dont toutes les trajectoires sont bornées.



s _d .
¥ sin=3 a Xl = XA + % on ajoute
3
o o
X = X, =————e X, ———
2 2 DXy 1 DX, bx3

champ de Killing dont toutes les trajectoires sont non bornées,

En fait ce comportement est celui du cas général, comme on le verra par la
suites Les champs de vecteurs constants de IJR™(non nuls) sont tous conjugués
entre eux par isomorphisme de 1l'algébre de Lie des champs de Killing comme on
1'a vu au cours de 1'étude préliminaire, Il suffit donc pour démontrer la pro-
position de 1'établir pour un champ de vecteurs constant quelconque. Eniin,
comme 1'indique la remarque préliminaire il faudra distinguer le cas n pair

du cas n impaire. Mais auparavant je vais établir deux lemmes :

I1.2.9 Lemme 1

1

Soit X (o,c) et X = (A,b) deux chaﬁps de Killing de R", le

rang du systéme ;xl,xz} au point m de R" est supérieur ou égal

-1 .
au rang de [c,Ac,Ai,...,A: e

Démonstration

D'aprés la formule donnant le crochet des champs de Killing on a [Xl,sz =
_ 1 2 P 1 P
(o, -Ac), [XZ’ [XZ,X ]] = (0,A¢) 000, ad XZOX = (0,A°¢c).

La plus petite algebre de Lie engendrée par X1 et X2 contient donc ces champs

de Killing, qui engendrent dans l'espace tangent en tout point m, 1l%espace

vectoriel engendré par [c,Ac,...,An—lc], d'ol la conclusion du lemme,

I1,2.1Q Lemme 2- 3

Soit X! = (o,c) et x2 (A,b) deux champs de Killing de R, si

rang [c,Ac,...,An-lc] = n, pour tout point m de R" 1'ensemble des
points m—accessibles (respectivement m—recalables) est d'intérieur

partout dense,

Démonstration

I1 est équivalent de dire que 1'orbite positive (respe négative) de tout point

m de R" est partout dense. Cl'est donc une conséquence immédiate du lemme pré-

cédent et du théoréme IV.3 I LOBRY[ZQ].



Premier cas,

On suppose que n est pair, soit n = 2p,

Alors j'affirmme que le systéme Xl =

o - —

1
0

ou les al’...’ap

(o,c) et X2
0 «,
-X, 0
0
“
0

-’5!9< -

= (A,0) avec
0
“
\
0 .
! N
N \ \\
AN N
N\ N
NN N
N AN
N N AN
N N
N N AN
AN N AN
0K,
-, 0

sont choisis rationnellement indépendants, est complétement

contrdlable dans R". Démontrbns cette affirmation : tout d%abord les condi-

tions du lemme 1 sont vérifi€es, car un calcul simple montre que

det (C AC,..., n-lc) = ("l) I—I(a +a )

i<

Avec le choix de A, les trajectoire de X2 sont toutes presque-périodiques et

(]
les invariants minimaux compacts sont des tores. Soit x ¢ RrR"

y la trajectoire

[
passant par x , t i-—'Xi(x"); t>o est partout dense dans le tore d'équation :

2
X, + %, = Rf
(7)
x2 + x° =
n—-1 n

Mo

=
|

p

= ()% + ()2

= ()% + ()P

Notons T(R ,...,R ) le tore d'equatlon (7); (Rl""’R ) € (]R *)P,

La famille (E de ces tores remplit R", On désignera par T(M) le tore de 1la

famille ‘epassant par M, Le lemme suivant termine la démonstration du cas n

pai Te



IT1.2.11 Lemme 3 : :
Pour tout couple de tores (Tl’TZ) de la famille??, pour tout voisi=

nage‘mrsz)Ade T2, il existe une trajectoire positive du systéme

in,Xz} joignant tout point de T, & 1;2T2).
En effet soit Pl’PZ deux points de B!n, d'aprés le lemme 2,

(Xi)- P, a un intérieur non vide, Soit P_ un joint de cet
ig {1,2]

intérieur, V(Po) un voisinage de Po contenu dans celui-ci, et

T(Po) ‘le tore de la famille 'ﬁ. ‘Notons xz—(v(Po))M= U xi (V(Po))
g "t<o

Cet ensemble est un ouvert contenu dans l'orbite négative de P2,
qui contient T(Po) car les trajectoires de ¥° dans T(PO) sont
denses dans T(Po). Le lemme 3 s'applique alors a T(P,) et

x2'(V(P°)), ce qui montre que P, est P, accessibles

Démonstration

On considere sur B%n, la distance usuelle donnée par le produit scalaire ha-
bituel, On appelle voisinage torique d'ordre € de A l'ensemble Y&(A) =
fx g Rr" | d(x,A) <¢}s Les tores étant des ensembles compacts les v, (T)

forment un systéme fondamental de voisinages de T. Pour tout indice igI ={1,2}

et pour tout réel t, Xi est un déplacement et 1'on a donc

- i i, i i : i i
(8) ti O e0e O xtJ O ¢80 O Xt (V (A)) =V (xtp O eee O xtJ O eee O Xt (A)).
P h] 1 P j 1

Si enfin on désigne par To = {o} le tore origine, pour démontrer le lemme il

suffira de montrer que pour tout couple (Tl’TZ) et pour toutg~ o, on peut join-

dre tout point de T, & VC(To)’ et T & VC(TZ)’ ce qui signifie avec (8) que

. . . s
1'on peut joindre T, a V2€(T2).



La démonstration sera illustrée par des figures du cas n=4. Sur la figure

on a représenté le tore T(Rl’RZ) par deux cercles des pla?pé (xl,xz) et (x3,x4).
. 1 ' .
Si M =(M*,M*) est un point de ]RA, un déplacement Xt(M), t> o, se représente
alors par un "déplacement simultané vers le haut" des points M*,M* d*ampli-
tude t. Est également représenté 1'effet de Xz(M). La densité de Xi(M) dans
T

le tore T(M) se traduit en remarquant que tout couple (F',P'), ou P est un

point du cercle de centre O et de rayon OMi’ peut 8tre approché ag —-prés,

Pz.t’ F 3
z
?
a
Xt
4
x
2 .
- T %
R‘l R’- x7/
ol '
T
"
3
x‘t

Je vais montrer d'abord que 1'on peut joindre To={o} a tout voisinage torique
de T2. La démonstration se fait par récurrence sur p=1 (]RZ) étant trivial,

commengons par p=2. Soit T2 = T(RI’RZ)’ ou 1'on suppose, ce qui n'8te rien a

la généralité du raisonnement, que R1 > R2, cing commutations vont &tre néces—

saires :



- premiére commutation -

X3, (0000 = by = (8,00, (y0)

© = deuxiéme commutation

" Le point M1 appar'tlent au tore T(Rl Rl)’ le polnt M2 ((Rl,o) (— 1,o)) egalement.-

Il enste donc un. reel 1-1>o, tel que le. po:l.nt M2 X2 (Ml) so1t tel que

d(M29M2) <£ .



- troisiéme commutation

¢ "
5 R4+ RI“\
T
[} [ . \\\
\\‘\\. ”5 \
|
R’ ~ o
€y RL.}‘
\ i
SN
4 |
Ri#Ry (Mal= My
2
1 ?
X M) =M
R1+R2 M2 3
2
R2+R R2—R1
\oton>XR+R2 M) MetX RZ(MZ)-M3 (R y =5 ,o)

2 ,2

d(373)—d(M2 )<€

‘on a
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4

- quatrieme commutation

R| R]{ RL

i st e e = o 15 e

3
1
b
i

h ,)!

i

H

. j

o R
Py ~— N, "

§

!

.
e =
g il

3

SO N

M., appartient au tore T(Fl+ =

Ay

T Sy

. = >
R)*R, Ry
b

egagempnt. Il qxlpte donc TZ;>0 tel que

( L3

d(X (M ),

On a donc

l)‘_nw b3

o

4)<:6 , mals d%X (M3)’

d(xiZ(M:;) ’MA). = d(Ml:,

L

fo M

A R
Y (..1!2 ¢ ot T

Mll-) < 2E .

'
,l‘x

)) = d(M3’Ml) <i.n

ESLIONEs T
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' — cinquiéme commutation

X =M

1 '
M)
R1+R2 4 5
2

On a X]lil_l_Rz(MA) = (-Rl, o, R, o) = M5. Le point M5 appartient au tore

2

4

'] /
T(Rl,RZ), mais d(M ’MA) = d(M5,M5) < 2¢ , ce qui signifie que M5 appartient

au voisinage V,, (T(Rl’RZ))’ et termine la démonstration pour p=2 du lemme,

11 est facile de voir qu'une démonstration semblable permet de montrer que

tout point de T1 peut &tre joint 3 tout voisinage de To = {ole Enfin la

preuve se poursuit facilement par récurrence et termine la démonstration du

lemme,

Deuxiéme cas,

n est impair, soit n = Z2p+l.

Jtaffirme alors que le sydtéme ¥ - (0,?) et?(lz = (A,b) avec

1 0 X, 0 0
0 - 0 0
1 0 X, l
I

AN
nt N ~ !
C = ! Az \\\\ \\\ . b= I
l NANRN |
| \\ \\\\ |
! N |
1 AL |
0 -0 0
1 0 0 -1

ou les oy sont choisis rationnellement indépendants, est complétement contrd—
lables

n-1

Si 1'on décompose R" en R x R, 'S est le vecteur c du cas précédent auquel

~ 2p ~ ' A o
on a ajouté -b= (o,-1) de R IR, A est la matrice( e Autrement dit
. o o
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fil = Xl + (o,;g) et'x2 = X2 + (o;g) ol X1 et XZ”

sont les champs de vecteurs du cas précédent,
1 . 1,2 X ' ~ 2p
En utilisant le fait que {X s X"} est complétement contrdlable sur 1R , et
XZ T ' . >l %2 s
que est presque-périodique, on s'assure facilement que {X ’ } est comple-

tement contrdlable sur H?Zp % IR (on peut reprendre la preuve de la proposi-
tion IT+2.7 ou la situation est semblable), ce qui établit 1'affirmation du

deuxieéme cas et termine la démonstration de la proposition II.2.8.

Remargge ITe2612

Les trajectoires, dans le cas impair, du champ ajouté sont non bornées.
C'est inévitable. En effet les champs de Killing étant analytiques, la
condition de compléte contrdlabilité entrafne que 1'on a nécessairement
la condition du rang en tout point de R" [377s En particulier, & 1'ori-

. . . n-1 .
gine on doit avoir rang [csACseee,A c | =1, ce qui entrafne que c n'ap-

partient pas a 1'image de A (qui est aussi 1%'orthogonal du noyau de A) et

que le noyau de A est de dimension 1, Si les trajectoires de X2 sont bor—
nées, cela implique (formule I1,2,1(1)) que bg Im(A), il sera alors impos—

sible de contrB8ler sur ker(A) ce qui est contradictoire.

Remarque IT.2.13

On pourrait dans le cas pair, obtenir un lemme donnant le temps passé sur
les trajectoires de Xl, et majorant le temps passé sur les trajectoires
de X2 (en.,utilisant la presque-périodicité) a 1'aide d'un nombre dépen—
dant de € , pour joindre T, a'/(T,) (lemme 3).

Le cas impair se démontrant ensuite en utilisant ce lemme. La démonstra—

tion en est cependant beaucoup plus longue.



1143 Contrdlabilité dans le demi-plan de Poincaré et le groupe spécial

linéaire.

L'intérét de ce paragraphe est avant tout heuristique : le groupe spécial
lineéaire est un groupe de Lie peu commode et fournit de nombreux contres
exemples, Ainsi en théorie du contrble il est facile de donner un systéme
asservi sur SL(2,1R) dont 1'ensemble des points accessibles n'est pas un
groupe, et est donc a iortiori non complétement éontrﬁlable, et qui cepen-
- dant posséde la propriété d'€tre de rang égal 3 la dimension de SL(2,1R)
217,

De plus le groupe de Lie SL(Z,H%)'non compact, opere sur SL(Z’HQ)/SO(Z,H?)

qui s'identiiie au demi-plan de Poincaré espace riemannien symétrique irré—

ductible de type non compact, Tout ceci fait donc 1'intérét du résultat

sui?ant
IT.3e1 Théoreme
i) A tout champ de vecteur Xl’ non nul, invariant a droite sur
le groupe spécial linéaire SL(2,IR), on peut associer un
champ de vecteurs X2 tel que le systeme {Xl,XZ} soit comple-
tement contrdlable sur SL(2,1R).
ii) A tout champ de Killing Xl, non nul, du demi-plan de
Poincaré P on peut associer un autre champ de Killing X2
tel que le couple {Xl,XZ} soit complétément contrdlaple
sur P,
Démonstration

L'algebre de Lie de SL(2,IR) est 1'ensemble s1(2,IR) des matrices de trace
nulle, J'identif{ierai El(Z,H?) et 1'algebre des champs de Killing sur P.

Par un automorphisme d'algebre de Lie on raméne le probléme a trois cas :

i o ) : ‘(o —1) L ' (o i
X, = ou X, =| . ‘ou X, = N
olo -1 Yovroa 1\ of

. 1 o o -1
Pour les deux premiers cas, j'affirme que le systeme ( )s
: S _ 1

est completement contrdlable,



» S e ) o 1 o BT
Considérons. maintenant le cas ou. X, =f( . ) alors le systéme { Xl_,Xz} ou

" En effet, il est immédiat que l‘ensemble des points acceséibles' depuis

l o o , :
e = ‘ est un monoide et 1'on sait que tout élément g de SL(2,1R)
o 1 ' o ' . ‘
' : o ' A © - : ‘
s'éerit g = k; a k, avec k; k, ¢ S»O(Z‘,‘]R) et a=| .‘_1 B! > 1 - (décompo—

sition de Cartan de 'SL(2',]R:). Les chairips de vecteurs étant invariants a droite
sur SL(2,R), le systéme est bien complétement contrdlable sur SL(2,RR). '_

1
\o of
X =1 est complétement contrdlable sur Po Il suifit de dessiner les
1 ol ° S S . . - o : - S
trajectoires .respec"tives et de. jregardér leur p051t10n sur 1'axe imaginaire

(GERBIERT157).

v




Considérons maintenant le méme systéme méis_Sur SL(2,IR). Soit g¢ SL(2,R),

et considérons gei ¢ P I1 existe une trajectoire qui joint i a gei c'est-a-
dire qu'il existe tl,...‘,tpg R tels que.

i - | i

gxp tp X e oee €Xxp tl X "¢ i = gei

Si 1'on note par h 1'élément exp tp X P oee exp X de SL(2,IR) on a la
relation

hei' = gei
ce qui implique que h_lg est un élément de SO(2,IR). Il existe donc un réel

-1 - .
to > o tel que exp txz = b 8o En conséquence,

i
= exp tpx e oo exp t X eXp t xz

0
o

ce qui montre que le systeme ;xl,xz est completement contrdlable sur SL(2,IR).

L'assertion 11) du théoréme étant un. corollalre 1mmedlat de 1'assertion i) le
théoreme est démontré, On peut méme remarquer que dans tous les cas la com—

pléete contrBlabilité est acquise en au plus trois commutationse.
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/CHAPITRE III - APPLICATIONS A LA THEORIE DE LA COMMANDE/

Dans ce chapitre, je vais énoncer quelques conséquences des théoremes précé-
dents dans le cadre de la théorie des systémes asservis (gu1dables) et plus

particulierement pour les systemes de la forme :

(l} %% = Xo(x) + uiXi(x)v

Wl'}’l*o

dont on sait l'importance fondamentale (FLIESSF131 ~ SUSSMANNT407).

L'étude de la contr8labilité d'un couple de champs de vecteurs ‘Xl,XZ} sur
une variété M, permet d'énoncer des propriétés de Bang-Bang contrSlabilité

pour les systemes asservis du type

dx 1
- Z(t) = YH(x()) + u P(x(t))
(2) |
ucg ro,lj
En particulier les résultats de "mariages" obtenus dans ce travail se tradui-
ront par la p0551b111te de rendre complétement contrdlable des systémes asser—

vis. 'en ajoutant une seule entrée au systéeme,

Le premier paragraphe de ce chapitre sera don¢ consacré i des énoncés de

contrdlabilité pour des systémes (1) d'un certain type.

‘Dans_le deuxiéme paragraphe, je montrerai comment ces systémes particuliers

s'appliquent naturellement aux circiits électriques conservatifs,
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IIT.1 Contr8labilité de systémes asservis de Killing dans R",

) : n ot .
* Définition 1 - Un champ de Killing de IR ,yun couple (A,b) ou A est une

matrice carrée d'ordre n antisymétrique et b un vecteur de R''e La va—

leur du champ de Killing (A,b) au point x de IR™ est Ax + b,

* Le crochet de Lie de deux champs de Killing est défini par :
(a0, (c,a)] =(ra,e1, ad - o)

ol [A,c] = AC - CA,

Ce crochet muni 1'ensemble des champs de Killing d'une structure d'al-

gebre de Lie de dimension @l .

* Définition 2 - On appelle systéme asservi de Killing, un systéme de la

forme

d P
ﬁ—X(x)+i§1 u. X (x)
UGUCIRP

oi les X'; o< i < p sont des champs de Killing de IR ",
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I1I.1.1 Proposition

Le systéme aséervi de Killin, dx
: & R =Ax + b + u(Cx + dj
UG 1'0,1|'

tel que b ¢ Im(A) et b + d:g Im(A+C), est complétement

Bang-Bang contrdlable si le couple (A,b) (C,d) est de rang.

P-%Ll dans 1'algébre de Lie des champs de Killing de R,

Démonstration

' “Considérons le systéeme suivant, ou X(t) désigne une matrice orthogonale, et

x(t) un élément de R" :

é—‘fc((t) = (A +uC) X(t)
%%(t)'= A; + b + ufx +:§)
ueg fﬁ,l’l-

- C'est un systéme’asservi sur le .groupe. deszdéplaCemént M(h) de R"”, Avec les
-hypotheses de l'enonce, en’ vertu de la proposition I1.2e 3, 'le couple de - champs
" de vecteurs 1nvar1ants a dr01te sur M(n) ¢(A,b), (A+C b+d) est completement

‘controlable sur M(n), En conséquence, le systeme asserv1,au—dessus est comple—
tement controlable sur B? y et mé&me Bang—Bang controlable. Le systeme de la pro—

.positiOn ekt.donchangeBang controlable sur R™
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Remarque : & partir de la proposition II.2.3, cette proposition se généra-

lise a une famille de champs de Killing.

I1T,1.2 Completion d*un systéme, & un systéme asservi compléte-

ment contrdlable,

ProEosition

Soit le systéme de Killing, non nul, = Ax + b,

&
dt
Alors il existe une matrice antisymétrique C et un vecteur d

que l'on peut construire tels que le systéme asservi de Killing

dx
a-;c-=Ax+b+u(Cx+d)
uce [o,l]

soit complétement Bang-Bang contrlable sur R,

Démonstration

On affirme la possibilité de contrdler un systéme de Killing en ajoutant une
entrée au systéme, ‘

La proposition est une traduction immédiate, en temes de systémes asservis
du théoréme 3. Comme dans la démonstration du théoréme, on pourrait dans
1'énoncé de la proposition, distinguer trois cas. Pammi ces cas celui ou
Afoetbeg Im(A) est intéressant, car les points formant la variété affine
-2+ kerA sont des points d'équilibre du systéme (3 est un point de R" tel
que Ag = b) et on peut donc immobiliser le systéme en ce pointe. On a donc

le corollaire :

IT1I.1,3 Corollaire

On considére le systéme de Killing non nul

alors il existe un champ de Killing (C,d) tel que le systéme

asservi
dx
= Ax+b+ u(Cx + d)
ucg [o,l]

soit complétement Bang-Bang contrSlable , De plus le systéme
peut &tre recalé et immobilisé en tout point R tel que Ag= -b,
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I1 est.maintenanfvintéres§aﬁt:dé_conifonter les résultats obtenus avec quel-

ques résultats classiques, en particulier considérons le systéme dans RRT :

dx _ Ax + bu:

(3) at
ug¢ [—1,1]

I1 est bien connu que ce systéme est complétement Bang=Bang contrGlable si et
seulement si :
i) rang ['b,Ab,..o,An—lb'| =n

ii)  sp(A) ci R

(MARKUS and LEE[277 théoreéme 2.4 et exercices 12 et 14 chapitre II),
‘ p

" Les conditions i) et ii) ne sont pas indépendantes car en effet la condition

i) assure que la matrice A est cyclique sur R™ et donc que son polynme mini-
mal est égal a son polyndme caractéristique, Autrement dit les matrices A
vérifiant i) et ii) se mettent soué une forme de Jordan dans laquelle chaque
valeur propre apparaift dans un seul bloc de l'ensemble des blocs de Jordan.

La matrice A étant réelie on peut apparier les blocs de Jordan conjugués, 11
est facile de voir alors sur cette forme que l'on peut perturber A et b de

fagon aussi légére que 1l%on veut, de maniére a ce que A devienne diagonali-

bsable tout en respectant les conditions i) et ii). Respecter la condition ii)

implique que toutes les valeurs propres de A perturbée sont distinctes et ima-

_ginaires pures, donc que A peut &tre rendue antisymétrique par un changement

de variable linéaire (voir a ce sujet par exemple les équations du pendule

double),

Donc tout systéme (3) complétement Bang-Bang contrBlable peut &tre approximé

par un systéme du m@me type mais, étant en plus, de Killing.

Si 1'on considére le systéme %% = Ax + b, ou A est une matrice antisymétrique
n-1

si rang [b,Ab,eee,A" "b] = n, le probléme de rendre ce systéme complétement

‘contrSlable en ajoutant une seule entrée est trivial, mais si cette condition

n'est pas réalisée la proﬁosition I1T.1,2 est alors utile,

Si maintenant on utilise la proposition I1.2.4 et la remarque I.2.5 sur la
densité des partenaires on peut alors affimmer qu'en perturbant un systéme
asservi de<Killing comportant au moins deux champs du type rotation, on peut
rendre celui-ci complétement contrSlable, Plus précisément on a la proposition

suivante



I11.,1.4 Genericité,

ProBosition

On considére sur R" le systéme asservi de Killing :

u A X+b + u, b.
1 1 o]

1 i

%

It
———
o.‘>

+

"o
W ko
'—l
.—l

i
(4)
uc¢ [0,1]1’
On suppose qu'il existe au moins deux indices i1 et 12 tels

que b + u, ob. ¢ Im(A + u, A, et
o i o i 11)

)

b + u, «b. ¢ Im(A_ + u, Al
(o] 12 12 o] 12 2

Alors pour toutgs o, il existe une matrice Ai (¢) et un vec-

1
teur bi (¢) vérifiant ”Ai () - Ai Il < et ib, (e) - b, || <
1 1 1 1 1
tels que si dans (4) on remplace A, et b, par A, (€) et b, (¢)
i) iy i, i

(4) devienne complétement contr8lable sur IRD,

Jusqu'a présent, seuls les résultats dv chapitre II.2 ont été exploités dans

B?n, les résultats du paragraphe 1 permettent de décrire les états accessibles

de certains systemes de Killing :

I1T1.1.5 Proposition

Considérons le systéme asservi de Killing, & champs de vecteurs

du type rotation :

%% = u{Ax + b) + (1-u) (Cx + d)

(5)
uc¢ [0,1] b¢ Im(A) d ¢ ImC

Une condition nécessaire et suffisante pour que l'ensemble des
points Bang-Bang accessibles a partir d'un point quelconque soit
la sphére Sn passant par ce point, est que

i) A et C engendrent so(n)

ii) cla - 4% € ker A + ker C

(ot C-ld et A—lb désignent les antécédents uniques de d par C,
b par A),



Démonstration

A et C engendrant so(n), on a ker A  ker C = fo}e L*hypothése ii) assure
< L -1 -1
que la décomposition C "d — A b = a,+c¢, avec a) ¢ ker A et cy € ker C est

unique,
1

VDésignons par W le point de B?n, unique W= A b - a, = —C—ld + ¢y, et

faisons dans R le changement de variable x’ = x-W. Le systéme asservi (5)

devient :

dx’ _ ; ’
T - uAx+ (1-u) C x
uc¢ [o,lj

Il est clair, compte tenu de 1'hypothése i) que les orbites positives de ce

systeme sont les sphéres Sn de centre la nouvelle origine., Les conditions sont

donc bien suffisantes., Elles sont nécessaires : la condition i) & cause de la

dimension de S , la condition ii) car le systéme a un point d*équilibre.
n

ITT,1.6 Proposition

Soit le systéme de Killing %% = Ax + Aw, on peut alors cons-—
truire une matrice antisymétrique C telle que le systéme asservi

dx

It = Ax +A»w + u (Cx + Cw)
ue Fo,l]

admette pour orbites (Bang—Bang) positives les sphéres de centre

—-We

Démonstration

Le théoreme I du paragraphe I.1 nous assure que 1'on peut construire une ma-

trice antisymétrique C telle que A et C engendrent so(n). La proposition se

. déduit alors de la précédente,
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ITI.2 Application a des transformateurs de courant continu,

Je vais montrer que les systémes asservis de Killing représentent naturelle—
ment l'équation d'évolution de certains réseaux électriques : plus précisé-

ment les réseaux conservatifse

Un circuit ou réseau électrique est constitué par un ensemble de dispositifs
qui assurent la production, le traitement et la conversion d'une énergie ou
d'un signal électrique, On considérera seulement des circuits linéaires dont
le comportement est décrit par une équation intégro-différentielle linéaire a
coefficients constantse Cela signifie que les constituants ont des caracté-
ristiques indépendantes du temps, de la tension et de 1'intensité du courant
qui les parcourt, de la température, ses Il semble donc qu'il faille éliminer
la plupart des circuits, mais outre le fait que les circuits linéaires peu-~
vent constituer une approximation des circuits réels, dans la plupart de ceux—

ci il est possible de définir des z8nes de linéarité,

Si 1'on considére un circuit .dont les composants passiis seront des résistan—
ces, des inductances, des capacités, les composants actifs des sources de ten—
sion ou de courant auxquels on ajoutera des interrupteurs idéaux, 1'état de ce
circuit pourra &tre représenté par un vecteur x(t) de R" qui donnera la valeur
a 1l'instant t des différences de potentiels aux bornes des capacités et 1'inten-

sité des courants parcourant les inductances et résistances.

Si la topologie de circuit est fixée, autrement dit si les interrupteurs sont
dans une position donnée, alors le comportement du circuit sera régit par une

équation différentielle du premier ordre,

Beaucoup de ces circuits seront régis par une é€quation du type :

. ui(t) b,

N

ui(t) A )x(t) + b+
1 i

YR

x(t) = ( A+ .

ou les ui(t) représentent la position des interrupteurs en fonction du temps.
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I1T.2.1 - Exemple l. Considérons ainsi le circuit de la figure 3l

_ : T 2

fig 3.1

on a les relations suivantes :

(1)

(2)

ou encore

%l = -z, + uE
b=z -2
£3 =2 - 7%
ih = 2,

-1
o El o o zl E
Lot
¢, o .El o z, o
= 1 -1 + u
o - o = zZ o
L 0 L 3
o - o 24 o
c2

3) 'z=Az+ukEb



un calcul simple‘nousrmontre que le polYnSmevcarqctéristique de A, est

2 1
At + At s
L..C L.C L,C . L1L2C1C_2

~
[
=
'—l

o

' sont
autrement dit les valeurs propres de A imaginaires pures, soit

io:l , —io.:l, iwz , —iwz‘ ces valeurs. Alors

2 2 1 .11 2 2 1
W +w =Tt « @ *TTeE
N T o I B SRR PO

cela signifie qu'il existe une matrice réelle P, inversible telle que

. -1
P "AP. = B avec

W B=

1'équation (3) devient

’ -1
(5) 2z’ =Bz’ +u EP b,

autrement dit un systéme guidable de Killing.

En fait on peut le voir de fagon plus rapide.
L'énergie totale du réseau passif est :

2 2 2
U=3 (L2 + C,z, + Lyz3 + G2,

2
11

N

ce qui conduit a poser

(6)

= Z
_,
I
. /C2
: 1 2 2 2 ‘
de telle f U= X + x“ + +
e telle facon que 5 ( 1 5 x3 X



avec ce changement de coordonnées, 1'équation (2) devient

| %

(;
/

X

~N

W

Soit

1
°oTFE © o X, 1
| 171
L1C1 VL2C1 2
Lo, -k L [T o
o — o 3 .
L2C1 L2C2
1
o o o o x4 o
V™2
=Cx + ud un systéme asservi de Killing

u eip,lj

L*étude du comportement du circuit se raméne donc trés simplement a celui d'un

systéme asservi de Killing. Ce n'est pas un hasard comme le précise la

Proposition I11e22

On considére un réseau électrique linéaire, formé de capacités
et d'inductances pour les composants passifs, de sources de
courants et de tension pour les composants actifs. Le circuit
comporte en outre des interrupteurs idéaux commandés., L'état du
réseau est représenté par un vecteur de IR", dont les composan-
tes sonf les intensités parcourant les inductances, et les ten—
sions aux bornes des capacités. L'équation d*évolution de ce

réseau sera alors un systéme asservi de Killing :
m m
(7)  x(t) = (A°+i§l ui(t)Ai)x(t)+bo+i):,1 u, (£)b,

oli les matrices antisymétriques Ao, Aly eee, Am ne dépendent que

des composants passifs, les vecteurs bo’ coey bm des composants

' actifs, Les u, représentent la position des interrupteurs,



Démonstration

Cei n L . e
Définissons le vecteur x ¢ IR s Le réseau est supposé constitué de n compo—

eme

sants passifs, inductances ou capacités. Si le i composant est une induc-

tance Li’ xi(t) sera, si 1'on désigne par zi(t) le courant parcourant Li’
ﬂLi _zi(t), de m&me si le j°™° composant est une capacité, zj(t) désignera

la différence de potentiel aux bornes de la capacité, et 1%on posera
x.(t) = \e. z.(t
HORRENERC

En utilisant le théoréme de superposition, si 1%on regarde le régime propre
. : . ) . . 2
du circuit, comme 1'énergie propre de ce réseau est U = % (xf + ese + xn),

. =

et qu'elle est constante pour le circuit libre, x(t) évolue alors sur une
.sphére.Snbet 1'on a 1'équation du régime propre, qui est linéaire :
m

K1) = (3, 2w (0) x(0)

les Ai étant des champs de vecteurs de la sphére, sont donc des matrices anti-

symétriques, n ajoutant les composants actifs on obtient alors 1'équation (7)

donnée dans la propositibnv"

On est donc amené, pour étudier ces types de féseaux, a considérer 1%algébre
L s n

de Lie des champs de Killing E(n) = Eg(n) o5IR,

On remarque que cette décomposition en somme directe d'une zous—algebre et

d'un idéal de m(n) a une signification physique. La composante simple, so(n),

algeébre de Lie compacte, correspond aux composants passifs du circuit, c'est-

a-dire a la réponse propre de ce circuit, tandis que la composante résoluble
mn Cvs . 2 s L . .
IR, correspond aux éléments actifs, c'est-a-dire a la réponse forcée du cir-
cuite

Les circuits considérés ne comportant pas de résistances, interviennent dans

la conception des transformateurs de courant continue

Les objectifs d'un transformateur sont par?bfdre d'importéﬁCé‘décroissante :
le rendement, la stabilité, la régularité, la facilité du réglage, La recher-
'ché de 1'efficaéité makiméle cOnduit donélé la éohsidératioh_de:ciréuits
aussi proches que poSsiEle d'uh féndement_de 100%, leur éomportémént.pouvant

donc 8tre décrit par‘unisystéme guidébie dé Killing;f



-84 —

Soit par exemple un circuit comme celui de la figure3,2

1

L

VX N

i ° C

fig 3.2

tout d'abord 1l'interrupteur idéal représenté sur cette figure, n'est pas irréa-

lisable en effet, on peut techniquement considérer le circuit de la figure 3.3

D,

I

——

fig 33

quand u = 1, le transistor T1 est branché, c'est-a-dire qu'il agit comme un
court—-circuit, tandis que T2 est coupé (c'est-a-dire agit comme un circuit

ouvert) dans ce cas le circuit 3 est équivalent a celui de la figure 3.4

D
1

——
Pl

fig 34



quand u = o Tl est coupe, T2 est branché, on obtient alors le circuit de

la figure 3.5

—
o
NU

!

fig 3.5
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La proposition ITIe2e1 nous permet donc de traduire les résultats des chapitres

I et IT en théoremes électriques. Je vais simplement traiter ici deux exemples

académiquese Soit le circuit de la figure

L L

4

b :

1

on peut toujours supposer que L; = C; =L, =C, = eee =1L

on a alors 1'équation

»e

e

) = e ew e v Em mm e Em am em -

1

o -1 o
1. 0 -t
1 0 -1
.\.\ .\-'\ -

NV
AN . .\- -1

1
o o]

(filtre passe-bas)

"y

n—-1



si on lui ajoute le circuit,

T

monté avec un interrupteur idéal.

Alors la proposition III.1s7 nous permet de conclure que 1l%on peut atteindre

tout point de la sphére S2n

+x§+...+x2 + X2 =k

X, 0 1 0 o 1 o X
X 0o 1 1 0 1
x,z 1 oo )

\\ . .

N \\ N
= u ‘\\ \\ +(1-U) \\ \‘\\
\\0‘1 A 0o 1
. 10 1 ! 0’0 o
Xon: t ool
X?n 1 0 t 0|0 1 ¥
. 0 X
X 0 1 0 0 1 2n
|
\ . -

(10) x = (uA+ (1-u) B) x
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Il est immédiat que A et B engendrent Eg(Zn) d'ou la conclusion,
La schéma a été choisi de telle fagon que quand l'interrupteur passe de la

position 1 & la position O, le circuit Ln Cn’ puisse osciller, sinon on ris-

querait d'avoir un arc électrique a l'ouverture de 1'interrupteur,

Le fait de pouvoir atteindre tout point de S2n se traduit par le résultat,
que 1l'on peut transférer 1'énergie et la reporter de la fagon la plus intéres—

sante possible,

Dans le deuxiéeme exemple, je vais montrer comment la considération de champs

de Killing permet de résoudre de facon naturelle certains problémes,

Dans 777 F387 et r39] on considere le circuit suivant

C

4

4
— qk:
Y,

Ce circuit est décrit par un systéme du type

(11) x=(A+uB) x4+ ud ug f{o,1}

o o o o o i o
= ! = . = ‘
A= o o\/--__L_::C_b B oo@ d 0

1 1 ] 1 -E

avec comme précédemment Xy =?J:I- v, X, =A/;;. vy x3 = L3 13

Le probleme cdnsidéré, dans les références citées est de réduire le systeéme,

c'est-a-dire de lui substituer un systéme équivalent plus simple,



\&(o): 3 .

La connaissance des champs de Killing permet de réaliser ce programme de fagon

évidente, En effet, on a deux champs de Killing :
(A,0) et (A+B;ia) ot d¢ Im(A+B)

On est dans la situation de la proposition III.le5.

-£.Jc,

1

Soit alors le vecteur W = o unique, tel que Bw = d et soit encore g

o
l{automorphiSme d'algébre de Lie

/9 z‘y(x‘yw)’—_.'_.(xa V—Xw)

Alors, _
(A,0) 9l(B,d)] = (B,0) et (11) est équivalent a

6 [ (Aro) T

- (12)  «x

(A+uB)x

Dtapres la propésifion III.1.5, on sait que 1'ensemble des états accessibles,

sera la sphere 323, de centre le point -w, et passant par 1%origine. (On sup-

pose qu'au dépar‘t-C2 et‘Cl ne sont pas chargés).

La signification physique du vecteur w est immédiate : le carré de sa norme

'estVC1 EZ, deux fois 1'énergie totale du circuit de gauche, interrupteur en

position 1.

(12) signifie donc que le circuit considéré est équivalent au circuit :

Cp b




On a de plus des résultats supplémentalres. L"-e-ns:émbvle des points accessibles
est 1a sphére S, de centre-w, pa's_.sal_'lbt;'paf: 1'§'ﬁ'gine, et 'Qfl peuf immobiliser
le systéme en t_ouf "poin‘t: d"'équilild.re. deschampsde vecteurs. Cela veut dire

que 1'on peut tr'én_s,f'é'rerv 1'énerg_i.e ci_'_un ci:rcuit"o_‘écillant, avec une source de

courant, a un autre circuit oscillant,

2y

!

Les points d'équilibre sont l%origine (2E \/El-l,o,o) (E‘[é_l’ E‘/E_l’ o)

&fc;, -Ec;, o).
/ey

On peut donc faire apparaftre 'V‘2 = \75- E, comme charge dans la capacité C2.



I1 est clair que le méme genre de discussion se tient quand 1'espace d'évo-

lution est Sn’ et les points singuliers des champs sur Sn sont de la plus
haute importance,

En couplant les deux exemples on voit que 1%on peut localiser 1'énergie et
cela de la fagon choisie. On pourrait chercher & réaliser des commandes en
Feed-BacK, pour se placer au point d'équilibres Indiquons ici que c'est pos-

sible, le probléme est traité en [39] et n'a pas sa place dans ce travaile-
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/ CONCLUSION/

. 2 < oo . n .
Pour les trois variétés considérées, l1%espace euclidien IR ', la sphere Sn et

le demi-plan de Poincaré P, le probléme posé dans l%'introduction est complée—
tement résolu. A tout champ de Killing non nul sur une de ces variétés on
sait associer d'une fagon constructive un champ de Killing tel que le couple

obtenu soit complétement contrdlable.

Les trois variétés considérées, sont des Espaces Riemanniens Symétriques irré-
ductibles. Chaque variété étant dans une des trois classes d'ERS : Euclidien,

compact, non compacts.

Le cas des ERS euclidien est évidemment résolu, bien que la démonstration en
soit pénible. Il semble que le bon théoréme soit 1l'affirmation de la possi-
bilité de marier les champs de Killing sur les ERS irréductibles, dans tous

les case

Les ERS irréductibles sont des espaces homogénes de groupe de Lie semi-simples.
I1 est naturel de se demander si & un champ de vecteurs invariant a droite sur
un groupe de Lie semi-simple, on peut associer un autre champ de vecteurs,

invariant 3 droite, tel que le couple obtenu soit complétement controlable.

Pour les groupes de Lie, semi-simples compacts, il semble que 1%on puisse le
conjecturer sans risques - le cas de So(n) ayant été résolu ici — Le probléme
se réduit d'ailleurs a un probléme algébrique et 1'on peut espérer généraliser
le chapitre I dans cette direction. En corollaire on disposerait du théoréme

analogue pour les ERS de type compacte

Pour les groupes de Lie, semi-simples non compacts, cela est moins clair, La
raison majeure en étant que 1l'on ne dispose pas de théorémes de contr8labilité

sur ces groupes pour des systémes non homogénes, a contr8les bornés.

Le seul résultat dans ce sens est celui de LOBRY, sur les champs de vecteurs

Poisson-stables (cf. Proposition 114243 qui & cet égard est intéressante).

Les problémes de contr8labilité sur ces groupes restent mystérieux. Il serait
intéressant d%obtenir des résultats dans cette direction. Cela permettrait de

résoudre quantité de questions sur les systémes asservis non linéaires :

(0 - @+ 3 w0 X )



(appelés encore systémes bilinéaires) dont on sait peu de choses quand X° est

. non nul,

L'importance de ces systémes est considérable, car on sait depuis peu que toute
application entrée-sortie F qui satisfait aux conditions de continuité et de
causalité, peut &tre approchée arbitrairement prés par une application entrée—

sortie venant d'un tel systéme ([137,7407).

Le cas résolu ici, de SL(2,IR) ne semble pas déteminant, en raison de la

faible dimension de ce groupe,

- Une tentative pour approcher ces problemes, pourrait bien &tre la considération
de groupes de déplacements, ie, de produit semi~direct de groupes compacts et
devgrOupes'commutatifs. Si les problémes posés y apparaissent plus accessibles,
- ces groupes n'en sont. pas pour autaﬁt‘négligeables ¢ ceux—~ci sont en effet pri-
vilégiés pour la Physique efﬁl!ihgéniérie (groupe symplectique, de Lorentz,

de Galiiée, o-o) .

Les techniques utilisées dans ces produits semi-directs pourraient également
8tre fructueuses dans les problémes de mécanique ol 1%on cherche a contrdler

la position et la vitesse d'un objet (stabilisation d'un satellite par exemple)e.

En conclusion, les résultats obtenus dans ce travail, me paraissent &tre le
point de départ pour aborder d'autres questions beaucoup plus complexes, dont

seule une petite partie a été abordée jusqu'id présent,-
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