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INTrcDUCTION

On appelle 'rsystèrne asservi" une éguation ditfér'entielle de la fome :

f f  
=  r (x , t ,u )  x  €  nn u  €  u  c  IRP

Avec des hypothèses raisonnables de régularité sur f, à tout couple

(*o, u( ' )  t  [ toraf]  -  U) const i tué drune condit ion ini t ia le xor et drun

cont r6 le  admiss ib le  u ( . ) r  on  assoc ie  une Éponse x (xor to r t l ru ( . ) )  é lément

de IRn, qui est par déf ini t ion Ia valeur à l r instant t ,  de l runique solut ion

du problème de Cauchy.

dx
; f  

( * o r t o r t  , u ( t ) )  =  f ( * ( * o r t o , t  r u ( t [  t , u ( t ) )

x ( to )  =  xo

Lrétude de l lensemble des points xo-âcc€ssibles, c lest-à-dire l lensemble des

points x, tels +rril existe une conunande admissible u(.) assurant le transfert

du système, de lfétat initial x à la réponse xl, srappelle lrétude de la

contrôIabi l i té.

Depuis plusieurs années, il est apparu qtrrune approche géonétrique de lrétude

des problèmes de contr6labilité était frrrctueuse. (nrcCrctt [4r5], LOBRY l-3f1,

sussMÆ.tN-JURDJEnC lnl, HEHT,TES lnll

Plus précisément avec gtretrgues hypothèses peu r"estrictives un système asserrri

est équivalent à la donnée dtune faurille à de chanps de vecteurs sur une va-

riété M. Tout résultat sur cette famille srinterprète immédiatement en termes

de contrôle.

Crest ainsi gue lron dit çrlune farnilleà a. charnps de vecteurs est conplète-

rnent contrôlable si tout point de Ia variété M, peut êtne joint à tout autre

por nt en parcourant dans le sens du tenps croissant des courbes intégrales

des charnps de { .

En ce qui eoncerne la théorie des systènes assen'is, seules les farnilles

ayant au moins deu:r éIéments prÉsentent un intérêt (pourà r€duite à un élé-

ment iI rty a plus de cqnnande et llon est ranené à Ia théorie des systèmes

dynamiques). tlé5à pour des fanilles de deux champs de vecteurs des questions

inténessantes peuvent être posées.
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Lrobjet de ce travail est de pniciser Ie resultat suivant de SIISSMAI,ùN-LEVITT

l?Sl :

rrsur toute variété paracompacte, connexe, il existe

un couple de charnps de vecteurs conplètement contÉ}ableil.

dans Ie sens ci-après :

'rA tout champ de Killing sun lRn, sn, ou re demi-pran de poincaré, on peut

associer un autr:e chanp de telle façon gue Ie couple obtenu soit complète-

ment contrôlabletr.

Un charnp de Killing sur une variété Riernannierure est un champ gui engendre

un g-'ouPe local à un pararnètne dlisométries. Le Ésultat aruroncé préeise donc

celui de LEI|ITT-SUSSMAIIN dans deux directions : ilrune part on montr.e gue le

résultat reste vrai pour une classe particulièr.e de eharnps, dlautre part que

dans cette classe rrn des deux champs peut êtne arbitraine. Enfin, Ie fait de

travailler sur des variétés particulières permet de constnrire effectivement

Ie partenaine.

Du point de vue des applications, ce travail trnouve sa justification dans le

cadre de Ia théorie des réseaux électrigues. Considérons en effet le circuit

suivant :

Crest un transformateur de eourant continu, faisant passer de la différence

de potentiel E à la différence de potentiel Vo. II est constitué dtun vibr.eur

fermant périodiquement le circuit, suivi dtun filtne passe-bas régularisant.

Les résistances sont choisies négligeables pour maintenir Ie r-endement maxi-

mum. Lrétude de ce type de circuit, ne conportant que des diodes (elles inter-

vierment dans Ia conception dlinternrpteurs idéaux), des inductances, des ca-

pacités et des sources de courant met en évidence des champs de Killing. CLra-

que chanp de vecteurs admet une cdnposante seni-simple (so(n)) cornespondant

aux élânents passifs, et une cdtrposante résoluble corr.espondant aux parties

act ives (Batter ies).

-Ll
1 

u"l
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Ce travail nepose essentiellement sur deux idées directrices gtre je

exposer brièvement.

I1 est deux cas bien connus où Ia description des états accessibles

titée : qtrand re système est synétrique, crest-à-dine un système de

dx  __r  \
; f  

= H ( x ) . u  x € n n  u € U c l R P

mais de tels systèmes ne peuvent avoir drapplication à des systèrnes

du type

f f=e*+H(x).u,

va]-s

est faci-

Ia fonne

asseryt_s

or ceux-ci se rencontrent dans les prcblèmes de mécanigue dès que lfon veut
contrôler Ia position et ra vitesse drun objet. (rcenr [rt])

Le deuxième cas est gtrand la variété dlévolution est conpacte, mais ici encore
on sfinterdit pratiguement la totalité des problènes de mécanique (à cause
des vitesses). La prernièr'e idée est donc de se placer dans Ia mesure du possi-
ble en une situation intermédiaire entne le cas conpact/ou symétriqtre et le
cas général.

Pour préciser ce çtrue jrentends par là, considérrons ltexemple académique sui-
vant :

Soit  re système assenri  0" = u u €{or 1, -1} sur le cercre sl ,  res contrôres

admissibles u(r) étant des fonctions continues par morceaux. En intégra3t on

voit  que 0'peut atteindr"e toute valeur et y nester (en faisant u(.)  = o),  en

traduisant ce fait sur 51 X n fibre tangent il devient clair que tout point Jr
t

S- peut être atteint avec une vitesse choisie, ceci pourru que Ifon slautorise

à rrtourneCr suffisannent 
"u" 

51. Evideurnent de par la simplicité de lrexemple
choisi il ntétait besoin de faire appel à toutes ces considérations, mais
dans ce travail on retrouvera plusieurs fois ce type de situation et la résæ
lution proposée aura de fortes analogies avec Ia déconposition suggérée ci-
dessus.

La seconde'idée part de la tenarqtre suivante I lZSl
ffSoit M tme variété Rienannienne connexe, couplète, alors Ie grcupe des ise

métries de M peut êtne muni drune stnrcture de groupe de.Lie, dont 1ralgèbre

de Lie est ismorphe à lfalgèbre de Lie i(M) aes ctramps de Killing de Mto
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Ainsi les chanps de Killing apparaissent comme les champs invariants à dr.oite

drun gnoupe de Lie (le groupe M(n) des déplacements euclidiens si Ia variété

considérée est n 
n, 

so(n+l) dans re cas de ra sphèrersl(zrB ) pour re demi-

plan de Poincaré P). On peut alors sur ce groupe de Lie d.émontner des résul-

tats de contr6labilité par les méthodes de BROCKETT [S], susstuewN-JURDJETIc

l-zl f ,  rrol  puis 'rpnojeted! ces Ésultats sur les espaces homogènes corres-

mondants :

n t n, "(")/ro(r,) S
n ^, 

to("*t)/ro(r,) p ^, st(z,I') 
/ 
"oçr.1
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SYNOFSIS

jrai organisé les différents chapitr"es de Ia façon suivante :

Chapitne I : Résultats algébriques

Après des rappels concernant les champs de Kitling, jl intnoduis dans le pre-

mier paragraphe les gnoupes de Lie et algèbnes de Lie associés à ceux-ci sur

IRn et Sn (espaces Riemanniens symétrigues). Les notations étant précisées

jrétablis da.ns le deu:cième paragraphe un nésultat purement algébrique pour

Iralgèbr"e de L:i-e so(n) du groupe de Lie SO(") des matrices réelles orthogo-

nales directes. Ce résultat est une néponse préliminaine au problème consi-

déré : je montre quf à tout élément ae g(n), on peut associer un élément tel

gue Ie coupie obtenu engendre lralgèbre de Lie entiène. Ce résultat ne me

semble pas connu dans la littérature.

Chapitne II s il exploite en termes de contrôle les résultats du Chapitr.e I.

On a ainsi immédiatement un théorème de contrôlabilité sur SO(n+l) et par

conségrent sur la sphèr.e Sn. Le prcblème du [mariagert des champs de KiIIing

posé dans lrintroduction est ainsi cornplètement réso1u sur Sn (ttréorème 2).

Jrétablis ensuite un résultat analogue pour les espaces euelidiens (ttréorème l)

nais ceci est plus délicat et nécessite plus dfefforts en raison de Ia non

compacité de IRt. Au cours de Ia démonstration jlobtiens divers résultats de

contrôlabilité, en parbiculier une condition suffisante de complète cont6la-

bllité sur un groupe de Lie non eompact - Ie groupe des déplacements - qui

sernble inténessante en elle-même.

Enfin, Ie gr.oupe spécial linéair"e, avec le demi-p1an de Poincaré, sont exani-

nés surtout dans un but heuristiqueo

L" $1piIIgJIl présente les diverses conséguences des théorèmes 2 et J en

théorie du contrôle. En particulier, je montre cqnment ces résultats srinter-

prètent pour des systènes bilinéairesr

Quelqtres cir.cuits électriqtres conseryatifs montrent conrnent ces résultats

sr appliquento

Enfin, dans la conclusion, jrindiqtre dans quelles dir.ections, il serait sou-

haitable dfétendne les résultats obtenus, et ce que lfon peut espérer raisorr-

nablemento

Chaque Ctrapitre conporte une introduction, ou des nemargues, dans lesqtrelles

jressaie de situer les résultats obtenus par rapport à Ia littérature gue

je connaisl-
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Conme il a été dit dans lfintnoduction, il est natunel sur une variété
Riemannienne de privilégier res charnps de Killingr Âussi re pnemier paragraphe
est constitué draffirmations élémentaires de géornétrie diffénentielle concer
nant les chanps de Kitling, il ne contient rien dforiginal. II a pour but
dréclainer Ia classe des chanps de vecteurs consid.érés. Je montne ensuite
simplenent cqnment on peut attacher naturellement à cette classe un grroupe de
Lie dont ltalgèbre est isomorphe à ltalgèbne de Lie des champs de Killing.
(En fait les algèbnes de Lie de ctramps de Killing étant de dimension finie,
on pourrait faine appel aux résultats de Palais [25] et au théor:ème drAdo ...

[rnrl{nn z3])r crest ainsi gue considéner les champs de Killing sur ta sphère,
revient à étudier lfalgèbre de Lie des matrices antisymétriques réelles.

si sur une variété connexe, à un champ de vecteurs analytigtre on veut associer
un autre ehaurp de vecteurs de façon à obtenir un couple cornplètement contr€-
labler df après le théorème de NâGANO [cf. SUSSMÆ.IN 37] une condition néces-
saire est qtre en tout point x de ra variété, le rang de ce couple (ie. la
dimension da^ns lM* de lfespace vectoriel des valeurs prises par les éléments
de lralgèbre engendrée Par ce couple) soit égal à la dimension de la variété.

on se tnouve donc confronté à une qtrestion pr€riminair"e :
rrEtant donné une algèbne de Lie, et un élément de cette algèbre, existe-t-il
un autre éIément, tel que le couple obtenu engendne 1talgèbne de Lie ?rr.

Le paragraphe I.2 répond affirmativement pour ltalgèbre de Lie des matrices
antis nétriquel On y constnrit effectivement cet éIément.

Le paragraphe I.J contient un résultat analogue pour lralgèbre de Lie des
déplacenentse

Ces deux résultats me senblent originauxl
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r.1 charnps de vecteurs de Kirring sur une variété Riemannienne.

I.1.1- t)éfinition : Un charnp de vecteur X sur une variété Riemannienne M
est appelé champ de Killing, si dans un voisinage quelconçlue de M,
le groupe local a un paramètre engendré par x, est un ensemble

dl isométr ies locales.

T.L.z On peut préciser Ia r.elation entre un ehamp de Killing et la métri-
que Riemannienne : si on désigne par L* Ia dérivée de Lie de X et
par g la métrique de M, alors X est un champ de Kitling si et seu-

lement si L"e = o [Kob"yashi-Nornizu lZ5ll.

On peut alors vérifier immédiatement à partir des propriétés clas-

siques de la dérivée de Lie que 1tensemble i(M) aes charnps de
Killing est une sous-algèbre de Lie de {(M) Italgèbne de Lie des

' champs de vecteurs de M.

I.1.3 Si la variété M est connexe et complète, le groupe de Lie f(nl) aes

isométries de M [Myers-Steenrod] a une algèbne de Lie isomorphe à

i(M) fKouayashi-Nomizu 2g].

Dans Ie cas des variétés Riemaruriennes symétriqtres, explicitons cet isomoe
phisne.

I.1.4 Un espace Riemannien symétrigue, est une variété Riemannierure M,

telle gue pour tout point de M, iI existe une isométrie involutive
ayant ce point cornme point fixe isolé.

I .1.5 Dans ce cas, Io(M) la composante connexe de l f ident i té de I(M),

opèr'e sur M transitivement et effectivement (ie. iI nry a aucun
éIément ae fo(M) distinct de ltidentité gui laisse invariants tous

Ies points de M).

Une des conséçrences est gue si K est Ie sous-groupe dlisotnopie

de G = Io(M) dfun point o fixé de M alors C/K est difféomorphe à M.

On est alor:s dans la situation où un groupe de Lie C = Io(M) opère

sur une variété. Alors tout champ de vecteur X € Lie (G) = g, inva-

riant à droite, engendne dans G un groupe à un paramètr"e :
(exp tX)t€n. Pour tout point m de M, on a donc un groupe à un

paramètr"e dans M : ((exp tX).n)t€g. A celui-ci on associe un vec-

teur tangent en mr Par ce pr.océdé on sait associer ainsi à tout
chanp de vecteurs invariant à dnoite X de G un chanp de vecteurs

o(X) sur M.
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I .1.6 Lrappl icat ion ainsi  déf inie s o s XF; o(X) de g dans !(M) est un

isomorphisme de lfalgèbne de Lie ae fo(M) sur !(M) Ifalgèbne de Lie

des chanps de Killing. Ce résultat se démontne de façon irnmédiate.

I.L.7 Exemple 1 : Soit ltespace Riemannien symétriqu" St, la sphère de

, dimension no Si lron note SO(n) le groupe des matrices orthogonales

(rrr)  réel les, de déterminant 1, Sn sf ident i f ie à

So(n+1) 7'  ' /SO(rr) .  Ltatgèbre de Lie des champs de Ki l l ing sur la

sphère Sn est isomorphe à lralgèbre de Lie de SO(n+l), ensemble des

matrices (n+1rn+1) réelles antisymétrigues çIue lron note so(n+l).

I .1.8 Exemple 2 :  Soit  M = IRn, alors lo(n") = u(tr)  groupe des déplace-

ments euclidiens. M(n) sridentifie au sousÉgroupe de Lie de

I t  " lGL(n+lrIR ) formé des matric"s | | "ù 
U e SO(n) et x est un

l x ,  u l

vecteur de lR 
n.

Lralgèbre de Lie des champs de Killing de IRn, est donc isomorphe

à lralgèbre de Lie g(n) des matrices (n+1rn+1-) de Ia forme

l" " l
|  |  ou A (  so(n)  et  @ € IRn.

l a  A '

I.1.9 Exemple 3 : Soit P Ie derni-plan de PoincaÉ. P est difféomorphe à

sl,(z,rn ) /
t . SL(2'E ) opérant sur P par
so(z,rR )

z j - g . Z  = € sL(2,rR )s i g = ( : . )
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r.2 un Ésultat sur rf algèbr"e de Lie des matrices antisymétriguesr

Lrobjet de ce paragraphe est de montr.er Ie

Théorème I Pour tout charnp de vecteurs Xp non riul , appartenant à

l falgèbne de Lie so(n),  i I  existe un champ de vecteurs 
\ ,

éIément ae g(n), tel que le couple l*rr*r| engendre so(n)

(ie. la plus petite algèbne de Lie contenant X, et X, est

g( " ) ) .

la dérnonstration est Ie suivant 3

base de so(n) (Iemme 1), telle que lfendomorphisme :

ad X :  g(n)-+so(n)

l_ad x.Y = [xry]

ait une forme simple. Â partir de 1à par des calculs éIémentaires, on montre
gue s 1) Iralgèbre de Lie so(n) se décompose en la somrne directe drune sous-

algèbre commutative !r et dtun sous-espace vectoriel !r générateur

(au sens de lralgèbne de Lie) de so(n).

2) iI existe des éIéments A, de Ia sous-algèbre !r se caractérisant

de façon simple, tels qtre lrendomorphisme ad(A) restreint à gr soit

cyclique sur b.

3) si A a cette pnopriété, les éléments B de !r cycligues pour ad(A),

se caractérisent par une condition indépendante de A.

A lrissue de la prenière étape, on sait d.one constnrire beaucoup de couples

{arnl  engendrant so(n).  LréIément A étant choisi  dans!r B dans b indépendam-
ment l lun de l fautreo

Deuxième étape.

Pour tout élément, non nul, X, de so(n), on nontre quril existe un autqnop

phisne 0 de tralgèbre de Lie so(n), nel que g(Xr) srécrive r.elativement à Ia

déconrposition en somme dir:ecte obtenue à ta pr-emièrne étape :

e(x l )  =Ar fB ,  Ar€g  81€ ! , ,

avec B, vérifiant la condition J) de la pr"emiène étape. Crest-à-dire que pour

tout élément A de !r ter que la nestriction de aa(A) à b soit cycriqne, B,

est cyclique nelativement à ad(A) sur b.
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Conclusion

En drautr^es termes Ia famil le {aa(A).Br,  "azA"nr,  
. .o,  *nA.Bl}  engendre b.

Comme ! génèr.e so(n), cela signifie çre Ie couple {e, .tr+nr} engendr.e g(").

Nlais 0 étant un autonorphisne ciralgèbrne le couple le-1(e)rXrI engendr-e so(n)

ce gui est la conclusion du théorème.

Le vecteur associé à X1r e-l(,f) dépend à la fois de 0 et de A. A est indépen-

dant de Xtr et llon verra çIue lton peut en constrrrire beaucoup. Llautomon-

phisme 0 dépend évid.ernment de Xl , mais on peut en constnrine beaucoup également.
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tlémonstration du Ttréorème I

Prrenière étape (4 lerunes)

I .z.L Lemme 1. Lralgèbr.e de Lie des matr ices ant isymétr igues, so(n),  se
déconpose en Ia s<rrune dinecte drune sous-algèbne de Lie, commutative,

maximale, 3r et dfun sous-espace vectoriel b engend.rant g(n) (",t

sens de lralgèbre de Lie).

Si lron note par {l}O, la plus petite algèbr.e de Lie contenant b
on a donc

s o ( n )  = g @ !

{l l^, = s(r)
Démonstration

Au cours de Ia démonstration de ce lemme, je serai amené à introduine des
notations qui auront cours tout au long de Ia démonstration du théorème.

Je désigne par Eii I.. éléments de la base canoniqtre des matrices

réelles. Posons :

(1 )  x= .  =  E , ,  -  8 , . .L J  r J  J a -

fuand ( i r j )  décr i t  rrensembre des couples ters grre 1< i  (  j  S nr ra fanirre
des X.. est une base de so(n). Pour cette présentation de so(n) les constantes

de stnrcture sont alors :

(z) lrri,*ol]

Considérons alors a, la

t i tuée par les matr ices

Autr.ement dit, si p est

= ô ( ik)x.t+ ô ( i l )x5r.+ô ( ik1xei*ô(j t)Li .

sous-algèbre de Lie de so(n), dont une base est cons-

A. de la forme :

/'r "\
:r 
\, 

1i\./
ta parrie entiène 

{;] 
* 

; o n a

( 3 )  A i=xz ._ l - r z i  pou r  l s i cp

Avec (l) et re calcur dee constantes de stnrctunes, il est
une sous-algèbre cmurutative, maximale de Êg(r).

clair gue a est
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Je vais maintenant décrir"e une base supplémentaine de a. Cette base sera

indexée par un certain sous-ensemble I du dual jf d. ! (considéré conme

espace vectoriel). Cette manière de faine, se révèlera utile au lemrne 2, lors

de Ia diagonalisation, par blocs, simultanée des endonorphisrnes 
"d(A).

Définissons

(4) Eo( i r j re)  = xzi- t rz5 *  xzir2j-L ;  %(ir j rÉ) 
= xzirz i  *  xzi- t rz i - t

2 , - 1
2 ,

2i-1
2 i

4 désigne Ia forme linéaire sur g (considéné conxne espace vectoriel de dimen-

s ion  p)

(S l  a( i , j ,€ )={*ee l  t< i< jsp  e t  €€{ - r , r }

* t +
où les 

d 
sont  les é léments de Ia base duale de ! r  t . .  

d  
(at )  = ô(k0) .

La cornparaison avec la figure précédente, montre les positions nespectives

d e s  A  ,  A j ,  E o ( i ,  
i r é ) .

Quand n est impair définissons en plus les éIéments suivants :

2i- |

2 i

(6) Ea(i;=xzi 
,zt,r.L t L(i)=xzi-r ,2Èt

2:l-1

2 ,

29

2p*l

2p

2p+t
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Dans (6) q désigne la forme linéaire sur a ci_après :

a(i)  = 4
quand n  es t  pa i r Ies t  r rensembre  desg( i r i r | )  dé f in ies . . ,  (5 ) ,  ro rsque n  es t
impa i r  A  e . . : t  l rensemble  des  c ( i , i r€ )  e t  aes  a( i ) "

En plongeant canoniquement so(zp) dans so(2p+1) on a arors la décomposition

@ so(zp) = e (n A.)  
r=9.,=o 

(*Eo( i , j ,e)  @ nL(r , j ,e))
l< i<  p

(8)  so(zprr)  = 'o(2p) 
,Qo 

,*E*( i )  *  *%(r))

En notant b le supprémentaine de a dans cette déconposition so(n) = g o !et b a pour bal,e Ia famill. (Ea, 
L)oe a.

On a par un calcul irnmédiat, util isant Ia nelation (Z)

(g l  fn , .  ç .  i -\ J '  : - c ( i ,  j re ) ,  L ( t r j re ) ]  
=  z  (A i  +eAr )

( ro)  [ to(r) '  L(r) ]  
= A'

ces deux relations montr"ent alors gne tout éIément de !r est combinaison
linéai'e de crochets dréléments de !r et donc que ! engendre so(n), ce gui
termine la dérnonstration du lemme 1.

Avec les notations du lenme 1, énonçons le

I.2.2 lemme 2. Soit A un éIément de a, A = i
o3, 

at {t alors la r"estric-

tion de ad(A) à b est un endornorphisme de !. cet errdomorphisrne sera
cycligue sur !r si et seulement si
(c) Les nonbres la(r) | sont tous non nurs, et deu:r à deux distincts

pour q décrivant lrensemble {.
Les nombne" a(A) pour c décrivant d, forment rfensembre des

di + aj, ai - aj i I i cnrand n est pair

Ai + A jr d1 - 45 I d1 guand n est impaire
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Démonstration

On établit facilement, toujours avec (2) :

(11)  [A ,Eo ( i , i ,e ) ]  =  a( i ' i '€ ) (À)  %( i , i , . )

iA 'L( i , j , . ) ]  =  <( i , i 'e ) (e)  Eo1 i ,5 ,e)

(Lz)  -A,Ea(r ) l  =  a( i )  f  1 i1

[^ ,L( r ) ]  =  r ( i )  Es( i )

Ces relations montrent gue drune part ad(A) Iaisse stable E pou" tout A de Sr

les espaces IREa e IRF étant invariants par ad(A), et qtre drautne part dans

Ia base de b Ia re"t"iltior, de ad(A) est une matrice diagonale par blocs

2 x 2  z

\
\
I
I

I
I

"o^ I
Ies blocs BOr pourq décrivant 7\, étant les matrices réelles 2 X 2

, l

I  o a(a)\
B- .=  |  |a 

\-a(e) o I

sur cette forme simple, iI est clair que aa(a) est cycligue sur b si les va-

Ieurs propres de aa(A) sont toutes distinctes deux à deux. Comrne les valeurs

propres ae ad(A) sont les nombres complexesA(e)i  et  -q,  (À) i  pour4 décri-

vant [1 on a la conclusion du lemrne 2.

I.2.3 @3,. Soit A un éIément de gr vérifiant la conditi-on (C) du

lemme 2, soit B un élément de b srécrivant :

\, 
-r

I

Lt^ ("o to * L %)o€A

Soit I Ie sous-ensemble de Ar des indices 4 tels que (ea rfo)lbro).

B
0l

2
2m=d im !=T -E (Ë )2
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Àlors B est un vecteur cycliqne du sous-espace vectoriel de b

H (nn enr)
aYr a d''

r"elativenent à Itendonorphisne ad(A).

Démonstration

Cfest encore un exercice élémentaine dralgèbne linéaire. Si on désigne par m

la uimension du sousFespace vectoriel 

"e 

(E Ea e n 
%), 

re calcur du

déterminant suivant donne, en raison de la forme de matrice diagonale par

blocs ae ad(A) 3

det(ad(A)oB, adzA.Be o o . ,  admÀ.g; =

il(a(a),'.J;l r(p(er )z - (o(A))zr.flr*. *t
a (akp(r)

1réIément A, vérifiant la condition (C) du lemme 2, les deux pnemiers termes

du pnoduit sont non nulsr Le troisième facteur est non nul de par Ia défini-

t ion de I .

La famil le de vecteurs (aa(A).B, 
"a21e1.n, 

.  .  . ,  adm(A).B) est donc une base

du sous-espace vectorier consi.déré, ce qui démontre re lemme J.

Notons de la façon suivante les tnois sous-ensembles de d::

6+ =  1a( r r j ,1 ) l r  s '  r  <  j  s  p l

AJ '  =  {a ( i , j r - l ) l r .  i  <  j  <  p l

6 "  =  {a ( i )11 .  i<  p }

on peut alors énoncer Ie lenrne 4.
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I.2.4 J@i,. Soit .A un élément de g, vérifiânt la eondition (C) du

lemme 2. Soit X un élément de so(n) srécrivant

vr
* = 

L *i Ai * L e-. L. * t^, L, 
et tel q'e

i= t -  d€T a  a  a  (

(D) ("orfo) I Gro) pour d € A+ si n est pair, po'" a 6 6' si

n est impair.

Alors Ie couple {rrxl  engendre g(n).

Démonstration

En ver.bu du lernrne J, il suffit de vérifier çlue les sous-esPaces vectoriels

, /1\
o*=oq. (nEo e *L) et o"=oO" (nn t*L)

engendr-ent (au sens de lralgèbre de Lie) chacun g(n).

' Le sous-espace vectoriel b+ engendre gg(n).

En eff,et un calcul imrnédiat fournit les r^elations :

tEo( r , j  
r r ) '  

Eq( t  
r { r r ;J  

=

ô( i t )  Fc : ( Î , i , -1 )  +  o( i8 )  L( : ,k , -1)  
+  o( { i )  %t t ,k , -1)  

+  o( i t ' )  L ( r ,  l , -L ) '

Comme en plus on a i < j et k < I seul un des guatne termes peut êtne non nul,

on engendne ainsi, en faisant varier les indices i, j, k et I tous les

t( .r t r- l ) '  
De la même façon la relat ion

[ to( t , j ,1) '  L( r ,0 , r ; l  
=

+( i l . )  Eo(1  
, j , -1 )  

+  o ( i? )  Eo( j , r . , - r )  -  ô ( i t )  Eo1 i ,k , - l )  +  o ( i t ' )  Eo( i ,  
l , - t1 .

permet dtengendrer tous les E'(srtr- l ) .  Ainsi  b+ engendre b et l ron a vu au

lemme 1 que b engendrait so(n).
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- Le sous-espace vectoriel bo engendre g(") 3

l l /  v  
' l  

v
L^kr2p+1' nlrzp+LJ = ^Ck

cette reration montre compte tenu de la définition de ! r et o"" 
%(r)

"t L(i) s. le sous-esPace bo engend."" g(") ce gui en terminant la démons-

tration du lemme 4, clôt la première étape.-
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Deuxième étape (4 1"m"")

Le but de Ia deuxième étage est, conme on lra vgr de démontrer çJue pour tout
éIément X1r non nul, de so(n) il existe un autqnorphisme 0 de llalgèbre de

Lie de so(n) tel que 0(Xl) vérifie la condition @)du lemme 4.

Le principe de la démonstration est le suivant : On peut tout drabord
à lraide drun automorlphisme dlargèbre se ramener au cas où x, est

dans a.

Si lron suppose X, dans $r en pren€rnt une matrice antisymétrique tridiagonale

convenable Y, alors exp tY.xr.exp (-ty) vérifie les conditions (o) au

Iemme 4.

I.2.5 Lemme 5. Pour tout éIément Xrr non nul, de so(n), il existe une

matrice orthogonale Qr telle gue Ia matrice

t i  = q *, ft srécrive

o  s i  k €  { 1 r . . . r d }

o sinon

Démonstration

Soit X, une matrice antisymétrique réelle, non nul1e. Ses valeurs propres

sont imaginaires, Punes ou nulles. En utilisant te théorème classigue de
Éduction drun opérateur normal dans un espace euclidien, on sait qutil
existe une base orthogonale telleitans cette base,

*i = ,î o; {. """ {;l f

xi=
Mo

o

l "  dJ\
\,=l 

' loit"
\ - i  o I

où pour tout h 6 {ç.}
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2d étant Ia dimension de lrespace vectoriel image de Xr.

Ce résultat est précisément lrassertion du lemme et termine donc la

démonstration.

Soit maintenant Ia matrice antisymétriqtre tridiagonale Y :

Y=

Avec les notations du lemme 1,

Posons R(t) = exp tY.Xlrexpof,f

On obt ient R(t)  à part i r  de X1r

Ad(exp tY.Q) :

I

o 1
- r o  1

t .  t a  t t
' r  

\  \
r \ \\  \ \

r \ \\ \ \\ \ \
t . ' a . t t

\  
t r  \\ . . \\  . ..'-?I

o l
-1 0

Y = XL:Z * XZ3 * o.o + Xrr_lrrr.

= (exp tY.Q) X, (exn tY.Q)-l

par lrautomorphisrne dralgèbre de Lie

Ad(exp tY .Q)  :  so(n)  - " ( . r )

X l+(exp tY.Q)X(exp tY.Q)

Cette application est bien un automorphisme de lralgèbre de Lie

car exp tY est une matrice orthogonale pour tout réel t.

Les lemmes suivants vont établir çIue R(t) vérifie les conditions D

Lr2.6 Lemme 6.

- 1
a

p \ n /  r

r"equises.

S i  l ron

matrice

dés igne oar  a i j ( t ) ;  1  <  i

R(t) = exp tY.xl exp(-tY),

r
"rr(t) 

= 
,A 

bil.( ')

(  j  S nr les termes de la

alors

tm
;-T

o
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Les b.-(m) vér i f iant r féquat ion aux di f férences f in iesr_J -

( r3 )  
b i5 ( t )  =  -b i ,3 ' - r ( t -1 )  -  o r - r , r (m- r )  *  o r r i+ r ( * l )  *  b i * l r r (m- r )

bt5(")  = ô( i ,z l -L)  O(: ,z l )  a i

(où fron a par convention bi3(r) = o si i  dlt ,n] ou i d[frn])

DérTgnsTration

Si lron désigne par Ad(exp ty) : gg(n)-...+so(n)

X f--<exp ty.X.e*fiY

i l  laut  ca lcu ler  Ad(exp tY) .x1.  e 'ver tu de la  re la t ion b ien cormu.  [ t6 ,e. r ra l

Ad(exp tY)=" td t

on obtient Ad(exp ty).xi = E # aam(y; v,
^ 3  o  m I  a u  \ r ) ' n L '

Si lfon considèr"e Ia matrice aa\.x1, avec les notations du lemme 1, posons

\-

"d1v;.* i  = L. b..(m) x=,-  
1s i< i<n  r J .  r - J

ce qui étabri t  
" i r . ( t )  

= 
o,3 o 

or j(r)  
# 

,  et  permet un calcut expl ic i te

o.s bi j (rn) puisq.f i ls sont les coeff ic ients de la matr ice 
"d1v1.xj .

Pour obtenir rréguation aux diffénences finies du lemrne, on est donc amené
à carculer aa(Y).xij = çvrxij]. c. carcur peut êtne visuarisé de ra façon
suivante :

On peut figurer une natrice antisymétrique par un ensemble de nmbnes réels,
disposés en un triangte supérieur. Ctraque norbne rée1 est Ie coefficient
attaché à un point du qtradrillage triangulaire nepéÉ par ses rcoonconnéesfl
(iri). Ainsi *r3 

"" 
r.epr€sente par un triangle où seul re point (irj) est

affecté du coefficient *1o
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Avec ces conventions, les différ"ents

de fYrX.. l  peuvent se présenter par
l J J  '

cient 1 est r.eprésenté par un cercle

noir .  I I  sragit  dlun calcu1 irnmédiat

( 2 ) .

résul tats ,  dépendant  de ( i r j ) ,  d t  ca lcul

Ie schéma de la figure t.t , où le coeffi-

blanc, le coefficient -1 par un cercle

à partir des constantes de structures

l . ll i g

Le cas où X., est à rrltintérieur du triangleil, ce qui signifie que les indices
x J

vérifient 2< i+L ( j ( n, apparalt comme général, les autres apparaissant

conme tr.ongués par les fnontières du triangle. Cette nemarque revient à conve-

nir gue Ia matricu Xrj est la matrice nulle cilrand i ou j nrappartient pas à

Irinterrralle entier [trn]. Avec cette convention on a alors

(14 )  ad  Y .X . ,  =  X r_1 r5  -  x i+ l r j  *  X i r j _ l  -  x i r i * l .
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Si lron eonvient égalenent que le réel b.-(n) est nul çrald un des i.ndices

i ou j ntest pas dans lfintenralle [1rn]1 or] â imnédiatement à partir de Ia
nelation pÉcédente :

l 1  5 l b i i ( t )  = -  b i , j -1 (m-1)  -  o r_r r r (m- r )  *  o r , ;+1(m- t )  *  b i * l , r (m- t )

u'- t '  t ( rn-t)

b. (m-1)
I 'J -1 b, .*r(m-l)

bi*1,1(t-t)

Enf in ,  les  rée ls  b i5 ( " )

i I  es t  c la i r  d raprès  la

f  ro f  b i , ( " )  =  ô ( i , z  -L )  6 ( i ,2  )  a , ,

ce gui termine la démonstration du lenne 6.

I .2.7 Lemme 7

Avec les notations du lemne

pnopriétés suivantes :

i )  à part i r  drun ent ier m,

alternativenent une fois

i i )  les signes bZi_frZ5_1(r)

étant les coefficients de la matrice 
"a"V.Xl 

= Xi,

description de Xj (f"rr. 5) +re

6, les b..(r)  vér i f ient les deux-  1 J . '

assez grand, les réels U..(rn) sont
l J '

nuls, une fois rron nuls.

tt bzi 
,25(m) 

sont toujours opposés.
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Démonstration

On a vu au lemme 6r clue le calcul d"" bij(m) pouvait se ramener à la descrip

tion drune espèce dlautonate cellulair.e, dont llunivers est graphe planaire.

Chaque point blanc meurt en donnant naissance à la génération suivante à deux

points blancs en haut à gauche, et à deux points noirs en bas à droite (un

point noir se comporte de façon symétriquer on nernplace blanc par noir et

vice-versa).

.Sr naintenant on affecte un coefficient à chaque point (positif Pour un point

blanc, négatif pour un noir) et si llon convient gge les naissances srajoutent

ar i thmét iguenent ,  le  coef f i c ien t  du  po in t  ( i r j )  à  la  généra t ion  m sera  b ' r (m) '

L'automate originef Xi etant représenté ci-dessous :

I  i s  t .Z

Cette description, évidemment éguivalente à Iréquation aux diffénences finies

(15) avec ses condit ions ini t ia les ( f6),va Permettre de démontrer faci lement

les propriétés du lemme /.

pr.opriété i) - A lrorigine, on a donc d points générateurs de coorrlonnées

( Z i - t r Z i )  1 S  i  <  d ,  a f f e c t é s  d e s  c o e f f i c i e n t s 6 9 l .  S o i t  G ( i t i r k r t , m )  l r e n -

senble des chemins joignant le point (irj) en exactement m pas, et

o ( i r j rk r { rm)  1e  card ina l  de  ce t  ensemble .  La  f igu 'e  ( r . t ) r les  re la t ions  (1 { )

et (15) conduisent à associer, à chague chemin, un ilsignerr de la façon

suivante 3



une montée,  ou

un pas à droite

b pas en bas,  h

de c le nornbne

un pas à

par  -1 ,

vers le
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gauehe revenant à multiplier par +L, une descente ou
s i  le  chemin  e  €  G( i r j rk r l r r )  es t  cons t i tué  de
haut,  d à droi te et g à gauche. Jrappel le signature

ê(") = (-r) o*o

I  is  t .3

uu, (m) =
r
l-/ €(.b j

c6 f , (2 i -1  ,z i rkr l rn)  
a

{  
* = b + d + g + h

f  - j=d-s

tn- t=b-h

chague ehgmin c, venant de (zi-Lr2j-) apporte au point (r.rl) une contribution

de [(c).ql ,  on a donc une nouvel le expression d" bkg(r)  :

I r z l

foui va permettrae de démontner les propriétés du lemme Z.

Tout dlabord la signature du chernin est ra même pour. tout élément de lrensem-
b le  l (Z i - t rZ i rk r t rm) .  En e f fe t ,  so i t  c  e  $ ( i ,  j r k ,  l rn )  e t  (u r t r rg ra)  ses
caractéristigues précédemnent définies. On a alors

p u i s g u e  c  €  G ( i r j r k r 0 r m ) .
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A partir de ces relations on obtient

(1s )  z (u+a)=m*( t+ t ) - ( i+ : )

ce gui fournit une condition nécessaire pour gurun chemin joigne (iri) à

( t  r l )  e n  m  p a s e

Soit  c e G(Zi- f  r21rk, ,m) alors on a avec (18)

z ( b + d )  =  m  -  z i - L  - 2 i  +  k  + 0 =  *  +  k  +  l - f  -  4 i ,

autrement di t  pour gue Q,(Zi- trZirkr |rm) soi t  di f férent de l rensemble videt

une condition nécessaire est que m * k + 0 soit impair, et llon a pour tout

c e G(Zi -Lrz : - rk ,e , * )

m  +  k  +  0 -1
2

E(c)  = ( -1)

ee gui montre bien gue la signature ne dépend gue du nombre de pas et du point

drarr ivée,  droù Ia formule

J
m +  k  i0 - r  \ --t_,

( rs l  br ,g( ' )  =  ( -1)  
? ,  

s(z i - t ,2 i ,k , l ,n)  4-

La r.elation (f9) montre en particulerr"s'à partir du moment mo où un chemin

arr ive en (t t rg),  
\ . rg(to) 

est non nuI,  mais alors bkrg(to*l)  est nul  (car

m-*1 + k +t est devenu pair  et  donc S(Zi- f  ,2irkr l rmo+1) = gl  pour tout indice i
o

en vertu de Ia condition nécessaire précédente) et bkrg (to*2) est non nul

(car il est facile de constmire au moins un chemin de (mo+2) pas à partir

dlun chemin de mo pas - il se peut même gue llon puisse seulement en cons-

t r l i re  un  :  ( t  r l )  =  ( r r l - rn ) - ) .

Il est enfin clair cJue pour m assez grand tout point a été atteint auparavant :

il suffit de pnendr"e s) 2n par exemple, ce gui termine la démonstration de

l r a s s e r t i o n  i ) .

P r o p r i é t é i + \ -  m + k + { - l

Draprès (1p) le signe o" onr,  (m) est celui  de (-1) 
2 quand m

est assez grand, et m * k +l  -1 Pair .



Donc pour m assez grand et pair, on a bien les signe" d. b2i_frZ5_1(m) et

bZrrZi(rn) opposés, ce qui termine la dérnonstration du lemme /.

I .2.8 Lemne I

Avec les notations du lemme

la natrice R(t) vérifie les

cornplémentair:e drun ensemble

Démonstration

R(t) = Ad(exp w)xj =

, =E"r(t)Ai

ar ,  ( t )x .  -

pour  un  a  €  A+.  So i t  g  =  a ( i r j r l )  par

on a les formules de ctrangement de coort-

-  3  5-

On a donc :

f+ i+ j -1
signe (orr-rrri-r(r)) = signe (-1)

signe (orrrrS(r) ) =
S+i+;

signe (-t) "

5t  l legsemble des réels t ,  tels gue

conditions (D) du 1emme 4, est le

discr:et de lR !

1< i c j<n

?

+r
q€a

ed(t)Ea +â(t)L

supposons gue (eo( t ) r1( t )  =  (oro)

exemple, dtaprès les nelations (g)

données :

*zi-L,25-r (t) = *  
t ( t ,  j , -1 )  ( t )

xz i ,z j ( t )  =  - ta ( i r j , r )  +  
â ( r r i , - r ) ( t )

ce qui impliqtre donc gue

â(t , i ,q(*)

*2i-L,zj-1(t) - *2.,25(t) = o
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mais en vertu de la pnopriété (Z) au lemme 6, Ies coefficients de la fonction

analytiqur *2i_1 
,zj_{t) 

- *z.-rzi(J), sont non nuls pour m assez grand et pairt

les zéros de cette fonction forment donc un ensemble discret de ]R. En répé-

"2
tant eet argument au plus i  

(ry n(Ëll , fois on obtient que lrensemble

des ée ls  t  pour  leque l  i l  ex is te  a  €  A+,  te l  que ( "o ( t ) ,  
1 ( t ) )  

=  (o ,o )

un ensemble discret de lR, ce qui montre llassertion du lemme 8, et avec

lemme sfachève Ia démonstration du théorème I.

L.2.9 Corol laiqe-!  : Pour tout champ de vecteurs, non nul, invariant à

dnoite Xrr du groupe de Lie so("), itr exi:ste un

champ de'vecteurs X2r te1 que le coupl" [XrrXr]

2
soit de 

""tg !|j en tout point de SO(n).

I.2. 1-O Remargue 1

Jrai dit quril existait beaucoup de charnps de vecteurs X2t tels que

si X, donné, non nul, lXyXz| engendr" g(t). Cette remarque est

généra1e et on peut la Préciser !

es t

ce

Si lron dispose drun théorème du type du théorème I

alors l rensemble des Xrr tels g,t tà Xl donné, {X' IXZ}

dense de g.

E n  e f f e t ,  s o i t  ( Y r ,  . . . ,

srécr ivant :  
J_

xl = L
j = l -

S f i I  ex i s te  X2 t  t e l  que

ensemble de I expressions

ces expnessions

Y. ) une base de g et X, et

pour une algèbre de Lie gt

engendne g est un ouvert

X deux éléments de g

t i  Y i  e t  [=

{x1rx2} engendre

polynômiales en

u.J Yj

g, cela veut dir"e guri l  existe un

les crochets de X., X^. Posons Pour
L ' Z

Pi (X l 'X2) = f.. . [x 'L].. . ]

L , oi(*'"')*r, ? "iD
j

* j ) = j

j = L

on a alors

t r ( xi Y.
J
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où les 
{(*r"r)  sont des polynômes en xraa dont les coeff ic ients dépendent

des constantes de stmctures de $ pour Ia base choisie. Désignons par det le

déterminant de I vecteurs alors Ie polynôm e ae I variables

o :  x l -"+det({ t*ra1)) ntest pas ident iguement nur puisque par hypothèse

det(Q?(2r^1)) I  o.  Lrensemble des zéros de 1p est donc un ferrné dr intér ieur

vide de IR , ce qui démontre lrénoncé ci_dessus.

I .z.LL Remarque 2

La première étape est un moyen pratigue permettant de constmire systérnati-
quement des couples générateurs de so(n).  I1 est dfai l leurs faci le drexhiber
un tel  couple t  lxn, xtz+x23}. . .*xr. , -rrrr l .  ot  savait  depuis longtemps (1953)

que les algèbres de Lie semi-simples peuvent être engendrées par un couple de
vecteurs (runellrsul26h et aussi JAcoBsoN[Lie etgeoras]p.1go exereice g).

' cependant la démonstrationr gue rfon peut trouver dans BooTHByf2] où elle est
repriser établ i t  seulement l rexistence. Le pr incipe en étant de vér i f ier gurun
couple générateur existe pour la complexifiée e8 0 de g en se seryant de la

déeomposition en espaces de racines de g 6 0 , puis on redescend dans g
par densité.  lR

A ra différence, Ie lemme l- travailte directement dans g et util ise fortement
le fait sue g est une algèbre de Lie semi-simpre compacte, en se serwant dfune
base de Weyl relative à une sous-algèbre de Cartan. La première étape sfétend
aisément à toute algèbre de Lie semi-simple eompacte et fournit un algorithme
identigue de constmction.

I .2.12 Remargue 3

La deuxième étape de la démonstration du théorème f, est partieulière à so(n).
Je pense cependant qutune démonstration affirmant sinplement ltexistence de-
vrait êtrr possibre, en utirisant des techniques de transversarité. on pourrait
ainsi espérer établir le théorème I pour.toute algèbre de Lie seni-simple
conpacte.

Le paragraphe suivant fournit un exemple simple, dralgèbre de Lie où ce genre
de résultat nlest pas vrai.
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I.3 Un résultat sur lralgèbre de Lie du groupe des déplacements.

On ident i f ie l falgèbre de Lie du groupe des déplacements, g(n),  à l rensemble

des matr ices (n+1,n+1) de r.  rorrn" (o 
;)  où v 6 IRn et x e g,(r ,) .  Un tel

\ v  L t

élénent de m(n) sera noté (Xr"). Un calcul imrnédiat donne ta loi du crochet

de Lie dans m(n) :

[ (x , " ) , (Y," ) ]  = ( [x ,v ] ,  x*  -  Y ' )

Ce crochet donne à m(n) = g(n) e n 
n 

une stmcture de produit semi-direct

entre une algèbre simple et un idéal commutatif.

Le problème considéré dans ce paragraphe est dtengendre" g(r) par un couple de

charnps de vecteurs. Il suffit pour eela de considérer les couples à une conju-

gaison près. En effet  s i  {XrV} engendre g(r) ,  i I  est c lair  que pour tout aute

morphisme df algèbre de Lie B, {g(X)re(V) }  engendrera également g(n).  Parmi les

autornorphismes dralgèbre de Lie ae g(n), on peut privilégier trois automor-

phisnes, ceux cornespondant à des changements de r^epèr.e dans IRn, respective-

ment par translations, rotations, homothéties :

pou r  wÇ nn

: (X,v) l--(t l(P-1rev) pour P ç o(n)

pour | ( JR

Ces trois automorphismes dlalgèbre de Lie permettent de classer les éléments

de m(n) en trois catégories de Ia façon suivante

1.3.1 l léf ini t ion

p

\

i) tout élément de

ii) tout élément de

est dit de tlpe

iii) tout éIément de

est dit de type

la forme (Or") est dit de type

(x,") ;" xl o et v € rm(x)

g(n) de

Ia forme

R

la forme

v
(x,") où xl o et v I r'o(x1
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11 est clair que chaque type est invariant par les automorphismes considérés

préeédemment. LrinterpÉtation géométriqr:e de ces trois types correspond aux

trois types de déplacements de lRn, translation, rotation, vissage.

Le pr-emier type va nous fournir le contr"e-exenple annoncé au paragraphe I,2

I .3.2 Contne-exemple.Pour tout éIément (Xrr)  de m(n),  le couple

{ ( x r " ) , ( o r " ) }  n r e n g e n d r e  j a m a i s  g ( n )  s i  n }  2 .

cependant re théorème r, et sa démonstration nous permet drénoncer la

I .3.3 Pr.oposit ion :

So i t  X l  =  (Xrv )

alors i I  existe

Démonstration

charnp de vecteurs de *(r), non nul , du type R,

= (Yrw) du type R tet que IXyXz| engendr-e g(n).

un

xz

On pourrai t  s implement montrer l lexistence, en ut i l isant la remargue I .2.10,

l rensemble des matr ices Y, tel les que {XrY} engendre so(n) est dense dans

so(n). En effet on peut toujours supposer que v est non nul, car on peut se

ramener à ce cas par un autornorphisme du type tr. En utilisant le fait que

so(n)  es t  une a lgèbne de  L ie  s imp le ,  i l  es t  fac i le  de  vo i r  Sue l (Xr t ) r (y ro ) l
avec Yv = O, engendr"e alort g(r). Mais je vais proposer une démonstration

constrrrctive, à partir du théorème I.

(")  s i  ker X = {o} (cela entraîne en part icul ier gue n est pair) .

Draprès Ia démonstration du théorème I, on sait quril existe une matrice ortho-

gonale R telle gue

Ï = rxfl @iAi * 
oeEA 

(.oto * 
âL) 

avec (eo rro!) I  (o,o)

pour c € d.

Soit A € g(n), telle que A vérifie les conditions (c) du lemme 2 du théorème I.

Considér.ons Ie couple l \  = ( fro) 
"3 

= ( f f iFlrw)]  où W est le vecteur de IRn

y  =  ( ! - ro r . . . ;o ) .  X  é tan t  b i jec t i ve  par  hypothèse X,  =  (Xrv )  e t  X ,  =  (nXf l r r r )

sont conjugués par un automorphisme dralgèbr"e de Lie, obtenu en composant des

automorphisnes t, r et h convenables. Je vais montrer que llon peut choisir

Xrr tel que {XzrX3} engendre g(n). Posons

p
- lia

LJ

i = 1

P
A= E

i = 1
Ài Ai ,  droù a1+ = t -^? roloorro),  et  e2nr + ) . lw = o.
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On a alors

lemme 1, on a

, ^ t^? - aG)1 (%to * lt)a€A

^4r. x, + r?*: = 1.1e.ï * ÀF,o)
Draprès les nelat ions établ ies au

,  2  2 . æ  P  2( ad -A  +  À ; ) . t  = ,  
l ,  

^ î  e iA i  *

Quanda € A*, a(À) = Ài * tr j ,  i }  est donc faci le de constnr ire A vér i f iant

les conditions (e) au remme 2, et ter gue x1, - 
"(a)2 

soit non nur pour tout

a € A+. cera signifie que .a2a.Ï * \|X vérifie les cond.itions (t) du lemme

du théorèrne I, et donc que X2 = (Aro) et ^dzxr.xr* flr: engendrent

so(n)e{"} .  Par conséguent on arr ive à engendrer égarement (or") ,  puis en

f a i s a n t  a g i r  l e s . é I é m e n t s  d e  s o ( n ) e { " }  s u r  ( o r w ) ,  o n  o b t i e n t  f o f  e n " ,  c e
qui montre bien sue {XZ'X3} engendre g(r).

( b )  k e r x l  l o l

La démonstration est de principe identigue : on considère re coupre x, = (Aro)

et x,  = (Rxf lr")  avec l r lçrrn (rurr l ) ,  choisi  de terre façon qurir  existe un

polynôme P de degré strictement inférieur à n, tel q'e e(A).14 = e.

Le lemme 3 du théorème f, permet de conclure çJue lron peut choisir A tel q'e

!  
= ( l ro) et  P(ad A).x3 engendrent g(t t )g{"} .  La démonstrat ion se termine

alors conme au a).
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Ce chapitne va exploiter les résultats algébriques du premier chapitre suivant
le schéma : lout esPace Riemannien synétrique M peut êtpe considéré cornme
espace guotient lt't = G/K où G est un groupe de Lie connexe, muni drun automor-
phisme involutif 6r dont rfensemble des points fixes est K. (cf. r.l et
HELGASoNI16]).

En divisant par un sous-groupe distingué isomorphe à un gnoupe de déplacement
euclidien, on réduit Ie cas à celui où G est semi_simple.

Alors G, en tant que groupe de Lie, stidentifie à Io(M), ra composante corurexe

de lridentité dans lrensemble des isqnétries de M. Lralgèbre des champs de
Ki l f ing i (M) st ident i f ie à l ralgèbne de Lie g de G.

En conséquencer tout résultat de contr6le sur G concern€rnt des farnilles de
chanps de vecteurs (rcv) invariants à droite, se prrojette en un résultat de
contrôle pour des FtV de Kilting sur M. Beaucoup de problèmes sur res FCV de
champs de Killing sur M, pourront ainsi se régler, mais il est clair qurinver-
sement on ne peut remonter systématiguement de M à G, les cas r.estants néces-
sitenont donc un travail supplémentaire.

lout espace Riemannien symétrique (sinplement connexe)
duit d I espaces riemanniens symétriqtres i rréductibres.
drERS irréductibles : compact, euclidien, non compact.

aussi ce chapitre sera-t-ir découpé en t'ois paragrdphes.

Ie pnemier paragraphe concernera SO(n+l) et Sr, = SO(n+1)7SO1r.,1, 1rétude

en sera facilitée par re fait qtre so(n+l) est une variété compacte.

re deuxième sera consacré à M(n).re groupe des dépracements et à
ttl(t)7so(rr1 cfest-à-dire IRn. rci Itobtention des résurtats cherchés

sera plus délicate en raison de ra non cqnpacité des variétés consi_
dérées.

se décompose en un pro-

On distingue trois types

le tnoisième par4graphe a surtout un

SL(2'IR) et le deni-plan de poincaré

but heuristique et étudiera

sL(2,IR)/ 
so(2).
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rr.l contr6labilité sur re groupe spécial orthogonar et les sphènes.

Pr.oposition II.1.1 : Pour tout champ de vecteurs X,, non nul,
invariant à d'oite, sur re gr.oupe so(") des rotations de IRn,
il existe un charnp de vecteurs x2, invariant à drroite sur ce

même groupe, ter que ra farnitre de champs de vecteurs {x1rx2l

soit conrplèternent contrôlable sur SO(rr).

La démonstration est une conséquence inmédiate du corollaire du théorème I,
et du résultat ci-dessous.

Pnoposition IIolr2 (rcsRylgol)

Soit (Xr)i€ 
I *. FCV ana1ytiq.r", conserrrative (ie. chaque

charnp de la famille est un champ conser'atif), sur une variété
Rienannienne conpacte M. Cette farnille est conplètement contr6_
Iab1e si et seulement si Ie rang de (*r)rC, est égal à la

dinension de M en tout point.

Sur un grouPe de Lie conpact, les ctrarnps de vecteurs invariants à dnoite sont
consetrratifs, car ils laissent invariante la mesure de Haar (le gr.oupe est
conpact donc uninodulaine), on a donc bien montré la proposition r.1.1_.

II.1.3 Théorème 2.

Pour tout ctrarnp de vecteurs de Kirling xr(xrlol sur srrr ir existe

un champ de Killinl XZ, let que I\r\| soit complètement contrè

lable sur Srr.

Ifémonstration

Jr ident i f ie S (-r, ,t SO(n+1)7rO(n;. Soit X un charnp de vecteurs invariant à

droite sur so(n+l), ir engendne dans so(n+l) u'gnoupe à'n paramètre
(exp tx)r€n. sit m rxr point de srrr arors (exp tx.ur)ra* est un gnoupe à un

paranètne de srrr"dont un veeteur tangent est or(x).r = 
* 

(exp tx.m)1t=o.

Dfaprès f" p*po"ition T.L.4t6r est un isonorphisrne entre g(n+l) et i(Srr),
lrargèbne de Lie des chanps de Killing. so(n+l) est rm groupe de Lie sirnple et
la eonpoeante corurexe de lridentité dans le grcupe des isqnétries de Srrr est

précisément SO(n+l) (tneoreme 4.1 p. N7 HEIÆASON).
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Par conséguent soit X, € i(Sn) , Xlil}, alors i,l existe Y, € 
'g9(n+1) tel que

o(Yf) = XrrYllo. D.après la proposition TI.Z.LI il existe Yt tel que Ie

système {YfrYZ} soit conplètement contr6lable sur SO!n+l) et donc

{o(Vf) , o(y') } est conplèternent contr6lable sur So(n+f)7gO(rr) ce qui achève

la démonstration.

rr.1.4 @ry,.
En utilisant Ie mêmes idées que dans BRINOVSKY-LOBRYI9], ou encore

SI,ISSMÂNN, il est facile de voir quril existe un réel T>o, tel que Ie

système IXy\| soit complètement contrôlabIe en moins de T unités de

tempso

rI.1.5 -$ry,.

nn étant difféomorphe à S' privé drun point (par la projection sténéo-

graphigge fi pa? exemple) on peut projeter Ie théorème obtenu pour avoir

un théorème de mariage dans lRt po.r" une certaine catégorie de champs de

vecteursr

Il faut toutefois srassurer gue si IXfrLl est cmplètement contrôlable

sur Srrr {x1rx2} r'este complètement contrôlable sur Sr, - {p} où P est Ie

pôIe de Ia pr.ojection stéÉographique nc La réponse est positive, et est

trobjet du lemme 4 ae [36] qui affirme çrrtxre farnille de chanps de vec-

teurs alalytigues complètement contr€lable sur une variété, neste cornplè-

tement contrôlab1e sur Ia sous-vatiété ouverte obtenue en enlevant une

sous-variété ferrnée de codimension supérieure ou égale à 2.

Cette méthode a été utilisée par SUSSMANN pour obtenir dans [36]r un

couple de champs de vecteurs conplètement contr6lable sur IRn, à partir

drun couple complètement contrôIable sur Srr.

Les champs de vecteurs ainsi obtenus ne sont pas des champs de Killing !

(Ie paragraphe II.2 ne perrl donc Pas son intérêt).

Il est facile de se convaincne de ce résultat. En effet soit S, placée

dans Ia position de la sphèr'e de Poincaré ( ie' tangente à lrorigine au

t
point IRo). Considérrons alors un charnp de Killing sur Sr. Ses trajectoines

sont des .cercles longitudes défirris Par un certain a'cs. Sur la figune

Iraxe r:eprésenté est différent de cetui des pôIes.
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La pnojection stéréographigue étant une inversion de pôIe p, ces cercles
seront projetés en des cercres du pran. si NS est lra:re précédenment
défini, les cercles méridiens passant par N et s sercnt prrojetés en un

faisceau à point de bases N' et s, les projections par 7 de N et s.
Llinversion conservant les angles, cela sigrrifie qtre Ies cercles longi-
tudes de ltaxe NS seront projetés en un faisceau de cercles à points de
Poncelet N, et Sr.

fuand lraxe NS est distinct de lraxe des pôIes, ces

donc pas des trajectoir.es de champs de KiIIing dans

trajectoires ne sont

n3.
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JI'2 Contr6labilité sur le groupe des déplacements et les espaces euclidiens.

Je vais ici étudier le même problème de mariage de ehamps de KiIIing, mais
des techniques différentes vont être utilisées en raison de la non compacité
des variétés considérées. Je commence par obtenir des résultats sur Ie grroupe
des déplacements. Plus précisérnent j fétablis une condition suffisante de
complète contrôlabilité sur ce grcupeo

Le début sera consacré à quelques préliminaires élémentaires sur Ie gr.oupe des
déplacements dans un double but : drabord pour amener naturellement Ia prope
sition II.2.4, enfin pour rendre ce paragraphe autonomer pour cette même rai_
son, des relations qui se trouvent par.ailleurs dans ce travail y seront
répétées.

II.2.1 Généralités sur le groupe des déplacenents.
x Le groupe M(n) des déplacements, est isomorphe au sous-groupe de GL(n+lrE),

l1  o\
des matricesf 

., I où u appartient au groupe spéciar orthogonar so(n), et
\ x  t J l

x est un élément de lRn. un érément du groupe M(n) sera donc représenté par
un couple (Ur*) avec la loi de gnoupe 3

(u r * ) .  ( v ry )  =  (uv ,  x+uy)

En ident i f iant IRn et { f }  x UP, l ract ion drun élément de M(n) sur z élément

de ts 
n 

se traduit par

(u r * )  t Jz  +  x

Lfalgèbre de Lie m(n) au groupe M(n) est isomorphe à la sous-algèbre de Lie

lo o\
des matritt. I I où X est une matrice carrée drorrlne n antisymétrique,

\  " xl
et v un élérnent de IRn .

un érément de m(n) sera représenté par un couple (Xrr) avec la roi de crochet

[ (x, v) , (Y,*) ] = (fx,v] r xrr-Yv)

* Un calcul élémentaine permet dtétablir

(1) exp t(x,v) = (exp tx, ï- 
11"*o 

#- r).rrrrx + t ,k"" x)
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où Ï désigne lrisomorphisme de ImX, obtenu en nestneignant X à Im(X), et

"ù "ru1x1)vker(")représentent 
Ia décomposition de v suivant la somme dir"ecte

orthogonale de lrimage et du noyau de X. (X est un opérateur notrlal de nn).

La position de v par rapport aux sous-espaces Im(X) et ker X conditionne

lraspeet gurauront les trajectoires du système dynamique associé à (Xrv)

dans  M(n) .

Cette remarque nous amène à la considération de trois types de charnps de

vecteurs, et de trois types de déplacements : notation, translation, vissage.

x Définition II.2.2

IJn ehamp de vecteurs inyariant à droite du grrcupe des déplacements, (Xr")

est dit

-  de type R si  v€ InX

de type T-V si

On dira plus particulièrement

xlo.

auxquels

v y'  rm(x).

qufil est de type T si X = O, de tYPe V si

Parmi les automorphismes de M(n), on peut privitégier naturellement les

automorphisnes cornespondant à un ehangement de repène dans IRt. Utt t.l

automorphisme induit infinitésinalement un automorphisne dralgèbre de Lie

g(n). Ces automorphismes laissent stable Ia classification ci-dessus.

Considér.ons les trois autornorphismes de M(n) suivants :

M(n) -+M(n)

( u r * ) t - ( r r r r - w ) ( u r * ) ( t r r , w )  =  ( u ,  u w +  x - w )  ;  r r €  n n

(U,*)r-(P u e ' l ,Px) ;  P ç o(n)

(ur*)#u,Àx)  r  ) .€  n*

w

correspondent les tr"ois automorphismes dérivés aans g(n)

g(n)  -g (n)

:  ( x r v ) l - ( X , X w  +  v )  ;  i l €  n n

:  (xrv)r-+(e x n- l rev) ;  P 6 o(n)

:  ( x rv )  x ,  I r )  t ) .€  n*

r
p

\
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on remarque arors gue tout eharnp de vecteur (xrv) de type R est conjugué

par un autonorphisne à (xro); tout chanp de vecteur de tlpe v est conjugué
à (xrw) avec 'w 

ç ker x, enfin les ctramps de vecteurs d.e type T sont tous
conjugués entre eux.

ces préliminaines étant achevés je peux maintenant énoncer.

Proposition II.2.3 : Une condition nécessaire et suffisante

pour gurune famille de champs de vecteurs invariants à dnoite,

du type notation sur le gnoupe de Lie des déplacements eucli-

diens, soit conplètement contr€rabre sur ce groupe, est que

cette famille engendre Italgèbre ae Lie g(n) (au sens de lral-
gèbre de Lie).

Démonstration

La condition est'nécessaire draprès le théorème de Nagano (SUSSIUANUSTJl.
ilpour qutune famille de champs de vecteurs analytiqtres soit complètement

cont6labre, iI faut qtre le rang de cette farnirle, en tout point de ra
variété, soit égal à la dimension de cette variétéil.

(La plus petite algèbre de Lie contenant une famille de ehamps de vecteurs

engendre dans lfespace tangent à tout point de Ia variété, un sous-espace

vectoriel dont la dimension est par définition Ie rang de la farnille au point
considéré).

La condition est suffisante, car un charnp d,e vecteur ae g(n) du type rotation
est Poisson stable. En effet, les matrices X sont antisymétriques leurs valeurs
prlPres sont donc imaginaires punes ou nu1les, iI est alors clair avec Ia ne-
Iation (f) q,t" tout champ du type rotation aura toutes ses trajectoires
PoissorrStable. On reprend alors mot pour not Ia démonstration de LOBRY ([:O1
proposition 1) pour montner gtre Ia famille de champs de vecteurs est eomplète-
ment contr€lable et terminer la démonstration de cette pr"oposition.

I1 est clair que si à un champ de vecteurs du type translation, on adjoint un
âutre chaurp de vecteur, Ie couple obtenu nlengendnera jarnais lralgèbre de
Lie m(n) (cf. le paragraphe I.3) et donc toujours en vertu du théorème de
Nagano, Ie couple obtenu ne sera jamais complètenent contr$lable sur M(n). Au

contraire Pour tu1 charnp de vecteurs du type rotation on peut énoncer le résul-

tat suivant :

I
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Proposition II.2.4 : Pour tout champ de vecteurs X, = (Xrt),

non nul, invariant à dr"oite sur Ie groupe de Lie M(n) des

déplacements eucl idiens, du type rotat ion ( i" ,  . r  e Im(X)),  i l

existe un autre charnp de vecteur X, du type rotation tel çre

Ie couple {Xf rL} soit cornplètement contrôlable sur M(n).

Démonstration

Etant donné un champ de vecteurs vérifiant les hypothèses de lrénoncé, la pro-

position I.3.2 assure que llon peut trouver un champ de vecteurs X, = (Yrrr)

tel qne'W soit dans lrimage de Y, et tel que IX'XZ| engendre lralgèbne de

Lie n(n)' Crest précisément la CNS de complète contrôlabilité de Ia proposi-

,tion précédente, ce gtri termine donc la démonstratl-on.

Mrrni de ee résultat concernant M(n), je vais passer à lrétude

honogène M(")7SO(rr) qni sf identifie à lrespace euclidien IRn.

suivant :

de

On

I lespace

a Ie théorème

If.2.5 Théorème 3

A tout chalnp de Killing XL, non nul de lrespace euclidien IRn,

on peut associer un partenaire X2r ehamp de vecteurs de KiIIing,

tel gue le couple IXfTXZ| soit complèternent contrôlable.

Llisonorphisme g du paragraphe I.1

n
Ki lling sur IR 

-' avec les eharnps de

la façon suivarrte :

Par définition un champ de Killing sera un couple (Xr") où X est une matrice

antisymétrique et v un vecteur de lRî. La valeur du champ au point x de lRn

se'ra (Xrv) (*) = Xx * vr Les chanps de Killing pouront se classer en trois

types de chaurps de vecteurs. Je vais distinguer d.ans la démonstration du théæ

rème, trois cas, suivant Ie type de champs. Chaque cas sera lrobjet drune præ

posltion, la réunion des trois propositions constituera la démonstration du

théorème.

me pennet dridentif ier les ehamps de

vecteurs invariants à droite sur M(n) de
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Premier cas 3 X, est du type rotation.

Pr.oposition II.2.6

Soit X, un eharnp de KiIIing de IRn, non nul, sfécrivant

x]. = (xrv) avec x l. o et v ( rmx, ir existe arors un champ de

Kit l ing X, sfécr ivant X, = (yrw) avec y 
f  O et wç Im(y),  te '

que 1e couple |xrrxr| soit comprètement cont6rabre sur fR 
n.

Emonstration

Soit S une famille de charnps de vecteurs invariant à droite sur M(n). On

désigne par o lrisomorphiqne entre lralgèbre de Lie rn(n) et 1ralgèbre de Lie

i(n") des charnps de KiIIing. Il est imrnédiat que si S est cornplètement con_
t6lable sur M(n) alors o'(s) est conplèternent contrôlable sur lRn. La propo-
sition rr.2.6 est alors une conséguence de la praopositi on rr.z.4.

Deuxième cas 3 X, est du type vissageo

Proposit ion I I .2.7

Soit Xy un chanp de Killing de IRn, sfécrivant X1 = (Xrr) avec

. x lo et v (  rm(x).  Arors i r  existe un champ de Kir l ing x,  ter

gue re coupre x, soit cornprètement cont6rabre sur IR D.

lËmonstration

Il nfest pas restrictif de supposer que la matrice antisymétrigue X du eharnp
(Xrn) est de Ia forme

v  e s t  I e  v e c t e u r  d e  I R t  ( 1 r o r . . . 1 o ) .

En effet, il existe un autmorphisne dralgèbne de Lie de m(n) correspondant à

un changement de variable par similitude dans IRn, ctrui transforme X, en un

champ de vecteurs de cette former Celleci incite à considér"er lRt 
"orn.Ires-

pace vectoriel pr.oduit IR X Bt-1. Draprès Ia prroposition TI.2.6 précédente,

- = (: 
;) 

où ï e .o(,,-r) et
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on sait guri l  existe un champ de Kil l ing Ï,  a. n t-1 , \  
= Gri); i6 =o1rr-r;;

îe nt- l ,  ter que si rron pose Ï, = Gro) le coupt" GrrÏr) a. champs de

KiIIing de lR t-l soit complètement sur IR 
t-1.

soit arors la matri"u 
" 

= f" :) de so(n) et le vecteur w de IRn n = (-rrî)
\ o  Y l

(si rron considèr^e IRn comme lR x nt- l  on a 1r = -y +;).

Jraffirme et je vais montrer çItre Ie couple de charnps de Killing de IRn

{(Xr")r(Yr*)}  est complètement contrôlab1e sur IRn, ce gui achèvera Ia démons-

tration de Ia proposition.

' Tout dfaborrl je vais vérifier que Ie rang du système est égal à n, en tout

point (*ry) de lR x lRt- l  ,

xr ( * r r )  =  v  *T. ,  =  o  + i r . l

x r (x rv)  =  -v+î .y  + î  =  -u+ i - r .y

[xl,x2](*,y) = iÏr,!1t"1

cornme {ÏrrÏr} est conplètement cont6lable sur IRt-1, 
"t 

que ces vec{-eurs

sont analytigues, Ie rang a" {Ïrr4} ut tout point y de lRt-l 
".t 

n-1. Le

choix de v qui."t f" vecteur (1ro) de IR x n*-1 entraîne que Ie système

{x1rx2} est de rarrg n en tout point (*ry) de IR x lRt-l.

- Avant de poursuivre, je vais introduire les notations et définitions ci-

après :

Si 19 est une FCV çIue lfon indexera par un ensemble I, (Xi)ic 
f

*  on note (* r t )F-x i ( r ) ;  m € nt ;  t  €  IR

le systàne dynamique associé à Xi.
+

x on définit lrorbite positive du point m de IRn, notée (xi)l 
6 tr.m

I lensemble

-  +  i -  i .  i 1
(x i ) ie ï .m = { * .1  o . . .  o  * r l  o . . .0  x t r (m) t  t j€ r ;  t j€ rR+;  p€N}

- p  - j  - 1
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x on définit de maniène analogue rrorbite négative de ce trrcint,

- Le rang du systèm" Ixy\| étant n en tout point de lRn d.raprès un théorème

bien connu (rcero[29]) crest r:ne condition suffisante pour gue r.orbite
positive de tout point m soit drintérieur non video On a un résultat iden_
tique pour ltorbite négative.

- Je vais maintenant montrer que tout point de IRn est accessible (r.especti-
vement r"ecarabre) à trorigine pour le systèm" {xrrL} considéré ce qni ten-

minera Ia démonstration. Soit m un point de ]Rt, dé.o,nposé en le couple

(*ry) de lR x Ft- l .  on a arors

xf(*) = (x + t, ïf(r))

flGt = (x - t, îftr))

considérons maintenant un point quelcongue mf = (xtryr) de IR x Bt-l. Draprès
Ies considération précédentesr on sait guril existe un ouvert V contenu dans
lrorbi te de m'.  soi t  m un point de v,  srécr ivant m = (*ry).  Je vais chercher

à atteindr"e m depuis lrorigine : Les champs de vect..r"" ï, etÏ.rétant par

constnrction conplèternent contrôlables sur fit-1, iI existe donc une suite de

c o u p l e s  ( t r r l r ) r . . . r ( t o r i o ) t  t j €  I L r 2 l  t j €  n +  t e l s  g u e

-i^ - i i  - i ,
G )  x a t o r o o  o  * a l  

"  
r r o  o ï r .  ( o )  =  r

p - j - 1

ce gui avec (z) et (3) d.onne 3

1  i .  i t  p  i i + l
(s )  * r l  

"  ro r  o  * r ]  
"  ooo o  xr r  (o)  =  ( . ; " t_ r i r r r ,y )  =  ( t " ,v )

P  
- i  - L  

i = L  r

Drautr.e part on a aussi

(6) xf(") = (t,o).

(2)

(3)
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En

( . ,

conbinant ces deux relations, iI est clair qne les points de la forme

+t ry )  avec  t>o  sont  access ib les  depu is  l ro r ig ine  (p ig .2 , l ) .

f  t !  2 .1

Si maintenant Ie point m de V est tel gtre x>t,

accessible depuis lroriginer et par conséquent

Si x<t- ,  un détour est nécessaine (pig.2.2).
v

alors on a démontré quril est

que m lrest aussi.

(\..r, ,1

( t r ,b )
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soit f le rayon drune boule de centrre m, contenue dans v : B(rrg) s vr.et

î'(yrt) la boule dans lRt-l d" centre y et de rayonf . par constrrrction F est

Poisson-stabre ce gui s igni f ie guri l  existe un réel 7ço tel  cue lr l>trr-x
et tel gue

e) Ïczrfvl € î'(y,e).

f A \ue \/ ) on oe(rult 3

(B) Êf^l = Çr* *,ï l{ù)

La distance dans nn des points (-r+ xry) et (-r+ *r l l{r l)  est certainement

inférieur"e à C draprès (7). Le système dynanigue XaZ est un déplacement pour

tout réel t, et conserrfe donc les distances. On peut donc affirmer que te point
)

*--" (-r+ xry) est dans la boule de centne r =(*ry), donc dans lforbite néga-

t ive de mt.  orr  par constnrct ion d" 7, !e point (-r+ xry) est Èaccessible

car -z f xà trr et donc m, est bien O-accessibleo

Un argument standard permet de conclune de la même façon que mt est O-recalable

ce qui termine la dérnonstration de Ia pr"opositionr

lrroisiène cas 3 X, est du type translatione

Proposition II.2.8

Etant donné un champ de vecteurs xn, constant dans IRn, il existe

Llémonstration

un champ de vecteurs de Kill.ing xrr ter que re système {x1rx2}

soit conplètement contr6lable,dans IRn.

Si dans un but heuristiqtre on exanine le cas des petites dimensions :

.* n = 2 X,, = tF, on ajoute alorsr  ôx l

X-=x-  - ! - -* .91  4  ô * 1  r ô x 2

champ de Kilting dont toutes les trajectoines sont bornées.
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' ) +  s i n=3  à  X .=è++  ona jou tet  ôx l  ô *3

à à à
r 1 ^ - ' \ ^ À " - - -

z  z  èx l  r  ô rZ  ô*3

charnp de KiIIing dont toutes les trajectoires sont non bornées.

En fait ce comportement est celui du cas général, conme on le verra par Ia

suiteo Les champs de vecteurs constants de ]Rt(non nuls) sont tous conjugués

entre eux par isomorphisrne de lratgèbr^e de Lie des ctramps de Killing comme on

I.a vu au cours de lrétude préliminaineo 11 suffit donc pour démontrer la pno-

position de llétablir pour un ehamp de vecteurs constant çrelcongue. En1in,

conme lrindique la nemargue préliminaine il faudça distinguer le cas n pair

du cas n impair. Mais auparavant je vais établir deux lemmes :

II.2.9 Lemme 1 :

Soit -t = (orc) et XJ = çrrù deux ehamps de Kilting a" nt, Ie

rang du systèrne fXlrt' l au point m de IRn est supérieur ou égal

au rang de [c,  A"rA?r. . . r4f , -11.

ffémonstration

Dfaprès la formule donnant le crnochet des champs de Killing on a [x1r*1 =

(o, -Ac) , l f ,  [ t ' ,xl1] = (o,a?),... ,  
"aPt'.xl 

= 1o,4P"1.

La plus petite algèbne de Lie engendrée p"" Xl et X2 contient donc ces champs

de Killingr gui engendrent dans lrespace tangent en tout point m, lrespace

vector iel  engendré par [crAcr. . . rÀt- lc]r  droù Ia conclusion du lernrne.

II.Z.XO Lenne -2, t

Soit Xl = (orc) et * = lfrb) deux charnps de Killing de Fl, si

ra.ng [crAclooorAt- l" ]  
= nr pour tout point m de nn lrensemble des

points m-accessibles (nespectivement m-recalables) est drintérieur

partout dense.

Démonstration

II est égnivalent de dir"e çre lrorbite positive (resp. négative) de tout point

m de IRn est partout dense. Ctest donc une conséguence irunédiate du lemme pré-

cédent et du théorème IV.3 I LOBRYf2gl.
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On suppose gue

Alors j faf f i rme

Pnemier cas.

n est pairr soit n

que Ie système Xl

A=

e tX2= (Àro)  avec

2p.

( o r " )

0
-6t

G =

\ \

\ \

o(l

0

I
0
I
0
I

I

I

I
0

o (..
- ( r  0  

. ' . .
\ \

t t . :

-4o o

où les Otlteorlq" sont choisis rationnellenent indépendants, est complètement- - r '  - - P .

contr6lable dans nn. Démontnons cette affirmation: tout dfabord les condi-

tions du remne I sont vérifiées, car un carcur sinpre montre çre

det (c,Ac,...,Aolc) = (-t)t n e? * o3l.
i < j

Avec le choix de A, les trajectoine ae t' sont toutes presgue-périodiques et

les invariants minimaux cdrpacts sont des tores. Soit xo € IRt, Ia trajectoire
o  -  .  - 2 .  o ,passant par r r t l-{(*-); t>o est partout dense dans Ie tore d.équation

{=t*;l '*(1)'
Q) ou

(*l-r) '* (*i)2

4= #,

+*2=#
n P

{ {

[+ R =
p

Notons  T(R l r . . . rRo)  le  tone

La famill. € Ou ces tones

famille $passant par M. Le

paiFo

d féqua t io î  ( i l ;  (R r r . . . rRo )  €  (n * )P .

renplit IRn. On désignera par T(M) le tone de la

leurme suivant termine Ia dérnonstration du cas n
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Lemme 3 3

Pour tout couple de tones lfrrfr) de la farnille B, po.r" tout voisi-
s P

nage'll (tr) a" TZ, iL existe une trajectoire positive du système

lx l rx2 l  jo ignant  tou t  po in t  de  T ,  ày  G) .

En effet soit PrrP2 deux points de IRn, dfaprès le lemme 2,

(Xi)l P, a un intérieur non vide. Soit Po un joint de cet-  
i 6  f  1 , 2 |

intérieur, V(Po) un voisinage de Po contenu dans celui-ei, et

r(po) re tore de ra rarnitte 8. *o.or,. t '-(v(po)) = 
!]" 

tt 1v(eo))

Cet ensemble est un ouvert contenu dans lrorbite négative de P2r

gui contient T(Po) car les trajectoires de X2 d"n" T(Po) sont

denses dans T(Po). Le lenrme I srapplique alors à T(Pr) et

Xz-(v(Po))r ce gtri montne qqe PZ est P, accessible.

Démonstration

On considère sur IRn, la distance usuelle donnée par le produit scalaire ha-

bituelo On appelle voisinage torique_ dforrlre fde A lfensemble Va(A) =

l* e tR" I  d(xrA) <€ ï .  Les tones étant des ensembles compacts tes Va (T)

forment un système fondamental de voisinages de T. Pour tout indice içI={1r2f

et pour tout réel t, XT est un déplacement et lron a donc

i
( 8 )  * a o  o  r o o  o

P

II .2.LL

I
I

I

i .
w J

t .
J

i l  i  i .  i 1

o  r r r . o  xa t ( v  (A ) )  =  v  ( xap  o  roo  
"  

x t l  o  r r r  o  xa t (e ) ) .-1  -P - j  -1

Si enfin on désigne par lo = {ol Ie tone origine, pour démontner le lernme il

su{fira de montrer gue pour tout couple (T1rT2) et pour tout6;,o, on peut join-

dne tout point de 1, à Ve(To), et To à V€(TZ), ce çri signifie avec (B) +,"

lron peut joind* 11 à V'é(TZ).
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La démonstration sera illustrée par des figur"es du cas n={. $rrr la figure

on a représenté le tore T(R'IL) p"" deux cercles des pl ï l r  (xrrx2) et (xrrx4).

Si M =(M'rMa) est un point de lR4, * dépracenrert xt(M), t>o, se rneprésente

alors par un rrdéplacernent sirnultané vers le hautrr des points [4"rMt drarnpli-

tude tr Est également représenté lfeffet a" t'(fra;. La densité de xf(na) a"rr.

le tore T(M) se traduit en remarquant gue tout coupre (É ,pt ), où pi est un

point du cercle de centre O et de rayon Otvlrr peut être appnoché à6-près.

Je vais montner draborrl que lron peut joindne To={o} à tout voisinage toriqge

de Tr. La démonstration se fait par récurrence sur p=t (n2) étant trivial,
commençons par p2. soit rt = 1(R, ,\), où rron suppose, ce gui nrôte rien à

la généralité du raisonnernen! que 
t > L, cing corunutations vont être néces-

saines :

z1

/a

R{
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- première cmnutation

- deuxiàne conmutation-

-  M'  = { , (R1ro),(E,"))xl (",")

Le point

II existe

d(u,yi')

q applÉie1r!

donc rm réet

1:c.

4rturl = u
au tone T(trU, Ie point
.  ,  ' . '  .  . , .  ,
71) or tel que le:'Poi.nt f{j

% - ( (e'o)'(-R, 
"o)| 

égareaent.
t

= 
{- 

(U1) soit tel qtre
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- troisième corntnutation

t.,+ lrlh
ù

+____,r\

-\\

R{

_______

\
\

\

\,

\
\

- H ,

- r  t .  I
X l , * R r ,  ( H t l =  t { 3
-

a

*t*r**t*;) = t;

T

rrotons ,lr*% (q) = uj et ,lr*L (%) = ,, = ( *r**," , 11,"
TT

on a a{n5,rrlj) - d(rg ,u)) < e

\
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guatrième commutation

h--,*'-","'.-*-."_ _ _,_'- "-_'.,_* +.

s - 
tt't.,;-

+

On a donc

t't 
R,-+

)

rl
L

at

t t

1'14

!  , t

â 1 1  - i " H ]

= M ;x2 
rfu'rl

l i  -  r ' ' ' i r \  
' t ' . '

/ R.*'*' *rJq, {l;'j'f R,+R. B . " )M, appart ient  au tore r$r*+,  +I% = 
|  

- (n+i- ) , "  -z--  ,  I

o({rtnrj),uo) = a{ui,uro) < 2e .

que
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- cincruième commutation

Y l  / u ' \"Rr+g t" '42

T

^  , , 1  / r r  \On a t ir*nr(t4) = (-Rf, o' $r ") 
= M5. Le point MU appartient au tore

z

T(R1,$) r  ma is  d (%,M4)  =  d(M5,M5)  <  2e  ,  ce  gu i  s ign i f ie  cue NI ,  appar t ien t

au voisinage Vr,  ( f (RfrL)),  et  termine la démonstrat ion pour p=2 du lemme.

11 est facile de voir gulune démonstration semblable permet de montrer çIue

tout point de T, peut être joint  à tout voisinage de 1o = I" l .  Enf in la

preuve se poursuit facilement par récurrence et termine la démonstration du

lemme.

Deuxièrne cas,

= M _
)

n  es t  impa i r ,  so i t  n  =

J raf f irme alors qr.re Ie

2p+1-.

sydtème ?1
À =

I
0
I
0

(o,.d) 
"t 

f

06 r
-d '0

0 (z
-0( 0'2

t a

\ . .

=  (A rb )  avec

x= \ \

t -  t a  ' a

. \ \
t  o (o
-(oo0

I
0

- l

où les Ai sont choisis rationnellement indépendants, est complètement contfæ

lab le .

Si lron déconpose IRn en nt-l X fi r t est le vecteur c du cas précédent auquel

on  a  a jou té  - i '=  (o r - t )  de  ]Rtor * ,  T  es t  r "  * " t r i " "  f  

A  o ) .  
^ . r r "ement  d i t

\"  " l
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ï1 = xl + (o,5) .t  T2 = x2 + (o,î) où Xl et x2.

sont  les champs de vecteurs du cas précédent .

En ut i l isant  re fa i t  sue Ix l rx2 l  est  comprètement  contrô lable sur  mZp,  . t

,2 - ry1 ai)que X est presgue-périodique, on srassure facilement gue {X';i. } est complè-

tement contrôlabIe sur n 
2p 

x n (on peut repr:endre la preuve de la proposi-

t ion f I .2 .7 où la  s i tuat ion est  sernblable) ,  ce qui  établ i t  l - raf f i rmat ion du

deuxième cas et  termine la démonstrat ion de la  proposi t ion r I .2 .8.

Rernarque I I  .2 .L2

Les t ra jecto i rgs,  dans Ie cas impair ,  du ehamp ajouté sont  non borrrées.

Crest  inévi tabl€.  En ef fet  les charnps de Ki l l ing étant  analyt iques,  la

condi t ion de complète contrôIabi I i té  entraîne gue l lon a nécessai rement

Ia condition du rang en tout point de IR" [37-']. 
En particulier, à lrori-

g i ne  on  do i t  avo i r  r ang  [e rAc r . . . rA t - l 1  = . r ,  ce  qu i  en t ra îne  que  c  n rap ,

partient pas à lrimage de A (qui est aussi lrorthogonal du noyau de A) et

que 1e noyau de A est de dimension l-. Si les trajeetoires de X2 sont bor-

nées ,  ce la  imp l i gue  ( f o r rnu le  T I . 2 .1 (1 ) )  gue  b€  Im(A) ,  i I  se ra  a lo rs  impos -

s ib le de contrôrer  sur  ker(e)  ce qt r i  est  contradic to i re.

Remarque II.2.13

On pourrait dans Ie cas pair, obtenir un lemme donnant le temps passé sur

1es t ra jecto i res de Xl ,  e t  majorant  le  ternps passé sur  les t ra jecto i res

de X- (en.ut i l isant  la  presque-pér iodic i té)  à l ra ide drun nombre dépen-

dant  de (  ,  pour  jo indre T,  e l Ï$a)  ( temme J) .

Le cas impair se démontrant ensuite en uti l isant ce lemme. La démonstra-

tion en est cependant beaucoup plus longue.
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r r .3 contrô labi l i té  dans le  demi-p lan de poin iaré et  Ie  groupe'spécia l

I i néa i re .

L ' in térêt  de ce paragraphe est  avant  tout  heur is t ique;  le  groupe spécia l

l inéai re,est  un groupe de L ie peu commode et  fourn i t  de nombreux contrËs

exemples.  Ains i  en théor ie du eontrôIe i I  est  fac i l -e  de donner un système

asserv- i  sur  SL(Z' IR )  dont  l rensemble d-es points accessib les nfest  pas un

groupe, et est donc à j.ortiori non eomplètement contrôlable, et qui cepen-

dant  possède la propr iété drêt re de rang éga1 à Ia d imension de SL(2rn)
' )  

1 -
E r  a

De p lus  le  g roupe de  L ie  SL(2 ,JR)  non eompact ,  opère  sur  SL(2rn)7a .1Zrn ;

qu1 sr ic ient i i ie au demi-plan de Poincaré espace r iemannien s1métr ique irré-

duct iDl-e de type non compaet.  Tout ceci  fai t  donc tr intérêt du résul- tat

s u i  v a n t  :

I I . 3 . 1  T h é o r è m e

i) A tout champ de vecteur X'  non nul,  invariant à droi te sur

le groupe spécial  t inéairJ SL(2'E ),  on peut associer un

champ de vecteurs x,  ter gue J-e système {X1rx2} soi t  complè-

tement contrôlable sur SL(2rIR ).

i i )  A  tou t  charnp de  K i l l i ngXI ,  non nu l ,  du  demi -p lan  de

Poincani P on peut associer un autre champ de Ki l l ing X2

tel  gue le couple lXI rX2l soi t  complètement contrôIaole

s u r  P .

lJémonst  rat ion

L ra lgeb re  de  L ie  de  S t , (2 r IR  )  es t  l r ensemb le  s r (2 rJR  )  aes  ma t r i ces  de  t race

n u l l e .  J r i d e n t i l i e r a i  r r ( 2 r J R )  e t  r r a l g è b r e  d e s  e h a m p s  d e  K i l r i n g  s u r  p .

Par un automorphisme dla lgêbre de L ie on ramène Ie problème à t ro is  cas 3

- '=(: "r) ou -, = (; l)

) ' ( ;

- r=(:  
: )

1" "y"tè,rr 
I

lL  o
I
\  

"  
- 1 - )

Pour les deux premiers cas,  j fa f f i rme gue

est  complètement  contrô lable.
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En e f fe t

l r
" =l,"

,  i I  e s t

; )  
e s ,

s f é c r i t g = k 1 u

si t ion de Cartan

su r  SL (z ,n  ) ,  t e

irunédiat que 1'ensemble des points accessibles depuis

un monoîde et l ron sai t  gue tout élément g de SL(2rn)

lx '"\
k, avec kt kz € SO(Z,IR) et a = 

|  i f  f  S t  (décompo-

\" \-'l
de SL(2'JR). Les champs de vecteurs étant invariants à droi te

système est bien complètement cont6lable sur SL(2rf i  ) .

Considéro

lo
X ^  = l,  \ r

t  r a j ec to l

(cERBIERI'

ns maintenant le cas

-1\
I

I est cornplètement
o l

res respect ives et de

151) .  '  '

a lors  Iq  sys tème iX f rX2 i  où

P.  I 1  su r f i t  de  dess ine r  l es

où X.
. J _

contrô

=( " tl
\  "  " /

lable sur:

negarder leur posi t ion sur  l laxe imaginai re

x4



Considérons maintenant Ie même système mais sur SL(2'E).  Soit  g ç SL(Z'B),

et considénons g.i € P. II e;riste une trajectoire qui joint i à g.i crest-à-

+
d i r e  q u l i l  e x i s t e  t 1 1 . . . ' t ' ' €  n t  t e l s  g n e

r P

i _  i 1

.  e x p t p x P . . . .  e x P t , X ^ . i  =  g . i

j :

] -  t_ i

Si  l ron  no te  par  h  I ré lément  exp  aO *  O . . .  €xP t l  X '  de  St (2 r IR)  on  a  Ia

relat ion :

,  h r i  =  
, 9 . i

I

qgi implique que h-tg est un élément de SO(2'IR). 11 existe donc un réel

2 - 1
> o tel gue exp tJf = h-^g. En conséguencet

I

g = e x p t X P .- p

ce gui montre gue Ie système lXfrLï
l

Lrassertion ii) du théorème étant un

théorème est démontré. On peut même

plète contrôIabitité est acquise en

-69-

a l  2
... €xp ttX 

- exP to)C-

j

est complètement contrôlable sur SL(2'IR).

conollâire immédiat de lrassertion i) le

remarçluer gtre dans tous les ca5 la cotr

au plus tr.ois commutations.

ce

t
o
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Dans ce chapitre, je vais énoncer quelques conséquences des théorèmes précé-

dents dans le  cadre de Ia théor ie des systèmes assery is  (guidables)  et  p lus

part icuJ- ièrement  pour  les systèmes de la forme :

l t t  d x  . ' o l  .  
P  

- ' i ,  .
\ r i  æ = À ( x / +  X ;  u . X - ( x )

1 = I

<lont on sait lr importance fondamentale (nrnss;r3l - sussMAl,[Nf4ol).

Ltétude de Ia contrt labi l i té drun couple de champs de vecteufs lXLr:É| sur
une variété Mr permet dfénoncer des propriétés de Bang-Bang contrôlabil ité

pour les systèmes asserv is  du type

(2 ) St. l  = v l (*( t ) )  + , ,  t ' (*( t ) )

u  €  [ " r 11

En particulier les résultats de omariagesfl obtenus dans ce travail se tradui-

ront par |a possibil i té de nendre complètement contrôlable des systèmes assetÈ

r.is en ajoutant une seule 
"nt"é" 

au système.

Le premier paragraphe de ce chapitne sera donc consacré à des énoncés de

contr :ô labi l i té  pour  des systèmes ( t )  Afun cer ta in type.

DanÈ. Le deuxième paragraphe, je montrerai comment ces systèmes particuliers

sl appliquent natunelrement aux cir:cuits électriçres conserwati f 's.



-  73-

rrr .1 contrôlabi l i té de systèmes asseryis de Kitr ing dans IRn.

x Déf ini t ion 1- un charnp de Ki l l ing de n"Su" couple (Arb) où A est une

matrice carrée dtorrlre n antisynétrique et b un vecteur de ]R 
t. 

L" r.-

Ieur du champ de Ki l l ine (Arb) au point x de IRn eot Ax + b.

r+ Le crochet de Lie de deux champs de KiIIing est défini par :

f{e,u) , (c,a)]l = ([o, cl , Ad - .o )

où fArc' l  = AC - CA.

Ce crochet muni Irensemble des champs de Killing drune stmcture dral-

gèbre de Lie de dimension n(L+L) 
.

+t Définition 2 - on appelle système asseryi de KilLing, un système de la
forme

d x  - . o z  .  P

Ë=x- ( * )+  t  u .x l ( x )
q L

1 = l

u €  U c  IRP

où les  X i ;  o<  i<  p  sont  des  champs de  K i I I ing  de  IRn.
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I t r I .1 .1  P iopos i t ion

Le système asservi  de Kir l ing 
# 

= Ax + b + u(cx + d)

u  €  [ o , 1 1

tet que b 6 Im(A) et b + d 6 Im(Ar{) ,  est complètement

Bang-Bang contrôlabl-e si  le couple (Arb) (Cra) est de rang

n r n - r  l  ,  ,  _ n

T 
dans l ra lgèbre de L ie des champs de Ki l l ing de IR".

Démonstr .at ion

Considérons t re système suivant ,  où X( t )  désigne une matr ice or thogonale,  et

x ( t )  un  é lémen t  de  lRn  :

S(t) = (n + uc) x(t)
dt

1+( t l=Ax+b+uf t+d)
dt

u  €  [ o r l l

Crest  un système asserv i  sur  Ie groupe des déplacement  M(n)  de IRn.  Avec les

hr .pothèses de l lénoncé,  en ver tu de Ia proposi t ion I I .2 .3,  le  couple de champs

de vecteurs invar iants à dro i te sur  M(n)  ' r (ArU),  (A+C, b+d) est  complètement

contrôIable sur M(r), En conséguence, le système assenri au-dessus est complè-

tement contrôIable sur JR 
n, 

et même Bang-Bang contrôlable. [r système de la pre

posi t ion eat  donc Bang-Bang eontrô lab1e sur  lRn.
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Remarsue : à partir de la proposition II.2.3, cette pnoposition se généra-

Iise à une fanille de champs de Killing.

III.I.2 Courpletion drun système, à un système asservi eomplète-

ment contrôlab1e.

Proposition

Soit Ie système de Killing, non nul, # 
= e* * U.

Alors iI existe une matrice antisymétrique C et un vecteur d

que lfon peut constmire tels çre Ie système asseryi de KiIIing

dx
Ë=k+b+u(cx+a)

u  €  [ " ,1 ]

soit complètement Bang-Bang contr€Iable sur IR 
n.

Démonstration

On affirme la possibilité de cont6ler un système de KiIIing en ajoutant une

entnie au système.

La proposition est une traduction irnmédiate, en termes de systèmes asservis

du théorème ]. Comme dans Ia démonstration du théorème, on pourrait dans

lrénoncé de Ia proposition, distinguer tnois cas. Parmi ces cas celui orf

A I o et b ç fm(,f) est intéressant, car les points formant Ia variété affine

-e+ kerA sont des points dréquit ibne du système (6."t  un point de lRt t" l

gue AB = b) et on peut donc imrnobiliser le systèune en ce point. On a donc

Ie corol laire :

I I I .1.3 Corol lair .e

On considène Ie système de Killing non nul

dx
à T = A * + u  o ù  b € I m ( A ) ,

alors il existe un chanp de Killing (Crd) tel gue le système

asseryi

dx
Ë=tu+b+u(cx+a)
u  €  [ " , 1 ]

soit complètement Bang-Bang contr6lable . De plus le système

peut êtr"e r.ecalé et immobilisé en tout point p tel que A Ê 
= -b.
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I1 est maintenant intéressant

gues résultats classigues, en

dx
æ 

= Â*  +  l tu

u €

Il est bien corrru

seulement si  :

de conilpnter les résultats obtenus avec quel-

particulier considérons le système dans IRn :

(3)

i )

i i )

[ - 1 ' 1 ]

çlue ce système est complètement

rang [b, Abl .. o , At-lb1 = ,r'

sp(,r) c i lR

Bang-gart contrôlable si et

A est une matrice antisymétrique

r"endre ce système complètement

trivial, mais si cette condition

alors utile.

(UfnfUS and LEEf4l théorème 2.4 et exercices 12 et 14 chapitre II).

Les conditions i) et ii) ne sont pas indépendantes car en effet la condition

i) assure que Ia matrice A est cyctique sur IRn et donc gue son polynôme mini-

ma1 est égal à son polynône caractéristigueo Autrernent dit les matrices A

vérifiant i) et ii) se mettent sous une forme de Jorrlan dans laquelle chaque

valeur propne apparaît dans un seul bloc de lfensemble des blocs de Jordan.

La matrice A étant réelle on peut apparier les blocs de Jordan conjugués. Il

est facile de voir alors sur cette forme gue lfon peut perturber A et b de

façon aussi légèr'e que lton veut, de manière à ce qtre A devienne diagonali-

sable tout en respectant les conditions i) et ii). Respecter la condition ii)

implique qtre toutes les valeurs propres de A perturbée sont distinctes et ima-

ginaires punes, donc qtre A peut être rendue antisymétrique par un changement

de variable linéaire (voir à ee sujet par exemple les équations du pendule

doub le) .

Donc tout système (l) complètement Bang-Bang contrôlable peut être approximé

par un système du même type mais, étant en plus, de Killing.

Si l ron considèr  
'  dxe Ie système 

t1 
= Ax + b, où

si  rang [brAbr. . . rAt-1bl = r ,  Ie pnoblème de

contr6lable en ajoutant une seule entrée est

nrest pas réal isée la pnoposit ion I I I .1.2 est

Si maintenant on utilise Ia pnoposition IT.2"4 et la nemarque I.2.5 sur la

densité des partenaires on peut alors affirmer gtrren perturbant un système

asser-ri de. Killing comportant au moins deux champs du type notation, on peut

r"endre celui-ci complèternent contr6lableo Plus précisément on a la pnoposition

suivante :
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I f I .1 .4  Gener ic i té .

Proposition

On considère sur n 
n 

le système asseryi de Killing :

d x  t .  P  I  ?

âï = \Ao * 
., ? ,, 

t, ^rl.* * oo * 
, ? , "t ot

( 4 )  
L = L

u É l -o .1 ]P. J

On suppose gut i l  ex is te au moins deux indices i ,  e t  i ,  te ls

s. bo * r r r .or ,  a rm(Ao * , r ,  Air)  et

b  + u . . b .  c f m ( A  + u .  A .  Io  , 2  1 2 '  ' o  , 2  r 2 1

Alors pour tout€) or i I  existe une natr ice A. (C) 
" t  

un vec-* 1

teur b- (6) vér i f iant l1A. (e )  -  A..  ! l  < et rb;  (e )  -  b. ,  l i  <-1  ^1  'L  -1_  - r -

tels que si dans (4) 
"" 

remplace A- et b- par A- (e ) et b- (e)
t l  1 1  ^  t r -  ' 1

(4) devienne complètement contrôIable sur IR n.

Jusqurà pnésent,  seuls les Ésultats du chapitre I I .2 ont été exploi tés dans

R 
t, 

Ies résultats du paragraphe I permettent de décrire les états accessibles

de certains systènes de Killing :

I f I .1 .$  Pnopos i t ion

Considérons le système asservi de Killing, à champs de vecteurs

du type rotation :

d x  / .
Ët = '(e* + b) + (r-") (cx + d)

(5)
u €  [ " , 1 ]  b 6  r m ( A )  d 6  I m C

Une condition nécessair.e et suffisante pour que llensemble des

points Bang-Bang accessibles à partir drun point quelconque soit
,r

la sphène S passant par ce point, est que

i) A et C engendnent Eg(tt)

i i )  c- ld -  ^- to e ker A + ker C
. l a

(ot C-'a et A-'b désignent les antécédents uniques de d par C,

b  p a r  A ) .
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Démonstration

A et  C engendrant  so(n) ,  on a ker  A f l  ker  C =

gue la décomposition C1d - a-1t = a1+c1 avec

uni  que.

Désignons par w le point de JR 
n, 

unique w

faisons dans lRn le chansement de var iable

devient :

io | .  L fhypothèse i i )  assure

a, ç ker A et e,  6:  ker C est

- l -b 
-  

"1 
= -c-1d + e,r  et

x-w. Le système asservi (!)

= A

x l =

*=uAx r+ (1 -u ) cx 'ctt

u  €  [ " , 1 ]

11 est  c la i r ,  compte tenu de l fhypothèse i )  gue les orb i tes posi t ives de ce

système sont les sphères S' de centre la nouvelle origine. Les conditions sont

donc b ien suf f isantes.  El les sont  nécessai res :  1a condi t ion i )  à  cause de la

dimension de Srrr  la  condi t ion i i )  car  Ie  système a un point  dféqui l ibre.

I I f .1.6 Propqsit ion

Soit  le système de Ki l t ine 
$f 

= Ax + Aw, on peut alors cons-

tmire une matrice antisymétrigue c telle gue le système asseryi

dx
à Ê = e *  

+ A w  + u ( c x + c w )

u  €  [ o , 1 ]

admette pour orbites (Bang-B*g) positives les sphères de centre
-Wo

Démonstration

Le théorème I du paragraphe f.1 nous assure que llon peut constrtrire une ma-

trice antisymétrique C telle que A et Ç engendrent so(n). La proposition se

déduit alors de la précédente.
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ITI.2 Applieation à des transformateurs de courant continu.

Je vais montrer que les systèmes asservis de Kilting représentent naturelle-

ment l réguat ion drévolut ion de certains réseaux électr iques :  plus précisé-

ment les réseaux conservatifs.

[Jn circui t  ou réseau électr igue est const i tué par un ensemble de disposit i fs

qui assurent la production, le traitement et la conversion dlune énergie ou

dfun signal électr ique. On considérera seulement des circui ts l inéaires dont

Ie comportement est décrit par une éguation intégredi fférentielle linéaire à

coefficients constants. Cela signifie que les constituants ont des caracté-

ristiques indépendantes du temps, de la tension et de ltintensité du courant

qui les parcourt ,  de Ia température, . . .  11 semble donc quri l  fa i l le él iminer

la plupart des circuits, mais outre le fait gue les circuits linéaires peu-

vent constituer une approximation des circuits réels, dans la plupart de ceux-

ci il est possible de définir des z6nes de tinéarité.

Si lron considère un circuit dont les composants passirs seront des résistan-

ces, des inductanees, des eapacités, les eomposants actifs des sources de ten-

sion ou de courant auxquels on ajoutera des internrpteurs idéaux, Ifétat de ce

circuit pourra être représenté par un vecteur x(t) ae lRt qui donnera la valeur

à l r instant t  des di f férences de potent iels aux bornes des capaeités et l r inten-

sité des courants parcourant les inductances et résistances.

Si Ia topologie de circuit est fixée, autrement dit si les intermpteurs sont

dans une position donnée, afors Ie comportement du circuit sera r"egit par une

équation différentielle du premier ordre.

Beaucoup de ces circuits seront régis par une éqtration du type :

*(t1 = ( ,ro , , . ( t )  e .  
) *1 t1  * b

o

m
+  t  u i ( t )  b i

a =  J -

m .
+E

i = 1

où les ur(t) repÉsentent Ia position des internrpteurs en fonction du temps.



-  80 -

+
z\E

III.2.1 - E!Plg-!. Considérons ainsi Ie circuit de la figure 3.1

f i g  3 .1

on a les

( 1 )

relations suivantes

- a

L t  , L =  - z r + u E

C .  2 ^ = 2 . - z ^
L é r J

L ^  2 ^ = z ^ - 2 ,
z 3 z 4

U ^  Z t  = Z ^
4 4 J

Ces relations peuvent -se

) (

SOUS

) (

mettre

o o

-1 o
c1

c i o
I

) (

Ia forme :

(2 )

,L

a

"z
a,3
a

z ,
+

-1_

i11

l_ -l_
o ï o F u2 'z

L
o o o

cz

,L

2
,3

"4

E

o

o

o

ou encore

/ ^  \  a
( 3 )  z=A  z+uEb



-  E l  -

un calcur simple nous montre çlue ]e polynôme caractéristique de A, est

t r 1 1 I 2 L
A = i . 7 -

"1C1 
LZC' 

' 
LtCt ^ L'LZC.CZ

sctl
autrement dit les valeurs propres de A imaginaires pures, soit

ic. , . '1 r  - ig_, in. ,  - iu2 ces valeurs. Alors

2 2 1 1 . 1  2 2 L
( ' c  + c d  T Ï - - - ô - T î - -  U :  A  = m

| 2 "1'l_ "2"L "1"1_ L 
-2 uruz"r"2

cela s igni { ie  quf iL  ex is te une matrd-ce réel le  P,  invers ib le ter le  gue

P- 'AP = B avec

(4) a -

uLo

o o

o o

o -(iz

l réquat ion (3) devient

L '  =  B  z '  +  u  E  p -1b ,

i)t;
\ "

\ ) /

autrement dit un

En fait on peut

Lrénerg ie  to ta le

ce qui conduit à

système guidable de

le voir de façon plus

du réseau passif  est

1  2  ^ 2u=à$f i+crz j

.poser

Ki l l ing.

rapide.

? 2
+ L^27. + C^zlz J  1 4

(6)

u=lz(

*r-

l\ 
-- ='

*2
Ê =  z 2

/ v l

*?

-lE= "t
x t ,

+

F
Nz .

x2+
l_

z ,
4

*2+*2
23

de te1le façon gue .il
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avec ce changement de coordonnées, 1réquatio" (Z) devient :

o

I

/LC
I

o
+u5

VL,

X.,

t,

o

o

_ l

1 - 2  2

i l

--2

xg

I
I

I
I

o

I
o

o

o

o

I
o

oi
4 ol oE,

un système assenri de KillingSoi t  :

( i l  x ( t )  =  (o"* rË,  " r ( t )e . )x( t )+uo

/ïld,

x  =  C x  +  u d

., = i"r lj

Lrétude du comportement du circuit se ramène donc très sirnplement à celui drun
système assenri de Killing. ce nrest pas un hasard conme le précise la

Propoqition TIT.2o2

on considère un réseau électrique linéair.e, formé de capacités
et drinductances pour les composants passifs, de sources de
courants et de tension pour les conposants actifsr Le circuit
comporte en outre des internrpteurs idéaux cqnmandés. Lfétat du
réseau est r"eprésenté par un vecteur de IR n, d.ont les composarr-
tes sont les intensités parcourant res inductances, et res ten-
sions au:c bornes des capacités. Lréqgation dtévolution de ce
réseau sera alors un système asseryi de Killing :

m
+ r  u .  ( t )u .

1 ' -  l '
l - =  I

où les matrices antisymétriq'es Ao, A1, ...1 A,o ne dépendent que

des composants passifs, les vecteurs bor rore b, des composants

actifs. Les u. représentent ra position des interrrrpteursl

Irp,
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Démonstration

Définissons le

sants passifs,

tance Lr r  * r ( t )

vecteur x € nt. Le réseau est supposé constitué de n compÈ

inductances ou capacités. Si le ieme composant est une induc-

sera, si lron désigne par z. (t) Ie courant parcourant Lir

même si 1. j"*t composant est une capaeité, 
"r(t) 

désignera

de potentiel aux bornes de la capacité, et lron posera

x-(t) = \fr =rG)
En utilisant le théorème de superposition, si lron regarde le régime propre

du circuit,  comme lténergie propre de ce Éseau est U = 
I <*1* .. .  + xzn),

et  qule l le  est  constante pour le  c i rcu i t  l ibre,  * ( t )  évolue a lors sur  une

sphère Sr., et lfon a lféquation du régime proprer gui est l inéaire :

i ( t )

Ies A, étant des chanps de vecteurs de Ia sphère, sont donc des matrices anti-

s1métriques. n ajoutant les composants actifs on obtient alors 1féquatior 
'(7)

donnée dans Ia propositi on./

On est donc amené, pour étudier ces types de réseaux, à considérr:r lralgèbre

de Lie des chanps de Killirre g(r) = sg(n) O IR 
t.

On remarque gue cette décomposition en sonrne directe dlune .ous-algèbr"e et

drun idéal de m(n) a une signi f icat ion physique. La composante simple, so(n),

algèbre de Lie conpacte, correspond aux composants passifs du circuit, crest-

à-dire à Ia réponse propre de ce circuit, tandis qne Ia composante résolubte

IRt, eorrespond aux éIéments actifs, crest-à-dire à la réponse forcée du cir-

cu i  t .

Les circuits considérés ne comportant pas de résistances, intenriennent dans

1aconeept iondes t ra r rs fo rmateursdecot r ran tcont inur

Les objectifs dlun transformateur sont par orrlre dfimportance décnoissante :

Ie rendement, la stabilité, Ia régularité, Ia facilité du réglage. La rnecher-

che de lrefficacité maxinale conduit donc à Ia considération de circuits

aussi pnoches gue possible drun rçndement'au tô/0, leur cornportement pouvant

d o n c ê t r . e d é c n t p a r u n s y s t è m e g u i d a b 1 e d e K i . 1 1 i n g . '

,q z.( t )  ,

la  d i f férence

= (oo .  
, i  

ur( t)er)  *( t l
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Soit par exemple un circuit cqnme celui de la figure3.2

f  ig  3 .2

tout drabord lrinternrpteur idéal représenté sur cette

lisable en effet, on peut teehniguement considérer Ie

f igure,  n lest  pas i r réa-

circuit de la figure t,t

f ig 3.3

quand ù = l-, re transistor T, est branché, crest-à-dire qu,il agit conme un

court-circuit, tandis gue T2 est coupé (clest-à-dire agit comme un circuit

ouvert) dans ce cas Ie circuit 3 est équivalent à celui de la figure 3.4

D
1

f ig g.t



q u a n d u = o  T r e s t c o u p é ,

la f igure 3.5

E

La proposit ion I I I .2.1 nous pennet

I  et  I I  en théorèmes électr iques.

académiques. Soit  le circui t  de la

L4

T, est branché, on obtient alors Ie circuit de

f  ig  g .s

L1

les résultats des

trai ter ic i  deux

pass+bas)

I-rr_t
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chapi t res

exemples

peut toujours supposer

a alors l réquat ion

donc de traduire

Je vais simplement

figur"e ( fi f tr e

que L l  = Cl  = LZ = CZ = .o.

c.-,

on

on

Lr-1 = cn-l

,.1 

\

iï

il
L"C
\)

o - 1

1 0

1 o - 1
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sl  on lu i  a joute le  c i reui t ,

2*r- *

Lr,Lr

1

o

\
1\
h \

I
I\*4

'rtul
'ul

o 1

1 0

o
1

x
I

\" 1

r Â 1

1 0 1

1 0 1

i ^

monté avec un intermpteur idéal.

Alors la  proposi t ion I I I . I .7  nous permet de conclure que l lon peut  at te indre

t'out point de 1a sptrère Jn

2  2  2  . 2
h 

* 
"t 

* xztt-l * *2n = k

L1

+ (r  -u)

c,,Ù

o '  r
II  o l o-tl 
o 1

t ^
l l  u

( ro) * = ( r A + ( 1 - u ) B ) x
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rl est immédiat que A et B engendrent g(zn) droù la concl.usion.

La schéma a été choisi de telle façon que guand ll intermpteur passe de la

posj - t ion 1 à Ia posi t ion O,  Ie c i rcu i t  L '  C.r ,  puisse osci l ler ,  s inon on r is-

querai t  dravoi r  un arc é leetr igue à l louver ture de l l in termpteur .

Le fait de pouvoir atteindre tout point de S2n se traduit  par Ie résultat ,

de Ia façon Ia plus intéres-que lron peut transférer l rénergie et la reporter

sante possib le.

Dans le deuxième exemple, je vais montrer cornment la eonsidération de champs

de Ki l l ing permet de résoudre de façon nature l le  cer ta ins pr .oblèrnes.

l)ans l l i f8'1 et l-39] on considèr.e Ie circuit suivant ;

c"

Ce circui t  est décr i t  par un

( 1 r )  | = ( , 1  + u

système du type

B )  x a  u  d u € I " ,11

e

o ol l"
oËl B=1"

-Ë,.1 l,+,

Æ,
/ '

l"
l -errtr

I

où Ai o,Ë

+=o
/\c,

avec cdnme précédemment xr = {c1 yl x. = n1c. v- x^ = a/1,.-  I  ' - r  I  - Z  - Z  - Z  ' - 3  - 3

Le problène considéré, dans les Éférences citées est de réduire Ie

crest-à-dire de lui  subst i tuer un système éguivalent plus simple.

ds

t3

système,
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se

Bw

éa I i

+B)

5.

gue

rea

A+B

.5.

I m ( â

I . 1 .

te l

K*)

de

ng

Im

I .

te

Xw

s de Killing permet

deux chanps de Killi

(r+n, a) où d ç

de la pnoposition II

/  , - \

/ -E \ ic l  \
t t
I o I unlgue,
t ,
\  o l
\ /

de Lie

s (x ,w)#x,  v-

La connaissance des champ

évidente.  En ef fet ,  on a

.  ( e , " )  e t

On est dans Ia situation

' i

Soi t  a lors le  vecteur  u =

1 | automorphisme dl algèbre

0

ce programme de façon

d et soit encore A

Alors,

0 [ (A r " )1  =  (e ro )  g l - (B ,d )1  =  ( s ,o )  e t  (1 ] - )  es t  éq ' i va len t

(Lz )  ï = (A+uB)x

Draprès la proposit ion I I I .1.5r on sai t  que Irensemble des états accessibles,

sera Ia sphère n3, d" centre le point -w, et passant par l ror igine. (On sup-

pose gurau départ C, et C, ne sont pas chargés).

La signification physique du vecteur w est irnmédiate : Ie carré de sa norrne

/
est C., E-, deux fois lfénergie totale du circuit de gauche, intermpteur en

pos i t ion  1 .

(12) signifie donc que le circuit considéré est équivalent au circuit :

a

c^
V^(of= F

cr



On a de plus

est Ia sphère

le système en

que l fon peut

colrant, à un

des

-2
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résultats supplémentaire5. Lrensernble des' points accessibles

de centre - w r passant par lrorigine, et on peut immobiliser

tout:point dfégui l ibre des, champs de vecteurse Cela veut dire

transfér.er 1rénergie drun circuit oscillant, avec une source de

autre circuit oscillant.

Les points dréquil ibre sont lrorigine (Ze r,6rroro) (Bq, q[, o)

(E^ /c1 ,  -E {c l ,  o ) .

On peut donc fair.e apparaltne Tz=
tq
w E, cotnme charge dans la capaeité Cr.
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11 est clair gue Ie même genre de discussion se tient qtrand lrespace drévæ

Iution est- Srrr et les points singuliers des champs sur S' sont de Ia plus

haute importance.

En couplant les deux exemples on voit que I'on peut localiser lfénergie et

cela de Ia façon choisie. On pourrait chercher à r€aliser des commandes en

Feed-BacÈ, pour se placer au point dféquitibre. fndiquons ici que crest pos-

sible, le problème est traité en f39] et nra pas sa place dans ce travail.-
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CONCLUSI

Pour les tnois variétés considénées, lrespace euclidien JRn, la sphèr^e S' et

le demi-plan de Poincaré P, le problèrne posé dans lrintroduction est complè-

tement réso1u. A tout champ de Killing non nul sur une de ces variétés on

sait associer drune façon constnrctive un ehanp de Killing tel çre le couple

obtenu soit complètenent contr€lable.

Les trcis variétés considérées, sont des Espaces Riemanniens Symétrigues irré-

ductibles. Ctraque variété étant dans une des tnois classes drEns : Euclidient

compact, non compêctr

Le cas des ERS euclidien est évidemment résolu, bien gue Ia dénonstration en

soit pénible. 11 semble que Ie bon théorème soit llaffirrnation de la possi-

bilité de rnarier les chanps de Killing sur les ERS irréductiblesr dans tous

Ies caso

Les ERS irÉductibles sont des espaces honogènes de groupe de Lie semi-simples.

I1 est natunel de se demander si à un champ de vecteurs invariant à droite sur

un gnoupe de Lie seni-simple, on peut aJsocier un autr"e charnp de vecteurs,

invariant à dnoite, tel que Ie couple obtenu soit complètement contrôIable.

Pour les grcupes de Lie, semi-simples cornpacts, iI semble que lron puisse Ie

conjecturer sans risgues - Ie cas de So(n) ayant été résolu ici - Le pnoblème

se Éduit drailleurs à un pnoblème a1gébriçre et lron peut espéner généraliser

le chapitre I dans cette dir"ection. En conollaine on disposerait du théorème

analogue pour les ERS de type compact.

Pour les gnoupes de Lie, semi-simples non ccnpacts, cela est moins clair. La

raison majeure en étant gue lron ne dispose pas de théorèmes de contr€labilité

sur ces gnoupes pour des systènes non hmogènes, à contrôIes bornés.

Le seul réeultat dans ce s,ens est celui de LSRY, sur les champs de vecteurs

Poisson-stables (cf. Pnoposition TI.2.3 qui à cet égarrl est intér.essante).

Les pnoblèrnes de contr€labilité sur ces gnoupes restent rnystérieux. Il serait

inténessant dfobtenir des résultats dans cette direction. Cela permettrait de

Ésoudne quantité de qtrestions aur les systèmes asservis non linéaires :

11t1 = xo(x)  +  ;  ur ( t )  x i ( * ( t ) )
i = 1
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(appetés encore systèmes bilinéaires) dont on sait peu de choses guand Xo est

non nul.

Lrimportance de ees systèmes est considérable, car on sait depuis peu que toute

application entrée-sortie F qui satisfait aur conditions de continuité et de

causafité, peut être appnoctrée arbitrainement près par une application entrée-

sor t ie  venant  d run  te l  sys tème ( f f : l r f40 l ) .

Le cas résolu iei ,  de SL(2' IR ) ne semble pas déterminant,  en raison de Ia

iaible dirnension de ce gnoupe.

Lne tentAt ive pour approcher ees problèmes, pourrai t  bien être la considérat ion

de groupes de déplacements, ie. de produit seni-dinect de groupes compacts et

cle groupes conmutatifso Si les pr.oblèmes posés y apparaissent plus accessibles,

ces grrcupes nlen sont pas pour autant négligeables 3 ceux-ci sont en effet pri-

vilégiés pour la Physique et lringéniérie (groupe syrnpleetigue, de Lor.entz,

c l e  U a l r  I e e ,  t .  o  )

Les techniqtres utilisées dans ces pnoduits semi-directs pourraient également

être fnrctueuses dans les problèmes de méeanigue où lron cherche à cont6ler

la posit ion et Ia vi tesse dfun objet (stabi l isat ion dlun satel l i te par exemple).

En conclusion, les résultats obtenus dans ce travail, me paraissent être Ie

point de départ pour aborder drautres guestions beaucoup plus cornplexes, dont

seule une petite partie a été aborrlée jusqutà présent.-
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